Reconstruire des surfaces——

pour l'imagerie

Jean-Daniel Boissonnat

Reconstituer une surface en ne connaissant que certains de ses points:
un probléme que l'on rencontre souvent, qu’il s'agisse d’exploration
géologique, d’archivage de vestiges archéologiques,

d’imagerie médicale ou industrielle.

orsqu’on sonde le sous-sol en certains
endroits pour connaitre la configuration des
différentes couches géologiques, ou lorsqu’on
veut cartographier un fond marin, le nombre
de points de mesure est nécessairement fini.
Or il faut reconstruire, a partir de ces données
en nombre restreint, les surfaces correspon-
dantes. La situation est analogue avec tous les
systémes d'imagerie informatisés (scanners,
télémetres, imageurs tridimensionnels, etc.)
utilisés en médecine, dans I'industrie, en
archéologie, etc. Comme point de départ, il y

a un objet réel — qui peut &tre une partie du
corps humain, une piéce mécanique, un ves-
tige archéologique, une structure géologique,
ou autre. De cet objet réel, les instruments ne
peuvent enregistrer que certains points, a par-
tir desquels on doit reconstruire virtuellement
la forme de I'objet. Tel est le probleme dit de
la reconstruction de surfaces (Figure 1). Il
consiste donc a exploiter un nombre fini de
points pour fournir une représentation géo-
métrique et informatique de I'objet, ce qui
permettra de le visualiser sur un écran, de I'ar-

Figure 1. La reconstruction dune surface a partir d'un échantillon de ses points: ce probléme se pose dans des domaines variés .
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chiver dans la mémoire de I'ordinateur, de
procéder aisément a des calculs, voire de modi-
fier I'objet ou d'en télécommander I'usinage
d’une copie. Bref, une fois que la forme d'un
objet réel est numériquement enregistrée, et
ce avec suffisamment de précision, on dispose
de maintes possibilités d'action et de calcul.

Les enjeux économique et industriel du
probléme de la reconstruction de surfaces, son
caractére fondamental du point de vue scien-
tifique, ont conduit a de nombreux travaux
depuis une vingtaine d'années. Mais ce n'est
que trés récemment que les spécialistes ont
formalisé en termes mathématiques le pro-
bléme, ce qui leur a permis de concevoir des
algorithmes efficaces et fournissant une
reconstruction fidele. Le transfert vers I'in-
dustrie de certains de ces résultats de géo-
métrie dite algorithmique s'est alors opéré de
maniére tres rapide au travers de la création
de jeunes pousses (comme Raindrop Geomagic
aux Etats-Unis) ou le lancement de nouveaux
produits par les leaders de la conception assis-
tée par ordinateur ou de I'imagerie médicale
(Dassault Systémes, Siemens Medical).

Diagrammes de Voronoi et
triangulation de Delaunay, deux
outils géométriques indispensables

Pour reconstruire une surface a partir d'un
nuage de points qui I’échantillonnent, la
grande majorité des algorithmes utilisent un
outil central en géométrie algorithmique: la
triangulation de Delaunay, nommée d'aprés
Boris Delone (1890-1980), mathématicien russe
dont le nom a été francisé en Delaunay. La tri-
angulation de Delaunay se définit naturelle-
ment a partir de ce qu’on appelle le diagramme
de Voronoi, du nom du mathématicien russe
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Georgi Voronoi (1868-1908). Considérons un
ensemble fini de points dans I'espace, et appe-
lons-le E. Le diagramme de Voronoi de E est
une division de I'espace en cellules convexes
(en bleu sur la Figure 2), ou chaque cellule est
constituée des points de |'espace plus proches
d’un point de E que des autres points de E.
Les cellules — ce sont des polyédres convexes
— sont ainsi définies de maniére univoque.

Maintenant, relions par des segments de
droite les points de E dont les cellules de
Voronoi sont adjacentes. L'ensemble de ces
segments constitue la triangulation de
Delaunay (en vert sur la Figure 2) associée a
E. Ces structures se définissent dans des
espaces de dimension quelconque ; c'est le cas
de la dimension trois — I'espace usuel — qui
est le plus intéressant pour la reconstruction
de surfaces. Les diagrammes de Voronoi
(Figures 2 et 3) figurent parmi les principaux

Figure 2. Le diagramme de Voronoi (en blew) et la triangulation de
Delaunay (en vert) d'un ensemble de points (marqués en rouge). Le
diagramme de Voronoi et la triangulation de Delaunay sont des outils
fondamentaux en géoméirie algorithmique.
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sujets d'étude de la géométrie algorithmique,
et c'est dans les années 1980 que I'on a établi
leur lien avec la théorie des polytopes (ana-
logues des polyédres dans les espaces de
dimension supérieure a trois). Leur étude dans
le contexte de I'échantillonnage des surfaces
est beaucoup plus récente.

Quel est I'intérét des diagrammes de
Voronoi et des triangulations de Delaunay?
Si E est un échantillon de n points pris sur une
surface S, on peut montrer que son diagramme
de Voronoi et la triangulation de Delaunay
correspondante contiennent beaucoup d'in-
formations sur cette surface. Lorsque I'échan-
tillonnage est suffisamment dense, on peut
fournir des approximations précises de la sur-
face. Par exemple, le vecteur qui joint un point
P de E au sommet le plus éloigné de sa cellule
de Voronoi est une bonne approximation de
la normale a la surface S au point P.

1l faut s assurer que les temps de
calcul resteront raisonnables, que les
algorithmes sont fiables

C'est ainsi que I'on connait aujourd’hui
plusieurs algorithmes de reconstruction
capables, a partir d'un échantillon fini de points
d’une surface S, de construire une surface §’
qui approxime correctement la surface réelle
S. Qui plus est, la théorie de ces algorithmes
permet de calculer une borne supérieure sur
la différence entre S’ et S, borne qui dépend
évidemment de la densité d'échantillonnage.

Comme les jeux de données fournis par les
instruments de mesure comportent générale-
ment plusieurs centaines de milliers de points,
voire des millions, les questions combinatoires
et algorithmiques jouent un réle critique. Il est

Lexplosion des mathématiques

par exemple important de savoir si la quantité
de calculs que nécessite la triangulation de
Delaunay restera ou non dans une limite rai-
sonnable. Dans les cas les plus défavorables, le
nombre T d'étapes de calcul (c'est-a-dire, en fin
de compte, le temps de calcul) peut étre qua-
dratique ; autrement dit, T est au pire propor-
tionnel au carré du nombre de points de |'échan-
tillonnage. On suppose toutefois que cette
situation ne se produit pas dans le cas de sur-
faces bien échantillonnées. Des résultats plus
précis ont été démontrés trés récemment dans
le cas de surfaces S polyédriques, c'est-a-dire
constituées uniquement de facettes polygo-
nales: pour de telles surfaces et pour des condi-
tions d'échantillonnage faibles, la taille du cal-
cul de triangulation est, au pire, proportionnelle
au nombre de points échantillonnés. Le cas des
surfaces lisses est plus délicat ; il fait actuelle-
ment |'objet de recherches actives.
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Figure 3. Le diagramme de Voronoi d’un ensemble de points pris sur
une courbe.

Les bornes théoriques ne sont pas tout,
reste a savoir calculer effectivement et rapi-
dement la triangulation d'un jeu de données.
On connaft de nombreux algorithmes. Les plus
efficaces sont dits randomisés car ils effectuent
certains tirages aléatoires au cours de leur
déroulement. La théorie des algorithmes ran-
domisés s'est développée tres rapidement dans
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les années 1990 et a conduit a des analyses
précises, validées expérimentalement. Dans
bien des cas, et le calcul de la triangulation
de Delaunay en est un, l'introduction d'une
part de hasard autorise a ne pas chercher a
résoudre de maniére optimale le cas le pire
(qui est peu probable) et conduit a des algo-
rithmes simples et trés efficaces en moyenne.
On sait ainsi traiter des échantillons de
100000 points en une dizaine de secondes
(Pentium Il a 500 MHz).

Si calculer vite est important, calculer de
maniére fiable I'est encore plus. Cette ques-
tion est délicate, car les ordinateurs ne savent
généralement représenter les nombres qu'avec
une précision finie (un nombre fini de déci-
males). Ainsi, il est impossible de donner une
représentation a la fois numérique et exacte
de nombres comme Ttou V2, qui comportent
une infinité de décimales. L'accumulation des
erreurs d'arrondis peut alors conduire a un
comportement anormal des programmes. Si
ces comportements sont bien connus, ils sont
difficiles a maitriser, et la réalisation et la main-
tenance d'algorithmes fiables sont trés col-
teuses. Une part importante de la recherche
récente en géométrie algorithmique porte sur
ces questions et mélent algorithmique, calcul
formel (ou I'ordinateur manipule des symboles,
et non des nombres explicites) et arithmétique
des ordinateurs. Elles ont d'ores et déja débou-
ché sur le développement de bibliotheques de
logiciels permettant une programmation facile,
efficace et slire, telle que la bibliothéque CGAL
(Computational Geometry Algorithms Library)
développée par une collaboration internatio-
nale d'universités et d'organismes de recherche.
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