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a I'Université libre de Bruxelles (la partie flamande, la VUB, bien qu’il

soit francophone), il y regoit une trés bonne formation d’analyste, qui
lui permet d’écrire sa premiere publication vers 20 ans. Il soutient une thése
en 1977 en théorie descriptive des ensembles et applications aux espaces de
Banach, sous la direction de F. Delbaen.

J EAN Bourgain est né en février 1954 & Ostende, en Belgique. Etudiant

Jean Bourgain commence sa carriere au Fonds National de la Recherche
Scientifique de Belgique. Ses résultats en Analyse et en Géométrie des
espaces de Banach sont de plus en plus remarqués, et ses séjours a I'étranger
se multiplient : en France, & Paris 6 et Paris 11, en Israel et aux Etats-
Unis. En 1985 il est nommé professeur & la VUB et il accepte, la méme
année, 'un des six postes de professeur permanent a I'THES. Cet institut a
compté ou compte parmi ses membres René Thom, Alexandre Grothendieck,
Pierre Deligne et Alain Connes (Médailles Fields en 1958, 1966, 1978 et 1982
respectivernent). A peu prés au méme moment, il est nommé titulaire de la
chaire Doob a I'Université d’lllincis a Urbana. Clest dire que, déja a cette
époque, ensemble des travaux de Jean Bourgain est impressionnant et en
fait un candidat potentiel & la médaille Fields. Depuis 1994 Jean Bourgain
est en détachement de 'IHES; il a été nommé professeur & D'lnstitute for
Advanced Study de Princeton.

Jean Bourgain n’a pas jusqu’d présent encadré d’étudiants. II a de
nombreuses collaborations internationales. Pendant longtemps, il a travaillé
trés tard la nuit, se levant & midi et ne donnant presque jamais de conférence
le matin; c’est devenu plus difficile depuis qu’il est pére d’un petit garcon,
qui a maintenant trois ans.

batissent de grandes théories, tandis que d’autres s’attaquent

directement aux problémes qui ont résisté aux efforts de leurs
prédécesseurs. Jean Bourgain appartient a la deuxiéme catégorie; il a
publié plus de 200 articles; dans de nombreux cas (pas tous, bien sir)
il résout un probleme difficile, posé par les spécialistes d’un sujet. Ces
contributions sont d’autant plus impressionnantes qu’elles arrivent aprés un
grand développement de I’Analyse dans les années 60 et 70 (avec Carleson,
Stein, Fefferman entre autres).

D E fagon un peu simpliste, on peut dire que certains mathématiciens

On peat comparer Jean Bourgain aux analystes les plus importants de
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ce siecle, par exemple aux grands analystes des années 20-30 : Hardy,
Weyl, Wiener, Carleman, Levinson. Sa puissance analytique rappelle celle
de Carleson, et son ceuvre couvre la plupart des directions de analyse
classique. Bourgain a une capacité remarquable pour apprendre un nouveau
sujet rapidement, comprendre le coeur du probleme, et utiliser alors son vaste
répertoire techniques et son incroyable puissance analytique pour résoudre
des problemes majeurs dans des directions nouvelles pour lui. Plusieurs sujets
ont été transformés par son travail, et placés a un niveau de profondeur et de
raffinement bien plus élevé.

Les travaux de Jean Bourgain portent sur des domaines ftrés variés de
PAnalyse : géométrie des espaces de Banach, analyse harmonique, analyse
réelle et complexe, analyse et théorie des nombres, théorie ergodique et
équations aux dérivées partielles non lindaires. Les techniques utilisées,
trés fines et puissantes, mélangent avec virtuosité des outils d’analyse, de
probabilités et de géométrie, alusi que des arguments combinatoires.

II n'est pas facile de trouver des mathématiciens pouvant donner un avis
pertinent sur Densemble des travaux de Jean Bourgain. Nous avons donc
demandé & une dizaine de collegues' de décrire, en peu de mots, les fravaux
qu’ils connaissent le mieux. De ce fait, des aspects trés importants de Poeuvre
de Jean Bourgain seront ici passés sous silence, et nous renverrons le lecteur
a d’autres sources, par exemple article de J. Lindenstrauss dans les Notices
of the AMS, Nov-Dec 94.

E premier article de Bourgain parait en 1976 dans les Proceedings of

the AMS; lauteur a alors 22 ans! Dans cet article il retrouve par

une méthode “géométrique” le théoreme de Lindenstrauss-Troyanski
selon lequel tout convexe faiblement compact ' dans un espace de Banach
X est lenveloppe convexe fermée de ses points fortement exposés (z est
fortement exposé dans C s’il existe une forme linéaire continue z* sur X
pour laquelle toute suite {z,) de C mazimisante pour z* — c'est-a-dire
que limz*(z,) = sup 2*(C) — converge en norme vers z). Pendant plusieurs
années, Bourgain va s’intéresser a la propriété de Radon-Nikodym et plus
généralement a la géométrie de dimension infinie des ensembles convexes;
pour expliquer rapidement la propriété de Radon-Nikodym, rappelons qu'une
fonction & valeurs réelles, harmonique et bornée dans le disque unté du
plan admet une limite radiale suivant presque tout rayon; ceci n’est plus
vrai pour des fonctions & valeurs dans un espace de Banach X, et on dit
précisément que X vérifie la propriété de Radon-Nikodym lorsque ces limites
radiales (en norme) existent dans X pour toute fonction harmonique bornée
dans le disque et & valeurs dans X. Il existe des formulations équivalentes en
termes de martingales vectorielles, ou de mesures vectorielles (c’est ce dernier
point de vue qui est & Dorigine de la dénomination). Bourgain obtient des

! Ont collaboré & cet article Myriam Déchamps, Gilles Godefroy, Bernard Maurey, Alain Pajor,

Gilles Pisier, Martine et Hervé Queffélec, Jean-Claude Saut et Jean-Paul Thouvenot.
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résultats frappants sur la notion plus fine de conveze vérifiant la propriélé
de Radon-Nikodym, tels que le théoréme suivant, amélioration d’un théoréme
de Phelps : s1 ' est un convexe de Radon-Nikodym, Uensemble des formes
linéaires qui exposent fortement le convexe ' contient un (75 dense dans le
dual. Appliqué aux fonctions, ce théoreme donne un principe de perturbation
tres intéressant : si f est une fonction réelle semi-continue inférieurement
minorée sur un convexe de Radon-Nikodym, Vensemble des formes linéaires
z* telles que f -+ 2 atteigne son minimum sur ' contient un G5 dense dans
le dual. A 25 ans, Jean Bourgain donne un cours de troisitme cycle a Paris 6,
dont les notes, publides par Paris 6, seront une source d’inspiration pour tous
les chercheurs qui s’intéressent & la propriété de Radon-Nikodym.
Parallelement, i travaille sur des problemes aux frontiéres de la topologie
(classes de Baire) et de la théorie descriptive des ensembles. Szlenk avait
introduit un indice ordinal attaché & tout Banach séparable réflexif, et cet
indice lui avait permis de montrer qu’il n'existe pas d'espace de Banach
réflexif séparable universel, c¢’est & dire contenant une copie isomorphique
de tout Banach réflexif séparable. Jean Bourgain introduit diverses notions
d’indice ordinal qui lui permettent de montrer la non-existence d’espaces
universels pour de nouvelles classes d’espaces de Banach. Jean Bourgain
a appliqué & plusieurs reprises les méthodes de théorie descriptive liées
au “théoreme de la borne”, qui associe un ordinal dénombrable & tout
arbre dénombrable bien fondé, c’est 4 dire un arbre sans branche infinie.
S1 T est un arbre dénombrable bien fondé, on peut ["épuiser par une
succession ordinale dénombrable d’opérations qui consistent & lui retrancher
ses “feuilles”. Avec Rosenthal et Schechtman, il obtient, en utilisant entre
autres choses une notion convenable d’indice ordinal associée & des arbres
bien fondés dont les noeuds sont des suites finies de vecteurs d’un Banach,
Uexistence d’une famille non-dénombrable de sous-espaces complémentés de
L, deux & deux non isomorphes (lorsque 1 < p < ).

N de ses premiers articles lmpressionnants est consacré aux espaces

Leo (en collaboration avee Delbaen). Les espaces £, sont une

généralisation des espaces fo (suites bornées de scalaires), ¢o (suites
tendant vers 0), C{I') (fonctions continues sur un compact) ou bien
Lo (€2, ) {fonctions mesurables bornées presque surement sur ). Jusqu’au
travail de Bourgain, on pensait que les espaces L, étaient forcément tous
“trés gros”, comme Pespace £, usuel qui contient tout espace de Banach
séparable comme sous-espace. L’article mentionné montre qu’il n’en est rien :
il existe des espaces L., qui ne contlennent pas de sous-espace isomorphe
& cg. Ces espaces possedent en fait les propriétés de Radon-Nikodym et de
Schur qui sont des propriétés classiques de lespace £y. Ces espaces Lo, se
comportent d’ailleurs “transversalement” si 'on peut dire, beaucoup plus
comme £; que commme f.,. Ces exemples retentissants ont complétement
bouleversé I'idée que l'on se faisait des espaces L. Par la suite, Bourgain a
appliqué avec succes des idées tout a fait différentes au cas des espaces £,

n® 63 — JANVIER 1995
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mais il n'y a pas la place 1c1 de développer ici la description de ces travaux

pourtant fort beaux.

U début des années 80, Jean Bourgain a opéré un tournant et s'est
mntéressé de pres aux questions laissées ouvertes sur les espaces
4 B de Banach de fonctions analytiques (espaces Hy et H,, de Hardy
principalement). Rappelons que H,, est Pespace des fonctions analytiques
bornées dans le disque unité ouvert du plan complexe €. Son résultat le plus
spectaculaire dans cetle direction est peut-eire sa démonstration que espace
H., vérifie le théoreme de Grothendieck. L'une des formes du théoreme
de Grothendieck dit que tout opératenr linéaire borné de L., dans L, se

factorise par Ly (une forme équivalente est “Inégalité de Grothendieck”).
Bourgain démontre un théoréeme de factorisation qui implique gue tout
opérateur linéaire borné de H., dans Hy se factorise par Hy. Par dualité cela
se traduit par des inégalités étonnantes (et tres utiles) vérifiées par Vespace
de Banach quotient Ly/H, qui est le prédual de H,.,. Par exemple celle-ci :
s1 une série Zzozi T, avec z, € Ly/H, converge inconditionnellement dans
Ly/Hy alors nécessairement 3 o7 |lz,||* < co. Il démontre pour ces besoins
une série de raffinements du lemme de Havin, qui construit des fonctions de
Heo qui approchent dans une certaine mesure des fonctions caractéristiques
de sous-ensembles du cercle et permet de généraliser certaines approches
du théoréme de Grothendieck pour L.,. Par la suite dans cette direction
on peut citer deux autres contributions éblouissantes @ la preuve que les
algebres de fonctions analytiques bornées A(D™) dans les polydisques D"
sont mutuellement non isomorphes pour des valeurs distinctes de Uentier n,
et aussi le théoréme qui implique que les espaces H; du disque et du bidisque
sont non 1somorphes.

ENTIONNONS un résultat qui ne figure pas parmi les plus difficiles

de Bourgain, mais qui a eu un grand impaclt tant i est simple et

joli. On sait aprées Burkholder, Gundy et Silverstein, qu’on peut
retrouver les propriétés de la transformation de Hilbert comme opérateur
sur les Ly(T), 1 < p < oo, a partir des martingales du brownien et des
mégalités de Burkholder-Gundy. Mais on ne savait pas inversemnent parler
des martingales a partir de la transformation de Hilbert. (Vest ce que
Bourgain obtient par une méthode de “transférence” utilisant un produit
infini de copies du cercle T. Cela permet de caractériser les espaces de
Banach “UMD”, étudiés peu avant par Burkholder, au moyen du fait que la
transformée de Hilbert (vectorielle) sur Lo{T, X) est bornée. Ce résultat a
beaucoup impressionné Burkholder et contribué a la venue de Jean Bourgain
a Urbana, une étape d’une certaine importance dans sa carriére.

ANS beaucoup de questions d’Analyse harmonique se pose le
probléme de Vexistence d’ensembles finis d’entlers A, = {Ay,..., A, }

GAZETTE DES MATHEMATICIENS
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tels que Vespace des polynomes trigonométriques & coefficients dans
A, possede diverses propriétés non triviales. De tels ensembles sont souvent
difficiles a construire explicitement et on doit recourir & des méthodes
aléatoires. Des résultats de Katznelson-Malliavin et Kahane avaient déja
largement ouvert la voie 4 ces méthodes. Bourgain popularise une variante
qu’il baptise la “méthode des sélecteurs”; il adopte le point de vue suivant,
qui se révele tres efficace dans un grand nombre de problemes. Soient
£,...,En N variables aléatoires indépendantes, a valeurs 0 ou 1 avec
P& = 1) = 6;. Pour w € Q, on pose

A=A glw) =1} ;

c’est ensemble choisi au hasard, et les £; s’appellent des sélecteurs. Le choix
de 6; n’est nullement indifférent, et doit souvent étre subtilement adapté an
probleme. L’ensemble aléatoire obtenu n’a pas un cardinal constant, mais son
nombre d’éléments est souvent trés concentré autour de la valeur moyenne.
Un des premiers résultats obtenus par Bourgain avec les sélecteurs concerne

la construction de suites 0 < Ay < ... < A, d’entiers telles que
7
il Zsin Aizfleo < en?/3,
i=1

oll ¢ est une constante numérique (1981). Cette estimation, utile dans 1’étude
de la transformée de Hilbert & valeurs vectorielles, n'a pas été améliorée
depuis. La méthode des sélecteurs a été utilisée avec sucedés par Bourgain
dans d’autres problemes :

— en 1987, Bourgain et Tzafriri utilisent les sélecteurs pour extraction de
sous-matrices “bien inversibles”, résultat qui a des applications a la géométrie
des espaces de Banach, & "Analyse harmonique et au probléeme de Kadison-
Singer en C”-algébres. Sur ce probleme ils sont allés bien plus loin que leurs
prédécesseurs, sans réussir toutefois a démontrer la conjecture de Kadison-
Singer ;

— en 1988, les sélecteurs interviennent dans la preuve par Bourgain de
Vexistence de vrais ensembles A,. Parmi les travaux d’Analyse harmonique
de Bourgain, sa solution du “probléme des A, de Rudin” est sans doute
le plus spectaculaire. Soit p > 2. Un ensemble A, dans Z est un ensemble
A = {nj 1 j € N} C Z d’entiers tel que pour toute série de Fourier

(P UOED DTS

j
4 spectre dans A on ait f € Ly = f € L, et qu'il existe une constante C' telle
que
(P2) 71l < ClIA
Noter que implication f € Ly = f € L, est inverse de U'implication banale,
dans le cas p > 2, correspondant a linclusion classique L, C Ls. On a
donc en fait équivalence des normes L, et Ly pour les fonctions f de la

n® 63 — JANVIER 1995
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forme (P1). Les inégalités [|f]l, < ||f]l; si p < ¢ montrent que la notion
d’ensemble A, est d’autant plus restrictive que p est grand. Cette notion est
apparue dans un article trés important de Rudin (1961) dans lequel Rudin
donne une méthode algébrique trés ingénieuse pour exhiber des ensembles
As qui ne sont pas “mieux”, c'est a dire qu’ils ne sont Agye pour aucun
£ > 0. Appelons pour abréger ensemble A, strict un ensemble A, qui n’est
Apye pour aucun ¢ > 0. Rudin construit en fait des A, stricts pour tout
p entier pair > 4. La question s’est immédiatement posée d’étendre cela
4 toute valeur de p > 2 (et pour commencer pour 2 < p < 4). Malgré
quelques contributions éparses, ce probléme trés connu a la fols en Analyse
harmonique, en Combinatoire et sans doute en théorie des nombres est
resté ouvert pendant trente ans jusqu’a ce que Bourgain le résolve, par
un des tours de force dont il a le secret. La particularité de ce probléme
est que tous les experts savaient depuis longtemps que Uexemple cherche
devait s’obtenir par le choix d’un sous-ensemble aléatoire d’entiers dont
on pouvait préciser tous les parametres. Ce choix des parametres garantit
que si Pensemble est A,, il est A, strict. Mais personne n’a réusst avant
Bourgain a démontrer que ces ensembles aléatoires sont presque surement
des Ap. Il s’agit de montrer que, pour presque tout ensemble aléatoire, on
a l'inégalité (P2) pour toute série de Fourier & spectre dans cet ensemble.
La difficulté tient & l'absence presque totale de méthode pour calculer la
norme L, d’un polynome trigonométrique d’une maniere qui se préte bien a
la “randomisation” {pardon M. Toubon). Dans le cas d’un entier pair, par
exemple p = 4, on savait déja depuis longtemps que la méthode aléatoire est
concluante grace a la formule o
1Flle = 12lle = 17 * Flleo

qui permet de calculer la norme Ly comme un polynome en les coefficients de
Fourier.

Le caractere “probabiliste” de la méthode pose évidemment le probleme de
construire des exemples explicites d’ensembles A, stricts, mais cela semble lié
4 de trés difficiles problémes de théorie des nombres. Signalons par exemple
qu’on ignore foujours si Uensemble des carrés A = {527 =1,2...} est un
ensemble A, pour une quelconque valeur de p <4 {Rudin a montré qu’il n’est
pas Ag).

OURGAIN, avec Mihman, a démontré une conjecture de dichotomie

qui s’attache 2 la structure d’espace de Banach de Cjy, Pespace des

fonctions continues sur le cercle dont le spectre est contenu dans un
sous-ensemble A € Z. s ont montré (confirmant une conjecture de Pisier
et Pelezynski) la dichotomie suivante : ou bien Uy =~ £; c’est a dire que A
est un ensemble de Sidon (d’aprés un théoréme de Varopoulos), ou bien Cy
a une ultrapuissance qui contient f,; autrement dit Cx est soit trés petit
(£, correspond aux cas les plus lacunaires) soit trés gros (Ca reproduit alors
presque isométriquement tout espace normé de dimension finie). L’inégalité
clé est encore une inégalité sur les séries aléatoires.

GAZETTE DES MATHEMATICIENS
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OURGAIN a contribué a la “théorie locale” des espaces de Banach, que

certains préferent nommer théorie asymptotique des espaces normés,
car 1l s’agit d’étudier globalement des familles d’espaces normés de
dimension finte mais téndant vers 400, Dans une premiere direction, il s’est
intéressé aux applications de cette théorie a la géométrie des convexes de
™. Nous citerons ici 'un de ses résultats les plus importants dans cette
direction.

S1 K est un corps convexe symétrique de dimension n, on sait par le
théoreme de Blaschke-Santalé gue le produit P(K) des volumes de K et de
son polaire KY est maximal pour la boule euclidienne B,. Avec V. Milman,
Jean Bourgain a montré que pour tout corps convexe K,

P > ep(B,)Y™
ot ¢ > 0 est une constante indépendante de la dimension n et de K
{une constante “universelle”). Ce résultat fondamental et attendu depuis
longtemps (probleme posé par Mahler en 1939) est devenu un outil classique
{appelé parfois inégalité de Santald inverse} en géométrie des convexes.
Bourgain a abordé de nombreux autres problemes en géométrie des convexes,
notamment des problémes de symétrisation (nombre de symétrisations de
Steiner suffisant pour approcher une boule euclidienne, par exemple). L’ap-
port par Jean Bourgain de puissantes techniques analytiques a profondément
transformé ce domaine. Il utilise (et combine), souvent avec un grand raf-
finement, les techniques de la théorie asymptotique des espaces normés de
dirnension finie (type et cotype) s'appuyant sur la theorie de la K-convexité
(développée par Pisier) et des méthodes probabilistes (sélecteurs, processus
gaussiens, concentration,.. .}, ainsi que combinatoires et entropiques.

ANS une autre direction de la théorie asymptotique, une construction

remarquable de Gluskin a montré que le compact de Minkowski des

espaces normés de dimension n a, pour la “distance” de Banach-
Mazur, un diamétre de 'ordre de n (c’est & dire Pordre théorique maximal).
Bourgain utilise cette percée dans deux directions; il construit deux espaces
de Banach complexes qui sont isomorphes en tant qu’espaces réels, mais non
isomorphes comme espaces complexes. Par une abstraction de la méthode
de Gluskin, il obtient des résultats sur le probléme des espaces homogemes
de dimension finie. Pour une fois, ce probléme sera achevé par d’autres que
Ini, Mankiewicz et N. Tomczak; énoncé du probléme est un peu long a
donner ici, mais la version isométrique correspondante, qui a été étudiée (et
résolue dans presque tous les cas) par Gromov est la suivante : que peut-
on dire d’un espace normé de dimension n dont tous les sous-espaces de
dimension ¢ fixée sont isométriques? Sagit-il de la norme euclidienne? Ces
résultats contribueront & donner une nouvelle jeunesse 4 un vieux probléme
de Banach, le probleme des espaces de Banach homogenes : Pespace £ est-il
{a isomorphisme prés) le seul espace de Banach isomorphe & tous ses sous-
espaces fermés de dimension infinie 7 Ce probleme sera résolu positivement en
93 sous les efforts de N. Tomezak et de T. Gowers.

1° 63 - JANVIER 1995
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A fonction maximale f* de Hardy et Littlewood d’une fonction
/€ L,(IR") appartient a L, (lorsque 1 < p < oo) et il existe une
constante C, dépendant a priori de la dimension n telle que

1y < Cliflly-
On peut associer plus généralement a un corps convexe symétrique B de R”
et A chaque fonction intégrable f € Li(IR") la fonction maximale

fh(x) = sup — / [Fla+ D) dl

r>0 volB J.p
Pour B fixé, cette fonction maximale est bien sur équivalente a la fonetion
maximale de Hardy-Littlewood calculée avec la sphere euclidienne, mais il 0’y
a pas d’uniformité évidente dans cette équivalence lorsque B et la dimension
varient. Bourgain montre que pour p > 3/2, il existe une constante olp)
indépendante de la dimension n et du corps convexe B telle que pour toute
fonction f € Ly(R") on ait

Bl < ()| flp-
Pour la famille des boules euclidiennes de dimension quelconque, le résultat
est vrai pour tout p > 1 et avait été obtenu par Stein et Stromberg en 83.
La démonstration de Bourgain fait appel & des considérations de géométrie
des convexes (Brunn-Minkowski) et & ’Analyse de Fourier. Bourgain obtient
aussi le cas p > 1 pour des classes de convexes particuliers telles que les
boules £, pour ¢ entier pair. Avec ce résultat impressionnant, Jean Bourgain
confirme son entrée dans le groupe des grands spécialistes de ’Analyse réelle.

£ caractére borné, pour des normes L, convenables, des multiplicateurs
de Bochner-Riesz est une question centrale pour ’Analyse harmonique
dans ", De méme pour les questions de restriction de transformées
de Fourier & des sphéres, ou plus généralement les estimations dintégrales
oscillantes. Jean Bourgain a obtenu dans ces directions des résultats pour
les dimensions n > 3 qui vont au dela des résultats auparavant connus, qui
étaient obtenus en général par interpolation & partir des résultats Lo 1l
obtient ainsi de nouveaux résultats sur les ensembles du type de Kakeya dans

R n>3.

£s travaux de Bourgain qui portent sur la théorie ergodique sont tous

centrés sur des variantes du théoréme de convergence des moyennes

ergodiques. Il faut cependant signaler que le premier contact de
Bourgain avec la théorie a consisté & donner une nouvelle preuve dun
théoreme de Furstenberg et Katznelson : si un ensemble 4 du plan a une
densité positive, alors 'ensemble des réels d(z,y), x,y € A contient une demi-
droite. La démonstration de Bourgain fait appel & Panalyse harmonique, alors
que Furstenberg et Katznelson utilisaient des techniques ergodiques.
Le théoreme ergodique ponctuel de Birkhoff (1931) est le premier résultat
important en théorie ergodique : si (X, A, p,T") est un systéme dynamique oll

GAZETTE DES MATHEMATICIENS
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T est une bijection bimesurable de X préservant la probabilité u, alors, pour
toute fonction [ € L1(X},

e
= 2 J(TFe)
k=1

converge quand N — oo pour p-presque tout z € X. Peu auparavant, Von
Neumann avait établi, pour f € Lo(X), la convergence de ces moyennes dans
Lo vers la projection de f sur Pespace des fonctions T-invariantes. Le résultat
de Birkhoff est cependant d'une tout autre difficulté.
Une des généralisations envisagées fut d’établir ce théoreme pour des sous-
suites d’entiers (my), par exemple la suite (k”) des carrés dentiers. La
convergence Lo dans ce cas était connue depuis longtemps ef est une
conséguence d’'un théoréme de Weyl. Par le théoréme spectral, la convergence
N T T G N ORI B oo Yo' O ) ae e 5 .
dans Ly de moyennes de la forme 5 ) ., f(17*z) se rameéne & la

LM T

. N .
convergence dans Ly(of) des polynomes 7},— Y€’ oit 7y est la mesure

spectrale de f sur T, définie par
oi{n) = /A Ha)f(Theydulzy (neZ).

Le premier travail “ergodique” de Bourgain est consacré a la démonstration
du théoreme ergodique ponctuel pour l'ensemble des carrés d’entiers : si
(X, A, 1, T) est un systéme dynamique et si [ est une fonction de Ly(X, p)
alors

- .
7o @)
k=1

converge pour p-presque tout x € X. Derritre cet énoncé ergodique,
g’en cache un autre de forme beaucoup plus proche de Danalyse : si
(an)nez € €2(7) et si on définit

N

. 1
ay, = Supl—ﬁ- g Qg k2
N>0 k=1

alors (a}) € £2(Z) et J{(ai)]l2 < Cll{an)]|z, ol C est une constante universelle.
Le passage de [énoncé d’analyse a l'énoncé ergodique (le “principe de
transférence” di & Wiener et Calderon) se fait en quelques lignes. Il faut
noter que le méme énoncé sur les suites, pour les moyennes usuelles, avait
été obtenu par Hardy et Littlewood un an avant la démonstration du
théoréme ergodique par Birkhoff. En fait ||(af)lls < Cl{{an)|lz donne un
lemme maximal qui entraine que I'ensemble des fonctions pour lesquelles il y
a convergence presque sure des moyennes est fermé dans Ly. La construction
d’une classe dense, aisée pour les moyennes de Birkhoff, demande un tout
autre travail pour “les carrés”, mais 1a encore, Bourgain utilise £5(Z) et la
“transférence”.
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L'originalité de la méthode de Bourgain commence des le début du
traitement de la suite (a}). Par transformation de Fourier, si f € Ly(T)
et

1
Fin)= sup’/ eZTRE £V K v () d(xl,
0

NeZ
Pinégalité a démontrer devient

() N ()il < €l
N )

: 2 .
ot Ky(o) = 71\7 b=t X ] v a une analyse remarquable dans la
démonstration de (1) fondée en partie sur des estimations et des découpages
proches de la méthode du cercle de Hardy et Littlewood.

2,

La méthode développée par Bourgain permet de donner le meéme théoreme de
convergence pour toutes les fonctions de L,, p > 1, et pour de nombreuses
suites de type arithmétique : la suite des nombres premiers, la suite [p(n)]
oll p est un polynome & coefficients réels dont le terme de plus haui degré
a un coefficient > 0. Le théoréme se prolonge aussi & 'action de plusieurs
transformations qui commutent.

Signalons enfin le résultat suivant de Bourgain : si f est une fonction
périodique de période 1 sur IR, si fol [F(x)]?dx < oo et st 0 est un nombre
algébrique plus grand que 1, alors

1 N
L3 s
k=1

converge presque surement. Pour 6 entier, c’est exactement le théoreme
ergodique, autrement il faut prendre garde que (6”x mod 1) n’est pas I'orbite
de z par une transformation de Uintervalle [0, 1] et donc I'énoncé n’appartient
pas a la théorie ergodique stricto sensu (mais des techniques ergodiques sont
utilisées dans la démonstration).

EAN Bourgain a apporté des contributions spectaculaires & la théorie du

probléeme de Cauchy associé & des équations non linéaires dispersives

Korteweg-de Vries (KdV), Schrodinger non linéaire (NLS), Kadomtsev-
Petviashvili (KPII). Introduisant des idées tres originales, il a amélioré la
plupart des résultats connus (notamment dans le cas périodique puisque les
théoremes les plus fins établis auparavant dans le cas de tout Vespace étaient
fondés sur des propriétés de lissage local qui ne sont plus vraies dans le cas
périodique). Pour illustrer ces résultats de Bourgain, nous nous restreignons a
un exemple frappant, celul de Iéquation dite KPII

{2y + Uy + Uges Jo + gy = U

;>

’ ~ g L. . gt ", 2 o %)
u(xz,y,0) donnée, ol u est une fonction réelle définie sur B2 x B ou T x .
Bourgain cherche une solution locale par un argument de contraction sur la
formulation intégrale de KPII (par la formule de Duhamel). La premiere idée,
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trés neuve, est celle du choix de la norme “de restriction de Fourier”, fondée
sur le symbole de Popérateur linéaire de KPII (la norme utilisée \}usque la
¢tait du type Sobolev).
pour une fonction u définie sur T? x I, 7 = [0, 7], de moyenne nulle en ,

Dans le cas périodique, cette nouvelle norme s’écrit,

y) - ?Zld 1/, 5
lull = Z / dr{~ + A —m? + »—D( *-_-tlﬁ—})"/“}u(ny71,4/\)1‘“

1 "3
mL,,m#AQ T + ]”I/;

(en fait on prend le minimum du membre droit pour tous les u{m, n, A) Lels
que, pour {z,y,0) € T? x ]

w(z, y,1 2 J/d/\ u(m,n LX) eflmetnytan) ).

m,n;m#ED

Ce choix trivialise Pestimation sur la partie linéaire dans la formule de
Duhamel. Pour compenser la perte de dérivée due au terme non linéaire
u,ux = %(u‘“’)m Bourgain utilise upe propriété arithmétique du symbole

—n*/m (m,n € Z, m # 0). Plus précisément, si m = my +msy, n = ny +ny
ct. m, my, my # 0, alors

9

(m® = =) — (m} - ~—)—( 2 - l—"-) S

1 .
= —~——-—-—(3m mlmf, + {nymg — ngymy )“)),
TN My ’
ce qul implique, avec A = Ay + Ay
1
max{|A —m” + —-] A —mi + { Ny —mi ;Z—Imm;mg},

Cette estimation permet de récupérer Ie facteur m apparaissant dans le terme
non linéaire. La fin de la preuve consiste & estimer le terme quadratique
au moyen d’estimations de convolution L? trés délicates et de manipulations
fines de sommes d’exponentielles, C’est un véritable tour de force.

Le résultat final est le caractére localement bien posé du probleme de Cauchy
pour KPII dans L*(T?) (ce résultat s’étend & L?(IR?) et se globalise grace
a la conservation de la norme L?). Ces méthodes, appliquées par Bourgain
& bien d’autres cas (par exemple & NLS périodique ol il utilise aussi de
la théorie analytique des nombres) ont déja eu des retombées importantes
résolution du probleme de Cauchy avec données mesures pour Iéquation de
KdV, construction de mesures invariantes par le flot de NLS.
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