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HOMOLOGIE CYCLIQUE ET K-THEORIE 

Max Karoubi 

Ce livre représente le produit de réflexions de l'auteur sur la théorie des 
classes caractéristiques, vue sous l'angle de la géométrie différentielle et de la 
K-théorie. A l'origine de ces réflexions, il s'agissait de comprendre le caractère 
de Chern classique 

K(X) a , Hpair(X) = 8 H2i(X) 

ou K(X) désigne le groupe de Grothendieck-Atiyah-Hirzebruch associé aux fibres 
vectoriels complexes 121 et oO Hpair(X) est la cohomologie de De Rham de degré 
pair de la variété X. On sait que l'image de a est un réseau dans l'espace vecto­
riel de dimension finie Hpair(X) et que le noyau de a est un groupe fini (cf.[23] 
par exemple). 

Dans une première approche (esquissée en 1981 dans [27] et deux prépublications), 
nous avons défini un "caractère de Chern" généralisé 

Chr : Kn(A) — ïïn+2r(A) 

Ici Kn(A) désigne la K-théorie algébrique de Quillen [43] et ÏÏ.(A) est 
"Vhomologie de De Rham non commutative" de la k-algèbre A (cf. le §1 pour les 
détails). Si A est l'algèbre des fonctions C°° sur une variété X, cette théorie 
coïncide essentiellement avec la cohomologie de De Rham H*(X). Puisque KQ(A)#K(X) 
d'après le théorème de Serre-Swan [25], on retrouve donc bien le caractère de Chern 
classique dans ce cas particulier. 

L'introduction de l'homologie et de la cohomologie cycliques par A. Connes [12], 
puis les progrès faits dans cette théorie "cyclique" par J.L. Loday, D. Quillen, 
Feigin, Tsygan [13] [36] [47] ont permis de mieux comprendre cette 
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théorie H.. (A) ^*'. Réinterprété dans le langage cyclique, le caractère de Chern gé­
néralisé décrit précédemment apparaît alors comme un homomorphisme 

C\ : Kn(A) _ HCn+2r(A) 

HC (A) désignant maintenant l'homologie cyclique telle qu'elle est exposée dans 3̂6̂  
La définition de Chr est relativement aisée dans un contexte d'algèbre homologi-
que et le lecteur intéressé pourra l'étudier de manière indépendante des prélimi­
naires et motivations géométriques du §1 (cf. 2.17-2.33). On en déduit entre autre 
1'accouplement 

KQ(A) x HC2R(A) k 

décrit par A. Connes C12] . 

L'intérêt des préliminaires géométriques du §1 n'est pas purement historique (en 
fait, on peut aussi inverser les choses et définir l'homologie cyclique à partir du 
complexe de De Rham non commutatif tronqué convenablement : cf. le théorème 2.14). 
Ils permettent d'aller beaucoup plus loin dans la définition d'invariants de la 
K-théorie. En effet, si A est une algèbre de Banach par exemple, on dispose aussi 
des groupes de K-théorie topologique KJJ°P(A) (définis si l'on veut comme les grou­
pes d'homotopie irn_1(GL(A)), GL(A) désignant le groupe linéaire infini lJm GLR(A), 

muni de la topologie limite inductive). Par les méthodes géométriques des §1 et 4 et 
avec des modifications techniques évidentes dues à la présence de la topologie, on 
arrive à définir aussi un homomorphisme 

chtop . Ktop(A) _^ HCn+2r(A) 

compatible dans un certain sens avec la périodicité de Bott (corollaire 4.17). En 
fait, plus généralement, si on désigne par K̂ op(X) le groupe de Grothendieck de 
la catégorie des fibres sur X dont la fibre est un A-module projectif de type fi­
ni, on définit un homomorphisme 

Kj°P(X) > p+(f=2r HP(X;HCq(A)) 

qui redonne essentiellement Ch*op pour X = Sn (4.12). 

La comparaison des homomorphismes Chr et Cĥ op se fait le plus commodément 
par l'introduction de méthodes simpliciales (§5) et par la description de la 

(*)pour i >09 on a par exemple H^A) - Ker(Rci (A) Ji> HI+1(ASA) ), HĈ (A) dési­
gnant l'homologie cyclique réduite et H (̂A,A) l'homologie de Hochschild 
(théorème 2.15) . 
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K-théorie algébrique en termes de fibres plats (§3). La notion nouvelle de 
"fibre repéré" sur un ensemble simplicial (qui est l'outil technique essentiel de ce 
travail de comparaison) reprend en fait une vieille idée de N.Steenrod qui consiste 
à définir un fibre par ses fonctions de transition. Ces méthodes simpliciales per­
mettent aussi de généraliser aux algèbres de Fréchet les classes caractéristiques 
topologiques du §4 construites pour les algèbres de Banach seulement (6.15-18). 

Cependant, si l'homologie cyclique de A est trop triviale (par exemple si 
A = t considérée comme C-algèbre), les invariants Chr construits précédemment 
ne sont pas suffisants pour détecter certains éléments non triviaux de la K-théorie 
algébrique de A. Ainsi, les méthodes développées dans les cinq premiers paragra­
phes ne permettent pas de traiter certaines situations élémentaires comme celle des 
fibres plats complexes. C'est le cas par exemple de 1'homomorphisme 
K̂ (A)—¥ HCî+2rW C'U1 est réduit â Û lorsque A = (C ou lorsque A est un corps de 
nombres. 

Pour remédier à cette situation, la géométrie différentielle nous conduit encore 
à introduire de nouvelles classes caractéristiques (cf. les travaux de Chern-
Cheeger-Simons [10][11] par exemple). Plus précisément, si A est une algèbre de 
Banach par exemple, l'introduction de ces nouvelles classes caractéristiques se 
fait par l'intermédiaire de groupes de "K-théorie relative" K. (A) (§6) et de 
"K-théorie multiplicative" MK̂  (A)(§7). Les premiers sont définis comme les groupes 
d'homotopie de la fibre homotopique de l'application 

BGL(A) BGL(A) top 

Ici BGL(A)top désigne l'espace classifiant de GL(A) muni de sa topologie usuel­
le de limite inductive de groupes de Lie-Banach GL̂ (A). Comme nous le verrons dans 
un travail en collaboration avec A. Connes [14] faisant partiellement suite à 
celui-ci, un intérêt de ces groupes est de s'insérer dans un diagramme commutatif 

<1+1(A) K£Ç(A) K-e1(A) K.(A) KJOP(A) 

Di+1 ch i+1 ch rei chi 

H.+1(A,A) , HCI+1(A) , HC^^A) H^A.A) HĈ A) 

(comparer avec le théorème 6.23)). Dans ce diagramme, la première suite est la sui­
te exacte d'homotopie associée à la fibration BGL(A)+—> BGL(A)top et la deuxi­
ème est une version duale de la suite exacte fondamentale d'A. Connes [12] . Si 
A = C et i impair par exemple, on en déduit immédiatement la classe caractéris­
tique secondaire 

a. : K^t)—, С* 
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grâce à la périodicité de Bott. En utilisant les résultats de Suslin T46] et de 
Borel t5] , on démontre que induit un isomorphisme sur la torsion et détecte 
là partie libre de la K-théorie algébrique de corps de nombres en les plongeant 
dans C (6.30). 

Les groupes de K-théorie multiplicative MK (̂A) sont plus subtils et possèdent 
les mêmes propriétés que des groupes analogues (probablement isomorphes) introduits 
par G. Sega! : ils s'insèrent dans des suites exactes du type 

KÏ+Ï(A) • HC.̂ fA) > MKN.(A) » KfP(A) , HC._2(A) 

fch. 
On a alors un homomorphisme canonique (A) >MK..(A) ainsi qu'un diagramme 
commutatif 

Kf+?(A) > H^EL(A) > K (A) > KJ°P(A) 

|Chi Ch4A 

K£Ç(A) > HC.^ÍA) >MK.(A) , Kf°P(A) 

Cette K-théorie multiplicative (écrite dans un cadre simplicial) permet entre au­
tres choses de définir une application canonique 

BGLn(C)+ , Sn 

qui s'insère dans le diagramme 

BGLp(£)+ 

~*n 

BGLn(C)T top 

n* 
i21 K(C92i) 

. ch. n 
où 0rn est la fibre homotopique de la flèche BGLN(G) P \ ^ K(C,2i). 
En faisant n = oo, on en déduit un homomorphisme canonique de la K-théorie algébri-
que réduite K̂ (X) ̂  [X,BGL(C) ] vers ce qu'on pourrait appeler la K-théorie to­
pologique à coefficients î* , c'est-à-dire l'ensemble des classes d'homotopie 
d'applications de X dans 3f = Ijm 3? . Les classes caractéristiques de fibres 
complexes plats de Chern-Cheeger-Simons appartenant à H (X;C*) s'en déduisent 
(cf. [10]C17][41] pour d'autres approches). 

Dans une prochaine rédaction (cf. déjà la prépublication [30]), nous introduirons 
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des variantes de cette K-théorie multiplicative dans d'autres contextes géométri­
ques (fibres holomorphes, algébriques, feuilletés; cas ultramétrique, etc...). Nous 
montrerons alors comment Vhomologie cyclique convenablement généralisée permet de 
construire des classes caractéristiques secondaires dans ces nouveaux contextes. 

Le lecteur pourra, s'il le désire, consulter d'amples résumés de ce travail dans 
l'article [27] et dans les notes [28][29] présentées aux Comptes Rendus de l'Acadé­
mie des Sciences. 
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I. LE CARACTÈRE DE CHERN POUR LE GROUPE KQ EN HOMOLOGIE DE DE RHAM NON 
COMMUTATIVE 

HOMOLOGIE DE DE RHAM NON COMMUTATIVE (1.1-6) 

1.1. Le but de ce paragraphe de nature élémentaire est de montrer comment la théo­
rie de Chern-Weil classique pour la construction de classes caractéristiques de fi­
bres vectoriels complexes[40] peut s'interpréter algébriquement dans le cadre des 
modules projectifs sur une (Ç-algèbre arbitraire A (cf. 1.23 pour des hypothèses un 
peu moins restrictives sur la caractéristique). Cette interprétation est due indé­
pendamment à A. Connes dans le cadre de la cohomologie cyclique [12] et à l'au­
teur de ces Notes dans le cadre de Vhomologie de De Rham non commutative [27] . La 
relation entre ces deux "homologies" et les deux types de classes caractéristiques 
sera faite dans le paragraphe suivant (cf. 2.13 et 2.18). 
1.2. De manière plus précise, si X est une variété compacte par exemple et si A 
désigne l'algèbre des fonctions complexes sur X de classe Cr , 0<r<+°°, il 
est bien connu (théorème de Serre-Swan [25]) que la catégorie des fibres vectoriels 
sur X est équivalente à celle des A-modules projectifs de type fini. L'équiva­
lence est donnée par le foncteur qui associe à un fibre vectoriel le A-module de 
ses sections de classe Cr . En particulier, le groupe de Grothendieck-Atiyah-
Hirzebruch K(X) est isomorphe au groupe KQ(A) [25] . Si maintenant r > 1, le 
caractère de Chern usuel (cf. [40])permet d'associer à un fibre vectoriel E muni 
d'une connexion D des formes différentielles Chp(E,D) e Œ2p(X) (espace vectori­
el des formes différentielles de degré 2p sur X). La classe de cohomologie de 
Chp(E,D) est indépendante du choix de D et on peut ainsi définir un homomorphis-
me de groupes 

Chp : K(X) _ H2p(X) 

où H*(X) désigne la cohomologie de De Rham. Nous allons montrer comment cette 
construction se généralise (et se simplifie) pour donner lieu à un homomorphisme 

Chp : K0(A)_,ïï2P(A) 

Ici ÏÏ^(A) désigne une "théorie de Vhomologie" associée à l'algèbre A et géné­
ralisant la cohomologie de De Rham des variétés (cf. 1.4) dans le sens où A est 
maintenant une CQ-algèbre quelconque (unitaire mais non nécessairement commutative). 
C'est une façon d'introduire l'homologie cyclique comme le verrons dans le para-
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graphe suivant mais aussi de motiver la construction des classes caractéristiques 
primaires et secondaires sur les groupes K..(A) et K̂ op(A) (du moins pour une al­
gèbre de Banach A). Certaines définitions développées ici se retrouvent dans des 
notes (non publiées)de D. Burghéléa. 
1.3. Soit donc A une k-algèbre arbitraire avec k => <Q. Nous supposons donnée une 
algèbre graduée Œ̂ (A) = ŒQ(A) O ̂ (A) ©^(A) ® ... (non nécessairement commuta­
tive) avec Œ (A) = A, muni d'une "dérivation" de degré un, c'est-à-dire d'applica-

o 2 
tions k-linéaires d.. = d : (̂A)—f fyj+i(A) vérifiant la relation d = 0 ainsi 
que la relation 

d ( co. • o)j ) = do)̂  • a)j + ( -1 )1 a>.| • da)j 

pour M. €fì,(A) et M.e n.(A) . En particulier, les k-modules n.(A) sont des 
A-bimodules. Par commodité de langage, nous appellerons souvent Œ (A) une quasi-
résolution de A (le complexe Œ*(A) n'étant pas une résolution de A en géné­
ral). 
Soit maintenant IfìJA), fì*(A)]t le k-module engendré par les commutateurs 

gradués CCD̂ OJ.] = oyoij - (-l)1Ja)j. ô- avec ^ e .̂ .(A), Q.(A) et i+j = t. 

On posera alors .̂(A) = ot(A)/[^(A), ^(A)]t et on appellera trace graduée 
l'application canonique 

T : Gt(A) » S"t(A) 
D'autre part, on a la relation d( [OJ.,U).]) = [dw.,o)j + (-1)1 [w.,da>.] ce qui 
montre que la différentielle d passe au quotient dans le complexe ^(A). 
L'nomologie de ce complexe quotient est appelée nomologie de De Rham non commutative  
de ^(A) (ou simplement de A si le complexe Q (A) est sous-entendu par le 
contexte). On la notera HŒ (A) ou même H (A) s'il n'y a pas de risque de con­
fusion (voir aussi 1.24). 
1.4. Exemple. Si ^(A) est une algèbre commutative (au sens gradué), on a 

o).o). = (-1)1J' 03.0)., Q (A) = il (A) et HÏ2 (A) est simplement l'nomologie du corn-

plexe ^(A). Un exemple typique d'une telle situation est celui où A est l'al­
gèbre A des fonctions différentiables sur une variété X qui sont de classe Cr, 
r > 1. Ici n.(A) = Q1(X) est l'espace vectoriel des formes différentielles w de 

r-1 i degré i telles que OJ et do) soient de classe C . On a alors ÏÏ.(A) z, H (X), 
cohomologie de De Rham de la variété X. 
1.5. Exemple. Soit maintenant ^(A) l'algèbre différentielle graduée obtenue 
en considérant l'algèbre des matrices nxn à coefficients dans l'exemple ^ (A) 
précédent. On a donc A = M (A) et fì^(A) = Mn( tt^ (A)) . Tout élément de fì.(A) 
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peut ainsi s'écrire comme une matrice 

0) = 

ш11 ш1п 

0) , UJ 
ni nn avec w^efi^X). Il n'est pas difficile de montrer que fi^(A) ^ fi^(A) « ft1 (X) , 

la trace graduée correspondant à la trace usuelle des matrices. On a donc encore 
ÏÏ^A^H^X). 

Pour illustrer cet exemple, considérons plus particulièrement le cas ou 
2 3 2 2 2 X = S = {(x,y,z) ( IR | x +y +z = 1} et considérons dans ^ (A) le produit 

des trois matrices d'ordre 2 J.dJ.dJ 

où J = 
x y+iz 

y-iz -x 
dO = 

dx dy+idz 

dy-idz -dx 

On trouve la matrice suivante de formes différentielles de degré 2 : 

/ all a12 \ 

\ a21 a22 / 

avec a^ = - 2i x dyAdz + 2(y+iz)dx A (-dy+idz) 

a12 = 2x dx A (dy+idz) + 2i(y+iz) dyAdz 

a21 = " 2l(y~1z) dyAdz + 2x dx A (dy+idz) 

a22 = 2(y_lz)dx A(dy+idz) - 2ix dy A dz 

On notera que la trace de cette matrice est 

- 4i(x dy Adz+y dz Adx+z dx Ady) 

c'est-à-dire un multiple non nul de la forme volume de S (comparer avec 1.27). 

Remarque : Plus généralement, si fi^(A) est une algèbre graduée quelconque et si 
on pose ^ ( A ' ) = MN(^(A)) » on a fi^(A) JÙ ÏÏ^(A'), 11 isomorphisme étant induit 
par la trace usuelle des matrices suivie de la trace graduée. 
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CONNEXIONS ET COURBURES (1.7-16) 
1.7. DEFINITION. Soit A une k-algèbre et soit ^(A) une algèbre graduée véri­
fiant les conditions écrites en 1.3. Soit E' un A-module à droite projectif de  
type fini. Une connexion sur E est la donnée d'un homomorphisme k-1inéaire 

D : E _ E ® ^(A) 

vérifiant la relation de Leibniz 

D(sX) = s Q dx + D(s)À 

pour X e A et s £ E. 

1.8. Commentaires et exemples. Si X eA = ŒQ(A), dx eŒ^A). 
En outre, ft^A) est un A-bimodule : la structure de A-module à gauche permet de 
définir E ® ^(A), celle de A-module à droite permet de définir la structure de 

A-module à droite de E ^ ft,(A). 

Une autre façon de définir une connexion est d'introduire le k-module des 
"jets d'ordre un" O^E) : en tant 9ue k-module c'est la somme directe 
E 0 (E ® ^(A)). Il peut être muni d'une structure de A-module à droite par la for­
mule 

(s,OÛ).X = (sX,s 0 dX +o)X) 

où (s,(JO) e Jj(E) et X e A. On a une suite exacte de A-modules à droite 
0__» E(̂  <̂ (A) , JX(E) _L> E _ 0 

La donnée d'une connexion équivaut alors à celle d'un scindage de cette suite. 
En effet, si D' : E —, J^E) est défini par D'(s) = (s,D(s)), on a D'.TT = Id£. 

Si E = An, on peut identifier E ® ftj(A) à (̂ (A))11 . Soit 

d : An (̂ (A))11 l'application définie par d(X19...,Xn) = (dXj,... ,dX ) . 
Alors d est une connexion sur An. Si D est une autre connexion, D-d est une 
application A-linéaire de An dans (̂ (A))11 
on a donc 

Si on écrit cela matriciellement, 

D 

*1 

X 
n 

dx1 

+ 

rll rll 

rnl rll 

rll 

rll 

soit simplement D(s) = ds + T.s où s = 
•1 
\ 
n 

est un élément de An écrit 

sous forme de matrice colonne et où r = (r..) est une matrice à coefficients 
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dans ft^(A). 
Dans ce dernier exemple, il est particulièrement intéressant de calculer comment 

se transforme la matrice r lorsqu'on change de base dans An . Si (e..) est une 
base d'un module libre de rang n (donc isomorphe à An), la matrice r est définie 
par la relation D(e.) = ^ e. r.. oû r.• e fti(A) . Si (ei) est une autre base, 

définissons la matrice de passage a = (a..) entre les deux bases par l'identité 

e\ = J e-; a.., la matrice inverse a = (b..) étant définie par l'identité 

ê . = ^ e\ b... . En faisant les calculs, on trouve alors 

D(el) - I 
i,k,r 

e'. b., r, a • + î îk kr rj i 
i,k 

eî bik dakj 

Autrement dit, dans la base (e .̂), la "matrice" de la connexion D est donnée par 
la formule suivante 

-1 -1 
r' = a Ta + a da 

1.9. Si E est projectif de type fini, donc facteur direct de A pour un certain 
n et si V est une connexion sur An , on peut définir une connexion D sur E 
par le diagramme commutatif 

i 

An V An f ^(A) * (^(A))n 

E D E * n,(A) 
A 1 

j e>id 

où i (resp.j) est l'injection (resp. la projection ) canonique. 
En particulier, si V est la connexion d définie en 1.8, D est appelée la 
"connexion de Levi-Civita" par analogie avec la situation classique en géométrie 
différentielle. Dans ce cas, A est l'algèbre des fonctions différentiables sur 
une variété X plongée dans lRn , E le A-module formé des sections du fibre 
tangent. La donnée d'une métrique riemannienne sur X permet alors d'écrire 
An = E 0 E' où E' est l'espace des sections du fibre normal. Bien entendu, ft^(A) 
est ici le A-bimodule des formes différentielles de degré un sur X. 

En outre, dans le cas général, on peut expliciter entièrement D en fonction 
de v et du projecteur p = i . j . En effet, si on identifie E à un sous-module de 
An grâce à l'injection i, on a D(s) = pv(s). Si V = d, on a simplement 
D(s) = p.ds pour tout seÊ A11 . 
1.10. PROPOSITION. Soit D une connexion sur E. Il existe alors une et une seule 
extension de D enjjn homomorphisme k-linéaire 
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D : E 0 Q (A) E £ Q MA) 

avec DQ = D, vérifiant l'identité suivante 

D*(S1.CD) = DJS^.OÏ + (-1)1 sr do) 

où s-, e E & fi.(A) et a) € fi (A) (E ®fi (A) étant considéré comme module à 
l A 1 * A * 

droite sur fiJA)). 

Démonstration . L'unicité de Dn résulte évidemment de la formule précédente avec 
s1 = s i E <&fi0(A)*E et wéfin(A) : on obtient ainsi la formule définissant Dn, 
soit Dn(s e> aO = D(s).a) + s.duj . Si on considère maintenant ŝ  = s® UKE <̂ fi.(A) 

et a)1 t fi.(A), on a D. .(sruï') = D. .(s.aja)') = D(S).UX*>' + s.d(u)o)') = DS.CDOJ' + 

+ (s.dw)u)' + (-lj^s.wj.dai' = D. (s.a>). u>' + (s. OJ) .du>' = D^s^.w' + (-l)is1.da)'. 

1.11. Notation. Par abus d'écriture, on notera encore D l'extension de D à 
E ^ fiJA) qu'on vient de définir. C'est le même abus que celui qu'on s'est déjà 
autorisé en écrivant d la différentielle générique dn : fin(A) > ^n+l^ ' 
Il y a cependant une différence notable : on n'aura pas en général D2 = 0 (cf. la 
définition de la courbure d'une connexion en 1.13). 

1.12. Exemple.Supposons que E = An . Il existe alors une matrice r à coefficients 
dans fij(A) telle que Ds = ds + r.s (cf. 1.8). 
Donc D(s€)o)) = DS.OJ+ s.do) = (ds+r.)o)+ s.do)= ds.u)+ s.du)+ r. (s$o>) = 
= d(s&u)) + r. (S®CD) . En d'autres termes, on a encore la formule D.s1 = ds1 + r.s1 

1.13. Avec cette extension de la définition de D, la composition D2 de D par 
elle-même a un sens : c'est un homomorphisme k-linéaire 

D2 : E $ fi (A) * E <&fî 9(A) 

En fait, D est un homomorphisme de fi (A)-module à droite. En effet, si 

V E ? VA>> on a 

D2(sru)) = D(dsrw+(-l)nsrda)) 

= D2sra)+(-l)n+1Dsrdaj+ (-l)nDsrdw + (-l)n$rd2u) 
2 

= D s,. u> 
Ceci montre que D est entièrement déterminé par 1'homomorphisme de A-modules 

R : E*E f n0(A)_+ E f 0>(A) 

C'est par définition la courbure associée à la connexion D. 

13 



M. KAROUBI 

1.14. Exemple. Reprenons l'exemple 1.12. Si se E, on a 
Ds = ds + r.s 
D2s = D(ds+r.s) = d(ds+r.s) + r.(ds+r.ds) 

= dr.s - r.ds + r.ds + r2s 
= (dr+r2).s 

Ainsi, la courbure associée à la connexion D de matrice r est déterminée par la 

matrice dr + r dont les coefficients appartiennent à ti^h). 
1.15. Exemple. Reprenons l'exemple de la connexion de Levi-Civita décrit en 1.9. 
Si s e EcAn , on a Ds = pd(s). Donc D(s S> w) = DS.UJ + s. du = pds.co + s.doa = 
= pds.cû + ps.dw = pd(s®w). Donc on a la formule 

D.Sj = pd(sx) 

pour tout sx e E ®^(A) cAn <|ftJA) *(ftj[A))n .Si s € E, on a donc 

D (s) = D(pds) = pd(pds) = p.dp.ds 

Puisque s = ps, on a ds = dp.s + p.ds. Donc 

D (s) = p.dp.dp.s + p.dp.p.ds 
D'autre part, p = p et par suite dp.p = (l-p).dp et p.dp.p = p.(l-p).dp = 0. 
On obtient ainsi finalement 

R(s) = p.dp.dp.s 

pour tout s £ E cAn . Ainsi la courbure associée à la connexion de Levi-Civita 
est déterminée par la matrice p.dp.dp dont les coefficients appartiennent bien 
à R(s) On pourra noter que cette matrice définit bien un homomorphisme de 
A-modules E—> E <| ft2(A) lorsqu'on identifie E(resp. E ^ ft2(A)) à un fac" 
teur direct de An (resp. (ft2(A))n) 9râce au projecteur p. 

Si par exemple E est l'espace des sections du fibre de Hopf sur S , il 
correspond au projecteur p = |ftJA avec les notations de 1.5. Donc 

p.dp.dp = -g dJ.dJ + -g dJ.dJ dont la trace est - ^ (x dyAdz + y dzAdx + z dx A dy) 
c'est-à-dire encore un multiple non nul de la forme volume de S2 (cf. aussi 1.27). 

1.16. Avant de continuer, nous allons devoir ouvrir une courte parenthèse sur la 
notion générale de trace d'un endomorphisme. Soit B un anneau (non nécessaire­
ment commutatif) et soit F un B-module à droite projectif de type fini. On dé­
signe par F* le module "dual'\ c'est-à-dire l'ensemble des B-homomorphismes 
f : F-.B (on a donc f(xX) = f(x)X pour xeF et A e B). Alors F* est en 
fait un B-module à gauche : on pose (yf)(x) = uf(x) pour y eB et f e F* . 

Pour tout B-module à droite G, G f F* s'identifie à 
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HomB(F,G) par l'application 
y ® f , > [x^yf(x)] 

En effet, ceci est trivial pour F = B, donc pour F = Bn et donc aussi pour F 
facteur direct de Bn par naturalité. 

Soit maintenant [B,B] le Z-module engendré par les "commutateurs" Xy - yX 
pour X et y € B et soit B' = B/ [B,B] . On peut alors définir une application 
Z-linéaire 

T : F <S> F*__>B' 
B 

par la formule y 0 f classe de f(y). En effet, yX ® f et y ®Xf ont même 
image dans B mod. [B,B]. Si u est un endomorphisme de F, sa trace est par défi­
nition l'image de u par l'application composée 

Tr : HomR(F,F) F ® F* JL> B' " B 

Les propriétés suivantes de la trace sont faciles à vérifier et sont laissées en 
exercice au lecteur : 

a) Si F = Bn et si u est représenté par la matrice M = on a 
Tr(u) = l b.. mod.[BjB] (cette dernière expression est bien entendu la trace usu­
elle de la matrice M). 

b) Si F et G sont deux modules projectifs de type fini et si 
u : F-* G et v : G+ F sont des B-homomorphismes, on a Tr(uv) = Tr(yu). 

c) Si u est un endomorphisme de F et si a: F G est un isomorphisme, on a 
Tr( auoT1) = Tr(u). 

d) Si F = Fj © F2 et si u = u1 $ u2 , Tr(u1 © u^) = Tr(Uj) + Tr(u2) . 

e) Si F est un facteur direct de Bn défini par un projecteur p et si a est 
un endomorphisme de F défini par une matrice M d'ordre n vérifiant 
Mp = pM = M, on a Tr(a) = Tr(M). 

LE CARACTÈRE DE CHERN (1.17-24) 
1.17. Nous allons appliquer les considérations générales précédentes au cas où B 
est Vanneau nPA1R(A) et où F : E J flPA1R(A) -

La courbure R et ses puissances successives R̂  définissent des endomorphismes 
de F. On a par ailleurs un homomorphisme canonique 

W ^ t W A > ' W A > ] —» W ( A ) 
(cf. 1.3 pour la définition de Q (A)). Par abus de langage, on appellera encore 
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Tr(Rq) l'image de Tr(Rq) dans Œpair .̂ (A) par 1'homomorphisme précédent. Par dé-
finition, le caractère de Chern du module E muni de la connexion D est l'en­
semble des éléments 

Chq(E,D) =ij Tr(Rq) 

On notera que Chq(E,D) eJ^q(A). Le coefficient 1/q! mis devant la trace sera jus­
tifié en 1.26. 

1.18. Exemples. Si D est la connexion de Levi-Civita associée à un projecteur p 
de An, on a R = p.dp.dp (cf. 1.15). D'autre part, p.dp.dp.p = p.dp.(1-p).dp = 

= p .dp.dp . Par conséquent, Rq = p.dp.dp...dp = p.(dp)2q et 

Chg(E,D) =|rTr(p.(dp)2q) 

Pour le fibre de Hopf considéré à la fin de 1.15, on a par exemple 

Cĥ E.D) = - j (x dy*dz+y dzAdx+z dxAdy) 
Un autre exemple intéressant est celui du module libre An muni de la conne­

xion D définie par Ds = ds + r.s. Dans ce cas, R est représentée par la ma­
trice dr + r2 (cf. 1.14). Donc 

Chq(E,D) = ~jTr(dr + r2)q . 

1.19. THÉORÈME. Soit E un A-module projectif de type fini muni d'une connexion D. 
Alors 

q!Chq(E,D)= Tr(Rq) 

est un cycle de degré 2q du complexe ^(A) si <Q<=k (ou plus généralement si ^ e k). 

Démonstration. Supposons d'abord que E soit l'image d'un projecteur p : An_̂  An 
et que D soit la connexion de Levi-Civita. Alors la matrice de d(Rq) est 
(dp)2q+1 (cf. 1.18). Par ailleurs, si on pose J = 2p-l, on a J2 = 1 et 
J.dp = -dp.J. Par conséquent, Tr(dp)2q+1 = Tr(J2(dp)2q+1) = - Tr(J.(dp)2q+1 = 
= -Tr(dp)2q+1. Puisque 2 est inversible dans A, on a ainsi Tr(dp)2q+1 = 0, 

soit d(Tr(Rq)) = 0. 

Supposons maintenant que D soit une connexion quelconque sur E et considé­
rons un supplémentaire E' de E (soit E ® E' & An). Si D' est la connexion 
de Levi-Civita sur E', on a 

Chq(E © E',D ê D') = Chq(E,D) + Chq(E',D') 

d'après les propriétés générales de la trace (1.16). Puisque Chq(E',D') est un 
cycle d'après ce qui précède, il suffit de démontrer que Chq(E ^ E',D£>D') est 
un cycle. On peut alors poser E 9 E' = An, D <ï> D' = v avec vs = ds + r s 
d'après 1.8. La courbure R associée à v est alors définie par la matrice 

16 



HOMOLOGIE CYCLIQUE ET K-THÉORIE 

dr + r (1.14). Par un calcul formel analogue au précédent, on trouve alors 
dR = dr.r - r.dr = R.T - r.R et d(Rq) = Rq.r - r.R q . Donc d(Tr(Rq)) = 
Tr(d(Rq)) = Tr(Rq.T- r.Rq) = 0. 

1.20. Pour démontrer le théorème suivant, nous allons utiliser un argument d'homo-
topie bien connu que nous allons formaliser de la manière suivante. Pour cela, nous 
considérons l'algèbre graduée Q(t,dt) = AQ s Â  avec Aq =<Q[t] , algèbre des 
polynômes en t et Â  = (Q[t] dt ^QCt] (A.. = 0 pour i > 1). L'opérateur 
d : An—, A. est la différentielle classique : o 1 

d(P(t)) = P'(t)dt 

Définissons un opérateur d'homotODie K, : A—» Q par la formule (o>) = 0 
ri 1 1 

si ci) e A et K, (P(t)dt)= I P(t)dt. On a alors de manière évidente 
0 1 h 

(dl̂ +KjdHu)) = o)(l) - w(0) si a) € AQ 

= 0 SI O) e Aj 

Pour toute algèbre graduée Í2JA), on peut définir de même un opérateur d'homoto-
pie 

K : A *> a (A) > fi (A) 

par la formule K(OJ ® 6) = KJ(OJ)8 (ici A^êfiJA) représente le produit tenso-
riel gradué des algebres graduées A^et Œ (A))? D'autre part, si 4> E A I fi^(A) , on 
peut dire quelles sont ses valeurs <$>(1) et 4>(0)€fi (A) : elles sont égales à 0 
si $ G Œ JA) et elles sont égales à OJ(0)6 et à OJ(1)0 respectivement 
si <f> = OJ®6£ A <g> fi (A). L'opérateur d'homotopie K vérifie alors la propriété o * 
classique 

(dK+Kd)(<j>) = *(1) - <j>(0) 

qui résulte immédiatement de la propriété analogue pour . 
1.21. LEMME. Posons fi*(A[t]) = Â® fiJA). et supposons que $ soit un cycle du  
complexe fi^.(A[t]) = A^>fî (A). Alors £(1) - £(0) est un bord du complexe fi^(A). 
Démonstration. En effet, l'opérateur K induit un opérateur 

K : fiJAct]) _» fiJA) 

vérifiant la même propriété que K, à savoir 

(dK + Kd)(*) = *(1) - +(0) 

pour tout élément ¡f>"efi (A[t]). Si d($) = 0, on a donc <f(i) - $(0) = d(K((j))) . 
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1.22. THEOREME. Reprenons les hypothèses et les notations du théorème 1.19. 
£vec Q c k). Alors la classe de Chq(E,D) dans H2q(A) est indépendante du choix dé­ 
jà connexion D. Donc la correspondance E—»Ch *(E»D) induit un homomorphisme 

Chq : KQ(A) ÏÏ2q(A) 

Démonstration. Soit E1 un module projectif de type fini tel que E 6 E1 soit 
libre et soit D' une connexion quelconque sur E' (par exemple la connexion de 
Levi-Civita). Puisque 

Chq(E,D) = Chq(E * E',D €> D') - Ch (E'.D) 

on voit, en faisant varier D, qu'il suffit de vérifier que Chq(E 0 E',v) = 0 
dans ^qW pour tout connexion V sur le module libre E e E' = An . En utili­
sant 1.8 de nouveau, on peut écrire vs = ds + r.s, R = dr + r2 et 

Chq(An,D) =-£Jy Tr(Rq). Sur le module libre (ACt])n considérons alors la connexion 
définie par la matrice r' = tr . Soit R' = dr' + r'2 dans SjA[t]) . Alors 
4) = -iy Tr(R,q) définit un cycle dans le complexe fi^(ACtl) dont les valeurs 

en 0 et 1 sont égales à 0 et à —y Tr(Rq) respectivement. D'après le lemme 

précéHent, il en résulte que ~j Tr(Rq) est un bord dans le complexe Q, (A), autre-

ment dit que ĵy Tr(Rq) a une classe égale à 0 dans T^q^ ' 

1.23. Remarque. Il est facile d'expliciter Télément de ÏÏ^(A) dont ~y Tr(Rq) est 
le bord. C'est tout simplement 

•£JT K(R'Q) = \r TR |Q (DTR + TDR + T2R2^ = Wl)\ JQ dtr (tdr+tV)0"1 

En faisant le calcul on s'aperçoit d'ailleurs qu'il suffit d'inverser (2q-l)! pour 
démontrer que Chq(E,D) ne dépend pas du choix de la connexion D pour -^-tk. 
Ceci permet d'affiner légèrement la théorie que nous venons de développer pour le 
caractère de Chern en considérant les 2L[-]-algèbres avec ~ = (2q-l) !. En fait, 
au prix d'un peu plus d'algèbre homologique, on verra dans le paragraphe suivant 
comment on peut s'affranchir de dénominateurs. 

1.24. Nous avons déjà noté en 1.3 V ambiguïté de la notation H (A) (= HQ (A)) qui 
sous-entend le complexe çi (A) . Il existe cependant un complexe universel çi (A) 

qui est le suivant. On pose ?̂ (A) = Ker(A ® A A) oû m est la multiplica­

tion. Puisque fij(A) est un A-bimodule de manière évidente, on peut poser 
?L(A) = fti(A) <S> ... <& Î7n(A) (q facteurs). La différentielle d est alors dé-

terminée par les propriétés suivantes 
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d(a) = 1 <2> a - a ® 1 si a e A = fi (A) 
d(aQ dax) = daQ <s> dax 

En effet, il est facile de voir que tout élément de fi,(A) s'écrit comme somme 
d'éléments du type aQ dâ  v ' . Pour toute algèbre fi^(A) vérifiant les proprié­
tés décrites en 1.3, il existe un homomorphisme d'algèbres graduées et un seul 
0 : fi^(A)—» ̂ (A) induisant l'identité sur A. On a donc un caractère de Chern 
universel Ch : KQ(A) » Hfi2q(A) qui rend le diagramme suivant commutatif 

K0(A) 

HH (A) 

e 
* 

HO>q(A) 

Annonçons dès maintenant le résultat que nous démontrerons dans le paragraphe sui­
vant : Hfin(A) % Ker(HCn(A) —> H ^(A.A)) ou HCn(A) désigne l'homologie cycli­
que réduite (cf. 2.13) si n > 1. Cette homologie se calcule théoriquement par des 
techniques d'algèbre homologique. Cependant, le calcul de Hfi (A) est souvent plus 
simple pour un bon choix de fi^(A) et donne déjà des informations intéressantes. 
Ainsi, si A est l'algèbre des fonctions de classe Cr sur une variété compacte 
(r > 1), le complexe de De Rham standard donne autant d'information que le complexe 
universel et son homologie est évidemment plus calculable. Notons ici une certaine 
similitude entre ces algèbres graduées fi^(A) et les "cycles" de l'algèbre A con­
sidérés par A. Connes dans [12]. 

CAS OU fi^(A) EST UNE ALGEBRE GRADUEE COMMUTATIVE (1.25-27) 
1.25. Supposons maintenant que fi^.(A) soit une algèbre commutative au sens gradué 
(c'est-à-dire fi^(A) = fi^(A)), ce qui est le cas si fi (A) est l'algèbre fi*(X) 
des formes différentielles sur une variété X par exemple. Si E est un A-module 
projectif de type fini, E ® ̂ pair̂ A^ est un moc*ule projectif de type fini sur 
l'anneau commutatif ^ -r(A). Par conséquent, l'endomorphisme 1+R de ce module 
admet un déterminant dét(l+R) qui se décompose en 

dét(l+R) = l+c^+c^+...+Cp 

où e.. e fi2l-(A) et p = Rang(E). Un théorème d'algèbre élémentaire permet de re­
lier les éléments ĉ  aux traces des puissances de R. 

Plus généralement, il est facile de voir que S? (A) s'identifie à 
A ® A/k €> ... xA/k (n facteurs A/k) par l'application aQ 0 â1 <$ ...® a" 
+ aQ dâ  ... da ,̂ "â̂  désignant la classe de â  dans A/k. 
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On trouve ainsi 

Tr(R) = Cl 

Tr(R2) = (Cl)2 - 2c2 

Tr(Rq) = Qq(c19...,cq) 

où Qq(ai»• • •'aq) est ê polynôme de Newton exprimant les fonctions symétriques 
I (xn-)q à partir des fonctions symétriques élémentaires 

°x = I x. 

o? = ^ x. x. , etc... 
i<j J 

On en déduit que les sont des cycles de degré 2i et définissent des classes 
d'homologie c..(E) eÏÏ2l-(A), indépendantes du choix de la connexion, et qu'on appelle 
les classes de Chern du module E. On a bien entendu la relation 

CVE) =-EiïQq(cl(E) cq(£)) 

II faut noter ici que Ĥ (A) est une algèbre commutative graduée car ?2̂ (A) Test. 

1.26. THÉORÈME. Soient E et F deux A-modules projectifs de type fini. Alors 

c(E 6 F) = I c.(E)c.(F) 
i+j=n J 

Chn(E®F) = ^ Ch.(E) Chj(F) 

Démonstration. La première relation peut être considérée comme une conséquence 
formelle de la relation 

Chq(E$F)-= Chq(E) + Chq(F) 

On peut en effet remarquer qu'on peut munir E, F et E © F de connexions 
Dp Dp et D£ g p = D£ Dp . Les courbures associées Rp, Rp et RE $ p véri­
fient aussi Rp £ p = RE © Rp . On peut donc décomposer matriciellement 1 + Rp ^ F 
sous la forme 

1 + RE 0 

0 1 + Rc 

dont le déterminant est dét(1+Rp).dét(1+Rp) , ce qui conduit immédiatement à la 
première relation demandée. 

Choisissons maintenant comme connexion sur E®F l'application Dp<g)l + l€)Dp 
La courbure associée est 
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RE0 F = RE * 1 + 1 * RF 
car (Dc ê 1).(1 ê Dc) = -(1 è Dr-). (Dr- 0 1). Par conséquent, 

Ch (E ® I 
i+j=n 

-J¡L- (RFCh (E ® RF)j 

i + i=n -Vrrr^)1 • (RF)J 

soit Tr(RE ô F)n = 1 ГГТГ Tr(R )4r(R )j 
i+j=n J -

Donc Ch (E ® F) = l СИЛЕ) Ch (F) 
i+j=n J 

1.27. Exemple. Soit E un espace vectoriel complexe de dimension finie et soient 
e19e9,...,e9 - des automorphismes de E vérifiant les relations 

(e )2 = 1 

eae3 + G3 ea= 0 p0Ur a * 3 

ele2 e2n+l = ^ 

Un exemple d'un tel espace vectoriel sera donné plus loin. Soit 
X = S = »x2n+1) I I(x1) = 1} la sphère de dimension 2n et soit V le 
fibre vectoriel associé au projecteur p = (l+J)/2 
avec J = x ^ + x2e2 + ...+ x2n+1 e2n+1 

9r\ 
Ce fibre vectoriel engendre la K-théorie réduite de la sphère S d'après [25] 
(voir aussi [1]) dans l'exemple plus loin. A un bord près, on a alors 

n! Ch (Y) = 2"2n~1 Tr(J.(dJ)2n) 

avec (dJ) n = (dx^ + dx2e2 + ... + dx2n+1 e2n+1) n 

Puisque (dx e ).(dxR eR) = (dxR eft).(dx e ), l'expression précédente est égale 
à 
l (Zn)l (dxj ei)(dx2 e2) ... (dxa e ) ... (dx2n+1 e2n+1) 

= l (2n)l dxx ... dxa ... dx2n+1 ex ... t ... e2n+1 
a 

=-in I (2n)i (-l)adXl ... d \ . . . dx2n+1ea 
Donc Trace (J(dJ)2n) =-in(2n)! i (-l)a xa dxx ... dxa ... dx2n+1 

a une forme exacte près. Or la forme différentielle 
Y (-l)a x dx, ... dx ... dx0̂ T est la forme volume sur 
L v ' a 1 a 2n+l 
9r\ 9r\ 

S qu'on notera Vol(S ) . Il en résulte que 
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Chn(V) = ^-Tr(Rn) = ±rTr(p.(dp)2n) = 2l+1 Tr(J.(dJ)2n) 
n !2 

= "Tn+T^— Vol(S2n).Dim(E). 

Il reste à trouver l'espace vectoriel E avec les automorphismes e (en fait 
l'exemple que nous allons donner est "minimal" en raison de la théorie des modules 
sur les algèbres de Clifford (cf.Cl] ou [25])). Pour cela on pose E = A (tn (algè­
bre extérieure de Cn) qu'on écrit comme le produit tensoriel gradué 

AC â AC è . . . G AC 

Sur chaque facteur Al = C & (D, on peut considérer les automorphismes de degré 1 
définis par les matrices 

n = 
0 1 

1 0 

Ç = 
0 i 

-i 0 

On pose alors e2a+1 = n sur le (a+l)lème facteur AC, e2a+2 = ç sur le (a+l)ième 
facteur AC (et l'identité sur les autres) pour 0<a<n-l. Enfin, on pose 

e2n+l = 1 n ele2 ••• e2n 

Puisque Dim(E) = 2n , on trouve finalement 

Chn(V) = (2"|! in Vol(S2n) = (2î )n[S2n] n n,2n+l 

oû ES ] est la classe fondamentale de la sphère S 
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II. RELATION ENTRE L'HOMOLOGIE CYCLIQUE ET L'HOMOLOGIE DE DE RHAM 
NON COMMUTATIVE. DEFINITION DU CARACTÈRE DE CHERN EN K-THÉORIE ALGÉBRIQUE. 

HOMOLOGIE CYCLIQUE (2.1-11) 

2.1, Dans ce paragraphe nous développons les considérations résumées dans [ 2 ] [8 ] 
De manière précise, nous démontrons que 

Hn(A) * Ker(ÏÏCn(A) Hn+1(A,A)) 

où HCn(A) désigne l'homologie cyclique réduite (théorème 2.13). Nous 
interprétons le caractère de Chern sur le groupe KQ à l'aide de l'homologie cy­
clique, ce qui permet de nous affranchir de toute hypothèse sur la caractéristique 
(théorème 2.16). Enfin, nous définissons des homomorphismes 

K.(A)_* HC.+21(A) 

oû les K.j(A) sont les groupes de K-théorie algébrique de Qui 11 en (théorème 2.28) 

2.2. Pour réaliser ce programme, nous allons d'abord rappeler la définition de l'ho­
mologie cyclique (due à A. Connes [12] pour les C-algèbres, à A. Connes, 
J.L. Loday, D. Quillen et W.L. Tsygan [13][36][47] pour les algèbres quelconques). 
Pour cela, nous fixons un anneau commutatif de base k (qui peut être 2) et nous 
considérons une k-algèbre A (non nécessairement commutative). On désigne par Ap 
le produit tensoriel de p copies de A et on fait opérer le groupe cyclique 
2/p sur Ap par la transformation 

à, Q a0 0 ... 0 a„ «—> ( — 1)p— ̂  a® a i ® ... ® a •% 
l e p v ' p i p-i 

qu'on écrit tp ou simplement t. Soit N = Np la transformation définie sur 
Np = 1+t +...+ t^"1 (si p = 1, on convient que t = N = Id). Définissons b 
et b' : Ap+*—> Ap par les formules 

b'(aQ €> ... ® ap) = l (-l),ao<â...<S>aiai+16> ... 0 ap 

b(aQ <S> ... €)ap) = b'(a0<2>...<g>ap) + (-l)papaQ<g> ax ®... O a ^ 

Par définition, l'homologie cyclique de A, notée HC (A), est l'homologie du com­
plexe simple associé au double complexe C (̂A) : 
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1 I I 
A V J ± A3 _ ! L _ A3 t 1-tt 1-t 

b b' b 

A2C 1-t А2^Л_ A2 t 1-t 
b b1 b 

U—3-1- A < J L _ A < bt 

Par exemple, HCQ(A) = A/[A,A] . Si k contient <Q, les lignes sont des résolu­
tions de Ap/(l-tn) et HC (A) est alors l'homologie du complexe (A*+1/(l-t),b) : 

p * 
c'est essentiellement la définition d' A. Connes qu'on notera H*(A) ^ . Plus 
généralement, si k contient 1/n!, il est facile de voir que HCp(A) % Hp(A) 
pour p < n. Dans ce bicomplexe, l'homologie des colonnes impaires 

(A ,b') est acyclique et celle des colonnes paires (A ,b) est égale à l'homo­
logie de Hochschild qu'on note H (̂A,A). La suite exacte de bicomplexes 

0 > (2 premières colonnes) > C**(A) > C**(A)[~2] > 0 

induit une suite exacte naturelle 

_ ^ Hp(A,A)_l^HCp(A)_i^HCp_2(A)_i^Hp_1(A,A)_^ ... (E) 

2.3. Pour des considérations ultérieures, nous allons devoir expliciter les homo-
morphismes I, S et B lorsqu'on identifie HCp(A) et Hp(A) (si <Q c k ou, 
plus généralement, si quelques factorielles sont inversibles dans A lorsque p 
est borné, cas que nous laissons en exercice au lecteur). De ces trois homomorphis-
mes seul I est évident : il est induit par 1'homomorphisme de complexes 
C (̂A) —> C*(A) oû on pose Ĉ (A) = (A*+1,b) et C*(A) = (A*+1/(l-t),b). 

L'opérateur B peut être explicité grâce à une réduction du complexe total 
Tot(C (A)) associé au bicomplexe C (A), réduction qui est décrite dans [12], 
[13] et [36]. On considère le bicomplexe B (A) : 

(*)si ko(Q, on notera indifféremment HX(A) ou HC (A) l'homologie cyclique. 
La première notation sera souvent utilisée quand on fera référence au complexe 
C*(A) = (A*+y(l-t),b) introduit par A. Connes L12]. 
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i ] 1 1 
Д\ B' А 3 _ £ _ А2, В' А 

Ь1 bJ Ь1 1 
А3^6— А 2 ^ _ А « о 

\ в- 'I 1 I 
AS — А * 0 < О 

"I I I I 
А « О « 0 « О 

oû B' = (l-t)sN avec s(a^ g>a,£>...g>a) = l # a ... ® a .On montre N ' x o l n' o n 
que Tot(B^(A)) et Tot(C^(A)) sont quasi-isomorphes par l'application du premier 
complexe vers le second définie par x*-t x + sNx. En fait, il faut regarder 
Tot(B^(A)) comme un sous-complexe de Tot(C (A)) par l'application précédente. La 
suite exacte (E) est alors isomorphe à la suite exacte d'homologie associée à la 
suite exacte de complexes 

0 >C^(A)_^ Tot(B^(A))_> Tot(B (̂A) [-1])_, 0 

2 2 
On notera que C (A) est un sous-complexe de Tot(C (A)) oû C (A) est le dou-
ble complexe formé des deux premières colonnes de C (A). 

En identifiant HCp(A) et Hp(A), on voit alors immédiatement que l'opérateur 
B : Hp(A) > Hp+i(A»A) est défini par la même formule que B', soit 

n 
B(aQ® ... aan) = l (-l)ln 1 ©ai «...® an o aQ (&...®ai_1 

i=o 

+ l (-i)1n+n"1 ai_10l®ai ®...oa._2 
i=o 

2.4. La définition explicite de S : H*+1(A)__> H*_j(A) est un peu plus délicate. 
Pour cela, il est commode de réintroduire la notion de forme différentielle non 
commutative esquissée dans le paragraphe précédent (cf. 1.24), mais en remplaçant A 
par A+ oû A+ désigne l'algèbre A à laquelle on a ajouté un élément unité. Ain­
si, on a fi,(A+) = Ker(A+0 A+_, A+) qui est un A+-bimodule. Si on pose 
d(x) = l # x - x 0 l , où 1 désigne l'élément unité de A , on a A © A^ ^(A ) 
par l'application a G> a h-> a da. En particulier, d(uv) = du.v + u.dv pour u, 
v t A+ et d(l) = 0. Plus généralement, A+ ô A & .. .0 A (n facteurs A) est 
isomorphe à fi-,(A+) & G> ?L (A ) (n facteurs $-,(A+)) oar l'application 

A A 1 
aQ®â ® . ..€>an*-* aQ dâ  da2 ... dap . Ces considérations seront légèrement géné­
ralisées en 2.9. 
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En particulier, Cn(A) s'identifie à un sous k-module de Œn(A ) par l'applica­
tion aQ<s> a1^...S>an = aQ dâ  ... dap . Grâce à cette identification, on 
peut notamment écrire l'identité suivante dont il sera fait un usage fréquent 

b(a)) = (-l)n(anu)' «o'an) 

avec a)' = aQ da1 ... dan_1 . Si 1 désigne Télément unité de A, on prendra 
garde cependant que w.l ^ o> en général (par exemple (a d.a^).l = aQdâ  - aQâ d(l) : 
= a <g> a-, - a a,® 1) . Par contre, si 1 désigne Télément unité de A+ , on a 
bien entendu w.l = <o pour tout o)ê n(A ). 
2.5. Pour revenir au problème posé, considérons le "diagramme en escalier" extrait 
du bicomplexe C (A) : 

Cj+1(A) = An+2/(l-t) 
cn+2 

An+2 

b 

>+l (1-t) An+1 

-b' 

An N An 

С 
n 

An/(l-t) = CJ (̂A) 

Le calcul de S : H , , (A)H .(A) se ramène à la chasse au diaqramme suivante. n+T n-iN ' 
Soit xn+2 e Zp+2(A) (ensemble des cycles de degré n+2 du complexe Ĉ (A)) 
relevé en un élément xn+2 e An+2 . Il faut alors construire une suite descendante 

(xn+2'xn+Txn"") avec xi e ^ telle que 

b(xn+2) = - (l-t)xn+1 

b'(xn+1) =Nxn 

La classe de cn(*n) clans ^^(A) est alors l'image par S de la classe de 
xn+2 ' Sl * = n̂+l est 1'automorphisme de An+1 explicité en 2.2., et si 
N = l+t+...+tn , on a l'identité formelle 

v^i-N + un+1.(l-t) = 1 
avec vn+1 = l/(n+l) et un+1 = ( t ""^""2 +...+ n)/(n+l) . 

Puisque les images de N et (1-t) sont supplémentaires, on peut donc choisir 
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V i = - V r b - V 2 

xn • Vb'-Xn+1 = "vn-b'-un+rb-xn+2 

Nous allons simplifier l'expression de cn(xn) grâce au lemme suivant (comparer 
avec r12 ] proposition 12). 

2.6. LEMME. Modulo 1'image de b, 1'homomorphisme cn.vn.b'.up+1 coïncide avec  
1'homomorphisme 

a0dar..danH-. ^ ) [ a^da^ . .dan - ( a ^ J a ^ . . .dan) + ... 
+ (-l)n+1(a0da1...dan.1)an] 

1 
= ïïïn+T) 

^ (-l)i+1(a0da1...da..1)a.(da.+1...dan) 

Démonstration. Pour simplifier les calculs, posons u' = (n+l)un+1 et 
v' = nvn = Id. Considérons une forme différentielle a) = aQda1...dan . On peut 
alors écrire 

U'(OÏ) = (tn"1+2tn_2+...+n)(o3) 

Puisque v' est l'identité et que b'+j = b avec j(cQ<ac1 ®... ® cp) = 
= (-1)ncnc0 ® c1 cn-1 , on a v'.b'.u'(u)) = -j.u'(u)) modulo l'image de b. 
Par conséquent, avec les notations de [36] lemme 1.1., on a aussi modulo l'image 
de b : 

cn.v'.b'.u' = -(j.t11"1 + 2j.tn"2 +...+ nj) 

= -(j.t"2 + 2j.t"3 +...+ nj) 

= -(t.j.t"2 + 2t2.j.t"3 +...+ nj) 

= n(j.t_1 + tjt"2 +...+ j) - (tjt"2.j.t"2 +...+ nj) 

= n jt"1 + (n-l)tjt"2 +...+ t ^ j t 

En définitive, l'image de w mod. Im(b) par c .v'.b'.u' est égale à 
n aQa1da2...dan - (n-l)aQd(a1a2)da3...dap +...+ (-1) a0dar-'^VlV qu1 
peut aussi s'écrire 

a a.,da9.. .da„ - (a da-, )a0(daQ.. .daj +...+ (-1) (a da,...(te Ja^ . 
o 1 c n x o 1' 2N 3 n' v ' v o 1 n-l' n 

2.7. PROPOSITION (cf. [12]). L'homomorphisme 

S : V L ( A ) _ ^ H ^ A ) 

est induit sur les cycles par 1'homomorphisme qui, à une forme différentielle 
o) = a0dai* • •c*an+i de degré n+1 associe la forme différentielle tu' de degré n-1 
définie par la formule suivante -n(n+l)o)' = 9, 
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où 0,- a a^da-.. .da ., + (a da, )a0a0(da„dar-.. .daj + o 1 £ 3 n+1 v o l' 2 3N 4 5 n' 
(aoda1da2)a3a1(da5...dan) +...+ (aQdar . - d a ^ a ^ 

Démonstration. Désignons par S(w) l'expression Œ et, pour G = c dCj...dcn , 

écrivons T(6) = T^e) - T2(e) +...+ (-l)n+1TN(6) avec 

^•(6) = (c0dcl...dci_l)ci(dc1+l...dcn) . D'après ce qui précède, on a S = ,|N)(N+1) 

On vérifie alors aisément les identités (pour u) = aQdâ ..-dan+1) : 

T1(b(oj)) = a0aia2da3' • ,dan+l mod* Im(b) 

-T2(b(o))) = (a0da1)a2a3(da1...dan+1) mod. Im(b) 

(-l)n+1Tn(b(o))) = (a0dar--dVi)anan+i mod. im(b) 

2.8. Remarque. Cette proposition explique les notations S et S. Dans [12] 
A. Connes adopte une autre normalisation pour la définition de S (c'est la nôtre 
divisée par 2iTT). Nous avons choisi cette normalisation pour mettre en accord les 
classes caractéristiques en K-théorie algébrique et topologique. 

2.9. Supposons maintenant que A soit une k-algèbre avec k facteur direct en 
tant aue k-module (et toujours <Q c k). Soit CX(A) le quotient de CX(A) par 
le sous k-module engendré par les produits tensoriels â  <£>•. .€> avec a. = 1 \ \ p 
pour un certain i. L'opérateur b : C*(A) _» c*-i(A) Passe alors au quotient et on 
définit l'homologie cyclique réduite HĈ (A) (notée aussi T (̂A)) comme Vhomo-
logie du complexe (CX(A)),b). Si A est une algèbre augmentée sur k et si A 
désigne l'idéal d'augmentation, on peut montrer que HA(A) est aussi l'homologie 
du complexe (A* /(l-t),b) (cf. [36]) et s'inscrit dans la suite exacte 

0 >HX(k)—> HX(A) > HX(A)—»0 

Dans le cas général, cette définition de l'homologie cyclique réduite diffère de 
celle de [36 ] . Plus précisément on a le lemme suivant : 

2.10. LEMME. Le k-module HX(A) = HC (A) est isomorphe au conoyau de Vhomomor-
phisme HC (k) _> HC (A). 

Démonstration. Désignons par TX(A) le complexe défini par la suite exacte 

0 , TX(A) _> CA(A)_> CX(A) ,0 

Tout cycle de TX(A) est l'image d'un cycle de TX(M) oû M est un quotient 
d'une algèbre de polynômes sur des variables non commutatives qui est augmentée 
sur k (on écrit formellement que £ b(l ® aj 0... ©â ) s'écrit 
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(1-t) AnQ d CJ* 0.. ĉ _j) : l'augmentation envoie les â  sur 1 et les An(aQ 

sur 0). Puisque 1'nomologie de T (M) est égale à k d'après £36] , on a un épi-
morphisme HCn(k)_> Hn(TJA) ). Par le même type d'argument>tout cycle de (A) 
est l'image d'un cycle de CX(N) oû N est aussi une algèbre augmentée sur k. 
On a donc un diagramme commutatif de suites exactes 

0 _> H*(k) H*(N) R*(N) _^ 0 
1 1 i 

HJÏJAJÏ _ ^ H (̂A) H*(A) 

De cette discussion on déduit ainsi la surjectivité de l'application Ĥ (A) HX(A), 
ce qui achève la démonstration du lemme. En fait, on a donc H*(A) = H£(A) si 
l'application HX(k)-> HÀ(A) est réduite à 0 et HX(A) = HÀ(A)/HÀ(k) sinon. 

2.11. Rappelons maintenant (cf. C9] [37]) que Hn(A,A) est l'homologie de degré n 
du complexe de Hoschschild normalisé C.(A) avec 

C (A) = A ® J eft (p facteurs fr) 

avec = A/k (qui est égal à l'idéal d'augmentation si A est une algèbre 
k-augmentée). Notons que Cp(A) ^ ftp(A) avec les notations de 1.24 par l'appli­
cation 

ao®ai0...®a , , ao dax da2 ... da 

a. désignant la classe de a. dans A/k. 

RELATION ENTRE L'HOMOLOGIE CYCLIQUE ET L'HOMOLOGIE DE DE RHAM 
NON COMMUTATIVE (2.12-16) 

2.12. LEMME. Pour n > 0, l'application a 0 à, 0... H> â  da, .. . da induit 
une injection de Hn(A,A) dans n̂(A) * ; . 

Soit A : AP : n̂(A) -> £?n(A) l'application définie par 

An(aQ dax ... dap) = (-l)""1 d a ^ a ^ ... d a ^ 
Nous allons montrer les assertions préliminaires suivantes : 

a) Si u)€nN(A), (a.b) (u>) = (b.a)(ui) 

v ; Pour toute k-algèbre graduée ^(A), rappelons qu'on définit ^(A) comme le 
k-module quotient ^(A)/[^(A) ,[^(A) ] où [^(A), Q (A)] désigne le k-module en­
gendré par les commutateurs gradués. Ici ft^(A) = £̂ (A) l'algèbre différentielle 
graduée universelle (cf. 1.24). 
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En effet, si n = 1, l'assertion est claire. Si n > 1, un élément de fjJn(A) 
peut s'écrire comme combinaison linéaire d'éléments du type ^ - e.dx.dy avec e 
de degré n-2. On a alors 

b(u>) = (-l)n(y.6.dx - e.dx.y) = (-l)n(y.0.dx - e.d(xy) + ex.dy) 

(a.b)(a)) = dx.y.e - d(xy).e + dy.e.x = -x.dy.e + dy.e.x 

D'autre part, 

a(œ) = (-I)""1 dy.e.dx 

(b.a)(u>) = -x.dy.e + dy.e.x, soit (b.a)(u>) = (a-b)(a)) 

b) Dans le groupe nn(A) = Œn(A)/Im(b), le groupe J/n opère par la formule sui­
vante 

t(o>2 ®CÛ2 <8 . •.® o)n) = (-l)n * a>n «03̂  # . . . ®̂n_2 

En effet, tfwj ®a)n_2 »Xa)n) - ® .. .̂ ô X̂ Xô ) 

(-1) ( Xo)n & OJ-J ®. • '®û)n̂ | - wn ® o)1 ®.. ^o)N-1A ) = b (u)n &> o)-| ® • • «® o)n_-| & d A) 

pour tout X 6 A. 

c) Le groupe Qp(A) s'identifie au quotient de (A) par 1'action de Z/n 

Un commutateur gradué est combinaison linéaire d'éléments du type 
&l ® ... ®o)nA - Xwj ®.. .<8>o)n où X e A et du type <g>... g>wn -

n— 1 ^ - (-1) " o)n ® a)̂  • .0 Wp.j . Quotienter fin(A) par les combinaisons linéaires 

du premier type revient à quotienter par l'image de b. Quotienter ensuite fìn(A) 
par les combinaisons linéaires d'éléments du deuxième type revient à quotienter 
&n(A) par l'action du groupe Z/n . 

Démonstration du lemme. 
Le groupe Hn(A,A) = Ker(b)/Im(b) est un sous-groupe de fìn(A) et il est in­

variant par l'action du groupe Z/n d'après a). Puisque n est inversible dans k, 
la partie invariante s'identifie à la partie covariante. Donc l'application 
composée H (A,A) > n (A) h ftn(A) est injective. 

2.13. LEMME. L'application évidente Sn(A) . > CX(A) définie par 
ao dal da2 "* dan ao ® al an 1>nduit un isomorphisme de Q n(A)/Im(d) 
sur CX(A)/Im(b) . 

Démonstration. L'application est bien définie car 

1) 1 da! da? ... dan a comme image 0 dans CX(A) 
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2) Un commutateur du type an+1U0dal ... dan) - (aQ àa1 ... <*an)an+1 

peut s'écrire (-l)11"1 b(aQda1 ... dan+1) 

3) Un commutateur du type aQ 6à^ ... dan - (-l)n_1 dan-a0 ••• dan-l 

peut s'écrire (-l)nd(ana())da1 ... dan_1 + aodai ... dap - (-1)" ap daQ ... d a ^ 

et a donc 0 pour Image dans le groupe CX(A)/Im b. 

On définit de manière évidente une application en sens inverse. 

2.14. THÉORÈME. Pour n >2, l'homoloqie cyclique réduite HC i(A) s'identifie  
naturellement à Vhomologie en degré n-1 du complexe 

0__+ HQ(A)^ ^(A)^ ... S^ tA)-* 8n(A)/Hn(A,A) 

(Hn(A,A) s'identifiant à un sous k-module de j?n(A) d'après le lemme 2.10). 

Démonstration. Considérons le diagramme commutatif 

\,W/ïm(d)^ CX , ( A ) / b ( ^ ( A ) ) _ ! _ Cn(A)/b(Cn+1(A)) ~ n„(A) 

b 

(A)/Hn(A Bl 

b 

~- Cn-l(A) 

Dans ce diagramme, l'opérateur B de Connes : 

a 0...®a . » ¿ (-l)1*""1' l^e^a« , « . . . e a . , 

vérifie la propriété suivante : pour tout w eCn_1(A)/b(Cn(A)), B(u)) appartient 
à la partie invariante de Œn(A) par l'action de Z/n . Si on identifie encore la/ 
partie invariante à la partie coinvariante, l'opérateur B est égal à la diffé-

rentielle d : ^n_1(A)/Im(d) Œn(A) à un facteur multiplicatif rationnel près. 

D'autre part, l'opérateur Bj est défini par la même formule que B et il est 
clairement injectif car l'application 0.. )̂x , 1 <a... ®x - de 

A® n"1 dans A® n est injective. 

Si o) eC^^AJ/bfC^A)), on a donc B(o>) e H (ASA) si et seulement si b(oj) = 0. 

En identifiant B et d, on en déduit l'énoncé du théorème. 

2.15. THEOREME. Pour n>l, l'homoloqie de De Rham non commutative Hn(A) 
s'identifie au noyau de Thomomorphisme 

B : HCn(A) _ Hn+1(A,A) 
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HCn(A) désignant l'homologie cyclique réduite. De même, HQ(A) s'identifie au noyau 
de B : HCQ(A)«JA/ [A,A] H^A.A). 
Démonstration. La dernière assertion du théorème résulte immédiatement des défini­
tions et du fait que H^AjA) s'identifie à un sous-groupe de ^(A) (lemme 2.10). 
La première assertion résulte du théorème précédent en changeant n en n+1 . 

2.16. Il est peut-être bon de retracer ici l'historique de la démonstration de ce 
théorème (dans la mesure où on veut lui attacher de l'importance). Il a été trouvé 
dans le cadre de la cohomologie cyclique par A. Connes ( [12] théorème 33) lors 
d'une discussion avec l'auteur à VI.H.E.S. en 1983 (le lemme 3.11 étant déjà con­
nu). Quelques semaines après, je découvrais une autre démonstration en homologie 
cyclique basée sur le diagramme commutatif 

ü (A)/d(S X(A)) a CJ(A)/b(CJ|.1(A)) 

d 

On+1 (A) b 

b 

Cn+1 (A) 

où <f> est induit par l'application <j> sur ñ ,(A) définie par 

*(<1«1 ••• ¿Vi) = b(alda2 ••• daD+l} 

$(aQ dax .. . da j) = j X.b (b(a dax .. . da x)) 
1=0 r 

Dans cette démonstration ancienne A était une algèbre augmentée d'idéal d'aug­
mentation À, a.eÀ , b.. = t1* j t"1'"1 et les X.. étaient des scalaires ration­
nels satisfaisant aux identités 

Xi " Xi+1 = Xi+1 " Xi+2 pour i < p-2 

X0 " XD " ^ 

Ces identités admettent des solutions évidentes (X.. = i/p par exemple). La for­
mule obtenue alors pour ¡jí présente des similitudes frappantes avec celle définis­
sant S dans le § 3.7. En degré 3 par exemple on a la formule 

S(a da^a^da*,) = a0â anda0 - l/2a a.,d(a0a0) - l/2a0a d(anag) 

Le lecteur pourra vérifier (les calculs sont faciles mais fastidieux) que la res­
triction de !j> au k-module des commutateurs gradués [^(A), n (A)] est bien 
égale à 0. 

La démonstration finalement choisie dans ce livre est plus élémentaire que les 
deux évoquées (question de goût bien entendu i). 
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L"HOMOMORPHISME Cho ; KQ(A).—y HC21(A) (2.17-21) 
2.17. Venons en maintenant à l'objet essentiel de ce paragraphe, c'est-à-dire à la 
construction de classes caractéristiques sur les groupes K..(A) de Quillen et à 
valeurs dans l'homologie cyclique. Nous commencerons par réexaminer le cas du 
groupe de Grothendieck KQ(A) déjà vu au paragraphe précédent dans le cadre de 
l'homologie de De Rham non commutative. Nous supposerons que k est un anneau  
commutatif quelconque, par exemple k = 2. 

Soit donc E un A-module projectif de type fini. Ce module est l'image d'un 
projecteur p dans Mr(A) pour un certain r, projecteur qui définit un homomor­
phisme d'anneaux 

a : R = k[xj/(x2-x) > Mr(A) 

par la formule a(x) = p. L'algèbre R*k x k est une algèbre augmentée sur k et 
son homologie cyclique réduite est isomorphe canoniquement à k en degrés pairs. 
De manière plus précise, le générateur canonique u de ^^(R) est défini 
par la suite (x2£fi,x2£-l »•••> xi) avec xj ^ R1+1 et égaux respectivement 
à 

X, = X 

Xg = -2x ® x ®x 
Xr- = 12x g>x®x®x®x®x = 12x®̂  

x2£+l " (-ir Ш1 i rr x ®(2A+1) 

comme on 1e voit dans une chasse au diagramme dont les premiers pas sont schémati­
sés ainsi 

12x®5 

b 

12x ®4 1-t 6x ®4 

-b1 

-6x ®3 N -2x ®3 

b 

-2x ®2 1-t -x &2 
-b» 

x N x 
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Considérons l'image c(p) de u£ par 1'homomorphisme composé 

HĈ (R) > HC2£(Mr(A)) НС-.(A) HC2£<A) 

où Tr désigne 1'homomorphisme induit par la "trace" : 

X1® X2® .. Xn y X1. . ® X2 . ® ... 0 X? • 
h n2 n2 n3 'n h 

(X*,X2,...,Xn désignant n matrices d'ordre r). On notera sur ce point que Tr 
est un isomorphisme (invariance de Morita; cf. [12] , [36]). 

2.18. THEOREME. La correspondance p«—>c(p) induit un homomorphisme 

Ch* : ^(A)—» HĈ (A) 

En outre, le diagramme suivant commute 

Kn(A) 

X* 
НС-.(A) 

НС-.(A) 
НС2Й_2(А) 

S (3 ) 

Démonstration. Montrons d'abord que c(p) ne dépend que de la classe de conjugai­
son de p. Pour cela, il suffit de montrer qu'un automorphisme intérieur 
u : ХНУ ctXof1 d'une algèbre Л induit l'identité sur HC JA) . Considérons alors 
l'algèbre M9(A) et 1'automorphisme intérieur u' de М9(Л) défini par 

X' 
a 0 ' 

0 1 
X' 

a"1 0 

0 1 

Puisque les homomorphismes (d'anneaux sans unité) A M9(A) définis par 

X' 
0 0 

0 X 
et X 

X 0 

0 0 

induisent des isomorphismes en homologie cyclique inverses de 
Tr : HĈ (M2(A)) HCJA) , on voit que u' et l'identité induisent le même homo­
morphisme sur HĈ (A) % HĈ (M2(A)), ce qui démontre notre première assertion. D'au­
tre part, puisque c(p#q) = c(p) + c(q) de manière évidente et que la conjugaison 
des projecteurs équivaut stablement à 1'isomorphisme des modules projectifs 
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associés([25]p. 37), on voit que la correspondance p,^ c(p) induit bien un homo-
morphisme ChQ : KQ(A)̂  HĈ (A) . La commutativi té du diagramme (3) est une 
conséquence directe de la commutativi té du diagramme 

HC2jl(R) 

Sr 

HC, 2̂ -2 (R) 

HCUA) 

Sr 

HCW.2(A) 

et du fait que SR(û ) = . 

2.18. Remarque. Le théorème précédent montre que les différents homomorphismes 
Cĥ  induisent un homomorphisme de KQ(A) vers la limite projective ym HC f̂A). 

2.20. Remarque. Dans le paragraphe précédent, nous avons défini par une méthode 
toute différente un autre "caractère de Chern" 

Ch, : Ko(A)_ H2,(A) 

Si nous remplçons A par A+ et si nous identifions (A+) à un sous-groupe 
de RC2̂ (A) grâce au théorème 2.15 (en supposant Qck), nous voyons que les homo­
morphismes Cĥ  et Cĥ  coïncident à un facteur multiplicatif près. Plus prési-
sément, on a l'identité (cf. 1.18 et 2.17) 

Ch,(E) = (-1)* 
гатт ChJ(E) 

INTERMÈDE SUR L*HOMOLOGIE CYCLIQUE DES GROUPES (2.21-26) 

2.21. Nous nous proposons d'introduire maintenant des invariants de la K-théorie 
algébrique "supérieure" K (̂A), K2(A),... à valeurs dans l'homologie cyclique 
de A. Pour cela, nous allons définir au préalable "l'homologie cyclique d'un  
groupe discret G". 

Nous désignerons par A = k[G] l'algèbre du groupe et nous définirons 3 et 
3' : Ap+1 > Ap par les formules usuelles (g^e G) : 

ß(g0s-..&gj = I g0s g <з...&g. &g 
H i=o H 

p-1 
3'(g0 gD)= I (-i)1 g ®g. s . . . ®g 

1=0 H 
Comme dans 2.2. on peut introduire un double complexe C (̂G) de k[G]-module 
libres en remplaçant b et b' par 3 et 3' respectivement et A par A = k[G] : 
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A3 
3 
A2 

3 
A 

1-t 

1-t 

1-t 

A3 
-3' 

A2 
-3' 

A 

N 

N 

N 

л3 
m 

A2 
3 
A 

En fait, comme il est bien connu, les colonnes impaires (resp. paires) sont des 
résolutions de 0 (resp. k) en tant que A-module trivial. Désignons par C (G) 
le quotient du bicomplexe précédent par l'action à gauche de G et par HC (G) 
l'homologie du complexe Tot(C^(G)). Le bicomplexe C (̂G) peut-être vu 
(au signe de 3' près) comme une résolution du complexe 

k. = k< 0 < k 0 

Par conséquent, H (̂Tot(C (̂G)) s'identifie canoniquement à 1 'hyperhomologie 
IH (G;k.) A HJG;k) e Ĥ _2(G;k) 6 ... (cf. [9]) , d'oQ la proposition: 

2.22. PROPOSITION. Pour tout groupe discret G, on a un isomorphisme naturel 

HCn(G) * Hn(G) 9 Hn_2(G) 9 ... 

(somme directe de groupes d'homologie de G à coefficients dans k). 

3.21. Regardons maintenant le bicomplexe C (G) en termes d'éléments "non homo­
gènes". De manière précise, nous identifions k ® AP+1 à AP par la transforma­
tion T : 

i. (g0 ®$l ®...® gp) g"1 9i Q 9Î1 g2 . • «g'^ gp = af . . . &ap 

Il faut remarquer ici que le groupe cyclique 7/('p+l) opère sur AP par Tau-
tomorphisme a j^ . . . ^a * (-l)P(a1 ... ap)-1^ a1 <8a2 <̂  .. ^ap-1 . La transfor­
mation T permet de définir un homomorphisme du bicomplexe C**(G) vers le bicom­
plexe C (A) par la formule 

® a2 . • #ap t—> (â a2 ... a ) * & &a2 •. &ap 

(on notera que cette formule est compatible avec l'action du groupe cyclique 
2/(p+l). Cet homomorphisme admet une rétraction évidente 

r •• C„(A) - , C (̂G) 

définie par 
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r(90® 9i 8-.-®gD) = g, «... *gn si g g, ... g = 1 

= 0 si gn g, ... gn t 1 

En particulier, on en déduit que HCn(k[G]) contient HCn(G) en facteur direct. 
Grâce au théorème 3.20, ceci démontre le théorème important suivant : 

2.24. THÉORÈME. Le groupe HCn(k[G]) contient de manière naturelle en facteur  
direct le groupe Hn(G) G Hn_2(G) ® ••• 

2.25. Remarques. Par la même méthode, on peut montrer que l'homologie de 
Hoschschild H.. (k[G],k[G]) contient H..(G) en facteur direct. D'autre part, la 
démonstration précédente montre que HCn(G) peut s'identifier à l'homologie cycli­
que (dans le sens de [ 13 ] ou C28 ] ) du sous-module de k[G]̂ * engendré par les 
tenseurs gQ ® g^ ..^g avec g., e G et gQql ... g = 1. 

2.26. Remarque. Si k contient <Q , A.Connes a aussi défini des homomorphismes 
HCn(k[G]) —> Hn-21̂ G) par une méthode différente. J'ignore s'ils coïncident 
avec ceux définis ici. Par une troisième méthode D. Burghéléa a récemment 
généralisé le théorème 2.22 en calculant le facteur complémentaire HCn(k[G])/HCn(G) 
et il a montré qu'il n'est pas trivial en général [6] . 

LES H0M0M0RPHISMES D. : K.(A) H.(A,A) et Chf : K.(A) HC4j_9a(A) 
(2.27-36) 

2.27. Nous allons maintenant construire les invariants de la K-théorie algébrique 
promis. De manière précise, nous allons définir des homomorphismes 

D. : K̂ A) _ ^ H.(A,A) et Chf :K.(A) > HC.+2£(A) 

Ici D.. est 1'homomorphisme introduit par K. Dennis [15] , Ch? est 1'homomorhisme 
composé 

K.(A) 
D. H^APA) ^HC.(A) 

et les Cĥ  rendent le diagramme suivant commutatif 

MA) 

HC.+2 
HCi+21(A) 

HC.+2 

S 

HCi+21.2(A) 

(xi) 
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Pour cela, désignons par Gr le groupe GI_r(A) et par <|>r Vhomomorphisme canonique 
k[G ] Mr(A) qui envoie Télément t de Gr sur la matrice correspondante. 
Si 6P : Gr-̂ Gr+1 est 1 'homomorphisme de groupes défini par 

M 
M 0 

0 1 

on a un diagramme commutatif (pour i > 1) 

H,(GJ_+ H,(k[G 1 ,k[G 1) H, (M JA),M (A)) ^ H,(A,A) 

H,(Gr+1)^H.(k[Gr+1],k[Gr+1]) MMr+1(A),Mr+1(A)̂ H.(A,A) 
On en déduit un homomorphisme canonique hL (GL(A) ) . „ H..(A,A) et 11 homomorphisme 
de Dennis D. par composition des homomorphismes 

K.(A) = TT.. (BGL(A)+ ——U H. (BGL(A)+) « H.(GL(A)) H.(A.A) 
où ĥ  est 11homomorphisme de Hurewicz. 
2.28. Remarque. Pour i = 0, on peut aussi définir directement un homomorphisme 
"rang" Ch° : K (A) > HQ(A,A) : à l'image d'un projecteur p de M (A) il 
associe la classe de p dans H (Mr(A),Mr(A)) * HQ(A,A). 

2.29. La définition des classes caractéristiques Ch. (pour i > 1) suit le 
même schéma que celui décrit en 2.27. (l'ingrédient essentiel étant la proposition 
2.22). En effet, on peut encore écrire un diagramme commutatif (i > 1) 

H.(Gr) HCi+2£(k[GR3) _ > HC.+2,(Mr(A)) „ HC1+2A(A) 

Hi(Gr+1)_, HC.+2 rk[Gr+1])_^ HC.+2£(Mr+1(A)) ,H€.+2.(A) 

(On remarquera que l'image de hL(G) dans HC.+2£(k[G] ) est contenue dans le 
sous-groupe HC..+2£(k[G] ), homologie cyclique réduite de k[G]). On en déduit 
comme dans 2.27 un homomorphisme canonique H.(GL(A)) > HC. 9 (A) , d'où Tho-
morphisme Ch. par composition des flèches 

K.(A) = 7T.(BGL(A) ) ^H.(BGL(A)+) = H.(GL(A)) HCi+2£(A) . En résumé, 
on a ainsi démontré le théorème suivant 
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2.30. THEOREME. La composition des homomorphismes précédents définit un "caractère 
de Chern" 

Ch. : MA) _ ^ HCi+M(A) 

tel que les diagrammes suivants soient commutatifs 

K (A) 
chli 

HC,(A) 

Di I 

H,(A,A) 

MA) 
chli1 

HC.+2,(A) 

chli S 

HCi+2,+2(A) 

D. étant Thomomorphisme de Dennis (2.27). 

2.31. Remarque. La commutativi té du diagramme (S).) se démontre par inspection 
D'autre part, un examen attentif de la définition montre que les homomorphismes 
Cĥ  se déduisent d'invariants plus fins appartenant à V nomologie cyclique 
'tronquée". De manière précise, posons HC (̂A) = H (Tot(cj^(A))) où cj^(A) 
est le sous bicomplexe de C (̂A) formé des (q+l)-premières colonnes. Alors 
1'homomorphisme Ch* se factorise en 

MA) 
chli HCS2S(A) HC.+2,(A) 

En particulier, Ch' = Dp ( comparer avec [21]). 

2.32. Remarque. Tous les homomorphismes que nous venons de définir de la K-théorie 
algébrique de A vers l'homologie de Hochschild ou l'homologie cyclique se fac­
torisent à travers l'homologie du groupe linéaire infini GL(A). 

2.33. Pour une Q-algèbre A, nous allons expliciter 1'homomorphisme 

Ki (A) —> HC,. (A) 

qu'on déduit des considérations générales précédentes. D'après 2.22;ceci revient 
à expliciter 1'homomorphisme de rétraction défini pour tout groupe G : 

MG;Q) HC2n ,(Q[G]) 

ce qu'il suffit de faire pour G = 1 puisque tout élément de Ĥ(G;<Q) est, à un 
facteur multiplicatif non nul près, l'image d'un élément de Ĥ (Z;(Q) par un homo­
morphisme de ? dans G. D'après [36] §2, le groupe HCg f̂flcZ]) = HC2n-l® ^>u~h) 
est isomorphe à (). Nous allons en exhiber un générateur explicite par des méthodes 
topologiques. 
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2.34. PROPOSITION. La forme différentielle non commutative con = (u^du)2"-1 
engendre le (Q-espace vectoriel de dimension un ^ j( (E[u jU"1] )*- HC2n_1(<Q[u,u~1]) . 

Démonstration. On a u)n = (-L)""1 u^du d(u_1) du ... d(u *) du (n facteurs du, 
-1 -1 -1 -1 (n-1) facteurs d(u )) car d(u ) = -u du u . On en déduit que 

do)n = - (u_1du)2n = - (u^du)2""1 (u^du) = + (u_1 du) = + (u_1du)(u^du)2"""1) =0 
dans (̂<Q[u,u~*]). Donc ajn est bien une forme fermée définissant un élément de 
H2n_1№ru,u"̂ ]). Pour voir que cette forme n'est pas triviale en homologie de 
De Rham non commutative, il suffit de trouver une variété X et une application C°° 

a : X + GLN(C) telle que la forme différentielle "usuelle" Tr(cf ^a)2"'1 dé­
finisse un élément non trivial de la cohomologie de De Rham de la variété X. Pour 
cela, comme dans l'exemple 1.27, considérons un espace vectoriel E de dimension 
finie et des automorphismes EP-*->e2N+L satisfaisant aux relations écrites en 
1.27. Posons EQ = Ker(e2n+1 - 1), Ej_ = Ker(e2n+1 + 1) , X = S2n_1 et considé­
rons l'application a : X + Aut(EQ) induite par e^J avec 

J = +...+ x2ne2n 

(xr) représentant les coordonnées d'un point de S " . Alors un calcul formel 

montre que Tr(cf ^A)2""1 = ( - L ) " " " 1 ^ . (dJ)2"'1)) = 

= Tr(x1e1 +...+ x2ne2n̂ DXLEL +"*+ dx2ne2n)2n_1 ' Un calcul analogue à celui 
effectué en 1.27 montre alors que cette forme différentielle est égale à 
(-L)n"1(2n-L)! in Dim(EQ) multiplié par la forme volume de S2n_1 . Si on pose 
E = AÎN comme en 1.27, on en déduit la formule suivante 

TW ~1a \ 2n-1 , IXN-L (2n-l)! ,9. ,n rC2n-L, 
Tr(a da) = (-1) (n-1)1 ^ ^ [S ] 

où rs211"1] représente la classe fondamentale de la sphère S2n_1 . 

2.35. Pour en revenir à 1'homologie cyclique de <Q[u,u"*] en dimension 2n-l, on 
applique 1 *homomorphisme N2n_̂ (A) * ^2n - l^ décrit en 2.13 pour une algèbre 
quelconque A. On retrouve alors un résultat d'A. Connes [ 12 ] : le produit 
tensoriel 

ep = (u"1-!) <2(u-l)<s>... g>(u_1-l) <s>(u-l) 

(n facteurs (u-1) et (u^-l)) engendre HC2n_1(Q[u,u_1] ) en tant que Q-espa­
ce vectoriel de dimension un. Ainsi, l'image du générateur canonique de W^(l\l) 
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par la composition des homomorphismes 

TT2i_1(U(n)) Tr2i-1(U.....Tr2i-1(U°) 

est de la forme XN9N où Xn e Q . Dans le paragraphe 5 de ce livre nous 
calculerons Xn explicitement (cf. 5.29). 
2.39. Remarque. Il est bien connu que la cohomologie complexe du groupe unitaire 
U(n) est une algèbre extérieure A(X1,...jX2"'1) avec des générateurs X2i_1 en 
degrés impairs. En outre, les classes de cohomologie X21'"1 sont duales de classes 
d'homologie appartenant à l'image de 1'homomorphisme de Hurewicz 
iÏ2j_i(U{n)) —> H2l-_1(U(n)) (noter que 1 'homomorphisme 

TT2i_1(U(n)) Tr2i-1(U) a ? 

est surjectif pour i < n). Le calcul précédent montre donc que la forme diffé­
rentielle Tr(a~1da)21'"1 représente la classe de cohomologie X21'"1 (à un fac­
teur multiplicatif près). Il s'en suit que la forme différentielle biinvariante 

il = Tr(of ̂ a)211-1* Tr(a~^a)2"-3 /v . . . A Trfa^da) 

est la forme volume biinvariante de U(n) à un facteur multiplicatif près. 
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III. DÉFINITION DE LA K-THEÛRIE ALGEBRIQUE EN TERMES DE FIBRES PLATS 

A-FIBRÉS PLATS VIRTUELS ET LEUR GROUPE DE GROTHENDIECK KA(X) (3.1-5) 

3.1. Dans le paragraphe précédent nous avons construit des "caractères de Chern" 
K,(A) —> HC-+̂  (A) qui se factorisent à travers l'homologie H..(GL(A)) du groupe 
discret GL(A). La méthode utilisée reposait essentiellement sur l'algèbre homolo-
gique (cf. plus précisément la proposition 2.22 qui joue un rôle clé). Ce paragra­
phe est une première étape vers une description plus "géométrique" de ces carac­
tères de Chern. Nous y interprétons la K-théorie algébrique de A en termes de 
A-fibrés plats. 

De manière plus précise, soit A un anneau unitaire et soit X un espace 
quelconque v 1 . On définit classiquement la K-théorie algébrique de X associée 
à l'anneau A comme l'ensemble des classes d'homotopie 

KA(X) = [X,Ko(A) x BGL(A)+] 

oû KQ(A) désigne le groupe de Grothendieck usuel (muni de la topologie discrète) 
et où BGL(A)+ est le H-espace défini par Qui lien et obtenu en attachant des 
cellules de dimension 2 et 3 à l'espace classifiant BGL(A) du groupe discret 
GL(A) (cf. [43JE48]). En particulier, KA(X) est un groupe abélien et on a 

KA(Sn) * Kn(A) $ KQ(A) où Kn(A) = TTn(BGL(A)+) pour n>0 .11 n'est pas très 

difficile de voir que K̂ A) % GL(A)/GL' (A) et que K2(A) H2(GL'(A),Z) sont 
les groupes définis par Bass [3] et Milnor [39] respectivement (GL'(A) désignant 
le sous-groupe des commutateurs de GL(A)). 

Cependant, dans beaucoup de situations en K-théorie algébrique cette défini­
tion relativement simple de KA(X) s'est révélée malcommode. Par exemple, Quillen 
a démontré les théorèmes fondamentaux de la K-théorie algébrique (suite exacte 

Tous les espaces considérés ici sont paracompacts et ont le type d'homotopie 
d'un CW-complexe. 
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de localisation, invariance homotopique, e tc . . ) à partir d'une autre définition 
en termes d'espace classifiant associé à une catégorie convenable (la construc­
tion Q, cf. [43] • Nous allons maintenant développer un autre point de vue, plus 
proche de la géométrie différentielle, que le lecteur empreint d'ironie pourrait 
appeler la construction " s'il le désire. Ce point de vue nous sera utile pour 
interpréter géométriquement les classes caractéristiques secondaires si A est 
une algèbre de Banach par exemple. 

3.2. Nous définirons ici un A-fibré plat sur un espace Y comme un revêtement 
Y, les fibres étant munies d'une structure de A-module projectif de type fini. 

En outre, nous supposerons que pour tout y c Y, il existe un voisinage U de y 
et un isomorphisme de revêtements 

TTV) e ^ UxP 

u 
où P est un A-module projectif de type fini et où e est A-linéaire sur chaque 
fibre (pour fixer les idées, nous supposerons que tous les modules considérés sont 
des modules à droite). Si Y est connexe, la classe d'isomorphie de P est bien 
déterminée et, comme dans le cas des fibres vectoriels usuels, l'ensemble des 
classes d'isomorpnie de A-fibrês plats de fibre p est en correspondance bgectl-
ve avec l'ensemble H*(Y;G) où G est le groupe discret Aut(P). Cet ensemble s'i­
dentifie à l'ensemble des classes de conjugaison d'homomorphismes ^(Y)-* G . En 
particulier, si Y est simplement connexe, tout A-fibré plat sur Y est trivial. 
3.3. Les considérations précédentes montrent qu'il en vain de tenter de définir 
KA(X) en termes de fibres plats sur X. Nous allons voir cependant qu'il n'en est 
pas de même pour les fibres plats sur Y où Y est "homologiquement équivalent" 
à X. De manière précise, désignons par (fc "l'ensemble" des espaces F dont l'homo-
logie réduite entière H*(F) est nulle (un tel espace est dit acyclique). Une 
application f : X _> Y est alors dite acyclique si la fibre homotopique de f 
au-dessus de chaque point y de Y appartient à A . Une étude systématique des 
applications acycliques est développée dans [19] . 

Un A-fibré plat virtuel sur X est défini par une fibration (de Serre) acycli­
que f : Y > X et par un A-fibré plat sur Y. On pourra le noter 

E -L> Y J \ x. Deux tels fibres plats virtuels E_JL,Y__L̂ X et E'JL» Y1 > X 

seront dits équivalents s'il existe un fibre virtuel E1 > Y1 » X et un 
diagramme commutatif 

Y ! + X 

o fi 

Yi i 
o 

f 

Y' 
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avec fibration acyclique oû E ^ a* E1 et E' v a'* E1 . 

3.4. PROPOSITION. La relation ainsi définie entre fibres virtuels est une relation  
d'équivalence. 

Démonstration. Seule la transitivité n'est pas évidente. Supposons ainsi 

E Y —I* X équivalent à E' ^ > Y' f ' > X et ce dernier équivalent à 
TT" f" 

E" » Y" » X. On peut donc écrire un diagramme commutatif 

Y' 

a1 

Y 

a 
Yi fi 
f ' 

a2 f2 

4 
a" 

Y" 

et des isomorphismes E a*E1 , E' *> tf* Ei^a2 E2 J E'' ^ a"*E2 où El et E2 
sont des fibres plats sur Y1 et Y2 respectivement. Soit alors Z la somme 
amalgamée homotopique de Ŷ  et Y2 par rapport à Y' (homotopiquement on a 
donc Y' = Y1 n Y2 et Z = Y^Y^. On peut ainsi écrire un autre diagramme commu­
tatif à homotopie près 

f 

f" 

X 

Y' 

°1 
Yl 

02 

y2 

t1 

T2 

fl 

Z 
f2 

X 

ainsi qu'un fibre plat F sur Z tel que E^ T1 F et E2*x2 F. 

D'autre part, sans modifier l'assertion précédente, on peut supposer que Z -1> X 
est une fibration de Serre et trouver des applications t1 et x2 homotopes à t1 
et To telles que le diagramme 

Yl t1 

Y2 

т'2 
Z 

f1 

f2 

g x 
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commute exactement (car Z —»X est une fibration). On a ainsi construit un dia­
gramme commutatif oùv= TJ.O* et v" = T~.a" 

Y 
v 

Y" 
V'' 

Z 

f 

X 

F2 

X 

et un fibre plat F sur Z tel que v F« E et v" F^ E" . 
D'autre part, d'après la suite exacte de Mayer-Vietoris à coefficients locaux, 
g est une application acyclique [19]. Donc les fibres virtuels 

E_I> Y X et E" > Y" f" X sont équivalents. 

3.5. Remarque. Soient E _L> Y JL» X et E' Î^Y1 tl+ X deux fibres 
virtuels et soit le diagramme commutatif 

T 

D 

a' 
Y' 

f 

f 
В 

avec T_>X acyclique. Alors, si о E^a' E', les fibres virtuels E et E' sont 
équivalents. En effet, l'argument donné plus haut en considérant la somme amalga­
mée homotopique de Y et Y' par rapport à T permet de montrer de même l'équi­
valence des fibres E et E'. La réciproque est cependant inexacte : l'équivalence 
de E et E' n'implique pas nécessairement l'existence d'un tel T (considérer 
par exemple un espace X acyclique tel que тг̂ (Х) ^ 0). 

L'ISOMORPHISME Кд(Х) * КД(Х) = [X,KQ(A)x BGL(A)+] (3.6-13) 

3.6. L'ensemble Фд(Х) des classes d'équivalence de A-fibrés plats virtuels peut 
être muni d'une structure de monoïde abélien de la manière suivante. Si 

f f1 E > Y X et E' » Y' ^ X sont deux tels fibres, on considère le 
diagramme commutatif 
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Y f X 

g r 

Z g' Y 

avec Z = Y x Y' et on définit la "somme" de E et E' comme la somme de 
Whitney g*E S> g'*E'. Par abus d'écriture, on notera E ô E1 la somme ainsi défi­
nie. On vérifie aisément que ^(X) est ainsi muni d'une structure de monoïde abé-
lien et que c'est un foncteur contravariant de X et covariant de A. On désigne 
(provisoirement) par K̂ (X) son groupe symétrisé. En fait, on montrera plus loin 
que si X est un CW-complexe fini, K̂ (X) et K̂ (X) sont naturellement isomor­
phes. Nous aurons auparavant besoin d'une définition et de quelques lemmes. 

Un fibre virtuel E—> Y —> X est dit virtuellement trivial s'il existe un 
espace acyclique T et un fibre plat F sur T ainsi qu'une application a : Y-* T 
telle que E * a* F. 

3.7. LEMME. Soit Ê  un fibre plat virtuel sur un CW-complexe fini X. Il existe  
alors un fibre plat virtuel E« sur X tel que Ê  €> E« soit virtuellement tri­
vial . 

Démonstration. Sans restreindre la généralité, on peut supposer que les fibres de E 
sont isomorphes à An pour un certain n ^ 2. Le fibre virtuel Ê—* Y —*X est 
ainsi classifié par une application Ŷ .—? BGLn(A) .Soit P la fibre de 
Y1 X : c'est un espace acyclique par définition et X s'identifie à la cofi-
bre homotopique de P—> Ŷ  [19] . D'autre part, il est bien connu que l'image 
du sous-groupe des commutateurs de GLn(A) dans GL2n(A) est contenue dans le 
sous-groupe E« (A) qui est engendré par les matrices élémentaires (et qui est par-
fait puisque 2n > 3). Posons alors m = 2n et désignons par BGLffî(A) l'espace 
obtenu à partir de BGLm(A) par la construction + de Qui lien appliquée au sous-
groupe parfait Em(A) • L'homomorphisme composé 

7T1(P) > ̂ (Yj) >Tr1(BGLm(A)) >7T1(BGLm(A)+) étant trivial, l'application 

P.—> BGLm(A)+ est homotope à l'application constante [19] et on en déduit ainsi 
un diagramme commutatif à homotopie près 

X 

fl 

Yl 

BGLm(A)+ 

BGL(A) 
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Puisque BGL(A)+ est un espace de lacets [48] et que X est un CW-complexe fini, 
il existe g2 : X_̂ BGLq(A)+ tel que 

9l e g2 : BGLm+q(A)+ 

soit homotope à l'application constante. Remplaçons alors partout les applications 
BGLr(A)—.> BGLr(A)+ par des fibrations et considérons le produit fibre Y2 de X 
et de BGL (A) au-dessus de BGL (A)+ 

X 

f2 

Y2 

> BGLQ(A)+ 

BGL (A) 

Soit E2 le fibre sur Y2 image réciproque du fibre universel sur BGLq(A) . 
Alors Ej © E2 est un fibre sur Y = Y1 * Y2 dont l'application classifiante 
T : Y »BGLm+q(A) composée avec l'application BGLm+q(A) . > BGLm+q(A)+ est 
homotope à l'application constante. Donc x se factorise par la fibre de 
BGI_m+q(A) > BGLm+q(A)+ qui est évidemment acyclique. 

3.8. LEMME. Soit E un fibre virtuellement trivial. Alors E est équivalent à  
un fibre trivial de même fibre. 

Démonstration. Soit E_» Y ^ X un fibre virtuel, T un espace acyclique et F 
un fibre sur T tel que E* a*F avec a: Y__> T. Considérons alors le diagramme 
commutatif 

X 
T 

T * X 
X 

x 

f 
pr2 

Id 

X 

avec x(y) = (a(y),f(y)) et x(x) = (*>*)• Si pr1 : TxX->T désigne la première 
projection, pr̂ F est un fibre sur TxX dont l'image réciproque sur Y et X 
par T et x es* respectivement E et le fibre trivial de même rang. Donc E est 
bien équivalent à un fibre trivial de même fibre (on remarquera que dans cette dé­
monstration T n'est pas nécessairement acyclique). 

On a une application évidente de $A(X) dans l'ensemble des applications conti­
nues de X dans KQ(A) (muni de la topologie discrète) : elle associe à un fibre 
vectoriel E la classe de chaque fibre au-dessus d'un point de X. Soit K̂ (X) 
le noyau de 1'homomorphisme 
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KA(X) ,HX,K0(A)] 

qu'on en déduit. En suivant [25], on montre facilement que Î<A(X) # i<A(X) & [X,Ko(A)1. 

3.9. LEMME. Soit X un CW-complexe fini. Le groupe KA(X) s'identifie alors de  
manière naturelle à la limite inductive 

* J ( X ) - . . . *J{(X) I *A+1(X) + ••• 

$A(X) désignant l'ensemble des classes d'équivalence de fibres virtuels de fibre 

An, in étant l'application qui consiste à ajouter le fibre trivial de rang 1 
et la loi de composition dans la limite étant induite par la "somme" 

*£(X) x *P(X) _ ^ + P ( X ) 

Démonstration. Tout élément de i<A(x) s'écrit formellement E-F oû E et F 
sont des fibres virtuels de même fibre, An disons. Associons lui l'iélément E £ F1 
de la liste inductive, F̂  étant un fibre virtuel de fibre libre tel que F e F̂  
soit virtuellement trivial de fibre libre (lemme 3.7). Cette application est bien 
définie et inverse de l'application qui â un élément de la limite inductive repré­
senté par un fibre virtuel E de fibre An associe E - Tn où Tn est le fibre 
trivial de fibre An . 

3.10. LEMME. Soit X un CW-complexe fini. Alors Vûn $A(X) s'identifie naturel­
lement à l'ensemble des classes d'homotopie de X dans BGL(A)+ . 

Démonstration. Si E > Y f > X est un fibre virtuel de fibre An , il est défi­
ni par une application classifiante Y > BGL(A) et, d'après les considérations 
développées en 3.7., on a une factorisation 

X 1 > BGL2n(A)+ 

f 

Y , ! > BGL2n(A) 

La classe d'homotopie de âne dépend que de la classe d'homotopie de a . En ou-
tre, si E „ Y X et E' . > Y' > X sont équivalents, il existe un dia­
gramme commutatif 

Y 

Z 

Y' 

f 

g 

r 

x 
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Vérifiant les conditions de 3.3 (avec Y1 = Z) et on peut choisir a et a7en sorte 
que les diagrammes 

X 

f 

Y 

a 

Z 

a 

BGL2n(Af 

BGL2n(A) 

X 

Г 

Y' 

A 

I 

о 

BGL?n(A)+ 

BGL2n(A) 

commutent avec en outre a = a'. On définit bien ainsi une application 

Y : 11m »J(X) „ [X,BGL(A)+] 

a) y est surjective. Si T: X >BGL(A)+ , on peut la factoriser à travers un 
BGLm(A)+car X est un CW-complexe fini, d'où un fibre plat en considérant 
le produit fibre de X et de BGLm(A) au-dessus de BGLm(A)+ 

X a B6L(A)+ 

Y a BGLm(A) 

b) Y est injective. Si T est homotope à l'application constante, a se factorise à 
travers la fibre de BGLm(A) > BGLm(A)+ pour m assez grand. Donc E est vir­
tuellement trivial et par conséquent équivalent à un fibre trivial de même fibre 
d'après le lemme 1.8. 

En mettant bout à bout les différents lemmes, on a ainsi démontré le théorème 
suivant. 

3.11. THÉORÈME. Soit X un CW-complexe fini. Alors les groupes 
ÎCA(X) et[KA(X) = CX,Ko(A) x BGL(A)+] sont naturellement isomorphes. 

Des variantes de ce théorème sont présentées en appendice. Notons déjà un avan­
tage de notre présentation sur la présentation traditionnelle : 

3.12. PROPOSITION. Le produit tensoriel des fibres plats virtuels induit la struc­ 
ture multiplicative usuelle de la K-théorie algébrique (cf. [34]). 

Démonstration. De manière plus précise, soient Ap A2 et Â  trois anneaux 
(unitaires) et soit <\> : Â * A2 -> Â  une application 7-bilinéaire induisant un 
homomorphisme d'anneaux Â  | A2 .—> Â  . Alors le produit tensoriel des matrices 
définit une application 
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B(VA1> x BGLm(A2) — BGLnn/A3) 
d'où une application 

BGLn(A1)+ x BGLm(A2)+_> BGL(A3)+ 

bien définie à homotopie près. Si Ê—̂Ŷ—̂X̂  et Ê  —>Y2 —>X2 sont des fibres 

virtuels de fibre Aj et A2 respectivement qui peuvent se représenter par des 

applications X1̂_.>BGLn(A1)+ et X2—> BGLm(A2)+ , ® E2 est représenté par 
l'application composée 

hxXZ— B(VA1>+ x BGLm(A2)+-̂  BGL|m(A3)+ 

Soit Tn (resp. T̂ ) le fibre trivial de fibre A" (resp. A™). Alors au cup-produit 
(El~Tn) (E2~Tm) est associé la différence des fibres virtuels 

[(Ex ® E2) e (Tp * r )]- [(E1 ^ Tm) & (Tn » E2)] 

En d'autres termes, le cup-produit 

•Vxi>x KÀ2(xi)->KÀ3(xix x2) 

est bien associé au produit tensoriel des fibres plats. De même, aux cup-produits 

Ko(Al} xKÀ2(X)̂ KÀ3(X) et \W x K0(A2) — KÂ W 

est bien associé le produit tensoriel d'un fibre plat et d'un module projectif de 
type fini. 

3.13. On procède de même pour définir des opérations X1 de Grothendieck sur 
KA(X) lorsque A est un anneau commutatif. En effet, la définition de X1 (E) est 
claire lorsque E ne dépend que de la classe d'équivalence de E. Par conséquent, 
l'opération X1 s'étend au groupe de Grothendieck par la méthode usuelle (cf. [25] 
par exemple). On retrouve ainsi les opérations introduites par Kratzer [33] . 

50 



HOMOLOGIE CYCLIQUE ET K-THÉORIE 

IV. HOMOLOGIE ET CÛHOMOLOGIE CYCLIQUES TOPOLOGIQUES. DÉFINITION 
DES CLASSES CARACTÉRISTIQUES 

HOMOLOGIE DE DE RHAM NON COMMUTATIVE TOPOLOGIQUE (4.1-4) 

4.1. Soit A une algèbre topologique localement convexe (sur k a |R ou (E). 
Comme Ta fait A. Connes dans le cadre de la cohomologie cyclique [12], les résul­
tats algébriques des paragraphes 1 et 2 se transposent aisément dans le cadre topo­
logique en remplaçant les produits tensoriels ordinaires par les produits tenso-
riel s complétés projectifs (au sens de Grothendieck [18]). On désigne ainsi par 

C*op(A) le produit tensoriel topologique h®hh... (p+1) facteurs et C*top(A) 
P t0D P 

le quotient Cp • (A)/(l-t) (qui est séparé car Im(l-t) = Ker(N)). L'homologie de 

Hochschild topologique H*op(A,A) est l'homologie du complexe (C*op(A),b). L'ho­
mologie cyclique topologique HXtop(A) (notée aussi HCtop(A)) est l'homologie du 
complexe (C*top,b). 

On définit de même la cohomologie de Hoschschild et la cohomologie cyclique 
topologiques H£op(A>A) et Ĥ t0p(A) (notée aussi HC*op(A)) en aPP îquant le 
foncteur Hom( ; k) aux complexes précédents (Hom désignant l'ensemble des applica­
tions linéaires continues). Comme dans le paragraphe précédent et dans [12], on 
a les suites exactes : 

Hj0P(A,A) -L, HCJ°P(A) -1^ HCJ°P(A) Hj°P(A,A) 

HPop(A,A) ¿ _ HCPop(A) J l HCP;2p(A) J 6 , HP;J(A,A) 

Ces suites exactes se démontrent comme en 2.3 â Taide du double complexe définis­
sant l'homologie ou la cohomologie cyclique. Les homomorphismes I,S,B et leurs 
transposés sont définis par les mêmes formules. Il existe bien entendu un accou­
plement 

HCJ°P(A) xHCPop(A)_^k 

Cependant, contrairement à la situation algébrique, la cohomologie cyclique topo­
logique n'est pas duale de l'homologie cyclique topologique en général. 
La même remarque s'applique à l'homologie et à la cohomologie de Hochschild. 
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Il y a aussi ici un point technique qu'il convient de souligner : les espaces 
d'homologie ou de cohomologie obtenus, définis comme des espaces vectoriels topolo­
giques quotients, ne sont pas séparés en général (cf. [12] §5 pour des exemples). 
Pour des raisons qui apparaîtront plus loin, les classes caractéristiques que nous 
allons construire appartiendront à l'homologie séparée des complexes considérés 
(quotient des cycles par l'adhérence des bords). Par abus d'écriture, nous désigne­
rons par les mêmes lettres Ĥop , HĈop , etc... les homologies séparées asso­
ciées. J'ignore cependant si les suites exactes précédentes s'étendent aux homolo­
gies séparées. 

L'homologie cyclique réduite topologique HĈ op(A) se définit de la même maniè­
re qu'en 2.9 en considérant le complété C*toD(A) de c/ (A). Si A = B+ , algèbre 
obtenue à partir de B en ajoutant un élément unité, on retrouve bien entendu 
l'homologie cyclique topologique de B. 

Pour terminer cette introduction, mentionnons que l'homologie de De Rham non 
commutative Ĥ (A) définie en 1.3 a aussi un analogue topologique. Dans le cas 
universel (comparer avec 1.24), on définit ^0p(A) = A^A/k (avec k = R ou C) 

et ^°P(A) = A ê A/k à...® A/k (n facteurs A/k). Comme en 1.24 on peut démontrer 

que ^op(A) est une algèbre topologique différentielle graduée. On définit 
^op(A) comme le quotient de ^op(A) par 1'adhérence de l'image de b comme 

en 2.12 et enfin ?̂ op(A) comme le quotient de ^op(A) par l'action du groupe 
cyclique l/r\ opérant par 

aQ dax da2 ... dan >̂ (-1)""1 d a ^ ^ ... d a ^ 

Le noyau de fttop(A) —• &top(A) est l'adhérence du k-espace vectoriel engendré 
par les commutateurs gradués. Comme en 2.13, on a un homéomorphisme 

^°P(A)/d(^t0p(A)) C *top(A)/b(cfop(A)) 

ce qui montre que l'image de d : ?î op(A) —> +̂Ç(A) est fermée. 

4.2. Le but de ce paragraphe est de donner une définition géométrique des classes 
caractéristiques 

ch£ 
K}0P(A) ] , HC1+2i(A) 

pour l e 7 en sorte que le diagramme 

VA) C^L^ HC.+2£(A) 

Y 

K?V (A) 
eh' 

HC^(A) 
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où Y est l'application canonique, soit commutatif à une constante multiplicative 
rationnelle près *̂ ' . Dans notre contexte topologique (et en suivant le schéma du 
§1), nous nous donnons une algèbre topologique localement convexe graduée fi^(A) 
telle que fiQ(A) = A. L'algèbre fi^op(A) construite en 4.1 est "universelle" dans 
le sens qu'il existe une unique application linéaire continue fi*0p(A). » fi (A) 
qui soit un homomorphisme d'algèbres et qui soit l'identité sur A. D'autre part, 
si on pose 

\(A) = n#(A)/ [fiJA), fiJA)] 

quotient de fi (A) par l'adhérence du k-espace vectoriel engendré par les commuta­
teurs gradués, nous supposons que l'image de d : fi^(A)^ ^+i(A) est fermée. Par 
extension de la définition posée en 1.3, nous appellerons encore fi (A) une quasi-
résolution (topologique) de A. Les classes caractéristiques que nous nous propo­
sons de construire (cf. 4.12) seront à valeurs dans l'homologie du complexe 
(fî (A),d) que nous noterons Hfî (A). Bien entendu, le caractère universel du com­
plexe Œ̂0p(A) montre qu'on a un diagramme commutatif 

H*op(A) 

K f P ( A ) ^ l 
^Hfi^(A) 

Nous n'obtenons donc pas de classes caractéristiques nouvelles en considérant fi^(A) 
plutôt que fi*op(A) . Cependant, il est souvent plus facile de calculer Hfî (A) 
que Ĥ op(A) pour des choix judicieux de fi^(A). 

4.3. Exemple. Soit X une variété compacte et soir r>l . Soit fi^A) l'espace 
vectoriel des formes différentielles u> de degré i telles que a> et dco soient 

r-1 
de classe C . On a une suite exacte 

O — ^ A ) - ^ fi^(A) x fi^+1(A)_I> fi^A) 

où fi4(A) désigne l'ensemble des formes différentielles de degré i et de classe 
k 

C , où T(O),O0 - do> - a et où a(0) = (6,de). Ainsi, fi^A) s'identifie à un 
sous-espace fermé de fi!^(A) x fi^^A) . C'est donc un espace de Banach et on voit 
facilement que fi^(A) est bien une algèbre de Banach graduée. Ici fiQ(A) = A est 
bien entendu l'algèbre des fonctions de classe Cr sur X. D'après le théorème de 
De Rham, Hfî (A) s'identifie à la cohomologie réelle de X. 
_ 

En fait, ce programme ne sera complètement réalisé que dans le paragraphe 5 
grâce à l'introduction de méthodes simpliciales. 
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4.4. Exemple. Comme variante de l'exemple précédent, on peut aussi considérer l'es­
pace fi.(A) constitué des formes différentielles oo de degré i telles que GO et 
du appartiennent à l'espace de Sobolev f̂r(X) pour r> n/2-1, n étant la dimen­
sion de X. Les Œ.(A) sont alors des espaces de Hilbert. 

DEFINITION ET CALCUL DE LA C0H0M0L0GIE H*(X) (4.5-8) 

4.5. Pour toute variété X et tout espace vectoriel topologique localement con­
vexe E, nous désignerons par ^(X;E) le produit tensorî el topologique ^(X)^ E. 
Si E est un espace de Banach, ^(X;E) se décrit simplement comme l'espace vec­
toriel des formes différentielles de degré i de classe C°° sur X et à valeurs 
dans E (ici ^(X)= ^(X;k) est un espace nucléaire d'après Grothendieck [18]). 

Nous nous intéressons en particulier au bicomplexe ftp,q(X,A) = ftP(X;fto(A)) et 

au complexe total associé ftn(X,A) = p+q=n ftP'q(X,A) . Ici ft^A) est un complexe 
d'espaces vectoriels topologiques qui sont des espaces de Fréchet et qui vérifient 
les conditions de 4.2. L'algèbre universelle ?̂ op(A) si A est une algèbre de 
Fréchet en est un exemple. Cependant, il sera plus commode de travailler avec un 
complexe ^(A) quelconque dans ce paragraphe (à l'exception des §4.13 et 4.17). 

Désignons maintenant par H*(X) l'homologie de De Rham non commutative (séparée) 
de l'algèbre Œ*(X,A) (notation qui sous-entend le complexe ft^(A)). Pour calculer 
cette homologie (cf. 4.8) , nous aurons besoin du lemme suivant dont il sera fait 
un usage fréquent. 

4.6. LEMME. Soit f : E •> E" une application linéaire continue surjective entre  
deux espaces de Fréchet. Soit X une variété (de dimension finie) et soit OJ une  
forme différentielle de classe C°° sur X à valeurs dans F (c'est-à-dire un  
élément de Œ*(X) <g>E"). Il existe alors une forme différentielle ÙJ sur X à va­
leurs dans E telle que f(û) = ou. 

Démonstration. En raison de l'importance de ce lemme nous allons en donner deux 
démonstrations. 

Première démonstration. Puisque ft*(X) est un espace de Fréchet nucléaire et que 
le produit tensoriel topologique par un espace de Fréchet nucléaire est un fonc-
teur exact d'après Grothendieck (cf. [16] par exemple), la suite exacte 

0 > E' y E f , E" „ 0 

avec E' = Ker(f) implique la suite exacte 

0 > n*(X) è E' > n*(X) â E _ ^ n*(X) è E" > 0 

donc le lemme. 
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Deuxième démonstration. Dans celle-ci (plus élémentaire) nous supposerons que E 
et E" sont des espaces de Banach. Soit (U.) un recouvrement ouvert localement 
fini de X par des ouverts relativement compacts difféomorphes à des ouverts d'un 
tore Tn . Soit (a.) une partition de l'unité associée à ce recouvrement telle 
que î/ou soit aussi de classe C°° . Posons alors m. = V̂OT.OJ et supposons qu'on 
puisse trouver une forme différentielle sur le tore Tn telle que f(ojl.)|y 

= OĴ  . Alors 8̂  = Jol.'Ïùj est à support dans U.. et SI = £9.. vérifie bien les 
conditions du lemme. La démonstration du lemme se trouve ainsi ramenée à celle du 
cas particulier suivant : OJ = <j> est une fonction de classe C°° et X est le tore 
Tn . Si l aj x1 est la série de Fourier de 4> , on a ||aj|| = 0(|I|S) pour 
tout s. Puisque f est continue, il existe des éléments bj de E tels que 
plbjll ^ 2 IL ajÎ! . Donc II bjll = 0( 'Il s) et la somme de la série de Fourier 

l bj x* réalise bien les conditions requises. 

Pour toute algèbre graduée fi , désignons par fi le quotient de fi par l'adhérence 
des commutateurs gradués dans l'énoncé suivant ^ . 

4.7. LEMME. L'application canonique 

fi*(X) ® fi^(A) > fi*(X,A) 

induit un isomorphisme 

fi*(X) è fi^(A) > fi*(X,A) 

Démonstration. L'ensemble [fi*(X,A),fi*(X,A)3 est le sous-espace vectoriel de fi*(X,A) 
dont les éléments sont des formes différentielles sur X prenant leurs valeurs 

dans le sous-espace vectoriel [fî (A), fi^(Â)] de fi^(A) . Par conséquent, 

[fi*(X,A),fi*(X,A)J cQ*(X;[FIN(A),fî ("Â)_] = fi*(X) ê[fî (A) ÂJÂ) 1. Tout élément du 
dernier espace vectoriel est limite d'une suite de formes différentielles apparte­
nant à fi*(X) ®[n (A)t fi^(A)]c [fi*(X,A),fi*(X,A)] , ce qui implique l'identité 

Cfi*(X,A),fi*(X,A)] = fi*(X;[lT(Â),'^'(A")l dans fi*(X,A). Si on pose E = fi^(A) et 

E' = ïfî (A), fi^(Â)] , le lemme résulte alors de la suite exacte 

0 > fi*(X;E') > fi*(X;E) ^ fi* (X;E/E*) „ 0 

^ A partir de maintenant nous écrivons ^(A), H (̂A), etc. au lieu de 
fitop(A), Htop(A), etc. puisque nous nous placerons exclusivement dans un contexte 
topologique. Nous nous permettons aussi d'écrire Ĥ (A) au lieu de Hfitop(A) 
pour alléger les notations. 
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qui est une conséquence du lemme précédent. 
4.8. THEOREME. L'espace vectoriel Ĥ (X) est naturellement isomorphe à 

p+q=n HP(X;H(A))Ä * Hom(H (Х),Й(А)) p+q 
On peut donner plusieurs démonstrations de ce théorème. La première consiste à 

considérer le produit tensoriel topologique des complexes ft*(X) êfi (A). D'après 
la formule de Kûnneth appliquée au produit tensoriel complété [31] , on a 
H/\(X)*p+q=n hP(X) ® "q(A)» du moins si H*(X) est de dimension finie. Une secon­
de, d'inspiration plus élémentaire, consiste à reproduire le schéma de démonstra­
tion du théorème de De Rham. Nous la reproduisons ici pour la commodité du lecteur 
(cf. [32]). 

Si CD est un élément de fi**(X,A) et si c : An -> X est une chaîne singulière 
différentiable, on définit 

J U) = J U) C*(a)) efi*(A) 

Cette formule s'étend de manière évidente à C (X*7) par bilinéarité en posant 

CJX;?) xft ab-h Wsg 

Si d' et d" désignent les deux différentielles du bicomplexe, on a en outre 

d" 03 = 
J r 

d"o) (derivation sous le signe somme) 
c 

03 = 
he 

d'w (formule de Stokes) 
c 

En particulier, si do3 = 0 et 3c = 0, on voit que 

d" o) - d"oa= - d'oî = -
c Je Je 3c 

03 =0 mod.[ ftJA),^(A)] 

L'accouplement 
CJX;?) xft**(X,A)_ n*(A) 

induit donc un accouplement 

Z (X;Z) x Z**(X,A) _ Z*(A) . 

Si c = 3c' et do) = 0 rnod.[̂ "(Â)9"̂ (A)] , on a les égalités suivantes dans le 
complexe Q (A) : 

03 = o)= d'o3 = - d"o) = -d" w e B (A) 
Jc he* Je' Je' Jc' 

Enfin, si 03 = doi' et ac = 0, on a aussi 
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f o) = [ OV = d"[ o>' + f D V = d"| u>' + [ OÏ1 = d"[ u>' 
JE JE JE JE JE JAC JE 

On en déduit une application bilinéaire 

HJX;7) xH*(X) _ ^ HJA) 

donc un homomorphisme d'espaces vectoriels 

H;(X)_.Hom(HJX,Ï),HJA)) 

Si X est réunion de deux sous-variétés ouvertes, il est facile de montrer à 
l'aide d'une partition de l'unité, l'exactitude de la suite 

0__> fl*(UuV; S#(A)) fl*(U;flJA)) ® n*(V;n#(A)) fi*(UnV;^(A) 0 

donc une suite exacte de Mayer-Vietoris 

H*(U) C H*(Y) H*(UnV) _*Hj((UuV) HA*(U)eHj(V) _> H*(U-nV) 

On a aussi Ĥ (X) « ^(A) sl x est difféomorphe à Rn d'après le lemme de 
Poincaré dont la démonstration se transcrit sans changement à ce cadre [32]. 
En outre H (̂uX.) = nH*(X.) . La démonstration suit alors le schéma bien tracé 
suivant. On commence par écrire le diagramme 

HÎ(U) © H*(V)_> H*(U nV) H*(U uV) H*(U) S H*(V) Ht(Un V) 

H*(U) * H*(V) _> H*(U nV) _ A H*(U uV) _ ^ H*(U) * H*(V) ^ H*(Un V) 

où on pose H*̂ (Y) = Hom(Ĥ (Y),Ĥ (A)). Tous les carrés de ce diagramme sont commuta-
tifs d'après le calcul explicite des homomorphismes A et Â' fait dans [32] par 
exemple. 

Une variété X est dite de type fini si elle peut s'écrire comme une réunion 
finie d'ouverts Û  telle qu'une intersection quelconque d'entre eux soit vide ou 
difféomorphe à (Rn . Par exemple, il est bien connu que toute variété compacte est 
de type fini (cf. [32] par exemple). Plus généralement, pour toute variété X, on 
peut construire des sous-variétés ouvertes X̂  , i et\ , telles que 

1) X. n Xj = 0 si | i - j | >2 

2) X.. et X.. nX..+1 soient des variétés de type fini. 

Pour achever la démonstration du théorème 4.8, on raisonne alors de la manière sui­
vante : 

1) Le théorème est vrai pour X = (Rn , la démonstration du lemme de Poincaré se 
transcrivant sans changement à ce cadre. 

2) Si le théorème est vrai pour U, V et U nV, il est vrai aussi pour U uV 
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d'après la comparaison des deux suites de Mayer-Vietoris vue plus haut. 
3) Le théorème est vrai pour les variétés de type fini (raisonner par récurrence 

sur le "type"). 

4) Le théorème est vrai pour une réunion disjointe (éventuellement infinie) de 
variétés de type fini. 

5) Le théorème est vrai en général. En effet, si X. est la famille des sous-
variétés ouvertes de X envisagée plus haut, il suffit d'appliquer le point 2) 
à U = UX2P etâ V = UX2P+1 . 

A-FIBRÉS TÛPOLÔGIQUES ET LEURS CLASSES CARACTÉRISTIQUES (4.9-18) 

4.9. En suivant le schéma développé dans le §3 (adapté à la situation différen-
tiable), nous définirons un A-fibré de classe C°° sur la variété X comme un fi­
bre E au sens de Steenrod (46) défini par un cocycle g.. : U.n U. —Aut(P) de 
classe C où P est un A-module projectif de type fini (la "fibre" P pouvant 
varier suivant les composantes connexes de X). On désigne par KA°P(X) le groupe 
de Grothendieck de la catégorie des A-fibrés. Si A est une algèbre de Banach, 
on peut montrer que la classification des A-fibrés différentiables est équivalente 
à celle des A-fibrés continus. En outre, si X+ (construction + de Qui lien appli­
qué à X) a le tvoe d'homotopie d'un CW-complexe fini (ou plus qénéralement si X 
n'a qu'un nombre fini de composantes connexesU l'ensemble des classes d'isomorphie 
de tels fibres est en correspondance bijective avec l'ensemble des classes d'isomor­
phie de modules projectifs de type fini sur l'algèbre B = fi°(X,A) des fonctions 
différentiables sur X à valeurs dans A (variante du théorème de Serre-Swan [25] , 
on a en outre 1'isomorphisme v 1 

KJ°P(X) « [X,KQ(A) xBGL(A)] 

où BGL(A) est l'espace classifiant du groupe topologique GL(A) (la démonstra­
tion de cette assertion est identique à celle détaillée dans [25] lorsque A = JR 
ou C). 

4.10. DÉFINITION. Soit E un A-fibré sur la variété X et soit r(X,E) Vespace  
des sections (de classe C°° ) de E. Une A-connexion (resp. une A-connexion par­ 
tielle) sur E est donnée par un homomorphisme d'espaces vectoriels 

(*̂ Si A est une algèbre de Fréchet, on peut généraliser ces résultats en utili­
sant des méthodes simpliciales (cf. le §5 et 6.15-18). 
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D : r(X,E) > r(X,E) ® ft^X.A) 

(resp. A : r(X,E) > r(X,E) ® fil9°(X,A)) 

tel que D(sX) = s&dX + D(s)X (resp. A(sX) = s<s>d'X + A(s)X pour tout XeB, 
S£r(X,E),d' désignant la première différentielle et d la différentielle totale 
du bicomplexe ft**(X,A) (Cf. 4.5). 

Puisque ft^X.A) = fi1,0(X,A) ê ft0,1(X,A) , on voit qu'on peut associer â toute 
connexion D sa "première composante" D' qu'on appellera la connexion partielle 
associée à D. En suivant le §1 , on définira de même la courbure partielle asso­
ciée à D le morphisme D'2 de r(X,E) vers r(X,E) <8 ft2'°(X,A). 

4.11. Exemple. Soit E un A-fibré dont on suppose la fibre libre isomorphe à Ar 
nôur simplifier. Le fibre E est alors défini par des fonctions de transition 
de classe C°° g.. : U.n U. -—> GL (A) où (U.) est un recouvrement ouvert tri-

j * • j • • 
vialisant de E. Munissons maintenant E d'une connexion. La trivialisation 

Elu — V > V Ar 

-1 r avec g .̂ = Tj permet de munir le fibre trivial u\x A d'une connexion qui, 
d'après 1.8, est donnée par une application de classe C°° i\ de vers 
Mr(̂ j(A)). La condition de recollement s'écrit alors 

ri - 9ji d9ji + gjirj gji 

(poser r. = r, r- = r' et a = g., à la fin de 1.8). Cette relation classique I j j i 
sur les connexions implique par un calcul formel la relation suivante entre les 
courbures associées : 

R. = f.} R. g.. 

il existe bien entendu plusieurs choix possibles pour les matrices r.. . L'un 
d'entre eux, qui servira plusieurs fois, consiste à partir d'une partition de l'u­
nité (â ) associée au recouvrement ouvert (u\) et à poser 

r^x) = [ak(x) g"} dgki 

Ainsi, si on pose oĵ . = ĝ j" dĝ .. , l'expression locale de la courbure au-dessus 
de U.. est égale à l'expression 

Ri = l dak uki + l ak S i + War wki wri 

On notera que Tr(R") = Tr(Rj) car, pour tout ouvert U, on peut écrire 
ft*(U,A) « n*(U) & fiJA) * îf (U;^(A)) d'après 4.7 (Ici U = U. n U.) . 
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4.12. Le formalisme adopté dans le §1 permet d'associer à tout A-fibré E muni 
d'une connexion D son "caractère de Chern" Ch (E) dans le groupe HA (X) : c'est 

la trace de R avec R = D multiplié par la constante de normalisation 
cn = 1/n!. En appliquant le théorème 4.8, on en déduit un homomorphisme 

KJ°P(X)_»HJ;N(X)_> HP(X;Hq(A)) 

pour p+q = 2n. Si on considère A comme un sous-anneau de A+ , tout A-module 
projectif de type fini peut être regardé comme un A+-module projectif de type fini 
(par la projection A+__» A). Choisissons maintenant comme complexe fi^(A+) le 
complexe universel fi*op(A+) (cf. 4.1). En appliquant les considérations précé­
dentes à l'algèbre A+ , on en déduit un homomorphisme que nous noterons aussi Chp 

KJ°P(X)^ K^P(X) — p̂ q=2n HP(X;Hqt0P(A+)) 

oû Hqop(A+)~ Ker(HCqop(A) JL> Hq+i(A>A) d'après 2.15 et 4.1. Ici nous avons 

indiqué exceptionnellement par le symbole "top" les homologies topologiques sépa­
rées considérées en 4.1. 

4.13. Bien que nous n'ayions pas l'intention de développer ici de manière intensive 
les structures multiplicatives de Vhomologie cyclique (cf. [12]) nous allons en 
esquisser une partie pour étudier la relation entre la périodicité de Bott et l'ho-
mologie cyclique. Soient donc A et B deux algèbres topologiques localement con­
vexes et soient AêB leur produit tensoriel complété projectif. Si de nouveau fi 
désigne le complexe universel (topologique), on a un homomorphisme évident 
fi^(A è B)__> fi^(A) ê fi^(B) induit par l'identité de AâB mais qui n'est pas un 
isomorphisme en général. Cependant, faute d'un théorème de Kunneth pour l'homologie 
de De Rham non commutative, nous ne pouvons pas calculer l'homologie non commutati­
ve du deuxième membre en fonction de Ĥ (A) et Ĥ (B) ^ . En fait, le cas qui 
nous intéresse ici est celui oû B est l'anneau des fonctions C°° sur une varié­
té X telle que X+ ait le type d'homotopie d'un CW-complexe fini. Dans ce cas, 
l'intégration sur les cycles de X permet de définir comme en 4.8 des homomorphis­
mes 

Hm(AâB) x HP(X)_^ Hq(A) 

Dour p+q = m, soit de manière équivalente des homomorphismes 

(*) 
Notons ici que la situation est plus simple en cohomologie de De Rham (ou en 

cohomologie cyclique) qui se définit en considérant le complexe Hom(fî ,k) : on a 
alors un cup-produit bien défini de HP(A) xHq(B) vers Hp+q(AêB) . C'est une des 
raisons qui rendent la cohomologie cyclique plus maniable dans certaines situa­
tions, (cf. [12]). 
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Hm(A"*B) _ Hp(X;Hq(A)) 

4.14. PROPOSITION. Le diagramme est commutatif 

KJ0P(X) „ KQ(Aê M X ) ) 

© HP(X;H (A)), H2 (AêC-(X)) 
p+q=2n 1 

oû la deuxième flèche verticale est définie en 1.22 et la première en 4.11. 
Démonstration. C'est une conséquence immédiate des définitions en associant à un 
A-fibré sur X le C-module de ses sections avec C = A ® C (X). 

4.15. Nous allons maintenant étudier le comportement du caractère de Chern vis-à-
vis de la périodicité de Bott comme nous l'avons promis. Rappelons que la périodici­
té de Bott peut s'exprimer sur la manière suivante : A tout A-fibré E sur X on 

? 
peut associer le A-fibré sur X x S obtenu comme produit tensoriel de E par le ? 
fibre de Hopf H sur S . On définit alors un homomorphisme injectif 

KJ°P(X) 3 > KJ°P(X X S2) 

dont l'image a comme supplémentaire le groupe engendré par les fibres sur X x S 
2 

obtenus comme image réciproque de fibres sur X par la projection X x S —• X. 

Avent d'énoncer le théorème suivant, nous allons définir en homologie de De Rham 
non commutative pour le complexe universel l'analogue de 1'homomorphisme fondamen­
tal S défini en 2.7 pour l'homologie cyclique. Dans ce but, introduisons l'anneau 

2 
auxiliaire R = k[t;i/(t -t) déjà utilisé en 2.17 et considérons 1'homomorphisme 
d'anneaux (ne respectant pas les éléments unités) de A vers A «> R défini par 
a_>a ®t. Il induit un homomorphisme d'algèbres avec élément unité A+—• A+ <& R, 
donc un homomorphisme m̂(A+) —> fyn(A+ 0 R ) ~ - ^ Œn(A+) & fiQ(R)- En fait, la 

p+q=m p q 
projection (f> sur la composante p = p=m-2, q=2, s'explicite aisément en tenant 
compte de l'identité t.dt.t = 0. Pour des éléments a., de A on trouve ainsi 
<t*(àdà,.. .dam) = [a„a.,a9daQ.. .dam + a da, (a9aq)da/I.. .dam t.dt.dt 
TX o 1 m7 o 1 Z 3 m o 1 Z 3' 4 m J 
c()(da1da2. • .dam) = d^^da,,.. .dam)) ®t.dt.dt 
Autrement dit, T homomorphisme Hm(A+) . > Hm-2̂ +) qu'on déduit de <j) est induit 
par l'homomorphisme S : HCm(A) > HCm-2̂  défini dans le paragraphe 2 et adapté 
au cadre topologique. Par abus d'écriture, nous noterons encore S cet homomorphis­
me. 

.2 

4.16. THEOREME. Soit уи : K*op(XxS2U © HP(X;H 0(A+)) l'homomorphisme : K̂ op(XxS2)_> © HP(X;H 2(A+)) T homomorphisme 
p+q=2n composé 
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K*op(X x s2) _> K^X x s2) __5 HP+2(X x s2;H ,(A+))_^ HP(X;H „(A+)) 

On a alors le diagramme commutatif (pour p+q = 2n) 

Cp(x) 3 KÍ°P(X x S2) 

Yn Yn 

HP(X;Hq(A+)) HP(X;H (A+)) 

oû la deuxième flèche horizontale est induite par 11homomorphisme S de_ 
Hq(A ) vers Hq 2(A ) multiplié par 2ÍTT . 

Démonstration. Soit E un A-fibré sur X regardé comme un C-module projectif 
projectif de type fini avec C = A 0 C°°(X)9 donc comme image d'un projecteur 
Q 6 Mr(C) • Soit H le fibre de Hopf sur S que nous voyons aussi comme image du 
projecteur P de M9(C°°(S2)) défini en 1.5. Il s'agit maintenant de calculer la 
trace de —r v(dv.dv) avec v = Q <2> P, d'intégrer sur la sphère S puis sur 
les cycles de dimension p de X. Si on pose AQ = A , A1 = C°°(X) , A2 = C°°(S ), 
le diagramme commutatif 

n*(A è A1 è A2) —„ ft*(AQ ê Aj) ê n*(A2) n*(A0) ê> ^(A^ ê ^(A2) 

«*(AQ ê A2 è Ax) —> î (AQ â A2) â î̂ (A1) (̂AQ) ë ^(A2) â> fi^Aj) 

montre qu'on peut intervertir les deux intégrations. Ceci veut dire que la deuxième 
flèche horizontale doit être déduite d'un homomorphisme de Hq(A+) vers Hq_2(A+) 
induit par 1'homomorphisme A,_> X $ P sur des algebres de matrices convenables 2 
suivi d'une intégration sur S . Mais ceci est exactement le calcul formel précé-

2 
dant l'énoncé du théorème (car P = P). Puisque 

9 Trace(P.dP.dP) = 2iir 
>Ŝ  

le théorème en résulte. 

4.17. COROLLAIRE. On a un diagramme commutatif (comparer avec [ 12]) 

K™P(A) 6 C(A) 

R2n-i<A ) 2Í7TS H2n-i-2<A ) 

Démonstration. En effet, K*op(A) est le sous-groupe "non trivial" de ^(S1) et 
K?op(A) s'identifie à un sous-groupe de (̂S1* x s2) grâce à une application de 
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degré un de Ŝ x S2 vers S1+2 . Ce corollaire justifie le nom d'opérateur de pé­
riodicité à 1'homomorphisme S : HC (A) > HC _9(A) introduit par Connes et qui 
induit 1'homomorphisme analogue de Ĥ(A ) vers H 2^ ^ ' 

4.18. On remarquera que dans le théorème et le corollaire précédents, seul Vhomo­
morphisme Chn pour un n fixé a été utilisé. La proposition 4.14 et la remarque 
2.19 montrent qu'on a un diagramme commutatif 

KJ°P(A) 

Chf 

Chf1 

HC1+2f(A) 

S 

HCi+2,.2(A) 

où Chf (resp. Ch? A) correspond à Ch (resp. Ch -) avec n = i+&. Nous allons î ' r n n-l' 
maintenant voir comment on peut affiner ces classes caractéristiques dans le cas 
des A-fibrés plats (ce qui correspond grosso-modo à considérer le groupe K..(A) 
d'après la philosophie du § 3). Ici fi^(A) désigne de nouveau une algèbre 
graduée quelconque vérifiant les conditions de 4.2. 

A-FIBRES PLATS ET LEURS CLASSES CARACTERISTIQUES (4.19-33) 

4.19. DÉFINITION. Soit E un A-fibré sur la variété X. Une A-connexion à cour­
bure plate sur E est une A-connexion dont la courbure admet la factorisation 

r(X;E) ^ r(X;E) I f/(X,A) 

r(X;E) f [fi0,2(X,A) + filsl(X,A)] 

avec B = C (X,A). Autrement dit, c'est une A-connexion dont la courbure partielle 
R' = D'2 est égale à 0. 

4.20. Exemple fondamental. Supposons que E soit un A-fibré plat sur X (cf.§3). 
Comme dans le cas classique où A =|R ou C, E peut être muni d'une connexion par­
tielle de la manière suivante : sur une carte r(X;E) s'identifie à l'espace des 
applications de classe C°° de X dans la fibre P. On peut alors définir une con­
nexion partielle (cf. 4.10) D' sur E en la faisant coïncider avec la différen­
tielle ordinaire sur chaque carte. La connexion partielle est bien définie car les 
automorphismes de changement de cartes sont localement constants. Si, en outre, on 
suppose que E est trivial, soit E = X x p, la donnée d'une connexion D" 
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sur P (dans le sens du §1) et de la connexion partielle précédente D' permet de 
munir E d'une A-connexion D = D' + D" qui est à courbure plate car D' = 0. 
Supposons maintenant que E soit localement trivial et soit (U..) un recouvrement 
ouvert de X tel que E. soit isomorphe à un fibre trivial (de manière compati-
ble avec la structure plate). Soit (a )̂ une partition de l'unité associée à ce 
recouvrement. Si D.. = D̂. + DV est la connexion sur Ejy définie ci-dessus 

CE I y étant identifié à un fibre trivial), D=£a. D.. définit une A-connexion à 
i 2 2 courbure plate sur E car D'.. = D'.HI ., et donc D' = D. = 0 sur U.. 

Mnj|U.n U. j|U.n U.j|U.n U. U.i i 

4.21. Explicitons la situation lorsque la fibre de E est libre, soit Ar . 
Le fibre E est alors défini par un cocycle g.. : U. nU.—*GL (A) qui est une 
fonction localement constante. Une connexion quelconque sur E est définie par 
des matrices eMr(ft*(U.¡ >A)) telles que, au-dessus de Ûn Uj on ait la rela­
tion 

rT • gji dgji + gji rj 9j1 

(dgĵ  représentant la différentielle "non commutative" de ĝ ... à valeurs dans 
Mr(̂ i(A))- En particulier, si (a..) est une partition de l'unité, on peut choisir 

ri = l ak<x> Ski ^Ri­

ce qui est l'expression locale de la connexion définie en 4.11. Un calcul immédiat 
montre alors que dr. + (r_.) est bien une matrice de formes différentielles dont 
les coefficients appartiennent à iï (X,A) $ ü 9 (X,A). 

4.22. PROPOSITION. Soit A une algèbre de Banach et soit E un A-fibré sur X 
muni d'une connexion D à courbure plate R = D . Alors 

1) E peut être muni (canoniquement) d'une structure de A-fibré plat dont la  
connexion partielle est égale à D'. 

2) Si on désigne par f(U,E) l'espace des sections localement constantes du  
fibre plat E|y9Rn|y admet une factorisation (pour U assez petit et 
Bn = n°(U,A)). 

Rn| 
r(U;E) Ü , r(U;E) \ ft2n(U,A) 

\ / U 
f(U;E) % [Zn(U;Q (A)) e n̂"lsn+1(U,A) 9...9 ft°'2n(U,A)] 

k 
Démonstration. Soit xQ e X et soit V un voisinage de xQ tel que E|y*VxP 
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où P est un A-module projectif de type fini. On peut alors écrire D' = d'+r' où 
d' est la différentielle usuelle et où r1 est une application By-linéaire de 
r(V;E) vers r(V;E) ® ft*(V,A) représentée par une forme différentielle sur V 
à valeurs dans A= End(P). Le théorème de Frobenius implique qu'il existe U cV, 
xQ eU, et une application C°°a: U—> Aut(P) telle que a(xQ) = 1 et 
d'à = - T'a (car d'r' + (r')2 = 0). En effectuant 1'isomorphisme a , on voit donc 
que D' est isomorphe à la différentielle usuelle d'. Autrement dit, les solu­
tions de l'équation différentielle D's = 0 définissent des sections localement 
constantes s de E|̂  pour une trivialisation bien choisie. Si une autre trivia-
lisation vérifie la même propriété et si désigne la fonction de transition, 
on doit avoir d'(g.. s) = (d*g..)s + g.-(d's) = 0 pour toute section s telle que j i j • j • 
dAs = 0, ce qui implique d'g^. = 0, donc que g .̂ est bien une section localement 
constante. 

Pour démontrer la deuxième partie du théorème, on peut supposer que E est 
trivial et que D' = d'. En outre, la propriété est évidente pour les fibres de la 
forme X x Q et D = D' + D" où D" est induit par une connexion sur Q car 
dans ce cas R = R" est une fonction constante sur X. Dans le cas général où D" 
est quelconque, en ajoutant un supplémentaire Q à la fibre de E et en munissant 
X x Q de la connexion ci-dessus, on voit que sans restreindre la généralité on 
peut supposer que E = X x Ar . La connexion est alors complètement déterminée par 
une application C°° de X vers Mr(fî (A)) notée r. En considérant des coordon­
nées locales, on voit ainsi que la composante de bidegré (p,q) avec p >q de Rn = 
(dr+r2)n est nulle et que la composante de bidegré (n,n) s'écrit : 

i * i ~^T~ 0 ~^f~ i f ~ dxi A dxi *---*dx1 ij.---.in ax. ax. ax. i2 2̂ ip 
1 2 n 

dont la différentielle usuelle est nulle. 
4.23. Les considérations précédentes nous amènent ainsi à considérer la "moitié" 
du complexe de De Rham défini comme suit : 

«2n(X,A) = fi°(X;S2n(A)) e ... e fln~V;â'n+1(A)) e Zn(X;fin(A)) 

2̂n+1(X,A) = fi°(X;fi2n+1(A) e ... efin(X;fin+1(A)) 

Ce sous-complexe est bien stable par la différentielle totale d = d'+d". On note­
ra ^^(X) son homologie. Le premier pas vers la construction d'un homomorphisme 
KA(X)-*^*(X) (cf. 3.1 et 4.31) est la proposition suivante. 

4.24. PROPOSITION. Soit E un A-fibré olat et soit D une connexion dont la 
connexion partielle associée D' est la connexion partielle canonique. Alors les 
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formes Chn(E,D) = D^ Tr(Rn) définissent des éléments de ^n(X) qui ne dépendent  
que de la classe d'isomorphie de E (et donc pas du choix de D). 

Démonstration. On va utiliser l'argument d'homotopie qui a déjà servi dans la dé­
monstration du théorème 1.22. Si D̂  et D. sont deux connexions sur E telles 
que D̂  = D̂  soit la connexion partielle canonique, l'expression 

A = tDQ + (l-t)D^, t e [0,1] , représente une connexion à courbure plate sur TT*E 

avec 7T : Xx[0,l] + X car A' = tD' + (l-t)D' = D' = D' . 
Donc Chn(E,D1) - Chn(E,Do) est la différentielle d'un élément K(co) de 

^""^X.A) oû K :^2n(Xxi9A) ^""^X.A) est la restriction à«2n(Xxi,A) 
de l'opérateur d'homotopie usuel défini par intégration partielle par rapport à I 
sur X xi (i = [0,1]). Puisque l'image de cette restriction de K appartient à 
e^^X.A) , on voit que la classe de Chp(E,D) dans 3€̂ n(X) ne dépend pas du 
choix de D. Enfin, si a : E -> E' est un isomorphisme de fibres plats, on peut 
choisir D' =a*D comme connexion sur E' et R' = aRa-1 est la courbure asso­
ciée. On a alors Chn(E,D) = Ch (E'.D'). 

Pour appliquer la proposition 4.24, il nous reste à calculer explicitement les 
groupes ^^n(X). Ce calcul, ainsi que celui du groupe 3ë̂ n+*(X) qui nous servira 
plus loin, va reposer sur les trois lemmes suivants dont les deux derniers ont une 
portée plus générale. 

4.25. LEMME. Soient E un esnace de Fréchet, F un sous-espace fermé. On a alors  
la suite exacte d'espaces vectoriels. 

0 > Z*(X;F) , Z*(X;E) Z*(X;E/F) _^ 0 (S) 

Démonstration. D'après le lemme 4.6, nous avons une suite exacte 

0 ft*(X;E) _^*(X;E) ft*(X;E/F) * 0 

ce qui implique l'exactitude de (S) sauf peut-être la surjectivité de y . Cette sur-
jectivité est évidemment équivalente à celle de Vhomomorphisme H*(X;E)H*(X;E/F). 
Une démonstration en tout point analogue à celle du théorème 4.8 montre que 
H*(X;G) « Hom(H (X),G) pour tout espace de Fréchet G (isomorphisme entre la coho-
mologie de De Rham et la cohomologie singulière). La surjectivité est alors éviden­
te car E et E/F sont des (Ç-espaces vectoriels. 

4.26. LEMME. Soit r e IN et soit x un élément de ftp(X,A) s'écrivant sous la  
forme x +...+ x avec x e fta(X;ft (A)) et a<p-a-r (soit donc s <(p-r)/2) 
et tel que dx = 0. Il existe alors un élément t = tQ +...+ t$ avec 
V n ^ x ^ ^ A ) ) te1 que x - dt = zQ +...+ zs avec za e Za(X;Zp_a(A)) . 
Démonstration. Pour un p fixé nous allons démontrer ce lemme par récurrence des­
cendante sur r, celui-ci étant évident pour r > p (x est alors nul). Puisque 
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dx = 0, x$ appartient déjà à Zs(X;Œp-sA) . Soient d' et d" les différentielles 
du bicomplexe Œ*(X;fi#(A) ; on a d = d' + d" et -d'xs_j = d"x$ .Considérons le 
diagramme de suites exactes suivantes 

0 0 0 
1 i 1 

0 _ Z*(X;B (A) „ Z*(X;S A) ^Z*(X,â A/B A) _ ^ 0 
J I 1 

0 _^ ft*(X;B^A) > n*(X;̂ A) ^n*(X;fiyÊA) _ ^ 0 
4 * d 'T d'i* 

0 _^ ft*(X;B^A) > n*(X;fl#A) ft*(X;£W\/B^A) _* 0 

Une chasse au diagramme élémentaire montre l'existence d'un élément y$ de 
fis'1(X;Bp_s+1A) tel que d'ys = d"xs . Il existe donc t$ e^""^X^^A) tel que 

y = -d"t , soit d"x = d"(d't ) . Posons alors x' = x - dt = x* + x* avec 
S - S-l -

x*s e 0 (X;fip_sA) et x̂  e Q (X'̂ p.s+iA) • Par construction, on a 
x̂  e Zs(X;Zp_sA) et on peut écrire x = (x1 +...+ xs-1 + x̂ ) + x̂  + dt$ . D'après 
l'hypothèse de récurrence, la parenthèse peut s'écrire 
z +...+ z , + d(t +...+ t , ) . Il suffit donc de poser z = x' . 

4.27. LEMME. Soit x un élément de ftp(X,A) s'écrivant xQ + ...+ x$ avec 
x e Za(X;Zh A) tel que x = dt avec t = t +...+tc et t e A). « x p-a - 3— o s a v p-a ' 
Alors t efta_1(X;Z A) ê Z01"1^;^ A) ; x e Ba(X;Z„ A) + Za(X;B A) pmjr a v p-a ' v p-a ' a v p-a ' v p-a 1 K— 
a <s et xe £ BS(X;Z A) . — s v p-s ' 

Démonstration.Nous allons démontrer ce lemme par récurrence descendante sur a . 
Pour a = s, le diagramme 

0 0 0 

1 1 i 
0-ZS-1(X;Z A)_ .̂Zs_1(X;ff A) _ Zs_1(X;n A/2_ A) 

r r i p 
0 ^fis_1(X;Z A) —> ns_1(X;IL A) —>as~Hxi{L ,A/Z A) 

J j | 
0 ^ZS(X;Z A) * Zs(X;fi A) > Zs(X;fi A/Z A) 

montre que x$ = d't^ avec t'$ e n (X;2 A) . Alors d'(ts-t^) = 0, donc 

ts - t; e Zs_1(X;fip.sA) et ainsi tg ens_1(X;Z"p_sA) + Zs_1(X;fip_sA) . 

De même, puisque x -, = d't , + d"t , on voit que 
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que xs_1 - d"ts- Bb"1(X;fip_s+1A) n Z ^ ^ Z ^ ^ A ) = B (X;Zp_s+̂ A) d'après le 
diagramme suivant oO toutes les lignes et les colonnes sont exactes d'après les 
lemmes précédents et le fait que H*(X;E)«Hom (HJX),E) pour tout espace de 
Fréchet E : 

0 0 0 

1 J i 
0 > B*(X;Z A) > Z*(X;Z A) » H*(X;Z A) »0 

1 * i * r 
0 > B*(X;ft A) _^ Z*(X;ft A) H*(X;ft A) > 0 

i * i * r 
0 > B*(X;ft A/Z A)_̂ Z*(X;ft A/Z A)_+H*(X;fì A/Z A) ^ 0 

i * i * * r 
0 0 0 Soit t̂ _j£ n (X;Z +1A) tel que d ' t^j = xs-1 - d"ts . Alors d' (ts.1-t^.1)= C 

donc tg.j ŝ_2(X;np.s+1A) + ns_2(X;Zp_s+1A), soit xs_1 = d ' t ^ + d"ts 

c BS_1(X;Z +1A) + Z*-\x;â +1A) . 

Supposons maintenant le lemme démontré pour a > r avec r < s. 

Alors xr = d'tr + d"tr+1 avec tr+1 e / ( X - ^ ^ A ) + Zr(X;Sp_r_1A) et 

xr " dntr+l € Br(x'»5p-rA) n zP(X;VrA) = BP(X;VrA) * Pu1sque d,(Vtrr> = 0 
on a bien ainsi tr e r̂_1(X;Zp_rA) e Z1""1 (X;̂ p-rA) et xp = d'tp + d"tr+1 

e Br(X;Z_A) + Zr(X;B_A) . 

4.28. THEOREME. L'homologie ^ (X) en degré 2n du complexe fe (X,A) défini en 
4.23 est naturellement isomorphe à 

0 
p+q=2n 

P <q 

HP(X;HfA)) e H (X;Z A) 

Démonstration. D'après le lemme 4.26, 1'homomorphisme 

p+q=2n 
D< q 

zP(X;ZqA)_^^n(X) 

est surjectif. D'après le lemme 4.27, son noyau est 

p+q=2n 
P q 

[BP(X;ZA) + Z-(X;B (A) ] e B (X;Z A) 

donc l'homologie est bien celle annoncée. 
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4.29. PROPOSITION. L'homologie &2n+1(X) en degré 2n+l du complexe <E*(X,A) est  
naturellement isomorphe à 

* HP(X;H (A) 
p+q=2n+l H 

P <q 
Démonstration. D'après le lemme 4.26, 1'homomorphisme 

p<q 
p+q=2n+l 

ZP(X;Z A) 3̂£2n+1(X) 

est surjectif. Soit maintenant x : xQ +...+ xn avec x̂ e Z (x>Z2n+i-aA) un é̂ é" 
ment de Kere . On a donc x = dt avec t = t +...+ t et 
t e d*" (X;̂ 2n+1_ A) pour a<n et tp+1 e Zn(X;̂ nA) . Alors x - dtn+1 = 

= d(t +...+ t ) et cet élément appartient à 

p+q=2n+l 
p<q 
p̂ n 

[BP(X;Z A) + ZP(X;B A)] e Bn(X;Zp+1A) 

d'après le lemme 4.27. Donc xe 0 
p+q=2n+l 
p<q 

[BP(X;Z A) + ZP(X;B A)] d'où le théorème. 

4.30. Si E est un A-fibré plat de base une variété X, les théorèmes 4.24 et 4.28 
permettent ainsi de lui associer des classes caractéristiques 
Ch (E) e<3£2n(X)«, * HP(X;H(A)) e Hn(X;Zn(A). En fait, pour construire ces 

n A p+q=2n q n 
p<q 

classes caractéristiques, nous n'avons pas besoin de toute la force du théorème 
4.28. Ceci peut se faire par intégration sur les simplexes singuliers comme en 4.8. 
Ainsi les composantes de Chn(E) dans Hp(X;Hq(A)) pour p+q = 2n, p < q, s'ob­
tiennent en regardant E comme un A-fibrê topologique et en appliquant le carac-
tère~de Chern topologique défini en 4.11. Explicitons donc la classe nouvelle appar­
tenant à Hn(X;Zn(A) . On a un accouplement 

Zn(X) x £2n(X,A) _ Zn(X) x Zn(X;fin(A) _ ^A 

dont l'image est dans ZpA pour les couples (c,u>) avec a) fermée car 

d" I o)= - d'oî = a) = 0 
Jc 'c hc 

Si c est un cycle et si (DeC2n(X,A) est de la forme du' avec o>* apparte­
nant à n°92n~l(X9A) fin"1>n(X,A), on a 
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f a) = f a) = f d'w = 0 

car d'à) est de premier degré <n+l. Ainsi, 1 'homomorphisme bilinéaire 

Hn(X) x #Jn(X) _^ ZnA 

est bien défini et coïncide évidemment avec celui résultant du théorème 4.28. 

4.31. Nous allons voir maintenant comment les classes caractéristiques que nous ve­
nons de définir pour des A-fibrés différentiables ou plats permettent de construi­
re des homomorphismes 

K*op(X) ^ H|n(X)—> HP(X;ÎTq(A)) (p+q = 2n) 

MX)—* ^?n(X) * ® HP(X;H.(A) e Hn(X;Zn(A)) 
A A P+q=2n,p<q q n 

pour tout CW-complexe fini X. Pour fixer les idées, nous nous limiterons à défi­
nir le second homomorphisme, le premier se construisant de manière analogue. 
D'après le §3 , tout élément de K̂ (X) peut être représenté par la différence 
formelle de deux A-fibrés plats sur Y avec f : Y •> X acyclique. Soit {Ya> 
l'ensemble des sous-complexes finis de Y. Comme il est bien connu [49], Y a le 
type d'homotopie d'un complexe cellulaire fini, donc d'une variété (ouverte), la 
cohomologie Hp(Ya;Ĥ (A)) ou Hn(Ya'̂ n(A) étant isomorphe à la cohomologie de 
De Rham à valeurs dans les espaces de Fréchet considérés. Si E est un A-fibré 
plat sur Y, il s'en suit qu'on peut lui associer des classes caractéristiques 
Chn(E|y ) e3tfA (Ya) . D'autre part, d'après la formule des coefficients universels, 
on a pour tout q-espace vectoriel F, Hr(Y;F) * Hom(Hr(Y),F) = Hom(ljm Hr(Yçt),F) = 
jim HP(Ya;F) . On peut donc associer à E une "classe caractéristique" 
Chn(E) e^f(Y) =*nn(X) = €> Hp(X;H (A) e Hn(X;Z A) . Si Télément x de 

n A A p+q=2n q n 
p<q 

K̂ (X) dont on est parti s'écrit formellement sous la forme E - F, on posera 
Ch (x) = Ch (E) - Ch (F) . On voit alors aisément que 1'homomorphisme 

Chn : KA(X) >3€̂ n(X) 

est ainsi bien défini. 

4.32. Exemple. Soit E un A-fibré plat sur S1 de fibre Aq . Un tel fibre est 
déterminé par un élément g de GL (A) bien défini à une conjugaison près. De 
manière plus précise, on peut recouvrir S par les deux hémisphères 
Ux = s\ = S1 - {-i} et U2 = S1 = S1 - {i} . On pose alors g21(x) = g si 

•R(x)> 0 et g21(x) = 1 si <£(x)< 0. La fonction de transition g2̂  est une 
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application localement constante de U1 n u"2 vers GLq(A) qui définit le A-fibré 
plat E. Calculons maintenant son caractère de Chern en suivant la méthode de 4.20. 
On désigne par (opC ,̂) une partition de l'unité associée au recouvrement (Û ,U2) 
et on pose 

-1 -1 ^(x) = a,(x)g21 dg21 = ô (x)g dg si <R(X) > 0, 0 sinon 

r2(x) = o^xjg^ dg12 = - 0[(x) dg g"1 si <tf(x) > 0 , 0 sinon. 

Les matrices de courbure associées sont 

R1 = do, g_1dg - a2(g~1dg si (R (x) > 0 , sinon 

-1 -1 2 R2 = - dct̂  dg g - ct̂ ô dg g ) si # (x) > 0 , sinon. 

Ainsi, si $(x) > 0, la composante de bidegré (l,2n-l) de la courbure élevée à la 
puissance n est égale à 

R; = (-l)n-1n(o1a2)n-1 dĉ  (g^dg)2"'123Z 

On peut paramétrer le demi-cercle S = {x\(R (x) > 0} par le segment [0,1] . La 
fonction apparaît alors comme une fonction s'annulant au voisinage de 0 et 
égale à 1 au voisinage de 1. Donc 

| n(a1a2)n"1 dĉ  = - n 
S1 

4 a J t ^ - V - a ^ t ^ ^ a W t J d t 
0 1 1 1 

- ' n u ^ l - u ^ d u = - n[(n-l)ir 
(2n-ljl 

Si on considère la classe de g dans K..(A), on trouve finalement la formule 

Chn(g) = i r Tr(R;) = (-1)" {Sétfr Tr<g W 

ce qui est cohérent avec les considérations de 2.33 et 2.34 à une constante de nor­
malisation près. 

4.33. Remarque. Nous avons défini en 4.31 un homomorphisme de Kn(A) vers zn(A). 
Par ailleurs, nous avons défini en 2.27 un homomorphisme Kn(A) > Hn(A,A) (homo­
morphisme de Dennis). Il est facile de voir que Hn(A,A) c Œn(A) (cf. 2.12). 
Dans le §5 de ce travail, nous montrerons qu'on a en fait un diagramme commutatif 

Kn(A) 

Zn(A) 

Hn(A.A) 

â une constante de normalisation près. 
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V. INTERPRÉTATION SIMPLICIALE DES CLASSES CARACTÉRISTIQUES 
G-FIBRÉS REPÉRÉS (5.1-4) 

5.1. Soit G un groupe Simplicia! et soit X un ensemble Simplicia!. Par défini­
tion un G-fibré repéré est la donnée pour chaque cellule ae%n et pour i et 
jé An = {0,1,... ,n} d'éléments g .̂ = ĝ .̂ (a) « Gn vérifiant les deux conditions 
suivantes 

X) %i = gkj-gji 

2) Soit <|>: Ap An une application croissante et soit <i>* : XN XP et 
(f : Gp Gp une notation indifférente pour les applications induites sur X et G. 
On a alors la formule 

**%(J)<Ki)(0)) = 9Ji(**(0)) 
Si E = (9j-¡) et F = (nji) sont deux te^s G"̂ iDrés repérés, un morphisme 
X : E F est donné pour chaque cellule oe XN et pour i € Ap par des éléments 
X. = X-(a) e Ĝ  vérifiant les deux conditions suivantes 

1) hJ1.X1 = Xyç>.. 

2) Avec <|> comme ci-dessus, on a la formule 

• *(^m(a)) =A.(ra)) 

Les morphismes se composent de manière évidente (et sont tous des isomorphismes). 
On notera $Q(X) l'ensemble des classes d'isomorphie de tels fibres. 

5.2. Exemple. Soit K un complexe cellulaire qu'on considère comme ensemble simpli-
cial X en ordonnant ses sommets. Soit G un groupe topologique auquel on asso­
cie le groupe simplicial Gn = Hom(An,G), An étant le n-simplexe standard. Soit 
enfin E un G-fibré principal sur K. Puisque l'étoile S(i) de chaque sommet i 
est contractile, le fibre E peut être défini par des fonctions de transition 

9-ji : S(i) A S(j) >G 

au sens de Steenrod. En se restreignant à chaque cellule a ordonnée de K telle 
que (i,j) soient des sommets de a, on obtient bien un fibre repéré sur K (en 
identifiant chaque cellule de dimension n à An). Il est immédiat de voir que 
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1'isomorphisme entre fibres topologiques équivaut dans ce contexte à 1'isomorphisme 
entre fibres repérés. 

5.3. Soit G un groupe discret, regardé comme groupe simplicial trivial et soit Ç 
un G-fibré principal de base B. Si (U.) est un recouvrement trivialisant de X 
tel que les intersections IK n U.. soient connexes et si 9 ^ : IK n Uj —> G sont 
les fonctions de transition constantes définissant le fibre plat ç, on peut alors 
associer à ç un G-fibré repéré sur le nerf X du recouvrement (U..). En effet, une 
cellule a de dimension n de X est une suite d'indices (aQ,...,an) telle que 
U n...n U f 0 . On pose alors g-,-(a) = 6 .En outre, si les ouverts U. 

sont connexes et simplement connexes, il est facile de voir que les classes d'iso-
morphie de G-fibrés principaux sur B coïncident avec les classes d'isomorphie de 
G-fibrés repérés sur X. 

Les exemples décrits en 5.2 et 5.3 fournissent la motivation pour le théorème 
général suivant : 

5.4. THEOREME. L'ensemble $Q(X) des classes d'isomorphie de G-fibrés repérés sur  
l'ensemble simplicial X est naturellement isomorphe à l'ensemble [X,BG] _des_ 
classes d'homotopie d'applications de X dans le complexe de Kan BG. 

Démonstration. Précisons d'abord la définition de BG que nous utilisons. On consi-
dère le groupe bisimplicial WG défini par (WG)n = G (produit de n+1 copies 
de G), toute application croissante de An dans An induisant de manière éviden-
te une application simpliciale de G dans Gp . Le groupe G opère librement 
à droite sur WG et on définit BG comme l'ensemble quotient WG/G. Pour la struc­
ture simpliciale diagonale, les ensembles simpliciaux WG et BG sont des com­
plexes de Kan et la projection canonique WG _-̂BG est une fibration de Kan d'es­
pace total contractile. 

A tout fibre simplicial repéré E défini par des "fonctions de transition" 
g.. , on peut associer le sous-ensemble simplicial (noté encore E) de XxWG dont J • 
les éléments de dimension n sont les suites (a,g ,...,g ) telles que 

_ i o n 
a..gT = g..(a) . Puisque la seconde projection de E dans WG est équivariante 
j i j i 

on obtient un diagramme commutatif 
E > WG 

! 

X u t BG 

De manière explicite, l'application u associe à une cellule a de dimension n la 
classe de (gQ,...,gn) avec 9j-9^ = 9j-¡(a). Nous avons ainsi établi une corres­
pondance bijective entre l'ensemble des G-fibrés repérés sur X et l'ensemble des 
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applications simpliciales u de X dans BG. 

D'autre part, puisque WG est un groupe, il opère à gauche sur BG = WG/G. Ceci 
permet d'interpréter la notion de morphisme de fibres repérés de la manière suivan­
te. Soient u, v : X > BG des applications représentant deux fibres repérés asso­
ciés aux fonctions de transition (g^̂ ) et (h^)- La relation h -̂A.. = A..g.... 
peut alors s'écrire 

h.1h1 - <\19.1><M1>-1 

Autrement dit, un morphisme E —> F est défini par une application simpliciale 
A: X WG telle que v(a) = A(o). u(a). 

Nous pouvons maintenant commencer la démonstration du théorème annoncé. Si 
u : X BG, on peut lui associer par les remarques faites plus haut un G-fibré 
repéré sur X qui n'est autre que l'image réciproque du fibre principal "universel" 
WG sur BG. Supposons maintenant que uQ, û  : X_̂ .BG soient homotopes. Puisque 
BG est un complexe de Kan, uQ et û  sont simplicialement homotopes et d'après 
un théorème bien connu [38], les fibres principaux EQ = u*(WG) et E1 = û(WG) 
sont des fibres sur X isomorphes. Ecrivons maintenant EQ (resp. Ê ) comme le 
sous-ensemble de XxWG formé des couples (a;g0»gj,... ,gn) tels que 
%M = Tr(g0,...,gn) (resp. ux(a) = 7rîgQ,... ,gn)). Si A: EQ Ê  est un isomor-
phisme, il s'écrit nécessairement sous la forme 

(a;g0,...,gn) ,—> (^Vo" ' * >Vn> 
Si on pose h.j = A- .g.¡, on a donc la relation 

V"1 = Xj^-g:1)*:1 

Les A. définissent ainsi un morphisme noté aussi A : X -> WG qui réalise l'iso-
morphisme entre les fibres repérés EQ et Ê  . 

De cette discussion il résulte donc une application bien définie de l'ensemble 
[X,BG] vers $Q(X) qui est clairement surjective. Pour démontrer son injectivité, 
il suffit d'utiliser la contractibilité de WG. En effet, si les fibres repérés 
EQ et Ê  sont isomorphes, on a uQ(a) = A(a).u1(a) pour une certaine applica­
tion A : X -> WG. Puisque WG est contractile, A est homotope â l'application 
constante a H- 1. Donc uQ et û  sont homotopes. 

5.5. Nous nous intéressons ici au cas où A est une (¡-algebre, P un A-module 
projectif de type fini et G = Aut(P) est muni de la structure simpliciale trivi­
ale (le cas général sera traité â la fin). Nous désignerons par Q (A) une algè­
bre graduée vérifiant les axiomes écrits en 1.3 et Co(P) l'espace affine des 
connexions sur P(cf. 1.7). En particulier, si P = Aq, Co(P) s'identifie au 
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A-module formé des matrices carrées d'ordre q à coefficients dans Œj(A) . D'autre 
part, pour tout ensemble simplicial X et pour toute cellule de dimension n de X, 
nous nous permettrons de désigner par Q*(o) le complexe de De Rham-Sullivan (à 
coefficients rationnels) du simplexe type An . Ainsi Q*(o) s'identifie à l'algè­
bre graduée <p[xQ,...,xn,dxQ,...,dxn] quotientée par l'idéal engendré par les 
relations )' x. = 1 et Y dx. = 0. 

INTERPRETATION SIMPLICIALE DES CLASSES CARACTÉRISTIQUES (5.6-16) 

5.6. DEFINITION. Soit E un G-fibré repéré sur X. Une connexion simpliciale sur E 
est donnée pour chaque simplexe a e Xp et chaque entier i € An = {0,...,n} par des  
éléments 

D.(a) eft°(a) J Co(P) 

vérifiant les axiomes suivants 

1 ) T est une "face" de a associée à une application croissante a : Aĵ  An• 
on a D , .Ja) I = D.(T) . 

2) 51 s = (J1) est l'arête orientée d'indice (j,i) de_a, on a la relation 

D. = q*. (D.) 

où les g .̂ représentent les fonctions de transition de E. 

5.7. Exemple. Soit A une connexion fixe sur P et soit 

D â) = I xk g*i(A) 

où les x̂  représentent les coordonnées barycentriques de a . On vérifie que c'est 
bien une connexion simpliciale par le calcul que voici 

Di = l ^ k o - V * (A) • l xk(Sji.)*<9|cj)*(A) 

= g]i(Ixkg*j(A)) -gJ^Djta)) • 

5.8. De manière plus explicite, supposons que P = Aq . Alors la donnée de D.. (a) 
équivaut à celle de r.(a) avec les notations de 1.8. où r.¡(a) est une matrice 
pxq â coefficients dans Çi°(o) f fii(A). Les relations 1) et 2) de la définition 

- 1 - 1 
5.6 se transforment alors en ra(j)(a)lx = rj(T) et ri = gji'dgji + gji • rj,gji 
respectivement. En particulier, si dans l'exemple 5.7 on choisit pour A la conne­
xion triviale sur Ag , on trouve 

r.¡(a) = l xk g-}.dgki 

5.9. Remarque. Soit X une variété,U un recouvrement ouvert de X par des ouverts 
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(U..) tels que les intersections U\ n Uj soient connexes et soit E un G-fibré 
plat sur X défini par des fonctions de transition g.. : U. nli.-> G = Aut(P) qui 
sont nécessairement constantes. Une partition C de l'unité définit une applica­
tion continue X—ÍL-»N(U), réalisation géométrique du nerf de U. En fait, comme 
il est bien connu, l'application <f> induit un homomorphisme de la cohomologie de 
De Rham Sullivan de N(U) vers la cohomologie de De Rham de X (à coefficients 
dans un espace de Banach E). Par cette correspondance, les invariants cohomologi-
ques de G-fibrés repérés sur le nerf de U se transforment en des invariants coho-
mologiques sur la variété X. Nous retrouverons ainsi par des méthodes simpliciales 
les définitions et résultats du paragraphe précédent. 

5.10. Revenons à la situation générale d'une connexion simpliciale (D.) . On peut 
regarder D.. comme une connexion D.. sur le B-module à droite 
n°(a) g P oü B = Çl°(a) ^ A. En effet, si u Q veiî°(a) & P, on pose 

D..(u ® v) = d'u ® v + u D.j(v). Ici d' désigne la différentielle usuelle sur ft°(a). 

Comme dans les § 1 et 4, on peut associera D̂  sa courbure R.. = D.. . Puisque D̂  
= g*.(D.) , on a R. = 9~\ R. 9ji . 

5.11. Exemple. Reprenons l'exemple traité en 5.8. On trouve alors l'expression 

Ri - l dxkuki - l xkKi)2 + ( l wO2 

avec cd̂  = ĝ j" dĝ .. , expression en tout point analogue à celle trouvée en 4.11 
et conforme à la remarque 5.9. 

5.12. Considérons maintenant le bicomplexe Œ*(X;Œ (A)) des formes différentielles 
de De Rham-Sullivan (à coefficients rationnels) sur l'ensemble simplicial X à 
valeurs dans Ŝ (A) = ft^(A)/ [^(A), ft^(A)] . La relation R.. = ĝ J Rj ĝ ^ mon­
tre que la trace de R.¡ définit un élément bien déterminé de Œ*(X;̂ (A)) indépen­
dant de i. En raisonnant dans chaque cellule (remarquer que Çl°{a) # P est un 
Q°(o) & A-module projectif de type fini avec la connexion D..) , on démontre que 
Tr(R") est un cycle du complexe total associé au double complexe Œ*(X;ïï̂ (A)). 
En fait, la connexion D.¡ se décompose en la somme des connexions partielles 
Dj : u ®v» • d'u 8> v et D!¡ : u ® v,_> u D..(v) comme dans la situation géométri-

que du §4. Puisque (D̂ .) = 0, la trace de R.. est la somme d'éléments 

rp q€ ^P(X'̂ q(A)) avec P ̂  9- Puisque la trace de R? est fermée, on voit que 

rn n e Zn(X; ÏÏn(A)). Ceci nous ramène â considérer le sous-complexe ÍT*(X,A) de 

ft*(X,A) = & ftp(X;ft (A)) défini comme dans le §4 en posant 
H 

<£2n(X,A) = p+J=2n P̂(X;ñq(A)) © Zn(X;T2n(A)) 
p<q 
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<é2n+1(X,A) = Ф ^P(X;a(A)) 
p+q=2n+l 4 
p<q 

Si on note З̂ д(Х) l'homologie du complexe ^*(X,A), une démonstration analogue à 
celle du théorème 4.24 montre que les formes différentielles Chn(E,D) = Tr(Rn) 
sont des éléments bien déterminés de <̂ дП(Х) qui ne dépendent que de la classe 
d'isomorphie de E (et donc pas du choix de la connexion D). On a de même l'analo­
gue suivant des théorèmes 4.28 et 4.29. 
5.13. PROPOSITION. L'homoloqie д̂П(Х) en degré 2n du complexe fe*(X,A) défini  
plus haut est naturellement isomorphe à 

© HP(X;H (A)) * Hn(X;Z (A)) p+q=2n q n 
Son homologie en degré 2n+l est naturellement isomorphe à 

* HP(X;H (A)) 
p+q=2n+l 4 
p<q 

La démonstration de ce théorème est en tout point analogue à celle des théorèmes 
4.28 et 4.29. Elle est même en fait plus simple car le lemme 4.6 est ici évident 
dans le cadre algébrique où nous nous sommes placés. 

5.14. PROPOSITION. Soit A une algèbre de Banach et soit E un A-fibré plat sur  
une variété X. Soit U un recouvrement ouvert de X par des ouverts (U.) tels que  
les intersections U. ntl. soient connexes. Soit E' le fibre repéré sur le nerf  
de U associé aux fonctions de transition g^ . Alors les classes caractéristiques  
construites en 4.24 et 5.12 se correspondent par1'homomorphisme 

ac2n(N(u))_^ ac2n(x) 

induit par une partition de l'unité (a^x)) associée au recouvrement U. 

Démonstration. Soit P la fibre de E (nous supposons X connexe pour simplifier) 
et soit д une connexion quelconque de P. Pour toute cellule о de N(U ) nous pou­
vons considérer la connexion canonique définie par = Ix^i (A) ou les \ 
représentent les coordonnées barycentriques. L'application X—f N(U) associe à 
un point x de X le point de N(U ) de coordonnées barycentriques (ak(x)). 
Par "image réciproque" on retrouve bien ainsi la connexion "canonique" 
I a^x) 9̂П-(А) considérée en 4.18. Le reste de la démonstration est évident. 

Si on désigne par A+ l'algèbre A augmentée d'un élément unité, on peut définir 
un homomorphisme 

S, :&2n.(X)-* #2""2(X)(-2) 
1 A+ A+ 
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où le deuxième groupe est le groupe d'homologie du sous-complexe ^{X,k ) 
(cf. 6.25). Cet homomorphisme est induit par 1'homorphisme de complexes défini 
par A. Connes 

S : n (A ) HC.+?1(A) 

(cf. 2.7 et le calcul formel fait en 4.13). Toutes les considérations développées 
dans le §4 peuvent se transposer telles quelles dans le cadre simplicial. En parti­
culier, si X est un ensemble simplicial, on peut définir le groupe KA(X) comme 
le groupe de Grothendieck de fibres repérés sur des ensembles simpliciaux homologi-
quement équivalents à X. Dans ce contexte on a le théorème suivant. 

5.15. THEOREME. Le diagramme suivant est commutatif 

MX) K (X) 
Ch 

n A+ 

K +(X) 
Chn-1 ae2"_2(x)(-2) 

A 
En choisissant pour X une sphère de dimension 1, on en déduit une définition sim­
plicial e d'homomorphismes. 

MA) HCi+21(A) et K,(A) Z,(A+) 

et le corollaire suivant. 

5.16. COROLLAIRE. Le diagramme suivant est cominutatif 

MA) 

Ch* 

Ch}"1 

HC.+?1(A) 

S 

HC.+21.2(A) 

où Chf.(reso. ChV1) est associé à Chn(resp. Chn-1) avec i+A = 2n 

Démonstration du théorème. Soit E un A-fibré sur X et soit A l'algèbre 
2 Ç[p](p -p) . Si les (g..) représentent les fonctions de transition de E et si j ' 

P est le A-module projectif associé au projecteur p, les (g.. & 1) représen-
tent les fonctions de transition de E & P en tant que fibre en (A 0 A)-module 
(noter que p = Id sur P). Si A est la connexion de Levi-Civita sur P (cf.1.9) 
et si D est une connexion sur la fibre Q de E, D®1+1®A est une conne­
xion sur Q 0 P. La connexion canonique sur E $ P(cf. 5.7) est donc 
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l xk(g*.®l)(D®l+l<&A) = £xkg£.(D)ai+l a A 

dont la courbure est ® 1+10R où R est égal à l'expression p.dp.dp (cf. 1.15) 
Par conséquent, Chn(E P) = Chn_1(E) Ch^P) + Chn(E) ChQ(P) dans 
ft*(X; ftJA+)) $ (A) avec Ch^P) = p.dp.dp et Cli (P) = p. D'autre part, l'homo-

*- + - + 
morphismes S : ft^(A )—, ^̂ _2̂ A ^ est 1 ,nomomorPni'sme composé 

ftJA+) 9 , A) > ^(A+) <8> ^(A) !̂ .2(A+) 

où 6 est induit par x^ x®p pour x e A et où y est induit par l'homomorphisme 
composé 

52(A) - JU 5Q(A) - J L , <Q 

avec j(aQ + â p) = â  (Ici A est considérée comme algèbre augmentée sur <Q et 
nous convenons que tous les ^.(A) sont nuls pour i >2 d'après le formalisme 
adopté dans le §1). Il s'en suit aussitôt que S^Ch^E)) = Chn_1(E) déjà au 
niveau des formes différentielles sur X à valeurs dans Q, (A+), donc à fortiori 
dans X2""2(X) (-2). 

A+ 

COMPARAISON DES DIVERSES CLASSES CARACTERISTIQUES EN K-THÉORIE 
ALGÉBRIQUE (5.17-29) 

5.17. Il nous faut maintenant comparer les classes caractéristiques Chn et Chn 
de KA(X) vers pîq=2n HP(X;HCq(A)) construites algébriquement (pour Chn 

p<q 
dans le §2) et simplicialement (pour Chn dans ce paragraphe). Il nous faut aussi 
comparer la "dernière" classe 

Dn : KA(X)_, Hn(X;Zn(A)) 

et la classe de Dennis Dn construite dans le §2 

Dn : KA(X)_+ Hom(Hn(X),Hn(A,A)) 

Pour cela, il convient de remarquer que toutes ces classes se factorisent à tra­
vers l'homologie du groupe GL(A). Par exemple, Chn est déduit de Vhomomorphis-
me 

<Chn)p : Hp(GLr(A)) —» HCq(A) 

obtenu de la manière suivante. Si E désigne le fibre universel sur l'ensemble 
simplicial BGL (A), de fonctions de transition g.. = gT* g. en écriture homogène 
(cf. 5.4), on peut le munir de la connexion canonique définie par 

ri = l xk9ki dgki et Ĉnn̂ p n'est autre Pue la classe du cocycle 
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° ~ ÏÏT foTr(Rn) 
avec R = dr. + (l\) et a chaîne de dimension p. On peut alors remarquer que dans 
l'écriture de Rn, tout élément de (̂Mr(A)) est combinaison linéaire d'expres­
sions de la forme 9Qdĝ  ... dgq avec -rrg.. = 1. Si on pose G = GLr(A), on voit 
ainsi que (Cnn)p est déduit d'un homomorphisme canonique 

(Chn)p : Hp(G)_ HCq(G) c HCq((Q[G])_̂  HCq(A) 

(cf. 2.21 pour la définition de HCq(G) ainsi que 2.29 pour la définition du 
dernier homomorphisme). Plus précisément, ces formules ont un sens pour l'homologie 
cyclique réduite (car dl = 0), ce qui ne restreint pas la généralité paisque p >0. 
En outre, (Ch ) est la composition 

VG) 
DP 

H (G) HCD(G) 

oû D'p est l'anologue de Dp pour le groupe G. 

Les considérations précédentes montrent ainsi que Ch (comme 1'homomorphisme 
Chn du §2) résulte d'un homomorphisme canonique 

Hp(G)_. HCq(G) 

défini pour tout groupe discret G avec q >p et p+q = 2n. Puisque cet homomor­
phisme est compatible avec 1'homomorphisme de périodicité S (cf. 5.15 ou 5.16), 
il suffit de calculer T homomorphisme Hp(G)-*Hm(G) résultant de la décomposition 
de HCq(G) en somme directe de groupes d'homologîe. Pour cela, nous aurons besoin 
du lemme suivant. 

5.18. LEMME. Soit G un groupe discret quelconque. Alors toute transformation na­ 
turelle Hp(G)_* Hm(G) est nulle pour m>p et est la multiplication par un sca­
laire rationnel si m = p. 

Démonstration. D'après un théorème de Kan-Thurston [22] , tout CW-complexe connexe 
a naturellement l'homologie d'un groupe discret G. Il suffit donc de démontrer le 
lemme dans la catégorie des CW-complexes connexes au lieu de celle des groupes 
discrets. Si Xp désigne le p-squelette du CW-complexe X, on a le diagramme 
commutatif 

H (X ) > Hm(XJ 

Hp(X) , Hm(X) 
Puisque Hp(Xp) _> Hp(X) est un épimorphisme et que Hp(Xp) Hm(Xp) est nul 
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pour m > p, l'homomorphisme Hp(X)—* Hm(x) est réduit à 0, ce qui démontre la 
première partie du lemme. Considérons maintenant l'espace Y = X/Xp_̂  . La suite 
exacte 

H(XN — H „ ( X ) _ _ Н П ( Х , Х П , ) 

montre que l'application Hp(X) r Hp(Y) est injective. La suite exacte 
Hi(Vi) HT(x) —' Hi(x«Vi> — Hi-i{\-i] — Hi-i(x) 

montre que H-j(X/Xp_i) = 0 pour i < p. D'autre part, ^iWXp-i) = 0 S1" P > 1-
Donc .̂(X/X x) = 0 pour i < p et *yx/Xp-1) 3 tyx/X^)' si p > 1. 

Soit maintenant A le nombre rationnel défini par la transformation x*-* Apx 

sur l'homologie HP(SP) de la sphère Sp (rappelons que p > 0). Puisque le grou­
pe abélianisé de ^(Y) est Hp(Y) dans tous les cas d'après ce qui précède, on 
voit aussitôt que la transformation naturelle sur Hp(Y) est aussi x » Apx. Il 
en est donc de même sur Hp(X) puisque l'application Hp(X)__> Hp(Y) est injective. 

5.19. PROPOSITION. La transformation naturelle H (G) —„ HC (G) déduite de Ch 
est l'inclusion naturelle H (G) —» HC (G) (cf. 3.20) multipliée par 1/p!. 

Démonstration. D'après 5.17, nous savons que cette transformation est composée de 
D' : H (G) > H (G) et de l'inclusion naturelle de H (G) dans HC (G) . Il 
suffit donc de calculer Dp qui doit être la multiplication par un scalaire Ap 
d'après le lemme précédent. Pour déterminer ce scalaire, il suffit de considérer le 
cas ou G = ZP et plonger tous les groupes considérés dans l'homologie de De Rham 
non commutative de Ap = <Q[7P] = <Q[tj,... , tp , t^ , . . . jt"1]. La transformation natu­
relle a da., ... da i—» a da,Ada0A... Adâ  de iï (Aï dans l'homologie de 

o l p o l 2 p P P 1 
De Rham commutative est la multiplication par p! lorsqu'on identifie Hp(Ap) â 
d'après C36] §2. D'autre part, la transformation déduite du caractère de Chern 

<Q » Hp(2P) > HjR(Ap) * Q 

est multiplicative en un sens évident par rapport à p (cf. 1.26) et c'est un iso-
morphisme pour p = 1. Enfin, la multiplication dans le complexe de De Rham-Sullivan 
correspond à la multiplication en cohomologie singulière (ici pour l'ensemble sim-
plicial B̂ 3; cf. [18]). La proposition en résulte aussitôt. 

5.20. THÉORÈME. La transformation naturelle 

ch(q-p)/2 H (G) , HC (G) 
p pv 1 qv ' 

déduite de Chn(p+q = 2n) coïncide avec l'inclusion naturelle Hp(G) HĈ(G) dé-
finie en 2.22 mu]tipljée par_le_.fauteur de normalisation (-1 )n"q/q! . 
5.21. COROLLAIRE.Soient Cĥ  les classes caractéristiques définies en 2.30 et soient 
n̂ï les classes caractéristiques déduites de Chp (en posant n = i+jt). On a alors 
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le diagramme commutatif suivant; 

MA) 

Ch* 

Ch? 

HCi+2£(A) 

HC i+2£ (A) 

où la flèche verticale est la multiplication par (-1)^(i+2Z)! . 

Démonstration. Le théorème et le corollaire résultent de la proposition 5.19 et de 
la comparaison entre les homomorphismes S et S faite en 2.7. 

5.22. Remarques. Le corollaire reste vrai pour i = 0 d'après la remarque 2.20. 
D'autre part, il convient de corriger C283 où s'est glissée une erreur de norma­
lisation. 
5.23. Nous allons maintenant comparer les classes caractéristiques 

D : K (A) n nv ' Zn(A) 

Dn : Kn(A) Hn(A,A) 

définies en 5.13 et en 2.27 respectivement. 
La comparaison va être basée sur le diagramme suivant dont nous allons démontrer 

la commutativitë 

Kp(AL 
5n 

Zn(A) ^ e Cn(A)/b(Cn+1A) 

n! 

HCn(A) 
.Dn 

Hn(A,A) 

Ici on désigne par 9(co) la somme — ^ coT , T désignant la transformée de la 
n s 

forme différentielle copar TS, T engendrant le groupe cyclique 7/n (cf. 2.12b). 
Puisque Dn et Dn se factorisent à travers l'homologie du groupe GL(A), nous 
pouvons raisonner comme en 5.17. Il suffit donc de vérifier pour tout groupe G la 
commutativité du diagramme 

Hn(G) Y zn№rG]) e _>Cn(£)rG])/b(Cn+1(<Q[G]) 

Hn(Q[G],C[G]) 
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oû 6 est défini par les mêmes formules que ci-dessus (remplacer A par Q[G]). En 
effet, les formules définissant (J> = 8.y , bien que compliquées, sont parfaitement 
explicites et ne dépendent que du groupe G (en l'occurrence GLr(A) pour tout r). 
Si 0 = (9rt»«-'»9„) est une chaîne homogène de dimension n, on a la formule 

*(a) = _n_! 
n 

n 
I 

s=l 

( f ( I dxk g"} dgki)n)T avec gki = gk gi 

En termes d'homologie réduite de groupes, on voit donc que l'image de cf> appartient 
à Cn(G)/b(Cn+1(G)) oû CJG) désigne le complexe normalisé définissant l'homolo­
gie d'Eilenberg-Mac Lane du groupe G (on rappelle que CJG) est facteur direct 
canonique du complexe définissant l'homologie de Hoschschild de 4Q[G] d'après la 
méthode développée en 2.25. 

5.24. THEOREME. L'image de <fr appartient au sous-groupe H (G) de_C (G)/b(C ^(G)) 
De manière plus précise, (f> : Hn(G) —> Hn(G) est l'identité avec les constantes 
de normalisation choisies. En particulier, 1'homomorphisme composé 

MA) H(GL(A)) ZN(A) - Cn(Â)/b(Cn+1(A)) 

se factorise par Thomomorphisme de Dennis 
D : K (A)—. H (GL(A))_ H (A,A) c C (A)/b(C (A)) 

multiplié par 1/n!. 
Démonstration. Soit G' un groupe acyclique tel que G c G' (cf. [22] pour des 
exemples). On a alors un diagramme commutatif 

H„(G) A Cn(G)/b(Cn+,(G)) b Cn-l(G) 

H„(G') C (G')/b(C (G1)) b Cn-l(G') 

Puisque Cn-1(G) est un sous-groupe de cn_i(G') et que Hn(G') = 0, on a b.<j> = 0, 
ce qui démontre la première partie du théorème. D'après 5.18, on sait donc que $ 
est la multiplication par un nombre rationnel. Pour le déterminer, on écrit le dia­
gramme commutatif 

H„(G) 

A 

H„(G') 

Bn 
?„(C[G]) 

H„<G) 

8 
C (Q[G])/b(C (Q[G])) 

cJ(Q[G])/b(cJ+1(q[G])) 

D'après 5.19 on voit alors que <f> est l'identité avec les constantes de normalisa­
tion choisies. Le reste du théorème en résulte d'après les remarques faites en 5.23. 
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5.25. Remarque. Dans 2.12, nous avons montré que Vhomologie de Hochschild H (A,A) 
s'identifie à un sous-groupe de fin(A). Si on note Ĥ (A,A) le noyau de l'homomor-
phisme composé 

Hn(A,A) _.HCn(A) J L , Hn+1(A,A) 

le théorème précédent montre que Thomomorphisme de Dennis se factorise à travers 
H (̂A,A). En outre, Thomomorphisme composé Kn(A) > H'n(A,A) , > zn(A) défini 
algébriquement coïncide avec 1'homomorphisme défini simplicialement 
Kn(A) ^ Kn(A) Zn(A) multiplié par n!. 

5.26. Dans les paragraphes précédents nous avons essentiellement étudié le cas oû A 
est un anneau discret. On peut de manière analogue traiter le cas oû A est une 
algèbre de Fréchet (complexe pour fixer les idées). Soit ainsi P un A-module pro-
jectif de type fini et soit G le groupe simplicial associé à l'anneau simplicial 
P̂  = End(P) ê C°°(A*),An désignant le n-simplexe standard. Nous nous proposons 
d'étendre à ce contexte topologique la notion de connexion sur un G-fibré repéré E 
de base un ensemble simplicial X. 

Désignons par fi*(X) le complexe de De Rham-Sullivan des formes différentielles 
sur X à valeurs complexes. Ainsi, si a est une cellule de dimension n, fi * (a) 
s'identifie à l'algèbre graduée des formes différentielles usuelles sur le simplexe 
type An : par exemple fi°(a) s'identifie à C°°(An) . En particulier, P = 
= fi (a) ® P est un module projectif de type fini sur Â  = fi (a) & A. Une conne­
xion D sur P_ (considéré comme A -module avec fi_,(A ) = fi*(a) ê fi (A)) est 
déterminée sur P considéré comme sous A-module de fi (a) è P. En effet, si 
u&v € fi°(a) ê> P, on a D(u <S> v) = D((u <8> 1)(1 ® v)) = d'u <a v + (u 0 1)D(1 0 v) 
oû d' désigne la différentielle usuelle sur fi*(a). Si on note 

D : P P f f i i (A) = P 8 fi^a) + P f fin(A) cette restriction, la a a Aa 1 a o flo(a) 1 ^ 
seule condition à laquelle doit satisfaire 1'homomorphisme D est la suivante 

D(pX) = D(p)A + p ®d"À 
où p e p, xeA et oû d" désigne la différentielle sur le complexe universel fi (A) 
En particulier, si 6 est une face de o associée à une application croissante 
a : Am ~» Â i on a un homomorphisme d'anneaux A > A et un homomorphisme de 
modules PQ—> PT qui lui est compatible. Les considérations précédentes permettent 
de donner un sens à la "restriction" de D à P : c'est la connexion associée 
à 1'homomorphisme composé 

Р _ Д . P © Л а (А ) —-» p f ßi<V 
On la notera a*(D) ou simplement D| . Dans le cas où P est le module libre A , 
ces considérations se simplifient notablement : D est alors déterminée par une 
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matrice r à coefficients dans ^(A^ (cf. 1.8); la restriction de D à est 
simplement associée à la restriction de la matrice r à ^(A^) . 

5.27. DÉFINITION (comparer avec 5.6). Une connexion simpliciale sur le fibre repéré 
E de base X et de groupe G est donnée pour chaque simplexe g de Xn et chaque  
entier i e An = {0,...,n} par des connexions D..(a) sur Pa (considéré comme 
AQ -module) vérifiant les axiomes suivants 

1) Si T est une face de a associée à une application croissante a ¡ A ^ A . 
on a Do(J)(a)|x = D.(x) . 

2) Pour i et j eAn, on a la relation D.¡(a) = 9ji(Dj(a)) pour une cellule o 
de dimension n. 

5.28. Une fois cette définition posée, les considérations de 5.7, 5.10-11 s'éten­
dent de manière triviale aux fibres repérés. En particulier, à tout fibre repéré E 
on peut associer un caractère de Chern Chn(E) qui appartient à la somme directe des 
espaces vectoriels de cohomologie p+q-2n HP(x>Hq(A)). Si X est l'ensemble sim-
plicial associé à un complexe cellulaire comme dans l'exemple 5.9 (les fonctions de 
transition n'étant plus nécessairement constantes), on voit aussitôt grâce à une 
partition de l'unité que les définitions géométrique et simpliciale du caractère 
de Chern coïncident. 
5.29. THÉORÈME. Pour toute Q-alqèbre Thomomorphisme 

ChJ"1 : K ^ A J - ^ i ï ^ A ) c HC2n-1(A) 

défini en 2.30 associe à la classe de g e GL(A) la classe d'homologie de la for­
me différentielle non commutative 

(n-l)l Tr^dg)2""1 
Démonstration. Dans 2.35 nous avons montré que Ch, (g) est de la forme 

— 1 2n-1 
n̂Tr(g~ dg) " où An est un nombre rationnel. Pour déterminer Xn , il suffit 

de comparer Chp et Chp pour l'algèbre de Banach des fonctions de classe 
sur le cercle par exemple. D'après 5.21 et 5.28, nous savons que 
Ch^g) - (-l)n-1(2n-l)! Ch^g) . Puisque Ch^g) - (-l)""1 - j ^ j , 
Trfg^dg)2""1 d'après 4.32, on a bien Ch""1^) = (n-1)! ^(g^dg)2""1 . 
Donc Xn = (n-1)! . 
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VI. CLASSES CARACTÉRISTIQUES "RELATIVES" DE A-FIBRES PLATS 

K-THÉORIE RELATIVE DES ALGEBRES DE BANACH (6.1-14) 

6.1. Nous revenons maintenant à la situation développée dans le §4 c'est-à-dire 
celle des A-fibrés plats où A est une algèbre de Banach réelle ou complexe. En pa­
rallèle au groupe KA(X) défini dans le §3, on a introduit le groupe KA°P(X), 
c'est-à-dire la K-théorie topologique ^ associée à l'algèbre de Banach A et au 
CW-complexe fini X qui peut être définie comme l'ensemble des classes d'homotopie 
[X,KQ(A) x BGL(A)top] où BGL(A)top est l'espace classifiant du groupe topologi­
que GL(A). Cette K-théorie topologique, qui est explicitée dans [25] par exemple, 
peut aussi être décrite en termes de fibres virtuels suivant la méthode du §3. Ce­
pendant, si f : Y—»X est une application acyclique, on a évidemment un isomor-
phisme [X,KQ(A) x BGL(A)̂ op] [Y,KQ(A) x BGL(A)top] , ce qui rend la K-théorie topo­
logique plus facile à manipuler que la K-théorie algébrique. On définit de même des 
groupes K'n(X) et K"ntop(X) comme i<A(SnX+) et K*op(SnX+) avec les notations 
usuelles de la K-théorie réduite d'un espace pointé [25]. 
6.2. La comparaison entre les deux K-théories algébrique et topologique va être 
mieux comprise par l'introduction d'un groupe nouveau KA (X) (défini pour X 
CW-complexe fini) qui va jouer un rôle fondamental par la suite. Ce groupe, dont la 
définition homotopique est donnée en 6.14, s'insère dans une suite exacte 

K (̂X) ~» Kj;ltop(X)_> K̂ e1(X) KA(X) —>Kjop(X) 

On va suivre pour cela la même méthode que celle développée dans le §3. Ainsi, nous 
allons considérer l'ensemble des triples (E,F,a) où E et F sont deux A-fibrés 
plats sur Y avec f : Y—• X fibration acyclique et où 

a : E > F 

On verra en 6.15-18 comment généraliser cette K-théorie topologique à une al­
gèbre de Fréchet quelconque en appliquant des méthodes simpliciales. 
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est un isomorphisme de fibres topologiques sous-jacents. Deux tels triples (E,F,a) 
sur Y-jX et (E',F',a') sur Y'_>X sont dits équivalents s'il existe 
(E19F19oii) sur Y1 -* x et un diagramme commutatif 

Y 

о 

Yi 

f 

fi 

a' 

X 

Г 

Y' 
avec (EjFja1) «a *(E ,̂F1,a1) et (E' ,F' ,a' ) «ta ^(EpFpO^) . "L'isomorphisme" entre 
triplets noté par le symbole -* doit être compris ici dans le sens suivant : deux 
triplets (G,H,3) et (G1,H',G') sont dits isomorphes s'il existe des isomorphismes 
u : G—j.G' et v : H—»H' tels que le diagramme 

G - > G* 
3 3' 

H y H' 

soit commutatif à isotopie près. En particulier, si aQ est isotope à » 
(E,F,aQ) est "isomorphe" à (E,F,aj), donc lui est équivalent d'après la définition 
ci-dessus. En suivant ce qui a été fait en 3.4, on vérifie aisément que la relation 
entre triplets définie ci-dessus est une relation d'équivalence. 

Les classes d'équivalence de tels triples (E,F,a) forment un monoîde abélien 
<ïuel(X). Soit T£el(X) le sous-monoîde formé des triplets (E,E,Idr) . Soit K̂ el(X) 

rpl rpl le monoîde quotient de ^ (X) par T^'(X). 

6.3. PROPOSITION. Notons d(E,F,a) la classe du triplet (E,F,a) dans le monoTde 
K)Jê (x) en jénéra "h On a alors la relation 

d(E,F,a) + d(F,G,3) = d(E,G,3a ) 
re 1 

En particulier, (X) est un groupe abélien. 
Démonstration. Il suffit de suivre le schéma de la démonstration classique en 
K-théorie topologique (cf. C25] §11.2 par exemple). En effet, le premier membre est 
égal à d(E e F,F © G, a© 3 ) = d(E © F, G 0 F,y) oû y est représenté par la matri­
ce 

0 -g'1 

а О 

Comme cette matrice est isotope à 3a© Id, la proposition en résulte. 
6.4. En suivant encore le §3, on dira qu'un triplet (E,F,a) est virtuellement 
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trivial sur un espace Y au-dessus de X s'il existe un espace acyclique Z, une 
application 8 : Y—* Z et un triplet (H,H',e) sur Z tels que les triplets (E,F,a) 
et ë*(H,H',e) soient isomorphes. 
6.5. PROPOSITION. Pour que d(E,F,a) = 0 dans le groupe K̂ el(X) il faut et il  
suffit qu'il existe G et un triple (H,H',e) virtuellement trivial tels que 
(E$G, F$G,a© IdG) et. (H,H' ,e) soient isomorphes. 

Démonstration. D'après la définition de KA (X) , il existe G et G' tels que 
(E e G, FfcG,a# Idç) et (G',G',IdG,) soient équivalents. Puisque tout fibre plat 
est facteur direct d'un fibre virtuellement trivial (3.7), on peut même supposer 
que G' est virtuellement trivial. On peut donc construire un diagramme commutatif 
à homotopie près. 

D 

Z X 

p Y' 

oû Y' est la base de G', oû P est un espace acyclique qui assure la virtuelle 
trivialité de G' et oû Q est la somme amalgamée homotopique de P et de Z au-
dessus de Y'. Puisque Y' et Z ont la même homologie (à coefficients entiers), 
l'espace Q est acyclique. En outre, il existe un triplet (HpHJ,e )̂ sur Q dont 
l'image réciproque (H,H',e) au-dessus de Y par l'application composée 
Y ^ Z y Q est isomorphe à (E $ G, F e G, a® IdQ) . 

Réciproquement, si (H,H',e) est virtuellement trivial, il est équivalent à un 
triple provenant d'un triple sur un point, donc équivalent à un élément de T"A (X) 

1 
6.6. Après cette brève discussion sur le groupe KA (X) et avant de démontrer 
l'exactitude de la suite évoquée en 6.2, nous aurons besoin de quelques considéra­
tions élémentaires sur les groupes K (̂X) * i<A(SX) et KAltop(X)« KA°P(SX) , du 
moins pour X connexe. 

Soit donc f : Y_̂ X une application acyclique et soient f̂  : Y^Z^ et 
f9 : Y-*Z9 deux cofibrations avec Z, et 19 acycliques. On peut alors écrire 

88 



HOMOLOGIE CYCLIQUE ET K-THÉORIE 

Y 

f 

B 

Zl 

22 

C+X 

C X 

Y' 

SX 

oû les deux carrés horizontaux sont cocartésiens. Puisque SX est simplement conne­
xe et que l'application Y'. >SX induit un isomorphisme en homologie, l'applica­
tion Y'—» SX est acyclique. Par conséquent, si Ê  et E2 sont deux fibres 
plats sur Z1 et Z2 respectivement et si a est un isomorphisme de leurs restric­
tions à Y, le triplet (E^E^a) définit un élément de Î<A(Y') # Â(SX) qu'on 
notera ô(E19E2,a) . 

6.7. LEMME. Soient Z ,̂ Z2 et Ẑ  trois espaces açycliques contenant Y. Soient 
El> E2 et_E3 trois fibres plats sur Z ,̂ Z2 et_Z3 respectivement. Dans le groupe 
KA(SX) on a alors la relationsuivante : 

ô(ErE2,a) + Ô(E2, E3,B) = Ô ^ ^ B . a ) 

Démonstration. Soient g ,̂ g2 et g3 les applications classifiantes des fibres 
E2 et E3 . Sans restreindre la généralité, on peut supposer que gj, g¿ et ĝ  

coïncident avec la même application g' sur Y. On peut aussi supposer que toutes 
les applications verticales du diagramme commutatif cubique précédent sont des cofi-
brations (en remplaçant X par le cylindre d'application de f et les cônes par 
des espaces contractiles). On peut ainsi construire des applications ĝ  » $2 et 
g«2 rendant commutatif s les diagrammes 

Y 

X 

Zî 

CX 

gî 

gi 

BGL(A) 

BGL(A) 

de manière que ĝ  |x = g ne dépende pas de i. L'élément ô(E ,̂.E2,a) est ainsi 
représenté par l'application de SX dans BGL(A)+ égale à g1 (resp. g2) sur le 
cône supérieur (resp. inférieur). On peut expliciter une représentation analogue 
pour les éléments <5(E2,E3,$) et ofE^E^.a). Le lemme résulte alors du fait que 
la loi de groupe de rSX,BGL(A)+] coïncide avec celle induite par la loi de cogrou-
pe à homotopie près de SX. 

6.8. Remarque. Dans le cas topologique, on peut bien entendu expliciter un lemme 
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analogue : si Ê  et E2 sont deux A-fibrés topologiques et si a : Ê  |y —E2 'Y 

est un isomorphisme topologique, on peut de même définir un élément 
ô(E ,̂E2,a) e KA°p(SX) comme en K-théorie algébrique. On a encore une relation du 
même type 

ô(ElfE2,a) + Ô(E2,E3,$) = ô(EltE3ie.a) 

6.9. LEMME. Soit f : Y—̂SX une fibrati on de fibre acyclique P avec X connexe. 
Il existe alors une application Y' _> Y et une suite de cofibrations homotopiques 

X P > Y' > SX 

où Y'—* SX est l'application composée Y'—* Y—» SX et est acyclique et où l'ap­
plication composée P_+ Y' „ Y est l'inclusion canonique de P dans Y. 

Démonstration. Soit F : X x I SX l'application qui à (x,t) associe sa classe 
et soit G : X x I Y une application telle que G(x,0) = yQ point base de Y 
et f(G(x,t)) = F(x,t). Soit Y' la cofibre homotopique de l'application h de X 
dans P définie par Xt-*G(x,l), c'est-à-dire le quotient de CXuP par la rela­
tion qui identifie (x,l) à h(x). L'homotopie G précédente permet de construire 
une application de Y' dans Y telle que le diagramme suivant commute 

X , P > Y > SX 

Y' 

Puisque P est acyclique et SX simplement connexe, il en résulte aussitôt que 
l'application Y1—» SX est acyclique. 
6.10. En remplaçant éventuellement X_> P par une cofibration, on voit ainsi que 
tout élément de KA (X) = KA(SX) peut être décrit à partir d'un fibre plat E 
sur P et d'un isomorphisme a: E|x —> T|x où T est un fibre trivial de fibre 
An (cf. 6.6 avec Z2 réduit à un point). 

Le groupe KA~*top(X) se décrit bien sûr de la même manière. En fait, tout élé­
ment de KA~*top(X) peut se représenter par un automorphisme a du fibre trivial 
E = X x An (ou, ce qui revient au même, par une application de X dans GLn(A)). 
Associons à la classe de a la classe du triplet (E,E,a). On définit ainsi un homo-
morphisme 

3: K-lt0P(X)_^ K£e1(X) 

car d(E,E,a) ne dépend que de la classe d'homotopie de a . 

6.11. THEOREME. Soit X un CW-comnlexe fini. On a alors la suite exacte 
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K (̂X) L_> KAlt0p(X) 8 > K̂ el(X) -J» KA(X) -Jl* KA°P(X) 

Démonstration. 

a) Exactitude en KA(X). Il est clair que X.6 = 0. Si x(CE]-CF]) = 0, il existe 
un fibre trivial T tel que E $ T et F « T soient topologiquement isomorphes 
par un isomorphisme a. On a donc £E] -CF] = 0(d(E © T, F e T,a). 

rel 
b) Exactitude en KA (X). On a aussi clairement 6.3 = 0. Réciproquement, soit 
d(E,F,a) un élément de KAel(X) tel que d(E,F,a) =CE] - CF] = 0. Sans restreindre 
la généralité, on peut supposer que E et F sont virtuellement triviaux de fi­
bre An . Ainsi, E et F sont deux fibres sur Y avec f : Y—» X acyclique et 
il existe Ej et F̂  de fibre An sur Z acyclique tels que E»g*E ,̂ F*g*F^ 
avec g : Y-^Z. Si B̂  : — est un isomorphisme topologique de Ê  sur F ,̂ 
on a donc («(F.E.g^1)) = g*(d(F1,E1,Bj1)) = 0 et d(E,F,a) = d(E,F,a) + 
+ d(F,E,g* (B 1̂)) = d(E,E,3) avec 6 = g*(3^1).a. Soit enfin u : E-, T un isomor­
phisme topologique du fibre E sur le fibre trivial Y x An . On a alors d(E,F,a) 
= d(E,E,3) = d(E,T,u) + d(T,T,u.e.u"*) + d(T,E,u"1) = d(T,T,u.B.u_1) = 3([ u.e.u"1] ) 
en identifiant K~ltop(X) et K~ltop(Y) . 

c) Exactitude en KAltop(X). Pour cette partie (qui est la plus délicate), nous 
allons supposer que X est connexe, ce qui ne restreint pas la généralité. Puisque 
1'homomorphisme KA*(Point) KA*top(Point) est surjectif, on est ramené à démon­
trer l'exactitude de la suite 

KA(SX) , - K*op(SX) „ K̂ el(X) 

et utiliser ainsi nos préliminaires sur les groupes i<A(SX) et l<Aop(SX) déve­
loppés en 6.5-10. 

D'après 6.10 tout élément a deKA(SX) peut être décrit par un couple (E,a) oû 
E est un fibre plat sur P et où a: E|x —* T|̂  est une trivialisation de E|x-
Si y est une trivialisation topologique de E (qui existe en stabilisant), on a 
donc (axj) (a) = d(T|x, T^.a.y"1^) = d(T|x, E|x«y"11x) est virtuellement trivial 

et on a d(T|x, E|x< Y~*|x) = 0» ce ûl* démontre que X .̂3 = 0. 

Réciproquement, soit a un automorphisme du fibre trivial T = X x An représen-
tant un élément de KA (X) tel que a(a) = 0. D'après la proposition 6.5, il 
existe G qu'on peut supposer virtuellement trivial et un triplet (H,H',e) vir­
tuellement trivial tels que (T # G, T © G, a© 1) et (H,H'je) soient isomorphes 
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(au-dessus de Y—* X convenablement choisi). On a donc un diagramme commutatif à 
homotopie près 

a * 1 
T e G » T © G 
u v 

H £ » H' 

avec u et v isomorphismes de fibres plats. D'après 6.7 on a donc : 
6(T,T,a) = ô(T * G, T B G,a e 1) = ô(T e G,H,u) + 6(H,H' ,e) + 6(H' ,T e G^"1) = 
6(T © G,H,u) + ô(H' ,T e G,v_1) = XjiôfT a G,H,u) + ô(H' J e G,v~̂ ") ) . 

re 1 
6.12. Afin d'interpréter de manière plus familière le groupe (X) (cf. 6.14), 
nous allons rappeler un résultat bien connu sur les fibrations principales. Si 
$ : G —> G' est un homomorphisme continu entre deux groupes qui sont des CW-com-
plexes, on peut écrire une suite de fibrations homotopiques. 

G —„ G'. > BG , BG' 
Sur un CW-complexe X considérons maintenant l'ensemble des couples (E,a) où , E 
est un G-fibré principal sur X et où 

a :< (̂E) = E * G' > T = X x G' est une trivialisation de G'-fibré 
principal induit. On dira que deux tels couples (E,a) et (E',a') sont équiva­
lents s'il existe un isomorphisme u : E • E' tel que le diagramme 

<UE> a Q 

B* (U) 

0 (E)* a' T 

commute à homotopie près. 

6.13. PROPOSITION. L'ensemble des classes d'équivalence de tels couples (E,a) s'i- 
dentifie naturellement à l'ensemble des classes d'homotopie de X dans 3r . 
Démonstration. Pour démontrer cette proposition, il est plus commode de considérer 
des fibres sur des espaces pointés. Dans ce contexte légèrement différent, E sera 
un fibre "pointé" (on fixe la fibre au-dessus du point base égale à G) et a enver­
ra identiquement la fibre au-dessus du point base en G'. De la même manière, les 
homotopies seront supposées respecter les "points base". La proposition 6.13 résul­
tera alors de la proposition analogue dans le cas pointé en considérant Xu{*L 

Désignons par % l'ensemble des classes d'équivalence de couples (E,a) pointés. 
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Le groupe des classes d'homotopie pointées [X, ŒBG'] *[SX,BG'] »[X,G'] opère sur'ê. 
En effet, si a : d> (E) —> T est une trivialisation et si a : X—*G' est une * 
application pointée, a définit un automorphisme î de T et (E,cr.a)£ % . De même, 
[X,G'] opère sur [X,$] . 

On a d'autre part des suites exactes d'ensembles pointés 

% - u [X,BG] Г -»[XfBG'] 

[X,*|. V ̂  [X,BG] Г _>[X,BG'] 

d'où des surjections 

[X,3<] » Ker r 

^ „ Ker r 
Puisque le groupe [X,G'] opère transitivement sur les "fibres" de u et de v, 
le sous-groupe d'isotopie s'identifiant à l'image de Vhomomorphisme [X,G]_> [X,G'j 
dans les deux cas, les ensembles [X,9f] et 2 sont isomorphes. 

Pour voir que Tisomorphisme précédent est naturel, il suffit de décrire une 
application naturelle h : [X,9f] % qui rend commutatif le diagramme 

[X, T] e [X.BG] 

h 

Z X [X.BG] 

et qui est équivariante pour l'action de [X,G'J. 
Notons £ (resp.ç1) le fibre universel sur BG (resp. BG') et notons encore 

(j> : BG-̂ BG' l'application induite par l'homomorphisme <J> . Sans restreindre la gé­
néralité, on peut supposer que $*(£' ) = £ x G' et que la fibre au-dessus du point 

base * de BG' est G'. Si f : X—>9f est une application continue (pointée), on 
peut lui associer g : X—, BG et F : XxI^BG' telles que F(x,0) = F(xQ,t) =*, 
x_ étant le point base de X, et telles que le diagramme suivant commute 

X g BG 

j Ф 
X xi BG' 

j étant l'application x (x,l). Soit T : F*(£') -> Xx I xG* une tri vialisation 
de F*(ç') qui soit l'identité au-dessus de X x{0)u{xo}xI. Au-dessus de Xx{l}9 
on obtient alors une trivialisation de E = g*(ç), d'où l'application 
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[X,3f ] > % cherchée. 

6.14. THEOREME. Soit X un CW-complexe fini. Alors le groupe K̂ el(X) s'identifie  
naturellement à l'ensemble des classes d'homotopie 

[X, tfA] 

où #A désigne la fibre homotopique de l'application 

BGL(A)+ „ BGL(A)t0p 

Démonstration. Dans la définition du groupe KA (X) donnée en 6.2, on ne restreint 
pas la généralité en considérant des triplets (E,F,a) où F est virtuellement tri­
vial de fibre libre d'après le lemme 3.7. Il convient de remplacer alors le sous-

monoïde TA (X) par le sous-monoïde formé des classes de triplets (T,T,Id) où T 
est virtuellement trivial. 

Considérons maintenant un triplet (E,F,a) où E est un fibre plat sur Y avec 
f : Y—>X acyclique et où F est virtuellement trivial. Il existe donc un espace 
acyclique Z, un fibre plat H sur Z, une application g : Y__>Z et enfin un iso-
morphisme de fibres plats T : F_g*(H). En ajoutant éventuellement un fibre tri­
vial de fibre Â  , on peut supposer que H est topologiquement trivial par un 
isomorphisme v : H_>T. On en déduit une trivialisation du fibre topologique sous-
jacent à E par la composition des isomorphismes E-2U F ., T , g*(H) ,g 9*("Q • 
D'après la proposition précédente, on en déduit un élément de [Y,<3f] où & est la 
fibre homotopique de BGL(A) > BGL(A)top , qui ne dépend que de la classe d'iso-
morphie de (E,F,a) . En appliquant la construction + , on en déduit un élément de 
CY,#A ]*»[X, 9"A] qui ne dépend que de la classe de (E,F,a) dans le groupe KAel(X). 
Le théorème 6.14 résulte alors du théorème 6.11 et du lemme des cinq. 

INTERPRÉTATION SIMPLICIALE DE LA K-THÉORIE RELATIVE ET EXTENSION 
AUX ALGÈBRES DE FRÉCHET (6.15-18) 

6.15. Nous nous proposons de retrouver maintenant par des méthodes plus directes 
le théorème 6.14 en nous plaçant dans un cadre simplicial. Ceci aura l'avantage 
de généraliser la K-théorie topologique et la K-théorie relative au cas où A est 
une algèbre de Fréchet quelconque (cf. 6.18). Soit donc Ĝ  un groupe simplicial 
et soit G le groupe "discret" GQ vu comme groupe simplicial trivial. On peut 
alors définir un G-fibré repéré E (dans le sens de 5.4) sur l'ensemble simpli­
cial quotient Ĝ /G en posant g...-(a) = 9-î-gT1 » oû cr est une cellule de G /G et 

èmeJ J * où ĝ  = a(i), i étant le i sommet de a. 
6.16. PROPOSITION. Avec les notations précédentes, on a la suite suivante de fi- 
brations à homotopie près 

G _> G • G /G BG , BG 
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où 0 est l'application cl assi fi ante du fibre repéré E. 

Démonstration. Avec les notations du §5, BG* = WG*/G* et on Peut prendre comme mo­
dèle de BG l'espace WG /̂G. Dans ces conditions WG/G_*VKWG est une équivalence 
d'homotopie et on a une suite de fibrations à homotopie près 

G „G „ G /G , WG /G WG /G 

où <j> est définie par <j>(a) = (a a) si a e GN . Soit maintenant x : Ĝ /G_.WĜ  

l'application définie par 

X(a) = (a.aCO)"1 .̂̂ !)"1 ,... .a.aCn)"1) 

On a alors la relation x.0 = c|>pour l'action à gauche de WĜ  sur WĜ /G. Puisque 
WG* est contractile, <|> est homotope à 6, ce qui démontre la proposition. 

6.17. PROPOSITION. Soit G* un groupe simplicial avec TTQ(G) abélien et soit G 

le groupe simplicial discret GQ . On suppose que GQ ^t TT^G /̂G) ont leur sous-
groupe de commutateurs parfait. Alors la fibrati on 

G /G , BG > BG 

induit une fibration homotopique 

(G^/G)+ >(BG)+ „ BĜ  

Démonstration. Posons X = BG*, E = BG, F = G^/G, TT = TT (G). Soit XQ le revête­
ment universel de X et soit E' le produit fibre de XQ et de E au-dessus de X 

E* >\ 

E > X 

D'après [24], on a un diagramme commutatif 

F+ „ E' + „ X* = X„ 

il 1 1 
F+ „ E > X = X 

1 1 1 
0 , BIT , BTT 

où toutes les suites sont des fibrations homotopiques sauf peut-être F*—» E+ ,̂X+. 
Il en est donc de même de cette dernière suite d'après un lemme classique sur les 
fibrations . 

6.18. On va appliquer la proposition 6.17 à la situation suivante : A est une al­
gèbre de Fréchet et Ĝ  est le 
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groupe simplicial GL(A*) où An = c°°(AN) &A. Le groupe TT^G /̂G) s'identifie ainsi 
au groupe formé des couples gl = (g,T) où geG = GL(A) et où T est une classe 
d'homotopie de chemin joignant 1 à g. En écrivant l'identité 

д , м : и: = 
9l 

g;1 

1 

hl 
1 

и;1 

и;1 

3l 

1 

hl 
1 

hl 

on voit immédiatement (lemme de Whitehead) que le sous-groupe des commutateurs de 
(̂G*/G) est parfait. D'après le théorème 6.17, on a donc une fibration homotopique 

(GL(AJ/GL(A))+. BGL(A+) BGL(A ) 

Les considérations précédentes permettent de donner une interprétation simpli-
ciale de la K-théorie relative. On a ainsi 

Kje1(X) * [X,Z+] et <EL(A) * TT,(Z+) 

où Z est l'ensemble simplicial quotient GL(AJ/GL(A). Si X 
/rei, 

est un ensemble 
simplicial, tout élément de KAC,(X) peut ainsi se représenter par un fibre plat 
virtuel E sur X muni d'une trivialisation a : E > T de G -fibre avec 
G = GL(AJ d'après 6.13. La relation d'équivalence entre deux tels triples (E,T,A) 
et (E',T',a') est bien entendu calquée sur celle décrivant la K-théorie relative 
dans le contexte topologique (cf.6.2 et 2.3-4). On retrouve ainsi de manière plus 
simple l'analogue simplicial du théorème 6.14. 
6.19. Après ces préliminaires théoriques, nous allons maintenant construire les 
classes caractéristiques "relatives" promises. Ceci peut être fait dans un cadre 
simplicial ou un cadre différentiable. Pour fixer les idées, nous nous placerons 
dans le deuxième cadre mais l'adaptation au cadre simplicial se fait sans problème. 
Soit donc ft*(A) une algèbre différentielle graduée, les çi.(A) étant des espa­
ces de Banach (ou des espaces de Fréchet si on se place dans le cadre simplicial) 
et la différentielle d : n.(A)_, 0¡+1(A) étant continue (cf. les §1 et 4). 
Soit maintenant X une variété différentiable, E et F deux A-fibrés plats 
sur X et a : E _» F un isomorphisme différentiable. Soient Dp et Dp deux 
connexions sur E et F dont les connexions partielles Dp et Dp sont celles 
associées à la structure plate de E et de F (cf. 4.10 et 4.20). Alors E peut 
être muni de deux connexions à courbure plate Dp et a (Dp) (4.19). Si 
ir*: X x I > X est la projection canonique, il s'en suit que TT*E peut être muni 
de la connexion suivante(à courbure non plate en général) 

DE,F,a = i1"1) °E+TA*<DF> 
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oû t e [0,1] = I. Si R£ p désigne la courbure de DE F a , on a donc 
Chn(DE,F,a> =Tr(Rf>F)a)^2n(Xxi,A) 

(cf. 4.7). Comme en 4.23 posons 

f22n(X,A) = pfq=2n rf»(X; fiqA) « Zn(X;Ĵ A) 

«2n+1(x»A) = pfq=2n+l fiP(X;V} 

On voit alors que la restriction de Chn(DE Fa) à Œ*(XxS°,A) appartient en fait 
à %*(X x S0,A). On est donc amené à considérer le produit fibre de complexes 

r*(X,A) ><£*(XxS°,A) 

i , i 
ft*(X *DAfA) J ï „ fi*(XxS°,A) 

On en déduit la suite exacte de complexes 

0 — ft*(X xDX,X ><S0,A) , T*(X,A) ,<6*(X xS°,A) p 0 
oû Q*{X xD*,X xS°,A) = Ker a . Le complexe r*(X,A) contient naturellement *6*(X,A) 
en facteur direct. Si on pose fe'*(X,A) = r*(X,A)/<ë*(X,A), on a finalement la suite 
exacte 

0—, ft*(X xDX,X ><S0,A)__, e'*(X,A)_+<ë*(X,A) „0. 

En notant 3£i*(X) la cohomologie de ^(XjA), on voit que Chn(Dr F ) définit 

naturellement un élément noté Chj^(E,F,a) dans le groupe <#,'An(X). 

6.20. Remarque. Le segment [0,1] ne joue aucun rôle essentiel ici : faire le pro­
duit par [0,1] revient à tensoriser les algèbres gradués par l'algèbre Q[t,dt] 
(cf. 1.20). D'autre part, l'intégration par rapport à t définit un morphisme de 
complexes 

«'*(XtA) = r*(X,A)/«*(X,AUn*" (X,A)/«*"1(X,A) 

qui est un quasi-isomorphisme. Si on note ^fl(X) = H on a donc 
#i^X)**fn-1(X) 

6.21. PROPOSITION. L'élément Cĥ  (E,F,a) ne dépend pas du choix des connexions 
DE ËÎ_ Dp • H ne dépend que de la classe de (E,F,a) dans le groupe Krel (X) et 
induit un homomorphisme Cĥ e1 : KÏ̂e1 (X)— ;̂2n(X) 

Démonstration. D'après la méthode décrite en 4.31, le théorème résultera de l'iden­
tification des groupes ^2n(X) à des groupes de cohomologie classiques se compor­
tant bien par passage à la limite projective (dans le cadre simplicial, nous 
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n'avons pas besoin de cette dernière vérification). La suite exacte d'homologie 
appliquée à la suite exacte de complexes ci-dessus s'écrit 

K~lW—ç%=2n-l HP(XïiîP(A))-*,?(X)-af|n(X)^p«.2n HP(X;HqA) 

La suite exacte précédente se casse donc en petites suites exactes 

°— p+q=2n-l Hp(X;Hq(A))_^'2n(X)_^ Hn(X;BnA)_^ 0 
p>q 

d'après les calculs faits en 4.28. D'autre part, on ne change pas le calcul de 
X\ (X) en supposant que finA = 0 puisque l'homologie en degré 2n-l de 0*/%* 
ne dépend pas de finA . Il en résulte aussitôt la décomposition 

^'An(X)«p4=2n-l RP(X;Hq(A)) e H^X^A/B^A) 
p>q 

Il convient de remarquer aussi le diagramme commutatif 

« • J V ) > *5n(x) 

i i 

HV;ViA/Bn-iA) —> Hn(x'znA) • 

En effet, si e Hn(X;fin_1A/Bn_̂ A) c n̂(X) est représenté par une forme dans 

Zn(X;fin_̂ A), la classe de du est évidemment associée à 1'homomorphisme 
d" : ttn_i A/̂ n-iA—> zA0 d'après l'interprétation de Vhomomorphisme bord de la 
suite exacte de cohomologie associée à la suite exacte de complexes 

0 9 <6 * > ÇF , N* /<&* „ 0 

Pour définir 1'homomorphisme 

Cĥ e1 : KJ^X) — ^ " ( X ) 

cherché, on raisonne de la manière suivante : soit (E,F,a) un triplet définissant 
un élément de la K-théorie relative : E et F sont donc des A-fibrés plats sur 
un espace Y homologiquement équivalent à X et a : E —» F est un isomorphisme 
de fibres topologiques sous-jacents. Soit {Yp} l'ensemble des sous-complexes fi­
nis de Y (donc ayant le type d'homotopie d'une variété qu'on notera encore Y ). 
Sur Y . a est homotope à une application C°° : la construction précédente s'ap-
plique donc et on peut associer à cette donnée un élément de &'A (Yr) . Puisque 
^ '^(Y) = ^'^(X) = ljim ^,^1(Yr) , on en déduit Thomomorphisme cherché puisque 
les triplets virtuellement triviaux et les triplets (E,E,Id) nous donnent 0 (cf. 
6.5) . Dans le cadre simplicial, le raisonnement est sensiblement le même en con­
sidérant des formes différentielles de De Rham-Sullivan sur les ensembles 
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simpliciaux considérés (cf. 6.18), ce qui évite le passage à la limite projective 
un peu artificiel ci-dessus. 
6.22. Pour définir 1'homomorphisme composé de Chn avec les diverses projections 

e 0 « HP(X;H A) e HN(X;fi .A/fi nA), on n'a pas vraiment besoin du calcul p+q»Zn-l x q ' x n-1 n-1 

complet des groupes 2f£'A (X) et le lecteur peut préférer la présentation plus élé­
mentaire qui va suivre. En effet, si on considère Cĥ D̂  p a) comme la forme dif­
férentielle avec paramètre t, soit dtAW+.w' (cf. la remarque 6.20), l'intégra­
le par rapport à t 

ri 
dt A w 

J0 
est une forme différentielle de degré 2n-l, fermée modulo ^* d'après les formules 
2.19. La classe de cohomologie qu'elle définit dans le complexe quotient u* 
est évidemment la même que celle déduite de 6.19. Pour achever la construction du 
caractère de Chern relatif, il suffit de décrire un homomorphisme 

H2n"V/«* )—> $ Hom(Hn(X)JTft))« Hom(H (X),Q A/B .A). 
p+q=2n-l p q n n l n 1 

p>q 
Si c est un cycle de dimension p de X (avec p>q et p + q = 2n-l) et si w 
est une classe de cohomologie de degré 2n-l du complexe quotient, l'intégrale 

U) 
c 

définit un élément de ŜA/B̂A qui ne dépend que de la classe d'homologie de c. 
En effet, la restriction sur p impose que cette intégrale est nulle sur le sous-
complexe ; en outre, si c est une chaîne de dimension p+1, on a 

to = d'oo = - d"a) = -d" u) € B A 
hc J* Jef le q 

Si p > n, on a aussi d" w = d a) - J - d (JO = - a) = 0 . La correspondance 
c Je Je Jac 

0) -> eu définit donc bien des homomorphismes 
c Hp(X) _ Hq(A) pour p > n et Hn(X)_> nn-iA/5n-lA Pour P = n-

6.23. THÉORÈME. Sort fi* (resp.Ç*) le complexe n*(X,A) (resp. t* (X,A)). On a alors 
le diagramme commutatif 

Кд (X) 

ch 

H(1W) 

K-ltop(x) 

ch 

H(1W) 

Кд (X) 
chrel 

H(0V) 

MX) 
ch 

H « V ) 

KJ°P(X) 

ch 

H(0V) 

99 



M. KAROUBI 

où Ch est Vhomomorphisme défini en 6.19, les autres "caractères 
de Chern" Ch étant définis en 4.31 et H ̂  (resp. H^ )̂ désignant la cohomologie 

paire (resp. impaire). 
Démonstration. La commutati vi té des deux diagrammes extrêmes résulte immédiatement 
de 4.31. La commutativité du 2ème diagramme résulte du calcul fait en 4.32 : remar­
quer que Télément de H^(fì*) associé à un automorphisme g d'un A-fibré sur X 
est obtenu en faisant une homotopie entre la connexion de matrice g~*dg et la con-
connexion triviale. Enfin, la commutativité du 3ème diagramme résulte de celle du 
diagramme 

«'fn(x) ¿£ n(X) 

Hn(X;nn.1A/Bn.1A)_̂ Hn(X;ZnA) 

déjà remarquée en 6.21. 

6.24. COROLLAIRE. On a le diagramme commutatif 

Kn+1(A)_ KJS(A) , C^A) . KN(A) KJ0P(A) 

О , Hn.1(í)_ün.1A/Bn.1A , Zn(A) , Hn(A)_0 

Démonstration. Appliquer le théorème précédent à une sphère homologique de dimen­
sion n (cf. le §3). 
6.25. Dans le cas du complexe universel ft^(A), 1'homomorphisme 

S : fiJA) ft^_2(A) 

(où A = B+ , 3 étant une algèbre deFléchet) induit un homomorphisme 
Œ*(X,A) _> (X,A) qui ne laisse pas le sous-complexe *£*(X,A) invariant. Dé­

signons cependant par *£2r(X,A) ê sous"comP̂ exe de Œ*(X,A) constitué de sommes 
de formes différentielles de type (p,q) avec p < q+2r (et qui sont d' fermées 
si p = q+2r). La cohomologie du complexe quotient Œ*/ô*2r se calcule par la même 
méthode qu'en 6.21 et 4.28-29. On trouve la somme directe de groupes de cohomologie 

* Hp(X;H (A)) * Hn(X;fi 2 -A) 
p>q+2r+l n dr l 
p+q=2n-l-2r 

On a alors un homomorphisme bien défini 
Sr : n*(X,A)/«*(X,A) fi*(X,A)/^*r(X,A) 
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En utilisant la propriété de multipli vite du caractère de Chern comme en 4.14, on 
en déduit le théorème suivant 

6.26. PROPOSITION. On a les diagrammes commutatifs 

Knel(A) *п-3<А> 

VlA/Bn-lA S K -?A/Bn Â 
n-3 n-o 

<e1(A) 

Knel(A 

s1 

Hn-3-2i(A) 

Cette proposition montre que le caractère de Chern relatif est essentiellement 
déterminé par 1'homomorohisme 

<e1(A) VlA/B"n-lA 

ou plus généralement par 1'homomorphisme 

KjJel(X) , ^(Xtf^A /B^A) 

dans le cas universel. Une étude plus précise de cet homomorphisme sera faite dans 
un prochain article d' A. Connes et l'auteur (cf. [14] pour un résumé de cet ar­
ticle) . 

LE CAS COMMUTATIF. EXEMPLES (6.27-32) 
6.27. Au lieu de considérer le complexe universel çi (A), supposons maintenant que 
ft^(A) soit une algèbre différentielle graduée vérifiant les hypothèses du §4. Sup­
posons en outre que Œ̂(A) soit commutative au sens gradué (donc fi^(A) = fi^(A)). 
On désignera encore par &?A(X) et âeA(X) les cohomologies de et Q*/<e* 
respectivement. On a alors le théorème suivant qui est analogue au théorème 1.26. 

6.28. THÉORÈME. Les homomorphismes 

Ch : KA(X) — aeA(X) et Chrel : K̂ el (Y) 

vérifient la propriété multiplicative suivante 

Chrel(x.y») = Ch(x).Chrel(y') pour X€KA(X),y' eK ê1(Y),xy' eK^el(Xx Y) 

Démonstration. Soit G un fibre virtuel de classe x et soit y' = d(E,F,a) avec 
les notations de 6.3. Alors on a xy' = d(G $ E, G & F, 1 ® a ). D'après les défi­
nitions de 6.19, on a donc dn A c r A c « A =Dr®l + l®Drc et 

G ® h,b 0 r,l O a G t,h,a R p « c r ^ c i ^ =Rr®l + l®Rr,- .Le théorème résulte alors de la formule G 0 E,G ® F,l 0a G E,F,a 
du binôme comme en 1.26. 
6.29. En particulier, si X = Sn et Y = Sp et si x € Kn(A), y' € K£e1(A)> on 
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rel rel n+o peut considérer que x.y' appartient à Kn+̂ (A) (en projetant KA (S ) sur 

Kn+D(A). Dans ce cas, on a alors aussi la formule 

Ch^Vy') = s + ¿ Chs(x).Ch^e1(y') 

re 1 
6.30. Nous allons maintenant donner des exemples où les classes Chr ne sont pas 
triviales et détectent effectivement des éléments non triviaux de la K-théorie al­
gébrique. Considérons d'abord un sous-groupe discret r de G = GLn((D) tel que G/r 
soit compact [5] . Le fibre E = G x (n peut être considéré comme un fibre plat 
sur G/r . Ce fibre est différentiablement trivial par 1'isomorphisme 
a: E—> 6/r xCn défini par a(g,v) = (g,p(g)v) où p :r » GLn(C) est l'inclu­

sion et où g est la classe de g dans G/r . Le triolet (E,T,a) où T est le 
n re 1 fibre trivial G/rxC définit ainsi un élément de K- (G/r). Dans cette situa-

tion, QQ(t) = C, .̂(C) = 0 pour i > 0 et ClVc (d(E,T,a)) n'est autre, à un 
facteur rationnel près, que la classe de cohomologie de la forme différentielle bi-

-1 2r-l -1 2r-l 
invariante ü>r = Tr(a da) , soit Tr(g dg) sur GLn(C). Nous avons démon­
tré en 2.36 que la restriction de e = Q̂ AÛ  A • • • A cjp à U(n) est la forme volume 
de U(n). Puisque l'algèbre de Lie de GLn(C) est l'algèbre de Lie complexifiée de 
U(n) , il en résulte que 6/vë est une forme volume de GLn(C) • La forme 6 * 6 
étant biinvariante, elle définit aussi la forme volume de la variété compacte G/r. 
Donc les classes de cohomologie de ü)r ne sont pas triviales et ne sont pas pro­
portionnelles à leurs conjuguées. Il en résulte que le fibre E définit un élément 
non trivial de la K-théorie algébrique K̂ (X) avec X = G/r . En effet, on a le 
diagramme commutatif (cf. 6.24) 

K¿ltop(X) „ K̂ el(X) , Kr(X) 

Chr 
r. rel Chr 

H2r"1(X;C) * H2r_1(X;C) , 0 

où Chr vérifie la propriété bien connue Chr(x) = Chr(x) si r est pair et 
Chp(x) =-Chr(x) si r est impair (car tout fibre topologique peut être muni d'une 
métrique; cf. 6.32). 
6.31. Voici maintenant un autre exemple fondamental, plus proche de la K-théorie 
algébrique des corps de nombres et dû à Borel. Soit r = GLn(A) où A est un anneau 
d'entiers dans un corps de nombres plongé dans t. Soit Sn l'ensemble des matri­
ces hermitiennes positives. Alors r opère sur Sn par la formule y.s = ysy*. 
Quitte à considérer un sous-groupe d'indice fini, on peut supposer que r y opère 
librement et ainsi Sn/r est un modèle de l'espace classifiant de r . Le fibre 
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complexe associé au fibre universel est Sn x Cn qui est un C-fibré plat sur Sn/r. 
Sur ce fibre il existe une métrique différentiable canonique définie par le produit 
hermitien (s,v).(s,v') = (s~*v|v'). Elle définit un isomorphisme de E sur son an-
tidual Ê* donné par la formule 

a : (s,v) (s, s \ ) 

Un calcul analogue à celui fait en 6.30 montre qu'à une constante rationnelle près, 
Ch£el(E,Ê*,<x) est la classe de Tr(s"1ds)2r"1 dans H2r"1(Sn/r) . D'après Borel 
[5] , on sait que pour n -> °° , cette classe est une classe primitive ap de de­
gré 2r-l de H*(BGL(A);C) * H*(BGL(A)+;C) (celle correspondant à la place complexe 
concernée). D'après les propriétés générales des H-espaces, il existe donc une 
application S2^1—% BGL (A)+ pour n assez grand telle que u*(aj engendre 
HZr-l,.Zr-l:r, 

On peut interpréter ce qui précède autrement. Définissons une application 
MX) _ K ê,(x) 

par la formule E^d(E,E ,a) oû a est une métrique quelconque de E (ceci ne dé­
pend pas du choix de la métrique puisque deux métriques quelconques sont homotopes). 

2r-l 
Si X est une sphère S , on voit ainsi que 1'homomorphisme composé 

—*K2r-l<C) > K2rVC) ' i 

détecte le générateur de Borel de ^^ (A) correspondant au plongement. On peut fai­
re un calcul analogue pour les places réelles de A . 
6.32. Comme autre application de ce qui précède, considérons une C-algèbre ^ dans 
le sens de [26] p. 233 (par exemple les fonctions de classe C sur une variété 
compacte). Sur les groupes Kn(A) et K̂ op(A) on peut définir une involution qui 
est induite par £\—, Ê* (antidualité) au niveau des fibres virtuels. En fait, 
cette involution se réduit à l'identité sur les groupes K*op(A) car un fibre topo­
logique peut toujours être muni d'une métrique. D'autre part, un examen attentif 
de la matrice de courbure R montre qu'elle est changée en Tr lorsqu'on passe 
de E à É* (les fonctions de transition ĝ j se transforment en * gTJ ). Il 
s'en suit que Tr(Rr) est changée en (-l)r Tr(R*). Donc Thomomorphisme 

Ch, : MA)—, H. (A) ou Zn(A) (si r = n) 

vérifie l'identité Chr(x) = (-1) Chp(x) . Comme la même identité est vérifiée 

(*̂ ou algèbre "symétrique" suivant une autre terminologie courante. 
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oour Ch p, on en déduit que Ch p(x) est "réel" (resp. "imaginaire pur") si r 
est pair (resp. impair). Au niveau des groupes Kn (A), le même raisonnement mon­
tre que Ch êl(x) = (-l)r Ch^el(x). Désignons par +K (resp. ~K ) l'ensemble des 
éléments de Kn(A) ou Kn (A) invariants (resp. antiinvariants) par l'involution 
x_-> x . De nouveau l'existence de métriques sur les A-fibrés plats implique que 

K (A) et K (A) sont isomorphes (modulo la 2-torsion). Soit maintenant T 
un sous-groupe de +Kn(A) tel que Thomomorphisme Ch : Tn_+ 2?n H2r-n^ S0lt 

injectif (modulo torsion). Soit u un élément de ~K2p+l̂ ) tt ~K2p+l̂ ) (modulo 2) 
détecté par Ch£el (par exemple l'image d'un générateur de Borel de la K-théorie 
algébrique d'un corps de nombres plongé dans I). Alors le cup-produit par u in­
duit une injection (modulo torsion) de l"n dans ~Kn+2p+i(A) • 

En particulier, si A est l'anneau des fonctions de classe C (k > 1) sur une 
variété compacte, on peut choisir TQ = KO(A), T1 = SK (̂A) ou T2 = TTJ(SL(A)) [39]. 
La méthode précédente fournit donc des éléments non triviaux de K2p+1̂Â  * 
K2p+2^ et K2p+3^# D'autres exemples sont décrits dans l'appendice 4. 
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VII. K-THÉORIE MULTIPLICATIVE ET HOMOLOGIE CYCLIQUE 

DÉFINITION ET PREMIÈRES PROPRIÉTÉS DE LA K-THÉORIE MULTIPLICATIVE (7.1-7) 

7.1. Soient A une algèbre de Banach et X une variété C . Nous allons réinter­
préter les classes caractéristiques du § précédent dans le cadre de la "K-théorie 
multiplicative" (cf. [29]). Un groupe nouveau Ml̂ r(X) va être introduit (dépen­
dant d'une quasi-résolution : cf. 1.3 et 4.2). Nous montrerons sommairement en 7.13 
et 7.15 comment ces considérations peuvent se généraliser au cas oû A est une al­
gèbre de Fréchet quelconque et où X est un CW-complexe fini. 

7.2. Avec les notations du §4, considérons le sous-complexe ^(X) = <6*(X,A) de 
fi^(X) = ft*(X,A) constitué des formes différentielles de type (p9q), p < q , qui 
sont en outre d'-fermées pour p = q. 
(d' = dx représentant la différentielle sur X et d" la différentielle "non 
commutative" sur A). Nous notons Ŝ (X) le complexe quotient ^(X)/^(X) , 
Z*(X) et B*(X) ses cycles et ses bords respectivement. Si 9e^(X), on désigne 
par[6]sa classe dans ? (̂X). 

7.3. Soit l'ensemble des triples (E,D,u)) où E est un A-fibré différentia-
ble sur X, D une A-connexion sur E (cf. 4.10) et GO un élément de (X) tel 
que [Chr(D)] =. du où Chr(D) a été défini en 4.12. Rappelons que si DQ et D1 
sont deux connexions sur E, Chr(D1) - Chr(DQ) est canoniquement la différentielle 
d'une forme, qu'on notera er(D0»Di)» obtenue en considérant Vhomotopie 
(1-t) DQ + t Dj (cf. 1.22 qu'on adaptera aisément au cas des fibres en modules pro-
jectifs). 

Définissons maintenant sur %T la relation suivante : deux triplets (E0»D0̂ 0) 
ét (EJ,DJ,O)J) sont dits équivalents s'il existe un isomorphisme a: EQ_* E1 
tel que 

"1 - = Qr^o9(x*Diy> mod' BA(X) • 

7.4. LEMME. La relation précédente est une relation d'équivalence. 

Démonstration. Soient ^ = (Ê  ,D.. 9u. ), i = 0,1,2, trois triplets tels que T^T^ 
et T j - ^ • Sans restreindre la généralité, on peut supposer que EQ = Ej = E2 et 
il suffit de montrer que 6p(D ,D2) = ̂ (D^Dj) + er(D1,D2)mod. B*(X) . Le deuxième 
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membre est obtenu en considérant l'homotopie composée (l-t)DQ + t et 
(1-t) Dj + t entre DQ et . En changeant légèrement les notations, on est 
ainsi ramené à démontrer que deux homotopies. (différentiables par morceaux) de DQ 
à donnent naissance à deux formes différentielles cohomologues en appliquant 
l'opérateur d'homotopie K de 1.21. 

Désignons par D° et D* ces deux homotopies de DQ à D̂  et posons 

D" = (l-u)D° + u DJ 

Considérons la forme différentielle integrable double 

О) = 
• u h 

Ch D̂  

avec des notations évidentes, en mettant dt, puis du devant les expressions des 
formes différentielles (cf. 1.20). Si on note <5 la différentielle totale du bicom­
plexe Œ (̂X), dt et du les différentielles par rapport aux variables t et u 
respectivement, on a donc 

ООО = 
J и 

^ 6(Ch D̂ ) = jt (-dt-du)(Ch D̂ ) 

= ft Ch °{ - jt Ch D? " (u Ch Dï + |u Ch Do 

Puisque D̂  = D1 et D̂  = Do, les deux dernières intégrales sont égales à 0 (elles 
ne contiennent pas du) et on obtient bien le résultat annoncé : 

Ch D* -
Jt z J 

Ch D° = ôw 
t z 

7.5. Si on définit la somme de deux triples (E,D,co) et (E',D',o)') comme 
(E $ E', D © D',o)+a>')» on voit que les classes d'équivalence de triples forment 
un monoïde abêlien. On désignera par MK̂  (X) son groupe de Grothendieck : c'est 
la "K-thëorie multiplicative" associée à A et X (cf. [39] pour une définition 
de la K-théorie multiplicative dans des contextes géométriques différents). On no-
tera d(E,D,to) la classe du triple (E,D,u)) dans MKA (X). 

2r 
7.6. LEMME. Soit x = d(E,D,o)) un élément de MK̂  (X). Il existe alors un élément 
x' = d(E,D,a)1) tel que EeE' soit un A-fibré trivial T et tel que 
(E$E\ D$D',u)+u)') soit équivalent à (T,0,0). 
Démonstration. Si Ê  est un supplémentaire de E et D̂  une connexion quelconque 
sur Ep on sait que Ch(D) + Ch(D1) = de pour une certaine forme 0 (1.22). En 
ajoutant au triple initial le triple (EpD^- w+de), on peut ainsi supposer que E 
est trivial . En considérant l'homotopie t D de D à 0, on peut aussi supposer que 
D = 0. On pose alors E' = E, D' = 0 et o>' = - u>. 
7.7. THÉORÈME. Soit ^A(X) l'homologie en degré p du complexe quotient 
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njJ(X) = ft^(X)/ tf*(X) . On alors une suite exacte 

K l̂top(X) ^ i c f - ^ X ) X MKjr(X) " Kj°P(X) _^*Jr(X) 

où les homomorohismes a^v, u et a sont explicités ci-dessous. 

Démonstration. Voici d'abord la définition des homomorphismes 
a(CE]) =CChr(E)] 
u(d(E,D,o))) = LE] 

v(o)) = d(T,0,io) - d(T,0,0) où T est un fibre trivial quelconque, défi-
tion indépendante de T. 

o*j( ex) = cr Tr(a da) où a représente un automorphisme d'un fibre 
trivial et où cr est la constante rationnelle 

<-»r №1 
Exactitude en KJjop(X) . 

. L'identité a.u = 0 est claire. 

. Soit x = [EJ- [T] un élément de K*op(X) où T est un fibre trivial, tel 
que a(x) = 0. Pour toute connexion D sur E il existe UÏ tel que 
[Chr(D)] = [dco] dans ^r(X) . Donc x = u(d(E,D,a))) - u(d(T,0,0)). 

Exactitude en MK2r(X). 

. L'identité u.v = 0 est claire. 

. Soit y = d(E,D,ioï - d(T,0,0) un élément de MK̂ r(X)(cf. le lemme 7.6) tel que 
u(y) « 0. Quitte à ajouter à E et à T le même fibre trivial, on peut sup­
poser que E est isomorphe à T grâce à un isomorphisme a . On a alors 

y = d(E,D,o)) - d(T,0,0) = d(Ti(a"1)*D,o)) - d(T,0,0) 
= d(T,0,a)') - d(T,0,0) avec w' = co+ 6r(0,(cfVD) 

Exactitude en ^ ^ ( X ) . 

. Soit a un automorphisme du fibre trivial T et soit o> la forme différen­
tielle cr Tr(cf "̂ a)21*"1 . Alors 
v(cor) = d(T,0,a)r) - d(T,0,0) = d(T,0,0) - d(T,0,0) = 0 car = 6r(0,a*(0)) 
d'après le calcul fait en 4.32 par exemple. 

. Réciproquement, soit a) un élément de 3t^ " (X)tel que 
v(o)) = d(T,0,a)) - d(T,0,0) = 0. D'après le lemme 7.6, ceci implique, en ajou­
tant éventuellement à T un fibre trivial, que (T,0,co) est équivalent à 
(T,0,0). Il existe donc un isomorphisme a : T tel que co = 8 (0,a*(0)) , 

-1 ?r-l r soit a> = cp Tr(a ldarr 1 . 
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RELATION AVEC LA K-THEORIE ALGEBRIQUE ET LA K-THEORIE RELATIVE (7.8-18) 
2r 

7.8. L'intérêt du groupeM«A (X) provient évidemment de sa relation avec la K-théo-
rie algébrique K̂ (X) (relation que nous préciserons en 7.10 et 7.11). En effet, 
soit E un A-fibré plat sur X et soit D une connexion sur E telle que D' 
soit la connexion partielle canonique (4.20). Alors Chr(D) appartient au sous-
complexe «*(X) de ft*A(X) d'après 4.24. Le triple (E,D,0) définit ainsi un élé­
ment d(E,D,0) du groupe MKAr(X). 
7.9. PROPOSITION. L'élément d(E,D,0) de MKAr(X) ne dépend pas du choix de la con­
nexion D et ne dépend que de la classe d'isomorphie de E. 
Démonstration. Soient EQ et E1 deux A-fibrés plats, a: E0->Ei Ufi isomorphisme 
de A-fibrés plats, DQ et D1 des connexions sur EQ et E1 respectivement dont les 
connexions partielles DQ et D̂  sont associées à la structure plate (4.20). On va 
montrer que les triples (EQ,Do,0) et (E^D^O) sont équivalents. En effet, 
Do = a*(Dl) est une connexion sur E0 telle que D̂  = a*(D1 )= a*(D )̂ soit la con­
nexion partielle canonique D̂  associée à DQ . On voit alors facilement (en pre­
nant des cartes par exemple) que Qr(^0^0) e ^(X) car (l-t)D^ + t ne dé­
pend pas de t. 

7.10. La proposition précédente, jointe au théorème 7.7, permet de définir un homo-
morphisme 

Chr : KA(X) - MK2r(X) 

pour tout CW-complexe fini X, en définissant le deuxième groupe comme étant 

MKA (X') pour toute variété X' ayant le type d'homotopie de X (une méthode plus 
standard, utilisant des techniques simpliciales sera donnée dans l'appendice 3). En 
effet, d'après les calculs faits en 6.21. on a 

$2n-lm e HP(X;H (A)) e Hn(X;S .A/B A) 
^A W ~ p+q=2n-l q n l n l 

p>q-l 

*An(X) * p+S=2n 
p>q 

avec des notations légèrement différentes. Les groupes $A(X) ne dépendent donc que 
du type d'homologie de X et il en est de même des groupes KA°P(X) d'après la sui­
te spectrale d'Atiyah-Hirzebruch. La méthode suivie pour définir Vhomomorphisme 
Chr est alors la même que celle décrite en 4.31. 

7.11. THEOREME. On a le diagramme commutatif 
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K¡lt0P(X) , Ç\x) y , KA(X) t K*°P(X) 

ch:ei ich 
r l r 

K-ltop(x) _J_^ 3f2r-l(K) J L , MK2r(x) _ ^ Ktop(x) 

La démonstration du théorème repose sur le lemme suivant : 

7.12. LEMME. Dans le groupe MK2r(X) on a l'identité 

d(E,D,o>) - D(E,D,w') = d(T,0, co-io') - d(T,0,0) 

oû T est un fibre trivial quelconque. 

Démonstration du lemme. Soit F un supplémentaire de E et soit A une connexion 
quelconque sur F. Puisque EO F est trivial, il existe 9 tel que [d6]= [Chr(A)]. 
On a alors d(E,D,to) - d(E,D,co') 
= d(E $ F, D 6A , co+6 ) - d(E e F, D 6 A,co' +6) 
= d(T,0, co+ 6+ 6r(D 6 A,0)) - d(T,0, co' + 6 + 9r(D O A,0)) 
= d(T,0, co- ce') - d(T,0,0). 

Démonstration du théorème. Soit x = d(Eo,E19a) un élément de K̂ e1(X) . Alors 
Ch£el(x) est obtenu en considérant Thomotopie (l-t)DQ + ta*^) oû DQ et D1 
sont des connexions associées à la structure plate de E et E. respectivement 

rel * (6.19). Ainsi Cli (x) est la classe de QJD_, a (Dn)) avec les notations pré-
cédentes et on a donc v(Ch^'(x)) = d(T,0,6r(D ,<x (Dj)) - d(T,0,0). Par ailleurs, 
(Chr.y)(x) = d(ElfD ,̂0) . Il suffit alors d'appliquer le lemme précédent avec 
E = EQ, D = Do, co = er(D0,a*(D1)) et co' = 0. 

7.13. Tout ce qui précède se transcrit sans peine dans un contexte Simplicia! grâce 
aux méthodes développées dans le §5, ce qui permet d'étendre ce formalisme aux al­
gebres de Fréchet (considérer le groupe simplicial GL(Â ) défini en 6.18). Les 
formes différentielles utilisées doivent alors être comprises au sens de De Rham-
Sullivan à valeurs dans les espaces de Fréchet ñp(A). En outre, ceci permet d'évi­
ter le recours à la méthode un peu artificielle développée en 4.31 et d'exhiber des 
espaces classifiants pour la K-théorie multiplicative (cf. l'appendice 3 ). 

7.14. Considérons maintenant l'exemple important oû X est la sphère S1 avec 
i>0. On note alors MK. (A) le groupe 

Coker(MK2r(Point))_> MKĴ S1). 

D'après les calculs faits en 6.21, on a les isomorphismes 
^ ( S 1 ) = ^ ( A ) pour i > r 
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*Jr(sr) = o 

* A V ) = v H ( A ' p°ur 1 > r 

*f(Sr) = fi^jW/B^A) 

Le théorème 7.7. donne donc des suites exactes (avec i > r) 

(E.) K*°P(A) _ fl2R_M(A)_ MK?R(A) _ K*°P(A)_ H2R..(A) 

(ER) ^°?(A) _ nR.1(A)/BR.1(A) _ MK̂ R(A) KJ°P(A) 0 

Remplaçons maintenant A par A+ (algèbre A à laquelle on a ajouté un élément 
unité) et identifions K.. (A) (resp. K*op(A) et K êl(A)) à un sous-groupe de 
K.(A+) (resp. K̂ op(A+) et l<rel(A+)). Identifions formellement r̂_1(A+)/Br_1(A+) 

à ,(A)/b((?(A)) (cf. 2.13 et 4.1), le complexe . a (A+) étant maintenant le r— i r * 
complexe universel (cf. 4.1). Le théorème 7.11 donne alors deux diagrammes commuta-
tifs 

C V ) . , (A) K̂ RE1(A) > KR(A) 

|Cĥ e1 I Ch„ I 

H^j.^A) , MKf(A) CXr.1(A)/b(C>r(A))-̂ MK2r(A) 

Examinons maintenant de manière plus précise la suite exacte (Er) . Si A est une 
algèbre de Banach, nous désignerons par CA le "cône topologique" de A introduit 
dans [10] : il est formé des matrices infinies (amn) telles que Sup ^ ||amn || +°°. 
On a en outre Ki°p(CA) = 0 car CA est une algèbre de Banach flasque. En plon­
geant A dans CA par 1'homomorphisme a (a ) avec amn = 0 si m f 1 ou 
n f 1 et a^ = a, on en déduit un diagramme commutatif 

•OTA)—> cJ,(A)/b(cJ(A))_» МК;Г(А) , K¿°P(A) . , 0 

b bl 

С;_2(А) > C' r.2(CA) 
?r b1 \ 

Si on pose MKp(A) = Ker(Mrr(A) i* Cj:_2(CA)), on a la suite exacte suivante 
obtenue en considérant les noyaux des flèches verticales 

Ktop(A)_^ HCR-1(A)_.MKR(A) _ ,KJ°P(A) 

(utiliser 1 ' injectivité de a). Finalement, définissons MKp(A) comme le noyau de 
11homomorphisme composé 

b2: MKr(A) — • KJ°P(A) HCr-2(A) 
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on a la suite exacte 
KJ°P(A) > HCr-1(A) p MKr(A) ^ Kj0p(A) > HCr_2(A) 

7.15. Remarques. Il existe plusieurs variantes du cône topologique d'une algèbre de 
Banach qui sont décrites dans [10]. Si A est une algèbre de Fréchet, on peut 
aussi définir CA comme le produit tensoriel topologique CC êA. Ce qui précède et 
ce qui va suivre peut donc se généraliser sans problème aux algèbres de Fréchet (à 
condition de se placer dans un cadre simplicial : cf. 7.13). D'autre part, une dé­
finition légèrement différente de MKr(A) a été donnée dans la Note [29] sans utili­
ser le cône topologique. Les deux définitions s'insèrent dans la suite exacte précé­
dente. Grâce au lemme des cinq, on en déduit que les deux définitions sont isomor­
phes. 
Remarque. 
7.16. THÉORÈME. L'homomorphisme composé 

Kr(A) , , KA(Sr) > MK̂ r(A) 

défini en 7.10 et 7.11 se factorise à travers le groupe MKp(A) . 

Démonstration. Notons b̂  l'application composée 

Kr(A) • MK2(A) ,c£_2(CA) 

En posant A' = CA, on peut donc écrire un diagramme commutatif 

bl À Kr(A) 1 , CJ_2(CA) 

l b 
Kr(A') > CJ_2(CA') 

Puisque K(A') = 0 et que y est injectif, E- = 0, ce qui démontre que l'homo-

morphisme Kr(A) f MKr (A) se factorise à travers MK (̂A).D'après 4.31, l'homo­
morphisme composé 

Kr(A) » Kjop(A) , HCr_2(A) 

est réduit à 0. Donc l'homomorphisme Kr(A)—» MK̂  (A)se factorise à travers MK̂ (A). 

7.17. Remarque. Graeme Segal [44] a aussi introduit un groupe analogue MKr(A) 
s'insérant dans une suite exacte 

K^P(A)_+ HCr_x(A)̂  MKr(A) _ ^ K̂ op(A) , HCr.2(A) 

J'ignore cependant si les deux définitions des groupes MKr(A) et MK (A) sont isomor­
phes, la méthode de G. Ségal étant toute différente car basée sur la cohomologie 
des algèbres de Lie et le théorème de Loday-Quillen-Feigin-Tsygan [36] [47]. 
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7.18. Remarque. Avec A. Connes nous avons démontré que le caractère de Chern relatif 
K^V)—* fir.1(A+)/Br_1(A+) = c{._1(A)/b(C .̂(A)) se factorise à travers HC^A) 

[14] . Compte tenu du théorème précédent, on peut donc écrire un diagramme commuta­
tif 

C ( A ) K̂ el(A) 

rei Ch 

-> Kr(A) 

Ch„ 

KJ0P(A) 

K £ I ( A ) — HC^A). MKr(A) -> Kj°P(A) 

Si A est l'algèbre de Banach de [14], on a un isomorphisme 

MKr(A) * Coker(K^Ç(A)—» HC^A)) car K ^ ^ ' 1 ) = 0 pour 1 * r-1 mod. 2. 

En appliquant le caractère Tr-1 rappelé dans [14], on en déduit l'homomorphisme 

Kr(^r_1) , C* 

qui est le caractère multiplicatif universel d'un module de Fredholm. 

ÉTUDE DU CAS A = C : CLASSES CARACTÉRISTIQUES DE FIBRES PLATS 
COMPLEXES (7.19-31). 

7.19. Supposons A = £. Comme dans l'exemple 7.18 avec r impair, on peut définir 
un homomorphisme 

an : K2n-1 (С) , с* 

avec en fait ici MK2n-i(*) = et MK2n(C) = °' 

7.20. THÉORÈME. Les homomorphismes an vérifient les propriétés suivantes 

a) 01̂  est l'identité quand on identifie K̂ (C) J_ C*. 

b) an induit un isomorphisme sur la torsion des deux groupes. 

c) Soit A l'anneau des entiers algébriques d'un corps de nombres. 

Ecrivons A ® IR & IR x C . Alors l'homomorphisme composé 

K2n-1 (A). K2n-1<A f *>• 
rl+r2, 

K2n-1<A î C) " K2n-1« (S*) 1 2 

1 2 
est injectif sur la partie libre de K2n-1(A) (qui est 1 s i n est impair 
et_ 7 s] n est pair). 

La partie a) est évidente d'après 6.30. et la partie c) résulte des considéra­
tions de la fin du § précédent (régulateur de Borel). La partie b) sera démontrée 
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à la fin du paragraphe (7.31) en utilisant les espaces classifiants de la K-théorie 
multiplicative et le théorème de Suslin [46]. 
7.21. Pour mieux illustrer ce qui précède nous allons exhiber un espace classifiant 
A = t et en particulier exhiber un espace classifiant pour la K-théorie multipli­
cative (le cas général est traité dans l'appendice 3 ). Pour cela, il est plus 
judicieux de remplacer le caractère de Chern Chp défini en homologie cyclique par 
le caractère de Chern total allant de la K-théorie topologique vers la cohomologie 
de De Rham de la base. De manière plus précise, en suivant [8] , on peut prendre 
comme modèle de l'espace d'Eilenberg-Mac Lane K(C,n) le groupe abélien simplicial 
sMZn(AS) , groupe des formes différentielles C°° fermées de degré n à valeurs 
complexes sur le simplexe type As . Nous noterons ce modèle Zn(<C) . Si on consi­
dère les formes différentielles quelconques (non nécessairement fermées), on obtient 
un groupe simplicial contractile ftn((D) . Désignons alors par MK' ^{^) le produit 
fibre suivant 

MK'(C) oo 
n 
r=l 

. 2 R " V ) 

mv ' 
top Ch oo 

n 
r=l 

d 

z'r(C) = oo 
n 
r=l 

K(C,2r) 

oû Ch est le caractère de Chern total (défini par les méthodes simpliciales dé­
crites précédemment en remplaçant A par C). En considérant la limite inductive 
suivant n, on définit de même un espace MK'(C) comme le produit fibre 

MK'(C) 0 oo MK'(C) 

BGL(C) top Ch oo 
n 

r=l 

d 

Z2r(C) 

et on pose MKi(X) = [X,MK((D)] . La théorie MKi(X) s'insère dans une suite exacte 

Vt0p(X)—>rfQ H ^ X ; ! ) - MK£(X) —> K£top(X)-^ *Q H2r(X;C) 

où Kitop(X)* [X,BGL(C)top] et K:ltop(X)% [X,GL(C)D 

désignent les groupes de K-théorie topologique réduits usuels ( X a le type d'ho-
motopie d'un CW-complexe fini). Compte tenu de cette suite exacte (qui résulte du 
produit fibre précédent), il semble raisonnable de noter K~ltop(X;(i;*) la théorie 
MK£(X): c'est une raison expliquant la terminologie "K-theorie multiplicative" 
choisie comme titre de ce paragraphe. Ainsi, à tout fibre plat sur un ensemble sim­
plicial X, on peut définir une "classe caractéristique" i|>(E)e MKi(X) = Klltop(X;(i:*) 
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qui ne dépend que de la classe de E dans la K-théorie algébrique réduite de X. 
En termes d'espaces cl assi fiants, on peut aussi dire qu'on a une application canoni- 
que de BGLn(C) (espace classifiant de GLn(G) muni de la topologie discrète) vers 
l'ensemble simplicial ^n(C) qui est le produit fibre 

BGL((T)top n 
n1 
r=l 

2̂r(C) 

BGLn(£). 
n 
n1 

r=l 

Z2r(C) 

En remarquant que les ensembles simpliciaux çi (I) sont contractiles et en faisant 
tendre n vers l'infini, on en déduit une application canonique de BGL(C)5 vers 
la fibre homotopique S* de l'application "caractère de Chern total" 

BGL(C)top n ldr(t) = n K(C,2r) 

On en déduit un homomorphisme 
KC(X) » EX,*] = Kçltop(X;C*) = MK£(X) 

On passe du cadre des fibres plats sur une variété à celui des fibres plats sur un 
ensemble simplicial par le dictionnaire bien connu explicité en 5.9. 

7.30. La méthode précédente permet aussi de définir des invariants de fibres plats 
appartenant à là cohomologie impaire de X à coefficients dans C = C/(2i7f) 2 . 
De manière plus précise, considérons le diagramme commutatif à homotopie près 

BGL((T)top Ch oo 
n 

r=l 

K((D,2r) 

c = TTC u 

rn=1 K(I,2r) a 00 
r=l 

K(Œ,2r) 

Ici cr est la classe de Chern usuelle, a est induit par l'inclusion de 2 dans C 
définie par A,_>(2i7r)r sur chaque facteur et u est 1'automorphisme simplicial 
exprimant (rationnellement) les classes de Chern en fonction du caractère de Chern 

cl = Chl 
c2 = ((Ch^2 - Ch2)/2 

Puisque la cohomologie complexe impaire de BGL((C)top est triviale, on en déduit 
une application bien définie à homotopie près de la fibre homotopique de Ch vers 
la fibre homotopique de a c'est-à-dire TTK((D ,2r-l). La fibre homotopique de Ch 
étant l'espace classifiant MK'(C) de la K-théorie multiplicative réduite, on a 
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donc une application bien définie à\ homotopie près 

MK'(«) > H2 K(C*,2r-l) 

Ainsi, à tout fibre plat E on peut associer une classe caractéristique 
cr(E) eW (X;C/2iir) Z) redonnant la classe de Chern usuelle par l'opérateur de 
Bockstein 

H2r"1(X;C/(2i7r)r7) _ H2r(X;(2i7r)r7) * H2r(X;Z) 
(le facteur (2iTT)r provient du fait qu'on a défini le caractère de Chern sans ce 
facteur de manière à pouvoir généraliser la théorie dans un contexte purement al­
gébrique comme nous l'avons fait depuis le début). Il est probable que cette classe 
caractéristique coïncide avec celle définie par Cheeger-Simons [10] . Par ailleurs 
dans la Note [41] , Osmo Pekonen a donné une autre variante de la construction pré­
cédente en termes de cochaines singulières. Mentionnons aussi un travail de . 
H. Esnault dans le cadre des fibres plats sur une variété algébrique [17]. 

En conclusion, ce qui précède peut être ainsi résumé par l'existence de classes 
caractéristiques obtenues en composant les homomorphismes 

Kç(X)-̂ MKc(X) — ^ H2r"l(X;C/(21ir)rZ) 

7.31. Nous allons terminer ce paragraphe par la démonstration du théorème 7.20 b) 
en utilisant le fait que Vhomomorphisme an est induit par une application 
BGL(C)+ >MK(a)+ ~> MK(C). Si on note MK.(C;Z/p) la K-théorie multiplicative à 
coefficients, c'est-à-dire TT̂ (MK(C);7/p) (i > 2), on a évidemment 
MK.(C;Z/p) * K °̂P(C;Z/p) car ^(K(C,r);Z/p) = 0. D'après Suslin [46], il en ré­
sulte qu'on a des isomorphismes 

^(Ctf/p)* MK̂ Ctf/p) * Kf°P(C;Z/p) , 

ces groupes étant isomorphes à Z/p si i est pair et étant nuls si i est im-
pair. Si a e î est une racine p de l'unité, elle est l'image par 3 d'un 
élément ane MK2n((D;Z/p) dans le diagramme 

K2n((C;Z/p) X MK2n(C,Z/p)_*U K^P(C;Z/p) 

3 3 

K2n.l(c) —JUMK2n_l(î) = 

Puisque ân est surjectif, il existe bn tel que an = âp(bn) , donc 
a = (an-3)(bn) et an est surjectif sur la torsion. De la même manière, si b 
est un élément de K2n.1(̂ ) tel que pb = 0 et b f 0, il existe bp € K2n((E;Z/p) 
tel que a(bn) = b et an(bn) * 0. Il s'en suit que an(b) = (3â n)(i>n) î 0 
car la suite exacte 
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MK2N , (d;2 /p)_ MK ( c ) _ MK («) 

s'identifie à 
0 , u » C > C > 0 
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APPENDICES 
APPENDICE I. COMPLÉMENTS SUR LE CHAPITRE 3. 

Pour ne pas alourdir le chapitre 3 par des considérations qui ne sont pas vraiment 
utiles dans les autres chapitres, nous avons voulu décrire seulement ici des va­
riantes du lemme 3.10 et du théorème 3.11 dans d'autres situations en K-théorie al­
gébrique. En effet, on pourrait par exemple considérer des A-fibrés virtuels munis 
de formes e-quadratiques dans le sens de [26] . La K-théorie obtenue est alors 
la K-théorie hermitienne 

£LA(X) * CX, £Lo(A)xB£0(A)+] 

On pourrait de même considérer les revêtements finis sur Y ou f : Y-> X est acy-
clique. La "K-théorie" obtenue est alors TT°(X)*[X,Z x В ], c'est-à-dire la co-
homotopie stable d'après Barratt, Priddy et Qui lien [42]. 

A.1.2. Pour trouver un cadre commun à ces diverses généralisations, plaçons nous 
pour simplifier "à l'infini", c'est-à-dire considérons des groupes G tels que 
GL(A), £0(A) ou 1ж . De tels groupes ont un sous-groupe des commutateurs [G,G] 
qui est parfait. Dans ce cadre général, on définira un G-fibré virtuel sur X 
comme la donnée d'une fibration acyclique f : Y_>X et d'un G-fibré principal E 
sur Y. Deux tels G-fibrés E —, Y X X et E1 _ Y' _ Ц X sont dits équi­
valents s'il existe un diagramme commutatif 

Y F' X 
0 f.' f 

Y,Л—H Y' 

avec f1 fibration acyclique et un G-fibré Ê̂  sur Y1 tel que Ea*a*E1 et 
E'«a'*E^ . On vérifie formellement comme dans 3.4 qu'on a bien défini ainsi une 
relation d'équivalence. On note $G(X) l'ensemble des classes d'équivalence de 
G-fibrés virtuels sur X. 
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A.1.3. THEOREME. Pour tout CW-comolexe X on a un isomorphisme naturel  
Фе(Х) * [X,BG+] 

Démonstration. Elle va être une variante de celle du lemme 3.10 (noter cependant que 
l'hypothèse de finitude du CW-complexe X n'est pas utilisée ici). Soit E -, Y-+X 
un G-fibré virtuel défini par une application classifiante Y_> BG. Comme dans 1.9. 
on peut construire une application X —*BG+ bien définie à homotopie près et ren­
dant commutatif le diagramme 

X , BG+ 

i ? 
Y > BG 

(on suppose que BG ~»BG+ est une fibration). On a ainsi défini une application 
у: Фе(Х)_ [X,BG+]. 

a) Y est surjective. En effet, si f : X *BG+, on peut choisir pour Y le produit 
fibre de X et de BG au-dessus de BG+ , d'où un G-fibré sur Y. 

D) У est injective. Soient E_, Y X et E'_> Y'_, X deux G-fibrés virtuels dont 
les images dans CX,BG+] sont égales et qui sont définis par des applications clas-
sifiantes Y_* BG et Y'_>BG. Puisque BG BG+ est une fibration, il existe une 
application de X dans BG+ telle que les diagrammes 

X „ BG+ X # BG+ 

Y > BG Y' > BG 
commutent. Si Ŷ  désigne le produit fibre de X et de BG au-dessus de BG+, on a 
alors le diagramme commutatif 

X > BG+ 

Y BG 

В Y' 
d'où l'équivalence des fibres virtuels. 

A.1.4. Comme autre variante du théorème 3.11, voyons comment on peut interpréter 
celui-ci en termes purement algébriques (c'est-à-dire ici en termes de représenta­
tions de groupes discrets). D'après Kan-Thurston [22], il existe pour tout espace 
connexe X un groupe discret ry (qu'on peut choisir fonctoriellement par rapport 
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à X) et une application acyclique Brx__»X. L'idée de ce qui va suivre est d'expri­
mer les éléments de KA(X) comme des "représentations virtuelles" de rx . 

De manière plus précise, un groupe discret r est dit acyclique si son homologie 
réduite (à coefficients entiers) est triviale. Un homomorphisme de groupes discrets 
rj_>r2 est dit acyclique s'il est surjectif et si son noyau est acyclique (ceci 
équivaut à l'acyclicité de l'application Br̂  _> Br2 entre les espaces classifiants). 

Une A-représentation virtuelle de r est alors la donnée d'un homomorphisme 
acyclique A—1>T et d'une représentation p: A—> Aut̂ (P) où P est un A-module 
projectif de type fini. Deux représentations virtuelles 

л 

P 
Aut (P) 

A'. r 

P 
AUTA(P) 

sont dites équivalentes s'il existe un diagramme commutatif (avec acyclique) 

A f r 
fi 0 

Al A' 

et une représentation de Aj dans Aut(P) qui induit sur A et A' des représenta­
tions isomorphes aux représentations données. Comme dans 3.4, on vérifie qu'on a 
bien une relation d'équivalence. En effet, pour la transitivité par exemple, on peut 
écrire le diagramme commutatif 

A 

A \3l 
A' T2 r 

A2 

A" 

Si on désigne par Ag la somme amalgamée ^ de Â  et A2 par rapport à A', 

Ĉomme dans le cas topologique, il convient ici de remplacer î  ou i2 par une 
injection en plongeant A' dans un groupe acyclique par exemple [22]. 

f г 
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on a un homomorphisme A3 > r qui est aussi acyclique (appliquer la suite exacte 
de Mayer-Vietoris aux espaces classifiants par exemple). Ainsi, si 

P1 : A1 >Aut(P) et p2 : A2 >Aut(P) sont deux représentations isomorphes lors­
qu'on les restreint à A19 elles induisent une représentation de A3 dans Aut(P) 
dont les restrictions à A et A" sont isomorphes aux représentations données. 

L'ensemble des classes d'équivalence de A-représentations virtuelles de r (à iso-
morphisme près) peut être muni d'une structure de monoTde abélien pour la somme di­
recte des représentations de A-modules (on recopie algébriquement le §3.6). On dési­
gne par RA(H son groupe de Grothendieck. 

Si maintenant p : A —4 Aut(P) est une représentation, on peut lui associer d'une 
part la classe d'isomorphie de P, d'autre part son application classifiante 
BA —, B Aut(P). Si on plonge P dans An et si on stabilise, on en déduit une 
application bien définie à homotopie près BA BGL(A) qui ne dépend que de la 
classe d'isomorphie de p . Puisque BA a même nomologie que Br et que BGL(A)+ 
est un H-espace, on en déduit finalement un homomorphisme 

RA(r) _ KA(X) * [X,Ko(A)xBGL(A)+] 

avec X = Br . 

A.1.5. THÉORÈME. Supposons que Br ait le type d'homologie d'un CW-complexe fini. 
Alors 1'homomorphisme précédent 

RA(H —> KA(Br) 

est un isomorphisme. 

Démonstration. Il existe par hypothèse un CW-complexe fini T et une application 
acyclique Br_• T. Les représentations virtuelles de r, c'est à dire les représen­
tations de A dans Aut(P) avec A —t r acyclique définissent des fibres virtuels 
(dans le sens de 3.3) sur l'espace T car la composition BA^BT-t T est acycli­
que. D'après le théorème 3.11, il suffit donc de vérifier que la relation d'équiva­
lence entre fibres virtuels est équivalente à la relation d'équivalence entre re­
présentations virtuelles définie ci-dessus. Ceci est évident dans le sens 

représentations ,—> fibres 
Dans l'autre sens, supposons que deux fibres sur BA et BA' avec BA Br 
et BA' » Br acycliques soient équivalents. Il existe donc Ŷ , un diagramme com­
mutati f à homotopie près 

BA 

Y1 ВГ 

BA'-
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avec A1 —>B acyclique, ainsi qu'un A-fibré plat sur Ŷ  qui induit sur BA et 
BA' les A-fibrés plats donnés. D'après le théorème de Kan-Thurston [22] il existe 
un groune discret Â  et une application acyclique BÂ  _*Y ,̂ donc un homomorphis-
me acyclique A1 —», Y . Soient A et A' les produits fibres 

i A P 
A/ 
A 

A1 r Aut(P) 

A' 
i' A' 

o' 

Alors p „ p » i ^p1 ~p'i * p' où pi : A2 Aut(P) est associé au fibre plat 
d'application classifiante BA-, > Y, _>B(Aut(P)). 

A.1.6. En conclusion à ce que nous avons annoncé en A.1.5., si on désigne par rn le 
groupe de Kan-Thurston associé à la sphère Sn(n > 0), donc tel que l'application 
BÎ —» Sn soit acyclique, on voit que R/\(rn) est isomorphe à KQ(A) e Kn(A). Ce­
ci donne bien une description purement algébrique de Kn(A), à savoir 
Coker(Ko(A) _^ RA(rn)). 
A.1.7. Comme troisième complément au chapitre III, nous allons voir comment les mé­
thodes de ce chapitre permettent de munir les groupes Kn(/\) (et même plus généra­
lement les groupes KA(X) lorsque X est un CW-complexe fini connexe) d'une topo­
logie naturelle lorsque A est un anneau topologique. 

Pour les deux premiers groupes K (A) et K.,(A), la réponse est immédiate. En 
effet, KQ(A) a Tjim Proj(M2r(A)) oO Proj(M2r(A)) désigne l'ensemble des matrices 
carrées d'ordre 2r qui sont idempotentes prises à conjugaison près (cf [25] par 
exemple): KQ(A) est muni d'une topologie limite inductive de topologies quotients. 
Il en est de même de K̂ A) = ljm GLp(A)/Er(A). 

Dans le cas général, il est commode d'utiliser la description de KA(X) en ter­
mes de représentations virtuelles donnée dans le théorème A.1.5. De manière précise, 
soit X un CW-complexe fini connexe et soit rx un groupe de Kan-Thurston associé 
à X (on a donc une application acyclique Brx-_*X). D'après le lemme 3.10 (qui se 
transpose aisément au cadre algébrique), on a KA(X)*KQ(A) é Vun Rç (rx) où 
RG (rX̂  désigne "l'ensemble" des classes d'équivalence de représentations virtu­
elles de Ax dans Gr = GLr(A). Une telle représentation virtuelle est donnée par 
un homomorphisme acyclique A -, r et par une classe de représentations o:A-*GL (A). 
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L'ensemble des classes de représentations <îl(A) d'un groupe A dans GL̂ (A) a une 
topologie naturelle induite par celle de M̂(A) (c'est un quotient de la topologie 
produit Mr(A)̂  ). Si A'—t A est un homomorphisme, l'application induite 
ft(A) , &(A') est continue (et même ouverte). Les &(A) constituent donc un sys­
tème inductif d'espaces topologiques (l'ensemble d'indices étant l'ensemble des ho-
momorphismes acycliques A-»rx)- 0n munira RQ (1̂ ) = l_im #(A) de la topologie li­
mite inductive. r A 

A.1.8. LEMME. La topologie de RQ (rx) ne dépend pas du choix de rx . 
r 

Démonstration. Si rx et rx sont deux choix, il existe et des homomorphismes 
rx —> rx et rx_*rx qui sont acycliques. Si p : A—>rx est acyclique et si A1 
désigne le produit fibre 

A 
.1 A 

P 

RX r 
X 

l'application &(A)—, &(Â ) est continue et ouverte. Il en résulte que l'applica­
tion Rç (rx)__>RG (r^) est aussi continue et ouverte. Puisqu'elle est bijective, 

c'est un homéomorphisme. On démontre de même que l'application R̂  (T^) >R̂  (T̂ ) 
est un homéomorphisme. r r 

A.1.9. Il résulte ainsi du lemme que K (̂X) = lin RQ (rx) et donc KA(X) 
KQ(A) © KÂ(X) ont une topologie limite inductive naturelle. Le théorème suivant 
est maintenant un simple exercice (compte tenu de 3.12 et 3.13 en remplaçant les 
produits tensoriels de fibres ou leurs puissances extérieures par les opérations 
analogues sur les représentations). 

A.1.10. THEOREME. Soient A ,̂ Â  et Â  trois anneaux topologiques et soit 
Q: AjX A2~»A3 une application ?-bi lineai re, continue et induisant un homomorphis­
me d'anneaux 

A ® A > A 
Al? M2 —* M3 

51 xi JÊI X2 sont deux CW-complexes finis, le cup-produit 

\{h)x KA2(x2} — h3{h] 

est alors une application continue. De même, sî  A est un anneau topologique com­ 
mutati f, l'opération A1 : KA(X)_>KA(X) est une application continue. 

A.1.11. Remarque. Si A est séparé, la topologie de KN(A) n'est pas nécessaire­
ment séparée. Par exemple, la topologie de K2(C) est la topologie grossière 
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d'après le théorème précédent et [39]. On voit qu'il n'en est pas de même pour 
Kn(C) pour n impair d'après le §7. En particulier, le "régulateur" K2n-1^ ~*C* 
défini dans ce paragraphe est une application continue non triviale. 
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APPENDICE 2. INVARIANCE HOMOTOPIQUE DE L*HOMOLOGIE DE DE RHAM NON COMMUTATIVE 

Soit A une k-algèbre quelconque avec k 3Ç. Le but de cet appendice est la démons­
tration du théorème suivant : 

A.2.1. THÉORÈME. Soit Hn(A) le noyau de Thomomorphisme 

B : HCn(A) , Hn+1(A,A) 

On a alors un isomorphisme 

Hn(A[t])* Hn(A) 

Démonstration. L'homologie de De Rham non commutative Hn(A) est isomorphe à 

Ker(HCn(A)-J_ Hp+1(A,A))a Coker(Hn(k)__, H (A)) d'après 2.10 et 2.15. On a donc 
Hn(A) * H (A) ou H (A) $ HCn(k) pour A = A ou A[t] . Le théorème précédent est 
ainsi équivalent au même théorème pour l'homologie de De Rham non commutative, soit 

ïïn(Art]) * Hn(A) 

Si ^(A) est l'algèbre graduée universelle construite en 1.24, le produit tenso-
riel gradué k[t,dt] ® f̂ (A) est une quasi-résolution de A[t] (dans le sens de 
1.3) qu'on note ^(A[t]). Soit K : $_(A[t])_^ ^_i(A) l'opérateur d'homotopie 
construit en 1.21 : on a alors l'identité 

dK + Kd = 3! - 3* 1 o 
où 0* et 3j sont les homomorphismes ^(A[t]) ^(A)constituant à poser t = 0 
ou t = 1. Cette identité implique que les homomorphismes correspondants (notés en­
core 3* et 3*) : 

HJACt]) HJA) 

coïncident car on a un homomorphisme unique d'algebres différentielles graduées 
^(A[t]) > ft^(A[t]) qui est l'identité sur A[t]. En considérant maintenant 
G (A[t,u]) et Thomomorphisme A[u] ^ ,A[u,t] = A[u][t] défini par <p(u) = ut, 

on en déduit que Thomomorphisme j * :H (̂A[u]) —* H (A) est injectif 
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(faire t = 0 et t = 1). Donc Ĥ (A) * H (̂A[u]). 

A.2.2. Exemple d'application. Soit A la k-algèbre des matrices triangulaires supé­
rieures à coefficients dans k (avec le même élément sur la diagonale). Soit 
cf>t : A_*A[t] l'homomorphisme d'algèbres défini par la formule 

•t<aji> • (tJ'"%i> 
l'homomorphisme <J>t réalise une homotopie entre <f>̂  = Id et <f>0 qui est l'augmen­
tation sur k. Par conséquent, Ĥ (A) a H (k) et on a la suite exacte 

0 _ HCn(A) _^ Hn+1(A,A) _> HCn+1(A) 0 

HĈ  désignant Thomologie cyclique réduite. Le calcul complet de Hn(A,A) et de 
HCn(A) a été fait par A. Calvo [7] en s'appuyant sur ce résultat. 

A.2.3. Remarque. On pourra comparer ce résultat avec celui d'A. Connes ([12] p. 125) 
et de T. Goodwillie (Topology 1984). 
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APPENDICE 3. ESPACES CLASSIFIANTS DE LA K-THEORIE MULTIPLICATIVE 

A.3.1. Soit E un A-fibré de fibre libre An défini par des fonctions de transi­
tion g., et soit (a.) une partition de l'unité associée au recouvrement triviali-
sant. 
On peut toujours munir E de la "connexion canonique" (4.18) définie par l'expres­
sion 

^(x) = l ak(x) g-J.dgki 

Puisque toute connexion est homotope à la connexion canonique, la théorie précédente 
se recopie telle quelle dans un cadre simplicial, les ak étant remplacés par les 
coordonnées barycentriques comme en 5.8. 

Plus précisément, soit G le groupe topologique GL(A)top et soit BG = BGL(A)top 
son espace classifiant. Si A désigne l'anneau simplicial défini par 
An = C°°(An) ®A, on a aussi BG = BGL(Â ). Soient maintenant ç£ et Z0A les grou­
pes abéliens simpliciaux gradués définis par 

^(s) = ^(AS) Z^(s) = Z*(AS) 

(comparer avec C8] p. 264). Si X est un ensemble simplicial, l'ensemble des 
applications simpliciales de X dans ^ (resp. dans ZftjJ) s'identifie au groupe 
abélien des formes différentielles quelconques (resp. fermées pour la différenti­
elle totale) de degré total n et à valeurs dans l'espace de Banach H (̂A). Les 
groupes d'homotopie de ŒjJ sont tous nuls d'après l'argument utilisé dans H 8] 
p. 265. D'autre part, d'après le calcul des groupes Ĥ (X) effectué en 4.8 (et 
qu'on doit transposer dans un contexte simplicial), on a une suite exacte de groupes 
abéliens simpliciaux 

0 K 1 <*_1 d Z*(AS) 

L'image de d est la composante neutre de ẐA et la suite exacte précédente s'i­
dentifie à une fibration principale de groupe Ẑ ]J~* et d'espace total contractile. 
Le même argument que celui utilisé dans 5.4 montre ainsi que les classes d'homoto­
pie d'applications de X dans ZftjJ s'identifie à HjJ(X) * p*q=n Hp(X;Hq(A)) . En 
particulier, le groupe abélien simplicial ZftjJ s'identifie à un produit d'espaces 
d'Eilenberg-Mac Lane D+5=N KU^P) avec n"_ = H (A). 
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A.3.2. De manière analogue, nous pouvons considérer le groupe abélien simplicial $A 
défini par 

<62n(s) = Zn(As;ïïnA) 6 p «q P̂(As;fiqA) 
p+q=2n 

e+1(s) = p<q 
p+q=2n+l 

QP(AS;6 A) 

<PA(S) est contractile pour m impair (pour la même raison que ^A). Si on note 

Z$A le noyau de la différentielle totale en général, on a ainsi la fibration prin­
cipale d'espace total contractile 

O-^Ze2""1 , ttjn-l d_̂  Z62n 
oû l'image de d est la composante neutre de ẐA (d'après le calcul général des 
groupes 3£?n(X) introduits dans 4.23). Le même argument que celui utilisé plus 
haut pour les groupes HA(X) montre que 3fcA (X) s'identifie au groupe des classes 
d'homotopie d'applications de X dans Zfé?n . On a ainsi les isomorphismes 

[X,Z#n] * Hn(X*Z (A) e p+q=2n 
p«q 

HP(X;H A) * ae2n(x) 

[X.ZtÇ""1]*^"1 ;̂? A) e p+q=2n-l 
p<q-l 

HP(X;HqA) 

On notera que le deuxième groupe est différent de 36fln" (X) en général. 

A.3.3. Notons maintenant Z &A le groupe abélien simplicial quotient 2ftA/ẐA . 
On a alors un diagramme commutâtif de fibrations 

K 1 4?m-l d ar1 

ar1 oT1 d ar1 

я1 ar1 d *5 

avec aussi Â = ^^A ' 11 est clair que Z0a s'identifie à l'ensemble des formes 

fermées de Â et que la deuxième colonne de ce diagramme est formé d'espaces acy­
cliques si m est pair. Si X est un ensemble simplicial, un élément S de 
^W/^W = SJJ(X) définit une application simpliciale f = f(fi) de X vers 

fiA . En outre, si fi est fermée (dfi = 0 dans $A+1(X)), f se factorise à travers 

ẐA : en effet, si o> est une forme sur As telle que da)efcA(AS) , il existe 
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o)'€̂ A(Ab) telle que oV = du> car 3ÉjJ[(Ab) est isomorphe à HM(A) * H'A(AS) . 

La correspondance Wj—»f(iï) définit ainsi un homomorphisme de Z?{J(X) vers 
l'ensemble des applications de X dans Zfî  . En outre, si <5 = dû  , l'applica­
tion f se factorise en d.fn : 

fi .nï"1 
A 

X f ¿5 

avec fi A" contractile. Donc f est homotope à 0 et on a ainsi défini un homomor­
phisme 

6 :&T(X) [X.zfflh 

A.3.4. THEOREME. L'homomorphisme 6 est injectif pour tout m. Si m est impair, 6 
est un isomorphisme. Plus précisément, on a les identités 

X2n-1(X)Ä [x.zfi?-1]« p+q=2n-l 
p>q-l 

HP(X;H A) + H^X^A/S^A) 

X,ZÛJp« 
p>q 
p+q=2n 

HP(X;H A) 

[X,ZÛJp« p+q=2n 
p>q-2 

HP(X;H (A) e H^^Xi^jA/BHA) 

Dans le cas oû m 2n, l'application e est induite par l'inclusion de Hn_i(A) 
dans H,(A)/BN i(A) et est l'identité sur les autres composantes HP(X;R A). 

Démonstration. Soit w un élément de Ẑ A(X)/Ẑ A(X) tel que l'application 
f = f(X) : X -f Z&A soit homotope à 0. Puisque Œ1̂"1 1^ ẐA est une fibration, 
11 en résulte que 2 = dco'. Donc 9 est injectif. D'autre part, toute application 
X_>Z#;n définit un élément de ?̂n(X) et la fibration 

X,ZÛJp« H^X^A H^X^A 

d'espace total montre qu'on a un isomorphisme 

a : | X » p ^ « î n X ) 

(cf. A.3.3). Considérons maintenant le diagramme commutatif formé de suites exactes 
H?n_1(X) *?n_1(x) *Jn(X) H»n(x) 

Y e a"1 3 

[X,Z^n_1] [x.zÇ-1] [x,z^n] [x,znjn] 
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Dans ce diagramme, la première suite exacte est induite par la suite exacte de corn 
plexes 

0 _ «*(X) . ^(X) , SJ(X) > 0 
et la deuxième est induite par la fibration 

wjn , 1^ , Zf£n 

La commutativité du diagramme de suites exactes résulte d'un examen du diagramme à 
neuf termes écrit en A.3.3. Puisque $,y et oT* sont des isomorphismes, 9 est 
surjectif, donc bijectif (pour m impair). 

D'après les calculs faits en 6.21, on a 

Hp(X;H A) + p+q=2n-l 
q>p-l 

H (X;H (A) + H (X;fi J\/B .A) 

ce qui montre que Zfi. " est un produit d'espaces d'Eilenberg-Mac Lane 

G = TT 
p+q=2n-l 

p>q 
K(TT ,p) avec ir = HA si p > q-1 et TT = fi^A/B XA si 

p = q-1. La fibration 

zìi*""1 e 1 ZI?" 

avec contractile montre donc que ẐA a le type d'homotopie de BG. En par­
ticulier, on a un isomorphisme de groupes 

[X,Z^n] * • o 
p+q=2n 
p>q-2 

Hp(X;H A) 6 Hn+1(X;5 ,A/B -A) 

Il reste à déterminer 1'homomorphisme <W-A"(x)_+ [X,Ẑ A ] compte tenu des isomor­
phismes précédents. Pour cela, on remarque le diagramme commutatif 

e 
p+q=2n 
D>a 

Hp(X;HA)*aef 9 tx .znp* 0 
p+q=2n 
p>q-2 

Hp(X;H A) + 

+ H (x;nn_iA/Bx ,A) 

p+q=2n 
HP(X;H(A)* HĴ (X)MX,Ztfn] 

Par une chasse au diagramme, on voit alors que 9 est l'identité sur les composan­
tes Hp(X;HqA) pour p>q-2 et est induit par l'inclusion de ^^(A) dans 

n̂-iA/5n-iA P°ur P = q-2-

A.3.5. Le caractère de Chern Chp pour des fibres de fibre A peut s'interpréter 
comme un morphisme d'ensembles simpliciaux 

Ch. : BGLm(A) top ZI?" 

En effet, au fibre universel défini par ses fonctions de transition 
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g.. : As—f GLm(A) (cf# 5-4)> on Peut associer la forme différentielle fermée 
1 
FF 

Tr(Rr) 

où R = dr + r4" est la courbure associée à la connexion r définie "localement" par 
la formule éprouvée 

ri = l xk 9~kî dgki 

les xk représentant les coordonnées barycentriques (cf. 5.8 et 5.27). Les applica­
tions Chr se stabilisent et définissent une application notée encore Chr 

Chp : BGL(A)top — Zft2r 

dont l'image est dans la composante neutre du groupe simplicial Zft̂  . On notera 
Chr la composition des applications 

BGL(A)t0P lift _ Zíf = Z$Z«Jr 

Considérons maintenant le produit fibre MK'A défini par le diagramme 

*• r — r 1 

BGL(A)t0P , Zfif 

où n^rl est l'espace contractile fi^r_1/e^r-1. Nous définissons enfin la "K-théo-
rie multiplicative réduite" MK'̂ r(X) comme 

Ho Ker(MKJ;r(X) * MK (̂{x}) 
x ÉX 

ou encore (si X est connexe) comme le conoyau de 1'homomorphisme 
2r 2r 

MK. (Point) —> MK. (X) . Cette K-théorie réduite est construite sur le même modèle 

que Mfy (X), mais en considérant d̂ s f-îbr̂ s de fibre libre et en identifiant à 0 
les éléments de ^ de la forme (T,Û,0) avec T trivial sur chaque composante con­
nexe de X (cf. [25] p. 57 pour une discussion analogue). 
A.3.6. THEOREME. Soit X un ensemble simplicial tel que sa réalisation géométrique 
|X| ait le type d'homotopie d'un CW-complexe fini. On a alors un isomorphisme na­
turel 

MK2R(X) * [X,MK'j"r] 
la structure de groupe du deuxième membre étajnt induite par la structure de H-espa-
ce sur le produit fibre MK"A . 

Démonstration. Reconsidérons la définition de la K-théorie multiplicative (réduite) 
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en nous plaçant dans un cadre simplicial et en munissant tous les fibres repérés de 
la connexion canonique (5.1 et 5.8) : nous obtenons bien entendu le même groupe car 
toute connexion est homotope à la connexion canonique. Considérons le produit fibre 

2r 
MK"- défini par le diagramme 

MK',2r « r 1 
di 

BGL(A) tOD Chr 
ZOa1 

La projection MK"A -> MK'A est une équivalence d'homotopie (car Çl^ et ZO1 

sont tous deux contractiles), Ker d, a le type d homotopie de 
v2r-l ^2r-l *2r 

Zfi. = Ker d : —f Zfy. et on a le diagramme commutatif d'isomorphismes 

[X,ZfiA A] u [X,Ker dj] 

v W 

^ f ' V ) 

Une application X MK"A définit un fibre repéré E sur X et une forme diffé­

rentielle ay é fiAr_1(X) telle que ChrD s duy mod. ̂ ^(X) , donc définit un élé­

ment deMK'2r(X) . Puisque MK' 2r(X x I)* MK' 2r(X) (appliquer le lemme des cinq à la 

suite exacte 7.7 écrite en K-théorie réduite), on a un homomorphisme bien défini 
a :rX,MK'2r] * [X,MK'2r] , MK'2r(X) 

Enfin, on a le diagramme commutatif suivant 

K^ltop(X). MK'2r(X) •MK'2r(X) K'*0p(X) ^ r ( x ) 

ti a D e 

[X,GL(A)t0p] _ [X.Z^"1] _ [̂X,MK'j|r] [X,BGL(A)top] [X,Zfi2r] 

Dans ce diagramme, e est injectif d'après A.3.4; la quatrième flèche verticale est 
un isomorphisme car X a le type d'homotopie d'un CW-complexe fini et il en est 
de même de la première pour la même raison. Enfin, la deuxième flèche est un isomor­
phisme d'après ce qui précède. Il en résulte que a est un isomorphisme d'après une 
variante du lemme des cinq. 

A.3.7. L'application composée 
BGL(A) BGL(A) top 78? 
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est réduite à 0 car les fonctions de transition définissant un A-fibré plat sont 
localement constantes. Ceci montre que l'application BGL(A) > BGL(A) t0p se relè­
ve canoniquement en une application ф: BGL(A)_, MK' ,2r : considérer le diagramme 

MK 2r f 1 

BGL(A) 

BGL(A) top ГАМ 

Ainsi l'application K̂ (X)_,MKA (X) définie en 7.10 et 7.11 (du moins en K-théo-
rie réduite) est induite par une application au niveau des espaces classifiants. 
A.3.8. Les homomorphismes Ch : КД(Х) , MK* (X) et les applications associées 
BGL(A)—• МК'д ne sont pas indépendantes par rapport à r. Ainsi Vhomo-
morphisme S de Connes induit un endomorphisme de degré -2 du complexe д̂(Х) mais 
ne respecte pas malheureusement le sous-complexe ^д(Х). Ceci conduit â des compli­
cations analogues à celles décrites en 6.25 et que nous ne détaillerons pas. Si par 
exemple X est une sphère Sr , 1'homomorphisme Ch„ : К (A) MKp(A) que nous 
avons construit en 7.15 détermine en fait tous les autres 
Ch, r-i Kr(A) MK 2r-2i (A) (dans le cas du complexe universel). 
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APPENDICE 4. K-THÉORIE ALGÉBRIQUE DE L'ALGEBRE DES FONCTIONS C 
SUR UNE VARIÉTÉ 

A.4.1. Soit A l'algèbre commutative 2lx, ,x9,... ,x ] et soit f l'élément 
1 - x1x2...xneA . Alors l'algèbre A/f s'identifie à Z[x2,...,xn,x2 >--->xn 1 

et le symbole x =<x^,...,xn> est l'élément de Kn(Af) défini par 
3(x) = {x2,x3i...,xn} oû 3 est l'opérateur bord de la suite exacte de localisation 

de Qui 11 en 

Kn(A) + Kn(Af) - ^ ( A / f ) + K^A) + 

et oû {x2,x3,...,xn} est le symbole de Steinberg (cup-produit d'éléments de 
représentés par les éléments x,.) . 

Si A est une algèbre commutative quelconque et si a ,̂ a2,...,an sont des élé­
ments de A tels que 1 - aia2",an S0lt 1*nvers','Dle» on définit le symbole 
<aj,a2,... ,an > comme Télément de Kn(A) image de x =<Xp...,x > par l'homo­

morphisme évident de Â  dans A (cf. [35]). 

Soit maintenant Q (A) le complexe de De Rham commutatif (au sens gradué) uni-
versel : fij(A) est ai'nsi H1(A,A) et ftn(A) est la n puissance extérieure de 
fi^A) vu comme un A-module. 

A.4.2. THEOREME. Soit A urm Û-alqèbre. Alors 1'homomorphisme Chp : Kn(A)+ Zn(A) 
défini dans 5.13 associe au symbole <aj,...,a > la forme différentielle fermée 

da,Ada0 * • • • * dâ  1 c n 
1 - a.,a9.. .aM 12 n 

Démonstration. Soit A' l'algèbre A®Q et soit A" l'algèbre 

QCy,,...,y ,y1 »...»yn ] . On définit un homomorphisme de A dans A en posant 
yi = 1 - x1x2...xn 
y0 = x9 

yn = xn n n 
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(la première relation définit en termes de y^,...,yn, yn^' 

On en déduit le diagramme commutatif 

KN(A') „ KN(A") 

cn cn 

Zn(A') „ Zn(A") 

oQ fl#(A*) (resp. Çljh")) est obtenu à partir de a (Q^. . . . ,xn]) 
(resp. fi*((l|[y19...yn]) en inversant 1 - Xj . . . xn (resp. yry2,.. . ,yn) . Puisque 
fijU') p fi^A") est injective, il en est de même de Z^A') „ ZN(AM) • 

D'autre part, le symbole {y19...»yn} est l'image du symbole < Xj,x2,...,xn > 
par Vhomomorphisme KN(A') »KN(A") : on a en effet le diagramme commutatif 

V ^ l V » i ' 'n1] — KN<«I"l "n-l1-"!--»»)"']) 

Kn-1(Q[y29 ' • • ,yn,y21 • • • " 'yn1 ]} «— Kn-1( "Cy29 • ' ' 'yn 3} 
En outre, 

dy, dy2 dy 
nKXJVy29 9JV; yx y2 yn 

(dx1.x2...xn + x1.dx2.x3-..xn +...+ xr.•xn_1 dxp) A dx2 A . . . Adxp 
= (l-x1x2...xn)x2...xn 

dx, A . . . A dx̂  
1 n 1 - xlV"xn 

A.4.3. THÉORÈME. Soit X une variété differentiate ayant un nombre fini de cartes  
et soit A = C°°(X). Alors 1'homomorphisme composé évident Kn(A)_* Zn(A)__+ Zn(X) 
contient Bn(X) . 

Démonstration. Soit (Û ) un recouvrement ouvert de X par un nombre fini de 
cartes Û * IRn et soit (T )̂ une partition de l'unité associée à (Û ) . 
Soit LU e Bn(X) , i.e. oj = da = £ dû  avec ^ = r^a . En outre, chaque ^ 
s'écrit en coordonnées locales comme combinaison linéaire à coefficients entiers 
d'éléments de la forme d(n.g-,)Adx. A ...Adx. ou encore 

2 \ 
dOî g^A d(Cxn- ) Ad(Çxn. )A... /vd(Çx1- )oûçest à support compact et égal à 1 au voi-

2 3 n 
sinage du support de • Par conséquent, w est combinaison linéaire à coeffi­
cients entiers de formes différentielles du type 3 = df̂  A. . . . A dfn où les f.. 
sont à support compact. Il suffit donc de montrer que 
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w = dfjA ... Adfn e Im(Kn(A) + Zn(X)). Si on pose f = ( f^ . . . , ^ ) , on voit que 

G) = f*(dt,A... Adt ) avec f : X -> IRn (à support dans U.), (t.) représentant 
les coordonnées locales de 1R . Puisque f est à support compact, il existe un 
réseau ZN de ]Rn et une factorisation de f 

Kn/?" = Tn 

X f Rn 

h P 

où p est la projection canonique et où p (0) = dt1A ... A dtn , e étant la forme 
volume de IRn/2n . Donc 5 est aussi égal à h*(e) et on a le diagramme commuta­
tif 

K (C°°(Tn)) K(C°°(X)) 

a 

Zn(Tn) h* Zn(X) 

Puisque h (e) = 5 et que <j> est surjectif (par cup-produit), le théorème en résul­
te. 

A.4.4. THEOREME. Soit X une sphère de dimension n. Alors Thomomorphisme composé 
Kn(C°°(X)) •> Zn(X) Hn(X) = JR est différent de 0 : son image est un sous-
groupe de rang 1 de 1R . 

Démonstration. Soit V la sous-variété ouverte de Cn définie par l'inéquation 
y^yo"-yn ^ 1 et soit ty: Tn ^ V l'application définie par 

*(Xi.....x ) = ((l-x1)x2 ...x , x2,...,xn) . 
Comme nous l'avons vu précédemment, 

A dy,A. . .лау 
1 - y r . . y n 

dx.. 
xi A . . . A 

d xn 
xn 

qui est la forme volume de Tn : donc Hn(V) ^ 0 . Remarquons que ^| - est 
l'application (x^,...,xn) -> (0,x2,...,xn) , donc est homotope à une application 
constante. Par le théorème d'extension des homotopies, est donc homotope à 
i)1 : Tn + V avec rt' I Ml constante. D'autre part, Tn/Tn"1̂ Tn"1x Sl/Tn"1̂ S(Tn"1) 

-v S(Tn" ) v S et S(Tn" )vSnvY pour un certain Y. Il existe donc une applica­
tion de degré 1 de Sn dans Tn/Tn~* (i.e. induisant un isomorphisme sur H ) . En 
composant cette application avec : T /1 > V, on en déduit par homotopie 
une application C 

Kn(C°°(X 
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induisant une injection au niveau des groupes Hn . Considérons maintenant le 
symbole <yv... ,yn> €Kn(C°°(V)) . Son image dans Kn(C°°(Tn)) a une classe caracté­
ristique dans Hn(Tn) non triviale. Le diagramme commutatif 

Kn(C°°(Sn)) 4 Kn(C°°(V)) 

I i 
Hn(Sn) ^ Hn(V) 

permet de montrer que l'image de Kn(C°°(Sn)) dans Hn(Sn) est non triviale. Pour 
démontrer que c'est un sous-groupe de rang 1, il suffit de remarquer que l'applica­
tion Kn(C°°(Sn)) > Hn(Sn) se factorise à travers K*op(C°°(Sn)) qui est isomorphe 
à 1 d'après la périodicité de Bott. 

A.4.5. Remarque. Il serait intéressant de comparer les deux réseaux de 1R formés 
des images de Kn(C°°(Sn)) et de K̂ op(C°°(Sn)) respectivement; en d'autres termes 

de déterminer l'image de Kn(C°°(Sn)) dans K̂ op(C°°(Sn)) * Z. 

A.4.6. THÉORÈME. Soit X une variété quelconque et soit n un entier impair. 
Alors l'image de Kn(C°°(X)) dans Hn(X) est un sous-groupe libre de rang la dimen­ 
sion de Hn(X) . 

Démonstration. Une sphère de dimension impaire n est un modèle rationnel de l'es­
pace d'Eilenberg-Mac Lane K(Ç,n). Par conséquent, à une constante multiplicative 
près, les générateurs de Hn(X) sont représentés par des applications X Sn in­
dépendantes. Le théorème A.4.6. résulte alors du théorème précédent. 

A.4.7. THÉORÈME. Soit X une variété orientée de dimension n. Alors 1'image de  
Vhomomorphisme Kn(C°°(X)) ^ Hn(X) « 1R est un sous-groupe de rang un. 

Démonstration. Puisque X est orientée, il existe une application f de degré un 
de X dans Sn . Il suffit donc de contempler le diagramme 

Kn(C°°(X)) „ Kn(C°°(Sn) 

Hn(X) p Hn(Sn) 
en appliquant le théorème A.4.4. 

Les considérations du §6 se généralisent sans peine à des algèbres plus générales 
que les algèbres de Banach comme l'algèbre des fonctions C°° sur une variété. Dans 
cette direction, on peut par exemple démontrer le théorème suivant : 

A.4.8. THEOREME.Soit X une variété orientée de dimension n. Alors le caractère  
de Chern relatif K ]̂(C°°(X)) + Hn(X) * IR est surjectif. 
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Démonstration. On sait que Thomomorphisme K êl(IR) + HCQ(IR) * H° (Point) » IR 
est surjectif et que l'homomorphisme Kn(C°°(X))-> Hn(X) a comme image un sous-groupe 
de rang l(théorème A.4.7).D'après la propriété multiplicative du caractère de Chern 
relatif (6.28), le théorème en résulte. Bien entendu, on a un théorème analogue pour 
les fonctions à valeurs complexes. 

A.4.9. Remarque. Soit Xn = Ker(Kn+1(C°°(X)) -> K*°Ç(C°°(X)) = 

= Im(Kn+i(c°°(x)) + Kn+1(C°°(X)). Puisque l'image de K*°P(C°°(X)) dans Hn(X) est 
un réseau de rang <i, les considérations précédentes montrent que Xn se surjec-
te sur 1R/2 (C/7 si on considère des fonctions à valeurs complexes). 
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APPENDICE 5. HOMOLOGIE CYCLIQUE DE L'ALGÈBRE DES FONCTIONS C00 SUR 
UNE VARIÉTÉ 

A.5.1. Dans [12] A. Connes a calculé Vhomologie de Hoschshild et Vhomologie 
cyclique topo!ogique (4.1) de l'algèbre A des fonctions C00 sur une variété compac­
te. On trouve 

HJ;OÎD(A,A) * ftn(X) 

HCJ0P((A) * ftn(X)/Bn(X) e Hn"2(X) e Hn~4(x) e .. . 

Nous allons démontrer ici un résultat voisin, à savoir l'existence d'homomorphismes 

HN(A,A) Un , ftn(X) 

HCN(A) VFL t fin(X)/Bn(X) e Hn"2(x) e Hn~4(X) e . . . 

qui sont des épimorphismes. Ici, HN(A,A) et HCN(A) représentent bien entendu 
les homologies de Hochschild ou cyclique algébriques de A. 

Le premier homomorphisme un est simplement induit par l'application 

â  0 an 0.. aM » a,, da, a da0 a ... a da„ 
0 1 n 0 1 2 n 

Puisque la variété est compacte, toute forme différentielle de degré n est combi­
naison linéaire finie de formes du type aQ dâ  A . . . Adan . L'élément 

1 y 
ni o€<rn o a(l) a(2) a(n) 

est alors un cycle dans le complexe de Hochschild dont l'image par un est la forme 
différentielle a da-, A .../\ da„ . 

o 1 n 
A.5.2. L'existence et la surjectivité de 1'homomorphisme vn est plus délicate à 
montrer. Cependant, la première composante v° : HCN(A) —» fin(X)/Bn(X) est facile 
à définir : elle résulte évidemment de A.5.1. et du fait que la différence 
a da, a...a da - (-l)n a dâ  a da-, a ... a da„ , est une forme exacte, o 1 n v ' n o 1 n-l 
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L'image de S : HCn(A) -> HCn_2(A) est le noyau de 

B : HCn.2(A) - H^^A.A) 
c'est-à-dire essentiellement l'homologie de De Rham non commutative ffn_2(A). 
Plus précisément, d'après le théorème 2.15, on trouve Hn_2(A) si n = 2 ou 
Hn_2(A) ê HCn_2(k) (k = IR ou C) si n > 2. Il est facile de décrire un homomor-
phisme 

Hn.2(A) - Hn"2(X) 

par la correspondance aQ dâ  ... dan_2 aQ da^Ada2 A . . . A dan_2 . Ainsi, 
en appliquant 1"homomorphisme S un certain nombre de fois, on définit complète­
ment 1'homomorphisme vn cherché. 

A.5.3. THEOREME. L'homomorphisme vn décrit précédemment est un épimorphisroe. 

Démonstration. Un élément con de ftn(X)/Bn(X) est l'image par vn de I(en) où 
6neHn(A,A) et I : Hn(A,A) -> HCn(A) . En raison de la suite exacte 

Hn(A,A) - HCn(A) - Hn_2(A) - 0 

où Hn_2(A) = iïn_2(A) si n = 2 et 

= Hn-2(A) e HCn_2(k) si n > 2. 

on voit que la surjectivité de vp est équivalente à la surjectivité de Thomomor-
phisme 

"n : V2(A) + En-2 
oû 

En_2 = Hn~2(X) e Hn"4(X) * ... <& H1(X) si n est impair 

Ep_2 = Hn"2(X) * Hn"4(X) 6 ... 6 H2(X) «H°(X) si n est pair. 

D'après [23] , nous savons par ailleurs que le caractère de Chern tronqué 

VA> * En-2 
est un réseau dans l'espace vectoriel de dimension finie En_2 . D'autre part, 
d'après le §1, il se factorise à travers ^^(k). La surjectivité de wn , donc 
celle de vn , en résulte immédiatement. 

A.5.4. Remarque. L'argument précédent s'applique aussi à l'algèbre A des fonctions 
de classe C sur X avec k > 1. 

Max KAROUBI 
UFR de Mathématiques 
Université Paris VII 
2 place Jussieu 
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ABSTRACT 

This book is an expanded version of some ideas related to the general problem of 
characteristic classes in the framework of Chern-Weil theory. 

These ideas took their origins independtly from the work of Alain Connes and the 
author. They were motivated by considerations of operator algebras and algebraic 
K-theory. The good framework to develop these considerations is cyclic homology (or 
non commutative De Rham homology). This enables us to extend the classical Chern-
Weil theory far beyond his original scope (at least for the general linear group). 

Cyclic homology is the natural target for characteristic classes and its computa­
tion is a matter of homological algebra as was shown by A. Connes. On the other 
hand, the objets we are taking the characteristic classes of are elements of the 
K-theory of a ring. This K-theory (algebraic or topological) is difficult to compu­
te in general. Cyclic homology (also called "additive K-theory" by Feigin and 
Tsygan) appears therefore as a first step to compute the K-groups for general al­
gebras. 

We have tried to make this book as self-contained as possible. Together with the 
motivations provided by A. Connes, the reader should not find any special difficul­
ty to read it. In particular, the first chapters can be easily integrated in a gra­
duate course on the subject. 
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