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Père, 
de là-haut des étoiles, 
je le sens, 
tu me vois. 
Je te dédie ce travail, 
c'est à toi 
que je le dois . 

1 





Introduction 

Soit Q Le corps des rationneLs et L'ensembLe de ses pLaces 
formé de °° et de tous Les nombres premiers 2 , 3 , 5 , . . .Soit G un groupe 
Linéaire aLgébrique défini sur Q , Gp Le groupe de ses G^-points, p 
parcourant ^P,et Ĝ  Le groupe de ses adèLes - On ident i f ie Le groupe 
Ĝ  des G-points de G au sous-groupe discret des adèLes principaLes 

du groupe Ĝ  . 

Le présent travaiL se fixe comme but d'anaLyser La représentation 
réguLière du groupe G- dans L (G-/G-) ,en ramenant sa décomposition 
au cas réductif ,cas qui a fait L'objet de nombreux travaux • Ceci va 
être accompLi en différentes étapes -

La première étape consiste à déveLopper une théorie de Mackey 
pour Le groupe adèLe Ĝ  - Cette dernière se heurte à un probLème sérieux: 
natureLLement,pour faire fonctionner La méthode des pe t i t s groupes de 
Mackey,nous partons du groupe adèLe d'un sous-groupe aLgébrique unipotent 
défini sur G invariant , U ,de G - Le probLème est qu'iL n 'est de type 
I que Lorsqu'iL est abéLien « Pour L'éviter,vu Le but que nous nous 
sommes fixé,nous travail lons,en fait,non pas avec tout Le duaL de U _ , 
mais seulement avec Le spectre de L (IL/U^) qui,du fait que Le quotient 

/ U ̂  est compact,est formé de représentations c.c.r_(completly conti-
nious représentation) -

Désignons par û  L'aLgèbre de Lie aLgébrique de U et par u* 
son duaL . Le spectre de L (U^/U^) est paramétré par C.C.Moore { Moo2}̂  
par L'ensembLe des orbites dans sous L'action coadjointe de U Q 
comme suit - Soit 9 une teLLe orbite . La représentation TT^ q associée 
est Le produit tensorieL infini des représentations TT des groupes 
Up ,associées par La méthode des orbites de KiriLLov à 9 , r e s t r e in t 
La direction formée,pour presque tout p premier , des vecteurs 
dans l 'espace 21 H de ïï ,Laissés fixesCvia TT a )par Le groupe U _ 

P/o P/0 P/6 * 
des points p-adiques de U . Ceci étant rappeLé,on fixe un éLément p 

*v : Voir références 
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u* de 6 _ Le calcul de l 'obstruction à étendre la représentation TT 
de U à G montre que {L.P.ou Du3} cel le-ci ne dépend que de la 
structure symplectique naturelle sur le quotient JJ/^J(U*) et est repré
sentée par un 2-cocycle d'ordre deux sur Gp(u*) -Désignons par G^* l ' ex
tension centrale d'ordre deux de G (u*) associée à ce 2-cocycle et par 
Sp u* rePpésentation nié t ap l ect i que de Wei l de GP résultant - No
tre calcul de l 'obstruction à étendre la représentation -nm „ de U_ 
à G^ donne lieu à une représentation de Weil d'une extension d'ordre 
deux centrale du groupe G-(u*) ,s'exprimant comme un produit tensoriel 
infini res t re in t des représentations S ^ (de G dans 2? n ) dans 
un sens à préciser : 

Les résul ta ts de A.Weil{We2} permettent de relever,d 'une manière 
unique,pour presque tout p premier,le groupe Ĝ  (u*) à Gp de sorte 
que l 'act ion du groupe Ĝ  (u*) ,via S ,dani l 'espace A soit 
t r i v i a l e - D'où un produit13infini des groupes GU res t re in t p à la g e r -
be des compacts Ĝ  (u*) ,noté G/p ,et une représentation uni taire du 
groupe GCT\ ,produit tensoriel infini des représentations S (de 

u* *v> P'u 
Gp dans Q ) res t re in t à la direction e ,notée Ŝ DU* • Sl~ 

gnalons que pour tout p dans £P , -1 opère par ^multiplication par -1 
via S de sorte que la représentation Scù ^ est t r i v i a l e sur le 

p,u* u* ' 
sous-groupe discret central E, de Ĝ-% formé des suites (c ) vér i -

+ XP f~ P 
fiant c =1 ou -1 , c =1 pour presque tout p dans Jr et le produit 

P P u * u * de tous les c vaut 1 - Le quotient GM de G^ par E est un p fi y> + 
revêtement central d'ordre deux de Ĝ  ( u * ) et la représentation S^p u ̂  
passe au quotient et donne lieu à une représentation uni taire u ̂  
de Ĝ  ,dans l 'espace âP- de TU ,valant -1 en -1 -C'est la re-
présentation métaplectique de Weil adélique - Tensorisée par irA , 
el le donne lieu à une représentation uni taire, notée ir̂  ^S^ u^ ,du pro
duit semi-direct naturel U x̂ Ĝ * dans l 'espace Q prolongeant la 
représentation TT. - Ceci étant,pour chaque représentation uni ta i re 
E de G.. ,valant -1 en -1 et dont la res t r ic t ion au groupe U ( 
(qui se relève canoniquement à G- )est un multiple du caractère un i t a i 

re 
re associé à la res t r ic t ion de u* à u ( u * ) , la représentation uni taire 
TT S* +fi E passe au quotient et donne lieu à une représentation du A/ 0 u* 
s tab i l i sa teur lkGA(u*) de TT - dans GA - Notons I P l ' indui te f\ f\ r /8 u*,t 
uni taire de la représentation ainsi obtenue du groupe uMGM̂ U*̂  AU 9rou" 
pe Ĝ  -La conelusion($3.3) de la méthode des pe t i t s groupes est : 

^ réfère au chapitre 3 paragraphe 3 du présent document . 
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INTRODUCTION 

THÉORÈME : L 'application qui à une représentation E de_ * comme ci-
dessus jassocie la représentation I ^ ,a comme image l 'ensemble des re
présentations unitaires de G^ dont la restriction à est basée sur  
la -orbite de ir̂  Q . De plus, si E ̂  et_ E ^ sont de même nature que 
E ,l'ensemble des opérateurs d'entrelacement des représentations ^ 
et I ^ m est isomorphe à celui de E^ et En . — u*3E2 e 1 — 2 

Comme nous Le constatons ci-dessus,nous avons besoin (entre-
autres pour faire fonctionner La récurrence) d'une catégorie pLus vaste 
que celle des groupes algébriques définis sur Q /englobant des revête
ments . C'est ce que nous faisons en introduisant la catégorie des grou
pes de "classe C " ($1 .4 . ) . Nous l'avons baptisée ainsi parcequ'elle 
est l 'équivalent global de la catégorie des groupes de classe Ĉ  /-in
troduite par M.Duflo (Du3) dans le cas local pour les mêmes besoins . Un 
exemple s ignif icat i f de groupes de classe Ĉ  est la suite G =̂ Gp ' 
étudiée ci-dessus . Précisons qu'à chaque groupe de classe CQ sont asso
ciés une suite Gp ,p parcourant ,un groupe adèle Ĝ  et un sous-grou
pe G. d'adèles principales , tout comme dans le cas algébrique ou dans 
le cas G ci-dessus . 

L'étape suivante consiste à donner un paramétrage de suffisam
ment de représentations de GA ,dans le sens qu 'e l les permettent la dé-

composition de L (G^/G^) ,et ceci à par t i r de sous-groupes réductifs de 
G . Désignons par £ l 'algèbre de Lie algébrique du groupe G et £* 
son dual . Pour chaque g* dans gft ,notons R le groupe réductif dé-
fini sur Q quotient de G ( g * ) par son radical unipotent. La structure 
symplectique naturelle sur £/£(g*) donne lieu,pour chaque p dans ^? , 
à une extension centrale d'ordre deux R9* de R (g*) et la suite R9 
de groupes ainsi obtenue constitue un groupe de classe Ĉ  . De plus , le 
groupe adèle R?* est une extension centrale d'ordre deux de RA(g*) 

^ q* et le groupe R->(g*) se relève,d'une manière canonique,à R̂  de sorte 
que le groupe des adèles principales de R9 est le produit direct de 
RQ(g*> par 2/27 . 

L'espace de paramétrage,que nous ut i l i sons et que nous notons 
Y(G) ,se présente comme le quotient par une action naturelle de Ĝ  
d'un espace fibre de base l'ensemble des formes de type unipotent dans 
£* et la f ibre , Y(g*,G) ,au dessus d'une t e l l e forme g* ,est formée 
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des représentations unitaires impaires du groupe RJj[* - Uti l isant la 
théorie de Mackey évoquée ci-dessus et procédant par récurrence sur la 
dimension de g , n o u s associons d'une manière canonique,à chaque é lé
ment Y de Y(G) ,une représentation unitaire T(Y) du groupe 
avec les propriétés importantes suivantes : 

THEOREME(§4 .6): Soit Y1 et Y deux éléments de Y(G) . S'ils sont  
au dessus de la(mème) G^ -orbite d'une forme de type unipotent g* dans 
#1 ¿l'ensemble des opérateurs d'entrelacement de T(Y^) et_ T(Y^) est isomorphe à  
celui des représentations du groupe léj^ représentant Y^ et_ Y ^ dans Y(g*3G) ; 
sinon, les représentations T(Y^) et T(Y^) sont disjointes . 

Nous donnons au $4.7 une autre construction de T ,plus expl ic i 
te , fa isant appel à des sous-algèbresde £ dites coisotropesde type uni
potent . Signalons que si le groupe G est unipotent Y (G) co*fncide 
avec l'ensemble des Ĝ  -orbi tes dans g^ et T est le paramétrage de 
C.C.Moore du spectre de L^CG /̂G )̂ ,évoqué ci-dessus . Par contre,si le 
groupe G est réductif, Y(G) est l'ensemble de toutes les représenta
tions uni taires de Ĝ  et T est l 'applicat ion identique - Signalons, 
aussi,que cette paramétrisation "coVncide",place par place,avec celle 
de M.Duflo {Du3} dans le cas local -

2 
L'ultime étape concerne la décomposition de L (G^/G^) - Pour ce 

fa ire,nous associons à chaque G ̂  - orbite fi - G ̂  . g * de type unipotent 
dans g^ , l 'élément Ŷ  dans Y(G) représenté dans Y(g*,G) par la 
part ie impaire de l ' indui te unitaire de la représentation t r i v i a l e de 
RQ<9*) a R jjj * - Notre premier résultat principal est le suivant : 

THEOREME (§5.2): La représentation régulière de G^ dans L (G^/G^) est la somme  
directe disjointe des représentations T(Y^) , fi parcourant l'ensemble des G^ -
orbites dans de type unipotent . 

Signalons que cette décomposition coVncide avec celle de C.C. 
Moore dans le cas unipotent {Moo2} et c 'est une tautologie dans le cas 
réductif , Notre second résul tat principal ( $6.4 et$7.1 ) en est une con
séquence et se résume ainsi : 
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INTRODUCTION 

THEOREME : Soit G un groupe linéaire algébrique défini sur Q . Alors, 
i)toute sous-représentation^ faetorielle de L (G-/GJ est de type I ; 
ii)la partie discrète de L (G*/GJ se décompose avec multiplicités finies ; 
iii)toute sous-représentation irréductible de L (G^/G^) est le produit tensoriel  
infini de représentations unitaires irréductibles des groupes G^ , p=°° ou premier,  
restreint à une direction invariante canoniquement déterminée ; 
iv)si_ y est la mesure donnant la désintégration centrale de la partie continue de 
L (GJ/GQ) e~t si ÏÏ est une représentation unitaire irréductible de Gœ ,1'ensemble  
des représentations faetorielles de G^ dont la restriction à Gm est un multiple  
de ÏÏ est y -négligeable ; 
y)si le groupe G est,de plus,résoluble et irréductible, L (G^/G^) est sans multi 
plicité . 

Ce théorème a nécessité L'extension de La propriété de type I 
des revêtements f inis des groupes de k -points des groupes algébriques 
définis sur k = !R ou C , é tab l ie par J.Dixmier {Dix1},au cas où k 
est un corps local de caractér is t ique zéro quelconque ($1-2) . La démons
tration,pour k à valuation discrète ,consis te en la généralisation de 
la propriété c-c-r . des groupes de k -points des groupes algébriques 
définis sur k , é tab l ie par I - N-Bernstein {Bern},à des revêtements f in i s . 

Nous donnons des conséquences sur la décomposition de L^(G^/Gy). 
En part icul ier ,nous établissons le résul tat suivant : 

PROPOSIT10N(§6.5): Soit D l 'ensemble des sous-représentations irréduc- 
tibles de L (G^/G^) . Si_ d est un élément de D , notons n^ sa mul 
tiplicité ( finie)dans L^iG^/G^) et,pour p premier, mult(l^,d^) la 

multiplicité de la représentation triviale de G^ dans la restriction  
de la composante d^ de_ d sur G^ . Alors , ^ 
la partie discrète de L 2(G^/G^) est contenue dans la somme directe : 

n , n multd ,d ) d i ' n d . P P 
a eu p premier 

On a l 'égalité si G vérifie la propriété de la forte approximation . 

Ce résultat généralise celui de R.Howe {Ho1} dans le cas unipo-
tent . Signalons que,par contraste au cas adélique,le cas réel peut pré-
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senter des mul t ipl ic i tés infinies - Un exemple célèbre est Le groupe 
x >-ax + b - Dans ce cas,la part ie discrète adélique est réduite à une 
représentation i rréduct ible non G.C.R.($7.2) et la part ie discrète réel le 
est un multiple infini d'une représentation i rréduct ible de carré in te 
grable - En fa i t ,par une analyse purement réelle,nous établissons le ré
sul ta t suivant : 

THEOREME(§6 .8): Sous l'hypothèse (naturelle) que le centre de la composante irréducti 
ble de l'élément neutre de G est anisotrope9une condition nécessaire et suffisante 
pour que la partie discrète de L (G^/G^) se décompose avec multiplicités finies est  
que tout tore déployé sur Q de_ G centralise le radical unipotent . 

la finitude des mul t ip l ic i tés dans le cas réduct i f ,é tabl ie par A. 
Borel et G-D-Garland {B.G} récemment,est un cas par t icu l ie r de ce théorè
me - Signalons aussi que ce théorème est l 'équivalent global de celui de 
R.Lipsman {Li} caractérisant les groupes de k -points des groupes l inéai
res algébriques définis sur un corps local de caractér is t ique zéro,qui 
sont c-c-r-,auque l nous donnons la généralisation suivante : 

THOREME(§6 .9): Soit £ un groupe linéaire algébrique défini sur un corps local k de ca 
ractéristique zéro, G un groupe localement compact et F un sous-groupe fini central  
de G tel que le quotient G/F s'identifie à un sous-groupe du groupe des k -points  
de £ jcontenant la composante irréductible de l'élément neutre . Four que le groupe 
G soit c .c . r. il faut et il suffit que tout tore déployé sur k de_ £ centralise  
le radical unipotent . 

Différents exemples sont traités au §7 . En particulier,nous reprenons ($7.8) 
l'exemple de J.Brézin {Br> défini par le produit semi direct G du groupe de Heisenberg 
de dimension 3 et du tore formé des matrices (? dans GL~ vérifiant â -mb̂ =1 , 
où m est un entier sans facteur carré . Nous analysons (différemment) la décomposi-
tion de L (G /̂Gj) en se ramenant à L (G /̂G )̂ . Notre manière de procéder semble plus 
simple et explique la nature (un peu compliquée) des résultats . 

Je tiens à remercier le professeur A.Borel de m'avoir communiqué son résultat,ci-dessus 
mentionné,avant publication,ainsi que le professeur P.Torasso pour de multiples discus
sions fructueuses et pour toute l'aide qu'il a fournie pour rendre agréable mon séjour 
à Poitiers.Comme je tiens à remercier le professeur M.Duflo,qui a proposé d'entreprendre 
ce travail,et le professeur M.Rais,qui m'a chaleureusement accueilli dans son laboratoire, 
pour tout l'intérêt qu'ils ont manifesté pour mes travaux de recherche et tous les encou
ragements ,maintes fois répétés,sans lesquels ce travail n'aurait pas vu le jour . 
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0 - NOTATIONS ET CONVENTIONS 

0.1. On note : 
fi le corps des nombres réels. 
C Le corps des nombres couplexes. 
G Le corps des nombres rationnels. 
Z l'anneau des entiers relatifs, 

l'ensemble des entiers naturels. 
On utilisera, quelquefois, les notations §«> et 1 . 1 « , pour désigner 

tR et sa norme. 

0.1. Si est un anneau unitaire, on note i№ Le groupe multiplicatif 
des éléments inversibles de 

0.3. Soit p un entier naturel premier : p = 2, 3, 5, ... Si q est 
un élément de Q et n la multiplicité de p dans la décomposition de 
q en facteurs premiers, on note |q| p la norme p-adique, p n , de q . 
On note : 

le corps des nombres p-adiques. 

C'est le corps (localement compact totalement discontinu) complété 
de 81 pour la norme p-adique. On note 1 le sous-anneau (compact ouvert) . 
des entiers p-adiques. 

' P = { q e 8
P
 1 l q |

P * 1 } • 
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0.4. On note L'ensemble formé de 00 et de tous les entiers naturels 

premiers -
9 = {», 2, 3, 5, . . .} -

(9.5. Soit I un ensemble- On dit qu'une propriété est vérifiée pour 

presque tout i el si elle l'est sauf, éventuellement, pour un nombre 

fini d'éléments de I sur lesquels elle risque, même, de ne pas être 

définie. 

0.6. On note Jk le caractère unitaire de IR donné par : 
00 

^ ( x ) = exp (-2Í7TX) , (xetR). 

Pour chaque entier naturel premier p , on note 96p le caractère unitaire 

de fi de noyau 2 et vérifiant : 

96p(p n) = exp (2ÍTTP n) , (neIN) -

0.7. On note : 

/\ l'anneau des adèles de fi . 

Un élément a de A est la donnée pour chaque pe ^P d'un élément ap 

de fip , où ap appartient à Z pour presque tout p . On écrira 

a = (a ) ¿7\ ou, simplement, a = (a ) . On munit #\ de sa structure PPeJJ P 
d'anneau localement compact : fi x Iî 2 est un sous anneau de 

A ouvert avec II 2 muni de la topologie compacte produit. On 
p premier p 

identifie le sous anneau de /A des adèles principales : 

fi = {(ap) 6 A / VpeíP, ap = q ; qe fi} -

fi est discret dans A et le quotient A/fi est compact. On note 3t le 

caractère unitaire de /A tel que sa restriction à fi coïncide avec 3* 

pour chaque pe ÍP . On écrira, souvent, 3É au lieu de ^ . On 
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NOTATIONS 

rappelle que le caractère le est trivial sur fi et l'anneau A est 

autodual : Tout caractère unitaire de #\ est de la forme 

"56 k : a 9fc (ab) avec b une adèle bien définie- De plus, ^ ^ est 

un caractère trivial sur fi si et seulement si b appartient à fi . 

Autrement dit, le dual unitaire de fi , comme groupe discret, s'identifie 

au groupe compact A/fi -

Pour plus de précisions, on peut consulter A- Weil { We 3) -

O.S. Soit a_ un espace vectoriel de dimension finie sur un corps k . 

On note g£(a_) l'espace des endomorphismes de £ , GL(a_) le groupe des 

automorphismes de £ et l'espace vectoriel des formes k-linéaires 

sur a_ . Soit «A un groupe opérant sur £ par des automorphismes- On 

fait opérer A sur a* par l'action contragrédiante. 

Aa*(a) = a*(A~1a), (Aejl, a e £ et a*e£*) . 

On note, pour ae£ , ,Àa son orbite et /Xa) son stabilisateur dans X . 

On note a/À l'ensemble des tA~orD1tes dans £ - Si b_ est une algèbre 

de Lie sur k opérant dans £ et si a e £ , on note JD(a) l'annulateur 

de a dans JD et on fait opérer JD dans £* par l'action contragrédiante : 

ba*(a) = a*(-ba) , (b e b, aea , a* e £* ). 

0.9. Soit £ une algèbre de Lie sur un corps k et a*e £* - On note 

^ la forme bilinéaire alternée définie sur £ par : 

^ (a^, a2> = a*([a1, a2J) , (a^, a2e £) . 

On note SA (a*) le groupe des automorphismes de l'algèbre de Lie £ 

laissant stable a* . Via B^* , l'espace £/a(a*) est symplectique 

et on a un homomorphisme canonique de S A (a*) dans le groupe symplectique 

Sp(£/a(a*)) - On note, encore Bg* , la forme symplectique sur £/£(a**) 

qu'on a obtenue-
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Soit Ib une sous-algèbre de £ - On dira qu'elle est totalement 

isotrope pour a* si a*([b,|, b^]) = 0 pour tout b^, b£ e ]D - Si, de 
plus, elle est de dimension maximale pour cette propriété, on dira que 

c'est une polarisation en a* - On dira que ]D est coisotrope pour a* 

si l'ensemble {a e a/a*([a,b]) = 0 , Vb e b) coïncide avec ]D(a*| b). 

0.10. Soit A un groupe topologique localement compact dénombrable à 

l'infini- Par mesure de Haar sur A , notée da , on entend une mesure 

invariante par translation à gauche. On note 6̂  la fonction module sur 

A - Par représentation unitaire concrète de A , on entend une représen

tation unitaire continue de A dans un espace de Hilbert séparable. Par 

représentation unitaire, on entend la classe d'équivalence d'une telle re

présentation- Si TT est une représentation unitaire, on note (TT) , 

ou simplement X si aucune confusion n'est à craindre, une réalisation 

concrète de TT dans un espace de Hilbert ?t - On écrira, souvent, 9t a 
0 au lieu de lt (TT_) si 9 représente un indice caractérisant une représenta 

tation unitaire TT_ 
w 

Soit B un groupe topologique localement compact dénombrable à 

l'infini contenant A comme sous-groupe fermé. Soit TT une représentation 

unitaire de A et (TT) une réalisation concrète de TT . On considère 

le caractère ÔA B de A défini par : 

6A B(a) = ôA(a)/ôB(a) ' <ae A) . 

On note ind TT la représentation induite unitaire de TT de A à B dont 
A+B 

une réalisation concrète, notée ind 96(TT) , est obtenue en faisant opérer 
A+B 

le groupe B par translation à gauche sur l'espace de Hilbert séparé de 

l'espace des fonctions mesurables f : B •> 9f (TT) vérifiant : 

i) f(ba) = ÔA _ ( A,B 

2 
a)2 -1 

rr(a) f(b) pour tout aeA et beB 
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ii) ** ||f(b) || 2 dyfl _(b) <oo 
B/A A ' B 

muni de La forme sesquiLinéaire : 

<f,g> = /* ( f<b), g(b) ) dy. (b) 
B/A * B 

Pour pLus de précision, on peut consulter M. Duflo ({Bel ,chapitre V) -

Si TT est la représentation triviale, on écrira ind au lieu de ind TT 
AT-B A+B 

et on note L2(B/A) sa réalisation concrète mentionnée ci-dessus et on 

dira que c'est la représentation régulière (gauche) de B dans L (B/A). 

Si TT est comme ci-dessus et a une représentation unitaire de 

B , on notera mult (TT, a) la dimension de l'espace des opérateurs d'entre

lacement de TT et de la restriction de a à A . 

On note : Â l'ensemble des représentations unitaires irréductibles 

de A ; 

A l'ensemble des représentations unitaires factorielles 

de A ; 

AQ la composante connexe de l'élément neutre de A . 

Si A est un groupe algébrique (voir § 1.1.) , on note A la composante 

irréductible de l'élément neutre. 

Si A est un sous-groupe invariant de B , on fait opérer B sur 

Â et A comme suit : Si 3f (TT) est une réalisation concrète d'une 

représentation unitaire TT de A et si beB , on réalise la repré

sentation bîr dans 3C(TT) comme suit : 

bïï(a) = ïï(b ab) , (a € A) . 

On note B le stabilisateur de TT dans B . 

15 



M. H. SLIMAN 

1 - PRELIMINAIRES 

GROUPES VE CLASSE Ck ET C° 

1.1. Soit fi un corps universel et k un sous-corps. Par groupe 

algébrique G défini sur k (linéaire), on entend la donnée d'un 

espace vectoriel V sur k et d'une sous-variété algébrique de l'espace 

g£(V fi fi) des endomorphismes du fi-espace vectoriel, V fi fi , déduit 

de V par extension des scalaires, telle que son intersection avec le 

groupe GL(V fi fi) des automorphismes de V fi fi en soit un sous-groupe, 
k k e t et dont l'idéal soit engendré par une famille finie * de polynômes à 

coefficients dans k , sur (V) (voir {Che} ou {Bo2} 

Si K est un anneau commutatif unitaire contenant k , on note G 

le groupe des éléments de GL (V fi K ) sur lesquels s'annule. Si A 

est un sous-anneau de K et si V fi K est muni d'un A-réseau 

on pose |A = £K/|GL(VA) " c'est un sous-groupe de £K . On dira que 

|K (resp. §A) est le groupe des K-points (resp. A-points) de § . 

Si k est un corps de nombres algébriques et k̂  une complet ion, on 

écrira G au lieu de G 

On note (g) l'ensemble des caractères de G rationnels sur k . 

1.2. Soit k un corps local de caractéristique 0 . On entend par là 
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un corps commutatif Localement compact non discret de caractéristique 0 -

IL est donc, soit isomorphe à R ou C , soit à valuation discrète-

Dans ce dernier cas, c'est une extension finie d'un corps p-adique, <5p , 

avec p un nombre entier premier- M- Duflo, {Du 3, 111-2} , introduit 

une classe de groupes, dits de classe , plus large que la classe des 

groupes algébriques définis sur k et qui s'adapte mieux à la récurrence 

comme suit : 

7.2.7. Vt^Jivictiovi : Un groupe de classe est un tr iplet 

(G, F, £) , où 

G est un groupe localement compact, 

F est un sous-groupe fini central de G , 

Q est un groupe algébrique défini sur k , 

tel que le quotient G/F s'identifie à un sous-groupe de 

d'indice f ini , dense pour la topologie de Zariski. 

On convient d'écrire C au lieu de C. pour tout p e (Ç 0-4). p 6ip 

Soit (G.j, F.J, G..) , i = 1, 2, un groupe de classe . Un 

homomorphisme f de G,j dans G2 sera dit rationnel s ' i l existe un 

homomorphisme f rationnel sur k de dans rendant commutatif 

le diagramme : 

f 
G1 G2 

Jivi Jivi 

En particulier, fCF )̂ est un sous-groupe de F2 et f est un homomor

phisme continu. 

7.2.2. Il est bien connu qu'un groupe de Lie réel localement 

isomorphe à un groupe de Lie algébrique est de type I (voir, par exemple, 

17 
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{Dix 1} ). En particulier, un groupe de classe est de type I . 

Lorsque k est un corps à valuation discrète, I.N. Bernstein {Bern } 

a montré que le groupe des k-points d'un groupe algébrique réductif défini 

sur k est C.C.R. Comme on va le voir, la démonstration de Bernstein 

fonctionne encore pour des revêtements finis. Ceci va permettre d'établir 

la propriété type I pour une catégorie Ĉ  /-intermédiaire entre celle 

des groupes de classe Ĉ  et celle des groupes algébriques définis sur 

k , spécifiée par la définition suivante : 

V^lvUXlon. Un groupe (G, F, fi), de classe Ck , est 

dit de Ĉ  si Le quotient G/F contient la composante irréductible 

de Sk -

Remarque: la théorie de Mackey pour Les groupes algébriques déve

loppée par M. Duflo {Du 3} en utilisant les groupes de classe Ĉ  

fonctionne aussi bien en utilisant Les groupes de classe Ĉ  - Par harmonie 

avec {Du 3} , on va continuer à utiliser la catégorie Ĉ  et on fait 

appel à La catégorie Ĉ  dès qu'il s'agit d'utiliser le théorème suivant 

dans le cas à valuation discrète. 

1.2.3. T/iëô ëme. Soit k un corps local de caractéristique 0 

et soit (G, F, fi ) un groupe de classe Ĉ  . Alors , 

i) si k = f? ou C ou si le groupe (G, F, G) est de classe 

Ĉ  • Le groupe G est de type I ; 

ii) On suppose que Le groupe fi est réductif. Si k = p ou 

C , ou si Le groupe (G, F, fi) est de classe Ĉ  , le 

groupe G est CCR. 

Démonstration. 

On suppose que le groupe (G, F, fi) est de classe Ck avec k 
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un corps local à valuation discrète- On va, d'abord, montrer que i) 

résulte de i i)- Si le groupe Q est réductif, ceci résulte du fait qu'un 

groupe CCR est de type I - On suppose, donc, que le radical unipotent 

U de fi est non trivial- On va raisonner par récurrence sur la dimension 

de g - Le groupe des k-points de y est un sous-groupe invariant 

de fik , de type I et se relève, d'après M. Duflo {Du, Lemme 11-11} , 

d'une manière unique en un sous-groupe fermé yUy invariant de G - Soit 

u l'algèbre de Lie algébrique définie sur k de y - La bijection de 

Kirillov {Ho 3 } de u£ /U^ sur U = ŷ  est un isomorphisme d'espaces 

boréliens. De plus, les G (ou G/F)-orbites dans u£ sont ouvertes dans 

les fi^-orbites et, donc, localement fermées- Il s'en suit que le groupe 

U est régulièrement plongé dans G et, par conséquent, la méthode des 

petits groupes de Mackey s'applique. Soit X une représentation factorielle 

de G dont la restriction à U est basée sur la G-orbite d'un élément 

TT de U . Il s'agit de voir que la représentation X est de type I . 

Soit u * un point de la [^"Orbite dans u£ associée à TT . Le stabi

lisateur G de TT dans G coïncide avec UG(u*). D'après {DUS; ch. II} , 

il existe : 

a) un revêtement à deux feuillets GU de G(u*) (voir § 1.7-), 

b) un sous-groupe central fini F de G (image réciproque 

de F) , 

c) une représentation unitaire irréductible TT' du produit semi-

direct U x G prolongeant TT et faisant opérer -1 (élément non 

neutre dans F au dessus de l'élément neutre de F) par multiplication 

par -1 , et 

d) une représentation factorielle E de G faisant opérer -1 

par multiplication par - 1 , 
te l s que : 

a) le quotient GU /FU s'identifie à G(u*)/F (de sorte que 
u* u* + ° le groupe (G , F , fi(u ) ) est de classe ) , 
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3) La représentation TT1 8 E de U x G passe au quotient 

pour donner une représentation factorieLle y de Ĝ  dont La restriction 

à U est un multiple de TT et 

y) la représentation X coïncide avec ind y et a un commutant 

isomorphe à celui de E -

On est, donc, ramené à montrer que la représentation E est de 

type I . Le cas où G = G est vite ramené au cas réductif- Sinon, l'hy-

pothèse de récurrence permet de conclure- Il reste à montrer i i ) . On 

suppose, donc, que le groupe fi est réductif- Il s'agit de montrer que 

le groupe G est CCR - On rappelle que le quotient G/F contient La 

composante irréductible fi^ de l'élément neutre du groupe fi^ des 

k-points de £ Soit G l'image réciproque dans G de G=k - Le groupe 

G est CCR dès que G l'est- On peut, donc, supposer que Le groupe 

algébrique fi est irréductible- Il est facile de voir que le groupe G 

est CCR dès que l'on peut choisir un sous-groupe compact ouvert K 

arbitrairement petit dans G tel qu'on ai t l1inégalité 

SUD mult (1 , TT) < °° où 1„ désigne la représentation triviale de K -

Cette inégalité est équivalente ( { Warlr § 4-5-1-5} ) à ce que toutes 

les représentations irréductibles de L'algèbre de convolution des fonctions 

continues à support compact sur G , bi-invariantes par K , aient des 

dimensions finies bornées- Cette dernière condition est réalisée {Bern} 

dès qu'il existe des sous-groupes Z et K0 de G , un sous-groupe 

compact ouvert K de G arbitrairement petit, des sous-groupes r+ et 

r de G , des éléments â  â  de G et une partie finie il de 

G vérifiant les conditions suivantes : 

Ba : Z est dans Le centre de G ; 

Bb : a- a commutent- On note A+ le semi-groupe avec 
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unité qu'ils engendrent ; 

Bc : K6 est un sous-groupe ouvert compact de G avec 

G = K0 A+ Q Z K0 ; 

Bd : KQ contient le groupe K et le normalise ; 

Be : r+ et r sont des sous-groupes de K tels que K = r r+ ; 

- -1 -1 + + 
Bi_ : ai r a. c r et a., r a . c r pour tout i = 1 . 

On rappelle qu'on s'est réduit au cas où Q est réductif irréductible, 

G/F = fî^ et k une extension finie d'un corps p-adique. On note <p la 

projection de G sur et si P est une partie de , on pose 

P = <j> (P) - Soit Z le centre de fî . D'après Bruhat-Tits (voir I.N. 

Bernstein {Bern }) , on peut choisir un sous-groupe compact ouvert £c 

de , des éléments â  , . . . , â  de G..̂  commutant entre eux 

et une partie finie çi de tels que si A+ est le semi-groupe avec 

unité engendré par |^ , on ait = £0 £+ U §0 - 0n P°se 

n = 2 card F , Z = { f z n ; fe F et z } et KQ = gQ . On choisit 
~ ~ ~n un élément a., dans G tel que <Ka..) = a* et on pose â  = a. -

Lemme 7 : Soit k un corps local de caractéristique 0 et Z 

un groupe algébrique abélien défini sur k . Alors, pour tout 

n e 11 - {0} , l'ensemble z£ = {zn , z e Z^} est un sous-groupe 

d'indice fini dans Z^ -

On admet pour un instant ce lemme. On va montrer que Z est un sous-

groupe central de G d'indice fini dans - En effet : Pour tout 

g e G et z e |k , on a 0(g z g z ) = 1 et, donc, (g z g z"')n = 1 . 

Mais (g zg 1 z 1)n = g zn g 1 z n . Donc Z est central dans G . Pour 

voir que Z est d'indice fini dans Z^ , il suffit de voir Z/F est 

d'indice fini dans . C'est le lemme 1 . 
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Lemme 2 : Les éléments , a ^ commutent entre eux. Le 

semi-groupe avec unité A+ qu'ils engendrent coïncide avec {a* , 

ae|+} et centralise |+ . De plus |+ est égal à A+ avec 

fi,. ={f TT a. 1 ; 0<a.<n et feF} . 
1 i=1 1 1 

On admet, aussi, pour un instant ce lemme. Pour chaque T£^ , on 

choisit une représentation unitaire irréductibe du groupe compact KQ 

dont la restriction à F est un multiple de T . Le groupe u -

n ker a est un compact ouvert normal dans K . On a : 
xef T 0 
Uf n U= <j) pour tout élément non neutre f de F . Soit V un 

voisinage de l'élément neutre arbitrairement petit, contenu dans U tel 

que ai 7a. c U et a.. Va^ c f/ pour i = 1 I - La projection 

<p réalise un homéomorphisme de U sur et, par suite, de F 

sur <j><7) . I.N . Bernstein {Bern} , montre qu'il existe un compact 

ouvert g de contenu dans <j>(7) vérifiant les propriétés Ba Bf 

pour un choix convenable de I+ et I . On prend pour K le relève

ment de g à V . On a K = £ n £/ . Donc, K est un groupe compact et 

est ouvert normal dans Kq . On prend r+ = I+n U = I+ n V et 

r" = ï~n U = I~n V . On a : K = r+ r" d'une manière évidente. De plus, 

on a : 

a. r" aT1 c ( |n f |~n )~ n U c ~i~ n = l" n U = r" 

aT1 r+ a. c ( aTn r+ an )~ n c £+ n U = r+ n U = r+ i i =i = =i - = 

il reste à vérifier la propriété Bc . On a : 

fî. = K A+ fi Z. K et G = K A+ fi1 fi Z, K -k =o - - =k =o o 1 = -k o 

D'après, le lemme 1, |k = fi^ Z avec fi2 un ensemble fini. On prend, 
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alors, fi = fi„ Q fi-» et on obtient G = K A+ fi Z K - Pour avoir le 

théorème, il reste à démontrer les lemmes 1 et 2 . 

Démonstration du lemme 1 -

Le groupe Z^ étant d'indice fini dans Z^ , on peut supposer que 

Z est i r réduct ible- D'autre par t , s i Z est un groupe unipotent, 

on a z£ = Ẑ  - Par conséquent ,on peut se restreindre au cas où 

Z est un tore- S'il est déployé sur k , le lemme résulte de A- Weil 

{We 3, corollaire II- §3} qui asserte que k est un sous-groupe d'indice 

fini dans kx . Pour se ramener à ce cas, on considère une extension ga-

loisienne finie L de k où Z se déploie (voir T. Ono {0, §3} )-

Ce qu'il faut voir c'est que z£ est un sous-groupe d'indice fini de 

z" n Ẑ  . Soit T le groupe de Galois associé à l'extension L de k -

A chaque xe T est associé un automorphisme du groupe Z de sorte que 

|k = {zeZL / T ( Z ) = z ; VT e T }- Soit T.J T§ un système de géné

rateurs de T - Si z eZ^ , on pose T(z) = ( T ^ Z ) xg(z)) - On 

pose : 

i ème 
B = {(3-j 3g) / 3n- est une racine n de 1 dans 2 } -

Il est clair que B est un groupe fini, jP^ n Ẑ  = {zn/T(z)z ^£B ; 

zez } et Z" = {zn /T(z)z"1 = 1 ; z e Z r} - L'assertion résulte, alors 
— L — K — h 

-1 
du fait que z -* T(z)z est un homomorphisme de groupe sur Z - D'où 

— L 
le lemme-

Démontration du lemme 2 : 

~+ -1 -1 Si a et a' sont des éléments de £ / on a : a a ' a a' e F 

et, donc, (a a1 a""1 a'"1)n = 1 = a a,n a"1 a'~n . De plus, si a' a = f a a', 
n(n-1) 

on a (a a')n = f 2 an a,n = ana,n car n = 2 card (F) . Il s'en suit 
~+ 

que a,j commutent entre eux et, même, à A . De plus, si a 
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~+ 1 ~ ai est un élément de A , a s'écrit : a = f TT a. avec a • e W et 
î=i 1 

£ ^ na . i a. 
f e F , et, a = TT a. 1 = TT a. - Par conséquent, A coïncide 

i=1 1 1=1 1 

avec {an , a e A+} et A+ commute à £+ - On a : ou = nq̂ . + 3.. avec 

q̂  6̂ 1 et 0 < 3 . < n et 

a = f n a. a. = n a. f n a. 
i=1 1 1 i=1 1 i=1 1 

D'où le lemme 2 - Le théorème est, ainsi, démontré. 

PROVUÏTS INFINIS ET GROUPES VE CLASSE Cft ± C* 

?.3» Soit G = (G )̂ une famille de groupes localement compacts dénombra-

bles à l'infini avec i parcourant un ensemble I au plus dénombrable 

d'indices. On suppose donné, pour presque tout i e l , un sous-groupe 

compact ouvert de Ĝ  . Soit J une partie finie de I en dehors 

de laquelle le groupe K.. est défini. Soit J son complémentaire dans 

I . On pose K = II „ ^ . . * • x • • j t 
— . - K. et, si P est une partie finie de I , J 1 € J i 

Gp = n G. . On munit K de la structure de groupe compact produit 
ieP 1 J 

et G de la structure de groupe localement compact produit. Ainsi J 
l'ensemble G x K peut être muni naturellement d'une structure de groupe 

J J 
localement compact. On note Gj le groupe localement compact dénombrable 

à l'infini obtenu par limite inductive de G x K quand J tend vers I . 
J J 

On a : Gj = {(gJe n Ĝ  / g., e K.. pour presque tout i} . La topologie 
iel 

de GT est complètement déterminée par le fait que G x K y est ouvert -
1 J J 

La structure de Gj ne dépend pas, bien entendu, du choix de J . Aussi, 

elle ne change pas en modifiant K.. sur un ensemble fini. On dira que 

Gj est le produit infini des groupes restreint à la gerbe K des 

compacts K.. . 
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1 . 3 . 1 . On se donne, pour chaque i e I , une représentation uni

taire ir.. du groupe - On suppose que, pour presque tout i , la 

restriction de TT.. à K.. contient la représentation triviale de K.. -

Soit 11 ^ une réalisation concrète de la représentation -n ̂  - On choisit, 

pour presque tout i , un vecteur <J>̂  de 3f ̂  invariant par K.. via 

IT. et de norme 1 - On forme le produit tensoriel infini, 36_ , , des i l,<j) 

espaces ~<t^ restreint à la famille <J> = ((ĵ ) (voir J.V. Neumann {N} ). 

On obtient un espace de Hilbert. Un système total peut être obtenu comme 

{ft IJJ . / ij;. e 2f . et ip. = <j>* pour presque tout i } avec 
iel 

(ft ^ , ft ipJ = II dp.j , ip'. ). Ce dernier produit, en fait, est fini. 
ici iel iel 

On définit sur 9fT . une représentation unitaire TT_ . du groupe GT 

en posant : 

TT (g) (ft ip ) = fi TT.(g.) i,<p . _ i . _ i i i 'Y iel iel 

pour tout g = (g.) e Gj et ft iĵ  comme ci-haut. 
iel 

On définit la direction invariante associée à <\> comme l'ensemble 

des familles ^ = dĵ .) telles que <f> vérifiant €<|>.j = ti\>. pour presque 

tout i - En fait, la classe d'équivalence de ir _ a ne dépend que de 
I,<J> 

cette direction invariante- On dira que c'est le produit tensoriel infini 

des représentations TT.. restreint à une direction invariante- Si cette 

direction est unique, on notera la représentation fi TT . . 
iel 1 

1.3.2. On suppose fixée, sur chaque Ĝ  , une mesure de Haar inva-

viante à gauche telle que la masse de K.. soit, pour presque tout i , 

égale à 1 - Avec les notations du début, on munit Gj de la mesure de 

Haar produit, k de la mesure de Haar de masse totale 1 et G, x K 
J J J 

de La mesure de Haar produit. On obtient, ainsi, une mesure de Haar sur 

Gj qui, en fait, ne dépend que des mesures de Haar sur Gi (et non de 
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J) et de La gerbe K - On a Les propriétés suivantes sur Les fonctions 

moduLes : ô. = n ô- ; ôr est triviaLe sur ô„ et ô. = ô. 6r G . . . G. G K G- G o 
J 1eJ 1 j J 1 j 3 

IL s'en suit que : 6_ (g) = n 6,. (g.) et Le produit est fini pour tout 
GI i Gi 1 

g = (gJ E Gj . 

7.3.3. Soit G' = (Gï). _ une famiLLe teLLe que G ,avec une i TEL ' 

gerbe K' de compacts- On fixe une famiLLe K! (comme K̂ ) représentant 

K' et on fixe des mesures de Haar sur G : comme ci-dessus -On munit 
i 

Gj de La mesure de Haar produit (comme pour Gj) - On suppose que 
pour tout i , Ĝ  est un sous-groupe fermé de G! et que, pour presque 

tout i , K. = K! n G. . NaturetLement, GT s'identifie, aLors, à un ' i i i ' I ' ' 
sous-groupe fermé de Gj - De pLus, on a : 

6r r. (g) = n 6 (g.) 
GI'GI i€L Gi'Gi 1 

avec Le produit fini pour tout g = (g.) E Gj -

On fixe ir. , 2f • , <J> = (<!>•) comme ci-dessus.On forme TT et 

3P T . et on considère La représentation ind TT. , et sa réaLisation 

concrète ind 2fT . comme mentionné au §0-10- On s'intéresse à La 

décomposabiLité en produit tensorieL infini restreint de cette représentation. 

On définit, pour presque tout i , une fonction <j>ï continue sur G! 

ayant K*G comme support par : 
i i 

•î (kî 9i) = S6.,G'. (9i)1/2 <8i>~1 *i 
1 1 

pour tout k\e K\ et g., e Ĝ  . IL est cLair que, pour presque tout i , 

(j) '. est un éLément de 3f'. = ind 3f de norme 1 invariant par K! via 
1 1 G.tGÏ 

i i 
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la représentation TT'. = ind TT- - La direction invariante associée à La 

famiLLe <f>' = (<j)î) ne dépend, en fait, que de La direction invariante 

associée à La famiLLe <J> = ($..) - On dira que c'est La direction invariante 

obtenue par induction. On forme, comme pLus haut, La représentation 

TT ' . « et sa réalisation concrète 2(1. . Si ib* = fi \b\ est un I,<j>' ^ I,(J>' y ^i 

élément de 9f ' , avec if;1, e 2f'. presque partout égale d>". , on pose : i,<p i * i i 

(g') = « (g'.) 
i 

pour tout g1 = (g^)e GJ - IL est clair que \\)\ (g!) égale presque par
tout <J>. et TC '̂Xg*) appartient à 3f T . - Il est facile de voir que 

rdjj') appartient, alors, à ind 3f et que T induit un entrela-
VGi '* 

cernent unitaire de 7P ! dans ind 3f . En particulier, si cette 

dernière est irréductible, elle coïncide avec "3P ' , 

7.3,4, On suppose que pour un indice i , le groupe G., est de 

type I . On a Gj = x G_ avec T = I - {i} . Soit TT une représen-
i 

tation factorielle de Gj . D'après C.W. Mackey {Ma 3 }, il existe une 

unique représentation irréductible TT̂  de Ĝ  et une représentation 

TT_ de G_ définie à quasi équivalence près telles que TT soit quasi-
i i 

équivalente à TT.. fi TT_ . On dira que TT.. est la composante sur G. 
i 

de * . 

7,3.5. On suppose que pour tout i eI , le groupe est de 

type I . Soit TT une représentation irréductible de Gj . On note, 

pour i el , ïï.j La composante de TT sur Ĝ  . Si P est une partie 

finie de I et TT = fi TT.€ G avec Gp = II G. , il existe une unique 
ieP K ieP 1 

représentation irréductible TT de G telle que TT = ^ A TT 
P P P 
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(G = G x G où P = I - P). 
P P 

?Hopooi£Â.on. (C.C- Moore { Moo 2) ) : Avec Les notations précédentes, 

on a : 

i) Pour presque tout i , La restriction de ^ à K.. contient 

La représentation triviaLe. 

ii) S'il existe une seuLe direction invariante pour La famiLLe 

TT ^ , 7T est Le produit tensorieL infini des représentations TT.. - Si, 

pour presque tout i , Le groupe Ĝ  est CCR , L'ensembLe desteLLes 

représentations ir coïncide avec L'ensembLe des représentations CCR 

dans fej -

iii) Soit 2f . une réaLisation concrète de TT. , d>. et \b. 

des vecteurs de 3f*̂  invariants par pour presque tout i -

Pour que Les produits tensorieLs infinis des représentations TT.. res

treint aux directions invariantes définies par <j> = ((j)..) et îj; = dĵ ) 

donnent La même représentation TT dans , iL est nécessaire et 

suffisant que La série de terme généraL : 

inf Hij;. -**.\\ 

aeC,|a|=1 

soit de carré sommabLe sur I 

1 . 4 . Soit § un groupe aLgébrique défini sur Q contenu dans GL(V) 

avec V un espace vectorieL défini sur G . On peut définir 

Gc , ^ = £̂  , £̂  comme au § 1 - 1 - On écrira, souvent, au Lieu 

°*e § oo • A chaque 2-réseau dans est associé un sous-groupe fî^ 

de fi^ ,un ï-réseau de et, par suite, un sous-groupe compact ouvert 

-I ^e Gp " P étant un entier natureL premier - Si on change un 
P 

teL réseau, Le groupe fî2 change en un groupe qui Lui est commensurabLe 
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et Les groupes fi_ p e ^ - {«>} , restent inchangés pour presque tout p . 
"> ' 

IL s'en suit que La gerbe des compacts fi_ ne dépend pas du réseau choisi 

et L'ensembLe des sous-groupes A de commensurabLes avec fi^ aussi. 

Ces derniers seront dit arithmétiques. On peut, aussi, définir Le groupe 

adèLe (ou idèLe), ^ , où fi est L'anneau des adèles de fi (voir § 0.7.). 

IL est faciLe de voir que Le groupe ^ s'identifie, comme groupe topolo-

gique, au produit des groupes , p e f?, restreint à La gerbe 

des compacts fi.- -Le groupe des adèLes principaLes,noté aussi fi , - M —fi 
est formé des suites constantes de terme généraL appartenant à fi^ . 

De pLus, fi- = {ge fift / ge fi- pour tout pe fp- {«>} }. On suppose,comme 
P 

dans cette dernière assertion, qu'un î-réseau dans est fixé (quoique 

Les résultats en soient indépendants) - On suppose, aussi, fixées des mesures 

de Haar invariantes à gauche sur (L , pe , telles que la masse de fi 

soit égale à 1 pour tout p premier.D'où une mesure de Haar 

sur fi^ comme expliqué au § 1.3.2 .Puisque Le groupe fifi est 

discret dans fi^ ,L'espace G^/Q^ est Localement isomorphe à 

fi^ et,doncy muni d'une mesure quotient |^ -invariant -Par abus, 

on note dg la mesure choisie sur chaque fip ,p infini ou pre

mier,sur G» et sur G./G. -On rappelle le résul tat suivant de 

Mostow et Tamagawa (M.TirLe volume de est fini si et seu

lement si le groupe G° ne possède aucun caractère non t r i v i a l 

défini sur fi -Si,de plus,dans fi^ , l e s éléments unipotents sont 

dans le radical résoluble,le quotient G^/G^ est compact.C'est 

le cas,en pa r t i cu l i e r , s i fi est un groupe unipotent.On rappelle 

aussi,que d'après Borel (Bo3},le quotient fi^/G^ est compact et 
00 00 

l'ensemble des doubles classes Ê*\fiji/Gf» est fini,où GM est 
-A -#\ -fi =f\ 

le produit de Ĝ  et de tous les groupes 

1.4.1. On va introduire une catégorie de groupes plus vaste que 

celle des groupes algébriques définis SUJ* fi et qui s'adapte 
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mieux aux besoins de récurrence. 

Vq. h^nltton 1 : Un groupe de classe CQ est La donnée d'un 

quintuplet ( G,F,S,F+,G ) où : 

Q est un groupe Linéaire algébrique défini sur Q ; 

G=(G ) une famille de groupes localement compacts ; p pe jr 
F=(Fp)pey une famille de groupes finis centraux dans Gp 

t e l l e que le quotient G /F s ' iden t i f i e à un sous-groupe 
P P 

(ouvert)de d'indice f in i , lu i est presque partout égal; 
S la donnée,pour presque tout p premier,d'une section 

S de G_ dans G compatible avec Le relèvement des P -ïp P 
sou s—g roupes unipotents définis sur Q de G :Si U est 

un tel groupe,on sait que U se relève à G {Du3}d'une 
P P 

manière unique,et on demande que S coincide avec ce re lè-
vement sur Û  ; 

F+ est un sous groupe d'indice fini du groupe (discret) 

F<p produit infini des groupes F p res t re int à la gerbe des 

groupes réduits à L'élément neutre . 

Les morphismes de cette catégorie sont définis comme suit 

V&ûinltion 2 : Soit (G1,F1,51,F^,^1) ,i=1,2 ,un groupe de 
1 2 

classe -Un morphisme rationnel f de G dans G 
1 

est la donnée d'un homomorphisme rationnel f de S dans 
2 

Q défini sur Cl et pour chaque p d'un homomo rph i sme 
1 2 f de G dans G te l s que : P P P 

i)pour tout p , le diagramme suivant commute 

G1 — G 2 
P P 
1 t 2 

G • y 
-P -P 
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1 1 2 2 i i ) f envoie S ) dans S (G- ) pour presque tout p ; p p -ip p =*p 
1 2 

iii)D*aprés i) , f envoie F dans F ,d'où un homo-P P P 1 2 1 morphisme de F^ dans -On demande que L'image de F+ 

soit contenue dans F̂  -

1 
Si ,pour chaque p , le groupe Gp est un sous-groupe fer-

2 1 2 mé de G , G est un sous-groupe algébrique de G , les injec-p - = 
1 2 1 2 tions de G dans G _ et de £ dans G définissent un m o r -P P - -

1 2 1 2 phisme rationnel de 6 dans G et si F+ = F+ n G^ , 
1 2 on dira que G est un sous-groupe de classe de G 

On convient d'écrire,comme ci-dessus, G au lieu de <G,F,£,F+,g) 

si aucune confusion n 'est à craindre -

VzjlnvtLon 3 : Un groupe (G, F,S, F + ,£) de classe est de 

classe C° si pour tout p € ^ , l e sous-groupe 6p^Fp de 

Gp contient sa composante irréductible £° -

Les groupes de classe CJ forment une sous-catégorie de con

tenant les groupes algébriques définis sur H - La catégorie C° 

est suffisante à nos besoins - Mais par harmonie avec {Du3},on 

continue à manipuler , tant que possible,La catégorie - Des 

exemples sont t r a i t é s au §1-7 et au §1.9 .1 . 

1.4.2. Soit (G,F,S,F+,§) un groupe de classe et G ĵ Le pro
duit infini des groupes Gp res t re in t à La gerbe des groupes com
pacts S (<*_ ) . Le groupe F«n<voir § 1 .4 .1 déf i ni t i on 1) est un 

P =/p X 

sous-groupe discret central de G^ -On a,naturellement,un homo-

morphisme de G^ dans fip= Ĝ  .Son noyau est F#-> .Le quotient 

G_/F^ s ' iden t i f ie au sous-groupe fermé d'indice fini de pro-
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du i t infini des groupes Gp̂ Fp res t re in t à la gerbe des compacts 

§2 . On pose : = et = 6p/F+ - Le groupe F̂  est 

fini central dans Ĝ  et le quotient ^n^n s ' iden t i f i e à un 

sous groupe ouvert d'indice fini de fi^ 

Si f est un morphisme d'un groupe de classe , G',dans 

le groupe de classe , G ,on a,nature l lement,un homomorphisme 

de Gy dans G<p ,qu'on note encore f , qui envoie F̂  dans F^, 

F ̂  dans F+ ,e t ,parsui te ,donne lieu,par passage au quotient,à 

un homomorphisme de G' dans G~ envoyant F* dans F ,qu'on 

note aussi f -

V2,j¿n¿t¿on: Le t r i p l e t ^Gn'Fn'§|^ ,ou,simplement Ĝ  ,est 

le groupe adèle du groupe de classe , G ,et le groupe 

des adèles principales , Gft , est défini comme l'image réci-
fi 

proquede § ̂  dans Ĝ  

Il est facile de voir que Ĝ  est un sous-groupe discret de 

Ĝ  contenant F̂  et que le quotient / s ' i d e n t i f i e à un 

sous-groupe d'indice fini de 

Une représentation unitaire de Ĝ  induit ,naturellement, 

une représentation unitaire de G^ .On la note toujours de la 

même façon.Par abus,on parlera de représentation unitaire de Ĝ  

produit tensoriel infini de représentations de Ĝ  pour s igni

fier que celle de G^ l ' e s t . 

Soit U un sous-groupe unipotent défini sur fi de G 

Pour chaque p ,on note de la même façon l'unique relèvement de 

Up à Gp " VU LeS proprietes de â "famille S de sect ions , le 

groupe U s ' in jecte canoniquement dans G comme sous-groupe de 
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classe e t , pa r su i t e , le groupe s ' in jecte canoniquement 

dans G«p et dans -De plus, la res t r ic t ion de la projection 

de Ĝp et Ĝ  sur fi A à est l 'applicat ion identique . Si 

l 'algèbre de Lie ui de U est fi -i nvari ante,pour chaque p , 

le groupe Up est invariant dans Gp e t , pa r su i t e , le groupe 

est invariant dans G^ et Ĝ  .Chaquefois qu'on se trouve dans 

cette situation,on fait ces identif icat ions sans, toutefois , le 

mentionner . 

REVETEMENTS METAVLECTIQjdES . CAS LOCAL ET GLOBAL : 

1.5.Soi t k un corps local de caractérist ique nulle.C'est une 

extension finie d'un corps Gp avec pcJP-Le caractère 3fc in t ro

duit au §0.8 se prolonge en un caractère de k qu'on suppose 

fixé et qu'on note de la même façon.Soit U un groupe unipotent 

défini sur G et u son algèbre de Lie.On fixe une orbite 0 

de u£ sous l 'act ion coadjointe de u*k et u* un point de 9 . 

1.5-1- On réal ise la représentation unitaire irréductible TT . ———— K , 9 

de U k associée à 9 par la bijection de Kirillov {Kl}comme su i t : 
Soit JL̂  une polarisation de en u* et L le sous-groupe 

fermé de d'algèbre de Lie _L_ -On définit un caractère un i ta i 

re x de L en posant : 
u * 

X J e x p l) =3E(u*(l)) , ( lel ) • u * — 
Une réal isat ion concrète de TT, est : 

K , D 
3f. . , = ind C ,où L opère dans C via x * -

k ' u* ' i L+Uk u* 
On fixe,une fois pour toute,une réal isat ion concrète de ff. , 

k , 9 
qu'on note <f. -Si k = « ,on écrira TT . et 2t a au lieu K , « p p,e p,e 

0,6 ïï8n,0 et 3fft 0 -Si L = U.,la représentation TT. est 
P p ' K , 9 

un caractère unitaire de Uk et 9 = {u*} -On dira que c 'est le 

33 



M. H. SLIMAN 

caractère unitaire de associé à u* . 

1 • 5 • 2 • Pour chaque couple Q , ^_')de polarisations en u* ,on 
a un opérateur d'entrelacement unitaire canonique, F., , ,de 

q, ^ , sur 3f , ^ qui,pour un choix convenable de la mesure ^k,u*,JL k,u*,J1 
invariante sur le quotient L1/(LnL1) ,associe à une fonction F 

sur ,continue à support compact modulo L appartenant à 

3fk û  ^ ,la fonction sur appartenant à <f^ û  /̂ définie 

par (voir { L . P } ) : 

F., , (F) (u) = / F(uy) XllJy) dy ;u€U. . 

On considère le groupe algébrique défini sur k , SA(u*) ,des 

automorphismes de l'algèbre de Lie ui laissant fixe u* -Le 

groupe SA (̂u*) ,de ses k -points,s'identifie naturellement au 

groupe des automorphismes de l'algèbre de Lie u^laissant stable 

u* -Soit x un élément de SA Ĉu*) -On note u -> xux l'auto-
morphisme de associé.On définit un opérateur d'entrelace

ment de 2f, ^ I sur 3f, ^ , en associant à une fonction F 

sur ,continue à support compact modulo L appartenant à 

3fu i 'la "fonct ion u~*-F(x ux) sur U ̂  appartenant à u* xl" 

On note A(x) l'opérateur d'entrelacement unitaire associé . 

On désigne par s£ u*,[/x> L'opérateur unitaire dans l 'espace^, 0 

supposé fixé,de TT, ,coincidant par entrelacement à l'opérateur 

dans l1 espace k u* i composé de F̂  x̂  et A(x) .La corres

pondance X"**S|̂  u* |̂ (x) est une représentation unitaire projecti-

ve du groupe SAk(u*) dans l'espace Q vérifiant : 

Sk,u.,i<x) "k,9(u) Sk,u*,±(x)~- = wk,9(xUX"1) 

pour tout u dans et x dans SA (̂u*) -On note ĉ  le cocycle unitaire sur SA.(u*) associé à S' . . -Ce cocycle 
k K , u * , L 

a été calculé par G.Lion et P.Perrin {L.P} .En part ieulier , i ls 
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montrent qu ' i l ne dépend que de l'espace symplectique u^/u^* 

et du lagrangien _l/jjk(u*) - On dira que S£ u^ ^ (resp. ck u^ ^) 

est la représentation projective (resp - cocyc le) de Weil associé 

à u* et l_ -

1•5•3• On suppose,maintenant,que le groupe U est défini sur fi 

et 0 est la U -orbi te d'un élément u* dans u* -Pour chaque fi —fi 
pejp,les Up -orbi tes dans u* qui intersectent u* le font sui

vant une UQ -orbi te ,d 'après Godement {Go2},de sorte qu'on peut 

ident if ier les U -orbi tes des éléments de u* à leurs U_ -or-p —fi fi 
bites-A chaque pe f?,or\ associe la représentation TT de U 

p , e p 

et une réal isat ion concrète, (fp Q /Comme indiqué au § 1.5.1.D'après 

Moore{Moo2},la dimension de l'espace a ,formé des vecteurs 
dans 7\ . laissés fixes par U _ via TT _ ,es t pour presque p,« #p p,0 
tout p premier de dimension 1 -Par conséquent,il existe une 

unique direction invariante pour La famille de représentations 

i rréduct ibles TT permettant d'associer une représentation i r r é -P • 6 
ductible ÏÏm de IL ,comme leur produit tensoriel infini,dans 

un espace 3fL a -D'autre part, toujours d'après {Moo2},la représenta/' 0 
tat ion régulière de dans L 2 ( U ^ / U ^ ) est la somme,avec multi

p l i c i t é 1 ,des représentations ir̂  Q , 0 parcourant Hj'u$ "0n 
note tiL la réal isat ion concrète de TT comme sous-repré-#\, 0 r / » 
sentation de L 2 ( U - / U ^ ) -

Le groupe algébrique SA(u*) des automorphi smes de u_ 

laissant fixe u* est défini sur fi et son action sur û  est 

rationnelle sur fi -Donc,pour presque tout p premier,le groupe 

SA2 <u*) laisse stable u^ -De ce fait et du fait que l 'appl ica-
P P 

tion exponentielle et l 'appl icat ion logarithme entre û  et U 

sont polynomiales à coefficients dans fi , résul tent que U ? et 
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- T u se correspondent et on a: x U x =U pour tout x dans — E £ s p p p 
SA? (u*) .Ceci,bien-entendu,pour presque tout p premier.De plus, 

P rP 
S ' ^ ,(x) Laisse invariant q — „ pour toute polarisat ion l p,u*,JL 2p,e 
de L'algèbre û  en u* et x dans SÂ  (u*) . 

P P 

1.6. Soit ( , B ) un espace symplectique défini sur un corps k 

de caractér is t ique zéro.On construit une algèbre de Lie de Heisen

berg sur le corps k en prenant sur x k ê crochet de Lie : 

[ (w,t) , ( w ' , t ' ) ] = ( 0 , B(w,w') ) ; w,w' e ; t , t ' e k 

On peut la considérer comme l 'algèbre des k -points d'une algèbre 

de Lie unipotente n définie sur k .On note N le groupe algé

brique unipotent défini sur k associé à n et n * la forme 

k - l inéa i re sur n nulle sur w, et vérifiant : — —k 

n*( [(w,t) , ( w ' , t ' ) ] ) = B(w,w') ; w,w* e wk ; t , t ' £ k 

On remarque que les groupes SA^Cn*) et Sp(w^) coïncident par 

res t r i c t ion à des éléments de SA^Cn*) .Ainsi à tout élément 

s de Sp(w^) sont associés un automorphi sme n->-sn de et 

un aut omo rph i sme n-*sns ^ de -On note v la -orbi te 

de n* dans jn£ 

On suppose que k est un corps local^de caractér is t ique zéro 

et on considère la représentation TT̂  ̂  de associée à v 

D'après le théorème de Stone Von-Neumann,le groupe des opérateurs 

uni ta i res dans l'espace 2f. normalisant le groupe 

est un revêtement du groupe des automorphismes de l 'algèbre de Lie 

ji^ , t r iv iaux sur son centre,de fibre le cercle unité T de C . 

L'application revêtement A-̂ -s est caractérisée par : 
-1 -1 A ÏÏ, (n) A = ir, (sns ) k, v k,v 

pour tout n dans -On considère le groupe Mp(w )̂ au dessus 

de Sp(w^) .Puisque ce dernier est semi-simple,le groupe des com

mutateurs Mp(w )̂ du groupe Mp(w )̂ est le plus pet i t sous-revê-
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tement de Mp(w )̂ au dessus de Sp(w^) .C'est un revêtement à 2 

feu i l le t s de Sp(w^) ,d 'après Weil {We2} ,qu'on appelle le revête

ment metaplectique.La représentation unitaire met aplectique de 

Weil S. de Mp(w.) est réalisée dans L'espace 3f\ de la k,w —k k,v 
représentation TT^ ^ par l 'act ion naturelle .On a donc : 

-1 -1 S. (m) TT. (n) S. (m) = TT, (sns ) k,vrf k,v k,v̂  k,v 

pour tout neNjc et meflp(w )̂ se projetant sur seSp(w^) . 

Soit,maintenant, ^ un lagrangien dans .L'espace ^ x k 

est une polarisation de en n* .On écrira _l_ à sa place 

quand el le figure en indice -On considère la représentation uni

ta i re projective S/ , ,(qu'on note aussi S/ , ) ,e t le co-

cycle de Weil associé c, ^ , ,(qu'on note aussi c. . ) -On 7 k,n*,_l_ ' M k'W,_l_ 

forme l 'extension centrale Sp(w^) x f de Sp(w^) par le tore T 

via ce cocyc le.D'aprés le §1.5.2 , l1app l ication : 

Sp(w^) x f • Mp(w )̂ 

( s , t )i -v t s; . (s) 

est un isomorphisme de groupes.Ceci permet de regarder Mp(w )̂ 

comme sous-groupe de Sp(wk> x T chaquefois qu'on fixe un lagran

gien de -Un élément meMp(w )̂ es t , a lo rs représenté par un cou

ple ( s , t ) avec stfSp(w^) et t cT qui,d 'après {Pe},est une ra

cine huitième de l 'unité.On note -1 l'élément non neutre dans le 

groupe Mp(w )̂ ,au dessus de l'élément neutre de Sp(w^) . Cet 

élément est représenté par le couple (1,-1) dans Sp(w^) x T 

pour tout choix de lagrangien,et on a : Ŝ  w*~^' = -

1.7. On suppose,maintenant,que l'espace symplectique ( , B ) 

est défini sur G .On se place dans les notations du §1.6 .En par

t i cu l i e r le groupe de Heisenberg N est défini sur G ainsi que 

son algèbre de Lie et le groupe algébrique SA(n*) = Sp(w) .De 
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plus Sp(w ) = Sp (w) = SA (n*) .On pose : P P P 

MPp(w) = Mp(wp) ; Ep = {1,-1} ; E = C E p ) p £ jp ; 

l<p le produit infini des groupes £p res t re int à la gerbe des 

sous-groupes réduits à l'élément neutre et Z+ le sous-groupe 

d'indice deux de le* formé des suites (c ) t e l l e s que IL, c = 1 . 
./* P P̂ J> p 

On a vu au §1.5.3 que,pour presque tout p premier,le sous-espace 
Sf,, de 3r formé des vecteurs fixes par N, est de dimen-^ Z , v ^ p, v K Z 

P P 
sion 1 et est invariant par Sp,, (w) via S' . pour tout 

lagrangien l_ de u_ .Donc,l'espace 9fy est invariant par le 
p'V 

revêtement de Spy (VJ) dans Mpp(vj) , via la représentation méta-
plectique de Weil S -De p lus , i l existe un(unique)relèvement 

p , VA p 
de Sp? (ŵ ) dans Mp (iw) te l que l'on ait a (s) (j) = <f) pour 

P P ^ P 
tout s dans Sp2 (jw) et <$> dans 3T ? ^ (voir {We2},§45) . 

Lemme : Le quintuplet ( Mp(ŵ ) , E , a , Z+ , Sp(w) ) est un 

groupe de classe C° 

On donnera la démonstration de ce lemme au §1.9.3. 

D'après ce qui précède,on peut construire la représentation 

S*p produit tensoriel infini des représentations S (des 

groupes Mpp(v£) dans les espaces âfp v ) res t re in t à la direction 

invariante définie par 3 f , .Cette représentation de Mo (w) 
Zp'v 9 " 

se réal ise dans l'espace 9f* Par entrelacement de ce dernier 

avec ^ -Comme pour chaque PeJ?, Sp w^"^ = "1 et 
-1 -1 — 

S (m) TT (n) S (m) = ir (sns ) pour tout neN et p,w p,v P,w p,v P 
meMp (w) se projetant sur seSp (w) , la représentation SQ 

est t r i v i a l e sur i + et donne lieu,par passage au quotient,à une 

représentation unitaire Ŝ  w du groupe adèle Mp̂ (ŵ ) dans L'es-
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pace 2PA de TT vérifiant 

-1 -1 SA (m) TT_ (n) (m) = TT_ (sns ) A,v* f\,v H,v 

pour tout neN^ et meMp̂ (ŵ ) se projetant sur seSp^(w) .On re

marque que Mp̂ (w) est un revêtement à deux feu i l l e t s de Sp̂ (w )̂ 

et que W*~D = ou désigne L'élément non neutre de 

Mp̂ (̂ w) au dessus de l'élément neutre de Sp̂ (w )̂ .De plus £ + 

est le noyau de la représentation de sorte que la repré-

sentation SA est fidèle.Ainsi Mp (w) s ' iden t i f i e à un sous-

groupe du groupe Mp(vĵ ) formé des opérateurs unitaires A dans 

l'espace cf̂  v t e l s qu ' i l existe un élément seSp^(v^) vér i f iant : 
-1 -1 ~ A TT (n) A = TTa (sns ) pour tout neN. .Le groupe Mp(w~) 

est un revêtement de Sp (̂v )̂ de fibre T et le sous-groupe d is 

cret Sp̂ (w )̂ de Sp (̂uO a un relèvement à Flp(w )̂ , (voir {We2}). 

Puisque le groupe Spfi(w^ est semi-simple ,ce relèvement est 

unique et est contenu dans Mp̂ (wO ,(considérer le groupe des com

mutateurs) . On note encore Spft(w.) ce re lèvement.Ai nsi le groupe 

Mp̂ (Ŵ ) (voir §1.4.2) s ' iden t i f ie canoni quement au produit direct 

de Sp̂ (w )̂ et de £^ = {1,-1} .Ce fait est important dans la sui

te.La représentation w res t re inte à Sp (̂w.) peut être décri

te ,aut rement,de la façon suivante : 

Pour chaque seSp (̂w )̂ ,on définit un opérateur unitaire 
2 2 6 (s) dans L (N-./N ) en posant pour <f>eL (N /N ) et neN : 

_ 1 
6 (s) <J> (n) = <j> ( s ns) 

On obt ient ,a insi ,une représentation unitaire 6 du groupe 

Sp̂ (w )̂ dans L2(N^/NQ) vérifiant pour tout seSp^(v£) et neN^ : 

6 (s) TTm (n) 6 (s"1) = ïï.(sns"1) 

où TT^ est la représentation régulière de dans L2(N /̂NQ) . 

Donc, l ' opéra teur 6 (s) envoie la sous-représentation TT. en 

la sous-représentation STT. .Mais siTfc = TT- et sv = v ; 
A,v A,v A,sv 
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donc, S7TFC = TT_ .Sachant que la mult ipl ic i té de TT* dans 

ir*. éqale 1 .on en déduit aue 6 (s) laisse stable et on 

obtient ainsi une rep résent a t i on,qu 1 on note encore 6 ,de Sp (̂v )̂ 

dans 3£A ,vér i f iant la relat ion : 

6 ( S ) TT j . (n) 6 (S~1) = TT. (snS~1) 

pour tout seSpg(v^) et neN^ -Puisque la représentation TT^ ^ 

est i r réduct ible et la représentation Ŝ  w res t re in te à SpQ(v̂ ) 

vérif ie la même re la t ion , les deux représentations <$w et Ŝ  w 

diffèrent d'un caractère du groupe Sp̂ Cw^ qui est semi-simple -

Elles sont,donc,éga les . 

1.8. Soit _v un espace vectoriel de dimension finie sur un corps 

local k de caractér is t ique zéro,muni d'une forme bi l inéa i re 

alternée.On note _v l'orthogonal de \i_ relativement à B , 

le quotient v/,v et ,encore, B la forme symplectique sur \t_ dé

duite de B par passage au quotient.Soit H un groupe(topologi-

que)opérant sur v^ en laissant stable B .On a,donc,un homomor-

phisme naturel de H dans Sp(w^) et,ainsi, un revêtement H de 

Hf à deux feu i l l e t s / construit sur le groupe métaplectique Mp(w )̂ 

de sorte que le diagramme suivant commute : 

HB • Mp(wk) 

H y Sp(wk) 

Plus précisément, H est le sous-groupe(fermé)de H x Mp(w )̂ 

formé des couples (h,m) te l s que h et m se projettent sur le 
B B même élément de Sp(wk> .Les flèches de H sur H et de H 

sur Mp(wk> sont déduites,respectivement,de la projection sur le 

premier et second facteur.On note -1 l'élément non neutre de 

H au dessus de l'élément neutre de H .On convient de prendre 
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Mp(wk) = {1,-1 } si w = {0} 

1 • 8 • 1 , Soi t ,mai ntenant, v/ un sous-espace vectoriel de _y_ et 

v" son orthogonal dans v̂  relativement à B -On note B1 et B" 

les res t r ic t ions de B à _v' et _y_" et on pose iw' = \/'/v^ 

et w" = v"/v" .On suppose que l'espace _v* est stable par H -

On peut ,a lors ,construire les revêtements à deux feu i l le t s H et 

H de H et un revêtement à deux feu i l le t s (H ) de H 

en faisant opérer le groupe H dans v" via l 'act ion de H -

On pose : 

HB'1% = { (h,h)eHB x (HB')B tel que h et h se projettent sur 

le même élément h de H } .C'est un revêtement à huit feu i l l e t s 

de H -Au dessus de l'élément neutre de H, les huit éléments de 

ce revêtement peuvent s ' écr i re sous la forme (a,£,Y> avec a, 

3,y valant 1 ou -1 -En quotientant par le sous-groupe central , 

{ (a,6,y) / a,3,Y vaut 1 ou -1 et a3y = 1 } - le groupe HB'- , 

on obtient un revêtement à deux feu i l le t s H de H .On note, 

encore, -1 l'élément non neutre de H au dessus de l ' é l é 

ment neutre de H . 

1.8.2- Soit _M et _L" des sous-espaces totalement isotropes 

maximaux de v/ et _v" pour B* et B" r e spe c t i vement. L ' e spa ce 

_L_ = i '+i." est un sous-espace totalement isotrope maximal de v̂  

pour B .On pose jL ' = i ' / v , B ' , L" = i"/v,,B" et L = _l/vB -Les 

espaces L ,L* ,J_" sont des lagrangiens dans vj_ ,w '̂ ,w/' respec-

tivement.On regarde H ,H ,H comme des sous-groupes des ex

tensions centrales par le tore de H via le cocycle de H déduit 

de Ck,w,L 'Ck,w',L' ,Ck,w",LM par comDOS111on/en envoyant H 

dans Sp(w^) ,Sp(w^) et SpCw '̂) respe et i vement (vo i r §1.6) -On 

peut,donc,écrire un élément h de H sous la forme (h, t) et 
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un élément h de (HB)B sous la forme ( h , t ' , t " ) où t , t ' , t M 

sont des racines huitièmes de l 'un i té dans C , déterminées au signe 

près par h € H , ( h , t ' ) et (h , t") représent nt des éléments 
de H et H ,respectivement,se projetant sur heH .D'après 

-1 -1 
Duflo ({Du3},lemme I I . 8 ) , l e produit t t ' t" ne dépend que de 
h et de h et non du choix de JL_" et _LL" .On note ce sca-

~B v1 " " ~B v' ~B v' laire (h,h) .De plus, *k'— est un caractère de H / 
B v 1 

qui passe au quotient pour définir un caractère uni taire de H 

valant -1 en -1 et qu'on note "0n remarque que ses va

leurs sont dans les racines huitième de l ' u n i t é . 

1.8.3. Soit E une représentation unitaire de H impaire (c 'es t 

à dire E(-1) = -1 ).0n lui associe une représentation unitaire 
B v ' B ' B " À ^ ' — E de (H ) dans le même espace comme suit : 

À B ' - ' E (h) = À B ' - ' (h,h) E (h) 

" " ""B v ' Bv* pour tout (h,h) e H '— .L'application E E EST UNE BI~ 

jection de l'ensemble des représentations uni taires impaires de 
B B ' B " H sur l'ensemble des représentations uni taires F de (H ) 

vérifiant F(a,6) = a3 avec a,8 valant 1 ou -1 

1.8.4. On suppose que _v" est totalement isotrope pour B .Dans 

ce cas w/' est réduit à {0} et ,par déf i ni t i on, le groupe (H ) 
B ' ~B v' est le produit direct de H et de {1,-1} -Le groupe H 

" " B B ' 
est le produit direct de {(h,h)eH x H / h et h se projettent sur le mê-

me élément de H } par +1.Par conséquent, le groupe H s ' iden t i f i e 

au quotient du premier facteur par {(1,1); (-1,-1)} et la bi jection 

E -»• *k'~ échange les représentations uni taires impaires de HB 

et de HBI . 
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1.9. On suppose,maintenant,que _v est un espace vectoriel de di 

mension finie défini sur fi et B est une forme bi l inéai re à 

coefficients dans fi .Son noyau v̂  est défini sur fi et l ' e s -

pace symplectique = v/v̂  aussi .Soit (G, F,S, F + ,G) un groupe 

de classe C„ avec une action de G sur v rationnelle sur Q fi - — 
laissant stable B .En faisant opérer G sur v via G ,on P ~P =P 
obtient un revêtement à deux feu i l le t s G du groupe G ,comme 

au §1.8 -On a le diagramme commutatif suivant : 

GB 
= P 

GB = Np (w) 
P * P ~ 

fin 1 "P • • 1 
G • * Sp (w) 

P P ~ 
Le sous-groupe Fp de Gp se relève canoniquement à Gp en asso-

B B ciant à feF l'élément (f,1) de G .Donc,le noyau,noté F , P P P 
du revêtement Gp de Qp s ' écrit,canoniquement, comme le produit 

direct de Fp et de Sp = {1,-1} -On pose F+ = F+ x E+ où E+ 

est le sous-groupe de Zçp décrit au §1.7 .Le groupe F+ est d'in-
B B dice fini dans le produit infini des groupes Fp res t re int 

à la gerbe des groupes réduits à l'élément neutre.Du fait que l 'ac

tion de G sur v̂  est rationnelle sur fi , résu l te que,pour pres

que tout p premi er , l ' i mage de dans Sp (v̂ ) est contenue 

dans Sp2 (v̂ ) .Le relèvement canonique de Sp? (v̂ ) à Mp (\t) dé-

cr i t au §1.7 induit,aLors,un relèvement canonique de S (£_ ) à 

G d'une manière naturelle.En regardant G comme revêtement de 

gp,suivant le diagramme précédent,on en déduit une section S 

de Ç? dans G . Ceci,bien-entendu,est valable pour presque tout 

p premier. 
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1-9,1. PROPOSITION:Le quintuplet (GB,FB,£B,FB,G) est un groupe 

de classe CQ .11 est de classe C° si G l ' e s t . 

On donnera la démonstration au §1.9.3 . 

1-9.2. Soit un sous espace vectoriel défini sur Q de _y_ 

stable par l 'ac t ion de Q sur v̂  .Soit v/' son orthogonal dans 

_y_ pour B .On note B' et B" les res t r ic t ions de B à v̂ ' 

et v/' r espec t i vement. On forme,comme au §1.8 ,pour chaque pe fP , 
"** B v' B v ' B v les revêtements G et G '-• et le caractère uni taire A P P P 

de ^p'~" en Prenant k = ®p -Pour presque tout p premier,les 
B B ' B " relèvement de G, à G ,à G et à G permettent d'avoir = * P P P 

B' B" ~B v1 un relèvement au groupe (G ) e t ,parsui te ,un relèvement à G '— P P 
et à G8'- -On note 5B ' - et SB'~ les sections de G-, dans 

P P P -z 
G et G respectivement,ainsi obtenues -

B v ' 
LEMME: Pou r presque tout p premier,le caractère Â '— est 

B v ' 
t r i v i a l sur S '— (G, ) 

P =2P 

DEMONSTRATION/ 

Il est c la i r qu'on peut supposer que \/ = -Autrement d i t , 

la forme B sur v̂  est symp l ec t i que. On va distinguer deux cas : 

1ercas : On suppose que v/ est coisotrope pour B .On fait les 

ident i f icat ions décrites au §1.8.4 .Un espace totalement isotrope 

maximal dans v/ pour B' est un lagrangien pour B .On fixe un, 

qu'on note L .On pose w_* - v ' /v" et L* - L/v/' .L'espace 

est symplectique et L% y est un l agrang i en. On considère les ob

je ts n , N , v , S * , , S e t c . . et n' , N' , v' tout 
- p,w,L ' p,w ~ 

comme au §1-7 .On note ni' la sous-algèbre unipotente définie sur 
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0 de £ engendrée par v' et Le centre,et# N1 Le sous-groupe 

unipotent défini sur Q de N associé.On peut,natureLLement,re

garder n/ (resp. N1 ) comme un quotient de n' (resp. N1 ) et on 

ajoutera un pour désigner Les objets sur rf' et N' obtenus 

par passage au quotient à par t i r des objets correspondants sur n* 

et N1 .D'après Le principe d'induction par étages,on a : 

T = ind Y ^ = ind ir , 
P'v L tN n* N'+N P'v 

D D D D 

; L = exp(L x Q ) -P -P P ' 

comme décrit au §1.5.1 .On remarque que La représentation TT̂  ^, 
opère dans Le même espace 3fp ^, que 7rp ^, -On peut,donc, suppo

ser que 2f = ind 2T ..Lors de La démonstration du Lemme I I .8 

dans {Du3 },M.DufLo montre que : 

Sn u i ^«fr (n) = cn(g) Sn u» i -(g) *(9"1ng) 
P,}±,± P P/W. , IL 

pour toute fonction (f> sur Np continue à support compact moduLo 

appartenant à 8| ,pour tout geG et pour tout neN ;où c (g) p,v 'H P P P 
est une constante strictement positive.IL en résulte que : 

S (g)<j> (n) = c (g) AB'-'(g,g) S ,(g) <J>(g~1ng) 

B B ' 
où <J>,g,n sont comme ci-dessus et (g,g) est un élément de Gp x 
représentant un élément de G se projetant sur geG -On réa-
lise,pour presque tout p premier,une bijection de , sur 

Zp' V 

3f- en associant à un élément <b de df- . la fonction \b 

sur N à support N, N' définie par : P _ i 
i^Cnn') = TT , (n ' ) d> pour neN_ et n'eN' p,v' » P 

La fonction s 'obtient à par t i r de <f> par induction (cf. 

§1-3.3)-On suppose que g est un élément de S (G ) . On a,pour 
-1 " P B presque tout p premier, g N? g = Ny et si g = ^ (9> et 

o i P P 
9 = S (g) ,on a : S (g)i^ = ip et S /g)<f> = <|> par construction 

B B ' 
de 5 et S .D'où,avec les notations ci-dessus : P P 

45 



M. H. SLIMAN 

<Mnn') = S <g)</,(nn') = c (g) AB'-'(g,g) Sn .(g) ï , (g"1 n ' g) "1 <|> p,w_ p p p,v^ p,v 

= c (g) AB'- (g,g) ~^ „ i (n , ) % 

= c (g) AB'-' (g,g) i|i(nn') 

B v ' 
IL s'en suit que *p'~~ (g,g) = 1 et cp^9^ = 1 -D'où le lemme -

2^ca s : On suppose que L'espace v/' est non contenu dans _v* . On 

pose _v = \/' + _y_" et B La res t r ic t ion de B à v_ -Le sous-es^ 

pace xr_ de _v est coisotrope pour B -Soit (g,g) (resp-(g,g) ) 
~B v ' ~B v1 - ~ un élément de Gp'~ (resp. Gp'~" > -Le couple (g,g) appartient 

à GB'- et on a : AB'-'(^,g) = AB'-(g,g> AB'—' (g,g) -On peut, P p p p 

alors,vu le 1ercas,se restreindre au cas où v̂  = \/ = iw -Ainsi,la 

somme _v = v_* + \/" est directe et les espaces v_* et v_" sont 

symplectiques - On construit,comme au §1-7 , l es objets n , N , v , 

S , e t c - - - et n' , N' , . - . n " , N" , - - - con s t ru i t s sur les espa-p,v^ — — 

ces symplec t i ques _v , _y_' ,y_" respect i vement - On regarde n* et 

jV' comme les sous-a Lgèbres unipotentes définies sur fi de 

engendrées par Le centre de n et par \/' et v/' respectivement. 

N' et N" sont les sous-groupes unipotents définis sur Q de N 

correspondants -1L est facile de voir que N = N' N" , N'nN" est 

Le centre de N , N = N' N" , N'nN" est le centre de N et,pour P P P P P P 
presque tout p premier, N̂  = N̂  NM? -De plus,on peut ident i -

_ . p p p 
f i e r a à a i ô 2 P >i d e s o r t e q u e : P,v ^ p , v ' l^p,v" 

TT (n'n") = 7T , (n') fi 7T „(n") 
p,v p,v ' p,v 

et S (g) = AB^'(^,g) S (g') fi S <g") p,v^ p p,_v p,v^ 

pour tout n'eN' , n"eN" , geGB , ge(GB')B avec (g,g) un é lé-P P P p 
~B v ' " " ment de G '— et g = (g ' ,g") - En remarquant que <f t»tfL 

p'v p'v 
est,pour presque tout p premier,un sous-espace de *3f e t , 

P R 
donc,lui est égal et vu les définit ions des sections . S et 

' P 
B v ' 

£p'— , le Lemme découle immédiatement . 
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1- 9,3,On va procéder à La démonstration du Lemme 1.7 et de La pro

position 1-9-1 - On va raisonner par récurrence sur La dimension 

de vrf - Le résuLtat étant évident si La dimension de L'espace \rf 

est nuLLe , on peut La supposer , alors , supérieure ou égaLe à 

deux - On remarque que Le Lemme 1-7 est un cas par t icul ier de La 

proposition 1-9-1,en prenant Gp = ip = Spp^) "La seul-e assertion non 

évidente est La compatibilité des sections S avec Le relève

ment des sous-groupes unipotents A définis sur fi de fi . 

On raisonne sur le diagramme commutatif du début du paragraphe. 

L'image | de A dans Sp(w )̂ est un groupe unipotent défini 

sur fi - Le groupe Mp̂Cŵ) (resp- Gp , Gp) contient un 

unique sous-groupe isomorphe,par la projection#à |p (resp- Ap). 

Le diagramme fait correspondre les différents groupes isomorphes 

à ôp et les différents groupes isomorphes à e t , pour pres

que tout p , fait correspondre au sous-groupe cle fi 

le sous-groupe = ip de Sp̂ Cw^ - On est donc ramené au cas du 

lemme 1.7- On note i la section identique de B_ dans B 

Puisque le groupe | est unipotent sur fi , i l existe un sous-

espace de dimension 1 de vj[ défini sur fi invariant par B -

Soit _>/' son orthogonal sans relativement à B - Il est 

défini sur fi , coisotrope pour B et de dimension inférieure 
B v ' 

à celle de w - Le caractère X '— étant d'ordre fini, il est trivial sur 
B v ' le relèvement du groupe unipotent B à B - D'autre part, d'après le 

Lemme 1.9.2 ,pour presque tout p premier, le caractère X '— est trivial 

sur iB'- (B_ ) . Soit b un élément de B, . On a iB'-' (b) = (iB(b),iB'(b)). P -Zp =Zp p p ' p 
L'hypothèse de récurrence montre que ip (b)=b . Donc, on a : 
B v ' B B v ' B A (i (b),b)=A (b,b)=1 - Donc, nécessairement, i (b)=b car on a P P P ' p 

A8'- (-1,1)=-1 . Or iB(b)=a (b) , d'où le résultat -P P P 
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1,9,4, Au groupe de classe , (G ,F ,5 ,F+,G) , On associe les groupes 0^ , 

Ĝ  = , F̂  = >̂/F+ et Ĝ  , comme au §1,4,2 - On a un morphisme ration-

nel,par projections, de G sur G ; d'où, une projection de G^p sur Ĝp 

et une projection de Ĝ  sur Ĝ  - Il est facile de constater que le revê-

tement Ĝ p (resp, Ĝ  ) de G (resp, Ĝ  ) est identique à celui construit 

sur le revêtement Mç̂  (w) (resp, Mp̂(ŵ) ) de Sp̂ (v̂ ) de sorte que les dia

grammes suivants commutent : 

4 
4, dd 

qq 

qd Sp̂ Cw) 

dfqq 

V 

i . 

s. 

'Mp (w) 

SpA(w) 

où la flèche de Ĝ p dans Sp̂ (w) etc , , , s'obtient à partir du 

morphisme rationnel de G dans SpCw) etc , , . explicité pour chaque 

pe suivant le diagramme du début de paragraphe. On a donc, 

Ĝ j = {(g,m) e Ĝ> x Mp̂  (w) / g et m se projettent sur le 

même élément de Sp̂ (w) } 

= {(ĝ m) e Ĝ  x Mp̂(W) / g et m se projettent sur le 

même élément de Sp̂ (v£)} -

Le relèvement de Sp̂ (w) à Mp̂ (v̂ ) induit un relèvement canonique 

de Gg à GQ - On regardera, alors, Ĝ  comme sous-groupe discret de 

GQ - On a : Gft = GQ x {±1} et cette décomposition est canonique, 

On utilisera les mêmes notations pour désigner les représentations de Gp , 

6<© et G obtenues de S , S0 et Sto par composition , 

1,9,5, Soit y un sous-groupe unipotent défini sur Q de Q - On a vu, au 
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§1-4-2 , qu'on peut relever /.comme sous-groupe fermé, à Gp , ,---et 

parsuite, ,comme sous-groupe fermé, aux groupes , G*p , Ĝ  , G^, 

Il est facile de voir que ces relèvements se correspondent par la projection 

du groupe G sur G , de G^ sur G r*> * et de GA sur G* . p p vr Cr A A 
En particulier, on a un relèvement canonique du sous-groupe UQ de 

Ĝ  à Ĝ  - D'autre part, du relèvement canonique de Ĝ  à Ĝ  , on 

déduit un autre relèvement de - En fait, ces deux relèvements coïnci

dent. En effet, si A,j et sont les deux relèvements et si a e A,j , 

il existe un caractère X^A^ teL que X^A^A appartient à ; 

appartient à . Puisque y est unipotent et X est d'ordre fini, 

il est nécessairement trivial. D'où l'assertion. 

1.9.6. Soit v_' un sous-espace vectoriel de v̂  défini sur Q invariant 

sous l'action de fi. On utilise les notations du § 1.9.2. Du fait que 

les sections 5 ^ et ( 5 ^ )B sont compatibles avec le relèvement des 

sous-groupes unipotents définis sur Q de fi^ résulte qu'il en est de 

même pour S B'-' et S . Soit F 8 ' - Cresp. F B'- ) la 
~ B v ' B v ' fibre du revêtement G (resp. G '— ) de G au-dessus de l'élé-

ment neutre. Le sous-groupe F de G se relève naturellement à G 
B' B" ~ B v' (voir diagramme du début du paragraphe), (Gp ) , donc à G p'— et 

à GB'- . On a, donc, F B'- = Fp x {(a, 3, y) / a, 3/ y valant ± 1} 

et F p'— =FpX{±1} , d'une manière canonique. On pose 

~ B v ' 
F+ ' - - F+ x {(cip ,3p ,yp) / ap ,3p ,Yp valant ± 1 , presque partout 
1 et n ap = n 3p = n Yp = 1> et FB'- = F+ x E+ . D'après ce 

P P P 
/ ^ B v ' B v ' ~Bv ' *n/ B v ' qui précède, les groupes C G , F , S ,F +'- , fi ) et 

(GB'X' / FB '̂ , s B'X' ^ FB,v' ^ g } sQnt de cLasse ĉ  m De pLuŝ  

""Bv' B v ' ^ B v ' on a un morphisme rationnel naturel de G '— sur G '— , de G '— 
B B' B" 

sur G et sur (G ) . O n en déduit les diagrammes commutatifs 
suivants : 
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B'B" 

B,v' 

B G 

(G 
B'B" 

'9 

1q 

B'B" 

dg B,v' 

B,v' 
A 

G B 
A 

GA 

B'B" 

B'B" 

~ B v ' ^ B v ' Les groupes G'— et G peuvent être décrits comme suit : 

~ B v' " B B' B" 
G<p'~ = {(g, g) e x (G )^ / g et g se projettent sur 

Le même élément de G } 
~9 

~ B v' " B B' B" 
G - {(g, g) e Ĝ  x (G )^ / g et g se projettent sur le 

même élément de GM } -A 

~ B v1 
De plus G est un revêtement à 8 feuillets de Ĝ  . Le 

B v ' ~ B v ' groupe Ĝ'— s'obtient en quotientant ' par {(ap,3p ,yp) / 

ap 'Yp valent ± 1 , presque partout 1 , et, ap 3p Yp = 1 } • 
~ B v ' 

Les éléments de G au-dessus de l'élément neutre de Ĝ  peuvent 
s'écnire sous la forme (a, 3r y) avec <*/ $/- Y valant ± 1 . Ainsi 

G est le revêtement à deux feuillets de Ĝ  qu'on peut obtenir en 

quotientant 6 par {<a,3,y) / a, 3, y valent ±1 et a 3 y = 1 

~ B v' " B B1 B" 
On remarque que G ^— = {(g , g ) / g e GQ , g e (G )^ et g et g 

B v ' B v ' se projettent sur le même élément de } . s'obtient de G ^— 

B B' B" 
par passage au quotient. Les relèvements de GQ à Ĝ  et (G )^ 
comme décrit au § 1.9.4. induisent un relèvement canonique de Ĝ  à 

G ff~~ en prenant {(g, g) , g e Ĝ } . Il en résulte un relèvement 

canonique de Gfi à Ĝ ,~" - un a, donc, 

~ B v ' 
G = Gft x {(a, 3, y) / a, 3/ y valent ± 1 et a 3 y = 1} et 
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s ; - - = s x {± 1} 

Ceci étant, on considère, pour chaque pe ? , Le caractère unitaire 
~ B v1 ~ B v ' 
X de G '— , construit au S 1.8-2-, ainsi que Le caractère uni-
taire X de G déduit par passage en quotient- D'après 

~ B v ' B v1 Le Lemme 1-9.2-, X p'— (resp. X p'— ) est trivial sur 

~ B v1 B v1 —-
5 (Gy ) (resp. 5 (G? ) pour presque tout p e fr . Donc on 

peut construire le produit tensoriel infini des caractères X 

(resp- X B/— ) pour obtenir un caractère unitaire de 

G^8'-' (resp. X^'- ' de G^f'-' ) - En fait, X^'-' s'obtient de 
~ B v' ~ B v* 
X̂  '— par passage au quotient- Il est facile de voir que \ ^ '— (resp-

B v ̂  rsj B v ' B v ' X̂  ) est un caractère trivial sur '— (resp. F, ) de sorte 

qu'il définit par passage au quotient un caractère unitaire X 
B v * ~Bv ' B v ' (resp. X ) de G (resp. G ) . Aussi, le caractère 

X s'obtient de X par passage au quotient. De la propriété 

analogue dans^ le cas Local, on déduit que X (-1) = -1 , 
~ B v ' 
X (a, 3/- y) = a 3 y avec a, $, y valant ±1 et les caractères 

X et X prennent leurs valeurs dans le groupe des racines 

huitièmes complexes de l'unité. 

Soit E une représentation unitaire de Ĝ  vérifiant E(-1) = -1 . 

On lui associe une représentation unitaire X E de (G )^ , ayant 
même espace, en posant : 

f '-E(g)= X?'-<g,ii>E<ii> 

pour tout (g , g)6G . On obtient, ainsi, une bijection de l'ensemble 

des représentations unitaires E de Ĝ  vérifiant E(-1) = -1 sur 
D ' p" 

l'ensemble des représentations unitaires F de (G )° vérifiant 
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F (a, 3) = a 3 pour a , 3 valant ± 1 . On remarque que si E est un 
g 

produit tensoriel infini de représentations unitaires E p de G p ^vérifiant 
B v 1 

E (-1) = -1 . restreint à une direction invariante, X E est, aussi, p ' A ' 
B v 1 

le produit tensoriel infini des représentations X E p restreint à 

la même direction invariante (voir § 1.3.1- et § 1.4.2.). Comme, pour 

le cas local (§ 1.8.4.), si v" est un sous-espace, isotrope de _v 
~ B v * " " B B 1 " 

pour B , le groupe G ̂ — s'identifie à {(g , g) e G^ x G^ / g et 
" B v ' 
g se projettent sur le même élément de Ĝ } et, G A'— , à son quotient 

B v1 

par {(1,1), (-1,-1)} . Dans ce cas la bijection E -> X E échange 
B B 1 

les représentations de G^ et G^ impaires. 
On remarque que la bijection réciproque se définit de la même façon : F + y B,V-A F. 

A 

Lemme. Le caractère , B,v' est trivial sur G- . 
Q 

Démonstration. 

On va utiliser la démonstration du lemme 1.9.2. Aussi, on peut 

supposer que l'espace _v est symplectique. Et on va distinguer les deux 

cas : 

1er cas : On suppose que v/ est coisotrope pour B . On pose 

Ti^ = L2(N^/Ng) , J f ^ = L2(N'^/N'|l) et on note T T a et TT*^ la représenta

tion régulière de et N' A dans 9f^ et 2f'^ respectivement. Comme 

convenu, 3PA (resp. of A ,) désigne la réalisation concrète de TT A 

(resp. TT ,) dans Sf _ (resp. df 1*) comme sous-représentation de #\,v 0\ 9\ 

irA (resp. ^'i^ • 

On considère la représentation 6 (resp. 6 , ) du groupe SpA(w) 
W W w — 

(resp. Sp^(w') ) dans <ffc (resp. 5PM .) introduite au § 1.7. 

Elle induit, par composition, une représentation de G Q dans 2fA ^ 
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(resp. 9f. ,) qu'on notera de La même façon- D'après Le § 1-7-, eLLe A, v 

coïncide avec La restriction à GA de La représentation de WeiL SA 

(resp- w, )- On a : 

7T_ = l'nd 7T 
*'V ~ IV v' 

Ceci résuLte de La propriété anaLogue pour chaque p , du fait que 

ÏÏ (resp. ir- , ) est un produit tensorieL infini des représentations 

7T (resp. ir . ) . restreint à La direction invariante unique.et du p,v p,v' » 7 

§ 1.3-3- On pose : 

3T* = ind 3f* i A,v _ w*A,v* 

On aura démontré le Lemme si on prouve que les égalités 

<*> SÂ H (g) $ (n) = x|'^' (g) S^M,(g> $ (g-1 ng) 

A A — 1 
(**) <$w(g) <)> (n) = ôw,(g)<j>(g ng) 

sont satisfaites pour une fonction $ non nuLLe, continue sur appar-

tenant à ^ , pour tout g e et pour tout n e -

On va, d'abord, s'intéresser à L'égaLité (*)- Soit, pour presque 

tout pe (p , <|> un éLément de 3f * , de norme 1 et $ L'éLément 
p p,v p 

de ^ obtenu par induction. La fonction 0p est, pour presque tout 
p , de norme 1 (voir § 1.3-3-)- On a, donc, des réaLisations concrètes 

fi 9[ et fi 3\ de ÏÏb et de u. , respectivement et un p P/V *p,v' #\,v #\,v' 

opérateur d'entreLacement T de fi 2P sur ind fiï , comme 
n p'v ~ n P'V 
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décrit au §1-3.3- Soit îjj une fonction continue, appartenant à 3P 
P P/v 

égale, pour presque tout p , à $ - On pose \\> = T (fi ip ) - i|; est 
p p p / 

continue sur N- et on a : A 

S5>,w (g) ^(n) = T S£?,w (g) (fi V (n) 

= T fi S (g ) i[; (n ) p,w ~p yp p 

= fi S (g >i|> (n ) p,w ap rp p 

= fi c (g ) A B'-' (g , g ) S , (g ) tf; (q"1 n g ) p P P P P *P P,w' yp rp Jp p yp 

• B " " B ' 
avec g = (g^) un élément de , g= (g^) un élément de avec 

~ B v' (g , g) un élément de G- '— et n = (n )e N - Ceci d'après la 9 p #\ 
démonstration du lemme 1-9.2- De plus, cp (gp) est, presque partout, 1 -

On pose c(g) = n c (g ) - On a, donc, 
p p p 

s9,w (g) *(n) = c(g) *$>B'~ (g' 9) sg>,w (g) (̂g~1 n g) 

Il en résulte que : 

S#\,w (G) ^(N) =C(G) X I ' ~ (g' g) S*,W(g) ^(g"1 n g) 
. B .. B' 

pour tout ne , ge , ge Ĝ  avec (g, g) représentant un élément 

de GM — Par restriction à G- et par entrelacement de 2? . , et G A,v' 
fi 3f , , on obtient l'égalité (*) à une constante positive c(g) près, 
p p'v 

Cette constante va valoir 1 si on montre l'égalité (**)- Pour ce 

faire, tout consiste à entrelacer les réalisations concrètes c£ 

et 3f de La représentation TT. . On va Le réaliser en différentes 

étapes : 

On pose N.| = . C'est un sous-groupe fermé de car le 
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quotient / étant compact, Le quotient N-j/N̂  L'est aussi dans 

NA I N« et *-a continuité de La projection permet de conclure. On pose : 

•n. = ind et # = L2 (N./Nft) = L2 (N2 / Ni ) 

D'après le principe d'induction par étage ir- = ind -n* et un opérateur 

d'entrelacement, T,, , de 9?ji sur ind dC<\ s'obtient en associant 

à une fonction <j> continue sur appartenant à 9f̂  la fonction <j> 

continue sur l\L à valeurs dans 9T1 appartenant à ind df* donnée 

par : 

T«j cf)(n) (n1) = (f)(n n') , ne et n* e . 

Le sous-espace = © 9fA , de jfi est stable par TT- et la 
1;v qcN̂ /N̂  *'qv 

représentation TT̂  restriction de -n^ à 2f<|.v coïncide avec 

ind Trfc . . Un opérateur d'entrelacement, Tn , de 2t« sur 
N'^tN, *'V 2 1;V 

3P A • s'obtient en associant à une fonction continue <j> sur NI 

appartenant à ^, la fonction T2 <f> sur continue appartenant 

à ind - , définie par J7 <|>(q n') = TTa , (n') <|) pour tout 
V i 

n'e NJ! et qel\L . Il s'en suit que ir, = ind ir- et l'opérateur T. 

suivi de T0 réalise un entrelacement de sur ind ^ind A • -On 

remarque que l'évaluation en l'élément neutre de est une application 

continue de ind 3fA , dans Sf A , car le quotient est 

discret. On entrelace ind ind ST. , et 2f A en associant à 
N1fNA Â̂+N1 V 

une fonction continue sur appartenant au premier espace, la fonction 

<f> continue sur appartenant au second/donnée pour ne par : 
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(J>(n) = <J>(n) (e) - On obtient, ainsi un opérateur d'entrelacement t de 
A 2PM sur 3P «. Qui envoie une fonction continue en une fonction continue. *1#\,v l\,v 

On vérifie, faci lement, que pour toute fonction <f> appartenant à *2f̂  ^ 

continue sur , pour tout ne et pour tout g e GQ , on a : 

T(ô (g) cf>)(n) = 6 , (g) T (f>(g"1 n g) w w 

D'où l'égalité (**). 

2ème cas : On suppose que le sous-espace _v' est non coisotrope 

dans _v pour B . On utilise, encore,les notations et résultats de la 
B 

démonstration (2ème cas) du lemme 1.9-2. Si g = (g )e Go ; 
_. .. P ^ B' B" " " B " " ^ B v ' g = (g )e (G }<p et g = (g )e G« avec (g , g) e G et P C / P sj *f 

~ B v* " ^ ~ B v (g , g) e G_ , on a (g , g) e G '— et 

X <g , h = X B^ (g , g) A (g , g) ; 
9 9 

ceci résulte des égalités analogues pour chaque p e . Par passage au 

quotient, on en déduit, en particulier, que pour tout ge Ĝ  , on a : 

,B,v' v ,B,v, v ,B,v'/ v 
V ~ 9 = A 9 V~~ 9 

D'après le premier cas, X̂ '— (g) vaut 1 . Donc, on est ramené au cas où 

_v = v̂  . Des propriétés locales résultent que N = N̂ N" avec N!nN" le centre 

de NA et on peut identifier fi3f avec fi3[ , fi fi OJ „ de sorte que A P p,v P P,v' P^P,v" 
TTm (n'n") = TTm ,(n') fi TTA „(n") 

,B,v' v ,B,v, v ,B,v'/ v ,B,v' v ,B,v, v ,B,v'/ v 

pour tout n'eN^ / n"eN^ et g = (g',g")e(G ) ^ . On va prouver que pour tout 

geĜ  , on a ^(g) = àv,(g) ® ^v"̂ 9^ " Le *-emme résulte aussitôt . On pose 

N = N' x N" (produit direct) . C'est un groupe unipotent défini sur 0 et 

l'application (n1 ,n")-*n'n" de N dans N est un homomorphisme de groupe 
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rationnel sur Q surjectif - Son noyau Z est un sous-groupe défini sur G 

invariant de N - On en déduit des homomorphismes surjectifs de N = N' x N" 
P P P 

sur Np de noyau Zp et de = 1̂  x N̂ ' sur de noyau - L'espace 
L2(N̂ /Nft) s'identifie,naturellement,à L2(N /̂N )̂ fi L2(N̂ /NJj) - Le sous-espace 

2 ~ ~ 
des vecteurs Ẑ  -invariants s'identifie à L (N /̂Ẑ N )̂ car le quotient de 

~ ~ 2 ~ ~ ZAN par Nft est compact . D'autre part,par composition,l'espace L (N_/ZMN ) 
2 2 s'identifie à L (N̂ /NQ) de sorte qu'on peut regarder L (N̂ /NQ) comme sous-

espace de L2(N^/^) fi L2<Nj{/Njj) - Il est clair que,pour tout g dans , 

ô (g) est la restriction à L2(N-/N_) de 6 . <g) fi 6 „(g) - Pour conclure,il 

suffit de remarquer que,via ces identifications, l'espace 2f s'identifie à 

(N^/Z^N^) sdq - Ceci résulte du fait que ce dernier est le seul sous-espace 

irréductible de L (N./N.) où 1M opère trivialement et où le centre de NL 

opère par le même caractère que la représentation TT̂  ^ - D'où le lemme -

1 , 9 . 7 . Soit ( G ' , F ' , £ ' , F | , Ç ' ) un autre groupe de classe CQ avec un morphis-

me rationnel de G' dans G - On fait opérer Ql sur v̂  via l'action de £ 

par composition . On obtient,naturellement,les diagrammes commutatifs suivants: 

dqfdf 
=a i 

Mp(w/ 
ot— G ' B -

a 

G'' 
a 

s;. 

^ G ' a 

*Sp(u)' 
Sa 

I 

a 
G ' 6 ' 
a -

ia 

G ' B ^ " GB'—' 
' I01 qdq 

ia 
G' 
a 

• G * " 
a 

G 

pour a valant p , *p ou A - De plus, les caractères ^/NQ et ^/NQ 

construits pour les groupes G' et G se déduisent les uns des autres par 

composition _ 

1 , 1 0 , Soit,maintenant, v_ une algèbre de Lie algébrique définie sur Q et 
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v* un élément de v* - On considère la forme bilinéaire alternée B ^ sur -Q v* 

v̂  . Elle est à coefficients dans Q et son noyau coincide avec v̂ (v*) 

On pose vrf = _v/_v(v*) - Soit <G,F,5,F+,|) un groupe de classe CQ avec une 

action rationnelle sur $ du groupe algébrique G sur v̂  - Pour chaque p 

dans ,on fait opérer le groupe G sur v ,via l'action de G , et sur 
p -p =p' 

v* par l'action contragrédiante - Le groupe F est contenu dans G (v*) -p P P 
et le quotient G (v*)/F est un sous-groupe d'indice fini de G (v*) ,lui P P =P 

est, pour presque tout p , égal . Le quintuplet <G(v*),F,£,F ,g(v*)) est, 

naturellement, un sous-groupe de classe C. de G Le groupe G~(v*) (resp. 

G (̂v*) ) s'identifie,naturellement, à un sous-groupe fermé de G<j>(resp. Ĝ  ) . 

v* V* V* V* , . , , V* V* On note (G ,F ,S ,F+ ,£(v*)) le groupe,de classe f(G(v*) ,F , 

S V ,F+V ,£(v*)) , construit au § 1 - 9 . On note MA(v*) le groupe de classe 
B ^ 

CQ f (SA(v*) V , Z , G , Z + , S A ( V * ) ) construit sur le groupe^de classe CQ|SA(v*) -

En utilisant les notations du § 1 . 7 , on a MA (n*) = MpCw) et SA(n*) = Sp(ŵ ) -

Les diagrammes suivants commutent : 

MA (v*) 
G V * -
Ia 

G (v*)-
a 

.SA (v*) 

' Mp (w) 
ia " 

Sp (w) 
a — 

; a valant p , ^ ou A 

De plus, on peut considérer Gv* comme Le revêtement de G (v*) construit sur 
a a 

MA (v*) - Autrement dit : 
a 

GV* = {(g,m) G (v*) x MA (v*) / g et m se projettent sur le même élément 
a a a de SA (v*) } -

a 
On écrira v* au lieu de B quand c'est en indice - De plus, si v/ est 

v* 

une sous-algèbre de v̂  définie sur Q stable par £(v*) , on écrira GV 

au lieu de G(v*) - La proposition suivante résume les résultats étab

lis au §1-9#dans un cadre plus général . 
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PROPOSITION/ Soit v̂  une algèbre de Lie algébrique définie sur €1 

et v* un élément de v* - Soit (G,F,&,F+,G> un groupe de classe 

avec une action de G sur _v rationnelle sur 0 . 

i)Le groupe G (̂v*) se relève à Ĝ * d'une manière canonique de sorte 

que Ĝ * = G (̂v*) x {+1} - Ce relèvement peut être regardé comme celui 

construit sur le relèvement de SÂ Cv*) à MA.Cv*) 

ii)Si G est de classe C° , G(v*) et GV* le sont aussi . 

iii)Soit v_* une sous-algèbre définie sur Q de v stable par g(v*), 

a)Le caractère Av*'— est trivial sur Sv*'— (G, (v*)) pour presque 

tout p premier . 

b)Le groupe G-Cv*) se relève canoniquement à Ĝ*'— et à Ĝ*'— 
, , ~v*»v' v*,v' et les caractères X̂  — et X̂  — y sont triviaux -

c)Si G' est un groupe de classe Ĉ  avec un morphisme rationnel de 

G' dans G , les diagrammes suivants commutent : 

G-V* - GV* G'V*'̂ ' - GV*'̂ ' 
+" +° . , *\ , 

G' - G G,V*'± + GV '± 
a a a a. 

pour a = p , V ou A - De plus, les caractères X̂  '— et X̂  '— 
se déduisent les uns des autres par composition -

REMARQUE: Si G = G , on convient de noter ip l'injection naturelle de 
G_ dans G de sorte qu'on peut parler de iv* , iv*,~ e t c . . a*p -P P P 

On a le résultat suivant 

LEMME/ Soit G un groupe réductif abélien défini sur G avec une 

action rationnelle sur Q sur une algèbre de Lie \/ définie sur G . 
v* 

Le groupe GA est abélien . 
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DEMONSTRATION : 

IL est clair qu'on peut supposer que _v est l'algèbre de Heisenberg construi

te sur l'espace symplectique et que Q est un sous-groupe réductif sur Q 

abélien de Sp(w) . On sait qu'il existe un Lagrangien de stable par 

d'où, un relèvement de G à Mp(ŵ ) en utilisant la réalisation de Ki-

rilLov ( {Be} ;ch-7) . D'autre part, d'après R.Howe {Ho3}, pour chaque p 

premier, il existe un relèvement de Gp à Mp(wp) . IL en résulte,pour cha-

que p dans J , un caractère unitaire xp de Gp tel que pour tout 9eGp 

se projetant sur 9eGp * on a t̂ 9 = Xp̂ 9̂ 9 - Donc,le groupe Ĝ * est abé

lien . Par conséquent, le groupe Ĝ * est,aussijabélien . D'où Le lemme . 
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2 - REPRESENTATIONS METAPLECTÏQUES VE WE1L 

Soit U un groupe algébrique unipotent défini sur G d'algèbre de 

Lie û  - On fixe un élément u* de u* - On note 6 la -orbite de 

u* / sous l'action coadjointe/et l'espace quotient u/u(u*) muni de la 

forme symplectique B . 
u* 

2.1. A chaque polarisation l de u en u* , p parcourant , on asso

cie la représentation projective S' . du groupe SA (u*) dans l'espa-
p,u*,_î  p 

ce 3f fl ,supposé fixé, de la représentation unitaire irréductible ^ * 
du groupe associée à $ par la bijection de KirillovCvoir §1.5) . Le 

cocycle associé c ^ . sur le groupe SA (u*) , coincide avec c , p,u*,JL P P/W,L 
où L̂  est le lagrangien JVu(u*) de . Comme au §1.6 , on peut regarder 

MA (u*) comme sous-groupe fermé de l'extension centrale par le tore de P 
SA (u*) via le cocycle c ^ . -Un élément m de MA (u*) se représente, p 7 p^u*,^ p 
alors,par un couple (s,t) où s est la projection de m sur SAp(u*) 

et t est une racine huitième complexe de l'unité dépendant du choix de _l_ . 

0n P0se: S Ami = t S' 4 ,(s) p,u* p,u*,J1 

Puisque la formule S (m) = t S' . (s) définit une représentation unitaire p,w p,w,L 
du groupe MÂ (u*) et que les cocycles des représentations projectjives 

S' ^ , et S' , coincident, S ^ est une représentation unitaire du p,u*,^ p,w,L ' p,u* 
groupe MAp(u*) et est indépendante du choix de la polarisation _l_ . De plus 

°n 3 1 S (m) * fi(u) S ..(m)"1 = TT fi(sus"1) p,u* p,6 p,u* p,e 
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et S = -1 (voir G.Lion et P.Perrin {L.P}) -p,u* 

2,2, Pour presque tout p premier, Le groupe SÂ  (u*) Laisse invariant 

L'espace û  et, parsuite, U? - Donc, Le reLèvement a (SA? (u*)) de 
P P P P SA_ (u*) à MA (u*) (voir §1,10) agit,via S ^ , dans Le sous-espace 2 p 3 » / p u* /• 

Û de âP Û où U_ opère triviaLement via TT (voir §1,5,2) . 
*,o P̂ o « P/" 

LEMME : Pour presque tout p premier, L'action de a (SÂ  (u*)) 

sur L'espace q ? Q via Sp u* est triviaLe -

La démonstration sera donnée au §2,4 

2,5, Le Lemme 2,2 permet de définir La représentation ^ de MÂ (u*) 

produit tensorieL infini des représentations S ^ ,de MA (u*) dans ïf _ , 
p,u* p p,6 

restreint à La direction invariante <f_ Q - Son espace s'identifie à cfA Q -
De pLus, eLLe passe au quotient et donne Lieu à une représentation unitaire 

Sm . de MA-.(u*) dans jPM _ vérifiant S. (-1) = -1 et 

S* (̂m) TT (u) SA (̂m) = TTa . (sms ) H,u* *\,6 ^,u* A,e 

pour tout u dans IL et pour tout m dans MA (u*) se projetant sur L'éLé-f\ #\ 
ment s de SA (̂u*) , Ceci étant, on considère Le sous-groupe discret 

SA-1(u*) de MÂ (u*) , Par restriction, on a,donc, une représentation S* fi #\ fl,u* 
de SA.(u*) dans jf' _ . D'autre part, on a une représentation unitaire 6 . 

de SAQ(U*) dans L (U /̂U )̂ obtenue en posant : 

-i 
6 (s) <J> (u) = 4) (s us) u* 

pour tout s dans SAft(u*) , u dans et <f> dans L (U /̂U )̂ . On re

garde,comme convenu,*^ , comme La réaLisation concrète de t\a comme 

sous-représentation de La représentation réguLière -n de IL dans L (UA/U ) 

Pour chaque s dans SA (̂u*) , L'espace 5U*^S^^ q est *-e sous-espace de 

L2(UA/U ) où La représentation TTa se réaLise . Mais sQ = Q ,donc. 
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ôu^(s) Laisse invariant L'espace 2fA Q et 6^ induit une représentation 

unitaire de SAQ(u*) dans & ̂  Q qu'on notera, encore, 6^ -

LEMME__: Les représentations û  et 6^ du groupe SA (̂u*) dans 

L'espace Q coincident 

La démonstration sera donnée au §2.4 

REMARQUE: Si û  est l'algèbre de Heisenberg n construite sur l'espace sym-

plectique w et u* = n* , on a SA(u*) = Sp(w) , MA(u*) = Mp(w) , 

S = S et SA = S. -Le lemme 2.2 est, en fait, la définition p,u* p,w A,u* #\,v̂  
de a et le lemme 2.3 a été prouvé sur la base que, dans ce cas, le groupe 

P 
SA (̂u*) est semi-simple (voir §1.7) 

2.4. On va procéder à la démonstration des lemmes 2.2 et 2.3 par récurrence 

sur la dimension de l'algèbre û  . 

Si l'algèbre de Lie û  est abélienne, Q est un caractère unitaire 

du groupe UA , 6 est la représentation triviale de SA (u*) , les cocyc-f\ u* ™ 

les de Weil sont triviaux et les représentations projectives sont des représen

tations triviales . Donc, la représentation Ŝ  ^ est, aussi, triviale . Les 

lemmes 2.2 et 2.3 résultent immédiatement . 

On suppose, donc, que l'algèbre u est non abélienne . Son centre 

est non nul et est stable par SA(u*) . Quitte à quotienter û  par le noyau 

de la restriction de u* à , on peut supposer que dimCẑ ) =1 et que la 

forme u* n'est pas nulle sur z^. Puisque l'intersection de avec l 'al

gèbre dérivée [u^u] est non nulle, nécessairement l'algèbre est conte

nue dans Lurjj] - Si ẑ  = [u,u] ,l'algèbre û  est de Heisenberg et le ré

sultat est immédiat d'après la remarque précédente . On suppose, donc, que la 

dimension de est au moins égale à 2 . Pour se ramener aux dimensions 

inférieures, on va utiliser une technique utilisée par J.Dixmier {Dix4, 5.7}. 

63 



M. H. SLIMAN 

Soit ]D un idéal de u , contenu dans [U/JJ] /• défini sur G ,contenant 

, de dimension 2 et contenu dans le deuxième élément de la suite centra

le ascendante de u « I l est clair que ]D est central dans [u,u] -Soit 

£ l'intersection de avec le centre de Lju,u] - L'idéal £ contient b_ 

et est, donc, de dimension au moins égale à 2 . De plus, c'est un idéal de 

JJ défini sur Q stable par SA(u*) - Soit û ' le centralisateur de a_ 

dans u et u'* la restriction de u* à _u" - C'est un idéal de û  ,défi

ni sur 4 , stable par SA(u*), de codimension non nulle et coisotrope pour 

la forme bilinéaire B - Soit U* le sous-groupe unipotent, défini sur G , u* 

invariant de U d'algèbre de Lie u1 . On note 9' la -orbite de u'* 

dans û * Soit _l_ une polarisation de u_' en u'* - C'est, aussi, 

une polarisation en u* - Le principe d'induction par étages permet d'établir 

7T n = ind TT ^, 
P'e u l f u P , e -

P1 P 
On peut, donc, regarder l'espace cf comme ind 3t ni - En procédant 

P'E ULFU ^ P,6 
comme dans la démonstration 1 cas du lemme 1.9.2 , on montre que : 

- N* u1 ' -1 A S „<g)(j> (u) = c (g) S , (g) <f> (g ug) p p,u* M r p a p,u'* y 

pour toute fonction <j> sur IL appartenant à 3f , pour u dans U et 

pour tout g dans SA(u*)̂  se projetant en g sur SAp(u*) où 

est une constante strictement positive - D'après le lemme 1-9.2 pour presque 

tout p premier, le caractère AU*'— est trivial sur a11*'— (SA, (u*)) 

On en déduit que, pour presque tout p , pour tout s dans SÂ  (u*) et pour 

toute fonction cf) , comme ci-dessus, l'on a : 

S As)<ï> (u) = c (s) S tAs)<$> (s us) P,u* * p p,u'* * 

où on a identifié s à son relèvement à MA (u*) et à MA (u'*) via a 

En notant, comme dans la démonstration du lemme 1.9.2 1 cas, que l'espace 

cf» Û s'obtient à partir de 2f- Q, par induction et en utilisant l'hypothèse 

de récurrence , on obtient le lemme 2.2 et cp(s) = 1 , pour presque tout p et 
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pour tout s dans SA? (u*) - Pour avoir Le Lemme 2.3 , on va procéder comme 
p er dans La démonstration du Lemme 1.9.6 1 cas . On remarque que : 

A 
IT = ind 7T , - On pose 2fj. = ind 3PA , .On étabLit/te La même 

' yl y "/O yl y #\,0 
façonque dans cette démonstrat ion,Les deux égaLités : 

SA,u*Cg)̂  Cu) = C(g) X#f'~'(g) S*,u'*(g)* (g~1ug) 

6u*Cg>* (U) = Ôu,*(g)^ 

pour toute fonction <j> continue sur IL appartenant à âfA , pour tout g 

dans SÂ Cu*) et pour tout u dans avec c(g) une constante strictement 

positive . Le Lemme 1.9.6 impLique que Le caractère Â *'— est triviaL sur 

SA (̂u*) . L'hypothèse de récurrence impLique , aLors, que u*(9> et 

c(g)ôu^(g) coincident . Du fait qu'on a des opérateurs unitaires, résuLte que 

c(g) = 1 pour tout g dans SAft(u*) . D'où Le Lemme 2.3 . 
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3 - EXTENSIONS DES REPRESENTATIONS 

VES GROUPES UNTPOTENTS AVELES 

On se fixe un groupe de classe , (G/F,5,F+,fi) . On note g l 'al

gèbre de Lie algébrique, définie sur fi , du groupe fi . Soit u un idéal de 

g , défini sur fi , unipotent, et G -invariant . On note U le sous-groupe 

invariant, défini sur fi , unipotent, de fi associé . Pour chaque p dans 5̂  

le groupe de ses fip -points se relève à Gp en un sous-groupe invariant 

fermé et de type I - D'autre part, on peut regarder , d'une manière ca

nonique, comme sous-groupe fermé invariant de Q*p et de Ĝ  de sorte que la 

projection sur fi^ restreinte à soit l'application identique (voir §1-4) 

D'après Moore {Moo2}, le groupe n'est de type I que lorsqu'il est abé-

lien . Cet obstacle va être écarté du fait qu'on va appliquer la méthode des 

petits groupes de Mackey uniquement pour les sous-représentations irréductibles 

de L2(UA/U ) - On fixe une telle représentation . Elle est de la forme 
wK fi 

C TL. . ,3f J où 0 est une IL -orbite dans u* bien déterminée (voir §1,5.2) #\, 9 #\, 6 fi —fi 
On fixe un élément u* de e - On considère les groupes de classe Ĉ  , 

(G(u*),F,S,F+,fi(u*)) et (GU*,FU*,£U*,F^*,fi(u*)) construits au §1.10 , 

3.1 LEMME : On pose u* = {feu* / f(u^ ) c z } , Pour presque tout p 
P P P 

i) (U u*) nu* = U, u* ; 
p —2 2 P P 

ii) (U G (u*)) n S (G, (u*)) = U, S (G, (u*)) -
P P P =?p p p =Zp 
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Démonstration • 

ii) résulte de i) - En effet, la forme u* étant dans u* , elle est, 

pour presque tout p premier, dans (u*) - D'autre part, le groupe 
P P 

laisse invariant u et,par suite, le sous-espace u* de u* - Par con-

sequent, (U u*) n (g? u*) est un sous-espace de (U u*) n u* , lequel d'ap-
P ~ P P P 

rés i ) , coincide avec U? u* - Mais, alors, [(UpGp(u*)) n S^tQj )]u* est 

un sous-espace de U_ u* et (U G (u*)) n S (G, ) est un sous-groupe de 
*P p p p =2P 

(U? Gp(u*)) n SptGj * ' Ce dernier coincide avec le sous-groupe ^p^Sj (u*)) 

de G car U_ est un sous-groupe de S (G_ ) - Ceci étant, bien sûr, pour p z p -M 
presque tout p premier - L'inclusion dans l'autre sens est évidente - D'où 

ii) - Pour prouver i ) , on va procéder par récurrence sur la dimension de u . 

Soit (z.). n ,avec zn = {0}, la suite centrale ascendante de u - Si —-|1>U —U — 

l'algèbre de Lie u est abélienne, le résultat est évident _ On suppose, donc, 

qu'elle ne l'est pas . On note v̂  le noyau de la restriction de u* à ẑ  

C'est un idéal de u défini sur Q - On note V le sous-groupe unipotent 

défini sur Q de U associé, U' = U/V , u9 = uAv et u'*= u*!̂ 1 - Pour 

presque tout p premier, la projection de u sur u' envoie _u sur u'^ 

et,par suite, la projection de U sur U' envoie U sur U' - Ceci ré-

suite du fait que l'application exponentielle et l'application logarithme en
tre u et U et entre u1 et U' sont rationnelles sur G de sorte que pour 

presque tout p premier, Uy = expCû  ) et = exp(u^ ) . Soit u un 

élément de U tel que uu* appartienne à u* et soit u' sa projection 

sur U' . La forme uu* est nulle sur v et induit sur u' la forme u'u'* . 

Si p est suffisemment grand, on a : u'u'* e û * - L'hypothèse de récurren-

ce(si v̂  n'est pas nuUaffirme, alors, l'existence d'un élément ujj de 

tel que u'u'* = u^u'* . Soit û  un antécédent dans U? de u * - On a 

uu* = û u* . Donc, on peut se ramener au cas où est de dimension égale 

1 et u* ne s'annule oas identiquement sur . Soit a_ un idéal de û  
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de dimension 2 défini sur fi contenant et contenu dans £^ et soit, 

maintenant, u% Le centraLisateur de £ dans u . On note IT Le sous-grou

pe invariant de U d'aLgèbre de Lie û  - On choisit un éLément y dans 

aA , un éLément z dans z„ _ et un éLément x de uA de sorte que : —fi —1 ; fi -fi 

u*(y) =0 , u*(z) =1 et [x,yj = z . Soit d La droite définie sur fi 

de û  engendrée par x et D Le sous groupe-aLgébrique défini sur fi asso

cié _ Le groupe aLgébrique U s'identifie au produit semi-direct de D et 

U' . De pLus, pour chaque p . on a U =D xU' et, pour presque tout p 

premier, = D? x . On suppose que p est un nombre premier suffi-
P P P 

semment grand et soit u un éLément de U teL que uu* appartient à u* 
L'éLément u s'écrit, d'une manière unique, sous La forme u = exp(tx) u' 

avec t dans fi et u' dans U' - En particuLier, on a : 

uu*(y) = exp(tx) u*(y) = u*(y-tz) = -t . Donc, t est un éLément de 2P 

On peut, aLors, supposer que t = 0 . Soit u'* La restriction de u* à u/. 

On a : u'u'* e û * - Par hypothèse de récurrence, iL existe ujj ,éLément de 
P 

, teL que ujju'* = u'u'* - D'autre part, x se trouve dans û  . Donc, 
P P 

uu*(x) = u' u*(x) et c'est un éLément de 2p ainsi que ujju*(x) . On pose 

s = u'u*(x)-uj|u*(x) . C'est un éLément de Zp et uu* = u'u* = exp(sy) ujju* . 

D'où Le Lemme 

3.2 LEMME : 

i) Le stabi Lisateur dans (resp. Ĝ ) de La représentation TT̂  Q 

coincide avec Le sous-groupe Û Ĝ Cu*) (resp. Û Ĝ (u*) ) 

ii) Le quintupLet (UG(u*), F, S, F+ , U£(u*) ) est un groupe de 

cLasse CQ et on a : (UG(u*) )<p = Gy(u*) et 

(UG(u*) )^ = G (̂u*) . 

iii) Les groupes GQ , G (̂u*) et Uft Ĝp (u*) (resp. 

UA G//u*̂  ^ sont c'es sous-groupes fermés de G^ (resp. Ĝ ) 
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Démonstration : 

(i) IL suffit de voir que Le stabi Lisateur dans G«p de TT̂  q est 

IL Gô(u*). On rappeLLe que, pour chaque pe fp, Le groupe U est C.C.R. 

et que TT̂  q est une représentation C.C.R. de irréductibLe . Soit 

g = (g )eG - La composante sur U de gir_ Q est g TT et p #p p #\,« p p,w 
girA est CCR. D'après La proposition 1.3.5- ii) pour que 

Q11* A = n i L faut et "il suffit que g TT . = TT pour tout p e 5* -
f\,y P p,W p,o 

Autrement dit, g appartient à U G (u*) pour tout pe 5̂  p P P 
(M. DufLo {Du 3, Lemme 12 } ). D'où L'assertion. 

(ii) On considère L'orbite Uu* dans u* . C'est une sous-variété 

aLgébrique de u définie sur fi . Son stabiLisateur dans Q est, 

cLairement, Ufî(u*) . C'est, donc, un groupe aLgébrique défini sur fi . 

L'ensembLe de ses fi points coïncide avec U G (u*) . En effet, soit P P -P 
g un éLément de (Ufî (u*) ) . IL existe u eu" teL que g u* = uu* . 

uu* est un fip-point de U.u* . Donc, d'après R. Godement {GO.2, 

théorème 4} , on peut choisir u dans Up . Mais, aLors, u g 

est dans Gp(u*) . D'où L'assertion. On voit faciLement que Le quotient 

U G (u*)/F a un indice dans U G (u*) égaL à ceLui de G (u*) / F P P P p =p 3 D P 

dans G (u*) . Donc U G (u*)/F est un sous-groupe d'indice fini de =p p p p 

(Ufi(u*))p (Lui est presque partout égaL . Le quintupLet 

(UG(u*),F,S,F+, UQ(u*)) est, aLors, un groupe de cLasse Cft. L'égaLité 

(UG(u*) )̂ > = G^(u*) résuLte immédiatement du Lemme 3.1. L'autre en 

résuLte par passage au quotient. 

(iii) Le fait que G^ (u*) (resp. G (̂u*) ) est un sous-groupe 

fermé de G y (resp. Ĝ ) résuLte de ii) ou i) . Le fait que Le 

groupe Ĝ  est fermé dans Ĝ  résuLte du fait que Uft nĜ  = et 

que / est un compact. Les mêmes arguments montrent que 

GQ(U*) est fermé dans G (̂u*) si on prouve que (UG(u*) )^ = G (̂u*). 
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Or, (UG (il*) )ft = {g e §fi / gu* e Uu*} et u* n Uu* = UQ u* . Donc 

(UG (u*) )Q = GQ (u*) . En prenant Les images réciproques, on obtient 

Le résultat. D'où le lemrrie. 

3.3. On a, naturellement, une structure de groupe de classe C-
Q. 

U* u* sur U x G(u*), U x G et des morphismes rationnels de U x G dans 
U x G(u*) et de U x G(u*) dans UG (u*) . Par composition, on obtient 

u* k un morphisme rationnel a de U x G dans UG(u*) . Pour j = p , zr 

ou /\ , on note ou L1 homomorphisme de groupe (surjectif) de 

(U x G ). = U . x G sur (UG (u*) ). = U . G . (u*) et N . son 

noyau- On a : 

Np = {(u~1, u) ; ueUp(u*)} x {± 1} 

= {(u~1, u) ; ueU^u*)} x E 

= {(u~1, u) ; ue u^(u*)} x {± 1} 

On note Y. le caractère unitaire de U.(u*) associé (par la 
méthode des orbites) g la restriction de u* à u.(u*) , YU* le ca-
ractère de N valant -1 en -1 et tel que Y (U ,U) = y ^(u ) p P AP,u* 
pour tout u eUp(u*), Xy* et X̂ * Les caractères de N ^ et 

obtenus en faisant Le produit tensoriel infini des caractères xp N̂5> 

est le produit infini des groupes Np restreint à La gerbe des compacts 

Np n (Up x5p*(Êz (u*))) = {(u"1,u), ueU? (u*)}). On a )£*<-1) = -1 

et X̂ *̂ u ru) = X̂  u*̂ u * pour tout u eUft(u*). 

Pour j = p, S7 ou l\, la représentation de Wei L S.. ^ de MÂ  (u*) 

induit, par composition, une représentation unitaire du groupe GV* (dans 

ôf. Q) qu'on notera de la même façon. Pour ueU. et g e GV*, on pose : 

TT. S. A(u,g) = TT. ^(u)S. .(g) 

Du fait que S. AQÏTÏ. rt(u)S. ^(g) = TT. „(guq ) résulte que 
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TT. S. ^ est une représentation (unitaire irréductible dans l'espace 

(f . Q) du groupe (U x GU*). prolongeant TT. - Il est clair que 

""À 8 S? U* co:"nci'de avec La représentation de (U x G )^ = xG*p produit 

tensoriel infini des représentations TT -.S restreint à l'unique 
p,6 p,u* 

direction invariante 3P-, - De plus, la représentation TT. _S s'obtient 

par passage au quotient et on a : TT. QS I I + ( - D = - 1 - D'après G- Lion et 

P. Perrin {L.P.}, pour tout p ej>, la restriction de la représentation 

TT S . à N est un multiple du caractère YU*. Il en résulte que la 
restriction de la représentation -n̂  qS^ û  (resp- TT̂  ^) à N̂ p 

(resp- N̂ ) est un multiple du caractère (resp-

Soit, pour j = p ou /A, une representation unitaire E du groupe Gj 

dont la restriction à IL (u*) est un multiple de Xj u* et valant - 1 

en - 1 - On La considère comme représentation de IL xGU* trivialement sur 

IL. Donc, sa restriction à f\L est un multiple du caractère <Xj*̂  ^ et ' 

la représentation unitaire TT. _ S. . fi E de U. x G. passe au quotient 

et définit une représentation unitaire du stabilisateur U.G.(u*) de TT. _ 

dans Gj - On la note de la même façon - On pose : 

1 a. r = ind TT. nS. . fi E 

THEOREME : Pour j = p , ? o u A , on a : 

i) L'application E->I est une bijection de l'ensemble des repré-u* , t 

sentations impaires de Gu* dont la restriction à U.(u*) est un mul-

tiple de Xj u* sur l'ensemble des représentations de Ĝ. dont la res

triction à U. est basée sur la G. -orbite de n. n . 

ii) Soit Ê  et Ê  deux représentations impaires de Ĝ  dont la 

restriction à U.(u*) est un multiple de x- ^ - L'ensemble des opé-

rateurs d'entrelacement des représentations I ^ ,_ et I ^ ,_ est 

isomorphe à celui de Ê  et Ê  
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Démonstration : 
Pour j = p , pe £P , le théorème est la proposition 11-14 de M.Duflo 

{Du3} pour un point u* rationnel de u* - On suppose j = #\ - La repré

sentation TT̂  0 étant C.C.R. , toute représentation irréductible de la C*-

algèbre de U ,ayant le même noyau, lui est équivalente (J.Glimm{Gl;p-583}) 

i) et ii) résultent, alors, immédiatement des théorèmes 1 et 2 de R.Blattner 

{Bl;p.1101> . D'où le théorème -

3,4, Soit E une représentation unitaire impaire de Ĝ  dont la restric
tion à Uĵ fu*) est un multiple de u* - On suppose que E est le produit 

tensoriel infini de représentations unitaires irréductibles E de GU res-

treint à une direction invariante D = (D )̂ . Pour chaque p dans f?* ,la 

restriction de E à U (u*) est un multiple de X ^ et vaut -1 en P P P,u* 
-1 , Il est clair que ^ S. fi E est le produit tensoriel infini des re-

présentations unitaires irréductibles v S x 0 E deUG (u*) restreint 

à la direction invariante fi D , D'après le §1,3,3 , I ^ _ est la 

représentation unitaire irréductible produit tensoriel infini des représen

tations unitaires irréductibles I ^ r restreint à La direction invariante 

obtenue de la direction invariante £f, fi D par induction - Concernant la 
V e P 

réciproque, on a le résultat suivant : 

PROPOSITION : On suppose que le groupe G est de classe Ĉ  - Soit 
, u* . . . E une representation unitaire impaire de Ĝ  dont la restriction a 

U (̂u*) est un multiple de )^ u* • Pour que ^ soit le produit 

tensoriel infini restreint de représentations unitaires irréductibles 

de Gp il faut et il suffit que la représentation E le soit -

Démonstration : 
La condition suffisante est traitée ci-dessus , Reste à montrer que si 

I _ est un produit tensoriel infini restreint de représentations irréduc-u*,E 
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tibles , E L'est aussi - D'après Le théorème 1-2 , Les groupes Gp , Gp(u*) 

et Gu* sont de type I pour tout p dans fP - D'autre part, I est 

une représentation irréductible et E L'est aussi d'après Le théorème 3-3 . 

Soit ir La composante irréductible de I . _ sur G et E celle de E P u*,E p p 
sur Gu* - Il est clair que TT = I ^ r . Soit v une réalisation concrè-p P u*,Ep "p 
te de la représentation E et a = ind *3f 0 y la réalisation con-

P P P 
crête de TT qui en résulte - Soit V une réalisation concrète de la repré-

D sentation irréductible E et 9P= ind 
W U * H G A 

SP- . 6 V la réalisation confit? 

crête de I ^ _ qui en résulte -u*,E H 

Soit #p un nombre premier à partir duquel Les sections et 5^* 

sont définies , et , on peut choisir un vecteur Yp dans df^ de norme 1 

invariant par S (Ĝ  ) donnant Lieu à une direction invariante permettant 

La décomposition de la représentation 1^ E en produit tensoriel infini 

restreint - Pour tout pefP, p̂ #p , on pose : 

p = {q .p^q<p} ; p. = {q e 9 ; q>p} ; K = S % ) ; 
p 

K - TT K i/; = Ô T/J H = U G (u*) et si p > 0p, - q - - q p p p Pi qepn- M pi qepn-

Pi qepi q Pi qep. q Pi qePi Q Pi qePi 

E_ la représentation unitaire irréductible de Ĝ * telle que 
p. P-i i 

E _ = E 8 E_ avec E= 8 _E ® E _ ; 7_ une réalisation 
oP Pi P̂  qe^-oP q 0P Pn-

concrète de E_ ; 2f l = ind 2f _ ô V_ ; 3 P _ le produit 
p. p. H_ *G_ p.,0 p. p 

pi 1 Pi 
tensoriel infini de 3P /• q^Pr restreint à la famille (Û> ) considérée ^ q q 
ci-dessus; if = 8 9f e t c . -

Pi q,Pi Q 

On note s(p) le nombre premier suivant p- Pour chaque p>Qp, on iden-
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tifie V et F fi V . On a, donc, V _ = V fi V_ , 
^ P s(p). 0p. Pi p. 

3f 1 = 3f fi 3f' et y = fi Sf - On fixe un opérateur d'entre-

Lacement unitaire T de BP sur 3f ' et on note, pour p > Dp, T 
oP P 

L'opérateur d'entreLacement unitaire de 9T __ sur 3P 1 teL ciue 
p. p. 

T p = id fi Tp suivant Les décompositions précédentes- On pose 

= T -̂ c'est un vecteur K_ -invariant de 2f'_ et on a 
p. p p. p. p. 

I _ 
ii> = \b fi ib* pour tout p > 0p. On pose A = KH, A = G - A, - P- - p p p' P P P 
°Pi 1 Pi 
Â = ^ e% ayant Le support dans A } ; gf = {f e 2f ayant Le support 

P p p ip p 
dans Â }. On a : 3f = 3f4 © 3f et cette somme est orthogonaLe. Pour P P A r p Ap 
cette décomposition, on a : 

= Â + ^ ' P "°P 
P AP 

De même, on pose A = K H , Â = G - A , ^ = {f e 2f ' 

i 

ayant Leur support dans A_ } et 3f = (f e 2f ^ ayant Leur support 
p. A- p. i Pi i 

dans Â- }. On a, aussi, une décomposition orthogonaLe : 3f 1 = 2f ' 0 ' 
pi p. A- Â-

i P- P-
et, suivant cette décomposition, on a : 

*L = + ' p -oP 
p. - A-I p. p. 1 1 

On remarque que, pour p > Qp, A _ = TT A x A_ et, par conséquent, 
Gpi Gp<q<p q p. 

Â - * *A 8 K 0p. 0p<q<p q -

74 



EXTENSIONS DES REPRÉSENTATIONS 

En particulier, on a : | 1" A | | = TT | | | - I k'A_ Il POUR 
0PI 0p̂ q<p q PI 

tout p > Qp. D'autre part, en remarquant que G est la réunion croissante 

des sous-ensembles ouverts 9- = ir G x A_ , pour p e? , p > Qp, on tire 
p Gp<q<p q p-

que : 

1 = ||2 = Mm / | |*'_ (g)||2dg = M-n | | f ||2 
oP. p++*> /H_ oP. p-H-» Pi 

pi 
Ainsi lim | | ^ _ I I = 1 et on peut choisir 0p de sorte que 

L . 1 
I lK - M * °" Par conséquent le produit TT | |^a | | converge vers une 

0p.j 0p̂ q<p q 

limite non nulle. Ceci équivaut à dire que la série de terme général 

^ converge. Or 
q 

IN: LK-aTïtïï *al |2 = i n i r | 1 - w T r | 2 | ^ A n 2 + n . -m2] 
aeC H A ' p aeC M rA ' ' p A 
|a|=1 P |a|=1 P P 

= 2(1-||*A | |) 
P 

En utilisant la proposition 1.3.5., on tire que la représentation 1^ £ 

est équivalente au produit tensoriel infini des représentations irp restreint 

à la famille II - Donc on peut supposer que a son support A 
P P P p 

pour p > Qp. On peut, aussi, supposer que pour p > 0p l'espace 3f •» Q est 

de dimension 1 et que le groupe Sp (G (u*)^ a9Ît trivialement dedans, via 
*P 

la représentation S J.. On fixe un vecteur u dans 2f , de norme 1. 
e-u* p zP,e 

117 -1 On a : ^ (kh) = <5U . (h) TT _S „. fi E (h) i|> (1) pour k e K et heH . 
P HP,GP p,0 p,u* P P P P 

Le fait que le caractère ôu r est trivial sur le groupe compact K nH 

implique que ^ (1) est un vecteur K nH -invariant dans Sf . fi V . 

Donc \b (1) = u fi v avec v un vecteur de V de norme 1 invariant par 
P P P P P 

u* 
5p (Q (u*)) v"ia La représentation Ep. Soit E' le produit tensoriel infini 

2P 
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des représentations irréductibles E restreint à la famille (v ). Il est 

clair que 1^ £l = 1^ E et, d'après l'unicité, E = E'. D'où la proposition. 

Remarque : S'il y a une unique direction invariante pour la suite de représen

tations 1^ , il en est de même pour E . La réciproque est fausse comme 
U ' p P 

le prouve l'exemple suivant : 

x x X G = C><€ -{(„ -) e GL-,} avec G = Q pour tout p. On a = 0 1 £ p -p 
x X 

£ = C x c - { (Q Q^egl^). On prend u*(X,0) = X̂. G(u*) est le radical unipotent 
C x{1}. E = Y- = * est le caractère de A considéré au § 0.7. E = * / A,u* J » p 

/» 2 x 
et ÏÏ = ind 56 opère dans <* = L (Q ). Le sous-espace des vecteurs G, -" VGn " ' P P p n invariants est engendré par les fonctions x-*<J> (p x), n > 0, où cf̂  est la 

fonction caractéristique de Z . Remarquer que 1^ E = ind* et se réalise 
P " ' MGA 

2 x dans L (A ). Le sous-espace invariant par TT (à est engendré par 

la fonction x-xj)(nx), n e|N-{0}, où (j> est la fonction caractéristique de 

TT §2 . Remarquer, aussi, qu'il y a des produits tensoriels infinis de 
pe 9 -°° p 
*u* E (ceux non équivalents à ind 36 ) qui ne sont pas de La forme 1^ £. 

' P A+Ĝ  ' 

3.5 Soit (G',F,o,F+,Q') un sous-groupe de classe Cft de (G,F,5,F+,G), 
u* 

contenant U. Soit E' une représentation unitaire de G'̂  dont la restric
tion à U.(u*) est un multiple de y. ^ et vérifiant E'(-1) = - 1 . On pose : 

A AA,u* 
E = ind E1 . Alors : 

. u* u* 
A A 

PROPOSITION : I c = ind I „ CI 
' G;+GM U*-E 

A A 

Démonstration? 

D'après le principe d'induction par étage, on a : 
ind I . _, = ind ind TT S g E' .Or TT_ Sa . se u*,E* A,0 A,u* A,9 #\,u* 

GÂfGA UAG (̂U*HGA UI\GÀ(U*HUAG|V(U*) 
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prolonge par La même formule à , donc : 

ind V e s * , u . 9 E* = V e V u * 9 ^ E' = V e V u * 8 E 
UAĜ (u*)+UA6R(u*) G'A +Gft 

Par conséquent : ind I . _, = ind u- „S_ ^ » E = I . . D'où 
GitG. U*'E U.G.(u.)+G. *'9*'u* U*'E A A A A A 

La proposition. 

3.6 Soit à une sous-algèbre, définie sur fi, de û  invariante par £(u*) 

et coisotrope relativement à u*. Soit D le sous-groupe unipotent défini sur 

fi de U d'algèbre de Lie cL On considère le caractère ^*'~ du Qroupe 

GA*'~ ' construit au § et La bijection E-*À̂ *'— E de l'ensemble des 

représentations unitaires de Ĝ * valant -1 en -1 sur celles de G(u*)̂  

valant, aussi, -1 en -1 où d* désigne la restriction de u* à cL On 

remarque que : (&G(u*))̂ * = DA<d*)G(u*)̂ * et G(u*)̂ * n D (̂d*) = D (̂u*)=U (̂u*). 

Soit E une représentation unitaire de Ĝ * valant -1 en -1 et 

telle que sa restriction à U (̂u*) soit un multiple de x̂  u*- La représenta

tion À̂ *'—E se prolonge, d'une manière unique, à (DG(u*))̂ J* en lui imposan 

d'être multiple du caractère unitaire \m sur D.(a*). 

IEMM : ind I ^ . 
D.Ĝ CiHO+U.G (u*) d*,x" E A A A #\ A 

f\,6 A,u* 

Démonstration : Soit A La D -orbite de d*. On a : 

ind 
DAGA(u*)+UAG dqd q 

ind 
DAGA(u*)+UAG (u*r' *'d* 

e X^*'* E 

= ( ind 
D_ xG(u*)° HJ- xG(u*) A A l\ 

D>,ASA,d*} 
u*,d B L E A 

Donc il suffit de voir que : 
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A,e A #\,u* ind 
xG(u*)d*iUA xG(u*)d* 

A,ASA,d* 

Or La représentation de (UxG(u*) *)^ figurant dans Le premier membre est Le 

produit tensorieL infini (restreint à une unique direction invariante) des repré-

sentations ir Ли*'— S ^ et La représentation ттл AS_ de (D x G(u*)C'*)M p,6 p p,u* н #\,Д A,d* A 

est aussi le produit tensoriel infini (restreint à une unique direction inva

riante) des représentations TT̂  ^S^ Donc, il suffit de voir que, pour 

chaque p £*P , 

p,e p p,u* ind 
D xG(u*) 
P P 

ri* P,A p,d* 
tU xG(u*) P P 

Ceci a été prouvé par M- Duflo Lors de la démonstration du lemme 11.17 de 

{DU 3}. D'où le lemme. 

3.7 Soit jn un idéal de JJ défini sur Cl invariant par G(u*). On pose 

n* = u*|n, v̂  = i£(n*), v* = u*|v, N (resp. V) le sous-groupe unipotent 

défini sur Q de U d'algèbre de Lie n (resp. v), G la V^-orbite de v* 

et v la N -orbite de n*. On a : Q 

((UG(u*))n*)^* = NA(n*)(G(u*)n*)̂ * et N (̂n*) n ((G(u*))n*)^* = N^(u*). 

Soit E une représentation unitaire de Ĝ * valant -1 en -1 et dont 

la restriction à U (̂u*) est un multiple du caractère x^ u*- On considère la 

représentation x]?*'— E de (G(u*)n*)^* associée. Sa restriction à U (u*) A A #\ 
est un multiple de u*- D'après ce qui précède, elle se prolonge, d'une 

manière unique, à ((UG(u*))n*)^* en lui imposant d'être multiple de x^ n* 

sur N^(n*). De plus, on a *^*'~ E(a/3) = a$ avec a,$ valant ±1 (voir 

§ 1.9.6.). On peut alors, définir la représentation I de •> n̂ _ v*,X^ '— E 
(UG(u*))£* car V (̂v*) = U (̂u*)N (̂n*) et la restriction de Xfl*'~ E à 
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V (̂v*) est multiple de )^ En fait VA(UG(u*))̂ *(v*) = V^G(u*)̂ *=(UG(u*) 

et, par suite. 

1 ^ ^*,n r 
v*,X^ ' - E 

A,a A,v* )tU^GM(u*) 

De plus, La restriction de [ 
. ,u*,n _ 

à N (̂n*) est un muLtipLe d 

(u*)tU^GM(u*) 1 
^ Au*,n _ 

(-1) = - 1 . Donc, on peut construire La représentation 

D(u*)tU^GM(u*) 
de (UG(u*))A. 

A 

I LEMME • ir- NS, . fi E = A,0 A,u* 
n * ' I v * ' C ' n E 

Démonstration: 

On pose 6_ = + \/ . C'est une sous-algèbre définie sur Q de ]J coi-

sotrope pour u* et invariante par Q(u*) . On utilise Les notations du 3.6 . 

D'après Le lemme 3.6 , on a TT S fi E = _ , 1?d11 „ , * Au*,d _ "°r' 
#\,9 A,u* D̂ GA(u*)tÛ GM(u*) d*,X_ — E A A A A A 

DA(DG(u*))A(d*) = ^G^Cu*) = N (̂UG(u*))̂ (n*) . Donc, il suffit de montrer : 

^ S_ ^ fi x " * ' - E = TT S fi (TT SA fi x " * ' - E) #\,A A,d* A A,v A,rt* A,a A,v* A 

IL est facile de voir que : X ^ 1 * ' - A"*'- E = x " * ' - E . I l suffit, alors, de 

prouver que Les représentations TT xd*'— S. et TT. S. . fi TT. SA . H H K A,A A A,d* Âv A,n* A,a A,v* 
du groupe D.((G(u*))n*)^* coincident, où S. est regardée comme La repré-

sentation de ((G(u*))n*)^* via La projection sur (G(u*))!?* . En remarquant 
A 

que La représentation TT AXD*'— S. (resp. TT_ S- . fi TT, S_ . ) est le 
A,A A A,d* K A,v A,n* A,a A,v* d* n produit tensoriel infini des représentations TT AX '—S (resp. P,A p p,d* TT S j.fiTT S . ) restreint à une unique direction invariante , on se p,v p,n* p,a p,v* 

ramène à montrer pour chaque p dans l'égalité : 

p,A p p,d* = TT S fin S 
p,v p,n* p,a p,v* 

Mais ceci a été prouvé par M.Duflo Lors de La démonstration du Lemme 11.18 de 

{Du3} . D'où le lemme . 
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3-8- Soit J2 un idéal de û  défini sur Q invariant par Q - On définit 

n * , v ^ , v * , N , V , v , a comme au 3.7 . On a : 

G *̂(v*) = G *̂(u*)NA(n*) ; (Gn*)̂ * = ((G(u*))n*)̂ *NA(n*) et lintersection de 

((G(u*))n*)^* et N (̂n*) coincide avec N (̂u*) . Soit E une représentation 

unitaire impaire de Ĝ * dont la restriction à U (̂u*) est un multiple de 

û  - La représentation A^*'— E de (G(u*)n*)^* se prolonge, d'une maniè

re unique, à (Gn*)̂ * en lui imposant d'être multiple de x^ n* sur N (̂n*) 

Comme V^(v*) = U (̂u*) N (̂n*) , la représentation ^J*'— E se restreint sur 

V^(v*) en un multiple de x^ v* et on a Af(*'~ E = a3 pour a , 3 va

lant +1 . On peut, alors, former la représentation I ,u*,n du groupe 

GJJ* . Elle vaut -1 en -1 . De plus, du fait que la restriction de la re

présentation TT de V à N (n*) est un multiple de xA * résulte que la 

restriction de I ^ ,u*,n à IVL(n*) est, aussi, un multiple de y- ... . Par v*,X^ — E A AA,n* 

conséquent, on peut former la représentation 1^ ^ u* n Û gr0UDe G|\ 

PROPOSITION: *u*,E D^GA(u*)tU^GM(u*) 

Démonstration: 

On pose à = n + _y_ ;d* = u*|c[ ; D Le sous-groupe défini sur Q de U 

d'aLgèbre de Lie d ;A = D̂ d* ; |* = DfîCu*) et = DpGp(u*) .On remarque 

que G1 = D(DG(u*))(d*) ; G' = D (DG(U*)) (d*) et F est un sous-groupe de 

Ĝ  . D'après Le Lemme 2.3.ii), Le quintupLet (G',F,iS,F+,Q') est un sous-grou

pe de cLasse de G . De pLus, on a : Ĝ n* = V̂ GCu*)̂ * = V^*(v*) . D'où 

I * ,u*/n c = ind TT S. ^ 8 A**'" E = ind TT- SA . 0 E 
A A A A A 

Donc, d'après La proposition 3.5 , on a : 

* « + T « = ind In* c A i u * ' n c - IL suffit,aLors,de voir que 
n*,I . ,U*,n r ^ i , _ n*,7T. S. . M A - — E 

'A A A 'a 
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OSA FI E = IND l„+ c a ^u*'n c • nr' d'après Le Lemme 
*'G *'U* G ' tLL G (u*) n*'VaSA,v* A ~~ 

3.6 , on a : * * * 

7T s 0 E = ipd I -On est ramené à montrer que 
A,6 A,u* DAGA(u*} f UAGA(U*) d*'AA E 

7rA,ASA,d* 8 V ~" E In*,7r S 0 E • Mais ceci résuLte immédiate-

ment du Lemme 3.7 en faisant jouera UG(u*) Le rôLe de G età à Le rôLe de u_ . 

D'où La proposition . 
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4 - REPRÉSENTATIONS VE CONSTRUITES 

SUR LES ORBITES VE TYPE UNIPOTENT 

4 . 1 . Soit g une algèbre de Lie algébrique définie sur un corps k 

de caractéristique nulle. 

VO-^yiltlon (M. Duflo {Du 3, 1.10}) : Soit g* un point de g*. On dit 

que g* est une forme de type unipotent s ' i l existe une sous-algèbre 

algébrique définie sur k , coisotrope relativement à g* et ayant 

une composante de Levi définie sur k, contenue dans g(g*), sur 

laquelle g* s'annule. 

Le lemme suivant résume des résultats de M. Duflo et de L. Pukanszky 

{Pu 2}. Il permet de retrouver, par récurrence, toutes les formes de type 

unipotent. 

Lemme : Soit g un groupe algébrique définie sur k d'algèbre de 

Lie g. Soit u une sous-algèbre unipotente définie sur k de g 

invariante par (g et U le sous-groupe unipotent invariant de § 

associé. Soit u* un élément de ujr. On pose h = g(u*). 

i) L'ensemble des éléments de g£ nuls sur u + coincide avec 

iKu*).g* pour tout g* dans g* prolongeant u* . 
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ii) Soit h* un élément de h£ coincidant avec u* sur £(u*) - Alors 

{g*€g£ prolongeant u* et h* } est une Û Cu*) -orbite -

iii) Soit g* un élément de g£ ) prolongeant u* / et h* sa restriction 

à . Alors g* est de type unipotent si et seulement si h* l'est -

De plus, G(u*) (h*) = U(u*) Ç(g*) -

iv) On suppose que u est le radical unipotent de £ - Si £(u*) = £ , 

il existe une unique forme de type unipotent g* dans g£ prolongeant 

u* . De plus, on a £(9*) = £ et £(g*) = Ç(u*) 

4.2, On va rappeler dans ce paragraphe la construction de M. Duflo 

dans le cas local {Du 3, 111.11}. Soit k un corps local de caractéris

tique nulle et (Gk, Fk, G) un groupe de classe Ck . Soit g l'algèbre 

de Lie de Q , u son radical unipotent et U le radical unipotent de § . 

Si g* est un élément de g£ , on note : 

u ^ le radical unipotent de g(g*) ; -g* 
U ^ le radical unipotent de S(g*) ; g* 
Y . , le caractère unitaire de U . , associé à la restriction de g* Ag*,k g*,k 

à u . ; -g* 

Y(g*;Gk> l'ensemble des représentations unitaires du revêtement à deux 

feuillets Ĝ* de Ĝ Cg*) dont la restriction à U ,̂ k est 

un multiple de x ^ k et valant -1 en -1 . 

Si T e Fk / on pose Y (̂g*,Gk) = { e Y(g*,Gk) /Ç|Fk est un multiple deT }; 

On pose : 

Y (G )̂ = {(g*,?) / g* est une forme de type unipotent sur gk et 2F dans 

YCg*, G^)}. Le groupe Ĝ  opère naturellement sur Y(Ĝ ) . On pose : 

Y(Gk) = Y(Gk> / Gk . C'est l'ensemble des Gk~orbites de Y(Gk> . On note 

*U(Gk) l'ensemble des Gk-orbites de type unipotent dans g£ ; 

1^ la projection naturelle de Y(Gk) sur cU(Gk) ; 
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si x e Fk , YT(Gk) = {(g*,%) e Y(Gk> /«e YT(g*, Gk> > * 

YT(Gk) = V V ' Gk -

A chaque élément (g*,TT ) de /• on associe, d'une manière cano

nique, une représentation unitaire T(g*,ï ) de GK , additive en Ç et 

vérifiant : 

C| : T(g*,1?) | Uk est basée sur la Gk~orbite de 7rk Q avec 

6 = Uk.g*|u 

C2 : si x e Fk et Ce Yt(g*, Gk> , T(g*,t?) | Fk est un multiple 

de t -

Pour cela, M.Duflo procède par récurrence sur la dimension de g comme suit : 

i) si g(g*) = g (en particulier g = (0)), on a : T(g*,*g) = ind ?5|Gk(g*) 
Gk(g*HGk 

Ceci a un sens puisque Gg* = Gk(g*) x {±1} 

ii) sinon, soit u* = g*| u , h = g(u*) , h* = g*| h , HK = GK* et y 

l'adhérence de Zariski de H^^* dans § - Le triplet (Ĥ  , Fk* , y) est 

de classe ck et h* est de type unipotent. Comme H£* = Uk(u*)((Gk<g*))U*)h* 

avec Uk(u*) n ((Gk(g*))U*)H* = Uk(g*), la représentation A de 

((Cg*))u*)^* se prolonge, d'une manière unique, à H£* en lui imposant 

d'être multiple de *k u* sur Û Cu*) - Ce prolongement appartient à 

Y(h* , Hk> et l'hypothèse de récurrence permet de construire 

T(h* , Ak*'-?T). D'après la condition ^ , la restriction de T(h*, Ak*'-Ç) 

à Uk<u*) est un multiple de X k ^ , et, la condition implique 

qu'elle vaut -1 en -1 de sorte qu'on peut poser : 

T<g*,tf> = lu^T(h^g. ,u£ . 

On a le résultat suivant : 
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Tkzotàmz (M. Duflo) : Avec Les notations précédentes : 

i) Soit (g*,C) un élément de Y(Gk> et u* la restriction de 

g* à u . 

On a : T<g*,U ) = ^ ( ^ A ^ u Ç ) • 

ii) T passe au quotient pour donner une application définie sur 

Y(Gk) vérifiant : 

a) si Y,j et Y2 sont des éléments de Y<Gk> tels que 

I^CY^ * ,Uk(Y2) ' Les représentations unitaires TC) et T(Y2> 

sont disjointes ; 

b) Soit Y,j et Y2 deux éléments de Y(Gk> tels que ^(Y^) 

= Hk(Y2> . Soit (g* ,H^) , i=1,2 , un élément de Y.. - L'ensemble 

des opérateurs d'entrelacement de TCŶ ) et T(Y2> est isomorphe 

à celui de et tf2 • 

4 . 3 . On se donne, pour toute la suite, un groupe de classe , 

(G , F , 5 , F+ , g) , et on note g l'algèbre de Lie algébrique définie 

sur « de £ , U le radical unipotent de Q et u celui de g . 

4 . 4 . Soit y un idéal de £ défini sur Q invariant par Q et v* un élément 

de v* - Si X est un caractère unitaire de F . , j = p , p e ^ P , o u # \ . —« J 

On note rV* le caractère unitaire de FY* = F̂  x ^1.1^ prolongeant r- et 

valant -1 en -1 -

4 . 5 . Soit u* un élément de u* - On pose h = g(u*) , H = Gu* et —Q — — p p 

H = G(u*) . Au § 4 . 5 - 1 . et § 4 . 5 . 2 . , on peut remplacer û  par un idéal 

de £ défini sur G unipotent S-invariant quelconque. 

4 . 5 . 1 . Lemme : Soit g* un point de gj prolongeant u* et h* sa 

restriction à h . 
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i) Pour presque tout p , H-» (h*) = U> (u*) Q-» (g*) -
P P - P 

ii) (h*) = Û Cu*) G î̂g*) , H (̂h*) = Û Cu*) G *̂(g*) , 

Demonstration : 
D'après Le Lemme 4.1, on a : tip(h*) = Sp<g*)Up(u*) pour tout pe -

On a, aussi, H (h*) = GU?g*)U (u*) et Hh* = U (u*)((G( g*))U*)h* . Ceci ' ' p p 3 p p p 3 p 

résulte, immédiatement, du Lemme 4.1iii) . Donc, ii) est une conséquence de 

i ) . Le groupe U(u*) est un idéal unipotent défini sur fi de g(h*) . Donc 

H(h*)/U(u*) est un groupe algébrique défini sur fi et, pour tout pe £p , 

l'application de !dp(h*) dans (y(h*)/U(u*))p est surjective. De plus, pour 

presque tout p , elle envoie d (h*) sur (H(h*)/U(u*))2 . Mais y(h*)/U(u*) 
ZP " P 

s'identifie à £(g*)/U(g*) . Le même raisonnement donne lieu à une projection 

de Gj (q*) sur (G(g*)/U(g*))y pour presque tout p. On a, donc, 
~ P " P 

H2 (h*) U (u*) = Gj (g*) U (u*) et, par suite, (h*) est un sous-groupe - p P - p P p 
de Gj (g*) Uj (u*) et, donc, lui est égal- D'où i) et le lemme. = p P 

4.5.2. Soit fi une G^-orbite de g* se restreignant sur û  à Ĝ u* . 

Soit g* un point de fi prolongeant u* et soit h* sa restriction à hi . 

La -orbite de h* dans h* est indépendante du choix de g* comme indi-

aué ci-dessus . On la note T fi 
u* 

Lemme : La correspondance fi T . fi établit une bijection T de 

l'ensemble des G^-orbites de gg se restreignant sur û  à Ĝ u* et 

l'ensemble des HQ-orbites de h* se restreignant à u* sur u (̂u*). 

De plus, échange les orbites de type unipotent. 

Démonstration 

Il est clair que l'application 1^ est surjective. Pour voir qu'elle 

est injective, soit fi^ et fi2 deux GQ-orbites dans g* , se restreignant 
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sur û  à Ĝ u* , vérifiant 1^ = T ^2 • 0n choisit, pour i = 1,2 , 

un element g* de fi^ et soit h* sa restriction à h . On suppose que 

g* prolonge u* - Il existe un élément x de tel que hj = x h| . Quitte 

à remplacer ĝ  par x ĝ J , on peut supposer h* = h* . Ainsi, les formes 

ĝ  et gj ont la même restriction à u+h . Le lemme 4.1. ii) dit Qu'elles 

sont, alors, sur la même u^(u*)-orbite et, donc, = P-2 • L'échanqe des 

orbites de type unipotent résulte immédiatement du lemme 4.1. i i i ) . D'où le 

lemme. 

4 . 6 . Comme au § 4.2 , on introduit Les notations suivantes : 

Si g* est un éLément de g* , on note : 
—d 

iTj. Le radicaL unipotent de g(g*) ; —Qr — 
U Le sous-groupe unipotent défini sur Q de £ d'aLqèbre de Lie g* 

V ; 
X j. A Le caractère unitaire de U . A associé à La restriction de 9*,A g*,A 

*̂ à ^g* ; 
Y(g*,G) L'ensembLe des représentations unitaires du revêtement à deux 

feuiLlets Ĝ* de G (̂g*) vaLant -1 en -1 et dont La restric

tion à U ... - est un muLtipLe de X . . ; 

Si xe F ,̂ Y (̂g*,G) La partie de Y(g*,G) formée des représentations dont 

La restriction à F̂  est un muLtiple de T . 

Le groupe Ĝ  opère natureLLement sur L'ensemble : 

Y(G) = {(g*,Ç) / g* est une forme de type unipotent sur ĝ  et f e Y(g*,G)K 

On note : 

Y(G) L'ensembLe de ses G^-orbites ; 

Tl(G) L'ensembLe des G^-orbites de type unipotent dans g* ; 

U La projection naturelle de Y(G) sur 11(G) ; 

Si T e F. , Y (G) = {(g*,Ç) e Y(G) / ffe Y (g*,G)} ; 

Y (G) = Y (G) / G- . T T Q 
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Comme dans Le cas Local, on va associer, d'une manière canonique, à chaque 

élément (g*,15 ) de Y(G) une représentation unitaire T(g*,*Ç ) de Ĝ  , 

d'une manière additive en Ç et vérifiant : 

: T(g*,tT)|U^ est basée sur la G^-orbite de ir̂  Q, 6 = !>g*|£ 

Ĉ  : si T e ^ et Ç e Y^(g*,G) , T(g*,Ç)|F^ est un multiple de T -

Pour cela, on procède par récurrence sur la dimension de £ . 

i) Si jg(g*) = g (en particulier si g = (o)) , on pose : 

T(g.,1T) = 6^dHGAS \ (g . ) 

Ceci a un sens car le groupe GG* est canoniquement isomorphe à G (̂g*)x{±1} -

On remarque que si u* = g* | u , on a, aussi, G^(u*) = G (̂g*) et 

G/f = Vu*)x{-1} -

ii) On pose u* = g*|u , h = £(u*) , h* = g*|h , Hp = G *̂ et y = g(u*) -

On considère le groupe de classe Ĉ  , (H,FU*, Su* , F̂ * , y) - D'après le 

lemme 4.1. i i i ) , h* est de type uninotent sur ĥ  . D'autre part, d'après 

le lemme 4.5.1., HJJ* = Û Cu*) ( (G(g*)U*)Jj* , et, on a : ll̂ Cu*) n <<G<g*)U*>)|* 

= U (̂g*) . Donc la représentation ^* '~ C de (G(g*)u*)jj* se prolonge, d'une 

manière unique, à en lui imposant d'être multiple de X ^ û  sur U (̂u*) . 

Comme le radical unipotent de h(h*) est u(u*) + u . , on voit facilement 

que la représentation, ainsi obtenue, appartient à Y(h* , H) .On la note, 

encore, T? . Dans le cas i) ci-dessus, g = \± , g* = h* et la formule 

suivante est évidente : 

T<g*,r> = i ^ t ^ r XG*,uç> 

En fait, c'est la bonne formule dans le cas où g î h_ . Pour qu'elle ait un 

sens, il faut vérifier que T(h* , Ç) est une représentation de G *̂ 

dont la restriction à LL(u*) est un multiple de X , mais ceci résulte 

de la condition Ĉ  , et valant -1 en -1 , et ceci résulte de la propriété 

additive et de C2-

L'additivité en 1E de T(g*,Ï) provient de l'additivité de I _ 
u*, t 
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en E - Là condition Cj résulte du théorème 3-3. i) -La condition C2 résulte 

du fait que si E|FA est un multiple de x , I _|_ l'est aussi. 

On a le résultat suivant : 

Th&onzm<i : T passe au quotient pour donner une application sur Y(G) 

vérifiant : 

a) si Y1 et Y2 sont des éléments de Y(G) tels que OUY^ * U(Y2> , 

les représentations unitaires TCŶ ) et T(Y2> sont disjointes ; 

b) soit Y1 et Y2 deux éléments de Y (G) tels que lU(Y1> = 1KY2>. 

Soit (g*,^-) f i = , un élément de Y.. . L'ensemble des opérateurs 

d'entrelacement de TCŶ ) et T(Y2> est isomorphe à celui de et 

T2. 

4.7. On se propose dans ce paragraphe de donner une autre construction de 

T utilisant des sous-algèbrescoi sot ropes de £ d'un type particulier. On 

fixe une forme g* de type unipotent dans £* . 

4.7.1. V^jinitiovi : Une sous-algèbre algébrique, définie sur G , de £ , 

coisotrope pour g* est dite coisotrope de type unipotent si, en plus, 

elle est la somme de £(g*) et de son radical unipotent. 

On a la résultat suivant : 

?Kopo6lLL<M (Duflo {Du 3, ch. I}) : 

1) Il existe dans £ des sous-algèbres coisotropes de type unipotent 

pour g* invariantes par £(g*) . 

2) Soit L̂ ' un idéal unipotent défini sur • invariant par G de g . 

On pose u'* = g*|jj' , h' = £(u'*), h'* = g*|h/ . La forme h'* est de 

type unipotent et on a : 
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i) si JD est une sous-algèbre de g coisotrope de type unipotent 

pour g* , l'algèbre (b+u') n h/ est coisotrope de type unipotent 

pour h'* ; 

ii) si £ est une sous-algèbre de h* coisotrope de type unipotent 

pour h'* , l'algèbre c+u' est coisotrope de type unipotent pour g* 

4.7.2. Soit J3 une sous-algèbre de £ coisotrope de type unipotent pour g* 

invariante par G(g*) et _v son radical unipotent- Soit V le sous-groupe 

unipotent de Ç , défini sur Q , d'algèbre de Lie /̂ , v* la restriction de 

g* à v̂  et o" la VQ-orbite de v* dans _*/* . Il est clair que _v est 

stable par g(g*) - D'après M- Duflo {Du 3, §1-9-} , on a : Vg* = g* + b1 -

Il s'ensuit que {g e § / gg* e g* + b1} est un sous-groupe algébrique défini 

sur 6 de S coïncidant avec V S(g*). On le note B - De plus, 

{g e Gp / gg* e g* + b1} est un sous-groupe ferme de Gp contenant Fp 

coïncidant avec Vp Gp(g*) - On le note Bp - Il est clair que (B,F,£,F+,B) 

est un sous-groupe de classe de G _ En procédant, comme dans la démons

tration du lemme 4.5.1. i ) , on montre que pour presque tout p , 

B7 = V7 Q7 (g*) de sorte qu'on a : 
P £P p 

Btf = VA G9 (g*} ' BA = VA V9*} ' Bp*= VV*>GP*(9*) ' B9 = VAV*)G (̂g*) et 
B#T = V^V*)G *̂(9*) • De Pl-us, on a : V (̂v*) n G *̂(g*) = V (̂g*) . 

Soit Ç une représentation unitaire de G9* appartenant à Y(g*,G) . 

Comme l'orthogonal de v dans g relativement à B , à savoir g(g*)+v(v*) , 

est totalement isotrope, Xg*'~tf donne lieu à une représentation unitaire de 

G(g*)ï* valant -1 en -1 et dont la restriction à U . M est 

de x + - • Or VA(g*) est un sous-groupe fermé de U . A ( car V(g*) est un 

idéal unipotent de §(g*)) , donc ^* '~ Ç se prolonge, d'une manière unique 
,v* 

à B en lui imposant d'être multiple de X - sur VA(v*) . On note, 

encore • ce prolongement. On peut, donc, former la représentatior 

V , , S«,v* • X f d e \ ^ = BA • 0n pose : 
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Ch^'i*, = T<h.,Aj*'ii*;ç> = Ag+ v C 

Tklonïma : T(g*, Ç ; b ) = T(g*,Ç) -

Démonstration : 

La démonstration est analogue à celle de M. Duflo dans le cas local. 

Elle va se faire en plusieurs étapes et par récurrence sur dim £ . 

On pose b' = b + u . G1 est une sous*algèbre coi sot rope de type 

unipotent pour g* invariante par G(g*) - On définit _y_',... comme v, . . . 

On a v1 n ]D = v̂  et v_ est une souSf-algèbre de y1 coisotrope pour v'* 

stable par le sous-groupe g1(v'*) = V'(v'*) g (g*) de B . En appliquant le 
q* v' ind iV'*»v g*rVÎar 

lemme 3 - 6 , on trouve que *A/0. S^v*. X̂  - g B̂ fB̂  ïï^/j A,v*8 A XA " C • 

Il est facile de voir que X̂  * ' - X^*'-G* = AJj*'-Ç . Par conséquent 

T(g*,Y; Ib') = T(g*,Ç"; b) . On peut, donc, supposer que l'algèbre Ib contient 

û  . Soit b' = OD n h_) + u . D'après le lemme 4 . 7 . 1 . 2 ) , b' est une sous-

algèbre coisotrope de type unipotent pour g* . De plus v n b1 = ̂ /' .Le même 

raisonnement que ci-dessus montre que T(g*, Ç ; b) = T(g*,Ç ; ]D') . Donc, on 

peut supposer que l'on a b = (b n h) + u_ . 

Si il = £ ' Le résultat est immédiat . On suppose qu'il n'en est pas ainsi. 

On pose £ = k)nh . D'après le Lemme 4 - 7 . 1 . 1 ) , c'est une sous-algèbre coisotrope 

de type unipotent dans \± pour h* . De plus, elle est invariante par le groupe 

H(h*) = U(u*) G(g*) . Soit jw le radical unipotent de £ , W le sous-groupe 

unipotent défini sur G de H associé , p la -orbite de w* = h*|ŵ  dans 

w* , Cp = Wp Hp(h*) et £ = W y(h*) . Le quintuplet (C,FU*,SU*,F *̂,Ç) est 

un sous-groupe de classe Cft de H . L'hypothèse de récurrence dit que : 

T C h ^ ' i * , = T<h.,Aj*'ii*;ç> = ^nd .( qlqs{ }-

^ ^ U* u* 
Il est facile de voir que C = B(u*) et C = Bu de sorte que C. = . En 
appliquant la proposition 3.5 , on trouve que : T(g*£) = ind I , où E' 

VGA 
. . . , , . . . h**w Q*,U*̂ ~ . u* désigne la representation unitaire TT S 8 X '—X* —% de B .La repre-Â p Â w* A A A 
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sentation \**'±\l*'±fS de (BUV* = V- <v*) (<G(g*)>UV* est un multiple de 

X_ , sur V.(v*) . Il est facile de voir qu'elle coïncide avec la représentai s * A 
tion À^*'-A:f'-P sur <(G(g*))uV* . D'autre part, i\ S 0 A?*'-Ç coïncide, 

A A A ÂCF #\,V* A 
d'après le lemme 3.7 , avec la représentation I _ avec E la représentation 

U*, h 
v*,u Q*,v M» , v*,u q*,\jœ unitaire TT_ S„ ^0 A. '—— p ou, par convention, A. —A;: —C est pro-A,p A,w* A A ^ A A ^ 

longée sur V (̂v*) par un multiple de x^ v* - Ce qui signifie, alors, aue les 

représentations E et E' coïncident . Le résultat désiré découle immédiatement 

D'où le théorème . 

4.8. Dans la construction,par récurrence de T , on peut remplacer u par un 

un idéal unipotent u1 défini sur Q de £ invariant par Q quelconque . Plus 

précisément, soit (g*,t£) un élément de Y(G) , u* la restriction de g* à û  , 

etc ,u'* la restriction de g* à u' ,etc 

ThMnt: T<g*,*> = Iul.,T(h'.,xf'H'jr) . 

Démonstration: 

Soit £ une sous-algèbre coisotrope de type unipotent dans h' pour h'* . 

On pose b = £ + u/ . C'est une sous-algèbre coisotrope de type unipotent dans 

g pour g* . En écrivant que T(h'*,A?*'— P ) = T(h'*,A *̂'— ;c) et en pro-— A A — 

cédant comme dans la démonstration du théorème 4.7.2 ,dernière étape, en rempla

çant u par L̂ ' ,e tc . . . ,on montre que cette représentation coïncide avec 

T(g*/£;b) . Le théorème 4.7.2 permet, alors, de conclure . D'où le théorème . 

4.9. Dans ce paragraphe, on va étudier la décomposibilité en produit tensoriel 

infini des représentations T(Y) , YeY(G) , de Ĝ  . On note Yirr(g*,G) 

et Yirr(g*,G ) l'ensemble des représentations irréductibles dans Y(g*,G) P ~> -j p p 
et Y(g*,Gp) respectivement . Ceci permet d'avoir une partie Y (G) de 

Y(G) , Yirr(G) de Y(G) , etc. . . 
i r r * 

D'après le théorème 4.5 , T induit une injection de Y (G) dans G. 
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et, d'après Le théorème 4 . 2 et pour chaque p , on a une injection de Yirr(Gp) 

dans Gp - De pLus, on a une projection 11 de Yirr(G) sur UL(G) et une pro

jection 1^ de Yirr(Gp) sur U(Gp) . 

4 . 9 , 1 . D'après Le théorème 1 - 2 , Les groupes Ĝ * et Gto sont de type I - En 

considérant, alors, Les composantes infinies, on obtient une application de 

Y (g*,G) dans Y (g*,G«>) et une application de Ĝ  dans ^ . On a le ré
sultat suivant : 

Lemme: Le diagramme suivant est commutatif : 

Y I R R ( G ) 

fs ,U<G> 

Iss sf 
fsfgfg 

YIRR(G > -
00 

A 
G 
00 

T 

Démonstration: 

On va procéder par récurrence sur La dimension de g . Soit (g*,ï) un 

éLément de Yirr(G) . Soit EF̂  La composante de F sur Ĝ * et TooCg*,̂ ) 

ceLle de T(g*,tf) sur Ĝ  . IL s'agit de montrer que T^Cg*,̂ ) = TCg*,?^ 

Le résuLtat est évident si £ = £(g*) - On suppose, donc, qu'il n'en est pas 

ainsi et soit u* La restriction de g* à û  , ji = £(u*) etc On a : 

T<g*;g> = 1 _|jL «| 
u* ,T(h* ,^* 'HÇ) 

et TCgMFJ = 1 
u*,T(h*,A£ ^ 

IL est clair que T^g*,^) = 1 - L'hypothèse de récurrence 
u*rT Jh*,^*'Hp) 

prouve que Too(h*,A *̂,-û  ) = T(h*, (À^*'—) . Lassertion résulte, alors, du 

fait que ttjf'HÇ^ = xf ' ^ fc . - D'où le Lemme . 
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4.9.2, On suppose que Le groupe G est de classe C° . Ce qui a été fait au 

§4.9.1 pour la place infinie peut être fait pour une place quelconque en faisant 

les mêmes raisonnements . Dans ce cas, on a le résultat suivant : 

?kopobÂjLLon: Soit G un groupe de classe C° . Alors, pour chaque p 

infini ou premier, le diagramme suivant commute : 

U U<G) 
i rr ^ " T * 

Yirr(G) * G. 
\ P 

irr T A Yirr(G ) 1 > G 

De plus, on a le théorème suivant 

Tkë.odièrne; Soit G un groupe de classe C° et (g*,Î) un point de 
~i r r 

Y (G) . Une condition nécessaire et suffisante pour que la représenta

tion T(g*,Y) de Ĝ  soit un produit tensoriel restreint est que 

Le soit . Ceci équivaut encore à dire que la représentation t? est CCR 

Dans ce cas, La représentation T(g*,^) est le produit tensoriel infini 

des représentations unitaires irréductibles TCg*,^) restreint à une 

direction invariante canoniquement déterminée . 

Démonstration: 

Soit u* la restriction de g* à u , h = £(u*) etc. . . On a : 

Kg*,4!) = I 
u*,T(h*,A9 

D'après la proposition 3.4 , pour que la représentation TCg*^) soit un pro
duit tensoriel infini il faut et il suffit que T(h*,A9*'—Ç) le soit et une di

rt 

rection invariante s'obtient par induction . Il est facile de voir que pour que 

la représentation fif soit un produit tensoriel infini il faut et il suffit que 
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La représentation Â*'— C Le soit puisque Le caractère xj**'— L'est . On est, 

donc, réduit au cas où G(g*) = G(u*) = G . Mais ce cas est évident . Reste â 

remplacer La décomposabiLité de Ç" par La propriété CCR - Or, par construction, 

La représentation Ç de G9* est impaire et sa restriction à ug*.^ est un 

multiple du caractère Xg*.̂  • Soir B un facteur réductif de G(g*) et Rp 

l'image réciproque de Bp dans G9* - Le groupe (R,F9*,S9*F9*,B) est un sous-

groupe de classe C° de G9* et on a G9* = U . . x R. . Les propriétés de 

décomposabilité en produit tensoriel infini ou CCR de tF sont équivalentes à 

celles pour sa restriction à R̂  . D'après le théorème 1.2 , pour chaque ptffP, 

le groupe Rp est CCR . Le théorème 8 de {Moo2} assure , alors, que ? f est de

composable en un produit tensoriel infini restreint si et seulement si elle est 

CCR - De plus, dans ce cas on a l'unicité de la direction invariante (voir , 

aussi, la proposition 1.3.5.) . D'où le théorème . 
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5 - DECOMPOSITION VE ind T. PREMIER RESULTAT PRINCIPAL 

5.7 Soit (G,F,S,F+,G) un groupe de classe et £ l'algèbre de Lie 

algébrique définie sur fi de (3. On se donne une représentation unitaire 

de dimension finie (T,£ ) du sous-groupe Ĝ  de Ĝ  ayant un noyau 

d'indice fini dans G .̂ On va s'intéresser à la décomposition de la repré

sentation induite unitaire de la représentation T du groupe Ĝ  au groupe 

Ĝ . Dans le cas où G = G est un groupe unipotent défini sur fi, ce problème 

a été étudié par C.C. Moore {Moo 2}. Il a prouvé que la représentation régu

lière de Ĝ  dans L̂ (G /̂G )̂ est la somme discrète des représentations 

unitaires irréductibles TT. n construites sur les G,, -orbites 0 de q* . 

On va donner un résultat analogue en considérant les GQ -orbites de g* 

de type unipotent, qui permet de ramener le problème posé au cas où Q est 

un groupe algébrique défini sur fi réductif. Pour ce cas, on peut consulter 

l'exposé de A. Borel au séminaire Bourbaki, {BO 5}, S. Gelbart {Gelb 1,2}, 

Gelfand-Graev-Shapiro {G.G.P.S. 1,2}, R. Langlands {La 1},-.- On reviendra 

sur ce cas au paragraphe 6.2. 

5.2 Soit g* un point de £* de type unipotent- On utilise les notations 

du § 4-6. On a vu au § 1.9-4- que le groupe G9* s'écrit d'une manière cano

nique sous la forme G9* = G (̂g*) x{±1}. On note T9* la représentation 

unitaire de dimension finie de G9* prolongeant T sur G (̂g*) et valant 

-1 en -1- On considère la sous-représentation, 2 f . , de l'induite unitaire 

de la représentation T9*, du groupe G9* au groupe G9*, où le groupe U A 
fi r\ g* ft\ 

opère comme multiple du caractère unitaire xg* ^- La représentation Ç*g* T 
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appartient à Y(g*,G) de sorte qu'on peut former La représentation unitaire 

T(g*, 2f. > du groupe G.. La G -orbite de (g*, ff ) ne dépend que de La g*,T #\ *i g */T 

Gft-orbite Q de g* et de T. On La note Y - On a Y e Y(G) et,on pose 

Le théorème suivant est Le premier résuLtat principaL du présent travaiL. 

Sa signification est détaiLLée au § 5.3 ci-dessous. 

TT0 T = T (Y ) = T(g*, 2T , ). M,T Q,T M ' g*,T 

THEOREME : Les représentations T<Ŷ  fi parcourant 1L(G), sont deux 

à deux disjointes et leur somme coïncide avec la représentation induite 

unitaire de la représentation t du groupe GQ au groupe Ĝ . 

La première partie du théorème est une conséquence immédiate du théorème 

4.6 i). Pour montrer que ind t = 6 tt , on va procéder par récurrence 

sur la dimension de £. Si dim £ = 0, ce résultat est une tautologie. On 

suppose que le théorème est vérifié pour les dimensions inférieures à celle 

de £. On note u le radical unipotent de £ et U le sous-groupe unipotent 

défini sur 4 de Q associé. 

5.2.1 Soit X une G^-orbite de u* et L̂(G;X) l'ensemble des G^-orbites 

de g* de type unipotent qui se restreignent à X sur u^. On va s'intéresser, 

d'abord, à la somme ® TT 
fi€LX(G;A) "'T 

On fixe un élément u* de À. On pose h = g(u*), H = £(u*), H = GU*, 
— — - P P 

H_ = G** et H. = G *̂. On note v* la restriction de u* à v = u(u*), u A A *l ** — — 

La H^-orbite de v* dans v* et U.(H,y) l'ensemble des H^-orbites de 

h* de type unipotent qui se restreignent à y sur v̂  Soit xU* la repré

sentation de HQ = GQ(u*) x{±1} dont la restriction à G (̂u*) coïncide 

avec T et valant -1 en - 1 . On note xA * Le caractère de lL(u*) associé 
par la méthode des orbites à La restriction de u* à LKU*) et Eu* la sous-
représentation de ind xU* où le groupe U (u*) opère comme multiple de 

H.+H A 

XA,u*-
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5.2.1. 1) LE№ : EU* = e 7T u* et 0 it = I _u*. 
aeTi(H;y) a'T te tt<G;X> U 'E 

Démonstration du Lemme. 

On considère La bijection T de (̂G;X) sur U(H;y) construite au 

§ 4.5.2. Soit Q un élément de *U(G;X) et g* un point de fi prolongeant 

u*. a = T (fi) est la hL-orbite dans h* de la restriction h* de g* / u* S —G 

à _h. 

a) On a : T (Y u*) = T(h*,Xr,*'-jr . ) où X;?*'-/T „. est la représen-a,T A bg*,T /V C5g*,T 
tation de H , comme décrit au § 4.6. Pour cela, il suffit de voir que la 

représentation xj*'—K . coïncide avec f f . ^ u*. On rappelle que A Ug*yT h*,x 

ĥ  ĥ  H = U (u*)(G(g*) )- , d'après le lemme 4.5.1.ii) et que la représentation 

X?*'—W ^ opère dans L'espace de tf . comme multiple de * sur 

U (̂u*) et sur (G(g*)u*)jj* comme suit : 

A ug*,T * A (al l) g*/T 

pour tout (g,g) appartenant à G9* x (G(g*)U*)j|* représentant un élément de 

G9*'-. De plus, on a (TU*)h*(§) = X9*'-(g,g)T9*(g) car c'est vrai sur 

(Fu*)jj* et le caractère X9*'— est trivial sur GQ(g*) d'après le lemme 

1.9.6. Ceci étant, le radical unipotent u^ de Mh*) = iu(u*)+£(g*) est 

égal à u(u*)+u / le radical unipotent U. . de H(h*) est engendré par — —g* n* — 
U(u*) et U . et on a : U. . . = U(u*)-U . Le caractère Xu* * de g* h*,A A g*,A Ah*,A 
U.̂  A, associé par la méthode des orbites à La restriction de h* à u, A, h*,A' K —h*' 
prolonge le caractère x* * de LL(u*) et le caractère x + A de U . A. 

#\,u* #\ g*/** g * r& 
Donc la représentation £ f ^ û* du groupe HJJ* est un multiple de 
XA u* sur u/̂ u*^ et coïncide sur (G(g*)U*)jJ* avec la sous-représentation 

de l'induite de La représentation (xU*)̂ * du groupe (G(g*)U*)̂ * à ce 

groupe, où U opère comme multiple de x + 0n réalise les induites g*,A g*̂ fl 
par translation à gauche sur des espaces de fonctions. On obtient, alors, un 
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opérateur d'entrelacement de la représentation À?*'—flf . et de la repré-

sentation / 5 , ^ u* en associant à une fonction d> sur G?* à valeurs dans ^ h*,x A 
l'espace de T, appartenant à l'espace de ET . , la fonction À(j> sur 

(G(g*)u*)^* à valeurs dans l'espace de T, appartenant à l'espace de 

. u*, donnée par : À<j>(g) = a;?*'—(g,g)cj)(g) pour tout (g,g) appartenant 

à Gg* x (G(g*)U*)!?* représentant un élément de Gg*'—. D'où l'assertion, 

b) D'après le paragraphe 4.6-, on a, alors T̂Yfi T> = 1 u* T(Y u*) - Donc/ 

pour avoir le lemme, il suffit de montrer que 

EU* = $ T(Y u*) 
ae1l<H,y) a'T 

Pour cela, on va distinguer deux cas. 

1er cas. On suppose que l'on a : h_ = £- D'après le lemme 4-1-, U(G;A) est 

réduit à une seule orbite et l'orbite a = T ^(Œ) est réduite à un seul 

point g* eg* = h*, l'unique forme de type unipotent prolongeant u* . 

Avec les notations ci-desssus, on a h* = g*, Gg* = H., Gg* = H. et 

Î* . . u* est la sous représentation de ind Tu* où le groupe LL(u*) = UL 

opère comme multiple de x^ u*- D'où l'égalité dans ce cas. 

2ème cas. On suppose que dim ĥ <dim £. L'hypothèse de récurrence permet 

d'affirmer que 9 T(Y u*) coïncide avec la sous-représentation de 
a£U(H;y) Q'T 

u* 
ind x où le groupe U (u*) opère comme multiple de x* +- D'où l'égalité 

H fH * *'u cl A 
désirée. Le lemme 5.2.1. i) est ainsi démontré. 

5.2.7. Li) Soit 0 la IL orbite de u* dans u*. On réalise 

TT̂  0 dans le sous-espace cr^ Q de L (U /̂U )̂. On considère la représenta
tion unitaire 6 du groupe SAA(u*) dans a étudiée en § 2.3. Elle 

induit, par composition, une représentation de G (̂u*) dans 0 qu'on 
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-1 

-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 = T(U § g)(j>(g u u' g.g g) = T(U^ g)<{>(g u u' g) 

= T(U~1)TT _(u)<5 CgHCgHCu') 
H f,D U* 

Le fait que T est de noyau d'indice fini dans et que U est un groupe 

unipotent implique que T est trivial sur U .̂ Reste à montrer qu'on définit 

ainsi une représentation. Mais ceci résulte immédiatement du fait que : 

Su*<g> ê<u)ôû (g"1) = 7r̂ e(gug~1) CgeG^Cu*), u e Û ) 

i-EMME : ind TT 6 T = I u*. 

Démonstration du lemme : 

D'après le lemme 2.3, les représentations 6 et S. coïncident 
U* f\,U* 

sur G-(u*). Par conséquent la représentation TT. a6 T coïncide avec la « #\,y u* 
u* 

représentation de Û Ĝ Cu*) obtenue de la représentation TT̂  U^ÔT 

du groupe x G *̂ par passage au quotient. Ceci provient du fait que 

TU*(-1) = -1 et que le caractère u * de Û (u*) est trivial sur le 

sous-groupe U^Cu*). Pour avoir le lemme il suffit de voir que la représen-

tation 7r S .ÔE coïncide avec la représentation induite de UAGft(u*) 

à U.Ĝ Cu*) de ir. n<5 T. On considère l 'homomorphisme surjectif a. du 

groupe xG *̂ sur le groupe U^G^^U*^ (voir § 3.3). Son noyau est : 
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notera de La meme facon. On a, en fait, 6 .(g)(J>(u) = <Kg ug) pour tout 
u* 

geG^Cu*), ueU^ et $ e 9^ Q . On definit une representation TT̂  Q^ u^
t de 

U^GQ(U*) dans 2f̂  0 ft? en posant pour tout u e et g e GQ(u*) : 

7 T A , e 6 u * T ( u g ) = V e ( u ) 6 u * ( g ) 8 T ( g ) 

En effet, si u e U^, geG^u*), ufieUQ(u*), u ' e U f \ e t * e^/\ e® ^ 

on a : 

^,e ( u U Q ) Ô u* ( u î i i g ) T ( u « 9><Ku') = t ( u ^ 9>*(g~ u' u~ g) 
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NA = {(u ,u), u e U (̂u*)} x {±1}. on a : AA ^ G ^ O J * ) ) = (UftxGj ) N ^ = 

xUA(u*)G *̂. IL s'en suit que U (̂u*)G *̂ est un sous-groupe fermé de 

Ĝ * ; son quotient par Ĝ j* est compact et Le quotient de oi^ (Û Ĝ Cu*)) 

par UA x Ĝ * L'est aussi. Sur IL xGU*, Les deux représentations A 3 A « 

FT<$ J.T oa. et TT. «Ŝ  J*xU* coïncident. IL en résuLte que : 
A,e u* A A,e A , U * M 

ind . (Ve6u.X)OAA = VesA,u* e indTU* 
UAXG" TU XG" A Q A A Q A 

et La sous-représentation où ISL opère triviaLement est TTA .S- . fi EU* K A K A,6 A ,u* 

car La restriction de TT̂  QS^ û  à est un muLtipLe du caractère x ^ * 

(voir § 3.3). Pour concLure, iL suffit de remarquer que La composition par 

réaLise un entreLacement entre La sous-représentation de 

ind (TT,. _Ô r oa )̂ où N . opère triviaLement et La représentation ^ A,6 u* |\ A u* u* 

u* , . , du groupe x o b t e n u e par composition par de ind (TT O6,,**) 

V V U * H U A G A ( U * ) D'où Le Lemme. 

5.2.1. LLL) La représentation ind T se réaLise dans L'espace £P 

produit tensorieL de L (U /̂U )̂ et <J car La représentation x est triviaLe 

sur Le groupe U .̂ De pLus, eLLe proLonge La représentation réguLière ir̂  

de dans 3P ^ et sa restriction à Ĝ  coïncide avec La représentation 

Sx donnée par : 

ôx (g)<f>8v(u) = 4>(g ug)x(g)v avec g e G ,̂ u e IL et <j>fiv eSf- , 

L'espace 2PA = 9 <f to% est invariant par La représentation ôx 
*'A 9£À/U 

et par suite par La représentation ind x . On note ( ind x ) La 
W e 

représentation de ÛGQ obtenue en restreignant à 36^ ^ La représentation 

ind x . 

в А в 
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LEMME : © T(Y ) = ind ( ind T) 
fie U<G;A) 'T ILĜ GA G ÎLG^ A 

Démonstration du Lemme : 

D'après les lemmes 5.2.1. i) et i i ) , on a 

© TT = I = ind (TT_ 6 T) 
QeM (G;A) "'T u*,EU Û Ĝ (u*)+Ĝ  A'9 U 

Donc, il suffit de voir que les représentations ( ind T) et 
VUAG« 

ind (TT 6 T) coïncident. Or cette dernière coincide avec 
A fi A fi 

( ^d ff* oâ.)T car T se prolonge au groupe UMGm trivialement 
A fi A Q 

sur IL. La représentation ind (TT 6 ) se réalise sur l'espace 
A UAG,(u*)>MJ Gft A'0 U A fi A fi 

3p comme la restriction de ind qu'on note ( ind ) . Il est 
Q A fi fi A fi 

clair que la représentation ( ind T) coïncide avec ( ind ) T. Le 
fi A fi fi A fi 

lemme découle immédiatement. 

5,2.2. Compte-tenu du fait que © 9fA = 2fA, le lemme 5.2.1. iii) 

implique que : 

$ T (Y ) = © © T(Y ) = © ind (ind T) 
Q£ UCG) À^/Gfi fie UCG;A) Aê /Gfi U*VGA W f i 

ind © (ind T) = ind ind x 
W G A G6fUflG{| WGft GQ+UftGa 

ind T 

Le théorème est maintenant démontré. 
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5.3 Soit fietJL(G), g* e fi, Y_ e Y(G) correspondante (g*,C . ) fi,T 9*xT 
comme au § 5.2. Le théorème précédent ramène la décomposition de ind x 

G.+G fi A 
à celle de T(Y ) qui, elle-même, se déduit de celle de Ç grâce fi,x g*/T 

au théorème 4.6. Soit g un facteur réductif de G(g*) défini sur fi et 

pour chaque pefP, #p l'image réciproque de §p dans G 9 * . Il est clair 

que G 9 * = U ^ xi? et pour presque tout p. S9*(G-, (g*)) = U . X£9*(P ) . 

P g*;p P -*p g*,2p -zp 
(i?,F9*,5^*/(p9*^) est un sous-groupe de classe Cft de G 9 * et on a 

G9* = U ... x # . G9* = U . - x R (produits semi-directs) g*;A 0> ' A g*;A A 

Comme U ^ est un groupe unipotent et comme x9* a un noyau d'indice 

fini dans x9* est une représentation triviale sur ^. D'autre part 

le caractère x + A de U A se prolonge à G ? * trivialement sur i? . 

Par conséquent, on a : ff ... = x ^ * ® ind x9*. Ainsi, on est ramené à 
"fi™* 

la décomposition de ind x9 avec g un groupe réductif. Un cas particu-

lier important est le suivant. On suppose qu'il existe un groupe fini 

tel que Fp = 7 pour tout p e . On prend F+ = e ?cp te^ °.ue 

•n f = 1}. L'application (f ) IT , permet d'identifier F- à !f . 

On suppose que pour chaque pej? , ^ p ^ p = §p et Qu'il existe un relèvement 

de GQ à G^. On a donc, G^ = Ĝ  x«Jf . Le groupe G 9 * est de même type, 

G 9 * est un revêtement de G^(g*) de fibre type ?9* = ff x{±1} et le 

groupe s'identifie canoniquement à 2^ x En particulier si x est 

un caractère de G^ trivial sur Q_, x9* est le caractère de R- trivial 

sur se restreignant à x sur 3̂  et valant -1 en - 1 . 
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6 - ANALYSE VE L2(GA/D at L2 (GR/A) 

6-1, On va commencer par relier le cas adélique au cas réel - Soit 

(G,F,S,F+,G) un groupe de classe et £ l'algèbre de Lie algébrique 

définie sur 3 de G Soit V un sous-groupe d'indice fini de G. . On 

note 4> la projection de G sur |A et T l'image réciproque dans G*p 

du sous-groupe T de Ĝ  = - Par composition, les représentations 

ind et ind coïncident . 

6,1 -1, On choisit une partie finie P de 9 contenant <» telle que pour 

tout p premier n'appartenant pas à P , la section soit définie et on 
-1 pose K = s (G, ) . Si p est dans P , on pose K = <j> (G, ) n G . Pour 

tout p premier, le groupe K est compact ouvert dans G et le produit in-P P 
fini IC* = it K s'identifie à un sous-groupe compact ouvert de , On 

pose = £ x n G., et G~ = G x IC, , Le groupe (resp- GT ) 
-f\ -OO pE«-OO-Z Xr 00 7-CO ZT =W\ 

est un sous groupe-ouvert de G^ (resp, ) et 4>(G )̂ est un sous-groupe 

d'indice fini dans G? -

| Le/wme: L'ensemble des doubles classes G^\G^/ T est fini , 

Démonstration: 

D'après Borei {Bo3;théorème5,1} l'ensemble ^X^/JÌQ est fini . Donc, 

l'ensemble ( f ) ^ ^ ^ / ^ Test aussi et, parsuite, $((Ç)\<|>(Gjp>/(f)(G^) nÇ̂  l'est 
~ —1 encore - Mais f est dindice fini dans $ (4>((5p) nÇ̂ ) ;d'où le lemme . 

104 



ANALYSE DES SPECTRES 

6.1.2, On note C un ensemble de représentants des doubles-classes dans 

G \̂Çp/r ayant une projection triviale sur . Si A est une partie de G^ 

on note Â  sa projection sur Ĝ  et sa projection sur suivant 

la décomposition G<p = Ĝ  x - En particulier, si g est un élément de 

Gffl , on a 9 = g g« où g eG et cl, eG_ 

6.1.5. D'après le théorème 12.1 de Mackey {Ma3} , on a : 
~ ~ —1 oo 

n̂d | oo = $ Jnd où r = xrx nG^ 
r+Gp bP xeC rxfGy ^ 

6.1.3.i) On fixe x dans C . On a xœ = 1 par construction . On pose A = f 

Lemme: A est un sous-groupe discret de G et ((>(A ) est un sous-grou

pe de G commensurable avec G, 
h =00 =2 

Démonstration: 
~ — oo — ~ —1 oo 

On a A = x(Tnx Ê x)x et x = 1 . Donc, A = (Tnx Ĝ x) . Puis-
que T est un sous-groupe d'indice fini de Ĝ  = (J) (<f)((ip) nĝ ) et G«p et 

x sont commensurables, il suffit de montrer que <j> ((G^nG^^) est d'indi-
OO 00 

ce fini dans g? . Ceci résulte du fait que <KG ) est d'indice fini dans ĝ  
et (̂(G^nGj)̂ ) = (ĝ ncJjCĜ ))̂  . D'où le le 

Vz^iyujtiom Un groupe vérifiant les propriétés du lemme précédent est dit 

arithmétique dans G 

On va s'intéresser à la décomposition de la représentation induite unitai

re de la représentation triviale de A à x fyp^ - Un élément de ĝ  est 

complètement déterminé par sa projection sur . Donc, un élément Yto de 

définit un unique élément de modulo F^^n? tel que Y^Yp^ 

appartient à T . Il s'en suit qu'un élément â  de Ato définit un unique 

élément a0 de A0 modulo E_ nA tel que a a-__ appartient à A . 
Y—oo JR—oo *y —oo oo Zr —oo 
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On obtient, ainsi, un homomorphisme de A sur Â  /(F0 nA) de noyau F nA. 

D'où un isomorphisme de B = A /(F nA) sur EL, = /U /(L, nA) - Ces grou-

pes sont aussi isomorphes à B = A/CF̂ nA) x (F^^nA) . Si b est un élément 

de B , on note b et b-, Les éléments de B et B« correspondants -

On remarque que les groupes F̂nA et fg^b sont finis,car F̂  L'est, et 

^P^nA est un sous-groupe du groupe compact - °n note K le quotient 

l̂ p /̂C^P^nA) et X(resp. p ) la représentation régulière gauche (resp. 

droite) du groupe K dans L (K) . La restriction de la représentation pfiX 

à B<7-OO x K induit une représentation de B̂  x K qui, par composition, donne 

lieu à une représentation de Â  x l^p^ dans L (K) qu'on note, encore, pfiX -

Lgjnme: Les représentations ind 
A+A x IC 

oo Zr -oo 

et pftX coincident . 

Démonstration: 

Soit F une fonction sur K - On définit une fonction G sur 

Aoo x -̂oo en P°sant G^oo'^g-oc? = F^<?-cJ ou boo (resP- k * est limage 
de a (resp. krt ) dans B (resp. K ) . La correspondance F-+G échange 

2 2 
Les fonctions continues et induit un isomorphisme de L (K) sur L (A^xK^ /̂A) 
entreLaçant pftX et ind 

A+A x Ka 
oo ZT—oo 

; D'où Le Lemme . 

Soit g une représentation unitaire irréductibLe du groupe K . On note 

a* sa contragrédiante et a * La représentation unitaire de dimension finie 

du groupe A obtenue en restreignant a* à et en faisant correspondre 

EL. à B .La représentation o regardée comme représentation de IC- se 

décompose en un produit tensorieL infini de représentations irréductibLes crp 

de Kp triviaLes pour presque tout p premier . Puisque Le groupe est, 

pour tout p premier, totaLement discontinu, iL en résuLte que Le noyau de o 

est d'indice fini dans IC- . Par conséquent. Le noyau de a* est d'indice 

fini dans Â  . Ceci étant, La représentation pflX de K x K se décompose en 
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La somme directe pfix = ®A a*8 o* - IL en résulte que 
OeK 

ind = (D̂ a*fi a 
Af A x IC oeK X 

CO »f -OO d'après Le Lemme précédent - Par suite 

ind = 6 * ind a*Ô a -
. „00 A X 
A+Go aeK A +G 

a oo oo 6.1.3.ii) En résumé, si x est un élément de C , f lintersection de G!1 x (p 
avec xrx , fv la projection de r sur G et r o sa projection x;oo x oo x ; 5r-°° 

sur p̂_TO /- on peut mettre en correspondance bijective les groupes quotients 

TY. /F n?Y et r v . » /F<p_ n?v de sorte que : 
X,oo oo X X;3T"oo IT oo X 

> ì . = ®AI rind+G CTx Û 0 
*X* zP 0e y-oo X'°° °° 

avec = { aeK .̂̂  / F _00nrx s01*1 dans kera * -

On remarque que F̂  n?v = F- nfnêC et, est indépendant de x . l i e n est, 
y—oo X y—oo "y / 

donc, de même pour - De plus, le noyau de o* est un sous-groupe arith-
metique de G pour tout x dans C et oe - On pose 

oo jp — OO 
T = 9 ind a* -

° XÉC fY. +G X 
X ̂  oo oo 

Lemme: Avec les notations précédentes, on a : 

a) ind I oo = • T 0 a -

b) Il existe un sous-groupe arithmétique A de G tel que la représen-
o" °° 

tation T soit contenue dans un multiple fini de ind 
° A iG 

o °° 
Démonstration : 

a) évident d'après ce qui précède 

b) On pose Â  = ker a* . C'est un sous-groupe d'indice fini 

dans chacun des groupes ?x m œ - Donc il est arithmétique. D'après Le théo

rème de réciprocité de Frobenius et compte tenu du fait que La représentation 

a* est triviale sur A , on a : mult( a* , inH ) = dim a . 
0 X Aa+rx;=o 

Il en résulte, aussitôt, que la représentation T est contenue dima fois 

dans card(C)fois la représentation ind . D'où le lemme. 
A +G 
a °° 
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6.2. On va s'intéresser, dans ce paragraphe, au cas où Le groupe algébrique 

Q est réductif sur ft. On utilise les notations du §6.1. 

6.2.1. imma : ({B. G}) : Soit A un sous-groupe arithmétique de Gœ . 

Alors la partie discrète de L̂CĜ  /A ) se décompose avec multiplicités 

finies. 

Sur la base de ce résultat de Borel-Garland, on va montrer le résultat 

adélique important suivant : 

6.2.2, Lemme : On suppose que le groupe algébrique Ç est réductif. 

i) toute sous-représentation factorielle de L̂ Ĝ  /Y ) est de type I 

ii) la partie discrète de L̂ Ĝ  ^ > se décompose avec multiplicités 

finies en représentations irréductibles CCR. 

iii) soit y la mesure sur donnant la désintégration centrale de 

la partie continue de L̂CĜ  /Y ) . Alors pour toute représentation uni

taire irréductible T\œ de Gœ , l'ensemble des représentations factoriel-

les de Ĝ  dont la restriction à GTO est un multiple de i\œ est y -

négligeable. 

Demonstration 

D'après le Lemme 6.1.3.ii), on a : ind I = ©A Tfia où 

T est une sous-représentation d'un multiple fini de l'induite unitaire 
a 

à G de la représentation triviale d'un sous-groupe arithmétique A 
de G -Le lemme 6.2.1. implique, alors, que la partie discrète de T 

se décompose avec multiplicités finies. Soit TT une sous-représentation 

factorielle de la représentation régulière de G» dans L̂ (G /r ). 

Puisque le groupe Ĝ  est CCR, il existe une représentation irréductible 

CCR, irœ f de Goo et une représentation factorielle de 

telles que 77 =7rco $ ŷ-oo • D'après la décomposition précédente donnée 
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par Le Lemme 6-1-3.ii), pour tout a £ K ^M , il existe un entier naturel 

na tel que TT I G°° = 9 ha TT 8 a . Donc, «Iç* «r ^ i n a 

Puisque Ky_œ est un sous-groupe compact (ouvert) de Ĝ œ , le théorème 7 

de R.GODEMENT [G01] assure que la représentation est un multiple fini 

d'une représentation irréductible CCR de G*p_oo • IL s'en suit que * est, 

aussi, un multiple fini d'une représentation irréductible CCR de G.. D'où 

i) et i i ) . 

Pour avoir i i i ) , on va raisonner par L'absurde- On suppose que l'ensemble 

{ir e G./ la restriction de TT à G soit un multiple de TT } est de mesure 
A 00 oo J 

non nulle- Il permet alors de distinguer une sous-représentation de ind 
r tG 

f\ 
contenue dans la partie continue se mettant sous la forme TT STT̂  OÙ 

00 V—00 iTj>_ooest une représentation de Ĝ _oo - On considère, de nouveau, la 

décomposition citée plus haut (lemme 6-1-3.ii))- Comme ci-dessus, on obtient 

La décomposition ^^ l^p = ®AJ n0° avec na c'es ent"'ers naturels. 

Soit o un élément de K <p_œ tel que n̂  î 0, soit a une réalisation 

concrète de ^jp.oo et soit 2fa un sous-espace de 3? où K^p^ opère 

par une sous-représentation équivalente à ^ . On considère L'intersection 

de toutes Les sous-représentations de TT >̂ _ TO dont l'espace rencontre 
(et donc contient) 9£ . C'est une sous-représentation non triviale de TT̂S 

contenant 3P̂  . Si S est irréductible, Trœ © ̂  est dans la partie 

discrète de ind , d'où une contradiction. Si § n'est pas irréductible, 
r * GA 

est la somme de deux sous-représentations propres non triviales 2^ 

et Soit 3r et 3P les projections de S sur et 
respectivement. Il est facile de voir que 3t1 , i = 1,2, est une représen-

tation de type a . En répétant le procédé avec ^ au Lieu de 7r<p_ œ et 

3Ç ^ au lieu de 2^ , et, peut être, encore plusieurs fois, on est sûr de 

tomber sur une sous-représentation irréductible contenant a car La 

multiplicité de a dans *n-g>-00|K p̂_œ est finie. D'où i i i ) . 
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6-3. Le second résultat principal est le suivant 

Thzoh&m<Li Soit (G,F,5,F+,G) un groupe de classe et T une représenta

tion unitaire irréductible de GQ de noyau d'indice fini dans Ĝ  -

i)Toute sous-représentation factorielle de -ind T est de type I et toute 

sous-représentation irréductible intervient avec multiplicité finie . 

ii)Soit y la mesure donnant la désintégration centrale de la partie con

tinue de .̂ind T -Alors, pour toute représentation irréductible ir de G , 

l'ensemble des représentations factorielles de Ĝ  dont la restriction à 

Ĝ  est un multiple de TT̂  est y -négligeable. 

iii)Si le groupe G est de classe C° ,toute sous-représentation irréduc

tible de -ind T est un produit tensoriel infini de représentations irré-

ductibles de Gp restreint à une direction invariante canoniquement déter

minée . 

Démonstration: 

Les théorèmes 5.2 , 4.6 et 4.9.2 permettent de se ramener au cas où Le 

groupe g est réductif sur G comme expliqué au §5.3 . Dans ce cas, en pre

nant pour r le noyau de T , la représentation ind x est une sous-repré-
G tĜ  

sentation de ind et le lemme 6.2.2 permet de conclure . D'où le théorème . 

6.4. Comme cas particulier important, on a le résultat suivant : 

Tko.oKQ.mQ,: Soit g un groupe algébrique défini sur Q . Alors : 

i) Toute sous représentation factorielle de L̂ CG /̂ĝ ) est de type I . 

ii) La partie discrète de L^Cĝ /ĝ ) se décompose avec multiplicités finies 

i i i) Toute sous-représentation irréductible de L^Cĝ /ĝ ) est Le produit 

tensoriel infini de représentations irréductibles de gp restreint à une 

direction invariante canoniquement déterminée . 

iv) Soit y la mesure sur ĝ  donnant la désintégration centrale de La 
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partie continue de ^(Q^/Q^) et TT̂  une représentation irréductible 

de - L'ensemble des représentations factorielles de £̂  dont la res

triction à G,_ est un multiple de TT est y -négligeable 

6.5, Soit g un groupe algébrique défini sur H muni de la donnée d'un réseau 

rationnel de sorte que les groupes et ĝ  , pour tout nombre premier p , 

sont bien définis - Dans ce paragraphe, on va donner la décomposition de la 

partie discrète de L2(QR/g?) ,en utilisant les résultats adéliques qu'on vient 

d'établir , Pour cela, on pose : 

00 
- A = -R X n 

p premier 
h - *K 

P 
on désigne par 1 La représentation triviale de g^ , par le 

spectre discret de L̂ (GA/G_) et, si ire & , n sa multiplicité dans 

L (G /̂G-) (qui est finie) et TT sa composante sur G , n e f?* - On a =/\ =Q p P H 
le résultat réel suivant : 

PnopohÂJtumi La partie discrète de L ^/G2^ est contenue dans la som

me n n . multO , TT )TT . On a l'égalité si l'on a : TT e& TT p premier p ' p » 3 

SA = -

Démonstration : 

Soit ir° une représentation unitaire irréductible intervenant 
oo discrètement dans L^(£ /̂g?) et m sa multiplicité- D'après le Lemme 

6-1-3.ii), on a : m < mult ( TT° fi 1„ 
00 |\ 

ind et on a l'égalité 

si G_ = (gRx K) g - Compte-tenu du théorème 6.4.iv), on a : 

mult ( TT° fi 1„ . ind I ) = £ n 
K TT d 

mult( 7T° fi 1„, TT I r „ 
oo K §b X ^ 

on est donc ramené à montrer que mult ( TT̂  ® 1k,TT | ^ x K) coïncide avec 

n mult (1 , TT )- Soit 8? une réalisation concrète de TT et 
p premier P P P P 
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(A ) une famille de vecteurs <t> e ï invariants par G, tels que VP P > P0 9P *P =*P 
la composante IT g> ^de TT sur ^ soit réalisée dans le produit tensoriel 

infini 3Pp_OO des espaces ^ p, pe ^-a> , restreint à la famille (<j>p) -

Pour p > p , on pose *2f = (8 c£ ) 8 ( $ <j> ) . C'est un sous-espace o p- q<p q q>P q 

fermé K-invariant de et on a : 

mult (1K, ^_OOL K> = i-im mult (1K, 96 p )-

Il est clair que mult (1„, 2f ) = n multd ,3P ) . D'où la proposition. 

6.6. Кеталди&А. 

i) Evidemment, un groupe G vérifiant la propriété de la forte approximation 

est tel que G. = d! G . . On sait qu'il en est ainsi si G = GL , SL , un =A =A = A = n n 

groupe unipotent ou un produit semi-direct de tels groupes ([ B03 ] , IHU] ). 

Ce n'est pas toujours le cas comme sera expliqué au § 7.5. 

ii) Dans L (Gp/fî ) les multiplicités ne sont pas toujours finies. On 

donnera de tels exemples au § 7.1.5., 7.2. 

Au paragraphe 6.7. et 6.8. suivants, on va donner une complète description 
2 

des groupes fi tels que L (fi0/G_) se décompose avec multiplicités finies. 

6.7. Ткгокгтг:Soit fi un groupe algébrique défini sur fi tel que le cen
tre de fi° soit anisotrope sur fi . Alors, pour tout sous-groupe arith
métique Л de , il existe une représentation irréductible de fi^ 

2 
contenue dans L (fî /A) 

Démonstration 

Soit U le radical unipotent de G , R une composante de Levi de G 

définie sur fi , T (resp.T„) un tore déployé (resp. déployé central) m C 
maximal, dans la composante irréductible R° de R , défini sur fi et 
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1 
soit u La suite centrale descendante de u. On a u = u , si u t 0 

et pour chaque i >1, u1 est L'idéal de u défini sur * stable par Ç 

défini par û  = [u , u/"1 ] . Soit / le dernier terme non nul de la 

suite- Si u = 0, on prend e = 0. On va raisonner par récurrence sur la 

dimension de Q . 

1er cas e<1- Autrement dit, l'algèbre u est abélienne. Si dim u = 0, 

le groupe Q est réductif et £° n*a aucun caractère rationnel sur Q 

Dans ce cas, le volume de G / A est fini et la représentation régulière 

de §R dans L (G /̂A ) contient la représentation triviale. On suppose don< 

que l'algèbre u est abélienne non nulle. 

i) Le groupe A n IL est un sous-groupe arithmétique de U et le quotient —fv —F 
LLV An I L est compact. Il s'en suit que le groupe AIL est fermé dans G„ 

et le quotient AU / A est un compact homéomorphe à U /A nIL . On considère —fv —R — f\ 
la représentation ind . On a: ind = ind = © X /-

A fAUR A tAUR yR An yR Xeji 

ou est l'ensemble des caractères de yR triviaux sur An^- ^ en 

résulte que la représentation ind est sommediscrète de représentations 

irréductibles, chacune intervenant avec la multiplicité un. En fait, on a 

ind = © ind X 
ATA ^ Xe ¿4/A A^t A ^ 

avec x* Ie caractère de A U prolongeant x et trivial sur A 

De plus. Le caractère x' se prolonge à ^ = ^ trivialement sur 

de sorte que l'on a : 
Y 

ind x' = X*® ind 
A IL tL A UBt G_ 
X =R R̂x X =R =«X 

. Il s'en suit, alors que : 

ind 
rhd 

d 
ХесА/Д 

ind 
S* f -R 

Y 

Y "û ind 

yR Xeji 
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II nous suffit alors de montrer qu'il existe x^ et un sous-groupe 

algébrique définie sur G , BQ , de B tels que le centre de (Rq)° 

soit anisotrope sur et L = U« (EQ 

ii) Si le tore T est trivial, le centre de R° est anisotrope sur Q 

et on peut prendre x =1 et R = R- On suppose donc que le tore T 

est non trivial- Si a est un caractère rationnel sur ©. de T , on note 
c' 

u* = {u*€ u* / tu* =a (t)u* VteT } . -a c 
* * * 

Soit a l'ensemble des tels a vérifiant u * o. On a u = <D u„ 
* aea o De plus, pour chaque aea , l'espace est rationnel sur Q et g -

invariant- Ceci étant, soit I un système de racines positives de l'algèbre 

de Lie r de R suivant T . L'espace n = © rG est une sous-algèbre 

unipotente définie sur ©. de r - Soit N le sous-groupe unipotent défini 
O r * * * * I sur a de R associé. Pour aea , on pose S = i u e u /nu =u Vne N>. = a -a -

L'espace §^ est non nul et est défini sur Q. On y choisit un élément 

rationnel non nul 0 et on pose 0 = E 0 . Quitte à changer 0 en a a aea 
un multiple entier, on peut supposer que le caractère unitaire x de 

de différentielle 2iTT0 se trouve dans . Il est clair que le 

groupe R est un sous-groupe algébrique défini sur €l de B contenant N ~ 0 ~"' -

et vérifiant (B = E-> m II ne reste plus qu'à voir que le centre de — 0 T\ =R X 
(R )° est anisotrope sur Q . Soit T un tore déployé sur Q central 
= 6 

dans (R )° . Il centralise N et, donc le normalise. Donc le tore T est 
= 0 = contenu dans T et par suite dans T . Mais T nR. = n kera = {1}, car m c c =0 ' 

le centralisateur de u dans T est trivial. Il s'en suit que T est trivial. - c 
Par suite le centre de ( R e s t anisotrope sur Cl . 

2ème cas : e >2. On note A l'idéal unipotent défini sur G de G 

d'algèbre de Lie a = u .On pose b = u . On a u = u" $ a et 

b = b' 9 a où u' et b/ sont des sous-espaces rationnels sur fi de u , 

invariants par Tc- On note a^Cresp. o^ resP a3^ l'ensemble des poids 

de Tc dans u' (resp. a , resp. b1). Ainsi, on a : 
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a = [u , b] = [ Ф u' Ф b' ] = e a - - -a -a -a 
aeo^ aea3 

ne, pour tout eo /̂ il existe eo^ et eâ  tels que 

=a.̂  - IL s'en suit que n kera = n Ker a = ( 1 ) . 

Cela implique que le centralisateur dans Tc de y/£ est trivial . Par con

séquent, le centre de est anisotrope sur fi . L'hypothèse de récur

rence montre que la représentation induite de la représentation triviale de 

Â p/Â  À contient une représentation irréductible . CELA signifie 

que la représentation induite de la représentation triviale de A à 

contient une représentation irréductible de triviale sur -D'où le 

théorème -

Do 

RemaAquc: La condition du théorème 6 . 7 est, évidemment, nécessaire -

6.S. Th&otàmz: Soit g un groupe algébrique défini sur G tel que le 

centre de g° soit anisotrope sur H et soit (G,F,g) un groupe de 

classe CR - Les conditions suivantes sont équivalentes : 

i)Il existe un sous-groupe arithmétique A de G tel que la partie 

discrète de L̂ (G /A) se décompose avec multiplicités finies ; 

ii)Pour tout sous-groupe arithmétique A de G la partie discrète de 
2 

L (G /A) se décompose avec multiplicités finies ; 
iii)Tout tore déployé sur H de G centralise le radical unipotent -

Démonstration : 

i) = > iii) On va raisonner par récurrence sur la longueur e de la suite 

centrale descendante u1 du radical unipotent u de l'algèbre de Lie g 

de G . Si e = 0 , le groupe G est réductif et le théorème est donné par 

le lemme 6 . 2 . 1 . On suppose, donc, que e > 1 . Soit 1^ un tore déployé 

maximal sur Q de G et A comme en i ) . Il s'agit de montrer que T 
m 

centralise u . 
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1er cas : e >2. On note A L'idéal unipotent défini sur G de g 

ayant a = ue comme algèbre de Lie. Le groupe ^ se relève en un 

sous-groupe A invariant de G fermé. On pose g'= g/£ , 

G' = G/A, F' = F et A'=A A/A : le groupe (G', F' G1) est de classe C 

et A' est un sous-groupe arithmétique de G'- Gomme le quotient AA/A est 

compact, par composition on a une injection de L (G'/ A') dans L (G/A ) . En 

particulier, L (̂G*/A') se décompose avec multiplicités finies. L'hypothèse de 

récurrence assure que le tore T centralise le radical unipotent u/a de 
m ~ ~ 

l'algèbre de Lie g'= g/a de g'. Donc, toute direction propre de u associée 
à un poids de T non trivial est contenue dans a. Il s'en suit que u=a+u<j m - - - -1 
où ûj est l'espace propre de u associé au poids trivial de Tm- On a alors, 
a C [u , u ] C [ŷ  , u1 ] C et, par conséquent, Tm centralise u . 

2ème cas : e =1. L'algèbre u est abélienne non nulle. Soit | une 

composante de Levi définie sur 0 de g contenant T"m et r son 

algèbre de Lie. On va raisonner par l'absurde. On suppose, donc, que 

ne centralise pas u. Soit z un système de racines positives de r 

suivant T et n = © r où r\> est l'espace propre de r associé au 
m " Bel 

poids 3eE . L'algèbre n est unipotente définie sur Q. On note N le 

sous-groupe unipotent défini sur ft de R° associé. 

Soit u = $ . . . . © yn une décomposition de u en B -modules simples. 

On pose : 

^ = { u* eu* / nu* = u* pour tout neN } 

^ = { u* eû * / nu* = u* pour tout neN } 

On a 2 = H! • •••• • jp - Le tore T opère dans ÎÇ . par le poids 
dominant a. du R -module simple u* relativement à l . On choisit i = -i 
un système libre maximal {â  , } de {a ,̂ , a.^} et, pour 

j = 1,...,s, un élément non nul 6. de g. n ug .On pose 9 = E 9. . 

Quitte à multiplier 6 par un entier, on peut supposer que le caractère 
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unitaire Xo de U de différentielle 2iTTB est trivial sur A n U où 

U est le relèvement à G de U . En procédant comme dans la démonstration 

du théorème 6.7, on montre que le centre de (RQ)° est anisotrope sur Q 

et que : 

L2(G/A) = © ind x 
Xe(A/à G tG 

X 

' 0 L*(G /AU) 
X X 

où Ji est l'ensemble des caractères de U triviaux sur A n U et, pour 

X e cA , x' désigne le prolongement de x à G , trivial sur R 

(R est l'image réciproque de R dans G- On a G = U*R) - D'après le 

théorème 6 . 7 « , la représentation L2CGQ/A_ U) contient une représentation 
y 0 

irréductible p . Il suffit de montrer que la représentation irréductible 
0 TT ind 

G i G 
xö » Pe intervient avec une multiplicité infinie dans 

2 
L (G/A) pour avoir une contradiction - Soit, pour chaque entier naturel n 
non nul, t un élément de (T )_n (G )̂ tel que a. (t ) = n pour =n m « =K o H i. =n M 

J 
i = 1 , ,s et t un antécédent de t dans G. On a, t 0=n0, x n = X ~ e <A 

et G = GQ . Par conqéquent, ind x' J P n est une sous-représentation n0 0 _ . _ nb 0 b t b 
irréductible de L (G/A) équivalente à TT . Pour avoir l'assertion il suffit 

de remarquer que ^^n6 ' n ^ est un sous-ensemble infini de 

CÂ /A . D'où i i i ) . 

iii) => ii) On suppose, maintenant, que le tore centralise u . Soit 

A un sous groupe arithmétique de G- Il s'agit de montrer que la partie 

discrète de L (g^/A) se décompose avec multiplicités finies. Il suffit de le 

montrer lorsque A est un sous-groupe de Gq (L (G/A) c L (G/ÀnGQ). Aussi, 

on peut supposer que le groupe G est connexe et le groupe g est irréductible, 

Lemme:Soit g un groupe algébrique irréductible sur un corps k tel que 

tout tore déployé sur k de G centralise le radical unipotent.Alors g 

est le produit presque direct d'un groupe réductif et d'un groupe aniso

trope sur k . 
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On admet, pour un moment, ce Lemme. Le groupe Q est Le produit presque 

direct d'un groupe réductif ^ défini sur fi et d'un groupe ^ anisotrope 

sur fi. Soit G,j (resp. Ĝ ) La composante connexe de L'éLément neutre de 

L'image réciproque dans G de (G-)- (resp.(G~)_). Comme Le groupe G 

est supposé connexe, iL est aLors, Le produit direct de Ĝ  et Ĝ - De pLus, 

Le quotient Ĝ /A n Ĝ  est compact et, donc, L̂ (G2/AnG2) se décompose 

avec multiplicités finies. D'après Le lemme G.2.1., les multiplicités de 
2 2 L (Ĝ /AnĜ ) sont finies. Celles de L (G/A) le sont alors. D'où le théorème. 

Démonstration du Lemme : 

Soit U le radical unipotent de Q , R une composante de Lévi définie 

sur k, R̂  la composante irréductible du centralisateur dans R de U, 

R̂  la composante irréductible du centralisateur dans R de R̂  et u, r, 

£ ,̂£2 les algèbres de Lie respectives des sous-groupes U , R , R̂  ' 

de Q définies sur k. Les groupes R̂  et R2 sont réductifs et R̂  nR2 

est le centre de R .̂ DE plus, R̂  CONTIENT tout tore déployé sur k de R. 

Soit Tc le tore déployé sur k central maximal dans R̂  et Ĝ  le sous-

groupe algébrique de R̂  engendré par Tc et [R ,̂ R̂ ] . Il est clair que 

tout tore déployé sur k de R est contenu dans G -̂ De plus G^r^ est un 

groupe algébrique fini modulo T et R2 est Le produit presque direct de Tc 

et d'un sous-groupe R£ anisotrope sur k invariant de R. Soit G2 Le 

produit semi-direct de U et R£ - Le groupe G est le produit presque direct 

de Ĝ  et G2 et on a le lemme. 

6.9. - Le théorème 6.8. rappelle la caractérisation de R. Lipsman [Li] qui 

caractérise les groupes algébriques CCR sur un corps local de caractéristique 

o. C'est, en fait, l'équivalent "global". On va saisir l'occasion pour en 

donner une généralisation aux groupes de classe C .̂ 
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TkzoKhn<iiSoi t G un groupe algébrique défini sur un corps local k de 

caractéristique 0 - Soit (G,F,fi) un groupe de classe et on suppose 

qu'il est de classe C° si k est à valuation discrète- Une condition 

nécessaire et suffisante pour que le groupe G soit CCR est que tout 

tore déployé sur k de G centralise le radical unipotent . 

Démonstration : 

On peut, naturellement, supposer que le groupe Q est irréductible- Si 

Le groupe G est CCR, G/F L'est aussi et, par suite, Ĝ  aussi- D'après 

Lipsman LLi] , on conclue. On suppose, maintenant, que tout tore déployé 

sur k de G centralise Le radical unipotent. D'après le lemme 6.8., Le 

groupe G est Le produit presque direct d'un sous-groupe réductif QM défini 

sur k et d'un-sous groupe anisotrope sur k. Soit G..,i=1,2, L'image 

réciproque de dans G. IL est facile de voir que ĜĜ  est un sous-

groupe d'indice fini de G et [G ,̂ Ĝ ] est un sous-groupe de F. Soit 

Ĝj le centralisateur dans Ĝ  de G2" c'est un sous-groupe d'indice fini de 

G* et le produit GLA Ĝ  est presque direct et est d'indice fini dans G. Comme 

le groupe (Gjj, F, G,,) est de classe Ĉ  (de classe C° si k est à valuation 

discrète) et Le groupe Ĝ  est réductif, d'après Le théorème 1.2., Le groupe 

G!j est CCR. IL reste à prouver que Le groupe Ĝ  est CCR. Mais le groupe 

G2 est anisotrope sur k. Donc = yx jĵ  ou y est Le radical unipotent 

et $2 est une composante de Lévi définie sur k anisotrope. Soit u le 

relèvement de Û  à G2 et R2 l'image réciproque de ?̂2̂ k °'ans 2̂" 

Il est clair que G2 = UxR̂  et que et ' par suite R2' est comPact-

La théorie de Mackey appliquée à U comme sous-»groupe de type I invariant de 

G2 montre que toute représentation unitaire irréductible de G2 est 

traçable et, donc, CCR. D'où Le théorème. 

ZoKoWxÂJidi Soit G un groupe algébrique défini sur Q (tel que Le cen

tre de G° soit anisotrope sur G ) . S'il existe p , infini ou premier. 
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tel que le groupe Gp soit CCR , alors, La partie discrète de L <ifl/Gz> 

se décompose avec multiplicités finies -

La démonstration de ce corollaire est évidente- La réciproque 

est fausse- Un contre-exemple est le suivant : 

Soit T le tore défini sur fi formé des matrices (a m'3) de SL~ m b a 2 

et son produit semi-direct avec le groupe d'Heisenberg de dimension 3 

(obtenu comme sous-groupe du groupe algébrique G qu'on introduit au § 7.8). 

Soit G le produit direct G „ x G x G avec m un nombre premier congru - -1 m -m 
à 1 modulo 8 (prendre par exemple m=17). Le groupe Q est ani sot rope sur fi. 

Par contre, pour tout pe 9 , le groupe £ n'est pas C.C.R. En effet : 
-P 

T se déploie sur fi., car m est un carré dans fi_ (Serre {Se;ch.II,th.4}) m d d 
Le tore T „ se déploie sur fi car -1 est un carré dans fi puisque -1 m m 

-1 
le symbole de Legendre ( ) = 1 (J.P. Serre {Se/ eh I, Th.5> ). 

m 
On suppose donc, que p*2, m. Dans ce cas, ou bien le symbole de Legendre 
-1 -1 (—) = 1 auquel cas T „ se déploie sur fi ou bien (—) = -1 et dans P — P P 
ce cas m ou -m est un carré dans fi et, par suite, T ou T se 

p m -m 
déploie sur fi . D'où l'assertion. P 
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7 - CAS RESOLUBLE - EXEMPLES 

7.1 La décomposition des espaces L engendrés par Le quotient d'un groupe 

résoLuble par un sous-groupe discret a fait L'objet d'un grand nombre de 

travaux. On peut citer ceux de Brezin {Br}, R. Howe {HO 1,3}, H. Moscovici 

et A. Verona {PI.V. 1}, J. Rosenberg {RO 2}. On expose dans ce qui suit, une 

technique adéLique, en appLication aux résultats généraux obtenus, et on 

donnera des exemoLes soulignant la possibilité d'avoir des multiplicités 

infinies et les difficultés de la théorie des nombres qui peuvent surgir. 

Soit G un groupe résoluble algébrique défini sur €1 irréductible, 

U son radical unipotent et g_ (resp. u) l'algèbre de Lie algébrique 

de G (resp. U). 

7.1.1. THEOREME : L2(G-/Q-) est sans multiplicité. —f\ -ci 

Démonstration. 

Soit g* une forme de type unipotent dans g*, U . le radical uni-

potent de G(g*), B une composante de Levi définie sur Q, Xg*.̂  le 

caractère unitaire de U . - associé à la restriction de g* au radical 

unipotent de £(g*) et t? la sous représentation de ind où -1 

opère par multiplication par - 1 . D'après le théorème 5.2. et le commentaire 

du § 5.3, il suffit de voir que la représentation £f est sans multiplicité. 

Le groupe B étant un tore, le groupe B** est abélien d'après le lemme 

1.10 et on conclut immédiatement. D'où le théorème. 
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7.1.2 D'après M- Duflo {DU 3}, L'ensemble U(§) des gQ-orbites 

de g* de type unipotent s'identifie, par restriction, à l'ensemble 

U*/QQ. Soit fi un élément de u* eu* un élément de fi et 0 

sa U -orbite. D'après le lemme 5 . 2 . 1 . i ) , le théorème 5 .2 . donne : 

ind = 9 ind TTj. ^ « EU* 
fie tl(fî) Û GA(u*)fGA A,e *'U* 

où EU* désigne la sous-représentation de ind dans laquelle le 

groupe U (̂u*) opère comme multiple du caractère fy\-u* et c'ans 

laquelle (-1) opère par multiplication par - 1 . Soit V le radical 

unipotent de Q(u*) et § une composante de Lévi définie sur Q. Le groupe 

| est abélien et |^* aussi. Orî choisit un caractère xU* du groupe 

trivial sur Gg(u*), valant -1 en -1 et trivial sur Vft. La repré

sentation ÏÏ^ QŜ  û  8 xU* de Û  xÇ *̂ passe au quotient pour donner une 

représentation unitaire de U^xg^(u*) prolongeant la représentation 

TT̂  0<5û  du sous-groupe U x̂ĝ Cu*) étudiée au § 5 . 2 . 1 . i i ) . Ceci étant, 
la représentation x 8 E de G. passe au quotient pour donner une 

représentation de g^(u*) équivalente à la sous-représentation de 

ind où le groupe U (u*) opère comme multiple du caractère 
S0(u*)tGA<u*) 

X* ,,x- On note E cette dernière. Le théorème 5.2 peut, alors, s'énoncer 

ainsi : 

PROPOSITION : ind = * ind TT' 

où TT^ est une représentation irréductible quelconque de u^x^^u*^ 

prolongeant la représentation TT 6 du sous-groupe U. xg (u*) 
#\,u U* 9\ ~~" 

dans 3P_ ô. 
A,9 

2 

7.1.3 Concernant la décomposition de L (g^/fi^), pour qu'il y ait 

une partie discrète il est nécessaire et suffisant (Théorème 6.7) que le 
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centre de fi soit anisotrope. Pour que La partie discrète de L2(GR/G2> 

se décompose avec multiplicités finies il est nécessaire et suffisant 

(Théorème 6.8) que tout tore déployé sur 8 de S entralise son radical 

unipotent. Combinant les deux résultats, on obtient : 

PROPOSITION : Pour que L (QR/fi2) ait une partie discrète non nul Le 

qui se décompose avec muLtipLici tés finies iL faut et iL suffit que Le 

quotient GR/S^ soi* compact. Ceci est encore équivaLent à dire que 

Le voLume de É /̂Gj est fini. 

7.1.4 On pose, pour fi e = ind 
eu*/ erfdf 

TT 1 fi E On a donc, u* u* 

ind = 
eu*/ êu*/GA —45 =(5 

TT_. Soit TT une représentation unitaire irréductible de 

g^. Il est possible qu'il y ait une infinité d'orbites Q, pour lesquelles 

la représentation TT̂  contient une sous-représentation irréductible dont la 

restriction à ĝ  soit un multiple de TÎ  même si le quotient Sp îy 

est compact. En d'autres termes, étant donné un élément u* de u*, il est 

possible qu'il y ait une infinité de g^-orbites de u* dans sa g^-orbite. 

De plus, l'orbite Q étant fixée, il est possible que l'ensemble des sous-

représentations irréductibles de TT̂  dont la restriction à est un 

multiple de TT̂  soit infini, comme le prouvent les exemples suivants : 

Exemple 1 : Soit g le produit semi-direct du groupe unipotent abélien 

U = (M.^ ^ de dimension 2 par le groupe S0(2) agissant sur û  = ^ 

par le carré de l'action naturelle. On identifie ui* à c/(^ ^ et on 

prend u* = (1,0). Sa g^-orbite est le cercle unité T. Il est facile de voir 

que la pente de la droite joignant un point (x,y) cTnu* et un point de 
—n sa G--orbite est de la forme ?x+by avec ( ^ b) eS0(2,€l). Inversement, =Q bx-ay -b a ' 

si r e Q, pour qu'il existe (_? b) eS0(2,Q) tel que r = f **by il est 

nécessaire et suffisant que 1+r soit un carré dans Q, à condition que 
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2k£ 
rx t y. Il s'en suit que r = —«—p où k et £ sont des entiers naturels 

k - r 
premiers entre eux et la représentation irréductible r = est telle que 

P 
a ou 3 est un entier pair. Donc, il y a une infinité de Ç^-orbites dans 
u* sur la Q^-orbite de u*. 

Soit fi la G -orbite de u*. Il est facile de voir que G(u*) = Ux{±1}, 
-G 

uASA(u*) = UA X K , OÙ K désigne le compact TT {±1}, U-G-Cu*) = U. x{±1} l\-9\ f\ Pe 9 

et TT* fi E = TT fi ind . Or ind = ® x où cA désigne 
u* u* {±1HK {±1}tK aefi a 

l'ensemble des suites (a ) tels que a = 0 ou 1, a = 0 pour 
p p e ? p 

presque tout p et Y a = 0 et où x désigne le caractère de K 
PeP P a 

a 
donné par x (k) = n k p si k = (k ) et a = (a ). L'ensemble cA 

Pe9 P P P 
est clairement infini et le sous-ensemble (Â+ formé par les éléments 

a = (aD) de {fi. tels que = 1 aussi. Les représentations 

ind 
eu*/ dfd d 

TT« « fi X y ae . r sont des sous-représentations irréductibles A,9 Aa " + 

de TT , deux à deux inéquivalentes et dont les restrictions à Q sont fi ~f\ 
multiples de la même représentation irréductible. On a : 

ind = ind 
S0(2,CD+S0(2,A) 

fi $ 
fi ae c A 

ind %9 8 Xa 

avec fi parcourant u*/GQ-{0} et 0 £ fi. Il est facile de voir que la 

représentation p = ind 
0,a Û xKtĜ  

TT̂  Q fi xa prolonge la représentation 

ind 
KTS0(2,A) 

par l'action suivante de : 

p0 a(u)f(Z) = (6Z"2u)f(Z), (u€Uft/ ZeS0(2,A)) 

Donc, une condition nécessaire pour que la représentation p_ contienne 
0 ,ot 

la représentation triviale de TT S0(2,Z ) est que a =0 pour 
p premier p p 

tout p premier. C'est-à-dire a = a+ = (0,0,...) et a = a_ = (1,0,0, ). 
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Ceci étant. L'espace des vecteurs invariants par TT dans 
p premier ~ p 

L'espace de p_ s'identifie à ind TT fil x 8 <§ avec £ 
URX{±1} °°'Q «co 

L'ensembLe des fonctions f sur $0(2)^^ invariantes par TT S0(2,Z ) 
p premier p 

et teLLes que si Z e support (f), 0Z e TT Z . IL est faciLe de voir 
p premier p 

que La dimension de % est, aLors, égaLe au cardinaL de finZ /S0(2,Z). 

On note n̂  cet entier- On a : 

ind = ind © no(Pfi + • Pô > 
SRf62 S0(2,Z)tS0(2,R) fie(u*/fifi)-{0} y' ° ' 

avec 0 e fi, p. A (resp- p_ ) La sous-représentation de Mind TT OÙ 

-1 opère par muLtipLication par 1 (resp- -1)- Ou encore, 

4n 
ind = © Z © nr̂ pfl * pfi * 

SRfS? ne y reW-{0} r, + r , -

où Z4n est Le caractère Z+Z4n de S0(2,R), 0p = (/F,0) et np Le 

cardinaL de C^nZ divisé par 2, où Cr est Le cercLe de rayon /7" 

centré à L'origine. IL est faciLe de voir que Le nombre n̂  est non nuL 

si et seuLement si tout nombre premier congrus à 3 moduLo 4 intervient 

avec un exposant pair (voir P. SamueL {Sa, § 5.6}). Dans ce cas, si S 

désigne Le produit des facteurs premiers congrus à 1 moduLo 4, Le nombre 

(1/2)n coïncide avec Le nombre de diviseurs de S. r 

ExempLe 2 : Soit Q Le sous-groupe aLgébrique défini sur fi de Gl_2 

formé des matrices , nefl-{0}.lci GD/G7 est de voLume infini. 

D'après Le §7.1.3., iL va y avoir une représentation irréductibLe inter-

venant dans L (^p/G?) avec une muLtipLicité infinie. On note (X,t) 

L'éLément . Si on prend n pair La situation est sembLabLe 

qu'en exempLe 1. On va prendre L'entier n impair positif. Si 

G £U*-{0} = fiX, fi(0) = UxH avec H = {t/tn+1 = 1}, fi (0) = UQ et, 

par conséquent : 
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ind = ind Ф ind ir. n Й L (HJ 
=Q -A Q тА fieQ /£Q A A =A 

Si a est un caractère de H ,̂ La représentation Pfl = ind TT . fia 
e'a Wh*'6 

est La représentation de GA proLongeant ind a par : 
~ x 

H.+AX A 

pa (X )f(t) = (6t"(n+1)X )f(t) , (X elk, tefi*). 8,a o o o A 

En procédant comme dans L'exempLe précédent, on voit que L'ensembLe des 

vecteurs dans L'espace de pQ invariants par TT coïncide ; 
' p premier p 

si a est trivial, avec ind TT ô avec un espace ayant une 

base indexée par (fi nl)/{±1} = N-{0} et nuL sinon- Comme 

G = (GR x TT fi^ ) fi^ , on en déduit que : 
P P 

ind = ind © 00 ind 3fc 
G +6R {±1HRX fHGR 

7.1.5 L'exempLe suivant est déjà connu par plusieurs personnes et a 

été traité par Green lors d'un exposé, en 1978, à Maryland. Soit G le 

produit semi-direct de U = ^ et de SL2 réalisé comme le sous-groupe 

algébrique défini sur fi de GL̂  formé des matrices ^ avec 

aeSL2 et u e ^ 2- On a G? = ?2xSL2(Z) et URÇZ = R2xSL2(Z). On 

note H le sous-groupe fermé URGZ de Ĝ . Si n e Z , on note 36̂  le 

caractère u •> % (nu) de LĴ - On a : 

ind = L2(R2/Z2) = © *: 
h™ % ne!2 

On pose, pour aeW-{0}, (f^ = SL(2,Z)(^) = {n e Z2/pgcd(n<l,n2) = a} / 

2f = © 3fc et p L'unique prolongement de 1k contenu dans ind . 
ne or G-.+H a -Z 
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On a : ind = 1 $ p - On identifie 3f,, à 3f via L'opérateur T 
hfH a,N-{0} a 1 a 

défini par T f(u) = f(au). On a p (u,a) = p,,(au,a) et p = ind 9fc 
a a i a ta,u; 

Par conséquent ind pa= ind ^ et c'est une représentation équi-

valente à ind p,.- On en déduit que : 

ind = L2CSL,(R)/SL,te>) « » ind n. 
8»% V 6 * ' 

7.2 Soit G Le groupe x +ax+b réalisé dans GL2 comme l'ensemble des 

matrices ^ avec a * 0. Son radical unipotent est l'ensemble des 

matrices | j . on identifie, naturellement, Gp à ^ xo^, <̂  à 

A xAX, G- à fi xfix et G- à Z x{±1}. il est facile de voir que : fi c. 

ind = ind © ind 96 
G„TG. *XA.X AfG. fi A fi f A A 

La représentation irréductible ind * n'est pas GC R- En effet, soit, 

pour p e ^ , a(p) l'adèle telle que a*p) =1 si q < p, a*p) = q 

sinon, q étant un nombre premier, et = 1. On a â 2̂  = (1,2,3,.. .). 

Il est facile de voir que la suite a*p̂  converge vers 1 dans A. On 

note le caractère de A donné par (a) = 3fe(a*p*a). La suite 

X.*p* converge vers 3t . On note Î p^ le noyau dans la C*-algèbre de 

G- de la représentation irréductible ind 9fc*P* - La suite I*p* converge 
ATGA 

vers I = ker ind Tk dans le dual de la C*-algèbre. Par conséquent I°° 
A+G. A 

contient n I^p\ Comme a ^ eftx pour tout p>2, la représentation 

• _i -*<p) j. > • I • _i -»/(2) . T(p) T(2) 
ind 36 K est équivalente a ind 3k. et n I = I . Ainsi 

A+G A+GA p>2 p A 

j(2) = Diautre part, la suite b*p* = a*p* ^ a ^ converge vers a^ 

dans A. En notant le noyau de la représentation irréductible 
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ind n(p), avec n(p)(a) = %(b(p)a), La suite J(p) converge vers I(2). 

Comme b̂ p̂  est une idèle, la représentation ind r/P' est équivalente à 

ind }fe et, donc, J ^ = I°°. Par conséquent l " c i ^ . On a, par suite, 
A+G. 

L'égalité I = I . Mais a n'est pas une idèle, donc Les représentations 
(2) 

ind 3t et ind * ne sont pas équivalentes- Il en résulte immédiatement 

qu'elles ne sont pas G C R - D'où L'assertion. 

Comme le groupe G vérifie la propriété G. = (G^ x TT G? )Gq, un 
P P 

calcul simple prouve que : 

ind = / xtdt © 00 ind 
VGR R R+GR 

avec x t le caractère de RX donné par xt^y) = |y|1 * -

7.3 L'exempLe suivant décrit La technique de réduction au cas réductif 

développé au cours de ce travail et généralise l'exemple du § 7.2. 

Soit n un entier naturel non nul et Gn Le groupe X + AX+B die s 

déplacement de L'espace à n dimensions .On Le réalise comme sous-groupe 

défini sur fi de GLn+<j comme suit : 

Gn = { o 1] e6Ln+i' AeGLn et B queLcon°;ue} 

L'algèbre de Lie de Gn est ĝ  = {^ jjj egln+1, a e ^ n et D quelconque}. 

Le radical unipotent de ĝ  est û  = { j ^ j / a = 0} et Le sous-groupe 

unipotent de Gn associé est u"n = { | A ^j/A = 1}. Les Gn>ft orbites de 

u* sont au nombre de deux ayant pour représentants 0 et E* n+<j. On 

injecte Gn_,j dans Gn par L'application A •+ |A 1] " De m®mê  on 

injecte g „ dans g , u „ dans g et U - dans G . On a - n— 1 «-n —n—i —n n—1 n 
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n G (E* x1) = U G - = U U .GL ... On pose g* . = Y E* ox1 pour n n,n+1 n n-1 n n-1 n-1 K *n,k ¿,¿+1 

k = 1,...,n et g* n+(̂  = 0- En appliquant le lemme 4.1. iii) b) et iv) 

et le lemme 4.5.2, on voit facilement que les G -.-orbites de g* - de 

type unipotent sont représentées par les forme g* ^ pour k = 1,...,n+1. 

De plus, on a : 

^ V ^ n - V l S - l pour k = 1,...,n, 

9n k 
G (g* .„) = G et le revêtement G ' de G (g* .) est trivial, n n,n+i n n n n,k 

Par conséquent le théorème 5.2 ramène la décomposition de Gn>̂ /Gn.̂  à 

la décomposition de GL̂ _̂  .^/GL^ pour k = 2,...,n+1. En fait si 

ind = AJ ir̂ dŷ Cïï̂ ) est une désintégration centrale et 
GLk-1,«+GLk-1,A GLk-1;A 

Xk est Le caractère X g ^ de ^ 8 U „ ^ - U H ; * ' 0n 3 la 

désintégration centrale : 

n+1 
ind = 0 J ind (XkVdM|<V 

n;Q n;A k-1,A n;A... k-1;f\ n;f\ 

7.4 Pour avoir un exemple où l'application de la technique de décomposition 

de ind nécessite le passage à des revêtements à deux feuillets il 

suffit de prendre le groupe algébrique G produit semi-direct du groupe 

de Heisenberg U de dimension 3 et de SL-, regardé comme sous-groupe du 

groupe G = UxGL2 décrit au § 7.1.8. On considère la forme u* sur 

u-. définie par u*(t) = t. On a G . = Z x SL̂  (produit direct) et l'unique 
—Qi V U* c. 
forme g* de type unipotent sur ĝ  prolongeant u* est nulle sur sJ^-
De plus, G(g*) = Z xsi_2 et G9* = Z xf^- La sous-représentation de 

ind correspondante à la GQ-orbite de type unipotent de g* par le 
VGA 
théorème 5.2 est égale à TT̂  Û  0 TT_ OÙ 9. est la U^-orbite de u* 
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dans u* et TT_ est La sous-représentation de Lc(Mp2 ^ ^ 2 ou ~1 

opère par muLtipLication par -1 (cf. Gelb 2 pour L'étude de TT+) 

7.5 Un groupe résoluble ne vérifie pas, en général la propriété 

= G~GQ avec G? = Ĝ XTT G? - Ceci revient à dire qu'elle est, en général, 
P P 

non vérifiée pour un tore. Un exemple significatif est Le suivant : 

Soit k un corps algébrique de nombre. L'inclusion de ©. dans k 

confère à k la structure d'un ^-espace vectoriel. On munit k du réseau 

des entiers algébriques. On réalise kX comme un tore T d'automorphisme 
de k par homotéties. En fait, k = et est l'ensemble des unités 

de k. On sait (voir A. Weil {We 3, page 87}) que le quotient 

T./T?T- s'identifie au groupe des classes d'idéaux du corps k. En particu-A #\ " 

lier, = T̂ T̂  si et seulement si l'anneau des entiers de k est 

principal. 

7.6 Soit m eZ—[0} un entier sans facteur carré et k l'extension qua

dratique de G associée. On considère le tore T défini sur Q tel que 

T. = kX comme décrit au § 7.5. On a le résultat suivant : 

PROPOSITION : On suppose que l'anneau des entiers de k est principal 

et m<lOO. Soit T le sous-tore de T formé des éléments de norme 1. 

Alors T vérifie la propriété = T^T .̂ 

Démonstration : 

Le groupe T vérifie la propriété = T̂ T̂ - Donc, étant donné 

t eT^, il existe £ eTfi et ri eT^ tels que t = £n- Donc 

N(tp) = N(£)N(rip) = 1 pour tout p . Donc, pour tout p premier, 

N(Ç) = N(np)~1 e«XnZX. Par conséquent N(£) = ±1. Si m < 0, N(Ç) est 

un nombre positif et, donc, £ eT clairement, alors, pour chaque p e tP, 
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npeTp- D'où Le Lemme. Si m > 0, Le problème se pose Lorsque N(£) = -1 

et on saura conclure dès qu'il existe £q e t e l que N(£Q) = -1 (en 

remplaçant £ par CCQ et n par £Q n ) - En d'autres termes, s ' i l 

existe £ ekX de norme - 1 , est-ce que l'unité fondamentale de k est 

de norme -1- L'existence d'un élément £ ek de norme -1 équivaut 

l'existence de u,v,w dans Z tels que u +v = mw et w * 0- D'après 

P. Samuel {Sa, § 5.6 Théorème 1}, un tel triplet existe si et seulement si 

tout nombre premier p ~ 3 (mod 4) intervient dans la décomposition de m 

avec un exposant pair et, donc, nul. Pour 2<m<100, en regardant la 

table élaborée par H. Cohn {C0 , page 271}, on voit que l'unité fonda

mentale est de norme 1 exactement pour m = 3,6,7,11,14,19,21,23,31,33, 

38,43,46,47,57,59,62,67,69,71,77,83,86,93 et 94. On vérifie facilement, que 

dans tous ces cas, qu'il existe un diviseur premier de m congrus à 3 

modulo 4. D'où le lemme. 

7.7 Le cas unipotent ne possède aucune difficulté théorique du fait que la 

description du spectre adélique est simple et du fait qu'on a la propriété 

de la forte approximation. La description du spectre réel découle immédiate

ment de la proposition 6.5 et on a la formule suivante déjà établie par 

R. Howe {HO 1} : 

ind = 6 ( 7T multd ,7T ))TT 
VUR 0eVu* P Premier p p'9 °°'e 

La difficulté vient avec le calcul explicite des multiplicités. On expose, 

dans ce qui suit, le cas des groupes d'Heisenberg en donnant les 

réalisations concrètes des constituantes du spectre. Ce calcul va être 

utilisé au § 7.8 pour étudier le produit semi-direct du groupe 

d'Heisenberg de dimension 3 et du tore {^ /a2-mb2 =1}. 

Soit U le groupe de Heisenberg de dimension 2k+1. On le réalise 
'1 0 0 

dans GLĵ+2 comme l'ensemble des matrices v1 I 
t 

0 avec I 
t V2 1 
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l'identité de GL̂ , et v2 éléments de c/C^ ^ et t un scalaire. 

On note v l'élément V2 de xx k 1' ^t,v^ <resP- \ > la matrice 

1 О о' 
v1 I О 
t *v2 1 

(resp. 
О О О" 
v,j О О 
t tv2 О 

). On a : 

exp = (t+ v-v„, v) K[vJ 2 2 1 

(t,v)(f ,v') = (t+t'+S/ vj, v+v') 

Ad(t,v)l , = 2 1 2 1 
l v1 

et le centre _z de и est {|*J e u/v = 0} . Si A e fiX, on note de la même 

façon l'élément de u* défini par A|*J = At. On note, aussi, A la 

U^-orbite (qui coïncide avec A+z^). Si y e <J{^ 2 k ^ ' on note °"е â 
même façon l'élément de u* défini par' y|*J = yv et la U^-orbite (qui 

lui est réduite). On a : 

u*/Ue : t x u ^ 2 k C « 

De plus, on a : ind = Ф тт Ф TT . Le groupe U étant 

unipotent, il vérifie la propriété de la forte approximation 

et donc IL = (UR x TT U ? )UQ. Par conséquent, on a : 
p premier p 

ind = Ф п л т т л Ф Ф n TT 

comme TT est un caractère, n est égal à 0 ou 1. En fait n = 1 
°°,y y y 

si et seulement si TT est trivial sur TT U, , ou encore, si et 
p premier p 

seulement si * (yv) = 1 pour tout M e (M^ 2^(?p). Ceci équivaut à dire que 
y e cJ(^ 2 \ ^ * ' cor|dition prévisible car elle traduit le fait que le carac
tère TT est trivial sur IL. La multiplicité n, vaut 
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vol(lL/Z_LL)IPCX)I, où Z est Le centre de U et P(A) est Le Phaffien 

de La 2-forme sympLectique sur u/z_ associée à relativement à La forme 

volume héritée de celle sur U|/ZR' S1" et elle vaut 0 sinon- Ce 

qui donne n = ŝ  * 6 * . On va faire le calcul adélique, oui 
[o sinon 

servira ultérieurement, pour retrouver, en particulier, ce résultat et 

réaliser concrètement les sous-représentations de L2(UR/U2) équivalentes 

à TT . -

Pour chaque p e î , la représentation TT se réalise dans l'espace 

3f . = V?(cH. -(fi )) comme suit : ^p,A k,1 p 

TTd x(t,v)f(Ç) = «[At+Atv2(Ç-v1)lf(C-v^ 

Donc, pour que f e 9f , soit IL -invariante il faut et il suffit P,A #p 
qu'elle soit invariante, par translation, par CÀt^ et ayant un 

support contenu dans 1 (? )- Donc l'espace 3f des vecteurs A K , i p / , 
U_ -invariants est enaendré, si AeZ , par les fonctions 

P P 
E. : Ep(C-jp|A|p), jp parcourant C#k ̂  (Z/1A |~1Z) , où Ep 

est la fonction caractéristique de cS{. - (Z ) - De plus, si A i ? , 
P _k 

,*> ^ r _ , . ,. f ^ . IAI si AeZ dCj = 0. En particulier, n̂  = TT dim dCj = JP premier1 'p 
p,A p premier p,A )_ 

10 sinon et donc, n̂  = |A|k si AeZ 
11 - On pose : 
0 sinon 

3f _ = fi cf? , E_ la fonction caractéristique 
°°,A p premier p,A °° 

de TT Z et si j e ̂  ^(Z/AZ), on note j l'élément de 
p premier p ' p 

-(Z/lxl"1!) qu'il détermine et E. = fi E. . On a : 'p j . 1 H J p premier Jp 

E.<Ç> = EjÇ-j|xf1>, 
•* 00 

133 



M. H. SLIMAN 

{E., j e o¥, ..(Z/XZ)} est une base de 3P_ et L'ensemble des vecteurs 

de fi 3P invariants par TT U_ coïncide avec cf fi 3P 
Pefl> P'A p premier p °°'A »,A 

Le sous-espace ^ de L (Û /Uft) ,où TT̂  ^ se réa lise, s'entrelace avec 

fi 3P , comme suit : 

Soit Ji la polarisation dans JJ pour X formée par les vecteurs 

£JJ tels que v̂  = 0 et soit H le sous-groupe unipotent, défini 

sur G, de d'algèbre hi- Le groupe H est l'ensemble des éléments 

(t,v) eU tels que v̂  = 0- La construction de Kirillov donne : 

p,X ind 3E.. 
H fU 
p p 

; ir. , = ind 3É 
#\ A 

avec le caractère de donné par 96^(t,v) = 9Ér(Xt). 

A l'élément f = f i f e Q , , on associe l'élément f de 
Pe9 p PeQ P'A 

ind C(*\) donné par : f(t,v) = 36 (-Xt) TT f (V- )- L'opérateur 
H+u Pe9 P 1;p 

f->f entrelace les représentations dans fi 3f et ind C( 3fe ) . On 
Pe$> P'A HAfUA A 

A A 
obtient alors, un entrelacement entre fi S , et , en associant 

p£<p PrA A , À 
à f la fonction F sur U. donnée par : 

F(t,v) = l fC(t,v)q] = 3É(-Xt) l TT 36(-Xtv:> q)f (v. +q) 

en identifiant Û /Ĥ  naturellement à -j ^) - En particulier,si 

f = (j) fi E., avec <f> e 3f et j e /Z/XZ), on a F(t;v) = ^«frCt^v^) 
J °°,A K/ I J 

oo pour tout (t,v) e IL = U * TT U_ OÙ A 00 Z p premier p 

\<Kt ,v ) = ^C-ÀtJ 
nej 

* (-tva eu*/ rg + -) 

L'opérateur . réalise un entrelacement entre 3f , = L2(R) et 
J °°/A une sous-représentation /3f ̂  . = ÏF*. 3P , de L (U /II,). De plus, 
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AkXj = *C- I tjk)^AkXj = 
est le sous-espace isotypique de L̂ ClWÛ ) 

associé à TT . . 
°°,A 

Remarque : Soit £ J l'opérateur unitaire dans 3f défini par : — — — . ^ 

= FC(too'Vco)(0'T'0)l 
OO 00 oo oo À 

et AJ • l'opérateur : 

AkXj = *C- I tjk)^j rtr 

On a : 5r. = XJ y r . = JZJ 3P, , AJ opère trivialement dans J o A,J A,o 

3t. et AkXj = *C- I tjk)^jAk. 
A,0 A 

7.S On conserve les notations du § 7.6. On suppose que T vérifie la 

propriété = T^TQ et que m est congrus à 2 ou 3 modulo 4 de sorte 

que l'anneau des entiers de k coïncide avec Z+v'mZ. Dans ce cas T 

s'identifie à l'ensemble des matrices ™bJ de SL2- Soit U le groupe 

d'Heisenberg de dimension 3. On utilise les notations du § 7.7. 

On fait opérer Gl_2 sur u par : M̂ J = |* j ^ * Mj. On note G le 

produit semi-direct U x Gl_2 qui en résulte. Soit c[ l'idéal de gl2 

formé des matrices diagonales et p la représentation de G dans Hxp[ 

déduite de la représentation adjointe. On a : 

p(t,v;M) = 
'det M -tMv v,jV2-2t 
0 M -v 
0 0 1 

V 
en convenant de noter v le vecteur 

"V2 

V1 
associé à v = 

iV2 
. La 

représentation p est fidèle et elle permet de réaliser G comme sous-

groupe algébrique défini sur fi de GL̂ . On identifie G à son image. 

On considère le sous-groupe algébrique G de G obtenu en faisant 

le produit semi-direct U x j . On remarque que : 
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i) Le groupe G- est engendré par U, xT et o> = C=-,0;I) ; 
2 2 2 

ii) Pour p premier, p t 2, on a l'égalité G? = Uy xTj ; 
P P P 

iii) le groupe G? est engendré par U? x T? et o)Q ; 
x 2 

iv) le quotient û /G^ s'identifie à G u (Q /TQ). 

On signale que ce type de groupes a été étudié par J. Brezin {Br/ § 4}. 

IL a utilisé l'outil d'adélisation pour Le calcul des multiplictés dans 

L (G /̂G )̂ des représentations non de carré integrables. Pour les représen

tations de carré integrable, il a fait de l'analyse purement réelle. Les 

résultats qu'on va exposer sont semblables à ceux de Brézin et la présen

tation semble plus simple. On signale que Les groupes discrets qu'il consi

dère diffèrent de ceux au'on va étudier. Il ne considère pas le groupe 

G? mais un groupe oui s'adapte bien avec l'analyse qu'il fait. 

On note y l'élément de associé à un élément y de Q .̂ D'après 

La proposition 7.1.2, on a : 

ind = ^ \ sL , 8 ind 
_Aefi €1 A 

© © i nd TT̂  

y£(QX-{0})/TA VG#\ 
© ind 

où ^ est égale à Sf\ A Ô XA Pour un choix quelconque d'un caractère 

XA TA tpîv"îal- sur TQ et valant -1 en - 1 . Comme le tore T est 

supposé vérifier la propriété = T^T ,̂ on en déduit la décomposition : 

ind = e e n, TT s , 0 x 
X A ArX <»A °°A 

© n ind TT 
r oo ii 

© ind 
T +T 7 « 

2 2 
où yr est un point de la conique Cp : - my2 = r. 

Etude de n : r 

On remarque, tout d'abord, que la multiplicité nr est nulle quand 

la conique Cr ne contient pas de points rationnels. On suppose, donc. 
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que y a ses coordonnées rationnelles. On pose p = ind TT . On a 
P Ut6 P'yr 

P P 
la formule n = TT multd ,p ) . Comme P2̂ w0̂  = 1, on peut supposer 

r p premier 
que 1 désigne la représentation triviale de xG? pour tout p 

P P 2 P 
premier. La représentation pp se réalise dans L (Tp) comme suit : 

P (t,v;M)"1f(N> = * (-yrt(MN)v)f(MN) 

Donc l'ensemble des vecteurs dans L2(T ) invariants par Ĝ  coïncide 
P P 

avec l'ensemble : 

{f eL2(T )/f(MN) = f(N), VMeT et NeT ; support(f)c{MeT /N*y e ?2} P P P p r p 

Par conséquent, m(1 ,p ) coïncide avec le nombre des T.» -orbites dans t P P *p 
{NeT /N y el }. Ce qui implique que n coïncide avec le nombre des p r p r 
00 t 2 

T -orbites dans {NeL/N y e (RXTTZ ) }.Ceci est égal au nombre des A p - 2 2 Tz-orbites dans ypnZ . Soit, enfin, np = 7^CCpnx 

Calcul de n, : 
KjL 

Soit Y_ un caractère de T- trivial sur T- dont la restriction 

XŒ à T̂  soit x- IL est déterminé par sa restriction sur ÎP et par 

la condition que x^ est trivial sur T?- On note ap la représentation 

TT ,S . fi x - Elle opère dans l'espace 5f . en prolongeant TT , - De plus, 
P,A p,A p P,A p,A 

la multiplicité n. est égale à : 
n, = Y TT multd ,a ) À,Y L . P P X^ P premier 

L'espace des vecteurs dans ï . où G, opère trivialement est, 
P,A *P 

évidemment, contenu dans 3f? - Donc, une condition nécessaire pour que 
p,A 

la multiplicité n, soit non nulle est que X soit un entier, comme 
AXX 

expliqué au § 7.3. De plus, une condition nécessaire pour que l'ensemble 
des vecteurs dans 3P, laissés fixes par w = (y,0,I) soit non nul 

£2,X 0 ù 
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(et donc égal à Sf-, ) est que |~L < 1. On suppose, donc, que A est 
*2,X 

un entier pair non nul. Dans ce cas, multd ,o ) coïncide avec La dimen-
P P 

sion du sous-espace de 2F ̂  formé des vecteurs fixes sous L'action 
P,X 

de , via a -
P P 

IEMME : Le groupe T? Laisse invariant 2f? et son action y est 
P oA 

diagona Li sable. 

On admet, pour un moment, ce lemme. Pour chaque j e 11X1, on note jp 
—1 —1 l'élément dans Z/|a| 2 qu'il détermine. On note n. , j e * / | x | Z, 

-1 P Jp P P 
les IÀI caractères intervenant dans la diagonalisation de l'action 

P 
de dans âf- , via , et, si j e11X1, on pose n • = fi n- - Pour 

P \ . \ P,A 1 P JP 
que la multiplicité multO^,^) soit non nulle pour tout p premier 

-1 il faut et il suffit qu'il existe j el/Xl tel que fi . Y = n-H J H p prermerAp 'j 
sur TT . D'autre part, le caractère x 0 ri • se prolonge en 

p premier p J 
un caractère x* de "T. trivial sur si et seulement si x ® n-

est trivial sur T ,̂ ou encore, si et seulement si pour tout M e T ,̂ 

X<M) = n.(M). Ainsi, la multiplicité n est égale au cardinal de 

l 'ensemble 

{j eZ/AZ/x(M) = rijCM), VMeT2) 

On remarque, de plus, que {rij(M), j e Z/A2} est l'ensemble des valeurs 

propres de S_ (M) dans 2f_ = fi 3F? et 
°°,A <»,A p premier p,A 

6, (M) = S- .(M) = S ,(«) «S (M) sur 3P . fi ? = tf, pour tout A A,A -,À *oo,A X 

MeT .̂ Donc, on peut remplacer Sm x, pour le calcul de nx ^ et dans la 

formule donnant la décomposition de ind , par la représentation projective 
V s * 

de Weil S' , qui, dans ce cas, est une vraie représentation, et remplacer 
oo,A 

S_ par la représentation WA de dans 2f_ vérifiant 
oo,A 0°,A 

6X(M) = X(M) fi WA(M) sur cfx pour tout M e . Ainsi la multiplicité 
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n x -vest égale à la multiplicité du caractère x dans la diagonalisation 

de dans *ç( . On signale enfin que le groupe T, est engendré par 

-1 et, éventuellement, un élément MQ qu'on peut choisir de la façon 

suivante, si m >0, MQ est l'unité fondamentale de k ou son carré 

suivant que la norme de cette dernière est +1 ou -1 ; si m = -1, le 

groupe . Tz est engendré par MQ = |^ et si m<-1, T? est 

réduit à {±1}. 

Soit M = ab]eTp avec b * °" IL est facil-e de voir **ue '• 

S' (H- X) = CP,A(M> l [Mbç2 - k «+ & z2]f(z)dz-
P 

pour tout f e , et £ e G , et, où C , (M) est une constante positive P^A p p,A 
bien déterminée par le fait que l'opérateur S' (M) est unitaire. De plu< 

P, A 
S' ,(-1)f(£) = f(-£). p,A 

Au § 7.3, on a donné un isomorphisme de cf , fi 2f sur "2f en 
i 'A associant à <j> 0 E. la fonction 2 & Par construction, on a : j ^ ^ o 

6. (MX* fi E.) = ô,(MX^J2r <f>) = S' .<M>4> fi WA(M)E. 
A j A oY »,À r j 

= I M^Wj i Si X(MH fi E 
ieZ/AZ J'1 'A 1 

ieZ/AZ J/1 ° 'A 

où (WA(M). .) représente la matrice de WA(M) dans la base E., 

j eZ/AZ et qu'on se propose de déterminer sur la base de la formule 

suivante qu'on vient d'établir : 

бл(м)(^^оф) = 
ieZ/AZ 

WX(M). AkXj = *C- I tjk)^j 

IL est facile de voir que : 
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6, (M) 2j = 36 (Ẑ b k2} ̂ akAbk (|V|) 

Donc, il suffit d'étudier 6A(M)<J>-
À o 

1er cas : M = - 1 . On a 

ôA (M) <f>(t,v) = (-At) Y (jjC-v.+n) 36(AmO A O _ I L neZ 

= 3£(-At) ^ ^(-v^n) (-Anv2) 
ncZ 

= If S' ,(-1)<j> (t,v) o °°,A 

D'où fiA<-1>*V0* = X"V0S^X(-D* = iA"V0S^x<-D<(>. Donc, 

W^(-1). . = ô. . .-La matrice W (̂-1) a comme valeurs propres ±1. L'es-

pace propre associé à la valeur propre +1 (resp. -1) est engendré par les 

vecteurs E.+EA . (resp. E.-E. . ) et est de dimension égale à [-^i] J A-J J A-j y 2 

(resp. n-C-"^-]). Ceci permet de résoudre le cas où m<-1. Les résultats 

précédents donnent nA = si x<-D = 1 et nA = n-[^l ] A,X 2 A,x 2 
si x^-1) = -1 -

2ème cas : La multiplicité n̂  ^ est, donc, égale, si m>-1, à la 

multiplicité de X<Mq) comme valeur propre de WA(MQ) opérant dans 

l'espace propre associé à la valeur propre +1 (resp. -1) de W*(-1) 

si x<-1) = 1 (resp. x<~1) = -U- On va déterminer la matrice de t/(M) 

pour M e T quelconque avec M = |^ , b t 0. On a : 

ô̂ (M)3T (f)(o,v) = \ (J>(av̂ -mbv2+n) 36 ^v^v2~(av^-mbv2) (-bv^+av2>-2n(-bv,j+av2)] 
0 neZ 

A a 2 n 2 av<j-mbv2 n 
= I *(avrmbv2+n)*?CÏE Vj-amb^) -2v ( mb + ̂  + 

ne 2 

amb(___ + _ ) J 
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.L-, 2mb 1 2mb j jeZ/mbZ 

av.j-mbVp ^ 
où s. = —-v:—- + -4, <f>(s) = Y ^(s+k) et J mb mb' Y k̂ 2 

V(s) = <J>(mbs) fcC-Av^ + ̂ JË. s2). De plus, on a : 

£<s) = l / X(-n£)d£ x(ns) 
neZ R/Z 

= l ! 1 *<Ê+k> *(-n(ç+k))d£ *(ns) 
neZ R/Z keZ 

= l j ijj(Ç) X(-nÇ)dÇ *(ns) 
neZ f? 

= W Л i * ( n ) * E ^ < V T>+ H E \ ] d " * ( n s ) 

= i U|r1—ïjp- l заГ- ^ ( v ^ ^ + n s l s ' ,(м)ф(у-+т) mb С , (M) ¿- 2mb 1 Л <*>,À y 1 Л 1 1 p,X neZ '— 

1 
On pose * = i ki c—(jqy - On a, alors, la formule : 

6АЮ? (J>(o,v) = * У S' ,(И)ф(у/) Î * U ^ j - j2- âT-(IL)2_n(v - i^) Л ' ¿_ °°,Л Y 1 À .¿ . , [_ 2mb 2mb X 2 mb 

= * I J S 1 A(M)4>(v14> I 3t Y- ^r- j2- ^-(JL^-kCv-- 1-)! ••»#•»•» i • °°yA 1 À ,_ 2mb J 2mb X 2 mb ieZ/AZ kei ' jeZ/mbZ -1 

k-kQ 
On remplace j par j+a(~—) où k est un élément fixé de i , on 

À o 
obtient : 

« <H>tfé<o,v> = * l l S ' A(M)«(v14> I * 
A ° ieZ/AZ kei 'A 1 A JeZ/mbZ 

Aa .2 Aa (k0 2 kQj 
' 2mbJ " 2mb A mb_ 

= 1 », í s: ï(n>*<v14>*<-kv,> 

où a. = * [ 3É 
1 jeZ/mbZ 

. ÀL_ 2- Aa (ko}2+ ko3 
_ 2mb J 2mb A mb _ qui est une constante indé-

ieZ/AZ 1 kei 
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pendante du choix de kQ. On écrira i au Lieu de kQ. 

IL en résulte que : 

MM) 2k !F <f><o,v) = % À o (- |Ëj<2)«akAbk6,(M)^* 
tÀ À o 

a.^akAbk6,(M) * 
ieZ/mbZ 

a.̂ akAbk6,(M) * <J> . i À o 

Or, on a vu au § 7.7 la formule de commutation suivante : 

Ak2j = * (- Ijk) ĵAk 
À 

et que l'opérateur A laisse invariant l'image de 11 en découle que : 

6X(M) zk*Q* - 2<- 2̂ k2) 
ieZ/AZ 1 

?3k+i * (- -J-ibk) < S' A(M)<J> 
* A o »,A 

a.^akAbk6,(M) * 
ieZ/AZ 

a. . i-ak 
a.^akAbk6,(M) * 

Ce qui signifie que : 

WA(M), . = ct.x , k,i i+ak 3£(- jbk) 3É(|yk2) 

= * I 
jeZ/mbZ 

. te (j2+(i)2+(k)2)+ik + i ^ ( i - a k ) 
2mb A A Amb mb 

où * est une constante positive. 

Une fois arrivé là, on est étonné de ne pas voir une expression symé

trique en i,k ; comme on sait qu'elle doit l'être. Mais, pour se convaincre 

de la symétrie, il suffit de remarquer que les nombres a et mb sont pre

miers entre eux et on a le droit, alors, de remplacer j par -aj . On 

remarque, aussi, que la constante * est là pour rendre unitaire l'opé

rateur WA(M). 

On remarque, enfin, que pour m = - 1 , MQ = [ ^ et la matrice 
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de WX(MQ) est ^(-—oj. IL reste à montrer le Lemme précédent. 

Démonstration du Lemme : 

IL suffit de montrer que si M = a|eTZ aveC b * ° ' L,°Pérateur 
P 

S . (M) Laisse invariant et est représenté par une matrice 
p'x 2pA 

symétrique dans La base E. , j e Z / | x | Z. Or 
Jp P P 

(5P,A(M)EJ 'Ek } = [ * 
P P «p 2mb̂  mb^ 2mb _ E (z-j Ixl )E <Ç-k IX1 )dzdç p V 'p p p1 'p 

La symétrie en résulte immédiatement. Reste l'invarian . En revenant à 

la caractérisation de 'Sf̂  donnée au § 7 .7 , il faut voir que : 
p,À 

i) S ,(M)E. est une fonction sur G invariant par translation par l 
P/A jp P P 

ii) le support de S ,(M)E. est contenu dans Ixl Z . 
P/A jp P P 

On va montrer d'abord i) sur la base de la formule : 

%AmEi CO=l « H S ^ - Œ ^ H B ^ j (Z)dZ 
P P P 

Si |mb| = 1, c'est évident. On suppose |mb|p<1 et, donc, |a|p = 1 

puisque â -mb̂  = 1. L'égalité (a+1)(a-1) = mb̂  implique que ou 

—r- se trouve dans 1 : c'est clair pour p * 2. Pour p = 2, le nombre mb p 
a-1 ou a+1 est de norme 1/2. 

On suppose que |a—1|̂  = 1/2. L'autre cas se traite de la même façon. 

Donc, = 2|b|2- Si |b|2^1/2, le résultat est évident. Si |b|2 = 1, 

comme m est sans facteur carré, |m|2 vaut 1/2 ou 1 et, donc, 

•^-r - 1 - Ceci étant, on suppose que ^ J - e Z . L'autre cas se traite de mb 2 mb p 
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La même façon. Pour u eZP, on a : 

Sn (M)E. iO = C (M)/ * eetrrtt t 

Aa r2 A * N Aa ^ s2J.,a+1r ,a+1 
2mb mb 2mb mb mb 

Si Az e Z et A£ e Z , on voit que A-̂ Uu - A-̂ J-zu e Z p p mb mb p 

En faisant Le changement de variabLe z-*z+u, on obtient i) moduLo i i ) . 

Pour montrer i i ) , on va distinguer deux cas : 

Aa 
1er cas : r-e Z . Dans ce cas : 2mb p 

Sn (M)E. iO = C (M)/ * P,A j p,A £ 
D 

* <z+j |X| )Ç+ A3 (z+j |A| )2 
2mfcr mb Jp' 'p 2mb Jp' 'p 

dz 

= C , (M)2 p,A 
^Lç2_ A | | + Aa | | 2 
2mb mb Jp' 'p 2mb p' 'p 

/ 22+(Ла j ! _ A ^ ) z l d z 
i 2mb mb p1 'p mb 

= - - - / * Ë ? p l x | p - i b ? ) Z L D 2 
D 

= c ( M ) x [ | ^ 2 - ^ j |A| + AaT-<j |X| )21E c^j |A| -A-Ç) 
p,A ~[2mb̂  mb Ĵp' 'p 2mb Jp' 'p J p mbJp' 'p mbs 

Si H * Z P , comme |ajpA|A|p|p = |ajp|p<1, on a : 

| A | . K\ = = .|Xç| >1 car |mb| <1. 'mbJp' 'p mb 'p 'mb 1 fmb1 p 1 1 p 1 'p 

Ce qui signifie que S ,(M)E. (£) = 0- D'où ii) dans ce cas. 

2ème cas : ^j^jj^'p- 0n Pose l̂ ïjfblp = p2n+£ avec n e'N et e = 0 ou 1. 

On a : 
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J2 2mb mbJp' 'p mb J 
P 

= y , / n+e, zeZ/p 2 Jn+e_ P 2 P 
• 

Aa 2. ,Aa. i,i À rv 
2mb mb p' 'p mb 

_ [À a 2n+2e 2 ̂  

n+e ,Aa , Aa. i, i A rN . p u(-r-z + —r-j A - -r£) du K mb mb p1 'p mb J 

-n-e 
= P 

zeZ/p 2 

FÂa 2 . ,Aa. i, i A rN 
[2mb mb p1 'p mb 

2 
P 

n+e ,Aa , Aa. i, i À . 
p u (—r-z + —j A -r-Ç) 
H mb mbJp' 'p mb 

f>Lll 

-n-e 
= P n+e, zeZ/p Z 

^-z2+C^j |X| -2mb mb p' 'p mb E 
P 

n+e,Aa ± Aa. i,i A 
mb mb p' 'p mb 

On suppose que A£ i l . Mais, |XazIp - 1 e t I A a J p l x I p l p - 1' donc, 

| n+e(Aaz + Aa |X| _ A^ | = -n-E|AÇ| =pn|2c| > -j 
IH mb mbJp' 'p mb 'p K 'mb'p K 1 'p 

sauf, éventuellement, pour p = 2. Mais, dans ce cas, A étant un entier 

pair, UL>2 et donc |2çL>1. Il s'en suit que S ,(M)E. CO = 0. 
£ ^ P,A 

D'où i i ) . D'où le lemme. 
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ABSTRACT 

Let G be a linear algebraic group defined over Q with Lie algebra g. We, 
first , develop a Mackey's little group theory for the adele group GA and, then, 
a reductive little group theory .This is analogous to Duflo's machinery, in the local 
case, and uses the, so called by him, forms on g of unipotent type. This allows 
to give a decomposition of L2 (GA/GQ), generalizing the Moore's one in the unipo
tent case, and reducing the central decomposition to the reductive case. As conse
quences, we establish that the discrete part is a sum, with finite multiplicities, 
of unitary irreducible restricted infinite tensor product representations of 
and, if µ denotes the measure giving the central decomposition of the continuous 
part, the set of factor representations of GA, whose restriction to GR is a multi
ple of a given irreducible representation, is a µ-null set. Moreover, when G is 
an irreductible solvable group, there is no multiplicity in the discrete part. 

As usually, we obtain, from these informations, some ones on the decompo-
sition of L2 ( G R / G Z ) , especially when we have strong approximation. We give, in the 
last chapter, some examples which illustrate the machinery used. 

Independently of the adelic work, we prove that a necessary and sufficient 
condition for the discrete part of L ( G R / G Z ) to have only finite multiplicities is 
that any decomposable torus in G centralizes the unipotent radical, modulo, of 
course, the condition that the center of the irreducible component of G is aniso
tropic. This is a global analogous result to the Lipsman's one, in the local case, 
concerning the CCR property. 
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