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INTRODUCTION

Le séminaire de géométrie algébrique, dirigé par L. Szpiro, qui
s'est réuni 4 1'E.N.S. rue d'Ulm, en 1979 et 80, a été consacré a
1'étude des familles algébriques de courbes. L'ensemble des résultats
qui y ont été exposés est regroupé dans ce volume d'Astérisque.
Certains énoncés et certaines démonstrations ont toutefois été amélio-
rés depuis les exposés oraux. On trouve, d'ailleurs, une version

s

abrégée et plus ancienne des chapitres 2 & 5 dans 1l'exposé de Szpiro

au colloque de Rennes (Astérisque vol.64).

Nous présenterons, d'abord, 1l'aspect diophantien des théorémes
qui sont au centre de ce volume. Nombre de résultats, auxiliaires pour
cette partie, mais intéressants en eux-mémes, concernent la géométrie
des surfaces. (C'est en caractéristique positive qu'on a des énoncés
nouveaux dont l'analogue sur € était dli & Arakelov).

Soient k un corps algébriquement clos et K le corps des fonc-
tions rationnelles sur une courbe B projective lisse sur k . Etant
donnée une courbe XK projective lisse sur K (de genre au moins 2
dans la suite), on sait qu'on peut trouver une surface X projective
lisse sur k , munie d'une fibration f:X —>» B dont la fibre géné-
rique est Xy - Et une telle fibration est unique si 1l'on impose en

outre qu'elle soit relativement minimale.

L'ensemble (fini) des points de B ou la fibre de £ est singu-

liére s'appelle alors le lieu de mauvaise réduction de

Quitte & faire une extension finie K' de K, on peut supposer
que X, a réduction semi-stable (i.e. que les fibres singuliéres de
f sont réduites & singularités quadratiques ordinaires). La démons-
tration, publiée ici, du théoréme de réduction semi-stable (chap. 1)
apporte quelques précisions dues & J.-F. Boutot au texte initial
d'Artin-Winters (référence a la fin du chap. 1). Le lien avec 1la
réduction semi-stable de la jacobienne de xK y est fait et,par ce
biais on obtient des renseignements sur l'extension K'/K convenable.

Les conjectures suivantes sont classiques :
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Conijecture de Shafarevich (pour les corps de fonctions) : Etant donné

un ensemble fini S , de points de B , 1l'ensemble des courbes Xp o
de genre g , non isotriviales (essentiellement : non définies sur k)
et ayant bonne réduction en dehors de S est fini.

Conjecture de Mordell (pour les corps de fonctions) : Si la courbe Xy
est non isotriviale 1'ensemble XK(K) de ses points rationnels sur K

est fini.

Ces conjectures ont été démontrées par Parshin et Arakelov (voir
référence a la fin du chap. 3 de ce volume) lorsque la caractéristique
de k est nulle. On démontre ici (Thm. 7 exposé 3) la conjecture de
Shafarevich en toute caractéristique pour des courbes XK admettant
réduction semi-stable sur B . On montre ensuite qu'il est facile de
se débarrasser de 1l'hypothése de semi-stabilité en caractéristique
zéro mais qu'elle est indispensable en caractéristique positive (cf.
exemple aprés le théoréme 7 loc. cit.). On établit ensuite la conjec-
ture de Mordell, en suivant une méthode esquissée par Parshin pour

déduire "Mordell" de "Shafarevich".

Un résultat auxiliaire essentiel est le suivant. Si f:X —> B
est une fibration semi-stable non isotriviale, alors le faisceau

dualisant relatif est numériquement positif (et ample sur le

modéle stable). Si ﬁ/Best de caractéristique nulle, le vanishing
théoréme de Ramanujan-Kodaira implique alors la nullité de

Hl(x,a§}B). Mumford avait donné des exemples de surfaces normales,
puis Raynaud de surfaces lisses, sur un corps de caractéristique p Yo,

1) soit non nul. De

munies d'un faisceau ample L tel que Hl(x,L-
nouveaux contre-exemples au "vanishing" de Kodaira sont construits
dans 1l'exposé 4. Toutefois 1l'exposé 2 est consacré a la démonstration
d'un théoréme d'annulation de cohomologie, qui admet comme corollaire
immédiat Hl(X,u§}B) =0 si X -£>B est une fibration semi-stable

non isotriviale.

Ce théoréme d'annulation est utilisé & plusieurs reprises au
cours de l'exposé 3 et permet en particulier 4'établir la "rigidité"
des familles semi-stables (Thm. 6) point essentiel pour démontrer la
finitude (Thm. 7).

En termes approchés la rigidité signifie ceci. Soient V un
espace de paramétres (connexe) et X —E?'B><V tel que pour tout point

ii
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vE€v , £ induise f_:x, —>BX {v} fibration semi-stable & mauvaise
réduction contenue dans S< B alors la fibration £, ne dépend pas

du point v .

Les exposés 7 et 8 sont indépendants des chapitres précédents.
L. Moret-Bailly construit une famille non constante de variétés abé-
liennes principalement polarisées, sur Pl , pour tout corps k de

k
caractéristique ? 2 . (On sait que tout schéma abélien sur Pl est

constant). Le schéma abélien construit par L. Moret Bailly esE la
jacobienne d'une famille semi-stable de courbes de genre 2 sur Pi
dont les fibres singuliéres sont formées de 2 courbes elliptiques se
coupant transversalement en un point. Notons qu'il n'existe pas de
famille lisse non constante de courbes de genre supérieur ou égal a 1
sur Pé : Si k=€ et sans hypothése de semi-stabilité il y a au moins
3 fibres singuliéres. Si on suppose la famille semi-stable et toujours
en caractéristique O , A. Beauville montre (exposé 6) qu'il y a au
moins 4 fibres singuliéres. Si le corps de base est de caractéristique
P YO0 une famille semi-stable de genre au moins 2 sur Pl a au moins
3 fibres singuliéres (chap. 3).

I1 reste & mentionner qu'on construit au chapitre 5 des surfaces
projectives lisses sur un corps de caractéristique > 0 sur lesquelles
il existe des formes différentielles globales non fermées (Les premiers

exemples étaient dus a D. Mumford).

En guise de conclusion, rappelons qu'on peut étendre dans deux
directions, le sujet de ce séminaire d'une part en considérant des
familles de variétés abéliennes, d'autre part, en prenant pour K un
corps de nombres.

1) Soient d'abord K et B comme précédemment, S un ensemble
fini de points de B , g et n deux entiers (n premier & la carac-
téristique). L'ensemble des variétés abéliennes sur K , de dimension
g , munies d'une polarisation de degré n , ayant réduction semi-
stable sur K , et bonne réduction en dehors de S , est-il fini ?
Dans cette direction, L. Szpiro et L. Moret Bailly, savent montrer
que si S est vide, et si on fixe aussi le degré du fibré tangent
relatif, restreint & la section nulle, alors 1l'ensemble des schémas

abéliens X —» B

iii
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(de dimension g , munis d'une polatisation de degré n) forme une
famille limitée. Mais il manque par exemple un énoncé de "rigidité"
pour obtenir la finitude.

2) Soient maintenant K un corps de nombres, S un ensemble fini
de places de K , et g un entier ) 2 .

a) Conjecture de Mordell : Soit X wune courbe de genre g lisse sur
K . Alors l'ensemble des points de X rationnels sur K est fini.

Le point sur cette question est fait dans les textes de
J.-P. Serre "Autour du Théoréme de Mordell-Weil I, II" résumé d'un

cours au Collége de France Janvier-Mars 1980, Octobre-Décembre 1980.

b) Conjecture de Shafarevich : L'ensemble des courbes de genre g
projectives lisses sur K , ayant bonne réduction en dehors de S est
fini.

On sait démontrer cette conjecture en genre 2 (par exemple
Parshin : "Minimal models of curves of genus 2..." Math. USSR Isv.
vol. 6 1972) et de fagon générale pour les courbes hyperelliptiques
(ou pour les courbes elliptiques).

c) Existe-t-il des familles de courbes de genre g lisses sur
Spec Z ?

d) On ne connait pas non plus (bien siir), l'analogue de b) pour les
variétés abéliennes. Mé&me 1'énoncé suivant est conjectural :
L'ensemble des variétés abéliennes de dimension 2, sur K principa-

lement polarisées, et ayant bonne réduction en dehors de S est fini.

Renée Elkik
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PINCEAUX DE COURBES DE GENRE AU MOINS DEUX I

RéDUCTION SEMI-STABLE

par Mireille DESCHAMPS

exposé n° 1

0. Introduction.

Nous nous proposons de démontrer dans cet exposé le théoréme
suivant, dit de réduction semi-stable : "Soient R un anneau de va-
luation discréte de corps de fractions K , corps résiduel k , C une
courbe propre et lisse de genre g %2 sur K . Alors il existe une
extension finie K' de K telle que si R' est un localisé de 1la
fermeture intégrale de R dans K' et V' 1le modéle régulier mini-
mal de C>ﬁ(K' sur R', V' est semi-stable, c'est-a-dire que sa
fibre spéciale est réduite et n'a pour singularités que des points

doubles ordinaires".
Le paragraphe 1 est consacré a des rappels et des définitions.

Au paragraphe 2, on fait une premiére réduction du théoréme : si
n
V est le modéle minimal de C sur R, X = Z :riCi sa fibre spé-
i=1
ciale, si p.g.c.d(ri) = 1 et si le radical unipotent de Pic®(X/k)
est nul, alors V est semi-stable.
Au paragraphe 3, nous poursuivons 1l'étude de la fibre spéciale
n
X =) r,C, . Nous introduisons le groupe abélien G engendré par
i=1 n
KireserX avec les n relations Z :(C..C.)x. = 0 . Il permet
n i=1 * 3t

d'établir un lien entre les points d'ordre fini de la Jacobienne de C
et les points d'ordre fini de Pic®(X/k). Plus précisément, pour tout
nombre premier g distinct de la caractéristique résiduelle, il
existe une suite exacte : O ——eh Pico(x/k) ——ah Pico(C/K) ——ahG — O.

Le paragraphe 4 est essentiellement de nature combinatoire.

A

L'étude des différents types possibles de graphes associés & la fibre
spéciale X permet de majorer dimzyqz(qG) en fonction du nombre de
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Betti du graphe, et de terminer la démonstration du théoréme.

Le paragraphe 5 fait le lien entre la notion de réduction semi-
stable d'une courbe et celle de réduction semi-stable d'une variété
abélienne (rappelons qu'une variété abélienne A sur K a réduction
semi-stable sur R si la fibre spéciale de son modéle de Néron a un
radical unipotent nul). On démontrera qu'une courbe C de genre
g ¥2 propre et lisse sur K a réduction semi-stable sur R si et
seulement si sa Jacobienne a réduction semi-stable sur R . La fin du
paragraphe est consacrée a des résultats "non publiés mais bien
connus des spécialistes" qui déterminent quelle est la meilleure
extension K' de K sur lagquelle une variété abélienne a réduction

semi-stable.

Nous nous sommes inspirés surtout des articles d'Artin-Winters
[2] dont nous suivons la démonstration et de Deligne-Mumford [3].

1. Rappels - Définitions.

1.1. Soit k wun corps algébriquement clos. Une courbe C projective

sur k de genre g )2 est stable (resp. semi-stable) si :

i) elle est réduite et connexe
ii) ses singularités sont quadratiques ordinaires
iii) toute composante irréductible de C isomorphe a el

rencontre les autres composantes en au moins 3 points (resp. 2 points).

1.2. Soit S un schéma. Une S-courbe stable (resp. semi-stable) de
genre g 72 est un S-schéma V propre, plat, dont les fibres géomé-
triques sont des courbes stables (resp. semi-stables) de genre g .

1.3. Dans toute la suite on désigne par R un anneau de valuation
discréte de corps de fractions K , corps résiduel k , et on note
S = Spec R . Soit C une courbe projective lisse, géométriquement

connexe sur K , de genre g¥2 .

DEFINITION 1.4. Un modéle de C sur R (ou S) est un S-schéma
propre et plat f:V —>» S tel gue VK = VXSK soit muni d'un
K-isomorphisme avec C .

DEFINITION 1.5. Un modéle réqulier (resp. stable, resp. semi-stable)
de C sur R est un modéle de C gui est un schéma régqulier (resp.
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une S-courbe stable, resp. une S-courbe semi-stable). S'il existe
un _modéle stable (resp. semi-stable) on dit que C a réduction
stable (resp. semi-stable)sur R .

DEFINITION 1.6. Un modéle minimal de C sur R est un modéle réqu-
lier dont 1la fibre spéciale ne contient pas de courbe exceptionnelle

(i.e. de droite de self intersection -1).

REMARQUE 1.7. D'aprés [1] il existe toujours un modéle régulier et
d'aprés [12] on peut contacter ses courbes exceptionnelles en des
points lisses, donc il existe un modéle minimal. On démontre facile-
ment qu'il est unique & S-isomorphisme prés (ce qui est faux si
g=0). De plus, il commute & tout changement de base étale, donc aussi
au passage au hensélisé et au hensélisé strict de R . Enfin il est
universel au sens suivant : soient £ :V —> R un modéle minimal et
g: W —> R un modéle régulier de C . Alors il existe un

R-morphisme h: W —» V .

1.8. Si V est un modéle régulier de C , il existe sur V une
théorie des intersections entre un diviseur quelconque et un diviseur
A support dans la fibre spéciale X [12]. En particulier, si C est
une composante de X , on a : C.X =0

-C® = C(X-C) = nombre de points ou C

rencontre les autres composantes.
La condition (iii) de 1.1 équivaut alors a :

(iv) : X ne contient pas de courbe exceptionnelle ni de droite

de self-intersection -2 (resp. pas de courbe exceptionnelle).

2. Enoncé du théoréme et premiéres réductions.

Dans la suite, les notations restent celles de 1.2 et 1.3.

Nous nous proposons (et nous y parviendrons aprés de nombreux
intermédiaires) de démontrer le résultat suivant (prouvé par
Grothendieck-Deligne-Mumford {31, puis de maniére indépendante par
Artin-Winters [2] dont nous reprendrons la démonstration).

THEOREME 2.1. Soit C wune courbe propre, lisse, géométrigquement
connexe sur K , de genre g %2 . Alors il existe une extension finie
K' de K telle que si R' est un localisé de la cldture intégrale
de R dans K', C>ﬁ<K' a réduction semi-stable sur R'.
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PROPOSITION 2.2. Supposons gue le corps résiduel k de R soit algé-
briquement clos. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) C a réduction stable
ii) C a réduction semi-stable
iii) le S-modéle régulier minimal de C est semi-stable.

DEMONSTRATION DE (i) == (iii). Soit f£:V —> S une S-courbe
stable qui prolonge C . La déformation universelle d'une singularité
quadratique ordinaire sur un corps k est l'anneau local complet
W[[X,Y,T]]/XY—T au-dessus de l1l'anneau de base W[[T]] (W étant 1le
corps k si la caractéristique est nulle, 1l'anneau des vecteurs de
Witt sinon) [3]. En d'autres termes, soit x wun point singulier de la
fibre spéciale ; il existe un homomorphisme u :w[[T]] —> R qui
induit un isomorphisme

§V,x = R®,r[1]] wix, v, 7)]/xy-T

= rR[[x,¥1]/%xy-u(T)

=~ r[[x,¥]]/xy-t"

si t est une uniformisante de R , et x est un point singulier de

V si et seulement si n %2 .

Eclatons dans ®V % 1'idéal maximal (X,Y,t). On obtient le

schéma :

Proj 6v <L (u,v,w)1/(uv-t""2w? , XV-UY, YW-tV, tU-XW)

Si n=2
U=0
_—
Y=0 X=0 v=0
Si n¥3 —_ |
]
1
v=o0 , U=o0
Y=0 X=0 i
singularité
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Si n=2 , 1'éclaté est régulier et on a introduit une droite de
self-intersection -2 . Si n¥3 , 1'éclaté a une singularité du type
uv--tn-2 = 0 , et on a introduit deux droites de self-intersection

-2 qui se coupent transversalement au point singulier. Au bout de

[g] éclatements, on obtient donc un schéma régulier, et dans la fibre
spéciale, on a ajouté (n-1) droites de self-intersection -2 . Ce
schéma qui est le S-modéle régulier minimal de C est donc semi-
stable.

DEMONSTRATION DE (iii) == (i). Soient V 1le S-modéle régulier
minimal de C , et El""'Er les composantes de la fibre spéciale

qui sont des droites de self-intersection -2 .

-~ Ou bien elles constituent toute la fibre, c'est-a-dire qu'on a

un "cycle" :

r

alors X = Z :Ei . Soit Ko un diviseur dualisant relatif de V sur
i=1

S :

2

Ei +Ei.Ko= -2 =§E1.Ko= O

2 . . N
X +X.K°= X.Ko= 2g-2 = 0O =3 g=1 ce qui est contraire &

1'hypothése.

~ Ou bien elles forment des chaines :
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et d'aprés un résultat de Lipman [6] on peut les contracter par un
procédé inverse du précédent, et on vérifie facilement que les seules
singularités qu'on obtient dans la fibre spéciale sont quadratiques
ordinaires, c'est-a-dire qu'on obtient une S-courbe stable.

COROLLAIRE 2.3. Le S-modéle stable s'il existe est unigque a
S-isomorphisme unique prés, puisqu'il s'obtient en contractant

toutes les droites de self-intersection -2 dans le S-modéle mini-

mal, et il est normal puisque ses singularités sont isolées.

REMARQUE 2.4. Soit f£:V —> S un modéle régulier semi-stable d4'une

K-courbe C , et soit 7 : S' —> S un morphisme fini éventuellement
ramifié, soit f':V' —s>S' 1le morphisme de la résolution des singu-
larités V' de V>%;S' dans S' , de sorte qu'on a le diagramme

commutatif :

S' —> S

La théorie des déformations utilisée dans la démonstration précédente
montre que pour passer de \IXSS' a V', on ne rajoute que des droites
de self-intersection -2 , de sorte que f' est encore semi-stable.
2.5. Nous allons étudier la fibre spéciale d'une S-courbe réguliére

V qui prolonge C .
Soit f:V —>» S = Spec R
Vg = VXgK =~ C la fibre générique
X =Vxgk = é riCi la fibre spéciale.

Nous supposerons que le corps résiduel k est algébriquement
clos.

Soit K  un diviseur tel que GV(KO) QV/R (faisceau dualisant
relatif).

PROPOSITION 2.6. La fibre spéciale posséde les propriétés suivantes :
a) X est connexe et ri) O pour i=1,...,n

b) ci.cj=cj.ci>,o si i#j et X.C; =0 pour i=1,...,n

c) le genre arithmétigque p(Ci) de C, est égal 3
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1,.2 . . 1,.2 .
E(Ci+Ci.Ko) +1 , en particulier i(ci+ci'Ko) est un entier ) O pour

i=1,...,n
d) la matrice symétrique (Ci.Cj) est semi-définie négative et
n
les seuls diviseurs 2 = Z : sici tels gque Zz= O sont les multiples
i=1

rationnels de X .
DEMONSTRATION. Seul d) , nécessite une démonstration qui est formelle
4 partir de a) et b). Soit V 1le @Q-espace vectoriel de base

Cl, N ,Cn . .
1°) Soit Z =) _ @.C, (aiE @) un élément de V . Nous allons
i=1
montrer par récurrence sur n que 22 \< (0]
- pour n=1,2 c'est immédiat

- si « = 0 , les vecteurs C]_,...,Cn_2 , T [o] +rnCn

= &
n n-1 n-1"n-1
forment une base d'un espace vectoriel qui vérifie les propriétés (a)

et (b). Par hypothése de récurrence, Z° {o.

@
- Quitte a& remplacer 2 par 2Z - r—“x , on peut toujours supposer
n
@ =0 . Ecrivons 2 = Z,-Zy ou Z, et Z, sont 4 coefficients ¥ O.

D'aprés ce qui précéde, Zi\<0 , z§\<o , Z .Zz>/O donc ZZ(O , si 2z

1 1

et 2 sont non nuls.

2
%1, %2 Yn-1
Enfin si «,20,...,& >0 , supposons — y=<Yy...y2 .
1 n-1 r r r
- n o o 1 2 n-1
. n-1 X ( i n-l) c
Soit Z' = 7 = —— =Z _— ———=)r.C.
Tn-1 i=1 i Tp-1 1%

2 - 2z2¢o0 d'aprés ce qui précéde.

Zl
2°) I1 reste & montrer que le rang de la forme intersection est
(n-1).

Soit W= {w€V ; w.v=0 VvEV} =v' .

Sur V/W 1la forme intersection est définie négative. Supposons

que C;,...,C, (¢ €[1,n-1]) forment une base de V/W .

On peut écrire :
Cpyy =L;-L,+D ou DEW .

et Li=z :)L

j=1

. sCL. o, X, €@
1,J 3] 1,3 Q
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alors 0{C,  .L = Li—Ll.Lz( o =>L§=O =L =0
donc Ce+1+L2=DEW.

Soit r 1le dénominateur commun des )\2,:., , de sorte que
r(Ce+1+L2) = rD est un diviseur effectif 4 .

Si la dimension de V/W est inférieure & n-1 , il existe des

indices 1 tels que Ci ne soit pas une composante de A . Pour un
tel indice, Ci.A = 0 donc Ci est disjoint de A . La réunion de ces
Ci est disconnexe de la réunion des composantes de 4 , d'ou une
contradiction.

REMARQUE 2.7. Dans la méme situation qu'd la remarque 2.4, au-dessus
de chaque point singulier de VXS S' il y a dans f\\;' une fibre for-
mée de droites de self-intersection -2 qui posséde les propriétés
a), b), d) de la proposition précédente.

THEOREME 2.8. Avec les notations de 2.5, si V est le modéle minimal
de C , si pgcd(ri) =1 et si le radical unipotent de Pic®(x/k)
est nul, alors V est semi-stable.
LEMME 2.9 (avec les notations de 2.5). Si pgcd(ri) =1, alors :
. 1
- H2(X,0,) =k , dim_ H (X,8,) =g
. ' . . . 1
- si X n'est pas réduit, g dim_ H (xred’sxr ) .

ed
DEMONSTRATION. Soit Z un diviseur vérifiant : X__,C 2 S X ,
n
HO(Z,OZ) = k , et maximal pour ces propriétés. Posons 2Z = 3 :alCl

et supposons Z#X .
Alors 0 = X(X~2) = (X-2)2 + Z(X-2) .
Puisque pgcd(ri) =1, X-Z n'est pas un multiple de X , donc
(x-2)2 < 0 . Il existe alors i tel que ri> a; et Z.Ci) o .
Soit 2' = Z+Ci .

On a des suites exactes :
- ' - —
(o} ——-)GV( z') ——r@v( Z) —>@Z. —992 —> 0

et (0] —-)@V(—Ci-Z) —VGV(—Z) ——s 08 _ (-2) —>» O

C.

i

d'ol : 0 —)GC.(—Z) —>GZ. ———>®Z —> 0
i
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= k ce gui con-

et puisque Z.Ci) o, H°(°C (-z)) = 0, donc HO(SZ.)
i

tredit 1'hypothése.

Ecrivons maintenant X = z+C; ou 22X et Z.Ci> o .

ed

D'aprés Riemann-Roch sur Ci :

1 _ 1.0 _
h (@C_(—z)) =h (&c_(-z)) + (z.ci 1) + p(Ci)
i i
donc hl(sC (-2)) est nul si et seulement si z.c; = 1 et
i
= ' esto3—di ; - - 2 .
p(Ci) = O c'est-a-dire, puisque O X.Ci Z.Ci + Ci , S1 Ci est

une courbe exceptionnelle, ce qui est exclu par hypothése.

De la suite exacte O ——w-OC (-2) —> Ox ——a-@z —> 0 on tire
i

) —>H1(&Ci(—z)) —-,Hl(sx) ——-)Hl(GZ) —>0

a'od h'(X,8) = g-1+0°(x,8,) = g > n'(z,8,) ¥ nl(x )

, 8
red xred

DEMONSTRATION DU THEOREME 2.8. Le noyau du morphisme
Pic®(x/k) ——a-Pico(Xred/k) est unipotent. Il est donc nul et d'aprés
le lemme 2.9, X est réduit.

Soit 7 : X —> X la normalisation de X , et X' 1le schéma
intermédiaire défini par :

- méme espace sous-jacent que X

- pour tout ouvert U de X

T(u,® = {£€T(U,m,0%), £(x,) = £(x,) si 7(x;) = 1r(x2)} .

xl)

On voit facilement que les singularités de X' sont du type
"axes de coordonnées", c'est-a-dire de la forme k[[Tl,...,Ts]/(TiTj).

Puisque GX' est totalement ramifié sur Gx, QX'/X # 0.8S0it x wun
point singulier de X . Le noyau d'une Gx—dérivation QX' —> k(x)
est une Gx—algébre 6, telle que lgk @x,/Gl = 1 . On construit

ainsi de proche en proche une suite d'algébres

telle que 1g, si/@i+l =1 .

On a des suites exactes :
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* * i
0O —> 0, —_— B8, —» k —8 0
i+l i

(localement, si Gi correspond a 1l'anneau local A, d'idéal maximal

m, :
i
Ajy1r T A
| le
k=R 1/Mipg —> A /M08 — /M =k
u, : A; —> k est défini par ui(a) = 2%?2— 1)

a
d'ol une suite exacte :

1 * 1 *
O —>k —>» H (@i+1) —> H (Si) —> 0

ce qui contredit le fait que le radical unipotent de Pico(x/k) est
nul. Alors X' =X , et puisque X est tracée sur une surface régu-
liére, ses seules singularités sont quadratiques ordinaires.

’

3. Etude des points d'ordre fini de la -jacobienne.

n
3.1. Avec les notations de 2.6, soit X = z :rici la fibre spéciale,
i=1

qui a les propriétés (a), (b)), (c), (d).

Soient L 1le groupe abélien libre engendré par les C, v

»*
L = Hom(L,Z) le groupe dual, et (xi) la base duale. La

i=1,...,n
forme intersection définit un homomorphisme

*
w:lL —>L
n

n
Ci — (Ci,.) = Z :(Ci.C.)x. = %=£ mij x

=1 J 3 b

et soit G = Coker w , qui est un groupe de rang 1 .

PROPOSITION 3.2. Si R est complet, de corps résiduel glgébriquement
clos, et si pgcd(ri) = 1, on g une suite exacte

0 —» pPic® Vv —» Pic Vg —» G —>0 .

DEMONSTRATION. On a un diagramme & lignes et colonnes exactes

10
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[} o}
Pic® Vv —=—» N = Ker ¥
L-—-)-t—-vPic V#rPicVK——>O
I | v
L — 5 * —_— G —_—0
o o

- A associe a C; la classe du faisceau OV(Ci), v est la restric-
tion, qui est surjective car V est localement factoriel. Son noyau
est formé des classes de diviseurs & support dans la fibre spéciale.

n
- ® est défini par «(2) = E :(Z.Ci)xi .
i=1

Puisque ®X = p , ® induit ¥ sur les conoyaux de A et u .

Le noyau de ¢ est formé des classes de diviseurs numériquement,

donc algébriquement, équivalents & O sur les fibres, c'est-a-dire 1la

composante neutre Pic® v . Soit x un point lisse de C, - U c.

red j#i I
(qui existe car k est algébriquement clos). Puisque R est complet,
il se reléve en un diviseur D qui vérifie D.c, = 6ij . Donc ¢ est
surjectif.

- Puisque pgcd(ri) =1, Ker A\ = Ker u = ZX , donc Ker ©® = Ker ¥ .

COROLLAIRE 3.3. Sous les mémes hypothéses, soit g un entier premier
4 la caractéristique de k . On a une suite exacte :

. O :
O —>» Pic X —» PicV, —» G —» O .
q q K q

LEMME 3.4. Il existe une suite exacte :

o

0 —» N —» Pic®° v — Pic® x —> 0

ou N est uniquement g-divisible (c'est-i-dire gue la multiplica-
tion par g est bijective).

1
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iéme

DEMONSTRATION. Soit Xn le n voisinage infinitésimal de X dans

V . Alors Pic V —> lim Pic X, est un isomorphisme (Théoréme 4'algé-
n
brisation des K faisceaux cohérents [4] ).

Pour tout n)1l , on a une suite exacte
* *
O —»J ——+-®x —_— &X —> 0
n n+1 n
Vs . .
d'ou : O—an—>P1an+1—>P1an———?O
o] * 1
et H(X ,% ) —H (X, ) —> N —> 0.
n Xn n n

*

Ho(xn,Gx ) est un anneau artinien local & corps résiduel algébrique-
n

ment clos, donc il est qg-divisible. Hl(X,Jn) est un espace vectoriel,

uniquement g-divisible, donc N est uniquement g-divisible, et
aussi N = };:.lm Nn .

DEMONSTRATION DU COROLLAIRE 3.3. Pic® X est un groupe algébrique
connexe sur un corps algébriquement clos, donc il est g-divisible.
Alors d'aprés le lemme 3.4, Pic® v est g-divisible, et

pic® v > qpic° X d'olu le résultat.

4. Etude combinatoire.

DﬁFINITION 4.1. Un_type est une collection d'entiexrs :

n,mij(i=1,...,n;j=1,...,n) , ki(i=l,...,n) ’ ri(i=1,---,n) .

A tout type T on associe un graphe G(T) gui a n sommets notés
C,,...,C_ , et m.,. arétes entre C, et C. . Pour des raisons

1 n - ij =—/]/—— i j
évidenteson se permettra d'appeler courbe un sommet du graphe, et

"2 . 2 . : [
d'écrire Cl C:J ur ml:I ’ Cl pour my, L'entier rl s'appelle
la multiplicité du sommet Ci .

12
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DEFINITION 4.2. Un_type est dit admigssible g'il vérifie les conditions:

suivantes :

a) G(T) est connexe, ri) o
n

bP) m,. =m., %0 si i#¥3j et J . r.m,, =0 pour i=1,...,n
ij ji =7 J 3
c) p(Ci) = %(mii+ki)-+1 est un entier Y O pour i=1,...,n

d) la forme gquadratique de matrice (mij) est semi-définie néga-
n
tive de rang n-1 (son noyau est engendré sur @ par Z :riCi
i=1
d'aprés b)).
1 B
Le genre d'un type admissible est 1l'entier g = 1-+§ Z :riki .
i=1

A toute confiquration géométrique définie en 2.5 est associé de ma-
niére naturelle un type qui est dit géométrique et qui est évidemment

admissible.

PROPOSITION 4.3. Soient T un type géométrique et B le premier nom-
bre de Betti de son graphe.

n
— pic°(_1_L c;)).

Alors B = dim Ker (Pic® X
i=1

ed

DEMONSTRATION. On peut supposer X = xred . On a une suite exacte :

0O —>»9 ——+:fT (G

p'e c.) —> ¢ > 0

i=1 i
ou dimk € = é ; (Ci’cj) = nombre d'arétes de G(T) ,

n
et : 0 —» k —» k' —» H%(e) ——)Hl(X,GX) ST (Hl(ci,GC )) —> 0
i=1 i
donc dimKer t = 1-n+) _ (C,.C.) =B .
e i®7j
i<j n
t est l'application tangente au morphisme Pic® X —» Pic° JJici'
. Y . . 3 1=
Puisqu'elle est surjective, ce morphisme est lisse, donc son noyau est
lisse et a méme dimension que Ker t .
4.4. Soit C; une des courbes d'un type admissible T .
D'aprés (4) ci = O&~»n=1.

D'aprés (c) et b) : ki>/—2 et k;=-2&~ Ci=0 B p(Ci)=0 .

On peut donc diviser les courbes Ci en 4 classes :

13
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(0) C2=O n=1 X=rC
(i) k;=-1 ‘C§=—l p(Ci)=O courbes exceptionnelles
. . _ 2_ _ =

(ii) x; =0 cy=-2 p(c;)=0

2

(iii) ki>0 Ci {o p(Ci) <g .

On appellera chaine (%) une chaine du graphe de T de la forme :
X Y

o o o

[ ————

ol x,y et les sommets o ont méme multiplicité r , et ol les som-
mets o sont des courbes de la classe (ii).

On remarque que toutes les liaisons des sommets o sont en évi-
dence sur le dessin ci-dessus.

THEOREME 4.5. Soient g”72 et mYO deux entiers fixés. Il n'existe

gu'un nombre fini de types admissibles de genre g sans composante
exceptionnelle, et sans chaine (*) de longueur supérieure & m .

DEMONSTRATION. On peut laisser de cdté la classe (0).

Soient Cl,...,Cs les courbes de T de la classe (iii)

Cs+1""'cn les courbes de T de la classe (ii).
1 52 s
g=1 +§ Z : riki = s est non nul, borné supérieurement et
i=1
les nombres r; et ki sont bornés supérieurement pour i=1l,...,s .

Soit I' 1le graphe de CireeesCy ®1,...,® les graphes des

t
composantes connexes de C

s+17 """ ,Cn .

1,.2 2 s s P
p(Ci) = 1+§(Ci+ci'K) Yo ==>ci borné inférieurement
(Ci+cj)2 o =}~Ci.cj borné supérieurement pour i#j .

Donc on n'a qu'un nombre fini de possibilités pour T .
Quel que soit j=1,...,t , la forme intersection sur ®j est définie

négative. Admettons le résultat suivant :

. .
LEMME 4.6. ®j est 1'un_des diggrammes Ay . DN + Eg 4 E, ., Eg .

14
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Puisque X est connexe, ®j.l">0 pour j=1,...,t .

t

D'autre part, 0 = X.T = I'.T + ) ®j.l‘ , donc t est borné ainsi
j=1

que ®j.1‘ pour j=1,...,t , donc les multiplicités des sommets de

a

raccordement de ®j a T' ainsi que le nombre de ces sommets, sont
bornés. Dans le cas ou ®j=E6 ’ E7 ou E8 , les multiplicités des

autres sommets sont aussi bornées (on utilise ici la propriété b) :

2
si C,=-2 , 2r, =2 :r.(C..C.)).
i i i/ 3 i3
Il reste & voir que si @,=A ou D, les multiplicités des

J N N
sommets ainsi que la longueur N sont bornés. Faisons-le dans le cas

de Ay (sur le dessin on indique sous chaque sommet sa multiplicité) :

T

o—o0— o6 .. premier point de raccorde-
e 28 38 ve ment a

ve est borné, donc v et & aussi :

pour deux points de raccordemment successifs :

]
]
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a et b sont bornés :

- ou bien £'#0 , alors €' et v' sont bornés
- ou bien £€'=0, on a alors une chaine (%) et sa longueur est

bornée.

Donc la longueur entre deux points de raccordement est bornée,
d'ou le résultat.

DEMONSTRATION DU LEMME 4.6. Soit donc ® un graphe connexe formé de

m courbes de la classe (ii). On lui associe un produit scalaire sur
R™ muni de la base (el,...,em) défini par :
e .e.=—l(c..c.) pour i#j
i* 3 P s |
e..e. = +1 .
i7i

. . . m s oo
Muni de ce produit scalaire, R est donc un espace euclidien. Le

produit ei.ej est un cosinus qui prend ses valeurs dans - %N , il
vaut donc O ou —% .
1°) ® n'a pas de cycles.
Sinon il existe des e, , a€Z/m'Z , m'{m , tels que e, .e, =-1.
i i i 2
o (<3 a+l
Soit x = Z :e.
o 1o
xll2 =7 :e? +2) . e, .e, =m' + 2m'(—%) =0
[ 2 la oo’ 1o Lo
ce qui est impossible car les e; sont indépendants.
o
2°) Les points de branchement sont d'ordre au plus 3 .
Soit i fixé, J = {j Pej-ey # 0)
pour j,j' dans J, j#3J' , e..e., = 0 car © n'a pas de cycle.

J 3J
Soit F 1le sous-espace engendré par les (ej,je J) qui en consti-
tuent une base orthonormée.

(ei,F) =1 - Z :(ei.e.)2
jeg J
=1-2%carda >0 = cara 7€ 3 .

4

3°) I1 y a au plus un point de branchement d'ordre 3 .
Supposons qu'il y en ait deux :

16
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x = 2(e1+e4+e7+...+er) + e, + e, + eg + e

Ixll? = 4(r-4+4) - [8+8+4(r-7)] = 0 ce qui est impossible.
4°) s8'il y a un sommet d'ordre 3
f
. q
t£, pa¥{r
e
91 ©1w
"l >
9, ep
x = e_ + 2ep_1 +...+ pe;
y = fq + 2fq—l +...+ qfl
z =g, + Zgr-l +...+ rg,

Nxll? = ¥ 7 [k%-¢(
k=1

Soit V(x,y,z) 1l'espace
(X

=T W%W' WEW) est une base

d(e,V(x,y.z))2 =1 -
=1 -
=-1
2
donc E%T + E%T + E%T >1 .

k-1)k] = Ei%;il et e.x = -g .

engendré par x,y,z , dont

orthonormée.

T(e.~X )2 + (e. X )2 4+ (e.-Z)2

bt 1| KR 57 R P

ir, o L R JE

2[1 p+1 +1 g+l +1 r+1]
1 1 1 1

*ilgm v g e
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On en déduit alors p=1, g=1lou2 , et si g=2 , 2{r{4 .

4.7. Classification des modéles de courbes elliptiques.

On se propose d'étudier maintenant les types admissibles de
genre 1 , sans composante exceptionnelle. La démonstration est ana-
logue a celle du lemme 4.6 et nous nous contenterons d'énoncer les

résultats qui sont classiques [s].

n
Remarquons que g =1 = 1 + % E :riki , donc les r; ne sont
i=1

a

déterminés qu'd multiplication prés par une constante non nulle, et
nous supposerons dans ce qui suit pgcd(ri)= 1 . Sur les dessins, le
nombre qui figure en un sommet est sa multiplicité. Soit G 1le graphe

du type étudié.

1°) Il existe une composante C de genre 1. Alors n=1 et
X=C .

2°) Toutes les composantes sont de la classe (ii).

- 8i § a des cycles c'est un polygbne convexe. Tous les sommets ont

méme multiplicité.

- 8i G a des points de branchement d'ordre au moins 4 , on est dans

le cas suivant :

- 81 G n'a pas de point de branchement d'ordre 4, et plusieurs
points de branchement d'ordre 3, on est dans le cas suivant :

18
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e

- S8i G a un seul sommet d'ordre 3, on est dans un des cas suivants :

1
3
|
i 2 3 2 1 2 4 6 5 4 3 2 1
2
I
T 2 3 4 3 2 1

REMARQUE 4.8. Il n'est pas évident que tous les types trouvés soient

géométriques.

COROLLAIRE 4.9. Soit m un_entier fixé. Il n'existe gqu'un nombre fini

de types de genre 1, sans chalne (%) de longueur supérieure &3 m ,
tels que pgcd(ri) =1 .

DéFINITION 4.10. Soient <c un entier positif, G un groupe abélien de

type fini. On définit pc(G) par DC(G) = inf{r ; 3 un sous-groupe
de G A& r générateurs d'indice fini divisant c}.

PROPOSITION 4.11. Soient O —» A' —> A —» A" —> O une suite

exacte de groupes abéliens de type fini, ¢ et d deux entiers.

Alors Pog(d) < PL(A') + P (a")
P, (A) Y p_(a")

et _si la suite est scindée, pcd(A) = PC(A ) + Pd(A")-

LEMME 4.12. Soient T un_type admissible, L le groupe abélien libre
»*
engendré par les Ci , L son dual et {xi} la base duale (notations

19
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de 3.1) G le groupe de rang 1 associé et ¢ un entier positif.

Alors P, (G/(x;)) & p_(G) -1 .
1

’ *
DEMONSTRATION. L —> I —> G = Coker u —> O

Ci — (Ci,.) .

*
Soit w:L —> Z défini par w(xi) =r;
n
WOM(Ci) = §=£ mij rj = X.Ci =0

donc w se factorise par G

\;\\\\‘lv v(ii) =r,

/4
De plus, v est nul sur la partie de torsion Gtor de G , donc
se factorise par G/Gtor
O —» G —> G —» G/G =Z —>0

tor

.

et VvV est la multiplication par 4 = pgcd(ri). Donc 1'image de x,

. . Ti *
dans G/G est égale a 3 -

tor

tor

Quotientons la suite exacte précédente par x On obtient :

1.
Ty
O — H —rG/(xl) ""’7/(3') —> 0

ol H est un quotient de G , d'ou P (H) & P (G

tor ) = pC(G) -1

tor

r
Poy (6/(x1)) & P (m) + Prl(T/(?l)) = p (1) € p(G) -1 .

THEOREME 4.13. Il existe un entier c(g) ne dépendant que de g tel
gque, si T est un type admissible de genre g sans composante
exceptionnelle G(T) le groupe associé et B(T) le premier nombre de
Betti du graphe G(T) on ait :

pc(g)(c(rr)) { 1+8(T) .

20
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LEMME 4.14. Soit T un type admissible de genre g +tel gque C = soit
une courbe exceptionnelle. Supposons de plus m =1 et m_.=0

n,n-1 n,i
Vvi=1,...,n-2 . Le type T' défini par les (n-1) courbes
Cl""’cn—l et les entiers :

[ = i, 4 € -
mij mij + m o mjn i,] [l,n 1]
ki = ki -m i€l1,n-1]
ry =r; i€[1,n-1]

est un type admissible de genre g , G(T) ® G(T') et B(T) = B(T').

REMARQUE 4.15. Si T est un type géométrique, T' est le type géomé-
trique obtenu en contractant Cn .

DEMONSTRATION DU THEOREME 4.13. La démonstration de [2] ne nous sem-
blant pas trés claire, nous avons préféré adopter la modification pro-

posée par J.-F. Boutot [13].

Soit T un type de genre g sans courbe exceptionnelle et tel
que pgcd(ri)= 1 (on ne change ni G(T), ni B(T) en multipliant
tous les r, par une constante). Supposons que T posséde n chaines
(*) (n »0) notées 21....,2n de longueur au moins 3. Ces

chaines sont de la forme suivante :

r
si g¥y2 : L r o ro o, 2r 2r 2r ;r/ (1)

/

o - . 1
Considérons les types Tj (j=0,1,...,n) , To==T . Obtenus en rempla-
gant dans T 1les chalines 21,...,2j par les configurations
suivantes :
r
. r r r r 2r 2r 2r Zik/ﬁ
si g¥»2 cofp-—-e e—<-- ou --e—e e——_ (2)

‘ ~
1 r
1 101 1 \2’y 2 2 2 1
si g= 1 e —— o — ou P —€ e (2')
- 1
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ol e désigne une courbe exceptionnelle. Soit wj 1l'ensemble des
composantes connexes du type Tj .

Soit Tl:l le type obtenu en remplagant dans T 1les n chalnes
21, ...,Zn par des chailnes ayant exactement 4 sommets de la classe
(ii). C'est un type admissible de genre g sans composante exception-
nelle. D'aprés le théoréme 4.5, il appartient a un ensemble fini de
types. Par suite les composantes connexes de Tn appartiennent aussi
a un ensemble fini de types.I1 existe donc une constante c¢ , ne dépen-
dant que de g , qui vérifie les conditions du théoréme pour chacun
des éléments de W, -

Soit sj (€ [1,n]) 1a multiplicité commune des sommets de Zj
Nous allons montrer par récurrence descendante que la constante

€5 (j€[o,n]) aéfinie par

c, =¢
2n—j 2n—j+1 2n—j+2
c. =c (s s

j n -1 )3 pour j€[o,n-1]

...Sj+1

vérifie les conditions du théoréme pour les éléments de Wj .

Soit 6 un élément de wj-—l . 8i 6 ne contient pas la chaine

zj , 9 appartient a wj . Supposons donc que 6 contienne Zj et
coupons la chaine Zj en deux temps :
a) Soit 6' un type obtenu A partir de 6 en introduisant des

courbes exceptionnelles en deux sommets consécutifs de la chalilne Zj

passant de : o __ m]_l = m22 = m33 = m44 = =2
r] = I, =r3 =1, =S5,
C. C! cl (o)
a : . o
Voo o v . = . .. .
m),=m, 1 mjy, =0 miy=my si (i,3)#(1,2) et (i,3)#(2,1)
e 1= Lo Vo ..
k:i_—ki 1 1 si i=1,2 ki ki si i#1,2
rJ!'=ri i=1,...,n .
a.l) 6' connexe B(9') = B(0)-1 .

G=6(8) =L"/M &' =a(8') =L /M
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n
ol M est engendré par : {(j=:1 m, . xj)i#l,z P Xy = 2%, +X5 x1-2x2+x4}
n
et M' est engendré par : {Qj;l: mij xj)i#l,z R Sk S x4—x2}
(= -
donc M'CM + (xl xz)z
— L]
et pcéc) <€ pc;G/x1 x,) +1 ¢ PC;G Y+ 1 .
LI . 9 9 = 9 -
a.2) 8 Blua2 , 91 et 92 connexes, B( 1)+5( 2) B(9)
G = G(8) = L*/M G' =G(8') =L /M = G(81)€BG(62) =G,9G, .
Soient u et u' 1les deux homomorphismes de L dans L* cor-
respondant & ©® et ©' . Pour tout k=1,...,n xl.Ck=O donc
u'(xl)=0
Xl = rlc1 + E : erj
c.to
j 71
j#1
= ' = - = ' €
(o] u (Xl) rl(x3 x;) + CZ‘ e:lrj u(Cj) car u(Cj) u (Cj) pour C:.| 91
] 3#1
j#1

donc rl(xa—xl) €M
et puisque u(Cl) = X3 = x; +tx, - xleM ’ rl(xz—xl) €M
donc M + (xl,xz)/M est un quotient de 2Z9® 7/r12’ .

On a une suite exacte

O —>M + (xl,xz)/M —_ G —»G/(xl,xz) — 0

G'/(xl,xz) LrGl/x].@ Gz/x2
alors P , 5(G) £ o (M+ (x;,%x,)/M) +p , 2(6/(x1,%,))
cjr1 1 cjr1

1+p, (6. /x,) +pP_ (G, /x,)
cjrll 1 cjr12 2

1+ pcgel) + PC;GZ) -2 .
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b) Soit 8" obtenu & partir de 0' en contractant les courbes
exceptionnelles introduites en a) jusqu'a obtenir la configuration
(2) ou (2'). D'aprés le lemme 4.14, on ne change ni le groupe G ni
le premier nombre de Betti du graphe. Les composantes connexes de 6"

appartiennent a wj , on peut donc appliquer 1'hypothése de récurrence
et en déduire :
dans le cas a.l) : Pc_(G')  1+B(8'")
J
et p_ (G) £ 1+8(9)
J
dans le cas a.2) : pcj(Gl)-+pcj(Gz) {2 +5(91) +B(92)
et pcjsg(e) L 1+B(0) .

on 2n—l 2n-2

En particulier, c, = ¢ (s ,...51)3 vérifie les conditions du

n snl
théoréme pour T,=T , la constante c ne dépendant que de g .
Puisque le nombre et la multiplicité des sommets des chaines (x) sont
bornés, on conclut a l'existence d'une constante vérifiant les condi-
tions du théoréme pour tous les types de genre g sans composante

exceptionnelle.

THEOREME 4.16. Il existe un entier N(g) ne dépendant que _de g tel
gue pour tout anneau de valuation discréte R de corps de fractions

K 4 corps résiduel k algébriguement clos, pour tout R-gschémg
régulier V , propre et plat sur k , dont la fibre générique est une

n
courbe lisse de genre g , et dont 1la fibre spéciale X = Z :riCi

i=1
est connexe, avec pgcd (ri) =1, la propriété suivante est réalisée:
si_pour un nombre premier g N(g), distinct de la caractéristique de

K
a un radical unipotent nul.

k , les points de qPic v, sont rationnels sur K , alors Pic® x/k

DéMONSTRATION. On peut supposer R complet, puisque le passage de R
4 son complété ne change ni les hypothéses, ni la conclusion.

o

Pic~ X/k est extension d'une variété abélienne de dimension a

par le produit d'un tore de dimension m et d'un groupe unipotent de

dimension u

g=a+m+u.
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On a vu (Corollaire 3.3) que pour tout entier g premier a la

caractéristique, on a une suite exacte

0 — Pic® X —» PicV, —> G —> O .
a q K q

Sous les hypothéses du théoréme (les points de qPic VK sont

rationnels sur K)

dl‘“z/qz quc VK = 2g
dimg 2 qpico X = 2a+m
donc dimz/qz qG = m+2u .

Soit ¢ = c(g) 1la constante trouvée dans le théoréme 4.13, et
supposons q) c . Il existe un sous-groupe H de G engendré par
pc(G) générateurs, et dont l'indice divise ¢ , donc est premier & q.,

= c - 2
donc qG qH Htor . Le sous-—-groupe Htor est engendré par au plus

pc(G) -1 éléments, donc

dim,

dim Z/9Z o

2/qz & = H { p(G) -1 K B(T) .

On a vu (Proposition 4.3) que B = dim Ker (Pic® X eq™ Picou-ci)

et puisque ﬂ-Ci — Xr est propre et surjectif, ce noyau est affine

ed
[9] donc sa dimension est au plus m+u .
D'od m+2u € B(T) € m+u c'est-a-dire u=0 .

COROLLAIRE 4.17. Soient R un anneau de valuation discréte de corps
de fractions K , corps résiduel k , C wune courbe propre et lisse

géométriguement connexe sur K de genre g»2 . Il existe une exten-
sion finie K' de K telle gue si R' est un localisé de la ferme-

ture intégrale de R dans K', CXKK' a réduction semi-stable sur R'.

DI:ZMONSTRATION. Tout d'abord, quitte & remplacer K par une extension
finie, on peut supposer que les points de qPic VK sont rationnels
sur K et que C a un point rationnel (dans ce cas, avec les nota-

tions de 2.5, V —> S posséde une section, donc l'un des r, vaut 1).
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D'autre part, il existe un anneau local noethérien R' fideéle-
ment plat non ramifié sur R , limite inductive filtrante d'anneaux
locaux Ri finis sur R (R' et les Ri sont donc des anneaux de
valuation discréte) dont le corps résiduel k' est la clbdture algé-
brique du corps résiduel k de R [4]. Soit K' son corps de frac-
tions. D'aprés le théoréme 4.16, C>ﬁ<K' a réduction semi-stable sur
R'. Mais un modéle semi-stable de C xKI<' sur R' est déja défini

sur une extension finie Ri de R , d'ou le résultat.

5. Rapport avec les jacobiennes.

Nous gardons les mémes notations : R est un anneau de valuation
discréte, de corps de fractions K , corps résiduel k , S = Spec R .

Soit A une variété abélienne sur K .

DEFINITION 5.1. Un modéle de Néron de A est un S-schéma en groupes

lisses # qui prolonge A , et universel pour cette propriété, en ce

sens gque pour tout S-schéma lisse Y , on _a un isomorphisme foncto-

riel en Y :

Homs(Y,A&) —> HomK(Y Xg K,a) .

Néron [7] dans 1le cas ou k est parfait, et Raynaud [9] dans 1e cas

s 2

général, ont montré 1l'existence du modéle de Néron. Il est bien sir

unique & S-isomorphisme unique prés, et il est séparé sur S .

PROPOSITION 5.2 [9]. Le modéle de Néron commute au changement de base
étale, au passage au hensélisé et au hensélisé strict.
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DéFINITION 5.3. A a réduction semi-stable sur R s'il existe un
S-schéma en groupes lisse qui prolonge A et gqui est de rang unipo-
tent nul. Un tel schéma est un modéle semi-stable de A sur R .

PROPOSITION 5.4. A a réduction semi-stable sur R si et seulement
si la fibre spéciale de son modéle de Néron est de rang unipotent nul.

DEMONSTRATION. On peut supposer R hensélien.

Soient # le modéle de Néron de A , # un modéle semi-stable
de A , #'° sa composante neutre (c'est-a-dire le schéma en groupes
ouvert de #' dont les fibres sont les composantes neutres des fibres
de #'). D'aprés la propriété universelle du modéle de Néron, il

existe un S-morphisme #° —s .

Soit £ un entier premier & la caractéristique de k . Puisque
R est hensélien et eﬁ“o étale et séparé sur R tout point d'ordre
€ de la fibre spéciale de 2'° se prolonge en un point d'ordre ¢
de #'° , donc 1le morphisme #° —» #t est une injection sur les
points d'ordre € . Son noyau n'a pas de point d'ordre ¢ et est de
rang unipotent nul, donc il est de dimension nulle. Alors #° —
est plat, & noyau plat de dimension nulle et de fibre générique nulle,
et par suite &#'° —» # est une immersion ouverte, donc #'° s'iden-

tifie & #° .

COROLLAIRE 5.5. Si A a réduction semi-stable, la composante neutre
de son modéle de Néron commute & tout changement de base.

Dans toute la suite, on supposera désormais que le corps résiduel
k est algébriquement clos.

A

On a un résultat analogue a celui qu'on a démontré pour les cour-
bes de genre 7 2 , et qui peut d'ailleurs se déduire du théoréme

d'Artin-Winters :

THEOREME 5.6. Soit A une variété agbélienne sur K . 1l existe une
extension finie K' de K telle gque, si R' est un localisé de 1la

cldture intégrale de R dans K', A' = A>$<K' a_réduction semi-
stable sur R'.

La proposition suivante va établir le lien entre ces deux notions

de réduction semi-stable.
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PROPOSITION 5.7. Soient C wune courbe propre et lisse sur K , de

genre g %2 , J sa Jacobienne. Alors C a _réduction semi-stable sur

R si et seulement si J a _réduction semi-stable sur R .

A

On utilisera le résultat suivant dQi & Raynaud :

THEOREME 5.8 [9]. scient ¢ le modéle de Néron de J sur R , J° sa
composante neutre, V le modéle régqulier minimal de C sur R ,

n
X =) :rici sa fibre spéciale. Si pgcd (ri) =1, 9° représente le
i=1

foncteur Pic® v/Ss .

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 5.7. Supposons que C ait réduction
n ~

semi-stable. Soient X = Z :Ci la fibre spéciale, et X sa norma-
i=1 ~

lisée, (Xa'ya)aéz les points de X au-dessus des points singuliers

de X .

D'aprés le théoréme 5.8, Pico(x/k) = 9°>%;k .

On a une suite exacte :

»* * *
1 —» 08, —> 06y —> Tj- k —>1
X X €x
o
R . * L. a(x,)
ol la fléche Gi ——+'ET k est définie par : a h—e-(gTyzy)aez

~ *
arod : IT x° ——->H1(X,®X*) —-rHl(x,&)v() —>0
[+ 2

o

donc Pic~ X/k est extension d'une variété abélienne par un tore.

Inversement, supposons que J ait réduction semi-stable, si
C(K) # # , alors pgcd (ri) = 1 donc le théoréme 5.8 s'applique,
pPic® X/k est de rang unipotent nul et X est semi-stable d'aprés le
théoréme 2.8. Dans le cas général, il existe donc une extension finie

K' de K telle que CX, K' ait réduction semi-stable sur R', cld-

K
ture intégrale de R dans K' (qui est locale puisque R est hensé-
lien).
Soit S' = Spec R' , V! —> S' un modéle stable de C)ﬁ(K'.
. (- ' [— )
u,,u, : Spec K Spec K ®KK > Spec K
v,+1V, : Spec R" = Spec R'®RR' —% Spec R' .
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*
On va construire un isomorphisme entre vl(V') = VI et
* . .
v2(V') = V5 qui prolonge celui qui existe sur K". La condition des
cocycles sera automatiquement vérifiée puisque 7 , uniformisante de

R , n'est pas diviseur de O dans V'.

Puisque 90 commute au changement de base, il existe un isomor-

phisme :
Y : Pic V']'_/R" —> Pic VE/R"
qui prolonge 1l'isomorphisme défini au-dessus de K".

Soit T 1le sous-schéma fermé de IsomR"(Vi,VE) formé des iso-
morphismes qui induisent ¥ . Nous allons utiliser les propriétés

suivantes des courbes stables, que nous ne démontrerons pas :

PROPOSITION 5.9 [3]. 1°) IsomR"(V;,VE) est représentable par un schéma
fini et net sur R".

2°) Soient k un corps algébriguement clos, X une courbe stable
sur k , de genre gY2 . Alors Autk X ——-&Autk Pic® X est une

injection.

On en déduit que T est fini, net et radiciel sur S", donc
T —> S" est un isomorphisme puisque c'en est un sur les fibres géné-

riques. Donc V' se redescend.

Nous allons maintenant préciser sur quelle extension de K on a
réduction semi-stable. Les résultats ‘qui suivent nous ont été communi-
qués oralement par M. Raynaud. Ils sont "bien connus des spécialistes"
et s'inspirent de l'article de J.-P. Serre et J. Tate "Good reduction

of abelian varieties" [1].

Dans toute la suite, nous supposerons R strictement hensélien,

a corps résiduel algébriquement clos.

PROPOSITION 5.10. Soit A une variété abélienne sur K . Il existe
une extension finie galoisienne K' de K telle gque si R' est un
localisé de la cl&ture intégrale de R dans K', Axklc a réduction
semi-stable sur R'.

DEMONSTRATION. Soient K —» K' une extension radicielle, R' 1la
cldture intégrale de R dans K' (qui est un anneau local stricte-
ment hensélien) et supposons que le modéle de Néron &' de
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A' = AXKK' sur R' soit de rang unipotent nul. Les notations étant
les mémes que celles utilisées dans la démonstration de la proposition
5;7, nous allons construire un isomorphisme de v;((t'o) = “’)1‘ dans
v2(.t‘°) = .t; , gqui prolonge 1'isomorphisme générique

Y .ﬂ:lxR., K ———ntsz,,K

I n
ulA' u;A'

a

ce qui nous permettra de redescendre #° de R' a R .

Pour tout entier ¢ premier & la caractéristique de k , le
sous—-schéma e?t'o des points d'ordre £ de #'° est quasi~fini sur
R', donc décomposé en une partie finie étale p8' et une partie 23"

contenue dans la fibre générique.

*
; v = 8 D= " wy = "
Soit , i vi(2 ) pour 1,2 . Le foncteur HomR.,(ezfl,eé'2) EB
est représentable par un R'-schéma fini étale.
Sur la partie générique ¢ induit un isomorphisme
5:: n " n : Y : " A
) lxR" K" ——> 252 XR.. K qui correspond a un point O de EH a
valeur dans K". Puisque K' est radiciel sur K , K;ed = K' et
Rred = R'. On a donc :
e)#
2
Spec K" &—» Spec R"
Spec Kred = Spec K' &—» Spec Rred = Spec R' .
Par le critére valuatif de propreté, on prolonge G\K" en une sec-
red
tion O' : Spec R;ed e 23«(" . Ce dernier schéma étant étale sur R",
cette section se reléve en une section Spec R" —> ZN". Donc 85' et

aussi P #° se redescendent & R . On termine grice au lemme :
LEMME 5.11. Si_pour tout £ premier 3 la caractéristigue de k ., ea&'o
se redescend sur R , alors 6"0 se redescend sur R .

DEMONSTRATION. Soit # le modéle de Néron de A sur R . Il existe
un Stmorphisme : #° X5 8' —> #' qui est un isomorphisme sur les

fibres génériques.
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Soit 83 le S-schéma en groupes tel que :

o_ L}
eJL" = Bxss .

e

D'aprés la propriété universelle des modéles de Néron, il existe

un S-morphisme 23 —> #° et le morphisme composé :

e?t"°= 8 x_.8S' —-r«toxSS' — R

[ ]

est l'injection de esﬂ:'o dans &', donc l'image de #OXSS' —_— &
contient les points d'ordre £ pour tout ¢ premier & la caractéris-
tique, c'est donc la composante neutre #° . La partie unipotente de
xo ><S S' est contenue dans le noyau qui est de dimension nulle, donc

A a réduction semi-stable et #'° = #° XgS'.

5.12. Soit K —>» K' une extension finie galoisienne telle que

AXKK' ait réduction semi-stable sur R' (cldture intégrale de R

dans K'). Avec les notations de la démonstration de la proposition

5.10, soient ¢ un entier premier & la caractéristique de k , et
. . L. ,O . . o \ ,

ed la partie finie de eot . Soit ZE = ed xR' K'.

LEMME 5.13. Il existe un sous-K-schéma ¢E de ,A tel que
1 - L

EE = eEXKK .

DE'ZMONSTRATION. Soient G = Gal(K'/K) , 4 = card G .

Pour tout élément g de G , le carré :
R' ® R 129, R

1 l

K' ®KK' 1_®9_,K'

R"

K"

commute et induit :

d

R" ——» Rr'3 = R (normalisé de R")

Ll

K" ~ 3 Kl .
Pour montrer que E; se redescend, il suffit de voir que
d, * ® “w * { R "
. Vl(e#) RIIK —"Vz(et) RuK

. . . . * * s : ]
induit un K"-isomorphisme ul(Eé) — uz(Eé ), ce qui provient du fait
que K"K’ d .
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REMARQUE 5.14.- On vérifie que E, ne dépend pas de 1l'extension K'.

THEORﬁME 5.15. Soit R un_anneau strictement hensélien de corps de

fractions K , corps résiduel k . Soient ¢ un entier ) 3 , premier
4 la caractéristique de k , A une variété abélienne sur K , E, le

sous—-schéma de oA défini au lemme 5.13.
Alors A a _réduction semi-stable si et seulement si les points

de E, sont rationnels sur K .

DEMONSTRATION. Supposons que A a réduction semi-stable sur R .
Soient & son modéle de Néron, # sa fibre spéciale. Puisque R est
strictement hensélien, elo(k) > EE(K) donc tous les points de E,
sont rationnels sur K .

Inversement, supposons que les points de E, soient rationnels
sur K . Il existe une extension finie galoisienne K' de K , de
groupe de Galois G , telle que A>$<K' ait réduction semi-stable
sur R', cl8ture intégrale de R dans K'. Soit k' 1le corps résiduel
de R'.

LEMME 5.16. Le groupe de Galois G agit sur la fibre spéciale ﬁ'o

et cette action est triviale si et seulement si #'° se redescend

sur R .

DEMONSTRATION. Pour tout élément g de G , on a un morphisme

g*ﬂfo ——» #° compatible avec l'action de g sur R', qui induit un
k'-morphisme #° — %° (car G agit trivialement sur k'). Si
#'° se redescend, cette action est évidemment triviale.

Inversement supposons cette action triviale. Pour tout entier g

premier & la caractéristique de k , on définit qai et 455 , et
comme & la proposition 5.10, on construit un morphisme
~ll T " — " 1]
Spec R ——9-qN = HomR"(q3 ,qéz). On a donc
NII
7
- ﬂ "
Spec R" —— Spec R
ld n
Spec k' —> Spec k .

Sur la fibre spéciale, on obtient d homomorphismes qui différent par

des automorphismes de #°, et on vérifie facilement que c'est 1l'ac-
P q
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tion de G sur la fibre fermée définie précédemment. Donc T q Se
kl

factorise & travers k'. La section T' : Spec k' ——a-qu" se reléve

alors en une section T' : Spec R" ——erqﬂ" et on vérifie que T=T'or .

On conclut en utilisant 5.11.

FIN DE LA DEMONSTRATION DU THEOREME 5.15. Si les points de E, sont
rationnels sur K , l'action de G sur Eé(K') est triviale. Or
el'o(k') >~ Ey(K'), donc l'action de G sur el'o est triviale. On
termine grfce au lemme 5.16 et au résultat suivant :

LEMME 5.17. Critére de Serre [10]. Soient H wun k-gchéma en groupes,
extension d'une variété abélienne par un tore, u un_endomorphisme

d'ordre fini de H , ¢ un entier premier 3 la caractéristique de k ,
£%2 . 8i u-1 est nul sur les points d'ordre ¢ de H , alors :
=2 u2= 1

- ou bien 273

- ou bien et
et u =1 .
Le corollaire suivant est une conséquence triviale du théoréme,

mais vaut la peine d'étre cité car il est plus utilisable en pratique.

COROLLAIRE 5.18. Soient K un corps, A une K-variété abélienne,

¢ un entier 7 3 , tel gue les points de LS soient rationnels sur K.

Pour tout anneau R d'une valuation discréte de K dont la caracté-

ristique résiduelle est premiére & € , A a réduction semi-stable

sur R .
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PINCEAUX DE COURBES DE GENRE AU MOINS DEUX II

UN THEOREME D'ANNULATION EN CARACTEIJRISTIQUE POSITIVE

par Renée LEWIN-MENEGAUX

exposé n°® 2

Le but de cet exposé est de démontrer le théoréme suivant :

7 * -
THEOREME (Szpiro) L5]. Soient X une surface projective lisse, C une
courbe proijective lisse, f : X —>C un_morphisme & fibres géométriguement

réduites de genre supérieur ou égal & 2.

Alors, pour tout faisceau inversible L , numérigquement positif,
Rm * < . .
= b2 -
de la forme L ak/c f A, ou “&/C est le faisceau dualisant rela

tif, m un entier positif, et A un faisceau sur C , on a :

al(x, %) = o .

Un faisceau inversible L sur une surface X est dit numérique-
ment positif si on a les inégalités (L2) Y 0 et L.0y (D) » 0 pour
toute courbe D tracée sur X .

On verra que si f :X —> C est une fibration semi-stable non
isotriviale, le faisceau dualisant relatif @y /o est numériquement
positif (Szpiro, exposé n°® 3). Le théoréme ci-dessus entraine donc en

. R
particulier que Hl(X,uk/é) est nul dans ce cas.

En caractéristique nulle, on connait le théoréme de Ramanujam
(1], [2]:
THEOREME. Soit X une surface projective lisse sur un corps algébri-
guement clos de caractéristique nulle, et soit L un faisceau inversi-
ble numérigquement positif.

Alors Hl(X,ﬂg_l) =0 .

En particulier si L est ample (ce qui est équivalent &
(L2) Yo, L.Ox(C) > 0 pour toute courbe C sur X , d'aprés le
théoréme de Nakai-Moishezon), on retrouve le théoréme d'annulation de

Kodaira.
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Ce théoréme est faux en caractéristique positive : un premier
contre-exemple a été construit par M. Raynaud [3], et on en verra
d'autres, trouvés par M. Raynaud et L. Szpiro, dans 1l'exposé 4

(M. Flexor) de ce séminaire.

Cependant, on donne ici des critéres d'annulation de Hl(X,L _1)

en caractéristique positive.

Pour simplifier 1'écriture, on notera a partir de maintenant L
. ®
pour le faisceau L no.

CRITERE. Soit X une variété projective lisse sur un corps k , de

caractéristique p positive.

Soit L un faisceau inversible tel que :

n
u°(x,L7P ®951(/k) =0 vny1
n
1 -p ©
H (X,L ) = O pour un noffN .

1

Alors sl(x,.™!) = o .

La démonstration utilise la proposition suivante :

PROPOSITION 1. Soit X une variété projective normale sur un corps k
algébrigquement clos de caractéristique p positive. Soit F 1'endo-
morphisme de Frobenius de X .

Si E est un fibré vectoriel de rang fini sur X tel que
HO(X,F*E8>Q§) = 0 , alors 1'homomorphisme ul(x,E) ——ale(X,F*F*E) est
injectif.

Considérons 1'homomorphisme de Oy-modules : F,O. Ji*-F*Qi . Soit
K son noyau. Puisque les différentielles des puissances p-iémes
sont nulles, on a une fléche OX ——> K . Cette fléche est un isomor-
phisme aux points de lissité de X . De plus K est sans torsion, et
o) de profondeur au moins 2. Cette fléche est donc un isomorphisme

X
partout.

Soit B 1l'image de d . On a la suite exacte :

0 —> 0y —> F,0p —> B —> 0

Ny
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En tensorisant par E , on obtient la suite exacte

0 — E —> E®F,0, —> E®B —> 0

»*
F,F E .
D'ol la suite exacte :

o 1 1 *
H (X,E®B) — H (X,E) —> H (X,F,F E) .

»*
or H°(X,E®B) s'injecte dans HO(X,E®F*Q>1() = HO(X,F,(F E®0>l()) , qui
est nul par hypothése, et on en déduit la proposition.

COROLLAIRE. Si L est un faisceau inversible tel que

HO(X,L-p®051() =0,
2 (x,L7P) = o

alors HY(x,17Y) = o0 .

On obtient alors le critére par dévissage :
n

(o]

H°(x,L7P ®n§() =0 n -1
a =>ul(x,L7P ) =0
(o]

B (x,LP ) = o

etc...

Pour les faisceaux numériquement positifs sur les surfaces, on

peut énoncer la forme particuliére suivante du critére d'annulation :

CRITERE. Soit X une surface projective lisse sur un corps k algé-
briquement clos de caractéristique p? 0 . Soit L un faisceau inver-
sible numériquement positif.

1

n
Alors si H°(x,L7P ®951() =0 VnYl, ona H (XL =o0.

A

n
La seule chose & démontrer est 1l'annulation de Hl(X,L P pour
au moins une valeur de n Y1l , ce qui sera assuré par la proposition

suivante :

PROPOSITION 2. Soit X wune surface projective lisse sur un corps k
algébriquement clos de caractéristique p> O .

Soit L un faisceau inversible numériquement positif.

Alors Hl(X,L-n) = O pour n suffisamment grand.
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Par le théoréme de Riemann-Roch, on a :

o n 1 n 2 n n2 2
Pour n grand, h2(x,L") = n°(x,L""® w) =0 . (si L'"®wX avait
une section, le produit d'intersection (L.(L_n8>wx)) = —n(Lz)-+(L.uk)
serait positif, ce qui est impossible pour n grand).
Donc h®(X,L") tend vers 1'infini avec n ce qui entraine qu'il

existe un entier positif n_ tel que pour tout n‘>/no , n°(x,L™)

tel que pour tout n ¥Yn, ,

soit non nul, et un entier positif n 1

1
n°(x, L™ "® 0)2') soit nul.

On prendra n 7 sup(no,nl). Alors on peut supposer L” = OX(D), ou
D est un diviseur effectif, et on va montrer que Hl(X,Ox(-D» =0 .

On a la suite exacte :

O———>OX(—D) ——»ox—roD—>o

et la suite de cohomologie :

o o 1 1 1
H (X'OX) —H (D'OD) —H (XIOX(—D)) —H (X:OX) —>H (D,OD) —_—...

On va d'abord montrer (Ramanujam [1]) que HO(D,OD) =k , ce qui
entraine que la fléche Hl(x,ox(-D)) ——e-Hl(X,OX) est une injection.

DEFINITION. Un diviseur effectif D est dit numériguement connexe si
pour toute décomposition D = D +D, , avec D et D, effectifs, on

N 1 1
a Dl'D2 o .

LEMME 1 (Ramanujam [1]). 8i D est numériquement positif, alors D

est numériquement connexe.

REMARQUES. a) Si D n'a pas de composantes multiples, D est numéri-
qguement connexe si et seulement si son support est connexe.

b) Si D est numériquement connexe, son support est
connexe.

c) Si D est numériquement connexe, D numériquement est

red
connexe.
DEMONSTRATION DU LEMME. Supposons D numériquement positif et
D = D,+D, , avec D, et D, effectifs, et (Dl’DZ) o.

on a (D,.(D;+D,))

(02) + (p,.D,) ¥ O,

2
(D, .(D;+D,)) (D7) + (D;.D,) Yo
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1'une au moins des inégalités étant stricte, soit par exemple :

2

- o { -(p,.p,) < (D))
2
o { -(p,.p,) £ (D3)

On considére la forme intersection sur le sous-espace de

NS (X) ®ZR engendré par D, et D, .

Si D, et D, étaient colinéaires, on aurait aD, = bD, , a et
b étant des entiers positifs, et donc (Dl’DZ) > 0, ce qui contre-

dit (x).

Les vecteurs D et D, étant indépendants, le théoréme de

1
1'index de Hodge montre que le déterminant DY D,.D, est néga-
tif, ce qui contredit les inégalités () D..D b2
1°72 2
LEMME 2 (Ramanujam). Si D est numériguement connexe, HO(D,OD) =k .

La démonstration qui suit est sensiblement différente de celle de
Rmanujam [l].

P o =
est connexe et réduit, on a H (Dred,ODred) =k .
On va démontrer que s'il existe un diviseur effectif D, tel que
0{p,{D et H°(D,,0_ )
1 1 Dl
o _ .
D, tel que Dl<DZ(D et H (D,,0, ) = k . En effet, soit D; tel

que Ho(Dl,OD ) =k et O <D1 {D . Posons D = D,+D' . Comme D est
1

Puisque Dred

= k , alors il existe un diviseur effectif

numériquement connexe, on a (Dl.D') > 0, ce qui entraine qu'il
existe au moins une composante réduite et irréductible C de D telle
que (D,;.C) >o .

On a la suite exacte : 0 —> Ox(-Dl)!c —_— OD1+c ——a-ODl —_— 0 .

(o]
) —> H (Dl, OD]_

Le faisceau Ox(—D1)|C étant de degré négatif sur C , qui est réduite
et irréductible, on a H°(C,Ox(-D1)|C) = 0 . Donc H°(D1+C,OD ) = k.

D'od : O —>H~°(C,Ox(—D1)|C) —rHO(D1+C,O ) =k .

D1+C
1+C

En appliquant ce qu'on vient de démontrer & D, =D , et en

, o 1 red
itérant, on trouve H (D,OD) =k .

Revenons 3 la proposition 2 :

On a le diagramme suivant
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0 —> ' (X,0,(-D)) —> H'(X,0,) —> H'(D,0})
C

H' (X, 0, (~pD))* lF lF
a
) —-»Hl(x,ox(—D)) ——;Hl(x,ox) —)Hl(D,OD)

ol c est l1l'application canonique :

v (x,17!) —— vl(x,F,F (7!

I I

' (X, 0, (-D)) H' (X, 0, (~pD))

))

1°) ¢ est injectif : par la proposition 1, car on a
n
o (x, 1P ®ay) = o .

2°) a est injectif : en effet, pD étant numériquement connexe,
la fléche Hl(X,OX(—pD)) -—»-Hl(x,ox) est injective, et puisqu'elle
se factorise par a et la fléche injective Hl(X,Ox(—D))-——»Hl(x,Ox),

a est nécessairement une injection.

3°) F est nilpotent sur Hl(X,OX(—D)).

Le k-espace vectoriel Hl(x,ox(—D)) est muni d4'un endomorphisme
p-linéaire F . Il se décompose en somme directe Vnﬁivs , F étant
nilpoltent sur Vn . De plus, si Vs n'est pas nul, il existe un élé-

ment non nul de Vs qui est fixe par F .

Soit Z un élément de Hl(X,Ox), fixé par F , dont 1l'image dans
Hl(D,OD) est nulle. Nous allons montrer que 2Z est nécessairement nul

De la suite exacte pour la topologie étale

0 —az/pz-—ra;a LF—)Ga —> 0

on tire, en remarquant que H;t(Ga,X) = Hl(X,OX) pour i=0,1 :

1-F 1-F
e

o o 1 1 1
Het(Ga,X) Het(Ga,X) --—rHet(Z/pZ,X) —>Het(<sa,x) ——>Het(Ga,X)
—_— —_—

. : I| | |

0 —>HY(X,2/p2) —-—»Hl(x,ox) l;gnl(x,ox) .

A 1'élément Z , qui est dans le noyau de 1-F , correspond donc
un revétement galoisien 7 : Y —> X , de groupe Z/pZ , qui est trivial
sur D [4].
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Si Y n'est pas connexe, Z/pZ n'ayant pas d'autre sous-groupe
que (O) et lui-mé&me, m est trivial.

*
On suppose Y connexe. Il est clair que 7 D est numériquement
positif :

(*p.r’D) = p(D%) > 0

*
(r D.C) = (D.mC) Y 0 pour toute courbe C sur Y ce qui
entraine que 7D est connexe, donc que T n'est pas trivial sur D
(Lemme 1).

Donc Z est nul, et par conséquent Vs est nul, et F est nil-
potent sur Hl(X,OX(—D)).

L'endomorphisme F étant & la fois injectif et nilpotent sur
H'(X,04(-D)), on a H'(X,04(-D)) = O .

APPLICATION A LA DEMONSTRATION DU THEOREME ANNONCE. Il suffit de démon-
trer : H°(L‘Pn®n}1() =0 VYn¥y1l.
On a les suites exactes :
0 — £70; ——>€1)1c——>9’1(/c —s o0
o) _—"Q;/C "*’“k/c —> N —» O .

D'ol 1'exactitude des suites suivantes :

n n n
O/, =P *~l O/r =P 1 O/, =P 1
H (L RF OC) —> H (L ®%{) — H (L ®ﬂx/c) _ ...

et
o -pn 1 o -pn
O —> H (L ®Qx/c) —> H (L ®wx/c)—->...
n n
°(LP ®w = H° R *a)~P =
H°(L wsc) = H ("‘Q/c £aP ew ) =0.
En effet, s'il y avait une section S , son intersection avec une
fibre F serait S.F = (l'mpn)“k/c'ox(F) , qui est négatif puisque

(uk/C'OX(F)) =2g-2 > 0, (ol g est le genre de F , supposé supé-
n
rieur ou égal & 2). Par conséquent, on a H(L™P @>Q§/c) =0 .
n
D'autre part, et pour la méme raison, H°(L7P 8>f*ﬂ%) = O . Donc,
n
H(LP 2 = o .
REMARQUE. Par un argument de réduction modulo p , le critére ci-dessus

permet de donner une démonstration en caractéristique O du théoréme
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d'annulation de Ramanujam. En voici les détails :

Soit X une surface projective lisse sur un corps k algébrique-
ment clos de caractéristique nulle, et soit L un faisceau inversible
sur X , numériquement positif.

Il existe un anneau intégre R , de type fini sur 2 , et un mor-

phisme propre et lisse f:Y —> S = Spec R , tels qu'au point géné-
rique M de S on ait k(N)<k et Yo, xk(ﬂ) k = X et que L induise
un faisceau inversible Sn sur la fibre générique Y, -

En choisissant convenablement le schéma S , on va montrer qu'il
posséde un point fermé s tel que 35 est numériquement positif sur

Y, . et, si p est la caractéristique du corps k(s), on a

Ho(Ys,e‘l;pn@’ ﬂés) = 0 pour tout entier nY1 .

En effet, le faisceau L étant numériquement positif sur X , on
peut choisir un entier positif m tel que | Ox(D), D étant un
diviseur effectif sur X . Comme le produit d'intersection est conservé
dans une famille plate, pour tout point fermé s d'un ouvert non vide
U de S, on a (Dz) > 0 . D'autre part, pour toute courbe C de
Y, . le produit d'intersection (DS.C) est positif ou nul si C et
Ds n'ont aucune composante commune. Quitte a4 remplacer S par un
schéma S' fini sur S , on peut supposer que toute composante géomé-
triquement réduite et irréductible de D reste géométriquement ré-
duite et irréductible modulo 1'idéal de s dans S , pour tout point
fermé s d'un ouvert non vide U' de S . Alors, pour s€UNU', si
e est une composante de Ds , on a (C.Ds) Yo parce que c'est vrai
sur la fibre générique. Pour tout point fermé s de UN U', le fais-

ceau Ss est donc numériquement positif.

n
En ce qui concerne HO(YS,S;p 8>Qé ), on choisit S de fagon que
s
f*(ﬂé/s) soit plat sur S .

comme h°(X,L™) tend vers 1l'infini avec m , on a, pour p assez
grand, ho(X.L—pn8>Q§) = 0 , quel que soit l'entier positif n . Par le
théoréme de semi-continuité de la cohomologie, on en déduit qu'il
existe un ouvert non vide W de S tel que, pour tout point s de

cet ouvert, pg désignant la caractéristique du corps k(s), on a
n

-P
o s 1 =
o (Y, L ®OYS) =0 .
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Pour tout point fermé s de UNU'NW , on a les propriétés
énoncées plus haut, et, en vertu du critére d'annulation que nous avons
aémontré, H'(¥_,L7Y) = o .

Le théoréme de semi-continuité de la cohomologie permet alors

d'en déduire : Hl(X.L_l) =0 .
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Introduction.

On trouvera ici une version augmentée et enrichie de la partie de
mon article [16] se rapportant au titre. Le théoréme principal
(théoréme 2) est comme dans [16] la généralisation en toute caractéris-—
tique du théoréme 4'Arakelov sur la positivité numérique du faisceau
dualisant relatif d'un pinceau de courbes. La démonstration fournie
ici n'utilise que la théorie des surfaces algébriques et de nombreuses
réductions a une situation sur un corps fini. En particulier, nous
n'avons plus besoin des arguments modulaires tirés de l'article [12]
de D. Mumford, qui ont cependant été une source d'inspiration pour ce

travail.

Le théoréme 3, qui donne une borne pour la self intersection du
faisceau dualisant relatif en fonction des genres de la fibre et de la
base et du nombre de fibres singuliéres, est la partie la plus nou-
velle de ce texte, par rapport aux travaux de Parshin et Arakelov. Ce
résultat est décisif en caractéristique positive.

Nous donnons, comme dans [16] 1'application de ces résultats aux
problémes de Chafarevich et de Mordell. De plus nous donnons (théo-
réme 5), une application du théoréme 1, suggérée par M. Raynaud, aux
familles dont toutes les fibres sont ordinaires. Le résultat est que
de telles familles sont isotriviales. Ceci se généralise aux familles
de variétés abéliennes comme on le verra dans un prochain séminaire.

Au paragraphe 4, nous montrons (en toute caractéristique) qu'une
fibration semi-stable sur P1 , dont la classe de Kodaira-Spencer
n'est pas nulle posséde au moins quatre fibres singuliéres si 1'espace
total est une surface de type général. Ce résultat est amélioré en
caractéristique nulle par A. Beauville dans l'exposé 6 de ce séminaire.
Notons que la classe de Kodaira-Spencer est un outil technique que
nous utilisons bien souvent dans ce texte.

En de nombreuses occasions 1l'aide de M. Raynaud m'a été capitale.
J'ai essayé d'indiquer au cours du texte ce que je lui dois, j'espére
n'en avoir pas trop oublié. Je tiens aussi & remercier L. Moret-Bailly
et "le referee" d'Astérisque pour 1'intéré&t critique qu'ils ont bien

a

voulu porter a ces pages.
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O. Fibrations semi-stables.

7
DEFINITION 1. Dans cet exposé nous appellerons fibration semi-stagble

un morphisme f:X —> C d'une surface X , lisse connexe et projec-
tive sur un corps k , sur une courbe C, lisse connexe et projective

sur k, possédant les propriétés suivantes :

a) £ est proijectif de fibre générique une courbe lisse et géomé-
triquement connexe de genre g2

b) les fibres de f gui ne sont pas lisses sont semi-stables au
sens de l'exposé 1 de ce séminagire [27.

Nous ferons d'autre part les conventions suivantes :

- sauf mention expresse du contraire k sera supposé algébrique-
ment clos. Le lecteur vérifiera lui-m@&me que les théorémes de cet
exposé sont valables sans cette hypothése.

- S sera l'ensemble des points de C dont la fibre n'est pas
lisse, s sera son cardinal.

- q sera le genre de C .

On adoptera le vocabulaire suivant : une fibration semi-stable
f:X —>»C est isotriviale (ou posséde un module constant) s'il
existe un morphisme fini C' l?c tel que XXCC' soit birationnel-
lement sur C' , isomorphe d un produit de C' par une courbe fixe.
On montre qgu'on peut dans ce cas supposer gque 7 est étale sur C-S .
D'autre part l'unicité du modéle semi-stable implique qu'une fibration,

semi-stable et isotriviale, est lisse.

Remarquons enfin que si M est le module grossier des courbes
stables de genre g et si f:X —> C est une fibration semi-stable,
on a un morphisme Qg : C ——a—ﬁg . Ce morphisme a pour image un point
si et seulement si f est isotriviale.

DEFINITION 2. Soit k un corps de caractéristique p et soit

f: X —>C une fibration semi-stable & fibres de genre g . Soit
ag:C ——»-ﬁg le morphisme qui s'en déduit. On appellera exposant
d'inséparabilité modulaire de f 1l'entier e tel gue «e se facto-
rise en :

Y B
c —f,c £,
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ou Bf est fini et séparable et Y¢ Ppurement inséparable de degré pe.

Il est clair que e est fini si et seulement si f n'est pas

isotriviale.

Rappelons que pour un morphisme lisse et propre f:Y — 2
1l'application de Kodaira-Spencer de f , notée K.S(f) est l'applica-
tion canonique de Té dans le*T;/Z déduite de la suite exacte des

*
espaces tangents : O _—>T31!/Z —>T;'/k —> f Té —> O . On sait que

c'est l'application tangente de la base Z dans le module formel

des fibres de f . Si f:X —>» C est une fibration semi-stable, avec
les notations du début de ce paragraphe, l'application K.S.(f) est
1'application tangente & C-S —>Mg . On en déduit que e , 1'expo-
sant d'inséparabilité modulaire de f , est nul, si et seulement si
o, est séparable. Si la caractéristique dqu corps de base est nulle
d'exposant e on a : e=04> f non isotriviale &= K.S.(f) # O .
En particulier si T est un schéma de type fini sur Z avec un point
générique M de caractéristique zéro et, si f: X —> C est une
famille plate sur T de fibrations semi-stables telle que

X(n) —> Cc(n) soit non-isotriviale, il existe un ouvert U , dense
dans T , tel que pour tout point t€U X(t) —> C(t) ait une appli-
cation de Kodaira-Spencer non nulle, donc soit non isotriviale et

d'exposant d'inséparabilité modulaire égal & zéro.

On montre facilement le lemme suivant :

LEMME O. Soit f:X —> C une fibration semi-stable, et soit

m:X' —>X un revétement fini et galoisien tel gque f'=fo fasse
de X' wune fibration semi-stable. Alors 1'exposant d'inséparabilité
modulaire de f' est au plus égal & celui de f .

REMARQUE. Si f : X —> C est une fibration semi-stable, non isotri-
viale, d'exposant d'inséparabilité modulaire égal & e , il existe des
courbes C' et C" , un morphisme semi-stable f' :X' —> C' , des
morphismes finis #:C" —»C et ' :C" —>C' tel que :

a) XXCC" soit C"-birationnellement isomorphe a x‘xc.c"
b) ™ soit séparable et ' purement inséparable

c) 1l'exposant d'inséparabilité modulaire de f' soit égal & zéro.
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1. Invariants-entiers.

Soit f : X — C une fibration semi-stable. On définit les

entiers suivants :
d = degré(f, u&/c)

ol “&/C est le faisceau dualisant relatif.
8 = Z :6

PE€S

ou 6P est le nombre de points singuliers dans la fibre de P .

P

LEMME 1. La "self-intersection" (uk/c.ak/c) est égale & (124-8).(1).

Le théoréme de Riemann-Roch sur X donne
A4e,
X(@x) = = x(f*@x) - X(R'£,08

12 X)
comme ff(/k = wx/c® f*ﬂé on a

2
1= (uk/C'ak/C) + 8(g-1)(g-1) .

D'autre part on a les deux suites exactes fondamentales :

[e]

* 1 1 1

(*) o——>frzc——>ax/k——->nx/c__>o
1

(**) 0—-—>Qx/c—-—>wx/c—>N —> 0 .

Remarquons tout de suite que N est de longueur finie égale & & .
En effet en un point P€ X qui est singulier dans sa fibre, on peut

- ’” ra . il
aprés complétion écrire son anneau local @X P = k[[X,Y,T]]/XY—T = A .
4
Notant R = k[[x,¥,T]1] , v = k[[T]] on a 1a suite exacte :

0 —>» A 25 Aax® aay —70;/3[ - 0

ol ®(1l) = YaX® X4y .

L'anneau local A étant régulier son idéal maximal m étant
engendré par X et -Y , le complexe de Koszul sur X et =Y donne
une résolution projective de A/m = k

O —>A —>APA —>»APA —>A —>» k —> O
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N . cee s 1 . s
et la fléche de gauche s'identifie a @ . QA/Y est donc isomorphe a
m . N étant de longueur finie on peut identifier 1l'injection

1 A 1'ins i i O —>m —>A ce qui
fo) _—a-C%/v ——a-QA/V A l1l'injection canonique q

N = & k(P)
P sing
dans sa fibre

On déduit de (=)

= *al 1 1
C2 = Cl(f QC)'CI(‘E(/C) + Cz(n’(/c)

et de (*x)

cl(n)%/c) =cy(ay ) et szbt/c) =5 .

D'ou la formule

(2) c2(X) = 4(g-1)(g-1) + &

ce qui implique
1
(“&/c'“k/c) = 12(1-g-X(R f*sx)) -~ 12(g-1)(g-1) - &

1 A v 1
24 2 s = —=d- —-— -
par dualité on a R £,04 (f*a&/c) donc X(R f,@x) d-g(g-1)
On a ainsi le lemme 1. Notons, en passant, que nous venons de montrer

(3) c2(x) = 12a-8+8(g-1) (q-1)| .

LEMME 2. Pour tout entier nYy2 on a :

(4) degré(f*w;e;;c) = (D) (12a-8) + a|.

On peut, comme dans l'article [12] obtenir cette formule par le
théoréme de Riemann-Roch relatif de A. Grothendieck. Il est cependant
plus simple, dans ce contexte, d'appliquer les théorémes de Riemann-

A

Roch classiques & X et & C :

- sur C , comme n %2 g¥2 impliquent le*w?;;c: =0

R R . D
X (W) = x(£,85.) = degré(£,4,7.) - (2n-1) (g-1) (a-1)
2 *
- sur X x(50) = T et - By - £ +x(8))

d'ol le lemme 2.
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LEMME 3 (Arakelov [1]). Soit 7 :C' —> C un morphisme fini d'une
courbe lisse C' dans C et considérons le diagramme suivant :

XI p "I
\xx c' —3 X
£ c
-lfc. Lf
c' 2, ¢

dans lequel X' &est la résolution relativement minimale des singula-
rités de XXCC'. Alors :

a) X' est semi-stable
»*
b) Wyvjor ST Sy

deg f;.(asc./c.) = deg(m).d

0
o
I

[oN
o
[l

deg(m) .0

Les singularités de XX.,C' ont été décrites dans 1l'exposé 1
de M. Deschamps, de ce séminaire [2]. La résolution X' est aussi
décrite dans [2] en particulier a) et d) sont déja dans cet exposé.

Rappelons que les composantes Ei du diviseur exceptionnel de X'

sont des P' de self-intersection -2 (loc. cit.) et que leur matrice

d'intersection est non dégénérée.
= ¥ z
Montrons alors b). On a wx./c. m wx/c( r, Ei)'
»*
L} L] —
D'autre part (7 “’x/c’Ei) = 0 Vri et
(wX'/C"Ei) + (Ei'Ei) = -2 (adjonction) donc (wx./c..Ei) =0 Vi

ceci donne ) _ r.(E,.E,) =0 V3
I ittitTg
donc ri=O Vi c.qg.f.d.

La formule c) se déduit de b) de la maniére suivante :

*

*
£ wX'/C' = £, 7 wX/C = fC'* Py T wx/c
*
= fcl* p* p wxxccl/cl

*
' =
comme XX, C est normale, P, P wXXCC'/C' wXXCC'

*
. = -
donc £ wx./c. = fC'* wXXCC' =T £, wx/c
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puisque “&yc est cohomologiquement plat. On a ainsi c) en prenant

les degrés.

2. Positivité du faisceau dualisant relatif.

PROPOSITION 1. Soit X —£+-C une fibration semi-stable alors la self-

intersection du faisceau duglisant relatif est positive ou nulle.

Il est clair qu'il suffit de montrer cet énoncé avec
p = car(k) ¥ o .

DéFINITION 3. Soit Fn le morphisme de Frobénius absolu de C . x(“)

sera la résolution relativement minimale de XX nC .
F

On a ainsi un diagramme commutatif :

X(n) d’

=

Remarquons que ¢n est un isomorphisme si f est un morphisme

lisse.

Pour montrer la proposition 1 on peut grce aux formules (1), (5)

(lemme 2) supposer que le genre q de C est au moins deux. X(n)

est alors une surface minimale (pas de Pl de self-intersection -1

dans les fibres et pas de Pl du tout qui soit fini sur C).
Par les formules (5) (1) et (3) on voit que
c2(x'®)) = pP(12a-8) + 8(g-1)(g-1). Si (12d-8) &tait strictement
négatif ci(x(“))
cation des surfaces a la Enriques, menée & bien par D. Mumford [13] en
(n)
X

le serait aussi pour n)>o0 . D'aprés la classifi-
caractéristique p? O posséderait une infinité de courbes iso-

morphes a Pl (loc. cit. §1 step VI). Ceci est impossible quand q2r2.

THEOREME 1. Soit f:X —>» C une fibration semi-stable et non isotri-

viale alors, le degré de £, “&/C est strictement positif.
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Si 8% 0 (f non lisse) la proposition 1 implique 4> 0 . Il

reste & traiter le cas d'un morphisme lisse et non isotrivial. C'est

étonnemment le cas le plus délicat, de tels morphismes existent comme
on le verra & 1l'exposé 4 de ce séminaire [3].

Pour finir de montrer le théoréme 1 il est loisible de suppo-
ser le corps k fini, d=0 , K.S.(f) # 0 (cf. §0).

Les formules (1) et (5) nous autorisent & supposer

genre (C) = g> g = genre des fibres et f posséde une section s .
. (n) _fn fei s , .
Soit, X ——> C défini comme au début de ce § par le carré
cartésien
x(n) X
| l
o
C — C
ol cette fois F est le Frobénius géométrique de C sur k (fini)

i.e. F laisse fixe k .

Les surfaces X(n) sont minimales (q¥»2) de type général
(ci(x(“)) = 8(g-1)(g-1)) et comme fn est lisse il n'y a pas de pt
de self-intersection (-2) dans X(n). Le faisceau dualisant (n)

X
est donc ample sur X(n). Son polyndme de Hilbert donné par 1la
formule :

Rm m2—m
x (& ) = =—— 8(g-1)(g-1) + (g-1)(g-1)
x(n) 2

est indépendant de n . D'aprés le travail [10] de Matsusaka et
Mumford, valable en toute caractéristique pour les surfaces, l'ensemble
des X(n)
sur k . Le corps k étant fini il n'y a qu'un nombre fini de X

est contenu dans une famille bornée de variétés algébriques
(n)

a4 k isomorphismes prés. Nous allons alors, montrer que f est iso-
trivial.

Pour ce faire nous allons montrer qu'il existe une suite infinie

n; d'entiers positifs, telle que

) _2§19,x ) Vi, s

a X(ni) X (nj 1,]

b) fn.owi' = fn‘ vi,j .
J J 1
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n,
Le morphisme £, étant trivial 4 l'ordre p - et n, —> > on en

. i
i
déduit l'isotrivialité de £ . donc de f ce qui contredit
o
K.S(f) # O . Montrons qu'on peut réaliser ces conditions :

- a) On peut choisir une suite infinie m, satisfaisant a) d'aprés la
(n)

finitude du nombre de X 4 k isomorphismes prés.
(m,)

- b) Notons Y = X par composition on a pour chaque i un
morphisme

gi: Y —»C

k> /
®i . i\ g
(m, )
X

Le genre des fibres de gi étant plus grand que le genre de C , une
fibre de 9; est contenue dans une fibre de gj Vi,j , donc lui est
égale puisque ces fibres sont lisses et connexes. Mais par hypothése

g.

i posséde une section S; r 9508 est séparable donc est un

J
au:omorphisme de C . Le gen?e de C oétant au moins deux, il n'y a
qu'un nombre fini d'automorphismes de C . Il n'y a donc qu'un nombre
fini de morphismes 9; - On prend alors pour suite n; une sous-suite
de m. , infinie, telle que les 9; correspondants soient les mémes,

J .
ce qui montre b) et finit la démonstration du théoréme 1.

THEOREME 2. Soit f:X —> C une fibration semi-stable et non isotri-
viale. Alors le faisceau dualisant relatif est numériquement positif.

De plus les seules courbes réduites et irréductibles dans X dont
1

1l'intersection avec “&/C est nulle sont les P de self-intersection

(-2) contenus dans les fibres. En particulier pour un pinceau de
Lefschetz, pour une fibration stable (ou lisse) et non isotriviale
“&/C est ample.

Rappelons qu'un faisceau inversible L sur une surface est dit
numériquement positif si :

a) (L.L) > 0O

b) (L.QX(D)) Y 0 pour tout diviseur effectif D . D'aprés le

critére de Nakai-Moshezon [8] si 1'inégalité b) est stricte I est

ample.

53



L. SZPIRO

LEMME 4. Soit D un diviseur effectif réduit et irréductible contenu
dans une fibre de f . Alors (uk/C'GX(D)) Y O . De plus si
(“k/C'SX(D)) = O alors D est un D' de self-intersection -2 .

On sait que le faisceau dualisant de D est donné par la formule
d'adjonction w, = wx(D)lD . Donc si D est une fibre irréductible
@X/CQ)OD et de degré (2g-2) puisque GX(D)/D == QD ceci régle le
cas o D est une fibre. Dans le cas contraire si P = f(D) écrivons
E=£fP)-D .0Ona (D.(D+E)) = O donc (D.D) = —(E.D) O car les

fibres sont connexes. On a donc

2 . 1
- = - - = ,G -
(wx/c GX(D)) 2p,-2-D" , p dim H™ (D D)
i d
Donc si pp ¥ 1 (QX/C‘ X(D)) >o.
Il reste pD==O donc D°‘P1 , comme X est relativement minimale
D2 # -1 donc -p? ¥2 ce qui conclut le lemme.

Pour montrer le théoréme 2 nous allons vérifier les conditions a)
et b) ci-dessus. Nous supposerons k de caractéristique positive ce
qui suffit. Le lemme 5 qui suit permettra en fait de vérifier a) et b)
4 la fois. Nous ferons ceci en vérifiant que pour tout diviseur effec-
tif D qui n'est pas contenu dans une fibre (on dit que D est hori-
zontal) alors (""x/c“"’x(D’) >o.

LEMME 5. Soit A un faisceau inversible de degqré a”>0 sur C .

Alors il existe un entier ng tel gue pour tout nzfno
o # Box™,w (n) ®f; A2y |
X /c

Rappelons que X(n)

a été définie juste aprés 1l'énoncé de la
proposition 1.

DEMONSTRATION . "'5(&(): étant cohomologiquement plat

®-1
rang (£, (wD)® £ A1) = g
* @-1 n
degré(f__(w ®Ef A )) =pd-ga .
n* x(n)/C n

Donc par le théoréme de Riemann-Roch sur C
(n)'w
X(n)/C

ce qui prouve le lemme 5 puisque d>O (Théoréme 1).

dim HO (X ® f; 2271y y pPa-ga-glg-1)
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7 N
DEMONSTRATION DU THEOREME 2. On choisit a , puis n comme dans le

lemme 5. On peut donc écrire

w =8 (H+V) ® £ A
X(n)/C x(n) n

ol H est un diviseur effectif horizontal et ou V est un diviseur

effectif vertical. Remarquons que H#¥ 0O car (n) ne peut pas &étre
X (o]

le faisceau associé a un diviseur supporté dans les fibres.

Il est facile de voir qu'il existe une courbe lisse C' , munie
d'un morphisme fini 7 :C' —> C telle que sur X' 1le désingularisé
minimal de x(“)xctz' on ait (notations du lemme 3)

* oL (T sy @t 0t
m = Oy = O (I wy B HVIOE a

w
x(n)/c
ou les Ei sont des sections de f' et les ry des entiers positifs

non tous nuls.

Nous allons alors montrer que pour tout diviseur # O , horizontal
et effectif D de X': (wx./ ..@X,(D)) Yo .

Ceci finira la démonstration du théoréme 2 en vertu du lemme 3 b)
et du lemme 4 . Si D;‘Ei Vi=1...t alors

(QX'/C"GX'(D)) Y a.deg(M).deg(D/C') »> O .
Si D est égal & un des E; alors
(“k'/C"SX'(Ei)) = -(E,.E;) par adjonction,

donc  =-(1+r;)(E;.E;) Y a deg (M) > O ce qui finit la démonstration du
théoréme 2.

COROLLAIRE. Soit f: X —>» C une fibration semi-stable et non isotri-

viale, et soit E une section de f alors (E.E) { 0.

REMARQUES. 1) M. Raynaud [15] a construit des contrexemples au
"vanishing" de Kodaira en caractéristique positive en fabriquant des
surfaces lisses X muni d'un morphisme projectif f£:X —> C dans
une courbe lisse et projective, tel que f ait une section E avec
(E.E) > O . Les fibres de f sont toutes non lisses. On verra
d'autres contrexemples dans 1'exposé 4 de ce séminaire [3] (cf. aussi

li6]).
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2) L'utilisation de la formule d'adjonction a& la fin de la démonstra-

tion du théoréme 2 est due a Arakelov [1].
La généralisation suivante du théoréme 2 nous a été indiquée par
M. Raynaud.

THéORﬁME 2'. Soient k un corps, X une surface projective et lisse
sur k , C une courbe projective et lisse sur k et soit f:X —>C
un _morphisme proijectif, relativement minimal, non isotrivial, de

fibre générigue une_ courbe lisse de genre au moins égal & deux. Alors
le faisceau dualisant relatif wX/C est numérigquement positif. De

plus les seules courbes réduites et irréductibles dont 1'intersection

avec “&/C est nulle sont les Pl de self-intersection (-2) conte-
nus dans les fibres.

Soit C' —X»C un morphisme fini d'une courbe lisse C' dans

C , tel que x>%:c' ait un modéle semi-stable : X' (cf. [2]). Bien
entendu on dit que X £,¢c n'est pas isotrivial si X'-é—a-c' n'est

~
pas isotrivial au sens du §0. Soit Y la normalisation de

~

Y = X>%:C' et soit Z une surface lisse qui domine Y et X' et
qui leur soit birationnel. On a ainsi un diagramme commutatif
b

> a
Y —»Y —>X

h
e | |
g\‘x. m

.LC' —_— C

Soit d 1le degré de @ nous allons montrer 1l'existence 4'un mor-
phisme "norme"

O,vy ,.On o Rnd
o : H (X 'wX'/C') —r H (X'wX/C)

pour tout entier n .

[n]

a) Le morphisme
Y/C'
soit & 1e conducteur de Y sur v , § = Hom(a,S..06y) est un
2z Y
idéal de 6 .

~

* Rn
—> Db uk/c .

Y
Comme “Q/C' est inversible on a
»* *
w, =4®a , = ¥®p
¥/ “y/c “%/c
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en composant avec les morphismes

£ i e o

Y
on obtient :
n * Q®n
, TP %%eo-
Y/C
. . . R
Comme b* “§;C est inversible, notant ain] le bidual de an
Y/C' Y /c'
on obtient
(‘;‘En] —-?b* a);e;;c .
Y/C
. ®n [n] . ' : i
b) Le morphisme h, « , > W : c'est le morphisme classique
» “z/c ¥/

puisque Z est une désingularisation de Y .
. * Bn Rn . . .
c) Le morphisme g ak,/c. G—ﬂ-ak/c, . Ce morphisme s'obtient

*
. - w ) N )
quand on a remarqué que QE/C' g % /o (Zri El) ou les E1 sont

les composantes exceptionnelles des éclatements qui font passer de
X' a z.
d) Par composition on obtient un morphisme
~ ¥
Ho(x',aiv/c.) —> H°(¥.,Dp uﬁ;c) . Composant ce morphisme avec le mor-

phisme norme B ®,p" ui;c) ——9-H°(X,a§?g) on obtient le morphisme o

désiré.

— Pour finir de montrer le théoréme 2' remarquons d'abord que, par
construction de « , si s est une section de a&?/c. qui ne s'annule
pas en un point P' de la fibre générique xk. de X' sur C' ,
alors o(s) ne s'annule pas (norme) au point P de la fibre générique
Xy de X sur C, image de P'. En particulier par le théoréme 2 et
par le théoréme de Riemann-Roch, pour n »? O aﬁ?g posséde des sec-
tions non nulles. Il nous suffira donc pour conclure de montrer que
pour tout diviseur D de X , horizontal par rapport & f réduit et

irréductible on a :

(wx/c.@x(n)) > o.

(Le cas des composantes "verticales" se traite comme au lemme 4).
Pour montrer cette derniére inégalité soit R 1le point générique de
D , soient P' son "image réciproque" dans Xk. et D' sa fermeture
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schématique dans X'. Par le théoréme 2 il existe, pour n»? 0O , une
section s de ui?/c' tel que le diviseur Ds associé rencontre D'
et n'ait pas de composante commune avec D', par construction, 1'image
réciproque de Dsﬂ D' dans 2Z & une image non vide dans X et
a(s) ne contient pas D , donc

(w?;?g.sx(o)) Y o cqfd.

3. Borne pour la self-intersection du faisceau dualisant relatif.

Nous avons montré au §2 que (124-5) = (ak/c.wx/c) > o guand
f: X —» C est une fibration semi-stable et non isotriviale. En carac-
téristique zéro Arakelov [1] montre que dans ces conditions

a < (g—go)(q—1+g) ou g, est la dimension de la partie fixe de

Picg/c . Il est clair qu'en caractéristique p? O on ne peut espérer
une borne pour d avec ces seules hypothéses en effet d(X(n)) = pnd,
de méme pour 12d-8 puisque 6(X(n)) = p'% . Par contre en caractéris-

tique zéro, £ non isotriviale est équivalent & l'application tangente
au morphisme C-S ——a-Mg (module des courbes de genre g) n'est pas
nulle. Ou encore que la classe de Kodaira-Spencer de £ n'est pas
nulle. Il se trouve qu'en caractéristique positive K-S(f) # O est
équivalent a C-S —> M est séparable. Le résultat que nous allons

montrer est le suivant : (Théoréme 3)

K-S(f) ¥ 0 ==> (12a-%) ( 8g(g-1)(g-1+s/2) .

PROPOSITION 2. Soit f: X —>» C une fibration semi-stable et non iso-

triviale et soit E une section de f alors :

("’x/c""x/c) $ -(E.E)4.g9.(g-1) .

On applique le théoréme de 1'index de Hodge au sous-espace du
groupe de Néron-Sévéri engendré par “&/C , E, F ol F est une

fibre. Comme (ak/c.@x/c) > 0O (théoréme 2) on a :

12a-6 -E®> 2g-2
det -2 E? 1 7 0
2g-2 1 (o}

ce qui donne la proposition 2.
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THEOREME 3. Soit k un corps de cargctéristique p et soit
f:X —» C une k-fibration semi-stable. Supposons que f soit

d'exposant d'inséparabilité modulaire égal & e , alors :

(4 oy o) € 8p° glg-1) (q-14s/2) .

Au vu du lemme 3 et de la remarque suivant le lemme O, on peut
supposer que 1l'exposant d'inséparabilité modulaire de £ est nul.
Sous cette hypothése 1'homomorphisme de Kodaira-Spencer de la restric-
tion de £ a X-f-l(S) —>» C~S est non nul. Nous allons maintenant
calculer un prolongement canonique de cet homomorphisme (pour les
fibrations semi-stables).

*
Dualisons la suite exacte O —> f ﬁé — (51( — 951(/(: —> 0
. 1 1 * 1 1,41
on obtient : O —7Tx/c —r Ty —> £ To —> Ext (Ox/c,sx) —> 0 .
On rappelle qu'on a nommé N le conoyau de 0 —> ﬂgé/c ——70-5(/c .
Comme N est somme directe de modules de rang un sur k on a :
1 e -1
a) Tysc = “%k/c
b) Ext' (4 .0, ~ N .
/C’ "X
. Vs 1 * 1 . .
Soit alors I 1'image de Tx dans f Tc , par image directe on
obtient un homomorphisme
1 R-1
£, — R, W
qui est le prolongement voulu de la classe de Kodaira-Spencer sur
C-S . Cet homomorphisme est supposé non nul ici. Montrons
£,1I = Té(—S). On a la suite exacte

0O — f,I — 7!

c —> £.N .

Localement, si t est un paramétre local d'un point P de C dont

la fibre est singuliére aux points P,...Pg
P
t3/3t est dans le noyau de f*Té — k(Pi)
donc t3/9t est dans le noyau de Té —> f*(Pi)

donc dans le noyau de :
1
Te —> £,8k(P;) &~ £,N

ceci prouve f£f,I = Té(—S) (8 réduit).
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On a donc un homomorphisme non nul

1 1 ®-1
To(=8) —> R £, Oy /e

donc un élément non nul de

o} 1 1 ®-1
H (C,R f*((wx/c®Tc(‘S)) ))

dgone  H(X, (4 @ TE(-s)%Y) £ o .

(o]
Par le théoréme de 1'exposé 2 de ce séminaire [11) (cf. aussi

[16]) “&/C

Une au moins des deux conditions suivantes est donc satisfaite :

®'Té(—S) n'est pas numériquement positif.

. 1 2
a) (wy o ®To(-8))° {0
b) il existe un diviseur effectif D sur X tel que

, 1
(wx/c8>TC(—S).®X(D)) Co.

De a) on déduit 12d-8 { 8(g-1)(g-1+s/2) qui est meilleur que ce
qu'on veut au théoréme 3. Dans le cas b) on se convaint facilement
qu'on peut supposer D intégre et horizontal. Soit C' 1la normalisée
de D et soit X' Ei+ C' 1la résolution relativement minimale du
produit X>%:C' . X' est munie d'une section E telle que

-(E.E) = (@, /01Oy, (E)) { (2g-2+s) .deg(C'/C)
ce qui par la proposition 2 donne :
(D1 sor =%y sor) € 8glg-1) (g-1+s/2) .deg(C'/C) .

On obtient alors le théoréme 3 en appliquant le lemme 3 c) et d4d).

4. Cas ou la base est de genre zéro ou un.

Nous étudions ici les valeurs de s pour une fibration semi-
stable £:X —> C . Le cas od C~P! en caractéristique zéro sera
étudié en détail par A. Beauville dans 1l'exposé 6 de ce séminaire
[18]. Nous verrons d'autre part dans 1l'exposé 4 (M. Flexor) de ce
séminaire [3], des exemples de fibrations lisses (s=0) et non iso-
triviales dus a Kodaira. Le genre q de C dans ces exemples est

assez grand.
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THEOREME 4. Soit f : X —> C une fibration semi-stable alors :

a) si le genre de C est un et si f est lisse, £ est isotri-
viale

b) si le genre de C est zéro et si le nombre de fibres sinqu-
liéres est au plus deux, f est isotriviale

c) si le genre de C est zéro, si X est de type général, et si
la classe de Kodaira-Spencer de f est non nulle le nombre de fibres
sinquliéres est au moins guatre.

Les parties a) et b) en caractéristique zéro sont déja dans
Parshin [14]. L'énoncé c) sans hypothése sur X , en caractéristique
zéro est montré par A. Beauville dans l'exposé 6 de ce séminaire [18].

La démonstration ici fournie est indépendante des leurs.

DEMONSTRATION DE a) ET b). D'aprés les théorémes 2 et 3 de cet exposé

si f n'est pas isotriviale on a :
0 £ g-1+s/2
ce qui montre bien a) et D).

Pour montrer c) considérons Y 1le modéle minimal de X . On a un
morphisme birationnel 7 :X —> Y . On sait que les composantes du

diviseur exceptionnel de 7 sont des diviseurs Ei =~ Pl i=1...t
et que, T étant une succession finie d'éclatements de points
*
= ®06 . b . .
Wy T wy X(Zri El) ol les rlEN

LEMME 6. Soit f : X ——+~P1 une fibration semi-stable et non isotri-

»*
viale, supposons X de type général alors w f B _(-1) est
x/pl pt

numériquement positif.

En vertu du lemme 4 il suffit de regarder 1l'intersection avec des
diviseurs effectifs horizontaux. Nous allons montrer pour D un divi-

seur horizontal :

A) si DFE; Vi (@ ® " L(-1).8,(D)) > O

1

X/P =]
. _ , *
B) si D=E; (wx/pl®f spl(-l).sx(zi)) Y o .

Pour ces deux énoncés remarquons d'abord que

w . ® £ (-1 = @ ® £7s L0 .
X/P P P
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*
é i =7 S0 . .
Pour prouver A) écrivons W, u& X(Zrl El)

»*

donc (W, ® £0 ,(1).3,(D)) Y (ﬂ*D.a&) + 1 ce qui prouve A) puisque y
P

est de type générale et minimale.

Pour prouver B) appliquons la formule d'adjonction
»*
.6 . ..E,) = - . .E, - ..
(WO, (E;)) + (E;.E;) 2, or (E;.E;) { -1 et (E;.f Gpl(l)) ¥ 1
par hypothése, ce qui donne B).
I1 nous faut maintenant vérifier que la self-intersection est
strictement positive. C'est une conséquence de A) car

»* *
we =T w ®6_(Xr, E,) donc une puissance positive de w,®f 6 _(1)
Y X i1 X |P1
est effective et ne peut &tre contenue dans la réunion des fibres

exceptionnelles de T et £ .

Nous pouvons maintenant terminer la démonstration du c) du
théoréme 4. K.S(f) # O implique (cf. la démonstration du théoréme 3)

w 1® £70 1(2-s) n'est pas un faisceau inversible numériquement
X/®
positif. Donc 2-s { -1 c.qg.f.d.

5. Fibres ordinaires.
L'énoncé suivant nous a été suggéré par M. Raynaud.

) "
THEOREME 5. Soit k un corps de caractéristique positive et algébri-

quement clos. Soit £ :X —> C un morphisme semi-stable d'une surface
X , projective et lisse sur k , sur une courbe C projective et
lisse sur k . Alors, si toutes les fibres de f sont de genre g¥2

et ordinaires, le morphisme f est isotrivial.

Rappelons qu'une courbe projective et lisse sur un corps k de
caractéristique p >0 et algébriquement clos, est dite ordinaire s'il

y a exactement pg

faisceaux inversibles dont la puissance p-iéme
est triviale. Il revient au méme de dire que le noyau de la multipli-
cation par p dans la jacobienne est isomorphe a (z/pz><up)g , ou
encore que le noyau du morphisme de Frobenius géométrique de 1la
jacobienne est isomorphe a wd . C'est cette derniére définition qui
est la plus pratique dans le cas relatif. Soit JX/C la jacobienne
relative de X sur C . Soit F 1le morphisme de Frobenius absolu de

C et soit X(p) = XXF<2. Supposons que le noyau N du C-morphisme :
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)
JX(P)/C - Jx/c

soit, localement sur C , isomorphe a ug . Soit C' = Isom(N,ngC).
C' est munie d'un morphisme fini et étale f:C' —» C . Soit

Vo= ) Co= @' ~uIxc
X xch alors N ker(Jx./c. ._7Jx'(p)/c') mp C

L'espace tangent relatif a JX'/C' est isomorphe & 1'espace tangent a

2 N 1., . ' . 1
N' et est égal & R£.8,,. Comme N' pgxc le degré de R7£,0.,

est nul, ce qui conclut en vertu du théoréme 1 et du lemme 3.

6. Rigidité.

Nous montrons ici le théoréme de rigidité suivant, 4t & Arakelov
[1] en caractéristique zéro. Le lecteur pourra noter que ce théoréme
est valable non seulement en caractéristique positive mais en inégale

caractéristique.

THEOREME 6. Soit V un anneagu de valuagtion discréte complet et soit
M :C —>»Spec V une courbe lisse et proijective sur Spec V . Notons
7, :C, —> Spec k_ la fibre spéciagle de T . Soit £+ X, —> C_ une
fibration semi-stable et non isotriviale et soit So G-—"Co le lieu
de ramification de fo . Soit S &> C un sous-schéma fermé, fini et
étale sur V dont la fibre spéciale est S, - Alors il existe au plus
une famille lisse X de surfaces sur Spec V munie d'un V-morphisme

f:X —>»C telle que :

a) la fibre spéciale de f soit égale a £y

b) £ est lisse en dehors de S .

a

Nous allons montrer que la déformation infinitésimale associée a
une telle situation est unique. L'ensemble des déformations infinité-
simales de f est un espace principal homogéne sous

1 1 . . .
EXth(OXO/COISXo) . I1 se décompose de la fagon suivante par la suite
spectrale des Ext globaux vers les Ext locaux :

1 1 . 1 1 o 1 1
O—» H™ (X _, Hom( 8, ) —Ext ( 8, )— H (X _,Ext ( 6. )).
- % e Ox, orBxtT (% o Oy
A s . 1 ~  ®-1
Grice a la suite exacte (**) du §1 Hom(on/co,Gxo) wxo/co .

63



L. SZPIRO

X
o

tion de l'exposé 2 de ce séminaire [11] (cf. aussi [16]).

On a donc Hl(xo,Hom(ﬂ§ /c ,8, )) = 0 en vertu du théoréme d4d'annula-
o’ “o

Il nous reste & vérifier que "la contribution locale" dans

HO(XO,Extl(Q; Jc ’GX ) est nulle gquand on fixe S .
o’ o o

Montrons d'abord que la fibre générique X, —>C, a des points

singuliers dans ses fibres au-dessus de sﬂ . C'est un énoncé local.

LEMME 7. Soient V un anneau de valuation discréte, R un V-anneau

local régqulier lisse sur V et de dimension 2. Soit A un R anneau

local lisse sur V de dimension 3 . Notons avec un indice o

(resp. n) les fibres spéciales (resp. génériques) sur V . Suppo-
sons Ql localement libre sur A sauf au point fermé de A _ .
E— AO/RO o o

Alors le morphisme n;n/R n'est pas localement libre sur An .
mn
Il suffit de montrer que l'ensemble des points de Spec A ou
Q;/R n'est pas localement libre ne peut &tre réduit au point fermé.

On a une suite exacte :

1 1 1
O —> ARG )y —> Ly —> & g —> 0 .

I1 nous faut donc montrer que 1l'ensemble des points ou
Aé%z“é/v —_— Qi/v n'est pas localement scindé ne peut &tre de codi-

mension 3. C'est évident puisque A®R Q}]i/v est libre de rang un et

1 . ' . N 1
QA/V est libre de rang deux et donc l'ensemble des points ou nh/R
n'est pas localement libre est de codimension au plus deux.

Pour finir de montrer le théoréme 6 il nous suffit de montrer

A

1'énoncé suivant di & Arakelov [11.

LEMME 8. Soit V un _anneau de valuation discréte complet de corps
résiduel k et de corps de fractions K . Soient T , X , Y des

variables formelles sur V et soit A wun V-anneau local complet
tel gque :

a =~ v[[r,x,¥)l/xy-o(T)
od o(T) €v[IT]] et satisfait & :

e(T) =T (mod u uniformisante de V).

Alors il existe des variables X' et Y' telles que
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a=>~vilrx . ,v'1l/x'v'-1' .

Ecrivons ®(T) = T + u(T) p(r) €v[{T]) . on a

K®VA/T.K®VA ~ k(x,¥])/xy-up(0) . Par le lemme 7 on sait que

K®V A/T.K&vA n'est pas lisse sur K . Donc (critére jacobien) les
équations X=0 , Y=0 , XY-uP(0) = O ont une solution, i.e. P(0)=0.
On peut donc écrire @(T) = Tv ol v est une unité dans vi[T]]

posant X'=X et Y'=Y , on a montré le lemme 8.

7. Le probléme de Chafarévich.

Dans son allocution au congrés international des mathématiciens,
en 1962 a Stokholm, I. Chafarévich a posé le probléme de la finitude
de 1l'ensemble des courbes algébriques sur un corps de nombres donné,
avec genre g ¥2 fixé et mauvaise réduction fixée [19]). Le probléme
analogue pour un corps de fonctions d'une variable en caractéristique
zéro a été résolu par Parshin [14] et Arakelov [1]. Nous donnons ici
une solution de ce probléme en toute caractéristique.

THéORﬁME 7. Soit C une courbe lisse et projective sur un corps k .

Soient S un ensemble fini de points géométrigques de C et e un

entier, soit g un entier supérieur ou égal 3 deux. Alors 1l'ensemble

des surfaces X sur k munies d'un morphisme X —£+ C gui soit une

fibration semi-stable, dont les fibres sont de genre g , dont le lieu

de ramification est égal &4 S et dont l'indice de ramification modu-
laire vaut e , est un ensemble fini. De plus si k est un corps de
caractéristique zéro on a le méme énoncé sans 1'hypothése de semi-
stabilité.

Nous montrerons la premiére partie de ce théoréme en montrant
d'abord que 1'ensemble des modéles stables des surfaces X considérées

forme une famille bornée.

LEMME 9. Soit f: X —» C une fibration semi-stable, non isotriviale

4 fibres de genre g et dont la base C est de genre q , et soit

fs: Xs —> C le modéle stable de f . Alors il existe un nombre

N(g,q) ne dépendant que de g et gq tel gque “gn/c soit trés ample
sur X, dés gque n ¥ N(g,q). s
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On sait, X, et les anneaux locaux complétés des points étant
normaux, qu'il faut et il suffit @&tre capable de séparer les points

et les points infiniment voisins par des sections de wxn/c . Posons

®n . . , ,
L = wxs/c et soient 1='1 et P2 deux points fermés, éventuellement

confondus, de Xs . Soit Fi la fibre Ade fs contenant Pi .

On a les suites exactes :

O—-—7mi®L——rL—>9 — 0

Py
O — m,m.®L —vmi®L —_)GP. — 0
J
ou m, est 1'idéal des fonctions s'annulant en Pi ; il nous suffit
donc (c'est classique !) de montrer :
(1) BY(X_,m ®L) =0 et Hl(Xs,mimj®L) =0 .

Par les suites exactes

0 ——)L(—Fi) -—>mi®L ——>mi®L/L(—Fi) —_ 0
o} -—'rL(—Fi-Fj) —-7mimj®L —rmimj®L/L(—Fi-Fj) —> 0

on voit qu'il suffit de vérifier les énoncés

-1

a) Hl(Xs,wx /C®f A ) =0 pour n JN(g,q)

et tout faisceau inversible A de degré au plus deux sur C

b) 1'énoncé correspondant é. (I) pour les fibres de Xs -

- Ce dernier point est facile et se trouve dans [21] : n¥%3 suffit.
- Nous montrerons a) en montrant

Hl(x,w@c® £*a®-1

Ce dernier fait implique bien a) car

) =0 pour nYN(g,q) et degré a 2 .

X est normale

S
*(w?;"/c ® £a°° 1) =0  ny2
Rf(x/c®f ®“)=o ny2
f*(wx;c® 2% = £, «&n /C®f ®-1,
donc HY(X, ?;‘/‘C® 221 = ut (x ,w /C®f “a8-1y .
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Par le théoréme d'annulation de 1' exposé 2 et par dualité il
nous suffit de vérifier que X/Clg)f -1

pour n ¥ N(g,q) et degré A { 2 .

a-1 Self-intersection

( x/c®f a2~12 _ 12(12a-8) - 4n(2g-2)

est positif si n ? 8(g-1)
124-%6
rappelons que 12d-56 > O (Théoréme 2).

. R~
a-2 Diviseurs verticaux n »1 implique ( x;c59f A I.GX(V)) Yo

et n'est nul que si V est somme de Pl de self-intersection =2

(lemme 4).

a-3 Si A est un faisceau inversible sur C de degré deux et, si

4(g=-1) (2 ®-1
n > o3 , alors HO(X, gx/cgif AT 7)) #O .
En effet degré((f, X/C)®A Lyy (3)(12a-5) + @ - 3(2n-1)(g-1)
et on applique Riemann-Roch sur C.
®n
. * ®-1 _ N
Ecrivons donc X/C® f A = Gx(Zri Di)®'sx(v) ou Di est

effectif horizontal, V est effectif vertical, riéfN et

_ . ca(2(g-1) (2+q)
n, = partie entiére( T5a- ) + 1.

a-4 Diviseur horizontal. Soit D un diviseur effectif, intégre,
horizontal.

@) Si D est différent de D, et si m>o0
Bm+n

“%/c

par le théoréme 2.

°@ £ A ‘1.ex(n)) > 0

B) Si D est un des D,

®
(¢ Pog £*a®-1 g (D,)) ¥ r,(D.D,) - 2a°(D./C)
%X/C TX U itFivi i

est numériquement positif,

- si (D;.D;) Y 0O comme do(Di/C) kS n_(2g-2) dés que m > 2n_(29-2)

®m+
on a s (@ . °®f a2 1o, () Yo
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- si (D;.D;) { 0 par la formule d'adjonction on a
o
(Wy /o+Ox(Dy)) ¥ -(D;.D;) - (29-2)da”(D;/C)

“og £*a® 1.6 >
donc (uk/c fAa -6,(D;)) -2q n_ (2g-2)

donc si m Y 2gq ng (2g-2) on a gagné, encore grice au théoréme 2.

En résumant, posant par exemple

N(g,q) = 8(g+2)2(2g-2)2

pour tout entier n ¥ N(g,q)

®n

* Q-
“/c®E A

pour tout faisceau inversible de degré au plus deux sur C . Ceci

1 st numériquement positif

finit la démonstration du lemme 9.

Pour vérifier que 1l'ensemble des surfaces X (C,S,g étant
donnés) forment une famille bornée, il nous suffit, grlce & 1l'exis-
tence des variétés de Chow, de montrer que les Xs se plongent dans

®

Pi avec degré borné. Nous voulons, bien sfir, plonger par wy ?C
s

N fixé ¥ N(g,q) et projeter. Le degré Ng(12d—6) sera borné en
vertu du lemme 9 et du théoréme 3. Nous aurons gain de cause grfce au

lemme évident suivant :

LEMME 10. Soit X une surface projective plongée dans PE . Supposons
gue X soit normale, que les complétés des anneaux locaux de ses
points fermés soient normaux, et que les idéaux de fonctions s'annu-
lant en un point aient localement au plus trois générateurs, alors il
existe une projection de Pﬂ sur Pi gui soit un isomorphisme sur X.

La démonstration est laissée au lecteur (s'il arrive a lire

jusqu'ici...).

Montrons maintenant la premiére partie du théoréme 7. L'ensemble
des surfaces X munies d'un morphisme semi-stable £ :X —>C véri-
fiant les hypothéses du théoréme 7, forme donc une famille bornée. Il
existe alors une variété algébrique (i.e. de type fini sur k) M et
un schéma plat sur M , = —Eo-M muni 4'un M-morphisme
f: 4 —» CXM "paramétrisant" les morphismes semi-stables X —> C

2

considéré. Par le théoréme de rigidité (théoréme 6) f:# —>» CXM a
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des fibres sur Mi C-isomorphes, pour chaque Mi composante connexe
de M . Le nombre de ces composantes connexes étant fini (c'était tout
l'effort du §3 et de celui-ci) la premiére partie du théoréme 7 est

montrée.

Pour la fin du théoréme 7, en caractéristique zéro, par le théoréme
d'unicité de Riemann et par réduction semi-stable [2] , on se raméne

4 la premiére partie du théoréme. On sait que le théoréme d'unicité de
Riemann n'est pas vrai en caractéristique p?) O , méme sur un corps

fini. Sur un corps de caractéristique positive mais infini, on a le

A

contrexemple suivant, cher a M. Raynaud :
EXEMPLE. Soit k un corps de caractéristique positive p et soit n
un entier tel que n(p-1)-2 > O . Considérons pour tout

a = (a3,...,a ai€l< la courbe Ca qui est la fermeture projec-

pn—2)
tive et lisse du revétement d'Artin-Schreier de la droite affine

donné par :

n-2 .
(w*x) yP-y = xPn=1 o PO ypn-i

i=3 1

pti

Alors Ca est de genre g tel que 2g-2 = p(pn-n-2) >0, et 1'en-
= n-4 ~
semble des a' EAE tel que Cé. x

particulier si k est infini et si pn %6 on a une infinité (de

Ca est un ensemble fini. En

dimension pn-5) de fibrations lisses non isotriviales sur Ai .

Ca est un revétement de degré p de el , ramifié en un seul
point situé au-dessus de l'infini. Son genre est donné par

2g-2 = p (pn-n-2) > O .

Ces deux derniers faits se vérifient aisément grice au changement de
variable

z = g/x" t = 1/%

et, en remarquant que, la courbe

n-3 .
zP - z¢"P 1. 1-+§ : aitl est lisse.
-

Elle est ramifiée au seul point z=0 , t=0 au-dessus de t=0 dans
k[t].
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Nous allons montrer que pour un point de coordonnées a = (ai)
dans Apn-4 la fibre de a pour le morphisme M : Apn—4 ——e-Mg est
de cardinal au plus (pn-1). # (Aut Ca) (Aut Ca est fini puisque
g ”2). Soit O un générateur du grou;e de GaloIs Z/pZ de Ca sur

Pl . On a :

g(y) = y+o aEE‘; .

En effet (0’(y)-y)p = O(y)-y dgriace & O(X) = X et 1l'équation (***),

Donc O(y)-y = GGEFP . Comme O est d'ordre exactement p , o est
non nul. Nous noterons Ua 1'élément de Gal(Ca/Pl) tel que :
o = y+1 . - -
é(y) y+1

LEMME 11. Soit ® un _isomorphisme de Ca sur Ca' tel que
woaa = Ua.ow , alors il existe un élément <« de k tel que :

oPn-1 1

= oPD-1 '
-~ o
a; aj

Nous montrerons d'abord, qu'il existe un polyndme Q(X) €k[x] ,

de degré au plus n-1 , et deux éléments o et B de k tels que :
e(y') = y+Q(X) P(X') = oX+B .

On vérifie facilement que w(k[x‘]) = k[x] d'ol la deuxiéme
égalité.

On a y-o(y') Gg(y)-<v(0a.(y'))

I

donc y-9(y') Ua(y)-ca(w(y'))
i.e. y-o(y') € x[x] .
Ecrivons 1'égalité qu'il en résulte
n—3 : n-3 .
xPr-l E a, XPTT 4 o(x)P - a(x) = i L aj (ax+8)PP7E 4 (ax+p)PR-1
i=2 * i=2
pti pli
Ceci implique tout de suite
degré(Q(x)) § n-1
PPl _ xPP-1y

et (coefficient de
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D'autre part (ax+B)pn-1 posséde un mondme apn—zxpn_z(pn-l)ﬁ
qui doit é&tre nul, car nous avons bien pris soin de ne pas avoir de
terme en XPP 2 dans (***). Donc B=0 . Donc Q(X)P = 0 donc

Q(X) = 0 et le lemme 11 est démontré.

pn-4

Pour finir de montrer la finitude de 1w : Ak ——a—Mg il suffit

maintenant de choisir, pour tout é‘ﬁfﬂ_lﬂ(g), un isomorphisme

_, : C —> C et d'écrire :
a a. a
mhw) = 1l (a'lo .00 0071 = p) .
pGAut(Ca) = =

En effet chacun des morceaux de cette décomposition est de cardinal
au plus (pn-1) (lemme 11) ceci finit 1l'explication de 1'exemple.

8. Le probléme de Mordell pour les corps de fonctions.

Nous montrons ici qu'il n'existe qu'un nombre fini de points
rationnels sur une courbe de genre au moins deux, sur un corps de
fonctions, qui n'est pas "isotriviale". En caractéristique zéro ce
résultat est dQl & Grauert et Manin ([22], [9]), en caractéristique
positive & P. Samuel [17]. Nous donnons ici la version de Parshin
([14])) pasée sur une généralisation d'une construction due a Kodaira
(Proposition 2) et qui montre, essentiellement, que le théoréme 7 du
§7 implique le corollaire 1 de la proposition 2 de ce paragraphe 8.
Nous avons fait 1l'effort de vérifier (et de rédiger) 1l'argument de
[14] en toute caractéristique. L'intéré&t de la méthode est qu'on
obtient ainsi une borne pour la "hauteur" des points rationnels
(corollaire 2).

PROPOSITION 2. Soit £ : X —> C une fibration semi-stable et soit E
une section de f . Alors il existe une surface lisse X', une courbe
lisse C' et un diggramme commutgtif :

x' <2 5x

f'l lf

C' ———rC

tels gue :
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a) m est un morphisme fini, modéré, étgle en dehors de S , de
degré au plus (s+1)339%1(39.3),

b) f£' est une fibration semi-stable dont les fibres sont lisses
en _dehors de ﬂ_l(S),

c) le morphisme déduit de o , o X'®y k(cC') ——4'X®G k(C')
c' c'

est, fini, modéré, ramifié exactement au-dessus du point sur k(C')

de X®g k(C') correspondant 3 E , et de degré au plus
Cl

(s+1)(39-1).3%9%3

De plus 1'exposant d'inséparabilité modulaire de f' est au plus
égal 3 celui de £ .

Avant de montrer cette proposition, nous allons en déduire la
conséquence suivante :

COROLLAIRE 1. Soit k un corps et soit I' une courbe lisse, proijec-
tive, géométrigquement connexe, de genre gY»2 , sur un corps de fonc-
tions K sur k . Supposons que I ne soit pas isotrivigle sur K ,
alors ' posséde au plus un nombre fini de points rationnels sur K .

Par récurrence on peut supposer deg tr(K/k) =1 , k de corps de
fonctions K . Quitte a remplacer K par un corps fini sur K , on a
un modéle X £5c de T sur c qui est semi-~stable. Soit C 1la
courbe lisse sur 1l'ensemble des courbes C' décrit dans la proposi-
tion 2 est fini en vertu du théoréme d'unicité de Riemann. Par le
théoréme 7 1'ensemble des surfaces X' est fini. Pour chacune de ces
surfaces X' 1'ensemble des morphismes o, ¢ X'®K(C') —» XOK(C')
est fini puisque le genre de X®K(C') est au moins deux et que o
est séparable. Comme la section E peut &tre reconstruite a partir

du lieu discriminant de o le corollaire est démontré.

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 2 (construction de Kodaira-Parshin).
Nous expliciterons cette construction en caractéristique non égale a
deux. Le lecteur intéressé pourra vérifier qu'en remplagant la multi-
plication par 2 dans le premier pas, par la multiplication par 3, on a
le résultat voulu mutatis-mutandis.

ler pas. On considére le diagramme commutatif suivant, dont le carré
extérieur est cartésien :
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Plcx/c ————-P1cx/c

La fléche X —» PicS est déduite de la section E . Le morphisme

X/C
Y — X est étale galoisien d'ordre 29 sur c-s . on appellera Y

une composante géométriquement connexe de Y . Le morphisme Y —> X
est génériquement étale et galoisien d'ordre divisant 29 .

2e pas. Réduction semi-stable de Y —» C .

Pour tout s€S soit ¢(s) le ppcm des indices de ramification
de Y —> X aux points génériques des composantes de la fibre X -
Soit Co —> C un morphisme fini et séparable dont 1'indice de rami-
fication au-dessus de chaque point s de S est multiple de ¢£(s).
I1 résulte du lemme 4'Abhyancar que Yo = Y)%:CO est étale sur
XO = X>Q:Co en chaque point générique des composantes des fibres de
X, ——e-co . Par le théoréme de pureté Yo —> X, est étale au-dessus
des points de Xo qui sont lisses. On peut par exemple prendre pour

¢, —C le morphisme décrit ci-dessous :

Choisissons 29s points distincts de C si p*s , et (2gs+1)
points distincts de C si pls . Soit R cet ensemble qu'on suppose-
ra contenir S . On prend alors pour Co —> C le revétement cyclique
galoisien de C d'ordre # R ramifié avec indice égal a # R exac-

tement aux points de R .

On a donc un diagramme commutatif dont les deux carrés sont

. T

Lol

€ X

cartésiens :

Xo

4

tel que le morphisme C, —»C soit modéré de degré au plus (29s+1).
Le lemme suivant montrera que Yo ——9-C° est semi-stable. Ce fait
nous a été signalé par M. Raynaud et L. Moret-Bailly.
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LEMME 12. Soit k un corps algébrigquement clos de caractéristique p .
Soit n un entier premier & p et soit A 1l'anneau local
k[[X,Y,T]]/XY—Tn . Alors, le groupe fondamental de U , complémentaire
du point fermé de Spec A , est Z/nZ , le revétement étale correspon-
dant _au générateur de Z/nZ est le complémentaire du point fermé de
k[[{u,v]] muni du morphisme

— k[[u,v]]

——>un

n
—_— v

H <K X »

-— uv

et l'action de Z/nZ sur k[[u,vl] est donnée par u —> Cu et

-1 N . oy N s
v —»C v ou ( est une racine primitive n—iéme de 1'unité.

En particulier tout revétement étale et galoisien de U est le com-
plémentaire du point fermé dans un anneau k[[X,Y,T]]/XY—Te oa &ln .

La démonstration, facile, de ce lemme est laissée au lecteur.
Notons qu'd priori Yo est seulement normale, mais ses fibres sur

Co sont semi-stables.

3e pas. Ou 1l'image réciproque de la section E contiendra deux sec-
tions disjointes.

Soit E 1'image réciproque dans Yo de la section de
X, —> Cg correspondant & E . La fléche E, — C_ est étale de
degré au plus 29 . on peut donc trouver un morphisme étale C1 e CO

de degré au plus 29(29-1) tel qu'il existe dans Y, = Yoxc c,
o

deux sections disjointes E, et E, du morphisme Y, —>C, .

L'image de chaque Ei par le morphisme composé Y1 —> X est

égale & E .

4e pas. OU 1l'on divise 6, (E.+E,) en deux.
Y1 1 72 _—

Nous allons construire un morphisme fini C, - C tel que :

1

T . . P
si Y, =Y, X, C et Y, —Y est le morphisme qui s'en déduit,

1°C 2 2 1

1
on ait un faisceau inversible L sur Y, tel que :
®2 *
= [
L m Yl(El+E2) -

74



PINCEAUX DE COURBES DE GENRE AU MOINS DEUX III

»*
Pour ceci il suffit de "diviser en deux" GY (El—Ez). Sur la fibre
1

générique de Y, —»C; ce faisceau est de degré zéro. Considérons

le carré cartésien définissant C,

. O 2 . O
Pic (Yl/Cl) —=— Pic (Yl/cl)

T T

L}
< < . O 2 .
ou la fléche C; — Pic (Yl/Cl) se déduit de ®Y1(E1—E2).
Sur Yé = Y1 X Cé il existe donc un faisceau inversible L'
1 * R=2
s [, [ 2 - 1 . =0
tel que, si 7' :Y, —> Y, on ait : 7 GYI(E1+E2)®L Yz.(V)

ol V est un diviseur, non nécessairement effectif, a support dans
fibres de Yé —_— Cé . On peut donc trouver un morphisme c, — C2'
fini de degré pair, modéré, ramifié le long des points de C, dont

la fibre est singuliére dans Yé , avec indice de ramification pair.
Il est facile de voir qu'on peut prendre un morphisme c, — Cz' de

degré au plus [s.deg(C./C) +1] . on a donc sur Y, = Y.X., C un
2 2 2 C2 2

* RS 2 .
diviseur W tel que 7 V = 2W ou l'on a noté 7 le morphisme cano-

Notant F et F

1 5 les images réciproques de E

nique Y, —> Y]

2 2 - 1

et E2 dans Y2 on a un faisceau inversible L sur Y2 tel que :
®2 _
L = GY (F1+F2) .
2
5e pas. Soit Y' 1le revétement galoisien de Y, de groupe Z/27Z
ramifié exactement le long de F1+F2 avec indice de ramification

égal & deux. Soit o :Y' —>Y, ona

= -1
a*GY, = GYZGBL
R-2

la multiplication dans Cv*GY. est donnée par L~ = —> 9Y corres-
2

pondant & F,+F, . Une fibre de Y' —> C,=C' est lisse dés que la

fibre correspondante de Y2 —— C2 l'est, les autres fibres sont

semi-stables.

6e pas. Soit X' —B—)»Y' la résolution relativement minimale sur C',

des singularités de Y'. La fibration f' :X' —> C' satisfera bien
aux conclusions de la proposition 2 quand on aura vérifié que 1'expo-

sant d'inséparabilité modulaire de f' est au plus égal a celui de f.
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Ce dernier point est une conséquence immédiate du lemme O.

En fait la démonstration de la proposition 2 donne un résultat
plus fort que le corollaire 1, 3 savoir une borne effective pour 1la
"hauteur" des points rationnels :

COROLLAIRE 2. Soient k un corps de caractéristique p , £f: X —> C
une fibration semi-stable non isotriviale et soit E une section de
f alors :

- (E.E) € p© & 339%2(5_1)2(s+142922, L
3 g 339

ol e est 1l'exposant d'inséparabilité modulaire de £

Gardant les notations de la proposition 2 et de sa démonstration
et appelant ¥ le morphisme de X' dans Y on a :

2
*
= D .
wX'/C' Y (“&Z/C. L)
Donc, si p#2 , (la caractéristique deux est laissée au lecteur)

(Wy jue ety o) = 20 ( V) +2(L. D +(L.L)] .
X' /ct %k /c “Qz/c “,/c “&2/c

On voit facilement que

3g+1

2(L.L) = - (“&Z/C..L) =2 (29-1)(s+1) (E.E) .

3g+l(zg-l)(s+1)(E.E) grice a la pro-

Donc, (W, sov-@yi jor) ¥ 3 2
position 1 appliquée au morphisme Y2 —> C'. Utilisant maintenant le

théoréme 3 on trouve :

3 23971 (29-1) (s+1) (E.E) < 8p° g'(g'-1)(q'-1+%)
ol g' est le genre des fibres de X' —>C' , gq' 1le genre de C'
et s' 1le nombre de points de C' dont la fibre est singuliére. Ces
trois derniers nombres se calculent aisément en fonction de g , q , s.

On obtient ainsi le corollaire 2.
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NOUVEAUX CONTREXEMPLES AUX éﬁONCEé D' ANNULATION

"A LA KODAIRA" EN CARACTERISTIQUE p) O

par Marguerite FLEXOR

exposé n°® 4

Soit k un corps algébriquement clos de caractéristique p > O .
Il s'agit de trouver des surfaces lisses X munies d'un faisceau
ample L tel que B (x,L™Y) # o .

Dans [2], M. Raynaud a déja fourni de tels exemples. Nous indi-
quons ici comment construire de nouveaux contre-exemples par une
méthode due & M. Raynaud et L. Szpiro [3]. La surface X sera munie
d'une fibration X —> C 1lisse et non isotriviale. Nous construisons
de plus un faisceau inversible L sur X tel que P =~ ﬂilc . Grace
au théoréme 1 (L. Szpiro) de l'exposé 3, on sait alors que L est
ample. De plus, la construction sera faite telle que Hl(X,L-l) # O .

1. Structure de Tango-Raynaud.

Soit X —£9-C une courbe lisse sur un schéma lisse connexe C .
Soient F 1'homomorphisme de Frobenius de C dans C , Fx celui de

X . On a un diagramme commutatif

F

X x
”\%)—B—»x
L Tk

C —

ol le carré de droite est cartésien.

Considérons le complexe de De Rham relatif :
0 — a0, S, a Qi —r 0
*'x »%Xlc

que 1l'on peut décomposer en 2 suites exactes de 0 (p)-modules
X
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) ) 1
1) 0O — x(p)—qa*x—er‘C—PO
1 1 c 1
2) 0 — Bylc — %o — P () °
x'P’c
ol c est l'opération de Cartier (cf. 7.
DEFINITION. Une structure de Tango-Raynaud sur X au-dessus de C
est la donnée d'un faisceau inversible L sur X(p) tel que :
1
a) L < By|c

b) 1'homomorphisme canonique

composé des homomorphismes :
* * 1 * 1 1
@ L @& Byjo —> @ 0, —> &,

est un isomorphisme.

REMARQUES. Soit L un faisceau inversible sur X(P) qui vérifie (a)
et (b) alors on a :

1) p divise (2g-2)

2) P =~ ot

: en effet, on a un diagramme commutatif
X(p)/C

x(P)

K2 TE e L (p)
! . }

C » > C

id

oo X

(p)

o F (p) est 1l'homomorphisme de Frobenius sur X . On a
X

(Boo)*L = LP et B*Q)lc/c =

x(p)/c
3) La condition b) est équivalente a :

sym,_;(E) —> o0y

est un isomorphisme, ot E est le fibré de rang 2 sur X(P), extension
de L par 6 (p) * obtenu par image réciproque de l'injection
X

1

L &> BX/C
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[¢] > L » O
O " () _’1’ [
—_— —s o060, — Bl  — .
© ex(p) Fxx Bx/c °
EXEMPLES.
i) Si p=2 , toute courbe posséde une et une seule structure de

Tango-Raynaud donnée par le faisceau inversible Bilc .

ii) si C=k est un corps et si X est une courbe elliptique
super-singuliére sur k , alors X posséde une et une seule structure

de Tango-Raynaud donnée par 8 (p) ° En effet, la suite exacte 1) mon-
X

tre que HO(B1 = Ker [Hl(e ) ——+-H1(9 )] et par suite
x(P) X

x|k’

Ho(Bll ) # 0O si X est supersinguliére. Il est clair que 8
X|k x(pP)

fournit une structure de Tango-Raynaud sur X . Par ailleurs, la
remarque 2 ci-dessus montre que toute structure L de Tango-Raynaud

sur X vérifie 1P =~ Ql(
x(P)

courbe elliptique supersinguliére.

et par suite L = 0 si X est une

x(p)

iii) Soient C=k un corps et X une courbe elliptique ordinaire.
Les structures de Tango-Raynaud, & isomorphisme prés, correspondent
bijectivement aux points de p-torsion de la jacobienne de X(p) dis-
tincts de 1'élément neutre. En effet, soit L un faisceau inversible

muni d'un isomorphisme 1P =~ 8 , L #86 . La suite exacte 1)
x(P) x(P)
tensorisée par L™! gevient :

-1 *, =1 1 -1
O —> L —r o (oL 7) ——a-BX/kQDL — 0 .

si B est 1'homomorphisme X(p) —> X déduit du Frobenius sur k ,
P *_* O g* * -1 o, * -1 .
ona:L" =BaL et k=HI(BaL ) =HI (L )®kp k . Par suite,

*_ - - -
#°(¢"L™!) = k . D'autre part, comme L # 8 () Pl = vt = o
X
et la suite exacte ci-dessus montre que
O, % -1 o,-1 -1
= ®
H(aL)—>H(Bx/kL).
O/l -1 N 1
® = : .
Donc H (BX/k L 7) k . Soit s:L h—e-Bx/k correspondant a une

1

section non nulle de HO(B;/kébL_ ). Pour des raisons de degré, il est
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* ’ . . .
clair que 1l'homomorphisme & L “—"Qi déduit de s est un isomorphis-
me et L fournit une structure de Tango-Raynaud sur X . Inversement,

si L est une structure de Tango-Raynaud sur X , on a

P_g* % ~g*gl~gql =~g
L Bla"L > By nx(p) (P

CONSEQUENCE. Tout revétement fini X' JL%-X d'une courbe elliptique
X génériquement séparable, modérément ramifié et dont 1'indice de
ramification en tout point de X' est congru a 1 modulo p est muni
d'une structure de Tango-Raynaud (on applique la proposition 2 ci-
dessous) .

De plus, si X est ordinaire et si le degré de 7 est premier
A p , il existe sur X' plusieurs structures de Tango-Raynaud dis-
tinctes. En effet, soient L et L' deux faisceaux inversibles sur
X(p) définissant des structures de Tango-Raynaud sur X tels que, si
on note encore T le revétement (X')(p) ——»-X(p) déduit de T de

maniére évidente, on ait :

* *
T L>7 L' .

Par suite L®1r*9(x')(p) > L'®7r*9(x')(p) et si n = degré(rw)
A 0 ) n A8 y® (L')?
(A QL = (AT L' , i.e ¢
* (xl)(P) * (xu)(P)
-1 n
(L™"®L') =~ 86 .
x(P)
Comme (n,p) = 1 et que LP = p'P = 6x(P) , il s'ensuit que
L"len =8 ( ou encore L=L' .
x(P)

iv) Si C=k est un corps, il y a au plus, & isomorphisme prés,
pr structures de Tango-Raynaud sur X , ol pr est 1l'ordre du groupe
des points de p-torsion de la Jjacobienne de X(P) . En effet, si L

(p)

et L' sont deux faisceaux inversibles sur X définissant des

structures de Tango-Raynaud sur X , on a
oL > oL i.e. o (L7loOL') = 8y

et par suite (L_1®L')p = B*a*(L'1®Iﬂj ~ 0

x(P)

PROPOSITION 1 (Tango [4)). soit X une courbe lisse projective de
de genre g¥2 sur un corps k de caractéristique p> O . Pour que
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X posséde une structure de Tango-Raynaud, il faut et il suffit gu'il

*
existe une fonction rationnelle f sur X telle que O # (df) = ¢ D,
ot D est un diviseur sur X(p)

En particulier, si k est parfait, X posséde une structure de
Tango-Raynaud si et seulement si il existe une fonction rationnelle f
sur X telle que (df) = pD ol D est un diviseur sur X et
(af) # o .

Montrons la proposition : Soit L une structure de Tango-Raynaud
sur X . Soit D un diviseur sur x(p) tel que L =~ 6 (p)(D) .
X

Posons B1 = B;|k . A l'injection L G—a—Bl correspond une section
s#0 de Ho(Bl(-D)). En tensorisant les suites exactes 1) et 2) par

6 - i .
x(p)( D) , on obtient

0 —>8 ((-D) —> a,(8,(-a"D)) —> B (-D) ——— 0O
x'P X

0 — BY(-D) —— =, (|, (~"D)) <> 0 (-D) —>0 .
X

(P |y
Par suite
o (x(P),8Y(-D)) = {af, £€K(X) , af ¥a'D} .
Soit fE€K(X) telle que (d4f) ¥ H*D , correspondant & la sec-
tion s .
*0 o _ o * . .
Comme o x(p)(D) Qi|k , ona (df) = o D . Il est clair inver-

sement que s'il existe une fonction rationnelle £ telle que
* LY K3 . 3
(Af) # 0 et (df) = o D, o0 D est un diviseur sur X(p) , le fais-
ceau inversible 6 (p)(D) fournit une structure de Tango-Raynaud
X

sur X .

EXEMPLE. "Revétement d'Artin-Schreier" de la droite affine d'équation
zP-z = hP-1 (ici k est supposé parfait) :

Soit X 1la complétion projective de ce revétement muni de son

a

point a 1'infini : oo . On a
(aT) = p(h(p-1)-2)x

et X est muni d'une structure de Tango-Raynaud donnée par
8, ((n(p-1)-2)=).
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PROPOSITION 2. Soient X une courbe lisse sur un corps k de carac-

téristique p> O mupie d'une structure de Tango-Raynaud, 1 : X' —» X

un_revétement fini de X génériquement séparable. Si I est modéré-

ment ramifié et si de plus 1'indice de ramification en tout point de

X' est congru & 1 modulo p , alors X' est muni d'une structure de
Tango-Raynaud. En particulier, si 1T est étale, X' est munie d'une
structure de Tango-Raynaud.

Soient Qyr---0d, les points de ramification de 1T et Xip-+1 .
pour i=1,...,r leurs indices respectifs de ramification. On a une

suite exacte sur X' :
*1 1 1
o — 1 — B — By —> 0
ou le faisceau Q§'lx est aussi défini par la suite exacte :
) - 6 L
0 — Oy (op Lo A yay) — O — % —> 0

Si X posséde une structure de Tango-Raynaud, il existe un diviseur
X(p) et une fonction rationnelle f de K(X) tels que

(Af) # 0 et (df) = aD . Ona a(l £) ¥ 0 et a(l1'f) = a*(n*nmo)

X
N *
ot D =8 (8,0 (- );:xiqi)) .

PROPOSITION 3. Scoient C une courbe lisse et connexe sur un corps k
de caractéristique pY>0 et f:X —> C une courbe lisse et proijec-

tive sur C . Soit M le point générique de C . Si la fibre générique

de f posséde une structure de Tango-Raynaud donnée par un faisceau

inversible L sur Xép) , il existe un faisceau inversible 'E sur
X(p) dont la restriction & Xép) est isomorphe &8 L et qui définit
une structure de Tango-Raynaud sur X au-dessus de C .

A

Soit sGEHO(Xép),Biﬂ/k(n)Q)L_l) correspondant & l'injection
1

X, /k(M)

o 1 -1 o,(P) -1
H(Xn,an/k(_n)®L ) —— 1O(x; 'ar&'\/k(n)gl‘ )

L —> B . Son image par l'application canonique :

* -1

o 1
B (X B (my®@ L)
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* .
correspond a l1l'isomorphisme pP: o L __*'G§ﬁ/k(ﬂ) . Soit L' wun fais-

ceau inversible sur X(p) qui proelonge L . Comme la restriction de
oz*((L')_]')@Q;E/c a X, est triviale, il existe un faisceau inversi-

ble M sur C tel que
(LB EM T Q.

*
Posons L =L'® f(p) M , d'ol un isomorphisme
~ ~ 1
P L —> 8 .
. N ~ o,nl *r—]
qui prolonge P et une section s de H (ﬂx/c8>d L 7) . Regardons la

suite exacte :
O ol -1 o, al -1 o, al T-1
—_— ® — ® — Q ® .
¢! H (BX/C L) H (OX/C L 7) H( x(p)/c L)

L'image de s dans Ho(Ql(p) ®ET1) est nulle sur la fibre générique
xX'F'/c -~ ~ ~
donc nulle partout. Par conséquent s € HO(B;/C8)L 1) et L définit

une structure de Tango-Raynaud sur X au-dessus de C .

PROPOSITION 4. Soit C une courbe lisse et connexe sur un corps k

de caractéristique p? 0 . Soit £ :X —> C une courbe lisse non iso-
triviale et projective munie d'une structure de Tango-Raynaud sur C .
Il existe un faisceau inversible ample L sur X(p) tel que

a) LP = Q}( )
x'P’/c

bp) B (x'P), L7y =~ x .

Soit L 1le faisceau inversible sur x(p) définissant la struc-
ture de Tango-Raynaud sur X au-dessus de C .

Comme la fibration X —£+-C n'est pas isotriviale, le théoréme 2
de l'exposé 2 de ce séminaire (ou [3]) montre que Q;/C est ample donc
*
L et L sont amples.

L'assertion a) résulte de la remarque 2). Comme L est ample,

- W .
Ho(x(p),L 1) = B%(x,o¢ L 1) = O . On a donc la suite exacte :
1

1
X/C )

o1l — ml(x(P),1°1) -——)Hl(x(p),a*a*L"

I

HU(X (%, 7h)

o — % x'P),p
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Le théoréme d'annulation de [6], montre que Hl(X,Qi/c)_l) =0 .

o (pP) R1 -1 o 1 * -1
Comme H(XP,BX/C®L ) > HO(X, % ®@LTT) = k et que

Ho(x(p),B;/c:@ L™l) # 0, on voit que
~ 0,1 -1, o l,,(p) -1
k H (BX/C®L ) H (X JL7)

2. Fibrations de Kodaira.

Nous indiquons ici un procédé pour construire des fibrations, qui
ne sont pas isotriviales, par des courbes lisses de genre % 2 . Nous

suivons une méthode due a Kodaira [1] qui s'étend aisément au cas de
caractéristique pY O qui nous intéresse.

Soit k un corps algébriquement clos de caractéristique p .

Soient n et 95 deux entiers 7 2 , n premier & p , Co une
courbe lisse et géométriquement connexe sur un corps k , de genre go
m a . c s . .
C1 e d Co un revétement étale et fini de degré n de Co . Soient

Yo = Co><Cl et TO le graphe de m . Supposons k algébriquement
clos.

LEMME 1. Il existe un revétement C —zw-co étale connexe et un fais-
ceau_inversible L sur Y = C,; xC tel que, si I’ est l1'image réci-
proque de To par le morphisme 1Xm7 : Y ——e—Yo , on ait GY(T) ="

Soient Q un point rationnel de la fibre générique de
P = pr, :Yo —>C_ et (B le diviseur effectif de Y0 qui lui
correspond.

= T ®6 -—N. i . H
Posons L OYO( o) Yo( nQ). En tout point c¢ de Co on a
deg Lol -1 = 0 . Par suite, il existe un morphisme
p (c)
o Co —_ Pic°(c1) et un faisceau inversible M sur C, tel que si

P est le faisceau de Poincaré sur Pico(C1)><Cl , on ait :
»* *
L, = (ex1) (P)®p (M) .

Soient n 1le morphisme représentant la multiplication par n
dans Pico(cl) et r:C —>C_ le revétement fini, étale, de degré
2gl

n , ou g, = genre de C, , défini par le carré cartésien :
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. O
Pic (Cl)

|

Pico(Cl) .

c
<
c

o

Par conséquent : (r X 1)*(1.0) = (ax1)*(P")® (rx 1) “(p*M). Posons

N' = r*M , c'est un faisceau inversible sur C de degré divi-

sible par n . Comme k est algébriquement clos, il existe un fais-
ceau inversible N sur C tel que N?=N' . Posons :

L= (3x1)"(P) ® pr; (M ® (rx 1) (6, (@ .
o

C'est un faisceau inversible sur Y = cxc, qui vérifie

n _ *
L = (rx1) (OY (Fo)) .
o
Ce qui montre le lemme lorsque C est connexe. Lorsque C ne l'est
pas, on remplace C par un revétement étale de groupe de Galois

cyclique d'ordre n d'une composante connexe de C .

Revenons & la construction de notre fibration non isotriviale.
Soit X > Y 1le revétement de Y ramifié n-fois le long de T et

tel que

1 -n+1

[¢] =e¥$L d...89 L .

Py

Comme I est lisse, X est lisse et de plus les fibres de f:X — C
sont lisses. Montrons (par le raisonnement original de Kodaira) que
cette fibration n'est pas isotriviale. Soit p:Y —» C 1la projection
canonique. Si ¢ est un point de C , f-l(c) est un revétement géné-
riquement séparable de p-l(c) =C; ramifié le long des n points de
p-l(c)n T .

Par construction si c et c, sont deux points dont les images

1
dans C_ sont distinctes, p_l(cl)n T' est différent de p-l(cz)n r.

Si la fibration est isotriviale, i.e. s'il existe une courbe D tel
que £71(c) =D pour tout c€C , on obtiendrait ainsi une infinité
de morphismes génériquement séparables modérément ramifiés de D dans
C; » qui est impossible car g(C,) Y2 .
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PROPOSITION 5. Supposons car(k) = p>0 . Si C, est muni d'une struc-
ture de Tango-Raynaud et si n=1 mod (p), alors la fibration X —ﬁa-c

est munie d'une structure de Tango-Raynaud.

En effet, la fibre générique de X £ C est munie d'une struc-
ture de Tango-Raynaud en vertu de la proposition 2 , qui s'étend en
une structure de Tango-Raynaud de X —E#-C , d'aprés la proposition 4.

REMARQUES. 1) Si k n'est pas algébriquement clos, on peut encore

faire la m&me construction.

2) Pour de telles fibrations, la démonstration d'un des
. : . N b - 1 1
points essentiels du théoréme 2 de [SJ, i.e. (QX/C'QX/C) > 0 se

simplifie. Calculons explicitement (Qi/c.gi/c) et

max 1
d = degré( A £ Qx/c) .

2
LEMME. Soit g le genre de C , et posons d(n) = (g-1) (rlgqﬁ . On a
les relations suivantes si a désigne le degré de C ——+-CO :
2

a) x(6y) = (%;)(9—1)2 + da(n) + Lﬂ:ﬂl%&:&l&
b) 4@ = d(n)

1 1 _
) (8 /0- % o) = 12 a(n) .

Soit K 1le faisceau canonique sur X . On a :

n-1 R
= -1
x(8y) X(a,8y) = %=é X (L ™)

2 n-1 n-2

nx(9,) + % 3 :12+L———'K:i .
Y A 2 -

i=0 i=0

On vérifie que Fz = 2n(1l-g) , T'.K = 4n(g-1)

2 2
x(8,) = L (g-1)% + (1-g) 223301 4 (g-1) n(n-1) .
a
D'ou
n2-1
d(n) = (g-1) (—7;—) qui est strictement positif dés que n»2 .
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D'autre part, si g

2
_n n(n-1)
Donc x(ex) = (g-1)(g-1) + d(n) , ce gqui montre b) et il est

clair que 1'on a c).

—/
N
—

[3]
[4]

(5]
(6]
73]

£

est le genre d'une fibre de X —>» C ,
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R. FOSSUM

FORMES DIFFERENTIELLES NON FERMEES
par Robert FOSSUM

exposé n° 5

O. Introduction.

Une forme différentielle globale sur une variété projective et
lisse sur € est toujours fermée (Hodge). Il n'en est pas de méme si
le corps de base est de caractéristique positive. Les premiers
exemples ont été donnés par D. Mumford dans son article [2]. on
trouve une autre série d'exemples de formes globales non fermées dans
le travail [41 de L. Szpiro. Nous reprenons ici ces deux constructions.
On pourra noter que N.O. Nygaard donne dans [3] un critére qui assure
la fermeture des l1-formes globales sur une surface projective et

lisse en caractéristique p) O .

1. Les exemples de D. Mumford.

Ces exemples sont basés sur le fait qu'en caractéristique posi-
tive on peut rendre holomorphe une 1l-forme méromorphe par un mor-
phisme du type Artin-Shreier. Par contre on notera que sur € , il
est facile de voir qu'on ne peut éliminer les pdles de 1-formes par

image réciproque (cf. Van de Ven lel).

LEMME 1 (D. Mumford). Soit X une surface projective et lisse sur un
corps k de caractéristique p> O . Soit w une 1l1l-forme différen-

tielle méromorphe sur X , alors il existe une surface projective et

lisse X sur k et un morphisme séparable et dominant ® : X —> X
* ~

tel gue ¢ w soit holomorphe sur X .

I1 suffit de construire pour tout point Q de X , une surface

projective et lisse XQ et un morphisme ¢Q : XQ —> X séparable et

dominant, tel qu'il existe un voisinage U de Q dans X avec

* version frangaise
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w;(w) holomorphe sur @51(U)-

En effet, par produits fibrés et résolution des singularités des
surfaces (Abhyancar) on se raméne a ce cas, en notant que X est
quasi-compacte et que 1l'image réciproque d'une forme holomorphe reste
holomorphe.

Pour les mémes raisons on peut supposer que dans un voisinage V
de Q on a :

w = Ao/Al dz
ol 2z est un paramétre local en Q et ou A, et A, sont holo-

morphes dans V .

Considérons alors le revétement V' de V donné par :
2P -aPz+2 = 0 .

On a dz = Ag dZ et donc l'image réciproque de w est égale a

A APl gz |
o 1

On prend alors pour XQ un modéle projectif et lisse (théoréme
d'Abhyancar) de V' dominant X par un morphisme wQ dont la res-
triction & V' est le revétement d'Artin-Shreier introduit plus haut.
L'image réciproque de Q étant un seul point dans V' il existe un
ouvert U , voisinage de Q , tel que w;(w) soit holomorphe sur
o-l(u).

Q

EXEMPLE 1. Il est maintenant facile de construire une 1-forme diffé-
rentielle globale et non fermée. Il suffit de partir dans le lemme 1
avec une forme « (méromorphe) et non fermée. Comme on invoque la
résolution des singularités d'Abhyancar dans la preuve du lemme 1, on
risque de manquer de "contrdle" sur % . Pour pallier cet inconvénient

D. Mumford donne 1l'exemple de w = xdy sur X==P§ (dw = dxA dy # 0).
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2. Les exemples de Raynaud-Szpiro.

Ces exemples sont basés sur l'itération du changement de base par
le morphisme de Frobénius pour une fibration semi-stable qui a été

maintes fois célébrée dans ce séminaire (on se reportera a 1l'exposé 3

de ce séminaire pour la définition de fibration semi-stable [5]).

LEMME 2 (M. Raynaud). Soit X une surface lisse et proijective sur un
corps de caractéristique p >0 et soit f:X —> C un morphisme de
X sur une courbe projective et lisse sur k gqui soit une fibration
semi-stable. Soit F le morphisme de Frobenius de C et soit }(p)
la désinqularisation minimale de )(XFC . Alors toute 1-forme diffé-
rentielle globale sur %(p) dont 1'image dans Ho(i(p),ﬂi( )
xp)/c

ne

provient pas de Ho(x,ﬂi/c), n'est pas fermée.

Notons X(p) = X>ﬁ?c , on a le diagramme commutatif suivant :
%(®)
xP) = o x
(p)
TN |
c —EF ,c .

Notons U 1l'ouvert de X formé des points qui sont lisses dans leurs
fibres, et % son image réciproque dans x(p) (ou §(P)). On a le
diagramme commutatif suivant ol les isomorphismes sont dus a la norma-
1ité de x , xP) e %P

Ho(c, ) 2> B (V,07QY)

/ N

PP, ) @) = ®.at, )
“(p) > (P)

l

P, — 8%ut,) — °,at )
QX/C nx/c X

(p)/c
On remarque d'autre part que la suite exacte suivante est
scindée canoniquement :
* 1 1 1
(=) o0 —>¢ QE — Q (p) — Q () — 0 .
x'P x'®P)/c
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En effet on a un diagramme commutatif dont les lignes sont

exactes
* % _ 1 * 1 * 1
O—-—-rafnc—vu%( -—rafﬂx/c —_— 0

lo l F

*01
O—)CPQC —#ﬂ:'((P)—b —> 0 .

1

x(P)/c
Pour démontrer le lemme 2 considérons une section globale w de

Qi(p) telle que dw = O . Nous allons d'abord montrer que 1l'image

x ~

de ® dans HO(U,QE

)
X(p)/C -
paramétres locaux z, (base) et z, (fibre) en un point de U .

provient de HO(U.Qi/C). Choisissons des

Comme la suite exacte (*) est scindée et Ho(ﬁ,f(p)*ﬁ%) = HO(C,G%) on

peut supposer que ® est en ce point de la forme A(zl,zz)dz2 (les
formes globales sur C sont fermées ll). Puisque dw = 0 on a

22 o
1
ce qui signifie que A est une fonction de z? et z, ce qui veut
bien dire que, localement, @ provient de Qi/c . L'homomorphisme
Qi/c ——»—Q}(p) étant injectif ® provient bien d'une section

X /Co 1
appartenant & H (U'QX/C)'
Pour finir de montrer le lemme 2 il nous suffit donc de montrer
qu'une section dans HO(U'Qi/C) qui provient d'une section dans

~

Ho(ﬁ,ﬂi(P)/ ) qui se prolonge a X p en entier, se prolonge elle-
X C

méme & X en entier. Pour ceci considérons le diagramme commutatif de
N ~
suites exactes suivant ou N (resp. N) est le conoyau de

1 1
U T e (Fesee By T %)

0 —> HO(X.Q)I(/C) — HO(X.wx/c) —> H°(X,N)
l
o — w°xP), gt ) —> 1O (X(P) 4y ) — B2(x,N) .
x(P) /¢ x(P) /¢

Comme W), est localement libre on a

X/C
o} 1 ~ ~ o
HO(U, Qo) = BO(U @y ) = HO(X @y o) -

Il nous reste donc & vérifier que HZ(X,N) — H%(X,N) est injective

ce qui est une évidence (cf. exposés 1 et 3 de ce séminaire pour la
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structure de N et N [1], [sD.

LEMME 3 (L. Szpiro). Soit f: X ——= C une fibration semi-stable non
. - . (n)
isotriviale et soit X

la désingqularisée minimale du produit
fibré de f avec le n-iéme itéré du morphisme de Frobenius de C
alors, pour une infinité d'entiers n on a :

5

aim BO(x(™, ot ) > aim O (x("1), ot )
X(n)/C x(n—l)/C

Remarquons qu'il est facile de voir que

aim #2(x™ 0t )y aim w0t 0
X /C X /C

il nous suffira donc de vérifier que dim Ho(x(n),ﬂl(n) ) tend vers
X /C

1'infini.

Pour ceci établissons d'abord le lemme suivant :

LEMME 4. Soit f: X —> C une fibration semi-stable et soit € 1

sous-schéma fermé, réduit, de C formé des points dont la fibre n'est
pas lisse. Alors on a une injection

1
(£,8y /0) ® Oo(=8) > £,0 0 .

Partons de la suite exacte :

1 _
0 — & o —> W —>N—0

ol, rappelons-le N = 2 k(P) .
non lisse dans sa fibre

On a donc une suite exacte :

o — f*nal(/c > E% e T N

f,N est un espace vectoriel annulé par 1l'idéal maximal de tout point
de S . On en déduit 1l'inclusion voulue.

Pour finir de montrer le lemme 3 il nous suffit donc de vérifier
que

ain B2 (x™, Mo

X /C
Soit d = degré f_ QX/C , par l'exposé 3 de ce séminaire

(L. szpiro [5]) on sait que d” O (théoréme 1 exposé 3) et que

(=8)) —> o .
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degré £, w = p’d . Soit s le cardinal de S , par le théoréme

x(n)/c
de Riemann-Roch sur C on a :

n°(£{Maw (-s)) ¥ p"a-gs-glqg-1)
* X(n)/c
ol g est le genre de C . cgfd

EXEMPLES 2. Soit f£:X —> C une fibration semi-stable et non isotri-
viale et soit x(“) défini comme au lemme 3, alors pour une infinité

d'entiers n , X(n) posséde des 1-formes globales non fermées.

Pour finir d'établir ces exemples il nous suffit de montrer, en

vertu des lemmes 2 et 3 que 1'on a une suite exacte :

0 — u%c, @) —s wox™),g{Mat ) — wox(®), eln)la! )
C * (n) * (n)
X J, x\"/c
(0]
pour tout nY>o .
Etablissons d'abord 1'exactitude de la suite :
o] —-79(1: —vfin)ﬂl(n) —_ fin)ﬂl(n) —_—> 0 .
X X /C
Pour ceci il suffit de vérifier que 1l'application canonique
fin)ﬂl(n) Llef*@ (n)®ﬂé est nulle
x"/c X
- le*G (n)e)ﬂé étant localement libre sur C 8 est nulle sur la
X
partie de torsion de fin)ﬂl(n)
X /c

- n étant positif strictement & est nulle au point générique de C
car elle y est égale & l'application de Kodaira-Spencer de f(n)
(cf. exposé 3 [5])

- & est donc nulle.

Il nous reste a montrer que 1l'application canonique
1 P . . .
H (C,ﬂ%) —-9-H1(C,f*ﬁ§) est injective. C'est un fait classique :

Hl(C,ﬂ%)' est de dimension 1 et en composant 1l'application considérée
avec l'application canonique Hl(C.f*Q;) ——»—Hl(x,Qi) 1'image d'un

générateur de Hl(C,ﬂ%) donne la classe des fibres de £ dans

Hl(X,Qi) qui n'est pas nulle 1!.
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REMARQUE 1. Il serait intéressant de savoir si n=1 suffit dans le
lemme 3, ou dans les exemples 2.

REMARQUE 2. En prenant un pinceau de Lefschetz, quitte & éclater un
nombre fini de points, on peut considérer une surface comme une fibra-
tion semi-stable non isotriviale sur Pl . On obtient ainsi 1'énoncé

suivant :

soient k un corps de caractéristique p> 0 et K un corps de

fonctions de deux variables sur k . Soit f un élément général de K
n

alors pour une infinité d'entiers n K(fl/p ) posséde un modéle pro-

jectif et lisse qui a des 1-formes globales non fermées.
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LE NOMBRE MINIMUM DE FIBRES SINGULIERES

D'UNE COURBE STABLE SUR Pl

par Arnaud BEAUVILLE

exposé n° 6

Cet exposé tente de répondre d& la question suivante, posée par
Szpiro. Une famille non constante de courbes stables de genre g sur

1

P¢ admet un certain nombre de fibres singuliéres ; quel est le plus

petit nombre possible (en fonction de g) ?

Sauf mention du contraire, les variétés considérées sont com-
plexes ; mais nous dirons quelques mots sur la situation en caracté-
ristique p , qui est plus compliquée.

2

1. Résultats sans hypothése de stabilité.

Si on enléve la condition de stabilité, le résultat est, je
pense, bien connu :

PROPOSITION 1. 1) Toute famille de courbes sur Pl , & modules varia-
bles, admet au moins 3 fibres singuliéres.

2) Pour tout g»1 , il existe une famills de courbes de
genre g sur Pl 4 modules variables, admettant exactement 3 fibres
sinquliéres.

(par "famille de courbes" on entend un morphisme propre et plat
f:X ——a—Pl dont les fibres sont des courbes connexes ; "a modules
variables" signifie que les fibres lisses de f ne sont pas toutes
isomorphes - d'aucuns diraient "non isotriviale").

DEMONSTRATION. Soit U 1le plus grand ouvert de Pl au-dessus duquel
f est lisse, et soit U son rev@tement universel. Le systéme local
le*(Z) devient constant au-dessus de U . En en choisissant une base
symplectique, on définit un morphisme de T dans 1le demi-espace de
Siegel Hg ; d'aprés le théoréme de Torelli et 1'hypothése que la
famille est & modules variables, ce morphisme n'est pas constant.

97



A. BEAUVILLE

Puisque H est isomorphe & un domaine borné, ceci entraine que U
n'est pas isomorphe & € ni & pl (théoréme de Liouville), donc

Pl-U contient au moins trois points.

Pour t€pl et n)¥3 , considérons la courbe C, d'équation
affine y2 = x" - ntx+ (n-1)t . Pour t # 0,1, , c'est une courbe
hyperelliptique lisse, de genre {E%&] ; on vérifie facilement que la

famille (Ct) est & modules variables. Ceci achéve de prouver la

tEPl

proposition.

Que peut-on dire en caractéristique p ? La partie 2) de la pro-
position reste encore valable : si p#2 , on peut reprendre la cons-
truction précédente ; le cas p=2 est laissé au lecteur en exercice.
La partie 1) n'est plus valable en caractéristique p ; on a cependant

le résultat suivant :

PROPOSITION 2. Soit k un corps algébriquement clos de caractéristi-

gque p . Si p> 2g+1 , toute famille de courbes de genre g sur Pi '

A

4 modules variables, admet au moins 3 fibres sinquliéres.

DEMONSTRATION. Montrons d'abord que 1'hypothése p >2g+1 entraine
qu'il existe un nombre premier ¢ , différent de p et de 2 , tel que
l'ordre du groupe GL(2g;Z%/€Z) ne soit pas divisible par p .

En effet, l'ordre de GL(2g,Z/2Z) est égal &
(e29_1)(e2971 1) ... (e-1)e9(2971) | 1j gquffit de choisir ¢ de fagon
que sa classe modulo p soit un générateur du groupe cyclique F; , et
soit donc d'ordre p-1) 2g (on peut choisir ¢ premier impair en

vertu du théoréme de la progression arithmétique).

Supposons maintenant g Y2 . Notons Gm la droite affine (sur k)
privée de l'origine. Pour démontrer la proposition, il suffit de prou-
ver qu'une famille £ : X — 6 de courbes lisses de genre g est
nécessairement isotriviale..Choisissons £ comme ci-dessus, et consi-
dérons le faisceau localement constant le*(z/ez). I1 correspond a un

homomorphisme :

P :ﬂl(Gm,.) —> GL(2g9,Z/22Z) .

Puisque GL(2g,Z/8Z) est d'ordre premier & p , P se factorise

4 travers le m modéré de € : cela signifie qu'il existe un entier
k tel que, pour la fibration f' :X' —> Gm image réciproque de £
par le morphisme x r—> K . le faisceau le;(ZVEZ) soit constant.

Or ce faisceau s'identifie au faisceau des points d'ordre € de la
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jacobienne relative gigo(x'/Gm) ; le fait qu'il est constant entraine
que ce schéma abélien a réduction semi-stable en O et a& 1l'infini
([D], cor. 5.18). Il en est de méme par conséquent de la famille de
courbes f' : X' —»Gm ([p], prop. 5.7) ; autrement dit, il existe

une fibration semi-stable F:x —> p! qui prolonge f' . Ayant au
plus 2 fibres singuliéres, la fibration f est isotriviale ([S],

Th. 3.3), et il en est de méme de la fibration £ .

Il reste & traiter le cas g=1 . Soit f:X ——a'Pl une fibra-
tion en courbes de genre 1 , lisse en dehors de {0,»} . Quitte & rem-
placer f par la fibration jacobienne associée, on peut supposer que
f admet une section. Considérons le morphisme classifiant
J Pl —)Pl ; 11 se factorise en Pl L»Pl -j—.»Pl , o r est radi-

’

ciel et ou j' est séparable, ramifié en O , 1728 et a 1l'infini ;
de plus, puisque p? 3 , l'indice de ramification d'un point de
j'-l(o) (resp. j'-l(1728)) est divisible par 2 (resp. 3). Si on note
n le degré de 3j' , la formule de Riemann-Hurwitz conduit & 1'inéga-
lité :

—2)/-2n+§+-2?n+n—2

soit n{ 0 , d'ol contradiction.

Il est facile de voir que la condition p? 2g+l est nécessaire :

en caractéristique p? 2 , 1'équation

v2 = xP 4+ P 41 (t€e)

décrit une famille lisse sur Gm , a modules variables, de courbes

hyperelliptiques de genre g , avec p=2g+l . Il est plus délicat de
construire des familles lisses a4 modules variables sur la droite
affine ; Raynaud m'a indiqué, en caractéristique 2 et en genre g %2 ,
+tx (t€al). En caractéristique

la courbe d'équation y“+y = x
kp=1,ex (teal).

p . on peut de méme considérer la courbe yP+y = x

Par contre 1l'argument de la proposition (modifié pour tenir
compte de la caractéristique 2 ou 3) montre qu'il n'existe pas de
famille lisse de courbes elliptiques, & modules variables, sur la

droite affine.
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2. Enoncé du théoréme principal.

Nous ne considérons désormais que des familles Y ——#-Pé stables.
La surface Y peut avoir dans ce cas des points doubles (de type
An). En les résolvant par éclatements successifs, on arrive a une

fibration semi-stable X ——»-Pl ; cela signifiera pour nous, par défi-

nition, que :
(i) la surface X est lisse ;

(ii) les fibres sont des courbes connexes de genre » 1 ,
ayant au plus des points doubles ordinaires ;

(iii) il n'existe pas de courbe exceptionnelle sur X conte-
nue dans une fibre.

On dit gqu'une telle fibration est triviale s'il existe une courbe

C et un isomorphisme u: X ——-D-C><P1 tel que pryou = £ .

THEOREME. Soit f: X ——»-Pl une fibration semi-stable non triviale.
1) £ admet au moins 4 fibres singquliéres.

2) Supposons que f ait exactement 4 fibres sinquliéres. Alors

la surface X est algébrigquement simplement connexe et vérifie pg==0.

Les composantes irréductibles des fibres sinquliéres sont des courbes
rationnelles (éventuellement singquliéres) ; les classes de ces compo-
santes engendrent un hyperplan dans le Q-espace vectoriel

Pic(X)® Q@ .

Les conditions imposées par 2) sont trés contraignantes, a la
fois pour la surface et pour le pinceau de courbes qu'elle doit conte-
nir. La surface X peut &tre :

(i) une surface rationnelle ;

(ii) une surface elliptique sur pt , telle que la fibration
elliptique admette exactement deux fibres multiples, de multiplicités
premiéres entre elles, et que la surface fibrée en jacobiennes asso-

ciée soit rationnelle (cf. [Do]) :

(iii) une surface de type général (avec pg= O et 11-?19={1} ).

(Un exemple de surface du type (iii) vient d'&tre donné par
R. Barlow).
Nous verrons plus loin un exemple de fibration semi-stable avec 4

fibres singuliéres ; les fibres sont de genre un, et la surface X
rationnelle. Je ne connais pas d'exemple avec des fibres de genre Yy 2,

et j'ai tendance a penser qu'il n'en existe pas.
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3. Quelgques lemmes.

Nous regroupons dans ce numéro quelques faits bien connus dont

nous aurons besoin.

LEMME 1. Dans la situation du théoréme, soient C wune fibre sinqu-
liére, N sa normalisée, g le genre de la fibre générique ; on note

1 . 1
= di [ t = [}
g(N) dlmc H (N, N) et g dlmc H (X, x).

a) On_a rg, Hl(C,W) = g+g(N) .

b) ona g(N) Yq .

DEMONSTRATION. Notons 7 : N —»C le morphisme canonique, £ 1'ensem-
ble des points doubles de C , Zb (resp. Zﬁ) le faisceau constant de
fibre Z sur C (resp. N), Z(s) (resp. €(s)) le faisceau sur C
nul en dehors de s et de fibre Z (resp. €) en s . Considérons

les suites exactes :

(1) 0O —>27Z2, —» 1,2, —> & Z(s) — 0
C N
SET
(1) O =08, —a> 7T 0B —> ® C(s) —» 0 ’
c *N IS

ainsi que les suites exactes de cohomologie associées :

)
(2) 0 —u%c,2) —H°(N,2) —>Z ——>H1(c,z) ——>H1(N,z) —>0

z

(29 0 — H%(c,0,) —> HO(N,0 ) —> € —> H'(C,8,) —> H'(N,8,) —>0

Notant n le nombre de points doubles de C et ¢ 1le nombre de ses

composantes irréductibles, on en déduit :

(3) rg, Hl(c,z) = 2g(N) +n -c + 1
(3" g=g(N) +n -c+ 1

d'ol par soustraction 1l'assertion a).

Pour prouver b), il suffit de prouver que 1'homomorphisme
J(N) —> Alb(X) est surjectif. Notons Q son conoyau et & :X — Q
1l'application déduite du morphisme d'Albanese. Par construction,
1'image de la fibre C par @ est réduite a un point ; le lemme de
rigidité ([M], prop. 6.1) entraine qu'il en est de méme pour toutes
les fibres de f , et plus précisément qu'il existe un morphisme
B:pl —» Q tel que o = Bof . Un tel morphisme étant nécessairement
trivial, 1'image de o est réduite a un point ; puisque @(X) engen-
dre Q@ , ona Q= {0}, d'ou 1'assertion b).
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Rappelons qu'on note NS(X)w le sous-espace vectoriel de
H2(X,Q) engendré par les classes algébriques, et pP(X) sa dimension
("nombre de Picard").

LEMME 2. Soient Cl,...,Cp les fibres réductibles de f , et soit c
le nombre de composantes irréductibles de Ci . Les composantes des
c, (1€i<{p) engendrent dans NS(X)Q un_sous-espace de dimension

i

1+ Z :(ci—l) ; en particulier, on_a
i
P(X) Y2 +) (e;-1) .
i

DEMONSTRATION. Soit P 1'orthogonal de C dans NS(X)Q (pour 1la

forme d'intersection) ; munissons 1'espace quotient P = P/QC de 1la
forme ¢ induite par la forme d'intersection. Pour 1{i{p , soit
P, le sous-espace de NS(X)Q engendré par les composantes de C;

et soit ﬁi = P,/Q@C son image dans P; ona dim ﬁi = c;-1 . Les
sous-—-espaces ﬁi sont deux & deux orthogonaux dans P , et la restric—

tion de ¢ a ﬁi est non dégénérée (cf. par exemple (8], cor.
VIII.4). Ceci entraine que les sous-espaces §i sont en somme directe,
donc que

dim } :Pi =) .(ci-l)
i i
et par suite dim Z :Pi =1+ :(ci—l).
i i

La derniére assertion résulte de ce que 1l'inclusion PCZNS(X)(D est
stricte.

4. Démonstration du théoréme.

Notons Cl""'cr les fibres singuliéres de £ ; nous supposons

r 4 .si r{4 , notons des fibres lisses quelconques

C I."lc
r+l 4
de f . On désigne par N, 1la normalisée de C;, et par c; le nom-

bre de composantes irréductibles de c; -

A. Le calcul de base.

Calculons la caractéristique d'Euler-Poincaré topologique X (X)
de X . En désignant par C une fibre lisse de f , on a (par exemple
d'aprés [B], lemme VI.4) :

4
x(x) = x(eh).x(c) + [ (x(c;)-x(c)) .
i=1
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Calculons la différence x(Ci)-X(C). On a :

bo(ci) = bo(c) =1, d'ol bo(ci) -bo(C) =0

bz(Ci) =cy et bz(C) =1, d'ou b2(Ci)-b2(C) = ci-l

et d'aprés le lemme 1, a) : bl(c)-bl(ci) = g-—g(Ni) .
On obtient par conséquent
4 4
X(X) = 4-4g+] J (g-g(N;)) +]__J (c;-1) .
i=1 i=1
D'autre part on a
X(X) = 2-2b,(X) +b,(X) = 2-4q +b,(X) .
En comparant, on obtient 1'égalité
bz(X) = 2+§. ) (e;-1) +2_ X (q—g(Ni)) (»)
i i
On déduit alors des lemmes 1 b) et 2 les inégalités
2+)] (e;-1) € P(X)  by(X) £ 2+) (c;-1) :
i i
les termes extrémes étant égaux, on a en fait égalité. Ceci a plu-

sieurs conséquences :

(i) On a pg(x) = 0 : cela résulte de 1'égalité
P(X) = by(X) .

(ii) Compte tenu du lemme 2 , 1l'égalité p(X) = 2-+2 :(ci—l)
i

signifie que les composantes des Ci (1{i{4) engendrent un hyper-
plan dans NS(X)Q .

(iii) on a g(N;) = q pour 1€$i€4 (& cause de 1'égalité
bz(x) =2+) :(ci-l) , comparée a (*)).
i

B. Démonstration de 1'assertion 1).

Supposons que f ait au plus 3 fibres singuliéres. La courbe C4
étant alors lisse, on a g(C4) = q d'aprés ce qui précéde, d'ou

g=q . On a donc dim J(N;) =g pour 1{i{3 , ce qui signifie que
la jacobienne généralisée J(Ci) est une variété abélienne (de dimen-
sion g). Les jacobiennes J(f-l(t)) , pour tept , forment donc une
famille de variétés abéliennes principalement polarisées sur el
(autrement dit, gigo(x/Pl) est un schéma abélien sur Pl) ; une telle

famille est constante (on peut le voir en raisonnant comme dans la
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démonstration de la prop. 1). Par le théoréme de Torelli, les fibres

lisses de f sont toutes isomorphes. Puisque f est une fibration
. 1 cos .

semi-stable sur P~ , on en conclut que f est triviale, contraire-

a

ment a 1'hypothése.

Nous supposons désormais que f a exactement 4 fibres singu-
liéres.

C. Le cas g 72 .

La surface X , satisfaisant a pg==0 et g¥2 , est réglée
([B], lemme VI.1 et prop. VI.2) ; il existe donc une courbe lisse B

de genre q et un morphisme p:X —> B dont les fibres Fb (b€ B)

sont rationnelles. Puisque g(Ni) =g , il résulte de la formule de
Riemann-Hurwitz que C; est réunion d'une section de p et d'un
certain nombre de composantes des courbes F (b€B). Mais on a alors

b

C.Fb = 1 , ce qui entraine que les fibres lisses de f sont des sec-

tions de p ; en particulier elles sont toutes isomorphes & B , ce

a

qui permet comme plus haut d'aboutir a une contradiction.
Nous aurons besoin dans la suite de l'observation suivante :

LEMME 3. Soit f : X —> Pl une fibration semi-stable, et soit
r: X —» X un revétement étale connexe. Alors la fibration

for : X —» Pt est semi-stable et admet le méme nombre de fibres sin-
quliéres que f .

En effet, les fibres de T = for sont des revétements étales des
fibres de f ; le seul point non trivial & démontrer est le fait
qu'elles sont connexes. Si elles ne 1'étaient pas,/E se factoriserait
en } —s R 2> Pl , ol R est une courbe lisse et u un revétement
ramifié : la fibre de £ au-dessus d'un point de ramification de u

serait non réduite, ce qui est absurde.
D. Le cas g=1 .

La fibration d'Albanese fournit encore un morphisme p: X —> B
a4 fibres connexes, avec g(B) = 1 ([B], prop. V.15). Fixons un indice
i (1€i{4) et posons C=Ci ’ N=Ni . Puisque g(N) = 1 , la courbe
C est réunion de courbes rationnelles, contenues dans les fibres de
p , et d'une courbe irréductible C' , dont la normalisée N' est une
courbe elliptique. Le morphisme p induit un revétement étale
mT: N' — B .
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Si m est de degré un, on peut appliquer le raisonnement de la
partie C ; supposons donc deg(T) > 1 . Posons X = X’ﬂ3N| et notons
~ ~ - ~ -
r: X — X la premiére projection. Posons C' = r 1(C') , C=r 1(C) ;
soit N' (resp.'ﬁ) la normalisée de C' (resp. C), de sorte qu'on a

un diagramme cartésien :

Qle— R
O «—Z

[
.

———
' ——s
r

Par construction, le revétement étale 'N' —> N' admet une sec—
tion ; puisque deg(r) 7> 1 , on a donc g(ﬁ') Y 2 . Ainsi la normalisée
N de la fibre C de T est de genre Yy 2.

D'autre part, d'aprés le lemme 3, la fibration s posséde les

pggpriétés (i) & (iii) de la partie A. On a donc pg(i) =0, d'ou
q(X) = 1 puisque x(ﬁi) = deg(r).x(@x) = O . Mais on a aussi (pro-
priété (iii)) g(N) = q(X) = 1 , d'ol une contradiction avec ce qui
précéde.

E. Fin de la démonstration.

On a donc g=0 . Notons que la propriété (iii) de A entraine
alors g(Ni) = 0 , autrement dit les composantes irréductibles des
fibres sont des courbes rationnelles. Il reste & montrer que X est
algébriquement simplement connexe, c'est-a-dire n'admet pas de revéte-
ment étale non trivial. Or soit r fi —> X un tel revétement ;
d'aprés le lemme 3 et la partie A , on a pg(i) =0, d'ou X(®§) 1.
Mais d'autre part :

X(@i) = deg(r).x(@x) = deg(r) » 2 ,

d'ol une contradiction. Ceci achéve la démonstration du théoréme.

REMARQUE. Les lemmes 1 et 2 restent valables en caractéristique p ,
ainsi que la partie A de la démonstration et le début de B (il faut
prendre q = %bl(x) = dim Alb(X) ; noter qu'on ne peut plus conclure
pg(x) = 0 de 1l'égalité p(X) = bz(x)). On obtient donc, en caractéris-
tique quelconque, le résultat suivant :

Soit f: X ——a-Pl une fibration semi-stable, admettant au plus 3

fibres sinquliéres. Alors Pico(X/Pl) est un schéma abélien sur Pl .

Autrement dit, les composantes d'une fibre singuliére sont lisses, et
le graphe d'intersection de ces composantes est un arbre.
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Des fibrations semi-stables ayant cette derniére propriété ont
été construites par Moret-Bailly [MB] ; ses exemples ont plus de trois
fibres singuliéres. D'autre part Szpiro a montré qu'une fibration
semi-stable non triviale sur pl a (en caractéristique quelconque) au

moins 3 fibres singuliéres [s].

5. Exemples.

EXEMPLE 1. Une fibration semi-stable avec 4 fibres singuliéres (g=1).
I1 s'agit de la "cubique de Hesse", d'équation

3

C, : (X3+Y +z3) -3t XYZ =0 (tEPl) .

t
Cette équation définit un pinceau de cubiques dans Pz , admettant 9
points base distincts. Soient X 1la surface obtenue en éclatant ces 9
points dans P2 , et f:X —> Pl le morphisme défini par le pinceau :
c'est une fibration semi-stable, & fibres de genre 1 . Un calcul facile
montre que f admet exactement 4 fibres singuliéres (pour
t = l,P.Pz,w , avec P = e21ﬂ/3)

. 2
3 droites non concourantes dans P .

, qui sont isomorphes a la réunion de

Cette famille de cubiques a une propriété trés particuliére : les
9 points d'inflexion d'une courbe Cy lisse sont les points base du

pinceau (la hessienne de C, est elle-méme une cubique du pinceau).
En termes plus savants, on a construit la famille modulaire de courbes

elliptiques sur H/T(3) = Pl'-{llplpzlm} .

EXEMPLE 2. Fibrations semi-stables avec 6 fibres singuliéres (g quel-
conque). On part d'une courbe lisse C , d'un morphisme ¢ :C ——a-Pl
de degré n et d'un automorphisme u de el . on fait les hypothéses

suivantes :
(i) les points de ramification de ¢ sont tous d'indice 2 ;

(ii) le lieu de ramification R de ¥ dans Pl est stable

par u , mais ne contient aucun point fixe de u .

Dans C><P1 , considérons les diviseurs Tw et Tuo@ , graphes de
® et uop respectivement. Ils sont linéairement équivalents, par
exemple parce que le groupe PGL(2) est une variété rationnelle. Il
existe donc un revétement double T : X' —>CcxPl ramifié le long de
P¢LJPUO¢ . Notons g : X' — bl 1e morphisme composé de 7 et de la
seconde projection. Pour t € Pl , la fibre g_l(t) est un revétement

double de C , ramifié le long du diviseur o l(t) + o (ut(t)) . ce
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diviseur est réduit sauf pour t€R , ou lorsque t est un des deux
points fixes de u ; dans ces deux cas, les points non réduits sont de
multiplicité 2 .

Il en résulte que les fibres de g sont stables. En éclatant les
points doubles de X' (4 savoir les points au-dessus de Fmﬁ ruow) ,
on obtient une fibration semi-stable X -—»-Pl , qui admet Card(R) +2
fibres singuliéres. Le genre des fibres est n-1+2g(C) .

Nous allons maintenant construire des morphismes ¢ : C —> Pl

A

satisfaisant 4 1'hypothése (i), avec Card(R) =4 ; il est clair qu'on
peut ensuite trouver un automorphisme u de el satisfaisant a (ii).
Si n est pair, soit r: E —> Pl un revétement double ramifié en 4
points (donc g(E)=1), et soit s :C —> E un revétement étale de
degré g ; le morphisme ¢ = ros , de degré n , répond a la question.
La fibration semi-stable associée a 6 fibres singuliéres, et ses fibres
sont de genre n+l1 .

Si n est impair, on montre de méme qu'il existe un morphisme
P :P1 ——a-Pl de degré n , satisfaisant & (i), avec Card(R) = 4 (on
construit ¢ comme revétement associé & un homomorphisme

nl(Pl-R) ——a-Gn convenable). On obtient ainsi une famille semi-stable

de courbes de genre n-1 , avec 6 fibres singuliéres.
REMARQUES. 1) En appliquant ce qui précéde au morphisme ¢ :pl —s p!
de degré 4 défini par ¢(t) = tzi-li (quotient de pl par

t
(2/2) X (Z/2)), qui satisfait & (i) avec Card(R) = 3 , on obtient une
fibration semi-stable (sur Pl) a fibres de genre 3 , avec 5 fibres

singuliéres.

2) En considérant de méme le morphisme de degré 2 t +—> 2 ae

Pl dans lui-méme, on obtient une autre famille semi-stable de courbes
elliptiques avec 4 fibres singuliéres, définie par 1'équation

y? = (xz-t)(xz-%_) (t€pl) .

C'est la courbe modulaire pour un sous-groupe d'indice 2 dans
T'(2) , contenant I'(4).
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FAMILLES DE COURBES ET DE VARIETES ABELIENNES SUR Pl

I. DESCENTE DES POLARISATIONS

par Laurent MORET-BAILLY

exposé n® 7

Cette premiére partie a pour objet 1'étude du probléme suivant :
étant donnés un morphisme surjectif £ : A —> B de schémas abéliens,
et un faisceau inversible L sur A , trouver les faisceaux inversi-
bles M sur B tels que £fM~ L . La réponse est donnée par le

th. 4.1 ; elle nécessite 1l'introduction du morphisme @, (§1) et du
groupe G(L) (§3), reliés par une suite exacte :
‘L

1 —>6 —>G(L) —» A —>A

et l'ensemble des solutions M du probléme est alors en bijection
naturelle avec l'ensemble des sous—groupes de G(L) relevant le noyau
de f . En particulier, si @, est fini (par exemple si L est ample)
et la base un corps algébriquement clos, l'existence de M équivaut

aux deux conditions :

. Ker f est contenu dans K(L) = Ker @5,

. il est totalement isotrope pour la "forme-commutateur" eL ’

forme bilinéaire alternée K(L) XK(L) —>G_ . définie & 1l'aide de
1'extension centrale

1 —»Gm—-»(_;(L) — K(L) — 1 .

Par ailleurs le §5 est consacré aux résultats de Mumford sur les repré-
sentations de G(L) 1lorsque ®;, est fini et la base un corps algébri-
quement clos ; enfin 1'appendice donne une démonstration de la "for-
mule de Weil-Barsotti" R >~ §§£1(A,Gm).

Tous les résultats présentés ici sont bien connus, la principale
référence étant [AV]. Pour les généralités sur les schémas abéliens le
lecteur est renvoyé a [GIT].

Tous les schémas abéliens considérés sont supposés avoir un
schéma de Picard.
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1. Le morphisme @L et le groupe K(L).

1.1. Soient S un schéma noethérien, et A un S-schéma abélien de
dimension relative g . On note R le dual de A , qui n'est autre que
le S-schéma en groupes EEE;/S : c'est encore un S-schéma abélien
de dimension relative g . Soit maintenant L un faisceau inversible
sur A . Nous allons définir un morphisme ¢_ :A — A , de la fagon

L
suivante : si S' est un S-schéma, et si x€ A(S'), on note ¢L(x)

. ' . . . * -1 N
la classe dans Pch/S(S ) du faisceau inversible TX(LS.)@>LS. , ou
Ly, est 1'image réciproque de L sur AXSS' , et ou T, désigne 1la
translation par x dans AXSS' .

(En abrégé : si x€aA , ¢L(x) est la classe dans PicA/S de
* -
TX(L)8>L 1 ; dans la suite, 1l'incantation : "soit S' un S-schéma,

etc.." sera souvent omise. Le lecteur, s'il le juge bon, aura ainsi le
plaisir de rétablir lui-méme le rituel complet au cours des longues

soirées d'hiver).

Ceci nous donne un morphisme de S-schémas de A dans PiCA/S .
Comme les fibres de A sont connexes, il se factorise bien par le
sous-schéma A de PicA/S . De plus comme il respecte les sections

nulles, c'est un morphisme de groupes. Le noyau de ®; est noté K(L).

On dit que L est non dégénéré si 9, est fini. Remarquons

qu'alors @ est surjectif, et donc plat : en effet le critére de pla-

L
titude par fibres (EGA IV, 11.3.10) nous raméne au cas ou S est le

spectre d'un corps ; mais dans ce cas @ est plat génériquement sur

L

A puisque A est lisse, d'ol la conclusion puisque est un épi-

L
morphisme de groupes.

1.2. Voici quelques propriétés de @y, énoncées sans démonstrations
(c£. [av]).

- L'application L +—>» ¢ définit un morphisme de S-foncteurs

L
en groupes :

Pch/S —> Hom(A,A)

dont le noyau est précisément A .

- Si S est le spectre d'un corps, on a deg 9; = X(L)2 ({av],
§16) (avec la convention habituelle : si @, n'est pas fini on pose

deg @, =0). En particulier : @ est non dégénéré <> x (L) #0 .

L L
- Au passage, profitons-en pour rappeler (toujours sur un corps) :
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. le théoréme de Riemann-Roch : si D est un diviseur sur A , alors
g
X(@A(D)) = (gl) ot (DY) désigne le nombre d'intersection de g

exemplaires de D ;

. le théoréme d'annulation : si L est non dégénéré il existe un
entier i(L) tel que H (A,L)=0 pour i#i(L). De plus L est
ample si et seulement si L est non dégénéré et i(L)=0 .

1.3. ("Autres" définitions de K(L)). Sur le schéma AX_A posons
M=mL® prIL_l® pr;L-1 , Ol m:AX,A —> A est la loi de groupe.
Alors K(L) peut &tre défini comme le plus grand sous-schéma fermé X
de A tel que M| -1 provienne d'un faisceau inversible sur X .
pr, (X)

En fait, dans [AV], Mumford définit ainsi K(L) , puis pose par défini-
tion A =)A/K(L) , pour L ample.

En termes de points, si S' est un S-schéma, K(L)(S') est
* -
l'ensemble des x€ A(S') tels que T,L®L 1

inversible sur S'.

provienne d'un faisceau

2. Généralités sur les 6O-groupes.

2.1. DEFINITION. Un 6-groupe sur S est une suite exacte de
S-schémas en groupes :

1 ——#-Gm 2,6 JL#-K —_ 1

avec les propriétés suivantes :
(a) K est commutatif
(b) i(Gm) est contenu dans le centre de G .

Dans [AV], Mumford impose de plus que 7 ait une section locale-
ment pour la topologie de Zariski sur K . En fait cette hypothése est
automatiquement vérifiée : G est un G -torseur sur K , donc il est
localement trivial pour la topologie de Zariski.

Comme d'habitude, si le conoyau K est fixé, 1l'ensemble des
classes d'isomorphie de 6O-groupes au-dessus de K peut &tre affublé
d'une structure de groupe commutatif. Si K est fini et si S est le
spectre d'un corps, T a toujours une section, donc ce groupe est le
groupe de Hochschild H2(K,Gm) (pour l'action triviale de K sur
¢,), cf. [eal.
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2.2. (Forme-commutateur). Considérons le morphisme (de S-schémas) :

GXSG —_ G
(x,y) — [x,vy] = xyx-ly_1 .

Comme K est commutatif, [x,y]GGm .

Comme i(Gm) est central, on peut définir, par passage au gquo-

tient de [ , J un morphisme e :KXSK ——a-Gm , et 1'on vérifie immé-

diatement que e est une application bilinéaire alternée, que l'on

appellera la forme-commutateur de G . Si Ker e désigne son noyau

(4 droite ou a gauche), il est immédiat que ﬂ-l(Ker e) est le centre
de G . Si K est fini et plat, e peut s'interpréter comme un mor-
phisme ¥ de K dans son dual de Cartier K , vérifiant ;==-Y (si
K est noté additivement).

’
DEFINITION. On dit gque le 6O-groupe G est non dégénéré si K est
fini et plat, et si ¥ est un isomorphisme (ou, ce gui revient au

méme, si i(Gm) est le centre de G). (On dit aussi que G est un
"groupe de Heisenberg fini").

2.3. THéORﬁME. On suppose que S est le spectre d'un corps algébrique-

ment clos k . Alors, avec les notations de (2.1) :

(i) si K est fini et G commutatif, alors G est trivial,
i.e. m a une section qui est un morphisme de groupes.

(Autrement dit, dans la catégorie des k-schémas en groupes commuta-
tifs, on a Extl(K,Gm) =0 si K est fini)

(ii) si K est fini d'ordre premier, G est commutatif.

DEMONSTRATION. (i) (idée volée & M. Raynaud). Soit n 1l'ordre de K .
Comme K 1lui-méme ([3], §1), le groupe Extl(K,Gm) est annulé par n,
donc l'application canonique Extl(K,un) —_— Exé(K,Gm) est surjective.

Elle se factorise & travers l'application canonique
o :Extl(K,un) ——+-Ext1(K,u 2) , déduite de 1l'inclusion W —rn o, .
n n

I1 suffit donc de montrer que a=0 , ce qui, par dualité, équivaut a
la nullité de l'application

Extl(z/nz,ﬁ) =5 Extl (Z/nzﬂ',ﬁ)

déduite de la surjection canonique £ de Zynzz sur Z/nZ . Considé-

rons donc un diagramme cartésien 4'extensions :
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0O —»K —» E — Z2/NnZ —> O

1 E

0 —K —> E' ——»-Z/nzz —> 0 .

On obtient une section © : Z/nZ —> E en relevant le générateur 1 de
Z/nZ (puisque k est algébriquement clos). L'image ©(1) est annu-
lée par n2 (puisque E est d'ordre n2) ce qui signifie exactement
que la section O': Z/nzz ——> E' déduite de O est un morphisme de

groupes. L'extension E' est donc triviale, c.q.f.d.

(ii) Dans le cas o K = Z/¢Z , on reléve un générateur de
K en un élément d'ordre ¢ de G , en remarquant que 6, est divisi-
ble (ceci marche encore si S est quelconque et si K est une forme
tordue de Z/nZ sur S , la question étant locale pour la topologie
fppf sur S).

Dans le cas ou K==ap ou “p avec p = car(k), soit g 1l'algée-
bre de Lie de G : ona g = k.x®k.y ou x engendre Lie(Gm) et ou
y reléve un générateur de Lie(K). Comme € est central on voit
alors que g est abélienne et le noyau de Frobenius G(p) de G est
donc commutatif (d'aprés la correspondance entre groupes de hauteur 1
et p-algébres de Lie, cf. SGA 3, exposé VIIA). Mais si O :K —>G
est une section vérifiant ©(1) = 1 , G est engendré par Gm , qui

est central, et par O(K)CZG(P) , d'ol le résultat.

2.3.1. REMARQUE. L'assertion (ii) s'étend d'elle-méme au cas ou S
est réduit. J'ignore si elle est vraie dans le cas général.

2.3.2. COROLLAIRE. Si K est un schéma en groupes fini sur k algé-
briguement clos, deux 6-groupes au-dessus de K ayant la méme forme-
commutateur sont isomorphes.

En effet, l'application qui, & un 6-groupe sur K , associe sa
forme-commutateur, est un homomorphisme de HZ(K,Gm) dans Hom(K,K) ,
et son noyau est trivial d'aprés (2.3 (i)).

3. Le groupe G(L).

3.0. NOTATIONS. S désigne obstinément un schéma noethérien. Si E est
un faisceau localement libre sur un schéma X , on note B le fibré

. v . . . s
vectoriel Spec Symg (E ), dont le faisceau des sections s'identifie

. LY . . * ' .
canoniquement &8 E . Enfin on baptisera E le complémentaire de la

section nulle dans E .
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3.1. DEFINITION. Soient A un S-schéma abélien et L un faisceau
inversible sur A . On note G(L) le groupe des automorphismes liné-
aires ¢ de T tels gu'il existe x€ A(S) rendant commutatif le
diagramme :

T —2 5T

| .

A ——» A .
On note G(L) le foncteur gqui 4 un S-schéma S' associe le groupe
G(Lg,) (notation de 1.1).

3.1.1. DEFINITION (bis). G(L) est l'ensemble des couples (x,®) ou

Y . . ~ * .
x€A(S) et ou % est un isomorphisme L > T L . La loi de groupe
est définie comme suit : si (x,9) et (y.¥) €G(L), on pose

(x,9).(y,¥) = (x+y, T pod), ce qui a un sens puisque T*® est un iso-
. * * Y
morphisme de T L. sur T L .
Yy x+y

L'équivalence des deux définitions est immédiate. La seconde four-
nit un morphisme 7 : G(L) —> K(L) par la formule m(x,®) = x . Le
noyau de 7 se calcule immédiatement : Ker(G(L) —> K(L)(S)) est le
groupe des automorphismes du faisceau L , qui s'identifie a T(S,G;)

car les fibres de A au-dessus de S sont propres et intégres.

3.2. PROPOSITION. La suite 1 —> & —> G(L) —— K(L) —> 1 est

exacte au sens des faisceaux pour la topologie de Zariski. De plus elle
fait de G(L) un 6-groupe sur S .

DEMONSTRATION. Si x € K(L)(S'), alors par définition L est isomor-
N »*
phe a Tx(LS')

signifie que 7 est un épimorphisme. Nous avons vu que son noyau

S 1]
localement pour la topologie de Zariski sur S', ce qui

s'identifie & €. - qui est manifestement central dans G(L). Il reste
a4 voir que G(L) est représentable.

Pour cela on peut invoquer lichement des théorémes généraux :
G(L) est un Gm—torseur au-dessus de K(L), et un torseur sous un

groupe affine est toujours représentable (leal, 111, §4, 1.9).

Il est cependant facile d'expliciter le schéma G(L) : si
€:S —>» A désigne la section unité, on peut supposer que la restric-
tion de L & €(S) est triviale (tordre L par un faisceau provenant
de S ne change pas G(L)). Fixons alors une section sy, du "fibré

épointé” Z*le(s) . Alors G(L) est représenté par le S-schéma
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* 2 2 0] .
i IK(L) : un élément de G(L) est un isomorphisme ¢ entrant dans un

diagramme commutatif :

R
> |
Ty
€E(S) &> A —=——> A .
~ %
Alors ®os_ est une section de L (au-dessus de S), dont la pro-

jection sur A est bien x€K(L). On vérifie immédiatement que

~ %
® —> Pos_  est bien un isomorphisme de G(L) sur L |K(L) (par
exemple, c'est un morphisme de G -torseurs sur K(L)).

3.3. NOTATION. On note eL: K(L) XK(L) ——e»Gm la forme-commutateur
(2.2) associée au 6O-groupe G(L).

3.3.1. Propriétés de et .

Ces propriétés sont énoncées sans démonstrations (cf. [AV], §23,
p. 228).

(i) Ssi f£f:A —> B est un morphisme de S-schémas abéliens,
et si LE€Pic(B), alors K(£ (L)) @ £ 1(K(L)) et
* -
eF ) (,y) = eM(£(0), E(y)) si x et y€ £ l(x(L)).

L®L, L, L,
coincide avec e “.e sur K(Ll)n K(L,) .

~ L L
(iii) si L ®L ;' €A alors K(L;) = K(L,) et e '=e? . En

particulier si L€ A alors K(L)=A et G(L) est commutatif (c£.
Appendice) .

(ii) e

(iv) si [n] aésigne 1la multiplication par n dans A , on

®n
a K(ﬁgn) = [n]_l(K(L)) et &l (x,y) = eL(x,ny) si x€K(L) et

y € k(L2

4. Descente de faisceaux inversibles.

4.1. THEOREME. Soit f:A —» B un morphisme surjectif de S-gschémas
abéliens, et soit L€ Pic(A). Il existe une bijection naturelle entre
(a) l'ensemble des M€ Pic(B) tels que £ (M) = L

(b) l'ensemble des homomorphismes de Ker f dans G(L) relevant
l'inclusion de Ker £ dans A :
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_- Ker £

6(L) —> K(L) ——> & .

DEMONSTRATION. D'abord 1'ensemble des données de type (a) est en bijec-
tion avec 1l'ensemble des classes d'isomorphie de couples (M,a) ou

. . . . . *
M est un faisceau inversible sur B et «a un isomorphisme de £f M

. . . o *
sur L : ceci provient du fait que Aut(L) = Aut(M) = H (S,QS).
Etant donné (M,«¢) comme ci-dessus, on en déduit un isomorphisme
~ ¥~ ~ ~ N . ~
@a: fM-~>L , d'ou une action du groupe Ker £ sur L , relevant

l'action par translations de Ker £ sur A , c'est-a-dire une donnée
de type (Db).

~

Inversement, étant donnée une telle action de Ker £ sur L , il
s'agit de voir que le quotient de T par cette action existe. Remar-
quant que f est fidélement plat (critére de platitude par fibres,

cf. 1.1), nous allons invoquer la descente fidélement plate (SGA 1,
VIII, th. 1.1).

[Je renonce ainsi héroiquement & renvoyer le lecteur & [erT],
déf. 1.6 ou prop. 7.1. Mais ces deux références ne font elles-mémes que
renvoyer & SGA 1 en se gardant bien d'écrire les détails. J'en donne
donc ici un peu plus, pas assez pour &tre complet mais suffisamment
peu, j'espére, pour étre lisible. L'héroisme aussi a ses limites. Cf.
aussi [Gal, III, §4, 6.3].

~ ~
Posons donc N = Ker £ , et soit O : NX_LL —>» L 1l'action en

S
question. Soient P, et Py les deux projections de AX A sur A .
L'idée est d'exploiter 1'isomorphisme NXSA ——e-AXBA donné par

(x,y) —> (x+y,y) pour construire un isomorphisme de (AXBA)—fibrés
E ad
vectoriels entre p;L et p;E . Explicitement, puisqu'il le faut :

~ >

W ~s —~ _
p,L = LX,A =5 AX. L = p,L

(8,.0¥) —> (x,0(y-x,8))

~
ol la notation & signifie que €x€IL est au-dessus de x€A .
C'est bien un AXBA-morphisme puisque O(y—x,éx) est au-dessus de Yy .
Vérifions maintenant que cet isomorphisme est une donnée de descente

~
pour le fibré L (ou, ce qui revient au méme, pour son faisceau de
sections L) relativement & f:A —> B . Par définition cela équivaut

4 la commutativité du diagramme :
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(gxIYI Z) —_— (X.U(y—x, gx) ,Z)

(§x,y,z) LXAXA—>A>< L><A (x,n y'Z

NIPZ

AX AX L
(xIYIG(z_xlgx)) (X,Ypo'(z—y:"ly))

autrement dit & la formule :
G(Z—y,c(y—x,gx)) = 0(z—x.§x)

c'est-a-dire au fait que O est une action de groupe. On conclut par

SGA 1, loc. cit.

4.1.1. COROLLAIRE. Soit f: A —> B une isogénie de variétés abélien-
nes sur un corps k algébriquement clos. Soit L€ Pic(A). Pour gu'il

existe M€ Pic(B) tel gque f*M >~ L , il faut et il suffit que Ker f

soit un sous—-groupe de K(L), totalement isotrope pour la forme-

commutagteur eL .

Cela résulte immédiatement de (4.1) et (2.3 (i)) : avec les nota-
tions habituelles (2.1), si Ker f est totalement isotrope, ﬂ-l(Ker f)
est un 6H-groupe (au-dessus de Ker f) qui est commutatif et donc

trivial.

4.2. PROPOSITION. Soient f:A —> B une isogénie de S-schémas bé-
liens, M€ Pic(B) , L= £ M , H=Ker £ . Alors K(M) = H/H ou H"

désigne 1'orthogonal de H pour la forme el . Plus précisément
—1 n
(K(M)) = H .

DEMONSTRATION. Comme L = £M ,‘E se trouve muni d'une action de
Ker £ relevant l'action sur A , et correspondant & un morphisme de
Ker £ dans G(L), comme dans (4.1). On peut de plus supposer que la
base est locale. Si x€A , on a alors les équivalences :

£f(x) € K(M) & il existe un diagramme commutatif :

~
—_— 5

f(x)

W o— R
W o—
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<= il existe un diagramme commutatif

L o2 L
| e,
A A
ol ¢ commute avec l'action de H sur L

&> il existe %€ G(L), au-dessus de x , commutant avec le relévement
de H dans G(L).

> x€H , par définition de el .

[En fait, on voit sans peine que, si H' désigne le sous-groupe de
G(L) relevant H , on a :

G(M) >~ (centralisateur de H' dans G(L))/HT .

4.2.1. COROLLAIRE. Soit L un faisceau inversible non dégénéré sur une

variété abélienne A (sur k algébrigquement clos). Soit HSK(L) un
sous—-groupe totalement isotrope maximal. Alors H==H'L et |H|2==\K(Lﬂ.

DEMONSTRATION. Soit f£ 1'isogénie naturelle de A sur B=A/H : il
*
existe M sur B tel que £ M= L . Vu 1l'hypothése sur H , il

n'existe aucune isogénie non triviale B —> C telle que M se des-

cende & C . Mais cela implique que K(M) = {1} , sinon K(M) aurait
un sous-groupe d'ordre premier, qui serait totalement isotrope par
(2.3 (ii)). On a donc HL/H = {1} , et @'autre part I[x(M)| =1
d'aprés (1.2). Par ailleurs |x(L)| = deg(£).Ix(M)| = |H| et

|X(L)12 = |K(L)| toujours d'aprés (1.2).

REMARQUE. Sous les hypothéses de (4.2.1), H n'est pas nécessairement
facteur direct de K(L) : si par exemple K(L) est le groupe des
points d'ordre n2 de A , alors le groupe des points d'ordre n est
totalement isotrope maximal.

2 22

4.2.2. COROLLAIRE. Soit L wun faisceau inversible non dégénéré sur un

schéma abélien A : alors G(L) est un 6-groupe non dégénéré (2.2).

DEMONSTRATION. On peut supposer que S est le spectre d'un corps algé-
briquement clos, car si le morphisme K(L) —Za-ﬁ?z) déduit de el est
un isomorphisme sur les fibres géométriques, c'est un isomorphisme.
Dans ces conditions soit H comme dans (4.2.1) et posons D = Ker Y .
On a évidemment DS H' donc DCH par (4.2.1). Considérons le

diagramme commutatif :
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a -~

D «ds H=H" <L K(L) —Z—?K/(\L) A5 25D

\p V

K(L)/H = K(L)/H .
D'aprés (4.2.1), ¥ , qui est injectif par définition de H' , est aussi
surjectif puisque K(L)/H et H ont méme ordre. Donc ai;p = jivy

est surjectif. On en déduit par dualité que ¥Yij = -¥Yij est injec-
tif, et comme il est nul par définition de D , on a bien D=0 .

5. Représentations linéaires de G(L).

Dans ce paragraphe, k désigne un corps algébriquement clos.

5.1. Soient A wune k-variété abélienne et L un faisceau inversible
sur A . Nous allons faire opérer le groupe G(L) sur les espaces vec-
toriels HY(a,L), de la fagon suivante :

soit z = (x,9) €G(L) : x€K(L) , ®:L > T L .

On en déduit le diagramme :
*

i HY (o) i, o* .y Tox i

H (A,L) ——> H (A,TXL) —=> H (A,L) .
On note Uz = T:x0H1(¢) H l'applicat@on z h—#-Uz est un morphisme de
k-schémas en groupes G(L) —> GL(H'(A,L)) , c'est-a-dire une repré-
sentation linéaire de G(L). Cette représentation est de poids 1 ,
c'est-a-dire que G < G(L) opére sur Hi(A,L) par homothéties de

fagon évidente.

On obtient donc en particulier un morphisme K(L) ——e-PGL(Hi(A,L))
par passage au quotient ; si 1i=0 on constate immédiatement qu'il
s'agit de l'action de K(L) par translations sur les diviseurs du
systéme linéaire |L| , identifié i 1'ensemble des droites de H°(a,L).
Ceci donne, lorsque E2(a,L) # O , une autre définition de G(L) ,

grice au diagramme cartésien :

G(L) —> K(L)
1 l (action par translations)
GL(H®°(L)) — PGL(H®(L))
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5.1.1. PROPOSITION (descente des sections de L). Soit 7 :A —» B un

morphisme surjectif de k-variétés abéliennes. Soient M€ Pic B et
L =7*M . alors HO(B,M) = BO(a,L)KeT 7

via 1'application composée :

ol Ker m opére sur HO(A,L)

Ker 7 —> G(L) —> GL(H®(L))

la premiére fléche étant celle de (4.1) et la seconde celle de (5.1).

La démonstration est immédiate en termes de fibrés vectoriels :
~ ~
M est le quotient de L par l'action naturelle de Ker m , et les
sections de M sont les sections de L invariantes par cette action,

s

en un sens que le lecteur précisera a titre d'exercice...
Nous arrivons maintenant au "théoréme miracle" du présent exposé :

5.2. THEOREME (Mumford). Soit 1 —> G ——>G T,K —»0 un 6-groupe

non dégénéré sur k algébriquement clos (cf. (2.2); on rappelle gue K
est en particulier supposé fini). Alors toute représentation linéaire
de poids 1 de G est complétement réductible (c'est-a-dire somme
directe de représentations simples), et il existe, & isomorphisme prés,
une unique représentation simple de poids 1 de G . Si d est sa
dimension, on a d2= Ikl .

5.2.1. REMARQUE. Le fait que |kl soit un carré ne doit pas surpren-
dre : le lecteur pourra montrer 3 titre d'exercice que si HCK est
totalement isotrope maximal, on a lH‘2= |kl et H=H" .

5.2.2. COROLLAIRE. Si L est un faisceau inversible non dégénéré sur

une k-variété abélienne A , et si i(L) est l'entier défini en

(1.2), la représentation de G(L) dans Hl(L)(A,L) définie en (5.1)
est 1'unique représentation irréductible de poids 1 de G(L).
En effet, aim B M (a,1) = Ix(m)| = lk@)1¥2 .

5.2.3. Passons & la démonstration du théoréme. Elle est tirée de 1l'ap-
pendice de [4). Dans le cas o |K| est premier & la caractéristique
de k , on trouvera une démonstration élémentaire dans [1], §1, prop. 3.

Soit T : K —> G une section de 7 vérifiant 7T(0)=1 . Posons
G = Spec A et K = Spec Ao . Griace a la section T , on peut identi-
fier G & KXG de fagon compatible 4 1'action de € : on peut
donc écrire A = Ao[t,t-1] = ;22 Ao.tl . Le sous-espace A; = Ao.tl
peut &tre caractérisé comme suit :
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A, = {£€a | W €e_, vx€G , £0x) = Alex))

A

(attention : dans cette définition, A est identifié & un k-foncteur
en espaces vectoriels : si R est une k-algébre, les points de ce
schéma & valeurs dans R sont les éléments du R-module libre A®kR ’
et les "points" x et A de la définition sont & valeurs dans une

k-algébre variable).

Le k-schéma en groupes GXG opére d gauche sur A, par la
formule suivante : si (g,g') €GXG et feAl , (g,g')f est définie
par ((g,g')f)(x) = f(g'_lxg). Cette représentation est de poids 1 sur
Gx{1} et de poids -1 sur {1} xG .

5.2.3.1. LEMME. Al est un (GXG)-module simple.

DEMONSTRATION. Soit WS A,
invariant en particulier par l'application f —> (g,g)f de A, dans
A

un sous-espace invariant. Si g€G , W est

1. La fonction (g,g)f s'explicite ainsi :
x€A, —> £(g" xg) = £([g”™ xIx) = [g™,x)E(x) (car wea))

e(m(g).m(x)) " LE(x)

ol e:KXK —> Gm est la forme-commutateur.

Mais soient R une k-algébre et X un caractére de K®kR .
Comme e est non-dégénérée par hypothése, il existe g€ G(R) tel que
X(x) = e(ﬂ(g),x)-l pour tout x€K . Donc, d'aprés le calcul ci-
dessus, la fonction (Xom) X f est dans W® RC A1®R .

a

* -~
Appliquons ces considérations a R=Ao (1'algébre de K), et au
caractére universel X : KXK —> Gme , qui correspond au morphisme de
»*
Ao-algébres :

* -1 *
Ao[t,t ] — A_®Aj

2 *
t —> ai®ai

ou (ai) est une base de A_ , et (a;) la base duale ([av], §14).
La conclusion est alors que (Eai® a;)(w® A;)CW® A; , ce qui nécessite

aiWCw , autrement dit, W est un sous—Ao-rnodule de A Comme

1 -
A, = At , ce sous-module est de la forme IA; od I est un idéal de
A - Mais comme W est également invariant par les translations de G,

on doit avoir I=0 ou I=a_ ., d'ol le lemme.

5.2.3.2. FIN DE LA DE,:MONSTRATION DE (5.2.3). Soit pP: G —» GL(V) wune
représentation de poids 1. On a alors un (GX G)-morphisme :
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v
oc:V ®V -—-—-‘rAl

PR v —> (g —> 9 (p(g)Vv))

\"
(P€EV , vEV , g€aG).

(Si le lecteur préfére : on a Spec A = G £, GL(V) € End(V) =

Spec Sym(VV®V) d'ol un morphisme de VV®V dans A , qui se trouve
tomber dans Al). Comme O est évidemment non nul si V# Ov (faire
g=1), c'est un isomorphisme si P est simple car alors V ®V est
un G X G-module simple (exercice : sur k algébriguement clos, si

V1 est un Gl—module simple et V2

V1® V, est un G, XG,-module simple). En tant que G-module on a

donc A = VOVSD...®V (dim V fois). Ceci montre l'unicité de la

représentation simple, le fait que (dim V)2 = |k! = dim A, et aussi

un Gz—module simple alors

que A est un G-module totalement réductible. Si V est quelcon-

1
que, 0 donne un morphisme

\
oV —>V®A1 = Hom(V ,A_)

1

que l'on peut décrire ainsi : si (ei) est une base de V et (Ei)
la base duale, et si Vv€V , alors a(v) =3 ei® (g I—--»Ei(P(g)v)).

i
De plus @ est G-linéaire pour 1l'action de G sur A, et est
clairement injectif (faire g=1). Donc V est un sous-G-module de
Adim v

1 donc est complétement réductible.

Appendice : la formule de Weil-Barsotti.
Soit A un S-schéma abélien, et soit L€ Picz/s(s) = A(S). On

sait qu'alors K(L)=A , et la forme commutateur eL : AXA —er est
donc triviale puisque A est propre sur S . Autrement dit le groupe

G(L) est une extension commutative de A par L

THEOREME. L'application L i——vg(L) est un isomorphisme de ;\(S) sur
1
Extg (A, 6 ).
Le lecteur vérifiera lui-méme qu'il s'agit d'un morphisme de grou-
pes. Plus généralement si L, et L, sont deux faisceaux inversibles
sur A , l'extension <_3(L1®L2) , restreinte & K = K(Ll)ﬂK(Lz) , est

somme des extensions (_3(L1)|K et §(L2)|K .
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. Nous allons définir 1l'inverse h : Ext:sL(A,Gm) —> A(S) de 1la fagon
suivante : si 1 —-—me —>»E —>» A —> 1 est une extension, alors E
est un € -torseur suﬁ* A , donc il existe un unique L€ Pic(a) tel
Sue E =~ _I_s_o_gl(@A,L) =L comme € -torseurs. De plus la section unité
€E:S —>» E définit une trivialisation de LIE(S) ou € est la sec-

tion unité de A . On pose L = h(E) € PicA/S(S) . (Ce dernier groupe

*
s s+ s A . € . e
est identifié ici &4 Ker(Pic A —> Pic S)). Il faut vérifier que
L€ A(S). On peut pour cela supposer S Jlocal. Si x€A et si *X€E
est au-dessus de x , la structure de groupe sur E=L" donne un

diagramme commutatif :

~ % T’; ~ %
L —— L
L
A ——>rA

LY . . * s . s
d'ou un isomorphisme L —erxL . Ceci montre que CPL est trivial
donc L€ A(S). Pour S gquelconque le méme raisonnement nous donne en
fait un morphisme de E dans G(L) qui est un morphisme 4d'extensions

de A par Gm » donc un isomorphisme : on a donc Goh = Id 1
Ext”(A,6€ )
Il reste a vérifier que hoG = Idg(g) ° si L€ A(S) est trivial
sur €(S) , il faut voir que G(L) = T* comme G —torseur sur A :

c'est essentiellement la démonstration, dans (3.2), de la représentabi-
1ité de G(L).

REMARQUE. Le point non trivial du théoréme est ici caché : c'est
1'identification de A au noyau de L +—» P, c'est-d-dire aux
"classes primitives" selon la terminologie de [2] et [5].
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FAMILLES DE COURBES ET DE VARIETES ABELIENNES SUR P

II. EXEMPLES

par Laurent MORET-BAILLY

exposé n° 8

Nous nous servons ici des résultats de 1l'exposé précédent pour
fabriquer, pour tout nombre premier P> 2 , un schéma abélien princi-
palement polarisé (X,M) non constant, de dimension relative 2 , sur
Pi ol k est un corps de caractéristique p . Le "diviseur thé&ta" de
la polarisation est alors une famille D de courbes semi-stables sur
pl , & fibre générique lisse de genre 2 , les fibres singuliéres étant
formées de deux courbes elliptiques transverses en un point. On trou-
vera dans [3] un exemple analogue en caractéristique 2 . Il n'existe
pas de telles familles en caractéristique nulle car tout schéma abé-

lien sur Pé est constant.

Le point de départ de la construction est, tout naturellement,
rejeté en appendice : il s'agit de construire une surface abélienne A
munie d'un faisceau inversible L tel que K(L) = ap><d . On y par-
vient grice a un calcul élémentaire de modules de Dieudonné. Le §1 est
consacré a3 la construction de (X,M) : on y fait un usage massif des
deux résultats principaux de 1'exposé précédent [DP], le théoréme de
descente et le théoréme sur les représentations des 6O-groupes. Le §2
s'attache & 1'étude de la surface D : calcul de eI(D) , lissité,
nombre de fibres singuliéres. On y utilise, en particulier, un résultat
sur les points d'ordre 2 situés sur un diviseur symétrique [4]. Au §3
le calcul de l'algébre de Lie relative de Y permet d'obtenir les
principaux invariants (étales et cohérents) de D ; on constate en
particulier que D est une surface de type général.
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1. Construction de (X,M).

1.1. DEFINITION. Soit A un S-schéma abélien. Une polarisation sur
A est une section L de PiCA/S , ample sur A relativement & S .

Elle est dite principale si K(L)={1} , autrement dit, si
@, 2 A —>» A est un isomorphisme.

(Cette définition différe, par exemple de celle de [GIT]).

Soit k un corps de caractéristique p> 2 , supposé algébrique-
ment clos (mais le lecteur pourra constater que toutes nos construc-
tions, y compris celle de 1'appendice, peuvent &tre définies sur un
corps fini). On fixe une fois pour toutes une k-surface abélienne A,
munie d'une polarisation L avec les deux propriétés suivantes :

(a) K(L) =~ ap X

(b) L est symétrique, i.e. [—1];(L) =L .
On rappelle que [n]A est la multiplication par n dans A . Pour la
condition (a), voir 1'appendice. On obtient la condition (b) en modi-
fiant L par une translation convenable, puisque [-1]*(L) est algé-
briquement équivalent a L (cf. [av]), donc est un translaté de L :
si [—1]*L > T;L et si x=2y alors T;L est symétrique. L'hypothése
(b) ne sert d'ailleurs qu'a simplifier certains énoncés, et ne sera
pas utilisée avant le §2.

Au faisceau L sont attachés canoniquement un 6-groupe G(L) et

une représentation p_ : G(L) —> GL(H°(a,L)) , de degré p et de poids

L
1 . Nous allons donner un "modéle explicite" pour G(L) et Py, ¢
Notons £ , > : a X —> 6 la dualité définie par
=l @pt .
{a,B) = exp(ef) = T . Posons K = o_X« et soit G 1le
i=o * p p -

k-schéma Gm><K muni de la loi de groupe :
M,o,B)A', o' ,B') = W' Ka,B'),a4a’ BB ")
G est une extension centrale de K par & : c'est 1'élément de

HZ(K,Gm) défini par le 2-cocycle ((a,B),(e',8')) > {a,B8'> . La
forme-commutateur associée (cf. [DP]) est :

e((o,B), (a',8")) = <a,B' e 8571 |

Soit V 1le k-espace vectoriel Ho(ap,Ga ) = k[x]/(xp) . Soit

P :G —> GL(V) la représentation définie par la formule :
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avec (\A,«,B8) 6(_5 , €V , x€ap . On vérifie immédiatement qu'il s'agit

d'une représentation linéaire de poids 1 et de dimension p de G .

1.2. PROPOSITION. Il existe un diagramme commutatif :

1 —>Gm—>§(L) —» K(L) —» 1

[ S

1 — Gm — G — K —_— 1 .

De plus les représentations Py, et pou de G(L) sont isomorphes.
DEMONSTRATION. On sait ([DPJ], th. 2.3) que tout sous-groupe de K(L)

isomorphe a ap est totalement isotrope pour la forme-commutateur el
Soient H; et H, deux tels sous-groupes, avec K(L) = H, XH, , et
soit f: ap = H1 un isomorphisme. Si 1l'on définit g :ap 4=a-H2 par

le diagramme commutatif :

>

(via eL)
H, ———

Hh
>

Q)
Q> N

P via (, P

alors u = £Xg : apxa A»HIXHz est compatible avec les formes-

commutateurs. On en déduit u:G(L) —~» G puisque deux 6-groupes
ayant la méme forme-commutateur sont isomorphes ([DP], 2.3.2). Dans

ces conditions, P et pPou sont deux représentations de G(L) , de

L
poids 1 et de méme dimension, 4'ou la conclusion par [DP], th. 5.2.

1.3. PROPOSITION. Soient S un k-schéma et H un sous-S-groupe de
L

K(L)s , totalement isotrope pour e et plat sur S . Soit

ﬂ : Ag ——»-AS/H la projection canonigque. Alors il existe une polarisa-
tion M de A /H telle que ﬂ*M*Ls.De plus M est unique si S
est réduit.

(Bien entendu, Ag désigne le S-schéma abélien A S , etc.).

DEMONSTRATION. Il s'agit de trouver ([DP], 4.1) un morphisme de groupes
H ——#-Q(L)S relevant 1l'inclusion de H dans K(L)S . La différence

de deux tels relévements est un caractére de H , d'ol l'unicité si s
est réduit puisque H est radiciel.

D'aprés la proposition précédente, on peut remplacer G(L) et
K(L) respectivement par G et K . Soit 0 :K —>» G 1la section
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définie par
o(a,B) = ({@,5),a,8)

ce qui a un sens puisque p est supposé impair. On vérifie immédiate-
ment que si H est totalement isotrope, G‘H est un morphisme de
groupes ; on a en effet

B+B "

o(a+a' ,B+B') = (Kotot, 5

d, o4’ B4 ")

g(a,B)o(a',B")

((a,%)(a',%%><a,5'>,a+a',3+5')

et il faut donc comparer <(«,B'> avec (a,%%>(a',%> . Mais ici 1la
dualité £ , ) est A valeurs dans u qui est uniquement 2-divisible
donc nous sommes ramenés & comparer {o,8' 32 avec <(a,B'd4a',B) . Or
si H est totalement isotrope et si («,B) et (e',B') sont dans H
ona <f«a,B'> = £a',B), c.q.f.d.

1.4. A partir de maintenant on pose S==Pi , et on définit

HE KS = (apxa )S comme le sous—groupe de hauteur 1 dont 1l'algébre de
Lie est SS(—l)C Gé = Lie(KS) . Explicitement si

Kg = Spec Gs[a,ﬁ]/(ap,ﬁp) et si X et Y sont des coordonnées homo-
génes convenables sur S , alors H est le sous-schéma de KS

d'équation Ya-XB =0 . Posons I==AS/H , de sorte que l'on a un
diagramme commutatif

A —JL—> X

S
prh /q
S .

D'aprés (1.3),il existe un relévement r : H —> §S de 1l'inclusion

H &——Kg , et un unique faisceau inversible M sur X tel que
m*M =~ LS . Comme H est de rang p , M est une polarisation principale
de X , ce qui implique que gq,(M) est un faisceau inversible sur S,

que l'on peut caractériser ainsi : q,(M) est un sous-faisceau inver-

sible de HO(A,L)®k@S , par le morphisme composé :
* o
g, (M) &> q,m T (M) =5 pr,,(L) = H (L)® 8, .

Alors les sections de ¢, (M) au-dessus de U sont les sections de
H°(L)G>®U invariantes (via la représentation pL) par le sous-groupe
H=1r(H) de G(L) (cf. [DP], prop. 5.1.1). Bien entendu j'identifie
sans vergogne les groupes G et G(L) , l'isomorphisme u de(1.2)
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étant supposé fixé une fois pour toutes.

1.5. PROPOSITION. Avec les notations de (1.4) on a gq,(M) = Gs(l%E).

DEMONSTRATION. Si s€8S a pour coordonnées homogénes (X,Y), alors

q,(M)(s) est le sous-espace W de v=H°(L), invariant par les élé-
ments de G de la forme (<XU,%;),XQ,YQ) (x € ap) comme il résulte
de la définition du relévement r et de celle du sous-groupe H . Si

©€W , ® est une fonction sur ap astreinte 3 vérifier :
P(x) = (Xa,%?)(x,Yd)¢(x+Xa) (x € o o€ ap) .
Si X#0 on pose (X,Y) = (1,t) et x=0, d'ou

2
p(a) = ©(0) exp (—E%L) d'aprés la définition de < , Y .

Donc sur l'ouvert X#O , le fibré q,(M)cV® GS acquiert une section
partout non nulle :
p-1 -

il

t .__)(pt(x) = exp (—%) = 1 - ‘2—:)(2 +...+ (_t) 2 ﬁ
2

écrite ici dans la base (l,x,...,xp_l) de V . Cette section a un
pdle d'ordre Eél au point (0,1), d'ol la proposition.

Je laisse en pature au lecteur 1l'exercice suivant, généralisant

4.3):

1.6. EXERCICE. Soient A un S-schéma abélien, et L un faisceau
inversible sur A tel que [-I]Z(L) soit un translaté de L (c'est
le cas par exemple si (A,L) provient d'un corps algébriquement clos,
et si L est non dégénéré). Alors si HC K(L) est un sous—groupe
totalement isotrope, le 6-groupe g(L)xK(L)H est annulé par 2 en
tant qu'élément du groupe des extensions centrales de H par Gm .
(Indication : la multiplication par -1 dans ce groupe d'extensions
est produit de 1l'involution "passage d'un groﬁpe au groupe opposé" par
1'involution héritée de la multiplication par -1 dans H).

Ce résultat démontre évidemment (1.3, mais le calcul direct du

relévement était nécessaire pour prouver (1.5).
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2. Etude de la fibration D —> S .

2.1. (Les surfaces D et D')

1 —> H ——e'AS ——+ L — 1

pr rz\ /q
P1
Spe

Jj/ k

ck .
La situation est résumée dans le diagramme ci-dessus, avec de plus un
faisceau inversible M sur X tel que w*(M) =~ prI(L) . Comme M est
une polarisation principale de X , on peut définir son "diviseur

»*

théta" comme support du conoyau du morphisme naturel q q,(M) —> M .
C'est un diviseur relatif pour la projection g , que nous noterons
désormais D . On a

9y (D) = M® (q'q, (M) ™" =~ Mm(B5E)  a'aprés (1.5).

si s€s(k), la fibre D_ est une courbe sur la surface abélienne

Is , vérifiant (DS.DS)==2 car X(G(DS))= 1 ; c'est donc soit une
courbe lisse de genre 2 , soit la réunion de deux courbes elliptiques
transverses en un point.

Posons d'autre part D'==ﬂ_1(D) : c'est un diviseur dans Ag

vérifiant SA (D') = pr, (L)8>pr (E:i) ., faisceau noté abusivement
S

L(Egi). si s€s(x) , D = ﬂ-l(Ds) , considéré comme diviseur sur A ,

n'est autre que 1l'unique diviseur du systéme |L!  invariant sous 1'ac-

. m
tion par translations du groupe H, = Ker (A ——§a—Is) . Remarquons
d'autre part que D' n'est pas multiple non trivial d'un diviseur D"
3
de A, car si 1l'on aValt D' nD" , alors p = X(L) = x(8(D")" 1)

n X(G(D“)) serait lelSlble par n2 . En conséquence :

. si Ds est lisse de genre 2 , alors Dé est intégre, de genre
arithmétique p+1 , et de genre géométrique 2 car elle est radicielle

sur D_ ;
s

. sinon Dé est réunion de deux courbes elliptiques (réduites),
tangentes 4 l'ordre p en un point ; en effet le seul autre cas possi-
R . N
ble a priori est D} = [El]-fp[Ez] ol E; et E,

elliptiques avee A = Ele2 ; ce cas est exclu car alors

sont deux courbes
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K(L) = K(G(D;)) serait le groupe des points d'ordre p de E1 , qui

n'est pas isomorphe a ap)(d :

P
. enfin la proposition 1.5 signifie que la projection de D' sur
A est de degré Eéi : autrement dit, "par un point général de A , il
passe E%l courbes D.".

On se propose maintenant de calculer le nombre & des courbes

D singuliéres. On a d'abord le résultat suivant :

2.2. PROPOSITION. On a 5 #0 , autrement dit la fibration D —>» S
n'est pas lisse.

2.2.1. LEMME. Si k est un corps algébriquement clos [de caractéris-
tique # 2], toute fibration en courbes lisses [hxgerelligtigues] de
genre ¥ 2 sur Pﬁ est triviale.

DEMONSTRATION. Les hypothéses entre crochets sont en fait inutiles,
cf. [6], [7]. Mais la démonstration dans ce cas particulier est élé-
mentaire : si X —£+-P1 est la fibration en question, le morphisme

canonique relatif de X 4 valeurs dans E’(f*ﬂ1 1), a pour image une
X/P

"surface Fn'U i.e. une fibration en droites projectives sur pl , et

le lieu de ramification est 1'ensemble des points de Weierstrass des

fibres, qui est un revétement étale de Pl . On se trouve donc en pré-

sence d'une surface F munie de (2g+2) sections disjointes (ol g

désigne le genre des fibres), privilége réservé a plxpl et a ses

sections constantes ; le lemme en résulte puisqu'on reconstruit X a

partir de ces données.

La proposition résulte donc du

2.2.2. LEMME. Lg fibration D -9, 5 n'est pas _triviagle.

En effet, supposons le contraire et soit x€ D' : par le point
m(x) de D passe alors une courbe CC<D , section de g . La courbe
ﬂ_l(c)cl)' est alors rationnelle car T est radiciel ; sa projection
sur A est donc un point. On en déduit immédiatement que D' =T'XS
oi I est une courbe de A , et le scandale éclate puisque

o(D') = L(P;—l).

2.3. (Digression sur les diviseurs symétriques). Le lecteur trouvera
tous les détails (et bien d'autres) dans [4], §2. Si A est une
variété abélienne, un diviseur D (resp. un faisceau inversible L)

sur A est symétrigue si [—1];(D) =D (resp. [—1];(L) ~ L). Rappe-
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lons d'autre part que 1l'on note nB le groupe des points d'ordre n
de A . Tout se passe sur un corps algébriquement clos de caractéris-
tique # 2 .

Si D est un diviseur sur une variété abélienne A , on pose :

£,(D) {x€ 2A| m (D) est paire}

£_(D)

{x€ 2Al mx(D) est impaire}

ol mx(D) est le multiplicité du schéma D au point x si D est
effectif, et mx(Dl—DZ) = mx(Dl)-—mx(Dz). Le fait remarquable est :

2.3.1. PROPOSITION ([4], §2, prop. 2). Si D et D' sont deux divi-
seurs symétriques linéairement équivalents sur A , alors 2+(D) est

2

égal a 2+(D') oua Z_(D'). Autrement dit la partition

2A = 2+(D)LJ2_(D) , pour D gymétrique, ne dépend gque du faisceau
s .
A(D)
Donnons simplement 1'idée de la démonstration : si L=6_(D) est

symétrique, on a un unique isomorphisme L - [—1]*(L) qui induit

1'identité sur la fibre L(e) (e = 1'élément neutre de A). Si x
est un point d'ordre 2 , cet isomorphisme induit L(x) —=» L(x) qui
est nécessairement la multiplication par un scalaire ¢(L,x) é&gal a
+1 ou d -1 . Or un calcul facile montre gque

mx(D)-me(D)
€(6(D),x) = (-1) si D est symétrique.

A

2.4. Revenons a nos fibrations, et soit s€ S(k). Comme L est symé-
»*
trique, le diviseur [_I]A(Dé) est linéairement équivalent & D;

s

mais d'autre part il est évidemment invariant par H_ . donc égal
D; (cf. (2.1)). En conclusion, le diviseur D' (resp. D) est invg-
riant par [-1]A (resp. [-1]1).

D'aprés(2.2?nous pouvons choisir une fibre réductible Dé . Comme
elle posséde un unique point singulier, celui-ci est d'ordre 2 , et
nous pouvons, gridce d une translation, supposer que c'est 1l'origine de
A (cette translation est d'ordre 2 , donc respecte la symétrie de L).

Posons alors I = 2+(D6) et T_ = z_(Dé). Sur la figure ci-contre,
les points de I, sont représentés
° ° ° par des cercles, ceux de I_ par des
° ° ° croix. Les points de Z_ sont les
vo : f points d'ordre 2 des deux branches,
g % *

autres que l'origine. On a donc
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Card(Z ) = 10 et Card(Z_) =6 .

2.4.1. PROPOSITION. Soit s un point de S .

(i) si D, est irréductible, alors Dén (,A) = 2_(Dé) =z_,
et ces points se proijettent sur les points de Weierstrass de Ds .

(ii) si Dé est réductible, Dén (2A) est la réunion de
2_(Dé) =Z_, et d'un point de Z, qui _est le point singqulier de Dé.

DEMONSTRATION. Nous pouvons appliquer (2.3.1) puisque toutes les Dé
sont linéairement équivalentes dans A . L'assertion (ii) est alors
immédiate, le raisonnement fait pour Dé étant valable pour toutes

les D; réductibles.

Montrons (i) : soit donc Dé irréductible ; on a le diagramme

commutatif :

s s
m m
l (-114 l
D —3=»D_ .
s s
Comme Ds est lisse de genre 2 , une involution sur Ds a 2 ou 6

points fixes (suivant que le quotient est de genre 1 ou O). Comme T
est bijectif il en va de méme sur Dé pour 1l'involution [-l]A, donc :

Card £_(D)) € Card(D.N (,A)) 6 .

On a donc égalité puisque le membre de gauche vaut 6 ou 10 ; de plus
['1]I a 6 points fixes sur D, , donc c'est 1l'involution canonique
s

de Ds et les points en question sont bien les points de Weierstrass.
Nous savons donc caractériser les D; réductibles : ce sont

celles qui passent par un point de z, (et un seul). Nous pouvons

maintenant calculer & , le nombre de ces courbes :
2.5. PROPOSITION. (i) & = 5p-5 .

(ii) D' @est lisse sur k aux points singquliers des D;
réductibles (c'est-d-dire aux points de D'N (2+><S)).

(iii) D est lisse sur k .

Il est clair que l'assertion (ii) implique (iii) : D ne pourrait
étre singuliére qu'aux points de m(D'N (£, XxX8)) , puisqu'elle est
lisse sur S en dehors de ces points ; mais si D' est lisse en x ,
D est lisse en TW(x) par fidéle platitude.
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Les assertions (i) et (ii) wvont résulter du

2.5.1. LEMME. D' est transverse a Z,%xS dans Ag .

Il est clair que le lemme implique la partie (ii) de la proposi-

tion. D'autre part, si D' est transverse a 2+><S = pr11(2+) , on a:
— 1, — 1 —— —
6 = Card(D'N (£, x8)) = (D'.(2,X8)) = deg(®, (D')) -1 ) =
pr, (Z+)
1o><1‘-’;—1 = 5p-5
»* ¥* —
. 1] = 1 =
puisque SAS(D ) pr, (L) 2] pr, 95(25—) , et que Card(Z+) 10 .
Il s'agit maintenant de démontrer le lemme. Soit £ (resp.
€ = moe) 1la section unité de Ag (resp. X), et supposons, pour fixer

les idées, que D' ne soit pas transverse & €(S) au point €(0).
Cela signifie que D' contient €(V) , ou V désigne le premier voi-
sinage infinitésimal de O dans S ; V est un sous-schéma fermé de

S , isomorphe & Spec k[T]/(Tz). On a donc aussi €(V)SD (i.e., D
n'est pas transverse & ¢€(S)). Considérons le diagramme cartésien

D_«< » D, &——> D

ol e

Spec k «&—>» V &———> S .

a

Le V-schéma DV est une "déformation & l'ordre 1" du k-schéma D,

et il posséde par hypothése une section EV HAY ——4'DV , passant par le

point singulier de D, lequel est un point doublf ordinaire. Complé-
tant au point €(0) , on obtient une déformation D, 4 1'ordre 1 de
ﬁo = spec k[[x,y])/(xy) , qui posséde une seftion, donc est triviale
(exercice : une déformation & l'ordre 1 de Do au-dessus de V est
V-isomorphe & Spec k[[x,y,t]]/(tz,xy—\t) pour un X €k , et ne peut

avoir une section que si X =0).

Soient alors Sl et C, les deux branches ge Do .ALa "trivia-
1ité formelle" de D, montre que les complétés C, et C2A au point
f(o) se prolongent en deux sous—sc?émas fefmés él,v et C, y de
Dy qui sont des déformations de C1 et C2 au-dessus de V ; de
plus al,v"{E(O)} est le sous-schéma guvert de ﬁV dont le support
est ﬁv—éz , et symétriquement pour éz'v-{i(o)} . Bon, d'accord, je

fais la figure :
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w,="D,-C
(nowa- 4dbina curnt dc.Dv,

D "
v
«ow baifio ?../ﬁ.wr@&’ D
w QU\W& DV'—E(V)) o mto rleM/ Doz(va )

On voit donc, par descente fidélement plate appliquée au morphisme
Dy, _LL(DV—E(V)) —> Dy, . que C, g
ouvert U, = D,-C, de D, , pour former une déformation & l'ordre 1

de la branche C, ¢ de méme pour C

se recolle avec le sous-schéma

2

Remontant alors & D', on constate que D"I = D'XSV est réunion de
deux sous-schémas fermés I‘1 et Fz . plats sur V , qui sont des
déformations 4 l'ordre 1 des deux branches I‘i et I"g de Dé , conte-—
nant toutes deux la section unité €(V) de AXV . Cela n'est possible

que si I‘i = I‘ngc AXV : appliquer par exemple le lemme de rigidité
({c1T], prop. 6.1) au diagramme :
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L, — (aT]) xv
T

Or, comme D' est invariant par H , 1'algébre de Lie de Pi est
égale a HXSV , qui n'est pas un sous-groupe constant de AXV :
contradiction.

3. Calcul de Lie(X/S) et conségquences.

3.1. PROPOSITION. Lie(X/s) = Gs(l)@@s(-p).

DEMONSTRATION. On a la suite exacte 1 —> H — Ag Tox —1 qui

*
montre que T (Lie(X/S)) = N , le faisceau normal de H dans A
=== H/Ag S
D'autre part, le carré de 1'idéal de H contient 1'idéal de pAS
dans Ag (en effet le schéma pA est isomorphe a

2 2
spec k[x,y1/(xFP ,yP )). Il nous suffit donc de calculer le fibré nor-

mal de H dans pA

g = (pA))(S (et méme sa restriction a la section

nulle).

Remarquons d'abord que comme le groupe Ga est lisse, on a un
diagramme commutatif de k-schémas :

/ 1"

o ><a A
p

ol i est 1l'inclusion naturelle et o0 3j est un isomorphisme de
k-groupes de wp><dp sur K(L)CZPA . Le morphisme £ est alors

nécessairement un isomorphisme (de k-schémas) de PA sur

2 2
Spec k[x,y]/(xp ,yp ). Considérons alors le diagramme commutatif de
S-schémas

H G———avaS
g 1f><1dS
Spec Ss[x,y] = (GaXGa)S .

Ici g est un morphisme de groupes puisque HCSK(L)S . Il identifie

a

donc H A& un sous-groupe H' de hauteur 1 de (Gaxsa)s . Un tel
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sous-groupe est déterminé par son algébre de Lie, que nous connaissons
car c'est 1'image de celle de H par f><Ids . On voit alors que H'
est le sous-groupe de (GaXGa)S d'équations xP = yp =0, Uy=Vx ,
ol U et V sont des coordonnées homogénes convenables sur S , et

gu'il nous suffit de calculer le fibré normal de H' dans (Gaxea)s ,

et méme sa restriction 34 la section nulle. Posant X = (GaXGa)S , on a
une résolution de QH' comme Gx—module :
vP
- P

p-1 P P
_ (Uy~Vx) _ (xF,y ,Uy—Vx{
o_.>@x( p) ._..Y___.___>exaa 6, ® 6, ( 1)\ 6, —>0

I
o .

H'-__’O

Si I désigne 1'idéal de H' , on a donc une présentation de
I/(x,y)I , qui est le dual du faisceau que nous cherchons :

vP
P

8 (-p) —°>@Sse 6,9 0g(-1) —> I/(x,y)I —> 0
donc I/(x,y)I =~ GS(—l)Giﬁs(p) et la proposition est démontrée.

3.2. CONSéQUENCES. Le faisceau dualisant relatif de X/S est :
“y s = Oy(p-1) .
_ . - _ 3p-7
On a donc wy = GI(P_3) , et LL.D = wI®GI(D)®®D = M(—%—)@GD .

En particulier ﬂ*ub = L(g%zz)g’G , est ample sur D' , donc ([2],
prop. 4.4) W, est ample et D est une surface de type général.

Le calcul de wy permet de trouver les principaux invariants de
D , par exemple :
l . ~ ~ . T
R q*@D = Lie(X/S) (car X =~ Pch/S)
= Lie(X/8) = 0,(1)® 6,(-p)

donc x(GD) = p-2 .
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Le lecteur vérifiera que c2(D) = 5p-9 , ci(D) = 7p-15 , et que
les six sections de D correspondant aux points de Weierstrass des
fibres sont de self-intersection 2%?2 ces

Appendice : Construction de A et L vérifiant K(L) = ap)(ap .

Soient k un corps parfait (par exemple fini) de caractéristique
p” 0 (on ne suppose plus p»2), E et E, deux courbes elliptiques

1
supersinguliéres sur k , d'origines respectives €, et €, . On
+ . _ ®p
munit E, XE, du faisceau ample L_ = SEIXEZ(EIX{Ez} +{£1} X E,) .
Il est clair que K(Lo) est le groupe des points d'ordre p de L
E1><E2 ; c'est un groupe d'ordre p4 , muni d'une dualité alternée e ©
4 valeurs dans Gm .

Supposons trouvé un sous-groupe H de K(LO) vérifiant :

(a) H = mp

L

b) H/H=>= o_Xa_ .

( / p <%

La condition (a) implique ([DP], 2.3) que H est totalement isotrope
pour e ° , donc la condition (b) a un sens. De plus, le groupe
Q(LO)XK(LO)H est une extension commutative de H par Gm , et il est
facile de voir que, k étant parfait, Extl(ap,Gm) = 0 ; donc d'aprés
([DP], 4.1), le faisceau Lo se descend en un faisceau inversible L
sur E1><E2/H qui vérifie alors K(L) == ap)(ap , d'aprés ([ppr], 4.2)
et la condition (b).

Il ne reste plus qu'd trouver H . Si G est un k-schéma en
groupes fini commutatif annulé par p , on note M(G) son module de
Dieudonné ([GA], [1]) : c'est un k-espace vectoriel de dimension
finie, muni de deux endomorphismes de groupe additif, Fg et VG ’
vérifiant :

=P P,y = = = € €

Fo(Ax) =APF,(x) , Vo(APx) =2V (x) , FVo=VF =0 (x€M(G) s X ENR.
En particulier :

. M(OIP) ~ k avec F=V=0

. M(pEl) posséde une base du type {e,Fe} avec Ve=Fe .

On rappelle enfin que M(G) s'identifie & Hbmk(M(G),k) , avec F et

V donnés par :
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(Fg®) (x) cP(VGx)p

-1 R
(Vgo) (x) = @(Fgx)P (x € M(G) , ® € M(G)) .

En particulier une forme bilinéaire alternée sur G , a valeurs dans
€. - induit une forme bilinéaire alternée B : M(G) XM(G) —> k , véri-
fiant B(Fx,y) = B(x,vy)P .

Posons M = M(K(Lo)) : il admet une base (el,Fel,ez,Fez) avec
Fei==Vei . D'autre part les deux iacteurs pE1 et pE2 de K(Lo)
sont orthogonaux pour la forme e © , donc la forme bilinéaire B in-
duite sur M vérifie B(ei,ej) = B(Fei,Fej) = B(ei,Fej) = 0 pour
i#3j . Elle est donc déterminée par les deux scalaires B(ei,Fei) = 9i

L
(i=1,2), tous deux non nuls car e ° est non dégénérée.

Soit H un sous-groupe de K(Lo) , isomorphe a ap : il est
déterminé par un plongement ap L—-D'K(Lo) , Ou encore par un morphisme
surjectif ® : M —> k , vérifiant ®oF = O . On vérifie alors facile-
ment que M(H'/H) est isomorphe & Ker 9/(Ker o)t , et il s'agit donc
de déterminer ¢ pour que Ker ¢/(Ker o)t =~ M(dp><ap) . I1 suffit
pour cela que F(Ker ) et V(Ker ¢) soient contenus dans (Ker o),

. 5 . . . . " . <
et méme la premiére inclusion suffit puisque H /H est isomorphe a

son dual.

Nous pouvons supposer gque w(e1)= 1 : alors ¢ est déterminé par
®(e,) = a€k , puisque w(Fel) = ¢(Fe2) = 0 . (En fait le scalaire a
est simplement la pente de l'algébre de Lie de H dans celle de
PE1><pE2).

Ker ©® a pour base Fe1 ’ Fe2 + ey-ae; .

F(Ker ¢) est engendré par Fe2--apFe1 ; il est orthogonal &

Ker ¢ si et seulement si B(ez—ael, Fez—apFel) = O , les autres rela-
tions d'orthogonalité étant toujours vérifiées. Celle-ci s'écrit :

. _
0 = B(e,,Fe,) + aP lB(el,Fel)

6

+ . . sz
p+l _ _ 32 . I1 y a donc des solutions, quitte & éten-
1

autrement dit a

dre le corps de base. On voit en particulier que si 1l'on prend E1==E2,

p+1 2

1'équation devient a = -1, qui implique aP =a ; on aura donc des

solutions dés que k contient le corps a p2 éléments.
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Signalons qu'un théoréme de Oort [5] montre que si A est une
surface abélienne sur un corps algébriquement clos, contenant « ><ap ,
alors A est isomorphe au produit de deux courbes elliptiques super-

singuliéres.
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ABSTRACT

PENCILS OF CURVES OF GENUS AT LEAST TWO

(a seminar at the E.N.S. organised by L. Szpiro)

This seminar contains eigth papers that we can divided into

four groups :

Semi-stable reduction (exposé 1 by M. Deschamps). This is a local
study of the semi-stable reduction of curves by the method of Artin-
Winters augmented by more precise results due to M. Raynaud and

J.-F. Boutot.

Numerical properties of the relative dualizing sheaf (exposé 3).

This part proves, in any characteristic, the numerical positivity of
the relative dualizing sheaf (a theorem of Arakelov in char. zero).
Then a bound for the self-intersection of this sheaf is given which
allows one to give a proof of the Chafarevich and Mordell conjectures
in any characteristic. It is also shown that complete families of

ordinary curves are constant.

Vanishing and conterexamples to vanishing (exposé 2 by R. Ménégaux,

exposé 4 by M. Flexor, exposé 5 by R. Fossum). It is proved that the
relative dualizing sheaf satisfies Kodaira-Ramanujan vanjishing
(exposé 2). The two other papers give new conterexamples to Kodaira-
vashing and closedness of global one forms in char. p) o .

Rational pencils (exposés 7 and 8 by L. Moret-Bailly, and exposé 6
by A. Beauville). In the papers 7 and 8 are constructed exemples of
non constant families of principally polarized abelian varieties of
dimension two over the projective line (char. p? 0). In 6 it is
proved that a semi-stable non constant family of curves of genus at

least two, over Pé must have at least four degenerate fibers.
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