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INTRODUCTION 

Le séminaire de géométrie algébrique, dirigé par L. Szpiro, qui 

s'est réuni à l'E.N.S. rue d'Ulm, en 1979 et 80, a été consacré à 

l'étude des familles algébriques de courbes. L'ensemble de s résultat s 

qui y ont été exposés est regroupé dans ce volume d'Astérisque . 

Certains énoncés et certaines démonstrations ont toutefois été amélio-

rés depuis les exposés oraux. On trouve, d'ailleurs, une version 

abrégée et plus ancienne des chapitres 2 à 5 dans l'exposé de Szpiro 

au colloque de Rennes (Astérisqu e vol.64) . 

Nous présenterons, d'abord, l'aspec t diophantie n des théorèmes 

qui sont au centre de ce volume. Nombre de résultats, auxiliaires pour 

cette partie, mais intéressants en eux-mêmes, concernent l a géométrie 

des surfaces. (C'est en caractéristique positive qu'on a des énoncés 

nouveaux dont l'analogue su r < C étai t dû à Arakelov). 

Soient k  u n corps algébriquement clo s et K  l e corps des fonc-

tions rationnelles su r une courbe B  projectiv e lisse sur k  .  Etant 

donnée une courbe Xjç  projectiv e lisse sur K  (d e genre au moins 2 

dans la suite), on sait qu'on peut trouver une surface X  projectiv e 

lisse sur k  ,  munie d'une fibratio n f  : X B  don t l a fibre géné-

rique est Xj ç . Et une telle fibration est unique si l'on impos e en 

outre qu'elle soit relativement minimale. 

L'ensemble (fini ) des points de B  o ù la fibre de f  es t singu -

lière s'appelle alor s le lieu de mauvaise réductio n de X ^ . 

Quitte à faire une extension fini e K ' d e K  , on peut suppose r 

que Xj ç a  réduction semi-stabl e (i.e . que les fibres singulières de 

f son t réduites à singularités quadratiques ordinaires) . La démons-

tration, publiée ici, du théorème de réduction semi-stable (chap . 1) 

apporte quelques précisions dues à J.-F. Boutot au texte initia l 

d'Artin-Winters (référenc e à la fin du chap. l). Le lien avec la 

réduction semi-stable de la jacobienne de X ^ y  est fait et,par ce 

biais on obtient des renseignements su r l'extension K'/ K convenable . 

Les conjectures suivante s sont classiques : 

i 



R. ELKIK 

Conjecture de Shafarevich (pou r les corps de fonctions) :  Etant donné 

un ensemble fin i S  , de points de B  ,  1'ensemble de s courbes XK, 

de genre g  ,  non isotriviales (essentiellemen t :  non définies su r k ) 

et ayant bonne réductio n en dehors de S  es t fini. 

Conjecture de Mordell (pou r les corps de fonctions): Si la courbe XK 

est non isotriviale l'ensembl e X ^ K ) d e ses points rationnels su r K 

est fini. 

Ces conjectures ont été démontrées par Parshin et Arakelov (voi r 

référence à la fin du chap. 3 de ce volume) lorsque la caractéristiqu e 

de k  es t nulle. On démontre ici (Thm . 7 exposé 3) la conjecture de 

Shafarevich e n toute caractéristique pour des courbes Xj ^ admettan t 

réduction semi-stable su r B  .  On montre ensuite qu'il est facile de 

se débarrasser de l'hypothèse d e semi-stabilité e n caractéristiqu e 

zéro mais qu'elle es t indispensable e n caractéristique positive (cf . 

exemple après le théorème 7  loc. cit.). On établit ensuite la conjec-

ture de Mordell, en suivant une méthode esquissée par Parshin pour 

déduire "Mordell " de "Shafarevich" . 

Un résultat auxiliaire essentiel est le suivant. Si f  : X * B 
est une fibration semi-stabl e no n isotriviale, alors le faiscea u 

dualisant relati f ^x/ B e s t numériquemen t positif (e t ample su r le 

modèle stable) . Si k  es t de caractéristique nulle , le vanishing 

théorème de Ramanujan-Kodaira impliqu e alor s la nullité de 

H ( X , 6 U ^ g ) . Mumfor d avai t donné des exemples de surfaces normales, 

puis Raynaud de surfaces lisses, sur un corps de caractéristique p  ) 0, 

munies d'un faiscea u ample L  te l que H 1(X,L~ 1) soi t non nul. De 

nouveaux contre-exemples a u "vanishing" de Kodaira son t construit s 

dans l'exposé 4 . Toutefois l'expos é 2  est consacré à la démonstration 

d'un théorème d'annulation d e cohomologie, qui admet comme corollair e 

immédiat H 1(X,oo~^B) = 0 s i X  f y B es t une fibration semi-stabl e 

non isotriviale. 

Ce théorème d'annulation es t utilisé à plusieurs reprises au 

cours de l'exposé 3  et permet e n particulier d'établir l a "rigidité " 

des familles semi-stable s (Thm . 6) point essentiel pour démontrer la 

finitude (Thm . 7). 

En termes approchés l a rigidité signifi e ceci. Soient V  u n 

espace de paramètres (connexe ) et X  ^  Bx V te l que pour tout point 
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v£ V ,  f induis e f  :  Xv >  B X {vl fibratio n semi-stable à mauvaise 

réduction contenue dans S^ B alor s la fibration f v n e dépend pas 

du point v  . 

Les exposés 7 et 8 sont indépendants des chapitres précédents. 

L. Moret-Bailly construit une famille non constante de variétés abé-

liennes principalement polarisées , sur P * ,  pour tout corps k  d e 
1 

caractéristique )  2 .  (On sait que tout schéma abélien sur P ^ es t 

constant). Le schéma abélien construit par L. Moret Bailly est la 

jacobienne d'une famill e semi-stabl e de courbes de genre 2 sur P k 

dont les fibres singulières sont formée s de 2 courbes elliptiques se 

coupant transversalement e n un point. Notons qu'il n'existe pas de 

famille lisse non constante de courbes de genre supérieur ou égal à 1 

sur P ^ :  Si k  = Œ e t sans hypothèse de semi-stabilité il y a au moins 

3 fibres singulières. Si on suppose la famille semi-stable et toujours 

en caractéristique O  , A. Beauville montre (expos é 6) qu'il y a au 

moins 4 fibres singulières. Si le corps de base est de caractéristiqu e 

p  ̂O un e famille semi-stable de genre au moins 2 sur DP 1 a  au moins 

3 fibres singulières (chap . 3). 

Il reste a mentionner qu'on construit au chapitre 5 des surface s 

projectives lisse s sur un corps de caractéristique )  O sur lesquelles 

il existe des formes différentielles globales non fermées (les premiers 

exemples étaien t dus à D. Mumford). 

En guise de conclusion, rappelon s qu'on peut étendre dans deux 

directions, le sujet de ce séminaire d'une part en considérant des 

familles de variétés abéliennes, d'autre part, en prenant pour K  u n 

corps de nombres. 

1) Soient d'abord K  e t B  comm e précédemment, S  u n ensemble 

fini de points de B  ,  g e t n  deu x entiers ( n premie r à la carac-

téristique) . L'ensemble de s variétés abéliennes sur K  ,  de dimension 

g ,  munies d'une polarisation de degré n , ayant réduction semi-

stable sur K  ,  et bonne réduction en dehors de S  , est-il fin i ? 

Dans cette direction, L. Szpiro et L. Moret Bailly, saven t montrer 

que si S  es t vide, et si on fixe aussi le degré du fibre tangent 

relatif, restreint à la section nulle, alors l'ensemble de s schémas 

abéliens X  —> B 
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(de dimension g  ,  munis d'une polatisation de degré n) forme une 

famille limitée. Mais il manque par exemple un énoncé de "rigidité " 

pour obtenir l a finitude. 

2) Soient maintenant K  u n corps de nombres, S u n ensemble fin i 

de places de K  ,  et g  u n entier }/ 2 . 

a) Conjecture de Mordell :  Soit X  un e courbe de genre g  liss e sur 

K .  Alors l'ensemble de s points de X  rationnel s su r K  es t fini. 

Le point su r cette question est fait dans les textes de 

J.-P. Serre "Autou r du Théorème de Mordell-Weil I , II" résumé d'u n 

cours au Collège de France Janvier-Mar s 1980 , Octobre-Décembre 1980 . 

b) Conjecture de Shafarevich :  L'ensemble des courbes de genre g 

projectives lisse s sur K  ,  ayant bonne réduction en dehors de S  es t 

fini. 

On sait démontrer cette conjecture en genre 2 (par exemple 

Parshin :  "Minimal models of curves of genus 2..." Math. USSR Isv . 

vol. 6 1972) et de façon générale pour les courbes hyperelliptique s 

(ou pour les courbes elliptiques) . 

c) Existe-t-il des familles de courbes de genre g  lisse s sur 
Spec Z ? 

d) On ne connait pas non plus (bie n sûr), l'analogue d e b) pour les 

variétés abéliennes. Même l'énoncé suivan t es t conjectural : 

L'ensemble de s variétés abéliennes de dimension 2, sur K  principa -

lement polarisées, et ayant bonne réduction en dehors de S  es t fini. 

Renée Elki k 
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PINCEAUX DE COURBES DE GENRE AU MOINS DEUX I 

REDUCTION SEMI-STABL E 

par Mireill e DESCHAMP S 

exposé n° 1 

O. Introduction. 

Nous nous proposons de démontrer dans cet expose le théorème 

suivant, dit de réduction semi-stable :  "Soient R  u n anneau de va-

luation discrète de corps de fractions K  ,  corps résiduel k  ,  C un e 

courbe propre et lisse de genre g> 2  su r K  .  Alors il existe une 

extension fini e K ' d e K  tell e que si R ' es t un localisé de la 

fermeture intégrale de R  dan s K ' e t V ' l e modèle régulier mini-

mal de CXjçK ' su r R' , V es t semi-stable, c'est-à-dire qu e sa 

fibre spéciale est réduite et n'a pour singularités que des points 

doubles ordinaires". 

Le paragraphe 1  est consacré à des rappels et des définitions. 

Au paragraphe 2, on fait une première réduction du théorème :  si 
n 

V es t le modèle minimal de C  su r R  ,  X = ? r.C . s a fibre spé-
i=l 1 1 

ciale, si p.g.c.d(r^ ) = 1 e t si le radical unipotent de Pi c (X/k ) 
est nul, alors V  es t semi-stable . 

Au paragraphe 3 , nous poursuivons 1'étud e de la fibre spécial e 
n 

X = ) r.C . .  Nous introduisons l e groupe abélien G  engendr é par 
i=l 1 1  n 

x1,...,x ave c les n  relation s ) [  (C.C.)x. = O . Il permet 1 n  î  j î 

d'établir un lien entre les points d'ordre fin i de la Jacobienne de C 

et les points d'ordre fin i de Pic°(X/k) . Plus précisément, pour tout 

nombre premier q  distinc t de la caractéristique résiduelle , il 

existe une suite exacte : O •  Pic°(X/k ) *  Pic°(C/K ) > G *  O. 
q q  q 

Le paragraphe 4 est essentiellement de nature combinatoire . 

L'étude des différents types possibles de graphes associés à la fibre 

spéciale X  perme t de majorer dim^^C^G ) e n fonctio n du nombre de 
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Betti du graphe, et de terminer la démonstration du théorème. 

Le paragraphe 5 fait le lien entre la notion de réduction semi-

stable d'une courbe et celle de réduction semi-stable d'une variété 

abélienne (rappelon s qu'une variété abélienne A  su r K  a  réduction 

semi-stable su r R  s i la fibre spéciale de son modèle de Néron a un 

radical unipotent nul) . On démontrera qu'une courbe C  d e genre 

g \ l propr e et lisse sur K  a  réduction semi-stabl e su r R  s i et 

seulement s i sa Jacobienne a réduction semi-stabl e su r R  .  La fin du 

paragraphe es t consacrée à des résultats "no n publiés mais bien 

connus des spécialistes" qui déterminent quelle est la meilleure 

extension K ' d e K  su r laquelle une variété abélienne a réduction 

semi-stable. 

Nous nous sommes inspiré s surtout des articles d'Artin-Winter s 

[2] dont nous suivons la démonstration e t de Deligne-Mumford [3]. 

1. Rappels - Définitions. 

1.1. Soit k  u n corps algébriquement clos . Une courbe C  projectiv e 

sur k  d e genre g  2̂ es t stable (resp . semi-stable) si : 

i) elle est réduite et connexe 
ii) ses singularités son t quadratiques ordinaire s 

iii) toute composante irréductibl e de C  isomorph e à B P 
rencontre les autres composantes e n au moins 3 points (resp . 2 points). 

1.2. Soit S  u n schéma. Une S- courbe stabl e (resp . semi-stable) de 

genre g   ̂2 es t un S-schém a V  propre , plat, dont les fibres géomé-

triques sont des courbes stables (resp . semi-stables) de genre g  . 

1.3. Dans toute la suite on désigne par R  u n anneau de valuation 

discrète de corps de fractions K  ,  corps résiduel k  ,  et on note 

S = Spec R .  Soit C un e courbe projective lisse , géométriquemen t 

connexe sur K  ,  de genre g   ̂2 . 

DEFINITION 1.4 . Un modèle de C  sur R  (o u S ) est un S- schéma 

propre et plat f  : V *  S tel que V R =  V Xg K soit muni d'u n 

K-isomorphisme ave c C  . 

DÉFINITION 1.5 . Un modèle régulier ( resp. stable, resp. semi-stable) 

de C  sur R  est un modèle de C  qui est un schéma régulier ( resp. 
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une S- courbe stable , resp. une S- courbe semi-stable ). S'il exist e  

un modèle stable ( resp. semi-stable) on dit que C  a réduction  

stable ( resp. semi-stable)sur R  . 

DEFINITION 1.6 . Un modèle minimal de C  sur R  est un modèle régu -

lier dont la fibre spéciale ne contient pas de courbe exceptionnell e 

(i.e. de droite de self intersection -1) . 

REMARQUE 1 .7. D'après [l ] il existé toujours un modèle régulier et 

d'après [12 ] on peut contacter ses courbes exceptionnelles e n des 

points lisses, donc il existe un modèle minimal. On démontre facile-

ment qu'il est unique à S-isomorphism e prè s (c e qui est faux si 

g = 0 ) . D e plus, il commute à tout changement de base étale, donc aussi 

au passage au hensélisé et au hensélisé strict de R  .  Enfin il est 

universel au sens suivant :  soient f  : V >  R u n modèle minimal et 

g : W *  R u n modèle régulier de C  .  Alors il existe un 

R-morphisme h  : W 9- V . 

1.8. Si V  es t un modèle régulier de C  ,  il existe sur V  un e 

théorie des intersections entr e un diviseur quelconque et un diviseur 

à support dans la fibre spéciale X  [l2l . En particulier, s i C  es t 

une composante de X  ,  on a :  C.X = O 
2 

-C =  C(X-C) = nombre de points où C 

rencontre les autres composantes . 
La condition (iii ) de 1.1 équivaut alors à : 

(iv) : X n e contient pas de courbe exceptionnelle ni de droite 
de self-intersection - 2 (resp . pas de courbe exceptionnelle). 

2. Enoncé du théorème et premières réductions. 

Dans la suite, les notations restent celles de 1.2 et 1.3 . 

Nous nous proposons (e t nous y parviendrons après de nombreu x 

intermédiaires) de démontrer le résultat suivan t (prouv é par 

Grothendieck-Deligne-Mumford [3] , puis de manière indépendante par 

Artin-Winters [2] dont nous reprendrons l a démonstration). 

THEOREME 2.1. Soit C  une courbe propre, lisse, géométriquement  

connexe sur K  ,  de genre g  >/ 2 .  Alors il existe une extension fini e 

K' d e K  telle que si R * est un localisé de la clôture intégral e  

de R  dans K' , CXj^K* a réduction semi-stabl e sur R' . 

3 
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PROPOSITION 2.2. Supposons que le corps résiduel k  d e R  soit algé-

briquement: clos. Alors les propriétés suivante s son t équivalentes : 

i) C a réduction stabl e 

ii) C a réduction semi-stabl e 

iii) le S- modele régulie r minimal de C  est semi-stable . 

DÉMONSTRATION D E (i ) =^ (iii) . Soit f  : V *S un e S-courb e 

stable qui prolonge C  .  La déformation universelle d'une singularit é 

quadratique ordinair e su r un corps k  es t l'anneau loca l comple t 

W[[X , Y , T ] ] / X Y - T au-dessu s de l'anneau d e base W[[T] ] ( W étan t le 

corps k  s i la caractéristique es t nulle, l'anneau de s vecteurs de 

Witt sinon ) [3]. En d'autres termes, soit x  u n point singulie r de la 

fibre spéciale 7 il existe un homomorphisme u  : W [ [ T ]] 3» R qu i 

induit un isomorphism e 

Ê

V # X ^ - * R ® W [ [ T ] ] W[X,Y,T]]/XY- T 

R [ [ X , Y ] ] / X Y -U ( T ) 

R[[x,Y]]/XY-t n 

si t  es t une uniformisante de R  , et x  es t un point singulie r de 

V s i et seulement s i n)/ 2 . 

Eclatons dans & v l'idéa l maximal (X,Y,t) . On obtient l e 

schéma : 

Proj S [[u,V,w]]/(UV-t n~2W2,XV-UY,YW-tV,tU-XW) 
V , X 

Si n  = 2 

Y = 0 X = 0 
V = 0 

U= O 

Si n  \ 3 

Y = O X  = O 
V = O U= O 

singularité 
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Si n  = 2 , 1'éclate es t régulier et on a introduit une droite de 

self-intersection - 2 .  Si n^ 3 ,  l'éclaté a une singularité du type 

uv - tn 2  =  O , et on a introduit deux droites de self-intersectio n 

-2 qu i se coupent transversalement a u point singulier. Au bout de 

éclatements, on obtient donc un schéma régulier, et dans la fibre 

spéciale, on a ajouté (n-1 ) droite s de self-intersection - 2 .  Ce 

schéma qui est le S-modèl e régulie r minimal de C  es t donc semi-

stable . 

[n2] 

DEMONSTRATION DE (iii ) = ^ ( i ). Soien t V  l e S-modèl e régulie r 

minimal de C  ,  et E^ #...,E le s composantes de la fibre spéciale 

qui sont des droites de self-intersection - 2 . 

- Ou bien elles constituent tout e la fibre, c'est-à-dire qu'o n a 

un "cycle " : 

alors X  = 
r 

5 e* 
Soit K Q u n diviseur dualisant relatif de V  su r 

S : 

E? + E. .K = -2 =^ E . .K = O 
1 i  o  i  o 

X 2 +X.K = X.K = 2g-2 =  O  g  = 1 ce qui est contraire à 
1'hypothèse. 

- Ou bien elles forment des chaînes : 
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et d'après un résultat de Lipman [6] on peut les contracter par un 

procédé inverse du précédent, et on vérifie facilemen t que les seules 

singularités qu'on obtient dans la fibre spéciale son t quadratique s 

ordinaires, c'est-à-dire qu'o n obtient une S-courb e stable . 

COROLLAIRE 2.3. Le S- modele stabl e s'il existe est unique à 

S-isomorphisme uniqu e près, puisqu'il s'obtien t en contractant  

toutes les droites de self-intersection - 2 dans le S- modele mini -

mal , et il est normal puisque ses singularités son t isolées. 

REMARQUE 2.4. Soit f  : V *  S u n modèle régulier semi-stable d'un e 

K-courbe C  , et soit 1t : S1 *  S u n morphisme fin i éventuellemen t 

ramifié, soit f ' : V *  S' l e morphisme de la résolution des singu-

larités V  d e V X g S ' dan s S ' , de sorte qu'on a le diagramme 

commutâtif : 

fg 

k V X S  ' 

f ' 

f 

V 

f 

s 

La théorie des déformations utilisée dans la démonstration précédent e 
montre que pour passer de V  Xg S * à V  , on ne rajoute que des droites 
de self-intersection -2 , de sorte que f * es t encore semi-stable . 
2.5. Nous allons étudier la fibre spéciale d'une S-courb e régulièr e 
V qu i prolonge C  . 

Soit f  : V 5 * S = Spec R 

V =  V X S K la fibre générique 

X = V Xs k = 
n 

rz 
i=l 

r.C. la fibre spéciale. 

Nous supposerons que le corps résiduel k  es t algébriquement 

clos. 

Soit K Q u n diviseur tel que & V(K Q) ^ V // R (faiscea u dualisant 

relatif). 

PROPOSITION 2.6. La fibre spéciale possède les propriétés suivante s : 

a) X est connexe et r. > O i pour i  = 1,...,n 
b) C. .C . = C..C. >/ O 

1 3 D i 
si i H et X.C. = O pour i — 1, . . ., n 

c) le genre arithmétiqu e P(C.) de C. i est égal à 

6 
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I ( c i + c i - K o ) + 1 , en particulier I(ci+ci-Ko)+1 

est un entier > o pour 

i = 1,. • ., n 

d) la matrice symétrique (C..C. ) est semi-définie négative et 

les seuls diviseurs Z = 
i=l 

s.C. tel que z 2 = o sont les multiples 

rationnels de X  . 

DEMONSTRATION. Seu l d ) , nécessite une démonstration qui est formell e 

à partir de a) et b ). Soit V  l e Q-espac e vectorie l de base 

C - , • a • / C . 
1 n 

1°) Soit Z = 
n 

E Z 
i=l 

a.C. 1 i (<x± €  Q) un élément de V  .  Nous allons 

montrer par récurrence sur n  qu e z2i o 

- pour n  = 1,2 c  ' est immédia t 

- s i <x = of 1 =  O n n- 1 , les vecteurs cl'••-' C

n-2 
, r .. C .  + r C n-1 n-1 n  n 

forment une base d'un espace vectoriel qui vérifie le s propriétés (a ) 

et (b) . Par hypothèse de récurrence, Z 2 <^ O . 

- Quitte à remplacer Z  pa r 
et 

Z - j2x, 
n 

on peut toujours suppose r 

a =  O . Ecrivons n z =  Z l - z 2 . où Z± et Z 2 sont à coefficients \ O  . 

D'après ce qui précède. Z ^ O , z]L.z2 >/ , z ] L.z 2 >/ O donc Z 2 < O , si Z± 

et Z 2 son t non nuls. 

Enfin si a y O,. . . , a >  O , 
1 n— l 

supposons 
1 ^ 2  v \  n-1  

r l r 2 n- 1 
Soit Z' = Z - -^ X  =  VZl ( — -  - ^ ) r . C. 

r '  r  r  i  i 
n-1 i= l i  n- 1 1 1 

Z' 2 =  Z2

N< O d'après ce qui précède. 

2°) Il reste à montrer que le rang de la forme intersection es t 
(n-1). 

Soit W = { w € V ; w . v = 0 V v € V> =  V . 

Sur V/ W l a forme intersection es t définie négative. Supposons 

que C 1,...,Cg ( € € [l,n-l]) formen t une base de V/ W . 

On peut écrire : 

C € + =  L - L 2 + D o ù D € w 

et L. 
i j=l 

X . . C . , X . . € Q~ 

7 
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alors 0 4 C€ + 1 . L 1 =  L2-L1.L2\< 0 = ^ L 2 =  0 1 ^ =  O 

donc C £ + l + L 2 =  D € W * 

Soit r  l e dénominateu r commu n de s A  .  , de sort e qu e 

r^C€+l+L2 =  r D es t u n ^iv:*-seu r effectif A  . 

Si l a dimensio n d e V/ W es t inférieur e à  n- 1 ,  il exist e de s 

indices i  tel s qu e c1  n e soi t pa s un e composant e d e A  .  Pour u n 

tel indice , C^. A = O  don c c1  es t disjoin t d e A  .  La réunio n d e ce s 

est disconnex e d e l a réunio n de s composante s d e A  ,  d'où un e 

contradiction. 

REMARQUE 2.7 . Dans l a mêm e situatio n qu' à l a remarqu e 2.4 , au-dessu s 

de chaqu e poin t singulie r d e V  xg S' i l y  a  dans V  un e fibr e for -

mée d e droite s d e self-intersectio n - 2 qu i possèd e le s propriété s 

a ) , b ) , d) d e l a proposition précédente . 

THEOREME 2.8 . Avec le s notation s d e 2.5 , si . V  est l e modèl e minima l  

de C  ,  si pgcd(r^ ) =  1  et s i l e radica l unipoten t d e Pic°(X/k ) 

est nul , alors V  est semi-stable . 

LEMME 2. 9 (ave c le s notation s d e 2.5) . Si pgcd(r. ) =  1  ,  alors :r D e s 

- H°(X,&X ) =  k  ,  din^ H ^ X , ^) =  g 

- s i X  n'est pa s réduit . g >  dir ^ H ( X ^ & x ^ ) D e s 

DEMONSTRATION. Soi t Z  u n diviseu r vérifian t : Xred C 2  C X  ' 

H°(Z,OZ) =  k , e t maxima l pou r ce s propriétés . Posonsr D e s z - S aic i 

et supposon s , z]L 

Alors O =  X(X-Z) =  (X-Z) 2 +  Z(X-Z) . 

Puisque pgcd(r^ ) =  1  ,  X-Z n'es t pa s u n multiple d e X  ,  donc 

(X-Z)2 <  O .  Il exist e alor s i  te l qu e r . > a. e t Z.C . > O . 

Soit Z ' =  Z+C . . 

On a  des suite s exacte s : 

O > $V(-Z' ) *  &V(-Z) > ©z. r $Z *  O 

et o — • ô v ( - c i - z ) ^©v(-z ) •  &c (-Z ) * 0 

d ' où : O — * & c < < - z ) — * * z . — — * ° 

8 
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et puisque Z.C± >  O . H°(* c (-Z) ) 
i 

= O , donc H°(0 Z,) =  k ce qui con— 

credit l'hypothèse gvhk 

Ecrivons maintenant X = Z+C. 
i 

où red et Z.C. > O . 

D'après Riemann-Roch su r C. : 

h 1 ^ (-Z) ) 
i 

= h°(&c (-Z) ) +  (Z.C^-1) + p(C ±) 

donc h 1 ( ^ (-Z) ) est nul si et seulement si Z.C ± = 1 e t 

P(C ±) = O c 1 est-à-dire, puisque O = X.C ± = Z.C ± +  C? , si C. i est 

une courbe exceptionnelle, ce qui est exclu par hypothèse. 

De la suite exacte O —* r O c_(-Z) —* O x © z — * G on tire 

O •H 1(*- c (-Z) ) ^ H 1 * ^ ) *H 1(& Z) • O 

d ' où h 1(X,^ x) = g - 1 +h°(X, x̂) = g > h ^ Z , ^ ) >/ h
1(X 

red 
, z] 

322 
2 >/ 

DÉMONSTRATION DU THEOREME 2.8. Le noyau du morphisme 

Pic°(X/k) — ^ P i c ° ( X r e d / k ) est unipotent. Il est donc nul et d'après 

le lemme 2.9, X es t réduit. 

Soit 1T : X >  X la normalisation de X  ,  et X * l e schéma 

intermédiaire défini par : 

- même espace sous-jacent que X 
- pour tout ouvert U  d e X 

r<u,& x,) = {f £ r(u,ir*©£) ,f (x1) = f(x 2) si n (x1) = ir (x2 )} . 

On voit facilement que les singularités de X ' son t du type 

"axes de coordonnées", c'est-à-dire d e la forme k[[T1,...,Tg]/(T^Tj) . 

Puisque ©x , est totalement ramifié sur & x , *^i/x f* O . Soit x  u n 

point singulie r de X  .  Le noyau d'une &x-dérivatio n $x , >  k(x) 

est une ^-algèbr e ®1  tell e que lg ^ ^x'^l =  1 • °n construit 

ainsi de proche en proche une suite d'algèbres : 

x* i  •• • t  X 

telle que lg k ®±/®±+1 =  1 . 

On a des suites exactes : 

9 
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0 — » °i +l 

0 —» °i+l 
0 —» °i+l 

(localement, s i 1 corresDond à 1 1 anneau local A i d 1 idéal maximal 

x 

A i + i i+l 

k = A . + 1 
°i+l 

P 

A i ^ i + l
A i —*-A i/rç i =  k 

u. : A. °i+l est défini par u ±(a) = Eiâl- i) 
a 

d'où une suite exacte : 

O > k H <\*+l> 
°i+lx =n 0 °i+l 

ce qui contredit l e fait que le radical unipotent de Pi c (X/k ) es t 

nul. Alors X ' = X ,  et puisque X  es t tracée sur une surface régu-

lière, ses seules singularités sont quadratiques ordinaires. 

3. Etude des points d'ordre fini de la jacobienne . 

3.1. Avec les notations de 2.6, soit x = nx = n 
j=l^ 

la fibre spéciale. 

qui a les propriétés (a) , (b), (c), (d). 

Soient L  l e groupe abélien libre engendre par les C . , 
-* 1 

L =  Hom(L, 280 l e groupe dual, et (x.) . - l a base duale. La 
x x— ±, • • •, n 

forme intersection définit un homomorphisme 

M» : L >  L 

0 —» °i+lfdgd 
n 

- TU 
j=i 

(C. .C . )x. 
i 3 3 

n 

j=l 
m. . x . 
ij 3 

et soit G  = Coker u> , qui est un groupe de rang 1  . 

PROPOSITION 3.2. Si R  est complet, de corps résiduel algébriquemen t  

clos, et si pgcd(r. ) = 1 , on a une suite exacte 

O + Pic° V y Pic Vv -— * G > O . 

DEMONSTRATION. On a un diagramme à  lignes et colonnes exacte s 

10 
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Pic° V V -—* Pic V__ 

A 
L *  Pic 

V -— * Pic V__ ^ o 

L L G „ o 

O O 

- X  associ e à  ci  l a class e d u faiscea u ^v^Ci^ ' V  es t l a restr^c ~ 

tion, qu i es t surjectiv e ca r V  es t localemen t factoriel . Son noya u 

est form é de s classe s d e diviseur s à  suppor t dan s l a fibr e spéciale . 

- cp es t défin i pa r <P(Z) 
n 

i=l 
(Z.Ci)xi . 

Puisque cpX = yx. , cp indui t *p su r le s conoyau x d e X e t u  . 

Le noya u d e c p es t form é de s classe s d e diviseur s numériquement , 

donc algébriquement , équivalent s à  O  su r le s fibres , c'est-à-dir e l a 

composante neutr e Pic ° V .  Soit x  u n point liss e d e C . -  U  C . 
xred J7*i 3 

(qui exist e ca r k  es t algébriquemen t clos) . Puisqu e R  es t complet , 

il s e relèv e e n u n diviseu r D  qu i vérifi e D.C . =  6 . . . Donc c p es t 

surjectif. 

- Puisqu e pgcd(ri ) =  1  ,  Ker X  =  Ke r u  = Z X ,  donc Ke r c p = Ker V > . 

COROLLAIRE 3.3 . Sous le s mêmes hypothèses , soit q  un entie r premie r  

à l a caractéristiqu e d e k  .  On a  un e suit e exact e : 

O >  Pic ° X >  Pi c V_ _ *  G  *  O . 
q q  K  q 

LEMME 3.4 . Il exist e un e suit e exact e : 

O *  N >  Pic° V >  Pic° X >  O 

où N  est uniquemen t q- divisible ( c'est-à-dire qu e l a multiplica -

tion pa r q  est biiective ). 

11 
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DEMONSTRATION. Soit X  l e n 1éme voisinage infinitésimal de X  dan s 
n 

V .  Alors Pi c V >  lim Pic X es t un isomorphisme (Théorèm e d'algé-
n 

brisation des , faisceaux cohérents [4l> . 

Pour tout n  \ 1 , on a une suite exacte 

^ *̂ n *  X  .  - X  ^ n+1 n 

d'où : O * N *  Pic X .  >  Pic X * O 
n n+ 1 n 

et H°(X )  *  H1(X f J )  >  N > O  . n X  n  n n 

H ° ( X , » ; ) n X n 
est un anneau artinien local à corps résiduel algébrique-

ment clos, donc i l est q-divisible . H 1(X,J n) est un espace vectoriel. 

uniquement q-divisible , don c N 
n 

est uniquement q-divisible , e t 
aussi N = j.im 

n 
N 
n 

DEMONSTRATION DU COROLLAIRE 3.3. Pic° X es t un groupe algébriqu e 

connexe sur un corps algébriquement clos , donc il est q-divisible . 

Alors d'après l e lemme 3.4 , Pic° V es t q-divisible , e t 

Pic° V Pic ° X d'o ù l e résultat. 
q q 

4. Etude combinatoire . 

DEFINITION 4.1 . Un type est une collection d'entiers : 

n, m̂  j ( î = 1  » . . . ,n; j = 1n ) , k ^i = 1, . . . ,n) , ri(i = 1, . . ., n) . 

A tout type T  on associe un graphe Q-(T ) qui a n  sommets noté s 
C C ,  et m . . arêtes entre C . e t C . .  Pour des raisons 1 n  —  i ] i  —  j 
évidentes on se permettra d'appeler courbe un sommet du graphe, et 

2 

d'écrire C i « C j Pour n^ j ,  Ci pou r m 11. L'entier r i s'appell e 

la multiplicité d u sommet c 1. 
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DEFINITION 4.2. Un type est: dit admissible s'i l vérifie les conditions  

suivantes : 

a) Q(T) est connexe. r± >  O 

b) m. . = m. . V O 
13 D i 

si ±*1 et 
n 

i=i 
n 
j=l 

» o pour i = 1, • • ., n 

C ) p(C i) = m. V O) + 1 est un entier > o pour i  = 1,...,n 

d) la forme quadratique de matrice n 
j=l 

est semi-définie néga-

tive de rang n- 1 ( son noyau est engendré sur Q  par 
n 

i=l 
r.C. i i 

d'après b)). 

Le genre d'un type admissible es t l'entie r g = 
n 
i=l 

n 

i=l 
r.k. . 

A toute configuration géométrique définie en 2.5 est associé de ma-

nière naturelle un type qui est dit géométrique et qui est évidemmen t  

admissible. 

PROPOSITION 4.3. Soient T  un type géométrique et P  le premier nom -

bre de Betti de son graphe. 

Alors P = dim Ker < P i c ° Xred > Pic° 
n 

(11 
i=l 

C ± ) ) . 

DEMONSTRATION. On peut suppose r X =X . red . On a une suite exacte : 

> Pic° fr 
i=l V -—* Pic V__*~i 

> Pic° 

où àiro ^ E = n 

TT 
i=l 

(C..C.) — nombre d'arêtes de Q(T) , 

et : O *  k *  kn •  H°(e) > Pic°ghjjk t 
n 

TT 
i=l 

(H^C. ) ) 

donc dim Ker t = 1 - n + n 

TT 
i=l 

(ci.c.) = 0 . 

t es t 1 application tangente au morphisme P i c ° X _ ^ p i c ° 

Puisqu'elle est surjective, ce morphisme est lisse, donc son noyau est 

lisse et a même dimension que Ke r t . 

4.4. Soit C ^ un e des courbes d'un type admissible T  . 

D'après (d) 0 4=^n = c= 1  .0 4=^n 

D'après (c ) et b) : k. >/-2 et k. = -2 i c? = o 
1 

, p(C ±)= O . 

On peut donc diviser les courbes C. i en 4 classes : 
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(O) C 2 = O n  = 1 X  = rC 

(i) k± = -1 
cJ-2 p(C ±) = O courbes exceptionnelle s 

(ii) k± = O c J - 2 p(C ±) = o 

(iii) k± > O c 2 < o p(C ±) < g . 

On appellera chaîne (*) un e chaîne du graphe de T  d e la forme : 

x Y 

où x, y e t les sommets ©  on t même multiplicité r  , et où les som -

mets o  son t des courbes de la classe (ii). 

On remarque que toutes les liaisons des sommets o  son t en évi-

dence sur le dessin ci-dessus. 

THEOREME 4.5. Soient g *>/ 2 e t m   ̂O deux entiers fixés. Il n'existe 

qu'un nombre fin i de typés admissibles de genre g  sans composant e  

exceptionnelle, et sans chaîne (* ) de longueur supérieur e à m  . 

DEMONSTRATION. On peut laisse r de côté la classe (O). 

Soient C - / • • • / C 
1 s 

les courbes de T  d e la classe (iii ) 

Cs+1'"* -' Cn les courbes de T  d e la classe (ii). 

g cJ-2 
s 

i=l 
r.k. cJ-2 est non nul, borné supérieuremen t e t 

les nombre s r. 
i 

et k. 
i 

sont bornés supérieuremen t pour i  = 1,...,s . 

Soit F  l e graphe de C±,...,Cg ,  ® ±,...,® t l j les graphes des 

composantes connexe s de C s - 1 C n • 

P(C ±) = 1 + i(C?+C±.K) >/ O 
cJ-2 borné inférieuremen t 

(C.+C.) 2 < o = » c.c. 
i 3 

borné supérieuremen t pou r 0 4=^n 

Donc on n'a qu'un nombre fin i de possibilités pour T . 

Quel que soit j=l,..., t ,  la forme intersection su r ® ^ es t définie 

négative. Admettons l e résultat suivan t : 

LEMME 4.6 . 
3 

est l'un des diagramme s A^ , D, E  ,  E ,  E8 . 
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E6 

E6 

E 6 

E 7 

E 8 

Puisque X  es t connexe. ® . .r > o pour j = 1, . . ., t . 

D'autre part. o = x.r = r.r 
t 

j=i 
e. .r 

3 
, donc t  es t borné ainsi 

que ©. .r pour j= 1, . . .,t , donc les multiplicités des sommets de 

raccordement de cJ-2 à F  ains i que le nombre de ces sommets, son t 

bornés- Dans le cas où ® . = E 6 ' E 7 ou E , les multiplicités de s 

autres sommets son t aussi bornées (o n utilise ici la propriété b) : 
si C?«-2 

1 
' 2 r i 

cJ-2 r.(CL.C.)). 

Il reste à voir que si ® ^ = A N o u D ^ , les multiplicités de s 

sommets ainsi que la longueur N  son t bornés. Faisons-le dans le cas 

de E6 (su r le dessin on indique sou s chaque sommet s a multiplicité) : 

premier point de raccorde-
ment à r 

v€ es t borné, donc v  e t €  auss i ; 

pour deux points de raccordemment successif s : 
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a e t b  son t bornes : 

- ou bien €  ' 7= O , alors £  ' e t v ' son t bornes 

- ou bien €  ' = O , o n a alors une chaîne (* ) e t sa longueur est 
bornée. 

Donc l a longueur entre deux points de raccordement es t bornée, 

d'où l e résultat . 

DÉMONSTRATION DU LEMME 4.6 . Soit donc %  u n graphe connexe formé de 

m courbe s de la classe (ii) . On lui associe un produit scalair e su r 

R m mun i de la base (e../... #e )  défin i par : 
1 m 

ei- ej =  - l^i- V pour i  7^ j 

e..e. = +1 . 
1 1 

Muni de ce produit scalaire , R es t donc un espace euclidien. Le 

produit e . . e . 
1 3 

est un cosinus qui prend se s valeurs dans cJ-2 , il 

vaut donc O ou 
_1 
2 " 

1°) ® n' a pas de cycles. 

Sinon il existe des e. 
1c 

, cl 6 %/m ,  m ' ^ m , tels que e. cJ-2 2 -

Soit x = e. e . 
1 « 

llxll 2 

= HZ 
2 + 2 e. e. .e. 

1 « 1 C 

= m' + 2m' e. = O 

ce qui est impossible ca r les e. sont indépendants . 

2°) Les points de branchement son t d'ordre au plus 3  . 
Soit i  fixé , J — {3 7 e±.e. ? O) 

pour j,j ' dan s J > 3 Ï V . e-.e., = O ca r 0  n' a pas de cycle. 

Soit F  l e sous-espace engendré par les (e j fj € J) qui en consti-

tuent une base orthonormée. 

(e±,F) = 1 
= HZ (e.-e.) 

= 1 1 
4 

card J ) O car d J  ̂3 . 

3°) Il y a au plus un point de branchement d'ordre 3  . 

Supposons qu'il y en ait deux : 
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e 3 

e l 

e 2 

e 7 e 
r 

e 4 

e 5 

e 6 

x = 2(e 1+e 4+e ?+...+e r) 2(e1+e4+e?+...+er)f 

llxll 2 = 4(r-4+4) - [8+8+4(r-7) ] = O ce qui est impossible . 

4°) S'il y a un sommet d'ordre 3 

fl 

f l 

fl 

*1 

fl 

6 1 

e 
P 

p ^ q ^ r 

x = e +  2e .,+... + pe.. 
P P- l 1 

y = f +  2f ,+... + qf, 
q q- i 1 

z = g +  2g +  ...+ rg., ^r ^r- 1 ^ 1 

llxll2 

k=l 
[k 2 - (k-l)k] = p(p-H ) 

2 et e .x 
fl(k-l) 

Soit V(x,y,z) l'espace engendr é par x,y, z ,  dont 
/ x 

' llYll 
z \ est une base orthonormée. 

d(e,V(x,y,z)) 2 = 1 - V/ x  ,2 
+ <"rôr>2 

^ /  z  N2 
+ (e 'iûiï) 

2 L ± p+ 1 + 1 q+ 1 + 1 r+l J 

2 * 2Lp+l *  q+1 * r+lJ 

donc p+1 q+ 1 r+ 1 - 1 ' 
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On en déduit alor s p = l ,  q = l o u2 ,  et si q  = 2 , 2 \< r \( 4 . 

4.7. Classification des modèles de courbes elliptiques. 

On se propose d'étudier maintenant le s types admissibles d e 

genre 1  , sans composante exceptionnelle . La démonstration es t ana-

logue à celle du lemme 4. 6 et nous nous contenterons d'énoncer le s 

résultats qui sont classiques [5]. 

Remarquons que g = 1 = 1 + \ 
n 

i=l 
r.k. 1 1 , donc les r ^ n e sont 

déterminés qu'à multiplication près par une constante non nulle, et 

nous supposerons dans ce qui suit pgcd(r^ ) = 1 . Sur les dessins, le 

nombre qui figur e en un sommet es t sa multiplicité. Soit Ç  l e graphe 

du type étudié. 

1°) Il existe une composante C  d e genre 1 . Alors n = 1 e t 

X = C . 

2°) Toutes les composantes son t de la classe (ii). 

- Si Ç a  des cycles c'est un polygone convexe. Tous les sommets ont 

même multiplicité. 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

- S i Q  a  des points de branchement d'ordr e au moins 4 , on est dans 

le cas suivant : 

1 

1 2 1 

1 

- S i Q - n' a pas de point de branchement d'ordr e 4, et plusieurs 

points de branchement d'ordre 3, on est dans le cas suivant : 
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- S i Q  a  un seul sommet d'ordre 3 , on est dans un des cas suivants : 

REMARQUE 4.8. Il n'est pas évident que tous les types trouvés soien t 

géométriques. 

COROLLAIRE 4.9. Soit m  un entier fixé. Il n'existe qu'un nombre fin i  

de types de genre 1 , sans chaîne (* ) de longueur supérieure à m  , 

tels que pgcd(r^ ) = 1 . 

DEFINITION 4.10. Soient c  un entier positif, G un groupe abélien de  

type fini. On définit <° C(
G) Par P c(G) =  inf{r ;  3 u n sous-group e 

de G  à  r  générateur s d'indice fin i divisant c) . 

PROPOSITION 4.11. Soient O  A ' *  A ^  A" *  O une suit e 

exacte de groupes abéliens de type fini, c e t d  deux entiers. 

Alors P c d ( A ) ^ P  (A ' ) +  P,(A" ) 

c ci 
P C ( A ) >/ PC ( A " ) 

et si la suite est scindée, <>cd ( A ) = P (A 1) + P.(A"). c d 

LEMME 4.12. Soient T  un type admissible, L le groupe abélien libr e  

engendré par les C ^ ,  L son dual et { X J la base duale (notation s 
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de 3 . 1 ) G  le group e d e ran g 1  associé e t c  un entie r positif . 

Alors (k-l)k (G/(x1) ) \< Pc(G) - 1 . 

DEMOSTRATION L L * >  G =  Coke r M * *  O 

C. 
i i >  <C±, .) . 

Soit w  : L + défin i pa r wfx.^) = r ± 

WoM- (Ci ) 
n 

r. =  X.C. =  O 
3 i 

donc w  s e factoris e pa r G  : 

L G 

w lv 

h 

v(x^) =  r ^ 

De plus , v  es t nu l su r l a partie d e torsio n G-to r ^ e G  '  donc 

se factoris e pa r G/Gto r 

O ^  G,. 
tor 

r G y G/G,. 
' to r 

=~ *Z * O 

et v  es t l a multiplicatio n pa r d  =  pgcd(r.) . Don c l'imag e d e x . 
ri 1  1 

dans G/Gto r es t égal e à  -g - . 

Quotientons l a suit e exact e précédent e pa r x. . .  On obtien t : 

o — > H  — r G/( X1) — ^ '/(-g^ ) —* ° 

où H  es t u n quotien t d e Gtor 
, d  ' où P C ( H ) i P  ( G )  =  P  ( G ) - 1 c to r c 

XjçXjçXjçfgg i P C ( H ) 
dgrl 

r G y G/G, 
tor = P C ( H ) <  P C(Q) - i • 

THEOREME 4.13 . Il exist e u n entie r c(g ) ne dépendan t qu e d e g  tel  

que, si T  est u n typ e admissibl e d e genr e g  sans composant e  

exceptionnelle G(T ) le group e associ é e t P(T ) le premie r nombr e d e  

Betti d u graph e Q(T ) on ai t : 

Pc(g)(G(T)) N< l + ^ ( T) . 
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LEMME 4.14 . Soit T  un typ e admissibl e d e genr e g  tel qu e cn  soi t 

une courb e exceptionnelle . Supposons d e plu s m n n- 1 = 1 eT  m n i  = ° 

Vi=l,...,n-2 .  Le typ e T ' défini pa r le s (n-1 ) courbes 

C w . . . , C .  et le s entier s : 1 n— 1 

m ! . = m . . + m. m . 
îj i j i n j n 

k! =  k . -  m . 
i i  m 

r ! = r  . 

i, j <= [l,n-l] 

i 6 [i,n-l] 

i e [l,n-lj 

est u n typ e admissibl e d e genr e g ,  G(T) ~ G(T' ) e t P  (T) = P(T') . 

REMARQUE 4.15 . S i T  es t u n typ e géométrique , T ' es t l e typ e géomé -

trique obten u e n contractan t C n . 

DÉMONSTRATION D U THEOREM E 4.13 . L a démonstratio n d e [2 ] ne nou s sem -

blant pa s trè s claire , nou s avon s préfér é adopte r l a modification pro -

posée pa r J.-F . Bouto t [l3] . 

Soit T  u n typ e d e genr e g  san s courb e exceptionnell e e t te l 

que pgcd(r^ ) = 1 (o n n e chang e n i G(T) , ni B ( T ) e n multiplian t 

tous le s r ^ pa r un e constante) . Supposon s qu e T  possèd e n  chaîne s 

(*) ( n )/0) notée s Si'"**'S n d e lon9ueu r a u moins 3 . Ce s 

chaînes son t d e l a form e suivant e : 

si g  \ 2 : r r  r  r ou 2r 2 r 2 r 2 r ( D 

si g  = 1 : ou 
2 2  2  2 

(!' ) 

Considérons le s type s T. . (  j = O, 1, . . ., n) ,  TQ = T ,  obtenus e n rempla -

çant dan s T  le s chaîne s 2 ^ pa r le s configuration s 

suivantes : 

si g  >/2 
r r  r  r 

ou 
2r 2 r 2 r 2 r 

(2) 

si g  = 1 
1 1 1 1 

ou 
2 2  2  2 

(2') 
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où e  désign e une courbe exceptionnelle. Soit w_ . l'ensembl e de s 

composantes connexe s du type ty. 

Soit Tn  l e type obtenu en remplaçant dan s T  le s n  chaîne s 
S l ' * - - ' S

n pa r des chaînes ayant exactement 4  sommets de la classe 

(ii). C'est u n type admissible d e genre g  san s composante exception -

nelle. D'après l e théorème 4.5 , i l appartient à  un ensemble fin i de 

types. Par suite les composantes connexe s de T n appartiennen t auss i 

à un ensemble fin i de types.Il existe donc une constante c  ,  ne dépen-

dant que de g  ,  qui vérifie les conditions du théorème pour chacu n 

des éléments de W 
n 

Soit S j ( j € [l,n]) l a multiplicité commun e des sommets de Xjç. 

Nous allons montrer par récurrence descendante que la constante 

c . ( j € [o, n]) défini e par 

c =  c n 

c . = 
3 

2n-] 
c ( s n 

n-j+1 
sn-l . . . 8 j + 1 ) pour j € [o ,n-ll 

vérifie le s conditions du théorème pour les éléments de Xjç. 

Soit 9  u n élément de W j-1.Si ®
 n e contien t pas la chaîne 

S j t o appartien t à  Wj.  Supposon s donc que 9  contienn e Xjç  e t 

coupons la chaîne 2 ^ e n deux temps : 

a) Soit 0 ' u n type obtenu à partir de 0  e n introduisant de s 

courbes exceptionnelles e n deux sommets consécutif s de la chaîne 2  . 

passant de : 
C 3 C l C 2 C 4 

mll = m 22 = m 33 = m 44 = ~ 2 

r l "  r2 "  r 3 =  r 4 "  S j 

à : 

rl " r2 " r3 = r4 " S 

mll = m22 = - 1 m - = 0 mï . = m. . 
13 1 3 si (i.i)¥ (1.2) et (i,j) ï(2,1) 

k! = k.-l = -1 si i = 1,2 k! = k. i x si i ï 1,2 

r! =r. i = 1, .. ., n . 

a.1) 0  ' connex e P(9') =  0(6)-i . 

G = G(0) = L*/M G' = G(9') = L /M' 
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où M  es t engendré par : 
n 
j=i mii xihrH.2 ' x3-2xl+X2 ' xl-2x2+x4} 

et M * es t engendré par : 
n 

j=i 
mij xj)i/1.2 § x l '  X4 X 2 

donc M ' c M + (x1-x2)2 T 

et P (G ) + 1 < p (G') + + 1 < p (G' ) + 1 . c. 1 
A.2) © • = 61 U © 2 ' 9 1 et 92 connexes. + 1 < p (G') + FYH 

G = G(8) = L*/M G' = G(9') = L*/M ' = G(8i)e G ( 0 2) = L 0 G 2 . 

Soient u  e t u ' le s deux homomorphismes de L  dan s L  cor -

respondant à ©  e t 8 ' .  Pour tout k = l,..,n X^.C . =0 don c 
u* (X ) = O 

Xl = rlCl 
n 
j=i 

r .C . 
3 3 

zer 

O = u'(X1) = r1(x3-x1 ) + Ç 

u' (C^ 

r.. uCCj) car u' (C^ = u' ( Ĉ  pour C.6 61 

6 61 

donc r1(x^-x^)GH 

et puisque u(Cx) = x3 ~ xi + x2 " xl^ M ' ri^X2~~Xl ^  ̂M 

donc M + (x - ,xJ/M est un quotient de Z® A/r . 

On a une suite exacte 

O * M +  (xi;x2)/ M *G *G/( x , x ) * 0 

G'/txrx2) ^ G l / x l 0 V x 2 

alors P 2 3 
cjrl 

(G) ( P r (M + (xlfx2)/M) + P c2r2 cjrl 
(G/(x1,x2)) 

< 1  + P 
Cjrl 

(G1/x1) + P 
cjrl 

G2/x2) 

i 1 + P„(G_) c. + PC(G )  - 2 . 
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b) Soit 9 " obten u à partir de 9 ' e n contractant le s courbes 

exceptionnelles introduite s en a) jusqu'à obtenir l a configuration 

(2) ou (2') . D'après l e lemme 4.14, on ne change ni le groupe G  n i 

le premier nombre de Betti du graphe. Les composantes connexe s de 9 " 

appartiennent à  W j ,  on peut donc appliquer l'hypothèse de récurrenc e 

et en déduire : 

dans lecas a.l ) : P c ( G ' )\< 1  +0(0' ) 
j 

et P c (G ) ^  1 + B(9) 

dans le cas a.2) : p^ (G,)+p ^ (G 0) s< 2+0(9 ) + 0 ( 9 ) 
C j 1  C j 2  1 2 

et P c S 3<G) ̂ < 1 + 0(9) . 
j j 

En particulier. c 
o 

2 n 

= C 
. 2 n " 1  

( s n 
2 n " 2 3 

' 1 
vérifie les conditions du 

théorème pour T Q = T ,  la constante c  n e dépendant que de g  . 

Puisque le nombre e t la multiplicité des sommets des chaînés (* ) son t 

bornés, on conclut à  l'existence d'une constante vérifiant le s condi-

tions du théorème pour tous les types de genre g  san s composant e 

exceptionnelle. 

THEOREME 4.16. Il exist e u n entie r N(g ) ne dépendan t que d e g  tel  

que pour tout anneau de valuation discrète R  de corps de fraction s 

K à corps résiduel k  algébriquement clos , pour tout R- schéma  

régulier V  ,  propre et plat sur k  ,  dont la fibre générique es t une 

courbe lisse de genre g  ,  et dont la fibre spécial e 

est connexe, avec pgc d (r^ ) = 1 , la propriété suivant e est réalisée; 

si pour un nombre premier q ^ N(g), distinct de la caractéristique d e 

k ,  les points de Pi c V v son t rationnels sur K  ,  alors Pic ° X/k q J \ 
a un radical unipotent nul. 

n 
X = > !  r.C. 

i^l 1 1 

DEMONSTRATION. On peut supposer R  complet , puisque le passage de R 

à son complété n e change ni les hypothèses, ni la conclusion. 

Pic° X/k es t extension d'une variété abélienne de dimension a 

par le produit d'un tore de dimension m  e t d'un groupe unipotent d e 

dimension u 

g = a + m + u . 
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On a  v u (Corollair e 3.3 ) qu e pou r tou t entie r q  premie r à  l a 

caractéristique, o n a  un e suit e exact e 

O >  Pic ° X *  Pi c V__ y G  >  O . 
q q  K  q 

Sous le s hypothèse s d u théorèm e (le s points d e qpi c vj ç son t 

rationnels su r K ) 

d i V q Z aPi c V K -  2 g 

d i n V q * qPi c X  =  2 a + m 

KtSKTS dim_/ _  G  = m  + 2u . 
Z/qZ q 

Soit c  = c(g ) l a constant e trouvé e dan s l e théorèm e 4.13 , e t 

supposons q  > c .  Il exist e u n sous-group e H  d e G  engendr é pa r 

p^(G) générateurs , e t don t l'indic e divis e c  ,  donc es t premie r à  q , 

donc ^ G =  qHC = Ht0r *  Le sous~qrouP e Hto r es t engendr é pa r a u plu s 

p (G ) - 1 éléments , don c c 

d i n V q Z q G = dimZ/q Z q H x< PC(G) - 1 « P  (T) . 

On a  v u (Propositio n 4.3 ) qu e 3  =  di m Ke r (Pic° X .  —> Pic°iLC . ) 
red i et puisqu e U-C. r X 

i re d 
est propr e e t surjectif , c e noya u es t affin e 

[9] donc s a dimensio n es t a u plus m+ u . 

D'où m+2 u ^  P(T ) ^  m+u c'est-à-dir e u = 0 . 

COROLLAIRE 4.17 . Soient R  un annea u d e valuatio n discrèt e d e corp s  

de fraction s K  ,  corps résidue l k  ,  C une courb e propr e e t liss e  

géométriquement connex e su r K  de genr e g  \ 2 .  Il exist e un e exten -

sion fini e K ' d e K  telle qu e s i R ' est u n localis é d e l a ferme -

ture intégral e d e R  dans K' , C x ^ K 1 a réductio n semi-stabl e su r R1. 

DEMONSTRATION. Tou t d'abord , quitt e à  remplace r K  pa r un e extensio n 

finie, o n peu t suppose r qu e le s point s d e Pi c V_ _ son t rationnel s 
q *> • 

sur K  e t qu e C  a  u n point rationne l (dan s c e cas , ave c le s nota -

tions d e 2.5 , V  9- S possèd e un e section , don c l'u n de s r . vau t 1 ). 
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D'autre part, i l existe un anneau local noethérien R ' fidèle -

ment plat non ramifié sur R  , limite inductive filtrante d'anneau x 

locaux R ^ fini s sur R  (R 1 e t les R ^ son t donc des anneaux de 

valuation discrète) dont le corps résiduel k * es t la clôture algé-

brique du corps résiduel k  d e R  [4] . Soit K ' so n corps de frac-

tions. D'après le théorème 4.16, Cx^K' a  réduction semi-stable su r 

R' . Mais un modèle semi-stabl e de Cx^^K ' su r R ' es t déjà défini 

sur une extension fini e R ^ d e R  ,  d'où l e résultat. 

5. Rapport avec les iacobiennes . 

Nous gardons les mêmes notations :  R es t un anneau de valuation 

discrète, de corps de fractions K  ,  corps résiduel k  ,  S = Spec R . 

Soit A  un e variété abélienne sur K  . 

DEFINITION 5.1 . Un modèle de Néron de A  est un S- schéma e n groupes  

lisses &  gui prolonge A  ,  et universel pour cette propriété, en ce  

sens que pour tout S- schéma liss e Y  ,  on a un isomorphisme foncto -

riel en Y  : 

Hom s(Y,*) Horn^ Y Xg K, A) . 

Néron [7 ] dans le cas où k  est parfait, et Ravnaud [9 ] dans le cas  

général, ont montré l'existence d u modèle de Néron. Il est bien sûr  

unique à S- isomorphisme uniqu e près, et il est séparé sur S  . 

PROPOSITION 5.2 [9] . Le modèle de Néron commute a u changement de base  

étale, au passage au hensélisé et au hensélisé strict . 
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DEFINITION 5.3. A a réduction semi-stabl e sur R  s'il exist e un 

S-schéma e n groupes lisse qui prolonge A  et qui est de rang unipo-

tent nul. Un tel schéma est un modèle semi-stable de A  sur R  . 

PROPOSITION 5.4. A a réduction semi-stable su r R  si et seulemen t  

si la fibre spéciale de son modèle de Néron est de rang unipotent nul. 

DEMONSTRATION. On peut suppose r R  hensélien . 

Soient &  l e modèle de Néron de A  ,  & u n modèle semi-stabl e 

de A  ,  #'° s a composante neutr e (c'est-à-dir e l e schéma en groupes 

ouvert de & x don t les fibres sont les composantes neutre s des fibre s 

de *£' ) . D'après la propriété universelle du modèle de Néron, il 

existe un S-morphism e cfc' ° &  . 

Soit €  u n entier premier à la caractéristique d e k  .  Puisque 

R es t hensélien et ^<ft% ° étal e et séparé sur R  tou t point d'ordr e 

€ d e la fibre spéciale de &' ° s e prolonge en un point d'ordre € 

de ét% ° ,  donc le morphisme étx ° dt es t une injection su r les 

points d'ordre Z . Son noyau n'a pas de point d'ordre €  e t est de 

rang unipotent nul, donc il est de dimension nulle. Alors dt%° > dt 

est plat, à noyau plat de dimension nulle et de fibre générique nulle, 

et par suite Jtx ° & es t une immersion ouverte, donc </b' ° s'iden -

tifie à . 

COROLLAIRE 5.5. Si A  a réduction semi-stable, la composante neutr e  

de son modèle de Néron commute à  tout changement de base. 

Dans toute la suite, on supposera désormais que le corps résidue l 
k es t algébriquement clos . 

On a un résultat analogue à celui qu'on a démontré pour les cour-

bes de genre 2 , et qui peut d'ailleurs s e déduire du théorème 

d'Artin-Winters : 

THEOREME 5.6. Soit A  une variété abélienne su r K  .  Il existe une  

extension fini e K ' d e K  telle que, si R ' est un localisé de la  

clôture intégrale de R  dans K' , A' = A K ' a réduction semi-

stable su r R' . 

La proposition suivant e va établir le lien entre ces deux notions 

de réduction semi-stable . 
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PROPOSITION 5.7 . Soient C  une courbe propre et lisse sur K  ,  de  

genre g  \ 2 , J sa Jacobienne. Alors C  a réduction semi-stabl e su r 

R si et seulement s i J  a réduction semi-stable su r R  . 

On utilisera l e résultat suivan t dû à Raynaud : 

THEOREME 5.8 [9] . Soient 9 le modèle de Néron de J  sur R  , 9° s a 

composante neutre , V le modèle régulier minimal de C  sur R  , 

X =  g r±C± 
sa fibre spéciale. Si pgc d (r^ ) = 1  , 9° représente le 

foncteur Pic ° V/S . 

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 5.7. Supposons que C  ai t réductio n 

semi-stable. Soient 
n 

X =  JZZ c. 
i=l 1 

la fibre spéciale, et X  s a norma-

lisée , 6 616 616 6 les points de X au-dessus des points singulier s 

de X  . 

D'après l e théorème 5.8, Pic°(X/k) = 9° x s k . 

On a une suite exacte : 

•7T * 
1 >  £ ^  ©~ > 

X X 
TT k > 1 

où la flèche 
6 61,$x*) 

est définie par :  a 
A(x a) 

^ 7 «es 

d ' où : TT k* 
OÙ 

* H (X,$ x*) 6 6 1 »  O 

donc Pic ° X/k es t extension d'une variété abélienne par un tore. 

Inversement, supposon s que J  ai t réduction semi-stable, si 

C(K) 7^ 0 ,  alors pgc d ( ) =  1 don c le théorème 5.8 s'applique , 

Pic° X/k es t de rang unipotent nul et X  es t semi-stable d'après le 

théorème 2.8. Dans le cas général, il existe donc une extension fini e 

K' d e K  tell e que Cx__K ' ai t réduction semi-stable su r R' , clô -

ture intégrale de R  dan s K ' (qu i est locale puisque R  es t hensé-

lien). 

Soit S ' = Spec R' ,  V *  S* u n modèle stable de C * K K ' -

U1' U2 : Spec K" = Spec K' ®K K ' » Spec K' 

V1' V2 : Spec R" = Spec R' ®R R' > Spec R' .28 
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On v a construir e u n isomorphism e entr e v - ( V ) =  V" e t 

v 2 ( V ) =  V2  qu i prolong e celu i qu i exist e su r K" . L a conditio n de s 

cocycles ser a automatiquemen t vérifié e puisqu e ïï ,  uniformisante d e 

R ,  n'est pa s diviseu r d e O  dan s V . 

Puisque # ° commut e a u changemen t d e base, i l exist e u n isomor -

phisme : 

il) : Pic Vî[/R " y Pic V^/R " 

qui prolong e 1'isomorphism e défin i au-dessu s d e K" . 

Soit T  l e sous-schém a ferm é d e IsomRl l (V!̂ , V£ ) form é de s iso -

morphismes qu i induisen t 0  .  Nous allon s utilise r le s propriété s 

suivantes de s courbe s stables , qu e nou s n e démontreron s pa s : 

PROPOSITION 5. 9 [3J . 1° ) Ison^. . ( ,  V£ ) est représentabl e pa r u n schém a  

fini e t ne t su r R" . 

2°) Soient k  un corp s algébriquemen t clos , X  une courb e stabl e 

sur k  ,  de genr e g  \ 2 .  Alors Aut ^ x  *  Autk Plc ° x est un e 

injection. 

On e n dédui t qu e T  es t fini , ne t e t radicie l su r S" , don c 

T >  S" es t u n isomorphism e puisqu e c'e n es t u n su r le s fibre s géné -

riques. Don c V  s e redescend . 

Nous allon s maintenan t précise r su r quell e extensio n d e K  o n a 

réduction semi-stable . Le s résultat s qu i suiven t nou s on t ét é communi -

qués oralemen t pa r M . Raynaud . Il s son t "bie n connu s de s spécialistes " 

et s'inspiren t d e l'articl e d e J.-P . Serr e e t J . Tat e "Goo d réductio n 

of abelia n varieties " [l]. 

Dans tout e l a suite , nou s supposeron s R  strictemen t hensélien , 

à corp s résidue l algébriquemen t clos . 

PROPOSITION 5.10 . Soit A  une variét é abélienn e su r K  .  Il exist e  

une extensio n fini e galoisienn e K ' d e K  telle qu e s i R ' est u n  

localisé d e l a clôtur e intégral e d e R  dans K' , AXj^K ' a réductio n  

semi-stable su r R' . 

DEMONSTRATION. Soien t K  »-K ' un e extensio n radicielle , R ' l a 

clôture intégral e d e R  dan s K ' (qu i es t u n annea u loca l stricte -

ment hensélien ) e t supposon s qu e l e modèle d e Néro n dt f d e 
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A' = AXjçK' su r R ' soi t de rang unipotent nul. Les notations étan t 

les mêmes que celles utilisées dans la démonstration de la proposition 

5.7, nous allons construire un isomorphisme de v * U * ° ) =  < dan s 

v2(^r' )  = #2 ,  qui prolonge 1 ' isomorphisme génériqu e 

0 :  *![XR l I K " *2 *R" K " 

u i A " u 2A' 

ce qui nous permettra de redescendre â t 0 d e R ' à  R  . 

Pour tout entier €  premie r à la caractéristique de k  ,  le 

sous-schéma ^ d e s point s d'ordre €  d e es t quasi-fini su r 

R', donc décomposé e n une partie fini e étale g& ' e t une partie E3 

contenue dans la fibre générique. 

Soit u' (C^u' (C^ pour i  = 1,2 . Le foncteu r ,$x*)i = 1,2 . Xjç Xjç 

est représentable par un R'-schém a fin i étale. 

Sur la partie générique p indui t un isomorphism e 
u' (C^ u' (C^u' (C^ qui correspond à  un point o d e BN à 

valeur dans K" . Puisque K ' es t radiciel su r K ,  K" =  K' 
red 

et 

R'' =  R' . 
red 

On a donc : 

Spec K" c — * Spec R" 

Spec K^. ed =  Spec K' c — > Spec R^l e < i ~ Spec R' . 

Par le critère valuatif de propreté , o n prolonge 
1 re d 

en une sec-

tion Or ' : Spec R" , red iw H II . Ce dernier schém a étant étale sur R" , 

cette section s e relevé en une section Spe c R" — * pH" . Donc z3' et 

aussi u' (C^ se redescendent à  R  .  On termine grâce au lemme : 

LEMME 5.11. Si pour tout €  premier à la caractéristique d e k ,  z*>° 

se redescend su r R  ,  alors u' (C^ se redescend su r R  . 

DEMONSTRATION. Soi t <fr l e modèle de Néron de A  su r R  .  Il existe 

un S-morphism e :  &° Xg S1 >  tâ1 qui est un isomorphisme su r les 

fibres génériques. 
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Soit zn le S-schém a e n groupes tel que : 

i = 1,2 .i = 1,2 . 

D'après la propriété universelle des modèles de Néron, il existe 

un S-morphism e ^ 6 <të ° e t le morphisme composé : 

Z * ° 
i = 1,2 . * (&° Xg S ' y <*' 

est l'injection d e g  &l ° dan s *' , donc l'image d e # ° X S S ' * - &% 

contient le s points d'ordre Z pou r tout Z premie r à la caractéris-

tique, c'est donc la composante neutre <£' ° . La partie unipotente de 

dt° Xg S ' es t contenue dans le noyau qui est de dimension nulle, donc 

A a  réduction semi-stabl e et &' ° = #° Xg S ' . 

5.12. Soit K  r K1 un e extension fini e galoisienne telle que 

AXjçK' ai t réduction semi-stable su r R ' (clôtur e intégrale de R 

dans K') . Avec les notations de la démonstration de la proposition 

5.10, soient Z u n entier premier à la caractéristique de k  ,  et 

£<*' l a partie finie de g  & ° .  Soit ^E ' = '  XR l K ' . 

LEMME 5.13. Il existe un sous-K-schéma g E d e g A tel que 

€E' =  ^ E ^ K' . 

DÉMONSTRATION. Soien t G  = Gal(K'/K) ,  d = card G . 

Pour tout élément g  d e G  ,  le carré : 

R" = R' ®R R' 

K" = K' <S>K K' 
i = 1,2 . 

commute e t induit r 

R" 

K" K' d 

d ~ R' = ~ R" (normalisé de R") 

Pour montrer que E ^ s e redescend, i l suffit de voir que 

* :  v * (£ ^ ) 8>R„ K" — * v 2 ( € * - > V
 K " 

induit un K"-isomorphism e i = 1,2 . — ^ U ; ( E ' ) , ce qui provient du fait 
que K " ^ K 'd . 
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REMARQUE 5.14. - On vérifie que E g n e dépend pas de l'extension K' . 

THEOREME 5.15 . Soit R  un anneau strictement hensélien de corps de  

fractions K  ,  corps résiduel k  .  Soient Z un entier ^ 3 , premier  

à la caractéristique d e k  ,  A une variété abélienne sur K  ,  Eg le  

sous-schéma de g A défini au lemme 5.13 . 

Alors A  a réduction semi-stabl e s i et seulement s i les points  

de E g sont rationnels su r K  . 

DEMONSTRATION. Supposon s que A  a  réduction semi-stable su r R  . 

Soient &  so n modèle de Néron, 5fe s a fibre spéciale. Puisque R  es t 

strictement hensélien, gj°(k ) ^ Eg (K) don c tous les points de E g 

sont rationnels su r K  . 

Inversement, supposon s que les points de E g soien t rationnel s 

sur K  .  Il existe une extension fini e galoisienne K ' d e K  ,  de 

groupe de Galois G  ,  telle que AX^^K * ai t réduction semi-stabl e 

sur R' , clôture intégrale de R  dan s K' . Soit k ' l e corps résidue l 
de R' . 
LEMME 5.16 . Le groupe de Galois G  agit sur la fibre spéciale # ' 

et cette action est triviale s i et seulement s i i# " ° se redescend  

sur R  . 

DEMONSTRATION. Pou r tout élément g  d e G  ,  on a un morphisme 

g </t* ° > i/tf° compatibl e avec l'action d e g  su r R ' , qui induit un 

k'-morphisme ^' ° 7tl° (ca r G  agi t trivialement su r k') . Si 

ifc' ° s e redescend, cett e action est évidemment triviale . 

Inversement supposon s cette action triviale. Pour tout entier q 

premier à la caractéristique de k  ,  on définit q1  e t q2 ,  e t 

comme à  la proposition 5.10 , on construit un morphisme 

Spec R" -L* qXjç 
HcmR (i = 1,2 .i = 1,2 . On a donc 

Spec 11" 

i 

Spec R" 

Spec k' d Spec k" 

Sur la fibre spéciale, on obtient d  homomorphisme s qui diffèrent par 

des automorphismes de ifc' ° , et on vérifie facilemen t que c'est 1  ' ac-
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tion de G  su r la fibre fermée définie précédemment.Don c u' (C^ se 

factorise à travers k' . La section T ' .  Spec u' (C^(C^ se relève 

alors en une section T ' :  Spec R" ^  W " 
q 

et on vérifie que T = T ' on . 

On conclut e n utilisant 5.11 . 

FIN DE LA DEMONSTRATION DU THEOREME 5.15. Si les points de E ^ son t 

rationnels sur K  ,  l'action d e G  su r Eg(K' ) es t triviale. Or 

£Î'°(k') =" E£(K'), donc l'action d e G  su r i =  es t triviale. On 

termine grâce au lemme 5.1 6 et au résultat suivan t : 

LEMME 5.17. Critère de Serre [lo] . Soient H  u n k- schéma e n groupes. 

extension d'une variété abélienne par un tore, u un endomorphism e  

d'ordre fin i de H  ,  € un entier premier à la caractéristique d e k  , 

€ \ 2 .  Si u- 1 est nul sur les points d'ordre €  d e H  ,  alors : 

2 
- ou bien Z — 2 e t u  =  1 
- ou bien €  )>/ 3 e t u  =  1 . 

Le corollaire suivan t es t une conséquence triviale du théorème, 

mais vaut la peine d'être cité car il est plus utilisable e n pratique. 

COROLLAIRE 5.18. Soient K u n corps , A une K- variété abélienne , 

Z un entier ^  3 , tel gue les points de ^ A soient rationnels su r K  . 

Pour tout anneau R  d'une valuation discrète de K  dont l a caracté-

ristique résiduell e es t première à €  , A a réduction semi-stabl e  

sur R  . 
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UN THÉORÈM E D'ANNULATIO N E N CARACTERISTIQU E POSITIV E 

par René e LEWIN-MENEGAU X 

exposé n° 2 

Le but de cet exposé est de démontrer le théorème suivant : 

THEOREME (Szpiro ) [5]. Soient X  une surface projective lisse , C une  

courbe projective lisse, f : X —>C un morphisme à fibres géométriquemen t  

réduites de genre supérieur ou égal à 2. 

Alors, pour tout faisceau inversible L  ,  numériquement positif . 

de la forme = < V c S f ' où V c est le faisceau dualisant rela -

tif, m un entier positif. et A un faisceau sur C  ,  on a : 

H1(X,L<S> X ) =  O . 

Un faisceau inversible L  su r une surface X  es t dit numérique-

ment positif si on a les inégalités (L 2) )  O e t L.O x(D) ) / O pou r 

toute courbe D  tracé e sur X  . 

On verra que si f  : X *  C es t une fibration semi-stable no n 

isotriviale, l e faisceau dualisant relati f °°x/C e s t numériquemen t 
positif (Szpiro , exposé n° 3). Le théorème ci-dessus entraîne donc en 
particulier que h 1 < x -«Vc> est nul dans ce cas. 

En caractéristique nulle , on connaît l e théorème de Ramanujam 
[1], [2]: 

THEOREME. Soit X  une surface projective lisse sur un corps algébri-

guement clos de caractéristique nulle, et soit L  un faisceau inversi-

ble numériquement positif . 

Alors H^XjL®" 1) =  O . 

En particulier si L  es t ample (c e qui est équivalent à 

(L 2) )  O , L.Ox(C) )  O pou r toute courbe C  su r X  ,  d'après le 

théorème de Nakaï—Moishezon), on retrouve le théorème d'annulation d e 

Kodaira. 
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Ce théorème est faux en caractéristique positive :  un premier 

contre-exemple a  été construit par M. Raynaud [3] , et on en verra 

d'autres, trouvés par M. Raynaud et L. Szpiro, dans l'exposé 4 

(M. Flexor) de ce séminaire. 

Cependant, o n donne ici des critères d'annulation de H 1(X,L^ 1) 

en caractéristique positive . 

Pour simplifier l'écriture , o n notera à partir de maintenant L n 

<S>n 
pour le faisceau L 

CRITERE. Soit X  un e variété projective lisse sur un corps k  ,  de 

caractéristique p  positive . 

Soit L  u n faisceau inversible tel que : 

H°(X,L~ P ® ^ / K ) =  O Vn >/ 1 

n 
H^-iX,!* P )  =  O pour un n Q € IN . 

Alors H 1(X,lT 1) = O . 

La démonstration utilise la proposition suivant e : 

PROPOSITION 1 . Soit X  une variété projective normale su r un corps k 

algébriquement clo s de caractéristique p positive. Soit F  1'endo-

morphisme de Frobenius de X  . 

Si E  est un fibre vectoriel de rang fini sur X  tel que 

H°(X,F*E® )= o  , alors 1 ' homomorphisme H X(X,E) *  H1(X,F*F*E) est 

iniectif. 

Considérons 1 'homomorphisme de O^-module s :
 F * ° x

 F*^x * Soit 
K so n noyau. Puisque les différentielles des puissances p-ième s 

sont nulles, on a une flèche 0 X *> K .  Cette flèche est un isomor-

phisme aux points de lissité de X  .  De plus K  es t sans torsion, et 

0 X d e profondeur au moins 2. Cette flèche est donc un isomorphism e 

partout. 

Soit B  1'imag e de d  .  On a la suite exacte : 

O > ox >
 F * ° x — * B — * 0 

i = 1,2 . 
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En tensorisant par E  , on obtient, la suite exacte 

O *  E +  E <S> F C> y E <S> B * - O 

F*F E 

D'où la suite exacte : 

H°(X,E<S>B) *  H1(X,E) ^H^-CX.F^F^E ) . 

Or H°(X,E®B ) s'inject e dan s H°(X,E® F#C£) = H°(X,F*(F E<S>^) ) , qui 

est nul par hypothèse, et on en déduit l a proposition. 

COROLLAIRE. Si L  est un faisceau inversible tel que 

H O(X,L~ PS>0£) = O , 

H 1(X,L P ) =  O 

alors H 1(X,L 1 ) = O . 

On obtient alors le critère par dévissage : 

H°(X,lTP 

n 
o u' (C^ = 0 

H 1(X,L" P 

n o 
) = O 

==^H 1(X,L" P 

n -1 o 
) = O 

etc... 

Pour les faisceaux numériquement positifs sur les surfaces, on 

peut énoncer la forme particulière suivant e du critère d'annulation : 

CRITERE. Soit X  un e surface projective lisse sur un corps k  algé -

briquement clo s de caractéristique p > O .  S o i tL u n faisceau inver-

sible numériquement positif . 

Alors si H°(X,L-Pn u' (C^ = O Vn>/1 , on a H 1(X,L - 1) = O . 

La seule chose à démontrer est l'annulation d e 
1 n 

H1(X,L""P ) pour 
au moins une valeur de n  )/ 1 , ce qui sera assuré par la proposition 

suivante : 

PROPOSITION 2. Soit X  une surface projective lisse sur un corps k 

algébriquement clo s de caractéristique p  > O . 

Soit L  un faisceau inversible numériquement positif . 

Alors H 1(X,L~ n) = O pour n suffisamment grand . 
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Par le théorème de Riemann-Roch, on a : 

h°(X,L n) - h1(X,L n) + h2(X,L n) 
2 

Pour n  grand , h 2(X,L n) = h°(x,iT n<s> co x) = o . (Si L
 n<S> oox avait 

une section, le produit d'intersectio n (L.(L n ^ ^ x ) ) = -n(L 2) +(L-^x) 

serait positif, ce qui est impossible pour n  grand) . 

Donc h°(X,L n) ten d vers l'infini ave c n  c e qui entraîne qu'il 

existe un entier positif n Q te l que pour tout n  *>/ nQ , h°(X,L
n) 

soit non nul, et un entier positif n 1 te l que pour tout n  ^n^̂  , 

h ° ( x , L _ n ® Qg soit nul. 

On prendra n  // sup(n ,n..) . Alors on peut suppose r L n = 0X(D) , ou 

D es t un diviseur effectif, et on va montrer que H 1(X,0 (-D) ) = O . 

On a la suite exacte : 

O — O x(-D) - ^ 0 x — + 0 D — . 0 

et la suite de cohomologie : 

H ° ( X , O X ) * H ° ( D , O D ) ^ H
1 ( X , O X ( - D ) ) ^ ( X . O ^ ^ H 1 ( D , O D ) • 

On va d'abord montrer (Ramanuja m [l] ) que H°(D,0 D) = k , ce qui 

entraîne que la flèche H 1(X,O x(-D)) ?-H
1(X,Ox) es t une injection. 

DEFINITION. Un diviseur effectif D  est dit numériquement connex e si  

pour toute décomposition D  = D1+D 9 ,  avec D 1 e t D 9 effectifs , on 

a > O  i = 1,2 .. 

LEMME 1 (Ramanujam [l]) . Si D  est numériquement positif, alors D 

est numériquement connexe . 

REMARQUES, a) Si D  n' a pas de composantes multiples, D es t numéri-

quement connexe si et seulement si son support est connexe. 

b) Si D  es t numériquement connexe , son support est 

connexe. 
c) Si D  es t numériquement connexe , Dred numériquemen t est 

connexe. 

DÉMONSTRATION DU LEMME. Supposons D  numériquemen t positif et 

D = D 1 + D 2 , avec D i et 
D 2 

effectifs, et (D 1.D 2) < O . 

(D 1. (Dx+D 2) ) = (D
2) + (D X.D 2) >/ O , 

(D 2.(D 1+D 2) ) = (d 2) + dvr>2) >/ O 
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l'une au moins des inégalités étant stricte , soit par exemple : 

(*) 
O <  -(D1.D2) < (D2) 

O i -(D1.D2) ^ (D2 ) 

On considère la forme intersection su r le sous-espace de 

NS(X) engendr é par D̂ ^ e t T>2 . 

Si D1 e t D 2 étaien t colinéaires, on aurait aD 1 = bD2 ,  a e t 

b étan t des entiers positifs, et donc (D1.D2 ) >  O , ce qui contre-

dit (*) . 

Les vecteurs D 1 e t D 2 étan t indépendants, le théorème de 

1'index de Hodge montre que le déterminant 

tif, ce qui contredit le s inégalités (* ) 

u' (C^ 

Dl-D2 

Dl-D2 
u' (C^ 

est néga-

LEMME 2 (Ramanujam) • Si D  est numériquement connexe . H°(D,Od) =  k  . 

La démonstration qui suit est sensiblement différente de celle de 

Rmanujam [l]. 

Puisque Dre< i es t connexe et réduit, on a H°<Dred'°D > red 
= k . 

On va démontrer que s'il exist e un diviseur effectif D - te l que 
O < D± < D et H ° ( D 1 , O D ) = k , alors il existe un diviseur effecti f 

D2 tel que D± < D2 i D et H°(D2.0) = k . En effet, soi t D 1 te l 

que H ^ D ^ O ) = k et O < D± < D . Posons D = D1+D' . Comme D  es t 

numériquement connexe , on a (D .D') >  O  , ce qui entraîne qu'il 
existe au moins une composante réduit e et irréductible C  d e D  tell e 
que (D1.C) > O . 

On a la suite exacte : O >  °x("Dl) 'C °D1+C u' (C^ 
u' (C^ 

D ' où : O •H°(C,Ox(-D1 ) |C) —,H°(D14C,0Di+c) ^H°(D1,0D^) = k . 

Le faiscea u ox(-Dl)|c étant de degré négatif sur C  ,  qui est réduite 
et irréductible, on a H°(C,0 (- D )|C ) = O . Donc H°(D1+C,0 ) = k . 

En appliquant c e qu'on vient de démontrer à D 1 = Dre^ , et en 

itérant, on trouve H°(D,0D ) = k . 

Revenons à la proposition 2  : 

On a le diagramme suivan t : 
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O *  H (X,0 (-D) ) ^ H±(X,O x) i = 1,2 .fs 

H 1(X,0 (-pD)) 

H 1(X,O x(-D)) H 1(X,O x) H^D,*^) 

où c  es t l'application canoniqu e : 

i = 1,2 . H1(X,F^F*(L 1)) 

H ( X , O X ( - D ) ) H 1(X,O x(-pD)) 

1°) c est iniectif :  par la proposition 1, car on a 

H°XV ( X , L "P [ 5 ] ) = o  . 

2°) a est iniectif :  en effet, pD étan t numériquement connexe , 

la flèche H 1 (X, 0__( -pD) ) •H 1(X,O v) es t injective, et puisqu'elle 
l l 

se factorise par a  e t la flèche injective H  (X,O x(-D)) > H (X,O x), 
a es t nécessairement une injection. 

3°) F est nilpotent sur H 1(X,O x(-D)). 

Lie k-espac e vectorie l H 1(X,O x(-D) ) est muni d'un endomorphisme 

p-linéaire F  . Il se décompose en somme directe v

n ®
 v

s »
 F étan t 

nilpoltent sur V n .  De plus, si V g n'es t pas nul, il existe un élé-
ment non nul de V g qu i est fixe par F  . 

Soit Z  u n élément de H  (X,0 ), fixe par F  , dont l'image dan s 
1 

H (D, 0 ) es t nulle. Nous allons montrer que Z  es t nécessairement nuL 

De la suite exacte pour la topologie étal e 

O * Z/pZ *  Ga
 1  F  y <Ba *  O 

on tire, en remarquant que H\_ (G ,X) et a = H x(X,O x) pour i  = O,1 : 

H°t(Ga,X) i ^ H ° t ( V X ) Hgt(Z/pZ,X) 
= Hx(X,Ox 

= Hx(X,Ox) X,O 

O >H {X.X/pX) H 1(X,O x) i ^ H 1 ( X , O x ) . 

A 1'élément Z  , qui est dans le noyau de 1- F , correspond don c 

un revêtement galoisien ïï : Y >  X , de groupe Z/p ^ , qui est trivial 

sur D  [4]. 
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Si Y  n'es t pas connexe, Z/py n'ayan t pas d'autre sous-group e 

que (O ) et lui-même, n es t trivial. 

On suppose Y  connexe . Il est clair que ff D es t numériquemen t 

positif : 

(7T*D .7T*D)= p(D 2) >  O 

(7T*D.C)=(D.ff^C) >/ O pour toute courbe C  su r Y  c e qui 

entraîne que n *D es t connexe, donc que r r n'es t pas trivial su r D 

(Lemme 1). 

Donc Z  es t nul, et par conséquent V g es t nul, et F  es t nil-

potent su r H 1(X,O X(-D)). 

L'endomorphisme F  étan t à la fois injectif et nilpotent su r 

H 1(X,O x(-D) ) , on a H 1(X,O x(-D)) = O . 

APPLICATION A LA DEMONSTRATION DU THEOREME ANNONCE. Il suffit de démon-

trer : H ° ( L - p % Q ^ ) =  O Vn >/ 1 . 

On a les suites exactes : 

O 
u' (C^ 

< 4 

u' (C^ 
o 

o nx/c V c N • O . 

D'où l'exactitude de s suites suivantes : 

H ° ( L ~ P % f*fl£)v H°(L"C^X,O H ° ( L - p % 4 / c ) u' (C^ 

et 

O 
u' (C^X,O) 

H ° ( I . - P N ® V C ) X , O u' (C^ 

H ° ( L - P % C 0 X / C ) X,O = ^fÇ/c* f * A ) 
P » V c » "  ° • 

En effet, s'il y avait une section S  , son intersection avec une 

fibre F  serai t S. F = (  l-mpn)0Jx^c.0x(F) ,  qui est négatif puisque 

(^X//C.0X(F)) = 2g-2 > O , (o ù g  es t le genre de F  ,  supposé supé -

rieur ou égal à 2). Par conséquent, o n a H ° ( L " P ® ^ C / C )
 = °  • 

D'autre part, e t pour la même raison , H ° ( L " P % f*<£) = O . Donc, 

H°(L" p ns>N£) = O . 

REMARQUE. Par un argument de réduction modulo p ,  le critère ci-dessu s 

permet de donner une démonstration e n caractéristique O  du théorème 
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d'annulation de Ramanujam. En voici les détails : 

Soit X  un e surface projective liss e sur un corps k  algébrique -

ment clos de caractéristique nulle , et soit L  u n faisceau inversibl e 

sur X  ,  numériquement positif . 

Il existe un anneau intègre R  ,  de type fini sur 2  , et un mor-

phisme propre et lisse f  : Y » - S = Spec R ,  tels qu'au point géné-

rique i l d e S  o n ait kC^^i c e t Y ^ x^ )̂ k ^ X e t que L  induis e 

un faisceau inversible < £ su r la fibre générique Y  . 

En choisissant convenablemen t l e schéma S  , on va montrer qu'il 

possède un point ferm é s  te l que <£ g es t numériquement positif su r 

Yg ,  et, si p  es t la caractéristique du corps k(s) , on a 

H°(Ys'£sP )  = 0X,OX,O pour tout entier n  >1 . 

En effet, l e faisceau L  étan t numériquement positif su r X  ,  on 

peut choisir un entier positif m  te l que L m = Ox(D), D étan t un 

diviseur effectif sur X  .  Comme le produit d'intersection es t conserv é 

dans une famille plate, pour tout point ferm é s  d'u n ouvert non vide 

U d e S  ,  on a ( D 2) )  O .  D'autre part, pour toute courbe C  d e 

Yg ,  le produit d'intersection (Dg.C ) es t positif ou nul si C  e t 

Dg n'on t aucun e composante commune. Quitte à remplacer S  pa r un 

schéma S ' fin i sur S  , on peut supposer que toute composante géomé-

triquement réduit e et irréductible de D  rest e géométriquement ré -

duite et irréductible modulo l'idéal de s  dan s S  , pour tout point 

fermé s  d'u n ouvert non vide U ' d e S  .  Alors, pour s  € U ' , si 

e es t une composante de D g ,  on a (C.Dg ) O  parc e que c'est vra i 

sur la fibre générique. Pour tout point ferm é s  d e sd  u' , le fais-

ceau <£ g es t donc numériquement positif . 

En ce qui concern e H°<Ys,<srp ®« £ ) 
s 

, on choisit S  d e façon que 

u' (C^ soit plat sur S  . 

Comme h°(X,Lm) tend vers l'infini ave c m  ,o n a , pour p  asse z 

grand, h°(X,irP = O , quel que soit 1'entier positif n  .  Par le 

théorème de semi-continuité de la cohomologie, on en déduit qu'il 

existe un ouvert non vide W  d e S te l que, pour tout point s  d e 

cet ouvert, p désignan t l a caractéristique du corps k(s) , on a 

h°(Ys,L 
n 

-ps <8>fl£ ) 
s 

= O . 
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Pour tout point ferm é s  d e U n U ' H w ,  on a les propriétés 

énoncées plus haut, et, en vertu du critère d'annulation qu e nous avons 

démontré, H 1(Y .L" 1) = O . 
s s 

Le théorème de semi-continuité de la cohomologie permet alor s 

d'en déduire :  H^X,!*"1) =  O . 
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Introduction. 

On trouvera ici une version augmentée et enrichie de la partie de 

mon article [lo i se rapportant au titre. Le théorème principal 

(théorème 2) est comme dans [l6] la généralisation e n toute caractéris-

tique du théorème d'Arakelov sur la positivité numérique du faiscea u 

dualisant relati f d'un pinceau de courbes. La démonstration fourni e 

ici n'utilise que la théorie des surfaces algébriques e t de nombreuse s 

réductions à une situation sur un corps fini. En particulier, nou s 

n'avons plus besoin des arguments modulaires tirés de l'article [12 ] 

de D. Mumford, qu i ont cependant ét é une source d'inspiration pour ce 

travail. 

Le théorème 3, qui donne une borne pour la self intersection du 

faisceau dualisant relati f en fonction des genres de la fibre et de la 

base et du nombre de fibres singulières, est la partie la plus nou-

velle de ce texte, par rapport aux travaux de Parshin et Arakelov. Ce 

résultat es t décisif en caractéristique positive. 

Nous donnons, comme dans [16 ] 1'application d e ces résultats aux 

problèmes de Chafarevich e t de Mordell. De plus nous donnons (théo -

rème 5), une application du théorème 1 , suggérée par M. Raynaud, au x 

familles dont toutes les fibres sont ordinaires. Le résultat est que 

de telles famille s sont isotriviales. Ceci se généralise aux famille s 

de variétés abéliennes comme on le verra dans un prochain séminaire . 

Au paragraphe 4 , nous montrons (e n toute caractéristique) qu'une 

fibration semi-stabl e su r P 1 ,  dont la classe de Kodaira-Spencer 

n'est pas nulle possède au moins quatre fibres singulières si l'espac e 

total est une surface de type général. Ce résultat est amélioré en 

caractéristique null e par A. Beauville dans l'exposé 6  de ce séminaire. 

Notons que la classe de Kodaira-Spencer es t un outil technique que 

nous utilisons bien souvent dans ce texte. 

En de nombreuses occasions l'aide de M. Raynaud m'a été capitale. 

J'ai essayé d'indiquer au cours du texte ce que je lui dois, j'espèr e 

n'en avoir pas trop oublié. Je tiens aussi à remercier L. Moret-Bailly 

et "l e référée" d'Astérisque pour l'intérêt critiqu e qu'ils ont bien 

voulu porter à ces pages. 
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O. Fibrations semi-stables . 

DEFINITION 1 . Dans cet expose nous appellerons fibratio n semi-stabl e  

un morphisme f  : X C  d'une surfac e X  ,  lisse connexe et projec-

tive sur un corps k  ,  sur une courbe C  , lisse connexe et projective  

sur k , possédant le s propriétés suivantes : 

a) f est projectif de fibre générique une courbe lisse et géomé-

triquement connex e de genre g *>/ 2 

b) les fibres de f  qui ne sont pas lisses sont semi-stables au  

sens de 1'exposé 1  de ce séminaire [2]. 

Nous ferons d'autre part le s conventions suivante s : 

- sauf mention expresse du contraire k  ser a supposé algébrique-

ment clos. Le lecteur vérifiera lui-mêm e que les théorèmes de cet 

exposé sont valables san s cette hypothèse. 

- S ser a l'ensemble de s points de C  don t la fibre n'est pas 

lisse, s ser a son cardinal. 

- q ser a le genre de C  . 

On adoptera le vocabulaire suivan t :  une fibration semi-stabl e 
f : X *  C es t isotriviale (o u possède un module constant) s'i l 

TT 

existe un morphisme fin i C  ^  C te l que XX ^ C soi t birationnel-

lement sur C  ,  isomorphe à un produit de C  pa r une courbe fixe. 

On montre qu'on peut dans ce cas supposer que TT est étale sur C- S . 

D'autre part l'unicité d u modèle semi-stable implique qu'une fibration , 

semi-stable e t isotriviale, est lisse. 
Remarquons enfin que si M  es t le module grossier des courbes 

g 

stables de genre g  e t si f  : X *  C es t une fibration semi-stable , 

on a un morphisme ot f : C * - Mg .  Ce morphisme a pour image un point 

si et seulement s i f  es t isotriviale . 
DEFINITION 2. Soit k  un corps de caractéristique p  et soit 

f : X C  une fibration semi-stabl e à fibres de genre g  .  Soit 

« f : C *  le morphisme qui s'en déduit. On appellera exposan t 

d'inséparabilité modulaire de f  1 1 entier e  tel que <* f s e facto-

rise en : 

C —=-*• C ' l u » 
g 
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où u' (C^ est fini et séparable et y ^ purement inséparabl e de degré pe. 

Il est clair que e  es t fini si et seulement s i f  n'es t pas 

isotriviale. 

Rappelons que pour un morphisme liss e et propre f:  y z 

l'application d e Kodaira-Spencer de f  , notée K.SL(f ) es t l'applica -

tion canonique de u' (C^ dans RLF *TY/Z déduite de la suite exacte des 

espaces tangents : O •T1 TY/Z T1 
TY/k 

* 1 
f Tz 

O . On sait que 

c'est l'applicatio n tangent e de la base Z  dan s le module forme l 

des fibres de f  . Si f  : X C  es t une fibration semi-stable , avec 

les notations du début de ce paragraphe, l'application K.S.(f ) es t 

l'application tangent e à C- S * * Mg *  °n en d^11^ e  ' l'expo-

sant d'inséparabilité modulair e de f  , est nul, si et seulement s i 

eY^ es t séparable. Si la caractéristique du corps de base est nulle 

d'exposant e  o n a :  e = 0<=*' f no n isotriviale 4==^ K. S.( f) ^ O . 

En particulier s i T  es t un schéma de type fini sur Z  ave c un point 

générique * n d e caractéristique zér o et, si f  : X >  C'est un e 

famille plate sur T  d e fibrations semi-stables telle que 

XC'n ) *>C(t]) soi t non-isotriviale, i l existe un ouvert U  ,  dense 

dans T  , tel que pour tout point t  6 u X(t ) >-C(t ) ai t une appli-

cation de Kodaira-Spencer non nulle, donc soit non isotriviale et 

d'exposant d'inséparabilit é modulaire égal à zéro. 

On montre facilement l e lemme suivan t : 

LEMME O. Soit f  : X y C une fibration semi-stable, et soit 

IT : X' •  X un revêtement fin i et galoisien tel que f  ' = f oir fasse 

de X ' une fibration semi-stable. Alors 1'exposant d'inséparabilit é  

modulaire de f ' est au plus égal à celui de f  . 

REMARQUE. Si f  : X y C es t une fibration semi-stable , non isotri-

viale, d'exposant d'inséparabilit é modulaire égal à e  , il existe des 

courbes C  e t C " ,  un morphisme semi-stabl e f  :  X' >  C ' , des 

morphismes fini s 1T : C" >  C e t 1T' : C" y C ' te l que : 

a) XXCC" soi t C"-birationnellemen t isomorph e à X'X^C " 

b) n soi t séparable et ir* puremen t inséparabl e 

c) l'exposant d'inséparabilit é modulaire de f * soi t égal à zéro. 
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1• Invariants-entiers. 

Soit f  : X 9- C un e fibration semi-stable. On définit le s 
entiers suivants : 

d = degré(f^ < ^ Q ) 

où ^x/C es t le faisceau dualisant relatif . 

P€s * 

où 6 p es t le nombre de points singuliers dans la fibre de P  . 

LEMME 1 . La "self-intersection " (wx/c-ax/c) est égale à (12d-ô).(1). 

Le théorème de Riemann-Roch su r X  donn e 

x(V 
2X 

12 
= X(f^x) -  X(R'f^x) 

comme u' (C^ 
= <Vc® f *°c o n a 

2 
Cl = (wx/c-wx/c ) + 8(g-D<q-i> • 

D1 autre part on a les deux suites exactes fondamentales : 

( * ) O u' (C^ 
4/k «x/c o 

u' (C^ o u' (C^ 
wx/c N O . 

Remarquons tout de suite que N  es t de longueur finie égale à ô  . 
En effet en un point P  € x qu i est singulier dans sa fibre, on peut 
après complétion écrire so n anneau local & v „ = k[[x,Y,T1]/XY-T = A . 

A , Jr 

Notant R  = k[[x,Y,T3] , V = K[[T]] o n a la suite exacte : 

O A AdX ® AdY u' (C^ O 

où cp( 1) = YdX© XdY . 

L'anneau loca l A  étan t régulier son idéal maximal m  étan t 

engendré par X  e t - Y ,  le complexe de Koszul sur X  e t - Y donn e 

une résolution projective de A/ m = k 

O A  +  A® A -—y A® A *  A k  > O 
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et la flèche de gauche s'identifie à  c p . ^A ŷ es t donc isomorphe à 

m .  N étan t de longueur finie on peut identifier l'injectio n 

O * * ^v/v * ^A/V ^  l'injection canoniqu e O  > m ^  A c e qui 
montre 

N ©  k(P ) 
P sing 

dans sa fibre 

On déduit de (* ) 

C2 = Cl(f <t>-CX<%'C) + C2<Vc' 

et e  ( **) 

ci(̂ /c> = ci<Vc' et 
u' (C^u' (C^ 

D'où la formule 

(2) c2(X) = 4(g-l)(q-1) + 6 

ce qui impliqu e 

5x/c-C0x/c) = 12(l-q-X(R1f^x) ) - 12(g-l)(q-1 ) - 6 

par dualité on a u' (C^u' (C^X,O donc X(R1f#^x) = -d-g(q-l). 

On a ainsi le lemme 1 - Notons, en passant, que nous venons de montrer 

(3) c2(X) = 12d-6+8(g-l)(q-1 ) 

LEMME 2. Pour tout entier n  V2 on a : 

(4) degré ( f # ^ c) =  (£)(12d-6 ) + d 1 

On peut, comme dans l'article [l2 ] obtenir cette formule par le 

théorème de Riemann-Roch relati f de A. Grothendieck. Il est cependant 

plus simple, dans ce contexte, d'appliquer le s théorèmes de Riemann-

Roch classiques à X  e t à C  : 

- sur C  ,  comme n >/ 2 g  \ 2 impliquent 
u' (C^X,O 

u' (C^ = x(f.ug}c) = degré u' (C^ - (2n-l)(g-1)(q-1 ) 

- sur X , x « # c > 
2 

_ n 
2 

tox/c-cox/c) - i(Vc-f*ac)+*<V 

d'où l e lemme 2. 
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LEMME 3  (Arakelov (1)  Soit ir : C ' >C un morphisme fin i d'une 
courbe lisse C  dans C  et considérons le diagramme suivan t : 

X' 
P 

ir' 

f ' 
x x c' 

f C 

C' 

X 

f 

TT C 

dans lequel X ' est la résolution relativemen t minimale des singula -

rités de X  Xc C ' . Alors : 

a) X' est semi-stabl e 

b) X'/C 
u' (C^X,O 

c) 
(5) 

d' = deg f;(^./c. ) = deg(tr ) .d 

ô' = deg(tf ).6 d) 

Les singularités de X X ç C on t été décrites dans l'exposé 1 

de M. Deschamps, de ce séminaire [2] . La résolution X ' es t aussi 

décrite dans [2 ] en particulier a) et d) sont déjà dans cet exposé. 

Rappelons que les composantes E . d u diviseur exceptionnel de X ' 

sont des P ' d e self-intersection - 2 (loc . cit.) et que leur matrice 

d'intersection es t non dégénérée. 

Montrons alors b ). On a u' (C^ - ff,X/c(Sri v-
D'autre part u' (C^X,O = O Vr. e t 

1 

("x'/c'-V + (E..E. ) 1 1 
= -2 (adjonction) donc ^x'/c'-V = ° Vi 

ceci donne XZ: 
i 

r. (E. .E . ) 
1 1 3 

= O Vj 

donc r. = O 
1 

Vi c.q.f.d. 

La formule c) se déduit de b) de la manière suivante : 

f; a»x./c, * 
= £1 *' wx/c C ' * H* 

u' (C^ 

= fn,* P* P* wx xc C ' / C ' 

comme X X C C est normale. u' (C^ wxxcc/c W X X C C 

donc u' (C^ f c ' * ccxxcc - "* f* œx/c 
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puisque '̂ x/ C eS t c°homol°al<ïuemen't pla-t* °n a ainsi c) en prenant 
les degrés. 

2. Positivité du faisceau dualisant relatif . 

PROPOSITION 1 . Soit X  —C une fibration semi-stable alors la self-

intersection du faisceau dualisant relatif est positive ou nulle. 

Il est clair qu'il suffi t de montrer cet énoncé avec 

p = car(k) > O . 

* (  n ) DEFINITION 3. Soit F n le morphisme de Frobénius absolu de C  .  X 

sera la résolution relativement minimale de X  X C  . 
F 

On a ainsi un diagramme commutati f : 

„(n) 

XX 
Fn 

C X 

f 
Fn 

C 

f 
n 

C 

Remarquons que H>n est un isomorphisme si f  es t un morphisme 

lisse. 

Pour montrer l a proposition 1  on peut grâce aux formules (1) , (5) 

(lemme 2) supposer que le genre q  d e C  es t au moins deux. X^n^ 

est alors une surface minimale (pa s de P 1 d e self-intersection - 1 

dans les fibres et pas de P 1 d u tout qui soit fini sur C) . 

Par les formules (5 ) (1) et (3 ) on voit que 

C2(X(n)) = pn(l2d-ô) + 8(g-l)(q-l). Si (12d-6 ) étai t strictemen t 
2 (  n ) 

négatif C1( X )  l e serait aussi pour n)^ 0 .  D'après la classifi-

cation des surfaces à la Enriques, menée à bien par D. Mumford [l3 ] en 

caractéristique p  } O , X^n̂  posséderai t un e infinité de courbes iso-

morphes à P1  (loc . cit. §1 step VI). Ceci est impossible quand q)/2. 

THEOREME 1. Soit f  : X C  une fibration semi-stabl e et non isotri-

viale alors, le degré de f ^ ^x/C est- strictement positif . 
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Si Ô ^ O ( f no n lisse) la proposition 1  implique d ) O .  Il 

reste à traiter l e cas d'un morphisme liss e et non isotrivial. C'est 

étonnemment l e cas le plus délicat, de tels morphismes existent comm e 

on le verra à l'exposé 4  de ce séminaire [3]. 

Pour finir de montrer le théorème 1  il est loisibl e de suppo-

ser le corps k  fini, d =0 ,  K.S.(f) ^ O  (c f §0) . 

Les formules (1 ) et (5 ) nous autorisent à  supposer 

genre (C ) = q) g = genre des fibres et f  possède une section s  . 

Soit, x(n) _£n_^c défini comme au début de ce § par le carré 

cartésien 

f 
n 

x(n) 

C 

X 

Fn C 

où cette fois F  es t le Frobénius géométrique de C  su r k  (fini ) 

i.e. F laiss e fix e k  . 

Les surface s x(n) sont minimales (q>/2) de type général 

(c2(x(n)) = 8 (g-l)(q-l>) et comm e f 
n 

est lisse il n'y a pas de P1 

de self-intersectio n (-2) dans x(n) . Le faisceau dualisant x(n) 

est donc ample su r x<n>. Son polynôme de Hilbert donné par la 

formule : 

x(n) 

2 
= m ~m 

2 8(g-l)(q-1) + (g-1)(q-1 ) 

est indépendant de n  .  D'après l e travail [lo ] de Matsusaka e t 

Mumford, valabl e en toute caractéristique pour les surfaces, l'ensembl e 

des X^n ^ es t contenu dans une famille bornée de variétés algébrique s 

sur k  .  Le corps k  étan t fin i il n'y a qu'un nombre fin i de X^n ^ 

à k  isomorphisme s près. Nous allons alors, montrer que f  est iso-

trivial . 

Pour ce faire nous allons montrer qu'il existe une suite infini e 

n. d'entier s positifs, telle que 

a) X(n±) - ^ X ( n , > Vi. j 

b) fn.OCPi. = f n. 1 
Vi,j . 
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Le morphisme f  étan t trivial à l'ordr e 
i 

u' (C^ 
et n. i 

> oo on en 

déduit 1'isotrivialité d e f 
no 

, donc de f  c e qui contredit 

K.S(f) / O . Montrons qu'on peut réaliser ces conditions : 

- a) On peut choisir une suite infinie m . satisfaisan t a) d'après l a 
( n ) ̂ " finitude du nombre de X  à  k  isomorphisme s près. 

- b) Notons Y = X 
(mo) 

par composition on a pour chaque i  u n 

morphisme 

g± : Y C 

u' (C^ 
(m. ) 

X 1 

f m. i 

Le genre des fibres de g ^ étan t plus grand que le genre de C  ,  une 

fibre de g ^ es t contenue dans une fibre de g_ . Vi, j , donc lui est 

égale puisque ces fibres sont lisses et connexes. Mais par hypothèse 

g^ possèd e une section s ^ ,  g.oŝ  es t séparable donc est un 
o o  o 

automorphisme de C  .  Le genre de C  étan t au moins deux, il n'y a 

qu'un nombre fin i d'automorphismes de C  .  Il n'y a donc qu'un nombr e 

fini de morphismes g ^ .  On prend alors pour suite n ^ un e sous-suit e 

de n\ j , infinie, telle que les g ^ correspondant s soien t les mêmes, 

ce qui montre b) et finit la démonstration du théorème 1 . 

THEOREME 2 . Soit f  : X C  une fibration semi-stable et non isotri-

viale . Alors le faisceau dualisant relati f est numériquement positif . 

De plus les seules courbes réduites et irréductibles dans X  dont  

1 ' intersection avec ^x/C eS*~ nul3-e sont les p  1 de self-intersectio n 

(-2) contenus dans les fibres. En particulier pour un pinceau de  

Lefschetz, pour une fibration stabl e ( ou lisse) et non isotrivial e 

^X/C est ample. 

Rappelons qu'un faisceau inversible L  su r une surface est dit 
numériquement positif si : 

a) (L.L ) > O 

b) (L. & (D) ) >/ O pour tout diviseur effectif D  .  D'après le 

critère de Nakaï-Moshezon [8 J s i l'inégalité b) est stricte L  es t 
ample. 
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LEMME 4. Soit D  un diviseur effectif réduit et irréductible conten u  

dans une fibre de f  . Alors ^^x/C'^X^0 ^ ^  ° "  De Plus si 

(cox^c.^x(D) ) = O alors D  est un D * de self-intersection - 2 . 

On sait que le faisceau dualisant de D  es t donné par la formul e 

d'adjonction o o ^ = ^ ^ ^ I D •  Donc s i D  es t une fibre irréductibl e 

^X/c^^D e t de degré (2g-2 ) puisqu e &X(D)/ D $ D cec i règle le 

cas où D  es t une fibre. Dans le cas contraire si P  = f(D) écrivon s 

E = f-1(P) - D .  On a (D.(D+E) ) = O don c (D.D ) = —(E.D) <0 ca r les 

fibres sont connexes. On a donc 

(<ux/c-$x(D)) = 2pD- 2 -D2 ,  pD = dim H1(D,^D) . 

Donc si PD > 1 (cox/c-sx(D) ) > ° • 
Il reste pD = ° donc D ^ Œ> , comme X  es t relativement minimal e 

[5]cnn donc - D " >/ 2 ce qui conclut l e lemme. 

Pour montrer le théorème 2 nous allons vérifier les conditions a ) 

et b) ci-dessus. Nous supposerons k  d e caractéristique positive ce 

qui suffit. Le lemme 5  qui suit permettra e n fait de vérifier a) et b) 

à la fois. Nous ferons ceci en vérifiant que pour tout diviseur effec -

tif D  qu i n'est pas contenu dans une fibre (o n dit que D  est hori-

zontal ) alors «Vc-VD)) > o . 

LEMME 5 . Soit A  un faisceau inversible de degré a  ) O sur C  . 

Alors il existe un entier n Q tel gue pour tout n  }/ nQ 

O fl H°(X(n) x(n)/c n 

Rappelons que X  a  été définie just e après l'énoncé d e la 

proposition 1 . 

DEMONSTRATION. •4% étant cohomologiquement pla t 
rang 

®< ®A®"1)) X,O®< A®"1)) 

degré ( f ( £ 0 1 V 

k n*v x ^ 
® < A®"1) ) 

/c n 
= pnd g a . 

Donc par le théorème de Riemann-Roch su r C 

dim H°(X(n) x(n)/c ® < A®"1 ) \ pnd g a - g(q-1) 

ce qui prouve le lemme 5  puisque d > O (Théorème 1). 
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DEMONSTRATION DU THEOREME 2. On choisit A  ,  puis n  comm e dans le 

lemme 5. On peut donc écrir e 

x(n)/c 
A®"1)) (H+V)® f * A n 

où H  es t un diviseur effectif horizontal et où V  es t un diviseur 

effectif vertical. Remarquons que H ^ O ca r o ) , v n e peut pas être 

le faisceau associé à un diviseur support é dans les fibres. 

Il est facile de voir qu'il existe une courbe lisse C  ,  munie 

d'un morphisme fin i 1T : C * - C tell e que sur X ' l e désingularisé 
( n ) 

minimal de X  X  C ' o n ait (notation s du lemme 3 ) 

x(n)/c 
= 60 

X ' / C A 1 
r. E. + V ) i i ® f ' ff A 

où les E ^ son t des sections de f  e t les r ^ de s entiers positifs 

non tous nuls. 

Nous allons alors montrer que pour tout diviseur ^ O , horizontal 

et effectif D  d e X' : (w x./ c.-$ x.(D)) > O . 

Ceci finira la démonstration du théorème 2 en vertu du lemme 3  b) 

et du lemme 4 .  Si D / E . Vi=l... t alor s 
' i 

( ( * W c - V ( D ) ) >/ a.deg(M) .deg(D/C ) > O . 

Si D  es t égal à un des E ^ alor s 

( 4 k 7 c - V ( E i ) ) = -(E..E.) l l par adjonction. 

®< A®" -(1+^) (E±.E i) >/ a deg (M ) > O ce qui finit la démonstration du 
théorème 2. 

COROLLAIRE. Soit f  : X ^  C une fibration semi-stable et non isotri-

viale, et soit E  une section de f  alors (E.E ) < O . 

REMARQUES. 1) M. Raynaud [l5 ] a construit des contrexemples a u 

"vanishing" de Kodaira en caractéristique positive e n fabriquant des 

surfaces lisses X  mun i d'un morphisme projectif f  : X C  dan s 

une courbe lisse et projective, tel que f  ai t une section E  ave c 

(E.E) y O . Les fibres de f  son t toutes non lisses. On verra 

d'autres contrexemple s dan s l'exposé 4  de ce séminaire [3 ] (cf. aussi 

[16]). 
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2) L'utilisatio n d e l a formul e d'adjonctio n à  l a fi n d e l a démonstra -

tion d u théorèm e 2  es t du e à  Arakelov [l]. 

La généralisatio n suivant e d u théorèm e 2  nou s a  ét é indiqué e pa r 

M. Raynaud . 

THEOREME 2' . Soient k  un corps , X  une surfac e projectiv e e t liss e 

sur k  ,  C une courb e projectiv e e t liss e su r k  et soi t f  : X y C 

un morphism e projectif , relativement minimal # non isotrivial , de  

fibre génériqu e un e courb e liss e d e genr e a u moins éga l à  deux . Alors  

le faiscea u dualisan t relati f °°x/C est numériquemen t positif . De  

plus le s seule s courbe s réduite s e t irréductible s don t 1'intersectio n  

avec LC!X/Q est null e son t le s P  de self-intersectio n (  -2 ) conte-

nus dan s le s fibres . 

Soit 
.̂i 77" „ 
C ' >  C un morphism e fin i d'un e courb e liss e C  dan s 

C ,  tel qu e x x c c ait u n modèl e semi-stabl e :  X' (cf. [2]). Bien 

entendu o n di t qu e X C n'est pa s isotrivia l s i X' -î-* C n ' est 

pas isotrivia l a u sen s d u §0 . Soit Y  l a normalisatio n d e 

Y = X  X C  ' et soi t Z  un e surfac e liss e qu i domin e Y e t X ' e t 

qui leu r soi t birationnel . O n a  ains i u n diagramm e commutati f 

Z 

h Y a 

b 

Y X 

g X' f • c 7T C 

Soit d  l e degr é d e nou s allon s montre r l'existenc e d'u n mor -

phisme "norme " 

®< A®"1)) A®"1)) ®< A®"1)) 

pour tou t entie r n  . 

a) L e morphism e 
Y / C 

®< A®"1)) 
V c • 

Soit Q le conducteu r d e Y su r Y ,  S = H o m ( a A ^ Y ) 
Y 

est u n 

idéal d e 
Y 

Comme 
V c 

est inversibl e o n a 

Y / C 
= ,f®a*^/c , - ^ b * V c 
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en composant ave c les morphismes 

A®"1 A®"1 

A®Y 

on obtient : 

Y/C 

* <8>n 

b <*x/ c • 

Comme b V c est inversible, notant 
Y / C 

le bidual de 
Y / C 

on obtient 

Y/C 

_ *  ® n 

b) Le morphisme u' (C^ J!»3 
Y / C 

: c'est l e morphisme classiqu e 

puisque Z  es t une désingularisation d e Y . 

c) Le morphisme * ,®n ®n 

V c 
. Ce morphisme s'obtien t 

quand on a remarqué que V c 
* 

= g 
60 

X'/C 
(2r. E± ) où les E. i sont 

les composantes exceptionnelles des éclatements qui font passer de 

X' à  Z  . 

d) Par composition on obtient un morphisme 
H 0 ( X ^ / C . ) u' (C^®< A®"1)) . Composant c e morphisme avec le mor-

ph i sme no rme u' (C^®< A®"1)) - * H ° ( X , « ) A ® " 1 ) ) on obtient l e morphisme « 

désiré. 

- Pour finir de montrer le théorème 2' remarquons d'abord que , par 
<8>n 

construction de &  , si s  es t une section de ^x'/ C C*U 1 ne s annul e 

pas en un point P ' d e la fibre générique X^ , d e X ' su r C  , 

alors < Y(S) ne s'annule pas (norme ) au point P  d e la fibre générique 

Xjç d e X  su r C  ,  image de P ' . En particulier par le théorème 2 et 

par le théorème de Riemann-Roch, pour n  )) O ^x /C Possed e des sec-

tions non nulles- I l nous suffira donc pour conclure de montrer que 

pour tout diviseur D  d e X  ,  horizontal par rapport à f  rédui t et 

irréductible on a : 

«Vc-VD)) > 0 • 
(Le cas des composantes "verticales " se traite comme au lemme 4). 

Pour montrer cette dernière inégalit é soi t P  l e point générique de 

D ,  soient P ' so n "image réciproque" dans X^ , e t D ' s a fermeture 
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schématique dans X ' . Par le théorème 2 il existe, pour n  )) O , une 
®n 

section s  d e /J°x'/C ' te l a-ue le ^iv:Lseur D s associ e rencontre D 
et n'ait pas de composante commune ave c D ' , par construction, l'imag e 
réciproque de Dg H D' dan s Z  à  une image non vide dans X  e t 
c*(s) n e contient pas D  , donc 

A®"1(^x/C'^X/C^ 
cqf d. 

3. Borne pour la self-intersection du faisceau dualisant relatif . 

Nous avons montré au §2 que (12d-ô ) = (^x/C'^X/C^ ^ 0 quan d 

f : X ^  C es t une fibration semi-stabl e et non isotriviale. En carac-

téristique zéro Arakelov [lj montre que dans ces conditions 

d ^ (g-gQ)(q-l+j) o ù g Q es t la dimension de la partie fix e de 

Pi^X/ç "  11 est clair qu'en caractéristique p  ) O o n ne peut espére r 
une borne pour d  ave c ces seules hypothèses en effet d(X^n^ ) = pnd , 

( n ) n 

de même pour 12d- 6 puisqu e ô( X )  = p ô . Par contre en caractéris-

tique zéro, f no n isotriviale est équivalent à l'application tangent e 

au morphisme C- S >  (modul e des courbes de genre g ) n'es t pas 

nulle. Ou encore que la classe de Kodaira-Spencer de f  n'es t pas 

nulle. Il se trouve qu'en caractéristique positive K-S(f ) O  es t 

équivalent à C- S >  es t séparable. Le résultat que nous allons 

montrer est le suivant :  (Théorème 3) K-S(f) ^ O =^(12d-ô) <  8g(g-l) (q-l+s/2) . 

PROPOSITION 2. Soit f  : X C  une fibration semi-stable et non iso-

triviale et soit E  une section de f  alors : 

(C°X/C'a)X/C) ^ -(E.E)4.g. (g-1) . 

On applique le théorème de l'index de Hodge au sous-espace du 

groupe de Néron-Sévéri engendr é par °°x /C ' E ' F ° ^ F  es t une 

fibre. Comme (  ^x/C * ^X/C )  ̂0 (théorèm e 2) on a : 

det 

12d-6 -E2 2g-2 

-E2 E2 1 

2g-2 1 O 

>/ O 

ce qui donne la proposition 2. 
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THEOREME 3. Soit: k  un corps de caractéristique p  et soit 

f : X *  C une k- fibration semi-stable . Supposons que f  soit 

d'exposant d'inséparabilit é modulaire égal à e  , alors : 

(aîx/c'̂ x/c) < 8pG g(a~1) (q-i+s/2) . 

Au vu du lemme 3  et de la remarque suivant l e lemme O , on peut 

supposer que l'exposant d'inséparabilit é modulaire de f  es t nul. 

Sous cette hypothèse 1'homomorphism e d e Kodaira-Spencer de la restric-

tion de f  à  X - f~ (S ) C- S es t non nul. Nous allons maintenant 

calculer un prolongement canoniqu e de cet homomorphisme (pou r les 

fibrations semi-stables) . 

Dualisons la suite exacte O 
[5] [5] [5] 

o 

on obtient : O T1 
TX/C 

T1 AX 
* 1 Ext1 (^/C'V O . 

On rappelle qu'on a nommé N  l e conoyau de O 4/c [5][5] 

Comme N es t somme directe de modules de rang un sur k  o n a : 

a) T1 

Tx/c 
(g)_l 
X/C 

b) Ext1 u' (C^ ^ N  . 

Soit alors I  1'imag e d e T1 X dans * 1 

f Tc , par image directe on obtient un homomorphisme 

u' (C^ u' (C^ u' (C^ 

qui est le prolongement voul u de la classe de Kodaira-Spencer su r 
C-S .  Cet homomorphisme es t supposé non nul ici. Montrons 
f^I = T^(-S). On a la suite exacte 

O *  £#I *  Tc *  f *N . 

Localement, s i t  es t un paramètre local d'un point P  d e C  don t 

la fibre est singulière aux points P-...P . 
i o  p 

tà/dt es t dans le noyau de * 1 
f TC 

* k(P±) 

donc tô/d t es t dans le noyau de u' (C^[5][5][5] 

donc dans le noyau de : 

T1 > > f #e k(P±) «—* f #N 

ceci prouve f#I = T*(-S) (S réduit) . 
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On a donc un homomorphisme no n nul 

Tj(-S) — ^ R 1 * . 
x/c 

donc un élément no n nul de 

H°(C,R1f (̂ (CO ®  T £ ( - S) f ' 1 ) ) 

donc H1(X, ( 4 0 ^T^(-S))^"1 ) ji O . 

Par le théorème de l'exposé 2  de ce séminaire [il ] (cf. aussi 

Ciel) '-Vc®Tâ<-s> n'est pas numériquement positif . 

Une au moins des deux conditions suivante s est donc satisfaite : 

a) (*x/ĉ Tc(-s))2 < ° 

b) il existe un diviseur effectif D  su r X  te l que 

(C°X/C® TC("~S) -ôx(D)} < 0 • 

De a) on déduit 12d- ô >^ 8(g-1)(q-l+s/2) qu i est meilleur que ce 

qu'on veut au théorème 3 . Dans le cas b) on se convaint facilemen t 

qu'on peut suppose r D  intègr e et horizontal. Soit C  l a normalisé e 

de D  e t soit X ' ^  > C' l a résolution relativemen t minimale du 

produit X  Xc C' .  X' es t munie d'une sectio n E  tell e que 

-(E.E) = (^x./c.-^x.(E)) < (2q-2+s).deg(C'/C ) 

ce qui par la proposition 2  donne : 

u' (C^u' (C^ <8g(g-l)(q-l+s/2).deg(C'/C) . 

On obtient alor s le théorème 3  en appliquant l e lemme 3  c) et d ). 

4. Cas où la base est de genre zéro ou un. 

Nous étudions ici les valeurs de s  pou r une fibration semi -

stable f  : X y C .  Le cas où C^P 1 e n caractéristique zér o sera 

étudié en détail par A. Beauville dans l'exposé 6  de ce séminair e 

[l8]. Nous verrons d'autre part dans l'exposé 4  (M . Flexor) de ce 

séminaire [3] , des exemples de fibrations lisse s (s=0 ) e t non iso-

triviales dus à Kodaira. Le genre q  d e C  dan s ces exemples es t 

assez grand . 

60 



PINCEAUX DE COURBES DE GENRE AU MOINS DEUX III 

THEOREME 4. Soit f  : X y C une fibration semi-stable alors i 

a) si le genre de C  est un et si f  est lisse, f est isotri-

viale 

b) si le genre de C  est zéro et si le nombre de fibres singu-

lières est au plus deux, f  est isotrivial e 

c) si le genre de C  est zéro, si X  est de type général, et si  

la classe de Kodaira-Spencer de f  est non nulle l e nombre de fibres  

singulières est au moins quatre. 

Les parties a) et b) en caractéristique zér o sont déjà dans 

Parshin [l4] . L'énoncé c) sans hypothèse su r X  ,  en caractéristiqu e 

zéro est montré par A. Beauville dans l'exposé 6  de ce séminaire [l8]. 

La démonstration ici fournie est indépendante des leurs. 

DEMONSTRATION DE a) ET b ). D'après les théorèmes 2 et 3 de cet exposé 

si f  n'es t pas isotriviale on a : 

O < q-l+s/2 

ce qui montre bien a) et b ). 

Pour montrer c) considérons Y  l e modèle minimal de X  .  On a un 

morphisme birationnel Tt : X y Y .  On sait que les composantes du 

diviseur exceptionnel de TT sont des diviseurs E ^ ^ P 1 i = l...t 

et que, TT étant une succession finie d'éclatements de points 

co =  ir co ® 0 (Er . E. ) X y  X  i  i ' où les r ± € N . 

LEMME 6 . Soit f  : X P 1 un e fibration semi-stable et non isotri-

viale, supposons X  de type général alors 4 0 1 X/IP1 

® f $ 
P 1 

(-D est 

numériquement positif . 

En vertu du lemme 4 il suffit de regarder l'intersectio n ave c des 

diviseurs effectifs horizontaux. Nous allons montrer pour D  un divi-

seur horizontal : 

A) si D ^ E . i Vi (co 

(^x/C' 
f *a 

p 
(-l).O (D)) > O 

B) si D = E. l 
( C O - <S> f & 

X/P 1 
1(-1) . X̂(E±)) >/ O . 

Pour ces deux énoncés remarquons d * abord que 

co 
x/p 1 

<S> f *& 1 ( - 1 } 

P 

u' (C^ 
p 

(1) . 
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Pour prouver A) écrivons u' (C^ = 7T*co <8> & (Er . E. ) y X  i  i 

donc (co ® f © ( D ) ) > / (TT^D .O) ) + 1 X p l X  y ce qui prouve A) puisque y 

est de type générale et minimale. 

Pour prouver B) appliquons l a formule d'adjonctio n 
( W x . y E . ) ) +  (Ei.Ei ) = -2 , or (Ei.E±) i -1 et (E. .f § A l ) ) > / 1 

1 P± 
par hypothèse, c e qui donne B). 

Il nous faut maintenant vérifier que la self-intersection es t 

strictement positive. C'est un e conséquence de A) car 
OJ =  c o <8> © (2r . E. ) x y  X  i  i donc une puissance positive de O L ® f G (i ) 

X P 
est effective e t ne peut être contenue dans la réunion des fibre s 

exceptionnelles de T T e t f  . 

Nous pouvons maintenant termine r l a démonstration du c) du 

théorème 4. K.S(f) ^ O  impliqu e (cf . la démonstration du théorème 3 ) 

n'est pas un faisceau inversible numériquemen t co 1  <S> f*© (2-s ) 
X/P1 P 

positif. Donc 2- s < -1 c.q.f.d. 

5. Fibres ordinaires. 

L'énoncé suivan t nous a été suggéré par M. Raynaud. 

THEOREME 5. Soit k  un corps de caractéristique positiv e et algébri-

quement clos . Soit f  : X > • C un morphisme semi-stabl e d'une surfac e 

X ,  projective et lisse sur k  ,  sur une courbe C  projective et  

lisse sur k  .  Alors, si toutes le s fibres de f  sont de genre g  V 2 

et ordinaires, le morphisme f  est isotrivial. 

Rappelons qu'une courbe projective et lisse sur un corps k  d e 

caractéristique p ) O e t algébriquement clos , est dite ordinaire s'i l 

y a exactement p ^ faisceau x inversibles dont la puissance p-ièm e 

est triviale. Il revient a u même de dire que le noyau de la multipli-

cation par p  dan s la jacobienne es t isomorphe à (Z/pZXu^) g ,  ou 

encore que le noyau du morphisme de Frobenius géométrique de la 

jacobienne es t isomorphe à [5].  C'es t cett e dernière définition qu i 

est la plus pratique dans le cas relatif. Soit Jx/ C l a Jacobienn e 

relative de X  su r C  .  Soit F  l e morphisme de Frobenius absol u de 

C e t soit X^P ^ =  X X C  .  Supposons que le noyau N  d u C-morphism e : 
F 
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J X ( P > / C * J x / c 

soit., localement sur C  ,  isomorphe a u' (C^ . Soit c ' =  Isom(N^ 9 X C) . 
P 

C 1 es t munie d'un morphisme fin i et étale 17 : C r C . Soit 

X' = XX C ' alors N' = ker(J x, / c. —̂  j X' u' (C^ ^ 0ig x C . 
p 

L'espace tangen t relatif à JX'/C est isomorphe a 1'espace tangen t a 

N' e t es t égal à R l f * ^ x ' • Comme N' * &ig x C 
P 

le degré de u' (C^ 

est nul, ce qui conclut en vertu du théorème 1  et du lemme 3 . 

6. Rigidité. 

Nous montrons ici le théorème de rigidité suivant, dû à Arakelov 

[l] en caractéristique zéro . Le lecteur pourra noter que ce théorème 

est valable non seulement en caractéristique positive mais en inégale 

caractéristique. 

THEOREME 6. Soit V  un anneau de valuation discrète complet e t soit 

ïï : C *r Spec V une courbe lisse et projective su r Spe c V .  Notons 

TT :  C *  Spec k la fibre spéciale de ïï . Soit f  :  X » - C une 
o o  o  —  ~  o  o  o 
fibration semi-stable et non isotriviale et soit S  c *  C le lieu 

Q O 

de ramification de f  .  Soit S  c — * C un sous-schéma fermé , fini et 
étale sur V  dont la fibre spéciale est S Q .  Alors il existe au plus 
une famille lisse X  de surfaces su r Spe c V munie d'un V- morphisme 
f : X 9- C telle que : a) la fibre spéciale de f  soit égale à f 

b) f est lisse en dehors de S  . 

Nous allons montrer que la déformation infinitésimal e associée à 

une telle situation est unique. L'ensemble de s déformations infinité -

simales de f  es t un espace principal homogène sou s 
E x t X / C '^ X ^  • Il se décompose de la façon suivante par la suite 

o o  o  o 
spectrale des Ex t globau x vers les Ex t locau x : 

O—»" H1 ( X ,  Hom( Q̂. /_ ,© ) ) 
° X o / C o X o 

- ^ E x t 1 ^ / c , 0 X ) 
o / o  o 

^ H ° ( X o , E x t
1 ( ^ / C o , © X o ) ) . 

Grâce à la suite exacte (** ) d u §1 Hom i a v v V 
^ <8>- l 

V C o 
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O n a donc H"^(X , H o m ( ^ / n , § v ) ) = O en v e r t u d u t h é o r è m e d ' a n n u l a -
° o / C o X o 

t i o n de l'exposé 2 de ce s é m i n a i r e [il] (cf. a u s s i [ l 6 J ) . 

Il n o u s r e s t e à v é r i f i e r que "la c o n t r i b u t i o n l o c a l e " d a n s 

H ( / Ext ( /c 1 ̂ X ^ est nulle quand on fixe S • 
M o n t r o n s d'abord q u e la fibre g é n é r i q u e X^ a d e s p o i n t s 

s i n g u l i e r s d a n s ses fibres a u - d e s s u s de . C'est un é n o n c é l o c a l . 

L E M M E 7. Soient V u n a n n e a u de v a l u a t i o n d i s c r è t e , R u n V - a n n e a u  

local r é g u l i e r lisse sur V et de d i m e n s i o n 2 . Soit A un R a n n e a u  

local lisse sur V de d i m e n s i o n 3 . N o t o n s avec un indice o 

( resp. "H ) les fibres s p é c i a l e s (resp. g é n é r i q u e s ) sur V . S u p p o ¬ 

sons l o c a l e m e n t libre sur A sauf au p o i n t fermé d e A 
A / R o o 

o o ^ 
A l o r s le m o r p h i s m e Cl / T ? n'est pas l o c a l e m e n t libre sur A n . 

Il suffit de m o n t r e r q u e l'ensemble d e s p o i n t s de Spec A où 

£2^,^ n'est pas l o c a l e m e n t libre ne p e u t être réduit au p o i n t f e r m é . 

On a une suite exacte : 

o — ^ A s> at ,„ — v / T 7 — - r QI . — * o . 

R R/V A / V A / R 

Il n o u s faut donc m o n t r e r q u e l'ensemble des p o i n t s où 

^ ^ R ^ k / V ^ A / V n ' e s " ^ p a s l o c a l e m e n t scindé ne p e u t être d e c o d i — 
m e n s i o n 3. C'est évident p u i s q u e A ® « Cl*~ /,, est libre de rang u n et 

K K / V 
O». est l i b r e de ranq d e u x et donc 1 ' ensemble des p o i n t s où 

A/ V A/ -K 
n'est p a s l o c a l e m e n t libre est de c o d i m e n s i o n au p l u s d e u x . 

P o u r finir de m o n t r e r le t h é o r è m e 6 il n o u s suffit de m o n t r e r 

l'énoncé s u i vant d û à A r a k e l o v [il. 

L E M M E 8. Soit V un a n n e a u de v a l u a t i o n d i s c r è t e complet de c o r p s  

r é s i d u e l k et de c o r p s de f r a c t i o n s K . Soient T , X , Y d e s  

v a r i a b l e s f o r m e l l e s sur V et soit A un V - a n n e a u local complet  

tel q u e : 

A v[ [T, X, Y J J/XY-cp ( T) 

où <p(T) € V [ [ T ] ] et satisfait à : 

cp(ip) = ip (mod u u n i f o r m i s a n t e de V ) . 

A l o r s il e x i s t e d e s v a r i a b l e s X' et Y' t e l l e s que 
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A °- V[[T,X' ,Y' ] J/X'Y'-T' . 

Ecrivons <P(T ) = T + u*(T) </>(T ) € V[[T]] .  On a 

K $ V A/T.K<S> V A ^ K [ [ X , Y ] ]/XY-U0(O) .  Par le lemme 7 on sait que 

K ®V A/T.K & V A n'es t pas lisse sur K . Donc (critèr e jacobien ) les 

équations X  = O , Y =0 , XY-u^(O) = O on t une solution, i.e. #(0)=0. 

On peut donc écrire cp(T) = Tv où v  es t une unité dans V [ [ T ] ] 

posant X 1 =X e t Y ' = Y , on a montré le lemme 8. 

7. Le problème de Chafarevich. 

Dans son allocution au congrès international des mathématiciens, 

en 1962 à Stokholm, I. Chafarévich a posé le problème de la finitude 

de l'ensemble des courbes algébriques sur un corps de nombres donné, 

avec genre g  2  fix é et mauvaise réduction fixé e [l9] . Le problème 

analogue pour un corps de fonctions d'une variable en caractéristique 

zéro a ete résolu par Parshin [14 ] et Arakelov [l] . Nous donnons ici 

une solution de ce problème en toute caractéristique . 

THEOREME 7. Soit C  une courbe lisse et projective sur un corps k  . 

Soient S un ensemble fin i de points géométriques de C e t e  un  

entier, soit g  un entier supérieur ou égal à deux. Alors 1'ensembl e 

des surfaces X  sur k munies d'un morphisme X  > • C qui soit une 

fibration semi-stable , dont les fibres sont de genre g  , dont le lieu  

de ramification est égal à S  et dont l'indice de ramification modu-

laire vau t e  , est un ensemble fini . De plus si k est un corps de  

caractéristigue zér o on a le même énoncé sans l'hypothèse de semi-

stabilité . 

Nous montrerons la première partie de ce théorème en montrant 

d'abord que 1'ensemble des modèles stables des surfaces X  considérées  

forme une famille bornée. 

LEMME 9. Soit f  : X ¥ C une fibration semi-stable, non isotriviale 

à fibres de genre g  et dont la base C  est de genre q  , et soit 

f_ : X y C le modèle stabl e de f  . Alors il existe un nombre 
s s -

N(g,q) ne dépendant gue de g e t q  tel que w

x /c soi t très ample  
sur X G dè s que n \ N(g, q). s 
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On sait, Xg e t les anneaux locaux complétés des points étant 
normaux, qu'il fau t et il suffit êtr e capabl e de séparer les points 

. .  .  ® n et les points infiniment voisins par des sections de co ^ ^ .  Posons 

< 8 > n s L = oo^ yc e t soient P 1 e t P 2 deu x points fermés, éventuellemen t 

confondus, de X  .  Soit F . l a fibre de f  contenan t P . . 
s i s  i 

On a les suites exactes : 
O *  m. <8> L ^  L 0  ^  O i P . i 

O * m.m . £> L m . ® L * - & *  O 
1 3 i  P j 

où n u es t l'idéal des fonctions s'annulant e n P ^ ;  il nous suffit 

donc (c'es t classique i ) de montrer : 

(I) H±(Xs,mi«>L ) = O et H1(X ,m. m . ® L) =0 . s i  3 
Par les suites exacte s 

O *L(-F. ) *m.<S> L y m. <S> L/L(-F. ) * 0 
i i  i  '  i 

O **L(-F.-F. ) >m.m.<S> L m . m . S> L/L(-F.-F . ) * O 
i 3  i  3 1 3 1 3 

on voit qu'il suffi t de vérifier le s énoncés 

a) 
HV.ug^fV5-1) = O[5][5][5] pour n   ̂N ( g, q ) 

et tout faisceau inversible A  d e degré au plus deux sur C 

b) l'énoncé correspondan t à  (I ) pour les fibres de X g . 

- Ce dernier point est facile et se trouve dans [21 ] : n 3̂ suffit . 

- Nous montrerons a) en montrant 

H V . u g ^ f V 5 - 1 ) = O ( ^ x / C ' ^ X / C ^ pour n  ?/ N(g,q) et degr é A ^ 2 . 

Ce dernier fai t implique bien a) car 

Xs est normal e 

u' (C^HV.ug^fV5-1) = O(^x/C' n >/2 

HV.ug^fV5-1) = O(^x/C'^X/C^ n >2 

HV.ug^fV5-1) = O 
= fs*(a,X>®fsA > 

donc H^X.og » « f - A ® " 1 ) HV.ug^fV5-1) = O 
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Par le théorème d'annulation d e l'exposé 2  et par dualité il 

nous suffit de vérifier que ^/c^" ® ^ A^"1 es t numériquement positif , 

pour n  \ N(g,q) e t degr é A 4 2 . 

a-1 Self-intersection 

^X/C® f*A^"1)2 = n2<12d-&) - 4n(2g-2) 

est positif si n >  8(q-1} 

12d-ô 
rappelons que 12d- ô )  O (Théorème 2). 

a-2 Diviseurs verticaux n  // 1 impliqu e HV.ug^fV5-1) = (^x/C'^X/CO 

et n'est nul que si V  es t somme de P 1 d e self-intersection - 2 

(lemme 4). 

a-3 Si A es t un faxsceau inversible su r C  d e degré deux et, si 

n v 4(g-l)(2+q) 12d-6 , alors 
HV.ug^fV5-1) = O(^x/C'^X/ 

En effet degr é HV.ug^fV5-1) = O >/ (£)(12d-ô) + d - 3(2n-l)(g-l ) 

et on applique Riemann-Roch su r C . 

Ecrivons donc 
®n f ^ 1 = ©x(Er. D±)®^X(V ) où D . es t i 

effectif horizontal. V es t effectif vertical. r± € N et 

n =  partie entièr e o 
r4(g-l)(2+q) 

12d-ô 
) + 1 . 

a-4 Diviseur horizontal. Soit D  u n diviseur effectif, intègre , 

horizontal. 

or) Si D  es t différent de D . e t si m > O 

®m+n 
(wx/c °® *AS-1.©x(D) ) > O 

par le théorème 2. 

P) Si D  es t un des D ^ 

<Vc8f*A _1-VDi>> 
<8>n 

>/ r ^ D ^ ) - 2d°(Di/C ) 

- s i (D±.Di ) >/ O comm e d  (D./C ) ^ n (2g-2 ) dè s que m  > 2n (2g-2 ) 

on a : <wx/c 
&>m+n 

°®f*A®-1.3x(D.)) >  O 
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- s i (D^.D^ ) i O  pa r la formule d'adjonction on a 

HV.ug^fV5-1) = OHV.ug^fV - (2q-2)d°(Di/C ) 

donc 
&>n 

X/C ® f A - V V * > -2q nQ (2g-2 ) 

donc s i m  ^  2q n (2g-2 ) o on a gagné, encore grâce au théorème 2. 

En résumant, posant par exempl e 

N(g,q) = 8(g+2)2(2g-2) 2 

pour tout entier n  \ N(g,q) 

®n 

V c 
<S> f A est numériquement positi f 

pour tout faiscea u inversible de degré au plus deux sur C  .  Ceci 

finit l a démonstration du lemme 9 . 

Pour vérifier que l'ensemble de s surfaces X g (C,S, g étan t 

donnés) forment une famille bornée, il nous suffit, grâce à l'exis-

tence des variétés de Chow, de montrer que les X  s e plongent dan s 
5 .  •  S  ® N 

Pk ave c degré borné. Nous voulons, bien sûr, plonger par co x °c 

2 ^ NQ fix é ) / N(g,q) e t projeter. Le degré NQ(12d-ô ) ser a borné en 

vertu du lemme 9 et du théorème 3 . Nous aurons gain de cause grâce au 
lemme éviden t suivan t : 

, N 

LEMME ÎO . Soit X  une surface projective plongée dans P ^ .  Supposons  

que X  soit normale, que les complétés des anneaux locaux de ses  

points fermés soient normaux, et que les idéaux de fonctions s'annu -

lant en un point aient localemen t au plus trois générateurs, alors il 
N 5  . existe une projection de P ^ sur P ^ qui soit un isomorphisme su r X . 

La démonstration es t laissée au lecteur (s'i l arrive à lire 

jusqu'ici...). 

Montrons maintenant l a première partie du théorème 7. L'ensemble 

des surfaces X  munie s d'un morphisme semi-stabl e f  : X =̂ C véri -

fiant les hypothèses du théorème 7 , forme donc une famille bornée. Il 

existe alors une variété algébrique (i.e . de type fini sur k ) M  e t 

un schéma plat su r M  ,  H ^ > M mun i d'un M-morphism e 

f : H C  X M "paramétrisant " le s morphismes semi-stable s X  *  C 

considéré. Par le théorème de rigidité (théorèm e 6) f  : * C  X M a 
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des fibres sur C-isomorphes , pour chaque composant e connex e 

de M  .  Le nombre de ces composantes connexe s étant fini (c'étai t tout 

l'effort d u §3 et de celui-ci) la première partie du théorème 7 est 

montrée. 

Pour la fin du théorème 7, en caractéristique zéro , par le théorème 

d'unicité de Riemann et par réduction semi-stable [2 ] , on se ramène 

à la première partie du théorème. On sait que le théorème d'unicité de 

Riemann n'est pas vrai en caractéristique p ) O , même sur un corps 

fini. Sur un corps de caractéristique positive mais infini, on a le 

contrexemple suivant , cher à M. Raynaud : 

EXEMPLE. Soit k  u n corps de caractéristique positive p  e t soit n 

un entier tel que n(p-l)- 2 )  O . Considérons pour tout 

a = (a^ # • • - 'apn-2  ̂a i  ̂k l a court>e c a es t la fermeture projec-

tive et lisse du revêtement d'Artin-Schreier d e la droite affine 

donné par : 

( * * * ) yP-y = X*11-1 + £ 2 
i=3 
p+i 

a. X*"1-1 . 

Alors C & es t de genre g  te l que 2g- 2 = p(pn-n-2) )  O , et l'en -

semble des a  ' € A^11"4 te l que C& , £ C& es t un ensemble fini . En 

particulier s i k  es t infini et si p n )/6 o n a une infinité (d e 

dimension pn-5 ) d e fibrations lisses non isotriviales su r . 

C& es t un revêtement de degré p  d e P 1 , ramifié en un seul 

point situé au-dessus de 1'infini. Son genre est donné par 

2g-2 = p (pn-n-2 ) > O . 

Ces deux derniers faits se vérifient aisément grâce au changement de 
variable 

z = g/Xn t = l/ X 

et, en remarquant que, la courbe : 

zp _ ztnp-l = 1 
pn-3 

i=2 

HV.u est lisse. 

Elle est ramifiée au seul point z  = O , t = O au-dessu s de t  = O dan s 

k[t]. 
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Nous allons montrer que pour un point de coordonnées a  = (a^ ) 

dans ^Pn~ 4 l a f it>re a  pou r le morphisme M  :A pn-4 Mg  es t 

de cardinal au plus (pn-1) . # (Au t C^) (Au t C& es t fini puisque 

g)/2). Soit O " u n générateur du groupe de Galois Z/pZ ' d e C & su r 

P1 .  On a : 

<r(y) = y+« a e F* . 
p 

En effet (cx(y)-y) P = a(y)-y grâc e à 0*(X ) = X e t l'équation (***) . 

Donc cr(y)- y = «6 F .  Comme o r es t d'ordre exactemen t p  ,  c* es t 
P p  - , 

non nul. Nous noterons cr ^ l'élémen t d e GaKC^/ P )  te l que : 
<*a(y) = Y+l • 

LEMME 11 . Soit c p un isomorphisme de c  su r C a, tel que 

cpo<j =  cr , ocp , alors il existe un élément d e k  tel que : a a  —~~———————————————————— — 

- aPn_1 = i 

- ai = aPn_i aî • 

Nous montrerons d'abord, qu'i l existe un polynôme Q(X ) € k[x] , 

de degré au plus n- 1 ,  et deux éléments o r e t ^  d e k  tel s que : 

<p(y') = y + Q(X) cp(x' ) = «x+P . 

On vérifie facilement que <P(k[x'] ) = k[xl d'o ù l a deuxième 

égalité. 

On a y  - cp(y ' ) = (*g(y ) - cp (ĉ  , (y ' ) ) 

donc y-cp(y') = a (y ) - cr (cp(y ' ) ) 
a a 

i .e. y-cp(y') € k[x] . 

Ecrivons l'égalit é qu'i l en résulte 

xpn-l pn-3 

i=2 
a. Xpn_i + Q(X)P - Q(X) 

pn-3 

i=2 
pli 

a^^X+P)1"1-1 + («x+P)^-1 . 

Ceci implique tout de suite 

degré(Q(X)) ^ n-1 

et «P11" 1 = 1 (coefficien t de Xp n 1). 
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D'autre part («x+P) pn~ possèd e un monôme c y p n - 2 x p n - 2 ( p n _ 1 ) p 

qui doit être nul, car nous avons bien pris soin de ne pas avoir de 

terme en x p n~ 2
 dan s (***) . Donc P = 0 .  Donc Q(X) P = O  don c 

Q(X) =0 e t le lemme 1 1 est démontré. 

Pour finir de montrer la finitude de HV.ug^fV5-1) = O il suffit 

maintenant de choisir, pour tout a 1 €ir M a ), un isomorphisme 

cp , z C y C e t d'écrire : 
a a , a 

T T ' 1 ir(a ) = IL 
p€Aut(C a) 

(a' l<p ,o(7 ocp } = p) . 
— a  a  a 

En effet chacun des morceaux de cette décomposition es t de cardinal 

au plus (pn-1 ) (lemm e 11 ) ceci finit l'explication d e l'exemple . 

8. Le problème de Mordell pour les corps de fonctions. 

Nous montrons ici qu'il n'existe qu'un nombre fin i de points 

rationnels sur une courbe de genre au moins deux, sur un corps de 

fonctions, qui n'est pas "isotriviale" . En caractéristique zér o ce 

résultat est dû à Grauert et Manin ([22] , [9]) , en caractéristique 

positive a P. Samuel [17] . Nous donnons ici la version de Parshin 

([14]) basée sur une généralisation d'une construction due à Kodaira 

(Proposition 2) et qui montre, essentiellement, que le théorème 7 du 

§7 implique le corollaire 1  de la proposition 2 de ce paragraphe 8 . 

Nous avons fait l'effort d e vérifier (e t de rédiger) l'argument d e 

[14] en toute caractéristique. L'intérêt de la méthode est qu'on 

obtient ainsi une borne pour la "hauteur" des points rationnel s 

(corollaire 2). 

PROPOSITION 2 . Soit f  : X 9- C une fibration semi-stable et soit E 

une section de f  .  Alors il existe une surface lisse X' , une courbe  

lisse C  et un diagramme commutâtif : 

X' 

f ' 

C df C 

RV 
X 

f 

tels que : 
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a) TT est un morphisme fini , modère, étale en dehors de S  ,  de 
degré au plus (s+l)3 3 g + 1(3 g-l). 

b) f' est une fibration semi-stable dont les fibres sont lisse s 
en dehors de 7r _ 1(S), 

c) le morphisme déduit de « ,  »_ :  X* ® k( C ) — * x<s> £ M O 
C ' 

est, fini, modéré, ramifié exactement au-dessus du point su r k(C' ) 

de HV.ug^ k(C ) correspondant à  E  , et de degré au plus 

(s+l)(3 g-l).3 4 g + 3 

De plus 1'exposant d'inséparabilit é modulaire de f 1 es t au plus  

égal à celui de f  . 

Avant de montrer cette proposition, nous allons en déduire la 

conséquence suivant e : 

COROLLAIRE 1 . Soit k  un corps et soit T  une courbe lisse, projec-

tive, géométriquement connexe , de genre g  \ 2 ,  sur un corps de fonc-
tions K  sur k  .  Supposons que T  ne soit pas isotriviale su r K  , 

alors T  possède au plus un nombre fin i de points rationnels su r K  . 

Par récurrence on peut suppose r de g tr(K/k) = 1 , k d e corps de 

fonctions K  -  Quitte à remplacer K  pa r un corps fini sur K  ,  on a 

un modèle X  9- C d e T su r C  qu i est semi-stable. Soit C  l a 

courbe lisse sur l'ensemble de s courbes C  décri t dans la proposi-

tion 2 est fini en vertu du théorème d'unicité de Riemann. Par le 

théorème 7 l'ensemble de s surfaces X ' es t fini. Pour chacune de ces 

surfaces X ' l'ensembl e de s morphismes ot :  X ' ® K ( C) *-X®K(C ) 

est fin i puisque le genre de X ® K ( C ) es t au moins deux et que 

est séparable. Comme l a section E  peu t être reconstruite à partir 

du lieu discriminant de « • l e corollaire est démontré. 

DÉMONSTRATION DE LA PROPOSITION 2 (constructio n de Kodaira-Parshin). 

Nous expliciterons cette construction en caractéristique non égale à 

deux. Le lecteur intéressé pourra vérifier qu'en remplaçant l a multi-

plication par 2 dans le premier pas, par la multiplication par 3, on a 

le résultat voulu mutatis-mutandis. 

1er pas. On considère l e diagramme commutati f suivant , dont l e carré 

extérieur est cartésien : 
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Y 

picx/c 

C 

X 

2 
picx/c 

La flèch e x —  picx/ c est déduit e d e l a sectio n E  .  Le morphism e 

Y > X est étal e galoisie n d'ordr e 2 Q su r C- S .  On appeller a Y 

une composant e géométriquemen t connex e d e Y  .  Le morphism e Y  >  X 

est génériquemen t étal e e t galoisie n d'ordr e divisan t 2 Q . 

2e pas . Réduction semi-stabl e d e Y  s r C . 

Pour tou t s € s soi t €(s ) l e ppcm de s indice s d e ramificatio n 

de Y  y X au x points générique s de s composante s d e l a fibr e X g . 

Soit C Q * c u n morphism e fin i e t séparabl e don t l'indic e d e rami -

fication au-dessu s d e chaqu e poin t s  d e S  es t multipl e d e €(s) . 

Il résult e d u lemm e d'Abhyanca r qu e Y Q = Y XC CQ es t étal e su r 

XQ =  X  xc Cq e n chaqu e poin t génériqu e de s composante s de s fibre s d e 

X y C .  Par l e théorèm e d e puret é Y  y X es t étal e au-dessu s 
o o  o  o 

des point s d e X ^ qu i son t lisses . On peu t pa r exempl e prendr e pou r 

C Q y C l e morphisme décri t ci-dessou s : 
Choisissons 2Q s point s distinct s d e C  s i p^ s ,  et (2^s+l ) 

points distinct s d e C  s i pl s .  Soit R  ce t ensembl e qu'o n suppose -

ra conteni r S  .  On pren d alor s pou r C  C  l e revêtemen t cycliqu e 

galoisien d e C  d'ordr e #  R  ramifi é ave c indic e éga l à  #  R  exac -

tement, aux point s d e R  . 

On a  donc u n diagramm e commutati f don t le s deu x carré s son t 

cartésiens : 

Y 
o 

Y C 

C 
o 

X 
o 

X 

tel qu e l e morphisme C Q C  soi t modér é d e degr é a u plu s (2gs+l) . 

Le lemm e suivan t montrer a qu e Y Q y CQ es t semi-stable . C e fai t 

nous a  ét é signal é pa r M . Raynau d e t L . Moret-Bailly . 
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LEMME 12 . Soit k  un corps algébriquement clo s de caractéristique p . 

Soit n  un entier premier à p  et soit A  1'anneau loca l 

k[[x,Y,T]]/XY-Tn .  Alors, le groupe fondamenta l d e U  ,  complémentaire  

du point ferm é de Spe c A ,  est %/n% , le revêtement étal e correspon -

dant au générateur de Z/nZ * est le complémentaire d u point ferm é de 

k[[u,v]3 muni du morphisme 

A >  k[[u,v]l 

__ n X y u 

n 
Y y v 
T > uv 

et l'action d e Z/n Z sur k[[u,vl l est donnée par u  P-Cu e t 

v *  C v̂ o ù C  est une racine primitive n-ième de l'unité . 

En particulier tou t revêtement étal e et galoisien de U  est le com-

plémentaire du point ferm é dans un anneau k[ [x,Y,T]]/XY-T^ o ù €| n . 

La démonstration, facile , de ce lemme es t laissée au lecteur. 

Notons qu'à priori Y q es t seulement normale , mais se s fibres sur 

C son t semi-stables . o 

3e pas. Où 1 1 image réciproque d e la section E  contiendra deux sec-

tions disjointes. 

Soit E Q 1'imag e réciproqu e dans Y q d e la section de 

X y C correspondan t à  E  .  La flèche E  C  es t étale de 
o o  o  o 

degré au plus 1™ .  On peut donc trouver un morphisme étal e >  CQ 

de degré au plus 2 Q(2 Q-1) te l qu'il existe dans Y 1 = YQ XC C 1 

o 
deux sections disjointes E 1 e t d u morphisme Y 1 y . 
L'image d e chaque E ^ pa r le morphisme compos é Y ^ *x es t 
égale à E  . 

4e pas. Où l'on divis e V ( E 1 + E 2 ) en deux. 

Nous allons construire un morphisme fin i * • C te l que : 

si Y 2 =  Y l X

C l

 C 2 et Y Y Y2 *  Y l est le morphisme qui s'en déduit . 

on ait un faisceau inversible L  su r Y 9 te l que : 

L® 2 =  7T* &v (E x+E 2) . 
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Pour ceci il suffit de "divise r en deux" ffV(El-E2] 
. Sur la fibr e 

générique de Y 1 9- c e faisceau est de degré zéro. Considérons 
le carré cartésien définissant C ^ 

Pic°(Y1/C1) 2 Pic°(Y1/C1) 

C ' 
^2 

Cl 

où la flèch e C± r Pic°(Y1/C1) se déduit de <V(El-E2). 

Sur Y2 = Yl XCl C2 il existe donc un faisceau inversible L ' 

tel que, si (^x/C'^X/C^ on ait : T T ' * Ô (E1+E0)^L'<8) 2 = & V , ( V ) 

où V  es t un diviseur, non nécessairement effectif , a support dan s 

fibres de Y ^ >  -  On peut donc trouver un morphisme C 2 * - Ĉ  

fini de degré pair, modéré, ramifié le long des points de C ^ don t 

la fibre est singulière dans Y ^ ,  avec indice de ramification pair. 

Il est facile de voir qu'on peut prendre un morphisme C2 — * C 2 de 
degré au plus [s.deg(C'/C) + 1j . On a donc su r Y2 - Y2 XC • C2 un 

diviseur W te l que tr*V = 2W où l'on a noté TT l e morphisme cano -

nique Y2 - ^ Y 2 . Notant F 1 e t F 2 les images réciproques de E1 

et E2 dans Y 2 on a un faisceau inversible L  su r Y 2 te l que : 

®2 

Y2 
(F1+F2) . 

5e pas. Soit Y ' l e revêtement galoisien de Y 2 d e groupe Z/2Z 

ramifié exactement l e long de Fi+F 2 ave c indice de ramificatio n 

égal à deux. Soit <x : Y' y  Y2 o n a 

et & . = ù ©  L 1 
1 X 2 

la multiplication dan s tf*^ i  es t donnée par <S>-2 (^x/C corres-

pondant à F±+F 2 •  Une fi*>re de Y ' * • C2 = C ' es t lisse dès que la 

fibre correspondante de Y 2 * C2 llest ' les autres fibres son t 
semi-stables. 

6e pas. Soit X ' >Y' l a résolution relativement minimale sur C , 

des singularités de Y' . La fibration f  :  X' r C satisfer a bien 

aux conclusions de la proposition 2 quand on aura vérifié que l'expo -

sant d'inséparabilité modulair e de f 1 es t au plus égal à celui de f . 
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Ce dernier point est une conséquence immédiat e du lemme O. 

En fait la démonstration de la proposition 2 donne un résultat 

plus for t que le corollaire 1, à savoir une borne effective pour la 

"hauteur" des points rationnels : 

COROLLAIRE 2. Soient k  un corps de caractéristique p  , f : X > • C 

une fibration semi-stabl e non isotriviale et soit E  une section de 

f alors : 

- (E.E) y e  8 03g+2, ..2 4 p 3  3 (g- D f a + 1 +2az2+ i  ) 
3g 3^g 

où e  est l'exposant d'inséparabilit é modulaire de f  . 

Gardant les notations de la proposition 2 et de sa démonstration 

et appelant y l e morphisme de X ' dan s Y 0 o n a : 
(^x/C'^X/C^^x'/c-'V/c'* 

Donc, si p  2̂ , (la caractéristique deux est laissée au lecteur) 

^x'/c-'V/c'* = 2[(%/c--%/c')+2(L-tVc-) + ( L- L ) ] • 

On voit facilement que 

2(L.L) = - (%/c- L ) = 2 3 g + 1(2 g-l)(s+1)(E.E) . 

Donc, ^X'/C'^X'/C* >/ 3 23 g + 1 ( 2 9 - l ) (s+1) (E.E) grâce à la pro-

position 1 appliquée au morphisme Y 0 *  C . Utilisant maintenant le 

théorème 3 on trouve : 

3 2 3 g + 1(2 g-l)(s+1)(E.E) < 8pe g'(g'-l)(q'-l+^-) 

où g ' es t le genre des fibres de X ' P-C , q' l e genre de C 

et s ' l e nombre de points de C  don t la fibre est singulière. Ces 

trois derniers nombres se calculent aisémen t en fonction de g  , q , s. 

On obtient ains i le corollaire 2. 
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NOUVEAUX CONTREXEMPLE S AU X ENONCE S D'ANNULATIO N 

"A L A KODAIRA " E N CARACTERISTIQU E p  > O 

par Marguerit e FLEXO R 

exposé n° 4 

Soit k  u n corps algébriquement clo s de caractéristique p  ) O . 

Il s'agit de trouver des surfaces lisses X  munie s d'un faiscea u 

ample L  te l que H 1(X,L"*1) ^ O . 

Dans [2] , M. Raynaud a déjà fourni de tels exemples. Nous indi-

quons ici comment construir e de nouveaux contre-exemples par une 

méthode due à M. Raynaud et L. Szpiro [3] . La surface X  ser a munie 

d'une fibratio n X  C  liss e et non isotriviale. Nous construison s 

de plus un faisceau inversible L  su r X  te l que L p =  X,L- Grâc e 

au théorème 1  (L. Szpiro) de l'exposé 3 , on sait alors que L  es t 

ample. De plus, la construction ser a faite telle que H 1(X,L -" 1) ^ O . 

1• Structure de Tango-Raynaud . 

Soit X  C  un e courbe lisse sur un schéma lisse connexe C  . 

Soient F  1'homomorphism e d e Frobenius de C  dan s C  ,Fx  celu i de 
X .  On a un diagramme commutati f 

X F 
X 

'x<P> 

C 

T x 

f 
F C 

où le carré de droite est cartésien. 

Considérons le complexe de De Rham relatif : 

O 
* X 

^x'/c-'V/c'* 
o 

que l'on peut décomposer e n 2 suites exactes de ^x'/ -modules 
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D O e

x ( P ) * X Bx|c o 

2) O • Bx|c 
X,L-

x ( p ) I c 
o 

où c  es t l'opération d e Cartier (cf . [7]). 

DEFINITION. Une structure de Tanqo-Ravnaud su r X  au-dessus de C 

est la donnée d'un faiscea u inversible L  sur X^ p^ tel que : 

a) L t - * B x l c 
b) 1'homomorphisme canoniqu e 

cp : «*L X,L-

composé des homomorphismes : 

* *  1 
a L  c_^« b x | c 

X,L- fg 

•*4ic 

est un isomorphisme . 

REMARQUES. Soit L  u n faisceau inversible su r X^ p^ qu i vérifie (a ) 

et (b ) alors on a : 

1) p divis e (2g-2 ) 

2) Lp - n 1 

x ( p ,/c 
: en effet, on a un diagramme commutâti f 

X ( P ) 

c 

F

x ( p ) 

3 X X ( P ) 

F F id C 

où 
F

X ( P ) 
est 1'homomorphisme d e Frobenius su r x<P>. On a 

Oo«)*L =  L P et X,L-

= a1, , 
x ( p )/c 

3) La condition b) est équivalente à : 

Sym p-1 (E ) — * « # 9 X 

est un isomorphisme, o ù E  es t le fibre de rang 2 sur X  p ,  extension 

de L  pa r &  /  X,L- * obtenu par image réciproque de 1'injectio n 

L — * Bx/c 5 
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O 0 i \ X(P) 
E L O 

O 6X(P) 
* e 
* X 

BX/C O -

EXEMPLES. 

i) Si p  = 2 , toute courbe possède une et une seule structure de 

Tango-Raynaud donné e par le faisceau inversibl e Bx|c • 
ii) Si C  = k es t un corps et si X  es t une courbe elliptiqu e 

super-singulière su r k  /  alors X  possèd e une et une seule structur e 

de Tango-Raynaud donné e par Bx(p) E n effet, l a suite exacte 1 ) mon-

tre que H°(Bxlk> = Ker [ H 1 ( 9 V ( P ) ) *• (  ] et par suit e 

X,L- ^ O s i X est supersingulière. Il est clair que 9X(P) 

fournit une structure de Tango-Raynaud su r X  .  Par ailleurs, la 

remarque 2 ci-dessus montre que toute structure L  d e Tango-Raynau d 

sur X  vérifi e L p  ̂ Cl1, N  e t par suite L  ^ Q , v  s i X  es t une 
x(p) c y\p) 

courbe elliptique supersingulière . 

iii) Soient C  = k u n corps et X  un e courbe elliptique ordinaire. 

Les structures de Tango-Raynaud, à  isomorphisme près, corresponden t 

bijectivement au x points de p-torsio n d e la jacobienne de X^p ^ dis -

tincts de l'élément neutre . En effet, soi t L  u n faisceau inversibl e 

muni d'un isomorphisme L P *~ B , v  , L ^ 0 , v . La suite exacte 1 ) 
* X(P > X(P > 

tensorisée par L  devien t : 

O - L"1 X,L- X,L- X,L- X,L-
O . 

Si 3  es t l'homomorphisme X^p ^ *  X dédui t du Frobenius sur k  , 

on a :  Lp = 3*of*L e t k  =  H°(P****!*'1) =  H°(o'*L~1 )® F̂ k .  Par suite, 

H°((x\'"1) = k .  D'autre part, comme L  / B , , ,  H^L-"1) = H1(L""1) = O 

et la suite exacte ci-dessus montre que 

H ^ a V " 1 ) -^H°(B^/k ® L"1) . 

Donc H°(BxA®L-1) - k . Soi t s : L ' *  BX/k correspondant à  une 

section non nulle de H°(BxA®L_1) . Pou r des raisons de degré, il est 
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clair que 1 1homomorphi sme X,L
- X,L-

déduit de s  es t un isomorphis-

me et L  fourni t une structure de Tango-Raynaud su r X  .  Inversement, 

si L  es t une structure de Tango-Raynaud su r X  ,  on a 
X,L- X,L- X,L- X,L- X,L-

x(p) 

CONSEQUENCE. Tout revêtement fin i X ' X,L- X d'un e courbe elliptiqu e 

X génériquemen t séparable , modérément ramifi é et dont l'indic e d e 

ramification en tout point de X ' es t congru à 1 modulo p est muni 

d'une structur e de Tango-Raynaud (o n applique l a proposition 2  ci-

dessous ) . 

De plus, si X  es t ordinaire e t si le degré de TT est premier 

à p  ,  il existe su r X ' plusieur s structure s de Tango-Raynaud dis -

tinctes. En effet, soien t L  e t L ' deu x faisceaux inversibles su r 

X^ p^ définissan t de s structures de Tango-Raynaud su r X  tel s que, si 

on note encore n l e revêtement (X ' ) * - X^P^ dédui t de TT de 

manière évidente, on ait : 

7T*L 7T*L' . 

Par suit e X,L-

(X') (P ) 

^ L  ' <S> n $ 

(X') (P ) 

et si n = degré(ir) 

n 
(A w, e ( x - ) ( p ) ) 

<8> LN = -
n 

9 ,  >)®(L') n 

(X1 )( P ) 
, i . e : 

(L_1<S) L* )n X,L-

X,L-

Comme (n,p ) = 1 e t que X,L- X,L-

e

x ( P ) 
, i l s'ensuit qu e 

L - 1 ® L ' X,L
- n, 

ou encore L 2* L' . 

iv) Si C  = k es t un corps, il y a au plus, à isomorphisme près, 

p r structure s de Tango-Raynaud su r X  ,  où p r es t 1'ordre du groupe 

des points de p-torsio n d e la jacobienne de X^ p^ .  En effet, s i L 

et L ' son t deux faisceaux inversibles su r X^ p^ définissan t de s 

structures de Tango-Raynaud su r X  ,  on a 

<* L =- oi L' i.e . a  ( L 1<S>L')  ̂ © x 

et par suit e ( L " 1 ® L ' ) P =  3*«*(L" 1<S)L1) - 6  ( p ) . 

PROPOSITION 1  (Tango [ 4 J ) . Soit X  une courbe lisse projective de  

de genre g  )>/ 2 sur un corps k  de caractéristique p  ) O .  Pour que 
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X possède une structure de Tanao-Ravnaud. i l faut et il suffit qu'i l 

existe une fonction rationnelle f  sur X  telle que O  ^ (df ) = » D , 

où D  est un diviseur su r X^p ^ • 

En particulier, s i k  es t parfait, X possèd e une structure de 

Tango-Raynaud s i et seulement s i il existe une fonction rationnell e f 

sur X  tell e que (df ) = pD o ù D  es t un diviseur su r X  e t 

(df) ? O . 
Montrons la proposition :  Soit L  un e structure de Tango-Raynaud 

sur X  .  Soit D  u n diviseur su r K(P) tel que T. - 9 x<P>(D) • 

Posons B1 = B^]k . A l'injectio r 
X,L- fhgjk 

correspond un e sectio n 

s ¥ O de H°(B1(-D)). En tensorisant le s suites exactes 1 ) et 2) par 

6X(P> (-D) , on obtient : 

O X,L- X,L- a*(9x(~"*D)) B1(-D) O 

O B1(-D) <**(^|k(-**D) ) X,L- x<P>|k<-D) O . 

Par suit e 

H°(X(p),B1(-D)) = {df , f € K(X) , df >/**D> . 

Soit f € K(X) tell e que (df ) V » D ,  correspondant à  la sec-

tion s  . 

Comme •x-_ 

et e x<P>(D) 
X,L- , on a (df ) = <y D .  Il est clair inver-

sement que s'il exist e une fonction rationnell e f  tell e que 
(df) ^ O e t (df ) = c**D , où D  es t un diviseur su r X^p ^ ,  le fais-

ceau inversibl e X,L- dsfh fournit une structure de Tango-Raynau d 

sur X  . 

EXEMPLE. "Revêtement d'Artin-Schreier " d e la droite affine d'équatio n 

zP-Z = T^P""1 (ic i k  es t supposé parfait) z 

Soit X  l a complétion projective de ce revêtement muni de son 

point à 1 ' infini :  oo . On a 

(dT) = p(h(p-l)-2)oo 

et X  es t muni d'une structur e de Tango-Raynaud donné e par 
9x((h(p-l)-2)oo). 
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PROPOSITION 2. Soient X  une courbe lisse sur un corps k  de carac- 

téristique p > O munie d'une structur e de Tanqo-Ravnaud, n  : x' X 

un revêtement fin i de X  génériquement séparable . Si n  est modéré-

ment ramifié et si de plus l'indice de ramification en tout point de 

X 1 es t congru à 1 modulo p ,  alors X ' est muni d'une structure de  

Tanqo-Ravnaud. En particulier, si n  est étale, X' est munie d'un e  

structure de Tango-Raynaud . 

Soient q 1,...,q r le s points de ramification de H  e t X^ p + 1 , 
pour i=l,..., r leur s indices respectifs de ramification. On a une 
suite exacte sur X ' : 

O 
X,L- X,L- X,L-

o 

où le faisceau X,L-

est aussi défini par la suite exacte : 

O 9 , 
X' 1 1 

ex- ^ • I x o . 

Si X  possèd e une structure de Tango-Raynaud, i l existe un diviseur 

D su r X  p e t une fonction rationnelle f  d e K(X ) tel s que 

(df) 7^ O e t (df ) = CV*d .  On a d(IÏ*f ) ^ O e t d(II*f ) = a*(II*D+D ) 

où D 
o 

" ** ( 9x' (- EU X  q ) ) . 
1 1 1 

PROPOSITION 3. Soient C  une courbe lisse et connexe sur un corps k 
de caractéristique p ) O e t f  : X •  C une courbe lisse et projec-
tive sur C  .  Soit T| le point générique de C  .  Si la fibre générique  
de f  possède une structure de Tanqo-Ravnaud donnée par un faiscea u  
inversible L  sur X^ p^ ,  il existe un faisceau inversible L  sur 
X^ P^ dont la restriction à X^j P^ est isomorphe à L  et qui définit 
une structure de Tanqo-Ravnaud su r X  au-dessu s de C  . 

Soit S É H ° ( ^ P ) ) V G N 

H°< 
ACn) 

H°<n correspondant à  1'injectio n 

L 
H°< /k(-n) . Son image par l'application canoniqu e : 

H°<V Bx/k(,)® L > 
H o ( x ( p ) H°<VBx/k(,)®L  

X,L-H°<VBx/k(,)®L [5] 

84 



PINCEAUX DE COURBES DE GENRE AU MOINS DEUX IV 

correspond à  11isomorphism e P : o/ L H°<VBx/ . Soit L 1 u n fais-

ceau inversible sur X(P) qui prolonge L H°<VBx/k(,)®L nb, h 
« ( U T 1 ) H°< H°<VB est triviale, il existe un faisceau inversi-
ble M  su r C  te l que 

<**(L' )® f*M * 0£/C . 

Posons L = L' <8> f<P>*M , d'où un isomorphisme 

P : » L — <£/ c 

qui prolonge p  e t une section s de H°(Qx/c<8>£y^"1) . Regardons la 
suite exacte : 

O « ^ x / c ^ " 1 ) H ° ( ^ / c ® ^ - 1 ) folH°<VBx/ . 

x(p)/c 
L'image de s dans H° ( 

X(P)/CH°<VBx 
est nulle sur la fibre générique 

donc nulle partout. Par conséquent H°<VBx/k(,)®L et L  défini t 

une structure de Tango-Raynaud sur X  au-dessu s de C  . 

PROPOSITION 4. Soit C  une courbe lisse et connexe sur un corps k 

de caractéristique p  ) O . Soit f  : X * - C une courbe lisse non iso- 

triviale et projective munie d'une structure de Tanqo-Ravnaud sur C  . 

Il existe un faisceau inversible ample L  sur X^p ^ tel que 

a) LP a1 
X 
<*>/c 

b) H 1 ( X ( P ) 
H°<V =" k . 

Soit L  l e faisceau inversible sur <VB  définissan t la struc-

ture de Tango-Raynaud sur X  au-dessu s de C  . 

Comme la fibration X  ^  > C n'es t pas isotriviale, le théorème 2 

de l'exposé 2 de ce séminaire (o u [3]) montre que ^X/Q es t ample donc 

of L e t L  son t amples. 

L'assertion a) résulte de la remarque 2). Comme L  es t ample. 

H°(X(P),L-1) = ^(x^V1) = O . On a donc la suite exacte : 

O —*H°(X(p),Bi/ ®L_1) —*H1(X(P).L-1) H1(X(p),«#«V1) 

h1(x'(</c)_1) • 
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Le théorème d'annulation d e [6] , montre que h 1 ( x ' 4 / c ) _ 1 ) = ° • 
Comme H ° ( X ( P )

/ B ^ / C ^ L - 1 ) « *H°(X,Q£ / C<S><V L " 1 ) = k e t que 

H ° ( X ( p \ b £ / ®  L~ X) ^  O , on voit que 

k = - H 0 ( B X / C < S » L"
1) -  H 1 ( X ( P ) ,L~ 1) . 

2. Fibrations de Kodaira» 

Nous indiquons ici un procédé pour construire des fibrations, qui 

ne sont pas isotriviales, par des courbes lisses de genre \ 2 .  Nous 

suivons une méthode due à Kodaira [l ] qui s'étend aisémen t au cas de 

caractéristique p ) O qu i nous intéresse. 

Soit k  u n corps algébriquement clo s de caractéristique p . 

Soient n  e t g Q deu x entiers ) / 2 , n premie r à p  ,  CQ un e 

courbe lisse et géométriquement connex e sur un corps k  , de genre g  , 
17" ^  ,  .  . , 

C u n revêtement étale et fini de degré n  d e C  .  Soient 
1 o  o 

Y q =  C x  Ĉ  e t T q l e graphe de 7 T . Supposons k  algébriquemen t 

clos. 
LEMME 1 . Il existe un revêtement C  * * C étale connexe et un fais-

o — 

ceau inversible L  sur Y  = C^ X C tel que, si T est 1'image réci -
proque de P q pa r le morphisme 1  X n :  Y Y q ,  on ait 9 v(r) =  L

n 

Soient Q  u n point rationnel de la fibre générique de 
p = pr. : Y y C e t Q  l e diviseur effectif de Y  qu i lui 

1 o  o  o 
correspond. 

Posons L Q =  6 y <r o)<8> 9Y (-nQ ) 
o o 

. En tout point c  d e C Q ,  on a : 

deg o| p" 1(c) 
= O . Par suite, il existe un morphisme 

» : C 
o 

> Pic°(C ) et un faisceau inversible M  su r C  te l que si 
o P es t le faisceau de Poincaré sur Pic°(C 1) X C1 , on ait : 

L q =  ( a x 1) (P) <S> p (M ) . 

Soient n  l e morphisme représentant l a multiplication par n 

dans Pic°(C 1) e t r  : C C q l e revêtement fini , étale, de degré 

2 g l .  ,  . 
n ,  ou g 1 =  genre de c 1, défin i par le carre cartésien : 
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r 

rt 

rt 

r 
Pic°(C ) 

rot 

n 

Pic°(C1) . 

Par conséquent. : ( r x i ) \ ) =  (« X l)*(Pn)<S> (rX l)*(p*M) . Posons 

N1 = r*M ,  c'est un faisceau inversible sur C  d e degré divi-

sible par n  . Comme k  es t algébriquement clos , il existe un fais-

ceau inversible N  su r C  te l que N11̂ * N' .  Posons : 

L = ( a X 1)*(P) ® pr*(N)® (rX 1) * (6Y (Q) . 
o 

C'est un faisceau inversible su r Y = C X ^ qui vérifie 

Ln = (r X 1) *<9Y (ro) ) " o 

Ce qui montre le lemme lorsqu e C  es t connexe. Lorsque C  n e l'est 

pas, on remplace C  pa r un revêtement étale de groupe de Galois 

cyclique d'ordre n  d'un e composante connex e de C  . 

Revenons à la construction de notre fibration non isotriviale. 

Soit X  >  Y l e revêtement de Y  ramifi é n-fois l e long de T  e t 

tel que 

P*9X = 9YSL"1 e---e L~n+1 . 

Comme T  es t lisse, X es t lisse et de plus les fibres de f  : X *• C 

sont lisses. Montrons (pa r le raisonnement original de Kodaira) que 

cette fibration n'est pas isotriviale. Soit p  : Y C  l a projection 

canonique. Si c  es t un point de C  ,  f""1(c) es t un revêtement géné-

riquement séparabl e de p ~ (c ) = C1 ramifi é le long des n  point s de 

p"1(c)n r . 

Par construction s i c1  e t c2  son t deux points dont les images 

dans C 
o 

sont distinctes, P"1(c1)n r est différent de p"1(c2)n r . 

Si la fibration est isotriviale, i.e. s'il exist e une courbe D  te l 

que f"1(c ) = D pou r tout c  € c ,  on obtiendrait ains i une infinité 

de morphismes génériquement séparable s modérément ramifié s de D  dan s 

C1 ,  qui est impossible ca r g(C1 ) \ 2 . 
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PROPOSITION 5 - Supposons car(k ) = p> O .  Si. C  est, muni d'une struc -
0 f ture de Tanqo-Ravnaud e t si n  s l rnod (p), alors la fibration X  —^ C 

est munie d'une structur e de Tanqo-Ravnaud . 

En effet, l a fibre générique de X  —^ C  es t munie d'une struc -

ture de Tango-Raynaud e n vertu de la proposition 2  , qu i s'étend e n 

une structure de Tango-Raynaud d e X  f > C ,  d'après l a proposition 4 . 

REMARQUES. 1 ) Si k  n'es t pas algébriquement clos , on peut encor e 

faire la même construction . 

2) Pour de telles fibrations , l a démonstration d'un des 

points essentiels du théorème 2 de [5J, i.e. 
H°<VBx/k(, O s e 

simplifie. Calculons explicitemen t ^ / c - ^ / c > et 

d = degré 
max 

( A fhh X/C} ' 

LEMME. Soit g  le genre de C  ,  et posons d(n) = (g-1 ) 
fdh 

. On a 
les relations suivante s si a  désigne l e degré de C - ^ C Q : 

a) X(9 X) = ( < M ( g - l ) 2 

CL 
+ d(n) + (g-lHn-l) n 

b) d = d(n) 

c) ^ / c - ^ / c * = 12 d(n) . 

Soit K  l e faisceau canonique su r X  .  On a : 

X ( 8 X ) = X(«*9 ) 
n-1 

= EZ 
i=0 

X ( L _ i ) 

= n x ( 9 y ) 
ffh n-1 

E Z 
i=0 

.2 i L.K 
2 

n-2 

i=0 
i 

On vérifie que T 2 =  2n(l-g) , T.K = 4n(g-l) 

X(9 X) va ( g - D
2 + U - g ) 

(2n2-3n+l) 
6 + (g-1 ) n(n-l) . 

D'où 

d(n) = (q- D 
, n 2 - l , 

6 
qui est strictement positif dès que n  )/2 . 
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D'autre part, si q  es t le genr« d'une fibr e de X  » • C ,  on a : 

q-1 = nf 
a 

(g-D 
. n(n-l)  
+ 2  • 

Donc X ( 6 X ) = (q-l)(g-l ) + d(n) , ce qui montre b) et il est 

clair que l'on a c) . 
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FORMES DIFFERENTIELLE S NO N FERMEE S 

par Rober t FOSSU M 

exposé n° 5 

O. Introduction. 

Une forme différentielle globale su r une variété projective et 

lisse sur < C es t toujours fermé e (Hodge) . Il n'en est pas de même si 

le corps de base est de caractéristique positive. Les premiers 

exemples ont été donnés par D. Mumford dan s son article [ 2 3 . O n 

trouve une autre série d'exemples d e formes globales non fermées dans 

le travail [4 ] de L. Szpiro. Nous reprenons ici ces deux constructions. 

On pourra noter que N.O. Nygaard donne dans [3 ] un critère qui assure 

la fermeture des 1-forme s globale s sur une surface projective et 

lisse en caractéristique p  ) O . 

1. Les exemples de D. Mumford. 

Ces exemples son t basés sur le fait qu'en caractéristique posi-

tive on peut rendre holomorphe une 1-form e méromorph e par un mor-

phisme du type Artin-Shreier. Par contre on notera que sur < C , il 

est facile de voir qu'on ne peut éliminer le s pôles de 1-forme s pa r 

image réciproque (cf . Van de Ven [ô]). 

LEMME 1  (D. Mumford). Soit X  une surface projective e t lisse sur un  

corps k  de caractéristique p  ) O .  Soit où une 1- forme différen -

tielle méromorphe su r X  ,  alors il existe une surface projective et 

lisse X  sur k  et un morphisme séparabl e et dominant < P : X X 

tel que c p co soit holomorphe su r X  . 

Il suffit de construire pour tout point Q  d e X  ,  une surfac e 

projective et lisse X ^ e t un morphisme <P q :  X̂  ^  X séparabl e et 

dominant, te l qu'il existe un voisinage U  d e Q  dan s X  ave c 

* version français e 
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<P*(oo) holomorphe su r <p-x(u). 

En effet, par produits fibre s et résolution des singularités de s 

surfaces (Abhyancar ) on se ramène à ce cas, en notant que X  es t 

quasi-compacte e t que 1'image réciproqu e d 1 une forme holomorphe rest e 

holomorphe. 

Pour les mêmes raisons on peut supposer que dans un voisinage V 

de Q  o n a : 

Où = Aq/A 1 d z 

où z  es t un paramètre loca l en Q  e t où A Q e t A 1 son t holo-

morphe s dans V  . 

Considérons alor s le revêtement V  d e V  donn é par : 

Z P - APZ + z = O . 

On a d z = A P d Z et donc 1'image réciproqu e de ce est égale à 

A A?" 1 dZ . o 1 

On prend alors pour Q X un modèle projectif e t lisse (théorèm e 

d'Abhyancar) de V 1 dominan t X  pa r un morphisme cp ^ don t l a res-

triction à V  es t le revêtement d'Artin-Shreier introdui t plus haut. 

L'image réciproqu e de Q  étan t un seul point dans V  i l existe un 

ouvert U  ,  voisinage de Q  , tel que <V Bx soi t holomorphe su r 
H°<VB 

EXEMPLE 1 . Il est maintenant facil e de construire une 1-form e diffé -

rentielle globale e t non fermée. Il suffit de partir dans le lemme 1 

avec une forme ce (méromorphe ) et non fermée. Comme on invoque la 

résolution des singularités d'Abhyancar dan s la preuve du lemme 1 , on 

risque de manquer de "contrôle " sur X  .  Pour pallier cet inconvénien t 
2 

D. Mumford donne l'exemple d e ce = xdy su r X  = P̂  (do c = dx A dy 7* O) . 
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2. Les exemples de Raynaud-Szpiro • 

Ces exemples son t basés sur l'itération d u changement de base par 

le morphisme de Frobénius pour une fibration semi-stabl e qui a été 

maintes foi s célébrée dans ce séminaire (o n se reportera à  l'exposé 3 

de ce séminaire pour la définition de fibration semi-stabl e [5]). 

LEMME 2  (M. Raynaud). Soit X  une surface lisse et projective su r un 

corps de caractéristique p  ) O et soit f  : X * • C un morphisme de 

X sur une courbe projective e t lisse sur k  qui soit une fibratio n  

semi-stable. Soit F  le morphisme de Frobénius de C  et soit X^* 5^ 

la désingularisation minimal e de X  X C  .  Alors toute 1- forme diffé -

rentielle globale su r X ( P ) dont 1'imag e dans H°(X ( p ) 
H°<VBx ne 

provient pa s de H°(X , 4 / C ) , n'est pas fermée . 

Notons X ( P ) = x x F c , on a le diagramme commutati f suivan t : 

2 < P > 
B 

X(P) 

f (P)
N 

DFG 

C 

DGH X 

DFf 

GF C 

Notons U  l'ouver t d e X  form é des points qui sont lisses dans leur s 

fibres, et U  so n image réciproque dans X(P) (o u X^P ^ ) . On a le 

diagramme commutati f suivan t où les isomorphismes son t dus à la norma-

lité de x ,  x ( p ) et X < p ) . 

ri°(c,ï£) 
H°<VBx/k(,)®L  

H°(X ( P ) 
H°<VBx/ H°(U,î£) 

T T 

H°<VBx/k(,)®L  

X ( P ) ' 

H°(X,^ / C) H ° ( U . ^ / C ) 
X(P)FG X(P) 

x (*»/c 

On remarque d'autre part que la suite exacte suivante est 

scindée canoniquement : 

( * ) O X(P) 
X ( P ) x ( p ) / c 

o . 
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En effet on a un diagramme commutatif dont les lignes sont 
exactes 

O * *~1 « X «X/c o 

o X(P) 
x(p) X ( P } / C 

O . 

Pour démontrer le lemme 2 considérons une section globale c o de 
a1

X(P) telle que dcc = o . Nous allons d'abord montrer que l'image ce 

de dan s H°(U 
X ( P ) / C 

provient de H°<UX/C> . Choisissons des 
paramètres locaux z 1 (base ) et z 0 (fibre ) en un point de U  . 

Comme la suite exacte (*) est scindée et H°(U,f ( p )*^) = H°(c,ab on 

peut supposer que co est en ce point de la forme A(z 1 #z 2)dz 2 (les 

formes globales sur C  son t fermées 11) . Puisque dt o = o o n a 

SA = O 

ce qui signifie que A  es t une fonction de X(P) et z 2 ce qui veut 
bien dire que, localement, ôo provient de 4/c . L ' homomorphi sme 
<i/c - ~ ° X ( P > / C 

étant injectif co provient bien d'une sectio n 

appartenant à HO<uX/c>-
Pour finir de montrer le lemme 2 il nous suffit donc de montrer 

qu'une section dans H°<UX/C> qui provient d'une section dans 
H°(U,Qi( }  ) 

x ( p V c 
qui se prolonge à X<P> en entier, se prolonge elle-

même a X  e n entier. Pour ceci considérons le diagramme commutatif de 
suites exactes suivant où N  (resp . N) est le conoyau de 

X(P) 
V c (resp. X(P)X(P) *- Cû^ , ) 

O H°<xX/c> H ° ( X , U > X / C ) H°(X.N) 

O H ° ( X ( P ) 

x ( p )/c 
X(P)X(P) 

' V P ) / C ) 

H°(X,N) . 

Comme x/c est localement libre on a 

H°<uX/c> X(P)X(P)X(P)X(P) ^ H ° ( x ' w x /c ) • 
Il nous reste donc à vérifier que H°(X,N ) •  H°(X,N) es t injective 

ce qui est une évidence (cf . exposés 1 et 3 de ce séminaire pour la 
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structure de N  e t N [l] , [5]). 

LEMME 3  (L. Szpiro) . Soit f  : X y C une fibration senti-stabl e non 

isotriviale e t soit X^n ^ la désingularisée minimale du produit  

fibre de f  avec le n-ièm e itér é du morphisme de Frobénius de C 

alors, pour une infinité d'entiers n  on a : 

dim Ho(x(n) x(n)/c > dim H0(X(n_1 ) x(n_1)/c 

Remarquons qu'il est facile de voir que 

dim Ho (n ) 
x(n)/c >/ dim H°(X(n-1) 

X(P)X(P) 

il nous suffira donc de vérifier que di m Ho(x(n) X(P)X(P) tend vers 

1'infini. 

Pour ceci établissons d'abord l e lemme suivan t : 

LEMME 4. Soit f  : X >  C une fibration semi-stabl e et soit S  le 

sous-schéma fermé , réduit, de C  formé des points dont l a fibre n'est  

pas lisse. Alors on a une injectio n 

X(P)X(P)X(P)X(P)X(P)X(P) —*f *4/c • 
Partons de la suite exacte : 

O X(P)X(P) X(P)X(P N O 

où, rappelons-le N  = k(P) . 
non lisse dans sa fibre 

On a donc une suite exacte : 

O X(P)X(P) 
f*Vc f#N 

f^N es t un espace vectoriel annul é par l'idéal maximal de tout point 

de S  .  On en déduit l'inclusio n voulue . 

Pour finir de montrer le lemme 3  il nous suffit donc de vérifier 

que 

dim 
Ho(x(n) 

x(n,/c 
(-S) ) ,fin)w OO . 

Soit d  = degré f^ ^x/C '  par 1'exPose 3  de ce séminair e 
(L. Szpiro [5] ) on sait que d > O (théorèm e 1  exposé 3) et que 
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degré f 0 0 

X ( n ) / c 

n _ = p d . Soit s  l e cardinal de S  , par le théorème 

de Riemann-Roch su r C  o n a : 

h°(fi n )u 
x ( n ) / c 

(-S)) > / pn d - g s - g(q-l) 

où q  es t le genre de C  .  cqf d 

EXEMPLES 2. Soit f  : X y C un e fibration semi-stable et non isotri-

viale et soit X  défin i comme au lemme 3 , alors pour une infinité 

d'entiers n  , X^n^ possèd e des 1-forme s globale s non fermées. 

Pour finir d'établir ces exemples i l nous suffit de montrer, en 

vertu des lemmes 2 et 3 que l'on a une suite exacte : 

O — ^ H°(C,f£)X(P) — H°(x
( n ),fi n )a 1, .) X(P) — * H ° ( X ( n ) ,fi n )n 1 

x ( n ) / c 

o 

pour tout n  ) O . 

Etablissons d'abord l'exactitud e de la suite : 

O X(P) X(P) X(P) o . 

Pour ceci il suffit de vérifier que l'application canoniqu e 

f < n ) n l 
X ( n ) / C 

X(P)X(P) 
x ( n ) 

X(P) NS est nulle 

- I^f „© , . 
* x ( n ) 

X(P) étant localement libr e sur C 6  es t nulle sur la 

partie de torsion de X(P) 

x ( n ) / c 
- n étan t positif strictement 6  es t nulle au point générique de C 
car elle y est égale à l'application d e Kodaira-Spencer de f^ n^ 
(cf. exposé 3 [5]) 

- 6 es t donc nulle. 

Il nous reste à montrer que l'application canoniqu e 
H ^ C X(P) H 1 ( C , f ^ ) est injective. C'est un fait classique : 

X(P) X(P) est de dimension 1  et en composant 1'applicatio n considéré e 

avec 1'application canoniqu e X(P)X(P)X(P) H 1(X,^) 1'image d'u n 

générateur de X(P)SDW donne la classe des fibres de f  dan s 

H 1(X,^) qui n'est pas nulle 1 . 
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REMARQUE 1 . Il serait intéressant de savoir si n = l suffi t dans le 

lemme 3 , ou dans les exemples 2. 

REMARQUE 2 . E n prenant un pinceau de Lefschetz, quitte à éclater un 

nombre fin i de points, on peut considérer une surface comme une fibra-

tion semi-stable no n isotriviale su r P 1 .  On obtient ainsi 1' énoncé 

suivant : 

soient k  u n corps de caractéristique p  ) O e t K  u n corps de 

fonctions de deux variables su r k  .  Soit f  u n élément général de K 
l/p n 

alors pour une infinité d'entiers n  K( f ' v )  possèd e un modèle pro-

jectif et lisse qui a des 1-forme s globale s non fermées. 
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LE NOMBR E MINIMU M D E FIBRE S SINGULIERE S 

D'UNE COURB E STABL E SU R P 1 

par Arnau d BEAUVILL E 

exposé n° 6 

Cet exposé tente de répondre à la question suivante , posée par 

Szpiro. Une famille non constante de courbes stables de genre g  su r 

P^ adme t u n certain nombre de fibres singulières ;  quel est le plus 

petit nombre possible (e n fonction de g ) ? 

Sauf mention du contraire, le s variétés considérées son t com -

plexes 7 mais nous dirons quelques mots sur la situation en caracté-

ristique p  ,  qui est plus compliquée . 

1• Résultats san s hypothèse de stabilité. 

Si on enlève la condition de stabilité, l e résultat est , je 

pense, bien connu : 

PROPOSITION 1 . 1) Toute famille de courbeB sur P 1 ,  à modules varia-

bles, admet au moins 3 fibres singulières . 

2) Pour tout g  1̂ ,  il existe une famille de courbes de  

genre g  sur P  à modules variables, admettant exactemen t 3  fibres  

singulières. 

(par "famille de courbes" on entend un morphisme propre et plat 

f : X ^ - P 1 don t les fibres sont des courbes connexes ;  "à modules 

variables" signifie que les fibres lisses de f  n e sont pas toutes 

isomorphes - d'aucuns diraient "no n isotriviale"). 

DÉMONSTRATION. Soi t U  l e plus grand ouvert de P 1 au-dessu s duquel 

f es t lisse, et soit U  so n revêtement universel. Le système loca l 
1 ™ 

R f*(^) devien t constant au-dessus de U  .  En en choisissant un e base 

symplectique, o n définit un morphisme de U  dan s le demi-espace de 

Siegel ;  d'après l e théorème de Torelli et l'hypothèse qu e la 

famille est à modules variables, ce morphisme n'est pas constant . 
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Puisque H  es t isomorphe a un domaine borne, ceci entraîne que U 

n'est pas isomorphe à C  n i à P  (théorèm e de Liouville), donc 

P 1-!! contien t au moins trois points. 

Pour t € P1 e t n ^ 3 , considérons l a courbe C  d'équatio n 
2 n 

affine y  =  x -  ntx + (n-l)t .  Pour t  ^ O , l,oo , c'est une courbe 
hyperelliptique lisse , de genre ]  ; on vérifie facilemen t que la 
famille (C . ) 1 es t à modules variables. Ceci achève de prouver la 

t^P 1 

proposition. 

Que peut-on dire en caractéristique p  ? La partie 2) de la pro-

position reste encore valable :  si p  ^2 ,  on peut reprendre la cons-

truction précédente ;  le cas p = 2 es t laissé au lecteur en exercice. 

La partie 1 ) n'est plus valable en caractéristique p ;  on a cependant 

le résultat suivan t : 

PROPOSITION 2. Soit k  un corps algébriquement clo s de caractéristi-

que p  .  Si. p  ) 2g+l ,  toute famille de courbes de genre g  sur P ^ , 

à modules variables, admet au moins 3 fibres singulières. 

DEMONSTRATION. Montrons d'abord qu e l'hypothèse p>2g+ l entraîn e 

qu'il existe un nombre premier £  , différent de p  e t de 2  , te l que 
l'ordre du groupe GL(2g;Z/ £ Z) n e soit pas divisible par p  . 

En effet, l'ordre de GL ( 2g, 2T/€2T) es t égal à 
(€ 2 q-1) (t2*3"1-!) .  . . ( £ - l ) €g ( 2 g - 1 ) .  Il suffit de choisir €  d e façon 

•* 

que sa classe modulo p soit un générateur du groupe cyclique I F ,  et 
v P 

soit donc d'ordre p- 1 / 2g (o n peut choisir €  premie r impair en 

vertu du théorème de la progression arithmétique). 

Supposons maintenant g  )/2 .  Notons <E m l a droite affine (su r k ) 

privée de l'origine. Pour démontrer la proposition, i l suffit de prou-

ver qu'une famill e f  : X >  <Em d e courbes lisses de genre g  es t 

nécessairement isotriviale . Choisissons €  comm e ci-dessus , et consi-

dérons le faisceau localement constant R 1f^(Z/€zp) . Il correspond à  un 

homomorphisme : 

P:îT 1(G m,.) GL(2g,ff/€Z ) • 

Puisque GL(2g,^/€2' ) es t d'ordre premier à p  ,  P s e factorise 

à travers l e n^ modér é de <G m ; cela signifie qu'il existe un entier 

k te l que, pour la fibration f ' : X' *  G imag e réciproque de f 
k 1 par le morphisme x  •—> x ,  le faisceau R^f ^ (Z/€2') soi t constant. 

Or ce faisceau s'identifi e a u faisceau des points d'ordre €  d e la 
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jacobienne relative Pic (X'/G m) ;  le fait qu'il est constant entraîn e 

que ce schéma abélien a réduction semi-stabl e e n O  e t à l'infin i 

([D], cor . 5.18). Il en est de même par conséquent de la famille de 

courbes f  :  X* >  <E ([D] , prop. 5.7) ;  autrement dit, il existe 

m 

une fibration semi-stable f  : X * P1 qu i prolonge f  .  Ayant a u 

plus 2 fibres singulières, la fibration f  es t isotriviale ([s] . 

Th. 3.3), et il en est de même de la fibration f  . 
Il reste à traiter le cas g  = 1 . Soit f  : X P 1 un e fibra -

tion en courbes de genre 1  , lisse en dehors de {0,oo } .  Quitte à rem-

placer f  pa r la fibration jacobienn e associée, on peut suppose r que 

f adme t une section. Considérons l e morphisme classlfian t 

j : P1 P 1 ;  il se factorise en P 1 R  » P1 — r P1 ,  où r  es t radi-

ciel et où j ' es t séparable , ramifié en O  , 1728 e t à l'infini ; 

de plus, puisque p ) 3 , l'indice de ramification d'un point de 

j' 1(0) (resp . j' 1(1728)) es t divisible par 2 (resp . 3). Si on note 

n l e degré de j ' , la formule de Riemann-Hurwitz condui t à 1'inéga -

lité : 

- 2 > -2n +  n + 2 2 + n- 2 

soit n   ̂O , d'où contradiction . 

Il est facile de voir que la condition p  ) 2g+l es t nécessaire : 

en caractéristique p  ) 2 , 1'équation 

y 2 =  xp +  txP- 1 +  1 (t € C) 
m 

décrit une famille lisse sur G  ,  à modules variables, de courbes 
m 

hyperelliptiques d e genre g  ,  avec p = 2g+l .  Il est plus délicat d e 

construire des familles lisse s à modules variables su r la droite 

affine ;  Raynaud m'a indiqué, en caractéristique 2  et en genre g  2̂ , 

la courbe d'équation y ^ + y = x^^+ 1 + tx ( t ^ A 1 ) . E n caractéristiqu e 

p ,  on peut de même considérer l a courbe y ^ + y = x ^ " 1 + tx (t^A. 1). 
Par contre l'argument d e la proposition (modifi é pour tenir 

compte de la caractéristique 2  ou 3) montre qu'il n'existe pas de 

famille lisse de courbes elliptiques, à modules variables, sur la 

droite affine. 
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2. Enoncé du théorème principal. 

Nous ne considérons désormais que des familles Y  9- P^ stables . 

La surface Y  peu t avoir dans ce cas des points doubles (d e type 

A ) . En les résolvant par éclatements successifs , on arrive à une 
n ^ 

fibration semi-stabl e X  P ;  cela signifiera pour nous, par défi-
nition, que : 

(i) la surface X  es t lisse ; 

(ii) les fibres sont des courbes connexes de genre ^  1 , 

ayant au plus des points doubles ordinaires ; 

(iii) il n'existe pas de courbe exceptionnelle su r X  conte -

nue dans une fibre. 

On dit qu'une telle fibration est triviale s'il exist e une courbe 

C e t un isomorphisme u  : X * • C X P1 te l que pr^o u = f . 

THEOREME. Soit f  : X P une fibration semi-stable non triviale. 

1) f admet a u moins 4 fibres singulières . 

2) Supposons gue f  ait exactement 4  fibres singulières. Alors  

la surface X  est algébriquement simplemen t connex e et vérifie p ^ = O. 

Les composantes irréductible s des fibres singulières son t des courbes  

rationnelles ( éventuellement singulières ) ;  les classes de ces compo-

santes engendrent u n hyperplan dans le (D- espace vectorie l 

Pic(X)<8>Q . 

Les conditions imposée s par 2) sont très contraignantes, à la 

fois pour la surface et pour le pinceau de courbes qu'elle doit conte-

nir. La surface X  peu t être : 

(i) une surface rationnelle ; 

(ii) une surface elliptique sur P1 ,  telle que la fibratio n 

elliptique admett e exactemen t deux fibres multiples, de multiplicités 

premières entre elles, et que la surface fibré e en jacobiennes asso-

ciée soit rationnelle (cf . [Do]) ; 

(iii) un e surface de type général (ave c p g = O et t r ^ = {i}). 

(Un exemple de surface du type (iii ) vient d'être donné par 
R. Barlow) . 

Nous verrons plus loin un exemple de fibration semi-stable avec 4 

fibres singulière s ;  les fibres sont de genre un, et la surface X 

rationnelle. Je ne connais pas d'exemple ave c des fibres de genre V  2 , 

et j'a i tendanc e à penser qu'il n'en existe pas. 
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3. Quelques lemmes . 

Nous regroupons dans ce numéro quelques fait s bien connus dont 

nous aurons "besoin. 

LEMME 1 . Dans la situation du théorème, soient C  une fibre smqu -

lière, N s a normalisée, q le genre de la fibre générique ;  on note 
g(N) = dim^ H ^ N , ^ ) et q = dim€ H ^ X , ^ ) . 

a ) On a rg^ H1(C,Z') = g +g(N) . 

b) On a g(N) >y q . 

DEMONSTRATION. Noton s ÎT : N >  C l e morphisme canonique, £ l'ensem -

ble des points doubles de C  ,  (resp . Z^) l e faisceau constant de 

fibre Z  su r C  (resp . N) , Z(s) (resp . <E(s)) l e faisceau sur C 

nul en dehors de s  e t de fibre Z  (resp . <C) e n s  . Considérons 

les suites exactes : 

( D O » * c —+n»*N 

—y e  z(s) —* o 
s€E 

(1- ) O *• & *- ïï & 

C *  N 
y ©  (C(s ) r O , 
s€S 

ainsi que les suites exactes de cohomologie associées : 

(2) O  •  H°(C,Z) *H°(N,Z) 
2 1 

Z y H (C , Z) y H (N , Z) * 0 

(2') O  *  H°(C,©C) y H°(N,©N) ^ 1 / ^ X 

* <C ^H X(C,^ C) 
* H ^ N , )̂ * 0 

Notant n  l e nombre de points doubles de C  e t c  l e nombre de ses 

composantes irréductibles , on en déduit : 

(3) rg H 1(C,Z) = 2g(N) + n - c + 1 

(3') g = g(N) + n - c + 1 

d'où par soustraction l'assertio n a). 

Pour prouver b), il suffit de prouver que 1'homomorphism e 

J(N) ¥  Alb(X) es t surjectif. Notons Q  so n conoyau et cv : X > Q 

l'application déduit e du morphisme d'Albanese. Par construction , 

l'image de la fibre C  pa r < * es t réduite à un point ;  le lemme de 

rigidité ([m ] , prop. 6.1) entraîn e qu'il en est de même pour toutes 

les fibres de f  , et plus précisément qu'i l existe un morphisme 

3 : P1 y Q te l que »  = Pof .  Un tel morphisme étant nécessairemen t 

trivial, l'image d e o - es t réduite à un point ;  puisque a(X ) engen -

dre Q  , on a Q  = {o) , d'où l'assertion b ). 
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Rappelons qu'o n not e NS(X ) l e sous-espac e vectorie l d e 
2 #  * H (X,Q ) engendr é pa r le s classe s algébriques , e t P(X ) s a dimensio n 

("nombre d e Picard") -

LEMME 2 . Soient C  C  les fibre s réductible s d e f  ,  et soi t c . 
1 P  "  i 

le nombr e d e composante s irréductible s d e -  Les composante s de s 
( l ^ i ^ p ) engendrent dan s NS(X ) un sous-espac e d e dimensio n 

i +  r z ( C . - D ; en particulier , on a 

p(X) > / 2 +  JZ2 (c±-l ) . 
i 

DÉMONSTRATION. Soi t P  l'orthogona l d e C  dan s NS(X) ^ (pou r l a 

forme d'intersection ) ;  munissons l'espac e quotien t P  = P/CB C d e l a 

forme c p induit e pa r l a form e d'intersection . Pou r 1  ( i { p ,  soi t 

P^ l e sous-espac e d e NS(X) ^ engendr é pa r le s composante s d e , 

et soi t P ^ =  P^/Q C so n imag e dan s P  ;  on a  di m P ^ =  c^- 1 •  Les 

sous-espaces P ^ son t deu x à  deux orthogonau x dan s P  ,  et l a restric -

tion d e c p à  P ^ es t no n dégénéré e (cf . par exempl e [b ] , cor. 

VIII.4). Cec i entraîn e qu e le s sous-espace s P ^ son t e n somm e directe , 

donc qu e 

dim 
i 

v± =  EZ (c±-i ) 
ï 

et pa r suit e dim > . ' P± = 1  + JZZ (c±-l ) . 

La dernièr e assertio n résult e d e c e qu e l'inclusio n P<=NS(X) ^ es t 

stricte. 

4. Démonstration d u théorème . 

Notons C1,..., C le s fibre s singulière s d e f  ;  nous supposon s 

r  ̂4 .  Si r < 4 ,  notons cr+i'*--'C 4 de s fit>re s lisses quelconque s 

de f  .  On désign e pa r N ^ l a normalisé e d e C ^ e t pa r c ^ l e nom -

bre d e composante s irréductible s d e C ^ . 

A. Le calcu l d e base . 

Calculons l a caractéristiqu e d'Euler-Poincar é topologiqu e X(X ) 

de X  .  En désignan t pa r C  un e fibr e liss e d e f  ,  on a  (pa r exempl e 

d'après [b] , lemme VI.4 ) : 

X(X) =  x(P1).X(C ) 
4 

i=l 
( x(c i ) - x(c)) . 
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Calculons la différence X(C.) - X(C). On a : 

b o ( C i ) =  b o ( C ) =  1 , d'où b  (C.)- b (C ) = O o i  o 

b 2(C.) = c. et b 2(C) = 1 , d'où b 2(C i)-b 2(C) =  C i - 1 

et d'après l e lemme 1, a) : b 1(C)-b 1(C i) =  g-g(N±) . 

On obtient par conséquen t 

X(X) = 4 - 4g 
4 

i=l 
(g-g(N±)) 

4 

>nz 
i=l 

(c±-l) . 

D'autre part on a 

X(X) = 2 - 2b1(X) +b2(X) = 2 - 4q + b2(X) . 

En comparant, o n obtient l'égalit é 

b2(x) = 2+JZ2 
i 

(c ±-l) +IZ2 (q-g(N ±)) 
i 

(*) 

On déduit alors des lemmes 1  b) et 2 les inégalités 

2 (c ±-l) < p(X) < b 2(X) < 2 +YZ1 (c ±-l) ; 

les termes extrêmes étant égaux, on a en fait égalité. Ceci a plu-

sieurs conséquences : 

(i) On a Pg(X ) = O : cela résulte de l'égalit é 

p(X) = b 2(X) 

(ii) Compte tenu du lemme 2 , l'égalité P(X) = 2  +} !  (C i-1) 
i 

signifie que les composantes de s C ± (l<i<4 ) engendrent un hyper-
plan dans NS(X) 0 . 

(iii) On a g C ^ ) -  q pou r 1 < i < 4 (à cause de l'égalit é 

b 2(X) = 2 +) .  (c±-l) 
i 

, comparée à (*)) . 

B. Démonstration de l'assertion 1). 

Supposons que f  ai t au plus 3 fibres singulières. La courbe C ^ 

étant alors lisse, on a g(C^ ) = q d'aprè s ce qui précède, d'où 

g = q .  On a donc di m J(N^) = g pou r 1 ^ i^ 3 , ce qui signifie que 

la jacobienne généralisée J(C^ ) es t une variété abélienne (d e dimen-

sion g) . Les jacobiennes J(f~ 1(t)) ,  pour t € p1 ,  forment donc une 

famille de variétés abéliennes principalement polarisées sur P 1 

(autrement dit, Pic°(X/P1) es t un schéma abélien su r P 1) ;  une telle 

famille est constante (o n peut le voir en raisonnant comm e dans la 
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démonstration d e la prop. 1). Par le théorème de Torelli, les fibres 

lisses de f  son t toutes isomorphes. Puisque f  es t une fibratio n 

semi-stable su r P  ,  on en conclut que f  es t triviale, contraire-

ment à l'hypothèse . 

Nous supposons désormais que f  a  exactement 4  fibres singu -

lières . 

C. Le cas q   ̂2 . 

La surface X  ,  satisfaisant à p ^ = O e t q   ̂2 , est récriée 

([B], lemm e VI.1 et prop. VI.2) ;  il existe donc une courbe lisse B 

de genre q  e t un morphisme p  : X * B don t le s fibres ( b £ B) 

sont rationnelles. Puisque g(N^ ) = q ,  il résulte de la formule de 

Riemann-Hurwitz que es t réunion d'une sectio n de p  e t d'un 

certain nombre de composantes des courbes F ^ ( b € B ). Mai s on a alors 

C.F^ = 1 , ce qui entraîne que les fibres lisses de f  son t des sec-

tions de p  ;  en particulier elles sont toutes isomorphes à B  ,  ce 

qui permet comm e plus haut d'aboutir à une contradiction. 

Nous aurons besoin dans la suite de l'observation suivant e : 

LEMME 3 . Soit f  : X — ^ P 1 une fibration semi-stable , et soit 

r : X >  X un revêtement étal e connexe. Alors la fibratio n 

f o r :  X *  P est semi-stable et admet l e même nombre de fibres sin -
gulières que f  . 

En effet, le s fibres de f  = for son t des revêtements étales des 

fibres de f  ; le seul point non trivial à démontrer est le fait 

qu'elles son t connexes. Si elles ne l'étaient pas, f s e factoriserai t 

en X  >  R u »  P1 ,  où R  es t une courbe lisse et u  u n revêtemen t 

ramifié :  la fibre de f  au-dessu s d'un point de ramification de u 

serait non réduite, ce qui est absurde. 

D. Le cas q  = 1 . 

La fibratio n d'Albanese fourni t encore un morphisme p  : X » • B 

à fibres connexes, avec g(B ) = 1 ([B] , prop. V.15). Fixons un indice 

i ( 1 { i { 4) e t posons C = C^ ,  N = N̂  .  Puisque g(N ) = 1 , la courbe 

C es t réunion de courbes rationnelles, contenues dans les fibres de 

p ,  et d'une courbe irréductible C  ,  dont l a normalisée N ' es t une 

courbe elliptique. Le morphisme p  indui t un revêtement étal e 

1T : N' •  B . 
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Si n es t de degré un, on peut appliquer l e raisonnement d e la 

partie C ;  supposons donc deg(ïT ) ) 1 . Posons X  = XXf îN' e t notons 

r : X y X l a première projection. Posons C  =  r (C ) ,  C = r (C ) ; 

soit N ' (resp . N) l a normalisée de C  (resp . C), de sorte qu'on a 

un diagramme cartésie n : 

N' N' 

C' 
r 

C ' 

Par construction, l e revêtement étal e N * •  N' adme t une sec-

tion ;  puisque deg(r ) ) 1 , on a donc g(N' ) \ 2  .  Ainsi la normalisée 

N d e la fibre C  d e f  es t de genre ^  2 . 

D'autre part, d'après l e lemme 3 , la fibration f  possèd e le s 

propriétés (i ) à (iii ) de la partie A. On a donc p  (X ) = O , d'où 
r-^j g 

q(X) = 1 puisqu e x(&£) =  deg(r).x(& x> = O .  Mais on a aussi (pro -
priété (iii) ) g(N ) = q(X) = 1 , d'où une contradiction ave c ce qui 
précède. 
E. Fin de la démonstration. 

On a donc q = 0 .  Notons que la propriété (iii ) de A  entraîn e 

alors g(N^ ) = O , autrement dit les composantes irréductible s de s 

fibres sont des courbes rationnelles. Il reste à montrer que X  es t 

algébriquement simplemen t connexe , c'est-à-dire n'adme t pas de revête-

ment étale non trivial. Or soit r  : X •  X u n tel revêtement ; 

d'après l e lemme 3  et la partie A ,  on a p  (X ) = O , d'où X(©^t) ^ 1  • 
g x 

Mais d'autre part : 
X(©£) =  deg(r).x(© x) =  deg(r) >/ 2 , 

d'où une contradiction. Ceci achève la démonstration du théorème. 

REMARQUE. Les lemmes 1  et 2 restent valables en caractéristique p  , 

ainsi que la partie A de la démonstration e t le début de B (i l faut 

prendre q  = ^b1(X) = dim Alb(X) ;  noter qu'on ne peut plus conclur e 

p g(X) = O d e l'égalité P(X ) = b2(X)). On obtient donc, en caractéris-

tique quelconque, l e résultat suivan t : 

Soit f  : X y P1 un e fibration semi-stable , admettant a u plus 3 

fibres singulières. Alors Pic°(X/P 1) est un schéma abélien sur P 1 . 

Autrement dit, les composantes d'une fibr e singulière son t lisses, et 

le graphe d'intersection d e ces composantes es t un arbre. 
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Des fibrations semi-stable s ayan t cette dernière propriété on t 

été construites par Moret-Bailly [MB ] ; ses exemples ont plus de trois 

fibres singulières. D'autre part Szpiro a montré qu'une fibratio n 

semi-stable non triviale su r 0 ? a  (e n caractéristique quelconque ) au 

moins 3 fibres singulières [s] . 

5. Exemples. 

EXEMPLE 1 . Une fibration semi-stabl e avec 4 fibres singulières (g = 1). 

Il s'agit de la "cubique de Hesse", d'équatio n 

C t :  (X3+Y 3+Z 3) - 3t XYZ = O ( t e i p 1 ) . 

Cette équation définit un pinceau de cubiques dans 0 ? ,  admettant 9 

points base distincts. Soient X  l a surface obtenue en éclatant ces 9 
2 1 points dans P  ,  et f  : X •  P l e morphisme défini par le pinceau : 

c'est une fibration semi-stable , à fibres de genre 1  . Un calcul facil e 

montre que f  adme t exactemen t 4  fibres singulières (pou r 

t = l,P,p 2,°° , avec P  = e 2"*" 7 7^ 3), qu i sont isomorphes à la réunion de 
2 

3 droites non concourantes dans P 
Cette famille de cubiques a une propriété très particulière :  les 

9 point s d'inflexion d'un e courbe C ^ liss e sont les points base du 

pinceau (l a hessienne de C f c es t elle-même une cubique du pinceau). 

En termes plus savants, on a construit l a famille modulaire de courbes 

elliptiques su r H/T(3 ) P 1 - { 1,p,p2 ,00} . 

EXEMPLE 2. Fibrations semi-stable s avec 6 fibres singulières ( g quel -

conque). On part d'une courbe lisse C  ,  d'un morphisme c p : C * • P1 

de degré n  e t d'un automorphisme u  d e P 1 .  On fait les hypothèses 

suivantes : 

(i) les points de ramification de c p son t tous d'indice 2  ; 

(ii) le lieu de ramification R  d e c p dan s P 1 es t stabl e 

par u  ,  mais ne contient aucun point fix e de u  . 

Dans C  X P ,  considérons le s diviseurs e t ^ u o ç p »  graphes de 

cp e t uoc p respectivement . Il s sont linéairement équivalents , par 

exemple parce que le groupe PGL(2 ) es t une variété rationnelle. Il 

existe donc un revêtement double TT : X' r C X P1 ramifi é l e long de 

r_ U T M .  Notons g  : X' >  P1 l e morphisme composé de TT et de la 
cp uoc p ^  _ 1 

seconde projection. Pour t^ P ,  la fibre g " (t ) es t un revêtemen t 

double de C  ,  ramifié le long du diviseur cp -:L(t) + cp" 1 (u""1 (t) ) . Ce 
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diviseur est réduit sauf pour t  € R ,  ou lorsque t  es t un des deux 

points fixe s de u  ;  dans ces deux cas, les points non réduits sont de 

multiplicité 2  . 

Il en résulte que les fibres de g  son t stables. En éclatant le s 

points doubles de X ' ( à savoir les points au-dessus de H  Pu o c p) , 

on obtient une fibration semi-stable X  *  P1 ,  qui admet Card(R ) +2 

fibres singulières. Le genre des fibres est n - l + 2g(C) . 

Nous allons maintenant construir e des morphismes c p : c •  P 

satisfaisant à l'hypothèse (i) , avec Card(R ) = 4 ; il est clair qu'on 

peut ensuite trouver un automorphisme u  d e P  satisfaisan t à  (ii). 

Si n  es t pair, soit r  : E *  P1 u n revêtement double ramifié en 4 

points (don c g(E ) = 1), et soit s  : C •  E u n revêtement étal e de 

degré n ;  l e morphisme c p = ros ,  de degré n , répond à la question. 

La fibration semi-stabl e associée a 6 fibres singulières, et ses fibre s 

sont de genre n+ 1 . 

Si n  es t impair, on montre de même qu'il existe un morphisme 

cp : P1 *  P1 d e degré n , satisfaisant à  (i) , avec Card(R ) =4 (o n 

construit c p comm e revêtemen t associé à un homomorphisme 

77 ,

1(P
1-R) *  © convenable) . On obtient ainsi une famill e semi-stabl e 

1 n 
de courbes de genre n- 1 ,  avec 6 fibres singulières. 
REMARQUES. 1 ) En appliquant c e qui précède au morphisme c p : p

1 » » p1 
2 1  1 de degré 4 défini par cp(t ) = t +  —̂  (quotien t de P  pa r 

t Z 

(Z/2) X (Z/2)), qui satisfait à  (i ) avec Card(R ) = 3 , on obtient une 
fibration semi-stable (su r P 1) à  fibres de genre 3 , avec 5 fibres 
singulières. 

, ^ » 2 2) En considérant de même le morphisme de degré 2 t  i >  t d e 

P 1 dan s lui-même, on obtient une autre famille semi-stabl e de courbes 

elliptiques avec 4 fibres singulières, définie par l'équatio n 

2 ,  2 ^ w 2  1 N y =  ( x -t)(x --) (tÉP 1) . 

C'est l a courbe modulaire pour un sous-groupe d'indice 2 dans 

T(2) ,  contenant T(4) . 
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FAMILLES D E COURBE S E T D E VARIETE S ABELIENNE S SU R P 1 

I. D E S C E N T E D E POLARISATION S 

par Lauren t MORET-BAILL Y 

exposé n° 7 

Cette première partie a pour objet l'étude du problème suivan t : 

étant donnés un morphisme sur jectif f  : A > - B d e schémas abéliens, 

et un faisceau inversible L  su r A  ,  trouver les faisceaux inversi-

bles M  su r B  tel s que f  M L  .  La réponse est donnée par le 

th. 4. 1 7 elle nécessite l'introductio n d u morphisme <PT (§1 ) et du 

groupe G(L ) (§3) , reliés par une suite exacte : 

cp 
1 *  G >  G ( L ) r A — Î V Â 

et l'ensemble de s solutions M  d u problème est alors en bijection 

naturelle avec l'ensemble de s sous-groupes de G(L ) relevan t l e noyau 

de f  . En particulier, s i <P L es t fini (pa r exemple s i L  es t ample ) 

et la base un corps algébriquement clos , l'existence d e M  équivau t 

aux deux conditions : 

. Ker f es t contenu dans K(L ) = Ker cp^ 

. il est totalement isotrop e pour la "forme-commutateur" e L , 

forme bilinéaire alternée K(L ) XK(L) G  ,  définie à l'aide de 
m 

1'extension centrale 
1 » . G 9- G(L) *K(L ) + 1  . 

m — 
Par ailleurs le §5 est consacré aux résultats de Mumford su r les repré-

sentations de G(L ) lorsqu e q> L es t fini et la base un corps algébri-

quement clos ;  enfin l'appendice donn e une démonstration d e la "for-

mule de Weil-Barsotti" A =- 131 
1(A,G m). m 

Tous les résultats présentés ic i sont bien connus, la principale 

référence étant [AV] . Pour les généralités su r les schémas abéliens le 

lecteur est renvoyé à [ G Î T ] . 

Tous les schémas abéliens considérés son t supposés avoir un 

schéma de Picard. 
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1. Le mo r ph i sme c p et le groupe K(L ) . 

1.1. Soient S  u n schéma noethérien, e t A  u n S-schém a abélie n de 

dimension relativ e g  .  On note A  l e dual de A  ,  qui n 1 est autre que 

le S-schem a e n groupes P i c ^ :  c'est encore un S-schem a abélie n 

de dimension relativ e g  .  Soit maintenant L  u n faisceau inversibl e 

sur A  .  Nous allons définir un morphisme c p :  A y A ,  de la faço n 

suivante :  si S * es t un S-schéma , e t si x^A(S') , o n note c p (x) 
* — 1 

la classe dans P i c ^ ( S ' ) d u faisceau inversible T x(L g , ) <8> Lg, ,  où 

L ,  es t 1'image réciproque de L  su r A X S' ,  et où T  désign e la 
o o  X 

translation par x  dan s AX^S ' . (En abrège :  si x ^ A ,  cp (x) es t la classe dans Pic . / o d e 

T^(L)® L ;  dans la suite, l'incantation :  "soit S ' u n S-schema , 

etc.." sera souvent omise. Le lecteur, s'i l l e juge bon, aura ainsi le 

plaisir de rétablir lui—mêm e l e rituel complet a u cours des longue s 

soirées d'hiver) . 

Ceci nous donne un morphisme de S-schéma s d e A  dan s Pic^/^ . 

Comme le s fibres de A  son t connexes, il se factorise bien par le 

sous-schéma A  d e P i c ^ . D e plus comme i l respecte les section s 

nulles, c'est un morphisme de groupes. Le noyau de cp ^ es t noté K(L) . 

On dit que L  es t non dégénéré s i c p es t fini. Remarquons 
±j 

qu'alors c p es t surjectif, et donc plat :  en effet l e critère de pla-

titude par fibres (EG A IV, 11.3.ÎO ) nous ramène au cas où S  es t le 

spectre d'un corps ;  mais dans ce cas cp ^ es t plat génériquement su r 

Â puisqu e A  es t lisse, d'où l a conclusion puisque cp ^ es t un épi-

morphisme de groupes. 
1.2. Voici quelques propriétés de cp ^ , énoncées san s démonstration s 

(cf. [AV]) . 

- L'application L  i y cpL défini t un morphisme de S-foncteur s 

en groupes : 

X(P)A/s y Hom( A,A) 

dont l e noyau est précisément A  . 

- Si S  es t le spectre d'un corps, on a de g cp^ = x(L) (  [AV] , 

§16)(avec l a convention habituelle: s i cp ^ n'es t pas fin i on pose 

deg cp = 0 ). En particulier c p es t non dégénéré 4=> X (L) j4 O . 
L -L» 

- Au passage, profitons-en pour rappeler (toujour s su r un corps) : 
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. le théorème de Riemann-Roch z  si D  es t un diviseur su r A  ,  alors 

X(& A(D)) 
X(P)~gi 

où X(P) désigne le nombre d'intersection d e g 

exemplaires de D  ; 

. le théorème d'annulation :  si L  es t non dégénéré il existe un 

entier i(L ) te l que H 1(A,L)=0 pou r i^i(L) . De plus L  es t 

ample s i et seulement s i L  es t non dégénéré et i(L) = O . 

1.3. ("Autres " définitions de K ( L ) ) . Su r le schéma A X

S

A poson s 

M = m L^pr^lT ®pr 2L" , où m  : AX A *  A est la loi de groupe. 
Alors K(L ) peu t être défini comme l e plus grand sous-schém a ferm é X 

de A  te l que M 
I p r ' ^ X ) 

provienne d'un faisceau inversible su r X  . 

En fait, dans [AVJ, Mumford défini t ainsi K(L ) , puis pose par défini-

tion A  =>A/K(L ) ,  pour L  ample . 

En termes de points, si S ' es t un S-schéma , K(L)(S') es t 
* —  1 

l'ensemble de s x^A(S' ) tel s que T^L ® L provienn e d'un faiscea u 

inversible su r S' . 

2. Généralités su r les 9- groupes. 

2.1. DEFINITION. Un 6- groupe su r S  est une suite exacte de 

S-schémas e n groupes : 

i ïï 1 *  G G  •  K >  1 m 

avec les propriétés suivante s : 

(a) K est commutati f 

(b) i(G )  est contenu dans le centre de G  . 
m 

Dans [AV] , Mumford impos e de plus que if ai t une section locale-

ment pour la topologie de Zariski su r K  .  En fait cette hypothèse est 

automatiquement vérifié e :  G es t un G m~torseur su r K  ,  donc il est 

localement trivial pour la topologie de Zariski. 

Comme d'habitude, s i le conoyau K  es t fixé, l'ensemble de s 

classes d'isomorphie de 9-groupe s au-dessu s de K  peu t être affublé 

d'une structur e de groupe commutatif. Si K  es t fini et si S  es t le 

spectre d'un corps, ir a  toujours une section, donc ce groupe est le 
2 

groupe de Hochschild H  (K,G M> (pou r l'action trivial e de K  su r 

G M ) , cf . [ G A ] . 
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2.2. (Forme-commutateur) . Considérons l e morphisme (d e S-schémas ) : 

GX gG y G 

(x,y) i 9- [x,y] = xyx"*1y~1 . 

Comme K  es t commutatif, [x,y ]  ̂G 
m 

Comme i(G m) es t central, on peut définir, par passage au quo-

tient de [  , ] u n morphisme e  : KXgK * ~ ®m '
 e t 1  'o n vérifie immé -

diatement que e  es t une application bilinéaire alternée, que l'o n 

appellera l a forme-commutateur d e G  .  Si Ke r e désign e son noyau 

(à droite ou à gauche), i l est immédiat qu e 1T~~ (Ke r e) es t le centre 

de G  .  Si K  es t fini et plat, e peu t s'interpréter comm e un mor-

phisme y  d e K  dan s son dual de Cartier K  ,  vérifiant y - -y (s i 

K es t noté additivement). 

DEFINITION. On dit que le 3 -groupe G  est non dégénéré s i K  est 

fini et plat, et si v  est un isomorphisme (ou , ce gui revient au 

même, s i i(< E ) est le centre de G) . (On dit aussi que G  est un — m  

"groupe de Heisenberg fini "). 

2.3. THEOREME. On suppose gue S  est le spectre d'un corps algébrique-

ment clos k  .  Alors, avec les notations de (2.1 ) : 

(i) si K  est fini et G  commutatif, alors G  est trivial, 

i. e. 77 a une section qui est un morphisme de groupes. 

(Autrement dit, dans la catégorie des k-schéma s e n groupes commuta -

tifs, on a Ext 1(K,G )  = O s i K  es t fini ) 
m 

(ii) .si K  est fini d'ordre premier, G est commutatif . 

DEMONSTRATION, (i ) (idée volée à M. Raynaud). Soit n  l'ordr e de K  . 

Comme K  lui-mêm e ([3] , §1), le groupe Ext 1(K,G )  es t annulé par n  , 
1 1 

donc l'application canoniqu e Ex t (K,H n) Ex t (K,Gm) es t surjective . 
Elle se factorise à travers l'application canoniqu e 
a :  Ext (K,H n) > Ext1(K,ri 2 ) 

n 
, déduite de 1'inclusio n 

n n 2 

Il suffit donc de montrer que a = 0 ,  ce qui, par dualité, équivaut a 

la nullité de l'applicatio n 

Ext1(Z/nZ,K) Éxt 1(Z/n 2Z,K) 

2 

déduite de la surjection canonique f  d e 2T/ n Z su r Z/n Z .  Considé-

rons donc un diagramme cartésie n d'extensions : 
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O k E Z/nZ O 

O K E' z/n 2z 

f 

O . 

On obtient une section d  : Z/nZ E  e n relevant l e générateur 1  de 

Z/nZ (puisqu e k  es t algébriquement clos) . L'image or(l ) es t annu-
2 2 lée par n  (puisqu e E  es t d'ordre n  ) ce qui signifi e exactemen t 

que la section c r ' : z/n Z +  E' déduit e de o r es t un morphisme de 

groupes. L'extension E ' es t donc triviale, c.q.f.d. 

(ii) Dans le cas où K  = Z/€Z ,  on relève un générateur de 

K e n un élément d'ordre €  d e G  ,  en remarquant que G m es t divisi-

ble (cec i marche encore si S  es t quelconque et si K  es t une forme 

tordue de Z/n Z su r S  , la question étant locale pour la topologie 

fppf sur S) . 

Dans le cas où K  = c* o u M » ave c p  = car(k), soi t g  1'algè -
p p  ^  ^ 

bre de Lie de G : o n a g  = k.x^k.y o ù x  engendr e Lie(G m) e t où 

y relèv e un générateur de Lie(K) . Comme G ^ es t central on voit 

alors que ç j e s t abélienn e et le noyau de Frobénius G^ ^ d e G  es t 

donc commutatif (d'aprè s la correspondance entr e groupes de hauteur 1 

et p-algèbre s d e Lie, cf. SGA 3, exposé VII A) . Mais si c r : K G 

est une section vérifiant cr(l ) = 1  , G  es t engendré par G  ,  qui 
• \ m 

est central, et par cr(K ) <= GKpj ,  d'où le résultat. 2.3.1. REMARQUE. L'assertion (ii ) s'étend d'elle-mêm e a u cas où S 

est réduit. J'ignore s i elle est vraie dans le cas général. 

2.3.2. COROLLAIRE. Si K  est un schéma en groupes fini sur k  algé-

briguement clos , deux 6- groupes au-dessu s de K  avant la même forme-

commutateur son t isomorphes. 

En effet, l'applicatio n qui , à un 6 -groupe su r K  ,  associe sa 

forme-commutateur, es t un homomorphisme de H 2(K, G )̂ dan s Hom(K,K ) , 

et son noyau est trivial d'après (2. 3 (i)). 

3. Le groupe G(L) . 

3.O. NOTATIONS. S désign e obstinément u n schéma noethérien. Si E  es t 

un faisceau localement libr e sur un schéma X  ,  on note * E l e fibre 
v 

vectoriel Spe c Sym~ ( E ), dont le faisceau des sections s'identifi e 
X 

canoniquement a  E  .  Enfin on baptisera E  l e complémentaire de la 

section nulle dans E  . 
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3.1. DEFINITION. Soient A  u n S- schéma abélie n et L  un faiscea u  

inversible su r A  .  On note G(L ) le groupe des automorphismes liné -

aires c p d e L  tels qu'il existe x^A(S ) rendant commutatif l e  

diagramme : 

L cp L 

A 
T 
x A . 

On note G(L ) le foncteur qui à un S- schéma S ' associe le groupe 

G(L g l) (notatio n de 1 . 1 ) . 

3.1.1. DEFINITION (bis) . G(L) est 1'ensemble des couples (x,cp ) o ù 

x^A(S) et où c p est un isomorphism e L T  L x . La loi de groupe 

est définie comme sui t :  si (x,cp) e t (y,*) € G(L) , X(P) fX(P) 

(x,cp) . (y,*) = (x+y,T*cpoi/>) , ce gui a un sens puisque T*cp 
y 

est un iso-

morphisme d e T L 
y 

sur T L  . 
x+y 

L'équivalence de s deux définitions es t immédiate. La seconde four -

nit un morphisme TT : G(L) K(L ) pa r la formule 7r(x,cp ) = x .  Le 

noyau de n s e calcule immédiatement :  Ker(G(L) >K(L)(S) ) es t le 

groupe des automorphismes d u faisceau L  , qui s'identifie à  r(S,& g) 

car les fibres de A  au-dessu s de S  son t propres et intègres. 

3.2. PROPOSITION . La suit e 1 y <B 9 G(L) —*- K(L) 1 

m — 
est 

exacte au sens des faisceaux pour la topologie de Zariski. De plus ell e  

fait de G(L ) u n 6-groupe su r S  . 

DEMONSTRATION. S i x€K(L)(S') , alor s par définition L_ , es t isomor -

phe à T  (L_, ) localemen t pour la topologie de Zariski su r S' , ce qui 
X o 

signifie que 77 es t un épimorphisme. Nous avons vu que son noyau 
s'identifie à  G  ,  qui est manifestement centra l dans G(L) . Il reste m — 
à voir que G(L ) es t représentable . 

Pour cela on peut invoquer lâchemen t des théorèmes généraux : 

G(L) es t un G  -torseur au-dessu s de K(L) , et un torseur sou s un — m 
groupe affine est toujours représentabl e ([GAJ , III , §4, 1.9). 

Il est cependant facil e d'expliciter l e schéma G(L ) :  si 

e : S y A désign e l a section unité, on peut suppose r que la restric-

tion de L  à  e(S ) es t triviale (tordr e L  pa r un faisceau provenan t 

de S  n e change pas G(L)) . Fixons alors une section s  d u "fibr e 

épointé" L  | e ( S ) • Alors G(L ) es t représenté par le S-schém a 
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L j K( Lj
 5 u n élémen t de G(L ) es t un isomorphisme c p entran t dans un 

diagramme commutati f : 

*<S) A 
T 
x A 

S o 
L cp L 

Alors c p o s

0

 e s t u n e sectio n de L  (au-dessu s de S) , dont l a pro-
jection su r A  es t bien x^K(L) . On vérifie immédiatement qu e 

cp I y cpos 
o 

est bien un isomorphisme de G(L ) su r L I K(L) (par 

exemple, c est un morphisme de G  -torseurs su r K(L)) . 

3.3. NOTATION . On note e L : K(L) XK(L) * G 
m 

la forme-commutateu r 

(2.2) associé e au 9-group e G(L) • 

3.3.1. Propriétés de e 

Ces propriétés son t énoncées sans démonstrations (cf . [AV], §23 , 

p. 2 2 8 ) . 

(i) Si f  : A * - B es t un morphisme de S-schéma s abéliens , 

et si L€ Pic(B) , alor s K(f*(L)) 3 f  1(K(L)) et 
f*(L) (x,y) = e L(f(x),f(y)) si x et y € f"1(K(L)). 

(ii) 
L 1 ® L 2 

e 
coïncide avec e . e sur K(L X)H K(L 2). 

(iii) Si L l ® L 2 L € A alors K(L X) = K(L 2) et 
L l L 2 

e =  e 
. En 

particulier s i L  € A alor s K(L)= A e t G(L ) es t commutatif (cf . 
Appendice). 

( iv ) Si [n ] désign e la multiplication par n  dan s A  ,  on 

a K(L^ n) = [nl" 1(K(L)) et e (x,y ) = e L(x,ny) si x^K(L ) e t 

y€K(L® n). 

4. Descente de faisceaux inversibles. 

4.1. THEOREME . Soit f  : A *  B un morphisme surjecti f de S- schémas 

abéliens, et soit LÉPic(A) . Il existe une bijection naturelle entre ; 

(a) 1 ' ensemble des M^Pic(B ) tels que f*(M ) ~ L 

(b) l'ensemble de s homomorphismes de Ke r f dans G(L ) relevant  

1'inclusion de Ke r f  dans A  : 
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G(L) K(L) A 

Ker f 

DEMONSTRATION. D'abor d l'ensembl e de s donnée s d e typ e (a ) es t e n bijec -

tion ave c l'ensembl e de s classe s d'isomorphi e d e couple s (M,et) o ù 

M es t u n faiscea u inversibl e su r B  e t OL u n isomorphism e d e f  M 

sur L  :  ceci provien t d u fai t qu e Aut(L ) =  Aut(M) =  H°(S,&*) . 

Etant donn é (M,o 0 comm e ci-dessus , o n e n dédui t u n isomorphism e 

et : f M ~  >> L ,  d ' ou un e action d u group e Ke r f  su r L  ,  relevan t 

1'action pa r translation s d e Ke r f  su r A  ,  c'est-à—dire un e donné e 

de typ e (b) . 

Inversement, étan t donné e un e tell e actio n d e Ke r f  su r L  ,  il 

s'agit d e voi r qu e l e quotien t d e L  pa r cett e actio n existe . Remar -

quant qu e f  es t fidèlement pla t (critèr e d e platitud e pa r fibres , 

c f . 1 . 1 ) , nou s allon s invoque r l a descent e fidèlemen t plat e (SG A 1 , 

VIII, t h . 1 . 1 ) . 

[je renonc e ains i héroïquemen t à  renvoye r l e lecteu r à  [ G Î T ] , 

déf. 1. 6 o u prop . 7.1 . Mais ce s deu x référence s n e fon t elles-même s qu e 

renvoyer à  S G A 1 en s e gardan t bie n d'écrir e le s détails . J'e n donn e 

donc ic i u n pe u plus , pa s asse z pou r êtr e comple t mai s suffisammen t 

peu, j'espère , pou r êtr e lisible . L'héroïsm e auss i a  se s limites . Cf . 

aussi [ G A ] , I I I, §4, 6.3]. 

Posons don c N  =  Ker f  ,  et soi t cr : NXgL y L 1  ' action e n 

question. Soien t p 1 e t p 2 le s deu x projection s d e AXB A su r A  . 

L'idée es t d'exploite r 1  ' isomorphisme NXS A *  AXfîA donn é pa r 

(x,y) i  y (x+y,y) pou r construir e u n isomorphism e d e (A X A)-fibré s 

vectoriels entr e p1 L e t p2 L .  Explicitement, puisqu'i l l e fau t : 

PlL =  LXB A ^ A V ' =  p2 L 
X(P) •—y (x,or(y-x / ?x) ) 

où l a notatio n ? x signifi e qu e ? x € L es t au-dessu s d e x  £ A . 

C'est bie n u n AX_A-morphism e puisqu e <*(y-x, § )  es t au-dessu s d e y  . 
D X 

Vérifions maintenan t qu e ce t isomorphism e es t un e donnée d e descent e 

pour l e fibr e L  (ou , c e qu i revien t a u même, pou r so n faiscea u d e 

sections L ) relativemen t à  f  : A y B .  Par définitio n cel a équivau t 

à l a commutativit é d u diagramm e : 
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(5x,Y,z) (x,a(y-x,5 x), z) 

(S .y,z> LX BAX BA AX BLX BA X(P)X(P) 

AX BAX BL 

(x,y,cx(z-x, §x) ) (,y,cr(z-yf-n )  ) 

autrement dit à la formule : 

(T(z-y,a(y-xf §x) ) = ar(z-x,Sx) 

c'est-à-dire a u fait que c r es t une action de groupe. On conclut par 

SGA 1, loc. cit. 

4.1.1. COROLLAIRE. Soit f  : A * - B un e isogénie de variétés abélien-

nes sur un corps k  algébriquemen t clos . Soit L € Pic(A) . Pour qu'il  

existe M € Pic(B) tel que f  M ^ L ,  il faut et il suffit que Ke r f 

soit un sous-groupe de K(L) , totalement isotrop e pour la forme-

commutateur e L . 

Cela résulte immédiatement d e (4.1 ) et (2. 3 (i) ) : avec les nota-

tions habituelles (2.1) , s i Ke r f es t totalement isotrope , ff _1(Ker f 

est un 9 -groupe (au-dessu s de Ke r f) qu i est commutatif et donc 

trivial. 

4.2. PROPOSITION . Soient f  : A >  B une isogénie de S- schémas abé -
liens, M€ Pic(B) ,  L = f*M ,  H = Ker f . Alors K(M ) ^ H^H o ù H X  

désigne l'orthogonal d e H  pour la forme e L .  Plus précisément 
f _ 1(K(M)) =  HX . 

DEMONSTRATION. Comme L  = f M ,  L s e trouve muni d'une action de 

Ker f relevan t l'actio n su r A  ,  et correspondant à un morphisme de 

Ker f dan s G(L) , comme dans (4.1) . On peut de plus supposer que la 

base est locale. Si x  € A ,  on a alors les équivalences : 

f(x) € K(M) < >  i l existe un diagramme commutati f : 

M M 

B 
Tf(x) B 
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< >  il existe un diagramme commutati f 

J2 L L 

A 
T 
x A 

où cp commut e ave c 1 ' action de H  su r L 

4 >  il existe c p€g(L), au-dessus de x  ,  commutant ave c le relèvemen t 

de H  dan s G(L ) . 

i 7 x € H1" , par définition de e L . 

[En fait, on voit san s peine que, si H ' désign e l e sous-groupe d e 

G(L) relevan t H  ,  on a : 

G (M) (centralisateu r d e H * dan s G(L))/H' ] . 

4.2.1. COROLLAIRE. Soit L  un faisceau inversibl e non dégénéré sur une  

variété abélienne A  (  sur k  algébriquement clos ) . Soit H<=K(L ) un  

sous-groupe totalemen t isotrop e maximal. Alors H  = HX e t I  H| 2 = |K(L)|. 

DEMONSTRATION. Soi t f  1  ' isogénie naturelle de A  su r B  = A/H :  il 

existe M  su r B  te l que f  M ^ L .  Vu l'hypothèse su r H  ,  il 

n'existe aucun e isogénie non triviale B  > » C tell e que M  s e des-

cende à C  .  Mais cela implique que K(M ) = { l) , sinon K(M ) aurai t 

un sous-groupe d'ordre premier, qui serait totalement isotrop e par 

(2.3 (ii)) . On a donc H X/H =  { l} ,  et d'autre part lx(M) | = 1 

d'après (1.2) . Par ailleurs lx(L) | = deg(f).Ix(M)| = |H I e t 

lx(L)| 2 =  |K(L) 1 toujour s d'après (1.2) . 

REMARQUE. Sous les hypothèses d e (4.2.1) , H n'es t pas nécessairemen t 

facteur direct de K(L ) :  si par exemple K(L ) es t le groupe des 
2 

points d'ordre n  d e A  ,  alors le groupe des points d'ordre n  es t 

totalement isotrop e maximal. 
4.2.2. COROLLAIRE. Soit L  un faisceau inversibl e non dégénéré sur un  

schéma abélien A  :  alors G(L ) est un 6- groupe no n dégénéré (2.2) . 

DÉMONSTRATION. O n peut supposer que S  es t le spectre d'un corps algé-

briquement clos , car si le morphisme K(L ) K(L ) dédui t de e  es t 

un isomorphisme su r les fibres géométriques, c'est u n isomorphisme . 

Dans ces conditions soi t H  comm e dans (4.2.1 ) et posons D  = Ker y . 

On a évidemment D c H X don c D c H pa r (4.2.1) . Considérons l e 

diagramme commutati f : 
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D <-i-+ H = H"*" ^ - 9 * K(L) - ^ K ( L ) 
X(P)X(P)X(P) 

P 

K(L)/H"L= K(L)/H . 

y 

D'après (4.2.1) , y ,  qui est injectif par définition de YL~ , est aussi 

surjectif puisque K(L)/ H e t H  on t même ordre. Donc j  y p = j i y 

est surjectif. On en déduit par dualité que y  i j = -v i j es t injec -

tif, et comme il est nul par définition de D  ,  on a bien D  = O . 

5. Représentations linéaire s de G(L) . 

Dans ce paragraphe, k désign e un corps algébriquement clos . 

5.1. Soient A  un e k-variét é abélienn e et L  u n faisceau inversibl e 

sur A  .  Nous allons faire opérer le groupe G(L ) su r les espaces vec-

toriels H x(AfL)/ d e la façon suivante : 

soit z = (x,cp ) € G(L) : x 6 K(L) , cp : L T* L . 

x 

H 1(A, L) . 

On en déduit l e diagramme : 

H X(A,L) H ± ( C P ) , H ^ A , ^) 
T 
-x 

On note U =  T* oH^cp) z - x ; l'applicatio n z i y U 
z 

est un morphisme de 

k-schémas e n groupes G(L) y GLÎH1 (A,L) ) , c'est-à-dire un e repré-

sentation linéair e de G(L). Cette représentation es t de poids 1  , 

c'est-à-dire qu e <E c G(L) m — opère sur X(P)X(P) par homothéties d e 
façon évidente. 

On obtient donc en particulier un morphisme K ( L ) >  P G L ( H1 ( A , L ) ) 

par passage au quotient ;  si i = 0 o n constate immédiatement qu'i l 

s'agit de l'action de K ( L ) pa r translations su r les diviseurs du 

système linéaire IL | , identifié à l'ensemble de s droites de H ° ( A , L ) . 

Ceci donne, lorsque H°(A,L ) ¥ O , une autre définition de G(L ) , 

grâce au diagramme cartésie n : 

G(L) K(L) 

G L ( H ° ( L ) ) PGL(H°(L)) 
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5.1.1. PROPOSITION (descent e des sections de L ) . Soit TT : A B  un 

morphisme surjecti f de k- variétés abéliennes . Soient M € Pic B e t 

L = 7T*M . Alors H°(B,M ) = H° ( A , L ) K e r *  o ù Ke r 77 opère sur H°(A,L ) 

via l'application composé e : 

Ker TT ^G(L ) GL(H°(L ) ) 

la première flèch e étant celle de (4.1 ) et la seconde celle de (5.1) . 

La démonstration es t immédiate e n termes de fibres vectoriels : 

M es t le quotient de L  pa r l'action naturell e de Ke r TT ,  et les 

sections de M  son t les sections de L  invariante s par cette action, 

en un sens que le lecteur précisera à titre d'exercice.. . 

Nous arrivons maintenant au "théorèm e miracle" du présent expos é : 

5.2. THÉORÈME (Mumford) . Soit 1 r <E G  ^  K r O 
m 

un 8 -groupe 

non dégénéré sur k  algébriquemen t clo s (cf . (2.2) ; on rappelle que K 

est en particulier suppos é fini ). Alors toute représentation linéair e  

de poids 1  de G  est complètement réductibl e ( c'est-à-dire somm e  

directe de représentations simples ), et il existe, à isomorphisme près, 

une unique représentation simpl e de poids 1  de G  .  Si d  est sa  

dimension, on a d 2 = |K| 

5.2.1. REMARQUE. Le fait que |K | soi t un carré ne doit pas surpren -

dre :  le lecteur pourra montrer à titre d'exercice que si H< = K es t 

totalement isotrop e maximal, on a | H | 2 = |K| e t H  = H"1" . 

5.2.2. COROLLAIRE. Si L  est un faisceau inversible non dégénéré su r  

une k- variété abélienn e A  ,  et si i(L ) est 1'entier défin i en 

(1.2), la représentation d e G(L ) dans H^ L^(A,L) définie en (5.1 ) 

est l'unique représentatio n irréductibl e de poids 1  de G(L) . 

En effet. dim H i ( L )(A,L) = |X(L )I =  | K ( L ) | 1 / 2 . 

5.2.3. Passons à la démonstration d u théorème. Elle est tirée de l'ap -

pendice de [4] . Dans le cas où IKI es t premier à la caractéristiqu e 

de k  ,  on trouvera une démonstration élémentair e dans [l] , §1, prop. 3. 

Soit T S K G  un e section de TT vérifian t T ( O ) = 1 . Posons 

G = Spec A e t K  = Spec A Q .  Grâce à la section T , on peut identi -

fier G  à  K X G m d e façon compatible à  l'action de G m 7 on peut 

donc écrire A  = A ^ ^ t "1 ] =  ^  A Q.t
1 .  Le sous-espace A i =

 A

Q

# t l 

peut être caractérisé comm e sui t : 
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A i = { f € A I  V X € G 
m 

, V x £ G , f ( X x ) = \ i f ( x ) } 

(attention :  dans cette définition, A es t identifié à un k- foncteur 

en espaces vectoriels :  si R  es t une k-algèbre , le s points de ce 

schéma à valeurs dans R  son t les éléments du R-modul e libr e A ® k

R » 

et les "points " x  e t X d e la définition son t à valeurs dans une 

k-algèbre variable) . 

Le k-schém a e n groupes G  X G opèr e à gauche sur A ^ pa r la 

formule suivant e :  si (g,g ' ) € G XG e t f  € An ,  (g,g')f es t définie 
_1 i 

par ((g,g')f)(x ) = f(g' xg) . Cette représentation es t de poids 1  sur 

G X { l} e t de poids - 1 su r {  1> X G . 

5.2.3.1. LEMME. A1 es t un ( G X G)-module simple . 

DEMONSTRATION. Soi t W ^ A 1 u n sous-espace invariant. Si g  € G ,  W es t 

invariant e n particulier par l'application f  1 > (g,g)f d e A 1 dan s 

A 1 .  La fonction (g,g) f s'explicit e ains i : 

x € A± 1  * f (g^xg) = f([g ,x]x ) = [g" 1,x]f(x) (car W C = A I ) 

= e(7r(g ),7T(x))~1f(x) 

où e  : K XK y G es t la forme-commutateur . 
m 

Mais soient R  un e k-algèbr e e t x  u n caractère de Ko K

R • 

Comme e  es t non-dégénérée par hypothèse, il existe g  € G(R) te l que 

X(x) = e (7T (g) ,x)~"1 pou r tout x ^ K .  Donc, d'après l e calcul ci-

dessus, la fonction (XoTr)x f es t dans W ^ R C T A ^ R . 

Appliquons ce s considérations à R  = AQ (l'algèbr e de K) , et au 

caractère universel X  : K X K > • Ĝ  X K ,  qui correspond a u morphisme de 

AQ-algèbres : 

X(P)X(P)X(P) y A <S > A* 
o o 

t 1  y^a±<S>a* 

où (a i) es t une base de A  ,  et (a? ) l a base duale ([AV] , §14). 

La conclusion est alors que (Sa . ® a?) (W® A *) C W ® A* , ce qui nécessit e 
x 1  o  o 

a.W<=W ,  autrement dit, W es t un sous-A -module de A , .  Comme 1 o  1 
Aĵ  = AQt ,  ce sous-module es t de la forme IA 1 o ù I  es t un idéal de 

A Q .  Mais comme W  es t également invarian t par les translations de G  , 

on doit avoir 1 = 0 o u I  = A ,  d'où le lemme. 
o 5.2.3.2. FIN DE LA DEMONSTRATION DE (5.2.3) . Soit p  : G y GL(V) un e 

représentation de poids 1 . On a alors un ( G X G)-morphisme : 
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V 
a : V <S > v » • A1 
cp<g>v i *  (g • *<p(P(g)v) ) 

(cp € ,  v € V ,  g € G) . 

(Si le lecteur préfère :  on a Spe c A = G GL(V ) <= End(V) = 

Spec Sym(V <S > v) d'où un morphisme de V ®  V dans A  ,  qui se trouve 

tomber dan s X(P) . Comme c r es t évidemment no n nul s i V ^ O (fair e 
v 

g= 1), c'est u n isomorphisme s i P  es t simple ca r alors V  <S > V es t 
un G-modul e simpl e (exercic e :su r k  algébriquement clos , si 

V  ̂es t un G  ^module simpl e et v2  u n G 2-module simpl e alor s 
V 1 ® V 2 e s t U n G l X G 2 ~ m o d u l e simple) . En tant que G-modul e o n a 

donc A 1 =  V©V©...©V (di m V fois) . Ceci montre l'unicité d e la 

représentation simple , l e fait que (di m V )2 = |K | = dim A 1 ,  et aussi 

que A 1 es t un G-modul e totalemen t réductible . Si V  es t quelcon-

que, c r donn e un morphisme : 

o> : V *  V® Ax =  Hom(V ,A X) 

que l'on peut décrire ainsi :  si (  ê  ) es t une base de V  e t (Ei) 

la base duale, et si v € v ,  alors <v(v ) = S e i ® ( g i  e^(P(g)v ) ) . 

De plus < * es t G-linéair e pour 1 1 action de G  sur A x ,  et est 

clairement injecti f (fair e g = l ) . Donc V  es t un sous-G-module d e 

Adim V  (jon c est complètement réductible . 

Appendice :  la formule de Weil-Barsotti. 

Soit A  u n S-schém a abélien , et soit L€Pi£^ s(S) = A(S). On 

sait qu'alors K(L ) =A ,  et la forme commutateu r e L :  A X A *  6m 

m 
est 

donc triviale puisque A  es t propre su r S  .  Autrement di t le groupe 

G(L) es t une extension commutative d e A  pa r G m . 

THEOREME. L'application L  i >  G(L) est un isomorphisme de A(S ) sur 

Ext^(A, G ). S m 

Le lecteur vérifiera lui-mêm e qu'il s'agi t d'u n morphisme de grou-

pes. Plu s généralement s i L 1 e t L 2 son t deux faisceaux inversible s 

sur A  , l'extensio n (3(1^ ® L2 ) ,  restreinte à K  = K ( L 1 ) H K ( L 2 ) ,  est 

somme des extension s X(P)X(P) et X(P)bX(P) 
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. Nou s allon s défini r l'invers e h  :  Ext0(A,G )  y A(S) d e l a faço n 
S m 

suivante :  si 1  *  G y  E *  A 9 1 es t un e extension , alor s E 
m 

est u n G  -torseu r su r A  ,  donc i l exist e u n uniqu e L € Pic(A) te l 
m ~ * 

que E  ^ Isom(&.,L ) =  L  comm e G  -torseurs . De plu s l a sectio n unit é 
rJ A  m 
e : S y E défini t un e trivialisatio n d e |  c (s ) O U £  es t l a sec ~ 
tion unit é d e A  .  On pos e L  =  h(E ) € Pic (S ) .  (C e dernier group e 

e * 

est identifi é ic i à  Ke r (Pic A 9- Pic S ) ) . Il fau t vérifie r qu e 

L ^ A ( S ) . O n peu t pou r cel a suppose r S  local . Si x ^ A e t s i x ^ E 

est au-dessu s d e x  ,  la structur e d e group e su r E = L donn e u n 

diagramme commutati f : L 
x L 

A 
T 
x A 

d'où u n isomorphism e T L x . Cec i montr e qu e cp ^ es t trivia l 

donc L € A ( S ) . Pou r S  quelconqu e l e même raisonnemen t nou s donn e e n 

fait u n morphisme d e E  dan s G ( L ) qu i es t u n morphisme d'extension s 

de A  pa r G m ,  donc u n isomorphism e :  on a  don c Goh =  I d 
Ext (A, G ) 

m Il rest e à  vérifier qu e ho G =  Id ~ ,gx :  si L ^ A ( S ) es t trivia l 

sur e(S ) ,  il fau t voi r qu e G(L ) X(P) X(P)X(P) G -torseu r m sur A  : 

c'est essentiellemen t l a démonstration , dan s (3.2) , d e l a représentabi -

lité d e G(L) . 

REMARQUE. L e point no n trivia l d u théorèm e es t ic i cach é :  c'es t 

l'identification d e A  a u noya u d e L  i y cp̂  , c'est-à-dire au x 

"classes primitives " selo n l a terminologi e d e [2 ] et [5]. 
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FAMILLES D E COURBE S E T D E VARIETE S ABELIENNE S SU R P 

II. EXEMPLES 

par Lauren t MORET-BAILL Y 

exposé n° 8 

Nous nous servons ici des résultats de 1 1 exposé précédent pour 

fabriquer, pour tout nombre premier p  ) 2 , un schéma abélien princi-

palement polarisé (X,m ) no n constant, de dimension relative 2 , sur 

IP̂  o ù k  es t un corps de caractéristique p  .  Le "diviseu r thêta" de 

la polarisation est alors une famille D  d e courbes semi-stables su r 

P 1 ,  à fibre générique liss e de genre 2 , les fibres singulières étan t 

formées de deux courbes elliptiques transverses en un point. On trou-

vera dans [3 ] un exemple analogue en caractéristique 2  .  Il n'existe 

pas de telles familles en caractéristique null e car tout schém a abé-

lien sur P ^ es t constant. 

Le point de départ de la construction est, tout naturellement , 

rejeté en appendice :  il s'agit de construire une surface abélienne A 

munie d'un faiscea u inversible L  te l que K(L ) «  x  ot .  On y par-
P P 

vient grâce à un calcul élémentaire de modules de Dieudonné. Le § 1 est 

consacré à la construction de (X,M ) : on y fait un usage massif des 

deux résultats principaux de l'exposé précédent [DP] , le théorème de 

descente et le théorème su r les représentations des ©-groupes . Le §2 

s'attache à  l'étude de la surface D  :  calcul de ®x^ D^ ' lissit® , 

nombre de fibres singulières. On y utilise, en particulier, un résultat 

sur les points d'ordre 2  situés sur un diviseur symétrique [4] . Au §3 

le calcul de l'algèbre de Lie relative de X  perme t d'obtenir le s 

principaux invariants (étale s et cohérents) de D  7 on constate en 
particulier que D  es t une surface de type général. 
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1. Construction d e (X,M ) . 

1.1. DEFINITION. Soit A  u n S- schéma abélien . Une polarisation sur 

A est une section L  d e Pic^/^ ,  ample su r A  relativement à  S  . 

Elle est dite principale s i K(L ) = {l} ,  autrement dit, si 

<PT : A y A est un isomorphisme . 
JLi 

(Cette définition diffère, par exemple de celle de [GIT]) . 

Soit k  u n corps de caractéristique p  ) 2 , supposé algébrique -

ment clos (mai s le lecteur pourra constater que toutes nos construc-

tions, y compris cell e de l'appendice, peuven t êtr e définies su r un 

corps fini) . On fixe une fois pour toutes une k-surfac e abélienn e A , 

munie d'une polarisation L  ave c les deux propriétés suivante s : 

(a) K(L) - « X  a 
P P 

(b) L es t symétrique, i.e . [-l]*(L> - L . 

On rappelle qu e X(P) est la multiplication pa r n  dan s A  .  Pour la 
condition (a) , voir l'appendice. On obtient l a condition (b ) en modi-

fiant L  pa r une translation convenable , puisque [-il(L ) es t algé-

briquement équivalen t à  L  (cf . [AV]) , donc est un translaté de L  : 

si [-1] L  ^ T L x et si x = 2y alors T L 
Y 

est symétrique. L'hypothès e 

(b) ne sert d'ailleurs qu'à simplifie r certain s énoncés, et ne sera 

pas utilisée avant l e §2. 

Au faisceau L  son t attachés canoniquement u n ©-group e G(L ) e t 

une représentation P L : G(L) y GL(H°(A,L) ) , de degré p  e t de poids 

1 .  Nous allons donner un "modèle explicite" pour G(L ) e t P L : 

Notons X(P) : a X  a 
P P 

y <E 
m 

la dualité définie par 

X(P) = xp(«( 3 ) = fi 
i=0 

il . Poson s K =  oi X  <* 
P P 

et soit G  l e 

k-schéma (B X K m muni de la loi de groupe : 

(X,«,3) (X' ,<*',p') = (X X ' <c*,p •> ,a+al ' ) 

G es t une extension central e de K  pa r < E :  c ' est 1 ' élément de 

H2(K,<B ) m défini par le 2-cocycl e (<«,0),(«•,&')) i •  <a,P'> . La 

forme-commutateur associé e (cf. [DP]) est : 

e((<*^),(<*',3')) X(P)X(P)X(P)X(P)X(P) 

Soit V  l e k-espac e vectorie l H°(* .€> ) 
P * p 

= k[x]/(xp) . Soit 
p : G y GL(V) la représentation défini e par la formule : 

p(X,*,P)(<p)(x) = X<x,Ê>cp(x+oO 
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avec (\,<y,P) 6 G , c p e v X(P) dg . On vérifie immédiatement qu'i l s'agit 

d'une représentation linéair e de poids 1  et de dimension p  d e G  . 

1.2. PROPOSITION. Il existe un diagramme commutati f : 

1 G 
m 

G( L) K(L) 1 

1 G 
m 

G K 1 . 

De plus les représentation s 
X(P) et pou de G (L) sont isomorphes. 

DÉMONSTRATION. On sait ([DP] , th. 2.3) que tout sous-groupe de K(L ) 

isomorphe à «  es t totalement isotrop e pour la forme-commutateur e L 

Soient H i et [5] deux tels sous-groupes, avec K(L) = H1 X H 2 , et 
soit f : a - s i * H , 

P 1 
un isomorphisme. Si l'on défini t G :  „  ^  H 2 par 

le diagramme commutati f : 

H i 

[5] 

P 

(via ) 
«2 

g 

(via (, » 
01 

p 

alors u = f X g : 
P P 

H 1 X H2 est compatible ave c les formes-

commutateurs . On en déduit u : G (L) G puisquedeux 9-groupe s 

ayant l a même forme-commutateur son t isomorphe s ([DP], 2.3.2) . Dans 
ces conditions, p_ e t po u son t deux représentations de G(L ) ,  de 
poids 1 et de même dimension, d'où l a conclusion par [DP] , th. 5.2. 

1.3. PROPOSITION. Soient S  u n k- schéma e t H  un sous-S-groupe de 

K(L) S ,  totalement isotrop e pour e L e t plat sur S  .  Soit 

* : Ag * - Ag/H la projection canonique. Alors il existe une polarisa-

tion M  d e Ag/ H telle que T* M *• Lg . De plus M  est unique si S 

est réduit. 

(Bien entendu, A 0 désign e le S-schém a abélie n AX. S ,  etc.). 
o K 

DEMONSTRATION. I l s'agit de trouver ([DP] , 4.1) un morphisme de groupes 

H *  G(L)g relevan t l'inclusion d e H  dan s K(L) g . La différence 

de deux tels relèvements est un caractère de H  ,  d'où l'unicité s i S 

est réduit puisque H  es t radiciel. 
D'après la proposition précédente, on peut remplaqer G(L ) e t 

K(L) respectivemen t par G  e t K  .  Soit 0 " : K ^  G l a section 
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définie par 

cr(*,0) (<« # !> ,* ,P) 

ce qui a un sens puisque p  es t suppose impair. On vérifie immédiate -

ment que s i H  es t totalement isotrope , <T | H es t un morphisme de 

groupes ;  on a en effet 

a(cv+cvl ,0+3 * ) [5][5][5] 0+0 'y , ' ,  0 +0 ' ) 

cr(<*,0)cr(cv' ,0' ) " <<«4> 
[5][5] 

<«,0'> ,0+0 ' ) 

et il faut donc compare r <cv,0 •> avec <«*,ei><w.,|> . Mais ici la 
dualité [5][5] est à valeurs dans [5]P qui est uniquement 2-divisibl e 
donc nous sommes ramené s à comparer <«,0'>2 avec <<*,0 •><«• ,0> . Or 

si H  es t totalement isotrop e et si (tv,0) e t («',0' ) sont dans H 

on a [5][5][5][5][5] c.q.f.d. 

1.4. A partir de maintenant on pose [5][5] , et on définit 
H C K S 

= (cv xat ) 
P P s 

comme l e sous-groupe de hauteur 1  dont l'algèbre d e 

Lie est V - 1 ) c = ( & s = Lie(K g) . Explicitement s i 

Kg = Spec G q [ « , 0 V ( «
p , 0 p > et si X  e t Y  son t des coordonnées homo-

gènes convenables su r S  , alors H  es t le sous-schema de K g 

d'équation Y«-X 0 =0 .  Posons X=Ag/ H ,  de sorte que l'on a ur 

diagramme commutati f : 

[5] 7T 
X 

p r 2 
S 

q 

D'après (1.3),il existe un relèvement r  : H >  GG d e l'inclusio n 

H c >  Kc ,  et un unique faisceau inversibl e M  su r X  te l que 

ïï*M L g .  Comme H  es t de rang p ,  M es t une polarisation principale 

de X  ,  ce qui implique que q*(M ) es t un faisceau inversible su r S  , 

que l'on peut caractériser ains i :  q^(M) es t un sous-faisceau inver -

sible de H°(A,L)<S> k©s ,  par le morphisme composé : 

q*(M) q#*#ir*(Mj - ^ p r 2 * ( L ) =  H°(L)<8>k&g . 

Alors les sections de q*(M ) au-dessu s de U  son t les sections de 

invariantes (vi a la représentation P L) pa r le sous-group e 

H = r ( H ) d e G ( L ) (cf. [DP] , prop. 5.1.1) . Bien entendu j'identifi e 

sans vergogne le s groupes " G e t G ( L ) ,  11isomorphisme u  d e (1.2) 
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étant suppos é fixé une fois pour toutes. 

1.5. PROPOSITION. Avec les notations de (1.4), on a q*(M ) =- $ (
1~P) 

S 2  ; ' 

DEMONSTRATION. Si s^ S a  pour coordonnées homogènes (X,Y ) , alors 

q-(M)(s) es t le sous-espace W  d e V  = H°(L), invarian t par les élé-

ments de G  d e la forme (<Xev,=£> ,Xa,Ya) (<*€< * ) 
£ p 

comme il résulte 

de la définition du relèvement r  e t de celle du sous-groupe H  .  Si 
cp € W ,  cp es t une fonction sur ex astreint e à vérifier : 

P 
cp(x) = <Xa,^p><x,Yc*>cp(x+Xa' ) (x € a , ot e o/ ) . 

P P 

Si X ^ O o n pose (X,Y ) = (l,t ) e t x = 0 ,  d'où 

cp(<x) = cp(o) exp 
2 

(
 t { * \ 

d'après la définition de <  , ) . 

Donc sur l'ouvert X ^ O ,  le fibre q*(M) <= v<S» 0g acquiert une sectio n 

partout non nulle : 

t i  > cpt( x) = exp 
X(P)X(P) 

= 1 t 2 
" 2 X + + (-t) 

Ezi 
2 xP""1 

(Ezl). 

écrite ici dans la base (1.x ,x P" X) de V  .  Cette section a un 

pôle d'ordr e 2 au point (0,1), d'où la proposition. 

Je laisse en pâture au lecteur l'exercice suivant , généralisan t 
a.3) 

1.6. EXERCICE. Soient A  u n S-schém a abélien , et L  u n faisceau 

inversible sur A  te l que r_-il>) soit un translate de L  (c'es t 
le cas par exemple si (A,L ) provien t d'un corps algébriquement clos , 

et si L  es t non dégénéré). Alors si H C K(L) es t un sous-group e 
totalement isotrope , le 9-group e 5< L>*K(L) H est annulé par 2 en 

tant qu'élément du groupe des extensions centrales de H  pa r G m . 

(Indication :  la multiplication par -1  dan s ce groupe d'extension s 

est produit de 1'involution "passag e d'un groupe au groupe opposé" par 

l'involution héritée de la multiplication par - 1 dan s H ) . 

Ce résultat démontre évidemment (1. 3̂, mais le calcul direct du 

relèvement étai t nécessaire pour prouver (1.5) . 
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2. Etude de la fibratio n D >  S . 

2.1. (Le s surfaces D  e t D' ) 

1 H A S 
TT 

X 1 

P rl P r2 q 

A s = 

Spec k 

La situation est résumée dans le diagramme ci-dessus , avec de plus un 

faisceau inversible M  su r X  te l que TT*(M ) =* pr*(L) .  Comme M  es t 

une polarisation principale de X  , o n peut définir son "diviseu r 
thêta" comme suppor t du conoyau du morphisme naturel q  q^(M) M  . 

C'est un diviseur relati f pour la projection q  ,  que nous noterons 

désormais D  .  On a 

S X(D) =  M® (q q^(M))"
1 - M(E_i) d ' après (1.5) . 

Si s € S(k), l a fibre D g es t une courbe sur la surface abélienne 
X ,  vérifiant ( D .D ) = 2 ca r X($( D ) ) = 1; c'es t donc soit une s s  s  s 
courbe lisse de genre 2 , soit la réunion de deux courbes elliptique s 
transverses en un point. 

Posons d'autre part D' =  TT X ( D ) 
X(P)courbe lisse de genre 2 , soit A S ' 

vérifiant & (D' ) 
A S 

= pr (L ) 0 P r 2 ° S 
K 2 ' 

, faiscea u noté abusivement 

courbe .Si s  € S(k) , D
1 =  77 1(D ) s s , considéré comme diviseur su r A  , 

n'est autre que l'unique diviseur du système ILI invariant sou s 1'ac -

tion par translations du groupe H =  Ker (A — ^ X ) 

s s 

TT 

courbe lisse 

d'autre part que D ' n'es t pas multiple non trivial d'un diviseur D " 
s S>n 

de A  ,  car si l'on avait D ' = nD" ,  alors p  = X(L) = X($(D") )  = 
2 s 2 n x(&(D")) serai t divisible par n  .  En conséquence : 

. si D g es t lisse de genre 2 , alors D'ses t intègre , de genre 
arithmétique p+ 1 ,  et de genre géométrique 2 car elle est radicielle 

sur D  ; s 
. sinon D ' es t réunion de deux courbes elliptiques (réduites) , s 

tangentes à l'ordre p  e n un point ;  en effet le seul autre cas possi-

ble a priori est D g =  [ E i ] + p [ E2 ] O Ù E1 e t E 2 son t deux courbes 

elliptiques avec A  = E ^ X E2 ;  ce cas est exclu car alors 
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K(L) = K(&(D_)) serait, le groupe des points d'ordre p  d e E i / qui 

n'est pas isomorphe à a X  « ; 
P P 

. enfin la proposition 1.5 signifie que la projection de D ' su r 
A es t de degré ^ 1 s  autremen t dit, "par un point général de A  , il 

passe courbe s D ' ". z s 

On se propose maintenant de calculer le nombre 6  de s courbes 

D g singulières . On a d'abord le résultat suivan t : 

2.2. PROPOSITION. On a 5 ^ 0 , autrement dit la fibration D  >  S 

n'est pas lisse. 

2.2.1. LEMME. Si k  est un corps algébriquement clo s fde caractéris-

tique ^ 2], toute fibration en courbes lisses r hyperelliptiques] de  

genre ^ 2 sur P ^ est triviale. 

DEMONSTRATION. Les hypothèses entr e crochets sont en fait inutiles, 

cf. [ô], [7]. Mais la démonstration dans ce cas particulier est élé-

mentaire :  si X  ^  > P1 es t la fibration en question, le morphisme 

canonique relatif de X  à  valeurs dans P C f ^ O ) , a pou r image une 
X/P X 

"surface F

n " ' i-e. une fibration en droites projectives sur P  ,  et 

le lieu de ramification est 1'ensemble de s points de Weierstrass des 

fibres, qui est un revêtement étal e de P  .  On se trouve donc en pré-

sence d'une surfac e F  muni e de (2g+2 ) section s disjointes (o ù g 
* ^  *  *  *  1  1 désigne le genre des fibres), privilège réservé à P  X P e t à ses 

sections constantes ;  le lemme en résulte puisqu'on reconstrui t X  à 

partir de ces données. 

La proposition résult e donc du 

2.2.2. LEMME. La fibration D  S  n'est pas triviale. 

En effet, supposon s le contraire et soit x ^ D ' : par le point 

7T(x) d e D  pass e alors une courbe C c D , section de q  . La courbe 

7r _ 1(c)CD' es t alors rationnelle car ir es t radiciel 7 sa projection 
sur A  es t donc un point. On en déduit immédiatemen t que D ' = T XS 

où T  es t une courbe de A  , et le scandale éclate puisgue 

&(D' ) = L ( ^ i ) . 

2.3. (Digressio n sur les diviseurs symétriques) . Le lecteur trouvera 

tous les détails (e t bien d'autres) dans [4], §2. Si A  es t une 

variété abélienne, un diviseur D  (resp . un faisceau inversible L ) 

sur A  es t symétrique si [-ll A(D) = D (resp . [-l]^(L) L) . Rappe-
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Ions d'autre part que l'on note n A l e groupe des points d'ordre n 

de A  . Tout se passe sur un corps algébriquement clo s de caractéris-

tique 2 . 

Si D  es t un diviseur sur une variété abélienne A , on pose : 

S + (D) = {x€ 2 A I mx(D) es t paire} 

S_(D) =  { X ^ 2 A I m

x (
D ) es t impaire ) 

où m^CD ) es t le multiplicité du schéma D  a u point x  s i D  es t 

effectif, et m x ( D r D 2 ' =  m x ( D l > - m x ( D 2 > -
Le fait remarquable est : 

2.3.1. PROPOSITION ([4], §2, prop. 2) . Si. D e t D  ' sont deux divi-

seurs symétriques linéairement équivalent s sur A  , alors S + (D) est 

égal à S + (D' ) ou à Z_(D') . Autrement dit la partition 

2 A =  S+(D)U E_(D) , pour D  symétrique, ne dépend que du faisceau 

V D ) . 

Donnons simplement l'idé e de la démonstration :  si L = <S>A(D) est 

symétrique, on a un unique isomorphism e L [-l ] (L) qui induit 
l'identité su r la fibre L(e ) ( e = l'élément neutr e de A ) . Si x 

est un point d'ordre 2 , cet isomorphisme indui t L(x) -û^L(x ) qui 

est nécessairement la multiplication par un scalaire e(L,x ) éga l à 
+1 o u à - 1 . Or un calcul facile montre que 

«(G.(D).x) = (" D 
m x(D)-m e(D) 

si D  es t symétrique. 

2.4. Revenons à nos fibrations, et soit s  € s(k)• Comme L  es t symé-
trique, le diviseur [5][5][5] est linéairement équivalen t à D ' ; s 
mais d'autre part il est évidemment invarian t par H g ,  donc égal a 
D' s (cf. (2.1) ) . En conclusion, le diviseur D 1 ( resp. D) est inva-

riant par [5][5] (resp. L-lJ^) . 

D'après(2.2)nous pouvons choisir une fibre réductible[5]. Comme 

elle possède un unique point singulier , celui-ci est d'ordre 2 , et 

nous pouvons, grâce à une translation, suppose r que c'est 1' origine de 

A (cett e translation est d'ordre 2 , donc respecte la symétrie de L ). 

Posons alors s+ =  E + < D ; > et S - =  2_(D') . Sur la figure ci-contre. 

les points de S + son t représente s 

par des cercles, ceux de E _ pa r des 

croix. Les points de E _ son t les 

points d'ordre 2 des deux branches, 

autres que 1'origine. On a donc 
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Card(S )  = ÎO e t Card(£_ ) = 6 • 

2.4.1. PROPOSITION. Soit s  un point de S  . 

(i) Si D g es t irréductible, alors D s n ( 2 A ) =  S - ( D s ) =  E - ' 
et ces points s e proiettent su r les points de Wexerstrass de D s • 

(ii) Si D' 
s 

est réductible. D'H ( A ) s z 
est la réunion de 

S (D' ) = Z — s  — , et d'un point de qui est le point singulie r de D' . 
s 

DEMONSTRATION. Nou s pouvons appliquer (2.3.1) puisque toutes les D' 
s sont linéairement équivalente s dans A  .  L'assertion (ii ) est alors 

immédiate, l e raisonnement fai t pour D ^ étan t valable pour toutes 

les D ' réductibles , s 

Montrons (i ) :  soit donc D g irréductibl e ;  on a le diagramme 

:ommutatif : 

TT 

D' 
s 

D' 
s 

D 
s 

[-i] x 

s 

1T 

Comme D g es t lisse de genre 2 , une involution su r D g a  2 ou 6 

points fixes (suivan t que le quotient es t de genre 1  ou O ) . Comme v 

est bijectif i l en va de même sur D g pou r 1 ' involution l- - 1-^ ' ^o n c : 

Card S (D' ) < Card(D'H ( A )) i 6 . — s  s  2 

On a donc égalité puisque le membre de gauche vaut 6 ou 10 ; de plus 
[-l]-£ a  6 points fixe s sur D g ,  donc c'est 1'involution canoniqu e 

s 
de D g e t les points en question son t bien les points de Weierstrass. 

Nous savons donc caractériser le s D ' réductible s :  ce sont 
s 

celles qui passent par un point de S + (e t un seul) . Nous pouvons 

maintenant calcule r 6  , le nombre de ces courbes : 
2.5. PROPOSITION, (i ) 6 = 5p-5 . 

(ii) D' est lisse su r k  aux points singuliers des D ' 

réductibles (c'est-à-dir e aux points de D' H (S xs)). 

(iii) D est lisse su r k  . 

Il est clair que l'assertion (ii ) implique (iii ) :  D n e pourrait 

être singulière qu'aux points de 7r(D'r ï (S XS) ) ,  puisqu'elle es t 

lisse sur S  e n dehors de ces points ;  mais si D ' es t lisse en x  , 

D es t lisse en ^(x ) pa r fidèle platitude. 
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Les assertions (i ) et (ii ) vont résulter du 

2.5.1. LEMME. D' est transverse à E + X S dans As • 
Il est clair que le lemme impliqu e l a partie (ii ) de la proposi-

tion. D'autre part, s i D ' es t transverse à S + X S =  pr 1

1(S +) , on a : 

6 = Card(D' H (2+ X S) ) = (D'.(S +XS)) = deg(© (D')) I 1 )  = 
A S lpr^ 1(S +) 

lOxEji =  5 p _ 5 

puisque & (D ' ) = pr*(L) 0 pr * & (Ezi ) 
S k 2  ; , et que Card( S + ) = 10 . 

Il s'agit maintenan t de démontrer l e lemme. Soit e  (resp . 

ê = ffoe) i a sectio n unité de A g (resp . X), et supposons, pour fixe r 

les idées, que D ' n e soit pas transverse à e(S ) a u point M o ) . 

Cela signifi e que D ' contien t e(V) ,  où V  désign e l e premier voi-

sinage infinitésimal d e O  dan s S  ; V es t un sous-schéma ferm é de 

S ,  isomorphe à Spe c k[.T]/(T 2). On a donc aussi ë(V)<= D (i.e. , D 

n'est pas transverse à  ê(S)) . Considérons l e diagramme cartésie n 

D 
o 

D v D 

f 
o 

Spec k 

f 

V 

q 

s 

Le V-schém a D. y es t une "déformatio n à  l'ordre 1  " du k-schém a D  , V _ _ o 
et il possède par hypothèse une section :  v D v ,  passant par le 
point singulie r de D  ,  lequel est un point double ordinaire. Complé-o A 

tant au point E(0) ,  on obtient une déformation D v à  l'ordre 1  de 

D =  Spec k[[x,y]]/(xy) ,  qui possède une section, donc est triviale 

(exercice :  une déformation à l'ordre 1  de D _ au-dessu s de V  es t 
_ o 

V-isomorphe à  Spe c k[[x,y,t]]/(t ,xy-Xt ) pou r un X 6 k ,  et ne peut 

avoir une section que si X  = O). Soient alors C , e t C 0 le s deux branches de D _ .  La "trivia -

lité formelle" de D v montr e que les complètes C 1 e t C 2 a u point 

ê ( o ) s e prolongent e n deux sous-schémas fermé s C 1 v  e t C 2 V  â e 

D v ,  qui sont des déformations de C 1 e t C 2 au-dessu s de V  ;  de 

plus C , , - { ë( o ) } es t le sous-schéma ouvert de D. . don t le support 

est D

v " ^ 2 ,  et symétriquement pou r C 2 v ~ { ê ( o ) } .  Bon, d'accord, j e 

fais la figure : 
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cour 
cgvhf 

AKM 

hj j kl 

ghhjjcourbe 

courbe lisse de genre 2 
courbe lisse de genre 2 
, soit, soit 

cour 

cou 
courbe lisse de genre 2 
courbe lisse de genre 2 
, soit, soit 

courbe lisse de g 
enre 2 
courbe lisse de 

On voit donc, par descente fidèlement plate appliquée au morphisme 

D._ _LL(D -ë(v) ) > - D ,  que C . s e recolle avec le sous-schéma 
ouvert U" 1 = D^-C^ d e ,  pour former une déformation à 1  ' ordre 1 

de la branche ;  de même pour • 

Remontant alors à D 1, on constate que =  D'xgV es t réunion de 

deux sous-schémas fermé s T 1 et t 2 /  plats sur V  ,  qui sont des 

déformations à 1 1 ordre 1 des deux branches T 1 et T 2 de D ' , conte -
1 z o 

nant toutes deux la section unité e  (V) d e A X V .  Cela n'est possible 

que si I \ = r?xvc A XV :  appliquer par exemple l e lemme de rigidité 

( [ G Î T ] , prop . 6 . 1 ) a u diagramme : 

135 



L. MORET-BAILLY 

r. (A/T<?) x v 

V 

Or, comme D " es t invariant par H  , l'algèbre de Lie de I \ es t 

égale à H x

s

v » 9iui n'est pas un sous-groupe constant de A X V : 

contradiction. 

3. Calcul de Lie (X/S) et conséquences. 

3.1. PROPOSITION. Lie(X/S) - &s(l)© &s(-p)-

DEMONSTRATION. On a la suite exacte [5][5][5][5][5][5][5][5][5] qui 

montre que TT ( Lie(X/S) ) 
" "«/As 

, le faisceau normal de H  dan s A s • 

D'autre part, le carré de l'idéal de H  contien t l'idéal de [5] 
dans A „ (e n effet le schéma A  es t isomorphe à S P 

Spec 
r V 2 2 

k[x,y]/(xP ,y p )). Il nous suffit donc de calculer le fibre nor-

mal de H  dan s A c =  (A) X S p S p (et même sa restriction à la section 

nulle). 

Remarquons d'abord que comme le groupe 6 ^ es t lisse, on a un 

diagramme commutati f de k-schéma s : 

a X  a 
P P 

i 
G X  G 
a ^ a 

[5] 

f 

[5] 

où i  es t l'inclusion naturell e et où j  es t un isomorphisme de 

k-qroupes d e c v x & su r K(L ) c A  . Le morphisme f  es t alors p p  p 
nécessairement un isomorphisme (d e k-schémas ) de A  su r 

2 2  P 

Spec k[x,y]/(x p ,yp ) . Considérons alors le diagramme commutati f de 

S-schémas 

H 

g 

[5][5] 

f x i ds 

Spec • s[x.y] = ( 6 A X 6 A ) S . 

Ici g  es t un morphisme de groupes puisque H C K ( L ) g .  Il identifie 

donc H  à  un sous-groupe H ' d e hauteur 1 de ^ €

a

x < B

a^s "
 U n t e l 
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sous-groupe est déterminé par son algèbre de Lie, que nous connaisson s 

car c'est l'imag e de celle de H  pa r f  XIdg .  On voit alors que H ' 

est le sous-groupe de ( G X6 ) _ d'équation s x p =  yp =  O , Uy=Vx , 
a a  o 

où U  e t V  son t des coordonnées homogènes convenables su r S  ,  et 
qu'il nous suffit de calculer le fibre normal de H ' dan s (( 9 XG )  , 

a a  o 
et même sa restriction à la section nulle. Posant X  = ( G XG ) c , on a 

a a  o 
une résolution de & H, comm e & x-module : 

O » & X ( - P ) 
(Uy-Vx)^" 1 

- uP 

[5] 

\ ® ô x e [ 5 ] [ 5 
(xP^yP^Uy-Vx^ [5] [5] -O 

I 

O 

Si I  désign e l'idéal de H ' ,  on a donc une présentation de 

I/(x,y)I »  qui est le dual du faisceau que nous cherchons : 

V - P > 
O 

- TJP 

vP 

^se ^se °s("1) l/(x,y)I O 

donc I/(x,y)I - & s(-i)©& s(p) et la proposition est démontrée. 

3.2. CONSEQUENCES. Le faisceau dualisant relatif de X/ S es t : 

[5][5][5][5][5][5] 

On a donc = ® x(p-3) , et [5][5][5][5][5] D 
[5][5][5][5][5] 

En particulier [5] [5][5][5][5][5] est ample su r D * , don c ([2], 
prop. 4.4 ) D est ample et D  es t une surface de type général. 

Le calcul de co ^ perme t de trouver les principaux invariants de 
D ,  par exemple : 

^* D = Lie(X/S) (car X  - PiçD/ S

) 

= Lie(X/S) = & s(l)©& s(-p) 

donc X($ D) = p-2 . 
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Le lecteu r vérifier a qu e c2(D ) =  5p- 9 ,  c1(D) =  7p-1 5 ,  et qu e 

les si x section s d e D  correspondan t au x points d e Weierstras s de s 
3-3P 

fibres son t d e self-intersectio n —^- ^ .. . 

Appendice :  Construction d e A  e t L  vérifiant K(L ) »  X  <* 
— P  P 

Soient k  u n corp s parfai t (pa r exempl e fini ) d e caractéristiqu e 

p > 0 (o n ne suppos e plu s p ) 2 ) , EJ e t E 2 deu x courbe s elliptique s 

supersingulières su r k  ,  d'origines respective s £ ^ e t •  °n 

munit E , X E0 d u faiscea u ampl e L  =  ^  (E , x{e.} + { e }  x En )®P . 
± Z O Ei^Xr^ ± Z L Z 

Il es t clai r qu e K( L )  es t l e group e de s point s d'ordr e p  d e T 
O ^ L 

ElX E2 7  c,est u n group e d'ordr e p  ,  muni d'un e dualit é alterné e e  ° 

à valeur s dan s G 
m Supposons trouv é u n sous-group e H  d e K(LQ ) vérifian t : 

(a) H - * p 

(b) H /H =- CY X a . 
P P 

La conditio n (a ) impliqu e ([DP] , 2.3 ) qu e H  es t totalemen t isotrop e 
L 

pour e  ,  donc l a conditio n (b ) a u n sens . De plus , l e group e 

G(L )x__# _ x H es t un e extensio n commutativ e d e H  pa r G  ,  et i l es t - o  K  ( L _ ; m 
1 * 

facile d e voi r que , k  étan t parfait , Ex t (^p'^ ) = °  "  donc d'aprè s 

( [ D P ] , 4.1) , le faiscea u L q s e descen d e n u n faiscea u inversibl e L 

sur E 1 X E2/H qu i vérifi e alor s K(L ) = - ax x ap et ,  d'après (  [ D P] , 4.2 ) 

et l a conditio n (b) . 

Il n e rest e plu s qu' à trouve r H  .  Si G  es t u n k-schém a e n 

groupes fin i commutati f annul é pa r p  ,  on not e M ( G ) so n modul e d e 

Dieudonné ([GA] , [ l ] ) : c'est u n k-espac e vectorie l d e dimensio n 

finie, mun i d e deu x endomorphisme s d e group e additif , F Q e t V Q , 

vérifiant : 

FQ(Xx) =XPFQ(x) ,  VQ(XPx) =XVQ(x) ,  FGVG = V G F G =0 ( x € M( G) ,  X € k). 

En particulie r : 

. M(< * )  =- k ave c F  = V = O 
P 

. M(pE1 ) possèd e un e base d u typ e (e,Fe ) ave c V e = Fe . 

On rappell e enfi n qu e M(G ) s'identifi e à  Hom^(M(G),k ) ,  avec F  e t 

V donné s pa r : 
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(F£cp)(x) = cp(VQx) P 

-1 
(V£cp) (X) = cp(FQx) P (x £ M(G) , cp € M(G) ) . 

En particulie r un e form e bilinéaire alterné e su r G  ,  à valeurs dan s 

G ,  induit un e form e bilinéair e alterné e B  : M(G) XM(G) *  k ,  véri-
m 

fiant B(Fx,y ) =  B(x,Vy) p . 

Posons M  =  M(K(LQ) ) :  il adme t un e base ( e ^ F e ^ e ^ F e ^ ave c 

Fe. = Ve. .  D'autre par t le s deu x facteur s E . e t E 0 d e K( L ) 
i l c  L  p l p z o 

sont orthogonau x pou r l a form e e  ° ,  donc l a form e bilinéair e B  in -

duite su r M  vérifi e B(e^,e_. ) = B(Fe^,Fe_. ) =  B(e^,Fe_. ) = O  pou r 

i / j .  Elle es t don c déterminé e pa r le s deu x scalaire s B(e.,Fe. ) =  Q. 
L 1 1 1 

(i= 1,2), tous deu x non nul s ca r e  es t no n dégénérée . 

Soit H  u n sous-group e d e K ( L Q ) , isomorph e à  x p : il es t 

déterminé pa r u n plongemen t &  < = — K ( L )  , ou encor e pa r u n morphism e 
p o 

surjectif c p s M k  ,  vérifiant cpo F = O  .  On vérifi e alor s facile -

ment qu e Mdî^/H ) es t isomorph e à  Ke r cp/(Ke r cp)"1 " , et i l s'agi t don c 

de détermine r c p pou r qu e Ke r cp/(Ke r cp)"1 " M ( « x« )  . 1 1 suffit 
P P  _L 

pour cel a qu e F  (Ker cp ) e t V(Ke r cp ) soien t contenu s dan s (Ke r cp ) , 

et mêm e l a première inclusio n suffi t puisqu e H^/ H es t isomorph e à 

son dual . Nous pouvon s suppose r qu e cp(e^ ) = 1 :  alors c p es t détermin é pa r 

cp(e2) = a ^ k ,  puisque cp(Fex ) = cp(Fe2 ) = O  .  (E n fai t l e scalair e a 

est simplemen t l a pent e d e l'algèbr e d e Li e d e H  dan s cell e d e 

p E l * p E 2 K 

Ker c p a  pour bas e Fe 1 ,  Fe2 ,  e2~aei • 

F (Ker cp ) es t engendr é pa r Fe 2 - aPFe1 ;  il es t orthogona l à 

Ker c p s i e t seulemen t s i B(e2~ae 1 , Fe2~aPFe1) =  O  ,  les autre s rela -

tions d'orthogonal!t é étan t toujour s vérifiées . Celle-c i s'écri t : 

O =  B(e2,Fe2 ) 4 - a ^ B l e ^ F e ^ 

autrement di 1 ap+1 = 92 
. I l y  a  donc de s solutions , quitt e à  éten -

dre l e corp s d e base. O n voi t e n particulier qu e s i l'o n pren d E - = E0 , 
2 L Z 

l'équation devien t aP+ 1 =  - 1 ,  qui impliqu e a p = a ;  on aur a don c de s 

solutions dè s qu e k  contien t l e corp s à  p  éléments . 

139 



L. MORET-BAILLY 

Signalons qu'un théorème de Oort [5 ] montre que si A  es t une 

surface abélienne su r un corps algébriquement clos , contenant a x ex , 
P 

alors A  es t isomorphe au produit de deux courbes elliptiques super -

singulières . 
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ABSTRACT 

PENCILS OF CURVES OF GENUS AT LEAST TWO 

(a seminar at the E.N.S. organised by L. Szpiro) 

This seminar contains eigth papers that we can divided int o 

four groups : 

Semi-stable réduction (expos é 1 by M. Deschamps). This is a local 

study of the semi-stable réduction of curves by the method of Artin-

Winters augmented by more précise results due to M. Raynaud an d 

J.-F. Boutot . 

Numerical properties of the relative dualizing shea f (expos é 3). 

This part proves, in any characteristic, the numerical positivity of 

the relative dualizing shea f ( a theorem of Arakelov in char, zéro) . 

Then a bound fo r the self-intersection of this sheaf is given which 

allows one to give a proof of the Chafarevich and Mordell conjecture s 

in any characteristic. It is also shown that complète familie s of 

ordinary curves are constant. 

Vanishing and conterexamples to vanishing (expos é 2 by R. Ménégaux, 

exposé 4 by M. Flexor, exposé 5 by R. Fossum). It is proved that the 

relative dualizing shea f satisfies Kodaira-Ramanujan vanishin g 

(exposé 2). The two other papers give new conterexamples to  Kodaira-

vashing and closedness of global one forms in char, p) O . 

Rational pencils (exposé s 7 and 8 by L. Moret-Bailly, an d exposé 6 

by A. Beauville). In the papers 7 and 8 are constructed exemple s o f 

non constant familie s of principally polarized abelian varieties of 

dimension two over the projective lin e (char , p> O ) . I n 6 it is 

proved that a semi-stable non constant famil y of curves of genus at 

least two, overP 1

c must have at least fou r degenerate fibers. 
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