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INTRODUCTION

Ce volume contient les rédactions détaillées et organisées d'un certain nombre d'ex-
posés du séminaire sur les modéles de l'arithmétique de Péano, qui se tient a

Paris VII depuis l'automne 1977. L'arithmétique de Péano est la théorie axiomatique
dont le modéle "standard" est 1'ensemble IN des entiers non-négatifs muni de sa
structure d'ordre et des opérations d'addition et de multiplication. En plus d'un
nombre fini d'axiomes pour la structure d'ordre et la définition par récurrence de
1'addition et de la multiplication, cette théorie comprend une infinité d'axiomes
qui expriment que tout ensemble non-vide défini au moyen d'une formule du premier

ordre posséde un élément minimum (schéma d'axiomes d'induction).

D'aprés les travaux de Skolem et de Godel dans les années 1930, on sait que cette
théorie posséde des modéles qui ne sont pas isomorphes au modéle standard. Un tel
modéle non-standard est composé des éléments non-négatifs d'un anneau ordonné et
non-archimédien; cependant 3 cause des axiomes d'induction, les modéles non-stan-
dards: sont munis d'une structure extrémement riche et pratiquement inextricable.
Or, en utilisant des codages classiques, on peut définir, par des formules ne por-
tant que sur l'addition et la multiplication, les autres fonctions et relations
arithmétiques telles que 1'exponentiation, la mise en facteurs etc et en prouver les
propriétés usuelles. Godel a exploité ce pouvoir d'expression de la théorie dans la
démonstration de son célébre Théoréme d'Incomplétude; ce théoréme moyennant les tra-
vaux de J. Robinson et Y. Matijasevich, a pour conséquence qu'il existe un modéle
M de l'arithmétique de Péano et une équation diophantienne qui posséde des solu-
tions dans M sans en avoir dans le modéle standard IN. Ce théoréme établit donc la
"faiblesse" de la théorie axiomatique, et, en méme temps, "l'étendue" de la classe

de ses modéles.

Depuis les découvertes de Skolem et de Godel, 1'étude des modéles de 1'arithmétique
se poursuit dans 1'espoir que ce travail contribuera, 3 terme, 3 mieux comprendre la
structure de N, soit en servant 3 démontrer de nouveaux théorémes d'arithmétique,
soit en précisant des difficultés, tant techniques que conceptuelles, qu'on risque
de rencontrer en théorie des nombres ou en combinatoire. Bien que cet espoir soit
loin d'8tre pleinement réalisé, les développements récents ne l'ont pas trahi; bon
nombre de résultats exposés dans ce volume mettent en évidence la richesse structu-
rale des modéles étudiés, et certains ménent 3 de nouveaux théorémes combinatoires
d'énoncé simple, et qui, cependant, ne sont pas démontrables dans l'arithmétique de
Péano; ce qui donne de nouveaux exemples, au niveau de l'arithmétique, du phénoméne

d'incomplétude.



Dans ce volume il y a six exposés .

Les deux premiers traitent de travaux de J.Paris, L.Kirby et L.Harrington. Pour ana-
lyser les sous-modéles d'un modéle non-standard, Kirby et Paris ont introduit un ou-
til élégant et puissant, la méthode des indicatrices, et leurs travaux ont abouti i
un nouveau théoréme d'incomplétude; or Paris a trouvé des variantes du théoréme de
Ramsey qui sont indépendantes de l'arithmétique de Péano; une telle variante parti-
culiérement limpide &tait trouvée ensuite par Harrington. Ces travaux sont relatés
dans 1'Exposé 1 (L. Kirby) et 1'Exposé 2 (D. Lascar). Dans les Exposés 3 et 4

(K. Mc Aloon), on établit le rapport entre le "nouveau" théoréme d'incomplétude et
"1'ancien", et on étend les résultats de Paris-Harrington sur les théorémes combina-

toires 3 une progression transfinie de théories axiomatiques.

Dans 1'Exposé 5 (M.A. Dickmann) et 1'Exposé 6 (J.P. Ressayre) on change de point de
vue et on étudie les extensions d'un modéle. Pour cela on fait une analyse des types
3 la fagon de H. Gaifman. Un type au-dessus d'un modéle correspond 3 "un point a
1'infini" et 1'analyse des types permet d'étudier les extensions possibles du modéle.
Dans ces deux exposés, on insiste sur le fait que 1l'existence de certains types et
donc de certaines extensions de modéles, est lige de fagon spécifique a certains
théorémes combinatoires de l'arithmétique de Péano. Enfin on applique la "machine-

Ul

rie" ainsi élaborée pour démontrer un beau résultat de F. Abramson et L. Harrington

sur 1l'existence de modéles non~dénombrables n'admettant aucune suite d'éléments in-

PR

discernables de longueur supérieure 3 un nombre entier fixé a 1'avance.

Ces textes ont été dactylographiés avec soin et persévérance par Mme Colette Pradier

et Melle Bornia Chaouche; nous leur exprimons tous nos remerciements.

K. Mc Aloon
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EXPOSE 1

LA METHODE DES INDICATRICES ET LE
THEOREME d' INCOMPLETUDE

L.A.S. Kirby

1. PRELIMINAIRES

Le langage de 1l'arithmétique est celui du calcul des prédicats du premier

ordre avec égalité ayant deux symboles de fonction binaire, + et ., pour l'ad-
dition et la multiplication, un symbole de fonction unaire, S, pour le successeur
et un symbole de constante O, pour le zéro. Dans toute la suite sauf indication
au contraire, "terme" ou "formule'" voudront dire terme ou formule de ce langage;
"théorie'" signifiera une théorie non-contradictoire ou consistante de ce langage.
Pour toute formule ¢ on conviendra que 1l'écriture ¢(v],...,vk) signifie

que les variables libres de ¢ sont comprises parmi ViseresVy oo Les axiomes de
Péano du premier ordre sont composés des axiomes pour les fonctions primitives

Yv(Sv # 0)
Yu Yv(u # v + Su # Sv)

Yu(u+0 = u)
Yu Vv(u+Sv)= S(u+v)

Yu(u.0 = 0)

Yu VYv(u.Sv = u.v+u)
et le schéma d'induction : pour toute formule O(x,v],...,vn)
Yvpe.. VVII[LG(O,VI,...,Vn) AVx [O(x,v],...,vn) -
O(Sx,v],.‘.,vnﬂ] +> Vx @(x,v],...,vn)]

Nous notons ® 1'ensemble des conséquences de ces axiomes.

Par un modéle ou structure pour le langage de l'arithmétique nous comprenons

" . P, - . M .
la donnée d'un ensemble non-vide M, d'un &lément distingué O € M, de fonctions

o . M M . L. M
binaires + et . de M2 dans M et une fonction unaire S de M dans M.
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Pour alléger les notations nous confondrons systématiquement 1'ensemble de base
M avec le modéle dont il est le domaine et nous omettrons les indices M des
fonctions et du zéro . Si M et M' sont deux modéles nous disons que M est

un sous-modéle ou sous-structure de M' ou que M' est une extension de M

si (i) MecM' en tant qu'ensembles, (ii) les deux modéles ont le méme &lément

zéro,-et (iii) les fonctions du modéle M sont les restrictions de celles de M'.

Quand M est un sous-modéle de M', nous écrirons McM'., Si ®(vl,...,vn) est

une formule et si M est un modéle, nous écrirons M E Q(al,...,an) pour signi-

fier que la suite ayseee,al d'éléments de M satisfait la formule ¢(vl,...,vn)

dans M. Nous noterons souvent une suite finie ajsecesa  par 3 et une suite

ViseeesVy de variables par V; nous écrirons indifferemment ¢(a],...,an)

ou ¢(3a) et ¢(vl,...,vn) ou ®(V); on écrira aussi & 1l'occasion 3 e M

au lieu de <a',.i.,an>eM“ .

Une partie X <M est définissable (dans M) s'il existe une formule
@(vl,...,vk,u],...,un) et des éléments apyeeesa de M tels que, pour

tous bl,...,bke M, on a

<b1,...,b >eXe> M = O (bl”"’bk’al""’an) .

k
Si M est un modéle de @ il y a un ordre linéaire canonique définissable sur M :
on pose a s b ssi Mk 3v(a+v = b). Le schéma d'induction entraine alors le

principe de 1'élément minimum : si Mm@ et si X ¢ M est une partie définissa-

ble non-vide, alors X a un élément minimum pour 1'ordre canonique sur M. Nous

. . k PP . .
dirons qu'une fonction F : M + M est définissable si son graphe est une partie

définissable de Mk+l. Notons que pour les modéles de & , les fonctions définissa-
bles satisfont & "l'axiome de remplacement" : si F : M > M est définissable,
alors pour tout a ¢ M, il existe b e M tel que Mk ¥x(x<a »F(x) <b),
autrement dit, 1'image par F d'un sous-ensemble borné de M est aussi bornée

dans M.
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Les entiers naturels ® = {0,1,2,... } munis des opérations arthmétiques
usuelles forment un modéle de ® que nous appelons le modéle standard; tout modéle
qui ne lui est pas isomorphe s'appelle non-standard. L'ensemble des formules clo-
ses satisfaites dans (N est noté & et est appelé la théorie de N ou la vraie
arithmétique. Une partie I d'un modéle M de @ est un segment initial de M
si pour tous a,b €M,

be€I et a<b=)acl
Dans ce cas, nous disons que M est une extension finale de I et nous écrivons,
si I #M, I CeM ou I <M. Si a ¢ M-I, on écrira parfois I < a. Clairement,
tout modéle non-standard M de P posséde un segment initial propre isomorphe & &
que nous identifierons toujours avec N. Donc & < M ou ® g M. Si N <M etsi

‘

N <a ¢ M, on dit que a est un entier infini ou non-standard de M.

Le principe de débordement se formule de la fagon suivante : soit M B & et

soit I< M sans élément maximum (c'est-&-dire, fermé pour 1'opération de succes-
seur); alors I n'est pas définissable dans M. Ce principe est une conséquence

facile du principe de 1'élément minimum appliqué & M - I. Plus généralement, on

voit que toute partie de M sans &lément maximum qui est bornée dans M ne peut
étre définissable.

Remarquons que, pour tout modéle non-standard dénombrable M de & , le type
d'ordre de la partie non-standard M - N est (w* +wn , ol w* + w est le type
d'ordre des entiers Z et n est celui des rationnels. En effet, pour a,b€M-N
posons

avb ¢ a= btn pour un entier standard n€N.

Alors chaque classe d'équivalence a le type d'ordre de 2. Voyons qu'il y a une
collection dense de ces classes d'équivalence : soit a,b € M-N tel que a<hb
et b - a>N, c'est-a-dire, a et b sont inéquivalents; alors il existe un
entier ¢ de M tel que a<c <b et b-c et c - a sont tous deux non
standards - il suffit de choisir ¢ tel que ME b +a=2cvb+a=2+1,.
Démontrons maintenant un résultat classique du sujet, le théoréme de
Mac Dowell-Specker, [M,S] qui sera souvent utile dans la suite.
Si M' est une extension &lémentaire de M - M < M' et Mk d(d)eoM' E &(3)
pour tout 3@ € M et toute formule ¢ - nous &crirons M < M', Si M < M' et

M ch', nous écrirons M <f M'.

I.1. Théoréme (Mac Dovell-Specker) Tout modéle dénombrable de ® a une extension

élémentaire finale propre.

Démonstration Soit M un modéle dénombrable de & . Nous construisons un ultra-
filtre U sur les ensembles définissables de M tel que

(i) X €W = X est non-borné dans M
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(ii) si F : M+ M est une fonction définigssable dans M qui a pour image
une partie bornée de M, alors il existe x e¢ M tel que F-] {x} e . Afin de
construire W , prenons une liste F., i € N, de toutes les fonctions ayant la
propriété évoquée dans (ii). Définissons une suite X;s i € N, de parties définis-
sables et non-bornées de M ainsi : Xo =M, xi+I = Xi n F;I {x} pour un x
tel que Xi n F;‘ {x} est non-borné. Soit U le filtre engendré par les Xi. Il
est alors clair que si X est une partie définissable de M, alors soit X e\
soit M - X eU - la fonction caractéristique de X sera Fi pour un i e N et
donc la comstruction assurera que X 2 Xi+] ou M- X2 Xi+] . Soit M' 1'ultra-
puissance de M formée 3 partir de U en n'utilisant que les fonctions définissa-
bles de M dans M. Le principe de 1'élément minimum permet de définir des fonc-
tions de Skolem dans M; donc on vérifie comme pour les ultrapuissances ordinaires
que M < M' . Pour vérifier que M' est une extension finale de M, supposons que
FeM' ol F est la classe d'équivalence de la fonction définissable F : M + M
et que M' b F<a pour un certain a ¢ M. Nous avons donc

{x e M: Mp F(x) < a}l e u

F(x) si F(x) <a
Soit G(x) = { ; alors G est définissable dans M
a sinon

et M' o F = G. Mais, par (ii), il existe b e M tel que

{y : G(y) =b} e W ; c'est-a-dire, M' kG = b.
Si b était égal & a on aurait

{yeM:MpF(y) 2ateu,
ce qui est impossible puisque W est un filtre. Donc nous avons b < a et

i
M' = F « b, ce qui démontre que M':EM' C.Q.F.D.
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II. LES CODAGES.

On écrit VYx <y & pour abréger Vx(x <y + ®) et 3x <y ¢ pour abréger
I x(x <y A d); les quantificateurs qui apparaissent dans ce contexte sont appel-
. o o o
lées des quantificateurs bornés. Une formule est dite Zo ou ﬂo ou Ao

ou i quantification bornée si elle contient que des quantificateurs bornés; en con-

. o o .
tinuant par récurrence, on dit qu'une formule est Zn+] (resp. Hn+l) si elle est

de la forme 3 Xpeee A% Y (resp. Vxl... ka ¥Y) ot Y est Hz (resp. Ez). Soit @ une

extension de ¢ , @2 ®. Nous dirons qu'une formule d>(v|,...,v ) est

k
Zz (resp. Hg) dans @ s'il existe une formule Z: (resp. H:) W(vl,...,v

)

telle que @ ¢ Vvl,..., Vvk( ¢(vl,...,vk)b—»W(vl,...,vk); nous dirons que
¢(vl,...,vk) est A: dans @ si ¢ est 3 la fois Z: et H: dans @ . Donc
une formule w(v],...,vk) est AT dans % - la théorie du modéle standard N -
si et seulement si Y définit dans IN une relation récursive. Si W(v],...,vk)
est AT, dans G , alors Y est absolue dans le sens suivant : soient M <f M'
deux modéles de @ ; alors pour ayeed) € M, MEk ?’(al,...,ak)cv

M | W(a],...,ak). (La réciproque est aussi exacte : si Y = ?(v],...,vk)

est absolue pour a, alors Y est A? dans & . Pour une démonstration rapide
de ce fait, on peut utiliser les résultats de Gaifman dans (G] : il y est
démontré, comme conséquence des travaux de Robinson-Matijasevich, que si McM'
sont des modéles de ® , alors ona M<4M" < M' ot M" = {x e M' : il existe
ae¢ M, x <a} ; Donc quant aux modéles de @ ou & 2 ¢ , si une formule

¢(vl,...,vk) est persistante par rapport aux extensions finales, ¢ est persis-
tante par rapport 3 toute extension et, par des résultats bien connus, une telle ¢
doit donc &tre équivalente dans & i une formule existentielle, alors Z?.)

Soit F(vl,...,vk,x) une formule et soit & une extension de € ; on dira par
abus de langage que F est une fonction dans G si 1'on a

ot PVv],..., vv.  3lu F(vl,...,vk,u); dans ce cas, on parlera de la fonction

k
F(v],...,vk) et on écrira F(vl,...,vk) = u plutdt que F(vl,...,vk,u). Si

F(v ..,vk) est une fonction dans Gl et si F(v],...,vk) =u est $° dans Q,

1" 1

alors il est aisé de voir que F(v],...,vk) = u est en fait Ao dans G et donc
absolue. Les fonctions usuelles de 1'arithmétique x + y, x.y, Sx, 2x, xy,...
sont toutes A? dans € .

Si F(v],...,vk) = u ast une fonction A? dans G ol 2@ et si M <f M'

sont des modéles de ., alors quels que soient a],...,ak,b e M,
M= F(al,...,ak) =2b&S M PR F(a],...,ak) = b. Dans ce contexte on peut donc parler

sans ambiguité de la valeur F(al,...,ak) pour a;,...,a € M,

k
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Soit f : qu N une fonction récursive; s'il existe une fonction AT dans € ,
disons F(xl,...,xk) = y, qui satisfait
NPF@P””%)-m@me“”%)=m
alors on dit que f est une fonction récursive prouvable. Les fonctions récur-

sives” prouvables constituent une classe tré&s riche qui contient les fonctions
primitives récursives; cependant elle n'épuise pas la classe des fonctions récur-
sives et dans le §2 de 1'exposé suivant on donnera un exemple d'une fonction récur-
sive définie par une propriété de type Ramsey qui "croit plus vite" que toutes les

fonctions récursives prouvables.
o
1.

oo o : . . : . . €me
primitives récursives et en particulier la fonction i + P; » le i nombre

D'aprés les travaux de Godel on sait définir dans & de fagon A, 1les fonctions
premier. On définit alors une "relation d'appartenance' :
E(m,n) & P divise n

et 1'on a le schéma de compréhension suivant :

II.1. e+ Vxl e ¥ Vv 3y Vx(E(x,y) ¢ x<v A x,x],...,xk)

Quant aux modéles M de ®, 8i X g M est une partie définissable de M et
si.a €M, alors {x e M : x € Xax<a} ast codé dans M en tant qu'ensemble
fini au sens de M. Notons ici aussi le fait évident que tout sous—ensemble fini
(dans le sens usuel) X < M ast définissable dans M et est codé dans M en
tant qu'ensemble fini.

Au moyen des fonctions et des relations primitives récursives on peut formuler
les diverses notions élémentaires de la Logique - formule, variable,.., de la thé-
orie des ensembles (héréditairement) finis, de la combinatoire finie et de la
théorie des jeux finis. A titre d'exemple, on peut formuler et démontrer dans @

le théoréme suivant :

/ \
II.2. THEOREME Soit J un jeu fini 3 information parfaite 3 deux joueurs sans

partie nulle. Alors un des joueurs a une stratégie gagnante.

10
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III. LES INDICATRICES

L'idée d'une indicatrice est due surtout & J.B. Paris et a &té développée
par celui-ci et 1l'auteur dans (K,P], [K) et ([P). Une anticipation certaine de
cette technique se trouve chez H. Friedman dans ( J. Si 1'on se donne une classe
de segments initiaux d'un modéle M non-standard de l'arithmétique, une "indica-
trice" est une fonction qui, tout en étant définie dans M, nous donne de 1'infor-
mation sur la répartition dans M des segments initiaux de la classe. J. Paris
a exploité cette méthode pour donner une nouvelle démonstration sans "autoré&fé-

rence" du théoréme d'Incomplétude de Godel ce que nous verrons dans la suite.

III.1. DEFINITION

-

Soit S wune fonction qui associe 3 tout modéle M de @ une classe SM
de segments initiaux de M, soit Y une fonction & deux arguments qui est A?
dans ® . On dit que Y est une indicatrice pour S si, quel que soit le modéle
dénombrable M k @ , on a pour tous a,be¢M

Y(a,b)> N ¢ il existe I €SM tel que a<Ic<b

Bien des classes naturelles de segments initiaux possédent des indicatrices;

par exemple, la fonction
Y(x,y) = le plus petit z tel que vy <(x+2)z

est une indicatrice pour la classe des segments initiaux d'un modé&le qui sont
fermés par rapport 3 la multiplication.

Soit & une théorie, la classe des segments initiaux d'un modéle M qui sont
(en tant que sous-structures de M) des modéles de & , sera notée S; = Sz
et elle jouera un rdle important dans la suite. Nous démontrerons qu'il existe pour
toute théorie récursivement axiomatisable @ une indicatrice Y, . Comme nous
verrons dans les expos@s 2, 3 et 4 certaines théories, notamment &, possé&dent des
indicatrices "combinatoires" et celles-ci y seront &tudiées en détail; pour les
exposés suivants, donc, 3 l'exception du §III du troisiéme exposé, on n'aura pas
besoin d'un théoréme général pour 1'existence des indicatrices Y, , ce théoréme
sera tout de méme nécessaire pour établir le théoréme d'incomplétude en toute

généralité dans le paragraphe suivant.

III.2. THEOREME

Toute théorie récursivement axiomatisable posséde une indicatrice.

DEMONSTRATION

On fixe tout d'abord une &numération primitive récursive < 9n > des formules
iéme

du langage de l'arithmétique telle que la n formule a au plus n-variables

1
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libres et aussi une énumération primitive récursive <A > d'un systéme d'axiomes
n
pour &;un tel systéme existe toujours par un résultat bien connu de Craig.

~

Ces énumérations s'étendent donc canoniquement 3 la partie infinie de tout modéle
non standard de ® . Plagons nous maintenant 3 1'intérieur d'un modé&le non-standard
M de €. Soient a,b,c des entiers, avec a < b. Définissons un jeu Jc(a,b)

3 deux joueurs que.,l'on nomme 1| et 2. L'idée du jeu est la suivante : 2 prétend
qu'il existe un segment initial I & tel que a < I<b; 1 pose des questions

~

32 2 en espérant l'amener 3 contredire son Affirmation. Le jeu dure pendant c

iéme . - S =
coups : au n coup | pose les questions « Est-ce que & ¢I» ol € est une

suite de longueur au plus n d'éléments <b; si la réponse de 2 est «ouiw, | pose
la question «Zst-ce que If O(e)» o O= @(v],...,vn) est une des n premiéres
formules de 1'énumération ; 2 doit répondre soit «I B O (&)» soit «I F 10 (e)»;
si la réponse de 2 est que <«I | O (&)», alors si O est de la forme
Ju O'(u,v],...,vn), 2 doit fournir un entier d<b et la réponse
« Xd,e)sy et si O est de la forme O'v 0" 2 doit affirmer soit <«I = 0% soit
« R O» Aprés c coups le joueur | a gagné si, parmi la liste des réponses de 2
lors de ces c coups se trouve
soit (i) une réponse «I Pk ©O,> ol O est parmi les c-premiers axiomes A],...,AC
de a.
soit (ii) des réponses qui contredisent l'affirmation de 2 que a<I<b et
que I est une sous-structure de M close pour les fonctions primitives; & sa-
voir une combinaison de rédponses d'un des types suivants
ou «a ¢ I»
ou «b € I»
ou «d € 1>» et <«<e ¢ I», bienque e < d
ou «d ¢ I», <«e e I »mais «d.en» ¢I
ou <«dtefIx»
ou <«d+c = fy, bien que d+e # f
ou «d.e = fy», bien que d.e ¥ £
ou <«d+e ¥ f», bien que d+e = £
ou «d.e ¥ f», bien que d.e = £
(iii) une combinaison qui contredit la définition Tarskienne de la vérité
dans 1I; c'est-a-dire,
ou bien I =10 5 et <«<IEO »
ou bien «I I 13y 8(v,e)? et «I k 0O (d,e)»
ou bien «I I 7(0'v0")>» et «I MmO'>> ou «I k 0">»
Autreméent 2 gagne la partie. Dans M - ol nous raisonnons - Jc(a,b) est un
jeu fini & information compl&te sans partie nulle. Or, c'est un théoréme de @

que dans un tel jeu, 1'un des joueurs a une stratégie gagnante. Définissons alors

12
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pour a<b
Ya (a.b) = 1le plus petit c tel que ]| a une stratégie gagnante

pour Jc(a.b)

Vérifions que Y, est bien définie : un tel c existe toujours parce que |

a la ?Eratégie gagnante suivante pour Jb-a+l(a’b):
Au x °T€ coup, | pose la question «a+x-1 est-il dans I ; aprés b-a+l
coups l'ensemble des x tels que 2 a dit «x ¢ I» est définissable et donc
cet ensemble a un élément minimum, disons Xy s$'il est non-vide. Le joueur 2
a donc produit une contradiction de type (ii) : wx - lel», “X ¢ I>» .

Maintenant supposons qu'il existe Io< M tel que a e I°< b et I0 Fa .
Nous voulons en déduire que Y, (a,b)> . Mais supposons que | ait une stratégie
gagnante pour un jeu Jn(a,b), n ¢ O. Imaginons une partie du jeu ou | joue selon
cette stratégie et 2 répond avec la vérité dans Io’ c'est-3d-dire, 2 dit «& e I »
si et seulement si g€ Io et «I F 0> 8i et seulement si I0 [ e) . La suite des
réponses de 2 est vraiment finie, donc définie dans M; ce qui signifie que 1l'on
peut jouer cette partie dans M. Mais 2 n'a pu produire aucune combinaison contra-
dictoire de type (i), (ii) ou (iii), donc 2 a gagné ce qui contredit notre supposi-
tion que la stratégie de | &tait gagnante.

Alors, parce que le jeu Jn(a,b) est déterminé dans M pour tout n € &, le
joueur 2 doit avoir une stratégie gagnante. Par le principe de débordement, 2 doit
avoir une stratégie gagnante pour un jeu Jc(a,b) avec c>WN; donc Y,q(a,b)>tN.

Réciproquement, supposons que YC*(a,b)> N, nous allons construire un I° FE &
entre a et b. Prenons c>& et une stratégie gagnante €M pour 2 dans le
jeu Jc(a,b). En utilisant le fait que M est dénombrable, construisons une liste
< éi, C&> , 1 ¢ O, de tous les couples correspondant aux questions possibles de 1,
ol la longueur de Ei est au plus 1 et ol Oi est une des 1 premiéres formu-
les de l'énumération fixée au départ. On supposera aussi qu < éZn’ Cbn> = <¢’Ar17
Bien slr cette liste n'est pas définie dans M !

Pour n ¢ N, considérons la partie de Jn(a,b) jouée par 2 selon sa stratégie

o pour Jc(a,b), et par | jouant <@ Ol> seees < én’ en’ . Cette partie est vrai-

T
ment finie et elle est donc définie dans M; nous pouvons la prolonger en une par-
tie semblable de Jn+’(a,b) et plus généralement de Jm(a,b) pour tout me¢N,
m2zn, ces parties &tant toujours codées dans M. Soit R 1la réunion des réponses
de 2 dans toutes ces parties des jeux Jm(a,b) pour melN; dans R ne se trouve
aucune combinaison contradictoire de type (i), (%i) ou (iii). En effet, s'il en
existait une, elle aurait dii paraitre avant le mléme coup pour un m ¢ N et alors
2 aurait perdu Jm(a,b), ce qui est impossible parce que & est gagnante pour

Jc(a,b) et donc pour Jm(a,b).
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Soit Io = {e :«a ¢ I»e R} . Vérifions que Io est le segment initial cherché.
Puisqu'il n'y a pas de contradiction de type (ii), a < I« b
et Io est un segment initial de M qui est clos pour successeur , addition et
multiplication; puisqu'il n'y a pas de contradiction de type (iii), on peut
démontrer par récurrence sur la complexité des formules que

I B O (8) ¢=>«I  O(8)>e R

Quelle que soit la formule 6.Traitons, par exempleyde la clause d'induction pour la
quantification existentielle : d'une part, si IO B 3x O(x,8), on a IO E 0(d,é&)
pour un d eIo et par 1'hypothése de récurrence, <<I B O (d,8)»€ R; donc par le
choix des questions de 1, et (iii), on a forcément «I k 3x O(x,e)re R;
réciproquement, 8i «I R 3Ix O(x,8)» ¢ R, les régles du jeu requiérent
«I ¢ O (d,@)»¢R pour un d<b, et par 1'ypothése de récurrence, Io r O (d,8)
et Io B 3Ix O(x,€). Les autres clauses d'induction se traitent exactement de la

iéme .
axiome An

méme fagon. Pour avoir 1 k&, il suffit de remarquer que le n
de & doit paraitre dans notre liste comme Om pour m = 2n et que
&l Ad»e R parce que 2 doit gagner dans le jeu Jzn(a,b).

Pour finir, il suffit de noter que notre construction fournit une fonction
Yel(x’y) = z qui est AT dans ®; en effet les énumérations, les fonctions et
les relations qui servent 3 définir les jeux Jz(x,y) les parties de ces jeux et
les stratédgies gagnantes sont abgolues, et nous venons de voir que Y, (x,y) = 2
définit une fonction totale dans un modéle non-standard arbitraire M de & ;
autrement dit, ®r ¥x,y 3lz Y(x,y) = z et Ye*(x,y) = z est bien une fonction

A] dans ©. C.Q.F.D.
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IV. LE THEOREME d'INCOMPLﬁTUDE

Dans ce paragraphe, soient > ¢ une théorie récursivement axiomatisable,
Y= Yci une indicatrice pour gl qui est A? dans @« , M un modéle dénombrable
non-standard de &« , et S = %1 la classe des segments initiaux de M qui satis-
font & . Nous supposerons, sans perte de généralité, que
MpE ¥VxVy Y(x;y)sy
Ceci est vrai pour les indicatrices ci-dessus et une modification triviale de Y

1'assure pour toute indicatrice Y.

IV.1. PROPOSITION Soient a,b € M tels qu'il existe I e¢ S avec a < I < b.

Alors il existe une infinité de I ¢ S tel que a < I < b.

DEMONSTRATION Il suffira de produire c¢ tel que a<c < b et Y(a,c)> N,
Y(c,b) > N. La proposition suivra par itération de ce processus. Considérons
1'ensemble

X={x:a<xs<sb et Y(x,b) < Y(a,x)} *
Cet ensemble est non-vide (puisque beX) et il est défini dans M. Soit c¢ 1le
plus petit élément de X. Alors Y(a,c)>Y(c,b). Si Y(c,b)>W&N, alors Y(a,c) >N
ce qui nous suffit. Donc supposons que Y(c,b)eMN : c'est-d-dire, qu'il n'existe
pas de I €S entre c et b. Mais il existe un tel segment entre a et b,
et alors celui-ci se trouve entre a et c; ce segment étant fermé pour successeur,
il se trouve entre a et c¢ - l; donc Y(a,c-1) >N. Par le méme raisonnement,
il n'y aucun élément de S entre c-1 et b, donc Y(c-1,b) < N, ce qui implique

que c-! ¢ X. C'est une contradiction parce que c¢ est 1'élément minimum de X.

IV.2. COROLLAIRE Soit (N <be M et supposons que Nk & . Il existe alors
I¢ S tel que N< I< b.

DEMONSTRATION En effet, d'aprés la proposition il existe une infinité d'éléments

de S entre O et b parce que IN ¢ S.
IV.3. PROPOSITION Soit a ¢ M; alors il existe I¢ S tel que a< I < M.

DEMONSTRATION Prenons M' (f M, ce qui existe par le théoréme de

Mac Dowell-Specker. Soit n eN. Pour tout c ¢ M' - M, ona M'f Y(a,c)> n
puisque M ¢ ng . Soit < le plus petit élément de 1'ensemble suivant qui est
défini dans M-{x eM' : M' k Y(a,x) > n} . Alors c e M (par débordement) et
M= Y(a,co) > n, par l'absoluité de Y. Donc pour tout n ¢ N, ME vyv(a,y) > n.
Par débordement, il existe e >N tel que M| 3y Y(a,y) >e, ce qui suffit pour

la proposition.
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Aprés ces exemples de résultats sur la structure des classes qui ont des indi-
catrices, nous nous mettons en chemin vers le Théoréme d'Incomplétude. D'abord
notons que, M étant arbitraire dans la démonstration de la proposition , on

peut déduire :

IV.4. COROLLAIRE Pour tout n e O, @t vx 1y Y(x,y) > n.

Le lemme décisif ressemble & la proposition IV.I.

IV.5. LEMME Soient a,b ¢ M tels que Y(a,b) > N. Alors pour tout c>WN il
existe de M tel que a<d ¥ b et O <Y(a,d)<c.

DéMONSTRATION Par 1'absurde. Supposons que c>N et que pour tout d<b

Y(a,d) &N & Y(a,d) 3 c
Prenons le plus petit &lément e de M tel que M = Y(a,e) > c. Alors il existe
I ¢S avec a <I <e. Le segment initial I é&tant fermé pour successeur, on a
I <e <1 et Y(a,e~1) > N. Donc Y(a,e-1) > ¢ ce qui contredit la minimalité

de e.

IV.6. DEFINITION L'index de I est défini par

i(I) = {xe M : Y(a,b) > x quels que soient a e I, b e M-I }
L'ensemble i(I) est un segment initial de M qui n'est pas forcément fermé
pour successeur. Nous avons toujours i(I) ¢ I parce que Y(a,b)< b pour tout b;

et aussi I ¢ S entraine i(I) >WN. Si N & , alors i(N) = N.

IV.7. COROLLAIRE Soient a,b € M. S'il existe I ¢ S satisfaisant a<1I < b,

alors il existe I ¢ S satisfaisant a < I < b et 1i(I)< I.

DEMONSTRATION Dans le lemme nous pouvons prendre c¢ = a-l, en supposant que a

est non-standard.

IV.8. LEMME Il existe une formule close H;, disons Y , telle que
i(I) 21 1kY

quel que soit I € S.

DEMONSTRATION En se rappelant que Y est absolue, il est facile de voir que 1l'on
peut prendre pour Y la formule
Vx Vz 3y Y(x,y) = z

IV.9. THéOREME (Le Théoréme d'Incomplétude de Paris). Soit e une extension
récursivement axiomatisable de # et soit Y une indicatrice absolue pour @ .
Supposons @ U 2 est consistante, ou %l dénote l'ensemble des formules

H? satisfaites dans N. Alors pour tout n ¢ &, nous avons
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(i) &) Vx 3y Y(x,y) >n et (ii) Nk Vx 3y Y(x,y) > n

Or, 1'énoncé Vz Vx 3y Y(x,y) 2 z n'est pas dénombrable dans & U %I'
DE'ZMONSTRATION La partie (i) est le corollaire IV.4.; pour m € N, nous avons
o

1
parce que @ u ‘ﬁ est consistante, cette formule est satisfaite dans [N. Pour

finir, soit M un modéle dénombrable de & u ﬁ; par 1IV.3., IV.6., et IV.7.,

@t 3y Y(m,y) >n quel que soit n € N. L'énoncé 3y Y(m,y) > n est T et,

il existe I <M, Ipa, Ip 3Ix Vy Y(x,y) < x. Du fait que I < M, on a aussi
Ik 2.

IV.10. REMARQUE La condition que &u ‘i‘ soit consistante est analogue 3 la condi-
tion de w-consistance que l'on trouve dans le théoréme d' incomplétude comme
formulé par Godel [Go]. Pour un théoréme d'incomplétude analogue & celui de

Rosser pour les théories axiomatisables en général, voir §III du troisiéme exposé.
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EXPOSE 2

UNE INDICATRICE DE TYPE "RAMSEY"
POUR L'ARITHMETIQUE DE PEANO
ET LA FORMULE DE PARIS-HARRINGTON

Daniel LASCAR

I.- PRéLIMINAIRES ET LE THéOREME PRINCIPAL

Le but de cet exposé est de donner un exemple d'indicatrice pour 1l'arithméti-
que de Péano qui est d'inspiration combinatoire et dont la formulation ne fait nul-
lement intervenir de notions métamathématiques telles que les axiomes du systéme,
la notion de preuve ou la non-contradiction:De telles indicatrices furent élabo-
rées en premier lieu par J. Paris, voir [P,bis], suite & ses travaux en collabora-
tion avec L. Kirby, voir le premier exposé. L'exemple fort &légant que nous détail-
lons ci-dessous représente un "raffinement" par rapport 3 ceux de Paris et il est
di a L. Harrington, voir [P,H] ou [P,bis]. Ici, contrairement i [P,H] et conformé-
ment 3 [P,bis] nous présentons cet exemple en utilisant la méthode des indicatri-

ces, voir aussi [M].

Evoquons d'abord quelques notions de la combinatoire finie qui sont formula-
bles dans §° Soient X un ensemble non-vide d'entiers et n un entier ;s 1'ensemble
des parties de X 3 n éléments se note [X]" et la cardinalité de X se note |x].

On confondra les éléments de [X]" avec les suites extraites de X strictement crois-
santes et de longueur n. Dans ce contexte, nous identifierons aussi 1'entier k et
1'ensemble {0,...,k-1} ; donc P : [X]" » k signifie que P est une application de
[X])"dans 1'ensemble {0,...,k=1}. i P : [X]" > k et si H c X est tel que P soit
constante sur [H]n, on dit que H est homogéne pour P. La notation X -+ (m)ﬁ, ou il
est entendu que m 2 n+l, signifie que pour toute partition P : [x1" » k il existe

une partie homogéne H ¢ X telle que |H| > m. La notation % + (m): abrége
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[1,2] » (m)ﬁ oua [1,8] ={1,...,8} et, en général, [s,2] = {s,s+1,...,2} . On
écrira [m,n]k pour abréger [[m,n]]k. Il est bien connu, voir [E,R] par exemple,
®

que dans on peut démontrer le :

/ Al
I.1.,- THEOREME DE RAMSEY. Pour tous m,n,k ¢ INil existe £ ¢ INtel que £ - (m): .

Appelons un ensemble fini non vide X un ensemble dense, [P] , ou relativement
grand , [H,P] , ssi |X| > min X. Nous allons étudier une variante de la relation
X > (m): ol 1'on demandera que la partie homogéne soit dense. Ecrivons
X 2 (m)z ssi pour toute P, P : rx1® -+ k, il existe une partie homogéne H telle
que H est dense et |H| > m. Nous définissons une fonction Y de deux arguments en

posant :

I.2. Y(a,b) = le plus grand entier c tel que [a,b] 2 (2 c)g .

~

. . . t
Remarquons tout de suite que la relation 3 cinq arguments [a,b] 2 (r)s s'ex-
. . P . o .
prime par une formule de l'arithmétique qui est Al dans . D'autre part, il est
clair que pour c > b, on ne peut avoir [a,b] z (ZC)E. Il s'ensuit que Y est une

application A? dans (® et donc absolue.

Il est aussi évident que 1l'application Y est (prouvablement) monotone en la

seconde variable.
I.3.- @ v xX,y,u (y £ uA x< y-> ¥Y(x,y) < Y(x,u)).

Afin de travailler un peu avec la relation s et 1'application Y, nous notons

quelques propriétés qui peuvent etre démontrées dans P,

I.4.- PROPOSITION. Si [a,b] z (r): est faux, alors [a,b] e (r+1)::: est également

faux.

’
DEMONSTRATION.- Rappelons que s doit &tre inférieur 3 r ; soit P une application
de [a,b]s dans {0,...,t-1} qui n'admet pas de partie homogéne dense de cardinalité

< < s PP s+1
supérieure ou égale a r. Définissons P' : [a,b] -+ t+] par :

P(a -1,...,as-1) si o, + a

1

P'(al,...,a ) =

s+l
t sinon

Soit X un sous-ensemble dense de [a,b] de cardinalité supérieure ou égale i
r+l. Si a ¢ X, alors X n'est pas homogéne pour P' ; en effet, il existe dans
s+1 . . .
[X] une suite u contenant a et une autre v qui ne le contient pas ; alors

P'(u) = t et P'(v) < t. Si a ¢ X, posons X = {a-1 : & € X A a # max X} ; alors x*
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. . - . * -
est un ensemble dense de cardinalité au moins r ; X n'est donc pas homogéne pour
P ; il en résulte que X n'est pas homogéne pour P'. Ceci montre en particulier

que [a,b] » (2 c)z si et seulement si ¢ < Y(a,b).
*

I.5.- REMARQUES. Nous aurons un raffinement puissant de ce ré&sultat plus loin au

moyen de la proposition II.Il.

Nous allons voir maintenant que la fonction Y jouit d'une certaine propriété

de convexité, a savoir
I.6 Y(O,x+y) < 1 + max(Y(0,x),Y(x,x+y),2) .

Posons ¢ = | + max(Y(0,x),Y(x,x+y),2). D'aprés ce que 1l'on vient de voir, il
existe des applications P et Q de [O,x]c et [x,x+y]C dans ¢ n'admettant pas de
partie homogéne dense de cardinalité au moins 2c. Considérons les applications P'

et Q' suivantes de [O,x]C+l et [x,x+y]C+] dans {0,...,c}

P(al-l,...,ac-l) sia, £ 0
1 -
P (al"..’ac"'l) =
c s1 al =0
Q(al-l,...,ac-l) sia # x
1 -
Q (al,...,ac+]) =
c si o, = X

1

Considérons aussi 1'application R de [O.x+y]C+I dans {0,...,c} définie par

(i) R =P' sur [0,x°"!

(ii) R = Q' sur [x,x+yJC+]

(iii) Si |{a],...,ac+]} n [0,x]] 2 2 et si [{al,...,ac+l} n [x,x+y]| = 2, alors
on pose R(a],...,ac+l) = l{al,...,ac+]} n [0,x]]

(iv) Si o) <X <a,O0uo <X<o,,, 0npose R(al’°°"ac+l) = c.

Soit X un ensemble dense ayant au moins 2c+2 éléments, et montrons que X
n'est pas homogéne pour R. Enumérons X = {al’aZ"°°’ac+2"°"al}' Si X ¢ [0,x]
ou si X ¢ [x,x+y], la conlcusion est évidente ; sinon et si X n [0,x] et
< < . i
9 X al—l I1 existe
. Remarquons que c+l1 2 4 par

X n [x,x+y] ont tous deux au moins deux &léments, alors a
. c+l . .

donc une suite y € X qul contient a],az,al_] et az

définition. Or u n'épuise pas X et 1'on peut trouver une autre suite v telle que
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v n [0,x] ait un élément de plus ou de moins que u n [0,x] et par conséquent

R(u) # R(v). Dans le cas ol a, < x < @y il est clair que R(al,...,a ) =c¢

1
tandis que R(az,...,uc+2) # c ; 1l en est de méme si al_

c+l

I<X<C12.

Nous allons démontrer :

1.7.~ THEOREME. (Paris-Harrington) La fonction Y(x,y) est une indicatrice pour 6)~
Soit n € N un entier fixé, vérifions que

I.8 n 694- Vx,u,v ) y(x,y1 2 (u)s).

Pour ce faire, nous devons rappeler tout d'abord la forme infinie du Théoréme de

Ramsey :

1.9.- THEOREME DE RAMSEY (Forme Infinie) Soit P : [(N1® > x ; alors il existe un

ensemble homogéne infini pour P.

Une analyse de la preuve de ce résultat, voir [P],[J], permet de voir qu'il
existe un ensemble infini homogéne qui est arithmétiquement définissable a par-
tir de P. En fait, la démonstration "usuelle” donne une partie infinie homogéne
H pour P qui est Zz+] en P. Dans [J], il est démontré que l'on peut trouver une
partie infinie homogéne H qui est ﬂz en P. (Il y est aussi démontré qu'en général
on ne peut pas trouver une partie homogéne infinie Z: en P). Pour le systéme
d'axiomes #°, ceci veut dire qu'il existe une fonction primitive récursive qui

associe & toute formule ®(y],...,yk,v',...,vn,z) de £ une formule

w(yl,...,yk,v,z) telle que
I1.10 @ Vy],...,yk V2 [VVI,...,vn 3t us< z (b(yl,...,yk,v],...,vn,u)

— Jus<sz[ 31 v w(yl,...,yk,v,z) A v],...,vn({:}w(yl,...,yk,vi,z)+

¢(yl,...,yk,vl,...,vn,u))]]

Soit M un modéle de ® et soient a,b,c e Met soit ne IN 1l'entier standard
fixé, n 2 2. Il s'agit de trouver d ¢ M tel que Mk [a,d] 2 (b):. Travaillons
dans M : supposons qu'un tel d n'existe pas. Définissons alors par récurrence sur
d 2 a une application f

de [a,dldans c, prolongeant f et jouissant de la pro-

d d-1
priété suivante : quel que soit d' 2 d, il est possible d'étendre fd en une appli-
cation g : [:-l,d']n'-> c qui n'admet pas d'ensemble homogéne dense ayant au moins

b éléments. Notre hypothése nous assure que la fonction vide qui est le seul choix
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pour fa satisfait cette condition ; pour définir f, 3 partir de f

+n-2 d d

marque d'abord qu'il n'y a qu'un nombre fini d'extensions de fd—l 34 des fonctions

n . .
de [a,d]" dans ¢ ; pour chaque d' > d au moins une de ces extensions peut se pro-

-1» on re-

~

longer 3 son tour en une fonction g de [a,d']n dans ¢ qui n'admet pas d'ensemble
homogéne dense de cardinalité au moins b ; il existe donc une extension fd de
fd—l’ fd : [a,d]n + ¢, qui pour une infinité de d' > d (et donc pour tout d' > d)
peut s'étendre en une telle fonction g. La suite fd étant construite, on définit
une application F des n-uplets d'entiers dans c en posant F(xl,...,xn) =
fd(xl,...,xn) pour d > X peeesX o Revenant a 1'extérieur de M, nous avons donc une
définition de la fonction F par une formule comportant les paramétres a,b,c et n,

disons F(xl,...,xn,u,a,b,c), telle que
M F: Vx] . Vxn ' ns<ec F(xl,...,xn,u,a,b,c).

Par I.10, il existe une partie A définissable dans M, non bornée dans M et qui est

homogéne pour F. Soit o, un élément de A qui est plus grand ou égal 3 a et soit

1

X = {al"'°’al} une suite croissante extraite de A dans M telle que £ > b,al. Alors

Mj= X est dense A X est homogéne pour fa
2

ce qui contredit la construction des fd.

Le modéle M ayant été arbitraire, nous avons donc démontré que

.11 P vx Vy Yu 3z ([x,2] > (U);)

La relation [x,z] 2 (u); étant A? dans gﬁ donc absolue pour les modéles de 93, il

nous reste a démontrer que Y(a,b) > IN entraine l'existence de I |= 43, a<Ic<b,

Supposons alors que M = M , que a,b ¢ M et que c ¢ M-IN et que 1l'on ait
c
M a,b] 3 (20)° .

Il faut trouver un segment initial a < I < b qui est un modéle de 4. Nous allons
supposer que les notions syntactiques -formule variable, etc- ont été formulées en
termes arithmétiques, voir [Fe] par exemple ; nous identifions donc les formules
et leurs nombres de Godel. Moyennant cette identification, soit i ¢, une énumé-
ration des formules Ag de §. Pour ces formules, la relation de satiéfaction entre
les formules Vi = ?i(vl,...,vl) et les suites finies d'entiers <n‘,...,nk> ,

2 <k,

S(?i, <pyeee,m > )

la suite Dypeee,m > satisfait ?i

23



EXPOSE 2

. ~ . ~ o . PR ~
est une relation récursive, méme Al dans gﬂ qul est définie par récurrence sur la
complexité logique de ?i. On vérifie d'ailleurs par induction sur la complexité

de ¢; Qque 1'on a pour chaque i ¢ IN,
6)+~ v VsV [?i(vl,...,vk) « S(?&,< VsV >)].

Soit § > IN tel que M B 26 < c. Travaillant dans M, posons pour i < § et

X = {xl,...,xc) e [a,b1%, fli,x) = O si S(?i,< LIFRRRNE >), 1 sinon. On obtient

donc une partition de [a,b]c en 26 < ¢ classes en posant
£(x) = <f(0,%X),...,£(8-1,x)>

Soit H' une partie de [a,b] homogéne dense pour f de cardinalité > 2c, posons

H' = {el,...,el,} . Soit £ = E(% 2'), la partie entiére de % %' et soit

H = {el,...,el} ; évidemment, & > c et 20 + 1 > e,

Revenant 3 l'extérieur de M, notons que H est un ensemble d'indiscernables

pour les formules ¢., i ¢ N : soient s = {e_ ,...,e_} et t={e ,...,e }
i s s t t

1 k k
deux suites croissantes extraites de H, et soit ?i = ?i(v],...,vk), alors

I.12 M= Pi(esl,...,esk) > f&(etl,...,etk)

Pour le voir, on remarque que les suites s et t se prolongent dans M dans des sui-

tes x = {es serese yeeo} ety = {et ool ,+..} de longueur c extraites de H
1

1 k
et que M = f(i,x) = £(i,y). On va maintenantkmontrer que H - {e]} = {ez,e3,...}
est un ensemble d'indiscernables pour les formules Az 3 paramétres inférieurs ou
égaux a e Raisonnons par 1'absurde, et soit n le plus petit nombre de paramétres
< e nécessaire pour distinguer deux suites croissantes d'éléments de H - {e]}
de méme longueur par une formule Az. Par 1l'indiscernabilité (I.12), on a n > O. On
suppose donc qu'il existe d],...,dn < e, et une formule 3 quantification bornée

tels que

ME= —1[¢(e|,d],...,dn,es seeese ) w(el,d],...,dn,e

yeeese, )1
1 K t e

1

pour deux suites e <iea< @ et <iee< e, avec e, <e , e, <e_ . Dans la

$) Sk 6 K boosy 1
suite, on pose s = {e ,...,e_ } , t ={e ,...,e } , et on écrit s < t pour si-
S Sk £ tx
s ~ . '
gnifier que esk< etl et ¢(s) pour abréger t((esl,...,es ). On voit donc qu'il

existe des suites s et t qui vérifient
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1.13 ME 3 v, < el...a v < elh( f{(vl,.-.,vn.s)elb(vl,.--,vn.t))J

Par 1l'indiscernabilité de H, on peut supposer que les suites vérifiant [.13

sont extraites de {ez,...,e

2k+l} . En posant u = {ezk+2”"’e3k+l} on a

soit M= ﬁ[¢(el,dl,...,dn,s) «—> w(e],dl,...,dn,u)]
soit M= 1 [w(e],d],...,dn,t) « w(el,dl,...,dn,u)1

ce qui nous permet de supposer que dans I.13, les suites s et t satisfont en

plus s < t. Divisons d, par 5k pour trouver d] = 5k<5l + €, avec 6] < — et

€ < 5k ; donc el ¢ IN . Nous avons alors

L (w(el,Sk + El,dz,...,dn,s)ﬂlp(e],Skv‘ + el’d2"”’dnt))']

°
M= 3 Vi< a

1
Posons ?(el,vl,...,vn,s) = w(el,SkvI + EI’VZ"°°’vn’s)' D'aprés le choix de 1'en-
tier n, si s' et t' sont dans [H -{el}] , et si s' < t', on doit avoir

Mt:A(e',dZ,...,d
ME A(e] ,d

»s',t') pour toute formule A 3 quantification bornée telle que

=]

seeeyd ,8,t). Par suite

2 n
L
A} \}
ME 3 MG [1[(((e,,vl,d2,...,dn,s ) H(a(e],vl,dz,...,dn,t ) 11
Posons s, = {ez,...,ek+l}
I CWOTEERELY

.
.
.

Soa = 18 (20-1)ke27 " " "€ o011

¢- . .
EEL . Evidemment, le fait que k ¢ IN, e ¢ N et 2241 2 e, entraine

avec o = E( |
e

o > . Considérons la fonctiont i 2k arguments

1

5k
M|

m(s,t) = px [ x < 5% A (" t((e],x,dz,...,dn,s)“f(e',x,dz,...,dn,t))]

e

Alors la suite "(SZi-l’SZi)’ 1 <i <o, prend des valeurs inférieures i E(g% H

du fait que a > 3% » il en découle qu'il existe 1 £ i < j s a tels que

M(8y5-1825) = T(sp5-12853) -
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Or, la fonction T est définie au moyen d'une formule AZ a paramétres e et
d2,...,dn 3 par le choix de n, pour tous i < j < i'< j' dans [!,2a) , on doit

avoir ﬂ(si,sj) = ﬂ(si,,sj,). Posons d = ﬂ(sl,sz) = n(s3,sa) = "(SA’SS)’ Alors nous
avons

ME Qe ,d,dy,ennyd hs5) <> @le ,ddy,enyd ys))]
ME 1 [Q(e],d,dz,...,dn,s3) - ?(el,d,dz,...,dn,ss)]
M "= 1[?(el’d’d2’”"dn’sl») L4 ‘((el’d»dzﬂ"')dn)ss)]

ce qui est absurde et ce qui termine la démonstration.

Utilisant de nouveau l'indiscernabilité I1.12 des éléments de H, nous con-

cluons que, pour m ¢ IN les éléments de H ~ {el,...,em} sont indiscernables pour

o . - PP P IS
les formules Ao a paramétres inférieurs ou égaux a e

Le lemme étant établi, posons I = {a ¢ M : il existe n e N, a < en} 3 nous

disons que I = ®. Tout d'abord, remarquons que I est clos pour la multiplication

et donc pour l'addition : si e > e , on aurait e = e .Uy +) avec

n ~  n+l n+1 n
. . S v s ez
HyA < e et en+2 ¢ en . U+l , contrairement a 1'indiscernabilité des ek, k e N.
I.14.- LEMME DE VERITE. Soit EQy ey = QU o Qup F(Xp,eeouX Ly heee,y)

ol F est sans quantificateur et Qvi est soit Vvi’ soit 3xi,ls i<n. Alors pour tous

CPRERETT WY I, pour tous e, >...>e. > I, on a
1 n

IFE(a],...,am) &> M= Qvn < ein Qv] < eil F(xl,...,xn,al,...,am).

Démonstration. Par récurrence sur n. Pour fixer les idées, supposons

Qv

= Vv
n+l n

et que ajyeee,a <. Alors

+1 k

I Vb Qvn “ee Qvl F(vl,...,vn,b,al,...,am) &> pour tout s 2k, s ¢ N,

IE Vb < e

n Qvl F(v],...,vn,b,al,...,am)

&> (par l'hypothése de récurrence) pour tout s 2 k,

ME v%n+l < e Qvn < ein e Qv] < eiI F(vl,...,vn,vn+],al,...,am)

&> (indiscernabilité) pour tout e, ey < e; <e
n+1
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M= V'vn+] < ein+1 Qvn < ein vee Qv1 < ei] F(v],...,vn+],a],...,am).

Le lemme prouvé, quelques remarques termineront la démonstration. Le segment
I < M est clos pour 1'addition et la multiplication de M ; les axiomes sur les
fonctions primitives de % sont universels et donc automatiquement satisfaits
dans I. Le schéma d'induction ou ce qui lui est &quivalent, le principe de 1'élé-
ment minimum, est satisfait dans I parce que d'aprés le Lemme de Vérité, toute
partie X définissable de I est la restriction 3 I d'une partie définissable X de
M ; 1'élément minimum de X est donc 1'élément minimum de X.

CQFD.
Par les résultats de 1'exposé précédent, nous avons comme corollaire du

Théoréme de Paris-Harrington :

I.15.- COROLLAIRE. L'énoncé Y x V/y Vz([x,z] 2 (Zy)z) est satisfait dans N, mais

il n'est pas prouvable dans &4 6].

I1 est clair, d'aprés la convexité de la fonction Y que nous avons
28 ‘énonce "
I.16.- COROLLAIRE. Dans § + , on ne peut prouver 1'énoncé Ymo,n,k 32 (2 2 (m)k).

IT.- RAFFINEMENTS ET APPLICATION

Nous allons voir maintenant quelques raffinements des résultats que nous
venons d'obtenir. Pour k entier, notons vk le plus petit entier n tel que n2 > k.
On voit aisément (et dans gb) que pour k > 7, 1 + 2 /K < k. La proposition sui-

vante est aussi démontrable dans 4’et elle est effectivement démontrée dans [P,H].

II.1.- PROPOSITION. (i) Soit P : [XI™ + k et soit H € X. Pour que H soit homogéne
pour P il faut et il suffit que toutes les parties de H i n+! &léments soient

homogénes pour P

(ii) Soit P : [X1" > k ; alors il existe P': [XI™! 5 142 /&
telle que pour toute H g X, |H| > n+2, si H est homogéne pour P' alors H est ho-

mogéne pour P.

Démonstration.- (i) Supposons que H = {a],...,as} n'est pas homogéne pour P ; or-
donnons les suites croissantes de longueur n lexicographiquement et soit

Bl <iea< Bn la premiére suite extraite de H telle que P(a',...,an) # P(BI,...,Bn)
et soit k le premier entier tel que o # Bk. Alors {a],...,ak,Bk,...,Bn} n'est

pas homogéne pour P.
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(ii) Soit m = vk. Rappelons notre convention k = {0,...,k=1} ; & < k-1
s'écrit & = m.g+r oi g < m, r < m. On définit deux applications Q : (X1 > m
et R : [X]n + m par

P(a],-oo,an) =m . Q(a],---.an) + R(a].---,an)

et on définit p' ; [x]n+]-, | + 2m  par

0 si {al,...,an+|} est homogéne pour P

. _ . .
P (al,...,an+') = 1+ R(al,...,an) si {al,...,an+]} est homogéne

pour Q mais pas pour P
I +m+Qa,...,a ) si autrement.

Soit H = {al,...,an+2} une partie homogéne pour P'. Nous disons que

P'(al,...,an+l) = 0. Supposons que P'(al,...,an+]) = I+m+s0 3 alors pour
aii,...,uin extraits de {al,...,an+] | .
qui veut dire que Q(ai;,...,ai ) = so; ceci est impossible parce qu'alors
} est homogéne pournQ.

}, ona P'(ai seeesl 50

= |l+m+s_ce
n+2) o

{a‘,...,o.m_l

Pour finir, supposons que P'(al,...,a ) = I+sl, s. < m, alors

n+1 1
{at,5¢0050 ..} est homogéne pour Q et pour R et donc pour P, ce qui est de nouveau
1 nt ] gene p P

une contradiction. ¢.Q.F.D

Posons 6(n) = m €= m est le plus grand entier tel que 142 y/m < n. Pour

n > 7, nous avons 6(n) > n, donc la suite itérée e(t)(n) pour n > 7 est stricte-
ment croissante. Par la Proposition 1, on a que [a,b] e (r): entraine

[a,b] ->(r)s_1 ; en itérant on trouve que [a,b] —>(r)S entraine

’ % '8(n) ? ’ * ’'n
s-t . () .
[a,b] »(x) . Donc si § (7) >k et si s-t > n et s+1 > m, alors
* (8 ()

2L > (s*l)s entraine £ » (m)n.
* 7 * k

Nous avons donc

®vnig (2 o (n+1)'7‘) > Vmn,k3L (2 2 (m)z)
d'ol

1.2 Fr8 FVnis @] .

D'autres raffinements sont aussi possibles - par exemple, définissons
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relation ~ /7 en demandant que la partie homogéne H satisfasse |H| 2 V min H ;
. . c . .. .
alors on peut voir que la relation [a,b] “jzf”(Zc)c donne aussi une indicatrice

pour P et donc, en raisonnant comme ci-dessus,
@ — n
1.3 4§ *61 B Va3 22 AT .

Nous terminons cet exposé avec quelques applications de ces résultats aux

fonctions récursives prouvables (voir la fin du § 1 du premier exposé).

Soit 0 : IN » IN: nv>le plus petit £ tel que % 2 (n+|):. Soit f : N> N

une fonction récursive prouvable. Nous disons qu'il existe uun entier k_ tel que

g(x) 2 f(x) quel que soit x 2 kf. Pour arriver a une contradiction, supgosons

que X = {x € IN : £(x) > 0(x)} soit infini. Reprenons alors la démonstration du
Théoréme de Mac Dowell-Specker, I.l,en imposant X = Xo, ce qui assure X ¢ U. On
obtient alors M }e N tel que MF: f(c) > g(c) ou ¢ est le point infini représenté
dans 1'ultrapuissance par la fonction identité. Par la convexité, voir 1.6,

de Zona MF: [c,o(c)] 2 (c)i:: . Alors il existe un segment initial I de M tel

M M . . -
que c < I <0 (c) et IE @, cependant, f (c¢) > I ce qui contredit 1'hypothése
que f est une fonction absolue. Le lecteur se convaincra facilement qu'il en est

de méme pour la fonction T : n +» le plus petit & tel que 2: (n+l);.

Soit PI’PZ"" une énumération des axiomes de 4. En examinant la preuve du

Théoréme I.l4, on voit que pour chaque entier s, il existe n = n(s) tel que

M . o . _ .

ies Pi e Ym 3 2(2 3z (m)m) et méme que la fonction Os(m) = le plus petit % tel que
s

L 2 (m)m majore finalement toutes les fonctions récursives prouvables dans

M P.. Ce résultat fut noté en premier lieu par Solovay qui utilisait une

i<s

analyse des fonctions récursives prouvables en termes de la hiérarchie de

GregorcyckWainer, [S].Plus récemment, Paris utilisant les travaux de Ketonen

et Solovay, [K.S] , a démontré des résultats optimaux dans ce sens, voir [P,ter] .
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EXPOSE 3

LES RAPPORTS ENTRE LA MﬁTHODE DES INDICATRICES
ET LA METHODE DE GODEL POUR OBTENIR DES
RESULTATS D' INDEPENDANCE

Kenneth Mc Aloon

I - PRELIMINAIRES ET L'EQUIVALENCE ENTRE LA FORMULE DE PARIS-HARRINGTON ET
UNE FORMULE DE GUDEL.

L'exposé précédent met en évidence le lien remarquable entre le systéme @
et la relation combinatoire (a,b] f (2c)2 qui définit une indicatrice pour #;
on en déduit que l'énoncé VYm,n,k 31(1 : (m):) n'est pas prouvable dans P+%]
La question se pose alors de savoir gi les énoncés indépendants obtenus par la mé-
thode des indicatrices ont un rapport avec les énoncés du type découvert par
Godel portant sur la non-contradiction de systémes d'axiomes. Il s'avére que 1'é-
noncé de Paris-Harrington et ceux de [ #,bis] qui correspondent 3 d'autres indi-
catrices pour £ sont tous &quivalents dans ( 3 une méme formule de Godel, celle
qui exprime que " est consistant avec toute formule universelle close qui est
vraie'. Dans cet exposé nous formulons et nous démontrons l'équivalence de la for-
mule de Paris- Harrington et celle de Godel;or 1'équivalence de celle-ci avec les'
autres formules de Paris s'établit de fagon tout 3 fait analogue. Ensuite nous
traitons des rapports entre la méthode de Godel et celle des indicatrices 3 un
niveau plus général.

Nous allons avoir souvent recours aux méthodes de la Théorie des Modéles pour
établir des résultats qui relévent plutdt de la Théorie de la Démonstration. Nos
arguments modéle- théoriques seront tout de méme formalisables dans 1'arithmétique
de Péano; nous faisons donc ici quelques remarques sur le caractére arithmétique
du théoréme de complétude et sur la fagon que nous pouvons utiliser celui-ci
en conjonction avec des définitions partielles de satisfaction dans 1'arithmétique.
Rappelons tout d'abord la situation standard, c'est-a-dire au niveau de N.

Soit @ une théorie dans le langage de 1l'arithmétique. Nous supposerons toujours
que les notions syntactiques - formules, variables, etc. - ont été formulées en
termes arithmétiques pour pouvoir identifier les formules et leurs nombres de

Godel. Si, moyennant cette identification, la théorie @ constitue un ensemble
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o
n+] »
Henkin démontre que G posséde un modéle M qui jouit des propriétés suivantes :

z d'entiers et si elle est non-contradictoire, alors la construction de

le domaine de M est un ensemble récursif de nouvelles constantes individuelles

CpaCorens et la relation de satisfaction M k ¢(cl,..,cn) entre les formules

¢(vl,...,vk) et les suites finies de constantes CIEEERTL est une relation
o
An+2 : o
Rappelons aussi que pour les formules Ao closes la relation de satisfaction

dans N est primitive récursive, donc A? s notons 7% 1'ensemble des formules
closes Az qui sont satisfaites dans [N; 9% est donc défini dans (N par un
prédicat A? que nous notons Tro(¢). Par récurrence, nous définissons la classe
i;n des formules closes Hz satisfaites dans N et un prédicat Trn(¢) qui est
également Hz, n 21, et qui exprime la satisfaction dans IN des formules closes
H: . Nous avons donc pour toute formule F(VI""’VS) de type Hz et tous
kl""’ks € N,

NEF(ky.ook)er O F Trn(?(il,...,is))

Il est interessant de noter que ces remarques aménent 3 un théoréme d'incomplé-
tude : 1l'ensemble ‘%2 n'est pas une partie EZ des entiers (et ceci se démontre
par un simple argument diagonal qui n'utilise pas de théoréme de point-fixe); donc
si M est un modéle de # dont 1la relation de satisfaction est Ag il faut
qu'il y ait un énoncé H; qui est vraie dans IN et qui n'est pas satisfaite dans
M. Donc siél+35 est consistant et @ est récursivement axiomatisable, il y a un

énoncé Hg indépendant de 1 .

Supposons maintenant que GL est une théorie récursivement axiomatisable; alors
%? U @ est un ensemble £§+1 , n 2 0. La consistance de &L u 2; s'exprime
au moyen d'une formule arithmétique Cons(Tn+ei), voir [Mc] si N E Cons(Tn+Gi),

alors @y % posséde un modéle M pour lequel la relation de satisfaction est
A:+2; or, Mn est une extension Hz-élémentaire de N, ce que nous abrégeons
N ‘n M.

Nous reprenons les notations de [Mc] . La fonction " - " qui applique N
dans les termes de & , le langage de l'arithmétique

A= 0+] +...4 1

DY
n fois
. . PR . P won
est une fonction récursive; la fonction définie dans ® qui représente sera
s : "no_n
notée y = X; i.e., "~" dénote la version formalisé&e dans O de . Dans

(Mon] , voir aussi (L], (K,L) , on démontre le schéma
I.1. € rFes Tr_(F), F une formule close “2

. S = IX
Fixons une énumération PI’PZ"'° des axiomes de ® et notons -3-25,Pi'

Montague a démontré, en effet, que pour tout n il existe Sy tel que

s o
1.2 PO+ F é_,Trn(F), F une formule close I

32



METHODE DES INDICATRICES ET METHODE DE GODEL

et, pour ce faire, il &tablit le schéma

s
n = ~
I.3 [ \lvl,...,vk [F(vl,...,vk)0+ Trn(F(v],...,vk)U ,

Finalement, il faut remarquer que s~ est une fonction primitive récursive
de =n, donc A? dans & et absolue. Moyennant le schéma I.3 on peut voir
que 1l'induction pour les formules Hz , n fixé, est prouvable dans un sous-
systéme fini de ® ; c'est-ia-dire, il existe t tel que

t
1.4 P "y Vvseeesv) [LFO,V)seeeyv ) A VX EGGv L .e,v,) .

> F(x+l,vl,...,vk))]+ v x F(x,vl,...,vk)j , F une formule Hn
Pour ce voir, on doit prendre t, suffisamment grand pour que t,2s, et pour que
t
dans ® ™ 1'on puisse démontrer le théoréme
Vo[oe D a ¢ =o(v) » [Tr_(6(®) A vx(Tr (6(0) » Tr (6 (x+1)) +¥x Tr_($(x))

Les remarques ci-dessus sur le théoréme de complétude ont aussi une version
. * . P <
formalisable dans # . Notons & le langage de l'arithmétique augmenté par les

Soit G une théorie dans & qui est récursivement axiomati-

constantes C,;,C,y...

sable, et soit @ (v) une formule Z? qui définit @& dans N. La formule close
Cons(Tn+Ci) qui exprime la consistance de CLlJCEn est H:+1 dans ® . Si R(¢)
est une formule 3 une variable libre, nous écrirons " R(¢) est une relation

de satisfaction" pour abréger
VeVy[d et y des formules closes de & -
[(R($) + IR(T9)) A (R(Y) v R(P) — R v ¥))
AYP@u P (u) = ¢ +(R($) « 3i R(D(Ci))ﬂ]
Alors pour chaque @ (x) et pour tout n, il existe une formule RC: () qui

o . . .
est An+2 dans ® et qui satisfait

1.5 et Cons(Tn+@l) > [:"R“_'iL (¢) est une relation de satisfaction"

AVO(TE_(0) v @ (8) _, Ro(4)))

Aussi d'aprés les travaux de Montague et de Kreisel-Levy, a-t-on

1.6 P+ Cons(Tn+ Pt) n,telN
. . . . o
Il en suit que pour chaquea n il existe Rn qui est An+2 dans @ et r tel
que
r
1.7 e "Rn(¢) est une relation de satisfaction" A V¢'(Trn(¢) > Rn(¢))

A 3i Yx(aR (¥ = c))
n 1

. . . . o_... s
Autrement dit, I.7 exprime 1'existence d'une extension Hn-elementa1re et non-

33



EXPOSE 3

standard des entiers. Remarquons aussi qu'il y a une version formalisable dans @&

de la réciproque du théoréme de complétude - que toute théorie ayant un modéle est

congistante :

1.8 ® v+ "R($) est une relation de satisfaction"
= YY(R@W) » Cons(¥))

et

1.9 ®+["R(¢) est une relation de satisfaction"

A Yy@@) v Trn(W) + R@W)) + Cons (T +&)

~

Donnons une application - due 3 Harrington et i nous-mémes indépendamment -

de cette série de remarques.

I.10 THéORéME Soit Y(x,y) 1l'indicatrice de Paris-Harrington. Alors on a :
Cr vx ¥y 3z [Y(x,y) = z] & Cons(Tl+0)

DEMONSTRATION Soit k un entier suffisamment grand; travaillons informellement
dans 0k + Vx Vy Yz [Y(x,2) 2 y) . Soit M une extension Hg - élémentaire non-
standard des entiers de domaine CI’CZ"" dont la relation de satisfaction est

AZ . Notons que M satisfait 1l'induction pour les formules Z?. Choisissons dans
M -des entiers non-standard o,8 tels que

MEY(0@,B) = 20

(de tels a, B existent parce que le principe de débordement s'applique 3 M

pour les formules ZT). En appliquant la construction donnée dans 1'exposé précé-
dent, nous trouvons de fagon Ag 3 partir de M une structure I qui est un
segment initial de M telle que la relation de satisfaction dans I se réduit
récursivement 3 la satisfaction des formules Ag dans M; d'ailleurs I vérifie
les axiomes de et I vérifie les mémes formules H? que les entiers stan-
dard : en effet, M est un modéle de 7ﬂ et I est un segment initial de M.

On conclut que I est un modéle de & + Cz]; on a donc Cons( T]+ ) par I1.9.
Quant 3 la réciproque, on voit que dans la démonstration du théoréme I.7. de 1'ex-
posé précédent la suite fb et donc la fonction F sont définies explicitement

3 partir des paramétres a,b,c. Il existe donc une formule F(a,b,c,vl,...,vn,v)
telle que _

Pt Ya,b,c ((13d([a,d] > (b)::))* F : [N]n > ¢  Vd(FMa,d]" n'a pas
de partie homogéne dense de cardinalité b)] .
Or, la formule F et cette démonstration dans # soat calculables de fagon primi-
tive récursive en n. Par 2.I1.8 _on vq}t que pour tous m,n,k
P+ Va 3d([a,d)7 @
et qu'il existe une fonction primitive récursive qui associe & m,n,k cette dé&-

monstration. Alors, dans  on peut prouver le théoréme
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Vx Vy Vu Vv EIwProv(Pw, i:i([i',d] 2 (G’)g)) ot Prov(¢,y) exprime "¢ -+ est
prouvable dans le calcul des prédicats'". On a donc
P+ Cons(T|+5’)r Vx,y,u,v Cons(T]+ a—d([i',d]-; (ﬁ')g))
La formule 3d[x,d] 2 (u)\}; étant Z(l) dans @ on déduit que
@ + Cons(T + P) ¥ Vx,y,u,v( 1Tr, (VA([R,d]4 (D)
et par I.3 on conclut que
P+ Cons(Tl+P)}-Vx,y,u,v 3d([x,d] 2 (u)z)
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1I- REMARQUES ET GENERALISATIONS

Une formule Cons(Tl+ @) qui exprime la non-contradiction de & +"bl est
élaborée a partir d'une énumération fixée d'axiomes pour @ . Le passage de 1'énu-
mération des axiomes a la formule de consistance est dévelloppé de fagon systé-
matique dans [Fe] : & toute RE-énumération a(n) = Al d'axiomes pour & est asso-
ciée une formule de Godel Cons 0L(Tl+ént); or il y est démontré que les formules
ainsi obtenues sont sensibles aux choix de o et ne sont pas toutes équivalentes
dans @ + q%' Dans la section précédente nous avons passé sous silence le fait
que pour avoir 1'équivalence du théoréme I.10 il faut prendre Cons(TI*-P) a
partir d'une énumération PI’PZ"" dont on peut démontrer dans @ qu'elle liste
les axiomes pour ',+,. et tous les axiomes d'induction et exactement ceux-ci.
Or, de différentes indicatrices pour une théorie peuvent amener & des formules in-
dépendantes inéquivalentes : J. Paris a construit une indicatrice pour & qui donne
une formule indépendante strictement plus forte (relativement & ) que celle de
1'exposé précédent et nous en avons construit une qui donne une formule stricte-
ment moins forte; en perservérant on peut étendre ces résultats et démontrer que
toute formule Cons Ot(T]+a) ol (@ est une extension récursivement axiomatisable
de @ est équivalente dans @ 3 une formule associée 3 une indicatrice pour & .
Nous allons donner ici une réciproque quoique partielle qui é&tablit que la formule
indépendante associée 3 une indicatrice pour @ doit toujours entrainer dans &

une formule de Godel de la forme Cons 0L(T]'O-G'L).

4 N
II.1. THEOREME Soit & une extension récursivement axiomatisable de & et soit
K(x,y) = z une indicatrice pour @ par rapport aux modéles d'un sous-systéme
fini @° de @ . Alors il existe une RE-énumération a d'axiomes pour & telle

que @ F Vx vz 3y(K(x,y) » z) — Cons o‘(T]+G=l).

’
DEMONSTRATION Soit AI’A une énumération primitive récursive d'axiomes

youse
pour @ ; notons oS fo%E Ai' Posons m =V¥x ¥z 3y K(x,y)» z.

Dans la section II du premier exposé, il a été prouvé qu'il existe, uniformément
en s, des indicatrices Yens(x,y) = Y(s,x,y) pour @’ par rapport aux modéles
M d'un sous-systéme fini PIA.-. APt' de ® . D'ailleurs, par la méthode de
preuve de 1'implication - du théoréme I. 10, pour t" suffisamment grand on a

P] AvooA Pt" F¥s[VxVz 3y Y(s,x,y)> 2z ~ Cons(T]+Gls)]

Parce que & F Cons(Tl+ Glm) pour tout m € N, nous avons

atrV¥x vz 3y Y(W,x,y) > z
On définit 1'énumération @ en stipulant que @ énumére les axiomes

AI’AZ””’Am"" tant que
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P LA A Pt" AT FVx Vz3y Y(@,x,y) 2 z.

Vérifions que 0 énumére bien les axiomes A],AZ,... de & . Supposons au contraire
qu'il existe m, tel que P1 AveoA Pt"
M que l'on suppose non-standard. Soient a,b,c des entiers infinis de M tels

AXAadx 3z Vy Y(& ,%,y) € z ait un modéle

que

ME Vy Y(mo,a,y) < b A K(b,c) > a
Soit I un segment initial de M satisfaisant b < I <c, IFE& . Alors
Ik 3y Y(mo,a,y) > b et donc il existe b'< b tel que I E Y(mo,a,b‘) >b ce
qui contredit le fait que Y(mo,x,y) est une fonction A? dans P] Aeeuh Pt"
Pour finir, en utilisant les définitions de satisfaction Trn(¢) appliquées a
Pl Aoe APt" AT , on a que

P F 1> Vs(a(s) défini — Vx Vz 3y Y(s,x,y) 2 z)
et donc ® r T~ Consa(Tl+ «) C.Q.F.D.
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Pour finir nous donnons au moyen de la méthode des indicatrices une version
du théoréme de Rosser. A la différence du résultat d'incomplétude noté au début
du §I, le résultat suivant fournit une formule indépendante de @ sans 1'hypothése

que (d+32 soit consistant.

7 N .
I1.2. THEOREME Soit @& une extension récursivement énumérable de & . Alors il

. o
existe une formule close 1l

2 indépendante de @ .

DéMONSTRATION Nous utilisons d'abord une astuce de H. Lessan : l'ensemble ‘Zl
des formules closes H? satisfaites dans N n'étant pas récursif, par un argument
d'omission de types, on voit qu'il existe un modéle dénombrable non-standard M
de @ tel que pour tout X €M, X définissable dans M entraine X n N # ‘Zol.
Par conséquence, on a que pour tout @ ¢€M-N, il existe une formule Y(x) de
type Az, telle que N F Vx 1 y(x) et ME 3x(x< B A Y(x)). Ensuite en repre-
nant la notation du théoréme précédent, nous avons pour tout m € N,

@ r ¥Yx ¥z 3y Y(m,x,y) 2z. Par débordement il y a B ¢ MN tel que

@ F Yx Yz 3y Y(B,x,y) 2z et tel que ME § (B) AV x<B 1 Y(x), pour une
Y € Ag ; autrement dit M EVB[Y(B) A ¥Yx<B 1yY(x) > ¥Vx Yz 3y Y(B,x,y) = 2] .
Soit M' )'f M une extension finale €lémentaire dénombrable de M.
Parce que R >N, il est clair que si M' kF Y(B,a,b) = ¢ avec c > N, alors il
existe a < I < p tel que I FE& . En reprenant l'argument du lemme 1.IV.5, on
trouve qu'il existe I, M < I <M' telque IEFA et Ik 3x3zVYy Y(B,x,y)<z;
autrement dit, I F 3B [Y(R) AVx <BIP(B) Adx 3z Vy Y(B,x,y)< z] . C.Q.F.D.
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PROGRESSIONS TRANSFINIES DE THEORIES AXIOMATIQUES,
FORMES COMBINATOIRES DU THEOREME D' INCOMPLETUDE ET
FONCTIONS RﬁCURSIVES A CROISSANCE RAPIDE

Kenneth Mc Aloon

I - LE CAS INITIAL

Ici nous nous adressons au probléme de trouver des théories axiomatiques autres
que P qui admettent des indicatrices combinatoires. Exploitant le lien établi
dans 1'exposé précédent entre la méthode des indicatrices et la méthode de Godel,
nous définissons une hiérarchie transfinie de théories qui sont axiomatisées 3 la
fois par des schémas affirmant des principes combinatoires et par des schémas af-
firmant des principes métamathématiques; ces théories admettront a leur tour des
indicatrices combinatoires.

Dans ce paragraphe nous traitons du cas initial et dans le paragraphe suivant
nous considérons l'itération dans le transfini. Nous terminerons avec quelques re-
marques sur une autre progression transfinie ayant des propriétés analogues et sur
des questions annexes.

Considérons la théorie P+ qui est obtenue en ajoutant 3 P le schéma de re-

flection uniforme, c'est-a-dire, le schéma Cons(Tn+ ), ne N. Nous allons voir

ci-dessous que cette théorie admet une axiomatisation "combinatoire". Soit F : N+ N
une fonction totale; on définit une relation [ a,b] -% (m): en analogie avec e
[a,b] % (m): e~ pour toute partition P : [a,b]® - k il existe une partie
homogéne H telle que |H| 2m et |H| > F(min H).

Soit P* la théorie obtenue en ajoutant 3 @ le schéma qui exprime que pour cha-
que fonction définissable F : N + N, pour tous m,n,k,s il existe 1 tel que
(w1 3 !

Vul... Vun [¥x Ity F(x,y,ul,...,xk) >¥x Yy Vu Yv Yz ( [x,2] -E,(u)‘);)] s

nous avons le
EnpS . + *x L., -~ P
I.1. THEOREME Les systémes d'axiomes § et § axiomatisent la méme théorie.

DEMONSTRATION Fixons n>1 et vérifions que Cons(Tn+ €) est un théoréme de P*.
Soit k un entier suffisamment grand tel que dans Pk on peut prouver 3.1.3

pour Trn*2(¢ J, donc k 2 , et tel que 1'on peut aussi y prouver 1'induction

s
n+2
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o
pour les formules Zn+2 , donc k 2 te " Alors dans fk on peut définir une fonc-

tion de Skolem F(x) =y qui est A?ﬁ-l et qui jouit de la propriété suivante
k
I.2. I <Mk PX I clospour Frep Vo ¢ I(1F Tr (¢)es M R Tr_(6)).

s
En particulier, si Ik ® (méme @ n), et si I <Mk Pk et I est clos pour
M . .
F" , alors I ‘n M. Soit m > k tel que d’k soit (en forme prénexe) de type n°.
m
Travaillons informellementdans @*. Soit Mo une extension non-standard To-
m

élémentaire des entiers de domaine c],cz,... dont la relation de satisfaction est
o

Am+2' Posons F(x) = su<p F(y) + x+1; la fonction F est Az+l dans &k et
<x
Mo = Ok. Alors Mo satisfait 1'induction pour les formules ZOH et, donc par
n

le principe de_débordement, il existe o, B, Y non-standard tels que 2y<a et
F PO
Mo B [a,B] > (2‘y)YY . Définissons dans Mo une partition P :[a,B]Y-> Y
comme dans la démonstration du Théoréme de Paris-Harrington page 24 , en remplagant
le prédicat S par Trn+2 et Ao par Zz+2; on trouve alors un ensemble

o

H = {e],...,el} tel que Mo E 2y <e| A f‘(el) < e et tel que, par I.3, les élé-

L
ments de l'ensemble tronqué H = {el,...,e l*y} sont indiscernables pour les for-
mules £°. .. On a évidemment M _F sup F(x)se ; donc par 1l'indiscernabilité,
n+2 o x Se L=y
M ksup F(x) se;,; Ppour i<f-y . Boit ae Il a<e un scN.
X <e

o o
Parce que Ao =4 En*Z

Paris-Harrington que I = & et de plus parce que I est clos pour F ° , Oon a

1

, on a en reprenant la démonstration du Théoréme ge Paris-

I ‘n Mo; or N “n Mo et donc N *n I. Alors 1 est un modéle de & + ’In, ce
qui prouve que 1'on a Cons(Tn+ ®) .

Quant 3 la réciproque, l'analyse de la preuve de la forme infinie du théoréme de
Ramsey fournit 1'information suivante : soit g un nouveau symbole de fonction et
soit ®(f) 1'extension de & obtenue en ajoutant le schéma d'induction pour les for-
mules en £ . Alors il y a une fonction primitive récursive qui assogie a chaque
n,1,k une démonstration dans le systéme P(E) de 1'énoncé 3y(y -f:(i') -::). Pour
chaque formule arithmétique F(u],uz,il,...,it)‘ qui est de type vm en forme pré-
nexe, il existe pour chaque =n,%,k une_démonstrat:ion dans & de 1'énoncé
Vu‘ 3!u2F(u,v,§l,...,§t)-: Iy(y %(E) %) et 1'application qui va de n,l,k a cette
preuve est de nouveau primitive récursive. Alors dans 6 on peut prouver

Vv V X ' ~ ~ = F .V
Vxl...th YVu Yv Yw 3x Prov(¢ /\Vula.u2 F(u),uz,xl,...,xt), 3z(z -:(u)a)).

On a donc
€+ Cons(Tm+l + ) rvx

vee X [Vuli.'u F(ul,uz,xl,...,x)-»

1 2
F v
Yu,v,w3z(z > (u)w)] C.Q.F.D.

'
Nous donnons maintenant la définition d'une fonction qui sera une indicatrice
P + . PYTE . . :
pour la théorie # ; cette fonction se définit au moyen d'une notion combinatoire
”n

qui correspond 3 une "itération" de " +

. s ses oo n
Nous écrivons X*: (m);l pour signifier que pour toute partition P : [X] =+ k
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2
. - . 2 in"H . .2
il existe une partie homogéne H telle que H -;(2m1n H)mln ol min"H

‘s min”H
dénote le min H'®™ &lément de H.
Posons Yl(a,b) =c ssi c¢ est le plus grand entier tel que [a,b]*-; (2c)§.
I1 est clair que Y] est une fonction qui est A? dans 6 . Nous allons démontrer
que Y1 est une indicatrice pour P+. Or dans la suite, nous allons poursuivre
cette itération de 4 jusque dans le transfini en rapport avec une suite croissante
d'extensions de @ ; avant d'introduire toute la machinerie nécessaire pour 1'itéra-

tion transfinie, donnons tout de suite le résultat suivant :

- . . . . +
I.3. THEOREME La fonction Y, est une indicatrice pour € ; et on a

1
(i) quel que soit n € N, ot vx Vy(Yl(x,z)z n);
(i) @' 7, i Vx ¥y 32(Y (x,2)2 y)

(iii) PF VxVyd2(Y,(x,2)> y) —Cons(T + 29}

DEMONSTRATION Remarquons tout d'abord que 1'on peut axiomatiser & en ajoutant
a @ le schéma Vvl,...,vk[ 3 %x E(x,vl,...,vk) + (Yu,v,w 3X(X est un ensemble
fini A Vx(xe X » E(x,vl,...,vk)) A X > (u):’)] , E une formule. Ce schéma exprime
que chaque ensemble infini d'entiers contient, quels que soient m,n,k, une partie
finie X qui satisfait X-; (m){(l . Pour voir que ce schéma est équivalent au sché-
ma qui définit P+, on utilise les arguments informels suivants : si f : N+ N
est une fonction (que l'on peut supposer croissante), on y associe un ensemble infini
A = {£00),£(£(0)),...,£™(0),...} ; étant donnés mn,k, si XA et
X g (m):, alors f l()() -§ (m): ; inversement, si A ¢ N est infini, soit f 1la
fonction qui énumére A; si 2 -§ (m):, alors X j{f(o),...,f(l)]g A et x-:(m):.
On voit maintenant facilement que pour n ¢ N, & F Yx az(Yl(x,z) > 0), en repre-

nant la démonstration de 2.I.7.

Soit donc M un modéle dénombrable de # et soient a,b,c e M tels que
Mk [a,b] *-:(c-fl)z oi c>WN. Parce que ¢ > N, on a 1+2/c> 3(c-1), et par la Pro-
- c-1
position 2.II.1, ona Mk[a,b] & (2c)3(c_])
du langage de l'arithmétique; soit § ¢ M tel que

. Soit ¢>°, 4)1,... une énumération
récursive des formules Z;
§>N et MF§ < logz(c-l). On définit dans M, utilisant le prédicat Tr2(¢),
une fonction f(i,<x|,...,xc_|) : 8 5 [a,b] el {0,1} par

0 si Tr2(¢i({|,...,ﬁc.))

f(i, < XpseeesX >) =

1 si 1Tr2(¢i(i], .. .,i’c,))

Rappelons que pour i <N et ¢i = d)i(v],...,vn),
ME f(i,<a],..., %y >) = 06 M |=¢i(a],..., an)

Soit g € M une injection de ZGdans c-1; définissons une partition
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P:[a,b ]c-l + 3(c-1)-a par
2(c-1)+g( <f(0,<a],...,ac.> )seer£(8,< O pseees® o> )
PQ’I”"’ac—I) = si > 2(c-1)
o, si a152(c—1)
- 2 mi 2H
Soit H € M un ensemble homogéne pour P tel que M E H 7 (min"H+1) n2
min"H

Alors, en posant H = {el,...,ei} et % =2 -(c-1), nous avons (i) e > 2(c-1) et
(i1) 1les éléments de H = {el,...,el} sont indiscernables dans M pour les for-
mules Z;- Notons par Ag( Z?) 1l'ensemble des formules engendrées a partir des
formules ZT par des quantifications bornées et des combinaisons booléennes. En
appliquant 1'induction ZT 1'on vérifie que dans @ toute formule Ag(Z T) est
équivalente 3 une formule Xg . Alors en reprenant la démonstration de 2.I.7, on
voit que les éléments de H - {el,...,em} sont indiscernables par rapport aux for-
mules Az( Z?) a paramétres < e - De nouveau soit I ={xe M : x Sem pour un

meN }. De nouveau, on a le lemme de vérité, 2.I.14, donc I F ® . Nous disons que

m
¢(v,al,...,am) = Q'xl...ann W(v,x],...,xn,al,...,am) une formule en forme pré-

*
Ik P( ). Afin de cevérifier, soient a;...5a < e, Te N, et soit

nexe qui définit une partie non-bornée de 1I. Donc pour tout p > r, on a
IEF 3v > eP @(v,a],...,am)
Autrement dit, pour p > r
v n
I 3vQ x]...Q X [v >ep A W(v,x],...,xn,a],...,am)]

Par le lemme de vérité, 2.I1.14,

' n
I1.5 ME 3v <e£_n Q x1<ek'(n-l)'°’Q X, < el [v >epA W(v,x‘,...xn,a],...am)]
D'ol quel que soit yu, r<y <2-n,

' n
I1.6 ME 3v <€y Q X< 1—(n-1)"'Q x < el [eu< v <e A W(v,x],...,xn,a],..,am]

U+l
Pour s = {es seees€ } une suite croissante extraite de H telle que
n+l
e 1< es] , posons
= H ' o
B(s) ={v : MEF e <V <eslA Q x, < esz...Q X< esn+] W(v,x],...,xn,a],...,am)}

Par 1'indicernabilité des éléments de H, nous avons quel que soit Yy ,

r+l < y< 2-(n+2),

' n
ME 3V <ey*l(ey< v <eY+1 AQ X, <e2_n...Q X < e W(v,x],...,xn,a],...,am))
Autrement dit, B(er+2,e2_n,...,e£_])n (eY’eY*l) # ¢. Clairement, on a
e
e

= - .
MEH> (2e£l)ee —(rn+2)-c oi H=H- {e‘,...,er+2,ez_(n+]),...,e2} . La situa
1

=
tion est alors que H = {er+3,...,e2_(n+2)} et B(r+2,e2_n,...,el_l) = {bP""bu}
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sont tels que bl <e et pour tout i, r+3<i<f-n-2, il existe A tel que

r+3

e.<b, <e, ., . Il est alors facile de vérifier que
i A i+l

e
e

L7 M F Ble,,pneq (o 1yreeer€y) ;(2<ael)eel(S od G<e,.
Rappelons que la relation X 2 (u): est AT ]dans P . Rappelons aussi qu'il existe
une relation E(x,X) qui est Ag dans @ et qui exprime que "X code un ensem-
ble fini A x €X" : 3 cause du Lemme Chinois, on peut prendre

E(x,X) = Ju,y,z<X(X = (u+(y+z)2+y)2 +uAdi<u Ig<yly = ((i+1).z+1).g+x)).
Parce que I F @ et parce que les éléments de H ont cette propriété d'indiscer-

nabilité, il est aisé de voir que pour tous ey e <he.ce, <e <ey
1 n+l

II.8 ME 3X <eu Vx <eu [E(x,X) e x€ B(s)]

Donc e,
_ 1
ME VX <ey [X = B(er+2’el-n’°°"el-l) > (X-z (2eel)ee_6 )]
1
et, pour tous e 4o < e, <esl <iuw <eSn< e, me N, .
t
ME VX < e, [x = B(er+2'esl’”"esn) > (X 7 (2et )et_d)]

Autrement dit, R

Ik VX (X ={v <esl : ®(v,al,...,am)} > (X2 (2et)ez_ 5)]

et pour tout s, r+l <s <N,

e
IE 3IX(Vv(vex -~ ®(v,a],...,am)) AX 2 (2es)es_ 6)
8

|3 par la proposition 2.IL.l, on obtient le résultat parce que e, et

e, - 8§ sont cofinaux dans I. C.Q.F.D.

or 6 <e
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II - L'ITERATION TRANSFINIE

Il nous faut tout d'abord de la notation et quelques définitions au sujet des
ordinaux transfinis. On dit qu'un ordinal o est stable pour l'exponentiation si

Y < quels que soient » Y <a - On note ¢ le premier ordinal o > w qui est
B [0} Y ) P A
iéme

stable pour 1'expomentiation, et, plus généralement, on note eB le B ordi-
nal » ;j qui est stable pour 1l'exponentiation. On notera aussi O =€ o et w=€_,.
On voit facilement que ©
€, = 1]]:.Im wy ol wy = W et Wopp O n
) R (eﬂ)n
eﬁ*] = lém (sB)n ol (ee)o = eB et (eB)n+l = €B

et pour )\ limite,
€ = lim €
o <A
La suite des EB est donc une suite strictement croissante et continue; soit
alors N, le plus petit ordinal o tel que €y =% ¢ On voit que
o 14 < =0
n, = lim (n)_~od (n)) > (n)

=€
n+l (no) n

Rappelons le

II.1. THEOREME (Forme Normale de Cantor). Soit o >2. Alors tout ordinal B # O

s'écrit de fagon unique
Y Yn
B=a 6l oo+t 0 . Gn ol Y2 Yy > ey et 0< 61< Oyeeey O< Gd<a
A 1'aide de la Forme Normale de Cantor, nous allons associer 3 tout ordinal limite
A <n, une suite dite fondamentale A(n) telle que X = I%m A (n). Pour les
ordinaux successeur B = g+l, on pose R(m) = a pour tout m ¢ N; nous posons aussi
w(m) = m. Pour o un ordinal limite, w<a<n , remarquons qu'il existe u< a

tel que eu <a < € et a<p . Nous définissons la suite a(n) par récurrence

u+l
sur o en distinguant trois cas

(1) o = EX , A limite. Alors A< a et nous posons 0(n) = eA(n)
(2) a = EB+I' Alors nous posons a(0) = EB et o(n+l) = E%(n)= (EB)n+l

Y Y,
(3) eu <Q <€u+l’ MH<o . Soit a = eul. 61 oot eum. Gm la forme normale de

a 3 la base eu . Nous distinguons quatre sous-cas :

Y Ym+1
(a) Yy = 0; alors posons a(n) = e, - 6] oot e 6m+l + 6m(n)
(b) Y =¢g+1, & = B+1; alors posons a(n) = eYI. § +...+ er.B + sg .€ (n)
m m u 1 u VRNV
P Yl Ym-l m
(c) Yn # 0, Gm limite; alors posons a(n) = eu . 6] oot eu . Gm-l+€u .Gén)
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Y Yoo

Y, m
(d) Ym limite, ‘Sm =R+l; alors posons a(n) =€u'6l +oo0t eu B+ eu

I1.2. REMARQUE. Dans le cas (3), la suite fondamentale est déterminée par le dernier

Y L
terme € m, 5m de la forme normale de o a la base elJ s plus précisément,

"
Y Ym- Y
si g = ¢ 15] oot eumlsm_] et p = eum.dm ona a(n) =g+p(n)

quel que soit n €N.
.. . ~ . n .
Nous définissons ensuite par récurrence sur O la relation X a (m)k oi X
est un ensemble fini d'entiers, a<no et m,n,k sont des entiers :
> n > n
X 0 (m)k -~ X 2 (m)k
et pour & >0,
n . n . .
X 3 (m)k e Dour toute partition P :[X] + k il existe une
partie homogéne H telle que |H|rm et
2 minzH
H > . (2min"H)

a (@ min"H

e

o . 2 P . iém P
oli, de nouveau, min'H dénote le min H élément de H.

Aussi, étant donné une fonction f : N * O, nous définissons la relation

f n .
X J(m)k ~ainsi

X & @le x5
et pour QO >0,
X f& (m)lil &» pour toute partition P :[X)™ >k il existe une
partie homogéne H ©X telle que |H|>m et
H 0‘—(1—6 (ZminzH)minzPI et f(min H) » |H|
min"H

. f n . f n
II.3. REMARQUE. Il est clair que X S Y et X 3 (m)k entrainent Y a (m)k .

II.4. REMARQUE Par un argument tout d fait analogue 3 celui donné dans la preuve
de 2.I.7, on démontre par récurrence sur & que pour tout ensemble infini d'entiers

. . . . £ ..
A et tous myn,k il existe X < A satisfaisant X a(m);: , X fini.

Les ordinaux O < n, sont "relativement simples" et peuvent &tre décrits en
termes arithmétiques; dans le chapitre 9 de (S] , par exemple, il est donné un sys-
téme de notations pour ces ordinaux; ainsi pour tout ordinal y <no , 11 existe

~ , . o . PPNt
un ordre récursif < qui est A1 dans € et qui, sur N, définit un ordre
13
H o
isomorphe 2 ¢ . On définit aussi de fagon Al dans ® les opérations de suc-

cesseur, addition, multiplication et exponentiation sur les éléments o de cet
ordre et de méme pour la fonction (a,n) > a(n).
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Le schéma suivant s'abrége TI(EU) :
Vv],...,Vvk[Vx[Vy Z x(E(y,vl,...,vk)+ E(x,vl,...,vk))]->Vx E(x,v],...,vk)]] s
u

Nous énongons une proposition dont la démonstration est laissée au lecteur.

II.5. PROPOSITION Soit =2<uc< Nyt Alors

. . n o
(i) la relation 01<€u A Xa (rn)k est A‘ dans @+ TI (eu);

.. . n . o
o< € -
(ii) la relation < u A X a'ts) (m)k est aussi A] dans f+ TI ( Eu).

(iii) la relation o< €, AX £ @7 est 8°(f) dans e(f) + 11 (f) (e
Q®), #®),

Nous considérons deux progressions de théories axiomatiques
P _ @ _p
p(o""l) _ ‘,((1)

< :
CI.T]O

+ le schéma suivant
Vvl,..., Vvk[‘/x Ity F(x,y,vl,...,vk)-> Yu,v,w IL [ 5 (u):]] F une formule

NCTPINC

Q

+ le schéma Cons(Tn+Q(u)), nelN
p()‘) = aU< )\6’(0‘) , A limite
Q()\) = aLi)‘Q(a), A limite

Le résultat suivant est bien connu, voir [K,LJ], ou [Scl.

I1.6. THEOREME (Gentzen-Kreisel-Levy). Pour tout a < no, nous avons Q(aH)

r TI(g,)
mais Q(a+l)|74TI(ea+]).

Nous définissons les fonctions Y (qui seront des indicatrices pour les

o
o
théories 0(0") et Q( )): Y, (a,b) = le plus grand c tel que [a,bly (20)2 .

Nous allons prouver le résultat suivant.

II. 7. THEOREME Soit @en et soit v tel que B SA<E,

o
(i) Y, est une indicatrice pour P( ) par rapport aux modéles de €+ TI (e\))
a a
i) o ec o™

On aura le corollaire

axiomatisent la méme théorie.

II.8. COROLLAIRE Soit © < TL

) e

(ii) P(a) PV Vy Y, (x,y)2n, tout ned
i) PP+ J Mz Vxayr, ()2 2)

b TI(Ey)
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DEMONSTRATION (du théoréme). Par induction sur a . D'aprés ce qui précéde le théo-

réme est vérifié pour o = 0,1. De maniére générale, la partie (ii) pour a+l se dé-
duit de la partie (i) pour o comme le théoréme I.l. de cet exposé se déduit du ré-
sultat de Paris-Harrington; or la partie (ii) au niveau o limite est immédiate.
Nous considérons alors la situation suivante : on suppose que le théoréme est vérifié
pour tout a ¢ a, et que la partie (ii) est vérifiée au niveau o, Pa ge que

)

% < Ng» MOUS avons v + 1< ags donc par l'hypothése de récurrence, f ° TI(g

o V+1

On va avoir besoin d'une série de lemmes techniques dont les démonstrations sont
données en appendice. L'intérét de ces lemmes provient du fait que pour X fini,
la relation X —E (m): n'entraine pas X ; (m)2 pour n'importe quel Y < B ; néan-
moins dans des cas oi Y "se déduit" de B d'une certaine maniére par des applications
successives de l'opération & ~+ 8(n), on a des implications du type en question .

Les lemmes A-G qui suivent sont démontrables dans P+ TI(ev+]) :

II1.9. LEMME A. Soit X = {x],...,xs} et Y = {yl,...,yt} deux ensembles finis

. . . n
tels que s 2t et X; € y; pour tout i< t. Si B < €yyy ot si Y 3 (m)k ,

n
alors X E (m)k.

I1.10. LEMME B. Soit B < €ye

pour tout n'<n.

. . n n'
) et soit k=2 7. Si X § (m)k , alors X § (m)k

. . . n
II.11. LEMME C. Soit o < €v+], soient s < t et 2n,k<m. Si X d?g) (m)k , alors

n
X oats) @y

II.12. LEMME D. Supposons que Y<B < R Alors pour tous m, n, k il existe m',
D Al

)+
n', k' tels que X I3 (m')E, entraine X 8 (m): quel que soit X.

II.13. LEMME E. Soient a<ev+] et N <V tels que eu s ac< eu” et soit

m 2 2n,k. Alors X 3 (m): entraine X = (m): quel que soit X.

u
II.14. LEMME F. Soit s tel que (n) < €, < (ny) oi us< Vv et soit

a o’s e s+]
m 2 2n,k. Alors X e: (m)k entraine X (ﬁ:)s(m)k .

I1.15. LEMME G. Soit 0<Ey soit s tel que (no)s <o et soient m > 2n,k.

Alors X » (m)® entraine X —, (m)] quel que soit X.
a k (n,) k
o’s (@)
Vérifions maintenant que gm est bien une indicatrice pour @ ° par rapport
o
). Soit donc M un modéle dénombrable de &+ TI(e

aux modéles de TI(e ) et

v+l V+1

supposons que M [ Y& (a,b) =e¢+l avec c > &N. Nous disons que
o
M¥ [a,b] i (2c)§c ; en effet, c > N entraine que c+!2> (1+2 /3c) et par 2.II.1,
o

- P c . o e = c+l
3 toute partition P: [a,b] "> 3¢ on peut associer une partition P : [a,b] + c+l
telle que toute partie homogéne pour F'ayant au moins ¢ + 2 éléments est aussi

homogéne pour P ; ensuite, puisque nous avons la relation

49



EXPOSE 4

[a,b] = (2c+2)Z:: il existe une telle partie homogéne K telle que

o

. 2
) (2min2K)mm2 K et par le Lemme C on a K
min~ K

2 minZK
— .

K 4 (ot 5??2) (2min“K) i

o [ min K

Cela étant, on peut trouver comme pour le Théoréme I.3. un ensemble He [a,bl ,

H= {e],...,eI} avec L > 2¢ tel que les éléments de 1l'ensemble tronqué

H= {el,...,ez} , ol 2= 2 -c, sont indiscernables pour les formules I g et
tel que,
e
€
—>
MEH 3 (2e, )
[¢) 1 ee -c

1
Or, les éléments de H - {e’,...,em} , m €N, sont indiscernables pour les formules
Az( Z?) ad paramétres < e Soit, comme d'habitude, I={xeM:x Sen pour
un n eN} . D'aprés les remarques faites au début de la démonstration du Théoréme

I1.3., pour a successeur il suffit de démontrer que

(x) 1k TI(EV+1)
et
(x%) IE Vv]... Vvk [3% E(x,v,,...,vk) +Vu,v,w 3X [X est un ensemble fini
v
AVx(x eX—’E(x,vl,...,vk)) A X (Z?C) (n)w 1]
Or, si % est un ordinal limite, on a Mo [ ao(n) < ao(c) quel que soit n

standard; donc par le Lemme C, si on démontre (i) et (ii) on a aussi

IE Vvl...Vvk
A Vx(xe X+ E(x’vl""’vk)) A X &;?n) (n): J]

[3% E(x,v],...,vk) +Yu,v,w 3X [X est un ensemble fini

ce qui entraine
Ik ela@)

quel que soit n standard

ce qui donne la conclusiom cherchée pour a limite.

Vérifions donc que l'on a (*) et (xx). Nous savons déja que I F & . Soit n,
le plus grand entier n satisfaisant (no)n < ae Considérons le tableau a rebours
suivant

II.16. Mk B(er+2,esl,...,e )

e
t
) &;?c) (zet)et‘é

e
t
II.17. Mk B(et+2,esl,...,es ) 2 (Zet)et_6

m \Y]

e

t
I1.17. ) MpEB(e . .,e ,ec.5e_ ) 2 (2) _
(g r+2°%s s,) (o tle 6
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e
t
17.(n - 2€  seees - (2
II.17 (n° 1) ME B(er+2 es] esm) ( o)no-l ( et)et-d
. ‘.
11.17(no-(n°—|)) ME B(er*z,es],...,es ) (-—5% | (zet)et“G

m

®t

I1.17(0) ME B(er+2’esl""’es ) ——6>(2e':)et_(S

m
Chaque entrée du tableau peut étre vérifiée utilisant les Lemmes E, F et G. En remon-
tant le tableau, on a par les Lemmes A et B, par la méthode de démonstration du

Théoréme I.3. et le cas initial a = 1, que

(N (0

I1.18(0) Iwe® "/, Ik Q7 , IF TI((n),)

Continuant inductivement et invoquant 1'hypothése de récurrence on a

(), +D () +H
II.18(1) I =@ , IEQ » ITF TI(n),)

((ng), +D) () +1)
o
II.18.(n) IEE@ ) ° L, Ik TI((n.O)nOH)

Puisque (no)mbsev < a < €pul < (no)no*l’ on a bien (x) et en méme temps on a (%)

par l'absoluité entre I et M de la relation &zz) qui est assurée par la
Proposition II.S5.

Réciproquement, pour finir cette partie de la démonstration il faut prouver que
(@)
P °F Vx3y Y, (x,y) 2 n, tout n e N.
o
Ceci se vérifie facilement par la méthode de démonstration de 2.I.8. et 3.I.10,

c'est-a-dire par un argument de compacité et une application de la forme infinie du
Théoréme de Ramsey.

Nous avons remarqué au début de cette démonstration que la partie (ii) au niveau
a°+l se déduit de la partie (i) au niveau a4 Pour voir ceci, il faut noter que,
pour o limite, la série d'équivalences P(a)s.Q(a), a<a , est elle-méme prouva-

@5 ) ® 2 ® ®)

bie dans @ et aussi que 1'équivalence @ est prouvable dans P

quand ao = B+1. A partir de celd, la démonstration est tout-d-fait analogue & celle
du Théoréme I.3. et nous la laissons aux soins du lecteur. C.Q.F.D.
Quant au. corollaire, la partie (i) est conséquence du théoréme et de II.6., la

partie (ii) a été notée au cours de la démonstration du théoréme. Naturellement, la

partie (iii) découle des résultats du premier exposé.
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Les méthodes du troisiéme exposé donnent le

II.19. COROLLAIRE. Soit a < no. Alors
P(a) Cons (T, + P(a)) «—s ¥x Vz X _(x,y) 2 2z)
T‘ 1 3y o Xe¥) 2 :

On peut extraire d'autres renseignements de la démonstration du théoréme. Définis-

sons une troisiéme progression de théories en posant
% - @
®o+l _ g + le schéma suivant
4 Viseees Y vk[ 3% x E(x,v],...,vk) +> Yu, v, w JIX
X est un ensemble fini, ¥ x(x ¢ X > E(x,v],...,vk)),

v
et X -+ (u)w]
o

AN, a@

o<

On a alors le

I1.20. COROLLAIRE. Pour o < ng» ﬂb(a), Cl(“) et d°(a) axiomatisent la méme théorie.

I1I.- REMARQUES ET QUESTIONS CONNEXES

Notons tout d'abord que 1'on peut faire une série de remarques analogues &
celle du § 2.1I. Par exemple, posons pour a < n o’

o
ca(n) = le plus petit entier m tel que [1,m] + (n + I):

. . . i . P o
Alors la fonction o, majore toute fonction récursive prouvable de la théorie dp( )
3 un nombre fini d'arguments prés. On peut également remplacer Oa par Ta ol

a
Ty (n) = le plus petit m tel que [1,m] » (n + I)? .

I1 est aussi possible de continuer 1'itération transfinie au dela de Ny voir
[Mc,ter]. Récemment, H. Friedman a annoncé la découverte de théorémes combinatoires

indépendant s de diverses théories des ensembles, voir [Fr].

Pour finir, notons une autre fagon naturelle d'itérer 3 partir de la formule de

Paris-Harrington.
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o -] o
De maniére générale, pour la théorie db(f) + V/x(f(x + 1) > £f(x)), la fonction
o

f
Z(a,b) = ¢ ssi c'est le plus grand entier tel que [a,b]-—:+ (ZC)E

est une indicatrice pour les segments initiaux satlsfalsant 6’(f) par rapport aux

modéles (M,f) de 6>(f) En effet, si (M,f) F= éa(f) et si pour ¢ > N

M,f) = z(a,b) =

alors, en reprenant les démonstrations du théoréme 2.I.7 et du théoréme I.3 de cet
expose, on trouve une suite S ERERTLAFERE d'indiscernables forts pour les formules

A (f) telle que (M,f) F: f(e ) < e ntl® Cette suite détermine alors un modéle de
o).

Pour a < €,» mous définissons une suite transfinie de fonctions récursives
ainsi :
. n
fo(n) = le plus petit m tel que [l,m] —> (n+l)n
f

_ . a n
fa+l(n) = le plus petit m tel que [1,m] —_ (n+l)n

f (n) = sup f (m), A limite
ms<n A(m)

ce qui améne a poser

Zo(a,b) = c ssi c'est le plus grand entier tel que [a,b] - (ZC)E

f
(a,b) = ¢ ssi c'est le plus grand entier tel que [a,b] __JE, (2c)§

A(C)

Z (a,b) = c ssi c'est le plus grand entier tel que [a,b] —_ (2c)§

a+l

et 3 introduire trois progressions de théories
AN
+
RO R, Y x3y £,00 =

&(A) = U ) (@
a<A
45(0) - f

4(a+l)=4(a)+Vsz 3yZa(xy) =
,5()\) = v ,5(01)

a<A

53



EXPOSE 4

o _ @
4 (a+1) =@+ Cons(Tl + ’6((’))

N
a<A

Nous avons alors :
III.1. THEOREME. Pour o < €,

(i) Q’(a)’ 4((1) et %(a) axiomatisent la méme théorie

(o)

(ii) 2 est une indicatrice pour Rfa) par rapport aux modéles de @}a)

(i) &% — v x ¥z 3y (Z,(x y) 2 2) e Cons(T, + & (@+1)y

(iv) Toute fonction récursive prouvable de “’(or.) est majorée 3 un nombre fini

d'arguments prés par fa'

Nous omettons la démonstration. Toutefois, nous remarquons que pour O < €» il
existe une fonction récursive prouvable ¢ = ?a de deux arguments telle que pour

B<y<aona fgo(n) < fy(“) pour tout n 2 ¢(8,Y).

L'existence de @ assure que pour les indiscernables forts, M ‘= f'y(el) < e,
entraine M |= fB(el) < ey et que M }= fk(c) (el) < e, avec ¢ > N entraine
M ‘= f)‘(n)(el) <e,pour n e N et A <a.

Pour calculer ¢ , on procéde de la fagon suivante : pour tout B < a on définit

pour B < Yy < a un ensemble fini d'entiers E(B,Yy) par récurrence sur y :
{o} si B=y
E(8,v) ={ E(B,Y(0)) si B < y(o)
E(B,y(n+1))u {n+1} si y(n) < B < y(n+l)

Et on pose @(B,y) = sup E(B,Y).

Remarquons une différence qui apparait entre cette itération et celle du pa-
. + ..
ragraphe précédent : 13 on avait € (o I)l— TI (ea) alors qu'ici on n'a apparemment
pas a’(aﬂ) - TI'(eo) pour aucun o < €, ce qui empéche 1l'itération au-deld de

étapes.
€, pe
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DEMONSTRATION A  Par récurrence sur B . Pour B » O, étant donnés P : [X ]n-+k

on définit B :[Y¥1™ k: (y; seeesy; ) > Plxg ,ee0px; ). Soit
1 n | n

H homogéne pour P tel que H (2mi 2~)mln i . Soit H={x, : y.eH}.
???n) . i 1
min“fi 2~
Alors, par 1l'hypothése de récurrence, H — &n) (2min ﬂ)mln , et comme pour I.4
min i
du deuxiéme exposé, on en déduit que H — (2min2H)mm2H .
8 (n) min"H

DEMONSTRATION B Le lemme est évident d'aprés la Proposition II.l. du deuxiéme

exposé.

DEMONSTRATION C  Nous abrégeons Qm(nl))(nz) par a(nl)(nz), Gx(n])(nz))(n3)

par a(nl)(nz)(n3) etc. Nous aurons besoin d'un sous-1lemme.

SOUS-LEMME Soit s <tl . Si a(tl)...(tk)s a(s), alors il existe i<k tel

que a(t|)°“(ti) = O.(S)~

DEMONSTRATION Par récurrence sur a. Sio = O ou si o est successeur, la véri-
fication est immédiate. Pour o limite # O, il y a trois cas qui correspondent
aux clauses (1), (2), (3) de la définition de la suite fondamentale. On traite

d'abord du troisiéme cas ol eus a < eu . Posons

+1
Y Ym-1 Yi Ym
g = € St € Sm=1 ol g = CU . G]+...+ €, - Gm . I1 y a alors
Ym
quatre sous-cas selon le terme EH . 6m :

1 = = = o
a/ Ici Yo 0 et g =g+ Gm’ a(s) =g + am(s). Parce que eu. 6m est le terme
du plus petit exposant de ¢ dans la forme normale de a , il est clair que
si a(tl)°"(tk) < g , alors a(t])...(tk.) =g pour k'< k . On peut donc
supposer que a(tl)...(tk)Z(Jet qu'on a a(tl)...(ti) =g + ém(tl)...(ti) quel
que soit 1i g k. Alors, g + Gm(s)> g+ dm(t])...(tk) entraine ém(s)> Gm(tl)..(tk%
par 1'hypothése de récurrence, il existe i <k tel que Gm(s) = Gm(t])...(ti)

et oqaf(s) =0 + 6m(t])...(ti) =q (tl)...(ti).

b/ Ici Yp = g+l et Gm = B+l. Si g =0, la chose devient tout-a-fait

analogue au cas que l'on vient de traiter. Si § # 0, posons T =0+ e:m.B .

Nous avons que a(t) =71 + eﬁ . eu(t) pour tout te N. Alors o(s)2T et
a(cl)z T ; or EE . eu(tl) est le terme du plus petit exposant de eu dans

la forme normale de a(tl). Ici, donc, on peut supposer que a(t])...(tk) > T
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et que pour i <k, q (tl)"'(ti) = T+ (eg .cu )(tl)...(ti). On peut aussi
supposer que g, (tl)...(tk_]) o (s) et, méme o (tl)"°(tk-l)> o (s). Nous
disons aussi que 1'on peut également supposer que
12
v =T
ale)... (e ) + €

U
suite fondamentale, tant que eu (tl)...(ti), i=1,2,...1est un ordinal limite,

L €u (t;)...(ti)] . En effet, par la définition de la

)l (L) = T+ & . el (ty). it 2 i i 'y
on a a \t]) (tl) T € € (tl) (tl) Soit 2 le premier entier, s'il
en existe, tel que eu (tl)"'(tl ) soit un ordinal successeur, disons C + 1|.
o

Alors, 20 < k et a(s)<a (tl)...(t 2 ). A ce moment 13,
£ ° 3

g
. cea(t =e> .e (t )...(t = € +1 t
(eu Eu)(tl) ( 20) " u( l) ( 20) Y (z+1) e
€ 12
. t.)...(t = €. + v
(eu eu)( l) ( 20) nrY
(t )
EE fo*1 si & est limite
oi Vv =
el e (t ) si & = n+l
U (VIR A |
o
Nous avons a (s) < T + eﬁ(y+l) et alors, parce que 0a(s) = T+ EE . Eu(s), nous
avons eu(s) < Y . Parce que Vv est le terme du plus petit exposant de €u dans
la forme normale de a(t,)...(t % ), il existe p,lo*l < p< k tel que
o
a(tl)...(tp) = T+ EE. Y , autrement dit,

(2 _ .5
( " eu(tl)"'(t 20))(t lo*l)"'(tp) eu .Y
Nous avons donc, parce que y+l(tp) =Y,
g _ & .
( € eu)(tl)...(tp) € ( eu(tl)...(t 20)(tp))’ ce qui donne
a(tl)...(tp) = T+ eﬁ

Continuant ainsi, on se raméne au cas ou

Qe (b)) = THes L e (e ().

SCACORCIRIC

D'ailleurs, puisque a(s) < a(tl)...(tk_]), 1'ordinal eu(t;)...(tk,) ne
peut €tre successeur, car sinon on aurait, comme ti-dessus,
13 ' ' = ' '
als) < 1+ Eu ( eu(tl)...(tk.))(tk) Ot(tl)...(tk). Dgnc, eu(tl)...(tk,)
. A . .. - ' '
doit étre un ordinal limite et a(tl)...(tk) T+ ( eu eu(tl)...(tk)(tk)).
Cependant, eu(t;)...(ti,) > eu(s) entraine par l'hypothése de récurrence, que

eu(s) < eu(t;)"'(té')(tk) ce qui entraine a(tl)...(tk) =0 (s).

c/ Ce sous-cas est tout 3 fait analogue 3 b/.

d/ La situation est analogue aux précédentes moyennant le sous—sous-lemme suivant :
§ +1 8
€

SOUS-SOUS-LEMME Soit & < eu . Si u (tl)...(tk)s Eu , alors
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§ §+1 .
= < k.

€ € (t])...(ti) pour un i < k

DEMONSTRATION On procéde par induction sur § , 1< £< eu pour montrer que
§ . 8 _ 8 .

( €u . E)(tl)...(tk) < eu entraine ( eu . 5)(tl)...(ti) = eu pour un i<k
Pour & =1 et £ limite, le résultat est clair. Pour § = n +l, nous avons
( eS (n+l))(t]) = eS .n+ ES (tl); le terme 63 (t) @étant du plus petit exposant

de € dans la forme normale de ES .n o+ CS (t]) 3 la base eu , 11 est clair

que 63 (n+l)(t|)...(tk) < 63 entraine la conclusion souhaitée.

Nous arrivons aux cas (1) et (2). De nouveau, moyennant le sous-sous-lemme qui
vient d'@tre établi, ces cas se traitent de la méme fagon que le sous-cas b/.

Le sous-lemme ayant été démontré, remarquons que si X B?z)(m)ﬁ , m=22n,k,
alors il existe une partition P: [X] "ok tel que, si H est homogéne pour P

. P .2 . . , .
ayant au moins m-éléments alors min H 2 m. Il existe donc une suite décroissante

X = XO ) Xl D2 ... 2 Xk avec minlez m telle que pour
. . 2, .min“X; . 2
< < . _—T . 1 u = . = R
1<1 <k, X1 Bt ... (L) (2min Xl) ] ol cl n, t1+l min X1 pour
o b min X;

i1 et B(to)...(tk)s B(s). Par le sous-lemme, alors, B(to)...(tp) = R (s)
pour un p<k et XP -Ezgj (m); par la Proposition 2.II.I.

DEMONSTRATION D Par induction sur B . Si o = R(m), le lemme est évident par

le lemme C; si & + m = B, c'est évident d'aprés les définitions. Si a < B(m),
par l'hypothése d'induction, il existe m", n", k" tels que X B?m)(m")ix
entraine X 3 (m): . Alors il suffit de prendre m', n', k' suffisamment grands
pour assurer l'existence d'une partition pour lequel toute partie homogéne H

. . . .2
doit satisfaire min“H 2m", n", k".

DEMONSTRATIONS E, F, G La démonstration de E est implicite dans celle de C;

les démonstrations de F et de G sont analogues 3 celle de C.
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EXPOSE 5

TYPES REMARQUABLES ET EXTENSIONS DE MODELES
DANS L'ARITHMETIQUE DE PEANO, I

M.A. Dickmann

INTRODUCTION

Cet exposé forme un tout avec l'exposé 6, et la présente introduction vaut pour
1'ensemble des deux. Ces deux exposés sont consacrés aux travaux de Gaifman, [G]
et d'Abramson-Harrington, [A-H] , sur les types complets en Arithmétique, et sur les
modéles de 1'Arithmétique que ces types permettent de construire. En particulier, nous
exposerons les notions de type définissable, uniforme, minimal et leur propriétés de
base, étudiées par Gaifman (cf. cet exposé et le §I de 1'exposé 6). Et nous démontre-
rons le théoréme principal d'Abramson et Harrigton, que nous énoncerons seulement une
fois introduites les notions nécessaires : cf. exposé 6, Théoréme III.1. Ici nous
indiquons seulement un corollaire de ce théoréme : pour tout n ¢ N, il existe une
extension élémentaire M du modéle standard IN telle que M est de cardinal :Jn’
mais ne contient aucune suite de n+l points indiscernables pour 1'ordre. Notons que
ce résultat est optimum, puisque par le théoréme d'Erdos-Rado [E,R] , M contient au
moins n points indiscernables 3 cause de sa cardinalité. De ce corollaire on dédui-
ra facilement que le nombre de Hanf de la théorie compléte du modéle (W,+,.) est
:]w: cf. exposé 6, corollaire III.

Sur les types en Arithmétique nous n'avons pas cherché 3 €tre exhaustif, mais
plutdt 3 rédiger une introduction facile i lire et ol quelques idées de base ressor-
tent clairement; pour un exposé plus complet, voir les articles cités en référence.
Le point de départ de nos exposés a &té le cours professé par H. Gaifman sur le méme
sujet, en 1977 3 1'Université de Paris VII. L'ensemble de ces deux composés ne compor-
te pas de nouveauté, excepté dans certaines démonstrations, dans la formulation des
constructions de Gaifman et d'Abramson-Harrington, et dans la philosophie du sujet,
telle qu'exposée dans 1'exposé 6, fin du §I.

Le plan d'ensemble est approximativement le suivant : on expose d'abord séparé-
ment les divers aspects du sujets, 3 raison d'un aspect nouveau par paragraphe; puis
on les étudie par combinaisons de deux ou trois d'entre eux, enfin on parviendra au

théoréme d'Abramson-Harrington en combinant le tout.
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§0. PRELIMINAIRES.

(A) Dans cet exposé L désignera un langage du premier ordre contenant celui

de 1'arithmétique (cf. Exposé n°l). Nous supposons que L contient aussi 1'opérateur
minimum, désigné U ; celui-ci permet de construire des termes a partir de formules :
uv Q(vo,...,vn_l,v) est le terme qui donne, pour chaque interprétation des varia-

bles VoreeesV dans une structure de signature L, le plus petit v tel que

n-1
Vsee VooV satisfont ¢ , s'il y en a un, O sinon.

Nous ferons 1'hypothése que le langage L a un nombre fini ou dénombrable de
symboles de relation et de fonction 3 au moins un argument; le nombre des constantes
individuelles peut &tre arbitraire. Cette hypothése est utilisée dans le §III ci-

dessous ("Existence des types") et dans tous les théorémes qui font appel a 1'existen-

ce des types, mais pas dans les paragraphes §§I, II et une partie de § IV.

(B) 1/ Etant donné L, on désigne par PL - ou simplement par @ s'il n'y a pas

lieu a confusion - l'arithmétique de Péano généralisée, i.e., la théorie constituée

par les axiomes de Péano (voir Exposé n°l) avec le schéma d'induction pour toutes les

formules de L; on ajoute aussi le schéma d'axiome

Vvo...an_l[Jv¢(vo,...,vn_l,v) - d>(vo,...,v 1 uvd)(vo,...,vn_],v))/\

n-

AV WO eV s )P UV OV e,y V)< W) ]

(pour toute formule ¢ de L), qui donne 3 1'opérateur u son interprétation correcte.

Remarque. En particulier, uv ¢(vo,...,vn_|,v) est une fonction de Skolem canonique

pour la formule ¢(vo,...,v ,V). Aussi toute fonction définissable est automatique-

ment représentée par un tegml de L : si f(vo,...,vn_l) est définie par
¢(vo,...,vn_|,v), f coincide dans tout modéle de P avec le terme
uv¢(v0,...,vn_|,v). Pour les mémes raisons 1l'opérateur "l'unique v tel que
¢(v°,...,vn_l,v)" est aussi représenté par UV ¢(vo,...,vn_l,v).

2/ Moyennant peu de changements, une bonne partie des résultats de cet exposé
sont valables sous des hypothéses plus faibles . En gros, il suffit que L contienne
le symbole de relation < et qu'il s'agisse d'une théorie assurant que < est un or-
dre total satisfaisant un minimum d'induction et qu'il y ait des fonctions de Skolem
pour toutes les formules; voir Shelah [S] .

(C) Les conventions de 1'Exposé n°l concernant les notations restent valables ici.

. . . M M
Ajoutons que si M est une structure de signature L, fM, ¢, VY

, désignent res-
pectivement les interprétations dans M du terme £(v), de la formule ¢(v) et de

1'ensemble de formules {v); ainsi, par exemple :

M (T eM” | pour toute ¢ ¢ ¥, ME ¢ [al}l.

On utilise aussi les notations Y F ¢ , pour indiquer que M F ¥ [3] =» MF ¢ [T]
pour toute structure M et tout a eM de longueur convenable; et SDC(M) pour le

diagramme complet de M.
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(D) Etant donnée une structure M de signature L on appelle type (ou n-type)
sur M tout ensemble t(v) de formules (ou v ={ vo,....,vn]) 3 paramétres dans M
tel que QC(M)gt(;), finiment consistant dans M (i.e., tel que Yot fini =>
ME 3v ‘“W(V)), et clos par la relation de conséquence logique (i.e., t mp=a¢ € t)
On dit que t est complet si pour toute formule ¢(v) 32 paramétres dans M, ¢ € t
ou 1det.

I1 convient de noter que si ¥(v) est un ensemble de formules finiment consis-
tant avec QC(M), alors il existe un plus petit n-type sur M contenant v (V)
c'est 1'ensemble : $(v) = { ¢(V) ] ¢(;) formule 3 paramétres dans M et
3':(M) vYE ¢(;)} .Lorsqu'il n'y a lieu 3 confusion nous identifierons Y (V) et
¥ @.

Remarquons, finalement, que la donnée d'un n-type sur M est manifestement équi-
valente 3 celle d'un filtre (propre) sur l'algébre de Boole des parties définissables

de M", et celle d'un n-type complet équivaut i la donnée d'un ultrafiltre.

(E) Si ME ® , tout sous-ensemble X €M est contenu dans un sous-modéle élémen-

taire minimal contenant X; son univers est

M- — -

{f(a) |£(v) est un terme de L et a e X},
et ses relations et fonctions sont celles de M restreintes 3 cet ensemble. Notons,
en passant, que pour obtenir ce modéle minimal contenant X il suffit de considérer

de termes 3 une seule variable; ceci parce que tout terme f(vo,...,vn_l) est égal

(dans @ ) au terme g(v) = f«v)o,...,(v)n_l) 3 une variable.

En particulier, si X = ¢ , on obtient un modéle minimal de ® , ou, plus préci-

sément, é; modéle minimal d'une théorie compléte de L qui étend ® , comme on le dé-
montrera dans le (F) ci-aprés. Ses €léments sont tous les termes constants ( = sans
variables 1libres) de L. Du fait que chaque ne w est nommé par la constante

1 +...+ 1 (n fois), il suit que ce modéle minimal contient le modéle standard N de
1'arithmétique de Péano.

Ce modéle minimal Mo peut coincider ou non avec le modéle standard N. Par exem-

ple, si Mo E “Cons(f), ol Cons(P) est la formalisation arithmétique de 1'énoncé

"® est consistant" (*), alors Mo n'est pas standard, puisque N F Cons(f).

(F) En général, si M,Ne® et MZ=N, alors les sous—modéles minimaux respectifs
Mo et No sont canoniquement isomorphes par 1'application
F(nM) = wN

oli T désigne un terme constant. La réciproque est aussi vraie et triviale.

-

Donc, toute extension compléte T de ¢ détermine & isomorphisme prés un unique

(%) De tels modéles M, existent grice au théoréme d'incomplétude de Godel.
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modéle minimal (et réciproquement, tout modéle minimal détermine de fagon évidente

une extension compléte de ). En particulier, si t est un type complet sur M,
{o|tEod et ¢ énoncé de L}

est une théorie compléte. Parfois il sera convenable de considérer t comme un type

sur son modéle minimal.

) Notons aussi que si Nk ® et MegN (i.e., M est une sous-gtructure de N),
alors ’ M { N. En effet, si m € M, ¢6:,v) est une formule quelconque et
Nk 3v ¢(m,v), alors par (B.1) ci-dessus ona Nk ¢ (m,uvd (m,v)); or
a=uvd(mv) € M; donc N P ¢(m,a) pour un certain a e M, ce qui par le critére
de Tarski pour l'inclusion élémentaire entraine M < N.

D'ici et de la remarque du (E) ci-dessus il s'en suit que si X & M est un

-

sous-ensemble clos par images (dans M) de termes 3 une variable, alors X < M.

(H) Rappelons que tout type t(v) sur M est réalisé dans une extension &lémen-
taire N de M : il existe c € N tel que Nk ¢(c) pour toute formule ¢ e t.
Dans ce cas, M( g ) désigne le sous-modéle de N engendré par M v{ c} (voir
(F) dessus). On a M < M( ; ) < N.

O.1. Lemme. Les conditions suivantes sont &quivalentes :
(i)- Deux modéles quelconques de la forme M( ; ) sont isomorphes par un M-isomor-

phisme qui échange les générateurs c.

(ii) t est complet.

Démonstration. (ii) =p(i). Si M < NI'NZ et les n-uples E}e Ni(i = 1,2) réali-

sent t, l'application F : M( E')" M(E‘ ) donnée par
1

Nl _ N
(m,

ol
~
~
L}
(o]

F(f

pour tout terme f et tout m € M, est 1'isomorphisme cherché, comme on vérifie aisé-
ment.

(i) =» (ii). Si t n'est pas complet, il existe une formule ¢ G;) a paramétres dans M
telle que L, =tv {¢} et t,=tv {1 ¢} sont tous deux consistants avec 9°(M).
Si E; réalise le type t, dans Ni)-M (i=1,2), alors M(ET) kd)(E;) et

H(;_) [ (E;). En particulier, il n'y a pas de M-isomorphisme’
F : M(E.)-+ M(E_) tel que F(cl) = c! pour i = l,...,n.
c c 1 2
1 2
(1) Pour faciliter la lecture et alléger les notations on emploiera systématiquement
des abus de langage, des raccourcis et des énoncés informels au lieu de certaines

formules de L; si besoin est, le lecteur pourra réécrire sans peine les formules

originelles. Voici quelques exemples qu'on utilisera par la suite :

0.2 Exemples. (a) Si ¢(v) est une formule et f(v) un terme, "fM ¢ constante"
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(c)

(d)

TYPES REMARQUABLES, I

1'abréviation de

Ju Vv [ ¢(v) —£(v) =u ].

De méme, "f M ¢ - =" abrégera :
Yu 3w Yv [ v>w A ¢(v) + £(W)>u]

"fN¢ injective" abrégera :

Yu Yv [ ¢Cu) A ¢(v) A usgvaf(u) ¢ £(v)] .

"f N ¢ > u" abrégera :

Vv[¢(v)—>f(v)>u] .
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§I. LA RELATION ENTRE M ET M(z) : ETUDE LOCALE.

La construction de M(z) est une sorte d'adjonction d'un "point & 1'infini" ou
"point idéal" & M, qui n'est pas sans rapport avec certaines constructions qu'on
trouve ailleurs en mathématique. Par exemple, certains types de compactification en
topologie ol des nouveaux points sont ajoutés pour assurer la convergence de certains
filtres; ou 1'adjonction d'un zéro commun i certaines familles de polyndmes sur un
anneau; ou méme l'adjonction d'un point ou une courbe & 1'infini en géométrie projec-
tive.

D'autre part, un type t(v) définit un filtre - et s'il est complet un ultra-
filtre - sur\l'ensemble des parties définissables du modéle M; notre analyse des
types rappellera, donc, certaines considérations courantes dans 1'étude des ultrafil-
tres sur w.

Comme M(z) est une extension élémentaire de M, elle garde toutes les propriétés
de premier ordre de M. Donc, la construction de M(z) facilite 1'étude du type t
et, inversement, les propriétés de t nous renseignent sur le modéle M(z).

Dans ce paragraphe nous entreprenons 1'étude du premier aspect du sujet &voqué
dans 1'introduction : 1l'intéraction entre t et M(z) dans le cas local, c'est-a-
dire, pour un M fixé.

Introduisons d'abord les concepts que nous allons utiliser :

I.1. Définition. Soient ME® , M< N et t(v) un type sur M.
(a) t est trivial ssi il existe un terme constant m (du langage L) tel que

(V=‘n’)et‘..

(b) t est non-borné ssi pour tout a e€ M, (a<v)e t.

Sinon t est dit borné.

(c) N est une extension finale de M, M % N, ssi pour tout x ¢ N-M et tout

aeM, NEF ac<x (abrégé M < x).

(d) N est une extension finale minimale de N (abrégé N extension 4f -minimale

de M) ssi M ? N et pour tout M', M2, M'.{f N implique M' =M ou M' =N

(e) N est une extension élémentaire minimale de M (abrégé N extension <-mini-

male de M) ssi pour tout M', M < M'< N entraine M' =M ou M' =N.

Pour commencer notre étude nous trouverons des conditions sur t nécessaires et
. t . .
suffigsantes pour que M(c) soit une extension de M de chacun des types que nous

venong de définir.

I.2. Théoréme. Soit t(v) un type complet et non-borné sur M; &crivons M(t) pour
abréger M(c)’ voir Lemme O.I. Alors pour i = 0,1,2 nous avons les équivalences

(ai)¢=>(bi)¢=¢(ci) parmi les conditions suivantes :

(éo) M 4f M(t)
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(bo) pour tout terme () f(v), ou bien il existe a ¢ M tel que (f(v) = a)e t,
ou bien pour tout a e M, (f(v) > a) et;

(co) pour tout terme f£(v), ou bien il existe Y ¢ t tel que M = fPFy constante,
ou bien pour tout a e M 1il existe

Vet tel que ME fbw>a“0

(al) M(t) extension if - minimale de M;
(bl) pour tout terme f(v), ou bien il existe a ¢ M tel que (f(v) = a)e t, ou

bien il existe un terme g(w) tel que (g(f(v))2v) € t;
(c]) pour tout terme f(v) il existe Y e t tel que £ M Yy constant ou f N Y > o ,
(32) M(t) extension < -minimale de M;

(b2) pour tout terme f(v), ou bien il existe a ¢ M tel que (f(v) = a)e t, ou

bien il existe un terme g(w) tel que (g(f(v)) = v) ¢ t;

(c,) pour tout terme f(v) il existe et tel que £ constant ou f A
2
injectif.
ta s . ~ P
Remarque. L'équivalence (bi)4=)(ci) (1 € 2) est une conséquence immédiate de la
traduction des propriétés exprimées dans M en propriétés de t donnée par le

lemme suivant :

II.3. Lemme. On a les é&quivalences (i) ¢ (i') pour i <3 :
(0) 1il existe Y et tel que fAY constant;

(0') il existe a € M tel que (f(v) = a) € t.

(1) I1 existe Y e t tel que £ M Y > a;

(1') (f(v) >a) € t.

(2) il existe Yet tel que £ NY >+ 3

(2') il existe un terme g(w) tel que (g(f(v))=v) € t.

(3) Il existe Y e t tel que £MVY injective;

(3') il existe un terme g(w) tel que (g(f(v)) = v) € t.

Démonstration du lemme. On illustre 1'argument en démontrant (0)e=s (0') et (3)e&(3')

les autres équivalences sont laissées en exercice au lecteur.
(0) =(0'). Si MR f£My constant, pour quelque formule y € t, il existe a e M
tel que Mk Yv(y(v) » £f(v) = a); comme cette formule contient seulement des para-

métres dans M, elle appartient a 8C(M), d'ou (W(v) > £(v) = a)e t.

(%)

Tous les termes dans ce théoréme sont avec paramétres dans M.

(xx)

N'ayant. aicunrisque de confusion, dans ce paragraphe on omettra le référence a la
satisfaction dans M; ainsi "fMY injective" veut dire M F fAyinjective.
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Puisque YP(v) et on peut conclure que (f(v) = 3a)et.

(0') =» (0). Appelons Y (v) la formule £(v) = a; donc Pet et
Mk Yv(v) > £f(v) = a), i.e., £P) constant.

(3') =9 (3). Preuve analogue i celle de (0') = (0); soit Y (v) la formule
g(f(v)) = v. Donc Yet et Y(u)AYP(v) implique g(f(v)) =v A g(f(u)) = u; il s'en
suit que

Y(u) A YW Af(u) = £(v) > u =y,

i.e., £MY injective.

(3)=>(3'"). Si f£My injective pour un Y € t, posons
g(w) = UV (W) Af(v) = w).
Evidemment on a :
ME Vvly@w) > g(f(v) =v .

L'argument utilisé dans la preuve de (0) = (0') permet de conclure que

(V(v) > g(f(v)) = v) et et donc aussi la formule (g(f(v)) = v) y appartient.

Pour démontrer l'équivalence (a,)¢>(b,) nous aurons besoin du fait suivant :
q 1 |

I.4. Lemme. Si M g N, alors le segment initial de N déterminé par M :
M' ={b € N|il existe a €M tel que b sal,

est une sous-structure élémentaire de N.

Démonstration. Par (G) du §0 il suffit de voir que M' est clos par images dans N
de termes & un argument. Soient f£(v) un tel terme et b e M'; alors b < a pour
un a ¢ M, et aussi fN(b)Smax{fN(v) |v<al.or max{fN(v) | vsaleM, d'od
Ny e M.

Démonstration du Théoréme I.2. En vertu de I.3. et la remarque qui lui précéde il

suffit de prouver (ai) @(bi).

(ao)¢; (bo). Les &quivalences suivantes sont facilement vérifiées en utilisant les
faits que tout x € M(Z) est de la forme x = f(c) pour un terme £f(v), que c Té-
alise t et que t est complet :

M4 M) >

pour tout x € M(z), soit x € M, soit M <x &

pour tout terme f(v), soit f(c) € M, soit M < f(c) &

pour tout terme f(v), soit il existe a € M tel que

f(c) = a, soit f(c) > a pour tout a e M =

pour tout terme f(v), ou bien il existe a € M tel que

(fE(v) = a) e t, ou bien (f(v) > a) e t pour tout a e M.

(a])@(bl). Par le lemme I.4. on a
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M(z) extension <f-minimale de M o=

(%)

pour tout x € M(z), x € M ou M(x) est cofinal dans M(c).

En effet, si M éf N 4<f M(Z) pour un certain N, en choisissant xe N - M on
aura M ; £ M(x) i £ M(z), et donc c »M(x); il en résulte que x f M et M(x) n'est
pas cofinal dans M(c). Réciproquement, s'il existe x € M(z) - M tel que M(x) n'est
pas cofinal dans M(z), comme on peut supposer M ‘¢ M(z), par I.4 on aura

< <
MeeNds

Vu la forme des &léments de M(x) 1la condition '"M(x) est cofinal dans M(c)"

M(z), oi N' est le segment initial de M(z) déterminé par M(x).

équivaut 3 :
(x*x) 1il existe un terme g(w) tel que g(x) = c.
En effet, si g(x) 2 c, alors pour tout y e¢ M(c) - i.e., y = h(c) pour quelque ter-
me h-ona:
y = h(c) < max { h(v) Iv s g(x)} e M(x).
L'implication inverse est &vidente.
Vu la forme des membres de M(c), de (*) et ( **) on obtient immédiatement 1'équi-
valence entre (al) et
pour tout terme f(v), ou bien f(c) € M, ou bien
il existe un terme g(w) tel que g(f(c)) 2 c.
Puisque c¢ réalise t, il est évident que cette condition équivaut a (bl)'
(32X¢¢(b2). Ceci suit des équivalences suivantes, que le lecteur pourra justifier
sans peine :
M(z) extension < -minimale de M <>
pour tout x € M(t), ou bien x € M, ou bien M(x) = M(c) <>
pour tout X € M(c)’ ou bien x ¢ M, ou bien c¢ e M(x) <
pour tout terme f(v), ou bien f(c) € M, ou bien il existe

un terme g(w) tel que g(f(c)) = c.

I.5. Remarques. (a) La condition (b‘) du Théoréme I.2. peut etre améliorée; elle est
équivalente 3 :
(b;) pour tout terme f(v), ou bien il existe a ¢ M tel que (f(v) =a) € t,

ou bien il existe un terme pur (i.e. sans paramétres) h(w) tel que

(h(fW))2v) € t.
L'implication (bl)=%>(b;) s'obtient en posant

h(w) = max {g'(u,w) | us w},

oi g'(u,w) est un terme pur tel que le terme g(w) est g'(b,w) pour quelque beM.
Ainsi on a : F usw—g'(u,w)< h(w). Comme on peut supposer que (f(v) = a) ¢t
pour tout a € M et que M <fM(g), de (bo) on obtient (f(v) >a)e t pour tout
aeM, d'oi (f(v)>b) € t, et donc la formule

v<g(EW)) =g(,f(v)) < h(E(Vv)),
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i.e., v < h(f(v)) aussi appartient & t. L'autre implication est triviale.

Cette amélioration sera utilisée plus loin.

(b) Il est clair que (c2)=9 (co). Donc toute extension < - minimale de M de la forme

M(t), o t est complet et non-borné, est une extension finale. Ainsi nous avons :
c

I.6. Corollaire (de I.4). Soit N extension <4 - minimale de M. Alors M <f N ou M
est cofinal dans N. Si N = M(z), oli t est un type complet et non-borné, alors

M <f N.
Démonstration. Soit M' 1le segment initial de N déterminé par M. Par I.4,

M<M'<{N. Si M' =M, alors x > M pour tout x ¢ N-M et N > M.
Si M' =N, alors M est cofinal dans N. Si N = M(z), alors ¢ > M, d'oi N > M.

Le théoréme I.2. admet une version pour des types non forcément complets.

1.7. Proposition (version de I.2 pour t non-complet). Si t est non-borné, on a

pour chaque i < 2 1'édquivalence (ai) G;(ci) suivante :

L
(ai) Pour tout type t' complet sur M tel que t'2 t, M et M(z ) ont la rela-

tion (ai) du Théoréme I.2;

(ci) Pour tout terme f(v) (et, dans le cas 1 = 0, pour tout a e M) il existe un

ensemble fini de formules wo,..., wn-l telles que t F Eii wk et pour chaque

j so-1, £ wj vérifie la condition (ci) du Théoréme I.2.

Démonstration (ai) = (c;). Ceci est une application simple de la compacité qui équi-
vaut essentiellement au fait que t est l'intersection des types complets qui le con-
tiennent.

Soit f(v) donné et soit Pi(ub la condition (Ci) de I.2 (par exemple, si i = 2,
Pi(ub est "f My constante ou fMNY injective'"). Soit {tjl j e J} 1la famille des ty-
pes complets contenant t; noter que chaque tj est non-borné. En appliquant 1'impli-
cation (ai) = (ci) de I.2 au type tj on obtient une formule VY. e t, telle que
Pi(¢3)' Supposons qu'il n'y ait pas de sous-ensemble fini de {wj |3 €J} dont le dis-
jonction est une conséquence de t. Ceci veut dire que 1l'ensemble tufﬂlvj |jed}
est finiment consistant avec Qsc(M), et donc, par compacité, consistant. Donc il y
aurait un type complet qui le contient, disons t.o; alors Qljoe tjo et
T wjoe tjo ce qul contredit la consistance de tjo.
(ci)=%,(ai). La condition (ci) entraine que tout type complet t' contenant ¢t
contient une des formules wk et donc f t wk vérifie la condition (ci) du théo-

- . t .
réme I.2. Puisque (ci)¢:>(ai)’ M et M(c ) ont la relation (ai).
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§II. L'UNIFORMISATION DES CONSIDERATIONS LOCALES.

Dans ce paragraphe nous cherchons & rendre globales les considérations locales du
paragraphe précédent, c'est-a-dire a rendre ces considérations valables simultanément

dans tout N > M.

Pour mettre ce programme en oeuvre on devra d'abord trouver une maniére de se don-
ner un type non seulement sur M mais simultanément sur tout N » M. La seconde éta-
pe consiste 3@ développer les constructions et les arguments locaux encore dans le mo-
déle initial M mais cette fois de maniére uniforme par rapport aux paramétres de M.

Nous discutons d'abord des maniéres de se donner des types simultanément pour tout

N > M.

(A) Schémas de types.

II.1. Définition. Un schéma de type sur M est un ensemble t* de formules
w(;,v) de L(*)

clos par conjonction et tel que 1'ensemble

Mv) = {¥@E,v) | 3eM, 2@ = 2@ et Yu,ve t*)
()

. . c
engendre un type sur M [i.e., est consistant avec D (M)

Un argument habituel de compactité montre qu'un schéma de type sur M définit auto-

automatiquement un type sur chaque N » M.

II1.2. Remarque. Tout schéma de type sur M est aussi un schéma de type sur chaque
N » M.

. *
Démonstration. Il faut voir que t (N,v) engendre un type sur N, c'est-id-dire con-
sistant avec 9>C(N), pour tout N » M. Par compacité il suffit de voir que pour tout
— — * — — _ —
New , w](ul,v),..., wn(un,v) et et bl,...,bne N, l(ui) = l(bi) (i=1,...,n),
c - .
I(N) v { wi(bi,v) Ji=1,...,n}
est consistant. Comme t= est clos par conjonction il suffit de le prouver pour une
seule formule, Y(b,v).
Désignons par a les &léments de b appartenant a3 M, et b’ ceux appartenant a
N-M; écrivons Y(b,v) dans la forme W(;,ET,V). Si w(g,v) n'est pas consistante

c
avec 9 (N), on aura

°MN) k Vv 4 y(@@,b',v)
d'ot
2°) k3% Vv 1 ¥@E,W,V).
Puisque M ¢ N, on a
ME 3V Yv 1 9@E,w,Vv);

soit a'eM tel que Mk Vv 1 Y(a,a’,v). Ceci entraine

(*) La longueur de la suite U é&tant variable.

A,
(**x) Nous allons confondre par la suite 1l'ensemble t*(M,v) avec le type t*(M,v)
qu'il engendre; cf. §0.D.
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e —
5 r ¥v 1Y@,a",v)
ce qui contredit les faits que Y(a,a',v)e t*(M,v) et ceci est un type sur M.

Ensuite nous allons illustrer le second aspect de nos propos, a savoir, le princi-

pe que la globalisation d'une propriété locale (de M) équivaut 3 1l'uniformisation

de cette propriété par rapport aux paramétres de M.

II.3. Définition. (Les formules considérées ici peuvent avoir des paramétres dans M).

On dit que la formule Y(v) décide la formule ¢(v) ssi
ME VYv(v) + &(v)) vV Vv(P(v) >4(v)).
On dit que Y(w,v) décide ¢(v) s'il existe b e M tel que W(b,v) décide ¢(v),
c'est-a-dire
ME 3§ [Yv(BW,v) > 6 VVV(UG,v) + 1 6(v)] .
) .

On dit que lp(;,v) décide ¢>(:,v) si w(;,v) décide ¢ (a,v) pour tout ae M,
i.e.,

ME YVu 3w WvE,v)> ¢Cu,v))Iv vv(hw,v)= 1 é(u,v))] .
On dit que Y(w,v) décide ¢(u,v) positivement ssi

M® Yu 3w Yv(p(w,v)+ oCu,v)).

Considérons les versions locales et globales de la propriété d'@tre un type complet,

i.e. :

(i)M pour tout N > M, t*(N,v) est un type complet sur N.

Il est clair que (i) est 1la "globalisation" de (i)M. Considérons maintenant les condi-
tions :

(ii)M pour toute formule ¢ (v) (2 paramétres dans M) il existe Y(v)e t*(M,v)

telle que Y(v) décide ¢(v);

(ii) pour toute formule ¢(:,v) de L (i.e. sans paramétres) il existelb(;,v) et”
telle que Y(w,v) décide ¢(u,v).

Il est clair que (ii) est 1l'uniformisation de (ii)M par rapport aux paramétres

de M; en explicitant les paramétres dans (ii)M on voit plus clairement 3 quoi con-—
siste l'uniformisation :

(ii)H s'explicite : pour toute formule ¢(:,v) de L (sans paramétres) et pour tout
@€ M il existe IP(;,v)et* et beM tels que ‘b(g,v) décide ¢(Z,v);

(ii) s'explicite : pour toute formule ¢(u,v) de L (sans paramétres) il existe

¥ (w,v) et telle que pour tout a e¢ M il existe be M tels que Y(b,v) décide

¢ (a,v). C'est-a-dire, on a "fait passer” un quantificateur existentiel devant un quan-

tificateur universel : VY33 «v~aV3iVv] .

On démontre par la suite que (i)Meq (ii)M et que (i) & (ii); cette derniére équi-

valence illustre bien le "principe" énoncé plus haut.
(*) v et u n'ont pas forcément méme longueur.
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II.4. Proposition. Il y a équivalence entre (i.)M et (ii)M, et entre (i) et (ii).

Démonstration. (i)}1=9 (ii)M est démontré par un argument simple de compacité qu'on
laisse comme exercice.
(ii)M "(i)M° Puisque § € t*(M,v), onao¢e t*(M,v) si MEF V¢, € t*(M,v) si
ME § —»76.
(ii) =p(i). Pour tout N » M, (ii) =9(ii)N =9(i)N; donc (ii) = (i).
(i) = (ii). Supposons non (ii) : il existe ¢(u,v) formule de L telle que pour tout
¥ (w,v) € t* il existe awe M tel que Y(w,v) ne décide pas ¢(:’ ,v), ce qui s'ex-
prime MpE 8 (8] od 6 (u) est la formule

Yw [3v(P(w,v) A d(u,v)) A3v(p(w,v)A 1¢(u,v))] .
Il est facile 3 vérifier que F Ow] A uJz(';.?)..ewi (K)/\Gw2

_ — * . . . * .
conséquences de {Ow(u)lwe t } est clos par conjonction, puisque t 1l'est. Ceci

(u); donc 1'ensemble @ des

et M Few [5"1’] impliquent que ® est finiment consistant avec QC(M). Donc il exis-
te N»M avec a €N tels que NF®[3] ; la formule ¢(a,v) n'est pas décidée
dans N par aucune formule dJ(;,v)e t* , donc par aucune formule Y(v)e t*(N,v). Ce-
ci prouve non (ii.)N et donc non (i)N, ce qui entraine non (i).

On appellera schémas complets ceux qui vérifient les conditions é&quivalentes (i)
et (ii).

Remarque. On peut construire M et t* tels que (ii)M est vérifié, mais pas uni-
formément, c'est-d@-dire, (ii) est faux (cf. Exemple III.4). Donc, au contraire de ce
qui se passe pour la consistance (cf. Remarque II.2) la complétude de t*(M,v) n'en-
traine pas celle du schéma t* .

I1 est parfois commode d'identifier les schémas de type selon la relation d'équiva-

lence suivante :

II.5. Définition. Deux schémas de type t;‘;‘,t*z sur M 'sont éguivalents, t’; = t;,
ssi pour tout N»M, t’:(N,v) a t;(N,v).

- * . N < Nx -
Tout schéma t= est équivalent dans ce sens d un autre schéma ¢t - appelé la

-

-~ * . . .
clGture de t - qui est souvent plus facile 3 manier.

II1.6. Lemme. Soit t* un schéma de type sur M et t* = {¢(u,v) ] il existe
lb(;,v) € t* tel que Y(w,v) décide ¢(K,v) positivement} . Alors t* est un sché-
ma de type sur M et t* g :*.
La démonstration est laissée au lecteur comme exercice facile.

D'aprés ce lemme on pourra substituer, sans perte de généralité, un‘schéma par sa
cldture, c'est-a-dire, on pourra supposer qu'il est clos (i.e., t* = t%).

On utilisera plus tard la propriété suivante :

* —
II.7. Lemme. Soient t un schéma sur M, clos et complet, et ¢(u,v) une formule.

Si ¢(a,v) € t*(M,v) pour tout a ¢ M, alors ¢(-1;,v) € t*.

Démonstration. Comme t* est complet, il existe w(;,v) décidant ¢(;,v) :
MEVYE 3w Vv@(e,v) + ¢(u,v)) v ¥v(i@,v) + 14(u,v))] .
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Le fait que ¢(;,v) € t*(M,v) pour tout a € M implique 1'impossibilité de la se-
conde alternative pour aucun w; donc Y(w,v) décide ¢(u,v) positivement, d'od

— * . *
o(u,v) et puisque t est clos.

(B) Types définissables.

I1 s'agit d'une deuxiéme maniére de se donner un type globalement, mais qui s'avé-

~

re équivalente 3 la premiére.

II.8. Définition (a). On appelle définition de type sur M toute fonction d qu'a

chaque formule ¢(u,v) associe une formule d¢(;) de fagon telle que quels que soient
¢I(Kl’v)""’¢n(3n’v)’ on ai;
ME vKI anav [i/;l (d¢i(ﬁz)_,¢i(q,v))] .
(b) On dira qu'une définition de type d est compléte ssi pour toute formule ¢(E,v),
ME VUl @) e—1d ().

(c) Etant donné une définition de type d sur M et N » M, on pose :

d(N,v) = {¢(a,v) | a €N et NE d¢[ al}.

(d) Un type t(v) sur M est définissable ssi il existe une définition de type d
sur M telle que t(v) = d(M,v); c'est-a-dire, ssi pour toute formule ¢(E,v) et
tout a e M,

¢(@,v) et o M!-d¢[§J.

On appellera la fonction d wun schéma définissant t.

Remarques. (a) La définissabilité d'un type signifie que chaque propriété de premier
ordre d'un élément réalisant t dans une extension de M peut &tre caractérisée dé-

ja dans M.

(b) La formule d¢ peut, en général, avoir des paramétres dans M (auquel cas le ty-

=

pe t sera appelé, si besoin est, définissable 3 paramétres).

(c) La condition de II.8 (a) est manifestement équivalente 3 ce que d(N,v) soit
finiment consistant avec 3C(N); donc, si d est une définition de type sur M,
d(N,v) engendre un type sur N, pour tout N » M.~Notons en plus que d est compléte

ssi d(M,v) est un type complet ssi pour tout NyM, d(N,v) est un type complet.

(d) Remarquons que si d est une définition de type compléte et si ¢(u) ne contient
pas la variable v, alors par II.8 (a) et (b) ona Mk vﬁ(d¢(a)¢+ ¢(Gb). Donc on peut
supposer, sans perte de généralité, que toute définition de type compléte est telle
que d¢ = ¢ pour toute formule ne contenant pas la variable v.

On montre maintenant que la donnée d'une définition de type compléte est équivalent

3 celle d'un schéma de type complet :

11.9. Proposition (a). Si d est une définition de type compléte sur M, il existe un

*
schéma de type complet t* sur M tel que pour tout N M, d(N,v) =t (N,v).
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(b) Réciproquement, pour tout schéma de type complet t* sur M, il existe une
définition de type compléte d sur M telle que pour tout N » M, t*(N,v) =d(N,vh
Démonstration. (a) Etant donné d, posons

th ) = {d¢(;) > ¢ (u,v) | $(U,v) formule de L} .
Par II.8 (a) il est évident que pour N y M, t*(N,v) est finiment consistant avec
), i.e. il engendre un type sur N. D'autre part, de

$@@,v) € A,V e NF dy [alesd @) D'V,
et parce que 'QF(N)E t*(N,v), (d(i)(ma_)-> ¢(;,v))e t*(N,v) et t*(N,v) est clos par con-
séquence logique, on obtient 1'inclusion d(N,v) g_t*(N,v). Puisque d(N,v) est un

type complet on a forcément 1'égalité.

(b) Réciproquement, étant donné un schéma de type complet sur M, soit d 1la fonc-
tion ainsi définie : par II.4, pour toute formule ¢(u,v) il existe Y(w,v)e t*
telle que Y(w,v) décide ¢(u,v); on choisit une telle y et on pose :
d¢(6) : 3w Yv@@,v) > ¢(u,v) (i.e., v(w,v) décide ¢(u,v) positivement)
Pour N> M et a €N, ona :
d(a,v) € d(N,v) ¢=
NFd, (a] e ~ _
il existe b € N tel que Nk yY(b,v) ~ ¢(a,v) &>
¢(a,v) € t*(N,v).
Les deux premiéres Eéquivalences et 1'implication = dans la derniére sont &videntes;
quant & 1'implication réciproque, puisque Y(w,v) décide ¢(u,v), il y a bien be N
tel que N = (w(g,v) > ¢(3}v)) v (¢(€,v)+ ¢(a,v)); le second membre de cette disjonc~-
tion aurait comme conséquence 1'inconsistance de t*(N,v); donc N E Y(b,v)+ ¢(§,v).
Ceci prouve que d(N,v) est un type sur N, et donc par la remarque (c) ci-
dessus, que d est une définition de type sur M; en plus, puisque t*(M,v) = d(M,v)
est un type complet sur M, encore par la remarque (c), d est compléte.

La proposition ci-dessus compléte 1'information donnée jusqu'ici :

II.10. Proposition. Soit t(v) un type complet sur M.

(a) Les conditions suivantes sont équivalentes :
(1) pour toute relation R définissable (avec paramétres) dans M(z), RMM est
définissable (avec paramétres) dans M;
(2) t est définissable;
(3) il existe un schéma de type complet t* sur M tel que t(v) = t*(M,v).

(b) La fonction d définissant t et le schéma t* de (a) sont uniques dans le sens
suivant : si d1 est une définition de type et t; un schéma de type complet sur M
tels que

a'ov) = tw) = clonw,
alors pour tout N » M,

d](N,v) = d(N,v) = t*(N,v) = t:(N,v).
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Démonstration. (a).

(1) = (2). soit d)(;,v) une formule de L; alors d)(;,c) définit une relation R

sur M(zt:)’ Par (1) il existe une formule, que nous notons d,(u), telle que

RMM= (d¢)M. On vérifie aisément que ¢(a,v) € t(v)EDM k d¢ (al , i.e. que d dé-
finit t dans M.

(2)=) (1). Supposons que R est définie dans M(z) par la formule w(K,F) avec para-

métres b = <bl""’b > € M(z). Chaque paramétre s'écrit bi = fi(a_i,c) pour un terme

£, et a, e M; donc “ Y(u,b) = ¢ (u,a,c) o a =
¢ (u,w,v)
pour X € M(z) on a :

X € Ry M(D) F0 [X,3,C) s 0(X,3,¥) € t().

Si d est le schéma définissant t, puisque a ¢ M on obtient :

—- ~—
a

1 k
w "...” w . Comme c réalise t,

et

n =

Y, E (W), f (0 v)) avee W o=

=~

XeRMM 9 X e MAX c RS X € M AG(X,a,v) € t(V) o
G M=d [x,al ,
c'est-a-dire, la formule d,(u,a) définit R MM dans M. Remarquez que cette équiva-

¢

lence reste valable méme lorsque t n'est pas complet.

(2)¢>» (3). Ceci est la Proposition II.9.
(b) Comme les schémas d et d] définissent tous les deux le type t dans M,
on-a :

d@,v) e t(v) & ME d¢ (alj ,

0(a,v) € t(v) & M+ 4y [a] _ o o
pour toute formule ¢ et tout a € M; donc, M FVu(d¢(u)0-> d¢(u)).

Cette équivalence étant 3 paramétres dans M, elle est valable dans tout N » M,
d'ou
» d'wy = amw.

Le schéma t']' étant complet, de la Proposition II.4 il suit que pour toute formu-
le ¢(u,v) il existe yY(w,v) « t" telle que Y(w,v) décide ¢(u,v), i.e. la formu-
le
(xx) Vu aw@v@@w,v) > ¢@,v))v ¥v@@w,v) 516(,v))

est valable dans tout N » M. Nous démontrons,

() 0@,V) € €N,V = N E d; (al.

Sinon, comme dl(M,v) = t(v) et t complet entrainent que al est compléte, on au-
rait N = Ju d-|| (w); puisque N»M on aurait donc un beM tel que MEF d!w[g],
i.e. 19(b,v)e d (M,v). D'autre part, ¢(a,v) e t;(N,v) implique que le second cas de
(**) est impossible, d'od o(b,v) e t:(M,v). Ainsi on a conclu t:(M,v) # d](M,v), ce
qui contredit 1'hypothése du théoréme.

En appliquant (***) & 16 on obtient 1'implication réciproque, d'od :

*
(H¥xk) tl(N.V) = d](N,v) pour N » M.
Le méme argument (ou, alternativement, la preuve de II.9) démontre que t*(N,v) = d(N,v)

pour N » M. Ceci et (*) complétent la preuve de II.IO.
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Nous allons maintenant combiner ensemble l'aspect &tudié au §I avec les présentes
"considérations globales" : le théoréme II.1]1 est une version globale, uniforme, de
*
la Proposxuon I.2. Ci-dessous, pour tout schéma t , on note M( ) le modéle

M(t (): v))

fa et wa au lieu de f£f(a,v) et Y(a,v).

; et si £f(u,v), Y(u,v) sont un terme et une formule, et a ¢ M, on écrit

II.11. Théoréme. Soit t* un schéma de type sur M, tel que t*(M,v) soit un type

complet et non-borné sur M. Pour chaque i < 2 on a les équivalences

(ai)e (bi)“(ci) :

*

t
S

(ao) pour tout N » M, N<f N(
(bo) pour tout terme pur f(u,v) il existe un terme pur f](u) tel que pour tous
N>M et ae€ N, soit (f(a,v) = f‘(a)) € t*(N,v), soit pour tout c¢ € N,

(£(a,v) > ¢) € t" (N,v);

(co) pour tout terme pur f(u,v) il existe Y (w,v) et® telle que
ME Va [ib(fak Ulb co:xstante) v VYc ib(fah wb >c)] .
(a]) pour tout N > M, N(; ) est extension <f-minimale de N;
(bl) pour tout terme pur £f(u,v) il existe des termes purs f](u), fz(u) tels
que pour tous N M et a€ N, (f(a,v) = f](a)e t*(N,v) ou
(£,(E(a,v)) 2 V) € £ (N,v);
(c]) pour tout terme pur f(u,v) il existe Y(w,v)e t* telle que
MR Va 3b(far~ Yy co::stante VE MY >

(az) pour tout N » M, N(z ) est extension <-minimale de N;

(b2) pour tout terme pur f(u,v) il existe des termes purs f (u) f (u x) tels
que pour tous N » M et a € N, (f(a,v) = £ (a)) €t (N v) ou
f (a f(a,v)) =v)et (N v);

(c2) pour tout terme pur £f(u,v) il existe Y(w,v)e t* telle que
M e e .
P Va Hb(fah '#b constante V faﬁ wb injective).

Démonstration. On montre (ai)=>(ci? =7(bi)=>(ai)' La preuve s'appuie sur les équivalen-
ces correspondantes du Théoréme 1.2. Comme illustration on fait la preuve du cas i=I.

(a]);(cl). Argument de compacité semblable 3 celui de la Proposition II.4.

Supposons non (c]) ¢ il existe un terme f(u,v) tel que pour toute formule Y (w,v)e &
ona MpE 3a ew(a), ol w(“) est la formule Vb(“](f N 'J) constante) A £ N Y > =),
C'est-i-dire, chaque formule 9w(u) est consistante avec ° (M) On vérifie a1sement

que :—ew] A wz(“) - Owl(u)/\ewz(u). Donc, l'ensemble @® = {e!lJ(u)l Yw,v) e 7}

est finiment constant avec QC(M), d'ol il existe N » M avec ae N tel que
Nk @ L[al. Ceci veut dire que le terme f(v) = f(a,v) viole la condition (c ) du
Théoréme I.2 appliquée au type t (N,v); en vertu de 1'équivalence (c )= (a ) du

1.2 il en résulte que N( ) n'est pas une extension <f-m1n1male de N, i.e. non (a ).
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(C]) =§(bl). Etant donné le terme f(u,v), soit Y(w,v) 1la formule de t* dont 1'exis-
tence est assurée par (c]). Posons

f](u) = ux [ 3w Yv@P(w,v) > £(u,v) = x)] ,

h(u,x) = max {v | 3wy (w,v)af(u,v)<x},

fz(x) = max {h(u,x) |u< x}.

Etant donné N»M et ae¢ N, si ME Sb(fablvb constante), ceci est aussi valable

dans N; de Y(b,v) € t*(N,v) et de la définition de f] on conclut

(f(a,v) = fl(a)) et*(N,v). Si, par contre, NE Bb(fahtbb + o ), alors il existe

c €N tel que NF Vv(v>c AY(b,v) » f(a,v) 2 a). Par définition de h et f2 :
NF f(a,v) 2a 5 h(a,f(a,v)) s fz(f(a,v)),
NE Y(b,v) =+ v S h(a,f(a,v)).

Comme t*(N,v) est non-borné et Y(b,v) y appartient, on conclut que

(£,(£(a,v) 2 v) € £ (N,v).

(b])=;(al). Conséquence triviale de 1'implication correspondante du Théoréme I.2.,
appliquée 3 un N » M arbitraire.
Remarques. (a) La définition du terme f3(u,x) dans la preuve de (c2) =7(b2) est
la suivante :

f3(u,x) = py [gw(fu N ww injective A \;’w'(fu Y injective » w < w') A

AVw,y)) A f(u,y) = x].

On ne sait pas si le terme f3 peut &tre choisi 3 une seule variable; cf. Gaifman(G],
Théoréme 3.13 et discussion.

(b) L'hypothése que t*(M,v) est complet et non-borné a servi pour appliquer le
Théoréme I.2. On aurait pu utiliser au lieu du Théoréme I.2. sa version pour t non-
complet, la Proposition I.7 : ainsi, on aurait pu se passer méme de 1'hypothése que
t*(M,v) est complet et obtenir une version du Théoréme II.1l pour £ quelconque
(non-borné). Nous n'énongons pas cette version, qui est simplement 1'uniformisation de
la Proposition I.7.

(c) On n'a pas eu besoin, dans II.11, de 1'hypothése plus forte "t* est un schéma
complet"; .ce fait est exploité par le Corollaire II.12 ci-dessous. Pourtant sous cette
hypothése (et lorsque t* est clos), les conditions (bi) du théoréme précédent peu-

vent 8tre reformulées de maniére plus &légante; voir Corollaire II.13.

II.12. Corollaire. Soit t* un schéma tel que t*(M,v) est complet sur M. Sont équi-

valents : "

t
(i) pour tout N » M, N <f N(C s
.. * 2
(ii) t est un schéma complet.

Démonstration. (i) = (ii). Evidemment (i) implique (co) du Théoréme II.11. Ceci appli-
qué quand £(u,v) est la fonction caractéristique d'une formule ¢(u,v) entratne
1'existence d'une Y (W,v) € t* telle que

(*) MpE VYa BB(fa N Vg constante)
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(car f ne prenant que deux valeurs l'autre condition de (co) du II.1l. est impos-
sible). Or, (*) équivaut & dire que yY(w,v) décide ¢(u,v); alors t* est un schéma
complet par la Proposition II.4.

(ii) =>(i). Par la Proposition II. 1O, (ii) entraine : *
(x*) pour tout N » M et tout X g,N(z ) définissable dans N(z ), XnN est dé-

finissable dans N.
* *

Mais cette condition implique N <f N(z ); sinon, en choisissant x € N(z ) - N et
a € N tels que x S a, on pourrait conclure que X n N est définissable dans N, ol
X={z ¢ N(z*) |x <2z}; par le principe du minimum, X nN aurait donc un premier
élément; or, X NN, étant la partie supérieure de la coupure de N déterminée par

x ¢ N, n'a pas de premier élément.

*
II.13. Corollaire. Soit t un schéma de type sur M, clos, complet et tel que

t*(M,v) est non-borné. Alors pour i < 2 on a les équivalences (ai)@a(bi)<=>(ci),
ol (ai) et (ci) sont les énoncés du Théoréme II.l1, et :
(bé) pour tout terme pur f(u,v) il existe un terme pur f](u) tel que la formule
f(u,v) = fl(:) vV f(u,v) >w
appartient 3 t .
(b;) pour tout terme pur f(u,v) il y a des termes purs f](u), fz(u) tels que la
formule
f(u,v) = fl(:) v £2(f(u,v)) 2V
appartient 3 t .
(bé) pour tout terme pur f(u,v) il y a des termes purs f](u) et f3(u,x) tels
que la formule
f(u,v) = f,(:) v f3(u‘f(u,v)) =v

appartient 3 t .

Démonstration. On prouve (bi)q» (bi).

(bo) =;(b;). Comme t*(M,v) est clos par conséquence logique, (bo) implique
(E@v) = £,@) ¥ £@v) > <) ¢ £ (M,v)

pour tous a,c € M. Conme t est clos et complet, en appliquant le Lemme II.7. i

cette formule on obtient bien (bl).

(b;)=:>(b°). Ceci est immédiat en utilisant le fait qu'un type complet qui contient

une disjonction, contient aussi 1'un des cas disjoints.

Remarque. Le Lemme II.7 montre clairement que pour un schéma clos et complet t
. . * 3 -
sur M, la condition "t (M,v) est non-borné" équivaut i la "formule (v > u) appar-
. - *
tient & t ",

(C) Types uniformes.

II.14. Définition. Soit t(v) wun type sur M; on dit que t est uniforme ssi :

(a) t est non-borné;

(b) pour tout N » M, t(v) ul{v>a la € N} est un type comzlet sur N.
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Autrement dit, un type non-borné est uniforme ssi pour tout N »M il n'a qu'une
seule extension & un type complet non-borné sur N.

Essentiellement, cette notion est un cas spécial des schémas de type complets; en
effet :

II.15. Remarques. (a) t wuniforme ¢9t* = t(v)u{v > u} est un schéma de type complet
sur M.

(b) Si t est uniforme, pour tout N > M 1'unique extension non-bornée et compléte
. *
de t & N coincide avec t (N,v).
Moyennant cette remarque, tout ce qui a &té vu sur les schémas complets se spécia-

lise au cas des types uniformes; par exemple on a :

II.16. Proposition. Un type t sur M est uniforme si et seulement si pour toute

formule ¢(;,v) il existe Y(v)et telle que
MEVd v, [(vv > vo)(W(v) + ¢(u,v)) v (Vv > vo) W) > 16@,v))] .

Démonstration. Résulte de la caractérisation des schémas de type complets (Proposition

II.4) par la Remarque II.15(a) ci-dessus).

I1.17. Notations. On dira que Y(v) décide finalement ¢(G,v) lorsque la formule de la

proposition précédente est vérifiée. En général, on dit qu'une propriété s'exprimant
par une formule de la forme Vu 6(u) est finalement vraie (dans M) ssi
MM iuo(an > uo) 6 (u). Par exemple :

£y est finalement &gale 3 u & 3V, Yv > v, [yv) » £(v) =ul,
£NY est finalement constante & 3u 3v_ Vv> v, [yw) »£() =ul,

fry est finalement injective <& SVO( Yu > vo)(VV > Vo)
[YyCu) AYw) A uv >£@) = £f(v)].

Le Théoréme suivant donne plusieures caractérisations de la notion de type uniforme.

I1I.18. Théoréme. Soit t(v) un type complet et non-borné sur M. Les conditions sui-
vantes sont équivalentes :
(1) t est uniforme;
(2) pour tout terme f(u,v) il existe des termes fl(u), fz(u), f3(u) tels que la
formule
Vu [ v > fl(u) + f(u,v) = fz(u) v f3(f(u,v)) > v]
appartient 3 t;

o7

(3) pour tout N » M et toute extension non-bornée t' de t N, N(z') est une
extension Afﬂminimale de N; o
(4) pour tout N ¥ M et toute extension non-bornée t' de t & N, N ‘e N(c )s
(5) pour tout terme f(u,v) il existe ¢(v)e t telle que
MEFE Val £ENG finalement constante Vv fa [ N
(6) pour tout N » M, tout type complet et non-borné sur N qui étend t est défi-

nissable 3 paramétres dans M.
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Démonstration. Celle-ci est faite suivant le schéma :

(2) == (3)
G () & (Jk)

\(6)/

L'implication (3) = (4) est triviale.

(1) =5(6) résulte directement de 1'équivalence entre (2) et (3) de la Proposition
I11.10. (a).
(6) = (4) suit du fait que toute extension N 4 N(z'), ol t' est un type définis-
sable et complet sur N, est une extension finale.
La preuve de ce fait est l'argument de (ii) = (i) du II.12. (appliqué au type t'
au lieu du schéma t*) et 1'équivalence entre (2) et (3) du II.10. (a). Ce méme fait
et la Remarque II.15. (a) prouvent 1'équivalence entre (1) et
(1') pour tout N » M, N <¢ N(z )
ol ici (et par la suite) t* désigne 1'ensemble t(v) v {v > u}, qui manifestement
est un schéma sur M puisque t est non-borné.
(1) 3 (5). Par (1') et 1'équivalence (ao)@ﬁ (co) du II.IL. appliquée a t* on
obtient que pour tout terme f(u,v) il existe Y(w,v)e t telle que
(* Mp Val 3b(f, MYy constante) v¥c Ib(E P ¥y )] .
Or, vu la forme des formules dans t* , Y(w,v) est ¢(v) A v > w pour quelque ¢et,
et pour des formules Y de cette forme le premier cas de la disjonction (x) équivaut a
fa" ¢ est finalement constante,
et le second cas équivaut &
00 >
donc (5) est vérifiée.
(5) =% (1). On inverse pas par pas l'argument précédent.
(1) = (2). Par ce qui précéde on peut utiliser (5). Un calcul simple effectué sur la
formule de (5) montre qu'en posant Y(w,v) = ¢(V)AV > w on obtient :
ME Va* Sb(fah y, constante V fahwb + o),
Par (1) t  est un schéma complet, qu'on peut supposer clos sans perte de généralité
(Lemme II.6). L'équivalence (b;)%(cl) du II.13. montre alors qu'il y a des termes
fz(u), f3(u) tels que la formule o(u,v) suivante appartient i e*
o(u,v) : f(u,v) = fz(u) v f3(f(u,v)) > v.
Par la Proposition II.16 il y a ¢(v) € t qui décide finalement 0o(u,v). Puisque
a(u,v) € t* il est clair que ¢ décide O positivement, i.e.
ME Vu ivo(\/v > "o)(@(") + g(u,v)).
Posons :

sl(u) = MV [ (v > v ) (0() > f(u,v) = fz(u))] ,
Sz(u) = lJvo v > v°(¢(v) > f3(f(u,v)) 2y 1],

f](u) = max {gl(u),gz(u)} .
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On prouve aisément que
ME ¢(v) > VYu(v> fl(u) + 0 (u,v));

d'ol il suit que la formule 3 droite est dans t, puisque ¢ (v) € t.

(2) = (3). La condition (2) entraine qu'étant donnés N > M et un type non-borné t'
sur N tel que t's t, on a

'
(**) pour tout X € N(z ), x € N ou x >c.

En effet, conme x = f(a,c) pour quelque aeN, il suffit d'appliquer (2) au terme
pur f(u,v). (**) implique trivialement que N(;') est une extengion <}-minima1e
de N.

(4) 3 (1). La condition (1') est une conséquence immédiate de (4) en posant

£ = £ (N,v); donc (4) o (1).

Remarques.(a) Les versions affaiblies de (3) et (4) ci-dessous sont équivalentes aux
énoncés du Théoréme II.I8 :

(3'1 pour tout N » M et tout schéma de type ey
”*

| sur M tel que CT(M,V) = t,

N( 1) est une extension 4f—minima1e de N,
et similairement pour (4').

En effet, les implications (3) 5(3') = (4') et (3) = (4) = (4') sont triviales, et
1'argument utilisé pour démontrer (4) = (1) prouve aussi (4') 5 (1).
(b) La condition (b) du Théoréme II.18. - ou, alternativement, 1'équivalence entre

(2) et (3) du Théoréme II.10. (a) - montrent que tout type uniforme est définissable.

La réciproque n'est pas vraie comme on verra au moyen d'un exemple simple au §III.S.

(D) Types minimaux.

Commengons par démontrer la proposition suivante dont les &noncés et la preuve sont
paralléles & ceux du Théoréme II.18 :

II.19. Proposition. Soit t un type complet et non-borné sur M. Les conditions sui-

vantes sont équivalentes :
(1) pour tout terme pur f(u,v) il existe des termes purs fl(u), fz(u), f3(u,w)
tels que la formule
Yu [v > f](u) > f(u,v) = f,(u) v f3(u,v)) =v]

appartient 3 t;

. . 5 t'
(2) pour tout N 5> M et toute extension non-bornée t' de t i N, N(c ) est une

extension < -minimale de N;

(3) pour tout terme pur f(u,v) il existe ¢(v) € t telle que

ME Va [fah ¢ finalement constant V fab~¢ finalement injective].

Démonstration. (1) = (2). Etant donnés N et t' wvérifiant les hypothéses de (2),
(1) entraine :

(*) pour tout x € N(_ ), x € N ou il existe un terme pur g(u,w) et un a eN

t!
c

tels que g(a,x) = c.
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Puisque x = f(a,c) pour un terme pur f et un a e N, (x) s'obtient en appliquant
(1) 3 f(u,v) et en posant g = f3. Mais (%) implique (2); si N ; N' < N(z') et
x € N'-N, alors c = g(a,x) € N(x) € N', d'oi N' = N(c).

Convenons d'appeler (2') le cas particulier de (2) lorsque t' = t*(N,v) et
t* = t(v)u{v > u }(ceci est un schéma de type sur M puisque t*(M,v) =t).
(2') = (3). Ceci suit de 1'équivalence (a2)¢; (c2) du II.1! par exactement le méme
argument de 1'implication (1) 3 (5) du II.I8.
(3) = (1). Notons que (3) implique trivialement (5) du II.18. Donc e est un schéma
de type complet (i.e. t est uniforme), que nous supposerons clos sans perte de gé-
néralité. En posant y(w,v)= O(v) A v > w, (3) entraine :

ME ¥Ya 3b [fab wb constante Vv far wb injective] .

Par 1'équivalence (b2)¢$(c2) du II.13. il existe des termes f2(u), f3(u,x) tels
que la formule

f(u,v) = f,(u) v fs(u,f(u,v)) =v
appartient a e . Puisque t est uniforme on peut appliquer la Proposition II.16. 3
cette formule et finir la démonstration comme dans (1) = (2) du II.I8.

On dit qu'un type complet et non-borné t(v) sur M est minimal si il vérifie

les conditions équivalentes de la Proposition II.19. Tout type minimal est uniforme :

ce fait, qui a &été déja utilisé dans la démonstration précédente, résulte de ce que
(3) du II.19. implique trivialement (5) du II.18. La réciproque n'est pas vraie (cf.
Remarque III.8), mais la notion suivante établit le lien entre les types uniformes et
les types minimaux : on dit qu'un type non-borné sur M est rare si il vérifie les

conditions équivalentes de la proposition suivante :

II.20. Proposition. Pour un type non-borné t sur M, les conditions suivantes sont

équivalentes :
(sl) pour tous N » M, a ¢ N et terme pur h(u,v),
t(v]) v t(vz) u N < v, < v2 [ h(a,v]) < V,s
(52) pour tout terme pur h(v) il existe ¢ €t telle que
¢V ) A BV Av < v,k h(V) < vy
(53) pour tout terme f(v), si MFE f »> », alors il existe ¢ € t telle que

ME f£N$ est injective.

Démonstration. (s]) = (82) est trivial par compacité, en prenant N = M dans (sl).
(52) .,(sl). Etant donné un terme h(a,v) oi a € N, soit h'(v) = max h(u,v). De

(sz) appliqué & h'(v) on déduit b

t(vl) U t(vz) U ac< v, <V, F'h(a,v‘) < vy
d'ol (SZ)'

(52) =,(53). Soit f(v) un terme tel que M F f + ®; soit h(v) le terme :

h(v) =uu [(¥x>u)(f(W) <v)] . Par (52) appliqué au terme h(f(v)) il existe ¢pet
telle que

Gy A dlvy) AV, < v, "h(f(v]))< Vys
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ce qui entraine Mk £ N ¢ est- injective (et méme f P¢ strictement croissante).
(s3) = (sz). Notons d'abord que :
(*) MF g >~ implique Im(g) ¢ t [Im(g) est la formule Ju(v = g(u))] .
En effet, soit g'(v) = Hu(v = g(u)); ona ME g'>® | puisque si Im(g') est bor-
née par w, comme g(g'(v)) = g(v), Im(g) serait bornée par max{ g(u) | u <w},
contradiction. Il suffit maintenant d'appliquer (s3) a g' pour obtenir Y'e t
telle que g'M Y' est injective; en posant U = ¢' - {0} on a manifestement { ¢ t
et Y g Im(g), d'oii Im(g) € t.

Maintenant soit h(v) un terme pur. Si Im(h) est borné, (sz) est trivialement vé-
rifié. Supposons donc que Im(h) est non-borné (i.e. h - ®); considérant
f(v) = max {h(u) Iu < v} au lieu de h on peut supposer, sans perte de généralité,
que h est non-décroissant. Par (33) il existe 0 e t telle que hMNg est injecti-
ve. Définissons par induction le terme g :

glx+1) = uu L[ou) A (Vy sx)(h(g(y)) < v)]
Il est clair que Im(g) ¢ 0 et h(g(x)) <g(x+l). Puisque h Mg est injective, elle
est strictement croissante et le principe du minimum entraine Fo(u) »u < h(u); en
particulier on a g(x) < h(g(x)) < g(x+1), et donc g =+ ; par () on obtient :
¢ = Im(g) € t.

Qn peut maintenant vérifier (32) pour cette formule ¢ : si ¢(vl), ¢(v2) et
v, < vy ona v, = g(xi) pour certain X (i=1,2); comme g est strictement crois-

sante, X, < x,, d'od :

1
h(v)) = £(g(x)) < glx +1) s g(xz) =V,

II.21. Proposition. Soit t(v) un type non-borné sur M. t est minimal si et seu-

lement si t est a la fois uniforme et rare.

Démonstration. (=») Si t est minimal, on a vu que t est uniforme. La condition (3)

de la Proposition II.19 entraine trivialement la condition (s3) ci-dessus, ce qui dé-
montre que t est rare.

(¢= ) Inversement, si t est uniforme, la condition (5) de II.18. est vérifiée;
celle-ci, jointe 3 la condition de rareté (s3) entraine la condition (3) de II.19,

donc la minimalité de t.
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§ III.- EXISTENCE DE TYPES

Dans la premiére partie A de ce chapitre, nous démontrons que, pour 1'arithmé-
tique de Péano (¥, les classes de types introduites dans le chapitre précédent sont
non-vides.

Rappelons que chacune des classes introduites dans le § II est contenue dans la

précédente :

Définissable > Uniforme > Minimal

(cf. pages et ). Dans la seconde partie B, nous montrons que ces inclusions
sont propres.

La troisiéme partie C est une présentation de quelques notions et faits &lémen-
taires du forcing dans les modéles de l'arithmétique, utilisés dans 1'exposé suivant.
On montre comment les arguments d'existence de la partie A se traduisent, en langage

du forcing, en termes de densité.

A.- Existence de types minimaux.

Pour démontrer que ces classes sont non-vides, il suffit, évidemment, de prou-

ver 1l'existence d'un type minimal.

III.1.- Théoréme. Si le langage L a un nombre au plus dénombrable de symboles de re-
lation et de fonction, alors pour tout M F: @ i1 existe un type minimal sur M. De
plus, t peut &tre choisi de fagon telle que e t ol {(v) est n'importe quelle for-

mule donnée 3 1l'avance telle que MF:"? est non-bornée'".

Démonstration.- Nous démontrons le théoréme pour le langage L0 obtenu en enlevant
toutes les constantes individuelles de L, sauf O et 1. Dans une remarque ultérieure,
nous montrerons comment le cas général peut &tre déduit de ce cas particulier (cf.

III.2 ci-dessous). En vue de la Proposition II.19 (3), il suffit de prouver :

(*) pour tout terme pur f(u,v) et toute formule ¢(v), il existe une formule Y(v)

telle que :

€ + "¢ non-bornée" }-— "V non-bornée" A Y c ¢ A

AY u(fu P Y finalement constante V fu r‘w finalement injective).

En effet, si cette condition est remplie, on construit t en énumérant les termes 3
deux variables du langage, fo(u,v), fl(u,v),... et en choisissant inductivement 3

1'aide de (*) une suite de formules < wn(v)| ne W> telle que
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wn+l non-borné A wn+l < wn A V'u(fn(u,.) p wn+l est finalement

constante ou finalement injective).

N'importe quel ensemble consistant et complet de formules &tendant

{wn(v)l newtv{v>alae M} sera alors un type minimal.

En parlant informellement, le probléme (*) se pose ainsi : étant donné un ensem-
ble infini d'entiers X (qui correspond a p(v)) et une suite fn d'applications des
entiers dans les entiers (fn correspond donc a f(n,.)), il s'agit de trouver un ensem-
ble infini X (qui correspond 3 Y (v)) tel que X c X et tel que chaque fn soit finale-

.. . . o
ment injective ou finalement constante sur X .

3 o 3 3 3
Voyons comment construire X . D'abord de la notation : si g est une fonction
définie sur un ensemble Y, on a canoniquement un ensemble infini d'éléments de Y sur
lequel g est injective ou constante : soit e, = HY (y € Y) ; co,...,c':i étant supposés

définis, s'il existe y € Y, y > s tel que g(y) # g(co),...,g(ci), on pose c, égale

au plus petit tel y, autrement Cier1 = - Soit I(g,Y) = {co,cl,...} . Par con;lruction
g est injective sur I(g,Y) c Y. Si I(g,Y) est non-borné, la question est réglée. Sinon
cela entraine que g [Y] est borné - notamment par le dernier &lément de I(g,Y) - d'od,
comme dans la démonstration du théoréme de Mac Dowell~Specker au § 1 du premier expo-

sé, on doit avoir g_](m) n Y non-borné pour au moins un m € g[{Y] ; en posant
m(g,Y) = u x[g_](x) n Y non-borné]

on aura certainement g constante [égale 3 g(m(g,Y))] sur 1'ensemble non-borné

g g, 1) ny.

Nous définissons maintenant une suite décroissante Xn, n =-1,0,... avec
X_] = X et avec, pour n 2 O,
I(fn,Xn_’) si I(fn’xn-l) est non-borné
X =
n

-1 .
fn (m(fn’xn—l)) n Xn sinon.

Par 1'argument précédent, chaque Xn est non-borné et fn est soit injective, soit

constante sur Xn. Alors on peut prendre :

7= {i]| i est le (n+l)~iéme Eélément de Xn}'

84



TYPES REMARQUABLES, I

I1 est clair que X ala propriété cherchée.

®
Cependant, pour s'assurer que la relation i € Xn’ et donc 1 € X , puisse éetre

définie arithmétiquement 3 partir de X et de la suite fn de maniére formalisable

dans 1'arithmétique de Péano, nous détaillons la construction de la fagon suivante.

Etant donné u, posons

X, = {xo,...,xu} = 1'ensemble des u+] premiers &léments de X,
et

Seg(u) = l'ensemble des suites de longueur < u extraites de 1'intervalle [0,ul;
pour O ¢ Seg(u), on pose
2(0) = longueur de © (avec (@) = 0).

On laisse au lecteur la tache, facile, de normaliser dans 6° ces notions et celles de
I(g,Y) et m(g,Y) ci-dessus, 3 l'aide de la machinerie des codages exposée au § II du

premier exposé.

A chaque u on associe de facon récursive une famille {XSI 0 ¢ Seg(u)} de par-

ties XZ < Xu indexées par 0 ¢ Seg(u) ; par récurrence sur £(0) on pose X; = Xu et

u
& I(fz(o)’xc) pour m = 0
o™m -1

fl(o)(m—]) n Xg pour m # O.

- w u
Notons que w > u entraine xo ) Xc pour 0 € Seg(u) et que pour u 2 z + 1 et pour

0,T € Seg(u) avec 2(0) = z = 1, £(T) < u - z, nous avons :
o . . u
(a) fz est injective sur xo"o“T ,
o s u
(b) fz est constamment égale & w - | sur Xo“w“T pour 1 < w < u.
u . . . cz
Nous notons card(Xo) le terme des variables u,0 qui donne la cardinalité de X; s le

lecteur pourra donner sans difficulté la définition formelle de ce terme dans (P.
u . . .
Parce que les ensembles X0 sont monotones croissants en u pour 1l'inclusion, on a

1'équivalence :

Vz3uV w2 u(card(ng >z) > Yz 3 u(card(Xg) > z).
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Nous aurons besoin de la remarque suivante :

(**) Soit O une suite telle que Vz Ju (card(Xg) > z). Alors il existe m tel que
u >
Y z 3 u(card(xc m) 2 z).

En effet, soit fl(o)[L,X;] est non-borné, dans lequel cas on peut prendre m = O,
u

soit on peut prendre m = m(fl(o)’lj X;)°
u

Puisque X est non-borné, ona V¥ z 3 u(card(xa) > z). En wertu de (*x) on peut

donc définir par récurrence une fonction h ainsi :

h@©) =um(V¥ z 3 u(card(X:m>) 2 z),

hu+1)=uMVzBu@uMﬁva“m“»%)Zﬂ-

On peut poser alors

. . u
ie Xy «— J u(i € x<h(0),...,h(y)>)’

ce qui donne la définition arithmétique cherchée de la relation i ¢ X -

III.2.- Remarque. Il est assez facile d'étendre le théoré&me IIIL.1 au cas des langa-

ges L avec un nombre arbitraire de constantes individuelles.

Remarquez d'abord que la formule Y(v) construite dans le Théoréme III.1 ne dé-
pend que de la variable v ; la variable u du terme f(u,v) n'intervient pas. Si ¥ a
des paramétres, alors Y a les mémes paramétres. Ensuite, 1'analogue de (*) du III.1
pour des termes purs f(u,v) de Lo 3 plusieurs variables u = (uo"°"un) est ohtenu
automatiquement en appliquant le cas précédent au terme g(u,v) = f((u)o,...,(u)n,v)

Ces remarques donnent :

(‘*) pour tout terme pur f(w,v) de L0 et pour toute formule @(c,v) ol les constantes

< appartiennent 3 L — L , il existe une formule ¥v(c,v) telle que :
o

w c
constante v £ } ¥ finalement injective).
W c

® + "0(_ non-borné" — l]JE S A “’e non-borné A Vw(f_f‘ V_ finalement
c

Finalement, puisque chaque terme pur g(u,v) de L est de la forme f(c,u,v) od
£(z,u,v) est un terme pur de Lo et les ¢ des constantes individuelles de L - Lo’ il

est &vident que la spécialisation de () a3 w = ¢ ™ u donne ce méme résultat pour le
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terme g(u,v) ; d'ol le type construit au III.l est aussi minimal pour L.

Une variante de la démonstration du Théoréme III.! permet de déduire :

I1I1.3.- Proposition. Etant donné L et M comme dans le Théoréme III.1, la cardinalité

P . . . o .
des ensembles de types purs définissables, uniformes et minimaux est K =, ol K est

la cardinalité du sous-modéle minimal de M.

Démonstration.- Elle est basée dans (*) de III.l et 1'observation suivante :

(1) pour chaque formule ?(v) il existe une formule O(u,v) telle que :

" P PR - 2
® + " ¢ non-bornée =V u(c1'.I € ¢ Ao, mon borné) A

A Vuw(u#w*dun0w=¢) AY oy Fu(p (v) » o(u,v).

C'est-3a-dire, la famille des Oy lorsque u varie, est une partition de ¢ en ensem-

bles non-bornés.

Soit Mo le sous-modéle minimal de M. Pour chaque suite s ¢ mMo on construit un
type minimal ts. En utilisant la m@me astuce que dans la remarque III.2, on peut ra-
mener la construction de ts 3 celle d'un type du langage Lo' Notez que chaque élé-
ment de M0 étant un terme constant, on peut l'insérer dans une formule sans v ajou-
ter des paramétres. On définit par récurrence sur n une suite < ez(v)l n ew >de

formules :

s S .5 gace s P
en supposant 90,...6n déja définis et non-bornés, on pose ,

si n est impair, n = 2m + 1 :

6:+1 est obtenu a partir de 62 et du terme fm(u,v) comme dans le Théoréme III. I,

si n est pair, n = 2m :
s _ %
en+l = 0s(m)

) 5

(ot 0" désigne la formule 0 de (1) construite i partir de y).

Le type tS est n'importe quel ensemble consistant et complet de formules conte-

nant {SE(V)] newlu{v>alae LS

I1 est clair que si s # s' sont des suites distinctes, les types t et ts' sont
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. . . 6 6 0 6
contradictoires uisque O t o t to = U
, puisqu s(n) €t s'(m) € ts' e s(n) n Os'(n) @, ol n est
1
le plus petit rang auquel s et s' sont distinctes et 6 = 6;n = 6§n .

La preuve de (1) est facile : soit P, la fonction qui donne le u-iéme nombre

premier, avec p, = 1. On pose :

il existe w tel que v est le

o(u,v) <> (pu)w—iéme membre de ¢ siu#o
vep - U a(w,v) siu=0.
w#0

Cette définition est manifestement formalisable dans §° .

¥
L'argument précédent montre qu'il y a au moins K ° types purs minimaux. D'au-
&
tre part, il y a au plus K ° types purs définissables de L.

En effet, le type pur (ou type sur M ) défini par un schéma d est (cf. II.8 (c)) :
o

d(MO,v) = {V(ﬁ,v)l T suiie de termes constants de L,

¢(u,v) formule de L et Mo = d?’[ﬁ]} .

En rajoutant 3 T les termes constants qui peuvent apparaitre dans 12 (u,v), et puis-
que les termes constants de L sont des membres de Mo’ on peut considérer un schéma
d comme une application qui envoie les formules de Lo dans des formules de Lo a pa-
ramétres dans Mo (i.e., les paramétres qui peuvent apparaitre dans dy). Evidemment

il y au plus K ° possibilités pour le choix d'une telle fonction, et donc au plus

%o
K = types définissables purs.

B.- Exemples

III.4.- Exemple d'un type non-définissable engendrant une extension finale.

Pour donner un exemple de type non-définissable t(v) sur un modéle dénombrable
M de @ tel que M <‘f M(z), il suffit de construire une extension finale M l,f N et
une partie Y ¢ N telle que Y n M ne soit pas une partie définissable de M, bien que
<NY > b= &EAU) ot L(U) s'obtient du langage L de N en ajoutant un nouveau symbole
de prédicat wunaire U. En effet, étant donné de tels N,Y et b ¢ N - M, soit

c e N - M qui satisfait :

< N,Y > F= (Y uc< b)(pul cC epucY).
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On peut prendre alors .comme t(v) le type de c sur M dans le langage L de M. En effet,
comme 1'ensemble Z = {x ¢ N| x < b A pxl c} est définissable dans N mais
ZNnM=YnMne 1l'est pas dans M par hypothése, la Proposition II.10 (a) entraine
que t(v) n'est pas un type définissable. D'un autre cOté, M ‘(f N implique triviale-

ment M ‘<f M(z).

Or, pour construire N, Y, il suffit d"avoir une partie non-définissable X de M
telle que < M,X > F= GDL(U)’ car 3 partir de < M,X > on peut construire le modéle
cherché < N,Y > en ajoutant un type définissable sur < M,X >(oli alternativement
par la méthode de démonstration du théoréme de Mac Dowell-Specker).

Enfin, en utilisant la méthode de forcing de Cohen, on peut démontrer de maniére

élégante qu'une telle partie X ¢ M existe ; nous renvoyons le lecteur & Simpson [Sil

pour plus de détails.

III.5.~ Exemples de types définissables non-uniformes

Pour obtenir des exemples de cette situation, il suffit d'"itérer" deux ou plus
de- types définissables quelconques ; ces itérations seront l'objet d'une étude détail-
lée au § IV ci-dessous, auquel nous renvoyons le lecteur. t ot

o 1

Par exemple, si to(v), t](v) sont des types définissables sur M, si M ( )

c ¢

t o 1
( l) ol t} est l'unique extension définissable de

t
désigne le modéle M ( o) 1
c

Co 1

t,a M < °> et si t désigne le type sur M réalisé par 1'élément c = <€ Cy> qui
c

o
code la paire (co,c]), alors t est un type définissable.

En effet, on prouvera par la suite (Proposition IV.2 (a)) que le 2-type
(to(vo), t](vl)) réalisé par la paire (co,c]) est définissable. D'autre part, le
type t s'obtient par application a (to,t]) de 1'opération de contraction définie ci-
dessous qui, manifestement, préserve la définissabilité. Etant donné un n-type

t'(vo,...,vn_l), on pose :
< t'(vo,...,vn_]) >={¢w | ?((v)o,...,(v)n_l) et'}

(cf. DAfinition IV.15 et Lemme IV.16).

Enfin, le tyve t n'est pas uniforme puwisque M4 M(co) <f M(c) = M(co,cl), c'est-

S g t . o . .
ad-dire M(C) n'est pas une extension <f—m1n1male de M ; voir (3) du Théoréme II.I18.
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tO t] tZ
Si on itére trois ou plusieurs types définissables, par exemple N = M < )

on peut prendre c = < €42y s d'ou M(c])(c) = N, mais M(c]) ‘<f N puisque

N F= c, < ¢ c'est-a-dire , <(to,t2)> n'est pas un type uniforme sur M(cl).

Nous laissons au lecteur comme exercice de démontrer que, d'une manidre généra-

le, on a :

II1.6.- Fait. Si to,...,tn (n 2 1) sont des types définissables sur un modéle M de

@, alors le type < (to(vo),...tn(vn)) > est définissable mais non-uniforme.

Ce fait et 1'existence de K ° types définissables ont comme conséquence immé-
diate :
. L)
III.7.- Corollaire. Etant donné L et M comme dans le Théoréme III.l, il y a K
types définissables non-uniformes, oi K est la cardinalité du sous-modéle minimal
de M.

Démonstration.- I1 suffit de remarquer que, &tant donné deux suites finies

] ' > PYTE ' .
tof""tn’to"'°tn (n 2 1) de types définissables tels que t; # t;, et si pv) € t.
AP (V) e ti, alors

(< VoreeeaV > ) e < (to,...,tn) >, tandis que ¢ ( SV sV > ) e < (té,...,t;)>.

II1.8.- Remarques. (a) Il est possible de démontrer 1'existence de types uniformes
qui ne sont pas minimaux sur chaque modéle M de 6 . Pourtant, la construction qui
donne ces exemples, due 3 Paris et Gaifman,est relativement compliquée et donc ne

sera pas incluse ici. Nous renvoyons le lecteur 3 Gaifman [ G ], Théoréme 5.2.

(b) Comme corollaire des résultats du § IV nous allons obtenir un exemple d'extension

minimale d'un modéle qui n'est pas une extension finale ; voir exemple IV.24.

C.- Forcing sur les modéles de 1'arithmétique

Dans ce paragraphe, on introduit quelques notions &lémentaires du forcing sur
les modéles de 1'arithmétique qui seront utilisés dans 1'exposé suivant. Ceci est
fait dans un cadre assez général pour couvrir toutes les applications ultérieures.
Quelques-uns parmi les exemples concrets les plus courants serviront pour illustrer
ces notions. On montre aussi la fagon d'associer un type 3 chaque ensemble générique

de conditions, et on analyse les propriétés de ces types. On verra que dans certains
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de nos exemples concrets l'existence de ces types en découle du méme type d'argument

que dans le paragraphe A ci-dessus.

Dans ce paragraphe, on travaille sur un modéle M de @ fixs.

III.9.- Le cadre général.

(a) Soit n € w fixé. On appelle n-condition de forcing sur M 3 tout n+l-uplet

<y ,c],...,on > de formules 3 paramétres dans M, contenant la variable libre v et
éventuellement (mais pas forcément) une autre variable libre u, telle que

M }= Vu (?u non-borné) (*).

(b) On supposera qu'on s'est donné un ensemble € de n-conditions de forcing
pour un n fixé, et un ordre partiel 4 sur C. On ne suppose pas que C est arithmé-
tiquement définissable (méme si dans les applications on trouve fréquemment des €
qui le sont). Par contre, 4 est supposé définissable dans le sens qu'il existe une
formule ¢(X,X],...,Xn,Y,YI,...,Yn) du langage L de 1'arithmétique de Péano généra-

lisée avec termes de classe X’Xi’Y’Yi (i=1,...,n), sans d'autres variables libres

et ayant les variables v et u explicitement liées, telles que pour

< 30,500 0,0 >5< w,o;,...,or'l >e¢ @ , on ait :
M|= <I>(y,ol,...,nn,w,c;,...,ot'l)@ AL ST IFRRRN >4 < w,o;,...,or’l > .

(c) On demande que la relation £ satisfasse la condition de cohérence finie

suivante :
pour tous k € W, a,B',...,Bk e @ , S1a =< P,G],...,On >,

B, = < wi,o},...,o; >et a4 B, (i=1,...,k), alors

k
M |= Vu Jv [g(u,v) A A lpi(u,v)].
i=1
Dans tous les exemples qui suivent,cette condition de cohérence finieest trivia-
lement vérifi&e puisque < ¢ ,0],...,Gn > 4 < w.c;,...ot'l > entralne soit que $cy

soit que ¢ est contenu dans V 3 partir d'un certain rang.

(%) Si ¢ contient eeulement la variable libre v, cette condition doit &tre remplacée

par M = ¢ non-borné.
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III.10.- Exemples.

(a) Soient n = 0, € 1'ensemble de toutes les formules non-bornées ayant v

comme seule variable libre et £ la relation d'inclusion :
PL VSN = V(g > y™)
(i.e., la formule ®(X,Y) définissantg est Vv (v e X > v € Y)).

(b) Avec le méme € on peut considérer 1'ordre< d'inclusion finale (noté gf) :
P4 V&M = Hvo Vv> A (g (v) > p(v)).

(c) Cas des familles. Ici n = O et € est 1'ensemble des formules £ (u,v) 3
deux variables telles que M = Yu (Pu non-borné). Il y a deux cas selon que des

paramétres de M soient admis ou non dans les formules p . L'ordre 4 est :
P&V <M =Vadb(p, < V) AVYbdaly, V).

Un cas intéressant s'obtient lorsque les &léments de € sont des familles disjointes,

i.e.,
M = V’ulu2 Vv Luy # uy > (P @u,v) A P (uy,v)) ]

Abramson-Harrington [A-H] considérent les exemples suivants :

(d) Le m-forcing. Ici n =m - 1, ol m est un entier fixe > 2, C est 1'ensemble
des n-uplets de formules non-bornées a une seule variable libre ; £ est 1l'ordre d'in-

clusion simultanée dans toutes les coordonnées :

n
NN ZTIEITE AL R NSRRI B /\l Vv (g, (V) > ¥ (7).
1=

~

(e) Ici n = 2, @ est 1'ensemble des triplets < g 20,50, > ol :
P (v) = formule non-bornée sur M avec v comme seule variable libre ;

et il existe k € w tel que
. P < k+1
Ol(u,v) = fonction définie sur ¢, a valeurs dans 2 et telle que pour
k+1 _,. . -
tout s € 2 1'image inverse de s est non-bornée ;

OZ(V) t v = k.
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En appelant < X,F,k > les éléments de @, 1'ordre 4 est ainsi défini :
<)(2,F2,k2 >4 < X],Fl,k]> <> X2 gxl Ak2 zk] A

P Dom(Fz) =F

Dom(Fz) c Dom(Fl) AF 2

1

D'autres exemples des conditions de forcing seront considérés dans 1'exposé

suivant (cf. Lemme II.10).

III.11.- Ensembles génériques

(a) Notation. Etant donné une formule 6(X,X ...,Xn) contenant les termes de

1’

classe X,X ""’Xn’ sans d'autres variables libres et ayant les variables v et u

1
explicitement liées, on pose :

@e ={ < @10 seees0 > € Clu = 0(¢,0,,..-50 )}

(b) On dit qu'un ensemble de conditions de forcing @ ¢ € est dense ssi pour

tout a ¢ @ il existe B ¢ D tel que a £ B.

(c) Soit © un ensemble de formules de la forme spécifiée au (a) ci-dessus. On

dit qu'un ensemble de conditions de forcing g c € est B-générique ssi

1) aec§ A a$6=>6eg
(ii) a,Beg = il existe‘yes tel que Y4 o et Y £ B.

(iii) pour toute formule 6 € @, 86 dense =» 3 n C’e # 0.

Lorsque @ est l'ensemble de toutes les formules de la forme spécifiée au (a) ci-

dessus, on dit que est générique.
q g q

III.12.- Existence d'ensembles génériques

Dans ce contexte ci - comme dans tout autre ol la machinerie du forcing est uti-

lisée - le premier point & considérer est celui de 1l'existence d'ensembles génériques.

Ici, comme ailleurs, le critére principal est le suivant :

(a) Critére d'existence d'ensembles génériques. Pour tout ensemble (3 de conditions

de forcing, si 1'ensemble ® de formules est dénombrable, alors il existe un ensemble

8-générique de conditions contenu dans @ .
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Démonstration.- Soit < 6n| new > une énumération de toutes les formules 6 ¢ @
telles que (39 est dense. Par induction, on choisit pour chaque n € w un o e C

A
tel que % £ a eto ¢ Cen. L'ensemble

g ={Be @ | il existe n€w tel que anﬂse}

est manifestement @-générique.

En particulier, si le langage L et le modéle M sont tous deux dénombrables,
dans tout ensemble € de conditions de forcing il existe un sous-ensemble générique.
Mais le critére précédent prouve aussi 1'existence d'ensembles génériques dans d'au-
tres cas intéressants : par exemple, lorsque L est dénombrable, ® est 1'ensemble de
toutes les formules de L (i.e., sans paramétres) de la forme spécifiée au III.11 (a),

mais M n'est pas forcément dénombrable.

Pour familiariser le lecteur avec les concepts introduits, on laisse en exercice

facile le suivant :

(b) Exercice. Soient L dénombrable,® 1'ensemble de toutes les formules sans paramé-
tres de la forme décrite au III.11 (a), M un modéle de @, et @2 1'ensemble des
conditions de forcing de 1l'exemple III.10 (b). Démontrer qu'il existe Mo-< M dénom~

brable, tel que si (Bl est 1'ensemble des conditions de forcing de 1'exemple

III.10 (a), avec formules & paramétres dans Mo’ alors on a :

tout sous—ensemble générique de Gl est un sous-ensemble @-générique de 62.

On montre maintenant que tout sous-ensemble générique donne lieu de fagon na-

turelle a un type.

III.13.- Le type associé & un ensemble générique

Proposition.- Soient @ un ensemble de conditions de forcing sur M, @ un ensemble
arbitraire de formules de la forme décrite au III.1l1 (a), et g un ensemble

8-générique. Alors :
(1) L'ensemble (des conséquences de) :

3 3 *
t,(v) = {?(a,v) | a € M et il existe Ol,...,on tel que < @ (u,v),c;l,...,dn > € g }( )

¥

(*) Omettre a si les formules de C ont v comme seule variable libre.
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est un type sur M.

(ii) Soit 5({ (X) la formule
(*)

X non-borné A X décide <((u,v) .
Si pour toute formule ¢ (u,v), 6? e ® et 66 est dense, alors t_est complet et

non borné.
oo . f
(iii) Soit 6?(}() la formule
X non-borné A X décide finalement ¢ (u,v).
Si pour toute formule ?(u,v), <5.,f( e ®et @ £ est dense, alors t:9 est uniforme.
8
¢

(iv) pour tout terme f(u,v), soit Of(X) la formule
Jb Va (fa ) Xb finalement constante Vv fa ) Xb finalement injective).

Si pour tout terme f(u,v), ef € 9 et Ge est dense, alors t_ est minimal.
f

Démonstration.-— (i) La condition de cohérence finie III.9 (c) garantit que t_ est
finiment consistant _avec Dy : puisque si ?; (a »V) € t, avec a; € Met

Bi =< p. ,0],...,0 > € S (i= I,...,k), alors par III.11 (c,ii) 11 existe a e§
a=<g ,ol,...,c > tel que o £ (1 =1,...,k) ; d'ol par II1.9 (c), on conclut :

M }= Jv '/\ ?i(ai,v).
i=1
(ii) t? est complet. Si (f(a,v) est une formule quelconque, l'hypothése entraine que
@6? n 3 # 0, i.e. il existe <y ,01,...,0n > € g tel que Y(w,v) décide P(u,v) B

en particulier, YP(b,v) € t:s décide P(a,v) pour un certain b € M ; donc, P(a,v)

ou 7 ¢ (a,v) est dans tS’ selon que Y(b,v) décide ¢(a,v) ou 7 ¢(a,v) positivement.

t, est non-borné. En appliquant 1'argument précédent 3 la formule v > u, on
obtient < w,ol,...,dn > € g tel que Y(w,v) décide v > u ; puisque Y(w,v) = ww(v) est

non-bornée, elle doit décider v > u positivement ; d'oli v > a € t_pour tout a ¢ M.

~

(iii) et (iv) La preuve de ces deux cas est semblable 3 celle de (ii) en utilisant

les caractérisations des types uniformes et minimaux données par les Théorémes II. 18

(¥) Si le terme de classe X contient une variable libre, disons w, alors 6? est
la formule "V w (W(W) est non-borné) a X(w) décide ¢ (u,v)",La méme remarque s'ap-

plique & (iii).
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et II.19 respectivement.

Cette proposition donne des conditions de densité le plus souvent utilisées en
pratique. La vérification de 1'une ou 1l'autre de ces conditions de densité dans des
cas concrets peut étre hautement non triviale ; cf.,par exemple, le lemme II.10 de

1'exposé suivant.

Pour terminer ce paragraphe, remarquons que 1l'énoncé et la preuve du Théoréme
III.1 ci-dessus peuvent &tre reformulés de fagon a montrer que les conditions de
densité de la proposition précédente sont toujours vérifiées par les notions de for-
cing des exemples III.10 (a), (b) et (c).Ceci est immédiat dans les deux premiers cas.
Pour 1'exemple III.10 (c), il suffit de noter que 1'argument que démontre (*) du

Théoréme III.1 donne U uniformément 3 partir de ¢ ; c'est-a-dire

pour toute formule ? (u,v) telle que M = V¥ u( ?, non-bornée),
et pour tout terme f(u,v) il existe une formule

W(u.v) telle que

M |== Vu[wu non-borné A wu S Gf(wu)].

(cf. aussi 1'argument du III.2). Ceci veut dire que pour tout terme f(u,v) 1'ensem-

ble @e est dense.

f
On peut conclure donc que dans ces trois cas, pour tout ensemble générique g}

le type associé t est minimal. On peut aussi vérifier sans peine, en utilisant (ii)

de la Proposition précédente, que tous ces types sont complets et nop-bornés; pour

ceci il suffit de modifier légérement 1'argument de (*) du Théoréme III.1, de fagon

3 prouver le suivant :

pour toute formule g (u,v) telle que M F= VIJ(?U non-borné)
il existe une formule ¥(w,v) telle que
ME ¥ w(¢& non-borné) A U(w,v) décide ¢(u,v).

Probléme ouvert.- On ne sait pas si, réciproquement, pour ces notions de forcing
et sous les restrictions de dénombrabilité du III.12, tout type minimal est de la

forme t_ pour un ensemble génériaue g .

§

96



TYPES REMARQUABLES, 1

IV.- ITERATION DES TYPES

Dans ce chapitre, nous allons étudier quelques propriétés des modéles obtenus
t P ~
par itération d'extensions de la forme Mk~——»M(c) définies au § 1, ol t est un
type définissable et complet (ces hypothéses sont indispensables ; cf. lemme 0.1

et discussion au début de § II. A et B).

: . . t N PP
Notons d'abord que la construction des modeles M(C) peut €tre itérée un nombre

fini quelconque de fois de maniére évidente : étant donné des types définissables

t ...t
t se.est SUr un modéle M de 63, M < ° n) est le modéle obtenu en ajoutant d'a-

C.ovsC
o 1
bord un &lément S qui réalise tys puis ° réalisant 1'unique extension définissable
t t
de t, a M °
1 - i.e., le type d](M ,v), ol d’ est le schéma définissant
o c
o
t], cf. § II.B -, etc...
t.
Dans un second temps, des itérations b1< le long d'un ensemble totale-

C. .
i el
ment ordonné arbitraire I sont obtenues comme limites directes des itérations sur

tous les sous-ensembles finis de I.

Le paragraphe A est dédié a la définition et les propriétés &lémentaires des

itérations mentionnées ci-dessus. Dans B, on introduit la notion de bloc, outil per-

t.
mettant 1'étude des itérations bl( ) quand les types t, sont uniformes. Le
c.’ iel
i
paragraphe C est réservé 3 l'exposition de ce que nous appelons des '"phénoménes
d'exclusion", hotamment des types minimaux ; ceux-ci consistent en ce que les types
en question ne sont réalisés qu'une seule fois dans certaines parties des modéles.

Dans D on prouve l'existence d'un support pour tout élément d'un modéle de la forme

t.
i
M ( ) , c'est-d-dire d'un ensemble fini minimal de "coordonnées" i ¢ I dont

¢i der
1'élément dépend ; dans les modéles obtenus par itération des types minimaux, le

support d'un élément détermine complétement le sous-modéle engendré par cet &lément.
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IV.1.- RAPPEL DE FAITS ELEMENTAIRES (les démonstrations détaillées sont laissées

en exercice au lecteur).

(a) Ssi MI’MZ |= (® et f est une application &lémentaire, Dom(f) € M], Im(f) c My,
alors f s'étend de fagon unique en une application élémentaire entre les sous-

modéles élémentaires de MI ,M2 engendrés par Dom(f), Im(f), respectivement.

(b) si M],M21= (P,t est un type définissable et t, (i = 1,2) 1'unique extension défi-
nissable de t a Mi (i.e., t, = d(Mi,v) ol d est le schéma définissant t), alors

toute application &lémentaire h : M, -4 M, s'étend de fagon unique en une applica-

2

t t
1 2
tion é€lémentaire h : MI ( ) > M2< ) telle que h(cl) =cye En particulier,
c c

1
M, £ M, entraine M](z) ¥ MZ(:;')-

(c) Sous les hypothé&ses de (b) on a
(tl) _ (tz)
xeM]c —M]<=>h(x)eM2 —M2.
1 €2
En particulier, si M, 4 MZ’ on a

tl) )
xeM](C -MI@XGM2< )—Mz.

1 C
M LA _
(a) est trivial (mettre f(r (a)) = T “(f(a)) pour a € Dom(f) et tout terme T).
(b) est conséquence immédiate de (a).
(c) Tout x € M, (c]) est de la forme x = ‘z(Z,cl) pour un terme ¢ et un a € M;. En

appelant Q(;,w,v) la formule w = ©(u,v), pour tout b € M, ona :

x=b &P M () = p@b,e) SSp@Ebve £ &M =4, G,
et puisque h est é€lémentaire :

xeMeEr M = v dp(a,w) &> M, =3 v dr,(h(;),w) > hx) e M,.

A.- Itération des types définissables le long d'un ensemble ordonné

Etant donné M ‘= ® et toreeesty types définissables sur M, le modéle

t ...t
ul © n
Coeeecy/ est défini par induction sur n de la maniére suivante :
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L7 ) (3)

C ..sC .
o n o n-1

t ...t
o n-1

ol t:r'l est 1'unique extension définissable de t amM c e :
0" *Chmi

t ...t
o n-1
t' =d (M( ) ,v), oii d_ est le schéma définissant t_ (cf. § II.B).
n n Cyre ooy n n

t ...t )
i-1

Notons que si le type t, est non-trivial on doit avoir c; € M(C c .
o' *Ci-1

t,
On désigne ces modéles par M( l) .

c,” .
i isn

t.
IV.2.- Proposition. (a) Le nt+l-type sur M réalisé par (co,...,cn) dans M( )

€i i<n
est définissable. Son schéma de définition s'obtient récursivement & partir des

schémas définissant les ti'

t.
1. t.
() Sio<i <i <...<i <n, alorsml I M{ * .
o n k
o C. .
<k i

c. i<n
t. t. t.
i i i
(c) m< n =p M( ) ( > 4 M( ) .
c.

i. ]
C.

. c. . .
i izm j m+l<j<n i i<n

Démonstration. (a) Par induction sur n. Soient di les schémas définissant les t.,
et d' le schéma définissant le type de (co,...,cn_l) sur M. Alors pour a ¢ M et

toute formule ¥, on a :

M(c.) }= Q(;,co,...,cn) & M(Ci)is 1 ‘=(dn) (;,co,...c

i’is<n n— ? n-

)

& M =4 @).
(d“)Y

1

t t t
1 2
(b) Ceci suit par induction de M( ) < M( ) ( ) et M{ N => M(t) < N(t).
< < <y c c

(¢) Induction facile sur n > mt+l.

Soit I un ensemble totalement ordonné par < et supposons que pour chaque i ¢ I
on s'est donné un type définissable (non trivial) t, de M. Pour chaque i ¢ I, soit

c; un €lément tel que quels que soient k € w et io <...<i, < 1, on a

k

99



EXPOSE 5

t
i.
c. / M< 4) . Pour chaque J ¢ Pu)(I)’ J = {io,...,i } (i.e., io < ..k i

)
1 cij j<k k® < k
i\ £
posonsb1<t ; = M( i . La proposition précédente montre que
i ied i, j<k
t J
i
{M( }5 |'J € P(n(I)} est une famille filtrante pour la relation £ de sous-—
c. .
1 ieJ

structure élémentaire lorsque E’w(l) est muni de 1'ordre d'inclusion. On pose

t. t.
i ]
Définition.- M < ) = U{M( ) | 3er (D) .
C. . Cc. . w
i iel j jed

t
i
IV.3.- Proposition.- (a) M( ) est un modéle de 6.

c. .
t.y » L€l
i i
(b) —Jer(1)=;-M( > <M( )
€i ieJ €i el
(c) Si ti = t pour tout i€l et t est un type non-trivial, alors {ci | i € 1} avec

1'ordre c, <c, <> i < j est un ensemble d'indiscernables sur M dans
1 J

£
(5
c.’.
i iel
Démonstration.- (a) et (b) sont des conséquences immédiates du "lemme de la réunion"

bien connu de Tarski.

(c) Etant donné deux suites J = {i ,...,i,} ,J'={i',...,i'} de la méme
o k o k' <

<
longueur k+1, alors (c, ,...,c. ) et (c.,5...,C,,) réalisent dans M(c.). et

1 1 171eJ

o k o k
M(ci)ieJ' respectivement, le méme type sur M (@ savoir le k+l-type construit comme

dans la proposition IV.2(a) i partir de t, = bt = t). Donc, ces deux suites

k
£
réalisent le méme type également dans le modéle M( ) puisque c'est une extension
i fe1
élé ired ). :). .
élémentairede M(cl)1€J et M(c1)1eJ'
t.
i
Notations.—- Comme d'habitude, nous abrégeons M( ) par M(Ci)iel et méme par
c,”.
i iel

M(I), s'il n'y a pas de danger de confusion. En vue de (c) de la proposition qui
précéde, nous dirons, quand il y a lieu, que I (avec son ordre) est un ensemble

d'indiscernables de M(I).
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Un argument semblable permet de démontrer les deux premiers points de :

IV.4. Proposition.- Soient I], I2 des ensembles ordonnés . Alors

O]

@ Ipedy Tep M Mg,

(b) Plus généralement, si f : II > 12 est un monomorphisme d'ordre et si
t! ., = t, pour tout i ¢ I,, alors il existe un unique plongement élémentaire

£(i) e (3 ! 1
- i j _ _
f M — M tel que f(ci) = C%(i) et f ' M est 1'identité.

A
i el €5 eI,
(c) Si I] est un segment initial de 12, alors

Mg, = e )

1512-11
Démonstration.— (a) se déduit de maniére &évidente de (b). Pour prouver (b}, il

suffit de remarquer que pour i <...< i, dans I,, (c, ,...,c., ) et
o k 1 i, X
1 [ 3 . ~ . [ . . [
(cf(io),...,cf(ik)) réalisant le méme type sur M ; donc l'application ¢, Cf(i)
(ie Il) et 1'identité sur M est élémentaire, et par IV.! (a) elle s'étend a

Mey)ser -
i = ' = 3 . i 1 . . '
(c) Soient N M(ci)iell’ N M(Cl)ieIZ (a) implique que N(CI)IEK < N' pour tout
_ . . ' .. .
K e ]Pw(I2 I]), et en particulier que N(ci)ieIZ-I] S N'. Réciproquement, si
J € IPm(IZ)’ le fait que I] est segment initial de I, et IV.2 (c) entrainent

M(Ci)isJ = [M(ci)ieJnI]](ci)ieJn(IZ-Il) 3 donc, par IV.! (c) on a
Vs . . . ' . '
M(ci)ieJ < N(Ci)ieJn(Iz-I])’ d'ol il suit facilement 1'inclusion N' & N(ci)ielz-ll-

IV.5.- Corollaire.- (Théoréme d'Ehrenfeucht-Mostowski)

(2)

Etant donné une structure infinie B de langage quelconque et un type
d'ordre total T, il existe 3 » (& contenant un ensemble d'indiscernables de

type T.

Démonstration.- Un argument standard de compacité montre qu'on peut se ramener au

(1) C'est-3a-dire 1l'ordre de Il est la restriction de celui de 12.

(2) de cardinalité arbitraire et n'étendant pas nécessairement celui de
1'arithmétique.
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cas ol le langage L de Qest fini.

En "copiant" sur l'univers de A, au moyen d'une bijection quelconque la
structure d'un modéle de 1'arithmétique de méme cardinalité que & on enrichit
A en modéle de ® (appeler L' le langage ainsi obtenu et noter que 1'arithmétique

et la L-strucutre initiale de Obne sont pas nécessairement reliées).

On applique la Proposition IV.3 (c) avec M =& I un ensemble de type T et
t un type définissable non-trivial quelconque (qui existe en vertu des résultats

de § III puisque L' est fini).

t.
La L'-structure M(Cl) a I comme ensemble d'indiscernables ; en particulier,
i'iel t:i
I est aussi un ensemble d'indiscernables pour la L-structure = M( ) ML,
c, .
1 iel

B.- Blocs. Itération des types uniformes

On introduit ici 1'importante notion de bloc. Celle-ci permet de décrire de
o . . s - t ~ .
maniére simple et intuitive les modéles de la forme M(c) ol t est un type uniforme
et, plus généralement, les modéles obtenus par itération des types uniformes.

IV.6.- Définition.- Si M Ff’ et x,y € M, posons :

X ~ y &> il existe un terme pur (i.e. sans paramétres)f(v) tel que
M+ x < f(y) Ay < £(x).

B(x,M) = {y e M I x ~ y} s'appelle le bloc de x en M.

IV.7. Proposition.- (1) Chacune des conditions suivantes &quivaut 3 x ~ y.

(a) il existe des termes purs f](v), fz(v) tels que
ME x < fl(y) Ay< fz(x).
(b) il existe des termes purs gl(v), gz(v) tels que
M= g, (x) < x,y < g,(g,(x)).
(c) il existe un terme pur h(v) tel que M|= x,y < min {h(x),h(y)}.

(2) ~ est une relation d'équivalence
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(3) B(x,M) est un segment de M.

Démonstration.- (1) x ~ y <> (a) est évidente en posant f(v) = max{f‘(v),fz(v)}.
Pout (b) =P x ~ y mettre f(v) = max {gz(g](v)),gé(gi(v))} ol g],gz,gi,gé sont obte-
nus en appliquant (b) 3 x,y respectivement. Pour la réciproque mettre

f'(v) = max {f(u)|u <v}+ v, gl(v) = w(f'(u) 2v) et gz(v) = f'(f'(v)).
(c) <> x ~y est prouvée en posant h(v) = f(v) + v.

(2) La réflexivité et la symétrie de ~ sont triviales. Pour la transitivité, vé-
rifier la condition (l.a) pour les termes f;(fz(v)) et fé(f;(v)); ol
fi(V) = max {fi(u)[ u<v}l @{=1,2) et £,.f

et y ~ z. On obtient x ~ z.

5 sont donnés par les conditions x ~ y

(3) Etant donné YyYy € B(x,M) et y € M tels que v <y < Yo» la conclusion
y € B(x,M) est obtenue en appliquant (l.a) aux termes f;,fé, ol
f;(v) = max {f](u)lu < v} , et les termes fl,f2 sont obtenus 3 partir des conditions
X~y Yy
Les blocs permettent de caractériser facilement les segments initiaux de M qui

sont des sous-structures élémentaires :

IV.8.ProEosition.— Soit S un segment initial de M (M F= 03). Alors S { M ssi pour
tout x ¢ S, B(x,M) < S.

Démonstration.- =») Si S .{ M, soient x ¢ S et y € M tels que x ~ y ; soit f£(v) un
terme tel que M F: x < f(y) Ay < f£(x). Comme fM(x) € S, il est évident que y ¢ S.

¢= )Soient T(vl,...,v ) un terme et XpseeesX € S ; il suffit de prouver que

T (x],...,x ) € S. Posons f(v) = max {T(vl,...,v )Iv],...,vn < v} et

x' = max {xl,...,x }. On aT (x],...,x ) < £ (x'). Puisque S est un segment initial
il suffit de voir que f (x') ¢ S. Si M F= f(x') < x', alors fM(x ) € S puisque S

est un segment initial. Si M F: x' < f(x"), alors x' ~ f (x') par IV.7 (l.a) avec

x=x", y= f x'), f, = f et fl(v) = v ; donc f (x') € B(x',M) < S.

IV.9. Corollaire.- Soient M= @ et {xi i € I} un systéme complet de représentants

pour la relation ~ dans M, i.e.

X +* x; pour i#3, i,jel,
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pour tout x € M il existe i € I tel que x ~ X5

Définissons dans I 1l'ordre suivant :

i 1 i ME x; < JE

Alors l'application J —s VU B(xi,M) est une bijection entre les segments initiaux
ied

de < I, <. > et les segments initiaux M' de M tels que M' £ M.

I

Démonstration.— Si J est un segment initial de I, alors V] B(xi,M) est évidemment
ieJ
un segment initial de M clos par la relation ~; par IV.8, il est donc une sous-

structure élémentaire de M.

Réciproquement, si M'{ M est un segment initial, on pose
J={ic¢ IIB(xi,M) c M'}, et 1'on vérifie sans peine en utilisant IV.7 que J est
un segment initial de I et M' = U B(xi,M).
ieJ
Nous montrons maintenant que rajouter a M un(élément réalisant un) type uni-

forme revient 3 lui ajouter un bloc.

IV.10. Théoréme.- (a) Soit t un type uniforme. Alors M(z) - M= B(c,M(z)).

(b) Soit I un ensemble ordonné. Si t, est un type uniforme pour chaque i € I, alors

).

M) gy ~ Mlepd gy = B(E;,Me); g

Démonstration.- (a) L'inclusion B(c,M(c)) < M(c) - M est évidente.

Pour prouver la réciproque, si x € M(c) - M, alors x = f(a,c) pour un terme pur
f(u,v) et un a € M. En posant f'(v) = max {f(u,v)]u < v} on obtient
M(c) = x < f'(c). D'autre part, la remarque (*) ci-dessous donne M(c) F: c < g(x)

pour unterme pur g(v),d'ol x ~ ¢ par IV.7 (l.a), i.e. x e B(c,M(c)).

En utilisant la condition (2) du théoréme II.18, on voit aisément que 1'uni-

formité de t entraine :

(*) pour tout x € M(c) - M il existe un terme pur g(v) tel que M(c) F= g(x) = c(])

(1) En effet, cette condition pour tout N » M équivaut 3 1'uniformité de t ; cf.

démonstration de (2) = (3), théoréme II.18.
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(b) Posons N = M(cj)jsi' Puisque M(Cj)jSi = N(Ci) (cf.IV.5 (c)),de la partie
(a) on obtient :

M(cj).

j<i - M(cj)j<i = B(ci,N(ci)).

I1 suffit de voir que B(Ci’N(ci)) = B(ci’M(cj)jeI)' Par IV.4 (c et a), N(Ci) est

un segment initial et une sous-structure &lémentaire de M(cj)jEI ; d'ol par IV.8 :
B(ci,M(cj)jd) € N(ey) 3
ceci entrafne &videmment 1'égalité voulue.

C.- Phénoménes d'exclusion

On va voir que tout point d'un modéle posséde une 'zone d'influence" dans
laquelle il empéche tout autre point de réaliser le méme type que lui ; d'ol le
nom de 'phénoméne d'exclusion" donné 3 ce genre de situation. Par exemple, on mon-
tre qu'un type minimal est réalisé par un seul &lément du bloc qu'il détermine
(et méme mieux, cf. théoréme IV.17 (c)). Un autre résultat important dans la méme

direction est le théoréme IV.11 ci-dessous.

IV.11. Théoréme.- (Ehrenfeucht-Gaifman). Soient M un modéle de 0, f(v) un terme

et a €M, Si fM(a) # a, alors a et fM(a) réalisent dans M des types distincts ; en
effet, les types respectifs sont distingués par une formule ayant les mémes para-
métres que f. En particulier, si f est un terme pur, a et fM(a) ont des types purs

distincts.

Démonstration.- Commengons par définir une relation d'équivalence entre &léments

X,y de M :
Xx = y il existe une suite finie X =Xy Xjsee0X, =y d'éléments de
f . . .
M telle que pour chaque i, 0 < i < z , ou bien Xiq = f(xi)
ou bien f(xi+]) =x;.

On dira que la suite KyseeesX, relie x 3 y.

Ces définitions sont formalisables dans & de maniére &vidente au moyen de la

codification des suites finies. Remarquons que :
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(a) = est, en effet, une relation d'équivalence.
f

La preuve est laissée en exercice.

ix i i 1 = e cee =
(b) Si ﬁ? y, alors il existe une chalne X=X, X Xps X o X, =¥

telle que X T f(xi) pour 0 < i < t-1 et X, = f(xi+1) pour t < i £ z-1 (ici

+1
1 <t < z-1).

En effet, si x; = f(xi+1) et X, ., 42

supprimer des éléments de la chaine initiale jusqu'd 1'élimination de ce cas de

= f(x. L=
(x1+1), alors X, = x et on pourra

figure. Evidemment, ce procédé d'élimination n'augmente pas la longueur d'une suite

~

donnée reliant x 3 y ; en particulier, la plus courte suite reliant x 3 y doit
avoir cette forme-ci.
. M .
Supposons maintenant que a € M, b = f (a) et b # a. Evidemment a = b par

f
une chaine de longueur 1. Posons :

Hu (u = v)

g(v)
et

h(v)

M w(3s (s code une suite reliant v a g(v) A 2(s) = w)).
@ € Pgw =g >y = v'.
£

Ceci est clair puisque g(v) est le plus petit &lément de la classe d'équivalence

de v modulo = .
f
En particulier, M k= g(a) = g(b). Soit c cet élément, et soit s, =

s],...sh(a)_1 = a une suite de longueur minimale reliant ¢ & a. Deux cas sont pos-—

sibles :
(d) b apparait dans cette suite.

Disons b = 8;. Alors i = h(a) - 2, parce que sinon Sy = C» Syseees8y = b = f(a),
a serait une suite plus courte reliant c et a. Pratiquement, le méme argument montre
aussi que SgreeeeSg est la plus courte suite reliant ¢ @ b. Donc h(a) = h(b) + 1.
Ceci entraine que 1'un de h(a), h(b) est pair et l'autre impair, et donc que a et b

ont des types distincts.

(e) b n'apparalt pas dans cette suite.
Dans ce cas, la suite doit &tre de la forme s, =C» 8 = f(c), sy = f(£()),..,

Sh(a)-1 ~ R O
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Sinon, vu que la suite so""’sh(a)—l a la forme établie dans (b), on aurait

= f(a) b.

Sh(a)-2
Soit :

puEW gw)) = v,

q(v)

(ot £ désigne le u-iéme itéré de f). Comme b = f(a), il est &vident que
q(b) = q(a)+1. Donc q(a) et q(b) n'ont pas méme parité, et, en particulier, n'ont

pas méme type.

Remarque.- La preuve ci-dessus est due & Ehrenfeucht. Celle de Gaifman utilise des

idées trés semblables, mais elle est légérement plus longue.

IV.12. Corollaire.- Si N = M(b), le seul M-endomorphisme €lémentaire de N est 1'i-
dentité.

Démonstration.~ Chaque x € N a la forme x = fN(b) ol f est un terme 3 paramétres
dans M . Si x # b, par IV.11 x et b ont types distincts sur M. En particulier,

toute application élémentaire de N dans N qui laisse M fixe envoie b dans lui-méme ;

i.e., elle est 1'identité sur M u {b}, et donc aussi sur N.

Dans le reste de ce paragraphe, nous &tudions les phénoménes d'exclusion pour
P

les types minimaux.

1V.13. Proposition.- Soient M,N = ®, M<{N, M le sous-modé&le minimal de M, et a
a,b € N tels qu'il existe un terme pur f(v) tel que M < a < b < fN(a). Alors :

(a) il existe x € Mo(a) n Mo(b) tel que M < x ;

(b) si M'<{ M et M'(b) est une extension {-minimale de M', alors b € M'(a); si
M'(a) est une extension £ -minimale de M', alors a ¢ M'(b).

Démonstration.- On peut supposer que & }='"f est strictement croissante et monotone";
sinon on prend max {f(u) lu < v} + v au lieu de f. Soit f(u)(v) un terme de variables

u,v qui donne la u-iéme itération de f, i.e. qui satisfait la condition d'induction

R tw =vaYue®D ) = e @),
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(u)

Soit g(v) = pu(f (o) 2 v). On a :

) BEv, v, < fv)) g, =glv)) Vel =g+ 1.

(u)

En effet, si g(v]) =u, onaf (o) = Vs d'ol soit f<u)(o) 2 vy, soit

f(f(u)(o)) > f(v]) > v,. Soit w < u ; dans le premier cas par définition de g(v])

2
on a f(w)(o) < v, < Vos d'ot g(vz) =u = g(vl). Dans le second cas, f(u)(o) <V,
, o (wel) (u)
d'ot f (o) < £ (o) < v, ; on en conclut que g(vz) =u+ 1= g(v]) + 1.

Preuve de (a).- Soit x = gN(a) ; donc N F:f(x)(o) > a et X € Mo(a). Comme M < a
et M { N, ceci implique M < x. La relation (*) implique x = gN(b) ou X = gN(b)-l,
d'ol x € Mo(b).

Preuve de (b).- Si M' < M et M'(b) est une extension <-minimale de M, comme
X € M'(b) - M, on obtient M'(x) = M'(b), d'oii b € M'(x) & M'(a). L'autre affirmation

se démontre de maniére analogue.

IV.14. Corollaire.- (a) Si M F=a < b < f(a) pour un terme pur f(v), M° < a, (mais
pas forcément M < a) et b réalise un type minimal, alors il y a un terme pur g(v)
tel que Mr= b = g(a) ; si a aussi réalise un type minimal, il existe un terme pur

h(v) tel que M'= a = h(b).

(b) Si ML N, a,b ¢ N, et M(a), M(b) sont des extensions £ -minimales de M chacune

cofinale dans 1'autre, alors M(a) = M(b).

Démonstration.- (a) Utilisez la proposition IV.13(b) avec M au lieu de N et M0 = le
modéle minimal de & au lieu de M et M'. Le résultat suit de ce que

Mo(c) ={gM(c) ’g(v) terme pur de L}, pour c € M.

(b) On peut supposer que N F: a < b, l'autre cas étant symétrique. Le fait que M(a)

est cofinal dans M(b) se traduit par 1l'existence d'un terme f(v) 3 paramétres dans M

tel que NF: a<b < f(a). Or, f£(v) devient un terme pur dans L(M), l'extension de L
ol chaque élément de M est nommé par une constante. Puisque M < a (a réalise un type
minimal, donc non-borné) on peut donc utiliser la propdsition IV.13(b) avec M' =M

pour conclure que b € M(a) et a € M(b), c'est-a-dire M(a) = M(b).

Remarque.~ Si a,b réalisent le méme type minimal, la partie (b) du corollaire peut

etre améliorée (voir théoréme IV.17 (d)).
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Dans le but d'établir la relation entre les blocs d'un modéle et les types mi-

nimaux réalisés dedans, nous introduisons une relation de dépendance entre des

types :

IV.15. Définition.- (a) Soit t(v) un type et £(v) un terme. On pose :
£(t) = {pv) | PEW)) € t}.

(b) On dit qu'un type t dépend d'un autre ty ssi il existe un terme f(v) tel que

t, = f(tz). On pose t, &t ssit, dépend de t, et t, dépend de £

Remarques.- (a) f(t) est un type dans la méme théorie compléte et dans le méme lan-

gage que t.
(b) Si a réalise t dans M, alors fM(a) réalise f(t) dans M.
(c) & est une relation d'équivalence entre types d'une théorie compléte donnée.

(d) Le théoréme d'Ehrenfeucht-Gaifman (IV.11) peut etre reformulé de la maniére

suivante : pour tout type t et tout terme f(v), soit (f(v) = v) € t, soit f(t) # t.

La vérification, facile, de ces faits est laissée en exercice au lecteur.

IV.16. Lemme.- Soit t, = f(t]) pour un terme f.

(a) Si t, est définissable, t2 1'est aussi.

(b) Si t, est minimal, alors t, est minimal ou trivial (i.e. (v =T) ¢ t2 pour un
terme constant m). Si t2 est minimal, alors il existe un terme g(v) tel que

(g(f(v)) =v) € t), d'od t, = g(ty)) et t, & t,.

Remarque.- Il y a une condition semblable a (b) pour les types uniformes (que nous

n'utilisons pas, et donc ne démontrons pas) :

Si t, est uniforme, alors t2 est uniforme ou trivial.

, . . 1 _ PP PP
Démonstration.- (a) Soit d 1le schéma définissant t] H t2 est défini par le schéma :

dg = d‘L ot V(@,v) = p(a,f(v))
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comme on peut le vérifier sans peine.

(b) Soit M le modéle minimal sur lequel t, est un type, et soit M' = M(bl).
Soit b' = fM'(b). Si b' € M, alors il existe un terme constant T tel que

M'F= b' =7 '; comme b' réalise t, on a (v=m)c€ ty- Si b' ¢ M, comme M' est une
extension <€ - minimale de M, M(b') = M(b) ; donc il existe un terme g(v) tel que
M'l= g(b') =b, i.e., M'k= g(f(b)) = b. Puisque b réalise t],(g(f(v)) =v) e t, ;

1
ceci donne :

P(v) € t)e=> PUEEM)) e £ & @IV) € ¢,

pour toute formule ¢ , c'est-a-dire t, = g(ty). On a aussi (£(g(f(v)))= £(v)) € e
c'est-a-dire Y(£(v)) € t;, od Y(v) est la formule £(g(v)) = v ; donc P(v) € t,,
ice., (£(g8(V)) = V) € t,.

Pour voir que t, est minimal, la relation M'F: g(b') = b et le fait que t, est

2
non-borné montrent que M < b' et donc que t, est non-borné. Si N' = N(c) ol N M,
N< c et c'réalise t,, on a N'l= f(g(c)) = ¢, ce qui entraine N < ¢' et N(c') = N(c),
oi c' = gN (c). Puisque t, = g(tz), c' réalise t» d'oli N(c') ~ et donc N(c) - est

une extension € -—minimale de N.

IV.17. Théor&me.- Soit a € N et supposons que a réalise dans N un type minimal t.
Alors

(a) Pour tout b € B(a,N) il existe un terme pur f(v) tel que a = fN(b) (réciproque-

ment, si a = fN(b), b € N, alors b € B(a,N), comme 1'on peut vérifier aisément).
(b) Si un élément de B(a,N) réalise‘un type minimal t', alors t' =& t.
(c) Tout type t' tel que t' @yt est réalisé par un et un seul &lement de B(a,N).

(d) Si b € Nréalise le méme type minimal t et M { N,alors b # a implique que 1'un

de M(a), M(b) n'est pas cofinal dans 1l'autre.

Démonstration.- (a) Par IV.7 (l.c) il existe un terme pur h(v) tel que
NFa < b < h(a) ou bien NE b € a < h(b). Dans les deux cas IV.14(a) entraine 1l'exis-
tence d'un terme f(v) tel que.Nr= a = f(b).

(b) Si b € B(a,N) réalise t',par (a) Nf=a = f(b); d'oii t = £(t'). Comme t' est mini-
mal, le lemme IV.16(b) entraine t ® t'.
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(c) Soit t'w t, par exemple t' = £(t). Le lemme IV.16(b) implique que t' est minimal
ou trigial ; la seconde alternative est exclue parce que t = g(t') pour un terme g,

et t' est non-trivial.

. N
Par IV.16(b), (g(f(v)) =v).e t. En mettant b = fN(a) on obtient a = g (b),

d'oli b ¢ B(a,M). Comme a réalise t, b réalise f(t)

t'.

Supposons que ¢ ¢ B(a,N) réalise t' dans N. Comme b ¢ B(a,N) = B(c,N), par (a)
appliqué 3 ¢ (au lieu de a) il existe un terme h tel que NF= h(b) = c. Or, b et
c = hN(b) ont méme type t' ; du théoréme d'Ehrenfeucht-Gaifman (IV.11) il s'ensuit

donc que (h(v) =v) € t', d'ot NF= h(b) = b, i.e. ¢ = b, car b réalise t'.

(d) Supposons, par contradiction, que M(a) et M(b) sont cofinaux 1'un dans 1l'autre.
alors IV.14(b) entraine que M(a) = M(b) ; appelons M' ce modéle. Puisque t est uni-

forme, le théoréme IV.10(a) implique
M' - M = B(a,M') = B(b,M").

I1 en résulte que le type minimal est réalisé par les éléments distincts a, b du méme

bloc, ce qui contredit (c).

Remarque.- Pour finir, remarquons qu'il est possible de démontrer 1'existence de

o . P . <
K = types minimaux deux par deux non-équivalents selon la relation &, oi K est la

cardinalité du modéle minimal de 6. Ce résultat améliore considérablement le résul-
N

P . o o . ~
tat, donné au § III, d'existence de K = types minimaux tout court. Pour la démonstra-

tion, voir Gaifman [ ], théoréme 4.13.

D.- Support d'un élément dans M(I)

i
Nous montrons ici que dans un modéle de la forme M( ) , oi les types t, sont
c.’iel
i
définissables, tout &lément dépend - dans un sens précisé ci-dessous - seulement d'un
ensemble fini de coordonnées i € I; cet ensemble Sx est appelé le support de x. Quand
les types t, sont minimaux, le support détermine le sous-modéle M(x) engendré par x

de la maniére la plus forte possible : M(x) = M(Ci)iES .
x

En fait, nos résultats sont plus généraux et dépendent seulement de ce que les
types t. aient la propriété suivante (toujours vérifiée par les types définissables
dans € $ c¢f IV.20 ci-dessous) :

1m



EXPOSE 5

IV.18. Définition.~ Un type définissable t sur M a la propriété d'intersection si

quels que soient les modéles Mo’ M], M2 tels que M < M‘ n M2-< Mi < MO (i =1,2), on

® Mz)(:) - Ml(:) n n2<:). )

i
IV.19. Théoréme.- Soient I un ensemble ordonné et N = M(c ) , oi M P= 6.
i

a

iel
(a) Pour tout x € N = M il existe un unique i, € T tel que : x % M(Ci)i<i , et pour
X

tout J ¢ I, on a

X € M(Ci)ieJ =§>1x eJ et X € M(ci)ieJ

i<i
X
(b) Si chaque type ti a la propriété d'intersection, alors pour chaque x ¢ N, il y a

un unique Sx c I fini tel que pour tout J c I

X € M(ci)ieJ < s, cJ.

Démonstration.- (a) Soit x € N - M. Nous commengons par démontrer que pour chaque

). il i i ). - ..
J c I tel que x € M(c1)1eJ’ il existe i € J tel que x ¢ M(C1)15J M(cl)1<1
‘s
isiy
Puis nous montrons que i = iJ, pour toute paire de tels ensembles J, J'.
Y1
J' fini tel que x € M(Ci)ieJ" Mieux, il existe un tel J' minimal, c'est-a-dire

est construit de la fagon suivante. Comme X € M(ci)ieJ’ il existe J' c J,

tel que aucun sous-ensemble propre n'a la méme propriété ; comme x ¢ M, J' # @.

Soient iJ =max J', et J" ={i e J'| i< iJ}. Puisque J' est minimal et J" c J',
on a ..
(%)
X € M(Ci)ier - M(Ci)ieJ" = (M(Ci)ieJ") . - M(Ci)ieJ".
iJ
Aussi 1la proposition IV.4(a) entraine que M(ci)ieJ"'< M(ci)i<iJ' En utilisant 1le
fait IV.1(c) avec M‘ = M(ci)isJ"’ M2 = M(ci)i<i et t = tiJ on conclut que
* e Mgy T Mg
iSiJ
Pour démontrer la seconde affirmation, si 1J < 1J,, on a X € M(ci)ieJ et
i<
x ¢ M(ci)i<i , ce qui est évidemment contradictoire puisque =1y
Jl
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M(Ci)ieJ < M(ci)i<iJ,° Un argument symétrique prouve que iJ, < iJ est aussi im-

i<i
J

possible. Donc iy =i,

. s . s '
Le i est défini en mettant i, =1i; pour n importe quel J ¢ I tel que X € M(ci)ieJ'

(b) Soit x € N. Mettons S = Ngcr | x € M(Ci)ieJ}° L'implication
x € M(ci)iEJ = Sx c J est évidente. Pour la réciproque il suffit de montrer que

x € M(c.) Comme x € M(c.). pour un J ¢ I fini, S_ est fini et il existe
i 171eJ - X

ieSx
.. _n _ . . _

J],...,Jn finis tels que Sx = k:] Jk et X € M(Ci)ieJk (k = 1,...,n) ; donc il suf
fit de prouver

n

k’jl Meiey =Me) g ;

ie n Jk
k=1

ceci se réduit au cas n = 2 de maniére évidente. L'inclusion > est aussi évidente.

= == . .
Nous démontrons 1'autre inclusion par induction sur J] + J2 (Ji = cardinalité

n M(c.). . Si x € M, alors évidemment

de Ji’ finie). Soit x € M(Ci)ieJl i 1€J2

X € M(ci) . Donc, supposons x § M. Par la partie (a), ix € J] n J2 et

iGJInJZ
: L - T € 7 < 3 =
X € M(ci)iEJ . Soit M {i Jkl i<i } (k=1,2) .0na

t
i i
X X = = = -
X € M(Ci)ieJ; (C ) n M(ci)ieJé(c ). Comme J} + Jé <J, *+J,, par hypothesed'in-
x x
duction M(c,), ;v n M(ci)ieJé = M(Ci)ieJ;ﬂJé

i

3 or, ti a la propriété d'intersection,
X

d'ot

i
X
x € M(c.). -, .( >=M(c.). < M(c.).
i leJ‘ng e i 1eJ‘nJ2 i 1eJan2 B
X i<i
be

On démontre maintenant :

IV.20.- Proposition.- Tout type définissable sur un modéle de 1'arithmétique de
Péano généralisée ®a1a propriété d'intersection. De plus, ceci est vrai pour toute
théorie ayant la propriété suivante : si la formule ?(;;;) définit une relation

d'équivalence entre n-uples, alors il y a des termes c](E),...,on(G) tels que :
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n
VuVy [eu,v) > ¢u,0,@),...,0 @) A A o,() =0,0],
i=1
(c'est-a-dire, en ayant assez de termes pour choisir des représentants des classes

de toute relation d'équivalence définissable).

t t t
Démonstration.- Il est évident que (M] n Mz)( )g M]( ) n MZ( ) I1 faut démontrer
t c c c
1'inclusion réciproque. Soit N = M . Chaque x € M] (c) n Mz(c) a les formes
c
= a = a, u a . 'ou
X T](a] ,C) Tz(az,c), ol T,, T, sont des termes et a; € Mi ; d'ou

NF 'rl(;],c) = Tz(zz,c).

On trouvera un 30 € Ml n M2 tel que x = Tl(;o,c). Puisque t est définissable,

il existe une formule r,b(K] ,52) telle que pour tous z],;2 € MO,

N 1,@z),0) = 1,(z,,0) <M = U(z,,2).

Donc M0L= 3 u, \p(ul,az), et puisque Mz.( Mo, il existe a) e M2 tel que

— - - - —
N ‘= Tl(a],c) T](a],c) ( ‘rz(az,c)).
En appliquant une seconde fois la définissabilité de t, il y a une formule

?(;,;') (ot 2() = 2@") = 2,('51)) telle que pour tous ;, Z' € Mo on a :
N1 =1,E ) M Gz,

I1 est &vident que (p définit une relation d'&quivalence entre n-uples (n = 2,(;]))
' A At ' s 2 = Py =
et qu'on a Mo ‘= ‘((a],al). Vu 1'hypothése, on a Mo|= Oi(a]) Ui(a]) (i=1,...,n),
ol la suite des termes o choisit des représentants des classes d'équivalence mo-
. . — ol ] <
EUIO ¢ - Puisque oi(a]) €M et oi(a]) €M, (i=1,...,n), en mettant

a =<0,(a,),... a )> la conclusi lue.
o 01(81), s On(an) on a la sion voulue

Manifestement, (P satisfait la condition de 1'énoncé ; le principe du minimum
permet de choisir la plus petite n-uple dans 1'ordre lexicographique construit 3
partir de 1'ordre de base < , de chaque classes d'équivalence modulo ¢ .
Formellement, les termes o, sont définis par induction :

o, @ = w [ IV =v, A ph,y)] ,

o) = w [ IV =v & @) =0,@ A Ph,v)] ,
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et pour 2 < i <n:

o,@ = w,  [LIVA &

N @ aIIEON JCHIPRES

Le théoréme suivant est le résultat central sur 1l'itération des types mini-

maux :
t.
i
IV.21. Théoréme.- Soient I un ensemble ordonné, M.F: FetN = M( ) . Si cha-
c,  1iel
i

que t. est un type minimal, alors pour tout x € N, on a M(x) = M(ci)ies , ol 5, est
x

le support de x.

Démonstration.- Induction sur S:. Si Sx = ﬁ’ alors x € M et 11 n'y a rien a prou-
ver. Soit donc Sx = {io"°"im}< , ol < est 1'ordre de I. Pour simplifier la nota-

tion écrivons j au lieu de ij, M' au lieu de M(ci). et M" au lieu de

ism M(ci)ieJ

t
M(c.). . On a M' = M"( m) ; comme t_ est uniforme (puisque minimal), IV.10(a)
1°1<m Cm m
entraine M' - M" = B(cm,M'). Puisque {0,...,m-1} c Sx’ onax¢ M, d'ot x e M'-M",

et donc X ¢ B(cm,M’). En appliquant IV.17(a); on obtient un terme pur f(v) tel que
m

M' F= Cn = f(x). Or, x e M' = M"( , d'oli il existe un terme g(u,v) et un a € M"
c

tels que M' ¥== x = g(a,cm). Soient h(v) = ¥ u(v = g(u,f(v))) et a' = hN(x). Donc
a' € M(x). Puisque M' F: x = g(a,f(x)); il s'ensuit que a' < a ; M" &tant un seg-
ment initial de M', on obtient a' ¢ M" = M(ci)i<m’ d'ol Sa' c {0,...,m-1} . Il est

. . _ ' - i .
clair aussi que N F= x = g(a',f(x)) g(a ,cm) ; donc on a X € M(ci)iesa.u{m} .
Vu la propriété qui définit Sx’ on en conclut que S, < Sa,U{m} , ce qui implique

Sa' = {0,...,m-1}. Par 1'hypothése d'induction, on M(a') = M(ci)i<m = M".
Puisque a',cm € M(x), on obtient finalement M(x) = M"(cm) = M', ce qui achéve la

démonstration.

IV.22. Corollaire.- Soient I un ensemble ordonné et M |= 6 . Si pour chaque i € I,

t, est un type minimal, alors tout modéle intermédiaire M < M' < M(ci)iel est de la
. .

forme M M(ci)ieJ pour un unique J ¢ I.

Démonstration.- Etant donné M', soit J = {i € I ‘cie M'}. Evidemment on a

M(ci)ieﬂ's_M" L'inclusion inverse est cons&quence du théor&me précédent ; en effet,
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si x e M', IV.21 implique S«
(cf. IV.19(b)). L'unicité de J est évidente.

c 3, d'ol x e M(Ci)ieJ par définition du support

IV.23. Corollaire.- Le treillis des structures intermédiaires,

< {M'] M<I M L M(ci) }, c>, oi M, I et les types t; sont comme dans le co-

iel” > —
rollaire IV.22, est isomorphe a 1'algébre de Boole < P (I), ¢ > des sous—ensem—
bles de I.

Démonstration.~ Conséquence triviale de IV.22.

IV.24. Exemple d'une extension minimale qui n'est pas finale.-

t.
Soit N = M(cl) , oi M k= ®, I est un ensemble ordonné et chaque type ts
i iel
est minimal. On peut conclure du corollaire IV.22 que N est une extension <-mini-
i
male de M' = M( ) , ol io e I. E, effet, si M'{ M" { N, alors
c. .
£, i iel {10}
M" = M( ) pour un unique J €I ; onal - {io} cJcI,doiM =M ou
c. .
1 1eJ
M" = N.

=
En prenant I > 2 et i0 distincts du dernier &lément de I, M' '*f N puisque

c. e M' et N c. > c. sii>i.
F= i 10’ o
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EXPOSE 6

TYPES REMARQUABLES ET EXTENSIONS DE MODELES
DANS L'ARITHMETIQUE DE PEANO, II

Jean-Pierre Ressayre

Cet exposé est inséparable du précédent, en particulier il en partage 1'in-
troduction; en conséquence nous rappelons seulement que notre but principal ici sera

1'étude des modéles de 1'arithmétique construits par Abramson Harrington, [A-H]
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§I - LE THEOREME DE RAMSEY ET L'ETUDE DES TYPES

Les quatre paragraphes de 1'exposé précédent introduisaient chacun un aspect
de notre sujet, le présent §I en introduit un cinquiéme : le lien entre d'une part
le Théoréme de Ramsey (et quelques autres résultats combinatoires semblables, in-
troduits plus loin), et d'autre part les types construits et &tudiés dans 1'exposé

précédent.

Moyennant quoi, ce paragraphe compléte 1'exposé précédent, et en donnera une
maniére de conclusion. Mais il est de plus la charniére entre les deux exposés, et
3 ce titre comporte un deuxiéme volet : il introduit la généralisation du théoréme
de Ramsey fini sur laquelle sont basées les constructions d'Abramson et Harrington

(théoréme I.12).

~

Le fil directeur de ce paragraphe est le suivant : 3 chaque résultat combina-
toire que nous examinons, nous associons un énoncé de théorie des modéles qui 1lui
est équivalent (par exemple au Théoréme de Ramsey fini est associé le T héoréme
d'Ehren feucht-Mostowski); a cette occasion, nous examinerons les liens entre Combi-
natoire et Théorie des modéles, en nous préoccupant surtout d'appliquer la Théorie

des modéles & la Combinatoire, a& l'inverse de ce qui se fait habituellement.

Nous rappelons d'abord le Théoréme de Ramsey : W et V désignant chacun soit un

entier, soit le symbole ® , on écrit y *(v): si pour tout ensemble X de cardinal
U, et toute partition £ : [X] ™, k en k classes de 1'ensemble [X]n, il existe

un sous—ensemble Y de X, de cardinal v , qui est homogéne pour £, c'est-a-dire
[Y]n est contenu dans une seule classe de la partition. Plus généralement, soit M
un modéle de  ; si nelN, keM et p,vdésignent soit "»" soit des "entiers
de M", nous diroms que MFl“’(V)E si la propriété précédente est vérifiée au
sens de M, quand on se restreint 3 des partitions et ensembles définissables
dans M.

Le Théoréme fini de Ramsey dit que (n,k eN &tant fixé&s) pour tout entier P

il existe un entier Q tel que Q - (P)E ; et le théoréme infini dit que o - (w)E.

(A) Ramsey et Ehrenfeucht-Mostowski. On peut dire que le Théoréme

d'Ehrenfeucht-Mostowski est le compactifié - au sens imprécis indiqué dans 1'exposé
précédent, §I - du Théoréme fini de Ramsey; en particulier les deux théorémes se

déduisent 1'un de 1'autre de maniére élémentaire
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I.1. REMARQUES - Soient n, P, ke®; (a) Du Théoréme d'Ehrenfeucht-Mostowski on

déduit : o +(P)Z . En effet soit f : [N]n + k une partition; en vertu du théoré-
me d'Ehrenfeucht-Mostowski, il existe une extension élémentaire N du modéle
(N,f), contenant un ensemble <-indiscernable infini. Cet ensemble est évidemment
homogéne pour 1l'extension de f & N, donc N k "il existe un ensemble 3 P &lé-
ments qui est homogéne pour f". Comme (N,f) { N, la méme propriété est vérifiée

dans N.

(b) De = +(P)2, on déduit 3Q Q »(P)E , c'est-d-dire le Théoréme de Ramsey fini.

En effet soit N une extension &lémentaire de N et soita ¢ N, non standard;
alors NEog - (P):. En effet, soit f : [0,00]n + k une partition définissable
dans N; puisque [0,a] est infini (au sens standard) et o - (P)E est vrai (au
sens standard également), [ 0,a] contient un sous-ensemble 4 P é&léments qui est

homogéne pour f. Donc Nk 3Q Q » (P); ; et puisque N N, NE 3QQ +(P)E.

(c) Du Théoréme de Ramsey fini on déduit le Théoréme d'Ehrenfeucht-Mostowski

c'est la démonstration originale bien connue de ce théoréme.

La moralité de I.1, (a)et(b) est que toute démonstration du théoréme
d'Ehrenfeucht-Mostowski qui n'utilise pas le Théoréme de Ramsey - en particulier
celle faite dans 1'exposé précédent, §IV, 3 1'aide d'un type définissable - nous
donne le théoréme fini de Ramsey. Nous verrons 3 1'alinda (C) que l'existence de
types uniformes nous donne en prime le Théoréme infini de Ramsey. Auparavant, nous

étudions une généralisation de la propriété o -+ (m)E :

(B) Types de Ramsey

La définition de la propriété « - G»)E demande que le domaine de la partition
donnée, et celui de l'ensemble homogéne pour cette partition, soient tous deux in-
finis. En demandant que ces deux ensembles soient '"gros' pour diverses notions de
grosseur des ensembles, on obtient diverses généralisations de « - (m)z, de la
forme ''gros -» (gros):". Plusieurs généralisations de cette sorte seront &tudiées
par la suite. Soit M wun modéle de & ; dans le présent alinéa, nous &tudions le

cas ol la notion de grosseur des sous—ensembles de M est définie 3 1'aide d'un

filtre ou d'un type sur M :
I.2. NOTATION - Soit t wun type non borné sur M; pour tout ne N et tout keM,

on écrit t - (t)z si pour toute partition f : [MI®,k définissable dans M,

il existe Xe€ t, homogéne pour f.
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I.3. PROPOSITION - Soit t un type non borné sur M; alors (a) les conditions
suivantes sont équivalentes :
(i) t -»(t)tz', pour tout n €N

(ii) le type {é\n t(vi) AV <eee<v o est complet sur M, pour tout ne WIN.

1
(iii) pour tout modéle M'y¥Y M, tyr est<- indiscernable sur M

(iv) t +(t)n , pour tout n dans N et tout k dans M

I - t . T
(b) De plus, ces conditions entrainent que M(c) est extension < - minimale de M.

Démonstration Supposons vérifiée la condition (i), et soit ¢(v]...vn) une for-
mule de M : nous allons montrer que f;} t(vi) AV <o <V décide

¢(vl...vn), ce qui est la condition (ii). Sur [M]n nous considérons la relation
avbedME 0(a)es ¢(b); cette relation comporte deux classes, donc puisque

t — (t);, il existe Xet tel que V3, be [(x™ E 6(3) s ¢(b) - autrement
dit, dans M 1la formule <>_(<_\n ] €X A MIERE <vn décide d>(v1...vn). Alors
comme t(vi) [ v, € X, on a : /i\c(vi) /\v1 <., <vn décide ¢(v]...vn); nous avons

ainsi montré que (i) =» (ii). Réciproquement, supposons (ii) vérifiée, et soient

Xet, f: [X]n->2 un terme de M; par (ii), iAi\nt(vi) A ViSees <V décide
les formules f(vl...vh) =0 et f(v]...vn) = 1., Par compacité il existe Ye t,

qu'on peut supposer inclus dans X, tel que 1/;([\1 v.e Y A MIREREA A fait de
méme - autrement dit, [Y]n est contenu dans une seule classe modulo £, ce qui
démontre la condition (i).

Les conditions (ii) et (iii) sont trivialement équivalentes - donc les trois
premiéres le sont. Montrons qu'elles entralnent que M(z) est une extension
4 - minimale de M (c'est-a-dire (b)) : soit £f(v) un terme; la formule
(f(v]) = f(vz)) détermine sur [MI2 une partition en deux classes, et puisque
t— (t)g, on en déduit Xet tel que [x12 est dans une de ces classes. Autre-
ment dit, fMX est soit constante, soit injective, ce qui par I

de 1'exposé précédent entralne que M(z) est 4 - minimimal au-dessus de M.

Reste a voir que t ~ (t); entraine t -*(t)z. Soient donc X' € t, k € M,
et £ :[X1®™+ k un terme de M. Puisque le type /].?(s\nt(vi) A V) €ee< v est
complet sur M, il décide toutes les formules f(v]...vn) =3 (j < k). Comme
M(z) est une extension 4- minimale de M, en particulier M < £ M(z)' (cf. expo-

sé précédent, §I); cela entraine qu'il existe j<k tel que

/i{\nt(vi) A v, <iea <vn 3 f(vl...vn) = j. Par compacité, il existe Yet, qu'on
B ; M <v rE(V.. =
peut supposer inclus dans X, tel que ien Vi€ Y/\v] <ias v, f(v] ..vn) 3

autrement dit [Y]® est contenu dans une seule classe modulo £, ce qui montre

t +(:)z.
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N.B. (a) Un dira que t est un type de Ramsey sur M si t vérifie les condi-
tions équivalentes de la Proposition ci-dessus. Au §IV de 1'exposé précédent nous
avions construit un ensemble < - indiscernable & l1'aide d'un type définissable;
si 1'on dispose d'un type de Ramsey t on obtient des < - indiscernables encore
plus directement puisque tyr est <= indiscernable quel que soit M'y M.

Noter & ce sujet que ceci est réellement plus direct, car un type définissable
tl(v) n'est pas toujours de Ramsey : en effet, si t](v) n'est pas uniforme il

. 1 . . 2 . -
arrive que t  ait deux extensions t° # t3, non bornées et complétes sur
1

2 3
t ) , t], n'est pas <- indiscernable sur M,
c2 c3 M

e , t
M(~ ); alors dans M' =M
€ |

<c, < td 1
car c, g <¢3 sont dans tM'

et cependant (c],cz) F3 M (c],c3). Alors bien
que définissable, ¢! n'est pas de Ramsey.

(b) On va voir que l'existence de types de Ramsey &quivaut au Théoréme de Ramsey
lui-méme - on peut dire que c'est la compactification, au sens vague de 1'exposé
précédent §I, du théoréme infini de Ramsey; et son équivalence avec ce théoréme
est l'analogue pour le cas infini de la Remarque I.l.; ci-dessous on suppose M

et L dénombrables :

n - . .
I.4. REMARQUE (a) De M F : +(W)2 pour tout n ¢ N, on déduit 1l'existence d'un
type de Ramsey; en effet, ¢ (v]...vn) étant une énumération des formules, on

construit par récurrence sur n une famille décroissante (Xn)n ¢ N de sous-en-

sembles non bornés de M, tels que X est homogéne pour la partition de (gt
déterminée par o (Xn résulte de l'application de ®» - 0»)2 3 la partition
de [Xn_’]n déterminée par ™). Alors si t(v) ={ v ¢ Xn; neWN} ona

a . .
t *‘(t)z par le choix de la famille (xn)n e

(b) De l'existence d'un type de Ramsey sur M on déduit que Mk “"C”)z s
pour tout n el et tout k eM. En effet soit £ : [MI® > k une partition dé-

finissable; puisqu'on a un type de Ramsey t, tel que t - (t)z, il existe Xet

homogéne pour f; de plus X € t entraine X définissable et non borné.

(C) Types de Ramsey, types uniformes et minimaux.

Nous examinons les relations entre la notion de type de Ramsey et les notions
introduites aux §I et II de 1'exposé précédent. La Remarque (a) ci-dessus indiquait
qu'un type définissable n'est pas nécessairement de Ramsey, bien qu'il conduise
également par itération 4 des indiscernables. Les relations avec les types mini-
maux et uniformes, c'est essentiellement l'extension globale et uniforme (au sens

de 1'exposé précédent) de la Proposition I.3. qui va nous les donner :

123



EXPOSE 6

I-5 PROPOSITION - Soit t(v) wun type non borné sur M; sont équivalentes
(a) quelque soit N¥M, t(v) u v>N est un type de Ramsey

(b) t est minimal (c) t est uniforme et rare.

Démonstration - L'implication (a) = (b) est une conséquence immédiate de la

Proposition I.3.b, appliquée & tout N » M. L'équivalence (b)4s (c) a &té mon—

-

trée au §II de 1l'exposé précédent; reste a vérifier que (c) = (a). Soit t(v)

un type uniforme, et considérons la théorie (ol N p» M et c seeC sont des

1
symboles de constante nouveaux)

ST v . - -
t(c]) U t(cn) uN<c v N(cl) < e, U U N(c] cn—l)< <, en conve
nant que N(cl...cP ) < cp+l représente l'ensemble de formules

{ h(acl...cp) <cp+] : h(uvl...v ) terme pur, a e€ N} . Cette théorie caractérise

les modéles de la forme N(cl.F.cn) (cf. exposé précédent, §IV), et comme ces mo-
déles sont tous isomorphes sur NlJ{c],...,cn} , 11 en résulte que cette théorie
est compléte. D'autre part si t est rare, il est clair qu'elle équivaut &

t(c])u T t(cn) UN<e, <... < h

1
Donc, cette derniére théorie est compléte, et par I.3.a t est un type de Ramsey

sur N.

Ainsi l'existence de types minimaux (cf. §III de 1'exposé précédent) entraine
celle de types de Ramsey sur M, laquelle par la Remarque I.4. entraine
ME o ~* (w)z . Comme ceci vaut pour tout modéle M de 6 , cette démonstration
du théoréme de Ramsey infini nous donne également le fait que celui-ci est une

conséquence de @ .

(D) La généralisation colorée des théorémes de Ramsey et d'Ehreufencht-Mostowski.

P

Nous allons &tudier une généralisation du théoréme de Ramsey; dans cette géné-

ralisation, le domaine des partitions sera un "ensemble coloré'", et les conditions

de cardinalité sur les ensembles seront remplac&es par des conditions portant sur
leur "coloration"; voici la définition de ces notions.
On appelle ensemble coloré tout triplet (X, <X,CX), oi X est un ensemble,

< x un ordre total sur X, et C_ wune application de domaine [x]S (s fixé e N);

X

1'image de Cy est appelé ensemble des couleurs, et pour X e[X1% Cx(i) est la

couleur de X.

Les conditions sur la coloration des ensembles, qui vont remplacer les condi-

fn(*)

tions de cardinalité, seront exprimées i l'aide de la notion "moti , que voici.

(*) motif est la traduction du terme anglais "pattern".
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Un ensemble de couleurs % étant fixé, le langage de nos ensembles colorés comporte
les symboles =, <, C (2 s arguments), les éléments de ¥ comme constantes, enfin
les variables vy (i e N); L étant-un entier on appelle motif P(v]...vL) tout
ensemble de formules atomiques de ce langage, ayant Vyeeevp pour variables, et

qui détermine complétement un ordre total et une coloration sur les éléments repré-

sentés par Vyerovpe

Exemple - Nous supposons s = 2 pour fixer les idées; alors les motifs P(VI’VZ)

sont tous les ensembles du type { v, = v2} , { Vi< vy C(vl v2) =a} ,
{v2< v1 , C(v],vz) = a} ou a parcourt ¢ ; pour L > 2, les motifs P(v]...vL)
sont tous les ensembles de la forme { PlJ(Vi,Vj), 1 <i<js<L}, od ptJ est

. ij L . P, P
un motif sur Vi’vj et {p'1} détermine un ordre total sur les €léments repré-

sentés par Vl...VL.

Etant donnés un ensemble X coloré dans G, et X € ‘# X" , on appelle

motif de X et on note p(X) 1l'unique motif P(¥) tel que (X,%) F P(¥); on dira

aussi que la suite X ou que 1'ensemble {x]...xn} réalise le motif P(Vv).

N.B. Nous avons convenu que si une suite comporte moins de s é&léments distincts,
son motif ne porte que sur l'ordre. Cette convention ne change rien sur le fond

. . . . S e . s .
vis & vis de celle qui consiste 3 fixer une coloration non seulement de [X]° mais

1
aussi de ~ x1° .
s'<s

Nous étudions des généralisations du Théoréme de Ramsey de la forme
"gros > [gros] E" : notre premiére généralisation, dans (C), était t - (t)z , ol
la notion de grosseur était définie par 1'appartenance 3 un filtre t. Dans le pré-
sent cas, la notion de grosseur va étre la présence de toutes les combinaisons
finies possibles de colorations, c'est 3 dire la notion suivante : un ensemble colo-
ré X est dit général si tout motif P(v]...vL) est réalisé dans X; un sous-

ensemble Y est général si la restriction de CX a Y est générale.

Exemple - X =N <, = ordre usuel, s =1, % ={0,1} ; il y a donc deux cou-
leurs qui constituent une partition de N, que nous notons C°, Cl. On voit facile-
ment que cet ensemble coloré est général si et seulement si c® et Cl sont infi-
nis, les sous—ensembles généraux étant de méme les Y tels que Y n c® et

Y nCI sont infinis. Noter qu'un sous-ensemble de N qui est homogéne pour la par-

1 oA . . o . P
doit étre inclus soit dans C soit dans C], donc n'est pas généd-

tition C°, C
ral; ainsi notre généralisation du Théoréme de Ramsey de la forme '"général -
(général)ﬁ" est déja fausse pour s = 1, n = 1. Toutefois c'est pour une raison
triviale, qui suggdre une modification de la notion de "homogéne"; en voici la défi-

nition, dans le cas général :
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Soit X un ensemble coloré, f : [X]n + k une partition; un sous—-ensemble Y
de X est dit homogéne pour f si pour X ¢ [Y]n le motif de X détermine sa
classe (c'est a dire Vx,ye[yI® p(E) = p(H 2 £(%) = £(¥)).

Par la suite, le principal ensemble coloré considéré sera un modéle M de & ,
muni de 1'ordre arithmétique < et d'une coloration C : [M]s + M définissable

M
* . . P . . e . .
M( ). Alors les notions qui précédent (motif, suite qui réalise un motif, en-

dans
semble général) peuvent €tre définies dans M; si M est non standard les motifs

P(vl"'vL) portent alors sur un nombre de variables L € M qui peut €tre non stan-
dard - ce sera d'ailleurs essentiel. On peut facilement définir C dans M de ma-

niére que M soit général :

1.6. DEFINITION D'UNE COLORATION GENERALE DANS M. Soit (Pa)a e M une énuméra-
tion dans M de tous les motifs, et soit (Sa)a e M ume famille définissable d'en-
sembles disjoints Sa ayant méme cardinal (dans M) que le motif P a de varia-
bles. On définit alors C M Sa de maniére que Pa soit réalisé par des points de

‘s . . s ascs s s s .
Sa; et 1'on prolonge de maniére arbitraire C ainsi défini a [M] tout entier.

Si M' > M, la coloration C de M s'étend en coloration de M' (& couleurs

dans M'); si ¢(v]...vn) est une formule de M, et X cM', on dit que X décide
¢ si sur [X]n le motif de X détermine la valeur de ¢ (X) (c'est 3 dire

PR) =p(F) = ME ¢(X) «—$()). On dit qu'un sous-ensemble X de M'est C-indis-
cernable sur M si pour X e\% " le type de X sur M ne dépend que du motif
de X. (N.B. Ainsi "X décide ¢" est une propriété d'homogénéité pour certaines
partitions; et "X est C-indiscernable sur M'"&» X décide toutes les formules

de M).

Pour clore cette longue suite de définitions, en voici une qui ne sera pas utili-
sée ensuite, mais qui englobe comme cas particuliers toutes les notions d'homogénéi-
té et d'indiscernabilité qui nous intéressent, et résume ainsi ce qui précéde :
soient A une réalisation quelconque, Y et ¢ deux ensembles de formules de son
langage. Un sous-ensemble X de A est (Y¥,9)-indiscernable si pour toutes suites
finies X,y dans X, X = ¥ y=3 X% = ® §; ol pour tout ensemble de formules T,

X EF § signifie que X,§ (ont méme longueur et) satisfont les mémes formules de

' dans A.

Exemples - Si M N et Xc N, X est <-indiscernable sur M&»X est (v,9)
-indiscernable, quand Y est 1'ensemble des formules de la forme v = V', v < V',
et ©® est celui de toutes les formules; pour définir "X est C-indiscernable" il

suffit d'ajouter les formules C(vl...vé) =uy a Y .81 XcM et f: [M]n_* k

est une partition, X est homogéne pour f si X est (Y, d)-indiscernable,

() ainsi on confond le symbole C avec son interprétation Cy.
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quand ¢ = {fCVl...Vn) =i, 1<k } et ¥ est comme ci-dessus.

(E) Le cas particulier s = 1. Nous considérons un modéle M muni d'une coloration

générale C : M +M; les alinéas (A), (B), (C) admettent une "généralisation colo-

rée" dans ce cas. Nous exposons 1l'essentiel de cette généralisation.

(a) Types de Ramsey avec couleurs. Pour tout a dans M, on notera c® 1'ensemble

des points x €M de couleur C(x) = a. On suppose L dénombrable; alors par le
§III de 1'exposé précddent, il existe un type t(v) sur M, tel que tW)A V€ c?
est un type minimal, pour tout a ¢ M. Tout comme dans la démonstration de la Propo-
sition I.5, on en déduit : pour toute sui;e de couleursa aj...a € M, la théorie
t(Cl) Ueuo ut(Cn) u Cl <iun <Cn A C] eC ! Aeed A c € c ™ est consistante et com-
pléte.

Nous pouvons reformuler cette propriété en disant que

(1) pour tout motif P(vl"'vn)’ la théorie iggnt(ci) J P(c]...cn) est con-

sistante et compléte.

(1) est 1'analogue coloré de la caractérisation (ii) des types de Ramsey, dans la

Proposition I.3.a; et comme dans cette Proposition, on voit que (1) &quivaut i :

(2) quelque soit M'y M, tM, est C-indiscernmable sur M; de plus il existe un
modéle M' ¥y M tel que tM, contienne un ensemble général.

Par compacité il en résulte facilement

I-8 COROLLAIRE (Théoréme d'Ehrenfeucht-Mostowski coloréd) - Pour tout ordre total

X, < X) muni d'une coloration C, & un seul argument (et i valeurs quelconques),

X
il existe M' 3y M contenant un ensemble X' qui est C-indiscernable sur M,

et tel que (x',<M, N X', cM. M X') est isomorphe 3 (X, < X,cx).

I-9 COROLLAIRE (Théoréme de Ramsey pour les couleurs 3 un argument) - Pour des colo-

rations finies 3 un seul argument, et pour tout n e N, "général +(généra1)2":
c'est-i-dire si X a une coloration générale, alors quelque soit f : [x1™ - 2,

il existe Y < X, général et homogéne pour f.

Démonstration On suppose M muni d'une coloration générale finie C : M> r (refN)
et soit ¢(v]...vn) une formule de M. Par (1), pour tout motif P(vl...vn), la
théorie iLgn t(ci) u{ P(c]...cn) } décide la formule ¢ (cl...cn); par compaci-
té, on en déduit Qﬁp € t, telle que la théorie Q)p(cl)A ...Aq)p(cn) A P(c]...cn)
décide la formule ¢(cl...cn). Le nombre de motifs & n variables &tant fini
(c'est ici qu'est utilisée 1'hypothése d'un nombre fini de couleurs), la conjonction
des formules ¢b est une formule Y ; et par construction de Y , 1'ensemble d}M
décide la formule ¢(v]...vn) ; de plus Y et,ce qui par (1) entraine que

v (cl)A ...A‘P(ck) A P(c]...ck) est consistant pour tout k € N et pour tout mo-

tif P(Vl"'vk)' Donc ¥,, est général, et on a ainsi démontré que M satisfait

M
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"général -~ (général)g "; en appliquant k fois cette propriété, on en déduit
M E "général -~ (général)nk"; comne M est quelconque on a montré que ce résultat
est conséquence de ¢ ; 2 donc est vrai en particulier au sens standard.

En résumé de (E) : en uniformisant par rapport 3 un paramétre la construction

(%)

d'un type minimal on construit une famille définissable de types minimaux.
Vis & vis des Théorémes de Ramsey et d'Ehrenfeucht-Mostowski colorés, cette famille
joue le méme rdle que les types uniformes vis 3 vis des m@mes théorémes dans le

cas non coloré.

(F) Colorations d plusieurs arguments. Nous supposons donnée une coloration générale

définissable C : [ M ]S > M (seN). L'énoncé qui généralise aux ensembles colorés
le Théoréme de Ramsey o - (m);, c'est 1'énoncé '"général ~ (général)E" que nous
avons démontré (Corollaire I.9) quand s = l; mais dés que s > 1, on a au contrai-

re un résultat négatif :

I-10 PROPOSITION Pour s 2 2, '"général - (général)g" est faux : pour toute colo-
ration générale a deux couleurs et deux arguments C : [N ]2 +>{0,1}; il existe
une partition en deux classes définissables de [N ]2 , qui ne posséde aucun sous-

ensemble général homogéne.

Démonstration Pour un exemple concret d'une telle partition voir [A.HJ]; ici nous
résumons une autre démonstration, par "model theoretic non sense". Procédant par
1'absurde, nous supposons 'général +(généra1)§"; par les méthodes du §III de
1'exposé précédent, on en déduit facilement un modéle M (dont la restriction a +
et . est le modéle standard IN), et sur M un type t(v) qui vérifie :

tout ensemble X ¢ t est géméral; pour toute formule ¢(v],V2), il existe Xe t
qui décide ¢ :

t est uniforme.
La premiére propriété de t entraine la consistance de la théorie
t(v]) ut(vz) uv, <V, AC(V],VZ) =i, pour i =0 et pour i =1; ainsi t(v) n'est
pas un type de Ramsey car cela contredit la proposition I.3.a, condition (ii).
D'un autre cOté, vu la 3éme propriété si nous pouvions montrer que t est rare,
par la proposition I.5 cela entrainerait que t est de Ramsey, une contradiction.
I1 nous suffit donc de montrer que M(z) est < -minimal sur M, car cela entraine
la rareté de t (voir le §II de 1'exposé précédent). La remarque ci-dessous le
montre en vertu de la Proposition I.2 de 1'exposé précédent, ce qui achéve la démons-

tration :
I-11 REMARQUE Si X est général et décide la formule f(vl) = f(vz) , alors

f# X est soit injective, soit constante.

(%) laquelle est d&ja pour sa part une uniformisation de la construction d'un type
complet.
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Démonstration Cette remarque est 1'analogue coloré de la proposition I.3.b; suppo-
sons f P X non injective : il existe x # y dans X, tels que f(x) = f(y).

Alors soit z € X; X é&tant général, il existe x',y',z'e X, réalisant un motif

tel que (i) p(x,2) = p&x's2"), et () pGoy) = p(x',y") = pla'sy") &)
Puisque X décide f(v]) = f(vz) et f(x) = f(y), de (ii) on déduit

f(x') = f(y') et f(z') = £(y'), donc f(x') = £(z'); de cela et de (i) on déduit

\ .
alors f(x) = £(z). f est donc constante sur X, ce qui montre la Remarque.

Nous passons maintenant 3 la généralisation colorée du Théoréme de Ramsey fini
Vp 3Iq q-g(p)z ; cette généralisation sera vraie, au contraire de la précédente.
Si 1'on compare la définition d'ensemble infini X ("pour tout entier p, X a
au moins p &léments") et celle d'ensemble général X (pour tout motif P, P est
réalisé dans X), on voit que la généralisation naturelle de V¥p3Iq ¢ +(p); est

1'énoncé suivant : pour tout motif P, il existe un motif Q tel que Q +(P)£

oi Q +(P)E désigne 1'énoncé "pour tout ensemble fini X réalisant le motif Q,

- n . .
et toute partition de [X]" en k classes, il existe un sous-ensemble de X qui

réalise P et est homogéne pour la partition".

I-12 THEOREME [Abramson Harrington]-[Nesetril R3d1] Pour tout n e N, 1'énoncé
suivant est conséquence de @ : vk VP 3Q Q +(P)E .

Nous examinons maintenant le lien entre le "Théoréme d'Ehrenfeucht-Mostowski
coloré" - qui est le Corollaire I-8, &tendu aux colorations i nombre s quelconque
d'arguments - et le "Théoréme de Ramsey coloré&" qu'est le Théoréme I-12.

Ces liens sont l'extension immédiate des liens entre "Ramsey" et

"Ehrenfeucht-Mostowski" exposés dans la Remarque I-1

I-13 REMARQUE Soient P un motif standard et n,k des entiers standards
n
k

3-dire que pour tout ensemble coloré général X, et toute partition f : [X 1%~ k

(a) Le théoréme d'Ehrenfeucht-Mostowski coloré entraine : général - (P) , c'est—

il existe un sous-ensemble de X homogéne pour f et qui réalise P.

(b) De général -+(P); sedéduit 3Q Q -;(P)E , autrement dit le "Théoréme de
Ramsey coloré" I-12.

(c) Du Théoréme de Ramsey coloré se déduit le Théoréme d'Ehrenfeucht—=Mostowski colo-—

Ié.

Les démonstrations copient servilement celles de la Remarque I-1; nous donnons celle
du (c) : soit (X, <X,CX) un ensemble 3 couleurs dans M; 1l'existence de N »M
contenant X et vérifiant la conclusion du Théoréme d'Ehrenfeucht-Mostowski coloré
équivaut a la consistance avec la théorie de M de la théorie suivante (oi P(X)

désigne le diagramme de 1'ensemble coloré (X, <X,Cx)) :

(*) La démonstration du Lemme du support II-4 montrera ceci plus en détail.
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PO u { $() > ¢(3); ¢ formule, %,57¢(X]", neN, et p(R) = p(}
Il nous suffit donc de montrer que tout sous—ensemble fini F de cette théorie
est satisfaisable dans M. Pour F fixé il existe un motif P(vl"'vL)’ des for-
mules  ¢,... ¢, et un sous-ensemble {xl cen xL} de X tel que
= | ( u '
F F(xl...xL) c P\x]...xL) U H(x1°"xL)’ ol H(x]...xL) est 1'ensemble de formules

qui exprime 1'homogénéité de {xl""’xL} par rapport i d.... 0 Soit alors Q

un motif tel que Q - (P)nk , et soit Y un sous-ensemble dl M :éalisant Q
(Y existe puisque la col%ration sur M est générale). La restriction a8 Y de
(¢1)M ces (¢k)M définit une partition a 2* éléments de [YI® , pour laquelle Y
contient, par choix de Q, un sous-ensemble {yl...yL} homogéne et qui réalise P;

alors M F(y]...yL), C.Q.F.D.

En conclusion de ce paragraphe, nous faisons le bilan des liens entre Combina-

toire et Théorie des modéles que nous y avons relevé tout au long.

(a) A chaque énoncé combinatoire considéré nous avons donné pour compagnon un énoncé
de Théorie des modéles équivalent; et sauf dans un cas, nous en avons tiré une dé-
monstration de 1'énoncé combinatoire par la Théorie des modéles : nous avons ainsi
obtenu le Théoréme fini de Ramsey a 1'aide d'un type définissable; le Théoréme infi-
ni et son extension général *-(général)z (colorations 3 un argument), a 1l'aide
de types minimaux; et la fausseté du méme résultat dans le cas de colorations 3
plusieurs arguments, 3 l'aide de 1'absurdité de types & la fois "Ramsey coloré" et
minimaux. Mais nous n'avons rien de cette sorte concernant le Théoréme I-12, qui
est la base des résultats d'Abramson-Harrington exposés plus loin; ceci pose un pro-
bléme qui nous semble digne d'intér@t, au moins du point de vue de la Théorie des
Modéles : trouver une démonstration via la Théorie des Modéles du Théoréme
d'Ehrenfeycht-Mostowski coloré, et par 13 méme du Théoréme combinatoire I-12.
(b) Les démonstrations "via la Théorie des Mod&les" exposées dans ce paragraphe com-
portent une certaine surcharge, une redondance vis 3 vis des résultats combinatoires
qu'elles donnent; c'est que ceux-ci sont un sous-produit et non le but direct de la
machinerie développée ici et dans 1'exposé précédent. Par exemple, en vue de démon-—
trer le Théoréme de Ramsey i 1'aide d'un type définissable, nous n'avons pas besoin
du §III de'1l'exposé précédent : car le procédé trivial qui consiste & enrichir un
modéle donné en lui ajoutant des relations, suffit pour obtenir des types définis-
sables. En particulier 1'emploi maximal de ce procédé consiste 3 considérer un mo-
déle M muni de toutes les relations qui existent sur son domaine; dans ce cas, les
types sur M sont tous définissables et coincident avec les ultrafiltres sur M;
et la démonstration du Théoréme d'Ehrenfeucht -Mostowski dans 1'exposé précédent de-
vient la démonstration par ultrapuissance itérée, bien connue.

Et il est facile d'éliminer les autres surcharges de nos démonstrations via la
Théorie des Modéles; et l'on parvient ainsi & des démonstrations simples et directes

. . . . . ' _
des résultats combinatoires visés. Toutefois ce qu'on obtient ce sont pour 1l'essen
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tiel des démonstrations combinatoires naturelles et peu originales; ainsi la Théorie
des Modéles n'a pas réellement innové sur le plan des démonstrations. En revanche
1'innovation est réelle sur le plan des motivations : pour parvenir i ces démonstra-
tions combinatoires, on a uniquement besoin de faire jouer les idées trés générales
de compactification et d'uniformisation, qui ne sont pas spécialement combinatoires.
Pour conclure : d'un cO6té on est certes fort loin d'une "Combinatoire non standard"
- 3 1'image de 1'Analyse non standard, mais avec un rdle plus grand donné aux consi-
dérations d'uniformité. Mais d'un autre coté, le genre de fil directeur, de motiva-
tion et de perspective qu'on obtient en cherchant systématiquement 3 inverser les
applications de la Combinatoire & la Théorie des Modéles, a sa place dans 1'étude des
types (dans &€, dans les théories stables ou sur B N), 3 c6té de la motivation
d'en savoir toujours plus sur les types... C'est la raison qui nous a fait insister
dessus, bien qu'évidemment les démonstrations considérées ici sont trop simples et
connues pour avoir besoin de cette exégése. Mais tréve de spéculations : la suite de

1'exposé nous donnera une nourriture plus substantielle.

131



EXPOSE 6

§II. LES MODELES D'ABRAMSON-HARRINGTON

Ces modéles sont des analogues colorés des modéles d'Ehrenfeucht-Mostowski : ils
sont engendrés par les fonctions de Skolem a partir d'un ensemble C-indiscernable X.
Mais ici, X aura de surcroit des propriétés d'indépendance trés fortes (Théorémes

II.4. et II.5. bis).

(A) Une redémonstration du théoréme d'Ehrenfeucht-Mostowski coloré. Nous pouvons

réénoncer ce résultat ainsi : il existe N » M, contenant un ensemble X tel que

= ~

(i) X est général sur M, c'est-a-dire CN MX réalise tout motif 3 couleurs
dans M.

(ii) X décide chaque formule de M.

La remarque I.13 donnait une démonstration de ce résultat, calquée sur celle
d'Ehrenfeucht-Mostowski; en voici une deuxiéme, qui aura par la suite plus de retom—
bées que la premiére. L'idée est en gros la suivante : d'abord on montre 1l'existence
dans M d'ensembles finis réalisant des portions finies arbitrairement grandes de
(i) et (ii); alors il existera N - M, contenant un ensemble X qui réalise une
portion de (i) et (ii) qui est "finie" au sens de N, mais qui contient en fait la

partie standard de (i) et (ii).

Tout d'abord nous définissons ce que nous entendons par 'portion finie" de (i)

et (ii); soient X wune sous—ensemble définissable dans M, et a un entier de M;

on dira que le degré de la coloration C dans X est 2> a (*), X réalise tous

les motifs possédant au plus a variables et dont les couleurs sont parmi
0,...,a-1. Cette propriété est 1l'approximation de (i) qui va nous servir; noter en
effet que X est général si et seulement si le degré de C dans X majore tout
a €M - on dira aussi dans ce cas que le degré de C dans X est infini.
D'autre part, si ¢ (u vl...vn) est une formule, on appellera degré de ¢ dans )
le plus grand entier ae M tel que X décide ¢ (b v]...vn) pour tout b < a; et
on dira que le degré de ¢ dans X est infini s'il majore tout a dans M.

Pour ae M, la condition "c et ¢ sont de degré 2 a dans X" est une portion
finie de (i) et (ii) qui est réalisable dans M :
Le lemme qui suit nous permet de réaliser dans M des portions croissantes de (i)

et (ii).

II.1. Lemme - Soit a — Sa (a € M) une famille définissable dans M d'ensembles
tels que le degré de C dans S, tend vers 1'infini avec a; pour toute formule pure

¢ (uv...v,) il existe une famille définissable a — S telle que Va 8, €S,

(%) nous avons choisi d'appeler degrés ces deux notions parce qu'elles mesurent le
"degré" de généralité et d'indiscernabilité de 1'ensemble X.
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et les degrés de C, ¢ dans S; tendent vers 1'infini avec a.

Démonstra;ion - Par récurrence dans M, on choisit une famille a 4 S; (a € M)
telle que pour tout a dans M, S;c Sa et le degré de C,¢ dans S; est aussi
grand que possible. Reste 3 voir que dans ces conditions, ce degré dans S; tend
vers 1'infini. Soit donc a wun entier de M; on choisit un motif P ayant la pro-
priété suivante : pour tout ensemble X qui réalise P, le degré de C dans X est
2 a; l'existence de P résulte facilement du fait que dans M, pour tout ensemble
fini de variables et de couleurs, il n'y a qu'un nombre fini de motifs prenant leurs
variables et leurs couleurs dans cet ensemble. Une fois P choisi, on considére un
motif Q tel que Q —-»(P)na (Q existe par le Théoréme I.12). Il existe un entier N
tel que Vb > N, Sb con%ient un ensemble X qui réalise Q (sinon le degré de
C dans §, mne tendrait pas vers 1'infini comme il est supposé). Puisque Q —’(P)na,
X contient un ensemble Y qui réalise P et décide ¢ (b v]...vk) pour tout 2
b < a. Les degrés de C,¢$ dans Y, a fortiori dans Sé, sont 2 a; donc tendent
vers 1'infini comme requis.

Nous supposons désormais L dénombrable; il existe donc une énumération

k - ¢k(u v ...vk) (k € N) des formules pures avec variables libres comme indiqué.

1

I1.2. Proposition (a) - On peut construire pour tout ke N une famille disjointe

d'ensembles finis a = Sz (a € M), définissable dans M, de maniére que

Ya S:+l c Sk , et les degrés de G, ¢k dans Sz tendent vers 1l'infini avec a.

(b) - Si N»M et N contient o > M, alors dans N ﬁb " est général sur M et

décide ¢'(a v "Vi) pour tout a € M et tout i < k.

e
Démonstration - Soit a _.Sa(a € M) une famille disjointe définissable telle que le
degré de C dans Sa tende vers 1'infini avec a (Sa s'obtient comme dans II.I,
mais en choisissant pour tout a le motif Pa de maniére que le degré de C dans
les ensembles qui réalisent Pa est au moins a).

En appliquant le lemme II.!. quand la formule ¢ est ¢°, on obtient une famille

a o S; qui a les propriétés requises pour €tre a ~ S: . Et on continue par récurren-
ce sur k € N : en appliquant le lemme II.2. quand Sa = SZ(a € M) et ¢ = ¢k, on

ob tient la famille a - S:+1, ce qui prouve (a). Le restant de la proposition est
immédiat, puisque les degrés de C et ¢i dans Si sont infinis et Sz c Si

pour tout 1 < k.
I1 résulte de la proposition ci-dessus que dans tout modéle NP M coutenant
o > M, l'ensemble N Sk est C-indiscernable sur M, et il en résulte de plus,

ke N o Kk

par compacitd, 1'existence d'un tel modéle N dans lequel kﬂ?N Sa est général

sur M.
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Nous avons ainsi redémontré le Théoréme d'Ehrenfeucht-Mostowski coloré; mais ce-
lui-ci n'exprime pas tout ce qu'on peut tirer de notre démonstration : d'une part
(voir (B) ci-dessous et le théoréme II.3.), les familles Sk, k € N, permettent de
construire un type 0(v]v2) tel qu'en itérant la réalisation de o0 , on engendre
des ensembles C-indiscernables - autrement dit, o(vlvz) sera une généralisation

colorée et 3 deux variables des types de Ramsey (du §I.B); d'autre part les ensembles

C-indiscernables ainsi construits ont des "propriétés d'indépendance' remarquables -
cf. (C) et les théorémes II.4, II.5 et II.6.

(B) Types de Ramsey 3 deux variables - Voici la construction de notre type o(vlvz):

- soit t(u) n'importe quel type non borné complet sur M; on va choisir ¢ de mani-
8re 3 vérifier la propriété suivante : (*) YN M V¥XcN,

2 Ny s
X* c oy ® 3ut.q. Nk t@) etdams N, X< f)ost .

- pour cela nous considérons la fonction de M :

h(v) = qpa l Ve S: ; comme la famille a - S: a été choisie disjointe, h(v) est

s e Ay e o _ . U g°
ain51 i unique a tel que Vv € Sa ou est 0O si v E 2 Sa' Et commﬁ pour tout ke
Sa c Sa’ h(v) est de méme l'unique a tel que ve Sa, si v e \é Sa'

k

h(vl)
que quelque soient N & M et b],b e N, NE 0(b1b2)4=. il existe 0 tel que dans
N gk
by e Sy sk N 'Jbl,bze X Nk o(bb,)

que ¢ vérifie la propriété (*) demandée ci-dessus. On notera 0(vl...vL) le type

Nous posons c(v]vz) = t(h(v,)) U{vl €S ;s ke N}lJ{h(vl) = h(vz)} . Il est clair

2

N ona t(a) etbd ; et (en remarquant ch (¢}

st 9
Théoréme II.3. - Pour tout motif P(v]...vL), U(V]-..VL)A P est un type complet
sur M.

Démonstration - Consistance de o(v‘...vL) A P : la proposition II.2. entraine que

si N> M et a € N majore M, alors pour tout k€ N N E ( EASERRN € Sz) P(vl...vL)

L
d'oll par compacité l'existence de N™M, contenant & et bl"'bL tels que
= N gk .b. ) A
N =t(a) A biooebpe S8 A P(bl...bL). Alors par (*) NFO(b,.. bL) P(b, bL)

Complétude de o(vl...vL)A P : Soit ¢(v1...vL) une formule; il existe k € N
et ae M tels que ¢ = ¢k(a vl...vk), donc SZ décide ¢ . En particulier, si
NSM, NE t(a), il existe ede {9, 70} tel que

k
N E Vvl...vL [vl"'Y € s A P(vl...vL)-+ e¢(vl...vL)] .

L
La formule ¢(®) qui exprime ceci est conséquence de t(0) puisque t(a) est complet
sur M; donc

ORI S} b B(v,ev) o €0 (v)eeev)

L
et comme par (*) G(v]...vL)l- Joft(a) A Vieevpe S;'_I s
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o (vl°'°vL) } P(v]...vL)_* [0 (v]...vL) H
on a ainsi montré que chaque formule ¢ est décidée par o(v]...vL) A P, c.q.f.d.
Noter que le théoréme ci-dessus est 1l'extension aux types a deux variables de

la caractérisation (ii) des types de Ramsey, dans la proposition I.3.a.

(C) Les modéles M(X) - Pour tout ensemble (X, <X,Cx) 3 couleurs dans M, on défi-

nit comme suit un modéle M(X) : X étant supposé disjoint de M, on considére un

modéle N > M contenant X et tel que (i) < _MX = < CN MX = Cx

N

(ii) X2 c oy ce qui par (*) équivaut 3
fny N <k
(ii) Jo t.q. NEF t(a) et Xc ke N Sa

L'existence de N résulte par compacité de la proposition II.2 (si l'on considére
(ii)), ou du théoréme II.3. (si 1l'on considére (ii').

On pose alors M(X) = cloture de Skolem de M U X dans N; ona M < M(X) < N,
donc les conditions (i), .(ii), (ii)' sont vraies quand on remplace N par M(X).
De (ii) et le théoréme II.3., ou de (ii)' et la proposition II.2., se déduit que
X est C-indiscernable sur M dans M(X). De plus de fagon semblable on montre :

si f est un isomorphisme de (X, <X,Cx) dans (Y, <Y,CY) alors f est un
morphisme &lémentaire vis 3 vis des modéles M(X) et M(Y) - qui s'étend de maniére
unique aux clotures de Skolem, c'est-3-dire en isomorphisme de M(X) dans M(Y).
Autrement dit M(X) est unique 3 isomorphisme prés, et (X, <X,CX) — M(X) est un
foncteur.

Noter que vu la condition (ii)', le modéle M(X) dépend de notre choix du type

(*)

complet sur M. Nous allons étudier la structure de M(X) - pour le moment sans faire

t(v) réalisé par o , qui jusqu'ici peut &tre n'importe quel type non borné
d'hypothése sur t, mais nous ajouterons plus tard quelques conditions supplémentai
res,

Tout d'abord @ € M(X), car O = h(b) Vb € SZ, en particulier o = h(x) ¥x e X.
De plus comme X est C-indiscernable au-dessus de M et o est définissable 3
partir de paramétres de M et n'importe quel point de X, il s'en suit que X
est C-indiscernable sur M(0). La partie M(0) du modéle M(X) é&tant complétement
Jéterminée par le type t de O sur M, nous passons 3 1'étude de M(X) \ M(a); nous
en &tudions la structure non pas tant par rapport 3 M que par rapport 3 M(a), en
utilisant © comme un paramétre faisant partie du langage.

M(X) est un modéle engendré par itération du type O de la méme maniére qu'étant

*)

t(v) est aussi réalisé par h(vl), dans le type O (v],vz)
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_ . . . t - o\ = .
donné un type minimal ou uniforme t, M(x) résulte de 1'itération de t; les pro-
priétés de M(X) que nous allons établir ci-dessous sont la génédralisation de celles

qu'a M(;) quand t est un type minimal (cf. §IV de 1'exposé précédent)

(a) Supports. Pour tout ensemble ou suite de points S dans M(X) on note M(S)

la cloture de Skolem de M U S dans M(X); pour tout point de M(X) on dit que §
est un support de d si Sc X et de M(Su {a} ) (noter que d ¢ M@) <« ¢ est
un support de d).

II.4. Théoréme du support. Tout élément d de M(X) posséde un support minimum.

(b) Propriétés d'indépendance de X dans M(X). Appelons motif d'un point

d € M(X) toute paire (P,f) ol P est le motif du support minimum X de d,

et f(u,V) une fonction telle que f(0X) = d. De la C-indiscernabilité de X sur
M(a.) se déduit que dans M(X) 1le motif de tout point d détermine le type de d
sur M (et ceci s'étend aux suites de points). La "propriété d'indépendance" de X

en question, c'est la réciproque de ceci :

II.5. Théoréme.(a) Quelque soit d e M(X), le support minimum de d est définissable
3 partir de o et d.

(b) Quelque soit d € M(X), le type de d sur M(y) détermine les motifs de d.

(c) Les deux théorémes précédents sont des propriétés de M(X), mais puisque les
modéles M(X) sont déterminés pour ¢ et la coloration de X, on peut les exprimer
sous forme de propriétés de o damns M, obtenant des résultats analogues & la carac-
térisation dans M des types d'extension minimale (cf. proposition I.l1. de 1l'exposé

précédent):

II.6. Proposition. Pour tout motif P(¥) on note P: 1'ensemble

{3 ¢ SE : p(@) =P} ; soient Z € X, P le motif de z, f(¥) un terme.

(a) Si £(2) e M(o), alors il existe k e N tel que f£f(V) est constante, &gal a
£(2), sur P .

(b) Si f(Z) € M(X) \ M(a) et Z est le support minimum de £(Z), alors il existe
ke N tel que £(V) est injective sur Pa .

(c) Dans tous les cas il existe k € N tel que sur PZ, f(V) est soit constante,
soit injective, soit "superflue", c'est-a-dire il existe W g V et un terme f'(®)

- - ~ k
tel que £(Z) = £'(Z), et plus généralement £(3) = £'(3), Vi ¢ Pa .
Nous passons i la démonstration de ces résultats.

Le lemme ci-dessous a essentiellement pour contenu le thé&oréme du support; car dans

le cas particulier du lemme oi X, y, z sont dans X et pas seulement dans S s

on en déduit que si un point d € M(X) a deux supports distincts @ et b, alors d
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posséde un support strictement contenu dans a et b, d'ol le théoréme résulte immédi-
PP strictement s

. . . = T . k
atement. Mais le lemme étend cela 3 a, b pris dans Sa et pas seulement X.

Noter qu'il est l'extension i deux termes f,g de la Remarque I.ll.

II.7. Lemme du support. Soient f(Gv)g(Gv) deux termes et k un entier tel que

Sz décide les formules f£f(uv) = f(ﬁvl) et f(dv) = g(vw) (k existe par la Propo-
sition II.2.b.); soient x,y,z esz tels que f(Xy) = g(xXz). Alors f(Xy) = f(iyl),
quelque soit v, € SE tel que p(iyl) = p(Xy); donc il existe un terme f£'(a T)

telle que f(xy) = g(xz) = £'(a X).

Démonstration. Soit’ v, € SE tel que p(Ry) = p(iy]); il nous faut montrer
f(xy) = f(iyl). Posons :
P(3v) = p(%y), P'(dvw) = p(Xyz), P"(Gvv)) = p(Fyy,).

Fait : P'(uvw) u P'(ﬁvlw) v P"(ﬁvvl) est consistant.

Sinon il existerait une formule atomique 6 , telle que 8 et 16 appartiennent a la

réunion de ces trois motifs; nous allons voir que c'est impessible.
Cas 1. 6 et 10 dans le méme motif : impossible car tout motif est consistant.

Cas 2. 6O eP'(dvw), 1 0e P’(uvlw); alors comme 6§ et 7160 ont les mémes variables,
celles-ci sont communes aux deux motifs, c'est-a-dire font partie de uw. Mais la
restriction de ces deux motifs & Uw est le motif p(Xz), qui contiendrait alors ¢

et 70 , impossible.

Cas 3 0 € P'(ﬁvlw), T9¢€ P"(va]); alors les variables de 6 , 76 sont parmi

ﬁ,v'. Or la restriction des deux motifs a ﬁ,vI est le motif P(ﬁv]), qui contien-

drait alors 6 et 716 , impossible.
Les autres cas sont alors impossibles par raison de symétrie (permuter v et Vis

ou ©Oet 16 ). D'oi le fait.

k P - . . . . .
Comme Sa est général sur M (Proposition 1I.2) il suit du fait ci-dessus 1l'exis-

tence de E,b,b],c € SE satisfaisant P'(3abc) u P'(Eb]c) u P"(ébb)). Alors

- comme SZ décide la formule f£f(uv) = g(iw), comme i,y,yl,z,i,b,bl,Ce SZ
et p(xyz) = P'(Gvw) = p(abc) = p(Eblc), de f(Xy) = g(Xz) se déduit a la fois

f(ab) = g(dc) et f(ﬁbl) = g(ac), d'od £(ab) = f(ébl).

- de méme, comme Sg décide la formule f(uv) = f(ﬁv]) et comme
P(iyyl) = P"(ﬁvvl) = p(abb]), de f(ab) = f(Ebl) ge déduit f(Xy) = f(iy]) ce qui

montre une conclusion du lemme.
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Enfin posons £'(o 1) = uv| 3v]€ SI(; (P(ﬁv))/\ f(le) = v); il est clair que
f(xy) = g(xz) = £'(2,%), c.q.f.d.

Démonstration du théoréme du support II.4. Soit d e M(X); d a donc un support

fini S c C; soit So un support de d de cardinal minimal (<|S| ), et soit S,
n'importe quel support de d. Si S°$ Sl’ il existe yeso\ S], et puisque

[SOI < ISII , il existe z € SI\ So. Soient &, énumérant So\ {y} , b énumérant
Sl\{Z} , X = ab. Il existe f,g fonctions telles que f(ay) = g(bz) = d, et moyen-
nant des variables fictives on les note f(Xy) = g(Xz), et le lemme du support en
déduit f'(xX) égale en fait a f'(3), telle que f'(d) = d; comme a Z So cela
contredit la minimalité de So' Donc S0 est toujours ¢ Sl, c'est-a-dire est

support minimum de d.

Démonstration de la proposition II.6. (a). Soit d € M(®) : il existe une fonction

g tel que d = g(a) ; supposons f(Z) = d. Ceci s'exprime par la formule
0@ = (D)

pour tout motif Q, ¢(¥) prend une valeur constante sur Q‘& ; en particulier

g(h(zo))] . Soit k €N, tel que Slc: décide ¢ : c'est-a-dire

. - k . . -
comme ¢(Z) est vrai et Z € Pa’ $(2) est vrai pour toute suite 3 € P, ,
d'oi (a).
P . k
Noter que réciproquement, si f est constante sur P, , alors

£(2) =uv |35 € BY £(3) = v, d'od £(2) € M(@).

k
(c) Soit k €N tel que sa° décide [f(d) = £(¥)1 .

Cas 1 : il existe ae P:O tel que a # z mais £(3) = £(2). Alors par le lemme
du support II.7., il existe f£'(W), avec W ¢ ¥V, tel que £(2) = £'(Z). k @&tant
tel que Sg décide la formule f£(¥) = f(W), et celle-ci étant vraie en Z € P(l; .
on a f(3) = £'(3a) pour toute suite a € P(I; , autrement dit f est superflue
sur PI& .

k
Cas 2 : VEeP'O, ifZ=f(3) # £f(Z). Ceci s'exprime par une formule ¢(Z); k
étant tel que aS‘é décide 9(3), puisque Z e Pg et ¢(Z) est vrai, on en déduit
¢(l->) Vb € Pg , c'est-d-dire f injective sur P; .

Ceci démontre (c).

(b) Si Z est le support minimum de f£(Z), £ ne peut pas &tre superflue sur P;,

donc par le cas 2 du (c), f est injective sur I};.

Démonstration du théoréme II.5.a. Nous supposons d ¥ M\0) puisque sinon g est

un support de d; alors soit Z le support minimum de d, et soit £(V) telle
que f(Z) = d. Par la proposition II.6.b il existe k € N tel que f soit injec-

: = PO ~ - | = k -
tive sur k; alors Z se définit comme &tant UV | vV € Pa A f(R) = d.
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Soient x un point de X et y ' un point quelconque de k/:‘m S: ; X et y
réalisent le méme type sur o , a savoir {v € SZ; k eN}. D'autre part x. est son
propre support minimum, et un motif de x est(id,PO), oi id est la fonction identité
et P0 le motif (unique) & une seule variable. Dans ce cas, le théoréme II.5.b. que
nous voulons démontrer nous dit que (id,Po) est aussi un motif de y - donc y
est support de y, donc y € X. Autrement dit la proposition ci-dessous est un cas

particulier du théoréme II.5.b, que nous démontrons 3 part :

x= N gk

II.8. Proposition. Dans M(X), = ke N A

Démonstration. Si y € k<:\N 82 et y ¢X, y a un support minimum Xz # y; alors
par le lemme du support VII.7., on en déduit que y a ¥ comme support, contradic-

tion. Donc y € X. c.q.f.d.

Démonstration du théoréme II.5.B. Soient d et d' réalisant le méme type sur

M(a); si d € M(a), alors il existe un terme g(v) tel que dans M(X), d = g(a),
donc d' = g(a) = d. Reste le cas d ¢ M(a) - donc d'¢ M(a), vu le cas précédent.
Soit (f,P) un motif de d et X son support minimum; donc P = p(X) et

f(X) = d. Par (a), il existe une suite de fonctions g(y,v) telle que X = g( ad).
Alors g(od) e sk et dEM(“)d' entralne pour tout ke N que g(ad')e SZ;
de méme f(g(ad)) = £(X) = d entraine f£f(g( qd')) = d'. Bref si 'z = g( ad'),
ze€ kQNIN SE et f(Z) = d'; donc par la proposition II.8., Z ¢ X, ainsi Z est
support de d'.

De fagon semblable, de ce que X est le support minimum de d, et P est le motif
de X, on déduit que Z est le support minimum de d' et P 1le motif de Z; donc

(£,P) est un motif de d'. c.q.f.d.

Pour finir ce paragraphe, on va &liminer le rdle de paramétre joué par O dans le
théoréme que nous venons de démontrer; mais pour cela un choix approprié du type t,

réalisé par o sur M, est nécessaire.

Proposition II.9. On peut choisir t de maniére que d'une part il soit minimal sur M

et d'autre part, dans les modéles M(X) résultant de ce choix de t, O est définis-

sable a partir de chaque point d € M(X)\ M.

Démonstration. Soit d e M(X) \ M(0); soient X le support minimum de d, (f,P) un
patron de d : X réalise P et £(X) = d. Noter que pour la proposition II.6.b.,
il existe un entier k e N tel que f soit injective sur Pg . Pour tout a ¢ M

et tout k¢ N on note FE 1'image de P: par f.

Supposons que t contienne une formule @ telle que, pour pe N fixé,
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Y k
6(v') A B(v) A Vv'< v T FE. n Fs =¥ . Comme & vérifie 0, et d ¢ KENN F, » ce-
la entrafne : @ = Uv | (B(v) A de FE), donc o est définissable a partir de d.
Reste a choisir t minimal et contenant une telle formule 6 ; le lemme qui suit per-

met d'employer pour cela les arguments de densité de 1'exposé précédent, §III. C

Lemme II.10. Pour tout motif P(V) et tout terme f(¥), il existe p e N tel que la

condition P (0) est dense parmi les formules non bornées dans M :

B P P P _
() =[f injective sur PV, et (O6(v") A B(V)A V' < V)it Fv n bggv' Fb =0
Démonstration. Observons d'abord que la condition suivante est dense (parmi les
formules non bornées dans M)

() =[Oy A B A v ev b BN E R0

En effet, considérons le terme h' défini par

h'(a') = pa | IPEI > bZZa' |P§| ;
noter qu'un tel é€lément h'(a') existe, car |P§| tend vers 1'infini avec a, puis-
que le degré de C dans Sz tend vers 1l'infini avec a. Alors @'(0) équivaut 3 la
condition : e(v]) A e(vz) AV <, F h(v]) < v, ; mous dirons que 6 est h-
rare si elle vérifie cette condition, en effet, cf. §II de 1'exposé précédent, on
appelle rares les types qui pour tout terme h contiennent une formule @ vérifiant
cette condition. La densité de cette condition, qui entraine la densité de P'(9),
se vérifie facilement, directement ou & 1'aide des méthodes ad hoc du §III, expo-
sé précédent.

Observons ensuite que la condition suivante est dense :

P'"(B) = O(v')IADB (V) A V< v } S: décide ¢k(bv]...vk) pour tout b < h(v') .
En effet considérons le terme h" défini par
h"(v') = qpa ISZ décide ¢k(bv]...vk) pour tout b < h(v'); noter qu'un

tel élément h"(a') existe, puisque le degré de ¢k dans SE tend vers 1l'infini

avec a. Alors P" () équivaut 3 la condition dense que 8 est h'-rare.

. - - - 1 —
Soient fl(uv) un terme sans paramétre, et a €M tels que f(¥V) = f£ (ao,v);
la formule "f(¥) € Fg " fait intervenir deux paramétres ao,bo,et il existepe N
o
, oi <a,b> est 1'élément 28, 3b qui

o
tel que ¢p( <ao’bo > v

b
o

code le couple (a,b). Dans les conditions @' et @" ci-dessus, nous fixons désor-

. o . L,V v
mais k @égal 3 p et la fonction h(v) égalea 2 . 3 = <v,v> ; nous sommes

1...vk) = f(v) ¢ F

sommes en mesure de démontrer non seulement le lemme, mais une version uniforme p.r.

au paramétre a qui figure dans f(¥) de ce lemme :

II.10. Bis. La condition suivante est dense : P*(e) = "pour tout a s €O (V)A v> ao)

est vérifié vis 3 vis du terme f(V) = f](aoG)"s
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En effet @*(9) est conséquence des deux conditions denses @'(6) et @"(8).
Car supposons 0(a')a 6(a) A a < a'< a, et f(V) = f](aoﬁ) injective sur Pz :
autrement dit a' et a vérifient 1'hypothése de la condition ®(6(v)A v >ao) B

1

nous allons voir que P'(®) et @"(9) entralnent alors que a' et a vérifient la

conclusion de @®(g(v) Av > ao). Tout d'abord, vu 1l'injectivité de f, [Fz|= |P§| ;
lequel nombre est >b'§a' IPg I, si P'(®) est vérifié. Cela implique

p @) o PR . . — P o £

Fa Y bza' Fb , c'est-a-dire il existe X ¢ Pa tel que £(X) Fb est faux pour

tout b <a'. or si @2(8) est vérifié, Sg décide la formule f£f(¥)e Fg
=4’p(< ao,b> v]...vk) pour tout b < a' (vu qu'alors <ao,b><h(a') =<a',al ) ;
donc "f(X) € bgga, Fg", étant faux pour un X ¢ Pz, 1'est pour tous c'est-d-dire

P U 0= iori FP U P _ . Vg
Fa N pZa Fb ¢ . A fortiori Fa n bZa' Fb ¢ , autrement dit a et a véri
fient la conclusion de @(6(v) A v> ao). Le lemme et son uniformisation sont ainsi

démontrés.

Nous revenons alors 3 la démonstration de la proposition II.9., autrement dit a
la construction du type t : pour que t ait les propriétés requises, il suffit que
t rencontre les ensembles denses définis par les conditions suivantes :

- celles qui expriment la minimalité de t;

- les conditions @~ ci-dessus, lorsque fl(uﬁ) parcourt les termes purs.

Le langage L étant supposé dénombrable, ces conditions sont en nombre dénombrable,

d'ol l'existence de t.

Dorénavant on suppose t comme dans la proposition II.9. que nous venons de démon-

trer.
II.11. Corollaire. Si d,d'e M(X) ont le méme type sur M, ils ont le méme type sur M(a).

Démonstration. M(a) est cofinal dans M(X) puisque M(X) est engendré par X et X
est borné par max(Sg) qui est un point de M(a); de plus t(v) est un type minimal
réalisé par o . Il en résulte par le théoréme d'Ehrenfeucht-Gaifman (cf. §IV. de
}'exposé précédent) que o est le seul €lément de M(X) réalisant t. Alors considé-

rons d et d' réalisant le méme type sur M;

ler cas. d eM(a); alors il existe un terme f(v) tel que f(@) = d et par le lemme

ci-dessus, il existe un terme g(v) tel que g(a) =0; donc si 1'on pose
a' =g(d') ona f(a') =d', etq' réalise le méme type que o sur M, soit t.
Donc & =a', et f(a') = f(0) =d' =d; d' et d ont alors le méme type sur n'im-

porte quoi !

2éme cas. d € M(X)\ M(0). Par (a) il existe g(v) telle que a= g(d). Soit

a' =g(d'); comme d et d' ont méme type sur M, o réalise le méme type que &,
soit t; alors a' =q= g(d) = g(d'). Le type de d sur M détermine le type de d
sur M(g(d)) = M(a), et de méme pour d' et g'(d'") =, d'ol le résultat.

141



EXPOSE 6

Corollaire (Théoréme II.5.bis). Soit d ¢ M(X); (a) Le support de d est définis-

sable 3 partir de d.

(b) Le type de d sur M détermine les motifs de d.

Démonstration. Conséquence immédiate du théoréme II.5 et du Corollaire précédent.
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§III - LE FINALE
Soit T un ensemble de types sur M, tel que

(*) quels que soit T €G, 2 = 'Z(VI...VS) F V) <.l <V, et si ®# 7%, %'e%,
alors SUu%' est inconsistant. Si N >M et X c N on dira que X est coloré
dans T si VY% e [X]® il existe un type % € T tel que N F %(X) ; ce type %
sera appelé la couleur de X et noté @N(i) ou Y(X) si N est fixé par le
contexte. Et si P(v]...vL) est un G -motif, c'est-a~dire un motif standard 3
couleurs dans 6 (comme défini dans le §I.D), on dit qu'une suite (y],...,yL) de
N réalise P si N F P*(y]...yL), ol P*(vl...vL) est le type obtenu en rem-
plagant chaque formule de P de la forme C(vi A ) =% par le type

‘G(Vil...vi ). Par la suite on confondra P(vl.!.vL) S et P*(vl...vL); par exemple
on écrira N E P(xl...xL) au lieu de N FE p* (x]...xL), et on considérera

P(v,...v.) comme un type sur M, alors que c'est P* qui est un type sur M.
1 L ypP

L'objet de ce paragraphe est de généraliser le §II, en remplagant la coloration

C: [M ]s + M par une coloration & de l'espéce ci-dessus, obtenant :

III.1. Théoréme principal - Pour tout modéle M de @ il existe un ensemble % de

types sur M et un type O(VIVZ) sur M, tels que

=
~ < est de cardinal IMI © et vérifie la condition (x) ci-dessus
- SGet o vérifient les propriétés | i 3 qui suivent.
1. Pour tout G -motif P(v,... gori % v,
our tout G -moti (vl vL), la théorie i, 3¢L o(vle) IN P(v] vL) est
un type complet sur M.
2. Pour tout ensemble (X, g ‘GX) a coloration dans ‘E, (avec pour simplifier X

disjoint de M) il existe N > M, contenant X et tel que

- <x et %X coincident avec la restriction 3 X de <y et ‘GN e

étant défini comme ci-dessus)

2 . - o e
- X" c Oy » ce qui entralne que X est % -indiscernable sur M sur N

N

(c'est-a-dire le Y -motif de ¥ € X détermine son type sur M).

Soit alors M(X) 1la cloture de Skolem de MUX dans N; le modéle M(X) déterminé
par les conditions ci-dessus est unique, 3 isomorphisme sur M et (X, <X’ gx) prés;
plus généralement, X > M(X) est un foncteur de la catégorie des ensembles 3 cou-

leurs dans G, dans la catégorie des extensions &lémentaires de M.

3. - Tout modéle M(X) contient un point @ tel qu'on a les propriétés suivantes :
o réalise un type minimal sur M; et O est définissable 3 partir de chaque point
d € M(X)\ M; pour tout d €M(X), l'ensemble X N M(d) est fini; il est vide si et
seulement si d € M(@). Si d € M(X) - M(a), l'ensemble X n M(d) est appelé& le sup-
port de d : il est le plus petit sous—ensemble Y de X tel que d € M(Y).
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Soit d € M(@); alors pour tout d' e M(X), d' réalise le méme type sur M
que d si et seulement si d' = d.

Soit d € M(X)\ M(®%), et soit X le support de d (rangé en suite croissante);
il existe donc un terme f£(V) tel que f(X) = d, et une suite de termes g(v) tel-
le que g(d) = X. Si d' réalise le méme type que d sur M et § est le support
de d', alors X et § ont méme G -motif, et pour tout terme £(V) et suite de
termes g(v), f(X) =d = f(§) =d' et g(d) =% =g(d') = §. Réciproquement, si
%,y € X ont méme © -motif, et £(¥) est un terme tel que f(X) =d, f(y) =4d',

alors d et d' réalisent le méme type sur M.

Avant de passer & la démonstration (essentiellement contenue dans

§II), nous indiquons trois corollaires

ITII.2. Corollaire - Soit M' wun sous-modéle élémentaire de M(X), contenant M;

alors M' =M, ou M' =M@), ou 3X' cX : M' = MEX").

Démonstration — Soit M' tel que M ; M'<4 M(X), et soit X' = X n M'. Par 1le
théoréme principal (3), si X' = ¢ alors M'E M(a), et comme M(0) est extension
d-minimale de M et M é M' ona M'=M(a). Et si X' # ¢, on a M(a) ¢ M(X")

puisque o est définissable & partir de tout point de M(X')\M; alors soit

deM :si deM@,deMX'), et si d ¢ M(@), d est définissable 3 partir de

son support X N M(d) < X', donc d € M(X'). Dans tous les cas on a montré d ¢ M'

= d € M(X'"); et réciproquement M U X' c M' donc M(X') e M'. D'od M(X') = M',
c.q.f.d.

N.B. Ainsi le lattice des sous-modéles élémentaires de M(X) contenant M est
presque isomorphe, pour l'application : X' e B(X) + M(X'), au lattice @(X) : il
ne différe de ce dernier qu'en raison du modéle M(a) le seul qui n'est pas de la
forme M(X'), X'<X. On a vu (démonstration du Corollaire II.11) que M(Qa) est
cofinal dans M(X), ce qui entraine que M(x) est cofinal dans M(X), VYx € X;
d'autre part on sait (exposé précédent, §IV) qu'il ne peut exister deux extensions
{-minimales M(xl) et M(XZ) de M telles que M(x]) et M(xz) sont cofinaux
1'un dans 1'autre. L'"excroissance" constituée par M(a) ne peut donc pas &tre &li-

minée.

III.3. Corollaire - Pour tout sous-ensemble Y de M(X) qui est <-indiscernable
sur M, il existe Z © X et un terme g(v), tels que Z est '<-indiscernable sur

M et g envoie bijectivement Y sur Z.

1 _ .
Démonstration - Nous supposons Y = {d ,...dn} avec n 2 2 : la démonstration
. 1 n -
s'étend trivialement au cas général. Puisque d ...d ont meme ?ype sur M et sont
. P n
distincts, par le théoréme prinmcipal (3), il s'en déduit que d ,...,d ¢ M(a), que

n "t . . . “ _
les supports i’,...in de dl,...,d ont méme G-motif (en particulier méme lon
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gueur) et qu'il existe des termes f(¥) et g(v) tels que f(il) =a' et
§(d1) = il, pour tout i < n. Soit j tel que x; # x? (j existe, sinon il - g%
donc £(x') = a' 2

= f(iz) = d2, qui est faux). Puisque x; = gj(d]) et xj = gj(d ),
on a gj(dl) # gj(dz); par indiscernabilité de {dl,...,dn} cela entraine que

N X

{gj(dl),...,gj(dn)} = {x;,...,x?} est un ensemble <-indiscernable sur M et
de cardinal n, d'ol le résultat cherché, en prenant Z = {x;,...,x?} et
g=8j-

Rappelons qu'un cardinal infini A est strictement inférieur au nombre de Hanf
d'une théorie T si et seulement si il existe un type p(¥) qui est omis dans un
modéle de T de cardinal A mais est réalisé dans tout modéle de cardinal < A . On
sait (voir [ A.H. ] ) que si T est une "théorie fausse" de 1'Arithmétique, c'est-
d-dire T contient les axiomes de Péano & , mais n'est pas vraie dans le modéle

standard N, alors le nombre de Hanf de T est l.w . En revanche, J.F. Knight,
1
[K] , a démontré que le nombre de Hanf de la théorie compléte de N est le .

III.4. Corollaire - Le nombre de Hanf de la théorie compléte de O est‘lm .
Démonstration - Il nous reste 3 montrer que ce nombre est plus grand que 1.-n pour
tout n € N. La démonstration utilise deux résultats combinatoires qui figurent en

appendice de cet exposé.

III.5. Théoréme - (a) thi* [n+1® , autrement dit il existe un ensemble coloré
1

(X, <X’CX) tel que <X est de type :Lh’ CX est une coloration des n-uplets

avec :11 couleurs, et X contient pas de suite <-indiscernable (pour CX)

de cardinal n+l.

2 ad oo

(b) ] [n+l]:l

1
Lorsque notre modéle fixé M est le modéle standard N (=(N,+,%x )), 1l'ensemble

~

de types T du théoréme principal est de cardinal No ° = 112 F4] ; en conséquence
on peut supposer que l'ensemble X du théoréme III.5.a est i couleurs dans B .
Considérons alors le modéle N(X), tel que N < N(X), Xc N(X) et sur x’<:N(X)
coincide avec <, et € avec Cx . Par le corollaire précédent III.3, pour

X N(X)
tout ensemble Y qui est <-indiscernable dans N(X), il existe ZcX qui est
<=1 i 2 3 . . [N P
indiscernable et de méme cardinal; et puisqu' 1l'ensemble coloré (X, <N(X)’ g&(x))
ne contient pas n+l! points indiscernables, Z donc Y comportent au plus n
points. Ainsi le modéle N(X) ne comporte aucune suite indiscernable de n+l
points; autrement dit N(X) omet le type

P(V eeuv ) = {(vo <iul < Vn} u{dp(Q) e ¢ () ; ¢(x]...xn) formule

arithmétique, u et w deux suites de variables e{vo,...,vn} avec des indices

croissants } ; lequel type exprime que V...V~ sont n+l points indiscernables.

Comme card N(X) = card X =2, p(v ...vn) est omis dans un modéle de la théorie
n o

compléte de N de cardinal :Ln. En revanche, il résulte du théoréme III.5.b que p
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est réalisé dans tout modéle N de cardinal 2 2h+1' En effet soit sur N un bon
ordre < de type 2'1h+1’ et soit sur [NI® 1la relation d'équivalence ~ définie
par X ~yJ «>x et § réalisent le méme type dans N. Le langage de N é&tant dé-

nombrable, ~ posséde au plus lﬁ classes, alors par :Ln+1 > [n+1]n , 11 existe
1

YcN de cardinal n+l tel que [Y]® est contenu dans une seule classe de ~ .
autrement dit Y est un ensemble <-indiscernable 3 n+l points, qui réalise
p(vo...vn) dans N. Pour tout entier n, nous avons ainsi un type qui est omis dans
un modéle N(X)> N de cardinal ]ﬁf mais qui est réalisé dans tout modéle de
cardinal 2. r cela montre que le nombre de Hanf de la théorie compléte de W

nt+
est Zim s c.q.f.d.

Il nous reste 3 démontrer le théoréme principal, et pour commencer, 3 construire

1'ensemble T et le type o(vlvz). Pour cela nous utiliserons, outre une suite de

~

familles Sk trés semblables 3 celle du §II, une suite de colorations Ck : [M]s+ M
qui vont remplacer la coloration unique C du §II.

Tout d'abord, on fixe une coloration générale définissable c® [M]S > M,

on fixe une énumération k - ¢k(u v ...vk) (k € N) des formules sans paramétres

1
. . e e N o
avec variables libres comme indiqué, et on choisit a - Sa (a ¢ M) comme au §II.A,

dans le cas od C = C° : donc les degrés de c® et de ¢° dans SZ tendent vers
1'infini avec a. Cela fait, avant de définir une deuxiéme famille (S;)a o M comme
au §II.A, on fixe une deuxiéme coloration définissable C] : [M]s + M, vérifiant les

conditions suivantes :
- Va 9b c) < cC

1
b

o

p (ot c, = {xe¢ ™M1% & C(R) = a})

- vYa {beM:cC < C:} est infini

- le degré de cette nouvelle coloration C] dans SZ tend vers l'infini avec
a.
On dira que C] raffine c® si elle vérifie les deux premiéres conditions, et
que C] est So-générale si elle vérifie la troisiéme. L'existence d'une telle colo-

. 1 P
ration C se montre aisément :

III.6. Lemme - Pour toute famille (Sa) et toute coloration C qui est S-générale,

il existe une coloration C' qui raffine C et est encore S-générale.

Démonstration - Soit a - Da (a € M) une partition définissable de M en ensem—
bles tous infinis - C' wva &tre défini de maniére que D, = {b: Cé c Ca} .

Pour tout motif P, on note P° le motif obtenu en remplagant dans P toute formu-
le de la forme C(x]...xs) =b, be Da’ par C(x]...x]) = a. On fixe une énuméra-
tion définissable a Pa’ telle que Va €M, P, est un motif a-général. Pour tout
b €M on considére le plus grand entier a tel que Sb contienne un ensemble X

: 2 (4 - 3 . o~ - - . 3 . e
qui réalise P:; on définit C' M X de manidre 3 réaliser le motif Pa Et sur 1
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restant de [MT°, on définit C' en posant C'(X) = b, oi b ¢ D, a tel que
C(x) = a:

o o _ . - . .
c, S Cl étant maintenant choisis, on construit une famille a - S;(a € M)
telle que Ya S

; c S: et les degrés de C] et ¢] (et non pas c® et ¢I)
tendent vers 1'infini avec a : l'existence de S] résulte du lemme II.l. appliqué

lorsque C = C] , S = s°.

En répétant cette construction par récurrence sur k € N, on obtient un analogue

de la proposition II.2. qui introduisait les familles Sk (k € N) du §II :

I1.2. bis - Proposition - (a) On peut construire pour tout k € N une famille

a > Sz (a € M) et une coloration Ck définissables dans M, telles que Vk Ck+l
raffine Ck, Va e M S§+l c Sz, enfin le degré de Ck et ¢k dans Sg tend vers

1'infini avec a.

(b) Alors dans tout modéle N » M contenant & > M, et vis-i-vis de la coloration

Ck, 1'ensemble SZ est général sur M et décide toutes les formules

¢ (a vieevy) (a €M, i SK).
- . k k P s . k+1
Démonstration - (a) C, S sont déjd construits pour k <1; pour obtenir C
: +
on applique le lemme III.6 avec C Ck et S = Sk. Pour obtenir alors Sk ! , on
1

applique le lemme II.l. avec C = Ck+ , S = Sk et ¢ = ¢k+].

(b) Puisque dans M 1le degré de Ck dans S: tend vers 1'infini avec a, on dé-
duit de o >M que le degré de Ck dans Si est infini, par conséquent Si est
un ensemble général sur M vis 3 vis de la coloration Ck. Un argument semblable
montre que pour tout i < k Sg décide‘les formules ¢i(a vl...vi) (a e M) vis 2
vis de la coloration Ci; comme Sz c st s SE en fait autant, toujours vis 3 vis
d§ Ci. Et de ce que Ck raffine Ci résulte aisément qu'on peut substituer Ck a
ct.

Nous avons ainsi une situation analogue 3 celle du §II, la différence résidant
dans le fait qu'd chaque suite croissante (xl...xs) est associée une infinité de
couleurs Ck(i) , k € IN. Par moment il sera commode de penser 3 cette suite infinie
comme étant une seule couleur, et nous le ferons de la maniére suivante. Pour tout
modéle N > M et tout X e [N]S, soit % (V) le type sur N : &= {Ck(vl...vs) = a;
kelN, NE Ck(i) =a} ; si ¥ est un type sur M (c'est a dire
Ck(i) €M ¥k e N), % sera appelé la couleur de X et noté @N(i). Si % est seu-
lement un type sur N, et non sur M, on convient que el@ n'est pas défini. Ceci
nous améne i 1'ensemble de types % du théor&me principal :

III.7. Notations - On pose
o k .
% = {O’EMN : Yk eN Cc(o) Neve nco(n) est non vide}
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et pour tout de¥,

= {Ck(vl...vs) = g(k) : k € N}

enfin ‘Z§={7:O : g€y}

- Remarques - De II.2. bis on déduit facilement :
% €T 4 il existe un modéle N > M contenant ¥ ¢ [N1° tel que

[9]=1B] = M| ©, et T#% € = 2U 2" inconsistant.

Voici maintenant la définition du type 0(v],v2) intervenant dans le théoréme

principal :

III.8. Notations - Comme au §I1.B, on choisit un type t(u) non borné sur M et
1'on pose

o
h(v) = Hu : v € Su

U(VI,VZ) t(h(v N u {Vl,v € S k ¢ N} .

h(v))
Nous démontrons maintenant le point (1) du théoréme principal : pour tout
B -motif P(vl...vL), 1'ensemble {f??L O(Vivj) A P(v]...vL) est un type complet
sur M. On écrit 0(v]...vL) au lieu de {?;;L o(viv.) , et on appelle Ck-motifs
les motifs qui résultant des motifs au sens du §I.D., en remplagant toute formule
de la forme C(x ceeX ) = a par C (x e oX ) = a. Un ¥ -motif P(v eV ) con-
tient pour tout k e N un C -motlf P (v eV ), et P = &jN Pk. Alors la consis-
tance et complétude de 0(v]...vL) AP resulte par compacité de 1l'extension sui-

vante du théoréme II.3.

IT1.3.bis. - Pour tout k € N, o(vl...vL) A Pk est une théorie consistante et dé-

cide chaque formule de la forme ¢1(a Ve teVy ), i<k, aeM, e <. ..<e. < L.
1 i
Démonstration I1I.3.bis résulte de II.2.bis exactement comme II.3. de II.2., mo-

yennant le remplacement de C par Ck.

Toute la partie du §II qui suit le théoréme II.3. s'étend 3 la présente situa-
tion, de la meme maniére que dans le cas de II.2.bis et II.3.bis : chaque fois
qu'au §II. on considérait un ensemble St , on considére la présente version de S: .
et en méme temps, la coloration Ck qui permet 3 Sg de décider les mémes formules
qu'au §II. Et il est immédiat que les résultats du §II ainsi étendus entrainent le
théoréme principal; dans ces conditions, nous laissons au lecteur les détails res-
tant de sa démonstration.

La construction de Ck, Sk et t étant passablement compliquée, il est plus

8légant de les obtenir en laissant faire le travail par les arguments de densité, ce
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qui est la méthode de [A,H] . Nous indiquerons cette alternative a la construction

Précédente.
k

’
u
k € N, telle que t(u) = {Wk(u) : ke N} U M<u jouera le rdle du type de a

.. . . k k

Nous construisons plus précisément une suite de triplets < w( )(u), S CcC (v)> ,
Soit F = 1'ensemble de tous les triplets < Y(u), Su’ C(v)> tels que Y(u) est
une formule sans paramétre non bornée dans M, a - Sa(a € M) une famille d'en-
sembles finis et C une coloration sur [M]% , telle que le degré de C dans S,
tend vers 1l'infini avec a, C et Su étant définis par des formules pures. Sur

F soit < la relation :
<P, 81, C'(V) > < < Yw), S, CV)> = Fo') > ),

' P ' . o
VaeM Sa c Sa’ et la partition (Ca)a e M est plus fine que la partition

. . k k k L. .
PaeM ° On dira qu'une suite < Yy, S, C > k € N est générique si elle est

décroissante pour 4 et si pour toute condition f (y,S,C) dense pour < et

(ch

définie de maniére arithmétique (sans paramétres) il existe k ¢ N tel que

@ ( wk,Sk,Ck) est vrai. Il résulte du théoréme d'existence d'objets génériques

(cf. S$III de 1'exposé précédent) qu'une telle suite générique existe; et par des

k

arguments de densité, on peut montrer que t(a), Sk, C~ ont les propriétés exigées

pour le théoréme principal.
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APPENDICE. RESULTATS COMBINATOIRES (M.A. Dickmann)

Dans .cet appendice K, )\, p désignent, sauf mention explicite, des cardinaux ar-
bitraires, finis ou infinis. n, m, j,... sont des cardinaux finis. as ByYs Esees
désignent des cardinaux.

Pour un cardinal infini donné K, la fonction "beth" o —» ja(l() est définie
par induction transfinie :

I (K) =K
° 7.(K)

o
g4 (K) = 2

I(S(K) = U {Iy(K) ly < 8} pour § limite > O.

On pose Ia = ‘10‘(,\:)) pour tout ordinal g .

Etant donné un ensemble X et n 21, [X]n désigne la famille des sous—ensembles
de X ayant exactement n é&léments. Si X est totalement ordonné par < et

n b PN P . ] E

{xl,...,xn} e [X7],alors {xl,...,xn}< désigne 1'écriture de l'ensemble {x],...,xn}
quand Xy <eee<X .

La relation K »()\)n , n=>1, a été déja définie au Chapitre V. Nous utiliserons
le fait, facilement démontré&, que cette relation est croissante en K et décroissante

en A et y:

AO. Fait : K ->()\)r;‘_| AK'>2 KaMcAiap sy - K —>(>\')3, .

. n
+ .
(A) La relation In-i-l +> (n 1)2,l
Celle-ci est une conséquence facile du trés bien connu théoréme d'Erdos-Rado:
Théoréme. Pour K infini et n 21 on a :
+ +.n
a1 > KDL -

Pour la démonstration, voir [E.R] , Théoréme 39 et corolaires.

= I - 1 =
En mettant K 1 et compte-tenu du fait que 'In(Il) 7n+1

:[:; — (IT); . Or, du fait AO on obtient immédiatement (A).
1

on obtient

(B) La relation J -+ (1'1-0'1)n .
_— n Il

Le cas n =1 est trivial en considérant la partition de :’l constituée par les
singletons.

Pour le cas n = 2 on démontre, plus généralement

Al.Lemme. 2K (3)12< )

Démonstration. Soit S 1'ensemble des suites de O et 1 de longueur K ordonné
par premiéres différences : pour X,y € S, X < ye X, < ¥y, , ol £=i(x,y) = le
premier o tel que X, + Yy - Soit f : [S]° » K 1l'application

£({x,y}, ) = iGx,y)

Si x <y <z, éléments de S, sont tels que
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f({x,y}<) = f({x,z }<) =f({y,z }<) = 0,

alors on a X, # Yo » Vg # 2, s Xy # z, » ce qui contredit le fait que
&a »Yy, ,za} &« {0,1} . Donc, il n'y a pas d'ensemble. homogéne pour f de cardinali-
té 3.

Si n > 2, la relation (B) résulte, par induction sur n, du théoréme suivant,
qui vaut pour K, A, pu finis ou infinis :

n+l

PN n K
A.2, Théoréme. K+ (X)u = 2 = (X+l)m+2p )

oi n22, A=n+l et m=n! - 2,

On commence par démontrer quelques propriétés de l'ensemble S introduit dans le

lemme précédent :

A.3. Lemme. Soient n 21 et S 1l'ensemble des suites de O et 1 de longueur K
ordonné par premiéres différences. Alors
a) {xl,...,x l}

n+l . . . sy =
e[S] =3 1'ensemble {1(x],x2),,..,1(xn,xn*])} a cardinalité n.

n+ <

b) Soit Y& S. Si Y a la propriété :
pour tous Xx,y,z € Y, X<y <z = i(x,y) < i(y,2), alors

i) X,¥,2 € ¥, x <y et x<z =z i(x,y) = i(x,2),
i) x,x",y,y' € ¥, x<x', y<y' et i(x,x') =i(y,y ) x=y.

c) Si Y a la propriété
pour tous x,y,z e ¥, x <y <z = i(x,y) > i(y,z), alors
i) X,y,2 € ¥, X<z et y<z = i(x,2) = i(y,2z),

ii) %x',y,y' € ¥, x<x', y< y' et i(x,x') = i(y,y') =» x' = y'.

Remarque (b,i) prouve que x bH*i(x,y), avec X,y ¢ ¥, x <y, définit bien une appli-
cation de domaine Y', oi Y' =Y si Y n'a pas de dernier élément, Y' =Y - {der-
nier élément de Y } autrement. (b,ii) prouve que cette application est injective.
(c,i) et (c,ii) prouvent des résultats analogues pour l'application z +—i(x,z),

avec x,z e Y, X < z.

Démonstration. (a) Induction sur n. Pour n = 1 &vident. Supposons vrai pour n-l.
Donc, chacun des ensembles

)} et

{i(xl’x2)""’i(xn-l’xn)} Py {i(x29x3)"°°’i(xn’x

)}

n+l

{i(xl’xz), i(XZ’x3),'",i(xn_29xn)’i(xn’xn+]

a cardinalité n-1. Ceci veut dire que :

) pour l<k#j< n-l

1(xk,xk+l) # 1(xj,xj+]

i(xn,xn+]) #F i(x.,x.. ) pour 2<j < n-l

3’73+l

i(xn’xn+l) # 1(x‘,x2).

On conclut que 1'ensemble { i(x],xz),i (XZ,X3) ,...,i(xn_z,xn_]), i(xn_],xn),
i(xn,x

n+l)} a cardinalité n, ce qui prouve 1'énoncé pour n.
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(b) et (c) @étant symétriques nous faisons la preuve dans le cas (c).
(c,i). Mettons i(x,z) = B, 1i(y,z) = Y. Supposons, par exemple, x < y et soit

o = i(x,y); alors on a :

1) x, =0, y, =1 et Xg =Yg pour tout § <a
2) xg = o, zg = 1 et Xg = 2zg pour tout § < B
3) yY =0, zY =] et Yg = zg pour tout § <y ,
et 1'hypothése sur Y entraine que
4wy
Par (4) et (2), xY = yY = 0. Puisque zY =1, on a xY # zY , ce qui par (2)

entraine Y # B, i.e. B<Yy . SiB <Y, alors (3) implique yg =2 3 puisque
o >y 28 , (1) donne Xg = g ; donc xg =zg, ce qui contredit (2).

Donc B =y .

(c,ii). Supposons x' # y', par exemple x'< y'. Alors x <x' <y' entraine
i(x,x") > i(x',y"). Par (c,i), y <y' et x'<y' impliquent i(x',y') = i(y,y").

Donc i(x,x')> i(y,y') ce qui contredit 1'hypothése.

Démonstration du théoréme A.2. Soit Sn 1'ensemble des permutations de {1,...,n} .

1 2....n
Soient T la permutation identique et m, = ( ) la permutation "inversion".
o P q 1 n n-l..1
L'ensemble Sn - {"o’ n]} a cardinalité m (puisque Sn =n!); soit m',..., né_]

P . . n+l _
une énumération de cet ensemble. Pour Te Sn et {xl,...,xn+l}<€[s] donnés,

posons : P"(x],...,x ) ssi pour tous 1i,j,

n+l

1 <i,jsn et w{i) < 7)) = i(xi,xi+]) < i(xj,xj+]).

Par exemple,

)

Pﬂ (xl,...,x
o

) J—y i(x],xz) < i(xz,x3) <oae< 1(x ,x

n+l n’ n+l

)

Pﬂl(x],...,xn*]) pa—y 1(x],x2) > 1(x2,x3) Seve> 1(xn,xn+]

1 2 3 4 .ves n-1, n
et si T ( ))
3 1 n 4 ... o-l, 2
P“(xl,...,xn+l)<?%>1(x2x3) <1(xn,xn+l)< 1(xl,x2) < 1(x4,x5) P

ceeeee<i(x, X)) <i(x.x. i i
j-1 J) 1(xeJ+])<...< 1(xn_lxn)<1(x3x

4
Notons que pour tout {x],...,x

n+1)'
En utilisant 1'hypothése K 1»(A)3, soit f : [an + | une application sans en-

n . . .
n+]}<e[S] il existe un unique T ¢ Sn tel que

Pﬂ(x],...,x

semble homogéne de cardinalité A .

n+1 (x)

Soit g : [S] > Ue2+m définie par

f({i(xl’x2)’""i(xn’xn+l)}) si Pﬂo(xl,...,xn*])
g({x],...,xn+]} <) = { prE({ i(x],xz),...,1(xn,xn+])}) si P“l(x],...,xn+])
U 2+] si Pﬂ!(xl,...,xn+]),05j5m-l

J

(*) opérations ordinales
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Remarquez que {i(x],xz),...,i(xn,xn+])}5[K]n en vertu du lemme A.3 (a); donc g est
bien définie.

Soit Y ¢ S un ensemble homogéne pour g. Nous démontrons que ?=< A+1, ce qui
entraine la conclusion du Théoréme A.2. Soit o, la valeur de g sur 1l'ensemble
[Y]n+l.

1) Si o, = p.2+j, 0< j sm-1, alors Tenricn.

Supposons Y > n+2, et soit {y],...,yn+2} un sous—ensemble de Y de cardinalité

n+2. Mettons m= 7!, Car T # T, et m # m il existe %, 2<f<n-1 tel que
m(&-1) et w(H1)< WA, ou T(R-1) et WA+ > w().

Par 1'homogénéité de Y, la propriété PTT est valable pour toute suite obtenue
en enlevant un élément 3 {y],...,yn+2} . En enlevant Yo4p OD 3 Pn(yl""’yn+l)’
ce qui donne i(yl’y£+l) > i(yl+l,y2+2) et >i(y£_],y ) dans le premier cas, et <
dans le second. En enlevant Yy, oma Pﬂ(y],...,yz_z,yz,y2+],y£+2,...,yn,yn+],yn+2);
donc vy , gprece deviennent les £-1,%,...-iémes termes, ce qui donne :
i(y£+]y2+2) > i(y2+2,y£+3) et > i(yk’yl+l) dans le premier cas, et < dans le se-

-

cond. Ceci aboutit 3 une contradiction.

2) Soit o< M.
Dans ce cas g ‘est de la premiére forme et on a

(%) Pﬂo(y,""9y
Car n > 2, l'ensemble Y a la propriété requise dans l'hypothése du Lemme A.3 (b).

), i.e. i(y],yz) <ees < i(yn,y

n+l

n+1]
a+l ), pour tout {y’,...,yn+IhF[Y] .

Donc yr i(y,y') avec y,y'e¢ Y, y <y' définit une application injective de domai-

ne Y 3 valeurs ordinaux, oi Y' =Y si Y n'a pas de dernier élément et
Y' =Y - {dernier élément de Y} s'il y a.
Soit Z = {i(y,y")|y,y'e YAy < y'} 1l'image de Y' par cette application;
donc Z = ¥' » ¥-1. Nous démontrons :
(**) Z est homogéne pour f .
Un élément de [ Z]n a la forme {i(yl,y;),...,i(yn,y;)} avec yl,...,yn,y;,...,y;e Y
et yj < yé (j = 1,...on). A un changement de notation prés nous pouvons supposer
que ¥, <... <y Par (b,i) du Lemme A.3 on a i(yj,yj+]) = i(yj,ys) s J=1,.00,n"1,
d'ol, vu la forme de g :

f({i(yl,y;)r°'-ai(yn’YQ)}) = f({i(yl,yz),---,i(yn_].yn),i(yn,yg)}) =

= '

= g({yl""’yn’yn} <)-
Puisque g est constante sur Y, il suit que Z est homogéne pour £. Donc, par
hypothése, Z< , d'ol ¥-1 < A, i.e. T <a+l.

3) Soit u<a < H.2.
Dans ce cas y est de la seconde forme, et la preuve se fait comme dans le cas (2),

en utilisant le Lemme A.3 (c).
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ABSTRACT

This volume consists of the write-ups of six sets of talks or "exposés'" given in

the seminar '""Models of Peano Arithmetic'" at Paris VII.

The first two exposés givé a detailed account of the new incompleteness theorem
of Kirby-Paris and of the Paris —Harrington formula. The latter is a generalization
of the finite form of Ramsey's Theorem which is not provable in (first-order) Peano

Arithmetic.

The second pair of exposés deal with the relation between the "new" incomplete—
ness theorem and the "o0ld" one and with extensions of the Paris-Harrington result

to transfinite progressions of theories.

The third pair of exposés develop the Gaifman technology of types over models
of Peano Arithmetic. An andalysis is made of extensions of models and applied to ob-
tain the Abramson-Harrington theorem on uncountable models with short sequences of

order indiscernables.
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