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INTRODUCTION 

Ce volume contient les rédactions détaillées et organisées d'un certain nombre d'ex­

posés du séminaire sur les modèles de l'arithmétique de Péano, qui se tient à 

Paris VII depuis l'automne 1977. L'arithmétique de Péano est la théorie axiomatique 

dont le modèle "standard" est l'ensemble IN des entiers non-négatifs muni de sa 

structure d'ordre et des opérations d'addition et de multiplication. En plus d'un 

nombre fini d'axiomes pour la structure d'ordre et la définition par récurrence de 

l'addition et de la multiplication, cette théorie comprend une infinité d'axiomes 

qui expriment que tout ensemble non-vide défini au moyen d'une formule du premier 

ordre possède un élément minimum (schéma d'axiomes d'induction). 

D'après les travaux de Skolem et de Godel dans les années 1930, on sait que cette 

théorie possède des modèles qui ne sont pas isomorphes au modèle standard. Un tel 

modèle non-standard est composé des éléments non-négatifs d'un anneau ordonné et 

non-archimédien; cependant à cause des axiomes d'induction, les modèles non-stan-

dards T sont munis d'une structure extrêmement riche et pratiquement inextricable. 

Or, en utilisant des codages classiques, on peut définir, par des formules ne por­

tant que sur l'addition et la multiplication, les autres fonctions et relations 

arithmétiques telles que l'exponentiation, la mise en facteurs etc et en prouver les 

propriétés usuelles. Godel a exploité ce pouvoir d'expression de la théorie dans la 

démonstration de son célèbre Théorème d'Incomplétude; ce théorème moyennant les tra­

vaux de J. Robinson et Y. Matijasevich, a pour conséquence qu'il existe un modèle 

M de l'arithmétique de Péano et une équation diophantienne qui possède des solu­

tions dans M sans en avoir dans le modèle standard (N. Ce théorème établit donc la 

"faiblesse" de la théorie axiomatique, et, en même temps, "l'étendue" de la classe 

de ses modèles. 

Depuis les découvertes de Skolem et de Godel, l'étude des modèles de l'arithmétique 

se poursuit dans l'espoir que ce travail contribuera, à terme, à mieux comprendre la 

structure de (N, soit en servant à démontrer de nouveaux théorèmes d'arithmétique, 

soit en précisant des difficultés, tant techniques que conceptuelles, qu'on risque 

de rencontrer en théorie des nombres ou en combinatoire. Bien que cet espoir soit 

loin d'être pleinement réalisé, les développements récents ne l'ont pas trahi; bon 

nombre de résultats exposés dans ce volume mettent en évidence la richesse structu­

rale des modèles étudiés, et certains mènent à de nouveaux théorèmes combinatoires 

d'énoncé simple, et qui, cependant, ne sont pas démontrables dans l'arithmétique de 

Péano; ce qui donne de nouveaux exemples, au niveau de l'arithmétique, du phénomène 

d'incomplétude. 
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Dans ce volume il y a six exposés . 

Les deux premiers traitent de travaux de J.Paris, L.Kirby et L.Harrington. Pour ana­

lyser les sous-modèles d'un modèle non-standard, Kirby et Paris ont introduit un ou­

til élégant et puissant, la méthode des indicatrices, et leurs travaux ont abouti à 

un nouveau théorème d 1incomplètude; or Paris a trouvé des variantes du théorème de 

Ramsey qui sont indépendantes de l'arithmétique de Péano; une telle variante parti­

culièrement limpide était trouvée ensuite par Harrington. Ces travaux sont relatés 

dans l'Exposé 1 (L. Kirby) et l'Exposé 2 (D. Lascar). Dans les Exposés 3 et A 

(K. Me Aloon), on établit le rapport entre le "nouveau" théorème d'incomplètude et 

"l'ancien", et on étend les résultats de Paris-Harrington sur les théorèmes combina-

toires à une progression transfinie de théories axiomatiques. 

Dans l'Expose 5 (M.A. Dickmann) et l'Exposé 6 (J.P. Ressayre) on change de point de 

vue et on étudie les extensions d'un modèle. Pour cela on fait une analyse des types 

à la façon de H. Gaifman. Un type au-dessus d'un modèle correspond à "un point à 

l'infini" et l'analyse des types permet d'étudier les extensions possibles du modèle. 

Dans ces deux exposés, on insiste sur le fait que l'existence de certains types et 

donc de certaines extensions de modèles, est liée de façon spécifique à certains 

théorèmes combinatoires de l'arithmétique de Péano. Enfin on applique la "machine­

rie" ainsi élaborée pour démontrer un beau résultat de F. Abramson et L. Harrington 

sur l'existence de modèles non-dénombrables n'admettant aucune suite d'éléments in­

discernables de longueur supérieure à un nombre entier fixé à l'avance. 

Ces textes ont été dactylographiés avec soin et persévérance par Mme Colette Pradier 

et Melle Bornia Chaouche; nous leur exprimons tous nos remerciements. 

K. Me Aloon. 
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EXPOSÉ 1 

LA MÉTHODE DES INDICATRICES ET LE 

THÉORÈME d1INCOMPLÈTUDE 

L.A.S. Kirby 

I. PRELIMINAIRES 

Le langage de 1 1 arithmétique est celui du calcul des prédicats du premier 

ordre avec égalité ayant deux symboles de fonction binaire, + et . , pour l'ad-

dition et la multiplication, un symbole de fonction unaire, S, pour le successeur 

et un symbole de constante 0, pour le zéro. Dans toute la suite sauf indication 

au contraire, "terme" ou "formule" voudront dire terme ou formule de ce langage; 

"théorie" signifiera une théorie non-contradictoire ou consistante de ce langage. 

Pour toute formule $ on conviendra que 1*écriture $(Vj,...,v^) signifie 

que les variables libres de $ sont comprises parmi Vj»...,v^ . Les axiomes de  

Péano du premier ordre sont composés des axiomes pour les fonctions primitives 

/v(Sv ^ 0) 

Vu Vv(u ï v Su i Sv) 

Vu(u+0 - u) 

Vu 1 v(u+Sv) S(u+v) 

\/u(u.O =• 0) 

\/u Vv(u.Sv • u.v+u) 

et le schéma d!induction : pour toute formule 0(x,Vj,...,v^) 

*v, .. . i v n [C0(O,v.,... ,v ) A Vx L0(x,v., ... ,v ) + 
1 n u l n I n 

0(Sx,v ,... ,v )]] -> t/x 0(x,v. ,. .. ,v )] 
i n 1 n ** 

Nous notons (P l1ensemble des conséquences de ces axiomes. 

Par un modèle ou structure pour le langage de 1 arithmétique nous comprenons 
M 

la donnée d'un ensemble non-vide M, d'un élément distingué 0 e M, de fonctions 
M M 2 . . . M 

binaires + et de M dans M et une fonction unaire S de M dans M. 
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EXPOSÉ 1 

Pour alléger les notations nous confondrons systématiquement l'ensemble de base 

M avec le modèle dont il est le domaine et nous omettrons les indices M des 

fonctions et du zéro .Si M et M' sont deux modèles nous disons que M est 

un sous-modèle ou sous-structure de M* ou que M 1 est une extension de M 

si (i) M c M ' en tant qu'ensembles, (ii) les deux modèles ont le même élément 

zéro,-et (iii) les fonctions du modèle M sont les restrictions de celles de M'. 

Quand M est un sous-modèle de M*, nous écrirons McM'. Si $ ( V j,...,v n) est 

une formule et si M est un modèle, nous écrirons M ^ $(aj,...,an) pour signi­

fier que la suite a.,...,a d!éléments de M satisfait la formule $(v.,...,v ) 

l n l n 
dans M. Nous noterons souvent une suite finie aj,...,a^ par â et une suite 

v,,...,v de variables par v; nous écrirons indifféremment $(a, a ) 

1 n i n 
ou $(à) et $(v.,...,v ) ou <&(v); on écrira aussi à l'occasion â e M 

1 n 
au lieu de <a, a >eM n . 

k n 

Une partie X ç. M est définissable (dans M) s il existe une formule 
$(v,,...,v. ,u. u ) et des éléments a.,...,a de M tels que, pour 

1 k 1 n i n 
tous bj,...,b^€ M, on a 

<bj,...,b > € X «=> M H $ (b1,...,bk,a),...,an) . 

Si M est un modèle de P il y a un ordre linéaire canonique définissable sur M : 

on pose a £ b ssi M h 3v(a+v * b). Le schéma d'induction entraine alors le 

principe de 1*élément minimum : si M h» <P et si X c M est une partie définissa­

ble non-vide, alors X a un élément minimum pour 1*ordre canonique sur M. Nous 

dirons qu'une fonction F : M -*• M est définissable si son graphe est une partie 
k+1 

définissable de M . Notons que pour les modèles de P , les fonctions définissa­

bles satisfont à "lfaxiome de remplacement" : si F : M M est définissable, 

alors pour tout a € M, il existe b € M tel que M }* Vx(x<a _>F(x) < b), 

autrement dit, l'image par F d'un sous-ensemble borné de M est aussi bornée 

dans M. 
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MÉTHODE DES INDICATRICES ET THÉORÈME DÏNCOMPLÉTUDE 

Les entiers naturels ÍN • {0,1,2,... } munis des opérations arthmétiques 

usuelles forment un modèle de P que nous appelons le modèle standard; tout modèle 

qui ne lui est pas isomorphe s'appelle non-standard. L'ensemble des formules clo­

ses satisfaites dans ÍN est noté *Zî et est appelé la théorie de N ou la vraie  

arithmétique. Une partie I d'un modèle M de 9 est un segment initial de M 

si pour tous a,b ^ M, 

b £ I et a £ b a e I. 

Dans ce cas, nous disons que M est une extension finale de I et nous écrivons, 

si I j M, I C^M ou I < M. Si a e M-I, on écrira parfois I < a. Clairement, 

tout modèle non-standard M de P possède un segment initial propre isomorphe à (N 

que nous identifierons toujours avec (N. Donc (N < M ou (N c.̂  M. Si tN < M et si 

tN <a e M, on dit que a est un entier infini ou non-standard de M. 

Le principe de débordement se formule de la façon suivante : soit M >* P et 

soit I< M sans élément maximum (c'est-à-dire, fermé pour l'opération de succes­

seur); alors I n'est pas définissable dans M. Ce principe est une conséquence 

facile du principe de l'élément minimum appliqué à M - I. Plus généralement, on 

voit que toute partie de M sans élément maximum qui est bornée dans M ne peut 

être définissable. 

Remarquons que, pour tout modèle non-standard dênombrable M de P , le type 

d'ordre de la partie non-standard M - (N est (u) + u))N , où u) + co est le type 

d'ordre des entiers 1? et n est celui des rationnels. En effet, pour a,beM-fi 

posons 

a ^ b <=> a =* b-n pour un entier standard n^iN. 

Alors chaque classe d'équivalence a le type d'ordre de 2, Voyons qu'il y a une 

collection dense de ces classes d'équivalence : soit a,b c M-fi tel que a < b 

et b - a>tN, c'est-à-dire, a et b sont inéquivalents; alors il existe un 

entier c de M tel que a < c < b et b - c et c - a sont tous deux non 

standards - il suffit de choisir c tel que M N b + a a 2 c v b + a » 2 c + 1. 

Démontrons maintenant un résultat classique du sujet, le théorème de 

Mac Dowell-Specker, [M,SJ qui sera souvent utile dans la suite. 

Si M' est une extension élémentaire de M - M c M f et M h $(â)<=>M' )= $(â) 

pour tout 5 € M et toute formule $ - nous écrirons M A M'. Si M < M' et 

M C £ M ^ nous écrirons M 4^ M'. 

1.1. Théorème (Mac Dovell-Specker) Tout modèle dênombrable de (P a une extension 

élémentaire finale propre. 

Démonstration Soit M un modèle dênombrable de P . Nous construisons un ultra­

filtre U sur les ensembles définissables de M tel que 

(i) X e u X est non-borné dans M 
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EXPOSÉ 1 

8 

(ii) si F : M •+ M e9t une fonction définissable dans M qui a pour image 

une partie bornée de M, alors il existe x e M tel que F ^ {x} e u . Afin de 

construire U , prenons une liste F^, i £ IN, de toutes les fonctions ayant la 

propriété évoquée dans (ii). Définissons une suite X., i e (N, de parties définis-
1 _ j 

sables et non-bornées de M ainsi : X = M, X. , = X. n F. {x} pour un x 
_j o 1 + 1 i i 

tel que X^ n F^ {x} est non-borné. Soit V. le filtre engendré par les X^. Il 

est alors clair que si X est une partie définissable de M, alors soit X e \l 

soit M - X € U - la fonction caractéristique de X sera F^ pour un i e (N et 

donc la construction assurera que X 2 X. , ou M - X ̂  X. , . Soit M' l'ultra-

î + l î + l 

puissance de M formée à partir de U en n'utilisant que les fonctions définissa­

bles de M dans M. Le principe de l'élément minimum permet de définir des fonc­

tions de Skolem dans M; donc on vérifie comme pour les ultrapuissances ordinaires 

que M X M' . Pour vérifier que M' est une extension finale de M, supposons que 

F eM' où F est la classe d'équivalence de la fonction définissable F : M •+ M 

et que M' h F <a pour un certain a e M. Nous avons donc 

{x 6 M : M ̂  F(x) < a} € U 

F(x) si F(x) < a 

Soit G(x) = 1 ; alors G est définissable dans M 
a sinon 

et M' h F » G. Mais, par (ii), il existe b e M tel que 

{y : G(y) - b} € U ; c'est-à-dire, M' J= G = b. 

Si b était égal à a on aurait 

ty e M : M h F(y) > a}* U , 

ce qui est impossible puisque U est un filtre. Donc nous avons b < a et 

M' h F - b, ce qui démontre que M c f M
1 C.Q.F.D. 



MÉTHODE DES INDICATRICES ET THÉORÈME D'INCOMPLÉTUDE 

II. LES CODAGES. 

On écrit Vx < y $ pour abréger Vx(x < y $) et 3x < y $ pour abréger 

3 x(x < y A $); les quantificateurs qui apparaissent dans ce contexte sont appel-

lées des quantificateurs bornés. Une formule est dite Z° ou 11° ou A° _i o o o 

ou à quantification bornée si elle contient que des quantificateurs bornés; en con­

tinuant par récurrence, on dit qu'une formule est (resp. ïï°+j) si elle est 

de la forme 3 X j . . . 3 x R Y (resp. V Xj... Vx f c Y) où Y est 11° (resp. 1°) . Soit GL une 

extension de P , Nous dirons qu'une formule $ (v̂  , . . .,v^) est 

Z° (resp. II0) dans 6C s'il existe une formule Z° (resp. 11°) Y (v, ,. . . ,v, ) 
n n n n l k 

telle que â . f V V j , . . . , ^ v

k ( $(Vj,...,v^)*—+f (v^, . . . ,v^) ; nous dirons que 

$(v,,...,v, ) est A° dans et si $ est à la fois E° et Iî° dans <5t . Donc 
1 k n o n n 

une formule y(v.,...,v^) est Aj dans *C - la théorie du modèle standard N -

si et seulement si ¥ définit dans IN une relation récursive. Si ^(vj,...,v^) 

est A°, dans CL , alors y est absolue dans le sens suivant : soient M M' 

deux modèles de Gc ; alors pour aj,...,a^ e M, M N V (aj,...,a^)<=> 

M' H Y(a^,...,a^). (La réciproque est aussi exacte : si ¥ = f(v^,...,v^) 

est absolue pour ot, alors V est Aj dans & . Pour une démonstration rapide 

de ce fait, on peut utiliser les résultats de Gaifman dans CGJ : il y est 

démontré, comme conséquence des travaux de Robinson-Matijasevich, que si McM f 

sont des modèles de 9 , alors on a M-<M" c f M' où M" = {x e M' : il existe 

a £ M, x < a} ; Donc quant aux modèles de et où GL 2 tf> , si une formule 

$(vj » .. • »vk_) e s t persistante par rapport aux extensions finales, 0 est persis­

tante par rapport à toute extension et, par des résultats bien connus, une telle $ 

doit donc être équivalente dans C* à une formule existentielle, alors Z°.) 

Soit F(vj,...,vk»x) une formule et soit Ol une extension de 9 ; on dira par 

abus de langage que F est une fonction dans CL si l'on a 

oc HVvj,..., \/v^ 3Iu F(v j, . . . ,v^, u) ; dans ce cas, on parlera de la fonction 

F (Vj,...,v k) et on écrira F (Vj,...,v k) » u plutôt que F(v^,...,v^,u). Si 

F(Vj,...,v^) est une fonction dans OL et si F (Vj,...,v k) » u est E° dansa, 

alors il est aisé de voir que F(Vj,...,v^) » u est en fait A° dans CL et donc 

absolue. Les fonctions usuelles de l'arithmétique x + y, x.y, Sx, 2 X, xy,... 

sont toutes A° dans ^ . 

Si F ( V j , .. . ,vk) - u est une fonction A° dans CL OÙ a 2 6> et si M c f M' 

sont des modèles de et, alors quels que soient aj,...,a^,b e M, 

M H F(a^,...,a^) » b M' ̂  F(a^,...,a^) » b. Dans ce contexte on peut donc parler 

sans ambiguité de la valeur F(a.,...,a^) pour a.,...,a^ € M. 
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EXPOSÉ 1 

Soit f : (N-» (N une fonction récursive; s'il existe une fonction A° dans 9 , 

disons F(Xj,...,x^) • y, qui satisfait 

IN h Fdij,...,!^) - m <~> f (nJ,...,nk) » m 

alors on dit que f est une fonction récursive prouvable. Les fonctions récur­

sives' prouvables constituent une classe très riche qui contient les fonctions 

primitives récursives; cependant elle n'épuise pas la classe des fonctions récur-

sives et dans le §2 de l'exposé suivant on donnera un exemple d'une fonction récur­

sive définie par une propriété de type Ramsey qui "croît plus vite" que toutes les 

fonctions récursives prouvables. 

D'après les travaux de Godel on sait définir dans & de façon A° les fonctions 

primitives récursives et en particulier la fonction î •+ p^ , le î nombre 

premier. On définit alors une "relation d'appartenance" : 

E(m,n).$=>pm divise n 

et l'on a le schéma de compréhension suivant : 

11.1. P f VXj ... Vx k *v 3y V x(E(x,y)** x<v A * x , X j,...,x k) 

Quant aux modèles M de (P , si X £ M est une partie définissable de M et 

si. a £ M, alors { x e M : x e X A X < a } est codé dans M en tant qu'ensemble 

fini au sens de M. Notons ici aussi le fait évident que tout sous-ensemble fini 

(dans le sens usuel) X & M est définissable dans M et est codé dans M en 

tant qu'ensemble fini. 

Au moyen des fonctions et des relations primitives récursives on peut formuler 

les diverses notions élémentaires de la Logique - formule, variable,.., de la thé­

orie des ensembles (héréditairement) finis, de la combinatoire finie et de la 

théorie des jeux finis. A titre d'exemple, on peut formuler et démontrer dans G> 

le théorème suivant : 

11.2. THEOREME Soit J un jeu fini à information parfaite à deux joueurs sans 

partie nulle. Alors un des joueurs a une stratégie gagnante. 
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MÉTHODE DES INDICATRICES ET THÉORÈME D'INCOMPLÉTUDE 

III. LES INDICATRICES 

L'idée d'une indicatrice est due surtout à J.B. Paris et a été développée 

par celui-ci et l'auteur dans [K,P], [K] et [P]. Une anticipation certaine de 

cette technique se trouve chez H. Friedman dans [ ]. Si se donne une classe 

de segments initiaux d'un modèle M non-standard de l'arithmétique, une "indica­

trice" est une fonction qui, tout en étant définie dans M, nous donne de l'infor­

mation sur la répartition dans M des segments initiaux de la classe. J. Paris 

a exploité cette méthode pour donner une nouvelle démonstration sans "autoréfé­

rence" du théorème d'Incomplétude de Godel ce que nous verrons dans la suite. 

111.1. DEFINITION 

M 

Soit S une fonction qui associe à tout modèle M de (P une classe S 

de segments initiaux de M, soit Y une fonction à deux arguments qui est A 0 

dans <P . On dit que Y est une indicatrice pour S si, quel que soit le modèle 

dénombrable M H P , on a pour tous a,b C M 
M 

Y(a,b)> (N <=4 il existe I e s tel que a < I < b 

Bien des classes naturelles de segments initiaux possèdent des indicatrices; 

par exemple, la fonction 

Y(xjy) - le plus petit z tel que y <(x+2) Z 

est une indicatrice pour la classe des segments initiaux d'un modèle qui sont 

fermés par rapport à la multiplication. 

Soit d une théorie, la classe des segments initiaux d'un modèle M qui sont 
M 

(en tant que sous-structures de M) des modèles de CL , sera notée S^ * S^ 

et elle jouera un rôle important dans la suite. Nous démontrerons qu'il existe pour 

toute théorie récursivement axiomatisable ex. une indicatrice Y^ . Comme nous 

verrons dans les exposés 2, 3 et 4 certaines théories, notamment possèdent des 

indicatrices "combinatoires" et celles-ci y seront étudiées en détail; pour les 

exposés suivants, donc, à l'exception du §111 du troisième exposé, on n'aura pas 

besoin d'un théorème général pour l'existence des indicatrices Y ^ , ce théorème 

sera tout de même nécessaire pour établir le théorème d'incomplétude en toute 

généralité dans le paragraphe suivant. 

111.2. THEOREME 

Toute théorie récursivement axiomatisable possède une indicatrice. 

DEMONSTRATION 

On fixe tout d'abord une énumération primitive récursive < 0 > des formules 

du langage de l'arithmétique telle que la n

l e m e formule a au plus n-variables 

11 
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libres et aussi une énumeration primitive récursive <A > d fun système d'axiomes 
n 

pour CL; un tel système existe toujours par un résultat bien connu de Craig. 

Ces énumérations s'étendent donc canoniquement à la partie infinie de tout modèle 

non standard de <P . Plaçons nous maintenant à l'intérieur d'un modèle non-standard 

M de P . Soient a,b,c des entiers, avec a < b. Définissons un jeu Jc(a,b) 

à deux joueurs que.l'on nomme 1 et 2. L'idée du jeu est la suivante : 2 prétend 

qu'il existe un segment initial I h et tel que a < I<b; 1 pose des questions 

à 2 en espérant l'amener à contredire son affirmation. Le jeu dure pendant c 
i ème 

coups : au n coup 1 pose les questions «Est-ce que ë e I » où e est une 

suite de longueur au plus n d'éléments £b; si la réponse de 2 est <«our^, 1 pose 

la question <r<£st-ce que lf:0(e)»où 0» 0(Vj,...,v ) est une des n premières 

formules de 1 'énumeration ; 2 doit répondre soit <<I N 0 (ë)» soit <<I N 1 0 (e)>>; si la réponse de 2 est que «I ^ 0 (è*)2>, alors si 0 est de la forme 

3u 0' (u,v., . .., v ), 2 doit fournir un entier d<b et la réponse 
1 n 

<r<0(d,e)» et si 0 est de la forme 0' v 0* 2 doit affirmer soit «I (=» 0 V soit 

4L h 0>>. Après c coups le joueur 1 a gagné si, parmi la liste des réponses de 2 

lors de ces c coups se trouve 

soit (i) une réponse «I h 0 » où 0 est parmi les c-premiers axiomes A,,...,A^ 

de CX . 

soit (ii) des réponses qui contredisent l'affirmation de 2 que a < I < b et 

que I est une sous-structure de M close pour les fonctions primitives; à sa­

voir une combinaison de réponses d'un des types suivants 

ou <ca ff I 

ou « b e I » 

ou <<d £ 1 » et «e i I», bien que e ̂  d 

ou « d é I», «e •< I » mais «d.e& ^1 

ou « d+e f I » 

ou «d+c » f*, bien que d+e j f 

ou <fcd.e * f», bien que d.e ^ f 

ou «d+e ^ f», bien que d+e • f 

ou 4cd.e j f>>, bien que d.e • f 

(iii) une combinaison qui contredit la définition Tarskienne de la vérité 

dans I; c'est-à-dire, 

ou bien « I h -\ 0 » et ^ 0 » 

ou bien «I H l3v 8(v,ê)^? et <<I h 0 (d,e)>> 

ou bien <*I N 1(0'v0")» et «I |-0'» ou <*I p 0"» 

Autrement 2 gagne la partie. Dans M - où nous raisonnons - Jc(a,b) est un 

jeu fini à information complète sans partie nulle. Or, c'est un théorème de (P 

que dans un tel jeu, l'un des joueurs a une stratégie gagnante. Définissons alors 
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pour a < b 

(a.b) • le plus petit c tel que 1 a une stratégie gagnante 

pour Jc(a.b) 

Vérifions que Y^ est bien définie : un tel c existe toujours parce que 1 

a la stratégie gagnante suivante pour J^_ a +^(a,b): 
ième . 

Au x coup, 1 pose la question «a+x-l est-il dans I»; après b-a+1 

coups l'ensemble des x tels que 2 a dit «x 4 1» e s t définissable et donc 

cet ensemble a un élément minimum, disons X q , s'il est non-vide. Le joueur 2 

a donc produit une contradiction de type (ii) : « X Q - 1 * I », « X

Q 4 1». 

Maintenant supposons qu'il existe I < M tel que a t I < b et I ^ et 
r r n o ^ o o 

Nous voulons en déduire que Y^ (a,b)>(N. Mais supposons que 1 ait une stratégie 

gagnante pour un jeu J (a,b), n é (N. Imaginons une partie du jeu ou 1 joue selon 
n 

cette stratégie et 2 répond avec la vérité dans I q, c'est-à-dire, 2 dit «ë e I » 

si et seulement si ICI et <<1 k 0 » si et seulement si I 0 .La suite des 

o o 

réponses de 2 est vraiment finie, donc définie dans M; ce qui signifie que l'on 

peut jouer cette partie dans M. Mais 2 n'a pu produire aucune combinaison contra­

dictoire de type (i), (ii) ou (iii), donc 2 a gagné ce qui contredit notre supposi­

tion que la stratégie de 1 était gagnante. 

Alors, parce que le jeu J^(a,b) est déterminé dans M pour tout n E N, le 

joueur 2 doit avoir une stratégie gagnante. Par le principe de débordement, 2 doit 

avoir une stratégie gagnante pour un jeu Jc(a,b) avec c>tN; donc Y^(a,b)>(N. 

Réciproquement, supposons que Y a(a,b)> N, nous allons construire un I Ë Gt 

entre a et b. Prenons c > IN et une stratégie gagnante ccM pour 2 dans le 

jeu J c(a,b). En utilisant le fait que M est dénombrable, construisons une liste 

< ë^, > , i 4 de tous les couples correspondant aux questions possibles de 1, 

où la longueur de ê\ est au plus i et où 0^ est une des i premières formu­

les de l'énumération fixée au départ. On supposera aussi qu < ê^n' ®2n> = < ^ , A n > 

Bien sur cette liste n'est pas définie dans M I 

Pour n i (N, considérons la partie de J (a,b) jouée par 2 selon sa stratégie 
n 

a pour J (a,b), et par 1 jouant <ê., 0. >,...,< e , 0 > . Cette partie est vrai-
c i l n n 

ment finie et elle est donc définie dans M; nous pouvons la prolonger en une par­
tie semblable de J ,,(a,b) et plus généralement de J (a,b) pour tout mfN, 

n+1 m 

m^n, ces parties étant toujours codées dans M. Soit R la réunion des réponses 

de 2 dans toutes ces parties des jeux Jm(a,b) pour m (IN; dans R ne se trouve 

aucune combinaison contradictoire de type (i), (ii) ou (iii). En effet, s'il en 
• A A ième 

existait une, elle aurait du paraître avant le m coup pour un m é (N et alors 
2 aurait perdu J (a,b), ce qui est impossible parce que <r est gagnante pour 

m 
J (a,b) et donc pour J (a,b). 
c m 
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Soit I • {e :«e * I » € R} . Vérifions que I est le segment initial cherché, 
o o 

Puisqu'il n'y a pas de contradiction de type (ii), a < I < b 

et I q est un segment initial de M qui est clos pour successeur , addition et 

multiplication; puisqu*il n'y a pas de contradiction de type (iii), on peut 

démontrer par récurrence sur la complexité des formules que 

I Q h © (5) <=>«I h 0(ë)»€ R 

Quelle que soit la formule ©.Traitons, par exemple^de la clause d'induction pour la 

quantification existentielle : d'une part, si I h 3x 0(x,ê), on a I Q ^ 0(d,é) 

pour un d e I q et par l'hypothèse de récurrence, « I ̂  0 (d,ê)»e R; donc par le 

choix des questions de 1, et (iii), on a forcément « I N 3x0(x,'e)*e R; 

réciproquement, si <<I h 3x 0(X,Ô)»Ê R, les règles du jeu requièrent 

<*I Ë 0 (d,ô)»*R pour un d<b, et par l'ypothèse de récurrence, I 0 (d,ë) 

et I h 3x 0(x,I). Les autres clauses d'induction se traitent exactement de la 
o 

même façon. Pour avoir I q h Gt , il suffit de remarquer que le n axiome A^ 

de CC doit paraître dans notre liste comme 0ffi pour m « 2n et que 

«1 h A >>e R parce que 2 doit gagner dans le jeu J 0 (a,b). n zn 

Pour finir, il suffit de noter que notre construction fournit une fonction 

Y (x,y) - z qui est A? dans <P ; en effet les énumérations, les fonctions et 

(sL 1 
les* relations qui servent à définir les jeux J (x,y) les parties de ces jeux et 

z 

les stratégies gagnantes sont absolues, et nous venons de voir que Y^Cx-.y) » z 

définit une fonction totale dans un modèle non-standard arbitraire M de â. ; 

autrement dit, Vx,y 31 z Y(x,y) » z et Y(^(x,y) « z est bien une fonction 

A° dans 9 . C.Q.F.D. 
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IV. LE THEOREME d1INCOMPLETUDE 

Dans ce paragraphe, soient CL r> 6> une théorie récursivement axiomatisable, 

Y » Y_. une indicatrice pour et qui est A° dans et , M un modèle dénombrable 
a M 1 . . . . . 

non-standard de et, et S - la classe des segments initiaux de M qui satis­
font CL . Nous supposerons, sans perte de généralité, que 

M h t/x Vy Y(x,y) <îy 

Ceci est vrai pour les indicatrices ci-dessus et une modification triviale de Y 

l'assure pour toute indicatrice Y. 

IV.1. PROPOSITION Soient a,b e M tels qu'il existe I e S avec a < I < b. 

Alors il existe une infinité de I £ S tel que a < I < b. 

DEMONSTRATION II suffira de produire c tel que a<c < b et Y(a,c)>№, 
Y(c,b) > N. La proposition suivra par itération de ce processus. Considérons 
1'ensemble 

X « { x : a < x * b et Y(x,b) < Y(a,x)} * 

Cet ensemble est non-vide (puisque b £ X) et il est défini dans M. Soit c le 

plus petit élément de X. Alors Y(a,c) > Y(c,b). Si Y(c,b)>fl, alors Y(a,c)>(N 

ce qui nous suffit. Donc supposons que Y(c,b)e(N : c'est-à-dire, qu'il n'existe 

pas de I £ S entre c et b. Mais il existe un tel segment entre a et b, 

et alors celui-ci se trouve entre a et c; ce segment étant fermé pour successeur, 

il se trouve entre a et c - 1; donc Y(a,c-1) >.N. Par le même raisonnement, 

il n*y aucun élément de S entre c-1 et b, donc Y(c-l,b) < iN, ce qui implique 

que c-1 £ X. C'est une contradiction parce que c est l'élément minimum de X. 

IV.2. COROLLAIRE Soit (N <b e M et supposons que {N C* .11 existe alors 

I < S tel que IN < I < b. 

DÉMONSTRATION En effet, d'après la proposition il existe une infinité d'éléments 

de S entre 0 et b parce que /N £ S. 

IV.3. PROPOSITION Soit a £ M; alors il existe I £ S tel que a < I < M. 

DEMONSTRATION Prenons M' < f M, ce qui existe par le théorème de 

Mac Dawell-Specker. Soit n £JN. Pour tout c e M' - M, on a M' |r Y(a,c) > n 
M 1 

puisque M t S^ . Soit C q le plus petit élément de l'ensemble suivant qui est 

défini dans M-{x £ M' : M' h Y(a,x) > n} . Alors cQe M (par débordement) et 

M - Y(a,C Q) > n, par l'absoluité de Y. Donc pour tout n e *N> M |» Y(a,y) > n. 

Par débordement, il existe e >1N tel que M h 3y Y(a,y) >e, ce qui suffit pour 

la proposition. 
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Après ces exemples de résultats sur la structure des classes qui ont des indi­

catrices, nous nous mettons en chemin vers le Théorème d'Incomplétude. D'abord 

notons que, M étant arbitraire dans la démonstration de la proposition , on 

peut déduire : 

IV.4. COROLLAIRE Pour tout n c N, GL \R Vx 3y Y(x,y) > n. 

Le lemme décisif ressemble à la proposition IV.1. 

IV.5. LEMME Soient a,b e M tels que Y(a,b) > (N. Alors pour tout c > IN il 

existe de M tel que a < d Ç b et (N <Y(a,d) < c. 

DEMONSTRATION Par l'absurde. Supposons que c>N et que pour tout d <î b 

Y(a,d) ><N ^ Y(a,d) > c 

Prenons le plus petit élément e de M tel que M = Y(a,e) > c. Alors il existe 

I € S avec a < I < e. Le segment initial I étant fermé pour successeur, on a 

I < e < 1 et Y(a,e-1) > (N. Donc Y(a,e-1) > c ce qui contredit la minimalité 

de e. 

IV.6. DÉFINITION L' index de I est défini par 

i(I) » { x e M : Y(a,b) > x quels que soient a e I, b e M-I } 

L'ensemble i(I) est un segment initial de M qui n'est pas forcément fermé 

pour successeur. Nous avons toujours i(I) c I parce que Y(a,b)< b pour tout b; 

et aussi I e S entraine i(I) > (N. Si iN f3 ex , alors iON) = (N. 

IV.7. COROLLAIRE Soient a,b e M. S'il existe I e S satisfaisant a< I < b, 

alors il existe I e S satisfaisant a < I < b et i(I)< I. 

DEMONSTRATION Dans le lemme nous pouvons prendre c = a-1, en supposant que a 

est non-standard. 

IV.8. LEMME II existe une formule close 11°» disons Y , telle que 

i(I) - I ^ I H Ï 

quel que soit I € S. 

DEMONSTRATION En se rappelant que Y est absolue, il est facile de voir que l'on 

peut prendre pour V la formule 

• x Vz 3y Y(x,y) > z 

IV.9. THEOREME (Le Théorème d'Incomplétude de Paris). Soit et une extension 

récursivement axiomatisable de 9 et soit Y une indicatrice absolue pour CL . 

Supposons Ci U *=2j est consistante, où ^ dénote l'ensemble des formules 

11° satisfaites dans (N. Alors pour tout n e tf, nous avons 
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(i) a Y Vx 3y Y(x,y) > n et (ii) N M x 3y Y(x,y) > n 

Or, l'énoncé Vz Vx 3y Y(x,y) ^ z n'est pas dénombrable dans <dL u ^ . 

DEMONSTRATION La partie (i) est le corollaire IV.4.; pour m e (N, nous avons 

ût h 3y Y(m,y) >n quel que soit n e (N. L'énoncé 3y Y(m,y) > n est £° et, 

parce que 6t u ^ est consistante, cette formule est satisfaite dans tN. Pour 

finir, soit M un modèle dénombrable de <3L U ^ ; par IV.3., IV.6., et IV.7., 

il existe I<M, IfcGt, 1^ 3xVy Y(x,y) £ x. Du fait que I < M, on a aussi 

I H c2j. 

IV. 10. REMARQUE La condition que Ci. u ^ soit consistante est analogue à la condi­

tion de oj-consistance que l'on trouve dans le théorème d' incompletude comme 

formulé par Godel [Go]. Pour un théorème d'incomplètude analogue à celui de 

Rosser pour les théories axiomatisables en général, voir §111 du troisième exposé. 
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EXPOSÉ 2 

UNE INDICATRICE DE TYPE "RAMSEY" 

POUR L'ARITHMETIQUE DE PEANO 

ET LA FORMULE DE PARIS-HARRINGTON 

Daniel LASCAR 

I.- PRELIMINAIRES ET LE THEOREME PRINCIPAL 

Le but de cet exposé est de donner un exemple d'indicatrice pour l'arithméti­

que de Péano qui est d'inspiration combinatoire et dont la formulation ne fait nul­

lement intervenir de notions raétamathématiques telles que les axiomes du système, 

la notion de preuve ou la non-contradiction«De telles indicatrices furent élabo­

rées en premier lieu par J. Paris, voir [P,bis], suite à ses travaux en collabora­

tion avec L. Kirby, voir le premier exposé. L'exemple fort élégant que nous détail­

lons ci-dessous représente un "raffinement" par rapport à ceux de Paris et il est 

du à L. Harrington, voir [P,H] ou [P,bis]. Ici, contrairement à [P,H] et conformé­

ment à [P,bis] nous présentons cet exemple en utilisant la méthode des indicatri­

ces, voir aussi [M]. 

Evoquons d'abord quelques notions de la combinatoire finie qui sont formula-

bles dans ̂ P. Soient X un ensemble non-vide d'entiers et n un entier ; l'ensemble 

des parties de X à n éléments se note [X] n et la cardinalité de X se note |x|. 

On confondra les éléments de [X] n avec les suites extraites de X strictement crois­

santes et de longueur n. Dans ce contexte, nous identifierons aussi l'entier k et 

l'ensemble {0,...,k-l} ; donc P : [X] n k signifie que P est une application de 

[X]ndans l'ensemble {0,...,k-l}. Si P : [X] n -+ k et si H c X est tel que P soit 

constante sur [H] n, on dit que H est homogène pour P. La notation X -+ (m)£> o u il 

est entendu que m > n+1, signifie que pour toute partition P : [X] •> k il existe 

une partie homogène H c X telle que |H| > m. La notation l -+ (m)£ abrège 
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El,A] + (m)£ où Cl, A] = {!,...,£} et, en général, [s,£] = {s,s+1,...,1} . On 
k k 

écrira Cm,n] pour abréger C[m,n]] . Il est bien connu, voir [E,R] par exemple, 

que dans >P on peut démontrer le : 

I.I.- THEOREME DE RAMSEY. Pour tous m,n,k e W il existe l € IN tel que l (m)^ . 

Appelons un ensemble fini non vide X un ensemble dense, [P] , ou relativement  

grand , [H,P] , ssi |x| > min X. Nous allons étudier une variante de la relation 

X •+ (m)£ où l'on demandera que la partie homogène soit dense. Ecrivons 

X j (m)£ s s i P O U R toute P, P : [X] n -> k, il existe une partie homogène H telle 

que H est dense et |H| > m. Nous définissons une fonction Y de deux arguments en 

posant : 

1.2. Y(a,b) = le plus grand entier c tel que [a,b] + (2 c)l . 

Remarquons tout de suite que la relation à cinq arguments [a,b] j (r)^ s'ex­

prime par une formule de l'arithmétique qui est Aj dans ̂ P. D'autre part, il est 

clair que pour c > b, on ne peut avoir [a,b] •+ (2c)^. Il s'ensuit que Y est une 

application A° dans (P et donc absolue. 

Il est aussi évident que l'application Y est (prouvablement) monotone en la 

seconde variable. 

I.3.- & *- Ì x,y,u (y < U A x< y-> Y(x,y) < Y(x,u)). 

Afin de travailler un peu avec la relation^- et l'application Y, nous notons 

quelques propriétés qui peuvent être démontrées dans P. 

I.4.- PROPOSITION. Si [a,b] + (r)® est faux, alors [a,b] j ( r + 1)^j est également 

faux. 

DEMONSTRATION.- Rappelons que s doit être inférieur à r ; soit P une application 

de [a,b] S dans {0,...,t-l} qui n'admet pas de partie homogène dense de cardinalité 
s+1 

supérieure ou égale à r. Définissons P' : [a,b] -> t+1 par : 

p , < a , v , ) 

P(d -l,...,a -1) 

t 

si ^ a 

sinon 

Soit X un sous-ensemble dense de [a,b] de cardinalité supérieure ou égale à 

r+1. Si a e X, alors X n est pas homogène pour P ; en effet, il existe dans 

[X] 
s+1 une suite u contenant a et une autre v qui ne le contient pas ; alors 

P'(u) = t et P'(v) < t. Si a / X, posons X* = {cM : a e X A a î max X} ; alors X 
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est un ensemble dense de cardinalité au moins r ; X* n'est donc pas homogène pour 

P ; il en résulte que X nfest pas homogène pour P'. Ceci montre en particulier 

que [a,b] (2 c)° si et seulement si c < Y(a,b) . 
* c 

I.5.- REMARQUES. Nous aurons un raffinement puissant de ce résultat plus loin au 

moyen de la proposition II.1. 

Nous allons voir maintenant que la fonction Y jouit d'une certaine propriété 

de convexité, à savoir 

1.6 Y(0,x+y) < 1 + max(Y(0,x),Y(x,x+y),2) . 

Posons c = 1 + max(Y(0,x),Y(x,x+y),2). D'après ce que l'on vient de voir, il 

existe des applications P et Q de [0,x]° et [x,x+y]° dans c n'admettant pas de 

partie homogène dense de cardinalité au moins 2c. Considérons les applications P' 

et Q' suivantes de [0,x] C + 1 et [x,x+y] C + 1 dans {0,...,c} 

? , ( a l V l » 

f 

P(a.-1,...,a -1) 
1 c 

c 

si oij ̂  0 

si dj = 0 

Q'( V...,a c + 1) 

! 

QCaj-l, - - - ,a c-0 

c 

si a ï x 

si aj = x 

c+1 
Considérons aussi l'application R de [0,x+y] dans {0,...,c} définie par 

(i) 
c+ 1 

R = P' sur [0,x] 

(ii) 
c+1 

R = Q' sur [x,x+y] 

(iii) Si I {OL] ,... , a c + 1 } n [0,x]| > 2 et si | (cXj , •.. , a c + ] } n [x,x+y]| > 2, alors 

on pose R(aj,... ,a c + ]) = | {OL] ,... ,a c + ]} n [0,x]| 

(iv) Si aj < x < a 2 ou a c < x < a c + ] , on pose R(aj,...,a j) = c. 

Soit X un ensemble dense ayant au moins 2c+2 éléments, et montrons que X 

n'est pas homogène pour R. Enumérons X = {oij »ct2» • • • »d c + 2» • • • »0^} . Si X ç [0,x] 

ou si X c [x,x+y], la conlcusion est évidente ; sinon et si X n [0,x] et 

X n [x,x+y] ont tous deux au moins deux éléments, alors a 2 < x < V ) . Il existe 

donc une suite u e X 
c+1 

qui contient ai> a2 , a£-l e t °V R e m a rquons que c+1 > 4 par 

définition. Or u n'épuise pas X et l'on peut trouver une autre suite v telle que 
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v n Co,x] ait un élément de plus ou de moins que u n [0,x] et par conséquent 

R(u) ^ R(v). Dans le cas où a, < x < a^, il est clair que R(oi, ,... ><*c+ j)
 = c 

tandis que R(a^,...,a^+2) ^ c ; il en est de même si a^_, < x < a^. 

Nous allons démontrer : 

I.7.— THfcOREME. (Paris-Harrington) La fonction Y(x,y) est une indicatrice pour . 

Soit n e ]N un entier fixé, vérifions que 

1.8 n <PfWx,u,v ] y([x,y] J (u)"). 

Pour ce faire, nous devons rappeler tout dfabord la forme infinie du Théorème de 

Ramsey : 

1.9.- THÉORÈME DE RAMSEY (Forme Infinie) Soit P : ClN ] n -> k ; alors il existe un  

ensemble homogène infini pour P. 

Une analyse de la preuve de ce résultat, voir [P],[J], permet de voir qu'il 

existe un ensemble infini homogène qui est arithmétiquement définissable à par­

tir de P. En fait, la démonstration "usuelle" donne une partie infinie homogène 

H pour P qui est 
n+1 

en P. Dans [J], il est démontré que l'on peut trouver une 

partie infinie homogène H qui est TT en P. (Il y est aussi démontré qu'en général 

on ne_ peut pas trouver une partie homogène infinie £^ en P) . Pour le système 

d'axiomes £P , ceci veut dire qu'il existe une fonction primitive récursive qui 

associe à toute formule 0(y,,...,y. ,v,,...,v ,z) de S une formule 
1 k l n 

<Myj . • • • »yk»v,z) telle que 

1.10 9 f Ify, y k ^ [ ^ , , . . , ^ 3 ! z *(y1,....yk.v1,...,vn,u) 

, n 

-* 3 u < z [ 5 v|i (y 1 ,.. . ,yk,v,z) A V V ] ,.. .,v (^^(yj ,... ,yk,vi,z) -* 
i = 1 

^(y1>--->yk>
v

1»--->vn,u))]] 

Soit M un modèle de 9 et soient a,b,c e M et soit n e IN Rentier standard 

fixé, n ̂  2. Il s'agit de trouver d e M tel que M f= [a,d] j (b) i 
Travaillons 

dans M : supposons qu'un tel d n'existe pas. Définissons alors par récurrence sur 

d £ a une application f^ de Ca,d]dans c, prolongeant f̂ _j et jouissant de la pro­

priété suivante : quel que soit d' > d, il est possible d'étendre f^ en une appli­

cation g : [a,d'] n-* c qui n'admet pas d'ensemble homogène dense ayant au moins 

b éléments. Notre hypothèse nous assure que la fonction vide qui est le seul choix 
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pour f 0 satisfait cette condition ; pour définir f , à partir de f , , , on re-r a+n-2 d d-1 

marque d'abord qu'il n'y a qu'un nombre fini d'extensions de f̂ _j à des fonctions 

de [a,d] n dans c ; pour chaque d' > d au moins une de ces extensions peut se pro­

longer à son tour en une fonction g de [a,d'] n dans c qui n'admet pas d'ensemble 

homogène dense de cardinalité au moins b ; il existe donc une extension f de 

F

D - I ' F A : C A ' D ] * C « 
qui pour une infinité de d' > d (et donc pour tout d' > d) 

peut s'étendre en une telle fonction g. La suite f , étant construite, on définit 
d 

une application F des n-uplets d'entiers dans c en posant F(Xj,...,x ) = 
f , ( x x ) pour d > x x . Revenant à l'extérieur de M, nous avons donc une 
a 1 n I n 

définition de la fonction F par une formule comportant les paramètres a,b,c et n, 

disons F(Xj,..•,x ,u,a,b,c), telle que 

M t= /x, ,.. V x 3! n £ c F(x.,...,x ,u,a,b,c). 
' i n l n 

Par 1.10, il existe une partie A définissable dans M, non bornée dans M et qui est 

homogène pour F. Soit ci| un élément de A qui est plus grand ou égal à a et soit 

X = {aj»«»»»a^} une suite croissante extraite de A dans M telle que Z > b,oi| • Alors 

x est dense A X est homogène pour f 

ce qui contredit la construction des f 
d 

Le modèle M ayant été arbitraire, nous avons donc démontré que 

1.11 $V- Vx 1y Vu 3 z ([x,z] + (u) n ) 
* y 

La relation [x,z] (u) V étant A? dans iP, donc absolue pour les modèles de 9 , il 
* y 1 

nous reste à démontrer que Y(a,b) > IN entraîne l'existence de I ̂  y , a < I < b. 

Supposons alors que M ̂ = ^ , que a,b e M et que c c M-IN et que l'on ait 

M k[a,b] - (2c)° . 
• * c 

Il faut trouver un segment initial a < I < b qui est un modèle de @. Nous allons 

supposer que les notions syntactiques -formule variable, etc- ont été formulées en 

termes arithmétiques, voir [Fe] par exemple ; nous identifions donc les formules 

et leurs nombres de Godel. Moyennant cette identification, soit i une énumé-

ration des formules A° de &. Pour ces formules, la relation de satisfaction entre 
o 

les formules ff^ « f ̂  (v^,... ,v^) et les suites finies d'entiers <n^,...,n^> , 

l <> k, 

S(f^, <n1,...,n^> ) = la suite <nj,...,n^> satisfait (f^ 
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est une relation recursive, même A° dans î3, qui est définie par récurrence sur la 

complexité logique de f^* On vérifie d'ailleurs par induction sur la complexité 

de (f^ que l'on a pour chaque i e IN , 

<?f~ i V l,...,v k [^.(v1,...,vk) <-> S(^.,< V ],...,v k >)]. 

Soit 6 > IN tel que M ̂ » 2 < c. Travaillant dans M, posons pour i < 6 et 

X = {x,,...,x } e [a,b]°, f(i,x) = 0 si S(p. ,< x. x >), 1 sinon. On obtient 
l e x * l 1 c 

c 0 
donc une partition de [a,b] en 2 < c classes en posant 

f(x) = <f(0,x),...,f(ô-l,x)> 

Soit H' une partie de [a,b] homogène dense pour f de cardinalité > 2c, posons 

H' = {e ,...,6^,} . Soit l = E(-j £'), la partie entière de ̂  V et soit 

H = {ej e^} ; évidemment, i > c et 2& + 1 > e^. 

Revenant à l'extérieur de M, notons que H est un ensemble d'indiscernables 

pour les formules (f., i e N ' soient s = {e ,...,e } et t = {e ,...,e } 
1 sl Sk l\ lk 

deux suites croissantes extraites de H, et soit (f^ = (v̂  ,...,v^), alors 

1.12 M ( = M e ,...,e ) f.(e ,...,e ) 

Pour le voir, on remarque que les suites s et t se prolongent dans M dans des sui­

tes x = {e ,...,e ,...} et y = {e ,...,e^ ,...} de longueur c extraites de H 

et que M ^= f(i,x) = f(i,y). On va maintenant montrer que H - {e^} 3 {e^je^,...} 

est un ensemble d'indiscernables pour les formules A° à paramètres inférieurs ou 

égaux à ej. Raisonnons par l'absurde, et soit n le plus petit nombre de paramètres 

< ê  nécessaire pour distinguer deux suites croissantes d'éléments de H - (e^l 

de même longueur par une formule A q . Par 1'indiscernabilité (1.12), on a n > 0. On 

suppose donc qu'il existe dj,...,d < ê  et une formule à quantification bornée 

tels que 

M^= n [>(e ,d ,.. . ,d ,e ,...,e ) ip(e ,d ,... ,d ,e ,...,e )] 
1 1 n Sj s^ I l 1 k 

pour deux suites e <...< e , e <...< e^ avec e, < e , e, < e t . Dans la s, s k t, t k 1 s, 1 t, 

suite, on pose s = {e ,...,e } , t = {e ,...,e } , et on écrit s < t pour si-
si sk ci ^ 

gnifier que e < e et (û(s) pour abréger ^(e ,...,e ). On voit donc qu'il 
sk tl Sl Sk 

existe des suites s et t qui vérifient 
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1.13 Mt= 3 v, < e,...3 v n < ejCiC <f (v, ,.. . ,v n > s) <+.iKv, ,.. ., v^, t) ) ] 

Par lfindiscernabilité de H, on peut supposer que les suites vérifiant 1.13 

sont extraites de {e^,...,e

2ic+ ] ̂  • E n P ° s a n t u " ^2^+2 " * " * ,e3k+1 ̂  ° n a 

soit M h 1 Cî Ce, ,d ,. •. ,d »s) i|;(e ,dj ,... ,d ,u) ] 

soit M^= 1 (>(e1,d1,...,dn,t) «-* i|;(e1,d1,...,dn,u)1 

ce qui nous permet de supposer que dans 1.13, les suites s et t satisfont en 
d j 

plus s < t. Divisons d par 5k pour trouver d = 5kô + G , avec 6 < — et 

e < 5k ; donc e e IN . Nous avons alors 

M|= 3 Vj < — [ (iKe r5k , + Ej,d2 dn>s)*^i|;(e1,5kv1 + e, , , . .., d̂ t ))] 

Posons ^(e ,v , ...,v ,s) r \p(e, »5kv + e ,v , ...,v ,s). D!après le choix de l'en-
1 1 n 1 1 ^ 1 ^ n. 

tier n, si s 1 et tf sont dans [H -{e.}] , et si s 1 < t f, on doit avoir 
M N A(e ),d 2,...,d n,s

,,t f) pour toute formule A à quantification bornée telle que 

M ,= A(e ,d ,...,d ,s,t). 
1 Z n 

Par suite 

e 
M)= 3 v, < [n[ ̂ ( e ^ v , ^ , . . . ^ ^ ' ) ^^(e 1,v 1,d 2,...,d n,t

ï) ]] 

Posons s, = {e 2,...»e k + 1} 

S2 = { e k + 2 , , , , , e 2 k + l } 

s2a " { e(2a-l)k+2 , # , , , e2ak+l } 

avec a 3 E^"^"^* Evidemment, le fait que k e IN , e, l H et 25,+ ! £ e, entraîne 

a > 11 
5k 

. Considérons la fonction ir à 2k arguments 

7r(s,t) - ux [ x < — A (i <f(e1,x,d2,...,dn,s)<^jr(e1,x,d2,...,dn,t))] 

Alors la suite 7 T( s

2i-i »
s2i^ » 1 £ i * a, prend des valeurs inférieures à E(^) ; 

du fait que a > ~ , il en découle qu'il existe 1 £ i < j £ a tels que 

i r < 82i-l' 82i ) = l r ( 82j-l' 82j ) * 
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Or, la fonction 7T est définie au moyen d'une formule A q à paramètres e, et 

d_,...,d ; par le choix de n, pour tous i < j < if< j' dans [1,2a] , on doit 
L n 

avoir TT(S^,S.) = 7r(s^,,s.f). Posons d = TTCS^S^) = TTCS^S^) = TT(S 4 >S^). Alors nous 

avons 

M p 1 [<p(ei,d,d2,...,dn,s3) ^(eJ,d,d2,...,dn,s4)] 

M p- "î [^(e1,dfd2,...,dn>s3) ^ e i,d,d 2,...,d n,s 5)] 

M t= -r[f(e ,d,d ,...,d ,s ) f (e, ,d,d2,...,dn,s5)] 

ce qui est absurde et ce qui termine la démonstration. 

Utilisant de nouveau 11indiscernabilité 1.12 des éléments de H, nous con­

cluons que, pour m e D$ les éléments de H - {e,,...,em) sont indiscernables pour 

les formules A à paramètres inférieurs ou égaux à e . 
o m 

Le lemme étant établi, posons I - {a e M : il existe n e IN , a < e } ; nous 
n 

disons que I fc=. (P. Tout d'abord, remarquons que I est clos pour la multiplication 
2 

et donc pour l'addition : si e > e on aurait e , = e .u+A avec 
n n+1 n+1 n 

u;À < e et e . t e . u+A , contrairement à 1'indiscernabilité des e, , k e IN . 
M n n+2 n k 

1.14.- LEMME DE VERITE. Soit E(y,,...,y ) = Q v ... Q v, F(x,,...,x ,y,,...,y ) 
1 , , 7m n ^ 1 1' n "M m 

où F est sans quantificateur et Qv i est soit ^
v£» soit 3x^,1 < i<n. Alors pour tous 

a,,...,a e I, pour tous e. >...> e. > I, on a 
1 m r i. i ' 

1 n 

IfcTEU,....,. > 4 ^ M H Q v n < e ... Qv, < e F(x, x^a, a j . 
n 1 

Démons tration. Par récurrence sur n. Pour fixer les idées, supposons 

Qv ,. = i v . et que a,,...,a < e. . Alors 
n+1 n+1 n 1 m k 

I|= Vb Qv ... Qv F ( v v , b , a a ) <f=> pour tout s > k, s e IN , 

I h Vb < e s + 1 Q v n ... Qv, F(v1,...,vn,b,a1,...,am) 

(par l'hypothèse de récurrence) pour tout s >. k, 

M < e . Qv < e. 
n+1 s+1 n 1 

n 
••• Q vl < % F ( v l W l ' V ' - ' V 

tindiscernabilité) pour tout e. ,e, < e. < e. 
V l k V l \ 
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M F v < e. 
n+1 i 

n+1 
Qv < e. ... Qv, < e. 
n i 1 i, 

n 1 
F(v,,...,vn + I,a 1 a m ) . 

Le lemme prouvé, quelques remarques termineront la démonstration. Le segment 

I < M est clos pour l'addition et la multiplication de M ; les axiomes sur les 

fonctions primitives de & sont universels et donc automatiquement satisfaits 

dans I. Le schéma d'induction ou ce qui lui est équivalent, le principe de l'élé­

ment minimum, est satisfait dans I parce que d'après le Lemme de Vérité, toute 

partie X définissable de I est la restriction à I d'une partie définissable X de 

M ; l'élément minimum de X est donc l'élément minimum de X. 
CQFD. 

Par les résultats de l'exposé précédent, nous avons comme corollaire du 

Théorème de Paris-Harrington : 

1.15.- COROLLAIRE. L'énoncé t'x /y V z([x,z] (2y)^) est satisfait dans U , mais 

il n'est pas prouvable dans @ . c,. 

Il est clair, d'après la convexité de la fonction Y que nous avons 

1.16.- COROLLAIRE. Dans ? + \ on ne peut prouver l'énoncé /m,n,k II (l + (m)£). 

II.- RAFFINEMENTS ET APPLICATION 

Nous allons voir maintenant quelques raffinements des résultats que nous 

venons d'obtenir. Pour k entier, notons vit le plus petit entier n tel que n > k. 

On voit aisément (et dans ^ ) que pour k > 7, 1 + 2 i/k < k. La proposition sui­

vante est aussi démontrable dans et elle est effectivement démontrée dans [P,H]. 

II. K- PROPOSITION, (i) Soit P : [X] n •> k et soit H c x. Pour que H soit homogène 

pour P il faut et il suffit que toutes les parties de H à n+1 éléments soient 

homogènes pour P 

(ii) Soit P : [X] n + k ; alors il existe P': [ X ] n + 1 -+ 1 + 2 /k 

telle que pour toute H s X, |H| > n+2, si H est homogène pour P' alors H est ho­

mogène pour P. 

Démonstration.- (i) Supposons que H = {a,,.•.,ag} n'est pas homogène pour P ; or­

donnons les suites croissantes de longueur n lexicographiquement et soit 

3, <...< 3 n la première suite extraite de H telle que P(aJ,...,an) ^ P(G,,...,&) 

et soit k le premier entier tel que afc ï 3fc. Alors {a,
 ak»3 k 3n> n'est 

pas homogène pour P. 
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(ii) Soit m = viT. Rappelons notre convention k = {0,...,k-l} ; l < k-1 

s'écrit l = m.g+r où g < m, r < m. On définit deux applications Q : [X] n -> m 

et R : [X] n •> m par 

P(a1,...,an) = m . QCa,,...,^) + R(aj,...,a ) 

et on définit p' : [ x ] n + 1 - ^ 1 + 2m par 

0 si {a,,...,a .} est homogène pour P 
i n+1 

P'(a.,...,a .) = 1 + R(a,,...,a ) si {a,,...,a x 1 } est homogène I n+I I n l n+l 
pour Q mais pas pour P 

l + m + Q(a.,...,a ) si autrement. 
I n 

Soit H = (a,,...,a ^) u n e partie homogène pour P 1. Nous disons que 

P'(a.,... ,a .) = 0. Supposons que P'(a.,...,a = 1+m+s ; alors pour 
i n+i 1 n+i o 

xx., a. extraits de {a. ,... ,oi . } , on a P'(a. ,...,a. ,a ~) = 1+m+s ce 
1, i l n+l 1. i n+l o 
l n I n 

qui veut dire que Q(a.,,...,a. ) = s *, ceci est impossible parce qu'alors 
1 n 

{a.,...,a est homogène pour Q. 
1 n+1 

Pour finir, supposons que P'(a,,•••>an+|)
 = l+s|> s| < m> alors 

{aI > • • • >otn+,} est homogène pour Q et pour R et donc pour P, ce qui est de nouveau 

une contradiction. C.Q.F.D 

Posons 0(n) = m 4=^ m est le plus grand entier tel que 1 + 2 >/m~ < n. Pour 

n ^ 7, nous avons 6(n) > n, donc la suite itérée 0^(n) pour n > 7 est stricte-

ment croissante. Par la Proposition 1, on a que [a,b] -> (r) entraîne 
• n 

s-1 s 
[a,b] -v(r)n, . ; en itérant on trouve que [a,b] ->(r) entraîne 

* oiny * n 

[a,b] -*(r)S

/^>. . Donc si 8^(7) > k et si s-t > n et s+1 > m, alors 
* e ( t )(n) 

l -> (s+l)^ entraîne l -* (m)?1. 
• 7 * k 

Nous avons donc 

<P r-/n 3£ (1 j (n+1)") - Vm9n9ki!L (1 j (m)£) 

d'où 

II.2 < 3 V & l//n a + (n+D n . 

D'autres raffinements sont aussi possibles - par exemple, définissons 
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relation ^ en demandant que la partie homogène H satisfasse |H| > / min H ; 

alors on peut voir que la relation Ca,b] y^(2c)^ donne aussi une indicatrice 

pour P et donc, en raisonnant comme ci-dessus, 

II.3 9 + »1 if 
n a £ ( £ " 7 r ( n + I ) 7 } • 

Nous terminons cet exposé avec quelques applications de ces résultats aux 

fonctions récursives prouvables (voir la fin du § 1 du premier exposé). 

Soit a : IN IN : nt-*le plus petit l tel que • (n+1) 
n 
n* 

Soit f : IN-* H 

une fonction recursive prouvable. Nous disons qu'il existe uun entier tel que 

a(x) ^ f(x) quel que soit x ^ k^. Pour arriver à une contradiction, supposons 

que X = (x e IN : f(x) > CJ(x)} soit infini. Reprenons alors la démonstration du 

Théorème de Mac Dowell-Specker, I.l,en imposant X = X q , ce qui assure X e M,. On 

obtient alors M IN tel que M^=f(c) > a(c) ou c est le point infini représenté 

dans 1'ultrapuissance par la fonction identité. Par la convexité, voir 1.6, 

de on a [c,a(c)] j (c)^_j • Alors il existe un segment initial I de M tel 

que c < I < crM(c) et I * ? , cependant, fM(c) > I ce qui contredit l'hypothèse 

que f est une fonction absolue. Le lecteur se convaincra facilement qu'il en est 

de même pour la fonction T : n i—• le plus petit £ tel que £+• (n+1)". 

Soit Pj,P2>... une énumération des axiomes de 9. En examinant la preuve du 

Théorème 1.14, on voit que pour chaque entier s, il existe n = n(s) tel que 

P. y- Vm 3 1(1 -> (m)") et même que la fonction O (m) = le plus petit l tel que 
les i ' * m s 

n 
l (m) majore finalement toutes les fonctions récursives prouvables dans 
* m 

M P.. Ce résultat fut noté en premier lieu par Solovay qui utilisait une 
i£s 1 

analyse des fonctions récursives prouvables en termes de la hiérarchie de 

GregorcyckWainer, [S].Plus récemment, Paris utilisant les travaux de Ketanen 

et Solovay, [K.S] , a démontré des résultats optimaux dans ce sens, voir [P,ter] . 
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EXPOSÉ 3 

LES RAPPORTS ENTRE LA MÉTHODE DES INDICATRICES 

ET LA MÉTHODE DE GODEL POUR OBTENIR DES 

RÉSULTATS D'INDÉPENDANCE 

Kenneth Mc Aloon 

I - PRELIMINAIRES ET L'ÉQUIVALENCE ENTRE LA FORMULE DE PARIS-HARRINGTON ET  

UNE FORMULE DE GÖPEL. 

L'exposé précédent met en évidence le lien remarquable entre le système (P 
c . » . 

et la relation combinatoire Ca,b"] + ^ c ^ c (*u*' ̂ etinit u n e indicatrice pour P; 

on en déduit que l'énoncé \/m,n,k 3 1(1 + (Ш) n ) n'est pas prouvable dans P+ ^ 
La question se pose alors de savoir si les énoncés indépendants obtenus par la mé­
thode des indicatrices ont un rapport avec les énoncés du type découvert par 

Godel portant sur la non-contradiction de systèmes d'axiomes. Il s'avère que l'é­

noncé de Paris-Harrington et ceux de [^,bis] qui correspondent à d'autres indi­

catrices pour P sont tous équivalents dans P à une même formule de Godel, celle 

qui exprime que "(P est consistant avec toute formule universelle close qui est 

vraie". Dans cet exposé nous formulons et nous démontrons l'équivalence de la for­

mule de Paris-Harrington et celle de Godel;or l'équivalence de celle-ci avec les 

autres formules de Paris s'établit de façon tout à fait analogue. Ensuite nous 

traitons des rapports entre la méthode de Godel et celle des indicatrices à un 

niveau plus général. 

Nous allons avoir souvent recours aux méthodes de la Théorie des Modèles pour 

établir des résultats qui relèvent plutôt de la Théorie de la Démonstration. Nos 

arguments modèle-théoriques seront tout de même formalisables dans l'arithmétique 

de Péano; nous faisons donc ici quelques remarques sur le caractère arithmétique 

du théorème de complètude et sur la façon que nous pouvons utiliser celui-ci 

en conjonction avec des définitions partielles de satisfaction dans l'arithmétique. 

Rappelons tout d'abord la situation standard, c'est-à-dire au niveau de (N. 

Soit a. une théorie dans le langage de l'arithmétique. Nous supposerons toujours 

que les notions syntactiques - formules, variables, etc. - ont été formulées en 

termes arithmétiques pour pouvoir identifier les formules et leurs nombres de 

Godel. Si, moyennant cette identification, la théorie & constitue un ensemble 
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1 ° , d'entiers et si elle est non-contradictoire, alors la construction de 
n+1 ^ 

Henkin démontre que Gt possède un modèle M qui jouit des propriétés suivantes : 

le domaine de M est un ensemble récursif de nouvelles constantes individuelles 

c.,c0>... et la relation de satisfaction М И Ф (с,,..,с ) entre les formules i l I n 
Ф(v. 9 ..,9v ) et les suites finies de constantes c.,...,c est une relation 

л 1 к i n 
c 2 • 

Rappelons aussi que pour les formules A° closes la relation de satisfaction 
o 

dans (N est primitive recursive, donc A. ; notons o L'ensemble des formules 
closes A w qui sont satisfaites dans IN; % est donc défini dans IN par un 

o o 
prédicat Aj que nous notons Tr^Oj)). Par récurrence, nous définissons la classe 

% des formules closes II satisfaites dans IN et un prédicat Tr (é) qui est 
n n n 

également II , n ^1, et qui exprime la satisfaction dans iN des formules closes 
n o 

II . Nous avons donc pour toute formule F(Vj,...,vs) de type II et tous 

k.,.. . ,k e N, 

IN h F(k.,...,k ^ M r (F(k.,...,k )) 
1 s n 1 s 

Il est intéressant de noter que ces remarques amènent à un théorème d'incomplè 

tude : l'ensemble ^ n'est pas une partie 1 ° d e s entiers (et ceci se démontre 

par un simple argument diagonal qui n'utilise pas de théorème de point-fixe); don 

si M est un modèle de 6> dont la relation de satisfaction est A° il faut 

qu'il y ait un énoncé n° qui est vraie dans (N et qui n'est pas satisfaite da 

M. Donc si& + ̂ 2 est consistant et d est récursivement axiomatisable, il y a un 

énoncé 11° indépendant de CK • 

Supposons maintenant que CL est une théorie récursivement axiomatisable; alors 

u G*- est un ensemble Z° , , n > 0. La consistance de <2C u s'exprime 
n n+1 n 

au moyen d'une formule arithmétique Cons(1^+et), voir [Me] ; si IN H Cons(Tn+<a 

alors Cl u ̂  possède un modèle M pour lequel la relation de satisfaction est 

A° 0; or, M est une extension n°-élémentaire de /N, ce que nous abrégeons 
n+z n 

IN -4 M. 

n Nous reprenons les notations de [Me] . La fonction - qui applique IN 

dans les termes de & , le langage de l'arithmétique 

ÏÎ - 0+1 +. ..+ 1 

n fois 

est une fonction recursive; la fonction définie dans P qui représente "-" sera 

notée y = x; i.e., dénote la version formalisée dans P de " - " . Dans 

[Mon] , voir aussi [L] , [K,L] , on démontre le schéma 

1,1, p rF<—> Tr (F), F une formule close 11° 
n n 

Fixons une enumeration P,,P0,... des axiomes de (P et notons *>S = M P.. 

Montague a démontré, en effet, que pour tout n il existe s tel que 

n 

s o 
P n h F < î_ >Tr n(F), F une formule close 11^ 
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et, pour ce faire, il établit le schéma 

s 
1.3 9 nf- tfv.,...,vk [F<v,,....vk)«* Tr^F^,...,^))] , 

Finalement, il faut remarquer que s^ est une fonction primitive récursive 

de n, donc A° dans P et absolue. Moyennant le schéma 1.3 on peut voir 

que l'induction pour les formules 11° , n fixé, est prouvable dans un sous-

système fini de (P ; c'est-à-dire, il existe t^ tel que 

1.4 P y tfv.,...,vk) [[Fff.Vj v k))A VxF(x,v, v k) 

-+ F(x+1 ,Vj ,. . . ,vk))J->- Vx F(x,Vj , . . . ,vk)3 , F une formule 11̂  

Pour ce voir, on doit prendre t suffisamment grand pour que t £ s et pour que 

dans 0 n l'on puisse démontrer le théorème 

V<J>[4>£ n° A <j) - 4>(v) [Tr ((f)(0)) A Vx(Tr (<|>(x)) + Tr (<J>(x+1 )) +1x Tr (4>(x)) 
*- n n n n n 

Les remarques ci-dessus sur le théorème de complètude ont aussi une version 

formalisable dans P . Notons .£* le langage de l'arithmétique augmenté par les 

constantes c^c^,... Soit CL une théorie dans qui est récursivement axiomati-

sable, et soit CX (v) une formule E° qui définit CL dans IN. La formule close 

Cons(T +CC) qui exprime la consistance de u ̂  est 11° . dans P . Si R(4>) 
n n n+1 

est une formule à une variable libre, nous écrirons " R(4>) est une relation 

de satisfaction" pour abréger 

V^V^[4> et \¡) des formules closes de ifi>* •+ 

[(R(4>) 1R( T 4> ) ) A (R(^) V R(<|>) R(4> v *)) 

A Vp(3u P(u) - 4) -*(R (<[>)«* ai R(p(c.)))]] 

Alors pour chaque 6t(x) et pour tout n, il existe une formule R^ (40 qui 

est A° +2 dans P et qui satisfait 

1.5 P r Cons(T + & ) ["R** (<J>) est une relation de satisfaction" 
n n _ 

л ̂ ф(тгп(ф) v а(Ф) яп(Ф))] 

Aussi d'après les travaux de Montague et de Kreisel-Levy, a-t-on 

1.6 p h Cons(T + P1) n,t€N 
n 

Il en suit que pour chaque n il existe R qui est A° « dans P et r tel 

que 

1.7 
r 

P n i- "R (4)) n Y est une relation de satisfaction" AV<f) (Tr (<|0 + R (40) 
n n 

A 3i V x ( -iR (x - c )) 
n i 

Autrement dit, 1.7 exprime l'existence d'une extension Iî°-élémentaire et non-
n 
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standard des entiers. Remarquons aussi qu'il y a une version formalisable dans (P 

de la réciproque du théorème de complètude - que toute théorie ayant un modèle est 

consistante : 

1.8 P y "RCtfO est une relation de satisfaction" 

-* ViJ;(R(i|0 + ConsflO) 

et 

1*9 <Ph["R((f>) est une relation de satisfaction" 

A Vi|,(û0jO v Tr ty) •+ Rty)] -* Cons(Tn+CL) 

Donnons une application - due à Harrington et à nous-mêmes indépendamment -

de cette série de remarques. 

1.10 THEOREME Soit Y(x,y) l'indicatrice de Paris-Harrington. Alors on a : 

9 Y Vx tfy 3z [Y(x,y) = z] Cons(Tj+5>) 

DÉMONSTRATION Soit k un entier suffisamment grand; travaillons informellement 

dans 9 + Vx Vy Vz [Y(x,z)^y] . Soit M une extension IÎ  - élémentaire non-

standard des entiers de domaine c^c^»... dont la relation de satisfaction est 

д О 4 ' Notons que M satisfait l'induction pour les formules E . Choisissons dans 
M -des entiers non-standard a,3 tels que 

M h Y(a,B) - 2a 
(de tels a, $ existent parce que le principe de débordement s'applique â M 

pour les formules E°). En appliquant la construction donnée dans l'exposé précé­

dent, nous trouvons de façon A^ à partir de M une structure I qui est un 

segment initial de M telle que la relation de satisfaction dans I se réduit 

récursivement à la satisfaction des formules A° dans M; d'ailleurs I vérifie 

les axiomes de P et I vérifie les mêmes formules 11° que les entiers stan­

dard : en effet, M est un modèle de 
D 

et I est un segment initial de M. 

On conclut que I est un modèle de + » on a donc Cons( T^+p) par 1.9. 

Quant à la réciproque, on voit que dans la démonstration du théorème 1.7. de l'ex­

posé précédent la suite f^ et donc la fonction F sont définies explicitement 

à partir des paramètres a,b,c. Il existe donc une formule F(a,b,c,v],...,v ,v) 

telle que 

PI- Va,b,c [(i3d([a,d] - (b)n))+ F : [<N]n + c \^d(FA[a,d]n n'a pas 

de partie homogène dense de cardinalité b)~\ . 

Or, la formule F et cette démonstration dans P sont calculables de façon primi­

tive recursive en n. Par 2. 1,8~Dn voit que pour tous m,n,k 

p h Va Bd( [a,d] j (m)£) 

et qu'il existe une fonction primitive recursive qui associe à m,n,k cette dé­

monstration. Alors, dans (P on peut prouver le théorème 
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\/x Vy Vu Vv 3wProv«P W, Bd(£x,dJ £ (u)~)) où Prov(4>,^) exprime "<f> ->Yip est 

prouvable dans le calcul des prédicats". On a donc 

P + Cons(T +P)h Vx,y,u,v Cons(T + 3d([x,d]+ (u)Z)) 

La formule 3d[x,d] + (u) y étant E. dans P on déduit que 

6>+ Cons(T1+P)»-Vx,y,u,v( iTr.(Vd([x,d]-£ (iï)î)) 

et par 1.3 on conclut que 

P + Con8(Tj+P)h Vx,y,u,v 3d([x,d] j (u)*) 
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II- REMARQUES ET GENERALISATIONS 

Une formule Cons(Tj+ôL) qui exprime la non-contradiction de (31+^ est 

élaborée à partir d'une énumération fixée d'axiomes pour <£t . Le passage de 1'énu­

mération des axiomes à la formule de consistance est dévelloppé de façon systé­

matique dans [Fe] : à toute RE-énumération a (n) = A^ d'axiomes pour (3c est asso­

ciée une formule de Godel Cons (T. + 6l); or il y est démontré que les formules 

ainsi obtenues sont sensibles aux choix de a et ne sont pas toutes équivalentes 

dans (P + . Dans la section précédente nous avons passé sous silence le fait 

que pour avoir l'équivalence du théorème I. 10 il faut prendre Cons(Tj + (P ) à 

partir d'une énumération Pj.P^,... dont on peut démontrer dans (P qu'elle liste 

les axiomes pour ', + ,. et tous les axiomes d'induction et exactement ceux-ci. 

Or, de différentes indicatrices pour une théorie peuvent amener à des formules in­

dépendantes inéquivalentes : J. Paris a construit une indicatrice pour P qui donne 

une formule indépendante strictement plus forte (relativement à P ) que celle de 

l'exposé précédent et nous en avons construit une qui donne une formule stricte­

ment moins forte; en perservérant on peut étendre ces résultats et démontrer que 

toute formule Cons (T, + ô() où CX est une extension récursivement axiomatisable 
a 1 

de 9 est équivalente dans £> à une formule associée à une indicatrice pour Cx . 

Nous allons donner ici une réciproque quoique partielle qui établit que la formule 

indépendante associée à une indicatrice pour Cx doit toujours entraîner dans (P 

une formule de Godel de la forme Cons 
a 
(T. + Ä ) . 

II.1. THEOREME Soit 6C une extension récursivement axiomatisable de r et soit 

K(x,y) = z une indicatrice pour 6C par rapport aux modèles d'un sous-système 

fini de P . Alors il existe une RE-énumération a d'axiomes pour Gt telle 

que (Phlfx Vz 3y(K(x,y) > z) _> Cons (T. + «) 

DEMONSTRATION Soit A.,A9,... une énumération primitive recursive d'axiomes 

pour ; notons G C S E./*N A.. Posons TT EYX VZ a y K(x,y)> z. lis i 
Dans la section II du premier exposé, il a été prouvé qu'il existe, uniformément 

en s, des indicatrices Y (x,y) = Y(s,x,y) pour <éLS par rapport aux modèles 

M d'un sous-système fini Pj A ... A P ^ de <P . D'ailleurs, par la méthode de 

preuve de l'implication -> du théorème I. 10, pour t" suffisamment grand on a 

Pj A...A P T „ M s [ ^ y z 3 y Y(s,x,y)> z + ConstTj+ât )] 

Parce que (X \- Cons(Tj+& m) pour tout m ( (N, nous avons 

etH/x Vz 3y Y(m,x,y) > z 

On définit 1'énumération & en stipulant que a énumère les axiomes 

A.,A0,...,A tant que 
1 l m 
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Pj A ... A P t„ A TC h Vx Vz 3 y Y(m,x,y) > z. 

Vérifions que a énumére bien les axiomes Aj,A ,... de & . Supposons au contraire 

qu'il existe m Q tel que Pj A...A P ^ A T A ^ X 3Z Vy Y(mo»x,y) ̂  z ait un modèle 

M que l'on suppose non-standard. Soient a,b,c des entiers infinis de M tels 

que 

M H Vy Y(mQ,a,y) < b A K(b,c) > a 

Soit I un segment initial de M satisfaisant b < I < c , I ¥ (EL . Alors 

I h 3y Y(m ,a,y) > b et donc il existe b'< b tel que I N Y(m ,a,b') > b ce 
o o 

qui contredit le fait que Y(mQ,x,y) est une fonction Aj dans Pj A ... A P f. 

Pour finir, en utilisant les définitions de satisfaction Tr (4>) appliquées à 

P A... AP TL Ait , on a que 

P f- 7T Vs(a(s) défini t/x Vz Zy Y(s,x,y) > z) 

et donc P t 7T -+ Cons a(Tj+^) C.Q.F.D. 
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Pour finir nous donnons au moyen de la méthode des indicatrices une version 

du théorème de Rosser. A la différence du résultat d1incomplètude noté au début 

du §1, le résultat suivant fournit une formule indépendante de 6t sans l'hypothèse 

que (A + ̂  soit consistant. 

II.2. THÉORÈME Soit CX une extension récursivement enumerable de P . Alors il 

existe une formule close 11̂  indépendante de ét . 

DÉMONSTRATION Nous utilisons d'abord une astuce de H. Lessan : l'ensemble <S 

des formules closes 11° satisfaites dans N n'étant pas récursif; par un argument 

d'omission de types, on voit qu'il existe un modèle dénombrable non-standard M 

de <& tel que pour tout X £. M, X définissable dans M entraine X n IN ̂  . 

Par conséquence, on a que pour tout p * MHN, il existe une formule ^(x) de 

type A°, telle que N H t/x i \\)(x) et M N 3x(x< B A ip(x)). Ensuite en repre­

nant la notation du théorème précédent, nous avons pour tout m e IN, 

(XV Vx Vz 3y Y(m,x,y) >z. Par débordement il y a B e M-fl tel que 

et I- Vx Vz 3y Y(B,x,y) > z et tel que M t= \p (B) A V x<B 1 ̂ (x) , pour une 

e A° ; autrement dit M }= M B O(B) A < B TiKx) -> Vx V z 3 y Y(B,x,y) > zj . 

Soit M 1 y r M une extension finale élémentaire dénombrable de M. 

Parce que B>IN, il est clair que si M 1 k Y(B,a,b) = c avec c > IN, alors il 

existe a < I < b tel que I h Gt .En reprenant l'argument du lemme 1.IV.5, on 

trouve qu'il existe I, M < I < M' tel que I h & et I N 3x3z Vy Y(B,x,y)iz; 

autrement dit, I h 3B £ iKB) A ^ X <BT^(B) A 3 x 9z Vy Y(B,x,y)< zj . C.Q.F.D. 
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EXPOSÉ 4 

PROGRESSIONS TRANSFINIES DE THEORIES AXIOMATIQUES, 
FORMES COMBINATOIRES DU THÉORÈME D'INCOMPLETUDE ET 

FONCTIONS RECURSIVES A CROISSANCE RAPIDE 

Kenneth Me Aloon 

I - LE CAS INITIAL 

Ici nous nous adressons au problème de trouver des théories axiomatiques autres 
que 9 qui admettent des indicatrices combinatoires. Exploitant le lien établi 
dans l fexposé précédent entre la méthode des indicatrices et la méthode de Godel, 
nous définissons une hiérarchie transfinie de théories qui sont axiomatisées à la 
fois par des schémas affirmant des principes combinatoires et par des schémas af­
firmant des principes métamathématiques; ces théories admettront à leur tour des 
indicatrices combinatoires. 

Dans ce paragraphe nous traitons du cas ini t ia l et dans le paragraphe suivant 
nous considérons l ' i térat ion dans le transfini. Nous terminerons avec quelques re­
marques sur une autre progression transfinie ayant des propriétés analogues et sur 
des questions annexes. 

Considérons la théorie P + qui est obtenue en ajoutant à P le schéma de re~ 
flèction uniforme, c'est-à-dire, le schéma Cons(T + P), ne IN. Nous allons voir 

n 

ci-dessous que cette théorie admet une axiomatisation "combinatoire". Soit F : N + N 
F n 

une fonction totale; on définit une relation [ a,b] (m), en analogie avec -*• : 
F n * * 

[ a,b ] + pour toute partition P : [ a , b ] n -> k i l existe une partie 
homogène H tel le que |H | > m et |H | > F(min H). 

Soit p* la théorie obtenue en ajoutant à P le schéma qui exprime que pour cha­
que fonction définissable F : N N, pour tous m,n,k,s i l existe 1 tel que 
[m,l] l ( k^ : 

Vu . . . Vu [Vx 3!y F(x,y,u , . . . , x ) - Vx Vy Vu Vv V z ( [x,z] J . (u ) y ) ] , 

nous avons le 

1.1. THEOREME Les systèmes d'axiomes (P+ et P* axiomatisent la même théorie. 

DÉMONSTRATION Fixons n>l et vérifions que Cons(T + Ç>) est un théorème de . 
i . n k Soit k un entier suffisamment grand tel que dans P on peut prouver 3.1.3 

pour T r

n + 2 ^ d ° n c k - s

n + 2 * e t t e * ^ u e l ' o n P e u t aussi y prouver l'induction 
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o k 
pour les formules , donc k > t n + 2 . Alors dans p on peut définir une fonc­
tion de Skolem F(x) = y qui est A° + J et qui jouit de la propriété suivante 

1.2. I < M M P 9 clos poui F*1-» V<f) e 1(11= Tr n( M h Tr n( (|))). 

En particulier, si I * P (même P ) , et si I < M h f et I est clos pour 
M k o F , alors I < M. Soit m > k tel que tf> soit (en forme prénexe) de type TT . n m 

Travaillons inf ormellement dans 6> . Soit M une extension non-standard TT°-
élémentaire des entiers de domaine c.,c , . . . dont la relation de satisfaction est 
A , m+̂  Posons F(x) = sup F(y) + x + 1 ; la fonction F est Ao n+1 dans $ et 

M h <P . 
o 

Alors M satisfait l'induction pour les formules eo n+1 et, donc par 
le principe de_débordement, i l existe a, 3, Y non-standard tels que 2y< a et 
M Q h [a,33 c(2y) yy , Définissons dans M une partition P : o r a,3J Y 
comme dans la démonstration du Théorème de Pans-Harrington page 24 » e n remplaçant 
le prédicat S par Tr 

n+2 
et o par n+2' on trouve alors un ensemble 

« - {ep...fe ) tel que MQ F 2 Y <ej A Ftej) <; e £ 

et tel que, par 1.3, les élé­

ments de l'ensemble tronqué H « {e , . . . , e Q } sont indiscernables pour les for­

mule C 2 
On a évidemment MQ ^ sup F(x) <; e ; donc par 1 1indiscernabilité, 

sup 
x £e. 

f(x < ei+1 pour i < l-y • Soit a € I >̂ a < e g un s e N. 

Parce que o r o on a en reprenant la démonstration du Théorème de Paris-

Paris-Harrington que I h ^ et de plus parce que I est clos pour F , on a 
I -< M ; or N 4 M et done (N4 I. Alors I est un modele de P + , ce n o' n o n n 
qui prouve que l'on a Cons(T + . 

Quant à la réciproque, l'analyse de la preuve de la forme infinie du théorème de 
Ramsey fournit l'information suivante : soit f un nouveau symbole de fonction et 
soit extension de P obtenue en ajoutant le schéma d'induction pour les for-
mules en f . Alors i l y a une fonction primitive récursive qui associe à chaque 
n,l ,k une démonstration dans le système ^(f) de l'énoncé 3y(y ^(î) ^) • Pour 
chaque formule arithmétique F(uj ,u2,Sj,... ,s*t) qui est de type Vm en forme pré­
nexe, i l existe pour chaque n,£,k une démonstration dans <P de l'énoncé 
Vuj 3!u2F(u,v,8lt...,8t)Hj 3y(y \(ï) §) et l'application qui va de n,l ,k à cette 

preuve est de nouveau primitive recursive. Alors dans P on peut prouver 
Mxj.. . *x Vu Vv V W 3x Prov((pX AVUJ ^ !u 2 F ( u ) , u 2 , x 1 , . . . , x t ) , 3z(z j(u)][)). 

w 
On a donc 

Cons(T t-Vx . . . x [Vu 3!u F(u ,u ,x , . . . , x ) -> 

Vu,v,w 3 z(z S (u)V)] • w C.Q.F.D. 

Nous donnons maintenant la définition d'une fonction qui sera une indicatrice 
pour la théorie P+; cette fonction se définit au moyen d'une notion combinatoire 
qui correspond à une "itération" de " + ". 

Nous écrivons X̂ + (m)£ pour signifier que pour toute partition P : [X] -+ k 
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i l existe une partie homogène H telle que 
2 

H ->(2min H) 2 

min H 
ou min H 

dénote le min H ,ième élément de H. 

Posons Yj(a,b) = c ssi c est le plus grand entier tel que [a,b]^-> (2c)^. 
Il est clair que Yj est une fonction qui est A° dans P . Nous allons démontrer 
que Yj est une indicatrice pour £ + . Or dans la suite, nous allons poursuivre 
cette itération de -> jusque dans le transfini en rapport avec une suite croissante 
d'extensions de P ; avant d 1introduire toute la machinerie nécessaire pour l ' i t é r a ­
tion transfinie, donnons tout de suite le résultat suivant : 

1.3. THÉORÈME La fonction Y est une indicatrice pour P + ; et on a 

(i) quel que soit n e IN, P Y tfx V y (Yj (x, z) > n) ; 
( i i ) f>++ ?j Vx Yy 3z(Y.(x,z)* y) 
( i i i ) Ph V x iy a z(Y.(x,z)> y)<—*Cons(T + P +) 

DEMONSTRATION Remarquons tout d'abord que l'on peut axiomatiser p* en ajoutant 
à P le schéma Vvj , . . . ,v k [ 3 °°x E(x,Vj,.. . ,v^) (Vu,v,w 3X(X est un ensemble 

fini A Vx(x£ X ->• E(x,Vj v^)) AX -> ( u )^)] » E u n e formule. Ce schéma exprime 
que chaque ensemble infini d'entiers contient, quels que soient m,n,k, une partie 
finie X qui satisfait X (m)̂  . Pour voir que ce schéma est équivalent au sché-
ma qui définit P , on u t i l i se les arguments informels suivants : si f : N-> N 
est une fonction (que l'on peut supposer croissante), on y associe un ensemble infini 

A - { f ( 0 ) , f ( f ( 0 ) ) , . . . , f ( n ) ( 0 ) , . . . } ; étant donnés m,n,k, si X s A et 
X (m)", alors f 1 (X) t (m)̂  ; inversement, si A c (N est infini, soit f la 

* * f n n fonction qui énumère A; si A -j ( m )^ 9 alors X = {f (0) , . . .,f (i')}c A et X-»»(m)̂ . 
On voit maintenant facilement que pour n € (N, <P% Vx3z(Yj(x,z) > n), en repre­
nant la démonstration de 2.1.7. 

Soit donc M un modèle dénombrable de f> et soient a,b,c e M tels que 
Mh [a,b] ->-(c+l)C où c>(N. Parce que c > tJ, on a l+2 ĉ"> 3 (c-1 ) , et par la Pro-** c . c— 1 position 2 . I I .1 , on a Mh[a,b] (2c) 0 / 1 N . Soit <j> , <{>,,... une enumeration ** JCe—1 ; o 1 
recursive des formules Y,^ du langage de l'arithmétique; soit 6 e M tel que 
ô > N et M F ô < log^Cc-l). On définit dans M, util isant le prédicat T^OJ)), 

une fonction f ( i , < x . , . . . ,x j ) : 6 > [a,b] c ^ {0,1} par 

f ( i , < Xj , . . . ,x c _ 1 >) * 
0 si Tr 2(<}) i(x 1 , . . . ,x c ,)) 

1 si TTr 2 ( ( ( ) i (x 1 , . . . ,x c t ) ) 

Rappelons que pour i <fl et <J>. = <j>. (v , . . . , v ) , 
i l l n M *= f ( i , <<*.,..., a c_j >) = 0<=*M h * i ( a a ) 

Soit g e M une injection de 2 dans c-1; définissons une partition 
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P : Ca,b ] C 1 •+ 3(c-l)-a par 

2(c-l)+g( <f (0,<aj, . . . ,a f> ) , . . . ,f (6 ,< a ] , . . . ,a c,> ) 
p ( a , a c . , ) -

a l 

si a. > 2(c-l) 
si a. < 2(c-l) 

- 2 Soit H € M un ensemble homogène pour P tel que M h H + (min H+l) min H 

mm H 
Alors, en posant H = {e j , . . . , e -} et l = l -(c-1), nous avons (i) e^> 2(c-l) et 
( i i) les éléments de H = { e . , . . . , e } sont indiscernables dans M pour les for­
mules £°. Notons par A°( E°) l'ensemble des formules engendrées à partir des 
formules £° par des quantifications bornées et des combinaisons booléennes. En 
appliquant l'induction 1° l'on vérifie que dans (p toute formule °) est 
équivalente à une formule • Alors en reprenant la démonstration de 2.1.7, on 
voit que les éléments de H - { e . , . . . , e } sont indiscernables par rapport aux for-
mules A ( E.) à paramètres <, e . De nouveau soit I = {x e M : x <e pour une 
me (N } . De nouveau, on a le lemme de vérité, 2.1.14, donc I t=P . Nous disons que 
I N P . Afin de ce vérifier, soient a,,...,a < e , r £ (N, et soit 

1 m r 
$ (v , a . , . . . , a ) E Q ?x,...Q x V(v,x,,...,x , a , , . . . , a ) une formule en forme pré-1 m 1 n 1 n i m 

nexe qui définit une partie non-bornée de I. Donc pour tout p > r, on a 
IN 3v > e n $(v,a. a ) 

d 1 m Autrement di t , pour p > r 

11= 3vQ'x....Qx [v >e A l(v,x.,...,x ,a. a )] 
1 n p 1 n i m Par le lemme de vérité, 2.1.14, 

II .5 Kh 3v<e A. nQ'x 1<e M n_, ) 
. .Q n x n < [ v > e p A n v , x 1 , . . . x n , a 1 , . . . a i n ) ] 

Dfoù quel que soit y, r < y < &-n, 

II .6 M h 3 v < V ] Q'x< A.(n_0...Q
nxn< e [ e < v <e A Ï(V,X, , . . . .x^a,,.. . a j 

Pour s = {e , . . . ,e 
s, s 

une suite croissante extraite de H tel le que 
e , , < e r+1 s. posons 

B(s) = (v : M (= e , < v <e A Q'X, < e . . .Qnx < e r+1 s - 1 s 0 n 5n+l 
y(v,x , . . . , x ,a , . . . , a )} 

l n i m 
Par 1 1 indicernabilité des éléments de H, nous avons quelque soit y > 
r+1 < y - £"(n+2), 

M * * v % i ^ < v % l A | ! , V e H ' ' ' ( l n x n < V l V(v,x ,...,xnfa f...,an)) 

Autrement d i t , B(e. r + 2 ' V n V l ) n ( S ' V " ) ^ 0. Clairement, on a 

M N H •* (2e 
1 e1 

(r+n+2)-c 
o ù H " H " { c l e r + 2 ' V ( n + l ) V • La situa­

tion est alors que H - { e

r + 3 > • • • » e5,-( n+2) } et B(r+2,e , . . . , e ) = 'br,....,bn} 
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sont tels que ^ i < e

r + 3 e t P o u r t o u t r+3 < i < £-n-2, i l existe A tel que 
e. < by <e. , . Il est alors facile de vérifier que i À i + l 

II.7 M h B C e ^ . e ^ . , , e^) -*• (2e ) r où 6 < e. . * e / e -ô 1 e. 

Rappelons que la relation X -> (u)V est A° dans P . Rappelons aussi qu'il existe 
une relation E(x,X) qui est Aq dans P et qui exprime que "X code un ensem­
ble fini A x eX" : à cause du Lemme Chinois, on peut prendre 

E(x,X) = 9u,y,z <X(X = (u+(y+z)2+y)2 + u A î i < u 3g <y(y = ((i+1).z+1).g+x)). 
Parce que I N P et parce que les éléments de H ont cette propriété d'indiscer-

nabilité, i l est aisé de voir que pour tous e . < e < . . . < e < e < e 0 r+1 s. s ^ . U ^ 1 n+1 
II.8 M 3X <e Vx< e [ E ( X , X ) H x£ B(s)] 

Donc 
M h VX <e [X - B ( e r + 2 . e £ , . . . f e i ) - (X - (2e ) i f i > ] 

1 e , 
et, pour tous e - < e <e < . . .<e < e , m e N, r r+2 t s, s m 

M y. VX < e m [X - B(e r + 2 , e , . . . , e 8 ) - (X j (2^ > e 

1 n -fc 
Autrement di t , 

I t - Vx[X = {v<e s : * ( v f a l f . . . f a m ) } (X j ( 2 e t ) e _ 6 ) ] 

et pour tout s, r+1 < s </N, 

I h 3X(Vv(veX + * (v , a . , . . . , a )) A X + (2e ) S . ) 
1 m * s e s~ o 

Or 6 <e^; par la proposition 2.II.1, on obtient le résultat parce que e g et 
e - 6 sont cofinaux dans I. C.Q.F.D. s 
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II - L1ITERATION TRANSFINIE 

Il nous faut tout d'abord de la notation et quelques définitions au sujet des 

ordinaux transfinis. On dit qu'un ordinal a est stable pour l'exponentiation si 

$Y < a quels que soient S» Y <<*a ^ n n o t e £ Q * e premier ordinal a > U) qui est 
stable pour l'exponentiation, et , plus généralement, on note e 0 le (3 l e m e ordi­

ti 
nal > (jj qui est stable pour l'exponentiation. On notera aussi 0 = £ _^ et OJ = e .̂ 
On voit facilement que 

e o = 1 S m % 0 Û % = u e t % + l
 = w n 

eB+1 = eo = 1Sm % 0Û % = u et %+l
 = w n = eB (eb)n 

et pour X limite, 
e, = lim e A > a a <X 

La suite des zQ est donc une suite strictement croissante et continue; soit 
alors ri le plus petit ordinal a tel que e = a . On voit que 

% = lkm ( V n ° Û ( V o = ° • <no}n+! = £(n ) 
o n 

Rappelons le 

I I . 1. THÉORÈME (Forme Normale de Cantor) . Soit a>2. Alors tout ordinal 3 ^ 0 
s 'écri t de façon unique 

Y l Y n 3 3 a Ô.+. . .+ a . 6 où Y i > Y o > ' * » > Y et 0< Ô, < a , . . . , 0< 6 < a 1 n 1 2 n I n 
A l 'aide de la Forme Normale de Cantor, nous allons associer à tout ordinal limite 
X <n une suite dite fondamentale X(n) tel le que X = lim X (n). Pour les o n 

ordinaux successeur 3 = a+1, on pose 3(m) = a pour tout m e IN; nous posons auss: 
U)(m) » m. Pour a un ordinal limite, u)<a<r)0> remarquons qu' i l existe y < a 

tel que ^a < e^+j et a< y . Nous définissons la suite a(n) par récurrence 
sur a en distinguant trois cas 

(1) a » , X limite. Alors X< a et nous posons ot(n) - e ^ ( n ) 

(2) a » e 0 j , . Alors nous posons a(0) • zQ et a(n+l) = E?' n '= (e f t) 
p +i P p P n+1 

Y Y 
(3) e < a < e ^ . , y < a . Soit a = e . Ô . + . . . + e m . 6 la forme normale de 

a à la base e . Nous distinguons quatre sous-cas : 

(a) Ym » 0; alors posons a(n) - e 6. +...+ e m + 1 . ô . . + Ô(n) u 1 U m+1 m 

(b) y * £+l> <$ - 3+1; alors posons a(n) • J 1. «, . . . . . ^ " . ß . e j .sv (n) 

(c) y ^ 0, 6 limite; alors posons a(n) = ey . 6, •...+ ev • «a.,^ 
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(d) y limite, 6 = ß + l; alors posons a(n) = » m m 
Y. Y_ ymM 

e ; . 6 , + . . . + e ; . ß + e ; 

I I .2 . REMARQUE. Dans le cas (3), la suite fondamentale est déterminée par le dernier 
Ym 

terme r . 6 de la forme normale de a à la base e ; plus précisément, 
u m y 

' Ym_i Ym si g - e ]ô . + . . .+ e m 6 , et p « e ô on a a (n) = a + p (n) 
y 1 u ni-1 p m 

quel que soit n e N. 

Nous définissons ensuite par récurrence sur a la relation X •> (m). où X 
est un ensemble fini d'entiers, a<H et m,n,k sont des entiers : 

X * (»)» ^ X ? 

et pour a > 0, 
X J (m)k ^ pour toute partition P : [ X] -* k i l existe une 

partie homogène H telle que | H |̂ .m et 

H r. (2min 2 H) m i n

?

H  

a ( n ) min2H 
z îeme où, de nouveau, min H dénote le min H élément de H. 

Aussi, étant donné une fonction f : IN IN, nous définissons la relation 
x fa- (m) nk. ainsi 

X §• (m)» * X f

: (»)£ 

et pour a > 0, 

x fa- (m) nk. pour toute partition P :[X] n •> k i l existe une 

partie homogène H QX telle que |H|>m et 

H (2min 2H) M I N

2

H et f (min H) > |H| 
min H 

I I .3 . REMARQUE. Il est clair que X S Y et X S ( a ) k entrainent Y + (m). . a k 

I I .4 . REMARQUE Par un argument tout à fait analogue à celui donné dans la preuve 
de 2.1.7, on démontre par récurrence sur a que pour tout ensemble infini d'entiers 

A et tous m,n,k il existe X E. A satisfaisant X + (m),n , X fini. 
Les ordinaux CL < sont "relativement simples" et peuvent être décrits en 
termes arithmétiques; dans le chapitre 9 de [S] , par exemple, i l est donné un sys­
tème de notations pour ces ordinaux; ainsi pour tout ordinal u < r\ , i l existe 

un ordre récursif < qui est A. dans P et qui, sur IN, définit un ordre 

isomorphe à e . On définit aussi de façon Aj dans P les opérations de suc­
cesseur, addition, multiplication et exponentiation sur les éléments a de cet 
ordre et de même pour la fonction (ot,n) a(n) . 
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Le schema suivant s'abrège TI(e ) : 

tfvj,..., VvkCVxl>y < x ( E ( y , V l , . . . , v k ) - E(x,v 1,...,v k))]->Vx E(x ,v 1 , . . . ,v k ) ] ] , 

Nous énonçons une proposition dont la démonstration est laissée au lecteur. 

I I . 5 . PROPOSITION Soit -2<u<n . Alors 

(i) la relation a < E

Y

 A X J (m)£ e s t A ° d a n s ^ + T I ( e

y )î 

( i i) la relation a < e AX + N (m)n est aussi A° dans + TI ( e ) . 
M u (s; k. I p 

( i i i ) la relation a < A X £ (m)£ est A°(f) dans P(f) + TI (f ) ( e ) 

Nous considérons deux progressions de théories axiomatiques P^*^, a < n Q

 : 

(P ( 0 ) = Q ( 0 ) = (P 

p(a+l) = p(a) + le schéma suivant 

Vvj Vv^VxBSyFCx.y.Vj v k ) ^ u , v t w 3 £ [ £ + ( u ) w ] ] F une formule 

q(a+1) = q(a) le schéma Cons ( V Q ( a ) ) , n £ IN 

(X) . u , 
* a < A » 

a limite 

Q • a<AQ A limite 

Le résultat suivant est bien connu, voir [ K,L ] , ou [Se]. 

I I .6 . THÉORÈME (Gentzen-Kreisel-Levy). Pour tout a < n , nous avons Q ( a + 1 ) . - T i ( , ) 

mais q(a+1) = q(a) 

Nous définissons les fonctions (qui seront des indicatrices pour les 

théories P ( 0 t ) et Q ( a ) ) : Y a (a, b) = le plus grand c tel que [ a , b ] J (2c)£ . 

Nous allons prouver le résultat suivant. 

I I . 7. THÉORÈME Soit a<n et soit V tel que ^ v ^ a < G

v + 1 

(i) Y a est une indicatrice pour P par rapport aux modèles de TI ( e

v ) 

( i i) Q et 9 axiomatisent la même théorie. 
On aura le corollaire 

I I .8 . COROLLAIRE Soit a < n o 

(i) P ( a + I ) H TI<e a ) 

(i i) f < a ) hVx t'y Y a (x,y) * n, tout neW 

( i i i ) lP ( a ) + -J^Vz Vx3y(Y a (x,y)2 Z ) 
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DÉMONSTRATION (du théorème)» Par induction sur a . D'après ce qui précède le théo­
rème est vérifié pour a = 0,1. De manière générale, la partie (i i) pour a+1 se dé­
duit de la partie (i) pour a comme le théorème 1.1. de cet exposé se déduit du ré­
sultat de Paris-Harrington; or la partie ( i i) au niveau a limite est immédiate. 
Nous considérons alors la situation suivante : on suppose que le théorème est vérifié 
pour tout a < a et que la partie (i i) est vérifiée au niveau a . Parce que 

° ° (a 0) 
a o * n o u s a v o n s v + 1< a Q ; donc par l'hypothèse de récurrence, 9 Y TI(e v + .) 

On va avoir besoin d'une série de lemmes techniques dont les démonstrations sont 
données en appendice. L'intérêt de ces lemmes provient du fait que pour X fini , 
la relation X —£ (m)n n'entraine pas X -> (m)n pour n'importe quel Y < B ; néan­ts k Y k 
moins dans des cas où Y " s e déduit" de 3 d'une certaine manière par des applications 
successives de l'opération ô •+ <S(n), on a des implications du type en question . 
Les lemmes A-G qui suivent sont démontrables dans Pjr TI(É^ + J ) : 

I I .9 . LEMME A. Soit X = { x 1 9 . . . , x } et Y = {y , , . . . , y .} deux ensembles finis • • • • i s i t 
tels que s £ t et x^ ^ y^ pour tout i £ t . Si 3 < e v + j et si Y £ (m)£ , 
alors X -j (m)n. 

11.10. LEMME B. Soit 3 < e v + 1 et soit k k 7. Si X | (m)£ , alors X | (m)£ 
pour tout n'< n. 

11.11. LEMME C Soit a < e v + 1 î soient s < t et 2n,k^m. Si X ̂ jr+^ (m)fc , alors 

X aTs) K 

11.12. LEMME D. Supposons que Y<3 <£ . . , • Alors pour tous m, n, k i l existe m', ————— i v+1 
n ' , k' tels que X £ ^ ^ k » entraine X £ (m)k quel que soit X. 

11.13. LEMME E. Soient a < e ^ + J et y £ v tels que £ a < et soit 
m £ 2n,k. Alors X j (m)£ entraine X (m)£ quel que soit X. 

11.14. LEMME F. Soit s tel que (r) ) £ e < (n ) où y £ v et soit o s y o s+1 
m ^ 2n,k. Alors X -+ (m)£ entraine X r—K (m)? • 

ey %^s 
11.15. LEMME G. Soit <*<ev+j, soit s tel que ( n

0 ) g ^ a e t soient m ^ 2n,k. 
Alors X -> (m)n entraine X -r-* v (m), quel que soit X. 

Vérifions maintenant que Y est bien une indicatrice pour <P ° par rapport 
a o 

aux modèles de TI(e . ) . Soit donc M un modèle dénombrable de TI(e ,) et y+1 V+1 
supposons que M h Y (a,b) » cr + 1 avec c > W. Nous disnns que 

o 
M Ve [a,b ] ^> ^ 2 c^3c ; e n e f f e t » c > N entraine que c+1 £(1+2 /5c) et par 2 . I I .1 , 

o 
c — c+1 à toute partition P: [a,b] -+ 3c on peut associer une partition P : [a,b] c+1 

telle que toute, partie homogène pour P ayant au moins c + 2 éléments est aussi 
homogène pour P ; ensuite, puisque nous avons la relation 
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[a,b] "a* 
n 

(2c+2) c+1 i l existe une tel le partie homogène K tel le que 

K ot~(c+l) o 
(2min2K] 

• 2 V mm K 

min ï 
et par le Lemme C on a K a (c o 

(2min2K) min K 

min K 

Cela étant, on peut trouver comme pour le Théorème 1.3. un ensemble H£ [a,lJ , 
H « ( e e } avec & > 2c tel que les éléments de l'ensemble tronqué 

H » (e j , . . . , e^} , où & « & -c, sont indiscernables pour les formules £ ^ e t 

tel que, 

M M H a (c) (2e 
ee1 

e. 
1 e -c 

Or, les éléments de H - ( e . , . . . , e } , m € (N, sont indiscernables pour les formules 
o m 

A ( T..) à paramètres £ e . Soit, comme d'habitude, I »{ x € M : x^e pour o 1 m n 
un n c(N) . D'après les remarques faites au début de la démonstration du Théorème 
1.3., pour a successeur i l suffit de démontrer que o 

(*) I h TI(£^ + I) 

et 
(**) I h Vvj. . . tfv [i°°x E (x ,v . , . . . ,v ) + Vu,v,w IX [X est un ensemble fini 

A tfx(x €X-*E(x,v 1 , . . . ,v )) A X — ( n ) w ]] 

Or, si a est un ordinai limite, on a M M a (n) £ a (c) quel que soit n o o o o 
standard; donc par le Lemme C, si on démontre (i) et ( i i) on a aussi 

I h V v j . . . t/v^ [3°°x E(x,Vj, . . . ,v f c) -*-Vu,v,w 3X [X est un ensemble fini 
A Vx(x€ X E ( x , v v )) A X —* . ^ v 1 1 

ce qui entraine 
I h p(o(n» quel que soit n standard 

ce qui donne la conclusion cherchée pour dQ limite. 

Vérifions donc que l'on a (*) et (**). Nous savons déjà que I »= P . Soit nQ 

le plus grand entier n satisfaisant (n Q ) n ^ Considérons le tableau à rebours 

suivant 

11.16. M h B ( e

r + 2 , e s } 

1 m «7c] (2e t 

etet-e 

11.17. M h B ( e

r + 2 ' e s • " • • e

s

 ) 

1 m 
:2.t3 

e 
t 

e t -ô 

II.17.(no) Mh B(er+2,e ...,es ) 
1 m 

(no)n 
c 

(2e t) e t-6 
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II.17.<n o-l) M h B(e r + 2 , e e s ) 
1 m <Vn -, 

o 

C 2 e t > e - 6 

n . i 7 ( V ( V o ) M h B ( W i : 
1 m 

(no)1C2et>e-6 

11.17(0) M f B ( e r + 2 , e g , . . . , e g ) 
1 m 

C2et>e-6 
Chaque entrée du tableau peut être vérifiée util isant les Lemmes E, F et G. En remon­
tant le tableau, on a par les Lemmes A et B, par la méthode de démonstration du 
Théorème 1.3. et le cas in i t ia l a » 1, que 

11.18(0) I t- flP0), I H Q 0 ) , I F TI((n o),) 

Continuant inductivement et invoquant l'hypothèse de récurrence on a 

I I . 18(1) I - (P 
C ( n o y i ) 

i h Q 
« t l ) , + D 

ih Ti(n0)2) 

I I . 18. (n ) I H (P 
o 

C2et>e-6 

ICQ 
o n +1 

C2et>e-6 C2et>e-6 

Puisque ( T l 0 ) n ^ e

v ^ o t

0

< e

v + j * friQ) +1» o n a bien (*) e t e n même temps on a (**) 
o n o 

par l'absoluité entre I et M de la relation a(c) qui est assurée par la 
Proposition I I .5 . 

Réciproquement, pour finir cette partie de la démonstration i l faut prouver que 
(rs, \ 

P \ Vx 3y Ya (x,y) * n, tout n € (N. 

Ceci se vérifie facilement par la méthode de démonstration de 2.1.8. et 3.1.10, 
c 1 est-à-dire par un argument de compacité et une application de la forme infinie du 
Théorème de Ramsey. 

Nous avons remarqué au début de cette démonstration que la partie (i i) au niveau 
aQ+l se déduit de la partie (i) au niveau aQ Pour voir ceci, i l faut noter que, 

pour OLQ limite, la série d'équivalences ( P ^ = . Q ^ a \ a< a Q , est elle-même prouva-
(a ) /£\ /g\ (o) 

ble dans (P et aussi que l'équivalence £ = Q est prouvable dans P 
quand 8 q » 8+1. A partir de cela, la démonstration est tout-à-fait analogue à celle 

du Théorème 1.3. et nous la laissons aux soins du lecteur. C.Q.F.D. 

Quant au corollaire, la partie (i) est conséquence du théorème et de I I . 6 . , la 

partie (ii) a été notée au cours de la démonstration du théorème. Naturellement, la 

partie ( i i i ) découle des résultats du premier exposé. 
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Les méthodes du troisième exposé donnent le 

11.19. COROLLAIRE. Soit a < n • Alors o 

P ( a ) f-ConsCT, + P ( 0 t ) ) «-^ Vx iz }y (Ya(x,y) > z), 

On peut extraire d'autres renseignements de la démonstration du théorème. Définis­
sons une troisième progression de théories en posant 

«,° = <p 

aa+1 = Ra+ le schéma suivant 

V v ] f i vkC 3°° x E(x,v r...,vk) + V u, v, w 3x 

X est un ensemble fini, |/x(x e X -> E(x,vj ,... »v̂ )) » 

et X -> (u) V ] w 

^ - u <fc ( a ) 

On a alors le 

11.20. COROLLAIRE. Pour a < n o « , ( a ) . (2 ( a ) et <P(C° axiomatisent la même théorie. 

I I I . - REMARQUES ET QUESTIONS CONNEXES 

Notons tout d'abord que l'on peut faire une série de remarques analogues à 
celle du § 2. II . Par exemple, posons pour a < ri q , 

a 
a^Cn) = le plus petit entier m tel que [ 1 ,m] (n + 1)^ 

Alors la fonction cr̂  majore toute fonction recursive prouvable de la théorie .5^°^ 
à un nombre fini d'arguments près. On peut également remplacer par où 

T (n) = le plus petit m tel que [l,ml + (n + o ; 

I l est aussi possible de continuer l ' i téra t ion transfinie au delà de r| , voir 
[Me,ter]. Récemment, H. Friedman a annoncé la découverte de théorèmes combinatoires 
indépendants de diverses théories des ensembles, voir [Fr]. 

Pour finir , notons une autre façon naturelle d ' i térer à partir de la formule de 

Paris-Harrington. 
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o o o 
De manière générale, pour la théorie ^P(f) + V̂ xCfCx + 1) > f(x)), la fonction 

Z(a,b) = c ssi c'est le plus grand entier tel que [a,b] 
f 
k (2c)c

c 

est une indicatrice pour les segments initiaux satisfaisant 6* (f) par rapport aux 
modèles (M,f) de (? (f) . En effet, si (M,f) N= 0^(f) et si pour c > N 

(M,f) |= Z(a,b) = c 

alors, en reprenant les démonstrations du théorème 2.1.7 et du théorème 1.3 de cet 
exposé, on trouve une suite e , , . . . , e d'indiscernables forts pour les formules 
o ° ' n 

A (f) tel le que (M,f) fc= f (e ) < e Cette suite détermine alors un modèle de 
o o » n n+1 

Pour a < e , nous définissons une suite transfinie de fonctions récursives o' 
ainsi : 

f (n) = le plus petit m tel que [l,m] (n+1) nn 

f .(n) = le plus petit m tel que [l,m] — (n+1) nn 

f^(n) = sup 
m<n 

f A(m) ( m ) ' X limite 

ce qui amène à poser 

Z (a,b) = c ssi c'est le plus grand entier tel que [a,b] (2c)" 

z

a + j ( a , b ) = c ssi c'est le plus grand entier tel que [a,b] - 2 * (2c)C 

• C 
Z (a,b) = c ssi c'est le plus grand entier tel que [a,b] X ( c ) . (2c)C 

* 'c 

et à introduire trois progressions de théories 

ft(ct+0 . Л ( а ) + / x Э у у х ) = y 

CL<\ 
4 ( o ) = <» 

¿(а+l) _ ^(o) + / x ^ z 3 y Z a ( x y ) = z 

s(y) = s(a) 
а<\ 
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б ( 0 > = <f> 

-5(а+1) - в» + coned, • »(а)) 
C(y) = ua<y 

Nous avons alors : 

I I I . l . THÉORÈME. Pour a < e , o 

(i) # / a \ <4^°^ et 6 ^ axiomatisent la même théorie 

( i i) est une indicatrice pour fl/0^ par rapport aux modèles de °^ 

( i i i ) 4t,(°° | - I f x l / z 3 y (Za(x y) > z) Cons(T. + < k ( o t + 1 ) ) 

(iv) Toute fonction recursive prouvable de est majorée à un nombre fini 

d'arguments près par f̂ . 

Nous omettons la démonstration. Toutefois, nous remarquons que pour a < £ q , i l 

existe une fonction recursive prouvable (f = <f de deux arguments tel le que pour 

8 < y < a on a f f t(n) < f (n) pour tout n > ^ ( 8 , Y ) . 

L'existence de if assure que pour les indiscernables forts, M | = f̂ (ê ) < 

entraîne M ^= fg(e ) < e2 et que M ̂ = f^^(e^) < e 2 a v e c c > entraîne 

M t= fX(n)^eP < e 2 p o u r n € ̂  et X < et. 

Pour calculer (f , on procède de la façon suivante : pour tout 3 < cl on définit 

pour 3 ^ Y < ot un ensemble fini d'entiers E(3,Y) P a r récurrence sur Y : 

E(8 ,Y) -

'{0} si 8 - Y 

E(8,Y(o)) si 3 < Y(o) 

E(B,Y(n+0)u {n+1} si Y(n) < 8 < Y(n+D 

Et on pose p(8 ,Y) " S U P E ( 3 , Y ) . 

Remarquons une différence qui apparaît entre cette itération et celle du pa­

ragraphe précédent : là on avait .P^ a + 1^|— TI (e ) alors qu'ici on n'a apparemment 

pas (Rf^a+^ |— TI.(e Q) pour aucun a < £ Q , ce qui empêche l ' i téra t ion au-delà de 

ZQ étapes. 
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DÉMONSTRATION A Par récurrence sur 3 . Pour 3 > 0, étant donnés P : [ X ] n -+k 
on définit p : [ Y ] n - k : (y. , . . . ,y £ ) + P(x i , . . . , x . ) . Soit 

I n I n 
H homogène pour P tel que 8 K») 

(2min H) min2H 

min H 
. Soit H = {x. : y. 6 8f } . 

i J i 
Alors, par l'hypothèse de récurrence, H —R*. v (2min â min H 

min H 
, et comme pour 1.4 

du deuxième exposé, on en déduit que H (2min H) min̂ H 
min H 

DEMONSTRATION B Le lemme est évident d'après la Proposition I I . 1 . du deuxième 

exposé. 

DÉMONSTRATION C Nous abrégeons (a(n.))(n 2) par aOijHi^), (a (n, ) (n 2) ) (n3> 
par a(nj)(n 2)(n^) etc. Nous aurons besoin d'un sous-lemme. 

SOUS-LEMME Soit s < t , . Si a ( t . ) . . . ( t )< a (s), alors i l existe i£ k tel 
que a ( t 1 ) . . . ( t i ) = a ( s ) . 

DÉMONSTRATION Par récurrence sur a. Si a = 0 ou si a est successeur, la véri­
fication est immédiate. Pour a limite ¿ 0 , i l y a trois cas qui correspondent 
aux clauses (1), (2), (3) de la définition de la suite fondamentale. On trai te 
d'abord du troisième cas où e £ a < e Posons 

U U + 1 

Y Y Y j Y 
a = zv

l «, + . . . • e p

r a"' 6 m _ , où a = e y . 6, + . . .+ e ^ . 6 m . I l y a alors 
i •% m̂ quatre sous-cas selon le terme e . 6 • y m 

a/ Ici y m = 0 et a = a + ôm» a (s) » a + <$m(s). Parce que e°. est le terme 
du plus petit exposant de dans la forme normale de a , i l est clair que 
si a ( t j ) . . . ( t k ) < a , alors a ( t j ) . . . ( t k , ) = a pour k'< k . On peut donc 

supposer que a (t ) . . . ( t . ) > a et qu'on a a (t . ) . . . ( t. ) = a + 6 ( t . ) . . . ( t . ) quel i K. i i m i l 
que soit i <; k. Alors, a + ô m (s)>a + ôm( t. ) . . . ( t R ) entraine ^ ( s ) > ô m(t ) . . ( t k ) . 

par l'hypothèse de récurrence, i l existe i <k tel que 6m(s) = 6 m ( t , ) . . . ( t . ) 

et a(s) = a + 6 m ( t 1 ) . . . ( t . ) = a ( t . ) . . . ( t . ) . 

b/ Ici y m

 = £ + 1 e t 6 = 0+1. Si Ç - 0, la chose devient tout-à-fait 
analogue au cas que l'on vient de t ra i ter . Si Ç ^ 0, posons T = a + e .6 . 

Nous avons que a(t) = x + e . e (t) pour tout te N. Alors a(s)>T et 
a ( t , ) > T ; or e - . ^ ( t , ) est le terme du plus petit exposant de dans 

la forme normale de a ( t j ) . Ici , donc, on peut supposer que a ( t . ) . . . ( t k ) > T 
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et que pour i <> k, a (t ) . . . ( t ) = T + ( e j . e ) ( t ) . . . ( t . ) . On peut aussi 

supposer que a ( t j ) . . . ( t ) a (s) et, même a ( t , ) . . . ( t , .)> a (s). NOU! 

disons aussi que l'on peut également supposer que 
a ( t . ) . . . ( t . . ) - T + e- [ e ( t ! ) . . . ( t ' ) ] En effet, par la définition de la 

suite fondamentale, tant que e (tj)...(t.), i - 1,2,...1 est un ordinal limite, 
on a Ï :t ) . . . ( t ) « T + zl . e u ( t . ) . . . ( t . ) . Soit £ le premier entier, s ' i l 
en existe, tel que eu (t1)...(tlo) soit un ordinal successeur, disons Ç + 1. 

Alors l < k et a (s)< a (t ) . . . (t . ) A ce moment là, 

( e j . e ) ( t . ) . . . ( t . ) -,l . e ( t . ) . . . ( t . ) = ^ ( ç . l ) (t.)...(t. ) = ̂ (ç.l)et 

(ej .e)(t.)...(t. ) -,l .e (t.)...(t. ) = ^(ç.l) 

où v = 
euv (lo+1) 

enu, eu (tlo+1) 

si £ est limite 

si £ = n + 1 

Nous avons a(s) < T + e; (y +1 ) et alors, parce que a(s) = T + e u • e u ( s ) ' nous 

avons e (s) < y . Parce que v est le terme du plus petit exposant de e dans 
la forme normale de a ( t j ) . . . ( t ^ ) , i l existe p,&q+ 1 < p< k tel que 

a(t.)...(t ) = T+ . y 
1 D U 

autrement dit, 

( ^ . e u ( t l ) . . . ( t ) ) ( t A + , ) . . . ( t ) = e ^ y 

Nous avons donc, parce que y + \ (t ) -y 

< e J . e u ) ( t , ) . . . ( t p ) - e j ( e u ( t l ) . . . ( t Ä ) ( t p ) ) , ce qui donne 

a ( t . ) . . . ( t ) = x + e ^ .( e u ( t . ) . . . ( t )(t ) ) . 

Continuant ainsi, on se ramène au cas où 

a ( t . ) . . . ( t k . ) - T + £ ^ . c u ( t ï ) . . . ( t ' )• 

D'ailleurs, puisque a(s) < a ( t ) . . . ( t ), l 'ordinal eu (tn).... (tk,) ne 
peut être successeur, car sinon on aurait, comme "ci-dessus, 

a (s) < T+ ( e ( t j ) . . . ( t£ . ) )<t ) - a ( t ) . . . ( t Donc, e u ( t : ) . . . ( t ' , ) 
doit être un ordinal limite et a ( t , ) . . . ( t k ) = T • ( e y ( t ; ) . . . ( t k ) ( t k ) ) . 

Cependant, e ( t p . . . ( t k l ) > e (s) entraine par l'hypothèse de récurrence, que 

eu (s) < eu (ti) ... (tk,) (tk) ce qui entraîne a( t ) . . . ( t ) - a (s). 

c/ Ce sous-cas est tout à fait analogue à b / . 

d/ La situation est analogue aux précédentes moyennant le sous-sous-lemme suivant : 

SOUS-SOUS-LEMME Soit (t.)...(t. ) = ^(ç.l) (t.)...(t. ) = ^(ç.l) 
t alors 
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6 6+1, v V 
£y " ey ( tp . - .Ct . ) pour un ì s k. 

DÉMONSTRATION On procède par induction sur £ , 1< Ç < e pour montrer que 

( . Ç X t j ) . . ^ ^ ) ^ e y entraine ( . (t ] ) . . . ( t . ) = pour un i<k 
Pour £ » 1 et C limite, le résultat est clair . Pour £ = n +1» nous avons 
( e (n + l ) ) ( t . ) = e . n + e ( t . ) ; le terme £ (t) étant du plus petit exposant y l y y 1 ^ ^ y 
de e dans la forme normale de e .n + £ ( t . ) à la base e , i l est clair 

y 6 6 y ^ y i y 
que (n+1)(t | ) . . . ( t^) < entraîne la conclusion souhaitée. 

Nous arrivons aux cas (1) et (2). De nouveau, moyennant le sous-sous-lemme qui 
vient d'être établi, ces cas se traitent de la même façon que le sous-cas b / . 

Le sous-lemme ayant été démontré, remarquons que si X 0~7*\(m)r , m > 2n,k, 
alors il existe une partition P: [X] •+ k tel que, si H est homogène pour P 

ayant au moins m-éléments alors min H > m. Il existe donc une suite décroissante 
X = X Q 2 Xj D . . . 2. X̂  avec min Xj> m telle que pour 

1 < i <k, X. 
î B(t ) . . . ( t . ) 

o i 
(2min X. mm X̂  

min X: 
où t. = n, t . , = min X. pour 1 î+l i 

i £ 1 et 8(t ) . . . (t, ) < B(s). Par le sous-lemme, alors, B(t ) . . . ( t ) = 3 (s) o k o p 
pour un p < k et Xp g(s} (m)j c P a r * a Proposition 2 . I I .1 . 

DEMONSTRATION D Par induction sur B . Si a = B(m), le lemme est évident par 
le lemme C; si a + m = B, c 'est évident d'après les définitions. Si a < B(m), 

n" par l'hypothèse d'induction, i l existe m", n", k" tels que X -* . (m") | M  
n pCm; k 

entraine X J ^ k " A l ° r s i l suffit de prendre m', n ' , k' suffisamment grands 
pour assurer l'existence d'une partition pour lequel toute partie homogène H 
doit satisfaire min2H >mM, nM, k". 

DEMONSTRATIONS E, F, G La démonstration de E est implicite dans celle de C; 
les démonstrations de F et de G sont analogues à celle de C. 
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EXPOSÉ 5 

TYPES REMARQUABLES ET EXTENSIONS DE MODÈLES 

DANS L'ARITHMÉTIQUE DE PEANO, I 

M.A. Dickmann 

INTRODUCTION 

Cet exposé forme un tout avec l'exposé 6, et la présente introduction vaut pour 

l'ensemble des deux. Ces deux exposés sont consacrés aux travaux de Gaifman, [G] 

et d'Abramson-Harrington, [A-H] , sur les types complets en Arithmétique, et sur les 

modèles de l'Arithmétique que ces types permettent de construire. En particulier, nous 

exposerons les notions de type définissable, uniforme, minimal et leur propriétés de 

base, étudiées par Gaifman (cf. cet exposé et le §1 de l'exposé 6). Et nous démontre­

rons le théorème principal d'Abramson et Harrigton, que nous énoncerons seulement une 

fois introduites les notions nécessaires : cf. exposé 6, Théorème III.1. Ici nous 

indiquons seulement un corollaire de ce théorème : pour tout n € N , il existe une 

extension élémentaire M du modèle standard IN telle que M est de cardinal < n̂» 

mais ne contient aucune suite de n+1 points indiscernables pour 1 ordre. Notons que 

ce résultat est optimum, puisque par le théorème d'Erdos-Rado [E,R] , M contient au 

moins n points indiscernables à cause de sa cardinalité. De ce corollaire on dédui­

ra facilement que le nombre de Hanf de la théorie complète du modèle est 

3̂̂ : cf. exposé 6, corollaire III. 

Sur les types en Arithmétique nous n'avons pas cherché à être exhaustif, mais 

plutôt à rédiger une introduction facile à lire et où quelques idées de base ressor-

tent clairement; pour un exposé plus complet, voir les articles cités en référence. 

Le point de départ de nos exposés a été le cours professé par H. Gaifman sur le même 

sujet, en 1977 à l'Université de Paris VII. L'ensemble de ces deux composés ne compor­

te pas de nouveauté, excepté dans certaines démonstrations, dans la formulation des 

constructions de Gaifman et d'Abramson-Harrington, et dans la philosophie du sujet, 

telle qu'exposée dans l'exposé 6, fin du §1. 

Le plan d'ensemble est approximativement le suivant : on expose d'abord séparé­

ment les divers aspects du sujets, à raison d'un aspect nouveau par paragraphe; puis 

on les étudie par combinaisons de deux ou trois d'entre eux, enfin on parviendra au 

théorème d'Abramson-Harrington en combinant le tout. 
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§ 0 . PRÉLIMINAIRES. 

(A) Dans cet exposé L désignera un langage du premier ordre contenant celui 

de l'arithmétique (cf. Exposé n°1). Nous supposons que L contient aussi l'opérateur 

minimum, désigné y ; celui-ci permet de construire des termes à partir de formules : 

y v <J> (V q, . . . , j ,v) est le terme qui donne, pour chaque interprétation des varia­

bles v

0»**
,» v

n_| dans une structure de signature L, le plus petit v tel que 

v , . . .v , ,v satisfont é , s'il y en a un, 0 sinon, 
o n-1 J 

Nous ferons l'hypothèse que le langage L a un nombre fini ou dénombrable de 

symboles de relation et de fonction à au moins un argument; le nombre des constantes 

individuelles peut être arbitraire. Cette hypothèse est utilisée dans le §111 ci-

dessous ("Existence des types") et dans tous les théorèmes qui font appel à l'existen­

ce des types, mais pas dans les paragraphes § §I, II et une partie de § IV. 

(B) 1/ Etant donné L, on désigne par (P - ou simplement par P s'il n'y a pas 

lieu à confusion - l'arithmétique de Péano généralisée, i.e., la théorie constituée 

par les axiomes de Péano (voir Exposé n°l) avec le schéma d'induction pour toutes les  

formules de L; on ajoute aussi le schéma d'axiome 

V v . . .Vv^ , [ ] v <J> (v , . . . , v ,v) -+ <j>(v , . . . , v , yv(J>(v , . . . , v . , V ) ) A 
o n-1 o n-1 o n-1 o n-1 

A V W ( < J > ( V Q , . . . , V N _ 1 , U V <f> (V Q , . . . , V n _ j , V ) < W ) ] 

(pour toute formule 4> de L), qui donne à l'opérateur y son interprétation correcte. 

Remarque. En particulier, y v <î> (V q, . . . ,v^_^,v) est une fonction de Skolem canonique 

pour la formule 4> (v ,...,v ,,v). Aussi toute fonction définissable est automatique-
o n— 1 

ment représentée par un terme de L : si f(v ,...,v^_.) est définie par 

<f>(v ,...,v ,,v), f coïncide dans tout modèle de P avec le terme 
o n— 1 

yv0(v ,...,v ,,v). Pour les mêmes raisons l'opérateur "l'unique v tel que 
o n— 1 

4>(v ,...,v ,,v)" est aussi représenté par y v (J) (v , . .. ,v ,v) . 
o n—1 o n- I 

2/ Moyennant peu de changements, une bonne partie des résultats de cet exposé 

sont valables sous des hypothèses plus faibles . En gros, il suffit que L contienne 

le symbole de relation < et qu'il s'agisse d'une théorie assurant que < est un or­

dre total satisfaisant un minimum d'induction et qu'il y ait des fonctions de Skolem 

pour toutes les formules; voir Shelah [S] . 

(C) Les conventions de l'Exposé n°l concernant les notations restent valables ici. 

M M M . 

Ajoutons que si M est une structure de signature L, f , 4> , ¥ , désignent res­

pectivement les interprétations dans M du terme f(v), de la formule <f>(v) et de 

l'ensemble de formules H'(v) ; ainsi, par exemple : 

Y M = {a" € M n I pour toute <J> e Y, M N <J> [ a ] }. 

On utilise aussi les notations V H <J> , pour indiquer que M F f [a] ̂  M H (j) [a] 

pour toute structure M tout a € M de longueur convenable; et S) (M) pour le 

diagramme complet de M. 
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(D) Etant donnée une structure M de signature L on appelle type (ou n-type) 

sur M tout ensemble t(v) de formules (où v -{v ,....,v }) à paramètres dans M 

tel que 3} C(M)çt(v), finiment consistant dans M (i.e., tel que V CL t fini => 

M fc* 3v i^y(v)), et clos par la relation de conséquence logique (i.e., t K ^ ^ ^ € O 

On dit que t est complet si pour toute formule <J)(v) à paramètres dans M, <J> € t 

ou l<t> € t. 

Il convient de noter que si y(v) est un ensemble de formules finiment consis­

tant avec fl°(M), alors il existe un plus petit n-type sur M contenant y(v); 

c'est l'ensemble : ¥ (v) = { <J)(v) | (j)(v) formule à paramètres dans M et 

9°(M) KJ 4> ̂= <J)(v) } .Lorsqu'il n'y a lieu à confusion nous identifierons f (v) et 

î(v). 

Remarquons, finalement, que la donnée d'un n-type sur M est manifestement équi­

valente à celle d'un filtre (propre) sur l'algèbre de Boole des parties définissables 

de M n, et celle d'un n-type complet équivaut à la donnée d'un ultrafiltre. 

(E) Si M h P 9 tout sous-ensemble X c M est contenu dans un sous-modèle élémen­

taire minimal contenant X; son univers est 

{fM(a) I f (v) est un terme de L et a e X} , 

et ses relations et fonctions sont celles de M restreintes à cet ensemble. Notons, 

en passant, que pour obtenir ce modèle minimal contenant X il suffit de considérer 

de termes à une seule variable; ceci parce que tout terme f(V q,...>
v

n_j) est égal 

(dans P ) au terme g(v) = f((v) ,. . ., (v) ,) à une variable. 

o n~ 1 
En particulier, si X » 0 , on obtient un modèle minimal de (P , ou, plus préci­

sément, le^ modèle minimal d'une théorie complète de L qui étend P , comme on le dé­

montrera dans le (F) ci-après. Ses éléments sont tous les termes constants ( = sans 

variables libres) de L. Du fait que chaque n e 0) est nommé par la constante 

1 + . . . + 1 (n fois), il suit que ce modèle minimal contient le modèle standard M de 

l'arithmétique de Péano. 

Ce modèle minimal M peut coïncider ou non avec le modèle standard M. Par exem-
o A  

pie, si M q h H Cons(P), où Cons(P) est la formalisation arithmétique de l'énoncé 

"P est consistant" alors M q n'est pas standard, puisque NI H Cons(P). 

(F) En général, si M,N h P et M = N, alors les sous-modèles minimaux respectifs 

M et N sont canoniquement isomorphes par l'application 

F(7T ) » 7T 

où 7T désigne un terme constant. La réciproque est aussi vraie et triviale. 

Donc, toute extension complète T de P détermine à isomorphisme près un unique 

(*) De tels modèles M q existent grâce au théorème d1incomplètude de Godel. 
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modèle minimal (et réciproquement, tout modèle minimal détermine de façon évidente 

une extension complète de <P ). En particulier, si t est un type complet sur M, 

{ <j> | t ^ <J> et <f> énoncé de L} 

est une théorie complète. Parfois il sera convenable de considérer t comme un type 

sur son modèle minimal. 

(G) Notons aussi que si N h f et M c N (i.e., M est une sous-structure de N), 

alors M -{ N. En effet, si m € M, <Ku,v) est une formule quelconque et 

N h ]v <J>(m,v), alors par (B.l) ci-dessus on a N M (m, Uv<J> (m,v)); or 

a «Uv<t>(m,v) £ M; donc N H <t>(m,a) pour un certain a € M, ce qui par le critère 

de Tarski pour l 1 inclusion élémentaire entraine M-< N. 

D'ici et de la remarque du (E) ci-dessus il s'en suit que si X c M est un 

sous-ensemble clos par images (dans M) de termes à une variable, alors X -< M. 

(H) Rappelons que tout type t(v) sur M est réalisé dans une extension élémen­

taire N de M : il existe c e N tel que N h <t> (c) pour toute formule <f> e t. 

Dans ce cas, M( ^ ) désigne le sous-modèle de N engendré par M u{ c} (voir 

(F) dessus). On a M « M( I ) < N. 

0. 1. Lemme. Les conditions suivantes sont équivalentes : 

(i)~ Deux modèles quelconques de la forme M( 5 ) sont isomorphes par un M-isomor-

phisme qui échange les générateurs c 

(ii) t est complet. 

Démonstration, (ii) =>(i). Si M «< Nj,N2 et les n-uples c^e N^(i = 1,2) réali­

sent t, l'application F : M( — ) -> M( ) donnée par 

F(f '(m.Cj)) « f Z(m,c 2) 

pour tout terme f et tout m e M, est l1isomorphisme cherché, comme on vérifie aisé­

ment. 

(i) a>(ii). Si t n'est pas complet, il existe une formule <J> (v) à paramètres dans M 

telle que t. • t u {<(>} et t « t u{-j<j>} sont tous deux consistants avec S>°(M). 

Si c i réalise le type dans N ^ M (i - 1,2), alors M(^-) (c^) e t 

M ( l _ ) h l 4> ( cT) • En particulier, il n'y a pas de M-isomorphisme1 

C 2 . 
F : M ( L)->M ( L ) tel que F(c*) - c* pour i - l,...,n. 

(I) Pour faciliter la lecture et alléger les notations on emploiera systématiquement 

des abus de langage, des raccourcis et des énoncés informels au lieu de certaines 

formules de L; si besoin est, le lecteur pourra réécrire sans peine les formules 

originelles. Voici quelques exemples qu'on utilisera par la suite : 

0.2 Exemples, (a) Si <f>(v) est une formule et f(v) un terme, "f I* <J> constante" 
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est l'abréviation de 

3 u Vv [ (|>(v) -*f(v) - u ] . 

(b) De même, "f h • 0 0 , 1 abrégera : 

Vu 3w V v [ v > w A(j)(v) f (v) > u ] 

(c) ,!fh<t> injective" abrégera : 

Vu Vv [ (Ku) A ())(v) A u ^ v+f(u) * f(v); 

(d) "f N <j) > u" abrégera : 

• [ <f)(v) + f (v) > u ] . 
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§1. LA RELATION ENTRE M ET M(fc) : ÉTUDE LOCALE. c 
La construction de мф est une sorte d'adjonction d'un "point à l'infini" ou "point idéal" à M, qui n est pas sans rapport avec certaines constructions qufon 

trouve ailleurs en mathématique. Par exemple, certains types de compactification en 

topologie où des nouveaux points sont ajoutés pour assurer la convergence de certains 

filtres; ou l*adjonction d*un zéro commun à certaines familles de polynômes sur un 

anneau; ou même 1*adjonction d*un point ou une courbe à 1!infini en géométrie projec­

tive. 

D'autre part, un type t(v) définit un filtre - et s'il est complet un ultra-

filtre - sur l'ensemble des parties définissables du modèle M; notre analyse des 

types rappellera, donc, certaines considérations courantes dans l'étude des ultrafil­

tres sur 0) . 

Comme MC*") est une extension élémentaire de M, elle garde toutes les propriétés 
C t 

de premier ordre de M. Donc, la construction de M( ) facilite l'étude du type t 
c t 

et, inversement, les propriétés de t nous renseignent sur le modèle M ( Q ) • 

Dans ce paragraphe nous entreprenons l'étude du premier aspect du sujet évoqué 

dans l'introduction : l'interaction entre t et M(^) dans le cas local, c'est-à-

dire, pour un M fixé. 

Introduisons d'abord les concepts que nous allons utiliser : 

I. 1. Définition. Soient M (P , M < N et t(v) un type sur M. 

(a) t est trivial ssi il existe un terme constant TT (du langage L) tel que 

(v - TT) € t. 

(b) t est non-borné ssi pour tout a € M, (a<v) e t. 

Sinon t est dit borné. 

(c) N est une extension finale de M, M ̂  N, ssi pour tout x c N-M et tout 

a € M, N h a<x (abrégé M < x). 

(d) N est une extension finale minimale de N (abrégé N extension -minimale 

de M) ssi M * N et pour tout M', M*<f M ' ^ f N implique M' = M ou M' = N 

(e) N est une extension élémentaire minimale dfc M (abrégé N extension -^-mini­

male de M) ssi pour tout M', M -< M' -< N entraîne M 1 = M ou M' = N. 

Pour commencer notre étude nous trouverons des conditions sur t nécessaires et 

suffisantes pour que M(^) soit une extension de M de chacun des types que nous 

venons de définir. 

1.2. Théorème. Soit t(v) un type complet et non-borné sur écrivons M(t) pour 

abréger M(^), voir Lemme 0.I. Alors pour i =0,1,2 nous avons les équivalences 

(â )<£=> (b^)<£=^ (Cj.) parmi les conditions suivantes : 

(Ào) M Af M(t) 
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(bQ) pour tout terme ^ f(v), ou bien il existe a e M tei que (f(v) = a)e t, 

ou bien pour tout a e M, (f(v) > a) et; 

( C

Q) pour tout terme f(v), ou bien il existe \p e t tei que M = f t constante, 

ou bien pour tout a £ M il existe 

ì\> e t tei que M M > a^**^ 

(a^) M(t) extension <^ - minimale de M; 

(bj) pour tout terme f(v), ou bien il existe a e M tei que (f(v) = a)e t, ou 

bien il existe un terme g(w) tei que (g(f(v))> v) e t; 

(Cj) pour tout terme f (v) il existe ty e t tei que f t \p Constant ou f h ty -*» °° . 

(82) M(t) extension «<, -minimale de M; 

(b2) pour tout terme f(v), ou bien il existe a £ M tel que (f(v) = a) £ t, ou 

bien il existe un terme g(w) tel que (g(f(v)) = v) e t; 

(C2) pour tout terme f (v) il existe \p e t tel que f h constant ou f K \\> 

injectif. 

Remarque . L'équivalence (b^)^=>(c^) (i < 2) est une conséquence immédiate de la 

traduction des propriétés exprimées dans M en propriétés de t donnée par le 

lemme suivant : 

II. 3 . Lemme. On a les équivalences (i) (i') pour i £ 3 : 

(0) il existe \\) e t tel que f h constant; 

(0 ' ) il existe a c M tel que (f(v) » a) et. 

( 1 ) Il existe £ t tel que f h > a; 

(!') (f(v) >a) £ t. 

(2) il existe ty e t tel que f ty •+ <» ; 

(2') il existe un terme g(w) tel que (g(f(v))> v) e t. 

(3) Il existe € t tel que f Mj; injective; 

( 3 ' ) il existe un terme g(w) tel que (g(f(v)) » v) £ t. 

Démonstration du lemme. On illustre l'argument en démontrant (0 )^4 (0 ' ) et (3)4=» (3*) 

les autres équivalences sont laissées en exercice au lecteur. 

(0) ( 0 ' ) . Si M h f constant, pour quelque formule 4> e t, il existe a c M 

tel que M fc» Vv( ty (v) f(v) » a); comme cette formule contient seulement des para­

mètres dans M, elle appartient à 3°(M), d'où (ip(v) f (v) = a)c t. 

^ Tous les termes dans ce théorème sont avec paramètres dans M. 

(**). 
N ayant aicunrisque de confusion, dans ce paragraphe on omettra le référence à la 
satisfaction dans M; ainsi "fl'ty injective" veut dire M h fMfr injective. 
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Puisque I / J ( V) £ t on peut conclure que (f (v) • a) £ t. 

(O')-^(O). Appelons ty(y) la formule f(v) = a; donc \b e t et 

M h Vv(i|)(v) ->f(v) » a), i.e., f r ijj constant. 

(3 f)—^(3). Preuve analogue à celle de (0*) (0) ; soit \\) (v) la formule 

g(f(v)) = v. Donc \\) e t et \\) (u) A \\) (v) implique g(f(v)) » V A g(f(u)) = u; il sfen 

suit que 

lp(u) A l | l(v) A f ( u ) • f(v) U = V , 

i.e., ff*^ injective. 

(3)=>(3'). Si f M|j injective pour un i|/ e t, posons 

g(w) » y v O K v ) A f ( v ) =»w). 

Evidemment on a : 

M N Vv C<Kv) + g(f (v)) » v ] . 

L'argument utilisé dans la preuve de (0) (0!) permet de conclure que 

(̂ (v) + g(f(v)) » v) e t et donc aussi la formule (g(f(v)) = v) y appartient. 

Pour démontrer l'équivalence (aj)^>(bj) nous aurons besoin du fait suivant : 

1.4. Lemme. Si M ̂  N, alors le segment initial de N déterminé par M : 

M' = {b € N | il existe a e M tel que b ^ a } , 

est une sous-structure élémentaire de N. 

Démonstration. Par (G) du §0 il suffit de voir que M' est clos par images dans N 

de termes à un argument. Soient f(v) un tel terme et b € M'; alors b <; a pour 

un a € M, et aussi f (b) ̂  max { f (v) | v ^ a } . Or max { f (v) | v< a} e M, d'où 

f N(b) e M». 

Démonstration du Théorème 1.2. En vertu de 1.3. et la remarque qui lui précède il 

suffit de prouver (a^)^(b^). 

(a )^—n(b ). Les équivalences suivantes sont facilement vérifiées en utilisant les 
o o ^ 

faits que tout x e M( c) est de la forme x = f(c) pour un terme f(v), que c ré­

alise t et que t est complet : 

M < £ M(') 

pour tout x € M(^), soit x e M, soit M < x 

pour tout terme f(v), soit f(c) e M, soit M < f (c) 

pour tout terme f(v), soit il existe a € M tel que 

f(c) = a, soit f(c) > a pour tout a € M ç=£ 

pour tout terme f(v), ou bien il existe a £ M tel que 

(f(v) - a) £ t, ou bien (f (v) > a) £ t pour tout a £ M. 

(aj)^=^(bj). Par le lemme 1.4. on a 
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(*) I 
M( t) extension ^-minimale de M 4-* 

c t 

pour tout x € M(^), x € M ou M(x) est cofinal dans M(c). 

En effet, si M ^ N M(^) pour un certain N, en choisissant xc N - M on 

aura M ^ f M(x) £ f M(£), et donc c>M(x); il en résulte que x { M et M(x) n'est 

pas cofinal dans M(c). Réciproquement, s'il existe x e M(^) - M tel que M(x) n'est 

pas cofinal dans M ^ ) , comme on peut supposer M « f M( ), par 1.4 on aura 
c t° 

M *5 c N < e M( ) , où N' est le segment initial de M( ) déterminé par M(x) . 
* f t f c c 

Vu la forme des éléments de M(x) la condition "M(x) est cofinal dans M(c)" 

équivaut à : 

(**) il existe un terme g(w) tel que g(x) £ c. 

En effet, si g(x) £ c, alors pour tout y e M(c) - i.e., y = h(c) pour quelque ter­

me h - on a : 

y - h(c) £ max { h(v) | v <î g(x)} e M(x). 

L'implication inverse est évidente. 

Vu la forme des membres de M(c), de (*) et (**) on obtient immédiatement l'équi­

valence entre (aj) et 

pour tout terme f(v), ou bien f(c) e M, ou bien 

il existe un terme g(w) tel que g(f(c)) > c. 

Puisque c réalise t, il est évident que cette condition équivaut à (bj). 

(a£) 4=$ (b^)» Ceci suit des équivalences suivantes, que le lecteur pourra justifier 

sans peine : 

M ^ ) extension «<-minimale de M < > 
c

 t 

pour tout x c M( ), ou bien x e M, ou bien M(x) » M(c) < > 

pour tout x e M( c>, ou bien x e M, ou tien c e M(x) < > 

pour tout terme f(v), ou bien f(c) e M, ou bien il existe 

un terme g(w) tel que g(f(c)) = c. 

1.5. Remarques, (a) La condition (bj) du Théorème 1.2. peut être améliorée; elle est 

équivalente à : 

(bj) pour tout terme f(v), ou bien il existe a e M tel que (f(v) = a) e t, 

ou bien il existe un terme pur (i.e. sans paramètres) h(w) tel que 

(h(f(v))* v) e t. 

L'implication (bj)=^(bj) s'obtient en posant 

h(w) = max {g'(u,w) | u <, w} , 

où g'(u,w) est un terme pur tel que le terme g(w) est g'(b,w) pour quelque b e M. 

Ainsi on a : h u ̂  w—• g' (u,w) < h(w) . Comme on peut supposer que (f(v) = a) ^ t 

pour tout a e M et que M4 fM(£), de (bQ) on obtient (f (v) > a)e t pour tout 

a € M, d'où (f(v) >b) e t, et donc la formule 

v < g(f (v)) « g(b,f (v)) < h(f (v)), 
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i.e., v < h(f(v)) aussi appartient à t. L'autre implication est triviale. 

Cette amélioration sera utilisée plus loin. 

(b) Il est clair que (c^) «=> (c q). Donc toute extension -< - minimale de M de la forme 

M(^), où t est complet et non-borné, est une extension finale. Ainsi nous avons : 

1.6. Corollaire (de 1.4). Soit N extension ~<- minimale de M. Alors M < f N ou M 

est cofinal dans N. Si N = M( t), où t est un type complet et non-borné, alors 
c 

M < f N. 

Démonstration. Soit M' le segment initial de N déterminé par M. Par 1.4, 

M-<M'«< N. Si M' = M, alors x > M pour tout x e N-M et N >- M. 

Si M 1 = N, alors M est cofinal dans N. Si N = M( f c), alors c > M, d'où N > M. 
C f 

Le théorème 1.2. admet une version pour des types non forcément complets. 

1.7. Proposition (version de 1.2 pour t non-complet). Si t est non-borné, on a 

pour chaque i < 2 l'équivalence (aï) & (cl) suivante : 

£ t 
( a p Pour tout type t1 complet sur M tel que t' g t, M et M( c ) ont la rela­

tion (a^) du Théorème 1.2; 

(cï) Pour tout terme f(v) (et, dans le cas i = 0, pour tout a e M) il existe un 

ensemble fini de formules ^ ,.. ., . telles que 
ro rn-l n 

n-1 

k=0 
et pour chaque 

j £ n-1, f N i). vérifie la condition (c.) du Théorème 1.2. 

Démonstration (a\) =̂  (cl). Ceci est une application simple de la compacité qui équi­

vaut essentiellement au fait que t est l'intersection des types complets qui le con­

tiennent. 

Soit f(v) donné et soit P^(^) la condition (c/) de 1.2 (par exemple, si i = 2, 

P^(^) est "f h constante ou fM | i injective"). Soit {t. | j e J} la famille des ty­

pes complets contenant t; noter que chaque t̂  est non-borné. En appliquant l'impli­

cation (a^) (c^) de 1.2 au type t̂  on obtient une formule e t̂  telle que 

P^(ip.). Supposons qu'il n'y ait pas de sous-ensemble fini de(^j | j e J) dont le dis­

jonction est une conséquence de t. Ceci veut dire que l'ensemble t w{ t i|/ . | j e j} 
c . ^ . 

est finiment consistant avec So (M), et donc, par compacité, consistant. Donc il y 

aurait un type complet qui le contient, disons t. ; alors . e t. et 

"1 
1 

e t 
1 

ce qui contredit la consistance de t. . 
Jo 

(c|)-^(aï). La condition (c\) entraine que tout type complet t' contenant t 

contient une des formules \\). et donc f h vérifie la condition (c.) du théo-

K . k i 
rème 1.2. Puisque (c.)^(a.), M et M( ) ont la relation (a.). 

i i c i 
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§11. L'UNIFORMISATION DES CONSIDÉRATIONS LOCALES. 

Dans ce paragraphe nous cherchons à rendre globales les considérations locales du 

paragraphe précédent, c'est-à-dire à rendre ces considérations valables simultanément  

dans tout N > M. 

Pour mettre ce programme en oeuvre on devra d'abord trouver une manière de se don­

ner un type non seulement sur M mais simultanément sur tout N y M. La seconde éta­

pe consiste à développer les constructions et les arguments locaux encore dans le mo­

dèle initial M mais cette fois de manière uniforme par rapport aux paramètres de M. 

Nous discutons d'abord des manières de se donner des types simultanément pour tout 

N > M. 

(A) Schémas de types. 

II.1. Définition. Un schéma de type sur M est un ensemble t* de formules 

i|;(u,v) de L clos par conjonction et tel que l'ensemble 

t*(M.v) = { Ma.v) I a <; M. Mu) = Ma) et I J J C U . V W t* ) 

engendre un type sur M [i.e., est consistant avec 2)°(M) **'] . 

Un argument habituel de compactité montre qu'un schéma de type sur M définit auto-

automatiquement un type sur chaque N > M. 

II.2. Remarque. Tout schéma de type sur M est aussi un schéma de type sur chaque 

N > M. 

Démonstration. Il faut voir que t*(N,v) engendre un type sur N, c'est-à-dire con­

sistant avec 2)°(N), pour tout N > M. Par compacité il suffit de voir que pour tout 

neco , V/jOij.v),..., ^ n(u n,v) c t* et b.,...,bn£ N, l(u£ « Jt(b.) (i = 1,...,n), 

3 C(N) o { ̂ .(b.,v) I i - 1 n} 

est consistant. Comme t* est clos par conjonction il suffit de le prouver pour une 

seule formule, i|;(b,v) • 

Désignons par a les éléments de b appartenant à M, et b1" ceux appartenant à 

N-M; écrivons iKb,v) dans la forme \\)(sL9b
r

9v) . Si \p(b9v) n'est pas consistante 

avec 3 C(N), on aura 

2>°(N) h Vv -, K K a . b V ) 

d'où 

â c(N) h 3w V v i iKa,w,v). 

Puisque M < N, on a 

M 3 w \/v n iKa,w ,v); 

soit F e M tel que M h Vv ~\ i K a , ! 1 " ^ ) . Ceci entraine 

(*) La longueur de la suite u étant variable. 

• A * 
(**) Nous allons confondre par la suite l'ensemble t (M,v) avec le type t (M,v) 

qu'il engendre; cf. §0.D. 
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â C(M) h \/v - u K a . â ^ v ) 

ce qui contredit les faits que tyia,!?"9v) e t*(M,v) et ceci est un type sur M. 

Ensuite nous allons illustrer le second aspect de nos propos, à savoir, le princi­

pe que la globalisation d'une propriété locale (de M) équivaut à l'uniformisation  

de cette propriété par rapport aux paramètres de M. 

II.3, Définition. (Les formules considérées ici peuvent avoir des paramètres dans M). 

On dit que la formule ip(v) décide la formule (J)(v) ssi 

M * Vv(iKv) <|>(v)) v Vy(iKv) -*l<Kv)). 

On dit que ^(w,v) décide <J>(v) s'il existe b e M tel que *Kb,v) décide <f> (v), 

c'est-à-dire 

M H 3 w CVv(iKw,v) -*• <f>(v)) vVv(\|;(w,v) •> 1 <t>(v))] . 

On d i t que ^(w,v) décide <f>(u,v) s i Mw,v) décide <J> (a ,v ) pour tout a e M, 

i.e., 

M H Vu 3 w [tf v(iKw,v)-> <Ku,v))v WtiKw.v)"* 1 4>(u,v))J • 

On dit que if>(w,v) décide 4>(u,v) positivement ssi 

M h Vu 3 w V/vfiKw.v)-»" <J>(u,v)). 

Considérons les versions locales et globales de la propriété d'être un type complet, 

i.e. : 

(i) M pour tout N > M, t*(N,v) est un type complet sur N. 

Il est clair que (i) est la "globalisation" de (i) w. Considérons maintenant les condi-

tions : 

(ii) pour toute formule $(v) (à paramètres dans M) il existe i|>(v)e t*(M,v) 
n 

telle que iKv) décide 4>(v) ; 

(ii) pour toute formule <J>(u,v) de L (i.e. sans paramètres) il existe (w,v) e t* 

telle que ^(w,v) décide <J>(u,v). 

Il est clair que (ii) est l'uniformisation de (ii) w par rapport aux paramètres 

de M; en explicitant les paramètres dans (ii)w on voit plus clairement à quoi con-
M 

siste l'uniformisation : 

(ii)^ s'explicite : pour toute formule <Ku,v) de L (sans paramètres) et pour tout 

a € M il existe ^(w,v) € t* et beM tels que ^(b,v) décide <j)(a,v); 

(ii) s'explicite : pour toute formule <Ku,v) de L (sans paramètres) il existe 

4> (v ,v) €t* telle que pour tout a € M il existe b € M tels que <Kb,v) décide 

4 ( â , v ) . C'est-à-dire, on a "fait passer" un quantificateur existentiel devant un quan­

tificateur universel : V V 3 3 v ^ * V 3 V 3 

On démontre par la suite que (i)M«* M e t < l u e W «*(ii); cette dernière équi­

valence illustre bien le "principe" énoncé plus haut. 

(*) v et u n'ont pas forcément même longueur. 
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II.4, Proposition. Il y a équivalence entre (i) M et (îi)M»
 e t entre (i) et (ii). 

Démonstration, (i).. (ii) w est démontré par un argument simple de compacité qu'on 
• 1 M M 

laisse comme exercice. 

(ii) M **(i)M« Puisque \\) € t*(M,v), on a <j> e t*(M,v) si M t= \\f -+ <J> ,-i<J> e t*(M,v) si 

M V» \p — 

(ii) =*(i). Pour tout N > M, (ii) =» (ii) N ̂ ( i ) N ; donc (ii) (i) . 

(i) =}(ii). Supposons non (ii) : il existe 4>(u,v) formule de L telle que pour tout 

(w,v) e t* il existe a^e M tel que (w,v) ne décide pas <j> (a^. ,v), ce qui s'ex­

prime M ^ ^ Câ^] où Q S t l a formule 

Vw [3v(i|)(w,v) A <f>(u,v)) A 3 V ( I K W , V ) A i(j)(u,v))] . 

Il est facile à vérifier que M , , (u) ^ B ( U ) A e (u) ; donc l'ensemble (H) des 

conséquences de { « ( U ) | ^ € t * } est clos par conjonction, puisque t l'est. Ceci 

et m ce . in impliquent que (S) est f iniment consistant avec S) (M). Donc il exis­

te N >-M avec a e N tels que N h <£)[! ] ; la formule <J>(a,v) n'est pas décidée 

dans N par aucune formule ^(w,v)e t* , donc par aucune formule i|;(v) e t*(N,v). Ce­
ci prouve non (ii)«T et donc non (i).T, ce qui entraine non (i). 

N N 

On appellera schémas complets ceux qui vérifient les conditions équivalentes (i) 

et (ii). 

* 

Remarque. On peut construire M et t tels que e s t vérifié, mais pas uni­

formément, c'est-à-dire, (ii) est faux (cf. Exemple III.4). Donc, au contraire de ce 

qui se passe pour la consistance (cf. Remarque II.2) la complétude de t*(M,v) n'en­

traine pas celle du schéma t* . 

Il est parfois commode d'identifier les schémas de type selon la relation d'équiva­

lence suivante : 
II.5. Définition. Deux schémas de type t*,t^ sur M 'sont équivalents 

* * 
t, m t 2 . 

ssi pour tout N^M, t.(N,v) =» t:(N,v). 

Tout schéma t est équivalent dans ce sens à un autre schéma t*- appelé la 

clôture de t* - qui est souvent plus facile à manier. 

II. 6. Lemme. Soit t* un schéma de type sur M et t* = {<{>(u,v) | il existe 

<Kw,v) £ t* tel que *Kw,v) décide <j)(u,v) positivement} . Alors t* est un se 

ma de type sur M et t* g t*. 

La démonstration est laissée au lecteur comme exercice facile. 

D'après ce lemme on pourra substituer, sans perte de généralité, un schéma par 

clôture, c'est-à-dire, on pourra supposer qu'il est clos (i.e., t* • t*). 

On utilisera plus tard la propriété suivante : 

II. 7. Lemme. Soient t* un schéma sur M, clos et complet, et <f)(u,v) une formule. 

Si (J)(a,v) e t*(M,v) pour tout a € M, alors <J>(u,v) c t*. 

Démonstration. Comme t est complet, il existe iKw,v) décidant <J>(u,v) : 

M h Vu 3w lYvOKv.v) <t>(u,v)) v y v ( f (w,v) -+ -i<f>(u,v))] . 
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Le fait que <J)(a,v) € t*(M,v) pour tout a £ M implique l'impossibilité de la se­

conde alternative pour aucun w; donc ip(w,v) décide <J>(u,v) positivement, d'où 

4>(u,v) et* puisque t* est clos. 

(B) Types définissables. 

Il s'agit d'une deuxième manière de se donner un type globalement, mais qui s'avè­

re équivalente à la première. 

II.8. Définition (a). On appelle définition de type sur M toute fonction d qu'à 

chaque formule <J>(u,v) associe une formule d^(u) de façon telle que quels que soient 

0,(u 1,v),...^ n(u n,v), on ait 

n 
M |= Vûj ... *û 3v [ A (d (uT) -> ф.оГГ,у))] . 

(b) On dira qu'une définition de type d est complète ssi pour toute formule é(u,v). 

M h Vu(d ( u ) < _ > i d . ( u ) ) . 

(c) Etant donné une définition de type d sur M et N > M, on pose : 

d(N,v) =* (4>(a,v) I a с N et N H d.[ a]}. 

(d) Un type t(v) sur M est définissable ssi il existe une définition de type d 

sur M telle que t(v) = d(M,v); c'est-à-dire, ssi pour toute formule <J)(u,v) et 

tout a e M, 

<J)(a,v) e t ^ M N ^ t a ] . 

On appellera la fonction d un schéma définissant t. 

Remarques. (a) La définissabilité d'un type signifie que chaque propriété de premier 

ordre d'un élément réalisant t dans une extension de M peut être caractérisée dé­

jà dans M. 

(b) La formule dф peut, en général, avoir des paramètres dans M (auquel cas le ty­

pe t sera appelé, si besoin est, définissable à paramètres). 

(c) La condition de II.8 (a) est manifestement équivalente à ce que d(N,v) soit 
с 

finiment consistant avec â (N); donc, si d est une définition de type sur M, 

d(N,v) engendre un type sur N, pour tout N ï M.^Notons en plus que d est complète 

ssi d(M,v) est un type complet ssi pour tout N>M, d(N,v) est un type complet. 

(d) Remarquons que si d est une définition de type complète et si ф(и) ne contient 
pas la variable v, alors par II.8 (a) et (b) on a M Н*и^ф(и) ф(и)). Donc on peut 
supposer, sans perte de généralité, que toute définition de type complète est telle 
que с!ф e Ф pour toute formule ne contenant pas la variable v. 

On montre maintenant que la donnée d'une définition de type complète est équivalent 
à celle d'un schéma de type complet : 

II.9. Proposition (a). Si d est une définition de type complète sur M, il existe un 

schéma de type complet t* sur M tel que pour tout N>M, d(N,v) = t*(N,v). 
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(b) Réciproquement, pour tout schéma de type complet t* sur M, il existe une 

définition de type complète d sur M telle que pour tout N r M, t* (N,v) = d (N,v). 

Démonstration, (a) Etant donné d, posons 

t*(v) « td^(u) <P (u,v) | <f>(u,v) formule de L} . 

Par II.8 (a) il est évident que pour N > M, t*(N,v) est finiment consistant avec 

# C(N), i.e. il engendre un type sur N. D'autre part, de 

<Kl,v) € d ( N , v ) ^ Nf= C a l ^ d ^ d ) e2)C(N), 

et parce que S>C(N) £ t*(N,v), (d^(a)+ 4>(a,v))e t*(N,v) et t (N,v) est clos par con­

séquence logique, on obtient l'inclusion d(N,v) ç t*(N,v). Puisque d(N,v) est un 

type complet on a forcément l'égalité. 

(b) Réciproquement, étant donné un schéma de type complet sur M, soit d la fonc­

tion ainsi définie : par II.4, pour toute formule (f)(u,v) il existe i|;(w,v)e t 

telle que I | J ( W , V ) décide 4>(u,v); on choisit une telle \[) et on pose : 

d^(u) : 3w Vv(i^(w,v) <J)(u,v) (i.e., î (w,v) décide (J)(u,v) positivement) 

Pour N y M et a c N, on a : 

<J>(â,v) e d(N,v) >=> 

N F d Ta! 

il existe b e N tel que N H <Kb,v) •+ 4>(a,v) ̂=d> 

(J)(7,v) e t*(N,v). 

Les deux premières équivalences et l'implication =̂  dans la dernière sont évidentes; 

quant à l'implication réciproque, puisque ip(w,v) décide <J)(u,v), il y a bien b e N 

tel que N = (i[i(b,v) •> 4>(a,v)) v (̂ (b,v)->- (f)(a,v)); le second membre de cette disjonc­

tion aurait comme conséquence l'inconsistance de t*(N,v); donc N ̂  ty(b,v)+ (J)(a,v). 

Ceci prouve que d(N,v) est un type sur N, et donc par la remarque (c) ci-

dessus, que d est une définition de type sur M; en plus, puisque t*(M,v) =* d(M,v) 

est un type complet sur M, encore par la remarque (c), d est complète. 

La proposition ci-dessus complète l'information donnée jusqu'ici : 

II. 10. Proposition. Soit t(v) un type complet sur M. 

(a) Les conditions suivantes sont équivalentes : 

(1) pour toute relation R définissable (avec paramètres) dans M(^), RhM est 

définissable (avec paramètres) dans M; 

(2) t est définissable; 

(3) il existe un schéma de type complet t sur M tel que t(v) = t (M,v). 

(b) La fonction d définissant t et le schéma t* de (a) sont uniques dans le sens 

suivant : si d̂  est une définition de type et t* un schéma de type complet sur M 

tels que 

d](M,v) = t(v) = t*(M,v), 

alors pour tout N >• M, 

d!(N,v) = d(N,v) = t*(N,v) = t*(N,v). 
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Démonstration» (a). 

(0=^(2). Soit <J>(u,v) une formule de L; alors <J>(u,c) définit une relation R 

sur M(^). Par (1) il existe une formule, que nous notons d^(u), telle que 

R M = (d^) M. 0 n vérifie aisément que 4>(a,v) e t(v)<=^M h d^ [a] , i.e. que d dé­

finit t dans M. 

(2)=^ (1). Supposons que R est définie dans M ^ ) par la formule \p(u,b) avec para-

_ t c  

mètres b = <bj,...,b^> e MC^). Chaque paramètre s'écrit b^ = f^(a^,c) pour un terme 

f^ et a^ e M; donc t|;(u,b) = <t> (u,a,c) où â~ = â~| ~. .. ̂  a^ et 

<f>(u,w,v) = (u,f j ( W j , ) , . . . ,f^(w^,v) ) avec w = ~... A w^. Comme c réalise t, 

pour x e M(*") on a : x e R ^ M( ) N<f) [x,a,c]^ (f)(x,a,v) £ t(v). 

Si d est le schéma définissant t, puisque a e M on obtient : 

x e R T M x £ M A x e R ̂  x e M A (|)(x,a,v) e t(v) 

4 4 M = d . [x,a] , 

c'est-à-dire, la formule d^(u,a) définit R h M dans M. Remarquez que cette équiva­

lence reste valable même lorsque t n'est pas complet. 

(2)«X3). Ceci est la Proposition II. 9. 

(b) Comme les schémas d et d définissent tous les deux le type t dans M, 

on -a : 

<J>(a,v) e t(v)*=* M ̂  d [a] , 

<j>(a,v) e t(v) 4=* M y d* [a] 

pour toute formule <J> et tout a e M; donc, M F Vu(d^(u) «->• d^(u)). 

Cette équivalence étant à paramètres dans M, elle est valable dans tout N >• M, 

d'où 

(*) d](N,v) = d(N,v). 

Le schéma t* étant complet, de la Proposition II.4 il suit que pour toute formu­

le 4>(u,v) il existe ip(w,v) e t* telle que *Kw,v) décide <J)(u,v), i.e. la formu­

le 

(**) Vu 3 w(v'v(^(w,v) -> <J>(u,v))v ^ V ( I | J ( W , V ) -̂ 1(f)(u,v)) 

est valable dans tout N >- M. Nous démontrons, 

(***) <J>(a,v) € tj(N fv).* N • d' [a]. 

Sinon, comme d'(M,v) » t(v) et t complet entraînent que d* est complète, on au­

rait N H u d ^ (u) ; puisque N > M on aurait donc un b e M tel que M h d^[b], 

i.e. i<Kb,v)€ d (M,v) . D'autre part, 4>(a,v) e t*(N,v) implique que le second cas de 
— * * 1 

(**) est impossible, d'où 4>(b,v)c tj(M,v). Ainsi on a conclu tj(M,v) # d (M,v), ce 

qui contredit l'hypothèse du théorème. 

En appliquant (***) à n <f> on obtient l'implication réciproque, d'où : 

(****) t*(N,v) - d*(N,v) pour N >• M. 

Le même argument (ou, alternativement, la preuve de II.9) démontre que t*(N,v) - d(N,v) 

pour N > M. Ceci et (*) complètent la preuve de 11.10. 
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Nous allons maintenant combiner ensemble l'aspect étudié au §1 avec les présentes 

"considérations globales" : le théorème 11.11 est une version globale, uniforme, de 

* t* 
la Proposition 1.2. Ci-dessous, pour tout schéma t , on note M( c ) le modèle 
M( t ^ M , V ^ ) ; et si f(u,v), iKu,v) sont un terme et une formule, et a e M, on écrit 

c 
f et ty au lieu de f(a,v) et ij;(a,v). 
a a 

II.11. Théorème. Soit t* un schéma de type sur M, tel que t*(M,v) soit un type 

complet et non-borné sur M. Pour chaque i £ 2 on a les équivalences 

(a.^Cb.).*^.) : 

(aQ) pour tout N M, N « f N(£ .) ; 

(bQ) pour tout terme pur f(u,v) il existe un terme pur f,(u) tel que pour tous 

NfM et a £ N, soit (f(a,v) - f,(a)) € t*(N,v), soit pour tout c c N , 

(f(a,v) > c) € t*(N,v); 

(C q) pour tout terme pur f (u,v) il existe ip(w,v) « t* telle que 

M p \/a[3b(f K Y, constante) v \fc 3 b(f N > c)] . 
a b a b 

t* . . 
(aj) pour tout N > M, N( c ) est extension < f-minimale de N; 

(bj) pour tout terme pur f(u,v) il existe des termes purs fj(u), f2(u) tels 

que pour tous N > M et a € N, (f(a,v) =» fj(a)€ t*(N,v) ou 

(f2(f(a,v)) * v) € t*(N,v); 

(Cj) pour tout terme pur f(u,v) il existe iKw,v)e t* telle que 

M p V a 3b(f N U;, constante v f N d;, »). 

a r b a r b ' 
(a2) pour tout N >• M, N(^ ) est extension «<-minimale de N; 

(b2) pour tout terme pur f(u,v) il existe des termes purs f.(u), f3(u,x) tels 

que pour tous N >• M et a e N, (f(a,v) = f j(a)) € t*(N,v) ou 

f3(a,f(a,v)) - v)€ t*(N,v); 

(c2) pour tout terme pur f(u,v) il existe iKw,v) £ t* telle que 

M p Va 3b(f K ty, constante v f M | J injective). 
a b a b 

Démonstration. On montre (a^)==^(c^) =>(b^)_-^(a^). La preuve s'appuie sur les équivalen­

ces correspondantes du Théorème 1.2. Comme illustration on fait la preuve du cas i=l. 

(aj)=^(Cj). Argument de compacité semblable à celui de la Proposition II.4. 

Supposons non (c.) : il existe un terme f(u,v) tel que pour toute formule ̂ (w,v)e t* 

on a M r 3 a e^(a), où Cu) est la formule ^b(-](f^ ^ ty^ constante) A f N -+ <») , 

C'est-à-dire, chaque formule ^(u) est consistante avec <2)^(M). On vérifie aisément 

<*ue h % Aty ( u ) "* % ( u ) A % ( u ) - D o n c ' l'ensemble ® - (^(u) | ^(w,v) e t*} 

est finiment constant avec â (M), d'où il existe N >- M avec a c N tel que 

N h © t a ] . Ceci veut dire que le terme f(v) • f(a,v) viole la condition (Cj) du 

Théorème 1.2 appliquée au type t*(N,v); en vertu de l'équivalence (c.)<=>(a.) du 
t* 

1.2 il en résulte que N( c ) n'est pas une extension ^-minimale de N, i.e. non (a^). 
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(Cj) =^(bj). Etant donné le terme f(u,v), soit ip(w,v) la formule de t* dont l'exis­

tence est assurée par (Cj). Posons 

f j(u) = \ixl 3w \/v(^(w,v) -> f(u,v) = x)] , 

h(u,x) =* max { v | 3w iji(w,v) A f(u,v)< x) , 

f2(x) = max {h(u,x) | u < x } . 

Etant donné N et a e N, si 3b(f iK constante), ceci est aussi valable 
* a b 

dans N; de iKb,v) e t (N,v) et de la définition de f j on conclut 

(f(a,v) = f j (a)) € t* (N,v) . Si, par contre, N h 3 b (f ̂ -> «> ), alors il existe 

c e N tel que N h Vv(v>c A ip(b,v) f(a,v) £ a). Par définition de h et : 

N h f(a,v) > a h(a,f(a,v)) s f2(f(a,v))f 

ip(b,v) + v ^ h(a,f(a,v)). 

Comme t (N,v) est non-borné et ^(b,v) y appartient, on conclut que 

(f2(f(a,v)) > v) e t*(N,v). 

( b ^ r ^ C a ^ ) . Conséquence triviale de l'implication correspondante du Théorème 1.2. , 

appliquée à un N >• M arbitraire. 

Remarques, (a) La définition du terme f^(u,x) dans la preuve de (c2) =^ (b2) est 

la suivante : 

f„(u,x) » Py [3w(f h injective A w'(f \h f injective -> w ^ w' ) A 
3 u w u w 

A lKw,y)) A f (U,y) = X ] . 

On ne sait pas si le terme f^ peut être choisi à une seule variable; cf. GaifmanCG], 

Théorème 3.13 et discussion. 

(b) L'hypothèse que t*(M,v) est complet et non-borné a servi pour appliquer le 

Théorème 1.2. On aurait pu utiliser au lieu du Théorème 1.2. sa version pour t non-

complet, la Proposition 1.7 : ainsi, on aurait pu se passer même de l'hypothèse que 

t*(M,v) est complet et obtenir une version du Théorème 11.11 pour t* quelconque 

(non-borné). Nous n*énonçons pas cette version, qui est simplement l'uniformisation de 

la Proposition 1.7. 

(c) On n'a pas eu besoin, dans 11.11, de ^hypothèse plus forte "t* est un schéma 

complet"; .ce fait est exploité par le Corollaire 11.12 ci-dessous. Pourtant sous cette 

hypothèse (et lorsque t* est clos), les conditions ( b j du théorème précédent peu­

vent être reformulées de manière plus élégante; voir Corollaire 11.13. 

11.12. Corollaire. Soit t* un schéma tel que t*(M,v) est complet sur M. Sont équi­

valents : ^ 

(i) pour tout N >• M, N < f N(* ); 

(ii) t* est un schéma complet. 

Démonstration, (i) =»(ii). Evidemment (i) implique (Cq) du Théorème 11.11. Ceci appli­

qué quand f (u,v) est la fonction caractéristique d*une formule <f>(u,v) entraîne 

l 1 existence d'une t|;(w,v) e t* telle que 

(*) M h Va 3b(f a h ipg constante) 
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(car f ne prenant que deux valeurs l'autre condition de ( C

Q) du II.11. est impos­

sible). Or, (*) équivaut à dire que ip(w,v) décide 4>(u,v); alors t* est un schéma 

complet par la Proposition II.4. 

(ii)=»(i). Par la Proposition 11.10, (ii) entraîne : 
t * t * 

(**) pour tout N > M et tout X G. N( ) définissable dans N( ) , X nN est dé-
c c 

finissable dans N. 
* * 

t t 
Mais cette condition implique N < f N( c ); sinon, en choisissant x e N( c ) - N et 

a e N tels que x ^ a, on pourrait conclure que X n N est définissable dans N, où 
t * 

X • {z e N( c ) | x < z } ; par le principe du minimum, X nN aurait donc un premier 

élément; or, X nN, étant la partie supérieure de la coupure de N déterminée par 

x ^ N, n'a pas de premier élément. 
* 

II.13. Corollaire. Soit t un schéma de type sur M, clos, complet et tel que 

t (M,v) est non-borné. Alors pour i ̂  2 on a les équivalences (â )̂ =>(bî ) (c^) , 

où (a^) et (c^) sont les énoncés du Théorème 11.11, et : 

(b^) pour tout terme pur f(u,v) il existe un terme pur f^(u) tel que la formule 
f (u,v) =» f (u) v f ( u > v ) > w 

• 

appartient à t 

(bj) pour tout terme pur f(u,v) il y a des termes purs f^(u), ^2^"^ t e ^ s <lue * a 

formule f(u,v) - fj(u) v f2(f(u,v)) £ v 

appartient à t 

( b p pour tout terme pur f(u,v) il y a des termes purs f j (u) et f^(u,x) tels 

que la formule 

f(u,v) « fj(u) v f3(u>f(u,v)) = v 

appartient à t . 

Démonstration. On prouve (b.) (bî). 
* 

(bQ) (b Q)• Comme t (M,v) est clos par conséquence logique, (bQ) implique 

(f(a,v) = f (a) v f(a,v) > c) e t*(M,v) 

pour tous a,c € M. Comme t est clos et complet, en appliquant le Lemme II.7. à 

cette formule on obtient bien (b Q). 

(b^)=>(b Q). Ceci est immédiat en utilisant le fait qu'un type complet qui contient 

une disjonction, contient aussi l'un des cas disjoints. 

Remarque. Le Lemme II.7 montre clairement que pour un schéma clos et complet t* 

sur M, la condition "t (M,v) est non-borné" équivaut à la "formule (v > u) appar-
* 

tient à t ". 

(C) Types uniformes. 

II.14. Définition. Soit t(v) un type sur M; on dit que t est uniforme ssi : 

(a) t est non-borné; 

(b) pour tout N y M, t (v) u(v> a | a € N} est un type complet sur N. 
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Autrement dit, un type non-borné est uniforme ssi pour tout N ^ M il n'a qu'une 

seule extension à un type complet non-borné sur N. 

Essentiellement, cette notion est un cas spécial des schémas de type complets; en 

effet : 

II. 15. Remarques, (a) t uniforme t* = t(v)o{ v > u} est un schéma de type complet 

sur M. 

(b) Si t est uniforme, pour tout N > M l'unique extension non-bornée et complète 

de t à N coïncide avec t (N,v). 

Moyennant cette remarque, tout ce qui a été vu sur les schémas complets se spécia­

lise au cas des types uniformes; par exemple on a : 

11.16. Proposition. Un type t sur M est uniforme si et seulement si pour toute 

formule <J>(u,v) il existe iKv) € t telle que 

M h Vu 3v Q [(Vv > V Q ) ( I K V ) <|>(u,v)) v (Vv > V Q ) ( ^ ( V ) •> -|<j>(u,v))] • 

Démonstration» Résulte de la caractérisation des schémas de type complets (Propositio 

II.4) par la Remarque II.15(a) ci-dessus). 

11.17. Notations. On dira que *Kv) décide finalement <$) (u,v) lorsque la formule de 1 

proposition précédente est vérifiée. En général, on dit qu'une propriété s'exprimant 

par une formule de la forme Vu 9(u) est finalement vraie (dans M) ssi 

M p 3 u ( \ / u > u ) 6 (u). Par exemple : 

f N \\> est finalement égale à u 3 v Vv > v [ ijj(v) f (v) = u ] 
o o 

f N ty est finalement constante £>3u 3 V q V v > V Q [ ijj (v) f (v) • u ] 

f ty est finalement injective 4^ 3V q ( Vu > V Q ) ( \ / V > V Q ) 

[ ^ ( U ) A ij,(v) A U f V -> f (u) » f (v) ]. 

Le Théorème suivant donne plusieures caractérisâtions de la notion de type uniforme. 

11.18. Théorème. Soit t(v) un type complet et non-borné sur M. Les conditions sui­

vantes sont équivalentes : 

(1) t est uniforme; 

(2) pour tout terme f(u,v) il existe des termes fj(u), f 2^
u^' f3 

(u) tels que la 

formule 

Vu [ v > f (u) -f(u,v) - f (u) v f (f(u,v)) * v] 

appartient à t; 

(3) pour tout N >• M et toute extension non-bornée t* de t à N, N( £ ) est une 

extension <f-minimale de N; 

(4) pour tout N > M et toute extension non-bornée t f de t à N, N -<f N(£ ); 

(5) pour tout terme f(u,v) il existe <J>(v) £ t telle que 

M h Va [ f ̂ <f> finalement constante v f h $-*•»]; 

(6) pour tout N > M, tout type complet et non-borné sur N qui étend t est défi­

nissable à paramètres dans M. 
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Démonstration. Celle-ci est faite suivant le schéma : 

(2) ?»(3) 

( 5 K »(!)<; -(4) 

(6) 

L'implication (3) (4) est triviale. 

(1) =^(6) résulte directement de l'équivalence entre (2) et (3) de la Proposition 

11.10. (a). 
t » 

(6) =^ (4) suit du fait que toute extension N-t N( c ) , où t' est un type définis­

sable et complet sur N, est une extension finale. 

La preuve de ce fait est l'argument de (ii) (i) du 11.12. (appliqué au type t' 

au lieu du schéma t*) et l'équivalence entre (2) et (3) du 11.10. (a). Ce même fait 

et la Remarque 11.15. (a) prouvent l'équivalence entre (1) et 

(1') pour tout N > M, N < f N(* ) 

où ici (et par la suite) t* désigne l'ensemble t(v) u {v > u} , qui manifestement 

est un schéma sur M puisque t est non-borné. 

(1) (5). Par (1') et l'équivalence (aQ) (Cq) du 11.11. appliquée à t* on 

obtient que pour tout terme f(u,v) il existe i|;(w,v)e t telle que 

(*) M h V a C 3b(f aMp b constante) v y c 3b(f al» i | ; b > c) ] . 

Or, vu la forme des formules dans t , iKw,v) est <f>(v) A v > w pour quelque <p e t , 

et pour des formules ty de cette forme le premier cas de la disjonction (*) équivaut à 

<f> est finalement constante, 

et le second cas équivaut à 
N <f N(* ) 

donc (5) est vérifiée. 

(5) (1). On inverse pas par pas l'argument précédent. 

(1) (2). Par ce qui précède on peut utiliser (5). Un calcul simple effectué sur la 

formule de (5) montre qu'en posant iKw,v) Œ < K V ) A v > w on obtient : 

M p Va 3b (f N il;, constante vf N é . - > o o ) , 
^ a b a b 

Par (1) t est un schéma complet, qu'on peut supposer clos sans perte de généralité 

(Lemme II.6). L'équivalence (bj)<q>(Cj) du 11.13. montre alors qu'il y a des termes 

f 2(u), f^(u) tels que la formule a(u,v) suivante appartient à t : 

a(u,v) : f(u,v) - f2(u) v f3(f(u,v)) ̂  v. 

Par la Proposition 11.16 il y a <j)(v) c t qui décide finalement a(u,v). Puisque 

a(u,v) e t il est clair que 4> décide O positivement, i.e. 

M >• tfu 3 V Q ( V V >vQ)(<J)(v) + a(u,v)). 

Posons : 

g,(u) - yv [ (tfv > v )(<Kv) +f(u,v) =» f9(u))] , 

1 0 0 A 
g0(u) - Mv Wv > v (4>(v) -> f.(f(u,v)) * v ], l o o 3 

f,(u) - max {gj (u),g2(u) } • 
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On prouve aisément que 

M N 4) (v) -> Vu(v > f (u) •+ a (u,v)); 

d'où il suit que la formule à droite est dans t, puisque (f)(v) e t. 

(2) (3). La condition (2) entraine qu'étant donnés N > M et un type non-borné t' 

sur N tel que t1^. t, on a 

(**) pour tout x e N( c ), X € N O U X > c. 

En effet, comme x = f(a,c) pour quelque ae N, il suffit d'appliquer (2) au terme 
t- 1 

pur f(u,v). (**) implique trivialement que N( c ) est une extension ^-minimale 

de N. 

(4) => (1). La condition (1') est une conséquence immédiate de (4) en posant 

t' = t*(N,v); donc (4) ^ (1). 

Remarques.(a) Les versions affaiblies de (3) et (4) ci-dessous sont équivalentes aux 

énoncés du Théorème 11.18 : 

(3') pour tout N > M et tout schéma de type t* sur M tel que t*(M,v) = t, 

* t* . . 1 1 

N( ! ) est une extension -<^-mmimale de N, 
et similairement pour (4'). 

En effet, les implications (3)^(3') (4') et (3) ̂  (4) =^(4') sont triviales, et 

l'argument utilisé pour démontrer (4) =^(1) prouve aussi (4') =^(1). 

(b) La condition (b) du Théorème 11.18. - ou, alternativement, l'équivalence entre 

(2) et (3) du Théorème 11.10. (a) - montrent que tout type uniforme est définissable. 

La réciproque n'est pas vraie comme on verra au moyen d'un exemple simple au §111.5. 

(D) Types minimaux. 

Commençons par démontrer la proposition suivante dont les énoncés et la preuve sont 

parallèles à ceux du Théorème 11.18 : 

11.19. Proposition. Soit t un type complet et non-borné sur M. Les conditions sui­

vantes sont équivalentes : 

(1) pour tout terme pur f(u,v) il existe des termes purs f.(u), f 2(u), f^(u,w) 

tels que la formule 

Vu [v > f,(u) + f(u,v) = f,(u) v f3(u,v)) = v ] 

appartient à t; 

(2) pour tout N ^ M et toute extension non-bornée t 1 de t à N, N( c ) est une 

extension •< -minimale de N; 

(3) pour tout terme pur f(u,v) il existe <J>(v) e t telle que 

M N Va [f N <f> finalement constant v f N <|> finalement injective ] . 
a a 

Démonstration. (1) (2). Etant donnés N et t' vérifiant les hypothèses de (2), 

(1) entraîne : 

(*) pour tout x e N(^ ), x e N ou il existe un terme pur g(u,w) et un a £ N 

tels que g(a,x) = c 
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Puisque x - f(a,c) pour un terme pur f et un a € N, (*) s'obtient en appliquant 
t 1 

(1) à f(u,v) et en posant g - f~. Mais (*) implique (2); si N 4 N 1 < N( ) et 

J £ c 

x e N'-N, alors c » g(a,x) c N(x) s. N', dfoù N 1 = N(c) . 

Convenons d'appeler (2') le cas particulier de (2) lorsque t' = t*(N,v) et 

t « t(v)u{v > u } (ceci est un schéma de type sur M puisque t*(M,v) = t) . 

(2') =̂  (3). Ceci suit de l'équivalence (a^) (c^) du 11.11 par exactement le même 

argument de l'implication (1) (5) du 11.18. 

(3) (1). Notons que (3) implique trivialement (5) du 11.18. Donc t* est un schéma 

de type complet (i.e. t est uniforme), que nous supposerons clos sans perte de gé­

néralité. En posant ^(w,v)= $(v) A v > w, (3) entraîne : 
M t= Va 3b [f î^iK constante V f h i injective] . 

a b a x b 

Par l'équivalence (b^) ^ (c^) du 11.13. il existe des termes f 2(u), f^(u,x) tels 

que la formule 

f (u,v) => f j(u) v f3(u,f(u,v)) = v 

appartient à t* . Puisque t est uniforme on peut appliquer la Proposition 11.16. à 

cette formule et finir la démonstration comme dans (1)«^(2) du 11.18. 

On dit qu'un type complet et non-borné t(v) sur M est minimal si il vérifie 

les conditions équivalentes de la Proposition 11.19. Tout type minimal est uniforme : 

ce fait, qui a été déjà utilisé dans la démonstration précédente, résulte de ce que 

(3) du 11.19. implique trivialement (5) du 11.18. La réciproque n'est pas vraie (cf. 

Remarque III.8), mais la notion suivante établit le lien entre les types uniformes et 

les types minimaux : on dit qu'un type non-borné sur M est rare si il vérifie les 

conditions équivalentes de la proposition suivante : 

11.20. Proposition. Pour un type non-borné t sur M, les conditions suivantes sont 

équivalentes : 

(st) pour tous N ? M, a e N et terme pur h(u,v), 

t(v,) u t(v2) u N < v f < v 2 h h(a,vJ) < v 2; 

(s2) pour tout terme pur h(v) il existe <j> e t telle que 

<Kv ) A 4>(vJ A v < v h h(v ) < v ; 

(s^) pour tout terme f(v), si M H f -> 0 0 , alors il existe <J> e t telle que 

M ^ f N 4) est injective. 

Démonstration, (s,) ̂  (s2) est trivial par compacité, en prenant N = M dans (s,). 

(s2) ̂  (s,). Etant donné un terme h(a,v) où a € N, soit h'(v) - max h(u,v). De 

(s2) appliqué à h'(v) on déduit U ^ 

t (v ) u t ( v 2 ) u a < Vj < v 2 H h ( a , v J ) < v 2 , 

d'où (s ) 

(s2) (s^). Soit f (v) un terme tel que M 1= f °°; soit h(v) le terme : 

h(v) = y u [ (Vx>u)(f (w) < v)] . Par (s2) appliqué au terme h(f(v)) il existe <J) € t 

telle que 

*(Vj) A (j)(v2) A v, < v 2 Kh(f ( v , ) ) < v 2 , 
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ce qui entraîne M > f 1̂  <f) est injective (et même f Ĵ<|> strictement croissante), 

(s^) s$ (s2) . Notons Sabord que : 

(*) M h g ~* 0 0 implique Im(g) c t [Im(g) est la formule 3u(v = g(u))] . 

En effet, soit g'(v) = pu(v = g(u)); on a M h g1-»- 0 0 , puisque si Im(gf) est bor­

née par w, comme g(g!(v)) = g(v), Im(g) serait bornée par max{ g(u) | u << w} , 

contradiction. Il suffit maintenant d'appliquer (s^) à g 1 pour obtenir \p 1e t 

telle que g1!* ̂ f est injective; en posant = ̂ ' - { 0 } on a manifestement \p e t 

et i|> g Im(g), d'où ÏŒ.(g) € t. 

Maintenant soit h(v) un terme pur. Si Im(h) est borné, (s2) est trivialement vé­

rifié. Supposons donc que Im(h) est non-borné (i.e. h 0 0 ) ; considérant 

f(v) » max (h(u) |u ^ v } au lieu de h on peut supposer, sans perte de généralité, 

que h est non-décroissant. Par (s^) il existe a € t telle que h N a est injecti­

ve. Définissons par induction le terme g : 

g(x+l) • yu La(u) A (Vy £x)(h(g(y)) < u)] 

Il est clair que Im(g) c a et h(g(x)) <g(x+l). Puisque h ha est injective, elle 

est strictement croissante et le principe du minimum entraîne Fa(u) -> u ^ h(u) ; en 

particulier on a g(x) £ h(g(x)) < g(x+l), et donc g °° ; par (*) on obtient : 

<f> = Im(g) £ t. 

On peut maintenant vérifier (s2) pour cette formule (J> : si <|>(v])> 4>(v2) et 

Vj < v 2 > on a v^ = g(x^) pour certain x^ (1=1,2); comme g est strictement crois­

sante, x. < x«, d'où : 

h(v ) » f(g(x )) < g(xj+l) <; g(x ) = v 2 . 

11.21. Proposition. Soit t(v) un type non-borné sur M. t est minimal si et seu­

lement si t est à la fois uniforme et rare. 

Démonstration. ( ) Si t est minimal, on a vu que t est uniforme. La condition (3) 

de la Proposition 11.19 entraîne trivialement la condition (s^) ci-dessus, ce qui dé­

montre que t est rare. 

«sr ) Inversement, si t est uniforme, la condition (5) de 11.18. est vérifiée; 

celle-ci, jointe à la condition de rareté (s^) entraîne la condition (3) de 11.19, 

donc la minimalité de t. 
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§ III.- EXISTENCE DE TYPES 

Dans la première partie A de ce chapitre, nous démontrons que, pour l'arithmé­

tique de Péano (P, les classes de types introduites dans le chapitre précédent sont 

non-vides. 

Rappelons que chacune des classes introduites dans le § II est contenue dans la 

précédente : 

Définissable 2 Uniforme 2 Minimal 

(cf. pages et ). Dans la seconde partie B, nous montrons que ces inclusions 

sont propres. 

La troisième partie C est une présentation de quelques notions et faits élémen­

taires du forcing dans les modèles de l'arithmétique, utilisés dans l'exposé suivant. 

On montre comment les arguments d'existence de la partie A se traduisent, en langage 

du forcing, en termes de densité. 

A.- Existence de types minimaux. 

Pour démontrer que ces classes sont non-vides, il suffit, évidemment, de prou­

ver l'existence d'un type minimal. 

III.1.- Théorème. Si le langage L a un nombre au plus dénombrable de symboles de re­

lation et de fonction, alors pour tout M J — e* il existe un type minimal sur M. De 

plus, t peut être choisi de façon telle que if e t où p(v) est n'importe quelle for­

mule donnée à l'avance telle que M J— e* est non-bornée". 

Démonstration.- Nous démontrons le théorème pour le langage L Q obtenu en enlevant 

toutes les constantes individuelles de L, sauf 0 et 1. Dans une remarque ultérieure, 

nous montrerons comment le cas général peut être déduit de ce cas particulier (cf. 

III.2 ci-dessous). En vue de la Proposition 11.19 (3), il suffit de prouver : 

(*) pour tout terme pur f(u,v) et toute formule p(v), il existe une formule ty(v) 

telle que : 

P + " (f non-bornée" I — "^ non-bornée" A ij; C if A 

A V u(f^ f ^ finalement constante V f f I|J finalement injective). 

En effet, si cette condition est remplie, on construit t en énumérant les termes à 

deux variables du langage, f Q(u,v), f (u,v),... et en choisissant inductivement à 

l'aide de (*) une suite de formules < (v) | n e 0) > telle que 
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•о • t 

ф non-borné л ф t с ф л V u(f (u,.) h ф , rn+l rn+l - rn n ' rn+l est finalement 
constante ou finalement injective). 

N'importe quel ensemble consistant et complet de formules étendant 
{jp (v) I n e o)} u {v > a | a e M} sera alors un type minimal. 

En parlant informellement, le problème (*) se pose ainsi : étant donné un ensem­

ble infini d'entiers X (qui correspond à j?(v)) et une suite f^ d'applications des 

entiers dans les entiers (f correspond donc à f(n,.)), il s'agit de trouver un ensem-

oo oo 

ble infini X (qui correspond à ijj(v)) tel que X £ x et tel que chaque f soit finale-
oo 

ment injective ou finalement constante sur X . oo 

Voyons comment construire X . D'abord de la notation : si g est une fonction 

définie sur un ensemble Y, on a canoniquement un ensemble infini d'éléments de Y sur 

lequel g est injective ou constante : soit C q = y y (y e Y) ; C Q,...,C^ étant supposés 

définis, s'il existe y e Y, y > c^ tel que g(y) ̂  g(c ),...,g(c^), on pose c^+j égale 

au plus petit tel y, autrement c^+j = c^. Soit I(g,Y) = { c o , C j , . . . } . Par construction 

g est injective sur I(g,Y) c Y. Si I(g,Y) est non-borné, la question est réglée. Sinon 

cela entraîne que g [Y] est borné - notamment par le dernier élément de I(g,Y) - d'où, 

comme dans la démonstration du théorème de Mac Dowell-Specker au § 1 du premier expo­

sé, on doit avoir g ^(m) n Y non-borné pour au moins un m e g[Y] ; en posant 

m(g,Y) = y xCg 1(x) n Y non-borné] 

on aura certainement g constante [égale à g(m(g,Y))] sur l'ensemble non-borné 

g_1(m(g,Y)) n Y. 

Nous définissons maintenant une suite décroissante X^, n = -1,0,... avec 

X_j = X et avec, pour n Z 0, 

X = 
n 

c^+jHX = cn-1^. si I(f ,X ,) est non-borné 
n n-1 

f !(m(f ,X J ) n X sinon, 
n n n-1 n 

Par l'argument précédent, chaque X n est non-borné et f R est soit injective, soit 

constante sur X^. Alors on peut prendre : 

X° = {i I i est le (n+l)-ième élément de X^}. 
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oo 

Il est clair que X a la propriété cherchée. 
oo 

Cependant, pour s'assurer que la relation i e X^, et donc i e X , puisse être 

définie arithmétiquement à partir de X et de la suite f^ de manière formalisable 

dans l'arithmétique de Péano, nous détaillons la construction de la façon suivante. 

Etant donné u, posons 

X = {x ,...,x } = 
u o u 

l'ensemble des u+1 premiers éléments de X, 

et 

Seg(u) = l'ensemble des suites de longueurs u extraites de l'intervalle [ 0,u]; 

pour a e See(u), on pose 

l(o) = longueur de a (avec 1(0) = 0 ) . 

On laisse au lecteur la tâche, facile, de normaliser dans (Pces notions et celles d 

I(g,Y) et m(g,Y) ci-dessus, à l'aide de la machinerie des codages exposée au § II d 

premier exposé. 

A chaque u on associe de façon recursive une famille {X^ | O e Seg(u)} de par­

ties X c X 
O - u 

indexées par O e Seg(u) ; par récurrence sur &(o) on pose xi = X et 
0 u 

V m i « f*(a)- xa> 
pour m = 0 

E^l^(m-l) n X^ pour m ^ 0 . 

w u 

Notons que w > u entraîne X^ 2 X^ pour O e Seg(u) et que pour u > z + 1 et pour 

a , T e Seg(u) avec 1(0) - z - 1, &(x) < u - z, nous avons : 

(a) f z est injective sur E^l^(m-l) 

(b) f z est constamment égale à w - 1 sur X^w* T pour 1 < w < u 

Nous notons card(X^) le terme des variables u,a qui donne la cardinalité de X^ ; le 

lecteur pourra donner sans difficulté la définition formelle de ce terme dans (P . 

Parce que les ensembles X^ sont monotones croissants en u pour l'inclusion, on a 

l'équivalence : 

V z 3 u i w > u(card(X*) > z) i z 3 u(card(X^) > z) . 
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Nous aurons besoin de la remarque suivante : 

(**) Soit a une suite telle que Vz 3 u (card(X^) > z) . Alors il existe m tel que 

)/ z 3 u(card(X^ ) * z). 
o m 

En effet, soit f 0 / N [Ux ] est non-borné, dans lequel cas on peut prendre m = 0, 
M o ; u o u 

soit on peut prendre m = m(f^. . , U x

a ) • 
u 

Puisque X est non-borné, on a V z 3 u(card(X^) > z) . En vertu de (**) on peut 

donc définir par récurrence une fonction h ainsi : 

h(0) = y m( V z 3 u(card(XU ) * z), 
<m> 

h(x + 1) = V m ( V z 3 u(card(X^ h ( 0 ) h ( x ) > „ m ) > «) . 

On peut poser alors 

Ì £ X y ^ 3 u ( Ì E X<h(0),...,h(y)>>' 

ce qui donne la définition arithmétique cherchée de la relation i e X^. 

III.2.- Remarque. Il est assez facile d'étendre le théorème III.1 au cas des langa­

ges L avec un nombre arbitraire de constantes individuelles. 

Remarquez d'abord que la formule iKv) construite dans le Théorème III.1 ne dé­

pend que de la variable v ; la variable u du terme f(u,v) n'intervient pas. Si Y a 

des paramètres, alors a les mêmes paramètres. Ensuite, l'analogue de (*) du III.1 

pour des termes purs f(u,v) de à plusieurs variables u = (Uq9...,u^) est obtenu 

automatiquement en appliquant le cas précédent au terme g(u,v) = f((U) q,...,(u> n,v) 

Ces remarques donnent : 

(t) pour tout terme pur f(w,v) de L q et pour toute formule <P(c,v) où les constantes 

c appartiennent à L - L , il existe une formule ^(c,v) telle que : 
o 

p + y_ 
c 
non-borné" I— ili- c A lh 

T C ~ C ^ C 
non-borné A Vw(f i4* finalement 

constante v f h 
w c 

finalement injective] 

Finalement, puisque chaque terme pur g(u,v) de L est de la forme f(c,u,v) où 

f(z,u,v) est un terme pur de L q et les c des constantes individuelles de L - L q, il 

est évident que la spécialisation de (f) à w = c ̂  u donne ce même résultat pour le 
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terme g(u,v) ; d?où le type construit au III.1 est aussi minimal pour L. 

Une variante de la démonstration du Théorème III,1 permet de déduire : 

III.3.- Proposition. Etant donné L et M comme dans le Théorème III.1, la cardinalité 

des ensembles de types purs définissables, uniformes et minimaux est K , où K est 

la cardinalité du sous-modèle minimal de M. 

Démonstration.- Elle est basée dans (*) de III.1 et l'observation suivante : 

(t) pour chaque formule ^f(v) il existe une formule a(u,v) telle que : 

S0 + 11 f non-bornée" | V u(o^ £ y A non-borné) 

A V u w(u ï w + o n a = 0 ) A t / v 3 u ( p ( v ) + a ( u , v ) ) . 

Il W 1 

C'est-à-dire, la famille des a^, lorsque u varie, est une partition de <f en ensem­

bles non-bornés. 

Soit M le sous-modèle minimal de M. Pour chaque suite s e on construit un 
o o 

type minimal t g. En utilisant la même astuce que dans la remarque III.2, on peut ra­

mener la construction de t à celle d'un type du langage L . Notez que chaque élé-

s o 

ment de M q étant un terme constant, on peut l'insérer dans une formule sans v aiou­

ter des paramètres. On définit par récurrence sur n une suite < 6S(v) I n e U) > de 
n 1 

formules : 
9 O = V ! 

s s 
en supposant 0 , . . . 0 dé^à définis et non-bornés, on Dose , 

o n 9 

si n est impair, n = 2m + 1 : 

0 S ^ . est obtenu à partir de 0 S et du terme f (u,v) comme dans le Théorème III.1, 
n+1 n m ' 

si n est pair, n = 2m : 

e s 

e s , = o ° 
n+1 s (m) 

(où désigne la formule O de (t) construite à partir de . 

Le type t est n'importe quel ensemble consistant et complet de formules conte­

nant { 0 (v) I n £ o)} u {v > a I a e M }. 
n 1 1 o 

Il est clair que si s ï s 1 sont des suites distinctes, les types t g et t g t sont 
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contradictoires, puisque 
as(n) 

e e e 
e t , a . . . £ t , et a . . n a l / . = 0 , 

s* s'(n) s 1 s(n) s'(n) ' 
où n est 

le plus petit rang auquel s et s 1 sont distinctes et e = e 
2n • 9 • 

2n 

La preuve de (t) est facile : soit p^ la fonction qui donne le u-ième nombre 

premier, avec P Q

 = 1 • On pose : 

a(u,v) i 
Ll existe w tel que v est le 

w 
(p ) -ième membre de 
v e (f - U a(w,v) 

1 w^O 

si u ^ 0 

si u = 0 

Cette définition est manifestement formalisable dans (P . 

*o 

L'argument précédent montre qu'il y a au moins K types purs minimaux. D'au-

tre part, il y a au plus K types purs définissables de L. 

En effet, le type pur (ou type sur M ) défini par un schéma d est (cf. II.8 (c)) : 
n 

d(M ,v) = {<f(TT,v)| TT suite de termes constants de L, 

f(û,v) formule de L et M q d̂ f/iï]} . 

En rajoutant à TT les termes constants qui peuvent apparaître dans p(û,v), et puis­

que les termes constants de L sont des membres de M q, on peut considérer un schéma 

d comme une application qui envoie les formules de dans des formules de L q à pa­

ramètres dans M (i.e., les paramètres qui peuvent apparaître dans d ^ ) . Evidemment 

*o 

il y au plus K possibilités pour le choix d'une telle fonction, et donc au plus 

K types définissables purs. 

B.- Exemples 

III.4.- Exemple d'un type non-définissable engendrant une extension finale. 

Pour donner un exemple de type non-définissable t(v) sur un modèle dénombrable 

M de (P tel que M -< ̂  > il suffit de construire une extension finale M N et 

une partie Y £ N telle que Y n M ne soit pas une partie définissable de M, bien que 

< N,Y > \= ^ ( U ) °" ^(U) s'obtient du langage L de N en ajoutant un nouveau symbole 

de prédicat unàire U. En effet, étant donné de tels N,Y et b e N - M, soit 

c € N - M qui satisfait : 

< n,Y > | = ( V u < b) (p u I c «-> u e Y) . 
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On peut prendre alors comme t(v) le type de c sur M dans le langage L de M. En effet, 

comme l'ensemble Z = {x e N | x < b A p^ | c} est définissable dans N mais 

Z n M = Y n M n e l'est pas dans M par hypothèse, la Proposition 11.10 (a) entraîne 

que t(v) n'est pas un type définissable. D'un autre côté, M < N implique triviale­

ment M M( ). 
r C 

Or, pour construire N, Y, il suffit d'avoir une partie non-définissable X de M 

telle que < M,X > \= (Pl(U)' ° a r ̂  P a r ti- r de < M > x > o n peut construire le modèle 

cherché < N.Y > en ajoutant un type définissable sur < M,X >(où alternativement 

par la méthode de démonstration du théorème de Mac Dowell-Specker). 

Enfin, en utilisant la méthode de forcing de Cohen, on peut démontrer de manière 

élégante qu'une telle partie X ç m existe ; nous renvoyons le lecteur à Simpson [Si] 

pour plus de détails. 

III.5.- Exemples de types définissables non-uniformes 

Pour obtenir des exemples de cette situation, il suffit d'"itérer" deux ou plus 

de types définissables quelconques ; ces itérations seront l'objet d'une étude détail­

lée au § IV ci-dessous, auquel nous renvoyons le lecteur. 

Par exemple, si t (v), t.(v) sont des types définissables sur M, si M С ::> 
désigne le modèle M (;) C) 

o 1 

où tj est l'unique extension définissable de 

t j à M C') et si t désigne le type sur M réalisé par l'élément c = <c ,c,> 
o 1 qui 

code la paire (c 0,c,), alors t est un type définissable. 

En effet, on prouvera par la suite (Proposition IV.2 (a)) que le 2-type 

(t o(v Q), tj(Vj)) réalisé par la paire (c^c^) est définissable. D'autre part, le 

type t s'obtient par application à (tQ,tj) de l'opération de contraction définie ci-

dessous qui, manifestement, préserve la définissabilité. Etant donné un n-type 

t'(V q,...,v n_j), on pose : 

< t'iv^...,^,) > = {(f(w) I p ( ( v ) o , . . . , ( v ) n H ) c t'} 

(cf. Definition IV.15 et Lemme IV.16). 

Enfin, le type t n'est pas uniforme puisque M < f

 M ( C

Q )
 M(°) = M( c

Q»
cj)» c'est-

à-dire M(^) n'est pas une extension -^-minimale de M ; voir (3) du Théorème 11.18. 

89 



EXPOSÉ 5 

Si on itère trois ou plusieurs types définissables, par exemple N = M ( 
Со С 1 С2 

Со С 1 с 2 
) 

on peut prendre c = < c
0 > c 2 >» d'où M (Cj)(c) = N, mais M(c^) N puisque 

N ^= Co < C l '
 c f e s t~^~dire , < ( t

0 »
t 2 ^ > n T e s t P a s u n tyPe uniforme sur M ( C j ) . 

Nous laissons au lecteur comme exercice de démontrer que, d'une manière généra­

le, on a : 

III.6.- Fait. Si t ,...,t (n > 1) sont des types définissables sur un modèle M de 
o n J V 

(P , alors le type < (t Q(
v ),...t (v )) > est définissable mais non-uniforme. 

^o 

Ce fait et l'existence de K types définissables ont comme conséquence immé­

diate : 

III.7.- Corollaire. Etant donne L et M comme dans le Théorème III.1, il y a K 

types définissables non-uniformes, où K est la cardinalité du sous-modèle minimal 

de M. 

Démonstration.- Il suffit de remarquer que, étant donné deux suites finies 

t ,...,t ,t',...t' (n > 1) de types définissables tels que t. ^ tî, et si f(v) e t. 
o. ' n o n J V n i i ' i 
-I 4> (v) e t[, alors 

<f( < V q , . . .,vn> ) e < (tQ,...,tn) >, tandis que "i f ( < V q , . . . ,v n > ) e < (t^, . . ., t^) >. 

III.8.- Remarques. (a) Il est possible de démontrer l'existence de types uniformes 

qui ne sont pas minimaux sur chaque modèle M de P . Pourtant, la construction qui 

donne ces exemples, due à Paris et Gaifman,est relativement compliquée et donc ne 

sera pas incluse ici. Nous renvoyons le lecteur à Gaifman [ G ], Théorème 5.2. 

(b) Comme corollaire des résultats du § IV nous allons obtenir un exemple d'extension 

minimale d'un modèle qui n'est pas une extension finale ; voir exemple IV.2A. 

C - Forcing sur les modèles de l'arithmétique 

Dans ce paragraphe, on introduit quelques notions élémentaires du forcing sur 

les modèles de l'arithmétique qui seront utilisés dans l'exposé suivant. Ceci est 

fait dans un cadre assez général pour couvrir toutes les applications ultérieures. 

Quelques-uns parmi les exemples concrets les plus courants serviront pour illustrer 

ces notions. On montre aussi la façon d'associer un type à chaque ensemble générique 

de conditions, et on analyse les propriétés de ces types. On verra que dans certains 
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de nos exemples concrets l'existence de ces types en découle du même type d'argument 

que dans le paragraphe A ci-dessus. 

Dans ce paragraphe, on travaille sur un modèle M de (Pfixé. 

III.9.- Le cadre général. 

(a) Soit n e 0) fixé. On appelle n-condition de forcing sur M à tout n+l-uplet 

< (f ,CTj,...,a > de formules à paramètres dans M, contenant la variable libre v et 

éventuellement (mais pas forcément) une autre variable libre u, telle que 

M \ = V u ( f u non-borné) ^ . 

(b) On supposera qu'on s'est donné un ensemble & de n-conditions de forcing 

pour un n fixé, et un ordre partiel ̂  sur Q . On ne suppose pas que Q est arithmé-

tiquement définissable (même si dans les applications on trouve fréquemment des (3 

qui le sont). Par contre, £ est supposé définissable dans le sens qu'il existe une 

formule $(X,Xj,...,X ,Y,Yj,...,v

n) du langage L de l'arithmétique de Péano généra­

lisée avec termes de classe X,X^,Y,Y^ (i = l,...,n), sans d'autres variables libres 

et ayant les variables v et u explicitement liées, telles que pour 

< (f ,a1,...,an >,< ф,а],...,ап > e & , on ait : 

M | = <S>( f , a ] , . . . , a n , i | ; , a j , . . . f a ^ ) <£=^ < y 9ax,... ,on > 4 < * , a j , . . . , a ^ > . 

(c) On demande que la relation 4 satisfasse la condition de cohérence finie 

suivante : 

pour tous k c o), a , e Q , si a - < f ,a ,. . . ,o* >, 

3, = < , a ^ , . . . , c £ > et a 4 B. (i = 1,...,k), alors 

k 
M { » Vu 3 v [<f(u,v) A A ^ . ( u , v ) ] . 

i=l 1 

Dans tous les exemples qui suivent,cette condition de cohérence finie est trivia­

lement vérifiée puisque < f j C Tj,...,^ > £ < ̂ faJ,...a n > entraîne soit que f c \p 

soit que ̂  est contenu dans à partir d'un certain rang. 

(*) Si f contient «eulement la variable libre v, cette condition doit être remplacée 

par M J= Y non-borné. 
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III.10.- Exemples. 

(a) Soient n = 0, S l'ensemble de toutes les formules non-bornées ayant v 

comme seule variable libre et ̂  la relation d'inclusion : 

f £ 4i ̂  M |= V v ( f (v) + i|/(v)) 

(i.e., la formule $(X,Y) définissant^, est ^ v ( v e X - > v e Y)). 

(b) Avec le même ô on peut considérer l'ordre.^ d'inclusion finale (noté c ^ ) : 

f 4 • 4=ï M h= 3 V Q V v > V Q ( (f (v) -* i|j(v) ) . 

(c) Cas des familles. Ici n = 0 et 6 est l'ensemble des formules p(u,v) à 

deux variables telles que M V u ( non-borné). Il y a deux cas selon que des 

paramètres de M soient admis ou non dans les formules p . L'ordre^ est : 

^ ^ ^ «=*r M |= V a 3 b ( fa ç f -i|;b) A V b 3 a b ( fa çf -i|;b) 

Un cas intéressant s'obtient lorsque les éléments de € sont des familles disjointes, 

i.e., 

M |=b ( fa çf -i|;b) [u + u 2 -> -l(^(u,v) A p(u 2,v))]. 

Abramson-Harrington [A-H] considèrent les exemples suivants : 

(d) Le m-forcing. Ici n = m - 1, où m est un entier fixe > 2 , & est l'ensemble 

des n-uplets de formules non-bornées à une seule variable libre ; ̂  est l'ordre d'in­

clusion simultanée dans toutes les coordonnées : 

n 

< fb ( fa ;b)Pn > ^ < • , » • • • t * n > <=> M ( s A V v ( (^ (v ) -v ^ ( v ) ) 

(e) Ici n = 2 , (? est l'ensemble des triplets < p ,0^,0^ > où : 

p (v) = formule non-bornée sur M avec v comme seule variable libre ; 

et il existe k e a) tel que 

k+1 
a (u,v) = fonction définie sur f , à valeurs dans 2 et telle que pour 

k+1 
tout s e 2 l'image inverse de s est non-bornée ; 
a2(v) : v - k. 
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En appelant < X,F,k > les éléments de G , l'ordreest ainsi défini : 

< X 2,F 2,k 2 > 4 < Xj ,Fj ,kj > <=4> X 2 c X ] A k 2 > k ] A 

Dom(F2) c DomCFj) a F] t Dom(F2) = F 2. 

D'autres exemples des conditions de forcing seront considérés dans l'exposé 

suivant (cf. Lemme 11.10). 

III.11.- Ensembles génériques 

(a) Notation. Etant donné une formule 9(X,Xj,...,X^) contenant les termes de 

classe X,Xj,...,X , sans d'autres variables libres et ayant les variables v et u 

explicitement liées, on pose : 

<SQ = { < f , a 1 , . . . , a n > e e I M | = 0 ( f , a , , . . . , a n ) } . 

(b) On dit qu'un ensemble de conditions de forcing 2) c (2 est dense ssi pour 

tout a e Q il existe 3 e <$) tel que a 4 3 . 

(c) Soit 9 un ensemble de formules de la forme spécifiée au (a) ci-dessus. On 

dit qu'un ensemble de conditions de forcing ç & est Q-générique ssi 

(i) a e Ô A a 4 3 = * 3 e ( Q 

(ii) a ,B e g il existe y e ̂  tel que y ̂  a et y 4 3-

(iii) pour toute formule 8 e 0, &^ dense =^ ^ n Gq f6 0. 

Lorsque © est l'ensemble de toutes les formules de la forme spécifiée au (a) ci-

dessus, on dit que ̂  est générique. 

III.12.- Existence d'ensembles génériques 

Dans ce contexte ci - comme dans tout autre où la machinerie du forcing est uti­

lisée - le premier point à considérer est celui de l'existence d'ensembles génériques. 

Ici, comme ailleurs, le critère principal est le suivant : 

(a) Critère d'existence d'ensembles génériques. Pour tout ensemble Q de conditions 

de forcing, si l'ensemble 8 de formules est dénombrable, alors il existe un ensemble 

9-générique de conditions contenu dans ô . 
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Démonstration.- Soit < 0 I n ew > une enumeration de toutes les formules 0 e % n 1 

telles que Gq est dense. Par induction, on choisit pour chaque n e U) un e £ 

tel que a .^ût et a € ô n . L'ensemble 
n-1 ^ n n 0 

§ = (3 e S I il existe n^w tel que ^ 4 3) 

est manifestement ©-générique. 

En particulier, si le langage L et le modèle M sont tous deux dénombrables, 

dans tout ensemble 6 de conditions de forcing il existe un sous-ensemble générique 

Mais le critère précédent prouve aussi l'existence d'ensembles génériques dans d'au­

tres cas intéressants : par exemple, lorsque L est dénombrable, @ est l'ensemble de 

toutes les formules de L (i.e., sans paramètres) de la forme spécifiée au III.11 (a] 

mais M n'est pas forcément dénombrable. 

Pour familiariser le lecteur avec les concepts introduits, on laisse en exerci< 

facile le suivant : 

(b) Exercice. Soient L dénombrable,® l'ensemble de toutes les formules sans paramè­

tres de la forme décrite au III.11 (a), M un modèle de (? , et l'ensemble des 

conditions de forcing de l'exemple III.10 (b). Démontrer qu'il existe M Q < M dénom­

brable, tel que si est l'ensemble des conditions de forcing de l'exemple 

III.10 (a), avec formules à paramètres dans M q , alors on a : 

tout sous-ensemble générique de G, est un sous-ensemble Ô-générique de G ^ 

On montre maintenant que tout sous-ensemble générique donne lieu de façon na­

turelle à un type. 

III.13.- Le type associé à un ensemble générique 

Proposition.- Soient Q, un ensemble de conditions de forcing sur M, 0 un ensemble 

arbitraire de formules de la forme décrite au III.11 (a), et ^ un ensemble 

©-générique. Alors : 

(i) L'ensemble (des conséquences de) : 

t~(v) » { f (a,v) I a e M et il existe CTj,...,^ tel que < (f (u, v) »c^,... 90^ > € g } ^ 

(*) Omettre a si les formules de £ ont v comme seule variable libre. 
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est un type sur M. 

(ii) Soit ôY (X) la formule 

X non-borné л X décide <p(u,v) (*) 

Si pour toute formule f(u,v), ô̂ , e €) et Sk est dense, alors t est complet et 

non borne. 

(iii) Soit 6^(X) la formule 

X non-borné A X décide finalement ^(u,v). 

Si pour toute formule ^(u,v), <Ŝ  e % et 6 ^ est dense, alors t est uniforme. 

(iv) pour tout terme f(u,v), soit $^(X) la formule 

3 b Va (f^ \ X^ finalement constante vf^ ^ finalement injective). 

Si pour tout terme f(u,v), 6^ e 9 et (3q est dense, alors t^ est minimal. 

Démonstration.- (i) La condition de cohérence finie III.9 (c) garantit que t^ est 

finiment consistant avec 2) °(M) : puisque si p^(a^,v) e t^, avec a. e M et 

3 i = < p£,(J^,.. . , c £ > e J (i = l,...,k), alors par III. 11 (c,ii) il existe a e g 

a = < p ,o*j,... ,a n > tel que a ^ (i = 1,... ,k) ; dToù par III.9 (c), on conclut : 

k 
M f= 3 v A ^ i(a i,v). 

i= 1 

(ii) t est complet. Si (f (a,v) est une formule quelconque, lThypothèse entraîne que 

^ 6 n ^ 0 , i.e. il existe <\p ,(^,...,0^ > e g tel que ip(w,v) décide ^(u,v) ; 

en particulier, 4Kb,v) e t^ décide p (a,v) pour un certain b e M ; donc, p(a,v) 

ou "1 <f (a,v) est dans t̂  selon que \p(b,v) décide ^(a,v) ou ~i p(a,v) positivement. 

t est non-borné. En appliquant l'argument précédent à la formule v > u, on 
o 

obtient < i /> ,o*, . . . ,a > e § tel que ^(w,v) décide v > u ; puisque ^(w,v) = I/J (v) est 1 n O w 
non-bornée, elle doit décider v > u positivement ; d'où v > a e t̂  pour tout a £ M. 

(iii) et (iv) La preuve de ces deux cas est semblable à celle de (ii) en utilisant 

les caractérisations des types uniformes et minimaux données par les Théorèmes 11.18 

(*) Si le terme de classe X contient une variable libre, disons w, alors <5p est 

la formule 11 w (W(w) est non-borné) A X(W) décide y>(u,v)".La même remarque s'ap­

plique à (iii). 
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et 11.19 respectivement. 

Cette proposition donne des conditions de densité le plus souvent utilisées en 

pratique. La vérification de lfune ou l'autre de ces conditions de densité dans des 

cas concrets peut être hautement non triviale ; cf.,par exemple, le lemme 11.10 de 

l'exposé suivant. 

Pour terminer ce paragraphe, remarquons que l'énoncé et la preuve du Théorème 

III.1 ci-dessus peuvent être reformulés de façon à montrer que les conditions de 

densité de la proposition précédente sont toujours vérifiées par les notions de for­

cing des exemples III.10 (a), (b) et (c) . Ceci est immédiat dans les deux premiers cas. 

Pour l'exemple III.10 (c), il suffit de noter que l'argument que démontre (*) du 

Théorème III. 1 donne i) uniformément à partir de ; c'est-à-dire 

pour toute formule (u,v) telle que M \= V u( ̂ u non-bornée), 

et pour tout terme f(u,v) il existe une formule 

(̂ii-vl telle mie 

M 1 = VuClJj non-borné A ]p c <p A Q (]\) ) ] . 
1 r u u ~ r u f T u 

(cf. aussi l'argument du III.2). Ceci veut dire que pour tout terme f(u,v) l'ensem­

ble Q û est dense. 

On peut conclure donc que dans ces trois cas, pour tout ensemble générique ^ 

le type associé tg est minimal. On peut aussi vérifier sans peine, en utilisant (ii 

de la Proposition précédente, que tous ces types sont complets et non-bornés; pour 

ceci il suffit de modifier légèrement l'argument de (*) du Théorème III.1, de façon 

à prouver le suivant : 

pour toute formule f (u,v) telle que M ^= V u ( ^ non-borné) 

il existe une formule ^(w,v) telle que 

M |= i n o n ~ D o r n é ) A ^(w,v) décide ^(u,v). 

Problême ouvert.- On ne sait pas si, réciproquement, pour ces notions de forcing 

et sous les restrictions de dénombrabilité du III.12, tout type minimal est de la 

forme t. nour un ensemble génériaue G . 

? 3 
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IV.- ITÉRATION DES TYPES 

Dans ce chapitre, nous allons étudier quelques propriétés des modèles obtenus 

par itération d'extensions de la forme M( *^(^) définies au § 1 , où t est un 

type définissable et complet (ces hypothèses sont indispensables ; cf. lemme 0 . 1 

et discussion au début de § II. A et B). 

Notons d'abord que la construction des modèles M(^) peut être itérée un nombre 

fini quelconque de fois de manière évidente : étant donné des types définissables 

t ,...,t sur un modèle M de (P. 
o' ' n ' 

MC°**'tn) 
\c....c. 
o 1 

est le modèle obtenu en ajoutant d'a­

bord un élément c qui réalise t , puis c. réalisant l'unique extension définissable 

de tj à M C) - i.e., le type d j(M 0 
о 

,v), où dj est le schéma définissant 

t , cf. § II.B -, etc... 

Dans un second temps, des itérations ̂  C) 
i e l 

le long d'un ensemble totale­

ment ordonne arbitraire I sont obtenues comme limites directes des itérations sur 

tous les sous-ensembles finis de I. 

Le paragraphe A est dédié à la définition et les propriétés élémentaires des 

itérations mentionnées ci-dessus. Dans B, on introduit la notion de bloc, outil per­

mettant l'étude des itérations M f ) 
ci 

iel 
quand les types t. sont uniformes. Le 

paragraphe C est réservé à l'exposition de ce que nous appelons des "phénomènes 

d'exclusion", notamment des types minimaux ; ceux-ci consistent en ce que les types 

en question ne sont réalisés qu'une seule fois dans certaines parties des modèles. 

Dans D on prouve l'existence d'un support pour tout élément d'un modèle de la forme 

„ О 
с . 

1 Ì€l 

. c'est-à-dire d'un ensemble fini minimal de "coordonnées" i e l dont 

l'élément dépend ; dans les modèles obtenus par itération des types minimaux, le 

support d'un élément détermine complètement le sous-modèle engendré par cet élément. 
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IV.1.- RAPPEL DE FAITS ELEMENTAIRES (les démonstrations détaillées sont laissées 

en exercice au lecteur). 

(a) Si Mj .M^ ^= (? et f est une application élémentaire, Dom(f) e M, , Im(f) c M 2 > 

alors f s'étend de façon unique en une application élémentaire entre les sous-

modèles élémentaires de M. ,M„ engendrés par Dom(f), Im(f), respectivement. 

(b) Si Mj,M2̂ =(?,t est un type définissable et t^ (i = 1,2) l'unique extension défi­

nissable de t à M. (i.e., t^ = d(M^,v) où d est le schéma définissant t), alors 

toute application élémentaire h : M. M 9 s'étend de façon unique en une applica­

tion élémentaire h : Mj 0 + M 2 0 telle que h(Cj) = C2242 . En particulier, 

Mj -< M 2 entraine Mj (£) ^ (£) . 

(c) Sous les hypothèses de (b) on a 

x e MJ 0 - Mj ̂  h(x) e 0 ~*2-

En particulier, si Mj < M 2 > on a 

x e Mj 0 
c l 

- Mj 4 ^ X € M 2 C2) 
2 

- M 2 . 

— 1 — 2 — — 

(a) est trivial (mettre f(T (a)) = x (f(a)) pour a e Dom(f) et tout terme T ) . 

(b) est conséquence immédiate de (a). 

(c) Tout x € M J ( C J ) est de la forme x = r(a,Cj) pour un terme ï et un a e Mj. En 

appelant <jP(u,w,v) la formule w = r(u,v), pour tout b e Mj on a : 

x = b 4=^ M J ( C J ) \= (f (a,b,Cj) <=S> ^ ( a , b , v ) e tj Mj f = ^ ( a , b ) , 

et puisque h est élémentaire : 

x e Mj4=^ Mj H 3 w dp(a,w) < = > f = 3 w d^(h(a),w) h(x) e M r 

A.- Itération des types définissables le long d'un ensemble ordonné 

Etant donné M t= P et t ,...st types définissables sur M, le modèle 
i o n 

M 

ft ...t \ 
o n ] 

( c ...c ' 
o n 

est défini par induction sur n de la manière suivante : 
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,('•"1 .„('•-*") (t;) 
\C ...C ' xc...c , 7 x c ' 

o n o n-1 n 
où t 1 est lfunique extension définissable de t à M 

n n (v"v0 
\c . . .c 

o n-1 
tf = d (M 
n n \c ...c / 

o n-1 

,v), où d est le schéma définissant t (cf. § II.B). 
' ' n n 

Notons que si le type t^ est non-trivial on doit avoir c^ e M 

't ...t. , 

о î-l 

o i-l 

On désigne ces modèles par M 
t. 
i 

i î^n 

IV.2.- Proposition, (a) Le n+l-type sur M réalisé par (c ,...,c ) dans M 

-t. 
i 

ci i<n 
est définissable. Son schéma de définition s obtient récursivement à partir des 

schémas définissant les t. 

(b) Si 0 ^ i < i <...< i. ^ n, alors v o n k 

.t. 
i. 

1 

V . 4 

1 . 

J 
j<k 

't. 
i 

i î^n 

(c) m < n [-0.10 .-0. • 
i î m j m+l<j<n i i<n 

Démonstration, (a) Par induction sur n. Soient d. les schémas définissant les t., 

et d' le schéma définissant le type de (c ,...,c .) sur M. Alors pour a £ M et 

o n— 1 
toute formule <f , on a : 

"fci'i*, 1= r<».v—cn> M ( c i W . r ( d n V ^ v - v i 5 

M (a). 

(b) Ceci suit par induction de M 
' Л 

< M • с / \ с 2 < 

et M < N M( C) «< N('). 
c e 

(c) Induction facile sur n > m+1 

Soit I un ensemble totalement ordonné par < et supposons que pour chaque i e 
on s'est donné un type définissable (non trivial) t^ de M. Pour chaque i g I, soit 
c^ un élément tel que quels que soient k e w et i Q <... <i^ < i, on a 
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c. / M ( l ' V . Pour chaque J e IP (I), J = {i , . . . , i, } (i.e., i <. . . < i.) 
(jj O K ^ O K. 

posons M Л Л 

i ieJ i . i<k 
= M La proposition précédente montre que 

1 

{M 

C 4 i c i 

I' J e P (I)} est une famille filtrante pour la relation^ de sous-

structure élémentaire lorsque F (I) est muni de l'ordre d'inclusion. On pose : 
h) 

Définition.- M 
xc. . T c. . T 

= U { M ( I J € IP . (I)} . 

IV.3.- Proposition.- (a) Ml 

2Í Í€l 
est un modèle de (P. 

(b) - J e P (I) =»• M 
0) 

< м 
c • c. 
i ieJ i lei 

(c) Si t. = t pour tout iel et t est un type non-trivial, alors {c^ | i c i} avec 
l'ordre c^ < c. -4=^ i < j est un ensemble d'indiscernables sur M dans 

Ml 

i leí 
Démonstration.- (a) et (b) sont des conséquences immédiates du "lemme de la réunion" 

bien connu de Tarski. 

(c) Etant donné deux suites J = {i ,. .. , i,} , J' = {i',...,!/} de la même 

O K. ^ O K. ^ 

longueur k+ 1 , alors (c. ,...,c. ) et ( c , c . ,) réalisent dans M ( c ) . T et 

1 1« 1 1 , 1 1€J 
o k o k 

M(c^K j-i respectivement, le même type sur M (à savoir le k+1-type construit comme 
dans la proposition IV.2(a) à partir de t = t,...,t. = t). Donc, ces deux suites 
réalisent le même type également dans le modèle 1 >Ч> 

Ve./. _ 
i i d 

puisque c'est une extension 

élémentaire de M(c.). T et M(c.)' T t » i ieJ i ieJ 

Notations.- Comme d'habitude, nous abrégeons Ml par M( c£)^ ej et même par 

Ci ici 
M(I), s'il n'y a pas de danger de confusion. En vue de (c) de la proposition qui 

précède, nous dirons, quand il y a lieu, que I (avec son ordre) est un ensemble 

d'indiscernables de M(I). 
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Un argument semblable permet de démontrer les deux premiers points de : 

IV.4. Proposition.- Soient Ij, I 2 des ensembles ordonnés . Alors 

(a) I, S I 2

( 1 ) - T M ( e i ) l e I i - ( M ( c i ) . e l 2 

(b) Plus généralement, si f : Ij I 2 est un monomorphisme d'ordre et si 

t'^.s = t. pour tout i c i . , alors il existe un unique plongement élémentaire 
f ^ *- . 1 i- » . 1 

f ; M ( J J J J 
V / . T c! . _ 
i îelj j j£l 2 

tel que f(cj = et f T M est l'identité. 

(c) Si Ij est un segment initial de I 2, alors 

M(c.). _ = ( M ( c ) . )(c.). _ j . 
i lel^ 1

 1 ]
 1 2 1 

Démonstration.- (a) se déduit de manière évidente de (b). Pour prouver (b^, il 

suffit de remarquer que pour i <...< i, dans I., (c. ,...,c. ) et 

O R I I 1 . 

o k 
^°f(i ) , , , # , Cf(i )^ r ^ a l i s a n t I e même type sur M ; donc l'application c^ h-* Cf(£) 

o k 

(i e Ij) et l'identité sur M est élémentaire, et par IV.1 (a) elle s'étend à 

M(c.). e i ]. 

(c) Soient N = M(c). , N' = M ( c ) . T • (a) implique que N ( c ) . „ -^N' pour tout 

1 L£ 1 j X X £ X ̂  X X £ IV 
K € 1P (I0 - I.), et en particulier que N ( c ) . T T £ N'. Réciproquement, si 

Z l 1 I€l2~-Lj 

J e 1P (I2) > I
e fait que Ij est segment initial de I 2 et IV.2 (c) entraînent 

MCc.).^ = [ « ( C i J ^ ^ c . ) . ^ ^ . ^ ; donc, par IV. 1 (c) on a 
M( c ) . T - < N ( c ) . T / T -r \> d'où il suit facilement 1 ' inclusion N ' £ N ( c ) . T T i ieJ ̂  i î d n ^ - I j ) ' i iel2~lj» 

IV.5.- Corollaire.- (Théorème d'Ehrenfeucht-Mostowski) 

(2) 

Etant donné une structure infinie Û L de langage quelconque et un type 

d'ordre total T , il existe contenant un ensemble d'indiscernables de 

type T . 

Démonstration.- Un argument standard de compacité montre qu'on peut se ramener au 

(1) C'est-à-dire l'ordre de Ij est la restriction de celui de I 2. 

(2) de cardinalité arbitraire et n'étendant pas nécessairement celui de 
l'arithmétique. 
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cas où le langage L de &est fini. 

En "copiant" sur l'univers de Qk/y au moyen d'une bijection quelconque la 

structure d'un modèle de l'arithmétique de même cardinalité que ÛL on enrichit 

en modèle de l> (appeler L' le langage ainsi obtenu et noter que l'arithmétique 

et la L-strucutre initiale de OU ne sont pas nécessairement reliées). 

On applique la Proposition IV.3 (c) avec M = I un ensemble de type T et 

t un type définissable non-trivial quelconque (qui existe en vertu des résultats 

de § III puisque L' est fini). 

La L'-structure M 
1 

a I comme ensemble d'indiscernables ; en particulier, 

I est aussi un ensemble d'indiscernables pour la L-structure )3= »( 
i iel 

L. 

B.- Blocs. Itération des types uniformes 

On introduit ici l'importante notion de bloc. Celle-ci permet de décrire de 

manière simple et intuitive les modèles de la forme M(^) où t est un type uniforme 

et, plus généralement, les modèles obtenus par itération des types uniformes. 

IV.6.- Définition.- Si M | = < P et x,y e M, posons : 

x ~ y ^=p> il existe un terme pur (i.e. sans paramètres) f(v) tel que 

M-U- x < f (y) A y < f (x) . 

B(x,M) = {y € M I x ~ y} s'appelle le bloc de x en M. 

IV.7. Proposition.- (1) Chacune des conditions suivantes équivaut à x ~ y. 

(a) il existe des termes purs f.(v), f«(v) tels que 

M t= x < f.(y) A y < f«(x). 

(b) il existe des termes purs gj(v), g 2(
v) t e l s cl u e 

g.(x) < x,y < g2(g.(x)). 

(c) il existe un terme pur h(v) tel que M j= x,y < min {h(x),h(y)}. 

(2) ~ est une relation d'équivalence 
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(3) B(x,M) est un segment de M. 

Démonstration.- (1) x ~ y ̂ > (a) est évidente en posant f (v) = max{f ̂  (v) ,f 2 (v) }. 

Pout (b) x *>/y mettre f (v) = max {g2(gj(v)),g^(g](v))} où g j ^ . g p g ^
 s o n t obte­

nus en appliquant (b) à x,y respectivement. Pour la réciproque mettre 

f»(v) = max {f(u)|u < v} + v, gj(v) = yu(f '(u) > v) et g2(v) = f(f'(v)). 

(c) x ~ y e s t prouvée en posant h(v) = f(v) + v. 

(2) La réflexivité et la symétrie de sont triviales. Pour la transitivité, vé­

rifier la condition (l.a) pour les termes f|(f2(v)) et f2(fj(v)), où 

fî̂ (v) = max {f^(u) | u < v} (i = 1,2) et f j,f2 sont donnés par les conditions x ~ y 

et y ~ z. On obtient x ~ z. 

(3) Etant donné yj>v2 € B(x,M) et y e M tels que ŷ  < y < y 2 > la conclusion 

y e B(x,M) est obtenue en appliquant (l.a) aux termes fj,f 2 > où 

fî(v) = max {f.(u)|u < v} , et les termes f,,f« sont obtenus à partir des conditions 

x ~ yl ~ y 2 * 

Les blocs permettent de caractériser facilement les segments initiaux de M qui 

sont des sous-structures élémentaires : 

IV.8.Proposition.- Soit S un segment initial de M (M |= (P ). Alors S «< M ssi pour 

tout x £ S, B(x,M) c S. 

Démonstration.- ^ ) Si S .< M, soient x £ S et y £ M tels que x ~ y ; soit f(v) un 

terme tel que M fc= x < f(y) A y < f(x). Comme f (x) £ S, il est évident que y £ S. 

4= )Soient x(Vj,...,v n) un terme et Xj,...,x n e S ; il suffit de prouver que 

T M(x,,...,x ) £ S. Posons f(v) = max { T ( V - , . . . , V ) | V , , . . . , V ^ v) et 
l n ^ l ^ n 1 n 

x f = max {xp... 9x } . On a T (x.,...,x ) ^ f (x'). Puisque S est un segment initial 

M M 

il suffit de voir que f (x?) £ S. Si M [= f(x') < x f, alors f (x1) £ S puisque S 

est un segment initial. Si M (=. x 1 < f(x T), alors x* ~ f M(x f) par IV.7 (l.a) avec 

x = x \ y = f M(x !), f 2 = f et f^v) = v ; donc f
M(x*) e B(x?,M) c S. 

IV.9. Corollaire.- Soient M |= (P et {x^ i £ i} un système complet de représentants 

pour la relation ~ dans M, i.e. 

xi f X j pour i t j, i,j £ I, 
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pour tout x e M il existe i e I tel que x ~ x.. 

Définissons dans I l'ordre suivant : 

i < x j ^ M ( = x . < x . . 

Alors l'application J (—y U B(x.,M) est une bijection entre les segments initiaux 
ieJ 1 

de < I, <-j. > et les segments initiaux M 1 de M tels que M' M. 

Démonstration.- Si J est un segment initial de I, alors U B(x.,M) est évidemment 
ieJ 1 

un segment initial de M clos par la relation ̂ ; par IV.8, il est donc une sous-

structure élémentaire de M. 

Réciproquement, si M' ̂  M est un segment initial, on pose 

J = {i e l|B(x.,M) Ç M'}, et l'on vérifie sans peine en utilisant IV.7 que J est 

un segment initial de I et M = U B(x.,M). 
ieJ 1 

Nous montrons maintenant que rajouter a M un(element réalisant un) type uni­

forme revient à lui ajouter un bloc. 

IV.10. Théorème.- (a) Soit t un type uniforme. Alors M ^ ) - M = B(c,M(t)). 

c c 

(b) Soit I un ensemble ordonné. Si est un type uniforme pour chaque i € I, alors 

M(c.).^- - M(c.).^. = B(t.,M(c). T ) . 

j j<i j j<i i* i ici 

Démonstration.- (a) L'inclusion B(c,M(c)) Ç M(c) - M est évidente. 

Pour prouver la réciproque, si x e M(c) - M, alors x = f(a,c) pour un terme pur 

f(u,v) et un a e M. En posant f'(v) = max {f(u,v)|u < v} on obtient 

M(c) f=» x < f'(c). D'autre part, la remarque (*) ci-dessous donne M(c) ̂ = c < g(x) 

pour un terme pur g(v),d'où x ~ c par IV.7 (l.a), i.e. x e B(c,M(c)). 

En utilisant la condition (2) du théorème 11.18, on voit aisément que l'uni­

formité de t entraîne : 

(*) pour tout x e M(c) - M il existe un terme pur g(v) tel que M(c) J = g(x) > c^' 

(1) En effet, cette condition pour tout N ^-M équivaut à l'uniformité de t ; cf. 

démonstration de (2) = ^ (3), théorème 11.18. 
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(b) Posons N = M(Cj)j < ; L. Puisque M C c ^ ) ^ = N(cJ (cf.IV.5 (c)),de la partie 

(a) on obtient : 

M(c.). <. - M(c.). . = B(c.,N(c.)). 

Il suffit de voir que B(c i >N(c i)) = B (ci ,M(c^ ) . Par IV.4 (c et a), N(c i) est 

un segment initial et une sous-structure élémentaire de M(c^)^j ; d'où par IV.8 : 

B( C i,M(c.). I ) c N( C i) ; 

ceci entraîne évidemment l'égalité voulue. 

C - Phénomènes d'exclusion 

On va voir que tout point d'un modèle possède une "zone d'influence" dans 

laquelle il empêche tout autre point de réaliser le même type que lui ; d'où le 

nom de "phénomène d'exclusion" donné à ce genre de situation. Par exemple, on mon­

tre qu'un type minimal est réalisé par un seul élément du bloc qu'il détermine 

(et même mieux, cf. théorème IV.17 (c)). Un autre résultat important dans la même 

direction est le théorème IV.11 ci-dessous. 

IV. 11. Théorème. - (Ehrenf eucht-Gaifman) . Soient M un modèle de ^, f (v) un terme 
M M 

et a e M. Si f (a) ̂  a, alors a et f (a) réalisent dans M des types distincts ; en 

effet, les types respectifs sont distingués par une formule ayant les mêmes para­
ti 

mètres que f. En particulier, si f est un terme pur, a et f (a) ont des types purs 

distincts. 

Démonstration.- Commençons par définir une relation d'équivalence entre éléments 

x,y de M : 

x = y 
f 

^ il existe une suite finie x = x, x,,...,x = y d'éléments de 

M telle que pour chaque i, 0 < i < z , ou bien x. = f(x.) 

ou bien f(x.,.) = x.. 

î + l i 

On dira que la suite X Q , . . . , X z relie x à y. 

Ces définitions sont formalisables dans <P de manière évidente au moyen de la 

codification des suites finies. Remarquons que : 

105 



EXPOSÉ 5 

(a) 
f 

est, en effet, une relation d'équivalence. 

La preuve est laissée en exercice. 

(b) Si x s y, alors il existe une chaîne x = x, x.,...,x , x .,...,x = y 

"F O i L t * 1 Z telle que x. . = f(x.) pour 0 < i < t-1 et x. = f(x. ) pour t < i < z-1 (ici 

1 < X < z-1). 

En effet, si x. = f(x. ,) et x. _ = f(x. , ) , alors x. - x. « et on pourra 
i î+l 1+2 î+l i 1+2 

supprimer des éléments de la chaîne initiale jusqu'à l'élimination de ce cas de 

figure. Evidemment, ce procédé d'élimination n'augmente pas la longueur d'une suite 

donnée reliant x à y ; en particulier, la plus courte suite reliant x à y doit 

avoir cette forme-ci. 

Supposons maintenant que a c M, b = f (a) et b ^ a. Evidemment a = b par 
f 

une chaîne de longueur 1. Posons : 

et 

g(v) = y u (u =5 v) 
f 

h(v) = y w( ì s (s code une suite reliant v à g(v) A i (s) = w)). 

(c) (? h g(v) = g(v') v s v'. 
f 

Ceci est clair puisque g(v) est le plus petit élément de la classe d'équivalence 

de v modulo » • 
f 

En particulier, M g(a) - g(b). Soit c cet élément, et soit S q = c, 

s.,...s, f N , = a une suite de longueur minimale reliant c à a. Deux cas sont pos-
1 tHa;-l 

sibles : 

(d) b apparaît dans cette suite. 

Disons b = s^. Alors i - h(a) - 2 , parce que sinon S q = c, Sj,...,s^ - b = f(a), 

a serait une suite plus courte reliant c et a. Pratiquement, le même argument montre 

aussi que S Q , . . . , S ^ est la plus courte suite reliant c à b. Donc h(a) = h(b) + 1 . 

Ceci entraîne que l'un de h(a), h(b) est pair et l'autre impair, et donc que a et b 

ont des types distincts. 

(e) b n'apparaît pas dans cette suite. 

Dans ce cas, la suite doit être de la forme s = c, s. = f(c), s« = f(f(c)),..7 

_ ,(h(a)-2) o i z 
Sh(a)-1 " f ( C ) " a* 
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Sinon, vu que la suite s ,..., s, , N . a la forme établie dans (b), on aurait 

o n(a;-l 

sh(a)-2 " f ( a ) " K 

Soit : 

q(v) =yu(f ( u )(g(v)) = v), 

(où f U désigne le u-ième itéré de f). Comme b = f(a), il est évident que 

q(b) = q(a)+l. Donc q(a) et q(b) n'ont pas même parité, et, en particulier, n'ont 

pas même type. 

Remarque.- La preuve ci-dessus est due à Ehrenfeucht. Celle de Gaifman utilise des 

idées très semblables, mais elle est légèrement plus longue. 

IV.12. Corollaire.- Si N = M(b), le seul M-endomorphisme élémentaire de N est l'i­

dentité. 

N 

Démonstration.- Chaque x e N a la forme x = f (b) où f est un terme à paramètres  

dans M . Si x ^ b, par IV.11 x et b ont types distincts sur M. En particulier, 

toute application élémentaire de N dans N qui laisse M fixe envoie b dans lui-même ; 

i.e., elle est l'identité sur M u {b}, et donc aussi sur N. 

Dans le reste de ce paragraphe, nous étudions les phénomènes d'exclusion pour 

les types minimaux. 

IV.13. Proposition.- Soient M,N (= @ , M N, M le sous-modèle minimal de M, et a 
° N 

a,b £ N tels qu'il existe un terme pur f(v) tel que M < a < b < f (a). Alors : 

(a) il existe x e M (a) n M (b) tel que M < x ; 

o o 

(b) si M X M et M'(b) est une extension •< -minimale de M', alors b e M'(a); si 

M'(a) est une extension -<-minimale de M', alors a e M' (b). 

Démonstration.- On peut supposer que 9 ^= "f est strictement croissante et monotone"; 

sinon on prend max {f(u) | u < v} + v au lieu de f. Soit f^(v) un terme de variables 

u,v qui donne la u-ième itération de f, i.e. qui satisfait la condition d'induction 

<P h f ( 0 ) ( v ) = V A V u ( f < U + 1 > ( v ) . f ( f ( U > ( v ) ) ) . 

107 



EXPOSÉ 5 

Soit g(v) = yu(f^(o) > v). On a : 

(*) P^v * v < f(v ) -> g(v ) = g(v ) v gCv ) = g(v ) + 1. 

En effet, si g(v.) = u, on a f U (o) > v , d'où soit f U (o) > , soit 

f(f^U;(o)) > f( V ]) > v 2. Soit w < u ; dans le premier cas par définition de g(v 

(w) (u) 
on a f (o) < v. £ v , dfoù g(v_) = u = g(v.). Dans le second cas, f (o) < v«, 

'où f ^(o) < f^U^(o) < v2 î o n e n conclut que giv^) = u + 1 = g(vj) + 1 

N I ( X ) 

Preuve de (a).- Soit x = g (a) ; donc N p f (o) > a et x ç M Q(a). Comme M < a 

et M -< N, ceci implique M < x. La relation (*) implique x = g (b) ou x = g (b)-l, 
d'où x e M (b). 

o 

Preuve de ( b ) S i M' < M et M'(b) est une extension «<-minimale de M, comme 

x e M'(b) - M, on obtient M'(x) = M' (b), d'où b e M'(x) e M' (a). L'autre affirmation 

se démontre de manière analogue. 

IV.14. Corollaire.- (a) Si M|= a < b < f(a) pour un terme pur f(v), M q < a, (mais 

pas forcément M < a) et b réalise un type minimal, alors il y a un terme pur g(v) 

tel que M |» b = g(a) ; si a aussi réalise un type minimal, il existe un terme pur 

h(v) tel que M |= a = h(b) . 

(b) Si M-< N, a,b e N, et M(a) , M(b) sont des extensions 4-minimales de M chacune 

cofinale dans l'autre, alors M(a) = M(b). 

Démonstration.- (a) Utilisez la proposition IV.13(b) avec M au lieu de N et M q = le 

modèle minimal de (P au lieu de M et M' . Le résultat suit de ce que 

M Q ( C ) ={g
M(c) | g(v) terme pur de L}, pour c € M. 

(b) On peut supposer que N ̂ = a < b, l'autre cas étant symétrique. Le fait que M(a) 

est cofinal dans M(b) se traduit par l'existence d'un terme f(v) à paramètres dans M 

tel que N̂ =r a < b < f (a) . Or, f(v) devient un terme pur dans L(M), l'extension de L 

où chaque élément de M est nommé par une constante. Puisque M < a (a réalise un type 

minimal, donc non-borné) on peut donc utiliser la proposition IV.13(b) avec M' = M 

pour conclure que b e M(a) et a e M(b), c'est-à-dire M(a) = M(b). 

Remarque.- Si a,b réalisent le même type minimal, la partie (b) du corollaire peut 

être améliorée (voir théorème IV.17 (d)). 
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Dans le but d'établir la relation entre les blocs d'un modèle et les types mi­

nimaux réalisés dedans, nous introduisons une relation de dépendance entre des 

types : 

IV.15. Définition.- (a) Soit t(v) un type et f(v) un terme. On pose : 

f ( t ) = (<f(v) I f ( f ( v ) ) e t } . 

(b) On dit qu'un type tj dépend d'un autre t 2 ssi il existe un terme f (v) tel que 

tj = f(t 2). On pose tj # t̂  ssi tj dépend de et dépend de tj . 

Remarques.- (a) f(t) est un type dans la même théorie complète et dans le même lan­

gage que t. 

(b) Si a réalise t dans M, alors fM(a) réalise f(t) dans M. 

(c) A*est une relation d'équivalence entre types d'une théorie complète donnée. 

(d) Le théorème d'Ehrenfeucht-Gaifman (IV.11) peut être reformulé de la manière 

suivante : pour tout type t et tout terme f(v), soit (f(v) = v) e t, soit f(t) £ t. 

La vérification, facile, de ces faits est laissée en exercice au lecteur. 

IV.16. Lemme.- Soit - f(tj) pour un terme f. 

(a) Si tj est définissable, l'est aussi. 

(b) Si tj est minimal, alors t 2 est minimal ou trivial (i.e. (v = T T ) e pour un 

terme constant ïï) . Si t 2 est minimal, alors il existe un terme g(v) tel que 

(g(f(v)) = v) e tj, d'où tj = g(t2) et t} & t 2. 

Remarque.- Il y a une condition semblable à (b) pour les types uniformes (que nous 

n'utilisons pas, et donc ne démontrons pas) : 

Si tj est uniforme, alors t 2 est uniforme ou trivial. 

Démonstration.- (a) Soit d le schéma définissant t. ; t 2 est défini par le schéma : 

d£ = d^ où *(u,v) = f(u,f(v)) 
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comme on peut le vérifier sans peine. 

(b) Soit M le modèle minimal sur lequel t- est un type, et soit M 1 = JA 
Soit b f - f (b). Si b 1 e M, alors il existe un terme constant ïï tel que 

M'^ b' = ïï ; comme b f réalise on a (v = ïï) e t2« Si b
1 4 M, comme M 1 est une 

extension •< - minimale de M, M(b f) = M(b) ; donc il existe un terme g(v) tel que 

M'^= g(b') = b, i.e., M'^= g(f(b)) = b. Puisque b réalise tj,(g(f(v)) = v) e t] ; 

ceci donne : 

<jp(v) e t j ^ <f(g(f (v))) e t <=> (f(g(v)) e t 

pour toute formule (f , c'est-à-dire tj = g(t 2). On a aussi (f(g(f(v)))= f(v)) e t^, 

c est-a-dire TJ;(f(v)) c t., ou îJKv) est la formule f(g(v)) = v ; donc IP(v) € t 0, 

i.e., (f(g(v)) = v) e t 2. 

Pour voir que t 2 est minimal, la relation M
1 \= g(b') = b et le fait que tj est 

non-borné montrent que M < b f et donc que t 2 est non-borné. Si N
1 = N(c) où N ^-M, 

N < c et c réalise t 0, on a N'^= f(g(c)) * c, ce qui entraîne N < c
1 et N(c') = N(c), 

où c' = g (c). Puisque t̂  = g(t 2), c
1 réalise tj, d'où N(c') - et donc N(c) - est 

une extension ̂  -minimale de N. 

IV.17. Théorème.- Soit a € N et supposons que a réalise dans N un type minimal t. 

Alors 

N 

(a) Pour tout b e B(a,N) il existe un terme pur f(v) tel que a = f (b) (réciproque-
N 

ment, si a » f (b), b e N, alors b e B(a,N), comme l'on peut vérifier aisément). 

(b) Si un élément de B(a,N) réalise un type minimal t', alors t' ̂  t. 

(c) Tout type t' tel que t' ̂  t est réalisé par un et un seul élément de B(a,N). 

(d) Si b € N réalise le même type minimal t et M ^ N,alors b ^ a implique que l'un 

de M(a), M(b) n'est pas cofinal dans l'autre. 

Démonstration.- (a) Par IV.7 (l.c) il existe un terme pur h(v) tel que 

N^=a < b < h(a) ou bien N ̂  b < a < h(b). Dans les deux cas IV.l4(a) entraîne l'exis­

tence d'un terme f(v) tel que.N^» a = f (b) . 

(b) Si b € B(a,N) réalise t',par (a) N ̂ = a = f(b); d'où t = f(t'). Comme t' est mini­

mal, le lemme IV.16(b) entraîne t ^ t 1 . 
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(c) Soit t 1 & t, par exemple t 1 = f(t). Le lemme IV.16(b) implique que t f est minimal 

ou trivial ; la seconde alternative est exclue parce que t = g(t') pour un terme g, 

et t T est non-trivial. 

Par IV.16(b), (g(f(v)) = v).e t. En mettant b = fN(a) on obtient a = g N(b), 

d'où b e B(a , M ) . Comme a réalise t, b réalise f(t) = t f. 

Supposons que c e B(a,N) réalise t' dans N. Comme b e B(a,N) = B(c,N), par (a) 

appliqué à c (au lieu de a) il existe un terme h tel que Nf= h(b) = c. Or, b et 
N 

c = h (b) ont même type t f ; du théorème d'Ehrenfeucht-Gaifman (iv.ll) il s'ensuit 

donc que (h(v) = v) € t 1, d'où N \= h(b) = b, i.e. c = b, car b réalise t'. 

(d) Supposons, par contradiction, que M(a) et M(b) sont cofinaux l'un dans l'autre, 

alors IV.14(b) entraîne que M(a) = M(b) ; appelons M' ce modèle. Puisque t est uni­

forme, le théorème IV.10(a) implique 

M' - M = B(a,M') = B(b,M'). 

Il en résulte que le type minimal est réalisé par les éléments distincts a, b du même 

bloc, ce qui contredit (c). 

Remarque.- Pour finir, remarquons qu'il est possible de démontrer l'existence de 

K types minimaux deux par deux non-équivalents selon la relation où K est la 

cardinalité du modèle minimal de (J*. Ce résultat améliore considérablement le résul-

tat, donné au § III, d'existence de K types minimaux tout court. Pour la démonstra­

tion, voir Gaifman C ], théorème 4.13. 

D.- Support d'un élément dang M(I) 

Nous montrons ici que dans un modèle de la forme il 
Vc/iel 

i 

où les types t^ sont 

définissables, tout élément dépend - dans un sens précisé ci-dessous - seulement d'un 

ensemble fini de coordonnées i £ I; cet ensemble est appelé le support de x. Quand 

les types t. sont minimaux, le support détermine le sous-modèle M(x) engendré par x 

de la manière la plus forte possible : M(x) = 
M ( c i > i £ S • 

En fait, nos résultats sont plus généraux et dépendent seulement de ce que les 

types t^ aient la propriété suivante (toujours vérifiée par les types définissables 

dans & , cf IV.20 ci-dessous) : 
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IV.18. Definition.- Un type définissable t sur M a la propriété d'intersection si 

quels que soient les modèles M , M , M« tels que M < Mj n M 2 < M i < M q (i = 1,2), oi 

a 

(M, n V Q - M , ( J n M 2(J. 

IV.19. Théorème.- Soient I un ensemble ordonné et N = M 

t. 
f 1 

,с.У 
1 i €I 

où M 1= & . 

(a) Pour tout x e N - M il existe un unique i x e I tel que : x ,f M(c. i<i ' 
X 

et pour 

tout J c I, on a 

x e M ( c ) . T i e J et x c 
iyieJ ' x M(c.). , 

i ieJ 
i<i 

X 
(b) Si chaque type t^ a la propriété d'intersection, alors pour chaque x e N, il y a 

un unique S c l fini tel que pour tout J c I : 

x e M(c.) . _ S c J. 
i ieJ x — 

Démonstration.- (a) Soit x e N - M. Nous commençons par démontrer que pour chaque 

J c I tel que x e M(c^) . j, il existe ij e J tel que x e M(c) . _ 
i ieJ 
i<i. 

• M ( ci>i<i • 

Puis nous montrons que i, = i T l pour toute paire de tels ensembles J, J'. 

i est construit de la façon suivante. Comme x e ^ ci^î£j' ^ e x ^ s t e ^ ? £ 

J' fini tel que x e M ( c ) . T t . Mieux, il existe un tel J' minimal, c'est-à-dire ^ i ieJ 

tel que aucun sous-ensemble propre n'a la même propriété ; comme x ̂  M, J' ^ 0 . 

Soient i T = max J', et J" = {i e J' | i < i }. Puisque J' est minimal et J" c j
f

f 

on a 

x e M ( c . ) . e J l - M C c . ) . ^ . , = ( M ( c . ) i e J , . ) ( l j ) - M ( c . ) i e J „ . 
C . 

Aussi la proposition IV.4(a) entraîne qu< M ( c . ) . £ j , ^ M(c.) En utilisant le 

fait IV. 1 (c) avec M, = M(c.)- T H > M O = M ( c ) . . et t = t, on conclut que 
1 l'ieJ 2 i i<i- i. 

x £ M ( c . ) . 6 j -M(c.) . 

Pour démontrer la seconde affirmation, si i T < i,t, on a x e Ì* ( c ) . _ et 
i ieJ 
i<iT 

x i M(c.)- • > ce qui est évidemment contradictoire puisque 
i i<i , 
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M ( c ) . T £ M ( c ) . . . 
1 1€J 1 K l T i 

i<U J 

Un argument symétrique prouve que i , < i est aussi im­

possible. Donc ij = ijt* 

Le i est défini en mettant i = i pour n'importe quel J £ I tel que x e M ( c ) . T. 

X X J "~* 1 l € J 

(b) Soit x c N. Mettons S x = H {J c I | x e M ( c i ) i e J } - L'implication 

x € M ( c ) . , S c j est évidente. Pour la réciproque il suffit de montrer que 
i i€j x -

x e M ( c ) . „ . Comme x e M ( c ) . T pour un J c I fini, S est fini et il existe 
i ieS x i ieJ r - x 

J1,...,J finis tels que S = n J, et x e M(c). (k = 1 ,. . . ,n) ; donc il suf-

1 n X k 1 l£Jk 

fit de prouver 

n 
n 

k=1 
£ J t

 = M ( c i > k n 
e n J 

k - i k 

ceci se réduit au cas n = 2 de manière évidente. L'inclusion £ est aussi évidente. 

Nous démontrons l'autre inclusion par induction sur 
' J 2 (J. 

1 

= cardinalité 

de J., finie). Soit x e M ( c ) . T n M(c.). _ . Si x e M, alors évidemment 
i i ieJ. i icJ~ 

x e M(c.) . T n T . Donc, supposons x 4 M. Par la partie (a), e J. n J 2 et 

x e M ( c i ) i £ j . Soit J£ = { i e J k I i < i k } (k = 1 , 2 ) . On a 

/ t i V ^ 

x € M ( ci } i c j ; ( c /
n M ( c i )

i e j / c )• C o ™ e J T + *ï < JT + V 
i i 

par hypo thè se d ' in-

duction M(c.) , n M(c.) = M ( c . ) . £ , ; or, t . a la propriété d'intersection, 

d'où 

x e M(c. ) . T l T i îeJjnJ, \c . ' 
1 
X 

M ( c ) . _ _ c M(c). T T i ieJ1nJ2 ~ i /icJ ]nJ 2 ; 

i<i 
X 

On démontre maintenant : 

IV.20 . - Proposition.- Tout type définissable sur un modèle de l'arithmétique de 

Péano généralisée & a la propriété d'intersection. De plus, ceci est vrai pour toute 

théorie ayant la propriété suivante : si la formule f?(u,v) définit une relation 

d'équivalence entre n-uples, alors il y a des termes a^(u) j Q^Cu) tels que : 
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11 

V u V 7 Cy>(u,v) -+ <p(u,a1(u),...,an(u)) A A a i ( u ) = a i ( v ) ] , 
i=l 

(c'est-à-dire, en ayant assez de termes pour choisir des représentants des classes 

de toute relation d 1 équivalence définissable). 

Démonstration.- Il est évident que (M, n vQcM^nMH. Il faut démontrer 

l'inclusion réciproque. Soit N = 

J 
Chaque x e M. (c) n M«(c) a les formes 

x = T i ( a i > c) ~ T 2 ^ a 2 , c ^ » o u T i » T 2 s o n t ^ e s t e r m e g e t a. e M. ; d'où 

N F t. (a ,c) = T 9 ( a ? , c ) . 

On trouvera un a e M 1 n M« tel que x = T (a ,c). Puisque t est définissable, 

il existe une formule ^ ( u . J U ^ ) telle que pour tous Z I > Z

2

 6 M > 

N h T.(z c) = T ?(z ,c) <É=*>M J=iJ;(z ,z ) . 

Donc M f= 3 u ijKu^a^), et puisque M « M , il existe a' e M. tel que 

N [= T ^ a ^ c ) = T ^ a ^ c ) ( = T 2( a 2, c ) ) . 

En appliquant une seconde fois la définissabilité de t, il y a une formule 

^(u,u') (où l(u) = £(u') = £(a.)) telle que pour tous z, z' e M on a : 

N j=: T.(z,c) = T.(z',c) <Ê=> M 1= y(z,z'). 

Il est évident que if définit une relation d'équivalence entre n-uples (n = £(a^)) 

et qu'on a M f= f(a ,a'). Vu l'hypothèse, on a M fe= a.(a ) « a.(a!) (i = l,...,n), 

où la suite des termes a. choisit des représentants des classes d'équivalence mo-

dûlo . Puisque a-(a.) e M, et a.(a!) e M« (i = 1 n ) , en mettant 

a = <a. ( a ,),..., a ( a ) > o n a l a c o n c l u s i o n v o u l u e , 
o I I n n 

Manifestement, satisfait la condition de l'énoncé ; le principe du minimum 

permet de choisir la plus petite n-uple dans l'ordre lexicographique construit à 

partir de l'ordre de base < , de chaque classes d'équivalence modulo (f . 

Formellement, les termes a. sont définis par induction : 

0](u) = uv Q [ 3 v ( ( v ) 0 - v Q A f(u,v))] , 

C X 2 ( U ) = y V Q [ 3 V ( ( v ) j = Vj A ( v ) Q = 0}(U) A f ( U , v ) ) ] , 
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et pour 2 ̂  i ̂  n : 

_ _ i-2 _ _ 
a i(u) = Pv i_ 1 [ i v( A (v). =CT. + 1(u) A <f(u,v))] . 

j=0 

Le théorème suivant est le résultat central sur l'itération des types mini­

maux : 

IV.21. Théorème.- Soient I un ensemble ordonné, M U= S* et N = 1 t1) , 
c. îel 
i 

. Si cha­

que t^ est un type minimal, alors pour tout x e N, on a M(x) = M^ ci^i € s ' °^ ^x e s t 

x 
le support de x. 

Démonstration.- Induction sur S^. Si S x = 0 , alors x € M et il n'y a rien à prou­
ver. Soit donc S ={i ,...,i) , où< est l'ordre de I. Pour simplifier la nota-

x o m < 
tion écrivons j au lieu de i., M' au lieu de M(c).^ = M(c.)« T

 e t M" a u lieu de 
J t J 1 1 1 i e J x 

M(c.). . On a M' = M"( m ) ; comme t est uniforme (puisque minimal), IV.10(a) 
i K M c m 

m 

entraîne M' - M" = B(c m,M'). Puisque {0,...,m-l} c s , on a x i M", d'où x € M' -M", 

et donc x e B(c ,M'). En appliquant IV.17(a); on obtient un terme pur f(v) tel que 

M' L= c = f(x). Or, x 6 M' = M' 
• m 0 

•m 

d'où il existe un terme g(u,v) et un a € M 

tels que M' f= x = g(a,c m). Soient h(v) - y u(v = g(u,f(v))) et a
1 = h (x) . Donc 

a' e M(x). Puisque M' |= x = g(a,f(x)); il s'ensuit que a' < a ; M" étant un seg­

ment initial de M 1, on obtient a' e M" = M(c ) . » d'où S t c {o,...,m-l} . Il est 

i i<m a " 
clair aussi que N f= x = g(a',f(x)) = g(a',c ) ; donc on a x c M ( c ) . _ r \ . 

m i ieS IULM/ 
a 

Vu la propriété qui définit S x > on en conclut que £ S^.U-FM} , ce qui implique 

S a, = {0,...,m-l}. Par l'hypothèse d'induction, on M(a') = M ( c . ) i < m = M". 

Puisque a',cm e M(x), on obtient finalement M(x) = M"(cm) • M', ce qui achève la 

démonstration. 

IV.22. Corollaire.- Soient I un ensemble ordonné et M (=; ̂  . Si pour chaque i c i , 

t. est un type minimal, alors tout modèle intermédiaire M «< M' ̂  M ( c ) . T est de la 
i i ici 

forme M' = ̂ c i ^ i € j P
o u r u n unique J c I. 

Démonstration.- Etant donné M f, soit J = {i e I |c^€ M'}. Evidemment on a 

1i(c/) ^ :c-H\ L'inclusion inverse est conséquence du théorème précédent ; en effet, 
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si x e M', IV.21 implique S c J d'où x e M(c .) . T x — i îeJ 
par définition du suppor 

(cf. IV.19(b)). L'unicité de J est évidente. 

IV.23. Corollaire.- Le treillis des structures intermédiaires, 

< {M1 | M ^ M' -< M(°i)i e I^> £ > , où M, I et les types t^ sont comme dans le co­

rollaire IV.22, est isomorphe à l'algèbre de Boole < P (I), c > des sous-ensem­

bles de I. 

Démonstration.- Conséquence triviale de IV.22. 

IV.24. Exemple d'une extension minimale qui n'est pas finale.-

Soit N = M (/) , où M h Ö3 , 1 
\ Ci iel 

est un ensemble ordonné et chaque type t. 

est minimal. On peut conclure du corollaire IV.22 que N est une extension K-mini­

male de M' = N n 
Ci i€l-{i } 

o 

où i e I. E, effet, si M' -< M" «< N, alors 

t. 

M " = M ( X ) 

i îeJ 

pour un unique J £ I ; on a I - {iQ} £ J £ I, d'où M" = M' ou 

M" = N. 

En prenant I > 2 et i distincts du dernier élément de I, M' •I. N puisque 
c. e M et N fc= c. > c. . si i > i . 
i ' i l ' o 

o 
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EXPOSÉ 6 

TYPES REMARQUABLES ET EXTENSIONS DE MODÈLES 

DANS L'ARITHMÉTIQUE DE PEANO, II 

Jean-Pierre Ressayre 

Cet exposé est inséparable du précédent, en particulier il en partage l'in­

troduction; en conséquence nous rappelons seulement que notre but principal ici sera 

l'étude des modèles de l'arithmétique construits par Abramson Harrington, [A-H] 
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§1 - LE THEOREME DE RAMSEY ET L'ÉTUDE DES TYPES 

Les quatre paragraphes de l'exposé précédent introduisaient chacun un aspect 

de notre sujet, le présent §1 en introduit un cinquième : le lien entre d'une part 

le Théorème de Ramsey (et quelques autres résultats combinatoires semblables, in­

troduits plus loin), et d'autre part les types construits et étudiés dans l'exposé 

précédent. 

Moyennant quoi, ce paragraphe complète l'exposé précédent, et en donnera une 

manière de conclusion. Mais il est de plus la charnière entre les deux exposés, et 

à ce titre comporte un deuxième volet : il introduit la généralisation du théorème 

de Ramsey fini sur laquelle sont basées les constructions d'Abramson et Harrington 

(théorème 1.12). 

Le fil directeur de ce paragraphe est le suivant : à chaque résultat combina-

toire que nous examinons, nous associons un énoncé de théorie des modèles qui lui 

est équivalent (par exemple au Théorème de Ramsey fini est associé le Théorème 

d'Ehrenfeucht-Mostowski); à cette occasion, nous examinerons les liens entre Combi-

natoire et Théorie des modèles, en nous préoccupant surtout d'appliquer la Théorie 

des modèles à la Combinatoire, à l'inverse de ce qui se fait habituellement. 

Nous rappelons d'abord le Théorème de Ramsey : U et V désignant chacun soit un 

entier, soit le symbole oo on écrit 
n 
k 

si pour tout ensemble X de cardinal 

y, et toute partition f X 
n 

k en k classes de l'ensemble n il existe 

un sous-ensemble Y de X, de cardinal V , qui est homogène pour f, c'est-à-dire 

Y 
n 

est contenu dans une seule classe de la partition. Plus généralement, soit M 

un modèle de 9 ; si neIN, k e M et y , v désignent soit " o o " soit des "entiers 

de M", nous dirons que Ml A), 
n 
k 

si la propriété précédente est vérifiée au 

sens de M, quand on se restreint à des partitions et ensembles définissables 

dans M. 

Le Théorème fini de Ramsey dit que (n,k eW étant fixés) pour tout entier P 

il existe un entier Q tel que Q P n 

Q 
et le théorème infini dit que oo 

n 

Q 

(A) Ramsey et Ehrenfeucht-Mostowski. On peut dire que le Théorème 

d'Ehrenfeucht-Mostowski est le compactifié - au sens imprécis indiqué dans l'exposé 

précédent, §1 - du Théorème fini de Ramsey; en particulier les deux théorèmes se 

déduisent l'un de l'autre de manière élémentaire 
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1.1. REMARQUES - Soient n, P, k e(N; (a) Du Théorème d' Ehrenf eticht-Mostovski on 

déduit : oo P n 
k 

En effet soit f 
n 

k une partition; en vertu du théorè­

me d'Ehrenfeucht-Mostowski, il existe une extension élémentaire N du modèle 

((N,f), contenant un ensemble <-indiscernable infini. Cet ensemble est évidemment 

homogène pour 1 Textension de f à N, donc N H "il existe un ensemble à P élé­

ments qui est homogène pour f". Comme (IN,f) < N, la même propriété est vérifiée 

dans IN. 

(b) De » P 
n 

on déduit 3Q Q 'p; 
n 

k 
c'est-à-dire le Théorème de Ramsey fini. 

En effet soit N une extension élémentaire de (N et soit a e N, non standard; 

alors N a P n 
k 

En effet, soit f : 0,a n 
k une partition définissable 

dans N; puisque ; 0,a est infini (au sens standard) et oo P 
n 

k 
est vrai (au 

sens standard également), [ 0,a] contient un sous-ensemble à P éléments qui est 

homogène pour f. Donc N 3Q Q k 
et puisque (N N Q Q p 

n 
k 

(c) Du Théorème de Ramsey fini on déduit le Théorème d'Ehrenfeucht-Mostowski 

c'est la démonstration originale bien connue de ce théorème. 

La moralité de I.1, (a)et(b) est que toute démonstration du théorème 

d'Ehrenfeucht-Mostowski qui n'utilise pas le Théorème de Ramsey - en particulier 

celle faite dans l'exposé précédent, §IV, à l'aide d'un type définissable - nous 

donne le théorème fini de Ramsey. Nous verrons à l'alinéa (C) que l'existence de 

types uniformes nous donne en prime le Théorème infini de Ramsey. Auparavant, nous 

étudions une généralisation de la propriété 00 00 
n 
k 

(B) Types de Ramsey 

La définition de la propriété oo , 00 
n 
k 

demande que le domaine de la partition 

donnée, et celui de l'ensemble homogène pour cette partition, soient tous deux in­

finis. En demandant que ces deux ensembles soient "gros" pour diverses notions de 

grosseur des ensembles, on obtient diverses généralisations de oo (oo 
n 
k 

de la 

forme "gros gros k
 n, 
k 

Plusieurs généralisations de cette sorte seront étudiées 

par la suite. Soit M un modèle de (P ; dans le présent alinéa, nous étudions le 

cas où la notion de grosseur des sous-ensembles de M est définie à l'aide d'un 

filtre ou d'un type sur M : 

1.2. NOTATION - Soit t un type non borné sur M; pour tout ne N et tout k e M, 

on écrit t t 
n 

k 
si pour toute partition f M 

i n 
k définissable dans M, 

il existe X e t , homogène pour f. 
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1.3. PROPOSITION - Soit t un type non borné sur M; alors (a) les conditions 

suivantes sont équivalentes : 

(i) t 
. n 

pour tout n € (N 

ii le type 
i<n 

t 
i 

A V 
1 

V 
n 

est complet sur M, pour tout n e IN. 

(iii) pour tout modèle M M t 
"M 

est < - indiscernable sur M 

[iv] t t 
n 
k 

pour tout n dans (N et tout k dans M 

(b) De plus, ces conditions entraînent que M 
t. 

c 
est extension minimale de M. 

Démonstration Supposons vérifiée la condition (i), et soit 4> Q 1 
V 
n 

une for­

mule de M : nous allons montrer que 
i<n 

t V A V 
1 

V 
n 

décide 

v i V ce qui est la condition (ii). Sur M n nous considérons la relation 

â />; b M a cette relation comporte deux classes, donc puisque 

t t; 
n 
2 

il existe X e t tel que tfâ, b e X nn M a autrement 

dit, dans M la formule 
i<n 

V 
i 
eX A v 

1 
V 
n 

décide <J> v v 
n 

Alors 

comme t v v e X, on a /At v V 
1 

V 
n 

décide <() v 
f 

v 
n 

nous avons 

ainsi montré que (i)r £ . (ii). Réciproquement, supposons (ii) vérifiée, et soient 

X e t , f X 
n 

2 un terme de M; par (ii), t 
i 

V 
1 

V 
n 

décide 

les formules f v v 0 et f v ,v 1. Par compacité il existe Y e t , 

qu'on peut supposer inclus dans X, tel que 
i<n 

V 
1 
e Y A v 

1 
v 
n 

fait de 

même - autrement dit, Y est contenu dans une seule classe modulo f, ce qui 

démontre la condition (i). 

Les conditions (ii) et (iii) sont trivialement équivalentes - donc les trois 

premières le sont. Montrons qu'elles entraînent que M ,t 
c 

est une extension 

-< - minimale de M (c'est-à-dire (b)) : soit f (v) un terme; la formule 

:f(v 
1 

f v 
2' 

détermine sur M: 
.2 

une partition en deux classes, et puisque 

t .t 
2 

2 
on en déduit X e t tel que X 

,2 
est dans une de ces classes. Autre­

ment dit, f ̂ X est soit constante, soit injective, ce qui par I 

de l'exposé précédent entraîne que M 
c 

est 4, - minimimal au-dessus de M. 

Reste à voir que t t 
n 

2 
entraîne t ;t 

n 

k 
Soient donc X e t , k e M, 

et f : X 
n 

k un terme de M. Puisque le type 
i<n 

t V 
1 

V 
1 

V 
n 

est 

complet sur M, il décide toutes les formules f v v 
n j k Comme 

Ml 
,t, 

c 
est une extension ^- minimale de M, en particulier M 

f 
M 

t 
c 7 

[cf. expo­

sé précédent, §1); cela entraîne qu'il existe j < k tel que 

î^n 
t 

i 
V 
1 

Q 
n 

f V 
1 

V 
n' 

j. Par compacité, il existe Y e t , qu'on 

peut supposer inclus dans X, tel que 
î^n 

V 
i 
e Y A v 

1 
V 
n 

f V 
1 n 7 = j, 

autrement dit Y: 
-.n est contenu dans une seule classe modulo f, ce qui montre 

t :t: 
n 

Q 
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N.B. (a) On dira que t est un type de Ramsey sur M si t vérifie les condi­

tions équivalentes de la Proposition ci-dessus. Au §IV de l'exposé précédent nous 

avions construit un ensemble < - indiscernable à l'aide d'un type définissable; 

si l'on dispose d'un type de Ramsey t on obtient des < - indiscernables encore 

plus directement puisque t, 
M 

est < - indiscernable quel que soit M' >- M. 

Noter à ce sujet que ceci est réellement plus direct, car un type définissable 

t 
1 
(v) n'est pas toujours de Ramsey : en effet, si t (v) n'est pas uniforme il 

arrive que t ait deux extensions t 
2 

t 
3 

non bornées et complètes sur 

Mi 
t 

c 1 

1 
alors dans M' = M 

t t t 

c c c 
t 
M' 

1 
n'est pas < - indiscernable sur M, 

car c 
1 

c 'C 
3 

sont dans t 
'M 

et cependant c 
1 
c 

M T 
c 
3 

Alors bien 

que définissable, t 
1 

n'est pas de Ramsey. 

(b) On va voir que l'existence de types de Ramsey équivaut au Théorème de Ramsey 

lui-même - on peut dire que c'est la compactification, au sens vague de l'exposé 

précédent §1, du théorème infini de Ramsey; et son équivalence avec ce théorème 

est l'analogue pour le cas infini de la Remarque ci-dessous on suppose M 

et L dénombrables : 

1.4. REMARQUE (a) De M oo 00 
n 

2 
pour tout n e (N, on déduit l'existence d'un 

type de Ramsey; en effet, kv v 
n 

étant une enumeration des formules, on 

construit par récurrence sur n une famille décroissante 
n'n e N 

de sous-en­

sembles non bornés de M, tels que X 
n 

est homogène pour la partition de M 
n 

déterminée par X 
n 

résulte de 1 * application de 0 0 'oo n 
2 

à la partition 

de :x 
n-

i n 

déterminée par Alors si t(v) = { v e 
n 

n e (N } on a 

t [t n 
¿ 

par le choix de la famille Cx. 
n'n e (N 

(b) De l'existence d'un type de Ramsey sur M on déduit que M h 00 (°°) 
n 

k 
pour tout n e (N et tout k e M. En effet soit f : [M] 

n 
k une partition dé­

finissable; puisqu'on a un type de Ramsey t, tel que t t 
. n 

k 
il existe X e t 

homogène pour f; de plus X e t entraîne X définissable et non borné. 

(C) Types de Ramsey, types uniformes et minimaux. 

Nous examinons les relations entre la notion de type de Ramsey et les notions 

introduites aux §1 et II de l'exposé précédent. La Remarque (a) ci-dessus indiquait 

qu'un type définissable n'est pas nécessairement de Ramsey, bien qu'il conduise 

également par itération à des indiscernables. Les relations avec les types mini­

maux et uniformes, c'est essentiellement l fextension globale et uniforme (au sens 

de l'exposé précédent) de la Proposition 1.3. qui va nous les donner : 
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1-5 PROPOSITION - Soit t(v) un type non borné sur M; sont équivalentes : 

(a) quelque soit N>*M, t(v) u v> N est un type de Ramsey 

(b) t est minimal (c) t est uniforme et rare. 

Démonstration - L'implication (a) =^ (b) est une conséquence immédiate de la 

Proposition 1.3.b, appliquée à tout N >• M. L'équivalence (b) 4^. (c) a été mon­

trée au §11 de l'exposé précédent; reste à vérifier que (c) =^ (a). Soit t(v) 

un type uniforme, et considérons la théorie (où N > M et c 
V 

c 
n 

sont des 

symboles de constante nouveaux) : 

t c 
1 

u u t c 
n 

u N < c u N c < c u u N c 
1 ' 

c 
n- 1 

c 
'n 

en conve­

nant que N 
1 

. c 
P 

c 
'p+1 

représente 1 ensemble de formules 

h ac 
1 

,c c p+1 
h(uv ,v terme pur, a e N} . Cette théorie caractérise 

les modèles de la forme N c 
t 
c 
n 

[cf. exposé précédent, §IV), et comme ces mo­

dèles sont tous isomorphes sur N u c ,c il en résulte que cette théorie 

est complète. D'autre part si t est rare, il est clair qu'elle équivaut à 

t E 1 
U u t c 

n 
u N c 

1 
c 
n 

Donc, cette dernière théorie est complète, et par 1.3.a t est un type de Ramsey 

sur N. 

Ainsi l'existence de types minimaux (cf. §111 de l'exposé précédent) entraîne 

celle de types de Ramsey sur M, laquelle par la Remarque 1.4. entraîne 

M 00 n 

k 
Comme ceci vaut pour tout modèle M de P , cette démonstration 

du théorème de Ramsey infini nous donne également le fait que celui-ci est une 

conséquence de P . 

(D) La généralisation colorée des théorèmes de Ramsey et d'Ehreufencht-Mostowski. 

Nous allons étudier une généralisation du théorème de Ramsey; dans cette géné­

ralisation, le domaine des partitions sera un "ensemble coloré", et les conditions 

de cardinalité sur les ensembles seront remplacées par des conditions portant sur 

leur "coloration"; voici la définition de ces notions. 

On appelle ensemble coloré tout triplet 
X 

C 
X' 

où X est un ensemble, 

X 
un ordre total sur X, et C. une application de domaine X s fixé e (N) ; 

1'image de C 
X 

est appelé ensemble des couleurs, et pour x e X s C 
X 

x. est la 

couleur de x. 

Les conditions sur la coloration des ensembles, qui vont remplacer les condi­

tions de cardinalité, seront exprimées à l'aide de la notion " m o t i f " ^ , que voici. 

(*) motif est la traduction du terme anglais "pattern". 
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Un ensemble de couleurs étant fixé, le langage de nos ensembles colorés comporte 

les symboles =, <, C (à s arguments), les éléments de *2 comme constantes, enfin 

les variables V. ; Ì e I N ; L étant-un entier on appelle motif P V tout 

ensemble de formules atomiques de ce langage, ayant V 1 V 
L 

pour variables, et 

qui détermine complètement un ordre total et une coloration sur les éléments repré­

sentés par V V 

Exemple - Nous supposons s = 2 pour fixer les idées; alors les motifs P V V 

sont tous les ensembles du type V 
1 

V V V C V V 
2 

= a 

iv 
2 

V 
1 

C E 
1 

V 
2 

= a où a parcourt <f> ; pour L > 2, les motifs P V 
1 

V 
L 

sont tous les ensembles de la forme P 
i i 

V V l < i < M < L } , o ù P est 

un motif sur V , V et P détermine un ordre total sur les éléments repré­

sentés par V 
1 v_ 

L 

Etant donnés un ensemble X coloré dans % , et x e 

n 
X 

n 
on appelle 

motif de x et on note p(x) 1 unique motif P(v) tel que (X,x) * P(v); on dira 

aussi que la suite x ou que l'ensemble x .x réalise le motif P(v). 

N.B. Nous avons convenu que si une suite comporte moins de s éléments distincts, 

son motif ne porte que sur l'ordre. Cette convention ne change rien sur le fond 

vis à vis de celle qui consiste à fixer une coloration non seulement de [ X mais 

aussi de 
s 
u 

s 

.s 

Nous étudions des généralisations du Théorème de Ramsey de la forme 

gros igros 
k 
n„ notre première généralisation, dans (C), était t 

n 
k 

où 

la notion de grosseur était définie par l'appartenance à un filtre t. Dans le pré­

sent cas, la notion de grosseur va être la présence de toutes les combinaisons 

finies possibles de colorations, c'est à dire la notion suivante : un ensemble colo­

ré X est dit général si tout motif P c ,v 
L 

est réalisé dans X: un sous-

ensemble Y est général si la restriction de C 
X 

à Y est générale. 

Exemple - X = N < 
X 

= ordre usuel, s = 1 , 0, 1 ; il y a donc deux cou­

leurs qui constituent une partition de N , que nous notons C .o C 
1 

On voit facile­

ment que cet ensemble coloré est général si et seulement si C et C 
.1 

sont infi­

nis, les sous-ensembles généraux étant de même les Y tels que Y n C et 

Y G sont infinis. Noter qu'un sous-ensemble de (N qui est homogène pour la par­

tition C , C doit être inclus soit dans C soit dans C donc n'est pas géné­

ral; ainsi notre généralisation du Théorème de Ramsey de la forme "général •> 

[général 
a 

est déjà fausse pour s = 1 , n = 1 . Toutefois c'est pour une raison 

triviale, qui suggère une modification de la notion de "homogène"; en voici la défi­

nition, dans le cas général : 
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Soit X un ensemble coloré, f [X] 
n 

k une partition; un sous-ensemble Y 

de X est dit homogène pour f si pour x e le motif de x détermine sa 

classe (c'est à dire \fx,ye E 
in 

p X p f y f 

Par la suite, le principal ensemble coloré considéré sera un modèle M de 9 , 

muni de l'ordre arithmétique 
M 

et d une coloration C : M s M définissable 

dans M Alors les notions qui précèdent (motif, suite qui réalise un motif, en­

semble général) peuvent être définies dans M; si M est non standard les motifs 

P v v 
L 

portent alors sur un nombre de variables L £ M qui peut être non stan­

dard ~ c e sera d'ailleurs essentiel. On peut facilement définir C dans M de ma­

nière que M soit général : 

1.6. DÉFINITION D'UNE COLORATION GENERALE DANS M. Soit P 
a a e M 

une enumera­

tion dans M de tous les motifs, et soit 
a'a e M 

une famille définissable d'en­

sembles disjoints E 
a 

ayant même cardinal (dans M) que le motif P 
a 

a de varia­

bles. On définit alors C S 
a 

de manière que P 
a 

soit réalisé par des points de 

S 
a 

et l'on prolonge de manière arbitraire C ainsi défini à M 
s 

tout entier. 

Si M' > M, la coloration C de M s'étend en coloration de M' (à couleurs 

dans M' si <p v D • V 
n 

est une formule de M, et X c M', on dit que X décide 

<J> si sur X 
-•n 

le motif de x détermine la valeur de ò(x) (c'est à dire 

p(x) = p(y) s* M h (|>(x) *—»<Ky)). On dit qu'un sous-ensemble X de M'est C-indis-

cernable sur M si pour x e 
n 

le type de x sur M ne dépend que du motif 

de SE. (N.B. Ainsi "X décide <p" est une propriété d'homogénéité pour certaines 

partitions; et "X est C-indiscernable sur M"<4=£ X décide toutes les formules 

de M ) . 

Pour clore cette longue suite de définitions, en voici une qui ne sera pas utili­

sée ensuite, mais qui englobe comme cas particuliers toutes les notions d'homogénéi­

té et d'indiscernabilité qui nous intéressent, et résume ainsi ce qui précède : 

soient A une réalisation quelconque, ¥ et $ deux ensembles de formules de son 

langage. Un sous-ensemble X de A est (¥,<£>)-indiscernable si pour toutes suites 

finies x,y dans X, x = y x y; où pour tout ensemble de formules T > 

x T y signifie que x,y (ont même longueur et) satisfont les mêmes formules de 

r dans A. 

Exemples - Si M < N et X c N, X est <-indiscernable sur M « = » X est ( y , $ ) 

-indiscernable, quand ¥ est l'ensemble des formules de la forme v = V , v < v» 9 

et $ est celui de toutes les formules; pour définir "X est C-indiscernable" il 

suffit d'ajouter les formules v V 
s 

= u à y . S i X c M e t f : M k 

est une partition, X est homogène pour f si X est (¥ , $)-indiscernable, 

(*) ainsi on confond le symbole C avec son interprétation C. 
'M' 
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quand $ a lf(v 
1 

v = i, i < k J et ¥ est comme ci-dessus. 

(E) Le cas particulier s 8 3 1. Nous considérons un modèle M muni d'une coloration 

générale C : M -*M; les alinéas (A), (B), (C) admettent une "généralisation colo­

rée" dans ce cas. Nous exposons l'essentiel de cette généralisation. 

(a) Types de Ramsey avec couleurs. Pour tout a dans M, on notera C 
a 

1'ensemble 

des points x e M de couleur C(x) - a. On suppose L dénombrable; alors par le 

§111 de l'exposé précédent, il existe un type t(v) sur M, tel que t(y) A V e C 
a 

est un type minimal, pour tout a c M. Tout comme dans la démonstration de la Propo­

sition 1.5, on en déduit : pour toute suite de couleurs a .a 
n 

e M, la théorie 

t c 
r 

u... ut c 
n 

u c 
1 

c 
n 

A c 
1 e m 

a 
A A C 

n 
C 

n 
est consistante et com­

plète. 

Nous pouvons reformuler cette propriété en disant que 

(1) pour tout motif P v 
1 

v 
n 

la théorie U 
i £ n 

c Ü p [c c 
n 

est con-

sistante et complète. 

(1) est l'analogue coloré de la caractérisation (ii) des types de Ramsey, dans la 

Proposition 1.3.a; et comme dans cette Proposition, on voit que (1) équivaut à : 

(2) quelque soit M' M t 
M 

est C-indiscernable sur M; de plus il existe un 

modèle M' y M tel que t contienne un ensemble général. 

Par compacité il en résulte facilement 

1-8 COROLLAIRE (Théorème d'Ehrenfeucht-Mostowski coloré) - Pour tout ordre total 

X' 
muni d'une coloration C, 

'X 
à un seul argument (et à valeurs quelconques), 

il existe M' > M contenant un ensemble X' qui est C-indiscernable sur M, 

et tel que :x 
M 1 

X c 
M 

X' est isomorphe à (X x ! m 

1-9 COROLLAIRE (Théorème de Ramsey pour les couleurs à un argument) - Pour des colo­

rations finies à un seul argument, et pour tout n e (N, "général-> (général) 
ti 

c'est-à-dire si X a une coloration générale, alors quelque soit f : : x 
.n 

2, 

il existe Y c X, général et homogène pour f. 

Démonstration On suppose M muni d'une coloration générale finie C : M-> r (r e N ) 

et soit 4> v V une formule de M, Par (1), pour tout motif P v , v la 

théorie 
i <n 
U t c u P c c décide la formule <fc c 

1 
c 
'n 

par compaci­

té, on en déduit • 
P 

€ t, telle que la théorie c A . . . A]U 
P 
le n' 

A P C 
1 

C 
n' 

décide la formule <j> c c 
'n Le nombre de motifs à n variables étant fini 

(c'est ici qu'est utilisée l'hypothèse d'un nombre fini de couleurs), la conjonction 

des formules il; est une formule ip ; et par construction de , l'ensemble 
M 

décide la formule 4> i 
.V 
n' ; de plus i|/€t,ce qui par (1) entraine que 

c 
1 

c P 'c 
1 

c 
'k 

est consistant pour tout k € N et pour tout mo­

tif P y 
1 ES 

Donc * M est général, et on a ainsi démontré que M satisfait 
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"général •> (général) n "; en appliquant k fois cette propriété, on en déduit 

M f= "général •> (général) 1 1, "; comme M est quelconque on a montré que ce résultat 

2 

est conséquence de Ç ; donc est vrai en particulier au sens standard. 

En résumé de (E) : en uniformisant par rapport à un paramètre la construction 

d'un type minimal ^*^ , on construit une famille définissable de types minimaux. 

Vis à vis des Théorèmes de Ramsey et d'Ehrenfeucht-Mostowski colorés, cette famille 

joue le même role que les types uniformes vis à vis des mêmes théorèmes dans le 

cas non coloré. 

(F) Colorations à plusieurs arguments. Nous supposons donnée une coloration générale 

définissable C : [ M ] S M ( s e N ) . L'énoncé qui généralise aux ensembles colorés 

le Théorème de Ramsey «> -> (°°)£> c'est l'énoncé "général -*• (général)^" que nous 

avons démontré (Corollaire 1.9) quand s = 1; mais dès que s > 1, on a au contrai­

re un résultat négatif : 

2 
1-10 PROPOSITION Pour s > 2, "général + (général) " est faux : pour toute colo-

2 
ration générale à deux couleurs et deux arguments C :[iN] { 0, 1 } ; il existe 

2 

une partition en deux classes définissables de [IN ] , qui ne possède aucun sous-

ensemble général homogène. 
Démonstration Pour un exemple concret d'une telle partition voir [ A.H ] ; ici nous 

résumons une autre démonstration, par "model theoretic non sense". Procédant par 
2 

l'absurde, nous supposons "général -> (général) 11 ; par les méthodes du §111 de 

l'exposé précédent, on en déduit facilement un modèle M (dont la restriction à + 

et . est le modèle standard IN), et sur M un type t(v) qui vérifie : 

tout ensemble X € t est général; pour toute formule (^(v^v^), il existe Xe t 
qui décide $ ; 

t est uniforme. 

La première propriété de t entraîne la consistance de la théorie 

t ( V j ) u t(v^) u V j < v^ A C ( V j » v 2 ) = i> P ° u r i = 0 et pour i = 1 ; ainsi t(v) n'est 

pas un type de Ramsey car cela contredit la proposition 1.3.a, condition (ii). 

D'un autre coté, vu la 3ème propriété si nous pouvions montrer que t est rare, 

par la proposition 1.5 cela entraînerait que t est de Ramsey, une contradiction. 

Il nous suffit donc de montrer que M(^) est -<-minimal sur M, car cela entraine 

la rareté de t (voir le §11 de l'exposé précédent). La remarque ci-dessous le 

montre en vertu de la Proposition I.Z de l'exposé précédent, ce qui achève la démons­

tration : 

1-11 REMARQUE Si X est général et décide la formule f ( V j ) = f ( v

2 ^ » alors 

f * X est soit injective, soit constante. 

(*) laquelle est déjà pour sa part une uniformisation de la construction d'un type 

complet. 
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Démonstration Cette remarque est l'analogue coloré de la proposition 1.3.b; suppo­

sons f h X non injective : il existe x ^ y dans X, tels que f(x) = f(y). 

Alors soit z e X; X étant général, il existe x',y',z'e X, réalisant un motif 

tel que (i) p(x,z) = p(x',z'), et (ii) p(x,y) = p(x',y') = p(z',y f) 

Puisque X décide f(v^) = f(v 2) et f(x) = f(y), de (ii) on déduit 

f(x') =* f(y') et f(z') = f(y'), donc f(x') = f(z'); de cela et de (i) on déduit 

alors f(x) = f(z). f est donc constante sur X, ce qui montre la Remarque. 

Nous passons maintenant à la généralisation colorée du Théorème de Ramsey fini 

Vp 3q q-> (p)£ ; cette généralisation sera vraie, au contraire de la précédente. 

Si l'on compare la définition d'ensemble infini X ("pour tout entier p, X a 

au moins p éléments") et celle d'ensemble général X (pour tout motif P, P est 

réalisé dans X ) , on voit que la généralisation naturelle de ^p 3q q ~*"(p)£ est 

l'énoncé suivant : pour tout motif P, il existe un motif Q tel que Q->(P)jJ ; 

où Q désigne l'énoncé "pour tout ensemble fini X réalisant le motif Q, 

et toute partition de [ X ] n en k classes, il existe un sous-ensemble de X qui  

réalise P et est homogène pour la partition". 

1-12 THÉORÈME [Abramson Harrington]-[Nesetril Rodl] Pour tout n e M, l'énoncé 

suivant est conséquence de £ : \/k V P 3Q Q -+(?)™ . 

Nous examinons maintenant le lien entre le "Théorème d'Ehrenfeucht-Mostowski 

coloré" - qui est le Corollaire 1-8, étendu aux colorations à nombre s quelconque 

d'arguments - et le "Théorème de Ramsey coloré" qu'est le Théorème 1-12. 

Ces liens sont l'extension immédiate des liens entre "Ramsey" et 

"Ehrenfeucht-Mostowski" exposés dans la Remarque 1-1 : 

1-13 REMARQUE Soient P un motif standard et n,k des entiers standards 

(a) Le théorème d'Ehrenfeucht-Mostowski coloré entraine : général (?)£ > c'est-

à-dire que pour tout ensemble coloré général X, et toute partition f : [X ]n-> k 

il existe un sous-ensemble de X homogène pour f et qui réalise P. 

(b) De général -> (P)£ se déduit 3Q Q -> ( p)£ > autrement dit le "Théorème de 

Ramsey coloré" 1-12. 

(c) Du Théorème de Ramsey coloré se déduit le Théorème d'Ehrenfeuchtr-flostowski colo­ 

ré. 

Les démonstrations copient servilement celles de la Remarque 1-1; nous donnons celle 

du (c) : soit (X, < ,C ) un ensemble à couleurs dans M; l'existence de N >-M 
X X 

contenant X et vérifiant la conclusion du Théorème d'Ehrenfeucht-Mostowski coloré 

équivaut à la consistance avec la théorie de M de la théorie suivante (où P(X) 

désigne le diagramme de l'ensemble coloré (X, ^«C^)) 1 

(*) La démonstration du Lemme du support II-4 montrera ceci plus en détail. 
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P(X) u { 4>(x) + <|)(y); <f> formule, x , y e [ X ] n , n e N, et p(x) = p(y)} 

Il nous suffit donc de montrer que tout sous-ensemble fini F de cette théorie 

est satisfaisable dans M. Pour F fixé il existe un motif P(v....v ) , des for-
1 L 

mules ^ j . . . <J>k et un sous-ensemble {xj ... x^} de X tel que 

F = F ( X j . . . x L ) c P ( X j . . . x L ) u H(xj...x L), où H ( X j . . . x ^ ) est l'ensemble de formules 

qui exprime l'homogénéité de {xj,...,x^} par rapport à 4> j. . • (J)^« Soit alors Q 

un motif tel que Q + ( P ) \ , et soit Y un sous-ensemble de M réalisant Q 
2 

(Y existe puisque la coloration sur M est générale). La restriction à Y de 

(c|)j)M ... définit une partition à 2 ^ éléments de [ Y ] n , pour laquelle Y 

contient, par choix de Q, un sous-ensemble {y^...y^} homogène et qui réalise P; 

alors M h F(yj..,y L), C.Q.F.D. 

En conclusion de ce paragraphe, nous faisons le bilan des liens entre Combina-

toire et Théorie des modèles que nous y avons relevé tout au long. 

(a) A chaque énoncé combinatoire considéré nous avons donné pour compagnon un énoncé 

de Théorie des modèles équivalent; et sauf dans un cas, nous en avons tiré une dé­

monstration de l'énoncé combinatoire par la Théorie des modèles : nous avons ainsi 

obtenu le Théorème fini de Ramsey à l'aide d'un type définissable; le Théorème infi­

ni et son extension général •*• (général)^ (colorations à un argument), à l'aide 

de types minimaux; et la fausseté du même résultat dans le cas de colorations à 

plusieurs arguments, à l'aide de l'absurdité de types à la fois "Ramsey coloré" et 

minimaux. Mais nous n'avons rien de cette sorte concernant le Théorème 1-12, qui 

est la base des résultats d'Abramson-Harrington exposés plus loin; ceci pose un pro­

blème qui nous semble digne d'intérêt, au moins du point de vue de la Théorie des 

Modèles : trouver une démonstration via la Théorie des Modèles du Théorème 

d'Ehrenfeucht-Mostowski coloré, et par là même du Théorème combinatoire 1 - 1 2 . 

(b) Les démonstrations "via la Théorie des Modèles" exposées dans ce paragraphe com­

portent une certaine surcharge, une redondance vis à vis des résultats combinatoires 

qu'elles donnent; c'est que ceux-ci sont un sous-produit et non le but direct de la 

machinerie développée ici et dans l'exposé précédent. Par exemple, en vue de démon­

trer le Théorème de Ramsey à l'aide d'un type définissable, nous n'avons pas besoin 

du § 1 1 1 dé' l'exposé précédent : car le procédé trivial qui consiste à enrichir un 

modèle donné en lui ajoutant des relations, suffit pour obtenir des types définis­

sables. En particulier l'emploi maximal de ce procédé consiste à considérer un mo­

dèle M muni de toutes les relations qui existent sur son domaine; dans ce cas, les 

types sur M sont tous définissables et coïncident avec les ultrafiltres sur M; 

et la démonstration du Théorème d'Ehrenf eucht-Mostowski dans l'exposé précédent de­

vient la démonstration par ultrapuissance itérée, bien connue. 

Et il est facile d'éliminer les autres surcharges de nos démonstrations via la 

Théorie des Modèles; et l'on parvient ainsi à des démonstrations simples et directes 

des résultats combinatoires visés. Toutefois ce qu'on obtient ce sont pour l'essen-
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tiel des démonstrations combinatoires naturelles et peu originales; ainsi la Théorie 

des Modèles n'a pas réellement innové sur le plan des démonstrations. En revanche 

l'innovation est réelle sur le plan des motivations : pour parvenir à ces démonstra­

tions combinatoires, on a uniquement besoin de faire jouer les idées très générales 

de compactification et d'uniformisation, qui ne sont pas spécialement combinatoires. 

Pour conclure : d'un coté on est certes fort loin d'une "Combinatoire non standard" 

- à l'image de l'Analyse non standard, mais avec un rôle plus grand donné aux consi­

dérations d'uniformité. Mais d'un autre coté, le genre de fil directeur, de motiva­

tion et de perspective qu'on obtient en cherchant systématiquement à inverser les 

applications de la Combinatoire à la Théorie des Modèles, a sa place dans l'étude des 

types (dans P , dans les théories stables ou sur 3 IN), à côté de la motivation 

d'en savoir toujours plus sur les types... C'est la raison qui nous a fait insister 

dessus, bien qu'évidemment les démonstrations considérées ici sont trop simples et 

connues pour avoir besoin de cette exégèse. Mais trêve de spéculations : la suite de 

l'exposé nous donnera une nourriture plus substantielle. 
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§11. LES MODELES D TABRAMSQN-HARRINGTON 

Ces modèles sont des analogues colorés des modèles d TEhrenfeucht-Mostowski : ils 

sont engendrés par les fonctions de Skolem à partir d'un ensemble C-indiscernable X. 

Mais ici, X aura de surcroit des propriétés d'indépendance très fortes (Théorèmes 

II.4. et II.5. bis). 

(A) Une redémonstration du théorème d'Ehrenfeucht-Mostowski coloré. Nous pouvons 

réénoncer ce résultat ainsi : il existe N ^ M, contenant un ensemble X tel que 

(i) X est général sur M, c'est-à-dire C^ f X réalise tout motif à couleurs 

dans M. 

(ii) X décide chaque formule de M. 

La remarque 1.13 donnait une démonstration de ce résultat, calquée sur celle 

d'Ehrenfeucht-Mostowski; en voici une deuxième, qui aura par la suite plus de retom­

bées que la première. L'idée est en gros la suivante : d'abord on montre l'existence 

dans M d'ensembles finis réalisant des portions finies arbitrairement grandes de 

(i) et (ii); alors il existera N r M, contenant un ensemble X qui réalise une 

portion de (i) et (ii) qui est "finie" au sens de N, mais qui contient en fait la 

partie standard de (i) et (ii). 

Tout d'abord nous définissons ce que nous entendons par "portion finie" de (i) 

et (ii); soient X une sous-ensemble définissable dans M, et a un entier de M; 

on dira que le degré de la coloration C dans X est > a (*) X réalise tous 

les motifs possédant au plus a variables et dont les couleurs sont parmi 

0,...,a-l. Cette propriété est l'approximation de (i) qui va nous servir; noter en 

effet que X est général si et seulement si le degré de C dans X majore tout 

a e M - on dira aussi dans ce cas que le degré de C dans X est infini. 

D'autre part, si <|>(u v....v ) est une formule, on appellera degré de (f) dans 
(*) 

le plus grand entier a e M tel que X décide $(b v j ' , , v

n ) pour tout b < a; et 

on dira que le degré de (j> dans X est infini s'il majore tout a dans M. 

Pour a e M, la condition "c et $ sont de degré ^ a dans X" est une portion 

finie de (i) et (ii) qui est réalisable dans M : 

Le lemme qui suit nous permet de réaliser dans M des portions croissantes de (i) 

et (ii). 

II. 1. Lemme - Soit a —> S (a e M) une famille définissable dans M d'ensembles 
a 

tels que le degré de C dans S tend vers 1 ?infini avec a; pour toute formule pure 

[u V V 
k 

il existe une famille définissable a S 
a 

telle que V a 
a 

c 
a 

(*) nous avons choisi d'appeler degrés ces deux notions parce qu felles mesurent le 

"degré" de généralité et d'indiscernabilité de Vensemble X. 
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et les degrés de C, (f) dans S 
a 

tendent vers l'infini avec a. 

Démonstration - Par récurrence dans M, on choisit une famille a S 
a 

a e M] 

telle que pour tout a dans M, S 
a 
c S 

a 
et le degré de C,<J) dans S 

a 
est aussi 

grand que possible. Reste à voir que dans ces conditions, ce degré dans S 
a 

tend 

vers l'infini. Soit donc a un entier de M; on choisit un motif P ayant la pro­

priété suivante : pour tout ensemble X qui réalise P, le degré de C dans X est 

^ a; l'existence de P résulte facilement du fait que dans M, pour tout ensemble 

fini de variables et de couleurs, il n'y a qu'un nombre fini de motifs prenant leurs 

variables et leurs couleurs dans cet ensemble. Une fois P choisi, on considère un 

motif Q tel que Q - * ( P ) n (Q existe par le Théorème 1.12). Il existe un entier N 

tel que Vb > N, S^ confient un ensemble X qui réalise Q (sinon le degré de 

C dans S ne tendrait pas vers l'infini comme il est supposé). Puisque Q -> ( P ) n , 
a ^ 2 a 

X contient un ensemble Y qui réalise P et décide 4> (b V j . . . v ^ ) pour tout 

b < a. Les degrés de C,<f) dans Y, a fortiori dans S^, sont - a; donc tendent 

vers l'infini comme requis. 

Nous supposons désormais L dénombrable; il existe donc une énumération 

k ^ ^ ( u V j . . . v ^ ) (k £ |N) des formules pures avec variables libres comme indiqué. 

II.2. Proposition (a) - On peut construire pour tout k e (N une famille disjointe 
k 

d'ensembles finis a S (a € M ) , définissable dans M, de manière que 
k+1 k a k k 

Va S a

 c S , et les degrés de C, $ dans S^ tendent vers l'infini avec a. 

(b) - Si N ^ M et N contient a > M, alors dans N S^ est général sur M et 

décide (f ) 1(a V j . . . v ^ ) pour tout a e M et tout i < k. 

Démonstration - Soit a S^(a e M) une famille disjointe définissable telle que le 

degré de C dans S & tende vers l'infini avec a (S^ s'obtient comme dans II.1, 

mais en choisissant pour tout a le motif P^ de manière que le degré de C dans 

les ensembles qui réalisent P & est au moins a ) . 

En appliquant le lemme II. 1. quand la formule $ est on obtient une famille 

a S' qui a les propriétés requises pour être a •+ S° . Et on continue par récurren-
a a k k 

ce sur k e IN : en appliquant le lemme II. 2. quand S = S (a e M) et <j> = (f) , on 
k+1 . a a 

obtient la famille a -»• S , ce qui prouve (a). Le restant de la proposition est 

immédiat, puisque les degrés de C et cj)1 dans S 1 sont infinis et S c S 1 

a 
pour tout i < k. 

Il résulte de la proposition ci-dessus que dans tout modèle N^ M contenant 

a > M, l'ensemble , H , S k est C-indiscernable sur M, et il en résulte de plus, 
ke N a k 

par compacité, l'existence d'un tel modèle N dans lequel K Ç * N S a est général 

sur M. 
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Nous avons ainsi redémontré le Théorème d*Ehrenfeucht-Mostowski coloré; mais ce­

lui-ci n'exprime pas tout ce qu'on peut tirer de notre démonstration : d'une part 

(voir (B) ci-dessous et le théorème II.3.), les familles S , k e IN, permettent de 

construire un type a ( V j V 2 ) tel qu'en itérant la réalisation de a , on engendre 

des ensembles C-indiscernables - autrement dit, o ~ ( V j V 2 ) sera une généralisation  

colorée et à deux variables des types de Ramsey (du §I.B); d'autre part les ensembles 

C-indiscernables ainsi construits ont des "propriétés d'indépendance" remarquables -

cf. (C) et les théorèmes II.4, II.5 et II.6. 

(B) Types de Ramsey à deux variables - Voici la construction de notre type a ( V j V 2 ) : 

- soit t(u) n'importe quel type non borné complet sur M; on va choisir a de mani­

ère à vérifier la propriété suivante : (* ) VN > M Vx c N, 

X 2 c a M 3a t.q. N N t(a) et dans N, X c O s k . 

- pour cela nous considérons la fonction de M : 

h(v) = ya | v 6 S° ; comme la famille a -» S° a été choisie disjointe, h(v) est 

ainsi 1 'unique a tel que v € S° - ou est 0 si v ê^U S°. Et comme pour tout k e N 
k o . a k a . a k 
S c S , h(v) est de même l'unique a tel que ve S ,'si v e U S . 
a a a a a 

Nous posons a ( v i v 2 ^ ~ t(h(vj)) u{vj ^ s ^ ^ v ) ; kcttï} u { h ( V j ) = h(v 2>} . Il est clair 

que quelque soient N ^ M et b.,b9 e N, N N aCb.b,^)^ il existe a tel que dans 

N on a t(a) et bj,b 2 e £^ s£ ; et (en remarquant X c a N«=» ̂  b j ,b 2e X N N a(bjb2)) 

que a vérifie la propriété (*) demandée ci-dessus. On notera a(v....v_) le type 

i,j á L a E i a 
Théorème II.3. - Pour tout motif P v 1 

v 
L' 

a v 
1 

v 
L' 

A P est un type complet 

sur M. 

Démonstration - Consistance de a(v,...v ) A P : la proposition II.2. entraîne que 

si N > M et a € N majore M, alors pour tout k e IN N N (3v... .v e S ) P(v... .vT ) 

d !où par compacité l'existence de N ^ M , contenant a et b,...b_ tels que 

N = t(a) A b....b T £ J \ . S* A p(b....b_). Alors par (* ) N N ( b . . . . b . ) A P ( b ...b ) 

Complétude de o(v,...v t)AP : Soit 6(v....v T) une formule; il existe k e 

et a £ M tels aue d> - é (a v.,.,v,), donc S décide <b . En particulier, si 

N V M, N N t(a), il existe £$e {<(>, T<t>} tel que 

N N V v 1 . . . v L [ v 1 . . . v L £ S ^ A P ( v r . . v L ) ^ e <Kv r..v L)] . 

La formule <J)(a) qui exprime ceci est conséquence de t(a) puisque t(a) est complet 

sur M; donc 

t(a) u { v r . . v L € S K } Y P ( V ] . ..v L)-> e* (Vj...v L> 

et comme par (*) a ( v ...v L)|- îa[t(a) A V ^ - V ^ S ^ ] , 
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a(v,...v T)h P ( v , . . . v T ) - 4 e<|> (v,. ..v_) î 

on a ainsi montré que chaque formule (j) est décidée par a(vj...v L) A P, c.q.f.d. 

Noter que le théorème ci-dessus est l'extension aux types a deux variables de 

la caractérisation (ii) des types de Ramsey, dans la proposition 1.3.a. 

(C) Les modèles M(X) - Pour tout ensemble B à couleurs dans M, on défi­

nit comme suit un modèle M(X) : X étant supposé disjoint de M, on considère un 

modèle N ^ M contenant X et tel que (i) < ^ X = < , C h X = C 

(ii) X c a„ ce qui par (*) équivaut à 

(ii)' 3a t.q. N N t(a) et X c M s 

L'existence de N résulte par compacité de la proposition II.2 (si l'on considère 

(ii)), ou du théorème II.3. (si l'on considère (ii'). 

On pose alors M(X) = cloture de Skolem de M u X dans N; on a M < M(X) < N, 

donc les conditions (i), (ii), (ii)' sont vraies quand on remplace N par M(X). 

De (ii) et le théorème II.3., ou de (ii)' et la proposition ÏI.2., se déduit que 

X est C-indiscernable sur M dans M(X). De plus de façon semblable on montre : 

si f est un isomorphisme de (X, <„,C„) dans (Y, < ,C„) alors f est un 

morphisme élémentaire vis à vis des modèles M(X) et M(Y) - qui s'étend de manière 

unique aux clôtures de Skolem, c'est-à-dire en isomorphisme de M(X) dans M(Y). 

Autrement dit M(X) est unique à isomorphisme près, et (X, < ,C„) —» M(X) est un 

foncteur. 

Noter que vu la condition (ii)', le modèle M(X) dépend de notre choix du type 

t(v) réalisé par a 
(*) 

qui jusqu'ici peut être n'importe quel type non borné 

complet sur M. Nous allons étudier la structure de M(X) - pour le moment sans faire 

d'hypothèse sur t, mais nous ajouterons plus tard quelques conditions supplémentai 

res. 

Tout d'abord a e M(X), car a = h(b) Vb e S , en particulier a = h(x) tfx e X. 

De plus comme X est C-indiscernable au-dessus de M et a est définissable à 

partir de paramètres de M et n'importe quel point de X, il s'en suit que X 

est C-indiscernable sur M(a). La partie M(a) du modèle M(X) étant complètement 

déterminée par le type t de ot sur M, nous passons à l'étude de M(X) \ M(a); nous 

en étudions la structure non pas tant par rapport à M que par rapport à M(a), en 

utilisant a comme un paramètre faisant partie du langage. 

M(X) est un modèle engendré par itération du type O de la même manière qu'étant 

(*) t(v) est aussi réalisé par h(v.), dans le type o (v.,v 9) 
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donné un type minimal ou uniforme t, M l 
t 

résulte de l'itération de t; les pro­

priétés de M(X) que nous allons établir ci-dessous sont la généralisation de celles 

qu'a M(y) quand t est un type minimal (cf. §IV de l'exposé précédent) : 

(a) Supports. Pour tout ensemble ou suite de points S dans M(X) on note M(S) 

la cloture de Skolem de M u S dans M(X); pour tout point d e M(X) on dit que S 

est un support de d si S c X et d e M(S u {a } ) (noter que d e M(a)«=* <J> est 

un support de d ) . 

II.4. Théorème du support. Tout élément d de M(X) possède un support minimum. 

(b) Propriétés d'indépendance de X dans M(X). Appelons motif d'un point 

d e M(X) toute paire (P,f) où P est le motif du support minimum x de d, 

et f(u,v) une fonction telle que f(otx) = d. De la C-indiscernabilité de X sur 

M(a) se déduit que dans M(X) le motif de tout point d détermine le type de d 

sur M (et ceci s'étend aux suites de points). La "propriété d'indépendance" de X 

en question, c'est la réciproque de ceci : 

II.5. Théorème.(a) Quelque soit d e M(X), le support minimum de d est définissable 

à partir de a et d. 

(b) Quelque soit d e M(X), le type de d sur M(a) détermine les motifs de d. 

(c) Les deux théorèmes précédents sont des propriétés de M(X), mais puisque les 

modèles M(X) sont déterminés pour a et la coloration de X, on peut les exprimer 

sous forme de propriétés de a dans M, obtenant des résultats analogues à la carac-

térisation dans M des types d'extension minimale (cf. proposition 1.1. de l'exposé 

précédent): 

II.6. Proposition. Pour tout motif P(v) on note P^ l'ensemble 

(à e S^ : p(a) = P } ; soient z e X, P le motif de z, f (v) un terme, 

(a) Si f(z) € M ( a ) , alors il existe k e tel que f(v) est constante, égal à 

f(z), sur P* . 

(b) Si f(z) e M(X) N M ( a ) et z est le support minimum de f(z), alors il existe 
k 

k e IN tel que f(v) est injective sur P 

(c) Dans tous les cas il existe k € IN tel que sur P , f(v) est soit constante, 

soit injective, soit "superflue", c'est-à-dire il existe v et un terme f'(w) 
_ k 

tel que f(z) = f'(z), et plus généralement f (a) =* f ' (a), V a e P 

Nous passons à la démonstration de ces résultats. 

Le lemme ci-dessous a essentiellement pour contenu le théorème du support; car dans 

le cas particulier du lemme où x, y, z sont dans X et pas seulement dans S^ , 

on en déduit que si un point d € M ( X ) a deux supports distincts â et b, alors d 
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possède un support strictement contenu dans a et b, d foù le théorème résulte immédi­

atement. Mais le lemme étend cela à a, b pris dans S et pas seulement X. 

Noter qu'il est l'extension à deux termes f,g de la Remarque 1.11. 

II.7. Lemme du support. Soient f(uv)g(uv) deux termes et k un entier tel que 
k _ 

S décide les formules f(uv) = fCûv.) et f(ûv) = g(vw) (k existe par la Propo-

k _ 
sition II. 2 .b.); soient x,y,zeS tels que f(xy) = g(xz). Alors f (xy) = f(xy ) , 

k _ _ 
quelque soit y^ € S^ tel que p(xyj) 5 3 p(xy); donc il existe un terme f'(a u) 

telle que f(xy) = g(xz) = f'(a x ) . 

Démonstration. Soit y, e tel que p(xy) = p(xy,); il nous faut montrer 

f(xy) = f(xy,). Posons : 

P(uv) = p(xy), P'(Qvw) = p(xyz), P"(uvv.) = p(xyy.). 

Fait : P'(ûvw) u P'(uv.w) u P"(ûw.) est consistant. 

Sinon il existerait une formule atomique 0 , telle que 0 et 1 8 appartiennent à la 

réunion de ces trois motifs; nous allons voir que c'est impossible. 

Cas 1 . 8 et 1 0 dans le même motif : impossible car tout motif est consistant. 

Cas 2 . 6 e P'(ûvw), l 6 c P ' ( u V j W ) ; alors comme 6 et 1 0 ont les mêmes variables, 

celles-ci sont communes aux deux motifs, c'est-à-dire font partie de ûw. Mais la 

restriction de ces deux motifs à ûw est le motif p(xz), qui contiendrait alors 0 

et i G , impossible. 

Cas 3 0 e P'(ûVjW), T Q e P"(GvVj); alors les variables de 8 , 1 0 sont parmi 

û , V j . Or la restriction des deux motifs à ù , V j est le motif P(ûVj), qui contien­

drait alors 0 et T 0 , impossible. 

Les autres cas sont alors impossibles par raison de symétrie (permuter v et V j , 

ou 0 et 1 0 ) . D'où le fait. 

Comme S est général sur M (Proposition II.2) il suit du fait ci-dessus l'exis-
_ k 

tence de a,b,bj,c e satisfaisant P'(Ibc) u P'(âb.c) u P"(âbb,). Alors 

k - — k 
- comme S a décide la formule f(ûv) = g(ùw), comme x,y,y.,z,a,b,bj,C€ S^ 

et p(xyz) = P'(ûvw) = p(abc) = p(IbjC), de f(xy) = g(xz) se déduit à la fois 

f(Ib) = g(âc) et f(âbj) = g(âc), d'où f(âb) = f(âb ]). 

- de même, comme S„ décide la formule f (uv) = f(û"v.) et comme 

P(xyy,) - P'^ûw,) - p(âbb,), de f(ïb) - f(ab.) se déduit f(xy) = f(xy.) ce qui 

montre une conclusion du lemme. 
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Enfin posons f'(a u) = pv| 3v € S (P(uv ) A f(ûv ) v) ; il est clair que 

f(xy) = g(xz) = f f(a,x), c.q.r.d. 

Démonstration du théorème du support II.4. Soit d e M(X); d a donc un support 

fini S c C; soit S q un support de d de cardinal minimal (^|S| ) , et soit Sj 

n'importe quel support de d. Si Sj, il existe y e S ^ Sj, et puisque 

|S q| < |Sj| , il existe z e Sj \ S q . Soient a, énumèrant S q \ {y} , b énumérant 

Sj\{z} , x = âb. Il existe f,g fonctions telles que f(ây) = g(bz) = d, et moyen­

nant des variables fictives on les note f(xy) = g(xz), et le lemme du support en 

déduit f'(x) égale en fait à f'(â), telle que f'(aj = d; comme à $L S q cela 

contredit la minimalité de S . Donc S^ est toujours Q S., c'est-à-dire est 

o o 1 

support minimum de d. 

Démonstration de la proposition II.6. (a). Soit d t M(a) : il existe une fonction 

g tel que d = g(a) ; supposons f(z) = d. Ceci s'exprime par la formule 

<j)(z) = Cf(z) = g(h(z Q)) ] . Soit k e (N, tel que S^ décide <J> : c'est-à-dire 

pour tout motif Q, <t> (v) prend une valeur constante sur (£ ; en particulier 
k k 

comme <J>(z) est vrai et z e p^, <J> (â) est vrai pour toute suite a e P a , 

d'où (a). 

Noter que réciproquement, si f est constante sur P a , alors 

f(z) = H v |3ÏÏ ^ p£ f(û) = v, d'où f(z) € M(a). 

(c) Soit k e (N tel que S ° décide Cf(û) = f (v) ] . 

Cas 1 : il existe I e P ° tel que a ^ z mais f(â) = f(z). Alors par le lemme 

du support II.7., il existe f f ( w ) , avec w i v, tel que f(z) = f'Cz). k étant 

tel que SL décide la formule f(v) = f(w), et celle-ci étant vraie en z e P̂  , 

on a f(a) = f f(I) pour toute suite a e P™ , autrement dit f est superflue 

sur Pa . 

Cas 2 : V ï e P °, a ^ z =s> f (â) t f(z). Ceci s'exprime par une formule 4> (z) ; k 

étant tel que S a décide <P (v), puisque z e P~ et <j) (z) est vrai, on en déduit 

<|> (b) Vb € P a , c'est-à-dire f injective sur P a 

Ceci démontre (c). 

(b) Si z est le support minimum de f(z), f ne peut pas être superflue sur P , 

donc nar le cas 2 du (c). f est iniective sur R, . 

Démonstration du théorème II.5.a. Nous supposons d \ M^a) puisque sinon J0 est 

un support de d; alors soit z le support minimum de d, et soit f(v) telle 

que f(z) - d. Par la proposition II.6.b il existe k c IN tel que f soit injec­

tive sur k; alors z se définit comme étant y v | v e P A f(v) = d. 
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Soient x un point de X et y un point quelconque de ' ' S ; x et y 

réalisent le même type sur a . à savoir {v e S ; kelNT- . D'autre part x. est son 

propre support minimum, et un motif de x est (id,P ; $ ou îd est la ronction identité 

et P q le motif (unique) à une seule variable. Dans ce cas, le théorème II.5.b. que 

nous voulons démontrer nous dit que (id,P Q) est aussi un motif de y - donc y 

est support de y, donc y e X. Autrement dit la proposition ci-dessous est un cas 

particulier du théorème II.5.b, que nous démontrons à part : 

II.8. Proposition. Dans M(X), X = ' ' T b 

Démonstration. Si y * ' » S et y « X, y a un support minimum xz î y; alors 

par le lemme du support VII.7., on en déduit que y a x comme support, contradic­

tion. Donc y € X. c.q.f.d. 

Démonstration du théorème II.5.B. Soient d et d' réalisant le même type sur 

M(a) ; si d e M(a), alors il existe un terme g(v) tel que dans M(X) , d = g(a), 

donc d 1 = g(a) = d. Reste le cas d f M(a) - donc d' j. M(a) , vu le cas précédent. 

Soit (f,P) un motif de d et x son support minimum; donc P = p(x) et 

f(x) = d. Par (a), il existe une suite de fonctions g(a,v) telle que x = g( a d ) . 
— k _ _ k 

Alors g ( a d ) € S et d ~ M ( « ) d f e n t r a î n e pour- tout k e IN que g(ad') £ S^; 

de même f(g(ad)) = f(x) = d entraine f(g( ad')) = d'. Bref si z = g( a d 1 ) , 

z e k £ ^ S a et f(z) = d'; donc par la proposition II.8., z e X, ainsi z est 

support de d'. 

De façon semblable, de ce que x est le support minimum de d, et P est le motif 

de x, on déduit que z est le support minimum de d' et P le motif de z; donc 

(f,P) est un motif de d*. c.q.f.d. 

Pour finir ce paragraphe, on va éliminer le role de paramètre joué par a dans le 

théorème que nous venons de démontrer; mais pour cela un choix approprié du type t, 

réalisé par a sur M, est nécessaire. 

Proposition II.9. On peut choisir t de manière que d'une part il soit minimal sur M 

et d'autre part, dans les modèles M(X) résultant de ce choix de t, a est définis­

sable à partir de chaque point d e M(X) \ M. 

Démonstration. Soit d € M(X) \ M(a) ; soient x le support minimum de d, (f,P) un 

patron de d : x réalise P et f(x) = d. Noter que pour la proposition II.6.b., 

k 

il existe un entier k e iN tel que f soit injective sur P . Pour tout a e M 
k k 

et tout k $ IN on note F & l'image de P^ par f. 

Supposons que t contienne une formule 0 telle que, pour p € (N fixé, 
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0(v') A 8(v) A v'< v r F , n F = 0 . Comme a vérifie 9 , et d e ./» F , ce­

la entraîne : ex = Pv I ("(v) A d e F ) , donc a est définissable à partir de d. 

Reste à choisir t minimal et contenant une telle formule 8 ; le lemme qui suit per­

met d'employer pour cela les arguments de densité de l'exposé précédent, § 1 1 1 C 

Lemme II.10. Pour tout motif P(v) et tout terme f(v), il existe p e (N tel que la 

condition P(8) est dense parmi les formules non bornées dans M : 

?(8) = [ f injective sur P F , et (8(v') A 0(v) A v ' < v)j r F p n U , F£ =0 

Démonstration. Observons d'abord que la condition suivante est dense (parmi les 

formules non bornées dans M) : 

<P'(0) = C 8(v') A 6(v) A v' <v r P" > L M 

En effet, considérons le terme h' défini par 

h'(a') = ua I |P*| > 2 . K l ; 

noter qu'un tel élément h'(a') existe, car P tend vers l'infini avec a, puis­

que le degré de C dans S* tend vers l'infini avec a. Alors (?'(8) équivaut à la 

condition : 8(Vj) A 8(V^) A v } < v^ Y h(v,j) < v^ ; nous dirons que 0 est h-

rare si elle vérifie cette condition, en effet, cf. § 1 1 de l'exposé précédent, on 

appelle rares les types qui pour tout terme h contiennent une formule 0 vérifiant 

cette condition. La densité de cette condition, qui entraîne la densité de P ? ( 0 ) , 

se vérifie facilement, directement ou à l'aide des méthodes ad hoc du § 1 1 1 , expo­

sé précédent. 

Observons ensuite mie la condition suivante est dense : 

(P"(0) = 0 ( V ' ) A 0 ( V ) A v'< v h S décide <b (bv v, ) pour tout b < h(v') . 

En effet considérons le terme h" défini par 

h"(v') = ya |S décide <J> (bv....v ) pour tout b ^ h(v') ; noter qu'un 

tel élément h"(a') existe, puisque le degré de (j) dans S^ tend vers l'infini 

avec a. Alors (P"(0) équivaut à la condition dense que 0 est h"-rare. 

Soient f\uv) un terme sans paramètre, et a Q e M tels que f(v) = f^(a Q,v); 

la formule "f(v) e F° " fait intervenir deux paramètres a ,b ,et ilexistepe tN 

D 0 0 
tel que (t)P( <a ,b > v ... v ) = f (v) e F, , où <a,b> est l'élément 2 . 3 qui 

code le couple (a,b). Dans les conditions (P1 et (P" ci-dessus, nous fixons désor­

mais k égal à p et la fonction h(v) égale à 2 . 3 = <v,v> ; nous sommes 

sommes en mesure de démontrer non seulement le lemme, mais une version uniforme p.r. 

au paramètre a Q qui figure dans f(v) de ce lemme : 

11.10. Bis. La condition suivante est dense : P*(0) = "pour tout a Q , (P(0 (v) A v > a Q) 

est vérifié vis à vis du terme f(v) = f.(a v ) ' \ 
1 o 
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En effet Q?*(8) est conséquence des deux conditions denses (P ' ( 6 ) et (P M ( 0 ) . 

Car supposons 0 ( a ' ) A 0 (a) A a < a'< a, et f(v) = f (a v) injective sur P K : 

autrement dit a 1 et a vérifient l'hypothèse de la condition î > ( 8 ( v ) A v > a ) ; 

nous allons voir que /P ' ( 0 ) et <P"(0) entraînent alors que a 1 et a vérifient la 

conclusion de (P(0(v) A v > a ) . Tout d'abord, vu 1 1 injectivite de f, F r = PM ; 

lequel nombre est > , < i | P? | , si £P ' ( 0 ) est vérifié. Cela implique 

F p $ U , F , c'est-à-dire il existe x e P tel que f ( x ) € F est faux pour 

tout b - a'. Or si <P ( 0 ) est vérifié, S décide la formule f(v)e F, 

= 4> ( < a , b > v ...v) pour tout b < a' (vu qu'alors <a ,bxh(a') =< a' ,aV ) ; 

donc "f(x) e U . F " , étant faux pour un x e P , l'est pour tous c'est-à-dire 
h S a h a 

F P n ^ . F° = 0 . A fortiori F P n , U . F P = 0 , autrement dit a et a' véri-
a b ^ a b a b < a T b 

fient la conclusion de G?(0(v) A V > a ) . Le lemme et son uniformisation sont ainsi 
o 

démontrés. 

Nous revenons alors à la démonstration de la proposition II.9., autrement dit à 

la construction du type t : pour que t ait les propriétés requises, il suffit que 

t rencontre les ensembles denses définis par les conditions suivantes : 

- celles qui expriment la minimalité de t; 

- les conditions (P ci-dessus, lorsque f^(uv) parcourt les termes purs. 

Le langage L étant supposé dénombrable, ces conditions sont en nombre dénombrable, 

d'où l'existence de t. 

Dorénavant on suppose t comme dans la proposition II.9. que nous venons de démon­

trer. 

11.11. Corollaire. Si d,d'e M(X) ont le même type sur M, ils ont le même type sur M ( a ) . 

Démonstration. M ( a ) est cofinal dans M(X) puisque M(X) est engendré, par X et X 

est borné par max(S°) qui est un point de M ( a ) ; de plus t(v) est un type minimal 

réalisé par a . Il en résulte par le théorème d'Ehrenfeucht-Gaifman (cf. §IV. de 

l'exposé précédent) que a est le seul élément de M(X) réalisant t. Alors considé­

rons d et d' réalisant le même type sur M; 

1er cas, d €M(a) ; alors il existe un terme f(v) tel que f(a) = d et par le lemme 

ci-dessus, il existe un terme g(v) tel que g(a) = a ; donc si l'on pose 

a' = g(d') on a f(a') = d', et a 1 réalise le même type que a sur M, soit t. 

Donc ex = a 1 , et f(cx') = f(a) = d' = d; d' et d ont alors le même type sur n'im­

porte quoi ! 

2ème cas, d e M(X) \ M(cx). Par (a) il existe g(v) telle que a = g(d). Soit 

a' = g(d'); comme d et d' ont même type sur M, ctf réalise le même type que a , 

soit t; alors a 1 = a = g(d) = g(d'). Le type de d sur M détermine le type de d 

sur M(g(d)) = M(cx), et de même pour d' et g'(d') - a, d'où le résultat. 
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Corollaire (Théorème II.5.bis). Soit d € M(X); (a) Le support de d est définis­

sable à partir de d. 

(b) Le type de d sur M détermine les motifs de d. 

Démonstration. Conséquence immédiate du théorème II.5 et du Corollaire précédent. 
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§111 - LE FINALE 

Soit ^ un ensemble de types sur M, tel que 

(*) quels que soit 1 e % , Z = *5(vj...v s) f- V j < ... < v , et si ~C i V, •c'c'tf, 

alors ' S U ' * ' est inconsistant. Si N > M et X c N on dira que X est coloré 

dans % si Vx e [ X ] S il existe un type ti e % tel que N t= ^(x) ; ce type 

sera appelé la couleur de x" et noté ^ J J ( ^ ) o u ^ (x) si N est fixé par le 

contexte. Et si P ( V j . . . v L > est un % -motif, c'est-à-dire un motif standard à 

couleurs dans % (comme défini dans le §I.D), on dit qu fune suite (y ̂ ,.. ., y-̂  ) de 

N réalise P si N H P*(yj...y L), où P * ( V j . . . v L ) est le type obtenu en rem­

plaçant chaque formule de P de la forme C(v. ...v. ) = T* par le type 
11 1s * 

T î(v. ...v. ) . Par la suite on confondra P(v ...v ) et P (v ...v ) ; par exemple 
1 , 1 I L I L 

1 S * 
on écrira N P ( X j . . . x L ) au lieu de N ^ P (xj...x L>, et on considérera 

P ( V j . . . v ^ ) comme un type sur M, alors que c'est P qui est un type sur M. 

L'objet de ce paragraphe est de généraliser le §11, en remplaçant la coloration 

C : [M ] S •> M par une coloration de l'espèce ci-dessus, obtenant : 

III.1. Théorème principal - Pour tout modèle M de P il existe un ensemble % de 

types sur M et un type aCv^v^) sur M, tels que 

- est de cardinal |M| ° et vérifie la condition (*) ci-dessus 

- et a vérifient les propriétés 1 à 3 qui suivent. 

1. Pour tout % -motif P ( v t . . . v T ) , la théorie • / ^ \ a(v.v.) A P ( V , . . . V t ) est 

1 L i.i/'T. î i v 1 T. un type complet sur M. 

2. Pour tout ensemble (X, < x> à coloration dans , (avec pour simplifier X 

disjoint de M) il existe N ^ M, contenant X et tel que 

<„ et __ coïncident avec la restriction à X de <„ et (fe T 

A A N N N 
étant défini comme ci-dessus) 

2 
X c a , ce qui entraîne que X est -indiscernable sur M sur N 

(c'est-à-dire le ^-motif de x e x détermine son type sur M ) . 

Soit alors M(X) la clôture de Skolem de M U X dans N; le modèle M(X) déterminé 

par les conditions ci-dessus est unique, à isomorphisme sur M et (X, < , % ) près; 

plus généralement, X •> M(X) est un foncteur de la catégorie des ensembles à cou­

leurs dans °C , dans la catégorie des extensions élémentaires de M. 

3. - Tout modèle M ( X ) contient un point CL tel qu'on a les propriétés suivantes : 

a réalise un type minimal sur M; et ot est définissable à partir de chaque point 

d e M ( X ) \ M; pour tout d e M ( X ) , l'ensemble X n M(d) est fini; il est vide si et 

seulement si d e M(a). Si d e M ( X ) - M(a), 1'ensemble X n M(d) est appelé le sup­

port de d : il est le plus petit sous-ensemble Y de X tel que d e M(Y). 
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Soit d e M(ût); alors pour tout d f e M(X), d 1 réalise le même type sur M 

que d si et seulement si d* = d. 

Soit d e M(X) \ M(Ot), et soit x le support de d (rangé en suite croissante); 

il existe donc un terme f(v) tel que f(x) = d, et une suite de termes g(v) tel­

le que g(d) = x. Si d T réalise le même type que d sur M et y est le support 

de d 1 , alors x et y ont même °G -motif, et pour tout terme f (v) et suite de 

termes g(v), f (x) = d f (y) = d' et g(d) = x =*>g(d') = y. Réciproquement, si 

x,y e X ont même ̂  -motif, et f(v) est un terme tel que f(x) = d, f(y) = d 1, 

alors d et d ! réalisent le même type sur M. 

Avant de passer à la démonstration (essentiellement contenue dans 

§11), nous indiquons trois corollaires 

III.2. Corollaire - Soit M 1 un sous-modèle élémentaire de M(X), contenant M; 

alors M 1 = M, ou M' = M(a), ou 3X' c x : M' = M ( X ! ) . 

Démonstration - Soit M 1 tel que M £ M' < M(X) , et soit X f = X n M'. Par le 

théorème principal ( 3 ) , si X 1 = <j) alors M' £ M(a), et comme M(a) est extension 

•^-minimale de M et M £ M' on a M'= M(a). Et si X* i (j) , on a M(a) c M(X') 

puisque a est définissable à partir de tout point de M(X')\M; alors soit 

d e M' : si d e M(a), d e M(X'), et si d f M(a), d est définissable à partir de 

son support X n M(d) c X', donc d e M(X'). Dans tous les cas on a montré d e M 1 

d e M(X'); et réciproquement M u X* c M' donc M(X !) s. M 1 . D foù M(X') = M', 

c .q.f.d. 

N.B. Ainsi le lattice des sous-modèles élémentaires de M(X) contenant M est 

presque isomorphe, pour l'application : X* e (P(X) -*M(X'), au lattice P(X) : il 

ne diffère de ce dernier qu'en raison du modèle M(ot) le seul qui n'est pas de la 

forme M(X'), X'c x . On a vu (démonstration du Corollaire 11.11) que M(a) est 

cofinal dans M(X), ce qui entraine que M(x) est cofinal dans M(X), ^x e X; 

d'autre part on sait (exposé précédent, §IV) qu'il ne peut exister deux extensions 

< -minimales M(Xj) et M(x,>) de M telles que M(xj) et M(x^) sont cofinaux 

l'un dans l'autre. L'"excroissance" constituée par M(a) ne peut donc pas être éli­

minée. 

III.3. Corollaire - Pour tout sous-ensemble Y de M(X) qui est <-indiscernable 

sur M, il existe Z c X et un terme g(v), tels que Z est <-indiscernable sur 

M et g envoie bijectivement Y sur Z. 

Démonstration - Nous supposons Y = {d 1,..^ 1 1} avec n ^ 2 : la démonstration 

s'étend trivialement au cas général. Puisque d^...d11 ont même type sur M et sont 

distincts, par le théorème principal (3), il s'en déduit que d\ ...,dn f M(a), que 

les supports 3c 1,...x 1 1 de d*,. .. ,d n ont même 'E-motif (en particulier même lon-
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gueur) et qu'il existe des termes f(v) et g(v) tels que f (x ) = d et 

K d 1 ) = x 1 , pour tout i ^ n. Soit j tel que x! ^ x? (j existe, sinon x^ = x^ 
- 1 1 — 2 2 J J I I 2 2 

donc f ( x ) = d = f ( x ) = d , qui est faux). Puisque x. = g.(d ) et x. = g.(d ) , 
1 2 1 ^ ^ J J 

on a gj(d ) ^ g.(d ) ; par indiscernabilité de {d ,...,d n} cela entraine que 

{g.(d ),...,g.(d )} = {x x.} est un ensemble <-indiscernable sur M et 

de cardinal n, d foù le résultat cherché, en prenant Z = {x x.} et 

g = g r 

Rappelons qu'un cardinal infini A est strictement inférieur au nombre de Hanf 

d'une théorie T si et seulement si il existe un type p(v) qui est omis dans un 

modèle de T de cardinal A mais est réalisé dans tout modèle de cardinal < À . O n 

sait (voir [ A.H. ] ) que si T est une "théorie fausse" de l'Arithmétique, c'est-

à-dire T contient les axiomes de Péano P , mais n'est pas vraie dans le modèle 

standard (N, alors le nombre de Hanf de T est .1- . En revanche, J.F. Knight, 

[K] , a démontré que le nombre de Hanf de la théorie complète de (N est *X 

III.4. Corollaire - Le nombre de Hanf de la théorie complète de (N est 2. . 

Démonstration - Il nous reste à montrer que ce nombre est plus grand que X pour 

tout n e (N. La démonstration utilise deux résultats combinatoires qui figurent en 

appendice de cet exposé. 

III.5. Théorème - (a) JL -f+ [n+1] , autrement dit il existe un ensemble coloré 
n 1, 

(X, < , C ) tel que < est de type , C est une coloration des n-uplets 

avec ^ couleurs, et X contient pas de suite <-indiscernable (pour C ) 

de cardinal n+1. 

(b) 
n+1 

[n+1], 
-.n 

2 1 
Lorsque notre modèle fixé M est le modèle standard /N (=(N,+,x ) ) , l'ensemble 

de types ^ du théorème principal est de cardinal ^ Q ° = ^ - ,C^] > e n conséquence 

on peut supposer que l'ensemble X du théorème III.5.a est à couleurs dans % . 

Considérons alors le modèle IN(X), tel que JN <(N(X), X c (N(X) et sur X, < / v N 

coïncide avec < et ^ , . avec C . Par le corollaire précédent III.3, pour 

tout ensemble Y qui est <-indiscernable dans (N(X), il existe Z c X qui est 

<-indiscernable et de même cardinal; et puisqu' l'ensemble coloré (X, <

N / X \ » ^ I M ( X ) ^ 

ne contient pas n+1 points indiscernables, Z donc Y comportent au plus n 

points. Ainsi le modèle (N(X) ne comporte aucune suite indiscernable de n+1 

points; autrement dit N(X) omet le type 

p(v ...v ) = {(v <. .. < v } u{<J>(G) <|>(w) ; 4>(x,...x ) formule 

O n n Ti 1 n 
arithmétique, u et w deux suites de variables £{v Q,...,v n} avec des indices 

croissants } ; lequel type exprime que v ...v sont n+1 points indiscernables. 

Comme card IN(X) = card X = jL , p(v .. .v ) est omis dans un modèle de la théorie 

complète de N de cardinal a . En revanche, il résulte du théorème III.5.b que p 
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est réalisé dans tout modèle N de cardinal ^ X En effet soit sur N un bon 
n+1 

ordre < de type > X . , et soit sur [N] la relation d'équivalence ~ définie 

par x ~ y <-> x et y réalisent le même type dans N. Le langage de N étant dé-

nombrable, ~ possède au plus X classes, alors par X -* [n+1 ] , il existe 

1 n+1 "1. 
Y c N de cardinal n+1 tel que [ Y ] n est contenu dans une seule classe de ~ , 

autrement dit Y est un ensemble <-indiscernable à n+1 points, qui réalise 

p(v Q...v n) dans N. Pour tout entier n, nous avons ainsi un type qui est omis dans 

un modèle N(X)> |N de cardinal X , mais qui est réalisé dans tout modèle de 

cardinal > X ; cela montre que le nombre de Hanf de la théorie complète de (N 

est >-\ . c.q.f.d. 

Il nous reste à démontrer le théorème principal, et pour commencer, à construire 

l'ensemble et le type cr(v v ) . Pour cela nous utiliserons, outre une suite de 
k k s 

familles S très semblables à celle du §11, une suite de colorations C : [M] -+ M 

qui vont remplacer la coloration unique C du §11. 

Tout d'abord, on fixe une coloration générale définissable C° : [M] -* M, 

on fixe une enumeration k <J) (u v..,,v ) (k e N) des formules sans paramètres 

avec variables libres comme indiqué, et on choisit a -v S (a e M) comme au §11.A, 

dans le cas où C = C° : donc les degrés de C° et de $° dans S° tendent vers 

l'infini avec a. Cela fait, avant de définir une deuxième famille (S ) w comme 

au §11.A, on fixe une deuxième coloration définissable C : [M] -*• M, vérifiant les 

conditions suivantes : 

- Va 3b C c c" (ou C = {x e[Mr : C(x) = a} ) 

- Va {b e M : c' c C°} est infini 

- le degré de cette nouvelle coloration C dans S tend vers l'infini avec 

a. 

On dira que C raffine C° si elle vérifie les deux premières conditions, et 

que C est S°-générale si elle vérifie la troisième. L'existence d'une telle colo­

ration C^ se montre aisément : 

III.6. Lemme - Pour toute famille (S a) et toute coloration C qui est S-générale, 

il existe une coloration C' qui raffine C et est encore S-générale. 

Démonstration - Soit a -+ D (a £ M) une partition définissable de M en ensem-
a 

bles tous infinis - C' va être défini de manière que D = {b : C' c C } 

Pour tout motif P, on note P le motif obtenu en remplaçant dans P toute formu­

le de la forme C ( x r . . x s ) - b, b £ D a > par C C X J . - . X J ) = a. On fixe une enumera­

tion définissable a + P , telle que Va £ M, Y est un motif a-général. Pour tout 

a ** 
b e M on considère le plus grand entier a tel que S b contienne un ensemble X 

qui réalise P°; on définit C h X de manière à réaliser le motif P f l. Et sur le 
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restant de [ M f , on définit C f en posant C'(x) = b, où b e D , a tel que 

C(x) = a. 

C°, S° étant maintenant choisis, on construit une famille a S^(a e M) 

telle que Va S 1 c S° et les degrés de et ^ (et non pas C° et (j)1) 
a a 

tendent vers l'infini avec a : l'existence de S résulte du lemme II.1. appliqué 

lorsque C = C 1 , S = S°. 

En répétant cette construction par récurrence sur k € IN, on obtient un analogue 

de la proposition II.2. qui introduisait les familles S (k e N) du §11 : 

II.2. bis - Proposition - (a) On peut construire pour tout k € (N une famille 
k k k+1 

a -> (a e M) et une coloration C définissables dans M, telles que Vk C 

raffine C k , V a e M S k + 1 c S k , enfin le degré de C k et ())k dans S k tend vers 
a a a 

l'infini avec a. 

(b) Alors dans tout modèle N ^ M contenant a > M, et vis-à-vis de la coloration 

k k 
C , l'ensemble S est général sur M et décide toutes les formules 

i a 

(f) (a V j . . .v i) (a e M, i ^ k ) . 

k k . k+1 
Démonstration - (a) C , S sont déjà construits pour k ¿1; pour obtenir C 

k k k+1 
on applique le lemme III. 6 avec C = C et S =» S . Pour obtenir alors S , on 

applique le lemme II. 1. avec C = C , S = S et <j) » (j) 

(b) Puisaue dans M le deeré de C 
k 

dans S 
.k 

a 
tend vers l'infini avec a, on dé-

k k k 
duit de a > M que le degré de C dans S est infini, par conséquent S est 

un ensemble général sur M vis à vis de la coloration C . Un argument semblable 

montre que pour tout i £ k décide les formules 4>X(a v....v.) (a e M) vis à 
i k i k . 

vis de la coloration C ; comme S c S , S en fait autant, toujours vis à vis 

i le i . k 
de C . Et de ce que C raffine C résulte aisément qu'on peut substituer C à 

c 1. 

Nous avons ainsi une situation analogue à celle du §11, la différence résidant 

dans le fait qu'à chaque suite croissante (x ...x ) est associée une infinité de 
k - l a 

couleurs C (x) , k e IN. Par moment il sera commode de penser à cette suite infinie 

comme étant une seule couleur, et nous le ferons de la manière suivante. Pour tout 

— s k 
modèle N > M et tout x e [N] , soit t(v) le type sur N : "5 = {C ( V j . . . v g ) = a; 

k c IN, N H C k(x) = a } ; si f est un type sur M (c'est à dire 

C (x) e M Vk € (N) , t sera appelé la couleur de x et noté fêN(x). Si n est seu­

lement un type sur N, et non sur M, on convient que n'est pas défini. Ceci 

nous amène à l'ensemble de types ^ du théorème principal : 

III.7. Notations - On pose 

ï « { a e M : V k e | N C . . n . . . nC / * est non vide} 
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et pour tout tfeï , 

* = {C k( V l...v ) - a(k) : k e (N} 

enfin «fc-C* : o e 

- Remarques - De II.2. bis on déduit facilement : 

e *5 4#=> il existe un modèle N > M contenant x € [ N ] S tel que 

N 
(x) 

|(f | = 1^ | = | M | ° , et Z j V € °Ç> => 5 u *' inconsistant. 

Voici maintenant la définition du type afvj.v^) intervenant dans le théorème 

principal : 

III.8. Notations - Comme au §I1.B, on choisit un type t(u) non borné sur M et 

l'on pose 

h(v) = pu : v € S° 

a(v ,v 2) = t(h(vj)) u {v,»v 2eS . : k e N} . 

Nous démontrons maintenant le point (1) du théorème principal : pour tout 

-motif P ( v . — v ) , l'ensemble ;<-\ tf(v.v.) A P(v ...v ) est un type complet 

sur M. On écrit a(v....v ) au lieu de < a ( v . v . ) , et on appelle C -motifs 

les motifs qui résultant des motifs au sens du §I.D., en remplaçant toute formule 

de la forme C(x....x ) = a par C (x ...x ) = a. Un ^ -motif P(v....v ) con­

tient pour tout k e N un C -motif P, (v,...v T), et P = P, . Alors la consis-

k 1 L kaN k 
t a n c e e t c o m p l e t u d e d e a ( V j . . . v L ) A p r é s u l t e p a r c o m p a c i t é d e 1 e x t e n s i o n s u i ­

v a n t e d u t h é o r è m e II.3. : 

II.3.bis. - Pour tout k e N , a(Vj...v^) A P^ est une théorie consistante et dé­

cide chaque formule de la forme 6 1(a v . . .v ) , i < k, a e M, e. < ...< e. <, L. 
M el e i 1 

Démonstration II.3.bis résulte de II.2.bis exactement comme II.3. de II.2., mo­

lt 
yennant le remplacement de C par C . 

Toute la partie du §11 qui suit le théorème II.3. s'étend à la présente situa­

tion, de la même manière que dans le cas de II.2.bis et II,3.bis : chaque fois 
k k 

qu'au §11. on considérait un ensemble S , on considère la présente version de S , 

k . a k a 

et en même temps, la coloration C qui permet à S a de décider les mêmes formules 

qu'au §11. Et il est immédiat que les résultats du §11 ainsi étendus entraînent le 

théorème principal; dans ces conditions, nous laissons au lecteur les détails res­

tant de sa démonstration. 

La construction de C , S et t étant passablement compliquée, il est plus 

éléftint de les obtenir en laissant faire le travail par les arguments de densité,ce 
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qui est la méthode de [A,H] . Nous indiquerons cette alternative à la construction 

précédente. 

Nous construisons plus précisément une suite de triplets < ^ (u), S^, C (v)> , 

k e IN, telle que t(u) = {ty (u) : k e (N) u M < u jouera le rôle du type de a 

Soit F = l'ensemble de tous les trJplets < ï|>(u) , S^, C(v)> tels que \p(u) est 

une formule sans paramètre non bornée dans M, a -+ S^ia e M) une famille d'en­

sembles finis et C une coloration sur [ M ] S , telle que le degré de C dans S a 

tend vers l'infini avec a, C et S étant définis par des formules pures. Sur 
u 

F soit ^ la relation : 

< iKu), S', C'(v) > << < i|j(u), S , C(v)> fV(u) + ijj(u), 

Va £ M S 1 c S , et la partition ( C ) w est plus fine que la partition 
a a a a £ M 

( C & ) A M . O n dira qu'une suite < I/J , S , C > k e IN est générique si elle est 

décroissante pour «< et si pour toute condition y (\|;,S,C) dense pour *< et 

définie de manière arithmétique (sans paramètres) il existe k e IN tel que 

( P ( r , S V ) est vrai. Il résulte du théorème d'existence d'objets génériques 

(cf. § 1 1 1 de l'exposé précédent) qu'une telle suite générique existe; et par des 

arguments de densité, on peut montrer que t(a), S , C ont les propriétés exigées 

pour le théorème principal. 
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APPENDICE. RÉSULTATS COMBINATOIRES (M.A. Dickmann) 

Dans cet appendice K, \ 9 y désignent, sauf mention explicite, des cardinaux ar­

bitraires, finis ou infinis, n, m, j , . . . sont des cardinaux finis. a» 3, Y » £ »••• 

désignent des cardinaux. 

Pour un cardinal infini donné K, la fonction "beth" a - H * jf (K) est définie 

a 
par induction transfinie : 

ï f l(K) = K 

3, a+1 (K) = z B a (K) 

I (K) - U {i (K) I Y < ô } pour ô limite > 0. 

On pose *I * "I (jf ) pour tout ordinal a • 

Etant donné un ensemble X et n £ 1, [X] désigne la famille des sous-ensembles 

de X ayant exactement n éléments. Si X est totalement ordonné par < et 

{ X j , . . . , x n } e [X n],alors {xj,...,x n}^ désigne l'écriture de l'ensemble { X j , , , . , x n } 

quand x. < . . . < x . 

La relation K -*(A) , n £ 1, a été déjà définie au Chapitre V. Nous utiliserons 

le fait, facilement démontré, que cette relation est croissante en K et décroissante 

en X et \x : 

AO. Fait : K -* ( A ) " A K' à K A À' < X A y 1 s u K' - * ( A ' ) " . 

(A) La relation -> (n+1)^ . 

Celle-ci est une conséquence facile du très bien connu théorème d'Erdos-Rado: 

Théorème. Pour K infini et n £ 1 on a : 

ï , 0 0 * - ( K + ) n . 

n-1 V K 
Pour la démonstration, voir [ E.R] , Théorème 39 et corolaires. 

En mettant K - ï et compte-tenu du fait que 7 (7,) = on obtient 

1 — • (2,)^, • Or, du fait AO on obtient immédiatement (A). 

(B) La relation 2 -f-* (n+l)i . 
• n 4, 

Le cas n - 1 est trivial en considérant la partition de constituée par les 

singletons. 

Pour le cas n a 2 on démontre, plus généralement 

Al. Lemme. 2 K + * (3)| • 

Démonstration. Soit S l'ensemble des suites de 0 et 1 de longueur K ordonné 

par premières différences : pour x,y e S, x < y^=^ x < y , où ç = i(x,y) = le 

premier a tel que x + y . Soit f : [S] -> K l'application 

f({x,yk )"= i(x,y) 

Si x < y <z, éléments de S, sont tels que 
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f ({x,y}) = f ( {x,z } ) = f ( {y,z } ) = a , 

alors on a ^ y^ , y^ ^ z^ , x^ ^ , ce qui contredit le fait que 

fc ,y > z ] £ { 0 , 1 } . Donc, il n'y a pas d'ensemble, homogène pour f de cardinali­

té 3. 

Si n > 2, la relation (B) résulte, par induction sur n, du théorème suivant, 

qui vaut pour K, A, p finis ou infinis : 

A.2. Théorème, (À) 2 -t^ (A+l) 
n+1 
m+2y 

o ù n £ 2, A > n + 1 et m = n ! - 2. 

On commence par démontrer quelques propriétés de 1 ensemble S introduit dans le 

lemme précédent : 

A.3. Lemme. Soient n ^ 1 et S l'ensemble des suites de 0 et 1 de longueur K 

ordonné par premières différences. Alors 

a ) {x,,...,x .} e[S] ^ l ' e n s e m b l e { i ( x . , x . ) , . . . , i ( x ,x )} a . c a r d i n a l i t é n . 
1 n + 1 <

 7 i l - n n + I 

b) Soit Y c S. Si Y a la propriété : 

pour tous x,y,z £ Y, x < y < z = = ^ i(x,y) < i(y,z), alors 

i) x,y,z e Y, x < y e t x < z s ^ i(x,y) = i(x,z), 

ii) x,x',y,y' e Y, x < x', y < y' et i(x,x') « i(y,y') ̂  x = y . 

c) Si Y a la propriété 

pour tous x,y,z £ Y , x < y < z i(x,y) > i(y,z), alors 

i) x,y,z £ Y, x < z et y < z =^ i(x,z) = i(y,z), 

ii) x,x',y,y' £ Y, x < x', y < y' et i(x,x') = i(y,y') ^ x' = y'. 

Remarque (b,i) prouve que x h-*-i(x,y), avec x,y e Y, x < y, définit bien une appli­

cation de domaine Y', où Y' = Y si Y n'a pas de dernier élément, Y' = Y - {der­

nier élément de Y } autrement. (b,ii) prouve que cette application est injective. 

(c,i) et (c,ii) prouvent des résultats analogues pour l'application z h—*-i(x,z), 

avec x,z £ Y, x < z. 

Démonstration, (a) Induction sur n. Pour n - 1 évident. Supposons vrai pour n - 1 . 

Donc, chacun des ensembles 

{i(x ,x ),...,i(x ,x )} , {i(x ,x ),...>i( x > x

n + 1 ) }
 e t 

{ i ( X j ,x ) , i(x 2,x 3) ,. . • >
i ( x

n - 2

, x n ^ ^ ^ n ^ n + l ^ 

a cardinalité n - 1 . Ceci veut dire que : 

i(x ,x ) ï i(x.,x. ) pour l^k t j < n - 1 

i ( V X n + l } ' i ( x j ' X j + l } 
pour 2 < j <, n - 1 

i(x ,x ) î i(x , x 0 ) . 

n n + 1 1 Z 

On conclut que l'ensemble { i( Xj,x ),i(x2,x ) , . . . , i ( x n ,,x ) , i(x , x n ) , 

i Cx 
n 

X 
n+1 

a cardinalité n, ce qui prouve l'énoncé pour n. 
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(b) et (c) étant symétriques nous faisons la preuve dans le cas (c). 

(c,i). Mettons i(x,z) = 3, i(y,z) = y. Supposons, par exemple, x < y et soit 

a = i(x,y); alors on a : 

1) x a = 0, y a = 1 et x ô = v ô P o u r t o u t 5 < a ; 

2) x^ = 0, Z g = 1 et x^ = z^ pour tout ô < 3 î 

3) y y = 0, z y - 1 et y f i =» z^ pour tout 6 < y 

et l'hypothèse sur Y entraine que 

4) a > y 

Par (4) et (2), x y = y y « 0. Puisque z y = 1, on a x y ^ z y , ce qui par (2) 

entraîne Y 3 , i.e. 3 <, Y • Si 3 < Y , alors (3) implique y^ = z^ ; puisque 

a > Y > 3 > ( 0 donne x^ = y^ ; donc x^ - z^ , ce qui contredit (2). 

Donc 3 = Y • 

(c,ii). Supposons x' ̂  y', par exemple x'< y'. Alors x < x' < y' entraine 

i(x,x') > i(x',y'). Par (c,i), y < y* et x'< y* impliquent i(x',y') = i(y,y'). 

Donc i(x,x')> i(y,y*) ce qui contredit l'hypothèse. 

Démonstration du théorème A.2. Soit S l'ensemble des permutations de {l,...,n} . 

Soient 7Tq la permutation identique et ïïj 

1 2 n > 

n n-l..l 
la permutation "inversion". 

L'ensemble S - ITT , ÏÏ.) a cardinalité m (puisque S = n ! ) ; soit ÏÏ ÏÏ , 
n o* 1 n • . o m-

une énumération de cet ensemble. Pour ne S et {x.,...,x e[s] donnés, 

n 1 n+1 < posons : P (x ,...,x ) ssi pour tous i,j, 

1 < i,j <; n et ïï(i) < ïï(j) =4 i ( x i , x i + 1 ) < i(x.,x. j). 

Par exemple, 

P^ ( X j , . . . , x n + 1 ) ̂  i ( X j , x 2 ) < i ( x 2 , x 3 ) < . . . < i ( x n , x n + ] ) 
n 

P ( x x ) 4=^ i(x.,x ) > i(x 0,x_) >...> i(x ,x ) 

et si ïï « 
1 2 3 4 n-1, n 

3 l n 4 n-1, 2 

Pïï(x ,.. . ,x )^=$>i(x x ) < i(x ,x ) < i(x , x j < i(x ,x ) < . . . 

<i(x x ) <i(x.x. ,)<...< i(x__,x)<i(x„x.). 

Notons que pour tout {x. x X L} e[S] il existe un unique ÏÏ e S tel que 

1 n + J <* r i p„(xi x»+i>-
En utilisant l'hypothèse K "^(À) , soit f : [ K] y une application sans en­

semble homogène de cardinalité À 

Soit e : [S] -> u-2+nT ; définie oar 

g({ X ] , . . . , x n + 1 } ) 

,f({i(x ,x ),...,i(x ,x )}) 

y+f({ i(x 1,x 2),...,i(x n,x n + 1)}) 

y 

si P (x ) 

si P ( X l,...,x n + 1) 

2+j si P^.CXj x

n + ] ) > 0 ä jsm-l 

(*) operations ordinales 
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Remarquez que {i ( x j j X ^ ) > • • . . i ( x

n >
x

n + \ ) ) e [ K ] n en vertu du lemme A.3 (a); donc g est 

bien définie. 

Soit Y c S un ensemble homogène pour g. Nous démontrons que Y < X + l , ce qui 

entraîne la conclusion du Théorème A.2. Soit a la valeur de g sur l'ensemble 

, i o 

[ Y ] N + 1 -
O Si a =* y. 2+j, 0 < j £ m-1, alors Y n+1 < X . 

Supposons Y > n+2, et soit {yj,...> v

n +2}
 u n sous-ensemble de Y de cardinalité 

n+2. Mettons ïï = ïïî. Car ïï?* ïï et ÏÏ î ïï, il existe £, 2^£<n-l tel que 
j o 1 

ïï(£-l) et ÏÏ(£+1)< ÏÏ(£), ou ïï(£-l) et ÏÏ(£+1)>ÏÏ(£). 

Par l'homogénéité de Y, la propriété P est valable pour toute suite obtenue 

en enlevant un élément à {y. y ,J . En enlevant y _ on a P (y.,...,y ,.)» 

J n + z n + Z TT I n + 1 ce qui donne i 
£ ! y £+1 

> i S £+1 E £+2 et > i 'y £-1 
y dans le premier cas, et < 

dans le second. En enlevant y on a P (y },... >y £_ 2»
yo ' y£+l' yo+2' ' ' * , y n ' y n + r y n + 2 } ; 

donc yo , yo deviennent les £-1,£,...-ièmes termes, ce qui donne : 

•i I Б £+1 У Л+2 > i £+2 : У Я+З' et > i 
V у А + Г dans le premier cas, et < dans le se-

cond. Ceci aboutit à une contradiction. 

2) Soit a < y . 
o 

Dans ce cas g 'est de la première forme et on a 

(.) P Cy, y„+i>. i- e- i(y,.y 2)<--- <
i ( V y n + l

) > P ° U r tout{y ...,y } e 
B 

n+1 

Car n > 2, l'ensemble Y a la propriété requise dans l'hypothèse du Lemme A.3 (b). 

Donc y h* i(y9y') avec y,y' € Y, y < y' définit une application injective de domai­

ne Y à valeurs ordinaux, où Y' =» Y si Y n'a pas de dernier élément et 

Y f = Y - {dernier élément de Y} s'il y a. 

Soit Z = {i(y,y t) | y,y* e Y A y < y ? } l*image de Y' par cette application; 

donc Z =• Y' ̂  Y-l. Nous démontrons : 

(**) Z est homogène pour f . 

Un élément de [ Z ] n a la forme {iCyj ,yj),...,i(y n >y^)} avec y.,... ,y n,y|,... ,y^€ Y 

et y_. < y\ (i - l,...,n). A un changement de notation près nous pouvons supposer 

que y, <... <y . Par (b,i) du Lemme A.3 on a i(y-»y-.i) = i(y-»y-) > J = l,...,n-l, 
1 n J J"1"* J J 

d'où, vu la forme de g : 

f({i(y1.y
,

1),..-.i(ywpy:)}) - f({i(y,.y9)...-.i(y11_1.yn).i(yn.y:)»
 = 

= g({y,,.-..y„.yJl} >)• 

Puisque g est constante sur Y, il suit que Z est homogène pour f. Donc, par 

hypothèse, I < X , d'où Y-l < X, i.e. 7<!X+1. 

3) Soit y < a Q < y.2. 

Dans ce cas y est de la seconde forme, et la preuve se fait comme dans le cas (2), 

en utilisant le Lemme A.3 (c). 
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ABSTRACT 

This volume consists of the write-ups of six sets of talks or "exposes" given in 
the seminar "Models of Peano Arithmetic" at Paris VII. 

The first two exposes give a detailed account of the new incompleteness theorem 
of Kirby-Paris and of the Paris -Harrington formula. The latter is a generalization 
of the finite form of Ramsey's Theorem which is not provable in (first-order) Peano 
Arithmetic. 

The second pair of exposes deal with the relation between the "new" incomplete­
ness theorem and the "old" one and with extensions of the Paris-Harrington result 
to transfinite progressions of theories. 

The third pair of exposes develop the Gaifman technology of types over models 
of Peano Arithmetic. An analysis is made of extensions of models and applied to ob­
tain the Abramson-Harrington theorem on uncountable models with short sequences of 
order indiscernables. 
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