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MODUIES GALOISIENS, MODULES FILTRES
ET ANNEAUX DE BARSOTTI-TATE

par

Jean-Marc FONTAINE
(Grenoble)

notations

Dans tout ce travail, K est un corps local, i.e. un corps complet
pour une valuation discréte, de caractéristique 0 , & corps résiduel parfait
k de caractéristique p# 0 ; on note KO le corps des fractions de l'an-
neau W(k) des vecteurs de Witt & coefficients dans k et o le
Frobenius absolu opérant sur k , W(k) et KO . On note e le degré
de l'extension finie totalement ramifiée K/Ko . On note K une cléture

algébrique fixée de K et on pose G = GalK /K) .

introduction

0.1. - Appelons module galoisien (sous-entendu, de dimension finie)

la donnée d'un CDp—espace vectoriel de dimension finie muni d'une action

linéaire et continue de G

Appelons module filtré (sous-entendu, de dimension finie) la donnée
d'un F-iso-cristal D (i.e. d'un K,-espace vectoriel D de dimension

finie muni d'une bijection F : D - D , o-semi-linéaire) muni d'une fil-
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tration de DK = K®KOD par des sous-K-espaces vectoriels (D,

)
K'iezZ '

décroissante, exhaustive et séparée.
Les modules galoisiens d'une part et les modules filtrés d'autre part
forment, de maniére évidente, une catégorie additive, et la premiére d'entre

elles est abélienne.

0.2. - Soit alors G un groupe p-divisible (ou de Barsotti-Tate)
sur l'anneau A des entiers de K . Il lui correspond, d'une part un mo-

dule galoisien Mp(G) et d'autre part un module filtré Dy(G)

m ona Mp(G) = (Dp ®Zplp(G) , ol lp(G) est le module de Tate

de G ; la correspondance G ~— yp(G) est un foncteur additif pleinement
fidele de la catégorie des groupes p-divisibles sur A , & isogénie prés,

dans celle des modules galoisiens ;

m le F-iso-cristal D sous-jacent a _DK(G) est KO ®W(k)M ,
ol M est le module de Dieudonné de la fibre spéciale ; le K-espace
vectoriel L des points de l'espace cotangent de G & valeurs dans K
s'identifie & un sous-K-espace vectoriel de DK =K ®KOD (cf.[7], [13]

et [6]) et on a

i i<0 ,
DK si i<
D, =L si i=1 ,

0 si i=22 ;

la correspondance G — D_(G) est un foncteur contravariant additif pleine-

K
ment fideéle de la catégorie des groupes p-divisibles sur A , & isogénie

prés, dans celle des modules filtrés.

0.3. - Ce qui précéde implique l'existence d'une équivalence entre
une certaine catégorie de modules galoisiens (ceux qui sont isomorphes
au contragrédient d'un module galoisien provenant d'un groupe p-divisible

sur A) et une catégorie "ad hoc" de modules filtrés (nous avons d'ailleurs
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montré dans [6] comment, étant donné un groupe p-divisible G sur A ,
on pouvait construire yp(G) a partir de la seule connaissance de DK(G) ,

et annoncé que la construction inverse était également possible).

On aimerait pouvoir étendre cette équivalence a une catégorie de mo-
dules galoisiens d'un type plus général. En particulier, on aimerait que
cette catégorie soit stable par produit tensoriel, de fagon a pouvoir utiliser
la théorie des ®-catégories développée par Saavedra dans sa thése ([16]).

C'est essentiellement ce que nous faisons ici.

0.4. - Dans le §1, on définit les objets avec lesquels on va tra-
vailler : les modules galoisiens et les modules filtrés. On introduit la
notion de produit tensoriel de deux modules filtrés et on étudie les pro-
priétés "formelles" des catégories de modules galoisiens et de modules

filtrés.

0.5. - Dans le §2 , on introduit la notion d'"anneau de Barsotti-

Tate" : un tel anneau est une K -algébre associative commutative et uni
taire, munie & la fois d'une structure de module galoisien et de module
filtré (pas nécessairement de dimension finie), assujettie & vérifier des

propriétés convenables.

(Si nous les appelons ainsi, c'est, outre le fait que ceux qui nous
intéressent permettent de classifier les groupes de Barsotti-Tate, parce que,
d'une part, la seule fagon d'en construire que nous connaissions utilise la
notion de "bivecteurs de Witt" introduite par Barsotti, et d'autre part leurs
bonnes propriétés sont liées a la décomposition de Hodge-Tate des modules

galoisiens).

0.6. - Dans le §3, on montre qu'a tout anneau de Barsotti-Tate B ,
on peut associer une sous-catégorie pleine RepB(G) (resp. I\_AEK B) de la

catégorie des modules galoisiens (resp. filtrés) de dimension finie, qui est
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abélienne, stable par somme directe, produit tensoriel, contragrédient (la
premiére est également stable par sous-objet et quotient). On définit une
équivalence entre ces deux catégories, compatible avec le produit tenso-
riel, et on donne quelques propriétés des objets de R_egB(G) . La propriété
essentielle est que, si k est algébriquement clos et si V est un objet
de @B(G) , l'enveloppe algébrique de l'image de G dans la représen-

tation définie par V est un groupe connexe.

0.7. - Dans le §4, on introduit une sous-catégorie pleine, notée
f . . .
M—FK de la catégorie I\ﬂ?K des modules filtrés de dimension finie et on
donne diverses caractérisations des objets de I\Q‘f (I'une d'entre elles

K
utilise la notion de polygone de Newton et de polygone de Hodge associés

aux modules filtrés). On montre que

i) la catégorie I\AFL est abélienne ;

ii) si B est un anneau de Barsotti-Tate, I\ﬁ“K B est une sous-
2 . ) f !
catégorie pleine de I\AFK ;
iii) si B est un anneau de Barsotti-Tate et si D est un objet de
ME B pour qu'un sous-objet D' de D dans I\_/EK soit un

sous-objet de D dans I\EK , il faut et il suffit que ce soit

£ B
un objet de l\_/IEK .
L'intérét de cette derniére propriété est qu'elle permet, au moins

théoriquement, étant donné un objet D de I\QK B de construire la

sous -&-catégorie de MF! B engendrée par D , méme si l'on ne connaft
pas de description de _I\LFK B
0.8. - Dans le §5 , on dit qu'un anneau de Barsotti-Tate B est

"adapté aux groupes p-divisibles" si la catégorie RegB(G) contient les
modules galoisiens provenant des groupes p-divisibles (ou leurs contra-
grédients, cela revient au méme) et si l'équivalence de catégories construi-

te au §3 prolonge celle dont on a parlé au n° 0.3.
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L'intéret de ce travail repose sur l'existence d'un anneau de Barsotti-
Tate adapté aux groupes p-divisibles. Nous publierons ailleurs la démons-

tration de cette existence.

Supposons k algébriquement clos et soit B un anneau de Barsotti-
Tate adapté aux groupes p-divisibles. Si e=1 (i.e., si K=Ko) , on

déduit d'un résultat de Laffaille ([10]) que

a) un module galoisien V provient d'un groupe p-divisible sur A

si et seulement si les deux conditions suivantes sont vérifiées
i) c'est un objet de ReQE(G) ,

ii) il est de Hodge-Tate de poids 0 et 1 ;

b) un module filtré D provient d'un groupe p-divisible sur A si

et seulement si les deux conditions suivantes sont vérifiées

i) c'est un objet de Mflf( ,

i, o 2
=D et DS =0.
ii) on a DK e %
Il me semble raisonnable de conjecturer que ces résultats restent vrais

sans restriction sur e

0.9. - Dans le §6 , on suppose k algébriquement clos, on se
donne un anneau de Barsotti-Tate B et un objet V de BEEB(G) et on
note D le module filtré associé & V par l'équivalence de catégories
du §3 . Si ]HV désigne le groupe algébrique, sur (Dp , qui est l'en-
veloppe algébrique de l'image de G dans la représentation définie par
V , on aimerait pouvoir décrire lHV et sa représentation naturelle dans

V en termes du module filtré D sans utiliser B .

Nous n'y parvenons pas totalement. Toutefois nous construisons un
groupe algébrique IHD,L défini sur une extension finie non ramifiée L
de (Dp et une représentation de ]HD,L dans un espace vectoriel DL
de dimension finie sur L qui sont tels que, aprés extension des scalaires

a B , le groupe I[—IV muni de sa représentation V s'identifie au groupe
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]HD,L muni de sa représentation DL . En fait ]HD,L est une L-forme

intérieure de ]HV x L ; on peut donner une description explicite du torseur

correspondant mais celle-ci fait intervenir l'anneau B . En vertu de résul-

tats classiques, il existe une extension finie non ramifiée L' de L

telle que les groupes II—IV x L' et ]HD L X L' sont isomorphes (ainsi que
les représentations L %pv et L ®p DL).
0.10. - Supposons, pour simplifier, k algébriquement clos. Dans

le §7, on appelle (K/K)-anneau de Barsotti-Tate la donnée d'un anneau
commutatif B muni, pour chaque extension finie K' de K contenue
dans K , d'une structure d'anneau de Barsotti-Tate relativement & K' ,
avec des relations de compatibilité évidentes. Un tel anneau existe et on
peut méme le choisir de fagon que, pour toute extension finie K' de K
contenue dans K , la structure d'anneau de Barsotti-Tate de B relative
a K' soit adaptée aux groupes p-divisibles définis sur l'anneau des

entiers de KXK'

Un tel anneau B étant fixé, nous disons gqu'un modules galoisien V

est potentiellement admissible s'il existe un sous-groupe ouvert G' de

G tel que le CDp[G']—module sous-jacent & V soit un objet de Rep_ (G')
On construit une équivalence entre la catégorie des modules galoisiens

potentiellement admissibles et une certaine catégorie de modules "potentiel-

lement filtrés" (ce sont des F-iso-cristaux munis d'une part d'un homomor-

phisme, & noyau ouvert, de G dans le groupe des automorphismes du

F-iso-cristal D et d'autre part d'une filtration de DK =K ®K D par des
o

sous-K-espaces vectoriels avec des propriétés convenables).

Soit enfin @ une variété abélienne sur K ayant potentiellement

bonne réduction et soit V = CDp ®Z Tp(G) . Alors V est potentiellement
p

admissible et, si D est le F-iso-cristal sous-jacent au module potentiel-
lement filtré associé & V , pour tout nombre premier € # p , la représen-
tation de G sur D est "la méme" que celle de G sur TZ(G) (i.e.,
les noyaux de ces deux représentations coincident, leurs caractéres sont

a valeurs dans Z et sont égaux).
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0.11. - Outre quelques compléments (notamment le §7), le texte que
l'on trouvera ici différe des exposés oraux par l'introduction de la notion
d'anneau de Barsotti-Tate. Celle-ci nous a permis de donner des démons-

trations complétes, modulo le théoréme d'existence d'anneaux de Barsotti-

Tate adaptés aux groupes p-divisibles.

Tout au long de ce travail, j'ai bénéficié de conversations constan-

tes avec Jean-Pierre Serre. Je voudrais le remercier ici.

Je voudrais également remercier Madame Guttin-Lombard qui a assuré

la frappe de ce texte avec sa compétence et sa gentillesse habituelles.



J.-M. FONTAINE

81 - modules galoisiens et modules filtrés

1.1. - MODULES GALOISIENS.

1.1.1. - Nous appellerons module galoisien tout espace vectoriel V

sur le corps Q@ des nombres p-adiques, muni d'une action linéaire de G ,

p
i.e. d'un homomorphisme o de G dans le groupe des CDp—automorphismes

de V (l'application p sera, le plus souvent, sous-entendue).

La catégorie des modules galoisiens posséde des produits tensoriels

et des "hom internes" : si V1 et V2 sont deux modules galoisiens, on
sait ce que c'est que le module galoisien V18V2 (= V1 ®® V2) et le module
p

galoisien Hom(\/’l,\/ ) est le CDp—espace vectoriel des applications linéaires

2

de Vl dans V2 , muni de l'action évidente de G

Le module galoisien C[)p (muni de 1l'action triviale de G) est un
"objet-unité", i.e., pour tout module galoisien V , on a des isomorphismes

canoniques (et fonctoriels en V) CDp®V = V@G}p =V .

Enfin, pour tout module galoisien V , on appelle dual ou contragré-

dient le module galoisien V" = Hom(V,CDp)

1.1.2. - On note T le module galoisien Q. &_ T (u ) (o0
p Zp P pm

Tp(p ) = lim u rl) et y le caractére de Tate, i.e. le caractére de G a
® 40
p p

valeurs dans CD; qui donne l'action de G sur T

Pour tout i€Z , on pose
i .
i ®T si 120 ,
T = i
(®T)* si i<0

Pour tout module galoisien V , et tout i€Z , on note V{i} le (Dp-

espace vectoriel des veV tels que gv = Xl(g)v , pour tout geG . On

10



ANNEAUX DE BARSOTTI-TATE

voit que V{i} est isomorphe & HomcD (G] (Ti,V) , et que V{0} s'identifie
a V@ P

1.1.3. - On note Rep(G) la catégorie des modules galoisiens qui
sont de dimension finie sur (I)p , avec action de Galois continue. C'est une
catégorie abélienne, et c'est une sous-catégorie pleine de la catégorie des
modules galoisiens, stable par sous-objet, quotient, somme directe, produit

tensoriel, hom interne, contragrédient, qui contient les T

1.2. - MODULES FILTRES.

1.2.1. - Nous appellerons module filtré la donnée d'un espace vecto-

riel D sur KO muni

m d'une part, d'une application F : D — D , bijective, o-semi-
linéaire (i.e. additive et telle que F(\d) = or.Fd , pour tout
\ € KO , tout deD ; lorsque D est de dimension finie sur K, ,
on a donc ce que l'on appelle "un F-iso-cristal" ([8] p.145, [16]

p.334 ou [1] p.315) ;

® d'autre part, d'une filtration (D) de D, = K&, D par des
o

i
K'i€zZ K

1), exhaus-

sous-K-espaces vectoriels, décroissante (i.e. Dll<+1 c DK

‘ NN NPT i
tive (i.e. ‘JDK DK) et séparée (i.e. ﬂDK 0).

Par abus de langage, on parlera du module filtré D , l'application F

et la filtration étant sous-entendues.

1.2.2. - Les modules filtrés forment une catégorie : un morphisme est
une application Ko—linéaire, qui commute & l'action de F et qui, aprés

extension des scalaires & K , respecte les filtrations.

On appelle dimension d'un module filtré D la dimension de D comme

espace vectoriel sur K, et on note MK la sous-catégorie pleine de la
catégorie des modules filtrés dont les objets sont ceux qui sont de dimen-

sion finie.

11
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La catégorie des modules filtrés et la catégorie ME, sont additives,

admettent des noyaux et conoyaux mais ne sont pas abéliennes.

Si D est un module filtré,

m un sous-objet D' de D est un sous—Ko—espace vectoriel, stable

par F , muni de la filtration induite ;

’

m un objet-quotient D" de D est le quotient de D par un sous-

K _-espace vectoriel de D

° , stable par F ; l'action de F sur D"

se déduit de l'action de F sur D par passage au quotient, et

la filtration aussi.

1.2.3. - On dit qu'une suite

0—-D'—-—D-—-D"—0
de modules filtrés est exacte si D' gs'identifie & un sous-objet de D et
D" au quotient de D par D' . Cela revient a dire que la suite

0 —~D'—D —-D"—-0

est exacte en tant que suite de KO[F] -modules a gauche (ou de Ko—espaces

vectoriels) et que, pour tout i€Z , la suite de K-espaces vectoriels

S SRS S
0 (D)K DK (D)K 0

est exacte.

1.2.4. - Si D1 et D2 sont des modules filtrés, on définit un mo-

dule filtré D1<8D2 de la maniére suivante

o
de F est définie par F(d1®d2) = Fd1®Fd2 ;

m en tant qu'espace vectoriel sur K. ., D, D, = D Sk D, ; l'action
1972 17K, 72

m la filtration de

(D1®D2)K = K®Ko (D1®D2) = (K@KOD1)®K (K@KO D,) = D& Doy
PP i_ it i .
est définie par (D1®D2)K ) .Z.. . DIKQED2K , pour tout i€ Z
i'+Hit=1
1.2.5. - La catégorie des modules filtrés posséde un objet-unité ;

comme espace vectoriel sur KO , c'est KO lui-méme, ona F=0 , et

12
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la filtration de K®K KO =~ K est définie par
o)

K si i<0 ,
0 si i>0

Il est clair que, pour tout module filtré D , KO®D = D@KOmD

1.2.6. - Si D1 et D2 sont des modules filtrés, on définit un mo-

dule filtré Hom(Dl,Dz) de la fagon suivante :

s en tant qu'espace vectoriel sur KO , D= Hom(Dl,D ) est l'espace

2
vectoriel HomK (DI’D ) des applications Ko—linéaires de D

o 1

2
dans D2 :

m l'action de F est définie par (Fo)(d) = F-cp(F_l~d) ;

m la filtration de Dy = K®Ko HomKo(Dl,Dz) = HomK(DlK,DZK) est dé-
finie par
i _f. j - i+j . }
DK = {pEDK \cp(DlK) c D2K , pour tout JjE€EZ¢ ,
pour tout i€Z .
1.2.7. - Enfin, si D est un module filtré, on pose D¥* = Hom(D,KO).

Les opérations ® , Hom , * vérifient toutes les "bonnes" propriétés que
l'on est en droit d'attendre de la notion de produit tensoriel, hom interne,
contragrédient ou dual (attention toutefois que la catégorie I\_/LEK n'est pas

abélienne).

1.2.8. - Pour tout i€Z , on note S l'objet de I\_/I_EK défini ainsi :

m en tant qu'espace vectoriel sur KO , on a st = KO ;
s l'action de F est définie par F)x = pi-ox , Si & eKo ;
s la filtration sur (Si)K =~ K est définie par

K si j<i,

0 si j>i

Le module filtré S° s'identifie a 1'objet-unité K, et, si l'on pose

13
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1 . . .
S =S, S s'identifie 3 &S si i20 et a (28" si i<0

Pour tout module filtré D , et pour tout i€Z , on note D[i] le
sous—CDp—espace vectoriel de D formé des d vérifiant Fd = pid et

de D‘i< (en identifiant D & un sous K -espace vectoriel de Dy =K®K D).

o
On voit que D[i] s'identifie canoniquement au @p—espace vectoriel des

morphismes (dans la catégorie des modules filtrés) de Si dans D

§2 - anneaux de Barsotti-Tate

2.1. - MODULES GALOISIENS FILTRES.

2.1.1. - Nous appellerons module galoisien filtré la donnée d'un mo-

dule filtré D muni d'une action de G compatible avec la structure de
module filtré, i.e. d'un homomorphisme de G dans le groupe des automor-

phismes de D

2.1.2. - Les modules galoisiens filtrés forment, de maniére évidente,
une catégorie additive. Celle-ci posséde des produits tensoriels : si D1 et

D sont deux modules galoisiens filtrés, D, ®D est, en tant que module

2 1 2
filtré, le produit tensoriel des modules filtrés sous-jacents ; on le munit de

1'action de Galois évidente.

2.1.3. - Tout module filtré peut eétre considéré comme un module ga-
loisien filtré, avec action triviale de G . On obtient ainsi une équivalence,
compatible avec le produit tensoriel, entre la catégorie des modules filtrés
et la sous-catégorie pleine de la catégorie des modules galoisiens filtrés

dont les objets sont ceux sur lesquels l'action de G est triviale.

2.1.4. - De méme, a tout module galoisien V , on peut associer un

module galoisien filtré VK : en tant que KO[G] -module, on a
o

14
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V, =K ® V ; laction de F est définie par F(A®Vv) = oa®Vv , pour tout
p
xeKo , VEV ; et la filtration est définie par

v, = K®K0VKO o= K@va si i<0,
0 si i>0
On obtient ainsi une équivalence entre la catégorie des modules galoi-
siens et la sous-catégorie pleine de celle des modules galoisiens filtrés
dont les objets sont ceux qui sont "triviaux en tant que modules filtrés"
(i.e. isomorphes a une somme-directe de copies de Ko). Un foncteur quasi-
inverse s'obtient en associant & tout module galoisien filtré D , trivial en

tant que module filtré, le module galoisien V = {v€ED |Fv=v} .

Il est clair que cette équivalence est compatible avec le produit ten-

soriel.

2.1.5. - Si D est un module galoisien filtré et si i€Z , D{i} est
un module filtré et D[i] est un module galoisien. Si de plus D est de
dimension finie sur KO , D{i} (resp. D[i]) est un module filtré (resp.

galoisien) de dimension finie.

2.2. - ANNEAUX GALOISIENS FILTRES.

2.2.1. - On appelle anneau galoisien filtré la donnée d'une Ko—algébre
associative, commutative et unitaire B , munie d'une structure de module
galoisien filtré, compatible avec la structure d'algébre, i.e. telle que l'ap-

plication de B 81( B dans B induite par la multiplication définisse un
o

morphisme de modules galoisiens filtrés. Cela implique, en particulier, que,

. {44
si i,jeZ , B]1<BIJ<<:B]1<J et que Bg est une sous-algébre unitaire de B

K
2.2.2, - Exemple. - Soit k le corps résiduel de K ; c'est une clo-

ture algébrique de k et on note Kgr le corps des fractions de W(k)

~nr nr
On pose K = = K®K KO ; c'est un corps local qui s'identifie canoniquement
(o)

15
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h 2 . ) ez nr
au complété de l'extension maximale non ramifiée K de K contenue

dans K

1

On note ﬁgr[T,T_ 1 l'algébre déduite de 122"% Sym(D T en rendant

p p
inversible un élément non nul quelconque de T . Autrement dit, si t est

un élément non nul de T , tout élément de KSF[T,T_I] s'écrit, d'une ma-

. s i ~nr
niére et d'une seule, sous la forme z >\it1 , avec les xi € KO , presque

tous nuls. ez

On fait de ﬁgr[T,T'l] un anneau galoisien filtré, en posant, pour

tout ¥ xitl ¢ ﬁgr[T,T‘l] ,

g(ZXit1)= le(g)~g)\i~tl , pour tout g€ G ,
F(ath = Zpi-oxi-t1 .

la filtration de K®K ﬁgr[T,T_l] = ﬁnr[T,T'l] étant définie par

o
Knr[T,T_l] Yo orig™r) = { Z x.tJ} , pour tout i€Z
j=i
2.2.3. - On désigne par C le complété de K . Le groupe G opére
par continuité sur C et on sait ([25], th.1, p.176) que, si I désigne
le sous-groupe d'inertie de G , g™ s'identifie a CI . On pose

1

-1, _ snr -1, _ - nr -1, _ -1
C[T,T ]_C®Aano[T’T ] C®Aan [T, T "1 Cg CDp[T,T ]

Q
&3 R P

tout élément de C[T,T-l] s'écrit donc, de maniére unique, sous la forme
= Xiti , avec les )\iEC , presque tous nuls.
i€Z
L'anneau C[T,T—l] est une algébre graduée (pour tout i€Z , la
composante homogéne de degré i est CTi = {xti lxeC} ) sur laquelle G

opére par

g(Zrt) = Zx(g)gn -t
I ) ~nr .
) =0, pour i#0 ([25], th.2, p.176), K (resp. K) s'i-
G

Comme (CTi

dentifie 3 (C[T,T-11)Y  (resp. (crT,7711)%)

16
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2.2.4. - Nous appellerons anneau de Barsotti-Tate la donnée d'un an-

neau galoisien filtré B (avec action de G continue sur tout sous—KO-—espace
snr - L e
vectoriel de dimension finie stable par G), contenant Ko [T,T"1], vérifiant

les trois propriétés suivantes :

(Gal) on a B{0]} =Ky

(Fil) on a B[0] = CDp ,
(Tate) il existe un monomorphisme 6 : gr(BK) — C[T,T_]] qui,
lorsqu'on le restreint a ﬁnr[T,T—l] = Keyg ﬁgr[T,T'l] est l'isomorphisme
o

évident de gr(ﬁnr[T,T—]]) sur 12”[1",1’1] considéré comme sous-algébre

graduée de C[T,T"17].

2.2.5. - Explicitons un peu ces trois propriétés

s Rappelons que B{0} = BG est le sous-anneau de B formé des

éléments invariants par Galois.

m Rappelons que B[0] = BODBE , ol BO = {beB |Fb=b} ; il est

clair que BO et BE s'identifient tous deux & des sous-anneaux de BK

m Se donner 6 revient & se donner, pour tout entier i , une appli-
cation K[G] -linéaire 9; : Bli<—~>CTi ; on demande que les trois conditions
suivantes soient satisfaites

i+1

i) pour tout i , le noyau de ei est BK ,

ii) pour tout i , on a ei()\tl) =ath . osi A elzm‘ et teT,
iii) pour tout i et tout j , on a 6i+j(bb') = ei(b) Gj(b') si beBi

j K
et b EBK

2.3. - QUELQUES PROPRIETES DES ANNEAUX DE BARSOTTI-TATE.

5%}

.3.1. - PROPOSITION. - Soit B un anneau de Barsotti-Tate. Pour

tout b € BK , posons

. . i i+1
i lgbeBKgleBK .

to si b=20

17
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Alors l'application d’  est une valuation de BK ; en particulier, les
anneaux BK et B sont intégres.

En effet, il est clair que, si b , b'€Byg , on a
d’ (b+b') = min{dc(b),do (b')} . Si ce sont des éléments non nuls de By et
si d'(b) =i, d (') = j , on voit que Si(b) #0 et 06,(b')#0 ; on en
déduit que ei+j(bb') # 0 , donc que bb'e€ Bli:j-B]i:j"'1 , Ou encore que

d° (bb') = d°(b) +d° (b')

2.3.2. - Remarque. - Soit B un anneau de Barsotti-Tate. Tout élé-
ment non nul t de T est une uniformisante pour la valuation d° et
tout élément non nul de BK s'écrit, d'une maniére et d'une seule, sous la

forme btl , avec i€ Z et bc BE—Bé

On prendra garde que les anneaux B et BK ne sont pas, en géné-
ral, complets pour la valuation d° . L'anneau BE qui est le sous—-anneau
de BK formé des éléments entiers pour la valuation n'est pas, en général,
un anneau de valuation (il n'est pas intégralement clos dans son corps des

fractions).

2.3.3. - PROPOSITION. - Soit B un anneau de Barsotti-Tate.

i) Pour tout sous-groupe ouvert I' du groupe d'inertie I de G ,

on a BII = ﬁm ;

—_ o

ii) Pour tout sous-groupe ouvert G' de G , on a BG'l = (Kzr)G' =

l'extension maximale non ramifiée de KO contenue dans 'IEGI

2.3.4. - Démonstration. - I'assertion (ii) résulte trivialement de (i)
Montrons (i) : posons E = I . Soit b un élément non nul de E et soit
i son degré (cf. prop.2.3.1). Alors ei(b) € (CTi)P . Comme (CTi)P =0,

pour i# G (cf. [25], th.2, p.176), ona i=0 . On a donc ECBE et

EN Bé =0 . On en déduit que la restriction de © a4 E est une applica-

I
tion injective de E dans C

I .
Comme I' est ouvert dans I , C est une extension finie de

I o ) snr ,snr . 1 .
c" = k¥ ; comme l'extension K /KO est finie, C est aussi une ex-

18



ANNEAUX DE BARSOTTI-TATE

\ L. ~nr
tension finie de Ko

) ) . . A0
En particulier, E est un espace vectoriel de dimension finie sur Ko

Comme F commute & l'action de G , E est stable par F . Comme
Kgr = Frac(W(k)) , avec k algébriquement clos, E , en tant que F-iso-

cristal, est somme-directe de ses composantes isotypiques, autrement dit,

on peut écrire (cf., par exemple, [12] th.2.2, p.33 ou [1], p.316)

E= & E
nr
o€ c"'Ko

ou les E por sont des ﬁgr[F]—modules, presque tous nuls, chaque

G,,O

. , ) ~nr
E étant engendré, comme vectoriel sur Ko , par le sous-ensemble E

“nr a
a, Ky
formé des beE tels que Fsb = prb , si a=r/s , avec reZ , se N¥* ,

r et s premiers entre eux.

Montrons que E = Kgr : en effet, si b€E, , ona Fb=b ;

o,Knr
~nr

o
e] = =
comme Eo cE c BK , ona be€B[0] CDp et Eo,f(gr Ko

Pour achever la démonstration, il suffit alors de vérifier que, si
a=r/s est#0 , i.e. si r#0 , alors Eon =0 . Soit b un élément
non nul de Ea et soit P son polyn®me mir;imal sur ﬁgr . Ona PMb) =0
et, en appliquant FS , on en déduit que o P(Fsb) =0 , ou encore que
C’SP(prb) = 0 , ce qui est absurde car il est clair que les zéros de C’SP(X)

ont méme valuation que ceux de P(X)

Remarque. - Cette démonstration prouve, en outre, que les conditions

(Fil) et Tate du n° 2.2.4 impliquent (Gal).

§3 - modules admissibles

Dans ce paragraphe, B est un anneau de Barsotti-Tate fixé. On se
fixe aussi un monomorphisme 6 : gr(BK) — C[T,T'l] vérifiant (Tate)
(cf. n°2.2.4). On note CB l'image de 60 : B9 — C . C'est une sous-

K
K-algébre de C , stable par G , et l'image de 6 est CB[T,T'I]
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3.1. - LES FONCTEURS D, ET V

B B

3.1.1. - Pour tout module galoisien V , on note B®V le module

galoisien filtré Be®Vg (produit tensoriel, dans la catégorie des modules
o
galoisiens filtrés, de B par le module galoisien filtré Vg =K ®. V
o

trivial en tant que module filtré, défini au n°2.1.4).

En d'autres termes, B®V s'identifie, en tant que KO[G] -module a

B®CDpV ; l'action de F est définie par
F(b®v) = Fb®v , pour beEB , veV ,

et la filtration de (B®V)

K K

(=K&, (B®V) qui s'identifie & B,®p V) est
o K CDp

définie par

(B®V)11< = Bll< ®(D V , pour tout i€ Z
P

3.1.2. - Pour tout module galoisien V , on note QB(V) le module
filtré (BgV){0} . Si D = QB(V) , on adonc D= (B®CD V)G en tant que
P
KO[F] -module, DK = K@KOD s'identifie a (BK®CDpV)G et, pour tout i€Z ,

i _ (gl G
Dy = (By %pv)

Il est clair que ]QB est, de maniére évidente, un foncteur additif de

la catégorie des modules galoisiens dans celle des modules filtrés.

3.1.3. - De méme, pour tout module filtré D , on note B®D le
module galoisien filtré produit tensoriel (dans la catégorie des modules ga-
loisiens filtrés) de B par le module galoisien filtré D , trivial en tant

que module galoisien (cf. n°2.1.3).

En d'autres termes, B®D s'identifie, en tant que module filtré, au
produit tensoriel des modules filtrés B et D et l'action de G est définie
par

glb®d) = gb®d , pour g€ G , beéB , de D .

3.1.4. - Pour tout module filtré D , on note V_B(D) le module ga-
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loisien (B ® D)[0] . Si V = _\[B(D) , on voit donc que V est le sous-

CDp[G]-module de B®K D formé des v qui vérifient
o

Fv = v ,
ve BsD) = L BleD,
i€Z
Il est clair que Vp est, de maniére évidente, un foncteur additif de

la catégorie des modules filtrés dans celle des modules galoisiens.

3.1.5. - Soit V un module galoisien. L'application de B& (BgV)
dans B®V , qui & beg('sv) associe bb'@v , est un morphisme de mo-
dules galoisiens filtrés et elle induit, par restriction, un morphisme de

modules galoisiens filtrés

&, : Be Dg(V) — B&V .

\

De méme, si D est un module filtré, 1'application de B g (BQD)
dans B®D , qui & b & (b'®d) associe bb'®d , est un morphisme de mo-
dules galoisiens filtrés et elle induit, par restriction, un morphisme de mo-

dules galoisiens filtrés

np ¢ B®Vy(D) — B@D .

3.2. - MODULES GALOISIENS ADMISSIBLES.

3.2.1. - PROPOSITION. - Soit V un module galoisien et soit

D = Dy(V) . Alors |,
i i+
i) pour tout i€Z , D]l</D11<1 s'identifie canoniquement (et fonctoriel-

lement en V) & un _sous-K-espace vectoriel de

S criev®) ;

(CgT' ® V)

ii) 1'application %V : B D — B®V identifie B®D & un sous-objet

de B®V (i.e. elle est injective et, si év K : (B®D)K—>BK®V es

l'application déduite par extension des scalaires, on a

5, ((BEDN) = (BL8V) n sy ((BED)) . pour tout i¢Z);

V,K
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iii) si dim, V est finie, il en est de méme de dim, D et 1l'on a

CDp Ko
di D < di V.
lmKo 1mc[)p
3.2.2. - ]Z_)ér_n_g_n_s}r_a_t_igr_l. - On voit immédiatement que, pour tout i ,
) Caps : Iy i i+l o i
1'application ei identifie BK/BK a CBT et
i i+l G, i+l G
DK/DK = (BK ®CD v)© / (BK ®(D V)
P P
i - G
est un sous-K-espace vectoriel de ((B1 ® V)/ (BH.1 ® V)) ~
K CDP K Qp

(CBT1® V)G c (CT1®V)G , d'ou l'assertion (i)

Il est clair que démontrer la deuxiéme assertion revient a vérifier que

1'application K-linéaire

gr(~";V K) : gr((BeD), — gr(BK®V)

K

induite par § sur les gradués associés est injective.

V,K

On sait, grace a Tate (voir Serre [20], §2, prop.4) que l'application
canonique évidente de & (C®K(C® V){—i}) dans C®., V est injective.

ez @ @,
Si l'on pose X(-i) = CB ®K (CB®® V){-i} , on voit qu'il en est, a fortiori,
p
de méme de l'application canonique de @ X(-i) dans C_®. V .
i€eZ B ch

Il est immédiat que, pour tout je€Z ,

j _ S, —it+l i i+l
aBe D) = & (6 /8™ s, (D /D)
—iH i, i+l
o (Cg7™ ey (/D)
et que

j _ ) j+1 - j
gr (BK® V) = (BK ®®p v)/ (BK ®®p V) CBT ®®pv .

On voit facilement que ng(§V K) s'identifie au composé des applications

évidentes, toutes injectives,
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-iH i -i+j i
S (CBT ' ’®K (D11</D1< )) 9 (cBT ! J®K (CBTI 2y V)G)
ey i€z o

- e (e, ey (CB®®pV){-i}) - e (CBTj®CBX(—i))

i+1

j . j j
~C.T"o. (® X(-i)) —=>C_.T'g. (C.,®. V) ~C.T'®. V ,
B" “Cp iz B" “Cp B Q, B q>p

ce qui prouve (ii)

Soit B' le corps des fractions de l'anneau intégre B . Il est clair

que l'application injective ¢§ se prolonge, par linéarité, en une application

\Y

. B! D — B'
®Ko ®®p

un sous-B'-espace vectoriel, de dimension celle de D sur K, , de

encore injective, §& V et B'®K D s'identifie donc a
v o)

B'®CD V qui est un B'-espace vectoriel de dimension celle de V sur CDp .

p )
L'assertion (iii) en résulte.

3.2.3. - Remarques. -

i) L'injectivité de & (C@ (Ce V){—i}) — C®_V n'est énoncée
, K Q@ Q
ieZ P p
dans [20] que lorsque V est de dimension finie sur CDp mais la dé-

monstration reste la méme dans le cas général.

ii) Rappelons que l'on dit qu'un module galoisien V , de dimension

finie sur CDp , est de Hodge-Tate si l'application

[} (C®K(C®Q V){—i}) — C®CD V est un isomorphisme. Cela équivaut visi-
ieZ p

blement & 2 dimK(C8® V){-i} = dim_ V .

icZ p CDP

3.2.4. - De la proposition 3.2.1., on déduit le résultat suivant :

COROLIAIRE. - Soit V un_module galoisien de dimension finie et soit

D = ]QB(V) . Les conditions suivantes sont équivalentes

i) on a dim, D = di A\
) K, 1me

ii) le module V est de Hodge-Tate et, pour tout i€ Z , on a
G

dim (Di /DH-1

L i
« (Pg Py )—dlmK(CT® V)

%

En effet, on a
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N .
dimg D = dimD, = T dim (D,/D ) s T dimK(CT1®Q ve < dimg, V.-
o i€z ez b p

On a donc dimK D = dim(D V si et seulement si les deux inégalités qui
© p
précédent sont des égalités : pour la premiére, cela revient a dire que

i i+1
i D, /D
dimy (Dy /Py
est de Hodge-Tate.

) = dimK(CTl®Q V)G pour tout i , et pour la seconde que V
p

3.2.5. - DEFINITION. - On dit qu'un module galoisien V est B-
admissible (ou, s'il n'y a pas de confusion possible sur B , admissi-
ble) s'il est de dimension finie et s'il satisfait aux conditions équi-

valentes du corollaire 3.2.4.

On note RepB(G) la sous-catégorie pleine de Rep(G) dont les objets

sont les modules galoisiens admissibles.

3.3. - EXEMPLES DE MODUIES GALOISIENS ADMISSIBLES.

3.3.1. - PROPOSITION. - Soit V un module galoisien de dimension

finie tel que 1l'image du groupe d'inertie I (dans le groupe des CDp—

automorphismes de V) est un groupe fini. Pour que V soit admis-

sible, il faut et il suffit que V soit non ramifiée (i.e. gque l'image

de l'inertie soit réduite & 1'élément-neutre).

3.3.2. - La démonstration de cette proposition utilise le résultat sui-

vant (qui est un cas particulier du th.1, p.III.31 de [21])

~

LEMME. - Soit X un espace vectoriel de dimension finie sur KO

sur_lequel Gal(k/k) = G/I opére continQment et semi-linéairement

(i.e., on_a g(ix) = gh-gx , si g€G/T , & eﬁgr ,X€X). L'applica-

. snr . .
tion canonigue Ko ®K XG‘/I —= X est un isomorphisme.
o

3.3.3. - Démontrons alors la proposition : posons X = (B®. V)

On a QB(V) = XG/I et il résulte du lemme précédent que

dim, Dy(V) = dim._.X . Tout revient donc & montrer que l'on a
K_ =B gor

o o
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dimAmX = dimCD V si et seulement si l'image de l'inertie est réduite a 1'é-
KO D
lément-neutre.

Soit I' un sous-groupe invariant ouvert de I dont l'image est tri-

[ I'
viale et soit J =1/1' . On a X = (B®Q) V)I = ((B®(D V)I )I = (B @'CD V)] :
, . p P
d'aprés la proposition 2.3.3, on a BI = Kgr , donc
X = (]Zm® V)I = 12‘"@ V:r et la dimension de X sur 12” est égale a
o CDp o) CDp o
celle de V] sur CDp ; elle n'est égale a la dimension de V sur (Dp que

si et seulement si V] =V , ce qui équivaut a l'image de l'inertie triviale.

3.3.4. - Remarque. - L'hypothése que V est un module galoisien de
dimension finie tel que l'image du groupe d'inertie est fini est équivalente
(Sen, [17], p.167, cor.1) & l'hypothése que V est de Hodge-Tate, avec
(cT-lg, V)& ~ (C®va){i} =0 si i#0

P

3.3.5. - PROPOSITION. - Soit V un module galoisien de dimension 1

sur CDp . Pour que V soit admissible, il faut et il suffit qu'il

existe un entier i tel que V&T ! soit non ramifié.

l'action de G sur V . Si V est admissible, V est de Hodge-Tate.

_i G
Soit i 1'unique entier tel que (CT l®CD V)" # 0 . On voit (soit en appli-
P
quant la remarque 3.3.4, soit directement) qu'il existe un sous-groupe ouvert

invariant I' de I tel que la restriction de la représentation & I' est
isomorphe a T! , i.e. tel que plg) = xl(g) pour tout g € I' . En utilisant
le fait que B contient KO[T,T—I] , on voit facilement que V est admis-

sible si et seulement si V® T—i I'est et il suffit d'appliquer la proposi-

%

tion 3.3.1. a V. T 1 .
@,

3.3.7. - Remarque. - Soit V un module galoisien de dimension finie.
Si, lorsque l'on se restreint & I , V devient isomorphe & une somme di-
recte de copies de certains des i , V est B-admissible. Si B est le

plus petit possible, i.e. si B = KSF[T,T_I] , il est facile de voir que l'on
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obtient ainsi tous les modules galoisiens B-admissibles.

3.4. - LA CATEGORIE ReQB(G) DES MODULES GALOISIENS B-ADMISSIBLES.

3.4.1. - PROPOSITION. - La catégorie ReQB(G) est_une sous-catégorie

pleine de Rep(G) stable par somme directe, sous-objet, quotient (en

particulier, c'est une catégorie abélienne), et la restriction du foncteur

DB a cette catégorie est exacte et fidéle.

3.4.2. - Démonstration. - La stabilité par somme directe est triviale,

puisque le foncteur DB est additif. Soit
0 -V —-V — V" — 0
une suite exacte de modules galoisiens de dimension finie. Elle induit une

suite exacte

0 — B® V' — Bg,V — Bg_ V'— 0,

Q Q Q
p p p
donc une suite exacte de Ko—espaces vectoriels

0 — DyV) — D (V) — D)

Soit h (resp. h', h") la dimension de V (resp. V', V") sur Q@

P
Si V est admissible, on a dimK QB(V) = h , et on sait (prop.3.2.1) que
o
dimg D.(V') £ h' et dim, D (V") < h" . Comme h = h'+h" , la seule
=B K, =B
possibilité est que dimK [_)B(V') =h' et dimy _QB(V") = h" . Ceci implique
o o

que V' et V" sont admissibles et que la suite de Ko—espaces vectoriels

0 —>12B(V') — D

Dy (V) — Dyv") — 0

est exacte. Il reste & vérifier que cette suite est exacte, en tant que suite

de modules filtrés, autrement dit (cf. n°1.2.3) que, si l'on pose

1 = 1 = " = " . . K—
D QB(V) , D _QB(V) et D QB(V ) , pour tout i , la suite de

espaces vectoriels

0 —>Dl'<i —>Dli<—>DI'éi—>0
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est exacte, ce qui résulte facilement de considérations sur les dimensions
de ces espaces vectoriels.

Enfin, la fidélité de ]_D_B , restreint & Rep (G), est immédiate.

3.4.3. - PROPOSITION.

sont des modules galoisiens admissibles, il en est

i) Si v, etV

2
de méme de v ®®p V, et les modules filtrés ]_D_B(Vl) ® QB(VZ) et
D_(V.®V,) sont canoniquement et fonctoriellement isomorphes.

=B''1 2

i1) Si V est un module galoisien admissible, il en est de méme de

v* et les modules filtrés D_B(V*) et (QB(V))* sont canoniquement

et fonctoriellement isomorphes.

3.4.4. - Démonstration. - Posons V, = V. ®V, et, pour i=1,2,3 ,

------------ 3 1%%
= s i i i
Di QB(Vi) . L'application de (B ®®p Vl) ®K (B ®®p VZ) dans B %p V3 , qui a

(b1®v1) ® (b2®vz) associe b1b2®(v1®v2) , induit un homomorphisme canoni-

que (et fonctoriel en V1 et VZ) de D1®D2 dans D3 . Elle induit une

application K-linéaire de D1K®D2K dans D3K , compatible avec les fil-

trations, donc une application K-linéaire ¢ des gradués associés.

On voit que la composante homogéne du premier gradué est

it i+l i e e
@ ((DIK/D (DZK/DZK )) qui s'identifie &

) ®
iH" =1 1K

K

i' G i G . .
. _6'9'_. ((CT ®® Vl) ®K (CT % Vz) ) , puisque V1 et V2 sont admissi-
'+ =1 p P
bles (n°3.2.4).

) o
On voit que, si l'on identifie D;K/D;K1 a un sous-K-espace vectoriel
de (cT! ®CD V3) , l'application ¢ , en degré i , n'est autre que 1'applica-
P
tion évidente
& (cr % Vl)G®K(CT1 N vz)G — (CT1®Q v:,))G
i"+i" =i p P 14

dont on vérifie facilement que c'est un isomorphisme.
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i i+
On en déduit que l'application canonique de D;K/D;:Kl dans
(CT1®CD V3)G est un isomorphisme pour tout i , donc (comme V3 est évi-
P
demment de Hodge-Tate) que Vs est admissible.
Comme D, , D, et D sont de dimension finie, le fait que l'appli-

1 2 3

cation canonique de D1®D2 dans D3 soit un isomorphisme de modules
filtrés résulte trivialement de ce que c'est un isomorphisme sur les gradués

associés, et l'assertion (i) de la proposition est démontrée.

Si V est admissible et si h =dim® VvV, detV = R V est un fac-
teur direct de %v et est donc admissiblep; comme detV est de dimen-
sion 1 , il existe, d'aprés la proposition 3.3.5, un entier i tel que,
quitte & se restreindre a I , detV devienne isomorphe a Ti ; donc
det™1v = (det V)* , restreint & I , est isomorphe & -1 et, d'aprés
la méme proposition, c'est un module galoisien admissible. De méme, h/_\1V
est un facteur direct de hél V et est donc admissible ; il en est alors de

h-1
méme de V* =~ AV g det™lv

¥*
L'homomorphisme canonique My ° VeV — CDp (défini par
R \ : . . o

pv(v®v) v'(v)) induit un morphisme QB(L,LV) : QB(V®V ) D_B(C[)p) . On

voit que QB(CDp) s'identifie canoniquement & K, et on sait que QB(V®V*)

s'identifie & l_D_B(V)® D_B(V*) , puisque V et V¥ sont admissibles. On en
déduit un morphisme canonique de QB(V) ® QB(V"") dans K, et on vérifie
facilement que celui-ci induit un isomorphisme (évidemment fonctoriel en V)
de Dy(V%) sur (QB(V))* .

3.4.5. - Remarques.

i) Il résulte immédiatement de la proposition précédente et des pro-
priétés du foncteur Hom que, si V1 et V2 sont deux modules galoisiens
admissibles, Hom(Vl,Vz) l'est aussi et QB(Hom(Vl,V

Hom (D, (V,), D, (V,))

2)) s'identifie &

ii) Si V est un module galoisien admissible, la proposition montre

que, pour tout entier n=0 , §;V est admissible et _QB(g\/) s'identifie
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n
canoniguement (et fonctoriellement) a8 & QB(V) . Il est facile de voir que,
dans cette identification, on a QB(SymnV) = Symn(]_Z)_B(V)) et

n n
D,() = | D)

iii) Modulo quelques vérifications faciles, les propositions 3.4.1 et
3.4.3 signifient, dans la terminologie de Saavedra ([16], chap.I, {5 et
chap.Ill, §3) que la catégorie R_epB(G) est une sous-catégorie CDp-linéaire
tannakienne de la ®-catégorie Rep(G) (elle-méme C[)p—linéaire tannakienne)
et que la restriction de D_ a R_epB(G) est un ®-foncteur rigide exact

B

et fidéle de cette catégorie dans la ®-catégorie CDp—linéaire rigide I\EK

3.5. - L'APPLICATION §V POUR LES MODULES GALOISIENS ADMISSIBLES.

3.5.1. - PROPOSITION. - Soit V un module galoisien de dimension

finie et soit D = QB(V) . Les conditions suivantes sont équivalentes

i) le module V est admissible ;

ii) 1'application §V : B®K D — B®® V est surjective ;

o p
iii) 1'application EV est un isomorphisme de modules galoisiens filtrés.
3.5.2. - Démonstration. - Il est clair que (iii) = (ii) . On sait

(prop. 3.2.1) que EV identifie B&®D & un sous-objet de B®V et l'impli-

cation (ii) = (iii) en résulte trivialement.

On sait (prop. 2.3.1) que B est intégre. Soit B' son corps des

fractions. D'aprés la proposition 3.2.1, § est injective et on en déduit

\Y%

qu'il en est de méme de l'application 5{/ : B'@K D — B' ®CD V induite par
o P

extension des scalaires. On voit donc que V est admissible si et seulement
si 1'application i\'/ est surjective. En particulier (ii) = (i) et, pour mon-
trer que (i) = (ii) , il suffit de vérifier que si NEACYREA (resp.

h
d1’d2""’d) est une Yase de V sur Q. (resp. de D sur K alors

h p

le déterminant de la matrice dont les colonnes sont les composantes des dj

o) ’

sur la base du B-module libre B®V formée par les 1®vi est inversible

dans B
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h h
Quitte & remplacer V par AV e D par p D (canoniquement iso-
morphe a QB(IF\V) , cf. remarque (ii) du n°3.4.5), on voit que 1l'on peut
supposer h =1 . Mais alors (prop. 3.3.5), il existe un entier i tel que

T™!®V est non ramifié. On voit alors que, si v est un générateur de V

L —i L she}
et t un générateur de T , t7l®v est un générateur du Kor—espace vec-
G
toriel, de dimension 1 , (B®® V) © ; on en déduit que l'on peut trouver un
p

élément non nul X\ € kgr tel que >\t_1®v est un générateur de D ; l'as-
sertion résulte de ce que )\t_i est inversible dans Kgr[T,T—l] , donc,

a fortiori, dans B

3.6. - MODULES FILTRES ADMISSIBLES.

3.6.1. - PROPOSITION. - Soit D wun module filtré de dimension finie.

Les conditions suivantes sont équivalentes

i) il existe un module galoisien admissible V et un isomorphisme de

D sur QB(V);

ii) 1'application canonique

np ¢ B@MB(D) — B®D est un isomorphis-

me de modules galoisiens filtrés.

3.6.2. - Démonstration. -

m Si (ii) est satisfaite, posons V = _\[B(D) . L'isomorphisme )
induit un isomorphisme du module filtré QB(V) = (B@L/B(D))G sur
(B®D)G = BG®D = K,®D = D . Comme il est clair que dimCD Vv = dimK D,
on en déduit que V est admissible et (ii) = (i) . P ©

s Si (i) est satisfaite, et si l'on identifie D et QB(V) , il résul-
: BD — B®V est un isomorphisme. On

V=Q&V=>YV
CDP

te de la proposition 3.5.1 que %V

voit que !B(D) = (B®D)[0] s'identifie & (BgV)[0] = B[0] ®G}
P

g1 C'est donc bien un isomorphis-

et on vérifie immédiatement que p = Sy

me.

3.6.3. - Remarque. - On prendra garde que, étant donné un module
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filtré D , l'application D n'est pas, en général, injective (en général,
MB(D) n'est pas de dimension finie sur CDp ,

finie sur Ko).

méme si D est de dimension

3.6.4. - DEFINITION. - On dit qu'un module filtré D est B-admissi-
ble (ou admissible, s'il n'y a pas de risque de confusion sur B) s'il

vérifie les conditions équivalentes de la proposition 3.6.1.

On note M_F_K B la sous-catégorie pleine de 1\_/1_1;"K dont les objets

sont les modules filtrés admissibles.

3.6.5. - THEOREME. - Si V (cesp. D) est un module galoisien

(resp. filtré) admissible, alors ]_D_B(V) (resp. MB(D)) est un module

filtré (resp. galoisien) admissible. Par restriction D—B induit une

équivalence de ReQB(G) sur I\ﬂ:'KB et la restriction de \_/B est

un_quasi-inverse.

3.6.6. - Démonstration. - Si V est un module galoisien admissible,
QB(V) est admissible par définition. Comme iv : B@I_)B
isomorphisme (prop. 3.5.1), on voit que MB(];)_B(V)) = (B®I_)B(V))[0] s'iden-

tifie & (BeV)[0] = B[0] ®

(V) — B®V est un

CDpV = G)p@V =~V , donc que MB(QB(V)) est cano-

niquement (et fonctoriellement) isomorphe & V

Si D est un module filtré admissible, on a vu dans la démonstration
de la proposition 3.6.1 que MB(D) est admissible et que ]QB(y_B(D)) et D

sont canoniquement et fonctoriellement isomorphes. Le théoréme en résulte.

3.6.7. - Remarque. - Le théoréme implique, en particulier, que la ca-

tégorie MEK B est abélienne.

Si D est un objet de MEK g+ on voit facilement que les sous-

sont les sous-objets de D dans MFE qui

objets de D dans K

MFZ,B
sont des objets de l\ﬁ‘K B -

Plus généralement, si ¢ est un morphisme de modules filtrés admis-
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sibles, le noyau (resp. le conoyau, la coimage, l'image) de ¢ dans I\AFK
coincide avec le noyau (resp. le conoyau, la coimage, l'image) de ¢ dans
_I\AFK,B . En particulier, le morphisme canonique de Coime¢ dans Imep
est un isomorphisme.

Dans la terminologie de Saavedra ([16], chap.I, §4), les propositions
3.4.1 et 3.4.3 impliquent que 1'équivalence de catégories du théoréme est
une ®-équivalence de ®-catégories CDp—linéaires ; en particulier, la catégo-
rie MEK,B est tannakienne et si Dl , D2 et D sont trois modules filtrés
admissibles, il en est de méme de D1®D2 et D¥* et on a des isomorphis-
mes canoniques et fonctoriels de y—B(D1®D2) sur y_B(Dl)®y_B(D2) et de

V(D% sur (Vp(D)*

3.7. - INVARIANTS ET "COVARIANTS".

Le théoréme 3.6.5 et la proposition 3.4.3 permettent de décrire les
applications multilinéaires invariantes ou covariantes sur les modules galoi-
siens admissibles en terme des modules filtrés qui leur sont associés. Par

exemple, on a le résultat suivant

3.7.1. - PROPOSITION. - Soient \/1,V2,...,Vrl des modules galoisiens

admissibles et soit, pour m=1,2,...,n , Dm = ]_Z)_B(\/'m) . Soit i€Z

Le (Dp—espace vectoriel des formes CDp—multilinéaires

L' (i.e. vérifiant

f :V1 sz x...an —- (Dp covariantes de poids

= 1 . i i -
f(gvl,gvz,...,gvn) xHag) f(vl,vz,...,vn) si vmeVm, g€ G) est isomor

phe & celui des applications Ko—multilinéaires w DlxD x...an - K

2 o

vérifiant

. _ .
i) o(Fd ,Fdy,...,Fd ) = p olp(d,dy,...,d ) si d €Dy,

2 n

ii) si Ldg,.,i sont des entiers vérifiant i+Zim> 0, on a

i
— 3 m
cpK(dl,dz,...,dn) =0 si d ¢ DmK
P DlKXDZKx"'XDnK — K l'application K-multilinéaire déduite de

¢ par_extension des scalaires).

pour tout m {(on a noté
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multilinéaires de poids Xi s'identifie au CDp—espace vectoriel des morphismes

du module galoisien V ®V2®...®Vn dans CDp(Xi) (o0 l'on a noté CDp(Xl) le

1
module galoisien qui, comme CDp—espace vectoriel, est CDp—lui—meme, l'action
de G se faisant a travers le caractére xl). Comme (Dp(xi) est isomorphe

N i . N
(non canoniquement, si i#0) a T, % est isomorphe a

. , i
%' = Hom (\/1®...®Vn,T ).

CDp[G] . '
On sait que T' est admissible et on voit que _DB(TI) s'identifie,
canonigquement, a i, D'aprés le théoréme 3.6.5, %' s'identifie donc
au CDp—espace vectoriel des morphismes du module filtré _QB(\/1®VZ®...®VH)
dans S7! , ou encore, grace & la proposition 3.4.3, de D1®D28...®Dn
dans S71
La proposition résulte alors facilement de la définition du produit ten-

soriel des modules filtrés.

3.7.3. - Remarqgues.

i) Supposons que, dans le proposition précédente, V1 =V2 == Vn
11 résulte de la remarque (ii) du n°3.4.5 que «o est alternée (resp. symé-
trique) si et seulement si f l'est. Si n=2 , ¢ est non dégénérée si

et seulement si f l'est.

ii) Soit V un module galoisien admissible et supposons que

D = QB(V) vérifie DO = D et D2 = 0 (nous verrons au §5 que c'est le

K K
cas si V est le dual du module galioisien associé a un groupe p-divisible
sur l'anneau des entiers de K). Il résulte de ce qui précéde que le CDp-
espace vectoriel des formes bilinéaires symétriques (resp. alternées) sur V ,
covariantes de poids X"l , s'identifie au (Dp—espace vectoriel des formes

Ko—bilinéaires symétriques (resp. alternées) o : DxD _'Ko vérifiant
. = pg )
() o(Fd ,Pd,) =po(e(d,d)) si d.d, €D,

(ii) Di est totalement isotrope pour cpK

Si k est algébriquement clos et si V n'a ni sous-objet isomorphe

3 (Dp , ni quotient isomorphe a CDP(X'I) , on montre facilement que toute
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forme bilinéaire covariante non nulle sur V est nécessairement de poids X_l

3.8. - DEUX PROPRIETES DES MODUILES GALOISIENS ADMISSIBLES.

3.8.1. - PROPOSITION. - Scit V un espace vectoriel de dimension

finie sur CDp et soient p et p' deux homomorphismes continus de G

dans le groupe des CDp—automorphismes de V . On suppose que (V,p)

est _admissible et que p et p' coincident sur un sous-groupe ouvert I'

du groupe d'inertie I . Pour que (V,p') soit admissible, il faut et il

suffit que p et p' coincident sur I .

3.8.2. - Démonstration. - Il est clair que l'on peut supposer I'

invariant dans G . Posons V = (V,p) et V' = (V,p') . Si Vet V' sont

admissibles, il en est de méme de Hom(V,V') = HomCD (Vv,v') (cf. remarque
P

(i) du n°3.4.5), donc aussi du sous—CDp[G] -module Hom (V,V') ; comme

Q1]
l'image de l'inertie dans cette représentation est finie, elle doit etre triviale
(prop. 3.3.1) et tout (Dp[I‘] -homomorphisme de V dans V' est un CDp[I] -

homomorphisme, ce qui montre que la condition est nécessaire.

D'aprés le lemme 3.3.2, on a

V)G = dim Q_B(V) = dim. V

I
i _ B
dlmKnr(B ®Q} V) dlmKo( 8CD K Q

o P P ° P
et
dimK ]I_)B(V') = dimK (Be V')G = dim~p, (B®CD V')I .
o o (Dp K5 D
Si p et p' coincident sur I , on a donc (B®® V)I = (B®® V')I et
p p
dimKo_QB(V') = dimf(nr (B®CD V)I = dimq) V= dimCD V' et la condition est suf-
o P p p
fisante.

3.8.3. - Notons R_ep_HT(G) la sous-catégorie pleine de Rep(G) dont
les objets sont les modules galoisiens de Hodge-Tate. Il est clair que
R_ep_B(G) est une sous-catégorie pleine de la catégorie @HT(G) . Comme
la catégorie Rep(G) (resp. BQQHT(G) , &E_QB(G)) est stable par sous-objet,
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H
quotient, @ , ® , * , on peut parler du groupe pro-algébrique H (resp. H T,

]HB) enveloppe de l'image de Galois (cf. Serre, [22], §1) ; dans la
terminologie de Saavedra ([16] , chap.II), c'est le groupe des ®-automorphis-
mes du foncteur fibre qui, a tout objet V de la catégorie, associe le (I)p-

a

HT , ies
espace vectoriel sous-jacent . Il est clair que H s'identifie & un quo-

tient de H et ]HB a un quotient de ]HHT

3.8.4. - PROPOSITION. - Si k est algébriquement clos, le groupe

BB est connexe.

Démonstration. - Il est clair que cela revient & démontrer que, pour

tout module galoisien admissible V , le groupe H_ , , enveloppe algébrique

v
de l'image de Galois dans la représentation, est connexe. S'il ne 1'était pas,
il existerait une représentation de ce groupe dont 1l'image serait finie et non
triviale. On sait (cf. par exemple, [16], chap.II, n°4.3.2) qu'elle se réa-
liserait comme un quotient V' d'un sous-espace d'une somme directe de
puissances tensorielles de V et V¥ ; on voit facilement que V' serait

alors un module galoisien admissible pour lequel l'image de G =1 , serait

finie et non triviale, ce qui est impossible, d'aprés la proposition 3.3.1.

84 - modules faiblement admissibles

Dans tout ce paragraphe, on suppose le corps k algébriquement clos.

On a donc K =™ et K=ﬁnr.
o o

4.1. - DEFINITIONS.

4.1.1. - Pour tout entier s=>1 , on note Q@ 1'unique extension de

p

S

CDp de degré s contenue dans KO

Pour tout module filtré D et tout nombre rationnel o =r/s , avec
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reZ , sE]N* , I et s premiers entre eux, on pose
D, = {deD | F%d = p'd}

On voit que c'est un sous-Q@ g-espace vectoriel de D . On pose
p

Da,Ko - KO@CD Dy -
pS

Si D est de dimension finie sur K_. , on sait (cf. par exemple, [1],

o
p.316) que les Do, sont presque tous nuls et tous de dimension finie, et

que l'homomorphisme évident

5% DO.K_>D
ae@ ‘7o

est un isomorphisme de KO[F] -modules (les DOL K sont les composantes
’
o

isotypiques du F-iso-cristal sous-jacent & D).

4,1.2. - Pour tout module f{filtré D de dimension finie, on pose

t. (D) = Z a.dim, D
N ) Ko a.Kg
i i+
t.(D) = % i.dim,(D-/DEh
H . K"K 7K
i€Z
On voit facilement que tN et tH sont additives ; autrement dit,

pour toute suite exacte de modules filtrés (cf. n°1.2.3)
0 — D' — D — D" — 0,

on a tN(D) = tN(D') +tN(D“) et tH(D) = tH(D') +tH(D“)

4.1.3. - PROPOSITION. Soit D wun module filtré de dimension finie.

Les conditions suivantes sont équivalentes :

i) On a tH(D) = tN(D) et, pour tout sous-objet D' de D ,

tH(D') < ty(D)

ii) On a t. (D) =1t (D) et, pour tout quotient D" de D ,

H N
tH(D ) = tN(D )
Démonstration. - Cela résulte immédiatement de ce que tH et tN

sont additives.
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4.1.4, - DEFINITION. - On dit qu'un module filtré D est faiblement
admissible s'il est de dimension finie et vérifie les conditions équiva-

lentes de la proposition 4.1.3.

On note Ml:f la sous-catégorie pleine de I\ﬂ:K dont les objets sont

les modules filtrés faiblement admissibles.

4.2. - LA CATEGORIE MFfK .

4.2.1. - PROPOSITION. - La catégorie des modules filtrés faiblement

admissibles est abélienne et le novau (resp. le conoyau) d'un morphisme

¢ dans cette catégorie coincide avec le novyau (resp. le conoyau) de

¢ dans la catégorie des modules filtrés. En outre

i) le dual D* d'un module filtré faiblement admissible D est fai-

blement admissible ;

ii) pour gu'un sous-objet D' (resp. un guotient D"), dans MF

K ’
d'un _module filtré faiblement admissible soit faiblement admissible, il

(D') (resp. tH(D“) = tN(D”)) ;

faut et il suffit que tH(D) e tN
i) si

00— D' — D — D" — 0

est une suite exacte de modules filtrés, et si deux d'entre eux sont

faiblement admissibles, il en est de méme du troisiéme.

____________ 4D

tN(D*) = —tN(D) , et l'assertion (i) résulte immédiatement de la pro-

position 4.1.3. L'assertion (ii) est également immédiate. Compte-tenu de

et

la proposition 4.1.3, il est immédiat que, si
0 —D'— D — D" — 0

est une suite exacte de modules filtrés, et si D et 1'un des deux autres
sont faiblement admissibles, il en est de méme du troisidme. Montrons que,

si D' et D" sont faiblement admissibles, il en est de méme de D :
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on a tH(D) = tH(D') +t (D") = tN(D‘) +tN(D") = tN(D) , et il suffit de

H
vérifier que, si E est un sous-objet de D , on a tH(E) < tN(E) . Si

l'on identifie D' & un sous-objet de D et si l'on note ¢ la restriction

A

a E de la projection de D sur D" , on a une suite exacte

0 —E — E—E" — 0,

oi E' =Kergp =END' est un sous-objet de D' et od E" = Coim ¢ est

le quotient de E par E' . En particulier, on a

tH(E) = tH(E') +t (E") et tN(E) =t (E') +tN(E")

H N

Soit maintenant oE 1l'image de ¢« . Alors E" s'identifie & ¢E en
tant que KO[F] -module a gauche et, pour tout i€ Z , (E")ll< est un sous-

K-espace vectoriel de (cpE)1 On en déduit facilement que tN(E") = tN(cpE)

K -
et tH(E") < tH(goE)

On a donc t_(E) = tH(E') +tH(E") < tH(E') +t . (0E) . Comme E'

H H
(resp. @E) s'identifie & un sous-objet de D' (resp. D") qui est faiblement
admissible, on a tH(E) stN(E) et tH(cpE) < tN(cpE) = tN(E ) , d'ou

tH(E) < tN(E ) +tN(E ) = tN(E) et D est faiblement admissible, d'ou 1'as-

sertion (iii)

Compte-tenu de ce qui précéde, pour achever la démonstration de la
proposition, il suffit de vérifier que, si ¢ : D —E est un morphisme de mo-
dules filtrés faiblement admissibles, l'image Img de ¢ (dans la catégo-

rie des modules filtrés) est faiblement admissible et le morphisme canonique

¢ : Coimgp — Imeg est un isomorphisme.

Comme ¢ est un isomorphisme des KO[F] -modules sous-jacents on

a tN(Coimcp) = tN(Imcp) et ty(Coimgy) < tH(Imqo) , avec égalité si et seu-
lement si ¢ est un isomorphisme ; comme Coim ¢ est un quotient de D ,

qui est faiblement admissible, on a tH(Coim @) = t. (Coim ) ; de méme,

N
comme Img est un sous-objet de E qui est faiblement admissible, on a

tH(Imcp) < t. (Imep) . On en déduit que tH(Coim ) = tH(Imcp) , donc que &

N

est un isomorphisme, et que (Imep) = (Im ) , donc, d'aprds l'assertion

g 'N
(i1) , que Imeg (qui est un sous-objet de E) est faiblement admissible.
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4.3. - POLYGONES DE NEWTON ET DE HODGE.

Nous nous proposons de donner une caractérisation des modules filtrés

faiblement admissibles. Pour cela, nous allons introduire deux définitions

4.3.1. - Soit D un module filtré de dimension finie. On appelle (cf.

par exemple, [1] p. 317) polygone de Newton de D le polygone de Newton

du F-iso-cristal sous-jacent, i.e. le polygone des pentes : de fagon précise,
si a, < a, <...< ap sont les pentes de D (i.e. les nombres rationnels ¢

1 2
tels que DOL,KO # 0 , cf. n°4.1.1), le polygone de Newton P_ (D) est le

N
polygone convexe d'origine (0,0) dont les pentes sont les a]. , la longueur
de la projection du segment de pente a; sur l'axe horizontal étant

d, = dim, D
] c‘j'Ko

e R
o

1
I
|
|
i
i
i
i
i

. i
i
I
i
I
I
i
I

On sait (cf., par exemple, [1], loc. cit.) que chaque dj est un

multiple du dénominateur de oLJ, et les sommets de ce polygone sont des

s

points & coordonnées entiéres.

4.3.2. - De méme, si D est un module filtré de dimension finie,

A

on appelle polygone de Hodge de D le polygone associé & la filtration de

DK : de fagon précise, si il < 12 <...< im sont les entiers i tels que

Dli(/DIi:l# 0 , le polygone de Hodge PH(D) de D est le polygone convexe
d'origine (0,0) dont les pentes sont les ij , la longueur de la projection

ii+1

1
du segment de pente ij sur l'axe horizontal étant hj = dimK DK]/DK]
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4.,3.3. - PROPOSITION. - Soit D un module filtré de dimension finie.

Les conditions suivantes sont équivalentes

i) le module D est faiblement admissible ;

ii) pour tout sous-objet D' de D , Py(D') est en dessous de

N(D) ont mémes extrémités.

1
PN(D) PN(D )
PH\D) PH(D)
4.3.4. - Démonstration. - On voit immédiatement que, pour tout sous-

objet D' de D le point le plus & droite du polygone de Hodge (resp. de
H(D)) (resp.
(dlmKoD ,tN(D )) . On a donc tH(D) = tN(D) si et seulement si PH(D) et
PN(D) ont mémes extrémités et, pour achever la démonstration, il suffit

Newton) de D' est le point de coordonnées (dimK D',t
o

d'établir le lemme suivant :

4.,3.5, - LEMME. - Les conditions suivantes sont équivalentes :

i) pour tout sous-objet non nul D' de D , l'extrémité de PH(D‘)

est en dessous de celle de PN(D') :

ii) pour tout sous-objet non nul D' de D , PH(D') est_en dessous

de Py(D")

4.3.6. - Démonstration du lemme. - Il est clair que (ii) = (i)

Soit D' un sous-objet de D . Supposons que PH(D') ne soit pas
en dessous de PN(D') . Il existe alors un sommet P de coordonnées
(xo,yo) de PN(D') situé strictement au-dessous de PH(D') . Soit
a‘l < CL'2 <...< G.[" les pentes de la partie de PN(D') comprise entre (0,0)

r
et P et soit D" le sous-objet de D' défini par D" = ¢ D',

j=1 G.]./KO
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On voit que PH(D") est

un polygone "extrait" de
PH(D') (i.e. on enléve
certains segments de PH(D’)
et on met bout a bout ceux

qui restent, dans l'ordre ou

on les trouve) et on en dé-
duit que PH(D") est situé

au-dessus de la partie de PH(D') comprise entre le point (0,0) et l'inter-

section (xo,y'o) de ce polygone avec la droite x =x_ . En particulier,

o
l'extrémité de PH(D") est un point de coordonnées (xo,y;) , avec

yé‘) > y(‘) ER A Comme l'extrémité de PN(D") est le point de coordonnées

(xo,yo) , on en déduit que (i) = (ii)
4.4, - MODULES FILTRES ADMISSIBLES ET FAIBLEMENT ADMISSIBLES.
Dans toute la fin de ce paragraphe, B est un anneau de Barsotti-
Tate fixé.

4.4.1. - PROPOSITION. - Scit D un module filtré de dimension 1

Pour que D soit admissible, il faut et il suffit qu'il existe un entier

i tel que D = si .

(le module filtré 8! a été défini au n° 1.2.8).

4.4.2. - Démonstration. - Pour que D soit admissible, il faut et il
suffit qu'il existe un module galoisien admissible V , de dimension 1 sur
CDp , tel que DEQB(V) . Comme k est algébriquement clos, c'est équi-
valent (prop. 3.3.5) a dire qu'il existe un entier j tel que D = QB(T]) ,

et on vérifie immédiatement que _QB(TJ) est isomorphe a §7)

4.4.3., - PROPOSITION. - Soit D un module filtré de dimension finie.

i+
Si D est admissible, on a, pour tout i€ Z , Diﬂ Dll< 1o 0 (cappe-

lons que Di = {deD|Fd = Pid})
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4.4.4,-Démonstration. - Soit c¢ un élément non nul de 8! tel que
Fc = pic et soit de¢ Diﬂ D]i<+1 . L'application K, -linéaire ¢ : st~ D ,
telle que (c) =d , est un morphisme de modules filtrés. Posons
D' = Coimeg et D" =Imo ; comme st et D sont admissibles, le mor-

phisme canonique ¢ : D'— D" doit étre un isomorphisme. On voit que D'

et D" , en tant que KO[F]—modules, s'identifient tous deux a Kod , donc

que DI'( et DIZ s'identifient tous deux a Kd ; on a D]'<i+1 = 0 , tandis
||i+1 . .

que DK = Kd ; on doit donc avoir d =0

4.4.5. - PROPOSITION. - Tout module filtré B-admissible est faible-

ment admissible.

4.4.6. - Démonstration. - On va montrer que D vérifie la condition

(i) de la proposition 4.1.3.

On voit facilement que, si D' est un module filtré de dimension r

(f DY = tg(D) et t (A DY) =t (D"

sur K, on a N N

o tH
Comme toute puissance extérieure d'un module admissible doit étre
admissible, on voit, en appliquant ce qui précéde a D' =D , qu'il suffit
de prouver 1'égalité tH(D) = tN(D) lorsque D est de dimension 1 . S'il
en est ainsi, il résulte de la proposition 4.4.1 qu'il existe un entier i tel
e i i = i = i
que D = 8% et alors tH(S ) tN(S ) i
Soit D' un sous-objet non nul de D et soit r =dimKoD' . Alors
r r r
A D' est un sous-objet de dimension 1 de AD et A D est admissible.
r r
Si tN(D') = tN(AD') =i , il existe un élément non nul d de A D' tel
que Fd = pld . Si tH(
sible, d'aprés la proposition 4.4.3,et on a donc bien tH(D') < tN(D')

r r i+1 ,
D') = tH(/\ D')>i , ona de(p D)K ; c'est impos-

4.5. - DETERMINATION DES SOUS-OBJETS ADMISSIBLES.

4.5.1, - PROPOSITION. - Soit D wun module filtré admissible et soit

D' un sous-objet de D (dans la catégorie I\_ﬂK). Les conditions sui-

vantes sont équivalentes
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i) le module filtré D' est admissible ;

ii) le module filtré D' est faiblement admissible.

iii) on a tH(D') =t (D")

N

4,5.2. - Démonstration. - L'équivalence de (ii) et (iii) a déja été

démontrée (prop. 4.2.1) et il est clair que (i) = (iii)

s

Il reste & montrer que (iii) = (i) . Quitte & tensoriser D par st

’

pour un entier i convenable, on peut supposer tH(D') = tN(D') =0

Commengons par énoncer un lemme :

4,5.3. - LEMME. - Scoit E un_corps commutatif et soit R wune E-

algébre associative commutative et unitaire. Soit V un espace vecto-

riel] sur E et soit X = R®EV . Soit X' un sous-R-module, libre

de rang fini r , de X . Pour que X' goit rationnel sur E (i.e.

pour qu'il existe un sous-E-espace vectoriel V' de V tel que

r
X' = R®E V'), il faut et il suffit que /\RX' , identifié & un sous-R-

r
module, libre de rang 1 , de /\RX , Soit rationnel sur E

r
(Cette identification est possible car 1'application canonique de /\RX'

r
dans ARX est injective, cf. [3], AIIl 88, cor. & la prop. 12).

4.5.4. - Nous laissons au lecteur le soin de vérifier ce lemme élé-
mentaire. Montrons comment on en déduit que si D est admissible et si
D' est un sous-objet de D tel que tH(D') = tN(D') =0 , alors D' est

admissible

Posons V=yB(D) et utilisons les applications § . et np pour

identifier X = B®va a B%OD . Soit r=dimKOD' . Xlors X' = B®KOD.
est un sous-B-module, libre de rang r , de X et jr\BX‘ s'identifie a
By (/r\KOD') . De l'égalité tH(/{D') = ty(AD') = 0 , on déduit facilement
l'existence d'un générateur d de /{D' , comme espace vectoriel sur Ko ,
vérifiant Fd =d et de¢ (/{D)E ; il en résulte que d € /r\q) V , donc que

p
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r
ABX' est rationnel sur CDp . D'aprés le lemme 4.5.3, il existe donc un

sous-@ -espace vectoriel V' de V itel que Bg®, D' =B®_ V' . On véri-
P Ko @,

fie facilement que V' est stable par G et que D' s'identifie a ];)_B(V') ;
comme V' est un sous-module galoisien de V , il est admissible et

D' = D,(V') l'est aussi .

§5- modules admissibles et groupes p-divisibles

5.1. - LES FONCTEURS D, ET V
—X P

5.1.1, - Soit A l'anneau des entiers de K . On sait depuis
Grothendieck et Messing (cf. [7]1, [8]1, [13], voir aussi [6]) associer a
tout groupe p-divisible T sur A un couple LL/IK(T) formé d'un F-iso-

M, ()

cristal My (r) et d'un sous-K-espace vectoriel L) de XK®
o o

Ko
Rappelons briévement la construction de I:_MK(F) telle qu'elle est décrite

dans [6] (p. 221)

. on a I\_/IKO(T) = KO@W(k) I\_/I(Fk) ol I\_/I(I‘k) = Hom(Tk,CWk) est le

module de Dieudonné de la fibre spéciale de T ;

[] on construit une application K-linéaire injective de l'espace cotangent
t¥(K) de T & valeurs dans K dans M,() = Kg, M, () et L(I) est
T K Ko KO
1'image de tF(K) par cette application.
5.1.2. - On peut alors associer a tout groupe p-divisible ' sur A
un module filtré _DK(T) =D :
. en tant que KO[F] -module & gauche, D = 1\_/IK ) ;
(o)
n la filtration est définie par
i DK si is0,
= i i=1
Dy _LK(F) si i ,
0 si i=z2
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La correspondance T — _DK(I“) définit en fait un foncteur contravariant
additif de la catégorie des groupes p-divisibles, a isogénie prés, sur A
dans celle des modules filtrés et la proposition 5.2 du chapitre IV de [6]

dit que ce foncteur est pleinement fideéle.

5.1.3. - Si T est un groupe p-divisible sur A , notons lp(l") son
module de Tate (on a donc Ip(r) = Hom((Dp/Zp,l“(/i)) , si A est l'anneau

des entiers de K) et posons Mp(l‘) = CDp®Z Ip(l")

Il est clair que la correspondance T yp(r) définit, en fait, un
foncteur additif pleinement fidéle de la catégorie des groupes p-divisibles

sur A , & isogénie prés, dans celle des modules galoisiens.

5.1.4. - DEFINITION. Soit B un anneau de Barsotti-Tate. On dit que

B est adapté aux groupes p-divisibles s'il vérifie les deux conditions

suivantes

i) pour tout groupe p-divisible I sur A , yp(r) est un module ga-

loisien B-admissible ;

ii) les foncteurs T ~— _DK(F) et ' ~— (]_D_B(_\Lp(l“)))* sont isomorphes.

5.1.5. - THEOREME. - Il existe un anneau de Barsotti-Tate adapté

aux_groupes p-divisibles.

La démonstration de ce résultat, i.e. la construction d'un tel anneau,

sera faite ailleurs.

5.1.6. - Remarques. - Supposons k algébriquement clos et soit T
un groupe p-divisible sur A . Posons V = yp(r) . D'aprés le théoréme
précédent, il existe un anneau de Barsotti-Tate B tel que V est B-

admissible

1) il résulte donc de la proposition 3.8.4 que l'enveloppe algébrique

lHV de l'image de Galois est connexe ;

i1) soit h la hauteur et soit d la dimension de T ; il résulte
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h
de la proposition 3.3.5 que l'action de Galois sur AV est
donnée par le caractére Xd ; on retrouve ainsi un résultat de

Raynaud ([15], th.4.2.1).

5.2. - CARACTERISATION (PARTIELIE) DES MODULES (GALOISIENS ET
FILTRES) PROVENANT DES GROUPES p-DIVISIBLES.

5.2.1. - Lorsque e =1, i.e. lorsque K=K, , on sait, depuis
Messing ([13], chap.V, th.1.6), caractériser 1'image essentielle du fonc-

teur Dyp . Le résultat peut s'énoncer ainsi :

PROPOSITION. - Supposons e =1 et soit D un module filtré de

dimension finie. Pour qu'il existe un groupe p-divisible T sur A

tel que D = I_D_K(r) , il faut et il suffit que D satisfasse aux condi-

tions suivantes

i) ona D2 =D, et D, =0;

ii) il existe un réseau M de D (i.e. un sous-A-module tel que

K®AM s'identifie a D=DK) tel que

- d'une part pMc FM c M ,

- d'autre part, si L = MnN Dé , l'application évidente de L/pL

dans M/FM est un isomorphisme (de k-espaces vectoriels).

Si p#2 (resp. si p=2 et D n'a que des pentes > 0), c'est
une conséquence immédiate de la prop. 1.6 du chapitre IV de [6] qui donne
une classification, & isomorphisme prés, des groupes p-divisibles (resp.
des groupes 2-divisibles connexes). Le cas des groupes 2-divisibles non
nécessairement connexes s'en déduit facilement (et n'est pas utilisé dans

la suite).

Remarque. - L'existence d'un réseau M de D tel que pMcFMcM

est équivalente au fait que D a toutes ses pentes comprises entre 0 et 1
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5.2.2. - Laffaille a utilisé les résultats de [6] pour démontrer le

résultat suivant :

(ii) =

e=1
Soit D un _module filtré faiblement admissible vérifiant DK = DE et
2
DK
D) = D .

PROPOSITION ([10]). - Supposons k algébriquement clos et

= 0 . Alors il existe un groupe p-divisible T sur A tel que

5.2.3. - COROLIAIRE. - Supposons k algébriquement clos et e =1

Soit B un anneau de Barsotti-Tate adapté aux groupes p-divisibles.

Soit D un _module filtré de dimension finie. Les conditions suivantes

sont équivalentes :

i) il existe un groupe p-divisible T sur A tel que D = DK(T) ;

. o _ 2 _ _ P .
ii) on a DK = Dy DK 0 et D est B-admissible ;
iijona DP =D , D]2< =0 et D est faiblement admissible.

En effet, il est clair que (i) = (ii) ; on sait (prop. 4.4.5) que

(iii) et (iii) = (i) d'aprés la proposition 5.2.2.

5.2.4. - COROLIAIRE. - Supposons k algébriquement clos et e =1

Soit B un anneau de Barsotti-Tate adapté aux groupes p-divisibles.

Soit V un module galoisien de dimension finie. Les conditions sui-

vantes sont équivalentes

i) le module V est B-admissible et vérifie (C®CD V){i} = 0 si
. p
i#0,1;

ii) il existe un groupe p-divisible T sur A tel que V = _\[p(l‘)

5.2.5. - Il me semble raisonnable de conjecturer que la proposition

5.2.2 (et par conséquent aussi ses deux corollaires) reste vraie si l'on sup-

prime

l'hypothése e=1 . Laffaille a obtenu des résultats partiels dans cette

direction :
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PROPOSITION ([9]1). - Supposons k algébriquement clos. Soit D un
2

module filtré faiblement admissible vérifiant DK = Dg et DK =0

Si dimKDé < 1 ou si dimK D<4, il existe un groupe p-divisible T
o)

sur A tel que _DK(I‘) =D .

On en déduit immédiatement les deux corollaires suivants

COROLLAIRE 1. - Supposons k algébriquement clos et soit B un

anneau de Barsotti-Tate adapté aux groupes p-divisibles. Scoit D un

module filtré de dimension finie. Les conditions suivantes sont équi-

valentes

i) il existe un groupe p-divisible I' sur A de dimension 1 (resp.

de hauteur < 4) tel que D = D_(I') ;

2y
. o _ 2 _ . _ .

ii) on a DK = DK , DK 0 et dlmKD 1 (resp. dlmKoD < 4)
et D est B-admissible ;

o _ 2 _ , T _ )

iii) on a DK DK , DK 0 et dlmKDK 1 (resp. d1mKOD < 4)
et D est faiblement admissible.

COROLILAIRE 2. - Supposons k algébriquement clos et soit B un

anneau de Barsotti-Tate adapté aux groupes p-divisibles. Soit V un

module galoisien de dimension finie. Les conditions suivantes sont

équivalentes :

i) il existe un groupe p-divisible T sur A , de dimension 1 (resp.

de_hauteur < 4), tel que V = yp(r) ;

ii) le module V est B-admissible, vérifie (C®C[) V){i}=0 si i#0,1
et dimg (Cgg V(1) =1 (esp. dimg V s 4) p

p P CDP

5.2.6. - Il semble naturel de se poser quelques questions :

Question 1. - Si k est algébriquement clos, existe-t-il un anneau

de Barsotti-Tate B tel que tout module filtré faiblement admissible soit B-

admissible ?

L'exemple le plus simple de module filtré faiblement admissible D
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dont je ne sais pas s'il est B-admissible, pour un anneau de Barsotti-Tate

B convenable, est le suivant

m en tant que F-iso-cristal, D est isotypique de pente 0 et de di-
mension 2 sur Ko ; autrement dit, il existe une base (dl’dZ) de D

sur KO telle que Fdj = dj , pour j=1,2;

m il existe un entier io >1 et un ) €K , A non quadratique sur

Q@ , tel que
o q

. DK pour i< —iO
i ) L
DK = K(d]+>\d2) pour -i <isij
0 pour i>1i/

Si un tel D est B-admissible, on voit que V = MB(D) est un module

galoisien, de dimension 2 sur CDp , du type Hodge-Tate, avec

0 si i# —io,i

dim, (C®. W{i} = L o
1 = - :

(l)p C[)p si i L O

(¢]

et on peut montrer que l'enveloppe algébrique de 1'image du groupe d'inertie

dans cette représentation est isomorphe a 8L,

Question 2. - Si k est algébriguement clos, la catégorie des modu-

les faiblement admissibles est-elle stable par produit tensoriel ?

Si la réponse a la question 1 est oui, il en est évidemment de méme
de la question 2. Si la réponse & la question 2 est oui, cela entrafne que
la catégorie M_lij est tannakienne sur CDp ([16] , chap.III, n°3.2.1). Si
on note CD;H l'extension algébrique maximale non ramifiée de (Dp contenue
dans Ko , il est facile d'en déduire (op.cit., chap.III, n°3.3) que la caté-
gorie CD‘;r—linéaire déduite de Mflf( par extension des scalaires s'identifie
a la catégorie des représentations, de dimension finie, d'un groupe pro-

algébrique sur CD;lr

Il semble que Laffaille vienne de démontrer que la réponse & la ques-

tion 2 est oui lorsque e =1 (voir [10]).
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Question 3. - Existe-t-il un anneau de Barsotti-Tate B et un module

galoisien B-admissible qui n'est pas isomorphe & un objet de la ®-catégorie

engendrée par les modules galoisiens de la forme ) , avec I groupe

Mp(
p-divisible sur A ?

N

La réponse a cette question est probablement oui, mais je ne sais pas
comment en construire. Si la réponse a la question 1 est oui, alors la
réponse a la question 3 est aussi oui : l'exemple donné aprés la question 1
le prouve car Serre a montré ([22], §3 ) que si I est un groupe p-divi-
sible sur A , l'enveloppe algébrique de 1'image du groupe d'inertie dans la

représentation yp(r) n'a pas de quotient simple simplement connexe.

86 - I'enveloppe algébrique de I'image de Galois

Dans tout ce paragraphe, pour tout anneau commutatif R , les R-

algébres considérées sont supposées associatives, commutatives et unitaires.

Si R est un anneau commutatif, si J est un groupe algébrique sur
R (ou, si l'on préfére, un schéma en groupes algébrique sur SpecR) et si
R' est une R-algébre, on note ]]@RR' ou J&R' le R'-groupe algébrique

déduit de J par extension des scalaires.

Si U est un espace vectoriel sur un corps R , on note CE]LU le
R-groupe algébrique des automorphismes de U : pour toute R-algébre R' ,
le groupe CE]LU(R') des points de GIL a valeurs dans R' est donc le

U

groupe des R'-automorphismes de R'®RU

Dans tout ce paragraphe, k est algébriquement clos et B est un

anneau de Barsotti-Tate fixé.

S

Dans les n°6.1 & 6.4, V est un module galoisien B-admissible et

D = _QB(V) . On utilise les applications gv et introduites au n°3.1.5

p
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A

pour identifier B®D et BgV . Alors V (resp. D) s'identifie & un sous-
espace vectoriel sur O‘)p (resp. sur KO) de BV =B®D et on a

vV =V (D)

6.1. - LE GROUPE ]I—IV .

6.1.1. - On note I[-IV 1'enveloppe algébrique de l'image de
G = Gal(X/K) dans la représentation définie par V . Rappelons (cf. [20],
p.119) que, si p : G —'G]LV(CDP) est 1'homomorphisme définissant l'action
de G sur le CDp—espace vectoriel V , ]HV est le plus petit sous-O)p—

groupe algébrique de CE]LV tel que Imp C IHV(CDp)

Comme V est B-admissible, V est de Hodge-Tate et (cf. [17],
th.2, p.167 ou [22], § 1) Imp est un sous-groupe ouvert de ]HV(CDp) ,
pour la topologie de groupe de Lie p-adique (rappelons que Im p et
]HV(CDp) sont des sous-groupes fermés du groupe de Lie p-adique CEILV(CDp)
et peuvent donc eétre considérés comme des groupes de Lie p-adique, (cf.

[19], LG 5.42, cor. au th.1).

6.1.2. - Rappelons briévement trois maniéres de décrire le groupe ]Hv

(la premiére ne sera pas utilisée dans la suite) :

6.1.2. - A) "a la Mumford-Tate" (cf. Sen[17], p.164, th.1 , ou

Serre [22], § 1) : soit Cg. V = @& VC
(Dp i€Z
V (rappelons que \/C(i) = C®K((C®®pV){i}) et que l'on

(i) la décomposition de

Hodge-Tate de Cg
CDP
utilise 1'isomorphisme canonique de ) Vc(i) sur C®. V pour les iden-

€z @,
tifier).

Pour tout A € C¥* , notons o(A) l'automorphisme de C®. V qui est

: Q>P
i

1'homothétie de rapport A sur Vc(i) ; on définit ainsi un homomorphisme
© : C¥ ~ GLy(C) et on pose & = Img . Alors H, est le plus petit sous-
groupe algébrique de G;]LV , défini sur (Dp , dont le groupe des points a

valeurs dans C contient §
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6.1.4. - B) "& la Saavedra" (cf. [16], chap.Il) : soit &gpv la @~
catégorie engendrée par V et V¥* (i.e. la plus petite sous-catégorie de
Rep(G) , ou, ce qui revient au méme, de R_ep_B(G) qui contient V et V¥
et est stable par sous-objet, quotient, somme directe, produit tensoriel,

contragrédiente) .

On définit un foncteur fibre Wy, sur RegV a valeurs sur Spec CDp
en associant, a tout objet U de ReQV , le CDp—espace vectoriel sous-

jacent a U . Alors Hy = Aut®@ ) . groupe des Z-automorphismes du fonc-

vV
teur Q’V
6.1.5. - C) "a la Chevalley" : il résulte facilement d'un théoréme

de Chevalley (cf. par exemple, [2], th.5.1) et de ce que, pour tout module
galoisien admissible de dimension 1, le caractére qui donne l'action de G
est une puissance entiére de Y , que le groupe ]HV peut se caractériser
ainsi : pour toute CDp—algébre R , ]HV(R) est le sous-groupe de CE]LV(R)

formé des s qui vérifient

(Cv) il existe une CDp—alqébre R' contenant R et X€R' , tels que,

n
pour tout née IN , tout i€ Z , tout xe¢ (g V){i} , on a sx = \'x

En appliquant ceci a la CDp—algébre des nombres duaux, on en déduit
que Lie(]HV) est la sous-algébre de Lie de glV formée des s qui vé-

rifient

(Lie(Cv)) il existe A\ € CDp tel que, pour tout n=>=0 , tout i€ Z ,

tout x € (%V){i} , 0n a sx = iAx

6.2. - LE GROUPE ]HD

Nous nous proposons maintenant de construire, de deux maniéres dif-
férentes, un groupe algébrique Hp , défini sur une extension finie non rami-
fiée de CDp , qui, aprés une extension finie non ramifiée des scalaires

convenable, devient isomorphe a H ces constructions n'utilisent pas

v i
l'anneau B mais seulement les propriétés de la catégorie des modules fil-
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trés. La premiére consiste & utiliser les résultats de Saavedra. La deuxiéme
consiste a retrouver directement les résultats de Saavedra dans ce cas par-

ticulier en utilisant la description de IHV "a la Chevalley".

A) "& la Saavedra"

2.1, - i - ¢ ie d iltré - issi-
6.2 Soit MFE D la g-catégorie des modules filtrés B-admissi

bles engendrée par D et D¥ , i.e. la plus petite sous-catégorie de
I\LF_K,B qui contient D et D¥* et est stable par sous-objet, quotient, som-
me directe, produit tensoriel. D'aprés la proposition 4.5.1, c'est aussi la
plus petite sous-catégorie de I\EK ayant ces propriétés, ce qui permet,

au moins théoriquement, de construire cette catégorie, méme si l'on ne

ft F
connaft pas I\_/I_K B

Soit le foncteur, de la catégorie I\AFK dans celle des

w
—D,KO D

espaces vectoriels de dimension finie sur Ko , qui @& E associe le KO-
espace vectoriel sous-jacent & E . On vérifie immédiatement que c'est,

dans la terminologie de Saavedra ([16], chap.II, §4), un foncteur fibre sur

MF:,D a valeurs dans SpecKg,

Il est clair que le foncteur _\LB induit une ®-équivalence entre la ca-

tégorie I\_/EK D et la catégorie Regv . Il résulte alors de Saavedra (loc.

cit.) que le K_-groupe algébrique HS = Aut®(g ) des g-automorphis-
o D,KO D,Ko
mes de &D,KO est isomorphe a une K -forme intérieure de H\/®Ko , ou,

ce qui revient au méme, que la variété Isom®(gV®Ko,gD K ) , munie de
o

l'action & droite naturelle de Aut®(g;_V®Ko) = H, &K, , est un (]HV®KO)—

\%
torseur & droite défini sur KO

A

On déduit facilement (démonstration analogue & la prop. 6.3.3 ci-

dessous) de résultats bien connus que ce torseur est trivial, donc que les
S
groupes ]Hv®Ko et ]HD K sont isomorphes (non canoniquement en géné-
™o

ral).
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6.2.2. - La théorie de Saavedra permet, en fait, d'aller plus loin :
elle dit ([16] , scholie p. 204, 1'énoncé de Saavedra est un peu moins
fort, mais c'est ce qu'il démontre) qu'il existe une extension finie L de

CDp contenue dans K et un foncteur fibre

o de la catégorie MF

—K,D
par exten-

p,L

a valeurs dans Spec L tel que w. se déduit de w

D,K D,L

o
sion des scalaires.

Il est facile, dans le cas considéré ici, d'exhiber une telle extension

L et un tel foncteur : on choisit un entier h=1 tel que hae€ Z ,

o,L
pour toute pente o de D (cf. n°4.1.1) ; par exemple, on peut prendre

pour h le ppcm des dénominateurs des pentes de D . On sait (cf. [8],
p.146) que si E' (resp. E") est un F-iso-cristal isotypique de pente o'

(resp. a") , alors E'®E" est un F-iso-cristal isotypique de pente a'+a'" ;
on en déduit que, pour tout objet E de ME

X.D et toute pente o de E ,
ha € Z

On prend pour L l'unique extension de degré h de (I)p contenue

dans K, . Pour tout objet E de I_\__/IEK D et tout a € h™1Z , on note
Ea L l'ensemble des d € E qui vérifient th = ph
un sous-L-espace vectoriel de E et que, si l'on pose a =r/s , avec

a .
d ; on voit que c'est

r€% , semN™ , (c,s) =1 , il s'identifie, avec les notations du n°4.1.1,

a L®G} S Eon . Si l'on pose EL = eil Ea,L , on en déduit immédiate-

b ach™'zZ
ment que l'homomorphisme canonique de KO®LEL dans E est un isomor-
phisme ; il est alors facile de voir que le foncteur W oo qui & E asso-
cie le L-espace vectoriel sous-jacent a EL , est un foncteur fibre sur
MFK,D a valeurs dans Specl

) . S
11 résulte alors de Saavedra que le L-groupe algébrique ]HD L des

®-automorphismes du foncteur est isomorphe a une L-forme intérieure

&p L
de ]HV®L (et il résulte facilement, par une démonstration analogue a celle

de la proposition 6.3.3 ci-dessous, de résultats bien connus que les grou-

pes IHV®L et ]H% L deviennent isomorphes sur une extension finie non
ramifiée convenable de L) . Enfin, il est clair que W L®KO (resp.

S . g ) . g
]HD,L®K0) s'identifie canoniquement & &D,KO (resp. IHD,KO)
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B) "& la Chevalley"

6.2.3. - Soit h un entier tel que ha € Z , pour toute pente o de

D et soit L 1l'unique extension de Qp de degré h contenue dans KO

Pour toute pente a de D , soit Da L le sous-L-espace vectoriel de D
formé des d vérifiant th = phad et soit DL la somme directe des
Don L’ pour o parcourant les pentes de D .

Comme on l'a vu au n° précédent, D s'identifie a Ko®LDL ; ceci

nous permet de considérer DL comme un sous-L-espace vectoriel de D

n
et, bien sQr, pour tout né€ IN , ®LDL comme un sous-L-espace vectoriel
n
de ®K D . On voit immédiatement que, pour tout n et pour tout i€ Z ,
o

(®D)[i] < & D et on pose (& D)I] = (& D)1

L

(R)
L

Pour toute L-algébre R , notons (R) le sous-groupe de GIL

Hp o1 D

formé des s qui vérifient

(C ) il existe une L-algébre R' contenant R et p€ER' tels

D,L coffenatt = e
que, pour tout n€ IN , tout i€ Z , tout de€ (@ DL)[i] , on_a

sd = pld .

On voit que 1l'on a ainsi défini un sous-L-groupe algébrique I[-ID L

de GIL .
Dy

Y

6.2.4. - Remarque. - En appliquant cette définition & la L-algébre

des nombres duaux, on en déduit que Lie(H ) est formée des s ¢ ng

D,L
qui vérifient

(Lie (C )) il existe upe L tel que, pour tout n=>0 , tout i€ Z,

D,L
tout de€ (gDL)[i] , ona sd=iud .

6.2.5. - Rappelons que l'on a identifié B®(D V et B®K D . Comme
o) o)
D s'identifie a KO®LDL , B®(DpV s'identifie aussi a B®LDL et
(EILV®QPB = (EILDL®LB . Ceci donne un sens a 1'énoncé suivant :
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PROPOSITION. - On a ]HV® B=H ®, B

D,L°L
(DP
6.2.6. - Démonstration. - En comparant les conditions (C.) du

____________ \Y

n®°6.1.5 et (CD L) du n° 6.2.3, on voit qu'il suffit de vérifier que, pour

n
tout n€IN et tout i€ Z , ona Bg (@V){i} = B®,. (®D)[-i] . Identi-
CDp CDp
fions B®(§V) a B®(§D) via l'isomorphisme canonique et, de maniére évi-

(resp. sur K))

n n
dente, ®V (resp. ®D) & un sous-espace vectoriel sur @ o

p
de B@® (éé\/) = B®(Q%D) . Comme tout élément non nul du sous—CDp—espace
vectoriel T de B est inversible dans B , on voit qu'il suffit d'établir

le lemme suivant :

6.2.7. - LEMME. - Pour tout n€ IN , tout i€ Z , on a

S .
(g\/){i} = Tl.(®D)[—i] (on T est le sous—CDp—espace vectoriel de

B engendré par t! , avec t un élément non nul de T)

l'on peut supposer n =1

Si v eV{i} , on voit que t~lv e (B ®V)G =D ; on a
F(t_iv) = (p~it-i).v = p’i.(t“iv) et tTlve (Blzi@V)G = pi , donc

K
t7v e D[-i] , ou ve€ T-D[-i] et V{i} c TL.D[-i]

Si deD[-i] , ona Fd =pid donc F(t'd) =tld ; comme
de DI? - (B]Ei@’V)G CB]?@V . thae BE®D ; on en déduit que
tld e BeV)[0] =V ; pour tout g €G , on a gltld) = gtl-gd = x'(g)tid ;

finalement tidEV{i] et Ti-D[—i] c V{i} .

6.3. - LE TORSEUR XV L -

6.3.1. - On conserve les hypothéses et notations qui précédent et
on note Isom(VL,DL) la variété algébrique, définie sur L , des isomor-

phismes de L®CD V sur Dy : pour toute L-algébre R , Isom(VL,DL)(R)
p

est donc l'ensemble des isomorphismes du R-module R®CD V  sur R®LDL .
p
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Choisissons un élément non nul t de T ; pour tout n €N et tout
i€Z , soit Tt (crgl>V){i} — (§>D)[—i] 1'application définie par v =t11;n i(v)
(cf. lemme 6.2.7).

Pour toute L-algébre R , notons XV L(R) le sous-ensemble de

Isom(VL,DL)(R) formé des ¢ qui vérifient

il existe une L-algébre R' contenant R et i € R' tels

(Cy )
)

que, pour tout n=0 , tout i€Z , tout v¢€ (%V){i} , on a

o) = At )

n n
(ot 1l'on a, bien soar, identifié (»V){i} (resp. (@D)[-i]) & un sous—CDp—

espace vectoriel de ch (R ®(1) V) = R®® ((%Q
P P p

)) et noté encore « l'application de %R(Rg(D V)
p

V) (resp. de

n n
®r (R ® DL) Rep (®L D,

dans %R(RQ)LDL) déduite de o par fonctorialité).

On voit facilement que XV L est une sous-variété affine de
Isom(VL,DL) définie sur L (le fait qu'elle soit définie sur L résulte
immédiatement de ce que, si r est le pged des entiers i tels qu'il

(C ).
%L

n
existe n vérifiant (®V){i} # 0 , on peut remplacer la condition

par la condition suivante

i] existe p€R tel que, pour tout n>0 , tout i€ Z ,

(Cs )
N
tout v € (gV){i) ,ona ov) =y’ 1 (V)

Il est également immédiat que Xv L ne dépend pas du choix de

1'élément non nul t de T

6.3.2. - Pour toute L-algébre R , si o EXV L(R) et si

s € IHV(R) = (lHV®L)(R) , alors ©.s EXV,L(R) . On définit ainsi une action

3 i H L : . i ion,
a droite de V® sur x\/,L Muni de cette action XV,L est un

(]HV®L)—torseur a droite défini sur L et H s'identifie au groupe al-

D,L
gébrique déduit de ]HV®L par torsion au moyen de X\/ L
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6.3.3. - PROPOSITION. - Il existe une extension finie non ramifiée
de L sur laquelle les groupes IHV®L et lI-ID L deviennent iso-
morphes.

Démonstration. - Soit E = G)g l'extension maximale non ramifiée

de CDp contenue dans KO . C'est une extension algébrique non ramifiée
de L et il suffit de démontrer que le torseur XV L®E est trivial. Comme
H est connexe (prop. 3.7.4) cela se voit soit en utilisant le théoréme

\%
de Lang ([11], th.12, p.386) qui dit que E est Cl et un résultat clas-
sique de cohomologie galoisienne (Serre, [18], n°2 .3 .b, p.III.14), soit
en utilisant le résultat bien connu qui dit que KO est de dimension coho-

mologique < 1 et le théoréme de Steinberg ([24], th.1.9).

6.3.4. - Remarques. -

1) On peut donner des exemples de modules galoisiens admissibles
V pour lesquelles on peut choisir le corps L de maniére que le torseur

XV L ne soit pas trivial.

S .
IHD,L et ]HD,L s'iden-

tifient canoniquement, de méme que les torseurs XV L et Isom®(gv®L,g)_D L)'
’ ’

2) 1l est facile de voir que les groupes

6.4. - UN SOUS-TORE DE H

D,L
6.4.1. - On conserve les hypothéses et les notations qui précédent.
Soit s le ppcm des pentes de D et soit G le groupe (algébrique)

m,L
multiplicatif sur L . Notons

(] GIL

Ipp -
D,L m,L DL

le morphisme défini par :

(C) pour toute L-algébre R , tout A € R* , tout a€s”

u
1 At SQ
qJDlL()\) est 1'homothétie de rapport X sur R®Dcn,L .

L'image de est soit triviale, soit un tore de dimension 1 ,

Vp,L
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suivant que le F-iso-cristal sous-jacent & D est ou n'est pas isotypique

de pente 0

6.4.2. - PROPOSITION. - L'image de q;D L est _contenue dans ]HD L

Démonstration. - Soit R une L-algébre, soit A € R* et soit

(L) . Il est clair que, pour tout n =0 , l'automorphisme de

n
R@(@DL) induit par g est l'homothétie de rapport )\SOL sur R®(%D)Q L

n
pour chaque a € s~!Z . Pour tout i€ Z , (gDL)[i]a_ (@D)i L et g
induit donc 1'homothétie de rapport 2SSt osur R®(§>DL)[i] et vérifie la

condition (C ) du n°6.2.3.

D,L

6.5. - PASSAGE A IA LIMITE : LE PRO-TORE DES PENTES.

Il est commode, en particulier pour mieux comprendre l'application
q;D L que l'on vient de définir, de "passer & la limite" sur tous les mo-
dules admissibles.

6.5.1. - On a déja introduit, au n°3.8.3, le groupe pro-algébrique
]HB défini sur CDp , enveloppe de l'image de Galois dans la catégorie
R_ep_B(G) des modules galoisiens admissibles. Rappelons que c'est le
groupe des ®-automorphismes du foncteur fibre qui, & tout objet V de

ReQB(G) , associe le CDp—espace vectoriel sous-jacent.

6.5.2. - On peut également passer a la limite dans la catégorie
M‘E(,B des modules filtrés admissibles et définir un autre groupe pro-
algébrique qui deviendra isomorphe a ]HB sur une extension convenable.
Toutefois, comme les dénominateurs des pentes des objets de l\_/Q’"K,B ne
sont pas, en général, bornés, il n'est plus possible de travailler avec une

extension finie L de CDp contenue dans Ko

C'est pourquoi nous introduisons la fermeture algébrique de Qp dans

Ko que nous notons PO . C'est une extension abélienne de CDp
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6.5.3. - Soit D wun F-iso-cristal sur k . Si ae @ est de la forme
r/s , avec re€Z , s¢€ ]N* , r et s premiers entre eux, on a défini au

n°4.1.1 le sous-@ S—espace vectoriel Da = {deD lFsd = prd} et vu que
p

1'application canonique de =) (KO®CD D) dans D est un isomorphisme.
ace@ ps

On pose DOL,P = PO®CD DOL et DP = @ Da,P ; alors DP s'identifie

(e] ps o quD o o

a une Po—forme de D, i.e. KO®PODPO s'identifie a D

6.5.4. - La catégorie des F-iso-cristaux sur k est CDp—linéaire

tannakienne et la correspondance D — Dp définit un foncteur fibre wp
o o

sur cette catégorie a valeurs sur SpecPO . On note vy le groupe pro-

5

algébrique des ®-automorphismes de ce foncteur fibre.

On vérifie facilement que, pour toute Po—algébre R , se donner un

élément g € y_ (R) revient & se donner une suite (i) d'éléments de
P S'seIN
R¥* vérifiant xis = )\s , si s,re N , r#0 : pour tout F-iso-cristal D ,
. . \ i r
g induit alors 1'homothétie de rapport )‘s sur R®Dr/s,Po
En d'autres termes, si l'on note 'Gv;m p le groupe pro-algébrique
"o
D(®) , i.e. le groupe lim @& , ou, pour tout s , & est le groupe
Fo sEIN* s

multiplicatif sur PO , le morphisme de Grs dans CES étant )\»——xr ,

on a un isomorphisme canonique

¥ . @ — ¥
PO m,PO PO

Celui-ci peut se décrire ainsi : si D est un F-iso-cristal sur k et si

s est le ppcm des pentes de D , le composé

T _— ¥ — GL

m,Po Po DPO
se factorise a travers CES et le morphisme induit de CBS = CEm P dans
CE‘:]LD se déduit par extension des scalaires du morphisme wD L défini
P '

o
au n°6.4.1.
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6.5.5. - La correspondance qui, a tout module filtré admissible D
associe le Po—espace vectoriel Dp , définit un foncteur fibre w,  sur la
[¢)
o
P . N B
catégorie I\_Q‘K'B a valeurs sur SpecPo . On note IHDieud le groupe pro-

algébrique (défini sur PO) des ®-automorphismes de ce foncteur fibre.

Pour chaque module filtré admissible D , notons s(D) le ppcm des

pentes de D et LD l'unique extension de CDp de degré s(D) contenue

. . B . PN
dans KO (donc aussi dans P,). Il est clair que ]I—IDieud s'identifie a
la limite projective, en un sens évident, des groupes algébriques

IHD ® P, pour D parcourant les modules filtrés admissibles.
,LD LD o

B
Il résulte de la proposition 6.2.5 que les groupes H g B et

H° B s'identifient %
Dieud %, :
En outre, comme le foncteur wp s'obtient en composant le foncteur
o
s ) . . . F
qui & D associe le F-iso-cristal sous-jacent avec le foncteur Yp ‘i’P
B o o

est un sous-groupe de H
v us-g b Dieud

87 - modules potentiellement admissibles

Dans ce paragraphe, on note I le groupe d'inertie de l'extension
IZ/K . On pose %=122r , corps des fractions de l'anneau des vecteurs de
Witt a coefficients dans le corps résiduel K de K et P= CI . Le corps
P est aussi l'adhérence de IZI dans C et P/PO est une extension finie
de degré e . On note P la fermeture algébrique de P dans C ; c'est un
corps algébriquement clos, dense dans C , stable par G , et Gal(P/P)
s'identifie a I

Dans tout ce paragraphe, les lettres K' , K" désignent des corps

locaux contenant K et contenus dans C

Si K' est un tel corps et si k' est son corps résiduel, on note
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K(') le corps des fractions de l'anneau des vecteurs de Witt & coefficients
dans k' et K' la fermeture algébrique de K' dans C . On note GK‘
(resp. IK‘) le groupe de Galois (resp. d'inertie) de l'extension K'/X'

Le groupe GK' s'identifie & un sous-groupe fermé de G et le groupe

IK' = GnIK, est ouvert dans I . L'application K' ~— GK' est une bijec-
tion de l'ensemble des corps locaux K' contenant K et contenu dans C

sur celui des sous-groupes fermés G' de G tels que G'NI est ouvert

dans I (la bijection réciproque associe & G' le corps CG ).

Si K'< K" , on dira que l'extension K"/K' est quasi-galoisienne

si GK" est invariant dans GK‘ ; il revient au méme de dire que la fer-
meture algébrique de K' dans K" est galoisienne sur KXK' et, par abus

d'écriture, nous poserons alors Gal(K"/K') = GK‘/GK"

Enfin, nous appelons module galoisien (resp. module filtré, module
galoisien filtré, anneau de Barsotti-Tate) au-dessus de K' , ce que l'on
obtient en remplagant K par K' dans la définition des modules galoisiens
(resp. modules filtrés,...). Nous notons _R_e_g(GK,) la catégorie des modu-
les galoisiens au-dessus de K' qui sont de dimension finie sur (Dp ,
avec action de GK' continue et I\ﬁ‘K, la catégorie des modules filtrés
de dimension finie au-dessus de K'

7.1. - MODULES POTENTIELLEMENT FILTRES.

7.1.1. - Nous appelons module potentiellement filtré (au-dessus de K

s'il v a risque de confusion sur la base) la donnée d'un %—espace vectoriel

de dimension finie E muni
i) d'une application F : E —E , bijective, o-semi-linéaire ;

i - -
ol - = -p-
P)ieZ de EP P®POE par des sous espaces

vectoriels, décroissante, exhaustive et séparée ;

ii) d'une filtration (E

iii) d'une action de G semi-linéaire (i.e. additive et telle que
g(hd) = gr-gd si geG , 1€k, d ¢ E) et continue, telle que

l'image de I (dans le groupe des Po-automorphismes de E) soit
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un groupe fini, qui commute a l'action de F (i.e. on a
F(gd) = g(Fd) si geG , d€E) et qui est compatible avec la

N

filtration (i.e. si l'on prolonge l'action de G a El; par semi-

linéarité, on a g(Ell;) = Ex si geG , 1€Z).

P !
7.1.2. - Les modules potentiellement filtrés forment, de maniére évi-
dente, une catégorie que nous notons MPFK . La catégorie I\/IPFK est

additive, admet des noyaux et conoyaux, mais n'est pas abélienne. Toutes
les considérations développées au n° 1.2 sur les modules filtrés se trans-
posent, sans difficulté, aux modules potentiellement filtrés. En particulier,
on a une notion de produit tensoriel, de hom interne, de contragrédient et

MPE_  est une ®-catégorie CDp—linéaire rigide.

—XK

7.1.3. - Soit E un module potentiellement filtré. Nous disons que
E est défini sur K' si IK' opére trivialement sur E

Si E est défini sur K' et si K' K" , E est aussi défini sur K"

Pour tout module potentiellement filtré E , il existe une extension

finie galoisienne K' de K sur laquelle E est défini.

Pour les modules potentiellement filtrés, la propriété d'etre défini
sur K' est stable par sous-objet, quotient, produit tensoriel, hom interne,

contragrédient.

7.1.4. - Supposons l'extension K'/K quasi-galoisienne et posons

J = Gal(K'/K) . Nous appelons module K'-filtré au-dessus de K la donnée

d'un module filtré D de dimension finie au-dessus de X' muni d'une
action semi-linéaire continue de J (i.e. l'action de J sur le K;)-espace
vectoriel sous-jacent est Galois-semi-linéaire continue, elle commute a
l'action de F et, lorsqu'on 1'étend a DK' = K‘®K, D par semi-linéarité,
elle respecte la filtration). ©

Les modules K'-filtrés au-dessus de K forment, de maniére évidente,
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une catégorie additive avec noyaux et conoyaux et c'est, de la méme ma-

niére que I\_/LFK. , une ® -catégorie CDp—linéaire rigide.

7.1.5. - Supposons toujours l'extension K'/K quasi-galoisienne. A

tout module K'-filtré D au-dessus de K , on associe un module poten-

tiellement filtré EK'/K(D) de la maniére suivante :

= le Prespace vectoriel sous-jacent & EK'/K(D) est E = P0®K;)D ;

m l'action de F est définie par F(hgd) = on@Fd si \ € P

s la filtration de Ef’ = P®POE = P®K£)D = P®K' DK'

=13® D1 , pour tout i€ Z ;

i
Ep K' "K'

, deD;

est définie par

s l'action de G sur E est définie par glh®d) = ghggd , si

geG , MeEPF,deD (et od l'on a noté g l'image de
Gal(K'/K) .

Il est clair que le module potentiellement filtré QK,/K(D) est

sur K' et que la correspondance D *— EK'/K(D) est fonctorielle.

g dans

défini

7.1.6. - PROPOSITION. - Supposons l'extension K'/K quasi-galoisien-

ne. Le foncteur EK'/‘K induit une ®-équivalence entre la ®-catégorie

des modules K'-filtrés au-dessus de K et celle des modules poten-

tiellement filtrés au-dessus de K définis sur K'

K'

7.1.7. - Démonstration. - Posons G' = GK' et I'= IK' . A tout
module potentiellement filtré E défini sur KXK' , on associe un module
K'-filtré DescK,(E) au-dessus de K de la maniére suivante :

GI

s le K'O-espace vectoriel D sous-jacent & Desc,,(E) est E

que l'on munit de l'action de F et de l'action de GalK'/K) =G/G'

évidente ;
. . _ , Gl _ . G‘ _ \ GI
s la filtration de DK‘ =K ®K,OE = (K ®K'OE) = (K PO®POE)
= (51 ® E)G = (13®PE)G' = (EP-)G est définie par D., = (13113)G ,

B o K

pour tout 1€ Z
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Le groupe d'inertie I' opére trivialement sur E et on a donc

pG' _ G/1

P sur lequel G'/1' = Gal(P/K") Gal(K'm/Ko) opére semi-linéairement

Comme E est un espace vectoriel de dimension finie sur

et continGment, on sait ([21], th.1, p.III-31) que l'application canonique

de PO®K, EG' dans E est un isomorphisme.

Le méme raisonnement montre que, pour tout i €Z , l'application

. f i T
canonique de K'P.g (El-)G dans (Elﬁ) est un isomorphisme ; comme

O°K!' P
- II _Il
- = - - E _ i irs N
EP P®POE , on a (EP) P ®P = K' P@ E et EP s'identifie a
Pg , (E—)I ; comme EL est stable par I' = Gal(lg/]('ly , on en déduit que
K'B," P P

Ei est rationnel sur K'P , i.e. s'identifie a ISQCK,P(EII;)I ; finalement Elﬁ
= i,G
[ if N E—
s'identifie a P@K.( P)

Il résulte de ces considérations que, pour tout module potentiellement

filtré E défini sur K' , E /K(Desc (E)) s'identifie &8 E et la propo-

B
sition s'en déduit facilement.

K'

7.1.8. - Remarques. -

i) Comme, pour tout module potentiellement filtré, on peut trouver
une extension finie galoisienne sur laquelle il est défini, la catégorie
mFK s'identifie a la limite inductive (en un sens évident) des catégories
des modules K'-filtrés au-dessus de K , pour K' parcourant les exten-

sions finies galoisiennes de K contenues dans K

ii) Soit E un module potentiellement filtré défini sur K' . Si
l'extension K'/K n'est pas quasi-galoisienne, on peut encore associer a
E un module filtré au-dessus de K' , Dﬁ(_:K.(E) , qui est défini comme
dans le cas ou K'/K est quasi-galoisienne, & ceci prés que, comme GK'
n'est pas invariant dans G , on ne peut plus parler de l'action de G/GK,

7.2. - LES (K/K)-ANNEAUX DE BARSOTTI-TATE.

7.2.1. - Appelons (IZ/K)—anneau galoisien filtré la donnée d'une PO—
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algébre associative, commutative et unitaire B munie

s d'une application bijective F : B — B , o-semi-linéaire, compati-

ble avec la structure d'anneau ;

m d'une filtration de Bl; = §®PB par des sous—lg—espaces vectoriels
i o)
(B;)iEZ , décroissante, exhaustive et séparée, compatible avec la

L (i
structure d'anneau (i.e. telle que B%B% C B%J , si i,j€2Z);

m d'une action de G , Galois-semi-linéaire, compatible avec la
structure d'anneau, qui commute a l'action de F et qui, lorsqu'on
1'étend par Galois-semi-linéarité a BIS respecte la filtration. On
suppose en outre que l'action de G est continue sur tout sous-

Po—espace vectoriel de dimension finie stable par G

o _ -1
7.2.2. - Exemple. - L'anneau Kgr[T,T 1} = PO[T,T ] introduit au

n° 2.2.2 peut eétre muni d'une structure de (K/K)-anneau galoisien filtré :

. i -1
s pour tout 2 )\itl € PO[T,T ] , on pose

F(intl) Zpi-oxi-tl ,

g(intl) Ix'(@)grtt , si geG ;

» la filtration de Bj = ﬁgPPO[T,T‘l] = B[T,T"!] étant définie par

. o o .
Err, i)t = TRy = (& xjtJ} , pour tout i€Z
j=i
7.2.3. - Nous appelons (IZ/‘K)—anneau de Barsotti-Tate la donnée d'un

(K/K)-anneau galoisien filtré B , contenant P[T,T—l] , vérifiant les trois

propriétés suivantes

(Gal) ona B =K ,

) . _ - o =
(Fil)  si Bo = {beB\Fb b} , on a Boﬁ BP CDp ,

(Tate) il existe un monomorphisme § : gr(BlS) —- C[T,T_l] qui, lors-
gu'on le restreint a }3[T,T—1] = ﬁ@lz)lgT,T_l] , est l'isomorphisme évident
de gr(lS[T,T'l]) sur f’[T,T‘l] considéré comme une sous-algébre graduée

de C[T,T" 1
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7.2.4. - Si B est un (K/K)-anneau de Barsotti-Tate, pour chaque
corps local K' contenant K et contenu dans C , B peut étre muni
d'une structure d'anneau de Barsotti-Tate au-dessus de K' (que nous apel-

lerons la structure canonique) : l'anneau B est déja une Ko-algébre munie

d'une action de F , l'action de G' = Gal(K'/K') est la restriction de
' i i i = ! = ! P B = -
l'action de G et la filtration de BK' K ®K<'3B K PO®%B CP%’O BP est
la filtration induite par celle de B[—) , i.e. on a B]1<, = BK' n Bllg , pour tout
1e€Z

. 1 " . j- - i - "

Si K C K", .on voit que BK' BK' N BK" . On a BK" K P®K‘PBK'
et KnP@K'PB;(‘ c B;(,, , pour tout i ; on prendra garde que cette inclusion

est, en général, stricte.

7.2.5. - Etant donné une Ko-algébre associative, commutative et uni-
taire B , se donner sur B une structure de (K/K)-anneau de Barsotti-
Tate revient & se donner, pour chaque K' , une structure d'anneau de
Barsotti-Tate au-dessus de K' sur B , avec des relations de compatibili-

té évidentes.

7.2.6. - Nous dirons qu'un (K/K)-anneau de Barsotti-Tate est adapté

aux groupes p-divisibles si, pour chaque corps local K' contenant K et

contenu dans C , B , muni de sa structure canonique d'anneau de Barsotti-
Tate au-dessus de K' , est adapté aux groupes p-divisibles définis sur

l'anneau des entiers A' de K'

Nous démontrerons ailleurs qu'un tel anneau existe effectivement.

7.3. - MODUILES GALOISIENS POTENTIELLEMENT ADMISSIBLES.

Dans ce n° et dans le suivant, B est un (lZ/K)-—anneau de Barsotti-

Tate fixé.

7.3.1. - Pour tout module galoisien V , de dimension finie, au-
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dessus de K , notons E_(V) la limite inductive, pour I' parcourant les

B
sous-groupes ouverts de 1 ,de (Bg V)I

%

Soit d la dimension de V sur (Dp

I' de I, V , muni de l'action de I' définie par restriction, est un

Pour tout sous-groupe ouvert

module galoisien de dimension d au-dessus de CI‘ ; comme B est muni
d'une structure d'anneau de Barsotti-Tate au-dessus de CII , on a
dim%(B®Q V)P <d (prop. 3.2.1). On a donc dim EB(\/) < <I:i et il existe
un sous-groupe ouvert I' de I tel que E_B(V) = (B®®p \/)I

On en déduit que EB est, de maniére évidente, un foncteur additif

de la catégorie Rep(G) dans MK

7.3.2. - PROPOSITION. - Soit V un module galoisien de dimension

finie sur CDp . Les conditions suivantes sont équivalentes

i) il existe un sous-groupe ouvert I' de I tel que V , en tant

que module galoisien au-dessus de CI' , est B-admissible ;

ii) il existe une extension finie K' de K contenue dans C telle que

V , en tant gue module galoisien au-dessus de K' , est B-
admissible ;

iii) on a dim E_(V) = dim__ V
—_— BB (‘Dp

Démonstration. - L'équivalence de (i) et (iii) est claire. Si K

est une extension finie de K et si G' = GK' I = IKI , l'application
canonique de Pg , (B® V)G dans B®- V)I' est un isomorphisme et
oKy X (Dp

1'équivalence de (i) et (ii) en résulte.

7.3.3. - Nous dirons qu'un module galoisien, de dimension finie sur

CDp , au-dessus de K est potentiellement B-admissible (ou potentiellement

admissible s'il n'y a pas de risque de confusion sur B ) s'il vérifie les

conditions équivalentes de la proposition 7.3.2.

pot

Nous notons RepB (G) la sous-catégorie pleine de Rep(G) dont
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les objets sont les modules galoisiens potentiellement admissibles.

Si K' est un corps local contenant K et contenu dans C , nous

disons qu'un module galoisien potentiellement admissible devient admissible

sur K' si V , en tant que module galoisien au-dessus de K' , est B-
-pot

K
admissible et nous notons RegB (G) la sous-catégorie pleine de

Relggot (G) dont les objets sont ceux qui deviennent admissibles sur XK'

Il résulte de la définition que RegpOt (G) s'identifie a la limite induc-

K'—pot(

tive des catégories RegB G) , pour K' 9parcourant les extensions finies

de K contenues dans K

Il résulte des propositions 3.4.1 et 3.4.3 que les catégories

K'-pot pot
RepE (G) et ReQB

directe, produit tensoriel, hom interne, contragrédient.

(G) sont stables par sous-objet, quotient, somme

7.3.4. - Soit E un module potentiellement filtré, soit I' le noyau

de la représentation associée de I dans le Po—espace vectoriel sous-jacent

a E et soit K' = C . Nous dirons que E est faiblement admissible

(resp. B-admissible) si ie module filtré au-dessus de K' sous-jacent &

DescK,(E) est faiblement admissible (resp. B-admissible).

Si E est faiblement admissible et si K' < K" <« C , avec K"/K
quasi-galoisienne, le module filtré au-dessus de K" sous-jacent a
DescK,,(E) est aussi faiblement admissible. Il résulte alors facilement de

la proposition 4.3.1 que la sous-catégorie pleine 1\/IPFK de MPF: , dont

les objets sont ceux qui sont faiblement admissibles, est abélienne.

¢ B . . )
Nous notons MPFK,B la sous-catégorie pleine de MPFK dont les
objets sont ceux qui sont B-admissibles. D'aprés la proposition 4.4.5,

c'est, en fait, une sous-catégorie de I\/IPFf .
g 2

7.3.5. - Il résulte maintenant immédiatement des résultats du §3 et

de la proposition 4.5.1 le théoréme suivant
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THEOREME. - La catégorie MPF B est stable par sous-objet et

. . . f
quotient (pris dans la catégorie MPFK), somme directe, produit ten-

soriel, contragrédient. Par restriction, le foncteur E_B induit une ®-

K,B

t
équivalence entre la catégorie Reggo (G) et MPF

7.3.6. - Remarques. -

i) Soit E un module potentiellement filtré B-admissible et soit V

le CDp[G] -module

V=B
PO

o
E E)=
)on (B ®Po )P .
=y BZ g E
ez FF
correspondance E ~— V définit un quasi-inverse du foncteur E

avec (B®POE)O = {dEBSPOE |Fd =d} et (Bg, E) La

jav] Rag

o
P
B

ii) Soit K' un corps local contenant K et contenu dans C . Si

V est un module galoisien potentiellement admissible, V devient admis-

sible sur KXK' si et seulement si QB(V) est défini sur K' . Lorsque K'/K

est quasi-galoisienne, on en déduit une ®-équivalence entre la catégorie
K'-pot . . K' .

ReQB po (G) et la catégorie MPPK B des modules K'-filtrés au-dessus

de K dont le module filtré au-dessus de K' sous-jacent est B-admissi-

ble. Elle est induite par le foncteur V — DescK,(_ (V)) . Il est clair que

Dg ) = (B®CD V)G (od G' = GK') est, de maniére naturelle, un module
p

K'-filtré au-dessus de K . Le foncteur V — DescK,(]_S_B(V)) s'identifie

N K

a _DB

iii) Lorsque k est algébriquement clos, ona G =1 et P =K

Si V est un module galoisien potentiellement admissible et si I dési-

\%
gne le noyau de la représentation P-linéaire de G dans QB(V) , vV
devient admissible sur K' si et seulement si GK' est contenu dans Iv
et, s'il en est ainsi, _K(V) = DescK,(_E_B(V)) s'identifie & QB(V)

70



ANNEAUX DE BARSOTTI-TATE

7.4. - UNE_MESURE DE IA NON-ADMISSIBILITE.

Dans tout ce n°, V est un module galoisien potentiellement admis-

sible de dimension h sur CDp et on pose E = E_(V)

B
7.4.1. - On note IV le noyau de l'action de I sur E . Alors E
est, en particulier, un espace vectoriel de dimension h sur PO sur lequel

le groupe fini I/I_  opére linéairement, et on note Py I/IV —- PO le ca-

\%
ractére de cette représentation.

7.4.2. - Remarque. - Notons encore cpv : I — B l'application définie
par cpv(g) = cpv(é) , ol g désigne l'image de g dans I/IV . Il est
immédiat

-1

; = ¥ (i = i .

i) que Pyw = 9y (i.e. on a cpv*(G) CPV(g ) ., si g€l ;

ii) que, si V, et V sont deux modules galoisiens potentiellement

1 2

admissibles, on a et

® = @, +o ® =g, .9
vev, ~ *v "%y, v &V, %1 v,

7.4.3. - Soit K' une extension finie galoisienne de K contenue

dans C et soit G' = GK' . Notons J (resp. IO) le groupe de Galois

(resp. d'inertie) de l'extension K'/K . Ona J = G/G' et
Jo = IG'/G' =~ 1/G'n1I

Supposons que V devienne admissible sur K' ; cela équivaut & dire
que G'NI c IV . Par conséquent, I/IV s'identifie & un quotient de IO
et on peut, de maniére évidente, considérer %y comme un caractére de

T a valeurs dans P
o) o

D'autre part, _D]; (v) = EG est, en particulier, un K'O-espace vec-

toriel de dimension h sur lequel G/G' =] opére semi-linéairement. On

K
peut donc aussi considérer 'DB (V) comme un vectoriel sur K de dimen-

sion h-.(J:Jy) sur lequel J opére linéairement et nous notons
K’

q;v e Ko le caractére de cette représentation.
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7.4.4., - PROPOSITION. - Avec les hypothéses et les notations qui

K' _ ]
‘”v = IndI

o
induite par une représentation de Jo de caractére Py

précédent, on a cpv , caractére de la représentation de J

. . K' N
Démonstration. - Posons D = DB (V) . Comme E s'identifie a
%@K, D, @ est aussi le caractére de la représentation K'O—linéaire de IO

o
définie par D . La proposition résulte alors du lemme suivant :

7.4.5. - LEMME. - Soit L' une extension finie galoisienne d'un

corps _commutatif L de caractéristique 0 et soit H = Gal(L'/L)

Soit J un groupe fini extension de H par un sous-groupe invariant

]O . Soit D un espace vectoriel de dimension finie sur L' sur

lequel ] opére semi-linéairement (i.e. on.a g(d) = gr-gd , si g

est un élément de J d'image g dans H, si A€l et si deD).

Soit ¢ le caractére de la représentation L'-linéaire de To définie

par D et soit § celui de la représentation L-linéaire de ] défi-

nie par D . Alors = IndI @
Io
7.4.6. - Démonstration. - Soit dl’dz'“"dh une base de D sur

L' . Soit g¢ Io et posons g(dj) =2 xijdi , avec >‘ij €L' . Soit mainte-
nant s €] ; les s-dj , pour j=1,2,...,h , forment une base de D sur

L' et on a

-1 -
(sgs )(sdj) = S(gdj) =2 sxij-sdi ;

on a donc o(sgs™l) =% Exii , alors que l'on avait olg) = 2 Ny - Dot

(1) plsgs™h = 5(p(g)

Munissons alors l'anneau L'®LL' d'une structure de L'-algébre en
posant A(u®v) = Au®v , si A ,u,v € L' . En tant que L'-algébre, L'@LL'

est canoniquement isomorphe a ]—[ L‘T , avec L‘T = L' , la projection
T€H
Mo L ®LL' - L:E étant définie par ﬂ_[()\ ®@u) = A.Tu . Pour tout teH ,
nous notons e_r 1'idempotent correspondant & m (i.e. l'unique idempo-
T

tent primitif de L'® L' tel que m (e ) = 1).
L T T
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Faisons opérer J sur L'@LL‘ en posant g(gy = xxép , si g€]
et A,n € L . Pour tout t€H et tout ge7J , ge_ est un idempotent ;

. _ - cu ; =1,
si e Zhi®pi ,ona ge in@;gpl et, comme ZAiT(pi)

—1- o .
ona XL )‘i'(Tg g)(pi) =1 . On en déduit que ge  =e ~-1

Soit D' = L' ®LD sur lequel on prolonge l'action de J par linéarité.
Le caractére de la représentation L'-linéaire de ] ainsi définie est encore
y . Comme D est un L'-espace vectoriel sur lequel ] opére semi-linéai-

rement, D' est un (L' ®LL')—modu1e libre sur lequel ] opére semi-linéai-

rement. Si, pour tout 1 € H , on pose D{T = eTD' , c'est un sous-L'-espace
vectoriel de D' et D' = g D'
teH T

Soit geJ etsoit deD' . Ona gd=gled =e __jy.gd . En

particulier, si ngIO , g permute les D' et on a donc olg) =0
T

En revanche, chaque D'T est un sous—L'[]O]—module de D' . Nous

notons e le caractére de la représentation L'-linéaire de o définie par
D_'E . Pour chaque 1€ H , soit G_E : D — DT' l'application qui a d
associe el_(l®d) . Il est immédiat que er est bijective, additive, commute
a4 l'action de J, et vérifie ST(Xd) = TX~6_E(d) , si €L ,deD . On

en déduit que n_c(g) = t(p(g)) . Si s est un relévement de 1 dans ] ,
on a donc, d'aprés (1), T]_E(g) = p(sgs™1)

Finalement, si S désigne un systéme de représentants de H dans

J , on a
go si g E’IO .
lv(g) = ? 1
2 o(sgs™) si ge7J. ,
s€S ©
et on a donc bien y = IndI ®
Jo
7.4.7. - Si n, et n, sont les caractéres de deux représentations

linéaires d'un groupe fini H (sur un corps de caractéristique 0), on note

<”1'“2> leur produit scalaire ; on a donc
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1 : -1
nyme? =\ g%H ny(g Im,(9)

et c'est un entier = 0

I
Y
Soit P, = i : - : —-
oi v C et soit swy, I/IV Z (resp. ay, I/IV Z) le
caractére de la représentation de Swan (resp. d'Artin) de l'extension PV/P
(cf. par exemple, [14], p. 2 et 3 ou [5], chap.Il, n°6.1). On sait que

= + 0
aV SWV UV , Ou

-1 si g#1 ,

uv(g) =

(I/IV)—I si g=1

est le caractére du quotient de la représentation réguliére de I/IV par la

représentation unité. On pose
6p(V) = (swy 900

8! (V) = (ay iy o

e (V) = <uv,cpv> ;

ce sont des entiers > 0 et on a éI;(V) = 6p(V) + ep(V)

7.4.8. - PROPOSITION. -

i) On a 6;)(V) 0 e ep(\/) =0 e V est admissible.

ii) On a & (V) = 0 si et seulement s'il existe une extension finie

modérément ramifiée de K sur laquelle V devient admissible.

iii) Soit V le semi-simplifié du module galoisien V ; on a

5 (V) =6 (V) , o.(V) =08 (V) et e (V) =c (V); Llentier & (V)
P p p P p p p
est inférieur ou égal & la codimension, dans V , du plus grand

sous-module galoisien admissible de V

7.4.9. - Démonstration. - Si V est admissible, on a

(V) =0 . Si &' (V) =0, on a, a fortiori, ¢ (V) =0 . Si
p p p

ep(V)
ep(V) =0 , cela signifie que EI=E , donc que IV= I et V est admis-
sible, d'od (i)
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L'assertion (ii) résulte trivialement de ce qu'un caractére absolument
irréductible de I/IV intervient dans swV avec une multiplicité # 0 si

et seulement si le noyau de la représentation qu'il définit ne contient pas

le p-groupe de Sylow de I/IV .

Comme les représentations R-linéaires, de dimension finie, d'un grou-
pe fini sont semi-simples, _E_B(V) et _EB(V) sont isomorphes en tant que
%[1]—modu1es a gauche et les égalités de 1'assertion (iii) en résultent. Enfin,

si V est semi-simple, si V' est le plus grand sous-module galoisien

admissible de V et si E' = QB(V') ,ona E'cC El . Comme
dim E = dim., V et dim_ E' = dim_. V' , on a
P, @, P, Q,
. . 1 . . . .
¢ (V) = dim_E-dim_E* < dim_E -dim_E' = dim_ V - dim__ V' ,
p p My gy o, "M

d'ol la proposition.

7.4.10. - PROPOSITION. - Soit K' une extension finie galoisienne

de K sur laquelle V devient admissible et soit f le degré de

l'extension résiduelle. Soit SWK'/K (resp. aK'/K) le caractére de la

de l'extension K'/K . On a

—

représentation de Swan (resp. d'Artin

1 K' . 1 K'
ap(v) =?-<sz,/K,¢V> et &' (V) =—f-<aK,/K,¢V>

p
7.4.11. - Démonstration. - Reprenons les notations du n°7.4.3 ;
KI
comme d'aprés la proposition 7.4.4, q;v = Indi cpv , on a, d'aprés la loi
o

de réciprocité de Frobenius,

K'' _ T _
<SWK'/K I¢V> = <SWK'/K /Indloﬂpv> = <Res]-o SWK'/K ,va>

Si l'on identifie J & I/G'NI et sil'on pose P' =c%Non

it i =f. .
voit facilement que ResIO SWK'/'K swp,/P On a donc
K' , ,
<SWK'/K , \pv> = f-(swP./P ,cp.v> . Or Py est le caractére d'une représen-
tation de Gal(P'/P) dont le noyau est IV/G‘ﬂI ; si X est une représen-

tation linéaire de Gal(P'/P) dont le caractére est sw_, , on sait que
. P'/P
IV/G nI
le caractére de X est sw = sw._ . On a donc bien
Py/P \Y

Kl
<SWK'/K , WV> = f-(swV ,cpv> = f-ép(V) . La deuxiéme formule se démontre
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de la méme maniére.

7.4.13. - Remarques. -

i) Soit X (resp. X') un espace vectoriel de dimension finie sur B,

sur lequel I/I opére linéairement, le caractére de la représentation ainsi

Vv
définie étant swy (resp. a,) . On a bp(V) = dim_(Hom (X,E))I et

\% P P
(@] (@]
o (Hom, (x' ENT
(] (]

8' (V) = dim
p

ii) Soit K' une extension finie galoisienne de K sur laquelle V
devient admissible et soit Y (resp. Y') un espace vectoriel de dimension
finie sur KO sur lequel Gal(K'/K) opére linéairement, le caractére de la

& tati i i éfini & .

représentation ainsi définie étant SWK'/K (resp aK‘/K) (un tel espace
existe d'aprés [5], n°7.5, cor. au th.2). Si f est le degré de l'extension

résiduelle, on a

,, 1. K G
sép(V) =5 d1mKO (HomKo (Y,_DB 020) R
o1 . K, G

(ép(V) =5 dlml<o (HomKO (Y ’]—DB w)))

iii) Conservons les hypothéses et notations qui préceédent. Il est
probable que l'on peut toujours construire un espace vectoriel Z (resp. Z')
de dimension finie sur K:D sur lequel Gal(K'/K) opére semi-linéairement,
le caractére de la représentation Ko—linéaire ainsi définie étant SWK'/K

(resp. aK'/K) . On a alors

. K' G
gap(v) = dimy _(Homy, (Z,Dg ()™
1 j —_ 3 1 KI G
(ap(\/) = dlmKo (HomK;) (', Dg (V)

7.5. - APPLICATION AUX VARIETES ABELIENNES.

Dans ce n°, B est un (K/K)-anneau de Barsotti-Tate adapté aux

groupes p-divisibles (cf. n°7.2.6).
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7.5.1. - Si @ est une variété abélienne définie sur K et si ¢
est un nombre premier (y compris, si € =p), on note

T,o(G) = Hom(CDe/ZZ,Q(K)) le module de Tate de ¢

PROPOSITION. - Soit (@G une variété abélienne sur K ayant poten-

(@) . Alors V es

tiellement bonne réduction et soit V = @ g_ T
p Zp P

potentiellement admissible et le caractére @y (cf. n°7.4.1) est &

valeurs dans Z . Si e#p et si Y désigne le caractére de la

représentation Ze—linéaire de 1 dans T?,(G) , on a cpa = oy (rap-

pelons, cf. [23], th.2, p.496, que cpQ est indépendant de ¢ et

3 valeurs dans Z%).

7.5.2. - Démonstration. - Soit K' une extension finie galoisienne

de K sur laquelle (G acquiert bonne réduction, soient A' l'anneau des

entiers de K' et k' le corps résiduel. Soit GA' le modéle de Néron
de @ XKK' . C'est un schéma abélien sur SpecA' et T = lim (QA,) n

- p
est un groupe p-divisible sur A' . Comme V s'identifie a }Lp(l“) (comme

module galoisien au-dessus de K'), V est potentiellement admissible.

La fibre spéciale Gk' = GA' XA' k' de GA' est une variété abélienne
définie sur k' et la fibre spéciale T de T s'identifie a lim (Gk.) n
L} p
Soit D = _];)]; (V) . On sait (cf. n°5.1) que le F-iso-cristal sous-jacent &
s ifs =K' M , ~
D s'identifie au dual de MK('D(FK‘) W (k') _(¢k,) ol M(l“k,) est le

module de Dieudonné de Fk'

Soit IO le groupe d'inertie de l'extension K'/K et soit s € ]O .

Par fonctorialité du modéle de Néron, s opére sur GA' donc aussi sur
Gk' . Comme ], opére trivialement sur k' , s définit en fait un endo-
morphisme de la structure de variété abélienne de Gk' ; notons PS son

polynéme caractéristique et tr(s) sa trace

s on sait (cf. [13 bis], th.4, p.180) que PS est aussi le polynétme
caractéristique de s opérant sur Tz(Gk') = TE(GA') = TE(G) ; en
particulier, on a ch(s) = tr(s) ;
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on sait (cf. [4], chap.V, cor. au th. du n°2) que PS est aussi
le polyndbme caractéristique de s opérant sur M(l“k,) , donc aussi

sur I\_/IK,(Tk.) ; comme P, est a valeurs dans Z , on a
o

P 1= PS et Ps est aussi le polynome caractéristique de s
s

opérant sur le dual D de I_\_/IK, (I“k,) ; comme g, est le carac-
o
tére de la représentation K;)—linéaire de ]O sur D , on a

$, (s) = tr(s) , d'od la proposition.

.3. - Remarques. -

- Soit @ wune variété abélienne définie sur K et soit

T (G) . Il me semble raisonnable de conjecturer que G & bonne

Z.p

P

réduction (resp. potentiellement bonne réduction) si et seulement si V est

admissible (resp. potentiellement admissible).

On a des résultats partiels dans ce sens

i)

ii)

la proposition 7.5.1 montre que la condition est nécessaire et que,
si @ a potentiellement bonne réduction, alors @ a bonne réduc-
tion si et seulement si V est admissible (car G a bonne réduc-
tion si et seulement si C:G est le caractére de la représentation
triviale de dimension 2g , avec g =dim @ , tandis que V est
admissible si et seulement si Py est le caractére de la représen-

tation triviale de dimension 2g) ;

on peut montrer que la conjecture est vraie si (G est une courbe

elliptique, i.e. si g=1 ;

iii) d'aprés un théoréme de Raynaud (cf. [SGA 7.1]1, p. 385, cor.5.10)

¢ a bonne réduction si et seulement s'il existe un groupe p-
divisible T sur @ tel que V = yp(r) ; il résulte alors du
cor. 5.2.4 que, si e=1, (G a bonne réduction si et seulement

si V est admissible ;

iv) de la méme maniére, on voit que la conjecture est vraie, gquel que

soit e , si la conjecture du n°5.2.5 l'est aussi.
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2. - Soit @ une variété abélienne définie sur K ayant potentiel-

lement bonne réduction et soit V = Q ®, T (G) . Soit 6 (G) (resp. &'(G) ,
o) Zp p 2 12

62(0)) 1'invariant noté 62 (resp. 62+e , €) dans [23], p.500 : avec
les notations du n° 7.4.7, on a 62(a) = (swv,cp Y, 68'(0) = (av,cpa) ,

ép(V) , 6'2((1) = 61[')(v) et

]

eE(G) = (uv,ch> ; comme o
ez(G) = ep(V)

a =%, , ona 62(0)
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RAMIFICATION IN P-ADIC LIE EXTENSIONS

by
Benedict H. Gross

(Princeton)

Let U be a complete discrete valuation ring, with residue field k
algebraically closed of characteristic p > O . Let K ©be the field of fractions,
Es the separable closure of K , X the algebraic closure of K , and
g = Aut, (K) = Gal(ES/K).

If G is a p-divisible group over {J , its general fibre determines a con-

tinuous Galois representation:

o : (} — 1 GL(dx,DX)

A

where the D are division algebras with center Qp . When K has characteristic

A
zero this representation is well-known; it is given by the Galois action on the
Tate module T(G) [10]. When K has characteristic p, I will show how to define
p as a Galois action on a generalized Tate module and will calculate its deter-
minant.

In both cases the image of p is a closed subgroup of g GL(dA’DA) and

inherits the structure of a p-adic Lie group. It carries two filtrations: an

arithmetic filtration by the upper ramification subgroups of e% , and an analytic
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filtration by the p-saturated subgroups of Lie theory. When char(K) = 0, Sen has
shown that these two filtrations are related in a striking manner [7]; unfortu-
nately, his results hold for any p-adic Galois representation and have nothing to
do with the group G . When char(K) = p the ramification behavior of an arbi-
trary p-adic Galois representation can be quite random [11], but it seems that
there is an interesting relation between the two filtrations when the represen-
tation comes from a p-divisible group over 0. Such a relation would reflect a
favorable arithmetic property of p in the equicharacteristic case, much as T(G)
enjoys a Hodge-Tate decomposition in the case of mixed characteristic [10].

In this paper I will present evidence for such a filtration relation when G
has dimension one. In this case the ramification calculations can be made quite
explicitly, and one can appeal to the theory of formal A-modules when G has
additional endomorphisms. It is a pleasure to express my appreciation to
Jon Lubin and John Tate, who taught me this subject and offered many helpful

suggestions.

§1. Review of ramification theory [8]

Let K Dbe a local field, with algebraically closed residue field k of

characteristic p > 0 . Let Vi be the valuation on K with value group % on

K¥* .

If E is a finite separable extension of KX , we may filter the set

L= Toy = HomK(E,E)

as follows. Since E is totally ramified over K , it is generated by any

uniformizing parameter B . Let e = [E:K] and define for x > O the subset

I ={oeT: ev (60-8) > x + 1}
X K

For large enough x., Fx consists only of the identity homomorphism; further-

more this filtration is independent of the choice of B .
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We call x a break in the filtration if r # Px+€ for all € > 0 . When
E is a Galois extension of K , the set T may be identified with the Galois
group and the filtration we have defined coincides with the lower ramification
filtration of Gal(E/K). In this case the breaks all occur at integers; in the
general case the breaks may be rational, as (BO—B) may ramify over E .

If x =0 is the only break in the filtration of T then E/K is tamely
ramified (hence cyclic). We shall henceforth assume there are further breaks.
Define the Herbrand transition function:

X

(1.1) ¢E/K(x) = %'Jo Card(rt)dt

This is monotone increasing and piecewise linear. Let Y(x) be the inverse
function on the interval [0,») and define the upper filtration of T by set-
ting = P¢(Y) for y > 0 . The upper breaks are the values of y such that
'€ # 1Y for all > o0 .

The lower numbering passes well to a subgroup, and the upper numbering to a
quotient. To be precise: let L be a finite Galois extension of K containing

E. Let G =Gal(L/K) and H = Gal(L/E) , so T = G/H . Then

(1.2) H = HNG, for all x > 0 .
(1.3) ¥ = ¢vu/H for all y > 0 .
(1.4) Lk = ®g/x © YL/E

Using (1.3) we may define an upper filtration on the Galois group of an infinite

Galois extension L/K by setting:

Gal(L/K)Y = {0 e Gal(L/K) : for all subfields E of finite degree

over K, o e IY, Gal(L/E)} .

E/K

We say y 1is a break in this filtration if it occurs as a break in some finite

quotient. Then every non-negative rational number occurs as a break in
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Gal(E;/K) 5 on the other hand, when Gal(L/K) is a p-adic Lie group, the breaks
form a discrete subset of the reals [7], [11]. If L 4is the maximal abelian
extension of K , the breaks occur exactly at the non-negative integers.

We now show how to calculate the upper breaks in T when E is given as

E/K
the root field of a separable Eisenstein polynomial. By (1.3) these breaks will

also occur in the filtration of the Galois group of the normal closure of E .

Lemma 1.5 (Tate)

Assume E = K(B) , where B satisfies the separable equation:

xe—l
e-1

- e . -
f(x) =x + a +eotag with a; € K, VK(ai) >1, and VK(aO) =1.

Let g(x) be the polynomial:

glx) = ('ls‘)e r(px+8) = x° + be_lxe'l+...+blx

and let N(g) ©be its Newton polygon: the convex hull of the points (i,vK(bi))

in the plane.

Then the upper breaks in the filtration of T occur at the y-intercepts

E/K
of the non-trivial sides of N(g)

AR

AN

N (g)

Proof. The roots of g(x) are the values a, = (g9/8) - 1, where ¢ runs
through HomK(E,E) . Thus the distinct rational numbers in the set

s = {evK(aO) : o # 1} give the lower breaks of T .

On the other hand, the numbers _VK(ac) are precisely the slopes of N(g).

Since the non-trivial sides of the polygon satisfy linear equations of the form

v+ Ax =0 (e*n)

E/K

we see that the y-intercepts give the upper breaks.
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Corollary 1.6

Suppose char(K) = p and E = K(B) is a separable extension of degree

q = pf , where B satisfies f(x) as in 1.5.

(a

1) If VK(ai) > vy l) for all i > 1 then a; # 0 and the upper and

have a unique break at the point

1 £3 .
ower filtrations of PE/K

m = (qu(al)/q—l) -1.

2) If E/K is CGalois then q - 1 divides VK(al) and Gal(E/K) = F;

Proof. 1) The coefficient al is non-zero as f(x) is assumed separable. If

we graph the Newton polygon of g(x) as in (1.5) we find it has but one slope:

\\
T‘\v‘. .
L 4
The y-intercept is at (qu(al)/q—l) - 1, which is the only upper break. By

(1.1) it is also the only lower break.
2) If E/K is Galois the lower break must be integral. As there is only
one break point and this point is positive, Gal(E/K) is an elementary abelian

p-group [8].

§2. P-divisible groups and Galois representations

Let K be a field, and G a p-divisible group over K of height h . If
p # char(K) then G is étale and is completely determined by its Tate module :
(2.1) T(G) = Hom_(@_/% ,G) .
T 0D
This module is free of rank h over Z% = EndK(QP/%i) and admits a left action

of = Aut_(K) which is continuous and % -linear:
K P

(2.2) o : C;, —+Autz (T(G)) = GL(h,Zp) .
P
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The functor G }——+ T(G) from étale groups to Galois modules is fully faithful
(9], [z0].
When p = char(K) the situation is more complicated as G need not be étale.
The Tate module, as defined in (2.1), can only give information on the maximal
étale quotient of G . To construct a more sensitive functor into the category
of p-adic Galois modules, we need a larger supply of initial objects (like QP/ZP)-
These objects are furnished by Dieudonné theory. For any reduced rational
number X = r/s in the interval [0,1] there is a canonical p-divisible group

GA defined over Fp of dimension r and height s . The group GA is speci-

fied by its Dieudonné module:

D(G,) = ZP[F,V]/(FS-r=Vr,FV=VF=p) .

R
All endomorphisms of GA are defined over T g and
P

EndJF (GA) QZQ = D)\ >
PS P :

where DA is the central division algebra over Qp with invariant A (mod Z) .
The central assertion of the classical theory is that the category of p-divisible
groups up to isogeny over X is semi-simple and that the groups GA represent

the distinct simple objects [1]. If G 1is any group over K we therefore have

G ~ 1IG over K ,

where the dA are integers, almost all zero, determined by G . We can gener-

alize the construction (2.1) by defining

Q

A
(2.3) v*(c¢) = Hom_(G,,G) ®
X A %5 D

Then VA(G) is a right module over D, of dimension dx , or a left module for

the dual algebra Do It admits a continuous left action of Q} 3 when K con-

X

° .
tains the field F g this action is DA—llnear:
p
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p)\ : %, —> Aut O(V)‘(G)) = GL(d)\,D)‘) .

)

If K contains the algebraic closure of the prime field we can thus define the
representation p = ® p)‘ on the generalized Tate module V(G) = & VA(G) .

Now suppose O’)\is a complete discrete valuation ring, as in)\the introduction,
with quotient field K and residue field k (algebraically closed of charac-—
teristic p > 0). Let G be a p-divisible group defined over . The special

fibre Gk and the general fibre GK are groups over a field; therefore

(2.5)
A —
G, ~1 G}\ over K ,

where we accept the convention that GO/l = mp/ZP and d = h if char(K) = 0 .

0/1

Consider the Galois representation arising from the general fibre:

(2.6) o : — T GL(dX,D)\) .
A
How can we distinguish this from an arbitrary p-adic Galois representation?

First, we can compose p with the homomorphism

- . *
det = 2 Nm, g GL(dA,D)\) —_— Qp

where Nm)\ is the reduced norm in the algebra Mat(dX,DA) over dlp . We obtain

a p-adic character e = det(p) of % .

Theorem 2.7

If char(K) =p then e =1 in Hom(%,mz) .

Proof. The group G gives rise to an F-crystal E(G) over the perfect closure

of U’ [3]. The special fibre of this crystal is isogenous to the direct sum
c

@E)\)‘ , where Er/s = %P[F]/(Fs=pr) . Over K the general fibre is isogenous
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d
A
to QEA 3y over errf‘ it is isogenous to this crystal, twisted by the represen-

tation p .
The category of F-crystals has an exterior power operation which commutes

with fibre products. If G has height h we find
k ~ Faim(c)/1

(/\E(G))K ~Baincyr OV X .

h

Over errf. the general fibre of AE(G) is isogenous to twisted by

Edim(G)/l

the character € = det(p) . But the F-crystal E has only the trivial

h dim(G)/1
lifting from k to ¢ [3]. As /\E(G) is such a lifting, its general fibre is

isomorphic to its special fibre and e =1 .

Notes: 1) Suppose G has height h over O and its general fibre decomposes

as in (2.5); then Z dxsx = h where s, = denom(A) . If C is the completion

A
of the maximal unramified extension of Qp (which splits all the algebras Dx ),

we have an embedding

I GL(d

D>\) «—— GL(h,C) .
A

A

Now let U be the open set Spec TU'- Spec k , so Ef = nl(U) . Then (2.6) gives

us a "monodromy representation"
(2.8) p i m(U) — GL(h,C) .

Inthe geometric case when K has characteristic p , Theorem 2.7 asserts that the
monodromy representation factors through SL(h,C)

2) Theorem 2.7 may be formulated for K of arbitrary characteristic. Let
X be the cyclotomic character giving the action of é} on p-power roots of unity

in K . Then

(2.9) € = Xdim(G) in Hom(%,ﬂl;) .
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For K of characteristic zero this is due to Raynaud [6]; for K of charac-

teristic p it is a restatement of (2.7) .

§3. Formal A-modules of dimension 1 .

Let G be a connected p-divisible group of dimension 1 over . Then G
can be identified with a formal group on one parameter, and we can make the
representation p of (2.6) more explicit by using Lazard's one-dimensional
theory. When G has additional endomorphisms it is convenient to analyse this
situation using the language of formal A-modules [2] [4].

Let A Dbe the ring of integers in a finite extension F of Qp , let 7
be a prime of A and q = Card(A/mA) . Suppose R 1is a ring over A and
Y : A—R is the natural morphism. Then a formal A-module of dimension n

over R is a pair G = (G,i) , where G is a formal group of dimension n over

R and i : A — EndR(G) is an injective ring homomorphism such that if(a) in-
duces multiplication by vy(a) on Lie (G) . We write [a]G for the element i(a)
in EndR(G) . If G and H are two formal A-modules over R , we define

HomR(G,H) = {¢ € HomR(é,ﬁ) : ¢ o [a]G = [a]H ) all a e A} .

We shall henceforth only consider formal A-modules and formal groups of dimension
one.

It is quite easy to describe the category of formal A-modules over a field
K of characteristic p ; if A = %5 this is equivalent to the category of formal

~

groups. Choosing a model for G over K we have

where f(x) 1is a power series over K with f'(0) # 0 , and h is a strictly
positive integer, the height of G . (The height of G, as a formal group, is
then h-[A:Z%], and we shall assume the height is finite.) If K 1is separably

closed there is one isomorphism class of formal A-modules for each finite height.

89



B. GROSS

As a representative, we can take the formal A-module Gl/h , which is defined over

A/mA  and characterized by

(3.1) (nlg (x) = x% .

This formal A-module achieves all of its endomorphisms over the field E‘h 5

q
there we have

Endp, . (Gl/h) =By
q

where Bl/h is the maximal order in the central division algebra over F = A@Qp

with invariant 1/h (mod %Z) . When K is not separably closed G is classified

over K Dby its height and a representation

. ey *
o : Gal(KS/K) — Bl/h

as in §2.
We can now apply this to formal A-modules G over T whose special fibre is

isomorphic to G over k . Let GO/l denote the constant étale A-module

)h

1/h

F/A . When <char(K) = 0 we have GK = (GO/l

general fibre of G must also have dimension 1, therefore

When char(K) = p the

-~

da
Gy ~ Gl/g )

X

x (Gg)q

where 1 <g<h and g+ d=h . Define the Tate modules

1
T /g(G) = HomE(Gl/g,GK) of rank 1 over Bl/g

(3.2)

To/l(G) Hom (G. ,.,G..) of rank d over A .
X 0/1°7K

These afford Galois representations:

1/g . I
pg'q/ Bijg = B
(3.3)
01, g — GL(a,h)
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as in (2.4). We shall restrict our study to the equicharacteristic case (g > 1),

0/1

as the ramification of »p when char(K) = 0 is well-known [T].

Choosing a model for & over CT we have
(3.4) [rly (x) = £(xt)

where f(x) = alx + a2x2 + ... has coefficients in 104 and al #0 . If we in-

sist on a model lifting the standard model of Gl/h , then all the ay lie in

the maximal ideal except for a PR The integer e = vK(al) is independent of

q
the model chosen; it is zero if and only if d = 0 . In that case the represen-

tation p = pl/g ® po/l is trivial [5]. The simplest nontrivial case is when

d = e =13 here we have complete results.

Theorem 3.5

Let G be a formal A-module of dimension 1 and height h =g + d over .

Assume d = e =1 and for n > 0 define the rational numbers

*
1) a) The representation pl/g : g/-—ﬁ-B* is surjective, so B

inherits an upper ramification filtration.

b) The upper breaks in this filtration are precisely at the points

a(n) , n>0 (or n>1 if o =2).

c) For n>1 (B*)a(n) =1 + WEB , where m_ is a prime of B .

B

R *
2) a) The representation po/l : Ey — A* is surjective, so A

inherits an upper ramification filtration.

b) The upper breaks in this filtration are precisely at the points

a(gn) , n>0 (or

- B
|v
1
=
=B "
Q
n
L

¢) For n>1 (A*)a(gn

We will prove this result in the following section. First we shall make a

few remarks on its contents and provide a concrete example.
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Example: Let E be the elliptic curve over C7'=ﬁ;2[[t]] with plane equation

Vot 4y =

and origin at the inflection point (x,y) = (0,0) . Then EK is ordinary, but
Ek is supersingular. The formal group E associated to this model, using x

as a local parameter at the origin, gives a formal A-module G with A = Z2 and

2

[—Z]G(X) = tx + (l+‘c,3)x)+ + oo, + (t2n—h+t2n—l)x2n +

ce e

Thus h =2 and g=d =e =1 . Applying (3.5) we see the upper breaks in

0 n
0 /l(g}) = A* occur at the points a(gn) = 3(2"-1) , and (A*)B(2 1) =14+2"
for n > 1 . These are the breaks in the separable quotient of the 2-division

field of EK .

Notes: 1) The breaks in the upper filtration of pl/g(a,) are integral if and
— . ,

only if g =1, i.e. if and only if Bl/g is abelian.

. g _ . .
2) Since (nB) (ﬂA) in Bl/g , we find
(B*)a(gn) =1+ WZB for n>1

and the function a(gn) relates the ramification filtration to the = -filtration

A
0/1 1/g

*
in both p and p . Let H® denote the elements in B x A*

whose re-
duced norm down to A* is 1 , and Hn the elements of H* congruent to 1
(mod WX) . I suspect that p = pl/g @ po/l maps g? surjectively onto H' and
that for n > 1,

#yalgn) _
(1 >a gn) _ Hn

Theorem 2.7, combined with (3.5), shows that this holds at least when A = %5 .
3) When d =1 but e > 1 we can prove a slightly weaker result. Let
e, be the separable degree of K over L = k((al)) . Then there are positive

constants ¢ and N such that, for all n > N ,
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(n)-c

n)+c

e af
pl/g(g/) s c 1+ WEB ;._ pl/g(g/)esa

(3.6)

(gn)-
p0/1< \)esa(gn)+cg 1+ T’ZA . pO/l((})esa gn)-c

Indeed, by Drinfeld's moduli theory [2], we can find a model for G over
k[[al]] where we can apply (3.5) . Then (3.6) follows from a comparison of the
upper numbering on Gal(f;/L) with that on its subgroup 9}= Gal(Kg/K) of

index e .
s
Thus the breaks in the ﬂA—filtration of p( 9) occur near the upper breaks

e, algn) . The breaks in the p-saturated filtration therefore occur near the

upper breaks e * a(g-eF-n) , where F = A@Qp and ey = VF(p) . This result

bears an eerie formal relation to a theorem of Sen in characteristic zero. By
definition
( h—l) gepn
e, —-q"—-———g 3 (¢ * -1)
(q>-1)(q -1)

esa(gan)

(an-l)g

h—l 2
e 2 (1 + P+ g+ g
s d

q -1
When (7 has mixed characteristic, g = 0, d = h, and e, = VK(WA) . Thus,
arguing purely formally, we might expect that in this case the breaks in the
p-saturated filtration of p(%%) would be near the upper breaks e epht = epn

But this is precisely Sen's result [7] : is there a general theory which can

obtain both results simultaneously?

4) When d > 1 the situation becomes more complicated. It seems that the
upper breaks in p(?ﬂ are determined by the valuations of the d moduli that

[2], [5]. When d =1, a, is the unique

classify the lifting of G over G 1

1/h
modulus of the lifting; it might be interesting to study maximal l-dimensional

families in general.
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§4., The proof of Theorem 3.5

To prove part 1) we start with the representation
pl/g : 9/ — B¥ .

Recall that the prime LA gives a filtration on the image:

* 2
B 21+TTBB 31+1TBB>

with successive quotients:

n n+l +
1+nmB/1+m B
B B g -

”
=)
Y
¢}

L1

s

\"
ju}

For n > 0 let Hn be the kernel of the composed homomorphism:

n+l

n+l_ %
2 ( >,

* *
pn:cg/—v>B — (B /1+7 B)—B/ﬂBB

and let K  be the fixed field of H_ in K_ . Then (%/H ) = Gal(K_/K) and
n n S n n

we have a tower of fields:

= |

S

=

N — R—

If we choose an isomorphism of formal A-modules over Es

¢ : G—>Gl/g

we have, for o e%/ ,

o/E(o) = ¢ 0 ¢7% ¢ Aut(oy ) = B
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Choosing models for G and Gl/g over 7 , we may write ¢ as a power series:

_ 2
o(x) = Kpx o+ kx” + oL

with coefficients in R; . Similarly, we have the power series over o

g

. .a
[mlg(x) = ajx® + ax ..

Since ¢ 1is an isomorphism.of formal A-modules, these series satisfy:
(4.1) oo [nl (x) = [n], o o(x) =¢% (x%)
G G
1/g
Lemma 4.2

1) The coefficients k; in ¢(x) are integral in K

2) One has k, e K for all j < ¢" , and K =K

3 n-1 (k n) :

q

n-1

Proof. The integrality of the kj follows from the identity (L4.1), which may be

G—

used to define them successively. Since o € HO if and only if kl kl , we
have X, = K(kl) . But for o e Hy :
5 m
6o ¢ (x) = x+ kx¥ + ...

furthermore, o € H if and only if m > n . This gives part 2) .
Lemma 4.3

Assume that d = e =1 . Then for n > 0 ,

+1 (%
1) C induces an isomorphism Gal(Kn/K) = (B/ng lB) .
2) k n is a uniformizing parameter of Kn .
q

3) Gal(Kn/Kn_l) has a unique upper and lower break at the point

m = qhn -1.

4) The lower filtration of G = Gal(Kn/K) is given by:
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GO =G
G, = Gal(K_/K,) for 0<x<gl-1
Gx = Gal(Kn/Kl) for qh -1 <x §_q2h -1
- (n-1)h h
GX Gal(Kn/Kn_l) for l<x<g -1
GX = (1) for qnh -1 <x .

5) The upper filtration of G = Gal(Kn/K) is given by:

GO =G
¢* = Gal(Kn/KO) for 0 < x < a(l)
¢* = Gal(Kn/Kl) for a(l) < x < a(2)

G = Gal(Kn/Kn_l) for a(n-1) < x < a(n)

¢* = (1) for a(n) < x ,

where a(1),a(2),...,a(n) are defined in Theorem 3.5.

g
Proof. We use an induction on n . For n = 0 look at the coefficient of xq

in the identity (4.1). This gives the equation:

- q
klal = k1

Since e =v_(a,) =1 , this shows that K

- & _
e K(kl) has degree g 1 over X

0

and that kl is a uniformizing parameter. By counting we see that the injection

Py ¢ Gal(Ky/K)) — (B/wBB)*

is an isomorphism. The only upper and lower break is at 0 , as KO is a tamely

ramified extension of K .

/K . Look at the coefficient of

Now assume that the lemma holds for Kn—l

g+n
x4 in the identity (4.1). This gives the equation:
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n-1 n g

q q
+ ...+ + ... + =
klaqn kqn—l aq k 0 &1 (k n)

But I claim this is an Eisenstein equation:

n g
(4.k4) b+ a% y =y
for y =k o over Kn—l . It is clear that b 1is integral, by (Lk.2). Since G

q
lifts G and d =1, we know v, (a,) >1 for i # q . Consequently,
1/h |
% (ai) >1 for i#q and
n-1
qn-l
v (b) = v (k .y & ) =1
Kpa1 Kpe1 a 4

is a uniformizing parameter in Kn

by our inductive hypothesis that k n-1 1
q
Therefore Kn = Kn_l(k n) has degree qg over Kn—l and uniformizing parameter
q (n-1)
k - By induction, we know that [Kn_l:K] = (qg—l)qg ; hence the injection

q

o, Gal(Kn/K) — (B/ngﬂB)*

is surjective by counting. By applying corollary (1.6) to the equation (4.4) we
see that Gal(Kn/Kn_l) has a unique upper and lower break at the point:

n hn
m=v (alq)qg/qg—l—l=q - 1.

n-1
The calculation of the filtrations on Gal(Kn/K) is now accomplished using the

. . - . . . £
identity ¢Kn/K ¢Kn_1/K o ¢Kn/Kn_1 , the inductive hypothesis, and the fact that

¢K /K (x) = x for x<gq =-1.
n' n-1

This lemma yields part 1) of Theorem 3.5 as an immediate corollary. Given
an adequate theory of m-divisible A-modules, we can see how part 2) of this

Theorem would follow formally from part 1) . We can define the character:

- . *
e, = det, (p) : 9/ —> A
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*
where detA : Bl/g x GL(d,A) — A* is the reduced norm in the category of

F-algebras. In analogy with (2.7) one would expect:

e

(4.5) € 1 in Hom(g/,A*) .

When d =1 this would imply:

?

-1
(+.6) Posp = my g © 0yyg)

b

from which we could easily derive its ramification filtration. Since the full
theory of "A-crystals" is not available to prove (4.5), we shall prove part 2)
independently, and check that the results are consistent with (L4.6).

First we must identify the representation

*
Po/1 ° (} —> GL(d,A) = M
where M = Mat(d,A) . We appropriate our previous notation: for n > 0 let Hrl
be the kernel of the composed homomorphism:
* *
o %-——» M — ¥/ 1 e = (/™ )
n
and let K be the fixed field of H  in Es .
If W={x¢eK: VK(X) > 0} , then the set of points of G in m give a
— _ +1 .
genuine A-module G(m) . Let G(m) be the finite submodule of o ~—torsion.

n+l
™

. . n+l
This module is free of rank d over A/m

A and is stable under the action of

g} . The resulting representation:

— . n+l, ¥
9,———4-AutA/ﬂn+lA (G(m)ﬂn+l) = (M/7m M)

may be identified with Py Consequently, Kn is just the separable subfield of

+
the field of = l—division points.

Lemma 4.1k

Assume that d=e =1 . Then for n >0,
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1) G induces an isomorphism Gal(Kn/K) = (A/ﬂn+lA)* .
g(n+l)

and [ﬂn]G(a) # 0 , then B = o2 is a

n

2) If a € G(m)“n+l

uniformizing parameter in Kn .

3) Gal(Kn/Kn_l) has a unique upper and lower break at the point

m = qhn -1.

4) 1The lower filtration of G = Gal(Kn/K) is given by:

Go =G
G. = Gal(K _/K,.) for 0 < x < qh -1
b n' 0 -
~ h 2h
G, = Gal(Kn/Kl) for ¢ -1l<x<q -1
z (n-1)h nh
GX = Gal(Kn/Kn_l) for q -l<x<q -1
¢ = (1) for P -1<x.

5: The upper filtration of G = Gal(Kn/K) is given by:

¢ =¢

G* = Gal(k /Kj) for 0 < x < a(g)

¢ = Gal(K_/K, ) for alg) < x < a(2g)

x

Gg" = Gal(Kn/Kn_l) for a(g(n-1)) < x < algn)
X

G" = (1) for a(gn) < x ,

where a(g), a(2g),..., a(ng) are defined in Theorem 3.5.

Proof. We use an induction on n . For n = 0 the extension KO is generated

by the non-zero roots of the polynomial f(x) , where
g
[nlg(x) = £(x) .

Since d = e = 1 each non-zero root R, has K-valuation 1/(g-1) . Consequently

0

the injection:
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po ¢ CallKy/K) — (a/A)*
is an isomorphism, and 60 is a uniformizing element. The break sequence is
obvious as KO is tamely ramified over K .
Now assume the result holds for the layer Kn_l/K . Let o be an element
. = . n
in G(m)nn+l not killed by m , and put
qg
a o = [rl (e ) = fa *)
Raising this identity to the qng power, we obtain:
ng ng (n+l)g ng
N e q - 4
%—l “n-1 £ (an ) £ (%Q

By our induction hypothesis, %k&. is a uniformizing parameter in Kn-l .

Applying the Weierstrass preparation theorem to the power series

ng ng , ng

ng
£4 (x)=a(l1 x +ad x +.‘.+a3 CR

X

n

we see that Bn satisfies an Eisenstein polynomial over K

n-1
glx) = x¥ + b B e
q-1 1 o]
with
v (b)) =1 v (v,) > v (v;)
Kn—l 0 Kn—l i Kn—l 1

We may therefore apply corollary (1.6) to conclude that Kn—l( %1) has degree q

over Kn—l and a unique upper break at the point
h
m=aqv, (b)/g-1-1=q"-1,
K 1
n-1
as
ng
n, n-1
v (b)) = v (ad ) = q"8(g-1)g .
K 1 K 1
n-1 n-1

Clearly B 1isa uniformizing parameter in Kn—l( %J ; counting degrees shows

that K =K (sn) and that the injection

n-1

P, - Gal(Kn/K) — (a/nn)"
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is an isomorphism. One can now calculate the entire break sequence using the

induction hypothesis and the identity
¢ =9 o ¢
LSV SRS SREYZ S SV SUR

This lemma immediately yields part 2) of Theorem 3.5 as a corollary. It
is easy to check that parts 1) and 2) are consistent with (4.6) using the

identities:
gn - n
NmA(l+nB B) =1+ nAA

Nm, (1+787FL

Ly 5 B) =1+ m, A .
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CONSTRUCTION DE GROUPES p-DIVISIBLES

Le cas de dimension 1
par

Guy LAFFAILLE

0. - INTRODUCTION.

Soit A l'anneau des vecteurs de Witt & coefficients dans un corps
algébriquement clos k de caractéristique p#0 . Soit K le corps des
fractions de A . Soient K' une extension finie de K de degré e et

A' 1'anneau des entiers de K'

Soient G un groupe p-divisible sur A' et M le module de
Dieudonné de sa fibre spéciale. Grothendieck [5], [6] et Messing [9]
associent & G un couple (,%) ou 7% = K@, M et ol ¢ estleK'-
espace vectoriel des logarithmes, avec une injection K'-linéaire de §
dans K ®KW‘ . Ils obtiennent ainsi un foncteur LMK‘ contravariant,
additif et pleinement fidéle de la catégorie des groupes p-divisibles, a
isogénie prés, sur A' dans une catégorie de couples (voir aussi [3],

p. 221).

Grothendieck a posé la question de savoir quelle est 1'image essen-
tielle de LMK‘ et Fontaine a conjecturé que celle-ci est la catégorie
des K'-couples faiblement admissibles définis au n°1.3 ci-aprés (voir

aussi [4]).

103



G. LAFFAILLE

Nous démontrons cette conjecture en dimension 1 : les K'-couples

faiblement admissibles (&,%) tels que dimK,S, = 1 proviennent de

groupes p-divisibles de dimension 1. La démonstration utilise d'une part
un procédé de réduction au cas simple (th.1.8 et cor. 1.12) et d'autre

part les formules explicites de Hazewinkel ([7], §15.2).

Nous obtenons le résultat suivant (cf. prop.2.4 et 2.7) : soit h

© nh
un entier > 1 . Posons eh(X) = 2, xP /" et soit v la valuation
n=0

de K' normalisée par v(p) =1 . Alors quels que soient les éléments

b; de K' , avec 1<is<h-1, tels que v(bi) > -i/h , la série formelle
h-1

e(X) = P,h(X) + 2 b2

=1

de hauteur h défini sur A' . En outre, tout groupe p-divisible connexe

i
h(Xp) est le logarithme d'un groupe p-divisible

de dimension 1 et de hauteur h défini sur A' est isogéne a un (mais

pas un seul) groupe dont le logarithme a la forme ci-dessus.

Remarques.

1. Des calculs assez longs permettent de montrer que tout K'-
couple faiblement admissible (£,7) tel que dimK’I)? < 4 est l'image

d'un groupe p-divisible défini sur A'

2. Lorsque e < p-1 , on connaft déja une autre description de
1'image essentielle de LI\/IKl (Messing [9] et Fontaine [3]) ; nous
montrerons ailleurs que cette description entratne que la conjecture de

Fontaine est vraie dans ce cas.

1. - LA CATEGORIE DES K'-COUPLES FAIBLEMENT ADMISSIBIES.

1.1. On note T wune uniformisante de A' et 0 le Frobenius absolu

sur k et K .

Un F-iso-cristal est un espace vectoriel de dimension finie sur K
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muni d'un automorphisme oc-semi-linéaire F .

On appelle K'-couple la donnée d'un couple (£,7) formé

m d'une part,d'un F-iso-cristal % contenant un réseau M de 7
(i.e. un sous-A-module libre de % tel que KgA M s'identifie & )

tel que pMcFMcM ;

s d'autre part, d'un sous-K'-espace vectoriel § de 77‘1(' = K' 8]( /.
Un morphisme de K'-couples est une application K-linéaire
u 7% -7 d9qui commute a l'action de F telle que, si UK' = idK, U,

on ait uK,(S.) G

Soit KO[F] (resp. AO[F]) l'anneau non commutatif engendré par K
(resp. A) et une indéterminée F avec les relations Fx = o(L)F pour
tout » € K (resp. » € A) . Si 7% est un F-iso-cristal, % est muni
d'une structure de KO[F] -module & gauche, et si M est un réseau de
7 stable par F , alors M est muni d'une structure de AO[F] -module

& gauche.

On sait depuis Dieudonné [2] et Manin ([8] II §4.1) que la caté-
gorie des F-iso-cristaux est semi-simple. Si 7% est un F-iso-cristal,
on a une décomposition en composantes isotypiques % = & '7/(0L , ou
77(OL est le sous-K-espace vectoriel de % engendré par le%ewx tels que
FSx = er si a=r/s , avec r et s entiers premiers entre eux et
s=1 . Les o tels que Wh# 0 sont les pentes de % . Un objet
simple de pente o =r/s est isomorphe & KO[F]/(FS-pr) , sa dimension

sur K est donc égale & s (cf. aussi [1]) .

Manin montre aussi (loc. cit.) qu'un F-iso-cristal %, contient un
réseau M tel quee pMcFMc M si et seulement si les pentes de %
sont telles que 0 <sac<l

) . Si

Si % est un F-iso-cristal, on pose d_ = 2 a dimK(ma

7 aed
0 — % — m — 7" — 0 est une suite exacte de F-iso-cristaux, il est
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clair que d_=d , +d
Vi

1.2. PROPOSITION. - Soit % wun F-iso-cristal dont les pentes sont

>0 et soit M un réseau de % stable par F . La longueur du

N

A-module M/FM est égale & d’]” ; en particulier elle ne dépend
7

pas du choix de M

Démonstration : Montrons d'abord que la longueur de M/F_M ne
dépend pas du choix de M . Soit N un autre réseau de ¥ stable
par F . Quitte & remplacer N par pnN , pour un entier n conve-

nable, on peut supposer que N M . On a alors
lg(M/FN) = 1g(M/N) + lg(N/FN) = 1g(M/FM) + 1g(FM/FN)

L'application F induit par passage aux quotients une bijection o-semi-
linéaire de M/N sur FM/FN , donc ces deux modules ont méme lon-

gueur et par conséquent lg(M/FM) = lg(N/FN)

Il suffit donc pour terminer la démonstration de calculer 1g(M/FM)
pour un M particulier. Comme la catégorie des F-iso-cristaux est semi-
simple, on peut supposer 7% simple de pente a =r/s . Soit x#0
dans 7 tel que FSx = er et soit M le AO[F]—module engendré par
x ; alors (x,Fx,...,FS_lx) forme une base de M et
Ig(M/FM) =r = s(r/s) = a dimKW(a .

1.3. PROPOSITION. - Soit (& ,7%) n K'-couple. Les propriétés suivan-

tes sont égquivalentes

(i) on a dimK,.L = d’/] et _pour tout sous-F-iso-cristal %' de 7% ,
(
on a dlmK‘(‘LﬂW‘K') < d

w
(ii) on a dimeC = d,” et pour tout F-iso-cristal quotient %" de
(

7 ., la dimension sur K' de l'image de & dans 77('1'<. es

supérieure ou égale a d

77("

Démonstration . Soit 9" un F-iso-cristal quotient de % et soit
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7' le noyau de la projection de % sur " . Soit &£" la projection

\d all 2 o _ ] 3 ' + : Lo
de & sur Mg, + on a dlmK,g, dlmK,(,\,ﬂW(K,) dlmK,.,\, et

dW( = dm'+d7f(" , d'ou la proposition.

On dit qu'un K'-couple est faiblement admissible s'il vérifie les

conditions équivalentes de la proposition précédente.

La catégorie des K'-couples faiblement admissibles forme une sous-
catégorie pleine de la catégorie des K'-couples ; c'est une catégorie
abélienne [4] . Les objets simples sont caractérisés par le fait que les
inégalités de la proposition 1.3 sont strictes pour tout sous-F-iso-

cristal propre (ou pour tout quotient propre).

1.4. PROPOSITION. - Soit (x,7) un K'-couple qui est dans 1'image

essentielle du foncteur LMK' . Alors (£,%) est faiblement admis-

sible.

Avant de démontrer la proposition, rappelons quelques résultats de
[3] . Fontaine y construit un foncteur M — MA' de la catégorie des
AO[F] -modules M , tels que pMcFMc M , dans la catégorie des
A'-modules. Il définit un sous-A'-module MA' [1] de MA’ tel que
MA'/MA' [1] soit fonctoriellement isomorphe a M/FM en tant que

k-espace vectoriel (IV, §2).

Si G est un groupe p-divisible sur A' , Fontaine associe & G
un A'-module libre LA.(G) avec une application A'-linéaire
o : LA'(G) — M,, oi M estle module de Dieudonné de la fibre
spéciale de G . L'application p induit un isomorphisme de

LA.(G)/nLA,(G) sur MA,/M L [11 =~ M/FM (IV, prop.4.2).

Si (&7 = LMK.(G) s on a7, =K g M

est 1'image dans Mg de K X LA'(G)

K=K ®A'MA‘ et &

1.5. Démonstration de la proposition. On reprend les notations de [3]
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rappelées ci-dessus.

Soit G un groupe p-divisible sur A' tel que (¥,7) = LM, (G)

Kl
Soit M le module de Dieudonné de la fibre spéciale de G

Des isomorphismes : LA,(G)/nLA,(G) 2= MA,/MA,[]] =~ M/FM , on
A i i = = +

déduit dlmK,S, d77< et MA' LA‘(G) MA,[I]

Soit %" un quotient de % et M" la projection de M sur ".
Soit yoc MA' — MA, la fléche déduite par fonctorialité de la projec-
tion de M sur M" . D'aprés la proposition 2.4 du chapitre IV de [3],
l'application 1§ est surjective et on a w(MA,[I]) c M‘&,[l] . On en
déduit que M/&, = y(L (@) + MA,[I] , d'od une surjection de ly(LA,(G))
sur M"/FM" . Donc le rang de q;(LA,(G)) sur A' est supérieur ou
égal a d77" ; comme ce rang est égal & la dimension de la projection

(

de §& sur 9, ., la proposition est démontrée.

1.6. Soit (£,7) un K'-couple faiblement admissible, on pose , =77(et

et ’mc = @ % . On dit que le K'-couple (&,7) est connexe si
a0 ©
gt =0, étale si 7S =0

Comme d77( =0, on a £ﬂ77§?= 0 , donc la projection de & sur
c
)

o c
7/“;;, est injective, soit £c son image. On pose (£,7 = (£c,77<) et

(S:,??()et = (O,W(et). On a donc une suite exacte de K'-couples faiblement
admissibles
et
0 — @, = @ — «m —- 0.

1.7. PROPOSITION. Si (£,% est un K'-couple étale, alors (&,%)

est dans 1'image essentielle de LM

K‘

Démonstration . On a £ =0 et =K @A M od M est le
module de Dieudonné d'un groupe p-divisible étale sur k . Ce groupe
se reléve en un groupe étale G sur A et LMK,(A'%G) s'identifie
a (&,
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1.8. THEOREME. - Soit 0 — (&',%) — (£.,7) — (& ,%") — 0 une suite

exacte de K'-couples faiblement admissibles. Alors les assertions

suivantes sont équivalentes

(i) (£,7) est dans 1l'image essentielle du foncteur LMK,

(i) €', 7) et (&".,%") sont dans l'image essentielle de LMK,

Avant de dé montrer le théoréme, rappelons quelques résultats de

Fontaine.

Dans [3], p.100, Fontaine associe a certains A'-anneaux R
un anneau f{]in de fonctions analytiques qui est le complété de K'gA,R
pour une topologie convenable. Si R est la bigébre d'un groupe p-
divisible, connexe, de dimension d , sur A' , l'anneau fi;n est iso-

morphe & un sous-anneau de K'[[X],...,Xd]]

Soit G un groupe p-divisible sur A' . Soit B la bigébre for-

melle de G et A le coproduit de B . Le coproduit 2 se prolonge

a Ezn et si xeézn on pose ax = x®1 +1&x -4x . On peut alors
identifier WK'(G) au quotient, par K' @A, B , du sous-K'-espace vecto-
riel de ézn formé des x tels que 3x € K'@A, (BéA' B) et £(@G) s'i-
dentifie a 1'image dans %K,(G) des x € EE“ tels que ox =20

Soit a = (...,a_n,...,ao) un covecteur de Witt a coefficients

dans B®A, k . Pour tout entier n , soit a_, un relévement de a_,

. Ld z "pn n pan N
dans B ; la série 3 a_n/p converge dans BK : c'est un reléve-
n=0
ment de a dans B3M (3], II, §5.5 et IV, §3.2). Comme le module

K
de Dieudonné M de la fibre spéciale de G , s'identifie & un sous-A-

module de CWk(B®A, k) , on définit ainsi des relévements des éléments
de M dans Egn . Ces relévements dépendent du choix des é—n .
Fontaine montre que deux relévements distincts différent d'un élément
de P'(B) qui est le sous-A'-module fermé de ﬁ;n engendré par les

pn n N
B_n/p o b_ €TB
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ne

1.9. Démonstration du théoréme. Posons d=d , d' =d, et d"=d
m W( 4

(ii) = (i) . Supposons d'abord que (£",%") est connexe. Soit G"
un groupe p-divisible connexe de dimension d" défini sur A' tel que
LMK,(G“) ~ (£",7") . Si on choisit des coordonnées Xl""'xd" sur G" ,
la bigébre formelle B" de G" s'identifie a A'[[Xl,...,Xd.,]] , avec

un coproduit A"

Soit, d'autre part, un groupe p-divisible G' de dimension d'
défini sur A' tel que LMK,(G') = (&,7) . Notons B' 1la bigébre de
G' et A' le coproduit de B'

On va munir B = B' éA' B" = B‘[[Xl,...,Xd..H d'un coproduit A
tel que A(b) = A'(b) si beB' et tel que le groupe formel associé a

B ait une image par LMK' isomorphe a (&,7)

Identifions le module de Dieudonné de la fibre spéciale de G' a
un réseau M' de ' . Soit My seee, M, Une base de M' sur A
Soit fnj un relévement de m]. dans Bl.(an . D'aprés Fontaine ([3],
IV prop. 4.1), les éléments afn], = léfnj+fnj@1 - A'fnj sont & dénomi-

nateurs bornés. Soit s un entier tel que, pour tout j , les amj

appartiennent a p St1(B' éA' B')

Soit X seeesXgqu o Une base de &" ; on peut choisir les coordonnées
Xl""’Xd“ de G" de sorte que X; se reléve dans 1l'anneau des fonc-
tions analytiques ﬁl';an sur G" (cf. [3] p.100) en une série ;{i

telle que ;ii = Xi modulo degré 2 . La série X4 appartient a
K' [[Xl""’xd"” et ses dérivées partielles sont a coefficients dans A'

(cf. [3] p. 104).

D'aprés la semi-simplicité de la catégorie des F-iso-cristaux, 7"
est isomorphe (de maniére non canonique) a un F-iso-cristal supplémen-

taire de %' dans ¥ , ceci nous permet d'identifier 7% a W en"

Relevons x dans & en Yy Yqu - On a donc

Lo X g
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=X +z avec z K'g 7
AT H L ER g

hl
Les Zi s'écrivent zi = 37, aijm, avec aij €K' . Si on remplace
=1 h' _
M' par p'M' , pour un certain entier r , on a z = > (praij)(p rmj).

j=1
Choisissons r de sorte que les zi appartiennent tous a pSM' , ou

h' R
s est l'entier choisi plus haut. On reléve z,1 en ‘;‘i = 3 aijmj ,
' j—l

- h . . A

= i : '&, B') . elé enfi g =x +z

donc ¥z j§1 a;;om; € p(B & ) . On reléve enfin v, en y =x+z
)21

Soit  ¢(X) = - , c'est un vecteur & d" composantes dont

Xdll

chacune est une série a d" indéterminées, & coefficients dans K'
La jacobienne de ¢(X) est a coefficients dans A' ainsi que son in-

verse.
Pour définir le coproduit A de B dans
By, B = (B &, B )[[1®x1,...,x1®1,...]]

il reste a définir les A(Xi)

CEA A(Xl) »
Soit 3z = . et posons A(X) = . =2 (2(X®1)+2(1&X)+3z)
32 3 A(Xd..)
Comme les aii appartiennent a pB'é)A,B' , en appliquant la formule de

Taylor a 2—1 on voit que la définition de A(X) a un sens et que AX)
a ses composantes dans B@A,B . On vérifie facilement que A est un
coproduit.

La formule qui définit A(X) entratne immédiatement que
pMeX)+2) = e(X&@1) + e(1&X) +zg1 +1&2

ce qui veut dire que A({’i) = gfiél + 1@371 . Il est alors clair que le

groupe p-divisible associé & B a une image par LMK, qui s'identifie
a (&.m) , ce qui achéve la démonstration de (ii) = (i) lorsque (g",7%")
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est connexe.

.10, Si  (£",7") n'est pas connexe, on a le diagramme commutatif &

lignes et colonnes exactes

0 0 0
} ! |
0 — 70" — @©.m" — 9" — o0

| | |

0o— . m) — &n — g7 —0

| ! |

0— &) — wn® — @a— o
0 0 0
Comme (&£',7') est dans l'image essentielle de LM , il existe

Kl
un groupe p-divisible G tel que LMK,(G) =~ (@€', 2') ; alors (&', %'

s'identifie a LMK,(GC) ot G® est la composante neutre de G . De

méme (£”,7/L")C est dans l'image essentielle de LMK' . Donc, d'aprés
c
)

)C

la premiére partie de la démonstration (£,7 est dans l'image essen-

tielle de LMK, ; en appliquant encore la premiére partie et en utilisant
la proposition 1.4, on en déduit que (&£,%) est dans l'image essentielle

de LMK,

1.11. Démonstration de (i) = (ii) du théoréme. On a le méme diagramme

commutatif exact que ci-dessus ; pour terminer la démonstration il suffit

donc d'établir (i) = (ii) dans le cas ou (£,%) est connexe.

Soit G un groupe p-divisible connexe de dimension d défini
sur A' tel que LMK,(G) =~ (£,7). Identifions le module de Dieudonné
de la fibre spéciale de G & un réseau M de 7 .
Soit M' = 2'NnM et soit M" la projection de M sur %"
Ona FM' =FMNM' et la suite 0 — M'/FM' — M/FM — M"/FM"—0

est exacte.
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Reprenons les notations du chapitre IV de [3].

D'aprés le corollaire 1 de la proposition 2.4 du chapitre IV de [3],

on a le diagramme commutatif et exact :

0 0 0

! | |

0 — M'A,[l] — MA'[]] — MA,[I] — 0

| | |

0 — M, — M — M — 0

} | |

0 — M'/FM' — M/FM — M'"/FM"— 0

| | l

0 0 0

Posons L = LA,(G) . On sait (loc. cit.) que L s'identifie & un sous-

A'-module de MA' et que L/rL = M/FM
Soient L" la projection de L sur MA' et L' = M'A,ﬂL . On
sait (loc. cit.) que l'on peut faire les identifications :

— ' — M " Ko n
mKl K ®A| MAI W(Kn K ®A| A’ 7]‘K| K %l M '
. L [l ' [T "
£ =K N & K X L £ K B L

On a le diagramme commutatif et exact :

L — L" — 0

| |

M/FM — M"/FM" — 0

!

0

d'od une surjection ¢ : L" — M"/FM" . Comme o(ml") =0 , on a en-

core une surjection L"/nl" — M"/FM"

Puisque (£",7") est faiblement admissible, les deux k-espaces

vectoriels L"/nL" et M"/FM" sont de méme dimension, donc
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L"/nL" — M"/FM" est un isomorphisme. On en déduit le diagramme

commutatif et exact :

0 —nL — L — M/FTM — 0
| | |

0 —_— TTL” . Ln —_— Mll/‘PMu —_— 0

| L i

0 0 0

D'aprés le lemme du serpent, la suite des noyaux des fléches verticales

est exacte, donc la suite 0 —nL' — L' — M'/FM' — 0 est exacte.

Choisissons des coordonnées Xl""’xd' , Yl""’Yd“ de G de
sorte que les Xi induisent une base de M'/FM' et les Yi une base
de M"/FM" . Le A-module M' s'identifie donc & un sous-module de

cwk(k[[x1 ,...,xd.]l ).

Posons B' = AI[[XI""’Xd‘” et B" = A'[[Y, "”’Yd"” . La bigébre
de G s'identifie donc & B = B'®A,B"

Soit Xl""’xd' une base de L' . Il existe donc un relévement
;{j de X dans Ezn qui appartient & ﬁi(an Comme L' cL , chaque
X admet un relévement i') dans é;n tel que ai') =0

La différence gj = >A<;—>A<j appartient alors & ce que Fontaine note
P'®B) (cf. [3], IV § 4.1, § 4.2 et prop. 5.1). On a donc
.= 3x'-dx%, = -3x, € P'(B'&,, B
ag] j ox, j € (B'z )

Al
. L. i . ) . a"
Si on écrit gj =7, Fil{_— avec i = (11""’ld“) =\ ,
i Oy ign
F_i_ € K[[Xl,...,Xd,]] et Y= = Y1 "'Yd" , on a:
5g, = 3F +3( T F Yy
i Yo TF0 L
Donc 3( Y FYY) =0 . Comme 9, appartient & P'(B) , on a

1#0 = .
F ¢ PP(B') , donc ¥ F. Ve ¢ P'(B) . Comme G est p-divisible, on
o iFo L
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> Fin— = 0 . Donc g‘_i € P'B') et ;(; € K'[[Xl,...,Xd,]]
0 =

a

N

On peut donc restreindre le coproduit de B induit par G & B' ,
ce qui définit un groupe p-divisible G' , dont l'image par LMK, s'i-
dentifie a (£',%') . Le noyau de la fléche de G dans G' est un

groupe p-divisible G" dont l'image par LMKI s'identifie a @",m")

Le théoréme est donc démontré.

1.12, COROLIAIRE. - Les assertions suivantes sont équivalentes

(i) le_foncteur LMK' induit une anti-équivalence entre la catégo-

rie des groupes p-divisibles, & isogénies prés, sur A' et

la_catégorie des K'-couples faiblement admissibles.

(ii) Tout K'-couple faiblement admissible, connexe et simple, ap-

partient & 1l'image essentielle de LM

Kl

Démonstration . Il suffit de remarquer que tout K'-couple faiblement
admissible admet une suite de composition telle que le premier terme
soit étale et que les quotients successifs soient connexes et simples.
On montre alors la proposition en raisonnant par récurrence sur le nombre

de termes de la suite de composition et en appliquant le théoréme.

2. - LE_CAS DE DIMENSION UN

2.1. L'objet de ce paragraphe est de démontrer le résultat suivant :

THEOREME. - Le foncteur LMK' induit une anti-équivalence

entre la catégorie des groupes p-divisibles de dimension un, a

isogénies prés, sur A' et la catégorie des K'-couples faiblement

admissibles (£,7) tels gue dimy, & = 1
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Remargque. Un K'-couple (&,7) tel que dimK,Ai = 1 est faible-
ment admissible si et seulement si d?7 =1 et ¢ ¢ K‘@Kmet
(

Démonstration du théoréme . Il suffit de montrer que si (£.,%)

est un K'-couple faiblement admissible tel que d,m= 1 alors (£,

appartient & l'image essentielle de LMK,

D'aprés le théoréme 1.8 et la proposition 1.4, on peut supposer

que (£,7) est connexe. Comme d 1 , le F-iso-cristal % est

n
alors simple de pente 1/h ou h = dimK??( .

Si h=1 , il est clair que (§£,7) est l'image par LI\/IK, du
groupe multiplicatif. On peut donc supposer que dimK% > 2

2.2. PROPOSITION. - Soit (£,7) un K'-couple faiblement admissible

connexe vérifiant dimK, £ =1 et dimK’IA =h =2 . Il existe alors
un élément e, de % et un élément ¢ de & tels que
. h h-1
(i) ona F'e =pe et (e ,Fe ,...,F e ) est une base de 7
— o o o o o
sur K ;
h-1 i
(ii) si 2:120 bjFe ., avec byj€K' ,ona b =1 et

v(bi) > -i/h pour 1<is<h-1 (o0 v désigne la valuation

de K' normalisée par v(p) =1).

Démonstration . Comme k est algébriquement clos, il existe un

-1
élément non nul e' de % tel que Fhe‘ = pe' . Alors (e',..., e')
o o o o o
est une base de 7 sur K . Si ¢' est un élément non nul de & ,
h-1 i n
il s'écrit 2. b'Fe' avec b' €K' . Quitte a remplacer e' par F'e' ,
i=p L © i o o

pour un entier n convenable, et a multiplier ¢' par une constante,

on peut supposer que bg =1

Soit i tel que v(b'i) +T1'1_ < v(b;) +JH pour tout j vérifiant

l1<j<h-1 . Si v(b'i)+}l§z 0 , il suffit de poser eo=e('J et ¢=28'
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Sinon 1'élément b' est non nul. Posons e, = Fle'o ; alors
1 h-1 j
g = —298' s'écrit Y b,)Fe avec b =1 et :
by =1 1+ ° °

] 1 . i+ <
bi+j/bi si i+j <h
! b' i ity =
bi+j—h/p Lostoit 2 h

Si itj<h , on a :

» o
v(b) = vibi ) - vib)) = (v(br ) +F) - (VBRI = o

Si itj=2h , on a :

' 1 1 l+j—h
= -1- = +
i v( ! j—h) 1 v(bi) (v(ij_h) 5

<
o
!

i h -~

La proposition est donc démontrée.

o nh
2.3. Soit Eh(X) la série formelle 2, xP /pn , c'est le logarithme
n=0

d'un groupe p-divisible G de hauteur h et de dimension un défini

h
sur Zp . L'image x de Eh(X) dans le module de Dieudonné de la
fibre spéciale de G, vérifie th=px ([31, v§2) . On peut donc
relever 1'élément e de la proposition 2.2 en ¢, (X) dans l'anneau
© TN, .an i b i
des fonctions analytiques (A‘[[X]])K et Feo en eh(xp) . La base
h-1 i
de & de la prop.2.2 peut donc se relever en ¢(X) = 3, bieh(xp)
i=0

Pour achever la démonstration du théoréme 2.1, il suffit alors de

montrer la proposition suivante

TSR EE LS S

@ nh
2.4. PROPOSITION. - Soit ¢ (X) = ¥ x® " et soit pour
n=0
i=1,.,h-1 wun élément b; de K' vérifiant v(bi) > -i/h . Soi

h- i
bo =1 . Alors la série 2(X) = 2, b; Eh(Xp) est le logarithme
i=0

d'une loi de groupe formel définie sur A'

© n
Démonstration : la série &(X) s'écrit ¥ anXp . Si n=rh+j
n=0
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D'aprés Hazewinkel ([7], §15.2), la série ¢&(X) est le logarith-

me d'une loi de groupe formel définie sur A' si et seulement si les

Tnl définis par les formules suivantes
T = pay
n-1 pn-i
T, = Pay - z an—iTi !
i=1
sont entiers.
a) Si 1<n<h-1, on va montrer par récurrence sur n que
h-n _ - 1 _h-1
V(Tn) =2 S On a T1 pa, pb1 , donc V(Tl) > 1 h n
. . h-i
Supposons que, pour 1 <i<n-1, on ait V(Ti) >z On a
alors
n-i n-i ; ,
p _ p noiy n-ih=i Lo n-i o
@ o ) b I° )=-"tp o n e T(h-i)-n+i]
1. n-i. . . h-i  n-i h-n
=3 lp “(h-i)-(h-1] = h (2 1 =77
B n _ h-n . h-n
Comme v(pan) = v(pbn) =z 1 h=p +ona bien v(Tn) =
h-1 h-j
b) Ona T, =1- 2, a TP . D'aprés a), on a :
h =1 h-j7j
h-j . ; _i -3 ; -
p h-j h=i _h-j _h-j h-j_ p-!1
V(ah-jTj ) = p h o (e 1) =
Donc T. = l+c avec v(c) = p-1
h h

c) Nous allons montrer par récurrence sur n que v(Tn) > 1/h

n
pour n>h . Si V(Ti) > 1/h , alors v(anTip ) > 1/h . En effet, posons
n =rh+j avec 0s<j<h-1, alors

+j +j
o™y 2™

h hn " hn "n

n
via TP) = pv(T) +v(bj/p‘) >

1]

1
2"-n) >

Donc, d'aprés a) et en raisonnant par récurrence, dans l'écriture
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de Tn , pour n>h , tous les termes sont de valuation supérieure ou

égale & 1/h , sauf peut-étre le premier et celui qui contient Th I

n-h
< : _ p = rhai : 1
faut donc étudier pan an—hTh . Posons n =rh+j avec 0<jsh-1 ,
alors d'aprés b), on a :
pn—h bj (r-1)h+j
pan"an--hTh - ﬁ[l_(hm) 1
P (c-1)h+j D
et il suffit de vérifier que v(1-(1+4c) )-(r—l)—H > 5 -

2.5. LEMME. - Soit x €A' tel que v(x) = p_;l_l , alors :

: 2 p™ p-1 .
a) si hs(p-1)*, ona v(l-(1+x)P ) > _h_+m pour tout entier

m=0 ;

b) si h> (p—l)2

, soit s le plus grand entier tel que

pS(p-1)2 <h ; on a alors
m -1
v(1-(1+x)P7) > pm% si mss
et
m —-—
v-(40P ) 2 p* P4 m s siomas

Démonstration. Soit y € A' et supposons que v(y) = u > 0 .

v(1-(1+y)®) = inf(v(py),v(y®)) = inf(1+u,pu)

On a inf(l+u,pu) = 1+u si u = 1/(p-1)

2 -1 -
Supposons que h < (p-1)" , ce qui veut dire 1+9h— pEle
D'aprés la remarque précédente, on a v(1-(1+x)P) = 1+-19—;;—1 . Supposons
m _
que v(1-(14x)P ) » m+%—1l . Ecrivons (14+x)P™ = 14z avec
p-1 pm*!
v(z) = m+T . On a alors v(1-(1+x) ) > inf(v(pz),v(zP)) . Comme

(p-1)2

+ -1) -
” p(m-1)-1 > 0 ,

p-1 p-1
+_ - + +_ =
p[m o ] [m+1 h]

le a) est démontré.
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Si h> (p—l)2 , on a v(l—(l+x)p) > p%l . Supposons que

-1 m
v(1-(1+x)P ) = pmpT . Posons encore (1+x)P = 1+z . On a

m+1 p—l)

v(l—(1+z)p) > inf(1+v(z),pv(z)) = inf(l‘*‘Pmp;—ll p o

2
-1 m+1 p-1 -1
p -p p-L _ 1 -gn (p-1)

m
1+ iti i

Or p n h n et ce nombre est positif si

et seulement si pm(p—l)2 < h , donc si m<s . Donc, pour m<s ,

p™ m p-1
on a v(I-(1+x)" ) = p 5 - D'aprés la remarque du début, on a
s+1 -1
v(1-(1+x)P ) = 14p° P=2 | On achéve la démonstration du lemme par

h
récurrence.

2.6. Revenons a la démonstration de la proposition. On applique le

lemme avec x=c et m = (r-1)h+j

Dans le cas a), on a :

n-h ; .
_ p p_l + _ s (e _J_ - P_—_l +E-_J+ - 41—
v(pan an-—h% ) = = (r-1)h+j-(r-1) h n o (r-1)h+j-r .

Or (r-=1)h+j-r = 2(r-1)+j-r = r+j-2 . Si r=2 , la proposition est démon-

trée, si r=1, ona n=htj>h , donc j=1 et on a bien r+j=2
e " s 2 . .
Dans le cas b), remarquons que l'inégalité h = p (p-1) implique
que h>s

Si m<s , donc (-1)h+j <s ,ona r=1 et comme n>h ,

ona j#0 . On a :

- e g o o Lledy o L
vlpa -a Ty S (p-1)-] 2 @)-) =

Si m>s , ce qui équivaut & n>s+h , on a :

n-h .
- p S Rl (o 1)h-s = pS Rl an(1-d)-h-s+1
V(pan an_th,1 ) = hrlp T (r=1)h+j-s = p o n(1-y)-h-s
> p% Bl (sh41) (1) - (s+h+1) +2
1 s+h+l 1 s+l 1
z2 1T +2—h h+12 car s<h
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La proposition 2.4 et le théoréme 2.1 sont donc démontrés.

2.7. De ce qui précéde résulte la proposition suivante

PROPOSITION. - Toute loi de groupe formel & un paramétre définie

sur A' de hauteur h =1 est isogéne a une loi de groupe formel

d un paramétre dont le logarithme est de la forme
h-1 © n

e = T b (Z xP
i=0 n=0

v(bi) > -i/h , pour 1<i<h-1

h+i

/p") avec b. €K' , b =1 et
i o

2.8. Soit h wun entier = 1 . Soit Q@ le sous-corps de K de degré
p

h sur (Dp . Soit % un F-iso-cristal simple de pente 1/h ; l'ensemble

h

h
des x de 9 tels que F x = px forme un sous-Q h—espace vectoriel
p

de 7 de dimension h . Un automorphisme u de % est déterminé

par l'image d'un élément non nul tel que th = px . Prenons pour base
i h-1
de 9 sur K les Fx avec 0O<i<h-1 . Si ux)= 2% uin , les
i=0
ui appartiennent a @ h et si & = (cpi].) est la matrice de u sur la

p
base x , Fx,...,Fh—lx de 7% , on vérifie facilement que

g](ui_j) si izj
mij:; j avec O<ish-1 et 0s<js<sh-1.
<
po( i_J.Jrh) si i<
u
o
Si u =| . ) est un vecteur non nul dont les coordonnées sont dans
Yh-1
Q L ¢ on note §(u) la matrice carrée d'ordre h dont le terme général
p

est donné par les formules ci-dessus. L'ensemble des matrices §(u)

quand les uy parcourent @ h s'identifie au corps (non commutatif si
p
h>2) des endomorphismes du F-iso-cristal simple 7% .
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c
(e
Etant donné un entier h=1 et ¢ = ( . ) avec c_leK' , co=1
®h-1
et v(ci) > -i/h , on sait d'aprés la proposition 2.4 construire une loi

de groupe formel a un paramétre G(h,c)

2.9. PROPOSITION. - Lles lois de groupe formel Gi(h,c) et Gi(h,c')

sont isogénes si et seulement s'il existe un vecteur non nul

h .
ue (@ h) et un élément t de K' tels que c' = ts(wc .
p
Soient (y,7) = LMK,(G(h,g)) et @', = LMK,(G(h,g')) . Soit
h-1 .
e, €7 tel que Fheo =pey et que § ait pour base 7, ciFleO . De
h-1  i=0
méme, soit e' €' tel que &' ait pour base c‘,Fle' . On peut
o i=p I ©
identifier 9 et %' par l'isomorphisme qui envoie e, sur e'o . Sup-

posons qu'il existe u et t vérifiant les conditions de la proposition

tels que c¢' = td(u)c . L'automorphisme de 9 associé a la matrice

i . -

Fe envoie ¢ sur un vecte ralléle
®(u) sur la base ( o)Osish—l voie ¢ cteur paralleé
a ¢' , donc £ =g , ce qui entralne que les deux groupes sont iso-
génes.

Réciproquement, si G et G' sont isogénes, les K'-couples
(.7 et (£',m sont isomorphes. A un automorphisme prés de 79 ,
on peut choisir le méme eo pour les deux groupes. On a donc un auto-
morphisme de % qui aprés extension des scalaires envoie & sur &',
donc ¢ sur un vecteur paralléle & ¢', ce qui veut dire qu'il existe

u et t tels que ¢' = tglulc .
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SUR LA MAUVAISE REDUCTION D'UNE VARIETE DE SHIMURA

par
R. P. LANGLANDS

(Princeton)

Parce que les relations entre les représentations automorphes et les
variétés algébriques sont encore pour la plupart conjecturales, les mécanismes
qui lient ces choses tellement disparates restant inconnus, l'étude des cas
particuliers a toujours un intérét vif, surtout quand elle met ces conjectures 2
1'épreuve, ou nous déctle des aspects nouveaux. Les exemples les plus
abordables sont les variétés de Shimura, et on a commencé & comparer les
fonctions z&ta de ces variétés avec les fonctions L automorphes, non seulement
pour les courbes, mais aussi pour les variétés de dimension plus grande [4 ].
Plus précisément soient F un corps de nombres algébriques totalement réel et D
une algebre de quaternions sur F totalement non ramifiée 3 1'infini, Le groupe
multiplicatif D>< estle groupe de points rationels d'un groupe G défini sur @,
et on a considéré les variétés de Shimura attachées 2 G,

On suppose & présent que D est un corps parce que ces variétés sont alors

completes et les probldmes provenant des pointes n'interviennent pas, Pour
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fixer la variété S on choisit un sous-groupe ouvert compact K de GA), A
étant 1'anneau des adeles de Q, S est une variété sur Q et on peut étudier sa
cohomologie complexe par les méthodes habituelles [2 |, [8 ]. Soit n le degré
de F. On trouve que la partie majeure de la cohomologie se trouve dans le degré
moyen n, et que les opérateurs de Hecke la découpent en pi®ces motiviques de
dimension Zn, chacune associée 2 une représentation automorphe de G(A) de
dimension infinie et, en plus, des pi®ces supplémentaires de dimension ( " ) si
m
n = 2m est pair, chacune associée & une représentation automorphe de G(A) de
dimension 1.

Considérons une des pitces M de dimension 2™ associée & une
représentation de dimension infinie w., La projection sur M, qu'on note aussi
M, est une combinaison linéaire d'opérateurs de Hecke avec des coefficients
algébriques, donc elle opere aussi sur la cohomologie £-adique, prise sur la
cloture algébrique de Ql' Elle commute avec l'action de Gal(ﬁ/@) et on obtient

. M = .
alors une représentation p de Gal(/@) sur l'limage de M. Ce sont les
. M . .
relations entre p et m qui nous intéressent.
L

D'habitude on définit le L-groupe G de G comme un groupe complexe,

mais pour nos buts il est préférable de le définir comme un groupe algébrique ou

L . L L _o
proalgébrique sur 0. G est le produit semi-direct d'un groupe connexe G

— L . — —
avec GaI(Q/Q). G0 est le groupe des fonctions h sur Gal(Q/F)\Gal(Q/Q) a
valeurs dans GL(2), et o dans Gal(E/Q) envoie h sur h' avec h'(t) = h(70).
. . L
Le groupe habituel est le groupe des points complexes de ce G.
L . . . n .

Le groupe ~ G a une représentation r de dimension 2 plus ou moins

évidente. Soit X 1'espace vectoriel de dimension deux sur lequel GL(2) opgre

et soit V = ®-r X, oh T = Gal(R/G)\Gal(Q/R) est l'ensemble des plongements

eT
de F dans 6
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On définit la représentation r en posant

r(h)(® x(7)) = ® h(7)x(T) he G

(o) (® x(T)) = ® x(T0) o ¢ Gal(R/@)

Ce que je voudrais bien pouvoir démontrer est qu'il existe un

homomorphisme

L

£ : Gal(Q/@Q) —> G(El)

1 —
tel que la composition de £ avec la projectionde G sur Gal(Q/Q) est
I'identité et la composition r ¢ £ est équivalented p . Mais je n'ai aucune idée
comment cela se fait.
. . . . M L
Soit p un nombre premier différent de £, et soit pp la restriction de
M —_—
0 au groupe de décomposition Gal(Qp/(Dp). On peut se demander aussi - et

c' est 12 une question nettement plus facile — s'il existe un homomorphisme
¢ :Gal@ /R ) —> "G(@,)
P PP L

tel que la composition de &p avec la projection de LG sur Gal(RQ/Q) est le
plongement habituel tandis que la composition r o ép est équivalente a pll;/l. Mais
cette question-ci admet une formulation plus précise,.

Pour la donner nous rappelons quelques faits locaux, Le sous-groupe
d'inertie I du groupe de Galois Gal((D;nr/(Dp) de l'extension modérément
ramifiée maximale de Qp est isomorphe 2

lim H = '_,-

# 4
(n, p)=1 q¥pP q

m
En fait, le groupe Gal((Qp r/(Dp) est le produit semi-direct de I et du groupe de

Galois Gal(Qgr/Qp) de l'extension non ramifiée maximale, Si o est dans
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Gal(Ep/(Dp), on écrit son image dans Gal(Q;nr/(Dp) comme o X x(0) avec

-— nr —_—
oe Gal(R N ) et xel., L'élément x(o) correspond a x (o). De plus,
p / P p | lq#p q p

o opere dans I et si x correspond a _Wx , alors o(x) correspond a

a (o)x ol a (0) estune unité g-adique.
T[q q q q d d

Considérons le produit direct

M= sL(2, €) x W
P

qui est intervenu dans [10]. WQ est le groupe de Weil. Supposons que ¢ soit
P

L s
un homomorphisme continu de ¥ dans ~G(C) qui satisfasse aux conditions
suivantes:

. . . . L ™~
i) La composition de ¢ avec la projectionde ~G sur Gal(R/Q) donne le

plongement canonique de W dans Gal(ﬁp/@p);

1%}
P

ii) Il existe un élément h dans LGo((]Z) tel que (a) la restriction de

@' =adhe@ a SL(2, €) est définie sur 6, (b) si |W| est la valeur absolue

habituelle de w dans WQ , alors pour chaque w
p
_1
[ lwi™2 o
(p'( \ 1 X w)
\ 0 |w’2
L. = L
est dans ~ G(R), et, de plus, est semi-simple et ses valeurs propres dans

L m
chaque représentation rationnelle de ~ G sont de la forme |w| { oh m estun
entier et { une racine de l'unité.

On peut associer 2 un tel ¢ un homomorphisme continu qT) de Gal(ﬁp/@p) dans

alors ]wl-l = aﬁ(o) est un

L
Q ’
p

G(Bl)’ Si oe Gal(ﬁp/@p) est I'image de w e W

nombre rationnel et on pose

~ le'% 0 1 x,(0)
¢(0):<p'(< 1> XW)q)‘(< >)
0 [w] @ 0 1
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On définit z en général par continuité. Faute d'une terminologie plus adéquate,
nous dirons provisoirement que ¢ est de type AO'

Enfin, revenant 2 la représentation pI;A, nous rappelons qu'elle est
attachée 2 une représentation 7 de G(A) de dimension infinie. Soit
m'(g) = Idet g I_%n(g), Alors mw' est aussi une représentation automorphe et
comme telle un produit tensoriel ® 1-r'V sur les places de @Q. D'une facon qui
reste 3 expliquer, on attache — & part quelques difficultés, qui ne se présentent
pas dans le cas que nous consideronsl -2 n"p un homomorphisme ¢ = @(r') du

p
L
groupe Y dans G(C). Ce qu'on voudrait démontrer est que ¢ est de type A

0
et qu'on peut choisir le f;p ci-dessus égal a a

On peut probablement le démontrer sans grande difficulté pour presque tout
p en mélant les méthodes de [8 ] et [9 | et en s'appuyant sur la formule de trace
de Lefschetz, mais dans [9 | on a supposé carrément qu'aucune ramification
n'intervient, C'est Rapoport qui a soulevé le probleme des places ol la variété
se réduit mal, et tout ce qui suit sont les fruits, pas encore mirs, de nos effoits
communs. Il a voulu d'abord généraliser un résultat de Cherednik [ 5 |. En bref,
Cherednik a découvert que si F = @, l'algebre D est ramifiée en p, et K
contient le groupe des unités de D ® (Dp, alors l'ensemble des points sur S avec
coefficients dans Qp est la courbe de Mumford [13] attachée & 1'alg@bre qu'on
obtient en tordant D 2 1'infini ol il devient ramifié et en p ol il cesse d'étre
ramifi€é, Cette découverte permet en particulier d'étudier la facon dont S se ré-
duit en p (Casselman, Morita, Deligne? des références précises n'existent pas),

Mais une généralisation directe de ce resultat & un corps de degré
quelconque ne semble pas exister. Au moins nous n'avons pas su la trouver. Il

semble néanmoins que les variétés se réduisent d'une facon intelligible, quoique

nous n'ayons examiné que des cas tres simples, En fait, pour nous orienter nous
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avons commencé avec le cas [F : @] = 2. De plus nous avons supposé que p
reste premier dans F, que D est ramifiée en p tandis que p est non ramifié
dans F, et que K contient le groupe des unités de D ® (Dp.

Méme dans ce cas, manquant de temps et de la facilité géométrique
requise, nous n'avons encore ni une proposition ni une démonstration completes,
et il me faut donc me contenter d'expliquer ce que nous pouvons presque
démontrer et de donner l'ébauche d'une démonstration, J'esptre que celle-ci
sera assez claire pour que le spécialiste, au contraire de nous, n'ait aucune
difficulté a2 en combler les lacunes.

La démonstration repose sur la théorie des modules de Dieudonné, dont le
mérite, pour les mathématiciens de talent modeste, est qu'elle ramene des
problemes difficiles sur des variétés abéliennes aux probldmes élémentaires de
l'algebre linéaire, On peut traiter ceux-ci sans avoir tout a fait compris ni
ceux-1a ni les liens entre les deux, C'est ce que nous avons fait, et cet article ne
prétend 2 rien, sauf 2 attirer l'attention des specialistes de la théorie sur le rdle
qu'elle pourrait jouer dans 1'étude des variétés de Shimura.

Avant d'aborder la discussion purement géométrique, nous rappelons la
définition de 1'homomorphisme ¢ = (p(rr‘p) attache a n"p. Le groupe G sur @
provient d'un groupe G' sur F par restriction de scalaires, G' étant soit
GL(2) soit une forme tordue de ce groupe. Donc le groupe G(Qp) est égal a
s b

1"G‘ de G' est le produit direct de GL(2) et du groupe Gal(E/F). Pour chaque

G'(F ), le produit étant pris sur les places de F divisant p. Le L-groupe
s

place v divisant p on introduit la groupe

= W
Wv SL(2, €) x F

v

L
Des homomorphismes (pv de Wv dans G'(€C) étant donnés tels que le
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diagramme

p @
W —s Fae)

Gal(F /F)

S

_— T
WF Gal(Fv/Fv)

v

soit commutatif, on construit un homomorphisme ¢ de W dans LG((E), et,
plus précisement, dans le L-groupe local, l'image inverse de Gal(ﬁp/@p) dans
G(C). On se rend compte que dans le diagramme on prend F =0 etonétend v
a2 F. Les places divisant p correspond d'une fagon univoque aux doubles classes
dans Gal@/F)\Ga1(6/Q)/Ga1(6p/®p). Pour définir Ep on étend la valuation
attachée 2 la place p 2 D et on obtient une extension de la valuation v
correspondante 2 la double classe de o dans Gal(_QS/Q) en prenant la valeur
absolue de c_l(x) dans Ep’ xeF = 6 Cela dit, on voit que les éléments d'une
double classe correspondent & l'ensemble GaI(FV/FV)\Gal(Ep/(Dp), ot fv = Bp'

Pour chaque v on définit le groupe LGv exactement comme on a défini
Lo, saut que 1'on remplace Gal(F/F)\Gal(Q/Q) par Gal('fv/Fv)\GauEp/Qp). Le
L-groupe local est 1'ensemble des éléments de _,_IvprGv’ dont tous les
composants ont la m&me projection dans Gal(ﬁp/Qp). 11 suffit donc pour définir ¢
de definir ¢! : IW —> LGVUIJ).

Si s e SL(2, €), alors (p‘v envoie s dans la fonction sur Gal(@p/@p) a
valeur constante (pv(s). Pour définir (p‘v(w) pour w e WQ , 1l faut choisir un

p

ensemble U de représentants u des classes dans

\WQ . Si we WF on écrit (pv(w) = a(w) X o(w)

v P _ v
ot o(w) est l'image de w dans Gal(Fv/FV) et a(w) estdans GL(2, C). Si

Gal(FV/FV)\ Gal(Qp/(Dp) =Wa

we W et ueU soit uw = a (wW)u' avec u' e U et a (w)e W_ . Alors
Qp u u FV
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(piv(w) = a'(w) X o(w) ot a'(w) est la fonction qui envoie la classe G(fv/FV)u sur

(pv(au(w)). On vérifie sans peine que (p‘v ainsi défini est un homomorphisme,
Enfin la représentation n'p de G(Qp) est un produit tensoriel ® TI"V ol

1r'v est une représentation irréductible de G‘(FV). I1 est bien connu qu'on peut,

en général [14], attacher & Tl"v un homomorphisme (/JV de n»)'v dans I_‘C}'(GZ),

On construit ¢ = q)(rr'p) a partir de ces q)v de la fagon qu'on vient d'expliquer.

Nous ne considérons que le cas oW p reste premier dans F, et il n'existe

donc qu'une place v divisant p. De plus, la restriction de w' au groupe des
v
unités de D ® Qp doit étre triviale. Il suit de 12 que 1-r’V est de dimension 1.

1
Si s X w J;& , alors, d'aprds la définition,
v
gov(s X w) = sp(w) X o(w) ,

ol p est un caractere complexe de W Le probleme est de démontrer que

F -

v
M ~

Q= (p(n'p) est de type AO et que pp est équivalent 2 r ¢ . Si (pv lui-meéme

est de type A on peut attacher 2 @, o plus précisement, 2 sa composition

0’
. . L . .

avec la projection de G‘V sur son premier facteur GI.(2), une représentation

£ -adique }; de dimension 2 de Gal(f /F ). Cette représentation agit dans
v viv

l'espace X de dimension 2 et la représentation r o ;77 agitdans V = X ® X,

D'apres la définition, 5 sera réductible mais indécomposable et il existera
v

alors une filtration canonique 0 % XO g Xl = X de X. Parce que la restriction

~

de ro@ 2 Gal(F /Fv) est av ® ¢ , la filtration induite sur V,
A%

ocv, CvV
#

¢ Vo g VZ' est canoniquement attachée 2 la représentation r oa, et si

1
M . ~ . . . M
P est équivalent r o ¢, il existe une filtration semblable sur 1l'espace de p .
p
Pour vérifier que pII\)/[ est équivalenta r o ’(7), on commence par établir que cette

filtration existe, et le seul but de cet exposé est de décrire sa source géométrique

dans le formalisme des cycles évanescents. On note que dim VO =1, tandis que
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Pour étudier la représentation de Gal(ﬁp/@p) dans la cohomologie de S
on peut remplacer S par S ® (Dp. Ceci fait une fois pour toutes, on dénote la
nouvelle variété par S, Cette variété sera la solution d'un probl2me de modules
qu'on pourra formuler sur 4 . J'admettrai sans démonstration que le probleme
a une solution qui est un schéma C propre sur Zp a fibre générale S et 2 fibre
spéciale SO'

La théorie des modules de Dieudonné nous permettra de décrire SO d'une
fagon concrete et géométrique, et la théorie des déformations des variétés
abéliennes nous permettra d'analyser sa situation dans G. Enfin, cette
connaissance acquise, nous utiliserons le formalisme des cycles évanescents pour
construire une suite spectrale, que nous étudierons a 1'aide des opérateurs de
Hecke pour obtenir la filtration cherchée. Le lecteur est averti encore une fois
que je ne donnerai qu'une ébauche de la démonstration parce que les détails font
encore défaut.

Nous rappelons d'abord les données pour le probldme de modules résolu
par @ . Soit ZV 1'anneau des entiers de FV, et soit O wun ordre de D tel que
OV =0® Zv est 1'ordre maximal de DV =D® FV. Si X ——> Spec Zp est un
schéma sur Zp la premi®re donnée est une variété abélienne A sur X de
dimension 4 et un homomorphisme y de O dans l'algtbre des endomorphismes
de A sur X, tel que la trace de (a) sur l'espace tangent & l'identité est la
trace réduite de a, ou plutdt son image dans FO(O'(X)). Le groupe K est égal a
Kpr, ol Kp est le groupe des unités de Dv et KP est contenu dans G(A?), A?

étant 1'anneau des ad®les finis dont le composant en p est 0, Si n est premier

a p, soit An le noyau de multiplication par n. KP op®re sur

Y = 1i A
}h{nlsomo( o O/n0)
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parce qu'il op®re sur O/n0O. Pour avoir un ensemble complet de données, il
faut ajouter 2 A et ¢ un élémentde Y 2a Kp pres.

Pour étudier la fibre spéciale, on prend X = Spec g, olu K est un corps
algébriquement clos de caractéristique p. Dans ce cas on attachea A son
module de Dieudonné M = M(A), sur lequel O opere a droite parce que M est
un foncteur contravariant., Non seulement O, mais aussi l'anneau de Witt W(g)
opetre sur M et, partant, le produit tensoriel OK = W(gk) ® O. On a supposé que
p reste premier dans F. On peut donc identifier OK a2 l'alg®bre des paires de

matrices

, a, b, c,d eW(k) .
1 1

O lui-m@éme s'identifie aux paires
v

ou a, b, ¢, d sont contenu dans W(F

Le symbole o dénote le Frobenius habituel sur W(k).
Le produit tensoriel N de M et (Dp s'identifie a 1'ensemble des

matrices

X,y
1 N
2 Y2 | W\
u v
1 1 w w )
Yo V2
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a2 coefficients dans le corps quotient £ de W(k). L'action d'un élément de OK

envoie cette matrice sur

*1' N 2 By
IR pey 4
Y1 a, b
Yo Y2 pe, 4,

Le module M lui-mé&me s'identifie aux matrices pour lesquelles f e KO,

}{l) € LO, N e Kl' % € Ll’ Ki’ Li étant des réseaux dans l'espace vectoriel de
dimension deux sur ® . Ces réseaux sont assujettis a des contraintes, et cela
pour deux raisons. M est un module de Dieudonné, et en tant que tel possede
l'opérateur F. De plus, l'espace dual de l'espace tangent 2 1'identité de A
s'identifie 2 M/FM. Donc latrace de a sur M/FM est égala

2 3
at+d+a’+ad%=a+a%+a% +a°

o
Se souvenant que F commute avec O et que Fa=a F, ae W(g), on voit

qu'on peut supposer que

o o
x y fu. v 01
1
1 d 1 1
x uo vG 0
2 Y2 2 V2 P
F v e o] o
Y1 Y1 1N
v «° o
Yo V2 R
oti d est une matrice A coefficients dans % Soient
0-1 0_-2 -2-1
A =K A, =d L 0O<icl ;
i i i+2 i - —
définissons Ai pour tout i par
1 0_2 0-4 -4
=p d A
it+4 P d i
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Les conditions sur la trace de a impliquent alors que

A C A,
PRl z

C A
1#

i+l i+l

pour tout i, et la suite {Ai} définit un chemin dans 1l'immeuble de Bruhat-Tits
de GL(2, #).

Le module M est invariant par rapporta O et O , et, par conséquent,
v

Ces relations, qui impliquent & leur tour l'invariance, sont équivalentes a
UA CA C UA
PR =P = 75

si

La longueur du chemin depuis Ai jusqu'a Ai+4 est 4. Donc le déterminant de

d est d'ordre 1, et la distance entre UAi et A, impaire. Nous concluons

i+2
qu'elle est égale 2 un. Le choix des coordonnées dans K_ reste 2 notre
& 0

. ces -0 .
disposition, et nous pouvons remplacer d par cdc . Donc il n'y a que deux

possibilités vraiment distinctes:

01 10
a) d :( ) b) d = ( )
p 0 0p
Si on identifie deux réseaux dont l'un est un multiple de 1l'autre, on passe
de I'immeuble de GL(2, ¥ ) 2 celui de SL(2, 43). Nous dénotons la classe de
réseaux contenant A par A. Dans le cas a) il y a exactement deux classes

BO, _ﬁl telles que dist(—g,, UBi) =1, etle chemin {Xl} est de la forme
i
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AT Az T P _
O Ak+3
o
A
k+1
ol Kk =B, et Xk+3 :E.' avec j différentde j'. Nous distinguons deux cas
J
sous-jacents
DA -& i) A 4R
a8 Ay T A a i) Ay T A

Meéme avec ces distinctions il y a encore plusieurs possibilités suivant le choix
de k et j, deux pour a.i) et huit pour a.ii).
Dans le cas b), l'ensemble des B tels que dist(Ug, _B_) =1 forme un

appartement, que nous représentons par une ligne horizontale

kel ” Bk O Appy T Ay

On note 1'existence de chemins dégénerés avec A
qui seront dits de type b.1i), tandis que les chemins non-dégénerés seront dits de
type b.ii). Le choix de k nous donne quatre possibilités pour le type b.1i) et

quatre possibilités pour le type b.ii), parce que la possibilité k = kO,

A = A se confond avec k=k_+1, A

k+1 k+3 0 kil - Pk

-1
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Pour utiliser cette classification des modules de Dieudonné attachés aux
points de SO, il faut lui adjoindre une classification plus géométrique des variétés
A, Mais d'abord nous observons que le module M étant donné, avec sa
représentation par {AE}, on peut construire d'autres modules en remplacant
Ak-l-l par n'importe quel A|k+1 contenant Ak et & une distance un de Ak' Un
module M' ainsi obtenu est le module de Dieudonné d'une variété abélienne A'
isogtne 2 A, l'ordre du noyau de l'isogénie A —> A' étant une puissance de p.
L'isogénie est défini par l'application m —> pm de M dans M', Pour attacher
2 A' les données du probldme de modules, on observe que O continue d'opérer
sur A' et que A'n est isomorphe a An si (n, p)=1.

1
L'ensemble des Ai<+1 forme un P (k), et nous obtenons une application

1

P (k) —> SO(K); nous admettons sans démonstration qu'elle est définie par un

. 1 1 .
morphisme P —> SO. I1nyaquunde ces P passant par un point de type
a.ii) ou b.ii), mais 2 cause de l'ambiguité du choix de k, deux passant par un
point de type b.i) et quatre par un point de type a.i). D'ailleurs, si on prend KP
suffisament petit, on peut supposer que l'application est un plongement.

Ensuite, nous attachons 2 chaque point de SO(K) un sous-ensemble de
{0,1, 2, 3}, l'ensemble de tous les m, 0< m < 4, pour lequel il existe un vecteur

o

non nul x dans l'espace tangent tel que {(a)x =a x pour tout aeO. La

barre dénote le résidu modulo p. Cet ensemble se calcule facilement & 1'aide du

module M., Par exemple, pour le diagramme

>|

A A=A
1 Bothe

O O

A
3

A
1

les modules M et FM sont les ensembles
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% '
e N * ) 0 N
P
ok b3 p>‘,, A+ P*
M = FM =
€ b £
A— + 3k —_ B -—
p p p
\ % < \
— + % —_ x* <
p p

¢ est donné mais X et les astérisques deénotent des éléments arbitraire de W(k).

La représentation de O sur M/FM est équivalente 2 celle donnée par

a b a% b a b 2% b
pc d pc d 0 d 0 d
L'ensemble attaché 2 un point de ce type est alors {2, 3}.
Faisant des calculs semblables pour des autres types, on découvre qu'il

n'y a que neuf ensembles possibles, Donc l'ensemble S (k) se coupe en neuf

morceaux, que nous nous représentons schématiquement:

S'{OIZ}(K) S'{013}(K)

S'{lz}(K) (k) 5'1;03}(10

S‘{123}(K) S'{23}(K) S'{023}(K)

Le rapport entre les diagrammes et cette partition est le suivant:
a.i) Un point de type a.i) est contenu dans S'{0123}(K).

a,ii) Un point avec le diagramme
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A

k+1

est contenu dans S'{ iJ,}(K) si {k, k+1, i,j}={0, 1, 2, 3} (mod 4).
b.1i) Un point avec le diagramme
A A
k k+3
— o

A A
k+l  Tk+2

est contenu dans S:{hij}(K) si {k, h, i, i}={o, 1, 2, 3} (mod 4).

b.ii) Un point avec le diagramme

A=A A
K2 Mt

k+3
A
k+1
est contenu dans S'{ij} si {k, k+1, i, j}={0, 1, 2, 3} (mod 4).
I1 est intuitivement évident que 1'ensemble attaché a2 des données du
probleme de modules s'accrdit ou reste le méme quand ces données se
spécialisent, et nous 1'admettons sans démonstration. Par conséquent, S_(k)

X

est contenu dans U (), si SX est la cldture de S'X pour la topologie de

Sl
YOX 'Y
Zariski,

Nous donnerons une esquisse d'une démonstration de la proposition

suivante:
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Proposition. La variété SX est lisse de dimension 4 - |X| et SX(K) =

UY_DX Sy (k).

Avec cette proposition, nous pouvons compléter la description de la fibre
spéciale, SO. Elle est la réunion des quatre variétés S{Ol}’ S{IZ}' 5{03}.
5{23}, qui sont lisses, mais pas nécessairement connexes, et de dimension 2.
Les variétés S, ., et S,. se croisent en S, .. ,. D'ailleurs, par chaque

{ij} {ik} {ijk}
point de S{} passe un seul des IPI décrits dessus entitrement contenu dans
1)

S{ij}' Si {i‘ i, k, k‘} = {0, 1, 2, 3}, alors chacun de ces IP1 contient un seul

oint de S;.. et un seul point de S;,.. , qui se confondent si et seulement si
P {ijk} P {ijk} 4

1 1
les points sur le P sont de type a). Donc ces P nous donnent des fibrations
1

S v (k) —>S,... v(k), S,. (k) —>S,... 1(k), dont les fibres sont les P

{33 T P g 00 S fij'}

eux-mémes. Nous admettons que ces fibrations sont définies par des morphismes

lisses S,..y —> S,... y. Deux courbes distinctes S,...,, S,. . se croisent en
{1} {ijk} {ijk}” “{i'j'k}

5{0123}. Enfin, une composante connexe de SO est une réunion
SO U SO U SO U SO de composantes connexes des S et chaque
5 n S
{o1} ¥ "{12} © {23} © {03} P {ij} N

composante connexe de SO contient la m&me nombre de points de S Pour

{o123}"
vérifier ce dernier point, on utilise les correspondances de Hecke, qui agissent
transitivement sur les composantes de SO.

Pour démontrer la proposition, nous considérons le voisinage formel G

s
d'un point de SO(K) dans G ®Z Wi(k). 11 suffit de vérifier les faits suivants:
P
i) Si s ES"j(K)' alors GS est isomorphe 2 Spec W(g)[[X, Y]], avec des
i

indéterminées X et Y.
ii) Si {ijk} est un des neuf sous-ensembles il y a exactement deux paires, disons
{ij} et {jk}, qui sont contenues dans {ijk} et qui se trouvent aussi parmi les

neuf sous-ensembles. Si s e S‘{ijk}(K), alors Gs est isomorphe 2

Spec W(k)[[X, Y, U]]/(XU = p). Les points donnés par une application
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n: W(KI[[X, Y, U]] —> ¢

avec 1(p) = 0, sont dans S',.. ') si X) est inversible et dans S' . ') si
nip {1_]}(K ) n(X) {_]k}(K ) 1

n(U) est inversible,

. S g .

iii) Si s e {0123}(;(), alors GS est isomorphe 2a

W X X X X = = i
Spec W(k)[[ o X1 Xy BJJ/(XOXZ P, X1X3 p). Si

n: W(K)[[XO, X, Xz, X3]] —> !

1

et n(p) = 0, alors m donne un point de S‘ij(K') si n(Xi) et n(Xj) sont
inversibles.

Méme le lecteur qui ne s'est pas trop faché de tout que nous avons dé&ja
admis sans démonstrations, ne sera peut-&tre pas trop convaincu par ce que nous
dirons sur la démonstration de ces assertions, parce que nous utiliserons la
théorie des déformations des variétés abéliennes (cf. [12], §V) d'une facon qui me
semble vraiment inadmissible dans 1'état actuel de nos connaissances.

Nous considérons un anneau local ¢L 2 corps quotient g, et un

diagramme commutatif

W(g) —> oL

N

K

Puis nous cherchons un sous-module libre % de s = M ®W(K)0L qui est

invariant par rapport 2 O et tel que sa projection sur

m B k=M®, k= M/pM est égala VM/pM, V étant le décalage. Nous

(k)
trouverons une solution universelle £, 7]l de ce probleme, et nous admettrons,

non sans quelques scrupules, que Gs est isomorphe & Spec (L. L'idéal

maximal de (T ne sera pas m&me un idéal & puissances divisées. La
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construction de JU se fait avec des calculs élémentaires, et il suffit de traiter

un s ¢ S‘{0123}(K).

Supposons que M soit 1'ensemble des matrices

ES

T |

o |
]

*

o | 3

ol un astérisque représente un élément de W(k). On obtient 7 en prenant pour

les astérisques des éléments de ¢, le dénominateur assumant un sens

symbolique. Parce que

o o
E £

VM =

ol It

tandis que # est invariant par rapporta O, il existe des éléments X X

x x3 dans 1l'idéal maximal tels que # est l'ensemble des

o
Y.
—
P
)\XO o
VX
- £
p p
EX3
—
p
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ou A, u, v, € sont des éléments arbitraires dans ¢, En plus, l'invariance
par rapport 2 O exige que Xg¥, =Py X X = p. On obtient (7 en prenant des
indéterminées liées par ces relations.

Si on décrit la représentation de O dans {C par des matrices, utilisant

les coordonnées X\, p, v, €, on obtient la somme directe

a  bX, " a b7x

Ceux qui croient que Qs est isomorphe 2 Spec (1 pourront croire aussi que,
d'apres [11] et [12], le dual de l'espace tangent de l'extension de A 2 Gs est
isomorphe 2a YL. L'affirmation iii) s'ensuit.

Les affirmations i), ii), et iii) nous sont importantes, parce qu'elles sont
2 la base de nos calculs cohomologiques, et je regrette de ne pouvoir donner pour
l'instant une démonstration plus rigoureuse.

Selon [6] - mais on y parle des faisceaux 2 torsion — il y a une suite
spectrale Hp(SO, (//q) qui converge vers la cohomologie f-adique de la fibre
générale. La fibre 1//2 du faisceau (//q au point s de S0 s'obtient en prenant
la g-cohomologie de l'intersection de Gs et de la fibre générale S. En nous

appuyant sur i), ii), iii) et notre intuition, nous concluons que les (pcsl sont donnés

par le tableau suivant:

. - q _
seS{ij} ws_Ql (//S-O, q>0

, 0 1 q _
s € St} T V=0 a>1

‘ 0 1 2 q_
seSigiag) VTR U9, 00, W =R vg=0 a>2

Soient N le nombre des composantes connexes de la fibre spéciale ou de
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la fibre générale, n le nombre des pointes de S dans une de ces

{0123}

composantes, et g le genre d'une composante connexe d'une des courbes S{ijk}'

Nous allons établir que les dimensions de HP(SO, wq) sont données par le tableau
suivant:
nN
2N 4gN+2(n-1)N 4N
al
N 0 (n-1)N+4N 4gN 4N

p—>

Le N intervient pour une raison évidente et nous pouvons remplacer SO
dans nos considérations par une composante connexe Sg. Les valeurs dans la
ligne du haut sont évidentes.

Le faisceau q//O est le faisceau constant. Pour calculer les valeurs dans
la ligne du bas, nous utiliserons la désingularisation de Sg qui est la somme
directe des S?ij} contenus dans Sg. Nous calculons les nombres de Betti de
SO,, 3 l'aide de la suite spectrale associée a la filtration SOU — SO., , dont

{ij} {ij} {ijk}
les fibres sont des [Pl, et obtenons bO =1, b1 =g, b2 =2, b3 =g, b4 =1,

0
Drautre part on peut les calculer comme les nombres de Betti du faisceau R Ql
%

si @ : MS({Dij} —> Sg. On a une suite exacte:

0
0 DJZ R(pQﬁ E 0

. . o
Le faisceau E est concentré sur la réunion des courbes S{ et se décrit

ijk}

facilement,

Nous calculons les nombres de Betti du faisceau E, et puis, au moyen de
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la suite exacte longue, ceux du faisceau constant (//O = ‘Q!. Nous utilisons une

fois encore une désingularisation
o o
: Sp...y—>UJS,. .
nell {ijk} St
et une suite exacte
0——>E—>RO®1——~>E' — 50
ul

E' est concentré sur S et ses fibres sont des Ql' Il n'y a qu'une seule

{0123}

s'étende a S v
S

condition qu'une section de E sur US?ijk} - et, par

S{0123}
conséquent, dim HO(E) = 3, Il s'ensuit que dim Hl(E) = 4g + (n-1).

Nous rappelons que les nombres de Betti de la fibre générale peuvent se
calculer par les méthodes complexes de [2], et que, en particulier,
dim HI(S(C), €) = dim Hl(S, Ql) = 0. Il suit de la suite spectrale que

1
dim H (wo) = 0. Nous obtenons alors

1 o 0 2, 0 0 2 3.0 3 .0 0
0— H (SO,R(pQI)-—»H (E)-=H (¢ )= H (SO,RQ)(DI)—'H (E)=H (y )—H (SO'R Q,)—0,

gpﬂ

4

dim H4((//0) =dim H (S RO(D ) = 4

o
0’ 1) £
. : 2.0 3,0 . .
Il n'y a que les dimensions de H () ) et H (y ) qui restent inconnues

dans la ligne dubas, Elles sont les nombres donnés si la fleche

est surjective, On peut expliciter facilement la fleche, et on voit qu'elle est
2 0
surjective si les classes de cohomologie dans H (S{ij}’ QJZ) attachées a S{ijk}

et S sont différentes. Si elles ne le sont pas, l'image est de dimension 3,

{ijk'}
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et la ligne en bas devrait étre
N 0 (n-1)N+5N 4gN+N 4N

Pour écarter cette possibilité, il nous faudra faire intervenir les opérateurs de

Hecke.
Mais d'abord, considérons la ligne du milieu. Sur la réunion, Us?ijk}’

on a une suite exacte

0 @ v E" o,

1
ol ¢ est localement constant de dimension 1, et E'", dont les fibres sont des

1 2

2 ~ 1
Ql' est concentré sur S La dimensionde H (¢ )=H (y ) est égale?

{0123}"

1
0 oua 4, etelle est 4 sietseulement si ¢ estle faisceau constant., Mais

%
on sait déja que, dans la suite spectrale convergeant vers H (S, QIZ)'

4,0
dim E‘z}’ 0 = 4N, tandis que dim E’ = N, La dimension ne peut tomber qu'en
)
4,0 4,0 . 2,1 .
passant de E2 a E3 , et, par conséquent, dim E2 > 3N: c'est-a-dire que

2 1 1
dim H () > 3. Nous concluons que ¢ est le faisceau constant, et, parce qu'il

est alors intuitivement évident que dim Hz(lj/l) = 2, nous pouvons ensuite calculer
toutes les dimensions dans la ligne dumilieu, Il suit des dimensions données
pour les EIZ)’ q, méme tenant compte des deux possibilités pour la ligne du bas,
que la dimension de HZ(S, QJZ) est 4(n-1)N+2N, parce que les dimensions nous
permettent de calculer la caractéristique d'Euler-Poincaré,

La suite spectrale nous donne une filtration de HZ(S, QI)' Les opérateurs
de Hecke agissent non seulement sur S mais aussi sur G et la fibre spéciale et,
partant, sur la suite spectrale. La découpant suivant les valeurs propres des

opérateurs de Hecke, nous obtenons de toutes petites suites spectrales

. . M .
convergeant vers les espaces sous-jacents aux représentations p , et qui nous
p
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donnent la filtration cherchée de ces espaces,

Pour construire le tableau des dimensions, il nous a fallu construire les

0 0

Eg’q A partir des espaces HO(S ) =H (S), H (S

1
0 et H (S{ijk})' On peut

{0123})'
décider facilement ol ces espaces interviennent dans le tableau, parce que

1
H (S{'jk}) contribue gN aux dimensions, tandis que HO(S) contribue N, et
i

0 .
H (5{0123}) contribue nN,

0
Les valeurs propres dans H (S) sont celles provenant de N
représentations automorphes de dimension 1 de G(A) qui sont triviales sur K.
Soient D l'algebre de quaternions obtenue en tordant D aux deux places

infinies, et G le groupe sur @ associé a D . Parce que les variétés

abéliennes définissant les pointes de 5{0123} sont isogenes au produit de deux

courbes elliptiques super-singulitres, nous pouvons identifier S avec la

{0123}

réduction modulo p de la variété de Shimura attachée 2 G et au groupe

) =G (A)). C'est une variété de dimension O.

K _=KCGl)=G_ (A,

0
Les valeurs propres des opérateurs de Hecke sur H (5{0123}) sont celles
provenant des représentations de G (A) qui sont triviales sur G (R), et qui
contiennent la représentation triviale de K . D'apres §16 de [7], il y a un

plongement de 1'ensemble des représentations automorphes de G(A) ou de

G (A) dans l'ensemble des représentations automorphes de GL(2, /AF), qui

donne un plongement de 1'ensemble des représentations automorphes de G (A)

dans 1l'ensemble de celles de G(A). Les représentations.de dimension 1 de
G (A) s'envoient sur celles de dimension 1 de G(A), et les autres, au moins

celles qui contiennent la représentation triviale de K , sur les représentations
M
de G(A) auxquelles sont attachés les p . Les valeurs propres des opérateurs

de Hecke sont conservées par le plongement, Les représentations de dimension

infinie et celles de dimension 1 donne des valeurs propres différentes,
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Supposons que nous puissions vérifier que les valeurs propres sur les
Hl(s{'jk}) sont encore différentes., Alors de la suite spectrale totale, nous
i

obtenons les pikces suivantes:

i) N suites, attachées chacune 2 une représentation de G(A) de dimension 1

2 0
E2 4
1 0 4 0 4
2,1 2,1 0,1 0,1 4
Tenant compte des égalités: E' =E ' =0, E.’  =E '~ =0, et dimE 0 =1,
3 It 3 © 3

nous déduisons le tableau suivant pour les dimensions des EI; 9

0
LI 0 0 0
1 0 2 0 1

Par conséquent, la suite dégénkre ici. Il faut se souvenir, d'ailleurs, que nous

avons trouvé une autre possibilité pour la ligne du bas, qui donnerait:

1
P, 9
E :
5 2 0 4
1 0 5 1 4

. . . 3,0 . 2,1 . o
Avec ces dimensions, ou bien E2 ou bien EZ survivrait jusqu'a la limite,
ce qui est impossible,

ii) (n-1)N suites, attachées chacune 2 une représentation de dimension infinie:
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1
P, q
E :
5 0 2 0
0 0 1 0 0

La suite dégénkre, et donne la filtration cherchée.

iii) Ce qui reste est:

0
Eg’ 9 o 4gN 0
0 0 0 4gN 0

Si elle donnait de la cohomologie, elle en donnerait en degré 3, et, par
conséquent, tous les Eg’q sont O,

Les valeurs propres donnant les suites spectrales ii) sont celles définies
par des représentations w de dimension infinie, dont la représentation

correspondante —H- de GL(2, A_) a une composante locale —H. qui est
v

F

spéciale, v étant la place de F divisant p. Pour vérifier que les valeurs

1
propres intervenant dans les H (S{ijk}) ne sont pas imbriquées avec celles des
cas i) et ii), il suffit de démontrer qu'elles sont définies par des représentations

automorphes ﬂ de dimension infinie de GL(2, A_) qui ont une composante

F

locale —|—|- non ramifiée, car on peut alors appliquer le théoreme fort de
A%
multiplicité 1 [3].
Soit D+ l'algtbre de quaternions obtenue en tordant D 2 une des places

infinies de F et en v, et soit G+ le group correspondant, Nous pouvons

identifier G, @P) 2 G@&P), tandis que G,

(R ) =GL(2, F ). Soit
f f P v

K+ - G+ (Af) le produit d'un sous-groupe compact maximal de GL(2, Fv) et du

groupe KP. La variété de Shimura S+ attachée 2 G+ et K+ est une courbe
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définie sur F, et on anticipe qu'elle a bonne réduction en v, Les opérateurs de

1
Hecke définis par les éléments de G(/A?) = G+ (AE) agissent sur H (S+ ) et les

valeurs propres sont celles définies par des représentations automorphes —,_[- de
GL(2, IAF) dont la composante locale Tl—v est non ramifiée, contenante la

représentation triviale de K+ n G+ (Qp).

I1 suffirait de vérifier qu'il y a un isomorphisme de S{__ avec la

ijk}
réduction de S+_ en v qui respecte les opérateurs de Hecke. Le corps de
définition de l'isomorphisme n'est pas important, Heureusement, on peut se
débrouiller avec moins, La variété S+_ ne provient pas d'un probletme de
modules, mais elle est une sous-variété ouverte d'une telle variété de Shimura,
disons §+ . Nous ne changeons pas beaucoup les opérateurs de Hecke en

élargissant la variété, et il suffit de comparer la fibre spéciale de §+_ et les
courbes sur la fibre spéciale d'un élargissement analogue S de s.

Le lecteur ne s'étonnera pas qu'il s'agisse encore de calculs et d'idées
que nous n'avons qu'esquissés, et je me contenterai de les présenter d'une facon
tres breve, On examine le module de Dieudonné d'une variété abélienne A
définissant un point de la fibre spéciale de §+_, et on trouve qu'en divisant A
par un sous-groupe dont l'ordre est une puissance de p on obtient des données
pour le probleme résolu par S. Donc nous obtenons un morphisme de la fibre
spéciale de §+_ dans celle de S. Parce que 1'étude des modules de Dieudonné se
fait comme ci-dessus, je m'arréterai apres que j'aie décrit les problemes de
modules auxquels S et §+_ sont attachés,

Nous choisissons une extension quadratique totalement imaginaire E de
F contenue dans D, et dans laquelle p reste premier. Soit OE l'intersection
de E et O. Soit <u, v> la forme hermitienne sur D, un espace vectoriel sur
v'Tu, ou v—>v" est l'involution

E, donnée par <u, v> = trace trace

F/Q D/F
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canonique sur D, et T ¢ E satisfait 1'équation: T = -T. Soit weO un
générateur de 1'idéal maximal de OV, et supposons que <u, v> e 2 pour tout
o)

Ve OV si et seulement si wue O . Une telle forme existe. Soit
v

G = {g e IsomE(D) |<gu, gv> = )\(g)<u, v>, Ng) e Gm}

Fixons un sous-groupe compact K ouvert de E(Af). Les données pour s
sont:
i) Une variété abélienne de dimension 4,

ii) Un homomorphisme ) de O_, dans l'algebre des endomorphismes de A, tel

E

que la trace de yY(a) sur l'espace tangent est trace

E/Q(Q)-
iii) Une polarisation X : A —> a7 , qui induit yY(x) —> (//(x") dans w(OE), et

dont le noyau est un sous-groupe de Ap' X est donné a un élément de F>< pres.

iv) Un ensemble de O_ -isomorphismes compatibles @, de An avec O/nO,

E

(n, p) =1, donné 2 K pres. Les ¢  sontassujettis 2 la condition:
n

(6 M) = e @ (x), @ (v)) e, € (O /n0p)”

~

Nous supposons que K = K %p, ot ﬁp est un sous-groupe compact maximal de

E(Qp) et %p - E(A?). Les données pour §+ sont analogues.

Nous remplacons D par D+_, et nous plongeons E dans D+_. Nous
remplacons O par un ordre O' de D+_ qui est isomorphe & O en dehors de
v et maximal en v, et T par T', pour obtenir {u, v} au lieu de <u, v>.
Nous supposons que {u, v} e Zp pour tout v e O'V si et seulement si u e O‘V. La
condition sur la trace de y(a) change. La trace de y(a) doit &tre égale a
2(//1(0.) + zpz(a) + (//3(a), ot 1//2 et ([/3 sont les plongements de E dans D CC au

dessus de la place infinie de F ot D est déployé, et ([/1 est un des plongements

au dessus de 1'autre place,
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Ajouté en février, 1979

1. Drailleurs, d'apres des résultats récents de Kutzko, ces difficultés n'existent
plus,

2. J'ai recu en janvier, 1979 une lettre, envoyée en octobre, 1978, de
Thomas Zink 3 Berlin, qui donne des démonstrations rigoureuses d'une
grande partie de ce que j'ai raconté dans cette conférence. Mais il lui a fallu

modifier lég®rement quelques énoncés.
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GROUPES ALGﬁBBIQUES ASSOCIES AUX MODULES DE HODGE-TATE
par

Jean-Pierre SERRE

Soit V un module de Hodge~Tate sur un corps local d'inégale caractéristique.
Le sous-groupe d'inertie du groupe de Galois qui opére sur V est "presque" algé-
brique : il est ouvert dans un certain sous-groupe algébrique HV du groupe liné-
aire GLv .

Quelle est la structure de la composante neutre H% de Hy?

Le but de cet exposé est de donner deux cas ou l'on peut répondre, au moins en

partie, & cette question :

i) le cas commutatif, ol H% est un tore, quotient de ceux qui interviennent

dans les groupes de Iubin-Tate ;

ii) le cas o V n'a pour poids que O et 1 (exemple : module de Tate d'une

variété abélienne, ou d'un groupe p-divisible) ; les facteurs simples de Hg sont

alors de type classique (A.n ’ Bn , Cn ou Dn) , et leurs poids dans V sont des

poids minuscules.

Ces résultats font l'objet des §§ 2 et 33 le § 1 contient divers préliminaires.
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§ 1. la catégorie des modules de Hodge-Tate

1.1, Notations

La lettre K désigne un corps local, i.e. un corps complet pour une valuation
discréte. On note AK 1'anneau des entiers de K , et k = AK/pK son corps rési-
duel. On suppose K de caractéristique zéro, et k algébriquement clos de carac-

téristique p # O , de sorte que K est extension du corps p-adique Qp o

On note K wune cldture algébrique de K , et C sa complétion. Le groupe de

Galois Gp de K sur X opere sur C .

. * N . _ X(S)
On note X : GK - Zp le caractdire cyclotomique de GK . Ona s(z)=z

pour tout s¢ GK et pour toute racine de 1'unité z€ K d'ordre une puissance

de p .

Un module galoisien sur K est un Qp—espace vectoriel V de dimension finie
sur lequel GK opeére continfiment., On note Py 1'homomorphisme de GK dans Aut(V)
qui définit 1l'action de G, . Le groupe Gy = Im(pv) est un sous-groupe compact
(donc de Lie) du groupe de Lie p-adique Aut(V) . Si x€V et s¢€ Gy (ou s¢ GV),

on note s(x) le transformé de x par s .

1.2. Modules de Hodge-Tate (cf. [57], [6], [9])

Soit V wun module galoisien sur K , L'action de G, sur V se prolonge au

K
C-espace vectoriel VC =C QQQpV par la formule
s(Z}cO{@xa)z Z,s(ca)@)s(xo() (caEC, XO/EV) .

Si i€ Z , on note VC{i} 1l'ensemble des x€ Vo tels que

s(x) = X(S)lx pour tout s¢€ GK .
C'est un K-sous-espace vectoriel de VC . On pose :
Vc(l) =C ®KVC{1} .

D'aprds un théordme de Tate ([5], prop. 4) les injections Voli} - V, se prolon-

gent en une injection C-linéaire

e (’DV(:i.)—»Vo
icg © ¢

Cela permet d'identifier VC(i) 4 un C-sous-espace vectoriel de VC . 5i1'on
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pose
v, = dimg VC(l) = dim Voii} ,
on a Zivi = dim V et v, o= 0 pour presque tout i .

L'entier vy est appelé la multiplicité de i comme poids de V ,

On dit que V est un module de Hodge-Tate si ¢ est bijectif, autrement dit si

V., est somme (nécessairement directe) des VC(i) , ou encore si Z/vi = dim V .

C
La catégorie des modules de Hodge-Tate est stable par dualité, produit tensoriel,
somme directe, passage aux sous-modules et modules quotients. Dans la terminologie

de Saavedra ([3], p. 193), c'est une «-catégorie tannakienne sur , munie d'un

foncteur fibre, & savoir le foncteur qui associe & un module V 1le Qp—espace vec—

toriel sous-jacent.

Exemples
Soit A un groupe p-divisible sur AK (resp. une variété abéliemme sur K) , et

soit Vp(é) son module de Tate, Alors Vb(é) est un module de Hodge-Tate de
poids 0 et 1, avec multiplicités v = dim A', vy =dim A, o A' est le
dual de A .

Dans le cas p-divisible, ce résultat est dli & Tate [9]. Dans le cas des variétés
abéliennes, il est dfi 3 Raynaud (non publié) qui 1'a déduit du cas p-divisible en

utilisant le théordme de "réduction semi-stable" de Grothendieck-Mumford (SGA 7 I).

Ces modules, et ceux de la ®-catégorie qu'ils engendrent, sont (essentiel-

lement) les seuls exemples connus de modules de Hodge-Tate. Il serait intéressarrt

d'en construire d'autres ; cela devrait &tre possible en utilisant la théorie de

Fontaine [2].

1.3. L'enveloppe algébrique de GV

Soit V un module galoisien sur K , de dimension n . Nous noterons GLV le
groupe algébrique des automorphismes de 1l'espace vectoriel V ; si L est une ex-
tension de Qp , le groupe GLV(L) des L-points de GL, est le groupe

AutL(L ® V) .
On a en particulier :
GLV(QP) = Aut(V) et GLV(C) = AutC(VC) .
Le choix d'une base de V identifie GLV Y GLn .

Soit Gy le sous-groupe de GLV(QP) image de G , cf. n° 1.1, Nous noterons

H, 1'enveloppe algébrique de Gy (cf. [5]), autrement dit le plus petit sous-

groupe algébrique H de GLV tel que H(Qp) contienne G, ; c'est l'adhérence de

v’
Zariski de GV dans GLV .
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La bigébre AV de HV s'identifie & la Qp—algébre de fonctions sur GK engen-
drée par les coefficients de la représentation Py et de sa duale, mises sous

forme matricielle,
On a par construction Gy c HV(Qp) . 81 gy (resp. gv) désigne 1'algdbre de Lie
du groupe p-adique GV (resp. du groupe algébrique Hv) , Oon a
gy © by © End(V) ,
et bV est la plus petite sous-algébre de Lie algébrique de End(V) contenant
gy (ef. [11, § 7).
Remarque

Soit RepV la ®-catégorie de GK—modales engendrée par V et son dual. On peut

caractériser HV comme le groupe des automorphismes du foncteur fibre naturel sur

Rep., , au sens de Saavedra |3|, II, § 4 ; de plus, BRep, s'identifie 3 la catégo-
v b v 80

rie des représentations linéaires du groupe algébrique ([3], loc.cit.).
L —_—

THEOREME 1 ([47, [7]) - 81 V est un module de Hodge-Tate, Gy est ouvert dans
%) -

Une formulation équivalente est :

THEORﬁME 1" - On a 8y = by » autrement dit 8y est une sous-algdbre de Lie algé-

brique de End(V) .
La démonstration du th. 1' domnée par Sen ([4], § 6) utilise le th. 2 ci-dessous.

On peut également en donner une démonstration directe : on traite d'abord le cas

ou Gv est abélien, ce qui est facile & partir de résultats de Tate (cf. § 2,
ainsi que [6], chap. III) ; le cas général s'en déduit grice au théor2me de Cheval-
ley ([1], § 7, cor. (7.9)) disant que gy contient 1'algdbre dérivée [gv,bv]

de bV .

1.4. Le groupe & un paramdtre hV

A partir de maintenant, on suppose que V est un module de Hodge-Tate.

La graduation de V, par les VC(i) correspond 3 une action du groupe multipli-

*
catif Gm sur VC : 4 tout élément c de C = Gm(C) , on associe l'automorphis-

me hv(c) de VC défini par la formule
hv(c).x = o'x pour tout i€ Z et tout =x¢ VC(i) .
On obtient ainsi un homomorphisme de C-groupes algébriques

hy # Ge =~ Glyg s

ou Gm/C et GLV/C désignent les groupes algébriques déduits de G, et de GLV

par extension des scalaires & C . Il n'est pas difficile de voir que Im(hv) est
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contenu dans HV/C ; cela résulte par exemple de 1l'interprétation de HV comme
groupe d'automorphismes du foncteur fibre de la ®-catégorie RepV , cf. 1.3 (no-
ter que, si W est un objet de Repv, hw est le composé de hV et de 1'homo-
morphisme naturel HV/C ao HW/C) . Comme Gﬁ est connexe, le groupe Im(hv) est
contenu dans H%/C , ou Hv désigne la composante neutre de HV .

Le résultat suivant, conjecturé dans [7] et démontré dans [4], joue un rdle es-

sentiel dans toute la suite :

THEOREME 2 (Sen) - Le groupe H; est le plus petit sous-groupe algébrique de GLV

défini sur QP qui, apres extension des scalaires & C , contienne Im(hv) .

Voici quelques conséquences de ce théortme :

COROLLAIRE 1 - Les propriétés suivantes d'un sous-espace vectoriel W de V sont
équivalentes :
a) W est stable par H; ;
b) W est stable par un sous-groupe ouvert de GV H
c) W, est_stable par Im(hv) ;
a) WC est somme de ses intersections avec les VC(i) .
Les équivalences a) & b) et c) e d) sont immédiates. L'équivalence de a)

et c) résulte du th. 2.

COROLLAIRE 2 - Soit x€ V . Les propriétés suivantes sont équivalentes :
a) x est fixé par H% ;
b) 1'orbite Gpx de x est finie ;
c) x est fixé par Im(hv) ;
d) x appartient i VC(O) .

Ici encore, les équivalences a) @ b) et c) o d) sont immédiates ; celle de
a) et c¢) résulte du th. 2.

COROLLATIRE 3 - 8i O est le seul poids de V , i.e. si VC = VC(O) , on a

H$ = {1} , et le groupe GV est un groupe fini,

Cela résulte du cor. 2.

Remarque. Inversement, on peut déduire le th. 2 du cor. 3, appliqué & un module

convenable de RepV .

Variantes du théorime 2

Soit FC le groupe des Qp—automorphismes (non nécessairement continus) du

corps C . 81 o€ FC et c¢c&C, notons “c 1le conjugué de c par © ;

. :Z 29 2.
si x c, ® Xa est un élément de VC (avec caé c, %QE V) , posons

°x =t ®Nx=U% ®x .
o o
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Le conjugué de hv par o est 1'homomorphisme OhV de Gﬁ/C dans HV/C dé-
duit de hV par le changement de corps de base ¢ : C - C ; il correspond & la
décomposition de V, en somme directe des OVc(i) ; on peut le caractériser par
la formule

. *
Ohv(cc)ox = O(hv(c)x) pour tout c&C et tout x€V, .

% = c pour

Un élément c¢ de C appartient & Qp si et seulement si 1l'on a
pour tout o€ FC : cela résulte de ce que C est algébriquement clos. De 14 on

déduit facilement 1'équivalence du th. 2 avec :

THEOREME 2' - Le groupe H%/C est engendré par les conjugués Im(ohv) y o€ FC ’
du_groupe Im(hv) .

Voici maintenant une traduction en termes d'algébres de Lie : notons CPV la

dérivée de hV en 1'élément neutre, autrement dit 1'endomorphisme de VC tel que

WV@Q = ix si ic 2 ,x&Vdi).

En vertu d'un résultat connu ([1], th. 7.6), le th, 2 équivaut & :

THEOREME 2" - L'algdbre de Lie

b est la plus petite -sous-algebre de Lie
\4

de End(V) gqui, apr®s extension des scalaires & C , contienne Py

Ou encore :

THEOREME 2"' - Les conjugués
Lie C® bV .

OQVA de oy (ce FC) engendrent 1'algdbre de

C'est sous cette forme que le th. 2 est démontré par Sen [4]. Sen prouve méme

un résultat en apparence plus fort : le sous-espace vectoriel & de End(VC)
engendré par les OQV est égal & C® by « (Ce résultat peut en fait se déduire
du th. 2"', En effet, le cor. & la prop. 1 du n° 1.5 ci-aprés entraine que l'en-
semble des OWV y € FC , est stable par o e»g_1@g pour tout g€t GV . Il en est
donc de méme de & , et, par dérivation, cela entraine [& , bv] C & . Comme &

est contenu dans C ® hy » onen déduit [2,2]c P, et & est une algdbre de Liej;

d'apres le th. 2"', cette algdbre de Lie est égale & C® by )

1.5. Degré de transcendance de hV

Formules de fonctorialité

On a vu au n® 1.4 que 1l'on peut conjuguer hV par tout élément o de Ib::Aut (c),

' . . . . o o)
et que 1l'on obtient ainsi un homomorphisme hv de Gm/C dans HV/C .
Supposons que o(K) = K et que ¢ soit continu., Si s€ Gy » on a alors

o—1so € GK . Cela permet de définir une représentation Pov de GK dans Aut(V)
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par :
-1 a
ng(s) = pV(G So) pour tout s€ GK .

1 3 2 > ] . z (6]
L'homomorphisme hOV attaché a ooV n'est autre que le conjugué hV de hV
par o ; cela se voit par transport de structure.

Supposons maintenant que o appartienne & G, , et soit g = pv(o) son image

dans HV(Qp) . La représentation poV est alors isomorphe & py ¢ ona

-1
pov(s) =g pv(s)g pour tout s G .
On en déduit par fonctorialité :
-1 -1
hy=¢€ hyg = Int(g ) ohy ,
ol Int(g—1) désigne l'automorphisme intérieur de HV défini par g_1 .

Utilisant le fait que hov,= OhV , on obtient finalement le résultat suivant

(que 1'on peut aussi vérifier par calcul direct) :

PROPOSITION 1 - 8i o€ GK a _pour image g dans HV(QP) , On a

-1
OhV:Int(g ) o by .
o -1
COROLLAIRE - On a gy = & oy &

o ) . . .
Pour o € G, , les hV et les Py sont donc des conjugués de hV et Py 2 la
fois au sens galoisien, et au sens de la conjugaison par les automorphismes inté-

rieurs de HV .

Corps de définition de hV

Les groupes algébriques Gm et H; sont définis sur QP . On peut donc parler
- P ' . . Lo o0
au corps de définition Qp(hv) de 1'homomorphisme hy : Gﬁ/C HV/C : c'est le

plus petit sous-corps de C contenant QP sur lequel hv soit rationnel ; c'est

aussi le corps de définition de 1'élément Py de C® End(V) .

Le corps K(hV) engendré par K et Qp(hV) est le corps de définition de hV

sur K .

Nous allons déterminer les degrés de transcendance des extensions Qp(hv) et

K(hv) :

THEOREME 3 - Soit Zv le commutant de Im(hv) dans Hg/c . 0On a

deg.ter Qp(hv) = deg.try K(hV) = dim Hy - dim Z .

Démonstration

Choisissons un tore maximal T de H% défini sur Qp ; on sait que c'est pos-
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sible ([1], th. 18.2) et que tout sous-tore de H%/C est conjugué d'un sous-tore
de T/C ([1], cor. 11.3). En appliquant ceci au tore Im(hv) , on en conclut qu'il

existe un homomorphisme

h1 !Gm/c — T/C

et un élément g de H%(C) tels que hy = Int(g) o h, . Soit E le corps de dé-
finition de h1 . C'est une extension finie de Qp ([1], prop. 8.11). Le commu-

o fps s . .0 ,
tant 7, de Im(h1) dans HV/E est défini sur E . Soit X = HV/E/Z1 1'espace
homogeéne correspondant ; c'est une variété algébrique sur E . On a

dimX:dimH%—dimZ1=dimHV—dimZV.

Soit x 1'image de g dans X(C) ; le point x ne dépend pas du choix de g ,

IS

car g est déterminé & une multiplication & droite prés par un élément de Z1(C) .
Si L est une sous-extension de C contenant E , on voit tout de suite que x

est rationnel sur L si et seulement si hV est rationnel sur L . Le corps

B(hy) = E.Q(hy)

est donc égal au corps de définition E(x) du point x de X .

Le th. 3 équivaut & dire que

deg. try B(x) = deg.tr

<.} K.E(x) = dim X ,

ou encore que x est un point générique de X sur E et sur K.E . Montrons
que x est générique sur K.E (1l'assertion relative &% E en résultera). Soit X'

la plus petite sous-variété de X contenant x et définie sur K.E ; il s'agit

de prouver que X' = X . Soit G' 1le sous-groupe ouvert de GK formé des éléments
qui fixent E , et dont l'image dans HV(QP) appartient & H?I(Qp) .S c€G,

et si g est 1'image de ¢ dans H%(Qp) , la prop. 1 montre que g-1x =% , d'ol

g_1x € X'(C) puisque la variété X' est définie sur K.E . On a donc
pV(G').c < x'(c) ,

et comme pv(G') est dense dans H% pour la topologie de Zariski, ceci entrafne
H“’,(c).xc X', d'ot X' = X, cqfd.

Exemple. Supposons que V soit un module de Hodge-Tate de dimension 2 , avec

poids O et 1 de multiplicité 1 , et que HV soit égal & GLV ; c'est le cas
lorsque V est le module de Tate d'un groupe formel & un parametre de hauteur 2
dont 1l'anneau des endomorphismes est réduit & Zp , cf. [5]s th. 5. La décomposition

de Hodge-Tate de V, est définie par les deux droites VC(O) et Vc(‘l) . Soient

c et ¢ les pentes de ces droites, prises par rapport & une base de V . Le

o 1

corps de définition de hV est le corps Qp(co,c1) engendré par °, et c, .On a
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dim HV =4 et dim ZV =2 3
la variété X est de dimension 2 (c'est un produit de deux droites projectives).

D'aprés le th. 3, on a

deg.ter Qp(co,c1) = deg.try K(co,c,]) =2 ;

autrement dit, SR et c sont algébriquement indépendants sur K .

1

1.6. Passage & la limite : le groupe proalgébrigue H

Domination
Soient V et W deux modules de Hodge-Tate. Nous dirons que W est dominé

par V si les conditions équivalentes suivantes sont satisfaites :
(i) W appartient & la ®-catégorie Rep, engendrée par V et son dual ;
(ii) 1la bigdbre Ay du groupe H (cf. 1.3) est contenue dans la bigdbre Ay

du groupe HV H
(iii) i1 existe un morphisme de groupes algébriques (nécessairement unique)

nx H HV - Hw qui rend commutatif le diagramme

K~y :
£,(Q,)

(L'équivalence de (ii) et (iii) est immédiate. Celle de (i) et (iii) ré-
sulte, par exemple,de [3], II.4.3.2 a), p. 156. L'hypothése "de Hodge-Tate" n'in-

tervient pas.)

PN

Passage 3 la limite

La domination est une relation de préordre filtrante sur la catégorie des modules

de Hodge-Tate. Cela permet de définir le groupe proalgébrique

H = lim
(—HV,

limite projective des HV relativement aux morphismes n& . Ce groupe est un grou-

pe affine sur Qp . Sa bigébre A est la réunion des bigibres AV .

Par passage & la limite, les Py et les hV définissent des homomorphismes

P :GKqH(Qp) et h : Gm/C - Hy .

Toute représentation linéaire (de dimension finie) de H fournit, via p , un mo-

dule galoisien dont la décomposition de Hodge-Tate est donmée par h ; inversement,
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tout module de Hodge-Tate s'obtient de cette manidre. Ainsi, la ®-catégorie des
modules de Hodge-Tate s'identifie & celle des représentations linéaires du groupe
proalgébrique H (cf. [3], II, § 4).

Si 1'on remplace la catégorie des modules de Hodge-Tate par la sous-catégorie
des modules admissibles (au sens de Fontaine [2], 3.2.5), on obtient un groupe pro-
algébrique Hédm , qui est quotient de H . De méme, si 1l'on remplace cette catégo-

rie par la ®-sous-catégorie engendrée par les modules de Tate des groupes p-divisi-

bles, on trouve un groupe H , qui est quotient de H am ? donc aussi de H .

div a

Le groupe 1/H°

Soit H° = lim Hg la composante neutre de H . Le groupe quotient
B/E° = lim HV/H%
est un groupe proalgébrique de dimension O . Nous allons déterminer sa structure.

Remarquons d'abord que, si V est un module de Hodge-Tate, toute classe de
HV mod H% contient un élément de Gv ; cela provient de ce que HV est 1l'enve-
loppe algébrique de Gy (cf. [5], dém. de la prop. 2). Comme les éléments de Gy
sont rationnels sur Qp , 11 s'ensuit que HV/Hg est un groupe "constant", i.e. un
groupe de dimension O dont tous les points sont rationnels. Par passage & la li-
mite, la méme propriété est vraie pour H/Ho : c'est un groupe "constant", et on
peut l'identifier au groupe profini de ses points rationnels sur Qp . Ce groupe

est isomorphe i GK . Plus précisément :
PROPOSITION 2 - L'homomorphisme composé
o
G - HQy) - (WH)(Q)

est un isomorphisme du groupe profini GK sur le groupe profini des points ration-
nels de H/H® .

D'apr?s ce qui précéde, 1'homomorphisme G - (H/HO)(QP) est surjectif. Pour
voir qu'il est injectif, il suffit de prouver que, si N est un sous-groupe ouvert
normal de GK , 11 existe un module de Hodge-Tate V tel que pV(N) soit contenu
dans le groupe H%(QP) ; or c'est évident : il suffit de prendre pour V n'importe
quelle représentation linéaire fideéle du groupe fini GK/N (on sait en effetqu'une

telle représentation donne naissance & un module de Hodge-Tate, cf. [6], III. 32).

Dans toute la suite, nous identifierons H/HO ! GK .

Remargues
1) Du point de vue des ®-catégories [3], la prop. 2 exprime simplement le fait

que tout module galoisien & action finie est un module de Hodge-Tate.

2) La situation est tr®s différente pour les groupes Hédm et Hdiv définis
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plus haut. En effet, Fontaine a montré que ces groupes sont comnexes ([27, 3.7.4).

1.7. Variation de H par extension finie du corps de base

Soit K, wune extension finie de K contenue dans K, et soit G = Gal(K/K1)

le groupe de Galois correspondant ; c'est un sous-groupe ouvert de GK . Soit H1
le groupe proalgébrique correspondant & la ®-catégorie des modules de Hodge-Tate

sur K, . Nous allons comparer H1 au groupe H relatif & XK . Tout d'abord :

1

LEMME 1 - (a) Tout module de Hodge-Tate sur K définit par restriction un module

de Hodge-Tate sur K1 .
(b) Tout module de Hodge-Tate sur K, est dominé par un module du type (a) .

L'assertion (a) résulte de la définition des modules de Hodge-Tate. Prouvons
(b) . Soit V1 un module de Hodge-Tate sur K1 , et soit V le module induit de
V1 (au sens usuel de 1'induction des représentations de groupes). Comme V1 est
contenu dans V , donc dominé par V , il nous suffit de vérifier que V est un
module de Hodge-Tate sur K . Choisissons une extension galoisienne finie K' de

K , contenue dans K , et contenant X, . D'aprds [6], III. 32, il suffit de voir

1
que V est un module de Hodge-Tate sur K' . Mais, sur K' , V est somme directe
de modules isomorphes & des conjugués de V1 , lesquels sont bien des modules de

Hodge-Tate. D'ol notre assertion.
Ce lemme montre que les modules de Hodge-Tate sur K sont cofinaux (pour la re-
lation de domination) dans la catégorie des modules de Hodge-Tate sur K1 . On-a

donc

H1 = lim H1V (V de Hodge-Tate sur X) ,
-

X . P _
o H,, est l'enveloppe algébrique de G,y = pV(GK1) dans GLy . Comme G,y est

d'indice fini dans GV , H1V est d'indice fini dans HV ; en particulier les com-

posantes neutres de HV et H1V coIncident. De plus, l'image de H1V dans le

groupe fini HV/H% est égale & 1l'image de G1V dans ce groupe. Par passage & la

limite sur V , on en déduit :

PROPOSITION 3 - Le groupe H1 s'identifie 4 un sous-groupe de H contenant jind H

son image dans H/H? =G, est G .
K — K1

COROLLAIRE - Les groupes H et B, ont méme composante neutre.

(Autrement dit, la composante neutre  de H ne change pas par extension fi-

nie du corps de base.)
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On peut résumer la situation par le diagramme commutatif suivant, ol les fléches

verticales sont des inclusions :

1y - B - H - 6 - {1
(1} - B - H - G - {1).

Remarque

Ici encore, la situation est différente pour les groupes Ha et Hdiv du

dm
n° 1,6, Si 1'on remplace K par K1 , ces groupes sont remplacés par des groupes

. ' .
H1.adm et H1.div munis d'homomorphismes
Baam = Haam Y Hlaw 7 Hagy

ces homomorphismes sont surjectifs, mais ne sont pas injectifs en général.
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§ 2. Le cas commutatif

Le but de ce § est de décrire les modules de Hodge-Tate V dont le groupe de
Galois associé GV est commutatif. Comme on le verra, ces modules se raménent

essentiellement aux modules VE associés aux groupes formels de Lubin-Tate, cf.

2.1 ci-dessous.

2.1. Les modules V., et les caractéres

E

B
Les modules V.
== o= E,n

Soient E wune extension finie de QP contenue dans K , et 7 une uniformi-

sante de E . Soit E = Qp la fermeture algébrique de E dans K . Considérons

le groupe formel de Lubin-Tate attaché au couple (E,n) , et notons VE . Son mo-
b
dule de Tate, tensorisé avec Qp . On sait (cf. par exemple [6], III. A4) que Vo o

|
est un B-espace vectoriel de dimension 1 et que 1'action naturelle de Gal(E/E)

sur VE n respecte cette structure. Cette action est donnée par un homomorphisme
’

fE,1T : Gal(E/E) - U »

ol UE est le groupe des unités de E .

Comme UE est commutatif, on peut, via la théorie du corps de classes, interpré-

*
ter fE , comme un homomorphisme de E dans U, ; d'aprés un théordme de Lubin-
’

Tate, cet homomorphisme est caractérisé par les pEopriétés suivantes

fE’H(n) =1

fE,n(u) — si w€l; .
Cette derniére formule montre en particulier que la restriction de fE,n au groupe
d'inertie de Gal(E/E) ne dépend pas du choix de = .
Les modules VE

Supposons maintenant que E soit contenu dans K . L'action de Gy = Gal(R/K)
sur E définit alors un homomorphisme
G - Gal(E/E)

qui permet de faire opérer GK sur VE’H . Comme GK est égal & son groupe 4'iner-

tie, le module galoisien ainsi obtenu est indépendant du choix de = ; nous le note-
rons VE et nous désignerons par Xg 1'homomorphisme correspondant de G, dans

K
U, (cf. [6], p. III. 41).
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Exemple. Si E = Q:p , T =P , le groupe de Iubin-Tate est le groupe multiplicatif
(formel), V., est de dimension 1 , et XE est le caractére cyclotomique X du

E
n° 1.1,

Décomposition de Hodge-Tate de VE

Soit ZE 1'ensemble des plongements ¢ : E - C qui sont 1'identité sur Qp .

On a
Card(ZE) = [E:Qp] = dim Vj .

Parmi les éléments de ZE figure 1l'inclusion | : E~ C .

Si o&Z_, notons Vo o le C-espace vectoriel C & VE déduit du E-espace vec-

’
toriel VE par le changement de corps de base o : E- C . On a dimC VE o = 1T .
’
Le C-espace vectoriel VE/C =C ®Qp VE est somme directe des VE,o
V. = ® V. .
E/C o€ ZE B,0

I1 résulte de [9], cor., 2 au th. 3, que VE est un module de Hodge-Tate de

poids O et 1 , les sous-espaces correspondants étant :

!
&
<

VE/C(O) -

|
<
1l
Q
®
<

VE/C(1) =

Enveloppe algébrique de Im(xE)

L'image de Gg dans Gal(E/E) est un sous-groupe d'indice fini du groupe d'iner-
tie.de Gal(E/E) , 1'indice en question étant d'ailleurs égal au quotient eK/eE
des indices de ramification absolus de K et de E ., Il en résulte que Im(xE)

est un sous-groupe ouvert de UE . Son enveloppe algébrique Hy (au sens dun°®1.3)
E
est donc le tore TE = RE/Q (Gm/E) déduit de Gm/E par restriction des scalaires

de E a QP ([6], II.1.1). [Rappelons que, si A est une extension de QP , le
groupe TE(A) des points de TE 4 valeurs dans A est le groupe des éléments in-

représente

*
versibles de A ® E ; en particulier, on a TE(QP) =E : le tore TE

le groupe multiplicatif de E .]

Le groupe & un paramétre attaché & TE

Sur C (et méme sur QP) le tore Ty se décompose en produit de groupes multi-
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plicatifs indexés par les éléments de ZE :

TE/C = I Gﬁ,o ou Gﬁ,o = Gm/C pour tout o .
o€ ZE

Sur VE/C , un élément t = (ﬁj) de TE/C opdre par :
- \ 3
t. X, = ZJ tcxb si x, € VE,o .
o 0
Vu la décomposition de Hodge-Tate de VE donnée ci-dessus, il en résulte que 1'ho-

i : - JB: ° 1, € :
momorphisme hvE : Gﬁ/C TE/C attaché & VE (au sens du n° 1.4) est donné par

hVE(c) = (co) , avec

0]

1
En d'autres termes, hVE est le plongement de Gm/C dans TE/C correspondant au
d'indice 1 .

facteur de TE/C

2.2, Structure de Hab

Si X est un groupe proalgébrique, nous noterons Xab le plus grand groupe pro-
algébrique quotient de X qui soit commutatif ; de méme, si X est un groupe pro-

fini, nous noterons X?b le plus grand quotient profini commutatif de X .

Nous nous proposons de déterminer la structure du groupe proalgébrique Hab .
oi H = lim HV , cf. n° 1.6.

Tout d'abord, l'homomorphisme naturel de H sur le groupe GK (vu comme groupe
proalgébrique "constant" de dimension O , cf. n° 1.6) définit par passage au quo-
tient un homomorphisme

€:Hab-—>G§b.

D'apreés la prop. 2, cet homomorphisme est surjectif, et son noyau est la composante
neutre (Hab)O de HP,

D'autre part, si E est une extension finie de QP contenue dans K , on a dé-

fini ci-dessus un module de Hodge-Tate VE dont le groupe algébrique associé H
E
est le tore TE défini par E . Comme H est limite projective des HV , et que

TE est commutatif, on en déduit un homomorphisme pE : H?b - TE . Si E' estun

sous-corps de E , et si NE/E' : TE - TE' désigne la norme, on a

o

Pgr = Ng/gr © Pp
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cela résulte de la formule correspondante pour Xg et Xpr 0 qui est bien connue

(ou, si 1'on préfere, de celle pour hV et hV , qui est immédiate). Notons
E B!

alors lim TE la limite projective des tores TE , pour E - K , relativement
Ec-cK

définissent un homomorphisme

aux NE/E' ; les P

o+ B . 1in Ty -
E- K

La structure de Hab est donnée par le théoréme suivant :

THEOREME 4 - L'homomorphisme

(e,p) : 2P, 2P x lim Tp

K "Bcx
est un isomorphisme.
Comme e définit un isomorphisme de H?b/(Hab)o sur G;b , le th. 4 équivaut & :

THEOREME 4' - la restriction de p (Hab)o est un isomorphisme de (Hab)O

|?

sur lim TE .
EcK

Démonstration

Par construction, 1'homomorphisme
(e,p) :+ P G;bx lim T,
EcXK

est surjectif. Montrons que c'est un isomorphisme. Pour cela il suffit de prouver
que, si T : H?b - A est un homomorphisme de Hab sur un groupe algébrique liné-

aire A , 1l'homomorphisme 7 peut se factoriser par (e,p) . Or, soit

hA : Gm/C - A/C

le groupe & un paramdtre correspondant % A (cf. 1.4), et soit E 1le corps de
définition de hA . Du fait que A est commutatif, E est une extension finie

de Qp([1], prop. 8.11). De plus, la prop. 1 du n® 1.5 montre que ohA =h, pour
tout o€ GK , donc que hA est rationnel sur K ; le corps E est donc contenu
dans K . D'aprés une propriété universelle bien connue du tore T, , il existe un

E

unique homomorphisme fE : TE - A tel que

ol hv est le groupe & un paramétre canonique de TE , cf. 2.1,
E
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L'homomorphisme fE définit un homomorphisme f de lim TE dans A . Posons
Ec- K

' = fop = fE ° pE H

c'est un homomorphisme de H?b dans A qui a le méme effet que 7 sur le groupe
3 un paramétre canonique de Hab . D'apres le th., 2, il en résulte que = et '
coincident sur (Hab)O ; leur gquotient ¢ = n.(n')_1 est trivial sur (Hab)o ,

donc s'écrit sous la forme ¢ = g o ¢ , ol g est un homomorphisme continu (»
ab

noyau ouvert) de GK dans A(Qp) . En multipliant g par f , on obtient un ho-
momorphisme
F-gf:G x lin T, - A,

Ec-K
et il est clair que = : P L 4 est le composé de (ec,p) et de F . Cela montre

bien que 7w se factorise par (e,p) ; le th. 4 en résulte.

Remarque. Le th. 4 est essentiellement une reformulation, dans le langage des grou-
pes proalgébriques, des résultats de Tate exposés dans [6], III, Appendice ; 1l'em-
ploi du th. 2 (théor®me de Sen) n'est pas indispensable.

Application : modules de Hodge-Tate & action abélienne

Soit V un module de Hodge-Tate tel que GV soit commutatif. L'enveloppe algé-

brique HV de Gv est alors commutative ; elle s'identifie donc & un quotient du

groupe H?b étudié ci-dessus. Vu le th. 4, on en déduit :

a) La composante neutre H; de HV est un tore, quotient de 1'un des TE .
Cela entraine que H est un groupe réductif ([1], 11.21) et que V est un module

semi-simple sur HV (ou sur GV , cela revient au méme).

b) L'homomorphisme Hab - Hv , restreint au facteur direct G;b de Hab ,

définit un homomorphisme continu

ab
dont 1'image est un sous-groupe fini de HV(Qp) . En utilisant wv., on munit ainsi

V d'une nouvelle structure de module galoisien, ol cette fois 1l'action de GK

est finie ; cela permet, par exemple, de parler du conducteur d'Artin de V , pour

cette nouvelle structure. Nous dirons que V est non ramifié si wv =1 . Cela re-

vient & dire que la projection Hab - HV peut se factoriser par 1l'un des

b .
og = 20, Ty , ou encore que V est dominé (au sens de 1.6) par 1'un des Vg -

Lorsque V est ramifié, on peut seulement affirmer que V est dominé par un

V.® W, ol W est un module galoisien & action finie et commutative : c'est une

B
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autre fagon de formuler le th. 4.

2.3. Structure de fm et i?
—_———— iv

adm ~—
Rappelons (cf. 1.6) que Hédm est le groupe proalgébrique associé & la catégorie
des modules admissibles ([2], 3.2.5), et que Hdiv est le groupe proalgébrique

associé i la ®-catégorie engendrée par les modules de Tate des groupes p-divisibles.

On a des homomorphismes canoniques

H - H - H Py

adm div
d'ou
b b b
Y Hidm”' Hfliv'
Ces homomorphismes sont surjectifs. Comme H . =~ et Hy. = sont connexes ([2],
3.7.4), la restriction de Hab - Hi?v & (Hab)o est également surjective.

Du fait que les VE sont des modules de Tate de groupes p-divisibles, 1'homomor-

phisme p H?b - lim T, se factorise en :
E
E-K
LR S T
Ec-cK

THEOREME 5 (Fontaine) - Les homomorphismes

byo b b .
(Ha) — H:dm—» Hadiv-—v lim TE
E~-K

sont tous des isomorphismes.

En effet ils sont surjectifs et leur composé est un isomorphisme d'aprées le th. 4'.

COROLLATRE 1 - Les projections H?b - Hzgm et Hab - Hi?v ont pour noyau le

facteur direct G;b de Hab .

C'est clair.

COROLLAIRE 2 - Soit V un module de Hodge-Tate & action abélienne. Pour que V

soit non ramifié (au sens de 2.2), il faut et il suffit que V soit admissible
(au sens de [2], 5.2.5).

Cela résulte du cor. 1.

Exemple : module de Tate d'un groupe p-divisible de type (M)

Soit A un groupe p-divisible sur AK , de hauteur h et de dimension n .

Soit E1 une extension de Qp de degré h et supposons qu'un sous-anneau d'in-

dice fini de 1l'anneau des entiers de E1 optre sur A (de sorte que A est "de
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type (CM)"). Le module de Tate V de A, tensorisé avec QP , est un E1—espace
vectoriel de dimension 1 . Comme l'action di GK sur V est E1-1inéaire, elle
est donnée par un homomorphisme XA : GK - E1 . Par passage aux enveloppes algébri-
ques, on en déduit, comme au n° 2,7, un homomorphisme

D'apres le th. 5, cet homomorphisme peut se factoriser en

b 8
Hy = T = TE1 ’

pour E et & bien choisis. Indiquons bri®*vement comment on peut construire
(E,0) =

On considere la représentation de E1 dans 1l'espace tangent & A . C'est une re-

présentation de dimension n , définie sur K . Elle provient par extension des
scalaires d'une représentation définie sur un sous-corps E de K de degré fini sur
Qp ; on obtient ainsi un (E,E1)—bimodule t , de dimension n sur E . Si

xCE' , l'automorphisme x, de t défini par =x est ET—linéaire ; soit

t

f(x) = dety, (xt)
1

*
son déterminant. L'application f de EY dans E1 ainsi définie est "algébrique":

elle se prolonge en un homomorphisme ¢ de TE dans TE . On peut prouver (par
1
exemple en utilisant (6], III. App.) que le couple (E,5) ainsi construit a les

propriétés voulues.

2.4. Structure de (°)2P

Si U est un sous-groupe ouvert de GK , notons HU le sous-groupe de H image
réciproque de U par l'homomorphisme canonique H - GK (cf.1.6). Le groupe jind
est limite projective des HU . On en conclut que

(Ho)ab - 1lim Hgb _ %im (Hﬁb)o .

Si KU désigne la sous-extension de K fixée par U , le groupe Hﬁ n'est autre
que le "groupe H" relatif au corps de base KU , cf. prop. 3, D'aprées le th. 4',
appliqué & KU , on a
(Hﬁb)O = lim T .
EcK_U

Comme la réunion des K; est K, on en déduit :
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THEOREME 6 - Le groupe (Ho)ab est isomorphe & lim_Tp .
EcK
Remarque. La condition " E ¢ E " est équivalente &3 " E Q " . Il en résulte
que le groupe (Ho)ab ne dépend pas de K :

: il ne dépend que de la caractéris-
tique résiduelle p .
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§ 3. Modules de Hodge-Tate 3 poids 0 et 1

3.1. Rappels sur les poids et racines (cf. [1], [11], SGA 3 III)

Soit M un groupe réductif connexe sur un corps E de caractéristique O . Soit
E' une extension galoisienne finie de E sur laquelle M se déploie ([1], 18.8) ;
choisissons un tore maximal T de M/E' qui soit déployé (i.e. isomorphe % un pro-
duit de groupes Gm/E') et soit B un sous-groupe de Borel de M/E' contenant E

Notons X (resp. Y) le groupe des caractdres (resp. cocaractdres, ou "groupes 3

un paramdtre") de T . On a :
X

Hom(E,Gm/E, ) et Y = Hom(Gm/E, ,E‘) .

Les groupes X et Y sont des Z-modules libres duaux l'un de l'autre ; leur rang

est égal & dim T . On pose

XQ=Q29X et YQ=Q®Y;

ce sont des Q-espaces vectoriels en dualité, Si =x€ X, et y¢ YQ , le produit

Q

scalaire de x et y est noté <x,y> . On a
<xX,y> € 2 si x€X et yevY.

Systéme de racines

Le systéme de racines de M/E' relativement & T est une partie finie R de X
(2 savoir 1'ensemble des poids # 0 de T dans la représentation adjointe de M) ,
munie d'une injection « B @ dans Y . Si @€R, ona <o,0¢¥>= 2 ; la symétrie

s, de XQ définie par

sa(x) =x - <x,a" >«

laisse stable X et R ; sa transposée est la symétrie s, de Y. telle que

Q
5,(y) =y - <a,y>a"

pour tout y . Le groupe W engendré par les Soz est le groupe de Weyl ; il opere

sur XQ et YQ; on a
<wx, wy> =<x,y> si x¢€ XQ , V€ YQ , WEW .
Base

Au groupe de Borel B est associé une base B de R ; tout élément de R s'é-
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crit de fagon unique sous la forme }; n o , ou les na sont des entiers de méme
@€ B

signe. Soit Xa (resp. Ya) 1l'ensemble des x€ XQ (resp. ye YQ) tels que

<x,0*>2 0 (resp. <a@,y>= 0) pour tout «€ B ,

et posons

+ +

—xnxt, v +

YNY. .
¥

1l

X
Tout élément de X (resp. Y, Xq 0 YQ) est le transformé par W d'un élément et
d'un seul de X' (zesp. Y', X', ¥ .
Q’ "Q
Décomposition de X t Y
= Qe = q
Soient (Ri)ié I les composants irréductibles de R ; les Bi =BN Ri sont

les composantes connexes du graphe de Coxeter de W (Bourba.ki, LIE V.VI). Soit Xi

le sous-espace vectoriel de XQ engendré par Ri , et soit Yi le sous-espace

vectoriel de YQ engendré par l'ensemble R; des o avec af Ri . S5i XC

(resp. YC) désigne 1'orthogonal dans X. (resp. dans YQ) de la somme des Y,

Q

(resp. des Xi) , on a
XQ:XCEB © Xi et YQ=YC@ @ Yi'
i€l i€l
Ces décompositions en sommes directes reflétent la décomposition du groupe M/E' ,

4 isogénie prés, en produit direct d'un tore Mc et de groupes simples Mi , 1€I .

ilieT les composantes de x dans Xc et

dans les Xi ; nous emploierons une notation analogue pour les composantes d'un
On a

Si x¢€ XQ , nous noterons X, et (x)

élément y de YQ'

= 2 < >,
<X,y> <xC » Vo > o+ 1%1 X0 ¥y
+

Q

+

Si x et y sont des éléments non nuls de XI = Xi N X et de Y"i' = Yi n YQ ,

ona <x,y>>0.

Action de T = Gal(E!'/E)

Changer le couple (T,B) ne modifie pas (& isomorphisme unique pres) le systime
(X,Y,R,0 > a”, B). Ce systime est donc attaché canoniquement au groupe M/E' (cf.
Bourbaki, LIE VIII.110, Remarque 2). Du fait que M est défini sur E , il en ré-
sulte que le groupe I = Gal(E'/E) opere de facon naturelle sur (%,Y,R,e P &",B),
cf. [11], 3.1 ainsi que Bourbaki, LIE VIII.227, exerc.8. En particulier, T opeére

sur le groupe de Weyl W et sur l'ensemble I des composants irréductibles de R.
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<yx, Yy>=<x,y> , Ywx = Y(w)Yx ’ YXC = Xc ’ YXi =X .,

si xEXQ,erQ,WEW,iGI et YET .

Représentations lindaires (cf. [11], ainsi que Bourbaki, LIE VIII, § 7)

Soient V wune représentation linéaire de M sur E , et VE' la représentation
linéaire de M/E‘ déduite de V par extension des scalaires % E' , Le tore T
opére sur VE' . 51 weX, soit VE'((”) le sous-espace propre de VE‘ corres-
pondant &  : on a vVE VE'(‘”) si et seulement si tv = w(t)v pour tout point 1t
de T . L'espace Vp, est somme directe des VE,((D) , pour € X . On dit que o
est un poids de V si VE,(w) # 0 ; la dimension nv(w) de VE,(w) est alors
appelée la multiplicité de w . L'ensemble (V) des poids de V est une partie
finie de X , stable par W et [ . Pour que V soit une représentation linéaire
fid®le (resp. 3 noyau fini) de M, il faut et il suffit que (V) engendre le
Z-module X (resp. le Q-espace vectoriel XQ) . La connaissance des poids de V

et de leurs multiplicités détermine la représentation V % isomorphisme pres.

On peut décomposer VE' en somme directe de représentations absolument irréduc-
tibles. Si VA est 1'une de ces représentations, il existe une droite DA de VA
et une seule qui est stable par le groupe de Borel B . L'action de T sur Iﬁ se
fait gréce éhun caractére XA qui appartient ; X" . ona DA = VA n VE,(XA) ; le
caractére X est de multiplicité 1 dans V . L'ensemble Q(VA) des poids de
VK est le R-saturé de xk , au sens de Bourbaki, LIE VIII.125. Tout élément de

cet ensemble est de la forme
A -
X - L na/oz y
o€ B

N . . A .
ou les na sont des entiers = 0 ., On dit que ¥ est le plus haut poids de V)\ .

A A
Le plus bas poids de V  est WX ol LA est 1'unique élément de W qui trans-

forme B en - B [l'automorphisme - LS est 1l'involution fondamentale de X ;

nous le noterons x B x'].

3.2. Représentations de M % poids O et 1

On conserve les notations M, T, B, Ry .. dun® 3.7, On se donne :

a) une représentation lindaire V du groupe réductif M ,

b) un corps algébriquement clos C contenant BE' ,

c) un groupe 3 un paramdtre hy : Gm/C - M/C défini sur C .
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On fait les hypothéses suivantes :
(i) V est fiddle ;
(ii) tout sous-groupe algébrique normal N de M , défini sur E , tel que
N/C contienne Im(hM) , est égal & M ;
(iii) 1'action de Gm/C sur V, = C®, V définie par hy, a pour seuls poids
0 et 1.

[Rappelons que le groupe des caractdres de Gm stidentifie de fagon naturelle &

Z ; cela donne un sens & (iii) .]

Nous allons voir que ces hypotheses entrainent des propriétés trés particuliéres
pour l'ensemble Q(V) des poids de V, ainsi que pour le groupe & un paramdtre
hM . Tout d'abord :

LEMME 2 - Il existe hoE Yt otel que h]v[ et ho , considérés comme homomorphismes

de Gm/C dans M/C , soient conjugués 1l'un de l'autre par un automorphisme inté-

rieur de M/C s on a

(1) <w yh > = 0 ou 1 pour tout w€ (V) ,
(On peut en fait montrer que hO est u.nigue.)

D'aprés [1], cor. 11. 3, il existe un automorphisme intérieur de M/C qui trans-

forme hM en un homomorphisme

byt Ge ? Lol
3 valeurs dans T,, . Du fait que T est déployé sur E', h, est rationnel sur
=/c = 1

E', donc appartient & Y. D'aprés ce qui a été rappelé au n° 3.1, il existe w&W

tel que h0 = wh, appartienne & Y+; comme tout élément de W est induit par un

1

automorphisme intérieur de M/C , 1'élément ho répond & la question. Les actions

de Gm/C sur V., définies par h.M et par h_ sont conjuguées, donc ont méme

C o]

poids ; vu (iii), ces poids sont égaux & O ou 1, ce qui démontre la formule (1).

Remarque. Comme Q (V) est stable par le produit semi-direct I'W de I par W, la

formule (1) entraine :

(2) <w,hs> =0 ou 1 pour tout w€q (V) et tout heTWh_ .

LEMME 3- (a) L'ensemble O (V) des poids de V engendre le gmodule X.
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(b) L'orbite FWho de ho par le groupe I['W engendre le Q-espace vecto-

riel Y_ .
= q
L'assertion (a) traduit 1l'hypothése que V est fid®le. D'autre part, les sous-

espaces de Y., stables par W et [' correspondent de fagon naturelle aux sous-

Q

groupes normaux connexes de M définis sur E ; si le sous-espace engendré par

FWho était distinct de YQ, , i1 existerait un tel sous-groupe N , distinct de
M, et tel que 1l'image de ho soit contenue dans N/C 5 il en serait alors de

méme de 1'image de hy , ce qui contredirait 1'hypothése (ii). D'ou (b).

LEMME 4 - 8i o€R, wcQ(V) et h€lWh , ona

(3) <w,a">=0,1 ou -1,

(4) <e,h> =0,1 ou -1 .

(Noter le r®le symétrique joué par les éléments de Q (V) et de FWho : ils
s'échangent par " dualité de Lenglands " . Je ne connais pas d'explication a priori

de ce phénomene. )

Appliquons (2) & w et & s,0 = @ - <w,a">a . On obtient
<w,h>=0 ou 1
<w,h>-<w,oe"><ao,h>=0 oul.

Par différence, cela donne :
(5) <w,a"><a,h>=0,1 ou -1,

Remarquons maintenant que, pour w et o« fixés, on peut choisir he€ I“Who tel

que <o ,h># 0 : cela résulte du lemme 3 (b). Comme <o ,h> est un entier non
nul, et que <w,a¥> est un entier, (5) n'est possible que si <w,a¥> =0, 1
ou -1, ce qui démontre (3). De méme, pour o et h fixés, on peut choisir
weQ (V) tel que <w,o"># 0 : cela résulte du lemme 3 (a) ; on en déduit comme

ci-dessus que <o ,h>=0,1 ou -1,

[ Veriante. Puisque V est un M-module fiddle, la représentation adjointe de
M est isomorphe & une sous-représentation de End (V). Or les poids de End (V)

(pour 1'action de Gm/C donnée par h , ho ou hM) sont différences de deux poids
de V (cf. [8], lemme 11.3), donc appartiennent & {0, 1, -1} . On retrouve ainsi
la formule (4).]

Soit Q1 (V) 1'ensemble des plus hauts poids des composantes irréductibles de

Vg s ona of (V) « Xt na (V) , et le R-saturé de QF (V) est Q(V), of. n°3.1.
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LEMME 5 - Soit R, (i€ I) un composant irréductible de R.

(a) Il existe w€Q*(V) tel que w;#0 ; 1'élément w, de X; est alors un

poids minuscule du systéme de racines Ri , au _sens de Bourbaki, LIE VIII.129.

(b) Il existe hEI“ho tel que hi# 0; 1'élément hi de Yi est alors un

poids minuscule du systéme de racines Rz dual de R, .
i

(Rappelons que wy et hi désignent les composantes d'indice i de o et de

h, cf. n°3.1.)

Si 1'on avait w; = O pour tout we QT (V) , on aurait aussi w; = 0 pour tout

weQ (V) puisque Q (V) est le R-saturé de Qt(V), et cela contredirait le lemme
3 (a). D'autre part, si ws # 0, la formule (3) du lemme 4, appliquée avec ot Ri’

montre que w, satisfait b la condition (iii) de Bourbaki, loc. cit., déf. 1, donc

est minuscule. D'ou (a).
De méme, 1l'existence de h€I'h_  tel que h; # O résulte du lemme 3 (b) ; 1e
fait que " hi A0 "= " hi pinuscule"résulte de la formule (4) du lemme 4.

Do (b).
Le lemme 5 entraine déji un certain nombre de propriétés de V :

PROPOSITION 4 - On a Q (V)= w.ot (V).

Cela résulte de (a), et du fait que le R-saturé d'un poids minuscule est égal

4 son orbite par W, cf. Bourbaki, loc. cit. , condition (i).

PROPOSITION 5 - Soit m 1l'algébre de Lie de M, et soit ma le sous-espace pPro-

re de m = E'® m correspondant b une racine o€ R. Si x appartient 3 ma,
Dre de mp, =25 appartient a

1'endomorphisme de V défini par x est de carré nul.
4 _endomorpialsme Xy CG& Vg,

Cela résulte de la prop. 7 de Bourbaki, LIE VIII.128.

COROLLATRE - Les éléments x de my, tels que (xV)2 = 0 engendrent 1'algdbre

dérivée de LT

(Noter 1l'analogie avec les " Quadratic Pairs " de Thompson [10].)

PROPOSITION 6 - Le groupe M/E' n'a aucun quotient # {1} qui soit simplement con-
nexe.

11 suffit de prouver que M/E' n'a aucun quotient simple simplement comnnexe. Un
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tel quotient correspond i un composant irréductible R, de R ayant la propriété
suivante : pour tout y&¢Y , la composante v de y appartient au sous-groupe
Z.R; de Yi engendré par R; (c'est ainsi que se traduit la simple connexion,
cf. SGA 3 III, p. 129). Or, si 1l'on prend pour y un élément de I"ho satisfai-
sant au lemme 5 (b), la composante v de y est minuscule ; d'aprds la prop. 8

de Bourbaki, LIE VIII.128, v n'appartient pas ™ Z.R; . D'ou la proposition.

COROLLAIRE - Aucun quotient de M/E, n'est isomorphe h SL (nz=2), Sp,,,, (nz1),

G, »

F ﬂEB'

Revenons aux propriétés des wy et des hi

LEMME 6 - Soient w¢ Qf(V) et heTh . Alors :

(2) Il existe au plus un élément i de I tel que ws #0 et hy #0.

(bj) 8i 1i€TI est tel que wi;éO et hi;éO,ona

6 ' -
(6) <wg, by >4 <wl, ho>=1,

ol w! est le transformé de w; par 1'involution fondamentale - LA cf. n° 3.1,

Soit J 1l'ensemble des i€ I tels que ws # 0 et hi #0 .81 i€ J , le lemme

5 montre que (u)i , hi) est un couple minuscule : ses deux composantes sont minus-

cules. Définissons alors la hauteur J&(wi , hi) d'un tel couple par la formule

(1) L(w; , by) =<w,, h > +<wl, h> .

. N + N +
Comme w, appartient & X, - {0} et hi Y Yi

<w;, hy> et <w!, h;> sont >0, et il en est de méme de E(u)i s hi) . De plus,

- {0} , les produits scalaires

comme W, + w! = w, - Www. et que w., est un poids de X, w, + w! appartient
i i i oi’? aq i P i’ 71 i @ppa

au sous-groupe Z.R; de X, engendré par R, (Bourbaki, LIE VI.167, prop. 27).

Ceci entraine que son produit scalaire J&(wi , h,) avec hi est un entier. On

i
conclut de 13 que ﬂ(wi , hi) est un entier = 1 .
D'autre part, d'apres (2) appliqué & w et wo =-w', ona:
(8) <wc , hc> + ‘Z, <wi , hi> =0 ou 1
ieJ
(9) <w', h >+ 5 <w!, h,>= 0ou-1.
c’ e ; i
ieJd
Comme LA opére trivialement sur Xc , on a ‘”é = - w, . En ajoutant les équations
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ci-dessus, on obtient :

L {<w, , h,>+ <w!, h,
1 1 1

1>}=O’1 ou -1,
i€ J

autrement dit

2 z(wi,hi) 0, 1 ou -1,

ied
Comme les E(wi , hi) sont des entiers = 1 , ceci n'est possible que si J =@,

ou si J est réduit i un élément {i} et si !&(wi , hi) =1, ce qui démontre le

lemme.

Remarques
1) 8i J = {i} , les formules (8) et (9) entrainent :

(10) <w ,h>=<w!, h,>=1-<w,, h;>.
c c i i i i

La connaissance des <wi , hi> détermine donc celle de <wc s hc> . Par contre,

si J=¢, on a simplement
<w ,h> =<w, h>=0 ou 1,
c’ e

ce qui ne suffit pas & déterminer <0, h,> .

2) Les arguments utilisés ci-dessus sont essentiellement les mémes que ceux de
Springer [8], § 11 ; la différence principale est la présence du groupe [ qui

n'apparalt pas dans [8], ol le corps de base est supposé algébriquement clos.
La proposition suivante résume le lemme 5 et la partie (b) du lemme 6 :

PROPOSITION 7 - Pour tout i€ I , il existe w€ Q+(V) et he Fho tels que
w; #0 et h; # 0 ; tout couple (wi R hi) ainsi obtenu est un couple minuscule

de hauteur 1 (au sens défini ci-dessus).

COROLLAIRE 1 - Tous les composants irréductibles de R sont de type classigue

A ,B ,C ou D .

En effet, les systémes de racines irréductibles de type G2 , F4 s E6 ’ E7 , EB

ne possédent pas de couple minuscule de hauteur 1 , cf. Annexe.

COROLLAIRE 2 - Aucun composant irréductible de R n'est de type D4 triglitaire.

(Soit I“i le sous-groupe de ' qui fixe i . Le groupe Fi opére sur Ri . On
dit que Ri est "de type ])4 trialitaire” s'il est de type D4 et si 1'image

de T, dans Au‘t(Ri) est d'ordre 3 ou 6 , autrement dit si I, permute tran-
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sitivement les trois sommets terminaux du graphe de Dynkin \/ de Ri )

Supposons que Ri soit de type I)4 trialitaire. Le groupe Fi permute transi-
tivement les trois poids minuscules UJ,] . UIB . ’u74 de Ri , cf. Annexe., Comme 1l'un
de ces poids est de la forme w, , avec we Q+(V) , ils le sont tous. Choisissons

alors he€ Fho tel que hi # 0 . D'apres la prop. 7, les trois couples minuscules

(w1 , h.

l> ’ (wB ’ hi) et (‘CU' ’ hi)

sont de hauteur 1, ce qui est impossible (cf. Annexe).

Le cas irréductible

Supposons V irréductible. Son commutant A est un corps. Notons E1 le centre
de 4 , et posons

[A:E1]= m° et [E1:E]=r.

L'entier m est l'indice de Schur de V. La représentation VE' de M/E‘ se

décompose en r représentations irréductibles conjuguées, chacune de multiplicité
m, Le groupe [ opére transitivement sur at (V), qui a r éléments. Si we€Q(V),
lamltiplicité nv(w) de w est égale & m : c'est clair lorsque w appartient &
o+ (V) , et le cas général résulte de ce que Q(V) est égal & W.Q™(V), cf.prop. 4.

On a en particulier +
dimV= mCard Q(V) = mCard W.Q (V).

D'autre part, si ® est un élément de Q' (V), on a
CardW.0* (V) = rCardww = rT;;rd((“i) ,
i

ol d(wi) = CardWwi . D'ol1 :

PROPOSITION 8 ~ Avec les hypothéses et notations ci-dessus, on a

(11) dim V= mrT_—T d(wi).

iel
Noter que d(wi) = 1 si wy = 0 ; lorsque wg # 0, ws est minuscule, et
d(wi) se calcule sans difficulté (cf. Annexe) ; on trouve en particulier que

d(wi) est pair si Ri n'est pas de type A.Comme, pour i¢ I donné, on peut

choisir w tel que w, #0 (lemme 5), on en conclut en appliquant (11) :

COROLLAIRE - Si V est irréductible de dimension impaire, tous les composants

irréductibles de R sont de type A.

Remarque
Lorsque r=1, ce qui est le cas lorsque V est absolument simple, on peut pré-
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ciser davantage la structure de M et de V : si w est l'unique élément de
at(v) , ona w; # 0 pour tout i€ I d'aprés le lemme 5 () ; vu le lemme 6 (a),
il existe au plus un élément i de I tel que (ho)i # 0 . D'obh deux cas :

a) (ho)i = 0 pour tout i€ I ; d'aprds le lemme 3, cela entraine que I = ¢ ,
i.e. que M est commutatif ; on a alors m =1 et dim V=1 ; le groupe M est,

soit réduit & {1} (poids 0) , soit égal & G (poids 1) .

b) Il existe un unique élément i de I tel que (ho)i # 0 3 utilisant le

lemme 5 (b), on voit que I =Ti , donc que I opdre transitivement sur I ,Soit

Fi le fixateur de i dans I' , et soit Ei le sous-corps de E' fixé par Fi .

Le groupe adjoint de M s'obtient par restriction des scalaires de Ei a4 B A

partir d'un groupe absolument simple sur Ei , de type A, B, C ou D . La con-

posante neutre du centre de M est le groupe Gm , opérant par homothéties. On a

: E]

E,
(12) din V =m d(w;) 1 .

3.3. Application aux modules de Hodge-Tate % poids O et 1

Soit V un module de Hodge-Tate, et soit HV le groupe algébrique correspondarnt,
cf, n° 1.3, Soit VSS le semi-simplifié de V , i.e. la somme directe des quo-

tients d'une suite de Jordan-Holder de V . Le groupe HV opére sur VSs , et le

noyau de cette action est le radical unipotent UV de HV , autrement dit le plus

petit sous-groupe normal de H; tel que HV/UV soit réductif ([1], 11.21). Si

1'on s'intéresse simplement aux quotients réductifs de HV , on peut donc supposer

que V = VSs yi.e. que V est semi-simple ; dans ce cas HV est réductif.
Faisons cette hypothése, et supposons en outre que les poids de V sont O et
. _ s _ e
1, autrement dit que V, = VC(O) ® Vb(1) . Si 1'on pose E = Qp » M= Hy , les

hypothéses de 3.2 sont satisfaites, en prenant pour hM le groupe & un paramétre
canonique hy (cf, 1.4) ¢ (i) est évident, (ii) est une conséque > du théo-

réme de Sen (th. 2), et (iii) traduit le fait que les poids de V sont égaux

3 0 et 1 . On peut donc appliquer au groupe M = H; les résultats du n° 3.2,

et en particulier les prop. 4, 5, 6, 7, 8. On obtient ainsi, par exemple :

THﬁOREME 7 - 81 V est un module de Hodge-Tate semi-simple & poids O et 1,

les composants irréductibles du systéme de racines de H% sont de type A, B, C

ou D; si V est irréductible de dimension impaire, ces composants sont tous de

type A . Aucun gquotient # {1} de H% n'est simplement connexe.
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COROLLAIRE - Tout quotient simple du groupe proalgébrique Hdiv (cf. 1.6) est de

type 4, B, C ou D .

Probléme

Existe-t-il des groupes p-divisibles correspondant aux divers couples (V, Hg)

qui sont a_priori possibles d'aprés le n° 3.2 ? Par exemple, peut-on construire un
tel groupe pour lequel le systéme de racines de Hz soit de type Dn , le mo-
dule V étant (% 1'action du centre prés) une représentation semi-spinorielle
de Dn , de degré 2n—1 ? La théorie de Fontaine [2] devrait permettre de répondre

4 ce genre de question.

Annexe - Couples minuscules de type An . '.Bn y seey E8

Pour chaque systéme de racines irréductible réduit, on note {cv1 yeeey an} sa

base, numérotée comme dans Bourbaki, LIE VI, Planches, {m‘,l yeeey m’n’} ses poids
fondamentaux, et {w‘{ yeees m;lj' ceux du systéme dual. Les @, et les w; sont

caractérisés par

L0 sii#fG.

Tout poids minuscule est un poids fondamental ; pour qu'un poids fondamental w,
v i

soit minuscule, il faut et il suffit que le coefficient de oy dans la plus

grande racine du systime dual soit égal % 1 (Bourbaki, LIE VIII.128, prop.8).

Cela rend immédiate la détermination des poids minuscules. On obtient ainsi :

Type A (nz1) 2}-—-.0- ver  —Ommd

Tous les m‘i et tous les ‘UJ‘S sont minuscules. L'involution fondamentale -V
transforme i en i'=n+1-1i et j en j'=n+1 - j . La hauteur ducouple

. v 2’
minuscule (wi R wj) est donnée par :

by ) = <wy, wyE <y, wo = Inf(i,5,10,51)

Les couples minuscules de hauteur 1 sont :

1A
jat

(o o) (o w) , (m, w) Gy, W) eves 124
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La représentation associde & w, est la puissance extérieure i-éme de la repré-

sentation standard de degré n + 1 . Son degré

a(w,) = Card Wuw,
i i

est égal & (n?) .
1 n
Type 3B, (nz 2) O——0— +4s —0=—3=0

Le couple (wn , w;) est le seul couple minuscule ; sa hauteur est égale & 1 .
La représentation associée & o est la représentation spinorielle ; son degré
d(cvn) est on .

1 n
Type C, (nz 2) O——0— +44 —0==%=0

N

Ce cas est dual du précédent. Le couple (w, , w') est le seul couple minuscule ;
1 n
sa hauteur est égale & 1 . La représentation associée & w, est la représentation

standard ; son degré d(w1) est 2n .

1 o n-1

Type Dn (n=z=4) O——0— ese -_o<o .

I1 y a trois poids minuscules Wy Wy et w, qui correspondent & la représen-
tation standard et aux deux représentations semi-spinorielles. Leurs degrés sont :

1

n-1 n-
et d(wn) =2 .

d(w1) = 2n, d(wn_1) =2
Les couples minuscules de hauteur 1 sont
pour n = 4 : (wi ,w;j) avec i,J€ {1,%,4) et i# ]
pour nx 5 : (w1 . w;_1) , (w1 ,m;l) . (urn_1 . w‘{) et (mn,w;) .

1 6
Iype Eg 0—0—n 0o— o0

o--0

11 y a quatre couples minuscules :
(w,] s w1) ) (CU1 ’ w6) s (w6 ’ ID1) et (w6 ’ w6) .
Ils sont de hauteur 2 .
1 7
Type E7 o——0——0-—0 —0-—0

|
[¢]

I1 y a un seul couple minuscule : (w7 , wv7) . I1 est de hauteur 3 .

Mest,F4,E8

I1 n'y a pas de poids minuscule.
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Errata et Compléments

N
a

[6] Abelian £-adic representations and elliptic curves

- I-12. La question % est trop optimiste. Il est facile de faire descontre-exemples

en prenant des représentations & image finie d'indice de Schur > 1 .

- I-13, 4, 8-9. Le "probléme des groupes de congruence" pour les variétésabéliennes
a une réponse positive (cf. Izv. Akad. Nauk CCCP, 35 (1971), 731-737).

- I-17, 4. 19-20. L'existence des représentations fL-adiques associées aux formes mo-

dulaires a été prouvée par Deligne (Sém. Bourbaki 1968/69, exposé 355).

I-29, 4. 8. Remplacer "cX + o(n)" par "cxn + o(n)" .

- II-12, 4. -4. Remplacer "Uz,m" par "nE(Uz,m)" .

- II-20, £. 13. Remplacer "Assertion a)" par "Assertion 3)".
- II-25, £. -8. Remplacer "e¢(I)" par "e(I)" .

- III-13, 4. -4. Remplacer "Bambaki" par "Bourbaki".

- III-36, 4. -6. Remplacer "in Q" par "is Q" .

- III-37, 4. 5 ; III-38, 4. 7,11 ;3 III-51, 4. -4. L'espace H1(G, C) est un espace

vectoriel de dimension 1 sur K , et non sur C .,
- IV-14, %.4. Ajouter l'hypothése que C est semi-simple.
- IV-18, £.8. Remplacer "Gal(K/K)" par "Gal(K/K)" .

- IV-21, 4. -7, -8. La conjecture faite dans cette Remarque a été démontrée (cf,
Invent. math. 15 (1972), 259-331).

- IV-28, £. 8. Remplacer '"order 2" par '"order 4" .
- IV-28, £. 9. Remplacer "order 6" par "order 12" ,

- IV-28, £, 11. Remplacer "an isomorphism" par "a homomorphism with a kernel of

order 2" .

- IV-41, £, 13. Supprimer "in the near future". Ajouter "A different proof has
been published by W, Messing (Lect. Notes in Math. 264, Springer-Verlag, 1972)".

- B-2, [17 ].Remplacer "89" par "81" .

- B.},[32].Supprimer "and applications". Remplacer "In preparation " par "Ann.
of Math. 88 (1968), 492-517".
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