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MODULES GALOISIENS, MODULES FILTRÉS 

ET ANNEAUX DE BARSOTTI-TATE 

par 

Jean-Marc FONTAINE 

(Grenoble) 

n o t a t i o n s 

Dans tout ce travail, K est un corps local, i . e . un corps complet 

pour une valuation discrète, de caractéristique 0 , à corps résiduel parfait 

k de caractéristique p ^ 0 ; on note KQ le corps des fractions de l'an

neau W(k) des vecteurs de Witt à coefficients dans k et a le 

Frobenius absolu opérant sur k , W(k) et KQ . On note e le degré 

de l'extension finie totalement ramifiée K/KQ • On note K une clôture 

algébrique fixée de K et on pose G = Gal(K/K) . 

i n t r o d u c t i o n  

0 . 1 . - Appelons module galoisien (sous-entendu, de dimension finie) 

la donnée d'un Q^-espace vectoriel de dimension finie muni d'une action 

linéaire et continue de G . 

Appelons module filtré (sous-entendu, de dimension finie) la donnée 

d'un F-iso-cristal D ( i . e . d'un K Q-espace vectoriel D de dimension 

finie muni d'une bijection F : D D , g-semi-linéaire) muni d'une fil— 
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J.-M. FONTAINE 

tration de D„ = K <gw D par des sous-K-espaces vectoriels (D*). _ , 
^ ^o K 

décroissante, exhaustive et séparée. 

Les modules galoisiens d'une part et les modules filtrés d'autre part 

forment, de manière évidente, une catégorie additive, et la première d'entre 

elles est abélienne. 

0 . 2 . - Soit alors G un groupe p-divisible (ou de Barsotti-Tate) 

sur l'anneau A des entiers de K . Il lui correspond, d'une part un mo

dule galoisien Y p (G) et d'autre part un module filtré D^(G) : 

• on a V (G) = Q _ ®-_ T (G) , où T (G) est le module de Tate 

~P P ^p-p —p 

de G ; la correspondance G Yp(G) est un foncteur additif pleinement 

fidèle de la catégorie des groupes p-divisibles sur A , à isogénie près, 

dans celle des modules galoisiens ; 
• le F-iso-cristal D sous-jacent à D^(G) est K Q ^ ^ ( \ ^ ) ^ ' 

où M est le module de Dieudonné de la fibre spéciale ; le K-espace 

vectoriel L des points de l'espace cotangent de G à valeurs dans K 

s'identifie à un sous-K-espace vectoriel de = K <&K D (cf. [7] , [13] 
K ^o 

et [ 6 ] ) et on a 

!

D si i^O , 
K 

L si i = l , 
0 si is>2 ; 

la correspondance G (G) est un foncteur contravariant additif pleine-
Js. 

ment fidèle de la catégorie des groupes p-divisibles sur A , à isogénie 

près, dans celle des modules filtrés. 

Di k= 

0 . 3 . - Ce qui précède implique l 'existence d'une équivalence entre 

une certaine catégorie de modules galoisiens (ceux qui sont isomorphes 

au contragrédient d'un module galoisien provenant d'un groupe p-divisible 

sur A) et une catégorie "ad hoc" de modules filtrés (nous avons d'ailleurs 
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ANNEAUX DE BARSOTTI-TATE 

montré dans [6] comment, étant donné un groupe p-divisible G sur A , 

on pouvait construire V (G) à partir de la seule connaissance de D (G) , 
-p K 

et annoncé que la construction inverse était également possible). 

On aimerait pouvoir étendre cette équivalence à une catégorie de mo

dules galoisiens d'un type plus général. En particulier, on aimerait que 

cette catégorie soit stable par produit tensoriel, de façon à pouvoir utiliser 

la théorie des (^-catégories développée par Saavedra dans sa thèse ( [ 1 6 ] ) . 

C'est essentiellement ce que nous faisons ic i . 

0 . 4 . - Dans le § 1 , on définit les objets avec lesquels on va tra

vailler : les modules galoisiens et les modules filtrés. On introduit la 

notion de produit tensoriel de deux modules filtrés et on étudie les pro

priétés "formelles" des catégories de modules galoisiens et de modules 

filtrés. 

0 . 5 . - Dans le § 2 , on introduit la notion d1 "anneau de Barsotti-

Tate" : un tel anneau est une KQ-algèbre associative commutative et uni

taire, munie à la fois d'une structure de module galoisien et de module 

filtré (pas nécessairement de dimension finie), assujettie à vérifier des 

propriétés convenables. 

(Si nous les appelons ainsi, c ' e s t , outre le fait que ceux qui nous 

intéressent permettent de classifier les groupes de Barsotti-Tate, parce que, 

d'une part, la seule façon d'en construire que nous connaissions utilise la 

notion de "bivecteurs de Witt" introduite par Barsotti, et d'autre part leurs 

bonnes propriétés sont liées à la décomposition de Hodge-Tate des modules 

galoisiens). 

0 . 6 . - Dans le § 3 , on montre qu'à tout anneau de Barsotti-Tate B , 

on peut associer une sous-catégorie pleine Rep (G) (resp. MF ) de la 
B K, B 

catégorie des modules galoisiens (resp. filtrés) de dimension finie, qui est 
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J.-M. FONTAINE 

abélienne, stable par somme directe, produit tensoriel, contragrédient (la 

première est également stable par sous-objet et quotient). On définit une 

équivalence entre ces deux catégories, compatible avec le produit tenso-

riel , et on donne quelques propriétés des objets de RejD (G) . La propriété 
D 

essentielle est que, si k est algébriquement clos et si V est un objet 
de Rejo (G) , l'enveloppe algébrique de l'image de G dans la représenta 
tation définie par V est un groupe connexe. 

0 .7 . - Dans le § 4 , on introduit une sous-catégorie pleine, notée 

MF^ de la catégorie MF des modules filtrés de dimension finie et on 
f 

donne diverses caractérisations des objets de MF (l'une d'entre elles 
K 

utilise la notion de polygone de Newton et de polygone de Hodge associés 

aux modules filtrés). On montre que 

i) la catégorie MF^ est abélienne ; 
K. 

ii) si B est un anneau de Barsotti-Tate, MF„ D est une sous-
f K ' B 

catégorie pleine de MF ; 
K. 

iii) si B est un anneau de Barsotti-Tate et si D est un objet de 
MF , pour qu'un sous-objet D' de D dans MF soit un 

K, B K 
sous-objet de D dans MF , il faut et il suffit que ce soit 

un objet de MF . 

K. 

L'intérêt de cette dernière propriété est qu'elle permet, au moins 

théoriquement, étant donné un objet D de MF , de construire la 
K, B 

sous-&-catégorie de MF engendrée par D , même si l'on ne connaît pas de description de MF . 
K , D 

0 . 8 . - Dans le § 5 , on dit qu'un anneau de Barsotti-Tate B est 

"adapté aux groupes p-divisibles" si la catégorie Rep (G) contient les 
B 

modules galoisiens provenant des groupes p-divisibles (ou leurs contra-

grédients, cela revient au même) et si l'équivalence de catégories construi

te au § 3 prolonge celle dont on a parlé au n° 0 . 3 . 
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ANNEAUX DE BARSOTTI-TATE 

L'intérêt de ce travail repose sur l 'existence d'un anneau de Barsotti-

Tate adapté aux groupes p-divisibles. Nous publierons ailleurs la démons

tration de cette existence. 

Supposons k algébriquement clos et soit B un anneau de Barsotti-

Tate adapté aux groupes p-divisibles. Si e = 1 ( i . e . , si K = KQ) / on 

déduit d'un résultat de Laffaille ([10] ) que 

a) un module galoisien V provient d'un groupe p-divisible sur A 

si et seulement si les deux conditions suivantes sont vérifiées : 

i) c 'est un objet de Rep^(G) , 

ii) il est de Hodge-Tate de poids 0 et 1 ; 

b) un module filtré D provient d'un groupe p-divisible sur A si 

et seulement si les deux conditions suivantes sont vérifiées : 

i) c 'est un objet de MF^ , 
K 

ii) on a D° = D et DJ; = 0 . 

Il me semble raisonnable de conjecturer que ces résultats restent vrais 

sans restriction sur e . 

0 . 9 . - Dans le § 6 , on suppose k algébriquement c los , on se 

donne un anneau de Barsotti-Tate B et un objet V de Rep (G) et on 
D 

note D le module filtré associé à V par l'équivalence de catégories 

du § 3 . Si désigne le groupe algébrique, sur Qp , qui est l 'en

veloppe algébrique de l'image de G dans la représentation définie par 

V , on aimerait pouvoir décrire My et sa représentation naturelle dans 

V en termes du module filtré D sans utiliser B . 

Nous n'y parvenons pas totalement. Toutefois nous construisons un 

groupe algébrique ^ défini sur une extension finie non ramifiée L 

de $p et une représentation de IH-p ^ dans un espace vectoriel D^ 

de dimension finie sur L qui sont tels que, après extension des scalaires 

à B , le groupe Hy muni de sa représentation V s'identifie au groupe 
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J.-M. FONTAINE 

IH^ ^ muni de sa représentation DL . En fait IH D, L est une L-forme 

intérieure de HD; x x L ; on peut donner une description explicite du torseur 

correspondant mais ce l le-c i fait intervenir l'anneau B . En vertu de résul

tats classiques, il existe une extension finie non ramifiée L' de L 

telle que les groupes M y x L' et IH x L' sont isomorphes (ainsi que 

les représentations L' ® V et L' <g> DT ) . 
% 

0 . 1 0 . - Supposons, pour simplifier, k algébriquement c los . Dans 

le § 7 , on appelle (K/K)-anneau de Barsotti-Tate la donnée d'un anneau 

commutatif B muni, pour chaque extension finie K' de K contenue 

dans K , d'une structure d'anneau de Barsotti-Tate relativement à K' , 

avec des relations de compatibilité évidentes. Un tel anneau existe et on 

peut même le choisir de façon que, pour toute extension finie K' de K 

contenue dans K , la structure d'anneau de Barsotti-Tate de B relative 

à K' soit adaptée aux groupes p-divisibles définis sur l'anneau des 

entiers de K' . 

Un tel anneau B étant fixé, nous disons qu'un modules galoisien V 

est potentiellement admissible s ' i l existe un sous-groupe ouvert G' de 

G tel que le Q^tG'1-module sous-jacent à V soit un objet de Rejo^(G') . 

On construit une équivalence entre la catégorie des modules galoisiens 

potentiellement admissibles et une certaine catégorie de modules "potentiel 

lement filtrés" (ce sont des F-iso-cristaux munis d'une part d'un homomor-

phisme, à noyau ouvert, de G dans le groupe des automorphismes du 

F-iso-cristal D et d'autre part d'une filtration de D- = K ® D par des 
K K o 

sous-K-espaces vectoriels avec des propriétés convenables). 

Soit enfin G une variété abélienne sur K ayant potentiellement 

bonne réduction et soit V = Q <g> T n ' G ' • A l o r s v e s t potentiellement 

admissible et , si D est le F-iso-cristal sous-jacent au module potentiel

lement filtré associé à V , pour tout nombre premier Z f p , la représen

tation de G sur D est "la même" que celle de G sur T^(G) ( i . e . , 

les noyaux de ces deux représentations coïncident, leurs caractères sont 

à valeurs dans 71 et sont égaux). 
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ANNEAUX DE BARSOTTI-TATE 

0 . 1 1 . - Outre quelques compléments (notamment le § 7 ) , le texte que 

l'on trouvera ici diffère des exposés oraux par l'introduction de la notion 

d'anneau de Barsotti-Tate. Cel le-ci nous a permis de donner des démons

trations complètes, modulo le théorème d'existence d'anneaux de Barsotti-

Tate adaptés aux groupes p-divisibles. 

Tout au long de ce travail, j ' a i bénéficié de conversations constan

tes avec Jean-Pierre Serre . Je voudrais le remercier ic i . 

Je voudrais également remercier Madame Guttin-Lombard qui a assuré 

la frappe de ce texte avec sa compétence et sa gentillesse habituelles. 
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J.-M. FONTAINE 

§1 - m o d u l e s g a l o i s i e n s e t m o d u l e s f i l t r és 

1.1 . - MODULES GALOISIENS. 

1 . 1 . 1 . - Nous appellerons module qaloisien tout espace vectoriel V 

sur le corps Qp des nombres p-adiques, muni d'une action linéaire de G , 

i . e . d'un homomorphisme p de G dans le groupe des Qp-automorphismes 

de V (l'application p sera, le plus souvent,, sous-entendue). 

La catégorie des modules galoisiens possède des produits tensoriels 

et des "hom internes" : si V1 et V2 sont deux modules galoisiens, on 

sait ce que c 'est que le module galoisien V 1&V 2 (= V1 ®Q V^) et le module 
P 

galoisien Hom(V^ f V j est le Q^-espace vectoriel des applications linéaires 

de V dans V ̂  , muni de l'action évidente de G . 

Le module galoisien (muni de l'action triviale de G) est un 

"objet-unité", i . e . , pour tout module galoisien V , on a des isomorphismes 

canoniques (et fonctoriels en V) Q <8>V — V®(D V . 
P p 

Enfin, pour tout module galoisien V , on appelle dual ou contragré-

dient le module galoisien V* = Hom(V,Q ) . 

1 . 1 . 2 . - On note T le module galoisien CD ̂  T (u ) (où 
P Z p P pco 

T (u ) = lim ut ) et v le caractère de Tate, i . e . le caractère de G à 
F p p 

valeurs dans Q£ qui donne l'action de G sur T . 

Pour tout I E Z , on pose 

( è T si i ;> 0 , 
T 1 = J 

<(®T)* si i < 0 . 

Pour tout module galoisien V , et tout i 6 2E , on note V{i} le Q^-

espace vectoriel des vG V tels que gv = x fa)v / pour tout g ç G . On 
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ANNEAUX DE BARSOTTI-TATE 

voit que V{i} est isomorphe à Horn. ^ - . ( T ^ V ) , et que V{0) s'identifie 

à V G . p 

1 . 1 . 3 . - On note Rep(G) la catégorie des modules galoisiens qui 

sont de dimension finie sur Q , avec action de Galois continue. C'est un 
P 

catégorie abélienne, et c 'est une sous-catégorie pleine de la catégorie des 

modules galoisiens, stable par sous-objet, quotient, somme directe, produit 

tensoriel, hom interne, contragrédient, qui contient les T 1 . 

1.2. - MODULES FILTRES. 

1 . 2 . 1 . - Nous appellerons module filtré la donnée d'un espace vecto
riel D sur K muni 

o 

• d'une part, d'une application F : D D , bijective, a-semi-

linéaire ( i . e . additive et telle que F(X.d) = a\ .Fd , pour tout 

\ 6 KQ , tout dÇ D ; lorsque D est de dimension finie sur KQ , 

on a donc ce que l'on appelle "un F-iso-cristal" ([81 p. 145, [16] 

p. 334 ou [1] p. 315 ) ; 

• d'autre part, d'une filtration (D*) de D = K<Sw D par des 

sous-K-espaces vectoriels, décroissante ( i . e . D*+^ c D M , exhaus-
K K 

tive ( i . e . UD^ = D„) et séparée ( i . e . U Di K = 0 ) . 

Par abus de langage, on parlera du module filtré D , l'application F 

et la filtration étant sous-entendues. 

1 .2 .2 . - Les modules filtrés forment une catégorie : un morphisme est 

une application K -linéaire, qui commute à l'action de F et qui, après 

extension des scalaires à K , respecte les filtrations. 

On appelle dimension d'un module filtré D la dimension de D comme 

espace vectoriel sur KQ et on note MFK la sous-catégorie pleine de la 

catégorie des modules filtrés dont les objets sont ceux qui sont de dimen

sion finie. 
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J.-M. FONTAINE 

La catégorie des modules filtrés et la catégorie MF sont additives, 

admettent des noyaux et conoyaux mais ne sont pas abéliennes. 

Si D est un module filtré, 

• un sous-objet D' de D est un sous-K^-espace vectoriel, stable 

par F , muni de la filtration induite ; 

• un objet-quotient D" de D est le quotient de D par un sous-

K Q -espace vectoriel de D , stable par F ; l'action de F sur D" 

se déduit de l'action de F sur D par passage au quotient, et 

la filtration aussi. 

1 . 2 . 3 . - On dit qu'une suite 

0 — D' — D — D" — 0 

de modules filtrés est exacte si D' s'identifie à un sous-objet de D et 

D" au quotient de D par D' . Cela revient à dire que la suite 

0 — D' — D — D" — 0 

est exacte en tant que suite de KQ[F] -modules à gauche (ou de K^-espaces 

vectoriels) et que, pour tout i Ç ^ , la suite de K-espaces vectoriels 

0 - < D ^ - 4 - ( D « ) i - 0 

est exacte . 

1 . 2 . 4 . - Si D1 et D2 sont des modules filtrés, on définit un mo

dule filtré D 1 et D2 de la manière suivante : 

• en tant qu'espace vectoriel sur KQ , D^T)^ - D ®£ D 2 > l'action 

de F est définie par F(d 1 &d 2 ) = Fd1<&Fd2 ; 

• la filtration de 

( D 1 ® D 2 > K = K V ( D 1 ^ D 2 ) = <K®K D 1 ] \ { K X D 2 ] = D 1 K \ D 2 K 
0 I M 

est définie par (D 1 ®D ) l = Z « D J , pour tout i ç ^ . 
1 +1=1 

1 . 2 . 5 . - La catégorie des modules filtrés possède un objet-unité ; 

comme espace vectoriel sur K , c 'est K lui-même, on a F = G , et 
o o 
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ANNEAUX DE BARSOTTI-TATE 

la filtration de K<8L. K K est définie par 
K o ° 

(K si i £ 0 , 
K1 = 

( 0 si i> 0 . 

Il est clair que, pour tout module filtré D , K o ® D ^ D ® K 0 ^ D 

1 . 2 . 6 . - Si D1 et D2 sont des modules filtrés, on définit un mo

dule filtré HomtD^ ,D^) de la façon suivante : 

• en tant qu'espace vectoriel sur K q , D = HomtD^,D ) est l 'espace 

vectoriel Hom7 (D. ,D 0 ) des applications K -linéaires de D, 
1 Z O 1 

dans D2 ; 

• l'action de F est définie par (Fcp)(d) = F-cp(F *.d) ; 

• la filtration de D„ = KtgL, Horn. (D, , D 0 ) = H o m „ ( D 1 v , D 0 J est dé-
o 0 

finie par 

Di k= {cp€D K |cp(D^) e , pour tout j € ^ } , 

pour tout i . 

1 .2 .7 . - Enfin, si D est un module filtré, on pose = Hom(D ,K ) . 

Les opérations <g> , Horn , * vérifient toutes les "bonnes" propriétés que 

l'on est en droit d'attendre de la notion de produit tensoriel, hom interne, 

contragrédient ou dual (attention toutefois que la catégorie MF n'est pas 
K 

abélienne). 

1 . 2 . 8 . - Pour tout i € ^ , on note S 1 l'objet de MF^ défini ainsi 

• en tant qu'espace vectoriel sur K q , on a S 1 = K Q ; 

• l'action de F est définie par FX = p^aA. , si \ £ KQ ; 

• la filtration sur (S 1 ) K est définie par 
K. 

( K si j £ i , 

(Si) jK - H 0 . . . 
{ 0 si j > 1 . 

Le module filtré S ° s'identifie à l'objet-unité K Q e t , si l'on pose 
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J.-M. FONTAINE 

S 1 = S , st s'identifie à 4 s si i^O et à ( ® S ) * si i < 0 . 

Pour tout module filtré D , et pour tout \^7L , on note D[i] le 

sous-Qp-espace vectoriel de D formé des d vérifiant Fd = pM et 

d G DiK (en identifiant D à un sous K Q -espace vectoriel de D̂ - = K® D ) . 
o 

On voit que D[i] s'identifie canoniquement au Q^-espace vectoriel des 

morphismes (dans la catégorie des modules filtrés) de S 1 dans D . 

§ 2 - a n n e a u x d e B a r s a t t i - T a t e 

2 . 1 . - MODULES GALOISIENS FILTRES. 

2 . 1 . 1 . - Nous appellerons module galoisien filtré la donnée d'un mo

dule filtré D muni d'une action de G compatible avec la structure de 

module filtré, i . e . d'un homomorphisme de G dans le groupe des automor-

phismes de D . 

2 . 1 . 2 . - Les modules galoisiens filtrés forment, de manière évidente, 

une catégorie additive. Cel le-ci possède des produits tensoriels : si D et 

D2 sont deux modules galoisiens filtrés, D ^ D ^ es t , en tant que module 

filtré, le produit tensoriel des modules filtrés sous-jacents ; on le munit de 

l'action de Galois évidente. 

2 . 1 . 3 . - Tout module filtré peut être considéré comme un module ga

loisien filtré, avec action triviale de G . On obtient ainsi une équivalence, 

compatible avec le produit tensoriel, entre la catégorie des modules filtrés 

et la sous-catégorie pleine de la catégorie des modules galoisiens filtrés 

dont les objets sont ceux sur lesquels l'action de G est triviale. 

2 . 1 . 4 . - De même, à tout module galoisien V , on peut associer un 

module galoisien filtré VK0 : en tant que K Q[G] -module, on a 
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V = K <8> V ; l'action de F est définie par F(X<g>v) = o\®v , pour tout K o (p o p 
X G K q , v£V ; et la filtration est définie par 

. ,V„ = Ksw V - K® m V si i <. 0 , 
V = K

0 % 
K <0 si i > 0 . 

On obtient ainsi une équivalence entre la catégorie des modules galoi-

siens et la sous-catégorie pleine de celle des modules galoisiens filtrés 

dont les objets sont ceux qui sont "triviaux en tant que modules filtrés" 

( i . e . isomorphes à une somme-directe de copies de KQ ) . Un foncteur quasi-

inverse s'obtient en associant à tout module galoisien filtré D , trivial en 

tant que module filtré, le module galoisien V = [ v 6 D |Fv = v } . 

Il est clair que cette équivalence est compatible avec le produit ten-

soriel. 

2 . 1 . 5 . - Si D est un module galoisien filtré et si ie^> , D{i} est 

un module filtré et D[i] est un module galoisien. Si de plus D est de 

dimension finie sur K q , D{i} (resp. D[i] ) est un module filtré (resp. 

galoisien) de dimension finie. 

2 . 2 . - ANNEAUX GALOISIENS FILTRÉS. 

2 . 2 . 1 . - On appelle anneau galoisien filtré la donnée d'une KQ-algèbre 

associative, commutative et unitaire B , munie d'une structure de module 

galoisien filtré, compatible avec la structure d'algèbre, i . e . telle que l 'ap

plication de B (g„ B dans B induite par la multiplication définisse un 
K o 

morphisme de modules galoisiens filtrés. Cela implique, en particulier, que, 

si i , j £ %, , c B ^ + ] et que B° est une sous-algèbre unitaire de B,. 
J s . J s . J s . J s . K. 

2 . 2 . 2 . - Exemple. - Soit k le corps résiduel de K ; c 'est une c lô

ture algébrique de k et on note K^ r le corps des fractions de W(k) . 

On pose K1^ = K®£ K0nr ; c 'est un corps local qui s'identifie canoniquement 
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au complété de l'extension maximale non ramifiée К П Г de К contenue 

dans К . 

On note K ^ [ T ; T _ 1 1 l'algèbre déduite de К^Г® Sym T en rendant 
P P 

inversible un élément non nul quelconque de T . Autrement dit, si t est 

un élément non nul de T , tout élément de К ^ Г [ Т , Т - 1 ] s 'écrit , d'une ma

nière et d'une seule, sous la forme Z X .t1 , avec les X. € K n r , presque 
. m i î о 

tous nuls. 
л nr — 1 

On fait de K q [T,T ] un anneau galoisien filtré, en posant, pour 
tout Ъхх1 e к ^ г [ т , т - 1 ] , 

g (Z X .t 1) = Z x ^ g ) - g X . - t 1 , pour tout g G G , 

F ( L x . t i ) = L p ^ a X . - t 1 , 

la filtrat ion de К® К П Г [ Т , Т - 1 ] = К П Г [ Т , Т - 1 ] étant définie par KQ о 

К П Г [ Т , Т - 1 ] 1 = T ^ ^ t T ] = [ Z XXJ] , pour tout i É Z . 

2 . 2 . 3 . - On désigne par С le complété de К . Le groupe G opère 

par continuité sur С et on sait ([25] , t h . l , p. 176) que, si I désigne 

le sous-groupe d'inertie de G , К П Г s'identifie à C 1 . On pose 

C tT , ! 1 " 1 ] = С® К П Г [ Т , Т - 1 ] = С® К П Г [ Т , Т _ 1 1 = С S- Ф [ T , T _ 1 ] : 
g nr о g nr Q p p 

tout élément de C[T,T s'écrit donc, de manière unique, sous la forme 

Z XX1 , avec les X.GC , presque tous nuls. 
i£% 1 1 

L'anneau C[T,T *] est une algèbre graduée (pour tout , la 

composante homogène de degré i est CT1 = [xtl | X £ C } ) sur laquelle G 

opère par 

g tZx . t 1 ) = Z x ^ g ï - g y t 1 . 

Comme (CT 1 ) 1 = 0 , pour i ^ 0 ([25] , th. 2, p. 176), КП Г (resp. K) s ' i 

dentifie à ( C t T , ! " 1 ] ) 1 (resp. ( C [ T , T " 1 ] ) G ) . 
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2 . 2 . 4 . - Nous appellerons anneau de Barsotti-Tate la donnée d'un an

neau galoisien filtré B (avec action de G continue sur tout sous-K Q -espace 

vectoriel de dimension finie stable par G) , contenant K^r[T , T _ 1 ] , vérifiant 

les trois propriétés suivantes : 

(Gai) on a BiO] = KQ , 

(Fil) on a B[0] = Q p , 

(Tate) il existe un monomorphisme 0 : grfB^) —•C[T,T qui, 

lorsqu'on le restreint à K n r [ T , ] = K % K n r [ T , T _ 1 ] est l'isomorphisme 
o ° 

^ nr — 1 ~ nr 1 
évident de gr(K [T,T ] ) sur K [T,T~] considéré comme sous-algèbre 
graduée de C [ T , T _ 1 ] . 

2 . 2 . 5 . - Explicitons un peu ces trois propriétés : 

G 

• Rappelons que B{0] = B est le sous-anneau de B formé des 

éléments invariants par Galois. 

• Rappelons que B[0] = B Q n B ° , où B q = [b £B | Fb = b } ; il est 

clair que B et B° s'identifient tous deux à des sous-anneaux de B . 
° K K 

• Se donner 6 revient à se donner, pour tout entier i , une appli

cation K[G] -linéaire 0, : B*—•CT 1 ; on demande que les trois conditions 

suivantes soient satisfaites : 

i) pour tout i , le noyau de 0. est B * + 1 , 
l K. 

ii) pour tout i , on a ©.Ut1) = Xt1 , si \ e K n r et t ç T , 

iii) pour tout i et tout j , on a 0. ,(bb') = 0.(b)0.(b ' ) si b e B* 
. î+j i j K 

et b' eB} . 

2 . 3 . - QUELQUES PROPRIETES DES ANNEAUX DE BARSOTTI-TATE. 

2 . 3 . 1 . - PROPOSITION. - Soit B un anneau de Barsotti-Tate. Pour  

tout b € B K , posons 

( i si b G B 1 et b ^ B * + 1 , 
d ° ( b ) = ~ 

'+Œ s i b = 0 . 

17 
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Alors l'application d est une valuation de ; en particulier, les 

anneaux B^ et B sont intègres. 

En effet, il est clair que, si b , b' £ B K , on a 

d°(b+b') ;> min [d° (b) ,d° (b 1)} . Si ce sont des éléments non nuls de B^ et 

si d°(b) = i , d°(b') = j , on voit que G^b) ^ 0 et 0 (b') ^ 0 ; on en 

déduit que 9. . .(bb') ^ 0 , donc que bb' £ B * + - ' - B * + - ' + 1 , ou encore que 

d°(bb') = d°(b) +d°(b ' ) . 

2 . 3 . 2 . - Remarque. - Soit B un anneau de Barsotti-Tate. Tout é lé 

ment non nul t de T est une uniformisante pour la valuation d° et 

tout élément non nul de BK s 'écrit , d'une manière et d'une seule, sous la 

forme bt 1 , avec i G X et b £ B° - B* . 
K. K 

On prendra garde que les anneaux B et B„ ne sont pas, en géné-

ral, complets pour la valuation d . L'anneau B° qui est le sous-anneau 
K. 

de Bjç formé des éléments entiers pour la valuation n'est pas, en général, 

un anneau de valuation (il n'est pas intégralement clos dans son corps des 

fractions). 

2 . 3 . 3 . - PROPOSITION. - Soit B un anneau de Barsotti-Tate. 

i) Pour tout sous-groupe ouvert I' du groupe d'inertie I de. G , 
D1' £ N R 

on a B = K o 
G1 ~ nr G ' 

ii) Pour tout sous-groupe ouvert G' de. G , on a B = (K Q ) = 

l'extension maximale non ramifiée de KQ contenue dans 

2 . 3 . 4 . - ÇfH1pn_str_a_Uon. - L'assertion (ii) résulte trivialement de (i) . 

Montrons (i) : posons E = B* . Soit b un élément non nul de E et soit 

i son degré (cf. prop. 2 . 3 . 1 ) . Alors G^b) G (CT 1 ) 1 . Comme (CT 1 ) 1 = 0 , 

pour \f G (cf. [25] , th. 2, p. 176), on a i = 0 . On a donc E c B ° et 
E n B* = 0 . On en déduit que la restriction de 0° à E est une applica-

tion injective de E dans C 

Comme I' est ouvert dans I , C est une extension finie de 

C = K n r ; comme l'extension K / K Q est finie, C est aussi une ex -
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tension finie de K n r . 
o 

En particulier, E est un espace vectoriel de dimension finie sur K n r . 
o 

Comme F commute à l'action de G , E est stable par F . Comme 

K^ r = Frac(W(k)) , avec k algébriquement c los , E , en tant que F- i so -

cristal, est somme-directe de ses composantes isotypiques, autrement dit, 

on peut écrire ( c f . , par exemple, [12] t h . 2 . 2 , p.33 ou [1] , p.316) 
E = 0 E -nr ' 

a<EQ a ' K

0 

où les E ~ n r sont des K n r [F ] -modules, presque tous nuls, chaque 
a , K n r ° 

° -nr 
E * étant engendré, comme vectoriel sur K n , par le sous-ensemble E 

a,K£ r ° a 

formé des b ç E tels que F S b = p rb , si a = r/s , avec r 6 2 , s 6 IN* , 

r et s premiers entre eux. 

Montrons que E . K n r : en effet, si b <E E^ , on a Fb = b ; 
o , ^ ° ° 

p. o ^ nr 
comme E c E c , on a b e B[0] = CD et E ^ n r = K . 

° K p o,K Q o 

Pour achever la démonstration, il suffit alors de vérifier que, si 

a = r/s est ^ 0 , i . e . si r ^ O , alors E a = 0 . Soit b un élément 

non nul de E et soit P son polynôme minimal sur K n r . On a P(b) = 0 
OC Q o 

s o s et , en appliquant F , on en déduit que P(F b) = 0 , ou encore que o s r a s 

P(p b) = 0 , ce qui est absurde car il est clair que les zéros de P(X) 

ont même valuation que ceux de P(X) . 

Remarque. - Cette démonstration prouve, en outre, que les conditions 

(Fil) et Tate du n° 2 . 2 . 4 impliquent (Gai). 

§ 3 - m o d u l e s a d m i s s i b l e s 

Dans ce paragraphe, B est un anneau de Barsotti-Tate fixé. On se 

fixe aussi un monomorphisme 0 : gr(B ) —• C[T,T _ 1 ] vérifiant (Tate) 
K 

(cf. n ° 2 . 2 . 4 ) . On note C R l'image de 0 : B° —- C . C'est une sous-
D o K 

K-algèbre de C , stable par G , et l'image de 0 est C [T,T ] . 
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3 . 1 . - LES FONCTEURS D D ET VD . 
D D 

3 . 1 . 1 . - Pour tout module galoisien V , on note B®V le module 

galoisien filtré B^V^ (produit tensoriel, dans la catégorie des modules 
o 

galoisiens filtrés, de B par le module galoisien filtré VK = KQ % V , 
o 

trivial en tant que module filtré, défini au n ° 2 . 1 . 4 ) . 

En d'autres termes, B ®V s'identifie, en tant que KQ[G]-module à 

B<g)Q V ; l'action de F est définie par 

F(b®v) = Fb®v , pour b G B , v€V , 

et la filtration de (B&VL (=K& (B <8>V) qui s'identifie à B K <g>m V) est 
o WP 

définie par 

(B<g>V)* = B* <g> V , pour tout i € Z . 

3 . 1 . 2 . - Pour tout module galoisien V , on note Dg(V) le module 

filtré (B<gV){OÌ . Si D = D_(V) , on a donc D = (B^_ V ) G en tant que 
D CD 

c

 p 

KQ[F]-module ( D R = K % D s'identifie à (BK®qj v ' et, pour tout i ç Z , 
D K = ( B K % V ) G • 

P 

Il est clair que Dg es t , de manière évidente, un foncteur additif de 

la catégorie des modules galoisiens dans celle des modules filtrés. 

3 . 1 . 3 . - De même, pour tout module filtré D , on note B®D le 

module galoisien filtré produit tensoriel (dans la catégorie des modules ga

loisiens filtrés) de B par le module galoisien filtré D , trivial en tant 

que module galoisien (cf. n ° 2 . 1 . 3 ) . 

En d'autres termes, B<8>D s'identifie, en tant que module filtré, au 

produit tensoriel des modules filtrés B et D et l'action de G est définie 

par 

g(b<8>d) = gb ® d , pour g £ G , b £ B , d £ D . 

3 . 1 . 4 . - Pour tout module filtré D , on note )LQ№) I e module ga-
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loisien (B <g> D)[0] . S i V = V D ( D ) , on voit donc que V est le sous-
D 

Q [G] -module de B <g> D formé des v qui vérifient 
P & 0 

IFv = v , 

(v e (B^D)° = E B " 1 ® D 1 . 
i 6^ 

Il est clair que Vg est , de manière évidente, un foncteur additif de 

la catégorie des modules filtrés dans celle des modules galoisiens. 

3 . 1 . 5 . - Soit V un module galoisien. L'application de B& (B®V) 

dans B®V , qui à b<8>(b'&v) associe bb'®v , est un morphisme de mo

dules galoisiens filtrés et elle induit, par restriction, un morphisme de 

modules galoisiens filtrés 

ç y : B® DB(V) —- B®V . 

De même, si D est un module filtré, l'application de B ̂  (BSD) 

dans B®D , qui à b & (b1 ®d) associe bb'®d , est un morphisme de mo

dules galoisiens filtrés et elle induit, par restriction, un morphisme de mo

dules galoisiens filtrés 

T ] D : B®VB(D) B®D . 

3 . 2 . - MODULES GALOISIENS ADMISSIBLES. 

3 . 2 . 1 . - PROPOSITION. - Soit V un module galoisien et soit 

D = DD(V) . Alors , 
D 

i) pour tout i £ ^ , D*/D* + 1 s'identifie canoniquement (et fonctoriel-
K K 

lement en V ) à un sous-K-espace vectoriel de 

(CgT1® V ) G (c (CT1® V) G ) ; 

ii) l'application §^ : B®D — • B ^ V identifie B ^ D à un sous-objet  

de B<8> V ( i . e . elle est iniective et , si ^ : (B^D)^ —• B <̂8)V est  

l'application déduite par extension des scalaires, on a 

§ v K № ® D ) ^ ) = (B^®V) D ^ y K ( (B®D) K ) , pour tout i G 2 ) ; 
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iii) si dim_ V est finie, il en est de même de dim„ D et l'on a 

dim K Q D s dim V . 

3 . 2 . 2 . - Démonstration. - On voit immédiatement que, pour tout i , 

l'application 0 . identifie B * / B * + 1 à C D T X et 
1 K. K. D 

gr(§y K) : gr((B0D)K — gr(BK^V)(BK^V) 

est un sous-K-espace vectoriel de ((B* <g> V) / ( B ^ + 1 ® V)) — 
% K % 

(C T ^ V ) 0 c ( C T ^ V ) 0 , d'où l'assertion (i) . 
D 

Il est clair que démontrer la deuxième assertion revient à vérifier que 

l'application K-linéaire 

gr (§ y K ) : gr( (B0D) K — gr(B K ^V) 

induite par | sur les gradués associés est injective. 
V , K. 

On sai t , grâce à Tate (voir Serre [20] , § 2 , prop.4) que l'application 

canonique évidente de 0 [C<8>„(C®_ V){- i}] dans C ®_ V est injective. 
\c.m. V K ML J ML 

Si l'on pose X(-i) = C D <8) (CD& V ) [ - I } , ON VOIT qu'IL EN es t , a FORTIORI, 

p 

de même de l'application canonique de ® X(-i) dans C_. 0 ^ V . 

Il est immédiat que, pour tout j £ 22 , 

gr«((B«D) K) = e K ' * l / B K ' + i + 1 ) 8 K ^ K ^ K * ' 1 ) 
- e (CBT-»VD№) 

et que 

g r j ( B K « V ) = ( B ^ ® Q p V ) / ( B ^ + 1 « V) - C ^ ® V . 

On voit facilement que g r J ( ? w „) s'identifie au composé des applications 

évidentes, toutes injectives. 
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e ( c B T - ì + ^ K ( D ^ + 1 ) ) ^ e ( с в 1 - ' + \ ( с в т Ч ф v ) G ) 

- e ( c B T j ® K ( с в ® ф v ) { - i } ) - e ( c ß T 3 ® x(- i)) 

^ с в т Ч Д ® ж

 x { ~ i } ) ^ C B t 4 b

( c B \ v ) ~ с в т Ч v 

ce qui prouve (ii) . 

Soit B' le corps des fract ions de l ' anneau intègre B . Il e s t c la i r 

que l 'appl icat ion in jec t ive ^ se prolonge, par l i néa r i t é , en une appl icat ion 

encore i n j e c t i v e , § : B' <g> D —• B' (g>_ V et B'<gu D s ' ident i f ie donc à 
v K Q q;p K 0 

un s o u s - B ' - e s p a c e v e c t o r i e l , de dimension c e l l e de D sur K Q , de 

B' (SU V qui e s t un B ' - e s p a c e vec tor ie l de dimension c e l l e de V sur Q) 
Ûp P 

L 'asse r t ion (iii) en r é s u l t e . 

3 . 2 . 3 . - Remarques. -

i) L ' in jec t iv i t é de 6 (c®K(C<8U v ) { - 1 } ) ~~*~ C®® v n ' e s t énoncée 
P P 

dans [2 0] que lorsque V es t de dimension finie sur Qp mais la d é 

monstration res te la même dans le c a s généra l . 

ii) Rappelons que l 'on dit qu'un module ga lo i s i en V , de dimension 

finie sur Q , e s t de Hodge-Tate s i l ' appl ica t ion 

® Te® (C® V ) { ~ i } ) — C ® ~ V e s t un isomorphisme . Ce la équivaut v i s i 
e z % % 
blement à £ dim ( C ® - V ) [ - i } = dim V . 

iG^ P P 

3 . 2 . 4 . - De la proposition 3 . 2 . 1 . , on déduit le résul tat suivant : 

COROLLAIRE. - Soit V un module ga lo i s i en de dimension finie et soit 

D = D (V) . Les condit ions suivantes sont équivalentes 
D 

i) on a d im F D = dim_ V ; 

ii) le module V e s t de Hodge-Tate e t , pour tout i ç % , on a 

d i m K ( D ^ / D ^ + 1 ) = d i m K ( C T 1 ® Q V ) G . 

En e f fe t , on a 
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dimK D = dim„D = E d im F (DVD* + 1 ) <; £ dim ( C T 1 ^ V ) G ^ dimm V. 
o K K itK içZ % % 

On a donc dinv D = dim .̂ V si et seulement si les deux inégalités qui rs.„ Cl) O 
précèdent sont des égalités : pour la première, cela revient à dire que 

dim (D*/D* + 1 ) = dim (CT1® V ) G pour tout i , et pour la seconde que V ix K Js. Js. (4) 
est de Hodge-Tate. P 

3 . 2 . 5 . - DEFINITION. - On dit qu'un module galoisien V est B -

admissible (ou, s 'il n'y a pas de confusion possible sur B , admissi

ble) s ' i l est de dimension finie et s'il satisfait aux conditions équi

valentes du corollaire 3 . 2 . 4 . 

On note Rep (G) la sous-catégorie pleine de Rep(G) dont les objets 
B 

sont les modules galoisiens admissibles. 

3 . 3 . - EXEMPLES DE MODULES GALOISIENS ADMISSIBLES. 

3 . 3 . 1 . - PROPOSITION. - Soit V un module galoisien de dimension  

finie tel que l'image du groupe d'inertie I (dans le groupe des Q -

automorphismes de V ) est un groupe fini. Pour gue V soit admis -

s ible , il faut et il suffit gue V soit non ramifiée ( i . e . gue l'image  

de l'inertie soit réduite à l'élément-neutre). 

3 . 3 . 2 . - La démonstration de cette proposition utilise le résultat sui

vant (qui est un cas particulier du t h . l , p.III . 31 de [21] ) : 

~ nr 
LE MME. - Soit X un espace vectoriel de dimension finie sur K Q 

sur lequel Gal(kA) = G/I opère continûment et semi-linéairement 
**• nr 

( i . e . , on a gUx) = gÀ-gx ; si g <E G/I , X G K q , x £ X ) . L'applica
tion canonique K n r ® X ^ / I —*"X est un isomorphisme. 

o K 
o 

3 . 3 . 3 . - Démontrons alors la proposition : posons X = (B®^ V) 1 . 

G/I ^ 
On a D (V) = X et il résulte du lemme précédent que 

B 
dim„ Dr>(V) = d im^„ r X . Tout revient donc à montrer que l'on a K —D v-nr o KQ 
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dim X = dim V si et seulement si l'image de l'inertie est réduite à l ' é -
o P 

lé ment-neutre. 

Soit I' un sous-groupe invariant ouvert de I dont l'image est tri

viale et soit J = I /I ' . On a X = (B® V) 1 = [{B® V) 1 ' ) 1 = (B 1 <& V) J ; 
% % % 

T 1 ^ nr 
d'après la proposition 2 . 3 . 3 , on a B = K q , donc 

X = (K n r 0^ V)^ = K n r®,_ et la dimension de X sur K n r est égale à 
o M>p o CÇp o 

celle de VÏ sur ; elle n'est égale à la dimension de V sur que 

si et seulement si = V , ce qui équivaut à l'image de l'inertie triviale. 

3 . 3 . 4 . - Remarque. - L'hypothèse que V est un module galoisien de 

dimension finie tel que l'image du groupe d'inertie est fini est équivalente 

(Sen, [171 / p. 167, cor. 1) à l'hypothèse que V est de Hodge-Tate, avec 

(CT-i® V ) G - (C® V){i} = 0 si iï 0 . 
^p ^P 

3 . 3 . 5 . - PROPOSITION. - Soit V un module galoisien de dimension 1 

sur Q . Pour que V soit admissible, il faut et il suffit qu'il  

existe un entier i tel que Vc^T"1 soit non ramifié. 

3 . 3 . 6 . - Démonstration. - Soit p : G — le caractère définissant 

l'action de G sur V . Si V est admissible, V est de Hodge-Tate. 
G 

Soit i l'unique entier tel que ( C T - 1 ® ^ V) f 0 . On voit (soit en appli-
P 

quant la remarque 3 . 3 . 4 , soit directement) qu'il existe un sous-groupe ouvert 

invariant I' de I tel que la restriction de la représentation à I' est 

isomorphe à T 1 , i . e . tel que p(g) = pour tout g € I' . E n utilisant 

le fait que B contient K o [ T , T _ 1 ] , on voit facilement que V est admis

sible si et seulement si T" 1 l 'est et il suffit d'appliquer la proposi

tion 3 . 3 . 1 . à V® T" 1 . p 

P 

3 . 3 . 7 . - Remarque. - Soit V un module galoisien de dimension finie. 

S i , lorsque l'on se restreint à I , V devient isomorphe à une somme di

recte de copies de certains des T 1 , V est B-admissible. Si B est le 

plus petit possible, i . e . si B = K ^ r [ T , T _ 1 ] , il est facile de voir que l'on 
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obtient ainsi tous les modules galoisiens B-admissibles. 

3 . 4 . - LA CATEGORIE Rep (G) DES MODULES GALOISIENS B-ADMISSIBLES. 
B 

3 . 4 . 1 . - PROPOSITION. - La catégorie Rep (G) est une sous-catégorie 
D 

pleine de Rep(G) stable par somme directe, sous-objet, quotient (en  

particulier, c 'est une catégorie abélienne), et la restriction du foncteur 

DD à cette catégorie est exacte et fidèle. 
D 

3 . 4 . 2 . - Démons tration. - La stabilité par somme directe est triviale, 

puisgue le foncteur D est additif. Soit 
D 

0 V — V — V" —• 0 

une suite exacte de modules galoisiens de dimension finie. Elle induit une 

suite exacte 

0 —• B <g> V —• B ® V —• B <g> V" —• 0 , 
P P P 

donc une suite exacte de KQ-espaces vectoriels 

0 DB(V) — DB(V) — DB(V") . 

Soit h (resp. h ' , h") la dimension de V (resp. V , V") sur . 

Si V est admissible, on a dim.. D (V) = h , et on sait (prop. 3 . 2 . 1 ) gue 
Ko B 

dimK DD(V) <; h' et dim,, D_(V") £ h" . Comme h - h '+h" , la seule 
<D B Ko b 

possibilité est que dim,. D_(V) = h' et dinru D_.(V") = h" . Ceci implique 
Ko B ^o B 

que V et V" sont admissibles et que la suite de KQ-espaces vectoriels 

0 — DB(V) — DB(V) — DB(V") — 0 

est exacte . Il reste à vérifier que cette suite est exacte, en tant que suite 
de modules filtrés, autrement dit (cf. n° 1.2.3) que, si l'on pose 
D* = D_(V') , D = D_(V) et D" = D (V") , pour tout i , la suite de K-

B B D 
espaces vectoriels 

0 - DK - DK - D K ' - 0 
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est exacte, ce qui résulte facilement de considérations sur les dimensions 

de ces espaces vectoriels. 

Enfin, la fidélité de Dg , restreint à Rep^(G) g est immédiate. 

3 . 4 . 3 . - PROPOSITION. 

i) Si et sont des modules qaloisiens admissibles, il en est 

de même de V\ ® V et les modules filtrés DD(V ) <g> D(V0) et 
1 z D i b z 

D (V <g>V0) sont canoniquement et fonctorie lie ment isomorphes. 
D i L 

ii) Si V est un module galoisien admissible, il en est de même de 

V* et les modules filtrés DD(V*) et (E> (V))* sont canoniquement 
D D 

et fo notorie lie ment isomorphes . 

3 . 4 . 4 . - péjnonstraUon. - Posons = V^tg^ et ' Pour i = 1/2,3 , 

D. = D_(V.) . L'application de (B <8>m V, ) ®„ (B®. V0) dans B ®L V , qui à i B i (£p 1 KQ Qp 2 TÇp 3 

(b^ ® v^) & (b^ <S) v^) associe b^b2 <g> (v̂  (g) v2) , induit un homomorphisme canoni

que (et fonctoriel en et V^) de ^ 8 02 dans . Elle induit une 

application K-linéaire de D ®D dans D , compatible avec les f i l -
irs. £s\ oK 

trations, donc une application K-linéaire cp des gradués assoc iés . 

On voit que la composante homogène du premier gradué est 

® ((d11k/d11k+1) ®k (D2K/D2K+1)) QUI S'IDENTIFIE À 
i' +i" = i 

® ((CT1 (8)̂  V^0 <ĝ  (CT1 ^ V2)Gj , puisque Vx et V2 sont admissi

bles (n° 3 . 2 . 4 ) . 

On voit que, si l'on identifie /D\V~ à un sous-K-espace vectoriel 

de (CT1 (g) V^) / l'application cp , en degré i , n'est autre que l 'applica-
P 

tion évidente 

© (CT1'® V)G® ( C T 1 " ^ V J G — (CT1®- V J G 
i '+ i"=i % 1 K % 2 % 3 

dont on vérifie facilement que c'est un isomorphisme. 
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On en déduit que l'application canonique de D* /D** 1 dans 

(CT ®^ V j est un isomorphisme pour tout i , donc (comme V 0 est évi-
p 6 

demment de Hodge-Tate) que Vg est admissible. 

Comme , et sont de dimension finie, le fait que l'appli

cation canonique de D^&D^ dans soit un isomorphisme de modules 

filtrés résulte trivialement de ce que c'est un isomorphisme sur les gradués 

assoc iés , et l'assertion (i) de la proposition est démontrée. 

h 
Si V est admissible et si h = dim^ V , det V = A V est un fac-

h P 

teur direct de ® V et est donc admissible ; comme det V est de dimen

sion 1 , il exis te , d'après la proposition 3 . 3 . 5 , un entier i tel que, 

quitte à se restreindre à I , det V devienne isomorphe à T 1 ; donc 

d e t - 1 V = (det V)* , restreint à I / est isomorphe à T - 1 e t , d'après 
h-1 

la même proposition, c 'est un module galoisien admissible. De même, A V 
h— 1 

est un facteur direct de ® V et est donc admissible ; il en est alors de 

même de V* A V s d e t _ 1 V . 

L'homomorphisme canonique : V®V — (défini par 

^ ( v ® v ' ) = v'(v)) induit un morphisme D ^ ^ ) : DB(V®V*) — DgfQ ) • ° n 

voit que D n(Q ) s'identifie canoniquement à K n et on sait que D (V&V ) 
D P U D 

s'identifie à EL. (V) <g> DD(V*) , puisque V et V* sont admissibles. On en 
D D 

déduit un morphisme canonique de D (V) ® DD(V*) dans KQ et on vérifie 
D D 

facilement que celui-ci induit un isomorphisme (évidemment fonctoriel en V) 

de DB(V*) sur (DB(V))* . 
3 . 4 . 5 . - Remarques . 

i) Il résulte immédiatement de la proposition précédente et des pro

priétés du foncteur Horn que, si et v~2 sont deux modules galoisiens 

admissibles, HomtV^Vj l 'est aussi et D^(Hom(V ,V 2 )) s'identifie à 

H 2 m (D B (V 1 ) ,D B (V 2 ) ) . 

ii) Si V est un module galoisien admissible, la proposition montre 

que, pour tout entier n^O , § V est admissible et D D (§V) s'identifie 
D 
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canoniquement (et fonctoriellement) à <8> D(V) . Il est facile de voir que, 
D 

dans cette identification, on a DB(Sym nV) = Sym n(DB(V)) et 

D B ( A V ) = A DB(V) . 

iii) Modulo quelques vérifications faci les , les propositions 3 .4 .1 et 

3 . 4 . 3 signifient, dans la terminologie de Saavedra ([16] , chap.I, §5 et 

chap.III, §3) que la catégorie RepB(G) est une sous-catégorie Q^-linéaire 

tannakienne de la ^-catégorie Rep(G) (elle-même (Pp-linéaire tannakienne) 

et que la restriction de D à Rep (G) est un ®-foncteur rigide exact 
D B 

et fidèle de cette catégorie dans la (g>-catégorie Q -linéaire rigide MEV • 

3 . 5 . - L'APPLICATION § y POUR LES MODULES GALOISIENS ADMISSIBLES. 

3 . 5 . 1 . - PROPOSITION. - Soit V un module qaloisien de dimension 

finie et soit D = D (V) . Les conditions suivantes sont équivalentes : В 

i) le module V est admissible ; 

ii) Г application : B&„ D — B&^ V est surjective ; 
v K o % 

iii) l'application est un isomorphisme de modules galoisiens filtrés. 

3 . 5 . 2 . - Dé_mons_trati оn. - Il est clair que (iii) => (ii) . On sait 

(prop. 3 . 2 . 1 ) que identifie B&D à un sous-objet de В ®V et l'impli

cation (ii) => (iii) en résulte trivialement. 

On sait (prop. 2 . 3 . 1 ) que В est intègre. Soit B' son corps des 

fractions. D'après la proposition 3 . 2 . 1 , est injective et on en déduit 

qu'il en est de même de l'application §' : В'® D В' ® V induite par 
V K o ф р 

extension des scalaires. On voit donc que V est admissible si et seulement 

si l'application §^ est surjective. En particulier (ii) => (i) et , pour mon

trer que (i) => (ii) , il suffit de vérifier que si v 1 , v 0 , . . . , v . (resp. 
1 l h 

d̂  ,...,d^) est une bfeise de V sur Фр (resp. de D sur KQ ) , alors 

le déterminant de la matrice dont les colonnes sont les composantes des dj 

sur la base du B-module libre B®V formée par les l g v . est inversible 

dans В . 
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Quitte à remplacer V par A V et D par A D (canoniquement iso-

morphe à D (AV) , cf . remarque (ii) du n° 3 . 4 . 5 ) , on voit que l'on peut 
D 

supposer h = 1 . Mais alors (prop. 3 . 3 . 5 ) , il existe un entier i tel que 

T~1^)V est non ramifié. On voit alors que, si v est un générateur de V 

et t un générateur de T , t _ i(8)v est un générateur du K n r -espace vec-
G Q ° 

toriel, de dimension 1 , №® V) ; on en déduit que l'on peut trouver un 
% 

élément non nul X £ K^ r tel que \t l®v est un générateur de D ; l ' a s 

sertion résulte de ce gue \ t _ i est inversible dans K^ r[T,T ^] , donc, 

a fortiori, dans B . 

3 . 6 . - MODULES FILTRÉS ADMISSIBLES. 

3 . 6 . 1 . - PROPOSITION. - Soit D un module filtré de dimension finie. 

Les conditions suivantes sont équivalentes : 

i) il existe un module qaloisien admissible V et un isomorphisme de 

D sur D_(V) ; 
D 

ii) l'application canonique ri^ : B®VD(D) — B®D est un isomorphis-
D D 

me de modules galoisiens filtrés. 

3 . 6 . 2 . - Péjnqnsjtrat_ion. -

• Si (ii) est satisfaite, posons V = V (D) . L'isomorphisme rix-. 
G induit un isomorphisme du module filtré DD(V) = (B<g>V_(D)) sur 

D D 
G G 

(B<8)D) = B ®D = K < g ) D ^ D . Comme il est clair que dirru V = dim D , 
o 

on en déduit que V est admissible et (ii) => (i) . P 

• Si (i) est satisfaite, et si l'on identifie D et D (V) , il résul
ta 

te de la proposition 3 . 5 . 1 que 5^ : B<g>D B®V est un isomorphisme. On 
voit que VD(D) = (B®D)[0] s'identifie à (B®V)[01 = B[0] ®m V = 

B q? p 
_1 

et on vérifie immédiatement que n-p = ^>y • C'est donc bien un isomorphis

me . 

3 . 6 . 3 . - Remarque. - On prendra garde que, étant donné un module 
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filtré D , l'application n'est pas, en général, injective (en général, 

V_.(D) n'est pas de dimension finie sur CD , même si D est de dimension 
D P 

finie sur KQ ) . 

3 . 6 . 4 . - DÉFINITION. - On dit qu'un module filtré D est B-admissi-

ble (ou admissible, s ' i l n'y a pas de risque de confusion sur B) s ' i l 

vérifie les conditions équivalentes de la proposition 3 . 6 . 1 . 

On note MF la sous-catégorie pleine de MF dont les objets K , B K. 
sont les modules filtrés admissibles. 

3 . 6 . 5 . - THÉORÈME. - Si V (resp. D) est un module qaloisien 

(resp. filtré) admissible, alors D (V) (resp. V (D)) est un module 
D D 

filtré (resp. qaloisien) admissible. Par restriction Dg induit une  

équivalence de Rep n(G) sur MF„ et la restriction de V n est 
D JS. , D D 

un quasi-inverse. 

3 . 6 . 6 . - Démons_tration. - Si V est un module galoisien admissible, 

D (V) est admissible par définition. Comme £ : B®D n(V) — B<g>V est un 
D V O 

isomorphisme (prop. 3 . 5 . 1 ) , on voit que Y^DgtV)) = (B<8>Dg(V))[0] s'iden

tifie à (B<g>V)[0] = B[0] <gu.V = Q<g)V~V , donc que V0(D_(V)) est cano-
P D b 

niquement (et fonctorie lie ment) isomorphe à V . 

Si D est un module filtré admissible, on a vu dans la démonstration 

de la proposition 3 . 6 . 1 que V (D) est admissible et que D (Vn(D)) et D 
D B B 

sont canoniquement et fonctorie lie ment isomorphes. Le théorème en résulte. 

3 . 6 . 7 . - Remarque. - Le théorème implique, en particulier, que la c a 

tégorie MF est abélienne. 
K , D 

Si D est un objet de MF , on voit facilement que les sous-
K , D 

objets de D dans MF sont les sous-objets de D dans MF qui 
K , D K 

sont des objets de MF.r . 
K. , D 

Plus généralement, si cp est un morphisme de modules filtrés admis-
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s ibles , le noyau (resp. le conoyau, la coimage, l'image) de cp dans MF 

coïncide avec le noyau (resp. le conoyau, la coimage, l'image) de cp dans 

MF . En particulier, le morphisme canonique de Coim cp dans Imcp 
K , D 

est un isomorphisme. 

Dans la terminologie de Saavedra ([16] , c h a p . I , § 4 ) , les propositions 
3 . 4 . 1 et 3 . 4 . 3 impliquent que l'équivalence de catégories du théorème est 
une (^-équivalence de «^-catégories Q - linéaire s ; en particulier, la catégo
rie MF., est tannakienne et si D , D et D sont trois modules filtrés 

K, B i z 

admissibles, il en est de même de D^t&D^ et D* et on a des isomorphis-

mes canoniques et fonctoriels de VD(D ®D 0 ) sur Y D(D ) <g> V D (D 0 ) et de 
D 1 Z D 1 D Z 

V . ( D * ) sur (VR(D))* . 

3 . 7 . - INVARIANTS ET "COVARIANTS" . 

Le théorème 3 . 6 . 5 et la proposition 3 . 4 . 3 permettent de décrire les 

applications multilinéaires invariantes ou covariantes sur les modules galoi-

siens admissibles en terme des modules filtrés qui leur sont assoc iés . Par 

exemple, on a le résultat suivant : 

3 . 7 . 1 . - PROPOSITION. - Soient V ^ V , , . . . ^ des modules qaloisiens 
1 Z n 

admissibles et soit, pour m = 1, 2 , . . . , n , D = D 0 (V ) . Soit i £ ̂  . 
m ~~ B m 

Le Q -espace vectoriel des formes Q -multilinéaires 
— ^p —^ ^p ; 
f : V, xV 0 x...xV — Q covariantes de poids v 1 ( i . e . vérifiant 

1 2 n p ^ K  

f(gv, ,gv 0 , . . . ,gv ) = v1(g) •f(v1 , v 0 / . . . , v ) s i v çV , g € G) est isomor-
i z n î z n m m phe à celui des applications K -multilinéaires cp : D. x D 0 x . . . x D — K o 1 2 n ° 

vérifiant 

i) cp(Fd 1 ,Fd 2 / . . . ,Fd n ) = p"1a(cp(d1,d2 d n ) ) si d ^ D m , 

ii) si i , , i 0 , . . . , i sont des entiers vérifiant i + Z i > 0 , on a — 1 Z n m 
i m 

cp^td. ,d 0 ,...,d ) = 0 s i d 6 D pour tout m (on a noté 
K 1 z n m mJs. 

cp : D xD x . . . xD — K l'application K-multilinéaire déduite de 
K 1K. ZK nK. 

cp par extension des scalaires) . 
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3 . 7 . 2 . - péjr̂ on_s_trat_i o n. - Le Q^-espace vectoriel 5 des formes (P -

multilinéaires de poids x 1 s'identifie au Q^-espace vectoriel des morphismes 

du module galoisien ® V 2 <g)...®Vn dans QpCx*) (où l'on a noté Qptx1) i e 

module galoisien qui, comme Qp-espace vectoriel, est Qp-lui-même, l'action 

de G se faisant à travers le caractère x 1 ) • Comme Q (x1) est isomorphe 

(non canoniquement, si i^ 0) à T , £ est isomorphe à 

*' = H ° m Q [ G ] ( V l ^ - ^ V n ' T i ) * ^pL 

On sait que T 1 est admissible et on voit que D (T1) s'identifie, 
B 

canoniquement, à S - 1 . D'après le théorème 3 . 6 . 5 , ^ ' s'identifie donc 
au Q -espace vectoriel des morphismes du module filtré D (̂V &V0®...&V ) 

P "~B 1 2 n 

dans S" 1 , ou encore, grâce à la proposition 3 . 4 . 3 , de D̂  & D 2 &. . .&D n 

dans S" 1 . 

La proposition résulte alors facilement de la définition du produit ten-

soriel des modules filtrés. 

3 . 7 . 3 . - Remarques . 

i) Supposons que, dans le proposition précédente, - ~'"=^n ' 

Il résulte de la remarque (ii) du n °3 .4 .5 que cp est alternée (resp. symé

trique) si et seulement si f l 'est . Si n = 2 , cp est non dégénérée si 

et seulement si f l ' e s t . 

ii) Soit V un module galoisien admissible et supposons que 

D = DD(V) vérifie D° = D et D = 0 (nous verrons au § 5 que c'est le 

cas si V est le dual du module galoisien associé à un groupe p-divisible 

sur l'anneau des entiers de K ) . Il résulte de ce qui précède que le Q -

espace vectoriel des formes bilinéaires symétriques (resp. alternées) sur V , 

covariantes de poids x " 1 / s'identifie au Q^-espace vectoriel des formes 

KQ-bilinéaires symétriques (resp. alternées) cp : D x D — KQ vérifiant 

(i) cpCFd^Fd^ = p a M d ^ o y ) si d ^ d ^ D ( 

(ii) D* est totalement isotrope pour cp . 

Si k est algébriquement clos et si V n'a ni sous-objet isomorphe 

à Q , ni quotient isomorphe à Q n ( x _ 1 ) > o n montre facilement que toute 
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forme bilinéaire covariante non nulle sur V est nécessairement de poids x 

3 . 8 . - DEUX PROPRIETES DES MODULUS GALOISIENS ADMISSIBLES. 

3 . 8 . 1 . - PROPOSITION. - Soit V un espace vectoriel de dimension  

finie sur et soient p et p1 deux homomorphismes continus de G 

dans le groupe des Q^-automorphismes de V . On suppose que (V,p) 

est admissible et que p et p1 coïncident sur un sous-groupe ouvert I ' 

du groupe d'inertie I . Pour que (V, p') soit admissible, il faut et il  

suffit que p et p1 coïncident sur I . 

3 . 8 . 2 . - Démons tration. - Il est clair que l'on peut supposer I' 

invariant dans G . Posons V = (V,p) et V = (V,p') . Si V et V sont 

admissibles, il en est de même de Hom(V,V') = ^ o m m ^ - remarque 
P 

(i) du n ° 3 . 4 . 5 ) / donc aussi du sous-CD [G] -module Horn r , (V,V) ; comme 
WPU J 

l'image de l'inertie dans cette représentation est finie, elle doit être triviale 

(prop. 3 . 3 . 1 ) et tout Qp[F 1 -homomorphisme de V dans V est un Q^LI]-

homomorphisme, ce gui montre que la condition est nécessaire. 

D'après le lemme 3 . 3 . 2 , on a 

dim. (B«U V ) 1 = DINV (B ® V ) G = dim,. D_(V) = dim-. V 
K n r % K o % K o B % 

o 
et 

dim., D _ ( V ) = dim., (B 0 V ' ) G = d i m ^ B ® - V ' ) 1 . 
K o B K o % KG CPP 

Si p et p' coincident sur I , on a donc (B ® V ) 1 = (B® V ' ) 1 et 

I P P 

dim D ( V ) = d im- N R (B® V) = DIM V = dirru V et la condition est suf-
K o B K o % % % 

fis ante. 

3 . 8 . 3 . - Notons Rep (G) la sous-catégorie pleine de Rep(G) dont 
RI I 

les objets sont les modules galoisiens de Hodge-Tate. Il est clair que 
Rep^(G) est une sous-catégorie pleine de la catégorie RejD (G) . Comme 

B RI 1 
la catégorie Rep (G) (resp. RepT T r p(G) , Rep^(G)) est stable par sous-objets 

H I D 
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quotient, © , <g> , * , on peut parler du groupe pro-algébrique H (resp. H , 

ŒiP) enveloppe de l'image de Galois (cf. Serre, [22] , § 1) ; dans la 

terminologie de Saavedra ([16] , chap.II) , c 'est le groupe des ®-automorphis-

mes du foncteur fibre qui, à tout objet V de la catégorie, associe le Q -
HT ^ 

espace vectoriel sous-jacent . Il est clair que H s'identifie à un quo-
B HT 

tient de H et H à un quotient de M 

3 . 8 . 4 . - PROPOSITION. - Si k est algébriquement c los , le groupe  

est connexe. 

DjéjmcMijstrayon. - Il est clair que cela revient à démontrer que, pour 

tout module galoisien admissible V , le groupe , enveloppe algébrique 

de l'image de Galois dans la représentation, est connexe. S'il ne l'était pas, 

il existerait une représentation de ce groupe dont l'image serait finie et non 

triviale. On sait (cf. par exemple, [16] , chap.II, n° 4 . 3 . 2 ) qu'elle se réa

liserait comme un quotient V d'un sous-espace d'une somme directe de 

puissances tensorielles de V et V* ; on voit facilement que V serait 

alors un module galoisien admissible pour lequel l'image de G = I / serait 

finie et non triviale, ce qui est impossible, d'après la proposition 3 . 3 . 1 . 

§ 4 - m o d u l e s f a i b l e m e n t a d m i s s i b l e s 

Dans tout ce paragraphe, on suppose le corps k algébriquement c los . 

On a donc K = K n r et K = K n r . 
o o 

4 . 1 . - DÉFINITIONS. 

4 . 1 . 1 . - Pour tout entier s ^ l , on note Q l'unique extension de 
P 

Qp de degré s contenue dans KQ . 

Pour tout module filtré D et tout nombre rationnel a = r/s , avec 
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r Ç I , s 6 , r et s premiers entre eux, on pose 

D a = { d € D | F s d = p r d} . 

On voit que c 'est un sous-Q s - e space vectoriel de D . On pose 

D a , K Q = K o « Q > • 

Si D est de dimension finie sur KQ , on sait (cf. par exemple, [1] 

p. 316) que les sont presque tous nuls et tous de dimension finie, et 

que l'homomorphisme évident 

© D —• D 
a€Q a ' K o 

est un isomorphisme de K.JF] -modules (les v sont les composantes 
o a , j \ Q 

isotypiques du F-iso-cristal sous-jacent à D ) . 

4 . 1 . 2 . - Pour tout module filtré D de dimension finie, on pose 

t ( D ) = E ccdirm, D 
N aGQ K ° a ' ° 

t„(D) = L i .dim„(DVD* + 1 ) . 
H i£X 

On voit facilement que t et t sont additives ; autrement dit, 
JM rl 

pour toute suite exacte de modules filtrés (cf. n° 1.2.3) 

0 —• D' —• D —• D" —• 0 , 

on a t N ( D ) = t N ( D ' ) + t N ( D " ) et t R ( D ) = t R ( D ' ) + t R ( D " ) . 

4 . 1 . 3 . - PROPOSITION. Soit D un module filtré de dimension finie. 

Les conditions suivantes sont équivalentes : 

i) On a t T J (D) = t-.(D) e t , pour tout sous-objet D' de D , 
rl JM 

t H ( D ' ) S t N ( D ' ) ; 

ii) On a t H ( D ) = l

N ( D ) £ ! ' Pour tout quotient D" de D , 

t H ( D " ) â t N ( D " ) • 

Démonstration. - Cela résulte immédiatement de ce que t R et t^ 

sont additives. 
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4 . 1 . 4 . - DÉFINITION. - On dit qu'un module filtré D est faiblement  

admissible s ' i l est de dimension finie et vérifie les conditions équiva

lentes de la proposition 4 . 1 . 3 . 

On note Mff, la sous-catégorie pleine de MF dont les objets sont 

les modules filtrés faiblement admissibles. 

4 . 2 . - LA CATÉGORIE M £ . 
K 

4 . 2 . 1 . - PROPOSITION. - La catégorie des modules filtrés faiblement  

admissibles est abélienne et le noyau (resp. le conoyau) d'un morphisme 

cp dans cette catégorie coincide avec le noyau (resp. le conoyau) de 

cp dans la catégorie des modules filtrés. En outre 

i) le dual D* d'un module filtré faiblement admissible D est fai

blement admissible ; 

ii) pour gu'un sous-objet D' (resp. un guotient D") , dans MF , 
K 

d'un module filtré faiblement admissible soit faiblement admissible, j j . 

faut et il suffit gue t^(D') = t^(D') (resp. t^(D") = t (D")) ; 
iii) si 

0 —• D' —• D —*~ D" — 0 

est une suite exacte de modules filtrés, et si deux d'entre eux sont  

faiblement admissibles, il en est de même du troisième. 

4 . 2 . 2 . - Démonstration. - On voit facilement que t^D*) = -t T T(D) 
ri ri 

et t (D*) = -tj^(D) , et l'assertion (i) résulte immédiatement de la pro

position 4 . 1 . 3 . L'assertion (ii) est également immédiate. Compte-tenu de 

la proposition 4 . 1 . 3 , il est immédiat que, si 
0 — D' — D —• D" —- 0 

est une suite exacte de modules filtrés, et si D et l'un des deux autres 

sont faiblement admissibles, il en est de même du troisième. Montrons que, 

si D' et D" sont faiblement admissibles, il en est de même de D : 
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on a t R ( D ) = t R ( D ' ) + t H ( D " ) = t N ( D ' ) + t^(D") = t (D) , et il suffit de 

vérifier que, si E est un sous-objet de D , on a t„(E) <. t (E ) . Si 
ti N 

l'on identifie D' à un sous-objet de D et si l'on note cp la restriction 

à E de la projection de D sur D" , on a une suite exacte 
0 —*~ E1 —• E —*~ E1 1 —• 0 , 

où E' = Ker cp = E n D' est un sous-objet de D' et où E" = Coim cp est 

le quotient de E par E' . E n particulier, on a 

t H ( E ) = t H ( E ' ) + t H ( E " ) et t N ( E ) = t N ( E ' ) + t N ( E " ) . 

Soit maintenant cpE l'image de cp . Alors E" s'identifie à cpE en 

tant que K [F] -module à gauche et, pour tout i 6 ^ , (E ) est un sous-
^ . K. 

K-espace vectoriel de (cpE) . On en déduit facilement que t N ( E " ) = t (cpE) 
K ^ JM 

et t H ( E " ) <; tR(cpE) . 

On a donc t R ( E ) = t R ( E ' ) + t R ( E " ) ^ ^ ( E 1 ) + t (cpE) . Comme E' 

(resp. cpE) s'identifie à un sous-objet de D1 (resp. D") qui est faiblement 

admissible, on a t„(E') ^ t (E1 ) et t__(cpE) £ tAT(cpE) = t (E") , d'où ri JM ri JM JM 
t (E) <. t.-(E') +t . T (E") = t (E) et D est faiblement admissible, d'où l ' a s -
ri JM JNI JNI 

sertion (iii) . 

Compte-tenu de ce qui précède, pour achever la démonstration de la 

proposition, il suffit de vérifier que, si cp : D -*- E est un morphisme de mo

dules filtrés faiblement admissibles, l'image Imcp de cp (dans la catégo

rie des modules filtrés) est faiblement admissible et le morphisme canonigue 

cp : Coim cp — Imcp est un isomorphisme. 

Comme cp est un isomorphisme des K Q [F] -modules sous-jacents on 

a t^(Coimcp) = tj^(Imcp) et tH(Coimcp) <, tR(Imcp) , avec égalité si et seu

lement si cp est un isomorphisme ; comme Coim cp est un guotient de D , 

gui est faiblement admissible, on a t (Coim cp) > t (Coim cp) ; de même, 
ri i\l 

comme Imcp est un sous-objet de E qui est faiblement admissible, on a 
tTT(Imcp) <; t-T(Imcp) . On en déduit que t t T(Coim cp) = t (Imcp) , donc que cp ri JM ri ri 

est un isomorphisme, et que t (Imcp) = t^dm cp) , donc, d'après l'assertion 

(ii) , que Imcp (qui est un sous-objet de E) est faiblement admissible. 
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4 . 3 . - POLYGONES DE NEWTON ET DE HODGE. 

Nous nous proposons de donner une caractérisation des modules filtrés 

faiblement admissibles. Pour ce la , nous allons introduire deux définitions : 

4 . 3 . 1 . - Soit D un module filtré de dimension finie. On appelle (cf. 

par exemple, [1] p. 317) polygone de Newton de D le polygone de Newton 

du F-iso-cristal sous-jacent, i . e . le polygone des pentes : de façon précise, 

si cĉ  < CL^ <-..< otg sont les pentes de D ( i . e . les nombres rationnels a 

tels que D„ v ^ 0 , cf . n ° 4 . 1 . 1 ) , le polygone de Newton P (D) est le 

polygone convexe d'origine (0,0) dont les pentes sont les cXj / la longueur 

de la projection du segment de pente oij sur l'axe horizontal étant 

d i = d i m K D a . , K • J K o j ' o 

On sait ( c f . , par exemple, [1] , loc. cit.) que chaque d.. est un 

multiple du dénominateur de ou et les sommets de ce polygone sont des 

points à coordonnées entières. 

4 . 3 . 2 . - De même, si D est un module filtré de dimension finie, 

on appelle polygone de Hodge de D le polygone associé à la filtration de 

D : de façon précise, si i < i <. . .< i sont les entiers i tels que K. 1 L m 

D ^ / D ^ + 1 ^ 0 , le polygone de Hodge P H (D) de D est le polygone convexe 

d'origine (0,0) dont les pentes sont les i. , la longueur de la projection 
3 H H + 1 

du segment de pente i i sur l'axe horizontal étant h. = dim^ D^/Dj 
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4 . 3 . 3 . - PROPOSITION. - Soit D un module filtré de dimension finie. 

Les conditions suivantes sont équivalentes : 

i) le module D est faiblement admissible ; 

ii) pour tout sous-objet D ' de D , P H ' D ' ' est en dessous de 

P A T ( D ' ) et Ptt(D) et P ^ D ) ont mêmes extrémités. 

PND 

PH(D) 

PND' 

PH(D«) 

4 . 3 . 4 . - Démons t rat_ion. - On voit immédiatement que, pour tout sous-

objet D' de D le point le plus à droite du polygone de Hodge (resp. de 

Newton) de D' est le point de coordonnées (dirrv D ' / t f D ' ) ) (resp. 

{dimv D' , t A T (D')) . On a donc t T T(D) = t.T(D) si et seulement si Ptt(D) et 
î o N H N ri 

P^(D) ont mêmes extrémités e t , pour achever la démonstration, il suffit 

d'établir le lemme suivant : 

4 . 3 . 5 . - LE M ME. - Les conditions suivantes sont équivalentes : 

i) pour tout sous-objet non nul D' de. D , l'extrémité de P^(D' ) 

est en dessous de celle de P ^ ( D ' ) ; 

ii) pour tout sous-objet non nul D' de_ D , P^(D' ) est en dessous 

de P N ( D ' ) . 

4 . 3 . 6 . - Demonjtrat2on_du_]_ej^me. - Il est clair que (ii) => (i) . 

Soit D' un sous-objet de D . Supposons que P ^ D ' ) ne soit pas 
ri 

en dessous de P ^ ( D ' ) . Il existe alors un sommet P de coordonnées 

( x Q / y ) de P ^ ( D ' ) situé strictement au-dessous de P H ( D ' ) . Soit 

a' < a' <. . .< a' les pentes de la partie de PJT(D') comprise entre (0,0) 
1 1 r r 

et P et soit D" le sous-objet de D' défini par D" = ® D' 
j=l a j ' K o 
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On voit que P (D") est 
ri 

un polygone "extrait" de 
P (D') ( i . e . on enlève 
H 

certains segments de P (D') 
ri 

et on met bout à bout ceux 

qui restent, dans l'ordre où 

on les trouve) et on en dé

duit que P (D") est situé 

ri 

au-dessus de la partie de comprise entre le point (0,0) et l'inter

section (xQ,y^) de ce P°ïyg°ne avec la droite x = xQ . En particulier, 
l'extrémité de PLT(D") est un point de coordonnées (x ,y") , avec ri o o 
y" > y' 2> y . Comme l'extrémité de P_T(D") est le point de coordonnées 

o o o JM 
(x0/y0) / on en déduit que (i) => (ii) . 

PN(D«) 

PH 

4 . 4 . - MODULES FILTRES ADMISSIBLES ET FAIBLEMENT ADMISSIBLES. 

Dans toute la fin de ce paragraphe, B est un anneau de Barsotti-

Tate fixé. 

4 . 4 . 1 . - PROPOSITION. - Soit D un module filtré de dimension 1 . 

Pour que D soit admissible, il faut et il suffit qu'il existe un entier 

i tel que D S1 . 

(le module filtré S1 a été défini au n° 1 .2 .8 ) . 

4 . 4 . 2 . - Déjnojis_trat_ion. - Pour que D soit admissible, il faut et il 

suffit qu'il existe un module galoisien admissible V , de dimension 1 sur 

Q , tel que D ^ DD(V) . Comme k est algébriquement c los , c 'est équi-
P D 

valent (prop. 3 . 3 . 5 ) à dire qu'il existe un entier j tel que D D (T^) , 
D 

et on vérifie immédiatement que DD(TJ) est isomorphe à S J . 
D 

4 . 4 . 3 . - PROPOSITION. - Soit D un module filtré de dimension finie. 

Si D est admissible, on a, pour tout i £ 22 , D. D D^+1 = 0 (rappe-
i Js. 

Ions que D = [ d £ D | Fd = pxd}) . 
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4.4.4.-Démoji_s^rat_ion. - Soit c un élément non nul de S 1 tel que 

Fc = p xc et soit de D. n D * + 1 . L'application K -linéaire cp : S 1 - D , 
1 Js. o 

telle que cp(c) =d , est un morphisme de modules filtrés. Posons 

D' = Coim cp et D" = Im cp ; comme S 1 et D sont admissibles, le mor

phisme canonique cp : D' — D" doit être un isomorphisme. On voit que D' 

et D" , en tant que K Q[F] -modules, s'identifient tous deux à KQd , donc 
que D' et D" s'identifient tous deux à Kd ; on a D ' i + 1 = 0 , tandis Js\ Js. K 

que D ' ' i + 1 = Kd ; on doit donc avoir d = 0 . K. 

4 . 4 . 5 . - PROPOSITION. - Tout module filtré B-admissible est faible

ment admissible. 

4 . 4 . 6 . - Péjno_ns_tration. - On va montrer que D vérifie la condition 

(i) de la proposition 4 . 1 . 3 . 

On voit facilement que, si D1 est un module filtré de dimension r 

sur KQ , on a t R (A D') = t R ( D ' ) et y l D') = t^(D') . 

Comme toute puissance extérieure d'un module admissible doit être 

admissible, on voit, en appliquant ce qui précède à D1 = D , qu'il suffit 

de prouver l'égalité t (D) = t (D) lorsque D est de dimension 1 . S'il 
ri N 

en est ainsi, il résulte de la proposition 4 . 4 . 1 qu'il existe un entier i tel 

que D - S 1 et alors t ^ S 1 ) = t . J S 1 ) = i . 
ri JM 

Soit D' un sous-objet non nul de D et soit r = dimi<; D' . Alors 
r r r ° 
A D' est un sous-objet de dimension 1 de AD et AD est admissible. 

r r 
Si t (D') = t (AD1) = i , il existe un élément non nul d de AD' tel 

N . r r i+i 
que Fd = pld . Si t-JD") = t„(A D') > i , on a d 6 (A D) ; c 'est impos

ai ri Js. 
sible , d'après la proposition 4 . 4 . 3 , et on a donc bien t (D1) <. t (D') . 

4 . 5 . - DÉTERMINATION DES SOUS-OBTETS ADMISSIBLES. 

4 . 5 . 1 . - PROPOSITION. - Soit D un module filtré admissible et soit 

D' un sous-objet de D (dans la catégorie MF ) . Les conditions sui-
K 

vantes sont équivalentes : 
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i) le module filtré D' est admissible ; 

ii) le module filtré D r est faiblement admissible. 

iii) on a t H ( D ' ) = t N ( D ' ) . 

4 . 5 . 2 . - Démonstration. - L'équivalence de (ii) et (iii) a déjà été 

démontrée (prop. 4 . 2 . 1 ) et il est clair que (i) => (iii) . 

Il reste à montrer que (iii) => (i) . Quitte à tensoriser D par S 1 , 

pour un entier i convenable, on peut supposer t r T (D') = t (D1) = 0 . 
fi JaI 

Commençons par énoncer un lemme : 

4 . 5 . 3 . - LEMME. - Soit E un corps commutatif et soit R une E-

algèbre associative commutâtive et unitaire. Soit V un espace vecto

riel sur E et soit X = R® V . Soit X' un sous-R-module, libre 

de rang fini r , de, X . Pour que X' soit rationnel sur E ( i . e . 

pour qu'il existe un sous-E-espace vectoriel V de_ V tel que 
r 

X' = R ® E V ' ) / il faut et il suffit que A R

X ' / identifié à un sous-R-

module , libre de rang 1 , de A X , soit rationnel sur E . 
K 

r 
(Cette identification est possible car l'application canonique de A D X ' 
r K 

dans A n X est injective, cf. [3] , AIII 88, cor. à la prop. 12). 

4 . 5 . 4 . - Nous laissons au lecteur le soin de vérifier ce lemme é lé 

mentaire. Montrons comment on en déduit que si D est admissible et si 

D' est un sous-objet de D tel que t ^ D ' ) = t (D') = 0 , alors D' est 
ri JM 

admissible : 

Posons V = V (D) et utilisons les applications § et ri^ pour 
D V U 

identifier X = B ®^ V à B 8L D . Soit r = dim^ D' . Alors X' = B®^ D' 
% *o Ko K o 

r 
est un sous-B-module, libre de rang r , de X et A D X' s'identifie à 

r r r

 B 

B® (A„ D') . De l'égalité t__(AD') = t (A D' ) = 0 , on déduit facilement 
K KQ H N 

r 
l 'existence d'un générateur d de A D ' , comme espace vectoriel sur KQ , 

r o r 
vérifiant Fd = d et d 6 (AD) ; il en résulte gue d 6 A m V , donc que 

P 
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A X' est rationnel sur Q . D'après le lemme 4 . 5 . 3 , il existe donc un 
B p 

sous-Q -espace vectoriel V de V » tel que B S D' = B ® V . On véri-
P KQ q;p 

fie facilement que V est stable par G et que D' s'identifie à D (V) ; 
D 

comme V1 est un sous-module galoisien de V , il est admissible et 

D' = D (V) l 'est aussi . 

§ 5 - m o d u l e s a d m i s s i b l e s et g r o u p e s p - d i v i s i b l e s 

5 . 1 . - LES FONCTEURS D ET V . —K — -p 

5 . 1 . 1 . - Soit A l'anneau des entiers de K . On sait depuis 

Grothendieck et Messing (cf. [7] , [8] , [13] , voir aussi [ 6 ] ) associer à 

tout groupe p-divisible T sur A un couple LM (T) formé d'un F- i so -
K 

cristal Mv (r) et d'un sous-K-espace vectoriel L(r) de K® M__ (F) . 

Rappelons brièvement la construction de LM (r) telle qu'elle est décrite 

dans [6] (p. 221) : 

• on a MK (r) = Ko®w( iO^(lV °Ù - ( r k ) = Hom(rk,CWk) est le 

module de Dieudonné de la fibre spéciale de r ; 

• on construit une application K-linéaire injective de l'espace cotangent 

t*(K) de r à valeurs dans K dans ML(r) = Kg> M (r) et L(fl est 

l'image de t*(K) par cette application. 

5 . 1 . 2 . - On peut alors associer à tout groupe p-divisible r sur A 

un module filtré PKCD = D : 

• en tant que K [F] -module à gauche, D = M (F) ; 
° Ko 

• la filtration est définie par 

DK si i <; 0 , 

DK = i V r ) si 1 =1 • 
l si i > 2 . 
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La correspondance p .E^(r) définit en fait un foncteur contravariant 

additif de la catégorie des groupes p-divis ibles, à isogénie près, sur A 

dans celle des modules filtrés et la proposition 5.2 du chapitre IV de [6] 

dit que ce foncteur est pleinement fidèle. 

5 . 1 . 3 . - Si r est un groupe p-divisible sur A , notons ZptT) son 

module de Tate (on a donc T (r) = Hom(Q /71 ,F(Â)) , si Â est l'anneau 
-P p p 

des entiers de K ) et posons V (r) = %®™ 1 (r) . 

P p 

Il est clair que la correspondance r Yp(T) définit, en fait, un 

foncteur additif pleinement fidèle de la catégorie des groupes p-divisibles 

sur A , à isogénie près, dans celle des modules galoisiens. 

5 . 1 . 4 . - DÉFINITION. Soit B un anneau de Barsotti-Tate. On dit que 

B est adapté aux groupes p-divisibles s ' i l vérifie les deux conditions 

suivantes : 

i) pour tout groupe p-divisible r sur A , Y. (r) est un module ga-

loisien B-admissible ; 

ii) les foncteurs r ^ P^(D et r ^ ( S D ( V (D))* sont isomorphes. 
K D p 

5 . 1 . 5 . - THÉORÈME. - Il existe un anneau de Barsotti-Tate adapté  

aux groupes p-divis ibles . 

La démonstration de ce résultat, i . e . la construction d'un tel anneau, 

sera faite ailleurs. 

5 . 1 . 6 . - Remargues. - Supposons k algébriquement clos et soit r 

un groupe p-divisible sur A . Posons V = Y^Cr) . D'après le théorème 

précédent, il existe un anneau de Barsotti-Tate B tel que V est B-

admissible : 

i) il résulte donc de la proposition 3 . 8 . 4 que l'enveloppe algébrique 

Hv de l'image de Galois est connexe ; 

ii) soit h la hauteur et soit d la dimension de r ; il résulte 
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de la proposition 3 . 3 . 5 que l'action de Galois sur A V est 

donnée par le caractère ; on retrouve ainsi un résultat de 

Raynaud ([15] , t h . 4 . 2 . 1 ) . 

5 . 2 . - CARACTÉRISATION (PARTIELLE) DES MODULES (GALOISIENS ET  

FILTRÉS) PROVENANT DES GROUPES p-DIVISIBLES. 

5 . 2 . 1 . - Lorsque e = 1 , i . e . lorsque K = KQ , on sait , depuis 

Messing ([13] , chap.V, th. 1 .6) , caractériser l'image essentielle du fonc-

teur D^ . Le résultat peut s'énoncer ainsi : 

PROPOSITION. - Supposons e = 1 et soit D un module filtré de  

dimension finie. Pour qu'il existe un groupe p-divisible r sur A 

tel que D ^ D^(r) , il faut et il suffit que D satisfasse aux condi-
JS. 

tions suivantes : 

i) on a D£ = D K et D .̂ = 0 ; 

ii) il existe un réseau M de D ( i . e . un sous-A-module tel que 
K<g> M s'identifie à D = D ) tel que 

A K. 
- d'une part pM c FM c: M , 

d'autre part, si L = M n D^ , l'application évidente de L/pL 

dans M/FM est un isomorphisme (de k-espaces vectoriels). 

Si p / 2 (resp. si p = 2 et D n'a que des pentes > 0) , c 'est 

une conséquence immédiate de la prop. 1.6 du chapitre IV de [6] qui donne 

une classification, à isomorphisme près, des groupes p-divisibles (resp. 

des groupes 2-divisibles connexes). Le cas des groupes 2-divisibles non 

nécessairement connexes s'en déduit facilement (et n'est pas utilisé dans 

la suite). 

Remarque. - L'existence d'un réseau M de D tel que pM e FM ci M 

est équivalente au fait que D a toutes ses pentes comprises entre 0 et 1 . 
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5 . 2 . 2 . - Laffaille a utilisé les résultats de [6] pour démontrer le 

résultat suivant : 

PROPOSITION ( [ 1 0 ] ) . - Supposons k algébriquement clos et e = 1 . 

Soit D un module filtré faiblement admissible vérifiant D = D° et 
2 

D = 0 . Alors il existe un groupe p-divisible T sur A tel gue 
K. 

DK(r) - D . 

5 . 2 . 3 . - COROLLAIRE. - Supposons k algébriguement clos et e = 1 

Soit B un anneau de Barsotti-Tate adapté aux groupes p-divisibles. 

Soit D un module filtré de dimension finie. Les conditions suivantes  

sont éguivalentes : 

i) il existe un groupe p-divisible r sur A tel gue D .E^r) ; 

ii) on a D° = D„ , = 0 et D est B-admissible ; 
K K K. 

iii) on a D° = D , = 0 et D est faiblement admissible. 
K Js. K 

En effet, il est clair que (i) =* (ii) ; on sait (prop. 4 . 4 . 5 ) que 

(ii) => (iii) et (iii) (i) d'après la proposition 5 . 2 . 2 . 

5 . 2 . 4 . - COROLLAIRE. - Supposons k algébriquement clos et e = 1 

Soit B un anneau de Barsotti-Tate adapté aux groupes p-divisibles. 

Soit V un module galoisien de dimension finie. Les conditions sui

vantes sont éguivalentes : 

i) le module V est B-admissible et vérifie (C<8Uv V){i} = 0 s_i 

i ^ 0 ,1 ; P 

ii) il existe un groupe p-divis ible T sur A tel gue V YpCr) . 

5 . 2 . 5 . - Il me semble raisonnable de conjecturer que la proposition 

5 .2 .2 (et par conséquent aussi ses deux corollaires) reste vraie si l'on sup

prime l'hypothèse e = l . Laffaille a obtenu des résultats partiels dans cette 

direction : 
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PROPOSITION ([91). - Supposons k algébrique ment c los . Soit D un 

module filtré faiblement admissible vérifiant D = D° et D = 0 . 
K K K 

Si dim^ <, 1 ou si dim^ D ̂  4 , il existe un groupe p-divisible r 

sur A tel gue P^(r) ^ D . 

On en déduit immédiatement les deux corollaires suivants : 

COROLLAIRE 1. - Supposons k algébriquement clos et soit B un  

anneau de Barsotti-Tate adapté aux groupes p-divisibles. Soit D un  

module filtré de dimension finie. Les conditions suivantes sont équi

valentes : 

i) il existe un groupe p-divisible F sur A de dimension 1 (resp. 

de hauteur <; 4) tel que D D (r) ; 
K 

ii) on a D° = , DI = 0 et dimv D* = 1 (resp. dinv D ^ 4) 
J s . J s . J s . K K K Q 

et D est B-admissible ; 
iii) on a D° = D , = 0 et dim., D* - 1 (resp. dinv D <; 4) 

l s . J s . J s . Js K JS.Q 
et D est faiblement admissible. 

COROLLAIRE 2. - Supposons k algébriquement clos et soit B un  

anneau de Barsotti-Tate adapté aux groupes p-divisibles. Soit V un  

module galoisien de dimension finie. Les conditions suivantes sont  

équivalentes : 

i) il existe un groupe p-divisible r sur A , de dimension 1 (resp. 

de hauteur <, 4 ) , tel que V V (r) ; -p 

ii) le module V est B-admissible, vérifie ( C ^ V)ti] = 0 si i ^ 0,1 

et dim (C® V)[l} = 1 (resp. dim V <; 4) . P 

% p P 

5 . 2 . 6 . - Il semble naturel de se poser quelques questions : 

Question 1. - Si k est algébriquement c los , exis te- t - i l un anneau  

de Barsotti-Tate B tel que tout module filtré faiblement admissible soit B -

admissible ? 

L'exemple le plus simple de module filtré faiblement admissible D 

48 



ANNEAUX DE BARSOTTI-TATE 

dont je ne sais pas s ' i l est B-admissible, pour un anneau de Barsotti-Tate 

B convenable, est le suivant : 

• en tant que F- iso-cr is ta l , D est isotypique de pente 0 et de di

mension 2 sur K q ; autrement dit, il existe une base ( d ^ , ^ ) de D 

sur K telle que Fd. = d; , pour j = 1,2 ; o J J 

• il existe un entier i ^ 1 et un X £ K , X non quadratique sur 

Q , tel que 
P 

D K pour i £ - i Q 

D K = K(d1 + Xd 2) pour - i Q < i ^ i Q , 

0 pour i > i 
о 

Si un tel D est B-admissible, on voit que V = V (D) est un module 
D 

galoisien, de dimension 2 sur Q̂  , du type Hodge-Tate, avec 

(0 si i ^ - i ,i 
dim (C® V)ti} = 1 si i = -i0-0 ; ° ° 

p p o o 

et on peut montrer que l'enveloppe algébrique de l'image du groupe d'inertie 

dans cette représentation est isomorphe à S I ^ • 

Question 2. - Si k est algébriquement c los , la catégorie des modu

les faiblement admissibles est-el le stable par produit tensoriel ? 

Si la réponse à la question 1 est oui, il en est évidemment de même 

de la question 2. Si la réponse à la question 2 est oui, cela entraîne que 

la catégorie Mff, est tannakienne sur Q ([16] , chap.Ill , n ° 3 . 2 . 1 ) . Si K p nr 
on note Q l'extension algébrique maximale non ramifiée de Q_ contenue 

P P 
dans KQ , il est facile d'en déduire (op. ci t . , chap.Il l , n°3.3) que la caté
gorie Q n r-linéaire déduite de MF^R par extension des scalaires s'identifie 

p —K 
à la catégorie des représentations, de dimension finie, d'un groupe pro-

nr 
algébrique sur . 

Il semble que Laffaille vienne de démontrer que la réponse à la ques

tion 2 est oui lorsque e = 1 (voir [10] ) . 
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Question 3 . - Existe- t- i l un anneau de Barsotti-Tate B et un module  

galoisien B-admissible qui n'est pas isomorphe à un objet de la ^-catégorie  

engendrée par les modules galoisiens de la forme YptT) , avec r groupe 

p-divisible sur A ? 

La réponse à cette question est probablement oui, mais je ne sais pas 

comment en construire. Si la réponse à la question 1 est oui, alors la 

réponse à la question 3 est aussi oui : l'exemple donné après la question 1 

le prouve car Serre a montré ([22] , §3 ) que si r est un groupe p-divi

sible sur A , l'enveloppe algébrique de l'image du groupe d'inertie dans la 

représentation V (r) n'a pas de quotient simple simplement connexe. 

§ 6 - T e n v e l o p p e a l g é b r i q u e d e l ' i m a g e d e G a l o i s 

Dans tout ce paragraphe, pour tout anneau commutatif R , les R-

algèbres considérées sont supposées associat ives, commutatives et unitaires. 

Si R est un anneau commutatif, si JJ est un groupe algébrique sur 

R (ou, si l'on préfère, un schéma en groupes algébrique sur SpecR) et si 

R' est une R-algèbre, on note JJ® DR' ou JJ&R' le R'-groupe algébrique 
K 

déduit de ][ par extension des scalaires. 

Si U est un espace vectoriel sur un corps R , on note ^^L^ ^ e 

R-groupe algébrique des automorphismes de U : pour toute R-algèbre R' , 

le groupe ŒIL^(R') des points de ^ ^ - J J à valeurs dans R' est donc le 

groupe des R'-automorphismes de R'® U . 
K 

Dans tout ce paragraphe, k est algébriquement clos et B est un 

anneau de Barsotti-Tate fixé. 

Dans les n° 6.1 à 6 . 4 , V est un module galoisien B-admissible et 

D = DR(V) . On utilise les applications ç et n n introduites au n°3 .1 .5 
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pour identifier B®D et B ®V . Alors V (resp. D) s'identifie à un sous-

espace vectoriel sur Qp (resp. sur KQ ) de B<g>V = B®D et on a 

V = V (D) . 

6 . 1 . - LE GROUPE H v . 

6 . 1 . 1 . - On note My l'enveloppe algébrique de l'image de 

G = Gal(K/K) dans la représentation définie par V . Rappelons (cf. [20] , 

p. 119) que, si p : G -** G IL^(Q^) est l'homomorphisme définissant l'action 

de G sur le Q^-espace vectoriel V , My est le plus petit sous-Q^-

groupe algébrique de ŒIL^ tel que Imp c H^(Q ) . 

Comme V est B-admissible, V est de Hodge-Tate et (cf. [17] , 

th. 2, p. 167 ou [22] , § 1 ) Imp est un sous-groupe ouvert de Hy(Q ) , 

pour la topologie de groupe de Lie p-adique (rappelons que Im p et 

Hy(Qp) sont des sous-groupes fermés du groupe de Lie p-adique ŒIL^(Q^) 

et peuvent donc être considérés comme des groupes de Lie p-adique, (cf. 

[ 1 9 ] , LG 5 . 4 2 , cor. au t h . l ) . 

6 . 1 . 2 . - Rappelons brièvement trois manières de décrire le groupe Hv 

(la première ne sera pas utilisée dans la suite) : 

6 . 1 . 2 . - A) "à la Mumford-Tate" (cf. Sen[17] , p .164 , t h . l , ou 

Serre [22] , § 1 ) : soit C®- V = ® V~(i) la décomposition de 

Hodge-Tate de C®Q v (rappelons que Vç(i) = C ^ ( ( C ^ V) {I}) et que l'on 

utilise l'isomorphisme canonique de 0 V (i) sur C® V pour les iden-
i€^ ° % 

tifier). 

Pour tout X G C* , notons cp(x) l'automorphisme de C® V qui est 
P 

l'homothétie de rapport X1 sur Vç(i) ; on définit ainsi un homomorphisme 

cp : C* ŒILy(C) et on pose $ = Imcp . Alors Hv est le plus petit sous-

groupe algébrique de GILy , défini sur , dont le groupe des points à 

valeurs dans C contient $ . 
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6 . 1 . 4 . - B) "à la Saavedra" (cf. [161 / chap.II) : soit Rep la <g>-

catégorie engendrée par V et V* ( i . e . la plus petite sous-catégorie de 

Rep(G) , ou, ce qui revient au môme, de Rep (G) qui contient V et V* 
B 

et est stable par sous-objet, quotient, somme directe, produit tensoriel, 

contragrédiente). 

On définit un foncteur fibre ujt. sur RepT7 à valeurs sur Spec CD 
—V — p 

en associant, à tout objet U de Rep^, , le Q^-espace vectoriel sous-

jacent à U . Alors Hy - Aut®(wy) , groupe des %-automorphismes du fonc
teur UL, 

6 . 1 . 5 . - C) "à la Chevalley" : il résulte facilement d'un théorème 

de Chevalley (cf. par exemple, [2] , t h .5 .1 ) et de ce que, pour tout module 

galoisien admissible de dimension 1, le caractère qui donne l'action de G 

est une puissance entière de x > ° l u e I e groupe peut se caractériser 

ainsi : pour toute Q^-algèbre R , H^(R) est le sous-groupe de Œ1L (̂R) 

formé des s qui vérifient 

(Cy) il existe une Q -algèbre R' contenant R et )iÇR' , tels que, 
n ^ 

pour tout n £ IN , tout i € ^ , tout x £ (® V){i} , on a sx = A. x . 

En appliguant ceci à la Q^-algèbre des nombres duaux, on en déduit 

gue Lie(IHy) est la sous-algèbre de Lie de gl^ formée des s qui vé

rifient 

(Lie(Cy)) il existe X G Q p tel que . pour tout n ^ 0 , tout i £ 2£ , 

tout x G (®V){i] , on a sx = iXx . 

6 . 2 . - LE GROUPE HD . 

Nous nous proposons maintenant de construire, de deux manières dif

férentes, un groupe algébrigue IH^ , défini sur une extension finie non rami

fiée de Qp , qui, après une extension finie non ramifiée des scalaires 

convenable, devient isomorphe à Hv ; ces constructions n'utilisent pas 

l'anneau B mais seulement les propriétés de la catégorie des modules fil — 
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t rès. La première consiste à utiliser les résultats de Saavedra. La deuxième 

consiste à retrouver directement les résultats de Saavedra dans ce cas par

ticulier en utilisant la description de H,. "à la Chevalley" . 

A) "à la Saavedra" : 

6 . 2 . 1 . - Soit MF la ^-catégorie des modules filtrés B-admissi-
K, D 

bles engendrée par D et , i . e . la plus petite sous-catégorie de 

MF gui contient D et D* et est stable par sous-objet, quotient, som-
K, B 

me directe, produit tensoriel. D'après la proposition 4 . 5 . 1 , c 'est aussi la 

plus petite sous-catégorie de Mffr ayant ces propriétés, ce qui permet, 

au moins théoriquement, de construire cette catégorie, même si l'on ne 

connaît pas MF . 
K. , D 

Soit w le foncteur, de la catégorie MF dans celle des 
JJ , K., JJ 

espaces vectoriels de dimension finie sur K , gui à E associe le K -^ o o 
espace vectoriel sous-jacent à E . On vérifie immédiatement que c 'es t , 

dans la terminologie de Saavedra ([16] , chap.II, § 4 ) , un foncteur fibre sur 

MF„ _ à valeurs dans SpecK^ . 
—K, D u 

Il est clair que le foncteur V induit une ^-équivalence entre la ca -
D 

tégorie MF et la catégorie Rep . Il résulte alors de Saavedra (loc. K, JJ V 
c i t . ) gue le K -groupe algébrique = Aut (UJ_ ) des %-automorphis-

o ' o 
mes de UJ^ ^ est isomorphe à une KQ-forme intérieure de H^®KQ , ou, 

ce qui revient au même, que la variété Isom (w &K 0 , w ~ „ ) , munie de 
V U i-/ , RQ 

l'action à droite naturelle de Aut^uj^®KQ) = IH^(g;K0 , est un ( H ^ ^ K o ) -

torseur à droite défini sur KQ . 

On déduit facilement (démonstration analogue à la prop. 6 .3 .3 c i -

dessous) de résultats bien connus que ce torseur est trivial, donc que les 
g 

groupes H (g>K et IH sont isomorphes (non canoniguement en géné-

ral). 

53 



J.-M. FONTAINE 

6 . 2 . 2 . - La théorie de Saavedra permet, en fait, d'aller plus loin : 

elle dit ([161 / scholie p. 204, l'énoncé de Saavedra est un peu moins 

fort, mais c'est ce qu'il démontre) qu'il existe une extension finie L de 

Q contenue dans K„ et un foncteur fibre _ de la catéqorie MF ^ 
p ° —D,L —K,D 

à valeurs dans Spec L tel que UJ_ se déduit de _uj par exten-
J J , K 0 D,L 

sion des scalaires . 

Il est faci le , dans le cas considéré ic i , d'exhiber une telle extension 

L et un tel foncteur UJ^ ^ : on choisit un entier h ^ 1 tel que ha £ ^ , 

pour toute pente a de D (cf. n °4 .1 .1 ) ; par exemple, on peut prendre 

pour h le ppcm des dénominateurs des pentes de D . On sait (cf. [81 , 

p. 146) que si E' (resp. E") est un F-iso-cristal isotypique de pente a' 

(resp. a") , alors E' ®E" est un F-iso-cristal isotypique de pente a' +a" ; 

on en déduit que, pour tout objet E de MF et toute pente a de E 
K , D 

ha e % . 

On prend pour L l'unique extension de degré h de Q p contenue 

dans K . Pour tout objet E de MF et tout a e h~% , on note 
ha 

E _ l'ensemble des d 6 E qui vérifient F^d = p a d ; on voit que c'est 
a,L 

un sous-L-espace vectoriel de E et que, si l'on pose a = r/s , avec 

, s € IN* , (r,s) = l , il s'identifie, avec les notations du n ° 4 . 1 . 1 , 

à L®- E . Si l'on pose E T = ® E T , on en déduit immédiate-
% s a L a e h - % a ' L 

ment que l'homomorphisme canonique de K Q ®^E^ dans E est un isomor-

phisme ; il est alors facile de voir que le foncteur , qui à E asso

cie le L-espace vectoriel sous-jacent à E^ , est un foncteur fibre sur 
MFT_ ^ à valeurs dans Spec L . 
—K, D 

g 

Il résulte alors de Saavedra que le L-groupe algébrique ^ des 

®-automorphismes du foncteur L est isomorphe à une L-forme intérieure 

de Hy(g)L (et il résulte facilement, par une démonstration analogue à celle 
de la proposition 6 .3 .3 ci-dessous, de résultats bien connus que les grou-

g 
pes H^®L et deviennent isomorphes sur une extension finie non 
ramifiée convenable de L ) . Enfin, il est clair que OJ_̂  ^ ^ ^ o (resp. 

H?. <&Kn) s'identifie canoniquement à M (resp. ) . 
D,L u -^'^o '^o 

54 



ANNEAUX DE BARSOTTI-TATE 

B) "à_la__Chevaney" : 

6 . 2 . 3 . - Soit h un entier tel que ha € 2£ , pour toute pente a de 

D et soit L l'unique extension de de degré h contenue dans KQ . 

Pour toute pente a de D , soit D T le sou s-L-espace vectoriel de D 
h ha a 

formé des d vérifiant F d = p d et soit D-̂  la somme directe des 
D _ , pour a parcourant les pentes de D . 

a,L 

Comme on l'a vu au n° précédent, D s'identifie à KQ<g)^D^ ; ceci 

nous permet de considérer DT comme un sous-L-espace vectoriel de D 
L n 

et , bien sûr, pour tout n £ IN , <g> D comme un sous-L-espace vectoriel 
n L L 

de ® D . On voit immédiatement que, pour tout n et pour tout i £ ^ , 
K o 

(<g> D)[i] (_ (8> D et on pose (§ D )[i] = (® D)[i] . 

Pour toute L-algèbre R , notons ^(R) le sous-groupe de CEIL̂  (R) 

formé des s qui vérifient 

( C ^ ) il existe une L-alqèbre R' contenant R et p£R' tels  

que, pour tout n € IN , tout i £ Z , tout d G ( § / on a 

sd = ^d . 

On voit que l'on a ainsi défini un sous-L-groupe algébrique ^ 

de ŒlLn . 
^L 

6 . 2 . 4 . - Remarque. - En appliquant cette définition à la L-algèbre 

des nombres duaux, on en déduit que Lie(H ) est formée des s £ gl^ 
D , L J_, 

qui vérifient 

(Lie ( C ^ ^)) il existe JJ ç L tel que, pour tout n > 0 , tout i £ Z• , 

tout d 6 (§D L) [i] , on a sd = î id . 

6 . 2 . 5 . - Rappelons que l'on a identifié B <g> V et B<g> „ D . Comme 
% K o 

D s'identifie à K Q®^ , B®^ V s'identifie aussi à B ® L

D

L

 e t 

ŒIL (̂g B = ŒIL^ <^LB . Ceci donne un sens à l'énoncé suivant : 
P L 
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PROPOSITION. - On a Hv 0 Qp B = H

D L ® L

B • 

6 . 2 . 6 . - Démonstration. - En comparant les conditions (C^) du 

n° 6 .1 .5 et (C ) du n° 6 . 2 . 3 , on voit qu'il suffit de vérifier que, pour 
n 

tout n e IN et tout i <6 Z , on a B® (®V){ij = B® (®D)[-il . Identi-
^P ^P 

fions B®(®V) à B®(®D) via l'isomorphisme canonique et , de manière évi

dente, §V (resp. ®D) à un sous-espace vectoriel sur Qp (resp. sur KQ) 

de B ® (®V) = B®(§D) . Comme tout élément non nul du sous-(P -espace 
P 

vectoriel T de B est inversible dans B , on voit qu'il suffit d'établir 

le lemme suivant : 

6 . 2 . 7 . - LEMME. - Pour tout n 6 3N , tout i G Z , on a 

(®V){i} = T* . (®D)[-i] (où T i est le sous-CPp-espace vectoriel de  
B engendré par t 1 , avec t un élément non nul de T ) . 

Démonstra tion. - Comme D^(§V) s'identifie à ®D , on voit que 

l'on peut supposer n = 1 . 

G 
Si v 6 V ( i ) , on voit que t _ 1 v 6 (B ®V) = D ; on a 

F( t _ i v) = (p-i t- i) .v = p ' M f M et t _ i v G ( B ' ^ V ) 0 = D" 1 , donc 
Js. JS. 

t _ i v € D [ - i ] , ou v ^ T ^ D f - i l et V{i ] c T i . D [ - i ] . 

Si d G D[-i] , on a Fd = p _ 1 d donc F(tM) = txd ; comme 

d G D" 1 = ( B ' ^ V ) 0 c iB" 1 ® V , t xd e B°®D ; on en déduit que 
Js. Js. Js. Js. . 

tM € (B®V)[0] = V ; pour tout g £ G , on a g(tM) = gt x-gd = x^gH1** ; 

finalement t M a f i ] et T^Dt - i ] c V{i) . 

6 . 3 . - LE TORSEUR Xv, L . 

6 . 3 . 1 . - On conserve les hypothèses et notations gui précèdent et 

on note Isom(V , D ) la variété algébrigue, définie sur L , des isomor-
J_j J_i 

phismes de L® V sur D L : pour toute L-algèbre R , Isom(V^,D^)(R) 
P 

est donc l'ensemble des isomorphismes du R-module R®^ V sur R ® ^ D ^ 
P 
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Choisissons un élément non nul t de T ; pour tout n £ IN et tout 

i 6 ^ , soit x . : (Sv)f i ] — (§D)[- i ] l'application définie par v = t S .(v) 
n, i n, i 

(cf. lemme 6 . 2 . 7 ) . 

Pour toute L-algèbre R , notons X^ ^(R) le sous-ensemble de 

Isom(VL,D^)(R) formé des cp qui vérifient 

(C ) il existe une L-algèbre R' contenant R et_ X £ R' tels 

que, pour tout n ^ 0 , tout i , tout v 6 feV)(i) , on a 

cp(v) = X\„ .(v) 
n,i 

(où l'on a, bien sûr, identifié (§V){i} (resp. (®D)[-i] ) à un sous-Q^-

espace vectoriel de § (R 0 V) R&U (§w, V) (resp. de 
n p P p 

0 R ( R ® L D L ) R ^ f e ^ D ^ ) ) et noté encore cp l'application de n o R (RoQp V) v ' 

dans § (R® D ) déduite de cp par fonctorialité). 

On voit facilement que ^ est une sous-variété affine de 

IsomtV^D^) définie sur L (le fait qu'elle soit définie sur L résulte 

immédiatement de ce que, si r est le pgcd des entiers i tels qu'il 
n 

existe n vérifiant (®V){i} ^ 0 , on peut remplacer la condition (C Y ) 

par la condition suivante : 

(C' ) il existe \i £ R tel que, pour tout n ^ 0 , tout i € 22 , 

tout v 6 (§V){i) , on a cp(v) = ^ r i ^v)) • 

Il est également immédiat que ^ ne dépend pas du choix de 

l'élément non nul t de T . 

6 . 3 . 2 . - Pour toute L-algèbre R , si cp G X^ ^(R) et si 

s G Hy(R) = (Hy<g)L)(R) , alors cp-s £ ^(R) . On définit ainsi une action 

à droite de Hy<g>L sur X^ ^ . Muni de cette action, X^ ^ est un 

(H ®L)-torseur à droite défini sur L et IH s'identifie au groupe al-
V i-J i JL 

gébrique déduit de H^(8)L par torsion au moyen de ^ . 
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6 . 3 . 3 . - PROPOSITION. - Il existe une extension finie non ramifiée  

de L sur laquelle les groupes H^(g)L et_ ^ deviennent i so

morphes . 

Déjnons_tration. - Soit E = Qp^ l'extension maximale non ramifiée 

de contenue dans KQ . C'est une extension algébrique non ramifiée 

de L et il suffit de démontrer que le torseur Xv, LO E est trivial. Comme 

est connexe (prop. 3 . 7 . 4 ) cela se voit soit en utilisant le théorème 

de Lang ([11] , th. 12, p.386) qui dit que E est Ĉ  et un résultat c l a s 

sique de cohomologie galoisienne (Serre, [18] , n° 2 .3 . b, p.III . 14) , soit 

en utilisant le résultat bien connu qui dit que KQ est de dimension coho-

mologique ^ 1 et le théorème de Steinberg ([24] , th. 1.9) . 

6 . 3 . 4 . - Remarques. -

1) On peut donner des exemples de modules galoisiens admissibles 

V pour lesquelles on peut choisir le corps L de manière que le torseur 

^ ne soit pas trivial. 

g 

2) Il est facile de voir que les groupes ^ et ^ s'iden

tifient canoniquement, de même que les torseurs X, T et Isom®(w ®L,uj.n ) . 

6 . 4 . - UN SOUS-TORE DE HD, L . 

6 . 4 . 1 . - On conserve les hypothèses et les notations qui précèdent. 

Soit s le ppcm des pentes de D et soit Œ le groupe (algébrique) 
m, L 

multiplicatif sur L . Notons 

Y D,L m,L D^ 

le morphisme défini par : 

(C ) pour toute L-algèbre R , tout \ £ , tout a € s"" 1^ , 

\|F-n T U) est l'homothétie de rapport X S C L sur R ® D T . 
iJ , L. CL, ij 

L'image de iji^ ^ est soit triviale, soit un tore de dimension 1 , 
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suivant que le F-iso-cristal sous-jacent à D est ou n'est pas isotypique 

de pente 0 . 

6 . 4 . 2 . - PROPOSITION. - L'image de est contenue dans H . 
\—J i J_J i_y i J_i 

P^I^Jl^fË^i?!1 * ~ ^oit ^ une L-algèbre, soit X £ R* et soit 

g = ^U) . Il est clair que, pour tout n ^ 0 , l'automorphisme de 

R®(®DT) induit par g est l'homothétie de rapport \SCL sur R®(§D) T , 
n n a ' 

pour chague s " % . Pour tout i Ç "Z , (®DT)[ilo (<g>D) et g 
-L" i / L 

induit donc l'homothétie de rapport \ s l sur R®(<g)D )[i] et vérifie la 

condition (C^ _) du n° 6 . 2 . 3 . 

6 . 5 . - PASSAGE A LA LIMITE : LE PRO-TORE DES PENTES. 

Il est commode, en particulier pour mieux comprendre l'application 

^ que l'on vient de définir, de "passer à la limite" sur tous les mo

dules admissibles. 

6 . 5 . 1 . - On a déjà introduit, au n° 3 . 8 . 3 , le groupe pro-algébrique 
g 

IH défini sur , enveloppe de l'image de Galois dans la catégorie 
Rep (G) des modules galoisiens admissibles. Rappelons que c'est le 

B 
groupe des ®-automorphismes du foncteur fibre qui, à tout objet V de 

Rep (G) , associe le Q -espace vectoriel sous-jacent. B p 

6 . 5 . 2 . - On peut également passer à la limite dans la catégorie 

M^ g des modules filtrés admissibles et définir un autre groupe pro

algébrique qui deviendra isomorphe à sur une extension convenable. 

Toutefois, comme les dénominateurs des pentes des objets de MF ne 
K, B 

sont pas, en général, bornés, il n'est plus possible de travailler avec une 
extension finie L de CD contenue dans K . 

P ° 

C'est pourquoi nous introduisons la fermeture algébrique de Qp dans 

K que nous notons P . C'est une extension abélienne de Q . o o p 
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6 . 5 . 3 . - Soit D un F-iso-cristal sur k . Si a Ç Q est de la forme 

r/s , avec r ç Z , s 6 IN* , r et s premiers entre eux, on a défini au 

n°4 .1 .1 le sous-Q -espace vectoriel D = [d £ D | F s d = p rd} et vu que pS a 

l'application canonique de © (K ® D) dans D est un isomorphisme. 
a€Q ° % s 

On pose D _ = P (g). D et = 0 D _ ; alors s'identifie 
a,P^ o Q a P̂  ^ a,P P_ o ^ p S o a € Q o o 

à une P -forme de D , i . e . K <g> s'identifie à D . 
° ° Po Po 

6 . 5 . 4 . - La catégorie des F-iso-cristaux sur k est Q -linéaire 
P F 

tannakienne et la correspondance D — D p définit un foncteur fibre uj 
o Po 

sur cette catégorie à valeurs sur SpecP . On note Y p

 i e groupe pro-
° o 

algébrique des <g>-auto morphisme s de ce foncteur fibre. 

On vérifie facilement que, pour toute PQ-algèbre R , se donner un 

élément g 6 Y p (R) revient à se donner une suite ^s ' S £]]\ j d'éléments de 

R* vérifiant Xe = X , si s ,r G IN , r^ 0 : pour tout F-iso-cristal D , 
rs s 

g induit alors l'homothétie de rapport Xr sur R®D / 

S r / S , 

En d'autres termes, si l'on note ^ le groupe pro-algébrique 
' o 

ID(Q) , i . e . le groupe lim G , où, pour tout s , G est le groupe 
Fo s ç IN* S S 

r 
multiplicatif sur P , le morphisme de Œ dans G étant X *-*- X , o rs s 

on a un isomorphisme canonigue 

o o o 

Celui-ci peut se décrire ainsi : si D est un F-iso-cristal sur k et si 

s est le ppcm des pentes de D , le composé Œ _ — Y — ŒIL 
m ' P o P D P 

se factorise à travers G c et le morphisme induit de G = Œ D dans 
^ m t *q 

GIL^ se déduit par extension des scalaires du morphisme \|j défini 
Dp J-J / L, 

o 
au n° 6 . 4 . 1 . 
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6 . 5 . 5 . - La correspondance qui, à tout module filtré admissible D 
associe le P -espace vectoriel D p , définit un foncteur fibre uû  sur la 

Po -P Q g 
catégorie MF à valeurs sur SpecP n . On note H le groupe pro-K., B u Dieud 
algébrique (défini sur P ) des ®-automorphismes de ce foncteur fibre. 

Pour chaque module filtré admissible D , notons s(D) le ppcm des 

pentes de D et L l'unique extension de Q de degré s(D) contenue 
P g 

dans K (donc aussi dans P„). Il est clair que H^. . s'identifie à o o Dieud 
la limite projective, en un sens évident, des groupes algébriques 

IFL ® P , pour D parcourant les modules filtrés admissibles. 
' D L D 

g 
Il résulte de la proposition 6 .2 .5 que les groupes IH ® B et 

B v H_. , (8l B s'identifient. Dieud T 0 

En outre, comme le foncteur Wp s'obtient en composant le foncteur 
o F qui à D associe le F-iso-cristal sous-jacent avec le foncteur & , Yp 

est un sous-groupe de H?L . . o o 
Dieud 

§ 7 - m o d u l e s p o t e n t i e l l e m e n t a d m i s s i b l e s 

Dans ce paragraphe, on note I le groupe d'inertie de l'extension 

K/K . On pose E = K n f , corps des fractions de l'anneau des vecteurs de 
° - - I Witt à coefficients dans le corps résiduel k de K et P = C . L e corps 

P est aussi l'adhérence de dans C et P/P est une extension finie 
o 

de degré e . On note P la fermeture algébrique de P dans C ; c'est un 

corps algébriquement c los , dense dans C , stable par G , et Gal(P/P) 

s'identifie à I . 

Dans tout ce paragraphe, les lettres K' , K" désignent des corps 

locaux contenant K et contenus dans C . 

Si K' est un tel corps et si k' est son corps résiduel, on note 
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K' le corps des fractions de l'anneau des vecteurs de Witt à coefficients o 
dans k' et K' la fermeture algébrique de K' dans C . On note G 

K 
(resp. I ) le groupe de Galois (resp. d'inertie) de l'extension K'/K' . 

K. 
Le groupe G s'identifie à un sous-groupe fermé de G et le groupe Js. 
I = GDI , est ouvert dans I . L'application K' G est une b i j ec -
1s. Js. K 

tion de l'ensemble des corps locaux K' contenant K et contenu dans C 

sur celui des sous-groupes fermés G' de G tels que G'DI est ouvert 
G' 

dans I (la bijection réciproque associe à G' le corps C ) . 

Si K' c K" , on dira que l'extension K"/K' est quasi-galoisienne 

si G^„ est invariant dans G , ; il revient au même de dire que la fer-
K Js. 

meture algébrique de K' dans K" est galoisienne sur K' et , par abus 

d'écriture, nous poserons alors Gal(K"/K') = G /G . 
K K 

Enfin, nous appelons module galoisien (resp. module filtré, module 

galoisien filtré, anneau de Barsotti-Tate) au-dessus de K' , ce que l'on 

obtient en remplaçant K par K' dans la définition des modules galoisiens 

(resp. modules f i l t r é s , . . . ) . Nous notons Rep(G ) la catégorie des modu-
Js 

les galoisiens au-dessus de K' qui sont de dimension finie sur Q , 
avec action de G continue et MF la catégorie des modules filtrés 

Js. Js\ 
de dimension finie au-dessus de K' . 

7 . 1 . - MODULES POTENTIELLEMENT FILTRES. 

7 . 1 . 1 . - Nous appelons module potentiellement filtré (au-dessus de K 

s ' i l y a risque de confusion sur la base) la donnée d'un ^-espace vectoriel 

de dimension finie E muni 

i) d'une application F : E E , bijective, a-semi-linéaire ; 

ii) d'une filtration (E^). de E- = P® E par des sous-P-espaces 

vectoriels, décroissante, exhaustive et séparée ; 

iii) d'une action de G semi-linéaire ( i . e . additive et telle que 

gUd) = g^-gd si g G G , \ G PQ # d £ E) et continue, telle gue 

l'image de I (dans le groupe des P^-automorphismes de E) soit 
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un groupe fini, qui commute à l'action de F ( i . e . on a 

F(gd) = g(Fd) si g £ G , d£E) et qui est compatible avec la 

filtration ( i . e . si l'on prolonge l'action de G à E - par semi-

linéarité, on a g(E^) = E^ , si g G G , i E Z). 

7 . 1 . 2 . - Les modules potentiellement filtrés forment, de manière évi

dente, une catégorie que nous notons MPF . La catégorie MPF est 

additive, admet des noyaux et conoyaux, mais n'est pas abélienne. Toutes 

les considérations développées au n° 1.2 sur les modules filtrés se trans

posent, sans difficulté, aux modules potentiellement filtrés. En particulier, 

on a une notion de produit tensoriel, de hom interne, de contragrédient et 

MPF^ est une <g>-catégorie Q -linéaire rigide. 

7 . 1 . 3 . - Soit E un module potentiellement filtré. Nous disons que 

E est défini sur K' si I opère trivialement sur E . 
JK. 

Si E est défini sur K' et si K' c_K" , E est aussi défini sur K" . 

Pour tout module potentiellement filtré E , il existe une extension 

finie galoisienne K' de K sur laquelle E est défini. 

Pour les modules potentiellement filtrés, la propriété d'être défini 

sur K' est stable par sous-objet, quotient, produit tensoriel, hom interne, 

contragrédient. 

7 . 1 . 4 . - Supposons l'extension K'/K quasi-galoisienne et posons 

J = Gal(K'/K) . Nous appelons module K'-filtré au-dessus de K la donnée 

d'un module filtré D de dimension finie au-dessus de K' muni d'une 

action semi-linéaire continue de J ( i . e . l'action de J sur le K^-espace 

vectoriel sous-jacent est Galois-semi-linéaire continue, elle commute à 

l'action de F et, lorsqu'on l'étend à D = K' ® D par semi-linéarité, 
o 

elle respecte la filtration). 

Les modules K'-filtrés au-dessus de K forment, de manière évidente, 
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une catégorie additive avec noyaux et conoyaux et c 'es t , de la même ma
nière gue MF , une ®-catégorie CD -linéaire rigide. 

K. P 

7 . 1 . 5 . - Supposons toujours l'extension K'/K guasi-galoisienne. A 

tout module K'-filtré D au-dessus de K , on associe un module poten

tiellement filtré E _ K ' / K ^ ' ^G *a man^re suivante : 

• le PQ-espace vectoriel sous-jacent à E_̂ , ,^(D) est E = PQ^, D ; 
o 

• l'action de F est définie par FU®d) = a\®Fd si \ £ PQ , d £ D ; 

• la filtration de E- = P®DE = P®„, D = P® D est définie par 
r r_ K JS JS 

_ • ° O 
E^ = P®^, , pour tout i e %> ; 

r Js Js 

• l'action de G sur E est définie par gU®d) = q\ ® gd , si 

g € G , X £ PQ , d ç D ( et où l'on a noté g l'image de g dans 

Gal(K'/K) . 

Il est clair gue le module potentiellement filtré E /^(D) est défini 
K / K 

sur K' et gue la correspondance D *-+• E^, ^^(D) est fonctorielle. 

7 . 1 . 6 . - PROPOSITION. - Supposons l'extension K'/K guasi-galoisien

ne . Le foncteur E ^ , ^ induit une ®-équivalence entre la ®-catégorie  

des modules K'-filtrés au-dessus de K et celle des modules poten

tiellement filtrés au-dessus de K définis sur K' . 

7 . 1 . 7 . - Démonstration. - Posons G' = G„, et I' = lvl . A tout 
Js. Js. 

module potentiellement filtré E défini sur K' , on associe un module 
K'-filtré Desc (E) au-dessus de K de la manière suivante : 

K 
G ' 

• le K'-espace vectoriel D sous-jacent à Desc , (E) est E 
o Js 

gue l'on munit de l'action de F et de l'action de Gal(K'/K) = G/G' 

évidente ; 

• la filtration de D = K' ®K. EG' = (K1 ®K. E)G" = (K'P0®pE)G" 

= (Pr®pE)G' = (P®pE)G' = (E-)G' est définie par D* = (Ei)G' , 

pour tout i c i . 
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Le groupe d'inertie I' opère trivialement sur E et on a donc 
G ' G1 /1 ' 

E = E . Comme E est un espace vectoriel de dimension finie sur 
P Q sur lequel G ' / I ' = Gal(P/K' ) = Gal(K^nr/ÏC^) opère semi-linéaire ment 

et continûment, on sait ([21] , t h . l , p.III-31) que l'application canonique 
C1 

de PQ®^1 dans E est un isomorphisme. 
o 

Le même raisonnement montre que, pour tout i £ 2£ , l'application 
i G' i l ' 

canonique de K'PQ®^, (E-) dans (E-) est un isomorphisme ; comme 

E- = P® E , on a ( E - ) 1 = P 1 E = K ' P ® E et E - s'identifie à 

P ® (E-) ; comme E^ est stable par V = Gal(P/K'P) , on en déduit que 
K RQ P F u 

EL est rationnel sur K'P , i . e . s'identifie à P ^ l r > ( E ^ ) ; finalement E^ 
P - i G' P 

s'identifie à P(S)V, (E5 ) 
K P 

Il résulte de ces considérations que, pour tout module potentiellement 

filtré E défini sur K' , El , A r (Desc (E)) s'identifie à E et la propo-

sition s'en déduit facilement. 

7 . 1 . 8 . - Remarques. -

i) Comme, pour tout module potentiellement filtré, on peut trouver 

une extension finie galoisienne sur laquelle il est défini, la catégorie 

MPF s'identifie à la limite inductive (en un sens évident) des catégories 
K 

des modules K'-filtrés au-dessus de K , pour K' parcourant les exten

sions finies galoisiennes de K contenues dans K . 

ii) Soit E un module potentiellement filtré défini sur K1 . Si 

l'extension K'/K n'est pas quasi-galoisienne, on peut encore associer à 

E un module filtré au-dessus de K' , De se (E) , qui est défini comme 
K 

dans le cas où K'/K est quasi-galoisienne, à ceci près que, comme G 
K 

n'est pas invariant dans G , on ne peut plus parler de l'action de G/G 

7 . 2 . - LES (K/K) -ANNEAUX DE BARSOTTI-TATE. 

7 . 2 . 1 . - Appelons (K/K)-anneau galoisien filtré la donnée d'une P -
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algèbre associative, commutative et unitaire B munie 

• d'une application bijective F : B B , o-semi-linéaire, compati

ble avec la structure d'anneau ; 

• d'une filtration de B- = P® p B par des sous-P-espaces vectoriels 
i p po 

(B-) , décroissante, exhaustive et séparée, compatible avec la 

structure d'anneau ( i . e . telle que B^B^ c_ B^ J , si i , j G ^ ) ; 

• d'une action de G , Galois-semi-linéaire, compatible avec la 

structure d'anneau, qui commute à l'action de F et qui, lorsqu'on 

l'étend par Galois-semi-linéarité à B- respecte la filtration. On 

suppose en outre que l'action de G est continue sur tout sous-

Pj-espace vectoriel de dimension finie stable par G . 

7 . 2 . 2 . - Exemple. - L'anneau K^ r[T ,T~ ^ ] = P o [ T , T _ 1 ] introduit au 

n° 2 . 2 . 2 peut être muni d'une structure de (K/K)-anneau galoisien filtré : 

• pour tout TJ X.t* <E P 0[T,T , on pose 

( F d A . t 1 ) = Z p W . - t 1 , 

( gdA. t 1 ) = Z x ^ g J - g ^ - t 1 , si g ç G ; 

• la filtration de B- = P® p P c fT / T~ 1 ] = P[T,T~ 1 ] étant définie par 
o 

(P[T,T~ 1 ] J 1 = P[T] = { Z XX1} , pour tout Ì 6 Z . 

7 . 2 . 3 . - Nous appelons (K/K)-anneau de Barsotti-Tate la donnée d'un 

(K/k)-anneau galoisien filtré B , contenant P [ T , T _ 1 ] , vérifiant les trois 

propriétés suivantes : 

(Gai) on a B G = K , o 

(Fil) si B q = { b ç B | F b = b } , on a B Q n = Q}p , 

(Tate) il existe un monomorphisme 0 : gr(B-) — C [ T , T - 1 ] gui, lors-

gu'on le restreint à P [ T , T _ 1 ] = ^ T J ' 1 ] , est l'isomorphisme évident 

de g r ( P [ T , T - 1 ] ) sur P [ T , T - 1 ] considéré comme une sous-algèbre graduée 

de C t ^ T " 1 ] . 
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7 . 2 . 4 . - Si B est un (K/K)-anneau de Barsotti-Tate, pour chaque 

corps local K' contenant K et contenu dans C , B peut être muni 

d'une structure d'anneau de Barsotti-Tate au-dessus de K' (que nous apel-

lerons la structure canonique) : l'anneau B est déjà une KQ-algèbre munie 

d'une action de F , l'action de G' = GaKK'/K') est la restriction de 

l'action de G et la filtration de B „ , = K'<g> , B = K'P<g> B cz P ®_ B = B- est 

la filtration induite par celle de B - , i . e . on a B* = B n B^ , pour tout 

i G Z . 

Si K' c K" , on voit que B ^ , = B ^ fl B^„ . On a B^„ = K " p \ . p

B

K . 

et K " P ^ l B^, e B ^ „ , pour tout i ; on prendra garde que cette inclusion 

es t , en général, stricte. 

7 . 2 . 5 . - Etant donné une KQ-algèbre associative, commutative et uni

taire B , se donner sur B une structure de (K/K)-anneau de Barsotti-

Tate revient à se donner, pour chaque K' , une structure d'anneau de 

Barsotti-Tate au-dessus de K' sur B , avec des relations de compatibili

té évidentes. 

7 . 2 . 6 . - Nous dirons qu'un (K/K)-anneau de Barsotti-Tate est adapté  

aux groupes p-divisibles s i , pour chaque corps local K' contenant K et 

contenu dans C , B , muni de sa structure canonique d'anneau de Barsotti-

Tate au-dessus de K' , est adapté aux groupes p-divisibles définis sur 

l'anneau des entiers A' de K' . 

Nous démontrerons ailleurs qu'un tel anneau existe effectivement. 

7 . 3 . - MODULES GALOISIENS POTENTIELLEMENT ADMISSIBLES. 

Dans ce n° et dans le suivant, B est un (K/K)-anneau de Barsotti-

Tate fixé. 

7 . 3 . 1 . - Pour tout module galoisien V , de dimension finie, au-
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dessus de K , notons E_D(V) la limite inductive, pour I1 parcourant les 
B r 

sous-groupes ouverts de I , de (B®^ V) 

% 

Soit d la dimension de V sur Q p . Pour tout sous-groupe ouvert 

I1 de I , V , muni de l'action de I' définie par restriction, est un 

module galoisien de dimension d au-dessus de ; comme B est muni 

d'une structure d'anneau de Barsotti-Tate au-dessus de , on a 

dim (B® V)* ^ d (prop. 3 . 2 . 1 ) . On a donc dim nE (V) ^ d et il existe 
% % % B r 

un sous-groupe ouvert I' de I tel que E_(V) = (B ® V) 
D Ci) 

P 
On en déduit que E_ es t , de manière évidente, un foncteur additif B 

de la catégorie Rep(G) dans MPF . 
K. 

7 . 3 . 2 . - PROPOSITION. - Soit V un module galoisien de dimension  

finie sur Q)p . Les conditions suivantes sont équivalentes : 

i) il existe un sous-groupe ouvert I' de I tel gue V , en tant 
T I 

gue module galoisien au-dessus de C , est B-admissible ; 

ii) il existe une extension finie K' de K contenue dans C telle que 

V , en tant gue module galoisien au-dessus de K' , est B -

admissible ; 

iii) on a dim^ E_n (V) = dim V . 
po B % 

Démojis_trat_ion. - L'équivalence de (i) et (iii) est claire. Si K' 

est une extension finie de K et si G' = G , I' = I , , l'application 
G' i 

canonique de P<8u. (B V) dans (B®^ V) 1 ' est un isomorphisme et 
° o % % 

l'équivalence de (i) et (ii) en résulte. 

7 . 3 . 3 . - Nous dirons qu'un module galoisien, de dimension finie sur 

, au-dessus de K est potentiellement B-admissible (ou potentielle ment  

admissible s ' i l n'y a pas de risque de confusion sur B ) s 'il vérifie les 

conditions équivalentes de la proposition 7 . 3 . 2 . 

Nous notons Rep^ Q t (G) la sous-catégorie pleine de Rep (G) dont 
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les objets sont les modules galoisiens potentiellement admissibles. 

Si K1 est un corps local contenant K et contenu dans C , nous 

disons gu'un module galoisien potentiellement admissible devient admissible  

sur K' si V , en tant gue module galoisien au-dessus de K' , est In

admissible et nous notons Rep^ P O t (G) la sous-catégorie pleine de 
B 

Rep (G) dont les objets sont ceux qui deviennent admissibles sur K' . 

Il résulte de la définition que R e p p Q t (G) s'identifie à la limite induc

tive des catégories Rep^ p 0 t ( G ) , pour K' parcourant les extensions finies 
D 

de K contenues dans K . 

Il résulte des propositions 3 . 4 . 1 et 3 .4 .3 que les catégories 

Rep^ P O t ( G ) et Rep P Q t (G) sont stables par sous-objet, quotient, somme 

directe, produit tensoriel, hom interne, contragrédient. 

7 . 3 . 4 . - Soit E un module potentiellement filtré, soit I' le noyau 

de la représentation associée de I dans le P-espace vectoriel sous-jacent 
r 

à E et soit K' = C . Nous dirons gue E est faiblement admissible 

(resp. B-admissible) si le module filtré au-dessus de K' sous-jacent à 

Desc (E) est faiblement admissible (resp. B-admissible). 
IS. 

Si E est faiblement admissible et si K' c_ K" c C , avec K"/K 

quasi-galoisienne, le module filtré au-dessus de K" sous-jacent à 

Desc (E) est aussi faiblement admissible. Il résulte alors facilement de 
K f 

la proposition 4 . 3 . 1 gue la sous-catégorie pleine MPF .̂ de MPF̂ . , dont 
les objets sont ceux qui sont faiblement admissibles, est abélienne. 

Nous notons MPF la sous-catégorie pleine de MPE. dont les 
K , D K 

objets sont ceux qui sont B-admissibles. D'après la proposition 4 . 4 . 5 , 

c ' es t , en fait, une sous-catégorie de MPff . 

7 . 3 . 5 . - Il résulte maintenant immédiatement des résultats du §3 et 

de la proposition 4 . 5 . 1 le théorème suivant : 
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THEOREME. - La catégorie MP F est stable par sous-objet et 

K , D 

quotient (pris dans la catégorie MPF^), somme directe, produit ten-

soriel, contragrédient. Par restriction, le foncteur E_n induit une ®-
ot 

éguivalence entre la catégorie Rep^ (G) et MPF^ ^ . 

7 . 3 . 6 . - Remargues. -

i) Soit E un module potentiellement filtré B-admissible et soit V 
le Q [G] -module 

P 
V = (B® E) fi ( B & l E ) ? , 

r O Y Y 
avec (B ® E) = { d € B ^ E | Fd = d} et (B®_E)2 = L B"- 1 ®- E^ . La 

PO ° F 0 *0 P içjfc Y Y Y 
correspondance E V définit un quasi-inverse du foncteur E_ . 

D 

ii) Soit K' un corps local contenant K et contenu dans C . Si 

V est un module galoisien potentiellement admissible, V devient admis

sible sur K' si et seulement si E (V) est défini sur K' . Lorsque K'/K 
D 

est quasi-galoisienne, on en déduit une ^-équivalence entre la catégorie 
K'-pot K1 

Rep _ (G) et la catégorie MPF des modules K'-filtrés au-dessus 
B Is., B 

de K dont le module filtré au-dessus de K' sous-jacent est B-admissi
ble. Elle est induite par le foncteur V De se (E (V)) . Il est clair que 

K' G' 
P (V) = (B <g) V) (où G' = G ) es t , de manière naturelle, un module 

B cp K 
p 

K'-filtré au-dessus de K . Le foncteur V Desc„, (E^(V)) s'identifie 
K' K 

À 4 • 

iii) Lorsque k est algébriquement c los , on a G = I et PQ = KQ . 

Si V est un module galoisien potentiellement admissible et si 1̂  dési

gne le noyau de la représentation ^-linéaire de G dans E.g(V) / ^ 

devient admissible sur K' si et seulement si G^, est contenu dans 1̂  

et , s ' il en est ainsi, (V) = Desc^., (E^(V)) s'identifie à Eg(V) . 
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7 . 4 . - UNE MESURE DE LA NON-ADMISSIBILITE. 

Dans tout ce n° , V est un module galoisien potentiellement admis

sible de dimension h sur Q et on pose E = E(V) . 
P B 

7 . 4 . 1 . - On note I le noyau de l'action de I sur E . Alors E 

es t , en particulier, un espace vectoriel de dimension h sur P sur lequel 

le groupe fini I / I^ opère linéairement, et on note cp̂  : I / I^ — P q le ca 

ractère de cette représentation. 

7 . 4 . 2 . - Remarque. - Notons encore cp^ : I —' 1Q l'application définie 

par cp^(g) = cp.y(g) , où g désigne l'image de g dans I / I^ . Il est 

immédiat 

i) que cpv* = cp* ( i . e . on a cpy^(g) = cpy(g *) , si g € I) ; 

ii) que, si et sont deux modules galoisiens potentiellement 

admissibles, on a cpy 0 y = cpy +(py et cpy ^ = . cpv . 
X 2 1_ 2 X 2 X 2 

7 . 4 . 3 . - Soit K' une extension finie galoisienne de K contenue 

dans C et soit G' = G^, . Notons J (resp. J Q ) le groupe de Galois 

(resp. d'inertie) de l'extension K'/K . On a J = G/G' et 

J Q = IG'/G' - I/G' n i . 

Supposons que V devienne admissible sur K' ; cela équivaut à dire 

que G ' fl I c I . Par conséquent, i / I^ s'identifie à un quotient de J Q 

et on peut, de manière évidente, considérer cp^ comme un caractère de 

J à valeurs dans R . J o o 

K' G ' 
D'autre part, D (V) = E es t , en particulier, un K'-espace vec-D O 

toriel de dimension h sur lequel G/G' = J opère semi-linéairement. On 
K' 

peut donc aussi considérer D (V) comme un vectoriel sur K de dimen-
B o 

sion h . ( J : J Q ) sur lequel J opère linéairement et nous notons 
K' 

V|F : J KQ le caractère de cette représentation. 
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7 . 4 . 4 . - PROPOSITION. - Avec les hypothèses et les notations qui 
K1 J 

précèdent, on a I|J = Ind cp^ , caractère de la représentation de J 
J o 

induite par une représentation de J Q de caractère cp̂  . 

K1 

P j ^ ^ ^ l Ë y ^ I 1 • " Posons D = (V) . Comme E s'identifie à 
£>8u, D / cp,7

 e s t aussi le caractère de la représentation K' -linéaire de J o V o o 

définie par D . La proposition résulte alors du lemme suivant : 

7 . 4 . 5 . - LE M ME. - Soit L ' une extension finie qaloisienne d'un  

corps commutatif L de caractéristique 0 et soit H = Gal(L'/L) . 

Soit J un groupe fini extension de H par un sous-groupe invariant 

J Q • Soit D un espace vectoriel de dimension finie sur L' sur  

lequel J opère semi-linéairement ( i . e . on a gUd) = gX-gd , s_i g 

est un élément de J d'image g dans H, s_i X £ L' et si d G D ) . 

Soit cp le caractère de la représentation L'-linéaire de J Q définie  

par D et soit \|i celui de la représentation L-linéaire de J défi

nie par D . Alors \jj = Indj cp . 

7 . 4 . 6 . - Démonstration. - Soit d^d^, . . .^^ une base de D sur 

L' . Soit g G J Q et posons g(d.) = Z ^ j ^ i ' a v e c ^ij € L ' • S o i t mainte

nant sel; les s-dj , pour j = l , 2 , . . . , h , forment une base de D sur 

L' et on a 

(sgs ^(sd.) = s(gd.) = Z -sd- ; 

on a donc cp(sgs~l) = S , alors gue l'on avait cp(g) = E ^ . D'où 

(1) cp(sgs _ 1) = s(cp(g)) . 

Munissons alors l'anneau L 'g^L' d'une structure de L'-algèbre en 

posant \(|j(g)v) = A.mg>v , si X , , v € L' . En tant que L'-algèbre, L'®^L' 

est canoniguement isomorphe à f l L' , avec L' = L' , la projection 
T T 

TGH 
n : L' (g) L' L' étant définie par TT {X = X. i | j . Pour tout x 6 H , 

T -L T f 
nous notons e l'idempotent correspondant à n ( i . e . l'unique idempo-

t i 
tent primitif de L' ®T L' tel que n (e ) = 1 ) . 

L T T 
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Faisons opérer J sur L'<g>^L' en posant gU&iJ) = À. & , si gGJ 

et X t\i G L' . Pour tout t G H et tout g G J , gê _ est un idempotent ; 

si ê _ = Z * o n a 9 e

T = X/ X.®g[~L et , comme £ ^ .x(pJ = 1 / 

on a L X^txg ĝMl-u) = 1 . On en déduit que gê _ = e

T ~ - l • 

Soit D' = L '®^ D sur lequel on prolonge l'action de J par linéarité. 

Le caractère de la représentation L'-linéaire de J ainsi définie est encore 

\|i . Comme D est un L'-espace vectoriel sur lequel J opère semi-linéai-

rement, D' est un (L' <g>̂  L')-module libre sur lequel J opère semi-linéai-

rement. S i , pour tout t G H , on pose D' = e D' , c 'est un sous-L'-espace 
T T 

vectoriel de D' et D' = ® D' . 
tGH T 

Soit g G J et soit d 6 D' . On a gd = g(e d) = e _-, .gd . En 
t T T g

 1 

particulier, si g , g permute les D1 et on a donc cp(g) = 0 . 

En revanche, chaque D' est un sous-L'[J ] -module de D' . Nous 
t o 

notons le caractère de la représentation L'-linéaire de J Q définie par 

D' . Pour chaque x G H , soit 8 : D — D' l'application qui à d 

associe e^_(l®d) . Il est immédiat que est bijective, additive, commute 

à l'action de J et vérifie 6 (Xd) = tA. . 0 (d) , si X G L' , d G D . On 
O T T 

en déduit que Tl^(g) = x(cp(g)) • Si s est un relèvement de x dans J , 

on a donc, d'après (1), 'Hj.ta) = cp(sgs~^) . 

Finalement, si S désigne un système de représentants de H dans 

J , on a 
(0 si g i J , 

•(g) = , 
f L cp(sgs x ) si g G J n , 
sGS ° 

ET ON A DONC BIEN \|I = INDJ cp . 
•"O 

7 . 4 . 7 . - SI R]̂  ET SONT LES CARACTÈRES DE DEUX REPRÉSENTATIONS 

LINÉAIRES D'UN GROUPE FINI H (SUR UN CORPS DE CARACTÉRISTIQUE 0 ) , ON NOTE 

(•N^iT^) L E U R PRODUIT SCALAIRE ; ON A DONC 
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<n1, n2> = i 
(H:l ) 

E 

g<EH 
•n^g ) r i 2 (g) 

et c ' e s t un ent ier ^ 0 . 

Soit P y = C et soit s w v : I/IV — TL ( resp . a y : I / ï — Z ) le 

ca rac tè re de la représenta t ion de Swan ( resp. d'Art in) de l ' ex t ens ion Py/P 

(c f . par e x e m p l e , [ 1 4 ] , p. 2 et 3 ou [5 ] , c h a p . I I , n ° 6 . 1 ) . On sa i t que 

a v = s w v + u v ' o ù 

i - l s i g f 1 , 

u v ( g ) = 
1 ( I / I y ) - 1 s i g = 1 . 

e s t le ca rac tè re du quotient de la représentat ion régulière de I / I y P a r ^ a 

représentat ion uni té . On pose 

6 p (V) = ( S W V , Ï V ) 

6 4 V ) = ( а у , Ф у ) 

e p ( V ) = ( l y c p ^ ; 

ce sont des ent iers > 0 et on a ô ' (V) = ô (V) + e (V) . 
P P P 

7 . 4 . 8 . - PROPOSITION. -

i) On a ô' (V) = 0 * e (V) = 0 * V e s t admis s ib l e . 
P P 

ii) On a ô (V) = 0 s i et seulement s ' i l e x i s t e une ex tens ion finie P 

modérément ramifiée de K sur laquel le V devient admis s ib l e . 

i i i ) Soit V le semi-s impl i f ié du module ga lo i s i en V ; on a 

ô (V) = ô (V) , ô' (V) = ô' (V) et e (V) = e (V) ; l ' en t ie r e (V) 
P P P p — p p ^ p 

e s t inférieur ou égal à la codimension, dans V , du plus grand  

sous-module ga lo i s i en admiss ib le de V . 

7 . 4 . 9 . - DéjnonsJtraUon. - Si V e s t a d m i s s i b l e , on a 

e (V) = ö' (V) = 0 . Si ô' (V) = 0 , on a , a fort iori , e (V) = 0 . Si 
P P P T P 

e (V) = 0 , c e l a s ignif ie que E = E , donc que I.. = I et V e s t admis-
P v 

s i b l e , d'où (i) . 
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L'assertion (ii) résulte trivialement de ce qu'un caractère absolument 

irréductible de I / I^ intervient dans sw^ avec une multiplicité ^ 0 si 

et seulement si le noyau de la représentation qu'il définit ne contient pas 

le p-groupe de Sylow de I / I^ . 

Comme les représentations 1^-linéaires, de dimension finie, d'un grou

pe fini sont semi-simples, E(V) et E(V) sont isomorphes en tant que 
B B 

ï^[I]-modules à gauche et les égalités de l'assertion (iii) en résultent. Enfin, 

si V est semi-simple, si V est le plus grand sous-module galoisien 

admissible de V et si E' = EL(V') , on a E' c_ E 1 . Comme 
B 

dim E = dimm V et dim E' = dim V , on a 
Fo *o % 

e (V) = dim E - dim E 1 <, dim^E -dim n E' = dimm V - dimm V , 
P % % Ç> % % % 

d'où la proposition. 

7 . 4 . 1 0 . - PROPOSITION. - Soit K' une extension finie qaloisienne  

de K sur laquelle V devient admissible et soit f le degré de  

l'extension résiduelle. Soit s w ^ i / ^ (resp. a £ i ^ ) le caractère de la  

représentation de Swan (resp. d'Art in) de l'extension K'/K . On a 

V v ) = f < s w K 7 K ' * v > * 6 p ( v ) = f < a K ' A ' * v > • 

7 . 4 . 1 1 . - Démonstration. - Reprenons les notations du n ° 7 . 4 . 3 ; 
£i j 

comme d'après la proposition 7 . 4 . 4 , è = Ind cp , on a, d'après la loi 
J Q V 

de réciprocité de Frobenius, 
( s w K ' A ' * v > = < s w K ' A ' I n d J 0 V = < R e s j o

s w

K ' / K ' V • 

G'H I 
Si l'on identifie J q à I / G ' n i et si l'on pose P' = C , on 

voit facilement que Res sw ^ = f-sw , . On a donc 
J 0 K /K P /F 

K' 

^ S W K ' / K ' ^ = '̂ ̂ s w p ' / p /C^v^ ' ^ r e S t ^ e c a r a c t ^ r e d'une représen

tation de Gal(P'/P) dont le noyau est I /G'fl I ; si X est une représen

tation linéaire de Gal(P'/P) dont le caractère est sw , , on sait que 

I v /G 'ni F / P 

le caractère de X est sw , = sw . On a donc bien 
F v / F V 

K' 
(sw ^ , ik ) = f • (sw.. , cp ) = f-ô (V) . La deuxième formule se démontre Js. /i\ V V V p 
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de la môme manière. 

7 . 4 . 1 3 . - Remarques. -

i) Soit X (resp. X') un espace vectoriel de dimension finie sur PQ 

sur lequel I / I opère linéairement, le caractère de la représentation ainsi 

définie étant sw^ (resp. a^) . On a ô

p ( v ) = dimp(Homp(X ,E)) 1 et 

6' (V) = dim_(HomD(X' ,E)) 1 . 
P Po Po 

ii) Soit K' une extension finie galoisienne de K sur laquelle V 

devient admissible et soit Y (resp. Y') un espace vectoriel de dimension 

finie sur KQ sur lequel Gal(K'/K) opère linéairement, le caractère de la 

représentation ainsi définie étant S W £ ' / K (resp. a^.^/jJ ( u n tel espace 

existe d'après [5] , n° 7 . 5 , cor. au th .2 ) . Si f est le degré de l'extension 

résiduelle, on a 

ô (v) = 4 ' d i r T V ( R o n V ( Y , p J ' ( v ) ) ) G , 
p f KQ KQ B 

ô'(V) = i - d i m „ (Hom__ (Y ' ,p^ ' (V)) ) G . 
P o o 

iii) Conservons les hypothèses et notations qui précèdent. Il est 

probable que l'on peut toujours construire un espace vectoriel Z (resp. Z') 

de dimension finie sur K' sur lequel Gal(K'/K) opère semi-linéairement, 
o 

le caractère de la représentation KQ-linéaire ainsi définie étant s w ^ / % 

(resp. a K . ^ ) . On a alors 
(ô (V) = dimK (HomK. (Z,Dg'(V))) G , 
) • o o 

( ô ' (V) = dinv ( H o n V . ( Z \ P ^ ( V ) ) ) G . 
\ p o o 

7 . 5 . - APPLICATION AUX VARIETES ABELIENNES. 

Dans ce n° , B est un (K/K)-anneau de Barsotti-Tate adapté aux 

groupes p-divisibles (cf. n ° 7 . 2 . 6 ) . 
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7 . 5 . 1 . - Si G est une variété abélienne définie sur K et si Z 

est un nombre premier (y compris, si Z — p), on note 

Tg(G) = Hom((P /&g FG(K)) le module de Tate de G . 

PROPOSITION. - Soit G une variété abélienne sur K ayant poten

tiellement bonne réduction et soit V = Q % T

n (û) . Alors V est 
P .̂p P 

potentiellement admissible et le caractère cp̂  (cf. n° 7 . 4 . 1 ) est à 

valeurs dans . Si Z ^ p et s i cp désigne le caractère de la 
G 

représentât ion H -linéaire de I dans T. (G) , on a cp = cp (rap-c £ G v 
pelons, cf. [23] , t h .2 , p .496 , gue cp est indépendant de Z et 

G 

à valeurs dans 2£ ) . 

7 . 5 . 2 . - Démonstration. - Soit K' une extension finie galoisienne 

de K sur laquelle G acguiert bonne réduction, soient A' l'anneau des 

entiers de K' et k' le corps résiduel. Soit G le modèle de Néron 

de G V ^ ' • C'est un schéma abélien sur SpecA' et r = lim ( G A 1 ) 

K A p n 

est un groupe p-divisible sur A' . Comme V s'identifie à X p ( r ) (comme 

module galoisien au-dessus de K 1 ) , V est potentiellement admissible. 

La fibre spéciale G^ ( = G^. k' de G^. est une variété abélienne 

définie sur k' et la fibre spéciale r. . de r s'identifie à lim (G, ,) 
k - k n 

K' P 

Soit D = D (V) . On sait (cf. n°5.1) gue le F-iso-cristal sous-jacent à 
D 

D s'identifie au dual de M , ( r , ) = K' <» r / 1 M(r ,) , où M(r .) est le 
— K W(k') - k — k 

module de Dieudonné de r, , . 
k 

Soit J q le groupe d'inertie de l'extension K ' / K et soit s € J Q . 

Par fonctorialité du modèle de Néron, s opère sur G^, donc aussi sur 

G . Comme J Q opère trivialement sur k' , s définit en fait un endo-

morphisme de la structure de variété abélienne de G, , ; notons P son 
K s 

polynôme caractéristique et tr(s) sa trace : 

• on sait (cf. [13 bis] , t h . 4 , p. 18 0) que Pg est aussi le polynôme 

caractéristique de s opérant sur T (G. . ) = T «(CL,) = T (G) ; en 
Z K. Z A £ 

particulier, on a cp (s) = tr(s) ; 
G 
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m on sait (cf. [4] , chap.V, cor. au th. du n°2) que P est aussi 
s 

le polynôme caractéristique de s opérant sur M(r .) , donc aussi 
~~ K sur M (r. .) ; comme P est à valeurs dans X , on a KQ k s 

P _1 = P et P est aussi le polynôme caractéristique de s g i s s 

opérant sur le dual D de M (r .) ; comme EN est le carac-
— K K v 

tère de la représentation K' -linéaire de T sur D , on a 

cp^(s) = tr(s) , d'où la proposition. 

7 . 5 . 3 . - Remarques. -

1. - Soit G une variété abélienne définie sur K et soit 

V = Qp̂ RG ""p^ * ^ me sem^^e raisonnable de conjecturer que G à bonne 

réduction (resp. potentiellement bonne réduction) si et seulement si V est 

admissible (resp. potentiellement admissible). 

On a des résultats partiels dans ce sens : 

i) la proposition 7 .5 .1 montre que la condition est nécessaire et que, 

si G a potentiellement bonne réduction, alors G a bonne réduc

tion si et seulement si V est admissible (car G a bonne réduc

tion si et seulement si CP est le caractère de la représentation 
G 

triviale de dimension 2g , avec g = dim G / tandis gue V est 

admissible si et seulement si cp est le caractère de la représen

tation triviale de dimension 2g) ; 

ii) on peut montrer que la conjecture est vraie si G est une courbe 

elliptique, i . e . si g = 1 ; 

iii) d'après un théorème de Raynaud (cf. [SGA 7 .1 ] , p. 385, cor. 5.10) 

G a bonne réduction si et seulement s ' i l existe un groupe p-

divisible r sur G tel que V YptT) ; il résulte alors du 

cor. 5 . 2 . 4 que, si e = 1 , G a bonne réduction si et seulement 

si V est admissible ; 

iv) de la même manière, on voit que la conjecture est vraie, quel que 

soit e , si la conjecture du n° 5 . 2 . 5 l'est aussi. 
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2 . - Soit G une variété abélienne définie sur K ayant potentiel

lement bonne réduction et soit V = Q ® T (G) . Soit ô (G) (resp. ô'fa) , 
P P c £ 

e„(G)) l'invariant noté ÔA (resp. ô +e , e) dans [ 2 3 ] , p. 500 : avec 
Z Z Z 

les notations du n° 7 . 4 . 7 , on a ô (G) = (sw ,cp ) , Ô'(G) = (a T ? / cp ) , 
Z V G £ V G 

e (G) = <u.7,co > ; comme cp = cp , on a ô (G) = ô (V) , ô'(û) = ô'(V) et Z V G G V Z P Z p 
e (G) = e (V) . 
Z P 
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RAMIFICATION IN P-ADIC LIE EXTENSIONS 

by 

Benedict H. Gross 

(Princeton) 

Let T7 "be a complete discrete valuation ring, with residue field k 

algebraically closed of characteristic p > 0 . Let K "be the field of fractions, 

Kg the separable closure of K , K the algebraic closure of K , and 

= AutK(K) = Gal(Ks/K). 

If G is a p-divisible group over £f , i t s general fibre determines a con

tinuous Galois representation: 

GL(dx,D n GL(dx,DA) 
A 

•where the are division algebras with center $ . When K has characteristic 

zero this representation is well-known; i t is given by the Galois action on the 

Tate module T(G) [lO]. When K has characteristic p , I will show how to define 

p as a Galois action on a generalized Tate module and will calculate i t s deter

minant . 

In both cases the image of p is a closed subgroup of II GL(d ,DA ) and 

inherits the structure of a p-adic Lie group. I t carries two f i l t ra t ions: an 

arithmetic f i l t ra t ion by the upper ramification subgroups of , and an analytic 
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f i l t ra t ion "by the p-saturated subgroups of Lie theory. When char(K) = 0̂  Sen has 

shown that these two f i l t rat ions are related in a striking manner [7]; unfortu

nately, his results hold for any p-adic Galois representation and have nothing to 

do with the group G . When char(K) = p the ramification behavior of an arbi 

trary p-adic Galois representation can be quite random [ l l ] , but i t seems that 

there i_s an interesting relation between the two fi l t rat ions when the represen

tation comes from a p-divisible group over £T . Such a relation would reflect a 

favorable arithmetic property of p in the equicharacteristic case, much as T(G) 

enjoys a Hodge-Tate decomposition in the case of mixed characteristic [10]. 

In this paper I will present evidence for such a f i l t ra t ion relation when G 

has dimension one. In this case the ramification calculations can be made quite 

explicit ly, and one can appeal to the theory of formal A-modules when G has 

additional endomorphisms. I t is a pleasure to express my appreciation to 

Jon Lubin and John Tate, who taught me this subject and offered many helpful 

suggestions. 

§1. Review of ramification theory [8] 

Let K be a local field, with algebraically closed residue field k of 

characteristic p > 0 . Let vT̂  be the valuation on K with value group Z on 
K 

K* . 
If E is a f ini te separable extension of K , we may f i l t e r the set 

r = rE/K = H<*VE>K) 

as follows. Since E is total ly ramified over K , i t is generated by any 

uniformizing parameter 3 • Let e = [E:K] and define for x >_ 0 the subset 

r = {a e r: ev„.(ea-B) > x + 1} x K — 

For large enough x . , consists only of the identity homomorphism; further

more this f i l t ra t ion is independent of the choice of 3 . 
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We call x a break in the f i l t ra t ion if T ^ T , for a l l e > 0 . When  x x+e 
E is a Galois extension of K , the set r may be identified -with the Galois 

group and the f i l t ra t ion -we have defined coincides with the lower ramification 

f i l t ra t ion of Gal(E/K). In this case the breaks a l l occur at integers; in the 

general case the breaks may be rational, as (ga-3) may ramify over E . 

If x. = 0 is the only break in the f i l t ra t ion of r then E/K is tamely 

ramified (hence cyclic). We shall henceforth assume there are further breaks. 

Define the Herbrand transition function: 

(1.1) V K ( X ) = J | % a r d ( r t ) d t 

This is monotone increasing and piecewise linear. Let ip(x) be the inverse 

function on the interval [0,°°) and define the upper f i l t ra t ion of r by set-

ting r = r^(y) y >_ 0 . The upper breaks are the values of y such that 

ry+e f ry for a l l e > 0 . 

The lower numbering passes well to a subgroup, and the upper numbering to a 

quotient. To be precise: let L be a f inite Galois extension of K containing 

E . Let G = Gal(L/K) and H = Gal(L/E) , so T ^ G/H . Then 

(1.2) H = HOG for a l l x > 0 . 
x x 

(1.3) Ty = GyH/H for a l l y >_ 0 . 

{l'k) h/K = *E/K ° *L/E 

Using (1.3) we may define an upper f i l t ra t ion on the Galois group of an infinite 

Galois extension L/K by setting: 

Gal(L/K)y = {a e Gal(L/K) : for a l l subfields E of f inite degree 

over K, a e rŷ K Gal(L/E)} . 

We say y is a break in this f i l t ra t ion if i t occurs as a break in some finite 

quotient. Then every non-negative rational number occurs as a break in 
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Gal(Kg/K) ; on the other hand, when Gal(L/K) is a p-adic Lie group, the breaks 

form a discrete subset of the reals [7], [ l l ] . If L is the maximal abelian 

extension of K , the breaks occur exactly at the non-negative integers. 

We now show how to calculate the upper breaks in ^-Q/K wnen ^ ^s given as 

the root field of a separable Eisenstein polynomial. By (1.3) these breaks will 

also occur in the f i l t ra t ion of the Galois group of the normal closure of E . 

Lemma 1.5 (Tate) 

Assume E = K($) , where 3 satisfies the separable equation: 

f(x) = x6 + ae_]_xe~1+* • *+ao "with a^ e K , Y^a±^ — 1 ' and VK â0̂  = 1 * 

Let g(x) be the polynomial: 

g(x) = (|)6 f(6x+3) = xe + b ^ x ^ + . - . + b ^ 

and le t N(g) be i t s Newton polygon: the convex hull of the points (i9vK(b^)) 

in the plane. 

Then the upper breaks in the f i l t ra t ion of rE/K occur at the y-intercepts  

of the non-trivial sides of N(g) . 

yg 

y1 
Ng 

Proof. The roots of g(x) are the values â . = (3Q/$) - 1 9 where a runs 

through Hon^(E,K) . Thus the distinct rational numbers in the set 

S = {ev„(a ) : a ^ 1} give the lower breaks of T . K <J 
On the other hand, the numbers -vTJa ) are precisely the slopes of N(g). 

Since the non-trivial sides of the polygon satisfy linear equations of the form 

y + Ax = *E/K(e-A) 

we see that the y-intercepts give the upper breaks. 
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Corollary 1.6 

Suppose char(K) = p and E = K($) is a separable extension of degree 

q = p , where 3 satisfies f(x) as in 1.5« 

J£ VK âî  — VK âl̂  for a l l i >_ 1 then ^ 0 and the upper and 

lower f i l t rat ions of have a unique break at the point 

m = (qv (a1)/q-l) - 1 . 

2) If E/K is Galois then q - 1 divides v f a , ) and Gal(E/K) - F+ . 

Proof. l ) The coefficient a^ is non-zero as f(x) is assumed separable. If 

we graph the Newton polygon of g(x) as in (1.5) ™"e find ii: nas but one slope: 

m = (qv (a1)/q-l) - 1 a 

1 b 
The y-intercept is at (qv (a,) /q-l) - 1 , which is the only upper break. By 

K 1 

( l . l ) i t is also the only lower break. 

2) If E/K is Galois the lower break must be integral. As there is only 

one break point and this point is positive, Gal(E/K) is an elementary abelian 

p-group [8]. 

§2. P-divisible groups and Galois representations 

Let K be a field, and G a p-divisible group over K of height h . If 

p ^ char(K) then G is etale and is completely determined by i t s Tate module : 

(2.1) T(G) = Horn (OJ / 2 ,G) . 
K P P 

This module is free of rank h over 7L = EndT̂ (Q /2£ ) and admits a left action 
P K p p 

of Qj = Aut__(K) which is continuous and Z -linear : 
d K P 

(2.2) p : (j, >"Autz (T(G)) - GL(h,Zp) . 
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The functor G \ *• T(G) from étale groups to Galois modules is fully faithful 

[9], [10]. 

When p = char(K) the situation is more complicated as G need not "be étale. 

The Tate module, as defined in (2 . l ) , can only give information on the maximal 

étale quotient of G . To construct a more sensitive functor into the category 

of p-adic Galois modules, we need a larger supply of in i t i a l objects (like Olp/Z ). 

These objects are furnished by Dieudonné theory. For any reduced rational 

number À = r / s in the interval [0,l] there is a canonical p-divisible group 

G, defined over F of dimension r and height s . The group G, is speci-À p A 
fied by i t s Dieudonné module: 

D(G.) = Z [F,V]/(FS r=Vr,FV=VF=p) . A p 

All endomorphisms of Ĝ  are defined over F , and 

EndF 
s 

p 

(GA> ® x \ ^X > 
> P 

where D, is the central division algebra over $ with invariant A (mod 72) . A p 
The central assertion of the classical theory is that the category of p-divisible 

groups up to isogeny over K is semi-simple and that the groups Ĝ  represent 

the distinct simple objects [ l ] . If G is any group over K we therefore have 

G ^ dA 
11 GA A X 

over K , 

where the d.. are integers, almost a l l zero, determined by G . We can gener-A 
alize the construction (2.1) by defining 

(2.3) VA(G) = HomjGx,G) 8^ fll 
K p 

Then VA(G) is a right module over of dimension d̂  , or a left module for 

the dual algebra D° . I t admits a continuous left action of (j, ; when K con
e-

tains the field F s this action is D,-linear: 
p 
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PA : Oji > Aut Q(VA(G)) * GL(dx,Dx) . 
X 

If K contains the algebraic closure of the prime field we can thus define the 

representation p = € pA on the generalized Tate module V(G) = € VA(g) . 
X X 

Now suppose 'Cf is a complete discrete valuation ring, as in the introduction, 

with quotient field K and residue field k (algebraically closed of charac

te r i s t i c p > 0). Let G be a p-divisible group defined over tX The special 

fibre G. and the general fibre Gir are groups over a field; therefore k K 

G ~ n G.A 
k X 

(2.5) 
dX 

GK —' n Ĝ  over K , 

where we accept the convention that = ^p^p an(i do/l = h ^ cnar(K) = 0 

Consider the Galois representation arising from the general fibre: 

(2.6) p : 0^ > n GL(dx,Dx) . 

How can we distinguish this from an arbitrary p-adic Galois representation? 

Firs t , we can compose p with the homomorphism 

det = n Nm, : II GL(d, ,D, ) • !£* 

where Nm is the reduced norm in the algebra Mat(d, ,D ) over 3̂  . We obtain 

a p-adic character e = det(p) of 0^ . 

Theorem 2.7 
If char(K) = p then e = 1 in Hom( ,̂9Q*) . 

Proof. The group G gives r ise to an F-crystal E(G) over the perfect closure 

of 7¥ [3]. The special fibre of this crystal is isogenous to the direct sum 

€EA , where E # = TL [F]/(F =p ) . Over K the general fibre is isogenous X r/ s p 
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to №XA ; over Kpert * i t is isogenous to this crystal , twisted by the represen

tation p . 

The category of F-crystals has an exterior power operation which commutes 

with fibre products. If G has height h we find 

( A ^ ) > k ~ E d i m ( G ) / 1 

(A^«))K~Ed.m(G)/ l over K . 

h 
Over Kper ' the general fibre of /\E(G) is isogenous to E,. ,pWl twisted by 

CLim̂  (j ) IL 
the character e = det(p) . But the F-crystal E /nw-i has only the t r iv i a l 

^ aimvLrj/l 

l i f t ing from k to tf [3]. As /\E(G) is such a l i f t ing, i t s general fibre is 

isomorphic to i t s special fibre and e = 1 . 
Notes: l ) Suppose G has height h over ~£f and i t s general fibre decomposes 

as in (2.5); then J d s = h where s = denom{\) . If C is the completion A A A 
of the maximal unramified extension of $ (which spli ts a l l the algebras D ) , 

P A 
we have an embedding 

n GL(d.,D.) c • GL(h,C) . .. A A A 

Now let U be the open set Spec TT- Spec k , so (j, = ir^U) . Then (2.6) gives 

us a "monodromy representation" 

(2.8) p : TT^U) • GL(h,C) . 

In the geometric case when K has characteristic p , Theorem 2.7 asserts that the 

monodromy representation factors through SL(h,C) . 

2) Theorem 2.7 may be formulated for K of arbitrary characteristic. Let 

X be the cyclotomic character giving the action of on p-power roots of unity 

in K . Then 

(2.9) e = xdlm(G) in H G m ( J . m J ) . 
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For K of characteristic zero this is due to Raynaud [6]; for K of charac

t e r i s t i c p i t is a restatement of (2.7) • 

§3. Formal A-modules of dimension 1 . 

Let G be a connected p-divisible group of dimension 1 over & . Then G 

can be identified with a formal group on one parameter, and we can make the 

representation p of (2.6) more explicit by using Lazard's one-dimensional 

theory. When G has additional endomorphisms i t is convenient to analyse this 

situation using the language of formal A-modules [2] [k]. 

Let A be the ring of integers in a f ini te extension F of fl^ , let TT 

be a prime of A and q = Card(A/7rA) . Suppose R is a ring over A and 

Y : A > R is the natural morphism. Then a formal A-module of dimension n 

over R is a pair G = (G,i) , where G is a formal group of dimension n over 

R and i : A • End (G) is an infective ring homomorphism such that i(a) in-

duces multiplication by y(a) on Lie (G) . We write [a] for the element i(a) 

in End^G) . If G and H are two formal A-modules over R , we define 

HomR(G,H) = {<j> e HomR(G,H) : <J> o [a] = [a] o cj> a l l a e A} . 

We shall henceforth only consider formal A-modules and formal groups of dimension 

one. 

I t is quite easy to describe the category of formal A-modules over a field 

K of characteristic p ; if A = this is equivalent to the category of formal 

groups. Choosing a model for G over K we have 

[ir]G (x) = f (xM 

where f(x) is a power series over K with f1(0) ^ 0 , and h is a s t r ic t ly 

positive integer, the height of G . (The height of G, as a formal group, is 

then h-[A:2^], and we shall assume the height is f ini te . ) If K is separably 

closed there is one isomorphism class of formal A-modules for each finite height. 
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As a representative, we can take the formal A-module ^/h. 9 vnicn ^s defined over 

A/TTA and characterized by 

(3.1) [irL (x) = xq . 

This formal A-module achieves a l l of i t s endomorphisms over the field W ^ ; 

there we have 

EndF h (Gl/h} = Bl/h 

where ^ / h ^ e maximal or^er i-n "the central division algebra over F = A8QJ 

with invariant l/h (mod Z) . When K is not separably closed G is classified 

over K by i t s height and a representation 

p : Gal(Ks/K) • B*/h 

as in §2. 

We can now apply this to formal A-modules G over "C whose special fibre is 

isomorphic to ^2./h over ^ * Le"t: ^0/1 â-eno"ke "̂ he constant étale A-module 

F/A . When char(K) = 0 we have GT_ - (Gn/n)h . When char(K) = p the 
K 0/1 

general fibre of G must also have dimension 1, therefore 

gk ~ * ( ( W d 
K 

where 1 <_ g <_ h and g + d = h . Define the Tate modules 

Tl/g(G) = Horn (G1 . 9G ) of rank 1 over B, , 1/g 
(3.2) 

T0/1(G) = Hom_(G0/l,GK) of rank d over A . 

These afford Galois representations: 

(3.3) 
p ' y—* Bi/g -

p0/l : (J, —> GL(d,A) 
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as in (2.k). We shall res t r ic t our study to the equicharacteristic case (g ^_l) , 

as the ramification of p ^ 1 when char(K) = 0 is well-known [7]. 

Choosing a model for G over we have 

(3.10 U L (x) = f(x*8) 

where f(x) = a^x + a^x^ + . . . has coefficients in ~Cf and a ^ 0 . If we ii 

s is t on a model l i f t ing the standard model of 5 ^hen ^he a± ^ e ^n 

the maximal ideal except for a ^ . The integer e = v^a^) is independent of 

the model chosen; i t is zero if and only if d = 0 . In that case the represen

tation p = p~^g $ p "̂*" is t r iv ia l [5]» The simplest nontrivial case is when 

d = e = 1 ; here we have complete resul ts . 

Theorem 3»5 

Let G be a formal A-module of dimension 1 and height h = g + d over O 

Assume d = e = 1 and for n >̂  0 define the rational numbers 

a(n) = < * \ (gn-l) 
Ug-l)(<ld-l) 

\ \ 1/ g /"1 # * 
1) a) The representation p : Uv >• B is surjective, so B 

inherits an upper ramification f i l t ra t ion. 

b) The upper breaks in this f i l t ra t ion are precisely at the points 

a(n) , n •> 0 (or n >_ 1 if qS = 2). 
c) For n > 1 (B*)A^N^ = 1 + TT̂ B , where TT is a prime of B .  — _y ^ 

2) a) The representation p ^ 1 : (j/ • A* is surjective, so A* 

inherits an upper ramification f i l t ra t ion. 

b) The upper breaks in this f i l t ra t ion are precisely at the points 

a(gn) , n _> 0 (or n _> 1 if q = 2). 

c) For n > 1 (A^)a(gn) = 1 + TT*A . 

We will prove this result in the following section. First we shall make a 

few remarks on i t s contents and provide a concrete example. 
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Example: Let E be the e l l ip t ic curve over tj =]F2[[t]] with plane equation 

2 3 y + txy + y = x 

and origin at the inflection point (x,y) = (0,0) . Then E^ is ordinary, but 
K 

Ê_ is super singular. The formal group E associated to this model, using x 

as a local parameter at the origin, gives a formal A-module G with A = 2£ and 

L-2JG(x) = tx + (l+t )x + . . . + (t +t )x + . . . . 

Thus h = 2 and g = d = e = 1 . Applying (3-5) we see the upper breaks in 

p0/l((J,) = a* occur at the points a(gn) = 3(2n-l) , and ( A * ) 3 ^ " ^ = 1 + 2nA 

for n >_ 1 . These are the breaks in the separable quotient of the 2-division 

field of V . 

Notes: l ) The breaks in the upper f i l t ra t ion of p^^(C^) are integral if and 

only if g = 1 , i . e . if and only if B}./g is abelian. 

2) Since ( O g = (TTa) in Bn ; , we find B A 1/g 

(B*)a(Sn) = 1 + TT°B for n > 1 

and the function a(gn) relates the ramification f i l t ra t ion to the ir^-filtration 
O/l l /e # * * in both p and p . Let H denote the elements in B x A whose re-

duced norm down to A is 1 , and H the elements of H congruent to 1 
n 

(mod TT̂ ) . I suspect that p = p1//g © p0^1 maps surjectively onto H* and 

that for n >_ 1 , 

(H*)a(gn) = Hn . 

Theorem 2.7, combined with (3-5), shows that this holds at least when A = . 

3) When d = 1 but e > 1 we can prove a slightly weaker result . Let 

es be the separable degree of K over L = k((a1)) . Then there are positive 

constants c and N such that, for a l l n > N , 
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i / e a(n)+c _ , e a(n)-c 

(3.6) / \ , n #, e a(gn)-c 
po/i( j V ^ ^ E i + t P0/1(^) 3 

Indeed, "by Drinfeld's moduli theory [2], we can find a model for G over 

k[[a^]] where we can apply (3-5) • Then (3-6) follows from a comparison of the 

upper numbering on Gal(Lg/L) with that on i t s subgroup = Gal(K*s/K) of 

index e 

Thus the breaks in the TT -̂f i l t ra t ion of occur near the upper breaks 

e^ • a(gn) . The breaks in the p-saturated f i l t rat ion therefore occur near the 

upper breaks • a(g«eF«n) , where F = ASflĴ  and ep = vp(p) . This result 

bears an eerie formal relation to a theorem of Sen in characteristic zero. By 

definition 

(nh .x ge n 
esa(geFn) = e " ~1} (q - l ) 
3 F 3 (qS-D(q-D 

h -, 0 (e^n-l) 
= es (1 + q« + q2g + . . . + q F S) • 

When has mixed characteristic, g = 0, d = h, and eg = v̂ -(Tr̂ _) • Thus, 

arguing purely formally, we might expect that in this case the breaks in the 

p-saturated f i l t ra t ion of P(GÜ would be near the upper breaks e e^n = e^n 

But this is precisely Sen's result [7] : is there a general theory which can 

obtain both results simultaneously? 

k) When d > 1 the situation becomes more complicated. I t seems that the 

upper breaks in P ( ^ ) are determined by the valuations of the d moduli that 

classify the l if t ing of G over ^2./h '"2"'5 Wiien ¿L = 1 9 a^ is the unique 

modulus of the l i f t ing; i t might be interesting to study maximal 1-dimensional 

families in general. 
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§4. The proof of Theorem 3*5 

To prove part l ) we start with the representation 

pl/G : (h >• B* . 

Recall that the prime TT gives a f i l t ra t ion on the image: 
B 

B* O 1 + IT B O 1 + TT̂ B D . . . 

with successive quotients: 

B* / 1 + TT B - IF* 

1 + TT̂ B / 1 + TTS+1B - IF+ for n > 1 . 
B B qg 

For n _> 0 le t be the kernel of the composed homomorphism: 

pn : — • B* — . (B#/1+T£+1B) « ( B / ^ + 1 B ) * , 

and let K be the fixed field of H in K . Then ( Q//H ) * Gal(K /K) and n n s J n n 
we have a tower of fields: 

K 
s. 

.K 
1 

I 
K0 

K = K 

If we choose an isomorphism of formal A-modules over Kg : 

<f) : G • Gn / 
y 1/g 

we have, for a e 0/ , 

pl/g(a) = 4> o <j> a e Aut(Gl7 ) - B* . 
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Choosing models for G and ^-^/g over » we may write <j> as a power series: 

<|)(x) = kxx + k2x2 + . . . 

with coefficients in . Similarly, we have the power series over XX : 

R 1 / \ QS 2qg LTTJG(X) = a ^ + a2x ^ + . . . 

[TTL (X) = xqg . 
Gl/g 

Since <J) is an isomorphism, of formal A-modules, these series satisfy: 

(fc.l) * o M_(x) = [ir]. O <j,(x) = <(>4S(Xq8) . 
G Gl/g 

Lemma ^.2 

1) The coefficients k. in 4>(x) are integral in K 
J s 

2) One has k. e K , for a l l j < q_n , and K = K n (k ) .  j n-1 u n n-1 n 
QL 

Proof. The integrality of the k̂  follows from the identity (k.l)9 which may be 

used to define them successively. Since a e if and only if k^ = k^ , we 

have KQ = K(k^) . But for a e EQ : 

(£o<j>a(x)=x + kx^ + . . . ; 

furthermore, a e if and only if m > n . This gives part 2) . 

Lemma 4̂. 3 

Assume that d = e = 1 . Then for n >_ 0 , 

1) induces an isomorphism Gal(Kn/K) - (B/7r̂ +1B)* . 

2) k „ is a uniformizing parameter of K 
3) Gal(K /K _) has a unique upper and lower break at the point 
hn 

m = q_ - 1 . 
k) The lower f i l t ra t ion of G = Gal(K /K) is given by: 
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G0 = G 

G = Gal(K /Kj for 0 < x < qh - 1 x n 0 — ^ 

G = Gal(K /Kn) for qh - 1 < x < q2h - 1 x n 1 ^ — 

G = Gal(K /K , ) for CL^"1^ - 1 < x < qnh - 1 x n n-1 — 

G = (1) for qnh - 1 < x . 
x ^ 

5) The upper f i l t ra t ion of G = Gal(K /K) is given by: 

G° = G 

GX = Gal(K /K j for 0 < x < a(l) n 0 — 

GX = Gald^/K^) for a(l) < x <_ a(2) 

GX = Gal(Kn/Kn_1) for a(n-l) < x £ a(n) 

GX = (l) for a(n) < x , 

where a ( l ) , a (2 ) , . . . , a (n ) are defined in Theorem 3-5-

g 

Proof. We use an induction on n . For n = 0 look at the coefficient of x^ 

in the identity (U.l). This gives the equation: 

kiai = kiqS • 

Since e = v__(an ) = 1 , this shows that Kn = K(kn ) has degree qg - 1 over K 

and that k^ is a uniformizing parameter. By counting we see that the injection 

pQ : GOICKQ/^) • (B/T^B)* 

is an isomorphism. The only upper and lower break is at 0 , as is a tamely 
ramified extension of K . 

Now assume that the lemma holds for K _/K . Look at the coefficient of 

x in the identity (U.l). This gives the equation: 
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n-1 n g 
k_,a + . . . + k aq + . . . + k aq = (k )q . 
1 n n-1 q n 1 n q q q q 

But I claim this is an Eisenstein equation: 

(h.h) b + e.fy = yqS 

for y = k ^ over Kn_-L • i t is clear that b is integral, by (K.2). Since G ^n n-
l i f t s Gn ,, and d = 1 , we know vT (̂a. ) > 1 for i ^ q . Consequently, _L/n K 1 
v (a.) > 1 for i / q and K _ l n-1 

n-i n-i q 

by our inductive hypothesis that k is a uniformizing parameter in . 
^ g Therefore K = K _(k ) has degree q over K _ and uniformizing parameter n n-1 n n-1 / _V ^ q (n-1) 

k ^ . By induction, we know that [K^ ^:K] = (q - l)q ; hence the injection 
q11 n" 

pn : Gal(Kn/K) — (B/^+1B)* 

is surjective by counting. By applying corollary (1.6) to the equation (^.M we 

see that Gal(K^/Kn ^) has a unique upper and lower break at the point: 

/ q \ g / g i N NN -I m = vK (a1^ ) q&/q&-l - 1 = q - 1 . 
n-1 

The calculation of the f i l t rat ions on Gal(K /K) is now accomplished using the 

identity <\> . - <j> , o <|> , , the inductive hypothesis, and the fact that K / K K N/K K / K. _. n n-1 n n-1 

cj>K . (x) = x for x <_ qnh - 1 . 
n n-1 

This lemma yields part l ) of Theorem 3.5 as an immediate corollary. Given 

an adequate theory of 7r-divisible A-modules, we can see how part 2) of this 

Theorem would follow formally from part l ) . We can define the character: 

£A = detA (p) : °jf * A* 
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where det^ : B*/g x GL(d,A) y A* is the reduced norm in the category of 

F-alge"bras. In analogy with (2.7) one would expect: 

(4.5) £A = 1 in Hom( <̂ >A*) . 

When d = 1 this would imply: 

(h.6) pQ/1 = (Nml/g o p ^ f 1 , 

from which we could easily derive i t s ramification f i l t ra t ion. Since the full 

theory of "A-crystals" is not available to prove (4.5)9 we shall prove part 2) 

independently, and check that the results are consistent with (4.6). 

First we must identify the representation 

P0/l : ^ y GL(d9A) = M* 

where M = Mat(d,A) . We appropriate our previous notation: for n >_ 0 le t 

be the kernel of the composed homomorphism: 

Pn : ^ " M* ^ M*/ 1 + 7Tn+1M - (M/TTn+1M)* 

and le t K be the fixed field of H in K . 

If in = {x e K : vTJx) > 0} , then the set of points of G in m give a 

genuine A-module G(m) . Let G(m) ^ be the f ini te submodule of 7rn+1-torsion. 

This module is free of rank d over A/IT A and is stable under the action of 

Cp . The resulting representation: 

0 , — Aut (G(») n+1) - (M/,n+1M)* 
v A/TT A 7T 

may be identified with p^ . Consequently, is just the separable subfield of 

the field of irn+^-division points. 

Lemma k.lk 

Assume that d = e = 1 . Then for n >_ 0 , 
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1) p induces an isomorphism Gal(K /K) - (A/ïïn+1A)* . n c n / -, \ g(n+l) 
2) If a e G(m) x1 and [ir J_(a) ï 0 , then B = aq is a 

— n n+1 G n n 
uniformizing parameter in . 

3) Gal(K^/K ) has a unique upper and lover break at the point 
hn 

m = q - 1 . 
k) The lower f i l t ra t ion of G = Gal(K /K) is given by: 

n w 

GQ = G 

G = Gal(K /K j for 0 < x < qh - 1 x n 0 — ^ 

G = Gal(K /K, ) for qh - 1 < x < q2h - 1 x n i ^ — ^ 

G = Gal(K /K n ) for q ^ " 1 ^ - 1 < x < qnh - 1 x n n-1 — 

G = (l) for qnh - 1 < x . 
x L̂ 

5: The upper f i l t ra t ion of G = Gal(K /K) is given by: 

G° = G 

GX = Gal(Kn/KQ) for 0 < x <_ a(g) 

GX = Gal(K /Kn) for a(g) < x < a(2g) n 1 — 

GX = Gal(Kn/Kn_1) for a(g(n-l)) < x <_ a(gn) 

GX = (l) for a(gn) < x , 

where a(g), a(2g), . . . , a(ng) are defined in Theorem 3*5» 

Proof. We use an induction on n . For n = 0 the extension is generated 

by the non-zero roots of the polynomial f(x) , where 

MG(x) = f ( x ^ ) . 

Since d = e = 1 each non-zero root 3Q has K-valuation l / (q- l ) . Consequently 

the injection: 
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pQ : Gal(KQ/K) >• (A/TTA)* 

is an isomorphism, and Bq is a uniformizing element. The break sequence is 

obvious as Kq is tamely ramified over K . 

Now assume the result holds for the layer K n/K . Let a be an element 
n-1 n 

in G(m) not killed by 7rn , and put 

V i - i*W = f(%qg) • 

ng 
Raising this identity to the q power, we obtain: 

ng ng (n+l)g ng 
en-i = %4-i = fq K ) = fq <»„> • 

By our induction hypothesis, $n_-̂  is a uniformizing parameter in ^N_J_ • 

Applying the Weierstrass preparation theorem to the power series 

ng ng ng ng 
(x) = x + a^ x2 + . . . + aj x4 + . . . 

we see that 3n satisfies an Eisenstein polynomial over ^N_2_ ' 

g(x) = X1 + b xq_1 + . . . + b^x + bQ 

with 

vK (bQ) = 1 vR (b.) > vR . 
n-1 n-1 n-1 

We may therefore apply corollary (1.6) to conclude that Kn_;]_( $n) nas degree q 

over and a unique upper break at the point 

m = qvK (b1)/q-l - 1 = qnh - 1 , 
n-1 

as 
ng -i /T \ / q N ng, n N n-1 vK (bx) = vK (a£ ) = q (q-l)q 

n-1 n-1 

Clearly $n is a uniformizing parameter in Kn_1( 3n) ; counting degrees shows 

that K = K ( 3 ) and that the injection n n-1 n 

Pn : Gal(K /K) • (A/TTA)* 
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is an isomorphism. One can now calculate the entire break sequence using the 

induction hypothesis and the identity 

*K /K = *K _/K ° *K /K n . 
n n-1 n n-1 

This lemma immediately yields part 2) of Theorem 3.5 as a corollary. I t 

is easy to check that parts l ) and 2) are consistent with (k.6) using the 

identi t ies: 

NmA(l+7T̂ nB) = 1 + TT̂A 

NmA(l+,f+1B) = 1 + *l+1A . 
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CONSTRUCTION DE GROUPES p -DIVISIBLES 

Le cas de dimension 1 . 

par 

Guy LAFFAILLE 

0. - INTRODUCTION. 

Soit A l'anneau des vecteurs de Witt à coefficients dans un corps 

algébriquement clos k de caractéristique p^ 0 . Soit K le corps des 

fractions de A . Soient K' une extension finie de K de degré e et 

A' l'anneau des entiers de K' . 

Soient G un groupe p-divisible sur A' et M le module de 

Dieudonné de sa fibre spéciale. Grothendieck [5] , [6] et Messing [9] 

associent à G un couple où % = K® M et où £ est le K'-

espace vectoriel des logarithmes, avec une injection K'-linéaire de £ 

dans K' 0 % . Ils obtiennent ainsi un foncteur LM_-, contravariant, 

additif et pleinement fidèle de la catégorie des groupes p-divisibles, à 

isogénie près, sur A' dans une catégorie de couples (voir aussi [3] , 

p . 221). 

Grothendieck a posé la question de savoir quelle est l'image essen
tielle de LM et Fontaine a conjecturé que celle-ci est la catégorie 

des K'-couples faiblement admissibles définis au n°1.3 ci-après (voir 

aussi [4 ] ). 
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Nous démontrons cette conjecture en dimension 1 : les K'-couples 

faiblement admissibles U,7/() tels que dim £ = 1 proviennent de 
K 

groupes p-divisibles de dimension 1. La démonstration utilise d'une part 

un procédé de réduction au cas simple (th. 1.8 et cor. 1.12) et d'autre 

part les formules explicites de Hazewinkel ([7] , §15.2) . 

Nous obtenons le résultat suivant (cf. prop. 2.4 et 2.7) : soit h 

un entier ^ 1 . Posons Zu0Q = Xi X /p et soit v la valuation 
h n=0 

de K' normalisée par v(p) = 1 . Alors quels que soient les éléments 

bj_ de K' , avec 1 <, i ^ h-1 , tels que v(b^) ;> - i /h , la série formelle 
h- i i 

£(X) = £. (X) + TJ b.£, (Xp ) est le logarithme d'un groupe p-divisible n . „ i n i=l 
de hauteur h défini sur A' . En outre, tout groupe p-divisible connexe 

de dimension 1 et de hauteur h défini sur A' est isogène à un (mais 

pas un seul) groupe dont le logarithme a la forme ci-dessus. 

Remarques . 

1. Des calculs assez longs permettent de montrer que tout K*-

couple faiblement admissible {$,,7$ tel dim̂ TT? £ 4 est l'image 

d'un groupe p-divisible défini sur A' . 

2. Lorsque e <> p-1 , on connaît déjà une autre description de 

l'image essentielle de LM (Messing [91 et Fontaine [3]) ; nous 

montrerons ailleurs que cette description entraîne que la conjecture de 

Fontaine est vraie dans ce cas . 

1. - LA CATÉGORIE DES K'-COUPLES FAIBLEMENT ADMISSIBLES. 

1.1. On note TT une uniformisante de A' et o le Frobenius absolu 

sur k et K . 

Un F-iso-cristal est un espace vectoriel de dimension finie sur K 
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muni d'un automorphisme a-semi-linéaire F . 

On appelle K'-couple la donnée d'un couple (£,%) formé : 

• d'une part,d'un F-iso-cristal % contenant un réseau M de % 

( i .e . un sous-A-module libre de % tel que K M s'identifie à Tri) 

tel que pM c_ FM c_ M ; 

• d'autre part, d'un sous-K'-espace vectoriel £ de 7/^t = K' % . 

Un morphisme de K'-couples est une application K-linéaire 

u : ffK 7ï( qui commute à l'action de F telle que, si u = id & u , 
K K. 

on ait u (£) c. x' . 
K. 

Soit K TF] (resp. A [F]) l'anneau non commutatif engendré par K 
° o 

(resp. A) et une indéterminée F avec les relations FX = o(>jF pour 

tout X G K (resp. X £ A) . Si \ est un F-iso-cristal, '/A est muni 

d'une structure de ^a[F] -module à gauche, et si M est un réseau de 

7h stable par F , alors M est muni d'une structure de A [Fl -module 
o 

à gauche. 

On sait depuis Dieudonné [2] et Manin ([8] II §4.1) que la caté

gorie des F-iso-cristaux est semi-simple. Si T/( est un F-iso-cristal, 

on a une décomposition en composantes isotypiques 7/i = 0 T/{ , où 
ot£Q a 

% est le sous-K-espace vectoriel de ?/{ engendré par les x tels que 
a 

Fsx = prx si a = r /s , avec r et s entiers premiers entre eux et 

s 2> 1 . Les a tels que w ^ 0 sont les pentes de 7î( . Un objet 

simple de pente a = r /s est isomorphe à K [F] /(FS-pr) , sa dimension 
a 

sur K est donc égale à s (cf. aussi [1]) . 

Manin montre aussi (loc. cit.) qu'un F-iso-cristal % contient un 

réseau M tel que p M c F M c M si et seulement si les pentes de 7J\ 

sont telles que 0 <. a <- 1 . 

Si 7i{ est un F-iso-cristal, on pose d_ = L a dim..(/7( ) . Si 
% aGQ K a 

0 — T/<! — % — TTC — 0 est une suite exacte de F-iso-cristaux, il est 
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clair que d = d , +d ,, . 

1.2. PROPOSITION. - Soit % un F-iso-cristal dont les pentes sont 

^ 0 et soit M un réseau de 77- stable par F . La longueur du 

A-mod ule M/FM est égale à d ; en particulier elle ne dépend  

pas du choix de M . 

Démonstration : Montrons d'abord que la longueur de M/FM ne 

dépend pas du choix de M . Soit N un autre réseau de % stable 

par F . Quitte à remplacer N par p°N , pour un entier n conve

nable, on peut supposer que N c_ M . On a alors 

lg(M/FN) = lg(M/N) + lg(N/FN) = lg(M/FM) + lg(FM/FN) . 

L'application F induit par passage aux quotients une bijection a-semi-

linéaire de M/N sur FM/FN , donc ces deux modules ont même lon

gueur et par conséquent lg(M/FM) = lg(N/FN) . 

Il suffit donc pour terminer la démonstration de calculer lg(M/FM) 

pour un M particulier. Comme la catégorie des F-iso-cristaux est semi-

simple, on peut supposer % simple de pente a = r /s . Soit x^O 

dans % tel que Fsx = prx et soit M le A [Fl-module engendré par 
s — 1 

x ; alors (x,Fx,...,F x) forme une base de M et 
lg(M/FM) - r = s (r/s) = a d inn^ . 

K a 

1.3. PROPOSITION. - Soit (x,^() un K'-couple. Les propriétés suivan

tes sont équivalentes : 

(i) on a dim X = d et pour tout sous-F-iso-cristal 7/C de % 
K /7( 

on a dim (&f)ïïL.) <> d , ; 
K K % 

(ii) on a diiru.X = d et pour tout F-iso-cristal quotient 77" de 
K 7/[ 

7T( , la dimension sur K' de l'image de X dans est 

supérieure ou égale à d „ . 
Démonstration . Soit 7r" un F-iso-cristal quotient de % et soit 
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/?(' le noyau de la projection de % sur ft" . Soit X" la projection 

de X sur 7ii^t , on a dim^.x = dirn^, (X fi vl^ ) +dimK.,X" et 

d = d . + d , d'où la proposition. 
77( W( ÏÏ" 

On dit qu'un K'-couple est faiblement admissible s'il vérifie les 

conditions équivalentes de la proposition précédente. 

La catégorie des K'-couples faiblement admissibles forme une sous-

catégorie pleine de la catégorie des K'-couples ; c'est une catégorie 

abélienne [4] . Les objets simples sont caractérisés par le fait que les 

inégalités de la proposition 1.3 sont strictes pour tout sous-F-iso-

cristal propre (ou pour tout quotient propre). 

1.4. PROPOSITION. - Soit U,7ì) un K'-couple qui est dans l'image 

essentielle du foncteur LM . Alors (X est faiblement admis-
K. 

sible. 

Avant de démontrer la proposition, rappelons quelques résultats de 

[31 . Fontaine y construit un foncteur M M^, de la catégorie des 

A [F] -modules M , tels que pM c FM c M , dans la catégorie des 
a 

A'-modules. Il définit un sous-A'-module M^, [11 de M^, tel que 

M^./M^, [11 soit fonctoriellement isomorphe à M/FM en tant que 

k-espace vectoriel (IV, §2). 

Si G est un groupe p-divisible sur A' , Fontaine associe à G 

un A'-module libre L^,(G) avec une application A'-linéaire 

p : L^, (G) — M^, où M est le module de Dieudonné de la fibre 

spéciale de G . L'application p induit un isomorphisme de 

LA,(G)/TTLA,(G) sur M / M [1] - M/FM (IV, prop.4.2). 

Si (X,?7() = LMK,(G) , on a ^ , = K' ^ M = K' ® M et X 

est l'image dans % de K' <g> L (G) . 
K A A 

1.5. Démonstration de la proposition. On reprend les notations de [3 ] 
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rappelées c i -dessus . 

Soit G un groupe p-divisible sur A' tel que =~ LM (G) . 
K 

Soit M le module de Dieudonné de la fibre spéciale de G . 

Des isomorphismes : L (G)/TTL (G) - M /M [1] M/FM , on 

déduit dim„,£ = d^ et M = L (G) + M J l ] . 
K 77( A A A 

Soit 71" un quotient de % et M" la projection de M sur 7f" . 

Soit \|i : M —* M^, la flèche déduite par fonctorialité de la projec

tion de M sur M" . D'après la proposition 2.4 du chapitre IV de [3 ] , 

l'application \j[ est surjective et on a i|f(MA,[l]) c M^,[ll . On en 

déduit que M^, = \|j(L (G)) +M^,[1] , d'où une surjection de \jj(LA,(G)) 

sur M"/FM" . Donc le rang de \|/(LA,(G)) sur A1 est supérieur ou 

égal à d „ ; comme ce rang est égal à la dimension de la projection 
Tu 

de X sur 7/jïl, , la proposition est démontrée. 
K 

et 
1.6. Soit (X,/7() un K'-couple faiblement admissible, on pose 71^=71^ 
et %C = (B % . On dit que le K'-couple (£,%) est connexe si 

o^O ce 
?7(et = 0 , étale si 7/^ = 0. 

et 
Comme = 0 , on a X H 77̂ , = 0 , donc la projection de X sur 

c O c c c c 77̂ , est injective, soit X son image. On pose (X,%) = (X ,7/( ) et 
(£,77()et = (0,^(et). On a donc une suite exacte de K'-couples faiblement 

admissibles : 

o - (x,^)et - - (x^{)c - 0 . 

1.7. PROPOSITION. Si (l ,7n) est un K'-couple étale, alors (X,7?() 

est dans l'image essentielle de LM^, . 

Démo_n_s_trat_ion . On a X = 0 et % = K <̂  M où M est le 

module de Dieudonné d'un groupe p-divisible étale sur k . Ce groupe 

se relève en un groupe étale G sur A et LM^, (A' <^G) s'identifie 

à <£,%) . 
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1 . 8 . THEOREME . - Soit 0 — (£' ,7/(') — (£,?Z() — U",7/(") — 0 une suite  

exacte de K'-couples faiblement admissibles. Alors les assertions  

suivantes sont équivalentes : 

(i) («£,#() est dans l'image essentielle du foncteur LM . 
K 

(ii) («£',?7(') et, U" ,71") sont dans l'image essentielle de LM . 

Avant de démontrer le théorème, rappelons quelques résultats de 

Fontaine . 

Dans [3 1 , p . 1 0 0 , Fontaine associe à certains A'-anneaux R 

un anneau R^N de fonctions analytiques qui est le complété de K' R 

pour une topologie convenable. Si R est la bigèbre d'un groupe p-

divisible, connexe, de dimension d , sur A' , l'anneau R^N est iso-
K 

morphe à un sous-anneau de K'[ [X^,...,X^] ] 

Soit G un groupe p-divisible sur A' . Soit B la bigèbre for

melle de G et A le coproduit de B . Le coproduit à se prolonge 

à B^N et si x G B^N on pose ôx = x ê l + l ê x - âx . On peut alors 

identifier #L,,(G) au quotient, par K' & B , du sous-K'-espace vecto-i\ A 
riel de formé des x tels que ôx € K ' ( B ^ , B) et £(G) s ' i 

dentifie à l'image dans % {G) des x 6 B^N tels que ôx = 0 . 
K K 

Soit a = (. . . ,a , . . . , a ) un covecteur de Witt à coefficients — - n o 
dans B ^ , k . Pour tout entier n , soit a un relèvement de a_n 

dans B ; la série £ aP /pn converge dans êf.n : c'est un releye
ndo "n K 

ment de a dans B^N ([31 , II, § 5 . 5 et IV, § 3 . 2 ) . Comme le module 

de Dieudonné M de la fibre spéciale de G , s'identifie à un sous-A-

module de CW^ÍB® k) , on définit ainsi des relèvements des éléments 

de M dans B^N . Ces relèvements dépendent du choix des a , K. -n 
Fontaine montre que deux relèvements distincts diffèrent d'un élément 

de P'(B) qui est le sous-A'-module fermé de B^N engendré par les 
6 ^ / p n OÙ Ê_N e HB . 
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1.9. Démonstration du théorème. Posons d = d # d' = d , et d" = d „ 
ÏÏi 7T( TTC 

(ii) => (i) . Supposons d'abord que est connexe. Soit G" 

un groupe p-divisible connexe de dimension d" défini sur A' tel que 

LM (G") (£",#(") . Si on choisit des coordonnées X ,...,X sur G" 
K l a 

la bigèbre formelle B" de G" s'identifie à A ' H ^ , . . . ^ , , ] ] , avec 

un coproduit A" . 

Soit, d'autre part, un groupe p-divisible G' de dimension d' 

défini sur A' tel que LM (G1) (£',%') . Notons B' la bigèbre de 

G' et A' le coproduit de B' . 

On va munir B = B' ® B" = B'[[X1 ,... ,XdJl d'un coproduit A 

tel que A(b) = A'(b) si b£B' et tel que le groupe formel associé à 

B ait une image par LM isomorphe à . 
K 

Identifions le module de Dieudonné de la fibre spéciale de G' à 

un réseau M' de W( . Soit mj,...,m une base de M' sur A . 

Soit m. un relèvement de m. dans B'an . D'après Fontaine ([3] , 

IV prop. 4 .1) , les éléments ôm, = 1 è m. + m, ê 1 - Û1 m, sont à dénomi

nateurs bornés. Soit s un entier tel que, pour tout j , les ôm. 

appartiennent à p~s + 1 (B1 B' ) . 

Soit x^,...,x^n une base de X" ; on peut choisir les coordonnées 
X^,...,Xdll de G" de sorte que x^ se relève dans l'anneau des fonc
tions analytiques B an sur G" (cf. [3] p. 100) en une série x, 

K 1 

telle que x = X. modulo degré 2 . La série x̂^ appartient à 

K'[[X^ , . . . , X ^ „ n et ses dérivées partielles sont à coefficients dans A' 

(cf. [31 p . 104). 

D'après la semi-simplicité de la catégorie des F-iso-cristaux, 

est isomorphe (de manière non canonique) à un F-iso-cristal supplémen

taire de 7T( dans % , ceci nous permet d'identifier % à TTi' ®77i" • 

Relevons ,. . . ,x ,„ dans X en y. , . . . ,y ,„ . On a donc 1 d l a 
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y. = x. + z. , avec z. £ K1 » 7T(' . 1 1 1 1 Js. 

h 
Les z. s'écrivent z = £ a..m. avec a,, fK' . Si on remplace 

M' par p M' , pour un certain entier r , on a z. = S (pa,,)(p m.). 
i j = i ij J 

Choisissons r de sorte que les z. appartiennent tous à psM' , où 
1 h' 

s est l'entier choisi plus haut. On relève z. en z. = T, a..m. / 
i i i=l i] J 

h' . - . -
donc ôz. = S a..ôm. £ p(B'&, B') . On relève enfin y. en y. = x.+z. . 

i j = l ^ î i i i 

Soit e(x) = , c'est un vecteur à d" composantes dont 

chacune est une série à d" indéterminées, à coefficients dans K' . 

La jacobienne de £(X) est à coefficients dans A' ainsi que son in

verse . 

Pour définir le coproduit A de B dans 

BêA,B = (B'êA1B,)[[iSxi,. . . /xlêi, . . .]] 

il reste à définir les A(Xj . 

Soit ôz = 

'ôz. N i 
et posons A(X) = 

A(Xj 

VA(XdJ 

= e 1(i{xèi)+i{iêx)+bz) . 

Comme les ôz, appartiennent à pB' <g> B' , en appliquant la formule de 

Taylor à on voit que la définition de A(X) a un sens et que A(X) 

a ses composantes dans B & B . On vérifie facilement que A est un 

coproduit. 

La formule qui définit A(X) entraîne immédiatement que : 

A(£(x)+Z) = «(xêi) + e( ièx) + z ê i + i « z 

ce qui veut dire que A(y.) = Y.<S>1 + l&y. . Il est alors clair que le 

groupe p-divisible associé à B a une image par LM qui s'identifie 
K. 

à , ce qui achève la démonstration de (ii) => (i) lorsque 
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est connexe. 

1.10. Si ( £ " / V ) n'est pas connexe, on a le diagramme commutatif à 

lignes et colonnes exactes : 

0 0 0 

0 (£' ,171 ) qqd (x" X) о 

0 wwc (x,%) (X" , V ) 0 

0 (X' ,^')c • (£,Г/()С ( x " , v ) c 0 

0 0 0 

Comme (x' ,7)'C) est dans l'image essentielle de LM , , il existe 
un groupe p-divisible G tel que LM (G) ^ ; alors (X',V)C 
s'identifie à LM (G ) où G est la composante neutre de G . De 

même (x",V')C est dans l'image essentielle de LM . Donc, d'après 

la première partie de la démonstration {$,,%) est dans l'image essen
tielle de LM , ; en appliquant encore la première partie et en utilisant 

Js. 

la proposition 1.4, on en déduit que (X,/?() est dans l'image essentielle 

de LM^, . 

1.11. Démonstration de (i) => (ii) du théorème. On a le même diagramme 

commutatif exact que ci-dessus ; pour terminer la démonstration il suffit 

donc d'établir (i) => (ii) dans le cas où (X,%) est connexe. 

Soit G un groupe p-divisible connexe de dimension d défini 

sur A' tel que LM (G) (£ Identifions le module de Dieudonné 

de la fibre spéciale de G à un réseau M de % . 

Soit M' = 7I( RM et soit M" la projection de M sur 7/(" . 

On a FM' = FMП M' et la suite 0 —• M'/FM' — M / F M —• M"/FM"—•O 
est exacte. 
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Reprenons les notations du chapitre IV de [31 . 

D'après le corollaire 1 de la proposition 2.4 du chapitre IV de [3 

on a le diagramme commutatif et exact : 

0 0 0 

1 ! I 

o —- M^.m — MA,m — M ^ . m — o 

\ 1 I 

o — m;, — ma, — m;, — 0 

i I 1 
0 —- M'/FM' M/FM —• M"/FM" — 0 

i i i 
0 0 0 

Posons L = L ,̂ (G) . On sait (loc. cit.) que L s'identifie à un sous-

A'-module de M , et que L/nL M/FM . 

Soient L" la projection de L sur M^, et L' = M^, П L . On 
sait (loc. cit.) que l'on peut faire les identifications : 

% ' = K A " M A - К' = K A ' M Â " К' = К Л ' М А ' 
X = К' <g>A, L £' = K' L' £" = К' <& L" . 

On a le diagramme commutatif et exact : 

L —• L" — 0 

I I 
M/FM —• M"/FM" — 0 

I 
0 

d'où une surjection cp : L" —• M"/FM" . Comme ср(ттЬ") = 0 , on a en
core une surjection L"/TTL" —• M"/FM,! . 

Puisque (x",%") est faiblement admissible, les deux k-espaces 
vectoriels L"/nL" et M"/FM" sont de même dimension, donc 
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L"/TTL" —• M"/FM" est un isomorphisme. On en déduit le diagramme 

commutatif et exact : 

0 TTL —• L M/FM —• 0 

i i i 
0 — TTL" — L " —- M"/FM" —*- 0 

t i i 
0 0 0 

D'après le lemme du serpent, la suite des noyaux des flèches verticales 

est exacte, donc la suite 0 —• TTL' —• L' —• M'/FM' —• 0 est exacte. 

Choisissons des coordonnées X1;...,X„ , Yw...,YlM de G de 
l d l d 

sorte que les induisent une base de M'/FM' et les une base 

de M"/FM" . Le A-module M' s'identifie donc à un sous-module de 
cwk(k[[xl/.../xdl]] ). 

Posons B' = A'[[Xl ,...,X Jl et B" = A'[[ ,...,YdJ] . La bigèbre 

de G s'identifie donc à B = B ' ^ . B " . 

Soit x , , . . . ^ , , une base de L' . Il existe donc un relèvement 
1 d' 

x. de x. dans B qui appartient à B' . Comme L' c:L , chaque 
J J K K 

x. admet un relèvement x'. dans B tel que ôx'. = 0 . 
J j K j 

La différence g, = x' .-x. appartient alors à ce que Fontaine note 
J J J 

P'(B) (cf. [3] , IV § 4 . 1 , § 4.2 et prop. 5.1). On a donc 

ôg. = ôx'.-ôx. = -ôx. G P'(B'ê B') . 
J J J J A 

i d " 
Si on écrit g = TJ F.Y- avec i_ = id„) 6 IN , 

F. G K'[[X2 Xd,H e t" Y— = Y^ ...Y^," , on a : 

ôg. = ÔF + ô( E F. Y-) . 

Donc ô( S F. Y~) = 0 . Comme g. appartient à P'(B) , on a 

F ç P'(B') , donc Z F. Y~ £ P'(B) . Comme G est p-divisible, on 
° 1^0 ^ 
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a £ F. Y- = 0 . Donc g. eP'(B') et x'. € K'[[X X ,J1 . 
_i^0 i- J j 1 d 

On peut donc restreindre le coproduit de B induit par G à B' , 

ce qui définit un groupe p-divisible G1 , dont l'image par LM s ' i ls. 
dentifie à (£',77i') • Le noyau de la flèche de G dans G' est un 

groupe p-divisible G" dont l'image par LM s'identifie à (x",%M) . 
K. 

Le théorème est donc démontré. 

1.12. COROLLAIRE. - Les assertions suivantes sont équivalentes : 

(i) le foncteur LM induit une anti-équivalence entre la catégo-

rie des groupes p-divisibles, à isogénies près, sur A' et 

la catégorie des K'-couples faiblement admissibles. 

(ii) Tout K'-couple faiblement admissible, connexe et simple, ap

partient à l'image essentielle de LM , . 
IS. 

Pî icLns-£-L^Pi1 • H suffit de remarquer que tout K'-couple faiblement 

admissible admet une suite de composition telle que le premier terme 

soit étale e t que les quotients successifs soient connexes et simples. 

On montre alors la proposition en raisonnant par récurrence sur le nombre 

de termes de la suite de composition et en appliquant le théorème. 

2. - LE CAS DE DIMENSION UN . 

2 . 1 . L'objet de ce paragraphe est de démontrer le résultat suivant : 

THEOREME. - Le foncteur LM induit une anti-équivalence 
K. 

entre la catégorie des groupes p-divisibles de dimension un, à. 

isogénies près, sur A' et la catégorie des K'-couples faiblement  

admissibles [ l t e l s que dim £ = 1 . 
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Remarque. Un K'-couple ( i j j tel que dim X = 1 est faible-
K 

ment admissible si et seulement si d =1 et X K' <g> 7?( 
% K 

péĵ no_ns_trat_ion_ d u _^oj_è_me . Il suffit de montrer que si (X,/7() 

est un K'-couple faiblement admissible tel que d^ = 1 alors (£J() 
m 

appartient à l'image essentielle de LM . 
K 

D'après le théorème 1.8 et la proposition 1.4, on peut supposer 
que (X,%) est connexe. Comme d = 1 , le F-iso-cristal % est 

% 
alors simple de pente 1/h où h = dim .̂% . 

Si h = 1 , il est clair que (X,/7t) est l'image par LM du 
K 

groupe multiplicatif. On peut donc supposer que dim % > 2 . 
K 

2 .2 . PROPOSITION. - Soit (£,#() un K'-couple faiblement admissible 

connexe vérifiant dim X = 1 et. dim % = h > 2 . Il existe alors K. K 
un élément eQ de_ % et un élément l de_ x tels que : 

(i) on a Fhe = pe et (e ,Fe , . . . ,F^ *e ) est une base de % o o — o o o 
sur K ; 

h-1 i 
(ii) si 6 = Z b.F e , avec b. £ K' , on a b = 1 et 

i=0 1 ° 1 ° 
v(bp > - i /h pour 1 £ i £ h-1 (où v désigne la valuation 
de K' normalisée par v(p) = 1). 

P i l l ^ i 5 ^ ! 2 D • Comme k est algébriquement clos , il existe un 

élément non nul e' de % tel que Fhe' = pe' . Alors (e' ,...,F^ 1e') 
o o o o o 

est une base de % sur K . Si V est un élément non nul de X , 
h~l i n il s'écrit L b'F e' avec b! € K' . Quitte à remplacer e' par F e' 
i=0 1 ° o o 

pour un entier n convenable, et à multiplier V par une constante, 

on peut supposer que = 1 . 

Soit i tel que v(bp + <. v(bj) + ^ pour tout j vérifiant 

1 £ j £ h-1 . Si v(bp +7[ > 0 , il suffit de poser eQ = e^ et Z = V . 
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Sinon l'élément b'. est non nul. Posons e = F ^ ' ; alors 
1 o o 

1 h"1 i 
Z = — £' s'écrit YJ b.F e avec b = 1 et : bi j=1 j o o 

b' ./b'. si i+j < h 
b = i 1+J 1 

J 'b'. , . . /pb'. si i+j ^ h . i+j-h i 

Si i+j < h , on a : 

v(b.) = v(b' ) - v(b'.) = (v(b' ) + ^ ) - (V(b'.)+F-)-^ > - Î - . j i+j i i+j n i n n n 

Si i+j > h , on a : 

v(b.) = v(b' . ,)-l-v(b'.) = (v(b' . )+ i^) - (v (b ' . )+ f ) - l+^ - j > -4- . j î+j-h i î+j-h h i n h n 

La proposition est donc démontrée. 

oo nh 
2 . 3 . Soit £U(X) la série formelle L XP /pD , c'est le logarithme 

h n=0 
d'un groupe p-divisible de hauteur h et de dimension un défini 

sur 2? . L'image x de dans le module de Dieudonné de la 
h 

fibre spéciale de GQ vérifie F x = px ([3 ] , V § 2) . On peut donc 
relever l'élément e de la proposition 2 . 2 en %. (X) dans l'anneau 

° an . n ^ 
des fonctions analytiques (A ' [ [XH)^ et Fen en Z, (XP ) . La base 

h-1 i 
de £ de la prop. 2 . 2 peut donc se relever en 2(X) = TJ b.£ (XP ) . 

i=0 1 h 

Pour achever la démonstration du théorème 2 . 1 , il suffit alors de 

montrer la proposition suivante : 

oo nh 
2 . 4 . PROPOSITION. - Soit e, (X) = Z XP /pn et soit pour 

n n=0 
i = l , . . . ,h - l un élément b. de K' vérifiant v(b.) > - i /h . Soit 

h-1 i 
b = 1 . Alors la série £(X) = L b - £ ( X P ) est le logarithme 

° i=0 n 
d'une loi de groupe formel définie sur A' . 

Œ n 
P^UPJl^-L Ë [}£>I1 : 1& série £(X) s'écrit £ a XP . S i n = rh+j 

n=0 n 
avec 0 ^ j < h -1 , on a a , , . = b ./pr . 

rh+j j 
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D'après Hazewinkel ( [ 7 1 , §15.2) , la série £(X) est le logarith

me d'une loi de groupe formel définie sur A' si et seulement si les 

T , définis par les formules suivantes 
n 

Tl = Pal 

n-1 n-i 
T = pa - Z a .T.p n n . i n-i 1 1=1 

sont entiers. 

a) Si 1 <. n <. h-1 , on va montrer par récurrence sur n que 

V(T ) ;> ^ . On a = pa, = pb, , donc v(T ) > l - ^ = ^f^ . n h 1 1 1 1 n n 

Supposons que, pour 1 <. i <. n-1 , on ait v(T) > . On a 

alors : 

v(a .Tpn_1) = v(b .T.13""1) a "T^+P"-1 V = kpn-Hh-i)-n+i] n-i i n-i i h h n 

1 r n-i/, .x /, lVI h-i ron-i -, h-n 
^ - [ p (h-i)-(h-i)! ^ ~ L 2 -11 ^ • 

Comme v(pa ) = v(pb ) ^ 1 - = / on a bien v(T ) > ^-r~ n n h h n h 

h - i h-j 
b) On a l = 1 - L a, , 1 . . D'après a), on a : h h-j j 

1 mPh K h-i h-i h-j h-i . h-j p-1 
V(ah-jf ) 2 P h = h ( p • 

Donc T, = 1+c avec v(c) ;> ^- i - . n n 

c) Nous allons montrer par récurrence sur n que v(Tn) ^ l /n 

pour n>h . Si v(T) :> 1/h / alors v(anTfn' ^ 1/n • En effet ' Posons 

n = rh+j avec 0 £ j £h - l , alors 

v(anT^) = pnv(T.) + v(b /pr) ^ 
rh+j 

D h 

2rh+j 

h 
rh+j 

h 

= h(2 -n) * h . 

Donc, d'après a) et en raisonnant par récurrence, dans l'écriture 
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de , pour n > h , tous les termes sont de valuation supérieure ou 

égale à l/h , sauf peut-être le premier et celui qui contient T . Il 
Dn-h h 

faut donc étudier pa - a . . Posons n = rh+j avec O^j^h-1 , 
n n-h n 

alors d'après b), on a : 

n-h b. (r-l)h+j 
pa - a , TP = — ^ [ 1 -(l+c)P ] , n n-h h r-1 

P p(r-Dh+J , j 
et il suffit de vérifier que v(l-(l+c) )-(r-l)--pj- ^ ^ . 

2 .5 . LE MM E. - Soit x G A' tel que v(x) > , alors : 

2 „m 1 
a) s_i h ^ (p-1) , on a v(l-(l+x)p ) > p + m pour tout entier 

h 
m >. 0 ; 

2 

b) si h > (p-1) , soit s le plus grand entier tel que 

ps(p-l)^ <. h ; on a alors 

v(l-(l+x)pm) > Pm£j^- M m £ s 

et 

v(l-(l+x)P ) ^ pS^h~" + m - s M m ^ s . 

p^£TKD_ns_tr2on. Soit y £ A' et supposons que v(y) ^ u > 0 . 

On a : 

v(l-(l+y)P) ^ inf(v(py)/v(yP)) > inf(l+u,pu) . 

On a inf(l+u , pu) = 1 +u si u ^ l / (p-l) . 

Supposons que h <, (p-1)^ , ce qui veut dire 1 +~-J* ^ p . 
h h 

D'après la remarque précédente, on a v(l-(l+x)p) ^ 1 + ̂ zl m Supposons 
v->m p — 1 

que v(l-(l+x)p ) > m + . Ecrivons (l+x)P = 1+z avec 
p-1 pm+1 

v(z) ;> m+-^— . On a alors v(l-( l+xr ) > inf(v(pz),v(zp)) . Comme : 

p [ m + ^ ] - [m + l + £ ^ ] = + p ( m - l ) - l > 0 , 

le a) est démontré. 
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Si h > (p-1)^ , on a v(l-(l+x)P) ^ P r̂— . Supposons que : 
n 

v(l-(l+x)pm) ;> pm . Posons encore (l+x)pm = 1+z . On a 

v(l-(l+z)P) ;> inf(l+v(z)#pv(z)) * inf(l+pm5-L, pm+1 ^ - ) . 
h n 

^ -, m p-1 m+1 p-1 t m (p-1) . T_ . ...r Or 1 + p i— - P ,— = 1-p -£—; et ce nombre est positif si h h h 
et seulement si pm(p-l)^ <, h , donc si m^s . Donc, pour m ^s , 

on a v(l-(l+x)P ) ^ pm 7̂-̂ - . D'après la remarque du début, on a 
h 

ns+1 s P-1 

v(l-(l+x)p ) ^ 1 + p . On achève la démonstration du lemme par 

récurrence. 

2 .6 . Revenons à la démonstration de la proposition. On applique le 

lemme avec x = c et m = (r-l)h + j . 

Dans le cas a), on a : 

v(pa - a uTpU h) * ^ +(r- l )h+j-(r- l )4- = ^ f 1 + ~ ± + (r-l)h+j-r . 
n n-h h h n h h 

Or (r-l)h+j-r ^ 2(r-l)+j-r = r+j-2 . S i r ^ 2 , la proposition est démon

trée, si r = 1 , on a n = h+j > h , donc j ^ 1 et on a bien r+j ;> 2 . 

s 2 

Dans le cas b), remarquons que l'inégalité h > p (p-1) implique 

que h > s . 

Si m < s , donc (r-l)h+j <> s , on a r = 1 et comme n > h , 

on a j / 0 . On a : 

v(pan-an-hThn_h) - - ï ï + p J J i r = £ [ p V i h i 4 ( 2 j - j ) * i . 

Si m > s , ce qui équivaut à n > s+h , on a : 

v(pa - a uT^n h) a -J - - r+l+pS^1+(r- l )h+j-s = pS ^ + n ( l - è - h - s + l 
n n-h h h h h n 

* pS £ ^ i + (s+h+1)(1"ïï)-(s+h+1)+2 

1 s+h+1 . r 1 s+1 1 . 
^ — - —r— + 2 = 7 " - ~T~ + 1 ^ 7 " car s < h . h h h h h 
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La proposition 2.4 et le théorème 2.1 sont donc démontrés. 

2 .7 . De ce qui précède résulte la proposition suivante : 

PROPOSITION. - Toute loi de groupe formel à un paramètre définie  

sur A' de hauteur h ^ 1 est isoqène à une loi de groupe formel 

à un paramètre dont le logarithme est de la forme 
h-1 OO nh+i n 

e(X) = Z b ( Z Xp /p ) avec b. G K' , b = 1 et 
i=0 1 n=0 1 ° 

v(b.) ^ - i /h , pour 1 < i <, h -1 . 

2 .8 . Soit h un entier > 1 . Soit Q ^ le sous-corps de K de degré 

h sur (p . Soit 7/( un F-iso-cristal simple de pente l/h ; l'ensemble 
P h des x de 7J\ tels que F x = px forme un sous-Q -espace vectoriel 

Ph 
de % de dimension h . Un automorphisme u de 7l{ est déterminé 

par l'image d'un élément non nul tel que F^x = px . Prenons pour base 

i h~l i 
de % sur K les F x avec 0 <> i < h-1 . Si u(x) = Z u F x , les 

i=0 1 
u. appartiennent à Q , et si $ = (cp..) est la matrice de u sur la i pii IJ 

base x , Fx,... ,Fh *x de T/( , on vérifie facilement que : 

cp.. -

si i > j 

u(x) = Z u F QSPQ QD 

si i > j 
avec 0 <, i <. h-1 et 0 £j ^h-1 . 

Si u = 
u 
o 

%uh-i 

est un vecteur non nul dont les coordonnées sont dans 

Q , , on note $(u) la matrice carrée d'ordre h dont le terme général 
P 

est donné par les formules ci-dessus. L'ensemble des matrices $(u) 

quand les u. parcourent Q s'identifie au corps (non commutatif si 
1 Pn 

h ^2) des endomorphismes du F-iso-cristal simple % . 
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Etant donné un entier h ^ 1 et ç = 
o 

ch-l' 

avec c. 6 K' , c =1 i o 

et v(c.) ^ - i /h , on sait d'après la proposition 2.4 construire une loi 

de groupe formel à un paramètre G(h,ç.) . 

2 .9 . PROPOSITION. - Les lois de groupe formel G(h,ç) et G(h,c') 

sont isoqènes si et seulement s'il existe un vecteur non nul 

u 6 (Q j)*1 et un élément t de_ Kf tels que ç_' = t$(u)ç>" . 

Soient (x ,77c) = LM„,(G(h,ç)) et ( £ ' = LM (G(h ,ç.' )) . Soit 
IS. is. 

h h"1 i e G % tel que F e = pe et que £ ait pour base £ c.F e . De 
h-1 l~° 

même, soit e' £ 77/ tel que £' ait pour base Z c'.F e' . On peut 
0 i=0 1 0 

identifier 7I( et 77(' par l'isomorphisme qui envoie eQ sur e^ . Sup

posons qu'il existe u. et t vérifiant les conditions de la proposition 

tels que çj = t$(u)ç> . L'automorphisme de % associé à la matrice 
$(u) sur la base (F1e )rt . , , envoie c sur un vecteur parallèle — o O^i^h-1 — 
à c.' , donc £ = £' , ce qui entraîne que les deux groupes sont iso

gènes . 

Réciproquement, si G et G' sont isogènes, les K'-couples 

U,#î) et (£',?7() sont isomorphes. A un automorphisme près de % , 

on peut choisir le même eQ pour les deux groupes. On a donc un auto

morphisme de % qui après extension des scalaires envoie £ sur £' , 

donc ç. sur un vecteur parallèle à _c' , ce qui veut dire qu'il existe 

u et t tels que _ç' = t$(u)c. . 
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SUR LA MAUVAISE RÉDUCTION D'UNE VARIÉTÉ DE SHIMURA 

par 

R. P. LANGLANDS 

( Princeton) 

Parce que les relations entre les représentations automorphes et les 

variétés algébriques sont encore pour la plupart conjecturales, les mécanismes 

qui lient ces choses tellement disparates restant inconnus, l'étude des cas 

particuliers a toujours un intérêt vif, surtout quand elle met ces conjectures à 

l'épreuve, ou nous décelé des aspects nouveaux. Les exemples les plus 

abordables sont les variétés de Shimura, et on a commencé à comparer les 

fonctions zêta de ces variétés avec les fonctions L automorphes, non seulement 

pour les courbes, mais aussi pour les variétés de dimension plus grande [4 ]. 

Plus précisément soient F un corps de nombres algébriques totalement réel et D 

une algebre de quaternions sur F totalement non ramifiée à l'infini. Le groupe 

multiplicatif D est le groupe de points rationels d'un groupe G défini sur Q, 

et on a considéré les variétés de Shimura attachées à G. 

On suppose à présent que D est un corps parce que ces variétés sont alors 

completes et les problèmes provenant des pointes n'interviennent pas. Pour 
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fixer la variété S on choisit un sous-groupe ouvert compact K de G(A), /A 

étant l'anneau des adèles de Q, S est une variété sur Q et on peut étudier sa 

cohomologie complexe par les méthodes habituelles [ 2 ], [ 8 ]. Soit n le degré 

de F. On trouve que la partie majeure de la cohomologie se trouve dans le degré 

moyen n, et que les opérateurs de Hecke la découpent en pièces motiviques de 

dimension 2 , chacune associée à une représentation automorphe de G(A) de 

dimension infinie et, en plus, des pièces supplémentaires de dimension ^ j si 

n = 2m est pair, chacune associée a une représentation automorphe de G(A) de 

dimension 1. 

Considérons une des pièces M de dimension 2*1 associée à une 

représentation de dimension infinie TT. La projection sur M, qu'on note aussi 

M, est une combinaison linéaire d'opérateurs de Hecke avec des coefficients 

algébriques, donc elle opère aussi sur la cohomologie i-adique, prise sur la 

clôture algébrique de . Elle commute avec l'action de Gal(£)/Q) et on obtient 

alors une représentation de Gal(£)/£>) sur l'image de M. Ce sont les 

relations entre p et TT qui nous intéressent. 

D'habitude on définit le L-groupe "'""G de G comme un groupe complexe, 

mais pour nos buts il est préférable de le définir comme un groupe algébrique ou 

L L o 
proalgébrique sur £>. G est le produit semi-direct d'un groupe connexe G 

avec Gal(Q/Q). LG° est le groupe des fonctions h sur Gal (C /F) \Gal(Q /Q) à 

valeurs dans GL(2), et a dans Gal(Q/Q) envoie h sur h' avec h'(T) = h(Tor). 

L 
Le groupe habituel est le groupe des points complexes de ce G. 

L . . 0n Le groupe G a une représentation r de dimension 2 plus ou moins 

évidente. Soit X l'espace vectoriel de dimension deux sur lequel GL(2) opère 

et soit V = ®TçT x> ou T = Gal(Q/G)\Gal(Q/Q) est l 'ensemble des plongements 

de F dans Q. 
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On définit la représentation r en posant 

r(h)(® X(T)) = ® h(T)x(T) h € LG° 

r(CT)(<8> X(T)) = $ X(TCT) CT € Gal((Q/<Q) 

Ce que je voudrais bien pouvoir démontrer est qu'il existe un 

homomorphisme 

i : Gal( C / Q ) > LG( Q ) 

tel que la composition de £ avec la projection de sur Gal(Q/Q) est 

l'identité et la composition r o £ est équivalente à p . Mais je n'ai aucune idée 

comment cela se fait. 

Soit p un nombre premier différent de i , et soit p la restriction de 

au groupe de décomposition Gal((Q^/© ). On peut se demander aussi - et 

c' est là une question nettement plus facile - s'il existe un homomorphisme 

i : Gal(Q /© ) > LG(C J 
P P P i 

tel que la composition de ê avec la projection de "̂ G sur Gal(£)/Q) est le 

plongement habituel tandis que la composition r o £ est équivalente a n"^. Mais 

cette question-ci admet une formulation plus précise. 

Pour la donner nous rappelons quelques faits locaux. Le sous-groupe 

mr 
d'inertie I du groupe de Galois Gal((Q /(Q ) de l'extension modérément 

ramifiée maximale de £) est isomorphe à 
P 

lim |UL — Il | Z 
(n, p) = 1 

mr 
En fait, le groupe Gal(Q /Q ) est le produit semi-direct de I et du groupe de 

nr 
Galois Gal(Q AQ ) de l'extension non ramifiée maximale. Si o~ est dans 

P P 
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Gal(Q /<& ), on écrit son image dans Gal(Q r /Q ) comme cr X x(cr) avec 

cr € Gal(Q /Q ) et x e I. L'élément x(cr) correspond à , x (a). De plus, 

a opère dans I et si x correspond à | | x , alors cr(x) correspond a 

I I a (cr)x ou a (cr) est une unité q-adique. 

Considérons le produit direct 

W= SL(2, C) X 

qui est intervenu dans [10]. est le groupe de Weil. Supposons que cp soit 

un homomorphisme continu de 7)9 dans G(<C) qui satisfasse aux conditions 

suivantes : 

i) La composition de cp avec la projection de "̂ G sur Gal(Q/Q) donne le 

plongement canonique de dans Gal(Q /£) ); 

ii) Il existe un élément h dans G (G) tel que (a) la restriction de 

<py - adh « (p à SL(2, <C) est définie sur (Q, (b) si |w| est la valeur absolue 

habituelle de w dans W_ , alors pour chaque w 
r» 

cp' 
|w|"2 0 

0 |w|* 
X w) 

est dans "^G(Q), et, de plus, est semi-simple et ses valeurs propres dans 

chaque représentation rationnelle de G sont de la forme |w| £, ou m est un 

entier et £, une racine de l'unité. 

On peut associer à un tel cp un homomorphisme continu cp de Gal(Q /Q ) dans 

LG(Qp). Si cr e Gal (Q^/CH est l'image de w € WQ » alors |w|"1=a^(cr) est un 

nombre rationnel et on pose 

cp(o) = cpy 
|W|"2 0 

0 
X w)ç?' 

1 x (a) 

0 1 

122 
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On définit cp en général par continuité. Faute d'une terminologie plus adéquate, 

nous dirons provisoirement que Cp est de type A^. 

Enfin, revenant à la représentation p , nous rappelons qu'elle est 

attachée à une représentation TT de G(A) de dimension infinie. Soit 
_ _i 

Tr'(g) = |det g | 2Tr(g). Alors TT' est aussi une représentation automorphe et 

comme telle un produit tensoriel ® TT' sur les places de Q. D'une façon qui 

reste à expliquer, on attache - à part quelques difficultés, qui ne se présentent 

pas dans le cas que nous considérons^ - à TT' un homomorphisme cp = cp(ir] ) du 

groupe W dans G(C). Ce qu'on voudrait démontrer est que cp est de type A 

et qu'on peut choisir le ê, ci-dessus égal a cp. 

On peut probablement le démontrer sans grande difficulté pour presque tout 

p en mêlant les méthodes de [ 8 ] et [ 9 ] et en s'appuyant sur la formule de trace 

de Lefschetz, mais dans [9 ] on a supposé carrément qu'aucune ramification 

n'intervient. C'est Rapoport qui a soulevé le problème des places où la variété 

se réduit mal, et tout ce qui suit sont les fruits, pas encore mûrs, de nos efforts 

communs. Il a voulu d'abord généraliser un résultat de Cherednik [ 5 ]. En bref, 

Cherednik a découvert que si F = ÇQ, l'algèbre D est ramifiée en p, et K 

contient le groupe des unités de D ® Q , alors l'ensemble des points sur S avec 

coefficients dans Q est la courbe de Mumford [13] attachée à l'algèbre qu'on 

obtient en tordant D à l'infini ou il devient ramifié et en p ou il cesse d'être 

ramifié. Cette découverte permet en particulier d'étudier la façon dont S se ré

duit en p (Casselman, Morita, Deligne? des références précises n'existent pas). 

Mais une généralisation directe de ce résultat à un corps de degré 

quelconque ne semble pas exister. Au moins nous n'avons pas su la trouver. Il 

semble néanmoins que les variétés se réduisent d'une façon intelligible, quoique 

nous n'ayons examiné que des cas t rès simples. En fait, pour nous orienter nous 
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avons commencé avec le cas [F : Q] = 2. De plus nous avons supposé que p 

reste premier dans F, que D est ramifiée en p tandis que p est non ramifié 

dans F, et que K contient le groupe des unités de D ® Q . 

Même dans ce cas, manquant de temps et de la facilité géométrique 

requise, nous n'avons encore ni une proposition ni une démonstration complètes, 

et il me faut donc me contenter d'expliquer ce que nous pouvons presque 

démontrer et de donner l'ébauche d'une démonstration. J 'espère que celle-ci 

sera assez claire pour que le spécialiste, au contraire de nous, n'ait aucune 

difficulté à en combler les lacunes. 

La démonstration repose sur la théorie des modules de Dieudonné, dont le 

mérite, pour les mathématiciens de talent modeste, est qu'elle ramène des 

problèmes difficiles sur des variétés abéliennes aux problèmes élémentaires de 

l 'algèbre linéaire. On peut t ra i ter ceux-ci sans avoir tout à fait compris ni 

ceux-là ni les liens entre les deux. C'est ce que nous avons fait, et cet article ne 

prétend à rien, sauf à att irer l'attention des spécialistes de la théorie sur le rôle 

qu'elle pourrait jouer dans l'étude des variétés de Shimura. 

Avant d'aborder la discussion purement géométrique, nous rappelons la 

définition de l'homomorphisme cp = cp{^ ) attaché à TT' . Le groupe G sur <Q 

provient d'un groupe G' sur F par restriction de scalaires, G' étant soit 

GL(2) soit une forme tordue de ce groupe. Donc le groupe G(Q^) est égal a 

TT | G'(F ), le produit étant pris sur les places de F divisant p. Le L-groupe 

LG' de G' est le produit direct de GL(2) et du groupe Gal(Q/F). Pour chaque 

place v divisant p on introduit la groupe 

y ^ v = SL(2; <C)X WF . 
V 

Des homomorphismes cp de dans LG'(C) étant donnés tels que le 
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diagramme 

v 

WF 
V 

^ V LG'(C) 

• Gal(F / F ) ' v v 

Gal(F/F) 

soit commutatif, on construit un homomorphisme Ç de dans G((C), et, 

plus précisément, dans le L-groupe local, l'image inverse de Gal(Q /Q ) dans 

G((C). On se rend compte que dans le diagramme on prend F - £) et on étend v 

à F . Les places divisant p correspond d'une façon univoque aux doubles classes 

dans Gal(Q/F)\Gal(Q/Q)/Gal(£> /Q ). Pour définir Q on étend la valuation 

attachée à la place p à Q et on obtient une extension de la valuation v 

correspondante à la double classe de a dans Gal(£)/Q) en prenant la valeur 

absolue de cr *(x) dans <& , x e F = Q. Cela dit, on voit que les éléments d'une 

double classe correspondent à l'ensemble Gal(F / F )\Gal(Q AQ ), ou F = <& . 

Pour chaque v on définit le groupe "̂ G exactement comme on a défini 

LG, sauf que l'on remplace Gal(F/F)\Gal(Q/Q) par Gal(F / F )\ Gal( © /<Q ). Le 

L-groupe local est l'ensemble des éléments de TT , G , dont tous les 

composants ont la même projection dans Gal«Q ). Il suffit d onc pour définir cp 

de définir cp' > LG (€). 

Si s € SL(Z, C), alors wl envoie s dans la fonction sur Gal( Q /Q ) k 

valeur constante cp^{s). Pour définir cp} (w) pour w e , il faut choisir un 
P 

ensemble U de représentants u des classes dans 

Gal(F / F )\Gal(Q /<Q ) = W_ \W_ . Si w c Wr on écrit w (w) = a(w) x <r(w) v v P P F Q F v p _ v 
ou CT(W) est l'image de w dans Ga l^^ /F^) et a(w) est dans GL(2, C). Si 

w e W et u € U soit uw = a (w)u' avec u' € U et a (w) e W . Alors 
V, u u F 

P v 
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cp] (w) = a'(w) x cr(w) oh a'(w) est la fonction qui envoie la classe G(F / F )u sur v v v 

Cp (a (w)). On vérifie sans peine que cp1 ainsi défini est un homomorphisme. 
^ v u v 

Enfin la représentation TT' de G(Q ) est un produit tensoriel ® TT' OU 

TT' est une représentation irréductible de G'(F ). Il est bien connu qu'on peut, 

en général [14], attacher à TT' un homomorphisme cp de dans G'(G). 

On construit cp = C/9(TT' ) à partir de ces cp de la façon qu'on vient d'expliquer. 

Nous ne considérons que le cas ou p reste premier dans F, et il n'existe 

donc qu'une place v divisant p. De plus, la restriction de TT' au groupe des 

unités de D ® £) doit être triviale. Il suit de là que TT' est de dimension 1. 
P v 

Si s X w € TrS , alors, d'après la définition, 
v 

Cp (s X w) = SJJL(W) X cr(w) , 

ou |JL est un caractère complexe de W . Le problème est de démontrer que 

Cp - cp(ir] ) est de type et que p est équivalent à r u cp. Si cp lui-même 

est de type A on peut attacher à cp^, ou, plus précisément, à sa composition 

avec la projection de G' sur son premier facteur GL(2), une représentation 

i-adique cp de dimension 2 de Gal(F / F ). Cette représentation agit dans 
v v v 

l 'espace X de dimension 2 et la représentation r o cp agit dans V = X ® X. 

D'après la définition, cp sera réductible mais indécomposable et il existera 

alors une filtration canonique OCX CX = X de X. Parce que la restriction 

de r o cp à Gal(F / F ) est cp ® cp , la filtration induite sur V, 
V V V V 

0 C V C V C V , est canoniquement attachée à la représentation r o cp. et si 
^ 0 5* 1 * 2' M ^ ^ ' 

M ~ M 
p est équivalent r o cp, il existe une filtration semblable sur l 'espace de p 
P P 

M ~ Pour vérifier que p est équivalent à r o cp, on commence par établir que cette 

filtration existe, et le seul but de cet exposé est de décrire sa source géométrique 

dans le formalisme des cycles évanescents. On note que dim = 1, tandis que 
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dim V = 3. 

Pour étudier la représentation de Gal(Q /Q ) dans la cohomologie de S 
P P 

on peut remplacer S par S ® Q . Ceci fait une fois pour toutes, on dénote la 

nouvelle variété par S. Cette variété sera la solution d'un problème de modules 

qu'on pourra formuler sur Z . J 'admettrai sans démonstration que le problème 

a une solution qui est un schéma G propre sur Z à fibre générale S et à fibre 

spéciale S . 

La théorie des modules de Dieudonné nous permettra de décrire d'une 

façon concrète et géométrique, et la théorie des déformations des variétés 

abéliennes nous permettra d'analyser sa situation dans O . Enfin, cette 

connaissance acquise, nous utiliserons le formalisme des cycles évanescents pour 

construire une suite spectrale, que nous étudierons à l'aide des opérateurs de 

Hecke pour obtenir la filtration cherchée. Le lecteur est averti encore une fois 

que je ne donnerai qu'une ébauche de la démonstration parce que les détails font 

encore défaut. 

Nous rappelons d'abord les données pour le problème de modules résolu 

par (i . Soit Z l'anneau des entiers de F , et soit O un ordre de D tel que v v 

O = O <8> Z est l 'ordre maximal de D = D ® F . Si X > Spec Z est un 
v v v v p 

schéma sur Z la première donnée est une variété abélienne A sur X de 
P 

dimension 4 et un homomorphisme ^ de O dans l'algèbre des endomorphismes 

de A sur X, tel que la trace de \Jj(a) sur l 'espace tangent a l'identité est la 

trace réduite de a, ou plutôt son image dans r°(Cf(X)). Le groupe K est égal à 

K K^, où K est le groupe des unités de D et KP est contenu dans G(A^), /A^ p P v v in f 

étant l'anneau des adèles finis dont le composant en p est 0. Si n est premier 

a p, soit A^ le noyau de multiplication par n. opère sur 

Y = lim Isorn (A , O/nO) O n 
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parce qu'il opère sur O/nO. Pour avoir un ensemble complet de données, il 

faut ajouter a A et ip un élément de Y à K près. 

Pour étudier la fibre spéciale, on prend X = Spec K, OU a est un corps 

algébriquement clos de caractéristique p. Dans ce cas on attache à A son 

module de Dieudonné M = M(A), sur lequel O opère a droite parce que M est 

un foncteur contra variant. Non seulement O, mais aussi l'anneau de Witt W(/<;) 

opère sur M et, partant, le produit tensoriel O = W(K) ® O. On a supposé que 

p reste premier dans F . On peut donc identifier O a l 'algèbre des paires de 
K 

matrices 

a b 
1 1 

PC1 dL 

ao b 
2 2 

pc d̂  
, 2 2 

a , b , c., d. e W(K) . î i i i 

O lui-même s'identifie aux paires 
V 

a : 
a b 

pc d 

o- a a b 

pc d 

ou a, b, c, d sont contenu dans W((F ^), et 

2 2 2 2 
a = d, d = a, b = c, c = b . 

Le symbole a dénote le Frobenius habituel sur W(K). 

Le produit tensoriel N de M et (Q s'identifie à l'ensemble des 

matrices 

xi yi 

X2 Y2 

qddf qqs 

U2 V2 

e 
d q 

a v 
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à coefficients dans le corps quotient P de W(K). L'action d'un élément de O 
H 

envoie cette matrice sur 

xl yi 
X2 Y2 
Ul Vl 

U2 V2 

a b 
1 1 

PC1 di 

a b 
Z z 

PC2 d2 

Le module M lui-même s'identifie aux matrices pour lesquelles e K^, 

e L , 41- e K, , e L , K , L. étant des réseaux dans 1' espace vectoriel de y 0 1 1 i î 

dimension deux sur fi . Ces réseaux sont assujettis a des contraintes, et cela 

pour deux raisons. M est un module de Dieudonné, et en tant que tel possède 

l 'opérateur F. De plus, l 'espace dual de l'espace tangent à l'identité de A 

s'identifie à M/FM. Donc la trace de a sur M/FM est égal a 
Z 3 <J .(J G G G a + d + a + d = a + a + a + a 

Se souvenant que F commute avec O et que Fa = a°F, a e W(K), on voit 

qu' on peut supposer que 

F : 

xl yl 

X V 

2 y2 

Ul Vl 

TU2 V2 

d i 

a a 
Ul M 

G G J u v / Z Z 
CT cr 

xl yl 
a cr x y 
z yz 

0 1 ' 

p o. 

ou d est une matrice à coefficients dans p . Soient 

A. = Kff" 
1 1 

-Z -2-i 
A.+ =d"CT î + Z î 0 < i < 1 ; 

définissons A. pour tout i par 

-Z -4 -4 
A. = p d d A. 

i+4 r i 
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Les conditions sur la trace de a impliquent alors que 

pA. C A C A. n 
^ î+l ^ î ^ î+l 

pour tout i, et la suite {A.} définit un chemin dans l'immeuble de Bruhat-Tits 

de GL(2, 

Le module M est invariant par rapport à O et O , et, par conséquent, 

pL. C K K C L 
î — i i — i 

Ces relations, qui impliquent à leur tour l'invariance, sont équivalentes a 

si 

pUA C A. C UA 
p i — i+2 — i 

UA. = P - V ^ V " 2 . 

La longueur du chemin depuis A. jusqu'à est 4. Donc le déterminant de 

d est d'ordre 1, et la distance entre UA. et A impaire. Nous concluons 

qu'elle est égale à un. Le choix des coordonnées dans reste à notre 

disposition, et nous pouvons remplacer d par cdc °. Donc il n'y a que deux 

possibilités vraiment distinctes: 

a) d = 
' 0 1 

, P 0 
b) d = 

fl 0 
^0 p 

Si on identifie deux réseaux dont l'un est un multiple de l 'autre, on passe 

de l'immeuble de GL(2, '£ ) à celui de SL(2, <£). Nous dénotons la classe de 

réseaux contenant A par A. Dans le cas a) il y a exactement deux classes 

B , B telles que dist(B , UB ) = 1, et le chemin {A.} est de la forme 
0 1 i l i 
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\ = Ak+2 = Ak+4 

Ak+3 

A1 , V+ 1 

ot A, = B. et A, „ = B avec i différent de i ' . Nous distinguons deux cas 
k j k+3 j ' 

sous - jacent s 

a-i( Ak+i = Ak+3 a-U) V l ^ Ak+3 • 

Même avec ces distinctions il y a encore plusieurs possibilités suivant le choix 

de k et j , deux pour a. i) et huit pour a. i i) . 

Dans le cas b), l'ensemble des B tels que dist(UB, B) = 1 forme un 

appartement, que nous représentons par une ligne horizontale 

L'appartement donné, le chemin {A.} a la forme 

-A, _ A., —A., „ A., k-1 k k+2 k+4 

Ak+3 

Ak+1 

On note l'existence de chemins dégénérés avec A, , = A, , ou A , = A, 

qui seront dits de type b. i) , tandis que les chemins non-dégénerés seront dits de 

type b. i i) . Le choix de k nous donne quatre possibilités pour le type b.i) et 

quatre possibilités pour le type b,i i) , parce que la possibilité k = k^, 

A, , = A, ^ se confond avec k = kn + 1, A, , = A, k+1 k+3 0 ' k+1 k-1 
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Pour utiliser cette classification des modules de Dieudonné attachés aux 

points de SQ, il faut lui adjoindre une classification plus géométrique des variétés 

A. Mais d'abord nous observons que le module M étant donné, avec sa 

représentation par on peut construire d'autres modules en remplaçant 

A par n'importe quel Al contenant A et a une distance un de A . Un 

module M' ainsi obtenu est le module de Dieudonné d'une variété abélienne A' 

isogène à A, 1'ordre du noyau de 1'isogénie A > A' étant une puis sance de p. 

L'isogénie est défini par l'application m > pm de M dans M'. Pour attacher 

a A' les données du problème de modules, on observe que O continue d'opérer 

sur A' et que A' est isomorphe a A si (n, p) = 1. 

L'ensemble des -A-ĵ  forme un \P^{K), et nous obtenons une application 

IFMK) > S (K)Î nous admettons sans démonstration qu'elle est définie par un 

morphisme IP^ > S^. Il n y a qu'un de ces P^ passant par un point de type 

a. ii) ou b. ii), mais à cause de 1'ambiguité du choix de k, deux passant par un 

point de type b. i) et quatre par un point de type a. i). D'ailleurs, si on prend 

suffisament petit, on peut supposer que l'application est un plongement. 

Ensuite, nous attachons à chaque point de SQ(K) un sous - ensemble de 

{0, 1, 2, 3}, l 'ensemble de tous les m, 0 < m < 4, pour lequel il existe un vecteur 

non nul x dans l'espace tangent tel que i//(a)x = a x pour tout a e O. La 

barre dénote le résidu modulo p. Cet ensemble se calcule facilement a l'aide du 

module M. Par exemple, pour le diagramme 

A . A =A 
-1 0 2 A4 

A3 

Al 

les modules M et FM sont les ensembles 
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M = 

qq 
P 

e * 
X- + * -
P P 

1 * 
\- + * -
P P 

FM = 

Œ 
* XI_ + * 

P 

p* X + 

p 

qqd 

£ est donné mais X et les astérisques dénotent des éléments arbitraire de W(/c). 

La représentation de O sur M/FM est équivalente à celle donnée par 

a = 
a b 

pc d , 

CT O" 
a b > 

pc d / 

' a b \ 

0 d / 

—a —a . a b > 

o Z f f / 

L'ensemble attaché à un point de ce type est alors {Z, 3}. 

Faisant des calculs semblables pour des autres types, on découvre qu'il 

n'y a que neuf ensembles possibles. Donc l'ensemble ^Q(K) se coupe en neuf 

morceaux, que nous nous représentons schématiquement: 

S'{012}(K) 

S'{12}(K) 

S'{123}(K) 

S{01}(K) 
-S{013}(K) 

^ 0 1 2 3 } ( K ) S'{03}(K) 

S'{23}(K) S'{023}(K) 

Le rapport entre les diagrammes et cette partition est le suivant: 

a. i) Un point de type a. i) est contenu dans ^{0123}'^" 

a. ii) Un point avec le diagramme 
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A =A =A k k+Z k+4 

Ak+3 

Ak+1 

est contenu dans ^{i j}^) s* k+1, i, j} = "f0, 1, Z, 3} (mod 4). 

b. i) Un point avec le diagramme 

\ \ + 3 

A A 
k+1 k+Z 

est contenu dans S'fl .->(K) si {k, h, i, j}= {0, 1, Z, 3} (mod 4). 
{hijj 

b. ii) Un point avec le diagramme 

V A k + z 
A 

k+4 

Ak+3 

Ak+1 

est contenu dans S'r.0 si {k, k+1, i, j } = { 0 , 1, 2, 3} (mod 4). 

Il est intuitivement évident que l'ensemble attaché à des données du 

problème de modules s'accroît ou reste le même quand ces données se 

spécialisent, et nous l'admettons sans démonstration. Par conséquent, S (K) 
X 

est contenu dans J Y 2 X S ^ ( K ) , si S est la clôture de S' pour la topologie de 

Zariski. 

Nous donnerons une esquisse d'une démonstration de la proposition 

suivante: 
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Proposition. La variété S est lisse de dimension 4 - X| et S (K) 

UY2Xs^(K) . 

Avec cette proposition, nous pouvons compléter la description de la fibre 

spéciale, Sg. Elle est la réunion des quatre variétés S | Q ^ j. » ^ { 1 2 } ' ^{03}' 

^{Z3}' son^ ^ s s e s ' mais Pas nécessairement connexes, et de dimension 2. 

Les variétés Sr .-, et S r . •> se croisent en Sr -,. D'ailleurs, par chaque 
tij) tjk) jijk) 

point de passe un seul des P"̂  décrits dessus entièrement contenu dans 

S | . . | . Si {i, j , k, k' } = {0, 1, 2, 3}, alors chacun de ces P^ contient un seul 

point de Sr... -, et un seul point de Sr.., -,, qui se confondent si et seulement si 
Ujk) t i jk ') 

les points sur le P sont de type a). Donc ces P nous donnent des fibrations 

Sr. (K) > Sf. .. -j (K), S, .-, (K) > S r. , \ ( K) , dont les fibres sont les P* 
Uj) tijk) {ijj iijk') 

eux-mêmes. Nous admettons que ces fibrations sont définies par des morphismes 

lisses Sf..-, > Sr.., -,. Deux courbes distinctes Sr.., -, , Sr. . , -, se croisent en 

^{0123}* -^n^n' une composante connexe de S^ est une réunion 

^{Ol} ^ ^{12} ^ ^{23} ^ ^{03} ^e comPosantes connexes des et chaque 

composante connexe de S^ contient la même nombre de points de ^{oi23}" -̂ >our 

vérifier ce dernier point, on utilise les correspondances de Hecke, qui agissent 

transitivement sur les composantes de S . 

Pour démontrer la proposition, nous considérons le voisinage formel {D 

d'un point de S.(K) dans G ® W(/c). Il suffit de vérifier les faits suivants: 

i) Si s e S', .(K), alors >̂ est isomorphe a Spec W(K)[[X, Y]] , avec des 

indéterminées X et Y. 

ii) Si {ijk} est un des neuf sous - ensembles il y a exactement deux paires, disons 

{ij} et {jk}, qui sont contenues dans {ijk} et qui se trouvent aussi parmi les 

neuf sous-ensembles. Si s e SV.., •»(/{), alors Q> est isomorphe à 
{ijk) s 

Spec W(K)[[X, Y, U ] ] / ( X U = p). Les points donnés par une application 
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n : W(K)[[X, Y, U] ] > /c' 

avec r|(p) = 0, sont dans ^{ij}^') s* rl(^) est inversible et dans ^.^(fC* ) s* 

r)(U) est inversible. 

iii) Si s e S |QJ £ ̂  alors G est isomorphe à 

Spec W(K)[[X0, X r X 2 , X3]]/(XQX2 = p, X ^ = p). Si 

^ : W(k)[[XQI Xv X 2 . X 3 ] ] > K' 

et Ti(p) = 0, alors ri donne un point de S'.(/c') si n(X.) et n(X.) sont 

inversibles. 

Même le lecteur qui ne s'est pas trop fâché de tout que nous avons déjà 

admis sans démonstrations, ne sera peut-être pas trop convaincu par ce que nous 

dirons sur la démonstration de ces assertions, parce que nous utiliserons la 

théorie des déformations des variétés abéliennes (cf. [12], §V) d'une façon qui me 

semble vraiment inadmissible dans l'état actuel de nos connaissances. 

Nous considérons un anneau local à corps quotient K, et un 

diagramme commutatif 

W(K) OL 

K 

Puis nous cherchons un sous-module libre M, de *ft, = M ®,1T/ .àt qui est 
W(K) 

invariant par rapport à O et tel que sa projection sur 

ftx, O K - M ®w/ K - M/pM est égal à VM/pM, V étant le décalage. Nous 

trouverons une solution universelle ftl , 7\ de ce problème, et nous admettrons, 

non sans quelques scrupules, que G est isomorphe à Spec &t. L'idéal 
s 

maximal de &t ne sera pas même un idéal à puissances divisées. La 
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construction de ÛV se fait avec des calculs élémentaires, et il suffit de t rai ter 

un S 6 S'{0123}(K)-

Supposons que M soit l'ensemble des matrices 

* — 
P 

dqq 

P P 

P 

ou un astérisque représente un élément de W(/c). On obtient *n, en prenant pour 

les astérisques des éléments de ¿"0, le dénominateur assumant un sens 

symbolique. Parce que 

VM = 

d 

dqd 

P 

dq 

tandis que est invariant par rapport à O, il existe des éléments x , x^, 

x^, x^ dans l'idéal maximal tels que *v est l'ensemble des 

P 

\xQ ^ 

yx 
1_ e_ 

P P 

v p 
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ou X, v, e sont des éléments arbitraires dans . En plus, l'invariance 

par rapport à O exige que xQX£ - P» X]̂ X3 ~ P* ^n °ktient ÛL en prenant des 

indéterminées liées par ces relations. 

Si on décrit la représentation de O dans $C par des matrices, utilisant 

les coordonnées X, v, £, on obtient la somme directe 

a 

a bXQ 

CX2 d 

© 

a , a 
a b X 

cffX dCT 

Ceux qui croient que G est isomorphe à Spec Û"L pourront croire aussi que, 

d'après [11] et [12], le dual de l'espace tangent de l'extension de A à C est 

isomor phe à ïl. L'affirmation iii) s'ensuit. 

Les affirmations i), ii), et iii) nous sont importantes, parce qu'elles sont 

a la base de nos calculs cohomologiques, et je regrette de ne pouvoir donner pour 

l'instant une démonstration plus rigoureuse. 

Selon [6] - mais on y parle des faisceaux à torsion - il y a une suite 

spectrale H^(S^, qui converge vers la cohomologie i-adique de la fibre 

générale. La fibre ip^ du faisceau ip^ au point s de S^ s'obtient en prenant 

la q-cohomologie de l 'intersection de et de la fibre générale S. En nous 

appuyant sur i), ii), iii) et notre intuition, nous concluons que les ip^ sont donnés 

par le tableau suivant: 

8 tS{ i j } *2=Ci *s = °' q > ° 

S « S{ijk} A = Ci K = Qi ^ = 0. q > 1 

S£S{0123} K-Qt ^ s = Q i ® C i *s = Ci ^ = 0, q > 2 . 

Soient N le nombre des composantes connexes de la fibre spéciale ou de 
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la fibre générale, n le nombre des pointes de ^ | Q ^ 3 } ^ans une ^e ces 

composantes, et g le genre d'une composante connexe d'une des courbes S . -ĵ .j. -

Nous allons établir que les dimensions de H (S , ip ) sont données par le tableau 

suivant: 

nN 

qq 
ZN 4gN+2(n-l)N 4N 

N 0 (n-l)N+4N 4gN 4N 

P " 

Le N intervient pour une raison évidente et nous pouvons remplacer 

dans nos considérations par une composante connexe S . Les valeurs dans la 

ligne du haut sont évidentes. 

Le faisceau ijP est le faisceau constant. Pour calculer les valeurs dans 

la ligne du bas, nous utiliserons la désingularisation de S° qui est la somme 

directe des S?..-, contenus dans S°. Nous calculons les nombres de Betti de 

S?..-» à l'aide de la suite spectrale associée à la filtration S? -, > S? -, , dont 

les fibres sont des P , et obtenons b^ = 1, b^ = g, b^ - 2, b^ = g, b^ = 1. 

0 
D'autre part on peut les calculer comme les nombres de Betti du faisceau R £) 

cp i 
Sr..-, —> S . On a une suite exacte: 

{ij} 0 

0 
0 > <D >R Q > E >0 , 

Le faisceau E est concentré sur la réunion des courbes S? -, et se décrit 

facilement. 

Nous calculons les nombres de Betti du faisceau E, et puis, au moyen de 
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la suite exacte longue, ceux du faisceau constant ip® = Q^. Nous utilisons une 

fois encore une désingularisation 

0-.H1(S°,R°Q.)-H1(E)_ W13 

et une suite exacte 

0 > E > R°£) > E' > 0 . 

E' est concentré sur ^|Q^23} ê  S6S ^^res son^ des • ^ n'y a qu'une seule 

condition qu'une section de E sur LJ^|---^j. ~ ^{0123} s '^ende ^^-^{• 'k} et par' 

conséquent, dim H°(E) = 3. Il s'ensuit que dim H^(E) = 4g + (n-1). 

Nous rappelons que les nombres de Betti de la fibre générale peuvent se 

calculer par les méthodes complexes de [2], et que, en particulier, 

dim H \ S ( C ) , (C) = dim H*(S , (Q ) = 0. Il suit de la suite spectrale que 

dim H*({//̂ ) = 0. Nous obtenons alors 

0 - .H1(S° ,R°Q.) -H1(E)_H2( î / ;0 )^H2(S^ R°(Q )^H2(E)-.H3((//°)-.H3(S°, R°£> ) - 0, Owl 0 m i 0 m JL 

et 

4 0 4 o 0 _ v 
dim H ((// ) = dim H ( S . , R © J = 4 . 

Il n'y a que les dimensions de H ) et H ) qui restent inconnues 

dans la ligne du bas. Elles sont les nombres donnés si la flèche 

H2(S°, R % . ) > H2(E) 
0 cp l 

est surjective. On peut expliciter facilement la flèche, et on voit qu'elle est 

surjective si les classes de cohomologie dans H2(S |_ | , (Q^ ) attachées à S ^ ^ } 

et Sf i sont différentes. Si elles ne le sont pas, l'image est de dimension 3, 
Ujk' ) 
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et la ligne en bas devrait être 

N 0 (n-l)N+5N 4gN+N 4N . 

Pour écarter cette possibilité, il nous faudra faire intervenir les opérateurs de 

Hecke. 

Mais d'abord, considérons la ligne du milieu. Sur la réunion, s{ijk}' 

on a une suite exacte 

0 > cpl > ipl > E" >0 , 

ou cp^ est localement constant de dimension 1, et E", dont les fibres sont < 

2 1 ^ 2 1 
, est concentré sur 01Z3}* dimension de H (</?)—H ) est égale 

0 ou à 4, et elle est 4 si et seulement si çpl est le faisceau constant. Mais 

on sait déjà que, dans la suite spectrale convergeant vers H (S, 

4 0 4, 0 dim E ' = 4N, tandis que dim E = N. La dimension ne peut tomber qu'en 2 oo 
4 0 4, 0 2,1 passant de E^' à E^' , et, par conséquent, dim E^ ' > 3N: c'est-à-dire que 

2 1 1 
dim H {ip ) > 3. Nous concluons que cp est le faisceau constant, et, parce qu'il 

2 1 
est alors intuitivement évident que dim H (ip ) - 2, nous pouvons ensuite calculer 

toutes les dimensions dans la ligne du milieu. Il suit des dimensions données 

p, q ^ 
pour les E^ , même tenant compte des deux possibilités pour la ligne du bas, 

2 
que la dimension de H (S, (Q̂  ) est 4(n-l)N+2N, parce que les dimensions nous 
permettent de calculer la caractéristique d'Euler-Poincaré. 

La suite spectrale nous donne une filtration de H (S, Les opérateurs 

de Hecke agissent non seulement sur S mais aussi sur G et la fibre spéciale et, 

partant, sur la suite spectrale. La découpant suivant les valeurs propres des 

opérateurs de Hecke, nous obtenons de toutes petites suites spectrales 

convergeant vers les espaces sous-jacents aux représentations p , et qui nous 
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donnent la filtration cherchée de ces espaces. 

Pour construire le tableau des dimensions, il nous a fallu construire les 

EP'q à partir des espaces H°(SQ) — H ° ( S ) , H°(S{Q123})' et H^S{ijk}^' °N PEUT 

décider facilement ou ces espaces interviennent dans le tableau, parce que 

Hl(s{ijk}> contribue gN aux dimensions, tandis que H^(S) contribue N, et 

0 
H ( S { 0 1 2 3 } } 

contribue nN 

Les valeurs propres dans H (S) sont celles provenant de N 

représentations automorphes de dimension 1 de G(A) qui sont triviales sur K. 

Soient D l'algèbre de quaternions obtenue en tordant D aux deux places 

infinies, et G le groupe sur (Q associé à D . Parce que les variétés 

abéliennes définissant les pointes de ^ { 0 1 2 3 } son^ isogènes au produit de deux 

courbes elliptiques super-singulières, nous pouvons identifier ^ { Q I 2 3 } avec la 

réduction modulo p de la variété de Shimura attachée à G et au groupe 

K = K C G(Af) - G (Af). C'est une variété de dimension 0. 

Les valeurs propres des opérateurs de Hecke sur H ^ | Q ^ 2 3 } ^ sont celles 

provenant des représentations de G (A) qui sont triviales sur G (R), et qui 

contiennent la représentation triviale de K . D'après §16 de [7] , il y a un 

plongement de l'ensemble des représentations automorphes de G(A) ou de 

G (A) dans l'ensemble des représentations automorphes de GL(2, A ), qui — 

donne un plongement de l'ensemble des représentations automorphes de G (A) 

dans l'ensemble de celles de G(A). Les représentations de dimension 1 de 

G (A) s'envoient sur celles de dimension 1 de G(A), et les autres, au moins 

celles qui contiennent la représentation triviale de K , sur les représentations 

de G(A) auxquelles sont attachés les p . Les valeurs propres des opérateurs 

de Hecke sont conservées par le plongement. Les représentations de dimension 

infinie et celles de dimension 1 donne des valeurs propres différentes. 
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Supposons que nous puissions vérifier que les valeurs propres sur les 

H^"(S|..^j) sont encore différentes. Alors de la suite spectrale totale, nous 

obtenons les pièces suivantes: 

i) N suites, attachée s chacune à une représentation de G(A) de dimension 1 

1 

qsdd 2 0 4 

1 0 4 0 4 . 

Tenant compte des égalités: E^' ^ = E^' = 0, E^' ^ = E^' = 0, et dim E^' = 1, 
3 oo 3 oo 3 

nous déduisons le tableau suivant pour les dimensions des E^ 

0 

hjjjdf d 
0 0 0 

1 0 2 0 1 . 

Par conséquent, la suite dégénère ici. Il faut se souvenir, d'ailleurs, que nous 

avons trouvé une autre possibilité pour la ligne du bas, qui donnerait: 

1 

EP' q : 2 0 4 
2 

1 0 5 1 4 . 

Avec ces dimensions, ou bien E^' ^ ou bien E^' ^ survivrait jusqu'à la limite, 

ce qui est impossible. 

ii) (n-l)N suites, attachées chacune à une représentation de dimension infinie: 
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1 

4gN< <x 
0 2 0 

0 0 1 0 0 . 

La suite dégénère, et donne la filtration cherchée, 

iii) Ce qui reste est: 

0 

qdcvbvs 
0 4gN 0 

0 0 0 4gN 0 . 

Si elle donnait de la cohomologie, elle en donnerait en degré 3, et, par 

conséquent, tous les E^ sont 0. 

Les valeurs propres donnant les suites spectrales ii) sont celles définies 

par des représentations TT de dimension infinie, dont la représentation 

correspondante ~]~J de GL(2, ^-^J a une composante locale qui est 

spéciale, v étant la place de F divisant p. Pour vérifier que les valeurs 

propres intervenant dans les H ^j.) ne sont pas imbriquées avec celles des 

cas i) et ii), il suffit de démontrer qu'elles sont définies par des représentations 

automorphes I I de dimension infinie de GL(2, A ) qui ont une composante 

locale TT non ramifiée, car on peut alors appliquer le théorème fort de 

multiplicité 1 [3]. 

Soit D+ l'algèbre de quaternions obtenue en tordant D à une des places 

infinies de F et en v, et soit G+ le group correspondant. Nous pouvons 

identifier G (A^) à G ( ^ ) , tandis que G (Q ) = GL(2, F ). Soit 
+ - i 1 +- P v 

K+ C G+ {A^} le produit d'un sous-groupe compact maximal de GL(2, F^) et du 

groupe K^. La variété de Shimura S attachée a G et K est une courbe 
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définie sur F, et on anticipe qu'elle a bonne réduction en v. Les opérateurs de 

Hecke définis par les éléments de G(AP) = G+ (AP) agissent sur H*(S+ ) et les 

valeurs propres sont celles définies par des représentations automorphes ~[~[ de 

GL(2, /A ) dont la composante locale | | est non ramifiée, contenante la 

représentation triviale de K fl G (© ). 

Il suffirait de vérifier qu'il y a un isomorphisme de ^ . . ^ j avec la 

réduction de en v qui respecte les opérateurs de Hecke. Le corps de 

définition de 1'isomorphisme n'est pas important. Heureusement, on peut se 

débrouiller avec moins. La variété ne provient pas d'un problème de 

modules, mais elle est une sous-variété ouverte d'une telle variété de Shimura, 

disons . Nous ne changeons pas beaucoup les opérateurs de Hecke en 

élargissant la variété, et il suffit de comparer la fibre spéciale de et les 

courbes sur la fibre spéciale d'un élargissement analogue S de S. 

Le lecteur ne s'étonnera pas qu'il s'agisse encore de calculs et d'idées 

que nous n'avons qu'esquissés, et je me contenterai de les présenter d'une façon 

t rès brève. On examine le module de Dieudonné d'une variété abélienne A 

définissant un point de la fibre spéciale de , et on trouve qu'en divisant A 

par un sous-groupe dont l 'ordre est une puissance de p on obtient des données 

pour le problème résolu par S. Donc nous obtenons un morphisme de la fibre 

spéciale de dans celle de S. Parce que l'étude des modules de Dieudonné se 

fait comme ci-dessus, je m'ar rê tera i après que j 'a ie décrit les problèmes de 

modules auxquels S et sont attachés. 

Nous choisissons une extension quadratique totalement imaginaire E de 

F contenue dans D, et dans laquelle p reste premier. Soit O l'intersection 

de E et O. Soit ^u, v^ la forme hermitienne sur D, un espace vectoriel sur 

E, donnée par ^u, v^ = t r ace^y^ traceD/F vVTu' °^ v > v ' est l'involution 
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canonique sur D, et T € E satisfait l'équation: T = -T. Soit TJT e O un 

générateur de l'idéal maximal de O , et supposons que ^u, v^ e 2 pour tout 

v e O si et seulement si e O . Une telle forme existe. Soit 

G = {g e IsomE(D) | (gu, gv )^X(g ) (u , v) , \(g) € G } . 

Fixons un sous-groupe compact K ouvert de G(A^). Les données pour S 

sont: 

i) Une variété abêlienne de dimension 4. 

ii) Un homomorphisme \p de O dans l'algèbre des endomorphismes de A, tel 
E 

que la trace de ^(a) sur l 'espace tangent est trace , (a). 
L/ÇU 

iii) Une polarisation \ : A > A , qui induit > /̂(x ) dans \jj{0 ), et 
E 

dont le noyau est un sous-groupe de A . \ est donné a un élément de F près . 

iv) Un ensemble de 0„- isomorphismes compatibles w de A avec O/nO, 

(n, p) = 1, donné a K près. Les cp sont assujettis à la condition: 

<X, X(Y)> = < ^ N ( X ) , cpn(y)) cn f (0F/nOF)X . 

Nous supposons que K = K K^, ou K est un sous-groupe compact maximal de 

G(Q ) et K C G(A. ). Les données pour S sont analogues, 

Nous remplaçons D par , et nous plongeons E dans . Nous 

remplaçons O par un ordre O' de D+ qui est isomorphe à O en dehors de 

v et maximal en v, et T par T', pour obtenir {u, v} au lieu de ^u, v^. 

Nous supposons que {u, v} e Z pour tout v e O' si et seulement si u c O' . La 

condition sur la trace de ip{a) change. La trace de (//(a) doit être égale à 

2\p (a) + ip^{a) + i/j (a), ou \jj^ et \p^ sont les plongements de E dans £) C <C au 

dessus de la place infinie de F ou D est déployé, et \jj est un des plongements 

au dessus de l 'autre place. 
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Ajouté en février, 1979 

1. D'ailleurs, d'après des résultats récents de Kutzko, ces difficultés n'existent 

plus. 

Z. J'ai reçu en janvier, 1979 une lettre, envoyée en octobre, 1978, de 

Thomas Zink à Berlin, qui donne des démonstrations rigoureuses d'une 

grande partie de ce que j ' a i raconté dans cette conférence. Mais il lui a fallu 

modifier légèrement quelques énoncés. 
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GROUPES ALGÉBRIQUES ASSOCIÉS AUX MODULES DE HODGE-TATE 

par 

Jean-Pierre SERRE 

Soit V un module de Hodge-Tate sur un corps local d'inégale caractéristique. 
Le sous-groupe d ' inert ie du groupe de Galois qui opère sur V est "presque" algé
brique : i l est ouvert dans un certain sous-groupe algébrique Ĥ . du groupe l iné
aire GLy . 

Quelle est la structure de la composante neutre Ĥ . de Ĥ . ? 

Le but de cet exposé est de donner deux cas où l 'on peut répondre, au moins en 
partie, à cette question : 

i ) le cas commutâtif, où Ĥ . est un tore, quotient de ceux qui interviennent 
dans les groupes de Lubin-Tate ; 

i i ) le cas où V n'a pour poids que 0 _et 1 (exemple : module de Tate d'une 
variété abélienne, ou d'un groupe p-divisible) ; les facteurs simples de sont 

alors de type classique (An , Bn , Cn ou J>n) , et leurs poids dans V sont des 
poids minuscules. 

Ces résultats font l 'objet des §§ 2 et 3 5 le § 1 contient divers préliminaires. 
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§ 1. La catégorie des modules de Hodge-Tate 

101o Notations 

La le t t re K désigne un corps local, iGe. un corps complet pour une valuation 

discrète. On note Â . l'anneau des entiers de K , et k = A^/p^. son corps rés i 

duel. On suppose K de caractéristique zéro, et k algébriquement clos de carac 

téristique p £ 0 , de sorte que K est extension du corps p-adique 0 

On note K une clôture algébrique de K , et C sa complétion. Le groupe de 

Galois G„ de K sur K opère sur C . K 
On note x ï G„ -» Z le caractère cyclotomique de G„ 0 On a s(z) = z^S^ K p 1A. 

pour tout s€ G„ et pour toute racine de l 'uni té z£ K d'ordre une puissance 

de p . 

Un module galoisien sur K est un Q^-espace vectoriel V de dimension finie 

sur lequel Ĝ . opère continûment. On note py 1 'homomorphisme de dans Aut(V) 

qui définit l 'act ion de Ĝ . . Le groupe Ĝ  = Im(py) est un sous-groupe compact 

(donc de Lie) du groupe de Lie p-adique Aut(V) . S i x£ Y et s 6 (ou s G Gy), 

on note s(x) le transformé de x par s . 

1.2. Modules de Hodge-Tate (cf. [5], [6], [9]) 

Soit V un module galoisien sur K 0 L'action de Ĝ  sur Y se prolonge au 

C-espace vectoriel = C 0n V par la formule 

s( 7) c <g> x ) = B s(c ) <g> s(x ) (c G C , x G V) . 
a a. a CY CY a 

Si i€ Z , on note Yç{i} l'ensemble des x€ Ŷ  te ls que 

s(x) = x(s)1x pour tout s€ G . 

C'est un K-sous-espace vectoriel de Ŷ  . On pose : 

vc(i) = c ®Kvc{i) . 

D1après un théorème de Tate (F5l> prop. 4) les injections V^{i} -» Yç se prolon

gent en une injection C-linéaire 

e : 0 V (i) V . 
i e z c c 

Cela permet d ' identifier V^(i) à un C-sous-espace vectoriel de Ŷ  . Si l 'on 
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pose 
v± = dimc Vc(i) = din^VçU} , 

on a ^ dim V et v^ = 0 pour presque tout i . 
L'entier v^ est appelé la multiplicité de i comme poids de V 0 

On dit que V est un module de Hodge-Tate si e est bijectif, autrement dit si 

Yn est somme (nécessairement directe) des Vn(i) , ou encore si Zv v. = dim V . 
L» ————— ______ ^ 2. 
La catégorie des modules de Rodge-Tate est stable par dualité, produit tensoriel, 

somme directe, passage aux sous-modules et modules quotients. Dans la terminologie 

de Saavedra ([3]> P° 193)? c 'est une ^-catégorie tannakienne sur , munie d'un 

foncteur fibre, a savoir le foncteur qui associe a un module V le Q^-espace vec

tor ie l sous-jacent. 

Exemples 

Soit A un groupe p-divisible sur A__ (resp0 une variété abélienne sur K) , et 

soit V (A) son module de Tate. Alors ^p(A) est un module de Hodge-Tate de  

poids 0 ejb 1 , avec multiplicités Vq = dim A' , v̂  = dim A , où A' est le 

dual de A . 

Dans le cas p-divisible, ce résultat est dû a Tate [9]. Dans le cas des variétés 

abéliennes, i l est dû à Eaynaud (non publié) qui l ' a déduit du cas p-divisible en 

ut i l i sant le théorème de "réduction semi-stable" de Grothendieck-Mumford (SGA 7 i ) . 

Ces modules, et ceux de la ^-catégorie qu ' i ls engendrent, sont (essentiel
lement) les seuls exemples connus de modules de Hodge-Tate. I l serait intéressant 
d'en construire d'autres ; cela devrait être possible en ut i l i sant la théorie de 
Fontaine [2]. 

1.3. L'enveloppe algébrique de G-. 

Soit V un module galoisien sur K , de dimension n . Nous noterons GLy. le 
groupe algébrique des automorphismes de l'espace vectoriel V ; si L est une ex
tension de , le groupe Gly(L) des L-points de Gly est le groupe 

AutL(L <g> V) . 

On a en particulier : 

G L ^ ) = Aut(V) et GL^C) = A u t ^ ) . 

Le choix d'une base de V identifie GL̂  a GL̂  . 

Soit Gy le sous-groupe de GLy(Q )̂ image de G_- , cf. n° 1.1. Noue noterons 

Hy l'enveloppe algébrique de Gy (cf. [5]), autrement dit le plus peti t sous-

groupe algébrique H de GL̂  te l que H(Q )̂ contienne Gy ; c 'est l'adhérence de  

Zariski de Gy dans GLy • 
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La biffé"bre de Hy s ' identif ie à la Q^-algèbre de fonctions sur Ĝ . engen
drée par les coefficients de la représentation p̂ . et de sa duale, mises sous 
forme matriciel le. 

On a par construction Ĝ . ci H -̂(Q )̂ . Si g^ (resp. ^ ) désigne l 'algèbre de Lie 

du groupe p-adique Ĝ . (resp. du groupe algébrique H )̂ , on a 

gv c t)v c End(v) , 

et est la plus petite sous-algèbre de Lie algébrique de End(V) contenant 

9V (cf. [1], § 7) . 

Remarque 

Soit RePy la ^-catégorie de G^-modales engendrée par V et son dual. On peut 

caractériser Ĥ . comme le groupe des automorphismes du foncteur fibre naturel sur 

Repy , au sens de Saavedra [j>]> I I , § 4 ? de plus, Rep^ s ' identif ie à la catégo

r ie des représentations linéaires du groupe algébrique Ĥ . ( [3] , l o c . c i t . ) . 

THEOREME 1 ([4] , [7]) - Si V est un module de Hodge-Tate, Gy est ouvert dans 

W • 

Une formulation équivalente est : 

THEOREME 1' - On a g = ^ , autrement dit g^ est une sous-algèbre de Lie algé 
brique de End(v) . 

La démonstration du th. 1' donnée par Sen ([4]> § 6) u t i l i s e le th. 2 ci-dessous. 
On peut également en donner une démonstration directe : on t ra i te d'abord le cas 
où Gy est abèlien, ce qui est facile à par t i r de résultats de Tate (cf. § 2, 
ainsi que [6], chap. I l l ) ; le cas général s'en déduit grâce au théorème de Cheval-
ley § 7> cor. (7.9)) disant que g^ contient l 'algèbre dérivée [ t ^ , ^ ] 
de $v . 

1.4. Le groupe à un paramètre h^ 

A par t i r de maintenant, on suppose que V est un module de Hodge-Tate. 

La graduation de Yn par les Vn(i) correspond à une action du groupe multipli-

catif G sur V~ : à tout élément c de C = G (C) , on associe 1 'automorphis-

me hy(c) de VQ défini par la formule 

hy(c).x = c1x pour tout i€ Z et tout x€ V^(i) . 

On obtient ainsi un homomorphisme de C-groupes algébriques 

: Gm/C ~* GLV/C ' 

où (*m/ç\ e*t ^-^v/c désignent les groupes algébriques déduits de et de GL̂  
par extension des scalaires à C . I l n 'est pas diffici le de voir que Im(hy) est 
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contenu dans Hy/ç. î cela résulte par exemple de l ' interprétat ion de H__ comme 
groupe d'automorphismes du foncteur fibre de la «^-catégorie Repy , cf. 1.3 (no
ter que, si W est un objet de Repy, est le composé de hy et de l'homo-
morphisme naturel Hy/Q -> ^ / ç p • Comme est connexe, le groupe Im(h-_) est 
contenu dans H^.^ , où désigne la composante neutre de Hy . 

Le résultat suivant, conjecturé dans [7] et démontré dans [4], joue un rôle es

sentiel dans toute la suite : 

THEOREME 2 (Sen) - Le groupe Ĥ  est le plus peti t sous-groupe algébrique de GLy 

défini sur qui, après extension des scalaires à C , contienne Im(hy) . 

Voici quelques conséquences de ce théorème : 

COROLLAIRE 1 - Les propriétés suivantes d'un sous-espace vectoriel ¥ de V sont  

équivalentes : 

a) W est stable par EÇ ; 

b) W est stable par un sous-groupe ouvert de Gy ; 

c) Wç est stable par Im(hy) ; 

¿0 est somme de ses intersections avec les Yn(i) . 
L» ——————————————————————^ 

Les équivalences a) « b) et c) » d) sont immédiates. L'équivalence de a) 
et c) résulte du th. 2. 
COROLLAIRE 2 - Soit x€ V . Les propriétés suivantes sont équivalentes : 

a) x est fixé par Ĥ . ; 
l 'orbi te GyX de x est finie ; 

c) x est fixé par Im(hy) ; 
d) x appartient à VQ(0) . 

Ic i encore, les équivalences a) « b) et c) o d) sont immédiates ; celle de 
a) et c) résulte du th. 2. 

COROLLAIRE 3 - Si 0 est le seul poids de V , i . e . si VQ = Vç(0) , on a 
= {1} , et le groupe Gy est un groupe f in i . 

Cela résulte du cor. 2. 

Remarque. Inversement, on peut déduire le th. 2 du cor. 3? appliqué à un module 
convenable de Repy . 

Variantes du théorème 2 

Soit le groupe des Q^-automorphismes (non nécessairement continus) du 

corps C . Si crG et c<c C , notons °c le conjugué de c par o ; 

si x = ÏJ C <g> x est un élément de Yn (avec c G C , x G V) , posons с 
°х = (о (g) 1)х = Б °С ® X 

СУ СУ 
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Le conjugué de hy par o est 11 homomorphisme CThy de G"m//Q dans Hy/Q dé

duit de hy par le changement de corps de base G : C C ; i l correspond à la 

décomposition de en somme directe des QV(_,(i) ; on peut le caractériser par 

la formule 

ahv(ac)°x = a(hv(c)x) pour tout c£C* et tout xG VQ . 

Un élément c de C appartient à si et seulement si l 'on a °c = c pour 

pour tout o (z : cela résulte de ce que C est algébriquement clos. Le là on 
déduit facilement l'équivalence du th. 2 avec : 

THEOREME 2' - Le groupe H^/Q est engendré par les conjugués Im(°hy) , G ^ F^ , 

du groupe Im(hy) . 

Voici maintenant une traduction en termes d'algèbres de Lie : notons y la 

dérivée de hy en l'élément neutre, autrement dit 1'endomorphisme de te l que 

cjjy(x) = ix si iG Z , xG VQ(Î) • 

En vertu d'un résultat connu ([1], th. 7.6), le th. 2 équivaut à : 

THEOREME 2" - L'algèbre de Lie t)y est la plus petite Q^-sous-algèbre de Lie  

de End(v) qui, après extension des scalaires à C , contienne cpy . 

Ou encore : 

THEOREME 2"' - Les conjugués Qcpy de cpy (o £ Fç) engendrent l 'algèbre de  
Lie C <g> . 

C'est sous cette forme que le th. 2 est démontré par Sen [4]. Sen prouve même 
un résultat en apparence plus fort : le sous-espace vectoriel $ de End(V^) 
engendré par les Qcpy est égal a C (g) Çy . (Ce résultat peut en fait se déduire 
du th. 2 " ' . En effet, le cor. à la prop. 1 du n° 1.5 ci-après entraîne que l 'en-
semble des °cpy , G G Fç , est stable par y B> g cpg pour tout g6 Gy . I l en est 
donc de même de $ , e t , par dérivation, cela entraîne [$ , t)y] c $ . Comme çj? 
est contenu dans C ® ^ , on en déduit n 3? , et $ est une algèbre de Lie ; 

d'après le th. 2 " ' , cette algèbre de Lie est égale à C <g> fyy . ) 

1.5. Degré de transcendance de hy 

Formules de fonctorialité 

On a vu au n° 1 .4 que l 'on peut conjuguer hy par tout élément <j de F^Aut^ (c), 

et que l 'on obtient ainsi un homomorphisme Qhy de G"m/Q dans Hy/Q . 

Supposons que q(k) = K et que Q soit continu. Si sEG^ , on a alors 

o'^so 6 Gg . Cela permet de définir une représentation pQy de Ĝ . dans Aut(v) 
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par 
p^v(s) = pv(a s0) pour tout s€GK . 

Lfhomomorphisme h y attaché à p y n 'est autre que le conjugué ahy de hy 

par a î cela se voit par transport de structure. 

Supposons maintenant que o appartienne à Ĝ  , et soit g = py(0) son image 

dans Hy(Qp) • ^ représentation p ^ est alors isomorphe à : on a 

PoV(s) = g Py(s)g pour tout se GK . 

On en déduit par fonctorialité : 

Qp(hy) = deg.trK K(h ) = 

—1 -1 
où Int(g ) désigne l'automorphisme intérieur de Hy défini par g 

Utilisant le fait que h y = °hy , on obtient finalement le résultat suivant 

(que l'on peut aussi vérifier par calcul direct) : 

PROPOSITION 1 - Si o G G£ a pour image g dans Hy(Qp) > on a 

°hv = Int(g""1) o hy . 

COROLLAIRE - On a ĉpy = g^cpy g • 

Pour CT ^ Ĝ . , les Qhy et les açpy sont donc des conjugués de hy et cpy à la 
fois au sens galoisien, et au sens de la conjugaison par les automorphismes inté
rieurs de Hy . 

Corps de définition de hy 

Les groupes algébriques Ĝ  et Ĥ . sont définis sur . On peut donc parler 

du corps de définition Q^(hy) de 1 'homomorphisme hy : G ŷ̂  -» : c 'est le 
plus pet i t sous-corps de C contenant sur lequel hy soit rationnel ; c 'est 
aussi le corps de définition de l'élément 9y de C <g> End(V) . 

Le corps K(hy) engendré par K et Q^(hy) est le corps de définition de h^ 
sur K . 

Nous allons déterminer les degrés de transcendance des extensions Q^(hy) et 

K ( \ ) : 

THÉORÈME 3 - Soit Zy le commutant de Im(hy) dans H^c . On a 

deg.tr Qp(hy) = deg.trK K(h ) = dim Hy - dim . 

Démonstration 

Choisissons un tore maximal T de Ĥ . défini sur ; on sait que c 'est pos-
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sible ( [ 1 ] , th. 1 8 . 2 ) et que tout sous-tore de H^/Q est conjugué d'un sous-tore 
de ( [ 1 ] > cor. 11 .3) • En appliquant ceci au tore Im(hy) , on en conclut qu ' i l 

existe un homomorphisme 

H1 ! V c - T/c 

et un élément g de H .̂(c) te ls que hy = Int(g) o ĥ  . Soit E le corps de dé

finition de ĥ  . C'est une extension finie de ( [ 1 ] » prop. 8 . 1 1 ) . Le commu

tant de Im(h^) dans est défini sur E . Soit X = H^y /̂Z^ l'espace 

homogène correspondant ; c 'est une variété algébrique sur E . On a 

dim X = dim - dim Ẑ  = dim H__ - dim Zy . 

Soit x l'image de g dans X(c) ; le point x ne dépend pas du choix de g , 

car g est déterminé à une multiplication a droite près par un élément de Z^(c) . 

Si L est une sous-extension de C contenant E , on voit tout de suite que x 

est rationnel sur L si et seulement si hy est rationnel sur L . Le corps 

2 ( 1 ^ ) = E.Qp(hv) 

est donc égal au corps de définition E(x) du point x de X . 
Le th. 3 équivaut à dire que 

deg.trE E(x) = deg.trK^E K.E(x) = dim X , 

ou encore que x est un point générique de X sur E et sur K.E . Montrons 
que x est générique sur K.E ( l 'assert ion relative à E en résul tera) . Soit X' 
la plus peti te sous-variété de X contenant x et définie sur K.E ; i l s 'agit 
de prouver que X' = X . Soit G' le sous-groupe ouvert de G„ formé des éléments 
qui fixent E , et dont l'image dans Hy(Q )̂ appartient a Hy(Q )̂ . S i a G G' , 
et si g est l'image de <j dans H .̂(Q )̂ , la prop. 1 montre que g^x = °x , d'où 
g ^x € X'(C) puisque la variété X' est définie sur K.E . On a donc 

Pv(G').o c X'(C) , 

et comme py(G') est dense dans Ĥ . pour la topologie de Zariski, ceci entraîne 
H^(C).xC= X' , d'où X' = X , cqfd. 

Exemple. Supposons que V soit un module de Ïïodge-Tate de dimension 2 , avec 

poids 0 et 1 de multiplicité 1 , et que Hy soit égal à Gly ; c 'est le cas 

lorsque V est le module de Tate d'un groupe formel à un paramètre de hauteur 2 

dont l'anneau des endomorphismes est réduit a , cf. [5]> th. 5« La décomposition 

de Hodge-Tate de est définie par les deux droites "VQ(O) et VQO ) • Soient 

Cq et ĉ  les pentes de ces droites, prises par rapport à une base de V . Le 

corps de définition de hy est le corps Qp(co,c^) engendré par c^ et ĉ  .On a 
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dim Hy = 4 et dim = 2 ; 

la variété X est de dimension 2 (c 'est un produit de deux droites projectives). 

D'après le th. 3> on a 

d e g . t r ^ Qp^Q»^) = deg.trK K(CQ,C1) = 2 ; 

autrement d i t , Cq ejb ĉ  sont algébriquement indépendants sur K . 

1.6. Passage à la limite : le groupe proalgébrique H 

Domination 

Soient V et W deux modules de Hodge-Tate. Nous dirons que W est dominé 
par V si les conditions équivalentes suivantes sont sat isfai tes : 

( i) W appartient a la ^-catégorie Rep^ engendrée par V et son dual ; 

( i i ) la bigèbre du groupe Ĥ . (cf. 1.3) est contenue dans la bigèbre Ay 

du groupe ; 
( i i i ) i l existe un morphisme de groupes algébriques (nécessairement unique) 

y 
t\y : Hy. -> Ĥ . qui rend commutât if le diagramme 

G ^ v y 

W 

(L'équivalence de ( i i ) et ( i i i ) est immédiate. Celle de (i) et ( i i i ) ré
sulte, par exemple, de [3], II.4«3.2 a ) , p. î%. L'hypothèse "de Hodge-Tate" n ' in
tervient pas.) 

Passage à la limite 

La domination est une relation de préordre f i l t rante sur la catégorie des modules 
de Hodge-Tate. Cela permet de définir le groupe proalgébrique 

H = lim В-г , 

y 
limite projective des Hy relativement aux morphismes %̂  . Ce groupe est un grou
pe affine sur . Sa bigèbre A est la réunion des bigèhres Ay . 

Par passage à la limite, les py et les hy définissent des homomorphismes 

P : GK E(iÇ et h : Gm/c H/c . 

Toute représentation linéaire (de dimension finie) de H fournit, via p , un mo

dule galoisien dont la décomposition de Hodge-Tate est donnée par h ; inversement, 
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tout module de Hodge-Tate s'obtient de cette manière. Ainsi, la <g)-catégorie des 

modules de Hodge-Tate s ' identifie à celle des représentations linéaires du groupe  

proalgébrique H (cf. [3], I I , § 4) . 

Si l 'on remplace la catégorie des modules de Hodge-Tate par la sous-catégorie 

des modules admissibles (au sens de Fontaine [2], 3•2.5)> on obtient un groupe pro

algébrique , qui est quotient de H . De même, si l 'on remplace cette catégo

r ie par la ®-sous-catégorie engendrée par les modules de Tate des groupes p-divisi 

bles, on trouve un groupe , qui est quotient de , donc aussi de H . 

Le groupe H/H0 

Soit H° = lim Ĥ . la composante neutre de H . Le groupe quotient 

H/H° = lim Hy/H^ 

est un groupe proalgébrique de dimension 0 . Nous allons déterminer sa structure. 

Remarquons d'abord que, si V est un module de Hodge-Tate, toute classe de 
Hy mod iÇ contient un élément de Gy ; cela provient de ce que Hy est l'enve
loppe algébrique de Gy (cf. [5], dém. de la prop. 2). Comme les éléments de Gy 
sont rationnels sur , i l s'ensuit que Hy/^y es"t un groupe "constant", i . e . un 

groupe de dimension 0 dont tous les points sont rationnels. Par passage à la l i 
mite, la même propriété est vraie pour H/H° : c 'est un groupe "constant", et on 
peut l ' ident i f ie r au groupe profini de ses points rationnels sur . Ce groupe 

est isomorphe à G . Plus précisément : K 

PROPOSITION 2 - L'homomorphisme composé 
Qp(hy) = deg.trK K(h ) = qd 

est un isomorphisme du groupe profini Ĝ . sur le groupe profini des points ration

nels de H/H° . 

D'après ce qui précède, 1'homomorphisme Ĝ  (H/H°)(Q^) est surjectif. Pour 

voir qu ' i l est injectif, i l suffit de prouver que, si N est un sous-groupe ouvert 

normal de G„ , i l existe un module de Hodge-Tate V te l que PTT(N) soit contenu 

dans le groupe Hy(Q^) ; or c 'est évident : i l suffit de prendre pour V n'importe 

quelle représentation linéaire fidèle du groupe fini G_/N (on sait en effet qu'une 
K 

te l le représentation donne naissance à un module de Hodge-Tate, cf. [6], I I I . 32). 
Dans toute la suite, nous identifierons H/H a G . 

Remarques 

1 ) Du point de vue des <S>- catégorie s [3]» la prop. 2 exprime simplement le fai t 

que tout module galoisien à action finie est un module de Hodge-Tate. 

2) La situation est très différente pour les groupes H et H définis 

164 



MODULES DE HODGE-TATE 

plus haut. En effet, Fontaine a montré que ces groupes sont connexes ([2] , 3-7.4)• 

1.7. Variation de H par extension finie du corps de base 

Soit une extension finie de K contenue dans K , et soit Gg = Gal(ÎC/K^) 

le groupe de Galois correspondant ; c 'est un sous-groupe ouvert de Ĝ  . Soit Ĥ  

le groupe proalgébrique correspondant à la 0-catégorie des modules de Hodge-Tate 

sur K.j . Nous allons comparer au groupe H rela t i f a K , Tout d'abord : 

LEMME 1 - (a) Tout module de Hodge-Tate sur K définit par restr ict ion un module  

de Hodge-Tate sur . 

(b) Tout module de Hodge-Tate sur est dominé par un module du type (a) . 

L'assertion (a) résulte de la définition des modules de Hodge-Tate. Prouvons 

(b) . Soit un module de Hodge-Tate sur , et soit V le module induit de 

(au sens usuel de l'induction des représentations de groupes). Comme est 

contenu dans V , donc dominé par V , i l nous suffit de vérifier que V est un 

module de Hodge-Tate sur K . Choisissons une extension galoisienne finie K' de 

K , contenue dans K , et contenant . L'après [6], I I I . 32, i l suffit de voir 

que V est un module de Hodge-Tate sur K' . Mais, sur K' , V est somme directe 

de modules isomorphes à des conjugués de , lesquels sont bien des modules de 

Hodge-Tate. D'où notre assertion. 

Ce lemme montre que les modules de Hodge-Tate sur K sont cofinaux (pour la re

lation de domination) dans la catégorie des modules de Hodge-Tate sur . On"a 

donc 

= lim H1V (V de Hodge-Tate sur K) , 

où H ŷ est l'enveloppe algébrique de G ŷ = Py(&K ) dans Gly . Comme Ĝ y est 

d'indice fini dans Gy , H ŷ est d'indice fini dans Hy ; en particulier les com

posantes neutres de Hy et_ H ŷ coïncident. De plus, l'image de H ŷ dans le 

groupe fini Hy/H .̂ est égale à l'image de Ĝ y dans ce groupe. Par passage à la 

limite sur V , on en déduit : 

PROPOSITION 3 - Le groupe s ' identifie à un sous-groupe de H contenant H° ; 

son image dans H/H0 = Ĝ  est G„ 

COROLLAIRE - Les groupes H _et Ĥ  ont même composante neutre. 

(Autrement di t , la composante neutre H° de H ne change pas par extension f i 

nie du corps de base.) 
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On peut résumer la situation par le diagramme commutatif suivant, où les flèches 

verticales sont des inclusions : 

{1} - - R, - GK - {1} 
it 1 1 1 

{1} - H° - H - GK {1} . 

Remarque 

Ici encore, la situation est différente pour les groupes et du 
n° 1.6. Si l 'on remplace K par , ces groupes sont remplacés par des groupes 

IL , et IL ,. munis d'homomorphismes 1 .adm 1.div ^ 

^1 .adm ~* âdm e^ "̂"1 .div "̂ div ' 

ces homomorphismes sont sur.jectif s, mais ne sont pas injectifs en général. 
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§ 2. Le cas commutâtif 

Le but de ce § est de décrire les modules de Hodge-Tate Y dont le groupe de 

Galois associé G_- est commutâtif. Comme on le verra, ces modules se ramènent 

essentiellement aux modules associés aux groupes formels de Lubin-Tate, cf. 

2.1 ci-dessous. 

2 .1 . Les modules Y~ et les caractères X-n E E 

Les modules V,-, E,TT 

Soient E une extension finie de contenue dans K , et rc une uniformi

sante de E . Soit Ë = la fermeture algébrique de E dans K . Considérons 

le groupe formel de Lubin-Tate attaché au couple (E,TC) , et notons ^ son mo

dule de Tate, tensorisé avec . On sait (cf. par exemple [6], I I I . A4) que ^ 

est un E-espace vectoriel de dimension 1 et que l 'action naturelle de Gal(Ë/E) 

sur V.g ^ respecte cette structure. Cette action est donnée par un homomorphisme 

fE>. : Gal(Ê/E) ^ , 

où IL-, est le groupe des unités de E . 

Comme IL. est commutatif, on peut, via la théorie du corps de classes, interpré-

ter f„ comme un homomorphi sme de E dans IL. ; d'après un théorème de Lubin-

Tate, cet homomorphisme est caractérisé par les propriétés suivantes 

f E , > > = 1 

fE,7i(u) = U_1 Si u€UE ' 

Cette dernière formule montre en particulier que la restr ict ion de f̂  au groupe  

d ' inertie de Gal(Ë/E) ne dépend pas du choix de % . 

Les modules 

Supposons maintenant que E soit contenu dans K . L'action de GT/. = Gal(K/K) 

sur E définit alors un homomorphi sme 

GK -> Gal(Ë/E) 

qui permet de faire opérer G sur Y^ . Comme G„ est égal à son groupe d'iner-

t i e , le module galoisien ainsi obtenu est indépendant du choix de te ; nous le note

rons VE et nous désignerons par xE l'homomorphi sme correspondant de Ĝ  dans 

TJB (cf. [6], p. I I I . 41). 
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Exemple. Si E = , % = p , le groupe de Lubin-Tate est le groupe multiplicatif 

(formel) , est de dimension 1 , et XE est le caractère cyclotomique x du 

n° 1.1. 

Décomposition de Hodge-Tate de 

Soit l'ensemble des plongements o : E _* C qui sont l ' ident i té sur . 

On a 

Card(2E) = [E:Q^] = dim 
E 

Parmi les éléments de 2 ^ figure 1 ' inclusion t : E C . 

Si o: £ 2 , notons le C-espace vectoriel C (g> V déduit du E-espace vec-
tor ie l par le changement de corps de base o : E -» C . On a dimn = 1 . 

xLi l Jli,0' 
Le C-espace vectoriel Vp/r, = C &>n Vp est somme directe des V, 

VC = J z V • 
E 

I l résulte de [9], cor. 2 au th. 3, que VE est un module de Hodge-Tate de  

poids 0 ejt 1 , les sous-espaces correspondants étant : 

V c ( 0 ) = ®, \ o 

VE/C(1) = \ i = C0E VE • 

Enveloppe algébrique de Im(x-g) 

L'image de GTr dans Gal(Ë/E) est un sous-groupe d'indice fini du groupe d'iner-

tie.de Gal(Ë/E) , l ' indice en question étant d 'ai l leurs égal au quotient e JQ 

des indices de ramification absolus de K et de E . I l en résulte que Im(x-m) 
est un sous-groupe ouvert de IL. . Son enveloppe algébrique ĤT (au sens dun°1.3) 

E TE 
est donc le tore T^ = EJJ/Q ^m/E^ déduit de GM//E P511" restr ict ion des scalaires 
de E à ([6] , I I . 1 .1 ) . [Rappelons que, si A est une extension de , le 

groupe T (A) des points de T à valeurs dans A est le groupe des éléments in-

versibles de A ® E ; en part iculier , on a T (̂Q ) = E : le tore T représente 

le groupe multiplicatif de E .] 

Le groupe à un paramètre attaché à T^ 

Sur C (et même sur Q )̂ le tore TE se décompose en produit de groupes multi-
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plicat i fs indexés par les éléments de Eg : 

TE/C = qdq 
G m,o où G = G /n pour tout o . m,o m/G * 

Sur VÊ C , un élément t = (t^) de TÊ C opère par : 

t . Y) x = >) t x si x € V-p, ^ o o o o - E,o 

Vu la décomposition de Hodge-Tate de donnée ci-dessus, i l en résulte que l 'ho-

momorphisme h .̂ : -• attaché à (au sens du n ° 1.4) es"t donné par : 

\ (c) = (c ) , avec 
E 

c = 1 si ü ^ l 
a 

c = c si 0 = 1 
o 

En d'autres termes, hy est le plongement de &m/Q dans ^-^/0 corresPQndant au 
E 

facteur de à1indice i . 

ah 
2.2. Structure de H 

Si X est un groupe proalgébrique, nous noterons A le plus grand groupe pro
algébrique quotient de X qui soit commutatif ; de même, si X est un groupe pro-

.ab 
f ini , nous noterons X̂^ le plus grand quotient profini commutatif de X . 

Nous nous proposons de déterminer la structure du groupe proalgébrique 

où H = lim Hy , cf. n° 1.6. 

Tout d'abord, 1 'homomorphisme naturel de H sur le groupe G (vu comme groupe 
K 

proalgébrique "constant" de dimension 0 , cf. n° 1.6) définit par passage au quo
tient un homomornhisme \ (c) = (c ) , avec 

D'après la prop. 2, cet homomorphisme est surjectif, et son noyau est la composante 
neutre ( i f T de B*" . 

D'autre part, si E est une extension finie de contenue dans K , on a dé

fini ci-dessus un module de Hodge-Tate V dont le groupe algébrique associé H 

est le tore T^ défini par E . Comme H est limite projective des Hy , et que 

T^ est commutatif, on en déduit un homomorphisme : Ha"b T̂  . Si E' est un 

sous-corps de E , et si : T̂  -» T ,̂ désigne la norme, on a 

\ (c) = (c ) , avec 
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cela résulte de la formule correspondante pour x e"t X™ > qui est bien connue 
Jjj iii 

(ou, si l 'on préfère, de celle pour h— et h-, , qui est immédiate). Notons 
VE E' 

alors lim la limite projective des tores T„ , pour E c K , relativement 
E c K E E 

aux Ng^g, ; les p^ définissent un homomorphisme 

p : H3̂  -» lim T.- . 
E c K 

La structure de n est donnée par le théorème suivant : 

THEOREME 4 - L! homomorphi sme 

(e,p) : B** - Gf x lim TF 
K E c K 

est un isomorphisme. 

Comme e définit un isomorphisme de (e,p) : B** - Gf x l sur G , le th. 4 équivaut à : 

TlffiOÏÏEME 4' - La restr ict ion de p à. (if^)0 est un isomorphisme de (H3,13)0 

sur lim T-p . 

E c K 

Démonstration 

Par construction, 1'homomorphisme 

(e,p) : B** - Gf x lim TF 

est surjectif. Montrons que c 'est un isomorphisme. Pour cela i l suffit de prouver 
que, si 7I : est un homomorphisme de sur un groupe algébrique l iné
aire A , 1 ' homomorphi sme TC peut se factoriser par (e,p) . Or, soit 

hA : G /n -> A/n 
A m/C /C 

le groupe à un paramètre correspondant à A (cf. 1.4)» et soit E le corps de 

définition de h^ . Du. fai t que A est commutatif, E est une extension finie 

de Qp([j]> prop. 8.11). De plus, la prop, 1 du n° 1,5 montre que °h^ = pour 

tout G6 , donc que est rationnel sur K ; le corps E est donc contenu 

dans K , D'après une propriété universelle bien connue du tore IL , i l existe un 

unique homomorphi sme f„ : T„ -* A te l que 

hA = f E ° \ ' 
±Li 

où h est le groupe à un paramètre canonique de IL , cf. 2 .1 . 
»TP 
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Lfhomomorphisme f„ définit un homomorphisme f de lim T.̂  dans A . Posons 
E E c K 

TC' = f ° P = fE o pE ; 

c 'est un homomorphisme de H3'*3 dans A qui a le même effet que TC sur le groupe 

à un paramètre canonique de B5^ . D'après le th. 2, i l en résulte que TC et TC' 
coïncident sur (Ha^)° ; leur quotient cp = TC.(TC') est t r iv ia l sur (B3, )° , 

donc s 'écr i t sous la forme cp = g o e , où g est un homomorphisme continu (à 

noyau ouvert) de G^ dans A(Qp) • E*1 multipliant g par f , on obtient un ho

momorphisme 

F = g.f : (Ç x lim TE - A , 
E c K 

et i l est c la i r que TC : H*" - A est le composé de (e,p) et de F . Cela montre 

bien que TC se factorise par (e,p) ; le th. 4 en résulte . 

Remarque. Le th. 4 est essentiellement une reformulation, dans le langage des grou

pes proalgébriques, des résultats de Tate exposés dans [6], I I I , Appendice ; l'em

ploi du th. 2 (théorème de Sen) n 'est pas indispensable. 

Application : modules de Hodge-Tate à action abélienne 

Soit V un module de Hodge-Tate te l que Gy soit commutatif. L'enveloppe algé

brique Hy de Gy est alors commutative ; elle s ' identifie donc à un quotient du 

groupe étudié ci-dessus. Vu le th. â. on en déduit : 

a) La composante neutre Ĥ . de Hy est un tore, quotient de l 'un des T^ . 
Cela entraîne que Hy est un groupe réductif ([1], 11.21) et que V est un module  
semi-simple sur Hy (ou sur Gy , cela revient au même). 

b) L'homomorphisme -» Hy , restreint au facteur direct de 
définit un homomorphisme continu 

W ) : B** - Gf x lim 

dont l'image est un sous-groupe fini de Hy(Q )̂ . En ut i l i sant \|?y , on munit ainsi 

V d'une nouvelle structure de module galoisien, où cette fois l 'act ion de G__ 

est finie ; cela permet, par exemple, de parler du conducteur d'Artin de V , pour 

cette nouvelle structure. Nous dirons que V est non ramifié si tyy = 1 . Cela re

vient à dire que la projection if^ -» Hy peut se factoriser par l 'un des 

p_ = -» T.,, , ou encore que V est dominé (au sens de 1.6) par l'un des V . 

Lorsque V est ramifié, on peut seulement affirmer que V est dominé par un 

V_ © W , où W est un module galoisien à action finie et commutative : c 'est une 
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autre façon de formuler le th. 4» 

2.3. Structure de B3^ et rf? 

Rappelons (cf. 1 .6) que est le groupe proalgébrique associé à la catégorie 

des modules admissibles ( [2] , 3-2.5)? e"t que ^ v est le groupe proalgébrique 
associé à la 0-catégorie engendrée par les modules de Tate des groupes p-divisibles. 
On a des homomorphismes canoniques 

d'où 

H —» H , -» H-,. , 
adm div 

i f 1 . i f ' rfl . 
adm div 

Ces homomorphi sme s sont sur.jectif s. Comme Hd et Hd sont connexes ([2], 

3.7.4), la restr ict ion de -> H*̂? 2 (H3,13)0 est également surjective. 

Du fait que les Y^ sont des modules de Tate de groupes p-divisibles, l'homomor-
b 

•pnisme -» lim T^ se factorise en : 
E c K 

lfb H*b - lim Tp . 
dlV E c K 

THEOREME 5 (Fontaine) - Les homomorphismes 

(H**)0 - H** lim Tp 
v 7 adm div _ T_ E 

IÎJ C & 
sont tous des isomorphismes. 

En effet i l s sont surjectifs et leur composé est un isomorphisme d'après le th. 4'« 

COROLLAIRE 1 - Les projections Whq "* ^dîiv on^ pour noyau le 

facteur direct Ĝ  de_ Hdb 

C'est c la i r . 

COROLLAIRE 2 - Soit V un module de Hodge-Tate à action abélienne. Pour que Y 

soit non ramifié (au sens de 2.2), i l faut et i l suffit que V soit admissible 

(au sens de [2], 3.2.5). 

Cela résulte du cor. 1. 

Exemple : module de Tate d'un groupe p-divisible de type (CM) 

Soit A un groupe p-divisible sur , de hauteur h et de dimension n . 

Soit Ê  une extension de de degré h et supposons qu'un sous-anneau d'in

dice fini de l'anneau des entiers de Ê  opère sur A (de sorte que A est "de 

172 



MODULES DE HODGE-TATE 

type (CM)"). Le module de Tate V de A , tensorisé avec , est un E^-espace 
vectoriel de dimension 1 . Comme l 'action de G sur V est E - l inéaire , elle 
est donnée par un homomorphisme X^ : Ĝ . Ê  . Par passage aux enveloppes algébri
ques, on en déduit, comme au n° 2.1, un homomorphisme 

A div Ê  

D'après le th. 5> cet homomorphisme peut se factoriser en 

div E Ê  ' 

pour E et ô bien choisis. Indiquons brièvement comment on peut construire 

(E,6) : 

On considère la représentation de Ê  dans 1'espace tangent à A . C'est une re

présentation de dimension n , définie sur K . Elle provient par extension des 

scalaires d'une représentation définie sur un sous-corps E de K de degré fini sur 

Q ; on obtient ainsi un (E,E^ )-bimodule t , de dimension n sur E . Si 

xG E , l'automorphisme x̂_ de t défini par x est E^-linéaire ; soit 

f(x) = detE (xt) 

son déterminant. L'application f de E dans Ê  ainsi définie est "algébrique": 

elle se prolonge en un homomorphisme ô de dans . On peut prouver (par 

exemple en ut i l i sant [6], I I I . App.) que le couple (E,ô) ainsi construit a les 
propriétés voulues. 

2.4. Structure de (H°)ab 

Si U est un sous-groupe ouvert de Ĝ  , notons le sous-groupe de H image 
réciproque de U par 1 ' homomorphi sme canonique H Ĝ  (cf. 1,6). Le groupe H° 
est limite projective des . On en conclut que 

(H°)ab = lim = lim (fif )° . 

Si désigne la sous-extension de K fixée par U , le groupe n 'est autre 

que le "groupe H" re la t i f au corps de base , cf. prop. 30 D'après le th. 4' , 
appliqué à L , on a 

qqddfqf 
q lim T 

E c K u E 

Comme la réunion des est K , on en déduit : 
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THEOREME 6 - Le groupe (H°)a est isomorphe à lim T . 
E c K 

Remarque. La condition " E c K " est équivalente à " E c ^ " . I l en résulte 
que le groupe (H0)3^ ne dépend pas de K : i l ne dépend que de la caractéris
tique résiduelle p . 
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§ 3« Modules de Hodge-Tate à poids 0 et 1 

3.1. Rappels sur les poids et racines (cf. [1], [11], SGA 3 I I l ) 

Soit M un groupe réductif connexe sur un corps E de caractéristique 0 . Soit 

E' une extension galoisienne finie de E sur laquelle M se déploie ([1] , 18,8) ; 

choisissons un tore maximal T de M^,, qui soit déployé ( i . e . isomorphe à un pro

duit de groupes &m/-£t ) e_t soit B ^ sous-groupe de Borel de M^,, contenant T . 

Notons X (resp. Y) le groupe des caractères (resp. cocaractères, ou "groupes à  

un paramètre") de T . On a : 

X = Hom(T,Gm/E,) et Y = Hom(Gm/E,,T) . 

Les groupes X et Y sont des Z-modules libres duaux l 'un de l 'autre ; leur rang 

est égal à dim T . On pose 

XQ = Q 8> X et YQ = Q <8 Y ; 

ce sont des Q-espaces vectoriels en dualité. Si x£ X et y G YN , le produit 

scalaire de x et y est noté <x,y> . On a 

<x,y> G Z si x€ X et y£ Y . 

Système de racines 

Le système de racines de MyET relativement à T est une partie finie R de X 
(à savoir l'ensemble des poids ^ 0 de T dans la représentation adjointe de M) , 
munie d'une injection a t-> œv dans Y . Si œ€ R , on a <a9a v> = 2 ; la symétrie 
s de X,. définie par 

s^(x) = x - <x, av > or 

laisse stable X et R ; sa transposée est la symétrie s^ de Y^ te l le que 

sŒ(y) = y - <a , y>»v 

pour tout y . Le groupe ¥ engendré par les s^ est le groupe de Weyl ; i l opère 
sur XQ et YQ ; on a 

<wx, \ry> =<x,y> si xG XN , y€ Y , wG W . 

Base 

Au groupe de Borel B est associé une base B de R ; tout élément de R s 'é-

175 



J.-P. SERRE 

cr i t de façon unique sous la forme Y) n a , où les n sont des entiers de même 

signe. Soit X* (resp. Y*) l'ensemble des x€ X (resp. y€ YQ) te ls que 

< x , a v > ^ 0 (resp. < a , y > ^ 0) pour tout B , 

et posons 

X+ = X H X+ , Y+ = Y fl Y* . 
H H 

Tout élément de X (resp. Y, X , Y ) est le transformé par W d'un élément et 

d'un seul de X+ (resp. Y+ , X+ , Y*) . 

Décomposition de X^ e_t Y^ 

Soient ( ^ i ) ^ i ^es composants irréductibles de R ; les B. = B H E. sont 

les composantes connexes du graphe de Goxeter de W (Bourbaki, LIE V.Vl). Soit X^ 

le sous-espace vectoriel de X^ engendré par R̂  , et soit Y^ le sous-espace 

vectoriel de Y^ engendré par l'ensemble R̂  des a avec Œ€ R̂  . Si XC 

(resp. Yq) désigne l'orthogonal dans X^ (resp. dans Y^) de la somme des Y^ 

(resp. des X^) , on a 

X„ = X © © X. et YN = Y © © Y. . 
Q C i € I 1 ° i€ I 1 

Ces décompositions en sommes directes reflètent la décomposition du groupe Mŷ , , 
à isogénie près, en produit direct d'un tore Mc et de groupes simples , i€ I . 

Si x6 XA , nous noterons x et (x . ) . ^ _ les composantes de x dans X et 
dans les X^ ; nous emploierons une notation analogue pour les composantes d'un 
élément y de YQ. On a 

<x ,y> = <XQ , yQ > + 1/ <x± , y > . 
i € I 

Si x et y sont des éléments non nuls de XÎ = X. H X* et de Y"t = Y. H Y* , J î î Q î î Q 
on a <x ,y> > 0 . 

Action de T = Gal(E'/E) 

Changer le couple (T,B) ne modifie pas (à isomorphisme unique près) le système 

(X,Y,R,Œ B>c*v, B). Ce système est donc attaché canoniquement au groupe M ^ (cf. 

Bourbaki, LIE VIII. 110, Remarque 2). Du fait que M est défini sur E , i l en ré

sulte que le groupe Y = Gal(E*/E) opère de façon naturelle sur (X,Y,R,Œ B>av,B), 

cf. [11], 3.1 ainsi que Bourbaki, LIE VIII.227, exerc.8. En particulier , T opère 

sur le groupe de Weyl W et sur l'ensemble I des composants irréductibles de R. 
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On a 

<Yx , yy>= <x ,y> , Ywx = Y(w)Yx , YXc = Xc , yX± = X , 

si xG XQ , yG YQ , wG ¥ , iG I et Y G F . 

Représentations linéaires (cf. [11 ] , ainsi que Bourbaki, LIE VIII, § 7) 

Soient V une représentation linéaire de M sur E , et V t̂ la représentation 

linéaire de M d é d u i t e de V par extension des scalaires à E' . Le tore T 

opère sur V-, . Si uuGX , soit V^^qj) le sous-espace propre de V ,̂ corres-

pondant à oj : on a vG Y^}(w) si et seulement si tv = uu(t)v pour tout point t 
de T . L'espace V ,̂ est somme directe des V^,^) , pour ou G X . On dit que eu 

est un poids de V si V^,^) / 0 ; la dimension n .̂(oj) de Vg,((ju) est alors 
appelée la multiplicité de uu . L'ensemble q(v) des poids de V est une partie 
finie de X , stable par W et F . Pour que V soit une représentation linéaire 
fidèle (resp. a noyau fini) de M , i l faut et i l suffit que q(V) engendre le 

Z-module X (resp. le Q-espace vectoriel X») . La connaissance des poids de V 

et de leurs multiplicités détermine la représentation V a isomorphisme près. 

On peut décomposer V en somme directe de représentations absolument irréduc-
t ib les . Si V est l'une de ces représentations, i l existe une droite D de V 

et une seule qui est stable par le groupe de Borel B . L'action de T sur D se 

fait grâce a un caractère x qui appartient a X . On a I) = V fl Y1Pt (x ) ; le 
caractère x est de multiplicité 1 dans V . L'ensemble q(V ; des poids de 
X , X 

Y est le R-sature de x , au sens de Bourbaki, LIE VIII.125. Tout élément de 
cet ensemble est de la forme 

X _ 
X - LJ n a , 

cGB 01 

où les n sont des entiers ^ 0 . On dit que x^ est le plus haut poids de V̂  . 

Le plus bas poids de V est wqX , ou wq est l'unique élément de ¥ qui trans
forme B en - B [l'automorphisme ~ w0 est 1'involution fondamentale de X ; 
nous le noterons x B> x' ] . 

5.2. Représentations de M à poids 0 et_ 1 

On conserve les notations M, T, B, R, . . . du n° 5.1. On se donne : 

a) une représentation linéaire V du groupe réductif M , 

b) un corps algébriquement clos C contenant E' , 

c) un groupe à un paramètre h^ : M̂ c défini sur G . 
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On fait les hypothèses suivantes : 

(i) V est fidèle ; 

( i i ) tout sous-groupe algébrique normal N de M , défini sur E , te l que 

N c o n t i e n n e Im(h^) , est égal à M ; 

( i i i ) l 'act ion de GM/Q SUR VQ = C &E V définie par h^ a pour seuls poids 

0 et 1 . 

[Rappelons que le groupe des caractères de s ' identifie de façon naturelle à 

Z ; cela donne un sens à ( i i i ) .] 

Nous allons voir que ces hypothèses entraînent des propriétés très particulières 

pour l'ensemble Q(V) des poids de Y, ainsi que pour le groupe à un paramètre 

h^ . Tout d'abord : 

LEMME 2 - I l existe hQ€ Y+ te l que h^ et hQ , considérés comme homomorphismes  

de &m/ç dans M^ , soient conjugués l 'un de l 'autre par un automorphisme inté

rieur de M ; on a 

(1) <u),hQ> = 0 ou 1 pour tout gu€Q(v) . 

(On peut en fai t montrer que hQ est unique. ) 

D'après [1], cor. 110 3> i l existe un automorphisme intérieur de qui trans

forme h^ en un homomorphisme 

h1 : V c - I/o c M/c 

à valeurs dans Ty^ . Du fait que T est déployé sur E' , ĥ  est rationnel sur 

E' , donc appartient à Y. D'après ce qui a été rappelé au n° 3-1» i l existe w6 ¥ 
te l que hQ = wĥ  appartienne à Y+ ; comme tout élément de ¥ est induit par un 

automorphisme intérieur de Mŷ  , l'élément hQ répond à la question. Les actions 

de &m/Q SUR VQ définies par h^ et par hQ sont conjuguées, donc ont même 

poids ; vu ( i i i ) , ces poids sont égaux à 0 ou 1, ce qui démontre la formule (1). 

Remarque. Comme Q (v) est stable par le produit semi-direct F ¥ de F par ¥ , la 

formule (1) entraîne : 

(2) <u) ,h> = 0 ou 1 pour tout (JU€q(V) et tout h6TWh . 

LEMME 3 - (a) L'ensemble 0 (v) des poids de V engendre le z-module X. 
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0°) L'orbite rWhQ de hQ par le groupe TW engendre le Q-espace vecto 
r i e l Y_ . 

H 

L'assertion (a) traduit l'hypothèse que V est fidèle. D'autre part, les sous-

espaces de YQ stables par ¥ et F correspondent de façon naturelle aux sous-

groupes normaux connexes de M définis sur E ; si le sous-espace engendré par 

T¥h étai t distinct de YQ , i l existerait un te l sous-groupe N , distinct de 

M , et t e l que l'image de hQ soit contenue dans ; i l en serait alors de 

même de l'image de h^ , ce qui contredirait l'hypothèse ( i i ) . D'où (b). 

LEMME 4 - Si a <E R , ou £ Q (v) et h G F ¥ hQ , on a 

(3) <o) , av > = 0 , 1 ou -1 , 

(4) <a , h> = 0 , 1 ou -1 . 

(Noter le rôle symétrique joué par les éléments de Q (v) et de T¥hQ : i l s 

s'échangent par " dualité de Langlands " . Je ne connais pas d*explication a priori 

de ce phénomène. ) 

Appliquons (2) à ou et à s^ ou = ou - <ou , ŒV' >a . On obtient 

<ou , h> = 0 ou 1 

<ou , h>-<cu ,ŒV><cy , h> = 0 ou 1 , 

Par différence, cela donne : 

(5) < ( u , a v X a , h > = 0, 1 ou -1 . 

Remarquons maintenant que, pour ou et a fixés, on peut choisir hçrWhQ tel 

que <Œ , h> / 0 : cela résulte du lemme 3 (h). Comme <a , h> est un entier non 

nul, et que <ou , Œv > est un entier, (5) n 'est possible que si <ou , Œv > = 0 , 1 

ou -1 , ce qui démontre (3). De même, pour a et h fixés, on peut choisir 

CJU€ Q (v) te l que <ou , ŒV > ^ 0 : cela résulte du lemme 3 (a) ; on en déduit comme 

ci-dessus que <a , h> = 0 , 1 ou -1 . 

[ P r i a n t e . Puisque V est un M-module fidèle, la représentation adjointe de 

M est isomorphe à une sous-représentation de End (V). Or les poids de End (v) 

(pour l 'action de &m/ç donnée par h , hQ ou h^ ) sont différences de deux poids 

de V (cf. [8] , lemme 11 .3) , donc appartiennent à {0 , 1 , -1 } . On retrouve ainsi 

la formule (4) • ] 

Soit Q+ (V) l'ensemble des plus hauts poids des composantes irréductibles de 

VE, ; on a Q+(V) c X+ (V) , et le R-saturé de Q+ (V) est fi (v) , cf. n°3 .1 . 
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LEMME 5 - Soit IL (i£ i ) un composant irréductible de R. 

(a) I l existe OUEQ+(v) te l que au é 0 ; 11 élément ou de X. est alors un  

poids minuscule du système de racines IL , au sens de Bourbaki, LIE VIII.129. 

(b) I l existe h€rhQ te l que lu / 0 ; 11 élément tu de est alors un  

poids minuscule du système de racines RÏ dual de R. . 

(Rappelons que au et tu désignent les composantes d'indice i de OJ et de 

h , cf. n° 3 . 1 . ) 

Si l 'on avait au = 0 pour tout CU£ Q+ (v) , on aurait aussi ou = 0 pour tout 

OU D Q (V) puisque Q (V) est le R-saturé de Q+(v) , et cela contredirait le lemme 

3 (a) . L'autre part, si ou ^ 0 , la formule (3) du lemme 4? appliquée avec R. , 

montre que ou sat isfai t à la condition ( i i i ) de Bourbaki, loc. c i t . , déf. 1, donc 

est minuscule. L'où (a) . 

Le même, l 'existence de hGrhQ te l que lu ^ 0 résulte du lemme 3 (b) ; le 

fai t que " tu ^ 0 " =» " lu minuscule"résulte de la formule (4) du lemme 4» 

L'où (b). 

Le lemme 5 entraîne déjà un certain nombre de propriétés de V : 

PROPOSITION 4 - On a Q (V) = W. Q+ (v) . 

Cela résulte de (a), et du fait que le R-saturé d'un poids minuscule est égal 

à son orbite par W, cf. Bourbaki, loc. c i t . , condition ( i ) . 

PROPOSITION 5 - Soit m l'algèbre de Lie de M, et soit m" le sous-espace pro

pre de m-g, = E' <8> m correspondant à une racine œ6 R. _Si x appartient à mŒ , 

1 'endomorphisme x .̂ de V ,̂ défini par x est de carré nul. 

Cela résulte de la prop. 7 de Bourbaki, LIE VIII.128. 

COROLLAIRE - Les éléments x de mE, te ls que (x^) = 0 engendrent l 'algèbre 

dérivée de m ,̂ . ————— 

(Noter l 'analogie avec les " Quadratic Pairs " de Thompson [10] . ) 

PROPOSITION 6 - Le groupe M^, n'a aucun quotient ^ {1} qui soit simplement con

nexe . 
I l suffit de prouver que M/^, n'a aucun quotient simple simplement connexe. Un 
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t e l quotient correspond à un composant irréductible de R ayant la propriété 
suivante : pour tout y G Y , la composante de y appartient au sous-groupe 
Z.RT de Ŷ  engendré par R̂  (c 'est ainsi que se traduit la simple connexion, 
cf. SGA 3 I I I , p. 129). Or, si l'on prend pour y un élément de fhQ sat isfai
sant au lemme 5 (h), la composante y^ de y est minuscule ; d'après la prop. 8 
de Bourbaki, LIE VIII.128, y^ n'appartient pas h Z.R^ . D'où la proposition. 

COROLLAIRE - Aucun quotient de M Ê, n 'est isomorphe à SL^ (n '=£ 2) , Sp2^(n^l) , 

G2 , E4 ou E8 

Revenons aux propriétés des et des h_̂  : 

LEMME 6 - Soient ou€ Q+(v) et h t r h . Alors : 

(a) I l existe au plus un élément i de I tel que uk ^ 0 et_ h^ ^ 0 . 

(b) .Si iG I est te l que ^ 0 _et tu ̂  0 , on a 

(6) <ou. , h. > + <cuï , h. >= 1 , 
1 1 1 1 

où ou! est le transformé de ou. par l 'involution fondamentale - w , cf. n° 3«1« — 1 1 ^ o — 

Soit J l'ensemble des iG I te ls que uû  ^ 0 et h^ / 0 , Si iG J , le lemme 
5 montre que (ou_̂  , h^) est un couple minuscule : ses deux composantes sont minus
cules. Définissons alors la hauteur (̂oû  , h^) d'un te l couple par la formule 

(7) j£(ou. , h.) = <cu. , h > + <ou' , h .> . 
v 1 ' iy i i i l 

Comme ou. appartient à xt - {0} et h^ à Ŷ  - {0} , les produits scalaires 
<co. , h. > et <ouî , h. > sont > 0 , et i l en est de même de j£(cu. , h. ) .De plus, i ' i 1 ' 1 v 1 ' iy ' 
comme ou. + ouî = eu. - w eu. , et que eu. est un poids de X. , eu. + ouï appartient 1 1 1 0 1 ^ - 1 ^ 1 1 1 
au sous-groupe Z.R^ de engendré par R̂  (Bourbaki, LIE VI.167, prop. 27), 
Ceci entraîne que son produit scalaire 4(uk , h_̂ ) avec tu est un entier. On 
conclut de là que (̂oû  , hu) est un entier 1 . 

D'autre part, d'après (2) appliqué a ou et wqiu =-ou' , on a : 

(8) <ou , h > + S <w. , h .> = 0 ou 1 
c c H- _ 1 ' 1 16 J 

(9) <u)' , h > + Tj <uj! , h .> = 0 ou -1 . 
c c 1 ' 1 

lG J 
Comme wq opère trivialement sur Xq , on a oû  = - ouQ . En ajoutant les équations 
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ci-dessus, on obtient 

S {<uu , h .> + <GU! , t u>} = 0, 1 ou -1 , 
i€ J 

autrement dit 

S J&(u). , h.) = 0, 1 ou -1 . 
i€ J 1 1 

Comme les #(uu , lu) sont des entiers 1 , ceci n 'es t possible que si J = 0 , 

ou si J est réduit à un élément {i} et si » n^) = 1 , ce qui démontre le 

lemme. 

Remarques 

1) Si J = {i} , les formules (8) et (9) entraînent : 

(10) <a> , h > = <o>! , h .>= 1 - <o). , h. > v 7 c ' c 1 1 1 1 

La connaissance des <uu , h. > détermine donc celle de <ou , h > . Par contre, 
1 1 c c ' si J = 0 , on a simplement 

<o) , h > = <o) , h> = 0 ou 1 , c c ' 

ce qui ne suffit pas à déterminer <a)c ? • 

2) Les arguments u t i l i sés ci-dessus sont essentiellement les mêmes que ceux de 
Springer [8], § 11 ; la différence principale est la présence du groupe T qui 
n'apparaît pas dans [8], où le corps de base est supposé algébriquement clos. 

La proposition suivante résume le lemme 5 et la partie (b) du lemme 6 : 

PROPOSITION 7 - Pour tout i€ I , i l existe uu£Q+(V) et h6rhQ te l s que 

ou ^ 0 e_t lu ^ 0 ; tout couple (ou , tu) ainsi obtenu est un couple minuscule 

de hauteur 1 (au sens défini ci-dessus). 

COROLLAIRE 1 - Tous les composants irréductibles de R sont de type classique 

A , B , C ou D . 

En effet, les systèmes de racines irréductibles de type , î1^ , , , Eg 

ne possèdent pas de couple minuscule de hauteur 1 , cf. Annexe, 

COROLLAIRE 2 - Aucun composant irréductible de R n 'est de type t r i a l i t a i r e . 

(Soit I\ le sous-groupe de T qui fixe i . Le groupe IL opère sur R̂  . On 

dit que IL est "de type t r i a l i t a i r e " s ' i l est de type L^ et si l'image 

de I\ dans Aut(lL) est d'ordre 3 ou 6 , autrement dit si I\ permute tran-
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sitivement les t rois sommets terminaux du graphe de Dynkin \S de R. . ) 
i 1 

Supposons que R̂  soit de type t r i a l i t a i r e . Le groupe r\ permute t ransi
tivement les t rois poids minuscules ïï^ , nî  , iïï̂  de R̂  , cf. Annexe. Comme l'un 

de ces poids est de la forme uk , avec uo£ Q+(v) , i l s le sont tous. Choisissons 

alors hGThQ te l que tu ^ 0 . D'après la prop. 7, les t rois couples minuscules 

(W^ , h±) , (ïïT3 , hi) et (TTT4 , h.) 

sont de hauteur 1, ce qui est impossible (cf. Annexe). 

Le cas irréductible 

Supposons V irréductible. Son commutant A est un corps. Notons Ê  le centre 
de A , et posons 

[ A : E ^ = m2 et [ Ê  : E ] = r . 
L'entier m est l ' indice de Schur de V. La représentation V ,̂ de M^,. se 
décompose en r représentations irréductibles conjuguées, chacune de multiplicité 
M . Le groupe V opère transitivement sur 0+ (v) , qui a r éléments. Si co€0(v), 
la multiplicité n^(u)) de eu est égale à m : c 'est c lair lorsque eu appartient à 
0+ (v) , et le cas général résulte de ce que 0 (v) est égal à W. 0+(v) , cf. prop. 4» 
On a en particulier 

dimV= mCardQ(V) = m Card W. Q+(v). 
D'autre part, si eu est un élément de fi+(v) , on a 

CardW.fi+(V) = rCardWeu = r T " T d ( o ) . ) , 
i € I 

où d(cu.) = Card W m. . D'où : 

PROPOSITION 8 - Avec les hypothèses et notations ci-dessus, on a 

0 0 dimV= mr~| [ d(u>.) . 
i£ I 1 

Noter que d (ok) = 1 si = 0 ; lorsque on ^ 0 , ok est minuscule, et 

d (uk ) se calcule sans difficulté (cf. Annexe) ; on trouve en particulier que 

d (eû ) est pair si R̂  n 'est pas de type A . Comme, pour ik I donné, on peut 

choisir eu te l que ^ 0 (lemme 5)> on en conclut en appliquant (11) : 

COROLLAIRE - S i V est irréductible de dimension impaire, tous les composants  
irréductibles de R sont de type A. 

Remarque 

Lorsque r= 1 , ce qui est le cas lorsque V est absolument simple, on peut pré-
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ciser davantage la structure de M et de Y : si ou est l'unique élément de 

Q+(V) , on a ou ^ 0 pour tout i(E I d'après le lemme 5 (a) > vu le lemme 6 (a), 

i l existe au plus un élément i de I te l que (n0)^ ^ 0 • D'ou deux cas : 

a) (h ). = 0 pour tout i£ I ; d'après le lemme 3? cela entraîne que 1 = 0 , 
o i 

i . e . que M est commutatif ; on a alors m = 1 et dim Y = 1 ; le groupe M est, 

soit réduit à {1} (poids 0) , soit égal à Gffi (poids 1) . 
b) I l existe un unique élément i de I te l que (hQ)i ï 0 î u t i l i sant le 

lemme 5 (h), on voit que I = ri , donc que Y opère transitivement sur I .Soit 
I\ le fixateur de i dans Y , et soit E^ le sous-corps de E' fixé par I\ . 

Le groupe adjoint de M s'obtient par restr ict ion des scalaires de E^ à E à 

part i r d'un groupe absolument simple sur Ê  , de type A , B , C ou D . La con-

posante neutre du centre de M est le groupe Ĝ  , opérant par homothéties. On a 

[E. : E] 
(12) dim Y =m d(u)±) 1 

3«3« Application aux modules de Hodge-Tate à poids 0 e_t 1 

Soit Y un module de Hodge-Tate, et soit Hy le groupe algébrique correspondant, 

cf. n° 1.3« Soit Ygs le semi-simplifié de Y , i . e . la somme directe des quo

t ients d'une suite de Jordan-Holder de Y . Le groupe Hy opère sur Ygs , et le 

noyau de cette action est le radical unipotent Uy de Hy , autrement dit le plus 
pet i t sous-groupe normal de Hy te l que Hy/Uy soit réductif ([1], 11.21). Si 
l 'on s ' intéresse simplement aux quotients réductifs de Hy , on peut donc supposer 
que Y = Ygs , i . e . que V est semi-simple ; dans ce cas Hy est réductif. 

Faisons cette hypothèse, et supposons en outre que les poids de V sont 0 _et 

1 , autrement dit que Yc = VC(O) © VQ(1) . Si l 'on pose E = , M = Ĥ  , les 

hypothèses de 3.2 sont sat isfai tes , en prenant pour h^ le groupe à un paramètre 

canonique hy (cf. 1 .4) : ( i) est évident, ( i i ) est une conséque ic 3 du théo

rème de Sen (th. 2), et ( i i i ) traduit le fait que les poids de Y sont égaux 

à 0 et 1 . On peut donc appliquer au groupe M = Ĥ  les résultats du n° 3.2, 

et en part iculier les prop. 4, 5, 6, 7> S. On obtient ainsi , par exemple : 

THÉORÈME 7 - Si Y est un module de Hodge-Tate semi-simple à poids 0 et 1 , 

les composants irréductibles du système de racines de sont de type A, B, C 
ou D ; _si Y est irréductible de dimension impaire, ces composants sont tous de  

type A . Aucun quotient ^ {1} de Ĥ  n 'est simplement connexe. 
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COROLLAIRE - Tout quotient simple du groupe proalgébrique (cf. 1.6) est de 

type A, B, C ou D . 

Problème 

Exis te- t - i l des groupes p-divisibles correspondant aux divers couples (V , H )̂ 

qui sont a priori possibles d'après le n° 3»2 ? Par exemple, peut-on construire un 

te l groupe pour lequel le système de racines de soit de type , le mo

dule V étant (à l 'action du centre près) une représentation semi-spinorielle 

de , de degré 2n ^ ? La théorie de Fontaine [2] devrait permettre de répondre 

à ce genre de question. 

Annexe - Couples minuscules de type An , , . . . , Eg 

Pour chaque système de racines irréductible réduit, on note {a^ a^} sa 

base, numérotée comme dans Bourbaki, LIE VI, Planches, {ur^ m} ses poids 

fondamentaux, et {-oxj m^l ceux du système dual. Les td\ et les tf̂  sont 

caractérisés par 

<cju. , A .> = <CA . , TST. > = 
si î = j 

KO si i ^ j 

Tout poids minuscule est un poids fondamental ; pour qu'un poids fondamental w 
soit minuscule, i l faut et i l suffit que le coefficient de dans la plus 
grande racine du système dual soit égal à 1 (Bourbaki, LIE VIII.128, prop.8). 
Cela rend immédiate la détermination des poids minuscules. On obtient ainsi : 

Tyye An (n è 1 ) l—..—o_ . . . _o ..—o 

Tous les m. et tous les tjj\ sont minuscules. L'involution fondamentale - w i j o 
transforme i en i ' = n + 1 - i et j en j ' = n + 1 - j . L a hauteur du couple 
minuscule (TD\ , TU- ) est donnée par : 

L(W± ,-W\) = <W± , + <-arif , ^ > = Inf( i , j , i ' , j ' ) . 

Les couples minuscules de hauteur 1 sont : 

(Tfr1 $ i fa"n » V[) , , ^ ) , (td̂  , w^) avec 1 ^ i ^ n 
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La représentation associée à ~ur^ est la puissance extérieure i-ème de la repré

sentation standard de degré n + 1 . Son degré 

d(TU. ) = Card Ww. 

est égal à (nt^) . 

Type Bn (n iÈ 2) 
1 n 

Le couple (TU , w*) est le seul couple minuscule ; sa hauteur est égale à 1 . 
La représentation associée à w est la représentation spinorielle ; son degré 

d(or ) est 2n . v n7 

Tyjse Cn (n=Ê 2) 
1 n 

Ce cas est dual du précédent. Le couple (w^ , UT*) est le seul couple minuscule ; 

sa hauteur est égale à 1 . La représentation associée à VJ^ est la représentation 

standard ; son degré d(nr̂  ) est 2n . 

Tyve DN (n ^ 4) 
1 n-1 

n 

I l y a t rois poids minuscules TÛ  , ^ et qui correspondent a la représen

tation standard et aux deux représentations semi-spinorielles. Leurs degrés sont : 

dto^) = 2n, dCur^) = 2n"1 et d(iun) = 2n"1 . 

Les couples minuscules de hauteur 1 sont 

pour n = 4 : (w± , tc-p avec i , j £ {1,3,4} et i ^ j 

pour n ^ 5 : (TF1 , tn^_1 ) , , n£) , (nrn_1 , TFp et (u>n,a^) . 

= 2n, dCur^) 1 6 

o 

I l y a quatre couples minuscules : 
= 2n, dCur^) = 2n"1 = 2n, dCur^) = 2n"1 = 2n, dCur^) = 2n"1 

I l s sont de hauteur 2 . 

Type E7 
1 

o 

7 

I l y a un seul couple minuscule : (m^ , m") . I l est de hauteur 3 • 

Types G2 , P4 , E8 

I l n!y a pas de poids minuscule. 
•* •* * 
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Errata et Compléments 

à 

[6] Abelian l-adic representations and e l l ip t ic curves 

- I-12. La question 3 est trop optimiste. I l est facile de faire des contre-exemples 
en prenant des représentations à image finie d'indice de Schur > 1 . 

- I-13, l. 8-9. Le "problème des groupes de congruence" pour les variétés abéliennes 

a une réponse positive (cf. Izv. Akad. Nauk CCCP, 35 (1971), 731-737). 

- I-17, l. 19-20. L'existence des représentations l-adiques associées aux formes mo

dulaires a été prouvée par Deligne (Sém. Bourbaki 1968/69, exposé 355). 

- I-29, l. 8. Remplacer "cx + o(n)" par "cx n + o(n)" . 

- II -12, l. -4 . Remplacer "Ul.m " par "pl(Ul.m )""""""". 

- II -20, l. 13. Remplacer "Assertion a)" par "Assertion 3)". 

- II-25, l. - 8 . Remplacer "$ (I)" par "e(I)" . 

- III-13, l. -4 . Remplacer "Bambaki" par "Bourbaki". 

- III-36, l. -6 . Remplacer "in Q" par "is Q" . 

- III - 37, l. 5 ; III-38, l. 7,11 ; III-51, l. -4 . L'espace H1 (G , C) est un espace 
vectoriel de dimension 1 sur K , et non sur C . 

- IV-14, l.4- Ajouter l'hypothèse que C est semi-simple. 

- IV-18, l. 8. Remplacer "Gal(K/K)" par "Gal(K/K)" . 

- IV-21, l. -7, - 8 . La conjecture faite dans cette Remarque a été démontrée (cf. 

Invent, math, 15 (1972), 259-331). 

- IV-28, l . 8. Remplacer "order 2" par "order 4" . 

- IV-28, l . 9. Remplacer "order 6" par "order 12". 

- IV-28, l. 11. Remplacer "an isomorphism" par "a homomorphism with a kernel of 

order 2 " . 

- IV-41, l. 13. Supprimer "in the near future". Ajouter "A different proof has 

been published by W. Messing (Lect. Notes in Math. 264, Springer-Verlag, 1972)". 

- B-2, [17 ].Remplacer "89" par " 8 1 " . 

- B-3, [32 ].Supprimer "and applications". Remplacer "In preparation " par "Ann. 

of Math. 88 (1968), 492-517". 
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