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AVERTISSEMENT 

Ce volume rassemble les textes de certains exposés présentés 

au Colloque International du CentreNatïonal de laRechercheScientifique 

- Journées Arithmétiques de Marseille- quïs'esttenu au Centre Universitaire 

deLumînydu 20 au 24 Juin 1978. 

La liste des participants ainsi que celledes exposés non rédigés 

figurent en tête de ce volume. 
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Société Mathématique de France 

Astérisque 61 (1979) p. 11-13 

IRRATIONALITE DE $$2 ET $$3 

par 

Roger APÉRY 

Notre méthode de démonstration de l'irrationalité d'un réel a défini par les 

sommes partielles d'une série de rationnels, comporte les étapes suivantes : 

1. Remplacer la suite a = u par une suite de rationnels à deux indices 
r n o,n r 

u^ n avec O ^ k ^ n telle que pour chaque k la suite u^ n converge plus rapi­

dement vers a que la suite u^.j n -

2. Poser LL = . 
K,n / n +k\ 

^ k ; 

3. Majorer, en fonction de n exclusivement, le dénominateur de t^ c'est-à 

dire montrer qu'il existe une suite d'entiers p tels que p t, soit entier 
n *n M *n k,n 

, n+e 
et que P R < y 

4. Effectuer une même combinaison linéaire (dépendant de n) à coefficients 
n+k 

entiers positifs sur la colonne n du tableau des t, et du tableau des ( . ) . 
k,n h 

v 
5. On obtient ainsi une suite — de fractions de numérateur rationnel et de 

u 
n 

dénominateur entier. On détermine la limite commune X de /v" et de /u~. 
n n 

6. Si on a de la chance, X >y : on peut conclure l'irrationalité. On peut aussi 

déduire une mesure d'irrationalité : quels que soient les entiers p,q, 

|£-a| > - L -
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R. APÊRY 

2 log X 

avec Y = -; T i 
log X - log y 

Pour la construction des u n ^ , nous utilisons le développement suivant : 

étant donnée une suite de réels a.,a 9...a,, toute fonction analytique f(x) par 

1 . 1 

rapport à la variable — qui tend vers 0 avec — admet un développement (uni­

que) de la forme 

f(x) = Z -

k^l (x+a )(x+a 2)...(x+a f c) 

(Nous écrivons = au lieu de = pour tenir compte des répugnances des mathé­

maticiens qui considèrent avec Abel, Cauchy et d'Alembert les séries divergentes 

comme une invention du diable ; en fait, nous n'utilisons jamais qu'une somme finie 

de termes, mais le nombre de termes croit avec x ) . 

Pour étudier ç2, nous posons : 

J_ E 1 1 + _ M)*"1
 k! + ^ 

n 2 n(n-l) n(n-l)(n-2) n(n-l)(n-2)...(n-k-l) 

t^ n appartient au module 

*<!,{,... -~) 
n 

D'après un résultat classique sur le p.p.cm. des n premiers entiers, y est 

égal à e 2 . 

La suite u s'écrit (1,3,19,147,1251,11253,...) 
n 125 

La suite v n s'écrit (0,5,-^,...) 

Elles vérifient la récurrence 

(n+l) 2u . - (lln 2+lln+3)u -(n-l) 2u . = 0 
n+1 n n-1 

, _ 11+5/5  
Л 2 

2 
L'irrationalité de ç2 - -r- est connue depuis Euler, mais notre méthode donne 

2 
une mesure d'irrationalité de TT . 

Pour étudier ç3, nous posons : 

J_ = _ J 1 + + (-D k (k!) 2 , _ 
n 3 n(n 2-l) n(n 2-l)(n 2-4) n(n 2-ï)...(n 2-(k+l) 2) 

12 



IRRATIONALITÉ DE Ç3 

L'utilisation de la diagonale u donne la série 
n ,n 

ç3 = \ Z 
^ n 

(-I)11""1 
3,2n.. 

qui à défaut de prouver immédiatement l'irrationalité de ç3 converge mieux que 

n 
2.t^ ^ appartient au module 

z o A . . . - ^ . . . ) 
2 n 

3 
y est égal à e . 

La suite U r s'écrit (1,5,73,1445,33001,...) 

La suite v s'écrit n ca ft 351 62531 i 
( 0 > 6 ' — > " 3 6 ~ •••• } 

Les deux suites vérifient la relation de récurrence 

(n+l) 3u _ - (34n 3+51n 2+27n+5)u + n 3 u , = 0 n+1 n n-1 

A = 17+12/2 

Roger APERY 
Département de Mathématiques 
Esplanade de la Paix 
14032 CAEN CEDEX 
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PROJECTIVITÉ DES ANNEAUX D'ENTIERS 

SUR LEURS ORDRES ASSOCIÉS 

par 

Anne-Marie BERGÉ 

Soit F un corps de nombres, et soit N/F une extension galoisienne finie, 

de groupe de Galois G . Le groupe G opère de façon naturelle sur N , et on 

peut donc munir N d'une structure de module à gauche sur l'algèbre de groupe 

F [G] . D'après le théorème de la base normale, le F [G]-module N est libre, 

avec un générateur. 

Notons "K^ et ZL T les anneaux d'entiers de F et N respectivement. Nous 
F N 

savons que 2Z est un module de rang 1 sur l'algèbre de groupe Z [G], pro-
N F 

jectif si et seulement si l'extension N/F est modérément ramifiée. Il est donc 

naturel de chercher si, dans le cas d'une extension non modérément ramifiée, 

2£^. vérifie une propriété analogue, à condition naturellement de substituer, à 

l'ordre Z [G], l'ordre 0(Z , F [G] ) formé des XçF[G] tels que \ Z soit 
x N N 

inclus dans . 
N 

Nous savons, par un théorème de Leopoldt ([6]), que, dans le cas des exten­

sions abéliennes du corps Q des rationnels, l'anneau 2£^. est libre sur l'ordre 

©(Zj^ , <Q [G] ) . Nous allons voir que, par contre, l'étude des extensions diédrales 

de © fournit plusieurs types de contre-exemples à la projectivité de sur 

son ordre associé. 

Par complétion pour les valuations p-adiques du corps F , on est immédiate­

ment ramené, pour ce problème, au cas d'une algèbre galoisienne semi-locale 

sur un corps local. Cette algèbre est induite par une extension galoisienne du 
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A.-M. BERGE 

corps local. Nous consacrons donc un premier paragraphe à l'étude de propriétés 

des ordres d'une algèbre de groupe relatives à l'induction. Nous faisons ainsi ap­

paraître, dans le cas non abélien, des contraintes qui sont à l'origine d'un pre­

mier type de contre-exemples. Nous étudions, dans le deuxième paragraphe, les 

extensions cycliques ou diédrales de corps locaux. Dans le troisième paragraphe, 

nous appliquons ces résultats aux extensions diédrales de certaines classes de 

corps de nombres. Nous caractérisons celles pour lesquelles l'anneau d'entiers 

est projectif sur son ordre associé, par une condition sur la ramification, qui met 

en évidence l'aspect particulier des extensions de degré 2p , où p est premier 

([7].[1]). 

§ . I. - Méthodes locales 

Nous conservons les notations de l'introduction. De plus, si R est un anneau 

intègre, k son corps des fractions, et M un R [G]-module de rang 1 , nous 

notons ©(M, k [G] ) l'ordre associé à M dans k[G], c'est-à-dire l'ensemble des 

\çk[G] vérifiant X M c M . 

1. - Complétion semi-locale 

Pour tout idéal premier non nul p de , l'indice p désigne la complé­

tion pour la valuation p-adique. 

PROPOSITION 1. - Soient M un Z[G1-module de rang 1 , et 0 son ordre as-
F 

socié dans F [G] . Alors : 

1) Pour tout idéal premier p de Z _ , on a 0(M , F [G]) = © . 
* P P P 

2) Les conditions suivantes sont équivalentes : 

i) M est un O-module projectif, 

ii) Pour tout idéal premier p de , M est projectif sur 0 . 
P P 

[L'implication (ii) =* (i) résulte du "bon" comportement du foncteur Ext^ vis-

à-vis de la complétion (cf. [3], exercice 11, p. 123).] 

2. - Relation avec les complétions locales 

Revenons à l'extension galoisienne N/F . Soit p un idéal premier de Z^, . 
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L'algèbre galoisienne est composée directe d'extensions galoisiennes de F^ , 

sur l'ensemble desquelles le groupe G = Gal(N/F) opère transitivement. Soient 

L l'une de ces extensions, et D son groupe de Galois (groupe de décomposition 

d'un idéal premier au-dessus de b dans N ) . On a N = © sL , où s décrit un 
P s 

système de représentants de G/D . Autrement dit, N est de la forme 

F [G] <8> L, où le produit tensoriel est pris sur F [D] . De m ê m e , si l'on désigne 
P P 

par B l'anneau de valuation de L, on a Z„ T Z „ [G]® B, où le produit 
r N,p F>p 
tensoriel est pris sur "Z^ ' 

3. - Propriétés de l'induction 

Soient K un corps local d'inégales caractéristiques, A son anneau de va­

luation, G un groupe fini, et D un s ou s-groupe de G . Soit enfin M un module 

de rang 1 sur l'algèbre A [D] . Nous désignons par 0 l'ordre associé à M 

dans K [ D ] . Pour tout A[D]-module P de rang 1 , nous notons Ind^ P le 

G-module induit, c'est-à-dire A[G]® P, où le produit tensoriel est pris sur 

A[D] . 

PROPOSITION 2.- Si Ind^M est projectif sur 0(lnd^ M , K[G]), alors M est  

projectif sur 0 . 

Cela résulte de l'inclusion Û(lnd M , K[G])c © Os , grâce au critère sui-
, . s ç D \ G 

vant([3]): 

L E M M E 1. - Soit R un anneau. Un R-module P est projectif si, et seulement 

si, il existe une famille (x. ) . T d'éléments de P, et une famille (f. ). _ de 

R-homomorphismes de P dans R , tels que, pour tout x ç P , on ait 

x= 2 f.(x) x. , où presque tous les f.(x) sont nuls, 
ici 1 1 K a 1  

Inversement, s_i M est libre sur 0, le_ G-module Ind M est isomorphe au 
G 

G-module Ind-p C , mais ce dernier n'est généralement pas un anneau. En fait, 
C G -1 

l'ordre 0(lndj^M, K[G] ) est l'intersection des conjugués s(lnd^0)s où s 

décrit G . Lorsqu'il est induit par un ordre de K [D], on obtient le résultat at­

tendu : 

PROPOSITION 3.- Supposons le sous-groupe D distingué dans G, et considérons 

l'ordre 0* = fi s 0 s"1 de K[D] . Alors : 
sçG 
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1 ) 0(lnd^ M , K [G] ) = Ind^ O* 

G G 
2) pour que Ind^M soit projectif sur 0(lnd^ M , K [G] ), il faut et il suffit 

que M soit projectif sur 0* . 

Ainsi apparaît une contrainte qui s'explicite mieux lorsque l'algèbre K [ D ] 

est commutative : 

C O R O L L A I R E . - Supposons le sous-groupe D commutatif et distingué dans G . 

Alors les conditions suivantes sont équivalentes : 

i) Ind^M est projectif sur son ordre associé dans KÇGl , 

G G G 
ii) Ind^ © est un anneau, et Ind^M est libre sur Ind 0 > 

iii) M est libre sur 0 , et l'on a s Os *=0 pour tout s ç G . 

§ . II. - Extension cyclique ou diédrale d'un corps local 

1. - Hypothèses et notations 

Soit K un corps local, de caractéristique 0 , et de caractéristique résiduel­

le p ̂ 0 . On note A l'anneau de valuation de K , et on suppose A absolument 

non ramifié. Soit G un groupe fini. Pour tout sous-groupe J de G , et tout 

caractère Cp de J à valeurs dans K, on introduit l'idempotent de K [ J] sui­

vant : 

V ( £ ï T . i J *
( > " 1 ) " 

noté plus simplement e^ lorsque çp = 1 . Lorsque (J:l) = p , nous écrivons 

m ê m e e. au lieu de e T , si aucune confusion n'est possible. Enfin, si (x. ). _ i J tr \ i^çi 

est une famille d'éléments de K [ G ] , le symbole < A [ G ] , x£>^^ désigne la sous-

A-algèbre de K[G] engendrée par A [G] et la famille (^J^j • 

2. - Algèbre K[G] 

Nous étudions, lorsque G est cyclique ou diédral, certains ordres de K[G] 

contenant A[G] , et notamment les ordres maximaux. 

1) Supposons G cyclique. - On pose alors G = U.V, où V est le p-sous-

groupe de Sylow de G , d'ordre p n . C o m m e A est absolument non ramifié, 
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les idempotents primitifs centraux de K [ G ] sont de la forme e ^ ( e i " e i + j ) '
 o u 

X est un caractère irréductible de U à valeurs dans K , et où i varie de 0 à 

n (avec la convention e

n + j
= 0 )» u e sorte que l'ordre 331 = < A [ G ] , e ^ > ^ ^ n 

est m a x i m a l . 

P R O P O S I T I O N 4.- Soit O S p S n , et soit 0 = < A [ G ] , e . > 0 ^ . < p . Soit M un 

G-module de rang 1 , d'ordre associé 0 . Alors M est libre sur 0 . 

E n effet, par récurrence sur p à partir de la relation M = e ^ M © (1-e^ ) M , 

où l'ordre associé à (l-e^)M est l'ordre m a x i m a l du corps (l-e^) K [ G ] , on est 

r a m e n é au cas p = 0 ; nous utilisons alors un résultat plus général dû à 

S. M . J. Wilson : 

L E M M E 2. - O n ne fait ici aucune hypothèse sur l'indice absolu de ramification de 

A . Soit G un groupe fini abélien. Alors, tout G-module de rang 1 , d'ordre as -

socié A [G] , est libre sur A [G] . 

2) L e groupe G est diédral. - N o u s désignons par a et T deux généra-

h 2 -1 -1 
teurs de G liés par les relations a = T = 1 , T C J T = a , et par H le sous-

groupe de G engendré par <j . O n pose H = U . V , où V est le p-sous-groupe 

de Sylow de H . Soit $ l'ensemble des caractères irréductibles de H à valeurs 

dans K . L a famille d'idempotents suivante constitue une base sur K du centre 

de K [ G ] : 

<$ = {|(1±T) , cpç$ , c p 2 = l } u t e v , c p € * . Cp
2/1 } . 

Soit eçâ . N o u s étudions l'ordre eA[G] de la K-algèbre simple eK[G] . Lorsque 

e = ~-( 1 db *C ) , cet ordre est l'ordre m a x i m a l du corps e K [ G ] . Supposons donc 

e = e^ , et notons le corps cyclotomique e ^ K [ H ] , son sous-corps 

"réel" m a x i m a l , A et A ' les anneaux de valuation respectifs de K et 
cp cp cp 

. Si l'on désigne par r le groupe de Galois de l'extension K ^ / K ^ , l'ordre 

e A [ G ] est isomorphe au "twisted group ring" A [ r ] , donc estmaximal si et 

seulement si K ^ / K ^ est non ramifiée. Nous supposons donc l'extension 

K ^ / K ' ramifiée. Il existe alors deux ordres m a x i m a u x 2JL et SQL contenant 
cp Cp 1 2 

e A [ G ] , lequel est héréditaire si et seulement si la ramification de K^/K'^ est 

m o d é r é e , c'est-à-dire si p / 2 ([8]). 

Soit M un e A [ G]-module de rang r . Nous allons lui associer deux in­

variants, de la façon suivante : désignons par un générateur du groupe V . 
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C o m m e e(cjy-l) est une uniformisante de , le A - m o d u l e quotient 

(l+T) M/(Oy-l ) M D ( l + T ) M est un A/pA-espace vectoriel, de dimension finie S 2 r . 

O n pose : 

d(M)= d i m A / p A [ ( l + T ) M / ( o v - l ) M n ( l + T ) M ] , 

et de m ê m e , si p / 2 : 

d'(M) = d i m A / p A [ ( l - T ) M / ( a v - l ) M n ( l - T ) M ] . 

P R O P O S I T I O N 5.- Soit eç<$ tel que l'ordre eA [ G ] ne soit pas m a x i m a l , et 

soit M un e A [G] -module de rang r . Alors : 

(i) si p est différent de 2 , on a d(M) + d'(M) = 2r ; 

(ii) supposons r = l . L e module M est libre sur e A [ G ] si et seulement si 

d(M) et d'(M) sont non nuls. 

Démonstration. - Il suffit de calculer les invariants d et d' relatifs aux ordres 

30̂  »2^2* ^rï^t> et e A [ G ] . Pour cela, nous utilisons un isomorphisme de 

e K [ G ] sur l'algèbre cfe matrices M^(K^) tel que l'image de e A [ G ] soit conte­

nue dans l'ordre héréditaire suivant, où p' est l'idéal premier de A ^ : 

V A ' A ' J . 
V cp cp y 

3 . - Ramification 

Pour toute la suite du paragraphe, L / K désigne une extension cyclique ou 

diédrale, et on pose q = |A/pA | . 

Notons G^ , i*:0, les sous-groupes de ramification de G = Gal(L/K) . O n 

sait que G^ est le p-sous-groupe de Sylow du groupe d'inertie G Q ([9]). 

Posons r = ( G Q : G j ) . R e m a r q u o n s que, puisque les groupe ^ / G ^ _ ^ (i^l) sont 

de type (p, p , ... , p ) , il nous suffit de préciser les sous-groupes G^ non cycli­

ques, ainsi que la suite (^)^j des indices inférieurs de ramification. 

Si le groupe G^ est cyclique, d'ordre p n , les vérifient : 

(1) T . = J _ r p i . ( i E . . t ) 
1 p-1 N P - 1 1' 

l<i<n . 

20 



ANNEAUX D'ENTIERS 

Si de plus G q est cyclique, on a t = r sauf peut-être lorsque p = 2 , auquel cas 

on peut aussi avoir t^ = 2r . E n outre r divise q-1 ou q+1 selon que G est 

cyclique ou diédral ([2]) . 

Si G^ n'est pas cyclique, ce qui suppose p = 2 , nous utilisons les résultats 

de Fontaine relatifs aux 2-extensions diédrales ([4]). R é s u m o n s les différentes 

possibilités pour une extension diédrale : 

P R O P O S I T I O N 6.- O n suppose G diédral, et l'on note H ' ) le sous-groupe  

cyclique d'indice 2 de_ G , e_t V le_ p-sous-groupe de Sylow de H . Soit enfin u 

l'indice de H dans V . Alors u divise q+1 , et on a G Q = H sauf peut-être lors­

que u ~ 2 , auquel cas on peut aussi avoir la situation suivante : 

1) s_i p / 2 , G q est diédral d'indice u dans G , G^=Hf)GQ, et les t̂  sont  

donnés par la formule (l) avec r = 2 _et = 1 sauf peut être pour p = 3 où l'on  

peut avoir t^ = 3 , 

2) si p = 2 , G Q = G sauf peut-être lorsque G est d'ordre 8 (auquel cas G Q  

peut être diédral d'indice 2 ) , G ^ = G q , et l'un des trois cas suivants : 

(I) G =HflG , les_ t. vérifient (l) avec r = t =1 , 
1 "4-1 

(II) G d'indice 2 dans HflG , et t. = 2?" -3 pour i^l , 

Cé 1 1 

(III) G 2 est diédral d'indice 2 dans G , G 3 = G 2 , G ^ H f l G ^ et, pour 

i2 3 , t. = 2 ^ 3 . 
i 

R e m a r q u e . - Par la théorie du corps de classes local, on montre que tous les cas 

é n u m é r é s ci-dessus se présentent effectivement. Cependant, si on se limite à 

K = { Q p , il faut ajouter, lorsque p = 2 , les restrictions suivantes : lorsque G Q 

est cyclique, le cas tj = r suppose G^ d'ordre 2 . Lorsque G q est diédral, 

le cas (II) exige (G:l) = 8 et (G : 1 ) = 4 . 

Ramification presque-maximale. - Soit J un sous-groupe de G . O n note L*^ 

le sous-corps de L fixe par J , son anneau de valuation, et v la valuation 

J J J 
de L . L'idéal fractionnaire e j B de L contient B .S'il est entier pour tout 

sous-groupe J compris entre deux groupes de ramification consécutifs, on dit 

que la ramification de L / K est presque-maximale ([5] ) . 

(*) lorsque G est d'ordre 4 , on suppose H convenablement choisi. 
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L a connaissance de la suite ( G . ) . ^ ^ p ermet de calculer les valuations 

Vj(ejB) , ( [9] ) , et nous obtenons en particulier : 

C O R O L L A I R E . - O n suppose l'extension L / K (cyclique ou diédrale) sauvagement  

ramifiée. L a ramification est presque-maximale si et seulement si l'une des  

conditions suivantes est vérifiée : 

(i) le groupe G q est cyclique d'ordre r p n (avec r premier à p ) , et l'on 

a r ̂  p-1 , ou alors p = 2 et t ^ = 2 r , 

(ii) le groupe G q est diédral, et l'on a p = 3 e_t t^=3 , ou alors p = 2 avec  

une ramification de type (I) . 

4. - Structure de B sur son ordre associé û dans K [ G ] 

Pour déterminer l'ordre 0 , on peut supposer l'extension totalement r a m i ­

fiée, grâce à un résultat de Jacobinski ([5]) : 

L E M M E 3. - Soit L / K une extension galoisienne finie du corps local K . L'ordre 

0 est induit de G à G par l'ordre 0 associé à B dans l'algèbre K [ G ] . 
o — o o 

Ainsi, supposons par exemple l'extension L / K cyclique avec une ramifica­

tion presque-maximale. L'ordre 0 q est alors l'ordre m a x i m a l de K [ G q ] (cf. I ) , 

et, d'après la proposition 4, B est libre sur 0 = < A [ G ] , E Q . > ^ 2 * 

N o u s caractérisons maintenant les extensions diédrales pour lesquelles B 

est projectif sur 0 

P R O P O S I T I O N 7. - O n suppose G diédral. Alors le 0-module B est projectif  

si et seulement si l'une des conditions suivantes est vérifiée : 

(i) la ramification est presque-maximale. O n a alors : 

C = < A [ G ] , . > 

1 

(ii) la ramification n'est pas presque-maximale, et le groupe G q est diédral  

d'ordre 2p . O n a alors : 

© = < A [ G ] , 2 e G > . 

o 

Dans les deux cas, le 0-module B est libre. 
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Démonstration. - N o u s nous bornons au cas où G q est diédral (pour les autres 

cas, voir [2]). Nous conservons les notations de I . D e plus, si V , O^i^n , 

désigne le sous-groupe cyclique d'ordre p 1 de H , nous écrivons L^ , , v^ 

au lieu de L 1 , B 1 , v . Supposons d'abord que la ramification est presque-ma­

ximale, donc que l'on a 1 £ ) 3 < A [ G ] , e Q > ^ j • P ° u r montrer l'égalité, nous sup­

posons G = G q ( l e m m e 3 ) . Soit e£$ un idempotent central primitif de K [ G ] ; 

il appartient à 0 sauf peut-être lorsque p = 2 . Si e appartient à O , le facteur 

e B est libre sur eA [G] (proposition 5) . E n effet, lorsque eA [G] n'est pas 

m a x i m a l , les invariants d(eB) et d'(eB) ne sont pas nuls (a^.çG^, T ^ G ^ ) , 

Lorsque p = 2 , on a : 

0 e O = (e -e ) A [G] ~ A [ Z / 2 Z ] , 
e ^ O n - * n 

et on conclut grâce au l e m m e 2 . D'après la proposition 5 , il reste à étudier, 

dans le cas p = 2 et G / G q , les composantes ^-(l±T)e^B, ce qui est immédiat 

( l e m m e 2) . 

Désormais, nous supposons que la ramification n'est pas presque-maximale. 

Traitons d'abord le cas p / 2 . Le groupe G q est alors d'ordre 2 p n . O n montre 

(en utilisant la proposition 6) que : 

0 = < A [ G ] , ^ f e i , ( V l ) e . > . . £ l . 

Cet ordre est donc contenu dans l'ordre : 

C* = < A [ G ] . e > ^ = < A [ G : | . e > € ( , . 

L E M M E 4. - Soit M un O-module projectif de rang r , et soit M le_ 0 - m o ­

dule C * M . Soit eç<$ tel que l'ordre eA[G] ne soit pas m a x i m a l . Alors on a 

d ( e M * ) =r . 

[Cela étant évident lorsque M est libre sur O , il suffit de vérifier, pour M 

projectif sur 0 , l'inégalité d ' ( e M * ) £ r . Soit M ' = { x ç M ; a y(x) = x et T x = -x}. 

O n montre, en se ramenant au cas M = 0 , que l'application (l-T)ey—•(l-fje^y 

induit une application A/pA-linéaire et surjective de l'espace vectoriel 

(1 -T ) e M * /(Oy-1) e M * D (1 -T ) e M * sur l'espace M ' / p M ' , qui est de dimension 

r .] Supposons alors n > l , et montrons que, pour e = e -e , on a d(eB )=0 , 

1 + T N " 1 N 

c'est-à-dire — — e B c ( a ^ - l ) e B . Il suffit de prouver l'inclusion entre les en­

sembles de valuations correspondants. O r , puisque n > l , on a v „ (e ^B) = -l , 

n-1 n-1 
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et donc tout entier ^ 0 non congru à 1 modulo p appartient à l'ensemble 

v^ ^((a^-l)eB) (car o ^ ç G ^ v G ^ ) . Par ailleurs, dans ( l + T ) e B r les valuation s 

sont paires et non congrues à 1 modulo p (les éléments de e B ont une trace 

nulle sur L ) . Ainsi, d'après le l e m m e 4 , le O - m o d u l e B n'est pas projectif 

dans le cas n > l . Par contre, on montre que, lorsque n = 1 , il est libre (on se 

r a m è n e au cas G = G q traité dans [1]). Plaçons-nous désormais dans le cas 

p = 2 . L e groupe G q est alors d'ordre 2 x 2 n . Lorsque n = l ( G est alors 

d'ordre 4 ou 8 , et G =(l)), on vérifie que tout élément x ç B tel que e x 
2 G o 

ne soit pas entier est une base de B sur l'ordre 0 = < A [ G ] , 2 e p > . Lorsque n 
o 

est supérieur à 1 , B n'est pas projectif sur 0 . Montrons-le par exemple lors­

que la ramification est de type (II) ( G = G Q = G ^ , G^=V^ ^ ) . Alors on a 

2 e _ B = 2 e _ B = B . O n en conclut que tout O - m o d u l e M projectif, de rang dé-
G G n-1 n V n ^ 

terminé, vérifie e _ M C M , (et donc que B n'est pas projectif). E n effet, il 
G 

suffit de prouver cette inclusion pour M = 0 . Choisissons x„ £ B . tel que 
1 n-1 

v ( 2 e ^ x j = 0 -, et x . £ B tel que v (2e x o ) > 0 et v .((l + x)e „x.)=0 . Soit 
n G 1 y ^ L n G £ n-1 n-1 Z ^ ^ 

alors X É O " cet élément appartient à l'ordre m a x i m a l A e _ © A - r — e 
1 + T 1 T G 2 n 

© A — r — (e .-e ) © A — ^ — ( e .-e ) de l'algèbre e . K [ G ] . E n appliquant 
L n-1 n £ n-1 n n-1 

(l+l) \ à x., et x 0 , on prouve qu'en fait e X ç 2 A e . L e cas de la ramification 
1 £ O j G 

de type (III) se traite de façon analogue (avec T-(a -1) au lieu de e ) . 

§ . 3. - Extension diédrale d'un corps de n o m b r e s 

Notations et hypothèses 

Soit F un corps de n o m b r e s , et soit N / F une extension diédrale, de groupe 

de Galois G . O n note Z „ et Z „ T les anneaux d'entiers de F et N . Soit h 
F N r 

un idéal premier de 7L , absolument non ramifié, et non m o d é r é m e n t ramifié 
F 

dans l'extension N / F . O n désigne par ( G ^ ) ^ Q les sous-groupes de ramification 

d'un idéal premier ^ de TL^ au-dessus de p . Soit H le sous-groupe cyclique 

d'indice 2 de G (lorsque G est d'ordre 4 , on suppose H convenablement 

choisi) . O n pose p Z = pfïZ . 

T H É O R È M E . - Le complété Z ^ est projectif sur son ordre associé dans 

F TG1 si et seulement si l'une des trois conditions suivantes est vérifiée : 
P — 
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(i) la ramification est presque-maximale et est inclus dans H . Alors 

TL„ est libre sur l'ordre < Z _ [ G ] , e _ :> . ; 
N , p t , p 1*2: 1 

(ii) la ramification est presque-maximale, G ^ n'est pas inclus dans H , 

G ^ est inclus dans H , et l'indice de G dans G n'est pas divisible par 4 . 
2 o 

Alors Z L T est libre sur l'ordre < l n [ G ] , e _ , e_ >.^~ où J est le plus 
N,p F, p J J G I i^2 — c  

petit sous-groupe distingué de G contenant G ^ ; 

(iii) la ramification n'est pas presque-maximale, le groupe G q est d'ordre 

2p et d'indice 1 ou 2 dans G . Alors TL^ est libre sur l'ordre f — N } p 

< Z [ G ] , 2e > . 
F > P G o 

Notons que le cas (ii) suppose p = 2 . 

R e m a r q u e . - Ainsi, si Z^. est projectif sur son ordre associé O , il est locale­

m e n t libre sur O (puisque cela est vrai aussi en tout p m o d é r é m e n t ramifié 

dans N ) . O n peut conjecturer que ce résultat est général. 

Exemples. - Prenons F = (Q . 

1) Si G est le groupe diédral d'ordre 2£ , t premier, alors l'extension 

N / Q vérifie, pour tout premier p , les conditions du théorème. E n fait, 

est alors libre sur son ordre associé ( [2] , [7 ] , [6] ) . 

2) Si G est le groupe diédral d'ordre 4 £ , -l premier, il est possible que 

^ N 2 n e ^ a s P r o J e c t ^ s u r s o n o r d r e associé, soit parce que la structure 

' 12 
locale n'est pas triviale [exemple (avec 1=3) : N = <Q( JT, Jl)] , soit parce que 

l'induction ne conserve pas la projectivité [citons l'exemple (avec ¿=2) 

®(/^7 , J ' 1 ^ 1 , J ' 1 ' ^ 1 ) dû à S. M . J. Wilson] . 

3) Soit p un n o m b r e premier impair. O n peut construire une extension dié­

drale N / Û , de degré 2 p n par exemple, qui ne vérifie pas, pour p , les condi­

tions du théorème : considérons le corps quadratique imaginaire k=(Q( / s/^p) lors­

que p / 3 , k = ©( v^£") lorsque p = 3, et soit p l'idéal premier de k au-dessus 

de p ; la théorie du corps de classes montre qu'il existe une extension N / k , 

cyclique de degré p^ , de conducteur p^n, qui convient. 

La suite du paragraphe est consacrée à la démonstration du théorème. Nous 

posons K = Fp , L = N p , et nous reprenons les notations du paragraphe 2 . Notons 

0 l'ordre associé à B dans K [ G 1 . Lorsque Z „ est projectif sur son 
o o N , p f J 
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ordre associé dans K [ G ] , il est isomorphe au G-module Ind 0 (propositions 

2 et 7, et l e m m e 3) . N o u s allons donc étudier ce module, en nous bornant aux 

cas où la structure locale est triviale, et où G est d'ordre supérieur à 4 . Dans 

le cas (i) , l'ordre O est engendré, dans K [G ] , par des idempotents e tels 
o ^ G 

que J soit distingué dans G . Le G-module ® 0

 e s ^ donc l'anneau engendré 

dans K [ G ] par les ej , ce qui achève l'étude du cas (i) . Supposons maintenant 

que l'extension locale L / K soit cyclique, avec une ramification non presque-

m a x i m a l e . La structure locale peut être triviale (voir [2]), mais l'ordre 0 q 

n'est pas invariant par conjugaison par un élément T ç G ^ H (cf. [2], théorème 1 

et l e m m e 5) . L'induction ne conserve donc pas la projectivité. N o u s supposons 

désormais G q non inclus dans H . Il est alors produit semi-direct du groupe 

H o = H f l G o par un groupe T d'ordre 2 . D'après la proposition 7, il nous reste 

à examiner les trois cas suivants : 

a) p = 2 et O O = < A [ G o ] , e G . e H , > H , c H 

O o 

P) p = 2 , ( G o : l ) = 4 , et 0 o = < A [ G q ] , e G , e r > 
O 

Y ) ( G O : 1) =2p . et O O = < A [ G Q ] , 2 e G > . 

k ° 
Posons (G : G q ) = m 2 , où m est impair, et soient X le sous-groupe d'indice 

2 ^ de G contenant G , et N le normalisateur de X dans G : 
o 

rn 2 k 

z( 

^ ^ ^ ^ H 

fi} H ° 

Enfin, nous notons s le plus petit entier tel que s e Q € & Q ( s = 1 o u 2) . 

o 

a) Etudions l'induction de G à X . Dans le cas a ) , posons (G :1) = 2 , 

° X ° 
et montrons, par récurrence sur n£:0, que Ind_ O est libre sur l'ordre 

G o 

< A [ X ] , e v , e__(>__. _ : on utilise la relation O = e i 0 ®(l-e ) 0 où le X - m o -
X ri ri <— O o i o l o 

X ° 
dule In^Q ^ " e i ^ 0

 e s t u n o r < * r e de (l" e^) K [ X ] . O n est ainsi r a m e n é au cas 

n = 0 , pour lequel Ind^ O est égal à l'ordre m a x i m a l < A [ X ] , e > de K [ X ] 
G o X 

(voir II) . Dans les cas g) et y) a u contraire, l'idempotent e H n'appartient 
o 

2 6 
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pas à C q . L'ordre 1 associé à Ind^, 0 q dans K [ X ] possède donc la pro-

° G Q o ° x 

priété suivante : 3Ê c A m s e +2pe A[X] . Supposons alors que Ind O soit 
X Ci Vjr O 

o o 

projectif sur ï . D'après le lemme 1 , l'élément SEQ peut s'écrire 

Q o 
se_ = \ \.x. , avec X.ç£ °, x.çlnd^" 0 . 

G y ii i i G o 
o c. o 

i=l, ... ,k 

On en déduit que e_ appartient à Ame__+p 2 A e _ x , d'où X = G . 
G X v Lr o 
o x Ç X o 

b) Nous étudions l'induction de X à N de l'ordre X égal à 

<A[X],e x» ^ t ^ t ç - Q
 d a n s l e c a s &)» a < A [ X ] , e x , e^> dans le cas ß ) , et à 

<A[X],e__> dans le cas y), le groupe X étant d'ordre 2p dans les cas ß) et 
N 

y) . Dans le cas ß), le N-module Ind X n'est projectif sur son ordre associe 

X 
que lorsque N = X , et donc G = X (proposition 3). Dans les cas a) et y) P a r 

N 
contre, Ind ï est un ordre, que nous notons 9t , et dont nous étudions l'induc-

X 
tions de N à G . 

c) Pour montrer que, si N ^ G , Ind^ 91 n'est pas projectif sur son ordre 

associé, on peut se borner au cas où N est d'indice 2 dans G ; il suffit alors 

* -1 
de vérifier que 9t n'est pas projectif sur l'ordre 9 1 = 0 s%s de K [N ] . Pour 

sçG 

cela, on procède c o m m e dans a) , à partir de l'inclusion 

(9t*) Xc 2 s A e N + p s e x A [ X ] . 
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FONCTIONS MODULAIRES ET 

INDEPENDANCE ALGEBRIQUE (II). 

par 

Daniel BERTRAND 

Soit, pour k = l , 2 et 3, E^^ la série d'Eisenstein normalisée 

de poids 2k : 

+ 0 0 

E 2 k ( q ) = 1+ (-l) k(4k/B k) S n 2 k - 1 ( q 7 ( l - q n ) ) , 
n=l 

où B^ désigne le k-ième nombre de Bernoulli . Les récents travaux de 

G. V. Choodnovsky sur les constantes de la théorie des fonctions ellipti­

ques de Weierstrass fournissent des résultats d'indépendance algébrique 

concernant les valeurs de ces séries. Nous en établissons ici des versions 

p-adiques (théorèmes 1 et 3 ) . Nous généralisons et précisons ainsi les 

résultats de f 3*] -

De même que dans [2] et [3], c'est aux fonctions elliptiques 

de Tate (cf. [8]) que l'on fait jouer le rôle habituel des fonctions de 

Weierstrass. Mais ces fonctions admettent deux singularités essentielles, 

et les majorations analytiques de la théorie des nombres transcendants 

doivent être adaptées à cette nouvelle situation. Nous ferons ainsi appel 

au lemme de Schwarz sur les couronnes établi dans [2] et au lemme sur les 

zéros de "polynômes elliptiques" de [3]. Nous poursuivons ce programme en 

donnant des estimations analytiques des coefficients de ces polynômes 

(lemmes 1 et 2 ) , dont le principe remonte aux travaux de Fel'dman et Masser 

(cf. [ 6] ) . On peut alors calquer les démonstrations sur les méthodes de 

Choodnovsky. 
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§ 1. INDEPENDANCE ALGEBRIQUE 

Soit Q un corps ultramétrique complet de caractéristique 

nulle, et de caractéristique résiduelle non nulle. L'idéal maximal 71\ de 

son anneau d'entiers est le domaine d fanalyticité des séries E ^ k -

Théorème 1 : Soit q un élément non nul de Tft. Le degré de transcendance  

du corps"Q(E 2(q), E 4 ( q ) , Egiq)) sur Q est £ 2. 

Esquisse de la démonstration : Précisons tout d'abord quelques notations 

et définitions : 

on désigne par | | la valeur absolue (ultramétrique) de Q , 

par taille d'un polynôme à coefficients entiers rationnels, on entend 

le maximum de ses degrés partiels et des logarithmes des valeurs absolues 

archimédiennes de ses coefficients. 

pour tout entier n ^ 0, on note ^ n la couronne { z € Q , ( q j n < \z\^ lql~ n}" 

Si f est une fonction analytique sur C , on pose : ||f|| = sup |f(z)|. 

on note Q) la fonction thêta fondamentale définie dans [8], formule 

(6), £ sa dérivée logarithmique pour l'opérateur de dérivation D = z ( d / d z ) , 

et P la dérivée de -Ç, de sorte que, si K désigne le corps QÍE^Cq), E^(q), 

E 6 ( q ) ) , l'algèbre K[ç,P,DP] est stable par D. 

les lettres c^, C2»--- désignent des nombres réels > 0 effectivement 

calculables en fonction de q. 

Supposons que, contrairement à la conclusion du théorème 

1, le corps K soit une extension algébrique d'une extension transcendante(cf. 

[2]) Q(iu)» et soit N un entier > c^. Le principe des tiroirs de Dirichlet 

permet de construire un polynôme non nul Q(X,Y), de degrés partiels 

<, L = [C2NJ , dont les coefficients sont des éléments de ZS^UJ] , de degrés 

^ c^N, de tailles ^ c 4N IogN, tel que la fonction F = Q ( £ , P ) admette les points 

{-q11 ; n=0,...,N} pour zéros d'ordre ^ c $ ^ m En vertu du lemme de Schwarz 

([2], lemme 2 ) , on a alors : | | @ 3 L F | | c n £ e x p ( - c 6 N
3 ) . 

5 

Dans ces conditions, une majoration ([3j, lemme) du nombre 

de zéros de F sur la couronne & X T assure l'existence d'un élément non nul 
c 5 N 

Q N de Z[x] , de degré £ CgN, de taille ^ c ? N LogN , tel que |Q N(u))| £ 

exp(-CgN^). 

L'existence d'une telle suite de polynômes {Q^îN ^ c^} 

contredit le lemme 10 de [l] (analogue p-adique de critère de transcendance 
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de Gel'fond). • 

Soient J(q) la fonction modulaire 1728(1 - (E 6(q)/E 4(q)) , 

et 0 l'opérateur de Ramanu.ian q(d/dq). Des formules classiques permettent 

d'énoncer le théorème 1 sous la forme équivalente suivante : pour tout  

élément q^ 0 de 77{, le degré de transcendance du corps Q(J(q), 9J(q)» 9 J(q)) 

sur Q est ^ 2. En particulier (cf. [3], théorème l ) , si J(q) est algébrique , 

les nombres 9J(q) et 9 J(q) sont algébriquement indépendants. C'est cet 

énoncé que nous précisons au paragraphe 3. Nous utiliserons à cet effet une 

mesure de transcendance de 9<J(q)-

§ 2. UNE MESURE DE TRANSCENDANCE 

L'énoncé suivant est l'analogue p-adique d'un résultat 

d'E. Reyssat ([7], théorème 1 (12)) sur le quotient par IL des périodes 

des fonctions elliptiques de Weierstrass. Il améliore le théorème 2 de [3], 

dont la démonstration était fondée sur l'étude des points de torsion des 

courbes elliptiques. La nouvelle démonstration s'inspire de la démarche de 

Théorème 2 : Soit q un élément non nul de ?/(, tel que J(q) soit algébrique. 

Il existe un nombre réel C^ > 0, effectivement calculable en fonction de 

q, tel que, pour tout élément non nul P de z [ x ] , de taille £ t , on ait : 

|P(9J(q))| > exp(-C 1 t
2 ( L o g t ) 4 ) . 

Esquisse de la démonstration : on reprend les notations du paragraphe 1. 

De plus : 

l'hypothèse faite sur J(q) amène à normaliser les fonctions de Tate 

de la façon suivante : on pose Y = (E 4(q)/E 6(q) ) ̂
2 et <P = y2(P + (E 2(q)/12)). 

Alors l'équation différentielle algébrique satisfaite par CP, relativement à 

l'opérateur A = yD, est définie sur le corps de nombres <t(J(q))-

- pour tout entier n ^ O , on note & n l'ensemble des translatés du disque 

-l+#ï par les éléments { q° , v = -n, — ,0} du groupe multiplicatif Q X . Si 

f est une fonction analytique sur £ , on pose : M(f,& ) = sup |f(z)|. 
n n z € £ 

n 

Supposons, ce qui revient à contredire la conclusion du 

théorème 2, qu'il existe un nombre algébrique oc, dont le polynôme minimal 
i i 2 4 

sur 7L a une taille t ^ c ^ , tel que |y - <x| ^ exp(-t (Logt) ), et posons : 
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L^ = [tj , = [c^Logt]. Le principe des tiroirs permet de construire un 

polynôme non nul Q ( X , Y ) , de degrés partiels ^L^,L^ respectivement, dont les 

coefficients sont des éléments de z[a} , de degrés majorés par le degré d 

de a, de tailles ^ c^ t (Logt)((t/d) + Log t ) , tel que la fonction F(z) = 

Q(z,9(z)) vérifie : 

2L 

| | 0 2 F | | t t j <; e x p ( - c 4 t
2 ( L o g t ) 3 ) . 

Cette inégalité permet de majorer M(F,&j-^). Or on a : 

Lemme 1 : Soit Q un élément de Q [ X , Y J , de degrés partiels ^ L^, L^ 

respectivement• Les coefficients de Q sont, en valeur absolue, majorés par 

M(Q(z,^(zJXëL )exp ( c ( L 2

 + L 2 ) ) , 
1 

où c = c(q) désigne un nombre réel > 0. 

La majoration déduite du lemme 1 est incompatible avec la 

majoration de la taille des coefficients de Q. • 

§ 5- UNE MESURE D'INDEPENDANCE ALGEBRIQUE 

Dans la démonstration ci-dessous, la construction des poly­

nômes R N suit la méthode de Gel'fond et Fel 1dman ([5], p.498), telle qu'elle 

a été adaptée au cas elliptique par Choodnovsky. Nous renvoyons à [l] 

pour les analogues p-adiques des lemmes sur les résultants utilisés dans 

[ 5 ] . 

Théorème 3 : Soit q un élément non nul de % tel que J(q) soit algébrique.  

Il existe un nombre réel > 0, effectivement calculable en fonction de q, 

tel que, pour tout élément non nul P de Z [ x , ï ] , de taille ^ t, on ait : 

|P(6J(q), 9 2J(q))|> e x p ( - C 2 t
6 ( L o g t ) 2 4 ) . 

Esquisse de la démonstration : On reprend les notations des paragraphes 

1 et 2. De plus : 

- on pose § = Y(Ç + 1/2). 
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Soit N un entier ^ c^. On commence par construire un polynôme 

non nul Q ( X , Y ) , de degrés partiels £ L = [c 2Nj,dont les coefficients sont 

des éléments de Z [eJ(q),9 J(q)] ., de degrés partiels ^ c 2 ^ * ^ e tailles 

^ c^N LogN , tel que la fonction F = 0 ( 5 , ^ ) admette les points 

{-q11; n = 0, . .., N] pour zéros d'ordre ^ c^N. On a alors : || ^ F | | ^ £ 

3 ° 5 

exp(-CgN ) . Par ailleurs : 

Lemme 2 : Soit Q un élément de Q [ X , Y ] , de degrés partiels £ L^, L^* Les  

coefficients de Q sont, en valeur absolue, majorés par : 

M(Q(Ç,tP),£ L ) exp(c'(L 1LogL 1 + L 2 ) ) , 

où c 1 = c'(q) désigne un nombre réel > 0. 

Soit alors P un élément non nul de 2Z[x,Y] (que l'on peut, 

sans perte de généralité, supposer irréductible), de taille £ t , et tel 

que |P(8J(q)»0 2J(q))I < exp(-t 6(Log t ) 2 4 ) . Le lemme 2, joint à la majoration 

du nombre de zéros de F utilisée au paragraphe 1, permet, lorsque l'entier 

2 8 

N est <. c71 (Logt) , de lui associer un élément non nul de Z [ x , Y ] , de 

degrés partiels ^ cgN» °̂e taille ^ c^NLogN, premier à P, et tel que : 

|R N(9J(q),e
2J(q))| < e x p ( - c 1 ( ) N

3 ) . 

Considérons alors le résultant, par rapport a Y, des polynô­

mes R 2 g et P. C'est un élément non nul S de ffi[X], de degré 

[c ?t
J(Logt) J 

^ C l l t 3 ^ L o g t ^ 8 $ d e t a i l l e ^ c 1 2 t
3(Log t ) 9 , et tel que 

(S(9J(q))| < e x p ( - c 1 3 t
6 ( L o g t ) 2 4 ) . 

D'après le théorème 2, la taille t de P est donc bornée- • 

Signalons pour conclure que Choodnovsky a récemment amélioré 

l'analogue complexe du théorème 3 (cf. [ 4 ] , théorème 5.7) : il peut ainsi 

y remplacer l'exposant 6 par 4,2, et même, annonce-t-il, par 3. 

* 

V 
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PISOT SEQUENCES, PISOT NUMBERS AND SALEM NUMBERS 

by 

DAVID W. BOYD 

1. The sets S and H: The well known set S of Pisot (or Pisot-Vijayaraghavan) 

numbers is the set of algebraic integers 6 > 1 ail of whose other conjugates 

lie strictly within the unit circle. The initial interest in S stems from the 

fact that if X e 2(9) , then (|X9n|| = dist(X6 n , 2 ) + 0 as n -> ». Let us 

dénote by H the set of real 6 > 1 for which there is a X > 0 such that 

||X0n||-> 0. A still unanswered question is whether S = H. This was considered 

by Thue [16] and Hardy [17], who showed that if ||A9n|| = 0(b n) with b < 1, 

then 8 e S. Hardy also pointed out that the only algebraic éléments in H 

are the éléments of S. Generalizations of this resuit were given by Vijayara­

ghavan in [17]. 

Until recently Pisot's resuit [13], that £ | | X e n | P < » implies 0 e S 

was essentially the closest approach to a proof that S = H, but Cantor [7] has 

recently given a substantial improvement of this which is somewhat technical to 

describe here. Salem [14] used Pisot's resuit to prove that the set S is closed 

and hence is nowhere dense in [1,°°). 

An interesting fact about H is that it is a countable set. Thus, if H 

contains any transcendental numbers then it does not do so for trivial reasons. 

We will see Pisot's [13] proof that H is countable in what follows. It should 

be mentioned that Vijayaraghavan [18] proved that the set of 9 for which 

||0n|| -* 0 is countable by a somewhat différent method. 

2. E-sequences: Pisot's method of proof is to examine a certain interesting 

class of séquences of integers, now called E-sequences or Pisot séquences. To see 
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how thèse arise, suppose that a^ = X 9 n + , where X > 0, 6 > 1, e 2 and 

e is bounded. We observe that 
n 

a -a T - a 2 = X9 n~ 1(9 2e , - 29e + e ,) + (e , e , - e 2) , 
n+1 n-1 n v n-1 n n+1' v n+1 n-1 n' ' 

so that 0 0 

lim sup a , - a /a , = lim sup e e - - 26e + e .. = ô ,say. 
F 1 n+1 n n-1 1 v 1 n-1 n n+1 1 ' J 

If 6 < 1/2, then eventually a^ +^ is determined uniquely by a^ and a n ^. 

By deleting some initial terms, we have that 

(1) a n + 1 = N ( a 2 / a n l ) , n = 0,1,... , 

where N(x) = [x + 1/2] = "the nearest integer to x". The formula (1) defines 

the E-sequence E(a^,a^) for arbitrary integers 0 < a^ < a^. Pisot showed that 

the limit a ,/a -> 6 always exists, and this defines a certain set E. 
n+1 n 

Clearly E is countable and contains H, ( 6 = 0 ) , so H is countable. On the 

other hand E is dense in [l,00) so E / S, since S is nowhere dense by Salem's 

resuit. 

One can show that X = lim a / 8 n exists if 8 > 1, and if one defines 

n 
e = a - X 8 n , then the above discussion shows that E is essentially character-
n n J 

ized by the inequality 

(2) lim sup | 8 2 e n - 1 - 28e n + e n + 1 | <_ 1/2 , 

in the sensé that (2) is necessary for a^ to be an E-sequence, while (2) with 

strict inequality is sufficient for {a } , n > n to be an E-sequence for 

n-nQ — u 

some n^. 

In addition to the set S, E also contains the set T of Salem numbers 

which are real algebraic integers 8 > 1 such that ail other conjugates lie 

within the unit circle, with at least one conjugate on the circle. This in fact 

implies that 8 satisfies a reciprocal équation, so its conjugates are 8 * 

and a certain set of numbers of modulus one [15]. To see that E T, just choose 

X e 2(8) so that the other conjugates of X are small enough so that (2) holds. 
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3. Récurrent E-sequences: The interesting question now is whether E = S u T, 

since this would tell us that T is dense in [1,°°) and hence that inf T = 1, 

settling Lehmer's conjecture [12]. It would also imply that H = S, settling 

Pisot's conjecture. 

One notes that the proof that E z> S u T shows somewhat more, namely that 

the corresponding E-sequence satisfies a linear récurrence relation, or equival-

ently that the generating function of the séquence is rational, so 

00 
(3) l a z n = A(z)/Q(z) , 

n=0 

where A and Q are polynomials with integer coefficients, and Q(0) = 1 . In 

[9], Flor shows that if E(a Q,a 1) satisfies (3), then 9 is in S or in T. We 

shall refer to thèse two possibilities as S-recurrence and T-recurrence. 

In fact, in [13], Pisot already shôwed that E(2,a 1) and E ( 3 , a p are 

S-recurrent with deg(Q) <_ a Q. For example E(3,5) = 3, 5, 8, 13, 21, ... has 

degree 2. His proof distinguishes E(a^,a^) according to the congruence class 

2 
a^ (mod a Q ) . Cantor [6] has given the explanation of why this is natural, and 

2 

has studied the families E(a 0,ma^ + b ) , giving conditions on a Q and b in order 

that this séquence is S-recurrent for ail m >_m^. The corresponding generating 

function is of the form A(z)/(Q(z) - mzA(z)). 

However, Cantor and his student Galyean [5], by use of a computer algorithm 

designed for testing for linear récurrences showed that if E(4,13) is récurrent, 

then deg(Q) > 100, suggesting strongly that no such récurrence exists. In his 

thesis [10], Galyean found many examples of E(a^,a^) satisfying no récurrence of 

degree <_ 20, when 4 < a Q < 10. 

4. Non-recurrent E-sequences: I was aware only of the example E(4,13) when I 

proved [1] that indeed there are E-sequences which are non-recurrent, and in fact 

that the set of 9 produced from such séquences is dense in [ (/5~ + l)/2,°°). 

The proof is rather amusing since it concentrâtes its attention on T-recurrence, 
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which one might expect to be the difficult case. The point is that, although we 

have very little quantitative information about T itself, T-recurrent séquences 

are so distinctive that non-T-recurrence is rather easily detected. In principle, 

S-recurrence causes no difficulty since one can work in intervais disjoint from 

S. However, as we shall see later, for spécifie E-sequences, S-recurrence is 

more difficult to handle because the intervais in the complément of S are extreme-

ly short for even moderately large 0. 

To see how T-recurrence is dealt with, suppose then that E ( a Q , a p is T-

recurrent, then, taking into account the structure of the conjugates of 0, 

(4) a n = X 0 n + U 0 " n + ô n , n > n Q , 

where ô R is a linear combination of powers of numbers of modulus 1 and hence is 

almost periodic. Using (2) and the almost periodicity of , we find that, 

for ail n, including négative n, 

(5) |0 26 . - 206 + ô - | < 1/2 . 
v J 1 n-1 n n+1 1 

Furthermore, (4) can be used to define a^ for n < n^, and since Q is recipro-

cal or antireciprocal, one finds that a^ is an integer for ail n. Combining 

thèse two facts one then obtains a constructive extimate for n Q (and this is 

where the condition 0 > (̂ 5 + l)/2 seems unavoidable). For example, if 0 > 2 

then n^ = 0. Assuming then that n^ = 0 (by shifting the séquence if necessary), 

the conditions that a^ be an integer for n < 0, combined with (5), produce 

various inequalities which must be satisfied by T-recurrent séquences. As a 

simple example, the condition that a ^ is an integer implies that 

H a J / a J < (1 + 20)/(20 2) + 1 / ^ . 

This is an extremely restrictive condition for large 0, and shows that non-recur­

rent E-sequences. produce a s e t of 0 dense in [1 + / ï , °°). 

2 

Applying this inequality to a family E(a Q,ma 0 + b) with b > 0, we 'find 

that | | a 2 / a 1 | | = a 2/a x if m > 2, while on the other hand (1+20)/(20 2) + l/a x 
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is approximately (a^ + l)/a^ . Thus, within such a family, T-recurrence can only 

occur if m = 0 or 1. As another example consider E(2m,7m) with m = 1 

(mod 7). Then H a ^ / a ^ = 3/7 while (1 + 26)/(26 2) + 16/49 < 3/7 as m - ». 

Thus, for sufficiently large m, none of thèse séquences is T-recurrent. Since 

6 -> 7/2 t S as m •> », and since S is closed, it follows that 9 t S for 

sufficiently large m, so E(a^,a^) is not S-recurrent either. 

5. Spécifie cases of non-recurrence: In spite of the ease of producing infinite-

ly many non-recurrent E-sequences, one would still like to be able to answer the 

question of whether any spécifie E(a^,a^) is récurrent or not. In his thesis 

[10], Galyean conjectured that if E C a ^ a p is récurrent, then the degree of the 

récurrence is at most a^. A proof of this would certainly provide the desired 

criterion. A resuit of this type seems reasonable when one considers that, in an 

E-sequence X z a^, and in order to make small enough for (2) to hold, it 

seems necessary to have the other conjugates of X small. This in turn forces 

X to be fairly large since the product of thèse numbers is at least as large 

as l/disc(9). 

However, lacking such a quantitative resuit, we have based our proofs of non-

recurrence for spécifie E-sequences on a différent method. Proofs of non-T-recur-

rence are based on refinements of the ideas discussed above. It seems likely that 

the infinité set of necessary conditions for T-recurrence so obtained are also 

sufficient; this has certainly proved to be the case in practice. To prove non-

S-recurrence we simply have to show that 9 t S, a constructively feasible procé­

dure since S is closed and since we can generate arbitrarily good approximations 

to 9 . The practical difficulties grow with 9 so our success with this method 

is confined to 9 < 2.5 . The main tool is a computer algorithm based on ideas 

of Dufresnoy and Pisot [8] and described in more détail in [3]. It is capable of 

finding ail the éléments in S n (a,3), provided this number is finite. The idea 

is that, if P is the minimal polynomial of 9 , and Q(z) = z ^ e g ^ P ( z _ 1 ) , then 
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(6) f ( z ) = (sgn P(0))P(z)/Q'(z) = u Q + + ... , 

where the are integers and where |f(z)| = 1 on |z| = 1. The are 

characterized by inequalities obtained from Schur's algorithm: 

(7) w n ( V . . . , V l ) < u n < w ; ( u 0 ) , . . , u n l ) . 

If in addition a < 0 < $ , then there are additional inequalities 

W v n ( u O » " " V l ; o ) S U n s V u 0 V l ; B ) ' 

Thèse lead to the search of a finite tree if S n (a,3) is a finite set. 

An instructive example is the séquence E(10,22), with 0 = 2.190327956... 

The criteria for T-recurrence are easily shown to be violated. A search of a 

small interval containing 6 shows that dist(9,S) = .905 x 10" , the closest 

point of S being a root of the following 32nd degree polynomial: 

P = l -2 0 0 - 1 - 2 0 0 -2 0 0 0 - 1 2 0 0 1 2 0 0 2 0 0 0 1 -2 0 0-1-1 0 0 - 1 

k k-1 
(notation: a b c ... means ax + bx + . . . ) . Thus E(10,22) is non-recur-

rent. From Galyean's thesis, we find that E(10,22) is predicted to a 2 1 by the 

2 3 4 
generating function (10 + 2z + 4z + 9z )/(1 - 2z - 2z ) . However the polynomial 

4 3 — 
z - 2z - 2, in addition to a root <f) = 2.190327947, has roots y,y with 

|y| ^ 1.0157 . Hence this is not the generating function of an E-sequence. The 

fact that |y| < 2 makes it clear how this séquence can masquerade as an 

E-sequence for many terms. Intuitively, it appears that E(10,22) is diVerted 

away from nearby S-numbers of small degree by the présence of this "pseudo M-S-

number of degree 4. Since a Q = 10 is apparently too small to allow E(10,22) 

to satisfy a récurrence of high degree, the séquence is unable to satisfy any 

récurrence whatsoever. 

An extremely interesting example of this type, mentioned in [5], is E(6,16) 

5 4 3 
which is connected with the polynomial P ( z ) = z - 3 z + z - z - 1, which has 

roots at <j) = 2.699... and y, y with |y| - 1.007 . This polynomial turns 

out to be a limit point of polynomials with the same properties. Since 

-46 
dist(()),S) < 10 , we have as yet been unable to show E(6,16) is not S-recurrent. 
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There are in addition many other examples of non-recurrence which are not explain-

able by this mechanism. For example, the non-recurrence of E(7,15) seems to be 

explained by our arbitrary choice of "rounding up" in the définition of N(x). 

For détails of this and other examples, the reader may consult [3]. 

6. Concluding Remarks: Space has not permitted a discussion of the new character-

ization of T given in [2], nor the application of the above-mentioned computer 

algorithm to questions concerning the distribution of T in the real line, but 

this is adequately described in [3]. 

As far as applications of E-sequences to finding T-numbers, as suggested in 

[5], it seems that a more fruitful type of séquence to use is given by the 

following non-linear récurrence: 

a 0 = N(a n (a n + a n)/a - a ) , n = 1,2,... 
n+2 v n+l v n+1 n-1' n n' * ' ' 

If one takes a^ = 0, a^ > 0 and a.^ > 2a^+l, then one obtains ail Salem numbers 

as limits of the ratios a ./a . The criterion for T-recurrence is now valid 
n+1 n 

for ail 6 > 1, because the inequality (5) is replaced by a more amenable form. 

Some détails concerning thèse séquences are to be found in [4]. 
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ANALOGUES p-ADIQUES DES FONCTIONS r-MULTIPLES 

par 

Pierrette CASSOU-NOGUÈS 

Soit M une extension abélienne, réelle, finie d'un corps de nombres K to­

talement réel, de conducteur f . Soit l'ensemble des éléments a de K 

qui sont totalement positifs et congrus à 1 modulo f (c'est-à-dire que 

v ( a - l ) ^ v ( f ) pour tout idéal p divisant f ). 
P P 

Notons 1̂  le groupe des idéaux fractionnaires de K , engendré par les idé­

aux premiers ne divisant pas f et le sous-groupe des idéaux principaux en­

gendrés par les éléments de . Le groupe quotient I^/P^ est appelé le groupe 

des classes de rayon f et est noté Rj . D'après la théorie du corps de classes, 

l'application d'Artin : QÇl^*—* a^çG(M/K) induit un homomorphisme surjectif 

de Rj sur G(M/K) , le groupe de Galois de M sur K . Soit 36 l'ensemble 

des caractères primitifs associés aux caractères du groupe de Galois de M sur 

K . 

Pour XÇ % » de conducteur f ( x ) » o n définit : 

L (X, s )= ^ X ( a

Q ) N o _ S P°ur Re(s)>l 

( 0 , T(X))=1 

où la sommation est prise sur les idéaux entiers et de K , premiers à f ( x ) • 

On a encore : 

L(X.e) 

gçG(M/K) 

\(o) C M ( o . e ) 

où Cĵ C0*» s ) e s t l a fonction zêta partielle associée à a définie par 
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C M ( o , s ) = \ N o " 8 pour Re(s)>l 

a0 = a 

où la sommation est prise sur les idéaux Q entiers, premiers à f , tels que 

= O . Si M est le corps de classes de rayon f on notera 

C T ( « " 1 . - ) = C M ( o . 1 . . ) 

Shintani [13] a montré que l'on pouvait écrire 

(1) C T ( û ~ \ s ) = N Q S V " Z(NL. x , s ) 

où les L. sont en nombre fini et de la forme 

(2) L. (y) =x + v. -y- + . . .+v . / < x y , 

(v. .Éû , f » v. . » 0 , x = E x.v. . , x . ç Q , 0 < x . ^ l , et xç o , x = 1 mod T ) 
J,i J.i i j . i i i 

et 0 0 0 0 

(3) Z ( N L . x , s ) = V " N ( L j , x ( m ) ) " S • 

rïï^O m r ( j ) =0 

On peut montrer [13] que les fonctions si—• Z(NL. , s) se prolongent à 

j» x 

tout le plan complexe en des fonctions méromorphes dont les valeurs aux entiers 

négatifs sont rationnelles, ce qui prouve la rationnalité de C j ( ° ~k) pour tout 

entier k positif ou nul. Ce résultat avait déjà été démontré par Klingen [9] et 

Siegel [12] en utilisant la théorie des formes modulaires. 
Soit C un idéal entier de K possédant la propriété suivante 

(4) 

(i) ( C , T ) = 1 ; ( c , $ ) = l où 5) désigne la différente de K 

(ii) ( c , ( v ^ i ) ) = l pour tout jÇJ et tout iç { 1 , 2, ... , r(j) } 

(iii) O /c Z / c Z si c est un générateur positif de c HZ . 

Considérons 

(5) C T ( û " \ C , s ) = N c 1 " S C T ( û " 1 c " 1 , s ) - C î ( o " 1 , s ) . 

Soit V un élément de K tel que T I " K / / Q ( v ) = ~ o u (b, c) = 1 . On peut alors mon­

trer que 
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(6) 

c-1 

C t ( Q _ 1 , C , S ) = N Q S ^ ^ 2 ( e x P 2 n i T r K / Q ( M V x ) ) Z ( N L j j X , § M , s ) 

V 1 " V ~ M m i M m r ( i ) -s 
où Z ( N L . x , ^ , s ) = ^ _ . . . ^ ^ l - ^ r j ) N L j , x ^ e t 

m, =0 m ,. =0 
1 r(j) 

- > • • • » § . /.x sont des racines primitives c-ièmes de 1 . 
J>1 J>r(j) 

Nous allons étudier une classe de séries de Dirichlet qui contient les fonc­
tions Z(NL. , Ç^,s) . Ceci nous permet, en particulier, de retrouver (cor. 3) le 

J» x 

théorème de Deligne et Ribet [6 ] , sur l'existence d'une fonction p-adique 

£ • (o \ C , s) telle que pour tout entier k>:0 , k = -1 mod ô où b|(p-l) , 

C • (o » C , -k) = £_ (o , C , -k) . On peut aussi obtenir l'existence d'analogues p-
P> T T 

adiques des fonctions T-multiples et une formule remarquable (th. 6) , générali­

sant celle de Ferrero [ 8 ] , qui exprime L'^(x»0) à l'aide de ces fonctions. 

I. - Théorèmes généraux sur les séries de Dirichlet  

Soit K un sous-corps de IR . 

DÉFINITION. - On dira que le polynôme Pç K [ X , ... , ] possède la propriété 

(*•), si 
— OL a 

P(X)-= (P^Xj + aj) (P t (X)+a t )
 t 

où 

i) les P̂  sont des polynômes homogènes, de même degré strictement posi­

tifs, à r variables, à coefficients dans K positifs ou nuls, 

ii) les â  sont des éléments de K strictement positifs, 

iii) les cl sont des nombres entiers positifs ou nuls tels que ZI 0(^/0 . 

Considérons un polynôme P ç K [ X ^ , ... , X^ ] possédant la propriété (-*) et 

§ =(§j» § r ) un r-uple formé de racines de l'unité différentes de 1 . Posons : 

Z ( P , § , s ) ^ 2 ^ ) ' S ^ 1

1 - Ç ' 
nç]N r 

Il existe un a tel que cette série converge dans le demi-plan Re(s)> Q q et on 
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se propose d'étudier son prolongement. Le résultat est le suivant : 

THÉORÈME 1. - La fonction s *—• Z ( P , § , s ) se prolonge à tout le plan complexe  

en une fonction holomorphe et pour tout entier k^O , 

Z ( P . g . - k ) = R ( P k ) ( § ) 

où R ( P k ) ( T ) ç K ( T 1 > . . . , T ) et R(P k )(T)= S P k(n) T n . 

1 r n € K r 

Remarques. - 1) R(P )(T) est une fraction rationnelle de la forme [3] 

R(P K )(T) = S ~ -

fini ( ^ x ) 1 

i, i 
où ( l - T ^ d - T ) . . . (1 -T r )

 r , X.(k)gK . 
Elle est donc bien définie pour T=§ et R(P ) (§ ) ç K( § , ... , §^ ) . 

2) En fait si l'un des §̂  est égal à 1 , Z(P, §, s) admet un prolongement 

méromorphe à C . Les valeurs aux entiers négatifs appartiennent encore à 

K(§j> • • » ? r ) mais ne s'expriment plus de la même façon. 

On suppose en outre que K est un corps de nombres. 

Il est aisé de déduire de ce qui précède le théorème suivant : 

THÉORÈME 2. - Si p est un nombre premier, tel que les §. ne soient pas des  

racines de l'unité d'ordre une puissance de p , alors : 

|Z(P, § , - k ) | Ssup (P(n) k | 
P P 

pour tout premier p de K(§^, ... , Ç )̂ au-dessus de p . 

Soit p un nombre premier impair, le corps p-adique élémentaire et 

7L son anneau de valuation. On note F l'algèbre des fonctions sur 2£ , à va-

leurs dans un anneau complet ^ c C p , et le sous-groupe de formé des 

entiers p-adiques u tels que u =1 (mod p) . Si uçU^, on note f̂  la fonction 

S H U S . Les f (uf UJ engendrent un sous ^-module L de F . Ils forment 
u 1 

même une base de L et l'on peut identifier L à l'algèbre &[U^ ] du groupe . 

On définit maintenant L comme étant l'adhérence de L dans F pour la topolo­

gie de la convergence uniforme. Les éléments de L sont appelés fonctions  

d'Iwasawa. 
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Supposons maintenant p = 2 . Notons le sous-groupe de , formé des 

entiers 2-adiques tels que u = 1 mod 4 . L est l'algèbre engendré par les fonc­
tions f» : s»—• u S avec . 

u 2 
Soit p un nombre premier et p un idéal premier de K au-dessus de p . 

DÉFINITION. - On dira que P possède la propriété *p sù : 

i) P possède la propriété 

ii) les coefficients des polynômes P^ appartiennent à p 

iii) les â  sont congrus à 1 mod p . 

THÉORÈME 3. - Soit p un nombre premier tel que les ?. ne soient pas des ra­

cines de l'unité d'ordre une puissance de p . Soit p un idéal premier de K au-

dessus de p et P un polynôme de K [X^, ... , X^] possédant la propriété # p . 

Alors il existe une fonction d'Iwasawa unique Z^(P, § ,s) telle que pour tout  

entier k*>0 

Z (P, S . -k) =Z(P, 5,-k) . 

II. - Applications arithmétiques 

On reprend ici les notations de l'introduction. 

Soient K un corps de nombres totalement réel et f un idéal entier de K . 

Soit Q un idéal entier de K, premier à f . On rappelle qu'il existe un nombre 

fini de L». telles que 

C j ( û - 1 , s)=No S ^ Z ( N L j x* S ) 

L. 
ou J 

L. (y)=x+v. i y i + . . .+v . , . .y j , x w / j , l '1 j , r ( j ) r(j) 

(v. .ç Q f , v. ^>0 , x = £ x.v. . , x.£<Q , 0<x.S 1 , et xç o , x = 1 mod f ) 
J,i J,i i j , i i i 

Z(NL s ) = V ~ N(L (m))" 8 . 
J> -X- / J> x 

mç!N r 
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1) Fonctions L p-adiques [3] 

Soit C un idéal entier de K, possédant la propriété (4). On considère : 

C^a" 1 , c , s ) = N c 1 _ s C i f o ' V ^ s J - C ^ o " 1 , ^ ) 

alors : 

c-1 

C j U " 1 , C , s )= N Q S ^ > ^> (exp 2TTitr(^lvx)) Z(NL. x > gj 1, s) 

M^T L. 
J, x 

ou : 
00 00 

V ^ Mm-, (jm , 
Z(NL. , § M , s ) = > ... \ S. / . . . S . ^ J , N ( L . (m))" S 

J»x J ^ ^ / j , l j ,r(j) j,X 
m. =0 m ,.x=0 

1 r(j) 
et les §. . sont des racines primitives c-ièmes de l'unité. Les propriétés de 
L. permettent alors de dire que le polynôme NL. (X) çK[X , . .., X , ] pos-

J» x J>x 1 r u ) 
sède la propriété ("#), avec des polynômes homogènes du premier degré et 

des a. égaux à 1 . Alors le théorème 1 permet d'écrire : 

COROLLAIRE 1.- La fonction s •—• Z(NL. , Ç^, s) se prolonge à C en une 
J> x 

fonction holomorphe et l'on a : 

Z(NL. , S M . -k )=R(NL k ) ( & ) 

où 

R(NL k )(T) NL ( n ) k T n . 

Remarque. - Shintani [13] a montré que s»—> Z(NL. , 1^, s) admettait un pro-

longement méromorphe à C , mais il a exprimé les valeurs aux entiers négatifs à 

l'aide de valeurs de polynômes de Bernoulli, sous une forme qui est directement 

inutilisable pour l'arithmétique. 

On peut donc écrire : 

c-1 

(7) C^o" 1. c,-k) = No"k S ~ ( e x P 2 n i t r ( M V x ) ) R ( ( N L j j X ) k ) ( ? J X ) . 

M=T L. 

Le théorème 2 donne le résultat suivant : 

COROLLAIRE 2. - Si p ne divise pas c , £ (̂û c, -k) est p-entier pour tout 

k£0 . 
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Supposons que p soit un nombre premier de Z et que f soit divisible par 

tous les idéaux premiers b - , . . . , b de K au-dessus de p , alors NL. pos-
1 s j , x 

sède la propriété #p pour tous les idéaux premiers p , pj(p) . On en déduit : 

COROLLAIRE 3. - Si p est un nombre premier et si f est divisible par tous les 

les idéaux premiers de K au-dessus de p , il existe une fonction d'Iwasawa  

unique Z^NLj x> ?> s ) telle que pour tout nombre entier k , k^O 

Z (NL. , §, -k) = Z(NL. , Ç, -k) . 

Posons exp 2rritr(Vx)= ? x . Alors on peut définir : 

c-1 

(8) C ^ f ^ C s l W ^ ^ ^ Z p ( N L j > x , ^ , s ) 

L j , x 

qui est une fonction d'Iwasawa (on écrit, si açZ^-pZ^,a = <a> 0(a) où 

< a > ^ l mod p et 9P~\a) = l ) . 

Soit x u n caractère primitif de conducteur f , on pose : 

(9) L ( X . B ) = - - — Y ~ x ( û " 1 ) C T ( û _ 1 , C , s ) 
P 1 - X (C ) < N 0 1 " S Z p ' T 

Q çR^ 

Soit x un caractère de conducteur f et soit f = ppcm ( f , p , ... , p ) et 
1 I l s 

X' le caractère induit par x s u r • ^ n définit L (x» s) par 
T P 

L ( X , s ) = L ( x ' . s ) . 
ir ir 

2) Analogues des fonctions r-multiple s 

Rappelons tout d'abord ce que sont les fonctions T-multiples complexes [1 ] , 

[14]. 

Pour un r-uple v = (Vj , ... , v j de nombres positifs et pour un nombre po­

sitif a , on note : 

Z(L , s) = ) L (m) 8 où L (m) = a+m- v„ +.. .+m v a / ax ' av ' 1 1 r r 
mçTRr 
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On définit alors : 

(11) - lx ,gp r (v)= a Um C ^ Z ( L a , 8 ) ] 8 = o + I - g a ; Log = £ W L , s ) ] g < 

On montre que, en tant que fonction de a , r (a, v) * est une fonction entière 

d'ordre r . D'autre part, posons v(i) = (v„ , ... , v. „ , v. v ) . Alors la fonc-
1 î-l î+l r' 

tion T-multiple satisfait : 
r(a+v.,v) T(a ,v ) T Ja.vfi)) r î r r-1 _ 

L ° g P r(v) • L ° g - L ° g P r . j W i ) ) 

si r> 1 . Pour r = 1 

j r i ( a ' Y )

 T r(a/v) , ,a 1. 
L o g T ^ T = L o g T ^ r + ( ; " z ' L o g v -

Soit x u n caractère fidèle pair, de conducteur f du groupe de Galois d'une ex­

tension abélienne de (Q . On sait que la fonction 1̂  est liée à L()(, s) dans les 

formules suivantes : 

(12) L ' ( x . 0 ) O X(a) Log * ( f )  

a = 1 1 

et 

(13) L ( x . l ) = > X ( a ) ^ L ° g 7 7 ? T 
L 1 J z = a 

Shintani a généralisé (12) de la manière suivante : 

Soient (v. . ) ( l ^ i ^ r , 1^j ^n) des nombres réels positifs et soit x = (x^, ... , x^) 

un r-uple de nombres réels positifs. On pose : 

L. (y) = v. 1 ( y 1 + x 1 ) + . . . + v . (y +x ) J , x w / j , 1 1 1' J , r w r r' 
et 

j = l J ' X Z _ j = l J ' x 

mçlN 

Pour chaque r-uple t = (t^, ... , t^) d'entiers non négatifs, on pose : 

c ^ A , C ( f Û < v - ^ ' ° , v ' - Û v } ^ 

où la sommation sur (j,k) est prise sur toutes les paires (j,k) d'entiers posi­

tifs avec l^ j , k^n et j / k . 

Alors : 
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j .JL. (JL- r (x. v , v ) \ , r^- B £ . ( X : ) 

J = l lj = l r v J J ^ 1=1 1 

où la sommation sur t est prise sur tous les r-uples d'entiers non négatifs qui 

satisfont + ¿«4- ... +t = r et où x.v.= X]x.v. . . 

1 2 r j î j , i 

Soient K un corps de nombres totalement réel et f un idéal entier de K . 

Soit o un idéal entier de K , premier à f . 
On a vu qu'il existait un nombre fini de L. telles que : 

J» x 

£j(cf *, s)= Net8 ^> z (NLj x > s) . 

L. 

Ici, on ne va pas définir un analogue p-adique des fonctions T-multiples pour 

chaque x , mais on va directement associer une fonction T à l'idéal û (pour 

la construction des fonctions T-multiples, associées à x , voir [4 ] ) . Posons, 

pour tout (J£S où S est l'ensemble des n plongements de K dans R . 
c-1 

P ? ( o - 1 . C . B ) = i N « B y " > § M Z ( L

Œ , ^ , n s ) T n ^_ /_ x j ,x j 
U=l L. 

ou : j , x 

L. (y) - x + v - y + ... + v. /.x y ,.x • j , x w / ^ l 7 ! j , r ( j 'r j 

Cette fonction se prolonge en une fonction holomorphe sur C et pour tout entier 

k£0 , 

P J ( a - 1 . c ) - k ) = l N a - k ^ ^ < f R ( ^ . f ) ( S ? - <fR(^.f)(S? -

On sait aussi que si p ne divise pas c , ng (̂o c , k) est p-entier et que si f 

est divisible par (p) , il existe une fonction -(et *,C,s) unique telle que, 
a -1 ^ n|B «(o , C, s) soit une fonction d'Iwasawa, et pour tout entier k^O , 
P» T 

k = -1 mod p-1 P p ^ t » " 1 . e , - k ) = B r ° ( o _ 1 , c , -k) . 

PROPOSITION 4.-

d 
ds 

-1 
Q С , S 

s=0 

d 
ds ID Ct -1 

s=0 
et 

С . (û" 1 , C , 0 ) = n ß n

a ( о " 1 , С ,0) . 
P> T P» T 
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Preuve. - Par définition : 

C . ( o " 1 , C, -s) =<NQ> 
P» T 

c-1 

U=l L. 
x j , x 7 X i >j 

D'où 

a „ , -1 N 

. i 7 c P , T ( 0 ' c ' " s ) 

s=0 
Log <Nû> a"1, c ,0 

c-1 

U=l L. 

ÇMR(Log NL. 
x °p j , x ' j 

Donc : 

d 
.ds 

-1 
Q , C , s 

s =0 

Log <NQ> £ . 0 , C , 0 

c-1 

U=l L. a 

ÇMR(Log NL. 

D'autre part : 

BQ «vQ 1 , C , -s) = — <Nû> 
Pi T n 

c-1 

L. 

^ R ( L a n S ) ( ^ ) 
x j , x j 

Alors 

d a , -1 
ÏÏ7 f ( Q ' c ' " s > 

s=0 

Log <N0> p Œ . (<f , C ,0) 
P» T 

r-1 

L. 

D'autre part, on a:: 

C_ • (» . e . O ) 

c-1 

M=l L. 

?ï R(D( ih 
x J 

et 

p a . ( o ^ . e . o ) ^ 
P» T n 

c-1 

L. 
N0> Œ . (< 

Donc la proposition 4 est démontrée. 

Supposons maintenant que 1'idéal c, qui vérifie (4) soit tel que C=(o t ) avec 

a = l ( f ) et a » 0 . 
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Puisque 

CT(a~\ c ,s) = Nc 1 " s Cji*'1*'1.*)-C^O^.B) 

on a : 
C T(a"\s)= c T ( o _ 1 . e . s j A N e 1 " 8 - ! ) 

et 
Cp ) T(o"1,6)= Cp^o" 1 , C , s ) / ( N e 1 - 8 - ! ) . 

Cette fonctionne dépend plus de l'idéal c = ( a ) ni de l'idéal Q dans sa classe 

de rayon mod f . 

PROPOSITION 5.-

i r , - 1 J V " !" d C f ( a " - C ' S ) " 
CP'Î {° , S )Js=o" 2 - L d S (NO 1 " 8 -!) Js=0 

Preuve. 
Г d , / -1 Л Ne Log Ne r , -1 п л ,_1 Г а . , -1 Л 

^ [ ^ T

1

( B " 1 ' C " ) ] = £ . С " 1 , с о ) ^ [ ¿ ß° . С " 1 . e . . ¡ | 
^ ( N c 1 - D Js=0 (Nc-1) 2 P * T N c - l L d s p , T J g = 0 

U < T ( 8 " 1 ' C " ) ] . а с ь о я ж ^ ( а - 1 , с > 0 ) 

L d S (Ne 1" 8-!) Js=0 (Nc -1) 2 P ' f 

+ н Ь > L t £ , < • - ' • • • • ! ! • 

On déduit donc de la proposition 5 que : 

[ O" / -1 n 

d W ' C ' 5 >  
d s (Ne 1" 8-!) Js=o ne dépend plus de c et ne dépend que de la classe de rayon de Q mod f . 

DÉFINITION. - On pose : 

p,T Z _ L d s (Ne 1 " 8 -!) Js=0 
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THÉORÈME 6. - Soient x un caractère et f le ppcm du conducteur de x 

de p , ... , p . Soit x ' le caractère induit par x sur R f . Alors : 
1 s 7 

L ' P ( x ' q ) ^ ) ~ x ' ( Q ) L r p , ï ( o ) * 
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A R I T H M É T I Q U E ET I N F O R M A T I Q U E 

par H. COHEN 

Le but de mon exposé est d 'at t irer encore une fois l 'a t tent ion sur les 

l iens exis tant entre l 'arithmétique et l ' informatique, ces l iens allant dans les 

deux s e n s . 

§ 1. UTILISATION DE MOYENS INFORMATIQUES EN ARITHMETIQUE. 

De nombreux exposés et conférences ont eu lieu à ce sujet . Je vou­

drais simplement parler de trois problèmes qui m'ont i n t é re s sé . 

a) Nombres soc iab le s . 

Posons s(n) = S d = a j n ) - n , 
d | n 1 

dAi 

On s ' in té resse au comportement des i térés success i f s de la fonction 

s . Ce comportement peut être de trois types : 

(k) 
(i) s (n) converge, c ' e s t - à - d i r e qu' i l exis te un k tel que 

(k), . , / ( k ) M f (k-1), M 
s (n) = 1 \s (n) = s (s (n)lj 

(k) 
(ii) s (n) es t périodique à partir d'un certain rang 

(k) 
(iii) s (n) es t non bornée. 

Les exemples de (i) abondent. On ne connaît pas d'exemple de (iii). 

Le plus petit n qui pourrait être du type (iii) e s t n = 27 6. Lenstra a tou te -
(k) 

fois démontré que la suite s (n) peut être arbitrairement longtemps s t r i c t e ­

ment c ro i s san te . 

(k) 

Les exemples de (ii) sont les plus in t é re s san t s . Si la suite s (n) 

e s t purement périodique de période k , on appelle (n,s(n) s ' ^ ' l n j 

un groupe sociable d'ordre k Q . Les résul ta ts connus sont les suivants : 

k = 1 : n es t alors dit parfait. On sai t que si n es t pair, 

n es t de la forme 2 P * ( 2 p - l ) où 2 P - 1 es t premier ; on connaît 25 tels 

nombres, le plus grand étant 2 ^ 1 ^ ^ ( 2 ^ " ^ ^ - 1 ) . On conjecture qu' i l n 'y a 
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pas de nombres parfaits impairs . S'il en ex i s t e , i ls doivent être supérieurs 

à i o 5 0 . 

k Q = 2 : (n,s(n)) e s t un couple de nombres amiables . On en 

connaît plus de 1100 , le plus petit étant le couple (220,284) . Tous 

les couples pour lesquels n ^ 10^ ont été trouvés (voir [ l ] ) . 

k > 2 : les seuls exemples connus avant 19 68 éta ient dus à o 

Poulet avec un groupe sociable d'ordre 5 et un d'ordre 28 . En 19 68, 

W. Borho a construit un groupe d'ordre 4 , et indépendamment j ' a i trouvé 

9 groupes d'ordre 4 (voir [ l ] ) . Depuis , 5 autres groupes d'ordre 4 ont 

été t rouvés . Les problèmes principaux sur le sujet sont les suivants : 

• Exis te - t - i l un groupe sociable dont la somme des termes soit 

impair ? 

• Ex i s te - t - i l un groupe sociable d'ordre 3 ? 

• Ex is te - t - i l une infinité de nombres amiab les , et s i oui peut-on 

donner une est imation asymptotique ? 

b) Fonctions L de caractères quadratiques aux entiers négatifs. 

Soit N un entier positif ou nul. Si r 2> 1 on pose 

H(r.N) = C(l-2r) si N = 0 

H - L ( i - r . ( ? ) ) S ) ( ^ ) d r " 1 a 2 r _ 1 S u(d)(^)d r" 1a 2 r_ 1(f/(f/d) 

r 2 

où on a écrit (-1) N = Df avec D discriminant de corps quadrat ique. 

Ceci e s t un analogue supérieur de la fonction H(N) = H(1,N) introduite par 

Hurwitz et comptant le nombre de c l a s s e s de formes quadratiques de discr imi­

nant - N modulo l 'ordre de leur groupe d 'automorphismes. Ces fonctions 

H(r,N) interviennent dans différents problèmes (voir [2] et [5]) et j ' a i jugé 

uti le d 'en faire une table a s s e z é tendue , pour r > 1 (pour r = 1 une tel le 

table ex i s t e ) . Pour ce l a , j ' a i u t i l i sé le fait que la série 
W (T) = Li H(r,N)e = LJ H(r,N)q (q = e ) 

r N^O N>0 

e s t une forme modulaire de poids r + sur rQ(4) . Ceci entraîne que 
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2 
H est un polynôme en 9 = S q n et F = S a 1 (n)q dont les 

r n€Z L n^l 1 

n impair 
coefficients se déterminent a isément . 

2 3 

Toutefois, le calcul de F^ , F^ e t c . . e s t très long s i on veut 

al ler jusqu 'à N = 1000 . Il a donc fallu employer une méthode (déjà u t i l i sée 

par Atkin) pour accélérer les c a l c u l s . Cette méthode étai t la suivante : 
Posons 0, = S q , 0O = S q . On démontre que 

1 n>0 2 n€Z 
2 2 

F_ = 0 , 0 . ( 0 + 4 0 . ) et 0 = 20, + 0O donc on peut exprimer M comme po-
Z 1 Z Z 1 i z r 

lynôme en 0^ et 0^ . L'avantage énorme es t que les sér ies 0^ et 

sont très lacunai res , donc que la multiplication par une tel le série es t très 

rapide. 

J 'ai a ins i pu calculer une table de H(r,N) avec 2 ^ r ^ 11 , 

0 £ N <• 1020 en 16 mn d'IRIS 80. Il m'a fallu employer une bibliothèque 

maison de multiprécision car le plus grand nombre de la table es t 

- 3036H(11,1020) = 1423699245023640477545130952320000 . 

Cette table a été déposée aux U . M . T . de Mathematics of Computation [ 3 ] . 

c) Contre-exemple à la conjecture de von Sterneck. (Travail fait en 

collaboration avec F. Dress) 

Posons M(x) = S [±(n) , où |JL es t la fonction de Möbius. 

Von Sterneck a conjecturé que | M(x) | ^ ~ - pour tout x > 200 . En c a l ­

culant des valeurs part iculières de M(x) Neubauer a montré que ce t te 
9 

conjecture était fausse pour x = 7,77 x 10 

J 'ai programmé en assembleur un miniordinateur TI 980 B acheté 

grâce à l'ATP du CNRS Mathématiques-Informatique, pour faire le calcul s y s -
9 

tématique de M(x) jusqu 'à 7 , 8 . 1 0 . Le temps de calcul init ial pour a r r i -
9 

ver à 7 ,8 .10 aurait été de quelques mois. J 'ai réuss i en optimisant le 
programme au maximum à ramener la durée à moins d'une semaine , temps 

7 7 
ra isonnable . Je dispose a ins i d'une table de M(x) de 10 en 10 

9 

jusqu 'à 7 , 8 . 1 0 et j ' a i trouvé que le plus petit x pour lequel la conjec­

ture de von Sterneck es t fausse es t x = 7725 038629 pour lequel on a 
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M(7725038629) = 43947 . 

Remarque. On conjecture en fait que 
— _jM(x)J >0 ^ 
sfx Log Log x 

et même que 

— _ j M ( x ) J > 0 ^ 

sfx Log Log x 

§ 2 . UTILISATION DE L'ARITHMÉTIQUE EN INFORMATIQUE. 

Je voudrais ici énoncer un problème non encore résolu à ma c o n n a i s ­

s a n c e , et qui se trouve dans l ' excel lent livre de Knuth ( [4]) auquel on pour­

ra se référer pour les détai ls de ce qui su i t . 

Ce problème es t l ' ana lyse de l 'algorithme binaire de calcul du PGCD. 

Cet algorithme es t basé sur les remarques suivantes : s i u et v sont 

pa i r s , (u,v) = 2(u/2 , v/2) . Si u es t pair et v es t impair, 

(u,v) = (u/2 , v) (et inversement) . Enfin s i u et v sont impairs , 

(u,v) = (u-v , v) et u - v es t pair. On peut aisément déduire de ces remar­

ques un algorithme de calcul du PGCD ne nécess i t an t pas de division (la d i ­

vision par 2 se faisant beaucoup plus rapidement qu'une division arbitraire 

dans la grande majorité des ordinateurs) et cet algorithme se trouve être en 

pratique plus rapide que l 'algorithme d 'Euclide. En ce qui concerne l ' a lgor i th­

me d 'Euclide, on sai t que le nombre de divis ions pour calculer (a,n) es t 

en moyenne de l 'ordre de 1 2 Log 2 L q ^ ^ ^ E n c e ^ c o n c e r n e l 'algorithme 

binai re , cer ta ins ca lculs heuris t iques et des expérimentations ont été fa i tes , 

mais on ne connaît pas en moyenne le nombre de pas nécessa i re pour c a l ­

culer (a,n) , et cec i pose un problème à mon avis très in téressant aux ma­

thématiciens . 
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CORPS GAUCHES À INVOLUTION DE DEUXIÈME ESPÈCE 

par Peter DRAXL 

§ 1· INTRODUCTION 

Soit A une algèbre simple de rang fini sur son centre Κ à 

involution I de deuxième espèce (la référence principale dans 

cette situation est [l],Ch.X ). Notons 

S I ( A ) := {a 6 A | a 1 = a| et k := Κ Π S J ( A ) 

alors K/k est une extension quadratique séparable à groupe de 
Galois h . I j K l » et S ^ A ) est un espace vectoriel de dimension 

n^ = | A î ^ l s u r ^ · ^ n définit ( J une autre involution du même 

type ) 
I ~ J , si et seulement si I j K = J| K , 

et l'on montre facilement que I ^ J équivaut à l'existence d'un 

élément t ç S^(A) tel que l'on ait 

a^ = ta"*"t~1 ( a ^ A ) · 

Notons maintenant 

Î)J(A) := sous-groupe du groupe multiplicatif A* engendré 

par S ^ A ) , 

alors un calcul simple donne 

Σχ(Α) = Ej(A) , si I ~ J . 

( 1) La notation := utilisée ici signifie "égale par définition". 
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En outre on note ^^^/χ i a n o r ™ e réduite, et l'on démontre (voir 

p. ex. [ 7],Prop . 1 pour la première inclusion et [ 3 ] , ( 3 . 3 ) , p. 2 7 

pour la seconde) 

[A*,A*] ç Στ(Α) ç Nrd2/ K(k*) , 

donc le groupe 
U S K ^ A . I ) := N r d ^ / j j U ^ / r ^ A ) 

ne dépend que de la classe I de 1·involution I modulo la 

relation ~ , et il est appelé (voir ) 

groupe réduit de Whitehead de A par rapport à I 

C'est un analogue du groupe réduit de Whitehead de A 

SK^A) := Nrd^ K(}l})/[A*,A*] , 

et les deux groupes sont liés par l'homomorphisme 

Ο) Ω : SK^A) •υβΚ^Α , ΐ ) 

qui est induit par l'inclusion. 

Quant aux groupes USK^ les propriétés suivantes sont bien 

connues : 

0 ° En général on a U S K ^ A . Ï ) ^ 1 (voir [ 8 ] , [ 5 ] et [ 6 ] ) . 

1 ° Soit l/k une extension finie dis jointe de K/k , et soit L : s 

= Kl , alors il existe des homomorphismes 

U S K 1 ( A , I ) Î = = = ± U S K 1 ( A e KL,T®id) 

1/ 

tels que l'on ait ττ^οΐ^ = |L;K|«id ( [4j,Lemraa 4 )· 

2 ° USK^Ajl) est un groupe de torsion à exposant divisant  

1 * indice i(A) de_ A (cela résulte de 1 ° ) ( 2 ) . 

3 ° Soit K/k une extension quadratique séparable, et soit A 

( 2) i(A) := ̂ |D:K| , où D est le corps gauche avec A = M r(D) . 
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une algèbre simple de rang fini sur son centre^ Κ . Pour que 

A admette une involution I de deuxième espèce avec K O S^-(A) 

= k , il faut et il suffit que ΟΟΓκ/\ί(Α) = 0 dans le groupe 

de Brauer de k (voir p. ex. Γ9ΐ»Ρ · 9 3 ) · 

Par conséquent, d'après 2 ° et 3 ° il n'est pas intéressant de parler 

de USK 1 sur un corps local (comme la corestrietion est toujours 

injective là; voir p, ex. [1θ],Ch.XI,Prop.1 et Ch.XIII,Th.1 ) . 

4° Soit A = M^(D) ( D un corps gauche ), alors il existe des  

involutions J cle A et i de D telles que l'on ait 

I w J et (d = (d* ) . En outre le déterminant de 
— μν νμ - • 

Dieudonné induit un isomorphisme (voir [4],Lemma 3 ) 

USK (A,î) tu USK (D,ï) 

5 ° Soit A S Î A 1 ® RA avec pgcd( i ( Α ̂  ) ,i(A^) ) = 1 , alors il 

existe des involutions I de A telles que l'on ait 
v — v 

I ~ ï ^ l * e t l'on a 

fSi Λ/ PKJ 

υβΚ^Α,ΐ) 3 E U S K ^ A ^ I ^ y U S X ^ A ^ I ^ 

(c'est une conséquence de 1 ° ) . 
6 Dans le cas m X ( A ) impair" 1'homomorphisme Q dans (1) est 

surjectif (en fait, Nrd^y^(a) = Nrd^y^X a) implique 

— 1 I 2 
l'existence de b 6 ^ r <*Â/g;( I M ) avec a = a b , donc a = 

= (aa~̂ )b avec aa^ 6 E J ( A ) ; le reste est clair d'après 2 ° ) . 

Nous disons que k vérifie la 

condition (v) , 

lorsque les conditions suivantes sont vérifiées: 

quel que soit L/k extension finie séparable, quel que soit  

Ε corps gauche de rang fini sur son centre L , et si un  

groupe Γ des automorphismes de L sur k est, ou bien 
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cyclique d'ordre premier impair, ou bien non-cyclique d'ordre 

k , et tel que Nrdgy L(E*) soit stable sous l'opération de 

Γ , alors 

H 1(r,Nrd E / L(E*)) * ϋ . 

Si un corps vérifie la condidion C^ (voir p. ex. [^]>Ρ ·373) * 

alors il vérifie la condition (v) d'après un théorème classique 

de Noether et Hubert. En outre les corps globaux vérifient la 

condition (v) d'après un théorème de M. Eichler en arithmétiques 

(voir [2],p.120,avant-dernière ligne). 

Le but de cette conférence est de démontrer simultanément les 

deux résultats suivants: 

• >· x 

THEOREME. Soit A une algèbre simple de rang fini sur son centre 

K à involution I de deuxième espèce, alors 

(i) l'exposant de USK^Ajl) divise ^ [A] ' * Q U ° N A N O T ^ 

Î ( A ) ' le plus grand diviseur de i(A) sans facteur carré; 

(ii) USK^A.I) = 1 , si k vérifie la condition (v ) . 

Le résultat (i) est une amélioration de 2 ° (voir aussi [ 6 ] , 2 . 8 ) , 

tandis que le résultat (ii) est une généralisation simultanée d'un 

théorème de V. I. Jancevskix ( [ 4],Th . 1 ) et d'un théorème de 

C.T.C. Wall ( [ 1 2 ] , T h . 2 ). Comme on va prouver (i) et (ii) en même 

temps, et comme cette démonstration sera très courte (voir § k, ) , 

je pense qu'il est intéressant de démontrer ici ce théorème bien 

que les résultats n'en soient pas complètement inattendus. 

§ 2 . SUR LE GROUPE DE KLEIN 

Soit Γ = | 1 » 0 Q , σ ^ , 0 2 j le groupe de Klein, c'est-à-dire 
2 2 

° 0 = 0 1 C 2 ~ Σ 2 ° 1 E T ° 1 = ° 2 = 1 ' P o s o n s Γ ι : = ί Ί' σΐ! 
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Α ­Χ i= 0 , 1 , 2 ), et soit M un Γ-module à droite. Si on note H (./.) 
( r € Ζ ) les groupes de cohomologie au sens de Tate et <fl: M > 

*M ( = sous-module des éléments invariants sous T Q ) la 
norme, alors 

PROPOSITION 1 . On a une suite exacte 

0 » Μ 1 • Μ 2 ï—SUÎrV/r^M 1)_1_*£- 1(Γ 2 ,Μ) , 
(ι-σ 2) 

induit par m I * m m I > m 

En fait, à partir de I e identité 

( 2 ) ( ΐ + σ 0 ) ( ΐ - σ ι ) « 0 - σ 2 ) ( ΐ - σ ι ) dans ζ[Γ] 
— 1 Τ* 

on obtient - quel que soit χ € Sft~ (M ) -
(l+o0)(^-o,) ( ι - σ 2 ) ( ι - σ 1 ) 

0 = χ = χ , 
0 - σ 2 ) Γ 1 0 - σ 2 ) ( ι - σ 2 ) ( ι + σ 2 ) 

donc χ ç M et !Rp^ (χ ) : = χ = 0 , 

c'est-à-dire ceci permet de définir α comme ci-dessus, et l'on 
en tire immédiatement 

βοα « ο . 
- Γ 1 Réciproquement, soit β(y) = 0 ( avec y € M tel que l'on ait 

(i+o 2) y = 9tp /γ. (y) = O ) , c'est-à-dire il existe χ € M avec 
( ι - σ 2 ) 1 / Α 1 

y = χ , donc - en utilisant ( 2 ) encore une fois -
( ι - σ , ) ( ' ΐ - σ 2 ) ( ι - σ ) ( ι + σ ( ) ) ( ι - σ 1 ) 

Ο = y = χ = χ , 
ce qui veut dire 

y = a(x) et fl(x) € . 
r 1 

Finalement soit Cx(x) = 0 ; il existe donc y € M tel que 
( ι - σ 2 ) ( 1 - < ? 2 ) , Γ 

x « y , par conséquent χ = y + ζ avec ζ € M 
Ceci implique Γ Γ Ρ 

Ker α = M + M , 
c.q.f.d. . 

Maintenant on regarde le diagramme suivant: 
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Ο Η ' ^ Γ / Γ , , Μ 1 ^ 1 ) 

H ^ I V T - . M 1 * 1 ) Η - 1 ( Γ 2 , Μ ) 

0 , Η 1 ( Γ / Γ 2 , Μ Γ 2 ) - ^ Η 1 ( Γ , Μ ) - ^ Η 1 ( Γ 2 , Μ ) . 

Le pentagone est commutatif et les deux suites sont exactes (voir 

p. ex. [10],Ch.VII,§6. ). En utilisant convenablement la Prop. 1 

ci-dessus on en déduit: 
Γ Γ 

PROPOSITION 2 . Sf 1 ( Μ Γ ) / ( Μ 1+M 2 ) as Ker β as 
Γ Γ 

ss inf(H 1(F/r i fM 0 1ηΓ(Η Ί(Γ/Γ 2,Μ 2)) ç; Η Ί ( Γ , Μ ) . 
Γ Γ 

COROLLAIRE. Η 1 ( Γ , Μ ) = Ο implique *Λ" 1(Μ Γ) = M 1 + Μ 2 . 

E X E M P L E S . 
(A) Soit L/k une extension galoisienne à groupe de Galois Γ î 

Γ. 
soient K ± : = L ( i s 0 , 1 , 2 ), et soit Ν : = N

L / K 

A l o r s , d ' a p r è s u n théorème c l a s s i q u e de N o e t h e r et Hubert, 

le corollaire donne 1 

N" (k*) = K*-K* . 

(B) Soit L/k comme ci-dessus, et soit Ε un corps gauche de 

rang fini sur son centre L tel que Nrd^ L(E*) soit 

stable sous l'opération de Γ · Alors, si k vérifie la 

condition (v), on obtient 
N'^k*)Π Nrd £ / L(E*) = (Κ*Π Nrd E / L(E*)>(K*n Nrd £ / L(E*)) . 

En fait, l'exemple (B) donne la motivation pour la notion 

"condition (v)". 

§ 3 . QUELQUES SUITES EXACTES 

Supposons A = D = corps gauche avec i(A) = i(D) = 2 R , et 
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supposons en sus 

l'existence d'une extension quadratique séparable l/k telle 
( 3 ) ; ' 

que 1 c S j ( D ) > donc 1 φ K . 

Posons 
L : = Kl et Ε := Z^(L) = commutant de L dans D , 

r— 1 

alors L est le centre du corps gauche £ avec i(E) = 2 ' , et 

L/k est une extension galoisienne à groupe de Galois Γ (= le 

groupe de Klein, voir § 2, )· Soient T{) - Î 1 > C ? Q } := Gal(L/K) et 

Γ 1 = ί 1»^! := Gal(L/l) , alors on obtient K Q = K et K 1 = 1 

(au sens de l'exemple (A) dans § 2. )· D'autre part notre involu­

tion I induit sur Ε une involution i := de deuxième 

espèce avec L Π S ^ ( E ) = 1 = K^ , c'est-à-dire = i|^ . Enfin 

le théorème de Skolem et Noether permet de trouver un élément 

g € D* tel que X°° = gXg"1 ( λ € L £ JD c D ) · 

Maintenant la définition 1^ ^ 
d - gd g - 1 

nous donne sur D une involution I Q de deuxième espèce avec 

1^ *M I , et - par restriction - sur Ε une involution i^ : = -^Q ) Ε 
de deuxième espèce avec 

i Q ψ i et 1^ : = L Π ( E ) = K^ (au sens de l'exemple ( A ) 

dans § 2. ) , 

c'est-à-dire o2 ~ <?ισο " σ 0 Σ 1 ~ 1 O | L * 

On va utiliser les abréviations suivantes: 

NRD := N r d D / K , Nrd := N r d E / L et Ν := N L / K . 

A partir des formules 

NRD|g s NoNrd (voir [3],p*28 ) - donc Nrd(E*Π NRD* 1(k*)) =^ 

Nrd(Nrd~1(l*)) = 1* 0 Nrd(E*) c N" 1(k*) Π Nrd(E*) = - , 
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Σ, (Ε) C Στ (D) = Σ Τ(Β) (c'est clair) , et 

( ) 

Nrd(E*) C ° c Nrd(E*0 [D*.D*]) £ Nrd(E*0 IjÎD)) (voir [3], 

P-50 ) , 
on obtient par un calcul simple les cinq suites exactes ci-dessous: 

H~ 1 (Γ 0 , N r d ( E ^ 1 

TTQir (TT *Λ Φ E * Π NRD~ 1(k») * Nrd(E*D NRD"1(k»))l» . 
U S K l ( E , x ) ^ ^ ( D ) Nrd(E.n E l(D))l* Z^f" 

, ζ (N'^k*) Π Nrd(E*))l* ζ Nrd(Nrd"1(l*))l* 
Nrd(E. (E))l* * Nrd(E. (E))l* * 1 

N~ 1(k»)n Nrd(E») ~ς~~ "Ί 
Ί ^ (1*Π Nrd(E*))(l*H Nrd(E*)) < ] U S K (Ε , Γ ) 

avec: γ induit par l'identité 6 induit par l'identité 

φ induit par l'inclusion ζ induit par l'inclusion -

ψ induit par Nrd modulo 1* e induit par Nrd modulo 1* 

Ç induit par l'application νλ H» V ( λ € 1* et 

V € N~ 1(k*)n Nrd(E*) ) · 

Comme application on en tire: 
Ε* Π NRD" 1(k*) 

l'exposant de , \ / divise le double de l'exposant 
( k )

 E Ε * η Σ ι ( ο ) 
de USK^E,!) ; 

i(A) β i(D) * 2 (c'est-à-dire r = 1 et Ε = L ) implique 

E*fl NRD~ 1(k*) » E*ni I(D) (voir 2 ° et l'exemple (A),§ 2 · ) ; 

USK^E.i) = USK^E.i^) = 1 implique Ε*Π NRD" 1(k*) = 

( 6 ) = E^flïjtD) , s± k vérifie la condition (v ) (voir l'exemple 

(B) dans § 2 . ) . 
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§ 4. LA DEMONSTRATION DU THÉORÈME 

D'après 4 ° , 5 ° et 6° dans § 1. on peut se restreindre au cas 

A = D = corps gauche avec i(A) » i(^) = 2 Γ 

(voir p. ex. (6.1θ),(6.11) et (6.12) dans [ 3 ] ,P-5 2 / 5 3 , et 
lignes 12 à 14 sur p.121 dans [2] ). 

Maintenant, en utilisant convenablement 1° et 2°, un résultat 

classique montre que pour démontrer le théorème il suffit de supposer 

(3) (voir § 3 · ) et de démontrer 

(7) l ^ a n U e ' ΐ ™ " ^ ) * * 2 " ' ' 
et 
(8) Ε* Π NRD" 1 (k*) = E*f> ϊ,χ(Ώ) , si k vérifie la condition (v ) . 

Mais pour r * 1 les deux assertions sont vraies d'après (5)> et 
pour r > 1 on utilise une récurrence sur r , ce qui donne (7) resp. 
(8) en utilisant (k) resp. (6 ) , c.q.f.d.. 
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SOME UNCONVENTIONAL PROBLEMS 

IN NUMBER THEORY 
by 

Paul ERDÖS 

I have several papers wïth a sïmïlar t i t le whïch wï l l be publïshed soon -

at least one of them ïs a joint paper wîth R 0 R. Ha l l , The number of unsolved 

problems ïs so large that I can keep the overlap to a minimum. 

Fïrst of ail I state a very old conjecture of mine : the densîty of ïntegers η 
whïch have two divïsors d^ and d^ satîsfyîng d^ < d ^ < 2 d^ ïs 1 · 

ï proved long ago [ l ] that the densîty of thèse numbers exïsts but I have never 

been able to prove that ït ïs 1 . ! claïmed [2 ] that I proved that almost ail 

ïntegers η have two dïvïsors 

1 - η loglog n 
(1) d 1 < d 2 < d 1 (1 + ( - | ) ) 

and that (1) ïs best possible, namely ït faïls ïf 1 - Ή îs replaced by 1 + Ή · 
R.R. Hall and I confîrmed thîs later statement but unfortunately we cannot prove 

(1) · We are faîr ly sure that (1) îs true and perhaps ït ïs not hopeless to prove 

ït by methods of probabïlîstïc number theory whïch are at our disposai. 

Dénote by d (n) the number of ïntegers k for whïch n has a dîvïsor d 
k k+1 

satîsfyîng 2 < d < 2 · I conjecture that for almost ail n 

d + (n) / d (n) -> 0 

whïch of course implies that almost ail ïntegers have two divïsors satîsfyîng 

d 1 < d - < 2 d . . It would be of some ïnterest to get an asymptotïc formula for 

X + 
Σ d + (n) - F (X) . 

n = 1 
It ïs easy to prove that F (X) / X log X 1 . 

Another ïnterestïng and unconventïonal problem states as follows : 

let 1 = d. < d 0 < . . . < d , x = n be the set of dïvïsors of n . ι £ τ m; 
Put : 

τ (n) - 1 
Q (n) = Σ d / d . 

ï = 1 1 

73 



P. ERDÔS 

I conjecture that Q (n) -> <» i f we crïsregarcf a séquence of ïntegers n of 

densîty 0 . Thïs agaïn woulcr imply the conjecture on d < d < 2 d , but 

neeciless to say I cannot prove ït. 

It woulcr be of interest to cietermîne the normal orcrer of cr+(n) ancT Q (n) 

(or at least of log Q (n) and log d + (n) ). Also an asymptotîc formula for 

X 
Σ Q(n) 

η = 1 
woulcr be of interest. It ïs easy to prove that ±r Σ Q (n) ->« . 

X η = 1 

Let p^ < . . . < P\/( n) D e t n e consécutive prime factors of n . 
AHacTî ancT 1 provecr that (unpublïshecr) : 

V (ri) - 1 
f i n ) - Σ P / 

i = 1 , / P ï + 1 

has a distr ibut ion function ancT a bounciecr average. 

A well-known theorem of Hardy and Ramanujan states that the normal order 

of V (n) (the number of prime factors of n ) is (l + ο d ) ) loglog n . 
A spécial case of our well-known theorem with Kac f 3] states that 

V(n) - loglog n 
(loglog n ) 1 / 2 

has normal distr ibut ion, 
( n) ( n) 

More than 40 years ago I proved that if p̂  < . . . < P\/(n) a r e t h e 

consécutive prime factors of η , then for almost ail n the ν _th prime 
factor of n satïsfîes 

(2) loglog p^ n ' - (1 + ο d ) ) v 

More precisely : the every € > ο , η > 0 there is an e 0 = e 0 (e, η ) so that 
the densîty of ïntegers n for whïch for every ec < ν < V(n) 

(2') ν (1 - e ) < loglog p ( " ' < ( l + e)v 

ïs greater than 1 - η [4] . I do not prove (2) in [4] , I only îndïcate that ït ïs a 

spécial case of a resuit whïch can easily be deduced by methods of probabîl ist ic 

number theory» 
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(2) seems to me to be interestïng ancT has many applications, thus at the end of 

this paper I gîve a direct and simple proof of (2) · A sïmilar proof of (2) is 

outlined in a forthcoming paper of S . Wagstaff and myself. This paper also deals 

with an unconventîonal probiem. Let B n be the n-th Bernouli i number and 

n ^ J_ 
b n p - l | n p 

ïts fractïonal part. Let n be the smallest ïnteger with this fractïonai part , Then 

the densîty d of ïntegers m wîth fractïonal part 3 n / b

n exïsts and Σ d n = «> η n n 

where the dash ïndïcates that the summation is only extended over the n whïch 

have fractïonal part a n / b and a re minimal (our paper wîll soon appear in 
n 

I l l inois J . of Math, ) . 

Dénote by d y (p) the densîty of the ïntegers n whose v - th prime factor 

ïs n . d w (p) can easïly be calculated by the exclusion - inclusion princïple 
(n) 

(essentîally the sieve of Eratosthenes). By (2), for almost ail ïntegers, p^ 

is about expexp ν β On the other hand, it is easy to see that the largest value 
of cf^(p) îs assumed for much smaller values of ρ , in fact for 

e v ( l - e , < p < e v ( l + e ) 

by more careful computation it would easily be possible to obtaïn better 

estimâtes, The simple explanatïon for this apparent Paradox ïs that there a re 
ν 

very much more values of p at e e than at e . I t is not impossible that 
d v (p) is unîmodular, i . e. ït f i rs t încreases with p then assumes ïts maximum 

and then decreases. I in fact doubt that d v (p) behaves so regular ly but have not 

dïsproved it. The same probiem s ar ise if d y (n) dénotes the densîty of the 

ïntegers m whose v _ t h dîvïsor ïs n . Here we obtaïn that ïf D, < D are 
1 2 

the consécutive dïvïsors of n then for alI but ε Χ ïntegers n < X for 

ν > v ô (e , n) e x p ( v l / , 0 9 2 " e ) < O v < e x p ( v l / , ° 9 2 + e ) 

On the other hand, for f ïxed ν , d v (n) îs maximal for 

exp((l - e) log ν loglog ν ) < O v < exp ( d + e) log ν loglog ν ). 

It can be shown that d y (n) ïs not unîmodular. 
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I now state some fur ther results on the prime factors of ïntegers whïch can 

be obtaïnecî by the methocîs of probabïiïstîc number theory or aïso by more 

elementary but longer computatïonse Some of thèse results have been statecT ïn 

[ 5 ] . 
For almost ail ïntegers n : 

Σ 1 -L = (γ+ ο (1)) logloglog n 

where the crash ïncricates that the summatïon is extenciecr over the ν satîsfyîng 
loglog p ^ > ν . 

Sïmi lar ly , for almost ail n : 

Σ 77 - 4 - + ο (1)) Ι ο 9 1 ο 9 ' ° 9 " . 
ρ Μ <ηΗ) V 2 

On the other hancJ, it is not harcr to show that ït ïs not true that fo r almost 

ail n : 

Σ* 1 = (y+ ο (1)) loglog n 

On the other hancf, if v . + ^ > (ï + c) v. f then for almost ail n : 

(3) Σ ι 4 + o ( i ) ) Σ 1 
, . (n) v . < loglog n loglog p' v

 7 > v. t y 

ï 

ït easïly follows from the methocrs of [3] that 

loglog p [ n ) - v 

v / 
has normal distr ibut ion, ancr that if 1 / v

2 ^ 0 0 > then 

loglog p^ n ) - v loglog p^ n ) - v 2   

1 _ and 2 

v / 2 ^ 

are asymptotïcalIy î ncrepencfent. (3) fol lows from this without too much crïffïculty. 

For fur ther results of this type see [ 5 ] . Here we just make two more 
(η) v 

remarks. (2) croes not mean that p v is real ly close to e e . In fact, the 
following results hold. 

76 



PROBLEMS IN NUMBER THEORY 

Let α (v) tena" to 0 monotonîcally as v tends to inf inity. Dénote by h (n) 
(n) 

the number of v - s for which the v - t h prime factor p v of n satïsfies : 
fnî 

v - a, (v) < loglog p v < ν + α M 
00 

Then, i f Σ α (ν ) / l /2 <°° , for every k the densîty β ΐ < of ïntegers n 

for which h (n) = k exista and Σ β. = 1 (or roughly speakïng h (n) 
α k = 1 K Α 

is almost always bounded and h (n) has a cTïstrïbutïon functîon). 
oo α 

If Σ α ( ν ) / l /2 = 0 0 , then h (n)-» » for almost ail n . 
v = 1 / v α 

In partîcular, for almost ail η , 

Σ 1 1 / v 1 / 2 = (1 + O ( I ) ) c logloglog n 

where the summatïon is extended over the v for whïch v < loglog p ^ < v + 1 . 

On the other hancf, it is not true that for almost ail n 

(4) Σ* 1 - (1 + o (1 ) ) (loglog n ) l / 2 

1 / 2 

The order of magnitude of the left sïde of (4) ïs (loglog n) 1 and with 

more trouble the distr ibut ion functîon could be calculated. 

Let Ρ 1 < Ρ 0 < · · · be an inf inité séquence of prîmes, it is qui te easy to 
prove that 

Σ 1/P. = » 

îs the necessary and suffîcïent condition that almost ail ïntegers n should have 

a prime factor p. . ït seems very dïffïcult to obtaïn a necessary and suffîcïent 

condition that ïf a^ < · . · ïs a séquence of ïntegers then almost ail ïntegers n 

should be a multiple of one of the a's . I just want to î l lustrate the dïffîculty 

by a simple example : let η. + > ( 1 + c) n. . Consîder the ïntegers m whïch 
have a dîvïsor d satîsfyîng n < d < n ( ΐ + η ) . 

œ κ κ 
If Σ T\ < œ then ït ïs easy to see that the densîty of thèse ïntegers 

h - 1 K 

exïsts and ïs less than 1 . 
00 

If Σ Ήι^^ 0 0 ït seems diffîcult to get a gênerai resuit, e. g. ïf Ή = "rr 
h = 1 K K K 

the densîty in question exïsts and is less than 1 . 
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It seems certain that there is an α , Ο < α < 1 so that i f β < α ancf 
the ciensity of the m havîng a cfïvisor ci , n^ < cf< n^ 0 + 1/k^ ) 

ïs 1 ancT ïf β > α ït ïs less than 1 . 

Dénote by ε (n, m) the ciensity of ïntegers havîng a crivïsor ci satîsfyîng 

n < cT < m ancf by e 1 (n, m) the ciensity of ïntegers havîng precïsely one cfïvisor 

ci , n < ci < m . Besïcovïtch provecf lïm ïnf e (η, 2n) = 0 ancf I provecf that îf 

log m/log n ^ 1 , then lïm e (n, m) = 0 [6] . 

It ïs easy to see that thïs resuit ïs best possible, ï. e. 

lïm e (n, m) = 0 ïmplïes log m/log η ^ 1 . 
Further , I can prove that : 

e' (n, m) < c / ( l o g n ) a 

for a certain 0 < α < 1 . Perhaps ε 1 (n, m) is unimocfular for m > n + 1 , 
but I know nothïng about this. I cfon't know where e1 (n, m) assumes i ts maximum. 

I am sure that : 

ε 1 (n, m) / e (n, m) -> ο 

for m = 2 n . I f m - n ïs small, then clearly ε' (n, m) / e (n, m)_> \ 
ancf I cfon't know where the transit ion occurs. 

Some tïme ago the followïng question occurecf to me : let k be gîven n > n c (k). 

Is there an absolute constant α so that for every n < m < n there ïs a t , 

0 < t < (log n ) a so that m + t has a cfïvisor in (n, 2n) ? 

More gênerai ly : ïf n + 1 = a 1 < a < . . . ï s the séquence of ïntegers whïch 
1 2 

have a cfïvisor ci , n < cf < 2n . Détermine or estimate max (a. + . - a. ) · 
a.< n k 

Now we prove (2) ancf (2') . Dénote by V (n) the number of 

prime factors of n and by v - p ( n )
 t n e number of prime factors of n exceedîng 

T . The well known înequalïty of Tura'n [7] ïmplïes 
X 2 

(5) Σ (V (n) - loglog T) < C X loglog Τ , 
n = 1 

where C ïs an absolute constant. From (5) we ïmmedïately obtaïn by the 

Tchebïcheff înequalïty that the number of ïntegers n < X satîsfyîng 

1/2 

(6) | V T (n) - loglog T\ < Ζ (loglog T ) 1 ' 

ïs less than C Χ / Ζ 
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Put T. = (exp exp ï 4 ) · From (6) we obtaïn that the number of ïntegers 

η < X for whïch some ï > ï 
ο 

(7) | V y (n) - loglog T. | > (loglog T . ) 3 / 4 

ï 

ïs less than 

(8) CX Σ < e X 

for every e > 0 ïf Ï q > î (ε) . To complète our proof observe that V-j-(n) 

ïs nondecreasïng ïn T . Thus, îf T. < T < T. + and n satisfïes (7) , 

we have 

(9) | V y (n) - loglog T | < (loglog T . ) 3 / 4 + loglog T. + ] 

loglog T. < 10 (loglog T ) 3 / 4 . 

Thus, from (7), (8) and (9) ït follows that (2) and (2') are satîsfïed for almos 

ail n and our proof ïs complète. 

Fïnal ly I state an old probiem of mïne whïch ïs probably very dïffîcult and 

whïch seems to be unattackable by the methods of probabïlïstïc number theory : 

dénote by P (n) the greatest prime factor of n . Is it true that the densîty ο 
ïntegers n satîsfyîng Ρ (η + 1)> P (n) ïs ? Is it true that the densîty of 

ïntegers for whïch 

(10) Ρ (η + 1) > Ρ (η) n a 

exïsts for every α ? Pomerance and I proved (our paper wïl l soon appear ïn 

Aequatïones Mathematïca) that ïf ε^ -» 0 then the upper densîty of the ïntegers 

satîsfyîng P (n + 1) ε 
n n < < n n 

P (n) 
tends to 0 as n tends to oo . 

To end thïs note,I state a few unrelated unconventïonal problems. Dénote 

by Φ (X) the number of ïntegers n < X for which Φ (m) = n ïs solvable 

(Φ (n) îs Euler 's cp functîon). The sharpest current bounds for Φ (X) are due 
to R.R. Hall and myself [ β ] . 
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We prove (for every € > 0 and X > Χ (ε) ) 
ο 

(11) — — exp ((logloglog Χ ) 2 ) < φ ( X ) < - J i _ e x p (C- ( log log Χ ) 1 / 2 ) . 
log X log X 

It seems to us that the upper bound in (11) is d o s e r to the truth, in fact we 
belîeve that for every ε > 0 and X > X (S) 

ο 

Φ (Χ) > y ^ x " e x p ( C 2 (loglog X ) 1 / 2 ) . 

It is not certa in that there îs a genuine asymptotîc formula for Φ (X) but 
perhaps Φ (C Χ ) / Φ (X) - C holds for every C > 0 . 

Dénote (X) the number of distinct întegers η of the form 
cp (kX + t ) , 1 < t < X . For "small" k ail the Φ κ (X) probably have a 

sîmîlar asymptotîc behavîour, but of course ! can prove nothïng. ! have no idea 

how many new întegers appear amongst the φ (k X + t) , 1 < t < X , In other 
words : estîmate the number of întegers n < X for whïch the smallest solution 

of Φ (m) = η satisfïes k X < m < ( k + l ) X . I can at the moment say nothïng 

înterestîng about thîs problem. 

Dénote by m^ the largest înteger for whïch Φ mχ) X and by m 
the largest înteger for whïch CD (m^) ̂  X and for whïch there is no u < m ' ^ 

wïth Φ (u) = CD ( m f ) · In other words m 1 is the largest înteger for whïch 

Φ (m'^) X and whïch gïves a new number of the form Φ (m) · I hope that 
m ' ^ / m ^ -» 1 but I do not see how to prove thîs. Perhaps m ' x = η ι χ holds 
for infini tel y many X · 

Let u / n ^ < · · · < u / n ^ e tne set of 'nte9ers Of th'ey exîst) for whïch 

CD (u.) = n, 1 < ï < t # An old (and probably hopeless) conjecture of Carmïchael 

states that t > 1 ïmplïes t > 1 . It would be perhaps înterestîng to 

învestïgate 

max u[n)/u\n) . 
n < X 1 

(n) 
One final question about the Φ - functîon : let ρ be the smallest prime 

== 1 (mod n) · By a classîcal resuit of Lînnîk [ 9 ] p ^ < η 1 + C · Let u 
J n 

be the smallest înteger wïth Φ (u ) = 0 (mod n) · If η = ρ - 1 we of course 
(η) n (n) have u = ρ and ït îs easy to show that for infinitely many n u < ρ · η n 

u / 00 stets for almost ail n · The proofs are not dîff îcult . η n / % 
I am sure that ρ /u^-> co holds for almost ail n · 
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Let < q 2 < · · · be a séquence of primes for which q. + 1 = 1 (mod q.) , 

it easîly follows from the theorem of Linnîk [ 9 ] that there ïs an infinité 

séquence of such primes satîsfyîng for every ï q. < (exp exp C î) for some 

absolute constant C · In fact, there îs l î t t le doubt that such a séquence exïsts 

wïth q. < exp (ï (log ï ) 1 + e ) . I am faïr ly certain that for every such séquence 

lïm q. = oo but I have never been able to prove th is . 
i = 00 

Dénote by h (n) the largest ïnteger £ for whïch there ïs a séquence of 
(n) 

prime divïsors p; of n for which 

p | n j 1 = 1 (mod p | n ) ) , 1 < î < e - 1 = h (n) - 1 . 

It îs easy to see that h (n) tends to infinity for almost ail n . Dénote by L (n) 

the smallest ïnteger v for whïch the v - tïmes îterated logarithm of n is less 

than e · It seems that the normal order of h (n) îs about L (n) but I have 

not carr îed out ail the détai ls. Dénote by H (n) the largest ïnteger u for 

which there ïs a séquence of dïvïsors d. of η , 1 < ï < u - 1 for whïch 

d. + 1

 Ξ 1 (mod d.) . 

I am not sure ïf H (n) /h (n) -> oo holds for almost ail η , I am sure that 
H (n) is not much larger than L (n) · The estimation of H (n) îs related to the 

followïng question : dénote by A (d, a) the densîty of ïntegers n which have 

a dïvïsor D = 1 (mod d) , 1 < D < exp d a . For α < 1 , A (d, a) •* 0 ïs 

t r i v i a l . I can prove A (d, 1) -* 0 as d -> oo . This last resuit ïs not qui te 

t r iv ia l sînce 

Σ' ± = 1 + o ( l ) 

where the dash ïndîcates that 1 < D < exp d , D = 1 (mod d) . 

I believe that there is an α , î < α < oo so that for β < α lïm A (d, β) = 0 
d = oo 

and for β > α lïm A (d, β ) = 1 . 
d = oo 
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EXTENSIONS ABÉLIENNES ET RÉPARTITION MODULO 1 

par R. GILLARD 

Je me propose d'exposer les importants résultats de B. Ferrero et 

L. Washington, cf. [2] et [ 1 3 ] , Pour les détails et les démonstrations com­

plètes, je renvoie à leurs articles. Par ailleurs, ceux-ci rappellent les preu­

ves de la plupart des préliminaires utilisés. La différence principale avec la 

conférence donnée à Luminy est l'unification des démonstrations à l 'aide d'un 

résultat de [ l 3 ] , 

§ 1. - RÉSULTATS. 

Soient ρ (resp. £) un nombre premier et k un corps de nombres de 

degré fini sur Q . Désignons par k /k une Ζ -extension, i . e . une exten-
« ρ 

sion galoisienne avec Gal(k / k ) 2Z . Ainsi on peut écrire 
co Ρ 

k = U k avec Gal(k / k ) - Z/p n2Z . 
n€IN n n 

(€) 
Notons h le nombre de classes de k et e l'exposant de € dans η η η ^ 
h ; si β = ρ , K. Iwasawa a démontré : 

n 

THÉORÈME 1, [ 4 ] , - Il existe des entiers λ , μ , ν avec λ :> 0 , 

μ > 0 tels que e j ^ = μρ 1 1 + λη + ν pour tout η assez grand. 

Exemple fondamental : k = φ ( ζ ) , k = φ ί ζ „ , - , ) , k = U k ,  ρ n \ p

n + J 7 0 0 η€1Ν n 

avec ρ φ 2 , où pour m € Ν , C m désigne une racine primitive m^me de 

l'unité. On savait que μ est nul dans les cas suivants : 

• e ^ = 0 , i . e . ρ est régulier. 

• ρ £ 4 000 , cf. [ 5 ] . 

• ρ £ 8 000 , cf. [ 7 ] . 

• ρ £ 30 000 , cf. [ 8 ] . 

• ρ £ 125 000 , cf. [ i l ] . 
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Remarque : Iwasawa a construit des Ζ -extensions dont l'invariant  ρ 
μ est > 0 , cf. [ β ] . 

Désignons par l'unique Z^-extension de φ . Dans la suite, 

nous supposons que k est une extension abélienne de φ et que k est 
00 

l 'extension composée ^ φ . Notons μ Μ l'invariant μ pour cette Ζ -
oo p 

extension de k . 

THÉORÈME 2, [ l j . -

1) Si e ^ = 0 et k contient ζ ρ , alors μ(]ς) = 0 . 

2) Si ρ = 2 ou 3 , alors μ(10 = 0 . 

La partie 2) résulte du fait qu'on a à considérer (cf. plus loin) des 

sommes sur un 1/2 système de racines de l'unité dans 22^ . Ainsi, pour 

ρ = 2 ou 3 ces sommes se réduisent à un seul terme et cette simplification 

permet de conclure. 

THÉORÈME 3, [ 2 ] . - Pour tout k , on a μ(10 = 0 . 

La démonstration de ce théorème, comme celle de la partie 1) du 

théorème 2, utilise des arguments de répartition modulo 1 ; ceux employés 

dans [ 2 ] sont plus forts et plus naturels que ceux de [ l ] . 

Soient S un ensemble d'idéaux premiers de k contenant les d iv i ­

seurs premiers de ρ et kg la p-extension de k non ramifiée en dehors 

de S maximale : k 0 contient k et en est une extension galoisienne. 

COROLLAIRE. - Si k contient ζ ( ζ „ si ρ = 2) , Ga l (k c / k ) 
Ρ 4 b » 

est un pro-p-qroupe libre. 

En effet, on sait, [ l u ] , que ceci est une conséquence de [i(k) = 0 . 

THÉORÈME 4, [13] . - Pour k et Ζ f ixés, avec ί / ρ , la suite  
(€) 

e est stationnaire. n 
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Remarquons que pour ρ = 2 ou 3 , ce résultat est déjà dans [12] qui 

utilise la même simplification que pour la partie 2) du théorème 2. 

Signalons enfin que les démonstrations des résultats précédents peu­

vent être rendues effectives (cf. [ 2 ] § 4) et peuvent donner pour k , £ , ρ 

fixés des bornes pour l'invariant λ du théorème 1 et pour le plus petit 
U) (€) indice n Q tel que e n = e n + 1 . 

Notations. - Désignons par Ω^ (resp. Ω^) une clôture algébrique de 

(resp. Q ^ ) et par ^ (resp. β) son idéal maximal. Désignons par R 

un système de représentants des racines de l'unité de Z ^ modulo ± 1 . On 

suppose dans la suite ρ φ 2 . Si α € Ζ , on note t (a) le m i e m e coef-^ ^ ρ m 
ficient de son développement p-adique et s

n ( a ) ^ a n ï è m e somme partielle : 
00 

α = Σ) t (α) ρ avec 0 ^ t (α) < ρ , 0 m m 

s (a) = S t ( a ) p m d'où 0 £ s (a) < p n + ^ et s (a) = a mod p n + 1 . η ο m η n 

§ 2. - RÉPARTITION MODULO 1 DES ρ ' ^ ^ ΐ α η ) , a € Ζ * , η € R- . 

2 . 1 . Introduisons le concept clef de [2] : 

DEFINITION. - Des entiers p-adiques γ^ , . . . , γ^ sont dits conjoin­ 
tement normaux si et seulement si la suite ( p " n " 1 s ( γ , Ι , . , , , ρ n ^s ( v j )  

n i n (n) 
est uniformément répartie dans ( [ 0 , l [ ) . r 

Cette définition transpose aux nombres p-adiques une définition c las ­

sique ( [ 9 ] chap. I , § 8, notes) en répartition modulo 1 pour les nombres 

réels ; il faut remplacer l / p par ρ dans les développements p-adiques. 

Pour k £ IN* , soit 901̂  l'ensemble des matrices c a r lignes 

et k colonnes dont les coefficients c^. sont des entiers vérifiant 

0 £ c . < ρ . Pour toute matrice c dans ΊίΙ, , désignons par S(c) l 'en-
IJ κ 

semble des entiers n ^ 1 vérifiant 

t , , (γ . ) = c.. pour tout i = l , . . . , r et j = 1 ,. . . ,k . 
n+j 1 1 IJ 
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En traduisant sur les chiffres du développement p-adique la condition 

P ~ n " 1 s n ( Y 1 ) € [ p " N a . , p~ N (a . + l ) [ , pour N € Ν * , 

on trouve : 

PROPOSITION 1. - Les entiers p-adiques γ ^ . , . , γ sont conjointe­ 

ment normaux si et seulement si pour tout k 6 IN* et tout c 6 ïfl, , 
-rk 

S(c) admet une densité égale à ρ 

En s'inspirant d'une démonstration classique (cf. [ 9 ] , théorème 4 . 1 ) , 

Ferrero et Washington démontrent : 

PROPOSITION 2. - Soient Y 1 , . . . , Y des entiers p-adiques φ- l inéaire- 

ment indépendants, alors pour presque tout α € (au sens de la 

mesure de Haar), les nombres cxy^/...,αγ^ sont conjointement normaux. 

2 .2 . On peut renforcer l'énoncé précédent : 

PROPOSITION 3, [ 1 3 ] . - Soient β^ . , . ,β des entiers p-adiques  

Φ-linéairement indépendants. Donnons-nous un nombre réel e > 0 , 

des entiers m , d , g 1 , . . . , g r vérifiant m > 0 , d > 0 , d premier à  

ρ , et des nombres réels x 1 , . . . , x r appartenant à [ 0 , l ] . Alors  

pour tout n entier assez grand, il existe un entier p-adique α 

vérifiant : 

(1) α = 1 mod p m 

(2) s (αβ.) Ξ g. mod d , pour tout j = l , . . . , r 
n J 3 

(3) | ρ " η ~ 1 3 η ( α β ^ ) - χ.. | < e pour tout j = l , . . . , r 

Pour démontrer la proposition 3, Washington utilise la proposition 2 

pour trouver un élément β de 2 congru à 1 module p m , tels que les 
Ρ 

nombres γ. =.ββ. soient conjointement normaux ; si c 6 2GR, pour k 
j J K 

assez grand, choisissons n Q € S(c) . Avec les données de la proposition 3, 
soit n entier supérieur ou égal à n Q + k + m . Washington construit une 
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matrice c telle que pour un entier convenable q , n < q ^ n + k , 
ο ο 

l'entier p-adique α = β ( 1 + ρ Π q ) vérifie les conditions (1 ) , (2) et (3) . 

2.3 . Nous utiliserons les résultats de 2.1 et 2.2 sous la forme sui­

vante (cf. [ l 3 ] ) dont l'énoncé suppose R convenablement choisi : 

PROPOSITION 4. - Soient m et d des entiers > 0 , d premier 

à ρ . Pour tout n assez grand, on peut trouver deux entiers 

p-adiques cĉ  et , congrus -à 1 modulo p m et un élément 

η de R tels gue : Ό — — 

(4) s , (α-η) = s ( α , η ) = 0 mod d pour tout η G R 
n+m 1 1 n i 1 

(5) s ^ (α_η) = s ( α 0 η ) Ξ Ο mod d pour tout η € R-{r\] 
n+m ζ n ζ ο 

(6) s , (α 0 η ) n+m 2 ο = s 
η 

+ Ρ = 0 mod d . 

Démonstration : Soient Ή ι ' · · · ' Ή (p ^ e s éléments de R ordon­

nés de façon à ce que η^ , . , . , η soient φ-linéairement indépendants 

(Γ = φ(ρ-1) , φ fonction d'Euler). Pour j = 1 ( p - l ) / 2 , on a 
r 

η , = Σ a. .η. pour des a,, entiers. 
Ί 1=1 Ji ι Ji 

Soient c^ > . . . > c^ des éléments de ] 0 , l ] et posons 
r 

c. = Σ a,.c. pour j = r + 1 ( p - l ) / 2 . 
j i= l J1 1 

On peut choisir, cf. [2] ou [13 ] , puis c^ puis . . . puis c^ suffisam­

ment petits pour qu'il existe j Q tel que 

0 < c. < c. pour tout j Φ j , 

si R a été convenablement choisi. Choisissons x. dans ]p m , 2 p m [ 
° -m 

et posons x. = c.x. / c - . Supposons x. suffisamment proche de ρ 
J 3 3 0

 J o J o 

pour avoir x^ € ] 0 , p ~ m [ si j φ j Q . Posons g.. = 0 et prenons ε suf­

fisamment petit pour la suite. Soit un entier p-adique vérifiant les 

conditions de la proposition 3 avec = si j = l , . . . , r où n est 

remplacé par n + m : la condition (3) implique alors 
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r 
Ο < Σ a s (α η ) ΐ=1 j i n+m 2 Ί 

^ n+1 
< Ρ si j = 1 (p-D/2 et j φ j Q 

n + l ^ , x n+1 
Ρ 1 5 i a J 0

l S n + m ( a 2 1 1 i ) < 2 p 

On en déduit les égalités 

S n+m ( a 2 T ' j ) = J ^ V n + m ^ V = S n ( a

2 V S l 1 ^ J o 

s n + m ( V l J = ^XPn+mlWj = 8 n ( V j 0 ) + ^ ' 

Ainsi a 2 vérifie (5) et (6) avec Ή 0

 = T l j 0 · P o u r α ι o n procède de mê­

me, mais en choisissant x. dans ] 0 , p " m [ . Dans la proposition 4, on 
J o 

peut donc choisir η indépendant de n . 

§ 3. - DÉMONSTRATION DU THEOREME 3 ( Ζ = ρ) . 

3 . 1 . Supposons k = Φ ( ζ ρ ) . Rappelons le résultat de [3] §3 : 

PROPOSITION 5. - [i(k) est non nul si et seulement s'il existe 

a € IN , a impair, tel que pour tout α € Ζ * et n € IN , on ait 
ρ 

(7) Σ ΐ + 1 ( α η ) . η 3 = 0 mod φ . 

La démonstration d'Iwasawa utilise le théorème de Stickelberger sur 

l'annulation du groupe des classes . On peut aussi (cf. [2]) utiliser la for­

mule analytique du nombre de classes en interprétant les nombres de Bernoulli 

avec les séries d'Iwasawa. 

En regroupant les termes correspondants à η et - η , (7) s'écrit : 

2 Σ t χ 1 ( α η ) . η 9 - (p-1) Σ η 3 = 0 mod φ . 

Ainsi si [x(k) est φ 0 , i l existe a impair tel que 

(8) Σ t . ^α . τΟη 3 s Σ t (α η )η 3 mod φ 

pour tout n € ]N et tout , tout a 2 € . Mais en choisissant 

et a 9 comme dans la proposition 4, on trouve 
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ΐ ^ ^ ί α ^ η ) = 0 pour tout η € R 

ν ΐ ( α 2 η ) = 0 P ° U r t O U t ^ € R - [ T ï o 3 ' V l ^ V = 1 * 
En reportant dans (8) , on obtient la contradiction 

0 = τζ mod φ , 

d'où le théorème 3 pour k = <Ρ(ζ ) . 

3 .2 . Rappelons le résultat de [ l ] §1 .8 et 2.4 : 

PROPOSITION 6. - Si μ(Φ(ζ ) ) = 0 , alors il existe une extension  

abélienne finie k de Q avec [i(k) φ 0 si et seulement si on  

peut trouver un caractère de Dirichlet {*) χ , impair, tel que 

(9) le conducteur f de χ est égal à d ou d.p avec un entier 

d ^ 2 , d premier à ρ . 

(10) Pour tout α € et n £ ]N on a : 

d" 1 P n+1 
Σ Σ i x ( s ( α η ) + ρ 1) = 0 mod φ . 

T|€R i=0 n 

La démonstration de Ferrero consiste à : 

1) remarquer (cf. [12] lemme 1) , que sans changer k pour n assez 
2 n 

grand on peut supposer que ρ ne divise pas le conducteur de k d'où la 

condition (9) ci-dessus (sachant que k n'est pas inclus dans Φ ( ζ ρ ) ) · 

2) Montrer (cf. [ l ] § 1 . 7 ) , en utilisant l ' inégalité "du miroir" 

(Spiegelungsatz de H. Leopoldt) qu'on peut se limiter aux classes "relatives" 

i . e . aux caractères de Dirichlet impairs. 

3) Utiliser la formule analytique du nombre de classes, en interprétant 

les nombres de Bernoulli en termes de série d'Iwasawa. 

(*) à valeurs dans Ω ρ . 
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PJî ° P I L d u_ t h éo r èm e _ 3 : Soit χ un caractère de Dirichlet 

impair vérifiant (9) et (10). Choisissons n assez grand et vérifiant 

p n Ξ l mod d . Considérons alors la congruence (10) pour et CL^ 

comme dans la proposition 4 : seuls les termes relatifs à -η = diffèrent ; 

en comparant on obtient : 

d-1 d-1 
(11) Σ ix(a + ip) = Σ i x ( a - p + ip) mod Φ , 

i=0 i=0 
où a désigne un entier multiple de d et congru à η modulo ρ . Or, 

d-1 ° 
(12) Σ x(a + ip) = 0 . 

i=0 
Ceci est clair si tous les termes de la somme sont nuls ou si le conducteur 

de χ est égal à d . Sinon on se ramène à montrer que 
d-1 

Σ χ ( 1 + ΐ ρ ) = 0 ; 
1=0 

la somme porte en fait sur le noyau de l'homomorphisme (Έ/ί2Z)* — ( Z / p Z ) * : 

sur ce groupe χ est φ 1 car son conducteur est φ ρ . En utilisant (12), 

on peut réécrire (11) sous la forme 
d-1 d-1 

Σ ( i+l)x(a+ip) s Σ iX(a+( i - l )p) mod φ . 
i=0 i=0 

Après simplification, il ne reste que le terme correspondant à i = d - 1 

dans la somme de gauche, i . e . : 

(13) dx(a-p) = 0 mod φ . 

Comme a - p est congru à - p modulo d et à η ο modulo ρ , ce nombre 

est premier à f = d ou dp ; x(a-p) , non nul, est donc une racine de 

l'unité : (13) est donc absurde. 

§ 4. - DÉMONSTRATION DU THEOREME 4 (Ζφρ) . 

4 . 1 . Pour m € IN , soit D m l'ensemble des caractères de Dirichlet 
& m 

à valeurs dans Ω dont le conducteur et l'ordre valent respectivement ρ 
m+1 et ρ . Les éléments de D peuvent être prolongés en des fonctions 

m 
continues de Z p dans . Si ψ appartient à D

n + m et α à Z p , le 

nombre ψ (α) = ψ ( 1 + α " 1 ρ η + 1 ) est une racine de 1 d'ordre divisant p m 

m 
et ne dépendant de α que modulo ρ 
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PROPOSITION 7, [ 1 2 ] . - Supposons qu'il existe une extension abélien-
( e ) 

ne finie k de Φ avec lim e = + » ; alors on peut trouver un 
η-*» n 

caractère de Dirichlet (*) χ , impair, tel que 

(14) le conducteur de χ est égal à d ou d.p avec d G IN , 

d premier à ρ , 

(15) pour tout m entier assez grand, il existe une infinité de 

n G IN tels que pour au moins un élément ψ de D

n + m » 

~ ' * d ~ l -1 n+1 Ψ ™ ^ ) 1 

να £ 22 Σ Σ ψ(α s (αη))χ(β (αη)+1ρ ) ^ — 3 — = 0 mod β . 
Ρηβ11=0 π η ψ ^ α η ) * - ! 

En effet, avec l'hypothèse de la proposition 7, avec la formule analy­

tique du nombre de classes, on peut montrer, [ 1 2 ] , qu'il existe un caractère 

de Dirichlet impair χ vérifiant (14) tel que pour une infinité de n dans 

]N , on ait 

( 1 6 ) Τ Β 1 , Χ * Ξ ° m ° d S 

pour un élément ψ au moins de D , ; ici B. . désigne le nombre de 
n+m Ι,χψ 

Bernoulli 
, n+m+1 

ι dp * Ί Σ aM)(a) . 
p n + m + l d a = 1 

Désignons par F le corps engendré sur φ par l'image de χ et ζ . 
η Ρ 

On suppose dans la suite m assez grand pour avoir F m Φ F

m + 1 · ^ 
(16) est vérif ié , on obtient (15) pour α (Ξ 22* et n £ m en calculant la 

trace entre F n + m et F m de ψ(α" 1 )Β 1 ^ χ ψ / 2 . 

4 .2 . Soit χ un caractère de Dirichlet impair vérifiant (14) et (15). 

Pour n assez grand, choisissons oĉ  et comme dans la proposition 4. 

Comparons la congruence de (15) pour α = α et α = : seuls les ter­

mes relatifs à Ή = Ή 0 diffèrent ; en simplifiant, on obtient : 

(*) à valeurs dans Ω^ . 
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d-1 « n + 1 * m ( a i T 1 J 1 

S ψ(αϊ β η ( β Λ , , χ ( · η ( α ι V + i p 'ττΗί-: 
* m ( a l V " 1 

d-1 _ 1 , 1 ψ (α 9η ) λ  

Ξ Σ φ(αΓ 8 η (α 9 η ))χ(8 η (α 9 η ) + i p n + 1 ) m o d β , 

Comme α Ξ Α = 1 mod p m , on a ψ (α η ) = t m ( a η ) = ψ (η ) . ι ζ m l o m Ζ ο m ο 
Soit a un entier multiple de d et congru à η ο modulo ρ . En remarquan 

que 
M a - V t a ^ ) ) = • ( a ï 1 s n + m ( a 1 T , o ) ) = t ( ^ ) = 1 

et 
* ( a 2 l s n ( a 2 T , o ) ) = * ( a 2 l s n + m ( a 2 V 

-1 n+1, - α 2 ρ ) , , -1 n+1. = Ψ(η ο -α 2 ρ ) 

= Ψ ( η ο ) Ψ ( 1 - η ; 1 α - 1 ρ η + 1 ) = | η ι ( η ο ) - 1 , 

on déduit 

d è \ ( a + ip n + 1)*mh o)
i =Vx(a + ( i - l ) p n + 1 ) * T T i ^ ) i " 1 . 

i=0 m ° i=0 m ° 

Après simplification, il ne reste que le terme correspondant à i = 0 (resp. 

i = d - 1) dans le terme de droite (resp. de gauche) c 'est-à-dire 

x(a + p n + 1 ( d - l ) H m ( r i o ) d 1 = \(a - ρ Π + 1 ) • π 1 ( η ο ) 1 mod β 

ou encore 

( * m ^ 0 ) d - D x ( a - p n + 1 ) ^ 0 mod β . 

Comme a - p n + 1 est congru à - p n + * modulo d et à η ο modulo ρ , 

a - p n + 1 est premier à dp donc x ( a - p n + 1 ) est φ 0 donc est une racine 

de 1 . La contradiction provient du fait que ψ (η ) - 1 ^ 0 mod β , 
d m ο 

puisque ψ (η ) est une racine de 1 d'ordre p m . Le théorème 4 résulte m ° (β) alors du fait que la suite e n est croissante. 
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ANALYTIC AND ARITHMETIC THEORY OF POINCARE SERIES 
by 

Dorian Goldfeld 

§1. Define Γ = SL 2(Ζ) to be the modular group, and let 

f(z) = Σ a e 2 w i n z , 
n=l 

oo 

g(z) = I b n e 
n=l 

2πίηζ 

be cusp forms of weight k for Γ which satisfy the modular rela­
tions 

•F f a z + k \ 
t[cz+d} 

(cz+d) f(ζ), ,az+b* (cz+d) g(z) 

for ail (̂  d) € r. We are concerned with the gênerai problem of 

estimating sums of the type 

(1.1) Τ a b , (m e Z, m fixed), η n+m η 
and shall show that the solution to this problem is invariably based 
on the analytic and arithmetic properties of Poincaré séries. 

The spécial case, m = 0, of (1.1) has for the past forty years 
been the object of rather extensive research and has its origins in 
the papers of Rankin and Selberg. In [R] and [SI] it is shown that 
the L-function 

f f g (s) = 
oo 
y a b ~ n ~ s 

n=l n n 

has a meromorphic continuation to the entire complex s-plane and 
satisfies the functional équation 

R f (s) = (2k-l-s) 
f/g f*g 

where 

R,- (s) = (27r)~ 2 sr(s)r(s-k+l) ζ ( 2 3 - ^ + 2 ) 1 ^ (s). 
r r g £ / g 
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α = 12 ( 4 τ τ ) Κ ~ 1 

r(k) <f ,g> 
where 

<f,g> = JJ f ( z ) i û ) yk^xdz 

D Y 

is the usual Petersson inner product (over a fundamental domain D 

for Γ) for forms of weight k. 
The functional équation (1.2) was obtained by analyzing the 

inner product <f,gE(*,s)> where 
E(z,s) = l (Im a z ) s , Γ = {σ e Γ; σ°° = o o } 

σετ Λ Γ 
00 

is the non-holomorphic Eisenstein séries which satisfies the proper-
ties 
(1.3) E(az,s) = E(z,s), for ail σ e Γ 

2 2 
(1.4) ΔΕ(ζ,β) = s(l-s)E(z,s), Δ = - y 2 1$-* + 

9 x z 8 y z 

(1.5) u" Sr(s)c(2s)E(z fs) = π" ( 1 ~ s ) r ( l - s U ( 2 - 2 s ) E ( z , l - s ) . 
It is of course (1.5) which gives the functional équation. (1.2). 

In [S2], Selberg returned to the gênerai problem (1.1) and very 

briefly indicated how to obtain the meromorphic continuation of the 

function 

Moreover, L f (s) is regular except for pôles corresponding to the 
r f g 

complex zéros of C(2s-2k+2) and a simple pôle at s = k with resi-

due 

oo 

l 
n=l 

a b ^ n " s . n n+m 

Unfortunately, this function does not satisfy a functional équation 

and a suitable generalization of (1.2) to the case m ψ 0 requires 
the use of the non-holomorphic Poincaré séries 

P ( z , s ) = l (Im σ ζ ) * Ι β .(2ir|m|lm az)e2lïim Re σζ  

m σ € Γ \ Γ s~* 
00 

where 
00 , 

i v(y) = Σ (*Y> D + r/j!r(j+v+D 
j=0 

is the modified Bessel function of the first kind which grows 
exponentially 
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(1.6) lim i/y I v ( y ) e " y = (2πΓ*. 
y-»-oo 

\s shown in [NI] and [NE], the Poincaré séries P m(z,s) is similar 
ίη behavior to the Eisenstein séries E ( z , s ) , and in fact satisfied 

(1.7) Ρ (az,s) = Ρ (z,s), for ail σ e Γ 
m m 

(1.8) ΔΡ (z,s) = s(l - s ) P ( z , s ) 
m m 

2Tr s|m| S"*a 1 _ (m) 
(1.9) P m(z,s) - P m(z,l-s) = ( 2 s . 1 ) r ( 8 ^ 2 B ) E ( Z ' 1 " S ) 

rfhere 

a (m) = I d w . 
w dlm 

d>0 
On the basis of thèse properties, one obtains the following 

jeneralization of the Rankin-Selberg method. Let 

ζ (s) = |™|*-k 2~ Sr(s) 
r(s-|-k) 

oo 
Σ 

n=l 
a A + m < 2 ï ï k > F ( f f u ± i , s + f - k , 

2 
y) 

(2nfm) z 

where b ^ = 0 for u < 0, and 

TP/ ο __\ _ r 1 Γ (ct+m) Γ (β+m) Γ (η) T y m F( a , B , n ; w ) - j j j - r ( a ) r ( ^ r ( n + m )
1 w 

is the Gauss hypergeometric function which in the spécial case of 
(1.10) is just a Legendre function since β-α = h- From the expan­
sion 

F(l s±l s+2_k. _JL_) - ι + s(s+l) m 2 . F C 2 , 2 , s + 2 k, 2
} " 1 + 4s+6-4k 7ΓΤΤ2 + ··* (2n+m) (2n+m) 

it is easily seen that z
m ( s ) converges absolutely for Re(s) > k. 

We show that the function Ζ (s) can be continued to a meromorphic 
m 

function in the entire s-plane which is regular in Re(s) > k-£ 
except for simple pôles at the points s = k - h + ir. where 

2 3 2 k + is an eigenvalue of the Laplace operator for L (T\H). The 

eigenvalues are discrète and are characterized by the existence of an 

orthonormal basis of Maass wave forms {e_.(z)} satisfying 

(1.10) e.(z) = l c.(n)>/yK. ( 2π | n | y) e 2 7 r i n x , 
: n^O 3 i r j 
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( 1 . 1 1 ) àe.(z) = (J + r 2)e..(z), 

( 1 . 1 2 ) β^(σζ) = ej(z), for ail σ e Γ, 

where 

K v(y) = J" e - ^ i u + u " 1 ) ^ - ! d u 

is the modified Bessel function of the second kind. 
THEOREM (1). The function Z m(s) can be continued to a meromorphic  
function of order two which is regular in Re(s) > k-% except for  
simple pôles at the points s = k - h + ir; with corresponding  

residues 

c . (m) 
a j = 2JTT < f ^ e j > « 

Also, s = k is not a pôle, and Z m(s) satisfies the functional  

équation 

k +I 2k"l 
Z m(s) - Z m ( 2 k-l-s) = ( 2 s + î , 2 k ) ^ O R f . g O 

where 

- | m | k " * ~ S ( J 2 s - 2 k + l ( m ) 

G m ( s ) r(k-s)T(l-k+s)c ( 2 k-2s)c ( 2 - 2 k+2s) 

is invariant for s — > 2 k-l-s. 

The proof of Theorem (1) is slightly complicated by the fact 

that the inner product <f,gP^> does not converge absolutely for 

large m . If we look at the Fourier expansion (see [NI]) of the 

non-holomorphic Poincaré séries 

- . 2 T r s|m| s~*a 1 9 (m) -, 

(1.13) P m(z,s) = / y I s ^ ( 2 T r | m | y ) e 2 ™ + U s ) \ \ \ s ) Y 1 " * 

+ l B^(s;m)v^ K s ^ ( 2 * | * | y ) e 2 7 r U x 

£ = - 0 0 

where 
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oo 
B^(s;m) = 2 J S ( A , m ; c ) c ~ 1 M 2 s _ 1 ( 4 π ο " 1 ( m £ ) ) 

c=l 

0 . aA+dm c 2πι 
S(A,m;c) I e c , ad = 1 (mod c) 

d=l 
(d,c)=l 

is the Kloosterman sum, and 

J CylmJtl*) m£ > 0 
M v(y(.mA) ) = 

I (y|mAf*) mi < 0 

it easily follows from (1.6) that 

| P m ( z , s ) | » e 2 7 r l m l y ( y — > - ) . 

Consequently 
| f ( z ) g ( 2 ) P m ( z , s ) | » e2^C|m|-2)y ( y _ ^ w ) 

if a-b. 0; and, therefore, the inner product <f,gP~~> does not i l m 
make sensé for |m| > 1. 

In order to get around this difficulty, define for every Y > 1 

D y = {z e H; |z| > 1, Im (z) < Y, 0 < Re(z) < 1} 

A = {z e f/; |z| < 1, 0 < Re(z) < 1} 
P*(z,s) = Γ (Im σζ)*ΐ ^(27r|m|lm(az))e 2 7 r i m R e ( a z )  

m σ€Γ ω\ Γ S 

where the prime on the summation symbol means to omit the identity 
matrix from the sum. Since 

A = υ 1 gD 
oev\ Γ 

00 
it is immédiate that 

(1.14) I A(s) = f ( z ) g T i T y k + \ _ % ( 2 * | m | y ) e 2 l r i m x ^ 
' J ν 

= JJ f ( z ) g 7 z T y kP*(z,s) 

D 

dxdy  
2 · 

y 
But, for 1 < Υ χ < Y 
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i i - C C - ζ ί - ί ί · 
A D Y 

Hence 

(1.15) I A , s , - ^ >JÇ^ ( J * - Q . - " « - " " Ί . , ^ . Ι . Ι γ ^ - * f 

" V " ' 

Using the transform 

f e ~ Y y I (ay)y p & = (-5-) S ~ V P £ J ? " * + P )
 F ( s - ^ p s + % + p ( a 2 

J 0
 e x s - ^ a y i y y K2yi γ rts+%) 1 2 ' 2 f S + * ' > j ' 

and letting Y — > <» i n (1.15), it follows from (1.14) that 

(1.16) z m(e+k-l) = f a n b — " f V 2 l T ( 2 n + i n ) y i . (2n|m|y)y k-* ^ 
m n n+m JQ S - % 1 1 y 

= JJ f ( z ) iTzT y k P m ( z , s ) + J D ( S) 
D ^ 

+ Σ a Γ e - 2 l T ( 2 n + m ) y i , ( 2 7 r | m | y ) y k ^ 3Z 
n £ 1 n n+m J y s-% 1 | j r # J f y 

and this holds for any fixed Y > 1. Since the second and third 
terms on the right side of (1.16) are entire functions and 
|P*(z,s) | « y 1 " 1 1 6 (s) a s y — > », i t immediately follows that the 
right side of (1.16) defines an analytic function and gives the 
analytic continuation of z

m ^ s ) t o t n e entire complex s «-plane. 
To détermine the pôles of Z (s), note that if we define 

m 

V z ' s ) - ^ Γ ε ' λ Γ l d m a z ) s e 2 ™ 2 

00 
then 

V z ' s ) " ? m ( z ' s ) 

is regular for Re(s) > 0. The analytic continuation of P m ( z,s) 
was given by Selberg in [S2] by expanding it in terms of an orthonor­
mal basis of eigenfunctions {e..} satisfying (1.10) - (1.12). The 
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spectral décomposition of P m(z,s) is 

~ 0 0 _ -ι (%+i°° _ 
P m(z,s) = I < P m , e >e (ζ) + 4 ^ - <P m,E(*,w)>E(z,w) dw. j = l J J '^-ϊα» 

One easily computes that 
c.(m)Γ(s-%-ir.)Γ(s-%+ir . ) 

<P m , e . > = J ^ L 

σ ( m ) r ( 5 ^ W ) r ( ^ | ± ^ ) 
<P m,E(.,w)> = 3 ~ — 

π W | m | Z r(s - % ) T(w) ζ(2ν/) 

It follows that the only pôles of P(z,s) in Re(s) > k are at 
s = k + irj with corresponding residues 

c . (m) e . (z) R = _J J 2ir. 
D 

There is no pôle at s = 1 since the inner product of Ρ with a 
constant function is identically zéro. Putting this information 
back into (1.16) gives 

Γ(s-%-ir.)Γ(s-%+ir.) 
Zn{s+k-l.) = _Σ χ Cjtm) 1 ^ i- <f,g e j> + H m(s) 

where H
m ( s ) i s regular for Re(s) > %. 

The functional équation for Z m(s) can be easily deduced from 
(1.9) and the identity 

I s ^ ( 2 T r | m | y ) - 1 %_ β<2π|m|y) = 2 5 ΐ η ^ 5 ) π K g , % ( 2π | m | y ) . 

One then obtains from (1.16) that 

(1.17) Z m(s+k-l) - Z m(*-s) = Q m(s) JJ f ( z ) g T i T y kE(ζ,1-s) ^ψ-
D 

where 
_ 2 * s | m | s " * a 1 , 2 s ( m )  

Q m ( s ) (2s-l ) r(s )C(2s) " 
The Rankin-Selberg method gives 

(1.18) ff f ( z ) 5 7 i 7 y k E ( z , l - s ) = f°° f 1 f (z) ̂ ) y * - « d x ^ 
y h j0 Y 

D 
= (4ïï ) S " k r(k-s)L- fk-s). 

f/g 
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On combining (1.17) and (1.18) one immediately obtains the functional 
équation for Z (s). 

m 

§2. The arithmetic properties of the classical holomorphic Poincaré 
séries of weight k 

2πίιτι ζ , 
P m ( z ) = ^ k ' σ = ( c d> 

m σβΓ^ΧΓ ( G Z + d ) K C d 

with Fourier expansion 
k-1 

00 00 

(2.1) P ( z ) = l { δ + 2 τ τ ( £ ) 2 i k l s(m,n;c)c" 1J. . (^JL/mn) }e

2lrlnz 

m Lt , mn m Lj, k-1 c n=l c=l 
lead to some interesting identities similar in spirit to the func­
tional équation in Theorem (1). Since p

m ( z ) must be a cusp form, 
it can be expanded in terms of a basis f ^ , f 2 . . . f n 

f.(z) = l a . ( n ) e ^ i n z  

3 n=l 3 

of the space of holomorphic cusp forms of weight k for Γ. Conse-
quently 

rfk-l) & a.(m) 
(2.2) Ρ (z) = { t}ι l J f ^ f. (z). 

( ^ m ) * ' 1 j=l < f j ' f j > 3 

Equating Fourier coefficients of (2.1) and (2.2) 

„ T(k-l) h a i ( m )
 a , . 

( 2 · 3 ) ,. ,k-i . 1 . <£.,f.> a j ( n ) 

(4ππι) 2=1 3 3 J 

k-1 
- Λ α. ->-*n\ktn\ 2 Y s (m,n;c) T ,4ir y — , 
- i m + 2ir(i) (-) l - J

k-1{— ^>· 

Now, using Barnes' représentation for the Bessel function 

, fa+i°° Γ -s 
J k - l ( x ) = Ï Î T j ^ r ( k + l - S ) Φ d s ' d - k < « < 0 ) 

and multiplying both sides of (2.3) by a^(m)m W , and then summing 
over ail positive integers m , it follows that 
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(2.4) 
. L , _ (w+k-1) = . . 

Γ (k-1) & fyti a . . V n ) _ 
.k-1 . Z, <f.,f.> a j ( n ) w (4π) ]=1 j ] J n 

k-1  
,. vk 2 

~~ 4 TTÎ 
r a+i°° 

'a-i°° 

r ( k l l ± s ) n - s / 2 

( 2 i r ) s - i (k+ize," 

œ 2ïïidn 
ν ^s-1 r c γ /S+k-1 , τ τ . a , -, 

c=l d=l ^ Z ° 
(d,c)=l 

where 
2ïïiam  

» a £ ( m ) e
 c 

L £ ^ s ; c ^ = ^ ϋ ' ad = 1 (mod c) . 
m=l m 

The disadvantage of (2.3) is the appearance of Kloosterman sums on 
the right hand side. If in (2.4) we apply the functional équation 

s , k-s , 
(2.5) ( £ ) r(s)L A(s;|) = (i> <^f> Γ (k-s) L £ (k-s ,ψ) 

then it is easily seen that the Kloosterman sums are transformed into 
Ramanujan sums which can be evaluated exactly. Ramanujan's identity 

27rid(m-n) n . \ 
r -2w S β 5 g l - 2 w ( m " n ) 

c=l d=l Ç [ Z W ) 

(d,c)=l 
can then be applied to give 

0 c 27ridn ( m)a (m-n) • o c\ V ~2w γ ô c _ , -dv _ 1 ν x l-2w v 

( 2 · 6 ) X C

 d L β L ) l ( S ? — > " TOI J , "Ï 
c=l a=l m=l m 

(d,c)=l 

k+1 
which is valid for Re(w) > 1 and Re(s) > — ^ . 

On combining (2.4), (2.5), and (2.6) we get 

. L- . (w+k-1) 
{ 0 Ί , Γ (k-1) ? t j , t £ Λ 
( 2 · 7 )

 f A ,k-i . S J < f . , f . > — a j ( n ) 

(4π) 3=1 j ' j J 

k-1 
V n ) ^ (27r) 2 wn 2 y a j l ( m ) a 1 _ 2 w ( m - n ) 

= n " *< 2"> mil Î S + i - w W n 

m 
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where 

r a+ioo r ( ^ i i - w - s ) r ( ^ i + s ) β  

( 2 · 8 ) V x ) = 2 iT h ^ î JEÏI x d s -
w ^ π ι V i - r(w + ̂ . + S ) r ( ^ - s ) 

Since k > 12, the right side of (2.7) converges absolutely for 
1 < Re(w) < 2 and α < -Re(w), say. 

The intégral in (2.8) can be computed as follows. If x < 1 
k+1 

(2 9) I (x) = ? ( - D m H k - w + m ) -Τ" " W + m 

V x ;

 m £ 0 m! r(k+m ) r(w-m) x 

k+1 
Γ (k-w) 2 ι , » 

= r(k ) T(w) x F(k-w,l-w,k;x) 

(-l) m 

since Γ(ζ) has pôles at z = - m with residue - — r — . Similarly, mi 
for x > 1 

_ k - 1 

(2.10) I w(x) = n i O H w ) x 2 F i k - w a - w . k ^ " * 1 ) . 

Moreover, by continuity, thèse results are also valid when x = 1 ; 

and, in fact, using G a u s s 1 formula 

F(a,S,y,l) - r ( ; - a ) f (γ-ρ) 

we have 

(2 .11 ) I (1) = r(k-w ) r (2w-l) m 

W T ( 2 ) ^ r(k-l+w) 
It, therefore, follows from (2.7), (2.9), ( 2 . 10 ) , (2 .11 ) and the 
functional équation for the Riemann zeta function that 

π k - 1 
n Γ (k -1) 

h 
Σ 

j = i 

R*: * (w+k-1) . . 
3<f'f-> a j ( n ) - r(w+k-l)Ul-2w) yfèfr-L^ 

4. r i> „ Ï r f 9 » η r(2w-l) a ^ ( n )  + r<k-w)C(2w-l) — ^ 
n 

. r(w+k-l)r(k-w) y V m ) c f l - 2 w ( m - n ) „ . „ . .nu 
+ ΓΤ1Π ï k^5 P(k-w fl-w,k; ï ï) 

m ^ n n 

+ r(wHk-l)r(k-w) y V m ) g l - 2 w ( l n - n )

 p ( . . k . n . 
+ fjfi Y χ=ζ • F(k-w,l-w,k,-) . 

v ' m>n m 
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oo 
THEOREM (2). Let g(z) = J b e 2 π ι η ζ be a cusp form of weight k 

n=l n 

for Γ. Define 

B ( S) = r(s ) r(2k-l-2s) r(2k-l-2s) ^ 
Bm{s) r(k-l ) r(k-s) ζ { Ζ Κ 1 Z 3 ) s 

m 

m ï 
n<m 

b n q 2 s + l - 2 k ( m ~ n ) 

S 
m 

F(s,s+l-k,k;j[) 

b a0c,,-, 0, (n-m) 
+ J n 2s+l-2k P ( s , s + l - k , k ; - ) £ s n 

n>m n 

Then 

k-1 

Φ m 
h 
Σ 

j=i 

R f . , g ( s ) V n ) 

<f ,f > = B (s) + B (2k-l-s) 4 m m 
r(s)r(2k-l-s) γ . , 
Γ(k)Γ(k-1) mKS}' 

The functional équation for R^ g^ s^ immediately implies 

Y (s) = Y (2k-l-s), m m 
but this could just as easily have been obtained from the Gauss 
transformation 

(2.12) F(a,f3, Y;z) = ( 1 - z ) Y ~ a ~ 3 F ( γ - α , γ - 3 , γ ; z ) . 

Curiously, (2.12) can also be used to give a novel proof of (1.2), 
the functional équation of the Rankin-Selberg zeta function. 

As an example of a spécial case of Theorem (2), we put k = 12, 
s = 10 and 

oo / % r / x 2ττιηζ g(z) = 2, T(n)e 
n=l 

to be the Ramanujan cusp form of weight twelve. It follows that 

101L (13)  2^2 
(4π) <g,g> 

τ (m) = ,24ζ(3) 
K 11 m + 4> 

m 
τ (m) 

+ ¥ r î τ(η)σ ,(m-n) (5-β£) 
1 1 n<in " 3 m 

+ ZfP- l τ(η)σ ,(n-m) φ 1 0 ( 5 - 6 § ) . 
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§3. Using the methods of §1 it is possible to dérive explicit 
formulae relating partial sums of the type (1.1) with sums going over 
the eigenvalues of the Laplacian. For example, we can obtain 

THEOREM (3) . Let x — > «> and ε > 0 be fixed. Then 
oo 
Σ 

n=l 
a b , e n n+m 

_ n 
x « x 

k - Ι + ε 

where the « - s y m b o l dépends only on ε and m . 

The proof of Theorem (3) uses the fact that there are no eigen­
values in (0,j] for the group Γ. This, however, may not be the 
case for arbitrary groups; although it is conjectured that there are 
no eigenvalues in (0,-j) for any congruence subgroup of S L 2 ( Z ) . 

Let Γ 1 be any fixed congruence subgroup of S L 2 ( Z ) , and let 

M = i + r j 2 (λό = 0 < λί < λ 2 < ···> 
2 

be the eigenvalues of the Laplacian in L (Γ'\Η). Put 

a = max |Re ir.|. 
j 3 

THEOREM (4) . Let x — > » and ε > 0 be fixed. If a n , b n are  
the n t h Fourier coefficients, respectively, of two cusp forms of  
weight k for Γ 1 , then 

- S . 
Y a b ~ ~ e x « υ

Ί n n+m n=l 

k - i + a 
x z 

k - J + ε 
x 

a > 0 

otherwise. 

The « - s y m b o l dépends only on ε, m and Γ ' . 

In the case that a > 0, it is possible in many cases to re­
place the upper bound in Theorem (4) by an asymptotic relation. We 
also remark that ail of our Theorems remain valid if the {b } are 

n 
taken to be Fourier coefficients of Eisenstein séries. 
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LE PROLONGEMENT ANALYTIQUE 

D'UN TYPE DE FONCTIONS ZETA GÉNÉRALISÉES 

par 

Gilles LACHAUD 

1. C L . Siegel a démontré en 1925 le résultat suivant (cf. [M2]) : si F e Z[X,Y] 

est une forme binaire irréductible sur Q de degré d > 3, la série 

Z 0(s,F) = Z |F(x,y)| 
-G 

où la sommation porte sur les (x,y) e Z tels eue (x,y) / (0,0), converge pour 

Re s > 2/d, et se prolonge en une fonction méromorphe dans le demi-plan Res > l/(d-l), 

avec un seul pôle au point s = 2/d de résidu 

V Q = f f | F 0 , x ) f 2 / d dx. 

Ce résultat a été repris et généralisé en 193^ par K. Manier (cf. encore [M2])". 

Soit M un ensemble fini de nombres premiers, posons 

Q(x,y) = n |F(x,y)|" 1 

peM P 

en notant |x| la valeur absolue p-adique d'un x e Q, et soit Z (M) l'ensemble des 
P 2 s 

vecteurs (x,y) e Z tels que (x,y,p) = 1 pour tout p e M. Alors la série 

Z M(s,F) = E {Q(x,y)/|F(x,y) | } " S 

où l'on somme sur les (x,y) e Z (M), a les mêmes propriétés que la série Z (s,F), 

mis à part que cette fois-ci le résidu au point 2/d est égal à 

P£M ^ 

où on a posé, pour p £ M, 

V p = j | F ( x , y ) f 2 / d dx dy 

l'intégrale portant sur les (x,y) e Z^ tels que max (|x|^,|y|^) = 1. 

Mahler dit sans préciser que si F est anisotrope sur R et sur pour tout 

p e M , alors la série Z^(s ,F) se prolonge analytiquement à tout le plan complexe, 

le seul pôle étant en s = 2/d, et que pour voir cela oh peut utiliser "un vieux 

théorème de Mellin". Mais ce "vieux théorème de Mellin" avait déjà été repris par 

Mahler dans [M1 ], et ne permet pas de traiter le cas où il y a des places ultramé­

triques (il fournit seulement le prolongement analytique de Zo('s,F)). 

Nous allons démontrer ici un résultat de ce type. 
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2. On va supposer que F(X) = F(X.| ,... ,X Q) est un polynôme à n variables et à coeffi­

cients entiers, qui est quasi-homogène, ce qui veut dire qu'il existe des entiers 

k,k^,...,k n tels que l'identité formelle 

(QH) F ( T k l X r . . . , T
k n X n ) = T

k F(X) 

soit satisfaite. 

Dans cette hypothèse, il est naturel de supposer que le pgcd de k^,...,k est 

égal à 1. 

On peut faire la remarque suivante. Supposons que F soit anisotrope sur Q (rap-

pelons qu'un polynôme F e K[X] est dit anisotrope sur le corps K si les relations 

x 6 K 1 1 et F(x) = 0 impliquent x = 0). Alors si F vérifie la relation (QH), les nom­

bres k,k^,...,k n sont déterminés de façon unique par F. En effet, si on remplace 

toutes les variables par O.sauf une, disons X^, le polynôme F(0,...,X^,...,0 ) est 

non nul ; si d^ est le degré de ce polynôme, la relation (QH) montre que c'est en 

fait un monôme et implique l'identité cLk_^ = k ; on voit donc que k est le ppcm de 

d^,...,d n, d'où l'assertion. Introduisons les notations suivantes. Si M est un ensem­

ble fini de nombres premiers, on pose, pour p e M et pour x e Q^, 

ll*llp = Max (|x1|p,...,|xnlp) ; 

et on note _Zn(M) l'ensemble des x e Z_n tels que 11 x | = 1 pour tout p e M , autrement 

dit tels que 

(x 1,...>x n,p) = 1 si p e M 

Si F e Z_[X̂  ,. .. ,X n] est un polynôme à n variables, on posera, pour x e Q
n , 

F (x) = |F(x)| H |F(x)| 

peM * 

On a alors le théorème suivant : 

Théorème. Soit F e Z_[X^,... ,X n] vérifiant la relation (QH) et soit M un ensemble  

fini de nombres premiers. Supposons F anisotrope sur R et sur Q^ lorsque p e M 

Alors la série 

0> V B.F) = l F M ( X ) -
S 

xeZ n(M) 

converge pour Res > K = (k^+...+k n)/k et se prolonge en une fonction méromorphe dans  

le plan complexe, avec un unique pôle en s = K, de résidu égal à 

(2. V„ -V o ̂  » p , 

O Ù 

(3) v = f dx . 
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et ou 

(h) V = f |F{x) |~ K dx . 

Remarques. 1) Ce résultat est connu lorsque F est homogène et lorsqu'il n'y a pas de 

places ultramétriques (c'est-à-dire lorsque M = <()). En voici un bref historique sous 

ces hypothèses. Le cas des formes quadratiques est classique : ce sont des fonctions 

zêta d'Epstein. Lorsque F est homogène de degré supérieur à 2, ce résultat a été 

obtenu par Mellin puis généralisé par Mahler, (cf [M1 ] ), en utilisant la for­

mule sommatoire d'Euler-Maclaurin.Ensuite Bochner (cf. [B]), dont l'article a été 

développé par Randol (cf. [R]), a démontré ce résultat en appliquant la formule de 

Poisson à la fonction F S convenablement régularisée. Bochner voit la fonction 

Z Q ( S , F ) comme la trace de la fonction Zêta de l'opérateur F(9/8x) (qui est ellipti­

que puisque F est anisotrope sur R) sur l'espace compact R n / Z n (Le cas étudié ici, 

lorsque M = cj), est celui des-opérateurs semi-elliptiques ). Enfin, An (cf. [A]) a 

obtenu ce résultat en reprenant la méthode de Riemann : c'est celle que nous allons 

utiliser. 

2) Supposons F homogène de degré d. Si F est anisotrope sur le corps F^ pour 

tout p e M , autrement dit si x e _Zn(M) implique |F(x)| = 1, alors la fonction 

Z ^ ( s , F ) s'exprime simplement en fonction de Z (s,F) ; supposons pour simplifier que 

M soit réduit à un seul nombre premier p. On a alors 

Z o(s,F) = l F ? * ) - 3 = l l F ( V \ ) 

1 K = u x £z
n( P) 

= d - p- d sr 1
 i F ( X ) - S 

x £z
n( P) 

= d - p - d s r 1
 zp(s,F) 

Mais une forme homogène peut être anisotrope sur sans l'être sur F^ ; considérons, 

par exemple, la forme 

2 2 
F(x,y) = x + a y , 

avec a = p^u où (u,p) = 1 lorsque p ^ 2. Si k est impair, ou bien si k est pair et 

si -u n'est pas un carré de F^, alors F est anisotrope sur Ç^, mais |F(0,1)|^ = p k . 

3) Voici un exemple d'application du théorème. Soit q un nombre entier, notons 

<|> (X) le q-ième polynôme cyclotomique, de degré ^(q), et posons 

* q(X,Y) = X ^ } ^ ( Y / X ) . 
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Puisque <|> n'a aucune racine réelle, la forme $ est anisotrope sur R ; et si p?1 

(mod. q) elle est aussi anisotrope sur Cj^. Posons 

F(X,Y) = ycX d,Y d') 

où c, d, d' sont des entiers naturels ; si p^1 (mod. q) pour tout p £ M, le couple 

(F,M) satisfait aux hypothèses du théorème. 

h) A l'aide du théorème d'Ikehara (cf. CLg], ch. XV), on déduit immédiatement 

du théorème le 

Corollaire. Posons, pour t > 0, 

H(t) = # (x e Z n(M)|F M(x) < t}. 

On a alors 

N(t) ~ K _ 1 V M t K 

lorsque t tend vers l'infini. 

On peut préciser ce résultat : on renvoie à [L] pour plus de détails sur ce gen­

re d'estimations. 

2 . Pour démontrer le théorème, on va introduire la série thêta : 

(5) 9 M(*>F) = l exp (~tFM(x)) (t>0) ; 

X€Z n(M) 

On passe de cette série à la fonction Z M(s,F) par une transformation de Mellin : 

»oo 

(6) Z M ( S , F ) = j t 3" 1 e M(t,F) dt , 

tous problèmes de convergence mis à part. 

Puisque par hypothèse le polynôme F est anisotrope sur il existe un nombre 

c > 0 tel que 
P 

(T) |F(x)| p > c p 
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lorsque x e et ||x||p = 1. En notant c^ le produit des c p, on a donc, lorsque 

x e Z n(M) , 

(8) F M(x) > c M |F(x)|. 

Posons par ailleurs, pour x = (x^,...,x n) e R n , 

(9) |x|d = S | x.|
d i, 

où d^ = k/k^, les nombres k, k^,...,k^ étant ceux qui figurent dans la relation 

(QH). L'ensemble des x e R n tels que |x|^ = 1 est compact. La fonction F ne change 

pas de signe sur R.n - {o} puisqu'elle est anisotrope sur R. On supposera, quitte 

à changer F en -F, que F(x) > 0 si x / 0. Si on note C q la borne inférieure de F 

sur le compact |x|^ = 1, qui est strictement positive puisque F est anisotrope sur 

R, la relation (QH) implique 

(10) F(x) > c o |x|d 

Il s'ensuit que l'on a, avec c = C

Q

C

M 9 

(11) F M(x) > c|x| d si x e Z n(M). 

Ceci montre que la série 0^(t,F) converge pour t > 0, puisque la relation (11) 

implique 

n d. 
(12) 9 M(t,F) < n l exp (-ct|x| 1 ) 

i=1 Z 

En suivant la méthode habituelle, on va couper l'intégrale (6) en deux en posant 

Z^(s,F) = J t 3" 1 6 M(t,F) dt , 

Z"(S,F) = t 3 1 6 M(t,F) dt ; 

la relation (12) montrant que 

o M(t,p) « t " H 

quel que soit N > 0 lorsque t tend vers l'infini, on en déduit que la fonction 
+ 

Z., est une fonction entière. Pour étudier la fonction Z.,, on va utiliser le résultat 
M M 
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suivant, en reprenant les notations du théorème : 

Lemme 1. Lorsque t tend vers 0, on a, pour tout N > u, 

(13) e M(t,p) = t _ K v M + o(t N) 

Il s ;ensuit que l fintégrale converge pour Res > K (doù la convergence de la série 

Z^(s,F) dans le même domaine) et se prolonge au plan complexe avec un pôle en 

s = K de résidu ; Le théorème est donc complètement démontré une fois établi le 

lemme, ce qu'on va faire maintenant. 

Pour cela, nous allons écrire la série 6(t,F) dans le formalisme adélique (cf. 

CLg] et [W] . 

Pour tout nombre premier p, on note (f) (resp. \p ) la fonction caractéristique de 
n P P 

l'ensemble ||x|^ < 1 de (resp. de l'ensemble ||x||̂  = 1). Soit A l'anneau des adè-

les de £ ; pour x = (x^) £ A*1, on pose 

* M U ) = n * (x ) n (x ) 

de telle sorte que 

z n(M) = {x £ £n|<|;M(x) = 1} 

La fonction Fj^(x) s !étend naturellement à A n si on pose 

F M(x) = | F ( x o ) | o n|F(x p)| p , 

et il vient 

e M(t.F) - I n *M(x) e 
X £ Q 

Pour obtenir le comportement asymptotique de 6(t,F) lorsque t tend vers 0 9 on va 

appliquer la formule de Poisson à la fonction 

E t(x) = i|;M(x) exp (-tFM(x)) (x € A n ) 

pour cela vérifions que la fonction satisfait aux conditions qui permettent de 

lui appliquer cette formule. Pour une fonction f définie sur A n , on a la relation 

l f(x) = l f(Ç) 
x £ Q

n ÇeQ n 

1 1 4 



FONCTIONS ZÊTA GÉNÉRALISÉES 

dès que f satisfait les quatre hypothèses suivantes( cf. [Lg] ch. XIV § 6 , et [W] 

ch. VII § 2) : 

a)*f est intégrable ; 

b) la série £ f(x+y) converge uniformément si y est dans un compact de A n ; 

c) f est intégrable ; 

d) la série £ converge. 

Tout d'abord la fonction E^ est intégrable puisqu'elle est majorée, vu la 

relation ( 11 ), par la fonction décomposable 

* M(x f) ' e x P (" c tl x

0

ld^ 

en notant x^ la projection d'un x e A n sur le produit des facteurs ultramétriques ; 

et cette dernière fonction, qui est dans l'espace des fonctions standard sur A n 

(cf. EW], loc. cit., déf. 3) vérifie les conditions a) et b) ; il en va donc de 

m?me pour la fonction E^. 

Lemme 2. La fonction E^(Ç) est nulle si est hors d'un compact ; on a 

(110 Ê t(0) = V M ; 

et pour tout N > 0, 

(15) E t(£) « t ^ l Ç j - * . 

Admettons le lemme 2, et soit C la fonction caractéristique du compact hors duquel 

E^ est nulle. On a donc 

î t(S) « C ( Ç f ) |ço|-> 

ce qui prouve que E^ est intégrable et que la condition c) d'application de la for­

mule de Poisson est satisfaite. 

Vérifions la condition d) : puisque E^ n'est non nulle que lorsque £ f est dans un 

compact, elle n'est non nulle pour Ç e çf1 que lorsque Ç est dans un réseau T de 

si w est un entier tel que T c wZ_ n, on a donc, vu la relation (15) 9 et en sommant 

sur Ç i 0, 
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d6) i E > x < t H - y K i d

N , 
on peut donc appliquer la formule de Poisson à Ê . ; il vient 

9 M(t,F) = y E t U ) = l E t(Ç)= t t(0) + | *<Ç> 
xeQ ÇeQ ÇfO 

= V M t " K + R(t) , 

où R(t) est l'expression de gauche de la formule (16) ; d'où la relation (13) du 

lemme 1. 

Il ne reste donc plus qu'à démontrer le lemme 2. Remarquons tout d'abord que la 

Formule de Taylor, le fait que F soit anisotrope sur Q , et l'inégalité ultramétri-
n 

que impliquent qu'il y a un nombre £ p > 0 tel que, lorsque x,y « G^, on ait 

|F(x+y)| = |F(x)| p 

dès que ||x||p = 1 et ||y||p ^ £p* Il s'ensuit que la fonction Ê . est constante sur les 

classes x+K, où K est le sous-groupe ouvert compact de des points x = (x p) véri^ 

fiant ||xp||p < 1 si p à M et ||xp||p < £ p si p e M. Si K est le sous-espace dual de K, 

il s'ensuit (cf. la démonstration de la prop. 2 du § 2, ch. VII de[W]), que la 

fonction E^(£j est nulle si i K, ce qui établit la première assertion du lemme 2. 

Si les nombres k,k«j,...,k sont ceux pour lesquels on a la relation 

(QH) F ( t k l x 1 , . . . , t
k n x n ) = t

k F(x), 

posons d^ = k/k^ et soit D(t) l'application linéaire de R n : 

-l/d 1 -1/d n 

D(t) : (x l 9...,x n) > (t x l 9...,t x n ) ; 

La relation (QH) se réécrit 

(17) t F(D(t)x) = F(x), 

et on a, pour toute fonction f e ï(R n), 

(18) [ f(x) dx = t~K \ f(D(t)y) dy 
J R J R 

avec K = (k^ + .. .+k n)/k 9 comme on l'a défini dans le théorème 
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Posons, pour Ç e R n et T > 0, 

E (T,Ç) = exp - (2i7T<x,Ç>+TF(x)) dx 

° I.n 

en notant <,> le produit scalaire dans l'espace à n dimensions. Les relations (17) 

et (18) impliquent que l'on a 

(19) E O ( T , Ç ) = T ~ K E o ( 1 , D ( T ) Ç ) . 

Si Ç = 0, on a 

(20) E Q ( T , 0 ) = T "
K J n exp (-F(x)) dx ; 

* R 

Si Ç £ 0, la fonction exp (-F(x)) est dans ^f(Rn) ; on a donc, avec la notation (9). 

(21) E 0(1,Ç) « |Ç|- N 

pour tout N > 0, et puisque 

|D(T)Ç| d = T"
1 | Ç | d , 

il vient, vu (19) et (21), l'inégalité 

(22) E0(T,Ç) « T- K(T H|$| d

1). 

Le calcul de"E^.(Ç) se ramène à E O ( T , Ç ) . En effet, posons 

= n ̂  , = n dx , 

P£M ^ peM ^ 

et si x^ = (x p) e Q^, on écrit 

x ( V = p n M x p ( x p ) , 

où )( est le caractère de Tate de Q p (cf. la démonstration du thm. 3, ch. IV, § 2 

de [W] ou [Lg], ch. XIV, § 1). Posons enfin 

U M = e â£||xp|p = 1 pour p e M} 

Avec ces notations, et puisque les fonctions ^ sont leur propres transformées de 
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Fourier lorsque la transformation de Fourier est définie par le caractère de Tate, 

il vient 

(23) E t(ç) = n <h(ç) E t(ç M,ç o) , 

p^M 

avec 

(2k) Et(ÇM,Ço) = j X«x M,Ç M>) EQ(t F ^ ) , ^ ) d^ 
M 

Si Ç = 0, on a, vu la relation (20), 

E t(0,0)=t-
Kj F ^ f ' d ^ exp (-F(x )) dx 

n * o o 
R 

= t K V n f |F(x )| 1 dx 

= t v 
M 

d'où s'ensuit la relation (14) ; si d'autre part on pose T = t F^(x^) \ la rela­

tion (7) implique que si e U^, on a T <. c ^ t et donc, 

E ( t F j g i ) - E „(T,£ ) « t"* E / 

comme on le déduit de (22) ; cette estimation, jointe à (23) et (2U), prouve la 

relation (15) et le lemme 2 est démontré. 
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EUCLIDEAN IDEAL CLASSES 

par 

H.W. Lenstra, jr 

Introduction 

A classical method, due to Euclid, Stevin and Gauss, to establish that a given com-

mutative ring R is a principal idéal ring consists in showing that R is 

Euclidean, i.e. that there exists a map (p from R - {0} to a well-ordered set, 

usually IN = {0, 1,2, ...} , such that for ail a, b e R, b ï 0, a i Rb, there 

exist q, r e R such that a = qb + r and cp(r) < tp(b). Such a map cp is said 

to be a Euclidean algorithm on R, and R is called Euclidean with respect  

to cp. 

A case of spécial interest in number theory is the following. Let K be a 

global field, i.e. a finite extension of Q or a function field in one variable 

over a finite field W . Dénote by P the set of ail non-trivial prime divisors 
q 

of K, and let S <= P be a finite non-empty subset containing the set S^ of 

archimedean prime divisors of K. For R we take the ring of S-integers in K: 

R = {x £ K: |x|p < 1 for ail p e P - S}, 

where | for £ £ P, dénotes an absolute value of K corresponding to £. 

For x £ R - {0}, the norm N(x) is the cardinality of the finite ring R/Rx. 

One is interested in conditions under which the norm N is a Euclidean algorithm 

on R. Most of the literature on the subject (see [8] for références) restricts 

to the case that K is a number field, and S = S^. Then R is the ring of 

algebraic integers in K, and N is the absolute value of the field norm K Q 

(restricted to R - {0}). 
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Let the norm N be extended to K by multiplicativity and N(0) = 0. Then 

it is easily seen that N is a Euclidean algorithm on R if and only if 

(0.1) for ail x e K there exists y e R such that N(x-y) < 1. 

In this paper we investigate a similar property in which the rôle of the ring R 

is played by a fractional idéal £ of R. If a. <= R is a non-zero idéal, we 

define N(a) to be the cardinality of R/a, and we extend the définition of 

N(a) to fractional ideals by multiplicativity. We are interested in the following 

property of a fractional idéal £: 

(0.2) for ail x e K there exists y e £ such that N(x-y) < N(£). 

For £ = R this clearly reduces to (0.1). If £ is principal, £ = Rc, then 

N(£) = N(c) and dividing by c we see that (0.2) and (0.1) are équivalent. 

Generally, this argument shows that whether or not (0.2) is satisfied only dépends 

on the idéal class [£] of £. If it is satisfied, we say that the idéal class 

[c] is Euclidean for the norm or norm-Euclidean. So the principal idéal class is 

Euclidean for the norm if and only if N is a Euclidean algorithm on R. 

Here is an example of a non-principal Euclidean idéal c lass. Let K = Q(/-5), 

R = ZC/-5] (so S = Sj and £ = (2, 1 + /-5). Then N(c_) = 2, and N(x) = |x|2 

for x £ K if K is considered as a subfield of (C. Drawing a picture (cf. [2]) 

one finds that 

for ail x £ Œ there exists y £ £ such that |x-y| < /2, 

so (0.2) holds. But (0.1) doesnft, because R is no principal idéal ring. 

The main resuit about Euclidean idéal classes is the following theorem. 

(0.3) Theorem The ring R has at most one idéal class which is Euclidean for the 

norm. If there is one, then it générâtes the idéal class group of R. 

In particular, if the principal idéal class is Euclidean, then the class 

group is trivial and R is a principal idéal ring, as we knew already. 

A generalization of theorem (0.3), in an algebraic setting, is proved in 

section 1. By means of examples we show that the class number can be arbitrarily 
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large. 

Section 2 is devoted to the arithmetic rings discussed above. We shall see in 

this section that the ring of integers of a quadratic number field K has a 

non-principal norm-Euclidean idéal class if and only if the discriminant of K 

over Q is one of 

-20, -15, 40, 60, 85, 

see (2.1) and (2.5). In ail five cases, the class number is two (cf. (1.8)). 

1. Elementary properties 

In this section R is a domain, i.e. a commutative ring, without zero-divisors, 

with a unit élément différent from zéro. The group of units of R is denoted by 

R , and K dénotes its field of fractions. An idéal class of R is a set of 

the form {d.a: a e K*} where d. c R is a non-zero idéal and d_a = {xa: x e d_}. 

An élément of an idéal class is called a fractional idéal of R. The unique idéal 

class containing a given fractional idéal a. is denoted by [a.]. Fractional 

ideals are multiplied in the usual way, and idéal classes are multiplied by 

[_a].[b] = [a..b]. If the set Cl (R) of idéal classes of R is a group with 

respect to this multiplication, then R is called a Dedekind domain, C1(R) its 

class group, and the order of C1(R) its class number. We put 

E = {b_: b is a fractional idéal of R, and b̂  => R}. 

(1.1) Définition Let W be a well-ordered set, ^: E -> W a map, C an idéal 

class of R, and £ e C. We say that \\> is a Euclidean algorithm for C, or 

that C is Euclidean with respect to ty, if 

(1.2) for ail b_ e E and ail x e bi.£ - £ there exists z e x + c 

such that ip(bcz ^) < $(b). 

We call C Euclidean if there exists a Euclidean algorithm for C. 

It is readily verified that the définition does not dépend on the choice of 
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c_ in C, and that, in the given circumstances, we have z ^ 0 and bcz ^ e E. 

In the arithmetic case discussed in the introduction we take ty(b) = N(b) .̂ 

The inequality in (1.2) then simplifies to N(z) < N(c). Using that ^ g bc = K, 

and writing z = x - y, we then find that (1.2) is équivalent to (0.2). So C is 

Euclidean with respect to if and only if it is Euclidean for the norm. 

(1.3) Exercise Show that a domain R is Euclidean if and only if the principal 

idéal class [R] is Euclidean. 

In the sequel we suppose that C = [c] satisfies the condition 

(1.4) {x e K: xc c c} = R. 

This condition is satisfied if £ is invertible, e.g. if R is Dedekind. If 

(1.4) does not hold, then in our conclusions R should be replaced by the ring 

{x e K : xc_ c £ } . 

In the following lemma we assume that W contains U as a beginning segment. 

(1.5) Lemma Let C satisfy (1.4) and be Euclidean with respect to ty. Then for 

every l> e E, b_ ̂  R, there exists n e such that 

[b.c11] « [R], 0 < n < i K b ) . 

Proof by induction on ij>(b). From 1D ̂  R and (1.4) we find that there exists an 

élément x e b£~£, and (1.2) then gives us a. = bcz 1 e E with (̂a.) < ij>(b). 

If a_ = R, then [bc] = [R] and we can take n = 1. If a. £ R, then by the 

induction hypothesis [acm] = [R] for some m < ip(a), and we can take n = m+ 1. 

This proves (1.5). 

(1.6) Theorem Let R be a domain, and C a Euclidean idéal class of R satis-

fying (1.4). Then R is a Dedekind domain with a finite cyclic class group, 

generated by C. 

Proof We may clearly assume that R + K. Then C1(R) = {[b]: b e E, b î R}, 

so (1.5) shows that every idéal class has an inverse [£ n]. Therefore R is 

Dedekind, and C1(R) = {[£]" n: n = 1, 2, 3, .. .}. In particular [R] = [£]" n 
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for some n > 0, so .[c] has finite order. This proves (1.6). 

(1.7) Exercise Let a e R - R*, a t 0. Prove that #C1(R) < ip(Ra _ 1). 

Suppose _b e E, b_ ̂  R is such that i/>(b) i-s smallest possible. Then the 

idéal a. in the proof of (1.5) must be equal to R, so n = 1 and C = [b] \ 

Hence there is at most one idéal class, satisfying (1.4), which is Euclidean with 

respect to a given . This remark, and theorem (1.6), prove theorem (0.3). 

(1.8) Exercise Let K be a Galois extension of degree n of Q, and suppose 

that its ring of integers has a norm-Euclidean idéal class. Prove that the class 

number of K divides n. 

Many results known about Euclidean rings (cf. [13]) have immédiate generali-

zations for rings possessing a Euclidean idéal class. We list some of them as 

exercises. Assume, for (1.9) - (1.14), that C satisfies (1.4) and is Euclidean 

with respect to 1(1. 

(1.9) Exercise Let a_, b_ e E. Prove that i|;(ab) > ^(b), with equality if and 

only if a. = R. 

(1.10) Exercise Let R 1 c K be a subring containing R. Prove that Rf has a 

Euclidean idéal class. Prove that R' is Euclidean if and only if R' is a 

principal idéal domain. Deduce that 2[/-5, 1/3] is Euclidean (cf. [15]). 

In the following exercises we put 

(1.11) 6(b) = min{i|;(b): ^: E -> W is a Euclidean algorithm for C} 

where W is the set of ordinals of cardinality < #E. This map is called the 

smallest Euclidean algorithm for C; the terminology is easily justified. 

(1.12) Exercise Prove that 6 (ab) > 6(a) + 0(b) for a, b e E. 

(1.13) Exercise Let b e E be such that 6(b) is finite. Prove that b e C~ 9^-\ 

(1.14) Exercise Prove that 6(b) = 1 if and only if b" 1 = £ is a maximal idéal 

of R such that £ e C and the natural map R -> (RAp) is surjective. 
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(1.15) Example Let k be a field, K = k(t) a simple transcendental extension 

of k, and f e k[t] an irreducible polynomial. Dénote by h the degree of f. 

Put 

R = {a/b e K: a, b e k[t], b is a power of f, deg a < deg b}, 

£ = {a/b e R: deg a < deg b}. 

Then R is a ring, and £ is an invertible R-ideal, satisfying (1.4). For a 

non-zero idéal a. c R, put d(a.) = dirn̂  R/a, and extend the définition to ail 

fractional ideals by d(£a ') = d ( a ) - d(Ra). Then d(£) = 1, and more generally 

d(ac) = d(a) + 1 for ail a.; this follows from the invertibility of £. An 

easy calculation gives 

d(Rx) = -ord^(x).h for x e K , 

where ord^ is the normalized exponential valuation of K corresponding to f. 

We claim that C = De] is Euclidean with respect to the map ty: E -> IN 

defined by iKb) = -d(b_). This assertion is équivalent to 

for ail x e K there exists y e £ such that d(R(x-y)) < d(£) 

(cf. (0.2)). To prove it, use the partial fraction expansion of x to write 

x = (c/fn) + z, with n € IN, c e k[t], deg c < deg f n, z e K, ord^(z) > 0, and 

choose y = c/fn. Then d(R(x-y)) = d(Rz) = -ordf(z).h < 0 < 1 = d(c), as 

required. 

We conclude that R is Dedekind, and that C1(R) is generated by C. We 

calculate the class number. If £ n = Rx, then n = d(c) n = d(Rx) = -ord^(x).h so 

n is divisible by h. Also £^ = Rf *, so the class number equals h. 

Thus we see that every positive integer occurs as the class number of a ring 

having a Euclidean idéal class. 

If we take k = TF^> then R is of the arithmetic type described in the in­

troduction, and N(x) = q^ X^. Hence, in our example, C is also Euclidean for 

the norm. 
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2. Arithmetic rings 

In this section we let the notations be as in the introduction. In particular, K 

is a global field, and R is its ring of S-integers. 

In the case #S = 1 ail examples of Euclidean idéal classes are easily 

determined. 

(2.1) Proposition Let #S = 1, and let C be an idéal class of R. Then C 

is Euclidean if and only if C is Euclidean for the norm, and if and only if 

(a) R is the ring of integers in one of the fields 

Q, Q(/-d), d = 3, 4, 7, 8, 11, 15, or 20 

and C is the unique generator of C1(R); 

or (b) R is one of the rings described in (1.15), with k finite and C = [c]. 

The proof is similar to the proof in the classical case (cf. [7, sec. 10]). There 

is an analogous resuit for function fields over infinité fields of constants. 

The class numbers of the rings in (a) are 1, 1, 1, 1, 1, 1, 2, 2, res-

pectively. 

(2.2) Proposition Suppose that #S > 2, and if K is a number field, assume 

that for every squarefree integer n the ç-function of the field K(ç , R * ^ n ) , 
n 

with Ç n denoting a primitive n-th root of unity, satis.fies the generalized 

Riemann hypothesis. Then every idéal class C which générâtes the idéal class 

group of R is Euclidean. 

This proposition generalizes the theorem of Weinberger and Queen in the 

classical case [16, 12]. The proof of (2.2) uses the methods of [9], It also yields 

an explicit description of the map 0 defined by (1.11); in most, but not ail, 

cases it is the smallest function having the properties indicated in exercises 

(1.12), (1.13) and (1.14). 

In the rest of this section we are exclusively interested in idéal classes 

which are Euclidean for the norm. 
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Let Kg dénote the locally compact topological ring 

K_ = n K , 

S £€ S £* 

where K^ is the £-adic completion of K. We regard K as being embedded in 

Kg along the diagonal. Then K is dense in Kg, and every fractional idéal a. 

of R is discrète in Kg, with Kg/£ compact. The norm is extended to a map 

N: K s +]R & 0 by 

N ( x ) = \ e S l x

£ l £ '
 f o r x = (V^S 6 K S ' 

where the | | are normalized in the usual way which makes the formula valid 

for x £ K. For t e P u t 

V t = (z 6 K g: N(z) < t}. 

This is an open neighborhood of 0 in Kg. Clearly, the idéal class C = [c_] 

is Euclidean for the norm if and only if 

K C ^ + V N ( C ) = { x + y= X € ^ > y e \ ( c ) } -

It seems that in ail cases in which this condition is known to be satisfied we 

actually have 

K S = ^ + V a ) * 

It is unknown whether both properties are in fact équivalent. The only known 

resuit in this direction is: 

(2.3) Proposition Suppose that #S < 2, and t e 3R>Q. Then K c £ + Vfc implies 

that Kg = £ + V T + £ for every e e E^QÎ if #S = 1 or K is a function field 

this is also true for e = 0. 

For the proof, cf. [1, theorem M]. 

In the case #S = 2, S = S œ, Davenport [4, nrs 70, 76, 82] proved that 

only finitely many R, up to isomorphism, are Euclidean with respect to the norm. 

This resuit can be generalized as follows. 

(2.4) Proposition Suppose that #S = 2. Then R has an idéal class which is 
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Euclidean for the norm if and only if 

(a) K is one of Q, Q(/-d) , d = 3, 4, 7, 8, 11, 15, 20; 

or (b) R belongs, up to isomorphism, to a certain finite list of number rings; 

or (c) K is a function field of genus zéro. 

The proof makes use of (2.3) and of ideas of Cassels [3]. 

The finite list mentioned under (b) is not completely known. It contains at 

least 107 rings, as we shall see below. We distinguish four cases. 

(2.5) S = S^, K is real quadratic, and R its ring of integers. This case is 

completely settled. The principal idéal class is norm-Euclidean if and only if the 

discriminant of K over Q has one of the following sixteen values: 

5, 8, 12, 13, 17, 21, 24, 28, 29, 33, 37, 41, 44, 57, 73, 76, 

cf. [4, nr 74]. By similar methods one can show that there is a non-principal 

norm-Euclidean idéal class if and only if the discriminant is one of 

40, 60, 85. 

In thèse three cases, the class number is two. 

(2.6) S = S^, K is complex cubic, and R its ring of integers. If R has a 

norm-Euclidean idéal class then -A < 170523 and h < 4, where A dénotes the 

discriminant of K over Q and h the class number. The fifty-two known 

examples ail have class number one [14]. It would be of interest to find examples 

with larger class numbers in this category. 

(2.7) S = S^, K is totally complex quartic, and R its ring of integers. Here 

we may restrict attention to fields with A < 20,435,007 and h < 6. There are 

thirty-two known K's with [R] norm-Euclidean, see [8] for références. The 

only other known example in this category is K = Q(/-3, /l3): it has class 

number two, and the non-principal idéal class is Euclidean for the norm. 

(2.8) S = SJJ{p}, K is a complex quadratic field not mentioned in (2.4)(a), and 

£ is a non-archimedean prime of K. The three rings 
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R«2Z[/-19, 1/2], Z[/-6, 1/2], Z[/-6, l/(l+4/-6)] 

are Euclidean with respect to the norm; the last two are due to G. Cooke (un-

published). Other examples of norm-Euclidean idéal classes are not known in this 

category, but should not be hard to find. It seems an attractive problem to 

détermine them ail. It can be shown that they ail have h < 2. 

For higher values of #S no resuit comparable to (2.4) is known. 

We finish with three unsolved problems. 

(2.9) Problem A theorem of O'Meara [11] states that for any global field K 

there exists a finite subset S c p, S ^ 0, S S^, such that the ring R of 

S-integers is Euclidean with respect to the norm. Can one take S to satisfy 

S n T = 0, where T is a given finite subset of P with S œ n T = 0? 

(2.10) Problem Do there, in the case S = S^, exist infinitely many non-

isomorphic rings R with a norm-Euclidean idéal class? See [8, 10] for 312 

examples with class number one, and (2.1), (2.5), (2.7) for six examples with 

class number two. 

(2.11) Problem Heilbronn [5, 6] has shown that in certain classes of cyclic 

number fields there are only finitely many whose ring of integers is Euclidean 

with respect to the norm. Do his results carry over to rings with a norm-Euclidean 

idéal class? 
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ALMOST CONSTANT SEQUENCES 

by 

Viktor LOSERT and Harald RINDLER 

Rauzy has characterized ail real séquences (c n) such that for any 

uniformly distributed séquence (x n) the séquence ^
c

n

 + x

n )
 i s again 

u.d. modulo 1, [6]. A new proof of this resuit was given in [ 10] , 

together with a generalization to uniform distribution in compact 

metric groups and to R n. The aim of this paper is to consider the 

corresponding questions for locally compact Abelian groups with re­

spect to several concepts of uniform distribution. Our methods admit 

also generalizations to the non-Abelian case. For gênerai références 

we refer to [1]. For other generalizations see [7] Ch. IV and [2]. 

1 . Définition 1 : If G is a locally compact group let M(G) be the 

set of (Hartman)uniformly distributed séquences (x ) in G, i.e.; 

lim N~ 1 S U(x ) = 0 
N-» oo n<N n 

hold for ail non-trivial irreducible finite-dimensional continuous 

unitary représentations U of G. 

Définition 2: a) C(G) = U c ) :x € M(G) (c nx n) € M(G)} 

b) C 0(G) = {(cn):3a> 1 such that c n = c m if a k £ n,m< a k + 1 ,k= 0,1 ,2,...} 

If G is metrizable let d(x,y)'be a bounded left-invariant metric 

on G and define for arbitrary séquences 

Cx n),(y n):gCx n,y n)=TÏ5 N"
1 ^ d C x ^ ) 

If A is a family of séquences, A" will dénote the "closure" with 

respect to the pseudo-metric g. îf G is non-metrizable consider the 

family of ail lef t-invariant pseudo-metrics d^, i € I , the according 

pseudo-metrics g^, i€I induce a topology on the space of ail sé­

quences on G. 
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Theorem .1 : If G is a locally compact separable abelian group then 

c ( a ) = c o ( G ) ~ 

Remarks: If G is not separable, i.e. there exists no countable 

dense subset it can easily be seen that M(G) is void. For metric 

groups Th. 1 has been announced in [11], but our methods admit ge­

neralizations to non-Abelian groups. 

Proof: 

Lemma 1 ; Let h: G -» H be a continuous group homomorphism. G 1.c.  

separable. H compact metric. such that h(G)~" = H. If (y n) € M (H) then  

there exists (x n)€M(G) such that lim d n(h(x n) ,y ) = 0 (d^ = metric 

on H ) . 

Remarks: If h is surjective it is possible to achieve ktx n)'=y n if 

G is metric and abelian or compact, [ 8 ] , in the compact case it is 

sufficient that G is separable, [ 3 ] ; if H is only separable even for. 

G-= H x • = {-1 ,1} this is no longer true in gênerai, [ 4 ] , and open 

even in the case G = R x Z 2 , H=R. For G = Z , H=R/Z, hCz) = za, a irra-

tional the lemma above cannot be strengthened (e.g. : Ch""̂  (2az) ) = (2z) 

is not u.d. in Z). 

Proof: Let (z n) be an arbitrary u.d. séquence in G Cwhich exists, 

[9], Th. 1). For k=1,2,... let (V ± k) Ci=1,2,...,m k) be a partition 

of H into sets of diameter less than 1/k such that the boundary of 

each V i k has measure 0 and each V i k has positive measure. Put \ for 

the normalized Haarmeasure on H and Cy for the characteristic function 

of a set V. We can construct a séquence of indices (N k) such that 

N k + 1 £ 2N k and for ail N> N k and i< m k: 

| N ~ 1 S C y (y)-X(V i k ) l < V 2 k m k 

n<N Vik n l l c K 

and 
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| N _ 1 i / v . v ( h C * n ) ) - x c v l k ) | < i . / 2 \ 
n<N îk 

By induction we define a map p: N -> N in the following way: If 

n< N-j put p(n) = n. If n< , y n€ V i k , let ptn) be the smallest 

number m such that b(z m) 6 V i k and m=j=p(s) for s< n. We put x n =
 z p ( n ) * 

Since dH^ h^ zp( n) >yn)
 < 1 A f o r n - N k w e h a v e l i m d H ^ x n ^ , y n ^ = 0 # 

Let|A|be the number of éléments of a finite set A, put D p(N)= 

= I p([ 1 ,N] ) \ [ 1 ,N] | . If N> N f c, it is easily seen that 

D (N)SD(N k)+ E | E C v ( y ) - C (h(z ) )| < D (N ) + 
p p * i<m k N k + 1Sn<N

 Vik n Vik n p K 

+ 4Nm k/2
km k = D p(N k) +N/2

k~ 1 . 

In particular we get by induction: 

D (N v) £ E N J2*~3* N, . k/2 k" 3  

p k 2<j<k J K 

and consequently D (N) < N(k+2)2k""5 = otN) . 

Since p is by définition injective, we have | [ 1 ,N]\p([ 1 fN] )| =D (NX 
sr 

i.e. the symmetric différence between the two sets is 2D (N) = otN) # 

It follows immediately that the séquence (x n) = ̂
zp( n) )

 i s u«&« like 

the séquence (z n). q.e.d. 

As any représentation U (in Def• 1) is a homomorphism into a 

compact group and because the homomorphic image of a u.d. séquence is 

u.d. in the closure of the image (this follows easily from the Défi­

nition of u.d.) we obtain 

Proposition 1 : (c n) € C(G) iff Utc ) € UtG)" for any représentation 

U. 

Remarks: If G is Abelian, the U's are just the éléments of G the 

character group of G; we have U(G) £ T the 1-dimensional torus. 
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In order to prove that te n) € CtG) it is sufficient to know that 

(UCcn)) €CtT) for ail U from a subset of G which séparâtes the points 

of G and is either non meagre or has positive measure, This follows 

from the observation that CtT) is a group and consequently the set of 

ail U for which tUtcn))€ CtT) a subgroup of G. As a conséquence of 

Proposition 1 we obtain also for non-compact H: 

Corollary; If h: G -> H is a continuous epimorphism, te )€ CtG) 

then (h(cn))€ C(H). 

In order to prove Theorem 1 it suffices to consider metric groups, 

(G is the projective limit of metric (even Lie-)groups: G/N^, i € I , 

andby the corollary we have for (c n)€C(G) and h^: G -* G/iftL : 

(h i(c n) ) € CC G / ^ ) , and the metrics d i from G/N^ détermine the topology 

on G ) . 

In order to prove Theorem 1 it is sufficient to prove the following 

Lemma ( s e e [ 1 0 ] , e s p . Lemma 4). 

Lemma 2: If te) € CtG) then lim lT 1 • £ dtc ,c ) = 0 
n n<N n n 

Proof: For any U € G we have by Prop. 1 that Utc ) € C(U(G)"). As 

Th. 1 is known for U(G)~ (already proved by Rauzy, see also [10]) it 

follows that 

lim N" 1 S | Utc ) - te .* )| = 0 for ail U€ G. 
n<N n n + l 

Take e > 0 and put. W = { x € G : dtx,e)<e} W is an open neighbourhood of 

the unit élément of G. If V is an open symmetric neighbourhood of e 

with V + V s W then f = tVX(V)) Cy# C^ is a positive definite conti­

nuous function, satisfies fte) = 1 and vanishes outside W. By Bochner's 
A 

theorem there exists a probability measure u on G such that 

ftx) =J Utx)d|itU) for ail x€ G. 
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By Lebesgueîs dominated convergence theorem we conclude that 

lim N" 1 T, |fC-c„+1+c )-1| <lim J N" 1 S | U(-c + 1 + c ) - 11 d|i (U) = 0. 
n<N n + l n n<N n n 

It follwos that the set {n: -c + 1 +c n $ ¥} = {n: d(c n, c n + 1 ) > e} has 

density 0 in N. Since d is bounded we get lim 1/N • £ d(c ,c„ , * ) < e 
n<N n n 

for ail e> 0. q.e.d. 

Remarks : Theorem 1 holds also for non-abelian group s with the 

property that ail irreducible unitary représentations are finite di-

mensional (same proof). If the finite dimensional unitary représenta­

tions U do not separate points of G, i.e. if there exists e such 

that U(x) =U(e) for ail U, then the séquence e,x,e,x,e,x,... belongs 

to C(G) but not to C (G)~. 

Dénote by the symmetric group and by A^ the alternating group 

of 3 éléments and consider the discrète group G of ail séquences 

g=g^\ i= 1 ,2,... € S 5, + e for at most finitely many i. 

If U is a fine-dimensional représentation of G, dénote by U trie 

restriction to the i-th component. From the fact the U^'^ commutes 

with ± 4 J i"t can be derived that U^"^ restricted to A^ is the 

trivial représentation for ail but at most finitely many i (S dim U/2). 

It follows that the séquence (c n) : cj*^ = © if i 4 n » c n^
n^ = (123 ) £ A^ 

belongs to C(G) but not to C (G)""# Nevertheless G has a separating 

family of 2-dimensional représentations. 

2. Now we want to consider concepts of uniform distribution con-

nected with infinité dimensional représentation. For 1< p< oo put 

L p(G) = {f: (,f|f(x)|p d x ) 1 / / p = ||f||p< oo} , "dx" dénotes a left Haar 

measure. Consider the left regular représentation 

f -> L yf, L yf(x) = f(y~
1x), x,y€G 
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Définition 3: A séquence (x n) in G is called L
p-uniformly distri­

buted if !| N" 1 - S L f|L -> 0 for ail f € L 1 0 L p with J f = 0 . M(L P(G)) 
n<N n p ~ 

shall dénote the set of ail Lp-u.d. séquences. 

Définition 4: C(L P(G))={(c n) : (x n)€ M(L
P(G)) =» (c nx n)€ M(L

P(G)) 

Remark: It is known that for compact groups M(G)=M(L P(G)) for ail 

p and M(L 1(G)c M(G) in gênerai, [9]. M(L 1(G)£ 0 if and only if G is 

amenable and separable (see [9] and [5]). 

Theorem 2: If G is a locally compact separable abelian group then 

C(L1(G))=C(G). 

Proof: The same proof as in Lemma 1 shows the following resuit: if 

h: G -* H is a continuous group homomorphism onto a dense subgroup of 

H, and if (y n)€ M(H) then there exists (x ) €M(L
1(G)) such that 

d H ^ x n ^ , y n ^ "* 0 ( u s e t h e r e l a t i o n M(L 1(G))c M(G)). It follows that 

(c n) € C(L
1 (G)) implies (UCc ) ) € C(U(G)") for ail U€ G and by Propo­

sition 1 that (c ) € C(G). On the other hand it follows easily from 

the characterization of C(G) in Theorem 1 that C(G)ç C(L 1(G)). q.e.d. 

Remarks: Again the resuit can be extended to groups having only 

finite dimensional représentations which are known to be amenable. 

C(L^(G)eC(G) for any separable amenable group (same proof as above). 

In the gênerai non-abelian case several pathologies may appear: 

If G=P<j the projective group then M(L^(P^))=0. P̂  is not amenable, 

M(P>| ) = P ^ the set of ail séquences as P̂  is minimal almost periodic 

i.e. has no non-trivial finite dimensional unitary représentation. We 

have C(L1 (P1 )) = C(P1 ) ̂ P ^ ! 

Let G be the group of ail permutations p of an uncountable set such 

that E p={x:p(x)4x} is finite then it is known that G is amenable and 
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minimal almost periodic. We have again M(L 1(G))4 0 is not separa­

ble), M(G) = G N, C(L1 (G)) = C(G) = G N. Replacing G by Gx.Z 2 we obtain 

C(L1 (Gx Z 2)) 4CCGX Z 2 ) . 

If G is the group of affine transformations of the line it can be 

1 1 
shown that C(L (G)) contains a séquence (c n) such that Cx nc n) i M(l (G)) 

for some (x n) É M(L
1 (G) ), [9], Satz 9-

It can be shown that for a connected separable l.c. group G the set 

G(L1(G)) coïncides with C(G) if and only if either Gs*R nxK, K compact 

or G is non amenable and minimal almost periodic. The essential part 

of the proof is the classical theorem of Freudenthal which implies 

that the only connected groups such that the finite dim. unitary 

représentations separate points of G are isomorphic to R n x K. 

G = R, G = Z are typical for the abelian non-compact case. It should 

be noted that in both cases M(LUG)) is a proper subset of M(G). It 

is already a conséquence of results of Weyl that the séquence C/2n +n) 

is u.d. in R and the according séquence of integers (z ) 

(z n<y2 n
2 + n< z n + 1 ) 

is u.d. in Z. Therefore Theorem 2 does not follow from Theorem 1 . 

2 

3. In this section we study the case of L -uniform distribution 

which is quite différent from the preceding two cases. TJie results 

hold for arbitrary locally compact groups (M(L P(G)=M(G) if G is 
D 1 

compact as mentioned above). For non-compact groups L pn L (G) is 

dense in L P(G) and we can choose any f€ L P(G) in Définition 3 Cp> 1). 

Theorem 3: Let (x n) be a séquence in G (non-compact), K a compact  

subset of G with nonempty interior. The following statements are  

équivalent : 
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a) (x n) JLS L^-uniformly distributed 

b) (x n) is L
p-u.d. for some p with 1 < p< oo 

°) ( x

n) Lp-u.d. for ail p with 1 < p< oo 

d) For any e> 0 there exists N Q(e) such that 

1/N.|{n: l £ n < N , x n^xK}|<e for ail x6 G t N>N Q(e) 

Proof: Assume a) , b) or c) holds and that 1/N|(n: 1 £ n< N,x n€ xK}|̂ e 

for arbitrary large N. Put f = C 0 € L
p(G)(1<p< oo). If x € xK then 

ET" 
x ~ 1y€ K""2 for ail y € xK"1 . It follows that 1/N E L f > e on xlT1 . 

n n<N n 
Since f is non-negative we conclude that 

|| 1/N E L f|l * e (X(K- 1)) 1 / p 

n<N x n p 

which contradicts the assumption that (x n) is L
p-u.d. (note the re-

mark before Th. 3). 

Now we assume that d) holds and we will prove c). It is easily seen 

that d) can be extended to arbitrary compact sets with non-empty in-

-1 -1 
terior. Put f = C 1 . If x * y € K then x € yK. It follows that 

K n n 

1/N E I> f (y) = 1/N| {n:1 < n< N, x € yK| < c for N > N (e), 
n^N x n n 

Consequently: || 1/N 2 1 f|| S e C p _ 1 ) / p II 1/N S L f|| / p = 
n<N x n p n<N x n 

= E

( P " 1 ) / P X C K ~ 1 ) 1 / P . 

This shows that lim ||1/N E L f|| = 0 for ail f = C 1 # Since thèse 
n<N x n p K~ 

functions generate a dense subspace of Lp((x) it follows that (x ) is 

Lp-u.d. 

The first two theorems have shown that (for abelian groups) C(G-) 

and C(L (G)) consists of ail séquences which are "almost constant" in 

a certain sensé (closure of C Q(G)). Here the situation is quite 

différent : 
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Définition 5: C f ( G ) = { ( c n ) c G-, 3b€ N : | { c n : 2 i< n< 21} | <r b for 

i = 1,2,.. îfcL i, i € I is the family of ail bounded left invariant  

metrics on G we can define the closure of C^(G) as before. 

o _ 

Theorem 4 Î For any non-compact l.c. group C(L (G)) = Cf(G)"" 

Proof: It follows easily from Theorem 3 d) that C f(G)s C(L
2(G)) and 

consequently C f (G)"" c C(L 2(G) ). 

Conversely assume that (d n) does not belong to the closure of C f(G), 

i.e. there exists ô > 0 and a pseudo-metric g such that g ( ( c ) , ( d ) ) ^ ô 

for ail (c ) '€ C^(G). Dénote by d the corresponding pseudo-metric of G, 

let U be a compact neighbourhood of e which is contained in 

{x:d(x,e)< 6/2} 

and choose a compact symmetric neighbourhood V such that V^çU, There 

2 
exists a séquence (x n) such that x nU covers G and X^ÉJ XA

T for i< n. 

Take b, i € N. Let x ^ (b) be that élément x^ such that 

|{n: 2 i < n < 2 i + 1 , d ~ 1 € x .U} | 1 9 n j 1 

is maximal. Similar choose x i 2(b) in such a way that 

|{n: 2 i < n S 2 i + 1 , d n "
1 € x^ClOU, dn~

1'4 x ± 1 Cb)U} | 

is maximal, and so on. In this way we get éléments x ^ (b),... fX ^ C b ) 

for i= 1,2,... Now define c n = x i 1(b) for those n such that 

2 l < n < 2 l + 1 , d n"
1 € x ± 2(b)U. Similarly define c n = x i 2 C b ) for those n 

such that 2 l < n < 2 l + 1 , d n~
1 € x ± 2(b)U, dn""

1 $ x. 1 (b)U and so on. Let I 1 

be the set of indices for which c n is defined as above. For n€ I 2 = 

= N\ 1̂  put c n = e . Since we may assume that d is bounded by one we 

find that 6 «S Tîm 1/N £ d(c , d j < 6/2+ï ïm 1/N | l o 0 [ 1 , N ] | =6/2 + 3(10) 
N->oo n<N n n 1 * 

(3 dénotes the outer density). It follows that 3(I 2)>6/2. We make 

this construction for each b and find sets I 2(b). Now choose an in-

creasing séquence of indices N^ = 0 < N 2 < ... such that 

1 - N k ) |l2(k)n t N k , N k + 1 ] ' | >ô/2 and each N f e is of the form 2*. 
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For n€ I 2(b) with N ^ 2 i < n< 2 i + 1 ̂  N^ + 1 choose the smallest number 

j f N such that d € x .U and put y = x.. If x€G, x.,xn € xV, then n j n j 3 K 

j = k by the définition of the séquence (x ') • It follows that 

{n: 2 i < n < 2 i + 1 , n € I 2 ( b ) , y n€xV}c{n: 2
1 < n< 2 i + 1 ,n€ I 2(b) ,d n"

1 €x .U, 

d ~^ j! x vU Vk< j} . By construction of the x . this set has at most 2"j/(b+1 ) 
n K oo J 

éléments. Put I 2 = U ^ k,N k +,j]n I 2(k). The preceding argument shows 
k~1 

that for any y> 0 and N£ N( Y) we have 1/Nf {n i U : n € T 2

: y

n

€ x V H < Y 

for ail x€ Now choose a séquence ijn' n € N \ T 2 } such that the ?>ets 

{y nU: n€ N \ T 2) are pairwise disjoint. Then it is easily seen that 

2 —1 
the séquence (y ) is L -u.d. in G. On the other hand d n y n € if for 

n € l 2 # Since T 2 has positive outer density it follows that C^ny ) is 

2 2 
not L -u.d. in G, consequently (d n)^C(L (G)), q.e.d. 

2 

Remarks: Theorem 3 implies that M(L (G)) 4=0 for any non compact 

group. M(L (G))cM(G) just for compact groups (then equality holds, 

also in the non-separable case (both sets are empty)). Dénote by N(G) 

the intersection of ail kernels of finite dimensional unitary repré­

sentations then we can show: If M(G)40 then M(G) is not a subset of 

M(L (G)) if and only if G is not compact and G/N(G) is compact: If 

G/N(G) is compact then replacing (x ) € M(G) by (y n) such that 

x ny n"
1 € N(G) and that ( y ^ e K compact we have (y ) € M(L 2(G) ) \ M(G) if 

G is not compact (Th. 3). If G/N is not compact any compact set K in G 

has measure 0 considered as a subset of the Bohr compactification of 

G. Then it is easy to see that for ( x ) € M(G) 1/N £ 0 ^(x ) -> 0 uni-

P

 N ÏÏ£N X K N 

formly in x € G i.e. (x Q)€ M(IT(G)) by Th. 3. 

If (c n)€C f(G) then we are able to prove that (x nc n) € M(L
2(G) for 

2 
any (x n)€ M(L (G) iff there exists a compact neighbourhood of e such 

that U c Vc has compact closure in G. The closure of this subset of 
n n n 

C f(G) consists exactly of thèse (c n) such that (x n)€ M(L (G)) implies 
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that (x nc n)fM(L
2(&)) (see also [ 2 ] ). It follows that (x nc n) € M(L

2(G) 

for any ( c n ) € C(L 2(G), (x )€ M(L 2(G)) if and only if G has a compact 

invariant neighbourhood U (x" 1Ux=U for ail x £ G). For M(G) this is 

true in gênerai, [9] Satz 11. For C(L (G)) the resuit above is not 

true even for groups having a compact invariant neighbourhood (see 

[9] p. 222) but holds if G has a basis at e of invariant neighbour-

hoods, [9], Satz 12. 
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SOME RECENT RESULTS IN TRANSCENDENCE THEORY 
by 

David W. MASSER 

INTRODUCTION 

This art ic le is dïvïded into parts I, I I , and I I I , dealing respectively wïth 

ellïptîc functïons, gamma functïons, and Sïegel E-functïons. In each part we 

descrïbe some récent results and mention a number of open problems. 

I - ELLÏPTIC FUNCTÏONS 

M. Anderson [ l ] , [ 2 ] has proved several ellïptîc analogues of A. Paker's 

ïnequalïtïes [ 3 ] for lïnear forms ïn logarïthms of algebraïc numbers. Let 

be a Weïerstrass ellïptîc functïon wïth algebraïc invariants g^ and g^ . 

There ïs a canonïcal way of choosïng a basis U0j , u)̂  for the perïod lattïce of 

^P(z) (see, e .g . [ 6 ] p. 4 2 1 ) , and we dénote by II the fundamental para l le l -

ogram consïstïng of ail points of the form 0̂  uî  + ^ ^ 2 ^ O R R E A ' ^ 1 ' ^ 2 
wïth 0 ^ 0 , 0 O < 1 • For n > 1 let u , , . . . , u be non-zero points of II 

•\ 1 n 
such that J P ( U J ) , • • ^ ( u ) are algebraïc numbers of heïghts at most. A > 4 
and generate over the ratïonal fïeld Q and algebraïc number fïeld F of degree 

at most d > 2 # Let pQ> - # # >(3 n be algebraïc numbers of heïghts at most 

B > 4 which generate over F an algebraïc number fïeld of degree at most 
D > 2 (over Q) . Put : 

A = •0 3 u, + . . . + 3 u n n 

and assume A ^ 0 # 

AN Anderson's results need the addîtïonal hypothesîs of complex 

multiplication ; thus throughout thïs section we shall assume that (z) has 

complex multiplication over a complex quadratïc fïeld K . The maïn results 

take the form : 

log | A | > - C D X (log A)^ log B (log log B ) K 

where C > 0 ïs effectïvely computable in terms of g^, g^, n and the choïce 

of K, \ 9 [i . There are three possïbïlïtïes for thïs latter choïce ; 

uncondïtïonal ly we can take any values satïsfyïng eïther 

K > n + 1 , X > 4 n 2 + n + 3, > n 2 + n 

145 



D.W. MASSER 

or 

K > n + 2 , \ > n 2 + 4 n + 6 , i a > n 2 + n - 1 ; 

whïle ïf n > 2 and one of Uj ,»««,u ïs a half-perïod we can suppose merely 

that : 

K > n + 1 , X > n + 2n + 3 , | j > n - n - 1 • 

Already thïs présents us wîth two apparently very dïff icult problems ; 

f ï rs t ly to remove the term (log log B) from thèse estimâtes, and secondly to 

relax the condition on |JL to \i > n • Both of thèse (and much more) have been 

solved in the case of lïnear forms in logarïthms of algebraïc numbers. 

N'ext, suppose that 1, u ^ , . . . , u n are lïnearly dépendent over the fïeld of 

algebraïc numbers. It has been known for some tïme that then u^, . • • > u

n 

must be lïnearly dépendent over K . Anderson shows in fact that there exïst 

ïntegers Pj»«««>Pn of K , no ta l l zéro, wïth absolute values at most 

/ 2 ^ 4 / . . A j / 2 ( n - l ) (en d (log d) log A) ' , 

such that 

p, u, + . . . + p n u n = 0 . 

Here c > 0 ïs effectively computable ïn terms of g^ and g^ • 

For the rest of thïs section we shall dïseuss an ïnterestïng feature ïn the 

proof of thïs second resuit . F i r s t we consïder the exponential case, due to 

J . H. Loxton and A. J . Van der Poorten [ 8 ] . One approach, not quïte theïrs, 

leads to the followîng problem. Let F be an algebraïc number fïeld of degree 

d > 1 , and for any non-zero a ïn F defïne 

h (a) = E log max (1 , v (a)) , 
v 

where the sum ïs taken over ail normalïzed valuatïons v of F . Recall that 

there are d archïmedean valuatïons v such that v (a) ïs the absolute value 

of one of the conjugates of a , and every other valuatïon ïs assocïated wïth a 

prime ïdeal *P of F . ïn the latter case v (a) = ( N l 3 ) ~ k where k ïs the 

exact power of î 1 dïvïdïng the principal ïdeal generated by a ïn F , and 

N^P ïs the norm of *P . 

Now, ït ïs not too hard to prove that h (a) = 0 ïf and only ïf a ïs a root 

of unïty ; thïs ïs essentïally Kronecker's Theorem about algebraïc ïntegers on 

the unît c ï r c le . The problem re fer red to above ïs to find a good positive lower 

bound for h (a) , dependïng only on d , as a runs over ail non-zero 

éléments of F that are not roots of unïty. 
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Thïs îs solved as fol lows. If a îs not an algebraîc integer then v ( a ) > 1 

for some non-archimedean valuatïon v , and this împlïes v (a) ^ 2 , so that 

we have the lower bound h (a) ^ log 2 . On the other hand, îf a ïs an 

algebraîc integer, then, assumïng for the moment that a ïs of exact degree d 

wïth conjugates a ^ , . . . , ^ , we see that 
d 

exp h (a) = II max (1 , |cc.|) . 
i = 1 

It ïs a classîcal problem to find good lower bounds for the rïght-hand sïde of 

this équation, and untïl recently the best estïmate was due to F . E . Blanksby 

a n d H . L . Montgomery [4 ] . 

They showed that i f a is not a root of unïty, then 
d « 
II max(1 , |cc.|) > 1 + (52d log 6d) • 

i = 1 1 

We deduce that if d > 2 then 

h (ct)> c (d log d)~* (tt) 

for some absolute constant c > 0 , and ït ïs easy to check that this remaïns 

valïd even when a has degree less than d . It follows that (-)'c) îs valïd for 

any non-zero a ïn F that ïs not a root of unîty. 

In 1977 C L . Stewart found a new proof of (-*) , wïth a siïghtly smal 1er 

value of c , by applyïng techniques from transcendence theory (see [12]) • 

Recently, E. Dobrowolskî used sïmïlar methods to obtaïn a sïgnifïcant ïmprove-

ment on thèse estimâtes, ïn whîch the order of magnitude (d log d)~^ ïs 

replaced by (log log d / log d) . 

To explaïn the ellïptïc analogue, we note that h ïs a natural heïght functïon 

assocïated wïth the multiplicative group C of non-zero complex numbers, 

This group can be ïdentïfïed wïth the curve C of points (x, y) satîsfyïng 

xy = 1 , for example, Then h ïs defïned on the subgroup C (F) = F of 

points (a, (3) on C wïth coordïnates oc, (3 ïn F , 
Moreover h vanïshes exactly at the torsion points of C (F) . Now let <$ 

dénote the ellïptïc curve assocïated wïth (z) , consïstïng of poïnts (x, y) 
2 3 

satîsfyïng y = 4x - g^x - g^ together wïth the point at ïnfïnïty oo . 

This curve has an addïtîve group structure, and r provïded g^ and g^ lïe ïn 

the algebraîc number fïeld F , so has the subset S (F) of poïnts P = (a, (3) 

on S wïth coordïnates a, p ïn F (together wïth P = oo ). 

There îs a natural heïght functïon h on # (F) whïch vanïshes exactly at the 

torsïon poïnts of <$ (F) ; thïs ïs the Tate heïght, defïned ïn the followïng way. 
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For a fïnïte point P = (a, |3 ) of S (F) let 

h (P) = T, log max (1 , v(a), v(p) ) , 
v 

where the sum ïs as before, and put h (°°) = 0 . Then for any P in S (F) 

the lîmït 

h (P) = lïm m " 2 h (mP) 
m -* oo 

can be shown to exïst and have the requïred vanishing propert ïes. 

The problem we have to solve for thïs heïght functïon h is the same as 

before ; to fïnd a good posïtîve lower bound for h (P) , dependïng only on the 

degree d of F , as P runs over ail non-torsïon points of $ (F) . The 

solution seems dîffïcult if the approach of Blanksby-Montgomery ïs adopted. 

But by modïfyïng the methods ïntroduced by Stewart, Anderson was able to 

establïsh the followïng resui t . When V9 (z) has complex mult ipl ication, there 

ïs a constant c > 0 , effectïvely computable în terms of g^ and g^ , such 

that for any algebraïc number fïeld F of degree at most d > 2 contaïnïng g2 

and g^ we have 

h (P )> c (d log d)"" 3 

for any non-torsïon point P in S (F) . 

It ïs an ïnterestïng problem to extend thïs resuit to el l ïptïc curves wïthout 

complex mult ipl icat ion. An easy argument shows that always h (P)>exp(-cd 2 ) 

for some c îndependent of d , but ït seems hard to prove h (P) > cd~" for 

some absolute constant K . One mïght even ask whether h (P) ïs bounded 

below ïndependently of d . The analogous question for h (a) was asked some 

tïme ago by D.H. Lehmer, but ït remaïns unanswered to thïs day. 

Il - GAMMA FUNCTIONS 

G.V. Chudnovsky's proof [ 5 ] of the transcendence of T ( l / 4 ) shows ïn 

fact that the numbers rr, T (1/4) are algebraïcal ly îndependent over Q (see 

a l s o [ l 4 ] ) . A sïmïlar remark applïes to F ( l / 3 ) . By easy calculatïons we 

deduce that T (x) ïs transcendental for the followïng values of x wïth 

0 < x < 1 ; 

1 /6 , 1/4, 1/3, 1/2, 2/3, 3/4, 5/6 . 
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Naturally, the next problem ïs to complète the Farey séries of order 6 by 

addïng the values l /5 , 2/5, 3/5, 4/5 to the l ïst . Thïs problem seems ïntïmately 

connected, vïa the Chowla-Selberg relations, to the perhaps no more dïffïcult 

question of the algebraïc ïndependence of perïods of abelïan varïetïes wïth 

complex mult ipl ication. Recently P. Delïgne found an extensïve famïly of new 

algebraïc relations between thèse perïods, thereby substantïally reducïng the 

upper bound for the transcendence degree of the fïeld they generate. 

Chudnovsky in hïs talk at the Helsinki Congress conjectured that the reduced 

upper bound ïs the correct value of the transcendence degree ; thïs amounts to 

saying that there are essentïally no more algebraïc relat ions, AN that îs known 

so far ïs that the transcendence degree ïs always at least 2 • Thïs ïmplïes, 

for example, that at least two of the numbers TT, T (1/5), T (2/5) are 

al gebraïcal I y îndependent over Q T 

On a less excïtïng level, one can consïder lïnear ïndependence. In [9 ] 

I asked ïf the values B (m/5, n/5) of the classïcal beta function span over 

the fïeld of algebraïc numbers a vector space of dimension 6 as m and n 

run over ail positive ïntegers. Recently I proved that thïs ïs so ; wrïtïng 

0 = r ( l / 5 ) , «& = r (2/5) we deduce that the numbers 

1, TT, 9 2 / $ , T T < S / 0 2 , 0 $ 2 / T T , T T 2 / 0 ç * 2 

are lïnearly îndependent over the fïeld of algebraïc numbers. 

Final ly let us mention an ïnterestïng quantitative sharpenïng of Chudnovsky's 

resul ts . A subfïeld F of C that ïs fïnïtely generated over Q ïs saïd to be of 

fïnïte transcendence type ïf for any © ^ • • • > 6 n in F there exîst C > 0 , 

T > 0 wïth the followïng property. For any polynomïal P in Z [ x ^ , . , « , x ] 

wïth degree at most d > 1 and coefficients at most H > 2 in absolute value 

such that P (Gj, . . . , 9 n) ^ 0 , we have ' + ' 

log | P ( 0^ 0 n) | > - C (d + log H) T . (*) 

(ït suffïces to check thïs for a single transcendence basïs 0 , 0^ of F 

over Q ) . 

^ It ïs probably too late to change the nomenclature now, but ït would have 

been nïce to defïne the transcendence type of F as the ïnfïmum T Q of ail 

numbers T such that (-*) holds. If then M happens to hold for T = T Q we 

could have saïd that F has str ïct transcendence type T q (cf. the order of an 

entïre functïon). 
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Classical results show that Q (e) , Q (TT) , Q (e1) are ail of fïnîte 

transcendence type (and much more) ; but until recently no such f ie ld of 

transcendence degree 2 was known. The work of Chudnovsky provîdes several 

examples, ïncludïng Q (rr, T (1/4)) and Q (TT, T (1/3)) . 

111 - E-FUNCTIONS 

0 0 k 
Recall that f (z) = S c t i Z / k ! ïs defïned to be an E-functïon ïf there 

k = 0 
îs an algebraic number fïeld F and a constant c > 0 such that, for 
each m > 1 , there exïsts a positive ïnteger ^ ~ c m such that 
d ~ ocn, . • • , d_ a are algebraic ïntegers of F wïth ail theïr conjugates of m u m m 
absolute values at most c . The fundamental theorem of Sïegel-Shïdlovsky 

[ i l ] i s a s f o l l o w s . For n > 1 let f ^ (z), . . . , f (z) be E-functïons, 

algebraïcal ly ïndependent over C (z) , that satïsfy a system of lïnear 

dïfferentïal equatïons 

f! (z) = q (z) + S q (z) f (z) (1 < ï < n) 
j = 1 J J 

wïth ratïonal functions q. (z) in C (z) • Then for any non-zero algebraïc 

number a dïstînct from the pôles of the q.j (z) , the values (a), • • • , f n ( a ) 

are algebraïcal ly ïndependent over Q . 

In 1962 , S. Lang obtaïned a quantitative version of thïs (see [ 7 ] ) • For 

brevïty put 0. = f. (a) (1 < ï ^ n) . He proved that for any d > 1 there 

exïst constants c > 0 , C > 0 , dependïng only on d, a, and the functions 

f j ( z ) , . , , f n ( z ) , wïth c ïndependent of d , havïng the fol lowïng property. 

For any non-zero polynomïal P in Z [x^ , • • • , x n ] of degree at most d and 

coefficients with absolute values at most H > 2 , we have 

| P ( e t , . . . f e n ) | > c H ~ c d n . 

Since C may dépend on d , thïs does not show that the fïeld 

Q ( 9 0 ) has fïnîte transcendence type ; and ïndeed thïs has not been 

proved even for the simple example Q (e, e v ) • 

Recently, Ju. V # Nesterenko [ l u ] publîshed a proof that we can take 

1 2n C"" = exp exp (c ! d log d) 

for some c' dependïng only on a and f j (z), . . . , f (z) . 
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Thïs relatïvely weak estïmate reflects the fact that Sïegel's method ïs desïgned 

to operate wïth lïnear ïndependence of power products rather than dïrectly 

wïth algebraîc ïndependence ïtself. Incïdental ly, ït does not seem clear from 

Nesterenko's proof that c f îs ïn fact effectïvely computable ïn ail cases, and 

ït would be an ïnterestïng exercise to verïfy thïs poînt. 

The maïn part of Nesterenko's paper ïs concerned wïth estimâtes for zeroes 

of functïons that are polynomïals ïn f j ( z ) , . « « , f (z) . The arguments are 

algebraîc ïn nature rather than analytïc, and the paper contaïns techniques 

from commutatïve algebra that should be applicable elsewhere ïn transcendence 

theory. Recently, Dale Brownawell and myself have obtaïned sïmïlar zero-

estîmates for solutions of certain non-lïnear dïfferential equatïons. Among 

other thïngs thèse lead to a quantitative versïon of the Schneïder-Lang Theorem 

[ 7 ] , [13] . 

Let us f ï rst recal l thïs resui t . Let f j (z), . . . , f^ (z) be meromorphïc 

functïons of fïnïte growth order p . Suppose they satîsfy dïfferentïal équations 

of the form 

fj (z) = P. ( f 1 (z), . . . , f n (z)) (1 < ï < n) , 

where P ^ , . . . , P are polynomïals wïth coeffïcïents ïn an algebraîc number 

fïeld F of degree at most d > 1 . Suppose further that at least two of 

f j (z), • . . , f (z) are algebraïcal ly ïndependent over F . Then ïf m > 2p d 

and W j , . . . , w m are any dïstïnct poïnts at whïch f 1 (z), . . . , f (z) are 

analytïc, not al I the values f. (w .̂) (1 < i < n , 1 < j < m ) can l ie ïn F . 

Thus, îf p. (1 < ï ^ n , 1 < j < m ) are éléments of F wïth heïghts at 

most B > 1 , the expressïon 

U = max | f. (Wj) - p | 

never vanïshes, and we can ask for a posïtïve lower bound for V. as a functïon 

of B . In fact, a further hypothesïs ïs needed before we can gïve a satïsfactory 

answer, 

For, ïf X j , X are complex numbers algebraïcal ly ïndependent over Q , 

the constant functïons f. (z) = X. (1 < î < n) satîsfy ail the condïtîons of 

the theorem, and, ïf also Xj,»««,X are arbï t rar ï ly welI approxï mated by 

numbers of F , then V. can be an equally arbï t rar ï ly small functïon of B . 
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However, let us exclude thïs possïbïl ity by assumïng that there exïsts an 

addïtïonal poïnt w n , at whïch f- ( z ) , . . , , f (z) are analytïc, such that 

f. (w Q ) , . • • , f (w Q) lie in F . Then we can show that gïven any E > 0 , 

there ïs a constant c > 0 , dependïng în a simple way on n and E , such 

that i f m > cp d and W j , . . . , w m are points as above, then 

K> C exp ( - B e ) 

for some C > 0 dependïng only on f j (z), • • •, f (z), w o » # , # » w

m > e > 

and F . 
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NOMBRES PSEUDO-ALÉATOIRES ET ÉQUIRÉPARTITION 

par 

Harald NIEDERREITER 

Nous voulons, tant ce feu nous.brûle le cerveau, 

Plonger au fond du gouffre, Enfer ou Ciel, qu' 

importe? Au fond de l'Inconnu pour trouver du 

YiQLLV&au.l 

Baudelaire, le Voyage. 

La nécessité de produire des "nombres aléatoires" résulte dans le cadre de 

la simulation de processus complexes et, en particulier, dans la méthode de Monte-

Carlo que l'on peut décrire brévement comme une technique numérique basée sur des 

procédés d'échantillonnage. Un problème se pose naturellement, à savoir comment 

mettre à exécution 1*échantillonnage concret dans une application spécifique d'une 

telle méthode. Une définition adéquate d'une suite de nombres aléatoires serait 

utile pour résoudre cette question pratique. 

Il y a plusieurs tentatives bien connues d'arriver à une définition satis­

faisante d'une suite de nombres aléatoires (voir £3*|, £ 7 ] , EO^' P°ur ^ a plu­

part, ces tentatives sont fondées sur le principe de Venn [2l] qui postule qu'une 

telle suite satisfasse certaines propriétés de distribution. Normalisons les 

termes d'une suite et supposons désormais qu'ils appartiennent à l'intervalle unité 

I • Q), fj. Une condition &<ln<L qua non pour le caractère aléatoire d'une suite 
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xû > xl > ••• e s t l'équirépartition dans I. Mais cela ne suffit pas, car il faut 

aussi avoir égard à l'exigence que les termes successifs de la suite soient indé­

pendants. Ceci nous amène à considérer la "suite-chenille" des s-uplets x^ = 

(x , x x , ,) , n « 0 , 1 , ... , et la condition que cette suite soit: 
n ' n+1 n+s-1 * * ' ^ 

équirépartie dans l'hypercube unité I S = Q) , l] S. Si l'on impose cette condition 

pour tout entier s >_ 1 , il revient au même de demander que la suite scalaire 

xo > xi » • • • s o i t CLompleXomant zquUAtpoAtit. 

Par conséquent, on peut regarder une suite complètement équirépartie comme 

modèle de suite de nombres aléatoires, au moins pour les applications de la méthode 

de Monte-Carlo dans lesquelles interviennent seulement les propriétés de distribu­

tion, par exemple pour l'intégration numérique. On connaît de nombreuses con­

structions de suites complètement équiréparties, la plus utile du point de vue 

numérique étant celle de Knuth [2j qui emploie dés fractions dyadiques. Rauzy jr20] 

a montré le résultat suivant: si f est une fonction entière non polynomiale qui 

prend des valeurs réelles sur l'axe réel et vérifie la condition de croissance 

lim log log M(f ;r) ; 5. 
log log r 4 où M(f;r) = sup |f(z)| , 

alors la suite des parties fractionnaires {f(l)> , {f(2)} , ... , {f(n)> , ... est 

complètement équirépartie. Levine £ô]] a construit, pour tout nombre transcendant 

8> 1, un nombre aetR tel que la suite des parties fractionnaires {a$} , (aS2} , 

... ,{çt3n) > ... est complètement équirépartie. Voir Q.9] pour les constructions 

classiques de suites complètement équiréparties. 

Quoique les suites complètement équiréparties soient intéressantes en ce 

qui concerne l'aspect théorique, il est préférable, pour les calculs très étendus 

de Monte-Carlo, d'utiliser des suites qui sont fabriquées dans l'ordinateur par des 

algorithmes rapides et simples. Bien entendu, une suite déterministe produite de 

cette manière ne se qualifie pas de suite de nombres aléatoires. Néanmoins, elle 

peut respecter plusieurs critères de caractère aléatoire adaptés à des besoins 
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particuliers. Dans ce cas, les termes d'une telle suite déterministe s'appellent 

on c 5 alaoutoviQ. 3 B 

L'algorithme le plus efficace et commode pour lTobtention de nombres pseudo-

alcatoires est le gîneAaXdu/L muZ^pZlccuU.{i(,kornoghiQ. ou m<ix£z) propose par Lehne.r 

r s j . Soient m, X, r et y 0 des entiers avec 1 ^ 3 , 2<_X<m, 0<_y 0<m, X et m 

premiers entre eux et (X- l)yQ+r ^0 (modm). Alors on engendre une suite 

d'entiers VQ , yi , • •. par la récurrence 

y n + 1 = Xy n + r (modm) , n = 0,1, 

en observant la limitation Û £ y n < m pout tout n. Une suite de nombres XQ , xj , 

... appartenant à l'intervalle unité I est dérivée en posant x = YRJ
N pour 

tout n. Les nombres x^ sont déjà les nombres pseudo-aléatoires engendrés par le 

générateur multiplicatif. Habituellement, on prend pour m un grand nombre premier 

où une grande puissance de 2. On appelle m le modudLt et X le muLtipZiccLtzuÂ. 

On peut étudier les propriétés de distribution d'une suite XQ , xj , ... 

engendrée par le générateur multiplicatif en utilisant un modèle probabiliste. 

Tixons OeR et considérons la récurrence 

x n + 1 = {Xx n + 0} , n = 0,l,..., 

où X Q e I est arbitraire. Or, la transformation 

T : xe I H- {Xx+0} 

est ergodique par rapport a la mesure de Lebesgue. On en déduit que, pour presque 

toute valeur de départ XQ eI, la suite (x^) = (Tnxo) , n - 0,1, ... , est 

équirépartie dans I. 

Quant à l'épreuve d'indépendance des termes successifs de la suite X Q , X I , . . . 

ci-dessus, on voit aisément que la suite Xn * (xn> xn+l> ••• »xn+s-l)> n^O,!,..., 
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n'est jamais équirépartie dans I S pour s>_2. Hais cette suite est en un certain 

sens presque sûrement "asymptotiquement" équirépartie dans I S. Écrivons i^C*) û u 

lieu de P o u r souligner que dépend de X. Alors Franklin £ll a montre le 

«* s résultat suivant: si f est une fonction continue de I dans (R, on a pour presque 

tOUt X Q £ I 

N-l r 
lim lim i I f(2^00) « f(t)dt. 
X oo N-*-03 n=0 'I 

Pour 0 = 0 le théorème central-limite "asymptotique" de Yermakov [22] précise ce 

résultat. Soit f une fonction continue de I S dans R et dénotons par 

! U f , x 0 , X ) « ±1 f(x(X))- f(t)dt 
N n=0 ^ 4S 

l'erreur d'intégration. Alors, 

u 

lim lim mes |x 0 e I : IL.(f ,x0,X) < — 1 - — e""t / 2dt 

pour tout u e iR, ou la constante a désigne un certain écart-type dépendant de f. 

Ces résultats suggèrent que les nombres pseudo-aléatoires engendrés par un 

générateur multiplicatif devraient montrer un bon comportement concernant les 

épreuves de distribution, au moins pour certains grands multiplicateurs X. 

Naturellement, il est plus difficile d'établir des résultats effectifs pour 

des suites spécifiques de nombres pseudo-alêatoires. Le problème de la répartition 

dans I des termes d'une telle suite étant déjà étudié en détail (voir T9[]> Qû] » 

Q.2] ), considérons maintenant le problème de répartition pour la dimension s>_2. 

L'écart entre la fonction de distribution des points £ 0 > 2Sl > ••• > 21̂  i d e - a 

suite-chenille et l'équirépartition sur I S est mesuré par la .dcôC/LCpancc 

D < s ) = sup |FN(J) - V(J)| , 
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où le sup est étendu à tous les sous-intervalles J de I S , F (J) est N"1 fois 

le nombre d'entiers n tels que 0<^n<N et x^eJ, et V(J) désigne le volume de 

J. Il faut remarquer que pour la valeur de départ rationnelle XQ = ŷ /m les 

suites X0 , xi , et x_0 • 2E.1 » • • • sont périodiques avec la même période T. A 

cause de cela, il est évident que l'on n'utilise les terms x et x de ces > ^ n —n 

suites que pour 0<_n<T. Par conséquent, on ne considère D^s^ 3 u e P o u r '^L^i 7 -

Pour estimer D^s^, il faut établir au préalable une inégalité (voir Q£j) 

qui mer en évidence le lien entre la discrepance de certaines suites et les sommes 

exponentielles associées. Ce résultat améliorera dans ce cas spécial une inégalité 

de type général (voir £4j , Q.8]). Soit M l'ensemble des treillis h = 

(hi,-.,.,h ) £ 2? avec -m/2<h.£m/2 pour l-<.jf.s et Posons r(h,m) = 
s j 

m sin(7r]h|/m) pour h $ 0 , r(û,m) - 1, r(h,m) « r(hi ,m) ... r(hg,ra) , et e(t) » 

e 2 T r i t pour t £ R. 

LEMME. - Pour tout générateur multiplicatif avec module m et toute dimension 

s >_2 on a 

D<
s> < 
N - - + 1 

1 
r(h,m) 

,N-1 

n=0 

quel que soit l'entier positif N. 

Ainsi le problème de l'estimation de D^ S^ e s t réduit au traitement des 

sommes exponentielles qui surgissent dans le résultat précédent. Les sommes ex­

ponentielles de ce type étaient déjà étudiées par l'auteur (voir Q l J , Q^]) . On 

peut alors donner certaines améliorations de ces résultats antérieurs. Dans le cas 

d'un générateur multiplicatif homogène (c'est-à-dire r=0(modm)) on arrive à 

l'inégalité suivante. 

THÉORÈME 1.. - Soient u l'ordre de X+mZ dans le groupe multiplicatif 

(Z/m^* _et b un entier avec b e_t m premiers entre eux. Alors on a 
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u-1 
| l e(bXn/m)| < v£ - T7~r(^- 1) 
n-0 * ( m ) 

et 

N-l 

I I 
n=0 

(bXn/m)| < 'm(^logu+-|) 
/m- 1 ] 
• (ni) J 

pour 1 <_ N < u. 

Dans le cas d'un générateur multiplicatif mixte (c'est-à-dire r| 0 (rr.odm)) 

on applique le .résultat suivant, 

THÉORÈME 2. - Soient Yo > vl > • • • la suite d'entiers engendrés par un générateur  

multiplicatif et b un entier avec b et m premiers entre eux. Alors on a 

T-l 
I I •< byn/m) | 

, [mi - T 2 1/2 

et 

N-l 
I l -
n=0 

by /m 1 , 2 ( 1 — 1 ) T [ U 

1/2 

pour 1 <_ N < T. 

- - (s) 
Ces inégalités conduisent à des bornes supérieures de la discrepance 

On introduit une légère modification d'une définition donnée antérieurement (voir 

[13], [lA]). En effet, posons 

P^S)CX , m) » min r(h) , 

où le minimum est étendu à tous les treillis h =» (ĥ  , ... , hg).eM avec hi+hoX + 

s—1 ^ , 
...+hsX = O(modm) et r(h) désigne l'entier positif r(_h) = max(l , 2|h1j) ... 
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max(l » 2!h I). Utilisons C pour dénoter une constante positive qui dépend 
's s 

seulement de la dimension s, mais qui peut atteindre des valeurs différentes selon 

le cas. 

THEOUÈME 3. - Si le module m est un nombre premier, on a 

T — 
(m-T) 

T 

.12 '2. .71 
S 

+ 
Cslog

Sm 

p(s)(X,m) 

et 

D< S ) < C 
N — s 

- 1/2,. ,s+l m (logm) 
N 

P(s)(X,m)J 
pour 1 < N < T, 

(s) 

La borne supérieure de D̂  suggère que l'on choisisse un multiplicateur 

qui donne la valeur maximale de T, c'est-à-dire un multiplicateur qui est une racine 

primitive modm. Dans ce cas, on obtient 

D(s) 
T 

( 
C 
- < 
P 

logSm 

}(X,m) * 

On en déduit qu'une suite de nombres pseudo-aléatoires engendrés par un générateur 

multiplicatif pour laquelle s termes successifs sont stochastiquement presque 

indépendants est obtenue en choisissant un grand module premier m et un multipli­

cateur X qui est une racine primitive modm et donne une grande valeur de 

(c) 

p (X>ïïl) • D'ailleurs, on peut montrer qu'il existe, pour tout s>_2 et tout 

module premier m, une racine primitive X 0 modm telle que 

T — 
: m lo 
s 

s . 
m lo\ logm , 

où T - m- 1. Il est remarquable que cet ordre de grandeur est très proche de la 

valeur la plus faible connue (et conjecturée) de la discrépance de m - 1 ooir.ts de 

I S (voir [4], [17]). 
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Cr.\ peut établir des résultats analogues pour un module m qui est une 

puissance d'un nombre premier (voir [14], Q.5J , Q.7~j) ou une puissance de 10 

(voir 'JL6-). De plus, il y a une borne inférieure de >̂*S^ clu^- indique que le 

nombre p^^(X,:n) fournit une mesure appropriée de la qualité des paramètres X 

et m à l'cgard de la dimension s. 

THÉORÈME 4. - Pour tout module, m et tout multiplicateur X on a 

D ( S ) 

N 

C 
s 

" P(s)(X,m) 

quel que soit l'entier N, 1 N <_ T. 
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VERSIONS EFFECTIVES DU THEOREME DE CHEBOTAREV 

SOUS L'HYPOTHESE DE RIEMANN GÉNÉRALISÉE. 

par 

Joseph OESTERLÉ 

Dans [ l], Lagarias et Odlyzko démontrent une version du théo­

rème de Chebotarev avec terme d'erreur. Le but de cet article est 

d'expliciter les constantes numériques intervenant dans ce terme 

d'erreur, sous l'hypothèse de Riemann généralisée. Nous nous con­

tenterons d'énoncer les résultats; les démonstrations seront pu­

bliées ultérieurement. 

Soit E/K une extension galoisienne finie de corps de nombres, 

de groupe de Galois G. Notons n^ et n^ {resp. d^ et d^) les degrés 

absolus (resp. les discriminants absolus) de E et K. Soit \ le ca­

ractère d'une représentation complexe de dimension finie x de G. 

Notons n(^) l'entier n^*\(l) , le nombre de fois qu'intervient 

dans T la représentation unité de G , et A(-ĵ ) l'entier d̂ N.- /r. ( f ( \ ) ) 

où f(^) est le conducteur de )( . 

Si ̂  est un idéal premier de E au-dessus d'un idéal premier p 

de K , notons D^ et 1^ ses groupes de décomposition et d'inertie, 

et <T^€D^/Ip l'élément de Frobenius associé à ^ . Si m e N , et si 

£ est une fonction centrale sur G , la valeur moyenne de £ sur OL™ 
r 

ne dépend que de f et est notée £(<^m) . Soit L(S,T^) la série L 
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d'Artin associée à . On a: 

£ (s,n) = X(<r-p

m)N-p-msLog(Np) , 

où -p décrit les idéaux premiers de K et m les entiers > 1 • 

Si t est une fonction centrale sur G , posons, pour xeiR* : 

(x) = z 6(<r m)Log(Np) . 

y \ 

THEOREME 1 . - Supposons que L(s,^) vérifie A.C (Conjecture d'Artin)  

et G.R.H. (Hypothèse de Riemann généralisée). Dans ce cas, on a ; 

V x ^ l , | Y * ( X ) - § ( * ) X | $ ^ [ L o g A ( x ) ( ^ ^ + 2) + n(^)(t|^
X- + 2)] . 

THEOREME 2.- Soit C une partie de G stable par conjugaison et £ sa  

fonction caractéristique. Supposons que la fonction Ç E vérifie 

G.R.H. et notons ICI e_t |G| les cardinaux de C e_t G . On a: 

V x > l , | Y f(x) -jgx|< i | ^ [ L o S d E (i2^Ç + 2 ) + „ E ( i | A + 2 ) ] . 

THEOREME 3. - Sous les hypothèses du théorème 2 , soit Tf (x) le nom­

bre d'idéaux premiers jl de_ K, non ramifiés dans E , vérifiant Np < x , 

et tels que la classe de conjugaison des substitutions de Frobenius  

associées à là soit contenue dans C • Pour tout x > 2 , on a : 

K ( x ) |GIJ2 Log t 
< ' S 
~~ \G| 

Log + + n ( ± ^ + 2 ) . 
Loe x E 2 rr 

THEOREME k. - Sous les hypothèses du théorème 3 , on a TI^ (x) ̂  1 si_ 

x > 7 0 Log 2(d E) et_ E ̂  Q . 

Sous les hypothèses des théorèmes 1 , 2 , et 3 respectivement, 

il est possible de donner des formes simplifiées des termes d'er­

reur, à savoir: 
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Vx^5 , | Y X ( x ) " ^ ( * ) x | ^ ^ Log x (Log A(\) + 0,3 n(\)Log x) . 

Vx^5 , I V t ^ ji) X | ̂  ^ L ° S X ^ L o g dE + n E L o g X^ * 

Vx»2 , |îTc(x) - ]g y* ïs|-t | « |§l,\R (2Log dE + nE Log x) . 

RÉFÉRENCE.- [1] J.C. Lagarias et A.M. Odlyzko, Effective versions 

of the Chebotarev density theorem, Algebraic number fields, Durham 

Symposium, Academic Press, 1 9 7 7 . 
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GENERALISATION DU "SPIEGELUNGSSATZ" 

par 

Bernard Oriat 

La propriété qui nous intéresse ici est celle énoncée par 

Leopoldt dans [3], Nous la rappelons dans les paragraphes I et M. 

Dans le paragraphe III nous montrons comment nous avons essayé d'en 

obtenir une généralisation. Dans le dernier paragraphe un principe ana­

logue est appliqué pour déduire du théorème de Stickelberger une pro­

priété d'annulation de classes d'idéaux réelles. 

I Spîegelungsrelation. 

Soit L/k une extension galoïsîenne finie de corps de nombres, 

de groupe de Galois G. On suppose que L contient toutes les racines 

n e m e de 1 . Soit M/L une extension abélîenne d'exposant divisant n. 

C'est une extension de Kummer ; désignons par W son radical, c'est-à-

dire l'ensemble des w de L tels que '"Yw'appartîenne à M. On suppose que 

W est stable par G, c'est-à-dire que M/k est galoïsîenne. Le groupe G 

opère, en tant que groupe de Galois, sur W , donc sur W/L* n . D'autre 

part on peut le faire opérer par conjugaison sur Gal(M/L). Ainsi les deux 

groupes W / L * n et Gal(M/D sont des (Z/nZ) [G] modules. 

D'autre part, soit ç n une racine primitive n m e de 1 et < > 

le groupe multiplicatif qu'elle engendre. On définit un homomorphisme X* 

de G dans (Z/nZ)* par l'égalité : 

£n = £n ' p o u r t o u t 0 d e G ' 

Les deux groupes W / L * n et Hom^Gal(M/L), < £ n groupe dual 

de Gai (M/L), sont canoniquement isomorphes. Si a est l'isomorphisme en 

question, rappelons qu'il est défini par : 0 (wL^ n j (u) = wU"1 , pour tout 

u de Gai (M/L). NOUS pouvons maintenant énoncer la "Spïegelungsrelatïon" 

[3] : 

Théorème : Pour tout w de W , tout T de G et tout u de Gai (M/L), on a 
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l'égalité : 

tt((wL^V) (u) = a(wL*n) ( U

X * ( ^ ~ ). 

Définition de l'involution du miroir. On peut définir dans l'algèbre de 

groupe (z/nZ) [G] une involution en faisant correspondre à x = a T , 

T€ G T 

— -V- —1 
l'élément x = a X (T) T . Nous l'appelons : involution du miroir. Si 

T£G T 

G est abélien, il s'agit d'un automorphîsme de (z/nZ) [G], La "Spîegelungs-

relation" peut s'écrire à l'aide de cette involution sous la forme : 

a ( (wL* n ) X ) (u) = or(wL*n) (u*) ; 

pour tout w de W , tout u de Gai (M /D et tout x de (z/nZ) [G], 

Utilisation de la "Spiegelungsrelation" : Dans la suite, la situation décrite 

ci-dessus est utilisée de la façon suivante : L'extension M/L est non rami­

fiée. Son groupe de Galois est donc, par la théorie du corps de classes, 

isomorphe en tant que G-module, à un groupe quotient du groupe des classes 

de L. Si w appartient à W, alors l'idéal de L qu'il engendre est une puis­

sance n e m e d'un idéal a de L . En associant à w la classe de l'idéal a , on 

définit une application de W / L * n dans le groupe des classes de L. Le noyau 

de cet homomorphisme s'exprime alors à l'aide d'un groupe d'unités de L, 

On dispose ainsi d'un moyen de comparer un quotient du groupe des classes 

d'idéaux de L (ou d'un sous-corps de L) à un sous-groupe du groupe des 

classes de L (ou d'un sous-corps de L). De plus, si x annule le premier 

groupe, alors x annule le deuxième. 

Il Le "Spiegelungssatz" de Leopoldt [3]. 

Soit £ un nombre premier. Dans ce paragraphe on prend n = £ 

et on pose l'hypothèse suivante : £ ne divise pas le degré [L : k]. 

Soit df un caractère £-adique de G et 1 = -r:—"n 7) • (T) T" 1 

* L * J T£ G 

l'idempotent de Q [Gl associé. Il y a une correspondance bïunivoque entre 

les idempotents de Q [G] et les idempotents de IF.[G] déduite de l'applî-

cation canonique de [G] sur CF^[G], Si on confond un idempotent avec 

son résidu modulo £ , on voit que l'image 1 de 1 par l'involution du miroir 
Jf * 

est un idempotent associé à un caractère ^ de G . Ce caractère ^ peut être 

défini de la façon suivante : Soit 9 l'unique homomorphisme de G dans Z^ 
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défini par £^ = £^ ̂  pour tout T de G . On a alors "ijT = 0 ̂  et l'application 

$ -> ̂  est une ïnvolution de l'ensemble des caractères £-adiques de G. 

Soit 9 6 l e £-groupe des classes de L, A chaque caractère 
1 

^ , on associe le groupe ?6(L) ^ . Le "Spiegelungssatz" compare les 
1 1-

£-rangs (notés dim )̂ des groupes të(L) ^ et 36(L) ^ . Introduisons 

encore E(L) groupe des unités de L et = E ( L ) / E ( L ) € . 

Théorème : Si £ ne divise pas [L : k] et si y est un caractère £-adïque de 

G, alors on a l'inégalité : 
1 1_ 1_ 

dirri î 6 ( L ) * - d im tf(L)+<dim„ § (L) * . 
z z z 

III Généralisation du Spiegelungssatz [4], 

Dans cette généralisation on ne fait plus l'hypothèse : £ ne divise 

pas [L : k], posée dans [3], Les idempotents 1̂  ne sont plus des éléments 

entiers et la notation ^6(L) ^ n'a plus de sens. Soit maintenant £ un nom­

bre premier impair. On désigne par n une puissance de £ . L'extension L/k 

est supposée abélienne de groupe de Galoïs G. On suppose toujours que L 
ème 

contient toutes les racines n de 1 . 

Les groupes d'idéaux et d'unités considérés sont attachés main­

tenant, non plus à un caractère £-adïque du groupe G , mais à un idéal I 

de l'algèbre (Z/nZ) [G], Définissons le corps K( comme le corps intermé­

diaire entre L et k tel que Gai (L/K ) = J a ; aÇ G ; cr—1 Ç I j . Si 96(K ) est 
I 

' e ^-groupe des classes d'idéaux de , le groupe 06> est défini comme 

le plus grand quotient de %(Kj)/ %(K ()
n annulé par I. De même, si 

")6(K|)^n^ est le sous-groupe de %(Kj formé des éléments h de 96(Kj) 

tels que h n = 1 , 36 ^ est défini comme le plus grand sous-groupe de 

3ê(K ) ( n ) annulé par I. 

Remarque : Ces définitions généralisent la définition précédente : en effet 

si £ ne divise pas [L : k] et si est un caractère £-adique de G , soit I 

l'idéal de (Z/nZ) [G] engendré par 1 -1 ̂  . Alors on vérifie que les groupes 

96 ' f %^ et 76 ^ ont même £-rang. 

De la même façon, désignons par E(K^) le groupe des unités de 

K( , § (Kj) le quotient E(Kj)/E(K ()
n et %^ le plus grand sous-groupe de 
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% (K|) annulé par I. Précisons enfin que I désigne l'image de I par l'in-

volutïon du miroir et que à\m^ désigne le m-rang. 

Théorème. Pour toute puissance de £ , notée m et comprise entre £ et n , 

on a l'inégalité : 

dirn X 1 - dim 36 dirn (? 7 + 1 . m m I £ I 
De plus, si l'une ou l'autre des hypothèses suivantes est vérifiée : 

- Le degré [L : K ] est premier à Z , 
ème 

- Le corps K-ne contient pas de racine primitive £ de 1 ; alors 
on a plus précisément : 

dim 6̂ 1 - dim -< dim § m m I £ I 

Remarquons que le changement de I en T ne permute pas 26* et 

36 T. Ainsi, obtenir une minoration de la différence dim '}&1 - dim 36> 7 
1 m m I 

est, dans ce cadre plus général, un autre problème. Pour énoncer l'un des 

résultats obtenus, introduisons un groupe d'unités locales : Soient £j , . . . , £t 

les idéaux de fl Ky au-dessus de £ et D. le groupe de décomposition de 

£. dans l'extension L/k. Soit T(j) = (Z/nZ) [D.] f\T et U. le groupe des uni­

tés principales du complété de Ky en un idéal au-dessus de £.. Soit ^T/-\ 
I n — ^ le plus grand sous-module de Uj/U. annulé par l(j). Soit s le nombre de 

générateurs de l'image de l'idéal T par l'application restriction de (Z/nZ) [G] 
à (Z/nZ) [Gai (Ky/k)]. Désignons par (K.) q le corps intermédiaire entre 

K( et K. 0 Kj, maximal tel que [ ( K ^ : Kj n Ky] soit premier à £. 

Théorème. Si aucun idéal, au-dessus de £ , n'est totalement décomposé 

dans ( K |) Q /K| P Ky et si Ky ne contient pas de racine primitive £ è m e de 1 , 

alors, on a : 

-Y) dirn Z6 T/.\ - (s-1 ) dirri ê (KT) S dim 3ê 1 - dim 7, ^ Hj) £ I m m I 

pour toute puissance de £ , notée m et comprise entre £ et n. 

On trouvera dans [4] d'autres inégalités minorant la différence 

dim 3f> 1 - dim % 7 , valables sous d'autres hypothèses. Mais, en l'ab-m m I ' ' 
sence d'hypothèse, nous ne savons pas minorer cette différence. 

IV Annulation de classes d'idéaux réelles. 

Nous désignons toujours par £ un nombre premier impair. Soit 

172 



' 'SPIEGEL UNGSSA TZ " 

X un caractère réel de conducteur f et * le caractère £-adique issus de X . 
(X) 

Notons Q le corps obtenu en adjoignant àQ les valeurs pr ises par X et 
(X) * € 

Z^ l'anneau des entiers de ce corps. On associe à ^ un groupe de classes 

d'idéaux de la façon suivante : 

Soit le sous-corps d e Q ^ tel que Gai ( Q ^ / K ^ ) soit égal à 

Ker X . (Le caractère X étant considéré comme un homomorphisme de 

Gai (Q^VÛ) d a n s û î * * * ) . Soit G = Gai ( K V / Q ) . On peut encore considérer 

s * (xi* 
X comme un homomorphisme de G dans . Nous notons X^ son p ro lon ­

gement Z 0 - ' i n é a i r e à Z 0 [ G ] , C'est un homomorphisme d'anneaux, de Z 0 [ G ] 

(X ) 

dans Zg et il est surjectif. S i on considère ^ comme un caractère de 

G et si 1 est l'idempotent deQ^ [ G ] associé à f , le noyau de Xj est égal à 
Zg [ G] fi [Gl* S î ^ K x ^ e s t , e £ - 9 r o u P e des classes de K x , n o -

tons ^ le plus grand quotient de <të(K^) annulé par le noyau deXj . A ins i 

est un module sur Z ^ ' . 
Le résultat suivant est démontré par G. Gras dans [2 ] : 

Théorème : S i £ est un nombre premier impair, si X est un caractère réel 

différent de 1 et si £ ne divise pas l 'ordre de X , alors est, en tant 
(X ) 

que Z^ -module, annulé par L-^(1 ,X) , valeur en 1 de la fonction L £-adïque 

relative à X . 

Remarque : En fait, le résultat obtenu en [2 ] est plus précis : Il concerne 

un groupe de classes général isées, correspondant par la théorie du corps 

de classes à une extension non ramifiée, sauf en £ , de , 

Nous avons démontré que l'hypothèse "£ ne divise pas l 'ordre de 

X" peut être remplacée par l'hypothèse : " l ' o rd re de X n'est pas une pu is ­

sance de 

La démonstration de cette propriété util ise toujours les mêmes 

principes : en voici le résumé : Décomposons le conducteur f de X sous la 

forme f = f Q

n

0

 a v e c f Q premier à £ et n Q puissance de £ . Soit n une pu is ­

sance de £ , supérieure à n Q , On désigne par L n le corps obtenu en a jou­

tant à K v toutes les racines n e m e de 1 et on pose G = Gai (L /Q) . On î n -

A. n n 

troduit l'extension non ramifiée, M / L , qui correspond par le corps de 

classes au groupe de classes 6̂ v( et on construit comme indiqué 

au paragraphe I , un homomorphisme de % ^ / ( ^ > ^ ) n dans le ^-groupe des 
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classes de l_n.(Les corps M n , l_n, Q correspondent à M, L et k). Comme 

est réel, cet homomorphîsme est ïnjectif. Le groupe des classes de L^ 

est annulé par l'idéal de Stickelberger de L.^. On en déduit que l'image par 

l'involution du miroir (de L ^ Q ) de l'idéal de Stickelberger annule le grou-

pe * * / ( L 

Désignons par (—) le symbole d'Artïn attaché à L et choisissons • n 
un entier a premier à f et à P , tel que Y (a ) ne soit pas une racine de 1 o o o 
d'ordre une puissance de £ . Introduisons les éléments suivants de l'algè-

bre V 
3 nl 

= 1 
x n f nçp(n) o 

_n\ cp(n] 

1<"a<rf n 
~ o 

:a ff on)-1 

o 1 - ( - T " J 

o 
<̂ a<f n 

~ o 

,fon) = 1 

où çp désigne l'indicateur d'Euler. On vérifie facilement qu'il s'agit d'élé­

ments de [® n ]
 e t ' a démonstration de la proposition suivante est élé­

mentaire : 

Proposition. Les résidus modulo n de x et y sont des éléments de r n n 
(Z/nZ) images l'un de l'autre par l'involution du miroir attachée à 
l'extension l_ /Q . 

n' 

Mais y appartient à l'idéal de Stickelberger de l_ et on en 

déduit donc que x n annule %^/( #^ ) n . Si maintenant on cherche l'image 

de x n par X̂  , on voit que cet élément va s'écrire sous la forme d'un pro­

duit : 

X, (xn) - [1 - X (aQ) a*<n>] [ r 7 i ^ S a<P<n>X(a) 

~ o 
(a, f n) = 1 

(X) ° 
dont le premier terme est une unité de Z^ . On reconnaît dans le deuxième 

l'approximation £-adîque de L^(1 ,X ) telle qu'elle est donnée dans [ 1 ] , Il 
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reste pour obtenir le résultat annoncé à "faire tendre n vers l'infini". 
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REPORT ON P-ADIC L-FUNCTIONS OVER TOTALLY REAL FIELDS 

by 

Kenneth A. Ribet 

This report concerns known p-adic properties of values at negative integers of 
abelian L̂ functions over totally real fields. These properties were first estab̂  
lished by P. Deligne and the author [5], using the theory of p̂ adic Hilbert modular 
;forms. Recently, techniques found by P. Cassou-Nogues [2] and by D, Barsky [l] f 

based on formulas of Shintani [7], have provided a totally new method for the p-adic 
study of L-values. The main object of this paper is to compare the congruence re­
sults obtained by the two methods 

More precisely, the main theorem of I5J is a statement about the existence of 
p-adic measures with certain properties, or equivalently a theorem asserting generr 

alized Kummer congruences for L-values. The main theorem of I2j establishes certain 
special congruences introduced C&s axioms) by Coates in his study of p-adic L*func­
tions [3]. These congruences are particular cases of the Kummer congruences, Here 
we shall explain how the congruences of Coates in fact generate all Kummer congru­
ences, so that the main results given by the two methods are entirely equivalent, 
This comparison takes place in the second section of this paper, which follows a 
preliminary section on the rationality of L-values. 
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In the third section, we state some 2-adic divisibilities (and a wow-divisibil­
ity) which follow from the modular form technique for studying L-values. These re­
sults, obtained in 1 5 ] , form a complement to the main theorem on Kummer congruences, 
Some of these divisibilities may be deduced formally from the Kummer congruences, 
because of the existence of trivial zeros for L-functions attached to abelian char­
acters. It appears, however, that the general divisibility cannot be so obtained, 
It might be interesting to reprove these divisibilities using the method based on 
Shintani's formulas. 

In the fourth section, we restate the Kummer congruences for conductors which 
are divisible by p , in terms of measures on Galois groups. Then we review a con­
struction of p-adic L-functions based on these measures. The construction is basi­
cally that given by Coates [3], except that the role of measures has been made ex*, 
plicit. In summary, it is the following; the p-adic L-functions, after multiplica­
tion by suitable "fudge factors," become the Mellin transforms (in the sense of 
Mazur) of our measures. In our discussion, we have indicated how one may eliminate 
constant consideration of the fudge factors by using the pseudo^measures recently 
introduced by Serre [6]. 

1. Rationality properties of abelian L-values 
Let K be a totally real field, and set r = [K:Q] , For each (non-zero) in­

tegral ideal (or "conductor") f of K f let be the strict ray class group of 
K modulo f . Recall that Ĝ  is obtained by dividing the set of prime-to*-f inte* 
gral ideals of K by the equivalence: 

a ~ b if and only if ab^1 = (a) for some totally 
positive a £ 1 + fb ̂  . 

Let K be an algebraic closure for K . Class field theory interprets Gf as the 
Galois group of an abelian extension Kf C K of K , and the union U K f is the 

ab — maximal abelian extension K of K in K , 
Let f now be a conductor, and let v be an embedding K^IR , ite,, a real 
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place of K , Let a G 1 + f "be an element which is negative at v (i.e., v(ot) 
< 0 ) but positive at each real place of K different from v . The image in 

of the ideal (a} is independent of the choice of a and has order 1 or 2 , 
It is the Creal) Frobenius element of Ĝ, attached to v . It may also be describe 
ed as the automorphism of Gf obtained by choosing an embedding (C compatible 
with v and applying complex conjugation. 

For fixed v , as f varies, the elements ay £ Ĝ  form a compatible system 
in G = Lim Gf . We again write for the element of G given by this compati­
ble system. Each G G has order 2 , and the subgroup H of G generated by 
the oy has order exactly 2 r . For each f , let Hf be the subgroup of Ĝ  
generated by the ay in Ĝ  ; this subgroup is the image of H in Ĝ  . 

If e: Ĝ  •> C is a complex-valued function mod f , we set as usual 

(1.1) L(s, E) = I e(x)Nx"S , 

the sum "being oyer prime-to-f integral ideals x . (Here N is the norm function, 
and we view e as a function on the set of prime-to-f ideals in the usual way,) 
While this sum need converge only for Re s > 1 , it is well known that the func* 
tion LCs, e) may be analytically continued to a mercmorphic function on C , hol-
omorphic for s 1 , with at worst a simple pole at s = 1 , The continuation de­
fines in particular values L(l - k, e) for integral k > 1 . 

(1,2) THEOREM [7], [8]« Suppose that the values of e 
are rational numbers. Then 

L(l - k, e) G Q for k > 1 . 

For each a £ G , let 1 be the characteristic function of a on G , I a,f f 
The L-series L(.s, 1 J is the partial zeta function of the class a modulo f a,i 
as considered by Siegel. The theorem asserts that the values of such partial zeta 
functions at negative integers (including 0 ) are rational. The formula 

L(l - k, e) = I L(l - k, 1 J-e(a) 

shows for arbitrary e; G •> <D that the values LCl k, e ) lie in the (̂-vector 
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space spanned by the numbers eta] in C , It provides the definition of values 

Lt'l - k, e) G V for any function on Ĝ  with values in a ̂ -vector space V , 

We now consider certain identities which hold among these values. Let 

e: -> V be given. For a G G- we write e for the function xl • e(ax) , the 

"twist" of e by a , For c £ G , we write for the twist of e by the 

image of c in Gf . Similarly we define the twist of e by a prime-tô f integral 

ideal d. 

(1.3) PROPOSITION. Assume that K # $ or tfiat f is non-trivial. For each real 

place v of K and all k > 1 , naue L(l ̂  k, e ) = (-l)kL(l f- k, e) , 
av 

The proposition is proved by reduction to the case where e is a primitive 

character with values in C , It follows in this case from the functional equation 

for L(s, e) (trivial zeros). Note that in the excluded case the proposition would 

be false for k = 1 , since the Riemann zeta function does not vanish at 0 , 

Now let f' C f be two conductors. Suppose that d is a divisor of f' 

which is prime to f . Then f divides the quotient f'd"1 , so that there is a 

canonical map G , G« . Let us write e for the composite of this canonical 
f'd 1 

map with the twist of e by d , The function e* is thus a function 

mod f'd"1 . 

(1.1+) PROPOSITION. For k>l we have 

L(l - k, e) = I LCl - k, e^Nd*"1 , 
d 

where the sum runs over those divisors d of f' which are prime to f . 

To prove this proposition, it suffices to treat the case V = Ç . There we de­

compose the sum (l.l) according to the greatest common divisor d of x and f ' , 

The asserted identity then falls out immediately. 

The simplest, and most familiar, case of the identity (l.U) occurs when f and 

f' have the same prime factors. Then the sum has only one term, corresponding to 

d ss l , and the identity states that L(l - k, e) has the same value when we 
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regard e as a function modulo f' as when we regard it as a function modulo f , 

2. Congruences for Li-values 
Let p be a prime number, fixed in what follows. Let N : G •> be the pr 

adic norm character. This map is characterized by each of the following: 
(i) The map N is the "Tate" character describing the action of 

G = GaltK^/K) on the p-power roots of unity in K a t , 
(ii) The map N factors through the quotient G = Lim G of G and coin-

oo «— n 
P P 

cides with the standard norm map on the dense subset of G consisting 
00 
P of the prime-to-p integral ideals of K . 

In connection with (ii)» we note that for n > 0 the map 

N mod pn; G ~* (&/pnZ)* 

already factors across the quotient G of G . Also, we have N = -1 for each 
n • (j 
P v real place v of K . 

Let f be a conductor, and let e; Ĝ  •> y take values in a Q̂ -vector space, 
For c E G we set 

A (1 - k, e) = L(l - k, e) - NckL(l - k, e ) e V 

for k > 1 . These e are the twisted Ir-values attached to e , If e is a c 
character with values in an extension field of Q , then we have 

P 
A (1 - k, e) = (l - e(c)Nck}LCl - k, e) : 

the twisted L-values are the usual L-values corrected by a "fudge factor" depending 
on c . 

Now let (ê , k ̂  1) be a sequence of d̂ -valued functions on Ĝ, , only fi~ 
nitely many of which are non-zero. The Kummer congruences mentioned in the Intro­
duction are given by 
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(2.1) THEOREM [5]. Assume that we have 

7 E. (x)Nxk"1G 7L 
k£l k P 

for each prime-to-f integral ideal x . Then for all c G G we ftaye 

I A C U - k, c k ) P 

We note immediately the following variants of (2-1): 
1. By linearity, we may replace Z p by pnZ^ for any n € Z , in the statement 
of (2,1), Hence (2.1) may be paraphrased: any congruence satisfied by a finite sum 
2, ekN is again satisfied by the corresponding sum of twisted L-values. 
2. We may replace Z by any free 2̂ -module R , replacing Q by E = R & $ , p V P P 
This applies for example if E is a finite extension of <Ĵ  and R is its ring of 
integers. 
3. We may replace c by an integral ideal d which is prime to pf , The conclu­
sion of (2.1) for a given c is equivalent to the corresponding statement for a 
given d provided that c and d have the same images in G^ and have norms 
which are sufficiently p-adically close. 

We now turn to the congruences of Coates 13]. We restate them slightly, to 
make evident that they are special cases of the Kummer congruences (2.1): 

A. For all e; G~ + 2Z and k > 1 , we have A (l ̂  k, e) G Z for all c G G , 

B. Let f be divisible by pn (n > 0) , and let k> 1 be given. Suppose that 

n: •+ 2Ẑ  is suoh that n = N mod p , the two functions being considered 

as functions on the space of prime-to-f integral ideals. Then for all 

e ; Ĝ, Z we fan;£ 

Ac(l - k, E) = A cCQ, en) »od pn . 

iNote that, in B 9 the function n exists because N mod p n may be viewed as a 
function on G . Assuming A , the assertion B is independent of the choice of n •] 

Pn 
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(2.2) THEOREM. Statements A and B imply (2.1). 

Proof. We first condider the case where f is divisible for all primes dividing 
p . For n >0 we have the right to replace f by fpn in (2.1), replacing 
by their composites with the map G •> G- : The replacement does not change the 

hypothesis of (2.1), and in light of (1.1+) it does not change the conclusion either. 
Make this replacement, choosing n so that all e take valua in p*"nZ . For 

k p _ k—1 n each k >1 , let n, be such that n, = N mod p , The function k K 
£ = I Eknk 

is Z - valued according to the hypothesis to (2,1). Hence, by i4, ve have 
A (0. e) £ Z . But by B we have c * p 

A (0, e,n, ) = A (1 - k, E, ) mod 7L 
c k k c k p for each k . Since ^(0, e) = 1 ^c^> Ck\^ 9 ^ h i s Sives the conclusion to (2.1), 

We now treat the remaining case, where f is not divisible by all primes over 
p . Each class in Ĝ  is represented by ideals whose norms are arbitrarily highly 
divisible by p , so that the hypothesis to (2.1) implies that takes values in 
Zp . Of course, if all are Ẑ -valuedf then the conclusion to (2.1) is a con­
sequence of A. Arguing inductively, we shall assume that (2,1) is known if all 
e, take values in p~nZ but that we are in fact given functions e, with values k P k 
in p ^ Z . 

P Let f' = fp , and decompose each value L(l *• ê ) as in (.1,1+), The 
quantity to be proved integral in (2,1) then breaks up as a sum of quantities 
v * k—1 
2, A (1 - k, e )Nd , one for each divisor d of f' which is prime to f . 
It suffices to prove that each such quantity is integral, Fix d , and for each 
k set a = e Nd ; the problem is then to obtain the conclusion of (2.1) k K, ci 
with the e replaced by the a . Now for each x prime to f* d^1

 9 we have 

I « k U ) N x k _ 1 

k K 
- I e, (dx)N(dx)k-1 , 
k K 

so that the hypothesis of (2.1) for the a is just a special case of the same 
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hypothesis for the . If d = 1 , then f = fp is divisible by all primes 

over p , so we have already obtained the conclusion of (2.1) for the o.^ , If 

d=£ 1 , then clearly Nd is divisible by p , so that each takes values in 

p . We again have the desired integrality by induction, 

3. 2r-adic properties of L-values*and "parity" 

In this section we state a strengthening of i_2tl) for p = 2 in the situation 

where the functions satisfy certain parity conditions. 

Let f be a conductor. A function e on with yalues in a ̂vector space 

V is said to be odd (resp. even) if e = »-eCresp. e = e ) for 
o o 
V V each real place v of K . (.Here the are the real Frobenius elements of §1,) 

Let k be an integer. We say that e has parity (-1) if k is odd and e is 

odd or if k is even and e is even. We shall be considering functions as in 

C2,l) where each has parity (-1) . Before doing this, we distinguish an ex­

ceptional case. This is the case where each of the following three conditions is 

satisfied; 

(i) The conductor f is the trivial ideal il). 

Cii) All units of K have norm +1 . 

(_iii) The extension L of K obtained by extracting the square roots of all 

totally positive units of K is quadratic over K , 

[When (ii) is satisfied, (iii) means that there are units of K of all possible 

signatures which are compatible with (jLi),J 

Finally, suppose that e ; Ĝ  •+ & 2 is either even or odd, Then the reduction 

*Z • (E/2Z) 

is invariant under the subgroup Hf of Gf generated by the f so that the 

sum 

I 
g€!Gf/Hf 

ë(g) GZ/2S 

is well defined. We let 6(e) denote this sum. 
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(3.1) THEOREM 15]. Let €^ (k > l] be given as in (2,1), Assume that each e k 

has parity (~l) one? tnat p = 2 , Then: 

(a) For aU c G G we have 

л def. А = С 
I д Ci - к, c k ) е Л 2 , 
к>1 

C"b) In t/ze non-exceptional case, we have Ac G 2 r^ 2 . 
(c) In tfee exceptional case, we have Ac

 e 2r2Z2 provided that either 
fth 

c G Gal(K /L) <?r 6 (e ) = 0 . 

[Note that in the exceptional case the function e^ is Z ̂ -valued because the con-
ductor f = (l) is not divisible by each prime dividing 2 t as in the proof of 
(2.2).] 

(3.2). THEOREM 15J • Suppose, in the exceptional case, that 6(e) = 1 and that 
c ̂  Gal(KAB/L) . Then A C £S exactly divisible by 2 r" 1 , 

In connection with these theorems, we now explain why the case where each ê  
has parity (̂ 1) is a central one. As in §1, let H be the subgroup of G gen­
erated by the real Frobenius elements . Let N: H -> {±1} be the homomorphism 
such that No = -1 for each v ; it is the restriction to H of the p-adic norm 
character N ; G •> Ẑ  for any prime p , 

Suppose that e is a function on Ĝ  with values in a (̂-vector space, Write 

+ 1 V 
£ = #H ^ % » 

f H cGH C 

e = i . j 
# н сен 

с 9 

these two functions are respectively even and odd, (As we have remarked in §1, one 
fcnows in fact that #H = 2 r . ) 

(3.3) PROPOSITION. Suppose that either K is different from the rational field or 
that f is non-trivial. 
(1) For k > 1 and c G H we have L(l - k, eQ) = NckL(l P k, e) , 
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(2) We have 

(L(l - k f £ + ) if k is even 

L(l - k, e) « j 

L(l - k , O i / k ¿¿3 odd, 

Proof* The first statement is a variant of (1.3). The second follows directly from 

the first and the definitions of e f c+ , 

Statement (2) gives a simple expression for an arbitrary L-value in terms of an 

L-value for a function "with parity." Using it, one shows easily that (2,1), when 

p = 2 , is a consequence of (3.1). Conversely, given (2.1), the divisibility 

statement (3.1) may be reinterpreted in terms of divisibilities of values A (0, e) 

for arbitrary functions e; Gf 7L^ . 

k. ^-adic L-functions and v-adic measures 

Let p be a prime number. In this section we shall outline the construction 

of p-adic measures on certain Galois groups with the aim of relating our Kummer con­

gruence (2.1) to the theory of p-adic L-functions attached to abelian characters 

over K . 

Let f be a conductor which is divisible by all primes of K dividing p , 

In this section, we modify our previous notation and let G be the Galois group 

G = Lim G . The group previously denoted by G will now be referred to with-
fp~ < fpn 

out abbreviation as Gal(K /K) . We shall reformulate in terms of measures on G 

all Kummer congruences modulo the conductors fpn (n > 0) , 

For each locally constant function £, G Q , quantities L(l k , e) G Q 

are defined for k > 1 . Namely, any such e is (for sufficiently large n ) a 
£ 

map G —-—• <D, , and the numbers L(l »• k , £ ) attached to this map as in §1 

are independent of the choice of n because of (l.U). For fixed k f the associa­

tion £ H- L(l - k , e) is thus a distribution on G with values in Q . 

For each locally constant £: G and each c G Gal(K /K) f we define 

Ac(l - k , e) = L(l - k , e) - NckL(l - k , EJ G 
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as in §2. Since N: GalQC^/K) •> Z* may "be viewed as a function on G , for given 
e and k a quantity A (JL « k, e ) is well defined for c in G , 

For later use, we recall the standard factorization N = { )w of the norm 
character on G as the product of a character x I—-• (x) with values in 1+ 2pẐ  £ z

p 

and a Z*-valued character of finite order w , the TeichmUller character. We P 
let F c ^ be the image of ( > ; it is (nonr-canonically) isomorphic to Z^ . 
The extension of K cut out by the character < ) is the cyclotomic Z i-extension 

P 
of K . 

Also, we let A C G be the kernel of < ) ; it is finite if and only if the 
Leopoldt conjecture is true for K and p . 

(U.l) THEOREM. For each cG G , the distribution e»—•A^O, e) is a measure Mc 

k—1 on G with values in TL . For k > 1 , the measure N u is the map p c 
e H- Ac(l - k, e) . 

Proof. The first statement asserts that if a locally constant function e on G 
is TL -valued, then A (0, e) lies in Z . This is a special case of (2,1), and p c p 
indeed is contained in congruence J4 of §2, To check the second statement, it suf­
fices to show for k^ 1 and n ̂  1 that 

eNk 1 dp = A (1 - k, e ) mod pn TL J c c P 

for each locally constant e: G •> Ẑ  . For this, let n ; G -* Z^ be a locally con-
stant function such that n = N mod p . By congruence B of §2, we have 

A (1 - k, e) = A (0, en) mod p nZ , c c p Qn the other hand, because u is a measure, we have 
f f k-1 n A (0, en) = en dp E eN dp mod p Z , c ' c c P 

This completes the proof. 

Remark. Conversely, we recover the Kummer congruences mod fpn (n p 0) from the 
_ k—1 measures H as follows: if > e, N isffi -valued, then we have c L k P 

Y A (1 - k, e. ) = f I e.N^du G TL . L c k J L k c p 
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Since our proof of 0+.1] uses only congruences A and B of § 2, we find once again 

that A and B imply the Kummer congruences for any conductor divisible by all primes 

above p . The proof of this fact provided by the above arguments is essentially 

the same as that given in §2. 

Following [6], it is convenient to renormalize so as to replace k - 1 by k , 

Namely, for c £ G , let XQ «
 N""^c • Then Ac is a measure on G with the 

property that 

| eNk dAc = Ac(l - k, e) 

for K> 1 and e locally constant (cf. ¡6, 3.5JL 

In the language of 16], the measures define a pseudo-measure X on G , 

For each non-trivial continuous character ^ on G with values in the completion 

C of the algebraic closure of Q > an integral 

I Фах = 
Фал 

J с 1-HcJ 
is defined independently of c . When is a character of finite order, we have 
in particular j \p N k dX = L(l - k, \p) . 

(U.3) Suppose that Leopoldt's conjecture is true for K and p , i,e,, that the 
group A = Ker < > is finite. Then by 16, 1.15], X may be uniquely written as 
the sum of a 7L^~valued measure p on G and some Zp-multiple of a certain "stand­
ard" pseudo-measure on G obtianed from Haar measure on A . On the other hand, if 
Leopoldt's conjecture is false for K and p , then [6, 1.15] states that \ is 
already a measure. Write \i = X in this case. Then in both cases we have at least 
| i> dX = | \\f dy for all characters which are non-trivial on A [6, 1,17] i 

Now let H C G be the subgroup of G generated by the real Frobenius elements 
of G (i.e., the images in G of the real Frobenius elements of Gal(K /K)) . 

(k.k) THEOREM. Let <J> : G + Z be a continuous function which is even in the sense 

that it is invariant under H . Then for all c ̂  G we have <f> dXc e 2 rZ p , 
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Proof. There is no new assertion if p is odd, If p = 2 , the result follows 
immediately from divisibility (b) of (3 .1 ) . 

Remark. Using (.3.3), one may show a priori from (^,1) that j <$> &\^ is divisible 
in Zp by the order of H when <f> is even. This order divides 2 r ^ and it is 
equal to 2 whenever p = 2 and Leopoldt's conjecture is true for K and the 
prime 2 . Hence (h.h) asserts the truth of a consequence of Leopoldt's conjecture, 

0+.5) COROLLARY. Let M be the measure on G introduced in 0+ . 3 ) , For all even 

<t> : G + Z , we have <f> dy G 2rZ . P J P 

Proof. The divisibility (U.lf) asserts that the pseudô measure on G/H obtained 
from X and the projection G •> G/H is divisible by 2 , The corollary then fol­
lows from the uniqueness of the decomposition [6, 1.15]. 

We close now with remarks on the construction of the p-adic L-function 
Lp(s, e) attached to an even continuous character e of finite order on G , Let 
£ be the finite extension of generated by the values of e , and let R be 
the integer ring of E . By definition L̂ (s, e) is the continuous function (of 
B ) on Z - (l) with values in E such that Lp(l - k, e) = L(l - k, ew"k) for 
k ̂  1 . The point is to show that Lp(s> £) exists, and to derive various "analyt-
icity" properties for it. 

For the existence, choose an element c of G such that one of e(c) , c 
is different from 1 . The expression 

(>«.6) 
<x>1_Se(x)<U tx) 
I c-
1 - e C c X O 1 " 8 

then represents a continuous funciton of s having the defining property of 
kp(s, e) . Alternately, Lp(s> e) is simply the integral of e<) against the 
pseudo-measure X , 

The analyticity properties result form the well-known connection between Reval­
ued measures on TL^ and elements of the power series ring RUT]] , cf. [6, 1,7]« 
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The essential fact for us is a resulting integral formula. Choosing a splitting of 
the projection G-> r , so that G may he viewed as a product r * A . Also, let 
Y G r be a topological generator of r over Z p , If a ; r ~ is the resulting 
isomorphism, we have x = Y" ̂  for x G r , We write simply a for the composite 
of a with the projection G •+ T . 

Let be a continuous character on G with values in C* . It is the prod-
uct of a character i> on G which is trivial on r and the character 
x*-*ua^ , where u = (y) . For n> 0 , let an be the integral 

f v > ( " . I 
G 

dp(x) G R 9 

(<*(x)} th 
where [ n J is the n binomial function on 7L^ , viewed via a as a function 

on G . Then, by the binomial theorem, we have 

(U.7) [ #d|i = J ft Cu - 1) n , 

cf. 16, 1.9J. 

One uses this formula to prove results of Iwasawa analytioity for L
p( s> £) • 

Namely, let us say that function :̂ -> R is Iwasawa analytic if there is a power 
1—s 

series F £ R[[T]J such that F(Y - l) = <f>(s) . [The power series is unique if 
it exists, and the property of being analytic in this sense is independent of the 
choice of the generator y of r . J Here are the nain facts concerning L

p( s> £ ) * 

(U.8) For each c , both the numerator and the denominator in Lh,6) are Iwasawa 

analytic function on TL^ . The power series representing the numerator is divisi­

ble by 2 r . 

0.9) If £ is non-trivial on A , then Lp(s, e) extends to an Iwasawa analytic 
function on , and the power series 7^ which represents it is divisible by 2 • 

(U.10) if e i3 non-trivial on A , but if 0 : G + C* is a finite character 
which is trivial on A , then FQ (T) = F e (cU + T) - 1) , where c is the 
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p-power root of unity 0 Cy) . 

Sketches of the proofs. The assertion relative to the denominator of (h.6) is imr 

mediate from the definition of the denominator. The Iwasawa analyticity of the nu­

merator follows from C^.T), where we take ]U - < >^s and y = eX . The divisi-

bility of the coefficients of the power series representing the numerator is a con­

sequence of O+.U) and the hypothesis that e is an even character. (It is worth 

noting, in passing, that when e is a character which is not even, the definition 

of Lp(s, e) implies that L (s, e) is identically 0 . ) 

The statements in (^.9) may be deduced from (.̂ .8) by an argument involving 

unique factorization in R[[T]] (cf. IUJ, 6.5). A more direct approach is to use 

the expression 

Lp(.s, e ) = j e < >1"sdM , 

valid when e is non-trivial on A , for Lp(s» £) i n terms of the measure y of 

0 .3) . The divisibility of F£ by 2T results from C>.5). 

Finally, (U,10) is an easy consequence of the integration formula (.U,7)| we 

have 

Lp(s, E0) = (.< )1~S0)edA 

- Fe(y^
se(y) - 1) . 
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DIVISIBILITÉ DU NOMBRE DE CLASSES 

DE CERTAINS CORPS CYCLIQUES 

par 

Philippe SATGÉ 

Soient t un nombre premier impair et n = une puissance de t ; Cp 

étant l'indicateur d'Euler, nous considérons les extensions cycliques de © de 

degré Cp(n) qui contiennent le sous-corps réel maximal du n-ème corps cyclo-

tomique. Nous montrons essentiellement qu'il existe une infinité de tels corps 

(aussi bien réels qu'imaginaires) dont le groupe des classes possède un élément 

d'ordre n . Dans les cas n = 3 et n = 5 , nous donnons même une caractérisation 

de tous les corps de ce type dont le nombre de classes est divisible par n . Nous 

obtenons ces résultats en construisant des extensions non ramifiées. 

§ . I. - Construction de corps 

1. 1. - Notations et définition des -corps 

r 

Dans tout cet article, £ est un nombre premier impair et n = t est une 

puissance de t . On désigne par L un corps cyclique sur Q dont le degré di­

vise cp(n) ( Cp = indicateur d'Euler), par Q une racine de l'unité d'ordre n , 

par L' et N' les corps N(£) et L(£) , par i|f un homomorphisme de 

Gal(L'/C) dans le groupe (Z/nZ)* des éléments inversibles modulo n dont le 

noyau est Gal(L'/L) et par to l'homomorphisme de Gal(L'/û) dans (Z/nZ)* 

défini, pour tout a de Gal(L'/©) , par a(£) = Ç®^0^ . On pose if = ou <r * , on 

note K le corps des invariants du noyau de et V(t(f) le sous-groupe de K* 

formé des x tels que, pour tout a de Gal(L'/C) , le produit a(x) x est 

193 



P. SATGÊ 

une puissance n-ème dans K (ce qui a un sens bien que i|f(cj) ne soit défini que 

modulo n ) . Nous définissons les jjj-corps de la manière suivante : 

DÉFINITION 1.1.1.- Un corps N est un ijf-corps si N/L est une extension cy­

clique de degré n , si N est galoisien sur Q et si l'action par conjugaison de 

Gal(L/©) sur Gal(N/L) est l'élévation à la puissance \|/(a) . 

1. 2. - Construction des i|r -corps 

Les i|f-corps ont été étudiés dans [1] ; nous donnons ici sans démonstration 

les résultats de [1] dont nous avons besoin dans la suite. 

PROPOSITION 1.2.1.-Soit N un ft -corps ; le corps N' est obtenu en adjoignant 

à L' la racine n-ème d'un élément x de V(i|f) ; de plus, si l'intersection 

Nfl L1 est réduite à L, cet élément n'est pas la puissance l -ème d'un élément 

de K . 

Sous l'hypothèse restrictive que le corps K ne contient pas de racine de 

l'unité d'ordre t , la proposition précédente admet la réciproque suivante : 

PROPOSITION 1.2. 2.-Si K ne contient pas de racine de l'unité d'ordre t et 

si x est un élément de V(Tjf) qui n'est pas une puissance £-ème , alors il  

existe un ft-corps et un seul N tel que N' =L'(//x). 

On dira que N est le ijr -corps associé à l'élément x de V(i |f) ou que x est 

un élément de V(\|f) associé à N ; on a la proposition suivante : 

PROPOSITION I. 2. 3. - On suppose toujours que K ne contient pas de racine de 

l'unité d'ordre l . Soient x et x deux éléments de V(\|f) qui ne sont pas des 
1 £ 

puissances l-èmes dans K et soient N̂  et N̂  les -corps associés. On a 
Nj = N̂  si et seulement si il existe un entier a premier à £ et un x de K tels 

a n que Xj = x̂  x . 

§ . 2. - Conditions de non ramification 

On conserve les notations introduites en I. 1 et l'on suppose que K ne contient 

pas de racine de l'unité d'ordre t . Comme au § .1, nous donnons ici sans dé-
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monstration les résultats de [1] dont nous avons besoin dans la suite. 

II. 1.- Les ft-corps non ramifiés 

DÉFINITION II. 1. 1. - Nous dirons que le ijr corps N est non ramifié si l'exten­

sion N/L est non ramifiée. 

Nous aurons besoin de séparer du cas général un cas spécial que nous définis­

sons ainsi : 

DÉFINITION II. 1.2. - Le cas spécial est le cas où t est totalement décomposé 

dans le plus grand sous-corps de L de degré premier à L . 

Nous étudions les ij;-corps non ramifiés sous l'une ou l'autre des hypothèses 

suivantes : 

a) t ne divise pas le degré [L* : L] de L'/L ; 

b) on n'est pas dans le cas spécial. 

II. 2. - Générateurs des jjr -corps non ramifiés 

DÉFINITION II. 2.1.- Soit x un élément de K ; nous disons que x est n-pri-

maire si l'extension K(£ , *fx)/K(Ç) est non ramifiée. 

PROPOSITION II. 2. 2. - Soit x un élément de V(\jT) ; on a : 

1) si_ x est une puissance n-ème dans un complété de K en une place au-

dessus de t , alors x est n-primaire ; 

2) si b) est vérifiée et si x est n-primaire, alors x est une puissance 

n-ème dans un complété de K en une place au-dessus de t ; dans ce cas x est  

une puissance n-ème dans tous les complétés de K au-dessus de t . 

PROPOSITION II. 2. 3. - On suppose a) ou b) vérifiée. Si x est un élément de 

V(| |f) qui n'est pas une puissance l -ème et si N est le ft -corps qui lui est as­

socié, alors les deux assertions suivantes sont équivalentes : 

1 ) N est un i|f -corps non ramifié ; 

2) l'idéal principal engendré par x dans K est une puissance n-ème et x 

est n primaire. 
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§ . III. - Applications 

III. 1. - Le cas K = © 

Nous partons de L = ©(£) et de ||f = ou î on a alors i|f = 1 , donc K=Q et 

V( |( i)=C . La proposition II. 2. 2. montre qu'il n'y a pas de eu-corps non ramifié. 

En particulier, en prenant n = t , on retrouve le fait que la partie du t-groupe 

des classes du £-ème corps cyclotomique associée au caractère ou est triviale. 

III. 2. - Le cas K quadratique 

On pose 0 = cos ĵp et L = ©(0 , Jd(0^ -1 ) ) où d est un entier sans facteur 

carré. Si d / (-1)̂  , le corps L est une extension quadratique de ©( 0 ) dif­

férente de ©(£) et L/C est cyclique de degré <P(n) sur © . Le corps L' est 

le corps ©(//3", C) et il y a une injection et une seule de Gal(L'/©) dans 

(Z/nZ)* telle que f est l'homomorphisme d'ordre 2 de Gal(L'/©) dans 

(Z/n2£)*, de noyau Gal(L*/C(v̂ d) ) . Pour ces choix de L et de i|f , on a donc 

K = (D(//d) . Dans toute la suite nous nous plaçons dans cette situation ; le cas spé­

cial est alors le cas t =3 et d = -3 mod 9 . La démonstration du lemme sui­

vant est évidente. 

LEMME III. 2. 1. - Un élément de K* est dans V(t|[) si et seulement si sa nor­ 

me sur © est la puissance n-ème d'un rationnel. 

Montrons maintenant la proposition suivante : 

PROPOSITION III. 2. 2,- Soit N un ft-corps ; une condition suffisante pour que  

le ft-corps N soit non ramifié est qu'il existe, dans l'ensemble des éléments de 

V(ijr) associé à N , un x vérifiant les trois conditions suivantes : 

1) x est un entier de K qui n'est divisible par aucun entier rationnel dif­

férent de ± 1 ; 

2) la norme de x sur Q est la puissance n-ème d'un entier rationnel pre­ 

mier à 2<l ; 

3) x n'est pas une puissance £-ème dans K mais est une puissance l-ème 

dans un complété de K en une place divisant t . 

De plus, si l'on n'est pas dans le cas spécial, cette condition suffisante est  

nécessaire. 
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Démonstration. - Si Q est un idéal entier de K , nous convenons de noter 

n. m. s s* 
a = I l p. 1 Í | q . J | l r k

k 7 k

k  

i 1 j J k K K 

la décomposition de o en produit de puissance d'idéaux premiers, les p. étant 

inertes, les q. ramifiés, les r décomposés et les r étant les conjugués des j K K 
r ; de plus, on suppose s ^s et l'on note p. , q. et r les nombres pre-

miers contenus respectivement dans b. , û. et f, . Soit alors x un élément de 

V(\(f ) vérifiant 1), 2) et 3) et soit N le t|f-corps associé ; pour prouver la 

première partie de la proposition, il suffit, compte tenu des propositions II. 2. 2 

et II. 2. 3, de voir que l'idéal (x) engendré par x dans K est la puissance 

n-ème d'un idéal de K . La condition 1 ) implique que (x) est de la forme : 

m. s 
I I V ' I ' k • 
J k 

La condition 2) montre alors que les m̂  et les ŝ  sont divisibles par n 

l'idéal (x) est donc une puissance n-ème. 

Pour prouver la deuxième partie de la proposition, nous supposons que nous 

ne sommes pas dans le cas spécial. Soient N un \|f-corps non ramifié et y un 

élément de V(i|f) qui lui est associé. D'après la proposition II. 2. 3, l'idéal (y)-_ 

engendré par y dans K est la puissance n-ème d'un idéal et y est n-primaire. 

Le lemme d'approximation montre qu'il existe un a dans K tel que z = y a*1 

est un entier de K premier à 21, . Soit (z) l'idéal de K engendré par z ; si 
K. 

<.)к= 
п. 

I I 
J 

m. 
I I 
k 

Sk~ Sk 
rk rk ' 

on a : _ 2n. m. 2s, 
¿ 77 1_TT J77 k 

z = X M R 11 q, J I I \ 
i 1 j J k où x est un entier de K qui n'est divisible par aucun entier rationnel différent 

de ± 1 . D'autre part, (z) est la puissance n-ème d'un idéal, donc n divise 

les n̂  , les nij et les ŝ  et donc (proposition I. 2. 3) x est associé à N et 

vérifie 1) et 2). Enfin la proposition II. 2. 2. montre que y , donc z , donc x 

est une puissance n-ème dans un complété de K en une place au-dessus de t , 

c'est-à-dire que x vérifie 3) ; cela achève la démonstration. 

Rappelons les résultats suivants : 
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LEMME III. 2. 3. - Soit K = ©C/d) avec d sans facteur carré et soit x un en-

tier de K . Il existe a et b dans 2£ tel que x =^ (a+b//d) et on a l'équivalen­

ce : 

1) (a,b) = l ou (a,b)=2 et d^l mod 4 ; 

2) x n'est divisible par aucun entier rationnel différent de ± 1 . 

LEMME III. 2. 4. - Soit x un entier de K ; pour tout entier naturel i on pose 

x* = -̂ (a. +b. A/CO avec a. et b. dans Z . Si la norme de x est première à t , 2 i i i — i c  

il existe un entier i premier à t tel que t divise b.d et l'on peut toujours  

trouver un tel i divisant £-0^) • 

Démonstration. - Si t divise d , c'est clair. Sinon, la norme de l'entier x 

étant première à <t , x lui-même est premier à £ ; en conséquence x̂  ) 

est congru à un rationnel modulo t , ce qui implique le lemme. 

r 
On rappelle que n = t ; alors : 

PROPOSITION III. 2. 5.- On reprend les notations du lemme III. 2. 4 et l'on sup­

pose de plus que la norme de x est la puissance n-ème d'un rationnel premier 

à t . _Si i est un entier naturel premier à t tel que t divise b̂ d , alors x 

est une puissance n-ème dans un complété de K au-dessus de i, si et seule­ 

ment si : 

r+1 
1 ) t divise b̂ d si l'on n'est pas dans le cas spécial 
2) et £ divise b.d si l'on est dans le cas spécial. 

Démonstration. - Désignons par l un idéal premier de K au-dessus de t , 

par e son indice de ramification, par K le complété de K en L et, pour un 

entier naturel j , par le groupe des unités de K congrues à 1 modulo la 

puissance j-ème de l'idéal maximal de K . Le cas spécial correspond à 

k = Q 3 C/-T) . 

LEMME III. 2.6.- Un élément u de est une puissance n-ème si et seule­

ment si : 

1 ) u est dans U si l'on n'est pas dans le cas spécial, 

2) u est dans U si l'on est dans le cas spécial. 
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Revenons à la démonstration de notre proposition. Soit x = — (a. + b.vd) de 

norme m11 avec m entier rationnel premier à £ ; on suppose que t divise 

txd et l'on note L la plus grande puissance de t qui divise b̂ d . Supposons 

tout d'abord que t ne divise pas d ; alors ^ divise b̂  et l'égalité 

mn= (a^/4) +(b^d/4) montre que (a /̂2) est une puissance n-ème modulo I^ a. 

D'autre part m étant premier à t , â  est premier à t ; l'égalité 

x1=(a^/2)(l +b.//d/a .̂) et le lemme III. 2. 6 montrent alors que x1 , donc x , est 

une puissance n-ème si et seulement si a^r+1 . Dans le cas où L divise d 

on conclut à l'aide d'un raisonnement similaire. 

Rappelons enfin le résultat suivant démontré dans [2] : soit m un ration­

nel ; on définit une famille de polynômes en posant PQ(X;m)=2 , P^(X;m)= X 

et Pk(X;m) = XPk ^Xjml-mP^^ 2(X;m) ; on a alors : 

PROPOSITION III. 2. 7. - Soit x un élément de K dont la norme est m*1 avec 
m rationnel ; x est une puissance t-eme dans K si et seulement si le poly­

nôme P (X ; m11^^ ) - tr(x) où tr(x) est la trace de x n'a pas de racine ration-
nelle. 

Les propositions III. 2. 2, III. 2. 5, III. 2. 7 et le lemme III. 2. 3 se résument 

dans le théorème suivant : 

THÉORÈME III. 2. 8. - On pose n = ; le corps L et le caractère \|f sont ceux  

définis au début de ce paragraphe III. 2. Alors : 

1) si l'on n'est pas dans le cas spécial, l'existence d'un fl-corps non rami­

fié est équivalente à l'existence de deux entiers rationnels a et b vérifiant les  

trois conditions suivantes : 

i) (a, b) =1 ou 2 et t divise bd ; 
.. \ 2 2 n . , . N ~ il) a - db = 4m pour un entier rationnel m premier a 2£ ; 

iii) P (X ; m11^)-a n'a pas de racine rationnelle ; 

2) si l'on est dans le cas spécial, alors l'existence de deux entiers ration­

nels a et b vérifiant, d'une part la condition 

ig) (a, b) = 1 et l divise bd 

et d'autre part les conditions ii) et iii) de 1) impliquent l'existence d'un tjf-

corps non ramifié. 
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COROLLAIRE III. 2. 9.- Soient a et m deux entiers rationnels tels que : 

1) (m,2£) = (a,m) = l ; 

2) a^-4mn n'est pas un carré, est divisible par £^r+* si_ ¿/3 et par 
o2r+2 . , „ 3 si 1= 3 ; 

3) le polynôme P (X;m n / /^)-a n'a pas de racine rationnelle. 

Alors, le groupe des classes du corps L = ©( 0 , J(a^ -4m11) ( 0̂  -1 ) ) possède un  

élément d'ordre n . 

Démonstration. - L'existence d'un jjr-corps non ramifié implique l'existence d'un 

quotient cyclique d'ordre n du groupe des classes de L ; si un tel quotient existe, 

alors il existe une classe d'ordre n . 

Remarque III. 2. 10.- Si ¿=3 mod. 4, alors L = <Q( 0 , J -3(a^-4mn)) . La classe 

d'ordre n dont le corollaire III. 2. 9 assure l'existence ne provient pas d'une 

classe d'ordre n du corps quadratique 3(a -4m11)) : en effet, 

Gal(L/C(/-3(a2-4mn))) agit non trivialement sur les groupes de Galois des -

corps, donc agit non trivialement sur les classes d'ordre n associées aux ijf -

corps non ramifiés. 

En s'inspirant d'un raisonnement de Honda ([3]) , on peut maintenant montrer 

le résultat suivant : 

PROPOSITION III. 2. 11.- Il existe une infinité de corps réels et une infinité de  

corps imaginaires cycliques de degré cp(n) sur Q et contenant le sous-corps  

réel maximal de ©(C) qui possèdent une classe d'ordre n . 

Démonstration. - Posons a=2r+2 ou 2r+l suivant que ¿=3 ou ¿ / 3 . Choisis­

sons un entier naturel a qui n'est pas une puissance l-ème et qui est congru à 

2 modulo t . Considérons le corps M=C(H, Va) où \i est une racine de 

l'unité d'ordre ; M est galoisien sur © et les (¿-1) éléments non tri­

viaux de Gal(M/Q(|i)) forment une classe de conjugaison de Gal(M/C) : nous 

notons S l'ensemble des nombres premiers dont le Frobenius tombe dans cette 

classe ; S est infini. Les nombres premiers de S sont congrus à 1 mod t0, 

et a n'est pas une puissance (4me modulo ces nombres premiers. Prenons m 

dans S . Alors a^-4mn est divisible par ^ a ; déplus, P (X ; m*1^') est 
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congru à modulo ¿ , donc le polynôme P (Xjm 1 1^) n'a pas de racine 

rationnelle. En conséquence (corollaire III. 2. 9), le corps L=C(0,v(a -4m )(0 -1)) 

possècfe une classe d'ordre n si a -̂4mn n'est pas un carré. Posons 

a^-4mn=y^ d(m) où d(m) est un entier sans carré. On sait (théorème de Thue) 

que l'équation a -4A =Y d, où X et Y sont les inconnues et a et d sont des 

constantes entières, n'a qu'un nombre fini de solutions entières. On en déduit que, 

lorsque m décrit l'ensemble infini S , on obtient une infinité d'entiers d(m) ; 

les m étant positifs, presque tous les d(m) sont négatifs, donc on a une infinité 

de corps L = (D( 0 , J[a^-4mn) ( 0̂ -1 ) ) réels et ils possèdent une classe d'ordre n . 

En reprenant le même raisonnement avec a congru à -2 modulo et en 

faisant décrire à m les opposés des éléments de S (i.e. -m est dans S ) , on 

trouve une infinité de d(m) positifs, donc une infinité de corps imaginaires L 

qui possèdent une classe d'ordre n , C.Q.F.D. 

Terminons ce travail par quelques exemples particuliers. 

Le cas n = 3 a été étudié en détail dans [2] ; on y montre qu'il n'y a pas lieu 

de séparer le cas spécial, i.e. que la partie 1 du théorème III. 2. 8 est valable 

sans restriction. 

Le cas n = 5 . Soit d un entier rationnel sans facteur carré et non divisible 

par 5 , soit L = ©( 0, Jà( 0̂ -1) ) et soit ty l'injection de Gal(L/C) dans 

(Z/5Z) telle que ||f est l'homomorphisme d'ordre 2 dont le noyau est 

Gal(L*/C(>/d)) . Le corps C( 0 ) étant le corps (DC/ff) , les corps L = Q(0 , Jd^-1 )) 

et ©( 0 , ^5d( 9̂ -1 ) ) coïncident ; il y a donc une injection ij/* de Gal(L/<Q) dans 

(Z/5Z)* telle que i|f* est l'homomorphisme d'ordre 2 dont le noyau est 

Gal(L'/Q(/v/5d) ) . Soit maintenant H le sous-groupe du groupe des classes de L 

formé des éléments annulés par 5 ; ce groupe est un IFl [Gal(L/Q)]- module 

semi-simple et donc se décompose en une somme H^H^H^SH^* où 

Hj , , et sont les sous-groupes de H correspondant respectivement 

au caractère unité, au caractère d'ordre 2 , à ty et à ij/* . Les groupes et 

sont triviaux puisque les nombres de classes de Q et de C(>sA5) sont égaux 

à 1 . La non-trivialité de (resp. de H^) est équivalente à l'existence d'un 

j|r-corps (resp. d'un i|f*-corps) non ramifié . Enfin, lorsque d décrit les entiers 

sans facteur carré non divisibles par 5 , les corps L = <Q(0,A/d( 0̂ -1) ) décrivent 

toutes les extensions cycliques de degré 4 de Q qui contiennent (0(̂ /5) ; les 
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résultats établis précédemment donnent donc le critère suivant : un corps cy­

clique du degré 4 contenant Q(J~5) a un nombre de classes divisible par 5 si 

et seulement si il est de la forme ©( G > v( a -4m )(0 -1)) où a et m sont deux 

entiers rationnels vérifiant : 

1) (m, 10) = (a, m) = 1 ; 

2) a -4m est divisible par 125 et n'est pas un carré ; 

3) le polynôme X -5mX + 5m X-a n'a pas de racine rationnelle. 

I 2 5 2 /-5+A/5" 2 5 On peut remarquer que C(0,v(a -4m )(0 -1) ) = Q(J ^ v—(a -4m )) qui est la 

forme donnée dans [2] . 

5 2 Exemple numérique. - Prenons m = 11, alors 4m =644 204 et 644 204 = (52) 

mod. 125 ; par conséquent, si l'on prend a = ± 52 mod 125, alors a -4m 

est divisible par 125. De plus, si l'on prend a ̂ 0, 1, -1 mod. 11, on voit, en 

réduisant modulo 11, que les conditions 1) et 3) sont vérifiées. En prenant 

a = 677 , 698 , 823 , 927 on trouve que les deux corps réels © C / — ( - 1 4 8 7 ) ) et 

Q(J^~^~ (-314) ) et le deux corps imaginaires 0 (V^ + V ^ (1721) et 

^(J^~^~(53) ) ont un nombre de classes divisible par 5 . 

Le cas n = 9 . Soient d un entier sans facteur carré, et L=©(0,,/(0 -1)) ; 

on vérifie que L = ©( 0, ,/-3d) . Le corollaire III. 2. 8 entraîne donc le résultat 

suivant : s'il existe deux entiers rationnels a et m tels que : 

1) (m, 6) = (a,m) = 1 , 
2 9 6 2) a -4m est divisible par 3 = 729 et n'est pas un carré, 

3) et X -3m X-a n'a pas de racine rationnelle, alors le groupe des classes 

de C(0,y-3(a:d-4m9)) a un élément d'ordre 9 . 

Exemple numérique. - Prenons m = 7, alors 4m = 161 414 428 et 
6 2 6 16 1 4 1 4 4 2 8 = 70 6 mod 3 ; d'autre part, 70 6 = (187) mod 3 ; en consé­

quence,si l'on prend a = ± 187 mod 3^, alors a^-4m9 est divisible par 3̂  . 

De plus, si l'on prend a 9/ 0 , 1 , -1 mod 7 on voit, en réduisant modulo 7 que 

1) et 3) sont vérifiées. En prenant a = 10 393, 12 206 on trouve que les deux 

corps réels Q(9, v72 713), C(G»\/l2 786) possèdent une classe d'ordre 9 . 
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LOIS DE RÉPARTITION DES DIVISEURS 

par 

Gerald TENENBAUM 

Une fois défini le concept de densité* naturelle des suites d'entiers (*), qui 

peut s'interpréter dans un modèle probabiliste, toute une classe de problèmes 

trouvant leur origine en théorie des probabilités se pose à l'esprit : étant donnée 

une fonction f définie sur l'ensemble des entiers naturels, peut-on définir son 

"espérance" ? admet-elle un comportement déterminé pour "presque tous" les 

entiers ? peut-on caractériser, en particulier par sa "probabilité", l'ensemble 

des entiers pour lesquels f prend un ensemble de valeurs fixées ? 

Si n désigne un nombre entier, le comportement de la fonction arithmétique 

n»—* d(n) = nombre de diviseurs de n a été beaucoup étudié, notamment par 

Dirichlet pour sa valeur moyenne et par Hardy et Ramanujan pour son ordre nor­

mal - c'est-à-dire intuitivement son ordre de grandeur lorsque n parcourt une 

suite de densité unité. Nous nous sommes intéressés aux diviseurs des entiers 

sous un éclairage un peu différent, cherchant des renseignements non plus sur le 

nombre total des diviseurs d'un entier générique n mais sur leur répartition dans 

l'intervalle [ 1, n] . 

Le premier exemple d'un tel travail se trouve chez Dickman [2] qui, en 

1930, a étudié la densité de la suite des entiers n dont tous les diviseurs premiers 

( ) si G désigne une suite d'entiers, on appelle densité (naturelle) de Cl la li­
mite, lorsqu'elle existe, de la quantité x~* card {n^ x :n£Û} pour x infini ; 
les limites supérieure et inférieure sont appelées densités supérieure et in­
férieure. 
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sont inférieurs à n*^*. Il montre que cette densité est égale à la valeur p(t) 

d'une fonction continue (appelée depuis par certains auteurs fonction de Dickman) 

qui vérifie une équation différentielle aux différences : 

(1) tp'(t) + p(t-l) =0 . 

Nous verrons plus loin que ce type d'équation joue un rôle important dans les pro­

blèmes de répartition des diviseurs. 

En ce qui concerne la répartition des diviseurs quelconques (c'est-à-dire sans 

restriction de primalité) le seul résultat dont nous ayons eu connaissance est dû 

à Kâtai, qui donne une condition nécessaire et suffisante pour que, relativement à 

une fonction additive (^) f , les diviseurs de n soient concentrés au voisinage 

de Jn (voir [5] et [6] ) ; plus précisément, Kâtai donne une propriété carac­

téristique des suites (n^) pour lesquelles on a, pour tout e positif, 

lim -77—; 
k-x» d ( n

k ) 
card { d : d| et ( f e ) < Jíál 

f(n) 4 * 
+ e)} = 1. 

Si l'on prend pour f la fonction logarithme, on obtient une caractérisation de la 

suite des entiers n dont, pour tout e positif, presque tous les diviseurs sont 

dans l'intervalle ]n^ , n̂  + £ [ . 

Dans le but d'étudier la répartition des diviseurs des entiers, une idée na­

turelle consiste à définir pour chaque entier n une variable aléatoire D n , qui 

prend les valeurs ^ , lorsque d parcourt les diviseurs de n , avec pro-log n 
habilité uniforme l/d(n) - remarquons au passage que l'un des avantages de 

cette définition réside en ceci : si la décomposition de n en facteurs premiers 

est n = J | p^ , alors D^ est somme des variables indépendantes prenant 

les valeurs 0, (log p^ /(log n) , . . . , (log p^ /(log n) avec probabilité uni­
forme l/a.+l . La fonction de répartition de la variable aléatoire D_ est dé-

' j 4 n 
finie sur [ 0 , l ] par 

Prob (D Su) = TTT card{d :dln et d < n U } . 

(*) Une fonction définie sur les entiers est dite additive si elle vérifie la pro­
priété 

pgcd(m,n) =1 => f(mn) = f(m)+f(n) . 

206 



RÉPARTITION DES DIVISEURS 

Une première approche du problème de la répartition des diviseurs consiste 

alors à étudier, pour tout u fixé dans [0 ,1 ] , la valeur moyenne en n de cette 

fonction de répartition. Dans un article écrit en commun avec Deshouillers et 

Dress [l] , nous avons montré que, pour x infini, l'on a : 

(2) - £ Prob(D ^u) = ~ Arc sin^u* 0( l ) . 
x nSx n n V l°g x 

On trouve ainsi une nouvelle interprétation de la loi de l'Arc sinus, bien connue en 

Probabilités notamment parce qu'elle intervient dans les problèmes de marche 

aléatoire. 
La formule (2) incite à se demander si la loi de D ne tend pas vers celle de v / n 
l'Arcsinus lorsque n parcourt une suite de densité unité. La réponse à cette 

question est négative : nous montrons [9] que, pour toute loi de probabilité p. 

sur [0 ,1 ] , la suite des entiers n pour lesquels la loi de D^ tend vers U est 

de densité nulle. Qualitativement, cela signifie que la moyenne (2) est obtenue 

en ajoutant des lois individuelles aux comportements tous différents et qu'il 

n'existe pas de loi de répartition valable pour une proportion non négligeable 

d'entiers. Ce résultat est une conséquence facile du fait que la densité supérieure 

de la suite des entiers n ayant, pour un nombre positif a fixé, au moins un 
_ a ot+e -, r -, diviseur dans l'intervalle [n , n ] tend vers 0 avec e . Dans [9J nous 

montrons un résultat plus fort : 

Pour tout couple (X,t) de [ 0, l ] x [ 1,+® [ , la suite des entiers n ayant  

au moins un diviseur dans l'intervalle [ n̂  ^ , n* ̂ [ possède une densité 

h(X,t) qui est une fonction continue pou_r (X , t) /(1,1) et qui vérifie 

(3) Ve>0 3c(e) Vt£l-f€ h(X , t)< c(e) (1-X)6 |log(l-X) f * + Ê 

où c(e) est une constante positive ne dépendant que de e et où 6 est égal à  
2 l o g ( e l o g 2 ) = 0 > Q 8 6 Q 

log 2 

Cela appelle plusieurs remarques : 

tout d'abord, le fait que la densité h(X,t) existe montre que le cadre na­

turel pour l'étude de la répartition des diviseurs d'un entier n consiste bien à 

placer les diviseurs relativement aux puissances de n et, cela étant fait, que 

la répartition présente un certain caractère de régularité 
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. ensuite, l'exposant 6 de la majoration (3) semble être optimal,àla lu­

mière d'un résultat d'Erdôs [4] qui montre, dans le cas où l'on choisit X =1 - ^ » 

que le nombre correspondant d'entiers inférieurs à x est minoré pour tout e 

positif et x assez grand par : 
-6-e x log X 

. enfin, le remplacement des variables naturelles (a, 3) variant dans 

[0,1]y[0,1] pour définir un intervalle [n , n [ par les variables (X,t) s'ex­

plique par le fait que la fonction analogue à h(X,t) n'est pas continue en 

(ct,|3) =(0,0) - nous verrons d'ailleurs que ces variables (X,t) jouent un rôle 

privilégié lors de l'étude de la répartition des facteurs premiers. 

La démonstration de l'existence de la densité h(X,t) se conduit en deux étapes : 

on trouve d'abord une majoration de la densité supérieure du type de (3) -en fait, 

pour la démonstration d'existence, il suffit d'une majoration qui tend vers 0 lors­

que X tend vers 1 - et on montre ensuite, en utilisant le principe d'inclusion-

exclusion, que cette majoration implique l'existence et la continuité de la densité 

h(X,t) . Lorsqu'on doit étudier une suite définie par des conditions sur les divi­

seurs dépendant d'un ou plusieurs paramètres, ce schéma de démonstration d'exis­

tence et continuité se retrouve très fréquemment ; cela méritait d'être souligné. 

La majoration de la densité supérieure de la suite des entiers n ayant au 

moins un diviseur dans l'intervalle [n^*, n^^\ nécessite une étude préalable de 

la répartition des facteurs premiers. 

Levin et Fainleb ont montré [7] que la suite des entiers n ayant exactement k 

facteurs premiers dans [n^*, n*^[ possède une densité f^(X,t) qui est une 

fonction continue de (X,t) mais ils ne donnent aucun renseignement sur l'ordre de 

grandeur de f^(X,t). Nous redémontrons, par une méthode directe et élémentaire, 

différente de celle de Levin et Fainleb, l'existence des densités f^(X,t) et nous 

établissons l'encadrement suivant [9], valable pour t^k+1 et O^X^l 

(4) 
X , к 
kl l o g 

ì 
X [1 2 

r(t-k) 
(X,t) ^ X 

"k ! 
log 

к 1 
X {1 + 2 

r ( t -k) 
où r désigne la fonction d'Euler. 
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Qualitativement, cela signifie que le nombre des facteurs premiers d'un entier n 

qui appartiennent à l'intervalle [n^^\ n*^[ peut être, en première approximation 

considéré comme une variable aléatoire qui suit une loi de Poisson de paramètre 

log 1 
X (h. D'une certaine manière, ce résultat précise un théorème d'ErdOs [3] 

qui spécifie que, si p (̂n) désigne le i-ème facteur premier distinct de n on a, 

en moyenne, loglogp^(n) ~i : en effet, le nombre moyen de facteurs premiers 

dans [n^^, n^*[ est bien égal à la moyenne log ~ de la loi de Poisson. 

L'encadrement (4) est obtenu par une méthode nouvelle pour ce type de problème : 

on détermine une relation liant fk+1 (X.t) et <k (X,t), soit : 

(5) i k+1 
(X .t) = 1 

k+1 J 
X 

3 (X,t-u) du 
u 

qu'on interprète comme un produit de convolution ; grâce à la transformation de 

Laplace, on en déduit des relations intégrales liant f^(X,t) et la fonction de 

Dickman t>—» p(t) , soit : 

(6) f l (X,u) p(t-u) du 
0 

_ 1  
к ! 0 

P ,t-u, 
1 X ' (u) du 

avec 
(u) : = ! k 

CX,i] k 

1 

^1 
x1 

^ k . 
» 

*k 

l'encadrement (4) est alors déduit de la combinaison de ces équations intégrales 
et de certaines équations aux dérivées partielles et aux différences, vérifiées par 
les L , qui dérivent, grâce aux relations (5) , de 

(7) t ъ 
a t f 

о 
(X.t) =fo(X,t-l)-fo(X.t-X) . 

On notera que l'équation (7) est une généralisation de l'équation (1) car la fonc­

tion (X,t)*—• p(^) vérifie (7) pour t^l . 

(*) Sous la condition tî̂ k+1 (qui pourrait d'ailleurs être remplacée par t^k+e ) . 

Cette condition correspond en fait à l'hypothèse d'indépendance des facteurs 

premiers p 1 , . . . ,p , dans [n X/t 
.n 

1/t [ puisque, si t<k, la relation 

Pj...Pk^*n introduit une restriction supplémentaire. 
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En faisant tendre t vers l'infini dans (4) on voit que chaque densité f^(X,t) ad­

met une limite qui est une fonction continue de X sur [0,1] . Pour les diviseurs 

quelconques, la densité analogue à f^(X,t) n'est non identiquement nulle que pour 

k=0 [11] ; elle est alors égale à l-h(X,t) . Nous montrons [10J que la fonction 

h(X,t) admet pour t infini une limite h(X) qui est une fonction continue de X . 

On a : 

( 8 ) (1-X) <h(X) £ 6(1-X)6 . 

De plus, h(X) est également la limite, pour y infini, de la valeur d(X , y) de la 

densité de la suite des entiers ayant au moins un diviseur dans l'intervalle 

[y >y[ . 

Un autre aspect de la répartition des diviseurs réside dans les propriétés de la 

fonction arithmétique définie, pour tout couple (X,t) de [0 ,1]* [l ,+°°[ par 

A(X,t,n) := Prob(~<D <k . 
t n t 

La formule (2) montre que cette fonction possède pour tout couple (X,t) une 

valeur moyenne ; nous montrons [11] qu'elle possède une fonction de répartition, 

c'est-à-dire que, pour tout réel x , la suite des entiers n tels que 

A(X,t,n)<x 

possède une densité H(x) . 

Cette densité a une propriété remarquable : la mesure de Stieljes dH est une 

combinaison linéaire infinie de mesures de Dirac aux points dyadiques a 2 

(a,b entiers) de l'intervalle [ 0 , 1 ] . Cela implique en particulier que si l'on se 

donne une fonction n»—• i|r (n) tendant vers l'infini arbitrairement lentement, il 

existe une suite d'entiers G de densité unité telle que, pour tout entier n de 0 f 

le nombre des diviseurs dans [n^ n* t [ est soit nul, soit supérieur à 
t(n) ( V 

Ce dernier résultat suggère que les diviseurs d'un entier "aléatoire" n sont 

(1) Ce résultat est d'ailleurs optimal en ce sens que, sauf cas triviaux, on ne 
peut remplacer t|f par une fonction constante. 
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concentrés au voisinage d'un nombre restreint de diviseurs privilégiés et donc que 

la répartition des diviseurs possède des trous du type [n , n [ ne contenant au­

cun diviseur de n . Nous étudions [12] la taille maximale de la différence 

(X9- \ ) pour un tel intervalle ; plus précisément, si nous désignons par 

1 =d 1 <d 2 < ...< d T =n 

la suite croissante des diviseurs de n , nous montrons que la fonction arithmé­

tique 
, -1 nM log n 

T-l 
max 
i=l 

log 
d i + i 

d. î 

possède une fonction de répartition f(x) dont l'ordre de grandeur est voisin de x 

lorsque x tend vers 0 . On a : 

(9) C x log * —^ f(x) ^ c 0 x log — 1 ° x 2 x 

où c et c sont deux constantes absolues positives. 
1 ^ 

La démonstration de ce résultat utilise des techniques semblables à celles des 

précédents. La borne inférieure de (9) est obtenue en introduisant une fonction de 

deux variables f(x, t) qui minore f(x) pour toute valeur de t et qui vérifie la 

relation 

(10) tf^f(x.t) = f(xt-^j . t-l) . 

On retrouve ainsi dans ce cas particulier l'importance des équations différentielles 

aux différences dans les problèmes liés à la répartition des diviseurs. 
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A SURVEY OF SOME IMPORTANT PROBLEMS 

IN ADDITIVE NUMBER THEORY 

by 

R.C. VAUGHAN 

Since many aspects of additive number theory were covered by Halberstam's 

adress [27] to the recent meeting on Additive Number Theory in Bordeaux, I 

shall content myself by adumbrating just two of the principal areas which have in­

terested me particularly. These are problems dealing with 

(A) sums of kth powers, 

(B) sums of primes. 

One of the fascinating aspects of these problems is the interplay between them 

and other areas of analytic number theory. 

A. - The typical problem involving sums of kth powers is 

1. - Waring's problem, regarding which there is an excellent survey article by 

Ellison [24]. Let g(k) denote the smallest s such that for every n^l there 
k k 

exist x̂ «>0 such that n=x^ + ...+xg . The problem of evaluating g has been es­

sentially solved for all k except k = 4 . It is thought that 

(1) g(k) =2 k+[(|) k]-2 . 

It is classical that tjiis holds whenever k^=4, 5 and 

(2) {(f)k}<l-2-k[(f)k] . 

Mahler [38] has shown that (2) has at most a finite number of exceptions, and 

Stemmler [50] has verified that (2) holds for k£200 000. Incidently, this has 

lead to interesting questions concerning distribution modulo 1 , see Mahler [39]. 
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M o r e recently, Chen [3,4,5] has shown that (1) also holds w h e n k = 5. 

This leaves k = 4 . Here there has been considerable recent progress. The upper 

bound for g(4) has been reduced first to 34, then to 30 and 23 and finally to 22 

by Dress [22], Dress [23], T h o m a s [5l] and T h o m a s [52] respectively. It is 

trivial that g(4) ̂  1 9. 

2. - The m o r e interesting and challenging problem is that of the estimation of 

G(k) , the smallest s such that every sufficiently large integer is the s u m of at 

m o s t s kth powers of positive integers. So far only G(2) and G(4) are known. 

If one defines T(k) to be the least s such that for every q, n the congruence 
k k 

x 1 + . . . + x = n (mod q) is soluble, then one has G ( k ) ^ m a x (k+1 , r(k) ) . O n e 1 s 
might guess that equality occurs. The current of play for small values of k is as 

follows ; 

G(2) = 4 , Lagrange [34], 

G ( 3 ) ^ 7 , Linnik [35], Watson [66], 

G(4) = 1 6 , Davenport [12], 

G(5)S 23 , G(6)£ 36 , Davenport [13, 14 ] , 

G(7)S 53 , Davenport's method (the claim G ( 7 ) ^ 52 of Sambasiva R a o 

[46] is fallacious), 

G(8)S73, Narasimhamurti [43]. 

For larger k , the principle results in the last thirty years have been 

G(k) < k ( 3 1ogk + ll) , Vinogradov [63,64], 

G(k) < k ( 3 1 o g k + 9) ( k = 2 m ) , ) 
m \ Tong [53], 

G(k) <k(3 1ogk + 7) ( k £ 2 ) , J 

G(k)<k(3 1ogk + 5.2), Chen [2], 

G ( k ) < k ( 2 1 o g k + 4 1 o g l o g k + 21ogloglogk + 13), Vinogradov [65]. 

This last result is superior to Chen's only w h e n k > 6 l 0 3 975 350 . M o r e recently, 

the method described in Vaughan [59] gives G(9)£ 91 , G(10)< 107 , G(ll 122 , 

G ( 1 2 ) S 1 3 7 , G ( l 3 ) ^ 1 5 3 , G(14) £ 1 6 8 , G ( 1 5 ) * 1 8 4 , G(l6)£ 200 , G ( 1 7 ) S 2 1 6 and 

G(k)< k(3 1ogk+4.2) . 

3. - H o m o g e n e o u s additive equations. - Davenport and Lewis [15] have shown that 

there is an s(k) such that if s2£s(k), then for every c^,...,c g (with c j c 2 < 0 
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k k 

if k is even) the equation c„x., + ... + c x =0 has a non-trivial solution in inte-
1 1 , 2 

ger s Xj , ... , x g . They showed that it is pos sible to take s(k)Sk +1 when k S 6 
or k ^ ] 8 giving partial verification of Artin's conjecture that any form of odd 

2 
degree represents 0 non-trivially whenever s ^ k +1 . 

2 

Vaughan [59] has partly filled the gap by showing that s(k)^k +1 is permis­

sible w h e n H S k < 17. 

4. - Simultaneous homogeneous additive equations. - Davenport and Lewis [17] 

have treated the system 
f k k 

c« ..x* + ... + c, x =0 , 11 1 In n 

' k ' k n c ..x. + ... + c x =0 . rl 1 rn n 
\ 

There are m a n y open questions in connection with this. Earlier [16], they had 

studied pairs of additive cubics 

f 3 3 n C x„ + ... + c x = 0 , 
(2) \ 1 1 

v ] 3 3 d„x., + ... + d x =0 . \ 1 1 n n 

They showed that if n ^ l 8 , then there is a non-trivial solution of (2) , and that 

there exist c. , d , ... , c , d such that (2) with n - 1 5 has only the trivial so-1 J 15 15 
lution. Cook [10] has replaced the 18 by 17 and Vaughan [57] has reduced this 

to 16 , the best possible. 

For related matters see Davenport and Lewis [18]. 

5. - Vinogradov's m e a n value theorem. - Let I(X, s,k) denote the n u m b e r of so­

lutions of 

" x 1 + . . . + x g = y 1 + ...+y s 

2 2 2 2 
x 1 + . . . + x s = y 1 + ... +y s 

k k k k x 1 + . . . + x s = y 1 + ...+y s 

with 0 < x . , y. ̂  X . Karatsuba and Korobov [31] have shown that 

i ( x , S ) k ) < c ( k , * ) x 2 s - * ( k + 1 > + 6 
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1 -t 2 with 6 = -^k(k+l) (1 - —) whenever s ̂ k + k £ . F o r an earlier account of this see 

Vinogradov's book [63, 64]. There are a n u m b e r of important applications. 

T h e value of C(k, t) is not usually very important in additive n u m b e r theory, 

but the contrary is true in the applications to multiplicative n u m b e r theory. 

2 It 

Recently Bombieri has shown that it is possible to take 6 = k (1-^) 

whenever s ^ k £ . 

B. - The archetypal problem concerning s u m s of primes is Goldbach's pro­

blem. This stems from two letters from Goldbach to Euler in 1742 in which he 

conjectures that every even natural n u m b e r is the s u m of two primes and that 

every integer greater than 2 is the s u m of three primes. H e included unity as a 

prime. There have been three lines of attack on these problems. 

1. - Direct applications of sieve methods. - There are excellent surveys of earlier 

w o r k in Halberstam and Roth [29] and Halberstam and Richert [28] . The m o s t 

recent result is the celebrated theorem of Chen [6, 7] to the effect that for n > n 
o 

either 2 n = p + p or 2n = p+p p . There are shorter proofs by Ding, P a n and 1 1 £ 

W a n g [21] , and Ross [44] . Ross [45] has also shown that the primes can be res­

tricted in various w a y s . G r a h a m [26] has m a d e effectively computable. 

2. - Indirect applications of sieve methods. - This stems from Shnirel'man [47,4£[J • 

H e showed that there exists a constant C such that if n > n , then 
o 

n = P j + . . . + p g with sSC . His C is very large, and the method w a s later super­

ceded by the m o r e powerful Hardy-Littlewood-Vinogradov method (see below) . 

H o w e v e r , alternative lines of approach are always of interest in connection with 

difficult problems. In recent times Chechuro and Kuzjashev [1], and Siebert [49] 

obtained C = 10 by this method. This is improved to C = 6 in Vaughan [56] . This 

last paper contains a brief survey of previous w o r k via this method. 
Perhaps m o r e interesting is the fact that this method readily yields a C Q 

such that every n > l can be written as the s u m of at m o s t C primes. The m o s t 7 o 
recent w o r k in this direction is 

C q = 6 x 10 9 , Klimov [32] , 

C Q = 115 , Klimov, Pil'tai and Sheptitskaya [ 3 3 ] , 

216 



ADDITIVE NUMBER THEORY 

C = 75, Deshouillers [19], o 
CQ = 27 , Vaughan [58] . 

This last paper contains two different methods, in one of which the calculations 

are easier. H o w e v e r the m o r e difficult method would permit a smaller C pro-
o 

vided certain calculations could be carried out. Deshouillers [20] has thereby ob­
tained C =26. 

o 

3. - The Hardy-Littlewood-Vinogradov method. - By obtaining non-trivial estimates 

for 

(3) L e
2 T T i a p w h e n |a-~/^ q" 2 , (a,q)=l, (log N ) A < q <SN (log N ) " A , 

p S N 3 
Vinogradov [62] gave an unconditional proof that every sufficiently large odd in­

teger is the s u m of at most three primes. Linnik [36,37] (see also Chudakov [9]), 

M o n t g o m e r y [40] and Vaughan [60] have given different ways of estimating (3) . 

Immediately following Vinogradov's work, Chudakov [8] , van der Corput [ll] 

and Estermann [25] all showed that if E(x) = | {n x : 2n ^ p + p ' ] | , then 
-A i 1-6 

E(x) = C^(xlog x) . Thix w a s later improved to 0(x exp(-c vlogx)) and 0(x ) 
by Vaughan [54] and M o n t g o m e r y and Vaughan [42] respectively. 

F o r another question connected with Goldbach's problem, see M o n t g o m e r y and 

Vaughan [41], and Vaughan [55]. 

Let m e conclude by emphasizing the interaction between this subject and 

others of analytic n u m b e r theory. Recently the ideas contained in Vaughan [60] 

have been used 

(a) to give (Vaughan [6l]) a n e w and simple proof of Bombieri's prime n u m ­

ber theorem, 

(b) by Heath-Brown and Patterson [30] as an aid in their resolution of R u m ­

mer's problem concerning cubic Gaussian s u m s , to the effect that the arguments 

are uniformly distributed modulo 2TT . 
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Ergodic Theory and Uniform Distribution 
by 

William A. Veech* 

1. Introduction. We shall discuss the applications of ergodic 

theory to two problems in the theory of uniform distribution. The 

first problem concerns uniform distribution in a general compact 

group, the second uniform distribution modulo 1. 

If K is a compact (Hausdorff, topological) group, a sequence 
S = (s I in K is a K-sequence if S generates a dense subgroup of K. n 
S is a K -sequence if it has the additional properties that (I) for 

a 

every n > 0 (s^,...,s n) = (s^+i'•••y s^ + n) f o r infinitely many k, and 

(ii) s"̂ "S = { s ^ s j } generates a dense subgroup of K. Any K-sequence 

may be used to construct a K -sequence. 

We recall that a sequence R = [*n} I s called a uniformly (resp. 

well) distributed sequence generator, (resp. w.d.s.^.), if 

for every compact group K and every K-sequence S Q K, the sequence 

T(R,S) = where 

(1.1) t = n s 

n . i r. 

is uniformly (resp. well) distributed in K ([13], [15], [17]). 

Examples of u.d.s.g.'s are given in [13], [15]. One such is 

r. = 9, r 0 = 2, and in general r = the length of the gap between the 
1 L n 

n t h and ( n + l ) S t f l f in the sequence 123456789101112... . 

At the present time one knows no example of a w.d.s.g. . How­

ever, Losert and Rindler [ 8 ] have proved there exist sequences 

R c z which satisfy a similar condition which we shall not describe 

^Research supported by NSF - MCS 78-01858 
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here . Any Losert-Rindler sequence serves as a "program 1 1 (like 

(1.1)) for writing down a well distributed sequence in terms of a 

given K-sequence. This is the purpose for which the notion of a 

w.d.s.g. was introduced, and the Losert-Rindler result suffers only 

an aesthetic defect of being nonexplicit. 

In preparation of the statement of the first theorm, let 

X = {\^,\2>•••} be a sequence of integers such that \^ > 2. Also, 

set \ Q = 1. For every k e Z such that k ^ -1 there is a unique in­

teger T = T(k) > 0 such that 

(1.2) k+1 = X 0 X 1 . . . X T ( a x i r f l + b ) 

with a e z and 0 < b < 

Notice in the theorem to follow that the K -sequence begins at 0 
c 

(the definition is analogous). 

1.3 Theorem. With notations as above, assume the sequence \ is  

bounded, and define R = {T(1),T(2),...}. If K Is a compact group, 

and if S = { S Q , S ^ , . . . } i £ a K -sequence in K, then T(R,S) (see (1.1)) 

is well distributed in K. 

Next, let X = R / Z , and let a e X be an irrational. Given an 

"interval 1 1 I c X. whose length is denoted |l|, define S n(x) = 

S n(x,e,I), x e X, n > 0, to be the number of j such that 0 < j < n 

and x+j fi € I. 

A theorem of Kesten [ 7 ] asserts that there exists x e X such 

that S n(x)-n|l| is bounded (in n) only if |l| e Zfi modulo 1. (The 

converse is easy and classical.) A simple proof of Kesten 1s theorem 

is given by Furstenberg-Keynes -Shapiro [ 6 ] (see also [17]). The 

following is a sharpening of Kesten 1s theorem: 

224 



ERGODIC THEORY 

1.4 Theorem. With notations as above, suppose there exist x e X 

and M < co such that 

(1.5) l y x ) = [n| |S n(x)-n|l| | < M} 

has positive upper density. Then modulo 1, |l| e Z G . 

2. Monothetic groups. In this section X denotes an infinite 

compact monothetic group and 8 e X an element which generates a dense 

subgroup. X will be written additively. Let u be normalized Haar 

measure on X. 

Fix a finite set E c X such that E contains a coset of no sub­

group of X other than {0}. Let K be a compact group, and let there 

be given a continuous map cp:E -> K such that cp does not extend to be 

continuous on X. 

Define X' = E + Z 8 , and define a map X' -» K by *nx(n) = cp(x-hift), 

x e X', n e Z. The closure, M, of the image of X' is invariant under 

the left shift, a(ani(n) = m(n+l)). In addition one has from [16], 

Section 2, that (a) ( a,M) is minimal (every a-orbit in M is dense in 

M ) , (b) (a,M) is uniquely ergodic (there is a unique normalized 

a-invariant Borel measure on M) , and (c) the map Ttmx = x, x e X', is 

well defined and extends to a continuous map M X such that rrom = 

rrm+a, m e M; moreover, TT is one-to-one on TT"""SC'. Because of (b) and 

(c), we shall write u also for the normalized Invariant measure on M. 

Next, let N = MxK, and define T:N -> N by 

(2.1) T(m,k) = (am,m(0)k) . 

Let v be normalized Haar measure on K, and set u) = uXv. Clearly, ( W 

Is T-invariant. 
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If (T,N) Is uniquely ergodic, a theorem of Oxtoby [9 ] implies 

that for each z e N the sequence {Tz, n >1} is fl)-well distributed 

in N. In particular, the sequence of "second coordinates" is well 

distributed in K. When z = (m x , e ) , x e X', the second coordinate 

of Tz, n > 0, is 

(2.2) cp ( n )(x) = cp(x+(n-l)e)cp(x+(ti-2)fl)...o(x) . 

It is Furstenberg 1s observation that (T,N) is uniquely ergodic 

if ,o is ergodic for T (if A c N is measurable, and if T~"^A = A , then 

OJ(A) = 0 or w ( A ) = 0 ) ( [ 5 ])• The necessary and sufficient condition 

that u) fail to be ergodic is that there exist a nontrivial continuous 

irreducible unitary representation p:K -> U(d) and a nonconstant mea­

surable function F:X -» such that 

(2.3) F(x+e) = p(cp(x))F(x) (a.e. u ) . 

(See [ 5 ], [14].) 

3. Proof of Theorem 1.3. Let X be as in the introduction, and 

define A N = 0 and /v = \-X 0.. . \ , n > 0. We set X = lim" 1 zl h Z and 
u n l z n n n 

view X as the set of sequences, x = ( x ^ ^ ^ , . . . ) ^ such that 0 < = 

x (x) < A and x - x e A Z for all n > 0. Letting 9 = (1,1,...), 
n n n+i n n 

the subgroup Z 0 is dense in X. u. denotes normalized Haar measure 

on X. 

Let E = {-9). If x 4 E, define T(X) = ¿-1, where I is the least 

integer such that x ^ / v - 1 . T ( * ) 1 S continuous on E C , and 

lim T ( X ) = co. In terms of the function f(k), k ^ defined in 

x-^-9 

(1.2), one has (a) T(ke) = T(k), k + -1, and (b) T ( X ) = T(x n(x)) for 

any n such that x

n (
x ) ^ 
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Define partitions = {P n kl 0 < k < /v̂ } by setting p = 

fxlx (x) = k}. The function T (x) = A -1-x (x) assumes the constant 
1 1 n n n n 
value K -1-k on P for each k. Remark (b) of the preceding para-n nk 
graph implies T(x+jq) is constant on P ^ if j + /v^-l-k. As for the 

exceptional value of j, define P ^ k = {x e P jj T ( X + ( j^-l-k) 8) = n+-M> 
^n— 1 

I > 0. An easy counting argument shows n ( P n k ) = ( Xn-K~^A " u ^ Pnk^ 
n+t 

holds for I > 0. If in particular X is bounded (by Q ) , the last 

inequality implies 

(3.1) ^ P ^ ) > Q - ( " + 1 V ( P n k ) • 

If x e X, write P^ = ? n(x) for the element of P which contains 

x. Given an L^( u) function F:X -> c^, the martingale theorem, toge­

ther with a standard argument, shows 

(3.2) lim - J ^ T - J |F(y)-F(x)| u(dy) = 0 

n 

Next, suppose K ^ [e] is a compact group, and let 

S = fY(0),v(1),...) be a K -sequence in K. Using T and S, we define 
L a 

cp(x) = Y ( T ( X ) ) , x G E c . The facts K ^ fe*| and S is a K -sequence 
( A „ ) 

easily imply cp has no limit at - 0 . We shall be interested in cp 

which we denote by co^. Our earlier discussion implies there exist 

A n k , B n k € K, 0 < k < A n , such that 
(3.3) cp n(x) - A N K Y ( n ^ ) B n k (x e ^ . 

Indeed, of the A n factors determining cpn, all but one are constant 

on P n k , and that factor is constantly Y ( N + ^ ) = <s (r(x+T n(x)e)) on 

nk 

Suppose now that p is a nontrivial continuous irreducible uni­

tary representation of K on , and suppose also that (2.3) has a 

nontrivial measurable solution. We replace K by p(K) ^ {e}, and 

reletter, so that (2.3) becomes 
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(2.3') F(x+e) = cp(x)F(x) . 

Now cp(x) G U(d), and (2.3') implies |F(-)I *-s invariant under 

translation by 9, hence constant a.e. As F is assumed to be nontri­

vial, we may and shall assume that |F(x)| = 1 a.e. This will lead 

us to a contradiction, assumming \ is bounded (by Q ) . 

Iterating (2.3'), one finds F(x4m9) = c p ^ ( x ) F ( x ) , and this, 

plus the continuity of translation in L^(u), implies 

(3.4) lim ||cp(m)F-Fl| = 0 . 
mo->0 

3.5 Lemma. With notations as above, there exists for every pair 

e,q > 0 a vector v = v(e,q), |v| = 1, such that |Y(i)v-Y(j)v| < 2e, 

0 < i, j < q. 

Proof: S is a K -sequence, and therefore there exists an infinite 
a 

set r such that Y ( n + j ) = Y ( j ) , 0 < j < q , n G T\ Apply (3.4) ( m = A n , n G T ) , 

and (3.2) to conclude that if n e r is large there exist P ^ G P^, 

such that (P^ k)° = {y e P n k l Icp^(y)F(x)-F (x) | > e] has measure less 

than Q " ^ q + 1 ^ u ( P n k ) • F r o ^ (3.1) one concludes P^k ° P n k ^ ^> 0 < ^ ^ q . 

Finally, (3.3), the definition of P ^ , and the facts n G r and 
A , ,B , G U(d) imply that if v = B ,F(x), then Ivi = 1 and nk nk nk 
1 Y(i)v-Y(j)v| < 2e, 0 < i, j < q. The lemma is proved. 

Notice in the above that also |Y(i)" 1Y(j)v-v| < 2e, 0 < i, j < q, 

v = v(e,q). If we let e -> 0, q -» 00 in such a way that v(e,q) -> V Q , 

then |v Q| = 1, and Y ( i ) " \ ( j ) v Q = v^, i,j > 0. As S is a K^-sequence 

k v Q = V Q , k G K . Irreducibility then implies d = 1, K = {e}, a con­

tradiction. We conclude that (2.3) cannot have a nontrivial measura­

ble solution. The discussion of Section 2 now implies Theorem 1.3. (The 
second coordinate of T n(9,e) is co ( n^ (9) = Y(T(n))Y( T(n-l)) ...Y(T(1)) , 
where T(k) is defined by (1.2)). 
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Remark on the case d = 1. Let x be as in Section 1, possibly un­

bounded, and let S = ( Y ( N ) I ^ Q b e a sequence of complex numbers of ab­

solute value 1. Define K to be the closed subgroup of U(l) generated 

by the terms of S. Form X * X ( \ ) , and set cp(x) = Y ( T ( X ) ) , x ^ - 9 . We 

wish to allow for the possibility that co has a limit at -9; this 

means that M = M ( \ , Y ) , rather than having X(x) for a "factor," may in 

fact itself be a "factor" of X(\) (more precisely, the quotient of 

X(\) by the periods of the extended function cp) . Let N = N ( \ , Y ) = 

MxK and T = T(X,Y) be as in Section 2. Also, set UJ = uo(X,Y) = uxv, as 

in Section 2. Using the above, one may prove 

3.6 Theorem. With notations as above, suppose § |Y(n+1)-Y(n)| 
n=0 

= co. Then (T,N) _is uniquely ergodic. Moreover, the point spectrum  

of T, relative to m, is contained in r(X) = {x(9) | x a continuous char­

acter on X(X) }. 

If X is a second sequence, we write X i X if (/\ ,7 ) = 1 for all n. 
n n 

When X I X, the Chinese Remainder Theorem implies z(9,9) is dense in 

X(x) xX(x), and this in turn implies axa is uniquely ergodic on MxM 

for any given Y . Suppose now that both Y and Y satisfy the hypothe­

sis of Theorem 3.6. As r(x) 0T(x) = {1}, the point spectra of T,T, 

relative to uo,u), have trivial Intersection ({1}), and so by a well 

known result in ergodic theory, T*T is ergodic relative to wxl. But 

OJXUJ may be viewed as (uxu)x(vxv), vxv = Haar measure on KxK, and so 

Furstenberg's princple (Section 2 ) , plus the unique ergodicity of 

axa, implies T x T i n uniquely ergodic. 
The sequences c p ^ ( O ) , c p ^ ( O ) are "q-muliplicative sequences" 
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(see [3] for definition and references). An immediate consequence 

of the above is that when \ i X and Y , Y satisfy the hypothesis of 

Theorem 3.6, one has 

lim i S c o ( n ) ( 0 ) $ ( n ) ( 0 ) = 0 . 
N->» n=l 

It would be interesting to know whether other known (and unknown) 

properties of q-multiplicative sequences can be obtained from such 

considerations. 

4. Irregularities of distribution modulo 1. In this section we 

suppose X = */z, and we fix 9 e X irrational. If I c X is an In­

terval and a , B € R, define cp = (a-B)x T - BX . We regard cp as having 
1 1° 

values in K = K(a,B), the closed subgroup of X generated by a and B 

(modulo 1 ) . We note that c p ^ ( x ) = S n(x) a-nB, where S^(x) = 

S (x,9,I) is defined in Section 1. 
P n Q 

Let {—} be the sequence of convergents to A, and define F (fi) 
q n co 

c X to be the set of t which admit a representation t = D b q 9 ., n n n=l (in X) such that b e Z and lim b q IIq 9II = 0. (Any two such repre-v / n n n n M n 11 J 

sentations agree for large n [16].) If a e R, we also define T ^ ( 9 ) 
a 

= {t € r°(9)|lim b a = 0 in X } . As noted in [16], [17] we have (I) 
n *i 

if ft has bounded partial quotients, then T ^ ( 9 ) = ZA, and (ii) if 

t d Z 0 , then for almost all a, t { T ^ ( 9 ) . 
GL 

The theorem below is proved in [16] for a = h* Extension to the 

general case is sketched in [18], [17] and the details are carried 

out by Stewart in [12]. 

4.1 Theorem. Let a,8 e R, a i Z. lf_ for every k such that 

ka ^ 0 (in X) | X| 4 r ^ ( 0 ) modulo 1, then (T,N) (Section 2) is uni­

quely ergodic. 
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4.2 Corollary. ([17],[12]) If |l| 4 Zfi modulo 1, then for almost  

all a e R the sequence {Sn(x)a-nB} i£ well distributed modulo 1 for  

any choice of x e X and B e R. 

The corollary may be used to prove Theorem 1.4. To this end, 

suppose |l| i Z9 modulo 1 but for some x e X and M < co the set 

E^(x) (Section 1) has upper density 2e > 0. Corollary 4.2 implies 

there exists a, 0 < a < -T&T such that fS (x) -nB ] is well distributed 
ZM n 

modulo 1 for all 8. Set 8 = | l|'a, and note for this choice that 

||S (x)a-n|l|a|| < |Sn(x)a-n|l|a| < f if n e EN(x) . Well distribution 

implies the set of n such that ||S (x)ct-n|l|aU < % has upper density 
n z 

*2 + *2 ~ c < an<* ™e nave a contradiction. That is, E
M ( X ) h a s 

upper density 0, and the theorem is proved. 
When co = (a-B)xT-BX is regarded as taking values In R, it is 

1 I C 

natural to prevent "drift" by requiring cp to have integral 0. But 

for a change of scale, this is tantamount to requiring co = (1-11| )X^-

|I|X • In what follows, G = G(I) is the closed subgroup of R gen-
I C 

erated by |l| and l-|l|. We assume 0 < |l| < 1. 

Define T:XxG -> XxG by T(x,y) = (x+e,y-kp(x)) . T preserves Haar 

measure on XxG, which of course is infinite. Using a topological 

analogue of K. Schmidt's notion of an "essential value" of a cocycle 

([11]), it is not difficult to prove 

4.3 Proposition. Assume |l| is rational or else 1,9, and |l| 

are rationally independent. Then T has a residual set of points with 

dense orbits. In particular, for a residual set of x e X the se­

quence Sn(x)-n|l| is dense in G(I). 
One conjectures the conclusion of the proposition holds with 
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residual set of x replaced by 'measure 1 set of x.' (It does not 

hold for 'all x'. See Dupain [4].) One way to prove this is to 

prove T is ergodic (relative to Haar measure). This is so for |l|=% 

(K. Schmidt [ 1 0 ] ; Conze-Keane [ 2 ] ) and also for almost all values of 

|l| (Conze [1 ] ) . In [17] the question was raised whether |l| { T^(9) 

implies ergodicity. This is proved by M. Stewart [12] when e has 

bounded partial quotients, and Stewart now claims a proof for gene­

ral 9 (oral communication). It is open whether any condition on |l| 

is necessary for ergodicity (save |l| € (I) or l,9,|l| rationally in­

dependent) . 

Stewart's work relies heavily on the work of Schmidt and Conze. 

The most important ingredients are Schmidt's notion of essential 

value, the Denjoy-Koksma lemma (used by Conze), and the following 

4.4 Theorem (M. Stewart [12] ) . Assume 9 has bounded partial quo­

tients. If t 4 zc\ modulo 1, then 

lim sup (llq^ll-^qjq^l) > 0 . 

n->oo 

It would be of interest to have a formulation and proof of a 

nonabelian analogue of Theorem 4.1. At the present time one knows 

only that if 9 has bounded partial quotients, if |l| i Z9 modulo 1, 

and if K Is a finite group with generators a,B, the homeomorphism 

(T,N) corresponding to cp(x) = a,B as x e I, I is uniquely ergodic 

[ 1 4 ] . 
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L'EQUATION FONCTIONNELLE DE LA FONCTION ZETA DE SELBERG  

DU GROUPE MODULAIRE PSL(2,2) 

par 

Marie-France VIGNERAS 

1 - Cette équation est contenue dans la formule des traces de Selberg [21] et l'ob­

tenir nécessite seulement de l'habileté dans le maniement d'intégrales, en suivant 

les méthodes données par Hejhal [17] pour obtenir l'équation fonctionnelle de la 

fonction zêta de Selberg des groupes cocompacts, sans éléments elliptiques. La fonc­

tion double-gamma définie et étudiée par Barnes [3] , [U] , [5] » [6] joue un rôle 

essentiel, analogue à celui de la fonction gamma dans l'équation fonctionnelle de la 

fonction zêta de Riemann. Guidé par le modèle des fonctions L d'Artin, à chaque 

classe de conjugaison primitive de PSL(2,2'), on associe un facteur : 

Z (s) = TT (1 - Nj S" k) 
P k>o 

pour une classe hyperbolique primitive p, de norme Np, 

Z e (s) =[1 + t g ( f - £ ) ] 1 / 2  

e2 d 4 

pour la classe elliptique primitive e^ d'ordre 2 

Z (8) = [1 + V ^ t g ( f - | ) ] 2 / 3 

e^ 3 6 

pour la classe elliptique primitive e^ d'ordre 3 

Z (s) = Ç(2s - 1) 
par 

où ç(s) est la fonction zêta de Riemann, pour la classe parabolique primitive. On 

introduit ensuite un facteur à l'infini : 

Z > ) = [ r 2 ( s )
2 r(s)" 1 (2TT) 3] 1 / 6 
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où T (s) est la fonction double gamma de Barnes 
* 2 

1 s/2 " ? S ( S + 1 ) " ? a

 n - s + f ^ 

F 2 ( S + 1 ) n*1 " 

et vérifiant l'équation p (3+1) = (3) e t = 1* 

On définit alors une fonction zêta de Selberg modifiée en posant : 

Z*(s) * n Z (s) Z (a) Z (s) Z (s) Z (s) , Re s > 1 
PÉP P 6 2 e3 P a r 

où P est l'ensemble des classes hyperboliques de PSL(2,3f) ; les facteurs elliptiques 

et paraboliques sont les facteurs exceptionnels. On a alors l'équation fonctionnelle : 

(1) Z*(s) = Z*(1-S). 

Remarques 

Les facteurs sont des fonctions analytiques multiformes, les exposants 1/6, 1/2, 2/3 

apparaissent dans la formule du genre pour PSL(2,5?) et la fonction zêta de Selberg 

modifiée est bien définie. 

Pour un sous-groupe T discret, à covolume fini de PSL(2,R) et une représentation 

X unitaire de dimension finie n de T, on a aussi une formule des traces. Quelle é-

quation fonctionnelle en déduit-on ? Je ne sais donner qu'une réponse partielle : 

La valeur du facteur à l'infini s'obtient sans peine : 

(2) Zjs.x) = [ T 2 ( S )
2 r(s)" 1 <2TT) S] N Y 

où y est le volume de T\H pour la mesure ^ ^ sur le demi-plan supérieur H. Les 

facteurs hyperboliques sont ceux définis par Selberg : 

(3) Z (s,x) = n det (1-X(p) Np" k" S) 
P k>o 

Pour des groupes f cocompacts sans éléments elliptiques, en posant 

Z*(S,Y) A Z (s,Y) II Z (s,Y), on a donc l'équation fonctionnelle 
/\ 00 * "D 

peP * 

Z*(s,x) 3 Z*(1-S,X). Soit x l a contragrédiente de X» définie par X(Y) = X(ï 1 ) ; 

si p est une classe hyperbolique primitive, p 1 l'est aussi et p + p 1 définit une 
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bijection de P, comme Z (s,x) = Z _1(s,x)> on en déduit : 
P P 

Z*(s,x) = Z*(s,x) 

L'équation fonctionnelle s'écrit dont aussi : 

(k) Z*(s,X) = Z*(1-S,X) 

écriture préférable, puisqu'elle reste vraie si T contient des éléments elliptiques. 

Le groupe engendré par une classe elliptique primitive e^ d'ordre m, est un groupe 

cyclique d'ordre m, et la représentation X restreinte à ce groupe est une somme de 

caractères (représentations de degré 1) X-» pour 1 <> j ^ n définis par 
—2 i if x * / n ^ 

X - ( e ) = e J , où 0 ^ x. ^ m-1. Le facteur elliptique est égal à 
J m j 

n 1 -1 
(5) Z o (s,X) = n Z o (s+x.) Z (x.+ -) 

e . A e j e j d 
m j = 1 m 0 m 

où Z (s) est le facteur elliptique avec caractère trivial, 
e 
m 

Enfin, pour les facteurs paraboliques apparaissant si T n'est pas cocompact, 

je n'ai aucun résultat, mis à part le cas où X est trivial et T = ^(N) image dans 

PSL(2,2f) de l'ensemble des matrices ( a \) e SL(2,2) telles que c = 0 (mod N), quand 
c a 

N est sans facteurs carrés, où utilisant la forme explicite de la formule des traces 

calculée par Hejhal [151 » [16], on obtient : 

r -o -o« " 1 / 2 1 d ( N ) 

Z ^(s) - (27TN) 3 Ç(2s-1) n (1-p ^ ) 

P a r - p|N J 

où d(N) est le nombre de diviseurs de N. 

Pour des groupes de rang 1, où la formule des traces a été explicitement calcu­

lée par Gangolli [12], [13], le facteur à l'infini est un produit de fonctions 

gamma d'ordre inférieur où égal de l'ordre de la fonction zêta de Selberg, qui se 

calculent explicitement dans chaque cas. 

2 - LA FONCTION DOUBLE GAMMA. 

Cette fonction remarquable étudiée par Barnes vers 1900, ne figurant pas dans 

les tables de fonctions spéciales les plus connues, citée en exercice par Whittaker 

et Watson [2U], a été utilisée récemment par Shintani [23], dans une formule limite 

de Kronecker pour les corps quadratiques réels. Son prolongement analytique p-adi-

que apparait dans une formule de Cassou-Noguès [9] pour les fonctions L^-adiques 
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au point 0. 

Avant Barnes, ces fonctions avaient été introduites sous une forme différente 

par Holder [18], Alexeiewsky [2], Glaisher [1U], Kinkelin [19]. L'exposé de Barnes 

[3] est remarquable, aussi je me contenterai d'indiquer brièvement leurs principales 

propriétés : 

2.1 - Définition par leur produit de WeierstraB (trois formes) : 

r,(z +ir
1 = ( 2 * )

z / 2 e " Z / 2 2 Z H [(1 + ¿ )
k

 e - ^
2 / 2 ¿ ] 

2 k = 1 L k J 

- f a r ) « / 2 - ^ - T * 2 If r ( k ) *M+£*'t*h 
= (2ïï) e IL r / v e 

(Y " - ¿ +1+ Y)z
2/2 r g 2 I 

= C2*) 2 / 2e 2 6 rtz).z fi (1+ — ) e n + m 2 ( n + m ^ 
n>0 L n + m -I 
m>0 
n W O 

r ' 
chaque produit est convergent, Y est la constante d'Euler et ijj(z) = Y (z^* 

2.2 - Formule de Stirling : si x est réel et croit indéfiniment, et a € 

2 2 2 
Logr2(x+a+l)"

1= ^ log 2TT-log A + - - ax + (̂— - + ~- + ax) log x + 0 (̂-) 

où A est une constante définie par Kinkelin [19]> 

2 2 
Log A = lim [Log(l1.22...nn) - + | + Log n + 

n-x» 

dont la valeur numérique est A = 1,28 2k 27 13 ... 

2.3 - Théorème de Gauss 

V V r (z + = K ( 2 T T ) n ( n - l ) z / 2 n _ n 2 z 2 / 2 + n z r ( n z ) _ 1 

r=0 s=0 2 2 

où 

2 ¿ 1 
K = A 1 " n e 1 2 ( 2 n ) - ( n - l ) / 2 n " 5 / 1 2 

r 2(l +z)"
1 

2.U - Formule des compléments : On pose $(z) = p (-|_z)-1 » 
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Ф(г) = -т1 Ф(г-1) 
sin TTZ 

2.5 - Relation de Kinkelin 

' ¿2 
Log Ф(г) = z Log 2тт - TTZ cotg TTZ dz 

2.6 - Valeur au point 1/2 

r 2 ( , / 2 ) - 1 = A " 3 / 2 T T - 1 / l 4 e 1 / 8 2 1 / 2 ^ 

2.7 - Formule intégrale : si Re(z+1) > 0, 

Log Г (z+1) = - e 

•o t M - e ' V 

г 2
+

2 л 1 4. z t -zt J X 1 - zt e dt 

+ V ( 1 + Y ) - f b o g f 

Par analogie avec la fonction gamma, on peut donner pour la fonction double-gamma, 
et plus généralement pour des fonctions gamma d'ordre n , n £ 1 une définition  
d'Artin justifiée par la proposition suivante : 

2.8 - Proposition : Pour tout n > 1, il existe une unique fonction G^(z) méromorphe  

telle que : 

(1) G ( z + 1 ) = G , ( z ) G ( z ) pour z e C 
n n-1 n 

(2) G (1) = 1 
n 

dn+1 
(3) pour x > 1, G (x) est indéfiniment derivable et —7 Log G (x) > 0 

n . n-*-1 n 
dx 

(h) G (x) = x 
o 

On reconnait la définition d'Artin de la fonction T(x) pour n = 1. On définit ainsi 

des fonctions gamma d'ordre n en posant 

T (z) = GUV l j 

n n 

Cette proposition est une conséquence immédiate du théorème de Dufresnoy et Pisot 

CTl» [11] qui fournit simultanément l'existence, l'unicité et le développement 
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en série de Weîerstra$. 

Théorème 2.9 (Dufresnoy et Pisot) - Soit <9 (x) une fonction k fois dérivable dont la  
A (k) 

dérivée if (x) d'ordre k , k > 0 , est décroissante pour x > 0 et tend vers 0 quand 

x augmente indéfiniment. L'équation fonctionnelle f(x+l) - f(x) = ^(x) admet comme  

solution la fonction 

k-1 P (x) 
f(x) = f(0) + xM(o)-s(D) + z -^7— (^(h)(o) - S ( h ) ( D ) + S( x) 

h=1 n l 

où 

S(x) = I U(n) + f- cp'(n) + ...+ cf ( k )( n) - cf(n+x) 
n>Û L 1 1 k I J 

où ? h(x) , h > 1 est l'unique polynôme de degré h + 1 , solution de f(x+1) - f(x) = x
h, 

x > 0 et P h ^ ^ = °* Si_ f(0) est donné, cette solution est la seule qui ait une déri-
' i ème 

vee k croissante, pour x > 0. 

Les polynômes figurant dans ce théorème, P. (x) = 1h+...+(x-1)h ont été intro-
n 

duits par Bernoulli. Ce que l'on appelle polynômes de Bernoulli sont les dérivés de 

ceux là (ils vérifient l'équation f(x+l) - f(x) = h x h 1 ) . 

On applique le théorème de Pisot-Dufresnoy en posant (x) = Log(x-M), de 
1 ° . x 

dérivée — — décroissante pour x > 0 et tendant vers 0 quand x croit indéfiniment. 
x+1 

Soit alors f..(x) l'unique solution convexe de l'équation f(x+l) - f(x) = Log(x+l) 
1 fi(x) 

telle que f(0) = 0. On pose T(x+1) = e et on obtient la fonction gamma. On 

remarque que 

f.(x) = - yx + I - - LogO + -) 
1 . . n n 

n>1 

d 2 -2 
et que : — — f (x) = I (n+x) 

dx n*1 

est décroissante pour x > 0 et tend vers 0 quand x croit indéfiniment. Par récurren­

ce, on définit des fonctions f (x) vérifiant : 
n 

(a) f (x+1) - f (x) = f .(x) 
n n n-1 

(b) f (0) = 0 
n 

d n 

(c) f (x) > 0 pour x > 0 
dx 
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n-1 P (x) r , k l f k ì I 
(d) f (x) = -xE(l) + I (0) - E ^ ( l ) + E (x) 

n n л ni n-1 n n n= 1 L 

où 

E (x) = Л k^hr)n- - M ï T S T * + - " + ( - 1 ) П " 1 Т 7 ^ Т + ( - 1 ) n b o g ( i + Tf-у)" 
meN n xfl 

où 

L(m) = m +...+m si m = (m.,...,m ) 
1 n i n 

d -n-1 
(e) —^j-j- f (x) = ni y (x + L(m)) n est décroissante pour x ^ O et 

meN *N 
tend vers 0 quand x croit indéfiniment. 

f (x) 

On pose G (x+1) = e n . L a relation (d) donne le produit de Weïerstra{3 de 
n -1 

G (x). La fonction T (x) est une fonction d 1 ordre n, dont tous les zéros sont les 
n n 

entiers négatifs 0, - 1 , - 2 , . . . l'ordre de l'entier négatif -k est égal au nombre de 

solutions de l'équation L(m) = k + 1, m e jNn 1 x jy*. Le nombre de solutions pour 

m e N n est le coefficient de X k + ^ dans le développement en série de Taylor de 

( 1 - X) n , c'est-à-dire Le nombre de solutions avec m e f$n 1 x (N* est égal 

a ) = ( « ). L'ordre du zero au point -k est donc égal a (, — ) • 
k+1 k+1 n-1 n-1 

3 - LA FORMULE DES TRACES DE SELBERG POUR PSL(2,ff) 

Dasn le cas particulier de PSL(2,2 P), on peut écrire la formule des traces 

(sans représentation) sous la forme suivante : 

£ h ( r ) = E E k / ^ ° K g(k Log Np) 
n=o n p € P k>1 N p K / -Np 

-OO 

+ — r h(r) tanh TTr dr 
J —00 

, f L _ L ( e « / 3 + e - " r / 3 ) j > ( r L d r 

; -°° 3/3 e +e 

»oo 

- g(0) Log 27T + i |'(-2ir) h(r) dr 
J —ct»° 

en donnant comme définitions des différents termes : 
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a) les nombres complexes r n sont définis à partir des valeurs propres du spectre 

discret de l'opérateur de Laplace-Beltrami opérant sur l'espace L2(PSL(2,2r)\H) soit 

0 = X £ X, £ ... £ X ...en posant : 
o 1 n 

1 2 TT 
X = y- + r ; Arg (r ) = 0 ou - -
n k n ' & n 2 

En fait, Arg (r ) =-TT/2 ne se produit jamais pour PSL(2,Z), cela se démontre par un 

argument géométrique élégant donné par Roelcke [20]. C'est équivalent au fait que 

X^ > -J- , ce que Cartier a vérifié numériquement [8]. 

b) la formule est valable pour toutes les fonctions paires h(r) holomorphes 

dans une bande |Ims| < ^ - + e , où e > O e t vérifiant dans cette bande la condition 
2 — 1 — G 

de croissance h(r) = 0 (l+|r| ) on pose : 

t \ 1 -îru , / v _ 
g(u) = — e h(r) dr 

J —oo 

en particulier, on a 

•00 

g(0) = h(r) dr 
J —oo 

c) on reconnait quatre types de contribution dans cette formule venant des 

quatres types de classes de conjugaison : hyperbolique, l'unité, et les types ex­

ceptionnels elliptiques et paraboliques. La forme sous laquelle ils figurent coïn­

cide avec celle donnée par Selberg [21] p.lh et p.78, sauf celle de la contribution 

parabolique qui figure dans Selberg sous l'expression : 

.co 
{ Т ^ ф ' (2 + ir) " (1 + ir)} h(r) dr " LOg 2-g(0) 

» —OO ^ 
(2) 

+ i d - Ф ф ) ь ( о ) 

où 

Г(в - \) 
ф(з) = SS ( ) 

z lisi 
c>o с 

On vérifie que l'on a 

Ф(з) = ^ 2 | ( ¡ 3

1 ) , dono ф ф = 1 

où l'on a posé, selon l'habitude usuelle : 
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(3) Ç(s) = i T s / 2 r(s/2) ç(s) 

L'équation fonctionnelle £(1 - s) = Ç(s) ou encore |- (1 - s) = - |- (s) permet de 

transformer la forme (2) en 

{- f'(-2ir) - 7T" ̂ '(1 + ir)} h(r) dr - Log 2. g(0) 
J _ Œ ÏÏ t, 2TT 1 

On vérifie à l'aide de (3) et de la formule des compléments pour T(s) que le terme 

entre accolades est égal à 

_ Log 2TT _ i e + e + 1 V , . } 

2ïï 2 Tir -ïïr TT Ç 
e - e 

En integrant sur toute la droite réelle, la partie impaire disparait et l'on obtient 

finalement la contribution parabolique sous la forme 

- g(0) Log 2ТГ + 1 I (-2ir) 
J -OO ̂  

La démonstration de la formule des traces de Selberg pour PSL(2,20 est devenue 

suffisamment classique pour que nous ne la refaisions pas (Duflo-Labesse [10], 

Hejhal [17], Zagier [25]). 

h - PASSAGE DE LA FORMULE DES TRACES A L'EQUATION FONCTIONNELLE. 

Ce passage est fort bien décrit par Hejhal [17] pour des sous-groupes cocom-

pacts sans éléments elliptiques, de PSL(2,R). C'est grâce à cette rédaction, que 

j'ai fait ce passage pour PSL(2,Z). 

On choisit pour fonction h(r), g(u) les fonctions 

h ( r ) " ~ri - ~i~72 où ^ < Re z < Re B 
r +z r +6 

e-z|u| e-B|u| 

g ( u ) = — w 

qui remplissent les conditions nécessaires ; le terme 1 est indispensable pour 

r + r 

assurer la condition de croissance. La contribution hyperbolique est égale à 

([17] p.66 et p.67 proposition h.2) : 
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z 1 z 1 

2z т. Z 2 ' 23 Z V 2 P / 

peP p p 

Afin de calculer les contributions elliptiques et paraboliques, on utilise les 
fait suivants, qui sont utilises par Hejhal pour obtenir la contribution de la 
classe unité : 

Soit f : tB C une fonction integrable, on a : 

Í
oo -oo #00 

f(r) dr = 0 si f est impaire, et f(r) dr = f(-r) dr 

—00 J —00 J —00 

2) si f(r) se prolonge en une fonction méromorphe dans H, sans aucun pôle sur 

l'axe réel, telle que 

reS+iN f , s 

A) lim 2 2 DR = 0 P ° U R E = 1 1 
S-*» JeS r +z 

r«*iN , v 

B) lim 2 2 dr = 0 * 

en supposant naturellement que les intégrales écrites aient un sens ; en particulier 
2 2 ~ 

S et N tendent vers l'infini de sorte que f(r)/(r + z ) n'ait pas de pôle sur les 

chemins d'intégration. On choisit alors z, tel que Rez > 0 et que iz ne soit pas 

un pôle pour f(r). Le théorème de Cauchy appliqué au chemin décrit ci-dessous 

/*> 

-S+iN iN S+iN 

I * 1 

A 

' * s * 

suivi d'un passage aux limites nous donne : 

f°° W r O TT Res(f X ) 
(k) F(z) = dr = \ f(iz) + 2Í7T 1 — 

*-oor +z xeH z + x 

On suppose être arrivé par cette méthode sur une équation du type : 

00 

I h(r ) - G(z) - G(ß) 
n 
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L'équation fonctionnelle est alors G(z) = G(-z) ; dans cette équation la partie 

paire de G(z) disparait, ceci permet dans (h) appliqué en vue de l'équation fonc­

tionnelle de négliger la somme sur les résidus, ainsi que d'éléminer le terme en 3. 

On laissera la vérification des conditions A) et B) non faite, c'est un exercice de 

routine pour les fonctions simples qui apparaissent dans le cas présent. On décom­

pose G(z) en quatres parties, correspondant à hyperbolique, unité, elliptique, para­

bolique, que l'on ne considère que modulo les fonctions paires. On obtient : 

G (z) 
= 2z 

peP 

V 
-JO 
z 
p 

Goo(z) = if tg ™ 

r (,) , - " r1 . 2 COS(TTZ/3)-1 
G e l l ( z ) = 2z cos TTZ U + 373 J 

<ï (z) = | f ( 2 z ) 
par z £ 

1 

f S~ 2 
On pose alors H(s) = exp 2z G(z) dz, ce qui transforme l'équation fonc-

J o 

tionnelle en H(s) 3 H(1-S). Les différents termes hyperboliques, paraboliques, unité, 

elliptiques donnent respectivement : 

(5) H (s) = n Z (s) 
P p,P P 

(6) Hpar(s) = C(2s - 1) = Zpar(s) 

Hco(s) fs- \ Zjs) 
( T ) i j T s T = exp J0 " I z tg 772 dz = 

fAï e l l ^ S ; f S 2 TT f S 2 U TT CQS(TTZ/3) , 
( 8 ) H „(1-8) = 6 X P 2 cos TTZ D Z X EXP 3 ^ cos TTZ " D Z 

ell 'o ' o 

Z (s) Z (s) 
e 2 e 3 , 

" Z (1-s) Z (1-s) 
6 2 e 3 

Seuls (7) et (8) sont à démontrer. En l'admettant, on obtient alors l'équation fonc­

tionnelle de la fonction zêta de Selberg (1). La relation de Kinkelin 2.5 montre que 

P 1 r ( j + Z ) r 2 ( ï " Z ) 

TTV tg TTV dv = - z Log 2TT + - Log —^- + Log 

J o 2 r ( ^ - z ) r 2

( 2 + z ) 

jet l'on en déduit (7) sachant que : 
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Zjs) = [ r 2 ( s ) 2 r(s) 1 (21T) S] 1 / 6 

Pour obtenir (8), on utilise la formule suivante (Abramowitz-Stegun [1] p.78) : 

dz = 1 
а+Ъ cos z J$~&~ g 

(b-a)tg f + / 2 - а 2 

(Ъ-а) tg I" - Л -а 
si b > a 

d'où on déduit : 

R R 1 + 7 l H t g z " 
[ dz 1 T /b -a 
O 2 2 =

 0 / T - 2 L ° g " a , 
J b cos z-a 2a/b -a 1 ,^ ^ tg z 

/b -a 

On a alors : 

1 - , ^ /1rs TK 1/2 Z s 

f - I TT dz 1 + t 6 ( T - h] e 2 

eXP J 0 2 cos TTZ | ^ _ t g ( M _ * ) J ^ ( - s ) 

Enfin l'on a : 

_ 1 TT, _ K 

f S 2 UTT COS(ÏÏZ/3) , | T S 2;1ITT dz 
xp ' dz = exp — 

J o 3/3 cos TTZ J o /3 4 cos — 3 

"l + * 5 t g ( f - f ) 1 2 / 3 Ze3(3) 

\ l " /3 tg ( f - f ) = Ze3("s) 

5 ~ LE CAS COMPACT. 

Pour un sous-groupe discret T cocompact de PSL(2,P) et une représentation x 

de dimension finie , unitaire de T, la formule des traces (Selberg [21] ) s'écrit, 

avec les mêmes notations que précédemment : 

Z h ( r ) = £ Z tr(X(p )) Los Np g (k Log Np) 

n>o n peP k>1 N p * ^ - Np 

t 
+ ~ r tanh TTr h(r) dr 

J —OO 

m-1 tr x(e ) rz -2 TTkv/m 
+ i JL E . m e dv 

e 2 m k=1 S I N ( K ^ M ) J 0 1+e"2 ÏÏV 
m 
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où p est le volume de T\H pour la mesure d x d v sur le demi plan supérieur H, et e , 
_ d m 
2Try 

d'ordre m parcourt toutes les classes elliptiques primitives de T (m varie). 

Les méthodes précédentes nous donnent sans difficulté une définition convenable pour 

Z (s,x) et Z (s,x)» voir (2) et (3) dans l'introduction. Comme on l'a dit pour cal­ao p 

culer Z (s,x) on peut supposer que x est un caractère 
m 

x 
-2ITT -

^ e m ^ = e 0 < x < m - 1 , x e ( N 

L'introduction de x revient dans (8) écrit pour 

Z ( s ) k 1 
e _ m-1 x (e ) rs- 77 -2iïï kz/m 

/ NN m 2TT A m 2 e , 
Z (1-s) m k7T J -2i7Tz 
e k=1 sin — jo 1+e 
m m 

à remplacer z par z + x sans caractère. 

On peut donc choisir comme définition de Z (s,x) : 

m 

(10) Z e (s,x) = Z e (s+x) Z e (x + ^ ) " " 1 

m m m 

On a alors "l'équation fonctionnelle" 

(11) Z e (s,X) = Z e (1 - s,x) 
m m 

— / x 2i7Tx/m 
puisque X(e m) = e 
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