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UN ISOMORPHISME DE SUSLIN

PAR SHANE KELLY

RESUME. — Dans cette note on constate qu’on peut enlever ’hypothése de la résolu-
tion des singularités de l'isomorphisme construit par Suslin entre la cohomologie étale
a supports compacts et les groupes de Chow supérieurs de Bloch. On démontre de plus
que ’on peut obtenir cet isomorphisme a partir de la réalisation étale d’Ivorra.

ABSTRACT (An isomorphism by Suslin). — In this note we observe that we can re-
move the resolution of singularities hypothesis from the isomorphism constructed by
Suslin between étale cohomology with compact supports and Bloch’s higher Chow
groups. Moreover, we show that this isomorphism can be obtained from Ivorra’s étale
realisation functor.

1. Introduction

Un premier but de cette note est d’observer qu’en remplacant le théoreme
[19, Theorem 4.1.2] de Voevodsky avec le résultat principal ([8, Theorem 5.3.1],
[9, Theorem 4.0.1]) de la these de I'auteur, on peut enlever I’hypothese de la
résolution des singularités dans le résultat principal de [17].
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634 S. KELLY

THEOREME 1.1 ([8, Theorem 5.6.1], cf. [17, Introduction]). — Soit k un corps
algébriguement clos, m un entier inversible dans k, wx : X — k un morphisme
séparé de type fini et soit j < 0. Alors il existe un isomorphisme naturel

By : HIVH (X, Z/m(j)) = CH (X, n; Z/m)¥*

ou H. est la cohomologie étale a support compact, la notation CH désigne les
groupes de Chow supérieurs, et on utilise (—)* pour indiquer hom a,(—, Q/Z).

Suslin définit cet isomorphisme & partir d’un isomorphisme CHy(X, n;Z/m)
~ HS"MI(X,Z/m) (démontré dans [17]), un isomorphisme H(X,Z/m) =

H, o (X, Z/m) (démontré dans [14]), et I'isomorphisme canonique
(1) H g (X, 2/ m) = H™ (X, Z/m)*.

D’un autre coté, on peut définir un deuxiéme morphisme
g H' (X, Z/m(5)) — CH,;(X,n;Z/m)*
a partir du morphisme canonique
(2)  hom(Z/m, Rmx:(Z/m)x (p)la]) — hom(Rmx:(Z/m)x (p)la], Z/m)*

ol les morphismes sont dans la catégorie dérivée D (k,Z/m) des faisceaux de
Z/m-modules sur le petit site étale de k (cf. Définition 3.4).
La deuxieme but de cette note est de démontrer que ®g,, est égal & Pp.

PROPOSITION (Proposition 4.3, Proposition 4.5). — Sous les hypothéses du
Théoréme 1.1, l’isomorphisme

H;ng(X, Z/m) = hom(Z/m, Rrx\(Z/m)x[n])
défini dans [14], et le morphisme
HE™(X,Z/m) — hom(Rmxi(Z/m)x[n], Z/m)
de la Définition 3.4 (défini & partir du foncteur de réalisation d’Ivorra, cf.

Section A), sont compatibles avec les accouplements canoniques (1) et (2). Par
conséquence, Pgys est égal a Pg.

Conventions. Pour un groupe abélien A, les éléments de A# seront induits en
général par un morphisme A — Z/m et un choix d’injection Z/m C Q/Z.
Donc, on choisit une fois pour tout une telle injection.

2. L’isomorphisme de Suslin

2.1. Les groupes de Chow supérieurs et I’homologie singuliere. — Le but de
cette sous-section est de permettre au lecteur d’observer que '’hypothese de la
résolution des singularités de [17, Theorem 3.2] (reproduit en dessous comme
le Théoréme 2.3) n’est pas nécessaire, si 'on remplace [19, Theorem 4.1.2]
avec [8, Theorem 5.1.3], [9, Theorem 4.0.1] (reproduit en dessous comme le
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UN ISOMORPHISME DE SUSLIN 635

Théoréme 2.2). A cette fin, on rappelle la notation de [17, Section 2], son
résultat principal, et son extension au cas non-affine. On constate aussi que
I'extension de Levine ([11, Theorem 1.7]) du théoréme de localisation de Bloch
nous permet de travailler avec les schémas séparé de type fini, au lieu des
schémas quasi-projectifs.

Soit k un corps et soit X un k-schéma'! séparé de type fini. Soit z;(X,n) le
groupe abélien libre engendré par les sous-variétés de A%y de dimension j +n
telles que l'intersection avec chaque coface A’y C A’ est de dimension < j+m
dans A (out A% est le sous-schéma linéaire de A% défini par to+- -+, = 1
et les cofaces sont les sous-variéties définies par ¢t;, = 0,...,¢;, . = 0). Par
définition ([1], [11]), les groupes CH;(X,n) sont les groupes d’homologie du
complexe - -+ — 2;(X,2) — 2;(X,1) — 2;(X,0) — 0 — ... ol les différentielles
sont >.1 (—1)'0; et le morphisme 9; est I'intersection avec la coface t; = 0.
Le complexe z;(X, ) posséde un sous-complexe zjqui(X ,%) oll z;qui (X,n) est
le sous-groupe libre engendré par les sous-variétés V' C A% tels que la pro-
jection vers AP est un morphisme équidimensionel® de dimension relative j.
Le théoréme technique principal de [17] est le suivant. Il est vrai sans aucune
hypothese sur le corps de base k!

THEOREME 2.1 ([17, Theorem 2.1]). — Soit X un k-schéma affine équidimen-
sionnel et j > 0. Alors, Uinclusion de compleres 2" (X, ¥) < z;(X, ¥) est un
quasi-isomorphisme.

Ecrivons Sch /k pour la catégorie des k-schémas séparés de type fini et Sm/k
pour la sous-catégorie pleine des k-schémas lisses. Pour X € Sch/k et t > 0,

Suslin écrit z,(X) pour le préfaiscan zequ:(X/k,t) ® Z [%] de [16).3

Les groupes de (co)homologie singuliére d’un préfaisceau F' sur Sch/k sont
définis comme H:™(F) = H,(C.F) (ot C.F est le complexe avec C,,F =
F(A7})) et pour un groupe abélien A comme

sing

1. Suslin et Bloch travaillent avec un X équidimensionnel mais cette hypothése n’est pas
nécessaire, cf. [11, Introduction].

2. Quand on écrit équidimensionnel de dimension relative ¢ on veut dire un morphisme de
schémas f : W — V qui est de type fini, dominant, est pour lequel le fonction dimp~'p(—)
sur W est constant et égal a t.

3. Le préfaisceau zequi(X/k,t) @ Z [%] est un gfh-faisceau d’aprés [16, Proposition 4.2.5].
Puis le préfaiseau Cyclequi(X/k, t) ® Z [%] est égal & z¢(X) sur les schémas normaux d’apres
(16, Proposition 3.4.3]. Enfin, linclusion canonique zequi(X/k,t) C Cyclequi(X/k,t) devient
un isomorphisme aprés — ® Z [%], pourtant il n’y a pas de référence clair. Le mieux serait
(16, Lemma 3.3.2, Lemma 3.3.9(2)]. Puisque chaque schéma admet un gfh-recouvrement par
des schémas normaux, cela implique l'identification zequi(X/k,t) ® Z [%] = z¢t(X).
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636 S. KELLY

Le foncteur C, : PreShv(Sch/k) — Comp(Ab) admet une généralisation C, :
PreShv(Sch/k) — Comp(PreShv(Sch/k)) dont C,. n’est que le complexe des
sections globales. Elle est définie par (C,F)(Y) = F(A}).

On remplace le théoréme [19, Theorem 4.1.2] de Voevodsky (qui apparait
comme [17, Theorem 3.1] dans l'article de Suslin) avec la version suivante qui
ne suppose pas que la résolution des singularités soit vraie.

THEOREME 2.2 ([8, Theorem 5.1.3], [9, Theorem 4.0.1], cf. [19, Theorem 4.1.2]).

— Soit k un corps parfait de caractéristique exponentielle p. Soit F' un pré-

faisceau de 7 % -modules avec transferts tels que* F.q, = 0. Alors, l’image de

C.F dans la catégorie des complexes de faisceaux de Nisnevich sur Sm/k est
acyclique.

Ce théoreme implique tout de suite ’extension suivante.

THEOREME 2.3 (cf. [17, Theorem 3.2]). — Soit k un corps parfait de carac-
téristique exponentielle p. Alors, pour tout k-schéma séparé de type fini X et
tout 7 > 0, l'inclusion canonique de complexes

C.l5(0) ] =i [ 1] - 50 1]

est un quasi-isomorphisme. Par conséquence, cette inclusion induit des isomor-
phismes

(3) O+ HM(2(X), Z/m) =5 CH;(X,n; Z/m)
pour tout n € Z et tout m premier a p.

Démonstration. — On reproduit la démonstration de [17, Theorem 3.2] qui
marche sans probléme une fois que [17, Theorem 3.1] (i.e., [19, Theorem 4.1.2])
est remplacé par Théoreme 2.2.

On travaille par récurrence sur d = dim X. Si d = 0, les deux complexes sont
égaux, donc considérons le cas d > 0, et assumons que le résultat est connu pour
les schémas de dimension inférieure a d. Soit Y C X un sous-schéma fermé de
dimension < d tel que U = X — Y est affine équidimensionnel de dimension d.
La suite de préfaisccaux 0 — z;(Y) — 2z;(X) — z;(U) est exacte, et la faisceau
cdh associé & z;(U)/z;(X) est zéro ([15, Theorem 4.2.9, Theorem 4.3.1]). D’ou,
d’aprés le Théoreme 2.2, I'application de (C,(—))nis(k) = C«(—) donne un tri-
angle distingué dans la catégorie dérivée des groupes abéliens. De ’autre coté, la

4. La cdh-topology sur Sch/k est engendrée par la topologie de Nisnevich, est les mor-
phismes Y — X propres complétement décomposés. Par complétement décomposé on veut
dire que le morphisme induit Y (K) — X (K) est surjectif pour toute extension de corps K/k
(les corps de fonctions y compris). On renvoie le lecteur qui ne connait pas la cdh topologie
au trés accessible [15, Section 5.
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UN ISOMORPHISME DE SUSLIN 637

suite z;(Y, %) — 2;(X, %) — z;(U, %) est aussi un triangle distingué ([11, Theo-
rem 1.7], [1, Theorem 3.3]). L’inclusion & gauche C,z;(Y) [ﬂ C z;(Y, %) B]
est un quasi-isomorphisme par I’hypothese de récurrence et l'inclusion a droite

C.z;(U) [ﬂ C z;(U, %) [ﬂ est un quasi-isomorphisme par le Théoréme 2.1.

Donc linclusion au milieu C,z;(X) {ﬂ C zi(X,*) B] est aussi un quasi-

isomorphisme. O

2.2. La cohomologie étale, la cohomologie singuliére, et les groupes de Chow su-
périeurs. — Désormais on fixe un m premier & p et on écrit A = Z/m.

Dans cette sous-section on rappelle les résultats de [17, Section 4] et [14]
pour arriver a l'isomorphisme CH ;(X,n; A)# = H""2i(X, A(j)). Cet isomor-
phisme est donné par la composition de la suite d’isomorphismes décrite dans
la Définition 2.8.

En regardant les définitions, on voit qu’il y a un accouplement canonique
entre H™ (—,A) et HS™9(—, A). Soit

sing

(4) Dyt Hipg(—,A) — H™ (=, A)*

sing

le morphisme induit. Pour passer au cas j < 0 on utilisera les isomorphismes
canoniques

(5) Tr : CH (X, n;A) 5 CH, (A, n; A)
(6) Tre' s HP(AY,A) = HIP (X, A()))

de [1, Theorem 2.1] et [18, XVIII.2.8.1] respectivement. Le choix de la notation
TrH sera justifié plus tard.

Choisissons une immersion ouverte X — X de X dans un schéma X propre
sur k ([13]). Soit i : Y — X l'immersion fermée complémentaire. Définissons le
complexe®

(7) (X = (V] = [X])
dans Comp(PreShv(Cor/k)) concentré en degrés —1 et 0.

REMARQUE 2.4. — On travaille avec la catégorie Cor/k, des correspondances
non-lisse. Ses objets sont les k-schémas séparés de type fini, et homce, /1 ([X], [Y])
= Cequi(X xY/Y,0) dans la notation de [16]. La composition est définie avec
les morphismes de correspondance développés dans [16, Sections 3.6 et 3.7]. Le
lecteur peut consulter aussi [6, Chapitres 1 et 2], [12, Appendix 1A], [2, Section
3.8], et [8, Chapter 2]. Le diagramme [6, Diagramme 43] est particuliérement
utile pour comprendre la composition.

5. On utilisera souvent la méme notation pour un objet, et le préfaisceau qu’il represente.
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638 S. KELLY

THEOREME 2.5 (Suslin-Voevodsky). — Soit A — Z* une résolution injective
dans® Shvy,(Cor/k,\) (ou A = Z/m avec m premier a la caractéristique expo-
nentielle du corps algébriquement clos k).” Alors, le compleze T* est acyclique
en tant que complexe de faisceaux étales, et aussi en tant que complexe de
qfh-faisceauz. En plus, les deuxr morphismes

hom (C, 2; X, T%[n]) — homg (ap) (Csz0 X, Z7(k)[n])

:Emt;}h(Q*ZjX,A) =HZ (20X,A)
hom (C, 20X, Z*[n]) — hom([X€],Z*[n])
:Ezt;}h(g*zoX,A) =H»(X,\)

sont des isomorphismes, ou le premier est le foncteur induit par ’évaluation
en k, le deuziéme est la composition avec le morphisme canonique [X°] =
([Y]=[X]) = (20Y =20X) — 20(X) — C,20X. Les trois hom-groupes non-
identifiés sont dans K (PreShv(Cor/k)).

COROLLAIRE 2.6. — Le morphisme canonique A — T*(A*) est un quasi-
isomorphisme.
REMARQUE 2.7. — Les assertions d’acyclicité sont [14, Corollary 10.7] et [14,

Corollary 10.9], qui sont vrais pour n’importe quel schéma de base excellent.
L’assertion que I'isomorphisme induit par I'(k, —) est un isomorphisme est [14,
Theorem 7.6], qui dit aussi que la composition avec zo(X) — C, 20X induit
un isomorphisme. Ces résultats sont énoncés pour un corps k algébriquement
clos de caractéristique zéro, mais ils sont vrais pour n’importe quel corps al-
gébriquement clos grace au théoréme de de Jong sur les altérations, cf. [5].
La composition avec (20Y —20X) — 20X induit un isomorphisme puisque ce
dernier est un quasi-isomorphisme aprés h-faisceautisation [15, Theorem 4.2.9,
Theorem 4.3.1]. La composition avec [X¢] = ([Y]—=[X]) = (20Y —20X) induit
un isomorphisme parce que pour W propre [W] — zoW est un isomorphisme
apres h-faisceautisation [15, Proposition 4.2.14] (cequi(W/S,0) = Zequi(W/S, 0)
quand W — S est propre). Ces résultats tirés de [15] sont vrais pour n’importe
quel schéma de base noethérien séparé. Pour le corollaire, on utilise I'invariance
par homotopie de la cohomologie étale.

Donnons un nom a l'isomorphisme du Théoreme 2.5 :

(8) D, HY (20X, A) &5 HY (X, A)

sing

6. La h-topologie (sur Sch/k) est engendrée par la topology de Zariski et les morphismes
propres surjectifs. On rencontrera aussi la gfh-topology (sur Sch/k) qui est engendrée par la
topologie de Zariski, et les morphismes finis surjectifs. On utilisera le méme symbole pour
un groupe abélien et son faisceau constant associé (le faisceau Zariski associé est déja un
h-faisceau).

7. Le choix de Z/m-coéfficients pour Z* n’est pas nécessaire maintenant, mais ¢a rendra
les choses plus facile plus tard cf. la Remarque 3.2.
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DEFINITION 2.8. — L’isomorphisme ®g,, de Suslin est la composition
HIH (X, A()))
10 Tret
HP(AYA) 2 HE(20(AX),A)
RD. oot
H™(z0(AY), )# = CHj(AY m; A)#
[ TrcH
CH,;(X,n; A)#

ot le morphisme Tr® (resp. @ o;, Dy, ®CH | Tr) est celui de I'Equation (6)

(resp. (8), (4), (3), (5))-

3. Le morphisme induit par la réalisation étale

Dans cette section on explicite le morphisme ®x. On se rappelle que dans
la section précédente, on avait fixé un m premier a p et on écrit A = Z/m.

Rappelons-nous qu’il y a une identification canonique entre le groupe
H™9 (20X, A) et le group hom(Z[n],C,20X ® A) de morphismes dans
K (PreShv(Cor/k)). Par définition, le motif M (k) (resp. M°(X)® A) est 'image
de Z (resp. C,20X ® A) sous la projection canonique K (PreShv(Cor/k)) —
DM®Y (k). Donc il y a un morphisme induit.

(9) iy HY™ (20X, A) S hom pyyar oy (M(k), M(X)[-n] © A).

C’est un isomorphisme d’aprés [4, Theorem 8.1] (ou [8, Theorem 5.4.19], [9,
Theorem 5.2.20] pour la version sans supposer que la résolution des singularités
soit vraie). Puis, il y a un isomorphisme canonique
(10) Tr' s ME(AY) 5 ME(X)(=)[~2]]
de [19, Corollary 4.1.8] (et [8, Corollary 5.5.9], [9, Corollary 5.3.9]). Pour j < 0,
I’isomorphisme <I>AC/[H de [19, Proposition 4.2.9] est par définition la composition
(11)
O . CH;(X,n, A) T%H CH;(AY ,n,A)
~ sing —J

aci H (A, A)

= hom 17y (M (k), M(A)[n] @ A)

@5, 5))

o PO (55 [1]) (M (R), ME(X) (=) = 2] @ A).

1
p

pMet (k2|

Si j = 0, les morphismes TrH et Tr™ sont des égalités, d’ou @AC;[H = @%@EH.
On continue avec le X — X et Y — X choisis avant 1’équation (7).
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DEFINITION 3.1. — On rappelle qu’on avait défini dans (7) le complexe [X*]
de Comp(PreShv(Cor/k)). On définit aussi
i—m-id — m-id—=+i
[X¢/m] = (Y] — [X] o] = [)0(])
ou les degrés sont indiqués en bas.
REMARQUE 3.2. — Constatons que si F™* est un complexe de préfaisceau

de A-modules avec transferts, alors® F*([X¢/m]) devient égal & F*([X¢]) ®
F*([X¢])[1]. D’ott le morphisme canonique admet une section canonique

(12) o FY([X°]) = F7([X%/m]).
THEOREME 3.3. — Le morphisme évident
hom([A][n], [X/m]) = hom([A"][n], 20X ® A[n])
des groupes de morphismes dans K (PreShv(Cor/k)) est un isomorphisme.

Démonstration. — Vu Iisomorphisme de 1’équation (9), il suffit de demon-
trer que le morphisme hom([A*][n], [X¢/m]) — hom(Z, M¢(X) ®@ A[n]) est un
isomorphisme. Pour X propre, le morphisme hom([A*][n], [X]) — hom(M (k),
M(X)[n]) analogue est un isomorphisme par [4, Theorem 8.1] (ou [8, Theorem
5.4.19], [9, Theorem 5.2.20]). Ce cas implique le cas ou X n’est pas propre par

le morphisme évident entre I'image du triangle distingué [Y] — [X] — [X°] —
[Y][1] et le triangle distingué M¢(Y) — M¢(X) — M¢(X) — M<(Y)[1] (le
dernier est distingué par [19, Proposition 4.1.5] ou [8, Proposition 5.5.5], [9,
Proposition 5.3.5]). Puis le passage & [X°¢/m] et M°(X)® A vient des triangles

distingués [X¢] 8 [X¢] — [X¢/m] et M¢(X) B M¢(X) — M°(X) ® A. O
DEFINITION 3.4. — Définissons ®r comme la composition

homp i, 2y (A, Rrx1Ax (j)[n + 25])

Dy hom p (g a)(RTx1Ax (7)[n + 25], A)#

M

-4 hom l])(M(k),M“’(X)(*j)[n*%]®A)#

DMfﬁ‘(k,Z[p

CH
®¢

M CH (X, n; A)#

ott ®M est le morphisme induit par R défini dans la Section A, les identifica-
tions canoniques (16) et (17), et la section o : RrxiAx — Ra(M°(X) ® A) de
I’Equation 12.

8. Pour un complexe de préfaisceau F* et un complexe d’objets W*, par F*(W*), on
veut dire le complexe total Tot(F(WP)).
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4. Demonstration de la compatibilité

Dans cette section on montre les compatibilités affirmées dans I'introduction.
Constatons tout d’abord que le foncteur C, : PreShv. — Comp(PreShv)
s'étend a Comp(PreShv) en posant (C.F*)" =[], ., F/(A™P x —). Si l'on
choisit correctement le signe des différentielles? il y a une inclusion canonique

du complexe F* dans le bicomplexe C,F* comme le colonne p = 0, qui est
naturelle en F*. La composition de C, avec soi-méme est donc munie de deux
transformations naturelles canoniques

(13) C,e,ec :C, =CC,

LEMME 4.1. — Soit F' un préfaisceau avec transferts. Alors, il existe une ho-
motopie entre les deux inclusions C . F = C,C, F.

REMARQUE 4.2. — Cette propriété semble légerement plus forte du fait que
les deux inclusions sont des quasi-isomorphismes. Le style de la démonstration
est bien connu en topologie algébrique sous le nom “Acyclic models”, cf. [3, Ch.
VI, §12].

Démonstration. — Ce lemma est essentiellement di au fait que les [A™] sont
Al-contractiles. Ajoutons quelques détails. Puisque C,(—) = hom([A*], )
(hom interne dans Comp(PreShv(Cor/k))) il suffit de montrer que la différence
des deux projections canonique!® pri,pro : [A* x A*] = [A*] est homotope a
zéro.'! Puisque pr; et pry sont égaux on degré zéro, on peut construire un homo-
topie par récurrence une fois qu’on sait que H"C,.C,[A"] = 0 pour n > 0. Pour
tout F, l'inclusion Cy(¢) : CL F — C.C,F est toujours un quasi-isomorphisme
[14, Corollary 7.5], et il nous suffit de voir que H"C,[A"] = 0. Cela est vrai pour
n’importe quel schéma contractile!? pour les raisons classiques ([14, Lemma
7.4]), et c’est facile de voir que A™ est contractile.*? O

9. Par exemple, le choix suivant marche. Pour ¢ — p = n on choisit la (p, q)-terme du
différentiel d"~1 : (C, F*)"~1 — (C, F*)™ d’étre (—l)pdq Ly Z 1)7 F4(9;) ot 9; :

AP — Al7P sont les cofaces de A* et di~ L Rel(Y) = Fq(Y) les dlfferentlelles de F™*
en lobjet Y. Du point de vu du bicomplexe, nous avons inversé les différentielles verticales
sur les colonnes impaires.

10. Par projections canoniques on veut dire les morphismes définis par les projections
Bptq=n[AP x AY] — [A"] vers les termes p = 0 ou ¢ = 0.

11. Le complexe [A*] (resp. [A* X A*]) est celui induit par Yoneda et le schéma simplicial
A* (resp. bisimplicial A* x A*).

12. C’est-a-dire, pour les schémas 7y : Y — k tel qu’il existe un morphisme v : k — Y et
un morphisme H : A%, — Y tel que Higp =idy et Hi; =ymy ouip: Y — A%, est la section
azéroet i1 :Y — Al la section a 1.

13. Pour H : Al An A" on peut choisir, par exemple, le morphisme induit par ¢; — st;
pour ¢ > 0 et tg |—> 1 — s + stg ou les t; sont des coordonnées de A™ et s une coordonnée
de Al
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PROPOSITION 4.3. — Les morphismes
Mo 3, . HS™(X,A) — hom(RrxiAx,Aln]) et
D, o Hiy (X, A) =2 hom(An], RrxiAx)

sing
sont compatibles avec les accouplements canoniques

(1) H™(X,A) x HY, (X,A) = A et

(2) hom(A, RrxiAx) X hom(RrxiAx,A) — A.

REMARQUE 4.4. — On espere que le lecteur ne se perd pas dans les détails de
la preuve. Tout simplement, il s’agit de représenter un élément de HS"9(X, A)

(resp. HZ,,(X,A)) par un morphisme A*[n] < X (resp. X & 7 [n]) pour des
interprétations de X bien choisies dans une catégorie convenable, et constater
que les deux accouplements ne sont que la composition. Les parties les plus
difficiles sont de se frayer un chemin a travers tous les modeles de X, et d’avoir

le Lemme 4.1 sous la main.

Démonstration. — On utilise le Théoreme 2.5 et I’Equation 9 pour représen-
ter des éléments de H,;"9(X,A) et H, (X, A) par des morphismes

Zn) 2 C.20X @A et C,20X N Z%[n]
dans K (PreShv(Cor/k)) o A — Z* est une résolution injective dans Shvy,(Cor/
k,A). Comme on avait imposé a Z* d’étre A-linéaire, il y a une factorisation
canonique C,zpX ® A 2y 7 [n] et Vaccouplement (1) n’est que l'image de
la composition o sous l'isomorphisme canonique A = hom(Z,Z*). Pour la
comparaison on compose avec € : Z* — C . T* et on définit

def *
<a7¢)sing = 61#04 € homK(PreShv(Cor/k))(Z7 Q*I )

On construit maintenant le diagramme suivant.

(14) [X] 20X C.o0X 2 o1

, L

[A¥] —=[X¢/m]| ——= 20X @ A ——=C, 20X ® A

v

(e

L’image de ¢ dans H” est la composition avec le morphisme canonique [X¢] —
C, 20X (Théoréme 2.5). Via les isomorphismes canoniques

hom([X¢/m],T%) = Z°T*([X*/m]) = Z°T* (X)) & Z'T"([X*])
=~ hom([X*], Z*) & hom([X ], Z°[1]),
(cf. Remarque 3.2), le morphisme ¢ admet une factorisation canonique x. Sous

I'adjonction (=)' : hom([A*], —) =& hom(Z,C,(—)) I’élément o correspond &
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t
un morphisme [A*] % 2 X ® A. Grace & I'isomorphisme du Théoréme 3.3 ce
dernier se reléve en un morphisme canonique 37, et via la section canonique
7([X¢]) > T*([X¢/m]) de 'Equation 12 un élément

T*(6")o € hom(Z*([X€)),Z*([A*])) = hom(Rrx1Ax, A).

Pour calculer 1'accouplement (2) de Z*(8)o et [X°¢] — Z*, on compose B
avec x et on utilise I'isomorphisme canonique A = hom([A*],Z*) (Corol-
laire 2.6). Le morphisme adjoint C,(x) € hom g (preshv(cor/k)) (%, C,. ") = A
du morphisme 3" € hom([A*],Z*) = A fournit le méme élément de A, donc
définissons

def *
(Oé ¢)et - C ( )ﬂ € homK(PreShv(Cor/k))(ZaQ*I )

L’égalité de (, @)sing €t (o, ) découlera du diagramme suivant.

(e

e T w

(15)  ZZ>C,[A" —= C.[X*/m] —> C.2X @ A ——T*

C.(5")
]

c.c. zomﬁ C.1*

Rapellons-nous qu’il y a deux choix canoniques (Equation 13) pour le morphisme
marqué avec A . Pour que le carré commute (dans Comp(PreShv(Cor/ k:)) il faut
choisir e¢_. Par contre, si on veut que le chemin de bas soit égal a la fleche
C.x (dans Comp(PreShv(Cor/k))), il faut choisir C,(¢). Heureusement, ces
deux choix sont égaux dans la catégorie d’homotopie (Lemme 4.1). D’ol, dans

K (PreShv(Cor/k)) nous avons (&, ¢)sing = (v, @) et- O
PROPOSITION 4.5. — Les morphismes ®g,s et Pr sont égaux.
Démonstration. — C’est immédiat apres la Proposition 4.3 et la Proposi-
tion A.1:

Dans le cas 7 = 0, par définition, ® g, est la composition du chemin supérieur
dans le diagramme

set

hom(A, Rrx1Ax[n]) — HE, (20X, A)

| :

hom(Rwx1Ax [n],A)#W H3M9 (20X, N)# T CHd(X n; A)#

s

et ®p est la composition du chemin inférieur dans ce diagramme. Le cas j =0
n’est que la Proposition 4.3 qui dit que le carré est commutatif.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



644 S. KELLY

Pour le cas j < 0, par définition nous avons ®g,s x = TTCH(bSuS’A—j Tret.
Puisque le cas 7 = 0 montre que ¢ Sus,AL? = o RA il suffit de montrer que

drx = Tr“H e RA= Trét. Cela découle du diagramme suivant, dans lequel la
A x
composition des colonnes sont les morphismes ® g, par définition.
hom (A, RmxiAx () [n + 2]) <—"—— hom(A, R, s Ax[n])
2!
DeL Del
. . (Treh)#
hom(Rmx1Ax (j)[n + 2j], A)# ——— hom(Rm,—i A, [n], A)#
X’ X
@) o

hom(Z[n], M¢(X)(—7)[—2j] ® A)# ot hom(Z[n], MC(A)}j) ® A)#

@ TH | (def.) oM
CH (X, n; A)# o CH,(AY , n; A)#

La commutativité du carré en bas est tautologique (c’est la définition de ®
donné dans I’Equation 11). La commutativité du carré en haut n’est que I’asso-
ciativité de la composition, et la commutativité du carré au centre est le sujet
de la Proposition A.1. O

REMARQUE 4.6. — Avec les travaux d Ayoub et Cisinski-Déglise sur la réali-
sation étale, et en particulier la preuve de sa compatibilité avec les six opéra-
tions, on obtient bien une compatibilité de la réalisation étale avec la dualité
de Grothendieck-Verdier.

Il découle facilement de cette compatibilité avec la dualité et la Proposi-
tion 4.5 que quand X est lisse et équidimensionnel de dimension d = dim X,
I’isomorphisme de Suslin ® g, est le morphisme ® g, de la conjecture de Beilin-
son-Lichtenbaum sous les identifications canoniques fournis par la dualité, i.e.,
le carré suivant est commutatif :

; D gus
HI2(X, A(5)) & CH;(X,n;Z/m)*
Il 1
2(d—j)— . 2(d—j)— .
HE ™7 (X A = ) F —— 7 (XA - )
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Annexe A. La realisation étale

Dans [7], Ivorra définit un foncteur monoidal symétrique (dont la cible est
la catégorie dérivée des faisceaux de Z/m-modules sur le petit site étale de k,
avec m premier & la caractéristique de k)

Rp : DM (k)°P — D(k,Z/m).

On rappelle que ce foncteur admet la description suivante. On choisit un com-
plexe acyclique Z/m — J* dans Shve(Cor/k,Z/m) tel que HE,(Y,J™) = 0
pour tout Y € Sch/k, p > 0, et n > 0. Ivorra choisit la résolution de Godement
mais on peut utiliser aussi le Z* choisi au-dessus (Théoreme 2.5). Ce complexe
induit alors un foncteur

Comp(Cor/k)°? — D(k,A); (- —=Y_ 1 =Yy =YL —...)— Tot J*(Ys)

qui se factorise par DM 7 (k). Le lecteur peut consulter [10, Appendix A] pour
plus de détails. En particulier, puisque J*(Y") calcule la cohomologie étale pour
chaque Y € Sch/k, le complexe J*([X¢]) calcule la cohomologie a support
compact (cf. Equation 7).

Or, le morphisme canonique [X¢] — 2z, X devient un isomorphisme dans
DM T (k) ([19, Proposition 4.1.5] ou [8, Proposition 5.5.5]). Par conséquent, il
v a des identifications canoniques et naturelles
(16)

RA(MC(X)) e RT(X!A)(, RA(MC(X) ® A) = RrxiAx ® Rﬂ'X!Ax[l]
ol on écrit mg : S — k pour le morphisme structural de S € Sch/k (cf. la
Remarque 3.2 pour la deuxiéme).

Par définition, Z(1)[2] dans DM (k) est I'image du complexe ([P!]= [k])
concentré en degré 0 et 1. Puisque le groupe HZ (P!, A) est nul pour n # 0,2,
et HY(k,A) — HY, (P!, A) est un isomorphisme, I'image de Z(1)[2] sous Ry est
H?,(P!, A). Alors, I'isomorphisme H2,(P', A) = A(—1) induit une identification
canonique
(17) RA(Z(D)[2]) = A(=1)[-2].

PROPOSITION A.1. — Awvec les identifications canoniques (16) et (17) l’image

du morphisme Tr™ » M¢(X)(—j)[~2j] — M¢(AY’) de [19, Corollary 4.2.4]

sous la réalisation étale est le foncteur (—)(5)[24] appliqué au morphisme Tr¢" :

RWA)—(J'!AA)—(j(—j)[—%} — RrxiAx de [18, XVIIL.2.8.1].

Démonstration. — Le premier morphisme s’identifie de facon canonique avec
ME(X) ® (A(-1)[=2] — Me(ah)*.

De fagon similaire, la deuxiéme morphisme, s’identifie de fagon canonique avec

RrxiAx @ (A(=1)[—2] = RranAai)®7
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cf. [18, XVIIL.2.8, Thm. 2.9, Prop. 2.12]. Puisque la réalisation est un foncteur
monoidal, il suffit de traiter le cas j = —1, X = k.

Pour le morphisme 7T | considérons les morphismes de Comp(PreShv(Cor/k))
suivants.

([]P’l]—>[k}> < P 2 ([k]—>[IP1]) < 20Al.
0 1 i o

Par définition, I'image du premier objet dans DM (k) est Z(1), I'image du
dernier est M¢(A'), et 'image de la composition est M. Le morphisme c est
le morphisme qui induit I'identification (16).

Le morphisme Tr®(—1)[—2] est par définition la composition

e f
RTFAl!A i> R’]TPIIA — EQRWPUA[—2]§A(—1)[—2}.

Le morphisme f est (—1)[—2] du morphisme qui induit I'identification (17).
La réalisation de a (resp. b) est e (resp. d). D’ou, sous les identifications
canoniques, 'image de Tr™ et Tr¢'(—1)[-2]. O
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