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Editorial

Voici donc le nunero d'avril dont j'ai la charge avec le corgi de edaction, assurant
la transition de la edaction en chef pour deux nuneros avda de passer la maina Boris
Adamczewski. La SMF a souhaite eechira une nouvelle formule pour laGazetteet mis
en place une commission de e exion sous la direction de V.eBle. Un questionnaire
destirea recueillir les avis et souhaits des lecteurs @&emisa disposition sur le site de la
SMF; les eponses apporees pourront ainsieclairer lesomies de edaction et de e exion
sur ce gque vous souhaitez. Le nurrero d'avril est dans la camtie de ceux pepaes par
mes pecdecesseurs Feceric Patras et San Vu Ngoca quig rends hommage mais il a aussi
beaucoup kere ce des suggestions du comie de e exion. Le numero commence avec
trois articles sur les matlematiques de notre temps et coimue avec une pesentation
moderne du tteoeme de Noether. Comme vous le savez sansutly de beaux esultats
sont obtenus en treorie des nombres. H.A. Helfgott pesdre de linerieur ses travaux
ecents, R. de la Breeche analyse la nouvelle cemarcheedPolymath8 initee par T. Tao.
La topologie est aussi pesente avec un court article de N.eBjeron.

Le lecteur retrouvera ensuite la plupart de ses rubriqueshiitaelles, la rubrique ensei-
gnement avec une interview sur les MOOC (Massive Open Onli@eurse) et un article
de J.-P. Borel sur la francophonie. Dans la rubrique inforrtian, le lecteur trouvera un
texte du nouveau directeur de I'INSMI C. Sorger, une inteesv du directeur du CIMPA
C. Cibils, un texte du directeur du CIRM P. Foulon sur la cha&morlet, un compte-rendu
de la jourree Sciences et Medias et un compte-rendu du CNU52compétant celui du
CNU 26 puble dans le nunero de janvier. La rubriques Prix et distinctions > pesente
la ecente laueate du prix Abel Klein Mictele Artigue. Le carnet rend hommagea deux
mathematiciens ecemment ce@ces. La communaue a et tes a ecee par le cees du
probabiliste Marc Yor. La SMAI et la SMF ont cecice d'un nunero special qui lui sera
cede. Dans l'imnediat J.-F. Le Gall qui fut 'un de seseéves lui rend un premier hom-
mage. Le mecanicien Jean Jacques Moreau est peut-étre msiconnu des mathematiciens
mais ce fut je cite ici lvar Ekeland un grand monsieur. M. Valadier qui fut son colegue
a Montpellier lui rend hommage. En n nous pesentons plugurs recensions de livres, et
c'est une nouveaut, la<recensior> du Im de Olivier Peyon par Aline Bonami et Bernard
Egger.

A partir du prochain nurmero nous esgerons mettre en route me coogeration etroite
avec Image des Matrematiques (IdM). Plusieurs laueats ek prix de I'acacemie ont ac-
cepe de se lancer dans l'exgerience de ediger simultament deux textes, I'un pour la
Gazetteet l'autre pour IdM, avec l'icce d'atteindre des publics compementaires.

Au moment de cette transition, je voudrais remercier tout pculerement V. Bertle,
A. Bonami et P. Pansu pour leur aide. Rappelons que c'est G&iRopartz qui assure la
composition de ce nunero et que Feckrique Petit assure \sec cevouement la tache de
relectrice.

| Bernard Hel er
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SMF

Mot du Pesident

Le 24 janvier dernier, la SMF eunissait les responsables chasters enseigne-
ment, dit MEEF, pour faire le point sur la mise en place de casnfitions ainsi
que leur articulation avec les ESPH a eforme en cours a cep permis de voir les
e ectifsetudiants remonter de facon substantielle, c'esine tes bonne nouvelle.
Si les dicules que rencontrent les colegues varient dhe universie a l'autre,
une attente forte aemerge clairement : la mise en place d'oecanisme coterent
et unie qui permette aux etudiants n‘ayant pas obtenu le Qeesa lissue de la
premere anree de master de pouvoir kere cier d'une ame suppementaire pour
s'y peparer de nouveau et de facon exclusive, méme s'il$ dgp valice le M1.
Cette possibilie existe dans certaines leres, on pensotammenta la premere
anree de nedecine et aux classes peparatoires; elle asiumonte son e cacie
par le pass en o ranta de futurs enseignants une periode peparation su sante
et adapeea leur parcours personnel. De tes bonnes @is pour militer en ce sens
dans les moisa venir. La SMF a euni aussi n mars les direats de cepartements
& UFR de mattematiques a n de faire un bilan le plus peci®gsible desevolutions
ecentes sur le terrain ; nous vous tiendrons infornmes idgment des discussions et
premiers enseignementsa tirer de cette jourree.

Cot publications, le premier fascicule 2014 desfemoires de la SMP> est paru
et accessible par voieelectronique. La SMF con rme ainsiv®lone de epondre
aux attentes et pratiques de ses lecteurs et auxevolutidnsmonde de ledition.

En collaboration etroite avec la SMAI, la SFdS, la Socetnformatique de
France (SIF) et 'ONISEP, la SMF participea la ealisation de brochure sur les
netiers des mattematiques et de l'informatique : un outibsentiel pour attirer des
jeunes vers nos leres dont les cebouches sont varesais neconnus du public.
Cette brochure remplacera ke Zoom sur les nretiers des matrematiquesparu en
2007, sortie pevue cebut 2015!

Pour conclure, je tiensaevoquer le Prix Audin qui vientédte cecerrea Kaoutar
Ghomari et San Vd Ngn edacteur en chef de laGazette jusqu'en septembre
dernier. Felicitation aux deux laueats dont la collabation a «duit le jury!

Le I* avril 2014
Marc Peigre

1 Ecoles Sugerieures du Professorat et de Education
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MATH EMATIQUES

La conjecture de Goldbach ternaire

Harald Andes Helfgott
traduit par Margaret Bilu, revu par l'auteur

1. Histoire

leonard Euler { I'un des plus grands matlematiciens du dixiteme sécle,
et méme de tous les temps { et son ami proche, I'amateur polymaChristian
Goldbach, entretenaient une correspondance eguleteabondante. Goldbach a
emis une hypothese sur les nombres premiers, et Euler I'nidament eduitea la
conjecture suivante, que, disait-il, Goldbach lui ava@ipdsoumise : chaque nombre
entier strictement positif peut etreecrit comme la somntau plus trois nombres
premiers.

De nos jours, nous dirions plutét tout nombre entier superieur ouegala 2>,
VU que nous ne consicerons plus 1 comme un nombre premierplDe, de nos
jours la conjecture aee divise en deux :

{ la conjecture de Goldbacfaible ou ternaire, dit que tout nombre entier impair
superieur ouegala 7 peut secrire comme la somme de teohombres premiers;;

{ la conjecture de Goldbacforte, ou binaire, dit que chaque nombre entier pair
superieur ouegala 4 peut secrire comme la somme de deammbres premiers.

Comme leurs noms l'indiquent, la conjecture forte impligaecbnjecture faible (de
manere immediate : enlevez 3a votre nombre entier impai, et ensuite exprimez
n 3 comme la somme de deux nombres premiers).

Je renvoiea [Dic66, Vol. 1, Ch. XVIII] pour les cebuts de cejat. En esune,
Descartes a po une version de ces conjectures dans un seahposthumé ;
Waring semble avoir po% lui-méme les conjecturesa lada dix-huiteme secle;
le dix-neuveme secle a vu quelques travaux calculagsindes \eri cations de la
conjecture pour de petits entiers,a la main!) mais peu deges eels.

La conjecture forte reste hors d'atteinte. Il n'y a pas longtesng ma
pepublication [Hela] est parue le 13 mai 2013 { j'ai prouMa conjecture de
Goldbach faible.

1 |'assertion de Descartes est< Sed & omnis numerus par t ex uno vel duobus vel tribus

primis. >. [Dic66] donne la traduction < Tout nombre pair est la somme d'un, deux ou trois

nombres premiers.> La forme de cetenon@ sembleetrange, puisque lenonc e pour les nombres
pairs implique imnediatement le méme enon@ pour les nombres impairs. (Mercia J. Brandes

et R. Vaughan pour leurs commentaires sur la traduction, quiest apparemment correcte.) Il

s'agit d'une observation faite par Descartes en passant, aumilieu d'un passage sur les sommes
de nombres polynomiaux.
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6 H. A. HELFGOTT

La preuve se construit sur les avanees obtenues au cehutvohgteme séecle
par Hardy, Littlewood et Vinogradov. En 1937, Vinogradov amte [Vin37] que la
conjecture est vraie pour tous les entiers impairs sumarsa une certaine constante
C. Hardy et Littlewood [HL16] avaient monte la méme chosa supposant I'hy-
potlese de Riemann cererali®e; j'en reparlerai plus $aDepuis Vinogradov, la
constanteC aet speciee et progressivement anelioee, mais lameilleure (c'est-
a-dire la plus petite) valeur disponible pouE etait C = €300 > 101346 (Liu-
Wang [LWO02]), ce quietait bien trop grand. Puisque 1 est plus grand que le
nombre estime de protons dans la Voie lacee multiple pée nombre de picose-
condes depuis le Big Bang, il n'y aurait aucun espoir de \eriméme les premiers
10°%° casa l'ordinateur (oui, méme si onetait un dictateur cosigue utilisant la
galaxie comme un ordinateur hautement paralkle)!

J'ai ramere Ca 102° en mai 2013. D. Platt et moi avions \erie la conjecture
pour tous les nombres impairs jusqus 8 10°C par ordinateur (et nous aurions
pu aller plus loin), et c'est la n de I'histoire.

(J'ai eduit Ca 10?7 en decembre 2013. La \eri cation de la conjecture ternair
de Goldbach pour toun 6 10?7 impair peut etre refaite a la maison durant le
weekend ; nous parlerons de la nethode vers la n de l'article

Il est bien sOr normal que nous passions en revue quelques-des avanees les
plus importantes entre lepoque de Vinogradov et la natien 1933, Schnirelmann
a prouwe [Sch33] que tout nombre entiar > 1 peut &tre ecrit comme la somme
d'au plusK nombres premiers, aK etait une constante non speciee. |l s'agit
d'un des travaux pecurseurs de la combinatoire additiven 969, Klimov aet
le premiera donner une valeura la constant&(= 6 10°); puis il I'a anelioee
enK = 115 (avec G. Z. Piltay et T. A. Sheptickaja) éf = 55. Par la suite, il y
a eu des esultats de Vaughan [Vau77& & 27), Deshouillers [Des77K(= 26)
et Riesel-Vaughan [RV83K( = 19).

Ramae a demonte en 1995 que tout nombre pair > 1 est la somme d'au
plus 6 nombres premiers [Ram95]; ses methodes sont platéns la tradition de
Vinogradov que dans celle de Schnirelmann. En 2012, Tao averffao] que tout
nombre impaim > 1 est la somme d'au plus 5 nombres premiers.

Il'y a eu d'autres lignes d'attaque vers la conjecture forte. Hitisant des icces
proches de celles de Vinogradov, Estermann [Est] a proue pgresque tout nombre
pair (c'esta-dire, un sous-ensemble de densie 1 dans $emble des nombres
pairs) peut etre ecrit comme la somme de deux nombres pemi En 1973,
J.-R. Chen a monte [Che73] que tout nombre pairplus grand qu'une certaine
constante peut étreecrit comme la somme d'un nombre premeedu produit d'au
plus deux nombres premiers € p;+ p, oun = p1+ p2p3). Par ailleurs, J.-R. Chen
est le méme qui, avec T.-Z. Wang, est responsable des me#tebornes suc
(pour Goldbach ternaire) avant Liu et WangC = exp(exp(11:503)) < 4 10#3000
[CW89] etC = exp(exp(9:715) < 6 10719 [CW96].

Qu'y a-t-il dans la preuve ? Faisons d'abord un pas en arrerexaminons le
cadre cereral de la methode du cercle, introduite par Hiy et Littlewood.
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LA CONJECTURE DE GOLDBACH TERNAIRE 7

2. La nethode du cercle : analyse de Fourier sur les entiers

L'analyse de Fourier est quelque chose que nous pratiquocisague fois que
nous essayons de capter une chame de radio : il y a un signalpous cccomposons
en ses contributions de diverses fequences. En langagéematique, on a une
fonction f : R ! C (c'esta-dire une fonction d'une seule variable eelle;
pour la radio, cette varianIe est le temps) et on ¢ nit ldansformee de Fourier
PRI C par P(r) = g f(x)e( xr)dx, avec la notatione(t) = e? it Alors,
comme on l'apprend dans tout cours d'analyse de Fourfigk) = p(r)e(xr)dx,

a condition que f decroisse assez rapidement et se comporte bien par asleur
(C'est la< formule d'inversion de Fouriex. )

En d'autres mots,x 7! f(x) aet dcompose en une somme de fonctions
exponentielles (complexes), la fonction exponentielleniplexe)x 7! e(xr) etant
pesente avec une< force> P(r). Pour revenira I'exemple de la radioh(r) est
grand lorsquer est proche de la fequence d'une chae de radio, et petitosi.
(Ce que recoit votre radio, c'est une superpositibrde ce que transmettent toutes
les stations; le travail de votre ecepteur radio est pieement de retrouver la
contribution des fequences autour d'unry donre. )

Nous pouvons faire la méme chosé @st une fonctiorf : Z 7! C. En fait, dans
ce cas <i:',est plus simpl@etant e nie par une somme plutdt que par une inegrale :
P( )= ,f(ne( n).lLa transformeeP est une fonctiorP : R=Z 7! C. (Nous
sommes dans le monde duala celui d'un cours de licence, dblectionf est 1-
periodique { c'esta-dire quef est une fonctionf : R=2 7! C { et sa transfornmee
est une suitd a,g, c'esta-dire, une fonctionP : Z 7! C.) TopologiquementR =Z
est un cercle; c'est exactement la m&me chose que de dire puisgue cela ne
change rien d'ajouter ou de soustraire 1a notre fequena®gus pourrions aussi
bien laisser le petit indicateur de fequence de notre mde promener le long d'un
cercle gradwe par des nombres entre 0 et 1, plutoét que sur §gegment de) la droite
eelle (comme sur la vraie radio sur mon bureau). C'est dge vient I'expression
< methode du cercle>.

ST TUNING

La radio du treoricien des nombres
La decomposition def ressemble maintenanta la chose suivante (n) =
01 b( )e( n)d ,a condition quef decroisse su samment vite.
En quoi est-ce ineressant? La transfornee de Fourier edile de manere
immediate quand on travaille sur des probemes additisomme les conjectures
de Goldbach. La raison en est que la transformee du prod@tabnvolution de

SMF { Gazette { 140, avril 2014



8 H. A. HELFGOTT

Fig. 1. Le duo Hardy-Littlewood et I. M. Vinogradov

deux fonctions estegale au produit des transformees. Rafons que I@roduit de
convolution (additif)ydef;g:Z ! C est e ni par

X
(f g)m= f(mg(n m):

m27Z

Il apparat alors directement quéf g)(n) ne peut étre non-nul que s$i peut
Btre ecrit sous la formen = m; + m, pour m; et m; tels quef(m) et g(my)
soient non nuls. De mémdf g h)(n) ne peut &tre non-nul que si peut étre
ecrit sous la formen = m; + my + m3 pour my; my; mg tels quef (my), g(m,) et
h(ms) soient non nuls. Ceci nous suggere, pouretudier le perbke de Goldbach
ternaire, de ck nir les fonctionsf ; g; h de telle sorte qu'elles prennent des valeurs
non-nulles seulement aux nombres premiers.

Hardy et Littlewood avaient c& nif (n) = g(n) = h(n) = 0 pourn non-premier
(oun nul, oun regatif) et f(n) = g(n) = h(n) = (logn)e"N pourn premier (w N
est un paranetre qui sera e ulerieurement). Le facteue "N est h pour fournir
une < decroissance rapide, de sorte que tout converge ; comme nous le verrons
plus tard, le choix par Hardy et Littlewood de la fonctian "N (plutét qu'une
autre fonctiona dcecroissance rapide) est en fait testelligent, méme s'il n'est pas
touta-fait le meilleur possible. Le facteur log est & pour des raisons techniques
(scrematiquement, il se trouve que cela a du sens de poadem nombre premiep
par logp parce qu'il y aa peu pes un nombre premier parmi lpgentiers akatoires
de taille proche de celle dg).

On voit que(f g h)(n) 6 O si et seulement sh peut &tre ecrit comme
une somme de trois nombres premiers. Notre objectif est ddacmontrer que
(f g h)(n) (cesta-dire f f f) est non-nulle pour toutn superieura une
constante. Puisque la transformee du produit de convolutiestegale au produit
des transformrees,

z 1 z 1
(f g M= flg h(le(md = (P o A Ne( nd:
SMF { Gazette { 140, avril 2014



LA CONJECTURE DE GOLDBACH TERNAIRE 9

otre but est donc de montrer que I'inegraleRol((P b H)( Ne( nd =
Ol(p( ))3e( n)d est non-nulle.

Il se trouve queb( ) est particulerement grand quand est proche d'un ration-
nela petit cenominateur; c'est comme s'il y avait vraimented chames de radio
qui transmettaient aux fequences @ petit cenominatal indiquees sur le dessin
ci-dessus : quand l'indicateur est proche de I'une d'entreselley a unP( ) clair et
sonore, et quand nous sommes loin d'elles, nous ne pouvorendrg qu'un petit
bourdonnement. Cela sugcre la straggie suivante : otirae P( ) pour tous les
compris dans des petits arcs de cercle autour des ratiomnpktit cenominateur
(les arcs majeursappeks ainsi parce que leur contribution est majeure, lgea
leur petitesse); on born@( ) pour en dehors des arcs majeurs (tout ce qui
est en dehors des arcs majeurs est app@es mineury; puis on montre que la
contribution des arcs mineursa l'inegrale est plus peagiten valeur absolue que la
contribution des arcs majeurs, forcant ainsi I‘in'egraleol(P( )3e( nyd a etre
non-nulle.

C'est cette strakgie gererale que I'on appelle laethode du cercle Hardy et
Littlewood l'ont introduite pour traiter une grande varetde probemes additifs ;
par exemple, cela faisait aussi partie de leur approche chbfpme de Waring
sur les entiers qui sont sommes de puissaric&snes d'entiers. Cela aek repris
par Vinogradov, qui aet le premiera donner de bonnes bes inconditionnelles
surP( ) pour appartenant aux arcs mineurs (ctait consicele commeaiment
remarquablea lepoque). La nethode du cercle est aussamtraegie gererale : ce
gue j'ai fait est de donner des estimations bien meilleuresles arcs majeurs et
mineurs que celles quietaient disponibles peedemmepour f, g et h choisies
avec grand soin.

(Tant qu'on y est, on peut essayer de traiter la conjecture deldbach binaire,
ou forte, avec la nethode du cercle, mais on se heurte tegea un mur : le
< bruit > qui vient des arcs mineurs tepasse largement la contribbutdes arcs
majeurs. C'est bien expliqe dans un article du blog de Tefpo.)

3. Fonctions L de Dirichlet et leurs zros

Avant de commencer a travailler sur les arcs majeurs, noesahs parler de
fonctionsL. Il y a d'abord la fonction zéta (s),etudee pour la premere fcp',s pours
complexe par Riemann,a qui elle doit son nom. Elle est deapar (s) = L 1 n%
quand la partie eelle<(s) de s est strictement sugerieurea 1. Pouk(s) 6 1 la
rie diverge, mais la fonction peut étre e nie (de maneé unique) sur tout le
plan complexe par prolongement analytique, avec un paigpté ens = 1.

De manere analogue, il y a les fonctioisde Dirichlet, ¢k nies parlL(s; ) =

P ﬁ:l 52) pour <(s) > 1, et par prolongement analytique pour(s) 6 1. Ici
est n'importe quel caracere de Dirichlet; pour tout », L(s; ) est une
fonction des. Un caracere de Dirichlet (modulo g) est simplement une fonction
:Z ! C de periodeq (c'esta-dire que (n) = (n+ q) pour tout n) qui
de plus est multiplicative ((ab) = (a) (b) pour tout a;b) etverie (n)= 0
s que n et g ne sont pas premiers entre eux. (Si on veut le dire de manere
sophistiqlee, c'est un caracere déZ=qZ) relewa Z.)

SMF { Gazette { 140, avril 2014



10 H. A. HELFGOTT

Un zro d'une fonctionf est simplement uns 2 C tel quef(s) = 0. Un
Zro non-trivial de (s), ou deL(s; ), est un 2zro de (s), ou deL(s; ), tel que
0< <(s) < 1. (Les autres zros sont dits triviaux car il est facile digedau ils sont
@ savoir, en des entiers regatifs, ou parfois en zro).)Hypotrese de Riemann dit
que tous les zros non-triviaux de la fonction zéta de R&m < se trouvent sur
la droite critique>, ce qui veut dire qu'ils \eri ent<(s) = 1=2: L'hypottese de
Riemann gererali®ee pour les fonctionk de Dirichlet dit que, pour tout caracere
de Dirichlet , tout 2ro non-trivial deL(s; ) werie <(s)= 1=2.

Puisque I'hypottese de Riemann (RH) et I'hypotlese de Riemagereralise
(GRH) n'ont paset prouwes, tout esultat qui est emate en les utilisant sera
conditionnel; nous voulons prouver des esultats inconditionnels. Pent en e et
etre cemontes, et utilies, des esultats partiels dns la direction de GRH. Ces
esultats sont de deux types.

{ Regions sans zros. Dep depuis la n du dix-neuvemesecle (de la Valee
Poussin) nous savons qu'il y a des egions en forme de safpiels pecisment,
de la forme@ 6 61 @ al ¢ est une constante et al onecris =+ it)
en dehors desquelles il ne peut pas y avoir de Z2ros nomtri

{ \eri cations nies de GRH. Il est possible de (demander dordinateur de)
prouver des petits morceaux nis de GRH, en ‘eri ant que teudes 2ros non-
triviaux d'une fonctionL donree de partie imaginaire inkrieure a une certaine

constanteH se trouvent sur la droite critique (s) = 1=2.

La plupart des travauxa ce jour suivent la premere altextive. J'ai choisi la
deuxeme, ce qui a eu des consequences sur la manereige dont j'ai ¢ ni les
arcs majeurs et mineurs : j'ai obtenu des esultats tesagis sur les arcs majeurs,
mais j'ai d0 les e nir pour qu'ils soient en tes petit nomie et tes etroits, car
autrement la methode n'aurait pas fonctionre. Cela veutrdi que les nmethodes
pour les arcs mineurs devaient &tre particulerement foemantes, vu qu'il leur
restait une partie du cercle particulerement grande adter.

Regardons plus peciement comment nous pouvons nousupec des arcs ma-
jeurs en utilisant des esultats partiels vers GRH, et entjgallier, des \eri cations
nies de GRH.

4. Estimations d'arcs majeurs

P
Rappelons que nous voulons estimer des sommes dLP[@/p)e: f(ne( n),
al f(n) est quelque chose comme (dison#dgn)e "=* quandn est un nombre
premier, et Q;sinon. Modions cela juste un peu : nous allons fait estimer

S(;x) = ( ne( n) (n=x), ai est la fonction de von Mangoldt:
( n) = logp sin est une puissanceX, k > 1, d'un nombre premier, et( n) = 0
sinon. (L'utilisation de plutét que est juste une question de tradition, de

méme que l'utilisation de la lettr& (comme< somme>) ; cependant, I'utilisation
de ( n) plutét que juste logp simpli e en fait vraiment les choses quand on a
aairea ce qu'on appelle des formules explicites, ce que sallons voir dans
un instant.) Ici (t) est une fonctiona cecroissance rapide ; cela peut eége!,
comme dans les travaux de Hardy et Littlewood, ou (comme daren travail)
quelque chose d'autre. Cela pourrait méme étre juste<laroncature brutale>
1;0:15(t), c& nie comme valant 1 quand 2 [0; 1] et O sinon; cela marcherait pour
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LA CONJECTURE DE GOLDBACH TERNAIRE 11

les arcs mineurs, mais, comme nous allons le voir, c'est unevaiae icce en ce
qui concerne les arcs majeurs.)

Supposons que appartienta un arc majeur, ce qui veut dire qu'on peuteceir

= a=g+ =X pour un certaina=q (a4 g est petit) et un certain (avecj j petit).
Nous pouvons exprimes (; X) comme une combinaison lireaire de termes de la
formeS. (=x;x), &

X n n
S opix o= (m e —

et parcourt les caraceres de Dirichlet modulp

Pourquoi ces sommeS. sont-elles mieux que les sommes plus sim3de8
L'argument a pris la forme=x, alors qu'avant cetait . Ici est petit, inkrieura
une constante dans notre cadre. Autrement dit( n=x) va parcourir le cercle un
nombre borre de fois lorsqua varie de 1a une constante foix (et pendant ce
temps (n=x) sera devenu petit). Cela rend la somme plus facilea estimer

Il est classique que I'on puisse exprin®r par uneformule explicité

X
S. ;;x =[b( )Ix F ( )+ petit terme d'erreur
Ici le terme entre crochets appar&t seulement paur= 1. Dans la somme,
parcourt tous les zros non-triviaux de(s; ), et F est la transformee de Mellin

dee( t) (t): z, .
F (s) = . e(t) (t)tSTt:

On a gagre si on arrivea montrer que la somme suest petite.

Le point important est le suivant : si nous \eri ons GRH jugg la partie ima-
ginaireH, aprs nous savons que toutavecj=( )j 6 Hrie <( )= 1=2, et
ainsijx j = = X. Autrement dit, x est alors tes petit (par rapportax). Cepen-
dant, pour tout de partie imaginaire superieuredl, nous ne savons rien sur la
partie eelle,a part 06 <( ) 6 1. (D'accord, nouspourrions utiliser une egion
sans 2£ros, mais les egions sans 2ros connues sont inemeent etroites pour
=( ) grand, ce qui veut dire qu'elles ne nous disent pas grand cleosgratique.)
Par congquent, notre seule chance est de nous assurerFj(e) est petit pour
j:( )J > H.

Attention, cela doit &tre vrai aussi bien pourtout petit ( = 0 y compris) que
pour un peu moins petit ( compris entre 1 et une constante). Si on s'amuse un
peu avec la methode de la phase stationnaire, on obtient gué ) se comporte
commeM () pour tout petit (ici M est la transformree de Mellin de) et
comme (t=2 j j) pour moins petit (aut = =( )). Ainsi, nous sommes facea
un dilemme classique, souvent appek le principe d'intedg parce que c'est le
fait mattematique qui est derrere le principe physiqueidnéme nom : on ne peut
avoir une fonction qui decrot extremement rapidement et dont la transfoee
de Fourier (ou, dans ce cas, la transfornee de Mellin) ditraussi extrémement
rapidement.

2 Les formules de ce type sontles < formules explicites> par antonomase, au moins en treorie
des nombres.
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12 H. A. HELFGOTT

Que veut dire< extrémement rapidement ? Cela veut dire< plus vite que toute
exponentiellee ' >. Ainsi, le choix (t) = e ! de Hardy et Littlewood semble
essentiellement optimal.

Pas si vite ! Ce que noysouvonsfaire, c'est de choisir telle queM decroisse
exponentiellement (avec une constan@ un peu moins bonne gu'avant), mais
telle que cecroisse plus vite qu'exponentiellement. Voik ce quit esucial, car
c'estt=j j (plutdt que t) qui risque d'etre assez petit.

Un possible qui eponda cette description est la gaussienr{¢) = e t22,

La transformree de Mellin- se trouve etre une fonction cylindre parabolique, dont
I'un des paranetres prend des valeurs imaginaires pures. foactions cylindres
paraboliqgues semblent étre tes ainees et tesetudes par les personnes qui font des
mathtematiques appliqlees, mais plutét pour des valeuwslles du dit paranetre. Il

y a des ceveloppements asymptotiqueskedans la literature pour des paranetres
gereraux (surtout par F. W. J. Olver), mais aucun qui autat su samment
explicite pour mon objectif. Ainsi, je devais produire detirmations compktement
explicites moi-méme, en utilisant la methode du point c@ela m'a pris du temps,
mais les esultats devraient étre applicables dans unreagereral et le lissage
gaussien deviendra, j'esgere, un peu plus populaire dasgrievaux explicites en
treorie des nombres.

Et, en fait, ces estimations sur les cylindres paraboliquess permettent de
ne pas prendre seulementt) = e t2:2, mais aussi, plus gereralement(t) =
h(t)e t*=2 qy h est une fonctiona bande limiee, ce qui veut dire, dans cantexte,
toute fonction dont la transformee de Mellin restreinte daxe des ordonrees est
a support compact. Nous chercheronsa optimiser le choig ki(t) : voir plus de
cetails plus loin.

5. Les arcs mineurs

Comment borne-t-oS( )j quand n'estpasproche d'un rationnelg de petit
cenominateur? Que ce soit m&me possible est le grand ssae Vinogradov. Le
proges a depuisee graduel. Ma propre contribution e sujet de mon article sur
les arcs mineurs [Helb]. Laissez-moi juste raconter queseunes des icees derrere
mes aneliorations.

La preuve de Vinogradov aet consicerablement simpdie dans les anrees 70
par Vaughan, qui a introduit l'identie qui maintenant pog son nom [Vau77b].
Essentiellement, l'identie de Vaughan est un gambit : elienne beaucoup de
exibilie, mais cette dernere a un coQt, qui ici est de @ux logs, plutét que,
disons, deux pions. Le probeme est que, si nous voulonsiatire notre objectif,
nous ne pouvons pas hous permettre de gaspiller des logselle snanere de
ecurerer ces logs est de trouver de la compensation dasdierentes sommes
qui viennent de l'identie de Vaughan. N'oubliez pas que jevdis faire cela sans
utiliser des fonctiond., puisque je ne pouvais plus supposgepetit.

Voih un autre aspect de cette partie de la preuve. Chaqua une approximation
= §+ < - le fait que soit dans les arcs mineurs nous dit qgen'est pas petit.
En fait, nous cherchons des bornes qui diminuent ageda borne que j'obtiens

est proportionnellea%. Quel estl'eetde ?
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LA CONJECTURE DE GOLDBACH TERNAIRE 13

Je me suis vite rendu compte que, sin‘est pas tout petit, cela peut en fait
étre utili:ea notre avantage. Une raison est qu'il y a desrimes de la formd( ),
et que les transfornees de Fourier de fonctions lissegakxsent quand I'argument
augmente.

Il y a d'autres raisons, cependant. Nous pouvons aussi utiiseequi suit : par
des esultats de base d'approximation diophantienne, chagq a de tes bonnes
approximations par des rationnels de cenominateur nomeme. Si n'est pas tout

petit, alors I'approximation = §+ < est bonne, mais pas tes bonne; ainsi, il doit

y avoir une autre approximation, meilleura, %8 avecq® nonenorme (c'esta-dire
consicerablement plus petit qug). Nous pouvons utiliser alternativement l'une ou
l'autre des approximation% et %8 choisissant celle qui est la plus utile selon le
contexte. Il se trouve que c'est mieux que d'utiliser une seypraximation g
aussi bonne qu'elle soit.

Une autre manere d'utiliser le fait que est grand est la dispersion de
lechantillon qui joue le réle de donree principale d'ugrand crible Le grand crible
peut etre vu comme une forme approchee de l'identie de Rtherel, remanee
en iregalie : & ai l'identie de Plancherel nous dit que jpjz, la norme™, de la
transformee de FourieP : R=Z ! R d'une fonctionf c& nie sur les entiers (par
exemple; des groupes autres que les entiers fonctionngatement), estegalea
Ejg, la norme’, de la fonctionf elle-méme, le grand crible nous dit que la somme

ijp( i)j2 pour unechantillon de points ; 2 R=Z bien espac est borre par (un
multiple de)jfj,. Maintenant, dans notre cas, les points sont des multiples de
notre angle . Si = g I'espacement des points; est % ce qui est bien; mais
nous pourrions étre ameresa appliquer le crible plusg€ois, vu que nous devons
I'appliquer de nouveau pour chaque groupedigoints. Cependant, si = §+ ;
et n'est pas tout petit, nous pouvons parcourir le cercle plusgefois, et nous
appuyer sur; plutot que sur% pour nous donner l'espacement. Oui, I'espacement
sera plus petit gu'avant, mais I'e et de cela est plus que comgepar le fait de
devoir invoquer le grand crible un nombre de fois moindreufgdre seulement
une fois).

Qui plus est, cette distribution peut étre combiree avenaiforme de distribution
plus traditionnelle (le lemme de Montgomery; voir [Mon713.9)], ou alors la
pesentation dans [IK04x7.4]) pour pro ter du fait que nous avonsa fairea des
sommes sur les nombres premiers.

6. Combiner le tout

Je vous ai racone ce qu'il faut pour borned( ) pour dags les arcs mineurs,
mais ce que nous voulons eellement, c'est borner l'inelgra  jS( )i%d . Une
manere rapide, et traditionnelle, de le faire serait d'lisier simplement l'iregalie
triviale Z Z

jS()i*d 6 maxjS( )j jS( )jd:
m m
Malheureusement, cela gaspille un facteur log.

Vu que nos bornes pous( ), g sont donrees en fonction de, cela

du sens de les combiner avec des estimations pour desrabeg du type

my iS( )j?d , @ m, est une union d'arcs autour de rationnels de cenominateur
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14 H. A. HELFGOTT

superieur a une constante mais inkrieur ar. Comment estime-t-on de telles
inegrales? Il se trouve que cette question est en rappdrtet avec une question
sur le grand crible : quelles bornes peut-on obtenir poureddantillons | = g
g6 r, alr estde taille moceee, si on suppose qu& ) est une somme sur les
nombres premiers ?

Il y avait une eponse dans la literature (foncee sur lereme de Montgomery;;
le lien avec la methode du cercle avait cepet remargupar Heath-Brown), mais
il y avait au moins un facteue (ou en fait plus) qui faisait que ce nétait pas
optimal. Cecietait encore le cas dans [Taok4) et dans la premere version de
[Helb] (x6). Il y a eu une estimation plus ecente pour le grand cribleed Ramae
([RamQ9, Thm. 2.1]; voir aussi [Ram09, Thm. 5.2]), mais ellevad pas encore
ek totalement expliciee. J'ai d0 expliciter les borng, puis j'ai adape le nouveau
esultat (en I'amenant du crible au cercle) pour estimer Bgrale surm; ci-dessus.
Comme on pouvait s'y attendre, le faux facteair (ou en fait un peu plus) a disparu.

Restea comparer le terme principal et le terme d'erreur. Iltsguve que nous
avons une certaine libere pour le choix du terme principall qu'il cepend des
lissages que l'on choisit. Le terme principal est proportiela

z 1 z 1 N

o + (t1) +(t2) X (ty + t2) dtqidty;

al . et sontles deux lissages que nous choisissinsst le nombre impair que
nous voulons exprimer comme somme de trois nombres preméers encore un
parametrea choisir. Pour comparer, le terme d'erreur espportionnelaj +j%j ji.
Ainsi, nous avons un probeme d'optimisatiorx (maximiser la taille de l'inegrale
double diviee paj +j?j j1>). Le mieux, c'est de choisir. symetrique ou presque
(+(1) +(2 1)), en s'assurant de plus que, (t) 0 pourt > 2. Ce n'est
pas trop di cilea accomplir en gardant . de la forme (t) = h(t)e ‘2:2, a h
esta bande limiee.

Qu'en est-il de ? La solution au probeme d'optimisation nous dit qu'elle
devrait &tre de petit support, ou du moins concentee pede l'origine.A part
cela, il y a, pour ainsi dire, un probeme politique :, contrairementa ., est
utilisee aussi bien dans les arcs majeurs que dans les aiesurs ; les arcs majeurs
veulent vraiment qu'elle soit de la forme t*=2 oy bientke ‘2:2, alors que les
arcs mineurs peereraient que cela soit quelque chosesiieple, du genre o,y
(fonction indicatrice) ou 2 = (2 [1=0,1)) ™ (2 [1=2;13), @ f u g estlaconvolution
multiplicative (ou convolution de Melliip:

z 1
- x dy,
(f wm9)x) . f(y)g vy
(Ici , est peciement le lissage utili® dans l'article de Taausles cing nombres
premiers, ou mon propre article sur les arcs mineurs).

La solution est simple : on cenit (t) = (f g)( t), a est une grande
constante,f(t) = »(t) et g(t) = t%e *=2 pourf et ga peu pes arbitraires, si
on sait comment calculer (ou estimef ( ) pour un certain , et si on sait aussi
comment estimeiSy( ) pour les autres , alors on sait comment estime® 4( )
pour tous les :ecrivez-le et vous verrez!
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LA CONJECTURE DE GOLDBACH TERNAIRE 15

(Il s'agit, en essence, dechanger l'ordre de l'inegrationt B somme. Peut-étre
verrez-vous aussi que cela aidefét) et g(t) sont tes petits au voisinage de
t = 0).

La morale, c'est que dierents probemes, et dierentes prties d'un méme
probeme, demandent des lissages dierents. Au moins dda contexte des sommes
d'exponentielles, il y a en fait une astuce simple pour les lnioer, comme nous
venons de le voir.

7. Quelgues remarques nales sur les calculs

Une preuve analytigue donne d'habitude une preuve valider gous lesn
superieurs a une constanteC. La raison en est simple : disons que nous vou-
lons montrer qu'une certaine quantie est positive. Typigment, apes beaucoup
de travail analytique, nous aurons prouwe que la quant#n question est de la
forme 1+ terme d'erreur, al la valeur absolue du terme d'erreur est dugC=n
(par exemple ; je simpli e bien sor). Cela montre certainemt que la quantie est
positive,a condition quen > C. Notre mission est alors de peciser la preuve de
sorte que la constant€ devienne assez petite pour que les o& C puissent étre
\eriesa la main (c'esta-dire, vraimenta la main, ou alors par ordinateur). C'est
essentiellement en cela que consistait mon travail ; \eri la conjecture jusqua
C = 10?° (et en fait jusqua 8;8 10°)etait plutot un travail annexe. Comme
nous allons le voir, ce netait méme pas le plus grand e al¢ calcul recessaire.

Tout d'abord, laissez-moi dire encore quelques mots suekadtats analytiques.
Il'y a des esultats du type< La proprek est vraie pour toutn superieura une
constanteC, mais la preuve ne vous dit rien s@, a part son existence>. On
appelle cela une estimationon e ective; de nhombreuses preuves du esultat de
Vinogradov pesentes dans des livres sont de ce type. (lisoraen est la possibilie
d'existence de ce qu'on appelle les zros de Siegel). Unlaspeut aussi dire< la
proprete est vraie pour toutn > C, et on devrait pouvoir ceterminer une valeur de
C en utilisant des ickes venant de la preuve, mais l'autelefmerait largement aller
boire un cak>. Ceci est unenone e ectif, mais non-explicite ; la vewi & nitive
de Vinogradov de sa propre cemonstrationetait de ce typge(méme que beaucoup
d'autres esultats en mattematiques, dont certains de mesultats par le pas).
Si on donne méme une valeur explicite @e le esultat est dit, eh bienexplicite
Vient alors la quatremeetape : rendr€ raisonnable, c'esta-dire, assez basse pour
que le casn 6 C puisse etre \eriea la main. lletait clair depuis le dbut que,
dans le cas de la conjecture de Goldbach ternairegisonnable> signi ait grosso
modoC  10°°, méme si les \eri cations cecrites dans la literatures'arrétaient
bien avant.

Plus haut, j'ai dit que D. Platt et moi avons \erie la conjeture pour tous
les nombres impairs jusqua;® 10%°. Voia comment nous avons proece. (Il
s'agit de la m&éme proedure qu'en [Sa098].) lletait cep aonu (grace au grand
e ort de calcul de Oliveira e Silva, Herzog et Pardi) que lanjecture de Goldbach
binaireetait vraie jusqua 4 10, ou autrement dit que tout nombre pair jusqua
4 10%etait la somme de deux nombres premiers. Partant de &, taze que nous
devions faire etait de construire ungechellea nombres premiers, c'esta-dire
une liste de nombres premiers entre 2 €88 10°° tels que la dierence entre deux
premiers consecutifs dans cette liste soit au plus 40%. Ainsi, si quelqu'un vous
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donne un nombre impain inkrieura 8;8 10°°, vous savez qu'il y a un nombre
premier dans la liste tel que p soit positif et inerieura 4 10'8. Par hypottese,
nous pouvonsecrire p = p; + p, pour des hombres premieps et pz, et donc
n=p+ p+ pr.

La construction d'une telleechelle ne prend pas tant de tesmque cela. (En fait,
la mise au point d'uneechelle jusqua 3 se fait dans un ordinateur personnel en
I'espace d'un week-end, sans calculs paraleles.) C'est stmgint de I'arithnetique
des entiers, et on utilise un test de primalie ceterminiés (qui est rapide pour des
nombres premiers d'une forme particulere), donc il n'y a pjéeu de s'inquéter.

A la n, le calcul principal consiste en la \eri cation du faque, pour toute
fonction L de carackre modq, q inErieura 150000a peu pes (ou deux fois
ceci pourg pair), tous les Zros de cette fonctioh de partie imaginaire inerieurea
10°=q se trouvent sur la droite critique. Cetait enterementd travail de Platt; ma
seule contribution aet de courir demander du temps de@alsur des ordinateurs
a des endroits dierents (voir les remerciements en [Hetel.3]). En fait, Platt est
mone jusqu'au conducteur 200000 (ou deux fois ceci paypair) ; il avait cep
atteint 100000 dans sa these. La \eri cation a pris, au tat,a peu pes 400000
heures de c ur (c'esta-dire le nombre de c urs de processeuwtilies multiple
par le nombre d'heures ai ils ont fonctionre estegala 4@Q0; de nos jours, un
processeura la pointe de la technologie { comme ceux de laihire MesoPSL,
a I'Observatoire de Paris { a typiguement huit c urs).A la n, comme je l'ai dit,
je n'ai utili® que g 6 150000 (ou deux fois cela pour pair), donc le hombre
d'heures recessaire etait en ealie plutdét autour de 80000. Les ordinateurs et
moi creusions des deux coes de la montagne, et nous housnses rencontes au
milieu. Le fait que les ordinateurs aient fonctionre plusntemps que recessaire
n'est pasa regretter : ce calcul est d'utilie gererale, edonc c'est d'autant mieux
gu'il ne soit pas mouk exactement sur mes besoins; de pluscales preuves d'une
telle longueur, on veuk construire comme un Romaim, c'esta-dire calculer plus
que strictement recessaire, au cas al on (pas l'ordinatduaurait fait une petite
erreur quelque part. (Pourquoi pensez-vous que leurs neteent siepais ?)

\éri er par le calcul les zros des fonctionk est quelque chose qui remontea
Riemann (qui le faisaita la main) ; c'est aussi I'une des chesgg'on a essayees sur
les ordinateurselectroniques ces leurs cebuts (Turiraecrit un article h-dessus).
Un des probemes principaux auxquels il faut faire attemtiappara'ta chaque fois
gu'on manipule des nombres eels : un ordinateur ne peut pasment stocker ;
de plus, méme si un ordinateur peut gerer des rationnedsplus pratique pour lui
est de ne manier que des rationnels dont les cenominatearg ges puissances de
deux. Ainsi, vous ne pouvez pas vraiment dire ordinateur, donne-moi le sinus
de ce nombre> et vous attendre a un esultat pecis. Ce que vous devezdi
si vous voulez vraimenprouver quelque chose (comme c'est le cas ici!), c'est :
< ordinateur, je te donne un intervalle=  a=2%;b=2 ; donne-moi un intervalle
0= c¢=2¢;d=2k , tes petit de pekrence, tel que sifl) 1°>. Cela s'appelle
I'arithnetique des intervalles; c'est eellement la magrie la plus simple pour faire
des calculsa virgule ottante rigoureusement.

Or, les processeurs ne font pas cela naturellement, et sisvfaites cela
compktementa l'aide de logiciels, vous pouvez ralent&sl calculs d'un facteur
100. Heureusement, il y a des maneres de faire celaa mat dur eta moite
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en logiciel. Platt avait sa propre bibliotreque, mais il me d'autres en ligne (par
exemplePROFIL/BIAS [Kns99]).

(A propos, n'utilisez pas la fonction sin sur un processeurllstesous voulez
que le esultat soit correct jusqu'au dernier bit. Le procesr fait parfois n'importe
quoi. Utilisez plutét la bibliotrequecrlibm [DLDDD+10].)

Et pour nir, il y a quelques calculs mineurs que jai faits moEme; vous
en trouverez des mentions dans mes articles. Un calcul typiconsistait en une
version rigoureuse d'un& preuve par graphe (le maximum de la fonctiorf
est clairement inkrieura 4 parce que gnuplot me I'a dit). dds trouverez des
algorithmes pour ca dans tout livre de validated computing> { grosso modo, il
su t de combiner la methode de dichotomie avec de l'arithrtijue des intervalles.

En conclusion, laissez-moi souligner le fait qu'il y a unegalie eementaire
dans l'article sur les arcs mineurs @ savoir, (4.24), dangptauve du lemme 4.2)
qui aek prouwee en partie par un humain (moi) et en partipar un programme
delimination des quanti cateurs. En d'autres termes, il @ de nos jours des
programmes informatiques (dans ce cas, QEPCAD [HB11]) quuiyent vraiment
prouver des choses utiles! Or, je ne doute pas que la mérmegailie puisse étre
prouwee enterement par des etres humains, mais il esinbae savoir que nos amis
les ordinateurs peuvent (petendre) faire autre chose gleeméacher des nombres...

Note. Une premere version de cet article est parue en anglaidesbtog [Hel13b].
Une version alternative { edige avec l'aide de M. A. Moesd, J. Cilleruelo, et M.
Helfgott { est parue en espagnol [Hell3a]. L'auteur voudreémercier P. Pansu
pour son aide.
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Petitsecarts entre nombres premiers etpolymath :
une nouvelle manere de faire de la recherche
en matrematiques ?

Regis de la Breeché

1. Introduction

En avril 2013, Yitang Zhang cecouvre une anelioration da hethode de
Goldston-Pintz-Y Id r m qui permet de montrer qu'il existme in nie de couples
p°> p de nombres premiers tels que la dieren@@ p soit inkrieurea 70 millions.
Il s'ensuit une cemarche exceptionnelle de recherche collative ouverte appeke
Polymath8a partir du blog du mattematicien Terence Tao.rEcing mois la borne
est diviee par plus de dix mille. Au moment aJ sa valeur aoencea se stabiliser,
James Maynard post-doca Monteal rend publique une noilgemethode beau-
coup plus simple qui permet de diminuer la bornea 600. Ma@yath8 n'a pas
dit son dernier mot ...

Dans cet article, nous voudrions decrire les proges saecalaires obtenus sur
les petitsecarts entre nombres premiersa partir de laakuverte de Yitang Zhang
en avril 2013 et l'intense activie mathematique qui en aedouk. Il ne s'agit
pas d'un survol usuel avec une bibliographie exhaustivesrphisa partir d'un
exemple d'analyser des nouvelles formes de la recherche &emaiques lees
a l'apparition des nouvelles technologies de l'internet omant sur l'aces et le
partage immediat d'information. Le lecteur est inviea s reportera [18] pour une
bibliographie qui a permis de peparer cet article.

Il y a vingt-quatre secles, Euclide montrait I'in nitude d&nombres premiers.
Avec (x):= cardp 6 xg al la lettre p designera dans toute la suite un nombre
premier, cela se traduit par le fait que(x) tend vers I'in ni lorsquex tend vers
I'in ni. Gauss (1792), puis Legendre (1798, 1808) conjectnt lequivalent?

(x) x=logx (x! +1);

et, en 1896, s'appuyant sur les travaux de Riemann, Hadamatéé/alee-Poussin
etablissent cetequivalent de (x) appek treoeme des nombres premiers. En 1849,
un mattematicien frarcais, Alphonse de Polignac, poseeunouvelle question et
conjecture que tout nombre pair secrit une in nie de f@ comme la dierence
de deux nombres premiers et méme de deux nombres premiessatgifs. Le cas
du nombre 2 corresponda la conjecture dite des nombres peesnjumeaux. La
e nition des nombres premiers est de type multiplicatif ainsi comprendre les
proprees additives de I'ensemble des nombres premiessun e redoutable.

1 Universie Paris-Diderot, Sorbonne Paris Cie, UMR7586 , Institut de Matrematiques de
Jussieu-Paris Rive Gauche, Paris.
2 |ci, et dans toute la suite, log dsigne le logarithme reperien.
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Avecf pngns 1 la suite croissante des nombres premiers, le treoeme desbres
premiers permet uniquement d'a rmer
(@) = liminf Pr_Pn

n +1  logpn

6 (>121:
En 1904, Dickson [2] gereralise la conjecture de Poligreauex cas dek-uplets de

tout nombre premiem, il existe au moins une progression arithnetique de raison
p qui ne contient aucun des entiets. Ainsi, par exemple, lek; sont tous pairs
ou tous impairs pour que cela soit \erie poup = 2. Dickson conjecture que,
pour tout k-uplet admissible, il existe une in nie d'entiers tels que lesn + h;
soient simultarement premierd. Ainsi, commef 0; 2g est un 2-uplet admissible,
nous retrouvons la conjecture des nombres premiers jume@ela repose sur le
fait que, lorsqu'il n'y a pas d'obstruction arithnetique edente, il est espee que
les nombres premiers se epartissent harmonieusementsdes translaes de tout
k-uplet. En 1923, Hardy et Littlewood [12] sans avoir conisaisce de l'article de
Dickson formulent une version quantitative de la conje@ule Dickson et montrent
liregalie 16 % conditionnellea I'Hypottese de Riemann gereraliee.

2. Introductiona la nethode de Goldston, Pintz & YIdrm

Apes de nombreux e orts entrepris pendant la seconde meodu XX secle
pour aneliorer les majorations de 1, Goldston, Pintz & Y Id r m [13] ealisent en
2005 une avanee ckcisive en montrant que; = 0. De plus, sous une hypottese
forte dite d'Elliott{Halberstam que nous introduirons dara section suivante, ils
etablissent l'iregalie H; 6 16 avec la notation

Hj == liminf(pnej  pn); (>1);

alors que la conjecture des nombres premiers jumeaux feia3 = 2. Toute
anelioration des esultats dequiepartition leur pemet aussi de montrer queél;
est ni. Leurs travaux ont eu un retentissement consicetabC'est la premere fois
que, sous une hypotresea laquelle les specialistes dundme croient, une forme
faible de la conjecture des nombres premiers jumeaux estke. Avant de parler
des avanees de 2013, nous cecrivons une pesentationpe de la nethode dite
de GPY (Goldston, Pintz & Y Id r m).

au moins deux nombres premiers. Ce esultat est appekjeoture de Dickson{
Hardy{Littlewood faible et noeeDHL[k; 2] dans [18]. Il implique

(2) Hy 6 nnlm lGrirla}éthi hjj = H(k);

al le minimun est pris sur tous lek-uplets admissiblebl.

3 Cette conjecture est appeee dans la literature ecent e la conjecture de Dickson{Hardy{
Littlewood forte.
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Soit # la fonction dce nie sur N par

logp sin est un nombre premiep;

#(n) =
™ 0 sinon.
La nethode dite de GPY pour borner la quantitl; repose sur la preuve du criere
suivant. Il existe un poids de N dansR*, une fonctionB( ; x) strictement
positive, des constante€; et C, > 0; satisfaisant, lorsque tend vers+1 , aux
deux iregalies suivantes

X
(n) 6 (C1+ o(1)B(; x)x(logx);
X< n6 2x
3) (n)#(n+ h) > (G + o(1)B(; x)x (8h2H):

X< N6 2x

Des que kC, > C;; DHLIk; 2] est \eriee. La cemonstration est simple. Les deux
iregalies fournissent

X X
(n) #(n+ h) logxXx > (kC; Cp+ o(1)B(; x)x(logx):
X< nb6 2x h2H

Le membre de gauche contient donc un indictel queP hoy #(N+h) logXx> 0
et donc au moins deux nombres premiers parmiiesh puisque pour toutn 6 2x
eth6 x on a#(n+ h) 6 log . Une telle simplicie de criere peut surprendre un
mathtematicien n'ayant pas I'habitude desenonees en appaiceekmentaires de la
treorie analytique des nombres. Finalement, la method®% ne consisterait qua
trouver un bon candidat pour le poids
On appelle fonction arithrretique une application d¢ dansC. On ck nit la

convoke de deux fonctions arithnetiques et g de la manere suivante

X

(f g(m:=  f(d)g(n=d):
djn

Soit la fonction de Mebius e nie par

( 1)F sin=p; pretlesp tous distincts,
sinon

(n) :=

Cette fonction, tes utile dans ce contexte, peut aussirétde nie par la relation
valable pour toutn (
X 1 sin=1,
@@=
4 sinon
djn
A premere vue meéme, le bon candidat seraitevident : il glad'un poids qui
vaut O ces qu'un des nombres + h n'est Pas premier. Introduisant la fonction
arithnetique ~(n) ==  ( (log) )(n) = gjn (d)(log(n=d)) , nous avons
I'implication
L(M>"=) (=0
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a ! designe la fonction nombre de facteurs premiers distincinsi, un candidat
naturel pour serait ce ni par

(M= k(K(n);
avec

Y
(4) K(n) = (n+ h):
h2H

Malheureusement, I'estimation des sommes intervenant d@ygour ce poids est
aussi di cile que I'estimation asymptotique de
X Y

#(n+ h):
X< n6 2x h2H

Le criere nous ranenea la case tepart.
Utilisant une icee remontant aux travaux de Selberg, Gadis Pintz & Y Id rm

choisissent un poids de la forme

X 2
5) () := 0

djK (n)

d<D
al D est une puissance de choisie su samment petite pour montrer le criere.
Il aet remarqe ensuite que les cetails techniques ﬁbEaucoup plus faciles si
la somme est restreinte aux b(modW) avecW = p6w P tendant vers+ 1
et pgedb + h;W) = 1 pour touth 2 H. Cette sorte de crible peliminaire est
appek dans la literature anglo-saxonn®/ -trick. Cela assure que tous les entiers
n consickes tels quen ~ b(modW) avec pgcgb + h;W) = 1 pour touth 2 H
sont tels que le produit™ ,,, (n+ h) n'a aucun facteur premieé w. Le care qui
apparat comme crucial dans le crible de Selberg est uee isimple qui permet
d'obtenir la positivie du poids (n) pourvu que les 4 soient choisis eels. Dans le
crible de Selberg lorsque = 2,% il est monte que le poids optimal corresponda
des 4 de la forme
_ logD=d
a= (d) logD
Cela s'explique par le fait que 4, q s'annule ces que (n) le nombre de facteurs
premiers distincts den est > 2. Avant d'expliquer comment estimer les sommes
du criere, nous soulignons que le choix de GPY correspariks 4 de la forme
proche de

= k+°

o= (@ 9
%qD

ce qui, heuristiquement, permet d'avoir en djk(n) dune bonne approximation de
la fonction caraceristique des entiers tels quéK (n)) 6 k+ . Lorsque! (K(n)) 6
k+ 7, 6 k 2 etn est pris susamment grand, il est facile de deduire qu'il
existe au moins deux nombrest+ h pourh 2 H qui soient premiers. la encore,
la simplicie apparente de la solution surprend. Les ddtatechniques que nous
névoquons pas ici sont celicatsa menera bien.

4 Ce crible permet par exemple de majorer le nombre de nombresr@miers jumeaux6 x.
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3. Resultats dequiepartition forts

Expliquons I'estimation des sommes dans le criere de GP¥ deuxeme somme
al est choisi sous la forme (5) peut &tre aiesment approchear S;(x; h) e nie
par

X
S(x;h) = (n) ( n+ h)

X< n6 2x
a (
(n)= logp sin est une puissance d'un nombre premger
' 0 sinon
Une interversion de sommations fournit
X X
S(x;h) = di dy (n+h)
dy;do< D X< n6 2x
K(n) 0(mod[dq;d
X (n) (X [d1;d2])
= 4 dp ( 2x+ hya[di;dz])  ( x+ hya[di; d])
dq;dp< D a2 Z=[dy;d>]Z

K(a h) O(modds;da])

avec|ds; dy] cesignant le ppcm ded; et d; et
X
( xaq):= (n):
n6 x
n a(modq)

Soit' (q) la fonction d'Euler qui designe le nombre de classes modyloversibles
dansZ=gZ. Dans la suite, nous noteron@=gZ) cet ensemble. Le threoeme des
nombres premiers dans les progressions arithnetiquessda forme de Siegel
Wal sh la plus forte connue, arme que la somme( X;a;q) estequivalente a
x='(q) uniformrement lorsquea 2 (Z=gZ) etq 6 Q avecQ = (logx)* pour
toute constanteA > 0. L'Hypotlese de RiemanB cereralie utiliee dansdera-
vaux de Hardy-Littlewood permet de choisr= " x=(logx)3. En 1965, suite aux
travaux pecurseurs d'un certain nombre de mattematiceerBombieri et Vinogra-
dov montrent incependamment une telle estimation en mogersurg.

Lorsquef est une fonction arithmetique ce nie sur un intervalle déongueur
nie, on ck nit sa discepance sur une progression aritletique par

X 1
( f;&q):= f(n) ﬂ f(n):
n a(modaq) q (mg)=1
Le treoeme de Bombieri-Vinogradov sécrit
X
(6) sup j( lex@di g
46 Q 82 (Z=02) no x (logx)A

pour tout A> 0 » et Q = x¥2 " et"> 0. La conjecture d'Elliott-Halberstam
pour l'exposant# > 1, noee EH(#), corresponda la majoration (6) avec le choix
Q = x*. Ces esultats sont appekgsultats dequiepartition forts au I'adjectif fort
est d0 au fait que le maximum est pris sur toutes les clagse®duloq possibles.
La majoration triviale du membre de gauche de (6) est@(x(logx)?). Le gain
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n'est donc que d'une puissance de bogmais est su sant pour de nombreuses ap-
plications. Friedlander, Granville, Hildebrand, Maie®]bnt monte que ce esultat
etait faux pour # = 1.

Nous soulignons la dierence de nature des esultats poti< 3 et# > 1. Le
cas# > % correspond heuristiquementa deventuelles informatie cactees sur la
epartition conjointe des zros des fonctionk(s; ) de Dirichlet alors que le cas
#< % ne correspond qua'Hypotlese de Riemann cereralise en moyenne.

L'hypottese d'Elliott-HalberstamEH(#) permet de choisiD = x*2 dans le
choix du poids. Le esultat de Goldston, Pintz, Y Id r m mditionnela I'hypotrese
d'Elliott{Halberstam est le suivant.

Theoeme 1. (GPY [13]) Soit k > 2, * > 1 des entiers »es et% <#< 1un
eel satisfaisant

1 2+1
S 1+ :
2+1 k

2#> 1+

Alors EH(#) implique DHLk; 2].

On voit ici que le choixk = 6, = 1,# = 1 " echoue de justesse. Plus
cereralement, on peut choisir un poids assocea des 4 proches de
_ logd
a= (d)f logD
de sorte que la conditiokC, > C; sécrive

Ry k k

4 R0 fO(t)2tk 1dt :

k(k 1) Olf(k D(t)2tk 2dt

2# >

Une optimisation nunerique de la nethode [13] qui congst choisir la meilleure
fonctionf dans (3) permet de montrer I'assertidbHL[6; 2]a partir de EH(0; 971).

Le 6-uplet f0;4;6;10;12 16g est admissible et ainsi, souBH(0;971), on a
l'iregalie H; 6 16: Comme obsene dans [18], on peut gereraliser ce esulux

* non entiers. Le minimum du membre de droite est atteint pour+21 = = k

et nous avons la conclusion polr 1=(4$2) a $ = I(# ). Un travail

d'optimisation entrepris dans [13] puis dans [3] permet dehir k 1=$ 372,

Soundararajan a monte que la methode de GPY ne permet pashidrnerH; avec
uniqguement le theoeme de Bombieri{Vinogradov.

4, La peree de Yitang Zhang

Le 17 avril 2013, le journal Annals of Mathematics recoit article d'un quasi-
inconnu Yitang Zhang age de 58 ansecturer(sans doute lequivalent d'un poste
de PRAG en France avec une lourde tAche d'enseignement) devérsie du New
Hampshire. lletablit l'iregalie

H, 6 70000000

inconditionnellement. Cette valeur corresponda un ch&ix 3500 000 eta la ma-
joration H(3 500000 6 70000 000. La trese de Zhang qui portait sur la conjecture
jacobienne n'avait pas de lien avec la theorie analytiques d@mbres, méme si en
partie forme en Chine, Zhang a sans doute suivi certainsrsosur ce sujet. Avant
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d'étre Lecturer, il aee comptable pour une socee das le Kentucky qui posede
plusieurs restaurantSubway® A la suite de sa cecouverte, il a dit [14]

< There are a lot of chances in your career,
but the important thing is to keep thinking>

Le journalAnnals of Mathematics pris au frieux son papier quietait clairement
edige et qui, contrairementa la majorie des papiers 'thconnus qui petendent
avoir etabli une fameuse conjecture sans utiliser de kats importants de la
literature, €moignait d'une bonne connaissance du domn&. Le travail des ar-
bitres aee remarquablement rapide puisque le papier esicepe le 9 mai puis
pose sur le site du journal le 21 mai 2013. La nouvelle seard tes rapidement
grace aux houveaux moyens de communication.

Avant d'analyser les epercussions que cette perece aldaclees, essayons
d'expliquer la cemarche de Zhang. Il aetude pendant tro@s 'article de Goldston,
Pintz, Y Id r m sans trouver d'icees nouvelles, mais aetnpressionre et encourage
par I'armation de [13] disant qu'ils etaienta un cheveu d'olenir le esultat
inconditionnellemen®.

En eet, il existe des esultats dequiepartition avec des exposants de
epartition > % Ainsi dans [5], Fouvry et lwaniec etablissent un esultatu
type X

J( flex;aq)
q6 Xl=2+ 1=42

(ag)=1
pour tout A > 0 et toute fonction caraceristiquef = f, des entiers n'ayant que
des facteurs premiers z avecz 6 x'783 et pour tout 16 jaj 6 x. La fonction
f, avecz = x¥* ressemblea la fonction x dans le sens ai son support est inclus
dans I'ensemble des entiengels que ( n) 6 k a1 compte les facteurs premiers
avec leur multiplicie. Si on veut montrer un tel esultaen remplecantf par ,
on peut modi er le esultat en enlevant les valeurs absdugt en introduisant un
facteur (q) dit bien factorisableau sens d'lwaniec. Dans les applications, cette
modi cation ne porte gereralement pas pejudice. Ainsapes les travaux novateurs
de Fouvry [4], Fouvry et Iwaniec ont monte, pour towt >e, la majoration

X

X
(logx)”

X
(logx)*

@( lex;aq)

q6 152+ 1=34
(a;q)=1

pour un facteur (q) dit bien factorisablede niveaux'=2*1=34_ La notion de bien
factorisable renvoie au fait que sécrit comme la convoke de deux fonctions
dont le support est inclus dans un intervalle de la forfive; 2M] et [N; 2N] avec
MN de la taille dex'=2*1=34 Les ingedients de la preuve sont l'identie de Vau-
ghan qui permet decrire  comme combinaison lireaire de convokes de fonctions
arithnetiques, la nethode de dispersion de Linnik et lesajorations de sommes
incompektes de Kloosterman. lls apparatront aussi daaspreuve de Zhang. Le
fait que ce esultat ne soit pas uniforme par rapportaest d0 au fait que, dans [5]

5 Dans certaines pesentations, son histoire a semble-t-ié& roman@e en a rmant qu'il a vendu
des sandwichs pour gagner sa vie.
6 A hair's breadth of obtaining this result.
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et [1], la theorie spectrale des formes automorphes estigt® pour obtenir des
compensations dans des moyennes de sommes de Kloosterraémc@nstitue la
raison pour laquelle il ne peut etre applique pour rendneanditionnels les esultats
de GPY car le esidw cecrit I'ensemble des solutions de(a  h)  0(modq) qui
varient suivantg. Ce esultat peut donc étre qualie de esultat dequiepartition
faible. Mais on peut dire qu'on esta un cheveu de pouvoir lliggér. La valeursi4
a ensuiteet anelioee en %4 par Bombieri, Friedlander et Iwaniec dans [1].

Ignorant l'article de Motohashi et Pintz [16] sur le sujet, Zhg a tout d'abord
remarque qu'on pouvait a aiblir I'nypotreseEH(1=2+ 2$) en se restreignanta
des entierx -friabled q avec un paranetre positif su samment petit. Ensuite, il
a monte une version faible de ce esultat en ayant une anihie sur les esidusa
dont la valeur modulg est >ee pour p 6 x . Ainsi la majoration est uniforme sur
lesatels queK(a h) 0(modq) car, grace au lemme chinois, ces classes sont
cetermirees par les congruence§(a h)  0(modp) lorsquep 6 x . L'inerét
d'introduire un paranetre de friabilie est de sommer sured moduleg] qui sont
factorisables sous la formg = 010, avec desg ayant une taille controke par
exemple dans un intervalle de la forfRey; R] pour toute valeurR 2 [1; q]. Cela
revient a ecrire la fonction caraceristique de I'ensentd de cesq comme une
convoke de deux fonctions arithrretiques et ainsi fatglila cemonstration d'un
esultat dequiepartition.

Nous prolongeons cette remarque en citant le esultat deeBtander et lwa-
niec [9] qui montrent pour la fonction

X
s(nN)=1 1 1(n)= 1

didpds=n

al 1 est la fonction constante qui vaut toujours 1, la majoration
X
( slexiaa)  o(logx) 8

pourq 6 x172* 17230 et uniformement par rapportaa(modq). Ce esultat recessite
une majoration d'une somme d'exponentielles en trois vadalsur les corps nis
qui est aussi utiliee par Zhang. Celle-ci aetetablidans un appendicea [9] par
Birch et Bombieri en utilisant la premere preuve de Delegmle I'hypotrese de
Riemann sur les corps nis (les conjectures de Weil pour la®®s projectives
lisses sur les corps nis).

Ainsi, l'article de Zhang s'inscrit d'une part dans la contikuiles esultats de
la literature, d'autre part apporte des nouvelles iccesi samment fondamentales
pour ouvrir un nouveau champ de recherche.

5. L'e ervescence apes la publication du esultat de Yitang Zhang
et le projet Polymath8

La publication du esultat de Yitang Zhang est une sorte deeitnblement
de terre qui ceclenche immediatement un grand nombre devaux. Ainsi le 5
juin 2013, Trudgian [19] poste un article sur Arxiv pour |'afforer montrant
Hi; 6 H(3500000 6 59874594

7 On dit qu'un entier n est y-friable si tous ses facteurs premiers song y.
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C'est dans ce contexte que Terrence Tao propose le 7 juin suorldog de
commencer un nouveau projet polymath (Polymath8) a n de mmecomprendre
I'article de Zhang et de pousser sa nethode jusqua sa limjpour trouver une va-
leur stable de majorant del;. Ce projet est collaboratif, c'esta-dire ouverta tous.
Pendant cing mois de juina octobre, la valeur de la borne gioe egulerement
jusqua H(632 6 4680, alors qu'une cemonstration sans utiliser les el
de Deligne concernant I'hypottese de Riemann sur les corpss etablit que
H; 6 H(1783 6 14950

L'icee de projet collaboratif aet lanee par Tim Goweren janvier 2009. Nous
renvoyons le lecteur ineressa la pesentation [11]uj analyse les avantages, les
inconwenients d'une telle cemarche et les conditions d'uncges. Il s'agit d'une
initiative publique lanceea partir d'un blog qui puisse caeillir les contributions de
tout mattematicien. Les commentaires sont censes &trgsaz courts a n que cela
ne soit pas une compilation de longs articlesa lire maist@lwne discussion. Les
nouvelles techniques developpees pour un blog permettda garder en memoire
toutes les contributions. Gowers souligne qu'il est pefble avant de lancer un
sujet d'avoir un plan de bataille. 1l est di cile d'envisager Bices d'un tel projet
pour esoudre 'hypottese de Riemann.

Dans le cas de Polymath8, le plan de travail proposetaéd clair puisque se
basant sur le texte de Zhang. Cette base de cepart a permidss specialistes de
dierents domaines de participer. De plus, le dynamismeprassionnant de Tao
dont le blog febergeait les discussions a permis d'avoir soree de chef d'orchestre
centralisant les ickes et les mettant en forme. Sans doutaspect addictif de
constater tous les jours la diminution du majorant ¢l a permis de captiver un
large auditoire au-deh des experts du sujet. Le esultdt spectaculaire puisqu'en
moins de huit mois il a permis de ediger un article tes gkmentecrit de 163
pages rassemblant une quantite et une varee de mathreatiques impressionnantes
et divisant par plus de 10000 la borne initiale de Zhang. Cejgiraet fait sous
I'impulsion de 11 mathematiciens qui ont appore une coiitbution signi cative
et dont la liste peut etre lue sur le blog de Michael Niel$e@Gela a sans doute
permis deviter une cascade de publications aneliorasmt borne de Zhang sans
apporter d'icee novatrice. De plus, sans Polymath8, ce mesus aurait pris de
longues anrees.

Nous pesentons maintenant dierents aspects des anmiations obtenues
dans [18] par Polymath8.

(1) Certains ont chercleaetablir une table de valeurs po la quantie H(k)
introduite en (2). Ce probeme demandea la fois des nettles de theorie analytique
des nombres et d'autre part des calculs nuneriques qui patiédre mutualies.
Asymptotiquement, on &H(k) 6 (1+ o(1))k logk, mais la valeur pecise dél(k)
n'est obtenue que pouk 6 342. Il est clair que de tels esultats n'auraient pu
etre obtenus aussi rapidement et aussi e cacement sansp&d collaboratif de
polymath.

(2) Des poids optimaux ontet recherctesA l'aide de [3], Polymath8 a chercle
les meilleurs poids (5) en prenang sous la forme (3) et en choissahtde manere
optimale. Des fonctions de Bessel apparaissent dans ceitamisation.

8 voir http://michaelnielsen.org/polymath1/index.php?title =Polymath8_grant_
acknowledgments pour la liste pecise
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(3) Au lieu de sommer sur des modulgdriables, il est possible de sommer sur
une famille plus grande d'entiers ayant une divisibiljfedense c'esta-dire tels que
pour tout 16 R 6 q il existe une factorisatiomy = ;0. avecR=y < q; 6 R.
Lesy-friables sont clairementa divisibiliey-dense. Cette propree permet encore
decrire la fonction caraceristique de I'ensemble des ohdes sur lesquels on somme
comme une convoke de deux fonctions arithnetiquesa fqut controk. Cette
notion est encore gereraliee pour aneliorer les bormaeH;.

(4) Apes avoir utilie l'identie de Heath-Brown (qui id remplace de manere
classique lidentie de Vaughan jugee plus contraignajteon doit etablir des
esultats dequiepartition pour certaines convoks. Ces proges ont et faits
juste apes que Fouvry, Kowalski et Michel sortent une imapsionnante <rie
d'articles concernant l'application de la cohomologie etgbour majorer certaines
sommes d'exponentielles permettant entre autres dans [7jreli@rer I'exposant
de epartition assoce a la fonction 3 par tout # < % + 3%1. L'article [8] aek
edige grace aux questions poses par Polymath8.

6. La nouvelle approche de Maynard

Polymath8 a repris globalement la structure de la cemoradion de Zhang. Lors
du colloque Analytic Number Theorya Oberwolfacha la n dwmois d'octobre
2013, James Maynard expose une nouvelle nethode qui perdiete part de
montrer queH; 6 600 sans avoir recoursa des esultats dequiepartdn avec
des exposants % d'autre part detablir pour la premere fois la nitude de H;
pour toutj > 2 et cela inconditionnellement. Il n'a donc pas besoin desitats
de georretrie algebrique de Deligne. Le fait de montrer guesH; sont tous borres
est vraiment spectaculaire puisqu'on ne savait méme pas gsequanties |
e nies en (1)etaient nulles pourj > 2. M&me conditionnellementa une hypottese
d'Elliott{Halberstam, ce esultat n'avait jamais pu étre mnte auparavant. De
plus sous I'nypothtese d'Elliott{Halberstam pour tout expast # < 1, il arrivea
montrer queH; 6 12 contrairementa Zhang qui n'avait pas anelioe la majation
conditionnelle de GPY. Notons qu'incependamment de Mayhat,a peu pes au
méme moment, Tao a eu la méme icke concernant la forme deslpa utiliser. Il
aeeetonnant de constater sur le blog de Tao quelques tres apes l'expos de
Maynard l'agitation provoqgee par cette nouvelle. L'arteclde Maynard aete mis
sur ArXiv en novembre 2013 [15].

Maynard est un jeune Anglais qui a soutenu une these sur yetquroche dirigee
par Heath-Brown et qui est en stage post-doctoral au CRMa Meal. Son icke
est tes simple mais elle a surpris les specialistes dupleri: il choisit des poids

de la forme X X
(n) = (dg;:::;dk)
dijn+hy  dyjn+ hy
@l (dp;:::;dg) ressemblea
..... logdy . logdk .
(di;:iode)  (da) (dk)g gD TogD
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Le casg(ty;:::;tk) = f(t1 + + tx) permet de se ramener au cas de GRY.
toute fonctiong, on peut associer une fonctioR de la manere suivante

@g _
@ @
Posant alors p
k
j:le;j(F)
Ik (F)
al le supremum est pris sur les fonctiods su samment eguleres ayant pour
supportRyg et

F:

My = sup
F

1
T
~
—
[any
—
=
~—
N
o
—
[any
o
—
=

Ik(F) .

2
J;j (F) := F(ty;::: ;tk)dtj dt; dtj 1dtj+ 1 dty:

Maynard obtient lorsquen+ 16 d%Mk#e SOUsEH(#) la majoration

Hm 6 H(K):

Comme My tend vers l'inni aveck, il est possible de choisi## < ; Les

aneliorations quantitatives et qualitatives sont alorspactaculaires. Comme
Mios > 4 et Ms > 2, il obtient H; 6 H(105 = 600 et, sousEH(#) pour tout
#< 1, liregalie H; 6 H(5) = 12

Il restea savoir quelles sont les limites de la nethode deyvard. Apes [18]
appek aussi Polymath8a, Polymath8 est en train d'optimigeus les parametres
de Maynard en reprenant notamment les esultats degepartition obtenus lors
de la premere partie de Polymath8. Ainsi Polymath8b audiymarticipe acti-
vement Maynard obtient des esultats impressionnants. thnance liregalie
Hy 6 H(3) = 6 sous une hypotlese gereralisant celle d'Elliott{Hallbstam et
l'iregalie H; 6 H(54) = 270 inconditionnellement. Sa cemarche consiste notam-
mentaelargir le plus possible le suppoR deF. Il est fort probable que la borne
gu'il obtiendraa la n de leur travail sera dicilea depasser sans une nouvelle
icke.

7. Conclusion

Le projet collaboratif Polymath8 est cep un suces. Il aggmis de rassembler
des mathematiciens de talent pour pousser jusqua sesitea les nethodes de
Zhang et est en train de faire de m&éme avec celles de Mayniawtticle [18]
remplace avantageusement des articles en ordre dispengsuraientet ediges
pour arreliorer partiellement [20]. Les esultats inteediaires obtenus seront utiles
pour d'autres probemes. Le sujet se préte particuleremta ce type de cemarche :
les proges sont simplesaenoncer, les tachesa estir ontet facilesa partager avec
des nethodes extréemement varees : de 'optimisation reriquea 'application de
la cohomologieetale en passant par des techniques sojghists de crible. Tao a
joe un réle majeur d'animation et de \eri cation des arguents de chacun des
contributeurs.
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La cemarche de polymath pose le probeme de la proprigtellectuelle et de la
reconnaissance du travail de ses participants. Les couitilirs principaux de Poly-
math8a n'ont sans doute pas besoin d'une ligne suppkmestaians leur CV mais
I'nistoire ne retiendra sans doute que les noms de Zhang, Mayet Tao pour ces
avane@es spectaculaires vers la conjecture des nombeiprs jumeaux. Ce n'est
pas la premere fois que cela arrive puisque les mattrermiatis du groupe Nicolas
Bourbaki n'ont jamais sigre personnellement leur ouvrages mattematiciennes
et mattematiciens devront s'adaptera cette nouvelle marg de travailler. Méme
si ce n'est malheureusement pas la tendance actuelle, ®waimea une manere
moins quantitative et plus qualitative devaluer la rectane matrematique.

D'autres projets polymath ontee entrepris mais la plupaont eu moins de
suces. Il ne m'appartient pas d'en analyser les raisons, eassices de Polymath8
s'explique peut-etre tout simplement par la fascinante beades probemes de la
treorie des nombres.

RemerciementsJe remercie Sary Drappeau, Bernard Hel er, Mathilde Hetblo
Marc Hindry, Jean-Marie de Koninck, Emmanuel Kowalski,r&e Tenenbaum
pour leur relecture attentive et leurs remarques.
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La conjecture de Waldhausen est cemontee!

Nicolas Bergeroh

1. Lénon@ de la conjecture de Waldhausen

Pour s'attaquera la classi cation des surfaces fernee(opactes, sans bord et
orientables)a homeomorphisme pes, une manere de ealer est de les simpli er
progressivement en les cecoupant le long de courbes jassjtenir des polygones
comme sur la gure 1.

Fig. 1. Decoupage du tore

La splere est la seule surface fermee qui est simplemeninaxe. Sur une
surfaceS fermee qui n'est pas homeomorphea la sptere, on peut dotrouver une
courbeplongee et incompressiblec'esta-dire qui repesente uneement non trivial
du groupe fondamental de la surface. Decoup®rselon cette courbe lui enkve
une partie ineressante de sa topologie et il est connu depulus de 100 ans que
I'on peut ierer le processus jusqua obtenir une collegti nie de polygones. Au
nal, la surfaceS est homeomorphea la surface d'une boleeg places. L'entielg
caracerise compktement la surfacé& a honeomorphisme pes; on l'appelle le
genrede la surface.

1 Institut de Mattematiques de Jussieu, universie Pierre et Marie Curie, Paris, France.

SMF { Gazette { 140, avril 2014



32 N. BERGERON

Distinguer les varees de dimension 3a honmeomorphigrpes est beaucoup
plus compligte : une courbe sur une surface est toujoursdmmorphea un cercle
alors qu'une varee de dimension 3 peuw priori &tre cecoupee selon des surfaces
de genres dierents. On commence naturellement par degur les varees de di-
mension 3 selon des spteres qui ne bordent par de boule. Siteife sprere existe
la varee se decompose en unsomme connexec'esta-dire qu'elle est obtenue
en recollant selon leur bord deux vareesa bord, qui ners pas des boules mais
ont pour bord une sphereA contrario si la varee ne peut pas étre cecompoee
en somme connexe, elle est direductible. La classi cation des varees de di-
mension 3a honeomorphisme pes se eduit en fait asserea la classi cation de
celles d'entre elles qui sont ireductibles.

Au cebut des anrees 60 (du secle peedent) Wofgang Hen [7] a monte que
pour classi er les varees ireductibles on peut prader par cecoupage, comme
dans le cas des surfacas;ondition de pouvoir cemarrer le processuSela motive
la ck nition suivante.

Ce nition 1.1. Soit V une varee de dimension3, lisse, compacte, connexe,
orientable, sans bord et ireductible. La varee V estitt de Haken si elle contient
une surface plonge de genre g> 1 telle que l'inclusion induise une injection au
niveau des groupes fondamentaux.

Une varet de Haken peut ainsi étre cecoupee selon larfdace . On obtient une
varee de dimension 3a bord mais dont la< complexie topologique> a diminte.
Et comme dans le cas des surfaces, Haken montre que I'on peat ie processus
jusqua obtenir une collection nie de polyedres. On peugn n reconstruire la
varee V en recollant ce qu'on a dcecoupe.

La morale de cette histoire est que les varees de Hakemtsdes varees que
I'on comprend bien. Friedhelm Waldhausen montre d'ailleus gleux varees de
Haken sont honeomorphes si et seulement si leur groupesldamentaux sont iso-
morphes. Reste que de hombreuses varees ne sont pas dehlaPour pouvoir se
ramener aux varees de Haken, Waldhausen [12] a reannm®propo< la conjecture
suivante.

Conjecture 1.2 (Conjecture de Waldhausen)Soit V une varet de dimensiors,
lisse, compacte, connexe, orientable, sans bord et irgtthle. Si le groupe fonda-
mental de V est in ni, alors V poss®de un revétement ni qeist une varee de
Haken.

Un revetement ni deV est une varee de dimension 3 compacte que I'on peut
< enrouler> autour deV un nombre ni de fois sans la cechirer et sans faire de plis,
comme lorsque I'on enroule un cercle plusieurs fois autoun dlutre. Une autre
mangere denoncer la conjecture consiste aussia dire gjle groupe fondamental
de V contient un sous-groupe d'indice ni qui est isomorphegaoupe fondamental
d'une varee de Haken.

Depuis [enon@ de cette conjecture, letude de la topogie des varees de di-
mension 3 a connu de grands bouleversements : William Touargt1] [5] a propose
de relier topologie et geonetriea travers s& conjecture de geonetrisatior>. En
2002 celle-ci est cemontee par Grigori Perelmanune varee de dimension3
compacte peut etre canoniquement dcecougee en un nombrd@ de morceaux et
chacun de ces morceaux peut naturellement étre munie d'uege<dchuit geonetries
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de Thurston>. Trois de ces geonetries sont particulerement importaes car lo-
calement homogenes et isotropes. Ce sont les geonetdesourbure constante :
la geonretrie euclidienne (ou plate), de courbure constaregalea 0, qui nous est
familere, et dont un mockle est I'espace euclidigR3. Mais aussi la geonetrie
spterique, version tri-dimensionnelle de la geomnetrike notre plarete, qui est de
courbure constante egaleat+ 1 et dont un mocele est I'hyperspreres®. Et en-

n la geonetrie hyperbolique, de courbure constanteedma 1, la plus riche, la
plus belle mais aussi la plus myserieuse, dont un mod$t kespace hyperbo-
liqgue H? [9]. La gravure 2 permet de se repesenter son analogueimiedsionnel,
le plan hyperbolique, tel qu'un observateur le verraitaexs une lentille qui aurait
tendanceaecraser de plus en plus les distances entre lgste proches du bord.

Dans le plan hyperbolique lui-méme les anges, et les desndont tous la méme
taille.

Fig. 2. Anges et cemongar Maurits Cornelis Escher

Une varee V de dimension 3 est dite euclidienne, splterique ou hypedua,
si V est localement modeke suR 3, S ou H3. Autrement dit, siV est munie
d'une netrique riemanniennea courbure constanteegate0, +1 ou 1.

Les conequences du treoeme de Perelman sont bien sémbreuses, avec en
premier lieu la cemonstration de la conjecture de PoineaPourtant la conjecture
de Waldhausen restait ouverte pour les varees hypeiligakes montrant bien que
la topologie de celles-ci restait tes myserieuse.

Suite aux travaux de (principalement) Jeremy Kahn, VladirMarkovic, Dani
Wise et lan Agol, la situation a radicalement change ces citherneres anrees,

avec pour point culminant la cemonstration par Agol [1] d& tonjecture de Wald-
hausen :

Theoeme 1.3 (Agol). Soit V une varet hyperbolique de dimensid}) compacte
et sans bord. Alors V possde un revetement ni qui est ureae de Haken.

Un aspect surprenant de la cemonstration d'Agol est glie prouve bien plus
son theoeme eereral epond en faita la plupart (toutes ?) des questions que I'on
se posait sur la structure des groupes fondamentaux desegtiyperboliques
de dimension 3. Dans la suite de ce texte on tAche d'explideecontexte des
bouleversements qui ont conduita la cemonstration de deodeme, pour plus de
cktails on pourra se reporter au texte [2] de mon ecentn@naire Bourbaki.
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2. Construire des surfaces

En 2009, le mysere autour de la conjecture de Waldhausenommence a
skclaircir avec la cemonstration du treoeme suivant

Fig. 3. Une courbe incompressible mais immergee

Theoeme 2.1 (Kahn-Markovic [8]) SoitV une varet hyperbolique de dimension
3, compacte et sans bord. Alors V contient une surfacenergee de genre g> 2
telle que l'inclusion induise une injection au niveau desuges fondamentaux.

La gure 3 illustre le theoeme (avec une dimension de mail). La dierence
entre lenone du theoeme de Kahn et Markovic et celui @ la conjecture de
Waldhausen semble bien minime : dans le treoeme la susfastimmergeedans la
conjecture elle esplongee. Cette dierence est pourtant cruciale. Il existe d'aillesr
beaucoup de varees hyperboliques de dimension 3 qui aptpas de Haken. On
peut toutefois esperer cesingulariser la surfaceen passanta un revétement ni,
comme l'illustre la gure 4.

Fig. 4. Un reveétement de dege 2 de la gure 3 ai les deux
ekvations de la courbe immergee sont plongees

Grace aux travaux de Peter Scott, on dispose d‘ailleurs d'vere algebrique
sur le groupe fondamental dé qui assure qu'une surface obtenue par le treoeme
de Kahn et Markovic peut etre< cesingularie> dans un revétement ni. Cette
propree porte le nom barbare deQFERFE En particulier, siV est une varee
hyperbolique de dimension 3, compacte et sans bord dont ¢eige fondamental
est QFERF, la vareeV \eri e la conjecture de Waldhausen.
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Depuis une quinzaine d'anrees Dani Wiseetudie sysentatement ce probeme
de < desingularisation> dans un revétement ni. Il aee naturellement amerea
ceplacer le probeme dans le contexte plus rigide des ctemps cubiques.

3. Complexes cubiques

Ce nition 3.1.  Un complexe cubique est un complexe cellulaire obtenu eal+ec
lant des cubeg 1;1]" le long de leurs faces par des isonetries.

Fig. 5. Un complexe cubique CAD) avec un de ses hyperplans

Les complexes cubiques sont tes commodes, on disposexangle d'une no-
tion combinatoire de< courbure regative> : I'espace netrique obtenu en munissant
chaque cube de sa distance euclidienne est dita courb@gative ou nulle sk ces
que I'on voit un coin de cube (par exemple trois cares adjasepartageant un
sommet) alors le cube tout entier est pesent En n, on appelle complexe cubique
CAT(0) tout revetement universel d'un complexe cubiquea courbuegative ou
nulle.

Il faut penser aux complexes cubiques GBI comme a des gereralisations
des arbres : couper une aréte en son milieu £pare un arbrdezix composantes
distinctes. Les complexes cubiques GAJ \eri ent la méme propreea condition
de remplacer les milieux d'arétes par legperplans

Ce nition 3.2.  Soit C un complexe cubique CAD). On appelle hyperplan de C
un sous-espace connexe de C dont l'intersection avec chagbe de C consiste
soit en un uniquecube nedian c'esta-dire un sous-espace de 1; 1]" obtenu en
xant l'une des coordonreesegaled), soit en I'ensemble vide.

On appelle plus greralemenhyperpland'un complexe cubique a courbure
regative ou nulle la projection d'un hyperplan de son ressient universel.

Contrairementa ce qui se passe avec les varees hypdidpees, dans un com-
plexe cubique on a gratuitement deshypersurfaces : les hyperplans On peut
donc se concentrer sur la manere dont ceux-ci s'(auto-grgectent.
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Lorsque certaines pathologies d'hyperplans sontevittaskric Haglund et Dani
Wise [6] cemontrent que I'on peut desingulariser> tout sous-complexe locale-
ment convexe. lls montrent en fait que le groupe fondamer@aldu complexe
cubique a la propree QFERF evoqlee plus haut. Mieux]si emontrent que le
groupeG a une liste impressionnante d'autres proprees. AinGi est lireaire sur
Z, possde un sous-groupe d'indice ni qui est ordonnable,..r Rasuite Dani Wise
est progressivement parvenua eduire la liste des patigies d'hyperplansaeviter.
Lorsque le groupe fondamental du complexe cubique est ssppbyperbolique>,
au sens de Gromov, ce qui est par exemple le cas des groupganfentaux de
varees hyperboligues compactes, Wise cemontre leethleme suivant.

Theoeme 3.3 (Wise [13]) Soit X un complexe cubique compacta courbure
regative ou nulle dont tous les hyperplans sguibnges Supposons que le groupe
fondamental G de X est un groupe hyperbolique au sens de Grofdors le groupe
G a la propree QFERF, est lireaire suiZ, possede un sous-groupe d'indice ni
qui est ordonnable,...

On peut maintenantenoncer le treoeme cereral d'Agol.

Theoeme 3.4 (Agol [1]). Soit X un complexe cubique compacta courbure
regative ou nulle. Si le groupe fondamental G de X est un grethyperbolique

au sens de Gromov, alors X possde un revetement ni donigdes hyperplans

sont plonges.

Ce esultatetait conjectue par Wise. La cemonstratio d'Agol fait d'ailleurs un
usage essentiel de esultats partiels profonds de Wise.

On notera l'analogie avec la conjecture de Waldhausen. Leedés complexes
cubiques et des hyperplans est toutefois bien pratique. Eh s hyperplans sont
tes rigides. Il n'y a par exemple qu'un moyen de continuer urpégplan apes qu'il
a erete un cube.

4. Vers les varees hyperboliques... et au-deh ?

Le lien entre le treoeme d'Agol et la conjecture de Waldhsen est fourni par
une construction gererale de Michah Sageev [10]. Dans &s @ui nous occupe,
cette construction nous a permis avec Wise [3], et incepanmanent Guillaume
Dufour [4], de ceduire du treoeme de Kahn et Markovic legoeme suivant.

Theoeme 4.1. Soit V une varee hyperbolique de dimensid) compacte et sans
bord. Alors le groupe fondamental de V est isomorphe au geofgmdamental d'un
complexe cubique compacta courbure regative ou nulle.

Il cecoule donc des ttreoemes d'Agol et Wise que le groupenflamental deV
a la propree QFERF (mais aussi qu'il est lireaire sz, possde un sous-groupe
d'indice ni qui est ordonnable,...). En particulier, la conjege de Waldhausen est
temontee!

Pour conclure notons que de manere surprenante le tieore d'Agol a pour
corollaire le treoeme suivant qui epond positivemeatune question de Thurston.

Theoeme 4.2 (Agol). Soit V une varee hyperbolique de dimensid$) compacte
et sans bord. Alors V possde un reveétement ni qui bre slar cercle.
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Autrement dit, la varee V possde un revétement ni qui est dieomorphe au
quotient d'un produit [0;1], au  est une surface fernee de genge> 2, par
la relation dequivalence

(x;00 (f(x);D) (x2);

ai f est un dieomorphisme de . Le treoeme d'Agol eduit donc essentiellement
letude des varees hyperboliques de dimension 3a ungbeme de dynamique en
dimension 2,a savoir letude des dieomorphismes de daces.

Pour magni que que soit ce esultat on prendra toutefois igke au fait qu'en
pratique c'est le theoeme 3.4 qui a de nombreuses consqoes® En cevoilant
une structure interne caclee des varees de dimension|8 tteoeme 3.4 a en
e et permis de esoudre toutes les questions qui restaientvertes dans la liste
proposee par Thurston [11] et qui guide depuis plus de 30 @ssrecherches des
topologues en dimension 3. C'est la n d'uneere mais aussidbul d'un nouvel
axe de recherche. Il s'agit maintenant de mettre enevidenoe structure cubique
similaire parmi d'autres espaces et d'en ecolter les fruite nouveau mot d'ordre
est donc :

CUBULER!
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Plus peciement,a un revétement ni pes.

3 Cela n'est peut-etre pas si surprenant : la dynamique en diransion 2 peut étre tes compliquee !
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Sur le theoeme de Noether
Alain Guichardet

1. Introduction

1.1. Lenone originel

L'expose qui va suivre gravite autour de ce qu'on appelle nemant le premier
treoeme de Noether puble en 1918, dont voici lenone originel (Noether11]).

Ist das Integral | invariant gegensber einer Gso werden linear-
unabhangige Verbindungen der Lagrangeschen Ausdmiek®ergenzen {
umgekehrt folgt daraus die Invarianz von | gegensber einer @er Satz gilt
auch noch im Grenzfall von unendlich vieler Parametern.

Voici maintenant la traduction donree dans Kosmann-Schzach, [10].

< Si linegrale | est invariante par un groupe Galors il y a combi-
naisons lireairement incependantes entre les expressitagrangiennes qui
deviennent des divergences { et eciproquement il egutte cela l'invariance
de | par un groupe G Le treoeme reste encore valable dans le cas limite
d'un nombre in ni de paranetres>.

Pecisons tout de suite que< l'inegrale | > designe l'inegrale d'action que
minimisent lesequations de Lagrange, et qeegroupeG > signi e < groupe ou
algebre de Lie de dimension>.

On va s'e orcer de formuler sonenon@ et sa cemonstratiodans le langage
familier aux mattematiciens d'aujourd'hui, en commercamar un cadre tes li-
mie gu'on elargira par la suite. Pour aider le lecteura ecrypter cetenone@ un
peuenigmatique, pecisons tout de suite le probeme csicke par Noether. Dans
un premier temps, on a un syseme physique dont levolutiadans le temps est
egie par les equations dierentielles { ditesd'Euler-Lagrange{ assoceesa un
lagrangien, fonction de la position et de la vitesse; on a etr@un groupe de
Lie operant par dieomorphismes dans I'espace de con guian en laissant le la-
grangien invariant; on souhaite construirea partir de cdanrees desinegrales
premeres ou fonctions de la position et de la vitesse invariantes aurs du mou-
vement. En fait on s'apercoit vite qu'on doit remplacer lesogipes de Lie par leurs
algebres de Lie, i.e. travailler avec des champs de vecte®as la suite ces objets
sont gereralises dans plusieurs directions : d'une pa# Variable temps est rem-
place par un nombre quelconque de variables, ditekpendantesce qui conduit
a remplacer la notion d'inegrale premere par celle dei de conservationformee
de plusieurs fonctions de la position et de la vitesse ; dayart les lagrangiens,
les lois de conservation et les coe cients des champs de ex@ct sont maintenant
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fonctions des variables incependantes, des variables dsitipn et des cerivees
partielles d'ordre quelconque de ces derneres.

1.2. Quelques rappels historiques

lls sont librement ties du livre [10] eteclaireront utilaent la situation. Noe-
ther a dit elle-méme que son travail etait motive par un pbeme de la threorie
de la Relativie Gererale qu'Einstein avait ceee peu @paravant; il aee tes tot
mentionre par plusieurs mattematiciens { Klein, HilbertWeyl,... {, puis large-
ment ouble jusqu'aux anrees 1950,a partir desquellesaiée cie de plus en plus
fequemment dans des travaux de mathematiques ou de physi traitant de lois
de conservation, mais, au cebut, uniquement dans un cades testreint; c'est
le cas par exemple du livre Foundations of Mechanics d'Abraham et Mars-
den, qui traite surtout du formalisme hamiltonien. Ce n'estggpartir des anrees
1960 que la pleine force du tteoeme de Noether aek remoue et expose en
termes modernes, en utilisant des structures de plus en glaisoees : citons
entre autres Ehresmann (tteorie des espaces de jets), dBdHomin et Gelfand-
Dikii (ceation du formalisme algebrique du calcul des nations, introduction des
formes dierentiellesa coe cients dans les espaces de$g, Vinogradov (utilisation
du formalisme de l'algebre homologique), et en n Olver dotg livre [13] { une
\eritable somme ainsi qu'une mise en forme des connaissaacauelles (1993) sur
la question { va puissammentetayer notre expo<.

1.3. Organisation de I'expo®

Pour simpli er I'expos, l'espace de con guration sera tawjrs une partie ou-
verte U d'un espace vectorieR? et toutes les applications entre varees seront
supposes inctk niment dierentiables. Nous proedesns par etapes, aneliorant
progressivement la cgereralie des esultats.

1.3.1. Premereetape

equations d'Euler-Lagrange assoceesa un lagrangierportent sur des fonctions
d'une variable eelle, leemps parcourant un intervalle ouverKk R, a valeurs
dansU; les champs de vecteurs sont les champs de vecteurs oreinainry,

P
noes v = Q (v @Jﬂ; un tel champ de vecteurs admet un prolongement
=1

naturel noe prPva T (U). A tout v satisfaisanta la condition gv(L) = 0, on
P

associe la fonctiorP, e nie par Py(u;ugy) = Q (u) @J&(u;u(l)), et on
=1 &)

emontre que cette fonction est une inegrale premeréde plus, siL \eri e une
condition bien naturelle de non-cegererescence, l'apgdtionv ! P, est injective;
en revanche, pour obtenir une application bijective, il daa assouplir la condition
(prv)(L) = 0, ce qui sera fait dans le paragraphe suivant (cf. coradiadr du
treoeme 3.4.2). En n les actions d'algebres de Lie se reent de facon naturelle
en des actions de groupes de Lie sliconservant_ ; on parle alors dgroupes de
synetries
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1.3.2. Secondeetape

Elle comporte plusieurs nouveaues. Premerement |'espaX des temps est
maintenant une partie ouverte d'un espace vectoREl; sesekments sont appeks
variables incependante®t noes x = (Xx')i=1;:;p, l€S U sont appeesvariables

les champs de vecteurs ordinaires slJ). En n on introduit ici le formalisme des
espaces de jets, et en particulier les operateursdd Div portant sur des fonctions
k nies sur ces espaces. Le esultat nal du paragraphe IL&st gereraliea cette
situation de la facon suivante. Le champ de vecteurgst maintenant de la forme
_ xa
v = '(x;u) Q_+ (x; u) Q.

@

on lui associe une famille de foncti0ﬁ$ cereralisant d'une facon naturelle led,
du paragraphe 1.3.1; la conditiofpr™®v)(L) = 0 est remplaee par

(pr'Yv)(L) + L Div 2 ImDiv:

A un tel champ de vecteurs on associe la loi de conservaon P, ai R est
tel que (prPv)(L) + L Div = DivR, loi de conservation ¢ nie, bien entendu,
modulo KerDiv; sous une condition de non-cegererescengereralisant celle du
paragraphe 1.3.1, cette construction fournit une bijectiontee deux espaces na-
turels.

Par ailleurs la notion de groupe de synetries est cep mai claire que dans le
cas du paragraphe 1.3.1.

1.3.3. Troisemeetape

Les lagrangiens, les lois de conservation cependent nemiaht des variables
incependantes, des variables cependantes et de leurswees partielles de tous
ordres; il en est de méme des coe cients des champs de vestdesquels sont
alors ditsgereralies ; le esultat du paragraphe 1.3.2 est gererali®a cetteitiation
au prix de calculs plus laborieux et constitue le treoerde Noether dans toute
sa cereralie. Mais la notion de groupe de symnetries egncore moins claire que
dans les paragraphes peedents. Citons Olver [12], p51Xk There is no longer
a nice interpretation of the group transformations themset>; rappelons aussi
I'existence des synetries cactees> du probeme de Kepler.

1.4. Nos eérences

Nous ferons fequemment egrence au livre d'Olver [13]tilisant une termino-
logie et des notations aussi proches que possible des sieenenvoyanta lui pour
certaines cemonstrations, de sorte que le pesent travaeuteventuellement étre
consicee comme une tes partielle introduction au ditw/rage ; nous en pesentons
quelques ickes et esultats qui nous ont paru particulementeclairants pour un
lecteur presse souhaitant avoir un apercu de cette vaskedrie et proposons aussi
quelquesenonas plus explicites.
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Bien entendu il existe beaucoup d'autres travaux consa@estteoeme de
Noether, citons par exemple Y. Kosmann-Schwarzbach [8]9gt [l y est formuk
dans un langage qui suppose de bonnes connaissances eet@edbierentielle :
espaces bes, operateurs dierentiels a valeurs dangles formes dierentielles,

.., langage auquel, suivant en cela P. Olver, nous avonE£pecelui, plus
universellement epandu dans le monde mattematiciensdenctions de plusieurs
variables et desequations aux cerivees partielles.

Remerciements. Je tiensa remercier ici P. Olver pour ses commentairessain
que lerefereepour ses tes utiles suggestions.

2. Premereetape

2.1. Les donrees

{ Intervalle ouvertX R (espace desemps) dekments noes x; on cesigne
ici le temps parx comme dans Olver [13].

{ Espace de con guratiorlJ, ouvert connexe d'un espad®?, deements noes
{ Fibe tangent T(U)= U U = U R9Y, dekments noes (u;ucy) avec
X @
u2U; upg 2 Tu(U); Uy = Uy @—:
=1
notations qui seront justiees dans la sous-section 3.1.
{ Lagrangien, fonction eelleL sur T(U).
{ Equations d'Euler-Lagrange, portant sur une application X ! U :
@11 G000 G gE 10000 = 0;

i.e. pourtout = 1;:::;q

Q X @L a@L
—(f (x); £(x)) (m———(F(x);x) £ (X) ——F(x);&(x)) t (x))= O:
@ @ @(1> @‘(1) @‘(1)

Les notationsf, t designent les cerivves premere et seconde de; les
equatlonngEuIer Lagrange expriment des conditions @ssaires pour que les
inegrales L(f (x); £(x)) dx soient minimalesa extemies >ees.

2.2. Inegrales premeres

Ce sont les fonctions eelleB sur T(U) telles que, pour toute solutiof des
equations d'Euler-LagrangeR (f (x); £(x)) soit indapendant dex, i.e.

X
(2.2.2) 8 (%(f(x):f—(x)) £ (x)+ @'(1) (F) () T (x))= 0:

Les inegrales premeres forment une algebre, stablermampositiona gauche avec
une fonction eelle d'une variable eelle. On \eri e sanseine le esultat suivant :
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Lemme 2.2.1. La fonctionenergie

X a
EN(u; ugyy)) = ——(U;Uey)) Uy L(Usuy)

@(l)
est une inegrale premere.
(ue)?
Exemple 2.2.2. On prend g= 1, L(U;Uy)) = —22-  V(u);on a
u 2
EN(u; uiy) = (Uw) + V(u):

2
Lesequations d'Euler-Lagrange sont eduitesa lequain de Newton

VIF(x))+ 1(x)= 0:

Les inegrales premeres sont caraceriees par
P00 L0021 (05 £00) V(T () = O:
@ ' @1 ’

Dans le cas a1 V est nul, les inegrales premeres sont eteanent les fonctions
de la forme Ku;ucy) = p(uiy) @ p est une fonction arbitraire d'une variable
eelle. En e et les solutions desequations d'Euler-Lagrge sont de la forme(x) =
ax+ b et lequation ci-dessus signi e qu%(u; Ucy)) Uy = 0, d'as par continuie
& = o. )

Dans le cas w (u) = % (oscillateur harmonique), les inegrales premeres son
exactement les fonctions de lenergie. En e et les solutdesequations d'Euler-
Lagrange sont de la forme(k) = a sin(x + b), et les orbites dan3 (U) sont les
ensembles e nis par des conditions de la forme

u? + (ugy)? = cste:

; 2
. _dueyi ..
_Ex_empl_e 2.2.3. On suppose q quelconque e uey) = % V(juj) ai
j j designe la norme euclidienne. Sont inegrales premsrées composantes du
moment ciretique u U U Uy si V est nul, il y a aussi les composantes

U de la vitesse.

(€]

Dans le cas du probeme de Kepler (mouvement d'une plaretécar du soleil),
onaq= 3et
jui?

U= Rnf0g; L(u;uy) = > w

al est une constante eelle.

On consicere le vecteur excentricie (ou encore vecteue drunge-Lenz)
Uiy N (U™ uey) J%J ses composantes sont des inegrales premeres; la
premere est la fonction

Ul
Puiuw) = ufy(WFfy + W) Ut (W) (y)® +
(voir Olver[13], example 5.59).
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De plus les inegrales premeres sont exactement les foes des 3 composantes
du moment ciretique et de celles du vecteur excentricien e et les orbites dans
T(U) sont les ensembles obtenus en imposant des valeursa cesdidos (une
etude cetailee du probeme de Kepler aet faite par A Guichardet dang6] , mais
du point de vue hamiltonien; le lien entre celui-ci et le pale vue lagrangien sera
fait dans la section 5).

2.3. Champs de vecteurs

Nous utiliserons ici des champs de vecteurs dumoges

Xa
VvV = Q g
-, @
ou encore, d'une facon abecee,
L@
V= —);
(Qig)
al les Q sont des fonctions d&. On ¢ nit le prolongementdeva T (U) par

X X @ @
priv=v+ U) :
@ (1) @|(1)

e nition qui sera justieea la sous-section 2.4.
On utilisera la condition suivante, portant swr :

(CV 1) (prYv)(L) = 0:

Theoeme 2.3.1. On suppose Sue v \eri e la conditioCV 1).

(1) Lafonction R (u;uiy) = Q(u) @J&(u; Uc1)) est une inegrale premere
€
desequations d'Euler-Lagrange.

(2) Si la matrice de coe cients L

(D =)

est inversible pour tout(u; uy)),
I'application v! P, est injective.
Cemonstration. Pour (1), c'est un calcul sans probeme. Pour (2), il sut de

ceriver les deux membres par rapporta,; .

NB. On remarquera que I'on n'obtient pas, par ce proed, Egrale premere
energie.

Examinons maintenant les exemples introduits plus haut.
{ Pour l'exemple 2.2.2, la condition (CV 1) sécrit
Q(u) VAU Q Au) (uw)?=o0:

Elle entrameQ V°= Q%= 0; ou bienv n'est pas constant, alor® est nul et on
n'obtient aucune inegrale premere; ou biel et Q sont constants, et on obtient
exactement les multiples deyq).
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{ Pour I'exemple 2.2.3, on obtient la composante Ugy U Uy, du moment

ciretiqgue en prenant pouxr un multiple convenable du champ de vecteurs @Jﬂ

u @Jﬂ ; mais on n'obtient pas les composantes du vecteur excegtrigi v est
nul, on obtient une composante,;, deu(yy en prenantQ (u) =

2.4. Groupes de synetries

Soit d'abord un dieomorphisme de la varee U, de composanteq u) =
" (u), =1;:::;q9; on le prolongea TU) de la facon suivante :

(pr(l) ) usuy) = (u)i(d) u(uw)
_P e
al ((d) u(u(l))) - a u(l)-

On dit que le lagrangiet. est invariant par siL pr' = L; dans ce cas, i
est une solution desequations d'Euler-Lagrange, il en estrdeéme de  f.

Soit maintenantt ! t un groupea un paranetre de dieomorphismes dé&J ;
on lui associe sogererateur in niesimal , champ de vecteury = Q @Jﬂ

a Q (u)= d%jtzo' . (U); cela justi e la ce nition de prlv donree dans la sous-
section 2.3.

Lemme 2.4.1. Le lagrangien L est invariant par; pour tout t si et seulement si
(prPv)(L) = O.

Cemonstration. On \eri e d'abord que pfY | est un groupea un paranetre; la
suite est un esultat classique.

Pour I'exemple 2.2.3, I'action naturelle du grou®(q) fournit les composantes
du moment ciretique.

3. Secondeetape

3.1. Les donrees

(1) L'espaceU est le méme que peedemment, maiX est maintenant une
partie ouverte d'un espacBP dont leseements (lesvariables incependantgssont

(2) Pour tout entier m > 0, Uy, est un espace vectoriel de dimension

+
q P rr: 1 , debments noes Uim) = (U,.;) @ parcourt I'ensemble
f1;:::,q9 et J parcourt I'ensemble des suites d'entiers positifs ou nds:::;j,)
de sommem; sim = 1 on a lesekments ; = (0;:::;0;1;0;:::;0); on pose

Ui = U. A toute applicationf : X ! U,atout x 2 X eta tout entier m > 0
on associe leementu ) 2 Uy de composantes
f
Uy = L(x)
M2 (@)r(@P)
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que nous noterons pour simpli e%(x). En particulieru = f(x). La suite
(Ueoy; - 213 umy) est appekem  jet def au pointx.

(3) AlM est I'espace des fonctions eelles skr Uy =i Uy, A1) est
la eunion croissante (ou limite inductive) de&(™ ; ses ebments sont appeks
fonctions dierentielles. A toute fonction F 2 A(l ) est assocee lequation aux
cerivees partielles portant sur une applicatioh: X! U :

df
F(x;f(x); =—;::)= 0:
06 F 00; i)
Par exemple, poug = 1,p = 2, et
FOG U Uy Uz) = Uezy20) + Ue)i0:2)

on obtient lequation de Laplace qui devient

@ @t _ .
@ e "
si onecrit (t;x) au lieu de(xy; x2) .

@)@X“X o

i Ui+ 1); j+3-
I v
& =1k=0jJj=k @(k):J

Ce sont des cerivations de I'algebrd(! )| et ces ¢ nitions sontevidemment
choisies de facon que pour toute applicatién: X ! U, on ait

@ o df e O
@F(x,f(X),&,...)_ D.F(x,f(x),&,...).

Sip = 1 on note D l'unique operateur

.....

X :
DivF = DiF':
i
(6) Operateurs : E : A(M 1 ACm) -
xXn X
EF= ( D* D o

@ Dj = (Dy)1::(Dp)r.
Ces operateurs sont appeksgerateurs d'Euler

(7) Lagrangiens. Un lagrangien est maintenant une fonctior2 A et on
lui associe le syseme dequations aux cerivees pafles (d'Euler-Lagrangg qui
cereralisent celles de la sous-section 2.1 :

df d’f

E L(x;f(x); ax’

)= 0; 8 =1;:::;q:
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3.2. Inegrales premeres (cas p= 1)

La condition 2.2.2 exprimant qu'une fonctign2 A est une inegrale premere
devient OP(x; f (x);£(x);?(x)) = 0 pour toute solutionf desequations d'Euler-
Lagrange.

Treoeme 3.2.1. Pour tout triplet (x; u; uy)) on note M(x; u; ucyy) la matrice de
@L

coecients M (x;u;upy); = NGO

(x;u;ugyy) et on la suppose inversible
pour tout triplet (x; u; Uy ).

(1) Une fonction P2 A(M est une inegrale premere si et seulement s'il existe
des fonctions 2 A telles que

X
(3.2.3) DP = Q E L aussinoe DP =(QjEL):

(2) Dans ce cas on a
@
Q(x;u;ugy) = M‘(x;u;u(l)) 1 —@l(l) (x;u;ueny) s

al Mt cesigne la transpose de la matrice M.

Cemonstration.

a) Il est clair que la conditionenonee dans (1) est su sant
b) Rappelons que B(X; u; Uc1); Uz)) et EL(X;u; Uy ; Uez)) sont de la forme

@ .
DP(X; U; Uc1y; Ucz)) A(X;U; Ugy) + ( @j—(l)lu(z)) ;

EL(X; u; Ugyy; Ucz)) B(x;u;uy)  M(X;u;uy) Uy s

a A2 AD B2 (AM)a,
c) Supposons maintenant quB est une inegrale premere; cela signi e que
l'on a
DP(x;f(x); t(x);?(x)) = O;
pour toute solution desequations d'Euler-Lagrange.
Montrons que l'on a aussi

DP(x;u; Uiy Ui) =0

ces que B.(X;u; ugy; Uiz) = 0.
Supposons donclEXx; u; Uy ; Uzy) = O il existe une solutiof telle quef (x) = u,
£(x) = u(yy ; 'nypottese faite sur la matricéM (x; u; u¢q)) implique quef (x) = Uy,
d'au notre assertion.

d) On a donc

A(x;u;u(l))+(@Igjl)jM(x;u;u(l)) 1 B(x;u;uy)) = 0;
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d'ai

(@%)J'M(x;u;u(l)) MG U u) Uz B(X U Uw))

@ .
( Mt(x;u;u(l)) 1 @I—(l)JEL(x;u;u(l);u(z)))

DP(X; u; Ucyy; Ucz))

et cela cemontre (1) et (2).

Corollaire. Etudier les inegrales premeres modulo les constantequivaut a
etudier lesebments Q de (A™M)9 \eri ant la condition
(LC 1) (QjJEL) 2 Im D:

Exemples.
(1) Prenant pourP la fonctionenergie EN, on &Q(u; uiyy) = Ugyy.-
(2) Dans le cas de I'exemple 2.2.2 on \eri e facilement qu€> & EL:

@y
(3) Dans le cas de I'exemple 2.2.3, pour

P(uiupy)=u u U Ugy;

()
on a
QUiumUz) = U Uy U Upy:

Dans le cas du probeme de Kepler, la foncti@d correspondanta la premere
composante du vecteur excentricie est la suivante :

1/y4- — 2 2 3 3
Qi (ujuw) = Uu® ug) + Ut Uy,
Q(uiuw) = ¥ uy 2 Ut ug
Q¥(u;uy) = ud u(ll) 2 ut u(31)

(Olver, example 5.59).

3.3. Lois de conservation. (Cas p > 1)

,,,,,

que
df  d?f
dx ' dx?
pour toute solution desequations d'Euler-Lagrange.

Sip = 1 on retrouve la notion d'inegrale premere. On n'a pas tuivalent du
treoeme 3.2.1 en toute gereralie; on dit qu'une loi de caservation estriviale si
on a p(x;f(x); %) = 0 pour toute solution desequations d'Euler-Lagrange. On
remarquera que, dans le cas= 1, toute loi de conservation triviale est nulle.

(DivP)(x; f(x); )=0

Treoeme 3.3.1. Toute loi de conservation P est la somme d'une loi de conser-
vation triviale et d'unebment P°2 A™ tel que DivPP° soit de la forme(QjEL)
avecQ 2 (AM)a,
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Bemonstration. Olver, [13], p. 266.

On est ainsi conduitaetudier les famille® \eri ant la condition suivante :
(LCD® (QjEL) 2 ImDiv.

Il resterait ensuite le probeme de determiner I3 correspondants.

3.4. Champs de vecteurs

Nous utiliserons ici des champs de vecteurs usuelsXsurU, i.e. de la forme

Xpi@+)(q @

L@, @

VvV =

ales 'etles appartiennentaAl®. On c nit leurs caraceristiquesQ, par

x
Qy = LUy, 2 A®
i=1
et leurs prolongements par
xXa X X @
pl’(l)v =Vt (O Qy+ I U, i+ J) :
=1j=1 i=1 @‘(1); j
On pose aussi
X Q _
Fo=(pPv)()+ L Div; P,= Q, +L &

@I(l): i

=1

Nous consicererons les conditions suivantes portant suchamp de vecteurs :
(CV2) F, 2ImDiv;
(CV3) kR =0.

Lemme 3.4.1. On a
Fv (QvJEL) = DivPy;
) xa Q
P\I/ = QV @
(1)

=1
emonstration. C'est un calcul direct et fastidieux.

+L "

Treoeme 3.4.2.

(1) Le champ de vecteurs v \eri €CV 2) si et seulement 9, erie (LC 1).
Plus peciement, si F; est de la formeDivR, on a

Div(R  Py) = (QujEL)

et R P, est une loi de conservation, dite assoceea v, ¢ nie dement modulo
Ker Div.
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(2)_ Pour tout quintuplet (i;]; X;u; uiy) on note M;j(x;u;ucy) la matrice de
coe cients

- !
@(l): i @(l): i @(1); i @I(l);j

et on suppose qu'il existe un couplgj), i 6 j tel que M;j(x;u;ucy) soit inver-
sible pour tout triplet(x; u; ucy). La construction de(1) fournit une bijection de
I'ensemble des champs de vecteurs \eri a(€V 2) sur celui des lois de conserva-
tion P, ce nies modulo Ker Div, telles queDiv P soit de la forme(QjEL) avecQ
ekment de AY, polynéme de degel par rapport aux y; -

Mii(x;uu); =

Bemonstration. (1) est trivial. Demontrons (2).

Injectivie.
Un calcul simple montre quéQ,jEL) esteement de A(® et que

. X X aL
(QuiEL) modA®) = Q ————— Uy,
);( X Xi;j @(l):i @(l):j
= Mi(uium):  Q (Xuium) Uy, v
i<j
X X X
= 2 Mij(x;uiu):  Q (XUiUm) Ugyp -

i
Par ailleurs Iesebmentw(z). - i 6 j sont lireairement independants, donc
siR P, 2 KerDiv, Q, = 0 et cela impliquev = 0.

Surjectivie.
Soit P une loi de conservation comme indiqle ; on peutecrire
X
Q = LUy
[
a et ' sont fonctions de(x; u).
Posons o a
V= @, @.
@ @

i=1 =1
Par le lemme 3.4.1, on &, = Div(P, + P), et la loi de conservation assoceea
n'est autre queP.

Corollaire 1. Si v \eri e la condition (CV 3), P, est une loi de conservation et
on aDivP, = (QyjEL).

(Olver, corollary 4.30; un tel champ de vecteurs est appefiational symmetry.
Noter que ce esultat contient le treoeme 2.3.1.

Corollaire 2. (Casp = 1). Si la matrice de coe cientsﬂ(x; U; Ucy)) estin-
M =
versible pour tout triplet(x; u; ucy)), la construction de(1) fournit une bijection de
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I'ensemble des champs de vecteurs \eri ant la conditign®v)(L)+ L D 2 ImD
sur celui des inegrales premeres e nies modulo lesrstantes.

Exemple. Dans le cap = 1, si le lagrangien est incdependant du temps, le champ
de vecteurs@@ \eri e la condition (CV 3) et conduita l'inegrale premiereenergie.

3.5. Groupes de synetries

La notion de groupe de symretries est moins claire ici que Ilém cas de la
section 2 (cf. Olver, de nition 2.23). Ce sont des groupes dd@asquels un voisinage
de lekment neutre opere dans la varee X U en transformant le graphe d'une
solution desequations d'Euler-Lagrange en le graphe d'ungesolution. Dans le
cas d'un groupea un paranetre de dieomorphismes, le chgnie vecteurs assoce
est soumisa la condition
(CV 4) Pour tout = 1;::q, on a((pr@v)(E L)(x;f(x);L(x)?(x)) = 0 pour
toute solution des equations d'Euler-Lagrange. (Olven nitesimal symmetry
theorem 2.31; on cemontre que (CV 3) implique (CV 4), Olvehdorem 4.14).
Dans le cas de I'exemple 2.2.2 avéc= 0, le groupe des rotations

t(x;u) =(x cost usint; x sint + u cost)

conduit au champ de vecteurs = u g + X g: Il est clair quet doit &tre
su samment petit pour que  transforme le graphe d'une solution en celui d'une
autre.

3.6. Exemple (Equation des ondesa deux dimensions d'espace)

On aici
q=1 p=3 U=R X=R°

1
L= 5((U(1);(100))2 (Un:010)°  (Uays001))°)
EL = U200  U2)i0200  U2);(002)
On va consicerer des fonctionB 2 Al et des champs de vecteurs

X e, e

' i=1 @ @’

a etles ' sont fonctions dex et u.

On va cecrire les espaces de champs de vecteurs \eri aspectivement les condi-
tions (CV 3) , (CV 2) en utilisant les exemples 2.43, 4.15 et 4.36 @lver qui
cesigne par

t;x;y ce que nous designons parx!; x?; x3

Ut ; Uy; Uy U(1);(100) s U(1);(010)» U(1);(001)

U(2);(200)

etc.
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Voici d'abord une base de l'espace des champs de vecteuraneiCV 3)

Vi:§;|_1.2;3;v4_@@;
vs= X3 @%+x2 @@‘Z;vezx1 @C(ZD2+X2 @@1;
@ e X, e 1 e
vy = xt @+x3 @,Vg— i:1x & Su @

Pour obtenir les lois de conservation correspondantes, eut jitiliser le corollaire,
par exemple, pouv; :

PL = uwio0 Y00
P?2 = L+(Uu:(o10)°;
PP = Um0 Yoo :
Pour obtenir les solutions de (CV 2) on doit ajouterg;:::;vg trois champs de
vecteursvg; Vio; V11, dits inversions dont voici le premier :
Vg = 2X1X2 @@L + (X1)2+(X2)2 (X3)2 @CQZ + 2X2X3 @@3 X2U @@:

Pour (CV 4), on a lesekments suivants :
e e @
ViiiIlV7iVeiViovin; X — U —,; —;
@ e @
al  est une fonction dex, solution de lequation des ondes, de sorte que cet

espace est de dimension in nie.
Voici certains des groupes de symetries correspondants :

{ pour vy;::;v4 - R* operant par translations suX U

{ pour vs;vg; vz : SOy(2; 1) operant naturellement surx

P
{ pour X @@,(respu %) : R operant par dilatations surX (resplU)
i

{pour &: (x;u)=(x;u+t (x).

4. Troisemeetape

Letude qui peede est gereraliee de la fecon suiante : les fonctiond., P,

Q, ' sont maintenantebments deA(* ) et les champs de vecteurs
0 er e
I
L, @& ., @

sont dits gereralies.
Pour cereraliser le treoeme 3.4.2 nous aurons besoin désux lemmes suivants
dont les preuves sont fastidieuses mais sans di cules eajes.
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Lemme 4.1. Soit J = (j1;:jp) 2 NP, jJj = ji+ i+ jp, Dy = Djll:::D"pp , H,
G2AM. Ona
D;H G+( 1)V 'H D;G = DivP

oA o —_— . o .
Pi= ( phrErhoarr 1oph fplithepleH DDy (D) 'G 2 AMTIT Y
r=1
Notons que cette formule barbare se eduita@®G) = DH DG lorsquep = 1
etjp = 1.

Lemme 4.2. Soit L2 A(M, On aE L2 AG™ gt

X
2 1) —
E Lmodulo A?™ Y = 03 Uamyy
jJdj=2m
@ o3 2 AM et
@L
oG num) = D (X U522 Uemy)

J1d2 @I(m);Jl @(m):Jz
avecjJij = jJ2j=m, J1 + J, = J.
Notation . On note M (J; X; u; Ugy); ::3; Umy) la matrice de coe cients
M@, X U Uy s Umy) ;. = o a(Gus s umy) s

¢k nition qui gereralise celle de M;;j(x; u; u¢yy) donree au treoeme 3.4.2.

est injective.

Champs de vecteurs greralies .
Soit v un champ de vecteur gereralis avec' 2 AM Q 2 AM: nous
poserons X
Q= " 2 AT
[
cette familleQ est appeke encore iaaraceristique dev.
Les divers prolongements d'un tel champ de vecteurs sonhik par

X4 xn X x @
Py = v + s Q,+

u R
(k+1); i+J
=1k=1 J i I @'(k):J

1]
=
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@ J parcourt 'ensemble des suitéf; :::; jp) de sommek et Dy = (Dq)/1::: (Dp)r .
(Notations d'Olver, p. 109 J = (j1;::5;jk), 1 6 ji 6 p; ce que nous notons igj
est donc le nombre detels quej; = n.)

Fixons maintenant un lagrangieh2 A(™ : nous poserons

F, = (pr™v)(L)+ L Div 2 AC™:
xXa xn X

Pv = p; k;J+ L 2A(2m 1);
=1k=0jJj=k

@ P. i estdonre par le lemme 4.1 avad = Q, , G = @L
(k);J

Nous noterons encore (CV 2) la conditidfy 2 Im Div. (Olver, [13] :v est une
variational symmetry.
On a encore |'analogue du lemme 3.4.1 qui esulte de la relagaivante, facile
a \erier
_ XX X Q@
Fv (QVJ EL) = (DiQ

=1k=0jJj=k (k);J

Q

+( D 'Q Dj@
(k):J

)

et du lemme 4.1. Cela entra™e le esultat suivant,a ragmher du theorem 5.42
de Olver, [13].

Treoeme 4.3.

(1) Les conditions 2 ImDiv et (QyjEL) 2 Im Div sontequivalentes. Plus
pecigment, si F, est de la formdivR, R2 AC™ D onaDiv(R Py) = ( Q,jEL)
et R P, est une loi de conservation, dite assoceea v, ¢ nie dement modulo
KerDiv.

(2) Sous I'hypottese du corollaire du lemme 4.2, la constructiondessus
fournit une surjection de I'ensemble des champs de vectearignt la condition
Fv 2 Im Div sur celui des lois de conservation P telles dpig P soit de la forme
(QJEL) avecQ 2 A(™. Son noyau est I'ensemble des v tels q@g = 0.

Remarque. Ici la nullie de Q n'implique pas celle de ; on peut obtegir une vraie
bijection en ne consicerant que des champs de vecteurs darlaev = Q @Jﬂ ;

a Q 2 AlM: et en ne perdant rien en gereralie. On associea chaquéamp
de vecteurs cereralise sorevolutionary representativéOlver, de nition 5.4)

Il erie (CV 2) si et seulement sv le fait, car on aF, Fg = Div(L ) et les lois
de conservation assocees sont identiques.

Conclusion.

Ce esultat constitue le treoeme de Noether dans tout@ggreralie ; on peut ex-
pliguer comme suit sonenone donrea la segtion 1. Toutabord, parinegrale |
il faut entendre une inegrale de la forme L(x;f(x);%)dx; al est un

sous-ensemble d¥. Ensuite I'expressiogroupe G doit &tre interpeee comme
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algebre de Lie de dimension; les expressions lagrangiennasnt les fonctions
E L, membres de gauche des equations d'Euler-Lagrange, et éeméscombi-
naison lireaire d'expressions lagrangienndsvenant une divergence expriment
exactement la relation(QjEL) 2 ImDiv. L'hypotrese mise ici pour assurer la
validie de ce theoeme est un peu plus pecise que celliel esultat correspondant
du livre Olver, [13], mais peut-&tre aussi un peu plus riesitre...

Exemple (probeme de Kepler, voir ci-dessus exemple 2.2.3, sousiee@.2, sous-
section 2.3, et aussi Olver, exemple 5.59).

. . P
Consicerons le champ de vecteurs gereralisg = @J@ al
=1
Yusu) = u? oudy +udoud,
Uug) = U uhy 20t ufy
(wuw) = uug 20t g

Il \eri e la condition (CV 2) (avec ici D au lieu de Div puisqup = 1) et
on a(QyjEL) = DP a P est la premere composante du vecteur excentricie.
Les champs de vecteuss; vz obtenusa partir dev; par permutations circulaires
conduisent aux deux autres composantes du vecteur exa@EatiNotons Vy; Vs; Vg
les champs de vecteurs conduisant aux trois composantes duonent ciretique ;
ces 6 champs de vecteurs engendrent lireairement unebatepde Lie (pour le
crochet de Lie) isomorphe aso(4) ; mais le groupeSO(4) { les < synetries
cachlees> du probeme de Kepler { n'opere pas directement dans(O), mais
seulement dans un espace,a savoifSF), contenant T(U) comme partie ouverte
partout dense (voir A. Guichardet, [6] pour le point de vuentiilonien).

Compéments

(1) Le second treoeme de Noether arme que, si l'espace dehamps de
vecteurs gererali®es \eri ant la condition (CV 3) est @ dimension in nie, le syseme
est sous-cetermire en ce sens qu'il existe des relations de la forme

X
D (EL)= 0;

al les D sont des operateurs dierentiels.

(2) Les esultats exposs ici s'appliquent a de tes nonmmbux probemes :
equations de Navier de Ielasticie, de Korteweg-de-igs, de de Sitter de la
relativie gererale,...

(3) lls peuvent aussi etre gereraliesa des sysemesedentiels ne provenant
pas de probemes lagrangiens, comme lequation de la ehal (voir par exemple
Olver, example 2.41).

SMF { Gazette { 140, avril 2014



SUR LE THEOREME DE NOETHER 55

5. Point de vue hamiltonien

5.1. Expo® succinct de la treorie

(Voir par exemple Cushman-Bates,[2])

Les donrees consistent en une vare® munie d'une 2-forme dierentielle
symplectiqué et d'une fonction eelleH (le hamiltonien ; en coordonrees locales
canoniques, on peutecrire X

I = dpi ~ dg ;

qui est encore noe! = dp” dq.
A toute fonction eelle' surM, on associe le champ de vecteurs

@' @ @' @
X =(ziz) (Fig):
@ @ @ @
Lesequations de Hamiltonpour un hamiltonienH portant sur une fonction
d'une variable eelld sont

@. . @
@ Q@

Une inegrale premere est une fonction eelle' constante sur les courbes
inegrales de Xy, i.e. telle queXy(') = 0. Le tlreoeme dit de Noether af-
rme qu'un champ de vecteurs de la form¥ annuleH si et seulement si

est une inegrale premere, et sa cemonstration, imnadte, consistea remarquer
queX: (H)= Xu(').

£(t) = Xu(f (1)) ;soit encore q.=

5.2. Lien avec le point de vue lagrangien

Pour simpli er nous nous placerons dans la situation de lrepée 2.2.3. La
varee U est une partie ouverte d'un espa€¥ et le lagrangien est de la forme

juni?

L(u;uy) = V(juj):

L'espace be cotangent T (U) est muni d'une structure de varee symplectique
naturelle, et on passe de(D)a T °(U) par la transformation de Legendfé qui
se eduit icia l'identie; pour toute fonction eelle * sur T(U) on noteraX: le
champ de vecteurs transforne d& ¢ 1 parF 1, soit

2@ @ o o

@ @, @, @

En ce qui concerne les inegrales premeres, on peut \rj en utilisant le
treoeme 3.2.1, que les deux notions, correspondant regpement au point de vue

lagrangien et au point de vue hamiltonien, se correspongsmtla transformation
de Legendre.

):
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Quel est le principe d'un Mooc?

Arnaud Bodin : Il s'agit d'utiliser tous les aspects d'internet pour enseigne
Un professeur meta disposition detudiants un cours egrie. Jusque & rien d'ex-
traordinaire !

Franmois Recher : Ce qui est speciquea un Mooc c'est d'abord I'aspect
< Ouvert> : n'importe qui peut s'inscrirea n'importe quel cours, il n'y aas de
niveau d'entee requis des etudiants, pas de conditionag®, ni de diplébme, ni
d'origine geographique. Cependant il faut un acees intetn

AB : La deuxeme speci cie c'est le coe < Massif>, un Mooc accueille de
quelques centaines detudiantsa plusieurs milliers. &'aine conequence du coe
< Quvert>.

Comment cela fonctionne-t-il en pratique? Doit-on s'inser? Y a-t-il des
controles?

1 http://iwww.france-universite-numerique.fr/
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FR : Pour accueillir autant detudiants on utilise une plat®rme speciale qui
cere les inscriptions, les discussions entre etudiantsagec le professeur et aussi
les notes.

AB : La plate-formé gere aussi le ceroulement dans le temps. Un Mooc dure
en ¢ereral de 4a 10 semaines. Le cours est misa dispasitiau fur eta mesure.
Chaque semaine est ponctwee d'interventions videos et sertine souvent par un
QCM ou un devoira rendre.

FR : E ectivement une autre nouveaut est l'usage massif de lake pour
transmettre le cours. Souvent plusieurs quences de €@sasez courtes (disons
15 minutes) par semaine, que lesetudiants peuvent regamigand ils veulent et
a leur rythme.

Est-ce qu'ily a un dipldme assoce au cours ? Est-ce que fesstudiants terminent
le cours?

AB : Dans la majorie des Mooc il n'y a pas de dipldome mais un cedt de
participation qui n'a aucune valeur universitaire. Cependguelques universies
o rent la possibilie de venir passer un examen dans un gentu proposenta leurs
etudiants de faire valider un Mooc comme un module de cours.

FR : La contre-partie du coe< ouvert> c'est que beaucoup de personnes
s'inscrivent mais que peu suivent jusqu'au bout. En moyeniael®% desetudiants
vont au bout.

Quelle est la dierence avec la formationa distance qui iste dep depuis long-
temps?

FR : Il y a une globalisation de leducation : n'importe qui ayanin aces
internet peut suivre un cours propo®a l'autre bout du moadL'o re de formation
est donc gigantesque et les cours sont souvent de qualieuokemols : il faut
disposer d'une bonne connexion internet et pour l'instantdesirs sont surtout en
anglais.

AB : Une autre dierence, ce sont les viceos. Les videos peettent d'avoir un
coursa distance beaucoup plus dynamique qu'un polycojpst possible de faire
une pause, revoir la viceo...

Bilan de I'exgerience lilloise

Queletait le contenu de votre cours?

FR : Le cours s'intitulait< Arithmetique : en route pour la cryptographie,
durait six semaines etetait calibe pour des etudiantsedniveau premere anree.
La partie principale etait matrematique : pgcd, theoenme de Bezout, nombres
premiers... L'arithnetique etait imnediatement appligeea la cryptographie avec
un cheminement historique (decalage de Gesar, chi rentafe Vigerere...), le but
principaletant d'expliquer en cetails le chi rement RSA.

Quel est le bilan chie?
2 Les plates-formes les plus connueCoursera Udacity et EdX sont anericaines et peuvent
accueillir jusqua 100 000 etudiants par cours, mais il existe d'autres plates-formes de Mooc
comme Canvas pour le Mooc < Arithrretique >. La plate-forme < France Universie Nurnerique >
propose des cours depuis janvier 2014.

SMF { Gazette { 140, avril 2014



UNE EXPERIENCE DE MOOC 59

AB : Nous avons eu 1400 inscrits, mais seulement 300 parti¢cgdaBeaucoup
detudiants ne se sont jamais connecesa la plate-formedi cile de savoir pour-
quoi. Par contre sur les 300 participants plus de la moitens ales jusqu'au bout
et nous avons ctlive 145 certi cats de eussite.

Quelsetaient les pro Is desetudiants ?

FR : Le public netait pas vraiment le public attendu! La moyea d'age etait
de 30 ans et beaucoup avaient un dipldme de licence ou plos.dotivationetait
bien sar les mattematiques, mais la cryptographie a beawye plu par son coe
appligwe et ludigue. Chaque semaineetait soumis un megsaecreta decrypter.

Quel bilan coe enseignant ?

AB : L'experience etait passionnante, les etudiants etaig ravis. Mais cela
demande une quantie de travailenorme. Nous avons pre tle cours et de videos
existants du siteExo7 mais nous avonsecrit un cours de cryptographie et I'avons
Ire.

FR : E ectivement les viceos sont un peu le point ck des Moodesetudiants
travaillenta la fois avec les viceos et le polycope, l@ntenu est pourtant le méme
mais les supports sont compementaires. Le revers de lalaite, c'est le temps
de peparation.

Est-ce que les Mooc vont nir par remplacer les cours traalitnels ?

AB : On en est loin! Les Mooc constituent un outil formidable pawn sujet
pecis, une duee limiee, et avec desetudiants motas.

FR : Les Mooc compktent sans les menacer les formationsadeixistantes,
favorisent le travail individuel et permettent d'aborder gisujets pointus, avec
une approche non-habituelle. C'est un outil pedagogique plas au service des
mathtematiques.
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La Licence de Matlematiques,
visions croiees en Francophonie

Jean-Pierre Borél

Le contexte de la e exion

Cet article pesente letat de e exion d'un groupe de traail de mathematiciens
de l'espace francophone, sur la Licence de matrematiquest:ce un concept
partage, avec un contenu clairement identie, y a-t-il d& convergences et des
dierences, lesquelles et pourquoi? Aujourd'hui, beaugode cepartements de
Matrematiques accueillent en Master des etudiants frasghones issus de ces li-
cences, et il m'a paru utile de partager le travail fait, mémaesurtout parce qu'il
n'est pas termire.

Ce groupe a euni une vingtaine de colegues mattemadins de tous pays, soit
Doyens de leur Facule, soit responsables de la licence @thematiques dans
leur Facule, que je remercie a nouveau pour leur partiatppn : Amir Abdes-
samad (Mostaganem, Algerie), Joseph Alassad (USEK, Lipatmah d'Almeida
(Lorre, Togo), Abdelmoujib Benkirane (FS Fes, Maroc), JeaPierre Borel (Li-
moges, France, Doyen honoraire), Lobna Derbel (Tunis, §ig), Alassane Died-
hou (Ziguinchor, Seregal), Fatima Ezzaki (FST Fes, Ma), Janin Jadotte (Port
au Prince, Haeti), Rodoumta Koina (ENTP, Tchad), Ali Mneimeh (u. Libanaise,
Liban, Doyen), Vincent Monsan (Abidjan, Cote d'lvoire), gre Amadou N'Diaye
(Dakar, Sregal), Gilles Raby (Poitiers, France, Doyemwitoraire), Hene Sabourin
(Poitiers, France), Raafat Talhouk (u. Libanaise, Liban).

Je remercie tout particulerement le Doyen Ali Mneimnehyica anine ce groupe
de travail avec moi, et le Professeur Evelyne Garnier-Zddil'universie de Paris-
Est Ceteil, pesidente de la CIRUISEE qui a suscie cette e exion dans tous les
champs scienti ques.

Le travail rappore ici aee mere en deux temps, et danglcadre d'une e exion
sur les fondamentaux des Licences scienti ques impulsae l|a CIRUISEF, lors
d'une e exion peliminaire conduite entre cecembre 2@Let mars 2013, au tra-
vers dechange a distance de documents et d'icees, puigsialu colloque de la
CIRUISEF qui s'est tenua Quebec cebut avril 2013. S'y sont cajes de nom-
breux contacts formels et informels, notamment avec deggoés mathematiciens
belges et qekecois. Le fruit de ce travail d'ensemble & faibjet d'une publication
ecente’®.

1 Vice-pesident de la SMF en charge des questions d'enseigement, Doyen honoraire, pesident
honoraire de la Congérence des Doyens Sciences de France QLS).

2 Congrence Internationale des Responsables des Univets et Institutions Scienti ques d'Ex-
pression Frarcaise, eseau scienti que soutenu par I'Agence Universitaire de la Francophonie
(AUF).

3 La Licence scienti que dans I'espace francophone, essai deérentiel de connaissances et de
competences, I'Harmattan, collection < Geopolitique mondiale >, ouvrage collectif sous la direction
d'Evelyne Garnier-Zarli, 2014.
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La e exion du groupe aet alimentee par de nombreux exaples de ma-
quettes d'enseignement en provenance de divers pays (qgg@ge en anrees, se-
mestres, UE, volumes horaires et contenus), par une grille d'analysestuiite
pour ce travail (origine et devenir desetudiants, coO®ifmation ainsi que mobilie
geographique), et bien entendu par le travail qui avaieetmere par la SMF, la
SMAI et la SFdS sur le& socle de la licence de mattematiques®, document de
quatre pages sur les objectifs fondamentaux et les prinexpehapitres dont letude
est incontournable pour tout licence de mattematique€e document a fait I'objet
d'une pesentation et d'une analyse des motivations danGlazettea lepoque®.

Un contexte plus vare qu'il n'y parat

La science mathematique est ancienne, il semble naturehdieduire que ses
fondements, et la manére de les enseigner, sont mainteriatalement stabilies.
On peut egalement penser qu'il s'agit d'une science globalentdles concepts
ont un ordre relativement naturel d'introduction, et dont lplace dans les divers
niveaux d'enseignement est naturellement trouwee.

Tout cela est vrai. Les notions abordees dans lesetudesos&laires, puis dans
le premier grade universitaire { Licence dans I'espace LMDBaccalaueat au
Quebec { sont pour l'essentiel des matrematiques connuespdis le milieu du
XIX® secle pour le lyee, puis la n du XIX et le cebut du XX pour le cebut
de l'universie. Les statistiques, et quelquesebementbalgorithmique et d'analyse
nunerigue plus ecents, sontegalement pesentsa casveaux. Bien entendu, cela
n'‘empéche en rien que la pesentation de ces notions et/eurlillustration par des
exemples d'application ne repose sur desekements biers @atuels.

Il est important de noter que deux ensembles, ou deusiocs>, interviennent
a ce niveau. Le lyee prend la suite de l'apprentissage dicohet des premiers
rudiments de mathematiques faitsa lecole et au coleg. La Licence peede la
formation matrematique terminale des futurs matrematiens professionnels, dans
les trois grands champs de cebouches pour nosetudianisegsont les netiers de
I'enseignement en colege et lyee, les netiers de l'indtis bases sur les applica-
tions des matrematiques, les netiers de la recherche : é@snations se placent
maintenanta partir du niveau Master. Seul le Quebec faikeeption, avec letape
transitoire tes particulere qu'est le CEGEP.

Dans l'apprentissage d'une science qui est par essence siges et dont les
concepts doivent étre abordes chapitre apes chapitreen plusieurs temps, voire

4 Unie d'enseignement, unie de compte dans les sysemes de cedits capitalisables. A noter

gue dans certains pays, et notamment en France, existe eg@ment un syseme de compensa-
tion (souvent semestrielle, voire aussi annuelle) qui perrat d'obtenir une UE sans y avoir eu la
moyenne, gracea une bonne moyenne grerale.

5 Pour un socle de la licence de Matfematiques, http://smf.emath.fr/files/text_like_
files/projetdesocledef5.pdf

6 Jean-Pierre Borel, Pourquoi un socle de la Licence de Mattematiques Gazette des
matrematiciens, Socee Mattematique de France, avri | 2008, n° 116, p. 65-72.

7 Colege d'enseignement cereral et professionnel. Il s'agit d'un bloc de deux anrees de forma-
tion, qui correspond {a ce que disent les colegues qiebecois { aux deux anrees terminale de
lyee + premere anree d'universie. Cette periode es ta la fois une occasion de changement de
nethodes d'enseignement et un moment d'orientation, souvent ®lective.

SMF { Gazette { 140, avril 2014



62 J.-P. BOREL

epeks, pour etre nalement assimies pleinement,d contenu d'une licence ne peut
donc s'abstraire de deux questions :

{ quelle est la (voire quelquefois les) formation recue gasetudiants entrant
en licence de matrematiques ?

{ quels sont les cebouctes vies par ces mémes etudianet donc leur futur
mattematique dans leur formation suite au L, ainsi que dal'exercice de ces
netiers ?

Il esta noter qu'ici les eponses des dierents pays sont r&es.

Pour ce qui est de la formation avant l'universie

S'il s'agit de la formation avant I'universie en France, larminale S est mainte-
nant tes dierente de la terminale C qui existait il y a plsieurs dizaines d'anrees.
C'est particulerement vrai dans la formation matrematicg, dont le volume horaire
a beaucoup baiss felas, et donc dans les notions aboscetle dege d'approfon-
dissement propos aux lyeens. Si certains aspects aatmaintenus au sein de
la specialie < matrematiques> 8, peu detudiants de licence de mattematiques
ont suivi cette specialie, qui de plus n'est pas ouverte mktous les lyees... Par
contre, plusieurs pays francophones ont fait le choix deseower, globalement,
les contenus scienti ques classiques de la terminale Ceg@djue. Aujourd'hui, le
< niveau> en mattematiquesa I'entee de l'universie est eellerant tes dierent,
entre des pays comme la France, le Maroc, le Qebec, par gtem

Pour ce qui est des cebouctles

Toutes les formations de niveau L universitaires francap®forment une par-
tie des futurs chercheurs et mattematiciens de l'industra travers d'une pour-
suite detudes en M (master dans le LMD, matrise au Qet)eas tes souvent
les specialisations apparaissent, que cela soit en mathtiques fondamentales,
matrematiques discetes, mattematiques appligueestatistique et mattematiques
nanceres. Le L est donc vu comme le socle commun pour cesrpaites detudes,
le Liban faisant exception puisqu'il y existe une licencecpue de Statistique,
a coe de celle de Mattematiques, et que du coup l'enseigment des statistiques
en licence de Matrematiques est tes diminwe ou optionhe

Par contre, les choix faits pour former les futurs enseigsate mattematiques
sont tes divers. La France a choisi de former ses futurseggsants au travers
d'une licence disciplinaire classiduguis d'un master sgeci que appek MEEP,
ai la place de la discipline est plus faible C'est aussi le choix de la Belgique
pour ses futurs enseignants de lyee. Par contre, les feitenseignants de colege
y sont formes dans une autre voie, plus centee sur la dirsiem pedagogique de la
formation, et ce ces le cebut de l'universik. Il en est de emte pour le Quebec, mais

8 Rappelons qu'il existe en terminale S quatre specialies : < Mattematiques >, < Physique-
Chimie >, < Sciences de la Vie et de la Terre>, et depuis la rentee 2012 < Informatique et
Sciences du Nurrerique>.

9 Il'y a une trentaine d'anree existait une licence speci qu e adapee pour peparer les futurs
certies de mattematiques (traduire en termes actuels, u ne troiseme anree de L sgci que).

10 Master mention < Metiers de I'enseignement, de I'enseignement et de la formation >, formation
poree par les universies mais au sein decoles sgeci ques, qui ont prisa la rentee 2013 le relai
des anciens IUFM.

11 'articulation entre cette peparation et l'acte de recru tement par I'Education nationale { le
CAPES { reste un sujet fort d'interrogations.
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cette fois pour tout I'enseignement secondaire. Au Togo, darration via |Ecole
normale superieure d'Atakpane, donc hors universie, Boernait auparavant les
seuls enseignants de colege. Mais depuis 2010 les futnseignants de lyee y
sont egalement formes. Dans d'autres pays, le recrutemet¢s enseignants de
mathtematiques en colege et lyee est beaucoup pladibre >, et les diplomes et
titres requis pour devenir enseignant bien moins fornesliPar exemple, tel pays
indigue quetoute personne ayant la nationalie du pays et titulaire daccalaueat
peut devenir vacataire, puis que tout vacataire ayant denregs d'anciennet peut
devenir professeur contractuel

Il est clair que ce choix n'est pas neutre visa-vis des contedu L : I'appren-
tissage progressif des notions esta la base de la formatammattematicien. Or
se retrouvent ensemble en L, dans beaucoup de pays, desaitgldont certains
continueronta faire des mattematiques, alors que d'augreen feront moins, ou
se focaliseront plus vers les notions de base enseigreeslge et lyee. Ces
derniers peuvent alors se retrouver un peu au milieu du glies'agit en L d'intro-
duire les premeres grandes ttreories abstraites que slantteorie de la mesure, le
calcul dierentiel ou la topologie, threories sur lesquek ils n‘auront pas l'occasion
d'arriver par la suite au recul recessairea une bonne misepéace des concepts.

A contrario, l'introduction ces la licence de ces diversestions sera fructueuse
pour lesetudiants continuant leurs etudes dans un maste mathematiques, en
leur donnant ainsi le temps de saisir I'ampleur et la profamndée ces theories.

Pour ce qui est de l'orientation post-bac desetudiants

En n, les sysemes d'enseignement superieur sont varibldans leur organisa-
tion gererale. Le Quebec a une place tes particulerdeea I'existence du CEGEP,
articulation en deux anrees entre le secondaire et le sigmr, etegalement moment
d'orientation plus ou moins dirigee. La France et un certaiombre de pays africains
francophones connaissent le decoupage voie universitaiclasses peparatoires
puisecoles d'ingenieur. Du coup, dans plusieurs de cesspégs meilleurseements
du lyee ont tendancea s'orienter vers les voies sleetly vuesa tort oua raison
comme mieux encadees et de naturea assurer de meilleeb®dctes. La licence
de matrematiques s'adresse alorsa des jeunes bachelieiens ques, mais ayant
souvent obtenu leur bac sans mention. Il s'agit d'un publicsteierent de celui
renconte dans les pays organisant une lection { quedipis ®\ere { en entee
de la licence.

Pour ce qui est de l'organisation gdagogique des licences

Au-deh des dierences de culture entre le monde francapte et le monde
anglo-saxon, qui expliquent la part relativement faible kEnseignemenk fron-
tal > au Quebec, et par contre la part importante qui y est donreix projets
conduits seul ou en petit groupe, les necanismes d'aceslieance et le pro |
desetudiants accueillis conduisenta des choix pedagmges tes dierents. Il faut
noter en particulier le choix fait en France d'une orientatidite < progressive
a l'entee a l'universie 2, conduisanta donner une large placea la e exion de
letudiant sur son projet personnel et professionnel, sa future discipline cen-
trale. Cette orientation se traduit par des portails d'entee> en licence, troncs

12 L'arrée du 4 Bvrier 2014, qui xe le < cadre national des dipldmes> en France, a rme tes
clairement ce principe dans son article 15.
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communs proposesa tous lesetudiants, y compris ceux ayeea un projet profes-

sionnel a rre. Sans compter que cela puisse étre mal regs®u mal compris par
lesetudiants ayant ce pro |, ce choix conduita des tronacsommuns importants,
certains tes naturels avec l'informatique, ou la physig@iguelquefois remplace
par leconomie comme dans la lere MASS { certains moinsaturels ou e caces. Il

a pour congequence une structure des volumes horairesajuptu appara'tre une
dominante mattematique lors des trois premiers semesttesformation. L'entee

dans une formationa forte dominante mathematique se falbnc soit ces apes le
lyee dans certains pays, soit au bout d'une demi-licencesld'autres.

Qu sont donc les fondamentaux ?

Le travail collectif a mis enevidence les dierences esl@oints de convergence.
lls sont pour l'essentiel les aux contextes rappeks cides, et ont fait I'objet
de la pesentation de synttese pour les matlematiquedtésa la n du colloque
CIRUISEF d'avril 2013, et qui sont cktailes ci-apes.

Il reste cependant a bien convaincre chaque responsable idende de
mattematiques que ses choix de contenu doivent a la foimitecompte des
grandes tendances cererales, et notamment de ce qui sé¢ d@ins son propre
pays ainsi que dans les pays partenaires al ses etudiargarpnt se retrouver
plus tard, mais aussi d'une bonne connaissance de ses pmipeiants, de leur
origine scolaire, des competences et connaissances quritseellement acquises
dans l'enseignement secondditeet de leurs projets de poursuite detudes et
professionnels.

Les constats de dierences sur la licence et sa place dans I' ensemble des
formations

Essentiellement deux approches existent, qui corresponagtanta des visions
dierentes qua des contextes dierents, méme si I'exience d'autres licences voi-
sines (exemple de la licence de Statistiques au Liban) peadiirar une partie des
contenus :

{ une licence dont les six semestres sont tous tes censes les mattematiques;;
{ une licence plusequilibee entre disciplines dans samere partie (orientation
progressive, ouverture sur d'autres sciences);

avec des consquences dans plusieurs directions :

{ sur le volume horaire global de la formation;

{ sur la part et lequilibre des mattematiques tout au longes six semestres de
formation;;

{ sur les contenus mattematiques traies;

{ sur l'existence et limportance des dispositifs d'orientati progressive des
etudiants;;

{ sur l'ouverture sur les autres sciences.

13 |l s'agit d'un point particulerement important en ce mome nt en France, avec les modi cations
importantes des programmes de lyee.
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Pour cetailler plus, ces dierences ont un impact quanttif et un impact qua-
litatif, cetailes ci-apes pour que chacun puisse se pitionner.

Quantitativement. Nous avions arne en 2008 le principe d&a < double
moite > : tout etudiant ayant le titre de licence de matrematique doit avoir
obtenu au moins la moite des cedits constitutifs de sacéince dans des UE
de matrematiques, et ce pour un volume horaire au moins kggda moite du
volume total Certains pensent que cette a rmation permeta tous de setreuver
et doit rester comme une condition minimale imperative. Dies estiment au
contraire que cette position est trop minimaliste : ils céksent qu'une licence
de mattematiques doit contenir entre 60 et 80% de volume eatramatiques.

Qualitativement, au travers des theories renconteese temps mattematique
est long, on ne peut par exemple raisonnablement pas intiredle méme se-
mestre les sries nuneriques et les sries de fonctiobsrsque le volume horaire
de matlematiques varie de 850 heures (50% du volume d'unenibe en France)a
1 450 heures (80% du volume d'une licence au Liban), il n'estpassible d'abor-
der le m&éme ensemble de notions. On peut ainsi classer leesard'une licence
en trois paquets :

{ une partie commune de matrematiques socle>, aJ se retrouvent geonetrie,
analyse lireaire et bilireaire,etude des fonctions d'eret plusieurs variables, suites
et sries, arithrretique et structures de base, avec un pdeilogigueekmentaire et
de langage ensembliste, et de retour sur R et C. Ce que l'on peeitre comme
ebments de programme sous ces intitues de grands chegs est par exemple
cetaile dans le document cep ciel4. Cet ensemble est le vrai point commun
aujourd'hui de nos licences;

{ une partie plus< moderne>, mais non assuee partout ou propose en option,
avec probabilies et statistiques, analyse nunerique,cpmpris avec l'usage d'un
ou plusieurs logiciels de calcul nunerique et/ou formelmke semble clair que cet
ensemble doit rejoindre le peedent et entrer dans lesantournables d'une licence
de matrematiques du XXd secle. C'est encore loin d'&tre fait, méme si un accord
existe pour dire que cela est souhaitable. Mais cegagerdsgaces pour inclure
cette partie dans nos diplomes semble quelquefois di cile

{ une partie plus< avanee>, as se trouve une introductiona des treories
pluselaboees, comme treorie de la mesure, calcul dientiel, topologie, etc. Cela
n'est pas assue partout, parfois pour des raisons de volugtebal comme dit
peedemment, parfois par choix pedagogique. Il est impant que & ai ces notions
sontintroduites ces la licence, cela soit fait de maner@sonnable et avec un niveau
d'exigence adape. Une trop grande dierence entre le stjg'examen posa la

n et le programme treorique de I'UE est un tes bon indicate d'un cerapage
a corriger. Si l'introduction en n de licence de theorieslps avanees peut étre
souhaitable, voire obligatoire pour unetudiant souhaitacontinuer sesetudes en
master de mattematiques, il reste important que cela ne daise pas letudiant
a une marche foree, lorsque le volume horaire global esbdaeste, et que cela
soit pene de manere particulere pour un etudiant n'aant pas pour projet de
continuer en master de mattematiques, lieu naturel ai csories pourront étre

approfondies.

14 http://smf.emath.fr/files/text_like_files/projetdes ocledef5.pdf
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Les a rmations partages sur les grandes competences tra nsversales des
licences de matlematiques

Il'y a ici une large convergence : cebut d'autonomie dans lev&iuniversitaire,
acquisition de nethodes, capacie d'analyse et de syntks matrise de I'expression
ecrite et orale en frarcais et en anglais, font partie desmetences unanimement
admises, et dont le travail eali®e, notamment au travedes contréles de connais-
sance, permettent d'attester de la ealie.

Au-deh de ces competences dont on peut penser gu'ellest qmesentes dans
toutes les licences, le licence de mathematiques a pudgireuve d'un niveau d'abs-
traction plus important, d'une capaciea organiser sexi@b et son raisonnement,
mais aussi de competences plus particuleres, lees abjets qu'il a rencontees.
Une certaine familiarie avec le concept de matrice vaettd'une aide pecieuse
pour un usage avanc d'un logiciel comme Excel, par exemple...

Par contre, les competences dites pe-professionnelles font I'objet d'une
attention plus variable, que cela soit en terme de savoim@issance du contexte
professionnel par exemple), de savoir-&tre ou de sawadie-fLa situation de penurie
d'enseignants de mattematiques dans le secondaire, conpareplusieurs pays,
peut par exemple conduirea consicerer comme naturel quétudiant de licence de
mattematiques, méme colk, puisse trouver un travailmgce contexte. Le peparer
deviendrait alors inutile! Il faut donc rester ®rieux efgilants sur ces aspects, et
proposer les enseignements d'ouverture et les modaliegraeail, par exemple en
groupe, permettant de cevelopper ces types de competendear contre, en letat
de la e exion du groupe, il semble di cile d'en attester |'aguisition de manere
directe. Cela reste une questiona creuser.

Les a rmations partages sur les grandes competences en m attematiques
des licences de matlematiques

Il est important que les diplones en mattematiques de I'@&ignement sugerieur
puissent conn&tre les mattematiques plus ecentes)airs usages principaux dans
la socee. En particulier, tout etudiant titulaire de k licence doit, au-deh des
connaissances de mathematiques classiquesa ce niveau :

{ avoir une formation de base en statistique ;

{ avoir une formation de base en analyse nunerique;

{ avoir une formation scienti que en informatique ; ma¥eér au moins un logiciel
de calcul formel et un logiciel de calcul nurrerique.

Il s'agit b d'une evolution importante par rapporta ce que aus connaissions
il y a trente ou quarante ans. Cetteevolution n'est pas faip@rtout ni dans tous
les pays. Il est important de s'y atteler. Si les mathematigqupeuvent stlargir
au niveau master dans plusieurs leres dierentes, avemtamment tout ce qui
est du champ des mattematiques appliquees ou des stafjgés, la licence de
mathematique doit rester un lieu de construction d'un sodemmun et qui n'ignore
aucun de ces champs.

La formation en licence doit permettrea letudiant d'ambiorer sa perception de
la cemarche matrematique, insistant en particulier sdr:

15 cCette liste, qui est issue du socle propo par les trois sdzes savantes frarcaises, a fait 'objet
d'un accord global au sein du groupe.
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{ la mise en place des objets mattematiques>, l'introduction d'une notion
etant justiee par des exemples, des motivations lees son utilisation, etc., avant
méme lenone de la e nition et la pesentation des thoemes;

{ le réle central de la cemonstration, méme si tout cemdrer n'est pas un
objectif en soi; l'organisation du raisonnement, ce qui sop@ une certaine fami-
liarisation avec les outils de la logique;

{ la compehension des structures (en particulier a l'ocsmn des cours
d'algebre); la mise en uvre informatique des calculs fordse nuneriques,
statistiques, quand le sujet s'y préte;
en visant les grandes competences matrematiques suieatit:

{ une bonne appropriation d®, R?, R® du point de vue algbrique, analytique
et geonetrique;

{ la esolution dequations (lireaires, algebriquesdierentielles);

{ la notion d'approximation (dans divers cadres);

{ letude de I'akatoire (probabilies et statistiques)et du traitement de donrees.

Ces consicerations peuvent para'tre minimalistesa téns. Il n‘'empéche que
les mattematiques sont baties sur le raisonnement et lgugur, et non sur le
survol rapide et une pseudo-compehension. Que nos eand$ de licence aient
vu un peu moins de notions, mais gu'ils aient compris en prdéam celles qu'ils
ont rencontees, est certainement le meilleur serviceaut rendre, a la fois pour
leur futur { qu'il soit ou non de matrematicien { et pour leurdire aimer les
mathtematiques.

Il reste cependant le fait que les contextes d'une part, lesixhborientation
et des grands netiers vies par la licence de matrematigpud'autre part, sont
dierents suivant les pays. La ¢ nition d'un< socle> unique devient alors chose
klicate,a la fois pour ce qui est du concept lui-méme { mdons-nous la méme
chose par ce mot socle>? { que du contenua lui donner.

J'ai essaye de donner icia la fois I'ensemble desekmenis probematique et
de contexte, tels qu'ils sont apparus au groupe de travateimar la CIRUISEF,
et une premere analyse des contenus sur lesquels lesmgbs ont pore, ce qui
peut étre utile pour a ner la e exion. Beaucoup de travaireste a faire. Il est
important que I'ensemble des universitaires frarcais, armotnent les responsables
des licences de mattematiques, puissent prendre leurgtians une discussion qui
ne fait que commencer.

16 |dem
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PRIX ET DISTINCTIONS

Mictele Artigue et la nmedaille Felix Klein

Daniel Perrift

Miclele Artigue, professeur enerite a
I'universie Paris-Diderot (Paris 7), a ob-
tenu la medaill¢ Felix Klein 2013. Rap-
pelons que cette nmedaille prestigieuse est
tecerree tous les deux ans depuis 2003
par la CIEM. Cette commission a et
foncee en 1908 lors du conges internatio-
nal des matrematiciens de Rome, et son pre-
mier pesident a et justement Felix Klein.
Cette distinction ecompensedes travaux
et une carrere exceptionnels dans le do-
maine de la recherche sur l'enseignement
des mattematiquesMictele est la deuxemé
personnalie frarcaise a I'obtenir apes Guy
Brousseau en 2003.
Je ne veux pas rentrer ici dans le cetail des
attendus de la commission d'attribution de la medaille quen trouveraa l'adresse
suivante :
http://www.mathunion.org/icmi/activities/awards/the -felix-klein
-medal-for-2013/
mais donner simplement un bref apeicu de la carrere et dessaux de Mictele
Artigue, en mettant notamment en avant les liens qu'elle astis avec les
mathtematiciens.

Mictele est ree en 1946 dans les PyeregsElle entrea 'ENS de jeunes lles
(Sevres) en 1965, est recue premerea l'agegation de atrematiques 1968-1969
et est recruee comme assistantea la facule des sciesade Paris (puisa Paris 7)
en 1969. Elle y fera presque toute sa carrere, hormis unspae comme professeur

1 Universie Paris-Sud, Orsay.

2 A ne pas confondre avec le prix Felix Klein, cecerre par la £cee mattematique euroenne,
mais qui concerne plutét les applications industrielles.

3 Commission Internationale de I'Enseignement Mattematique, souvent plus connue par son
sigle anglais ICMI (International Commission on Mathematical Instruction).

4 Signalons aussi la medaille Freudenthal (qui ecompenseune contribution majeure dans le
domaine de la didactique) obtenue par Y. Chevallard en 2009.

5 Quelle a gravies dans tous les sens, méme apes la perte dh bras.
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al'lUFM de Reims entre 1991 et 1999. Ses cebuts dans la rechersont du coe de
la logique matfematique, mais comme quelques autrde ses contemporaines, elle
vire vers la didactiquea la n des anrees 1970. La didactgdes matrematiques
est alors un domaine nouveau, cee sous l'impulsion de GuypWBseau, Gerard
Vergnaud, Regine Douady et d'autres. Il faut rappeler que éaigde est celle de
I'introduction des< mattematiques modernes, qui a provoqte le isme que I'on
sait dans l'enseignement des mattematiques et a fait prendonsciencea beau-
coup de gens que la colerence mattematique d'une notion hjgess une condition
su sante de sa transposition dans I'enseignement. Michsleutient sa trese detat
en 1984 sous la direction d'Ande Revuz. Cette threse poseglzestion de la re-
productibilie des situations elaboees dans le cadreeda recherche, notamment
dans les classesordinaires>, une question centrale en didactique poureviter les
erreurs de la eformeevoqlee ci-dessus.

A l'universie Miclele travaille tes tota I'REM 7, donc autour de la forma-
tion continue des enseignants du second dege. Elle pgréicaussia la ceation
d'une section experimentale maths-physiqgue en DEUG (aleetravaille notam-
ment sur la dierentielle et lesequations dierentielks) eta celle d'une unie de
matrise pour les futurs professeurs alliant didactiqe@semologie et histoire des
mattematiques.A I''UFM elle est en charge de la formation des futurs professeu
de matrematiques de I'enseignement secondaire (CAPESegawie formation pro-
fessionnelle, formation continue).

Je n'ai ni la place, ni la competence, pour cetailler ses attes de recherche en
didactique, mais elles s'orientent dans plusieurs diraxtiol'enseignement primaire,
les liens avec les autres disciplines, I'enseignement dalyae dans le sugerieur
et, peut-&tre le plus important, 'utilisation des nouved technologies. De ce cog,
apes avoiretude les aspects graphiques et qualitatitiesequations dierentielles
(le livre qu'elle aecrit avec \eronique Gautheron est emedes utile aujourd'hui),
elle travaille sur l'inegration dans I'enseignement degiiciels de geonetrie, puis de
ceux de calcul formel (notamment le logiciBkrive plus particulerement destire
auxetudiants et aux enseignants), dirigeant plusieursitrats de recherche sur ce
sujet.

Ses travaux de didactique rebvent de domaines vares gehierie didactique,
relation entre didactique et episemologie, aspects gluteoriques. Sur ce plan,
I'un des apports essentiels de Mickele e&pproche instrumentalequi associe
la treorie anthropologique de Chevallard et une approctrgamomique comme
celle de Rabardel (un psychologue cogniticien). Cela slgppl notamment aux
nouvelles technologies. Pour dire les choses en un mot, lem gbints essentiels
est de questionner la di cule du passage d'un artefact (axgment dit une ceation
humaine)a un instrument (le méme, mais devenu outil powmsutilisateur), cette
transition netant pas automatique.

Elle a dirige 19 theses et supervie 6 habilitations.

Le rayonnement international de Mictele est exceptionnglle a participe a
de nombreux colloques dans le monde entier, elle a donre aetrences sur
tous les continents, elle a collaboe a maints projets @rnationaux dont elle a

6 Le fait que les didacticiens frarcais, au moins ceux de cet¢ greration, aient une solide culture
matlematique, n'est pas pour rien dans leur qualig, inte rnationalement reconnue.

7 Qu'elle dirigera notamment de 1999a 2004. Elle est actuelement pesidente du comie scien-
ti qgue des IREM.
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eu souvent la responsabilie et elle a des responsabiéilitoriales dans plusieurs
revues internationales. En n, elle aet vice-pesidémde la CIEM de 1998a 2006,
avant d'en etre la premere femme pesideritale 2007a 2010.

Dans les rapports parfois di ciles entre didacticiens et thematiciens, Mictele
a souvent jowe un role important, d'abord parce que sa Hgiie mattematique
etait indiscutable, et ensuite parce qu'elle a toujours sians les rapports avec ses
colegues mattematiciens, trouver un langage audibler gas derniers.

Pour nir, je voudrais ajouter une note personnelle. Je caimMickele depuis
pes de 50 ans et nous avons note, ces notre entee&NS, des liens d'amite qui
ne se sont jamais cementis depuis. J'ai eu quelquefois I'cama de travailler avec
elle, notamment dans le cadre de la commission Kahane @ia pour lelaboration
du rapport sur les nombres et pour celui qui concernait larfation des ma'tres)
ou au comit scienti que des IREM. Chaque fois j'aiet frge par sa rapidie et
sa puissance de travail, dont emoigne I'ampleur de la lide ses publications, par
son sens politique, qui la conduita ne jamais oublier lesdias eels de I'enseigne-
ment, par la pertinence de son questionnententar son ouverture, notamment
aux autres disciplines, et surtout par son extraordinaiepacie de synthese, qui
se manifeste avececlat dans le travail collectif. Persermieux qu'elle n'est ca-
pable de tirer des conclusions simples et claires d'uneig@unméme si celle-ci a
ek animee, voire confuse! J'ajoute que ses qualies huames®, un contact facile
et chaleureux, renfore par l'accent chantant de ses montag, font que c'est un
plaisir de travailler avec elle.

Nul doute que la nedaille Klein aet bien attribtee et ga cette ecompense
rejaillira sur toute la communaue didactique et matrentigiue frarcaise !

8 Avant elle plusieurseminents mattematiciens frarcais avaient pesice la CIEM : J. Hadamard,
A. Chatelet, A. Lichrerowicz et J.-P. Kahane.
9 Frarcois Sauvageot dita ce sujet : Mictele pose toujours les bonnes questions, alliant simpkie

et profondeur. Je con rme.
10 Je ne dirai rien ici du courage dont elle a fait preuve dans ceaines circonstances di ciles.
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Marc Yor
(1949-2014)

Jean-Frarcois Le Gall

Marc Yor aek I'une des personnalies
marquantes du monde des probabilies
dans la dernere partie du vingteme sicle
et le cebut du vingt-et-uneme. Apes des
etudesa 'ENSET (devenue depuisEcole
normale sugerieure de Cachan) et une
trese sous la direction de Pierre Priou-
ret, il devient rapidement chercheur au
CNRS, puis en 1981 professeura l'uni-
versie Pierre et Marie Curie au il restera
jusqua sa retraite au £ janvier 2014.

Il aee un chercheur extraordinairement

proli que, avec plus de 400 publications

ecrites avec une centaine de collabora-

teurs, dont beaucoup des specialistes les

plus eminents des probabilies dans le mondA. la suite de Paul-Ande Meyer
et Jacques Neveu, Marc Yor a et l'un des acteurs principagui ont permis

lepanouissement de la recherche en probabilies en FranAvec Jacques Azma,
il fut pendant de nombreuses anrees lediteur du fameugrinaire de Probabilies
puble par Springer. Marc Yor a aussiet un directeur deecherche exception-
nellement actif, encadrant plus de trente tteses pendaatcarrere de professeur
d'universie. Dans les anrees 1980-1990 en particulidrai jowe un réle irrem-

placable en accueillant les meilleursetudiants de mathatiques ineresses par les
probabilies et en les formanta la recherche. Un grand nbra d'entre eux sont
devenus ensuite chercheurs au CNRS ou professeurs dansidessies frarcaises
ouetrangeres.

Les travaux de recherche de Marc Yor couvrent beaucoup despe la treorie
moderne des probabilies, mais il est devenu ekbre dde monde entier pour ses
applications du calcul stochastique. Ne des travaux du mgtanatrematicien japo-
nais Kiyoshi It6 dans les anrees 1940, le calcul stochastiget cevelopge dans
les anrees 1960, notamment en France par Paul-Ande Megetecole de Stras-
bourg, mais c'est le travail de Marc Yor qui a bien monte tauta force de cette
techniqgue matrematique. Entre ses mains, le calcul stostigue devient un outil
extréemement puissant pour calculer explicitement les k¢ probabilie assoceesa

SMF { Gazette { 140, avril 2014



74 J.-F. LE GALL

toutes sortes de processus akatoires. Parmi les proceagatoires, celui que Marc
Yor clerissait entre tousetait le mouvement brownien, da la suite des travaux
de Paul levya qui il vouait une grande admiration. Avec hemup de collabo-
rateursa travers le monde, Marc Yor aecrit nombre d'arted fameux autour du
mouvement brownien, qui ont inspie et continueront d'inispr des gererations de

chercheurs. Parmi ses contributions les plus remarqualdaspeut citer ses tra-

vaux sur les temps locaux des semi-martingales, sur lesgiees de Ray-Knight

et leurs gereralisations, sur les processus de Besseleties nombres de tours du
mouvement brownien plan. Les travaux de Marc Yor lui ont vahe tes grande

reconnaissance aux quatre coins de la plarete, et ilet@itjours heureux de voya-
ger, pour des conges ou des visites plus longues, a n deefgiartager ses ickes
et ses cecouvertes mathematiques.

De tous les livresecrits par Marc Yor, son traie avec DahRevuz Continuous
martingales and Brownian motior qui aet ediga partir des cours de DEA
que donnait Marc Yor au cebut des anrees 1980, est sOremnén plus connu.
Cet ouvrage tes riche d'exemples d'utilisation du calcubshastique a connu un
suces prenonenal pour un livre de recherche mathemgtie, en partiea cause des
applications potentielles aux mattematiques nancese Dans la dernere partie
de sa carrere, Marc Yor s'est ineresea ce domaine, ngmas en raison d'une
attirance particulere pour la nance (il s'interrogera pk tard sur la responsabilie
des matlematiciens dans la crise nancere) mais parce'ijy voyait un vaste
champ d'application pour les techniques qu'il ma‘trisaittsen.

Les deux mots qui cecrivent le mieux la personnalie sdigue de Marc Yor
sont sans doute enthousiasme et gererosie. Enthousias, parce qu'il savait si
bien communiquer son goQt pour la recherche et faire pagtaga joie de trouver
de nouveaux theoemes ou de nouvelles formules. Gergiy parce qu'il a aice
tant de jeunes chercheurs, publiant avec eux nombre d'@&tiade recherche dont
tout le monde savait qu'il avaitecrit I'essentiel mais doretait toujours heureux
de partager le mnerite.

Marc Yor avait recu de nombreuses distinctions scientieg Il avait ee elu
correspondant de I'Acacemie des sciences en 1997 puis merabr2003. Il etait
aussi membre senior de ['Institut universitaire de France uiepR2004. Autant
que de ces distinctions, on se souviendra du roéle inestiemaue Marc Yor a
joe dans le ceveloppement de lecole frarcaise de pmaltlies : sans lui, les
eussites ecentes de cette ecole, dont la plus eclaten est la nedaille Fields
de Wendelin Werner en 2006, n'auraient sans doute pas exise disparition
de Marc Yor laisse un grand vide dans la communaut mattdigae de notre pays.

Un nunrero special communa la Gazette des matrematicisreta Matapli sera
prochainement consacea I' uvre scienti que de Marc Yor.
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Jean Jacques Moreau
(1923-2014)

Michel Valadier

Jean Jacques Moreau, re le 31 juillet 1923, est ceecde &janvier 2014 dans
sa quatre-vingt onzeme anree. C'est un tes grand rmecamen et mattematicien
qui disparat.

Il a fait, apes sesetudesa Poitiers, I'agegation de maétmatiques et une these
soutenuea Paris en 1949 (titre Bilan dynamique d'unecoulement rotationngl
carrerea Montpellier. Il aurait pu obtenir un poste dansnucentre de recherche
frarcais ou etranger plus important. S'il est resea Motpellier cetait qu'il s'y
sentait bien et pour se consacrera son travail de chercheur

J'ai fait sa connaissance vers 1968 et suis devenu un de seguada Mont-
pellier en 1970. Ses travaux en necanique sont pour la pltende partie hors
de mes competences (quoique ayant beaucoup appece s#en[1] sur la cavi-
tation dans une conduite; j'en conseille la lecture). Par trenje connais assez
bien ses travaux mattematiques et la periode 1970{198%,I'ai souvent vu ces
derneres anrees. Il disait cevelopper des mattematigs pour la mecanique. La
non-intergeretrabilie des solides et la loi de Coulomblu frottement sec sont de
bonnes raisons de cevelopper l'unilaeralie (I'ireg#t large 6 plutdt que la stricte
<, les fermes plutdét que les ouverts, etc.). Les fonctionsneexes s'introduisent
naturellement (cela menera plus tarda I'Analyse non-le3s

Avant mon arrivve a Montpellier j'avais eu un exemplaire d®n texte [2]
(quasi-livre : 108 pages) sur les fonctions convexes aed@gotie France. Travalil
fondateura la fois pour la nmecanique, I'optimisation et dhe grande gereralie
mattematique (il n'fesitait pasa se placer en dimension hie eta consicerer un
espace vectoriel topologique non localement convexe !,rnemplus tard iletudiera
de fecon approfondie les fonctionsa variation borred).a abandonre le domaine de
e nition d'une fonction convexe en autorisant la valedr1l , mane lesepigraphes
et la dualie, donre ces 1963 un cas d'additivie des sowdierentiels, e ni l'inf-
convolution. C'est I'occasion de dire que pendant plusieumeas R.T. Rockafellar
et lui ont obtenu des kesultats voisins, simultarement diun ayant une in me
avance sur l'autre dans la date de parution, sans jamais s'angte ni I'un ni
l'autre. Cela illustre ce qu'il m'a dit plusieurs fois : son otfi¢etait la connais-
sance, et surtout pas la competition avec les autres. J'avhi aussi l'article [4] qui
cereralise [3] lequel traite de la decomposition d'un vesur par ses projections sur
deux cbnes mutuellement polaires (le cadre est un espacelitteert). Ces deux
articles sont tes souvent cies. La cecomposition pediacilement etre expliquee en
dimension 2 par un simple dessin, maisca se complique akditnension 3, et [4]
est encore moins visuel.

Avant 1970 il aeka la téte d'un petit groupe qui avait praluit les deux anrees
peecdentes deux volumes sous le titrtminaire d'Analyse Unilakerale A partir
de 1970 le groupe augment de Charles Castaing, Bernard dieam Lionel Thi-
bault et moi-méme (pour ne nommer que les professeurs!) ruten £minaire
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hebdomadaire, I&minaire d'Analyse Convexguble annuellement sous forme de
volumes polycopes jusqu'en 1992. Beaucoup d'exposes amtepsur le multivoque
mesurable, exposes qu'il a suivis avec inerét. Lui-mémous y a souvent expoe
de facon lumineuse (comme son enseignement d'apes tossdmoignages) ses
travaux en cours.

Durant un certain nombre d'anrees il aetude Igprobeme de la ra e qui est en
quelque sorte le noyau mattematique de levolutiona ésse lente, quasi-statique,
des milieux continuselasto-plastiques. Cette inclusiiierentielle est un probeme
devolution avec un operateur monotone dont le domainen@aavec le temps. Il a
beaucoup puble sur le sujet, en particulier [5], et une bensynthese est le livre
de Manuel Monteiro Marques [6].

A la n des anrees 80 l'obligation de s'organiser enequipessen sentiment
d'étre avant tout mecanicien l'ont conduit a rallier IEquipe de mecanique qui
se constituait. Il s'est alors presque compktement consaaux granulats | par
exemple le ballast de la SNCF |, pour lesquels il mettait au ipo des programmes
de calcul, bien souvent en collaboration avec Michel Jean2ljuin 2003 lors d'un
colloque a la Grande-Motte je I'ai vu provoquer un frissonngal'assistance en
projetant un Im d'avalanche de blocs solides : les imagearmit calcukes par le
programme qu'il avaitecrit.

Il a puble en mecanique de facon continue depuis peutrét1947. Ses travaux
sont tes appeces de ses pairs : voir le colloque orggour ses quatre-vingts ans
en novembre 2003a Montpellier [7] auquel participaient d@mbreux mecaniciens.
Il est certainement rare au vingteme secle de produiretant de perees concep-
tuelles en mattematiques sans s'y employera temps plein.

En tant que colegue Jean Jacques, avec son poids scienggson aisance de
parole, son il d'aigle et sa vivacie, aete une grande autrie morale, intellectuelle,
du cepartement de matrematiques de Montpellier, ceci dafes anrees 70 et 80
(avant la ceation du Departement de necanique). Il n'en alsait pas, ne parlant
glere plus souvent qua son tour dans nos diverses eursoll a fait sa part de
travail administratif sans courir apes, disant que ce W&l de gestion devrait étre
assue par des specialistes payes pourca. Le pouvoiriversitaire ne l'ineressait
pas. Mes souvenirs dominants sont de courtoisie et, mdkgesirevident de ne pas
perdre son temps, de gentillesse. Bref un excellent colegin colegue normal! Les
conversations extra-professionnellesetaient un egabn savoir dans les dierents
arts semblait sans limites. |l aimait la peinture, le sufisme, parlait aussi bien
de Nina Simone, que du Im Port de l'angoisse, des Barricadestenieuses (de
Couperin)... Ces derniers temps encore il avait garce le tonug et gourmand
auquel jetais habitie.

L'in uence de Jean Jacques Moreau reste durable et nos bifglqpues institu-
tionnelles (et méme personnelles) sont riches de ses trava

Reérences

[1] Moreau, J.J., Sur la naissance de la cavitation dans une conduiteC. R. Acad. Sci. Paris, 259
(1964) 3948{3950.
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INFORMATIONS

Jourree < Sciences et Medias > au CNAM
Robert Farht, Pierre Pansé

Apes la jourree < Sciences et Medias, mieux travailler ensembl®rganise le
9 janvier 2012 par la Socee Frarcaise de Physique (SEPgn partenariat avec
I'Association des Journalistes Scienti ques de la Pressefdfmation (AJSPI), une
seconde jourree intituke< Les enjeux du nunerique etait organise le 21 janvier
2014, a l'initiative de la SFP, conjointement avec la SoeeChimique de France
(SCF), la Socet Matlematique de France (SMF), et la St de Matltematiques
Appliglees et Industrielles (SMAI), avec la participatiofimtia et le soutien du CEA
et du CNRS. Yetaient inscrits 99 participants. 112 se somt eutre conneces sur
la page aietait di use le direct. La proportion d'enseigants-chercheursetait de
49%, celle des communicants de 37% et celle des journalde$4%. Les videos
des interventions sont disponibles a I'adressénttp://sfp.univ-lillel.fr/
sciencesetmedia/

Apes une pesentation rapide de la jourree par Daniel d&au, pesident de
la commission culture scienti que de la SFP, la parole @taionree a chacune
des socees organisatrices. Ontee souligres la maaise image de marque de la
chimie (lgor Tkatchenko, secetaire gereral de la SCF)e Ick cit d'information
scienti que en France compae auwktats-Unis (Michel Lannoo), et le travail
ealie par la communaute des mattematiciens en dirdonh de l'information et de
la communication (Marc Peigre, pesident de la SMF). La pde a ensuite ee
laisee aux dierents intervenants.

Olivier Lascar, edacteur en chef des productions nuneriques de Sciene¢
Avenir, a illuste le< Devenir des nedias classiques titre de son intervention, par
le journalelectronique et le site web de la revue. Scieneegvenir existe depuis
1947. Sa edaction a d0 s'adaptera lemergence des noau nedias. Aujourd'hui,
la revue, dont la edactrice en chef est Dominique Leglu,dseline en un mensuel
et des nuneros hors srie papier, et le pole digital, lméme constitte d'un site
web gratuit et d'un mensuel electronique payant, identigaela version papier,
mais enrichi de documents, viceos et diaporamas. Le sitd wexense un million
de visiteurs uniques (VU) par mois et fournit certains sgjetu mensuel. Mais son
rythme ne permet ni recul ni analyse,a l'inverse des menspealpier et nunerique.

Le moceleeconomique des productions nuneriques repssie les abonnements
(journal) et la publicie (site web). Sciences et Avenir tesgalement pesent

Commission culture scienti que de la SFP.
Vice-pesident SMF, charg des actions vers le < grand public >.
3 Voir < Re ets de la Physique> n° 31, pp. 26-29.
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sur les eseaux sociaux (Twitter; Facebook : 200 000 fana)y d'essayer de
Bderer une communaut de lecteurs et de leur demandeutg avis. Les questions
poses par ces moyens nuneriques sont nombreuses. Corhrabmenter les
sites et journauxelectroniques, assurer la qualie denformation et contréler les
sources ? Sur ce sujet, les avis des journalistes de la wepsipier sont souvent
teterminants. Quels articles peuvent étre di ues graitement? L'intervention
d'Olivier Lascar s'est termiree, en eponsea une questjgar quelques chires : la
moyenne d'age du lectorat de la version papier est de 45 8484 d'hommes, es-
sentiellement issus du marketing), et de 35 ans pour celdadesrsionelectronique.

Camille Cocaud est fondatrice et gerante de I'agence de communication stiie
gue Sparks & Co. Son intervention avait pour titre Evolution vers le nunerique.
Les usages du nunerique s'articulent, selon elle, autour3dexes : partager la
science, s'en approprier les contenus, et s'y impliquer.

Les< Hangouts>, dont ceux organies par la NASA ou le CNES sur les grands
evenements de la science spatiale, tels que le eveil desbnde Rosetta, sont un
exemple du premier axe. Le public se connecte pour discwes an expert : il s'agit
donc d'une relation descendante. Par ailleurs, plusieursrcieurs et organismes
ont ouvert des comptes Twitter qui leur permettent de miewiré connatre leur
netier, passionnant aux yeux du public. Le second axe égstie par le blogging
(Hypotreses, Strip Science,...) ou les serious games : il s'agit de jeux viceo
mis en ligne par des CCSTI ou des institutions scienti quésnt la trame tourne
autour de la science (Forestia, Termitia, Plague Inc.).

Enn, le public peut s'impliquer dans la recherche en namades projets
(microryza), en donnant son avis (Forum des Fondamentale€8IRS, aujourd'hui
clos), ou en participanvia l'aidea la collecte de donrees (Vigie Nature, Missions
Printemps, Foldit, etc.). Des appels au public ontet forates sur plusieurs sujets
(cakgorisation des galaxies, conformation des proes nhombres premiers,...) que
les seuls ordinateurs ne permettent pas de faire avances.dspects positifs des
interactions entre le public et les chercheurs ou organsis@nt nombreux, et en
particulier celui de mieux faire connatre la science. #iiconvient deviter d'une
part que chaque outil ceveloppe ne devienne une n en sai,ceautre part que
I'opinion publique ne prenne le pas sur le politique pour ¢anition des priories
scienti ques.

Nicolas Revoy, fondateur du site web independant Le Journal de la Science
a insise, dans son interventior< Les revues nuneriques, sur la dicule de
suivre et di user une actualie scienti que quotidienneout en o rant un contenu
original et une information tree et de qualie. La visibe du site, notamment sur
< Google actualies>, est I'un des & s majeursa relever. Aujourd'hui, la petbre
d'information, y compris dans le domaine scienti que, ireile publica consulter
un nombre restreint de sites lui celivrant un contenu syattque, plutét qu'aller le
chercher sur une multiplicie de sites.

< Le Journal de la Science utilise pour beaucoup les beves issues des or-
ganismes, mais celivre aussi des contenus plus longs, daks des histoires de
chercheurs, qui montrent la dimension humaine de la sciestdacitent le public
a eechir.

SMF { Gazette { 140, avril 2014



JOURNEE < SCIENCES ET MEDIAS > AU CNAM 81

A une question pose sur le peu de chimie et de mattematigdans son journal,
Nicolas Revoy epond que ces disciplines sont plus di s#evulgariser, contraire-
menta certains domaines de la physique, tels que l'astragigye et lI'espace.

En n, et contrairementa d'autres sites tels que Futura-Sxtices (3 millions de
VU/mois) ou Maxisciences (800 000 VU/mois), le moceleenomique du< Journal
de la Science (100 000 VU/mois) repose plus sur la passion de ses acteussiiet
des contrats de prestations pas®s avec certains orgagssou entreprises que sur
la publicie ou les abonnements.

Gegoire Allaire , pesident de la SMAI, introduit l'intervention de&&dric Vil-
lani, professeur de l'universie de Lyon, directeur de I'Instittdenri Poincae et
nmedaile Fields 2010, intituke < Splendeurs et misres du scienti que face aux
medias>. Le premier point sur lequel celui-ci insiste est d'appreraicommuni-
quer. Il a lui-méme suivi un stagea cet e et. Il faut savoir seettrea la place
du journaliste et en faire son alle, &tre conscient desntraintes de temps et
d'espace qui pesent sur lui, mais aussi lui faire part de elfui pesent sur le
chercheur. Les motivations qui peuvent inciter un cherat'eaommuniquer sont
nombreuses : tenter de susciter des vocations, revalofiseage du scienti que,
maintenir un lien avec la socee, attirer des subventin. Les motivations du
public sont bien sGr compkementaires : ineresser sedasns a la science, com-
prendre le monde dans lequel on vit, rencontrer un scientegqou méme egler un
compte avec la science!! Gadric Villani a fait de nombresiseterventions, dans
des classes (experience passionnante), via Internet, etlpaiais de nedias plus
classiques, tels que les journaux, la radio, la ekvisite cirema, ledition literaire.
Les & sa relever sont principalement le manque de tempsdéespace, les pos-
sibilies d'instrumentalisation, de distorsion des promdl faut aussi prendre garde
lors d'interventions qu'on serait inciea faire en dehorsedson domaine scienti-
gue. Mais une lecona en tirer est qu'on sous-estime tesavent la eponse du
public. La communication est donc payante, mais tes caignante : elle se fait
en cereral au cetriment des activies du chercheur, etedsa disponibilie men-
tale, d'autant plus que ce sont souvent les mémes chercheuissont sollicies.
Cependant, suitea une remarque relative aux carreres ddercheurs qui vulga-
risent, Gadric Villani epond qu'une etude montre qu'ils mt plutét de meilleurs
carreres que les autres. En n, il illustre avec bonheur tede son intervention par
I'analyse d'un texte intitue < De la mer violettea la matrematique bleue, qu'il
a puble dans le suppkement Sciences et Technologies durjal < Le Monde>
du 2 evrier 2013 fttp://www.lemonde.fr/sciences/article/2013/01/31/
de-la-mer-violette-a-la-mathematique-bleue 1825685 1650684.html ).
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Suzanne de Cheveigre, autrefois physicienne des basses temperatures et
aujourd'hui sociologue, directrice du Centre Norbert Eliascommenc son inter-
vention < Enjeux des relations entre scienti ques et socee : lague des nedias
numeriques> par des chires sur la consultation des divers nmedias parpleblic
frarcais. A la question< Qu trouvez-vous des informations sur les ceveloppements
en sciences et technologies?63% des personnes citent la ekvision, alors qu'ln-
ternet est ciea 45% (UE : 32%), et les magazinesa 36% (UE26%). Viennent
ensuite les journaux (30% : le nombre relativement impottate magazines
scienti ques frarcais aee relew), la radio (17%), Is livres (13%) et les medias
sociaux (6%). Mais plus important est le fait que la eksion s'avere beaucoup
moins discriminante que les autres nmedias par rapport atenthes d'age ou aux
classes socio-professionnelles (CSP). Internet favogsepnme on pourrait s'en
douter, les CSP les plus favoriees et les tranches d'éggeplus jeunes. Les CSP
les moins favoriges ont tendancea fuir le contact diretec les scienti ques et
lui pekrent la mediation d'un journaliste. La fracturenunerique dans le domaine
de linformation scienti que est donc patente. Par ailleyres pressions exerees
sur les journalistes ne font que cro'tre : inonces d'infartions qu'ils doivent trier,
pris par le temps, ils ont la tentation d'utiliser des dossidout préts, ce qui
conduita une perte de leur autonomie. Suite a une questjdfaccent est mis
sur la dierence de nature et de contenu entre les informais clivees par les
organismes et celles directement cklivees par le cheuh Il est rappeka ce sujet
que, contrairementa ce qui se passe dans d'autres pays tatslgsEtats Unis, la
loi frarcaise proege le chercheur dans la communicatiguil serait amerea faire
directement.

Sophie Maleo , de la direction de la communicationa Inria, a donre quekeg
pistes sur< Comment les Institutionnels peuvent utiliser les nouveaedias >,
et peuvent en particulier animer les communaugs. Inria &k pesent sur les
nouveaux nmedias. Chacun des 8 centres en egion possaad Twitter. Les com-
munaues qu'lnria essaie de toucher sont diverses : la sphgolitique, les mondes
acacemique et scolaire, les membres d'Inria, les anciens,.n des buts recherches
est d'aneliorer l'attractivie de l'organisme et de mieux ceer son identie. Les
chercheurs sont les premiers ambassadeurs d'Inria, et 199opaes y travaillant
s'expriment via Twitter, dont le PDG, Michel Cosnard. Il estilet de savoir ce
qui se passe au sein méme de l'organisme. Lors de la comkeré@dSSa 2013 sur
I'open source tenuea la n novembre 2013, un marqueur #0243 a permis de
faire I'analyse des contenus produits par les intervenah&scongerence de cebut
d'anree du PDG aegalement fait I'objet d'une analyse de contedesechanges.
Ces analyses en interne permettent de mieux cerner la dimerde la commu-
nication au sein d'une communaue. La question peut se podes congequences
et retombkees regatives, en particulier de savoir si on maltit pas les personnels,
du fait qu'ils n'ont pas toujours conscience de l'usage qui peétre fait de leurs
echanges. Ces conversations sont certes des signauxefgilphais a forte valeur
pour l'organisme.

L'intervention dAuelien Alvarez avait pour titre : < Une experience sur
internet, Image des maths. Il fait partie du comit de edaction de ce journal, qui
a change de nature en passant, il y a 10 ans, du periodiqueipaassez con dentiel
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au nedia web, beaucoup plus ouvert. Son fonctionnement etfjle sur celui des
revues scienti ques : chaque article est analys par ddsateurs, dont le nombre
total pour la revue est de 400. Une discussion s'instaure swmh, et le processus
converge au bout de quelques semaines avant publicatios. drécles sont de
dierents niveaux : pistes verte (niveau ecole primairgpleue (colege), rouge
(terminale S), noire (licence), mais tous exigeantsa latiere. 60% des articles
sont verts ou bleus, ouvrant ainsi la revuea un large pubGertains articles ont
ek regroupes sous forme d'ouvrages papier publes aexlitions Le Pommier. Les
billets, en revanche, sont des blogs ouverts aux commeggaimalheureusement
assez peu nombreux. Auelien Alvarez pecise, suite aeuquestion, que tous les
auteurs sont des chercheurs ou universitaires, mais se2fié des lecteurs sont
enseignants-chercheurs (25% detudiants, 13% de cadre$)87% sont masculins,
reetant la proportion hommes/femmes de la discipline. Liwerturea des auteurs
non chercheurs et non universitaires aet discuee, redl esta pevoir que ni le
contenu ni le pro | de la revue en seraient profondement mest

La jourree s'est termiree par l'intervention de deuxetudnts, Pierre Chirsen et
Ornella Puschiasis, sur le tteme < Utilisation des blogs par les scienti ques.
Le premier blog, Indesciencesvw.indesciences.com), pesente par Pierre
Chirsen, s'est cristallie autour de la FNEB (FeceratioNationale desetudiants en
Sciences Exactes, Naturelles et Techniques), en partantostat qu'il n'existait
aucune plate-forme dechanges d'informations scientigs pour les etudiants.
Le site est pluridisciplinaire, et s'est inspie de blogdstgue ceux de Likeration
(scienced), du Monde (passeur de sciences), strip-science, cafesseis.org, etc.
Bien que lus par un public plus large, les articles ne somliges que par des
etudiants. lls n'y sont publes qu'apes revue. Le blog va aleh de simples billets,
puisqu'il est connece aux eseaux sociaux, diuse des padts, et couvre ou
organise desewnements. Le second, res-EAU P10 (reské@upparis10.fr), aete
pesent par Ornella Puschiasis,etudiantea Paris 10aterre. Il tourne autour des
sciences sociales et de la politique de I'eau. Il sklargitdai de I'universie Paris
10 et de la sociologie, en incluant par exemple le droit, ltojdgie. Il pesente
les activies du eseau (Eminaires, aper'eau scientjue, terrains de recherche,
expo photo), et se veut simple, interactif, et accessible gtand public. Sa
methodologie repose sur des outils de recherche. Il metatcibution les eseaux
sociaux (94 comptes Facebook et 251 Twitter), et fait I'objde 2400 VU/mois.
Le blog fonctionne en eseau, et non en noyau. Sa tenue (6spenes) est tes
consommatrice de temps, mais des prolongements (bureatudes, association,
ceation de liens avec les entreprises,..) sont envisages.

Conclusion. Les nedias nuneriques epondenta une eelle demandea ¢u-
blic dont les habitudesevoluent. En emoignent leurs tawde fequentation sans
cesse croissants. Mais avec leur irruption, le rythme dedemunication s'est
consicerablement accru. Le journaliste et le chercheuntsmumisa des contraintes
temporelles croissantes, avec pour risque une perte deitgoal une impecision
de l'information, plus critiques encore dans le domaine itigue. Le travail de
journaliste scienti que en est rendu d'autant plus di cile wg l'interactivie (Twit-
ter, Facebook et autres eseaux sociaux) va de pair aveolgrjalisme sur la toile.
Syretriquement, le chercheur qui souhaite communiquer sas activies le fait
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le plus souvent au cetriment de sa recherche et de son emssigent. Ce travail
recessite, pour etre grati ant, une certaine compligitentre le journaliste et le
chercheur ou I'organisme de recherche. L'interactivie esgnte une opportunie
iredite, dont on n'a sans doute pas encore tie tout le pagiossible. Communiquer
n'‘est plus celivrer un message, mais faire participer. Demiweux necanismes
permettent aujourd'hui d'amener le publica s'impliquer jusg dans la production
scienti que. Bien que de jeunes chercheurs etetudiantsaecent dans I'aventure
avec bonheur, et quelquefois au cetriment de leurs travalextrese, le journalisme
web professionnel sou re quanta lui d'un modele economig encore incertain.
Enn, il est apparu que, pour une communication de qualieeda part des cher-
cheurs, il deviendra tes vite indispensable de prendre@mpte, dans leur carrere,
les activies de communication au méme titre que cellesrdeignement ou de re-
cherche.

Qu en est le CIMPA?

Une interview de Claude Cibils

Les lecteurs de laGazette connaissent
bien le CIMPA mais ne sont peut-étre pas
au courant de sonevolution ecente tant au
niveau de son nancement que de ses projets.
La Gazette des mattematiciensa cherche
a faire le point avec C. Cibils, directeur du
CIMPA.

Peux-tu rappeler comment se c nit la mis-
sion du CIMPA?

Le CIMPA agit an que la recherche en
mattematiques s'installe de facon durable
dans les pays en ceveloppement. Il aide a
construire les eseaux scienti ques de de-
main. Le CIMPA encourage des initiatives C. Cibils, directeur du CIMPA
sans se substituer aux matlematiciens sur
place. La mission du CIMPA comporte trois grandsequilitresaintenir :

{ entre les mathematiques fondamentales et appliquees) favorisant leur arti-
culation et leur enrichissement mutuel ;

{ entre femmes et hommes, en encourageant la participaties emmesa tous
les niveaux ;

{ entre les egions, des plus cefavorieesa celles qeinergent, en suscitant une
cooreration entre elles et avec les pays a le niveau déezche en mattematiques
est avane.

1 Centre International de Mattematiques Pures et Appligie es.
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Avec quels objectifs le CIMPA organise-t-il sesecoles dshesche ?

Une ecole de recherche est une opportunie sans pareil pgque les jeunes
mathtematiciens aient acesa la recherche actuelle etes outils. Elles se tiennent
toujours dans les pays en ceveloppement, le CIMPA travadllessia augmenter
I'institutionnalisation de la recherche en mathematiquesinalement, I'objectif est
aussi de reperer et d'encourager les bons jeunes mathenietis.

Quelle aet levolution du CIMPA ces derneres anrees ?

L'europeanisation du CIMPA est e ective et pourra étre cantee. La contribu-
tion de la France est d'environ 70% ; I'Espagne, la NonegeaBlisse participent
maintenant sur tous les plans au CIMPA. Le Conseil d'oriematet de pilotage
(COP) aet cee, les soceks savantes de ces pays emst membres.

Le Conseil d'administration (CA) compte 7 membres indivitbudont 3 des
pays du Sud (Argentine, Philippines et Seregal), les 4 e membres individuels
constituent le Bureau. Au CA les Miniseres d&$ats participants sont repesentes,
ainsi que I'INSMI, l'universie Nice Sophia-Antipolis et I'UNECO.

Le CIMPA est toujours un centre de 'UNESCO de cakgorie 2. AVinternatio-
nal Centre for Theoretical Physics (centre de caegorie @ HUNESCOa Trieste)
nous menons un travail en collaboration fertile. En partieunous organisons deux
ecoles de recherche en commun chaque anree. Par ailléUNNESCO traverse des
di cules majeures et sa participation au CIMPA a tes nettment diminte.

Le Laboratoire d'excellence CARMIN regroupe les quatre gsanstruments des
mattematiques CIRM, IHES, IHP et CIMPA. Il a aussi contribtea augmenter notre

nancement qui a nalement presque doubk, il cepasse 56& . En conequence
nous organisons plus decoles de recherche qui sont biesursoutenues, c'est &
notre activie principale et de tes loin.

Nous appuyons, suscitons et encourageons des ecoles meganpar les trois
unions mathematiques continentales en partenariat avecdIMPA : cela contribue
e cacementa l'organisation eta la prise en charge des mathaticiens du Sud
par eux-mémes. Par ailleurs nous maintenons une operatigeci que et forte
pour le Cambodge suite au genocide subi. Recemment le CORiia en place un
programme speci que de Soutien de formationa la recheel{SFR) qui permet
dans un cadre specie et pecis cetermire avec le CIMPA @ contribuera une
formation de niveau Master.

Depuis deux ans le CIMPA s'e orce d'attribuer la moite de se®yens nanciers
au continent africain. Les billets interafricains sont cheet les jeunes africains de
bon niveau sont encouragesa postulera touteecole deateerche. Lequipe Afrique
du CIMPA coordonne les actions. Soulignons que souvent ligatimes ont de la
di culea se mettre en place par manque de disponibiliedes acteurs.

Mon travail est ealie en collaborationetroite aveceljuipe de direction qui est
tes e cace. Les neuf < Responsables scienti quesde cette equipe ont souvent
des egions attribltees en duo la plupart du temps. LEsats participant au CIMPA
sont tous repesenes parmi eux et je m'e orce de maintenim equilibre entre
leurs directions mathematiques ainsi qu'entre les femmédes hommes qui la
constituent.

La chargee de la communication a eali® pendant 6 ans urcellent travail
(voir par exemple les info-lettres du CIMPA et les a ches). Jemercie vraiment
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Rosane Ushirobira, elle a quite ecemment cette respabgie pour des raisons
personnelles.

Le sit¢ du CIMPA aet compktement renouvek et chaque particgnt aura
bientdt un espace personnel pour se porter candidata @eele de recherche. Les
dossiers des candidats sont disponibles sans ctlai ainsilgs lettres de recom-
mandation.

Lequipe administrativea Nice est toujours constitlepar deux secetaires (une
a mi-temps), elles ealisent un travail formidable.

Comment lesecoles de recherche sont-elles organises?

Chaque ecole de recherche de deux semaines, en anglaisiparpldu temps,
est pepaee deux anreesa l'avance et compte deux coardteurs principaux :
I'un travaillant en Espagne, en France, en Nonege ou en Sali€'esta-dire dans
les pays qui participent au CIMPA, et l'autre & a se tiendid&cole de recherche.
Moins de 30 de projets sont ceposes chaque anree, dontieor un tiers est suscie
par le CIMPA. Les autres epondenta l'appela projets qui elargement di us.
L'ensemble des projets estevalwe par le Conseil scientieq(CS) du CIMPA, qui
est un organisme autonome. Sur cette base, le Conseil d'tafem et de pilotage
(COP) ckcide quels projets retenir (environ 20). Gadricilani est membre du CS,
la SMF est membre du COP.

Quiel est le role du CIMPA dans le nancement desecoles dehezche ?

Au moins les 2/3 du nancement du CIMPA sont esenes a desynes
mattematiciens. Le CIMPA est mieux qu'une agence de nanceme il gere
directement sur place son nancement (qui varie entre 10 &t Keuros selon les
besoins et le lieu). Cela repesente souvent 1/3 du nancamh nal. Un projet
approuwe par le CIMPA devient un levier important pour obfed'autres nance-
ments de I'Union mattematique internationale ou des Mipiss, d'universies ou
d'organismes de recherche des pays du Sud et du Nord.

Le CIMPA est-il pesent sur place ?

La qualie de chaqueecole de recherche tient beaucoup aiviseta la partici-
pation d'un responsable du CIMPA, le directeur ou un autre raathticien qui le
repesente. Son réle commence plus d'un an avant, en coagen avec les orga-
nisateurs. Sur place, son travail est scienti que, admirasif, nancier et politique.

Quels sont les crieres de suces d'uneecole de recherghe

Des cours adapes au niveau des etudiants pesents, unglone awee de
chercheurs (parfois cebutants) decices a faire avancaun sujet dans leur pays,
une salle de cours correcte, un hétel communa tous les jggrants, simple, bon
marche et propre ainsi que des repas pris en commun. Les enadliciens n'‘ont
pas besoin d'un rebergement luxueux ni d'appareils orerguour etre productifs
au niveau scienti que. Suivre l& feuille de route> d'une ecole de recherche
disponible sur le site du CIMPA contribue aussia son suces

2 http://www.cimpa-icpam.org/
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Quel est l'inerét pour une universie d'organiser ou de giwipera uneecole de
recherche ?

L'inerét principal est de rencontrer des jeunes matlertigiens et detablir
des liens scienti ques avec eux. C'est le point de cepareahanges equilibes
et Bconds des deux coes. Une ecole de recherche CIMPA lesterreau pour
deventuelles cooperations importantes. Des threses ales post-doc sont mis en
place ensuite, sans intervention directe du CIMPA.

Les ecoles de recherche ne favorisent-elles pas la fuiteaetgeaux du Sud au
Nord ?

Il est important que les ecoles de recherche aient lieu dass pays du Sud.
Nous renforcons et aidons parfoisa ceer les structurpeur la recherche sur place.
Les chercheurs qui s'installent ensuite au Nord ont tes genta c ur de garder
un lien fort avec leur pays d'origine en construisant des goatcaces. Bien des
cooperations eussies reposent sur ce genre de situaidPlusieurs pays ont decice
d'attribuer un niveau de salaire competitif pour leur engaants-chercheurs, c'est
aussi lI'une des cks.

Comment devient-on membre du CIMPA ?

Le Conseil d'administration pesente les candidats, eteslliAssembke cererale
peut les ageer; il faut adresser un CV et une lettre de mation. En gereral un
membre du CIMPA pesente un candidat en edigeant quelqligses. La cotisation
annuelle est de 30 euros. Il est possible d'en etre exempessmple demande,
ceci concerne en particulier les personnes habitant less pay developpement.
Les institutions souhaitant devenir membres ecrivent ulettre de motivation, la
cotisation annuelle est de 200 euros.

Quels sont les facteurs-ckes permettant au CIMPA d'assuren sucesa l'avenir ?

(1) Perewrer avec un CIMPA mere par des mattematicienpour les
mathtematiciens, comptant avec une petiteequipe admitretive.

(2) Renforcer lesecoles de recherche gracea un nancernassue, stable et
adape, en les ealisant aux endroits fertiles scientugment suitea des appelsa
projets largement di uses.

(3) Intensi er la collaboration avec les communaues matmatiques structuees
des pays du Sud.

(4) Continuera soutenir les activies al le CIMPA est un deur scienti que
ou un partenaire, en particulier avec les Socees mathatiques continentales ou
d'un pays. Le CIMPA ne distribue pas du nancement au juge, satontrole de
qualie ou sans participation dynamique de notre part.

Je pecise nous n'attribuons pasa ce jour des bourses poue gles etudiants
de pays du Sud fassent desetudes dans un autre pays. Untdesaen coursa
Ce sujet; pour commencer une commission se concentre shp la faisabilie de
telles bourses par le CIMPA.

Toute cecisiona ce sujet doit donc passer par les instaac CIMPA, mais quel
est ton point de vue personnel ?
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Ces bourses sont recessaires, mais il me semble que d'aurtséances sont
competentes et nanees pour cela, que le CIMPA peut encager ou aider (par
exemple I'Union mattematique internationale). Mon anag/personnelle est que la
gestion d'un appela bourses est une activie totalementedénte de ce que nous
ealisons aujourd’hui. De plus notre structure juridique rcorrespond pasa I'attri-
bution de bourses,a leur gestion et aux probemes qui dandront (quel montant
de bourse, que faire en cas de maladie, d'absences, d'acgideatfait les comp-
tables soulignent qu'une bourse longue peut &tre assiaibun salaire, alors qu'il
n'existe pas de travail eel fourni pour l'association. J'aj@ que je ne vois glere de
chances que les quati€tats qui participent au CIMPA soient d'accord de soutenir
sans contrepartie et par notre internediaire les etude&d jeune dans un autre
pays en ceveloppement, en ealie leur nancement risgule se tarir si nous com-
mencionsa la faire. En outre la \eri cation de la qualitet de la ealie desetudes
poursuivies seraient di cilesa ealiser aupes de statures universitaireseloigrees
et dont le fonctionnement est souvent meconnu, ceci regante egalement une
di cule majeure du point de vue comptable. En esune je pnse que le CIMPA se
mettrait en peril s'il venaita cevelopper cette activie. L'encouragement par-deh
les fronteres de la rekve dans les mathematiques empi® plusieurs canaux. Le
CIMPA y contribue en se concentrant sur ses competences-et ses atouts.

Liste des Ecoles de Recherches CIMPA 2014

Afrigue subsaharienne

{ < Analyse et probabiliess Abidjan (Ivory Coast), 17-28 mars 2014.

{ < Methodes Algorithmiques et Applications en Geonetrie Igebrique Reelle
et Treorie des Nombres AIMS M'bour (Senegal), 16-29 juin 2014.

{ < Algebraic Number Theory and ApplicatiorsIMSP Dangbo (Benin), 6-19
juillet 2014.

Pourtour Medierrareen

{ < Elliptic problems and applications in geometsy Beirut (Lebanon), 24
Bvrier-6 mars 2014.

{ <EDPs Non Lireaires et ApplicationsEtude Theorique et Nunerique> Fes
(Morocco), 24 mars-2 avril 2014.

{ < Geometric stochastic and PDE contral Tlemcen (Algeria), 12-25 avril
2014.

{ <Algebraic Geometry and Number theoryistanbul (Turkey), 2-10 juin 2014.

{ <Random Structures Analytic and Probabilistic Approacheblablus (Pales-
tine), 18-28 ao0t 2014.

{ < Operator Theory and the Principles of Quantum MechanksMeknes
(Morocco), 8-17 septembre 2014.

Asie du sud et de l'est

{ <Partial Di erential Equations : Analysis Numerics and Ajgations to Floods
and Tsunamis> Manila (Philippines), 23 juin-4 juillet 2014.

{ < Mathematical and Statistical Methods for Imagirg) Bandung (Indoresie),
25 ao0t-5 septembre 2014.
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{ < Graph labelings, graph decompositions and Hamiltoniarlasre, Vientiane
(Laos), 8-19 cecembre, 2014.

Inde et Asie centrale et de l'ouest

{ < Inverse problems : Theory and applicationsErbil (Kurdistan-Iraq), 5-14
mai 2014.

{ < Mock modular forms> Kozhikode (India), 11-22 ao(t 2014.

{ <Aspects of Dynamical SystemsKathmandu (Nepal), 3-16 novembre 2014.

{ < Dynamical Systems And Applications : Geometrical TopobtaiAnd Nu-
merical Aspects Lahore (Pakistan), 10-21 novembre 2014.

Anerique latine et carasbe
{ <Algebra Combinatorics and Physiesvalparaso (Chile), 20-31 janvier 2014.
{ < Real Algebraic Geometry Villa de Leyva (Colombia), 13-26 juillet 2014.
{ < Geometric methods in classical dynamical systemSantiago (Chile), 25
septembre-3 octobre 2014.
{ < Singularity theory in topology geometry and foliatioms Cuernavaca
(Mexico), 24 novembre-5 cecembre 2014.
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22 mars 2013 au CIRM :
Inauguration de la< Maison de chercheurs Jean-Mortet
Premier rang : Guy Metivier (Directeur de I'INSMI jusqu'en2013), Aline Bonami
(Pesidente de la SMF jusqu'en 2013), Yvon Berland (Peslent d'Aix-Marseille
Universie), Catherine Giner (Conseilere municipale Ville de Marseille)
Deuxeme rang : Patrick Foulon (Directeur du CIRM), Domingue Lleger (Vice-pesident

de la Fondation du Patrimoine), Frarcois Tribot Laspere(Adjoint au directeur des

A aires Publiques - Total)
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La Chaire Jean-Morlet et le CIRM

Patrick Foulon

Jean Morlet (1931-2007), ancien polytechnicien, etaitganieur chez EIf Aqui-
taine (Total) quand il a pose puis ceveloppe avec Alex Ggemann (CPT Luminy)
les bases de la tteorie des ondelettes avec une premetdipation en 1984 (SIAM
Math. Anal, 1(4), 723-736). Les deux chercheurs se sont smtivus au CIRM pour
travailler et, par la suite, le centre est devenu le the&tde plusieurs conkrences
avec des contributeurs majeurs, tel Yves Meyer, qui ont fadgresser le sujet.

Certains de ses jeunes colegues, comme Marie Farge, onhai@& perenniser
sa memoire. Pour ce faire, il a d'abord ek imagire de eaver une béatisse dite
< Maison du Jardinier, une ruine ayant une certaine valeur historique, sitleanda
le parc du CIRM, et de lier cette enovation au nom de Jean MorlMarie Farge
a, avec Pascal Chossat { peedent directeur du CIRM { corilde nombreuses
emarches qui ont permis d'obtenir un soutien partiel de larpde la Fondation
Total, au travers de la Fondation du Patrimoine.

Cependant, il etait essentiel pour I'ensemble des tutelles partenaires du
CIRM { SMF, CNRS, Minisere et Aix-Marseille Universie (WMU) { que cette
enovation soit assoceea un projet scienti que. Ce pjet s'est concetie avec le
lancement en 2012 d'une chaire : ¥aChaire Jean-Morleb.

Le projet immobilier ( nancements : CIRM fonds propres 369KFondation du
patrimoine 60ke) a ainsi pu étre lane et la Maison aet inauguee le 22 ans
2013, pour accueillir le premier titulaire de la chaire.

La Chaire est un projet commun entre le CIRM (CNRS-SMF), AMU&Ville
de Marseille. La Chaire accueille des projets scienti gsesiestriels, chaque projet
etant pore par un tandem : un< Professeur Jean-Morlet, chercheur d'une insti-
tutionetrangere et un < Scienti que local> d'/AMU ou des laboratoires rattackes
a la FRUMAM.

L'objectif est de conduire un programme deenements sdieques &derateurs
et novateurs pour la recherche locale et de niveau inteoradl. Chaque semestre
de chaire pesente des temps forts qui ont lieu au CIRM : unargie congérence,
une ecole pour jeunes chercheurs, quelques petits grougpedravail et des re-
cherches en bindbme. C'est sans mentionner tous les autesaments - colloques,
£minaires, activies culturelles { qui peuvent étre mes hors les murs du CIRM.
Un Programme d'Invitations se gre e naturellementa I'envinaement de la Chaire.

Nicola Kistler { Universie de Bonn et \eronique Gayrard {nstitut de
Matrematiques de Marseille (I2M) ontee les premiers ptaurs. Leur programme
< Probabilies { 02/2013-07/2013> aetevalle comme sketant < ces sa premere
anree d'existence, (...) monte tes largementa la hauteudes esperances de ses
promoteurs et des soutiens institutionnels qui ont pernasceation > (Jean-Yves
Chemin, Pesident du Conseil Scienti que (CS) du CIRM).

En ce cebut d'anree 2014, deux programmes de chaire se déeat en simul-
tare : < Hyperbolicie et Sysemes Dynamiques { 11/2013-04/2014 pore par
Boris Hasselblatt { Universie Tufts, Boston et Serge Trbetzkoy { I2M et Centre
de Physique Theorique (CPT) ek Arithnetique { 02/2014-07/2014 > pore par
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Igor Shparlinski { UNSW, Australie et David Kohel { I2M. Le sewbest assoce
en partie au mois trematique marseillais sur I'Arithnetig.

Il a fallu bien entendu une periode de calage pour stabiliseiformat et les
processus de la Chaire. Ce projet a maintenant unecho iméionalevident,a tel
point que de nombreuses propositions tes ineressanteget pesentes au CS
du CIRM. Il sut pour s'en rendre compte de regarder la programtioa des trois
prochaines chaires.

Le Z semestre 2014 verra l'arrivee de Hans-Georg Feichtingernjversie de
Vienne qui, avec Bruno Torresani { I2M, proposera une reerdncontres autour
de l'analyse harmonigue computationnelle (08/2014-01/%)1

En 2015, le tandem Herwig Hauser { Universie de Vienne etilfaume Rond {
I2M pesentera un programme surd'Approximation d'Artin { 01/2015-06/2015>
avec un volet le au mois trematique sur lag Theorie des Singularies>. Frarcois
Lalonde { Universie de Monteal et Andrei Teleman { Cenér de Mattematiques
et Informatiqgue (CMI) mettront I'accent sur la< Topologie Symplectique et la
Treorie de Jauge { 05/2015-10/2015>.

Pour le Directeur que je suis, c'est un eel plaisir de voirdwescence scienti-
gue intense qui egne au CIRM actuellement. HorsChaires Morlet, la periode
janvier-evrier 2014 a et particulerement riche ave notamment deux larges
conkrences regroupant 75 jeunes chercheurs sur le sigskdviarches Akatoires
et Geomretrie Asymptotique des Groupes et 95 chercheurs se retrouvant sur site

pour la< Troiseme Rencontre des Jeunes Chercheurs en Georrades Groupes
@ Etienne Ghys a fait 7 exposs! Sans compter en paralkleuttas Petits
groupes et Recherches en binbmes.

Pour bien absorber et pesenter cette activie scientiug, le CIRM essaie
d'adapter au mieux ses outils de communication, de pepaatdes colloques, de
pesentation et de vulgarisation. Le nouveau site de la Chadean-Morlet en sera,
je l'esgere, une des pe gurations ittp://www.chairejeanmorlet.com ).

De nombreux projets sont en cours, notamment celui de la SMFeder autour
des chairesa venir une nouvelle collectiond&erie Jean-Morlet>. En n le CIRM
conduit le projet de ceation de documents scienti ques diavisuels de grande
gualie. L'anree actuelle et cellesa venir s'annoncent do tes riches pour le CIRM.
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Session 2013 du CNU, section 25

Rapport edige par le bureau de la section

Campagne de quali cation

Quiali cation aux fonctions de Ma'tre de conérences

Les esultats. Le nombre de candidats inscrits etait de 336. Le nombre des-do
siers parvenus aux rapporteurs est de 285 : 242 qualiest 86%, 28 consicces
hors section 25, soit 10%, 10 non qualies, soit 3.5%, 3 exualies, 2 irrecevables.

Les attentes de la section 25, pour quali er un candidat, sont de plusieurs sortes :

{ l'activie scienti que : levaluation du candidat se fata travers I'ensemble de
ses publications, lorsqu'il y en a, et du contenu de sa tresedibctorat ;
{ l'aptitudea enseigner les mathematiques.

Les crieres retenus

Pour pouvoirevaluer un candidat, les membres du CNU 25 aetlaur e exion
sur les points suivants :

{ l'aptitude du candidata enseigner des mattematiques fdamentales; pour
les candidats dont les travaux sont aux marges de la secti®nl& commission
s'appuie en particulier sur leur cursus ou tout autreebmecon rmant de manere
certaine une telle capacie;

{ un travail ecent de recherche en mattematiques, cont@nt des esultats
treoriques nouveaux et des cemonstrations rigoureusasle plan mathematique ;
sonevaluation se faita travers

{ les travaux de la these (les esultats important du doctat, le sujet, les
techniques mises en jeu...) ; pour les candidats titulaires diostorat ecent,
on n'exige pas de publication : la quali cation peut étre acdee apesetude
de la these et des rapports de pe-soutenance;

{ les publications ecentes; pour les candidats ayant semi une trese
plus de 2 ans avant la demande de quali cation, on \eri e quette tfese a
donre lieua publications; dans le cas d'un changement dentlatique, on
\eri e qu'il y ait des publications ecentes dans les treatiques de la section
25; il se peut qu'une pepublication ne su se pasa obtenialquali cation,
la section demandant alors une con rmation du travail de meeche dans les
trematiques de la section 25.

{ pour les candidats relevant aussi de la section 26 (mathkdiques et appli-
cations) une attention particulere est poree sur les pscts theoriques du dossier
et sur les contributions du candidat dans cette directioa;deule utilisation d'ou-
tils mathematiques, classiques ou avanes, méme deofacnnovante et dans des
domaines originaux, ne peut permettre de quali er un caratien section 25;
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{ pour les candidats dont le dossier contient un volet imgort d'informa-
tique, l'expertise se concentre sur les champs disciplsadr l'interface entre
mathtematiques et informatique, par exemple ceux de la tpg, de la treorie des
graphes, de la cryptographie...

{ pour les candidats dont la trematique est I'histoire etepisemologie des
mathtematiques, le dossier scienti que est examire en tague dossier d'histoire
et depisemologie des mathematiques. On sollicite powela I'avis d'experts de ce
domaine faisant partie ou non du CNU. En patrticulier, il n'y acane eticence
a priori visa-vis des travaux portant sur des periodesc@nnes ou ayant une
orientation davantage philosophique gu'historique.

Par ailleurs, et c'est cela qui distingue une quali cation section 25 par rapport
a une quali cation en section 72, on attend que le dossier dandidat mette
en evidence des liens signi catifs avec la communaug rreahatique. Pour une
quali cation aux fonctions de Matre de congrences, oerive que le candidat est
aptea enseigner les mattematiques au moins jusqu'au nivés. Des indicateurs
pouvant etre utiliees sont, par exemple, I'agegation deatrematiques, un DEA
ou un master de mattematiques, une experience conedgieed'enseignement des
mattematiques dans des leres post-bac, un contenu mathatique substantiel
dans la trese et dans les publications.

Quali cation aux fonctions de Professeur

Les esultats

Le nombre de candidats inscrits etait de 128. Le nombre desslers parvenus
aux rapporteurs est de 120 : 112 qualies, soit 98 1 consicee hors section 25,
4 non qualies, 1 cep qualie, 2 irrecevables.

Les attentes de la section 25, pour quali er un candidat, sont de plusieurs sortes :

{ l'activie et le rayonnement scienti que du candidat;;

{ la capacie du candidata encadrer des doctorants @ trers son expertise
en mattematiques, la varet des tremes qu'il a aborcessa capaciea avoir poe
et esolu des questions pertinentes ...); des encadrementscotencadrements
eventuels de doctorats ou post-doctorats sont un plus pdéeidossier, mais il n'est
pas recessaire d'avoir encade ou co-encade en un doatgrour une quali cation
aux fonctions de Professeur en section 25;

{ l'aptitudea enseigner les matlrematiques jusqua un ndéau M2.

Les crieres retenus

Pour pouvoirevaluer un candidat, les membres du CNU 25 oetlaur e exion
sur les points suivants :

{ l'activie de recherche, jaucee
{ par la production egulere de publications de qualipune attention
particulere etant poree sur les 4 derneres anrees fa varee des ttemes
abordes avec une ouverture ttematique recessaire pappart aux travaux
de la tlese - le rayonnement du candidat, jauge par les evafices, les invi-
tations dans des colloques internationaux, les sjourg&ranger, la varee
des collaborateurs,...
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{ pour les candidats relevant aussi de la section 26 (mathkdiques et appli-
cations) une attention particulere est poree sur les pscts theoriques du dossier
et sur les contributions du candidat dans cette directioa;deule utilisation d'ou-
tils matlkematiques, classiques ou avanes, méme deofacnnovante et dans des
domaines originaux, ne peut permettre de quali er un caratien section 25;

{ pour les candidats dont le dossier contient un volet import d'informa-
tique, l'expertise se concentre sur les champs disciplsadr l'interface entre
mathtematiques et informatique, par exemple ceux de la tpg, de la theorie des
graphes, de la cryptographie...

{ pour les candidats dont la trematique est I'histoire etepisemologie des
mathtematiques, le dossier scienti que est examire en tague dossier d'histoire
et depisemologie des mathematiques. On sollicite powela I'avis d'experts de ce
domaine faisant partie ou non du CNU. En patrticulier, il n'y acane eticence
a priori visa-vis des travaux portant sur des periodesG@nnes ou ayant une
orientation davantage philosophique gu'historique.

Par ailleurs, et c'est cela qui distingue une quali cation section 25 par rapport
a une quali cation en section 72, on attend que le dossier dandidat mette en
evidence des liens signi catifs avec la communaue mathatique. Pour une quali-
cation aux fonctions de Professeur, on \eri e que le candit est aptea enseigner
les matlematiques au moins jusqu'au niveau L3. Des indicasepouvant étre uti-
lies sont, par exemple, l'agegation de mattematiquean DEA ou un master de
mattematiques, une experience conequente d'enseigmgindes mathematiques
dans des leres post-bac, un contenu mathematique substiel dans la these et
dans les publications. On demande en plus que le candidaioitre une grande im-
plication au sein de la communaue matrematique, ce quiyiese traduire notam-
ment par un enseignement egulier des mathematiquesavelis niveaux de l'univer-
sie (du L1 au M2), des responsabilies au sein du cepantent de matrematiques
de sonetablissement, des projets meres en commun avecndafematiciens, des
publications dans des revues destirees aux mattematisi@ titre indicatif, il est
arrive par le pase qu'une these de mattematiques soit igxe, mais le CNU 25
actuel a une position plus souple).

Renouvellement de quali cation

Les dossiers des candidats a un renouvellement de quaiocafont I'objet
d'une attention particulere. Les periodes vides en proctions scienti ques sont
analysees, et sont presque sysematiquement edhibies si elles concernent les
4 derneres anrees. A contrario, une reprise d'activiecente, concetiee par des
publications ou des travaux soumis est lue favorablementigmmembres du CNU ;
cependant, si cette reprise se traduit essentiellementges travaux soumis ou en
cours, le CNU peut reporter sa cecision de quali cationana campagne ulerieure,
subordonnant sa cecisiona la publication de ces travalixest important de souli-
gner qu'une non-quali cation est une decision dont la paréince n'est valable que
pour I'anree en cours, et qu'elle peut étre eviee l'aneesuivante. Le CNU veille
a ce que le dossier d'un candidat refuse ne soit pas exandeux anrees de suite
par les mémes rapporteurs.
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Motions

Lors de la session de quali cation 2013, le CNU 25 a voe le=id motions
suivantes.

(1) La section 25 du CNU rappelle son attachementa la prdere de quali ca-
tion garante d'un cadre national des campagnes de recrutendes enseignants-
chercheurs.

36 pour, 1 contre, 4 abstentions

(2) Le CNU 25 rappelle son opposition a la mise en place devdluation
ecurrente des enseignants-chercheurs.

31 pour, 8 contre, 2 abstentions

Campagne de promotions

Les dossiers des candidats a une promotion doivent comtemi descriptif de
I'ensemble de la carrere, et non des seules 3 derneregesicomme I'administra-
tion l'indique. Outre le CV et la liste compkte des travauglasss selon le type des
travaux (par exemple, articles dans des revuesa comitldeture, actes de col-
loque, livres, articles de vulgarisation ....), le dossier dwihtenir des informations
pecises sur les activies pdagogiques, administrads ainsi que sur les services
rendusa la communaug universitaire.

Chaque dossier est examire par deux rapporteurs, desgpar les membres du
bureau.

Pour I'examen des diverses promotions, le CNU prend en corigsteements
suivants dans chaque dossier de candidature :

{ l'activie scienti que : le nombre et surtout la qualie des publications, dis-
tinctions scienti ques,...

{ la visibilie nationale et internationale, mesuee enaticulier par les partici-
pationsa des conkrences et/ou des £minaires;

{ les responsabilies diverses : membre d'un conseil d'ursiee (CA, CS,
CEVU), direction d'UFR, de cepartement, de laboratoireeduipe, de projet...,
responsabilie pedagogique, activies editorialesappartenance et responsabilies
dans diverses commissions;

{ l'activie d'encadrement doctoral : theses soutenues owneours, devenir des
doctorants;

{ le domaine scienti que, le lieu d'exercice, I'age et I'arcinee du candidat.

Les candidats sont donc inviesa mettre ceseements evant dans leur dossier;
il est vivement conseilke aussi de faire une descriptios tfavaux scienti ques qui
met en avant les esultats marquants, en plus d'une simpitelide publications.

Le CNU veille aussi au respect de certains equilibres dasschoix en tenant
compte notamment

{ de lI'age des candidats, a n deviter de concentrer lesgnotions sur les seuls
dossiers jeunes et brillants;

{ d'une epartition geographique raisonnable, en partitiar entre lesetablissements
parisiens et ceux de province;

{ des trematiques des candidats, avec un examen tout parier des dossiers
transversaux ou en marge de section;
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{ de divers ekments factuels qui peuvent expliquer que&s retards de
carreres,...

Promotiona la hors-classe des MCF

Nombre de promotions o ertes : 19
Nombre de colegues promouvables : 191 dont 30 femmes
Nombre de candidats : 48 dont 4 femmes

Liste des promus 18 hommes et 1 femme

Abakoumov Evgueni (Marne la Valee), Barre Sylvain (Brgtee-Sud), Borrelli
Vincent (Lyon 1), Briend Jean-Yves (Aix-Marseille), Cedgan-Paul (Bordeaux 1),
Compoint Elie (Lille 1), Fauvet Federic (Strasbourg), &llouin Emmanuel (Tou-
louse 2), Han Feceric (Paris 7), Jecko Thierry (Cergy-Rtoise), Morame Abde-
remane (Nantes), Parmentier Serge (Lyon 1), Parreau Anneeftable 1), Rittaud
Benoit (Paris 13), Roblot Xavier (Lyon 1), Saux-Picart Pipipe (Brest), Sester
Olivier (Marne la Valke), Vernicos Constantin (Montp@l 2), Vinatier Sephane
(Limoges).

Un des objectifs de ces promotions est de revaloriser la waleere de colegues
meritants ; les 4ges des promus setendent de 39a 63 ans.

A noter une auto-censure importante de la part de nos caleg puisque il n'y
a que 3% des promouvablesa ceposer un dossier.

Pour les promotionsa la hors-classe des ma‘tres de camiees, le CNU exa-
mine l'ensemble de la carrere des candidats. Le travail deherche et I'activie
d'enseignement sont examires en premier lieu, cependantnuestissement im-
portant dans le travail ppdagogique ou au service de la camaue scienti que
est particulerement appece.

Promotiona la premere classe des PR

Nombre de promotions o ertes : 15
Nombre de colegues promouvables : 202 dont 16 femmes
Nombre de candidats : 80 dont 4 femmes

Liste des promus 14 hommes et 1 femme

Barbot Thierry (Avignon), Bayart Feceric (Clermont-Ferand 2), Caro Daniel
(Caen), Cordero-Erausquin Dario (Paris 6), Elbaz-Vincéttiilippe (Grenoble 1),
Fresse Beno (Lille 1), Klingler Bruno (Paris 7), Miermbregory (ENS Lyon),
Paoluzzi Luisa (Dijon), Paradan Pawmile (Montpellier 2), Pellarin Federico
(Saint-Etienne), Pevzner Michael (Reims), De Souza Rebelo (Tosto8), Reider
Igor (Angers), Soukhouv (Aix-Marseille). Les 4ges des puersetendent de 34a
49 ans.

A souligner le trop faible nombre de promotions o ertes papporta celui des
candidats, eta la valeur des dossiers examires ; il sefaitement souhaitable que
dans les anreesa venir le nombre de promotions o ertestgeivua la hausse de
facon substantielle.
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Promotion au premierechelon de la classe exceptionnelle d es PR

Nombre de promotions o ertes : 10
Nombre de colegues promouvables : 138 dont 10 femmes
Nombre de candidats : 46 dont 3 femmes

Liste des promus 9 hommes et 1 femme

Arnaud Marie-Claude (Avignon), Cossart Vincent (VersasliSaint-Quentin),
Nogueira Arnaldo (Aix-Marseille), Duval Julien (Paris 1Bnriquez Benjamin (Pa-
ris 6), Markouchevitch Dimitri (Lille 1), Ouhabaz El maatMarne la Valee), Peigre
Marc (Tours), Planchon Fabrice (Nice), Semenov-Tian-CkiinMikhail (Dijon).

Les ages des promus setendent de 43a 63 ans.

Le CNU attend des candidats a une promotion au premier eldrea la
classe exceptionnelle des professeurs, qu'ils aient faitiy® dans leur carrere de
competences exceptionnelles dans les dierentes missiod'un professeur, que
ce soit dans leurs travaux de recherche ou au sein de la coraoruiscienti-
gue en y jouant un réle majeur dans I'encadrement de doctus la di usion
ou la structuration de la recherche, la prise de respongabifedagogiques et
administratives.

Promotion au secondechelon de la classe exceptionnelle des PR

Nombre de promotions o ertes : 5
Nombre de colegues promouvables : 49 dont O femme
Nombre de candidats : 24 dont O femme

Liste des promus 5 hommes

Arnoux Pierre (Aix-Marseille), Erez Boas (Bordeaux 1), Kyka Krzysztof
(Chamkbery), Mauduit Christian (Aix-Marseille), TorassBierre (Poitiers)

Les Ages des promus setendent de 51a 61 ans.

Parmi les candidats dont le dossier emoigne d'une aceéviicienti que soutenue
dans les missions cevolues aux professeurs des unigsrit CNU examine l'activie
ecente du candidat et tient compte de facon importante deon anciennet dans
le premierechelon.

Conges pour recherche ou conversion trematique

Le CNU 25 avait 8 semestres de CRCT a attribuer, un nombrdcritement
bas par rapport aux 120 semestres demances par nos cadisgeta la qualie des
projets scienti ques pesenes.

Le CNU a decice d'attribuer 4 CRCTa des Ma'tres de conences :

Brumley Farrell, Mayer Volker, Quatrini Myriam, Zeliksorh®uel et 4a des
Professeurs.

Bruguere Alain, Henn Hans-Werner, Peigre Marc, Vuilldraurent.

Liste compementaire (dans l'ordre) : Keller Julien (MCFMovahhedi Chazad
(PR), Traizet Martin (MCF), Emsalem Michel (PR).
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Quelques nouvelles de I'Insmi
Christoph Sorger

Apes six moisa la direction de I'lnsmi, le moment est venu fdére un premier
rapport detape. Tout d'abord et avant tout, je voudrais reire hommage au travail
de mes pedcesseurs et en particuliera Guy Metivier poson investissementa
la direction de I'lnsmi pendant les quatre derneres anredon seulement il a su
mettre en place l'Institut proprement dit, mais au moment deepdre le relais, j'ai
trouve un Institut en pleine maturie, bien inege au milieu des autres instituts,
ayant pris son role de coordination nationale dans le @sele mattematiques dont
I'unie est la force.

A mon arrivee, Frarcoise Baleste, directrice adjointadministrative, venait de
prendre sa retraite, apes 41 anrees au CNRS dont les hwgtrieres au service
de notre communaut, et durant lesquelles elle a su gergea e cacie la partie
administrative de notre Institut. C'est Zoubeir Zadvat qui l'@mplace, prenant
ses fonctions le méme jour que moi-méme. Sinnou David @peae continuer en
qualie de directeur adjoint scienti que en charge desa#bns internationales; Clo-
tilde Fermanian-Kammerer, en qualie de directrice adjté scienti que en charge
du suivi des Laboratoires, a sucedea Patrick Dehornayye je voudrais remercier
chaleureusement ici pour I'important travail de fond accdimpotamment la mise
en place d'outils structues et tes e caces pour le suivildbudget, des chercheurs,
des ingenieurs techniciens et des unies.

L'Insmi abrite aujourd'hui 115 structures dont 43 Unies Mies de Recherche,
16 Feckrations de Recherche, 26 Groupements de Recheathriveau national ; 9
Unies Mixtes Internationales, 7 Laboratoires Internatianx Assoces, 7 GDRI au
niveau international. S'ajoutent 5 Unies Mixtes de Serei¢Amies, Bibliotreque
Hadamard, Cirm, IHP, Mathdoc) et 2 Groupements de Service {iMize, RNBM),
instruments essentiels au service de la communaute toutéere. L'ensemble de
ces structures, auquel s'ajoutent d'autres structures eneiactions fortes avec
I''nsmi comme les soceks savantes, constitue une commuiBaivante et varee
qu'il s'agit d'animer dans un contexte qui n'est peut-&tre past@ellement des plus
faciles.

La repesentativie de lecole frarcaise au Conges lernational des Mathe-
maticiensa Seoul en ao0t prochain est exceptionnellee$d'un conkrencier sur
cing en est issu et le spectre entier de la recherche mathéoe est couvert : d'une
part la esolution de conjectures anciennes, letude dencepts fondamentaux ou
encore la construction d'exemples, d'autre part les modiisns de phenonenes
complexes, le ceveloppement d'outils assocesa la dution du nunerique, sans
oublier la matrise de 'akatoire. Cette diversie deomts de vue et des enjeux est
illustee par les matlematiques frarcaises d'aujourd'hgui se trouvent au premier
plan international. L'Insmi se doit, au-deh de consiceiahs plus techniques et en
y consacrant l'essentiel de ses moyens, de les mainteniraiceau, de travailler
sur l'avanee des connaissances, le renouvellement dessi@ét des trematiques,
le ceveloppement du champ d'application des mattematicgieen favorisant I'ex-
cellence des recherches dans toutes les branches des matigues, allant de la
recherche fondamentale aux applications et interactions.
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L'existence d'un institut national a par ailleurs donre naance au Conseil Scien-
ti que de I'Institut. Ce Conseil nalise actuellement une exion de prospective
scienti que qui se concetisera par un documenta pareéa I'automne 2014, terme
de son mandat. Leselections pour le renouvellement degseptants du person-
nel dans cette instance ainsi qu'au Conseil Scienti que duRSNse cerouleront
en juin 2014. Notons qu'une repesentativie des mattertieiens dans ce dernier
est importante, ne serait-ce que pour bien expliquer le fammnement de notre
communaut lors de certaines cecisions impliquant nosatheurs.

Dans ce premier rapport detape, et en attendant ce rappaté prospective
scienti que, je voudrais me restreindrea un certain norelde points, sans vouloir
etre exhaustif ni trop cetaile. De toute fecon, il fauda elargir et eajuster de
manere dynamique en fonction des besoins et des oppo#siigjui Se pesenteront.

Une des priories actuelles du CNRS est le ceveloppemeatld politique in-
ternationale et I'accompagnement des sites dans la eaiisade celle-ci. La com-
munaut des mattematiciens a toujourset un moteur dancette direction, tout
simplement parce que notre recherche est esolument teervers I'International
depuis de longues anrees. Elle s'est concetiee, outes kes nombreuses colla-
borations a I'International que nous avons, par la ceatiates premeres Unies
Mixtes Internationales du CNRS et de nombreux LIA et GDRI. L'enisie de ces
structures esta soutenir eta ampli er.A l'inverse, il est primordial de maintenir
une grande attractivie de nos laboratoires en termes denation et de recherche
pour les mattematiciensetrangers. Cela peut se faire gaemple par la ceation
des UMI< miroirs> sur certains sites. Par ailleurs, les grands instrumentSora
naux de notre communaue que sont le Cirm, I'ES, I''HP et le Cimpa, eunis
dans le Labex Carmin>, tout comme nos autres Labex sont esolument tourres
vers l'international, avec des actions d'ouverture et d'adtse&ni catives.

Recruter des mattematiciens etrangers, jeunes ou coresnest une richesse
pour les matlematiques frarcaises de demain et I'histoieeente nous fournit
des exemples de rencontres extréemement £condes entremeaticiens d'origines
varees poursuivant leurs recherches en France. |l faudzdler a ce que cette
politique ne soit pas fragilise par une mise en place, seoscertation avec la
communaue scienti que, de zonesa egime restrictif de le cadre de la protection
du patrimoine scienti que. L'interview donree par notre mistre Geneveve Fioraso
a l'occasion de l'ouverture de la Feceration de Recherchén@he-Alpes-Auvergne
donne quelques informationsa ce sujet

Recemment, les relations des mattematiques avec l'indigsont vu arriver une
initiative importante et ambitieuse, a savoir la ceatio de < I'Agence pour les
Matrematiques en Interaction avec I'Entreprise et la Saee> (Amies), sous forme
d'une UMS adossea un contrat Labex et en relation etroitavec les socees
savantes et Inria. Ciblanta la fois la formation et la reclkbbe en mattematiques,
elle permet la mise en valeur des relations entre Laborato&t entreprises et,
surtout, la concetisation d'opportuniesa l'interfacemath-entreprise. Fluidi er les
transferts d'expertise mathematique vers les entrepriggda socee est en soi un

1 http:/iwww.enseignementsup-recherche.gouv.fr/icid774 58/
inauguration-de-la-federation-de-recherche-en-mathe matigues-rhones-alpes-auvergne.
html
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enjeu strakgique dans le contexte actuel : le ceveloppamhdes actions de cette
UMS est une priorie.

D'une facon cruciale, I'lnsmi a besoin de relationsetroitesitre sonequipe de
direction et les mathematiciens. C'est dans un dialogue stamt avec les directeurs
d'unie et le Comit National que nous pourrons arbitrerdechoix essentiels et faire
face collectivement auxeventuelles di culesa venirC'est aussi dans cet esprit de
proximie que nous entendons nos relations avec les cheuch A cet e et, nous
voulons mettre en place une pratique d'entretiens syseigaes aux moments cks
de leur carrere. Nous projetons en particulier une joaend'accueil des admis aux
concours de recrutement a n de notamment bien discuter degsfions d'a ecta-
tion. Celles-ci sont intrineequement di ciles, puisqu'is'agit de concilierequilibre
national et mise en adequation des projets des cherchedrdesleur laboratoire
d'accueil. Nous instaurerons egalement une jourree devsaitrois ans, an de
faire le point sur l'inegration du chercheur dans son labtwire et sur ses pro-
jets ulerieurs. En n, nous inviterons sysematiquemeérau sege tout chercheur
demandant une mobilie geographique.

Un des outils importants de politique scienti que est l'aifhution de cekegations
qui doivent &tre comprises comme des projets communs usi®CNRS et pour
lesquelles nous nous appuyons comme d'habitude sur la septor levaluation
scienti que des demandes. Notons que les cekgations tsatiriblees par site de-
puis I'anree dernere : nous nous pronorcons donc sur lesssiers transmis par
les Universies via les sites et accordons ces ceegatien fonction de contingents
attribies par le CNRSa chaque site. L'Insmi est un des pluagds consommateurs
de cekgations avec environ une cekgation sur cing stiensemble du CNRS.

Dans son r6le de coordination nationale, I'lnsmi suit naflement plusieurs
projets pour la communaut mathematique dont celui dg portail math> qui a
pour objectif d'o rir un aces simplie et uniea la docu mentation scienti que,
aux services facilitant le travail nomade et collaboratif aix informations ins-
titutionnelles et professionnelles. Ce travail se fait ess@ciant tous les acteurs
concerres et en particulier 'UMS Mathdoc et les GDS RNBM etalirice ainsi
que les socees savantes. Une partie importante en aeecemment naliee.
Elle concerne la description des ressources documentairele certains services
informatiques ou sites utiles. Des proges importants @t egalement ealies
sur la< plm > version 2.0, contenant de nouveaux services comme par exempl
la < plmbox> (unequivalent de< dropbox>), une nouvelle version de l'annuaire,
une plateforme cooperative de calendriers de £minaiet¢sconkrences, une au-
thenti cation partagee avec les services documentairéie pesentation de ces
nouveaux services est pevue pour lee. Par ailleursptne aveniretant intimement
le au ux detudiants, nous voulons aussi soutenir lesiiiatives permettant le bon
fonctionnement de la lere master-doctorat. Ainsi, nousous sommes assocesa
lelaboration d'une nouvelle< carte des masters, qui sera aussi un point d'entee
ai®e pour lesetudiantsetrangers qui cherchenta e ecter leur master en France.

Au-deh de ces ealisations, le e majeur touchant notr communaut concerne
ledition scienti que?. Levolution de la documentation est un enjeua court teren

2 Voir aussi les textes ecents de Claude Sabbalx le Journal de I'Ecole polytechnique { une

renaissance> SMF { Gazette { 138 (2013) 90-94 et de Djalil Chafas < le cott des publications :
propositions concetes >, SMF { Gazette { 139 (2014) 82-86.
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pour I'Insmi, tout comme pour le CNRS globalement et les comautes scienti-
ques. Pour I'Insmi, il s'agit d'une part de soutenir le paysagel'eriginalie des
journaux < frarcais > existants, d'autre part de faciliter la ceation de nouveau
journaux a la fois de type classique mais aussi sous de rewwdormats pou-
vant contenir des donrees, des codes, des images ou des. @eschantier doit
se cevelopper dans une grande concertation avec tous lésuas de notre com-
munaue mattematique et en méme tempsa un niveau plusrdg, tant avec nos
partenaires frarcais comme Inria qua l'international. Nis proposons en premier
lieu I'accompagnement de ledition acacemique actuelleptammenta travers la
mise en place de plateformes de gestioneditoriale, de jmalion en ligne et d'ar-
chivage. Nous travaillons dans le méme temps sur une mateé plus large avec
la direction de I'IST du CNRS, qui a commene a la rentee umabvail en pro-
fondeur pour< mieux partager les connaissanceen faisant d'abord unetat des
lieux de I''ST dans les Institufs, puis en proposant des plans d'actidng'Insmi
porte le plan ck< Publier> qui, au niveau de la construction de plateformes, fait
notamment intervenir Christine Berthaud (CCSD, Epi-joaurx), Thierry Bouche
(Mathdoc) et Marin Dacos (revues.org). Notons au passage Goete e exion
dans ce domaine doit se faire en prenant en compte les troisuas du paysage
que sont l'auteur, le< publisher> et le bibliothecaire, tout enevitant de confondre
les roles des deux derniers dans une compehension tagjvé’te l'aces libre.

Un autre & est le maintien du nancement de nos recherchéans les anrees
a venir, imposant un suivi continu des appels d'o res et undagtation aux chan-
gements ecentsa I'ANR. Une marge de progression poteliese situe du coe
de I'Europe. Ainsi, dans le but d'augmenter le nhombre de p®jERC frarcais
dans son perinetre scienti que, I'lnsmi a mis en place uneopedure de soutiena
tous les chercheurs et enseignants-chercheurs de sessusius forme de relecture
et d'analyse des dossiers par un petit groupe d'experts, dag ueats et des
ex-membres de jury ERC.

Enn, le plus grand c& de I'lnsmi dans les prochaines anress trouvera au
niveau du recrutement des chercheurs. Les di cules acligs induites tant par les
restrictions sur le volant desequivalents temps pleinvaides des Instituts, le gel
des recrutements opee par nombre d'universies et unerpynide d'age cefavorable,
mettent en cause l'avenir des jeunes de notre communautegdenca terme, des
mattematiques en France. Dans une telle situation, il ndasidra le concours de
tous a n de trouver des solutions permettant de mainteniséguipes administra-
tives recessaires aux laboratoires tout en gardant de lagegoour l'ouverture de
postes au concours chercheur. La colesion de notre commgnet son soutien
seront recessaires pour relever les ce s qui sont lesreét

3 Notre responsable Straegie IST est Feceric Helein.
4 Un premier document de straggie IST est disponible depuispeua l'adresse http://www.
cnrs.fr/dist
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AUTOUR DU FILM < COMMENT
J'Al D ETESTE LES MATHS >

Si dans les derneres anrees plusieurs colegues se $ames avec brio dans la
production de Ims sur les mattematiques (citons ceux d'Aharez, E. Ghys et J.
Leys ou de J.P. Bourguignon), c'est sans doute la premeres fen France qu'un
cireaste non-mattematicien se lance dans un long netegur ce theme avec le
but qu'il soit di ue dans des salles de ciremaa grande aigthce.

Olivier Peyon est un ealisateur et s@nariste frarcale 45 ans qui a fait ses
etudesa Nantes. De sa rencontre avec les mattematicieihglit dans une interview :
< Pendant les quatre anrees de tournage, j'ai renconte deses de chair, de
passion et de sang en phase avec le mondeepuis sa sortie en novembre 2013 ce
Im a recu un grandecho et il est donc naturel que |&azette des mattematiciens
participe a sa manere a sa recension. Les deux textesige par A. Bonami et
B. Egger sont des nouvelles versions de textes cep réschaud > sur le site de
la SMF. Nous renvoyons aussi au billeEtfenne Ghys paru sur Image des Maths
(8 janvier 2014) oua celui de CGedric Villani sur son blogeB interviews d'O. Peyon
dans de nombreux journaux ont amplie I'impact du Im. Notos aussi que ce Im
a eu I'neureux e et de motiver les colegues pour organisermultiples cebats.

Une dcemonstration pointilliste
Bernard Egge'r

Commercons par des chires : un Im de une heure quarantej qurecessie
quatre ans de tournage et un an de montage, plus de dix heureemie d'enre-
gistrement (On en verra une partie dans les bonus des futW®pP Rien dans ce
Im ne tient du hasard.

L'impression premere est celle de la juxtaposition dghents plus ou moins
disparates : des ekves qui crient leur cesamour, leurih@ des maths. Puis la
pesentation d'un prof hors du commun : ceateur de vetemisa ses moments
perdus, homme de tteatre dans son cours,... Presque sanssitiam, on est en
Inde pour la remise de la nmedaille Fieldsa Gedric VillarRRetour en France avec
une psychopedagogue qui nous parle de lechec en mattekdes intelligents. On
traverse l'oeana la rencontre de jeunes enfants pour @ayer leur plaisirevident
a faire des activies mathematiques au le jeu devient isonnement. Et sans trop
s'y attendre, nous voil plonges dans le tumulte de la efoe des maths modernes.
Quel contraste avec le fond blanc de la Forét Noire! On pgganaintenant avec

1 pesident de IAPMEP.
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des chercheurs des moments privieges, faits de murnsrdechanges feutes. Ici
les mattematiques se font art... Mais le eel s'imposea noeau avec la crise des
subprimeset quand les maths se font nanceres, elles risquent bies idonner
vie au vieux clicke d'inhumanie, de monstre froid.

Au premier coup d'il, c'est une mosasque, c'est un tableau fade grandes
taches de couleur. On s'approche un peu plus et lI'on s'apempit les parties
ne sont pas aussi clairement celimiees. On cecouvre deuveaux points co-
loes essaires un peu partout. Il s'agit de petites phrasesses dans la bouche
d'un mattematicien hindou ou de Jean Dhombres qui tissent lian entre
mattematiques et nature (au sens d'une nature de I'homme sstidguant de
la culture). Mais n'est-ce pas aussi ce dont nous avait péakpsychopedagogue
Anne Siety, en decrivant I'empreinte corporelle du pointrd&xion quand on fait
du toboggan. Plus loin, il s'agit d'une specialiste des saen de leducation qui
nous rappelle que les mattematiques enseigrees, celie€gnduisenta la eussite
aux examens, n'‘ont pas grand-chosea voir avec les Matteigaes. Alors, on a
envie de retourner voir les chercheurs et I'on s'apercoit derers mattematiques,
les Mattematiques, demandent du temps, du calme. Et Gadwillani con e
qu'un chemin tortueux est souvent bien plus porteur de sensimgl voie rapide.
Quelque part ailleurs, une enseignante anericaine #ficde jeunes enfants parce
qu'ils ont bien verbali®e leur cemarche. En echo, ailleudans le Im, Frarcois
Sauvageot parlant de la beaue en maths croit la trouver dde moment aJ l'on
est capable de transmettre simplement sa pense. Mais iagssir nous ramener
au quotidien de nos classes, cette ebve qui dit : en faifh @ compris, mais les
mots matrematiques sont tellement compliques! Oui, telhent compliqes que
I'on en oublie parfois que pour apprendre des maths, il faufare, comme nous
le rappelle cet enseignant americain qui fait une compaoai savoureuse avec
I'apprentissage du football.

Je pourrais multiplier les exemples. Car dans ce Im, tout 8t de renvois,
de phrases, de situations, qui un peu comme dans ce jeu aiafjisde relier
des points pour faire apparatre un personnage, nous cimad petita petit vers
ce que veut nous dire Olivier Peyon. Non pas un message uniprame peut
I'dtre trop souvent la pense des mattematiques ense&g) mais des images, des
impressions qui tiennent plus de la cemonstration poiligie, faite d'incessants
retours (ce qui fera plaisira tous ceux qui comme moi aimerbila notion de
pedagogie spiralaire). Lors d'une conkrencea MarseijllOlivier Peyon nous disait
qu'une phrase en particulier avait motive son cesir de faice Im. C'est celle de
I'un de ses amis € Si on enseignait I'esprit de libere des maths, tous leseés
deviendraient des rebelles

Son Im traduit sa volone de comprendre comment on a pu tastloigner
de cet esprit de libere, comment on en est arrive a ce re¢jeet parfois cette
Cktestation. L'analyse est complexe, polymorphe. Notreseignement n'est pas
epargre. Mais des pistes sont proposees pour retrouvereudynamique dierente.
< Comment j'ai cetese les maths> engage au cebat eta la e exion. La phrase
qui termine le Im estegalement celle que I'on trouve au doe th plaquette. Elle
esta elle seule tout le programme que nous propose Olivieydd dans ce voyage
a travers les mattematiques enseigrees ou savantesNe croyez aucune autorie,
\eri ez par vous-méme, eechissez, pensez, cevel@ez vos propres icees. N'arrétez
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jamais> (Gert-Martin Grauel, mattematicien). Quand le cours de thematiques
s'apparente trop souventa la visite de monuments qu'il ne stagas de ne toucher
que du bout des yeux, Olivier Peyon nous invite a bouscules ffiecons de faire,
a enseigner l'irrespect, a retrouver avec nos ekves I&amin de cette jubilation
ceatrice dont font preuve tous ces jeunes enfants dont peire plus haut.

Un visiteur au pays des matrematiques

Aline Bonamt

Curieux titre, qui est comme un premier obstacle renconswvant méme de le
voir! < Why do some people hate maths? c'est une question pose sur internet,
qui fait partie d'une srie de questions du méme genre : Epwi ceteste-t-on les
animaux, les chats noirs, le rap..., eta laquelle epond Edddrenkel dans une
viceo. Or ce< comment> plutdt que < pourquoi>, suivi de cette premere personne
du singulier, nous fait prendre une autre direction, celk ld fable ou du roman
picaresque. Et c'esta une sorte de voyage initiatique au paes matrematiques
(ou des mattematiciens) que nous convie le cireaste dasan a pas<® les premeres
images dans lesquelles des adolescents anericains plieinge, lles et garcons,
hurlent leur haine des maths en faisant les pitres. Inteeragr le sujet, le cireaste
se cefend de se reconnatre en eux. Mais lemotion devéed maths, qu'elle soit
regative ou positive, est omnipesente.

Les images { magni ques { sautent d'un continenta I'autre. Ose retrouve tout
de suitea Paris, puis en Inde, sous la mousson, en marge dnieleconges inter-
national. Puisa nouveau au¥tats-Unis, dans un immense hall d'universite, ai un
etudiant explique que< c'est une fatalie d'&tre nul en maths. S'ensuit une longue
fquence avec Jean Dhombres, qui parle de la facon dont sessenties les maths
par rapport au eel... Nous n'en sommes qua quelqgues minutds Im. Autant
dire qu'il faut se laisser emporter sans essayer de ceniekerls. Les themes s'en-
trecroisent : enseignement, avec une tes belle queatec la psychopedagogue
Anne Sety qui s'occupe de ceux auxquetsles maths demandent une energie
folle> parce qu'elles suscitent trop demotions, beaue des matmatiques, role
des maths dans le monde actuel...

Mais ce voyage au pays des mattematiques, c'est d'abord I'stma de ren-
contrer des personnages fascinants, qui remplissent mgigginent leur réle de
mathtematiciens. En premier lieu Gadric Villani autour duel le Im est en grande
partie bati, mais aussi Frarcois Sauvageot, qui appa@@mme une sorte de ma-
gicien transformant tout en matrematiques. On le cecowricousanta la machine
a coudre, manere de faire des maths puisque tout est matkdn le voit avec ses
ekves, faisant jaillir des maths, tel un prestidigitate, des objets les plus divers;
on les suit sur une plage bretonne, ce qui donne lieua de nmgges images de
charsa voiles dans la brume.

Le rythme endiabk du Im semble étre a I'image de I'emploiudtemps de
Gedric Villani. On va et vient entre les continents, reveraeriodiguement en

1 Universie d'Orkans.
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Inde, a1 I'on assistea la remise de la nedaille Fields, etssila Oberwolfach a
I'on arpente la montagne, ai l'on vit la vie des mathematiaie qui s'y trouvent,
partant pour New-York, Berkeley... Ces changements rapidesdetor alternent
avec des moments de ralenti ai les matlematiciengersonnages prennent le
temps des explications. Gadric Villani explique, justemela lenteur du travail :
< tant que le chapitre il est pas bien comme il faut~. La canera s'attarde sur
tel ou tel cetail.

Car le discours est accompagre d'images, comme pour egera tous les
mathtematiciens interroges qui disent qu'il faut trouvereb images qui permettent
de comprendre ou faire comprendre. Ce sont des entrelacentetoroute et des
foules de manifestants qui illustrent les matlematiquedernes et les anrees
60. Ce sont des salles de marche vocitrantes qui accommeeny l'arrivee des
mattematiques dans le monde de la nance. Cette arriveen da vit aussi au
travers d'une lente descente en avion sur Manhattan. On peutgdiner < la
mattematique > dire : < A nous deux maintenant, comme Rastignac voyant
Parisa ses pieds.

Le Im, dont le foisonnement se veut probablementa l'image dait que les
mathtematiques sont partout, s'organise toutefois petitpetit autour d'un probkme
qui nous touche tous, mathematiciens ou non : la crise name. |l s'interroge sur
le role que les mattematiques y ont jole. On sort du monderique pour se plonger
peua peu dans la ealie. Et lemotion, la vraie, celle gi touche tout un chacun
devant les malheurs de ses proches et non celle queproavematlematicien a
voyager dans des mondes imaginaires, est brusquemengemes furtivement. Le
mot de la ndu Im est conea un mattematicien indien, apes un dernier retoura
Hyderabad. Il para't impegre de sagesse asiatique Do not believe any authority.
Use your own braire.

Ce serait bien dommage de bouder son plaisir! Les prisesalsant magni ques
et c'est une sorte de divine surprise que de voir un Im sur lesthematiques de
cette qualie, qui est encorea I'a chea Paris apes trois mois, aet vu par des
dizaines de milliers de spectateurs et fait I'objet de nomuses critiques. Je n'ai que
tes partiellement pu rendre compte de sa richesse, il yenhil'autres intervenants,
bien d'autres tremes aborces, que ceux que j'ai mentionrdkfaut aller voir ce
Im, qu'on soit mathematicien ou non. Il faut en parler. Il fauen pro ter pour
s'interroger plus avant.

Car la menace, pour les mathematiciens, ce serait d'étreantents qu'on parle
d'eux qu'ils en perdraient tout sens critique. Or les questiare manquent pas,
dont la premere, qui est en toile de fond dans le Im sansétraiee frontalement,
est la tesa ection des etudiants pour les matlematique£lle est reprise par les
medias. Ce n'estevidemment pas au Im d'y epondre. Bien atontraire, on ne
peut que remercier le cireaste de lancer la discussion.

Il faut aussi s'interroger sur lI'image des matlematiques, esdnattematiciens,
qui est donree dans ce Im. Est-ce bien celle qu'on souhaitd'y a-t-il pas un
risque que la recherche en matfematiques apparaisse corfaite pour un petit
nombre d'individus, m&me si Jean-Pierre Bourguignon y @ak la croissance ex-
ponentielle du nombre de mattematiciens dans le monde ? fNdespas en contra-
diction avec l'aceekration de la recherche et le fait quelte-ci est de plus en plus
collaborative ? Cette image de happy few> que donne le Im vient peut-&tre
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du fait qu'on y voit plus le matlematicien comme un personmagabie par la
beaue des mathematiques, avec cette petite lumere dares yeux qui a fduit
Olivier Peyon, que les mattematiques elles-me&mes. Gecdine exception pes, la
vicko que montre Eitan Grispuh) qui convainc probablement plus rapidement que
de longs discours qu'on a besoin de matrematiques et de raathticiens.

Ma dernere interrogatiord est relative au fait que les mathrematiciennes sont
pratiquement absentes du Im. Le pays fantasmatique des haatatiques appara't
comme un pays d'hommes, al seules quelques pedagogues it de cie. Une
image qu'il faudrait depasser dans les commentaires etaid) sans parler du fait
gu'elle n'est ni conformea la ealie ni vraiment ageal# pour les mattematiciennes
professionnelles. Faute de quoi c'est un message bien ikegaton envoie a la
moite de la population, qui risque de faire en partie boude neige dans l'autre
moite, et ceci justement au moment ai on essaie d'attireed jeunes.

2 Si I'on veut aller plus loin, on peut voir sa vikko < Computing Spaghetti > http://www.

youtube.com/watch?v=cgRq78jrfqu

3 Ce texte reprend, en l'approfondissant beaucoup, un premietexte puble sur le site de Femmes
et Maths. Dans un second texte, ecrit en commun avec Vaérie Berthe et intitue < Femmes en
matlematiques { Comment en parler? >, nous donnons quelques eements de eponse ou de
discussion fittp://www.femmes-et-maths.fr/?p=1638 ).
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Analyse matlematique : grands tleoemes du vingteme s  écle
Denis Choimet et Herv e Queff elec

Calvage & Mounet, Collection Tableau Noir, Paris, 2009 415I8BN
978-2916352107, 34,88

Complex Proofs of Real Theorems

Peter Lax and Lawrence Zalcman

University Lecture Series Vol 58, American mathematicatigty, Providence
2012. 90 pp. ISBN 978-0-8218-7559-9, $23.20

Voici deux livres, l'un frarcais, I'autre anericain, qui érbien des points com-
muns. Tous deux s'adressent, comme lecrivent Lax et Zalenzaceux qui aiment
l'analyse eteprouvent du plaisira lire de jolies cemonstions. De fait on peut
s'y egaler, comme le promet Gilles Godefroy dans sa pefat livre de Choimet
et Queelec. Cet < amateur> auquel ils s'adressent, ils I'imaginent jeune, non en-
core specialie, tout en ambitionnant d'ineresser austes enseignants. De fait on
peut les lirea partir du niveau master. Aucun des deux n'empe les chemins
usuels, chacun entra'me le lecteur de treoemes en tnes au hasard de son
choix du moment. Chacun se permet des appeciations ou dasroentaires ha-
bituellement absents des ouvrages de mattematiques. &drt'un terme génant
dans une cemonstration, Choimet et Queelec invoquent Riae :

< Britannicus le géne, Albine, et chaque jour
Je sens que je deviens importunea mon toe.

On devine que derrere les auteurs se cachent d'excellenseignants, habitlesa
capter l'attention de leurs auditeurs et prétsa partagevec eux le plaisir que leur
procurent les mathematiques en n'hesitant pasa le pigmema I'occasion. Ce sont
a levidence deux livres qu'on peut lire de bout en bout avbonheur, ce qui n'est
pas si fequent.

Les deux livres dierent par leur taille. Si le premier fafilus de 400 pages,
le second est un texte court au rythme soutenu, aux cemoastms rapides et
ekgantes, deux qualies qui guident le choix des auteuiCeux-ci sont des habities
de I'American Mathematical Monthly. Leur | conducteur estutilisation de la
treorie des fonctions analytiques dans d'autres domainesl'dnalyse (treorie des
operateurs, analyse de Fourier, theorie de I'approximati, etc.). Leur livre se fait
ainsi lecho de Paul Painlexe armant que :< Entre deux \eries du domaine
eel, le chemin le plus facile et le plus court passe bienvemt par le domaine
complexe>. Leur titre est un clin d'ila un article de Zalcman datant de1974,
intitue < Real Proofs of Complex Theorems (and vice versa)'aiet etonree
d'y decouvrir deux cemonstrations, I'une du tteoeme fodamental de Il'algebre,
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l'autre de I'unicie de Fourier, qui sont encore plus simplgse les cemonstrations
simples que je connaissais.

Le livre de Choimet et Queelec se veut beaucoup plus dersec douze cha-
pitres qui correspondenta douze ttemes. Le | conducteast cette fois historique.
Les auteurs commencent avec les cebuts de la collaboradatre Hardy et Lit-
tlewood autour des tteoemes Tauberiens, passent par éenime de Wiener, qui
arme qu'une fonction periodique ne s'annulant pas et son iatse ont simul-
tarement des ries de Fourier absolument convergentass par le treoeme des
nombres premiers, parlent de proprees gereriques ele nethodes probabilistes,
de non cerivabilie de la fonction de Riemann, traitent degparadoxes de Hausdor -
Banach-Tarski, donnent une cemonstration de la conjectwle Littlewood sur les
normesL! des polyndmes trigononetriquesa coe cients 0 ou 1, reafnent au
lemme de Wiener une fois connue la treorie de Gelfand, peidascent dans la
cemonstration du theoeme de la couronne, ce qui recess l'introduction d'un
grand nombre d'outils. lls concluent, dans un dernier morcdatbravoure, avec la
structure des espaces de Banach. Chaque chapitre est sexeitices. On l'aura
compris, sous couvert d'une promenade en partie historiquéravers de l'analyse
(fonctionnelle, harmonique, complexe...) au vingteme de, c'est nalement un
savoir encyclopedique qui nous est celive.

Il n'est pasetonnant que nos quatre auteurs se soient crsien route. lls l'ont
fait autour de la cemonstration du theoeme des nombresrgmiers, peseneea
juste titre par Lax et Zalcman comme l'arctetype de kpreuve complexe d'un
treoeme eel >. Les auteurs des deux livres ont choisi la méme approchiée ce
qui utilise le treoeme Tauberien de Newman. |l est amusaté voir que pour
cemontrer ce dernier leurs choix ontee en quelque som@poses : Lax et Zalcman
donnent directement I'expression de la fonction auxiliaitdliee, ce qui permet
tes vite d'avoir une vue d'ensemble sur la cemonstrationh@met et Queelec
prennent leur temps et montrent comment chaque terme s'itud naturellement,
faisant appela Racine pour cetendre le lecteur au miliea Beur argument. Je me
garderai bien d'arbitrer entre les deux nethodes, dont nawsons tousa tour de
role.

Ce sont en tout cas deux livres qui donnent envie de lire etidstsuire. Comme
le dit la quatreme de couverture de I'un d'entre eux, les areats de l'analyse et
des belles cemonstrations les liront et reliront avec piaet avec pro t.

Aline Bonami
Universie d'Orkans

Introductiona la philosophie des mattematiques
Marco Panza et Andrea Sereni
Champs essais, Flammarion, 2013. 496 pp. ISBN 978-2-088B3-10 14,2%

La cemarche suivie dans cet excellent livre est originale.

Il s'agit de faire une pesentation tes documente de I'1ire et des probemes
de la philosophie des mattematiques en prenant comme | docteur UNE phi-
losophie des matrematiques, dont on cecrit au passagedthire, les avatars, les
discussions qu'elle a et continue de susciter, a savoir latglisme ou ealisme
mattematique. Rappelons que c'est en gros l'icee qu'il existin univers d'ob-
jets matrematiques comparablea celui des objets physgqules mattematiciens
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< cecouvrant> alors leurs proprees... On pourrait quali er le platonise de< phi-
losophie spontaree des mathematiciens, mais comme le rappelle Jacques Bouve-
resse (en expliquant le point de vue de Wittgenstein) darjsgBapitre VII :

...ce que les matrematiciens sont enclinsa dire spontaremisur ce genre
de chose n'est pas une philosophie des mattematiques, mainaderiau brut
pour le traitement philosophique. La question qui se pogeresement celle-
ci : faut-il consicerer le platonisme simplement comme uineage tes na-
turelle et pratiquement impose qui accompagne la praggonathematique ?
Dans ce cas, il n'y a rigoureusement riena lui objecter. \Weghstein est le
dernier philosophea s'en prendrea une imagea ce point iamentale,a ce
point interentea une pratique. Mais l'image doit-elle &¢ consiceee comme
une explication et méme commkexplication philosophique? Comme tou-
jours, c'est la tendancea prendre une image pour une explicaet méme
pour une treorie explicative qui engendre la mythologie.

Une des dicules soulewes par le platonisme est que, a&itt toujours [3]
< si les matlematiques decrivent une ealie speci que une ealie purement
mattematique, comment expliquer qu'elles puissent en euts'appliquer a la
ealie empirique ? > Des eponses possibles a cette question seront examsree
dans le livre de Panza et Sereni.

Le livre est organis en sept sections suivant une Introductdans laquelle est
pesent notamment ce que les auteurs appelldatprobeme de Platon en admet-
tant que les assertions mathematiques parlent de quelghese, de quoi parlent-
elles? Et dans le cas contraire, si elles ne parlent de aemoi doivent-elles leur
intelligibilie ? Le < platonisme> (dont les auteurs soulignent les di cules relatives
a sa formulation) est une solutiona ce probemeA l'oppos le < nominalisme>
nie l'existence d'objets abstraits.

Comme le rappellent les auteurs, la philosophie des matdBques est tes
homogene jusqu'au XIX secle, et pense dans les termes de Platon. La premere
section en cecrit desepisodes saillants de Platona Kargn passant par Proclus
et Aristote.

La section suivante traite dw< platonisme logique> de Frege. Elle souligne
I'apport fondamental de la philosophie de Frege, qui inegn particulier les proges
des mattematiques de son temps. On y trouve aussi une exiposlimpide du
syseme formel de Frege et de sa contradiction, cecoueepar Bertrand Russell.
On peut regretter I'absence dans cette section d'une analysE avre de Bolzano,
fondateur de la theorie £mantique poursuivie par Fredeussell, Wittgenstein et
Tarski (on pourra lirea ce propos le livre de J. Sebestik)[7]

Une section est consaceea la periode post-fegeenne> du premier tiers du
vingteme secle, de Russella Gedel, en passant par @am Carnap, Hilbert et
Brouwer. C'est une pesentation vraiment tes claire desbats de lepoque, en
particulier de l'intuitionisme de Brouwer et du platonismadical de Gedel.

Les sections suivantes sont consaceesa des ceveloppais plus contempo-
rains, a partir de deux articles de Benacerraf (1965 et 197Ri ont relane le
eEbat contemporain sur le probeme de Platon, en particed, les auteurs exa-
minent les eponses aw dilemme de Benacerraf qu'on peut esumer comme
suit : < En mathematiques, une bonne mantique semble impliquee mauvaise
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episemologie et inversement, une bonneepisemolagimpliquerait une mauvaise
£mantique>.

Les eponses a ce dilemme sont clasees en deux catgmriLes eponses
< conservatives et les< eponses non conservatives

Comme l'indiquent les auteurs,

Les premeres sont celles qui prennent le dilemme de front en ad-
mettant quei) les assertions mattematiques doivent étre prissface va-
lug, c'esta-dire qu'elles doivent &tre entendues en accor@@veur structure
grammaticale apparenteii) les mattematiques pures, corcues en accord avec
la conditioni) repesentent, du moins en grande partie, un corpus de caisn
sancesa priori. Au moins une de ces conditions est rejeee par les epanse
dites non conservatives.

Les deux sections cedeesa ces eponses constituenewsxcellente revue (avec
une technicie minimale) de recherches actuelles.

L'ouvrage s'acleve par une pesentation et une discussias dlierentes ver-
sions de< l'argument d'indispensabilie>, attribtea Quine et Putman (certains
en reconnaissant des formulations anerieures chez Frega Neumann, Carnap
et Gadel). Selon la formulation de Putman,

[...] la quanti cation sur des enties mattematiques est ingpensablea la
fois aux sciences formelles et aux sciences physiques ; dons devrions ac-
cepter une telle quanti cation; mais alors, cela nous caitrdraita accepter
I'existence des enties mathematiques en question.

On a donc & un nouvel argument en faveur du platonisme quvda ses
variantes) a donre lieua de nombreux cebats analyesmacette section.

On pourra prolonger la lecture du livre par des expositiohss graditionnelles
de la philosophie des mattematiques (par exemple [2, 8Ry 4] qui analyse
< l'anti-platonisme radicab de Wittgenstein qui n'est pas aborce dans le livre
de Panza et Sereni, par [5] qui analyse les eponses foarmiar I'empirisme
logique (Carnap, Hahn, Schlick, Reichenbach,...)a la questies relations entre
mathematiques et experience, et par les excellents retziele textes [1, 6]. Le
livre [6] contient en particulier la traduction frarcaisde certains textes evoques
par Panza et Serini ainsi que des commentaires passionnhatkecture de ce der-
nier ouvrage est donc une continuation naturellea celleltwe de Panza et Sereni.

En conclusion, je ne peux que recommander la lecture de oe fimssionnant,
superbementecrit, sansequivalent en langue frarca@éous ceux qu'ineresse, de
pes ou de loin (on pourra alors sauter quelques passageatigues!) la philosophie
des mattematiques, ou tout simplement aux mathematici®iui s'interrogent sur
la nature de leur science. Pour celles/ceux qui voudraididgrglus loin, la riche
bibliographie (compkte par certains des ouvrages mientes plus haut et par
celle de [6]) fournira de quoi satisfaire les plus gros dibge

SMF { Gazette { 140, avril 2014



LIVRES 113

Re€rences

1. P. Benacerraf, H. Putman , Philosophy of Mathematics. Selected Readings 2° edition,
Cambridge University Press, Cambridge, 1983.

2. D. Bostock , Philosophy of Mathematics. An Introduction, Oxford University Press, Oxford-
New York, 2009.

3. J. Bouveresse , Le philosophe et le eel, Pluriel, Paris 1998.

4. J. Bouveresse , Le pays des possibles. Wittgenstein, les matfematiques etle monde eel,
Editions de Minuit, Paris, 1988.

5. J. Bouveresse et P. Wagner, Eds , Matlematiques et expgerience. L'empirisme logiquea
lepreuve (1918-1940), Colege de France, Odile Jacob, Paris 2008.

6. S. Gandon, |. Smadja, Eds , Philosophie des matlematiques. Ontologie, \erie et fo nde-
ments, Vrin, Paris, 2013.

7. J. Sebestik , Logique et mattematique chez Bolzano, Vrin, Paris, 1992.

8. S. Shapiro , Thinking about Mathematics : The Philosophy of Mathematics , Oxford University
Press, Oxford-New York, 2000.

Jean-Claude Saut,
Universie Paris-Sud

La ceesse des petites victoires

Yannick Grannec

Roman, prix des libraires 2013, Editions Anne Carrere120468 pp. ISBN
978-2843376665, 22

Il est rare gqu'un roman destirea un vaste public soit consitrautour de la vie
d'un logicien, fut-il illustre. Certes, il y a bien des livrear Kurt Gadel, mais ce
sont le plus souvent des e exions sur sa personnalie tbhetrange et surtout
des interpetations de son fameux tteoeme d'incompkide qui vont de I'exegese
aride aux extrapolations fumeuses { on leur petrera lagiface de Jean-Yves
Girard qui remet les pendulesa I'heure dans l'ouvrdgetreoeme de Gedel[11]

Dans le livre de Yannick Grannec, premier roman d'une histore des sciences,
il n'est pas question de gloser sur le theoeme d'incompite. Il s'agit d'un
\eritable ecit romanesque, qui se lit avec plaisir méraans inerét particulier pour
les matrematiques ou la logique :a la rigueur un goQt pole roman historique
et I'histoire des sciences peut &tre un plus, mais ce sontltases humains \ecus
par les savants de lepoque et leurs compagnons, ainsi @eeparticularies de
leurs psychologies qui ont passionre l'auteur. Il est assez guestion des esultats
mattematiques de Gadel, mais plutét de sa vie et de la videsti quea Vienne
et plus encorea Princeton.

Le roman alterne deux types de chapitres. Les uns racontentié de Gedel
dont les premeres anrees constituent un riche senagar fond de monee du
nazisme, et dont les suivantes sont une descente dans umeefate parancsa {
Gedel craignait qu'on ne I'empoisonnat et pesait une tremma de kilos lorsqu'il
mourut. Les autres chapitres sont le dialogue entre la vedgeGedel, Actle, et
une documentaliste, Anna, dont la mission est d'obtenir devéaive ecalcitrante
de Gedel ses manuscrits. Le portrait d'Adtle s'appuie sursddocuments et
emoignages, méme s'ils sont sans douteetoes pour luiothner vie et envergure.
Le personnage de la documentaliste, totalement ctif, sartisser la trame du
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roman et devienta la fois complice d'Actle, Emoin prieje de cette periode
trouble, et acteur secondaire du ecit. Le lecteur de (@azette appeciera (ou
non) la description du mattematicien frarcais qui ®dula documentaliste. La
courte apparition de ce personnage non historique peinegigurs quelque peu
a s'inegrer harmonieusement avec le reste du ecit; conensi l'auteur s'en etait
voulue de ‘ehiculer un arcletype de matlematicien soldenent en marge, et
aurait souhaie ceer son antitrese parfaite, charmeumn et distinge, et méme
porte-parole de mattematiques utilitaires >, expliquanta Anna et au lecteur le
mecanisme du syseme RSA.

Cependant l'atmosplere de lepoque, socetale ou scieque, est parti-
culerement bien rendue. Vienne pendant la monee du rsame, puis apes un
voyage epigue via la Russie et la cote Ouest d&mits-Unis, la vie des Gadela
Princeton au milieu d'une petite communaue qui parle alland, ce qui, durant
la seconde guerre mondiale, aftats-Unis, est plutét mal peicu. L'auteur prend
manifestement plaisira donner vie aux gures majeures testitute for Advance
Studies a cette epoque : Albert Einstein, John von Neuman@®skar Morgens-
tern,... et le lecteur a lI'impression de faire secetement partles convives de leurs
d'ners animes. La personnalie tourmente de Gedeltegar ailleurs habilement
pesentee en partie a travers la sou rance et la rancuneedsa femme, et il en
ressort une description tes eussie sur le plan humaini geserve son inegrie
historique. L'auteur a d'ailleurs su rester ckle aux faitsnes'appuyant sur de
nombreux documents et emoignages comme expligiesa la de I'ouvrage.

Qu'en est-il du contenu mattematique de ce livre? Il est bierinoe, et les
edacteurs de cette note de lecture ont un avis dierent sge point. L'un de nous
pense qu'iletait impossible d'inegrer deseements degique mattematique sans
nuirea la spontareie du ecit. Mais l'autre, davantageeru de logique, croit qu'il
eut et possible d'en dire un peu plus sur les contributiofendamentales que
Gedel a apporeesa la logique matrematique alors toutaouvelle. M&éme dans
les notesa la n du roman, il est dicile de se faire une idzetandis qu'il est
peut-etre possible d'expliquer en peu de mots au lecteur n@ilematicien mais
raisonnablement cultive les esultats de Gadel { la prare note sur le esultat
de compktude de la these de Gadel [4, 5] aurait nerie '8tre plus longue et plus
claire. En revanche nous sommes d'accord pour saluer unesbserconsequence
de l'absence de tentative d'explication des esultats dedes : cela laisse le
temps au roman devoquer I'ambiance scienti que de lepag et surtout, ce livre
ne contient aucune des erreurs ou extrapolations fantasisles ouvrages de
vulgarisation consaces au treoeme d'incompktude.

L'auteur apporte tout de méme uneclairage mattematiquersdeux points :

{ I'nypotrese du continu;

{ le chirement RSA. Certes le treoeme d'incompktude dezedel utilise une
notion de codage mais elle n'a riena voir avec le chi remenBR utiliee en cryp-
tographie, cette digression s'explique di cilement.

La raison de ce silence logique pourrait étre assez simigle notions de logique
mattematique, formule, preuve formelle, mockle, sont penseigrees dans notre
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pays. Méme si la logique mathematique est par nature asabgtraite, elle n'est

sans doute pas plus di cilea expliquer que d'autres domaindes mathematiques

plus epandus. Saisissons l'occasion de rappeler en qesldignes les principaux
esultats de Gedel :

{ Treoeme de compktude (1929)[4, 5]. Une formule du premier ordre est
vraie dans tout mockle si et seulement si elle est formeblam demontrable.
Prenons un exemple : la theorie des groupes est une treatie premier ordre,
qui skcrit avec la composition et legalie, et dont lesaxiomes sont l'associati-
vie, I'existence d'unebment neutre et I'existence d'un werse. Le treoeme de
compktude a rme qu'une propretecrite avec ce langag et vraie dans tous les
groupes sera cemontrablea partir des axiomes de la theodes groupes. Plut6t
que la preuve de Gedel qui proede par eduction du prebie a des formules
particuleres, on enseigne de nos jours plutdt la cemaragion de Leon Henkin de
1949. [9]

{ Treoeme(s) d'incompktude (1930) [6]. On peut sktonner que Gedel ait
cemonte un treoeme de compktude puis un theoeme dincompktude, mais que
le lecteur soit rassue il ne s'agit ni de la m&me notion dempktude ni de la
méme treorie. Dans une theorie contenant l'arithrretigel (les entiers et le principe
de ecurrence) il y desenonas qui ne sont pas cemontilab et dont la regation
n'est pas non plus cemontrable. Un exemple de telenond &s colerence de la
treorie en question. La coterence de la theorie peut serfuler comme le fait
qu'il n'existe pas de preuve du faux (par exempleQde 1)a partir des axiomes de
l'arithnetique. Formules et preuves pouvant &tre cockes par des entigrs'agit
bien denoncees de l'arithietique.

{ Colerence de l'axiome du choix et de I'hypothese du contini938-1940)
[7]. Ce esultatetablit la colerence de ces deux axiomasec les autres axiomes
de la theorie des ensembles comme ceux de Zermelo-Fraefdé€). Gedel a
monte comment construire a l'inerieur d'un mockle de ZFun autre mockle
de ZF a n'existent que les ensembles dont I'existence esuisg pour que les
axiomes soient vrais (a n'existent que ceux qui sont cessiables par des formules
logiques). Dans ce moctle interne I'hypottese du continat(méme I'hypothese
du continu gereraliee) et I'axiome du choix sont vraisgcqui montre que si ZF a
un mockle, ZF enrichie de ces deux principes aussi. Getdtevertle a trouver
un mockle de la treorie des ensembles ai I'hypottese duntimu est fausse, mais
c'est Paul J. Cohen qui en a construit un avec la methode dite fdrcing [1] lee
a la notion de topos comme explige dans [10].

{ Metrique de Gedel (1949-1951)Cette solution non standard auxequations
de la relativie gererale d'Einstein (univers< tournant>) a de curieuses proprees :
equivalence de tous les points, existence de courbes tewifss fernees (autorisant
des voyages dans le temps). Gadel a o ert ce travaila cetyii etait pour ainsi
dire son seul ami, Einstein, pour les 70 ans de ce dernier. [8]

Pour esumer nous recommandons vivement la lectureldeceesse des petites
victoiresde Yannick Grannec, parce qu'elle rend celement compte @érhosplere
et des personnalies scienti ques de lepoque, en partliera Princeton entre 1940
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et 1970. C'est de surcrot un tes bon roman en soi. En rea@cpour mieux com-
prendre les travaux de Gadel le lecteur deGazettedevrait plutdt se tourner vers
un cours de logique de Master, et il en existe méme un tes leo frarcais. [2, 3]
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