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�Editorial

Voici donc le num�ero d'avril dont j'ai la charge avec le comit�e de r�edaction, assurant
la transition de la r�edaction en chef pour deux num�eros avant de passer la main �a Boris
Adamczewski. La SMF a souhait�e r�e�echir �a une nouvelle formule pour laGazetteet mis
en place une commission de r�eexion sous la direction de V. Berth�e. Un questionnaire
destin�e �a recueillir les avis et souhaits des lecteurs a �et�e mis �a disposition sur le site de la
SMF ; les r�eponses apport�ees pourront ainsi �eclairer lescomit�es de r�edaction et de r�eexion
sur ce que vous souhaitez. Le num�ero d'avril est dans la continuit�e de ceux pr�epar�es par
mes pr�ed�ecesseurs Fr�ed�eric Patras et San Vu Ngoc �a qui je rends hommage mais il a aussi
beaucoup b�en�e�ci�e des suggestions du comit�e de r�eexion. Le num�ero commence avec
trois articles sur les math�ematiques de notre temps et continue avec une pr�esentation
moderne du th�eor�eme de Noether. Comme vous le savez sans doute, de beaux r�esultats
sont obtenus en th�eorie des nombres. H.A. Helfgott pr�esente de l'int�erieur ses travaux
r�ecents, R. de la Bret�eche analyse la nouvelle d�emarche de Polymath8 initi�ee par T. Tao.
La topologie est aussi pr�esente avec un court article de N. Bergeron.

Le lecteur retrouvera ensuite la plupart de ses rubriques habituelles, la rubrique ensei-
gnement avec une interview sur les MOOC (Massive Open OnlineCourse) et un article
de J.-P. Borel sur la francophonie. Dans la rubrique information, le lecteur trouvera un
texte du nouveau directeur de l'INSMI C. Sorger, une interview du directeur du CIMPA
C. Cibils, un texte du directeur du CIRM P. Foulon sur la chaire Morlet, un compte-rendu
de la journ�ee Sciences et M�edias et un compte-rendu du CNU 25 compl�etant celui du
CNU 26 publi�e dans le num�ero de janvier. La rubrique< Prix et distinctions > pr�esente
la r�ecente laur�eate du prix Abel Klein Mich�ele Artigue. Le carnet rend hommage �a deux
math�ematiciens r�ecemment d�ec�ed�es. La communaut�e a �et�e tr�es a�ect�ee par le d�ec�es du
probabiliste Marc Yor. La SMAI et la SMF ont d�ecid�e d'un num�ero sp�ecial qui lui sera
d�edi�e. Dans l'imm�ediat J.-F. Le Gall qui fut l'un de ses �el�eves lui rend un premier hom-
mage. Le m�ecanicien Jean Jacques Moreau est peut-être moins connu des math�ematiciens
mais ce fut je cite ici Ivar Ekeland< un grand monsieur>. M. Valadier qui fut son coll�egue
�a Montpellier lui rend hommage. En�n nous pr�esentons plusieurs recensions de livres, et
c'est une nouveaut�e, la< recension> du �lm de Olivier Peyon par Aline Bonami et Bernard
Egger.

�A partir du prochain num�ero nous esp�erons mettre en route une coop�eration �etroite
avec Image des Math�ematiques (IdM). Plusieurs laur�eats des prix de l'acad�emie ont ac-
cept�e de se lancer dans l'exp�erience de r�ediger simultan�ement deux textes, l'un pour la
Gazetteet l'autre pour IdM, avec l'id�ee d'atteindre des publics compl�ementaires.

Au moment de cette transition, je voudrais remercier tout particuli�erement V. Berth�e,
A. Bonami et P. Pansu pour leur aide. Rappelons que c'est Claire Ropartz qui assure la
composition de ce num�ero et que Fr�ed�erique Petit assure avec d�evouement la tâche de
relectrice.

| Bernard Hel�er
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SMF

Mot du Pr�esident

Le 24 janvier dernier, la SMF r�eunissait les responsables des masters enseigne-
ment, dit MEEF, pour faire le point sur la mise en place de ces formations ainsi
que leur articulation avec les ESPE1. La r�eforme en cours a d�ej�a permis de voir les
e�ectifs �etudiants remonter de fa�con substantielle, c'est une tr�es bonne nouvelle.
Si les di�cult�es que rencontrent les coll�egues varient d'une universit�e �a l'autre,
une attente forte a �emerg�e clairement : la mise en place d'unm�ecanisme coh�erent
et uni��e qui permette aux �etudiants n'ayant pas obtenu le Capes �a l'issue de la
premi�ere ann�ee de master de pouvoir b�en�e�cier d'une ann�ee suppl�ementaire pour
s'y pr�eparer de nouveau et de fa�con exclusive, même s'ils ont d�ej�a valid�e le M1.
Cette possibilit�e existe dans certaines �li�eres, on pense notamment �a la premi�ere
ann�ee de m�edecine et aux classes pr�eparatoires ; elle a aussi montr�e son e�cacit�e
par le pass�e en o�rant �a de futurs enseignants une p�eriodede pr�eparation su�sante
et adapt�ee �a leur parcours personnel. De tr�es bonnes raisons pour militer en ce sens
dans les mois �a venir. La SMF a r�euni aussi �n mars les directeurs de d�epartements
& UFR de math�ematiques a�n de faire un bilan le plus pr�ecis possible des �evolutions
r�ecentes sur le terrain ; nous vous tiendrons inform�es rapidement des discussions et
premiers enseignements �a tirer de cette journ�ee.

Côt�e publications, le premier fascicule 2014 des< M�emoires de la SMF> est paru
et accessible par voie �electronique. La SMF con�rme ainsi sa volont�e de r�epondre
aux attentes et pratiques de ses lecteurs et aux �evolutionsdu monde de l'�edition.

En collaboration �etroite avec la SMAI, la SFdS, la Soci�et�eInformatique de
France (SIF) et l'ONISEP, la SMF participe �a la r�ealisation d'une brochure sur les
m�etiers des math�ematiques et de l'informatique : un outil essentiel pour attirer des
jeunes vers nos �li�eres dont les d�ebouch�es sont vari�es mais m�econnus du public.
Cette brochure remplacera le< Zoom sur les m�etiers des math�ematiques> paru en
2007, sortie pr�evue d�ebut 2015 !

Pour conclure, je tiens �a �evoquer le Prix Audin qui vient d'être d�ecern�e �a Kaoutar
Ghomari et San V~u Ngo.c, r�edacteur en chef de laGazette jusqu'en septembre
dernier. F�elicitation aux deux laur�eats dont la collaboration a s�eduit le jury !

Le 1er avril 2014
Marc Peign�e

1 �Ecoles Sup�erieures du Professorat et de l'�Education
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4 { Publicit�e {

M•moire 136

Weyl law for semi-classical
resonances with randomly
perturbed potentials
J. Sj!strand

We consider semi-classical Schr!dinger operators with potentials supported in a 

bounded strictly convex subset O of R n with smooth boundary. Letting h denote 

the semi-classical parameter, we consider classes of small random perturbations 

and show that with probability very close to 1, the number of resonances in rec-

tangles [a,b]-i[0, ch 2/3[, is equal to the number of eigenvalues in [a,b] of the Dirichlet 

realization of the unperturbed operator in O up to a small remainder.

(Loi de Weyl pour des r•sonances semi-classiques associ•es aux potentiels)

On consid€re des op•rateurs de Schr•dinger dont les potentiels ont leur supports 

dans un ensemble strictement convexe ‚ bord lisse O de Rn. En d•signant par h le 

param€tre  semi-classique, nous consid•rons des classes de petites perturbations 

al•atoires et montrons qu'avec une probabilit• tr€s proche de 1, le nombre de 

r•sonances dans des rectangles [a,b]-i[0, ch 2/3[ est •gal (‚ un petit reste pr€s) au 

nombre de valeurs propres dans [a,b] de la r•alisation de Dirichlet de l'op•rateur 

dans O.

ISBN : 978-2-85629-780-3

prix public : 35   Û - prix membre : 24   Û

frais de port non compris

Institut Henri Poincar•
11 rue Pierre et Marie Curie

F-75231 PARIS CEDEX 05

http://smf.emath.fr

SMF { Gazette { 140, avril 2014



MATH �EMATIQUES

La conjecture de Goldbach ternaire
Harald Andr�es Helfgott

traduit par Margaret Bilu, revu par l'auteur

1. Histoire

L�eonard Euler { l'un des plus grands math�ematiciens du dix-huiti�eme si�ecle,
et même de tous les temps { et son ami proche, l'amateur polymathe Christian
Goldbach, entretenaient une correspondance r�eguli�ere et abondante. Goldbach a
�emis une hypoth�ese sur les nombres premiers, et Euler l'a rapidement r�eduite �a la
conjecture suivante, que, disait-il, Goldbach lui avait d�ej�a soumise : chaque nombre
entier strictement positif peut être �ecrit comme la sommed'au plus trois nombres
premiers.

De nos jours, nous dirions plutôt< tout nombre entier sup�erieur ou �egal �a 2>,
vu que nous ne consid�erons plus 1 comme un nombre premier. Deplus, de nos
jours la conjecture a �et�e divis�ee en deux :

{ la conjecture de Goldbachfaible, ou ternaire, dit que tout nombre entier impair
sup�erieur ou �egal �a 7 peut s'�ecrire comme la somme de trois nombres premiers ;

{ la conjecture de Goldbachforte, ou binaire, dit que chaque nombre entier pair
sup�erieur ou �egal �a 4 peut s'�ecrire comme la somme de deuxnombres premiers.

Comme leurs noms l'indiquent, la conjecture forte implique la conjecture faible (de
mani�ere imm�ediate : enlevez 3 �a votre nombre entier impair n, et ensuite exprimez
n � 3 comme la somme de deux nombres premiers).

Je renvoie �a [Dic66, Vol. 1, Ch. XVIII] pour les d�ebuts de ce sujet. En r�esum�e,
Descartes a pos�e une version de ces conjectures dans un manuscrit posthume1 ;
Waring semble avoir pos�e lui-même les conjectures �a la �ndu dix-huiti�eme si�ecle ;
le dix-neuvi�eme si�ecle a vu quelques travaux calculatoires (des v�eri�cations de la
conjecture pour de petits entiers, �a la main !) mais peu de progr�es r�eels.

La conjecture forte reste hors d'atteinte. Il n'y a pas longtemps { ma
pr�epublication [Hela] est parue le 13 mai 2013 { j'ai prouv�ela conjecture de
Goldbach faible.

1 L'assertion de Descartes est< Sed & omnis numerus par �t ex uno vel duobus vel tribus
primis. >. [Dic66] donne la traduction < Tout nombre pair est la somme d'un, deux ou trois
nombres premiers.> La forme de cet �enonc�e semble �etrange, puisque l'�enonc�e pour les nombres
pairs implique imm�ediatement le même �enonc�e pour les no mbres impairs. (Merci �a J. Brandes
et R. Vaughan pour leurs commentaires sur la traduction, qui est apparemment correcte.) Il
s'agit d'une observation faite par Descartes en passant, aumilieu d'un passage sur les sommes
de nombres polynomiaux.
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6 H. A. HELFGOTT

La preuve se construit sur les avanc�ees obtenues au d�ebut du vingti�eme si�ecle
par Hardy, Littlewood et Vinogradov. En 1937, Vinogradov a montr�e [Vin37] que la
conjecture est vraie pour tous les entiers impairs sup�erieurs �a une certaine constante
C. Hardy et Littlewood [HL16] avaient montr�e la même chose en supposant l'hy-
poth�ese de Riemann g�en�eralis�ee; j'en reparlerai plus bas. Depuis Vinogradov, la
constanteC a �et�e sp�eci��ee et progressivement am�elior�ee, mais lameilleure (c'est-
�a-dire la plus petite) valeur disponible pourC �etait C = e3100 > 101346 (Liu-
Wang [LW02]), ce qui �etait bien trop grand. Puisque 10110 est plus grand que le
nombre estim�e de protons dans la Voie lact�ee multipli�e par le nombre de picose-
condes depuis le Big Bang, il n'y aurait aucun espoir de v�eri�er même les premiers
10200 cas �a l'ordinateur (oui, même si on �etait un dictateur cosmique utilisant la
galaxie comme un ordinateur hautement parall�ele) !

J'ai ramen�e C �a 1029 en mai 2013. D. Platt et moi avions v�eri��e la conjecture
pour tous les nombres impairs jusqu'�a 8; 8 � 1030 par ordinateur (et nous aurions
pu aller plus loin), et c'est la �n de l'histoire.

(J'ai r�eduit C �a 1027 en d�ecembre 2013. La v�eri�cation de la conjecture ternaire
de Goldbach pour toutn 6 1027 impair peut être refaite �a la maison durant le
weekend ; nous parlerons de la m�ethode vers la �n de l'article.)

Il est bien sûr normal que nous passions en revue quelques-unes des avanc�ees les
plus importantes entre l'�epoque de Vinogradov et la nôtre. En 1933, Schnirelmann
a prouv�e [Sch33] que tout nombre entiern > 1 peut être �ecrit comme la somme
d'au plus K nombres premiers, o�uK �etait une constante non sp�eci��ee. Il s'agit
d'un des travaux pr�ecurseurs de la combinatoire additive. En 1969, Klimov a �et�e
le premier �a donner une valeur �a la constante (K = 6 � 109) ; puis il l'a am�elior�ee
en K = 115 (avec G. Z. Piltay et T. A. Sheptickaja) etK = 55. Par la suite, il y
a eu des r�esultats de Vaughan [Vau77a] (K = 27), Deshouillers [Des77] (K = 26)
et Riesel-Vaughan [RV83] (K = 19).

Ramar�e a demontr�e en 1995 que tout nombre pairn > 1 est la somme d'au
plus 6 nombres premiers [Ram95] ; ses m�ethodes sont plutôtdans la tradition de
Vinogradov que dans celle de Schnirelmann. En 2012, Tao a prouv�e [Tao] que tout
nombre impairn > 1 est la somme d'au plus 5 nombres premiers.

Il y a eu d'autres lignes d'attaque vers la conjecture forte. En utilisant des id�ees
proches de celles de Vinogradov, Estermann [Est] a prouv�e que presque tout nombre
pair (c'est-�a-dire, un sous-ensemble de densit�e 1 dans l'ensemble des nombres
pairs) peut être �ecrit comme la somme de deux nombres premiers. En 1973,
J.-R. Chen a montr�e [Che73] que tout nombre pairn plus grand qu'une certaine
constante peut être �ecrit comme la somme d'un nombre premier et du produit d'au
plus deux nombres premiers (n = p1+ p2 ou n = p1+ p2p3). Par ailleurs, J.-R. Chen
est le même qui, avec T.-Z. Wang, est responsable des meilleures bornes surC
(pour Goldbach ternaire) avant Liu et Wang :C = exp(exp(11:503)) < 4 � 1043000

[CW89] etC = exp(exp(9:715)) < 6 � 107193 [CW96].

Qu'y a-t-il dans la preuve ? Faisons d'abord un pas en arri�ere et examinons le
cadre g�en�eral de la m�ethode du cercle, introduite par Hardy et Littlewood.
SMF { Gazette { 140, avril 2014



LA CONJECTURE DE GOLDBACH TERNAIRE 7

2. La m�ethode du cercle : analyse de Fourier sur les entiers

L'analyse de Fourier est quelque chose que nous pratiquons �achaque fois que
nous essayons de capter une châ�ne de radio : il y a un signal,que nous d�ecomposons
en ses contributions de diverses fr�equences. En langage math�ematique, on a une
fonction f : R �! C (c'est-�a-dire une fonction d'une seule variable r�eelle ;
pour la radio, cette variable est le temps) et on d�e�nit latransform�ee de Fourier
bf : R �! C par bf (r ) =

R
R f (x)e(� xr)dx, avec la notatione(t ) = e2� it . Alors,

comme on l'apprend dans tout cours d'analyse de Fourier,f (x) =
R

R
bf (r )e(xr)dx,

�a condition que f d�ecroisse assez rapidement et se comporte bien par ailleurs.
(C'est la < formule d'inversion de Fourier>. )

En d'autres mots,x 7! f (x) a �et�e d�ecompos�ee en une somme de fonctions
exponentielles (complexes), la fonction exponentielle (complexe)x 7! e(xr) �etant
pr�esente avec une< force> bf (r ). Pour revenir �a l'exemple de la radio :bf (r ) est
grand lorsquer est proche de la fr�equence d'une châ�ne de radio, et petit sinon.
(Ce que re�coit votre radio, c'est une superpositionf de ce que transmettent toutes
les stations ; le travail de votre r�ecepteur radio est pr�ecis�ement de retrouver la
contribution des fr�equencesr autour d'un r0 donn�e. )

Nous pouvons faire la même chose sif est une fonctionf : Z 7! C. En fait, dans
ce cas c'est plus simple,bf �etant d�e�nie par une somme plutôt que par une int�egrale :
bf (� ) =

P
n f (n)e(� � n). La transform�eebf est une fonctionbf : R =Z 7! C. (Nous

sommes dans le monde dual �a celui d'un cours de licence, o�u lafonction f est 1-
p�eriodique { c'est-�a-dire quef est une fonctionf : R =Z 7! C { et sa transform�ee
est une suitef ang, c'est-�a-dire, une fonctionbf : Z 7! C.) Topologiquement,R =Z
est un cercle ; c'est exactement la même chose que de dire que,puisque cela ne
change rien d'ajouter ou de soustraire 1 �a notre fr�equence,nous pourrions aussi
bien laisser le petit indicateur de fr�equence de notre radio se promener le long d'un
cercle gradu�e par des nombres entre 0 et 1, plutôt que sur (un segment de) la droite
r�eelle (comme sur la vraie radio sur mon bureau). C'est de l�aque vient l'expression
< m�ethode du cercle>.

La radio du th�eoricien des nombres

La d�ecomposition def ressemble maintenant �a la chose suivante :f (n) =R1
0

bf (� )e(� n)d� , �a condition que f d�ecroisse su�samment vite.
En quoi est-ce int�eressant ? La transform�ee de Fourier estutile de mani�ere

imm�ediate quand on travaille sur des probl�emes additifs,comme les conjectures
de Goldbach. La raison en est que la transform�ee du produit de convolution de

SMF { Gazette { 140, avril 2014



8 H. A. HELFGOTT

Fig. 1. Le duo Hardy-Littlewood et I. M. Vinogradov

deux fonctions est �egale au produit des transform�ees. Rappelons que leproduit de
convolution (additif) de f ; g : Z �! C est d�e�ni par

(f � g)(n) =
X

m2 Z

f (m)g(n � m):

Il apparâ�t alors directement que(f � g)(n) ne peut être non-nul que sin peut
être �ecrit sous la formen = m1 + m2 pour m1 et m2 tels quef (m1) et g(m2)
soient non nuls. De même,(f � g � h)(n) ne peut être non-nul que sin peut être
�ecrit sous la formen = m1 + m2 + m3 pour m1; m2; m3 tels quef (m1), g(m2) et
h(m3) soient non nuls. Ceci nous sugg�ere, pour �etudier le probl�eme de Goldbach
ternaire, de d�e�nir les fonctionsf ; g; h de telle sorte qu'elles prennent des valeurs
non-nulles seulement aux nombres premiers.

Hardy et Littlewood avaient d�e�ni f (n) = g(n) = h(n) = 0 pourn non-premier
(ou n nul, oun n�egatif) et f (n) = g(n) = h(n) = ( logn)en=N pourn premier (o�u N
est un param�etre qui sera �x�e ult�erieurement). Le facteur e� n=N est l�a pour fournir
une < d�ecroissance rapide>, de sorte que tout converge ; comme nous le verrons
plus tard, le choix par Hardy et Littlewood de la fonctione� n=N (plutôt qu'une
autre fonction �a d�ecroissance rapide) est en fait tr�es intelligent, même s'il n'est pas
tout-�a-fait le meilleur possible. Le facteur logn est l�a pour des raisons techniques
(sch�ematiquement, il se trouve que cela a du sens de pond�erer un nombre premierp
par logp parce qu'il y a �a peu pr�es un nombre premier parmi logp entiers al�eatoires
de taille proche de celle dep).

On voit que (f � g � h)(n) 6= 0 si et seulement sin peut être �ecrit comme
une somme de trois nombres premiers. Notre objectif est doncde montrer que
(f � g � h)(n) (c'est-�a-dire f � f � f ) est non-nulle pour toutn sup�erieur �a une
constante. Puisque la transform�ee du produit de convolution est �egale au produit
des transform�ees,

(f � g � h)(n) =
Z 1

0

\f � g � h(� )e(� n)d� =
Z 1

0
((bf � bg � bh)( � ))e(� n)d�:

SMF { Gazette { 140, avril 2014



LA CONJECTURE DE GOLDBACH TERNAIRE 9

Notre but est donc de montrer que l'int�egrale
R1

0 ((bf � bg � bh)( � ))e(� n)d� =
R1

0 (bf (� ))3e(� n)d� est non-nulle.

Il se trouve quebf (� ) est particuli�erement grand quand� est proche d'un ration-
nel �a petit d�enominateur ; c'est comme s'il y avait vraiment des châ�nes de radio
qui transmettaient aux fr�equences (�a petit d�enominateur) indiqu�ees sur le dessin
ci-dessus : quand l'indicateur est proche de l'une d'entre elles, il y a unbf (� ) clair et
sonore, et quand nous sommes loin d'elles, nous ne pouvons entendre qu'un petit
bourdonnement. Cela sugg�ere la strat�egie suivante : on estime bf (� ) pour tous les�
compris dans des petits arcs de cercle autour des rationnels�a petit d�enominateur
(les arcs majeurs, appel�es ainsi parce que leur contribution est majeure, malgr�e
leur petitesse) ; on bornebf (� ) pour � en dehors des arcs majeurs (tout ce qui
est en dehors des arcs majeurs est appel�earcs mineurs) ; puis on montre que la
contribution des arcs mineurs �a l'int�egrale est plus petite en valeur absolue que la
contribution des arcs majeurs, for�cant ainsi l'int�egrale

R1
0 (bf (� ))3e(� n)d� �a être

non-nulle.
C'est cette strat�egie g�en�erale que l'on appelle lam�ethode du cercle. Hardy et

Littlewood l'ont introduite pour traiter une grande vari�et�e de probl�emes additifs ;
par exemple, cela faisait aussi partie de leur approche du probl�eme de Waring
sur les entiers qui sont sommes de puissancesk-i�emes d'entiers. Cela a �et�e repris
par Vinogradov, qui a �et�e le premier �a donner de bonnes bornes inconditionnelles
sur bf (� ) pour � appartenant aux arcs mineurs (c'�etait consid�er�e comme vraiment
remarquable �a l'�epoque). La m�ethode du cercle est aussi ma strat�egie g�en�erale : ce
que j'ai fait est de donner des estimations bien meilleures sur les arcs majeurs et
mineurs que celles qui �etaient disponibles pr�ec�edemment, pour f , g et h choisies
avec grand soin.

(Tant qu'on y est, on peut essayer de traiter la conjecture de Goldbach binaire,
ou forte, avec la m�ethode du cercle, mais on se heurte tr�es vite �a un mur : le
< bruit > qui vient des arcs mineurs d�epasse largement la contribution des arcs
majeurs. C'est bien expliqu�e dans un article du blog de TerryTao.)

3. Fonctions L de Dirichlet et leurs z�eros

Avant de commencer �a travailler sur les arcs majeurs, nous devons parler de
fonctionsL. Il y a d'abord la fonction zêta� (s), �etudi�ee pour la premi�ere fois pours
complexe par Riemann, �a qui elle doit son nom. Elle est donn�ee par� (s) =

P 1
n= 1

1
ns

quand la partie r�eelle< (s) de s est strictement sup�erieure �a 1. Pour< (s) 6 1 la
s�erie diverge, mais la fonction peut être d�e�nie (de mani�ere unique) sur tout le
plan complexe par prolongement analytique, avec un pôle simple ens = 1.

De mani�ere analogue, il y a les fonctionsL de Dirichlet, d�e�nies par L(s; � ) =
P 1

n= 1
� (n)

ns pour < (s) > 1, et par prolongement analytique pour< (s) 6 1. Ici
� est n'importe quel caract�ere de Dirichlet ; pour tout� �x�e, L(s; � ) est une
fonction des. Un caract�ere de Dirichlet� (moduloq) est simplement une fonction
� : Z �! C de p�eriode q (c'est-�a-dire que � (n) = � (n + q) pour tout n) qui
de plus est multiplicative (� (ab) = � (a)� (b) pour tout a; b) et v�eri�e � (n) = 0
d�es que n et q ne sont pas premiers entre eux. (Si on veut le dire de mani�ere
sophistiqu�ee, c'est un caract�ere de(Z=qZ)� relev�e �a Z.)
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10 H. A. HELFGOTT

Un z�ero d'une fonction f est simplement uns 2 C tel que f (s) = 0. Un
z�ero non-trivial de� (s), ou deL(s; � ), est un z�ero de� (s), ou deL(s; � ), tel que
0 < < (s) < 1. (Les autres z�eros sont dits triviaux car il est facile de dire o�u ils sont
(�a savoir, en des entiers n�egatifs, ou parfois en z�ero).) L'hypoth�ese de Riemann dit
que tous les z�eros non-triviaux de la fonction zêta de Riemann < se trouvent sur
la droite critique>, ce qui veut dire qu'ils v�eri�ent < (s) = 1=2: L'hypoth�ese de
Riemann g�en�eralis�ee pour les fonctionsL de Dirichlet dit que, pour tout caract�ere
de Dirichlet � , tout z�ero non-trivial de L(s; � ) v�eri�e < (s) = 1=2.

Puisque l'hypoth�ese de Riemann (RH) et l'hypoth�ese de Riemann g�en�eralis�ee
(GRH) n'ont pas �et�e prouv�ees, tout r�esultat qui est d�emontr�e en les utilisant sera
conditionnel; nous voulons prouver des r�esultats inconditionnels. Peuvent en e�et
être d�emontr�es, et utilis�es, des r�esultats partiels dans la direction de GRH. Ces
r�esultats sont de deux types.

{ R�egions sans z�eros. D�ej�a depuis la �n du dix-neuvi�emesi�ecle (de la Vall�ee
Poussin) nous savons qu'il y a des r�egions en forme de sablier(plus pr�ecis�ement,
de la forme c

log t 6 � 6 1 � c
log t , o�u c est une constante et o�u on �ecrits = � + it )

en dehors desquelles il ne peut pas y avoir de z�eros non-triviaux.
{ V�eri�cations �nies de GRH. Il est possible de (demander �a l'ordinateur de)

prouver des petits morceaux �nis de GRH, en v�eri�ant que tous les z�eros non-
triviaux d'une fonctionL donn�ee de partie imaginaire inf�erieure �a une certaine
constanteH se trouvent sur la droite critique< (s) = 1=2.

La plupart des travaux �a ce jour suivent la premi�ere alternative. J'ai choisi la
deuxi�eme, ce qui a eu des cons�equences sur la mani�ere pr�ecise dont j'ai d�e�ni les
arcs majeurs et mineurs : j'ai obtenu des r�esultats tr�es pr�ecis sur les arcs majeurs,
mais j'ai dû les d�e�nir pour qu'ils soient en tr�es petit nombre et tr�es �etroits, car
autrement la m�ethode n'aurait pas fonctionn�e. Cela veut dire que les m�ethodes
pour les arcs mineurs devaient être particuli�erement performantes, vu qu'il leur
restait une partie du cercle particuli�erement grande �a traiter.

Regardons plus pr�ecis�ement comment nous pouvons nous occuper des arcs ma-
jeurs en utilisant des r�esultats partiels vers GRH, et en particulier, des v�eri�cations
�nies de GRH.

4. Estimations d'arcs majeurs

Rappelons que nous voulons estimer des sommes du typebf (� ) =
P

f (n)e(� � n),
o�u f (n) est quelque chose comme (disons)(logn)e� n=x quand n est un nombre
premier, et 0 sinon. Modi�ons cela juste un peu : nous allons en fait estimer
S� (�; x) =

P
�( n)e(� n)� (n=x), o�u � est la fonction de von Mangoldt :

�( n) = logp si n est une puissancepk , k > 1, d'un nombre premier, et�( n) = 0
sinon. (L'utilisation de� plutôt que � � est juste une question de tradition, de
même que l'utilisation de la lettreS (comme< somme>) ; cependant, l'utilisation
de �( n) plutôt que juste logp simpli�e en fait vraiment les choses quand on a
a�aire �a ce qu'on appelle des formules explicites, ce que nous allons voir dans
un instant.) Ici � (t ) est une fonction �a d�ecroissance rapide ; cela peut êtree� t ,
comme dans les travaux de Hardy et Littlewood, ou (comme dansmon travail)
quelque chose d'autre. Cela pourrait même être juste la< troncature brutale>
1[0;1](t ), d�e�nie comme valant 1 quandt 2 [0; 1] et 0 sinon ; cela marcherait pour
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LA CONJECTURE DE GOLDBACH TERNAIRE 11

les arcs mineurs, mais, comme nous allons le voir, c'est une mauvaise id�ee en ce
qui concerne les arcs majeurs.)

Supposons que� appartient �a un arc majeur, ce qui veut dire qu'on peut �ecrire
� = a=q+ �=x pour un certaina=q (o�u q est petit) et un certain� (avecj� j petit).
Nous pouvons exprimerS� (�; x) comme une combinaison lin�eaire de termes de la
forme S�;� (�=x; x), o�u

S�;�

�
�
x

; x
�

=
X

�( n)� (n)e
�

� n
x

�
�

� n
x

�
;

et � parcourt les caract�eres de Dirichlet moduloq.
Pourquoi ces sommesS�;� sont-elles mieux que les sommes plus simplesS� ?

L'argument a pris la forme�=x, alors qu'avant c'�etait � . Ici � est petit, inf�erieur �a
une constante dans notre cadre. Autrement dit,e (� n=x) va parcourir le cercle un
nombre born�e de fois lorsquen varie de 1 �a une constante foisx (et pendant ce
temps� (n=x) sera devenu petit). Cela rend la somme plus facile �a estimer.

Il est classique que l'on puisse exprimerS�;� par uneformule explicite2

S�;�

�
�
x

; x
�

= [ b� (� � )] x �
X

�

F� (� ) + petit terme d'erreur:

Ici le terme entre crochets apparâ�t seulement pourq = 1. Dans la somme,�
parcourt tous les z�eros non-triviaux deL(s; � ), et F� est la transform�ee de Mellin
de e(� t )� (t ) :

F� (s) =
Z 1

0
e(� t )� (t )t s dt

t
:

On a gagn�e si on arrive �a montrer que la somme sur� est petite.
Le point important est le suivant : si nous v�eri�ons GRH jusqu'�a la partie ima-

ginaireH, alors nous savons que tout� avec j= (� )j 6 H v�eri�e < (� ) = 1=2, et
ainsi jx � j =

p
x. Autrement dit, x � est alors tr�es petit (par rapport �a x). Cepen-

dant, pour tout � de partie imaginaire sup�erieure �aH, nous ne savons rien sur la
partie r�eelle, �a part 0 6 < (� ) 6 1. (D'accord, nouspourrions utiliser une r�egion
sans z�eros, mais les r�egions sans z�eros connues sont notoirement �etroites pour
= (� ) grand, ce qui veut dire qu'elles ne nous disent pas grand choseen pratique.)
Par cons�equent, notre seule chance est de nous assurer queF� (� ) est petit pour
j= (� )j > H.

Attention, cela doit être vrai aussi bien pour� tout petit ( � = 0 y compris) que
pour � un peu moins petit (� compris entre 1 et une constante). Si on s'amuse un
peu avec la m�ethode de la phase stationnaire, on obtient queF� (� ) se comporte
commeM� (� ) pour � tout petit (ici M � est la transform�ee de Mellin de� ) et
comme� (t =2� j� j) pour � moins petit (o�u t = = (� )). Ainsi, nous sommes face �a
un dilemme classique, souvent appel�e le principe d'incertitude parce que c'est le
fait math�ematique qui est derri�ere le principe physique du même nom : on ne peut
avoir une fonction� qui d�ecrô�t extrêmement rapidement et dont la transform�ee
de Fourier (ou, dans ce cas, la transform�ee de Mellin) d�ecroit aussi extrêmement
rapidement.

2 Les formules de ce type sontles < formules explicites> par antonomase, au moins en th�eorie
des nombres.
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12 H. A. HELFGOTT

Que veut dire< extrêmement rapidement> ? Cela veut dire< plus vite que toute
exponentiellee� Ct >. Ainsi, le choix� (t ) = e� t de Hardy et Littlewood semble
essentiellement optimal.

Pas si vite ! Ce que nouspouvonsfaire, c'est de choisir� telle queM� d�ecroisse
exponentiellement (avec une constanteC un peu moins bonne qu'avant), mais
telle que� d�ecroisse plus vite qu'exponentiellement. Voil�a ce qui est crucial, car
c'est t =j� j (plutôt que t ) qui risque d'être assez petit.

Un � possible qui r�epond �a cette description est la gaussienne� (t ) = e� t 2=2.
La transform�ee de MellinF� se trouve être une fonction cylindre parabolique, dont
l'un des param�etres prend des valeurs imaginaires pures. Les fonctions cylindres
paraboliques semblent être tr�es aim�ees et tr�es �etudi�ees par les personnes qui font des
math�ematiques appliqu�ees, mais plutôt pour des valeursr�eelles du dit param�etre. Il
y a des d�eveloppements asymptotiques deF� dans la litt�erature pour des param�etres
g�en�eraux (surtout par F. W. J. Olver), mais aucun qui aurait �et�e su�samment
explicite pour mon objectif. Ainsi, je devais produire des estimations compl�etement
explicites moi-même, en utilisant la m�ethode du point col. Cela m'a pris du temps,
mais les r�esultats devraient être applicables dans un cadre g�en�eral et le lissage
gaussien deviendra, j'esp�ere, un peu plus populaire dans les travaux explicites en
th�eorie des nombres.

Et, en fait, ces estimations sur les cylindres paraboliquesnous permettent de
ne pas prendre seulement� (t ) = e� t 2=2, mais aussi, plus g�en�eralement� (t ) =
h(t )e� t 2=2, o�u h est une fonction �a bande limit�ee, ce qui veut dire, dans ce contexte,
toute fonction dont la transform�ee de Mellin restreinte �al'axe des ordonn�ees est
�a support compact. Nous chercherons �a optimiser le choix de h(t ) : voir plus de
d�etails plus loin.

5. Les arcs mineurs

Comment borne-t-onjS(� )j quand� n'est pasproche d'un rationnelaq de petit
d�enominateur? Que ce soit même possible est le grand succ�es de Vinogradov. Le
progr�es a depuis �et�e graduel. Ma propre contribution estle sujet de mon article sur
les arcs mineurs [Helb]. Laissez-moi juste raconter quelques-unes des id�ees derri�ere
mes am�eliorations.

La preuve de Vinogradov a �et�e consid�erablement simpli��ee dans les ann�ees 70
par Vaughan, qui a introduit l'identit�e qui maintenant porte son nom [Vau77b].
Essentiellement, l'identit�e de Vaughan est un gambit : elledonne beaucoup de
exibilit�e, mais cette derni�ere a un coût, qui ici est de deux logs, plutôt que,
disons, deux pions. Le probl�eme est que, si nous voulons atteindre notre objectif,
nous ne pouvons pas nous permettre de gaspiller des logs. La seule mani�ere de
r�ecup�erer ces logs est de trouver de la compensation dans les di��erentes sommes
qui viennent de l'identit�e de Vaughan. N'oubliez pas que je devais faire cela sans
utiliser des fonctionsL, puisque je ne pouvais plus supposerq petit.

Voil�a un autre aspect de cette partie de la preuve. Chaque� a une approximation
� = a

q + �
x : le fait que� soit dans les arcs mineurs nous dit queq n'est pas petit.

En fait, nous cherchons des bornes qui diminuent avecq ; la borne que j'obtiens
est proportionnelle �a log qp

' (q)
. Quel est l'e�et de � ?
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LA CONJECTURE DE GOLDBACH TERNAIRE 13

Je me suis vite rendu compte que, si� n'est pas tout petit, cela peut en fait
être utilis�e �a notre avantage. Une raison est qu'il y a des termes de la formeb� (� ),
et que les transform�ees de Fourier de fonctions lisses d�ecroissent quand l'argument
augmente.

Il y a d'autres raisons, cependant. Nous pouvons aussi utiliser ce qui suit : par
des r�esultats de base d'approximation diophantienne, chaque � a de tr�es bonnes
approximations par des rationnels de d�enominateur non �enorme. Si� n'est pas tout
petit, alors l'approximation� = a

q + �
x est bonne, mais pas tr�es bonne ; ainsi, il doit

y avoir une autre approximation, meilleure,a � a0

q0 avecq0 non �enorme (c'est-�a-dire
consid�erablement plus petit quex). Nous pouvons utiliser alternativement l'une ou
l'autre des approximationsaq et a0

q0, choisissant celle qui est la plus utile selon le
contexte. Il se trouve que c'est mieux que d'utiliser une seule approximation a

q ,
aussi bonne qu'elle soit.

Une autre mani�ere d'utiliser le fait que� est grand est la dispersion de
l'�echantillon qui joue le rôle de donn�ee principale d'ungrand crible. Le grand crible
peut être vu comme une forme approch�ee de l'identit�e de Plancherel, remani�ee
en in�egalit�e : l�a o�u l'identit�e de Plancherel nous dit que jbf j2, la norme`2 de la
transform�ee de Fourierbf : R =Z �! R d'une fonctionf d�e�nie sur les entiers (par
exemple ; des groupes autres que les entiers fonctionnent �egalement), est �egale �a
jf j2, la norme`2 de la fonctionf elle-même, le grand crible nous dit que la somme
P

i jbf (� i )j2 pour un �echantillon de points� i 2 R =Z bien espac�e est born�e par (un
multiple de) jf j2. Maintenant, dans notre cas, les points� i sont des multiples de
notre angle� . Si � = a

q , l'espacement des points� i est 1
q , ce qui est bien ; mais

nous pourrions être amen�es �a appliquer le crible plusieurs fois, vu que nous devons
l'appliquer de nouveau pour chaque groupe deq points. Cependant, si� = a

q + �
x

et � n'est pas tout petit, nous pouvons parcourir le cercle plusieurs fois, et nous
appuyer sur�x plutôt que sur 1

q pour nous donner l'espacement. Oui, l'espacement
sera plus petit qu'avant, mais l'e�et de cela est plus que compens�e par le fait de
devoir invoquer le grand crible un nombre de fois moindre (peut-être seulement
une fois).

Qui plus est, cette distribution peut être combin�ee avec une forme de distribution
plus traditionnelle (le lemme de Montgomery ; voir [Mon71, (3.9)], ou alors la
pr�esentation dans [IK04,x7.4]) pour pro�ter du fait que nous avons �a faire �a des
sommes sur les nombres premiers.

6. Combiner le tout

Je vous ai racont�e ce qu'il faut pour bornerS(� ) pour � dans les arcs mineurs,
mais ce que nous voulons r�eellement, c'est borner l'int�egrale

R
m jS(� )j3d� . Une

mani�ere rapide, et traditionnelle, de le faire serait d'utiliser simplement l'in�egalit�e
triviale Z

m
jS(� )j3d� 6 max

� 2 m
jS(� )j

Z

m
jS(� )j2d�:

Malheureusement, cela gaspille un facteur log.
Vu que nos bornes pourS(� ), � � a

q , sont donn�ees en fonction deq, cela
a du sens de les combiner avec des estimations pour des int�egrales du typeR

mr
jS(� )j2d� , o�u mr est une union d'arcs autour de rationnels de d�enominateur
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14 H. A. HELFGOTT

sup�erieur �a une constante mais inf�erieur �ar . Comment estime-t-on de telles
int�egrales? Il se trouve que cette question est en rapport �etroit avec une question
sur le grand crible : quelles bornes peut-on obtenir pour des�echantillons � i = a

q ,
q 6 r , o�u r est de taille mod�er�ee, si on suppose queS(� ) est une somme sur les
nombres premiers ?

Il y avait une r�eponse dans la litt�erature (fond�ee sur le lemme de Montgomery ;
le lien avec la m�ethode du cercle avait d�ej�a �et�e remarqu�e par Heath-Brown), mais
il y avait au moins un facteure (ou en fait plus) qui faisait que ce n'�etait pas
optimal. Ceci �etait encore le cas dans [Tao] (x4) et dans la premi�ere version de
[Helb] (x6). Il y a eu une estimation plus r�ecente pour le grand crible due �a Ramar�e
([Ram09, Thm. 2.1] ; voir aussi [Ram09, Thm. 5.2]), mais elle n'avait pas encore
�et�e totalement explicit�ee. J'ai dû expliciter les bornes, puis j'ai adapt�e le nouveau
r�esultat (en l'amenant du crible au cercle) pour estimer l'int�egrale surmr ci-dessus.
Comme on pouvait s'y attendre, le faux facteure (ou en fait un peu plus) a disparu.

Reste �a comparer le terme principal et le terme d'erreur. Il setrouve que nous
avons une certaine libert�e pour le choix du terme principal, vu qu'il d�epend des
lissages que l'on choisit. Le terme principal est proportionnel �a

Z 1

0

Z 1

0
� + (t1)� + (t2)� �

�
N
x

� (t1 + t2)
�

dt1dt2;

o�u � + et � � sont les deux lissages que nous choisissons,N est le nombre impair que
nous voulons exprimer comme somme de trois nombres premiers, et x encore un
param�etre �a choisir. Pour comparer, le terme d'erreur est proportionnel �a j� + j2j� � j1.
Ainsi, nous avons un probl�eme d'optimisation (< maximiser la taille de l'int�egrale
double divis�ee parj� + j2j� � j1 >). Le mieux, c'est de choisir� + sym�etrique ou presque
(� + (t ) � � + (2 � t )), en s'assurant de plus que� + (t ) � 0 pour t > 2. Ce n'est
pas trop di�cile �a accomplir en gardant� + de la forme� (t ) = h(t )e� t 2=2, o�u h
est �a bande limit�ee.

Qu'en est-il de� � ? La solution au probl�eme d'optimisation nous dit qu'elle
devrait être de petit support, ou du moins concentr�ee pr�es de l'origine. �A part
cela, il y a, pour ainsi dire, un probl�eme politique :� � , contrairement �a � + , est
utilis�ee aussi bien dans les arcs majeurs que dans les arcs mineurs ; les arcs majeurs
veulent vraiment qu'elle soit de la formee� t 2=2 ou bien t k e� t 2=2, alors que les
arcs mineurs pr�ef�ereraient que cela soit quelque chose desimple, du genre� [0;1]

(fonction indicatrice) ou� 2 = ( 2� [1=2;1]) � M (2� [1=2;1]), o�u f � M g est laconvolution
multiplicative (ou convolution de Mellin) :

(f � M g)(x) =
Z 1

0
f (y)g

�
x
y

�
dy
y

:

(Ici � 2 est pr�ecis�ement le lissage utilis�e dans l'article de Tao sur les cinq nombres
premiers, ou mon propre article sur les arcs mineurs).

La solution est simple : on d�e�nit� � (t ) = ( f � g)( � t ), o�u � est une grande
constante,f (t ) = � 2(t ) et g(t ) = t 2e� t 2=2. Pour f et g �a peu pr�es arbitraires, si
on sait comment calculer (ou estimer)Sf (� ) pour un certain� , et si on sait aussi
comment estimerSg (� ) pour les autres� , alors on sait comment estimerSf � g (� )
pour tous les� : �ecrivez-le et vous verrez !
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(Il s'agit, en essence, d'�echanger l'ordre de l'int�egration et la somme. Peut-être
verrez-vous aussi que cela aide sif (t ) et g(t ) sont tr�es petits au voisinage de
t = 0).

La morale, c'est que di��erents probl�emes, et di��erentes parties d'un même
probl�eme, demandent des lissages di��erents. Au moins dans le contexte des sommes
d'exponentielles, il y a en fait une astuce simple pour les combiner, comme nous
venons de le voir.

7. Quelques remarques �nales sur les calculs

Une preuve analytique donne d'habitude une preuve valide pour tous les n
sup�erieurs �a une constanteC. La raison en est simple : disons que nous vou-
lons montrer qu'une certaine quantit�e est positive. Typiquement, apr�es beaucoup
de travail analytique, nous aurons prouv�e que la quantit�een question est de la
forme 1+ terme d'erreur, o�u la valeur absolue du terme d'erreur est au plus C=n
(par exemple ; je simpli�e bien sûr). Cela montre certainement que la quantit�e est
positive, �a condition quen > C. Notre mission est alors de pr�eciser la preuve de
sorte que la constanteC devienne assez petite pour que les casn 6 C puissent être
v�eri��es �a la main (c'est-�a-dire, vraiment �a la main, ou alors par ordinateur). C'est
essentiellement en cela que consistait mon travail ; v�eri�er la conjecture jusqu'�a
C = 1029 (et en fait jusqu'�a 8; 8 � 1030) �etait plutôt un travail annexe. Comme
nous allons le voir, ce n'�etait même pas le plus grand e�ortde calcul n�ecessaire.

Tout d'abord, laissez-moi dire encore quelques mots sur les r�esultats analytiques.
Il y a des r�esultats du type< La propri�et�e est vraie pour tout n sup�erieur �a une
constanteC, mais la preuve ne vous dit rien surC, �a part son existence>. On
appelle cela une estimationnon e�ective; de nombreuses preuves du r�esultat de
Vinogradov pr�esentes dans des livres sont de ce type. (La raison en est la possibilit�e
d'existence de ce qu'on appelle les z�eros de Siegel). Un r�esultat peut aussi dire< la
propri�et�e est vraie pour toutn > C, et on devrait pouvoir d�eterminer une valeur de
C en utilisant des id�ees venant de la preuve, mais l'auteur pr�ef�ererait largement aller
boire un caf�e>. Ceci est un �enonc�e e�ectif, mais non-explicite ; la version d�e�nitive
de Vinogradov de sa propre d�emonstration �etait de ce type (de même que beaucoup
d'autres r�esultats en math�ematiques, dont certains de mesr�esultats par le pass�e).
Si on donne même une valeur explicite deC, le r�esultat est dit, eh bien,explicite.
Vient alors la quatri�eme �etape : rendreC raisonnable, c'est-�a-dire, assez basse pour
que le casn 6 C puisse être v�eri��e �a la main. Il �etait clair depuis le d�ebut que,
dans le cas de la conjecture de Goldbach ternaire,< raisonnable> signi�ait grosso
modo C � 1030, même si les v�eri�cations d�ecrites dans la litt�eratures'arrêtaient
bien avant.

Plus haut, j'ai dit que D. Platt et moi avons v�eri��e la conjecture pour tous
les nombres impairs jusqu'�a 8; 8 � 1030. Voil�a comment nous avons proc�ed�e. (Il
s'agit de la même proc�edure qu'en [Sao98].) Il �etait d�ej�a connu (grâce au grand
e�ort de calcul de Oliveira e Silva, Herzog et Pardi) que la conjecture de Goldbach
binaire �etait vraie jusqu'�a 4� 1018, ou autrement dit que tout nombre pair jusqu'�a
4� 1018 �etait la somme de deux nombres premiers. Partant de l�a, tout ce que nous
devions faire �etait de construire une< �echelle �a nombres premiers>, c'est-�a-dire
une liste de nombres premiers entre 2 et 8; 8� 1030 tels que la di��erence entre deux
premiers cons�ecutifs dans cette liste soit au plus 4� 1018. Ainsi, si quelqu'un vous
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donne un nombre impairn inf�erieur �a 8 ; 8 � 1030, vous savez qu'il y a un nombre
premier dans la liste tel quen� p soit positif et inf�erieur �a 4� 1018. Par hypoth�ese,
nous pouvons �ecriren � p = p1 + p2 pour des nombres premiersp1 et p2, et donc
n = p + p1 + p1.

La construction d'une telle �echelle ne prend pas tant de temps que cela. (En fait,
la mise au point d'une �echelle jusqu'�a 1027 se fait dans un ordinateur personnel en
l'espace d'un week-end, sans calculs parall�eles.) C'est simplement de l'arithm�etique
des entiers, et on utilise un test de primalit�e d�eterministe (qui est rapide pour des
nombres premiers d'une forme particuli�ere), donc il n'y a paslieu de s'inqui�eter.

�A la �n, le calcul principal consiste en la v�eri�cation du fait que, pour toute
fonction L de caract�ere� mod q, q inf�erieur �a 150000 �a peu pr�es (ou deux fois
ceci pourq pair), tous les z�eros de cette fonctionL de partie imaginaire inf�erieure �a
108=q se trouvent sur la droite critique. C'�etait enti�erement le travail de Platt ; ma
seule contribution a �et�e de courir demander du temps de calcul sur des ordinateurs
�a des endroits di��erents (voir les remerciements en [Hela, x1.3]). En fait, Platt est
mont�e jusqu'au conducteur 200000 (ou deux fois ceci pourq pair) ; il avait d�ej�a
atteint 100000 dans sa th�ese. La v�eri�cation a pris, au total, �a peu pr�es 400000
heures de c�ur (c'est-�a-dire le nombre de c�urs de processeur utilis�es multipli�e
par le nombre d'heures o�u ils ont fonctionn�e est �egal �a 400000 ; de nos jours, un
processeur �a la pointe de la technologie { comme ceux de la machine MesoPSL,
�a l'Observatoire de Paris { a typiquement huit c�urs).�A la �n, comme je l'ai dit,
je n'ai utilis�e que q 6 150000 (ou deux fois cela pourq pair), donc le nombre
d'heures n�ecessaire �etait en r�ealit�e plutôt autour de 160000. Les ordinateurs et
moi creusions des deux côt�es de la montagne, et nous nous sommes rencontr�es au
milieu. Le fait que les ordinateurs aient fonctionn�e plus longtemps que n�ecessaire
n'est pas �a regretter : ce calcul est d'utilit�e g�en�erale, et donc c'est d'autant mieux
qu'il ne soit pas moul�e exactement sur mes besoins ; de plus, avec des preuves d'une
telle longueur, on veut< construire comme un Romain>, c'est-�a-dire calculer plus
que strictement n�ecessaire, au cas o�u on (pas l'ordinateur!) aurait fait une petite
erreur quelque part. (Pourquoi pensez-vous que leurs murs �etaient si �epais ?)

V�eri�er par le calcul les z�eros des fonctionsL est quelque chose qui remonte �a
Riemann (qui le faisait �a la main) ; c'est aussi l'une des choses qu'on a essay�ees sur
les ordinateurs �electroniques d�es leurs d�ebuts (Turinga �ecrit un article l�a-dessus).
Un des probl�emes principaux auxquels il faut faire attention apparâ�t �a chaque fois
qu'on manipule des nombres r�eels : un ordinateur ne peut pas vraiment stocker� ;
de plus, même si un ordinateur peut g�erer des rationnels, le plus pratique pour lui
est de ne manier que des rationnels dont les d�enominateurs sont des puissances de
deux. Ainsi, vous ne pouvez pas vraiment dire :< ordinateur, donne-moi le sinus
de ce nombre> et vous attendre �a un r�esultat pr�ecis. Ce que vous devez dire,
si vous voulez vraimentprouver quelque chose (comme c'est le cas ici !), c'est :
< ordinateur, je te donne un intervalleI =

�
a=2k ; b=2k

�
; donne-moi un intervalle

I 0 =
�
c=2k ; d=2k

�
, tr�es petit de pr�ef�erence, tel que sin(I ) � I 0 >. Cela s'appelle

l'arithm�etique des intervalles ; c'est r�eellement la mani�ere la plus simple pour faire
des calculs �a virgule ottante rigoureusement.

Or, les processeurs ne font pas cela naturellement, et si vous faites cela
compl�etement �a l'aide de logiciels, vous pouvez ralentir les calculs d'un facteur
100. Heureusement, il y a des mani�eres de faire cela �a moiti�e en dur et �a moiti�e
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en logiciel. Platt avait sa propre biblioth�eque, mais il y en a d'autres en ligne (par
exemplePROFIL/BIAS [Kn•u99]).

( �A propos, n'utilisez pas la fonction sin sur un processeur Intel si vous voulez
que le r�esultat soit correct jusqu'au dernier bit. Le processeur fait parfois n'importe
quoi. Utilisez plutôt la biblioth�equecrlibm [DLDDD+10].)

Et pour �nir, il y a quelques calculs mineurs que j'ai faits moi-même ; vous
en trouverez des mentions dans mes articles. Un calcul typique consistait en une
version rigoureuse d'une< preuve par graphe> (le maximum de la fonctionf
est clairement inf�erieur �a 4 parce que gnuplot me l'a dit). Vous trouverez des
algorithmes pour �ca dans tout livre de< validated computing> { grosso modo, il
su�t de combiner la m�ethode de dichotomie avec de l'arithm�etique des intervalles.

En conclusion, laissez-moi souligner le fait qu'il y a une in�egalit�e �el�ementaire
dans l'article sur les arcs mineurs (�a savoir, (4.24), dans lapreuve du lemme 4.2)
qui a �et�e prouv�ee en partie par un humain (moi) et en partiepar un programme
d'�elimination des quanti�cateurs. En d'autres termes, il ya de nos jours des
programmes informatiques (dans ce cas, QEPCAD [HB11]) qui peuvent vraiment
prouver des choses utiles ! Or, je ne doute pas que la même in�egalit�e puisse être
prouv�ee enti�erement par des êtres humains, mais il est bon de savoir que nos amis
les ordinateurs peuvent (pr�etendre) faire autre chose quede mâcher des nombres...

Note.Une premi�ere version de cet article est parue en anglais surle blog [Hel13b].
Une version alternative { r�edig�ee avec l'aide de M. A. Morales, J. Cilleruelo, et M.
Helfgott { est parue en espagnol [Hel13a]. L'auteur voudraitremercier P. Pansu
pour son aide.
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Petits �ecarts entrenombrespremiers etpolymath :
une nouvelle mani�ere de faire de la recherche
en math�ematiques ?

R�egis de la Bret�eche1

1. Introduction

En avril 2013, Yitang Zhang d�ecouvre une am�elioration de la m�ethode de
Goldston-Pintz-Y�ld�r�m qui permet de montrer qu'il existeune in�nit�e de couples
p0 > p de nombres premiers tels que la di��erencep0� p soit inf�erieure �a 70 millions.
Il s'ensuit une d�emarche exceptionnelle de recherche collaborative ouverte appel�ee
Polymath8 �a partir du blog du math�ematicien Terence Tao. En cinq mois la borne
est divis�ee par plus de dix mille. Au moment o�u sa valeur commence �a se stabiliser,
James Maynard post-doc �a Montr�eal rend publique une nouvelle m�ethode beau-
coup plus simple qui permet de diminuer la borne �a 600. Mais Polymath8 n'a pas
dit son dernier mot ...

Dans cet article, nous voudrions d�ecrire les progr�es spectaculaires obtenus sur
les petits �ecarts entre nombres premiers �a partir de la d�ecouverte de Yitang Zhang
en avril 2013 et l'intense activit�e math�ematique qui en a d�ecoul�e. Il ne s'agit
pas d'un survol usuel avec une bibliographie exhaustive, mais plus �a partir d'un
exemple d'analyser des nouvelles formes de la recherche en math�ematiques li�ees
�a l'apparition des nouvelles technologies de l'internet reposant sur l'acc�es et le
partage imm�ediat d'information. Le lecteur est invit�e �a se reporter �a [18] pour une
bibliographie qui a permis de pr�eparer cet article.

Il y a vingt-quatre si�ecles, Euclide montrait l'in�nitude des nombres premiers.
Avec � (x) := cardf p 6 xg o�u la lettre p d�esignera dans toute la suite un nombre
premier, cela se traduit par le fait que� (x) tend vers l'in�ni lorsquex tend vers
l'in�ni. Gauss (1792), puis Legendre (1798, 1808) conjecturent l'�equivalent2

� (x) � x=logx (x ! + 1 );

et, en 1896, s'appuyant sur les travaux de Riemann, Hadamard et La Vall�ee-Poussin
�etablissent cet �equivalent de� (x) appel�e th�eor�eme des nombres premiers. En 1849,
un math�ematicien fran�cais, Alphonse de Polignac, pose une nouvelle question et
conjecture que tout nombre pair s'�ecrit une in�nit�e de fois comme la di��erence
de deux nombres premiers et même de deux nombres premiers cons�ecutifs. Le cas
du nombre 2 correspond �a la conjecture dite des nombres premiers jumeaux. La
d�e�nition des nombres premiers est de type multiplicatif et ainsi comprendre les
propri�et�es additives de l'ensemble des nombres premiers est un d�e� redoutable.

1 Universit�e Paris-Diderot, Sorbonne Paris Cit�e, UMR7586 , Institut de Math�ematiques de
Jussieu-Paris Rive Gauche, Paris.
2 Ici, et dans toute la suite, log d�esigne le logarithme n�ep�erien.
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Avecf pngn> 1 la suite croissante des nombres premiers, le th�eor�eme desnombres
premiers permet uniquement d'a�rmer

(1) � j := lim inf
n! + 1

pn+ j � pn

logpn
6 j (j > 1):

En 1904, Dickson [2] g�en�eralise la conjecture de Polignacaux cas desk-uplets de
nombres premiers. On dit queH = f h1; : : : ; hk g est unk-uplet admissible si, pour
tout nombre premierp, il existe au moins une progression arithm�etique de raison
p qui ne contient aucun des entiershj . Ainsi, par exemple, leshj sont tous pairs
ou tous impairs pour que cela soit v�eri��e pourp = 2. Dickson conjecture que,
pour tout k-uplet admissible, il existe une in�nit�e d'entiersn tels que lesn + hj

soient simultan�ement premiers.3 Ainsi, commef 0; 2g est un 2-uplet admissible,
nous retrouvons la conjecture des nombres premiers jumeaux. Cela repose sur le
fait que, lorsqu'il n'y a pas d'obstruction arithm�etique �evidente, il est esp�er�e que
les nombres premiers se r�epartissent harmonieusement dans les translat�es de tout
k-uplet. En 1923, Hardy et Littlewood [12] sans avoir connaissance de l'article de
Dickson formulent une version quantitative de la conjecture de Dickson et montrent
l'in�egalit�e � 1 6 2

3 conditionnelle �a l'Hypoth�ese de Riemann g�en�eralis�ee.

2. Introduction �a la m�ethode de Goldston, Pintz & Y�ld�r�m

Apr�es de nombreux e�orts entrepris pendant la seconde moiti�e du XXe si�ecle
pour am�eliorer les majorations de� 1, Goldston, Pintz & Y�ld�r�m [13] r�ealisent en
2005 une avanc�ee d�ecisive en montrant que� 1 = 0. De plus, sous une hypoth�ese
forte dite d'Elliott{Halberstam que nous introduirons dansla section suivante, ils
�etablissent l'in�egalit�e H1 6 16 avec la notation

Hj := lim inf
n! + 1

(pn+ j � pn); (j > 1);

alors que la conjecture des nombres premiers jumeaux pr�evoit H1 = 2. Toute
am�elioration des r�esultats d'�equir�epartition leur permet aussi de montrer queH1

est �ni. Leurs travaux ont eu un retentissement consid�erable. C'est la premi�ere fois
que, sous une hypoth�ese �a laquelle les sp�ecialistes du domaine croient, une forme
faible de la conjecture des nombres premiers jumeaux est �etablie. Avant de parler
des avanc�ees de 2013, nous d�ecrivons une pr�esentation simple de la m�ethode dite
de GPY (Goldston, Pintz & Y�ld�r�m).

Il s'agit de montrer que, pour toutk-uplet admissibleH = f h1; : : : ; hk g, l'en-
semble de ses translat�esf n + h1; : : : ; n + hk g contient pour une in�nit�e d'entiersn
au moins deux nombres premiers. Ce r�esultat est appel�e conjecture de Dickson{
Hardy{Littlewood faible et not�eeDHL[k; 2] dans [18]. Il implique

(2) H1 6 min
H

�
max

16 i < j6 k
jhi � hj j

�
:= H(k);

o�u le minimun est pris sur tous lesk-uplets admissiblesH .

3 Cette conjecture est appel�ee dans la litt�erature r�ecent e la conjecture de Dickson{Hardy{
Littlewood forte.
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Soit # la fonction d�e�nie sur N� par

#(n) :=

(
logp si n est un nombre premierp;
0 sinon.

La m�ethode dite de GPY pour borner la quantit�eH1 repose sur la preuve du crit�ere
suivant. Il existe un poids� de N� dans R+ , une fonctionB(�; x) strictement
positive, des constantesC1 et C2 > 0; satisfaisant, lorsquex tend vers+ 1 , aux
deux in�egalit�es suivantes

X

x< n6 2x

� (n) 6 (C1 + o(1))B(�; x)x(logx);

X

x< n6 2x

� (n)#(n + h) > (C2 + o(1))B(�; x)x (8h 2 H ):(3)

D�es que kC2 > C1; DHL[k; 2] est v�eri��ee. La d�emonstration est simple. Les deux
in�egalit�es fournissent

X

x< n6 2x

� (n)
� X

h2H

#(n + h) � log 3x
�

> (kC2 � C1 + o(1))B(�; x)x(logx):

Le membre de gauche contient donc un indicen tel que
P

h2H #(n+ h)� log 3x > 0
et donc au moins deux nombres premiers parmi lesn+ h puisque pour toutn 6 2x
et h 6 x on a #(n + h) 6 log 3x. Une telle simplicit�e de crit�ere peut surprendre un
math�ematicien n'ayant pas l'habitude des �enonc�es en apparence �el�ementaires de la
th�eorie analytique des nombres. Finalement, la m�ethode GPY ne consisterait qu'�a
trouver un bon candidat pour le poids� .

On appelle fonction arithm�etique une application deN� dansC. On d�e�nit la
convol�ee de deux fonctions arithm�etiquesf et g de la mani�ere suivante

(f � g)(n) :=
X

djn

f (d)g(n=d):

Soit � la fonction de M•obius d�e�nie par

� (n) :=

(
(� 1)r si n = p1 � � � pr et lespi tous distincts,

sinon:

Cette fonction, tr�es utile dans ce contexte, peut aussi être d�e�nie par la relation
valable pour toutn

X

djn

� (d) =

(
1 si n = 1,
0 sinon:

�A premi�ere vue même, le bon candidat serait �evident : il s'agit d'un poids qui
vaut 0 d�es qu'un des nombresn + h n'est pas premier. Introduisant la fonction
arithm�etique � ` (n) := � (� � (log)` )(n) = �

P
djn � (d)( log(n=d)) ` , nous avons

l'implication

! (n) > ` =) � ` (n) = 0
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o�u ! d�esigne la fonction nombre de facteurs premiers distincts. Ainsi, un candidat
naturel pour� serait d�e�ni par

� (n) = � k (K (n)) ;

avec

(4) K (n) :=
Y

h2H

(n + h):

Malheureusement, l'estimation des sommes intervenant dans(3) pour ce poids est
aussi di�cile que l'estimation asymptotique de

X

x< n6 2x

Y

h2H

#(n + h):

Le crit�ere nous ram�ene �a la case d�epart.
Utilisant une id�ee remontant aux travaux de Selberg, Goldston, Pintz & Y�ld�r�m

choisissent un poids de la forme

(5) � (n) :=
� X

djK (n)
d< D

� d

� 2
;

o�u D est une puissance dex choisie su�samment petite pour montrer le crit�ere.
Il a �et�e remarqu�e ensuite que les d�etails techniques sontbeaucoup plus faciles si
la somme est restreinte auxn � b(modW ) avecW :=

Q
p6 w p tendant vers+ 1

et pgcd(b + h; W ) = 1 pour tout h 2 H . Cette sorte de crible pr�eliminaire est
appel�e dans la litt�erature anglo-saxonneW -trick. Cela assure que tous les entiers
n consid�er�es tels quen � b(modW ) avec pgcd(b + h; W ) = 1 pour tout h 2 H
sont tels que le produit

Q
h2H (n + h) n'a aucun facteur premier6 w. Le carr�e qui

apparâ�t comme crucial dans le crible de Selberg est une id�ee simple qui permet
d'obtenir la positivit�e du poids� (n) pourvu que les� d soient choisis r�eels. Dans le
crible de Selberg lorsquek = 2,4 il est montr�e que le poids optimal correspond �a
des� d de la forme

� d = � (d)
� logD=d

logD

� 2
:

Cela s'explique par le fait que
P

djn � d s'annule d�es que! (n) le nombre de facteurs
premiers distincts den est > 2. Avant d'expliquer comment estimer les sommes
du crit�ere, nous soulignons que le choix de GPY correspond �a des� d de la forme
proche de

� d = � (d)
� logD=d

logD

� k+ `
;

ce qui, heuristiquement, permet d'avoir en
P

djK (n) � d une bonne approximation de
la fonction caract�eristique des entiers tels que! (K (n)) 6 k+ `. Lorsque! (K (n)) 6
k + `, ` 6 k � 2 et n est pris su�samment grand, il est facile de d�eduire qu'il
existe au moins deux nombresn + h pour h 2 H qui soient premiers. L�a encore,
la simplicit�e apparente de la solution surprend. Les d�etails techniques que nous
n'�evoquons pas ici sont d�elicats �a mener �a bien.

4 Ce crible permet par exemple de majorer le nombre de nombres premiers jumeaux6 x.
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3. R�esultats d'�equir�epartition forts

Expliquons l'estimation des sommes dans le crit�ere de GPY. La deuxi�eme somme
o�u � est choisi sous la forme (5) peut être ais�ement approch�eepar S2(x; h) d�e�nie
par

S2(x; h) :=
X

x< n6 2x

� (n)�( n + h)

o�u

�( n) :=

(
logp si n est une puissance d'un nombre premierp,
0 sinon:

Une interversion de sommations fournit

S2(x; h) =
X

d1;d2< D

� d1 � d2

X

x< n6 2x
K (n) � 0(mod[d1;d2])

�( n + h)

=
X

d1;d2< D

� d1 � d2

X

a2 Z=[d1;d2]Z
K (a� h) � 0(mod[d1;d2])

�
	( 2x + h; a; [d1; d2]) � 	( x + h; a; [d1; d2])

�

avec[d1; d2] d�esignant le ppcm ded1 et d2 et

	( x; a; q) :=
X

n6 x
n� a(modq)

�( n):

Soit ' (q) la fonction d'Euler qui d�esigne le nombre de classes moduloq inversibles
dansZ=qZ. Dans la suite, nous noterons(Z=qZ) � cet ensemble. Le th�eor�eme des
nombres premiers dans les progressions arithm�etiques, sous la forme de Siegel{
Wal�sh la plus forte connue, a�rme que la somme	( x; a; q) est �equivalente �a
x=' (q) uniform�ement lorsquea 2 (Z=qZ) � et q 6 Q avec Q = ( logx)A pour
toute constanteA > 0. L'Hypoth�ese de Riemann g�en�eralis�ee utilis�ee dans les tra-
vaux de Hardy-Littlewood permet de choisirQ =

p
x=(logx)3. En 1965, suite aux

travaux pr�ecurseurs d'un certain nombre de math�ematiciens, Bombieri et Vinogra-
dov montrent ind�ependamment une telle estimation en moyenne surq.

Lorsquef est une fonction arithm�etique d�e�nie sur un intervalle delongueur
�nie, on d�e�nit sa discr�epance sur une progression arithm�etique par

�( f ; a; q) :=
X

n� a(modq)

f (n) �
1

' (q)

X

(n;q)= 1

f (n):

Le th�eor�eme de Bombieri-Vinogradov s'�ecrit

(6)
X

q6 Q

sup
a2 (Z=qZ) �

j�(� 1n6 x ; a; q)j �
x

(logx)A

pour tout A > 0 �x�e et Q = x1=2� " et " > 0. La conjecture d'Elliott-Halberstam
pour l'exposant# > 1

2 , not�ee EH(#), correspond �a la majoration (6) avec le choix
Q = x# . Ces r�esultats sont appel�esr�esultats d'�equir�epartition forts o�u l'adjectif fort
est dû au fait que le maximum est pris sur toutes les classesa moduloq possibles.
La majoration triviale du membre de gauche de (6) est enO(x(logx)2). Le gain
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n'est donc que d'une puissance de logx, mais est su�sant pour de nombreuses ap-
plications. Friedlander, Granville, Hildebrand, Maier [10] ont montr�e que ce r�esultat
�etait faux pour # = 1.

Nous soulignons la di��erence de nature des r�esultats pour# < 1
2 et # > 1

2 . Le
cas# > 1

2 correspond heuristiquement �a d'�eventuelles informations cach�ees sur la
r�epartition conjointe des z�eros des fonctionsL(s; � ) de Dirichlet alors que le cas
# < 1

2 ne correspond qu'�al'Hypoth�ese de Riemann g�en�eralis�ee en moyenne.
L'hypoth�ese d'Elliott-HalberstamEH(#) permet de choisirD = x#=2 dans le

choix du poids. Le r�esultat de Goldston, Pintz, Y�ld�r�m conditionnel �a l'hypoth�ese
d'Elliott{Halberstam est le suivant.

Th�eor�eme 1. (GPY [13]) Soit k > 2, ` > 1 des entiers �x�es et 1
2 < # < 1 un

r�eel satisfaisant

2# >
�

1 +
1

2` + 1

��
1 +

2` + 1
k

�
:

Alors EH(#) implique DHL[k; 2].

On voit ici que le choixk = 6, ` = 1, # = 1 � " �echoue de justesse. Plus
g�en�eralement, on peut choisir un poids� associ�e �a des� d proches de

� d = � (d)f
� logd

logD

�

de sorte que la conditionkC2 > C1 s'�ecrive

2# >
4

k(k � 1)

R1
0 f (k) (t )2t k� 1dt

R1
0 f (k � 1) (t )2t k� 2dt

:

Une optimisation num�erique de la m�ethode [13] qui consiste �a choisir la meilleure
fonction f dans (3) permet de montrer l'assertionDHL[6; 2] �a partir de EH(0; 971).
Le 6-uplet f 0; 4; 6; 10; 12; 16g est admissible et ainsi, sousEH(0; 971), on a
l'in�egalit�e H1 6 16: Comme observ�e dans [18], on peut g�en�eraliser ce r�esultat aux
` non entiers. Le minimum du membre de droite est atteint pour 2` + 1 =

p
k

et nous avons la conclusion pourk � 1=(4$ 2) o�u $ = 1
2 (# � 1

2 ). Un travail
d'optimisation entrepris dans [13] puis dans [3] permet d'obtenir k � 1=$ 3=2.
Soundararajan a montr�e que la m�ethode de GPY ne permet pas de bornerH1 avec
uniquement le th�eor�eme de Bombieri{Vinogradov.

4. La perc�ee de Yitang Zhang

Le 17 avril 2013, le journal Annals of Mathematics re�coit unarticle d'un quasi-
inconnu Yitang Zhang âg�e de 58 ansLecturer(sans doute l'�equivalent d'un poste
de PRAG en France avec une lourde tâche d'enseignement) de l'universit�e du New
Hampshire. Il �etablit l'in�egalit�e

H1 6 70 000 000

inconditionnellement. Cette valeur correspond �a un choixk = 3 500 000 et �a la ma-
joration H(3 500 000) 6 70 000 000. La th�ese de Zhang qui portait sur la conjecture
jacobienne n'avait pas de lien avec la th�eorie analytique des nombres, même si en
partie form�e en Chine, Zhang a sans doute suivi certains cours sur ce sujet. Avant
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d'être Lecturer, il a �et�e comptable pour une soci�et�e dans le Kentucky qui poss�ede
plusieurs restaurantsSubway.5 �A la suite de sa d�ecouverte, il a dit [14]

< There are a lot of chances in your career,
but the important thing is to keep thinking.>

Le journalAnnals of Mathematicsa pris au s�erieux son papier qui �etait clairement
r�edig�e et qui, contrairement �a la majorit�e des papiers d'inconnus qui pr�etendent
avoir �etabli une fameuse conjecture sans utiliser de r�esultats importants de la
litt�erature, t�emoignait d'une bonne connaissance du domaine. Le travail des ar-
bitres a �et�e remarquablement rapide puisque le papier estaccept�e le 9 mai puis
post�e sur le site du journal le 21 mai 2013. La nouvelle se r�epand tr�es rapidement
grâce aux nouveaux moyens de communication.

Avant d'analyser les r�epercussions que cette perc�ee a d�eclench�ees, essayons
d'expliquer la d�emarche de Zhang. Il a �etudi�e pendant troisans l'article de Goldston,
Pintz, Y�ld�r�m sans trouver d'id�ees nouvelles, mais a �et�e impressionn�e et encourag�e
par l'a�rmation de [13] disant qu'ils �etaient �a un cheveu d'obtenir le r�esultat
inconditionnellement.6

En e�et, il existe des r�esultats d'�equir�epartition avec des exposants de
r�epartition > 1

2 . Ainsi dans [5], Fouvry et Iwaniec �etablissent un r�esultatdu
type X

q6 x1=2+ 1=42

(a;q)= 1

j�( f 1n6 x ; a; q)j �
x

(logx)A

pour tout A > 0 et toute fonction caract�eristiquef = fz des entiers n'ayant que
des facteurs premiers> z avecz 6 x1=883 et pour tout 1 6 jaj 6 x. La fonction
fz avecz = x1=k ressemble �a la fonction� k dans le sens o�u son support est inclus
dans l'ensemble des entiersn tels que
( n) 6 k o�u 
 compte les facteurs premiers
avec leur multiplicit�e. Si on veut montrer un tel r�esultaten rempla�cantf par � ,
on peut modi�er le r�esultat en enlevant les valeurs absolues et en introduisant un
facteur � (q) dit bien factorisableau sens d'Iwaniec. Dans les applications, cette
modi�cation ne porte g�en�eralement pas pr�ejudice. Ainsi, apr�es les travaux novateurs
de Fouvry [4], Fouvry et Iwaniec ont montr�e, pour touta �x�e, la majoration

X

q6 x1=2+ 1=34

(a;q)= 1

� (q)�(� 1n6 x ; a; q) �
x

(logx)A

pour un facteur� (q) dit bien factorisablede niveaux1=2+ 1=34. La notion de bien
factorisable renvoie au fait que� s'�ecrit comme la convol�ee de deux fonctions
dont le support est inclus dans un intervalle de la forme[M; 2M] et [N; 2N] avec
MN de la taille dex1=2+ 1=34. Les ingr�edients de la preuve sont l'identit�e de Vau-
ghan qui permet d'�ecrire� comme combinaison lin�eaire de convol�ees de fonctions
arithm�etiques, la m�ethode de dispersion de Linnik et les majorations de sommes
incompl�etes de Kloosterman. Ils apparâ�tront aussi dans la preuve de Zhang. Le
fait que ce r�esultat ne soit pas uniforme par rapport �aa est dû au fait que, dans [5]

5 Dans certaines pr�esentations, son histoire a semble-t-il�et�e romanc�ee en a�rmant qu'il a vendu
des sandwichs pour gagner sa vie.
6 A hair's breadth of obtaining this result.
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et [1], la th�eorie spectrale des formes automorphes est utilis�ee pour obtenir des
compensations dans des moyennes de sommes de Kloosterman. Cela constitue la
raison pour laquelle il ne peut être appliqu�e pour rendre inconditionnels les r�esultats
de GPY car le r�esidua d�ecrit l'ensemble des solutions deK (a� h) � 0(modq) qui
varient suivantq. Ce r�esultat peut donc être quali��e de r�esultat d'�equir�epartition
faible. Mais on peut dire qu'on est �a un cheveu de pouvoir l'utiliser. La valeur 1

34
a ensuite �et�e am�elior�ee en 1

14 par Bombieri, Friedlander et Iwaniec dans [1].
Ignorant l'article de Motohashi et Pintz [16] sur le sujet, Zhang a tout d'abord

remarqu�e qu'on pouvait a�aiblir l'hypoth�eseEH(1=2 + 2$ ) en se restreignant �a
des entiersx � -friables7 q avec� un param�etre positif su�samment petit. Ensuite, il
a montr�e une version faible de ce r�esultat en ayant une uniformit�e sur les r�esidusa
dont la valeur modulop est �x�ee pour p 6 x � . Ainsi la majoration est uniforme sur
lesa tels queK (a � h) � 0(modq) car, grâce au lemme chinois, ces classes sont
d�etermin�ees par les congruencesK (a � h) � 0(modp) lorsquep 6 x � . L'int�erêt
d'introduire un param�etre de friabilit�e est de sommer sur des modulesq qui sont
factorisables sous la formeq = q1q2 avec desqi ayant une taille contrôl�ee par
exemple dans un intervalle de la forme[R=y; R] pour toute valeurR 2 [1; q]. Cela
revient �a �ecrire la fonction caract�eristique de l'ensemble de cesq comme une
convol�ee de deux fonctions arithm�etiques et ainsi facilite la d�emonstration d'un
r�esultat d'�equir�epartition.

Nous prolongeons cette remarque en citant le r�esultat de Friedlander et Iwa-
niec [9] qui montrent pour la fonction

� 3(n) = 1 � 1 � 1(n) =
X

d1d2d3= n

1

o�u 1 est la fonction constante qui vaut toujours 1, la majoration

�( � 31n6 x ; a; q) �
x
q

(logx)� A

pourq 6 x1=2+ 1=230 et uniform�ement par rapport �aa(modq). Ce r�esultat n�ecessite
une majoration d'une somme d'exponentielles en trois variables sur les corps �nis
qui est aussi utilis�ee par Zhang. Celle-ci a �et�e �etabliedans un appendice �a [9] par
Birch et Bombieri en utilisant la premi�ere preuve de Deligne de l'hypoth�ese de
Riemann sur les corps �nis (les conjectures de Weil pour les vari�et�es projectives
lisses sur les corps �nis).

Ainsi, l'article de Zhang s'inscrit d'une part dans la continuit�e des r�esultats de
la litt�erature, d'autre part apporte des nouvelles id�ees su�samment fondamentales
pour ouvrir un nouveau champ de recherche.

5. L'e�ervescence apr�es la publication du r�esultat de Yitang Zhang
et le projet Polymath8

La publication du r�esultat de Yitang Zhang est une sorte de tremblement
de terre qui d�eclenche imm�ediatement un grand nombre de travaux. Ainsi le 5
juin 2013, Trudgian [19] poste un article sur Arxiv pour l'am�eliorer montrant
H1 6 H(3 500 000) 6 59 874 594:

7 On dit qu'un entier n est y-friable si tous ses facteurs premiers sont6 y.
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C'est dans ce contexte que Terrence Tao propose le 7 juin sur son blog de
commencer un nouveau projet polymath (Polymath8) a�n de mieux comprendre
l'article de Zhang et de pousser sa m�ethode jusqu'�a sa limite pour trouver une va-
leur stable de majorant deH1. Ce projet est collaboratif, c'est-�a-dire ouvert �a tous.
Pendant cinq mois de juin �a octobre, la valeur de la borne diminue r�eguli�erement
jusqu'�a H(632) 6 4 680, alors qu'une d�emonstration sans utiliser les r�esultats
de Deligne concernant l'hypoth�ese de Riemann sur les corps �nis �etablit que
H1 6 H(1 783) 6 14 950:

L'id�ee de projet collaboratif a �et�e lanc�ee par Tim Gowersen janvier 2009. Nous
renvoyons le lecteur int�eress�e �a la pr�esentation [11] qui analyse les avantages, les
inconv�enients d'une telle d�emarche et les conditions d'un succ�es. Il s'agit d'une
initiative publique lanc�ee �a partir d'un blog qui puisse recueillir les contributions de
tout math�ematicien. Les commentaires sont cens�es être assez courts a�n que cela
ne soit pas une compilation de longs articles �a lire mais plutôt une discussion. Les
nouvelles techniques d�evelopp�ees pour un blog permettent de garder en m�emoire
toutes les contributions. Gowers souligne qu'il est pr�ef�erable avant de lancer un
sujet d'avoir un plan de bataille. Il est di�cile d'envisager lesucc�es d'un tel projet
pour r�esoudre l'hypoth�ese de Riemann.

Dans le cas de Polymath8, le plan de travail propos�e �etait tr�es clair puisque se
basant sur le texte de Zhang. Cette base de d�epart a permis �ades sp�ecialistes de
di��erents domaines de participer. De plus, le dynamisme impressionnant de Tao
dont le blog h�ebergeait les discussions a permis d'avoir unesorte de chef d'orchestre
centralisant les id�ees et les mettant en forme. Sans doute,l'aspect addictif de
constater tous les jours la diminution du majorant deH1 a permis de captiver un
large auditoire au-del�a des experts du sujet. Le r�esultatest spectaculaire puisqu'en
moins de huit mois il a permis de r�ediger un article tr�es clairement �ecrit de 163
pages rassemblant une quantit�e et une vari�et�e de math�ematiques impressionnantes
et divisant par plus de 10 000 la borne initiale de Zhang. Ce projet a �et�e fait sous
l'impulsion de 11 math�ematiciens qui ont apport�e une contribution signi�cative
et dont la liste peut être lue sur le blog de Michael Nielsen.8 Cela a sans doute
permis d'�eviter une cascade de publications am�eliorant la borne de Zhang sans
apporter d'id�ee novatrice. De plus, sans Polymath8, ce processus aurait pris de
longues ann�ees.

Nous pr�esentons maintenant di��erents aspects des am�eliorations obtenues
dans [18] par Polymath8.

(1) Certains ont cherch�e �a �etablir une table de valeurs pour la quantit�e H(k)
introduite en (2). Ce probl�eme demande �a la fois des m�ethodes de th�eorie analytique
des nombres et d'autre part des calculs num�eriques qui peuvent être mutualis�es.
Asymptotiquement, on aH(k) 6 (1+ o(1))k logk, mais la valeur pr�ecise deH(k)
n'est obtenue que pourk 6 342. Il est clair que de tels r�esultats n'auraient pu
être obtenus aussi rapidement et aussi e�cacement sans l'aspect collaboratif de
polymath.

(2) Des poids optimaux ont �et�e recherch�es.�A l'aide de [3], Polymath8 a cherch�e
les meilleurs poids (5) en prenant� d sous la forme (3) et en choissantf de mani�ere
optimale. Des fonctions de Bessel apparaissent dans cette optimisation.

8 voir http://michaelnielsen.org/polymath1/index.php?title =Polymath8_grant_
acknowledgments pour la liste pr�ecise
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(3) Au lieu de sommer sur des modulesq-friables, il est possible de sommer sur
une famille plus grande d'entiers ayant une divisibilit�ey-dense c'est-�a-dire tels que
pour tout 1 6 R 6 q il existe une factorisationq = q1q2 avecR=y < q1 6 R.
Lesy-friables sont clairement �a divisibilit�ey-dense. Cette propri�et�e permet encore
d'�ecrire la fonction caract�eristique de l'ensemble des modules sur lesquels on somme
comme une convol�ee de deux fonctions arithm�etiques �a support contrôl�e. Cette
notion est encore g�en�eralis�ee pour am�eliorer les bornes deH1.

(4) Apr�es avoir utilis�e l'identit�e de Heath-Brown (qui ici remplace de mani�ere
classique l'identit�e de Vaughan jug�ee plus contraignante), on doit �etablir des
r�esultats d'�equir�epartition pour certaines convol�ees. Ces progr�es ont �et�e faits
juste apr�es que Fouvry, Kowalski et Michel sortent une impressionnante s�erie
d'articles concernant l'application de la cohomologie �etale pour majorer certaines
sommes d'exponentielles permettant entre autres dans [7] d'am�eliorer l'exposant
de r�epartition associ�e �a la fonction � 3 par tout # < 1

2 + 1
34 . L'article [8] a �et�e

r�edig�e grâce aux questions pos�ees par Polymath8.

6. La nouvelle approche de Maynard

Polymath8 a repris globalement la structure de la d�emonstration de Zhang. Lors
du colloque Analytic Number Theory �a Oberwolfach �a la �n dumois d'octobre
2013, James Maynard expose une nouvelle m�ethode qui permetd'une part de
montrer queH1 6 600 sans avoir recours �a des r�esultats d'�equir�epartition avec
des exposants> 1

2 , d'autre part d'�etablir pour la premi�ere fois la �nitude des Hj

pour tout j > 2 et cela inconditionnellement. Il n'a donc pas besoin des r�esutats
de g�eom�etrie alg�ebrique de Deligne. Le fait de montrer que lesHj sont tous born�es
est vraiment spectaculaire puisqu'on ne savait même pas queles quantit�es � j

d�e�nies en (1) �etaient nulles pourj > 2. Même conditionnellement �a une hypoth�ese
d'Elliott{Halberstam, ce r�esultat n'avait jamais pu être montr�e auparavant. De
plus sous l'hypoth�ese d'Elliott{Halberstam pour tout exposant # < 1, il arrive �a
montrer queH1 6 12 contrairement �a Zhang qui n'avait pas am�elior�e la majoration
conditionnelle de GPY. Notons qu'ind�ependamment de Maynard et, �a peu pr�es au
même moment, Tao a eu la même id�ee concernant la forme des poids �a utiliser. Il
a �et�e �etonnant de constater sur le blog de Tao quelques heures apr�es l'expos�e de
Maynard l'agitation provoqu�ee par cette nouvelle. L'article de Maynard a �et�e mis
sur ArXiv en novembre 2013 [15].

Maynard est un jeune Anglais qui a soutenu une th�ese sur un sujet proche dirig�ee
par Heath-Brown et qui est en stage post-doctoral au CRM �a Montr�eal. Son id�ee
est tr�es simple mais elle a surpris les sp�ecialistes du crible : il choisit des poids�
de la forme

� (n) =
X

d1j n+ h1

� � �
X

dk j n+ hk

� (d1; : : : ; dk )

o�u � (d1; : : : ; dk ) ressemble �a

� (d1; : : : ; dk ) � � (d1) � � � � (dk )g
� logd1

logD
; : : : ;

logdk

logD

�
;

avecg une fonction su�samment r�eguli�ere et �a support inclus dans

R k = f (t1; : : : ; tk ) 2 Rk
+ : t1 + � � � + tk 6 1g:

SMF { Gazette { 140, avril 2014



PETITS �ECARTS ENTRE NOMBRES PREMIERS ET POLYMATH 29

Le casg(t1; : : : ; tk ) = f (t1 + � � � + tk ) permet de se ramener au cas de GPY.�A
toute fonction g, on peut associer une fonctionF de la mani�ere suivante

@k g
@t1 � � � @tk

= F:

Posant alors

Mk = sup
F

P k
j = 1 Jk;j (F)

Ik (F)

o�u le supremum est pris sur les fonctionsF su�samment r�eguli�eres ayant pour
supportR k et

Ik (F) :=
Z 1

0
� � �

Z 1

0
F(t1; : : : ; tk )2dt1 � � � dtk

Jk;j (F) :=
Z 1

0
� � �

Z 1

0

� Z 1

0
F(t1; : : : ; tk )dt j

� 2
dt1 � � � dt j � 1dt j + 1 � � � dtk :

Maynard obtient lorsquem + 1 6 d1
2Mk#e sousEH(#) la majoration

Hm 6 H(k):

Comme Mk tend vers l'in�ni avec k, il est possible de choisir# < 1
2 . Les

am�eliorations quantitatives et qualitatives sont alors spectaculaires. Comme
M105 > 4 et M5 > 2, il obtient H1 6 H(105) = 600 et, sousEH(#) pour tout
# < 1, l'in�egalit�e H1 6 H(5) = 12:

Il reste �a savoir quelles sont les limites de la m�ethode de Maynard. Apr�es [18]
appel�e aussi Polymath8a, Polymath8 est en train d'optimiser tous les param�etres
de Maynard en reprenant notamment les r�esultats d'�equir�epartition obtenus lors
de la premi�ere partie de Polymath8. Ainsi Polymath8b auquel participe acti-
vement Maynard obtient des r�esultats impressionnants. Il annonce l'in�egalit�e
H1 6 H(3) = 6 sous une hypoth�ese g�en�eralisant celle d'Elliott{Halberstam et
l'in�egalit�e H1 6 H(54) = 270 inconditionnellement. Sa d�emarche consiste notam-
ment �a �elargir le plus possible le supportR k de F. Il est fort probable que la borne
qu'il obtiendra �a la �n de leur travail sera di�cile �a d�epasser sans une nouvelle
id�ee.

7. Conclusion

Le projet collaboratif Polymath8 est d�ej�a un succ�es. Il a permis de rassembler
des math�ematiciens de talent pour pousser jusqu'�a ses limites les m�ethodes de
Zhang et est en train de faire de même avec celles de Maynard.L'article [18]
remplace avantageusement des articles en ordre dispers�esqui auraient �et�e r�edig�es
pour am�eliorer partiellement [20]. Les r�esultats interm�ediaires obtenus seront utiles
pour d'autres probl�emes. Le sujet se prête particuli�erement �a ce type de d�emarche :
les progr�es sont simples �a �enoncer, les tâches �a r�ealiser ont �et�e faciles �a partager avec
des m�ethodes extrêmement vari�ees : de l'optimisation num�erique �a l'application de
la cohomologie �etale en passant par des techniques sophistiqu�ees de crible. Tao a
jou�e un rôle majeur d'animation et de v�eri�cation des arguments de chacun des
contributeurs.
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La d�emarche de polymath pose le probl�eme de la propri�et�eintellectuelle et de la
reconnaissance du travail de ses participants. Les contributeurs principaux de Poly-
math8a n'ont sans doute pas besoin d'une ligne suppl�ementaire dans leur CV mais
l'histoire ne retiendra sans doute que les noms de Zhang, Maynard et Tao pour ces
avanc�ees spectaculaires vers la conjecture des nombres premiers jumeaux. Ce n'est
pas la premi�ere fois que cela arrive puisque les math�ematiciens du groupe Nicolas
Bourbaki n'ont jamais sign�e personnellement leur ouvrage.Les math�ematiciennes
et math�ematiciens devront s'adapter �a cette nouvelle mani�ere de travailler. Même
si ce n'est malheureusement pas la tendance actuelle, rêvons même �a une mani�ere
moins quantitative et plus qualitative d'�evaluer la recherche math�ematique.

D'autres projets polymath ont �et�e entrepris mais la plupart ont eu moins de
succ�es. Il ne m'appartient pas d'en analyser les raisons, maisle succ�es de Polymath8
s'explique peut-être tout simplement par la fascinante beaut�e des probl�emes de la
th�eorie des nombres.

Remerciements.Je remercie Sary Drappeau, Bernard Hel�er, Mathilde Herblot,
Marc Hindry, Jean-Marie de Koninck, Emmanuel Kowalski, G�erald Tenenbaum
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La conjecture de Waldhausen est d�emontr�ee !
Nicolas Bergeron1

1. L'�enonc�e de la conjecture de Waldhausen

Pour s'attaquer �a la classi�cation des surfaces ferm�ees (compactes, sans bord et
orientables) �a hom�eomorphisme pr�es, une mani�ere de proc�eder est de les simpli�er
progressivement en les d�ecoupant le long de courbes jusqu'�a obtenir des polygônes
comme sur la �gure 1.

Fig. 1. D�ecoupage du tore

La sph�ere est la seule surface ferm�ee qui est simplement connexe. Sur une
surfaceS ferm�ee qui n'est pas hom�eomorphe �a la sph�ere, on peut donctrouver une
courbeplong�eeet incompressible, c'est-�a-dire qui repr�esente un �el�ement non trivial
du groupe fondamental de la surface. D�ecouperS selon cette courbe lui enl�eve
une partie int�eressante de sa topologie et il est connu depuis plus de 100 ans que
l'on peut it�erer le processus jusqu'�a obtenir une collection �nie de polygones. Au
�nal, la surfaceS est hom�eomorphe �a la surface d'une bou�ee �ag places. L'entierg
caract�erise compl�etement la surfaceS �a hom�eomorphisme pr�es ; on l'appelle le
genrede la surface.

1 Institut de Math�ematiques de Jussieu, universit�e Pierre et Marie Curie, Paris, France.
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Distinguer les vari�et�es de dimension 3 �a hom�eomorphisme pr�es est beaucoup
plus compliqu�e : une courbe sur une surface est toujours hom�eomorphe �a un cercle
alors qu'une vari�et�e de dimension 3 peuta priori être d�ecoup�ee selon des surfaces
de genres di��erents. On commence naturellement par d�ecouper les vari�et�es de di-
mension 3 selon des sph�eres qui ne bordent par de boule. Si une telle sph�ere existe
la vari�et�e se d�ecompose en unesomme connexe, c'est-�a-dire qu'elle est obtenue
en recollant selon leur bord deux vari�et�es �a bord, qui ne sont pas des boules mais
ont pour bord une sph�ere.A contrario si la vari�et�e ne peut pas être d�ecompos�ee
en somme connexe, elle est diteirr�eductible. La classi�cation des vari�et�es de di-
mension 3 �a hom�eomorphisme pr�es se r�eduit en fait assez vite �a la classi�cation de
celles d'entre elles qui sont irr�eductibles.

Au d�ebut des ann�ees 60 (du si�ecle pr�ec�edent) Wofgang Haken [7] a montr�e que
pour classi�er les vari�et�es irr�eductibles on peut proc�eder par d�ecoupage, comme
dans le cas des surfaces,�a condition de pouvoir d�emarrer le processus. Cela motive
la d�e�nition suivante.

D�e�nition 1.1. Soit V une vari�et�e de dimension3, lisse, compacte, connexe,
orientable, sans bord et irr�eductible. La vari�et�e V est dite de Haken si elle contient
une surface plong�ee� de genre g> 1 telle que l'inclusion induise une injection au
niveau des groupes fondamentaux.

Une vari�et�e de Haken peut ainsi être d�ecoup�ee selon la surface� . On obtient une
vari�et�e de dimension 3 �a bord mais dont la< complexit�e topologique> a diminu�e.
Et comme dans le cas des surfaces, Haken montre que l'on peut it�erer le processus
jusqu'�a obtenir une collection �nie de poly�edres. On peuten�n reconstruire la
vari�et�e V en recollant ce qu'on a d�ecoup�e.

La morale de cette histoire est que les vari�et�es de Haken sont des vari�et�es que
l'on comprend bien. Friedhelm Waldhausen montre d'ailleurs que deux vari�et�es de
Haken sont hom�eomorphes si et seulement si leur groupes fondamentaux sont iso-
morphes. Reste que de nombreuses vari�et�es ne sont pas de Haken. Pour pouvoir se
ramener aux vari�et�es de Haken, Waldhausen [12] a n�eanmoins propos�e la conjecture
suivante.

Conjecture 1.2 (Conjecture de Waldhausen). Soit V une vari�et�e de dimension3,
lisse, compacte, connexe, orientable, sans bord et irr�eductible. Si le groupe fonda-
mental de V est in�ni, alors V poss�ede un revêtement �ni quiest une vari�et�e de
Haken.

Un revêtement �ni deV est une vari�et�e de dimension 3 compacte que l'on peut
< enrouler> autour deV un nombre �ni de fois sans la d�echirer et sans faire de plis,
comme lorsque l'on enroule un cercle plusieurs fois autour d'un autre. Une autre
mani�ere d'�enoncer la conjecture consiste aussi �a dire que le groupe fondamental
de V contient un sous-groupe d'indice �ni qui est isomorphe augroupe fondamental
d'une vari�et�e de Haken.

Depuis l'�enonc�e de cette conjecture, l'�etude de la topologie des vari�et�es de di-
mension 3 a connu de grands bouleversements : William Thurston [11] [5] a propos�e
de relier topologie et g�eom�etrie �a travers sa< conjecture de g�eom�etrisation>. En
2002 celle-ci est d�emontr�ee par Grigori Perelman :une vari�et�e de dimension3
compacte peut être canoniquement d�ecoup�ee en un nombre �ni de morceaux et
chacun de ces morceaux peut naturellement être munie d'une des< huit g�eom�etries
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de Thurston>. Trois de ces g�eom�etries sont particuli�erement importantes car lo-
calement homog�enes et isotropes. Ce sont les g�eom�etries�a courbure constante :
la g�eom�etrie euclidienne (ou plate), de courbure constante �egale �a 0, qui nous est
famili�ere, et dont un mod�ele est l'espace euclidienR 3. Mais aussi la g�eom�etrie
sph�erique, version tri-dimensionnelle de la g�eom�etriede notre plan�ete, qui est de
courbure constante �egale �a+ 1 et dont un mod�ele est l'hypersph�ereS3. Et en-
�n la g�eom�etrie hyperbolique, de courbure constante �egale �a � 1, la plus riche, la
plus belle mais aussi la plus myst�erieuse, dont un mod�ele est l'espace hyperbo-
lique H 3 [9]. La gravure 2 permet de se repr�esenter son analogue bi-dimensionnel,
le plan hyperbolique, tel qu'un observateur le verrait �a travers une lentille qui aurait
tendance �a �ecraser de plus en plus les distances entre les objets proches du bord.
Dans le plan hyperbolique lui-même les anges, et les d�emons, font tous la même
taille.

Fig. 2. Anges et d�emonspar Maurits Cornelis Escher

Une vari�et�e V de dimension 3 est dite euclidienne, sph�erique ou hyperbolique,
si V est localement model�ee surR 3, S3 ou H 3. Autrement dit, si V est munie
d'une m�etrique riemannienne �a courbure constante �egale �a 0, + 1 ou � 1.

Les cons�equences du th�eor�eme de Perelman sont bien sûr nombreuses, avec en
premier lieu la d�emonstration de la conjecture de Poincar�e. Pourtant la conjecture
de Waldhausen restait ouverte pour les vari�et�es hyperboliques montrant bien que
la topologie de celles-ci restait tr�es myst�erieuse.

Suite aux travaux de (principalement) Jeremy Kahn, Vladimir Markovic, Dani
Wise et Ian Agol, la situation a radicalement chang�e ces cinqderni�eres ann�ees,
avec pour point culminant la d�emonstration par Agol [1] de la conjecture de Wald-
hausen :

Th�eor�eme 1.3 (Agol). Soit V une vari�et�e hyperbolique de dimension3, compacte
et sans bord. Alors V poss�ede un revêtement �ni qui est une vari�et�e de Haken.

Un aspect surprenant de la d�emonstration d'Agol est qu'elle prouve bien plus:
son th�eor�eme g�en�eral r�epond en fait �a la plupart (toutes ?) des questions que l'on
se posait sur la structure des groupes fondamentaux des vari�et�es hyperboliques
de dimension 3. Dans la suite de ce texte on tâche d'expliquerle contexte des
bouleversements qui ont conduit �a la d�emonstration de ce th�eor�eme, pour plus de
d�etails on pourra se reporter au texte [2] de mon r�ecent s�eminaire Bourbaki.

SMF { Gazette { 140, avril 2014



34 N. BERGERON

2. Construire des surfaces

En 2009, le myst�ere autour de la conjecture de Waldhausen a commenc�e �a
s'�eclaircir avec la d�emonstration du th�eor�eme suivant.

Fig. 3. Une courbe incompressible mais immerg�ee

Th�eor�eme 2.1 (Kahn-Markovic [8]). Soit V une vari�et�e hyperbolique de dimension
3, compacte et sans bord. Alors V contient une surfaceimmerg�ee� de genre g> 2
telle que l'inclusion induise une injection au niveau des groupes fondamentaux.

La �gure 3 illustre le th�eor�eme (avec une dimension de moins !). La di��erence
entre l'�enonc�e du th�eor�eme de Kahn et Markovic et celui de la conjecture de
Waldhausen semble bien minime : dans le th�eor�eme la surface estimmerg�eedans la
conjecture elle estplong�ee. Cette di��erence est pourtant cruciale. Il existe d'ailleurs
beaucoup de vari�et�es hyperboliques de dimension 3 qui ne sont pas de Haken. On
peut toutefois esp�erer d�esingulariser la surface� en passant �a un revêtement �ni,
comme l'illustre la �gure 4.

Fig. 4. Un revêtement de degr�e 2 de la �gure 3 o�u les deux
�el�evations de la courbe immerg�ee sont plong�ees

Grâce aux travaux de Peter Scott, on dispose d'ailleurs d'un crit�ere alg�ebrique
sur le groupe fondamental deV qui assure qu'une surface obtenue par le th�eor�eme
de Kahn et Markovic peut être< d�esingularis�ee> dans un revêtement �ni. Cette
propri�et�e porte le nom barbare deQFERF. En particulier, siV est une vari�et�e
hyperbolique de dimension 3, compacte et sans bord dont le groupe fondamental
est QFERF, la vari�et�eV v�eri�e la conjecture de Waldhausen.
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Depuis une quinzaine d'ann�ees Dani Wise �etudie syst�ematiquement ce probl�eme
de < d�esingularisation> dans un revêtement �ni. Il a �et�e naturellement amen�e �a
d�eplacer le probl�eme dans le contexte plus rigide des complexes cubiques.

3. Complexes cubiques

D�e�nition 3.1. Un complexe cubique est un complexe cellulaire obtenu en recol-
lant des cubes[� 1; 1]n le long de leurs faces par des isom�etries.

Fig. 5. Un complexe cubique CAT(0) avec un de ses hyperplans

Les complexes cubiques sont tr�es commodes, on dispose par exemple d'une no-
tion combinatoire de< courbure n�egative> : l'espace m�etrique obtenu en munissant
chaque cube de sa distance euclidienne est dit �a courbure n�egative ou nulle si< d�es
que l'on voit un coin de cube (par exemple trois carr�es adjacents partageant un
sommet) alors le cube tout entier est pr�esent>. En�n, on appelle complexe cubique
CAT(0) tout revêtement universel d'un complexe cubique �a courbure n�egative ou
nulle.

Il faut penser aux complexes cubiques CAT(0) comme �a des g�en�eralisations
des arbres : couper une arête en son milieu s�epare un arbre en deux composantes
distinctes. Les complexes cubiques CAT(0) v�eri�ent la même propri�et�e �a condition
de remplacer les milieux d'arêtes par leshyperplans.

D�e�nition 3.2. Soit C un complexe cubique CAT(0). On appelle hyperplan de C
un sous-espace connexe de C dont l'intersection avec chaque cube de C consiste
soit en un uniquecube m�edian, c'est-�a-dire un sous-espace de[� 1; 1]n obtenu en
�xant l'une des coordonn�ees �egale �a0, soit en l'ensemble vide.

On appelle plus g�en�eralementhyperplan d'un complexe cubique �a courbure
n�egative ou nulle la projection d'un hyperplan de son revêtement universel.

Contrairement �a ce qui se passe avec les vari�et�es hyperboliques, dans un com-
plexe cubique on a gratuitement des< hypersurfaces> : les hyperplans. On peut
donc se concentrer sur la mani�ere dont ceux-ci s'(auto-)intersectent.
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Lorsque certaines pathologies d'hyperplans sont �evit�eesFr�ed�eric Haglund et Dani
Wise [6] d�emontrent que l'on peut< d�esingulariser> tout sous-complexe locale-
ment convexe. Ils montrent en fait que le groupe fondamentalG du complexe
cubique a la propri�et�e QFERF �evoqu�ee plus haut. Mieux, ils d�emontrent que le
groupeG a une liste impressionnante d'autres propri�et�es. AinsiG est lin�eaire sur
Z, poss�ede un sous-groupe d'indice �ni qui est ordonnable,... Par la suite Dani Wise
est progressivement parvenu �a r�eduire la liste des pathologies d'hyperplans �a �eviter.
Lorsque le groupe fondamental du complexe cubique est suppos�e < hyperbolique>,
au sens de Gromov, ce qui est par exemple le cas des groupes fondamentaux de
vari�et�es hyperboliques compactes, Wise d�emontre le th�eor�eme suivant.

Th�eor�eme 3.3 (Wise [13]). Soit X un complexe cubique compact �a courbure
n�egative ou nulle dont tous les hyperplans sontplong�es. Supposons que le groupe
fondamental G de X est un groupe hyperbolique au sens de Gromov. Alors le groupe
G a la propri�et�e QFERF, est lin�eaire surZ, poss�ede un sous-groupe d'indice �ni
qui est ordonnable,...

On peut maintenant �enoncer le th�eor�eme g�en�eral d'Agol.

Th�eor�eme 3.4 (Agol [1]). Soit X un complexe cubique compact �a courbure
n�egative ou nulle. Si le groupe fondamental G de X est un groupe hyperbolique
au sens de Gromov, alors X poss�ede un revêtement �ni dont tous les hyperplans
sont plong�es.

Ce r�esultat �etait conjectur�e par Wise. La d�emonstration d'Agol fait d'ailleurs un
usage essentiel de r�esultats partiels profonds de Wise.

On notera l'analogie avec la conjecture de Waldhausen. Le cadre des complexes
cubiques et des hyperplans est toutefois bien pratique. En e�et, les hyperplans sont
tr�es rigides. Il n'y a par exemple qu'un moyen de continuer un hyperplan apr�es qu'il
a p�en�etr�e un cube.

4. Vers les vari�et�es hyperboliques... et au-del�a ?

Le lien entre le th�eor�eme d'Agol et la conjecture de Waldhausen est fourni par
une construction g�en�erale de Michah Sageev [10]. Dans le cas qui nous occupe,
cette construction nous a permis avec Wise [3], et ind�ependamment Guillaume
Dufour [4], de d�eduire du th�eor�eme de Kahn et Markovic le th�eor�eme suivant.

Th�eor�eme 4.1. Soit V une vari�et�e hyperbolique de dimension3, compacte et sans
bord. Alors le groupe fondamental de V est isomorphe au groupe fondamental d'un
complexe cubique compact �a courbure n�egative ou nulle.

Il d�ecoule donc des th�eor�emes d'Agol et Wise que le groupe fondamental deV
a la propri�et�e QFERF (mais aussi qu'il est lin�eaire surZ, poss�ede un sous-groupe
d'indice �ni qui est ordonnable,...). En particulier, la conjecture de Waldhausen est
d�emontr�ee !

Pour conclure notons que de mani�ere surprenante le th�eor�eme d'Agol a pour
corollaire le th�eor�eme suivant qui r�epond positivement�a une question de Thurston.

Th�eor�eme 4.2 (Agol). Soit V une vari�et�e hyperbolique de dimension3, compacte
et sans bord. Alors V poss�ede un revêtement �ni qui �bre surle cercle.
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Autrement dit, la vari�et�e V poss�ede un revêtement �ni qui est di��eomorphe au
quotient d'un produit � � [0; 1], o�u � est une surface ferm�ee de genreg > 2, par
la relation d'�equivalence

(x; 0) � (f (x); 1) (x 2 �) ;

o�u f est un di��eomorphisme de� . Le th�eor�eme d'Agol r�eduit donc essentiellement2

l'�etude des vari�et�es hyperboliques de dimension 3 �a un probl�eme de dynamique en
dimension 2, �a savoir l'�etude des di��eomorphismes de surfaces.

Pour magni�que que soit ce r�esultat on prendra toutefois garde au fait qu'en
pratique c'est le th�eor�eme 3.4 qui a de nombreuses cons�equences.3 En d�evoilant
une structure interne cach�ee des vari�et�es de dimension 3, le th�eor�eme 3.4 a en
e�et permis de r�esoudre toutes les questions qui restaientouvertes dans la liste
propos�ee par Thurston [11] et qui guide depuis plus de 30 ansles recherches des
topologues en dimension 3. C'est la �n d'une �ere mais aussi le d�ebut d'un nouvel
axe de recherche. Il s'agit maintenant de mettre en �evidence une structure cubique
similaire parmi d'autres espaces et d'en r�ecolter les fruits. Le nouveau mot d'ordre
est donc :

CUBULER !
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Sur le th�eor�eme de Noether
Alain Guichardet

1. Introduction

1.1. L'�enonc�e originel

L'expos�e qui va suivre gravite autour de ce qu'on appelle maintenant lepremier
th�eor�eme de Noether, publi�e en 1918, dont voici l'�enonc�e originel (Noether,[11]).

Ist das Integral I invariant gegen•uber einer G� , so werden� linear-
unabh•angige Verbindungen der Lagrangeschen Ausdr•ucke zu Divergenzen {
umgekehrt folgt daraus die Invarianz von I gegen•uber einer G� . Der Satz gilt
auch noch im Grenzfall von unendlich vieler Parametern.

Voici maintenant la traduction donn�ee dans Kosmann-Schwarzbach, [10].

< Si l'int�egrale I est invariante par un groupe G� , alors il y a� combi-
naisons lin�eairement ind�ependantes entre les expressions lagrangiennes qui
deviennent des divergences { et r�eciproquement il r�esulte de cela l'invariance
de I par un groupe G� . Le th�eor�eme reste encore valable dans le cas limite
d'un nombre in�ni de param�etres>.

Pr�ecisons tout de suite que< l'int�egrale I > d�esigne l'int�egrale d'action que
minimisent les �equations de Lagrange, et que< groupeG� > signi�e < groupe ou
alg�ebre de Lie de dimension� >.

On va s'e�orcer de formuler son �enonc�e et sa d�emonstrationdans le langage
familier aux math�ematiciens d'aujourd'hui, en commen�cantpar un cadre tr�es li-
mit�e qu'on �elargira par la suite. Pour aider le lecteur �a d�ecrypter cet �enonc�e un
peu �enigmatique, pr�ecisons tout de suite le probl�eme consid�er�e par Noether. Dans
un premier temps, on a un syst�eme physique dont l'�evolution dans le temps est
r�egie par les �equations di��erentielles { ditesd'Euler-Lagrange{ associ�ees �a un
lagrangien, fonction de la position et de la vitesse ; on a en outre un groupe de
Lie op�erant par di��eomorphismes dans l'espace de con�guration en laissant le la-
grangien invariant ; on souhaite construire �a partir de cesdonn�ees desint�egrales
premi�eres, ou fonctions de la position et de la vitesse invariantes au cours du mou-
vement. En fait on s'aper�coit vite qu'on doit remplacer les groupes de Lie par leurs
alg�ebres de Lie, i.e. travailler avec des champs de vecteurs. Par la suite ces objets
sont g�en�eralis�es dans plusieurs directions : d'une part la variable temps est rem-
plac�ee par un nombre quelconque de variables, ditesind�ependantes, ce qui conduit
�a remplacer la notion d'int�egrale premi�ere par celle deloi de conservation, form�ee
de plusieurs fonctions de la position et de la vitesse ; d'autre part les lagrangiens,
les lois de conservation et les coe�cients des champs de vecteurs sont maintenant
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fonctions des variables ind�ependantes, des variables de position et des d�eriv�ees
partielles d'ordre quelconque de ces derni�eres.

1.2. Quelques rappels historiques

Ils sont librement tir�es du livre [10] et �eclaireront utilement la situation. Noe-
ther a dit elle-même que son travail �etait motiv�e par un probl�eme de la th�eorie
de la Relativit�e G�en�erale qu'Einstein avait cr�e�ee peu auparavant ; il a �et�e tr�es tôt
mentionn�e par plusieurs math�ematiciens { Klein, Hilbert, Weyl,... {, puis large-
ment oubli�e jusqu'aux ann�ees 1950, �a partir desquelles ila �et�e cit�e de plus en plus
fr�equemment dans des travaux de math�ematiques ou de physique traitant de lois
de conservation, mais, au d�ebut, uniquement dans un cadre tr�es restreint ; c'est
le cas par exemple du livre< Foundations of Mechanics> d'Abraham et Mars-
den, qui traite surtout du formalisme hamiltonien. Ce n'est qu'�a partir des ann�ees
1960 que la pleine force du th�eor�eme de Noether a �et�e reconnue et expos�ee en
termes modernes, en utilisant des structures de plus en plus�elabor�ees : citons
entre autres Ehresmann (th�eorie des espaces de jets), Gelfand-Fomin et Gelfand-
Dikii (cr�eation du formalisme alg�ebrique du calcul des variations, introduction des
formes di��erentielles �a coe�cients dans les espaces de jets), Vinogradov (utilisation
du formalisme de l'alg�ebre homologique), et en�n Olver dontle livre [13] { une
v�eritable somme ainsi qu'une mise en forme des connaissances actuelles (1993) sur
la question { va puissamment �etayer notre expos�e.

1.3. Organisation de l'expos�e

Pour simpli�er l'expos�e, l'espace de con�guration sera toujours une partie ou-
verte U d'un espace vectorielRq et toutes les applications entre vari�et�es seront
suppos�ees ind�e�niment di��erentiables. Nous proc�ederons par �etapes, am�eliorant
progressivement la g�en�eralit�e des r�esultats.

1.3.1. Premi�ere �etape

Les �el�ements deU sont not�es u = ( u� )� = 1;:::; q ; l'espace �br�e tangent T(U) est
identi��e �a U � Rq, et ses �el�ements sont not�es(u; u(1) ), u(1) = ( u�

(1) )� = 1;:::; q ; les
�equations d'Euler-Lagrange associ�ees �a un lagrangienL portent sur des fonctions
d'une variable r�eelle, letemps, parcourant un intervalle ouvertX � R, �a valeurs
dans U ; les champs de vecteurs sont les champs de vecteurs ordinaires surU,

not�es v =
qP

� = 1
Q� (u) � @

@u� ; un tel champ de vecteurs admet un prolongement

naturel not�e pr(1) v �a T (U). �A tout v satisfaisant �a la condition pr(1)v(L) = 0 , on

associe la fonctionPv d�e�nie par Pv (u; u(1) ) =
qP

� = 1
Q� (u) � @L

@u�
( 1)

(u; u(1) ), et on

d�emontre que cette fonction est une int�egrale premi�ere.De plus, siL v�eri�e une
condition bien naturelle de non-d�eg�en�erescence, l'application v ! Pv est injective ;
en revanche, pour obtenir une application bijective, il faudra assouplir la condition
(pr(1) v)(L) = 0 , ce qui sera fait dans le paragraphe suivant (cf. corollaire 2 du
th�eor�eme 3.4.2). En�n les actions d'alg�ebres de Lie se rel�event de fa�con naturelle
en des actions de groupes de Lie surU conservantL ; on parle alors degroupes de
sym�etries.
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1.3.2. Seconde �etape

Elle comporte plusieurs nouveaut�es. Premi�erement l'espace X des temps est
maintenant une partie ouverte d'un espace vectorielRp ; ses �el�ements sont appel�es
variables ind�ependanteset not�es x = ( x i ) i = 1;:::; p, les u sont appel�esvariables
d�ependantes; les lois de conservation, qui remplacent les int�egrales premi�eres,
sont des familles de fonctions(P i ) i = 1;:::; p. Ensuite les champs de vecteurs sont
les champs de vecteurs ordinaires sur T(U). En�n on introduit ici le formalisme des
espaces de jets, et en particulier les op�erateurs Di et Div portant sur des fonctions
d�e�nies sur ces espaces. Le r�esultat �nal du paragraphe 1.3.1 est g�en�eralis�e �a cette
situation de la fa�con suivante. Le champ de vecteursv est maintenant de la forme

v =
pX

i = 1

� i (x; u) �
@

@x i +
qX

� = 1

� � (x; u) �
@

@u� ;

on lui associe une famille de fonctionsP i
v g�en�eralisant d'une fa�con naturelle lesPv

du paragraphe 1.3.1 ; la condition(pr(1) v)(L) = 0 est remplac�ee par

(pr(1) v)(L) + L � Div � 2 Im Div:

�A un tel champ de vecteurs on associe la loi de conservationR � Pv o�u R est
tel que (pr(1) v)(L) + L � Div � = Div R, loi de conservation d�e�nie, bien entendu,
modulo Ker Div ; sous une condition de non-d�eg�en�erescence g�en�eralisant celle du
paragraphe 1.3.1, cette construction fournit une bijection entre deux espaces na-
turels.

Par ailleurs la notion de groupe de sym�etries est d�ej�a moins claire que dans le
cas du paragraphe 1.3.1.

1.3.3. Troisi�eme �etape

Les lagrangiens, les lois de conservation d�ependent maintenant des variables
ind�ependantes, des variables d�ependantes et de leurs d�eriv�ees partielles de tous
ordres ; il en est de même des coe�cients des champs de vecteurs, lesquels sont
alors ditsg�en�eralis�es ; le r�esultat du paragraphe 1.3.2 est g�en�eralis�e �a cette situation
au prix de calculs plus laborieux et constitue le th�eor�emede Noether dans toute
sa g�en�eralit�e. Mais la notion de groupe de sym�etries estencore moins claire que
dans les paragraphes pr�ec�edents. Citons Olver [12], p. 115 : < There is no longer
a nice interpretation of the group transformations themselves> ; rappelons aussi
l'existence des< sym�etries cach�ees> du probl�eme de Kepler.

1.4. Nos r�ef�erences

Nous ferons fr�equemment r�ef�erence au livre d'Olver [13],utilisant une termino-
logie et des notations aussi proches que possible des siennes, et renvoyant �a lui pour
certaines d�emonstrations, de sorte que le pr�esent travail peut �eventuellement être
consid�er�e comme une tr�es partielle introduction au dit ouvrage ; nous en pr�esentons
quelques id�ees et r�esultats qui nous ont paru particuli�erement �eclairants pour un
lecteur press�e souhaitant avoir un aper�cu de cette vaste th�eorie et proposons aussi
quelques �enonc�es plus explicites.
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Bien entendu il existe beaucoup d'autres travaux consacr�esau th�eor�eme de
Noether, citons par exemple Y. Kosmann-Schwarzbach [8] et [9] ; il y est formul�e
dans un langage qui suppose de bonnes connaissances en G�eom�etrie Di��erentielle :
espaces �br�es, op�erateurs di��erentiels �a valeurs dansdes formes di��erentielles,
. . ., langage auquel, suivant en cela P. Olver, nous avons pr�ef�er�e celui, plus
universellement r�epandu dans le monde math�ematicien, des fonctions de plusieurs
variables et des �equations aux d�eriv�ees partielles.

Remerciements. Je tiens �a remercier ici P. Olver pour ses commentaires, ainsi
que lerefereepour ses tr�es utiles suggestions.

2. Premi�ere �etape

2.1. Les donn�ees

{ Intervalle ouvertX � R (espace destemps) d'�el�ements not�es x ; on d�esigne
ici le temps parx comme dans Olver [13].

{ Espace de con�gurationU, ouvert connexe d'un espaceRq, d'�el�ements not�es
u = ( u� )� = 1;:::; q.

{ Fibr�e tangent T (U) = U � U(1) = U � Rq, d'�el�ements not�es (u; u(1) ) avec

u 2 U; u(1) 2 Tu(U); u(1) =
qX

� = 1

u�
(1) �

@
@u� :

notations qui seront justi��ees dans la sous-section 3.1.
{ Lagrangien, fonction r�eelleL sur T(U) .
{ �Equations d'Euler-Lagrange, portant sur une applicationf : X ! U :

(2.1.1)
@L
@u

(f (x); _f (x)) �
d
dx

@L
@u(1)

(f (x); _f (x)) = 0;

i.e. pour tout � = 1; : : : ; q

@L
@u� (f (x); _f (x)) �

X

�

(
@2L

@u� � @u�
(1)

(f (x); _f (x)) � _f � (x)�
@2L

@u�
(1) � @u�

(1)

(f (x); _f (x)) �•f � (x)) = 0:

Les notations _f , •f d�esignent les d�eriv�ees premi�ere et seconde def ; les
�equations d'Euler-Lagrange expriment des conditions n�ecessaires pour que les
int�egrales

Rb
a L(f (x); _f (x)) dx soient minimales �a extr�emit�es �x�ees.

2.2. Int�egrales premi�eres

Ce sont les fonctions r�eellesP sur T(U) telles que, pour toute solutionf des
�equations d'Euler-Lagrange,P(f (x); _f (x)) soit ind�ependant dex, i.e.

(2.2.2) 8x;
X

�

(
@P
@u� (f (x); _f (x)) � _f � (x) +

@P
@u�

(1)

(f (x); _f (x)) � •f � (x)) = 0:

Les int�egrales premi�eres forment une alg�ebre, stable par composition �a gauche avec
une fonction r�eelle d'une variable r�eelle. On v�eri�e sanspeine le r�esultat suivant :
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Lemme 2.2.1. La fonction �energie

EN(u; u(1) ) =
X

�

@L
@u�

(1)

(u; u(1) ) � u�
(1) � L(u; u(1) )

est une int�egrale premi�ere.

Exemple 2.2.2. On prend q= 1, L(u; u(1) ) =
(u( 1) )2

2 � V (u) ; on a

EN(u; u(1) ) =
(u(1) )2

2
+ V (u) :

Les �equations d'Euler-Lagrange sont r�eduites �a l'�equation de Newton

V 0(f (x)) + •f (x) = 0:

Les int�egrales premi�eres sont caract�eris�ees par

@P
@u

(f (x); _f (x)) _f (x) �
@P

@u(1)
(f (x); _f (x)) V (f (x)) = 0:

Dans le cas o�u V est nul, les int�egrales premi�eres sont exactement les fonctions
de la forme P(u; u(1) ) = p(u(1) ) o�u p est une fonction arbitraire d'une variable
r�eelle. En e�et les solutions des �equations d'Euler-Lagrange sont de la forme f(x) =
ax+ b et l'�equation ci-dessus signi�e que@P

@u (u; u(1) ) � u(1) = 0, d'o�u par continuit�e
@P
@u = 0.

Dans le cas o�u V(u) = u2

2 (oscillateur harmonique), les int�egrales premi�eres sont
exactement les fonctions de l'�energie. En e�et les solutions des �equations d'Euler-
Lagrange sont de la forme f(x) = a � sin(x + b), et les orbites dansT(U) sont les
ensembles d�e�nis par des conditions de la forme

u2 + ( u(1) )
2 = cste:

Exemple 2.2.3. On suppose q quelconque et L(u; u(1) ) =
j u( 1) j2

2 � V (juj) o�u
j � j d�esigne la norme euclidienne. Sont int�egrales premi�eres les composantes du
moment cin�etique u� � u�

(1) � u� � u�
(1) ; si V est nul, il y a aussi les composantes

u�
(1) de la vitesse.

Dans le cas du probl�eme de Kepler (mouvement d'une plan�ete autour du soleil),
on a q= 3 et

U = R3nf 0g; L(u; u(1) ) =
ju(1) j2

2
�

�
juj

o�u � est une constante r�eelle.
On consid�ere le vecteur excentricit�e (ou encore vecteur de Runge-Lenz)
u(1) ^ (u ^ u(1) ) � � u

juj ; ses composantes sont des int�egrales premi�eres ; la
premi�ere est la fonction

P(u; u(1) ) = u1
(1) (u

2u2
(1) + u3u3

(1) ) � u1
�

(u2
(1) )

2 + ( u3
(1) )

2
�

+ �
u1

juj

(voir Olver,[13], example 5.59).
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De plus les int�egrales premi�eres sont exactement les fonctions des 3 composantes
du moment cin�etique et de celles du vecteur excentricit�e.En e�et les orbites dans
T(U) sont les ensembles obtenus en imposant des valeurs �a ces 6 fonctions (une
�etude d�etaill�ee du probl�eme de Kepler a �et�e faite par A. Guichardet dans[6] , mais
du point de vue hamiltonien ; le lien entre celui-ci et le point de vue lagrangien sera
fait dans la section 5).

2.3. Champs de vecteurs

Nous utiliserons ici des champs de vecteurs surU, not�es

v =
qX

� = 1

Q� �
@

@u�

ou encore, d'une fa�con abr�eg�ee,

v = ( Qj
@
@u

) ;

o�u les Q� sont des fonctions deu. On d�e�nit le prolongementde v �a T (U) par

pr(1) v = v +
X

�

(
X

�

@Q�

@u� � u�
(1) )

@
@u�

(1)

:

d�e�nition qui sera justi��ee �a la sous-section 2.4.
On utilisera la condition suivante, portant surv :

(CV 1) (pr(1) v)(L) = 0:

Th�eor�eme 2.3.1. On suppose que v v�eri�e la condition(CV 1).

(1) La fonction Pv (u; u(1) ) =
P

�
Q(u) � @L

@u�
( 1)

(u; u(1) ) est une int�egrale premi�ere

des �equations d'Euler-Lagrange.
(2) Si la matrice de coe�cients @2L

@u�
( 1)

�@u�
( 1)

est inversible pour tout(u; u(1) ),

l'application v ! Pv est injective.

D�emonstration. Pour (1), c'est un calcul sans probl�eme. Pour (2), il su�t de
d�eriver les deux membres par rapport �au�

(1) .

NB. On remarquera que l'on n'obtient pas, par ce proc�ed�e, l'int�egrale premi�ere
�energie.

Examinons maintenant les exemples introduits plus haut.

{ Pour l'exemple 2.2.2, la condition (CV 1) s'�ecrit

Q(u) � V 0(u) � Q 0(u) � (u(1) )
2 = 0:

Elle entrâ�neQ � V 0 = Q0 = 0 ; ou bienv n'est pas constant, alorsQ est nul et on
n'obtient aucune int�egrale premi�ere ; ou bienV et Q sont constants, et on obtient
exactement les multiples deu(1) .
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{ Pour l'exemple 2.2.3, on obtient la composanteu� � u�
(1) � u� � u�

(1) du moment

cin�etique en prenant pourv un multiple convenable du champ de vecteursu� � @
@u� �

u� � @
@u� ; mais on n'obtient pas les composantes du vecteur excentricit�e. Si v est

nul, on obtient une composanteu
(1) de u(1) en prenantQ� (u) = � �; .

2.4. Groupes de sym�etries

Soit d'abord � un di��eomorphisme de la vari�et�e U, de composantes�( u)� =
' � (u), � = 1; : : : ; q ; on le prolonge �a T(U) de la fa�con suivante :

(pr(1) �)( u; u(1) ) =
�
�( u); (d�) u(u(1) )

�
;

o�u ((d�) u(u(1) )) � =
P

�

@' �

@u� � u�
(1) .

On dit que le lagrangienL est invariant par� si L � pr1� = L ; dans ce cas, sif
est une solution des �equations d'Euler-Lagrange, il en est de même de� � f .
Soit maintenantt ! � t un groupe �a un param�etre de di��eomorphismes deU ;

on lui associe song�en�erateur in�nit�esimal , champ de vecteursv =
qP

� = 1
Q� � @

@u�

o�u Q� (u) = d
dt jt = 0' �

t (u) ; cela justi�e la d�e�nition de pr1v donn�ee dans la sous-
section 2.3.

Lemme 2.4.1. Le lagrangien L est invariant par� t pour tout t si et seulement si
(pr(1) v)(L) = 0.

D�emonstration. On v�eri�e d'abord que pr(1) � t est un groupe �a un param�etre ; la
suite est un r�esultat classique.

Pour l'exemple 2.2.3, l'action naturelle du groupeSO(q) fournit les composantes
du moment cin�etique.

3. Seconde �etape

3.1. Les donn�ees

(1) L'espaceU est le même que pr�ec�edemment, maisX est maintenant une
partie ouverte d'un espaceRp dont les �el�ements (lesvariables ind�ependantes) sont
not�es x = ( x i ) i = 1;:::; p

(2) Pour tout entier m > 0, U(m) est un espace vectoriel de dimension

q �
�

p + m � 1
m

�
, d'�el�ements not�es u(m) = ( u�

(m) ;J ) o�u � parcourt l'ensemble

f 1; ::::; qg et J parcourt l'ensemble des suites d'entiers positifs ou nuls(j1; :::; jp)
de sommem ; si m = 1 on a les �el�ements� i = ( 0; : : : ; 0; 1; 0; : : : ; 0) ; on pose
U(0) = U . �A toute applicationf : X ! U, �a tout x 2 X et �a tout entier m > 0
on associe l'�el�ementu(m) 2 U(m) de composantes

u�
(m) ;J =

@mf �

(@x1) j1 :::(@xp) jp
(x)
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que nous noterons pour simpli�erd
m f

dxm (x). En particulier u(0) = f (x). La suite
(u(0) ; : : : ; u(m) ) est appel�eem � jet de f au point x.

(3) A(m) est l'espace des fonctions r�eelles surX � U(0) � ::: � U(m) , A(1 ) est
la r�eunion croissante (ou limite inductive) desA(m) ; ses �el�ements sont appel�es
fonctions di��erentielles. �A toute fonction F 2 A(1 ) est associ�ee l'�equation aux
d�eriv�ees partielles portant sur une applicationf : X ! U :

F(x; f (x);
df
dx

; :::) = 0 :

Par exemple, pourq = 1, p = 2, et

F(x; u(0) ; u(1) ; u(2) ) = u(2) ;(2;0) + u(2) ;(0;2) ;

on obtient l'�equation de Laplace qui devient

@2f
@t 2 +

@2f
@x2 = 0;

si on �ecrit (t ; x) au lieu de(x1; x2) .
(4) Op�erateurs Di : A(m) ! A(m+ 1) : pour tout F 2 A(m) et tout i = 1; : : : ; p,

Di F =
@F
@x i +

qX

� = 1

mX

k= 0

X

j Jj= k

@F
@u�

(k) ;J

� u(k+ 1) ;� i + J :

Ce sont des d�erivations de l'alg�ebreA(1 ) , et ces d�e�nitions sont �evidemment
choisies de fa�con que pour toute applicationf : X ! U, on ait

@
@x i F(x; f (x);

df
dx

; : : : ) = Di F(x; f (x);
df
dx

; : : : ) :

Si p = 1 on note D l'unique op�erateur Di .

(5) Op�erateur Div : (A(m) )p ! A(m+ 1) : pour toute familleF = ( F i ) i = 1;:::; p

Div F =
X

i

Di F i :

(6) Op�erateurs : E� : A(m) ! A(2m) :

E� F =
mX

k= 0

X

j j j = k

(� 1)k � Dj
@F

@u�
(k) ;j

;

o�u D j = ( D1) j1 :::(Dp) jp .
Ces op�erateurs sont appel�esop�erateurs d'Euler.

(7) Lagrangiens. Un lagrangien est maintenant une fonctionL 2 A(1) et on
lui associe le syst�eme d'�equations aux d�eriv�ees partielles (d'Euler-Lagrange), qui
g�en�eralisent celles de la sous-section 2.1 :

E� L(x; f (x);
df
dx

;
d2f
dx2 ) = 0 ; 8� = 1; : : : ; q :
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3.2. Int�egrales premi�eres (cas p = 1)

La condition 2.2.2 exprimant qu'une fonctionp 2 A(1) est une int�egrale premi�ere
devient DP(x; f (x); _f (x); •f (x)) = 0 pour toute solutionf des �equations d'Euler-
Lagrange.

Th�eor�eme 3.2.1. Pour tout triplet (x; u; u(1) ) on note M(x; u; u(1) ) la matrice de

coe�cients M (x; u; u(1) )�;� = @2L
@u�

( 1)
�@u(1) � (x; u; u(1) ) et on la suppose inversible

pour tout triplet (x; u; u(1) ).

(1) Une fonction P2 A(1) est une int�egrale premi�ere si et seulement s'il existe
des fonctionsQ� 2 A(1) telles que

(3.2.3) DP =
X

�

Q� � E� L aussi not�e DP = ( QjEL) :

(2) Dans ce cas on a

Q(x; u; u(1) ) = � M t (x; u; u(1) )
� 1 �

@P
@u(1)

(x; u; u(1) ) ;

o�u M t d�esigne la transpos�ee de la matrice M.

D�emonstration.

a) Il est clair que la condition �enonc�ee dans (1) est su�sante.
b) Rappelons que DP(x; u; u(1) ; u(2) ) et EL(x; u; u(1) ; u(2) ) sont de la forme

DP(x; u; u(1) ; u(2) ) = A(x; u; u(1) ) + (
@

@u(1)
ju(2) ) ;

EL(x; u; u(1) ; u(2) ) = B(x; u; u(1) ) � M(x; u; u(1) ) � u(2) ;

o�u A 2 A(1) , B 2 (A(1) )q .
c) Supposons maintenant queP est une int�egrale premi�ere ; cela signi�e que

l'on a

DP(x; f (x); _f (x); •f (x)) = 0;

pour toute solution des �equations d'Euler-Lagrange.
Montrons que l'on a aussi

DP(x; u; u(1) ; u(2) ) = 0

d�es que EL(x; u; u(1) ; u(2) ) = 0.
Supposons donc EL(x; u; u(1) ; u(2) ) = 0 ; il existe une solutionf telle quef (x) = u,
_f (x) = u(1) ; l'hypoth�ese faite sur la matriceM(x; u; u(1) ) implique que•f (x) = u(2) ,
d'o�u notre assertion.

d) On a donc

A(x; u; u(1) ) + (
@P

@u(1)
jM (x; u; u(1) )

� 1 � B(x; u; u(1) )) = 0 ;
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d'o�u

DP(x; u; u(1) ; u(2) ) = (
@P

@u(1)
jM (x; u; u(1) )

� 1(M(x; u; u(1) ) � u(2) � B(x; u; u(1) )))

= ( � M t (x; u; u(1) )
� 1 �

@P
@u(1)

jEL(x; u; u(1) ; u(2) ))

et cela d�emontre (1) et (2).

Corollaire. �Etudier les int�egrales premi�eres modulo les constantes �equivaut �a
�etudier les �el�ements Q de (A(1) )q v�eri�ant la condition
(LC 1) (QjEL) 2 Im D:

Exemples.

(1) Prenant pourP la fonction �energie EN, on aQ(u; u(1) ) = � u(1) .
(2) Dans le cas de l'exemple 2.2.2 on v�eri�e facilement que DP = � @P

@u( 1)
� EL :

(3) Dans le cas de l'exemple 2.2.3, pour

P(u; u(1) ) = u� � u�
(1) � u� � u�

(1) ;

on a
Q(u; u(1) u(2) ) = u� � u�

(2) � u� � u�
(2) :

Dans le cas du probl�eme de Kepler, la fonctionQ correspondant �a la premi�ere
composante du vecteur excentricit�e est la suivante :

Q1(u; u(1) ) = u2 � u2
(1) + u3 � u3

(1)

Q2(u; u(1) ) = u2 � u1
(1) � 2 � u1 � u2

(1)

Q3(u; u(1) ) = u3 � u1
(1) � 2 � u1 � u3

(1)

(Olver, example 5.59).

3.3. Lois de conservation. (Cas p > 1)

Uneloi de conservationest une familleP = ( P i ) i = 1;:::; p d'�el�ements de A(1) telle
que

(DivP)(x; f (x);
df
dx

;
d2f
dx2 ) = 0

pour toute solution des �equations d'Euler-Lagrange.
Si p = 1 on retrouve la notion d'int�egrale premi�ere. On n'a pas l'�equivalent du
th�eor�eme 3.2.1 en toute g�en�eralit�e ; on dit qu'une loi de conservation esttriviale si
on a pi (x; f (x); df

dx ) = 0 pour toute solution des �equations d'Euler-Lagrange. On
remarquera que, dans le casp = 1, toute loi de conservation triviale est nulle.

Th�eor�eme 3.3.1. Toute loi de conservation P est la somme d'une loi de conser-
vation triviale et d'un �el�ement P0 2 A(1) tel que Div P0 soit de la forme(QjEL)
avecQ 2 (A(1) )q .
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D�emonstration. Olver, [13], p. 266.
On est ainsi conduit �a �etudier les famillesQ v�eri�ant la condition suivante :

(LC1)0 (QjEL) 2 Im Div.
ll resterait ensuite le probl�eme de d�eterminer lesP correspondants.

3.4. Champs de vecteurs

Nous utiliserons ici des champs de vecteurs usuels surX � U, i.e. de la forme

v =
pX

i = 1

� i �
@

@x i +
qX

� = 1

� � �
@

@u�

o�u les � i et les� � appartiennent �aA(0) . On d�e�nit leurs caract�eristiquesQv par

Q�
v = � � �

pX

i = 1

� i � u�
(1) ;� i

2 A(1)

et leurs prolongements par

pr(1) v = v +
qX

� = 1

pX

j = 1

(Dj � Q �
v +

pX

i = 1

� i � u�
(2) ;� i + � j

) �
@

@u(1) ;� j

:

On pose aussi

Fv = ( pr(1) v)(L) + L � Div �; P i
v =

qX

� = 1

Q�
v �

@L
@u�

(1) ;� i

+ L � � i :

Nous consid�ererons les conditions suivantes portant sur un champ de vecteursv :
(CV 2) Fv 2 Im Div;
(CV 3) Fv = 0 .

Lemme 3.4.1. On a

Fv � (Qv jEL) = Div Pv ;

o�u

P i
v =

qX

� = 1

Q�
v �

@L
@u�

(1) ;� i

+ L � � i :

D�emonstration. C'est un calcul direct et fastidieux.

Th�eor�eme 3.4.2.

(1) Le champ de vecteurs v v�eri�e(CV 2) si et seulement siQv v�eri�e (LC 1).
Plus pr�ecis�ement, si Fv est de la formeDiv R, on a

Div (R � Pv ) = ( Qv jEL)

et R � Pv est une loi de conservation, dite associ�ee �a v, d�e�nie seulement modulo
Ker Div.
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(2) Pour tout quintuplet (i ; j ; x; u; u(1) ) on note Mi ;j (x; u; u(1) ) la matrice de
coe�cients

Mi ;j (x; u; u(1) )�;� =
@2L

@u�
(1) ;� i

� @u�
(1) ;� j

+
@2L

@u�
(1) ;� i

� @u�
(1) ;� j

et on suppose qu'il existe un couple(i ; j ), i 6 j tel que Mi ;j (x; u; u(1) ) soit inver-
sible pour tout triplet (x; u; u(1) ). La construction de(1) fournit une bijection de
l'ensemble des champs de vecteurs v�eri�ant(CV 2) sur celui des lois de conserva-
tion P, d�e�nies modulo Ker Div, telles queDiv P soit de la forme(QjEL) avecQ
�el�ement de A(1) , polynôme de degr�e1 par rapport aux u(1) ;� i

.

D�emonstration. (1) est trivial. D�emontrons (2).

Injectivit�e.
Un calcul simple montre que(Qv jEL) est �el�ement de A(2) et que

(Qv jEL) modA(1) = �
X

�;�

Q� �
X

i ;j

@2L

@u�
(1) ;� i

� @u�
(1) ;� j

� u�
(2) ;� i + � j

= �
X

i < j

X

�

X

�

Mi ;j (x; u; u(1) )�;� � Q � (x; u; u(1) ) � u�
(2) ;� i + � j

= � 2
X

i

X

�

X

�

Mi ;j (x; u; u(1) )�;� � Q � (x; u; u(1) ) � u�
(2) ;2� i

:

Par ailleurs les �el�ementsu�
(2) ;� i + � j

, i 6 j sont lin�eairement ind�ependants, donc
si R � Pv 2 Ker Div, Qv = 0 et cela impliquev = 0 .

Surjectivit�e.
Soit P une loi de conservation comme indiqu�e ; on peut �ecrire

Q� = � � �
X

i

� i � u�
(1) ;� i

;

o�u � � et � i sont fonctions de(x; u).
Posons

v =
pX

i = 1

� i �
@

@x i +
qX

� = 1

� � �
@

@u� :

Par le lemme 3.4.1, on aFv = Div (Pv + P), et la loi de conservation associ�ee �av
n'est autre queP.

Corollaire 1. Si v v�eri�e la condition (CV 3), Pv est une loi de conservation et
on a Div Pv = � (Qv jEL).
(Olver, corollary 4.30 ; un tel champ de vecteurs est appel�evariational symmetry).
Noter que ce r�esultat contient le th�eor�eme 2.3.1.

Corollaire 2. (Casp = 1). Si la matrice de coe�cients @2L
@u�

( 1)
�@u�

( 1)

(x; u; u(1) ) est in-

versible pour tout triplet(x; u; u(1) ), la construction de(1) fournit une bijection de
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l'ensemble des champs de vecteurs v�eri�ant la condition(pr(1) v)(L)+ L�D � 2 Im D
sur celui des int�egrales premi�eres d�e�nies modulo les constantes.

Exemple. Dans le casp = 1, si le lagrangien est ind�ependant du temps, le champ
de vecteurs@

@x v�eri�e la condition (CV 3) et conduit �a l'int�egrale premi�ere �energie.

3.5. Groupes de sym�etries

La notion de groupe de sym�etries est moins claire ici que dans le cas de la
section 2 (cf. Olver, de�nition 2.23). Ce sont des groupes dans lesquels un voisinage
de l'�el�ement neutre op�ere dans la vari�et�eX � U en transformant le graphe d'une
solution des �equations d'Euler-Lagrange en le graphe d'une autre solution. Dans le
cas d'un groupe �a un param�etre de di��eomorphismes, le champ de vecteurs associ�e
est soumis �a la condition
(CV 4) Pour tout � = 1; :::; q, on a ((pr(2)v)(E� L))( x; f (x); _f (x)•f (x)) = 0 pour
toute solution des �equations d'Euler-Lagrange. (Olver,in�nitesimal symmetry,
theorem 2.31 ; on d�emontre que (CV 3) implique (CV 4), Olver, theorem 4.14).
Dans le cas de l'exemple 2.2.2 avecV = 0, le groupe des rotations

� t (x; u) = ( x cost � u sint ; x sint + u cost )

conduit au champ de vecteursv = � u � @
@x + x � @

@u : Il est clair quet doit être
su�samment petit pour que� t transforme le graphe d'une solution en celui d'une
autre.

3.6. Exemple ( �Equation des ondes �a deux dimensions d'espace)

On a ici
q = 1; p = 3; U = R; X = R3

L =
1
2

((u(1) ;(100) )
2 � (u(1) ;(010) )

2 � (u(1) ;(001) )
2)

EL = u(2) ;(200) � u(2) ;(020) � u(2) ;(002) :

On va consid�erer des fonctionsP 2 A1 et des champs de vecteurs

v =
3X

i = 1

�
@

@x i + � �
@
@u

;

o�u � et les� i sont fonctions dex et u .
On va d�ecrire les espaces de champs de vecteurs v�eri�ant respectivement les condi-
tions (CV 3) , (CV 2) en utilisant les exemples 2.43, 4.15 et 4.36 de Olver qui
d�esigne par

t ; x; y ce que nous d�esignons parx1; x2; x3

ut ; ux ; uy ::::::::::::::::::::::::::::::::: u(1) ;(100) ; u(1) ;(010) ; u(1) ;(001)

utt ::::::::::::::::::::::::::::::::: u(2) ;(200)

etc.
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Voici d'abord une base de l'espace des champs de vecteurs v�eri�ant (CV 3)

vi =
@

@x i ; i = 1; 2; 3 ; v4 =
@
@u

;

v5 = � x3 �
@

@x2 + x2 �
@

@x3 ; v6 = x1 �
@

@x2 + x2 �
@

@x1 ;

v7 = x1 �
@

@x3 + x3 �
@

@x1 ; v8 =
3X

i = 1

x i �
@

@x i �
1
2

u �
@
@u

:

Pour obtenir les lois de conservation correspondantes, on peut utiliser le corollaire,
par exemple, pourv2 :

P1 = � u(1) ;(010) � u(1) ;(100) ;

P2 = L + ( u(1) ;(010) )
2 ;

P3 = u(1) ;(010) � u(1) ;(001) :

Pour obtenir les solutions de (CV 2) on doit ajouter �av1; : : : ; v8 trois champs de
vecteursv9; v10; v11, dits inversions, dont voici le premier :

v9 = 2x1x2 �
@

@x1 +
�
(x1)2 + ( x2)2 � (x3)2�

�
@

@x2 + 2x2x3 �
@

@x3 � x2u �
@
@u

:

Pour (CV 4), on a les �el�ements suivants :

v1; : : : ; v7; v9; v10; v11 ;
3X

i = 1

x i �
@

@x i ; u �
@
@u

; � �
@
@u

;

o�u � est une fonction dex, solution de l'�equation des ondes, de sorte que cet
espace est de dimension in�nie.
Voici certains des groupes de sym�etries correspondants :

{ pour v1; :::; v4 : R4 op�erant par translations surX � U
{ pour v5; v6; v7 : SO0(2; 1) op�erant naturellement surX

{ pour
3P

i = 1
x i � @

@x i (resp:u � @
@u ) : R op�erant par dilatations surX (resp.U)

{ pour � � @
@u : � t (x; u) = ( x; u + t � � (x)) .

4. Troisi�eme �etape

L'�etude qui pr�ec�ede est g�en�eralis�ee de la fa�con suivante : les fonctionsL, P i ,
Q� , � i , � � sont maintenant �el�ements deA(1 ) et les champs de vecteurs

v =
pX

i = 1

� i �
@

@x i +
qX

� = 1

� � �
@

@u�

sont dits g�en�eralis�es.
Pour g�en�eraliser le th�eor�eme 3.4.2 nous aurons besoin desdeux lemmes suivants

dont les preuves sont fastidieuses mais sans di�cult�es majeures.
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Lemme 4.1. Soit J = ( j1; :::jp) 2 Np, jJj = j1 + ::: + jp, DJ = Dj1
1 :::Djp

p , H,
G 2 A(m) . On a

DJH � G + ( � 1) j Jj� 1H � DJG = Div P

o�u

P i =
jiX

r= 1

(� 1) j1+ ::: + ji � 1+ r � 1 � Dji � r
i D

ji + 1
i + 1 :::Djp

p H � Dj1
1 :::D

ji � 1
i � 1 Dr � 1

i G 2 A(m+ jJj� 1) :

Notons que cette formule barbare se r�eduit �a D(HG) = DH � DG lorsquep = 1
et j1 = 1.

Lemme 4.2. Soit L 2 A(m) . On a E� L 2 A(2m) et

E� L modulo A(2m� 1) =
X

�

X

j Jj= 2m

� �;�; J � u�
(2m) ;j

o�u � �;�; J 2 A(m) et

� �;�; J(x; u; :::; u(m) ) = ( � 1)m
X

J1J2

@2L

@u�
(m) ;J1

� @u�
(m) ;J2

(x; u; :::; u(m) )

avecjJ1j = jJ2j = m, J1 + J2 = J.

Notation . On noteM(J; x; u; u(1) ; :::; u(m) ) la matrice de coe�cients

M(J; x; u; u(1) ; :::; u(m) )�;� = � �;�; J(x; u; :::; u(m) ) ;

d�e�nition qui g�en�eralise celle de Mi ;j (x; u; u(1) ) donn�ee au th�eor�eme 3.4.2.

Corollaire. S'il existe J tel quejJj = 2m et que la matrice M(J; x; u; u(1) ; : : : ; u(m) )
soit inversible pour tout(x; u; : : : ; u(m) ), l'application

(A(m) )q 7! A(2m)

Q = ( Q� )� = 1;:::; q 7!
qX

� = 1

Q� � E� L

est injective.

Champs de vecteurs g�en�eralis�es .
Soit v un champ de vecteur g�en�eralis�e avec� i 2 A(m) , Q� 2 A(m) ; nous

poserons

Q�
v = � � �

X

i

� i � u(1) ;� i
2 A(m) ;

cette familleQ est appel�ee encore icicaract�eristique de v.
Les divers prolongements d'un tel champ de vecteurs sont d�e�nis par

pr(m) v = v +
qX

� = 1

mX

k= 1

X

J

[DJ � Q �
v +

pX

i = 1

� i � u�
(k+ 1) ;� i + J ] �

@
@u�

(k) ;J
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o�u J parcourt l'ensemble des suites(j1; :::; jp) de sommek et DJ = ( D1) j1 : : : (Dp) jp .
(Notations d'Olver, p. 109 :J = ( j1; :::; jk ), 1 6 ji 6 p ; ce que nous notons icijn
est donc le nombre dei tels queji = n.)

Fixons maintenant un lagrangienL 2 A(m) ; nous poserons

Fv = ( pr(m) v)(L) + L � Div � 2 A(2m) ;

Pv =
qX

� = 1

mX

k= 0

X

j Jj= k

P�; k ;J + L � � 2 A(2m� 1) ;

o�u P�; k ;J est donn�e par le lemme 4.1 avecH = Q�
v , G = @L

@u�
( k) ;J

.

Nous noterons encore (CV 2) la conditionFv 2 Im Div. (Olver, [13] :v est une
variational symmetry).

On a encore l'analogue du lemme 3.4.1 qui r�esulte de la relationsuivante, facile
�a v�eri�er

Fv � (Qv jEL) =
qX

� = 1

mX

k= 0

X

j Jj= k

(Dj Q� �
@L

@u�
(k) ;J

+ ( � 1)k� 1Q� � Dj
@L

@u�
(k) ;J

)

et du lemme 4.1. Cela entrâ�ne le r�esultat suivant, �a rapprocher du theorem 5.42
de Olver, [13].

Th�eor�eme 4.3.

(1) Les conditions Fv 2 Im Div et (Qv jEL) 2 Im Div sont �equivalentes. Plus
pr�ecis�ement, si Fv est de la formeDiv R, R 2 A(2m� 1) , on aDiv (R� Pv ) = ( Qv jEL)
et R � Pv est une loi de conservation, dite associ�ee �a v, d�e�nie seulement modulo
Ker Div.

(2) Sous l'hypoth�ese du corollaire du lemme 4.2, la constructionci-dessus
fournit une surjection de l'ensemble des champs de vecteurs v�eri�ant la condition
Fv 2 Im Div sur celui des lois de conservation P telles queDiv P soit de la forme
(QjEL) avecQ� 2 A(m) . Son noyau est l'ensemble des v tels queQv = 0.

Remarque. Ici la nullit�e de Q n'implique pas celle dev ; on peut obtenir une vraie
bijection en ne consid�erant que des champs de vecteurs de laformev =

P

�
Q� � @

@u�
;

o�u Q� 2 A(m) ; et en ne perdant rien en g�en�eralit�e. On associe �a chaque champ
de vecteurs g�en�eralis�e sonevolutionary representative(Olver, de�nition 5.4)

vQ =
X

�

Q�
v �

@
@u� :

Il v�eri�e (CV 2) si et seulement siv le fait, car on aFv � FQ = Div(L� ) et les lois
de conservation associ�ees sont identiques.

Conclusion.
Ce r�esultat constitue le th�eor�eme de Noether dans toute sa g�en�eralit�e ; on peut ex-
pliquer comme suit son �enonc�e donn�e �a la section 1. Tout d'abord, parint�egrale I
il faut entendre une int�egrale de la forme

R

 L(x; f (x); df

dx ) dx ; o�u 
 est un
sous-ensemble deX. Ensuite l'expressiongroupe G� doit être interpr�et�ee comme
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alg�ebre de Lie de dimension� ; les expressions lagrangiennessont les fonctions
E� L, membres de gauche des �equations d'Euler-Lagrange, et les termescombi-
naison lin�eaire d'expressions lagrangiennesdevenant une divergence expriment
exactement la relation(QjEL) 2 Im Div. L'hypoth�ese mise ici pour assurer la
validit�e de ce th�eor�eme est un peu plus pr�ecise que celledu r�esultat correspondant
du livre Olver, [13], mais peut-être aussi un peu plus restrictive...

Exemple (probl�eme de Kepler, voir ci-dessus exemple 2.2.3, sous-section 2.2, sous-
section 2.3, et aussi Olver, exemple 5.59).

Consid�erons le champ de vecteurs g�en�eralis�ev1 =
3P

� = 1
� � � @

@u� o�u

� 1(u; u(1) ) = u2 � u2
(1) + u3 � u3

(1)

� 2(u; u(1) ) = u2 � u1
(1) � 2u1 � u2

(1)

� 3(u; u(1) ) = u3 � u1
(1) � 2u1 � u3

(1)

Il v�eri�e la condition (CV 2) (avec ici D au lieu de Div puisquep = 1) et
on a (Qv jEL) = DP o�u P est la premi�ere composante du vecteur excentricit�e.
Les champs de vecteursv2; v3 obtenus �a partir dev1 par permutations circulaires
conduisent aux deux autres composantes du vecteur excentricit�e. Notons v4; v5; v6

les champs de vecteurs conduisant aux trois composantes du moment cin�etique ;
ces 6 champs de vecteurs engendrent lin�eairement une alg�ebre de Lie (pour le
crochet de Lie) isomorphe �aso(4) ; mais le groupeSO(4) { les < sym�etries
cach�ees> du probl�eme de Kepler { n'op�ere pas directement dans T(U), mais
seulement dans un espace, �a savoir T(S3), contenant T(U) comme partie ouverte
partout dense (voir A. Guichardet, [6] pour le point de vue hamiltonien).

Compl�ements

(1) Le second th�eor�eme de Noether a�rme que, si l'espace deschamps de
vecteurs g�en�eralis�es v�eri�ant la condition (CV 3) est de dimension in�nie, le syst�eme
est sous-d�etermin�e en ce sens qu'il existe des relations de la forme

X

�

D� (E� L) = 0;

o�u les D� sont des op�erateurs di��erentiels.
(2) Les r�esultats expos�es ici s'appliquent �a de tr�es nombreux probl�emes :

�equations de Navier de l'�elasticit�e, de Korteweg-de-Vries, de de Sitter de la
relativit�e g�en�erale,...

(3) Ils peuvent aussi être g�en�eralis�es �a des syst�emes di��erentiels ne provenant
pas de probl�emes lagrangiens, comme l'�equation de la chaleur (voir par exemple
Olver, example 2.41).
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5. Point de vue hamiltonien

5.1. Expos�e succinct de la th�eorie

(Voir par exemple Cushman-Bates,[2])
Les donn�ees consistent en une vari�et�eM munie d'une 2-forme di��erentielle

symplectique! et d'une fonction r�eelleH (le hamiltonien) ; en coordonn�ees locales
canoniques, on peut �ecrire

! =
X

i

dpi ^ dqi ;

qui est encore not�e! = dp ^ dq .
�A toute fonction r�eelle ' sur M, on associe le champ de vecteurs

X' = (
@'
@q

j
@
@p

) � (
@'
@p

j
@

@q
) :

Les �equations de Hamiltonpour un hamiltonienH portant sur une fonction
d'une variable r�eellef sont

_f (t ) = � XH (f (t )) ; soit encore _q =
@H
@p

; _p = �
@H
@q

:

Une int�egrale premi�ere est une fonction r�eelle' constante sur les courbes
int�egrales de XH , i.e. telle queXH (' ) = 0. Le th�eor�eme dit de Noether af-
�rme qu'un champ de vecteurs de la formeX' annule H si et seulement si'
est une int�egrale premi�ere, et sa d�emonstration, imm�ediate, consiste �a remarquer
queX' (H) = � XH (' ) .

5.2. Lien avec le point de vue lagrangien

Pour simpli�er nous nous placerons dans la situation de l'exemple 2.2.3. La
vari�et�e U est une partie ouverte d'un espaceRq et le lagrangien est de la forme

L(u; u(1) ) =
ju(1) j2

2
� V (juj) :

L'espace �br�e cotangent T?(U) est muni d'une structure de vari�et�e symplectique
naturelle, et on passe de T(U) �a T ?(U) par la transformation de LegendreF qui
se r�eduit ici �a l'identit�e ; pour toute fonction r�eelle ' sur T(U) on noteraX̂' le
champ de vecteurs transform�e deX� � F � 1 par F � 1, soit

X̂' =
X

�

(
@'
@u� �

@
@u�

(1)

�
@'

@u�
(1)

�
@

@u� ) :

En ce qui concerne les int�egrales premi�eres, on peut v�eri�er, en utilisant le
th�eor�eme 3.2.1, que les deux notions, correspondant respectivement au point de vue
lagrangien et au point de vue hamiltonien, se correspondentpar la transformation
de Legendre.
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ENSEIGNEMENT

Une exp�erience de MOOC
Une interview d'Arnaud Bodin et Fran�cois Recher

Depuis des d�ecennies, on trouve des vid�eos de cours sur le march�e, t�el�evision
puis internet. Il semble que r�ecemment, ces produits se soient mis �a attirer un
public consid�erable (parfois des dizaines de milliers d'internautes inscrits). Il y a
clairement des enjeux de notori�et�e. Y a-t-il un nouveau march�e ? De nouvelles
mani�eres d'apprendre et d'enseigner et pourquoi pas un enjeupour la formation
permanente et pour la francophonie ? Mais aussi une menace pour les modes
traditionnels d'enseignement ? Avec le chantier< France Universit�e Num�erique>
FUN1, le minist�ere fran�cais de l'Enseignement Sup�erieur et dela Recherche incite
les �etablissements fran�cais �a exp�erimenter, en mettant �a leur disposition une
plateforme technique commune. Pour faire quoi ? LaGazette est all�ee interroger
Arnaud Bodin et Fran�cois Recher, mâ�tres de conf�erencesde l'universit�e Lille 1,
au sujet de l'exp�erience qu'ils ont tent�ee �a Lille.

Que signi�e M.O.O.C. ?
Mooc signi�e Cours Ouvert en Ligne et Massif (Massive Open Online Course).
C'est un ph�enom�ene initi�e par les grandes universit�es am�ericaines il y a quelques
ann�ees et qui arrive en France depuis la rentr�ee.

De quoi s'agit-il ?

Quel est le principe d'un Mooc ?
Arnaud Bodin : Il s'agit d'utiliser tous les aspects d'internet pour enseigner.

Un professeur met �a disposition d'�etudiants un cours en ligne. Jusque l�a rien d'ex-
traordinaire !

Franc�ois Recher : Ce qui est sp�eci�que �a un Mooc c'est d'abord l'aspect
< Ouvert> : n'importe qui peut s'inscrire �a n'importe quel cours, il n'y a pas de
niveau d'entr�ee requis des �etudiants, pas de condition d'^age, ni de diplôme, ni
d'origine g�eographique. Cependant il faut un acc�es internet.

AB : La deuxi�eme sp�eci�cit�e c'est le côt�e < Massif>, un Mooc accueille de
quelques centaines d'�etudiants �a plusieurs milliers. C'est une cons�equence du côt�e
< Ouvert>.

Comment cela fonctionne-t-il en pratique ? Doit-on s'inscrire ? Y a-t-il des
contrôles ?

1 http://www.france-universite-numerique.fr/
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FR : Pour accueillir autant d'�etudiants on utilise une plate-forme sp�eciale qui
g�ere les inscriptions, les discussions entre �etudiants et avec le professeur et aussi
les notes.

AB : La plate-forme2 g�ere aussi le d�eroulement dans le temps. Un Mooc dure
en g�en�eral de 4 �a 10 semaines. Le cours est mis �a disposition au fur et �a mesure.
Chaque semaine est ponctu�ee d'interventions vid�eos et se termine souvent par un
QCM ou un devoir �a rendre.

FR : E�ectivement une autre nouveaut�e est l'usage massif de la vid�eo pour
transmettre le cours. Souvent plusieurs s�equences de cours assez courtes (disons
15 minutes) par semaine, que les �etudiants peuvent regarder quand ils veulent et
�a leur rythme.

Est-ce qu'il y a un diplôme associ�e au cours ? Est-ce que tousles �etudiants terminent
le cours ?

AB : Dans la majorit�e des Mooc il n'y a pas de diplôme mais un certi�cat de
participation qui n'a aucune valeur universitaire. Cependant quelques universit�es
o�rent la possibilit�e de venir passer un examen dans un centre ou proposent �a leurs
�etudiants de faire valider un Mooc comme un module de cours.

FR : La contre-partie du côt�e< ouvert > c'est que beaucoup de personnes
s'inscrivent mais que peu suivent jusqu'au bout. En moyenne 6 �a 10% des �etudiants
vont au bout.

Quelle est la di��erence avec la formation �a distance qui existe d�ej�a depuis long-
temps ?

FR : Il y a une globalisation de l'�education : n'importe qui ayantun acc�es
internet peut suivre un cours propos�e �a l'autre bout du monde. L'o�re de formation
est donc gigantesque et les cours sont souvent de qualit�e. Deux b�emols : il faut
disposer d'une bonne connexion internet et pour l'instant lescours sont surtout en
anglais.

AB : Une autre di��erence, ce sont les vid�eos. Les vid�eos permettent d'avoir un
cours �a distance beaucoup plus dynamique qu'un polycopi�e,il est possible de faire
une pause, revoir la vid�eo...

Bilan de l'exp�erience lilloise

Quel �etait le contenu de votre cours ?
FR : Le cours s'intitulait < Arithm�etique : en route pour la cryptographie>,

durait six semaines et �etait calibr�e pour des �etudiants de niveau premi�ere ann�ee.
La partie principale �etait math�ematique : pgcd, th�eor�eme de B�ezout, nombres
premiers... L'arithm�etique �etait imm�ediatement appliqu�ee �a la cryptographie avec
un cheminement historique (d�ecalage de C�esar, chi�rement de Vigen�ere...), le but
principal �etant d'expliquer en d�etails le chi�rement RSA.

Quel est le bilan chi�r�e ?

2 Les plates-formes les plus connuesCoursera, Udacity et EdX sont am�ericaines et peuvent
accueillir jusqu'�a 100 000 �etudiants par cours, mais il ex iste d'autres plates-formes de Mooc
comme Canvas pour le Mooc < Arithm�etique >. La plate-forme < France Universit�e Num�erique >
propose des cours depuis janvier 2014.
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AB : Nous avons eu 1400 inscrits, mais seulement 300 participants ! Beaucoup
d'�etudiants ne se sont jamais connect�es �a la plate-forme, di�cile de savoir pour-
quoi. Par contre sur les 300 participants plus de la moiti�e sont all�es jusqu'au bout
et nous avons d�elivr�e 145 certi�cats de r�eussite.

Quels �etaient les pro�ls des �etudiants ?

FR : Le public n'�etait pas vraiment le public attendu ! La moyenne d'âge �etait
de 30 ans et beaucoup avaient un diplôme de licence ou plus. Une motivation �etait
bien sûr les math�ematiques, mais la cryptographie a beaucoup plu par son côt�e
appliqu�e et ludique. Chaque semaine �etait soumis un message secret �a d�ecrypter.

Quel bilan côt�e enseignant ?

AB : L'exp�erience �etait passionnante, les �etudiants �etaient ravis. Mais cela
demande une quantit�e de travail �enorme. Nous avons pro�t�e de cours et de vid�eos
existants du siteExo7 mais nous avons �ecrit un cours de cryptographie et l'avons
�lm�e.

FR : E�ectivement les vid�eos sont un peu le point cl�e des Mooc :les �etudiants
travaillent �a la fois avec les vid�eos et le polycopi�e, le contenu est pourtant le même
mais les supports sont compl�ementaires. Le revers de la m�edaille, c'est le temps
de pr�eparation.

Est-ce que les Mooc vont �nir par remplacer les cours traditionnels ?

AB : On en est loin ! Les Mooc constituent un outil formidable pour un sujet
pr�ecis, une dur�ee limit�ee, et avec des �etudiants motiv�es.

FR : Les Mooc compl�etent sans les menacer les formations d�ej�a existantes,
favorisent le travail individuel et permettent d'aborder des sujets pointus, avec
une approche non-habituelle. C'est un outil p�edagogique deplus au service des
math�ematiques.
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La Licence de Math�ematiques,
visions crois�ees en Francophonie

Jean-Pierre Borel1

Le contexte de la r�eexion

Cet article pr�esente l'�etat de r�eexion d'un groupe de travail de math�ematiciens
de l'espace francophone, sur la Licence de math�ematiques : est-ce un concept
partag�e, avec un contenu clairement identi��e, y a-t-il des convergences et des
di��erences, lesquelles et pourquoi ? Aujourd'hui, beaucoup de d�epartements de
Math�ematiques accueillent en Master des �etudiants francophones issus de ces li-
cences, et il m'a paru utile de partager le travail fait, mêmeet surtout parce qu'il
n'est pas termin�e.

Ce groupe a r�euni une vingtaine de coll�egues math�ematiciens de tous pays, soit
Doyens de leur Facult�e, soit responsables de la licence de math�ematiques dans
leur Facult�e, que je remercie �a nouveau pour leur participation : Amir Abdes-
samad (Mostaganem, Alg�erie), Joseph Alassad (USEK, Liban), Amah d'Almeida
(Lom�e, Togo), Abdelmoujib Benkirane (FS F�es, Maroc), Jean-Pierre Borel (Li-
moges, France, Doyen honoraire), Lobna Derbel (Tunis, Tunisie), Alassane Died-
hou (Ziguinchor, S�en�egal), Fatima Ezzaki (FST F�es, Maroc), Janin Jadotte (Port
au Prince, Ha•�ti), Rodoumta Koina (ENTP, Tchad), Ali Mneimneh (u. Libanaise,
Liban, Doyen), Vincent Monsan (Abidjan, Côte d'Ivoire), S�erign�e Amadou N'Diaye
(Dakar, S�en�egal), Gilles Raby (Poitiers, France, Doyen honoraire), Herv�e Sabourin
(Poitiers, France), Raafat Talhouk (u. Libanaise, Liban).

Je remercie tout particuli�erement le Doyen Ali Mneimneh, qui a anim�e ce groupe
de travail avec moi, et le Professeur Evelyne Garnier-Zarli, de l'universit�e de Paris-
Est Cr�eteil, pr�esidente de la CIRUISEF2, qui a suscit�e cette r�eexion dans tous les
champs scienti�ques.

Le travail rapport�e ici a �et�e men�e en deux temps, et dans le cadre d'une r�eexion
sur les fondamentaux des Licences scienti�ques impuls�ee par la CIRUISEF, lors
d'une r�eexion pr�eliminaire conduite entre d�ecembre 2012 et mars 2013, au tra-
vers d'�echange �a distance de documents et d'id�ees, puis lors du colloque de la
CIRUISEF qui s'est tenu �a Qu�ebec d�ebut avril 2013. S'y sont rajout�es de nom-
breux contacts formels et informels, notamment avec des coll�egues math�ematiciens
belges et qu�eb�ecois. Le fruit de ce travail d'ensemble a fait l'objet d'une publication
r�ecente3.

1 Vice-pr�esident de la SMF en charge des questions d'enseignement, Doyen honoraire, pr�esident
honoraire de la Conf�erence des Doyens Sciences de France (CDUS).
2 Conf�erence Internationale des Responsables des Universit�es et Institutions Scienti�ques d'Ex-
pression Fran�caise, r�eseau scienti�que soutenu par l'Agence Universitaire de la Francophonie
(AUF).
3 La Licence scienti�que dans l'espace francophone, essai der�ef�erentiel de connaissances et de
comp�etences, l'Harmattan, collection < G�eopolitique mondiale >, ouvrage collectif sous la direction
d'Evelyne Garnier-Zarli, 2014.
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La r�eexion du groupe a �et�e aliment�ee par de nombreux exemples de ma-
quettes d'enseignement en provenance de divers pays (d�ecoupage en ann�ees, se-
mestres, UE4, volumes horaires et contenus), par une grille d'analyse construite
pour ce travail (origine et devenir des �etudiants, côt�e formation ainsi que mobilit�e
g�eographique), et bien entendu par le travail qui avait �et�e men�e par la SMF, la
SMAI et la SFdS sur le< socle de la licence de math�ematiques> 5, document de
quatre pages sur les objectifs fondamentaux et les principaux chapitres dont l'�etude
est incontournable pour tout licenci�e de math�ematiques.Ce document a fait l'objet
d'une pr�esentation et d'une analyse des motivations dans laGazette�a l'�epoque 6.

Un contexte plus vari�e qu'il n'y parâ�t

La science math�ematique est ancienne, il semble naturel d'en d�eduire que ses
fondements, et la mani�ere de les enseigner, sont maintenant totalement stabilis�es.
On peut �egalement penser qu'il s'agit d'une science globale, dont les concepts
ont un ordre relativement naturel d'introduction, et dont laplace dans les divers
niveaux d'enseignement est naturellement trouv�ee.

Tout cela est vrai. Les notions abord�ees dans les �etudes secondaires, puis dans
le premier grade universitaire { Licence dans l'espace LMD ouBaccalaur�eat au
Qu�ebec { sont pour l'essentiel des math�ematiques connues depuis le milieu du
XIXe si�ecle pour le lyc�ee, puis la �n du XIXe et le d�ebut du XXe pour le d�ebut
de l'universit�e. Les statistiques, et quelques �el�ementsd'algorithmique et d'analyse
num�erique plus r�ecents, sont �egalement pr�esents �a cesniveaux. Bien entendu, cela
n'empêche en rien que la pr�esentation de ces notions et/ou leur illustration par des
exemples d'application ne repose sur des �el�ements bien plus actuels.

Il est important de noter que deux ensembles, ou deux< blocs>, interviennent
�a ce niveau. Le lyc�ee prend la suite de l'apprentissage du calcul et des premiers
rudiments de math�ematiques faits �a l'�ecole et au coll�ege. La Licence pr�ec�ede la
formation math�ematique terminale des futurs math�ematiciens professionnels, dans
les trois grands champs de d�ebouch�es pour nos �etudiants que sont les m�etiers de
l'enseignement en coll�ege et lyc�ee, les m�etiers de l'industrie bas�ees sur les applica-
tions des math�ematiques, les m�etiers de la recherche : cesformations se placent
maintenant �a partir du niveau Master. Seul le Qu�ebec fait exception, avec l'�etape
transitoire tr�es particuli�ere qu'est le CEGEP7 .

Dans l'apprentissage d'une science qui est par essence progressive, et dont les
concepts doivent être abord�es chapitre apr�es chapitre et en plusieurs temps, voire

4 Unit�e d'enseignement, unit�e de compte dans les syst�emes de cr�edits capitalisables. �A noter
que dans certains pays, et notamment en France, existe �egalement un syst�eme de compensa-
tion (souvent semestrielle, voire aussi annuelle) qui permet d'obtenir une UE sans y avoir eu la
moyenne, grâce �a une bonne moyenne g�en�erale.
5 Pour un socle de la licence de Math�ematiques, http://smf.emath.fr/files/text_like_
files/projetdesocledef5.pdf .
6 Jean-Pierre Borel, Pourquoi un socle de la Licence de Math�ematiques, Gazette des
math�ematiciens, Soci�et�e Math�ematique de France, avri l 2008, no 116, p. 65-72.
7 Coll�ege d'enseignement g�en�eral et professionnel. Il s'agit d'un bloc de deux ann�ees de forma-
tion, qui correspond { �a ce que disent les coll�egues qu�ebecois { aux deux ann�ees terminale de
lyc�ee + premi�ere ann�ee d'universit�e. Cette p�eriode es t �a la fois une occasion de changement de
m�ethodes d'enseignement et un moment d'orientation, souvent s�elective.
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r�ep�et�es, pour être �nalement assimil�es pleinement, le contenu d'une licence ne peut
donc s'abstraire de deux questions :

{ quelle est la (voire quelquefois les) formation re�cue parles �etudiants entrant
en licence de math�ematiques ?

{ quels sont les d�ebouch�es vis�es par ces mêmes �etudiants, et donc leur futur
math�ematique dans leur formation suite au L, ainsi que dansl'exercice de ces
m�etiers ?
Il est �a noter qu'ici les r�eponses des di��erents pays sont vari�ees.

Pour ce qui est de la formation avant l'universit�e

S'il s'agit de la formation avant l'universit�e en France, la terminale S est mainte-
nant tr�es di��erente de la terminale C qui existait il y a plusieurs dizaines d'ann�ees.
C'est particuli�erement vrai dans la formation math�ematique, dont le volume horaire
a beaucoup baiss�e h�elas, et donc dans les notions abord�ees et le degr�e d'approfon-
dissement propos�e aux lyc�eens. Si certains aspects ont �et�e maintenus au sein de
la sp�ecialit�e < math�ematiques> 8, peu d'�etudiants de licence de math�ematiques
ont suivi cette sp�ecialit�e, qui de plus n'est pas ouverte dans tous les lyc�ees... Par
contre, plusieurs pays francophones ont fait le choix de conserver, globalement,
les contenus scienti�ques classiques de la terminale C de l'�epoque. Aujourd'hui, le
< niveau> en math�ematiques �a l'entr�ee de l'universit�e est r�eellement tr�es di��erent,
entre des pays comme la France, le Maroc, le Qu�ebec, par exemple.

Pour ce qui est des d�ebouch�es

Toutes les formations de niveau L universitaires francophones forment une par-
tie des futurs chercheurs et math�ematiciens de l'industrie, au travers d'une pour-
suite d'�etudes en M (master dans le LMD, mâ�trise au Qu�ebec) o�u tr�es souvent
les sp�ecialisations apparaissent, que cela soit en math�ematiques fondamentales,
math�ematiques discr�etes, math�ematiques appliqu�ees,statistique et math�ematiques
�nanci�eres. Le L est donc vu comme le socle commun pour ces poursuites d'�etudes,
le Liban faisant exception puisqu'il y existe une licence sp�eci�que de Statistique,
�a côt�e de celle de Math�ematiques, et que du coup l'enseignement des statistiques
en licence de Math�ematiques est tr�es diminu�e ou optionnel.

Par contre, les choix faits pour former les futurs enseignants de math�ematiques
sont tr�es divers. La France a choisi de former ses futurs enseignants au travers
d'une licence disciplinaire classique9, puis d'un master sp�eci�que appel�e MEEF10,
o�u la place de la discipline est plus faible11. C'est aussi le choix de la Belgique
pour ses futurs enseignants de lyc�ee. Par contre, les futurs enseignants de coll�ege
y sont form�es dans une autre voie, plus centr�ee sur la dimension p�edagogique de la
formation, et ce d�es le d�ebut de l'universit�e. Il en est de m^eme pour le Qu�ebec, mais

8 Rappelons qu'il existe en terminale S quatre sp�ecialit�es : < Math�ematiques >, < Physique-
Chimie >, < Sciences de la Vie et de la Terre>, et depuis la rentr�ee 2012 < Informatique et
Sciences du Num�erique>.
9 Il y a une trentaine d'ann�ee existait une licence sp�eci�qu e adapt�ee pour pr�eparer les futurs
certi��es de math�ematiques (traduire en termes actuels, u ne troisi�eme ann�ee de L sp�eci�que).
10 Master mention < M�etiers de l'enseignement, de l'enseignement et de la formation >, formation
port�ee par les universit�es mais au sein d'�ecoles sp�eci� ques, qui ont pris �a la rentr�ee 2013 le relai
des anciens IUFM.
11 L'articulation entre cette pr�eparation et l'acte de recru tement par l' �Education nationale { le
CAPES { reste un sujet fort d'interrogations.
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cette fois pour tout l'enseignement secondaire. Au Togo, la formation via l'�Ecole
normale sup�erieure d'Atakpam�e, donc hors universit�e, concernait auparavant les
seuls enseignants de coll�ege. Mais depuis 2010 les futurs enseignants de lyc�ee y
sont �egalement form�es. Dans d'autres pays, le recrutementdes enseignants de
math�ematiques en coll�ege et lyc�ee est beaucoup plus< libre >, et les diplômes et
titres requis pour devenir enseignant bien moins formalis�es. Par exemple, tel pays
indique quetoute personne ayant la nationalit�e du pays et titulaire dubaccalaur�eat
peut devenir vacataire, puis que tout vacataire ayant deux ann�ees d'anciennet�e peut
devenir professeur contractuel.

Il est clair que ce choix n'est pas neutre vis-�a-vis des contenus du L : l'appren-
tissage progressif des notions est �a la base de la formationdu math�ematicien. Or
se retrouvent ensemble en L, dans beaucoup de pays, des �etudiants dont certains
continueront �a faire des math�ematiques, alors que d'autres en feront moins, ou
se focaliseront plus vers les notions de base enseign�ees encoll�ege et lyc�ee. Ces
derniers peuvent alors se retrouver un peu au milieu du gu�e,s'il s'agit en L d'intro-
duire les premi�eres grandes th�eories abstraites que sontla th�eorie de la mesure, le
calcul di��erentiel ou la topologie, th�eories sur lesquelles ils n'auront pas l'occasion
d'arriver par la suite au recul n�ecessaire �a une bonne mise en place des concepts.

A contrario, l'introduction d�es la licence de ces diverses notions sera fructueuse
pour les �etudiants continuant leurs �etudes dans un masterde math�ematiques, en
leur donnant ainsi le temps de saisir l'ampleur et la profondeur de ces th�eories.

Pour ce qui est de l'orientation post-bac des �etudiants

En�n, les syst�emes d'enseignement sup�erieur sont variables dans leur organisa-
tion g�en�erale. Le Qu�ebec a une place tr�es particuli�ere, li�ee �a l'existence du CEGEP,
articulation en deux ann�ees entre le secondaire et le sup�erieur, et �egalement moment
d'orientation plus ou moins dirig�ee. La France et un certainnombre de pays africains
francophones connaissent le d�ecoupage voie universitaire / classes pr�eparatoires
puis �ecoles d'ing�enieur. Du coup, dans plusieurs de ces pays, les meilleurs �el�ements
du lyc�ee ont tendance �a s'orienter vers les voies s�electives, vues �a tort ou �a raison
comme mieux encadr�ees et de nature �a assurer de meilleurs d�ebouch�es. La licence
de math�ematiques s'adresse alors �a des jeunes bacheliers scienti�ques, mais ayant
souvent obtenu leur bac sans mention. Il s'agit d'un public tr�es di��erent de celui
rencontr�e dans les pays organisant une s�election { quelquefois s�ev�ere { en entr�ee
de la licence.

Pour ce qui est de l'organisation p�edagogique des licences

Au-del�a des di��erences de culture entre le monde francophone et le monde
anglo-saxon, qui expliquent la part relativement faible del'enseignement< fron-
tal > au Qu�ebec, et par contre la part importante qui y est donn�eeaux projets
conduits seul ou en petit groupe, les m�ecanismes d'acc�es enlicence et le pro�l
des �etudiants accueillis conduisent �a des choix p�edagogiques tr�es di��erents. Il faut
noter en particulier le choix fait en France d'une orientation dite < progressive>
�a l'entr�ee �a l'universit�e 12, conduisant �a donner une large place �a la r�eexion de
l'�etudiant sur son projet personnel et professionnel, sursa future discipline cen-
trale. Cette orientation se traduit par des< portails d'entr�ee> en licence, troncs

12 L'arrêt�e du 4 f�evrier 2014, qui �xe le < cadre national des diplômes> en France, a�rme tr�es
clairement ce principe dans son article 15.

SMF { Gazette { 140, avril 2014



64 J.-P. BOREL

communs propos�es �a tous les �etudiants, y compris ceux ayant d�ej�a un projet profes-
sionnel a�rm�e. Sans compter que cela puisse être mal ressenti ou mal compris par
les �etudiants ayant ce pro�l, ce choix conduit �a des troncscommuns importants,
certains tr�es naturels avec l'informatique, ou la physique{ quelquefois remplac�ee
par l'�economie comme dans la �li�ere MASS { certains moins naturels ou e�caces. Il
a pour cons�equence une structure des volumes horaires qui fait peu apparâ�tre une
dominante math�ematique lors des trois premiers semestresde formation. L'entr�ee
dans une formation �a forte dominante math�ematique se faitdonc soit d�es apr�es le
lyc�ee dans certains pays, soit au bout d'une demi-licence dans d'autres.

O�u sont donc les fondamentaux ?

Le travail collectif a mis en �evidence les di��erences et les points de convergence.
Ils sont pour l'essentiel li�es aux contextes rappel�es ci-dessus, et ont fait l'objet
de la pr�esentation de synth�ese pour les math�ematiques faite �a la �n du colloque
CIRUISEF d'avril 2013, et qui sont d�etaill�es ci-apr�es.

Il reste cependant �a bien convaincre chaque responsable de licence de
math�ematiques que ses choix de contenu doivent �a la fois tenir compte des
grandes tendances g�en�erales, et notamment de ce qui se fait dans son propre
pays ainsi que dans les pays partenaires o�u ses �etudiants pourront se retrouver
plus tard, mais aussi d'une bonne connaissance de ses propres�etudiants, de leur
origine scolaire, des comp�etences et connaissances qu'ilsont r�eellement acquises
dans l'enseignement secondaire13, et de leurs projets de poursuite d'�etudes et
professionnels.

Les constats de di��erences sur la licence et sa place dans l' ensemble des
formations

Essentiellement deux approches existent, qui correspondent autant �a des visions
di��erentes qu'�a des contextes di��erents, même si l'existence d'autres licences voi-
sines (exemple de la licence de Statistiques au Liban) peut modi�er une partie des
contenus :

{ une licence dont les six semestres sont tous tr�es centr�essur les math�ematiques ;
{ une licence plus �equilibr�ee entre disciplines dans sa premi�ere partie (orientation

progressive, ouverture sur d'autres sciences) ;

avec des cons�equences dans plusieurs directions :

{ sur le volume horaire global de la formation ;
{ sur la part et l'�equilibre des math�ematiques tout au longdes six semestres de

formation ;
{ sur les contenus math�ematiques trait�es ;
{ sur l'existence et l'importance des dispositifs d'orientation progressive des

�etudiants ;
{ sur l'ouverture sur les autres sciences.

13 Il s'agit d'un point particuli�erement important en ce mome nt en France, avec les modi�cations
importantes des programmes de lyc�ee.
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Pour d�etailler plus, ces di��erences ont un impact quantitatif et un impact qua-
litatif, d�etaill�es ci-apr�es pour que chacun puisse se positionner.

Quantitativement. Nous avions a�rm�e en 2008 le principe dela < double
moiti�e > : tout �etudiant ayant le titre de licenci�e de math�ematiques doit avoir
obtenu au moins la moiti�e des cr�edits constitutifs de sa licence dans des UE
de math�ematiques, et ce pour un volume horaire au moins �egal �a la moiti�e du
volume total. Certains pensent que cette a�rmation permet �a tous de se retrouver
et doit rester comme une condition minimale imp�erative. D'autres estiment au
contraire que cette position est trop minimaliste : ils consid�erent qu'une licence
de math�ematiques doit contenir entre 60 et 80% de volume en math�ematiques.

Qualitativement, au travers des th�eories rencontr�ees : le temps math�ematique
est long, on ne peut par exemple raisonnablement pas introduire le même se-
mestre les s�eries num�eriques et les s�eries de fonctions.Lorsque le volume horaire
de math�ematiques varie de 850 heures (50% du volume d'une licence en France) �a
1 450 heures (80% du volume d'une licence au Liban), il n'est paspossible d'abor-
der le même ensemble de notions. On peut ainsi classer le contenu d'une licence
en trois paquets :

{ une partie commune de math�ematiques< socle>, o�u se retrouvent g�eom�etrie,
analyse lin�eaire et bilin�eaire, �etude des fonctions d'une et plusieurs variables, suites
et s�eries, arithm�etique et structures de base, avec un peude logique �el�ementaire et
de langage ensembliste, et de retour sur R et C. Ce que l'on peutmettre comme
�el�ements de programme sous ces intitul�es de grands chapitres est par exemple
d�etaill�e dans le document d�ej�a cit�e 14. Cet ensemble est le vrai point commun
aujourd'hui de nos licences ;

{ une partie plus< moderne>, mais non assur�ee partout ou propos�ee en option,
avec probabilit�es et statistiques, analyse num�erique, ycompris avec l'usage d'un
ou plusieurs logiciels de calcul num�erique et/ou formel. Ilme semble clair que cet
ensemble doit rejoindre le pr�ec�edent et entrer dans les incontournables d'une licence
de math�ematiques du XXIe si�ecle. C'est encore loin d'être fait, même si un accord
existe pour dire que cela est souhaitable. Mais d�egager lesespaces pour inclure
cette partie dans nos diplômes semble quelquefois di�cile...

{ une partie plus< avanc�ee>, o�u se trouve une introduction �a des th�eories
plus �elabor�ees, comme th�eorie de la mesure, calcul di��erentiel, topologie, etc. Cela
n'est pas assur�e partout, parfois pour des raisons de volumeglobal comme dit
pr�ec�edemment, parfois par choix p�edagogique. Il est important que l�a o�u ces notions
sont introduites d�es la licence, cela soit fait de mani�ereraisonnable et avec un niveau
d'exigence adapt�e. Une trop grande di��erence entre le sujet d'examen pos�e �a la
�n et le programme th�eorique de l'UE est un tr�es bon indicateur d'un d�erapage
�a corriger. Si l'introduction en �n de licence de th�eories plus avanc�ees peut être
souhaitable, voire obligatoire pour un �etudiant souhaitant continuer ses �etudes en
master de math�ematiques, il reste important que cela ne conduise pas l'�etudiant
�a une marche forc�ee, lorsque le volume horaire global est modeste, et que cela
soit pens�e de mani�ere particuli�ere pour un �etudiant n'ayant pas pour projet de
continuer en master de math�ematiques, lieu naturel o�u cesth�eories pourront être
approfondies.

14 http://smf.emath.fr/files/text_like_files/projetdes ocledef5.pdf
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Les a�rmations partag�ees sur les grandes comp�etences tra nsversales des
licenci�es de math�ematiques

Il y a ici une large convergence : d�ebut d'autonomie dans le travail universitaire,
acquisition de m�ethodes, capacit�e d'analyse et de synth�ese, mâ�trise de l'expression
�ecrite et orale en fran�cais et en anglais, font partie des comp�etences unanimement
admises, et dont le travail r�ealis�e, notamment au traversdes contrôles de connais-
sance, permettent d'attester de la r�ealit�e.

Au-del�a de ces comp�etences dont on peut penser qu'elles sont pr�esentes dans
toutes les licences, le licenci�e de math�ematiques a pu faire preuve d'un niveau d'abs-
traction plus important, d'une capacit�e �a organiser ses id�ees et son raisonnement,
mais aussi de comp�etences plus particuli�eres, li�ees auxobjets qu'il a rencontr�ees.
Une certaine familiarit�e avec le concept de matrice va être d'une aide pr�ecieuse
pour un usage avanc�e d'un logiciel comme Excel, par exemple...

Par contre, les comp�etences dites< pr�e-professionnelles> font l'objet d'une
attention plus variable, que cela soit en terme de savoirs (connaissance du contexte
professionnel par exemple), de savoir-être ou de savoir-faire. La situation de p�enurie
d'enseignants de math�ematiques dans le secondaire, connuepar plusieurs pays,
peut par exemple conduire �a consid�erer comme naturel qu'un�etudiant de licence de
math�ematiques, même coll�e, puisse trouver un travail dans ce contexte. Le pr�eparer
deviendrait alors inutile ! Il faut donc rester s�erieux et vigilants sur ces aspects, et
proposer les enseignements d'ouverture et les modalit�es detravail, par exemple en
groupe, permettant de d�evelopper ces types de comp�etences. Par contre, en l'�etat
de la r�eexion du groupe, il semble di�cile d'en attester l'acquisition de mani�ere
directe. Cela reste une question �a creuser.

Les a�rmations partag�ees sur les grandes comp�etences en m ath�ematiques
des licenci�es de math�ematiques

Il est important que les diplôm�es en math�ematiques de l'enseignement sup�erieur
puissent connâ�tre les math�ematiques plus r�ecentes, etleurs usages principaux dans
la soci�et�e. En particulier, tout �etudiant titulaire de la licence doit, au-del�a des
connaissances de math�ematiques classiques �a ce niveau :

{ avoir une formation de base en statistique ;
{ avoir une formation de base en analyse num�erique ;
{ avoir une formation scienti�que en informatique ; mâ�triser au moins un logiciel

de calcul formel et un logiciel de calcul num�erique.

Il s'agit l�a d'une �evolution importante par rapport �a ce que nous connaissions
il y a trente ou quarante ans. Cette �evolution n'est pas faitepartout ni dans tous
les pays. Il est important de s'y atteler. Si les math�ematiques peuvent s'�elargir
au niveau master dans plusieurs �li�eres di��erentes, avecnotamment tout ce qui
est du champ des math�ematiques appliqu�ees ou des statistiques, la licence de
math�ematique doit rester un lieu de construction d'un soclecommun et qui n'ignore
aucun de ces champs.

La formation en licence doit permettre �a l'�etudiant d'am�eliorer sa perception de
la d�emarche math�ematique, insistant en particulier sur15 :

15 Cette liste, qui est issue du socle propos�e par les trois soci�et�es savantes fran�caises, a fait l'objet
d'un accord global au sein du groupe.

SMF { Gazette { 140, avril 2014



LA LICENCE DE MATH �EMATIQUES, VISIONS CROIS�EES EN FRANCOPHONIE 67

{ la mise en place des< objets math�ematiques>, l'introduction d'une notion
�etant justi��ee par des exemples, des motivations li�ees �a son utilisation, etc., avant
même l'�enonc�e de la d�e�nition et la pr�esentation des th�eor�emes ;

{ le rôle central de la d�emonstration, même si tout d�emontrer n'est pas un
objectif en soi ; l'organisation du raisonnement, ce qui suppose une certaine fami-
liarisation avec les outils de la logique ;

{ la compr�ehension des structures (en particulier �a l'occasion des cours
d'alg�ebre) ; la mise en �uvre informatique des calculs formels, num�eriques,
statistiques, quand le sujet s'y prête ;
en visant les grandes comp�etences math�ematiques suivantes16 :

{ une bonne appropriation deR, R2, R3 du point de vue alg�ebrique, analytique
et g�eom�etrique ;

{ la r�esolution d'�equations (lin�eaires, alg�ebriques,di��erentielles) ;
{ la notion d'approximation (dans divers cadres) ;
{ l'�etude de l'al�eatoire (probabilit�es et statistiques)et du traitement de donn�ees.
Ces consid�erations peuvent parâ�tre minimalistes �a certains. Il n'empêche que

les math�ematiques sont bâties sur le raisonnement et la rigueur, et non sur le
survol rapide et une pseudo-compr�ehension. Que nos �etudiants de licence aient
vu un peu moins de notions, mais qu'ils aient compris en profondeur celles qu'ils
ont rencontr�ees, est certainement le meilleur service �a leur rendre, �a la fois pour
leur futur { qu'il soit ou non de math�ematicien { et pour leur faire aimer les
math�ematiques.

Il reste cependant le fait que les contextes d'une part, les choix d'orientation
et des grands m�etiers vis�es par la licence de math�ematiques d'autre part, sont
di��erents suivant les pays. La d�e�nition d'un < socle> unique devient alors chose
d�elicate, �a la fois pour ce qui est du concept lui-même { entendons-nous la même
chose par ce mot< socle> ? { que du contenu �a lui donner.

J'ai essay�e de donner ici �a la fois l'ensemble des �el�ementsde probl�ematique et
de contexte, tels qu'ils sont apparus au groupe de travail initi�e par la CIRUISEF,
et une premi�ere analyse des contenus sur lesquels les �echanges ont port�e, ce qui
peut être utile pour a�ner la r�eexion. Beaucoup de travail reste �a faire. Il est
important que l'ensemble des universitaires fran�cais, notamment les responsables
des licences de math�ematiques, puissent prendre leur place dans une discussion qui
ne fait que commencer.

16 Idem
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PRIX ET DISTINCTIONS

Mich�ele Artigue et la m�edaille Felix Klein
Daniel Perrin1

Mich�ele Artigue, professeur �em�erite �a
l'universit�e Paris-Diderot (Paris 7), a ob-
tenu la m�edaille2 Felix Klein 2013. Rap-
pelons que cette m�edaille prestigieuse est
d�ecern�ee tous les deux ans depuis 2003
par la CIEM3. Cette commission a �et�e
fond�ee en 1908 lors du congr�es internatio-
nal des math�ematiciens de Rome, et son pre-
mier pr�esident a �et�e justement Felix Klein.
Cette distinction r�ecompensedes travaux
et une carri�ere exceptionnels dans le do-
maine de la recherche sur l'enseignement
des math�ematiques. Mich�ele est la deuxi�eme4

personnalit�e fran�caise �a l'obtenir apr�es Guy
Brousseau en 2003.

Je ne veux pas rentrer ici dans le d�etail des
attendus de la commission d'attribution de la m�edaille que l'on trouvera �a l'adresse
suivante :
http://www.mathunion.org/icmi/activities/awards/the -felix-klein
-medal-for-2013/

mais donner simplement un bref aper�cu de la carri�ere et destravaux de Mich�ele
Artigue, en mettant notamment en avant les liens qu'elle a tiss�es avec les
math�ematiciens.

Mich�ele est n�ee en 1946 dans les Pyr�en�ees5. Elle entre �a l'�ENS de jeunes �lles
(S�evres) en 1965, est re�cue premi�ere �a l'agr�egation de math�ematiques 1968-1969
et est recrut�ee comme assistante �a la facult�e des sciences de Paris (puis �a Paris 7)
en 1969. Elle y fera presque toute sa carri�ere, hormis un passage comme professeur

1 Universit�e Paris-Sud, Orsay.
2 �A ne pas confondre avec le prix Felix Klein, d�ecern�e par la soci�et�e math�ematique europ�eenne,
mais qui concerne plutôt les applications industrielles.
3 Commission Internationale de l'Enseignement Math�ematique, souvent plus connue par son
sigle anglais ICMI (International Commission on Mathematical Instruction).
4 Signalons aussi la m�edaille Freudenthal (qui r�ecompense une contribution majeure dans le
domaine de la didactique) obtenue par Y. Chevallard en 2009.
5 Qu'elle a gravies dans tous les sens, même apr�es la perte d'un bras.
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�a l'IUFM de Reims entre 1991 et 1999. Ses d�ebuts dans la recherche sont du côt�e de
la logique math�ematique, mais comme quelques autres6 de ses contemporaines, elle
vire vers la didactique �a la �n des ann�ees 1970. La didactique des math�ematiques
est alors un domaine nouveau, cr�e�e sous l'impulsion de Guy Brousseau, G�erard
Vergnaud, R�egine Douady et d'autres. Il faut rappeler que la p�eriode est celle de
l'introduction des< math�ematiques modernes>, qui a provoqu�e le s�eisme que l'on
sait dans l'enseignement des math�ematiques et a fait prendre conscience �a beau-
coup de gens que la coh�erence math�ematique d'une notion n'est pas une condition
su�sante de sa transposition dans l'enseignement. Mich�elesoutient sa th�ese d'�etat
en 1984 sous la direction d'Andr�e Revuz. Cette th�ese pose laquestion de la re-
productibilit�e des situations �elabor�ees dans le cadre de la recherche, notamment
dans les classes< ordinaires>, une question centrale en didactique pour �eviter les
erreurs de la r�eforme �evoqu�ee ci-dessus.

�A l'universit�e Mich�ele travaille tr�es tôt �a l'IREM 7, donc autour de la forma-
tion continue des enseignants du second degr�e. Elle participe aussi �a la cr�eation
d'une section exp�erimentale maths-physique en DEUG (o�u elle travaille notam-
ment sur la di��erentielle et les �equations di��erentielles) et �a celle d'une unit�e de
mâ�trise pour les futurs professeurs alliant didactique,�epist�emologie et histoire des
math�ematiques. �A l'IUFM elle est en charge de la formation des futurs professeurs
de math�ematiques de l'enseignement secondaire (CAPES, ann�ee de formation pro-
fessionnelle, formation continue).

Je n'ai ni la place, ni la comp�etence, pour d�etailler ses activit�es de recherche en
didactique, mais elles s'orientent dans plusieurs directions : l'enseignement primaire,
les liens avec les autres disciplines, l'enseignement de l'analyse dans le sup�erieur
et, peut-être le plus important, l'utilisation des nouvelles technologies. De ce côt�e,
apr�es avoir �etudi�e les aspects graphiques et qualitatifs des �equations di��erentielles
(le livre qu'elle a �ecrit avec V�eronique Gautheron est encore tr�es utile aujourd'hui),
elle travaille sur l'int�egration dans l'enseignement des logiciels de g�eom�etrie, puis de
ceux de calcul formel (notamment le logicielDerive, plus particuli�erement destin�e
aux �etudiants et aux enseignants), dirigeant plusieurs contrats de recherche sur ce
sujet.

Ses travaux de didactique rel�event de domaines vari�es : ing�enierie didactique,
relation entre didactique et �epist�emologie, aspects plus th�eoriques. Sur ce plan,
l'un des apports essentiels de Mich�ele estl'approche instrumentalequi associe
la th�eorie anthropologique de Chevallard et une approche ergonomique comme
celle de Rabardel (un psychologue cogniticien). Cela s'applique notamment aux
nouvelles technologies. Pour dire les choses en un mot, l'un des points essentiels
est de questionner la di�cult�e du passage d'un artefact (autrement dit une cr�eation
humaine) �a un instrument (le même, mais devenu outil pour son utilisateur), cette
transition n'�etant pas automatique.

Elle a dirig�e 19 th�eses et supervis�e 6 habilitations.
Le rayonnement international de Mich�ele est exceptionnel. Elle a particip�e �a

de nombreux colloques dans le monde entier, elle a donn�e desconf�erences sur
tous les continents, elle a collabor�e �a maints projets internationaux dont elle a

6 Le fait que les didacticiens fran�cais, au moins ceux de cette g�en�eration, aient une solide culture
math�ematique, n'est pas pour rien dans leur qualit�e, inte rnationalement reconnue.
7 Qu'elle dirigera notamment de 1999 �a 2004. Elle est actuellement pr�esidente du comit�e scien-
ti�que des IREM.
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eu souvent la responsabilit�e et elle a des responsabilit�es �editoriales dans plusieurs
revues internationales. En�n, elle a �et�e vice-pr�esidente de la CIEM de 1998 �a 2006,
avant d'en être la premi�ere femme pr�esidente8 de 2007 �a 2010.

Dans les rapports parfois di�ciles entre didacticiens et math�ematiciens, Mich�ele
a souvent jou�e un rôle important, d'abord parce que sa l�egitimit�e math�ematique
�etait indiscutable, et ensuite parce qu'elle a toujours su,dans les rapports avec ses
coll�egues math�ematiciens, trouver un langage audible par ces derniers.

Pour �nir, je voudrais ajouter une note personnelle. Je connais Mich�ele depuis
pr�es de 50 ans et nous avons nou�e, d�es notre entr�ee �a l'�ENS, des liens d'amiti�e qui
ne se sont jamais d�ementis depuis. J'ai eu quelquefois l'occasion de travailler avec
elle, notamment dans le cadre de la commission Kahane (�a la fois pour l'�elaboration
du rapport sur les nombres et pour celui qui concernait la formation des mâ�tres)
ou au comit�e scienti�que des IREM. Chaque fois j'ai �et�e frapp�e par sa rapidit�e et
sa puissance de travail, dont t�emoigne l'ampleur de la listede ses publications, par
son sens politique, qui la conduit �a ne jamais oublier les besoins r�eels de l'enseigne-
ment, par la pertinence de son questionnement9, par son ouverture, notamment
aux autres disciplines, et surtout par son extraordinaire capacit�e de synth�ese, qui
se manifeste avec �eclat dans le travail collectif. Personne mieux qu'elle n'est ca-
pable de tirer des conclusions simples et claires d'une r�eunion, même si celle-ci a
�et�e anim�ee, voire confuse ! J'ajoute que ses qualit�es humaines10, un contact facile
et chaleureux, renforc�e par l'accent chantant de ses montagnes, font que c'est un
plaisir de travailler avec elle.

Nul doute que la m�edaille Klein a �et�e bien attribu�ee et que cette r�ecompense
rejaillira sur toute la communaut�e didactique et math�ematique fran�caise !

8 Avant elle plusieurs �eminents math�ematiciens fran�cais avaient pr�esid�e la CIEM : J. Hadamard,
A. Châtelet, A. Lichn�erowicz et J.-P. Kahane.
9 Fran�cois Sauvageot dit �a ce sujet : Mich�ele pose toujours les bonnes questions, alliant simplicit�e
et profondeur. Je con�rme.
10 Je ne dirai rien ici du courage dont elle a fait preuve dans certaines circonstances di�ciles.
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Marc Yor
(1949-2014)

Jean-Fran�cois Le Gall

Marc Yor a �et�e l'une des personnalit�es
marquantes du monde des probabilit�es
dans la derni�ere partie du vingti�eme si�ecle
et le d�ebut du vingt-et-uni�eme. Apr�es des
�etudes �a l'ENSET (devenue depuis l'�Ecole
normale sup�erieure de Cachan) et une
th�ese sous la direction de Pierre Priou-
ret, il devient rapidement chercheur au
CNRS, puis en 1981 professeur �a l'uni-
versit�e Pierre et Marie Curie o�u il restera
jusqu'�a sa retraite au 1er janvier 2014.
Il a �et�e un chercheur extraordinairement
proli�que, avec plus de 400 publications
�ecrites avec une centaine de collabora-
teurs, dont beaucoup des sp�ecialistes les
plus �eminents des probabilit�es dans le monde.�A la suite de Paul-Andr�e Meyer
et Jacques Neveu, Marc Yor a �et�e l'un des acteurs principauxqui ont permis
l'�epanouissement de la recherche en probabilit�es en France. Avec Jacques Az�ema,
il fut pendant de nombreuses ann�ees l'�editeur du fameux S�eminaire de Probabilit�es
publi�e par Springer. Marc Yor a aussi �et�e un directeur de recherche exception-
nellement actif, encadrant plus de trente th�eses pendant sa carri�ere de professeur
d'universit�e. Dans les ann�ees 1980-1990 en particulier, il a jou�e un rôle irrem-
pla�cable en accueillant les meilleurs �etudiants de math�ematiques int�eress�es par les
probabilit�es et en les formant �a la recherche. Un grand nombre d'entre eux sont
devenus ensuite chercheurs au CNRS ou professeurs dans des universit�es fran�caises
ou �etrang�eres.

Les travaux de recherche de Marc Yor couvrent beaucoup d'aspects de la th�eorie
moderne des probabilit�es, mais il est devenu c�el�ebre dans le monde entier pour ses
applications du calcul stochastique. N�e des travaux du grand math�ematicien japo-
nais Kiyoshi Itô dans les ann�ees 1940, le calcul stochastique a �et�e d�evelopp�e dans
les ann�ees 1960, notamment en France par Paul-Andr�e Meyeret l'�ecole de Stras-
bourg, mais c'est le travail de Marc Yor qui a bien montr�e toute la force de cette
technique math�ematique. Entre ses mains, le calcul stochastique devient un outil
extrêmement puissant pour calculer explicitement les lois de probabilit�e associ�ees �a
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toutes sortes de processus al�eatoires. Parmi les processus al�eatoires, celui que Marc
Yor ch�erissait entre tous �etait le mouvement brownien, dans la suite des travaux
de Paul L�evy �a qui il vouait une grande admiration. Avec beaucoup de collabo-
rateurs �a travers le monde, Marc Yor a �ecrit nombre d'articles fameux autour du
mouvement brownien, qui ont inspir�e et continueront d'inspirer des g�en�erations de
chercheurs. Parmi ses contributions les plus remarquables, on peut citer ses tra-
vaux sur les temps locaux des semi-martingales, sur les th�eor�emes de Ray-Knight
et leurs g�en�eralisations, sur les processus de Bessel et sur les nombres de tours du
mouvement brownien plan. Les travaux de Marc Yor lui ont valuune tr�es grande
reconnaissance aux quatre coins de la plan�ete, et il �etaittoujours heureux de voya-
ger, pour des congr�es ou des visites plus longues, a�n de faire partager ses id�ees
et ses d�ecouvertes math�ematiques.

De tous les livres �ecrits par Marc Yor, son trait�e avec Daniel Revuz< Continuous
martingales and Brownian motion> qui a �et�e r�edig�e �a partir des cours de DEA
que donnait Marc Yor au d�ebut des ann�ees 1980, est sûrement le plus connu.
Cet ouvrage tr�es riche d'exemples d'utilisation du calcul stochastique a connu un
succ�es ph�enom�enal pour un livre de recherche math�ematique, en partie �a cause des
applications potentielles aux math�ematiques �nanci�eres. Dans la derni�ere partie
de sa carri�ere, Marc Yor s'est int�eress�e �a ce domaine, nonpas en raison d'une
attirance particuli�ere pour la �nance (il s'interrogera plus tard sur la responsabilit�e
des math�ematiciens dans la crise �nanci�ere) mais parce qu'il y voyait un vaste
champ d'application pour les techniques qu'il mâ�trisait sibien.

Les deux mots qui d�ecrivent le mieux la personnalit�e scienti�que de Marc Yor
sont sans doute enthousiasme et g�en�erosit�e. Enthousiasme, parce qu'il savait si
bien communiquer son goût pour la recherche et faire partager sa joie de trouver
de nouveaux th�eor�emes ou de nouvelles formules. G�en�erosit�e, parce qu'il a aid�e
tant de jeunes chercheurs, publiant avec eux nombre d'articles de recherche dont
tout le monde savait qu'il avait �ecrit l'essentiel mais dont il �etait toujours heureux
de partager le m�erite.

Marc Yor avait re�cu de nombreuses distinctions scienti�ques. Il avait �et�e �elu
correspondant de l'Acad�emie des sciences en 1997 puis membre en 2003. Il �etait
aussi membre senior de l'Institut universitaire de France depuis 2004. Autant
que de ces distinctions, on se souviendra du rôle inestimable que Marc Yor a
jou�e dans le d�eveloppement de l'�ecole fran�caise de probabilit�es : sans lui, les
r�eussites r�ecentes de cette �ecole, dont la plus �eclatante est la m�edaille Fields
de Wendelin Werner en 2006, n'auraient sans doute pas exist�e. La disparition
de Marc Yor laisse un grand vide dans la communaut�e math�ematique de notre pays.

Un num�ero sp�ecial commun �a la Gazette des math�ematiciens et �a Matapli sera
prochainement consacr�e �a l'�uvre scienti�que de Marc Yor.
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Jean Jacques Moreau
(1923-2014)

Michel Valadier

Jean Jacques Moreau, n�e le 31 juillet 1923, est d�ec�ed�e le9 janvier 2014 dans
sa quatre-vingt onzi�eme ann�ee. C'est un tr�es grand m�ecanicien et math�ematicien
qui disparâ�t.

Il a fait, apr�es ses �etudes �a Poitiers, l'agr�egation de math�ematiques et une th�ese
soutenue �a Paris en 1949 (titre :Bilan dynamique d'un �ecoulement rotationnel),
carri�ere �a Montpellier. Il aurait pu obtenir un poste dans un centre de recherche
fran�cais ou �etranger plus important. S'il est rest�e �a Montpellier c'�etait qu'il s'y
sentait bien et pour se consacrer �a son travail de chercheur.

J'ai fait sa connaissance vers 1968 et suis devenu un de ses coll�egues �a Mont-
pellier en 1970. Ses travaux en m�ecanique sont pour la plus grande partie hors
de mes comp�etences (quoique ayant beaucoup appr�eci�e sa note [1] sur la cavi-
tation dans une conduite ; j'en conseille la lecture). Par contre je connais assez
bien ses travaux math�ematiques et la p�eriode 1970{1985, et l'ai souvent vu ces
derni�eres ann�ees. Il disait d�evelopper des math�ematiques pour la m�ecanique. La
non-interp�en�etrabilit�e des solides et la loi de Coulombdu frottement sec sont de
bonnes raisons de d�evelopper l'unilat�eralit�e (l'in�egalit�e large 6 plutôt que la stricte
< , les ferm�es plutôt que les ouverts, etc.). Les fonctions convexes s'introduisent
naturellement (cela m�enera plus tard �a l'Analyse non-lisse).

Avant mon arriv�ee �a Montpellier j'avais eu un exemplaire deson texte [2]
(quasi-livre : 108 pages) sur les fonctions convexes au Coll�ege de France. Travail
fondateur �a la fois pour la m�ecanique, l'optimisation et d'une grande g�en�eralit�e
math�ematique (il n'h�esitait pas �a se placer en dimension in�nie et �a consid�erer un
espace vectoriel topologique non localement convexe !, comme plus tard il �etudiera
de fa�con approfondie les fonctions �a variation born�ee).Il a abandonn�e le domaine de
d�e�nition d'une fonction convexe en autorisant la valeur+ 1 , mani�e les �epigraphes
et la dualit�e, donn�e d�es 1963 un cas d'additivit�e des sous-di��erentiels, d�e�ni l'inf-
convolution. C'est l'occasion de dire que pendant plusieurs ann�ees R.T. Rockafellar
et lui ont obtenu des r�esultats voisins, simultan�ement oul'un ayant une in�me
avance sur l'autre dans la date de parution, sans jamais s'en plaindre ni l'un ni
l'autre. Cela illustre ce qu'il m'a dit plusieurs fois : son objectif �etait la connais-
sance, et surtout pas la comp�etition avec les autres. J'avais lu aussi l'article [4] qui
g�en�eralise [3] lequel traite de la d�ecomposition d'un vecteur par ses projections sur
deux cônes mutuellement polaires (le cadre est un espace deHilbert). Ces deux
articles sont tr�es souvent cit�es. La d�ecomposition peutfacilement être expliqu�ee en
dimension 2 par un simple dessin, mais �ca se complique d�es la dimension 3, et [4]
est encore moins visuel.

Avant 1970 il a �et�e �a la tête d'un petit groupe qui avait produit les deux ann�ees
pr�ec�edentes deux volumes sous le titreS�eminaire d'Analyse Unilat�erale. �A partir
de 1970 le groupe augment�e de Charles Castaing, Bernard Lemaire, Lionel Thi-
bault et moi-même (pour ne nommer que les professeurs !) a tenu un s�eminaire
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hebdomadaire, leS�eminaire d'Analyse Convexepubli�e annuellement sous forme de
volumes polycopi�es jusqu'en 1992. Beaucoup d'expos�es ont port�e sur le multivoque
mesurable, expos�es qu'il a suivis avec int�erêt. Lui-même nous y a souvent expos�e
de fa�con lumineuse (comme son enseignement d'apr�es tous les t�emoignages) ses
travaux en cours.

Durant un certain nombre d'ann�ees il a �etudi�e leprobl�eme de la rae qui est en
quelque sorte le noyau math�ematique de l'�evolution �a vitesse lente, quasi-statique,
des milieux continus �elasto-plastiques. Cette inclusiondi��erentielle est un probl�eme
d'�evolution avec un op�erateur monotone dont le domaine varie avec le temps. Il a
beaucoup publi�e sur le sujet, en particulier [5], et une bonne synth�ese est le livre
de Manuel Monteiro Marques [6].

�A la �n des ann�ees 80 l'obligation de s'organiser en �equipes et son sentiment
d'être avant tout m�ecanicien l'ont conduit �a rallier l'�Equipe de m�ecanique qui
se constituait. Il s'est alors presque compl�etement consacr�e aux granulats | par
exemple le ballast de la SNCF |, pour lesquels il mettait au point des programmes
de calcul, bien souvent en collaboration avec Michel Jean. Le 2 juin 2003 lors d'un
colloque �a la Grande-Motte je l'ai vu provoquer un frisson dans l'assistance en
projetant un �lm d'avalanche de blocs solides : les images �etant calcul�ees par le
programme qu'il avait �ecrit.

Il a publi�e en m�ecanique de fa�con continue depuis peut-être 1947. Ses travaux
sont tr�es appr�eci�es de ses pairs : voir le colloque organis�e pour ses quatre-vingts ans
en novembre 2003 �a Montpellier [7] auquel participaient denombreux m�ecaniciens.
Il est certainement rare au vingti�eme si�ecle de produire autant de perc�ees concep-
tuelles en math�ematiques sans s'y employer �a temps plein.

En tant que coll�egue Jean Jacques, avec son poids scienti�que, son aisance de
parole, son �il d'aigle et sa vivacit�e, a �et�e une grande autorit�e morale, intellectuelle,
du d�epartement de math�ematiques de Montpellier, ceci dans les ann�ees 70 et 80
(avant la cr�eation du D�epartement de m�ecanique). Il n'en abusait pas, ne parlant
gu�ere plus souvent qu'�a son tour dans nos diverses r�eunions. Il a fait sa part de
travail administratif sans courir apr�es, disant que ce travail de gestion devrait être
assur�e par des sp�ecialistes pay�es pour �ca. Le pouvoir universitaire ne l'int�eressait
pas. Mes souvenirs dominants sont de courtoisie et, malgr�ele d�esir �evident de ne pas
perdre son temps, de gentillesse. Bref un excellent coll�egue, un coll�egue normal ! Les
conversations extra-professionnelles �etaient un r�egal: son savoir dans les di��erents
arts semblait sans limites. Il aimait la peinture, le surr�ealisme, parlait aussi bien
de Nina Simone, que du �lm Port de l'angoisse, des Barricades myst�erieuses (de
Couperin)... Ces derniers temps encore il avait gard�e le ton amus�e et gourmand
auquel j'�etais habitu�e.

L'inuence de Jean Jacques Moreau reste durable et nos biblioth�eques institu-
tionnelles (et même personnelles) sont riches de ses travaux.

R�ef�erences
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Journ�ee < Sciences et M�edias > au CNAM
Robert Farhi1, Pierre Pansu2

Apr�es la journ�ee < Sciences et M�edias, mieux travailler ensemble> organis�ee le
9 janvier 2012 par la Soci�et�e Fran�caise de Physique (SFP)3, en partenariat avec
l'Association des Journalistes Scienti�ques de la Presse d'Information (AJSPI), une
seconde journ�ee intitul�ee< Les enjeux du num�erique> �etait organis�ee le 21 janvier
2014, �a l'initiative de la SFP, conjointement avec la Soci�et�e Chimique de France
(SCF), la Soci�et�e Math�ematique de France (SMF), et la Soci�et�e de Math�ematiques
Appliqu�ees et Industrielles (SMAI), avec la participation d'Inria et le soutien du CEA
et du CNRS. Y �etaient inscrits 99 participants. 112 se sont en outre connect�es sur
la page o�u �etait di�us�e le direct. La proportion d'enseignants-chercheurs �etait de
49%, celle des communicants de 37% et celle des journalistesde 14%. Les vid�eos
des interventions sont disponibles �a l'adresse :http://sfp.univ-lille1.fr/
sciencesetmedia/

Apr�es une pr�esentation rapide de la journ�ee par Daniel Bideau, pr�esident de
la commission culture scienti�que de la SFP, la parole �etait donn�ee �a chacune
des soci�et�es organisatrices. Ont �et�e soulign�es la mauvaise image de marque de la
chimie (Igor Tkatchenko, secr�etaire g�en�eral de la SCF), le d�e�cit d'information
scienti�que en France compar�e aux�Etats-Unis (Michel Lannoo), et le travail
r�ealis�e par la communaut�e des math�ematiciens en direction de l'information et de
la communication (Marc Peign�e, pr�esident de la SMF). La parole a ensuite �et�e
laiss�ee aux di��erents intervenants.

Olivier Lascar, r�edacteur en chef des productions num�eriques de Sciences et
Avenir, a illustr�e le< Devenir des m�edias classiques> , titre de son intervention, par
le journal �electronique et le site web de la revue. Scienceset Avenir existe depuis
1947. Sa r�edaction a dû s'adapter �a l'�emergence des nouveaux m�edias. Aujourd'hui,
la revue, dont la r�edactrice en chef est Dominique Leglu, sed�ecline en un mensuel
et des num�eros hors s�erie papier, et le pôle digital, lui-même constitu�e d'un site
web gratuit et d'un mensuel �electronique payant, identique�a la version papier,
mais enrichi de documents, vid�eos et diaporamas. Le site web recense un million
de visiteurs uniques (VU) par mois et fournit certains sujets du mensuel. Mais son
rythme ne permet ni recul ni analyse, �a l'inverse des mensuels papier et num�erique.

Le mod�ele �economique des productions num�eriques reposesur les abonnements
(journal) et la publicit�e (site web). Sciences et Avenir est �egalement pr�esent

1 Commission culture scienti�que de la SFP.
2 Vice-pr�esident SMF, charg�e des actions vers le < grand public >.
3 Voir < Reets de la Physique > no 31, pp. 26-29.
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sur les r�eseaux sociaux (Twitter ; Facebook : 200 000 fans),a�n d'essayer de
f�ed�erer une communaut�e de lecteurs et de leur demander leurs avis. Les questions
pos�ees par ces moyens num�eriques sont nombreuses. Comment alimenter les
sites et journaux �electroniques, assurer la qualit�e de l'information et contrôler les
sources ? Sur ce sujet, les avis des journalistes de la version papier sont souvent
d�eterminants. Quels articles peuvent être di�us�es gratuitement ? L'intervention
d'Olivier Lascar s'est termin�ee, en r�eponse �a une question, par quelques chi�res : la
moyenne d'âge du lectorat de la version papier est de 45 ans (64% d'hommes, es-
sentiellement issus du marketing), et de 35 ans pour celui dela version �electronique.

Camille Cocaud est fondatrice et g�erante de l'agence de communication scienti-
�que Sparks & Co. Son intervention avait pour titre< �Evolution vers le num�erique>.
Les usages du num�erique s'articulent, selon elle, autour de3 axes : partager la
science, s'en approprier les contenus, et s'y impliquer.

Les< Hangouts>, dont ceux organis�es par la NASA ou le CNES sur les grands
�ev�enements de la science spatiale, tels que le r�eveil de la sonde Rosetta, sont un
exemple du premier axe. Le public se connecte pour discuter avec un expert : il s'agit
donc d'une relation descendante. Par ailleurs, plusieurs chercheurs et organismes
ont ouvert des comptes Twitter qui leur permettent de mieux faire connâ�tre leur
m�etier, passionnant aux yeux du public. Le second axe est illustr�e par le blogging
(Hypoth�eses, Strip Science,...) ou les< serious games> : il s'agit de jeux vid�eo
mis en ligne par des CCSTI ou des institutions scienti�ques,dont la trame tourne
autour de la science (Forestia, Termitia, Plague Inc.).

En�n, le public peut s'impliquer dans la recherche en �nan�cant des projets
(microryza), en donnant son avis (Forum des Fondamentales du CNRS, aujourd'hui
clos), ou en participantvia l'aide �a la collecte de donn�ees (Vigie Nature, Missions
Printemps, Foldit, etc.). Des appels au public ont �et�e formul�es sur plusieurs sujets
(cat�egorisation des galaxies, conformation des prot�eines, nombres premiers,...) que
les seuls ordinateurs ne permettent pas de faire avancer. Les aspects positifs des
interactions entre le public et les chercheurs ou organismes sont nombreux, et en
particulier celui de mieux faire connâ�tre la science. Mais il convient d'�eviter d'une
part que chaque outil d�evelopp�e ne devienne une �n en soi, et d'autre part que
l'opinion publique ne prenne le pas sur le politique pour la d�e�nition des priorit�es
scienti�ques.

Nicolas Revoy, fondateur du site web ind�ependant< Le Journal de la Science>,
a insist�e, dans son intervention< Les revues num�eriques> , sur la di�cult�e de
suivre et di�user une actualit�e scienti�que quotidienne tout en o�rant un contenu
original et une information tri�ee et de qualit�e. La visibilit�e du site, notamment sur
< Google actualit�es>, est l'un des d�e�s majeurs �a relever. Aujourd'hui, la pl�ethore
d'information, y compris dans le domaine scienti�que, incite le public �a consulter
un nombre restreint de sites lui d�elivrant un contenu synth�etique, plutôt qu'aller le
chercher sur une multiplicit�e de sites.

< Le Journal de la Science> utilise pour beaucoup les br�eves issues des or-
ganismes, mais d�elivre aussi des contenus plus longs, telsque des histoires de
chercheurs, qui montrent la dimension humaine de la scienceet incitent le public
�a r�e�echir.
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�A une question pos�ee sur le peu de chimie et de math�ematiques dans son journal,
Nicolas Revoy r�epond que ces disciplines sont plus di�ciles �a vulgariser, contraire-
ment �a certains domaines de la physique, tels que l'astrophysique et l'espace.

En�n, et contrairement �a d'autres sites tels que Futura-Sciences (3 millions de
VU/mois) ou Maxisciences (800 000 VU/mois), le mod�ele �economique du< Journal
de la Science> (100 000 VU/mois) repose plus sur la passion de ses acteurs etsur
des contrats de prestations pass�es avec certains organismes ou entreprises que sur
la publicit�e ou les abonnements.

Gr�egoire Allaire , pr�esident de la SMAI, introduit l'intervention deC�edric Vil-
lani, professeur de l'universit�e de Lyon, directeur de l'InstitutHenri Poincar�e et
m�edaill�e Fields 2010, intitul�ee < Splendeurs et mis�eres du scienti�que face aux
m�edias>. Le premier point sur lequel celui-ci insiste est d'apprendre �a communi-
quer. Il a lui-même suivi un stage �a cet e�et. Il faut savoir semettre �a la place
du journaliste et en faire son alli�e, être conscient des contraintes de temps et
d'espace qui p�esent sur lui, mais aussi lui faire part de celles qui p�esent sur le
chercheur. Les motivations qui peuvent inciter un chercheur �a communiquer sont
nombreuses : tenter de susciter des vocations, revaloriserl'image du scienti�que,
maintenir un lien avec la soci�et�e, attirer des subventions,... Les motivations du
public sont bien sûr compl�ementaires : int�eresser ses enfants �a la science, com-
prendre le monde dans lequel on vit, rencontrer un scienti�que, ou même r�egler un
compte avec la science ! ! C�edric Villani a fait de nombreuses interventions, dans
des classes (exp�erience passionnante), via Internet, et par le biais de m�edias plus
classiques, tels que les journaux, la radio, la t�el�evision, le cin�ema, l'�edition litt�eraire.
Les d�e�s �a relever sont principalement le manque de temps et d'espace, les pos-
sibilit�es d'instrumentalisation, de distorsion des propos. Il faut aussi prendre garde
lors d'interventions qu'on serait incit�e �a faire en dehors de son domaine scienti-
�que. Mais une le�con �a en tirer est qu'on sous-estime tr�es souvent la r�eponse du
public. La communication est donc payante, mais tr�es contraignante : elle se fait
en g�en�eral au d�etriment des activit�es du chercheur, et de sa disponibilit�e men-
tale, d'autant plus que ce sont souvent les mêmes chercheursqui sont sollicit�es.
Cependant, suite �a une remarque relative aux carri�eres des chercheurs qui vulga-
risent, C�edric Villani r�epond qu'une �etude montre qu'ils ont plutôt de meilleurs
carri�eres que les autres. En�n, il illustre avec bonheur la�n de son intervention par
l'analyse d'un texte intitul�e< De la mer violette �a la math�ematique bleue>, qu'il
a publi�e dans le suppl�ement Sciences et Technologies du journal < Le Monde>
du 2 f�evrier 2013 (http://www.lemonde.fr/sciences/article/2013/01/31/
de-la-mer-violette-a-la-mathematique-bleue_1825685_ 1650684.html ).
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Suzanne de Cheveign�e, autrefois physicienne des basses temp�eratures et
aujourd'hui sociologue, directrice du Centre Norbert Elias, a commenc�e son inter-
vention < Enjeux des relations entre scienti�ques et soci�et�e : la place des m�edias
num�eriques> par des chi�res sur la consultation des divers m�edias par lepublic
fran�cais. �A la question< O�u trouvez-vous des informations sur les d�eveloppements
en sciences et technologies?>, 63% des personnes citent la t�el�evision, alors qu'In-
ternet est cit�e �a 45% (UE : 32%), et les magazines �a 36% (UE :26%). Viennent
ensuite les journaux (30% : le nombre relativement important de magazines
scienti�ques fran�cais a �et�e relev�e), la radio (17%), les livres (13%) et les m�edias
sociaux (6%). Mais plus important est le fait que la t�el�evision s'av�ere beaucoup
moins discriminante que les autres m�edias par rapport aux tranches d'âge ou aux
classes socio-professionnelles (CSP). Internet favorise,comme on pourrait s'en
douter, les CSP les plus favoris�ees et les tranches d'âge les plus jeunes. Les CSP
les moins favoris�ees ont tendance �a fuir le contact directavec les scienti�ques et
lui pr�ef�erent la m�ediation d'un journaliste. La fracturenum�erique dans le domaine
de l'information scienti�que est donc patente. Par ailleurs, les pressions exerc�ees
sur les journalistes ne font que crô�tre : inond�es d'informations qu'ils doivent trier,
pris par le temps, ils ont la tentation d'utiliser des dossiers tout prêts, ce qui
conduit �a une perte de leur autonomie. Suite �a une question, l'accent est mis
sur la di��erence de nature et de contenu entre les informations d�elivr�ees par les
organismes et celles directement d�elivr�ees par le chercheur. Il est rappel�e �a ce sujet
que, contrairement �a ce qui se passe dans d'autres pays tels que les�Etats Unis, la
loi fran�caise prot�ege le chercheur dans la communicationqu'il serait amen�e �a faire
directement.

Sophie Mah�eo , de la direction de la communication �a Inria, a donn�e quelques
pistes sur< Comment les Institutionnels peuvent utiliser les nouveaux m�edias >,
et peuvent en particulier animer les communaut�es. Inria esttr�es pr�esent sur les
nouveaux m�edias. Chacun des 8 centres en r�egion poss�ede un �l Twitter. Les com-
munaut�es qu'Inria essaie de toucher sont diverses : la sph�ere politique, les mondes
acad�emique et scolaire, les membres d'Inria, les anciens,... L'un des buts recherch�es
est d'am�eliorer l'attractivit�e de l'organisme et de mieux cerner son identit�e. Les
chercheurs sont les premiers ambassadeurs d'Inria, et 194 personnes y travaillant
s'expriment via Twitter, dont le PDG, Michel Cosnard. Il est utile de savoir ce
qui se passe au sein même de l'organisme. Lors de la conf�erence fOSSa 2013 sur
l'open source tenue �a la �n novembre 2013, un marqueur #fossa2013 a permis de
faire l'analyse des contenus produits par les intervenants.La conf�erence de d�ebut
d'ann�ee du PDG a �egalement fait l'objet d'une analyse de contenu des �echanges.
Ces analyses en interne permettent de mieux cerner la dimension de la commu-
nication au sein d'une communaut�e. La question peut se poserdes cons�equences
et retomb�ees n�egatives, en particulier de savoir si on ne trahit pas les personnels,
du fait qu'ils n'ont pas toujours conscience de l'usage qui peutêtre fait de leurs
�echanges. Ces conversations sont certes des signaux faibles, mais �a forte valeur
pour l'organisme.

L'intervention d'Aur�elien Alvarez avait pour titre : < Une exp�erience sur
internet, Image des maths>. Il fait partie du comit�e de r�edaction de ce journal, qui
a chang�e de nature en passant, il y a 10 ans, du p�eriodique papier assez con�dentiel
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au m�edia web, beaucoup plus ouvert. Son fonctionnement estcalqu�e sur celui des
revues scienti�ques : chaque article est analys�e par des relecteurs, dont le nombre
total pour la revue est de 400. Une discussion s'instaure sur forum, et le processus
converge au bout de quelques semaines avant publication. Les articles sont de
di��erents niveaux : pistes verte (niveau �ecole primaire), bleue (coll�ege), rouge
(terminale S), noire (licence), mais tous exigeants �a la lecture. 60% des articles
sont verts ou bleus, ouvrant ainsi la revue �a un large public. Certains articles ont
�et�e regroup�es sous forme d'ouvrages papier publi�es aux �editions Le Pommier. Les
billets, en revanche, sont des blogs ouverts aux commentaires, malheureusement
assez peu nombreux. Aur�elien Alvarez pr�ecise, suite �a une question, que tous les
auteurs sont des chercheurs ou universitaires, mais seuls 43% des lecteurs sont
enseignants-chercheurs (25% d'�etudiants, 13% de cadres), et 87% sont masculins,
re�etant la proportion hommes/femmes de la discipline. L'ouverture �a des auteurs
non chercheurs et non universitaires a �et�e discut�ee, mais il est �a pr�evoir que ni le
contenu ni le pro�l de la revue en seraient profond�ement modi��es.

La journ�ee s'est termin�ee par l'intervention de deux �etudiants,Pierre Chirsen et
Ornella Puschiasis, sur le th�eme < Utilisation des blogs par les scienti�ques> .
Le premier blog, Indesciences (www.indesciences.com), pr�esent�e par Pierre
Chirsen, s'est cristallis�e autour de la FNEB (F�ed�erationNationale des �etudiants en
Sciences Exactes, Naturelles et Techniques), en partant duconstat qu'il n'existait
aucune plate-forme d'�echanges d'informations scienti�ques pour les �etudiants.
Le site est pluridisciplinaire, et s'est inspir�e de blogs tels que ceux de Lib�eration
(sciences2), du Monde (passeur de sciences), strip-science, cafe-sciences.org, etc.
Bien que lus par un public plus large, les articles ne sont r�edig�es que par des
�etudiants. Ils n'y sont publi�es qu'apr�es revue. Le blog va au-del�a de simples billets,
puisqu'il est connect�e aux r�eseaux sociaux, di�use des podcasts, et couvre ou
organise des �ev�enements. Le second, res-EAU P10 (reseaup10.u-paris10.fr), a �et�e
pr�esent�e par Ornella Puschiasis, �etudiante �a Paris 10 Nanterre. Il tourne autour des
sciences sociales et de la politique de l'eau. Il s'�elargit au-del�a de l'universit�e Paris
10 et de la sociologie, en incluant par exemple le droit, l'hydrologie. Il pr�esente
les activit�es du r�eseau (s�eminaires, ap�er'eau scienti�que, terrains de recherche,
expo photo), et se veut simple, interactif, et accessible augrand public. Sa
m�ethodologie repose sur des outils de recherche. Il met �a contribution les r�eseaux
sociaux (94 comptes Facebook et 251 Twitter), et fait l'objetde 2400 VU/mois.
Le blog fonctionne en r�eseau, et non en noyau. Sa tenue (6 personnes) est tr�es
consommatrice de temps, mais des prolongements (bureau d'�etudes, association,
cr�eation de liens avec les entreprises,..) sont envisag�es.

Conclusion. Les m�edias num�eriques r�epondent �a une r�eelle demande du pu-
blic dont les habitudes �evoluent. En t�emoignent leurs taux de fr�equentation sans
cesse croissants. Mais avec leur irruption, le rythme de la communication s'est
consid�erablement accru. Le journaliste et le chercheur sont soumis �a des contraintes
temporelles croissantes, avec pour risque une perte de qualit�e ou une impr�ecision
de l'information, plus critiques encore dans le domaine scienti�que. Le travail de
journaliste scienti�que en est rendu d'autant plus di�cile que l'interactivit�e (Twit-
ter, Facebook et autres r�eseaux sociaux) va de pair avec le journalisme sur la toile.
Sym�etriquement, le chercheur qui souhaite communiquer sur ses activit�es le fait
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le plus souvent au d�etriment de sa recherche et de son enseignement. Ce travail
n�ecessite, pour être grati�ant, une certaine complicit�e entre le journaliste et le
chercheur ou l'organisme de recherche. L'interactivit�e repr�esente une opportunit�e
in�edite, dont on n'a sans doute pas encore tir�e tout le partipossible. Communiquer
n'est plus d�elivrer un message, mais faire participer. De nombreux m�ecanismes
permettent aujourd'hui d'amener le public �a s'impliquer jusque dans la production
scienti�que. Bien que de jeunes chercheurs et �etudiants selancent dans l'aventure
avec bonheur, et quelquefois au d�etriment de leurs travauxde th�ese, le journalisme
web professionnel sou�re quant �a lui d'un mod�ele �economique encore incertain.
En�n, il est apparu que, pour une communication de qualit�e de la part des cher-
cheurs, il deviendra tr�es vite indispensable de prendre encompte, dans leur carri�ere,
les activit�es de communication au même titre que celles d'enseignement ou de re-
cherche.

O�u en est le CIMPA ?
Une interview de Claude Cibils

C. Cibils, directeur du CIMPA

Les lecteurs de laGazette connaissent
bien le CIMPA1 mais ne sont peut-être pas
au courant de son �evolution r�ecente tant au
niveau de son �nancement que de ses projets.
La Gazette des math�ematiciensa cherch�e
�a faire le point avec C. Cibils, directeur du
CIMPA.

Peux-tu rappeler comment se d�e�nit la mis-
sion du CIMPA ?

Le CIMPA agit a�n que la recherche en
math�ematiques s'installe de fa�con durable
dans les pays en d�eveloppement. Il aide �a
construire les r�eseaux scienti�ques de de-
main. Le CIMPA encourage des initiatives
sans se substituer aux math�ematiciens sur
place. La mission du CIMPA comporte trois grands �equilibres�a maintenir :

{ entre les math�ematiques fondamentales et appliqu�ees, en favorisant leur arti-
culation et leur enrichissement mutuel ;

{ entre femmes et hommes, en encourageant la participation des femmes �a tous
les niveaux ;

{ entre les r�egions, des plus d�efavoris�ees �a celles qui �emergent, en suscitant une
coop�eration entre elles et avec les pays o�u le niveau de recherche en math�ematiques
est avanc�e.

1 Centre International de Math�ematiques Pures et Appliqu�e es.
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Avec quels objectifs le CIMPA organise-t-il ses �ecoles de recherche ?

Une �ecole de recherche est une opportunit�e sans pareil pour que les jeunes
math�ematiciens aient acc�es �a la recherche actuelle et �ases outils. Elles se tiennent
toujours dans les pays en d�eveloppement, le CIMPA travailleaussi �a augmenter
l'institutionnalisation de la recherche en math�ematiques. Finalement, l'objectif est
aussi de rep�erer et d'encourager les bons jeunes math�ematiciens.

Quelle a �et�e l'�evolution du CIMPA ces derni�eres ann�ees ?

L'europ�eanisation du CIMPA est e�ective et pourra être continu�ee. La contribu-
tion de la France est d'environ 70% ; l'Espagne, la Norv�ege et la Suisse participent
maintenant sur tous les plans au CIMPA. Le Conseil d'orientation et de pilotage
(COP) a �et�e cr�e�e, les soci�et�es savantes de ces pays en sont membres.

Le Conseil d'administration (CA) compte 7 membres individuels dont 3 des
pays du Sud (Argentine, Philippines et S�en�egal), les 4 autres membres individuels
constituent le Bureau. Au CA les Minist�eres des�Etats participants sont repr�esent�es,
ainsi que l'INSMI, l'universit�e Nice Sophia-Antipolis et l'UNESCO.

Le CIMPA est toujours un centre de l'UNESCO de cat�egorie 2. Avec l'Internatio-
nal Centre for Theoretical Physics (centre de cat�egorie 1 de l'UNESCO �a Trieste)
nous menons un travail en collaboration fertile. En particulier nous organisons deux
�ecoles de recherche en commun chaque ann�ee. Par ailleurs l'UNESCO traverse des
di�cult�es majeures et sa participation au CIMPA a tr�es nettement diminu�e.

Le Laboratoire d'excellence CARMIN regroupe les quatre grands instruments des
math�ematiques CIRM, IH�ES, IHP et CIMPA. Il a aussi contribu�e �a augmenter notre
�nancement qui a �nalement presque doubl�e, il d�epasse 500Ke . En cons�equence
nous organisons plus d'�ecoles de recherche qui sont bien mieux soutenues, c'est l�a
notre activit�e principale et de tr�es loin.

Nous appuyons, suscitons et encourageons des �ecoles organis�ees par les trois
unions math�ematiques continentales en partenariat avec le CIMPA : cela contribue
e�cacement �a l'organisation et �a la prise en charge des math�ematiciens du Sud
par eux-mêmes. Par ailleurs nous maintenons une op�eration sp�eci�que et forte
pour le Cambodge suite au g�enocide subi. R�ecemment le COP amis en place un
programme sp�eci�que de Soutien de formation �a la recherche (SFR) qui permet
dans un cadre sp�eci��e et pr�ecis d�etermin�e avec le CIMPA de contribuer �a une
formation de niveau Master.

Depuis deux ans le CIMPA s'e�orce d'attribuer la moiti�e de ses moyens �nanciers
au continent africain. Les billets interafricains sont chers, et les jeunes africains de
bon niveau sont encourag�es �a postuler �a toute �ecole de recherche. L'�equipe Afrique
du CIMPA coordonne les actions. Soulignons que souvent les initiatives ont de la
di�cult�e �a se mettre en place par manque de disponibilit�edes acteurs.

Mon travail est r�ealis�e en collaboration �etroite avec l'�equipe de direction qui est
tr�es e�cace. Les neuf < Responsables scienti�ques> de cette �equipe ont souvent
des r�egions attribu�ees en duo la plupart du temps. Les�Etats participant au CIMPA
sont tous repr�esent�es parmi eux et je m'e�orce de maintenirun �equilibre entre
leurs directions math�ematiques ainsi qu'entre les femmes et les hommes qui la
constituent.

La charg�ee de la communication a r�ealis�e pendant 6 ans un excellent travail
(voir par exemple les info-lettres du CIMPA et les a�ches). Jeremercie vraiment
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Rosane Ushirobira, elle a quitt�e r�ecemment cette responsabilit�e pour des raisons
personnelles.

Le site2 du CIMPA a �et�e compl�etement renouvel�e et chaque participant aura
bientôt un espace personnel pour se porter candidat �a une �ecole de recherche. Les
dossiers des candidats sont disponibles sans d�elai ainsi que les lettres de recom-
mandation.

L'�equipe administrative �a Nice est toujours constitu�eepar deux secr�etaires (une
�a mi-temps), elles r�ealisent un travail formidable.

Comment les �ecoles de recherche sont-elles organis�ees?

Chaque �ecole de recherche de deux semaines, en anglais la plupart du temps,
est pr�epar�ee deux ann�ees �a l'avance et compte deux coordinateurs principaux :
l'un travaillant en Espagne, en France, en Norv�ege ou en Suisse, c'est-�a-dire dans
les pays qui participent au CIMPA, et l'autre l�a o�u se tiendral'�ecole de recherche.
Moins de 30 de projets sont d�epos�es chaque ann�ee, dont environ un tiers est suscit�e
par le CIMPA. Les autres r�epondent �a l'appel �a projets qui est largement di�us�e.
L'ensemble des projets est �evalu�e par le Conseil scienti�que (CS) du CIMPA, qui
est un organisme autonome. Sur cette base, le Conseil d'orientation et de pilotage
(COP) d�ecide quels projets retenir (environ 20). C�edric Villani est membre du CS,
la SMF est membre du COP.

Quel est le rôle du CIMPA dans le �nancement des �ecoles de recherche ?

Au moins les 2/3 du �nancement du CIMPA sont r�eserv�es �a des jeunes
math�ematiciens. Le CIMPA est mieux qu'une agence de �nancement : il g�ere
directement sur place son �nancement (qui varie entre 10 et 15 Keuros selon les
besoins et le lieu). Cela repr�esente souvent 1/3 du �nancement �nal. Un projet
approuv�e par le CIMPA devient un levier important pour obtenir d'autres �nance-
ments de l'Union math�ematique internationale ou des Minist�eres, d'universit�es ou
d'organismes de recherche des pays du Sud et du Nord.

Le CIMPA est-il pr�esent sur place ?

La qualit�e de chaque �ecole de recherche tient beaucoup au suivi et �a la partici-
pation d'un responsable du CIMPA, le directeur ou un autre math�ematicien qui le
repr�esente. Son rôle commence plus d'un an avant, en coop�eration avec les orga-
nisateurs. Sur place, son travail est scienti�que, administratif, �nancier et politique.

Quels sont les crit�eres de succ�es d'une �ecole de recherche?

Des cours adapt�es au niveau des �etudiants pr�esents, une volont�e av�er�ee de
chercheurs (parfois d�ebutants) d�ecid�es �a faire avancer un sujet dans leur pays,
une salle de cours correcte, un hôtel commun �a tous les participants, simple, bon
march�e et propre ainsi que des repas pris en commun. Les math�ematiciens n'ont
pas besoin d'un h�ebergement luxueux ni d'appareils on�ereuxpour être productifs
au niveau scienti�que. Suivre la< feuille de route> d'une �ecole de recherche
disponible sur le site du CIMPA contribue aussi �a son succ�es.

2 http://www.cimpa-icpam.org/
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Quel est l'int�erêt pour une universit�e d'organiser ou de participer �a une �ecole de
recherche ?

L'int�erêt principal est de rencontrer des jeunes math�ematiciens et d'�etablir
des liens scienti�ques avec eux. C'est le point de d�epart d'�echanges �equilibr�es
et f�econds des deux côt�es. Une �ecole de recherche CIMPA est le terreau pour
d'�eventuelles coop�erations importantes. Des th�eses oudes post-doc sont mis en
place ensuite, sans intervention directe du CIMPA.

Les �ecoles de recherche ne favorisent-elles pas la fuite decerveaux du Sud au
Nord ?

Il est important que les �ecoles de recherche aient lieu dans les pays du Sud.
Nous renfor�cons et aidons parfois �a cr�eer les structurespour la recherche sur place.
Les chercheurs qui s'installent ensuite au Nord ont tr�es souvent �a c�ur de garder
un lien fort avec leur pays d'origine en construisant des ponts e�caces. Bien des
coop�erations r�eussies reposent sur ce genre de situations. Plusieurs pays ont d�ecid�e
d'attribuer un niveau de salaire comp�etitif pour leur enseignants-chercheurs, c'est
aussi l'une des cl�es.

Comment devient-on membre du CIMPA ?

Le Conseil d'administration pr�esente les candidats, ensuite l'Assembl�ee g�en�erale
peut les agr�eer ; il faut adresser un CV et une lettre de motivation. En g�en�eral un
membre du CIMPA pr�esente un candidat en r�edigeant quelqueslignes. La cotisation
annuelle est de 30 euros. Il est possible d'en être exempt�e sur simple demande,
ceci concerne en particulier les personnes habitant les pays en d�eveloppement.
Les institutions souhaitant devenir membres �ecrivent unelettre de motivation, la
cotisation annuelle est de 200 euros.

Quels sont les facteurs-cl�es permettant au CIMPA d'assurer son succ�es �a l'avenir ?

(1) Pers�ev�erer avec un CIMPA men�e par des math�ematicienspour les
math�ematiciens, comptant avec une petite �equipe administrative.

(2) Renforcer les �ecoles de recherche grâce �a un �nancement assur�e, stable et
adapt�e, en les r�ealisant aux endroits fertiles scienti�quement suite �a des appels �a
projets largement di�us�es.

(3) Intensi�er la collaboration avec les communaut�es math�ematiques structur�ees
des pays du Sud.

(4) Continuer �a soutenir les activit�es o�u le CIMPA est un acteur scienti�que
ou un partenaire, en particulier avec les Soci�et�es math�ematiques continentales ou
d'un pays. Le CIMPA ne distribue pas du �nancement au jug�e, sans contrôle de
qualit�e ou sans participation dynamique de notre part.

Je pr�ecise nous n'attribuons pas �a ce jour des bourses pour que des �etudiants
de pays du Sud fassent des �etudes dans un autre pays. Un d�ebat est en cours �a
ce sujet ; pour commencer une commission se concentre d�ej�asur la faisabilit�e de
telles bourses par le CIMPA.

Toute d�ecision �a ce sujet doit donc passer par les instances du CIMPA, mais quel
est ton point de vue personnel ?
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Ces bourses sont n�ecessaires, mais il me semble que d'autresinstances sont
comp�etentes et �nanc�ees pour cela, que le CIMPA peut encourager ou aider (par
exemple l'Union math�ematique internationale). Mon analyse personnelle est que la
gestion d'un appel �a bourses est une activit�e totalement di��erente de ce que nous
r�ealisons aujourd'hui. De plus notre structure juridique ne correspond pas �a l'attri-
bution de bourses, �a leur gestion et aux probl�emes qui surviendront (quel montant
de bourse, que faire en cas de maladie, d'absences, d'accident). De fait les comp-
tables soulignent qu'une bourse longue peut être assimil�ee �a un salaire, alors qu'il
n'existe pas de travail r�eel fourni pour l'association. J'ajoute que je ne vois gu�ere de
chances que les quatre�Etats qui participent au CIMPA soient d'accord de soutenir
sans contrepartie et par notre interm�ediaire les �etudes d'un jeune dans un autre
pays en d�eveloppement, en r�ealit�e leur �nancement risque de se tarir si nous com-
mencions �a la faire. En outre la v�eri�cation de la qualit�eet de la r�ealit�e des �etudes
poursuivies seraient di�ciles �a r�ealiser aupr�es de structures universitaires �eloign�ees
et dont le fonctionnement est souvent m�econnu, ceci repr�esente �egalement une
di�cult�e majeure du point de vue comptable. En r�esum�e je pense que le CIMPA se
mettrait en p�eril s'il venait �a d�evelopper cette activit�e. L'encouragement par-del�a
les fronti�eres de la rel�eve dans les math�ematiques emprunte plusieurs canaux. Le
CIMPA y contribue en se concentrant sur ses comp�etences-cl�es et ses atouts.

Liste des �Ecoles de Recherches CIMPA 2014

Afrique subsaharienne

{ < Analyse et probabilit�es> Abidjan (Ivory Coast), 17-28 mars 2014.
{ < M�ethodes Algorithmiques et Applications en G�eom�etrie Alg�ebrique R�eelle

et Th�eorie des Nombres> AIMS M'bour (Senegal), 16-29 juin 2014.
{ < Algebraic Number Theory and Applications> IMSP Dangbo (Benin), 6-19

juillet 2014.

Pourtour M�edit�erran�een

{ < Elliptic problems and applications in geometry> Beirut (Lebanon), 24
f�evrier-6 mars 2014.

{ < EDPs Non Lin�eaires et Applications :�Etude Th�eorique et Num�erique> F�es
(Morocco), 24 mars-2 avril 2014.

{ < Geometric stochastic and PDE control> Tlemcen (Algeria), 12-25 avril
2014.

{ < Algebraic Geometry and Number theory> Istanbul (Turkey), 2-10 juin 2014.
{ < Random Structures Analytic and Probabilistic Approaches> Nablus (Pales-

tine), 18-28 août 2014.
{ < Operator Theory and the Principles of Quantum Mechanics> Meknes

(Morocco), 8-17 septembre 2014.

Asie du sud et de l'est
{ < Partial Di�erential Equations : Analysis Numerics and Applications to Floods

and Tsunamis> Manila (Philippines), 23 juin-4 juillet 2014.
{ < Mathematical and Statistical Methods for Imaging> Bandung (Indon�esie),

25 août-5 septembre 2014.
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{ < Graph labelings, graph decompositions and Hamiltonian cycles>, Vientiane
(Laos), 8-19 d�ecembre, 2014.

Inde et Asie centrale et de l'ouest
{ < Inverse problems : Theory and applications> Erbil (Kurdistan-Iraq), 5-14

mai 2014.
{ < Mock modular forms> Kozhikode (India), 11-22 août 2014.
{ < Aspects of Dynamical Systems> Kathmandu (Nepal), 3-16 novembre 2014.
{ < Dynamical Systems And Applications : Geometrical Topological And Nu-

merical Aspects> Lahore (Pakistan), 10-21 novembre 2014.

Am�erique latine et cara•�be
{ < Algebra Combinatorics and Physics> Valpara��so (Chile), 20-31 janvier 2014.
{ < Real Algebraic Geometry> Villa de Leyva (Colombia), 13-26 juillet 2014.
{ < Geometric methods in classical dynamical systems> Santiago (Chile), 25

septembre-3 octobre 2014.
{ < Singularity theory in topology geometry and foliations> Cuernavaca

(Mexico), 24 novembre-5 d�ecembre 2014.
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22 mars 2013 au CIRM :
Inauguration de la< Maison de chercheurs Jean-Morlet>

Premier rang : Guy M�etivier (Directeur de l'INSMI jusqu'en2013), Aline Bonami
(Pr�esidente de la SMF jusqu'en 2013), Yvon Berland (Pr�esident d'Aix-Marseille

Universit�e), Catherine Giner (Conseill�ere municipale -Ville de Marseille)
Deuxi�eme rang : Patrick Foulon (Directeur du CIRM), Dominique L�eger (Vice-pr�esident

de la Fondation du Patrimoine), Fran�cois Tribot Laspi�ere(Adjoint au directeur des
A�aires Publiques - Total)
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La Chaire Jean-Morlet et le CIRM
Patrick Foulon

Jean Morlet (1931-2007), ancien polytechnicien, �etait ing�enieur chez Elf Aqui-
taine (Total) quand il a pos�e puis d�evelopp�e avec Alex Grossmann (CPT Luminy)
les bases de la th�eorie des ondelettes avec une premi�ere publication en 1984 (SIAM
Math. Anal, 1(4), 723-736). Les deux chercheurs se sont souvent vus au CIRM pour
travailler et, par la suite, le centre est devenu le th�eâtre de plusieurs conf�erences
avec des contributeurs majeurs, tel Yves Meyer, qui ont faitprogresser le sujet.

Certains de ses jeunes coll�egues, comme Marie Farge, ont souhait�e p�erenniser
sa m�emoire. Pour ce faire, il a d'abord �et�e imagin�e de r�enover une bâtisse dite
< Maison du Jardinier>, une ruine ayant une certaine valeur historique, situ�ee dans
le parc du CIRM, et de lier cette r�enovation au nom de Jean Morlet. Marie Farge
a, avec Pascal Chossat { pr�ec�edent directeur du CIRM { conduit de nombreuses
d�emarches qui ont permis d'obtenir un soutien partiel de la part de la Fondation
Total, au travers de la Fondation du Patrimoine.

Cependant, il �etait essentiel pour l'ensemble des tutelleset partenaires du
CIRM { SMF, CNRS, Minist�ere et Aix-Marseille Universit�e (AMU) { que cette
r�enovation soit associ�ee �a un projet scienti�que. Ce projet s'est concr�etis�e avec le
lancement en 2012 d'une chaire : la< Chaire Jean-Morlet>.

Le projet immobilier (�nancements : CIRM fonds propres 360Ke ; Fondation du
patrimoine 60Ke ) a ainsi pu être lanc�e et la Maison a �et�e inaugur�ee le 22 mars
2013, pour accueillir le premier titulaire de la chaire.

La Chaire est un projet commun entre le CIRM (CNRS-SMF), AMU etla Ville
de Marseille. La Chaire accueille des projets scienti�quessemestriels, chaque projet
�etant port�e par un tandem : un< Professeur Jean-Morlet>, chercheur d'une insti-
tution �etrang�ere et un < Scienti�que local> d'AMU ou des laboratoires rattach�es
�a la FRUMAM.

L'objectif est de conduire un programme d'�ev�enements scienti�ques f�ed�erateurs
et novateurs pour la recherche locale et de niveau international. Chaque semestre
de chaire pr�esente des temps forts qui ont lieu au CIRM : une grande conf�erence,
une �ecole pour jeunes chercheurs, quelques petits groupesde travail et des re-
cherches en binôme. C'est sans mentionner tous les autres �ev�enements - colloques,
s�eminaires, activit�es culturelles { qui peuvent être men�es hors les murs du CIRM.
Un Programme d'Invitations se gre�e naturellement �a l'environnement de la Chaire.

Nicola Kistler { Universit�e de Bonn et V�eronique Gayrard {Institut de
Math�ematiques de Marseille (I2M) ont �et�e les premiers porteurs. Leur programme
< Probabilit�es { 02/2013-07/2013> a �et�e �evalu�e comme s'�etant < d�es sa premi�ere
ann�ee d'existence, (...) montr�e tr�es largement �a la hauteurdes esp�erances de ses
promoteurs et des soutiens institutionnels qui ont permis sa cr�eation > (Jean-Yves
Chemin, Pr�esident du Conseil Scienti�que (CS) du CIRM).

En ce d�ebut d'ann�ee 2014, deux programmes de chaire se d�eroulent en simul-
tan�e : < Hyperbolicit�e et Syst�emes Dynamiques { 11/2013-04/2014> port�e par
Boris Hasselblatt { Universit�e Tufts, Boston et Serge Troubetzkoy { I2M et Centre
de Physique Th�eorique (CPT) et< Arithm�etique { 02/2014-07/2014 > port�e par
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Igor Shparlinski { UNSW, Australie et David Kohel { I2M. Le second est associ�e
en partie au mois th�ematique marseillais sur l'Arithm�etique.

Il a fallu bien entendu une p�eriode de calage pour stabiliserle format et les
processus de la Chaire. Ce projet a maintenant un �echo international �evident, �a tel
point que de nombreuses propositions tr�es int�eressantesont �et�e pr�esent�ees au CS
du CIRM. Il su�t pour s'en rendre compte de regarder la programmation des trois
prochaines chaires.

Le 2e semestre 2014 verra l'arriv�ee de Hans-Georg Feichtinger { Universit�e de
Vienne qui, avec Bruno Torresani { I2M, proposera une s�erie de rencontres autour
de l'analyse harmonique computationnelle (08/2014-01/2015).

En 2015, le tandem Herwig Hauser { Universit�e de Vienne et Guillaume Rond {
I2M pr�esentera un programme sur l'< Approximation d'Artin { 01/2015-06/2015>
avec un volet li�e au mois th�ematique sur la< Th�eorie des Singularit�es>. Fran�cois
Lalonde { Universit�e de Montr�eal et Andrei Teleman { Centre de Math�ematiques
et Informatique (CMI) mettront l'accent sur la< Topologie Symplectique et la
Th�eorie de Jauge { 05/2015-10/2015>.

Pour le Directeur que je suis, c'est un r�eel plaisir de voir l'e�ervescence scienti-
�que intense qui r�egne au CIRM actuellement. Hors< Chaires Morlet>, la p�eriode
janvier-f�evrier 2014 a �et�e particuli�erement riche avec notamment deux larges
conf�erences regroupant 75 jeunes chercheurs sur le sujet des< Marches Al�eatoires
et G�eom�etrie Asymptotique des Groupes> et 95 chercheurs se retrouvant sur site
pour la< Troisi�eme Rencontre des Jeunes Chercheurs en G�eom�etriedes Groupes>
o�u �Etienne Ghys a fait 7 expos�es ! Sans compter en parall�ele d'autres Petits
groupes et Recherches en binômes.

Pour bien absorber et pr�esenter cette activit�e scienti�que, le CIRM essaie
d'adapter au mieux ses outils de communication, de pr�eparation des colloques, de
pr�esentation et de vulgarisation. Le nouveau site de la Chaire Jean-Morlet en sera,
je l'esp�ere, une des pr�e�gurations (http://www.chairejeanmorlet.com ).

De nombreux projets sont en cours, notamment celui de la SMF de cr�eer autour
des chaires �a venir une nouvelle collection, la< S�erie Jean-Morlet>. En�n le CIRM
conduit le projet de cr�eation de documents scienti�ques audiovisuels de grande
qualit�e. L'ann�ee actuelle et celles �a venir s'annoncent donc tr�es riches pour le CIRM.
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Session 2013 du CNU, section 25

Rapport r�edig�e par le bureau de la section

Campagne de quali�cation

Quali�cation aux fonctions de Mâ�tre de conf�erences

Les r�esultats. Le nombre de candidats inscrits �etait de 336. Le nombre de dos-
siers parvenus aux rapporteurs est de 285 : 242 quali��es, soit 85%, 28 consid�er�es
hors section 25, soit 10%, 10 non quali��es, soit 3.5%, 3 d�ej�a quali��es, 2 irrecevables.

Les attentes de la section 25, pour quali�er un candidat, sont de plusieurs sortes :

{ l'activit�e scienti�que : l'�evaluation du candidat se fait �a travers l'ensemble de
ses publications, lorsqu'il y en a, et du contenu de sa th�ese de doctorat ;

{ l'aptitude �a enseigner les math�ematiques.

Les crit�eres retenus
Pour pouvoir �evaluer un candidat, les membres du CNU 25 ont ax�e leur r�eexion

sur les points suivants :

{ l'aptitude du candidat �a enseigner des math�ematiques fondamentales ; pour
les candidats dont les travaux sont aux marges de la section 25, la commission
s'appuie en particulier sur leur cursus ou tout autre �el�ement con�rmant de mani�ere
certaine une telle capacit�e ;

{ un travail r�ecent de recherche en math�ematiques, contenant des r�esultats
th�eoriques nouveaux et des d�emonstrations rigoureuses sur le plan math�ematique ;
son �evaluation se fait �a travers

{ les travaux de la th�ese (les r�esultats important du doctorat, le sujet, les
techniques mises en jeu...) ; pour les candidats titulaires d'undoctorat r�ecent,
on n'exige pas de publication : la quali�cation peut être accord�ee apr�es �etude
de la th�ese et des rapports de pr�e-soutenance ;

{ les publications r�ecentes ; pour les candidats ayant soutenu une th�ese
plus de 2 ans avant la demande de quali�cation, on v�eri�e quecette th�ese a
donn�e lieu �a publications ; dans le cas d'un changement de th�ematique, on
v�eri�e qu'il y ait des publications r�ecentes dans les th�ematiques de la section
25 ; il se peut qu'une pr�epublication ne su�se pas �a obtenir la quali�cation,
la section demandant alors une con�rmation du travail de recherche dans les
th�ematiques de la section 25.

{ pour les candidats relevant aussi de la section 26 (math�ematiques et appli-
cations) une attention particuli�ere est port�ee sur les aspects th�eoriques du dossier
et sur les contributions du candidat dans cette direction ; la seule utilisation d'ou-
tils math�ematiques, classiques ou avanc�es, même de fa�con innovante et dans des
domaines originaux, ne peut permettre de quali�er un candidat en section 25 ;
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{ pour les candidats dont le dossier contient un volet important d'informa-
tique, l'expertise se concentre sur les champs disciplinaires �a l'interface entre
math�ematiques et informatique, par exemple ceux de la logique, de la th�eorie des
graphes, de la cryptographie...

{ pour les candidats dont la th�ematique est l'histoire et l'�epist�emologie des
math�ematiques, le dossier scienti�que est examin�e en tant que dossier d'histoire
et d'�epist�emologie des math�ematiques. On sollicite pour cela l'avis d'experts de ce
domaine faisant partie ou non du CNU. En particulier, il n'y a aucune r�eticence
a priori vis-�a-vis des travaux portant sur des p�eriodes anciennes ou ayant une
orientation davantage philosophique qu'historique.

Par ailleurs, et c'est cela qui distingue une quali�cation ensection 25 par rapport
�a une quali�cation en section 72, on attend que le dossier ducandidat mette
en �evidence des liens signi�catifs avec la communaut�e math�ematique. Pour une
quali�cation aux fonctions de Mâ�tre de conf�erences, on v�eri�e que le candidat est
apte �a enseigner les math�ematiques au moins jusqu'au niveau L3. Des indicateurs
pouvant être utilis�es sont, par exemple, l'agr�egation demath�ematiques, un DEA
ou un master de math�ematiques, une exp�erience cons�equente d'enseignement des
math�ematiques dans des �li�eres post-bac, un contenu math�ematique substantiel
dans la th�ese et dans les publications.

Quali�cation aux fonctions de Professeur

Les r�esultats
Le nombre de candidats inscrits �etait de 128. Le nombre de dossiers parvenus

aux rapporteurs est de 120 : 112 quali��es, soit 93%, 1 consid�er�e hors section 25,
4 non quali��es, 1 d�ej�a quali��e, 2 irrecevables.

Les attentes de la section 25, pour quali�er un candidat, sont de plusieurs sortes :

{ l'activit�e et le rayonnement scienti�que du candidat ;
{ la capacit�e du candidat �a encadrer des doctorants (�a travers son expertise

en math�ematiques, la vari�et�e des th�emes qu'il a abord�es, sa capacit�e �a avoir pos�e
et r�esolu des questions pertinentes ...) ; des encadrements ouco-encadrements
�eventuels de doctorats ou post-doctorats sont un plus pourle dossier, mais il n'est
pas n�ecessaire d'avoir encadr�e ou co-encadr�e en un doctorat pour une quali�cation
aux fonctions de Professeur en section 25 ;

{ l'aptitude �a enseigner les math�ematiques jusqu'�a un niveau M2.

Les crit�eres retenus
Pour pouvoir �evaluer un candidat, les membres du CNU 25 ont ax�e leur r�eexion

sur les points suivants :

{ l'activit�e de recherche, jaug�ee
{ par la production r�eguli�ere de publications de qualit�e, une attention

particuli�ere �etant port�ee sur les 4 derni�eres ann�ees -la vari�et�e des th�emes
abord�es avec une ouverture th�ematique n�ecessaire par rapport aux travaux
de la th�ese - le rayonnement du candidat, jaug�e par les conf�erences, les invi-
tations dans des colloques internationaux, les s�ejours �al'�etranger, la vari�et�e
des collaborateurs,...
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{ pour les candidats relevant aussi de la section 26 (math�ematiques et appli-
cations) une attention particuli�ere est port�ee sur les aspects th�eoriques du dossier
et sur les contributions du candidat dans cette direction ; la seule utilisation d'ou-
tils math�ematiques, classiques ou avanc�es, même de fa�con innovante et dans des
domaines originaux, ne peut permettre de quali�er un candidat en section 25 ;

{ pour les candidats dont le dossier contient un volet important d'informa-
tique, l'expertise se concentre sur les champs disciplinaires �a l'interface entre
math�ematiques et informatique, par exemple ceux de la logique, de la th�eorie des
graphes, de la cryptographie...

{ pour les candidats dont la th�ematique est l'histoire et l'�epist�emologie des
math�ematiques, le dossier scienti�que est examin�e en tant que dossier d'histoire
et d'�epist�emologie des math�ematiques. On sollicite pour cela l'avis d'experts de ce
domaine faisant partie ou non du CNU. En particulier, il n'y a aucune r�eticence
a priori vis-�a-vis des travaux portant sur des p�eriodes anciennes ou ayant une
orientation davantage philosophique qu'historique.

Par ailleurs, et c'est cela qui distingue une quali�cation ensection 25 par rapport
�a une quali�cation en section 72, on attend que le dossier ducandidat mette en
�evidence des liens signi�catifs avec la communaut�e math�ematique. Pour une quali-
�cation aux fonctions de Professeur, on v�eri�e que le candidat est apte �a enseigner
les math�ematiques au moins jusqu'au niveau L3. Des indicateurs pouvant être uti-
lis�es sont, par exemple, l'agr�egation de math�ematiques,un DEA ou un master de
math�ematiques, une exp�erience cons�equente d'enseignement des math�ematiques
dans des �li�eres post-bac, un contenu math�ematique substantiel dans la th�ese et
dans les publications. On demande en plus que le candidat d�emontre une grande im-
plication au sein de la communaut�e math�ematique, ce qui peut se traduire notam-
ment par un enseignement r�egulier des math�ematiques �a divers niveaux de l'univer-
sit�e (du L1 au M2), des responsabilit�es au sein du d�epartement de math�ematiques
de son �etablissement, des projets men�es en commun avec desmath�ematiciens, des
publications dans des revues destin�ees aux math�ematiciens (�a titre indicatif, il est
arriv�e par le pass�e qu'une th�ese de math�ematiques soit exig�ee, mais le CNU 25
actuel a une position plus souple).

Renouvellement de quali�cation

Les dossiers des candidats �a un renouvellement de quali�cation font l'objet
d'une attention particuli�ere. Les p�eriodes vides en productions scienti�ques sont
analys�ees, et sont presque syst�ematiquement r�edhibitoires si elles concernent les
4 derni�eres ann�ees. A contrario, une reprise d'activit�e r�ecente, concr�etis�ee par des
publications ou des travaux soumis est lue favorablement par les membres du CNU ;
cependant, si cette reprise se traduit essentiellement pardes travaux soumis ou en
cours, le CNU peut reporter sa d�ecision de quali�cation �a une campagne ult�erieure,
subordonnant sa d�ecision �a la publication de ces travaux.Il est important de souli-
gner qu'une non-quali�cation est une d�ecision dont la pertinence n'est valable que
pour l'ann�ee en cours, et qu'elle peut être r�evis�ee l'ann�ee suivante. Le CNU veille
�a ce que le dossier d'un candidat refus�e ne soit pas examin�edeux ann�ees de suite
par les mêmes rapporteurs.
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Motions

Lors de la session de quali�cation 2013, le CNU 25 a vot�e les deux motions
suivantes.

(1) La section 25 du CNU rappelle son attachement �a la proc�edure de quali�ca-
tion garante d'un cadre national des campagnes de recrutement des enseignants-
chercheurs.

36 pour, 1 contre, 4 abstentions
(2) Le CNU 25 rappelle son opposition �a la mise en place de l'�evaluation

r�ecurrente des enseignants-chercheurs.
31 pour, 8 contre, 2 abstentions

Campagne de promotions

Les dossiers des candidats �a une promotion doivent contenir un descriptif de
l'ensemble de la carri�ere, et non des seules 3 derni�eres ann�ees comme l'administra-
tion l'indique. Outre le CV et la liste compl�ete des travaux,class�es selon le type des
travaux (par exemple, articles dans des revues �a comit�e delecture, actes de col-
loque, livres, articles de vulgarisation ....), le dossier doitcontenir des informations
pr�ecises sur les activit�es p�edagogiques, administratives ainsi que sur les services
rendus �a la communaut�e universitaire.

Chaque dossier est examin�e par deux rapporteurs, d�esign�es par les membres du
bureau.

Pour l'examen des diverses promotions, le CNU prend en compteles �el�ements
suivants dans chaque dossier de candidature :

{ l'activit�e scienti�que : le nombre et surtout la qualit�e des publications, dis-
tinctions scienti�ques,...

{ la visibilit�e nationale et internationale, mesur�ee en particulier par les partici-
pations �a des conf�erences et/ou des s�eminaires ;

{ les responsabilit�es diverses : membre d'un conseil d'universit�e (CA, CS,
CEVU), direction d'UFR, de d�epartement, de laboratoire, d'�equipe, de projet...,
responsabilit�e p�edagogique, activit�es �editoriales,appartenance et responsabilit�es
dans diverses commissions ;

{ l'activit�e d'encadrement doctoral : th�eses soutenues ou en cours, devenir des
doctorants ;

{ le domaine scienti�que, le lieu d'exercice, l'âge et l'anciennet�e du candidat.

Les candidats sont donc invit�es �a mettre ces �el�ements enavant dans leur dossier ;
il est vivement conseill�e aussi de faire une description des travaux scienti�ques qui
met en avant les r�esultats marquants, en plus d'une simple liste de publications.

Le CNU veille aussi au respect de certains �equilibres dans ses choix en tenant
compte notamment

{ de l'âge des candidats, a�n d'�eviter de concentrer les promotions sur les seuls
dossiers jeunes et brillants ;

{ d'une r�epartition g�eographique raisonnable, en particulier entre les �etablissements
parisiens et ceux de province ;

{ des th�ematiques des candidats, avec un examen tout particulier des dossiers
transversaux ou en marge de section ;
SMF { Gazette { 140, avril 2014



SESSION 2013 DU CNU, SECTION 25 97

{ de divers �el�ements factuels qui peuvent expliquer quelques retards de
carri�eres,...

Promotion �a la hors-classe des MCF

Nombre de promotions o�ertes : 19
Nombre de coll�egues promouvables : 191 dont 30 femmes
Nombre de candidats : 48 dont 4 femmes

Liste des promus 18 hommes et 1 femme
Abakoumov Evgueni (Marne la Vall�ee), Barre Sylvain (Bretagne-Sud), Borrelli

Vincent (Lyon 1), Briend Jean-Yves (Aix-Marseille), CerriJean-Paul (Bordeaux 1),
Compoint Elie (Lille 1), Fauvet Fr�ed�eric (Strasbourg), Hallouin Emmanuel (Tou-
louse 2), Han Fr�ed�eric (Paris 7), Jecko Thierry (Cergy-Pontoise), Morame Abde-
remane (Nantes), Parmentier Serge (Lyon 1), Parreau Anne (Grenoble 1), Rittaud
Benoit (Paris 13), Roblot Xavier (Lyon 1), Saux-Picart Philippe (Brest), Sester
Olivier (Marne la Vall�ee), Vernicos Constantin (Montpellier 2), Vinatier St�ephane
(Limoges).

Un des objectifs de ces promotions est de revaloriser la �n decarri�ere de coll�egues
m�eritants ; les âges des promus s'�etendent de 39 �a 63 ans.

�A noter une auto-censure importante de la part de nos coll�egues puisque il n'y
a que 39% des promouvables �a d�eposer un dossier.

Pour les promotions �a la hors-classe des mâ�tres de conf�erences, le CNU exa-
mine l'ensemble de la carri�ere des candidats. Le travail de recherche et l'activit�e
d'enseignement sont examin�es en premier lieu, cependant uninvestissement im-
portant dans le travail p�edagogique ou au service de la communaut�e scienti�que
est particuli�erement appr�eci�e.

Promotion �a la premi�ere classe des PR

Nombre de promotions o�ertes : 15
Nombre de coll�egues promouvables : 202 dont 16 femmes
Nombre de candidats : 80 dont 4 femmes

Liste des promus 14 hommes et 1 femme
Barbot Thierry (Avignon), Bayart Fr�ed�eric (Clermont-Ferrand 2), Caro Daniel

(Caen), Cordero-Erausquin Dario (Paris 6), Elbaz-VincentPhilippe (Grenoble 1),
Fresse Benô�t (Lille 1), Klingler Bruno (Paris 7), Miermont Gregory (ENS Lyon),
Paoluzzi Luisa (Dijon), Paradan Paul-�Emile (Montpellier 2), Pellarin Federico
(Saint-�Etienne), Pevzner Michael (Reims), De Souza Rebelo (Toulouse 3), Reider
Igor (Angers), Soukhouv (Aix-Marseille). Les âges des promus s'�etendent de 34 �a
49 ans.

�A souligner le trop faible nombre de promotions o�ertes par rapport �a celui des
candidats, et �a la valeur des dossiers examin�es ; il seraitfortement souhaitable que
dans les ann�ees �a venir le nombre de promotions o�ertes soit revu �a la hausse de
fa�con substantielle.
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Promotion au premier �echelon de la classe exceptionnelle d es PR

Nombre de promotions o�ertes : 10
Nombre de coll�egues promouvables : 138 dont 10 femmes
Nombre de candidats : 46 dont 3 femmes

Liste des promus 9 hommes et 1 femme
Arnaud Marie-Claude (Avignon), Cossart Vincent (Versailles/Saint-Quentin),

Nogueira Arnaldo (Aix-Marseille), Duval Julien (Paris 11), Enriquez Benjamin (Pa-
ris 6), Markouchevitch Dimitri (Lille 1), Ouhabaz El maati (Marne la Vall�ee), Peign�e
Marc (Tours), Planchon Fabrice (Nice), Semenov-Tian-Chanski Mikhail (Dijon).

Les âges des promus s'�etendent de 43 �a 63 ans.
Le CNU attend des candidats �a une promotion au premier �echelon �a la

classe exceptionnelle des professeurs, qu'ils aient fait preuve dans leur carri�ere de
comp�etences exceptionnelles dans les di��erentes missions d'un professeur, que
ce soit dans leurs travaux de recherche ou au sein de la communaut�e scienti-
�que en y jouant un rôle majeur dans l'encadrement de doctorants, la di�usion
ou la structuration de la recherche, la prise de responsabilit�es p�edagogiques et
administratives.

Promotion au second �echelon de la classe exceptionnelle des PR

Nombre de promotions o�ertes : 5
Nombre de coll�egues promouvables : 49 dont 0 femme
Nombre de candidats : 24 dont 0 femme

Liste des promus 5 hommes
Arnoux Pierre (Aix-Marseille), Erez Boas (Bordeaux 1), Kurdyka Krzysztof

(Chamb�ery), Mauduit Christian (Aix-Marseille), TorassoPierre (Poitiers)
Les âges des promus s'�etendent de 51 �a 61 ans.
Parmi les candidats dont le dossier t�emoigne d'une activit�e scienti�que soutenue

dans les missions d�evolues aux professeurs des universit�es, le CNU examine l'activit�e
r�ecente du candidat et tient compte de fa�con importante deson anciennet�e dans
le premier �echelon.

Cong�es pour recherche ou conversion th�ematique

Le CNU 25 avait 8 semestres de CRCT �a attribuer, un nombre ridiculement
bas par rapport aux 120 semestres demand�es par nos coll�egues et �a la qualit�e des
projets scienti�ques pr�esent�es.
Le CNU a d�ecid�e d'attribuer 4 CRCT �a des Mâ�tres de conf�erences :

Brumley Farrell, Mayer Volker, Quatrini Myriam, Zelikson Shmuel et 4 �a des
Professeurs.

Brugui�ere Alain, Henn Hans-Werner, Peign�e Marc, VuillonLaurent.
Liste compl�ementaire (dans l'ordre) : Keller Julien (MCF),Movahhedi Chazad

(PR), Traizet Martin (MCF), Emsalem Michel (PR).
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Quelques nouvelles de l'Insmi
Christoph Sorger

Apr�es six mois �a la direction de l'Insmi, le moment est venu defaire un premier
rapport d'�etape. Tout d'abord et avant tout, je voudrais rendre hommage au travail
de mes pr�ed�ecesseurs et en particulier �a Guy M�etivier pour son investissement �a
la direction de l'Insmi pendant les quatre derni�eres ann�ees. Non seulement il a su
mettre en place l'Institut proprement dit, mais au moment de prendre le relais, j'ai
trouv�e un Institut en pleine maturit�e, bien int�egr�e au milieu des autres instituts,
ayant pris son rôle de coordination nationale dans le r�eseau de math�ematiques dont
l'unit�e est la force.

�A mon arriv�ee, Fran�coise Balesti�e, directrice adjointeadministrative, venait de
prendre sa retraite, apr�es 41 ann�ees au CNRS dont les huit derni�eres au service
de notre communaut�e, et durant lesquelles elle a su g�erer avec e�cacit�e la partie
administrative de notre Institut. C'est Zoubeir Zadvat qui l'aremplac�ee, prenant
ses fonctions le même jour que moi-même. Sinnou David a accept�e de continuer en
qualit�e de directeur adjoint scienti�que en charge des relations internationales ; Clo-
tilde Fermanian-Kammerer, en qualit�e de directrice adjointe scienti�que en charge
du suivi des Laboratoires, a succ�ed�e �a Patrick Dehornoy,que je voudrais remercier
chaleureusement ici pour l'important travail de fond accompli, notamment la mise
en place d'outils structur�es et tr�es e�caces pour le suivi du budget, des chercheurs,
des ing�enieurs techniciens et des unit�es.

L'Insmi abrite aujourd'hui 115 structures dont 43 Unit�es Mixtes de Recherche,
16 F�ed�erations de Recherche, 26 Groupements de Rechercheau niveau national ; 9
Unit�es Mixtes Internationales, 7 Laboratoires Internationaux Associ�es, 7 GDRI au
niveau international. S'ajoutent 5 Unit�es Mixtes de Service (Amies, Biblioth�eque
Hadamard, Cirm, IHP, Mathdoc) et 2 Groupements de Service (Mathrice, RNBM),
instruments essentiels au service de la communaut�e toute enti�ere. L'ensemble de
ces structures, auquel s'ajoutent d'autres structures en interactions fortes avec
l'Insmi comme les soci�et�es savantes, constitue une communaut�e vivante et vari�ee
qu'il s'agit d'animer dans un contexte qui n'est peut-être pas actuellement des plus
faciles.

La repr�esentativit�e de l'�ecole fran�caise au Congr�es International des Math�e-
maticiens �a S�eoul en août prochain est exceptionnelle. Pr�es d'un conf�erencier sur
cinq en est issu et le spectre entier de la recherche math�ematique est couvert : d'une
part la r�esolution de conjectures anciennes, l'�etude de concepts fondamentaux ou
encore la construction d'exemples, d'autre part les mod�elisations de ph�enom�enes
complexes, le d�eveloppement d'outils associ�es �a la r�evolution du num�erique, sans
oublier la mâ�trise de l'al�eatoire. Cette diversit�e des points de vue et des enjeux est
illustr�ee par les math�ematiques fran�caises d'aujourd'hui, qui se trouvent au premier
plan international. L'Insmi se doit, au-del�a de consid�erations plus techniques et en
y consacrant l'essentiel de ses moyens, de les maintenir �a ceniveau, de travailler
sur l'avanc�ee des connaissances, le renouvellement des id�ees et des th�ematiques,
le d�eveloppement du champ d'application des math�ematiques, en favorisant l'ex-
cellence des recherches dans toutes les branches des math�ematiques, allant de la
recherche fondamentale aux applications et interactions.
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L'existence d'un institut national a par ailleurs donn�e naissance au Conseil Scien-
ti�que de l'Institut. Ce Conseil �nalise actuellement une r�eexion de prospective
scienti�que qui se concr�etisera par un document �a parâ�tre �a l'automne 2014, terme
de son mandat. Les �elections pour le renouvellement des repr�esentants du person-
nel dans cette instance ainsi qu'au Conseil Scienti�que du CNRS se d�erouleront
en juin 2014. Notons qu'une repr�esentativit�e des math�ematiciens dans ce dernier
est importante, ne serait-ce que pour bien expliquer le fonctionnement de notre
communaut�e lors de certaines d�ecisions impliquant nos chercheurs.

Dans ce premier rapport d'�etape, et en attendant ce rapportde prospective
scienti�que, je voudrais me restreindre �a un certain nombre de points, sans vouloir
être exhaustif ni trop d�etaill�e. De toute fa�con, il faudra �elargir et r�eajuster de
mani�ere dynamique en fonction des besoins et des opportunit�es qui se pr�esenteront.

Une des priorit�es actuelles du CNRS est le d�eveloppement de la politique in-
ternationale et l'accompagnement des sites dans la r�ealisation de celle-ci. La com-
munaut�e des math�ematiciens a toujours �et�e un moteur dans cette direction, tout
simplement parce que notre recherche est r�esolument tourn�ee vers l'International
depuis de longues ann�ees. Elle s'est concr�etis�ee, outre les tr�es nombreuses colla-
borations �a l'International que nous avons, par la cr�eationdes premi�eres Unit�es
Mixtes Internationales du CNRS et de nombreux LIA et GDRI. L'ensemble de ces
structures est �a soutenir et �a ampli�er. �A l'inverse, il est primordial de maintenir
une grande attractivit�e de nos laboratoires en termes de formation et de recherche
pour les math�ematiciens �etrangers. Cela peut se faire parexemple par la cr�eation
des UMI< miroirs> sur certains sites. Par ailleurs, les grands instruments natio-
naux de notre communaut�e que sont le Cirm, l'IH�ES, l'IHP et le Cimpa, r�eunis
dans le Labex< Carmin>, tout comme nos autres Labex sont r�esolument tourn�es
vers l'international, avec des actions d'ouverture et d'accueil signi�catives.

Recruter des math�ematiciens �etrangers, jeunes ou con�rm�es, est une richesse
pour les math�ematiques fran�caises de demain et l'histoirer�ecente nous fournit
des exemples de rencontres extrêmement f�econdes entre math�ematiciens d'origines
vari�ees poursuivant leurs recherches en France. Il faudra veiller �a ce que cette
politique ne soit pas fragilis�ee par une mise en place, sansconcertation avec la
communaut�e scienti�que, de zones �a r�egime restrictif dans le cadre de la protection
du patrimoine scienti�que. L'interview donn�ee par notre ministre Genevi�eve Fioraso
�a l'occasion de l'ouverture de la F�ed�eration de Recherche Rhône-Alpes-Auvergne
donne quelques informations �a ce sujet1 .

R�ecemment, les relations des math�ematiques avec l'industrie ont vu arriver une
initiative importante et ambitieuse, �a savoir la cr�eation de < l'Agence pour les
Math�ematiques en Interaction avec l'Entreprise et la Soci�et�e > (Amies), sous forme
d'une UMS adoss�ee �a un contrat Labex et en relation �etroiteavec les soci�et�es
savantes et Inria. Ciblant �a la fois la formation et la recherche en math�ematiques,
elle permet la mise en valeur des relations entre Laboratoires et entreprises et,
surtout, la concr�etisation d'opportunit�es �a l'interfacemath-entreprise. Fluidi�er les
transferts d'expertise math�ematique vers les entrepriseset la soci�et�e est en soi un

1 http://www.enseignementsup-recherche.gouv.fr/cid774 58/
inauguration-de-la-federation-de-recherche-en-mathe matiques-rhones-alpes-auvergne.
html
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enjeu strat�egique dans le contexte actuel : le d�eveloppement des actions de cette
UMS est une priorit�e.

D'une fa�con cruciale, l'Insmi a besoin de relations �etroitesentre son �equipe de
direction et les math�ematiciens. C'est dans un dialogue constant avec les directeurs
d'unit�e et le Comit�e National que nous pourrons arbitrer les choix essentiels et faire
face collectivement aux �eventuelles di�cult�es �a venir.C'est aussi dans cet esprit de
proximit�e que nous entendons nos relations avec les chercheurs. �A cet e�et, nous
voulons mettre en place une pratique d'entretiens syst�ematiques aux moments cl�es
de leur carri�ere. Nous projetons en particulier une journ�ee d'accueil des admis aux
concours de recrutement a�n de notamment bien discuter des questions d'a�ecta-
tion. Celles-ci sont intrins�equement di�ciles, puisqu'ils'agit de concilier �equilibre
national et mise en ad�equation des projets des chercheurs et de leur laboratoire
d'accueil. Nous instaurerons �egalement une journ�ee de suivi �a trois ans, a�n de
faire le point sur l'int�egration du chercheur dans son laboratoire et sur ses pro-
jets ult�erieurs. En�n, nous inviterons syst�ematiquement au si�ege tout chercheur
demandant une mobilit�e g�eographique.

Un des outils importants de politique scienti�que est l'attribution de d�el�egations
qui doivent être comprises comme des projets communs universit�e/CNRS et pour
lesquelles nous nous appuyons comme d'habitude sur la section pour l'�evaluation
scienti�que des demandes. Notons que les d�el�egations sont attribu�ees par site de-
puis l'ann�ee derni�ere : nous nous pronon�cons donc sur les dossiers transmis par
les Universit�es via les sites et accordons ces d�el�egations en fonction de contingents
attribu�es par le CNRS �a chaque site. L'Insmi est un des plus grands consommateurs
de d�el�egations avec environ une d�el�egation sur cinq surl'ensemble du CNRS.

Dans son rôle de coordination nationale, l'Insmi suit naturellement plusieurs
projets pour la communaut�e math�ematique dont celui du< portail math > qui a
pour objectif d'o�rir un acc�es simpli��e et uni��e �a la docu mentation scienti�que,
aux services facilitant le travail nomade et collaboratif et aux informations ins-
titutionnelles et professionnelles. Ce travail se fait en associant tous les acteurs
concern�es et en particulier l'UMS Mathdoc et les GDS RNBM et Mathrice ainsi
que les soci�et�es savantes. Une partie importante en a �et�e r�ecemment �nalis�ee.
Elle concerne la description des ressources documentaireset de certains services
informatiques ou sites utiles. Des progr�es importants ont�et�e �egalement r�ealis�es
sur la < plm > version 2.0, contenant de nouveaux services comme par exemple
la < plmbox> (un �equivalent de< dropbox>), une nouvelle version de l'annuaire,
une plateforme coop�erative de calendriers de s�eminaireset conf�erences, une au-
thenti�cation partag�ee avec les services documentaires.Une pr�esentation de ces
nouveaux services est pr�evue pour l'�et�e. Par ailleurs, notre avenir �etant intimement
li�e au ux d'�etudiants, nous voulons aussi soutenir les initiatives permettant le bon
fonctionnement de la �li�ere master-doctorat. Ainsi, nousnous sommes associ�es �a
l'�elaboration d'une nouvelle< carte des masters>, qui sera aussi un point d'entr�ee
ais�e pour les �etudiants �etrangers qui cherchent �a e�ectuer leur master en France.

Au-del�a de ces r�ealisations, le d�e� majeur touchant notre communaut�e concerne
l'�edition scienti�que2. L'�evolution de la documentation est un enjeu �a court terme

2 Voir aussi les textes r�ecents de Claude Sabbah< le Journal de l'�Ecole polytechnique { une
renaissance> SMF { Gazette { 138 (2013) 90-94 et de Djalil Chafa•� < le coût des publications :
propositions concr�etes >, SMF { Gazette { 139 (2014) 82-86.
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pour l'Insmi, tout comme pour le CNRS globalement et les communaut�es scienti-
�ques. Pour l'Insmi, il s'agit d'une part de soutenir le paysage et l'originalit�e des
journaux < fran�cais > existants, d'autre part de faciliter la cr�eation de nouveaux
journaux �a la fois de type classique mais aussi sous de nouveaux formats pou-
vant contenir des donn�ees, des codes, des images ou des �lms. Ce chantier doit
se d�evelopper dans une grande concertation avec tous les acteurs de notre com-
munaut�e math�ematique et en même temps �a un niveau plus large, tant avec nos
partenaires fran�cais comme Inria qu'�a l'international. Nous proposons en premier
lieu l'accompagnement de l'�edition acad�emique actuelle,notamment �a travers la
mise en place de plateformes de gestion �editoriale, de publication en ligne et d'ar-
chivage. Nous travaillons dans le même temps sur une plateforme plus large avec
la direction de l'IST du CNRS, qui a commenc�e �a la rentr�ee un travail en pro-
fondeur pour< mieux partager les connaissances> en faisant d'abord un �etat des
lieux de l'IST dans les Instituts3 , puis en proposant des plans d'actions4. L'Insmi
porte le plan cl�e< Publier> qui, au niveau de la construction de plateformes, fait
notamment intervenir Christine Berthaud (CCSD, Epi-journaux), Thierry Bouche
(Mathdoc) et Marin Dacos (revues.org). Notons au passage quetoute r�eexion
dans ce domaine doit se faire en prenant en compte les trois acteurs du paysage
que sont l'auteur, le< publisher> et le biblioth�ecaire, tout en �evitant de confondre
les rôles des deux derniers dans une compr�ehension trop h^ative de l'acc�es libre.

Un autre d�e� est le maintien du �nancement de nos recherchesdans les ann�ees
�a venir, imposant un suivi continu des appels d'o�res et une adaptation aux chan-
gements r�ecents �a l'ANR. Une marge de progression potentielle se situe du côt�e
de l'Europe. Ainsi, dans le but d'augmenter le nombre de projets ERC fran�cais
dans son p�erim�etre scienti�que, l'Insmi a mis en place une proc�edure de soutien �a
tous les chercheurs et enseignants-chercheurs de ses unit�es sous forme de relecture
et d'analyse des dossiers par un petit groupe d'experts, dont des laur�eats et des
ex-membres de jury ERC.

En�n, le plus grand d�e� de l'Insmi dans les prochaines ann�eesse trouvera au
niveau du recrutement des chercheurs. Les di�cult�es actuelles induites tant par les
restrictions sur le volant des �equivalents temps plein travaill�es des Instituts, le gel
des recrutements op�er�e par nombre d'universit�es et une pyramide d'âge d�efavorable,
mettent en cause l'avenir des jeunes de notre communaut�e, etdonc �a terme, des
math�ematiques en France. Dans une telle situation, il nousfaudra le concours de
tous a�n de trouver des solutions permettant de maintenir les �equipes administra-
tives n�ecessaires aux laboratoires tout en gardant de la marge pour l'ouverture de
postes au concours chercheur. La coh�esion de notre communaut�e et son soutien
seront n�ecessaires pour relever les d�e�s qui sont les nôtres.

3 Notre responsable Strat�egie IST est Fr�ed�eric H�elein.
4 Un premier document de strat�egie IST est disponible depuis peu �a l'adresse http://www.
cnrs.fr/dist
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AUTOUR DU FILM < COMMENT
J'AI D �ETEST �E LES MATHS >

Si dans les derni�eres ann�ees plusieurs coll�egues se sontlanc�es avec brio dans la
production de �lms sur les math�ematiques (citons ceux d'A. Alvarez, E. Ghys et J.
Leys ou de J.P. Bourguignon), c'est sans doute la premi�ere fois en France qu'un
cin�easte non-math�ematicien se lance dans un long m�etrage sur ce th�eme avec le
but qu'il soit di�us�e dans des salles de cin�ema �a grande audience.

Olivier Peyon est un r�ealisateur et sc�enariste fran�caisde 45 ans qui a fait ses
�etudes �a Nantes. De sa rencontre avec les math�ematiciens, il dit dans une interview :
< Pendant les quatre ann�ees de tournage, j'ai rencontr�e des ^etres de chair, de
passion et de sang en phase avec le monde>. Depuis sa sortie en novembre 2013 ce
�lm a re�cu un grand �echo et il est donc naturel que laGazette des math�ematiciens
participe �a sa mani�ere �a sa recension. Les deux textes �ecrits par A. Bonami et
B. Egger sont des nouvelles versions de textes d�ej�a mis< �a chaud > sur le site de
la SMF. Nous renvoyons aussi au billet d'�Etienne Ghys paru sur Image des Maths
(8 janvier 2014) ou �a celui de C�edric Villani sur son blog. Des interviews d'O. Peyon
dans de nombreux journaux ont ampli��e l'impact du �lm. Notons aussi que ce �lm
a eu l'heureux e�et de motiver les coll�egues pour organiser de multiples d�ebats.

Une d�emonstration pointilliste
Bernard Egger1

Commen�cons par des chi�res : un �lm de une heure quarante, qui a n�ecessit�e
quatre ans de tournage et un an de montage, plus de dix heures et demie d'enre-
gistrement (On en verra une partie dans les bonus des futurs DVD). Rien dans ce
�lm ne tient du hasard.

L'impression premi�ere est celle de la juxtaposition d'�el�ements plus ou moins
disparates : des �el�eves qui crient leur d�esamour, leur haine des maths. Puis la
pr�esentation d'un prof hors du commun : cr�eateur de vêtements �a ses moments
perdus, homme de th�eâtre dans son cours,... Presque sans transition, on est en
Inde pour la remise de la m�edaille Fields �a C�edric Villani.Retour en France avec
une psychop�edagogue qui nous parle de l'�echec en maths d'�el�eves intelligents. On
traverse l'oc�ean �a la rencontre de jeunes enfants pour partager leur plaisir �evident
�a faire des activit�es math�ematiques o�u le jeu devient raisonnement. Et sans trop
s'y attendre, nous voil�a plong�es dans le tumulte de la r�eforme des maths modernes.
Quel contraste avec le fond blanc de la Forêt Noire ! On partage maintenant avec

1 Pr�esident de l'APMEP.
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des chercheurs des moments privil�egi�es, faits de murmures, d'�echanges feutr�es. Ici
les math�ematiques se font art... Mais le r�eel s'impose �a nouveau avec la crise des
subprimeset quand les maths se font �nanci�eres, elles risquent bien de redonner
vie au vieux clich�e d'inhumanit�e, de monstre froid.

Au premier coup d'�il, c'est une mosa•�que, c'est un tableau fait de grandes
taches de couleur. On s'approche un peu plus et l'on s'aper�coitque les parties
ne sont pas aussi clairement d�elimit�ees. On d�ecouvre de nouveaux points co-
lor�es essaim�es un peu partout. Il s'agit de petites phrases mises dans la bouche
d'un math�ematicien hindou ou de Jean Dhombres qui tissent unlien entre
math�ematiques et nature (au sens d'une nature de l'homme se distinguant de
la culture). Mais n'est-ce pas aussi ce dont nous avait parl�ela psychop�edagogue
Anne Siety, en d�ecrivant l'empreinte corporelle du point d'inexion quand on fait
du toboggan. Plus loin, il s'agit d'une sp�ecialiste des sciences de l'�education qui
nous rappelle que les math�ematiques enseign�ees, celles qui conduisent �a la r�eussite
aux examens, n'ont pas grand-chose �a voir avec les Math�ematiques. Alors, on a
envie de retourner voir les chercheurs et l'on s'aper�coit queleurs math�ematiques,
les Math�ematiques, demandent du temps, du calme. Et C�edric Villani con�e
qu'un chemin tortueux est souvent bien plus porteur de sens qu'une voie rapide.
Quelque part ailleurs, une enseignante am�ericaine f�elicite de jeunes enfants parce
qu'ils ont bien verbalis�e leur d�emarche. En �echo, ailleurs dans le �lm, Fran�cois
Sauvageot parlant de la beaut�e en maths croit la trouver dans le moment o�u l'on
est capable de transmettre simplement sa pens�ee. Mais aussi, pour nous ramener
au quotidien de nos classes, cette �el�eve qui dit : en fait, on a compris, mais les
mots math�ematiques sont tellement compliqu�es ! Oui, tellement compliqu�es que
l'on en oublie parfois que pour apprendre des maths, il faut enfaire, comme nous
le rappelle cet enseignant am�ericain qui fait une comparaison savoureuse avec
l'apprentissage du football.

Je pourrais multiplier les exemples. Car dans ce �lm, tout est fait de renvois,
de phrases, de situations, qui un peu comme dans ce jeu o�u il s'agit de relier
des points pour faire apparâ�tre un personnage, nous conduisent petit �a petit vers
ce que veut nous dire Olivier Peyon. Non pas un message unique, comme peut
l'être trop souvent la pens�ee des math�ematiques enseign�ees, mais des images, des
impressions qui tiennent plus de la d�emonstration pointilliste, faite d'incessants
retours (ce qui fera plaisir �a tous ceux qui comme moi aime bien la notion de
p�edagogie spiralaire). Lors d'une conf�erence �a Marseille, Olivier Peyon nous disait
qu'une phrase en particulier avait motiv�e son d�esir de faire ce �lm. C'est celle de
l'un de ses amis :< Si on enseignait l'esprit de libert�e des maths, tous les �el�eves
deviendraient des rebelles>.

Son �lm traduit sa volont�e de comprendre comment on a pu tants'�eloigner
de cet esprit de libert�e, comment on en est arriv�e �a ce rejet, et parfois cette
d�etestation. L'analyse est complexe, polymorphe. Notre enseignement n'est pas
�epargn�e. Mais des pistes sont propos�ees pour retrouver une dynamique di��erente.
< Comment j'ai d�etest�e les maths> engage au d�ebat et �a la r�eexion. La phrase
qui termine le �lm est �egalement celle que l'on trouve au dos de la plaquette. Elle
est �a elle seule tout le programme que nous propose Olivier Peyon dans ce voyage
�a travers les math�ematiques enseign�ees ou savantes :< Ne croyez aucune autorit�e,
v�eri�ez par vous-même, r�e�echissez, pensez, d�eveloppez vos propres id�ees. N'arrêtez
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jamais> (Gert-Martin Grauel, math�ematicien). Quand le cours de math�ematiques
s'apparente trop souvent �a la visite de monuments qu'il ne s'agit pas de ne toucher
que du bout des yeux, Olivier Peyon nous invite �a bousculer nos fa�cons de faire,
�a enseigner l'irrespect, �a retrouver avec nos �el�eves le chemin de cette jubilation
cr�eatrice dont font preuve tous ces jeunes enfants dont j'aiparl�e plus haut.

Un visiteur au pays des math�ematiques
Aline Bonami1

Curieux titre, qui est comme un premier obstacle rencontr�e, avant même de le
voir ! < Why do some people hate maths ?>, c'est une question pos�ee sur internet,
qui fait partie d'une s�erie de questions du même genre : pourquoi d�eteste-t-on les
animaux, les chats noirs, le rap..., et �a laquelle r�epond Edward Frenkel dans une
vid�eo. Or ce< comment> plutôt que< pourquoi>, suivi de cette premi�ere personne
du singulier, nous fait prendre une autre direction, celle de la fable ou du roman
picaresque. Et c'est �a une sorte de voyage initiatique au pays des math�ematiques
(ou des math�ematiciens) que nous convie le cin�easte d�es qu'on a pass�e les premi�eres
images dans lesquelles des adolescents am�ericains pleinsde vie, �lles et gar�cons,
hurlent leur haine des maths en faisant les pitres. Interrog�e sur le sujet, le cin�easte
se d�efend de se reconnâ�tre en eux. Mais l'�emotion devantles maths, qu'elle soit
n�egative ou positive, est omnipr�esente.

Les images { magni�ques { sautent d'un continent �a l'autre. Onse retrouve tout
de suite �a Paris, puis en Inde, sous la mousson, en marge du dernier congr�es inter-
national. Puis �a nouveau aux�Etats-Unis, dans un immense hall d'universit�e, o�u un
�etudiant explique que< c'est une fatalit�e d'être nul en maths>. S'ensuit une longue
s�equence avec Jean Dhombres, qui parle de la fa�con dont sont ressenties les maths
par rapport au r�eel... Nous n'en sommes qu'�a quelques minutesde �lm. Autant
dire qu'il faut se laisser emporter sans essayer de d�emêlerles �ls. Les th�emes s'en-
trecroisent : enseignement, avec une tr�es belle s�equenceavec la psychop�edagogue
Anne Si�ety qui s'occupe de ceux auxquels< les maths demandent une �energie
folle > parce qu'elles suscitent trop d'�emotions, beaut�e des math�ematiques, rôle
des maths dans le monde actuel...

Mais ce voyage au pays des math�ematiques, c'est d'abord l'occasion de ren-
contrer des personnages fascinants, qui remplissent magni�quement leur rôle de
math�ematiciens. En premier lieu C�edric Villani autour duquel le �lm est en grande
partie bâti, mais aussi Fran�cois Sauvageot, qui apparâ�t comme une sorte de ma-
gicien transformant tout en math�ematiques. On le d�ecouvre cousant �a la machine
�a coudre, mani�ere de faire des maths puisque tout est maths. On le voit avec ses
�el�eves, faisant jaillir des maths, tel un prestidigitateur, des objets les plus divers ;
on les suit sur une plage bretonne, ce qui donne lieu �a de magni�ques images de
chars �a voiles dans la brume.

Le rythme endiabl�e du �lm semble être �a l'image de l'emploi du temps de
C�edric Villani. On va et vient entre les continents, revenant p�eriodiquement en

1 Universit�e d'Orl�eans.
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Inde, o�u l'on assiste �a la remise de la m�edaille Fields, et aussi �a Oberwolfach o�u
l'on arpente la montagne, o�u l'on vit la vie des math�ematiciens qui s'y trouvent,
partant pour New-York, Berkeley... Ces changements rapides de d�ecor alternent
avec des moments de ralenti o�u les math�ematiciens< personnages> prennent le
temps des explications. C�edric Villani explique, justement, la lenteur du travail :
< tant que le chapitre il est pas bien comme il faut...>. La cam�era s'attarde sur
tel ou tel d�etail.

Car le discours est accompagn�e d'images, comme pour r�epondre �a tous les
math�ematiciens interrog�es qui disent qu'il faut trouver les images qui permettent
de comprendre ou faire comprendre. Ce sont des entrelacements d'autoroute et des
foules de manifestants qui illustrent les math�ematiques modernes et les ann�ees
60. Ce sont des salles de march�e vocif�erantes qui accompagnent l'arriv�ee des
math�ematiques dans le monde de la �nance. Cette arriv�ee, on la vit aussi au
travers d'une lente descente en avion sur Manhattan. On peut imaginer < la
math�ematique > dire : < �A nous deux maintenant>, comme Rastignac voyant
Paris �a ses pieds.

Le �lm, dont le foisonnement se veut probablement �a l'image du fait que les
math�ematiques sont partout, s'organise toutefois petit �apetit autour d'un probl�eme
qui nous touche tous, math�ematiciens ou non : la crise �nanci�ere. Il s'interroge sur
le rôle que les math�ematiques y ont jou�e. On sort du monde f�eerique pour se plonger
peu �a peu dans la r�ealit�e. Et l'�emotion, la vraie, celle qui touche tout un chacun
devant les malheurs de ses proches et non celle qu'�eprouve le math�ematicien �a
voyager dans des mondes imaginaires, est brusquement pr�esente, furtivement. Le
mot de la �n du �lm est con��e �a un math�ematicien indien, apr�es un dernier retour �a
Hyderabad. Il parâ�t impr�egn�e de sagesse asiatique :< Do not believe any authority.
Use your own brain>.

Ce serait bien dommage de bouder son plaisir ! Les prises de vue sont magni�ques
et c'est une sorte de divine surprise que de voir un �lm sur les math�ematiques de
cette qualit�e, qui est encore �a l'a�che �a Paris apr�es trois mois, a �et�e vu par des
dizaines de milliers de spectateurs et fait l'objet de nombreuses critiques. Je n'ai que
tr�es partiellement pu rendre compte de sa richesse, il y a bien d'autres intervenants,
bien d'autres th�emes abord�es, que ceux que j'ai mentionn�es. Il faut aller voir ce
�lm, qu'on soit math�ematicien ou non. Il faut en parler. Il fauten pro�ter pour
s'interroger plus avant.

Car la menace, pour les math�ematiciens, ce serait d'être si contents qu'on parle
d'eux qu'ils en perdraient tout sens critique. Or les questions ne manquent pas,
dont la premi�ere, qui est en toile de fond dans le �lm sans être trait�ee frontalement,
est la d�esa�ection des �etudiants pour les math�ematiques. Elle est reprise par les
m�edias. Ce n'est �evidemment pas au �lm d'y r�epondre. Bien aucontraire, on ne
peut que remercier le cin�easte de lancer la discussion.

Il faut aussi s'interroger sur l'image des math�ematiques, et des math�ematiciens,
qui est donn�ee dans ce �lm. Est-ce bien celle qu'on souhaite ?N'y a-t-il pas un
risque que la recherche en math�ematiques apparaisse commefaite pour un petit
nombre d'individus, même si Jean-Pierre Bourguignon y parle de la croissance ex-
ponentielle du nombre de math�ematiciens dans le monde ? N'est-ce pas en contra-
diction avec l'acc�el�eration de la recherche et le fait que celle-ci est de plus en plus
collaborative ? Cette image de< happy few> que donne le �lm vient peut-être
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du fait qu'on y voit plus le math�ematicien comme un personnage habit�e par la
beaut�e des math�ematiques, avec cette petite lumi�ere dans les yeux qui a s�eduit
Olivier Peyon, que les math�ematiques elles-mêmes. Ceci �a une exception pr�es, la
vid�eo que montre Eitan Grispun2, qui convainc probablement plus rapidement que
de longs discours qu'on a besoin de math�ematiques et de math�ematiciens.

Ma derni�ere interrogation3 est relative au fait que les math�ematiciennes sont
pratiquement absentes du �lm. Le pays fantasmatique des math�ematiques apparâ�t
comme un pays d'hommes, o�u seules quelques p�edagogues ont droit de cit�e. Une
image qu'il faudrait d�epasser dans les commentaires et d�ebats, sans parler du fait
qu'elle n'est ni conforme �a la r�ealit�e ni vraiment agr�eable pour les math�ematiciennes
professionnelles. Faute de quoi c'est un message bien n�egatif qu'on envoie �a la
moiti�e de la population, qui risque de faire en partie boulede neige dans l'autre
moiti�e, et ceci justement au moment o�u on essaie d'attirer les jeunes.

2 Si l'on veut aller plus loin, on peut voir sa vid�eo < Computing Spaghetti > http://www.
youtube.com/watch?v=cgRq78jrfqU
3 Ce texte reprend, en l'approfondissant beaucoup, un premier texte publi�e sur le site de Femmes
et Maths. Dans un second texte, �ecrit en commun avec Val�erie Berth�e et intitul�e < Femmes en
math�ematiques { Comment en parler ? >, nous donnons quelques �el�ements de r�eponse ou de
discussion (http://www.femmes-et-maths.fr/?p=1638 ).
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Analyse math�ematique : grands th�eor�emes du vingti�eme s i�ecle
Denis Choimet et Herv �e Queff �elec
Calvage & Mounet, Collection Tableau Noir, Paris, 2009 415 p., ISBN
978-2916352107, 34,68e

Complex Proofs of Real Theorems
Peter Lax and Lawrence Zalcman
University Lecture Series Vol 58, American mathematical Society, Providence
2012. 90 pp. ISBN 978-0-8218-7559-9, $23.20

Voici deux livres, l'un fran�cais, l'autre am�ericain, qui ont bien des points com-
muns. Tous deux s'adressent, comme l'�ecrivent Lax et Zalcman, �a ceux qui aiment
l'analyse et �eprouvent du plaisir �a lire de jolies d�emonstrations. De fait on peut
s'y r�egaler, comme le promet Gilles Godefroy dans sa pr�eface au livre de Choimet
et Que��elec. Cet < amateur> auquel ils s'adressent, ils l'imaginent jeune, non en-
core sp�ecialis�e, tout en ambitionnant d'int�eresser aussi les enseignants. De fait on
peut les lire �a partir du niveau master. Aucun des deux n'emprunte les chemins
usuels, chacun entrâ�ne le lecteur de th�eor�emes en th�eor�emes au hasard de son
choix du moment. Chacun se permet des appr�eciations ou des commentaires ha-
bituellement absents des ouvrages de math�ematiques. Parlant d'un terme gênant
dans une d�emonstration, Choimet et Que��elec invoquent Racine :

< Britannicus le gêne, Albine, et chaque jour
Je sens que je deviens importune �a mon tour.>

On devine que derri�ere les auteurs se cachent d'excellents enseignants, habitu�es �a
capter l'attention de leurs auditeurs et prêts �a partager avec eux le plaisir que leur
procurent les math�ematiques en n'h�esitant pas �a le pigmenter �a l'occasion. Ce sont
�a l'�evidence deux livres qu'on peut lire de bout en bout avecbonheur, ce qui n'est
pas si fr�equent.

Les deux livres di��erent par leur taille. Si le premier faitplus de 400 pages,
le second est un texte court au rythme soutenu, aux d�emonstrations rapides et
�el�egantes, deux qualit�es qui guident le choix des auteurs. Ceux-ci sont des habitu�es
de l'American Mathematical Monthly. Leur �l conducteur est l'utilisation de la
th�eorie des fonctions analytiques dans d'autres domaines de l'analyse (th�eorie des
op�erateurs, analyse de Fourier, th�eorie de l'approximation, etc.). Leur livre se fait
ainsi l'�echo de Paul Painlev�e a�rmant que : < Entre deux v�erit�es du domaine
r�eel, le chemin le plus facile et le plus court passe bien souvent par le domaine
complexe>. Leur titre est un clin d'�il �a un article de Zalcman datant de1974,
intitul�e < Real Proofs of Complex Theorems (and vice versa)>. J'ai �et�e �etonn�ee
d'y d�ecouvrir deux d�emonstrations, l'une du th�eor�eme fondamental de l'alg�ebre,
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l'autre de l'unicit�e de Fourier, qui sont encore plus simplesque les d�emonstrations
simples que je connaissais.

Le livre de Choimet et Que��elec se veut beaucoup plus dense,avec douze cha-
pitres qui correspondent �a douze th�emes. Le �l conducteurest cette fois historique.
Les auteurs commencent avec les d�ebuts de la collaborationentre Hardy et Lit-
tlewood autour des th�eor�emes Tauberiens, passent par le lemme de Wiener, qui
a�rme qu'une fonction p�eriodique ne s'annulant pas et son inverse ont simul-
tan�ement des s�eries de Fourier absolument convergentes,puis par le th�eor�eme des
nombres premiers, parlent de propri�et�es g�en�eriques etde m�ethodes probabilistes,
de non d�erivabilit�e de la fonction de Riemann, traitent des paradoxes de Hausdor�-
Banach-Tarski, donnent une d�emonstration de la conjecture de Littlewood sur les
normesL1 des polynômes trigonom�etriques �a coe�cients 0 ou 1, reviennent au
lemme de Wiener une fois connue la th�eorie de Gelfand, puis se lancent dans la
d�emonstration du th�eor�eme de la couronne, ce qui n�ecessite l'introduction d'un
grand nombre d'outils. Ils concluent, dans un dernier morceaude bravoure, avec la
structure des espaces de Banach. Chaque chapitre est suivi d'exercices. On l'aura
compris, sous couvert d'une promenade en partie historique au travers de l'analyse
(fonctionnelle, harmonique, complexe...) au vingti�eme si�ecle, c'est �nalement un
savoir encyclop�edique qui nous est d�elivr�e.

Il n'est pas �etonnant que nos quatre auteurs se soient crois�es en route. Ils l'ont
fait autour de la d�emonstration du th�eor�eme des nombres premiers, pr�esent�ee �a
juste titre par Lax et Zalcman comme l'arch�etype de la< preuve complexe d'un
th�eor�eme r�eel >. Les auteurs des deux livres ont choisi la même approche, celle
qui utilise le th�eor�eme Tauberien de Newman. Il est amusantde voir que pour
d�emontrer ce dernier leurs choix ont �et�e en quelque sorteoppos�es : Lax et Zalcman
donnent directement l'expression de la fonction auxiliaireutilis�ee, ce qui permet
tr�es vite d'avoir une vue d'ensemble sur la d�emonstration. Choimet et Que��elec
prennent leur temps et montrent comment chaque terme s'introduit naturellement,
faisant appel �a Racine pour d�etendre le lecteur au milieu de leur argument. Je me
garderai bien d'arbitrer entre les deux m�ethodes, dont noususons tous �a tour de
rôle.

Ce sont en tout cas deux livres qui donnent envie de lire et de s'instruire. Comme
le dit la quatri�eme de couverture de l'un d'entre eux, les amateurs de l'analyse et
des belles d�emonstrations les liront et reliront avec plaisir et avec pro�t.

Aline Bonami
Universit�e d'Orl�eans

Introduction �a la philosophie des math�ematiques
Marco Panza et Andrea Sereni
Champs essais, Flammarion, 2013. 496 pp. ISBN 978-2-0812-7083-1, 14,25e

La d�emarche suivie dans cet excellent livre est originale.
Il s'agit de faire une pr�esentation tr�es document�ee de l'histoire et des probl�emes

de la philosophie des math�ematiques en prenant comme �l conducteur UNE phi-
losophie des math�ematiques, dont on d�ecrit au passage l'histoire, les avatars, les
discussions qu'elle a et continue de susciter, �a savoir le platonisme ou r�ealisme
math�ematique. Rappelons que c'est en gros l'id�ee qu'il existe un univers d'ob-
jets math�ematiques comparable �a celui des objets physiques, les math�ematiciens
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< d�ecouvrant> alors leurs propri�et�es... On pourrait quali�er le platonisme de< phi-
losophie spontan�ee> des math�ematiciens, mais comme le rappelle Jacques Bouve-
resse (en expliquant le point de vue de Wittgenstein) dans [3] Chapitre VII :

...ce que les math�ematiciens sont enclins �a dire spontan�ement sur ce genre
de chose n'est pas une philosophie des math�ematiques, mais du mat�eriau brut
pour le traitement philosophique. La question qui se pose est �nalement celle-
ci : faut-il consid�erer le platonisme simplement comme uneimage tr�es na-
turelle et pratiquement impos�ee qui accompagne la pratique math�ematique ?
Dans ce cas, il n'y a rigoureusement rien �a lui objecter. Wittgenstein est le
dernier philosophe �a s'en prendre �a une image �a ce point fondamentale, �a ce
point inh�erente �a une pratique. Mais l'image doit-elle être consid�er�ee comme
une explication et même commel'explication philosophique? Comme tou-
jours, c'est la tendance �a prendre une image pour une explication et même
pour une th�eorie explicative qui engendre la mythologie.

Une des di�cult�es soulev�ees par le platonisme est que, citant toujours [3]
< si les math�ematiques d�ecrivent une r�ealit�e sp�eci�que, une r�ealit�e purement
math�ematique, comment expliquer qu'elles puissent en outre s'appliquer �a la
r�ealit�e empirique ? > Des r�eponses possibles �a cette question seront examin�ees
dans le livre de Panza et Sereni.

Le livre est organis�e en sept sections suivant une Introduction dans laquelle est
pr�esent�e notamment ce que les auteurs appellentle probl�eme de Platon: en admet-
tant que les assertions math�ematiques parlent de quelque chose, de quoi parlent-
elles ? Et dans le cas contraire, si elles ne parlent de rien, �a quoi doivent-elles leur
intelligibilit�e? Le < platonisme> (dont les auteurs soulignent les di�cult�es relatives
�a sa formulation) est une solution �a ce probl�eme.�A l'oppos�e le < nominalisme>
nie l'existence d'objets abstraits.

Comme le rappellent les auteurs, la philosophie des math�ematiques est tr�es
homog�ene jusqu'au XIXe si�ecle, et pens�ee dans les termes de Platon. La premi�ere
section en d�ecrit des �episodes saillants de Platon �a Kant, en passant par Proclus
et Aristote.

La section suivante traite du< platonisme logique> de Frege. Elle souligne
l'apport fondamental de la philosophie de Frege, qui int�egre en particulier les progr�es
des math�ematiques de son temps. On y trouve aussi une exposition limpide du
syst�eme formel de Frege et de sa contradiction, d�ecouverte par Bertrand Russell.
On peut regretter l'absence dans cette section d'une analyse de l'�uvre de Bolzano,
fondateur de la th�eorie s�emantique poursuivie par Frege,Russell, Wittgenstein et
Tarski (on pourra lire �a ce propos le livre de J. Sebestik [7]).

Une section est consacr�ee �a la p�eriode< post-fr�eg�eenne> du premier tiers du
vingti�eme si�ecle, de Russell �a G•odel, en passant par Cantor, Carnap, Hilbert et
Brouwer. C'est une pr�esentation vraiment tr�es claire des d�ebats de l'�epoque, en
particulier de l'intuitionisme de Brouwer et du platonisme radical de G•odel.

Les sections suivantes sont consacr�ees �a des d�eveloppements plus contempo-
rains, �a partir de deux articles de Benacerraf (1965 et 1973) qui ont relanc�e le
d�ebat contemporain sur le probl�eme de Platon, en particulier, les auteurs exa-
minent les r�eponses au< dilemme de Benacerraf> qu'on peut r�esumer comme
suit : < En math�ematiques, une bonne s�emantique semble impliquerune mauvaise
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�epist�emologie et inversement, une bonne �epist�emologie impliquerait une mauvaise
s�emantique>.

Les r�eponses �a ce dilemme sont class�ees en deux cat�egories. Les r�eponses
< conservatives> et les< r�eponses non conservatives>.

Comme l'indiquent les auteurs,

Les premi�eres sont celles qui< prennent le dilemme de front> en ad-
mettant que i) les assertions math�ematiques doivent être prisesat face va-
lue, c'est-�a-dire qu'elles doivent être entendues en accord avec leur structure
grammaticale apparente ;ii) les math�ematiques pures, con�cues en accord avec
la conditioni) repr�esentent, du moins en grande partie, un corpus de connais-
sancesa priori. Au moins une de ces conditions est rejet�ee par les r�eponses
dites non conservatives.

Les deux sections d�edi�ees �a ces r�eponses constituent une excellente revue (avec
une technicit�e minimale) de recherches actuelles.

L'ouvrage s'ach�eve par une pr�esentation et une discussion des di��erentes ver-
sions de< l'argument d'indispensabilit�e>, attribu�e �a Quine et Putman (certains
en reconnaissant des formulations ant�erieures chez Frege, von Neumann, Carnap
et G•odel). Selon la formulation de Putman,

[...] la quanti�cation sur des entit�es math�ematiques est indispensable �a la
fois aux sciences formelles et aux sciences physiques ; donc, nous devrions ac-
cepter une telle quanti�cation ; mais alors, cela nous contraindrait �a accepter
l'existence des entit�es math�ematiques en question.

On a donc l�a un nouvel argument en faveur du platonisme qui (avec ses
variantes) a donn�e lieu �a de nombreux d�ebats analys�es dans cette section.

On pourra prolonger la lecture du livre par des expositions plus traditionnelles
de la philosophie des math�ematiques (par exemple [2, 8]), par [4] qui analyse
< l'anti-platonisme radical> de Wittgenstein qui n'est pas abord�e dans le livre
de Panza et Sereni, par [5] qui analyse les r�eponses fournies par l'empirisme
logique (Carnap, Hahn, Schlick, Reichenbach,...) �a la question des relations entre
math�ematiques et exp�erience, et par les excellents recueils de textes [1, 6]. Le
livre [6] contient en particulier la traduction fran�caisede certains textes �evoqu�es
par Panza et Serini ainsi que des commentaires passionnants. La lecture de ce der-
nier ouvrage est donc une continuation naturelle �a celle dulivre de Panza et Sereni.

En conclusion, je ne peux que recommander la lecture de ce livre passionnant,
superbement �ecrit, sans �equivalent en langue fran�caise, �a tous ceux qu'int�eresse, de
pr�es ou de loin (on pourra alors sauter quelques passages techniques !) la philosophie
des math�ematiques, ou tout simplement aux math�ematiciens qui s'interrogent sur
la nature de leur science. Pour celles/ceux qui voudraient aller plus loin, la riche
bibliographie (compl�et�ee par certains des ouvrages mentionn�es plus haut et par
celle de [6]) fournira de quoi satisfaire les plus gros app�etits.
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La d�eesse des petites victoires
Yannick Grannec
Roman, prix des libraires 2013, Editions Anne Carri�ere, 2012. 468 pp. ISBN
978-2843376665, 22e

Il est rare qu'un roman destin�e �a un vaste public soit construit autour de la vie
d'un logicien, fut-il illustre. Certes, il y a bien des livressur Kurt G•odel, mais ce
sont le plus souvent des r�eexions sur sa personnalit�e plutôt �etrange et surtout
des interpr�etations de son fameux th�eor�eme d'incompl�etude qui vont de l'ex�eg�ese
aride aux extrapolations fumeuses { on leur pr�ef�erera la postface de Jean-Yves
Girard qui remet les pendules �a l'heure dans l'ouvrageLe th�eor�eme de G•odel [11]

Dans le livre de Yannick Grannec, premier roman d'une historienne des sciences,
il n'est pas question de gloser sur le th�eor�eme d'incompl�etude. Il s'agit d'un
v�eritable r�ecit romanesque, qui se lit avec plaisir mêmesans int�erêt particulier pour
les math�ematiques ou la logique : �a la rigueur un goût pourle roman historique
et l'histoire des sciences peut être un plus, mais ce sont lesdrames humains v�ecus
par les savants de l'�epoque et leurs compagnons, ainsi que les particularit�es de
leurs psychologies qui ont passionn�e l'auteur. Il est assez peu question des r�esultats
math�ematiques de G•odel, mais plutôt de sa vie et de la vie scienti�que �a Vienne
et plus encore �a Princeton.

Le roman alterne deux types de chapitres. Les uns racontent la vie de G•odel
dont les premi�eres ann�ees constituent un riche sc�enariosur fond de mont�ee du
nazisme, et dont les suivantes sont une descente dans une forme de parano•�a {
G•odel craignait qu'on ne l'empoisonnât et pesait une trentaine de kilos lorsqu'il
mourut. Les autres chapitres sont le dialogue entre la veuvede G•odel, Ad�ele, et
une documentaliste, Anna, dont la mission est d'obtenir de laveuve r�ecalcitrante
de G•odel ses manuscrits. Le portrait d'Ad�ele s'appuie sur des documents et
t�emoignages, même s'ils sont sans doute �eto��es pour lui donner vie et envergure.
Le personnage de la documentaliste, totalement �ctif, sert�a tisser la trame du
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roman et devient �a la fois complice d'Ad�ele, t�emoin privil�egi�e de cette p�eriode
trouble, et acteur secondaire du r�ecit. Le lecteur de laGazette appr�eciera (ou
non) la description du math�ematicien fran�cais qui s�eduit la documentaliste. La
courte apparition de ce personnage non historique peine parailleurs quelque peu
�a s'int�egrer harmonieusement avec le reste du r�ecit ; comme si l'auteur s'en �etait
voulue de v�ehiculer un arch�etype de math�ematicien socialement en marge, et
aurait souhait�e cr�eer son antith�ese parfaite, charmeur, �n et distingu�e, et même
porte-parole de math�ematiques< utilitaires >, expliquant �a Anna et au lecteur le
m�ecanisme du syst�eme RSA.

Cependant l'atmosph�ere de l'�epoque, soci�etale ou scienti�que, est parti-
culi�erement bien rendue. Vienne pendant la mont�ee du nazisme, puis apr�es un
voyage �epique via la Russie et la côte Ouest des�Etats-Unis, la vie des G•odel �a
Princeton au milieu d'une petite communaut�e qui parle allemand, ce qui, durant
la seconde guerre mondiale, aux�Etats-Unis, est plutôt mal per�cu. L'auteur prend
manifestement plaisir �a donner vie aux �gures majeures de l'Institute for Advance
Studies �a cette �epoque : Albert Einstein, John von Neumann, Oskar Morgens-
tern,... et le lecteur a l'impression de faire secr�etement partie des convives de leurs
d̂�ners anim�es. La personnalit�e tourment�ee de G•odel est par ailleurs habilement
pr�esent�ee en partie �a travers la sou�rance et la rancune de sa femme, et il en
ressort une description tr�es r�eussie sur le plan humain qui pr�eserve son int�egrit�e
historique. L'auteur a d'ailleurs su rester �d�ele aux faits en s'appuyant sur de
nombreux documents et t�emoignages comme expliqu�es �a la �n de l'ouvrage.

Qu'en est-il du contenu math�ematique de ce livre ? Il est bien mince, et les
r�edacteurs de cette note de lecture ont un avis di��erent sur ce point. L'un de nous
pense qu'il �etait impossible d'int�egrer des �el�ements de logique math�ematique sans
nuire �a la spontan�eit�e du r�ecit. Mais l'autre, davantagef�eru de logique, croit qu'il
eut �et�e possible d'en dire un peu plus sur les contributionsfondamentales que
G•odel a apport�ees �a la logique math�ematique alors toutenouvelle. Même dans
les notes �a la �n du roman, il est di�cile de se faire une id�ee, tandis qu'il est
peut-être possible d'expliquer en peu de mots au lecteur nonmath�ematicien mais
raisonnablement cultiv�e les r�esultats de G•odel { la premi�ere note sur le r�esultat
de compl�etude de la th�ese de G•odel [4, 5] aurait m�erit�e d'être plus longue et plus
claire. En revanche nous sommes d'accord pour saluer une heureuse cons�equence
de l'absence de tentative d'explication des r�esultats de G•odel : cela laisse le
temps au roman d'�evoquer l'ambiance scienti�que de l'�epoque et surtout, ce livre
ne contient aucune des erreurs ou extrapolations fantaisistes des ouvrages de
vulgarisation consacr�es au th�eor�eme d'incompl�etude.

L'auteur apporte tout de même un �eclairage math�ematique sur deux points :

{ l'hypoth�ese du continu ;
{ le chi�rement RSA. Certes le th�eor�eme d'incompl�etude deG•odel utilise une

notion de codage mais elle n'a rien �a voir avec le chi�rement RSA utilis�e en cryp-
tographie, cette digression s'explique di�cilement.

La raison de ce silence logique pourrait être assez simple :les notions de logique
math�ematique, formule, preuve formelle, mod�ele, sont peu enseign�ees dans notre
SMF { Gazette { 140, avril 2014



LIVRES 115

pays. Même si la logique math�ematique est par nature assezabstraite, elle n'est
sans doute pas plus di�cile �a expliquer que d'autres domaines des math�ematiques
plus r�epandus. Saisissons l'occasion de rappeler en quelques lignes les principaux
r�esultats de G•odel :

{ Th�eor�eme de compl�etude (1929) [4, 5]. Une formule du premier ordre est
vraie dans tout mod�ele si et seulement si elle est formellement d�emontrable.
Prenons un exemple : la th�eorie des groupes est une th�eoriedu premier ordre,
qui s'�ecrit avec la composition et l'�egalit�e, et dont lesaxiomes sont l'associati-
vit�e, l'existence d'un �el�ement neutre et l'existence d'un inverse. Le th�eor�eme de
compl�etude a�rme qu'une propri�et�e �ecrite avec ce langage et vraie dans tous les
groupes sera d�emontrable �a partir des axiomes de la th�eorie des groupes. Plutôt
que la preuve de G•odel qui proc�ede par r�eduction du probl�eme �a des formules
particuli�eres, on enseigne de nos jours plutôt la d�emonstration de Leon Henkin de
1949. [9]

{ Th�eor�eme(s) d'incompl�etude (1930) [6]. On peut s'�etonner que G•odel ait
d�emontr�e un th�eor�eme de compl�etude puis un th�eor�eme d'incompl�etude, mais que
le lecteur soit rassur�e il ne s'agit ni de la même notion decompl�etude ni de la
même th�eorie. Dans une th�eorie contenant l'arithm�etique (les entiers et le principe
de r�ecurrence) il y des �enonc�es qui ne sont pas d�emontrables et dont la n�egation
n'est pas non plus d�emontrable. Un exemple de tel �enonc�e est la coh�erence de la
th�eorie en question. La coh�erence de la th�eorie peut se formuler comme le fait
qu'il n'existe pas de preuve du faux (par exemple de0 = 1) �a partir des axiomes de
l'arithm�etique. Formules et preuves pouvant être cod�ees par des entiers,il s'agit
bien d'�enonc�es de l'arithm�etique.

{ Coh�erence de l'axiome du choix et de l'hypoth�ese du continu (1938-1940)
[7]. Ce r�esultat �etablit la coh�erence de ces deux axiomesavec les autres axiomes
de la th�eorie des ensembles comme ceux de Zermelo-Fraenkel(ZF). G•odel a
montr�e comment construire �a l'int�erieur d'un mod�ele de ZFun autre mod�ele
de ZF o�u n'existent que les ensembles dont l'existence est requise pour que les
axiomes soient vrais (o�u n'existent que ceux qui sont d�e�nissables par des formules
logiques). Dans ce mod�ele interne l'hypoth�ese du continu (et même l'hypoth�ese
du continu g�en�eralis�ee) et l'axiome du choix sont vrais, ce qui montre que si ZF a
un mod�ele, ZF enrichie de ces deux principes aussi. G•odel s'est �evertu�e a trouver
un mod�ele de la th�eorie des ensembles o�u l'hypoth�ese du continu est fausse, mais
c'est Paul J. Cohen qui en a construit un avec la m�ethode dite du forcing [1] li�ee
�a la notion de topos comme expliqu�e dans [10].

{ M�etrique de G•odel (1949-1951). Cette solution non standard aux �equations
de la relativit�e g�en�erale d'Einstein (univers< tournant>) a de curieuses propri�et�es :
�equivalence de tous les points, existence de courbes temporelles ferm�ees (autorisant
des voyages dans le temps). G•odel a o�ert ce travail �a celuiqui �etait pour ainsi
dire son seul ami, Einstein, pour les 70 ans de ce dernier. [8]

Pour r�esumer nous recommandons vivement la lecture deLa d�eesse des petites
victoiresde Yannick Grannec, parce qu'elle rend �d�element compte de l'atmosph�ere
et des personnalit�es scienti�ques de l'�epoque, en particulier �a Princeton entre 1940
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et 1970. C'est de surcrô�t un tr�es bon roman en soi. En revanche, pour mieux com-
prendre les travaux de G•odel le lecteur de laGazettedevrait plutôt se tourner vers
un cours de logique de Master, et il en existe même un tr�es bon en fran�cais. [2, 3]
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