Bulletin

de la SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE

LAGRANGIAN FIBRATIONS
ON GENERALIZED
KUMMER VARIETIES

Anne Duval & Julien Roques

Tome 136
Fascicule 1

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE

Publi€ avec le concours du Centre national de la recherche scientifique
pages 67-96



Bull. Soc. math. France
136 (1), 2008, p. 67-96

FAMILLES FUCHSIENNES D’EQUATIONS AUX
(g-)DIFFERENCES ET CONFLUENCE

PAR ANNE DuvaL & JULIEN ROQUES

REsSuME. — On commence par présenter une méthode de résolution d’une famille de
systémes fuchsiens d’opérateurs de pseudo-dérivations associées a une famille & deux
paramétres d’homographies, qui unifie et généralise les cas connus des systémes dif-
férentiels, aux différences ou aux g-différences. Nous traitons ensuite dans cette famille
des problémes de confluence que ’on peut voir comme des problémes de continuité en
ces deux paramétres.

ABSTRACT (Fuchsian families of equations). — In a first part, we give a method for
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68 DUVAL (A.) & ROQUES (J.)

1. Introduction

1.1. Problématique. — L’étude locale des trois types de systémes linéaires
1) différentiel : Y'(z) = A(z)Y (z),
2) aux g-différences : Y (gz) = A(z)Y (z),
ol ¢ est un nombre complexe non nul de module différent de 1,
3) aux différences : Y(z — 1) = A(2)Y (),

ol z est une variable complexe et A(x) une matrice de fonctions, fait apparaitre
de grandes similitudes. Nous nous restreindrons dans ce qui suit a I’étude locale
de ces systémes au voisinage de 'infini qui est le seul point fixe, sur la sphére
de Riemann, de la translation z +— z — 1 et 'un des deux points fixes de
I’homographie z — qz.

Une matrice T'(z) inversible au voisinage de l'infini définit une « transfor-
mation de jauge », c’est-a-dire associe a la matrice A(x) la matrice B(z) du
systéme que vérifie X (z) = T'(z)Y (z) lorsque Y (z) vérifie le systéme de ma-
trice A(x). On a :

1) B(x) = T(x) *A(z)T(x) — T(x) 'T'(z) dans le cas différentiel,
2) B(x) = T(qz) ' A(z)T(x) dans le cas des g-différences,
3) B(x) =T(z—1)"1A(z)T(x) dans le cas des différences.

Enoncons quelques résultats sous une forme faisant ressortir le parallélisme.
1) Supposons que A(z) est la somme d’une série 3° 50 Asz~*" 1, & coefficients
dans l'anneau M,,(C) des matrices constantes de dimension n X n, convergente
dans un voisinage de infini. Le systéme différentiel de matrice A(x) est fuch-
sien. Il est en outre non résonnant si deux valeurs propres distinctes de la
matrice Ag ont une différence non entiére. Dans ce cas, il existe une (unique)

transformation de jauge tangente & ’identité donnée par une série

x)=1+ ZTSQFS

s>1
convergente au voisinage de I'infini, telle que B(x) = Agz ™"

2) Supposons que A(z) est la somme d’une série > 50 Asz°, & coeflicients
dans ’anneau M,,(C) des matrices constantes de dimension n x n, convergente
dans un voisinage de l'infini, avec Ag inversible. Le systéme aux g¢-différences
de matrice A(z) est fuchsien. Il est non résonnant si deux valeurs propres
distinctes de Ay ne sont pas congrues modulo ¢ et dans ce cas une (unique)
transformation de jauge tangente & ’identité le transforme en le systéme de
matrice constante Ag, (voir [10, p. 1033] ou le probléme est traité au voisinage
de 0; on s’y raméne par le changement de variable z <+ 1/x).

TOME 136 — 2008 — ~N° 1



FAMILLES FUCHSIENNES D’EQUATIONS 69

3) Afin d’obtenir des résultats analogues pour les sytémes aux différences,
il convient de remplacer les séries de puissances par les « séries de factorielles ».
On suppose

1
_I+;A ox+1)--(z+s)

Le domaine naturel de convergence d’une telle série est un demi-plan vertical
Rex > 0 que 'on peut considérer comme un voisinage de +0o. Comme dans
le cas différentiel, le systéme est dit non résonnant si deux valeurs propres
distinctes de Ag ne sont pas congrues modulo Z. Dans ce cas il existe une
(unique) transformation de jauge tangente a l'identité donnée par une série
de factorielles convergente T'(z) = I + > >0 Ts/x(x+1)---(z + s) telle que
B(z) = I — Ay/(z —1). Remarquons que le systéme aux différences défini
par B(z) peut s’écrire

(z-1)[Y(z) = Y(z —1)] = AgY ().

N

Dans chaque cas, résoudre le sytéme revient alors a résoudre un systéme
A coefficients constants, ce qui se fait en réduisant cette matrice sous forme
normale de Jordan puis en introduisant une famille de « caractéres » et de
« logarithmes » adaptés a chaque cas.

Par ailleurs ces trois familles de systémes sont reliées entre elles par des
propriétés de « confluence ». En effet en notant o, (resp. 7,) I'opérateur agissant
sur une fonction f par o,f(z) = f(gqx) (resp. 7nf(z) = f(z + h)), on a

oq —id d . T —id d

M- dr T T @
L’étude de ces confluences, en liaison avec la théorie de Galois, a été menée
récemment par J.Sauloy [10] pour la premiére famille et par le second au-
teur [8] pour la seconde. Ces deux auteurs montrent comment réaliser les deux
étapes (transformation de jauge pour se ramener au cas constant et détermina-
tion d’un systéme fondamental de solutions dans le cas constant) d’une fagon
suffisamment canonique pour qu’un passage a la limite soit possible. Dans le
premier cas le paramétre complexe ¢q est de module strictement plus grand que
1 et tend vers 1 le long d’une spirale logarithmique : ¢ = ¢§ ot |go| > 1 et € est
un réel positif que 'on fait tendre vers 0. Dans le second cas h est réel positif
et tend vers 0.

Un autre type de confluence a été considéré par le premier auteur dans [3] :
on part de la famille d’opérateurs définis par o4 1 f(x) = f(qz +1) et on étudie
la convergence lim,_,; 04,1 = 71 notée 7. Il s’agit cette fois d’un phénoméne de
confluence d’opérateurs associés & une famille d’homographies a deux points
fixes confluant vers une homographie & un point fixe. Rappelons le fait bien

connu que tout systéme Y (¢(z)) = A(z)Y (z) ol ¥ est une homographie de
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70 DUVAL (A.) & ROQUES (J.)

la sphére de Riemann distincte de l’identité, se raméne par changement de
variable homographique soit & un systéme aux g-différences (si ¥ a deux points
fixes) soit & un systéme aux différences (si ¢ a un point fixe). Ainsi le systéme
Y(gz +1) = Ay(z)Y (x) devient un systéme aux g¢-différences si on effectue le
changement de variable z — (¢—1)xz+1. Au niveau de 'opérateur, la confluence
précédente est seulement une spécialisation en ¢ = 1, mais cette spécialisation
n’est pas possible dans les solutions obtenues par le changement de variable
indiqué. Dans 'article cité ’étude de cette confluence est faite en remarquant
qu’il est possible d’exprimer toute série convergente a ’infini en une série de
la forme ag + Y 51 as/(;9)s ou (z39)s = Hj;é(l — ¢’z) (voir [2, p.344]).
En supposant que q est réel et tend vers 1 par valeurs supérieures, on montre
dans [3] qu’aprés une telle écriture suivie du changement de variable indiqué,
les solutions obtenues tendent vers celles du systéme aux différences limite.

Dans le présent travail, nous généralisons et unifions ces trois articles
en considérant une famille de systémes associés & la famille d’opérateurs
ogrf(x) = f(qr + h). Nous montrons qu’il est possible, sous certaines
hypothéses, de définir une solution canonique pour le systéme

Y(qz + h) = AWM (2)Y (z).

Celle-ci est obtenue en résolvant chaque systéme de la famille en les deux étapes
indiquées : par une transformation de jauge tangente & l’identité définie par
une série appropriée (séries de (g, h)-factorielles) convergente dans un domaine
convenable, on se raméne au cas d’un systéme & coefficients constants que I’on
résout & ’aide d’une famille adaptée de fonctions. De plus ces deux étapes sont
menées en controlant la dépendance en (g, h). Cette étude aboutit au résultat
énoncé dans le théoréme 1, section 1.3. On étudie ensuite les trois types de
confluence : (g, h) — (g0,0) (g0 > 1), (g, h) — (1, ho) (ho > 0) et (g, h) — (1,0).
Les conclusions obtenues sont 'objet du théoréme 2, section 1.3.

Indiquons le plan de I'article. Aprés avoir donné les définitions et notations
utiles, nous énongons les deux théorémes principaux de notre article. Un pre-
mier paragraphe étudie les séries de (g, h)-factorielles. Chacun des deux para-
graphes suivants est consacré a la preuve de I'un des théorémes.

1.2. Notations. — Dans tout ce travail ¢q est un réel supérieur ou égal a 1 dont
Iinverse est noté p et h est un réel positif ou nul.

Rappelons, pour g # 1 et A € C, la notation de Jackson

A
qg" —1
Ay = )
[ ]q q _ 1
que 'on étend au cas ¢ = 1 par [A\]; = A\. On pose
Ay = RlAlg
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FAMILLES FUCHSIENNES D’EQUATIONS 71

On note
Qz]l,—}—OO[X]O,-i—OO[, Q+=[1,—|—OO[><[0,—|—OO[, Q*:Q+\{(170)}
Pour (q,h) € QT et s € N*, nous introduisons la fraction rationnelle

_h[s]q _ 1
z(gqz + h[l]q) (gl s — 1]q)
]

[} 4 en z718la et x7101 en (sl

On écrit aussi ¢ "¢ = 1 et on abrége g1l
Remarquons que g ollg = q_%s(s_l)x_s.

Afin de faire ressortir les analogies mentionnées dans l’introduction, si
(g,h) # (1,0), il sera utile de remplacer l'opérateur o, par la pseudo-
dérivation

—1 _ d .
O — 14 op,_pn —id

Agp = = .
“h o;i(m) -z (p—1)z—ph
Cet opérateur vérifie la « formule de Leibniz »
Agn(f9) (@) = op—pnf(2)Agng(x) + 9(x)Agnf(z)
= 0p,—ph9(2)Agnf(2) + f(2)Agng(z).
L’analogue de l'opérateur « fuchsien » zd/dz est alors 'opérateur

pdh = p(.’E - h)Aq,h.

On convient naturellement que 160 = zd/dz.
Le résultat suivant est une généralisation immédiate de la proposition 1.1
de [2] .

LEMME 1. — La fraction rationnelle 2 e est un vecteur propre de p0p, pour
la valeur propre —[s|,.

Nous envisageons dans ce travail des familles de systémes aux (g, h)-diffé-
rences
(1) pOnY (2) = A (2)Y (), (q.h) € QF
ott A" (z) est une série de la forme

+o0
A@h) () = Zqu,h)w—h[S]q

s=0

avec AN ¢ M, (C). De telles séries sont appelées séries de (q, h)-factorielles
formelles a coefficients dans M, (C).

Des conditions suffisantes de convergence de ces séries sont données au para-
graphe 2 et rendront naturelles les définitions qui suivent.
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72 DUVAL (A.) & ROQUES (J.)

Pour ),z € C, la signification habituelle, lorsque (g, h) € Q, de l'expression
h h
el
l—q l—q
est prolongée & QT en convenant qu’elle signifie Re(z) > Re(\) sig=1, h >0
et |z| > |A| si h = 0. Pour A € C, on note
h h
V@b ()) = {:1: eC; ‘x— 7) > ‘)\— — }
1- 1—g¢q
Notons que la famille (V(©")())),cg+ constitue un systéme fondamental de
voisinages de oo sauf si h £ 0 et ¢ = 1 ou il s’agit de voisinages de +o0.
On suppose choisies une norme notée || . || sur M,,(C) et une norme |. | sur C”
telles que si A € M,,(C) et X € C", on a |[AX| < ||A| -|X]|. On supposera aussi
par commodité que ||I]| = 1, si I désigne la matrice identité.

La définition suivante fixe le cadre technique dans lequel nous nous placerons.

DEFINITION 1. — Soient C et A deux réels positifs et A C QF. Une fa-
mille de matrices (A(q’h)(:z:))(q,h)eA est dite fuchsienne (C,)\) sur A si, pour
tout (g, k) € A, la matrice A" (z) est une série de (g, h)-factorielles a coeffi-
cients dans M, (C)
_Ammyx)ZZE:fﬁ%mx*th
s>0
et si, pour tout s > 1,

|4LM ] < €t (AT )
Une famille de systémes (1) est dite fuchsienne (C,\) sur A si
1) pour tout (g,h) € A, la matrice I + (1 — q)qu’h) est inversible,
2) la famille de matrices (A(@")(z)), nyen est fuchsienne (C, ) sur A.

Elle est dite non résonnante si, pour toute valeur propre c de A(()q’h), g’c—[s]q

n’est valeur propre de A(()q’h) pour aucun entier s # 0.

En particulier, chaque systéme d’une telle famille fuchsienne est fuchsien
dans les sens classiques : lorsque h = 0, la définition coincide avec celle de
systéme fuchsien en co au sens habituel et lorsque ¢ = h = 1, c’est la définition
d’un systéme de premiére espéce en +oo de [6].

Notons que la condition d’inversibilité de la matrice I + (1 — q)A((]q’h) assure
que la matrice du systéme (1) écrit sous la forme Y (gz + h) = B(z)Y (z)
est inversible, en accord avec le fait que 0,4, est un automorphisme. Elle est
évidemment réalisée si ¢ = 1.

Remarquons que la condition de non-résonance ne fait pas intervenir la va-
leur de h. Lorsque ¢ = 1, c’est la condition classique : deux valeurs propres
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FAMILLES FUCHSIENNES D’EQUATIONS 73

distinctes ne différent pas d’un entier non nul. Lorsque ¢ > 1, en remarquant
que ¢°[¢lq + [s]q = [s + €], pour € € C, on voit qu’en notant les valeurs propres
de A(()q’h) sous la forme ¢ = —[—¢],, ce qui est licite vue la condition d’inversi-
bilité indiquée, la non-résonance équivaut & ce que ¢ et d ne sont pas congrus
modulo Z lorsque é # d. On retrouve bien la condition de non-résonance rap-
pelée plus haut.

Nous terminons cette section en introduisant la famille de fonctions que nous
utiliserons pour résoudre les systémes & matrice constante.

Pour tout « € C, si s € N*, on pose

s—1
(@,p)s = [[(A1—p'2) et (2:p)o = lim (;p)s.
J:O §— 00

Nous utiliserons aussi la fonction théta de Jacobi suivante dont les propriétés
de base sont rappelées en 3.1.1 :

Oy(z) =Y (—-1)"g """ Vam,
nez

Pour a € C*, on note 0, ,(z) = O,(a'z).

Nous noterons I' la fonction Gamma d’Euler.

DEFINITION 2. — Pour (¢,h) € QT et ¢ € C, on note eﬁq’h)(x) la fonction
() st sa>1h>0
@) (z) = hT(1+c—z/h)/T(1—x/h) sig=1, h>0,
O4(x)/O4 4 () sig>1, h=0,
(—z)° si (¢,h) = (1,0).
Dans le cieg)nier cas, on suppose fixée une détermination du logarithme et on

abrége e; "’ en e..

Pour tout entier £ > 0, on pose

h 1 ok
ng /(z) = H@‘fg‘]’h)@)

Soient 7 > 1 un entier et F; ; la matrice carrée élémentaire de dimension r
dont tous les éléments sont nuls sauf celui situé sur la ligne i et la colonne j
qui vaut 1. On note

r—1
N, => Eii..
i=1
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74 DUVAL (A.) & ROQUES (J.)

Pour ¢ € C et (¢, h) € QT, on définit les matrices r x r

—C

£l (a Ze“) Ni et AU = —[=dyl + (¢~ 1)

—4q

Soient r1,...,7, des entiers strictement positifs de somme n et c1,...,cn
des nombres complexes; on note

Jéqﬁh) = diag (A(q ) , Al )

C1,m17 """ CmsTm/*

Soit P une matrice constante inversible et A(q’h) PJ, (a:h) p—1,

DEFINITION 3. — Avec les notations précédentes, on définit les matrices n x n

& am () = diag (LYW (), ..., L9M) (2)) et E,um(x) = PEwm ()P

C T
JO msim

1.3. Les deux théorémes. — Une transformation de jauge de matrice F(x)
transforme le systéme ,0,Y (z) = A(x)Y (z) en le systéme de matrice

AF (z) = F(pz — ph)~! [A(z)F (z) — ponF(z)].

Il s’agit de la matrice codant le systéme obtenu & partir de ,6,Y (z) = A(x)Y (z)
par le changement de fonction inconnue X (z) = F(z)Y (x). Nous utiliserons des
transformations de jauges développables en séries de (g, h)-factorielles tangentes
a l'identité, c’est-a dire de la forme

F(q’h)(a:) =1+ Z F§q’h)x7h[s]q.

s>1
Enoncons le premier de nos deux résultats principaux.

THEOREME 1. — Soit A une partie bornée de QF. Soit une famille fuchsienne
non résonnante (C, \) sur A de systemes (1) o

A@h) (g) = Zqu,h)w—h[s]q

s>0
On suppose que, pour tout (q,h) € A, il existe P{M € G1,,(C) telle que
P(q’h)Jéq’h) — Aéq’h)P(q’h)

ou
Jh . h h
T = diag(ALR), ..., ALY )
avec ci,...,Ccn des nombres compleres vérifiant ¢; — c; & Z* et ri,...,Tm
des entiers strictement positifs tels que vy + -+ + 1, = n. Si les familles

(p(qﬁ))(q’h)eA et ((P(q’h))—l)(q’h)e,\ sont bornées, alors :
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1) Pour tout (q,h) € A, il existe une unique transformation de jauge
formelle tangente & Videntité F(®M)(z), définie par une série de (q,h)-
factorielles de terme constant I, telle que

(40" (@) = A",

2) Il existe (C',\') tels que la famille (F(@ (z)), nyea est fuchsienne (C', X').
3) Les deuzx propriétés suivantes sont satisfaites :

(a) pour toute matrice P € Gl,(C), F(q’h)(x)P%éq,m (x) est une ma-
trice fondamentale de solutions dans V(@M (X') du systeme (1) si et
seulement si PJéq’h) = qu’h)P,

(b) la matrice Xc(gr’,h)(x) = F(q’h)(x)é'A(q,h) () est, dans V(@M (X)), une
matrice fondamentale de solutions 0;6 (1), indépendante du choiz de

la matrice P conjuguant A(()q’h) a sa forme normale.

DEFINITION 4. — La famille de matrices ( c(g,’lh)(x))(q’h)e,\ définie dans le

théoréme précédent est appelée solution canonique de la famille (1).

Avant d’énoncer des propriétés de confluence pour les fonctions, décrivons
le comportement de leurs domaines de définition. Pour A > 0 fixé, la fa-
mille V(4P ()\) vérifie les propriétés suivantes de continuité en un point du
bord de O :

1) Pour g > 1 fixé, la famille V(2:2)(X) croit lorsque A | 0 et
U Vi) = {lz| > A} = VeI
h>0

Notons que cette limite est indépendante de gy > 1 et que le résultat est valable
si (g, h) — (qo,0) avec go > 1.

2) Pour hg > 0 fixé, la famille V(7o) ()) décroit lorsque ¢ | 1 et
(V@I () = {Rex > A} = VLo (y).
q>1
Cette fois encore, le résultat persiste si (¢, h) — (1, ho) avec hg > 0.

3) La famille V(&™) (\) décroit avec h/(q — 1). Chaque V(") ()\) contient le
demi-plan Rez > \. Si A’ C A, Pintersection des V(©")(\) pour (g, h) € A’ est
un voisinage de oo si et seulement si la famille (h/(q —1))(4,n)ca’ est bornée.
Lorsqu’on fait I’hypothése
(H) (g,h) — (1,0), de sorte que h/(¢—1) — ¢

ot £ € [0,+00], alors V(@M ()\) a pour limite {|z + £| > X + £} si £ est fini et
{Rez > A} si £ = +00. On note V4(A) ce domaine limite.
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76 DUVAL (A.) & ROQUES (J.)

Nous étudierons la confluence des solutions (i.e. la continuité en les parame-
tres (g, h)) dans les trois cas suivants :

C1: (g, h) tend vers (qo,0) avec gg > 1,
C2: (g, h) tend vers (1, hg) avec hy > 0,
C3: (g, h) tend vers (1,0) et ’hypothése (H) est satisfaite.

Enoncons le deuxiéme résultat principal de cet article.

THEOREME 2. — Soit une famille (1) vérifiant les hypothéses du théoreme 1
dont on reprend les notations. Soit (qo, ho) € ANOQT. On suppose que :

1) pour tout s > 0, AT o une limite A, lorsque (¢,h) € A tend vers
(go, ho) de telle sorte que l'on soit dans l'une des situations C1, C2, C3
et, dans ce dernier cas, on suppose £ € RT* ;

2) il existe des matrices de conjugaison POM) telles que, quand (q,h)
tend vers (qo, ho), P@h) converge vers une matrice conjuguant Aéqo’h‘))
\ J(QO,hO)
aJy .

Alors :
1) la série de (qo, ho)-factorielles
Alz) =) Ao [¥lgo
s>0
converge dans V(2:h0)()\) dans les cas C1 et C2, dans Vy(\) dans le
cas C3;

2) si le systéme auzx (qo, ho)-différences défini par A(zx) est fuchsien et non

résonnant, alors

Cl: en posant hy, = (1 — po)pg, la suite (Xc(gﬁ’h")(x))nzo converge vers
X800 (x), uniformément sur tout compact de {|x| > N }\(c+hoN*) ;

C2: la famille Xc(gﬁh)(:v) tend wvers Xc(alﬁho)(z), uniformément sur tout
compact de {Rex > X'} \ (¢ + hoN*);

C3 : la famille Xc(gﬁh)(x) tend vers Xa) (), uniformément sur tout com-
pact de Vp(X') \ RT.

Notons que dans le cas C1, la famille des caractéres n’admet pas de limite
lorsque h tend vers 0. En revanche, le théoréme 4, section 4.1 assure que cette
famille est normale et donne I’ensemble de ses valeurs d’adhérence.

2. Quelques propriétés des séries de (g, h)-factorielles

Nous donnons ici quelques propriétés des séries de (g, h)-factorielles, i.e. des

séries de la forme 35 Az hg,
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2.1. Conditions suffisantes de convergence. — On a déja remarqué que zollg —
q_%s(s_l)a:_s. Les séries de (g, 0)-factorielles sont donc les séries de puissances
en £~ !. Lorsqu’il n’est pas vide, leur domaine de convergence absolue est de la
forme V(@9 (\) pour un réel positif \.

Les séries de (1, 1)-factorielles sont les séries de factorielles. Leur domaine
de convergence absolue, s'il est non vide, est de la forme V(1 ()\) pour un réel
positif A (voir [6] par exemple).

Enfin, les séries de (g, 1)-factorielles sont étudiées dans [2, p. 351] ot elles sont
appelées « séries de factorielles mixtes ». Toujours sous réserve de converger en
au moins un point, elles convergent absolument dans un domaine V(%1 ()) pour
un réel positif .

Pour tout entier s > 1 et tout h > 0 :

ohllg _ hfs(%y[slq.

Lorsque h # 0, le changement de variable z — z/h transforme donc une série de
(g, h)-factorielles en une série de (g, 1)-factorielles. On en déduit qu’une série
de (g, h)-factorielles qui converge en un point, converge absolument dans un
domaine V(4" ()) pour un réel positif \.

Par ailleurs, il résulte de [6] pour les séries de factorielles et de [2, prop. 2.§]

pour les séries de (g, 1)-factorielles que l'on peut énoncer le résultat général
suivant.

PROPOSITION 1. — Soit (A(q’h)(x))(q’h)eA une famille fuchsienne (C,\) sur
A C Q. Pour tout (q,h) € A la série de (q, h)-factorielles AP (z) converge
absolument dans V(@M (\) et sa somme est une fonction holomorphe.

Une fonction a & valeurs complexes, définie et holomorphe sur V(¢7)()), est
dite développable en série de (g, h)-factorielles s’il existe une suite de nombres
complexes (as)s>0 et un réel X > 0 tels que, pour tout z € V@h) (),

+oo
a(z) = Z asz hla,
s=0

Lorsqu’il existe, un tel développement est unique. L’ensemble des fonctions
développables en séries de (g, h)-factorielles est noté O;q’h).

Notons qu’il s’agit d’un anneau commutatif unitaire et intégre pour l’ad-
dition et la multiplication usuelles des fonctions. De plus, ’application qui a
a € (’)}q’h) associe a(r) € C[[z~!]], le développement de a en I'infini considéré
comme une série formelle en la variable !, est un monomorphisme d’anneaux
mais pas un épimorphisme.
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L’exemple de base est la fonction 1/(x — A) (A € C) qui admet le dévelop-
pement en série de (g, h)-factorielles convergente dans V(@) ()\) :

- s=1

Remarquons que si A est réel positif cette série est a coeflicients réels positifs,
ce qui permet de 'utiliser comme série majorante.

(2)

2.2. Formule de translation. — La combinatoire des séries de factorielles (for-
melles) est rendue possible par I’existence d’une « formule de translation » per-
mettant d’exprimer une série en z~1*/ comme série en (z + p)~[*l. Un résul-
tat analogue (formule d’homothétie) existe pour les séries de (g, 1)-factorielles
(voir [2, p.352]) et le changement de variable z — z/h permet de lobtenir
pour les séries de (g, h)-factorielles avec h > 0. On prouve en effet que, si

Az) = Ao+ D s>1 Asl‘_h[s]q, alors

A(px — ph) = A0+Zq( s—l'kz:lhS k _1) —nlslg

s>1

oul0]l=1et[j]!=4lsig=1, [j]!= izl[k]q si j > 1 (notation de Jackson).
Si h = 0, cette formule se vérifie sans recourir & une formule de translation.

2.3. Produit. — Lorsque h # 0, la formule de multiplication donnée ci-dessous
permet d’exprimer le produit de deux séries de (g, h)-factorielles formelles
comme une série de méme nature. Ces formules figurent dans [6] dans le cas
(1,1), dans [2, prop. 2.9] dans le cas (g,1) et la formule ci-dessous en résulte.

Soient A(z) = S.5% Az “hlflg e B(z) = 315 B,z ha deux séries for-
melles de (g, h)-factorielles. Leur produit est la série formelle

(AB)(z) = Zcx nllq

avec Cy = AgBy et, pour s > 1,
Cy, = AgBs; + A;By + Z hquﬂjci,j,kAiBj,
(i,3,k)€Js
ouJs ={(i,4,k); 4, >1, k>0, i+j+k=s}et
[f+k—-11[F+k—1]!
Cij,k = - ; .
[i — 1[5 — 1] [&]!

Notons que ¢; j 0 = 1 pour tout %, j et que cette formule se simplifie en I’habi-
tuelle lorsque h = 0.
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Lorsque les séries A(x) et B(z) convergent, leur produit converge au moins
dans le plus petit de leurs domaines de convergence.

2.4. Inverse. — Pour les séries de (g, h)-factorielles a coefficients dans C, nous
ferons usage du résultat suivant (voir [2]).

PROPOSITION 2. — Soient \, u des réels positifs et a(z) = 1— 3 1% asz 0l
une série de (q, h)-factorielles dont les coefficients sont des nombres complexes
vérifiant

Jas] < pg*t (AR Ha) T

Alors b= 1/a est une série de (g, h)-factorielles de la forme

+o0o
b(z) =1+ stx_h[s]q avec  |bs| < pg* (A +M)_h[s_1]q)_1

3. Preuve du théoréme 1

Comme indiqué plus haut, pour résoudre un systéme aux (g, h)-différences
fuchsien, on se raméne au cas constant par une transformation de jauge conve-
nable. On étudie d’abord un systéme de matrice constante (en x) non réson-
nante, puis on montre ’existence d’une unique transformation de jauge rame-
nant & ce cas. En vue de ’étude ultérieure de la confluence, cette deuxiéme
étape est réalisée en famille (famille fuchsienne).

3.1. Cas d’une matrice constante. — Résoudre un systéme & matrice constante,
revient & résoudre les deux familles d’équations suivantes :

— « équation des caractéres » :
(3) pOry(z) = =[] y(z),

— « équation des logarithmes » :

k )J ln
@ (@) = —[-d 5 @ +Z 0 @)

qck c,k—j

J=1
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3.1.1. Caractéres et logarithme. — Les fonctions egq’h)(x) définies dans l'in-

troduction sont méromorphes sur C lorsque (g, h) # (1,0). Rappelons quelques
propriétés fondamentales des fonctions spéciales utilisées pour les construire
(& savoir : la fonction I', le symbole de Pochamer et la fonction ©,). La fonc-
tion T' est méromorphe sur C, sans zéros, a poles simples aux entiers néga-
tifs et vérifie I'(x + 1) = zT'(z). La fonction (z;p). est entiére, s’annule aux
points ¢\ et vérifie (7;p)0e = (1 — 2)(p¥;p)oo. La fonction ©,(x) est holo-
morphe sur C* et vérifie O4(gx) = gzO4(x). Rappelons aussi la formule du
triple produit de Jacobi

Oq(z) = (15 D)oo (5 P)oc (P2 P) oo

qui montre que Gq(x) a pour ensemble de zéros qZ. Ces propriétés permettent
d’établir la proposition qui suit.

PROPOSITION 3. — Pour (q,h) € QT et c € C, la fonction el ’h)(at) est solu-
tion de l’équation des caractéres (3). Si ¢ = —s est un entier négatif, on a

e(,q;h) (x) = (—1)Sq_sx_h[s]q.

SiceN, egq’h)(a:) est un polynéome de degré c. Enfin, si ¢ € N et si (q,h) #
(1,0), les poles de eg ’h)(:v) sont simples et situés aux points

(i) hlc+N*]; ={hlc+n]g; neN*} sig>1eth>0,
(ii) c+Z sig>1eth=0,
(iii) h(c+N*) sig=1 et h > 0.

Remarquons que ce choix de caractéres se spécialise en celui de [3] lorsque
h = 1, celui de [8] lorsque ¢ = 1 et celui de [10] lorsque h = 0, en remar-
quant dans ce dernier cas que la valeur propre est ici notée ¢°. De plus, &
constante prés, lorsque ¢ # 1 et h # 0, cette solution de (3) coincide avec la
solution canonique utilisée dans [10] pour résoudre 1’équation aux g-différences
en ¢ (réguliére en 0) obtenue a partir de (3) aprés le changement de variable
t=14(¢g—1)z/h.

Ces fonctions permettent, comme on le verra plus bas, de résoudre les sys-
témes & matrice constante semi-simple. Pour traiter le cas général on s’appuie
sur le résultat suivant qui s’obtient par dérivations successives par rapport &
¢ de (3), en convenant que, si ¢ = 1, (Ing/(g—1))g~° = 1 et, pour j > 2,
(In? q/(q — 1))g~¢ = 0.

PROPOSITION 4. — Pour tout c € C et tout entier k > 1, les fonctions Kiq,’ch) (z)
vérifient la famille d’équations (4).

TOME 136 — 2008 — ~N° 1



FAMILLES FUCHSIENNES D’EQUATIONS 81

Si g = 1, la formule se réduit a la relation
10l (@) = et (@) + €03, ()

et la famille de solutions choisie est celle utilisée dans [8]. La spécialisation
h = 1 correspond 4 1'une des deux familles utilisées dans [3] (celle notée Ly). La
spécialisation h = 0, ¢ > 1 donne une famille différente de celle utilisée dans [10]
et dont le lien avec cette autre famille « naturelle » est étudié dans [4]. Enfin la
spécialisation (g, h) = (1,0) correspond a la famille habituelle des logarithmes
puisque

In"(—z)

1,0 ¢

toi (@) = == (=)

3.1.2. Solution canonique (cas constant). — Rappelons la convention

(Ing/(g—1))g~¢ =1si g =1. Avec les notations de 'introduction, posons

q—C
5 N, =
(5) -

J

(¢ N = 1I,.).

En remarquant que ¢~ — I, = 3777 H(=1)? lnj 2N, on déduit des formules (3)
et (4) la proposition suivante dont la preuve est lalssee au lecteur.

PROPOSITION 5. — Pour tout r > 1, la matrice r X r :
h A A A
(8 (@) 657 (@) 65" () - 687 (=)
h h h
£ (g) = 0 €5V (@) €5 (@) o ()
0 0 z(q’h)( )

est un systéme fondamental de solutions du systéme de dimension r :
pOnY (z) = AZMY (z).
Reprenons les notations de la définition 3.

) , h )
LEMME 2. — Toute matrice constante qui commute avec J(()q’ ) commute aussi
avec £ Jam (z).

Démonstration. — Commengons par montrer que les matrices constantes qui
commutent avec J; (@h) sont exactement celles qui commutent avec la forme
de Jordan habituelle qui correspond & des blocs de la forme —[—c|,I,. + N,
Si g = 1, les deux formes normales coincident et il n’y a rien & prouver.

Si ¢ > 1, partageons une matrice P qui commute avec Jéq’h) en P =
(Pjk)1<jk<m OU Pjj est une matrice r; x ry. Elle commute avec Jéq’h) si
et seulement si Pj, = 0 lorsque [—c¢;|q # [—cklq €t Nrj Pj, = ijﬁ” lorsque
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[—¢jlg = [—cklq, d’00 aussi N Pk = PJkN +.» bour tout entier i > 1. Dans
ce cas, si ¢ est tel que ¢° = ¢% = ¢°, on déduit de (5 ) que
o
1 c IR (q — 1)1 v TP
I TLCRURD R vD D
et donc aussi
-1 1 -1
N, P, = 72&]\%]3“ - FZ%PJ’“N = P;iN,,.
1531 7551
La matrice E;](()q,h) (z) est diagonale par blocs correspondants a ceux de Jéq’h),

le j-iéme bloc étant

rij—1
A
Eg‘jﬁj)( ) = e(q " (2)I,, + Z E(q )(z
Elle commute avec P si et seulement si on a Cg(fjn( VPir = P; kcﬁi’,ﬁ)k (z)
pour tout k,j. Lorsque [—c;l, # [—cklq, cette relation est claire puisque
Pj, =0. Lorsque [—c;]lq = [—cklq, elle se déduit aisément des relations
N,,Pjx = P; N, O

Soit A(()q’h) la matrice du systéme (1). Puisqu’elle est inversible, on peut sup-
poser que ses valeurs propres sont écrites sous la forme —[—c1]g, ..., —[—¢nlq
(répétées s’il y a plusieurs blocs de Jordan pour une méme valeur propre)
et qu’elles vérifient la condition de non résonnance qui s’écrit mainte-
nant ¢; —c¢; € Z*. La relation (6) permet de prendre Jéq’h) pour forme
normale de A((Jq’h), c’est-a-dire de supposer qu’il existe une matrice P € Gl,,(C)
telle que qu’h) = PJ((,q’h)P_l. La matrice

PgJéq,h) (z)P~!
est clairement un systéme fondamental de solutions du systéme défini par A((Jq’h).
Voyons ce qu’il en est de la dépendance de ce systéme fondamental par rapport
4 la matrice de passage P.

LEMME 3. — Si Py et Py sont deux matrices conjuguant Aéq’h) a Jéq’h), alors

P&y (@) Py = Pofyam () Py !

Démonstration. — L’hypothése implique que P; 1P, commute avec Jéq’h)
et donc, d’aprés le lemme 2,

P;1P25J<q,h> () = &am (z)P; ' Py
ou encore Plé'J(q w () Pyt = PQEJ(q w(x) Pyt O
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Cela montre que 8A<q,h>(x) est effectivement indépendante des matrices
0

conjuguantes choisies et justifie la définition 3 : dans le cas d’un systéme de
matrice constante, on appelle solution canonique la matrice &, ,n (z).
0

3.2. Transformation de jauge. — Nous allons maintenant établir l’existence
d’une (unique) famille de transformations de jauge tangentes & l'identité
ramenant la famille de systémes (1) & une famille de systémes & coefficients
constants, ce dernier cas ayant été traité dans la section précédente. Cela se
réalise en plusieurs étapes et le théoréme qui suit est un outil essentiel.

THEOREME 3. — Soit A une partie bornée de Q. Considérons une famille (1)
fuchsienne non résonnante (C, A) sur A. On note Céq’h) Uinverse de la matrice
I+(1- q)A(()q’h) et on suppose qu’il existe o > 0 tel que ||C’(()q’h)|| < a, pour
tout (q,h) € A. La non résonance implique que, pour tout s > 1, lopérateur
défini sur M, (C) par

U (A™ + [s],1)U — o UAS"
)

est inversible. On note qu’h son inverse et on suppose qu’il existe M > 0
tel que pour tout s > 1 et tout (q,h) € A, lopérateur Eg‘”h) soit de norme
inférieure ou égale o M.

Alors, pour chaque (g,h) € A, il existe une unique transformation de jauge
F(@h) (z) développable en série de (q,h)-factorielles, tangente & lidentité, qui
transforme le systéme précédent en celui de matrice constante A(()q’h) ; autrement
dit

(A(q,h))F(q’h) — Ag]vh).
De plus, il existe C' > 0 et X' > 0 tels que la famille (F%M) ()4 nyen est de
type (C', \').

Le cas h = 0 et ¢ = 1 est le classique théoréme concernant les systémes
différentiels fuchsiens. Les trois spécialisations h = 1 ou ¢ = 1 (et h > 0)
ou h = 0 (et ¢ > 1) donnent les résultats établis dans [3], [8] ou [10] et la
preuve qui suit reprend la méme démarche.

3.2.1. Un résultat préliminaire. — La preuve du théoréme 1 repose sur la pro-
position suivante qui établit 'existence d’un vecteur solution du systéme (1)
lorsqu’on en fixe convenablement la valeur & Iinfini.

PROPOSITION 6. — Soit une famille (1) fuchsienne (C,\) sur A. On suppose
que, pour tout s > 1, —[s|, n’est pas valeur propre de la matrice qu’h). Soit Uy
un vecteur non nul de C™. Pour tout (q,h) € A, le systéme (1) a une solution
qui est une série (formelle) de (g, h)-factorielles de terme constant Uy si et

)

seulement si Uy appartient au noyau de A(()q’h . Une telle solution est alors
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unique. De plus, si b = sup,1 (qnyea I([s],I + A(()q’h))’lﬂ est fini, la famille
formée par ces solutions est de type (Cb|Uy|, Cb+ ).

Démonstration. — Notons A@") (z) = S2H% AL 27 hl5lg et cherchons Y (@h) (z)
sous la forme
+oo
y (a:h) (z) = Uy + ZYS(q,h)x*h[S]q'
s=1

Partie formelle. — D’aprés la formule du produit, on a

A@P) (z)y (@h) (z) = Zc(mh)m nls

avec C(()q’h) = A(q’h)Uo et, pour s > 1

ng,h A(q’h)Y(qh +Aqh)U0+ Z hk k+zgc A(‘Lh)y(q,h)

(27.71/9)6']3
D’autre part, puisque
+oo
pORY @) (z) = 37 —[s] v (om g alle,
s=1

Y (@") est solution de (1) si et seulement si ses coefficients vérifient Aéq’h) Uy=0
et

_[s]qu(q,h - A(()q,h)ys(q, A(q,h)UO+ Z hkq k+zgc A(q,h)y(q h)
(i,5,k)E€Js

ou encore A(()q’h) Up=0et
—([S]qI-i-A(()q’h))Y;(q’h) _ qu,h)UO_,_ Z hkq““ci,j,kqu’h)Yj(q’h).
(i,4,k)€Js

(g,h)

Il est donc nécessaire que Uy soit dans ker A;”"’. Comme, par hypothése, la

matrice [s]q] + A(()q’h) est inversible, le systéme se résout de proche en proche :
Y;(q,h) _ —([S]ql + A(()q’h ) [A(q h)UO + Z hk k+l]c A(Q; Y(Q;h)]
('ijvk)EJs

Ceci termine I'aspect formel de la proposition.

Partie convergente. — Etablissons maintenant, sous ’hypothése indiquée,
la convergence de cette solution. Notons

alet) = AW | uy =Ty, @M = |V M| pour tout s > 1.
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On déduit de I’équation récurrente ci-dessus et de la définition de b, pour s > 1,
les majorations

yloh < b[ag%h>u0+ 3 hqu+ijci,j7ka§q’h)yj(.q’h)].
(i,5,k)€Js
Introduisons la suite définie récursivement par
ziq’h) _ bagq’h)uo ot qu,h) _ b[agq,h)u() i Z qkﬂjhkci,j,kagq’h)zj(q’h)}a
(,4,k)€Js

§Qah) < quah)

de sorte que y , pour tout s > 1. Notons

+oo +oo
24 (z) =3 Z@mgThlle e glah) gy = 3 alem g nllg,
s=1

s=1
La relation
201 (2) = b(uga'®™ (z) + a @M (2) 2P (z)).

est une conséquence immédiate de la récurrence définissant z(%")(z). On en
déduit

buga M () 1
(g;h) _ 0 - _ _
0@ = Ty~ (- T ag)

et il ne reste qu’a appliquer la proposition 2 pour obtenir

21 < Chuog® 1 (N + Cb)_h[s_l]Q)_l. O

Lorsque A(()q’h) = 0, le systéme est « régulier ». En appliquant le résultat
précédent a chacun des vecteurs de la base canonique (g1,...,&,) de C", on
obtient dans ce cas un systéme fondamental de solutions tangent & I'identité :

COROLLAIRE 1. — Soit
2O0nY (z) = AWy ()

une famille de systémes régquliers, de type (C, ) sur A. Ces équations admettent
chacune un systéme fondamental de solutions, tangent & lidentité, formé de
séries de (q, h)-factorielles. La famille ainsi définie est de type (C',C' + \) avec
Cl = C’maxlgign |€1|
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3.2.2. Preuve du théoreme 5. — Notons F(@h) (z) = I+ 1% FLM zmnllg 1y
transformation de jauge cherchée. La condition qu’elle doit vérifier s’écrit

(M AWP@FO (@) 0, F N (@) = FON (pr — ph) AT
ou encore

— Dz —ph (4 h
5, F(a:h) I (p AW | _{ A@h) (o F@h) () — F@h) () 4@ ]
PO F 0 (@) [1 4 SR AR | = [ @) FON) z) (z)45""]

D’autre part, si a € C est tel que b =1+ (1 — ¢)a # 0, la formule (2) permet
d’écrire, en posant d =a/b et p = (1+a)h/b= (1+ qd)h ,
(p— 1)z — ph }*1_ z—h 1 qah }

[1+ p(z —h) B

_bw—(l—{—a)h_b{ +bm—(1—|—a)h

1 qdh } 1 s—1(, —pls=1lgy—1_—pls]
—b[l—i-u —E[l—i-qthq (1 ) ‘1}

- s>1
<[ Tty
s>1
Cette derniére égalité s’obtient en remarquant que, puisque g = (1 + gd)h, on
a dh(u ")) = pe(dlele) !
Dans ces expressions, qui sont des polyndmes en d, on peut remplacer le
nombre complexe d par la matrice

D(q h) C(qh A(‘l;h)

et donc a par qu’h) et 1/b par Céq’ ). On obtient le développement
(P =1z —ph ()] ™" _ K= o) ]
I+ AP =3 clamg
[ p(x — h) 0 g

avec, pour s > 1,

C(Q,h) Be sc(%h) H kD(q’h)—}—[k’] I)
k=0

L’équation (7) peut se mettre sous la forme
— 1)z —ph -1
pORF ) () = [A00) () P () (@) — Pt () AN ] - [1+ (b= Dz —ph Afh]
p(z —h)
et s’interpréter comme un systéme aux (g, h)-différences de dimension n? auquel
on peut appliquer la proposition 6. En effet :

+o0
PO @ (2) = 37 LW (O (@))an e
s=0

TOME 136 — 2008 — N° 1



FAMILLES FUCHSIENNES D’EQUATIONS 87

ol qu’h) est opérateur linéaire agissant sur M, (C) par
h h h h
L) = [APPY - U AP
et, pour s > 1,
LM (U) = ALyl + (ASMU - oAl ol

+ Z REghtidc, i kA(q,h)UC(q,h)
1,7, P j .
(i,9,k)€Js

L’opérateur linéaire L(()q’h) admet 0 pour valeur propre et I est un vecteur
propre associé. Pour tout s > 1, —[s], n’est pas valeur propre de L((]q’h) : cela
résulte de I’hypothése de non résonance puisque I’égalité L(()q’h)(U) = —[s],U
équivaut a

h h ,h s h

ASPU —UAFY = ~[s],U(I+ (1 - 9)AFY) = ~[s],U + (¢° — HUAFY
et donc aussi &
(AS"M 4+ [s], 1)U — ¢*UAFM = 0.
De plus I’hypothése faite permet de majorer uniformément sur A la norme de
Popérateur (L(()q’h) +[s]4Id) ™! qui s’exprime en fonction de I'opérateur LM et
de la matrice I+ (1— q)A(()q’h) dont la norme est bornée par hypothése. Ensuite,
puisque | D™ || < Ca, on déduit de la formule donnant C{*™ la majoration
s—1
||C§¢I,h)“ < ah®q* H (cha + [k‘]q) _ ahsqs((ca)—[S]q)—l.
k=0

D’ou ’estimation suivante pour la norme de qu’h) :

ILEM]| < Cag ™ (A4 )7 + 20ah®q? ((Ca) 1)

+O Y I e (AT ) () T
(4,4,k)€Js

-1

En utilisant la formule du produit, le développement (2) et la formule écrite
plus haut avec p = (1+¢Ca)h, on voit que la série >~ < ||qu’h) ||x_h[s]q admet
pour série majorante la série qui constitue le développement en série de (g, h)-
factorielles de la fonction

Ca(z n %) (1 + qcah).

x — T—p

Il s’ensuit que la famille L™ est fuchsienne (C"; A" avec
N’ =max (A, (1+ BCa)B)

si B est un majorant de A. Nous sommes donc en mesure d’appliquer la pro-
position 6 et cela termine la démonstration du théoréme 3.
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3.3. Fin de la preuve du théoréme 1. — La preuve du théoréme 1 se fait mainte-
nant de la maniére suivante. On a déja remarqué que la condition ¢; — ¢; € Z
assure la non résonance. Un calcul facile montre ensuite que la matrice C’éq’h)
est conjuguée & la matrice diag(q* 1+ ..., ¢¢mIrmTNrm ) et la premiére hy-
pothése du théoréme 3 est satisfaite dés qu’il existe une famille bornée de conju-
gaisons. L’opérateur qu’“ est l'inverse d’un opérateur qui s’écrit (toujours a
conjugaison prés) U +— diag(Bi,...,By) ou B; = ¢ %[s],U + ﬁrjU — qu]vrj
et la deuxiéme hypothése découle du fait que [s], et ¢° tendent vers l'infini
avec s. Les autres affirmations du théoréme sont conséquences des résultats du
paragraphe précédent et de la remarque suivante. Si F(2:?) (x)Pé'Jéq,h) (z) est

solution de (1), alors

Alan) F@P g

Fla:h) P
et, puisque A®") @ _ A(()q’h), cela implique A(()q’h) = Jéq’h), ce qui équi-

vaut a PJ{M = AleMp,

4. Preuve du théoréme 2

Il s’agit ici d’étudier la continuité en (g, h) de la solution canonique obtenue
au théoréme 1 lorsqu’on suppose que la matrice A(‘l’h)(m) est continue (en un
sens & préciser) en un point (qgo, ho). Nous traitons ce probléme lorsque (qo, ho)
est un point de la frontiére de O, c’est-a-dire lorsque gy = 1 ou hg = 0. Dans
ce cas il est habituel de parler plutot de confluence.

La forme de la solution canonique indique qu’on peut ici aussi séparer le
probléme en deux parties que nous aborderons successivement : la confluence de
la transformation de jauge d’une part et celle de la partie « log-car » provenant
de la matrice constante d’autre part.

4.1. Confluence de la partie log-car. — La famille des « mondmes » (:c_h[s]q ),
qui sont les caractéres correspondant & c entier négatif, est continue sur Q7.
C’est également le cas de la famille de polynémes (egq’h)(x)) ot ¢ € N. Par
contre, lorsque ¢ n’est pas entier, nous verrons que la famille des caractéres
choisis et des logarithmes associés n’a pas de limite en certains points du bord
de Q@T. On rencontrera cette situation dans le cas C1; en revanche, on énon-
cera une propriété de « normalité » et on déterminera l’ensemble des valeurs
d’adhérence. L’absence de limite n’est pas un phénoméne surprenant car la dé-
finition de eﬁq’h) (z) pour ¢ > 1, h > 0 provient du cas h = 0 par 'utilisation
du changement de variable homographique ¢ = (¢ — 1)z/h + 1. Ce changement
de variable n’a pas de limite (qui soit un changement de variable) en un point
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du bord de Q% autre que (1,0). Lorsque (go, ko) = (1,0), il faut supposer que
(g —1)/h a une limite si ’on veut que le changement de variable en ait une.

Signalons un autre probléme. L’équation o,y(z) = ¢°y(z) admet aussi la
solution, indépendante de g, mais ramifiée : z°. La fonction g-périodique qui
relie les deux caractéres s’exprime a aide de la fonction K (z,t) introduite par
De Sole et Kac dans [1]. Cette remarque est ’'objet du lemme ci-dessous. Nous
reprenons les notations suivantes de [1]. Pour a,t € C, on note
(=a;p)0
(1+4a) = 22

P (—p'asp)ss
Sit € C et si on a choisi une détermination du logarithme de = # 0, on pose
N
K(z,t) = xt(l + 7) (1+pz), "
T/ p
Cette fonction vérifie les propriétés suivantes :

1) K(z,t+1) = p'K(x,t);

2) K(qx,t) = K(z,t) sil’on suppose arg(qx) = arg x ; autrement dit, comme

fonction de z, K(x,t) est une ¢ -constante;

3) K(z,t) = K(1/x,1 — t) si 'on impose argl/xz = —argz de sorte que

(1/2) = =t

4) sin € Z, K(z,n) = p2*("=1) et est donc indépendant de .

LEMME 4. — Pourq > 1, on a

(@9 (z) = (—:c)cK( . éc) — (—2)°K(-z,1 - ¢).

Démonstration. — Par définition, egq’o)(m) = 0,4(2)/O4,4c(z) et en utilisant la
formule du triple produit :

e85 = (%3 9) oo (/T3 ) oo
‘ (P25 P) oo (P' /73 P) oo

=(1- x);(l - g);c = (—x)cK( - %,c) =(—z)°K(-z,1—-¢). O

Avec cette notation, pour ¢ > 1 et h > 0 on a, en posant z = (1 —p)x/h+p,
h c
el (z) = (=) (1= 2);.

1-p
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4.1.1. Confluence des caractéres. — On s’intéresse dans ce paragraphe au pro-
bléme suivant. Soit (qg,ho) un point du bord de Q7. La fonction egq’h)(ac)

tend-elle vers la fonction egqo’h‘))(a:) lorsque (g, h) tend vers (go, ho) ?

Constatons tout d’abord que la réponse est négative lorsque gg > 1 et hg = 0.
Reprenons les notations précédentes et définissons, pour p = 1/q fixé, le réel &

par la condition h = (1 — p)p®, de sorte que h — 0 si et seulement si & — +oo.
On a
el (@) = p(1—p~Sz —p)y = P (1= p~ (@ = p'*));
ce K(=p*/(z —p'*),0)
(1—pstt/(z —p't9)),°
__K(=p/(z —p'*), ) (—(@—-p
(1 —pstt/(z = p'*4))p
K (—p'*}/(z - p'*9), ) (= (
= —\T —
(1= P /(z — p176)); ° g
en désignant par {} € [0,1[ la partie fractionnaire de £. En utilisant le fait
que p¢ — 0 quand £ — +o0, on voit que le dénominateur tend vers 1 et que le
facteur (—(z — p'*%)) tend vers le caractére (—z)°. Une condition nécessaire
a Dexistence d’une limite est alors que £ — 400 de sorte que {£} ait une
limite. Or, méme dans ce cas le facteur K (—p~{¢}/z,c) est g-constant mais
non constant. Il n’aurait donc pas été plus intéressant de faire un autre choix
de caractéres pour les opérateurs aux g-différences.

(—p Sz —p't))°

1+§))C

1+§))C

En utilisant le lemme 4, il vient

—p & (g — plté))—c
(@h) (z) = (=p p — (z — p*tE)) el ( & (g L))
IN T — T—p eV (p T—p
(1 —=p*t/(z —p'+e))p
et donc
{€}c
(8) eloh (z) = P e(3:0) (p_{ﬁ}(;c — p1+§)).

(1 —psH/(z —p'+e))pc °
Cette expression montre qu’il n’y a pas de limite si £ — 400 mais que,
si £ =& +n avec & fixé dans [0,1] (ou si, plus généralement, (&,)n>1 est
une suite telle que {&,} tend vers {y} lorsque n tend vers l'infini) il y a une
limite quand n — 400 qui vaut
(g,0)
e x
pg‘)cegq’o) (p_&’w) _ pEoc E;gt))( )
€-g (z)
Le méme calcul montre aussi ’absence de limite dans le cas C3 sous I’hypo-

thése (H) avec £ = 0.

TOME 136 — 2008 — N° 1



FAMILLES FUCHSIENNES D’EQUATIONS 91

Ces propriétés « négatives » donnent de 'intérét au résultat de normalité qui
figure dans le théoréme suivant. Nous commencgons par énoncer un lemme dont
la preuve se trouve dans [10], p. 1045.

LEMME 5. — Soient p un réel tel que 0 <p<1,a€C,be C\p~N. On pose
d=|a—0b| et n =infsen |1 — p*b|. Alors, pour tout s € N,

gl <o (512,)

(b;p)s
Cl: La famille (egqo’h)(x))0<h§6 est normale sur C \ gSRT pour tout
e>0. 8i & € [0,1] la suite (e")y50 0i hn = (1 — po)p§™"

(po = 1/q0) tend vers

THEOREME 4. —

e . (%ﬁ)(z)
2409 (@) = pff g = G
90,P5P; —¢ (z)

uniformément sur tout compact de C \ g§R*. Réciproquement si la

suite (eﬁq"*h")( ))n>0 converge lorsque h, — 0, il existe £ € [0,1]

tel que sa limite soit e£q°’5)( ).

C2 : Pour tout c € C, la famille (eé"””)(q neg converge uniformémement

sur tout compact de C\ (¢ + hoN*) vers eltho),

C3: On suppose £ # 0. Pour tout ¢ € C, la famille (egq’h))(%h)eg*
converge uniformémement sur tout compact de C\R™ wvers e,.

Démonstration
C1. — Rappelons ’égalité

K(-pt" /(@ —py"®),0)
(1=p§™ /(& =0y )’
ot le réel & est défini par h = (1 — po)pg. Soit K un compact de C\ g§R™.
Puisque ¢ — +o00 lorsque h — 0, il existe A; > 0 tel que, pour tout £ > A; et
pour tout z € K, |p£+1/( 1+5)| < 1. On en déduit qu'il existe M; > 0 tel
que pour tout £ > A; et pour tout z € K 1/1(1 - €+1/( p(1]+5)) | < M.
D’autre part, puisque K est un compact de C\ ¢g§R* et que po tend vers 0
avec h, il existe Ao > 0 et § € ]0,7[ tels que pour tout £ > Az et pour
tout z € K, |arg(p £}/( +£)q )| > 6. Ainsi, puisque py < p{g} <1,il
existe un compact K’ de C\q8R+ contenant pos} /(z p0+§) pour tout £ > Ag
et pour tout x € K. Il existe donc My > 0 tel que pour tout £ > A, et
tout z € K, |K(—pé§}/(a: —py ™), ¢)| < M. On en déduit que la famille des

elto (z) = (—(@=p)°
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fonctions eﬁ‘“’h), h > 0 petit, est uniformément bornée sur K. Cela prouve la

normalité.

Les deux autres assertions sont des conséquences immeédiates de la for-
mule (8). Pour la réciproque, il suffit d’utiliser le fait que la suite des {&,}
admet toujours au moins une valeur d’adhérence.

C2. — Le cas h = hg = 1 est traité dans [3]. On emploie la méme méthode.

On fait le changement de variable = h[u], qui permet d’écrire el 3 Taide

de la fonction I'y, de Jackson définie par

Lo(t) = ((;:;))Zt)_l = —p)l—tm.

En effet, en remarquant que

u

+p=pp " -1 +p=p"

x q
z=(1-p); +r=( p)q_l

on a ( )
I'(l+c—u
(g,h) — ke P
e (z) T,0-w
En utilisant le développement en produit infini de la fonction I', dans le demi-
plan Rez > 0,

_ nt+l\z
I'p(z) = H ( d-p)

otz _ nzfl’
L= -

on obtient le développement

() = e T

n>1

1— pn+1

)c 1— pn—u .
1 _ pn 1 _ pn+c—u
Le terme général de ce produit s’écrit aussi

(Y Dbt Uyl s
" =1/ gvte—1—(q—Dz/h [n]q [n+cq—x/h

et tend, quand ¢ — 1T, vers ("T“)C%,

produit infini de I'(1 + ¢ — /h)/T'(1 — §). Les arguments de convergence sont
alors ceux de [7] par exemple.

terme général de ’expression en

C3. — La convergence unifome sur tout compact du disque unité, lorsque ¢
tend vers 1 par valeurs réelles positives, de z — (2;D)oo/(P°%;D)0o Vers
z — (1 — 2)¢ est une conséquence classique du théoréme g-binomial (ou on
a utilisé la détermination principale du logarithme). De plus, la famille des
z > (2;D)oo/(P°2;P)o0, P < 1 est normale sur C \ [1,4oc0[ : cela résulte du
lemme 5. On en déduit que z — (2;D)oo/(P°2; D)oo converge uniformément sur
tout compact de C \ [1,+oo[ vers z +— (1 — 2)¢ lorsque ¢ — 17 et le résultat
suit dans le cas ou h/(¢g — 1) — £ # 0. O
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On peut calculer la moyenne des caractéres obtenus par passage a la limite
dans le cas C1 (en les considérant comme paramétrés par o = pg). Nous pou-
vons envisager deux types de moyennes : celle obtenue grace & une g-intégrale
et celle calculée a laide d’une intégrale classique (mesure de Lebesgue). Rap-
pelons que, si a et b sont deux nombres réels positifs avec b > a et si f est une
fonction & valeurs complexes définie sur [0, b], alors la g-intégrale de f entre a
et b est donnée par

/lef(a)deé:/ pa—/ f(@)dya

=(1- )Zf( o) —(1-p pra
s=0

Dans notre cas, un calcul élémentaire donne la valeur explicite suivante pour
la g¢-moyenne :

| ot g @y = (1= po) g (@) = (1 = po)el® @)

Po q0,apg ¢ q0,p; ¢

En ce qui concerne la seconde moyenne,

1 1
o(z) = / aC@@i(az)da = (—x)c/ K(—tz™!, c)dt,
p g,ap~° P

nous ne savons pas en faire un calcul explicite. Soulignons cependant qu’elle

satisfait 1’équation différentielle suivante qui la relie au résultat précédent :
c+1 —p
#(2) = S =g(a) - —LeliO(a)

et qu’elle n’est pas définie sur (C* ni méme sur son revétement universel, mais
seulement sur le revétement universel de C* \ g°*Z.

4.1.2. Confluence des logarithmes. — En remarquant que el®h )(x) est holo-
morphe en ¢, on peut échanger les dérivations successives en c et les opérations
de passage a la limite. Reprenant alors les divers arguments de la preuve du
théoréme 4 on établit la proposition suivante.

PROPOSITION 7. — Soit k un entier strictement positif.
C1: Pour tout ¢ > 0, la famille (E(qo’h)( ))o<h<e e€st normale sur C\ g§R*
La suite (Ei?,g’h"))nzg ot hy = (1 —po)py tend vers £’ qo’ )| uniformément

sur tout compact de C\ g§R™

C2: La famille (f(q’h)) (¢,h)eQ converge uniformémement sur tout compact de
C\ (¢ + hoN*) vers Z(l ho)
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C3: Sil#0, la famille (qu];h))(q,h)EQ converge uniformément sur tout com-
pact de C\R™ wvers E(l 0)

4.2. Confluence de la transformation de jauge. — Pour établir le théoréme 2, il
reste a étudier la partie transformation de jauge. On remarque d’abord qu’en
passant & la limite dans les relations

||qu,h)|| < Cqs_l(A_h[s_l]q)_l

données par les hypothéses du théoréme 2 et en utilisant la continuité

n (¢,h) € @7 du majorant, on obtient la premiére affirmation du théoréme
grace a la proposition 1. L’hypothése que le systéme aux (qo, ho)-différences de
matrice A(x) est fuchsien signifie que la matrice Co = I —(go — 1) Ao appartient
a Gl,(C). Si ce systéme est non résonnant, on peut appliquer le théoréme 1
a la famille A’ = A U {(go,ho)} en posant A(%:"0)(z) = A(z). Il existe donc
une transformation de jauge F(2:70)(z) telle que AFEO Agy. La preuve du
théoréme 2 est alors conséquence du résultat suivant qui établit la continuité
de la transformation de jauge.

THEOREME 5. — Sous les hypothéses du théoréeme 2, l'unique transformation
de jauge F@M (), (¢,h) € A donnée par le théoréme 1 converge vers ’unique
transformation de jauge F(qo’ho)(z) tangente a lidentité qui conjugue le sys-
téeme auzx (qo, ho)-différences de matrice A(z) & la matrice constante Agy. La
convergence est uniforme sur tout compact de V(q0>h0)(>\’) dans les cas C1 et
C2, de Vp(N') dans le cas C3.

Démonstration. — Le théoréme 1 donne des constantes C’, ) > 0 telles que,
si F@h) (g) =T+ Y os>1 Féq’h)x_h[s]q, on ait, pour tout (g, h) € A,

||Fs(q7h)|| < C/qs—l()\’_h[s—l]q)—l < %()\/_h[s]q)_

et donc

s T N +hlk
HFs(qy h[]qH — )\/ H Iq :r_'_h |

Cette majoration permet de traiter chaque cas comme suit :

C2. — Le changement de variable z < (h/hg)z permet d’appliquer le théo-
réme 3.1 de [3].

Cl. — Soient g1 > go un majorant de {q | (¢,A) € A} et R > N. Pour
tout z tel que |z| > R et tout entier k£ > 0, I'inégalité triangulaire renversée
jointe a l'inégalité | — h[k]qq_k| < h/(q—1), implique que |z + hq~*[k],| >
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R—h/(q1 — 1). Supposons que € > 0 est assez petit pour que R—h/(¢g1 — 1) >0
si h < e. Alors, en posant k =1/(qg; — 1), on a
"N +hlkl, XN+ hq K], < N+hse  N+er
lg*z + h[k],| |z +hg*[k],] T R—hx = R—e¢k
si € est assez petit. Ainsi, on peut majorer le terme général de la série F(97) (z)
par Mp?® et le résultat s’en déduit par convergence dominée.

=p<l1

C3. — Le cas £ € R se traite comme le cas C1 en remplacant A\’ par \' — ¢
(supposé positif). Le cas £ = +oo se traite quant & lui comme le cas C2. En
effet, on a I’estimation

¢ A+ [K],
q*Rex + [k],

EX+ k],
)ka i :[k]q ) s

et on remarque que le majorant obtenu est indépendant de h : on termine
maintenant la preuve par les mémes raisonnements que pour le cas C2. O

Signalons les points suivants. Le cas traité dans [3] est le cas C2 avec h = 1.
Le cas traité dans [8] est le cas C3 avec ¢ = 1 et donc £ = 4o00. Le cas traité
dans [10] est le cas C3 avec h = 0 et donc £ = 0.

Notons pour terminer que le théoréme 2 s’applique en particulier lorsqu’on
déforme le systéme non résonnant de matrice

Ale) =Y Az ol
s>0
ol la série converge dans V(90:0)(}) en la famille de systémes de matrice

AP (@) = AP + 37 Ae7rll

s>1

oil, si Ag =P diag(ASf?;’fO), . A(qo’hO)) P~1 alors

CmT'm

A(()q,h) _ Pdlag(A(q,h) . 7A(q,h) )P_l_ 0

C1,717 " Cm,Tm
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