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Editorial

Le numéro spécial de la Gazette pour I'année 2005 était consacré a la
physique.

Félicitations a Bertrand Duplantier et Kirone Mallick pour leur remar-
quable travail éditorial.

Comme vous I'avez remarqué ce spécial vous a été envoyé, cette année,
en méme temps que le numéro courant auquel il est rattaché, celui d'oc-
tobre. Ce rattrapage de calendrier n'aurait pas été possible sans le travail
exemplaire de Claire Ropartz et Marielle Randria-Riou. Qu'elles en soient
ici remerciées.

Bonne année 2006.

— Colette Anné
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Mot de la Présidente et vie de la société

La démission forcée de Laurent Lafforgue du Haut Comité a I'Education ol
il venait d'étre nommé, a soulevé beaucoup de débats dans la communauté
mathématique. Vous pourrez trouver une partie de ces discussions sur la tribune
libre du forum de la SMF http://smf.emath.fr/Forum/TribuneLibre/.

Les appels et courriels que j'ai regus, et les avis que j'ai sollicités auprés de
collegues qui n'avaient pas souhaité s'exprimer spontanément, m’'ont convaincue
que la proposition d'une réaction publique immédiate de la SMF divisait pro-
fondément les mathématiciens. En conséquence, et conformément a nos regles
de fonctionnement (une décision du Bureau ou du Conseil de la société ne peut
se prendre par voie électronique que si elle est unanime, le manque d'unanimité
rendant nécessaire une réunion autour d'une vraie table non virtuelle), j'ai saisi de
cette question le Bureau lors de sa réunion du 2 décembre.

La discussion, passionnée, longue et sérieuse, a montré que si les avis diver-
geaient fortement sur l'interprétation de |'événement lui-méme et les réactions
immédiates qu'il convenait ou non de lui consacrer, I'accord se faisait sur I'impor-
tance de la question sous-jacente : I'état de I'enseignement des mathématiques dans
notre pays, qu'il est nécessaire d'analyser a fond, sans langue de bois et discours
[énifiant.

Nous avons identifié trois points clefs :

1. Des problemes aigus se posent a |I'enseignement des mathématiques a tous
les niveaux.

2. Dans la situation ol se trouve notre pays, et plus précisément la persistance
depuis 20 ans d'un taux de chémage destructeur notamment chez les jeunes, des
questions de société, telles que le role de la sélection par les mathématiques dans
I'accés a un grand nombre de formations, pésent lourd dans la perception de notre
discipline par nos concitoyens.

3. Comme sur d'autres sujets d'actualité, I'affrontement entre les tenants de po-
sitions bloquées ne permettra pas de sortir de cette situation. On peut méme penser
qu'elle aura in fine un impact globalement négatif sur la qualité de I'enseignement
de notre discipline.

Le Conseil de la société a désigné, lors de la réunion qui a suivi son renouvelle-

ment partiel, un vice-président et une commission chargés de traiter des questions
relatives a |'enseignement.
Beaucoup de travail a été accompli récemment a ce niveau, notamment |'organi-
sation du récent Colloque franco-finlandais « L’enseignement des mathématiques :
a partir de I'enquéte PISA » http://smf.emath.fr/VieSociete/Rencontres/
France-Finlande-2005/index.html. Notre conviction que le débat ne doit sur-
tout pas rester franco-francais est sortie renforcée de cette rencontre.
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4 SMF

Sur toute question portant sur I'orientation de la politique de la société, c'est
naturellement au Conseil, seul organe élu directement par nos adhérents, qu'il re-
vient de se prononcer. Sans prétendre atteindre du premier coup une vue exhaustive
de la diversité des points de vue, le Conseil du 7 janvier prochain auditionnera plu-
sieurs collégues a propos de |'état de I'enseignement des mathématiques dans notre
pays et des remeédes qu'il convient d'y apporter. Il décidera des moyens a mettre
en ceuvre pour nous permettre de mener un vrai débat, condition indispensable
pour parvenir a reconstruire une pensée collective de notre communauté sur cette
question fondamentale.

Le 13 décembre 2005
Marie-Frangoise Roy

Vie de la société

Adhésion gratuite en 2006 pour les docteurs de 2005

Pour la seconde année consécutive, la SMF offre une adhésion gratuite aux
docteurs de mathématique qui en font la demande. Voir http://smf .emath.fr/
Adhesions/JeunesDocteurs/JeunesDocteurs2005.pdf Pensez a en informer
les personnes concernées.

Promenades mathématiques

Les Promenades mathématiques, co-organisées par la Société Mathématique
de France et I'association Animath, regroupent un ensemble de conférences de
vulgarisation destinées a présenter de facon accessible des idées importantes des
mathématiques. Les Promenades ont a la fois vocation a proposer des conférences
et a en faciliter I'organisation.
http://smf.emath.fr/MathGrandPublic/PromenadesMathematiques/

Remise du Prix Audin le 8 décembre

Toutes les information sur le Prix de Mathématiques Maurice Audin se
trouvent sur le site de la SMF http://smf.emath.fr/InfoDiverses/
PrixMauriceAudin/

Les deux lauréats de I'année 2005 sont Brahim Mezerdi et Didier Smets.

Veiller a la parité

La SMF s'est associée au mouvement de dénonciation de la sous-représentation
des femmes suscité par la composition du nouveau Conseil d’administration du
CNRS. http://smf.emath.fr/VieSociete/Divers/ComPresse28-10-2005.
html

Rencontres organisées par la SMF

Notre journée scientifique annuelle, sur le theme Mathématiques et Physique
a eu lieu le vendredi 21 octobre 2005 a Strasbourg http://smf.emath.fr/
VieSociete/JourneeAnnuelle/2005/.

A I'occasion du dixieme anniversaire de la Revue d’histoire des mathématiques,
une journée consacrée a « L’histoire des mathématiques aujourd’hui : profes-
sionnalisation et diversité » a été organisée le 15 octobre a |'Institut Henri Poin-
caré, http://smf .emath.fr/VieSociete/Rencontres/RHM10-2005.html.
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MATHEMATIQUES

Principe local-global en arithmétique

David Hararil

Introduction

Considérons un systéeme d'équations
(1) fi(x1y .y %n) =0 i=1,...r

ou les f; sont des polynémes a coefficients dans Z. Décider si ce systeme possede
une solution en nombres entiers est une question en général treés difficile. Les travaux
de Davis, Putnam, Robinson et Matjasevic dans les années soixante ont du reste
montré que ce probleme était essentiellement indécidable 2.

Au lieu de considérer les solutions en nombres entiers, on peut s'intéresser aux so-
lutions a valeurs dans le corps Q des rationnels. Si les polynémes f; sont homogeénes,
on ne considére que les solutions non triviales (i.e. différentes de (0, ...,0)), et la
question de I'existence d'une telle solution sur Q ou sur Z est bien siir la méme.

On peut aussi reformuler ces questions en termes géométriques. Dans le cas
d'une famille de polynémes f; quelconques, il s'agit de déterminer si la variété
algébrique affine définie par le systéme (1) possede un point entier, ou encore un
point rationnel. Dans le cas d'une famille de polynd6mes homogeénes, ces polyndmes
définissent une variété algébrique projective, et on se demande si cette variété
posséde un point rationnel.

Faute d'une méthode générale pour résoudre ces questions, il est naturel de

chercher des conditions nécessaires, et la premiére idée consiste a utiliser des
congruences. Voici un exemple classique, dii a Fermat :

Proposition. — Soit m un entier de la forme m = 4"(8s + 7) avec r et s
entiers > 0. Alors I'équation

x2 + y2 + 2Z2=m
n'a pas de solutions rationnelles.

1
2

Université Paris-Sud Orsay
Pour une formulation plus précise de ce résultat, on pourra par exemple se reporter a [20].
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6 D. HARARI

Démonstration. S’il y avait une solution rationnelle, il y aurait une solution entiere
non triviale (en chassant les dénominateurs) pour I'équation

(8s+7)t? = x* + y? + 22

Quitte a diviser x, y, z, t par un méme nombre, on peut alors supposer qu'ils sont
premiers entre eux dans leur ensemble. On regarde ensuite I'équation modulo 4 :
dans Z/4Z, les carrés sont 0 et 1; ainsi t ne peut &tre pair sinon x2 + y? + z2 serait
divisible par 4 ce qui impliquerait que x, y,z soient tous pairs, en contradiction
avec I'hypothese. Mais si t est impair, alors (8s + 7)t? est congru 3 —1 modulo 8
et x2+ y? + 22 aussi, ce qui est impossible car les carrés de Z/8Z sont 0,1,4. [

La méthode précédente peut se généraliser : pour trouver une condition
nécessaire d'existence d'une solution rationnelle d'un systeme d'équations poly-
nomiales, on se raméne a une équation en nombres entiers, et on essaie ensuite
d'utiliser des congruences modulo Z/p/Z pour un certain nombre premier p
(ou plusieurs) et des entiers positifs j. Pour formuler plus commodément ces
conditions, on a recours aux corps p-adiques; c'est ce qui donne naissance aux
conditions locales qui font I'objet du paragraphe suivant.

Les conditions locales

Le langage des corps p-adiques a été inventé par Hensel a la fin du XIX® siecle.
Soit p un nombre premier. On définit I'anneau des entiers p-adiques Z, comme le
complété de I'anneau Z pour la topologie associée a la valeur absolue p-adique :
| x [,= p~*™), o1 v,(x) est la valuation p-adique de x, c'est-a-dire |'entier naturel
r tel que p” divise x et p’*! ne divise pas x (par convention v,(0) = +00). Plus
explicitement, I'anneau Z, est la limite projective sur les entiers n > 1 des Z/p"Z
(un élément de Z, est donc une suite (x,) avec x, € Z/p"Z, telle que I'image de
Xnt1 par la surjection canonique Z/p"tZ — Z/p"Z soit x,, ceci pour tout n).
Le corps p-adique Q,, est le corps des fractions de Z,, ou encore le complété de
Q pour la valeur absolue | . |,. Pour plus de détails sur les propriétés des corps
p-adiques, on pourra se référer a [27] ou [4]. Ces corps sont appelés des corps
locaux, tout comme le corps des réels R qui est le complété de Q pour la valeur
absolue usuelle. Par opposition, le corps Q est appelé un corps global. On pose par
commodité Q.. = R, et on note P I'ensemble de tous les nombres premiers.

Il est alors équivalent de dire qu'un systeme d’'équations polynomiales a une
solution dans Z, ou qu'il a une solution dans Z/p/Z pour tout entier j > 1. De
méme les conditions nécessaires de congruence pour avoir une solution rationnelle
correspondent a |'existence de solutions (ou de solutions non triviales si on travaille
avec des polyndmes homogenes) dans Q,. Pour résumer :

Proposition. — Une condition nécessaire (mais pas toujours suffisante) pour qu'un
systéme d'équations polynomiales (resp. polynomiales homogeénes) a coefficients
dans Q ait une solution (resp. une solution non triviale) rationnelle est qu’il ait une
solution (resp. une solution non triviale) dans tous les Qp, pour p € P U {co}.
Ces conditions locales sont plus agréables a manipuler que les conditions de
congruence modulo Z/p/Z car d'une part on n'a pour chaque p qu'un corps p-
adique a considérer, d'autre part travailler sur un corps est plus commode qu'avoir
a calculer dans des anneaux qui ne sont pas integres. En outre, décider si les
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PRINCIPE LOCAL-GLOBAL EN ARITHMETIQUE 7

conditions locales sont vérifiées pour un systeme donné est un processus fini. En
effet le trés important résultat suivant permet souvent de réduire la question de
I'existence d'une solution dans Q, a une solution dans Z/pZ :

Théoreme (Lemme de Hensel). — Soit
f;'(Xl,...,Xn):O 1<l<r

un systéme d'équations polynomiales a coefficients dans Z (ou méme Z,,). Alors si
la réduction modulo p de ce systéme 3 posséde une solution non singuliére dans
Z/pZ, le systeme posséde une solution dans Z,,.

Ici, solution non singuliére (ou lisse) signifie que la matrice des dérivées par-

tielles (%) est de rang maximal (i.e. de rang inf(r, n)) en cette solution; s'il n'y
J

a qu'une équation, ceci correspond au fait qu'au moins une dérivée partielle ne
s'annule pas. En langage géométrique, le lemme de Hensel signifie : si la réduction
modulo p d'une Z,-variété posseéde un point lisse sur Z/pZ, alors la variété possede
un Z,-point (qui est forcément lisse). Voici un exemple classique d'application du
lemme de Hensel :

Proposition. — Soient p un nombre premier distinct de 2 et a, b, ¢ trois entiers
relatifs non divisibles par p. Alors I'équation ax® + by? = ¢ posséde une solution
dans Z,.

Démonstration. La réduction modulo p de cette équation s'écrit ax? + by? = €,
avec 3, b, ¢ non nuls dans Z/pZ. Mais cette derniére équation admet une solution
dans Z/pZ (pour le voir, on peut par exemple compter le nombre de carrés dans
Z/pZ :ilyena PTH, donc au moins un élément de Z/pZ est a la fois de la forme
3x? et ¢ — by?). Une telle solution est nécessairement non singuliere, car le seul
point ol les deux dérivées partielles s'annulent est (0,0), qui n'est pas solution.
On applique alors le lemme de Hensel. O

Le lemme de Hensel se démontre par le méme algorithme que celui de la méthode
de Newton pour les équations réelles (voir [27], 11.2.2 pour une preuve détaillée).
Il posséde des raffinements qui permettent de toujours ramener la question de
I'existence d'une Qp-solution a un processus fini. D'autre part, pour un systeme
d’équations a coefficients entiers « raisonnable » 4, I'existence de points non sin-
guliers modulo p est automatique pour presque tout p. Ainsi, vérifier les condi-
tions locales est en pratique facile. Par exemple pour une équation quadratique
ax® + by? = ¢ comme ci-dessus, seuls les p qui divisent 2abc sont a considérer
d’aprés la proposition . D'autre part la condition « a l'infini » d’existence de solu-
tions réelles est satisfaite si et seulement si a,b, et —c ne sont pas tous du méme
signe.

Mentionnons enfin que tout ce qui précede se généralise aisément au cas d'un
corps de nombres quelconques k (c'est-a-dire d'une extension finie du corps Q,
par exemple Q(v/2), Q(v/—1)...). On fait intervenir les complétés du corps k pour

3 Noter que comme Z,/pZ, = Z/pZ, la réduction modulo p d'un entier p-adique dans Z/pZ a
un sens.

4« Raisonnable » correspond au fait que la variété algébrique associée soit géométriquement
intégre; les estimées de Lang-Weil donnent alors que pour p assez grand, |'existence d'un point
modulo p est garantie.
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8 D. HARARI

ses diverses valeurs absolues: un nombre fini d'entre elles sont archimédiennes
(correspondant aux plongements réels et complexes de k), les autres sont non
archimédiennes (ou finies), correspondant aux valuations définies par les idéaux
premiers de I'anneau des entiers de k. Les « conditions locales » signifient qu'on
a l'existence de solutions dans chaque complété k, de k, et le lemme de Hensel
marche de maniere analogue. Pour un corps de nombres k, on a ainsi a considérer
I'ensemble de toutes ses places, i.e. I'ensemble de ses valeurs absolues modulo
équivalence des distances qu’elles définissent.

La question est bien siir maintenant de savoir s'il y a des cas ou les conditions
locales d'existence d'une solution sont suffisantes pour avoir une solution « glo-
bale » (a valeurs dans le corps de nombres sur lequel on travaille). Nous allons voir
des exemples et contre-exemples au paragraphe suivant.

Du local au global

L'un des premiers résultats (et peut-étre le plus célebre) de passage du local
au global est le théoreme suivant, démontré dans toute sa généralité par Hasse en
1924 (pour une preuve compléte sur Q, on pourra consulter [27], IV.3) :

Théoreme (Hasse-Minkowski). — Soit q(x1, ..., x,) une forme quadratique sur
un corps de nombres k. Alors elle posséde un zéro non trivial si et seulement si elle
posséde un zéro non trivial dans tous les complétés de k.

En langage géométrique, le théoreme signifie qu'une quadrique projective sur un
corps de nombres k qui a des points dans tous les complétés de k posseéde un point
rationnel ® (c'est-a-dire un point défini sur k). Le cas n = 3 est dii & Legendre. Le
point le plus difficile consiste a passer du cas n = 3 aucas n=4,lecasn > 5
résultant ensuite d'un argument de fibration (que nous retrouverons plus tard dans
un contexte plus général). On constate d'ailleurs que les problémes de passage du
local au global en arithmétique sont souvent d'autant plus difficiles que le nombre
de variables est petit. Du reste, si n > 5, I'existence de points locaux aux places
finies est automatique pour une quadrique en n variables; du coup il suffit dans ce
cas pour avoir |'existence d'un point rationnel de vérifier I'existence d'un point aux
complétés réels de k, ce qui est tres facile.

Un autre exemple connu de Hasse ou le principe local-global vaut est celui de
certaines équations normiques. Plus précisément soit K/k une extension cyclique
(i.e. galoisienne de groupe de Galois cyclique) de corps de nombres, fixons une base
(w1, ...,w,) du k-espace vectoriel K. On peut alors considérer |'équation :

(2) Nk jk(xiwr + ... + xw,) = a

ol a est une constante de k*, et les xi,...,x, sont les variables; ici NK/k(.) est
la norme de K a k, c'est-a-dire I'application qui a un élément x de K associe le
déterminant de la multiplication par x dans le k-espace vectoriel K.

5 Attention ici a la terminologie (classique mais quelque peu trompeuse) : point rationnel ne

saurait signifier point défini sur Q puisque la quadrique elle-mé&me n'est définie que sur une
extension k de Q.
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PRINCIPE LOCAL-GLOBAL EN ARITHMETIQUE 9

Théoreme (Hasse, 1924). — Pour une extension cyclique K /k, I'équation (2)
posséde une solution dans k si et seulement si elle en posséde une dans tous les
complétés de k.

Autrement dit un élément qui est une norme partout localement est une norme
globale. Ce résultat est une conséquence de la théorie du corps de classes global
(cf. [4], VII).

Par analogie avec les résultats précédents, on dira qu'une classe de variétés
algébriques © lisses (i.e. sans point singulier) satisfait le principe de Hasse si pour
toute variété dans cette classe, les conditions locales (existence d'un point dans
tous les complétés de k) impliquent I'existence d'un point rationnel. Par exemple
on a vu que les quadriques projectives satisfaisaient le principe de Hasse.

Rappelons que deux variétés X et Y sont k-birationnelles si elles possedent
respectivement des ouverts denses (pour la topologie de Zariski) U et V/, avec
U isomorphe (au-dessus de k) a V. Par exemple |'espace affine A] et I'espace
projectif P} sont k-birationnels, une quadrique possédant un point rationnel est
k-birationnelle a I'espace projectif (on dit qu’elle est k-rationnelle). Deux variétés
sont k-birationnelles si et seulement si leurs corps de fonctions sont isomorphes
(cf. [17], 1.4).Si on travaille avec des variétés projectives et lisses sur k, alors le
principe de Hasse est un invariant k-birationnel (s'il vaut pour une variété, il vaut
pour toutes les variétés qui lui sont k-birationnelles), c'est donc une propriété
dépendant seulement du corps des fonctions de la variété. Ce fait résulte de deux
points importants : le théoreme des fonctions implicites p-adique (qui dit que si
une variété X possede un point lisse dans un complété k, de k, tout ouvert Zariski-
dense de X posséde aussi un tel point), et le lemme de Lang-Nishimura qui dit
que l'existence d'un k-point est un invariant k-birationnel des variétés projectives
et lisses (ceci sur tout corps k).

Ceci étant, on peut se demander s'il existe des contre-exemples au principe de
Hasse (pour des variétés lisses). C'est effectivement le cas, comme Hasse lui-méme
I'avait remarqué, pour des équations normiques analogues a (2), quand I'extension
K /k n'est pas cyclique, mais par exemple galoisienne de groupe de Galois (Z/2Z)2.
Avec k = Q et K = Q(\/ﬁ, \/ﬁ) on obtient que —1 est une norme partout
localement, mais n’est pas une norme globale (cf. [4], exercice 5.3). Plus tard, des
contre-exemples furent trouvés pour des courbes de genre 1 (indépendamment par
Reichardt et Lind vers 1940), puis par Swinnerton-Dyer pour les surfaces projectives
lisses cubiques (1962). Ce dernier résultat est déja plus surprenant car sur k, une
surface cubique lisse est birationnelle a I'espace projectif ; pourtant, il existe méme
des contre-exemples pour des surfaces cubiques « diagonales », comme celui-ci (d{
a Cassels et Guy en 1966) :

5x3 +9y3 + 1022+ 1263 =0

Ces contre-exemples peuvent souvent s'expliquer par des lois de réciprocité
venant de la théorie des nombres, par exemple la loi de réciprocité quadratique

6 Implicitement dans cet article, nous supposerons les variétés géométriquement intégres ; cette

propriété signifie grosso modo que quand on regarde la variété sur la clSture algébrique k, elle ne
se décompose pas en union d'un nombre fini de variétés plus petites.
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10 D. HARARI

(cf. [27], 1.3) ou ses généralisations, comme la suite exacte suivante, valable pour
une extension cyclique (disons de degré n) K/k de corps de nombres :

(3) 1— k*/NK* — €D ki /NK; — Z/nZ — 1

ol la somme directe est prise sur tous les complétés k, de k, N désigne la norme
de K a k, oude K, = K ® k, a k,, et la fleche de droite est une application de
réciprocité donnée par la théorie du corps de classes local. Cette suite exacte (qui
vient du corps de classes global) donne un peu plus que le résultat de Hasse sur
les équations normiques : pour une extension cyclique, un élément est une norme
globale si et seulement s'il est une norme locale en toutes les places a I'exception
possible d'une.

Indiquons comment une telle loi de réciprocité peut étre utilisée pour montrer
qu'une variété est un contre-exemple au principe de Hasse, en considérant |'exemple
suivant dii a Iskovskih (1970) :

(4) yi 428 = (3-x%)(x* - 2)

On se limite 3 I'ouvert lisse U de cette Q-variété défini par y? + z% # 0. Posons
K = Q(v/=1). Une étude locale facile montre que U a des points dans tous les
complétés de Q. Mais en utilisant le fait que y? + z2 est une norme de |'extension
K /k, on voit que si on pose f(x) = (x> — 2), alors pour tout Q,-point M, de
U avec p # 2 (incluant p = ), on a f(M,) norme de |'extension K,/Q,, ou
Ky, = K®q Qp. Par contre pour p = 2, on obtient que f(M,) ne peut pas étre une
norme de K,/Qp. Par conséquent, il ne peut y avoir de point rationnel M dans U,
sinon la classe du rationnel (M) dans Q*/NK™* contredirait la suite exacte (3).

Il est logique d'essayer de trouver un cadre général permettant d'expliquer tous
ces contre-exemples. Une approche particulierement fructueuse a été introduite
par Manin en 1970, dans son exposé au Congres international. Elle consiste a faire
intervenir le groupe de Brauer de la variété.

Groupe de Brauer et principe de Hasse

Soit X une variété algébrique lisse sur un corps k. Son groupe de Brauer (co-
homologique) Br X est défini par le biais de la cohomologie étale de la variété X
(cf. [21], IV) : il s'agit du deuxiéme groupe de cohomologie étale a valeurs dans
le faisceau G,,. Pour ceux qui ne sont pas familiarisés avec la cohomologie étale,
il nous suffira dans cet exposé de connaitre les propriétés suivantes du groupe de
Brauer :

— Pour une variété réduite a un point sur un corps k, le groupe de Brauer
s'identifie a Br k, groupe de Brauer du corps k qu'on peut définir classiquement
comme les classes d'équivalence d'algebres simples centrales sur k ([26], X.4 et
X.5) munies du produit tensoriel. En particulier Br k = 0 si k est un corps fini ou
un corps algébriquement clos.

— Si X est une variété lisse, le groupe Br X est un sous-groupe du groupe de
Brauer Br (k(X)) du corps des fonctions k(X) de X (il correspond aux éléments
non ramifiés, voir [7]).
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— Le groupe de Brauer définit un foncteur contravariant des k-variétés vers les
groupes abéliens. En particulier si une k-variété X posséde un point dans une
extension K de k, on a une application d'évaluation 7 en ce point : Br X — BrK.
On peut notamment appliquer ceci quand k est un corps de nombres et K = k ou
K est un complété k, de k.

— Pour un corps de nombres k et I'un de ses complétés k,, on dispose d'un ho-
momorphisme injectif j, : Brk, — Q/Z (I'invariant local) qui est un isomorphisme
pour v finie. Pour une place réelle v on a Br k, = Z/2Z et pour une place complexe
Brk, = 0. On a également la loi de réciprocité globale donnée par la suite exacte
(dont (3) est un cas particulier)

(5) 0—Brk—PBrk, =¥ Q/z—0

Notons d’ailleurs que l'injectivité dans cette suite exacte correspond au fait que
les variétés de Severi-Brauer vérifient le principe de Hasse. Une variété de Severi-
Brauer de dimension n — 1 sur un corps k est une variété qui devient isomorphe a
I'espace projectif sur la cléture algébrique k de k. A une telle variété X est associé
un élément de n-torsion de Br k ([26], X.6), qui est nul si et seulement si X possede
un k-point. Le cas n = 2 correspond aux coniques.

L'idée de Manin est la suivante : soit X une k-variété projective et lisse possédant
un point rationnel M, on note M, le k,-point de X correspondant a M. Soit
« € BrX. Alors la famille des évaluations (a(M,)) € @, Brk, (la somme directe®
étant prise sur tous les complétés de k) provient de Br k (par fonctorialité) puisque
(M,) provenait d'un méme point rationnel M. On a donc, d'apres (5) :

(6) ZJV(Q(MV)) =0

Si une famille de points locaux (M, ) satisfait cette condition pour tout a € Br X,
on dit qu'elle satisfait les conditions de Manin. A contrario, cela signifie que si
pour toute famille de points locaux (M,),cq (ou Q désigne I'ensemble de toutes
les places du corps de nombres k), il existe un o € Br X tel que > ji, (a(M,)) # 0,
alors X ne peut pas avoir de point rationnel. C'est ce qu'on appelle I'obstruction
de Manin (ou de Brauer-Manin) au principe de Hasse.

Notons que le contre-exemple d'Iskovskih (4) rentre dans cette catégorie. Dans
ce cas |'élément v de Br X utilisé est le symbole de Hilbert (a, f(x)) (dans le groupe
Br (k(X)) il correspond a I'algébre de quaternions engendrée par (1,1, j, k) avec les
relations ij = —ij = k, jk = —kj =i, ki = —ik =, i? = -1, j2 = a, k> = f(x);
c'est un cas particulier d'algebre simple centrale, qui est d'ordre 2 dans le groupe
de Brauer). Sur tout corps K de caractéristique # 2, un symbole de Hilbert (a, b)
est nul si et seulement si b est une norme de I'extension K(/a)/K (le symbole
(a, b) correspond, en termes de variété de Severi-Brauer, a la conique projective

7 Dans le langage de la géométrie algébrique, un K-point correspond a un morphisme de schémas

Spec K — X, d'ou par contravariance une fleche Br X — Br K, vu que le groupe de Brauer du
schéma Spec K est Br K.

8 Iy a ici une subtilité : le fait que la variété soit projective implique que la somme est finie
parce que le groupe de Brauer de I'anneau des entiers de k, est nul; les spécialistes reconnaitront
un argument de bonne réduction.
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y? — az? — bt?> = 0). Ainsi la loi de réciprocité générale (5) s'identifie dans ce cas
particulier a (3).

Dans son texte du Congres international [19], Manin démontre I'important
résultat suivant :

Théoréme (Manin, 1970). — Soit X une courbe projective lisse de genre 1 °
sur un corps de nombres k. Supposons que le groupe de Tate-Shafarevitch de la
Jacobienne de X soit fini. Alors si X posséde une famille de points locaux (M,),cq
satisfaisant (6) pour tout o € Br X, elle posséde un point rationnel.

Rappelons que la jacobienne d'une courbe X de genre 1 est une courbe ellip-
tique E, i.e. une courbe projective lisse donnée par une équation homogene du type
y?t = P(x,y, t) avec P polynéme homogene de degré 3. Sur la cléture algébrique
k, X et E sont isomorphes (la différence étant que X ne possede pas forcément
de point rationnel). Le groupe de Tate-Shafarevitch d'une courbe elliptique E cor-
respond aux classes d'isomorphismes de courbes de genre 1 de jacobienne E qui
ont des points dans tous les complétés. On conjecture qu'il est toujours fini (ce
probléme est fortement relié a la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer, qui vaut
un million de dollars...).

La preuve du théoreme précédent repose essentiellement sur le théoreme de dua-
lité de Cassels-Tate pour la cohomologie galoisienne des courbes elliptiques ([3]).
Par la suite, les contre-exemples classiques (vus au paragraphe précédent) au
principe de Hasse ont tous pu étre expliqués par I'obstruction de Manin. De ce
fait, beaucoup de travaux depuis une trentaine d'années ont consisté non pas a
démontrer que des classes de variétés vérifient le principe de Hasse (ce qui ar-
rive finalement relativement rarement une fois sorti des cas trés particuliers), mais
plutdt que I'obstruction de Manin au principe de Hasse est la seule pour certains
types de variétés (ce qui est bien plus fréquent).

Cas ou l'obstruction de Manin est la seule

Mentionnons d'abord une autre propriété qui est tres liée au principe de Hasse :
soit X une variété algébrique lisse sur un corps de nombres k, possédant un point
rationnel. On dit que X vérifie |'approximation faible si pour tout ensemble fini
S de places de k et toute famille de points locaux (M,),es (chaque M, étant
un point de X défini sur le complété k,), on peut trouver un point rationnel M
de X arbitrairement proche des M, pour v € S; autrement dit I'ensemble X(k)
des points rationnels est dense dans I'ensemble Hveﬂ X(k,) pour la topologie
produit des topologies v-adiques.!® Par exemple I'espace affine ou projectif vérifie
I'approximation faible (pour la droite affine, c'est un théoréme classique en théorie
de nombres), tandis qu'une courbe elliptique ne la vérifie jamais.

Tout comme pour le principe de Hasse, le groupe de Brauer permet de définir
une obstruction (dite obstruction de Manin) a I'approximation faible, introduite

par Colliot-Théléne et Sansuc dans les années 70 : une famille de point locaux
9 ou plus généralement un espace principal homogeéne sous une variété abélienne de groupe de
Tate-Shafarevitch fini
10 Sjon demande en plus des propriétés d'intégralité du point M aux autres places de k, on obtient
la notion d'approximation forte, que nous ne discuterons pas ici; les deux notions coincident pour
une variété projective.
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(M,)veq ne peut pas étre dans I'adhérence de X (k) si elle ne vérifie pas, pour tout
élément « de Br X, I'égalité (6), a cause de la loi de réciprocité (5). On dira que
I'obstruction de Manin a I'approximation faible est la seule pour X si I'ensemble
X (k) des points rationnels est dense dans I'ensemble des points de [] .o X (k)
qui vérifient (6) pour tout o de BrX. C'est par exemple le cas si X est une
courbe elliptique (ou plus généralement une variété abélienne) de groupe de Tate-
Shafarevitch fini, et dont les points rationnels sont denses dans X(k,) pour toute
place archimédienne!! v ([33]).

Il semble raisonnable de penser que I'obstruction de Manin au principe de Hasse
et a I'approximation faible est la seule pour des variétés dont la géométrie est relati-
vement « simple », plus précisément pour celles (dites rationnelles) qui deviennent
birationnelles a 'espace projectif sur la cl6ture algébrique de k (Colliot-Thélene et
Sansuc ont notamment conjecturé ce résultat pour les surfaces rationnelles). Par
exemple le cas des surfaces cubiques et des intersections de deux quadriques dans
P} ou P} font partie des problémes les plus difficiles et les plus fondamentaux
du domaine. Notons aussi que pour une intersection compléte (par exemple une
hypersurface) lisse de dimension au moins 3, I'obstruction de Manin s'évanouit
automatiquement; il n'empéche que pour démontrer des résultats de principe de
Hasse pour de telles variétés, on est parfois obligé de faire intervenir des variétés
de dimension plus petite (notamment pour les méthodes de fibration, cf. plus bas)
pour lesquelles I'obstruction de Manin va intervenir.

Voici quelques cas ou I'on a établi que I'obstruction de Manin au principe de
Hasse et a |'approximation faible est la seule (on pourra se réferer a [6] ou [22]
pour d'autres exemples) :

— Surfaces de Chatelet (Colliot-Thélene, Sansuc, Swinnerton-Dyer, 1984-
1987, [10]) ; elles sont données par des équations du type

y? —az® = P(x)

ol a est une constante non nulle et P un polynéme de degré 4. Une application
frappante de ce résultat est la description des rationnels qui peuvent s'écrire sous
la forme a? + 3% +~* avec a, 3,7 rationnels. Le méme article contient également
beaucoup de résultats sur les intersections de deux quadriques dans |'espace pro-
jectif, notamment le fait que le principe de Hasse vaut pour les intersections lisses
de deux quadriques dans P} si n > 8.

— Surfaces fibrées en coniques de degré 4 (Colliot-Thélene, Sansuc, Salberger,
Skorobogatov, [5]) ou 3 (Salberger et Skorobogatov [24]). 12

— Espaces principaux homogeénes des groupes algébriques linéaires connexes
(Sansuc, 1981 [25]).

— Plus généralement, espaces homogenes des groupes algébriques linéaires semi-
simples, a stabilisateurs connexes ou abéliens (Borovoi, [1], [2]).

11 Cette condition sur les places archimédiennes vient de ce que I'évaluation a(M,) pour v
archimédienne est la méme pour tous les points M, qui sont dans la méme composante connexe
de X(ky); autrement dit les conditions de Manin ne disent pas grand chose aux places réelles, et
rien du tout aux places complexes.

12 Pour une surfaces fibrée en coniques, le nombre de fibres dégénérées (non géométriquement
intégres) est 8 — d, ol d est le degré; le probléme est a priori d’autant plus difficile que d est
petit, mais dans le cas d = 3, I'existence d'un point rationnel est automatique. Le travail de
Salberger et Skorobogatov concerne donc |'approximation faible.
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Il 'y a principalement deux méthodes pour établir ces énoncés (certains sont
d'ailleurs obtenus en combinant les deux) :

— La méthode des fibrations consiste a écrire la variété X a laquelle on s'intéresse
comme fibrée au-dessus d’'une base B vérifiant I'approximation faible (par exemple
I'espace projectif). Si les fibres vérifient le principe de Hasse (resp. I'approxima-
tion faible), on espere pouvoir montrer la mé&me chose pour I'espace total X. Ceci
marche bien quand toutes les fibres sont géométriquement intégres et la base B
est projective parce que grace aux estimées de Lang-Weil, il existe dans cette si-
tuation un ensemble fini de places S en dehors duquel presque toutes les fibres
ont des points locaux. Les premiéres applications subtiles de cette méthode re-
montent a [10]. Une version plus compliquée de la méthode des fibrations consiste
a supposer seulement que |'obstruction de Manin au principe de Hasse et a I'ap-
proximation faible est la seule pour les fibres, et a en déduire la propriété analogue
pour X. Les hypothéses requises dans ce cadre sont plus délicates; nous renvoyons
le lecteur a [13] pour plus de détails.

— La méthode de descente consiste a utiliser I'absence d'obstruction de Manin
pour ramener la question du principe de Hasse (ou de I'approximation faible) sur
X a des variétés auxiliaires (dites de descente) de dimension plus grande mais de
géométrie plus simple. Les fondements théoriques de cette méthode, due a Colliot-
Thélene et Sansuc ([9]) sont assez complexes. On en trouvera un bon exposé dans
[30]. Elle a par exemple été appliquée avec succés aux surfaces de Chitelet [10]
(les variétés auxiliaires étant ensuite traitées par fibration).

Je ne parlerai pas dans cet article de la méthode du cercle, qui permet également
d’établir des résultats de principe de Hasse et d'approximation faible, avec en plus
des estimations quantitatives. Son inconvénient est qu'elle nécessite en général que
le nombre de variables soit grand par rapport au degré, elle est donc peu adaptée aux
variétés de petite dimension. Citons quand méme le bel article de Skinner ([28]), et
celui de Heath-Brown et Skorobogatov en 2002 sur les équations normiques ([18])
qui est le premier a3 combiner méthode de la descente et méthode du cercle.

Mentionnons enfin un trés important résultat de Swinnerton-Dyer (2001, [32]) :
il a établi le principe de Hasse pour les surfaces cubiques diagonales sur Q (moyen-
nant la finitude du groupe de Tate-Shafarevitch des courbes elliptiques) lorsqu’une
condition « proche » de celle de Manin est vérifiée. Il en a déduit (par une méthode
de fibration simple) le principe de Hasse pour toute hypersurface cubique diagonale
de dimension > 3 (toujours sous |'hypothese sur le groupe de Tate-Shafarevitch).
La preuve de ce théoréme (trop complexe pour étre exposée ici) est basée sur
une stratégie qui s'est révélée treés fructueuse, introduite par Colliot-Thélene, Sko-
robogatov et Swinnerton-Dyer dans I'article [11] (paru en 1998). Elle a aussi été
appliquée avec succeés en 2005 a certaines surfaces de Kummer ([31]). Si on suppose
en plus I'hypothése de Schinzel (une généralisation du théoréeme de la progression
arithmétique de Dirichlet), cette technique donne également des résultats pour des
familles plus générales de courbes de genre 1 ([11]); tout récemment O. Witten-
berg ([34]) a pu établir, sous les deux conjectures ci-dessus, le principe de Hasse
pour toute intersection lisse de deux quadriques dans P} (il a également obtenu
des résultats partiels si on remplace P3 par P}). En comparant avec le résultat
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(inconditionnel) de Colliot-Thélene, Sansuc et Swinnerton-Dyer pour les intersec-
tions lisses de deux quadriques dans P&, on retrouve le fait que les problemes de
principe de Hasse sont d'autant plus difficiles que la dimension est petite.

Au-dela de I'obstruction de Manin

Le titre de ce dernier paragraphe est emprunté a |'article fondateur [29]. Bien
qu'il ne soit pas raisonnable de penser que I'obstruction de Manin au principe de
Hasse soit la seule pour toute variété projective et lisse sur un corps de nombres, il
a fallu attendre plus de 25 ans apreés I'article de Manin pour qu’un contre-exemple
soit donné par Skorobogatov. Plus précisément, il a montré le

Théoreme (Skorobogatov, 1997). — [/ existe une surface bielliptique X sur Q
telle que X posséde une famille de points locaux (M,) vérifiant les conditions de
Manin, mais X ne posséde pas de point rationnel.

Une surface bielliptique est le quotient du produit de deux courbes elliptiques
par un groupe fini agissant sans point fixe (dans |'exemple de Skorobogatov, ce
groupe est Z/2Z). La preuve du théoreme repose encore sur la théorie de la
descente : I'existence d'un point rationnel sur X impliquerait qu'une certaine famille
de variétés auxiliaires (Y;) (ce sont des espaces principaux homogenes sur X sous le
groupe Z/2Z) ait la propriété que I'une d’elles a un point rationnel. Le fait que I'une
de ces variétés ait des points dans tous les complétés de Q permet de montrer que
I'obstruction de Manin au principe de Hasse s'évanouit pour X. Mais d'un autre
c6té, les (Y;) qui ont des points partout localement sont des contre-exemples au
principe de Hasse (venant de I'obstruction de Manin!). Ainsi, c’est une sorte de
version « itérée » de |'obstruction de Manin qui est utilisée.

Quelque temps apres, Skorobogatov et moi-méme ([15]) avons développé
une théorie de la descente utilisant des espaces principaux homogenes sur la
variété considérée, sous des groupes non abéliens (alors que la théorie classique
est étroitement reliée aux espaces principaux homogeénes sous les tores ou les
groupes finis abéliens). Cette théorie a conduit a des obstructions au principe de
Hasse et a I'approximation faible formulées en termes de cohomologie galoisienne
non-abélienne. Elle a permis de donner un cadre général pour le contre-exemple
au principe de Hasse de Skorobogatov, et également pour les contre-exemples
a I'approximation faible (basés sur le groupe fondamental géométrique) de [14].
Plus récemment, elle a aussi conduit ([16]) a la construction de contre-exemples
a l'approximation faible non expliqués par le groupe de Brauer pour des sur-
faces d'Enriques (qui ne sont pourtant pas trés loin des variétés rationnelles; en
particulier leur groupe fondamental géométrique est réduit a Z/2Z).

On ne connatt pas de contre-exemple inconditionnel au principe de Hasse qui ne
soit pas expliqué par les obstructions ci-dessus. On pense qu'il en existe pour des
hypersurfaces lisses de grand degré, mais on n'a pas pour |'instant de méthode pour
attaquer ce probleme. Une autre question ouverte consiste a déterminer si I'obs-
truction de Manin au principe de Hasse est la seule pour les courbes de genre > 2
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(en supposant toujours la finitude du groupe de Tate-Shafarevitch de leur jaco-
bienne). La question analogue en remplagcant « points rationnels » par « zéros-
cycles de degré 1 » a une réponse positive 3 ([23], [8], ou encore [12] pour une
preuve rapide). Dans une autre direction, on peut penser que les obstructions non-
abéliennes permettront de construire des contre-exemples au principe de Hasse
ou a l'approximation faible, non expliqués par les conditions de Manin, pour les
espaces homogenes de groupes algébriques a stabilisateurs finis non-abéliens. Par
exemple la propriété d'approximation faible pour le quotient X = SL,/G, ou G
est un groupe fini est reliée, comme I'a remarqué Colliot-Thélene, au probleme de
Galois inverse : si X vérifie I'approximation faible en dehors d'un nombre fini de
places du corps de nombres k, alors G est groupe de Galois sur k. Ce serait en
particulier le cas si |'obstruction de Manin a I'approximation faible était la seule
pour X, mais ce dernier point ne me semble pas trés vraisemblable si le groupe G
est quelconque (en particulier non résoluble).

Remerciements.  Je tiens a remercier J.-L. Colliot-Thélene pour sa lecture atten-
tive du manuscrit et ses pertinentes suggestions.
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Une erreur féconde
du mathématicien Henri Poincaré

Jean-Christophe Yoccoz

Nous remercions Jean-Christophe Yoccoz de nous avoir autorisé a publier ce texte

qui correspond a sa conférence donnée a la Bibliothéque nationale de France le
13 avril 2005 dans le cadre du cyle « Un texte, un mathématicien ». La Gazette 105
avait présenté ce cycle de conférences organisé par la SMF et la BnF en partena-
riat avec France Culture et la revue Tangente. Le succés de ces manifestations a
encouragé les organisateurs a renouveler I'expérience cette année, qui débutera le
11 janvier 2006 avec une conférence d'Yves Meyer .

« ... For, in respect to the latter branch of the supposition, it should be consi-
dered that the most trifling variation in the facts of the two cases might give rise
to the most important miscalculations, by diverting thoroughly the two courses of
events, very much as, in arithmetic, an error which, in its own individuality, may
be inappreciable, produces, at length, by dint of multiplication at all points of the

process, a result enormously at variance with truth. ... »
Edgar Allan Poe

The mystery of Marie Roget, 1843

« ... Car, relativement 3 la derniére partie de la supposition, on doit considérer
que la plus légére variation dans les éléments des deux problémes pourrait engendrer
les plus graves erreurs de calcul, en faisant diverger absolument les deux courants
d'événements; a peu prés de la méme maniére qu’en arithmétique une erreur qui,
prise individuellement, peut étre inappréciable, produit a la longue, par la force
accumulative de la multiplication, un résultat effroyablement distant de la vérité ... »

Trad. Charles Baudelaire, 1864

La citation précédente est sans doute une des premieres descriptions de ce qui a,
beaucoup plus récemment, été baptisé d' « effet papillon », I'idée qu’a cause du
caractere instable des évolutions dynamiques associées au systeme météorologique,
le battement d’ailes d'un papillon pourrait sur le long terme étre a I'origine de
tempétes et autres cataclysmes. Dans la bouche du chevalier Dupin, c'est a la
logique d'une enquéte policiere plutdt qu'a la météorologie qu'est associée ce
phénomene.

Le héros de notre histoire, Henri Poincaré (1854-1912) nait a Nancy, 11 ans
aprés la parution de la nouvelle de Poe. Recu premier 3 I'Ecole polytechnique, il
soutient en 1879 une these dont une des parties, le « Mémoire sur les propriétés
des fonctions définies par les équations différentielles », annonce une des directions
que prendront ses recherches. Apres un bref passage a Caen, il est de retour a Paris

1 Tous les renseignements nécessaires se trouvent a |'adresse : http://smf.emath.fr/BNF/

2006/
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deés 1881 et occupera a la Sorbonne a partir de 1886 une chaire de « Physique
mathématique et Calcul des probabilités ».

Henri Poincaré est le plus grand mathématicien de son temps, I'un des 4 ou
5 plus importants de tous les temps. Son ceuvre s'étend aussi a la physique. Avec
Lorentz et Einstein, il est le codécouvreur de la théorie de la relativité restreinte.
Par ailleurs, ses textes de philosophie des sciences exercent encore aujourd hui une
influence considérable. Son ceuvre proprement mathématique est immense, de la
géométrie a l'analyse et la topologie. Il est aussi le fondateur de la théorie des
systemes dynamiques ; c'est a cette partie de ses travaux que se rattache |'épisode
qui nous intéresse ici.

Stockholm est certainement I'une des plus belles villes du monde, tout parti-
culierement au printemps ol I'éclosion de la nature et la mer partout présente y
créent une atmospheére exceptionnelle. A quelques kilomeétres du centre, Djiirsholm
abrite au bord d'un bras de mer de splendides résidences, dont I'Institut Mittag-
Leffler. Cet institut, avec la superbe bibliothéque autour duquel il s’organise, était
il y a un siecle la demeure de Gosta Mittag-Leffler (1846-1927), le second per-
sonnage de notre histoire. C'est aujourd'hui I'un des hauts lieux de la recherche
mathématique en Europe.

Mittag-Leffler fut un mathématicien de tout premier ordre, spécialiste d'analyse
complexe, disputant avec le chimiste Alfred Nobel la premiére place dans le monde
scientifique suédois de I'époque. Aprés un doctorat a Uppsala, il a voyagé a Paris,
Berlin, Gottingen, collaborant avec Hermite, Weierstrass, Schering. Il a fondé au
début des années 1880 la revue « Acta Mathematica », qui est toujours aujourd’hui
I'une des trois ou quatre revues les plus prestigieuses en mathématiques au plan
international.

Mittag-Leffler a su convaincre le roi Oscar de Suede et de Norvege (1829-1907)
de soutenir financierement la fondation d’Acta. Le roi, qui a été lui-méme étudiant a
Uppsala, est un mécene généreux pour I'activité scientifique. Mittag-Leffler propose
donc au souverain de financer un prix qui célébrerait son 60° anniversaire.

Le jury est constitué de Mittag-Leffler lui-méme, de Charles Hermite (1822-
1901) et de Karl Weierstrass (1815-1897). La prééminence de ces deux
mathématiciens de la génération précédente au sein des écoles francaise et
allemande garantit au prix une large audience.

L'annonce officielle est faite a la mi 1885 ; la date limite de soumission est fixée
au 1°" juin 1888. Le mémoire vainqueur sera publié dans les « Acta mathematica »,
et récompensé d'une médaille d'or accompagnée de 2500 couronnes (le salaire
annuel de Mittag-Leffler est de 7000 couronnes). Les candidats peuvent traiter
I'un des 4 sujets proposés, ou un sujet libre de leur choix. Sur les 12 mémoires
recus, 6 se prévalent de cette possibilité, tandis que 5 se rattachent au premier
sujet proposé, le probleme des n corps en mécanique céleste.

Hermite a contribué a la fondation des « Acta Mathematica ». Poincaré a été
étudiant de Hermite, il a publié un article dans chacun des 5 premiers volumes de
la revue. Il connait Mittag-Leffler et n'a pas fait mystére de sa volonté de participer
au concours. Malgré I'anonymat des soumissions, Mittag-Leffler n'a pas grand mal
a identifier son collégue francais comme |'auteur d’'un mémoire qui se détache trés
nettement du lot. Ce mémoire, intitulé « Sur le probléme des trois corps et les
équations de la dynamique » fait trés rapidement I'unanimité du jury. Le résultat
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est proclamé le 20 janvier 1889. L'autre mémoire distingué par le jury est I'ceuvre de
Paul Appell et porte sur le développement en séries trigonométriques des fonctions
abéliennes.

Le mémoire de Poincaré aurait dii étre publié dans les « Acta mathematica »
en octobre 1889. Il en sera autrement...

Lars Phragmen (1863-1937) est un jeune mathématicien suédois que Mittag-
Leffler a chargé de la lecture détaillée des mémoires soumis. A la suite de ses
commentaires, le mémoire de Poincaré, long de 160 pages initialement, s'est enrichi
de 90 pages de notes supplémentaires. Vers juillet 1889, Mittag-Leffler transmet
a Poincaré une demande d'éclaircissement de Phragmen. Poincaré s'apercoit que
les objections de Phragmen sont fondées, et découvre en reprenant le corps de
son argumentation qu'il a commis une erreur sérieuse dans une autre partie du
texte. Début décembre, il annonce a Mittag-Leffler que la rectification de I'erreur
nécessite des changements substantiels dans son mémoire.

Craignant peut-étre pour sa réputation scientifique, qui est moins établie
que celle de Weierstrass, Hermite ou Poincaré lui-méme, Mittag-Leffler récupére
discretement les quelques exemplaires du mémoire initial qu'il avait distribués a
un cercle restreint de mathématiciens et astronomes. Il obtient de Poincaré que
celui-ci régle les frais d'impression du mémoire initial, soit 3500 couronnes, 1000
de plus que le montant du prix. La version révisée, longue de 270 pages, est préte
en avril 1890 et paraitra dans les « Acta mathematica » en novembre 1890.

Voila pour les circonstances historiques, pour lesquelles le livre de June Barrow-
Green cité en référence? m'a été précieux. Venons-en au contenu scientifique de
I'épisode : je vais essayer d'expliquer I'erreur de Poincaré, la découverte a laquelle
la rectification de cette erreur I'a mené, et le retentissement de cette découverte
sur les mathématiques d'aujourd’hui.

Il faut d'emblée affirmer que méme si I'on retranche au mémoire tout ce qui
touche a l'erreur et a sa révision, le contenu en reste extraordinairement riche.
Poincaré lui-méme en développera les idées dans les trois tomes des « Méthodes
Nouvelles de la Mécanique Céleste », qui paraitront entre 1892 et 1899, et marque-
ront une refondation compléte du domaine. On trouve aussi, dans la premiére partie
du mémoire, ce qu'on appelle aujourd’hui le théoréme de récurrence de Poincaré;
ce résultat constitue I'acte fondateur de la théorie ergodique, branche cousine des
systemes dynamiques. Erreur ou pas, le prix était amplement mérité. Mais de tout
ceci, je ne vais pas parler.

Un systeme dynamique, c'est un espace des phases avec une équation
d’'évolution; les points de |'espace des phases décrivent les états possibles du
systeme considéré; I'équation d'évolution gouverne les changements d’états sur le
court terme. Le but de la théorie est de comprendre |I'évolution sur le long terme.

Souvent, un état peut-étre déterminé par un nombre fini de parametres et
I'équation d'évolution est une équation différentielle décrivant la variation infi-
nitésimale de ces parameétres. Poincaré, dés ses premiers travaux dans le domaine,
va introduire un changement de point de vue fondamental. Ses prédécesseurs
traitaient les équations différentielles comme des équations, et cherchaient a en
représenter les solutions par des formules toujours plus sophistiquées. Poincaré va

2 Réf. : June Barrow-Green, Poincare and the three-body problem (1997), AMS-LMS History
of mathematics, Vol. 11.
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s'apercevoir que, pour la plupart des équations différentielles, on ne peut dispo-
ser d'aucune formule raisonnable. Il va traiter les équations différentielles comme
des objets géométriques, une révolution conceptuelle qui ouvre des perspectives
complétement inédites. C'est dans cet esprit que j'ai complétement évité les for-
mules dans ce qui suit.

La mécanique céleste traite du mouvement des corps célestes — étoiles, planétes,
satellites naturels ou artificiels, astéroides...— sous I'action de la gravitation clas-
sique, a I'exclusion de tous autres phénomenes physiques. La loi de gravitation
universelle de Newton stipule que la force d'attraction mutuelle de deux corps est
proportionnelle a chacune de leurs masses, et inversement proportionnelle au carré
de leur distance.

Dans le probleme des n corps, les corps célestes sont assimilés a des masses
ponctuelles sans diamétre. L'état du systeme est donc déterminé par les trois coor-
données de position et les trois coordonnées de vitesse de chacun des corps : I'es-
pace des phases est de dimension égale a 6n; I'équation d'évolution est I'équation
différentielle du second ordre qui traduit la loi de gravitation universelle.

Lorsqu'il y a seulement 2 corps, il n'est pas difficile de résoudre ces équations.
Les solutions en ont en fait été découvertes par Kepler par I'observation céleste plus
d'un siécle avant que Newton n’écrive ses équations. Chacun des corps parcourt une
ellipse, le centre de masse occupant un des foyers de ces ellipses homothétiques;
I"aire parcourue par le rayon joignant le centre de masse a I'un des corps est balayée
a vitesse constante (on peut avoir aussi une hyperbole ou une parabole au lieu d'une
ellipse, mais les corps s'échappent alors a I'infini).

La situation considérée par Poincaré dans son mémoire est le probléme restreint
des trois corps, le cas le plus simple aprés celui de deux corps. Dans ce probleme
restreint, on fait les hypothéses suivantes. On suppose d’'abord que I'un des corps,
appelons-le m, est de masse nulle. Il n'influence donc en rien le mouvement des deux
autres corps, appelons-les m; et my , mais subit |'attraction gravitationnelle de ces
corps. On suppose de plus que les corps my et m,, dont le mouvement doit obéir
aux lois de Kepler, se déplacent a vitesse uniforme sur des cercles concentriques
(dont le centre est le centre de gravité de ces deux corps). On cherche a comprendre
la trajectoire du corps m, et on ne s'intéresse qu'aux trajectoires contenues dans
le méme plan que celles de m; et my. On suppose enfin que le rapport des masses
de my et my est faible; on note i ce petit parametre.

Pour déterminer I'état du systéme, il faut connaitre les deux coordonnées de
position et les deux coordonnées de vitesse du corps m dans le plan ou se déroule
le mouvement. L'espace des phases est donc de dimension 4. Le plus simple est
en fait de se placer dans un repére tournant qui accompagne la rotation uniforme
des corps m; et my. Dans ce repeére, ces deux corps deviennent immobiles, ce qui
simplifie I'écriture des forces de gravitation, mais introduit un terme correspondant
a la force de Coriolis. Néanmoins, le systeme d'équations différentielles obtenu a
la forme générale, dite hamiltonienne, associée a la plupart des systemes d'origine
mécanique; une conséquence fondamentale de cette propriété est la conservation
au cours du temps d'une certaine fonction, le hamiltonien, calculable a partir de
I'état du systéme. Cela veut dire que les solutions, qui sont des courbes dans
I'espace des phases paramétrées par le temps, sont tracées sur les hypersurfaces
(de dimension 3) représentant les différents niveaux possibles du hamiltonien (dans
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les situations classiques de la mécanique, le hamiltonien n'est rien d’autre que
I'énergie totale du systéme).

Fixons le niveau du hamiltonien. Nous avons donc une hypersurface de dimen-
sion 3 sur laquelle sont tracées des courbes paramétrées par le temps. Dans cette
hypersurface, Poincaré considére une surface ¥ (de dimension 2) transverse a la
famille de courbes. Les équations d'évolution se traduisent par une transformation
T de cette surface X dans elle-méme : étant donné un point x de X, on consideére
la courbe solution passant par x a l'instant 0 et on désigne par T(x) le premier
point ol cette courbe solution rencontre a nouveau . Il s'agit donc a présent de
comprendre les itérations successives de cette transformation T de la surface X.
On est passé d'une dynamique a temps continu en dimension 3 a une dynamique
a temps discret en dimension 2.

Lorsque le paramétre p, rapport des masses de my et mq, est nul, il est facile
d’'analyser complétement la dynamique. Le corps m; est immobile a I'origine et le
corps m, ne subissant pas |'attraction de my décrit une ellipse (ou une hyperbole,
ou une parabole ; mais c’est le cas de I'ellipse qui nous intéresse dans la suite) dont
I'origine est un foyer. Dans le repére tournant, cette ellipse présente un mouvement
de rotation apparent traduisant la rotation uniforme de my autour de l'origine. Il y
a donc superposition de deux mouvements périodiques : la rotation du grand axe de
I'ellipse (dans le repére tournant) a une vitesse angulaire uniforme et le déplacement
sur I'ellipse du corps m en balayant les aires a vitesse uniforme (deuxieme loi
de Kepler). Les périodes des deux mouvements sont indépendantes et en général
incommensurables : le mouvement dans son ensemble n’est alors pas périodique. On
dit que le systeme est complétement intégrable et que la dynamique correspondante
est quasipériodique.

Pour la dynamique de la transformation T sur la surface X, cela se traduit de
la facon suivante. La surface X est feuilletée par un systéeme de courbes fermées;
chacune de ces courbes est invariante par la transformation T ; de plus, chacune
de ces courbes peut étre paramétrée par une coordonnée angulaire de fagcon que
la transformation T s’exprime comme une rotation dans cette coordonnée. L'angle
de cette rotation dépend de la courbe considérée, et correspond au rapport des
périodes des deux mouvements périodiques dans le cas du temps continu. Lorsque
cet angle compté en nombre de tours, est un nombre rationnel, chaque point de
la courbe est périodique sous l'action de T. Lorsqu'au contraire cet angle est
irrationnel, et c'est le cas pour la plupart des courbes, les images successives d'un
point de la courbe forment un ensemble dense dans la courbe.

Que se passe-t-il lorsque le paramétre 1 n'est pas nul, mais simplement trés
petit ? Dans quelle mesure va-t-on retrouver certains des aspects du cas =07
Poincaré analyse d'abord le cas des orbites périodiques. Considérons pour fixer les
idées le cas d'une courbe de Y, invariante par T lorsque u = 0, pour laquelle
I'angle de la rotation induite par T s'annule. Tous les points de cette courbe sont
donc fixés par T lorsque p# = 0. Lorsque p est petit mais non nul, Poincaré montre
que seul un nombre fini de points (tres voisins de cette courbe) sont encore fixés
par T, et correspondent donc a des orbites périodiques pour le systeme en temps
continu (dans le repére tournant).

Une analogie avec un systeme mécanique plus simple, le pendule, est utile.
On considere le mouvement dans un plan vertical d’une barre rigide fixée a une
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de ses extrémités. En |'absence de pesanteur (correspondant au cas u = 0 pour
le probléme restreint des 3 corps), on a un mouvement de rotation uniforme;
en particulier toutes les positions sont des positions d'équilibre. Par contre, en
présence de pesanteur, il n'y a plus que deux positions d'équilibre. La position
verticale basse est un équilibre stable, la perturbation de cet équilibre conduit a de
petites oscillations. La position verticale haute est un équilibre instable; si, a un
temps infiniment lointain dans le passé, la barre s'éloigne de cet équilibre avec une
vitesse infiniment petite, elle effectuera un tour complet pour revenir a I'équilibre
a un temps infiniment lointain dans le futur avec une vitesse infiniment faible. Ce
comportement remarquable est qualifié de doublement asymptotique par Poincaré;
le vocabulaire moderne est homocline.

Revenons aux points fixés par la transformation T sur la surface Y. Poincaré
montre que la moitié d’entre eux sont stables et I'autre moitié sont instables, au
moins au niveau infinitésimal. Le passage de la stabilité infinitésimale a la stabilité
locale ne sera obtenu que vers 1960 griace aux succes de la théorie KAM (pour
Kolmogoroff-Arnold-Moser) ; ce n'est pas ici notre sujet. Poincaré étudie de plus
prés les points fixes instables. Pour chacun de ces points fixes, Poincaré démontre
qu'il existe une courbe remarquable tracée sur ¥ passant par ce point fixe, dite
stable ou positivement asymptotique, caractérisée par la propriété suivante : quand
on itére la transformation T a partir d'un point de cette courbe, la suite de points
obtenue ainsi converge vers le point fixe. Il existe de méme une courbe, dite instable
ou négativement asymptotique, caractérisée par la propriété duale : quand on itére
I'inverse T~ de la transformation T a partir d’un point de cette courbe, la suite
de points obtenue ainsi converge vers le point fixe. Chacune de ces courbes est
invariante sous I'action de la transformation T. Dans I'exemple du pendule pesant,
les trajectoires homoclines associées a I'équilibre instable constituent a la fois la
courbe stable et la courbe instable (il y a deux trajectoires homoclines suivant le
sens de rotation du tour effectué).

Les courbes positivement et négativement asymptotiques des points fixes in-
stables de la transformation T coincident-elles, comme c’est le cas pour le pendule
pesant ? Dans le cas du pendule pesant, outre un calcul direct, un argument de
portée plus générale est le suivant : on a affaire a une dynamique en temps continu
dans un espace des phases bidimensionnel; le théoreme d'unicité des solutions
d’'équations différentielles garantit alors que les deux courbes asymptotiques sont
égales des qu'elles se rencontrent (en un point distinct du point fixe auquel elles
sont associées).

Poincaré va chercher a déterminer la position de ces courbes positivement et
négativement asymptotiques, en effectuant des développements par rapport aux
puissances successives du petit parametre u (plus exactement, de la racine carrée
de 11). Dans la version initiale du mémoire, il montre que les deux courbes coincident
au premier ordre en /i ; il affirme aussi que les développements en les puissances
successives de /i sont convergents. Dans la version corrigée du mémoire, il montre
que les deux courbes coincident a tous les ordres en /i; si les développements
étaient effectivement convergents, cela permettrait évidemment de conclure que
les deux courbes sont égales. Hélas, la convergence, qu'il pensait étre conséquence
de principes généraux valables dans des situations similaires, n'a pas lieu : lui-méme
le montrera dans la version corrigée!
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On peut penser que Poincaré, en rédigeant la version initiale du mémoire, avait
vérifié que les deux courbes coincident a tous les ordres en /ji et donc (convaincu
qu'il était alors de la convergence des développements) qu'elles étaient égales. Pour
éviter le calcul délicat de ce développement a tous les ordres, il va chercher un
raccourci en complétant le calcul (facile) au premier ordre en /j par un argument
de nature topologique. A la base de cet argument se trouve la propriété que T
préserve les aires, propriété héritée de la nature hamiltonienne du systeme initial.
L'argument montre effectivement que les deux courbes doivent se rencontrer (en un
point distinct du point fixe instable). En temps continu, pour le pendule pesant,
cela implique que les deux courbes coincident. Mais pas en temps discret, comme
c’est le cas pour la transformation T !

En résumé, les arguments, grace auxquels Poincaré pensait initialement pouvoir
conclure que les courbes positivement et négativement asymptotiques coincident,
permettent seulement de prouver que ces courbes se rencontrent en des points
distincts des points fixes auxquels elles sont associées. En général, en ces points
d'intersection, les droites tangentes aux deux courbes sont distinctes; les trajec-
toires correspondantes sont dites homoclines transverses.

Quand on cherche, comme Poincaré lui-méme |'a fait, a tracer dans toute leur
extension des courbes positivement et négativement asymptotiques présentant des
intersections homoclines transverses, on s’apercoit rapidement que le fait que ces
courbes soient invariantes par la transformation T force une géométrie d'une com-
plexité redoutable. Si Poincaré est bien conscient de cette complexité, il revien-
dra aux successeurs de Poincaré, George D. Birkhoff (1884-1944) et Steve Smale
(né en 1930) de commencer a I'analyser.

Un des outils conceptuels fondamentaux, introduit par Alexandre Liapounov
(1857-1918), est la mesure du taux de divergence (ou convergence) exponentielle
des trajectoires au niveau infinitésimal. Pour le pendule pesant, cette divergence
est toute entiere concentrée au point d'équilibre instable. En présence de points
d’intersections homoclines transverses, cette divergence exponentielle va se mani-
fester pour toutes les trajectoires correspondant aux points d'intersection. C'est
une telle divergence exponentielle qui caractérise les dynamiques de type chaotique
qui sont a la base de I" « effet papillon ».

Le fer a cheval de Smale est un modele simplifié de la transformation T ou
I'on est capable de décrire complétement le systeme d’intersections homoclines
transverses associé a un point fixe instable. Un codage géométrique simple permet
d’associer a chaque point d'intersection des courbes positivement et négativement
asymptotiques une suite de 0 et de 1 (paramétrée par les entiers relatifs, et ne
comportant qu'un nombre fini de 1). Inversement, toute suite de 0 et de 1 ayant
ces propriétés est associés a un point d'intersection. La suite associée a I'image
T(x) d'un point d'intersection x est simplement |a suite associée a x décalée d'un
cran vers la gauche. Quand on ne considére que la partie de la suite paramétrée
par les entiers positifs ou nuls (cela revient a se concentrer sur I'évolution future en
oubliant le passé), le passage de x a T(x) revient a multiplier par 2 le nombre dont
la suite tronquée est le développement binaire : on retrouve la citation de Poe...

Malgré tous les progrés accomplis depuis une cinquantaine d'années dans
notre analyse des systémes dynamiques chaotiques (hyperboliques est le terme
généralement utilisé par les mathématiciens), on aurait tort de croire que le
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probléme restreint des 3 corps est aujourdhui compris de fagcon satisfaisante. Une
question centrale de la théorie des systemes dynamiques, et qui est complétement
ouverte a |'heure actuelle, est la suivante : choisissons au hasard un point de la
surface X, et observons son orbite par les itérations successives de la transformation
T. Y-a-t-il une probabilité non nulle (sur le choix du point initial) pour qu'on
observe le long de cette orbite une divergence exponentielle des orbites au niveau
infinitésimal ? La théorie KAM mentionnée auparavant nous garantit qu'a l'inverse
il y a une probabilité non nulle de ne pas observer de divergence exponentielle car
la dynamique de I'orbite sera de nature quasipériodique...

Un texte, un mathématicien

Devant le succés rencontré I'an dernier, la SMF et la BnF ont décidé de
poursuivre |'expérience. Un cycle de 4 conférences de mathématiques est
organisé en 2006, elles s'adressent au grand public ainsi qu’aux enseignants
des colleges-lycées, étudiants et lycéens.

C'est a la Bibliotheque nationale de France, les mercredis a 18h30, (site
F. Mitterrand, Grand auditorium, Hall Est) Quai Frangois-Mauriac, a Paris
dans le 13¢ arr.

Date des conférences :

11 janvier Y. Meyer — Pourquoi Henri Lebesgue essayait de mesurer les
surfaces, et n'y arrivait pas?

15 mars E. Ghys — Henri Poincaré et le monde non euclidien

05 avril M. Audin — Le cas de Sophie Kowaleskaya

10 mai E. Bayer-Fluckiger — Hermann Minkowski, grand prix de
I'’Académie des sciences a 18 ans

Pour plus de détails voir la page web : http://smf .emath.fr/BNF/2006/
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PROMENADES MATHEMATIQUES

« Je n'y avais jamais pensé, c'est vraiment trés bien, nous sommes vraiment
contents de pouvoir vous accueillir... » Cette phrase, quiconque d’entre nous
ayant eu une fois 'occasion de se rendre dans un établissement scolaire pour y
présenter une conférence de mathématiques devant des éléves I'a forcément enten-
due avant méme le début de son exposé. Il faut dire que, pour les enseignants de
mathématiques, les possibilités concrétes de présenter la discipline a leurs éléves
sous un jour moins scolaire sont peu nombreuses : rien d'étonnant, donc, a ce qu'ils
soient ravis quand une occasion se présente.

C'est pour créer ces occasions que nous avons con¢u les « promenades
mathématiques ». Il s’agit d'un catalogue de conférences de vulgarisation
des mathématiques, en ligne (http://smf. emath. fr/MathGrandPublic/
PromenadesMathematiques/) depuis novembre 2005, destiné 3 faciliter I'organi-
sation de conférences a toutes les périodes de I'année, dans toute la France, dans
des établissements tels que colléges, lycées, universités, mais aussi médiathéques et
comités d'entreprises. Initiées conjointement par la SMF et I'association Animath
et avec le soutien du CNRS, les promenades mathématiques ont pour vocation
de gérer |'offre et la demande de conférences, ainsi que de fédérer les différentes
initiatives existantes au niveau local qui vont dans le méme sens. Plus largement,
les promenades mathématiques veulent impulser un mouvement de fond en faveur
de la vulgarisation des mathématiques, notamment par le biais d’actions de
formation a la vulgarisation, par exemple auprés des doctorants dans le cadre des

CIES.

Nous lancons donc un appel a contributions, a la fois pour I'offre et pour la
demande. Commencons par I'offre : une premiére vague de sollicitations nous a
permis de disposer, en a peine quelques semaines, d'une banque d’'une quarantaine
de titres et de résumés de conférences. Cela a rendu trés rapidement possible la
mise en ligne d’un premier catalogue, et nous remercions tous les collégues sollicités
d’avoir répondu si vite et en si grand nombre. Nous n’en avons pas moins besoin
d'étoffer encore le catalogue. A vous tous qui savez I'importance de faire découvrir
les mathématiques sous un jour moins scolaire, nous vous demandons de nous
envoyer des propositions de conférences : un titre, un résumé, le niveau scolaire
de la conférence, ainsi qu'éventuellement les besoins en matériel, une délimitation
géographique (pour ceux souhaitant éviter de trop grands déplacements) et une
référence bibliographique si la conférence est déja publiée sous une forme ou sous
une autre. Les conférences peuvent étre congues selon des angles trés différents,
allant du jeu a la perspective historique en passant par des manipulations phy-
siques ou informatiques. Elles peuvent aussi prendre la forme d’'un exposé plus
classique au cours duquel le conférencier motive le sujet qu'il introduit et explique
un certain nombre de résultats tout en faisant sentir au public I'importance de la
question abordée. Celle-ci peut étre théorique aussi bien qu'appliquée, intellectuelle
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aussi bien que concréte. Les conférences ne se limitent pas nécessairement a des
sujets purement mathématiques, elles peuvent aussi donner un point de vue de
mathématicien sur certains domaines comme la physique, la biologie, I'économie,
les sciences humaines, I'art ou la littérature, entre autres.

Second point, la demande : établissements scolaires et universitaires, recto-
rats, écoles d’ingénieurs, maisons des sciences ou de la culture, médiathéques,
comités d’entreprises, clubs de mathématiques, journaux, magazines, revues
spécialisées, sont autant de structures a informer, la médiatisation des promenades
mathématiques étant une condition de leur succés. Aidez-nous a faire connaitre le
catalogue un peu partout, parlez-en autour de vous. C'est ainsi qu'ensemble nous
contribuerons & diffuser davantage la culture mathématique auprés du plus grand
nombre.

*x Kk %k

Le texte qui suit développe I'une des conférences du catalogue des « Promenades
mathématiques », adaptée pour la Gazette. |l est pour partie constitué d’extraits
de I'ouvrage Le Fabuleux destin de \/2 (éditions Le Pommier, parution mars 2006).

Le Fabuleux destin de /2

Benoit Rittaud!

Au Panthéon des nombres

Il était une fois le Panthéon des nombres. ..

En son centre tréne le nombre 7, qui attire la plupart des regards. A la droite
du maftre on apercoit le nombre d’'or, (1+\/§)/2, réputé plus accessible. Viennent
ensuite d'autres figures d'inégale importance : |la base des logarithmes népériens (e),
la constante d'Euler (), la constante d'Apéry (((3)). ..

Dans ce tableau, c'est tout juste si I'on remarque la présence de la racine carrée
de 2. Oh, bien siir, tout visiteur régulier du Panthéon vous dira que, en tant que
rapport de la diagonale du carré 3 son c6té, /2 est une constante fondamentale
de la géométrie. Souvent, il ajoutera doctement que c'est aussi le tout premier
nombre dont 'irrationalité a été démontrée, par Pythagore en personne.

Si vous insistez encore, il éclairera votre lanterne en ces termes : « si V2 était
rationnelle, alors on pourrait |'écrire sous la forme d'une fraction irréductible de la
forme p/q, donc on aurait p> = 2¢°, donc p? serait pair, donc p aussi et s'écrirait
donc 2p’, d’oli g2 = 2p’? et par le m&me raisonnement on obtiendrait que g serait
pair, donc p et g seraient tous deux pairs contredisant |'hypothése initiale que p/q
est irréductible, d’ol I'irrationalité de v/2. »

En général, une fois que vous aurez accepté de dire que cette démonstration
est élégante, vous serez prié de circuler pour aller voir ce qui se passe du c6té
des nombres transcendants ou des équations résolubles par radicaux. Aurions-nous

L Université Paris XIII
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donc fait le tour de ce qu'il y a a dire sur la racine carrée de 27 On en est loin :
la liste de toutes ses propriétés est d'une variété presque infinie. Peut-étre est-ce
précisément parce qu'elle constitue le pain quotidien des mathématiciens que ceux-
ci en oublient de la regarder avec les mémes yeux curieux qui leur font admirer les
merveilles cachées et inattendues d'autres nombres.

La chasse aux décimales

De toutes les constantes mathématiques fondamentales, la racine carrée de 2
est probablement celle qui est connue depuis le plus longtemps. Quatre mille ans
d'histoire nous séparent d'une tablette babylonienne, YBC 7289 (Yale Babylonian
Collection), sur laquelle un scribe a dessiné un carré et ses diagonales, ainsi
que la longueur du coté, celle de la diagonale et, surtout, le rapport entre les
deux, évalué a 1;24 51,10 en notation sexagésimale, soit environ 1,4142129
(au lieu de 1,414213562.. ).

Mathematical exercice
to find diagonal of square,
using the square root of 2 (YBC 7289)

Une telle précision indique non seulement que les Babyloniens savaient que le
rapport de la diagonale au coté est « un nombre qui, multiplié par lui-méme,
donne 2 », mais aussi qu'ils en connaissaient un algorithme de calcul. lls ont ainsi
fait de la racine carrée de 2 le nombre connu le plus précisément pendant plus de
deux millénaires. Le nombre 7, quant a lui, a dii attendre la fin du V© siéecle pour
&tre connu avec une précision comparable, grace au Chinois Tsu Ch'ung-Chih qui
découvre |'approximation 355/113.

Sans étre aussi énorme que celui associé aux décimales de 7, le palmares des
chasseurs de décimales de /2 est tout de méme tres fourni, méme s'il est 3 peu prés
inconnu. Le prestige des noms qui figurent sur ce palmares, de Marcus Boorman
(520 décimales en 1887, dont 315 exactes), a Horace Uhler (1542 décimales en
1951, toutes exactes) en passant par René Coutsal (1032 décimales en 1950, toutes
exactes) n'est en rien comparable a celui d'Archiméde, d'Al-Kashi, de Ludolph Van
Ceulen ou de William Shanks, qui doivent tous au moins une partie de leur célébrité
a leur calcul de nouvelles décimales de 7. Et la gloire mathématique de Francois
Viete ne doit guére aux 48 décimales de V2 qu'il a calculées. ..
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Apres le nombre 7, la racine carrée de 2 est aujourd’hui le nombre connu avec
le plus de précision, et ce pour une raison assez inattendue : le calcul de 7 est lié
3 celui de v/2 dans beaucoup de formules. La méthode d'Archimede déja permet
de lier les deux constantes. Rappelons que cette méthode consiste a approcher
la circonférence du cercle par les périmetres de polygones inscrits et circonscrits;
les formules d'Archimede lient les périmetres des polygones a n cotés a ceux des
polygones a 2n cOtés : en itérant les formules d'Archimeéde, on s'approche de la
circonférence du cercle, et donc de 7. Pour initialiser la récurrence, Archimede était
parti d'hexagones, impliquant la racine carrée...de 3, mais certains chasseurs de
décimales ont préféré partir du carré et de la racine carrée de 2 (c’est notamment le
cas pour le célebre record de Ludolph Van Ceulen). Depuis une trentaine d'années,
apres quelques siecles d'utilisation de séries entiéres, les records de décimales de 7
utilisent le plus souvent I'algorithme de Brent-Salamin (voir [10]) ou des formules
dues a Jonathan et Peter Borwein. Toutes ces techniques font intervenir V2, « obli-
geant » ainsi les chasseurs de décimales de 7 a battre simultanément un record de
décimales de /2!

L’irrationnelle

Bien siir, I'histoire de v/2 ne se réduit pas au calcul de ses décimales. Bien plus
intéressant est le fait que la racine carrée de 2 est I'un des premiers nombres a
avoir été repéré comme irrationnel. Contrairement a ce qu’on lit souvent, il n'y a
toutefois aucune certitude définitive sur le fait que V/2 aurait été « le tout premier
nombre irrationnel », et encore moins que Pythagore serait |'auteur de la premiere
démonstration (méme si la découverte est I'ceuvre de I'école pythagoricienne).
Quant a savoir la méthode de démonstration employée, le flou est tout aussi total.
Des variantes autour d'une méme idée de base aux démonstrations radicalement
différentes, on parvient sans peine a une liste de plus d'une vingtaine de fagons
élémentaires de se persuader du résultat. Voici par exemple ce qui est peut-étre la
plus belle démonstration arithmétique de I'irrationalité de v/2, publiée par Richard
Beigel (voir [4]) mais dont I'argument-clé se trouve déja chez Euclide (Eléments,
livre VII, proposition 29) : si p et g n'ont pas de facteur commun, alors p? et g2
n'en ont pas non plus. En conséquence, si p/q est irréductible, alors p?/q? I'est
aussi, donc I'égalité p?/q* = 2 impose g = 1, donc p? = 2, ce qui n'est clairement
pas possible.

Se demander si v/2 est ou non rationnelle n'a d’ailleurs rien de trés naturel ; plus
généralement, la distinction rationnel/irrationnel a parfois des relents d'arbitraire,
parce qu'on écrit rarement, hors d'une pratique purement mathématicienne, les
nombres sous forme d'une fraction. Le plus souvent, on utilise I'écriture décimale.
Plutot que de se demander si \/2 est rationnel, on peut ainsi se demander si elle
est décimale. La démonstration de ce que v/2 ne s'écrit pas avec une quantité finie
de chiffres aprés la virgule est certainement beaucoup plus simple et éclairante
sur la notion de raisonnement par I'absurde que la démonstration habituelle de
I'irrationalité : notons u le dernier chiffre d'un éventuel nombre décimal x égal a
V/2; en posant la multiplication de x par x, on voit que le dernier chiffre du résultat
est égal au dernier chiffre de u?; puisque x> = 2, le dernier chiffre de u? devrait
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étre nul, alors qu'aucun nombre entre 1 et 9 n'a pour carré un nombre dont le
dernier chiffre est 0.2

L’art diagonal

L'intérét de la racine carrée de 2 déborde de loin ces considérations purement
mathématiques. Se plonger dans le sujet montre que, sans exagération, la racine
carrée de 2 est le nombre irrationnel dont I'utilité pratique est la plus importante
de tous, ou au moins la plus variée. La liste des domaines extra-mathématiques
dans lesquels la racine carrée de 2 a été, ou est encore, utilisée va de la musique
a la philosophie et de la photographie a la théologie, en passant par la géométrie
des ornements dans I'art islamique.

Une discipline qui en a été tout particulierement friande est I'architecture. Vi-
truve déja, au 1" siecle de notre ére, s'y intéresse dans le souci pratique de construire
un carré d'aire double d'un carré donné. Ce probléme, qui fait I'objet d'un célebre
passage d'un dialogue de Platon (Ménon), se résout en prenant la diagonale du
carré initial. La nature géométrique de la solution s'impose a I'architecte puisque
« I'on ne peut venir a bout [du probleme] par multiplication, ni par aucune voie de
nombres » ([15], livre IX, chapitre premier).

Vitruve attribue également a la racine carrée de 2, ou plus exactement au rapport
V/2, une valeur esthétique : pour lui, I'atrium d’une villa romaine se doit d'étre rec-
tangulaire, dans un rapport longueur/largeur qui ne peut prendre que trois valeurs :
les deux premieres sont 5/3 et 3/2, et « la troisiéme est, quand d’icelle largeur se
fait un carré parfait, puis qu’il se coupe d’une ligne Diagonale, dont I'étendue en
est baillée pour longueur ». (M&me si la phrase a un délicieux parfum suranné, la
facon moderne consistant a écrire « longueur/largeur = V2 » est quand méme
plus directe!)

Cette esthétique prétée par Vitruve a la racine carrée de 2 inspire ensuite les
architectes de la Renaissance, a la fois parce que, précisément, ils redécouvrent
Vitruve, mais aussi parce qu'ils ont a cette époque le désir de faire en sorte que
I'architecture soit considérée comme un art « noble », ce qui a I'époque n’'est
guére le cas. C'est en partie dans ce but qu'ils importent un vocabulaire issu de
cet autre art noble qu'est la musique, science par excellence de |'harmonie des
proportions. On sait depuis les pythagoriciens que les intervalles musicaux agréables
a l'oreille se font a partir de sons dont les rapports des fréquences sont simples : 2/1
pour l'octave, 3/2 pour la quinte, desquels dérivent la gamme « de Pythagore ».
A I"époque, donc, I"harmonie des proportions s'exprime systématiquement par des
rapports rationnels®. La seule exception attestée concerne la racine carrée de 2,
principalement en raison de sa présence dans le carré et pour sa propriété d'étre

la moyenne géométrique de 1 et de 2 (c'est-a-dire que V2 est le nombre x tel
2 Ce raisonnnement se généralise a toute base entiére b, fournissant ainsi une démonstration
de I'irrationalité de /2 apparemment inédite. Notons tout de méme que le cas de la base 10 est
particulier ; le raisonnement général est plus long, car les choses se compliquent lorsque la base b
posséde des carrés parfaits comme diviseurs.
3 Aujourd’hui, les nombres irrationnels ont fait leur apparition, dans notre « gamme bien
tempérée », dans laquelle le demi-ton (rapport des fréquences de deux notes consécutives) est
constant. Cette gamme contient douze notes entre un do et le do suivant, pour coller au plus pres
de la gamme de Pythagore; le ton est donc donné par le rapport 124/2. L'intervalle de rapport
v/2 est celui entre le do et le faf.

SMF — Gazette — 107, Janvier 2006



32 B. RITTAUD

que 1/x = x/2). Ainsi, des architectes aussi éminents qu'Andrea Palladio, Leon
Battista Alberti, Francesco Di Giorgio ou encore Sebastiano Serlio évoquent tous
ce rapport.

Faisons ici une courte digression pour indiquer que, contrairement a ce qui est
encore trop souvent propagé, le nombre d'or ne semble avoir jamais, quant a lui,
été I'objet d'une attention quelconque de la part des architectes de cette époque,
y compris aprés la publication du fameux ouvrage de Luca Pacioli, De Divina
proportione, sans doute le premier ouvrage entierement dédié a un simple nombre.
Pour les architectes de la Renaissance, le nombre d'or avait sans doute contre
lui d'étre irrationnel, ce qui ne cadrait pas avec la vision de I'époque de I'idée
d'harmonie.

Ce point n’en rend que plus remarquable la présence si fréquente de /2 dans
les écrits et les réalisations des architectes de la Renaissance. Selon I'historien
Rudolf Wittkower (voir [16]), v/2 est le seul irrationnel 3 avoir eu droit de cité
dans I'architecture de I'époque. Par exemple, Palladio, dans ses Quatre livres de
'architecture, indique que pour dimensionner I'atrium du couvent de la charité, a
Venise, il a « tAché de faire que cette maison fiit semblable a celle des anciens »
et que, pour cela, il y a construit « un avant-logis Corinthien, la longueur duquel a
la diagonale de son carré » (livre I, chapitre VI). Cette « proportion diagonale »,
selon la dénomination de Serlio, se retrouve aussi bien dans le dimensionnement
des colonnes doriques chez Alberti que dans la forme des lots de terre autour du
Capitole dans les prescriptions du président américain Thomas Jefferson, grand
amateur d'architecture ([9]).

Les formats de papier

Une utilisation plus proche de nous de la racine carrée de 2 concerne les formats
de papier que nous utilisons quotidiennement. La propriété fondamentale d'une
feuille de la série A (comme le A4, le plus courant, de 21 cm de large et de 29,7 cm
de long) est qu'en la pliant en deux dans le sens de la longueur, on obtient un
rectangle homothétique au premier.

V212 = 142

SMF — Gazette — 107, Janvier 2006



LE FABULEUX DESTIN DE v2 33

C'est un exercice trés simple que de montrer que le seul rapport longueur/largeur
disposant de cette propriété est v/2, la « proportion diagonale » de Serlio, que le
peintre Paul Sérusier, au début du XX¢ siecle, appelait quant a lui la « porte d’har-
monie ». En particulier, donc, le rapport 29,7/21 est une approximation de V2.4
En passant, cette propriété des « rectangles diagonaux » fournit une démonstration
de lirrationalité de v/2 (apparemment inédite dans sa version géométrique ci-
dessous) : supposons V2 = p/q avec p et g les plus petits possibles et considérons
deux rectangles identiques de longueur p et de largeur g, collés I'un a I'autre par I'un
de leurs grands cotés. Parce que ces rectangles sont diagonaux, le grand rectangle
qu'ils constituent ensemble, et qui a pour dimensions 2q et p, est lui aussi diagonal.

- & =T W

- -

Faisons pivoter d’un quart de tour I'un des deux rectangles initiaux pour le placer
au coin inférieur droit du grand rectangle, et intéressons-nous au petit rectangle
qui apparait en haut a gauche : puisque le rapport longueur/largeur est le méme
pour le grand rectangle et le rectangle pivoté, il est aussi le méme pour ce petit
rectangle (c'est le théoréme de Thales). Or les dimensions de ce petit rectangle
sont entiéres (2g — p et p — q) et inférieures a p et g, ce qui contredit |'hypotheése
selon laquelle p et g sont les plus petits possibles.

Historiquement, aprés une proposition sans lendemain de I'Allemand Georg
Christoph Lichtenberg au XVIII® siécle, c’est sous la révolution francaise qu’est
[égalisé pour la premiere fois cette norme pour les formats de feuilles de papier. La
raison en était alors principalement fiscale : il s'agissait de fixer de facon équitable
les taxes a appliquer a différents documents tels que les actes judiciaires. En effet,
il semble raisonnable de fixer le prix du timbre (sous-entendu : fiscal) d'un acte
en fonction de la taille de celui-ci, elle-méme se définissant de facon objective par
le format du papier sur lequel il est consigné. Les différents formats en vigueur
a I'époque n'étant pas dans des rapports d'aires simples, les prix des différents
timbres manquaient de cohérence. Avec des rectangles diagonaux, tout devenait
plus simple. C'est le 13 brumaire de I'an VII de la République (3 novembre 1798)
que le Bulletion des Lois de la République promulgue la « loi sur le timbre » qui
définit les nouveaux formats, qui correspondent a nos formats A2, A3, B3, B4 et
B5 (les formats de la série B sont dérivés de ceux de la série A et constituent eux
aussi des rectangles diagonaux). Malheureusement, cette brillante modernisation

4 Les dimensions du format AQ sont choisies de sorte que l'aire du rectangle soit de 1 m2: le

Al est un AO plié en 2, et ainsi de suite.
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n'a pas connu le méme succeés que ces autres innovations majeures qu'ont été le
metre ou le kilogramme, également élaborés sous la révolution frangaise. C'est fi-
nalement en Allemagne que I'idée ressurgit, d'abord au XIX® siecle chez le chimiste
Wilhelm Ostwald, puis au début du XX® sous I'impulsion de I'ingénieur berlinois
Walter Porstmann. Les débats débouchent, en 1922, sur la norme dite DIN 476
(Deutsches Institut fiir Normung), devenue depuis la norme I1SO 216, utilisée a peu
prés partout dans le monde, a la notable exception des pays d'Amérique du Nord.

L'avenement des machines a photocopier a conforté I'intérét du rectangle dia-
gonal comme format de référence, car il permet d'effectuer agrandissements et
réductions d'un document initial sans affecter sa forme : les facteurs 141 % et
71 % que proposent aujourd'hui la plupart des photocopieuses ne sont pas autre
chose que des approximations de V2 et de 1/\/5 destinées au passage du format
An au format A(n+ 1) ou A(n—1).

Des décimales sans structure?

Que ce soit pour |'architecture ou les formats de nos feuilles de papier, la connais-
sance de quelques décimales de /2 est suffisante. La question se pose donc de
I'intérét réel de calculer les décimales d'un tel nombre. Une réponse est donnée par
le calcul de précision, dont un exemple historique frappant est celui des tables de
logarithmes d'Henry Briggs, élaborées a partir d'extraction de racines carrées (le
principe est que si log;o(x) est connu, alors log;o(1/x) s'en déduit, en divisant sim-
plement log;(x) par 2). Pour obtenir une bonne estimation de log;,(2), il extrait
en 1624 pas moins de 47 fois la racine carrée de 2 (soit le nombre 21/247) avec une
précision de 32 chiffres aprés la virgule!

L'intérét pour les décimales de v/2 prend une nouvelle tournure mathématique en
1909, lorsqu’Emile Borel introduit la notion de normalité ([5]) : est « normal » tout
nombre dont les décimales (en base 10 ou autre) posseédent les mémes propriétés
statistiques qu'une suite de chiffres tirés indépendamment et selon une loi uniforme.
Il démontre que I'ensemble des nombres non-normaux est négligeable, mais ce n'est
qu'en 1933 que David Champernowne ([7]) construit le premier exemple explicite
de nombre normal.

On ignore toujours si les nombres « courants » comme +/n, ™ ou e sont ou
non normaux. A tout seigneur tout honneur : c'est le plus souvent @ que I'on
évoque comme exemple de nombre pour lequel la question de la normalité se pose
de facon pressante. Mais finalement, le cas de la racine carrée de 2 est au moins
aussi intriguant. En effet, contrairement a celles du nombre pi, les décimales de
la racine carrée de 2 sont extrémement simples a calculer; selon Otto Neugebauer
et Abraham Sachs, les Babyloniens déja connaissaient probablement un algorithme
d’extraction de racines carrées correspondant peu ou prou a la formule de Héron
(1°" siecle de notre ére), elle-méme cas particulier de la méthode de Newton. Pour
V2, celle-ci consiste a définir la suite ugp = 1, u,y1 = f(u,), ol f est la fonction
f(x)=x/2+1/x.

Meéme si cette formule a été un rien améliorée depuis pour éviter la division par x
(on utilise aujourd’hui plutét la fonction f(x) = 3x/2 — x3, qui fait converger la
suite (u,), vers v/2/2 - voir [14]), il est tout de méme remarquable qu'un algorithme
aussi ancien survive encore aujourd’hui. Il faut dire qu'il est a la fois trés simple a
mettre en ceuvre et extrémement rapide : a chaque étape, le nombre de décimales
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exactes double. Le record actuel de décimales de v/2, obtenu par Yasumasa Kanada
et Daisuke Takahashi (137 milliards de décimales), a été obtenu avec 28 itérations
seulement, en prenant pour ug une évaluation de /2 précise 3 quelques décimales.
L'efficacité de la méthode est telle qu'on ne peut d'ailleurs que s'étonner de ce que,
il y a quelques décennies a peine, les éleves se voyaient encore infliger |'apprentissage
d'une méthode d'« extraction de racines carrées » aussi pénible d’emploi que lente
a converger.

Deux progrés ont récemment été faits sur la question de la normalité des nombres
comme /2. En 2004, David Bailey, Jonathan Borwein, Richard Crandall et Carl
Pomerance ont montré que la quantité de 0 ainsi que celles de 1 qui figurent dans
les k premiers chiffres du développement de /2 en base 2 est au moins de |'ordre
de vk ([3]). En 2005, Boris Adamczewski, Yann Bugeaud et Florian Luca ont
montré que, quelle que soit la base de numération entiére b choisie, si I'on note
p(k) le nombre de séquences de chiffres différentes de longueur k apparaissant dans
le développement de /2 en base b, alors le rapport p(k)/k est non borné ([1]).
On est donc encore bien loin de la normalité, et la racine carrée de 2 illustre ainsi
de facon tout a fait frappante, bien mieux qu'un nombre comme m, le décalage
profond entre les aspects quantitatif (la facilité du calcul des décimales) et qualitatif
(la description statistique des décimales). En 1950, Borel lui-méme disait : « le
probléeme de savoir si les chiffres d'un nombre tel que /2 satisfont ou non 3 toutes
les lois que I'on peut énoncer pour des chiffres choisis au hasard me paraft toujours
étre un des problemes les plus importants qui se posent aux mathématiciens. »
([6]) Un demi-siécle plus tard, ces mots sont toujours d'actualité.

L’irrationnel extréme

Le fait qu’on ignore la répartition statistique des décimales de v/2 peut s'expri-
mer a I'aide de la théorie de la distribution modulo 1. On dit qu'une suite (u,), de
nombres est uniformément répartie modulo 1 si la suite (v,), de ses parties frac-
tionnaires vérifie que, quel que soit l'intervalle | C [0, 1], si I'on désigne par cy(/)
le nombre d'entiers n < N tels que v, € I, alors la suite cy/N converge vers la
mesure de Lebesgue de /. En clair, la suite (v,), visite chaque région de l'intervalle
[0, 1] selon une fréquence directement donnée par la taille de cette région. Savoir
si v/2 est ou non un nombre normal en base b revient 2 savoir si la suite (b"v/2),
est uniformément répartie modulo 1 ou non.

Autant nous sommes peu renseignés sur la répartition modulo 1 de cette suite,
autant nous savons en revanche beaucoup sur une autre suite, la « suite de Kro-
necker » de /2, définie par (n\/§),,. Un résultat classique, démontré vers 1910
indépendamment par divers auteurs (Bohl, Sierpinski, et surtout Weyl, le fonda-
teur de la théorie), affirme que quel que soit I'irrationnel «, la suite (na), est
uniformément répartie modulo 1 (voir [11]).

De ce point de vue, donc, tous les irrationnels se valent. Une facon de les distin-
guer consiste alors a s'interroger sur la vitesse a laquelle les suites se répartissent
dans l'intervalle [0, 1]. Un outil classique pour quantifier la vitesse de répartition
modulo 1 est la discrépance-*, notée Dy, et définie comme le supremum sur tous
les intervalles [0, a] des écarts entre la fréquence de passage dans | = [0, a] des N
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premiers termes et la mesure de / (qui correspond a la fréquence asymptotique).
Autrement dit, pour tout N, on pose :

Un résultat de base de la théorie de I'équirépartition modulo 1 indique qu'une
suite est uniformément répartie si, et seulement si, la suite Dj; tend vers zéro. Pour
une suite de la forme (na),, on sait dire bien davantage : en substance, la vitesse a
laquelle la discrépance-* tend vers zéro ne dépend que de la qualité des approxima-
tions de « par des rationnels. En gros, I'idée est que plus |'approximation de « par
un rationnel p/q est précise, plus les suites (na), et (np/q), restent proches |'une
de 'autre; comme la suite (np/q), n'est évidemment pas uniformément répartie
modulo 1, la discrépance-* de (na), « prend du retard » si les deux suites restent
proches trop longtemps.

—a

0 o |40

a1

On s'attendrait donc a ce que l'irrationnel a dont la discrépance-* tend le plus
vite vers zéro soit celui qui est le moins bien approché par les rationnels, qui n’est
autre que le nombre d'or (dont le développement en fraction continue a les plus
petits quotients partiels). Yves Dupain et Vera Sos, qui ont résolu la question,
n'ont pas été les moins surpris de la réponse : « on sait que la discrépance d'une
suite [de la forme] {na} dépend des quotients partiels [de a]. Elle est « petite » ou
« grande » selon que sont « petits » ou « grands » [ces quotients partiels] (...) On
pourrait donc s'attendre a ce qu'elle prenne la plus petite valeur pour [le nombre
d'or, dont tous les quotients partiels valent 1]. Il est tout a fait surprenant que tel
ne soit pas le cas. » ([8]).

Quel est donc le nombre qui ravit, de ce point de vue, le titre d'« irrationnel
extréme » au nombre d'or? C'est la racine carrée de 2.

Plusieurs spécialistes sont toutefois d'avis que cette conclusion quelque peu
étrange n'est que le reflet de ce que la discrépance-* n'est pas le meilleur moyen de
quantifier la vitesse de répartition, et que le « vrai » irrationnel extréme est celui
qui maximise la vitesse de convergence vers zéro de la discrépance, qui ne differe
de la discrépance-* que par la fait que le supremum est pris sur tous les intervalles
inclus dans [0, 1], et non seulement sur ceux de la forme [0, a]. Et I'on s'attend a
ce que le nouveau vainqueur soit le nombre d’or. Mais pour I'instant, personne ne
s'est donné la peine de le démontrer, laissant ainsi un sursis a la racine carrée de 2.

Un intérét pratique de trouver des suites dont la discrépance est faible est no-
tamment donné par une inégalité due a Koksma, qui indique que |'écart entre
I'intégrale d’une fonction f entre 0 et 1 et la moyenne des valeurs de f prises
en des points xi...xy est inférieur au produit de la variation totale de f par le
discrépance des x,. Plus cette discrépance est faible, donc, plus I'approximation de
I'intégrale par la moyenne (1/N) 3~y f(xa) a des chances d'étre précise.

Qu'il s'agisse du calcul d'intégrales ou de I'esthétique d'un atrium, dans tous
les cas, la présence de la racine carrée de 2 marque que, pour citer Alberti, « la
pratique se tire des secrets de mathématique. »
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MATHEMATIQUES ET MUSIQUE

Ecouter un « Block Design »

Tom Johnson!

Le compositeur Tom Johnson est né dans le
Colorado en 1939. Il a étudié a ['université de
Yale et, en privé, avec Morton Feldman. Aprés
15 ans a New York, il s'installe a Paris, ou il
habite depuis 1983. Il est généralement considéré
comme un minimaliste, puisqu'il travaille avec du
matériel toujours réduit, en procédant toutefois
de maniére nettement plus logique que la plupart
des autres minimalistes, ce qui se traduit par un
emploi fréquent de formules, de permutations et
de séquences prévisibles. Self-Similar Melodies, un
texte théorique de 291 pages en anglais, a été
édité en 1996 par les Editions 75. Des articles, fi-
chiers sonores et d'autres informations se trouvent
a l'adresse : http://www.tom. johnson.org -

Tom Johnson

Depuis longtemps je compose de la musique au festival de Daegi?

déterministe, musique qui suit ses formules, ses
régles, musique qui a une direction, une logique, une rationalité. Une des meilleures
maniéres de faire cela est de suivre un modéle mathématique.

Entre 1978 et 1988 j'étais content avec des modeles qu'un musicien comme moi
peut comprendre sans difficulté : une suite logique évidente, tous les diviseurs d’'un
nombre abondant, le triangle de Pascal, les permutations des notes d'une mélodie,
ou toutes les combinaisons de quelque chose. Méme la table de multiplication a suffi
pour un morceau court pour piano, mais avec le temps, je voulais aborder des objets
mathématiques plus sophistiqués, parfois des choses que je n’avais jamais étudiées.
J'ai trouvé dans un livre, par exemple, la suite de Narayana (F, = F,—1 + Fn_3),
qui est devenue Les Vaches de Narayana, un morceau que Michel Waldschmidt
a transformé récemment dans une version vidéo, ajoutant beaucoup d'images et
d'informations mathématiques. Jean-Paul Allouche, que j'ai rencontré il y a long-
temps grace a Waldschmidt, a collaboré avec moi pour faire une émission a France
Culture avec une musique de sept notes, suivant le triangle de Pascal modulo sept.
Il m'a aidé aussi a comprendre les automates finis, une exploration qui s'est ter-
minée avec Automatic Music, un morceau de 50 minutes pour six percussionnistes.

1 avec I'aimable accord de Paul Denny (université d’'Auckland) et de Patrick Solé (CNRS, Nice)
2 Festival de nouvelle musique en Corée du sud, juin 2005

SMF — Gazette — 107, Janvier 2006



40 T. JOHNSON

Il'y a quatre ans, j'ai commencé a étudier les pavages linéaires, un travail trés
riche, fait en collaboration avec des mathématiciens comme Emmanuel Amiot, qui
a résumé cette recherche dans la Gazette d'octobre 2005.

Quand je raconte tout cela a un mathématicien, la premiére réponse est toujours
« j'aimerais entendre une musique comme ¢a », mais malheureusement il n'est pas
possible de faire entendre la musique dans un article, et je ne suis pas convaincu que
I'écoute est essentielle pour comprendre cette maniere de travailler. La différence
entre musique subjective et musique mathématiquement calculée n'est pas aussi
audible que la différence entre musique baroque et musique romantique, ou la
différence entre une valse et une berceuse, et c'est probablement mieux que j'essaie
simplement d'expliquer cette différence par un exemple qui m'occupe depuis un an
environ.

L'harmonie n'a que rarement joué un rdle principal dans ma musique. Il y avait
le Catalogue des Accords, tous les 8178 accords possibles dans une seule octave,
et Le Triangle de Pascal, ou je me suis limité aux accords construits avec secondes
majeures et tierces mineures, mais maintenant je veux composer ce que j'appelle
des « harmonies rationnelles », et cela m'oblige d’entrer sérieusement dans la com-
binatoire. Les accords ne sont que des combinaisons de notes tirées des gammes
finies. Qu’est-ce qui se passe si on les considére simplement comme éléments tirés
des groupes finis?

Surtout, a la suggestion de Jean-Paul Allouche, je suis allé a la bibliotheque
un jour pour voir ce que je pouvais trouver sur « block design ». Je n’ai pas la
formation nécessaire pour comprendre la plupart des articles écrits sur ce sujet,
mais un probleme classique de 1847 était abordable, et fortement stimulant. C'est
les « promenades de Kirkman », parfois considérées comme le début de I'étude
sérieuse de block design :

« 15 young ladies in a school walk out three abreast for seven days in succession :
it is required to arrange them daily, so that no two shall walk twice abreast. (Ladies
and Gentlemen'’s Diary, Query VI, p. 48, 1847) ».

L'article expliquant cela donna deux ou trois exemples, et j'ai essayé d'arranger
les 15 dames moi-mé&me aussi. J'ai réussi a trouver deux ou trois solutions pour une
semaine, et de pianoter les résultats avec plusieurs gammes de 15 notes. Comme
j'ai dit, il n'y a aucune différence éclatante entre la musique mathématique et la
musique qui vient des régles de consonance et dissonance, ou de l'intuition, ou de
quelque source profondément spirituelle et mystérieuse. Un accord est un accord, et
il n’a que le son d'un accord, peu importe son origine. Il y a des différences quand
méme. Si un accord est considéré uniquement comme une simple combinaison
d’'éléments d'un groupe, la probabilité est identique pour chaque candidat qu'il soit
un accord majeur ou un accord trés dissonant. Il y a une merveilleuse démocratie, les
notes deviennent abstractions au dela de la tradition musicale, et la séparation entre
musique tonale et musique atonale disparait completement. Une autre différence
est qu'il n'y a pas d'ordre dans les combinaisons. Il n'y a aucune raison pour qu'une
combinaison soit la résolution d'une autre combinaison, et aucune raison pour que
I"accord final soit particulier.

L'idée de mettre en musique les promenades de Kirkman me semblait tres bonne,
mais j'avais besoin de plus d'informations pour vraiment comprendre ce que j'étais
en train de faire. J'ai décidé d'écrire un courriel a Paul Denny, un mathématicien
a I'Université d'Auckland en Nouvelle-Zélande.
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« | am a composer, but I'm finding that | can make lovely harmonies with
Steiner Triple Systems, and related combinations, so | spent a long day in the
National Library here in Paris, mostly with Colbourn and Rosa, where | found a
most interesting reference to your work with the 48 TS(6,14) subgroups and the
75 T5(6,16) subgroups, and I'd love to look at them — or rather, listen to them.
I'm not a mathematician, so if your work consists of formulas and other symbolic
notation that only mathematicians will understand, | probably won't get it right.
But if the combinations are somehow written out, they will probably be something |
can use. | would of course give credit to you, and it might even be something you'd
enjoy listening to one day. If you can send this information to me, or let me know
where else | might order it or download it, | would appreciate this very much. »
Denny était content de recevoir une question d’'un compositeur, et il a répondu

immédiatement. Comprenant que je ne savais pas grand chose sur le sujet, sa
réponse avait beaucoup d'informations élémentaires, que je cite ici pour les lecteurs
qui n'ont pas étudié les block design, et pour établir un vocabulaire utilisé souvent
quand on parle de block design, ou plus généralement de « combinatorial design ».

« | don't have collections of designs stored on disk, but | can easily generate
some small classes of designs for you. Balanced incomplete block designs can be
defined by 5 parameters :

* v = a number of « points », or « numbers »

* k = the size of each block

* L = the number of times each pair of points must appear in the total design

* B = the total number of blocks in each design

* r = the number of times each point appears in the total design

So, for example, the v =9, k = 3 and L = 1 design looks like this :

>{1,2,3} >{4,5,6} >{7,8,9} > {1,4,7}
>{2,5,8} >{3,6,9} >{1,5,9} > {2,6,7}
> {3,4,8} >{1,6,8} >{2,4,9} > {3,5,7}

Here, v =9, k =3, and L = 1. There are 9 points, each block is of size 3, and
the number of times each pair of points appears in the design is 1. For example,
the pair (1,2) appears in exactly one block (the first block) and no other blocks.
The same can be said for any pair of points.

Also, we have B = 12, because there are 12 blocks in the design, and r = 4
because each point is contained in 4 blocks. This design is unique, which is to say
that all other designs satisfying these constraints are isomorphic to this one.

If we change the parameter set slightly, to say :

v=29
k=3
L=2
B =24
r=28

then there are in fact 36 unique solutions or designs. Again, a mathematician
would say that exactly 36 non-ismorphic designs exist for that set of parameters.

For example, here is one such design :

{123 {123} {145 {146}

{157 {168 {179 {189}

{245} {248 {259} {267}

{269} {278 {347 {349

{356} {358 {367 {389}

{468 {479 {569 {578}
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Notice that every pair of points (such as 1,2) occurs in exactly *two* of these
blocks.

If these sorts of designs are useful, | can easily generate them for you (I could
generate all 36 if you like — they all have a unique structure and some have more
symmetry than others).

However, if there are other sets of parameters you are more interested in, then
let me know. If you could tell me the values for v, k and L that you are interested
in, that is most useful.

| hope some of that has been helpful, although you may already have known
much of it! Let me know if | can help... all the best! »

Ma réponse a suivi le méme jour :

« Good to get your last letter. It gave me much to think about, and many things
to prepare in response.

I knew about the 5(9,3,1) system, as | saw somewhere how you could derive
it from a 3 x 3 square, and | knew that this is a Steiner Triple System, where
blocks of three elements must contain each pair of elements exactly once, but
there is one Steiner Triple System that particularly interests me. If you want to run
some numbers through your computer and look for complete systems, where all the
combinations appear once and only once, it would be nice to start with 5(15,3,1),
the « Kirkman promenades ». It seems that Kirkman only knew one solution, but
he eventually found several others, and after a while people started looking for all
13, to make a large Steiner system. 13 times the 7 solutions of the 5 daily lines of
ladies makes all 455 combinations of 15 taken three at a time. Since this is a classic
problem, it will make a lovely piece, and | have found a nice scale for playing the
7 x 5 three-note chords, which gives a very strange and interesting combination of
consonants and dissonances. Maybe for three flutes. But one week of this music
goes by in only a minute or so, so | really need to find the other 12 weeks to make
a piece out of it.

I’'m enjoying our correspondence and hope it continues for some time. »

Quelques jours plus tard, Denny m’envoie cette information :

« The Steiner Triple Systems are a *special* type of balanced incomplete block
design for which k = 3 and L = 1, where L is the number of times each pair must
appear. They only exist for values of v such that v =1 or 3 (mod 6). The number
of non-isomorphic solutions for the Steiner Triple Systems are given in the table

below : v number of non-isomorphic solutions

7 1

9 1

13 2

15 80

19 11,084,874,829
21 7777

These results are well-known — there is a unique solution for v .= 7 and 9, 2
solutions for v = 13 and 80 solutions when v = 15 (which corresponds to the
famous Kirkman story you mentioned!).

There are hundreds of millions of solutions when v = 19, and it is unlikely
whether anyone will know the exact number of solutions when v = 21 as it is likely
to be enormous.

- A « large set » of STS(v) is a family of solutions B1, B2, ..., Bq of q Steiner
Triple Systems of order v, all on the same point set, such that every triple is
contained in at least one of the sets Bi.
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- A large set is said to be « mutually disjoint » in the case that every possible
triple occurs in precisely one of the solutions

The software that | developed (as part of a Masters thesis under the supervision
of Peter Gibbons) is able to construct all non-isomorphic designs for a particular
parameter set. For example, it can be used to generate all 80 solutions for the v=15
Steiner Triple Systems pretty quickly. However, | haven't spent any time looking at
large sets of mutually disjoint designs.

It seems as though from the point of view of making music it is preferable to
have a collection of solutions that form a large set with the nice mutually disjoint
property rather than the non-isomorphic solutions on their own. »

Deux semaines apres, la correspondance recommence avec la lettre suivante. Je
ne suis pas siir que la solution « originale » proposée dans cette lettre soit correcte,
mais je laisse le texte comme il était.

« Gone for a week of concerts and teaching in Vienna, but now I'm back at work
on the new piece that is to be titled : « Kirkman's Ladies : Rational Harmonies in
Three Voices. »

| tried without success lots of geometric ways of finding the five basic curves that
will permute around the permutation orbits (1,2,3,4,5,6,7) (8,9,10,11,12,13,14)
(15), and then found a technique that actually produced an original solution :

4 5 12
6 14 15
9 10 11

Somehow | was able to see in this format (something I've used a lot in rhythmic
tiling problems) that the same pair would never come up twice. And the musical
result was as lovely as with the solution 1'd taken from some book. Elated, | began
constructing more solutions by hand, but inevitably there was a flaw somewhere.
So it is clear that if | want a large Steiner system, a complete 13-week solution to
the Kirkman's Ladies problem, | have to find a method | can understand, or find
a list that someone else has prepared. If | can somehow come up with a large set
containing all 455 combinations once each, and producing 13 weeks of music, that
will be particularly elegant. I'm sure too that there are other block designs that
really need to be translated into music further down the road. »

Cette fois, en réponse, je recois toute |'information précise que je cherchais :

« | found a paper that | think will be very useful to you. It was written by
R.H.F.Denniston in 1973, and contains a solution to the Kirkman's schoolgirl pro-
blem (although the paper refers to this as Sylvester’s schoolgirl problem, because
Sylvester proposed the question as to whether the walks could continue for 13 weeks
until each triplet had walked together).

If you look at Tables 1 and 2 in the paper, you will find a very special Steiner
Triple System of order 15. From this, you can generate another Steiner Triple
Systems by applying the simple transformation rules to each block :

{x,y,z} - {x+1,y+1, z+ 1} mod 13
{x,y,A} = {x+1,y+1, A} mod13
{x,y,B} = {x+1,y+1, B} mod13
{x,A,B} = {x+1, A,B} mod 13
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If you apply these same rules to the new Steiner Triple System, you will get
another Steiner Triple System. If you repeat this 12 times you will have a set of 13
Steiner Triple Systems, and this will in fact be a large set — where all 455 triples
are used and each design can be resolved correctly into 7 by 5 lines.

I would very much like to hear the generated music :—) Are there any other types
of designs you would like to look at 7 »

Attaché a ce courriel était Iarticle de R.H.F. Denniston ( Discrete Mathematics 9
(1974), p. 229-233), apparemment la premiere solution éditée d'un « large Steiner
system », et maintenant je pouvais grouper toutes les 13 * 7 * 5 * 3 dames.

Face a 455 combinaisons de 1 a 15, pris trois a la fois, un compositeur a beau-
coup de liberté, parce qu'il n'y a pas d'ordre dans les combinaisons. On peut placer
les trois femmes en ordre arbitraire sur chaque rang, choisir n’'importe quel ordre
pour les cing combinaisons de trois femmes chaque jour, et exercer la méme li-
berté pour les sept jours chaque semaine et pour les 13 semaines du semestre.
Comme d’habitude, je voulais donner une logique a I'écoulement de la musique,
donc j'ai décidé que les cing accords de chaque jour devraient s'enchainer avec la
voix basse descendante. Pour ordonner les promenades de lundi, mardi, mercredi ...,
je considérais le dernier accord de chaque jour avec la méme logique descendante,
et les 13 semaines suivaient également un ordre descendant.

Malgré cette organisation, on ne sent pas une progression mécanique. Les ac-
cords normalement classés tonals se mélent avec les accords qu'on entend norma-
lement dans un contexte atonal, et les régles traditionnelles pour I'enchainement
d'accords ne se jouent pas du tout. On peut presque croire que ces harmonies
étaient choisies par hasard, mais avec une écoute plus concentrée on peut aussi
remarquer qu'avec chaque groupe de cing accords, on entend les mémes quinze
notes une fois chacune, et qu'on n’entend jamais le méme accord deux fois. Un
auditeur trés habile peut méme sentir qu'a I'intérieur de chaque semaine une seule
paire de notes n’arrive jamais simultanément deux fois.

Tout cela me fascinait beaucoup quand je commengais a mettre la longue liste
sur papier a musique. Bien siir, c'est un peu fastidieux d’écrire tous ces accords a
la main, mais il n'y en avait que 455, et le travail allait assez vite. Plus tard Javier
Ruiz, qui a préparé mes partitions depuis longtemps, et qui est extrémement habile
avec l'ordinateur, me dit : « Mais on ne peut pas travailler comme cela. Il peut
y avoir une erreur ». Il recalcule les données de Denniston, traduit les chiffres en
MIDI, envoie les notes MIDI au logiciel Finale, et sort une partition impeccable.

Ce morceau n'a pas encore été joué dans un concert officiel, et je n'ai pas
eu des réactions tres claires, mais aprés quelques auditions privées, je comprends
déja que les gens qui aiment cette musique ne sont pas toujours les gens qui la
comprennent le mieux. Je n'ai aucune idée pourquoi une personne aime ou n'aime
pas Kirkman's Ladies, mais je peux expliquer un peu le probleme de compréhension,
qui est vraiment un probléme de perception.

Considérez les collections de chiffres suivantes. Sans compter systématiquement,
pouvez-vous confirmer que tous les nombres 0 a 14 sont présents en chaque col-
lection?

11 10 13 12 14
6 7 9 8 3
5 4 2 1 0

SMF — Gazette — 107, Janvier 2006



ECOUTER UN « BLOCK DESIGN » 45

8 9 13 6 11
2 1 3 4 12
14 10 0 5 7

13 7 11 8 3
5 4 2 1 12
10 5 1 6 0

En tant que bon lecteur de la Gazette, vous avez sans doute vu que les deux
premieres collections sont complétes et que la troisieme contient des erreurs, mais
si vous ne pouvez qu'écouter les mémes collections, jouées sur une gamme de 15
hauteurs, pourriez-vous constater cela avec la méme aise, la méme satisfaction ?
Probablement pas. J'ai remarqué pourtant que mes amis musiciens sont parfois
assez habiles avec de tels exercices. Quand je joue une telle suite de cinq accords
incorrectement, ils entendent souvent qu'une note a été jouée deux fois et qu'une
autre note manque quelque part. Et si je me trompe en jouant un accord de
quatre notes, ou de seulement deux notes, ils entendent |'erreur davantage. Je ne
m'inquiéte pas trop pour les capacités perceptuelles de mes auditeurs. Ni la facilité
de percevoir les détails d'un morceau de musique ni le profil exact des auditeurs qui
vont apprécier la musique ne sont le souci principal du compositeur. Tres souvent
d’ailleurs on n’a aucune idée pourquoi un auditeur peut aimer ou ne pas aimer un
morceau, et |'auditeur n'est pas toujours siir non plus. Tout cela est trés difficile a
évaluer, et cette information n’est pas essentielle pour le compositeur en tout cas.
Pour moi il suffit de savoir qu'un morceau a été soigneusement composé, qu'il a
un sens, et que ce sens est au moins perceptible par la personne qui I'écrit.

Kirkman's Ladies se termine donc bien, mais je ne voulais pas arréter la. Je
faisais encore des visites aux bibliotheques mathématiques parisiennes pour essayer
de trouver d'autres block designs susceptibles d’une traduction musicale. Il y a
beaucoup d’articles sur le sujet maintenant, venant souvent des Etats-Unis et de la
Chine, mais aussi de I'Inde, de I'Angleterre, de I'Allemagne, de partout. Surtout utile
pour moi était le livre Triple Systems de Charles J. Colbourn et Alexander Rosa et le
CRC Handbook of Combinatorial Designs, édité par Charles J. Colbourn et Jeffrey
Dinitz. Pendant quelque temps, j'avais plus besoin d'étudier les mathématiques
que d'écrire la musique, et je trouvais beaucoup de possibilités. « Room squares »
m'intéressait beaucoup, par exemple, et j'avais une correspondance stimulante avec
Jeffrey Dinitz, un mathématicien de I'Université de Vermont qui a travaillé ce sujet.
Peut-&tre je trouverai une musique qui suit ce joli modele mathématique, mais pour
I'instant les Room squares restent silencieux.

En méme temps que je cherchais de nouveaux matériaux mathématiques, je
voulais faire circuler Kirkman's Ladies un peu. Slirement la premiére partition ja-
mais écrite a partir d'un block design peut intéresser des gens que je ne connais
pas encore. J'ai envoyé un exemplaire a Patrick Solé, par exemple, un combinato-
ricien francais. Jean-Paul Allouche m’avait recommandé ce nom longtemps avant,
et j'avais essayé de lire un article de lui, mais ne comprenant rien, je ne l'avais
jamais contacté. Mais en recevant ma partition, Patrick Solé répond avec intérét,
ajoutant ce post-scriptum :

« PS : Il serait merveilleux de différencier par la musique des designs de mémes
paramétres mais non équivalents.... »
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Cela était un peu cryptique pour moi, mais j'ai répondu aussi bien que possible
avec ce que je savais :

« ... Je trouve qu'il n'y a pas beaucoup de différences entre un STS(9) et un
autre, ni musicalement ni mathématiquement. Par contre, un « group divisible de-
sign » avec groupes de tailles différentes, ou ce que Colbourn et Rosa appellent « an
embedded design », peut donner une musique trés différente. Mais pour quelqu’un
comme moi, ces structures sont trés difficiles a calculer. »

Patrick Solé a compris la direction ou je voulais aller, et quelque temps plus
tard il m'envoie les 253 vecteurs d'un groupe de Mathieu, connu plus exactement
comme un 4-(23,7,)). Il suggeére aussi un 5-(24,8,1), mais je ne trouve pas de
musique dans ces collections plus ou moins gigantesques.

Le travail continue trés lentement, et quatre mois passent avant que je n'écrive
a nouveau a Patrick Solé :

« Je sais que c’est le mois d’aoiit, et que vous ne voulez pas trop penser les
maths maintenant, mais j'ai une question qui peut vous intéresser quand vous
recommencerez le travail.

Je n’ai pas encore trouvé une maniére pour mettre en musique M(23), mais je
travaille « Block Design for piano », une suite de 330 arpeggios de six notes qui
viennent directement de la page 47 du CRC Handbook, un design défini comme
4-(12,6,10). Chaque quadruplet, par définition, arrive 10 fois dans les 330 blocs,
mais est-ce qu'il n'est pas également vrai que

chaque élément arrive 165 fois

chaque paire arrive 75 fois

et que chaque triplet arrive 30 fois 7

Donc, est-ce qu'on ne peut pas aussi bien appeler ce block design 3-(12,6,30)
ou 2-(12,3,75) 7 »

Trois jours aprés j'ai sa réponse :

« Bien siir tout t-design est aussi un i-design pour i < t : qui peut le plus peut
le moins!

D’aprés MCWilliams et Sloane, la formule est

Ai = Mv — ichooset — i)/(k — i choose t — i)

La preuve est facile si on maitrise le principe de compter des paires de deux
facons différentes : par la droite et par la gauche »

Je ne comprends pas encore la formule de McWilliams et Sloane, et il n'est
méme pas tres clair pourquoi il faut parfois compter par la droite et parfois par la
gauche, mais je suis tres fier d’avoir recu A+ d'un mathématicien, et d'étre rassuré
que les 330 arpeggios dans ma nouvelle composition représentent une application
correcte du design 4-(12,6,10).

Cette partition, Block Design for Piano, produit une musique avec des différences
assez subtiles, juste 330 arpeggios de six notes, |I'un aprés I'autre. La musique dure
20 minutes, et il est probable que les auditeurs qui I'écoutent comme musique de
fond n'apprécieront pas trop les petites différences entre les groupes de six notes
montantes. Beaucoup ne vont méme pas se rendre compte que j'avais finalement
frappé la grande cible d'Arnold Schoenberg en réalisant une égalité absolue des 12
sons.

En fait, je ne saurai jamais qui comprendra quoi a quel niveau de précision, et je
n'ai aucune idée de qui appréciera Block Design for Piano ni pourquoi, mais c’est
probablement mieux que le compositeur ne pense pas trop a tout cela. J'ai appris
déja trés jeune que mes compositions ont leurs propres vies. Une fois terminées,
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elles n'ont plus besoin de moi. Elles trouvent toutes seules leurs significations, leur
importance, leur manque d'importance, leur grand public, leur petit public — ou

leur disparition.
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fondamental ou de Picard.
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le des faisceaux cohérents et théoréemes de Lefschetz locaux et glo-
baux (SGA 2)", Advanced Studies in Pure Mathematics 2, North-
Holland Publishing Company - Amsterdam, 1968, by A. Grothendieck
et al. In this monograph are given necessary and sufficient conditions
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sheaves. These results provide algebraization theorems leading in
particular, with the help of purity results also proved in the text, to
Lefschetz's theorem for both the fundamental group and the Picard
group.
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ENSEIGNEMENT

L’ascenseur social ne fonctionne
que si I'on paye les charges

Pierre Arnoux!, Pierre Fontes?, André Morel3, Jacques Treiner*

Les événements récents des banlieues ont révélé de graves carences dans les
mécanismes d'intégration de la société francaise. L'Ecole y a longtemps joué un
role privilégié; elle ne le joue manifestement plus, ou mal. Luc Bronner, dans son
article du Monde du 27 novembre 2005, fait état de |I' « apartheid scolaire » qui
résulte des stratégies d'évitement mises en ceuvre par les familles qui cherchent a
échapper a la mixité sociale a I'Ecole pour donner de meilleures chances de réussite
scolaire a leurs enfants.

Nous proposons ici une mesure simple qui inverserait la tendance pour celles et
ceux qui, malgré tous les obstacles inhérents a une situation d'exclusion de fait,
terminent leurs études secondaires dans de bonnes conditions : I'instauration d'un
systeme de pré-recrutement d’enseignants a la fin de la premiére année d'université.
Cette disposition pourrait étre accompagnée d'un engagement des bénéficiaires a
participer a des activités d'accompagnement scolaire (tutorat, aide aux devoirs...)
des I'attribution de leur salaire. Déja évoquée a plusieurs reprises ces dernieres
années, elle est défendue par I'Académie des sciences et par le Collectif Action
Sciences, qui regroupe une quinzaine de sociétés savantes et d'associations d'en-
seignants.

Un systeme semblable a existé jusqu’'au milieu des années 70. Pour le secondaire,
il s’agissait d'un concours (dénommé IPES) par lequel les candidats, s'ils étaient
recus, percevaient un salaire pour effectuer leurs études, et s'engageaient a ensei-
gner 10 ans (études comprises) dans un établissement public. Les professeurs du
primaire étaient, pour leur part, recrutés par concours au niveau du baccalauréat, et
formés dans les Ecoles Normales d'Instituteurs ol ils percevaient également un sa-
laire en tant qu'éleve-fonctionnaire. A cette époque, selon les années, entre 25000
et 30000 étudiants étaient payés pour poursuivre des études afin d'enseigner. Plus
de 10000 places étaient mises au concours chaque année.

Les jeunes d'aujourd’hui ne savent pas que la société portait naguére a la fonc-
tion enseignante une considération telle que, par I'intermédiaire de I'Etat, elle leur
proposait d'y engager leur avenir, de concevoir leurs études dans une perspective
professionnelle a long terme, et estimait normal de leur donner, sur la base de leurs
mérites, les moyens d'y parvenir dans de bonnes conditions. Bon nombre d'universi-
taires formés a I'époque ont bénéficié de ce systeme, sans lequel s’engager dans des

Professeur de mathématiques, université de Marseille-Luminy

Professeur de physique, IUFM de Versailles et université Paris-Sud
Physicien, commission enseignement de la Société Francaise de Physique
Professeur de physique, université Pierre et Marie Curie, Paris
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études longues, dans les années 60, n'aurait pas été possible. Le message délivré
par un tel systéme produisait un effet d"appel pour tous. Dans le contexte actuel, il
indiquerait tout particulierement aux jeunes les plus doués des quartiers ghettoisés
qu'ils sont les bienvenus dans des cursus longs, qu'un contrat est possible.

L’Education nationale se veut un ascenseur social. Mais comme tout ascenseur,
il ne fonctionne que si I'on paye les charges. Depuis I'abandon de la politique de
pré-recrutement, les charges sont impayées. Pourquoi s'étonner que I'ascenseur ne
fonctionne plus? Notons au passage que le systéme est toujours en place dans
les étages les plus hauts : les Ecoles normales supérieures, I'ENA, Polytechnique :
I'ascenseur fonctionne toujours sans heurt pour les classes les plus aisées!

On objectera peut-étre qu'il est illusoire de penser attirer des étudiantes et des
étudiants nombreux et de qualité vers la fonction d'enseignant par une mesure
aussi « simple ». Nous répondrons a cette objection a partir d'une analyse des
recrutements d’enseignants au cours des 30 derniéres années, en montrant que les
étudiants suivent avec beaucoup de rationalité I'offre des postes mis aux concours
de recrutement. A titre d’'illustration, nous commentons les données relatives aux
CAPES de Mathématiques, Sciences de la vie et de la terre, Physique et Chimie
pour la période 1970-2002 (source : Direction de I'évaluation et de la prospec-
tive) ; tous les autres concours (autres disciplines, agrégation) donnent lieu a des
considérations similaires.

Le graphique ci-dessous présente le nombre de postes mis au concours, ainsi que
le nombre de candidats qui se présentent aux épreuves.

Postes et candidats aux CAPES de sciences
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On y observe une remarquable corrélation entre ces deux courbes. Il y a réponse

a l'offre, et la constatation remarquable est que les variations du nombre de can-
didats suivent celles du nombre de postes, avec un décalage de 4 ans. La variation
du nombre de postes semble donc &tre un facteur explicatif déterminant de la va-
riation du nombre de candidats. Ainsi, I'observation de la chute de plus de 25%
du nombre de candidats a I'ensemble des CAPES de sciences depuis 1997 pour-
rait étre interprétée comme I'expression de la « désaffection des jeunes pour les
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sciences ». En réalité elle ne fait que refléter, avec quatre ans de décalage, la chute
du nombre de postes mis au concours entre 1993 et 2000, et elle risque donc de
se poursuivre encore pendant quelques années. Pourquoi quatre ans de décalage?
Une hypothese plausible : c'est la durée des études supérieures nécessaires pour se
présenter aux concours ! Ainsi, les nouveaux étudiants se projettent ou non dans un

avenir d'enseignant suivant I'offre affichée au moment de leur entrée a I'université.
Notons au passage que la réponse des étudiants a I'offre de places aux concours

est d'autant plus frappante que cette offre a subi les variations les plus étranges,
alors que les besoins, liés a une scolarisation régulierement croissante, étaient par-
faitement prévisibles. Le nombre d'éléves dans le secondaire pendant la période
considérée ne présente en effet aucun accident : c’est une évolution lisse, avec une
montée rapide dans les 50 derniéres années, et un léger fléchissement récent. Au
regard de cette évolution réguliere du nombre d'éléves, la courbe de I'offre révele
des variations importantes, surprenantes et incompréhensibles. Pourquoi le nombre
de postes mis au concours est-il divisé par 5 entre 1974 et 19807 La montée d'un
facteur 10 entre 1980 et 1990 résulte sans doute d'un effet de rattrapage qui de-
vait trouver son terme, mais est-il siir que la diminution d’un facteur 2 entre 1993
et 2000 soit justifiée par une réduction des besoins? Dans quelle autre profession
voit-on des variations aussi brutales du recrutement ?

De telles variations montrent a I'évidence que la détermination du nombre de
postes résulte de considérations assez éloignées des besoins d'encadrement, les-
quels, nous |'avons vu, sont clairement identifiables. Nous n'avons du reste pas pu
trouver de trace administrative de la procédure par laquelle ce nombre est déterminé
chaque année! N'oublions pas que le nombre d’enseignants présents dans les classes
a, lui, augmenté, méme dans les périodes les plus avares de postes mis au concours :
les besoins, incompressibles, ont été satisfaits par le recrutement en grand nombre
de vacataires et de contractuels placés devant les éleves sans avoir recu, la plupart

du temps, de formation professionnelle.
Les conclusions qu'il nous semble possible de tirer de ces données sont simples,

et elles permettent d'agir, si toutefois I'on a bien pris la mesure des enjeux. Une
politique pluriannuelle de recrutement des enseignants est possible et souhaitable,
puisque les besoins sont parfaitement prévisibles. Pour prévenir la pénurie a venir
des enseignants, de sciences en particulier, il suffit de faire savoir aux jeunes que |'on
a besoin d’eux a ces postes-la, puisqu'ils répondent a I'offre. Mais celle-ci doit étre
fiable et attractive. Une procédure de pré-recrutement, c’est-a-dire un financement
des études en échange d'un engagement décennal et d’une participation modérée
a I'encadrement scolaire dés I'attribution du premier salaire, constitue un appel
clair et convaincant. Un tel pré-recrutement, fondé sur le mérite, aura I'avantage
d'attirer dans les filieres universitaires longues des jeunes — en particulier des jeunes
filles — qui hésitent a s’y engager pour raisons financieres. Il remettrait en route
|'"ascenseur social, et ferait revenir a I'université toute une "téte de classe” formée
de jeunes motivés et doués qui y ont toute leur place, mais en sont aujourd’hui
écartés par des raisons matérielles, ou y poursuivent leurs études dans des conditions
déplorables. Nous avons tout a y gagner!
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PRIX ET DISTINCTIONS

Prix Fermat 2005

Vendredi 28 octobre 2005, le Prix Fermat de recherches
en mathématiques 2005 a été décerné conjointement a Pierre
Colmez pour ses contributions a I'étude des fonctions L et
des représentations galoisiennes p-adiques et a Jean-Francois
Le Gall pour ses contributions a I'étude fine du mouvement
brownien plan, pour I'invention du serpent brownien et ses
applications a I'étude d'équations aux dérivées partielles non-
linéaires.

Rappelons que le Prix Fermat récompense les travaux de
recherche d'un ou plusieurs mathématiciens dans des do-
maines ol les contributions de Pierre de Fermat ont été
déterminantes. Ce prix d'un montant de 20000 euros est
décerné par I'université Paul Sabatier de Toulouse tous les
deux ans.

Les lauréats des éditions précédentes sont L. Ambrosio
(2003), R.L. Taylor et W. Werner (2001), F. Bethuel et
F. Hélein (1999), M. Talagrand (1997), A.J. Wiles (1995)
J.-M. Coron (1993), J.-L. Colliot-Thélene (1991), A. Bahri
et K.A. Ribet (1989).

Mardi 15 novembre 2005, le Prix Fermat Junior a été
décerné a lgor Kortchemski, éléve au lycée Louis-Le-Grand,
Paris, pour son travail sur les « bonnes suites et permuta-
tions ».

Ce prix, d'un montant de 2000 euros, est aussi décerné
par I'université Paul Sabatier et récompense la contribution
d'un étudiant des lycées ou des universités francaises dans
des domaines qui figurent aux programmes des enseignements
aux niveaux Bac a Bac plus trois.

P. Colmez

2

J.-F. Le Gall

|. Kortchemski
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INFORMATIONS

Emile Picard (1856-1941),
membre de I’Académie des sciences

Académie des sciences — DISC!

2006 est I'année du cent cinquantenaire
de la naissance d’Emile Picard (24 juillet
1856—11 novembre 1941), professeur d'ana-
lyse et d’algebre supérieures a la Faculté
des sciences de Paris et professeur de
mécanique générale a I'Ecole centrale des
arts et manufactures. A cette occasion,
I'Académie des sciences a réalisé un dos-
sier numérique sur ce mathématicien qui fut
son Secrétaire perpétuel pour la division des
sciences mathématiques et physiques de 1917
a sa mort.

Ce dossier comprend une biographie de Pi-
card ainsi que la liste de ses travaux publiés
dans les Comptes rendus de I'Académie des
sciences avec un lien électronique vers chaque Emile Picard
article en texte intégral sur le site de la Bi- peint par P-A. Laurens
bliotheque Nationale de France. Il rend hom-
mage également a Picard historien des sciences, en publiant I'intégralité de plusieurs
discours, passionnants et trés agréables a lire, tels « Un coup d’ceil sur I'histoire des
sciences et des théories physiques », « Un double centenaire : Newton et Laplace,
leur vie et leur ceuvre », « L'évolution des idées sur la lumiere et I'ceuvre d'Albert
Michelson ».

Un portrait de Picard? peint par Paul-Albert Laurens, membre de I'’Académie des
Beaux-Arts, ouvre ce dossier qui se termine par un extrait de I'émouvant manuscrit,
dernier texte de sa main, de I'hommage qu'’il voulait rendre a Maurice Hamy. On
pourra enfin lire I'éloge d’Emile Picard prononcé par Louis de Broglie dans le cadre
de I'Institut de France.

(© Académie des sciences — Institut de France

Le dossier est consultable sur le site Internet de I'Académie des sciences :
http://www.academie-sciences.fr/membres/in_memoriam/Picard/Picard_
oeuvre.htm
Contact : Anne Bernard et Natacha Oliveira — disc@academie-sciences.fr

Délégation a I'information scientifique et a la communication de I'’Académie des sciences.

2 Offert 3 I'’Académie des sciences par Gilbert Dunoyer de Ségonzac en 2004.
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Section 01 du Comité National
Compte rendu de la Session d’automne 2005!

Présents : Sorger, Franjou, André, Jouve, Cellier, Baraud, Beffara, Planchon, Sab-
bah, Baladi, Flavigny, Monchanin, Esteban, Nier, Comets, Colin.

Excusés : Divizio, Trouvé, Fougeres, Laumon, Rassouli.

La session se déroule en présence de C. Peskine, directeur scientifique adjoint
(DSA) pour les mathématiques et de M. Enock, chargé de mission au département
scientifique. Y assistent également ponctuellement L. Bonpunt et S. Cordier,
chargés de mission au département scientifique.

La section approuve le proces-verbal de la session du printemps 2005.

Intervention du DSA, C. Peskine

Le directeur du département SPM, M. Lannoo a quitté ses fonctions début oc-
tobre; le chargé de mission pour la mise en place du nouveau département MIPPU
(et probable futur directeur) Jean-Yves Marzin n’a pas encore assez d'éléments
pour intervenir utilement. 