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SUR LA TORSION DE FROBENIUS DE LA CATEGORIE
DES MODULES INSTABLES

PAR THE CUONG NGUYEN

RiESUME. — Un des phénoménes marquants dans la catégorie P4 des foncteurs polyno-
miaux stricts est I'injectivité des morphismes induits par la torsion de Frobenius entre
groupes d’extensions des foncteurs. Dans [4], 'auteur démontre que le foncteur de Hai,
allant de la catégorie P, vers la catégorie des modules instable U, est pleinement fidele.
Cela fait de la catégorie Py une sous-catégorie pleine de la catégorie U. La torsion de
Frobenius s’étend a toute la catégorie U, mais n’y est pas aussi bien comprise. Cet ar-
ticle étudie la torsion de Frobenius, soit dans ce cas le foncteur double ®, et ses effets
sur les groupes d’extension des modules instables. On donne des calculs explicites de
nombreux groupes d’extensions des modules instables, et permet de confirmer, dans
de nombreux cas, 'injectivité des morphismes entre des groupes d’extensions induits
par la torsion de Frobenius dans la catégorie U. Ces résultats sont obtenus en étudiant
la résolution injective minimale du module instable libre F'(1).
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50 T.C. NGUYEN

ABSTRACT (On the Frobenius twist in the category of unstable modules). — The
Frobenius twist of strict polynomial functors induces natural morphisms between Ext-
groups, which are injective according to Friedlander and Suslin [10]. This fact plays an
important role in homological computations of strict polynomial functors. In algebraic
topology, the category P,; of homogeneous strict polynomial functors of degree d is
connected to the category U of unstable modules over the Steenrod algebra via Hai’s
functor [11], which is proved to be fully faithful in [4]. The Frobenius twist is extended
to the category U, under the form of the double functor ®, but remains mysterious
there. This article aims to study the Frobenius twist ® and its effects on Ext-groups
of unstable modules. We compute explicitly many Ext-groups in U and show that in
these cases, the morphisms induced by the Frobenius twist are injective. These results
are obtained by constructing the minimal injective resolution of the free unstable
module F(1).

1. Introduction

En topologie algébrique, on rencontre fréquemment les calculs des groupes
d’extensions entre modules gradués sur l'algebre de Steenrod As. La suite
spectrale d’Adams montre I'intérét d’étudier ces groupes. Mais I’étude directe
des groupes d’extensions des As-modules gradués s’est avérée difficile. Tou-
tefois, une sous-catégorie abélienne (pleine) fondamentale de la catégorie des
Az-modules gradués offre davantage de prise aux calculs cohomologiques : la
catégorie, notée traditionnellement U, des As-modules instables (c’est-a-dire
dans lesquels Sq’z = 0 si z est un élément homogene de degré strictement infé-
rieur a 1). Cette condition d’instabilité est vérifiée par la cohomologie singuliére
(mod. 2) d’un espace topologique, mais pas d’un spectre, ce qui en justifie 'ap-
pellation. Le foncteur d’oubli de U dans la catégorie de tous les As-modules
gradués possede un adjoint a gauche nommé déstabilisation et noté D dont
les dérivés ont été étudiés, par exemple, par Lannes et Zarati [19]. La suite
spectrale de Grothendieck associée & cette adjonction (plus précisément, au
couple D et Homy (—, N) pour certain module instable N) permet ainsi d’ob-
tenir certains renseignements sur des groupes d’extensions entre As-modules
gradués. En particulier, si N est un module instable injectif, cette suite spec-
trale s’effondre a la page 2 et donne

Extﬁl2 (M,N) = Homy (Dy(M),N),

pour tout ¢ > 0, ot D, désigne le g-eme foncteur dérivé du foncteur de désta-
bilisation D. Cela joue un role crucial dans la preuve de Lannes et Zarati sur la
conjecture de Ségal pour les 2-groupes abéliens élémentaires (forme faible) [19,
5.4.7].

La structure algébrique fine de la catégorie U est utilisée pour résoudre
des probléemes topologiques, par exemple, la conjecture de Sullivan sur les es-
paces fonctionnels dont la source est un espace classifiant d’un p-groupe abélien
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élémentaire (ces espaces sont étudiés et présentés en grand détail dans [15]).
Dans le fameux article [20], aux Annals of Mathematics, Miller démontre cette
conjecture en la ramenant a la trivialité des groupes d’extensions entre certains
As-modules instables. Ce point clé est réétudié par Lannes et Schwartz [16] avec
les techniques des modules instables, ce qui en simplifie la preuve.

L’objet essentiel de cette note est d’étudier ’algebre cohomologique des mo-
dules instables sur I’algebre de Steenrod : on calcule les groupes d’extensions
entre certains modules instables, et on étudie les effets de la torsion de Fro-
benius sur eux. Afin de préciser, explicitons quelques notations. La lettre p
désigne un nombre premier, et on note I, le corps premier de caractéristique p.
Soit J la catégorie des foncteurs de la catégorie des IFp-espaces vectoriels de di-
mension finie vers la catégorie des IFj,-espaces vectoriels. Cette notion remonte
au travail fondamental [7] d’Eilenberg et Mac Lane, dans les années 1950, sur
I’homologie singuliere des espaces topologiques. Le lien avec F en topologie est
établi dans [12] : il existe un foncteur, que 'on note f, de U dans F, défini grace
au foncteur de Lannes [15]; le résultat crucial est que ce foncteur induit une
équivalence entre la catégorie quotient U/Nil (modulo les modules instables
nilpotents [23]) et la sous-catégorie pleine de F, désignée par F,,, des foncteurs
analytiques.

Un autre lien trés important est introduit par Friedlander et Suslin dans [10]
par les foncteurs polynomiaux stricts. L’objet de [10] est de montrer que pour
un schéma en groupes fini G et un G-module rationnel M de dimension finie,
H* (G;k) est une algebre de type fini, et H* (G; M) est un module de type
fini sur H* (G;k), ici k désigne un corps fini. L’outil essentiel est la notion des
foncteurs polynomiaux stricts, qui consiste en associer pour tout k-espace vec-
toriel V' un espace vectoriel F(V'), et pour tout couple d’espaces vectoriels V
et W un morphisme de schémas de Homy (V, W) dans Homy (F'(V'), F(W)) tel
que les propriétés usuelles pour que F' soit un foncteur soient satisfaites. Ici
on identifie un espace vectoriel V par le schéma affine Spec (S * (Vﬁ)), ou l'on
désigne par V¥ le k-dual de V et par S* l'algébre symétrique. Un foncteur
polynomial strict se réduit par I’évaluation du polyndéme en un foncteur poly-
nomial ordinaire, et qu’on obtient ainsi un foncteur ‘oubli’ O : P — F, ou 'on
note P la catégorie des foncteurs polynomiaux stricts homogenes de degré d.
Le degré d’un foncteur polynomial strict est le degré des polynoémes utilisés
pour la définition du morphisme des schémas, et de la méme fagon on définit
la propriété qu’un tel foncteur soit homogeéne. D’aprés Nguyen D. H. Hai [11],
le foncteur d’oubli se factorise & traverse f, via un foncteur mgq : P4 — U,
qui est pleinement fidele selon [4]. Ceci montre 'intérét d’étendre de nombreux
phénomeénes intéressants de P4 & la catégorie U, et on en détaille dans la suite
I’'un de ceux qui nous motivent.

Rappelons la torsion de Frobenius. Soit k un corps fini de caractéristique
positive p, et soit V un k-espace vectoriel. On note F ’homomorphisme de
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52 T.C. NGUYEN

Frobenius & — z”. La torsion de Frobenius de V, notée V(1) est le k-espace
vectoriel, qui comme groupe abélien, s’identifie & V' mais, dont la multiplication
par les scalaires est donnée par A\v = A\Pv. Etant donné un GL,(k)-module M,
sa torsion de Frobenius M) est le GL,,(k)-module induit par ’homomor-
phisme de Frobenius

F:GL, (k) — GL, (k).

D’aprés les travaux de Cline, Parshall, Scott et Jantzen [3, 13]!, le morphisme
(1) Extfy, g (M, N) — Extéy, oo (M<1>, N<1>)

induit par la torsion de Frobenius en cohomologie est injectif. Selon Friedlander
et Suslin [10, corollaire 3.13], pour n assez grand, les groupes d’extensions des
GL, (k)-modules se calculent comme ceux des foncteurs polynomiaux stricts. Il
y a aussi une torsion de Frobenius F') d’un foncteur polynomial strict F, ce
qui consiste en associer a un k-espace vectoriel V' le k-espace vectoriel F' (V(l))7
et celle-ci induit donc un analogue dans P du phénomeéne d’injectivité (1). Ce
résultat est crucial dans [8] pour démontrer que les groupes d’extensions entre
les foncteurs polynomiaux stricts se stabilisent par rapport aux itérations de la
torsion de Frobenius.

Il y a sur U un avatar de la torsion de Frobenius : le foncteur double @ [23].
Nguyen D. H. Hai [11] montre que le foncteur mg commute avec la torsion de
Frobenius :

Bing(F) = g (FU)) .

Le foncteur @ joue un role important dans I’étude de la catégorie U ; la question
suivante est des lors trés naturelle :

QUESTION 1. — Etant donnés deuz modules instables M et N, le morphisme
Exty (M, N) — Extj (PM,PN)
induit par ® en cohomologie est-il injectif ?

Malheureusement, celle-ci ne peut avoir lieu en toute généralité, ne serait-ce
qu’a cause des modules instables nilpotents. Un contre-exemple concernant des
modules instables Nil-fermés sera aussi donné.

Cependant des calculs, effectués a ’aide du module instable F'(1) ('objet

projectif de U qui représente le foncteur associant a un module instable le
Fo-espace vectoriel de ses éléments homogenes de degré 1) sur le systéme

-+ = Bxty (P"F(1),@"F(1)) = Exty ("' F(1), "' F(1)) — -+ -,

®" désignant la r-eme itération de l’endofoncteur ®, montrent qu’il subsiste
des propriétés intéressantes :

1. Je tiens a remercier Professeur Wilberd van der Kallen pour m’avoir indiqué la bonne
réference pour ce résultat.
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THEOREME 8.5. — Soit i un entier non négatif tel que i < 49 oui = 2" —25+t
avec 0 <t < 25+ 2 et 5 < n. Alors pour tout 0 < r, le morphisme

Exty (®"F(1),®"F(1)) — Exty (2" F(1), 2" F(1))
induit par ® en cohomologie est injectif.

L’essentiel de notre travail consiste en I’étude de la résolution injective (mi-
nimale de préférence) de F(1). Dans cet article, on la désigne par (I",9"), ou
r > 0. Nous ne la connaissons pas, mais nous pouvons dire beaucoup de choses
a ce propos.

Rappelons les objets injectifs de la catégorie U. On désigne par J(n) Penve-
loppe injective de la cohomologie réduite H' (S™;F,) de la sphére S™. Les J(n)
sont caractérisés par

Homy (M, J(n)) & (M™)*

Il y a aussi d’autres objets injectifs importants de la catégorie U. Soit V' un
2-groupe abélien élémentaire, la cohomologie de l'espace classifiant BV, que
'on note H*V (on note H'V la cohomologie réduite), est un module instable
injectif. Ce phénomene est observé par Carlsson pour p = 2 [2], démontré dans
le cas V = Z/p pour p impair par Miller [20], et développé dans le cas général
par Lannes et Zarati [18].

Les travaux de Franjou, Lannes et Schwartz, [17, théoréme 3.1],[9, théoréme
7.3] permettent de démontrer :

PROPOSITION 4.6. — Pour tout entier non négatif v, le module I" se décom-
pose en somme directe R" @& N”, ou R" est un facteur direct d’une certaine
somme @, H" (BV4;Fa), et N” est une somme directe finie de modules de
Brown-Gitler.

Puisqu’il n’y a pas de morphisme non trivial d’'un modules instable fini dans
H*V, la suite (N",9"|n+, 7 > 0) est un sous-complexe de la résolution injective
minimale de F'(1). Le calcul de la cohomologie de ce sous-complexe dépend de
la cohomologie de MacLane des corps finis [9].

COROLLAIRE 3.8. — Soient k un entier positif et r = 1+ 28(21 + 1), alors :
F(1)
H" (N®,0°%|ne) = .

Soient k& > [ > 2. On observe que si ¢ est un entier tel que 2¢ > ¢ alors
HH2 (N®, 0% ne) 2 HF2 72 (N®,0%|xe).

Cette périodicité particuliere de la cohomologie H* (N®, 0% ys) se reléve au
complexe (N*®,0°|ne).
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THEOREME 5.1. — Sous les mémes hypothéses sur k,l et t, il y a un isomor-
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phisme entre les modules instables :

Désignons par J(nq, ..

Nt+21 ~ Nt+2k —2t

., ng) la somme directe de J(n;),1 < i < k, et posons :

n—3
A2n+3 = <@J (2”_1 _ 21)> @ @ J (2n—1 9t _ 2])
i=1 1<i<n—2
0<j<i—2

Le théoréme suivant détaille les N¥ pour de nombreux entiers k.

THEOREME 8.4. — Pourn > 6, on a :
k 2" — 32 2" — 31 2™ — 30 2™ — 29 2™ — 28
NF o J(16) J(15,14,12) | J(14,12,11,8) | J(13,10,5)
k 2" —27 | 2" —26 2" — 25 2" — 24 2" — 23
NF [ J(12,4,3) | J(11,6,3) J(10,2) J(9) J(8)
k 2" — 22 2" — 21 2" — 20 2" — 19 2" — 18
NF T J(7,3) J(6,2) J(5) J(4) J(3)
k 2" —17 [ 2" —16 2" —15 2" — 14 2" —13
NF J(2) 0 J(8) J(7,6) J(6,4)
k 2" 12 2" 11 2" 10 2" — 9 2" — 8
NF J(5) J(4) J(3) J(2) 0
k 2" 7 2" —6 2" —5 2" — 4 2" — 3
NF J(4) J(3) J(2) 0 J(2)
k 2" —2 2" —1 2" 2" + 1
NF] o J(1) 0 J2"
k 2" +2 2" +3
NEJ gt —1,277 T —2,... 2" 1 —2779) J(2"?) @ Agnig

On observe que dans la zone ot on peut expliciter N*, les modules de Brown-
Gitler du type J(2") sont répartis de la maniére suivante : chaque module N2+1
en contient un seul facteur et N2 n’en contient aucun. Cette particularité
implique :

PROPOSITION 4.2. — Soit | un entier. S’il existe un entier n; tel que

N = g2 o @ T (27 (2t + 1)),

ol toy > 0, et que N2 ne contient aucun facteur direct du type J(2"), alors on
a:
0 sik < ny,

Ext? (#FF (1), F(1)) =
Xu( (1) ()) {]F2 stk >ny.
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De plus, le morphisme
Extil (®"F(1), F(1)) — Exty (®F1F(1), F(1))

induit par ® en cohomologie est injectif.

Plan de Particle. — La section 2 rappelle des généralités sur les modules in-
stables injectifs, et la section 3 justifie I’étude de la résolution injective minimale
de F(1). On y en calcule 'homologie de la partie réduite en utilisant la coho-
mologie de MacLane de Fs. La partie nilpotente de cette résolution est étudiée
dans la section 4. Le corollaire 3.8 permet de montrer que chaque terme de
cette partie est somme directe finie de modules de Brown-Gitler. On décrit un
phénomene de périodicité de la partie nilpotente dans la section 5. Le théo-
réme 5.1 y est démontré. La section 6 est consacrée a une étude des extensions
de la partie nilpotente par la partie réduite. Cela est crucial pour démontrer
le théoreme 8.4. Les cas particuliers de la partie nilpotente sont calculés dans
la section 7. La section 8 a pour but de calculer les groupes d’extensions entre
certains modules instables et étudier I'effet de la torsion de Frobenius sur eux.
Une conjecture a ce propos est donnée a la fin de I'article.

Remerciements. — Ce travail fait partie de ma theése de doctorat effectuée a
I’Université Paris 13 sous la direction de Lionel Schwartz. Je tiens a remer-
cier Professeur Schwartz pour sa générosité, son soutien constant, ses précieux
conseils, sa patience et ses exigences qui m’ont toujours apporté autant hu-
mainement que scientifiquement. Mes remerciements vont également a Vincent
Franjou. Ses remarques m’ont permis d’envisager ce travail sous un autre angle.
Je suis reconnaissant au rapporteur anonyme de cet article, pour ses commen-
taires et ses suggestions permettant d’en améliorer nettement la présentation.
J’aimerais profiter de cette occasion pour remercier les membres du VIASM
pour leur accueil chaleureux et leur généreuse hospitalité pendant ma visite a
Hanoi ou larticle a été baptisé.

2. Modules instables injectifs

La lettre p désigne un nombre premier, et on note IF,, le corps premier de
caractéristique p. Dans le cadre de cet article, nous nous intéressons au cas
p=2.

L’algébre de Steenrod. — L’algebre de Steenrod modulo 2, notée traditionnel-
lement Aj, est une algebre graduée associative engendrée par les S¢* de degré
k > 0 soumis aux relations d’Adem et Sq° = 1. Serre introduit les notions de
mondme admissible et d’exces [25] pour les opérations de Steenrod. Le monéme

Sq't ... Sq'm
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56 T.C. NGUYEN

est admissible si i, > 2i;y1 pour tout m > k > 2 et 4,, > 1. L’exces de cette
opération est défini par :

e(Sq ... Sq"™) =iy —iy — - — .
L’ensemble des monémes admissibles et Sq° forment une base additive de 1’al-
gebre de Steenrod. Milnor [21] montre que As a un coproduit naturel qui fait
d’elle une algebre de Hopf dont I’antipode est 'involution de Hopf.
Les S q2k sont indécomposables, et on désigne par A(n) la sous-algebre de As
engendrée par les quj tels que 7 < n. Les A(n) sont de dimension finie sur Fo
d’apres [1, section 5]. En fait, toute sous-algébre, engendrée par un ensemble fini

d’opérations de Steenrod, est de dimension finie sur Fs. Il existe un ensemble
minimal de relations définissant A, concernant seuls les Sq>" [26] :

SquSqQJ = Sq2quZi modulo A(i — 1), si0<j<i—2,

SquSqu = SqQFIKS”qu,S'qQF1 + quiflquiﬂqui modulo A(7 — 1).
Pour n > k, on désigne par Q} le produit

SqQkquk+1 S
L’ensemble des mondmes Qp°Qp" ... Qy", ou les (n;, k;) sont en ordre lexico-
graphique
(nj,kj) < (nj—1,kj—1) pour tout 1 < j <4,

forme la base de Wall de l'algébre de Steenrod [26].

Modules instables. — Un As-module gradué M est dit instable si I’action de
Sq¢* sur un élément homogene x de degré n est triviale dés que k& > n. La
catégorie des modules instables est désignée par U.

Soit Sqp I'opération qui, & un élément homogene x de degré n d’'un module
instable, associe I’élément Sq"x. La torsion de Frobenius dans U est un endo-
foncteur ® qui consiste en associer a un module instable M le module &M,
concentré en degrés pairs tel que (PM )2" = M™, et laction de l'algebre de
Steenrod est déterminée par S¢?*®x = ®Sq¢*z. Posons

Ay M — M,
dx — Sqoz.

DEFINITION 2.1. — Un module instable M est dit réduit si Ay est injectif. Tl
est dit nilpotent si pour chaque élément x € M, il existe un entier n, tel que
Sqyrx = 0.

On désigne par Nil la sous-catégorie des modules nilpotents.

Notons J(n) I'enveloppe injective de la cohomologie réduite H (8™;Fs) de
la sphére S™. Les J(n) sont caractérisés par

Homy (M, J(n)) = (M™)?
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et forment un systéme de cogénérateurs injectifs pour U. De plus, puisque J(n)
est fini pour tout entier non négatif n, il est nilpotent. Dualement, pour chaque
entier non négatif n, on note F(n) le recouvrement projectif de H™ (S™;Fy):
ce module est instablement et librement engendré par i, de degré n, et est
caractérisé par

Homy (F(n), M) = M".

Comme le Ay-morphisme F(1) — H*Z/2 induit par 2; — u, ot u est 'unique
générateur de algebre H*Z/2, est injectif, alors 'unique générateur de F(1)
est souvent désigné par u au lieu de ;.

Carlsson et Miller ont observé que la cohomologie modulo p d'un p-groupe
abélien élémentaire est injective dans U [2, 20]. Lannes et Zarati ont démontré
que le produit tensoriel d’un tel module avec un module de Brown-Gitler reste
injectif [18], et cela donne la caractérisation des modules instables injectifs.

THEOREME 2.2 ([17, théoréme 3.1]). — Chaque module injectif indécomposable
de la catégories U est isomorphe d un produit tensoriel L& J(n) entre un facteur
direct indécomposable L de (H*BZ/p)®?, pour certain entier non négatif d, et
un module de Brown-Gitler J(n). Un module instable injectif est une somme
directe de modules de ce type.

Ce théoreme signifie qu'un module instable injectif se décompose en somme
directe entre un module réduit et un module nilpotent. Pour chaque n, on
désigne par z,, I'unique générateur de (J(2"))". Dans sa preuve de la conjecture
de Sullivan, Miller détaille une description complete des modules de Brown-
Gitler.

THEOREME 2.3 ([20, théoréme 6.1]). — Il y a un isomorphisme entre les al-
gébres bigraduées sur l'algébre de Steenrod :

) = Faln,n > 0, ]| = (1,2°)]

n>0
L’action de l’algébre de Steenrod est définie par Sq'x, = x2_, et par la formule
de Cartan :
m
Sq™(vy) = > Sq'(x)Sq™ "y
i=0

Il en découle que

(H

el

Zzi:n>

iel
est une Fo-base de J(n).
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58 T.C. NGUYEN

3. Relation avec la cohomologie de MacLane des corps finis

Dans cette section, on justifie I’étude de la résolution injective minimale
de F(1). Chaque terme de cette résolution se décompose en somme directe
entre un module nilpotent et 'un qui est réduit. En fait, la partie nilpotente
de la résolution est un sous-complexe, et on va se servir de la cohomologie de
MacLane de Fy pour calculer 'homologie du complexe quotient de la résolution
par cette partie.

3.1. Premiére réduction du travail. — Pour tout entier non négatif r, posons :
F(1
W PO
OrF(1)

De maniere récursive, on définit, pour tout k& > 2,
M= Ay o® (N ) 1 @FM — M.
Soit n un entier non négatif. Un module instable M est dit n-conneze s’il M*
est trivial pour tout n > k. Puisque, pour chaque module instable M, il existe
un épimorphisme
@ Fk)—> M, vz,
zEMFk

alors si I’'un module instable est n-connexe, il en est de méme pour son recou-
vrement projectif d’ou
Exty (M, N) 20,

pour tout module instable N tel que N*¥ = 0 des que k& > n. Puisque H, est
trivial en degrés plus grands que 2"~!, on obtient la premiére réduction du
travail.

PROPOSITION 3.1. — Soient M un module instable 0-connexe et r un nombre
entier. Alors le morphisme

(2) Ext}, (®"M, " F(1)) = Extl, ("M, F(1)),

induit par )\}(1) en cohomologie est un isomorphisme. De plus

(3) (Aerar)™ 0 (A}}(l))* = (A;ngl)>* o Exty (®,®).

Démonstration. — L’isomorphisme (2) résulte des deux points suivants :

1. pour tout entier i, le groupe Extiu (®"M,H,) est trivial;
2. le module H,. s’insere dans la suite exacte courte

0—®"F(1) - F(1) - H, — 0.

L’identité (3) découle de ce que le morphisme Exty (Agrpr, "F (1)) se factorise
a travers Exty (<I>7"*‘1M7 )\q;.rF(l)) via Exty (P, ). O
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A T'aide de la proposition 3.1, on se ramene a étudier la résolution injective
minimale du module F'(1) et les morphismes ()\q,n_lF(l))*.

COROLLAIRE 3.2. — Soit M un module instable 0-connexe. Il existe un iso-
morphisme entre les colimites :
colim, Exty (®"M, F(1)) & colim,Exty (P"M,d"F(1)).

De plus Exty (®,®) est un monomorphisme si et seulement si les (Agn-137)"
lest.

Notations concernant la résolution injective minimale de F(1). — On désigne
par (I°,9°*) la résolution injective minimale de F'(1). Pour tout j > 0, chaque
module 7 se scinde en somme directe R7 @& N7 : R7 est réduit et N7 est
nilpotent [17, théoréme 3.1]. Puisque Homy (N i,Ri+1) est trivial pour tout
i > 0, les morphismes restreints 9°*|ye font de la suite (N, 9"|y+,7 > 0) un
sous-complexe de la résolution injective de F'(1). Désormais 9| y: : N — N!F1
est noté 0. On peut exprimer les différentielles 9’ sous forme matricielle :

9y, ! l l 141 I+1
(4) 7 o N'®R — N @ R™.
Désignons par ® l'adjoint & droite du foncteur ®. Comme R est injectif et
réduit pour tout i > 0, alors R® = ®R' selon [23, théoréme 6.3.4]. Pour tout
n,m>0,ona:

Homy (®"F(1),I™) = Homy (P"F(1), N & R™)
> ("N @ (R™)! .

Par conséquent, la partie (N°®,0;) et seul le degré 1 de la partie (R®,07) suf-
fisent pour calculer Exty (®"F (1), F(1)).

3.2. La cohomologie du complexe (R®,d?). — Cette sous-section utilise les
travaux de Franjou, Lannes, et Schwartz [9] sur la cohomologie de MacLane
des corps finis pour étudier la cohomologie du complexe (R*, 7).
D’apreés Henn, Lannes, et Schwartz [12, 1.7], le foncteur
fuU—F,

admet un adjoint a droite que I'on note m. En particulier, f om est isomorphe
a I’endofoncteur idy,, .

NOTATION 1. — On note £ le foncteur composé m o f. Il est appelé foncteur
de localisation loin de Nil.

Un module instable M est dit Nil-fermé si Ext}, (N, M) est nul pour tout
module nilpotent N et pour i =0, 1.

ProposITION 3.3 ([12, 1.7]). — Soit M € U, alors £(M) est Nil-fermé. De
plus Uunité M — £(M) est un isomorphisme si M est Nil-fermé.
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Puisque tout module injectif réduit est Nil-fermé, alors
COROLLAIRE 3.4. — On a une identification entre les complexes :
0I°,0%) = (R*,0r).
La cohomologie du complexe (R®,02) est isomorphe au dérivé £*(F(1)).

La description de £*(F (1)) que 'on donne dans la suite est une récolte des
travaux présentés dans [9] (voir aussi [24]).

REMARQUE 3.5. — Rappelons que le foncteur f est exact. On note R'm le i-
éme dérivé du foncteur m, I’adjoint & droite de f. Alors, la suite spectrale a la
Grothendieck associé au couple (f F m) est reformulée comme suit.

(5) E}; = Ext] (M, R'm(F)) = Exty’ (f(M), F).
ou % désigne le i-éme dérivé de £ = mo f.

On note I le foncteur d’inclusion V + V, et T'* le foncteur qui, a un espace
vectoriel V, associe le groupe des invariants (V®k)b’“7 ot le groupe symétrique

&), agit par permutations sur V. Puisque d'une part, I = f(F(1)), et d’autre
part, f est exact et préserve 'injectivité des objets, alors

R'm(I) = R'm(f(F(1))) = ¢/(F(1)).

Comme F(k), isomorphe & m(I'F), est projectif, la suite spectrale (5) pour
(F(k),I) € U x F,, s’effondre a la page E? et donne :

PROPOSITION 3.6. — Pour tout i,k > 0, il y a un isomorphisme
0(F(1))* = Ext) (T%, 1),
entre Fo-espaces vectoriels.

Le théoréme suivant décrit les £/(F (1)), pour tout entier non négatif k, ainsi
que leurs relations.

THEOREME 3.7 ([9]). — Les groupes Extly (T, ) sont triviauz si m n’est pas
une puissance de 2, et :

. F j 2k+1;
Exty (12,1) = { 2 s 200
0 sinon.

De plus, pour tout k, le morphisme
Extly (FQ’H,I) — Bxt}; (FQ’“,J)
induit par le Verschiebung est un isomorphisme si 28+1[i.
Et ceci permet de déterminer ¢*(F (1)) en tant que module instable.

TOME 147 — 2019 — N© 1



SUR LA TORSION DE FROBENIUS DE LA CATEGORIE U 61

COROLLAIRE 3.8. — Soit i = 2"(2k + 1). Il y a un isomorphisme entre les
modules instables :
4 F(1)
HF(]1) &2 ————.
(PO goreny
Démonstration. — L’action de S¢’ sur M™ est déterminée par Iaction du

morphisme
Sq': F(n+1i) — F(n)
i — Sq',
sur Homy (F(n), M). L’isomorphisme
£ m(D)* = Extly (T, 1),
combiné avec le théoréme 3.7, montre que, en tant qu’espaces vectoriels gradués,

FA) o on
WSIZZQ (2k+1).

1

C(F(1))
A cause de I'écart de degrés, la seule opération agissant peut-étre non trivia-

. k
lement sur (EZ(F(l)))2 est SqQk. Il résulte de la proposition 3.6 que cette
opération devient

4 f* (Sq2k 0) 4
Ext (FQkJ) N Bt (PQk“,I)

et est donc non triviale. Ce morphisme est en fait induit par le Verschiebung

2" - 12" dual au morphisme de Frobenius $2° — §2°" (voir [11]). 1l
s’ensuit que si i = 2"(2k + 1),
: F(1)
CF1) 2 ———
en tant que modules instables. O

En particulier, d’apres [9, théoréme 7.3] :

THEOREME 3.9. — Le produit de Yoneda fait de Exty (I,I) une Fa-algébre

n+1
commutative. Elle est engendrée par les classes e, € Ext?; ! (I,I),n>0 et
admet la présentation suivante :

Fa [eo, €1, €n,.. ]
(e2,n € N) ’

Exts (I1,1) =

(€2,n € N) désignant l’idéal engendré par les puissances carrés.
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Contre-ezemples. — On aimerait que le morphisme Exty (®, ®) soit injectif
en général. Cependant :

CONTRE-EXEMPLE 1. — Il existe un entier ¢ tel que le morphisme
Exty (®'(F(1) ® F(1)), @ (F(1))) — Extj (2" (F(1) ® F(1)), "t (F(1)))
induit par le foncteur ® en cohomologie n’est pas injectif.

On va maintenant justifier ce contre-exemple. Dans un premier temps, on

montre que
colim, Exty (2" (F (1) ® F(1)), F(1)) = 0.
Par contre, dans un deuxieme temps on vérifie que
Ext} (F(1) ® F(1), F(1)) 2 F,.
Alors il existe 7 tel que ()\@(F(1)®F(1)))* n’est pas injectif. Selon [12],[6, théo-
réme 3.3], on sait calculer colim, Exty (®"M, F(1)) :
THEOREME 3.10. — Soit n un entier. Le morphisme
Exty ("M, F(1)) — Exts (f(M),I),
naturel en M, induit un isomorphisme
colimp Exty ("M, F(1)) =2 Exts (f(M), ),

naturel en M.

De plus, d’apres [22], [14, proposition 2.15],

Exts (f(F(1) @ F(1)),I) =Ext;: (I ®1,1) =0,
alors :
colim, Exty (®"(F(1) ® F (1)), F(1)) = 0.
Les groupes Exty (?"(F (1) ® F (1)), F(1)) doivent étre triviaux si 'on suppose
que ()\qyzfl(p(l)@F(l)))* est injectif. Cependant :
LEMME 3.11. — On a un isomorphisme
Exty (F(1)® F(1), F(1)) & F,.

Démonstration. — On désigne par A? la 2-iéme puissance extérieure. Il résulte

de la résolution projective minimale de A%(F(1)) [5, corollaire 1.1.4.17] qu'on
a un isomorphisme :

Exty (A%(F(1)),F(1)) & F,.
Le lemme découle de la suite exacte longue associée a la suite exacte courte
0— F(2) —» F(1)® F(1) = A*(F(1)) — 0.
|

Un contre-exemple concernant les modules nilpotents est donné ci-dessous.
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CONTRE-EXEMPLE 2. — Le morphisme
Ext (SF2, F(1)) — Ext}, (X%F,, ®F(1))
induit par le foncteur ® n’est pas injectif.

Démonstration. — Puisque, d’'une part, XFy est 0-connexe, et d’autre part,
le morphisme Asy, est trivial, le contre-exemple résulte la proposition 3.1. [

4. Sur la résolution injective minimale de F'(1)

Comme la section 2, on désigne par (I®,0°) = (N°® & R*,0°) la résolution
injective minimale de F(1), R® et N* désignant la partie réduite et la partie
nilpotente respectivement. Pour tout [ > 0, chaque morphisme 8 s’écrive sous
forme matricielle :

&y, ! N l I+1 I+1
(6) ] N'OR — N @R
0 o
La minimalité de la résolution signifie que I° est I’enveloppe injective de F'(1),

I' est celle du quotient I9/F(1) et I7 est Ienveloppe injective du conoyau
Coker (aH) pour tout j > 2.

4.1. La partie réduite de la résolution. — Ce paragraphe est consacré a I’étude
de la partie (R®, 97) de la résolution injective minimale de F'(1). En particulier,
chaque module R7 sera calculé en degré 1.

L’enveloppe injective de F'(1) est H'Z /2. Nous allons montrer que R contient
un et un seul facteur direct isomorphe a H'Z /2 si k est pair et n’en contient
aucun sinon. Pour ce fait, remarquons que, d'une part, I — isomorphe & f(F(1))
— est simple dans &, et d’autre part, f préserve la minimalité des résolutions.
Alors le nombre de facteurs isomorphes a ﬁ*Z/ 2 de R*, est la dimension sur
Homg (I, 1) du groupe Ext% (I,I). Il découle du théoréme 3.7 que :

PROPOSITION 4.1. — Chaque R* contient un et un seul facteur direct iso-
~ %
morphe ¢ H Z/2 si k est pair, et n'en contient aucun sinon.

A part ﬁ*Z/ 2 et Fo, les autres modules instables injectifs indécomposables
réduits sont 1-connexes [23, section 4.4]. Alors pour tout entier [ > 0, chaque
module R?*1 est 1-connexe; R est 0-connexe et le Fy-espace vectoriel de ses
éléments de degré 1 est isomorphe a [F5. Par abus de notation, on note u 'unique
générateur de degré 1 de R?'. L’exactitude de la résolution injective de F(1)
implique que 9% (u) est trivial alors que w? (u) ne l'est pas. Il en découle que
chaque terme N2t contient un facteur direct isomorphe & la somme directe
de J(2™),1 < k <m, tel que

m
w(u) = Z Ty, -
k=1
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Dans le reste de cet article, on va montrer que dans plusieurs cas intéressants,
le terme N2+ contient un seul facteur direct de type J(2™) alors que N2 n’en
contient aucun et cela est suffisant pour calculer le groupe Ext? (" F (1), F(1)).
En effet, on va montrer que dans ces cas :

PROPOSITION 4.2. — Soit | un entier. S’il existe un entier n; tel que

N2 = g@2M) e @ T (2™ (2t + 1)),

ol ty >0, et que N2 ne contient aucun facteur direct de type J(2"), alors on
a:
0 k<
Ext}] (FF(1), F(1)) = nE=nn
Fy sik>ny.

De plus, le morphisme
Exti{ (®FF(1), F(1)) — Exty (®FT1F(1), F(1))

induit par ® en cohomologie est injectif.

Démonstration. — Puisque N2*! contient une seule copie de J (2™), alors,
2k ;
T sik<n
HOHlu (@kF(l),N2l+1) ~ {< nl—k> . X T,
0 sinon.

k . . . ..
?Ll_k, alors, pour ¢ = 0 ou ¢ = 1, le morphisme de liaison

H* = (Homy (®*F(1), R®)) — H*'*" (Homy (@FF(1),N*)),
associé a la suite exacte courte de complexes

0—>N®*—1I*—>R*"—0,

Parce que 82l(u2k) =2z

est un isomorphisme si k < n; et est trivial sinon. Il en découle, selon le corol-
laire 3.8, que

Extil (®FF(1), F(1)) =

0 sik<ny,
Fg Sikﬁ>’l’Ll.

De plus, parce que

FF(1 dFF(1
Homy <<)),121) >~ Homy, ((),N” @RQZ) ~0

@’ﬁLlF(l <I)k+1F(1)
alors P F()
Ext <W,F(1)) >~ 0,
et donc
Extyi (®*F(1), F(1)) — Extj{ (®FT1F(1), F(1))
est injectif. O
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4.2. La partie nilpotente de la résolution. — Puisque d’une part, les H* (R®, 9?)
sont finies et d’autre part

H* (R*,07) =2 H*' (N*,05),

alors les H*? (N*,0r) sont aussi finies. Dans ce paragraphe, on va montrer
que N' est également fini, pour tout [ > 0.

Remarquons que si 'un module instable est nilpotent ou réduit, il en est de
méme pour son enveloppe injective. Un module instable peut se calculer comme
I’extension d’un module réduit par son plus grand sous-module nilpotent. Le
lemme suivant explique comment on forme I’enveloppe injective d’une extension
a partir de la partie nilpotente et celle qui est réduite. La vérification de ce
lemme est simple et est laissée aux lecteurs.

LEMME 4.3. — Etant donné une suite exacte courte
0—-N—-M-—=R—QO,

N désignant un module nilpotent et R désignant un module réduit, alors I’enve-

loppe injective de M est la somme directe de l’enveloppe injective de R et celle
de N.

Ainsi, pour tout entier non négatif j, afin de déterminer N7, il faut calcu-
ler le sous-module nilpotent le plus grand de Coker (8j *2). On se place dans
une situation générale des catégories abéliennes. La proposition suivante est
classique et est laissée aux lecteurs.

PROPOSITION 4.4 ([6]). — Soit € wune catégorie abélienne. Etant donné
(Ci,éi)lzo un sous-complere du complexe (Ji,wi)zzo, notons (Qi,Ti)ZZO le
)ZZO. Alors, le noyau M? du composé

Qi+1

Ker (ri+1)

complexe quotient (Ji/Ci
Coker (w”) — Coker (71) —
s’insére dans une suite exacte :
0 — H'(Q°,7°) — Coker (6') - M* — H'T(Q*,7°) — 0.
Cette proposition applique & la résolution injective minimale de F(1).

PROPOSITION 4.5. — Le noyau .47 du composé

. . Ri+1
Coker (83) — Coker ((“)ﬂ) e
Ker (E)ﬁ“)
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s’insére dans une suite exacte :

0 — ¢ (F(1)) — Coker (82) — .47 — (7' (F(1)) — 0.
De plus, N7*2 est I’enveloppe injective de M.
Démonstration. — La proposition résulte des trois points suivants :

1. le lemme 4.3;
2. pour tout j, chaque Rt /Ker (0411) est réduit;
3. les &9 (F(1)) et Coker (8%) sont nilpotents pour tout j.
O

Comme F(1) est réduit, I° Pest aussi et il suit que N9 et 9% sont triviaux.
Puisque ¢ (F(1)) est fini pour tout j > 0, si N7 est fini alors il en est de méme
pour .#7~1. Donc par une récurrence simple on obtient :

PROPOSITION 4.6. — Dans la résolution injective minimale (N* & R*®,0%) de
F(1), chaque N* est fini, pour tout entier non négatif i.

REMARQUE 4.7. — La minimalité de la résolution injective minimale de F'(1)
implique que pour tout facteur J(n) de N, on a

9} (af) = 0.
Cela résulte du fait que I'un morphisme ¢ : J(n) — J(m) n’est pas un isomor-
phisme si et seulement si ¢ (zf) est trivial.

Si M est un module instable fini, on désigne par d(M) le plus grand degré
tel que M™ ne soit pas trivial. Pour exemple,

d(J(n))=n et (J(n))" =Fs.
Le lemme suivant mesure les d(N?), pour tout i > 0.

LEMME 4.8. — Sin > k-+12> 2, alors

m 2" —2[2" —1]2"[ 2" 41 [2° —2F _1]2" —2F[2" —2F 41
N0 [Jm [0 [T )] J® 0 J (21

Sil est un entier tel que k=1 _1>]> 2, alors

k—1
d (N2"72k+l> _ Qkfl —1 +1 et (N2n72k+l>2 —i+1
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Le diagramme suivant interpréte la représentation géométrique des d (NZ) :

k—1
2k—12_1 ; ti=2" —2F 4144
k=1 _o L rpi=2m =2kl 34
1 ! s; =20 —2F"2 34
2k 173} : ‘o ]

tot1tats TOT1T2T3TATET6  S0S15253 40919293949596

Démonstration. — Comme F (1) est Nil-fermé, alors N9 et N! sont triviaux.
D’aprés la proposition 4.5, pour tout entier non négatif j, N7+2 est 'enveloppe
injective d’un module .#7, qui s’insere dans la suite exacte

0 — ¢/ (F(1)) — Coker (82) — .47 — ¢/ (F(1)) — 0.

Il suit de la et du corollaire 3.8 que :

m 0 1 2 3 4 5
N7 0 0 0 J(D) 0 J(2)

Supposons que le résultat est établi pour tout n < ¢ — 1, ou 3 < ¢, on
démontre le cas n = q. Par hypothése de récurrence, on a :

m [[27 429 -3[20-2[27_1][29] 29+1
N[0 [J@ [ 0 [Jm]o0[JEY

Parce que ¢2t1(F(1)) = 0 d’ott
91\ Coker (92") B J(2¢71)
() =a(FE) =9 (7).

q q 29711
d (N2 +2) —0l ] g (N2 +2) ~ .

Puisque N2'*+2 est somme directe de modules de Brown-Gitler, alors N2*+2
contient un et un seul facteur direct isomorphe & J(2¢97! — 1), et tout autre

alors

facteur J(m) satisfait m < 2971 — 1. Par conséquent, I’élément xlxgq_173 du
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facteur J(29-1—1) de N2'+2 T'unique générateur de degré 291 —2, n’appartient
pas & Im (02"+1). Il en découle que

d (Coker (92+1)) =217t —2,
Puisque la résolution (R®* @ N*) est minimale, alors
2941 207" -2
(Coker (6n + )) =~ T,
d’apres la remarque 4.7. Donc il suit de £2'+2(F (1)) = Fy que
d (z2“+2(F(1))) <d (///2”1)

d’ou

12

d () =202 et (///2"“)2%172

Cet argument se généralise et montre que pour 2 < ¢ < 2971 — 1,

Fy.

= TFy.

q—1_
d (NQq“) —90-1 _ 141 et (N2q+t)2 i

Il suit de la que
N2q+2<1*1_2 ~ J(Q) ® @ J(l)
I

Par ailleurs, il découle (voir [5]) de la résolution projective minimale de XF
que

Ext? 2" 1 (SFy, F(1)) =0,
donc N2+27"=1 pe contient aucune copie de J(1) d’ot
N2+ 1 J(2).
Puisque
82‘1+2‘J*1—2(

u) = 11,

alors Coker (872;*_25,71_2) est trivial d’otl la trivialité de N2+2*".

De maniére similaire, pour tous s et r tels que g > s > 2 et 2571 —1 > > 2,
on a
+1_9s

N2 -1~ J(2), N2q+1—25 =~ (), N2q+1—25+1 o~ J(23—1)7
s—1
d (NQ"“*Q"”) —95 1 41 et (NQ‘*“*2S+T)2 R,

I en découle que N2 =2 2 0 et donc N2* ~1 J(1). Le lemme en résulte.
O
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Comme conséquence du lemme 4.8, .#Z%**! est une extension triviale de
H2*"2(R*,9%) par Coker (925+1) si k est de la forme 2" — 2™ — 1. On montre,
en fait, qu'elles sont les seules extensions triviales parmi les .#Z2**1. Avant de
détailler cette classification des extensions dans la section 6, on étudie un phé-
nomene de périodicité de la partie nilpotente de la résolution injective minimale
de F(1) dans la section qui suit.

5. Un phénomene de périodicité

Soit I € F le foncteur d’inclusion V +— V', pour tout Fy-espace vectoriel V,
n+1
rappelons que Ext¥ (I,1) est engendrée par e, € ExtZ ’ (I,I) en tant qu’al-
gebre (voir le théoreme 3.9).

NOTATION 2. — Soient deux entiers n >k > 2. On note
e(n,k) = ep—2en_3...€k.

Le morphisme

—e(n,k)

(7) Ext} (I,1) Ext? 2" (1,1)

induit par le produit de Yoneda est un isomorphisme [9, proposition 7.2]. On dé-
signe par v € Homg (I, f (RO)) le morphisme qui représente 'unité 1 et par § €
Homg (I,f (RQn_QkH)) celui qui représente e(n, k). Puisque (f(R*), f(0*))

est une résolution injective dans F du foncteur I, I'isomorphisme (7) signifie
que § se factorise a travers 7 via un morphisme

Y0 f(R?) = F(R®=27).
Gréace a 'exactitude de la suite
T FRY) = f(RY) = oo F(RY) = -

et & linjectivité des foncteurs f(R'), on obtient un morphisme entre les com-
plexes

Yo : f(R®) = f (R-+2“_2k+1>

tel que les morphismes induits en cohomologie sont le produit de Yoneda avec
e(n, k). Rappelons que le foncteur f : U — F admet un adjoint & droite qu’on
désigne par m. Puisque les modules R’ sont Nil-fermés, alors m (Rz) est iso-
morphe & R’ et donc (m(7)) est un morphisme entre les complexes

Ro N Ro+2n—2k+1
Désignons par o' le morphisme m(v;). Alors pour 0 <t <21 —1 ona

a2k+2t (U) =u,
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2k 4ot

et il en découle que le morphisme « induit un isomorphisme entre les

modules instables :

£2k+2t(F(1)) X 52"72k+2t(F(1)).

THEOREME 5.1 (Périodicité). — FEtant donnén >k >2, on a :
YAt 22

N2"—2’“+t ~ N2’“+t

)

pour tout 0 <t <2k _—1.

Démonstration. — 1l suit du lemme 4.8 que N2"=2" ot N2* sont triviaux.
Donc

Coker (83k_1> = Coker ((‘32k_1)
Coker (83n_2k_1) = Coker (82n_2k_1) .

. n__ k . . . . . k k n__ k . .
Puisque I?" =2 *1 est injectif, il existe 82 1 : 12" +1 — 12" =2"+1 qui fait com-
muter le diagramme

(8) 2 Coker (82"—1)<—> 2+
I

Joﬁ’c lazk I 352’“+1
0

122 Coker (0272 1)y 22

Parce que, d’une part,
N2’€+1 ~ 7 (2k71) o N2"72’“+1
et d’autre part,
k n__ok
0% (w)=x_1 =0 "% (v),
la restriction de A2°+1 & N2"+1 est un automorphisme de J (25=1). Puisque les
I’ sont injectifs, le diagramme (8) montre qu’il existe un morphisme entre les
complexes :
62"'+o . 12’“+. N 12"—2’“+..
Supposons que /52k+t induise
///2"72’%7572 g%2k+t72

2"k 4t A AT2F 4t
N =N ,
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pour tout 1 < t < m < 2¥~! — 1. On passe au cas t = m. Par hypothese
de récurrence, il résulte de la proposition 4.5 que 62k+m induit un diagramme
commutatif

(M2 (F (1)) Coker (921772 — a? +mm2 —y 2 m=1(P(1))

H | | H

A 2 ))& Coker (85 2) M2 05— 1

ol s = 2"—2F4+m. On peut conclure la récurrence et le théoréme en découle. O

6. Sur les extensions .72k +1

Rappelons que pour tout entier non négatif k, .#**! est une extension de
Coker (92F+1) par £28(F(1)). L’objet essentiel de cette section est de classifier
ces extensions.

THEOREME 6.1. — L’extension .4*' de Coker (928+1) par (?*2(F (1)) est
triviale si et seulement si k est de la forme 2™ — 2™ — 1, oun >m > 1.

Afin de démontrer ce théoréme, on introduit ci-dessous une interprétation
de la non-trivialité de I'extension .#*. Rappelons que la résolution injective
minimale de F(1) est désignée par (I°,0°|s > 0), ou chaque I® se décompose
en somme directe N° @ R*, et 0° s’écrit sous forme matricielle

(80” g) I N* @R — N*Tl o RS

PROPOSITION 6.2. — Soit k =29(2m+ 1) — 1, ot m,q > 1. Alors l’extension
AM* de Coker (0%) par (*F1(F (1)) est non triviale si et seulement si wF+1 (u?")
est non nul.

Démonstration. — Puisque k + 1 est pair donc RF*! est O-connexe, et

(R = (H*Z/2)l > By (u).

Il résulte de 'exactitude de la résolution {I*,9°} de F(1) que N**2 contient
un facteur direct isomorphe & une somme de J(2™<), ou 1 < s < ¢, tel que

Wt (u E Tm, =1 T

Il en résulte que SqQHS’qTF3 ...8¢'x est non trivial puisque, d’une part, il
est égal a w1 (u2"""), et d’autre part,
FQ1)

CHHF(1)) (D)
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Il en découle que

max {zs|l <s<t}>qg—1,
et I'extension .#Z* n’est pas triviale si et seulement si cette inégalité est stricte.
Autrement dit, w*T1(u2") n’est pas nul comme il est égal &

Sq2%1wk+1(u2rl) = S’q2q*15q2%2 ... Sq .
La proposition en découle. (]

COROLLAIRE 6.3. — Sous les mémes hypothéses que celles de la proposition 6.2,
si Uextension 4% n’est pas triviale, alors u*" € R*1 n’est pas un cobord.

Démonstration du théoréme principal. — Dans ce qui suit, on va démontrer le
théoreme 6.1 par récurrence sur k. Le cas k < 2 résulte des calculs explicites
sur .#%**1 ot k < 2, du lemme 4.8. On peut établir I'argument de récurrence.
Supposons que le résultat est établi jusqu’au 2"~ ! — 1, on va le démontrer
jusqu’au 2™ — 1.

L’hypothése de récurrence nous ramene & étudier les cas 2"~ 1 < k < 2" — 1.
Par ailleurs, selon le théoréme 5.1,

2" 2" +t—2 2"+t —2
M = H ,

pour tout 2 < r <net 0 <t <2"—1. Donc nous ne nous limiterons qu’aux
cas
2n71 < k < 2n71 + 2n72 1.

Ces cas sont vérifiés en deux étapes. Dans le premier temps, on montre que,
pour ¢ < 2"~2—1, si l'extension .#2"  T24+1 pest pas triviale, alors il en est de
méme pour .# 2" T24+1 Cependant, les cas ¢ = 2" 2 —2"—1, ot < n—2, sont
exclus de cet argument, ne serait-ce qu’a cause de la trivialité des extensions
w22 pour tout 2 < r < n—2. Les extensions 22 pour tout
1 < r < n sont donc exclus de cet argument. Donc pour terminer la preuve,
dans le second temps, on va vérifier ces cas séparément.

Premiére partie de la preuve. — Pour tout ¢ < 2"~2 —1, selon le théoréme 5.1,
2" 204 pest pas triviale si et seulement si 22" 2" #2941 pe Test pas
(puisque ces deux extensions sont isomorphes). Donc dans cette partie, on va
démontrer que si .#2" 2" +24+1 oy g < 272 — 1, n’est pas triviale, alors il en
est de méme pour .#2"+24+1 On se place dans une situation similaire & celle
de la preuve du théoreéme 5.1. Alors, il existe un morphisme entre les complexes

n n n—1
T.IIQ +o_>12 +2 +eo

tel que }
2 (u) = wu,
pour tout j < 2”2 — 1. Supposons que
2" 42" 42+ 1 =2%(2r +1) 1
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n n—1 N _
pour quelque s > 1. Parce que .#2 2" +2a+l o4 ¢ < 2772 — 1, n’est pas
o e . . n n—1
triviale, il existe v € R?" 2" +24%1 te] que

n n—1 s
W22 T H2a+2 <u2 ) £ 0.

Rappelons que R2"124+2 est O-connexe et contient un et un seul facteur iso-

morphe & I:I*Z/ 2. Par abus de notation, on note u I'unique générateur de degré 1
de R?"+24+2_ Alors

7_2"+2q+2( 2°

u)=u
Il en découle que

n n—1 s n n—1 n s
W22 T H2g+2 (uz ) — 22T H2g+2 (72 +2¢+2 (uz ))

n n s
— 2" +2q+3 (82 +2q+2 (u2 ))
— ;24243 (o.;2 +2¢+2 (u2 ))

2" F2a+2 (u?) £0.

11 en résulte que .#2 T24+! n’est pas triviale.

d’ou

Suite de la preuve. — 1l nous reste a démontrer que YT 21 et pas
triviale pour tout ¢ < n — 1.

Soit u2" € RZ"+2"'=2" il découle du corollaire A.4 qu'il existe v € R2" de
degré 271 — 1 et une (u*' — v)-suite (voir la définition A.1)

{vi e R g << om0 1| Sty # 0}
telle que
Sqtv = u2”71,
Sql%k—2q—1 = UZk,q <k<n-2,
2 (0)
af” ) = Sq Vi_1,2<i<2nTl 209
a P 0y) =

= Sq Ugn—-1_24_1,

2n71

Rappelons que N2"+1 22 J(2"~1) selon le lemme 4.8. Donc,

on 27L71 o 2’!L71
07 (u ) = g
. n—1_ n—1
Puisque Sq'z] 2y =2, alors
on 1 on—1_g
0% (v) = Sq vgn-1_94_1 + x 1.
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On remarque que, d’apres le lemme 4.8,

N2 gentt -+ 1) 6D b Jm|,

m<2n—1—t41

pour tout 1 <t < 271 — 1. Alors, il existe y € N2" 2 de degré 2"~ — 2 tel
que Sqly =0, et

n on—1_
82 +1(’02n—1,2q,1) = Sql’l}gn—1,2q,2 + .’EO 3931 —+ Y.

De plus, comme y est de degré 27! — 2, il est soit nul soit somme des éléments

de type x%TH ~2 puisqu’un morphisme ¢ : J(k) — J(I) n’est pas lidentité

si et seulement si ¢ (zf) = 0, alors 92" +2(y) = 0 & cause de la minimalité

de la résolution du module F(1). L’argument qu’on a utilisé pour calculer
9% 1 (vgn-1_ga_;) se généralise et montre qu'il existe y; € N2"+2" " 27—+l
ounl<i<2r 1 —29_9 tels que

Squ’i = 07
82n+2n71_2q—i+1(yi) =0
pour tout i, et
n n—1_oq_ ; q .
9F T2 T2 ) = Sqtvii + 2y T e + i,
pour tout 2 < i < 2"~! — 29 — 1. En particulier,
n n—1 —
5 +2 _2q_1(v1) =u¥' + aqu el + Y1
Il en résulte que
w2n+2n—172q (u2q> _ xgq 7& 0
d’oti la non-trivialité de I'extension .22 +2" ' =27=1, O

7. Les cas particuliers

Le théoréme 5.1 permet de se concentrer sur le calcul de N 2t 4m pour tout
m < 2F71. Dans le cadre de cet article, on peut effectuer les calculs pour
1 <m<4.

7.1. Les N2°+2. — Les modules N2"+2 sont calculés & I'aide du lemme suivant
dont la vérification est laissée aux lecteurs.

LEMME 7.1. — La suite
N2"‘+1 N N2’“+2

fournit les deux premiers termes de la résolution injective minimale de Hy,.
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On rappelle que la somme directe @nzo J(n) est isomorphe & l'algebre
FQ[Z‘IL“’I; > O,xi S J(2l)1]

Rappelons aussi qu'un morphisme de modules de Brown-Gitler J(n) — J(m)
est déterminé par une opération de Steenrod 6 de degré n — m. Ce morphisme
est désigné par ef. La détermination de N 2"42 5o péalise dans la proposition
suivante.

PROPOSITION 7.2. — Il y a un isomorphisme entre les modules instables :
. k—3
N2 42 ~ @J(Qk_l _ 21)
i=0

Le morphisme 8,2;9“'1 se présente sous forme matricielle :
1 2 ok=3\"
(mS’quq,...,oSq ) .

Démonstration. — On constate que Uinclusion Hy — J (2’“’1) est déterminé

par u? ziiifl, pour tout 0 < ¢ < k — 1. On va maintenant montrer que

, . gh=1_gmtl om - k=1

I’ensemble F de I'image de z x7 dans le quotient J (2 ) /Hy, pour
tout 0 < m < k—3, en forme un systéme minimal de cogénérateurs. Autrement
dit, pour tout élément x € J (2’“_1) /Hy, il existe une opération de Steenrod 6
telle que Oz appartient a ’espace vectoriel sur Fy engendré par E. Rappelons

b (H zi |y 2= 2’f—1>

el iel

est une Fo-base de J (2’“*1). Il en découle que ’ensemble de 'image de tout
élément [ [, z; dans J (2’“*1) /Hj, tel que I contient deux indexes différents en
forme une Fy-base. Donc il suffit de démontrer que pour tout élément [, ; x;
tel que I contient deux indexes différents, il existe une opération de Steenrod

0 tel que
0 H o xgk—172m,+1x§1n,
iel
pour certain 0 < m < k — 3. On réécrit
Hzi =gzt . aye.
iel

Notons
S

._ i—1
m; = E 2" n;,
j=i
alors
k—1 s s—1
Ms—_1 Ms_o mq ng ..ni nsg\ __ .2 —2°ng 2 n.
Sq Sq ST (xpla L al) = xg xy "
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On désigne par 2" le terme le plus grand dans I'expression 2-adique de 2°~n,.

Donc
s—1 T k—1 s s—1 k—1 r r
— 2 -2 2 —
Sq2 ne =2 (.’[0 nsiﬂl ns) = 1’% 2 x% .

Il en résulte que E est un systeme de cogénérateurs de J (2’“*1) /Hy ; de plus
il est minimal car E est Fo-libre. Puisque, soit 8 € A,

S _gmtt gm 2 sig= 5"
9(338’“ t_9 +1]}§ ) _ {go ST q
sinon,
donc I’algebre de Steenrod agit trivialement sur E. Comme F est Fy-libre, alors
k-3
TN — (2t -2)
i=0

||

€ Er— 1

est une injection de J (2k_1) /Hj, dans son enveloppe injective. Par ailleurs,
m 2k71_2m+1 m k—1
Sq2 (mO .Z‘% ) = .Tg )

pour tout 0 < m < k — 3, alors le composé
k—3
J (2 — T (2 /Hy — P (2K -2
i=0
s’écrit sous forme matricielle

(oSql7 Sq?, ..., oSqQkis)t .

Le résultat en découle. O

7.2. Les N2*+3,k > 2. — Le module N2+3 est I'enveloppe injective de
k
AM* T qui s’insére dans la suite exacte courte :

0 —— Coker (8,2:6‘“1) s 2 2(F(1)) —— 0.

PROPOSITION 7.3. — Soitk > 2. L’extension .42+ de Coker (82k+1) par Hy

est non triviale, et ’enveloppe injective de Coker (8%k+1> est celle de M2 +1.

Démonstration. — La non-trivialité de .#2 +! résulte du théoréme 6.1. On
k k
note Iy 'enveloppe injective de Coker (5‘2 H) et I, cellede .#% *1. On constate

que Iy C I. La suite exacte courte

0 — Coker (63’6“) =T S H 50
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montre que I; C Iy & H;. Puisque I'extension est non triviale, cette inclusion

n’est pas stricte. On en déduit que Iy = I. g
COROLLAIRE 7.4. — La suite
© 82”72’“+1 & 62"72’“+2 *
N2n—2 +1 “n N2"—2 +2 “n NZ”'—Q +3

fournit les trois premiers termes de la résolution injective minimale de Hy.

7.3. Les N2k+4, k > 3. — On rappelle que N2+ ogt I’enveloppe injective
k
de .#?% *2 qui se calcule de la suite exacte courte :

0 — J(1) — Coker <8Zk+2) =2 0.

2k 42
S

Puisque J(1) est injectif, N2k+469](1) est I’enveloppe injective de Coker (9)
On obtient donc :

PROPOSITION 7.5. — Il existe un morphisme N2 +3 — N2'+4 @ J(1) tel que
la suite suivante
82k+1 ) 32k+2 .
0— Hy —» N2+ 2 N22 O ) 258 N2 g (1)

fournit les quatre premiers termes de la résolution injective minimale de Hy.

8. Torsion de Frobenius

Dans cette section, on calcule les premiers termes de la résolution injective
minimale de Hy afin de compléter le résultat principal sur la partie nilpotente de
la résolution injective minimale de F(1). Cette information permet d’étudier
leffet de la torsion de Frobenius sur les groupes d’extensions entre certains
modules instables.

8.1. Résolution injective minimale de Hy. — La proposition 7.2 fournit les
deux premiers termes de la résolution injective minimale de Hy, :

N\t
(oSql,oqu,...,oSq2k_3) k—

w

0— Hy — J(2871) J (281 —27)

Il
=}

K2
Pour k& > 3, désignons par J§ le troisitme terme de la résolution injective
minimale de Hy et par 05 la deuxiéme différentielle. Cette sous-section est
consacrée a calculer les J§ et 0.

Rappelons une stratégie classique pour déterminer ’enveloppe injective
E(M) d’un module instable fini M. C’est ce que nous allons faire pour calculer
J§. On sait quune telle enveloppe est une somme directe finie de modules de
Brown-Gitler J(n,),a € A. Désignons par f 'inclusion M — E(M). Parce
que J(n) représente le foncteur associant & un module instable le dual linéaire
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du Fs-espace vectoriel de ses éléments homogenes de degré n, alors il existe
€ M™, pour tout n, ou o € A, tel que

f(za) = 25 € J(na)-

Puisque f est injective, alors I'algebre de Steenrod agit trivialement sur z,.
Donc, pour déterminer E(M), il suffit de trouver une Fo-base {z,,a € A} de
I’espace vectoriel engendré par les éléments de M sur lesquels ’algebre de Steen-
rod agit de maniere triviale. Selon [26], pour 0 < j < i —2 ou j = i, il existe

les opérations de Steenrod wZ D ou 1 <t <i, telles que

1
9) S¢* S¢* = Z Sq*wt .
On se serve des w ; pour déterminer 82 Rappelons qu’un morphisme entre les
modules mstables
n m
i=1 j=1

est déterminé par

Mr %éMz —)éN] —»Nq
i=1 j=1

pourtous 1 <r<netl<s<m.

LEMME 8.1. — On a :
k-2
= (@J (2871 — 2%‘)) Bl p @ -2-2)
i=1 2<i<k—3
0<j<i—2

et O est déterminé par :

0S¥ L J(2F 1 —on) — J(2FTt — oty

0Sg2" L J(2F " —om) — J(2F1 — o —9m),

ow,’lff SJ(2FE — 2ty — g2kt —2ntl) i £,

ow i J(2MT =20 — (2T — 2" —2™) Vi £ .

Démonstration. — Dans ce qui suit, on désigne par 9 le morphisme
t
(-Sq1705q2,...,.Sq2k_3> k—3
P -2).
i=0

Notons K le conoyau de 0 et M le codomaine de 0. Pour tout y € M on désigne
par y son image dans K.

J (287
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Etant donné un élément x € K, homogene de degré s > 0, on va montrer
qu’il existe une opération de Steenrod 6 telle que fz appartient a ’ensemble

k—1_9on+1_9om n k—1_9q9+1_9q
{x2 2 2m o 2 2 2 x%q

0 1,x5 0§n§m—2;0§q7m§k—3}

que 'on note F. Cela résulte des points suivants :

1. pour tout x € M, il existe une opération de Steenrod telle que Oz ap-
partient a

k—1_oi_on+l on i
{:vg -2 :E% 0§n,z§k73};
2. on a
ok=1_git+2 oi\  ok—l_ogit2 oi
0 (J;O x5 | =g x]

k—1_on+l_om+l on_om k—1_ontl_om on k—1_on_om+1 om
8(:13(2) 2 2 m? +2 )zwg 2 2 x? +x(2) =2 ;v% ,

pourtous 0 <n+2<m<k—-3et0<i<k-—3;
3. pour tout x € M tel que

Ax(z) N F =TFy <x3k_172i+2x%i>

alors
_ gk—1_git2 gitl-s
T =1 g
pour certain s;
4. on a
2k—172i+2 2i+175 o 2k—1727ﬂ+2 2i+175
0 (xo Toyq = x5 xs .

Puisque F' contient des éléments de degré distinct deux a deux, il est Fa-libre.
De plus, A, agit trivialement sur F'. Il en découle que

2k—=1_9n+1_9m on 2k7172n72m
Zo Ty I )
2k—1_2a+1_24 _oq ok—1_ga+1l
g i = I s
induisent une injection de K dans son enveloppe injective J&. |
8.1.1. Les cas particuliers. — Le lemme suivant détaille les N* pour i < 24.

Rappelons que pour tout i > 3, N° est I’enveloppe injective de .#*~2, qui
s’insere dans une suite exacte

0 — (=2 (F(1)) — Coker (9i72) — .4~ = ("' (F(1)) — 0.

La méthode qu’on utilise ici est la stratégie qu'on a exploité pour étudier la
résolution injective minimale de Hj dans la sous-section précédente.
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PROPOSITION 8.2. — On a

k 1 2 3 4

Nk 0 0 J(1) 0

k 5 6 7 8

NF J(2) 0 J(1) 0

k 9 10 11 12

Nk J(4) J(3) J(2) 0

k 13 14 15 16

Nk J(2) 0 J(1) 0

k 17 18 19 20

NF J(8) J(7) ® J(6) J(6)d JM4) | J(5)

ok (oSql, oSqQ) (.;;q;ql .Soq2) (oSql,O) eS¢t

k 21 22 23 24

NF J(4) J(3) J(2) 0

ok Sqt 0S¢t 0 0
Démonstration. — Les N* et 9F pour k < 20 sont calculés grace a la sous
section 8.1 et au lemme 4.8. Puisque .18 = Coker (§), ou

( eS¢t 0
° Sq2Sq1 .SqQ
§:=(¥(F(1)) — Coker | J(7) @ J(6) ( ) J6)® J4) |,

donc 418 = ¥5Fy d’ott N0 = J(5).
Parce que, d’une part,

Coker (919) = S*F,,

et d’autre part, .41 est une extension non triviale de Coker (95°) par (2°(F(1)),
alors

MY~ H;.

Il en découle que N2! est isomorphe & J(4).
De manieére similaire on obtient les N* pour 22 <1 < 24. O

Posons :
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PROPOSITION 8.3. — On a
k 33 34 35
NF J(16) J(15,14,12) J(14,12,11,8)
1
eSql e o, 0 eSql 0 0 0
as <oSq2) .S.qs iq :§q3 .SO 1 oSq4 oSq2 oSq1 0
esqt .sq%vl oSq4’2<;1»Sq5'1 .524 05963 05421 o542 o543
k 36 37
NF J(13,10,5) J(12,4,3)
eSql 0 0 esqgl 0 0
85 -Sq6*2’1 -Sq5’1 0 -Sq6 0o 0
059621 05¢42:1 0542 0 eSqlo
k 38 39 40
N* J(11,6,3) J(10,2) J(9)
k esSqgl 0 0 1 1
ok ( 0 0 esql ) (oSq ,0) eSq
k 41 42 43
N* J(8) J(7,3) J(6,2)
k 1 4q.1\t eS¢l 0 1
9, (oSq ,8Sq"Sq ) ( A .sql) (oSq ,0)
k 44 45 46
N* J(5) J(4) J(3)
[‘)5 eSqt eSqt eSqt
k a7 48 49
N* J(2) 0 J(8)
ok 0 0 0
Posons
n—3
tos = (@I -2))B| @ -2
i=1 1<i<n—2
0<j<i—2

On peut donc formuler le résultat principal sur la résolution injective minimale

de F(1).

THEOREME 8.4. — Pourn>6 on a :
k 2" — 32 2" — 31 2" — 30 2" — 29 2™ — 28
NF 0 J(16) | J(15,14,12) | J(14,12,11,8) | J(13,10,5)
k 2" — 27 2" — 26 2" — 25 2" — 24 2" — 23
N* J(12,4,3) | J(11,6,3) J(10,2) J(9) J(8)
k 2" — 22 2" — 21 2™ — 20 2" — 19 2" — 18
NF J(7,3) J(6,2) J(5) J(4) J(3)
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k 2" — 17 2" — 16 2" — 15 2" — 14 2" — 13
N J(2) 0 J(8) J(7,6) J(6,4)

k 2" — 12 2" — 11 2" — 10 2" -9 2" —8
NF J(5) J(4) J(3) J(2) 0

k o7 2" — 6 2" —5 2" —4 2" -3
NF J(4) J(3) J(2) 0 J(2)

k 2" —2 2" — 1 2" 2" +1
NF 0 J(1) 0 Je2Mh

k 2" +2 2" +3
NFEJJ@ T —1,27"1—2,... 27t —2m7%) J(2"7?) @ Aanys

La proposition 4.2 permet de conclure :

THEOREME 8.5. — Pour i < 49 oui = 2" —2° 4+t avec 0 < t < 254+ 2 et
n > 5. Alors pour tout r, le morphisme

Extj (®"F(1),®"F(1)) — Exty (@™ F(1), 2" F(1))
induit par ® en cohomologie est injectif.

NOTATION 3. — Soient d un entier pair et 2™ + --- 4+ 2™ gon expression
2-adique, ot 1 < nj <ng <...<ng. On note :

v(d)=14ng — k.
Le théoréme suivant est un corollaire du théoreme 8.5.

THEOREME 8.6. — Pour d < 49 oud = 2" — 2% + ¢t avec 0 < t < 2° + 2 et
n>>H5, ona:

0 si2fd,
Extf (B"F(1),8"F(1)) =40  si2|d etr < v(d),
Fy  sinon.
THEOREME 8.7. — Soit d un entier pair, on a :

Fy C Ext{ (®"F(1),®"F(1)) sir > v(d).
De plus si r > v(d), le morphisme
Exty (®"F(1),®"F(1)) — Ext% (I, 1)
induit par le foncteur f: U — F est non trivial.

Démonstration. — Le cas d = 2™ a été calculé a l'aide de la proposition 4.2
et du lemme 4.8. En effet

Ext? (®"F(1),®"F(1)) 2 F,

pour tout r tel que r > n. On raisonne par récurrence sur la longueur 2-adique
de d. On suppose que le théoréme est vérifié pour d dont a(d) < k. On passe au
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casde a(d) = k. Onnote d = 2" 42" ...+ 2™ o 1 <ny < ng < ... < ng.
On désigne par d; la somme 22+ - -+ 2™ Pour r > v(d) le diagramme suivant
est donc commutatif

v&nl

Ext{ ("F(1), F(1)) ——— Ext{ (" F(1), F(1))

J |

Ext® (I,1) - Extd (1, 1)

ol 8,,, désigne le générateur du groupe Ext " (®"F(1), ®" F(1)). Par hypothose
de récurrence, le composé

Extd (07 F(1), F(1)) — Ext® (I, 1) =% Bxtd (1, 1)

est non trivial. On en déduit que Fy C Ext (@"~'F(1),F(1)) et que le mor-
phisme
Extd (®"F(1), F(1)) — Extd (I1,1)

est non trivial. O

Il est donc raisonnable de conjecturer :

CONJECTURE 8.8. — Soit d un entier, on a :
0 si2)d,
Extd (®"F(1),8"F(1)) =40  si2|d etr < v(d),
Fy  sinon.

De plus, le morphisme canonique
Ext{ (®"F(1),®"F(1)) — Ext{ (2" F(1),®" T F(1))

induit par le foncteur exact ® est un monomorphisme.

Annexe A. Sur Pacyclicité des modules instables injectifs réduits

Rappelons que dans cet article, (R®) désigne la partie réduite de la résolution
injective minimale de F'(1). Comme on a vu dans la preuve du théoréme 6.1,
la notion de (y — z)-suite, o y € R™ et z € RF pour quelques m > k, y joue
un role important. Dans ce qui suit, nous allons I'introduire et 1’étudier.

On rappel que le carré de I'opération de Bockstein Sq! est trivial. Soit M
un module instable, alors (M , Sql) est un complexe; M est dit Sq'-acyclique
si (M, Sql) est acyclique. D’apres Lannes et Zarati [18], les modules injectifs
réduits O-connexes sont Sq'-acycliques. On constate que chaque différentiel 9!
de la suite (R®) est un morphisme entre les complexes

(Ri,Sql) — (Ri+1,5q1).
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La définition suivante détaille un lien particulier entre R™ et R™~! pour cer-
tains m >t > 1, déterminé par 92 et Sq'.

DEFINITION A.1. — Soient y un élément de degré k de R™ et ¢ > 1 un nombre
entier. On dit que y admet une t-eme Sq'-pré-image z € R™~* de degré k+t—1
s’il existe des éléments

{yie R" " 1<i<t—1|Sq'y; #0}

tels que
ot (y) =
N Hz) = Sq Yi—1,
O (i) = Sq'yp—i—1,1 <i <t —2.
Une telle suite (y1,y2,...,4:—1) est appelée une (y — z)-suite. Le diagramme

suivant donne une explication géométrique de la suite.
A
k+t—1 1

k+t—2
k+t—3

k+1
k+0

Rmft Rm7t+1 R'mft+2 Rm72 Rmfl R™

Rappelons que chaque module R%* contient un et un seul facteur direct
isomorphe & H Z/2.

LEMME A.2. — Soit n un entier et u?> € H Z/2 C R*"~2. Etant donné un
entiert > 1, s’il y a une (u2 — y) -suite (Y1,Y2, ..., Yt—1), alors il existe z tel
que (Y1,Y2, .-, Yt—1,Y) est une (u2 — z) -suite.

Démonstration. — 1l suffit de démontrer qu'il existe un élément z € R2"—*—3
tel que

027173 (2) = Sq'y # 0.
On commence par démontrer que Sq'y n’est pas trivial. Supposons par I’ab-
surde qu’il I'est. Puisque R*® est Sq'-acyclique pour tout s > 0, alors il existe
2 € R?" 7172 tel que

Sqlz =y.

Puisque Sq'y; 1 = 92" ~t72(y), on a

Sqt (83"_’5_2(,21) — yt,l) =0.
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Comme
02 = (872 () — i) = Sq'yea #0
alors
37 () —ya £ 0
et cet élément joue maintenant le role de y. On pourra donc généraliser cet

argument et montrer qu’il existe :

{zi,1§¢gt—1

2 € R2"—t—3+i}
tels que
2 T () — i #0,
Sq* (83"—75—3%(%) _ ytii) —0.
En particulier, il résulte de
02" " Mzo1) — #£0,
Sq' (83"_4(%71) - y1) =0
quil existe un élément non trivial & € R?"~3 de degré 1 tel que
97 Mz1) — i = Sq'a

d’ou la contradiction (rappelons que R® est 1 connexe pour tout s impair).
Parce que, d’une part, £2" ~¢=2(F(1)) est nul en degré t + 2, et d’autre part,
Sq'y, ce qui est de degré t + 2, appartient a Ker ((93n_t_2), alors il existe
z € R?"~t=3 tel que
2" —t—3 1
07 () = Sq'y

et le lemme en résulte. O

Le lemme A.2 permet de construire une chaine précise connectant les élé-
ments u? € R?"72 et 2" =1 € RY. La méthode qu’on utilise ici dépend de la
Sqt-acyclicité de R™ pour tout n et de ce que la suite (R®,97) est exacte en
degrés n’étant pas de la forme 2™. La preuve du lemme A.3 ci-dessous est une
chasse au diagramme.

LEMME A.3. — Soit n un entier et u> € H Z/2 C R*"~2. Alors il existe une
(u2 — uzn_l)-suite
{yi € Y7721 < i < 2" — 3|Sqly,; # o}
telle que
Squ2f—2 = U2t,
pour 2 <t<n-—1.
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Démonstration. — On raisonne par récurrence sur n. Le cas n = 1 est trivial.
Supposons que le résultat est établi pour n < ¢, on le démontre pour n = ¢+ 1.
Puisque f (R®) est la résolution injective minimale du foncteur d’inclusion I,
le produit de Yoneda [9, proposition 7.2]

Ext? (1,1) =< BxtZ' (1, 1)
induit un morphisme entre les complexes :
te F(R) 5 J(RS,
Soit m 'adjoint & droite de f [12], comme m o f (Rl) ~ R* pour tout i > 0,
alors il y a un morphisme entre les complexes :
m(ys) : R® — R*?",
Par la propriété du produit de Yoneda [9], pour tout [ < 291 — 1,

m(v2)(u) = w.

Il résulte de I’hypothese de récurrence qu’il existe une (u2 — qu_l)—suite
{yi € R¥ 71721 <i<27-3|Sq'y; # 0}

telle que

t
SquQt—z =u? ,

pour tout 2 <t < g — 1. Notons

v = m (Y2a—i—2 (¥i))

on obtient la suite

2q+1

{vieR —i—2,1g¢§2Q—3}

telle que

Sqtvar_o = u*,

pour tout 2 <t < q — 1. Cette suite est une (u2 — vgq,g)—suite si Sqtv; # 0,
pour tout 1 < ¢ < 27 — 3. C’est ce que nous allons démontrer et la preuve est
terminé grace au lemme A.2. En fait, rappelons que R? = I:I*Z/2 donc une
(u2 — x)—suite avec x € R° entraine que = = !

On raisonne par récurrence sur i. Parce que R2'' 3 est trivial en degré 1,
la Sq'-acyclicité de R2""'=3 montre que Sq'v, n’est pas trivial. Supposons que
pour tout 1 <17 < s <29 -3

Sqtv; # 0.
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On passe au cas i = s. Si, au contraire, Sqlv, est trivial, alors par la Sq'-
1
acyclicité de R =52 j] existe ws € R2" =572 e que Sq'ws = v,. 11 suit
que
+1
Sqt (af" =572 () — vs,l) —0.
Puisque
q+l_ o a+1_ o
o st (8,2 572 (wy) — Us_l) = Sq'vs_o #0,

alors 83#1*5’2 (ws) —vs—1 n’est pas trivial. On se trouve dans la méme situa-

tion que celle de la construction des éléments {z;,1 <i <t —1} de la preuve
du lemme A.2. De maniére analogue, on obtient une suite

{ijR

24-1+1

T1<j<s—1)
telle que
1 .«
Sqtw; = 0" 73 (wyi0) — vy £0,
pour tout 1 < 5 < s — 1. En particulier, quand j =1 on a
Sqtwy = 33#174 (w2) —v1 # 0,

q+1_ N o s
alors que R? 3 est 1-connexe d’oti la contradiction. (|

COROLLAIRE A.4. — Soient ¢ <n —2 et u? € R¥IH2NTI2 Alors, il existe
v e R de degré 2" — 1 et une (u2q — v) -suite

{vi c R2n+2n71_2q—i,1 S i S 211—1 _ 2q -1 ‘Sql’ui # O}

telle que
Sqtv =",
Sq gk _9q_o = uzk,q <k<n-2
Démonstration. — Soient n un entier et u? € ﬁ*Z/Q C R2"'=2. Alors il

: 2 o2n—1lq :
existe une (u* — u -suite

{y7 c R2n_17i7271 S i S 2n71 o 3 |Sq1yz ?é O}
telle que
Squ2t—2 = U2t,

pour tout 2 < ¢t < n— 2. Puisque f (R®) est la résolution injective minimale du
foncteur d’inclusion I, le produit de Yoneda [9, proposition 7.2]

n—1 n
Exty (I,1) —— BExtZ (I,1)
induit un morphisme entre les complexes :

Yo i f(R®) = f(R™T2).
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Soit m I'adjoint & droite de f [12], comme m o f (R’) = R’, pour tout i > 0,
alors il y a un morphisme entre les complexes :

m(7e) : R® — R*+%".

Par la propriété du produit de Yoneda [9], pour tout [ < 2771 — 1,

m(ya)(u) = u.

On se trouve dans une situation similaire a celle de la preuve du lemme A.3.
Notons

w; = m(ygn—1_;_2)(Y:),

pour tout 1 < i < 271 — 3, alors

n n—1 -
{wi c R2'+2 —1—2}

est une (u2 — ugnfl_l)-suite telle que

Sqtwer 5 =u2,2<t<n-—2.

En particulier, puisque

q
Sqlwgq_g = U2 s

posons v = Wyn-1_9 €t

Vi = Wi421-2,

ounl<i<27 1 —2¢_1 alors

{’Ui c R2n+2n71_2q—i71 < i < 2n—1 —924_1 |Sq1’l)7; 7& 0}

est la (u2q — U)—suite dont on a besoin. O
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