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1. Les systèmes hamiltoniens

Les systèmes hamiltoniens modélisent de très
nombreux systèmes physiques, qu’on appelle aussi
parfois conservatifs, pour lesquels une quantité par-
ticulière, l’énergie, est conservée.

On peut les définir sur n’importe quelle variété,
mais pour simplifier nous allons les introduire sur
�

n ×�n, ou sur �n ×�n où � = �/�. On se donne
une fonction H : �n ×�n → � de classe C2, qu’on
appelle hamiltonien. Les équations de Hamilton as-
sociées sont des équations différentielles dont on
note t 7→ (q(t),p(t)) ∈�n ×�n les solutions :

dq
dt

=
�H
�p

(q,p) et
dp
dt

= −�H
�q

(q,p).

Ainsi, à un système issu de la mécanique classique
décrit par un potentiel V : �n→�

m
d2q
dt2

=
�V
�q

(1)

où q représente la position d’un point massif de
masse m, on associe le hamiltonien H : �n×�n→�

défini par

H(q,p) =
1

2m
‖p‖2 − V(q).

Les équations de Hamilton sont

dq
dt

=
p
m

et
dp
dt

=
�V
�q

(q). (2)

Alors, (q,p) est solution de (2) si et seulement si q
est solution de (1) et p = m dq

dt est la quantité de
mouvement.

Remarquez que le hamiltonien s’écrit en fonc-
tion de q et dq

dt comme

H =
m
2

∥∥∥∥∥dq
dt

∥∥∥∥∥2
− V(q)

c.-à-d. comme l’énergie totale du système, somme
de l’énergie cinétique et de l’énergie potentielle.

Figure 1 – Les courbes de niveau d’un hamil-
tonien sur � ×�

C’est une propriété générale que le hamiltonien
est constant le long des orbites hamiltoniennes
(on dit que le hamiltonien est une intégrale). Ses
orbites restent donc dans les niveaux d’énergie
{H = constante}.

2. Le problème de la stabilité

et les systèmes intégrables

Il y a un système très classique qui est décrit
par un potentiel. Il s’agit du problème des N-corps :
N-corps massifs soumis à la force d’attraction uni-
verselle. Le potentiel pour N-corps en positions
q1, . . . ,qN de masses m1, . . . ,mN est

V(q) =
¼

16i<j6N

mi mj

‖qi − q j‖
.

On connait depuis Newton les équations diffé-
rentielles qui gouvernent les mouvements des pla-
nètes, mais dès qu’il y a au moins trois corps, on
ne sait pas calculer explicitement les solutions. On
aimerait pourtant répondre à une question qui est
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extrêmement naturelle : notre système solaire va-t-
il continuer d’exister plus ou moins comme actuelle-
ment ou va-t-il connaître des changements drama-
tiques, comme une planète qui partirait à l’infini ou
comme deux planètes qui entreraient en collision ?

Figure 2 – Un système de 4 corps : un soleil
et 3 planètes

Ce système hamiltonien est en fait compliqué,
et avant d’y revenir, décrivons les systèmes hamilto-
niens les plus simples qui soient, ceux qu’on appelle
complètement intégrables.

L’exemple « bébé » est donné par une fonction
H : �n ×�n→� qui ne dépend que de la deuxième
coordonnée p ∈ �n : H(q,p) = h(p). Les équations
de Hamilton sont alors

dq
dt

=
dh
dp

(p) et
dp
dt

= 0.

L’évolution du système dynamique associé aux
équations de Hamilton est décrite par son flot
(ïH

t )t∈�
1. Le flot au temps t, ïH

t : �n×�n→ �
n×�n

est un difféomorphisme défini comme suit : à tout
x0 = (q0,p0) ∈ �n ×�n, si x : �→ �

n ×�n désigne
la solution telle que x(0) = x0, alors ïH

t (x0) = x(t).
Dans notre exemple précis, le flot est donné par

ïH
t (q,p) = (q + t

dh
dp

(p),p).

On observe que �
n ×�n est feuilleté par les tores

�
n × {p0} qui sont tous invariants par le flot hamil-

tonien, et que la restriction du flot à chacun de ces
tores est le flot de rotation (q,p0) 7→ (q + tÓ,p0) en-
gendré par Ó = dh

dp (p0). En particulier, toutes les or-
bites sont bornées et on peut dire qu’un tel système
est stable.

Plus généralement, un hamiltonien H est dit
complètement intégrable sur un ouvert U ⊂ �

n×�n

invariant par le flot s’il existe n fonction de classe
C2 H1, . . . ,Hn : U →� telles que

– les fonctions Hi sont toutes constantes le long
des orbites contenues dans U (on parle alors
d’intégrales premières) ;

– les flots hamiltoniens des Hi commutent deux
à deux ;

– en chaque x ∈ U , les formes linéaires dH1(x),
. . ., dHn(x) sont linéairement indépendantes.

Le théorème d’Arnold-Liouville (voir [1]) dit que sous
ces hypothèses, si une composante connexeN d’un
n-niveau {H1 = c1, . . . ,Hn = cn} est compacte, alors
il existe un voisinage V deN dans U , un voisinage V
de 0 dans �

n et un difféomorphisme è : V → �
n ×V

tel que
– è(V ) = �

n × V ;
– il existe un hamiltonien K : �n × V →� qui ne

dépend que de p ∈ V tel que sur V , on a

ïH
t = è−1 ◦ïK

t ◦è.

Figure 3 – Les tores dans un système com-
plètement intégrable

En d’autres termes, quitte à faire un change-
ment de coordonnées sur un voisinage tubulaire
V du toreN , on s’est ramené à l’exemple bébé : V
est feuilleté par des tores plongés invariants sur
lesquels la dynamique est conjuguée à un flot de
rotations. En particulier, une condition initiale près
de N donne une orbite entière près de N : on a
stabilité.

Il existe des exemples classiques de systèmes
complètement intégrables, comme le flot géodé-
sique sur un ellipsoïde. Mais à priori le système so-

1. Pour simplifier, on supposera les solutions définies sur � tout entier.
2. On sait montrer dans certains cas qu’il n’existe pas assez d’intégrales qui soient analytiques réelles pour le problème des

N-corps. Par contre, à ma connaissance, il n’existe pas de tels résultats concernant le non-intégrabilité C∞.
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laire et le problème des N-corps ne sont pas com-
plètement intégrable 2.

3. Retour sur le problème des

N-corps : séries de Lindstedt et

problème des petits

dénominateurs

Dans son ouvrage maintenant classique Les mé-
thodes nouvelles de la mécanique céleste, Henri
Poincaré s’intéresse au problème des N-corps 3.
On commence par partir d’un système imaginaire
où on ne considère que les interactions Soleil-
Planète mais pas les interactions mutuelles entre
les planètes. On a ainsi huit problèmes de Kepler
(problèmes à deux corps où le mouvement s’effec-
tue suivant des ellipses, chaque problème corres-
pondant au soleil et une planète) indépendants,
qu’on peut aussi voir comme huit oscillateurs indé-
pendants. Mathématiquement, même si cela peut
sembler étrange au lecteur, cela revient à suppo-
ser que les planètes sont toutes de masse nulle.
Ce système est complètement intégrable mais peu
conforme à la réalité.

L’idée de Linstedt est alors de perturber le sys-
tème en supposant les masses des planètes « pe-
tites » (c.-à-d. toutes proportionnelles à une même
petit paramètre Þ). On cherche alors des tores in-
variants qui soient des perturbations des tores in-
variants qui apparaissaient dans le cas complè-
tement intégrable (quand Þ = 0), dont l’équation
s’écrit comme une série entière en Þ. Pour trouver
chaque coefficient de ce développement en puis-
sances de Þ, on utilise l’équation de Hamilton (ou
plutôt celle qui s’appelle l’équation de Hamilton-
Jacobi mais qui n’est pas l’objet de ce texte) et on
obtient chacun de ces coefficients comme une série
formelle en fonctions trigonométriques des coor-
données y = (y1, . . . ,yn) comme suit

Ó1y1 +Ó2y2 + · · ·+Ón yn

+
¼ B sin(k1y1 + k2y2 + · · ·+ kn yn)

k1.f1 + k2.f2 + · · ·+ kn .fn

+
¼ C cos(k1y1 + k2y2 + · · ·+ kn yn)

k1.f1 + k2.f2 + · · ·+ kn .fn
.

où les ki parcourent l’ensemble des entiers non tous
nuls et les fi sont les fréquences des mouvements
découplés : en d’autres termes, sur le tore considéré

avant perturbation, le mouvement était conjugué à
t 7→ (Ú1 + tf1, . . . ,Ún + tfn).

On constate de suite un problème pour les
(f1, . . . , fn) qui forment une famille liée sur �, car
alors un des dénominateurs s’annule et la méthode
ne s’applique pas : on parle alors de résonance.
Même dans le cas où la famille des fréquences
est libre sur �, certains dénominateurs sont très
proches de 0 : on parle alors de petits dénomina-
teurs. On ne peut donc jamais assurer la conver-
gence de la série... sauf si on sait contrôler les coef-
ficients B et C .

Poincaré ne savait pas contrôler ces coefficients,
et il a fallu attendre une cinquantaine d’année
avant d’avoir une réponse positive (mais dépendant
des fréquences considérées) sur la convergence.
Comme le dit François Béguin dans l’excellent texte
[3] : Poincaré a montré qu’il y a un risque que le sys-
tème solaire soit instable, et Kolmogorov, Arnol’d et
Moser ont montré qu’il y a de bonnes chances pour
qu’il soit stable.

4. La genèse des théorèmes K.A.M.

En 1954, Andreï Kolmogorov annonça que
sous certaines hypothèses de non dégénérescence,
beaucoup de tores invariants d’un système analy-
tique complètement intégrable persistent sous une
perturbation analytique assez petite. L’article ne
comportait pas de preuve complète des résultats. Le
jeune Jürgen Moser fut sollicité comme rapporteur
par les Math Reviews. Il développa une machine-
rie puissante qui donna la première démonstration
du résultat de Kolmogorov, mais dans un cas suffi-
samment différentiable au lieu d’analytique. Moser
publia ses résultats en 1962. Un an après, Vladimir
Arnol’d, un brillant élève de Kolmogorov, publia sa
preuve du théorème de Kolmogorov dans le cadre
original ; la preuve d’Arnol’d s’applique au problème
des N-corps ; c’est pourquoi ces résultats sont main-
tenant connus sous l’acronyme K.A.M (les articles
fondateurs étant [8], [10] et [2]).

Les tores qui persistent sont ceux dont les fré-
quences sont diophantiennes, où un nombre f =
(f1, . . . , fn) est dit diophantien si il existe Õ > 0 et
ä > 0 tels que pour tout p = (p1, . . . ,pn) ∈ �n, tout
q ∈� tels que (p,q) , 0

�
n+1 , on a

|f .p− q| >
Õ(

q2 +
´n

k=1 p2
k

) ä
2
.

3. Sur l’aspect historique, voir aussi le texte [6] de Jacques Féjoz.
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Un tel f est dit (Õ,ä)-diophantien. L’ensemble
des nombres diophantiens est alors un ensemble
maigre au sens de Baire mais de mesure de Le-
besgue pleine.

Le théorème K.A.M. dans le cas C∞ s’énonce
comme suit.

Soit V un voisinage de 0 dans �
n et H0 : �n ×

V → � un hamiltonien de classe C∞ complète-
ment intégrable : H(q,p) = h(p). On note F (p) =
( �h
�p1

(p), . . . , �h
�pn

(p)) le vecteur des fréquences. Soit
p0 ∈ V. On suppose

– F (p0) est (Õ,ä)-diophantien ;
– hypothèse de non dégénérescence : DF (p0)

est inversible.

Alors il existe un voisinage U de H0 dans C∞(�n ×
V ,�) tel que tout H dans U a un tore invariant TH
par le flot (ïH

t ) qui est

– le graphe d’une application uH : �n→ V ;
– tel que (ïH

t ) restreint à TH est conjugué au
flot de rotation engendré par F (p0).

De plus uH dépend continûment de H.

Donnons quelques compléments

– la conjugaison sur le tore dépend aussi conti-
nûment de H ;

– à condition de supposer H de classe Ck avec
k > 2ä + 2, on a aussi un résultat en régularité
finie (alors uH est de classe Ck−2ä) ;

– il est possible d’utiliser le théorème simulta-
nément pour différentes valeurs de p0. A Õ
et ä fixés, on trouve pour H assez proche de
H0 toute une famille de tores invariants, de
fréquences (Õ,ä)-diophantiennes et dont la
réunion est de mesure de Lebesgue non nulle ;

– en fait les tores K.A.M. n’arrivent jamais seuls :
ils sont toujours accumulés par d’autres tores
K.A.M.

Un nouveau concept de stabilité est né, qui ne
s’applique pas pour toutes les orbites mais pour une
majorité d’entre elles. En général, on observe des ré-
gions de stabilité remplies de tore K.A.M, et d’autres
dites chaotique (mais c’est une autre histoire).

Figure 4 – Mélange de courbes invariantes
et zones chaotiques. Dessin avec le logiciel
Std Map 4.5 de James Meiss [9]

5. Prolongements

5.1 – Quelques applications des théorèmes

K.A.M

Pour le problème des N-corps, le hamiltonien
ne vérifie pas l’hypothèse de non dégérescence et
c’est pourquoi Arnol’d donna une version du théo-
rème qui s’applique à des cas dégénérés comme le
problème des N-corps. Toutefois, cette démonstra-
tion n’était complète que pour 3 corps dans le plan
et c’est M. Herman qui donna une démonstration
complète de ce qui se passe pour N-corps (voir [7]).

En résumé, les séries qui apparaissent dans
le problème des N-corps sont convergentes pour
certains choix des fréquences et divergentes pour
d’autres.

Dans l’article [11], Jürgen Moser explique aussi
pourquoi la théorie K.A.M. permet d’apporter une
justification théorique au fonctionnement des accé-
lérateurs de particules. Dans l’article [10], Jürgen
Moser parle en fait de difféomorphismes symplec-
tiques plutôt que de systèmes hamiltoniens, car il
existe des énoncés dans les deux contextes et une
façon standard de passer d’un des deux cadres à
l’autre (voir aussi [4]). L’application des théorèmes
K.A.M. dans le contexte des applications plutôt que
des hamiltoniens permet par exemple de montrer
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– la stabilité au voisinage des points fixes des
difféomorphismes génériques des surfaces
qui préservent l’aire ;

– la stabilité au voisinage des bords des billards
dits de Birkhoff (billards plans à bord régulier
et strictement convexe).

5.2 – D’autres résultats K.A.M

En fait, les théorèmes K.A.M. donnent des ré-
sultats pour des systèmes dynamiques qui ne sont
pas forcément complètement intégrables (voir par
exemple [5]).

L’idée est la suivante. On suppose que le sys-

tème hamiltonien a un tore invariant sur lequel la
dynamique est conjuguée à un flot de rotation dio-
phantien. Alors, en quelque-sorte, on linéarise la
dynamique au voisinage de ce tore (on utilise une
forme normale). Si une certaine condition de non
dégénérescence est satisfaite le long du tore, alors

– si on fait une perturbation petite en topologie
C∞ du hamiltonien, le nouveau hamiltonien a
aussi un tore invariant portant la même dyna-
mique ;

– sans perturber, le tore invariant est lui-même
accumulé par une infinité de tores invariants
sur lesquels la dynamique est conjuguée à un
flot de rotation diophantien.
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