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ALGÉBRICITÉ MODULO p, SÉRIES HYPERGÉOMÉTRIQUES
ET STRUCTURES DE FROBENIUS FORTES

par Daniel Vargas-Montoya

Résumé. — Ce travail est consacré à l’étude de l’algébricité modulo p des G-fonctions
de Siegel. Notre but est de souligner la pertinence de la notion de structure de Frobenius
forte, classiquement étudiée dans la théorie des équations différentielles p-adiques, pour
l’étude d’une conjecture d’Adamczewski et Delaygue concernant le degré d’algéricité
de réductions modulo p de G-fonctions. Nous rendons d’abord explicite un résultat de
Christol en montrant que si f(z) est une G-fonction qui annule un opérateur différentiel
dans Q(z)[d/dz] d’ordre n qui est muni d’une structure de Frobenius forte de période
h pour le nombre premier p et que f(z) est à coefficients dans Z(p), alors la réduction
de f modulo p est algébrique sur Fp(z) et son degré d’algébricité est majoré par pn2h.
En généralisant une approche introduite par Salinier, nous montrons ensuite qu’un
opérateur fuchsien à coefficients dans Q(z), dont le groupe de monodromie est rigide
et dont les exposants sont rationnels, possède, pour presque tout nombre premier
p, une structure de Frobenius forte de période h, où h est majorée explicitement et
indépendamment de p. Une version légèrement différente de ce résultat a été démontré
récemment par Crew en suivant une approche différente fondée sur la cohomologie p-
adique. Nous utilisons ces deux résultats pour résoudre la conjecture mentionnée dans
le cas des séries hypergéométriques généralisées.
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440 D. VARGAS-MONTOYA

Abstract (Algebraicity modulo p, hypergeometric series and strong Frobenius struc-
ture). — This work is devoted to study of algebraicity modulo p of Siegel’s G-functions.
Our goal is emphasize the relevance of the notion of strong Frobenius structure, clas-
sically studied in the theory of the p-adic differential equations, for the study of a
Adamczewski–Delaygue’s conjecture concerning the degree of algebraicity modulo p

of G-functions. For this, we first make a Christol’s result explicit by showing that
if f(z) is a G-function which is a solution of a differential operator in Q(z)[d/dz] of
order n which has a strong Frobenius structure with period h for the prime number
p and that f(z) belongs to Z(p)[[z]], then the reduction of f(z) modulo p is algebraic
over Fp(z) and its degree of algebraicity is bounded by pn2h. By generalizing an ap-
proach introduced by Salinier, we then show that a Fuchsian operator with coefficients
in Q(z), whose monodromy group is rigid and whose exponents are rational has for
almost all prime numbers p a strong Frobenius structure with period h, where h is
explicitly bounded and does not depend on p. A slightly different version of this result
has been demonstrated recently by Crew following a different approach based on the
p-adic cohomology. We use these two results to solve the mentioned conjecture in the
case of generalized hypergeometric series.

1. Introduction

Etant donnés un corps K et une série formelle de plusieurs variables
g(z1, . . . , zn) =

∑
(i1,...,in)∈Nn a(i1, . . . , in)zi11 · · · zinn ∈ K[[z1, . . . , zn]], on défi-

nit la diagonale de g comme la série formelle d’une variable

f(z) =
∑

j≥0
a(j, j, . . . , j)zj ∈ K[[z]].

Lorsque K est de caractéristique nulle, cette opération est transcendante, dans
le sens où la diagonale d’une série formelle algébrique (i.e., algébrique sur le
corps des fractions rationnelles K(z1, . . . , zn)) est généralement transcendante
sur le corps K(z). Un exemple très simple, voir [1], est donné par la diagonale
de la fraction rationnelle 4

(2−z1−z2)(2−z3−z4) qui est égale à

f(z) =
∑

n≥0

1
24n

(
2n
n

)2
zn ∈ Q[[z]].

En revanche, lorsque K est un corps de caractéristique non nulle, Furstenberg
[18] a montré que la diagonale d’une série formelle rationnelle est toujours
algébrique. Deligne [13] a ensuite étendu ce résultat au cas des diagonales de
séries formelles algébriques. Il souligne également la conséquence remarquable
suivante : si f(z) =

∑
n≥0 a(n)zn ∈ Z[[z]] est la diagonale d’une série formelle

algébrique, alors pour tout nombre premier p, la réduction modulo p de f ,
c’est-à-dire la série formelle

f|p(z) =
∑

n≥0
(a(n) mod p)zn ∈ Fp[[z]] ,
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est algébrique sur Fp(z). Un problème naturel consiste alors à étudier la façon
dont le degré d’algébricité de f|p varie avec p. Deligne suggère dans [13] qu’il
existe une constante c indépendante de p telle que deg(f|p) < pc. Il prouve éga-
lement que c’est bien le cas pour les diagonales de fonctions algébriques de deux
variables. Le cas général n’est traité que plus récemment par Adamczewski et
Bell dans [1]. Ces auteurs montrent également, qu’on ne peut, en général, espé-
rer mieux qu’une majoration polynomiale en p. Lorsque K = Q, les diagonales
de séries formelles algébriques forment une sous-classe de celle des G-fonctions
introduite par Siegel [23] en 1929. Rappelons que f(z) =

∑
n≥0 anz

n est une
G fonction si les an sont des nombres algébriques et s’il existe un nombre réel
C > 0 tel que :

1. la fonction f annule un opérateur différentiel L à coefficients dans Q(z) ;
2. la valeur absolue de chaque conjugué de Galois de an est inférieure à
Cn+1 pour tout n ≥ 0 ;

3. il existe une suite Dm d’entiers strictement positifs tels que Dm < Cm

et Dman est un entier algébrique pour tout n ≤ m.
Cette définiton implique qu’il existe un corps de nombres K tel que f(z) ∈
K[[z]]. Considérons un tel K. Soient ϑK l’anneau des entiers de K et p un idéal
premier de ϑK tel que les coefficients de f appartiennent à ϑK,p, la localisation
de ϑK en p. Notons kp le corps résiduel de ϑK,p, c’est-à-dire kp = ϑK,p/pϑK,p =
ϑK/p. On peut alors réduire f modulo p et poser

f|p(z) =
∑

n≥0
(an mod p)zn ∈ kp[[z]]

et formuler la conjecture suivante [4].

Conjecture 1.1 (Adamczewski-Delaygue). — Soient K un corps de nombres
et f(z) ∈ K[[z]] une G-fonction. Supposons que l’ensemble S des idéaux pre-
miers p de ϑK tel que f ∈ ϑK,p[[z]] soit infini. Alors, on a :

(i) f|p est algébrique sur kp(z) pour presque tout p ∈ S ;
(ii) il existe c > 0 tel que, pour tout p vérifiant (i), deg(f|p) < pc, où p

désigne la caractéristique du corps kp.

Les résultats de Deligne [13] et d’Adamczewski et Bell [1] mentionnés précé-
demment montrent que cette conjecture est vérifiée pour les diagonales de séries
algébriques et l’article [3] fournit également d’autres familles d’exemples parmi
les séries hypergéométriques généralisées ou les sommes multiples de produits
de coefficients binomiaux. C’est en paticulier le cas de la série hypergéométrique
f1(z) =2 F1(1/2, 1/2; 2/3, z) qui n’est pas la diagonale d’une série formelle algé-
brique car elle n’est pas globalement bornée. Par contre, d’après la proposition
8.5 de [3], en considérant l’ensemble S = {p ∈ P : p ≡ 1 mod 3}, on obtient
que pour tout p ∈ S, f1 peut se réduire modulo p et f1|p(z) = Ap(z)f1|p(z)p où
Ap(z) ∈ Fp(z). Ainsi, f1|p(z) est algébrique sur Fp(z) et deg(f1|p) < p.

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



442 D. VARGAS-MONTOYA

Notons que la méthode utilisée dans [1] est spécifique aux diagonales de
séries formelles algébriques, tandis que les résultats de [3] se fondent sur une
analyse minutieuse de la valuation p-adique des coefficients et ne concernent
pas toutes les séries hypergéométriques généralisées. Dans cet article, notre
objectif est justement de prouver une version explicite de la conjecture 1.1 pour
les séries hypergéométriques généralisées à paramètres rationnels et de sortir
ainsi du cadre des G-fonctions globalement bornées. Il s’agit du théorème 1.2
ci-dessous. Rappelons que ces séries sont de la forme

nFn−1(α, β, z) =
∑

j≥0

(α1)j · · · (αn)j
(β1)j · · · (βn−1)jj!

zj

où α = (α1, . . . , αn), β = (β1, . . . , βn−1, 1) ∈ (Q \ Z≤0)n et, pour x ∈ R,
(x)n = x(x+1) · · · (x+n−1) et (x)0 = 1. Nous désignons par Z(p) la localisation
de l’anneau Z en l’idéal (p). Le corps résiduel de Z(p) est alors Fp.

Théorème 1.2. — Soient α1, . . . , αn, β1, . . . , βn−1, βn = 1 ∈ Q \ Z≤0 tels que
pour tout i, j, αi−βj /∈ Z. Soit dα,β le plus petit commun multiple des dénomi-
nateurs des α1, . . . , αn, β1, . . . , βn et soit S l’ensemble des nombres premiers
p tels que p ne divise pas dα,β et nFn−1(α, β, z) ∈ Z(p)[[z]]. Alors, pour tout
p ∈ S, la réduction modulo p de nFn−1(α, β, z) est algébrique sur Fp(z) de degré
majoré par pn2φ(dα,β), où φ désigne l’indicatrice d’Euler.

La notion de structure de Frobenius forte, introduite par Dwork [15], est
classiquement utilisée dans la théorie des équations différentielles p-adiques.
Dans cette article, nous montrons comment cette notion permet d’établir une
stratégie générale pour attaquer la conjecture 1.1 (voir section 2). En particu-
lier, la preuve du théorème 1.2 repose sur la notion de structure de Frobenius
forte. L’idée de la démonstration est la suivante. Lorsque les paramètres αi et
βj vérifient les hypothèses du théorème 1.2, on sait que les équations hypergéo-
métriques correspondantes ont des groupes de monodromie rigides, que leurs
singularités sont régulières et que leurs exposants sont rationnels. Ces trois
propriétés peuvent être utilisées pour démontrer l’existence d’une structure de
Frobenius forte pour presque tout p dont la période est indépendante du nombre
premier p. Dans le cas des équations hypergéométriques de Gauss, cette straté-
gie a été mise en œuvre par Salinier [22]. Notons qu’avant le travail de Salinier,
Dwork avait déjà montré par une approche différente que, sous ces hypothèses,
l’opérateur hypergéométrique de Gauss est muni d’une structure de Frobenius
forte pour presque tout p (voir [16, Chap. 7, 7.2.2]). Le théorème 3.8 montre de
façon plus générale que les systèmes différentiels rigides sont munis d’une struc-
ture de Frobenius forte pour presque tout p dont la période peut être majorée
explicitement et indépendamment du nombre premier p. Notre démonstration
de ce résultat généralise l’approche de Salinier au cas des systèmes différentiels
rigides ou, de façon équivalente, au cas des équations différentielles sans para-
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mètre accessoire (cf. [19]). Notons par ailleurs que Crew [11] a également obtenu
récemment un résultat similaire en suivant une approche différente fondée sur
la cohomologie p-adique. Nous précisons que nous n’avons pris connaissance
de l’article [11] qu’après avoir démontré le théorème 3.8. Pour davantage de
précisions, notamment sur le lien entre le théorème 3.8 et les résultats de Katz
[19], Crew [11], et Esnault et Groechenig [17], nous renvoyons le lecteur à la
discussion précédant et suivant le théorème 3.8. D’autre part, notre théorème
2.6 établit un lien entre l’existence, pour un nombre premier p, d’une structure
de Frobenius forte de période h pour un opérateur différentiel d’ordre n et le
degré d’algébricité modulo p des solutions (séries formelles) de cet opérateur
en fonction de p, n et h. Il rend explicite des arguments donnés par Christol
dans [9]. En utilisant la rigidité des équations hypergéométriques généralisées
et en combinant les théorèmes 2.6 et 3.8, on obtient finalement le théorème 1.2.
Au vu de la conjecture 1.1 et du théorème 2.6, nous insistons sur le fait que,
dans le théorème 3.8, il est essentiel que la période des structures de Frobenius
fortes puisse être majorée indépendamment de p.

Cet article est organisé de la façon suivante. Dans la section 2, nous rappelons
la notion de structure de Frobenius forte et nous énonçons le théorème 2.6. Dans
la section 3, nous rappelons la notion d’opérateur différentiel rigide et énonçons
le théorème 3.8. Les théorèmes 2.6 et 3.8 sont respectivement démontrés dans
les sections 4 et 5. Enfin, dans la section 6, nous prouvons le théorème 1.2 et
l’illustrons à l’aide de quelques exemples.

2. Structure de Frobenius forte et algébricité modulo p

Dans cette partie, nous rappelons la définition du corps des éléments ana-
lytiques Ep et celle de structure de Frobenius forte d’un opérateur différentiel,
puis nous énonçons le théorème 2.6. Étant donné un nombre premier p, nous
noterons Zp l’anneau des entiers p-adiques, Qp le corps des nombres p-adiques
et Cp le complété de la clôture algébrique de Qp. Nous rappelons que la va-
luation de Zp s’étend de manière unique à Cp. Nous désignerons par πp, un
élément de Cp vérifiant πp−1

p = −p.

2.1. Éléments analytiques. — SoitK un corps ultramétrique de caractéristique
nulle muni de la valuation | · | et k son corps résiduel de caractéristique p. Pour
|x| ≤ 1 nous notons x̄ l’élément de k qui représente la classe résiduelle de
x. Nous supposons que K est complet pour la norme | · |. Nous dirons que
σ : K → K est un automorphisme de Frobenius si les conditions suivantes sont
vérifiées :

1. pour tout x ∈ K, |σ(x)| = |x| ;
2. pour tout x ∈ K, |x| ≤ 1, |σ(x) − xp| < 1. Autrement dit, σ : k → k

donné par σ(x) = σ(x) est l’endomorphisme de Frobenius. Remarquons
que σ est bien défini par le point 1.

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE
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Remarque 2.1. — La proposition 1.10.1 de [8] montre que le corps Cp possède
un automorphisme de Frobenius, mais celui-ci n’est pas unique. Dans la suite,
nous fixons un tel automorphisme que nous notons Frob : Cp → Cp et que
nous appellerons l’automorphisme de Frobenius de Cp.

Nous montrons à présent comment construire le corps des éléments analy-
tiques. Nous désignons par W l’anneau d’Amice qui est l’ensemble des séries
formelles

f(z) =
∑

n∈Z
anz

n

telles que les an sont des éléments de K dont la valeur absolue est bornée et
tend vers zéro lorsque n tend négativement vers l’ínfini. D’après la proposition
1.1 de [9], l’anneau W est un K-espace vectoriel complet pour la norme définie
par |f | = sup{|an| : n ∈ Z}. L’anneau K[z] est contenu dans l’anneau W et
ainsi, l’anneau K[z] est muni de la norme de Gauss

∣∣∣
∑

ajz
j
∣∣∣
G

= sup|aj |.

De plus, d’après la proposition 1.2 de [9], tout élément non nul de K[z] est
inversible dansW, ce qui implique que l’anneau des fractions rationnelles K(z)
est contenu dans W. La norme de W induit une norme sur K(z) qui s’exprime
comme ∣∣∣∣

∑
ajz

j

∑
bizi

∣∣∣∣
G

= sup|aj |
sup|bi|

.

Comme W est complet, le complété de K(z) pour la norme de Gauss est éga-
lement contenu dans W.

Définition 2.2 (Éléments analytiques). — Le corps des éléments analytiques
EK est le complété du corps K(z) pour la norme de Gauss dans W. Dans le
cas où K = Cp, le corps des éléments analytiques est noté Ep et l’analogue de
W est noté Wp.

Remarque 2.3. — Pour tout f ∈ K(z), on a
∣∣∣∣
d

dz
(f)
∣∣∣∣
G
≤ |f |G .

Ainsi, la dériviation d
dz : K(z)→ K(z) est une fonction continue pour la norme

de Gauss et elle s’étend naturellement au corps EK des éléments analytiques.
On note encore son extension d

dz : EK → EK .

Définition 2.4 (Ep-équivalence). — Soient A et B dansMn(Ep). Nous disons
que A et B sont Ep-équivalentes s’il existe H ∈ GLn(Ep) telle que

d

dz
H = AH −HB.
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2.2. Structure de Frobenius forte. — Nous définissons l’application Frobzp :
Cp(z)→ Ep par

Frobzp

(∑
aiz

i

∑
bjzj

)
=
∑
Frob(ai)zpi∑
Frob(bj)zpj

.

Cette application est une isométrie. Il s’agit donc d’une application continue qui
s’étend au corps des éléments analytiques Ep. Nous la notons encore Frobzp :
Ep → Ep. C’est à nouveau une isométrie et, pour tout e ∈ Ep, on a

d

dz
(Frobzp(e)) = pzp−1

(
Frobzp( d

dz
e)
)
.(1)

Soit A une matrice de taille n à coefficients dans Ep, nous considérons la matrice
Fzp(A) := d

dz (zp)AFrobzp = pzp−1AFrobzp , où AFrobzp est la matrice obtenue
après avoir appliqué Frobzp à chaque entrée de A.

Étant donné un opérateur différentiel d’ordre n

L := a0(z) d

dzn
+ a1(z) d

dzn−1 + · · ·+ an−1(z) d
dz

+ an(z) ∈ Q[z][d/dz] ,(2)

on définit la matrice compagnon associée à L par

A =




0 1 0 . . . 0 0
0 0 1 . . . 0 0
...

...
...

...
...

...
0 0 0 . . . 0 1

−an(z)
a0(z)

−an−1(z)
a0(z)

−an−2(z)
a0(z) . . . −a2(z)

a0(z)
−a1(z)
a0(z)



.

Définition 2.5 (Structure de Frobenius forte). — Soit L ∈ Q(z)[d/dz] un
opérateur différentiel et soit A sa matrice compagnon. Nous disons que L a une
structure de Frobenius forte de période h pour un nombre premier p s’il existe
un entier strictement positif h tel que la matrice A et la matrice obtenue en
appliquant h-fois Fzp à A sont Ep-équivalentes. Comme A ∈ Mn(Q(z)), cela
revient à dire qu’il existe H ∈ GLn(Ep) telle que

d

dz
H = AH − phzph−1HA(zp

h

).(3)

Le plus petit entier h ≥ 1 ayant cette propriété est appelé la période de la
structure de Frobenius associée au couple (L, p).

Par exemple, d’après [20, Chap. 22, Theorem 22.2.1] ou [5, Chap. V, p. 111],
les équations de Picard-Fuchs sont munies d’une structure de Frobenius forte
pour presque tout nombre premier p. Le résultat qui suit montre le lien entre
l’existence d’une structure de Frobenius forte pour p de l’opérateur différentiel
L et l’algébricité modulo p de ses solutions.

Voir aussi la discussion p. 351 de [20] et les références associées.

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



446 D. VARGAS-MONTOYA

Théorème 2.6. — Soit L ∈ Q(z)[d/dz] d’ordre n. Soit p un nombre pre-
mier pour lequel l’opérateur différentiel L a une structure de Frobenius forte
de période h et f(z) =

∑
n≥0 a(n)zn ∈ Z(p)[[z]] une solution de L. Soit f|p la

réduction de f modulo pZ(p). Alors la série formelle f|p est une série algébrique
sur Fp(z) de degré majoré par pn2h.

Notons que nous pourrions aussi énoncer ce théorème dans le cas d’un opéra-
teur à coefficients dans Q[z], la démonstration s’obtiendrait de la même façon.
Le théorème 2.6 nous dit que pour montrer le point 1 de la conjecture 1.1 il
suffit de voir que f annule un opérateur muni d’une structure de Frobenius
forte pour presque tout p dans S.

Remarque 2.7. — Si L ∈ Q[z][d/dz] est un opérateur différentiel muni d’une
structure de Frobenius forte pour presque tout p et f ∈ Q[[z]] est une solution
de L, alors f est une G fonction. En effet, l’hypothèse faite sur L implique que
le rayon de convergence au point générique est égal à 1 pour presque tout p.
Cela découle des propositions 4.1.2, 4.6.4 et 4.7.2 de [8]. D’après la proposition
5.1 et le théorème 6.1 de [14, Chap. III], on obtient alors que les singularités de
L sont régulières à exposants rationnels. Enfin, en combinant cette propriété
avec le théorème 4.2 [14, Chap. VII] et la proposition 1.1 de [14, Chap. VIII],
on obtient que f est une G fonction.

3. Structure de Frobenius forte et rigidité

Notre troisième résultat, le théorème 3.8, concerne les opérateurs différen-
tiels à coefficients dans Q[z] dont le groupe de monodromie est rigide. Nous
commençons par rappeler la notion de système différentiel rigide. Étant donné
le système différentiel

d

dz
y = Ay, A ∈Mn(C(z)),(4)

nous disons que γ ∈ C est un point singulier du système différentiel (4) si γ
est un pôle de A. L’infini est un point singulier de (4) si zéro est un point
singulier du système différentiel obtenu après avoir appliqué le changement de
variable z 7→ 1/z au système (4). Nous disons que γ ∈ C est un point singulier
régulier du système différentiel (4) si γ est un point singulier et s’il existe une
matrice Aγ ∈ Mn(C(z)) telle que la matrice (z − γ)Aγ n’a pas de pôle en γ

et qu’il existe une matrice P ∈ GLn(C({z − γ})) telle que d
dzP = AP − PAγ ,

où C({z − γ}) est le corps des séries de Laurent convergentes au voisinage de
γ. L’infini est un point singulier régulier de (4) si zéro est un point singulier
régulier du système différentiel obtenu après avoir appliqué le changement de
variable z 7→ 1/z au système (4). Le système différentiel (4) est fuchsien si tous
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ses points singuliers sont singuliers réguliers. Soit x un point non singulier du
système différentiel (4), d’aprés la théorie classique de Cauchy

Sol(A)x = {y ∈ C({z − x})n et d

dz
y = Ay}

est un C-espace vectoriel de dimension n. Soient F = {y1, . . . , yn} une base de
Sol(A)x, S l’ensemble de points singuliers de (4) et γ ∈ S. Les coordonnées des
vecteurs y1, . . . , yn peuvent être prolongées analytiquement le long du lacet τ ,
où [τ ] ∈ Π1(C\S, x) et τ est un lacet autour de γ tel que le groupe engendré par
[τ ] est Z. Ainsi, on obtient un nouvel ensemble F̃ qui sera encore une base de
Sol(A)x. Alors la matrice demonodromie locale en γ, notéeM(A, γ) ∈ GLn(C),
est la matrice de changement de base de F vers F̃ . Le théorème de monodromie
complexe nous garanti que si [τ ] = [α], on obtient encore l’ensemble F̃ en
prolongeant les coordonnées des vecteurs y1, . . . , yn le long du lacet α. Écrivons
S = {γ1, . . . , γr} ⊂ C ∪ {∞}. Le groupe de monodromie de (4) est le groupe
engendré par les matrices M(A, γ1), . . . ,M(A, γr) qui satisfont à la relation
M(A, γ1) · · ·M(A, γr) = Id. D’après la construction, le groupe de monodromie
dépend de la base F . Si nous prenons une autre base F1 de Sol(A)x alors ces
deux groupes de monodromie sont conjugués. Ainsi le groupe de monodromie
est unique à conjugaison près.

Soit
d

dz
y = A′y, A′ ∈Mn(C(z))(5)

un système différentiel. Supposons que les systèmes (4) et (5) sont fuchsiens et
que zéro est un point singulier régulier de (4) et de (5). On dit que A et A′
sont localement équivalentes en zéro si les matrices de monodromie locale en
zéro de (4) et (5) sont conjuguées. D’après le théorème 5.1 de [21], cela revient
à dire qu’il existe P une matrice inversible à coefficients dans C({z}) telle que

d

dz
P = AP − PA′,

où C({z}) est le corps des séries de Laurent qui convergent. Soit x0 un point
singulier régulier de (4) et de (5) On dit que A et A′ sont localement équivalentes
en x0 si, après application du changement de variable z 7→ z − x0 à (4) et (5),
les nouveaux systèmes sont localement équivalents en zéro. On dit que A et
A′ sont localement équivalentes, si elles sont localement équivalentes en tous
points.

Définition 3.1 (Système rigide). — Soient A ∈ Mn(C(z)) et d
dz y = Ay un

système différentiel fuchsien. Un tel système est dit rigide si, pour tout système
d
dz y = A′y fuchsien tel que A et A′ sont localement équivalentes, il existe
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P ∈ GLn(C(z)) telle que
d

dz
P = AP − PA′.

Autrement dit, les matrices A et A′ sont C(z)-équivalentes.
En général pour un corps quelconque K, nous disons que deux matrices

A,A′ ∈ Mn(K(z)) sont K(z)-équivalentes s’il existe P ∈ GLn(K(z)) telle que
d
dzP = AP − PA′.
Définition 3.2 (Groupe rigide). — Soient g1, . . . , gr ∈ GLn(C) et G le groupe
engendré par ces matrices. Le r-uplet g1, . . . , gr est dit irréductible si G agit
de manière irréductible sur Cn. Le groupe G est dit rigide si les conditions
suivantes sont vérifiées :

1. le r-uplet g1, . . . , gr est irréductible ;
2. on a g1 · · · gr = Id ;
3. pour tout r-uplet g̃1, . . . , g̃r tel que g̃1 · · · g̃r = Id, où g̃i est conjugué à
gi, il existe une matrice U ∈ GLn(C) telle que g̃i = UgiU

−1 pour tout
i ∈ {1, . . . , r}.

Proposition 3.3. — Soient A ∈Mn(C(z)) et d
dz y = Ay fuchsien. Si le groupe

de monodromie de d
dz y = Ay est rigide alors le système d

dz y = Ay est rigide.

En effet, cette proposition découle de la proposition suivante qui est un cas
particulier du théorème 6.15 de [21].

Proposition 3.4. — Soient A,A′ ∈ Mn(C(z)). Si d
dz y = Ay et d

dz y = A′y
sont deux systèmes fuchsiens dont les groupes de monodromie sont conjugués,
alors les matrices A et A′ sont C(z)-équivalentes.

Soient L ∈ C(z)[d/dz] et A sa matrice compagnon. Si L est un opérateur
fuchsien, alors le système différentiel d

dz y = Ay est fuchsien (cf. remarque 5.4).

Définition 3.5 (Opérateur rigide). — Soient L ∈ C(z)[d/dz] fuchsien et A sa
matrice compagnon. L’opérateur L est rigide si le système différentiel d

dz y = Ay
est dit rigide.

Le calcul de la matrice de monodromie locale n’est pas facile. Par contre,
dans le cas où γ est un point singulier régulier nous pouvons la calculer à
conjugaison près. Nous ferons cela dans le lemme suivant. Avant, nous rappelons
la notion d’exposants en γ. Soit γ ∈ C un point singulier régulier du système (4).
Cela veut dire qu’il existe une matrice Aγ ∈ Mn(C(z)) telle que les matrices A
et Aγ sont localement équivalentes en γ et la matrice (z−γ)Aγ n’a pas de pôle
en γ. Les exposants en γ sont les valeurs propres de la matrice [(z − γ)Aγ ](γ).
Dans le cas que γ =∞, γ est un point singulier régulier s’il existe une matrice
A∞ ∈ Mn(C(z)) telle que les matrices A et A∞ sont localement équivalentes
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en γ et la matrice zA∞ n’a pas de pôle en γ. Les exposants en l’infini sont
les valeurs propres de la matrice [zA∞](γ). Notons que cette définition dépend
de la matrice Aγ . Par contre, d’après le lemme 2.4 de [14, Chap V], si A′γ est
telle que A et A′γ sont localement équivalentes en γ et (z − γ)A′γ n’a pas de
pôle en γ, alors les valeurs propres de [(z − γ)Aγ ](γ) et les valeurs propres de
[(z − γ)A′γ ](γ) sont égales modulo Z.

Lemme 3.6. — Soient A ∈ Mn(C(z)) et γ ∈ C ∪ {∞} un point singulier
régulier du système différentiel d

dz y = Ay. Alors il existe une matrice C ∈
Mn(C) telle que exp(2πiC) est conjuguée à la matrice de monodromie locale
de A en γ et satisfaisant aux deux propriétés suivantes :
(a) si λ, β sont deux valeurs propres différentes de C, alors λ− β /∈ Z,
(b) l’ensemble des exposants de A en γ et l’ensemble des valeurs propres de

C sont égaux modulo Z.

Démonstration. — Sans perdre de généralité supposons que γ = 0. SoitA0(z) ∈
Mn(C(z)) telle que les matrices A(z) et 1

zA0(z) sont localement équivalentes
en zéro et A0 n’a pas de pôle en zéro. Comme A0(z) ∈ Mn(C[[z]]), le lemme
8.2 et le corollaire 8.3 de [14, chap. III] nous assure l’existence d’une matrice
W0(z) ∈ Mn(C[[z]]) telle que les matrices 1

zA0(z) et 1
zW0(z) sont localement

équivalentes en zéro et les valeurs propres de C := W0(0) satisfont aux condi-
tions (a) et (b) de l’énoncé. D’après le théorème 5.1 de [21], on obtient que la
matrice de monodromie locale du système d

dz y = 1
zW0(z)y en 0 est conjuguée

à exp(2πiC). Puisque 1
zA0(z) et 1

zW0(z) sont localement équivalentes en zéro,
alors toujours par le théorème 5.1 de [21], la matrice de monodromie locale
en zéro du système d

dz y = 1
zA0(z)y est conjuguée à exp(2πiC). Finalement,

comme A(z) et 1
zA0(z) sont localement équivalentes en zéro alors, d’après le

théorème 5.1 de [21], la matrice de monodromie locale en zéro de d
dz y = A(z)y

est conjuguée à exp(2πiC) et comme nous l’avons déjà écrit, C satisfait aux
conditions (a) et (b). �

Remarque 3.7. — Soit K un corps algébriquement clos. Il suit de la dé-
monstration du lemme 8.2 et du corollaire 8.3 de [14, Chap.III] que, si A0 ∈
Mn(K(z)), alors W0 ∈ Mn(K(z)) et les matrices 1

zA0(z) et 1
zW0(z) sont

K(z)-équivalentes. De plus, la matrice C := W0(0) vérifie les conditions du
lemme 3.6.

D’après Katz [19, Theorem 9.4], si L est un opérateur rigide alors le module
différentiel défini par L est un sous-module différentiel d’un module différen-
tiel associé à une équation de Picard-Fuchs. Or les équations de Picard-Fuchs
sont munies d’une structure de Frobenius forte pour presque tout p (voir par
exemple [20, Theorem 22.2.1]). Ainsi, on peut s’attendre à ce qu’un opérateur
rigide soit muni d’une structure de Frobenius forte pour presque tout p. Le
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théorème 3.8 montre que c’est bien le cas et que, de plus, la période h des
structures de Frobenius fortes peut être majorée explicitement et indépendam-
ment du nombre premier p. Comme nous l’avons déjà mentionné, ce dernier
point est essentiel au vu de la conjecture 1.1 et du théorème 2.6. Comme nous
l’a indiqué Gilles Christol, il semble que l’on puisse obtenir l’existence d’une
structure de Frobenius forte pour n’importe quel sous module N d’un mo-
dule différentiel M associé à une équation de Picard-Fuchs. En effet, d’après le
théorème 4.2.6 [12], M est semi-simple et donc N est semi-simple et on peut le
décomposer comme somme directe finie de sous-modules simples Ni. Rappelons
que d’après le Theorem 22.2.1 de [20], M a une structure de Frobenius forte
pour presque tout p. Soit p l’un de ces nombres premiers et h la période de la
structure de Frobenius forte correspondante. En notant φ le Frobenius, on a
donc que φh(M) et M sont isomorphes. Donc, pour tout m ≥ 1, φmh(Ni) est
sous module simple de φh(M) et on obtient l’existence de deux entiers m et
m′ tels que φmh(Ni)=φm

′h(Ni). Autrement dit, Ni est muni d’une structure
de Frobenius forte pour p. On en déduit que N est muni d’une structure de
Frobenius forte pour p car l’application φ respecte les sommes directes. Malheu-
reusement, cet argument ne permet pas de majorer précisément la période h de
cette structure de Frobenius forte, ni même de la majorer indépendamment de
p. L’intérêt principal du théorème 3.8 est qu’il permet justement de majorer la
période des structures de Frobenius fortes des opérateurs rigides indépendam-
ment de p. Le théorème 3.8 a également été obtenu sous une forme légèrement
différente, mais essentiellement équivalente, par Crew [11]. Il nous semble néan-
moins utile de présenter la démonstration proposée ici qui est écrite dans un
langage différent et plus élémentaire, notamment exempt de toute considération
cohomologique. Notons qu’un cas particulier du théorème 1.5 de [17] implique
aussi qu’un opérateur différentiel satisfaisant aux conditions du théorème 3.8 a
une structure de Frobenius forte pour presque tout p. Mais ce dernier résultat
ne donne pas explicitement de renseignement sur la période des structures de
Frobenius associées et ne permet donc pas d’utiliser le théorème 2.6 comme
nous le faisons.

Avant d’énoncer le théorème 3.8, considérons L défini comme en (2) et sup-
posons que les exposants aux points singuliers réguliers sont des nombres ra-
tionnels. Soit s la valuation de a0(z). Considérons les ensembles suivants : A1
est formé du terme constant du polynôme a0(z)

zs , le coefficient leader de a0(z)
et du discriminant de a0(z), A2 est formé des dénominateurs des exposants
aux points singuliers réguliers de L et A3 =

{
ai(z)
a0(z)

}
1≤i≤n

. Soit d le plus petit
commun multiple des dénominateurs des exposants de L en les points singuliers
réguliers. On pose h1 = φ(d), où φ est la fonction indicatrice de Euler, h2 la
dimension du corps de décomposition du polynôme a0(z) sur Q, et finalement
h = h1h2.
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Théorème 3.8. — Soit L ∈ Q[z][d/dz] un opérateur différentiel défini comme
en (2). Supposons que les conditions suivantes sont vérifiées.

1. Les points singuliers de L sont réguliers, c’est-à dire que L est fuchsien.
2. Les exposants aux points singuliers réguliers sont des nombres rationnels.
3. Le groupe de monodromie de L est rigide.

Soit S l’ensemble des nombres premiers tels que a0(z) ∈ Z(p)[z], tout élément
de A1 et A2 ait une norme p-adique égale à 1 et tout élément de A3 ait une
norme de Gauss inférieure ou égale à 1. Alors pour tout p ∈ S, l’opérateur
différentiel a une structure de Frobenius forte de période h.

Dans [11], Crew montre que, sous les hypothèses 1, 2 et 3 du théorème,
si p est un nombre premier tel que L définit un isocristal surconvergent et
vérifiant certaines autres hypothèses (les conditions C1 et C3 dans [11]), alors
L a une structure de Frobenius forte pour p. Sa preuve repose sur des outils de
cohomologie p-adique et le fait que la surconvergence lui permet (Theorem 1 et
Theorem 2 de [11]) de définir la rigidité p-adique en termes de la cohomologie p-
adique. Il montre aussi que la période h obtenue ne dépend pas de p. L’intérêt
de notre approche est son aspect plus élémentaire puisqu’elle repose sur les
aspects classiques de la théorie des équation différentielles (à la fois sur C(z)
et p-adique) et que nous donnons une description précise de l’ensemble des
nombres premiers p qui munissent L d’une structure de Frobenius forte.

Remarque 3.9. — Comme nous l’avons déjà mentionné, si L est muni d’une
structure de Frobenius forte pour p, alors son rayon de convergence au point
générique est égal à 1. Cela implique que L définit un isocristal surconvergent.
Donc, sous les hypothèses du théorème 3.8, on obtient a posteriori que si p ∈ S,
alors L définit bien un isocristal surconvergent.

4. Démonstration du théorème 2.6

Cette partie est consacrée à l’algebricité modulo p des solutions des équa-
tions différentielles possédant une structure de Frobenius forte pour le nombre
premier p. Nous démontrons le théorème 2.6.

Rappelons tout d’abord que l’ensembleWp est composé des séries de la forme

f(z) =
∑

n∈Z
anz

n,

dont les coefficients appartiennent à Cp et telles que la famille {|an|}n∈Z est
bornée et tend vers 0 lorsque n tend négativement vers l’infini. L’anneau Wp

est complet pour la norme

|f | = sup
n∈Z
|an|.
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Par construction, Ep est un sous-corps de Wp et on note ϑEp les éléments de
Ep dont la norme est inférieure ou égale à 1.

Nous commençons par montrer les deux lemmes suivants.

Lemme 4.1. — Soit m l’idéal maximal de ϑEp . Il existe un isomorphisme de
corps

φ : ϑEp/m→ Fp(z).

Démonstration. — Soient ϑCp l’anneau des entiers de Cp et M son idéal maxi-
mal. Soit x ∈ ϑCp , comme x est la limite d’éléments dans la clôture algébrique
de Qp, il existe une extension finie K de Qp et y ∈ K tels que |x − y| < 1.
Ainsi, |y| ≤ 1 et dans ϑCp/M, x = y. Comme le corps résiduel de K est une
extension finie de Fp, on a y ∈ Fp. On définit

ω : ϑCp → Fp

par ω(x) = y. Notons que ω(x) ne dépend pas de y et est un homomor-
phisme d’annaux. D’après le lemme de Hensel, ω est surjectif et si x ∈ M,
alors ω(x) = 0. Ainsi,

ω : ϑCp/M→ Fp

est un isomorphisme tel que ω(x) = x pour tout x ∈ Zp. Soit ϑWp l’ensemble
des éléments deWp dont la norme est inférieure ou égale à 1. Comme la norme
est ultramétrique, ϑWp

est un anneau et, si J désigne l’ensemble des éléments
de Wp dont la norme est strictement inférieure à 1, alors J est un idéal de
ϑWp

et le quotient de ϑWp
par J est isomorphe à Fp((z)). En effet, soit f(z) =∑

n∈Z anz
n ∈ ϑWp

. Alors, pour tout entier n, |an| ≤ 1 et par définition de
l’anneauWp il existe un nombre naturel N tel que, pour tout n < −N , |an| < 1.
Ainsi, on a

f(z) :=
∑

n≥−N
anz

n ∈ (ϑCp/M)((z)).

Considérons l’application ω̃ : ϑWp/J → Fp((z)) définie par

ω̃(f) =
∑

n≥−N
ω(an)zn.

Si f ∈ Zp[[z]], alors ω̃(f) = f . Comme ω est un isomorphisme il en est de
même pour ω̃. Construisons à présent l’isomorphisme φ. Comme ϑEp est un
anneau local et un sous-anneau de ϑWp , si m désigne l’idéal maximal de ϑEp ,
alors m ⊂ J . Ainsi, ω̃ peut se restreindre à ϑEp/m.

Par construction, si h ∈ ϑEp , h ∈ (ϑCp/M)(z), d’où hs = t, où s, t ∈
(ϑCp/M)[z] sont différents du polynôme nul. Nous pouvons donc définir, φ(h) =
ω̃(t)/ω̃(s) ∈ Fp(z). �
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Le lemme suivant est démonstré dans [2, Proposition 6.2] dans le cas où
L = C. En utilisant le même argument, on obtient le lemme suivant.

Lemme 4.2. — Soit K un corps, L une extension de K et f1, . . . , fn ∈ K[[z]].
S’il existe des polynômes a1(z), · · · , an(z) ∈ L[z], non tous nuls, tels que

a1(z)f1 + · · ·+ an(z)fn = 0,

alors il existe des polynômes c1(z), · · · , cn(z) ∈ K[z], non tous nuls, tels que

c1(z)f1 + · · ·+ cn(z)fn = 0.

Nous pouvons maintenant démontrer le théorème 2.6.

Démonstration du théorème 2.6. — Fixons un nombre premier p. Supposons
que A est la matrice compagnon de l’opérateur différentiel

L := dn

dzn
+ a1(z) d

n−1

dzn−1 + · · ·+ an−1(z) d
dz

+ an(z),(6)

où les ai(z) sont des fractions rationnelles à coefficients dans Q. Comme A a
une structure de Frobenius forte de période h, il existe H ∈ GLn(Ep) telle que

d

dz
H = AH −H(phzp

h−1A(zp
h

)).

Soit g ∈ Wp tel que Lg = 0, alors le vecteur ~y = (g, g′, . . . , g(n−1))T est solution
du système

d

dz
Y = AY.(7)

Ainsi, le vecteur ~y(zph) est solution du système
d

dz
Y = phzp

h−1
A(zp

h

)Y.

Par conséquent, le vecteur H~y(zph) est solution du système (7). Comme Ep ⊂
Wp, on trouve que H~y(zph) est un vecteur à coefficients dans Wp, dont le
premier coefficient est une solution de l’équation associéé à l’opérateur (6). Soit
V := {(g, g′, . . . , gn−1) : g ∈ Wp, Lg = 0}. Il s’agit d’un Cp-espace vectoriel.
Nous avons donc construit un endomorphisme

ψ : V → V

~y 7→ H~y(zp
h

).

Comme dimCpV = r ≤ n, le théorème de Cayley-Hamilton assure l’existence
de c0, . . . , cr−1 ∈ Cp tels que

ψr + cr−1ψ
r−1 + · · ·+ c1ψ + c0 = 0.(8)
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Comme par hypothèse f(z) ∈ Z(p)[[z]] et L est annulée par f(z), alors le
vecteur ~w = (f, f ′, . . . , f (n−1)) est dans V . Considérons à présent Z, le Ep-
espace vectoriel engendré par les éléments de l’ensemble {f (j)(zpih) : j ∈
{0, . . . , n−1}, i ∈ N}. L’égalité (8) montre que Z a pour dimension au plus nr.
Comme f(z), . . . , f(zpnrh) ∈ Z, il existe j ≤ nr et b0, . . . , bj ∈ Ep tels que

bjf(zp
jh

) + bj−1f(zp
(j−1)h

) + · · ·+ b0f(z) = 0.

Soit bl tel que |bl| = max{|b0(z)|, . . . , |bj(z)|} et soit ci(z) = bi(z)/bl(z). Alors,
pour tout i ∈ {0, . . . , j}, |ci| ≤ 1 et

cjf(zp
jh

) + cj−1f(zp
(j−1)h

) + · · ·+ c0f(z) = 0.

On pose di(z) = ci(z), alors on a

dj(z)(f|p(zp
jh

)) + dj−1(z)(f|p(z)p
(j−1)h

) + · · ·+ d0(z)f|p(z) = 0.(9)

et d0(z), . . . , dj(z) ne sont toutes nulles car 1 = max |c0(z)|, . . . , |cj(z)|. Soient
ω̃ l’homomorphisme construit dans le lemme 4.1 et ti(z) = ω̃(di(z)). Puisque
ω̃ est un isomorphisme alors t0(z), . . . , tj(z) ne sont pas toutes nulles. Comme
ω̃(f|p) = f|p car f ∈ Z(p)[[z]], alors (9) implique que

tj(z)(f|p(zp
jh

)) + tj−1(z)(f|p(zp
(j−1)h

)) + · · ·+ t0(z)f|p(z) = 0.

Finalement, le lemme 4.2 assure l’existence des polynômes r0(z), . . . , rj(z) ∈
Fp(z), non tous nuls, tels que

rj(z)(f|p(z)p
jh

) + rj−1(z)(f|p(zp
(j−1)h

)) + · · ·+ r0(z)f|p(z) = 0.

Comme les coefficients de f|p(z) sont dans Fp, la dernière expression devient

rj(z)(f|p(z))p
jh

+ rj−1(z)(f|p(z))p
(j−1)h

+ · · ·+ r0(z)f|p(z) = 0.

Et puisque j ≤ nr ≤ n2, nous obtenons que le degré de f|p sur Fp(z) est majoré
par pn2h, comme souhaité. �

Remarque 4.3. — La démonstration montre plus précisément que le degré
d’algébricité de f|p(z) est borné par pnrh, où r désigne la dimension du Cp-
espace vectoriel V .

5. Démonstration du théorème 3.8

Nous rappelons que Frob : Cp → Cp est l’automorphisme de Frobenius
de Cp choisi dans la remarque 2.1. À présent, nous présentons les différentes
étapes de la démonstration du théorème 3.8. Celles-ci seront démontrées dans
la partie 5.3.
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Premier pas. — Le premier pas est consacré au calcul des groupes de mo-
nodromie locale de L à conjugaison près. Plus précisément, soit A la matrice
compagnon de L et soient γ1 = 0, . . . , γr = ∞ les points singuliers réguliers
de L. Pour tout j ∈ {1, . . . , r}, soit M(A, γj) la matrice de monodromie locale
de A en γj . À l’aide du lemme 3.6 nous allons montrer qu’elle est conjuguée à
une matrice de la forme exp(2πiCj), où Cj ∈ Mn(C) satisfait aux conditions
suivantes :

(a) Si λ, β sont deux valeurs propres différentes de Cj , alors λ− β /∈ Z.
(b) L’ensemble des exposants de L en γj et l’ensemble des valeurs propres

de Cj sont égaux modulo Z.
Deuxième pas. — Nous montrerons que pour p ∈ S et tout j ∈ {1, . . . , r},
les matrices exp(2πiCj) et exp(2πiphCj) sont conjuguées. Nous rappelons que
l’ensemble de nombres premiers S et l’entier h sont définis comme dans le
théorème 3.8.
Troisième pas. — Nous montrerons que pour tout p ∈ S, la matrice B =
phzp

h−1A(zph) estEp-équivalente à lamatriceA. LamatriceB est dansMn(Ep).
La démonstration de ce troisième pas se décompose selon les 3 étapes suivantes :

(i) Soit m entier strictement positif tel que −m n’est pas une singularité
de L. Nous montrerons que B est Ep-équivalente à

G = γ1 +m

(z +m)(z − γ1)F1 + · · ·+ γr−1 +m

(z +m)(z − γr−1)Fr−1 −
1

z +m
Fr,

où Fj ∈Mn(Cp) pour j ∈ {1, . . . , r}.
Dans la démonstration de (ii) nous utiliserons un isomorphisme de

corps κ : Cp → C. L’isomorphisme κ s’étend naturellement en un
isomorphisme de corps entre Cp(z) et C(z), que nous notons encore
κ : Cp(z) → C(z). La matrice Mκ ∈ Mn(C(z)) désigne la matrice que
l’on obtient en appliquant κ à chaque entrée de M ∈Mn(Cp(z)).

(ii) Nous montrerons d’une part que la matrice de monodromie locale de
Gκ en κ(γj), M(Gκ, κ(γj)), est conjuguée à la matrice exp(2πiphCj).
D’autre part, nous prouvons que la matrice de monodromie locale en
−m est l’identité.

D’après le deuxième pas, les matrices exp(2πiCj) et exp(2πiphCj)
sont conjuguées. Ainsi, il découle du premier pas que pour j ∈ {1, . . . , r},
les matrices M(A, γj) et M(Gκ, κ(γj)) sont conjuguées.

(iii) Comme la monodromie de d
dz y = Ay est rigide, les conjugaisons des ma-

tricesM(A, γj) etM(Gκ, κ(γj)) entraînent qu’il existe U ∈ GLn(C) telle
que M(A, γj) = UM(Gκ, κ(γj))U−1 pour 1 ≤ j ≤ r. Il suit donc que les
groupes de monodromie des systèmes Ay = d

dz y et Gκy = d
dz y sont iso-

morphes. D’après la correspondance de Riemann Hilbert, théorème 6.15
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de [21], on obtient qu’il existe H1 ∈ GLn(C(z)) telle que

d

dz
H1 = AH1 −H1G

κ.

On pose H = Hκ−1

1 , ainsi H ∈ GLn(Cp(z)) ⊂ GLn(Ep) et

d

dz
H = Aκ

−1
H −HG.

Remarquons que Aκ−1 = A car A est une matrice à coefficients dans
Q(z). Par conséquent, A et G sont Ep-équivalentes. Or, d’après (i), on
sait que G est Ep-équivalente à B. Par transitivité on conclut que A et
B sont Ep-équivalentes.

5.1. Disque non singulier et singulier régulier. — Dans cette partie nous énon-
çons et démontrons le théorème 5.1 ci-dessous. Ce résultat nous permettra
dans la démonstration du théorème 3.8 de passer de la théorie des équations
différentielles p-adiques à la théorie des équations différentielles classiques.

Pour tout γ ∈ Cp, nous désignons par Dγ le disque ouvert de centre γ et de
rayon 1 et par D∞ l’ensemble des éléments de Cp dont la norme est strictement
supérieure à 1 et ∞ ∈ D∞. Nous notons ϑCp l’ensemble des éléments de Cp
dont la norme est inférieure ou égale à 1 et si α, γ ∈ ϑCp alors Dα = Dγ si, et
seulement si |α− γ| < 1. Et, Dα ∩Dγ = ∅ si, et seulement si |α− γ| = 1. Nous
notons E(Dγ) le complété pour la norme de Gauss des fractions rationnelles
qui n’ont pas de pôle dans la boule Dγ .

Pour énoncer le théorème 5.1 nous aurons besoin de rappeler quelques no-
tions de la théorie des équations différentielles p-adiques. Pour cela nous repre-
nons l’exposition de [7].

Soient A ∈ Mn(Ep) et γ ∈ ϑCp . Nous dirons que la matrice A est non
singulière dans le disque Dγ , respectivement à l’infini, s’il existe une matrice
Aγ , respectivement A∞, Ep-équivalente à A et qui appartient à Mn(E(Dγ)),
respectivement à z2Mn(E(D∞)). Nous dirons que la matrice A est singulière
régulière dans le disque Dγ , respectivement à l’infini, s’il existe un point β deDγ

et une matrice Aγ , respectivement A∞, Ep-équivalente à A tels que (z − β)Aγ
appartient àMn(E(Dγ)), respectivement zA∞ appartient àMn(E(D∞)).

Théorème 5.1. — Soient B ∈ Mn(Ep) et S = {γ1, . . . , γr−1} ⊂ ϑCp tel que
pour tout i 6= j, |γi−γj |p = 1. Supposons que pour tout γ ∈ S∪{∞}, la matrice
B est singulière régulière dans le disque Dγ et que pour tout γ /∈ S ∪ {∞} la
matrice B est non singulière dans le disque Dγ . Soit m un entier strictement
positif tel que −m /∈ S. Pour tout γ ∈ S, soient βγ un point de Dγ et Bγ une
matrice Ep-équivalente à B tels que (z−βγ)Bγ appartient àMn(E(Dγ)). Soit
B∞ une matrice Ep-équivalente à B, telle que zB∞ appartient àMn(E(D∞)).
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Alors B est Ep-équivalente à une matrice G de la forme

G = βγ1 +m

(z +m)(z − βγ1)G1 + · · ·+ βγr−1 +m

(z +m)(z − βγr−1)Gr−1 −
1

z +m
Gr,(10)

où, pour j ∈ {1, . . . , r−1}, Gj est une matrice à coefficients dans Cp semblable
à [(z − βγ)Bγ ](βγ), Gr est une matrice à coefficients dans Cp semblable à
[−zB∞](∞) et

∑
γ∈S∪{∞}Gγ est une matrice diagonale à coefficients dans Z.

Le théorème 5.1 est démontré dans [7, théorème 4.2] dans le cas où le disque
D∞ est non singulier.

Démonstration. — Considérons la matrice

V = − 1
z2B

(
1− zm
z

)
,

obtenue en appliquant le changement de variables z 7→ 1−zm
z au système By =

d
dz y. Le disque D∞ est non singulier pour la matrice V car le disque D−m est
non singulier pour la matrice B. Ainsi nous ramenons toutes les singularités
à distance finie. Posons pour j ∈ {1, . . . , r − 1}, τj = 1/(βγj + m) et τr = 0.
Notons que pour j ∈ {1, . . . , r − 1}, |βγj + m|p = 1 car D−m est un disque
non singulier pour la matrice B. Considérons l’ensemble S′ = {τ1, . . . , τr−1, 0}.
Nous allons appliquer le théorème 4.2 de [7] à la matrice V et à l’ensemble S′.
Nous allons donc montrer que V et S′ satisfont aux hypothèses du théorème
4.2 de [7]. D’après le changement de variables choisi, il nous reste à vérifier
que :

1. |τi − τj | = 1 pour i 6= j ;
2. Soit η tel que |η| ≤ 1 et |τi− η| = 1 pour i ∈ {1, . . . , r}. Alors V est non

singulière dans le disque Dη ;
3. Les disques singuliers réguliers de V sont exactement les disques Dτj ,

1 ≤ j ≤ r − 1, et D0.
Preuve du point 1. On a

τi − τj = 1
βγi +m

− 1
βγj +m

=
βγj − βγi

(βγi +m)(βγj +m) .

Par hypothèse |γj−γi| = 1 alors |βγi−βγj | = 1 et on a déjà vu que |(βγj+m)| =
1 pour j ∈ {1, . . . , r − 1}, d’où |(βγi +m)(γj +m)| = 1. Ainsi |τi − τj | = 1.

Preuve du point 2. Comme |τi − η| = 1 pour tout i ∈ {1, . . . , r}, alors on a
|η| = 1 car τr = 0. Supposons que V est singulière dans le disque Dη, alors la
matrice B est singulière dans le disque D 1−ηm

η
. Donc, il existe i ∈ {1, . . . , r−1}

tel que

βγi =
(

1− ηm
η

)
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et comme βγi = 1−τim
τi

il suit que
(

1− ηm
η

)
=
(

1− τim
τi

)
.

Ainsi, on a η = τi. Autrement dit |τi − η| < 1, ce qui est une contradiction.
Preuve du point 3. Par hypothèse pour chaque j ∈ {1, . . . , r− 1}, la matrice

B est Ep-équivalentes à Bγj , où (z−βγj )Bγj appartient àMn(E(Dγj )). Ainsi,
Bγj = 1

z−βγj
Hγj , où Hγj appartient àMn(E(Dγj )). Montrons que V est Ep-

équivalente à

Vj = −1
z
· 1

1− z(m+ βγj )
Hγj

(
1− zm
z

)
.

En effet, on sait qu’il existe Gj ∈ GLn(Ep) telle que
d

dz
Gj = BGj −GjBγj .

On pose Tj := Gj
( 1−zm

z

)
∈ GLn(Ep), donc en appliquant la dérivée d’une

composition on obtient que

d

dz
Tj =

[
B

(
1− zm
z

)
Gj

(
1− zm
z

)
−Gj

(
1− zm
z

)
Bγj

(
1− zm
z

)](−1
z2

)

= V Tj − Tj ·
((−1

z2

)
Bγj

(
1− zm
z

))
.

(11)

Mais Bγj = 1
z−βγj

Hγj entraîne que Bγj
( 1−zm

z

)
= z

1−z(m+βγj )Hγj

( 1−zm
z

)
, d’où

(−1
z2

)
Bγj

( 1−zm
z

)
= Vj et ainsi

d

dz
Tj = V Tj − TjVj .

Donc V et Vj sont Ep-équivalentes.
Comme m+ βγj = 1/τj pour 1 ≤ i ≤ j − 1, il vient que

Vj = −1
z
· τj
τj − z

Hγj

(
1− zm
z

)
.(12)

Enfin, comme B est Ep-équivalente à B∞, où B∞ = 1
zH∞ avec H∞ dans

Mn(E(D∞)) alors V est Ep-équivalente à

V∞ := −1
z
· 1

1− zmH∞

((
1− zm
z

))
.(13)

Pour finir, montrons que, pour tout j ∈ {1, . . . , r− 1}, la matrice (z− τj)Vj
est non singulière dans le disque Dτj . En effet, d’après (12), (z − τj)Vj =
τj
z Hγj

( 1−zm
z

)
. Soit y ∈ Dτj , alors 1−ym

y ∈ Dγj et par conséquent, la matrice
Hγj

( 1−zm
z

)
n’a pas de pôle en y car Hγj appartient à M(E(Dγj )). Donc la
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matrice (z − τj)Vj est non singulière dans le disque Dτj . De manière similaire,
on montre que la matrice zV∞ est non singulière dans le disque D0.

Par conséquent, le théorème 4.2 de [7] montre que V est Ep-équivalente à la
matrice

F =
r∑

i=1

1
z − τj

Gj ,(14)

où, pour tout j ∈ {1, . . . , r − 1}, Gj est une matrice carrée à coefficients dans
Cp semblable à [(z − τj)Vj)](τj), Gr est semblable à (zVr)(0) et

∑r
i=1 Gj est

une matrice diagonale à coefficients dans Z. De (12) et (13) il suit que

[(z − τj)Vj)](τj) = Hγj (γj) et (zV∞)(0) = −H∞(∞).(15)

En particulier, le théorème 4.2 de [7] montre qu’il existe T ∈ GLn(Ep) telle que

d

dz
T = V T − TF.

En posant H2 = T
(

1
z+m

)
, on a H2 ∈ GLn(Ep) et

d

dz
H2 =

[
V

(
1

z +m

)
T

(
1

z +m

)
− T

(
1

z +m

)
F

(
1

z +m

)]( −1
(z +m)2

)

=
[
−(z +m)2BH2 −H2F

(
1

z +m

)]( −1
(z +m)2

)

= BH2 −H2 ·
( −1

(z +m)2F

(
1

z +m

))
.

(16)

Ainsi, B est Ep-équivalente à G := − 1
(z+m)2F ( 1

z+m ). Comme τj = 1/(βγi +m),
l’égalité (14) donne que

G = βγ1 +m

(z +m)(z − βγ1)G1 + · · ·+ βγr−1 +m

(z +m)(z − βγr−1)Gr−1 −
1

z +m
Gr.

Finalement, d’après (15), Gj est semblable à Hγj (γj) mais, Hγj (γj) = [(z −
βγj )Bγj ](βγj ) donc, Gj est semblable à [(z − βγj )Bγj ](βγj ). Encore par (15),
la matrice Gr est semblable à −H∞(∞), mais H∞(∞) = [zB∞](∞) alors
−H∞(∞) est est semblable [zB∞](∞). �

Remarque 5.2. — Il suit de la démonstration du théorème 4.2 de [7] que,
l’infini est une singularité régulière apparente de F . Alors, −m est une singu-
larité régulière apparente de G et par conséquente, G a une base de solutions
à coefficients dans Cp((z +m)).
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5.2. Lemmes préparatoires. — Afin de démontrer les trois pas précédents,
nous aurons besoin des lemmes préparatoires suivants.

Le premier lemme est un résultat qui semble classique mais nous utiliserons
les idées de la preuve dans la démonstration du théorème 3.8. On pose

L = dn

dzn
+ a1(z) d

n−1

dzn−1 + · · ·+ an−1(z) d
dz

+ an(z) ∈ Q(z)[d/dz],(17)

Lemme 5.3. — Considérons l’opérateur différentiel (17) et soit A la matrice
compagnon associée à L. Si γ ∈ Q ∪ {∞} est un point singulier régulier de L,
alors il existe Aγ ∈Mn(Q(z)) telle que :

1. Les matrices A et 1
z−γAγ sont Q(γ)(z)-équivalentes. Et si γ est l’infini

alors A et −1
z A∞ sont Q(z)-équivalentes.

2. Aγ n’a pas de pôle en γ ;
3. Les valeurs propres de Aγ(γ) sont les exposants de l’équation en γ.

Remarque 5.4. — Ce lemme est encore valide quand L ∈ C(z)[d/dz], mais
dans ce cas nous pouvons seulement affirmer que A et 1

z−γAγ sont C(z)-
équivalentes et il en va de même pour l’infini. En particulier si L est fuchsien
alors le système différentiel d

dz y = Ay est fuchsien.

Démonstration. — Notons que zn dn

dzn = δ(δ − 1) · · · (δ + n − 1), où δ = z d
dz .

Ainsi, il existe a1j , . . . , ajj ∈ Z tels que dj

dzj = a1j
zj δ + · · ·+ ajj

zj δ
j . Soit

Gn =




1 0 0 0 . . . 0 0
0 1

z 0 0 . . . 0 0
0 − 1

z2
1
z2 0 . . . 0 0

...
...

...
... . . .

...
...

0 a1,n−1
zn−1

a2,n−1
zn−1

a3,n−1
zn−1 . . .

an−2,n−1
zn−1

1
zn−1



∈ GLn(Z[1/z])

la matrice exprimant {1, . . . , dn−1

dzn−1 } en fonction de {1, δ, . . . , δn−1}.
Soit γ un point singulier régulier de L. Nous commençons par considérer un

nouvel opérateur

Lγ := dn

dzn
+ a1(z + γ) d

n−1

dzn−1 + · · ·+ an−1(z + γ) d
dz
y + an(z + γ)

que l’on écrit sous la forme
δn + q1(z)δn−1 + · · ·+ qn−1(z)δ + qn(z),(18)

où δ = z d
dz et
(qn(z), . . . , q1(z), 1) = (an(z + γ), . . . , a1(z + γ), 1)znGn+1.(19)

On rappelle que les exposants de (17) en γ sont les zéros du polynôme
λn + q1(0)λn−1 + · · ·+ qn−1(0)λ+ qn(0),

où qn(z), . . . , q1(z) sont définis dans (19).
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Notons que qi(z) ∈ Q(γ)(z) pour 1 ≤ i ≤ n. Soit

Bγ =




0 1 . . . 0 0
...

...
...

...
...

0 0 . . . 0 1
−qn(z) −qn−1(z) . . . −q2(z) −q1(z)


 .

D’après le théorème de Fuchs, Bγ n’a pas de pôle en zéro. Montrons que les
valeurs propres de Bγ(0) sont les exposants en γ. En effet, le polynôme carac-
téristique de Bγ(0) est (−1)n(λn + q1(0)λn−1 + · · ·+ qn−1λ+ qn(0)). Posons

Aγ = Bγ(z − γ) ∈Mn(Q(γ)(z)).(20)

Alors, Aγ n’a pas de pôle en γ et les valeurs propres de Aγ(γ) sont les exposants
en γ. Ainsi, elle appartient àMn(Q{z− γ}). Donc Aγ satisfait aux points 2 et
3 du lemme 5.3. Montrons qu’elle satisfait aussi le point 1.

Soit Cγ la matrice compagnon associée à l’équation Lγ . Montrons que
d

dz
Gn = CγGn −Gn

1
z
Bγ .

Soit f une solution quelconque de Lγ . On pose (df) = (f, f ′, . . . , f (n−1))t
et (δf) = (f, δf, . . . , δ(n−1)f)t. Alors, d

dz (df) = Cγ(df) et δ(δf) = Bγ(δf).
D’après la construction de la matrice Gn, nous avons que (df) = Gn(δf). En
appliquant d/dz à cette dernière égalité, on a que

Cγ(df) =
(
d

dz
Gn

)
(δf) +Gn

d

dz
(δf) =

(
d

dz
Gn

)
(δf) +Gn

1
z
δ(δf).

Mais (df) = Gn(δf) et δ(δf) = Bγ(δf). Donc,

CγGn(δf) =
(
d

dz
Gn

)
(δf) +Gn

1
z
Bγ(δf).

Finalement, comme f est une solution quelconque de Lγ et que l’espace des
solutions de Lγ est de dimension n sur C, on obtient que

CγGn = d

dz
Gn +Gn

1
z
Bγ .

Notons que A = Cγ(z − γ), alors en posant Hγ := Gn(z − γ) ∈ GLn(Q(γ)(z)),
il vient

d

dz
Hγ = AHγ −Hγ

1
z − γAγ .

Pour l’infini, considérons l’équation différentielle
dn

dzn
y + b1(z) d

n−1

dzn−1 y + · · ·+ bn−1(z) d
dz
y + bn(z)y = 0,(21)
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où (bn(z), . . . , b1(z), 1) = (an(1/z), . . . , a1(1/z), 1) (−1)n
z2n Wn et

Wn =




1 0 0 0 . . . 0 0
0 −z2 0 0 . . . 0 0
0 2z3 z4 0 . . . 0 0
...

...
...

... . . .
...

...
0 ∗ ∗ ∗ . . . ∗ (−z2)n




qui est la matrice qui exprime le vecteur (1, D, . . . ,Dn) en fonction de
(1, ddz , . . . ,

d
dzn ), où D = −z2 d

dz .
Comme l’infini est singulier régulier, alors zéro est un point singulier régulier

de (21) et par définition les exposants à l’infini de (17) sont les exposants en
zéro de (21). Notons Ã la matrice compagnon de (21). Il existe une matrice Ã0
qui n’a pas de pôle en zéro, les valeurs propres de Ã0(0) sont les exposant en
zéro de (21) et 1

z Ã0 et Ã sont Q(z)-équivalentes. Alors il existe H̃0 ∈ GLn(Q(z))
telle que

d

dz
H̃0 = 1

z
Ã0H̃0 − H̃0Ã.

Ainsi, si G̃ = H̃0(1/z) ∈ Q(z) on a
d

dz
G̃ = −1

z
Ã0(1/z)G̃− G̃ ·

(−1
z2 Ã(1/z)

)
.

Soit f un solution de L et soit g = f(1/z), on pose (df) = (f, f ′, . . . , f (n−1))t,
(dg) = (g, g′, . . . , g(n−1))t. À l’aide des égalités df = (Wndg)(1/z), d

dz (df) =
Adf et d

dz (dg) = Ãdg, on obtient que
d

dz
Wn = −( 1

z2A(1/z))Wn −WnÃ.

Posons T∞ = Wn(1/z) ∈ GLn(Q(z)), il vient donc
d

dz
T∞ = A(z)T∞ − T∞

(−1
z2 Ã(1/z)

)
.

Maintenant, en posant H∞ = G̃T−1
∞ ∈ GLn(Q(z)), il vient

d

dz
H∞ = −1

z
Ã0(1/z)H∞ −H∞A.

Par conséquent, les matrices A et − 1
z Ã0(1/z) sont Q(z)-équivalentes. On pose

A∞ = Ã0(1/z), ainsi la matrice A∞ satisfait aux conditions demandées. �

Notons que pour tout nombre premier p, γ appartient à la clôture algé-
brique de Qp, car il annule un polynôme à coefficients dans Q ⊂ Qp. La dé-
monstration précédente montre que Aγ , Hγ ∈ GLn(Q(γ)(z)) et A∞, H∞ ∈
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GLn(Q)(z), notamment Aγ , Hγ ∈ GLn(Ep) et ainsi les matrices A, 1
z−γAγ

sont Ep-équivalentes. On obtient le corollaire suivant.

Corollaire 5.5. — Soient L ∈ Q(z)[d/dz], A, Aγ ∈ Mn(Q(z)), γ ∈ Q ∈
{∞} comme dans le lemme 5.3.

1. Soit p un nombre premier tel que le disque Dγ ⊂ Cp ne contient pas
d’autres points singulier de L. Alors le disque Dγ est non singulier pour
Aγ .

2. Soit p un nombre premier tel que tous les points singuliers de L à dis-
tance finie ont norme p-adique égale à 1. Supposons que l’infini est un
point singulier régulier de L. Alors le disque D∞ est non singulier pour
la matrice A∞.

3. Soit p un nombre premier tel que ‖A‖p ≤ 1 et |γ|p = 1, alors ‖Aγ‖p, ≤ 1
et ‖ 1

z−γAγ‖G,p ≤ 1.

Pour A = (aij) ∈Mn(Ep), ‖A‖G,p = Max(|aij |G,p).

Démonstration. — Avec les notations de la preuve du lemme 5.3, l’équation
(20) donne que

Aγ =




0 1 . . . 0 0
...

...
...

...
...

0 0 . . . 0 1
−qn(z − γ) −qn−1(z − γ) . . . −q2(z − γ) −q1(z − γ)


 .

et de (19) on a que

(qn(z − γ), . . . , q1(z − γ), 1) = (an(z), . . . , a1(z), 1)(z − γ)nGn+1(z − γ).(22)

Notons que (z − γ)nGn+1(z − γ) ∈ GLn(Z[z − γ]).
1. Cela revient à montrer que Aγ ∈ Mn(E(Dγ)), c’est-à-dire que Aγ n’a

pas de pôle en Dγ . En effet, soit α ∈ Q une singularité de Aγ . D’après
le lemme 5.3, on a α 6= γ car Aγ n’a pas de pôle en γ. L’équation (22)
donne que α est une singularité de A et d’après l’hypothèse, α /∈ Dγ ,
ainsi Aγ ∈Mn(Dγ).

2. Rappelons que A∞ = Ã0(1/z). Notons que les singularités de (21) sont
0 et 1/γ, avec γ une singularité de L. De l’hypothèse, |1/γ|p = 1, ainsi
D0 ne contient pas d’autre point singulier de (21). Alors, du point 1 du
corollaire, A0 est non singulier dans le disque D0 et ainsi A∞ est non
singulier dans le disque D∞.
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3. D’après l’hypothèse, ‖(an(z), . . . , a1(z), 1)‖G,p ≤ 1, ‖(z − γ)‖G,p = 1 et
notons que

Gn+1(z − γ) =




1 0 0 0 . . . 0 0
0 1

z−γ 0 0 . . . 0 0
0 − 1

(z−γ)2
1

(z−γ)2 0 . . . 0 0
...

...
...

... . . .
...

...
0 a1,n

(z−γ)n
a2,n

(z−γ)n
a3,n

(z−γ)n . . .
an−1,n
(z−γ)n

1
(z−γ)n



.

Comme les aij sont entiers, on a ‖Gn+1(z−γ)‖G,p ≤ 1 et l’équation (22)
donne

‖(qn(z − γ), . . . , q1(z − γ), 1)‖G,p ≤ 1.

Ainsi, ‖Aγ‖G,p ≤ 1. Finalement, comme ‖ 1
z−γ ‖G,p = 1, alors

∥∥∥∥
1

z − γAγ
∥∥∥∥
G,p

=
∥∥∥∥

1
z − γ

∥∥∥∥
G,p
‖Aγ‖G,p ≤ 1. �

Nous aurons besoin du lemme suivant pour la démonstration du deuxième
pas du théorème 3.8.

Lemme 5.6. — Soient a0(z) ∈ Q[z], K le corps de décomposition de a0(z)
sur Q, h2 la dimension de K comme Q-espace vectoriel et s la valuation de
a0(z). Considérons l’ensemble S ′ des nombres premiers tels que le coefficient
dominant de a0(z) et le terme constant du polynôme a0(z)/zs aient une norme
p-adique égale à 1 et que a0(z) ∈ Z(p)[z]. Alors pour tout p ∈ S ′, tout entier
m ≥ 1 et toute racine γ de a0(z), on a

|γpmh2 − γ|p <
1
p
< |πp|p.

Remarque 5.7. — Notons que l’ensemble P \ S ′ est fini.
Démonstration. — Si γ = 0 il n’a rien à prouver. Supposons donc que γ 6=
0. Soit p ∈ S ′, alors a0(z) ∈ Zp[z] car Z(p) ⊂ Zp. Soient Kp le corps de
décomposition de a0(z) sur Qp et h3 la dimension de Kp comme Qp-espace
vectoriel. Il suit du théorème 6.1 de [14, Chap. I] que les racines non nulles
de a0(z) ont une norme égale à 1. Soit P (z) = a0(z)/zs. Notons que P0(z) ∈
Z(p)[z]. Comme |P (0)|p = 1 et toutes les racines de P (z) ont norme égale à 1
alors P (z) est irréductible sur Qp. Soit P̄ (z) le polynôme qui est obtenu après
avoir réduit les coefficients de P (z) modulo l’idéal maximal de Z(p). Comme
P (z) est irréductible sur Qp et P (z) est à coefficients dans Z(p) alors le lemme
de Hensel nous assure que P̄ (z) est irréductible sur Fp. Soient L = Qp(γ)
et k = Fp(γ̄). Comme P (γ) = 0 et P (z) est irréductible sur Qp alors [L :
Qp] = deg(P (z)). De même, comme P̄ (γ̄) = 0 et P̄ (z) est irréductible sur Fp
alors [k : Fp] = deg(P̄ (z)). Mais, deg(P (z)) = deg(P̄ (z)) et ainsi, [L : Qp] =
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deg(P (z)) = [k : Fp]. Alors, d’après le petit théorème de Fermat, γpdeg(P (z)) ≡ γ
mod p. Puisque L est un sous corps de Kp alors deg(P (z)) divise h3 et ainsi,
γp

h3 ≡ γ mod p. Donc, pour tout entier n ≥ 1, γpnh3 ≡ γ mod p. Finalement,
comme K est une extension galoisienne de Q, on obtient que h2 = h3r, où r est
un entier strictement positif. Ainsi, pour tout entier m ≥ 1, γpmh2 ≡ γ mod p.
Finalement, on obtient que pour tout entier m ≥ 1,

|γpmh2 − γ|p <
1
p
< |πp|. �

L’importance du troisième pas repose sur le fait que nous allons passer de
la théorie des équations différentielles p-adiques à la théorie des équations dif-
férentielles classiques, et pour cela nous utiliserons le théorème 5.1. Dans un
premier temps, nous étudions les disques singuliers réguliers de B. D’après
le lemme 5.3, on obtient que B est Ep-équivalente à pzp−1

zp−γjAγj (z
p). De plus,

d’après le choix de p, le corollaire 5.5 nous garantit que la matrice Aγj (zp) est
non singulière dans le disque Dγj . Ainsi, la matrice (z − γj)( 1

zp−γj )Aj(zp) a
comme singularités les racines p-ième de γj qui sont dans Dγj . Pour surmonter
cette difficulté, nous considèrerons la transformation z 7→ (z + γj)p − γj .

Dans l’étude de cette transformation nous devons reprendre la construction
de Frobzp faite dans la partie 2. De manière plus générale, pour ω ∈ Ep vérifiant

|ω − zph | < 1(23)

pour un certain h, nous construisons Frobω : Ep → Ep comme suit. Nous
définissons Frobω : Cp(z)→ Ep donné par

Frobω

(∑
i aiz

i

∑
j bjz

j

)
=
∑
j Frob(ai)ωi∑
j Frob(bj)ωj

,

où (
∑
i aiz

i)/(
∑
j bjz

j) ∈ Cp(z). Remarquons que
∑
j Frob(bj)ωj 6= 0 car

d’après (23), ω est transcendent. Le Frobenius Frobω est continu car c’est
une isométrie (voir le lemme 5.9), il s’étend donc au corps des éléments ana-
lytiques Ep, noté encore Frobω : Ep → Ep. De plus, c’est à nouveau une
isométrie. Soit A une matrice de taille n à coefficients Ep, on considère la ma-
trice Fω(A) := d

dz (ω)AFrobω , où AFrobω est la matrice obtenue en appliquant
Frobω à chaque entrée de A.

De la proposition 4.1.2 de [8] on sait que si A ∈Mn(Ep) a norme inférieure
ou égale à 1 alors le système Ay = d

dz y a une basse de solution dans l’anneau
des séries à coefficients dans Ep qui convergent pour |x| < |πp|, donc en analogie
avec la proposition 4.7.3 de [8], nous obtenons la proposition suivante.

Proposition 5.8. — Soit ω ∈ Ep tel que |ω − zph | < |πp| et A ∈ Mn(Ep) de
norme inférieure ou égale à 1. Alors Fω(A) et F

zph
(A) sont Ep-équivalentes.
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Nous allons utiliser la proposition 5.8 dans l’étape (i) du troisième pas afin
de montrer que B est Ep-équivalente à Fω( 1

z−γkAγk), avec ω = (z+ γj)p
h − γj ,

où Frob(γk) = γj .
Un des points importants de la démonstration de la proposition 4.7.3 de

[8] est que Frob
zph

est une isométrie. Pour appliquer la proposition 5.8 nous
devons montrer que Frobω est une isométrie. Nous démontrons cela dans le
lemme suivant.

Lemme 5.9. — Soit h un entier strictement positif et ω ∈ Ep tels que |ω −
zp
h | < 1. Alors, il existe un endomorphisme isométrique, Frobω : Ep → Ep tel

que Frobω(z) = ω. De plus, pour tout e dans Ep, on a
d

dz
(Frobω(e)) = d

dz
(ω)Frobω

(
d

dz
e

)
.

Démonstration. — Soit Frob : Cp → Cp l’automorphisme de Frobenius choisi
dans la remarque 2.1. On a ω = zp

h et |ω| = 1. Définissons Frobω : Cp(z)→ Ep
de la manière suivante. Étant donnés P (z) =

∑n
i=0 aiz

i et Q(z) =
∑m
j=0 bjz

j ∈
Cp[z], on pose

Frobω

(
P

Q

)
=
∑n
i=0 Frob(ai)ωi∑m
j=0 Frob(bj)ωj

.

Notons que
∑m
j=0 Frob(bj)ωj 6= 0 car ω est transcendant sur K. Montrons

que Frobω est une isométrie. Soient l ∈ {0, . . . , n} et k ∈ {0, . . . ,m} tels que
|al| = |P | et |bk| = |Q|. Alors P = alP1 et Q = bkQ1 avec P1 =

∑n
i=0 ciz

i où
ci = ai

al
, Q1 =

∑m
j=0 djz

j et dj = bj
bk
. On pose R = P1

Q1
.

Ainsi, on a |P1| = 1 = |Q1|, |R| = 1 et

Frobω(R) =
(∑

i c
p
i z
iph

∑
j d

p
jz
jph

)
=
( ∑

i ciz
iph−1

∑
j djz

jph−1

)p
= R(zph−1)

p
.(24)

On obtient que

|Frobω(R)− (R(zp
h−1

))p| < 1,

et comme |R(zph−1)| = 1, alors |Frobω(R)| = 1 et |Frobω(P/Q)| = |P/Q|.

Donc Frobω : Cp(z) → Ep est continue et isométrique. Elle peut se prolon-
ger de manière unique au corps Ep en un endomorphisme isométrique. De la
contruction de Frobω et de la dérivation de la composée, il suit que pour toute
fraction rationnelle P/Q ∈ Cp(z), on a

d

dz
(Frobω(P/Q)) = d

dz
(ω)Frobω

(
d

dz
(P/Q)

)
.
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Comme Frobω et d
dz sont continues, on obtient que, pour tout e ∈ Ep, on a

d

dz
(Frobω(e)) = d

dz
(ω)Frobω

(
d

dz
e

)
. �

5.3. Démonstration des pas. — Nous sommes maintenant prêts à démontrer le
théorème 3.8.

Démonstration du premier pas. — Soient γ1 = 0, . . . , γr−1, γr = ∞ les points
singuliers de L et A sa matrice compagnon. D’après le lemme 5.3, on a que γj
est un point singulier régulier du système d

dz y = Ay. Ainsi, d’après le lemme
3.6, il existe Cj ∈Mn(C) telle queM(A, γj) est conjuguée à exp(2πiCj), où, si
λ, β sont deux valeurs propres différentes de Cj alors λ−β /∈ Z et si αij est un
exposant de d

dz y = Ay en γj alors il existe un entier m ∈ Z tel que α + m est
une valeur propre de C. Mais, toujours d’après le lemme 5.3, les exposants de
d
dz y = Ay en γj sont les exposants de L en γj . Ainsi, Cj satisfait aux conditions
(a) et (b) du premier pas. �

Remarque 5.10. — D’après le lemme 5.3, nous pouvons réécrire le point (b)
comme suit : l’ensemble des valeurs propres de Aj(γj) et l’ensemble des valeurs
propres de Cj sont égaux modulo Z.

Soit A l’ensemble des nombres algébriques formé par les points γ2, . . . , γr−1,
les différences γi − γj , i 6= j, et les dénominateurs des exposants des points
γ1, . . . , γr. Si p ∈ S, alors les éléments de A ont tous une norme p-adique égale
à 1. En effet, comme p ∈ S et γ2, . . . , γr−1 sont les racines non nulles de a0(z)
alors, d’après le théorème 6.1 de [14, Chap. I], leurs normes p-adique sont égales
à 1. Le discriminant de a0(z) est donnée par

∏
i 6=j(γi − γj)2. Si p ∈ S, on a

donc que |∏i 6=j(γi − γj)2|p = 1. De plus, comme la norme est ultramétrique,
on obtient que |γi − γj |p ≤ 1 pour i 6= j. On en déduit donc que |γi − γj |p = 1
pour i 6= j. Rappelons enfin que si p ∈ S, alors ‖A‖G,p ≤ 1.

Désignons par α1,j , . . . , αn,j les exposants de L en γj . Notons d le plus petit
commun multiple des dénominateurs des αi,j pour 1 ≤ i ≤ n et 1 ≤ j ≤ r.
Rappelons que h1 = φ(d). On sait que si p ∈ S, on a |d|p = 1. Donc, p et d sont
premiers entre eux et ph1 ≡ 1 mod d. Ainsi, pour tout p ∈ S, on obtient que

ph1 ≡ 1 mod d.

Finalement, pour tout i ∈ {1, . . . , n} et tout j ∈ {1, . . . , r}, il vient
ph1αi,j ≡ αi,j mod Z.

D’après le lemme 5.6, on a

|γp
h

j − γj |p < |πp|,(25)
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pour tout p ∈ S et tout j ∈ {1, . . . , r − 1}. Comme h = h1h2, on obtient que

phαi,j ≡ αi,j mod Z,(26)

pour tout i ∈ {1, . . . , n}, tout j ∈ {1, . . . , r} et tout p ∈ S.

Démonstration du deuxième pas. — Soit p ∈ S et montrons que les matrices
exp(2πiCj) et exp(2πiphCj) sont conjuguées. SoitM la forme de Jordan de Cj ,
alors Cj = UMU−1, où U ∈ GLn(C). Soient λ1,j , . . . , λr,j les valeurs propres
de Cj . Soit Jλi,j un bloc de Jordan deM qui correspond à la valeur propre λi,j .
Ainsi, Jλi,j = λi,jInλi,j +Nλi,j , où Inλi,j est la matrice identité de taille nλi,j et
Nλi,j est une matrice carrée nilpotente de taille nλi,j . D’après le premier pas,
λi,j = α+m, où α est un exposant de L en γj et m un entier. Ainsi,

exp(2πiJλi,j ) = exp(2πiα) exp(2πiNλi,j ).(27)

LesvaleurspropresdephCj sontphλ1,j , . . . , p
hλr,j . PuisquephCj =U(phM)U−1,

alors phM est constituée des blocs de Jordan de M multipliés par ph. Ainsi, la
matrice phJλi,j = ph(λi,jInλi,j + Nλi,j ) est un bloc de la matrice phM . Mon-
trons que phλi,j ≡ α mod Z. Comme on l’a déjà dit λi,j = α+m, où α est un
exposant de L en γj et m un entier. Alors phλi,j = phα+phm et il suit de (26)
que phα = α+m′, où m′ est un entier. Donc, phλi,j = α+m′ + phm. Comme
m′ + phm est un entier, on a phλi,j ≡ α mod Z. Par conséquent, on obtient
que

exp(ph2πiJλi,j ) = exp(2πiphλi,j) exp(2πiphNλi)(28)
= exp(2πiα) exp(2πiNλi,j ).

D’après (27) et (28), on a exp(2πiJλi,j ) = exp(ph2πiJλi,j ). Il suit donc que
les matrices exp(2πiM) et exp(2πphM) sont conjuguées. Finalement, comme
exp(2πiCj) = Uexp(2πiM)U−1 et exp(2πiphCj) = U exp(2πiphM)U−1, les
matrices exp(2πiCj) et exp(2πiphCj) sont conjuguées. �

Démonstration du troisième pas. — Soit p ∈ S et soit B = phzp
h−1A(zph).

Nous allons montrer que A et B sont Ep-équivalentes. Dans cette partie, nous
verrons B comme une matrice à coefficients dans Ep. Pour chaque point singu-
lier γ1 = 0, . . . , γr−1, γr = ∞ de L, nous notons Ai la matrice construite dans
le lemme 5.3 et correspondant au point γi.

Démonstration du point (i). Nous allons appliquer le théorème 5.1. Pour cela
nous commençons par montrer que les seuls disques singuliers réguliers de B
sont Dγ1 , . . . , Dγr−1 , D∞. Par construction de l’ensemble A, on a |γj−γk|p = 1
pour j 6= k. Donc γj 6= γk pour j 6= k et Dγj ∩Dγk = ∅ pour j 6= k. Montrons
dans un premier temps que si le disqueDα de centre α et de rayon 1 est singulier
alors il existe j ∈ {1, . . . , r − 1} tel que Dα = Dγj . Comme Dα est un disque
singulier de B, il existe t ∈ Dα tel que t est une singularité de B, alors tph est
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une singularité de A et il existe i ∈ {1, . . . , r − 1} tel que tph = γi. D’après
l’inégalité (25), on a γi = γi

ph . Ainsi, on obtient que

t
ph = γi

ph .

Il suit que t = γi. Ainsi |t − γi| < 1 et comme la norme est ultramétrique, on
obtient que

|α− γi| = |α− t+ t− γi| < 1
et Dα = Dγi .

Montrons dans un deuxième temps que, pour chaque j ∈ {1, . . . , r − 1}, il
existe une matrice Bj à coefficients dans Ep telle que (z−γj)Bj est à coefficients
dans E(Dγj ) et B est Ep-équivalente à Bj . Cela impliquera que la matrice B
est singulière régulière dans les disques Dγj . D’après la remarque qui suit la
preuve du lemme 5.3, il existe Hj ∈ GLn(Ep) telle que

d

dz
Hj = AHj −Hj

1
z − γj

Aj .

Posons Qj := Hj(zp
h) ∈ GLn(Ep). On a

d

dz
Qj = d

dz
(Hj)(zp

h

)phzp
h−1

et ainsi
d

dz
Qj = BQj −Qj

(
phzp

h−1

zph − γj

)
Aj(zp

h

).(29)

Alors la matrice B est Ep-équivalente à
(
phzp

h−1

zph−γj

)
Aj(zp

h).

Notons que Frob(γk) = γj car Frob : Cp → Cp fixe Q et ainsi les singularités
de Frob(A) = A sont {Frob(γ1), . . . , F rob(γr−1),∞} = {γ1, . . . , γr−1,∞}. De
plus, d’après (20), on a Frob(Ak) = Aj . Nous allons appliquer la proposition
5.8 à la matrice 1

z−γkAk, avec ω = [(z − γj)p
h + γj ]. Montrons d’abord que

|ω − zph |p < |πp|p. Comme ω = (z − γj)p
h + γj , on a

ω − zph = (γj − γp
h

j ) +
ph−1∑

k=0
(−1)k

(
ph

k

)
zp
h−kγkj .

D’après le théorème de Lucas, on a
(
ph

k

)
≡ 0 mod p pour 0 ≤ k ≤ ph − 1 et

ainsi |
(
ph

k

)
|p ≤ |p|p. Or γj ∈ A, donc on a |γj |p = 1 et

∣∣∣∣∣∣

ph−1∑

k=0
(−1)k

(
ph

k

)
zp
h−kγkj

∣∣∣∣∣∣
p

≤ |p|p < |πp|p.
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L’inégalité (25) donne alors que |γp
h

j − γj |p < |πp|p. Il suit

|ω − zph |p < |πp|p < 1.(30)
Comme p ∈ S, on a ‖A‖G,p ≤ 1 et |γj |p = 1 donc le corollaire 5.5 entraîne que

‖ 1
z−γjAj‖G,p ≤ 1. Comme Frob : Cp → Cp est un automorphisme isométrique,

on a ‖ 1
z−γkAk‖G,p ≤ 1.

Maintenant, la proposition 5.8 appliqué à 1
z−γkAk implique que les matrices

d

dz
(zp

h

)
(

1
z − γk

Ak

)Frob
zp
h

et Bj = d

dz
(ω)

(
1

z − γk
Ak

)Frobω

sont Ep-équivalentes. D’après la construction de Frob
zph

, on a

d

dz
(zp

h

)
(

1
z − γk

Ak

)Frob
zp
h

= phzp
h−1

zph − γj
Aj(zp

h

).

Notons que
d

dz
(ω) = ph[(z − Frob(γj))p

h−1],

et donc

Bj = ph

z − γj
Aj((z − γj)p

h

+ γj).(31)

D’après (29), il découle que la matrice B et Bj sont Ep-équivalentes. De plus,
on a (z − γj)Bj = phAj((z − γj)p

h + γj). Maintenant, si y ∈ Dγj alors (y −
γj)p

h +γj ∈ Dγj et comme Aj est non singulière dans le disque Dγj , on obtient
que (z − γj)Bj ∈Mn(E(Dγj )).

Finalement, montrons que D∞ est un disque singulier régulier de B. Pour
cela, nous posons

Br := d

dz
(zp

h

)( 1
zph

)Ar(zp
h

)(32)

D’après le lemme 5.3, il existe Hr ∈ GLn(Q(z)) telle que
d

dz
Hr = AHr −Hr

1
z
Ar.

Posons Qr := Hr(zp
h), alors on a

d

dz
Qr = BQr −QrBr.

Ainsi la matrice B est Ep-équivalente à Br. D’après le lemme 5.3, Ar n’a
pas de pôle à l’infini et le corollaire 5.5 donne que Ar n’a pas de singularité
dans le disque D∞. Ainsi le disque D∞ est non-singulier pour zBr, autre-
ment dit zBr ∈Mn(E(D∞)). D’après le lemme 5.3, les matrices A et 1

z−γjAj
sont Q(z)(γj)-équivalentes. Puisque 1

z−γjAj ∈ Mn(Q(z)(γj)), à la suit de la
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remarque 3.7, il existe Wj ∈ Mn(Cp(z)) telle que Wj n’a pas de pôle en
γj , Cj = Wj(γj) et 1

z−γjAj et 1
z−γjWj sont Cp(z)-équivalentes. D’où, Bj et

Rj = ph

z−γjWj((z − γj)p
h + γj) sont Ep-équivalentes. Montrons que Wj n’a pas

de pôle dans le disque Dγj . En effet, soit P (z)/Q(z) ∈ Cp(z) une entrée de Wj .
Écrivons P (z) =

∑r
i=0 ai(z−γj)i, Q(z) =

∑s
l=0 bl(z−γj)l ∈ Cp[z−γj ]. Soient

a ∈ {a0, . . . , ar} tel que |a| = max{|a0|, . . . , |ar|} et P1(z) = 1
aP (z). Notons que

|P1(z)|G = 1. Soient b ∈ {b0, . . . , bs} tel que |b| = max{|b0|, . . . , |bs|} et Q1(z) =
1
bQ(z). Notons que |Q1(z)|G = 1. Alors P (z)

Q(z) = a
b
P1(z)
Q1(z) et |P1(z)/Q1(z)|G = 1.

Notons que les fractions rationnelles P (z)
Q(z) et P1(z)

Q1(z) ont les mêmes pôles. Par
conséquent, γj n’est pas un pôle de P1(z)

Q1(z) . Alors, P1(z)
Q1(z) =

∑
n≥0 cn(z − γj)n.

Puisque |P1(z)/Q1(z)|G = 1 alors, pour tout n ≥ 0, |cn| ≤ 1. Ainsi, la réduction
de P1(z)

Q1(z) est égale à
∑
n≥0 cn(z−γj)n. D’où, γj n’est pas un pôle de la réduction

de la fraction rationnelle P1(z)
Q1(z) . Par conséquent, la fraction rationnelle P1(z)

Q1(z)

n’a pas de pôle dans le disque Dγj et ainsi, la fraction rationnelle P(z)
Q(z) n’a pas

de pôle dans le disque Dγj . Par conséquent, la matrice Wj n’a pas de pôle dans
le disque Dγj . Alors, (z−γj)Rj ∈Mn(E(Dγj )). Ainsi, d’après le théorème 5.1,
la matrice B est Ep-équivalente à

G = γ1 +m

(z +m)(z − γ1)F1 + · · ·+ γr−1 +m

(z +m)(z − γr−1)Fr−1 −
1

z +m
Fr,

où Fj ∈ Mn(Cp) pour j ∈ {1, . . . , r} telles que pour j ∈ {1, . . . , r − 1}, Fj
est semblable à [(z − γj)Rj ](γj), Fr est semblable à [−zRr](∞) et

∑
Fi est

une matrice diagonale à coefficients dans Z. De plus, il suit que pour j ∈
{1, . . . , r − 1}, [(z − γj)Rj ](γj) = phCj et de (32) que [−zRr](∞) = −phCr.
Raison pour laquelle Fj est semblable à phCj pour j ∈ {1, . . . , r − 1} et Fr
semblable à −phCr.

Démonstration du point (ii). Rappelons que κ : Cp → C est un isomorphisme
de corps. En appliquant l’isomorphisme κ, il vient

Gκ = κ(γ1) +m

(z +m)(z − κ(γ1))F
κ
1 + · · ·+ κ(γr−1) +m

(z +m)(z − κ(γr−1))F
κ
r−1 −

1
z +m

Fκr

= − 1
z +m




r∑

j=1
Fκj


+

r−1∑

j=1

1
z − κ(γj)

Fκj .

Notons que la matrice Gκ est à coefficients dans C(z) et comme Fκj ∈
Mn(C), la matrice Gκ est fuchsienne, avec γ0 = −m, κ(γ1), . . . , κ(γr−1) et
l’infini comme singularités.

Montrons que la matrice de monodromie de Gκ en γ0 est l’identité. En effet,
comme

∑r
j=0 Fj est une matrice diagonale à coefficients dans Z, la matrice

[(z+m)Gκ](−m) = −∑r
j=1 F

κ
j est également diagonale et à coefficients entiers,
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puisque tout homomorphisme de corps de caractéristique zéro fixe Z. Ainsi, les
exposants de Gκ en γ0 sont des entiers. Donc, d’après le lemme 3.6, il existe
une matrice C0 ∈ Mn(C) telle que la matrice de monodromie locale de Gκ en
γ0 est conjuguée à exp(2πiC0) et telle que l’ensemble des valeurs propres de
C0 est réduit à un élément, {s}, où s est entier. Écrivons C0 = P (D+N)P−1,
où P ∈ GLn(C), D est diagonale et N est nilpotente. Le théorème 8.6 de
[14, Chap. III] nous assure que TP (XDXN )P−1 est une solution de Gκ, où
T ∈ GLn(C((z + m))). Mais, d’après la remarque 5.2, il suit que Gκ a une
basse de solutions à coefficients dans C((z + m)). Donc, XN = Idn. Ainsi,
C0 = PDP−1, D = sIdn et exp(2πiC0) est conjuguée à Idn. Par conséquent,
la matrice de monodromie locale de Gκ en γ0 est conjuguée à Idn. Cela montre
que la matrice de monodromie locale de Gκ en γ0 est l’identité.

Notons que la matrice (z − κ(γj))Gκ n’a pas de pôle en κ(γj) et que [(z −
κ(γj))Gκ](γj) = Fκj . Montrons que les valeurs propres de Fκj sont les valeurs
propres de Cj multipliées par ph. En effet, comme remarqué précédemment, Fj
est semblable à phCj . Écrivons Cj = UMU−1, où M est la forme de Jordan
de Cj et U ∈ GLn(Cp). On note que M ∈ Mn(Q). En effet, d’après le lemme
5.3, les valeurs propres de Aj(γj) sont les exposants de L en γj qui sont des
nombres rationnels et donc la remarque 5.10 implique que les valeurs propres
de Cj sont des nombres rationnels. Ainsi, Fj est semblable à phM et, comme
phM ∈Mn(Q), on obtient que Fκj est semblable à phM . Notre affirmation en
découle.

La remarque 5.10 entraîne que les valeurs propres de phCj sont de la forme
phβ + s, où s est un entier et β une valeur propre de Aj(γj). Montrons que
deux valeurs propres distinctes de phCj ne diffèrent pas d’un entier. En effet,
supposons que λ′ − β′ ∈ Z, où λ′ et β′ sont deux valeurs propres de phCj .
Alors λ′ = phλ et β′ = phβ, où λ et β sont deux valeurs propres de Cj . Alors,
ph(λ − β) ∈ Z. D’après le premier pas, il existe des entiers mλ et mβ , et λ1
et β1 des exposants de L en γj , tels que λ = λ1 + mλ et β = β1 + mβ . Alors
ph(λ1−β1) ∈ Z. Il découle de (26) que phλ1 ≡ λ1 mod Z et phβ1 ≡ β1 mod Z.
Ainsi, ph(λ1− β1) ≡ λ1− β1 mod Z. Mais comme ph(λ1− β1) ∈ Z, on obtient
que λ1 − β1 ∈ Z. On en déduit que λ − β = (λ1 − β1) − (mβ −mλ) ∈ Z. Par
conséquent, d’après le premier pas, λ = β et ainsi λ′ = β′. Alors, on a :

(a′) deux valeurs propres de phCj distinctes ne diffèrent pas d’un entier.

Ainsi, deux valeurs propres différentes de Fκj ne diffèrent pas d’un entier.
D’après la proposition 3.12, le lemme 3.42 et le théorème 5.1 de [21], la ma-
trice de monodromie locale de Gκ en κ(γj), M(Gκ, κ(γj)), est conjuguée à
exp(2πiFκj ). Comme Fκj est semblable à phCj , on obtient que les matrices
exp(2πiFκj ) et exp(2πiphCj) sont conjuguées. Cela donne queM(Gκ, κ(γj)) est
conjuguée à exp(2πiphCj). D’après le deuxième pas, exp(2πiphCj) et exp(2πiCj)

tome 149 – 2021 – no 3



ALGÉBRICITÉ MODULO p ET STRUCTURES DE FROBENIUS FORTES 473

sont conjuguées et d’après le premier pas, les matrices exp(2πiphCj) etM(A, γj)
sont conjuguées. Donc M(Gκ, κ(γj)) est conjuguée à M(A, γj).

Notons que {κ(γ1), . . . , κ(γr−1)} = {γ1, . . . , γr−1}. Comme le groupe de mo-
nodromie de A est rigide, les groupes de monodromie de A etGκ sont conjugués.

Démonstration du point (iii). D’après ce qui précède, il existe U ∈ GLn(C)
telle que M(A, γj) = UM(Gκ, κ(γj))U−1 pour 1 ≤ j ≤ r. D’après la proposi-
tion 3.4, il existe H1 ∈ GLn(C(z)) telle que

d

dz
H1 = AH1 −H1G

κ.

On pose H = Hκ−1

1 , ainsi H ∈ GLn(Cp(z)) ⊂ GLn(Ep) et comme d
dz et κ−1

commutent, on a

d

dz
H = Aκ

−1
H −HG.

Remarquons que Aκ−1 = A, puisque A est une matrice à coefficients dans
Q(z). Par conséquent, A et G sont Ep-équivalentes. D’après le point (ii), G
est Ep-équivalentes à B, alors par transitivité on obtient que A et B sont Ep-
équivalentes. �

Remarque 5.11. — La preuve précédente montre en réalité que pour tout
entier h′ ≥ 1 tel que pour tout p ∈ S les équations (25) et (26) sont vérifiées,
alors L a une structure de Frobenius forte de période h′.

6. L’opérateur hypergéométrique généralisé

Dans cette partie, nous étudions les structures de Frobenius forte des opéra-
teurs hypergéométriques généralisés. Nous démontrons notamment le théorème
1.2.

Considérons l’opérateur différentiel hypergéométrique défini par

H(α, β) : −z(δ + α1) · · · (δ + αn)y + (δ + β1 − 1) · · · (δ + βn − 1),(33)

où α1, . . . , αn, β1, . . . , βn sont des nombres rationnels tels que αi−βj /∈ Z pour
tout i, j ∈ {1, . . . , n}. Cet opérateur est fuchsien et a 1, 0 et l’infini comme
seules singularités. Les exposants à l’infini sont α1, . . . , αn, les exposants en 0
sont 1−β1, . . . , 1−βn, et les exposants en 1 sont 0, 1, . . . , n−2,−1+

∑
(βi−αi).

Nous rappelons la définition suivante (voir [6]).

Définition 6.1. — Supposons que a1, . . . , an, b1, . . . , bn ∈ C∗ vérifient ai 6= bj
pour tout i, j ∈ {1, . . . , n}. Un groupe hypergéométrique associé aux para-
mètres a1, . . . , an, b1, . . . , bn est un sous-groupe de GLn(C) engendré par des
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matrices h0, h1, h∞ ∈ GLn(C) telles que h1 est une réflexion et
h∞h1h0 = Id,

det(z − h∞) =
∏

(z − ai),

det(z − h−1
0 ) =

∏
(z − bj).

D’après un résultat de Levelt (voir le théorème 3.5 de [6]), un groupe hy-
pergéometrique tel que ai 6= bj pour tout i, j ∈ {1, . . . , n} est rigide. D’autre
part, il est connu que le groupe de monodromie de l’opérateur hypergéomé-
trique H(α, β) est un groupe hypergéométrique associé aux paramètres ai =
exp(2πiαi) et bi = exp(2πiβi) (voir [6]). Ainsi, le groupe de monodromie de
(33) est rigide. Donc, grâce au théorème 3.8, H(α, β) a une structure de Fro-
benius forte pour presque tout nombre premier p. En appliquant le théorème
3.8 on a le théorème suivant.

Théorème 6.2. — Soit S l’ensemble des nombres premiers p tels que
|αi|p, |βj |p ≤ 1 pour tout i, j ∈ {1, . . . , n}. Alors, pour tout p ∈ S, l’opérateur
hypergéométrique H(α, β) possède une structure de Frobenius forte de période
h = ϕ(dα,β), où ϕ est l’indicatrice d’Euler et dα,β est le plus petit commun
multiple des dénominateurs de α1, . . . , αn, β1, . . . , βn.

Démonstration. — En développant l’équation (33), on obtient
(1− z)δn + [Sn,1(β − 1)− zSn,1(α)]δn−1 + · · ·+ Sn,n(β − 1)− zSn,n(α),

où β − 1 = (β1 − 1, . . . , βn − 1) et Sn,k =
∑

1≤i1<···<ik≤nX1 · · ·Xik .

En écrivant cette équation en fonction de l’opérateur d
dz , il vient

Lα,β := a0(z) d

dzn
y + a1(z) d

dzn−1 y + · · ·+ an(z).

Soit A la matrice compagnon de ce nouvel opérateur. D’après l’équation (19),
on a

(
Sn,n(β − 1)− zSn,n(α), . . . , Sn,1(β − 1)− zSn,1(α), 1− z

)
G−1
n+1

= (an(z), . . . , a1(z), a0(z)).

Ainsi a0(z) = (1 − z)zn et le discriminant de a0(z) est 1. Dans ce cas, on
obtient que A1 = {1}, alors que l’ensemble A2 est donné par les dénominateurs
des αi, des 1 − βj et le dénominateur de −1 +

∑n
i=1(βi − αi). Finalement

A3 =
{
ai(z)
a0(z)

}
1≤i≤n

. Comme p ∈ S, on obtient que pour tout élément de
A1 ∪ A2 est de norme p-adique est égale à 1. A présent, montrons que, pour
tout p ∈ S,

∣∣∣ ai(z)
a0(z)

∣∣∣
G
≤ 1. En effet, si p ∈ S, alors

∥∥(Sn,n(β − 1)− zSn,n(α), . . . , Sn,1(β − 1)− zSn,1(α), 1− z
)∥∥
G,p ≤ 1.
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On vérifie aisément que, pour tout nombre premier p, ‖G−1
n+1‖G,p ≤ 1. En

particulier, il en est de même pour p ∈ S. Ainsi, la norme de Gauss du vecteur
(an(z), . . . , a1(z), a0(z)) est inférieure ou égale à 1 pour tout p ∈ S. D’autre
part, pour tout p ∈ S, |a0(z)|G = 1. On obtient donc que

∣∣∣ ai(z)
a0(z)

∣∣∣
G
≤ 1, pour

tout p ∈ S.
Finalement, comme |αi|p, |βj |p ≤ 1 pour tout i, j ∈ {1, . . . , n}, alors p ne

divise pas dα,β . Ainsi, pour tout i, j ∈ {1, . . . , n}, on a

pϕ(dα,β) ≡ 1 mod dα,β

pϕ(dα,β) ≡ 1 mod dα,β

et donc
pϕ(dα,β)αi ≡ αi mod Z

pϕ(dα,β)βj ≡ βj mod Z.

Il suit que
pϕ(dα,β)αi ≡ αi mod Z,

pϕ(dα,β)(1− βj) ≡ 1− βj mod Z et

pϕ(dα,β)

(
−1 +

n∑

i=1
(βi − αi)

)
≡ −1 +

n∑

i=1
(βi − αi) mod Z.

De plus, ici les zéros de a0(z) sont γ1 = 0 et γ2 = 1, d’où |γp
ϕ(dα,β)

i − γi| = 0 <
|πp| pour i ∈ {1, 2}. Donc, d’après la remarque 5.11, pour tout p ∈ S l’opérateur
différentiel Lα,β possède une structure de Frobenius forte de période ϕ(dα,β).
Ainsi, pour tout p ∈ S, l’opérateur différentiel H(α, β) a une structure de
Frobenius forte de période ϕ(dα,β). �

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théorème 1.2.

Démonstration du théorème 1.2. — Soit p ∈ S. Alors p ne divise pas dα,β , de
sorte que |αi|p, |βj |p ≤ 1 pour i, j ∈ {1, . . . , n}. D’après le théorème 6.2, on
obtient que

−z(δ + α1) · · · (δ + αn) + (δ + β1 − 1) · · · (δ + βn − 1)
possède une structure de Frobenius forte pour p de période h. Par hypothèse,
on a également nFn−1(α, β, z) ∈ Z(p)[[z]]. Le théorème 2.6 implique donc que la
réduction de nFn−1(α, β, z) modulo p est algébrique sur Fp(z) de degré majoré
par pn2h. Enfin, la démonstration du théorème 6.2 montre que l’on peut prendre
h = φ(dα,β). �

Pur conclure, nous appliquons le théorème 1.2 aux deux séries hypergéomé-
triques f2(z) = 3F2

( 1
9 ,

4
9 ,

5
9 ; 1

3 , 1, 1, z
)
et f3(z) = 2F1

( 1
3 ,

1
2 ; 5

12 , 1, z
)
.
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À ce jour, on ne sait toujours pas si f2(z) est une diagonale de fraction
rationnelle et on ne peut donc pas appliquer les résultats de [1]. D’autre part,
les résultats de [3] ne s’appliquent pas non plus à la série f2(z) (voir [3, Example
8.6]). Notons que f2(z) est globalement bornée puisqu’on vérifie aisément que
f2(272z) ∈ Z[[z]]. Ainsi, f2(z) ∈ Zp[[z]] pour tout p 6= 3. Notons que dans
ce cas, on a dα,β = 9, où α =

( 1
9 ,

4
9 ,

5
9
)
et β =

( 1
3 , 1, 1

)
. Le théorème 1.2 nous

garanti donc que, pour tout nombre premier p 6= 3, f2|p est algébrique sur Fp(z)
de degré majoré par p54.

On sait que la série f3(z) n’est pas la diagonale d’une fraction rationnelle car
elle n’est pas globalement bornée (voir proposition 1 de [10]). Ainsi, on ne peut
pas non plus lui appliquer les résultats de [1]. D’autre part, les résultats de [3]
ne peuvent pas lui être appliqués non plus (voir la section 8 de [3]). Par contre,
le théorème 1.2 s’applique. En effet, soit S l’ensemble des nombres premiers
tels que f3(z) ∈ Zp[[z]]. Cet ensemble est infini car si p est un nombre premier
congruent à 1 modulo 12, alors p ∈ S. Dans ce cas, on vérifie que dα,β = 12,
où α =

( 1
3 ,

1
2
)
et β =

( 5
12 , 1,

)
. D’après le théorème 1.2, si p > 3 appartient à

S, alors f3|p est algébrique sur Fp(z) de degré majoré par p16.
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BEHAVIOUR OF SOME HODGE INVARIANTS BY MIDDLE
CONVOLUTION

by Nicolas Martin

Abstract. — Following a paper of Dettweiler and Sabbah, this article studies the
behaviour of various Hodge invariants by middle additive convolution with a Kummer
module. The main result gives the behaviour of Hodge numerical data at infinity. We
also give expressions for Hodge numbers and degrees of some Hodge bundles without
making the hypothesis of scalar monodromy at infinity, which generalizes the results
of Dettweiler and Sabbah.
Résumé (Comportement d’invariants de Hodge par convolution intermédiaire). —
Suivant les travaux de Dettweiler et Sabbah, cet article s’intéresse au comportement
d’invariants de Hodge par convolution intermédiaire additive par un module de Kum-
mer. Le résultat principal précise le comportement de données numériques de Hodge
à l’infini. Nous explicitons également le comportement des nombres de Hodge et des
degrés de certains fibrés de Hodge sans faire l’hypothèse de monodromie scalaire à
l’infini, généralisant ainsi les résultats de Dettweiler et Sabbah.

The initial motivation to study the behaviour of various Hodge invariants
by middle additive convolution is Katz’s algorithm [5], which makes it possible
to reduce a rigid irreducible local system L on a punctured projective line to
a rank-one local system. This algorithm is a successive application of tensor
products with a rank-one local system and middle additive convolutions with a
Kummer local system and terminates with a rank-one local system. We assume
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that the monodromy at infinity of L is scalar, so this property is preserved
throughout the algorithm.

If we assume that the eigenvalues of the local monodromies of L have ab-
solute value 1, such a local system underlies a variation of polarized complex
Hodge structure unique up to a shift of the Hodge filtration [12, 1], and this
property is preserved at each step of Katz’s algorithm. The work of Dettweiler
and Sabbah [2] is devoted to computing the behaviour of Hodge invariants at
each step of the algorithm.

Our purpose in this article is to complement the previous work of Dettweiler
and Sabbah without assuming that the monodromy at infinity is scalar, and
to do that we take up the notation introduced in [2, §2.2] and recalled in §1.1.
More precisely, our main result consists in making explicit the behaviour of the
nearby cycle local Hodge numerical data at infinity by middle additive convo-
lution with the Kummer module Kλ0 . Considering a regular holonomic DA1-
module M verifying various assumptions, whose singularities at finite distance
belong to x = {x1, . . . , xr}, we denote by MCλ0(M) = M ∗mid Kλ0 this convo-
lution and show the following theorem (see §1.1 for the notation and assump-
tions). In the following, we set γ0 ∈ (0, 1) such that exp(−2iπγ0) = λ0 6= 1.

Theorem 1. — Let M min be the DP1-module minimal extension of M at in-
finity. Given γ ∈ [0, 1) and λ = exp(−2iπγ), we have:

νp∞,λ,`(MCλ0(M)) =





νp−1
∞,λλ0,`

(M) if γ ∈ (0, 1− γ0)
νp∞,λλ0,`

(M) if γ ∈ (1− γ0, 1)
νp∞,λ0,`+1(M) if λ = 1
νp−1
∞,1,`−1(M) if λ = λ0, ` ≥ 1
hpH1(P1,DR M min) if λ = λ0, ` = 0.

This result has applications beyond Katz’s algorithm since it enables us to
give another proof of a theorem of Fedorov [3], which completely determines
the Hodge numbers of the variations of Hodge structures corresponding to
hypergeometric differential equations; this work is developed in [7].

In addition, we get general expressions for Hodge numbers hp of the variation
and degrees δp of some Hodge bundles (recalled in §1.1), which generalize those
of Dettweiler and Sabbah. The results are the following.

Theorem 2. — The local invariants hp(MCλ0(M)) are given by:

hp(MCλ0(M)) =
∑

γ∈[0,γ0)

νp∞,λ(M) +
∑

γ∈[γ0,1)

νp−1
∞,λ(M) + hpH1(A1,DRM)− νp−1

∞,λ0,prim(M).
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Theorem 3. — The global invariants δp(MCλ0(M)) are given by:

δp(MCλ0(M)) =

δp(M) +
∑

γ∈[γ0,1)

νp∞,λ(M)−
r∑

i=1

(
µpxi,1(M) +

∑

γ∈(0,1−γ0)

µp−1
xi,λ

(M)
)
.

1. Hodge numerical data and modules of normal crossing type

1.1. Hodge invariants. — In this section, we recall the definition of local and
global invariants introduced in [2, §2.2] (all references to [2] are made to the
published paper). Let ∆ be a disc centred at 0 with coordinate t and let
(V, F •V,∇) be a variation of the polarizable Hodge structure on ∆∗ = ∆ \ {0}
of weight 0. We denote byM the corresponding D∆-module minimal extension
at 0.
Nearby cycles. — For a ∈ (−1, 0] and λ = e−2iπa, the nearby cycle space at the
origin ψλ(M) is equipped with the nilpotent endomorphism N = −2iπ(t∂t−a),
and the Hodge filtration is such that NF pψλ(M) ⊂ F p−1ψλ(M). The mono-
dromy filtration induced by N enables us to define the spaces P`ψλ(M) of
primitive vectors, equipped with a polarizable Hodge structure (see [9, §3.1.a]
for more details). The nearby cycle local Hodge numerical data are defined by

νpλ,`(M) := hp(P`ψλ(M)) = dim grpFP`ψλ(M),

with the relation νpλ(M) := hpψλ(M) =
∑
`≥0

∑̀
k=0

νp+kλ,` (M). We set

νpλ,prim(M) :=
∑

`≥0
νpλ,`(M) and νpλ,coprim(M) :=

∑

`≥0
νp+`λ,` (M).

Vanishing cycles. — For λ 6= 1, the vanishing cycle space at the origin is given
by φλ(M) = ψλ(M) and comes with N and F p, as before. For λ = 1, the Hodge
filtration on φ1(M) is such that F pP`φ1(M) = N(F pP`+1ψ1(M)). Similarly to
nearby cycles, the vanishing cycle local Hodge numerical data is defined by

µpλ,`(M) := hp(P`φλ(M)) = dim grpFP`φλ(M).
Degrees δp. — For a variation of polarizable Hodge structure (V, F •V,∇) on
A1 \x, we denote by M the underlying DA1 -module minimal extension at each
point of x. The Deligne extension V 0 of (V,∇) on P1 is contained in M , and
we set

δp(M) = deg grpFV 0.

In this paper, we are mostly interested in the behaviour of the nearby cycle
local Hodge numerical data at infinity by middle convolution with the Kummer
moduleKλ0 = DA1/DA1 ·(t∂t−γ0), with γ0 ∈ (0, 1) such that exp(−2iπγ0) = λ0.
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This operation is denoted by MCλ0 . Note that Kλ0 is equipped with the trivial
Hodge filtration with jump at zero: F pKλ0 = Kλ0 for p ≤ 0 and F pKλ0 = 0
for p ≥ 1.
Assumptions. — As in [2, Assumption 1.2.2(1)], we assume in what follows
that M is an irreducible regular holonomic DA1 -module, not isomorphic to
(C[t],d) and not supported on a point.

1.2. Modules of normal crossing type. — Let us consider X a polydisc in Cn
with analytic coordinates x1, . . . , xn, D the divisor {x1 · · ·xn = 0} and M a
coherent DX -module of normal crossing type (notion defined in [11, §3.2]). For
every α = (α1, . . . , αn) ∈ Rn, we define the sub-object

Mα =
n⋂

i=1

⋃

ki≥0
ker(xi∂xi − αi)ki

ofM . There exists a finite setA ⊂ [−1, 0)n such thatMα = 0 forα /∈ A+Zn. Ifwe
setMalg :=

⊕
αMα, the naturalmorphismMalg⊗C[x1,...,xn]〈∂x1 ,...,∂xn 〉DX →M

is an isomorphism.
To be precise, only the case n = 2 will occur in this paper. In the situations

that we will consider, it will be possible to make the above decomposition
explicit and then apply the general theory of Hodge modules of M. Saito. For
a complete review of the six operations’ formalism for D-modules, see [8].

2. Proof of Theorem 1

Steps of the proof. — Let us begin by listing the different steps of the proof:
1. We write the middle convolution MCλ0(M) as an intermediate direct

image by the sum map. By changing coordinates and projectivizing, we
can consider the case of a proper projection.

2. We use a property of commutation between nearby cycles and projective
direct image in the theory of Hodge modules, in order to carry out the
local study of a nearby cycle sheaf.

3. To be in a normal crossing situation and use the results of the theory
of Hodge modules, we perform a blow-up and make completely explicit
the nearby cycle sheaf previously introduced (Lemma 2.3).

4. We take the monodromy and the Hodge filtrations into account, using
the degeneration at E1 of the Hodge to de Rham spectral sequence and
the Riemann–Roch theorem (following [2]) to get the expected theorem.

Geometric situation. — Let s : A1
x × A1

y → A1
t be the sum map. We can

change the coordinates so that s becomes the projection onto the second factor
and projectivize to get s̃ : P1

x × P1
t → P1

t . We set x′ = 1/x and t′ = 1/t as
coordinates on a neighbourhood of (∞,∞) ∈ P1

x × P1
t , Mλ0 = M � Kλ0 and
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Mλ0 = (Mλ0)min(x′=0) the minimal extension ofMλ0 along the divisor {x′ = 0}.
A reasoning similar to that of [2, Prop 1.1.10] gives MCλ0(M) = s̃+Mλ0 . With
some abuse of notation, we still denote by M the push-forward in the sense of
D-modules by the inclusion A1

x ↪→ P1
x and we denote by M ′ its restriction to

the affine chart centred at ∞. A similar abuse of notation is made for Mλ0 .
Let us specify the geometric situation that we will consider in the following,

in which we blow up the point (∞,∞) in P1
x×P1

t . We setX = Bl(∞,∞)(P1
x×P1

t ),
e : X → P1

x × P1
t and j : A1

x × A1
t ↪→ X the natural inclusion. There are two

charts of the blow-up: one given by coordinates (u1, v1) 7→ (t′ = u1v1, x
′ = v1)

and the other one by (u2, v2) 7→ (t′ = v2, x
′ = u2v2). The strict transform of

the line {t′ = 0} is called P1
x, and the exceptional divisor is called P1

exc. We
denote by 0 ∈ P1

exc the point given by u2 = 0, 1 ∈ P1
exc the point given by

u2 = 1 and ∞ ∈ P1
x ∩ P1

exc. We have the following picture:

On A1
x × A1

t , we have

Mλ0 = M �Kλ0 = M [t]⊗
(
C[x, t, (t− x)−1],d(x,t) + γ0

d(t− x)
t− x

)

=
(
M [t, (t− x)−1],∇(x,t) + γ0

d(t− x)
t− x

)
.

On the affine chart centred at (∞,∞), we have

Mλ0 =
(
M ′[t′, t′−1, (x′ − t′)−1],∇(x′,t′) + γ0

(
−dx′
x′
− dt′

t′
+ d(x′ − t′)

x′ − t′
))

.

Notation 2.1. — Let us set Nλ0 = e+Mλ0 , Nλ0 = (Nλ0)min(x′◦e=0) and
Tλ = ψt′◦e,λNλ0 equipped with a nilpotent endomorphism denoted by N.

Lemma 2.2. — Mλ0 [t′−1] = e+Nλ0 [t′−1].
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Proof. — By definition of the minimal extension, Nλ0 is the image of the map
j†j+Nλ0 −→ j+j

+Nλ0 . For i 6= 0, Hie+Nλ0 is supported on (∞,∞), thereby
Hie+Nλ0 [t′−1] = 0. As the kernel of H0e+Nλ0 −→Mλ0 is similarly supported
on (∞,∞), we deduce that e+Nλ0 [t′−1] is a submodule of Mλ0 .

We have e+j+j
+Nλ0 = (e ◦ j)+(e ◦ j)+Mλ0 and, as e is proper, we can write

e+j†j+Nλ0 = e†j†j+Nλ0 = (e◦ j)†(e◦ j)+Mλ0 . Then Mλ0 [t′−1] is the image of
the map e+j†j+Nλ0 [t′−1] −→ e+j+j

+Nλ0 [t′−1]. Outside of (∞,∞), Mλ0 [t′−1]
and e+Nλ0 [t′−1] are submodules of Mλ0 , which are isomorphic. Now, we can
consider the intersection of these two submodules of Mλ0 , with two morphisms
from the intersection of each of them. The kernel and the cokernel of these two
morphisms are a priori supported on (∞,∞), but as t′ is invertible, they are
zero. Therefore, Mλ0 [t′−1] and e+Nλ0 [t′−1] are isomorphic. �

Let us fix γ ∈ [0, 1) and λ = exp(−2iπγ). As s̃ and e are proper, the nearby
cycle functor is compatible with (s̃ ◦ e)+ [10, Prop 3.3.17], so we get

ψ∞,λ(MCλ0(M)) = ψt′,λ(s̃+Mλ0) = ψt′,λ(s̃+e+Nλ0) = s̃+e+T
λ.

Lemma 2.3. — We set (M ′)γ = ker(x′∂x′ − γ)r acting on ψx′M
′ for r � 0

and (M ′)λ = (M ′)γ [x′, x′−1]. Let us set

Tλ0 =
(

(M ′)λλ0 [(x′ − 1)−1],∇+ γ0

(
−dx′
x′

+ dx′
x′ − 1

))

in the chart P1
exc \ {∞} (with the coordinate x′ instead of u2) and denote sim-

ilarly its meromorphic extension at infinity, with the action of the nilpotent
endomorphism x′∂x′ − (γ + γ0). For the extension by zero (instead of mero-
morphic), we use the notation (Tλ0 )′. Then:
(Case 1) For λ /∈ {1, λ0}, Tλ is supported on P1

exc and Tλ = Tλ0 .
(Case 2) For λ = 1, Tλ is supported on P1

exc and is isomorphic to the minimal
extension of T 1

0 at x′ = 0.
(Case 3) For λ = λ0, Tλ is supported on P1

x ∪ P1
exc and comes in an exact

sequence

0→ (Tλ0
0 )′ → Tλ → T1 → 0

compatible with the nilpotent endomorphism, where T1 is supported on
P1
x and is isomorphic to the meromorphic extension of M at infinity

with the action by 0 of the nilpotent endomorphism.

Proof. — We make a local study of the problem, reasoning in the three follow-
ing charts:

(i) in the chart (u2, v2), called Chart 1 ;
(ii) in the neighbourhood of P1

x \ {∞}, called Chart 2 ;
(iii) in the neighbourhood of ∞, called Chart 3.
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The cases of Charts 1 and 2 do not contain any significant problem and are
treated in [6, 4.2.4]. In Chart 1, we find

ψv2,λNλ0 =
{
Tλ0 if λ 6= 1
(Tλ0 )min({0}) if λ = 1.

In Chart 2, in which one can use the coordinates (x, t′), we find

ψt′,λMλ0 =
{

0 if λ 6= λ0

M if λ = λ0.

Let us make the case of Chart 3 precise. For α = (α1, α2) ∈ R2, we set

(Nλ0)α =
⋃

r1≥0
ker(u1∂u1 − α1)r1 ∩

⋃

r2≥0
ker(v1∂v1 − α2)r2 .

By writing the expression of the connection in coordinates (u1, v1), we get that
(Nλ0)(−γ0,α−γ0) can be identified with (M ′)α with actions of u1∂u1 and v1∂v1

respectively expressed as −γ0Id and x′∂x′ −γ0Id. Here, ψt′◦e,λNλ0 = ψg,λNλ0 ,
where g = u1v1, and we are in the situation of a calculation of nearby cycles of a
coherent C[u1, v1]〈∂u1 , ∂v1〉-module of normal crossing type along D = {g = 0},
where g = u1v1 is a monomial function. The general question is developed in
[11, §3.a] (see also [9, §13.3]); let us make it precise in the particular case at
hand. We consider the commutative diagram

X �
� ig //

g
##

X × Cz

p2
����

Cz
where ig is the graph embedding.

Then we can see that (ig)+Nλ0 = Nλ0 [∂z] =
⊕

k≥0 (Nλ0 ⊗ ∂kz ) is a left
C[u1, v1, z]〈∂u1 , ∂v1 , ∂z〉-module equipped with the following actions:

(i) action of C[u1, v1] : f(u1, v1) · (m⊗ ∂kz ) = (f(u1, v1)m)⊗ ∂kz .
(ii) action of ∂z : ∂z(m⊗ ∂kz ) = m⊗ ∂k+1

z .
(iii) action of ∂u1 : ∂u1(m⊗ ∂kz ) = (∂u1m)⊗ ∂kz − v1m⊗ ∂k+1

z .
(iv) action of ∂v1 : ∂v1(m⊗ ∂kz ) = (∂v1m)⊗ ∂kz − u1m⊗ ∂k+1

z .
(v) action of z : z · (m⊗ ∂kz ) = u1v1m⊗ ∂kz − km⊗ ∂k−1

z .
Let us denote by Su (or Sv) the operator defined by Su(m⊗∂kz )=(u1∂u1m)⊗∂kz
(or Sv(m⊗ ∂kz ) = (v1∂v1m)⊗ ∂kz ). With E = z∂z, we get the relations

u1∂u1(m⊗ ∂kz ) = (Su − E − (k + 1))(m⊗ ∂kz )
and

v1∂v1(m⊗ ∂kz ) = (Sv − E − (k + 1))(m⊗ ∂kz ).
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Letting V •(Nλ0 [∂z]) denote the V -filtration with respect to z, we have T =
ψg,λNλ0 = grγV (Nλ0 [∂z]). We have the decompositions N alg

λ0
=
⊕
α∈R2(Nλ0)α

and (Tλ)alg =
⊕
β∈R2 Tβ, and by arguing in a way similar to [9, Lemma 13.2.26]

(with left modules), we show that the only indices β that appear are those such
that α = β + (γ + k + 1)(1, 1) for α in the decomposition of N alg

λ0
and k ∈ Z.

In particular, we cannot have α2 ∈ Z and having a minimal extension along
{v1 = 0} does not play any role here. In other words, we can identify in this
part Nλ0 and Nλ0 .

More precisely, for β1, β2 ≥ −1, from [11, Th. 3.3] (or [9, Cor. 13.2.32]) we
deduce the following expressions for Tβ:

Tβ =





0 if β1 6= −1, β2 6= −1
coker(Su − E ∈ End((Nλ0)γ,β2+γ+1[E])) if β1 = −1, β2 6= −1
coker(Sv − E ∈ End((Nλ0)β1+γ+1,γ [E])) if β1 6= −1, β2 = −1
coker((Su − E)(Sv − E) ∈ End((Nλ0)γ,γ [E])) if β = (−1,−1).

In what follows, we will work with the point of view of quivers. A good reference
can be found in Chapters 3.1.b and 9.4 of [9]. Let A ⊂ (−1, 0] be the (finite)
set of those α ∈ (−1, 0] such that (M ′)α 6= 0 and let us look at the different
cases for β ∈ [−1, 0]2:

(i) For β2 6= −1, we have T(−1,β2) 6= 0, if and only if γ = −γ0 and β2 ∈ A.
(ii) For β1 6= −1, we have T(β1,−1) 6= 0, if and only if γ = α − γ0 with

α ∈ A mod Z and β1 = −α mod Z.
(iii) T(−1,−1) 6= 0, if and only if γ = −γ0 and 0 ∈ A.

We deduce from these relations that:
(Cases 1+2) If γ 6= −γ0, then Tλ is supported on P1

exc and, according to
(ii), is determined by the only data of coker(Sv − E ∈ End((Nλ0)−γ0,γ [E]))
equipped with an action of E−γ, which we can identify with (Nλ0)−γ0,γ where
the action of E−γ can be identified with Sv−γ. Consequently, Tλ is determined
by (M ′)γ+γ0 with an action of x′∂x′ − (γ + γ0).

(Case 3) If γ = −γ0, then Tλ is determined by two data:
• Firstly by thedata, according to (i), by coker(Su−E ∈End((Nλ0)−γ0,α−γ0 [E]))
for α ∈ A mod Z, α /∈ Z, supported on P1

x and equipped with an action of
E + γ0. We can identify it with (Nλ0)−γ0,α−γ0 where the action of E + γ0 is
identified with Su + γ0, which we identify with (M ′)α with an action by 0.
• Secondly by the data of the bi-quiver

T(−1,−1)
v1 //

u1
��

T(−1,0)
∂v1

oo

T(0,−1)

∂u1

OO
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As u−1
1 acts on (Nλ0)−γ0+1,−γ0 [E] and v−1

1 on (Nλ0)−γ0,−γ0+1[E], it can be
assumed that T(−1,−1), T(0,−1) and T(−1,0) are all three cokernels of maps
of End((Nλ0)−γ0,−γ0 [E]). Now we set Cuv = coker(Su − E)(Sv − E), Cu =
coker(Su − E) and Cv = coker(Sv − E), and the previous bi-quiver can be
identified with the following

Cuv
ϕv // //

ϕu
����

Cu
Sv−E
oo

Cv

Su−E
OO

where ϕu : Cuv → Cv is induced by the inclusion im(Su − E)(Sv − E) ⊂
im(Sv − E), and the same for ϕv. As Su − E ∈ End((Nλ0)−γ0,−γ0 [E]) is
injective (because Su is identified on (M ′)0 with −γ0Id) and

im(Su − E : Cv → Cuv) = im(Su − E)
im(Su − E)(Sv − E) = ker ϕv,

we deduce the following exact sequence:
0→ Cv → Cuv → Cu → 0.

Therefore, we have an exact sequence of bi-quivers:

0 // Cv
//

Su−E
��

0 //oo Cuv
ϕv // //

ϕu
����

Cu
//

Sv−E
oo Cu

Id //

��

Cu
//

Sv−E
oo 0

Cv

Id

OO

Cv

Su−E
OO

0

OO

• The left bi-quiver is a quiver representing the extension by zero supported
on P1

exc and identified with (Nλ0)−γ0,−γ0 , where the action of E + γ0 can be
identified with Sv + γ0, in other words, (M ′)0 with the action of x′∂x′ . This
is the following bi-quiver:

(M ′)0
//

−x′∂x′
��

0oo

(M ′)0

Id

OO

• The right bi-quiver is a quiver representing the meromorphic extension sup-
ported on P1

x and identified with (Nλ0)−γ0,−γ0 where the action of E + γ0 is
equal to 0, in other words (M ′)0 with the action by 0. This is the following
bi-quiver:

(M ′)0
Id //

��

(M ′)0
x′∂x′
oo

0

OO
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• It is possible to make the central bi-quiver explicit in terms of (M ′)0, insofar
as we can identify Cuv with ((M ′)0)2 with an action of

E + γ0 =
(
γ0Id γ0(x′∂x′ − γ0Id)
Id x′∂x′ − γ0Id

)
,

and we get the following bi-quiver:

((M ′)0)2
pv // //

pu

����

(M ′)0
(x′∂x′−γ0Id,−Id)
oo

(M ′)0

(−γ0Id,−Id)

OO

where pu = p1 + (x′∂x′ − γ0)p2 and pv = p1 − γ0p2, with p1 the projection
onto the first factor and p2 onto the second factor.

Finally, for λ = λ0 we have an exact sequence

0→ (Tλ0
0 )′ → Tλ → T1 → 0

where (Tλ0
0 )′ is the extension by zero of Tλ0

0 at infinity equipped with the
nilpotent endomorphism x′∂x′ , and T1 is supported on P1

x and given by the
meromorphic extension of M at infinity equipped with the nilpotent endo-
morphism 0.

By gluing the expressions obtained for the different values of λ in each of the
three charts, we get the announced result of the lemma. �

By construction, the complex K• = s̃+e+T
λ has cohomology in degree zero

only. More precisely, as s̃ ◦ e : P1
exc ∪ P1

x → {pt} this amounts to saying that
RΓ(P1

exc ∪ P1
x,DRan Tλ) is a two-term complex with a kernel reduced to zero.

If we take the monodromy filtration M• into account, we have the following
more precise result:

Lemma 2.4. — Hj(grM` K•) = 0 for j 6= 0 and ` ∈ Z.

Proof. — (Cases 1+2) If λ 6= λ0, then Tλ is supported on P1
exc and localized at

infinity. Consequently, we can see Tλ as a C[x′]〈∂x′〉-module, which is a C[x′]-
module with a connection ∇∂x′ . The question is to show that the morphism

grM` Tλ
∇∂

x′−→ grM` Tλ

has a kernel reduced to zero. With N the nilpotent endomorphism, let us set

T
λ =

(
(M ′)λλ0 ,∇∂x′ = ∂

∂x′
+ γ

x′
Id + N

x′

)
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where Tλ is minimally extended at 0 if λ = 1, and

1γ0 =
(
C[x′, (x′ − 1)−1], ∂

∂x′
+ γ0
x′ − 1 Id

)

so that Tλ = T
λ ⊗ 1γ0 . For m ∈ T

λ and m′ ∈ C[x′, (x′ − 1)−1], we have

∇∂x′ (m⊗m′) = ∇∂x′ (m)⊗m′ +m⊗
(
∂

∂x′
+ γ0
x′ − 1 Id

)
m′.

Now, we have grM` Tλ = grM` T
λ ⊗ 1γ0 and we want to show that

ker
(
grM` T

λ ⊗ 1γ0

∇∂
x′−→ grM` T

λ ⊗ 1γ0

)
= 0.

For m ∈ grM` T
λ, let us notice the equality

∇∂x′
(
m⊗ 1

(x′ − 1)k

)
= ∇∂x′ (m)⊗ 1

(x′ − 1)k −
km

(x′ − 1)k+1 + γ0m

(x′ − 1)k+1 ,

from which we deduce, as γ0 /∈ Z, that m⊗ (x′ − 1)−k has a pole at 1 of order
k+ 1 if m 6= 0. Therefore, if an element m⊗m′ is such that ∇∂x′ (m⊗m′) = 0,
then m = 0.

(Case 3) If λ = λ0, we have the exact sequence 0 → T0 → Tλ → T1 → 0,
where T0 = (Tλ0

0 )′ is supported on P1
exc, and T1 is supported on P1

x. Equiva-
lently, we can think in terms of primitive parts instead of graded parts, as we
shall do.

The reasoning of the previous case applies in the same way to K•0 = s̃+e+T0,
yielding that the complexes P`K•0 are concentrated in degree 0 for all ` ∈ N.
As N is zero on T1, we have N(Tλ) ⊂ T0. Let us show we have equality and,
to this end, let us go back to the description of Tλ at the neighbourhood of ∞
in terms of bi-quivers:

((M ′)0)2
pv // //

pu
����

(M ′)0
(x′∂x′−γ0Id,−Id)
oo

(M ′)0

(−γ0Id,−Id)

OO

The action of E + γ0 on ((M ′)0)2 is given by

E + γ0 =
(
γ0Id γ0(x′∂x′ − γ0Id)
Id x′∂x′ − γ0Id

)
,

whose rank is equal to the dimension of (M ′)0, and thus

(E + γ0)((M ′)0)2 = {(γ0m,m) ∈ ((M ′)0)2 | m ∈ (M ′)0} ' (M ′)0.
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Now, a calculation shows that the following diagram

((M ′)0)2 p2◦(E+γ0) // //

pu
����

(M ′)0

−x′∂x′
����

(M ′)0

(−γ0Id,−Id)

OO

−x′∂x′ // // (M ′)0

Id

OO

is commutative, so the image by N of the bi-quiver representing Tλ gives the
bi-quiver representing T0, in other words N(Tλ) = T0. Consequently, we are in
the situation of a minimal extension quiver:

Tλ
N // //

T0.? _oo

We deduce from [4, Prop. 2.1.1(iii)] that P`Tλ ' P`−1T0 for ` ≥ 1, and thus
the complexes P`K•, are concentrated in degree 0 for all ` ≥ 1. Moreover, as
the total complex K• is concentrated in degree 0, the complex P0K

• is also
concentrated in degree 0. We have the same property for graded parts instead
of primitive parts. �

Now, with these two lemmas, we are able to show the main theorem. We
can equip Tλ with a Hodge filtration by the properties of nearby cycles, and
(M ′)λλ0 as well, in such a way that the formula of Lemma 2.3 is compatible
with the Hodge filtrations. Note that these two objects are not variations of
polarized Hodge structures but variations of mixed Hodge structures. However,
one can adapt the arguments of [2] to the generalized context below.

Remark 2.5. — Let us begin by making the Hodge filtration more explicit. In
the chart (u2, v2), let us consider the D-module e+(M ′ � C[t′, t′−1]), on which
u2 and v2 act in an invertible way. This is

e∗(M ′ � C[t′, t′−1]) = C[u2, u
−1
2 , v2, v

−1
2 ]⊗C[x′,x′−1] M

′,

on which the action of the connection is induced by
u2∂u2(1⊗m) = v2∂v2(1⊗m) = x′∂x′(1⊗m).

We consider the localized Hodge filtration
F̃ pM ′ = C[x′, x′−1]⊗C[x′] F

pM ′,

F̃ p(M ′ � C[t′, t′−1]) = (F̃ pM ′) � C[t′, t′−1]
and its pull-back

F̃ pe∗(M ′ � C[t′, t′−1]) = C[u2, u
−1
2 , v2, v

−1
2 ]⊗C[x′,x′−1] F̃

pM ′.

In order to compute nearby cycles along v2, we make use of the V -filtration
V •(e+(M ′ �C[t′, t′−1])) along v2, which we will compare with the V -filtration
of M ′ along x′ denoted by V •(M ′). The above relations link the Bernstein

tome 149 – 2021 – no 3



BEHAVIOUR OF SOME HODGE INVARIANTS BY MIDDLE CONVOLUTION 491

polynomial with respect to v2 with that with respect to x′ and lead to the
identification

C[u2, u
−1
2 ]⊗C[u2] V

a(e+(M ′ � C[t′, t′−1])) = C[u2, u
−1
2 , v2]⊗C[x′] V

aM ′.

For λ = e−2iπa, let us define the functor ψ̃v2,λ as the functor ψv2,λ followed
by localization C[u2, u

−1
2 ] ⊗C[u2] • . We thus find an isomorphism of filtered

C[u2, u
−1
2 ]〈u2∂u2〉-modules

(ψ̃v2,λe
+(M ′ � C[t′, t′−1]), F̃ •ψ̃v2,λe

+(M ′ � C[t′, t′−1]))
' C[u2, u

−1
2 ]⊗C (ψx′,λM ′, F •ψx′,λM ′),

since, for a ∈ (−1, 0], the filtration induced by F̃ •M ′ on graVM ′ is equal to
that induced by F •M ′, and where the action of u2∂u2 on the right-hand side
is induced by u2∂u2(1⊗m) = 0.

Considering instead the pull-back of Mλ0 amounts to twisting e+(M ′ �
C[t′, t′−1]) by the pull-back connection e+(C[x′, x′−1] � Kλ0). This leads to
also inverting the action of u2 − 1 and to localizing the F̃ -filtration along the
divisor u2 = 1. On the other hand, it twists the monodromies around u2 = 0
and v2 = 0 by λ0. The localization of the Hodge filtration F •Tλ is by definition
the localization of the filtration induced by F̃ •Nλ0 on ψv2,λNλ0 . As a conse-
quence, if we set T̃λ = C[u2, u

−1
2 , (u2 − 1)−1] ⊗C[u2] T

λ, which we endow with
the localized filtration F̃ •T̃λ = C[u2, u

−1
2 , (u2 − 1)−1] ⊗C[u2] F

•Tλ, we obtain
an isomorphism (the notation of Lemma 2.3)

(T̃λ, F̃ •T̃λ) ' (Tλ0 , F̃ •Tλ0 ),(1)

where F̃ •Tλ0 is defined by F̃ pTλ0 = C[u2, u
−1
2 , (u2 − 1)−1]⊗C (F pψx′,λλ0M

′).

Proof of Theorem 1. — (Case 1) Let us begin with the case λ /∈ {1, λ0} and,
as a first step, without taking the monodromy filtration into account. As
s̃ ◦ e : P1

exc → {pt}, we have ψ∞,λ(MCλ0(M)) = s̃+e+T
λ = RΓ(P1

exc,DR Tλ).
Setting x = {0, 1,∞} and DR Tλ = i∗V , where i : P1

exc \ x ↪→ P1
exc denotes

the open inclusion, and V is a non-constant local system on P1
exc \ x, we have

Hm(P1
exc,DR Tλ) = Hm(P1

exc, i∗V ). This quantity is zero for m = 0, because
there is no section supported on a point, and V has no global section since one
of its local monodromies does not have 1 as an eigenvalue. Using the Poincaré
duality theorem, we also have H2(P1

exc, i∗V ) = 0 if we argue with the dual V ∨.
Then

νp∞,λ(MCλ0(M)) = dim grpFψ∞,λ(MCλ0(M)) = dim grpFH1(P1
exc,DR Tλ).
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Adapting [2, Prop. 2.3.3] (we use the formula given at the end of their proof,
without using νp−1

∞,1,prim(Tλ)) we have

νp∞,λ(MCλ0(M)) = δp−1(Tλ)− δp(Tλ)− hp(Tλ)− hp−1(Tλ)(2)

+
∑

x∈x

(∑

µ6=1
νp−1
x,µ (Tλ)

︸ ︷︷ ︸
=hp−1(Tλ)

+ µpx,1(Tλ)
︸ ︷︷ ︸

=0

)
.

= δp−1(Tλ)− δp(Tλ)− hp(Tλ) + 2hp−1(Tλ)

since we remark that for each of the three singular points of Tλ, we have a
single eigenvalue for the local monodromy (different from 1) and only one term
νp−1
x,µ (Tλ) is non-zero and, hence, equal to hp−1(Tλ).
Now, as λλ0 6= 1, we have H1(P1

x,DR(M ′)λλ0) = 0. The same reasoning
with (M ′)λλ0 instead of Tλ, which has two singularities, gives

0 = δp−1((M ′)λλ0)− δp((M ′)λλ0)− hp((M ′)λλ0) + hp−1((M ′)λλ0).(3)

In accordance with Lemma 2.3, we have

Tλ = (M ′)λλ0 ⊗
(
C[x′, x′−1, (x′ − 1)−1],d + γ0

(
−dx′
x′

+ dx′
x′ − 1

))
,

and then we can infer, according to [2, 2.2.12], that hp(Tλ) = hp((M ′)λλ0).
Let us apply the formula for the twist by a unitary rank-one connection given
in [2, Prop. 2.3.2]:

δp(Tλ) = δp((M ′)λλ0)− hp((M ′)λλ0)(4)

+
∑

α∈[γ0,1)

νp∞,e−2iπα((M ′)λλ0) +
∑

α∈[1−γ0,1)

νp1,e−2iπα((M ′)λλ0)
︸ ︷︷ ︸

=0 because α 6=0

.

The remaining sum can be expressed as

∑

α∈[γ0,1)

νp∞,e−2iπα((M ′)λλ0) =
{
hp((M ′)λλ0) if γ ∈ (0, 1− γ0)
0 if γ ∈ (1− γ0, 1),

so we deduce that

δp(Tλ) =
{
δp((M ′)λλ0) if γ ∈ (0, 1− γ0)
δp((M ′)λλ0)− hp((M ′)λλ0) if γ ∈ (1− γ0, 1).

(5)
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We are now able to apply the formula (2):
(i) For γ ∈ (0, 1− γ0), we have:

νp∞,λ(MCλ0(M)) = δp−1(Tλ)− δp(Tλ)− hp(Tλ) + 2hp−1(Tλ)
= δp−1((M ′)λλ0)− δp((M ′)λλ0)
− hp((M ′)λλ0) + 2hp−1((M ′)λλ0)

= hp−1((M ′)λλ0) (according to (3)).

(ii) For γ ∈ (1− γ0, 1), we have:

νp∞,λ(MCλ0(M)) =
(
δp−1((M ′)λλ0)− hp−1((M ′)λλ0)

)

−
(
δp((M ′)λλ0)− hp((M ′)λλ0)

)

− hp((M ′)λλ0) + 2hp−1((M ′)λλ0)
= δp−1((M ′)λλ0)− δp((M ′)λλ0) + hp−1((M ′)λλ0)
= hp((M ′)λλ0) (according to (3)).

We deduce from the isomorphism given in 1 that hp(Tλ) = νp∞,λλ0
(M), and

then

hp((M ′)λλ0) = νp∞,λλ0
(M).

To sum up, we have

νp∞,λ(MCλ0(M)) =
{
νp−1
∞,λλ0

(M) if γ ∈ (0, 1− γ0)
νp∞,λλ0

(M) if γ ∈ (1− γ0, 1).
(6)

Let us now take the monodromy filtration M• into account. We know that it
induces a filtration W• on the cohomology H•(K•) defined by W`H

m(K•) =
Im(Hm(M`(K•))→ Hm(K•)), which verifies χ(grM` K•) = χ(grW` H•(K•)), by
a classical argument of degeneration of the spectral sequence (see [6, Lemma
4.2.6] for more details). Lemma 2.4 states that grM` K• is concentrated in degree
0, so that the previous equality of Euler characteristics gives dimH0(grM` K•) =
dim(grW` H0(K•)) = dim grW` ψ∞,λ(MCλ0(M)). It remains to observe that W•
coincides here withM•, becauseW• verifies the two properties that characterize
the monodromy filtration [9, Lemma 3.1.1]. The same reasoning holds with
primitive parts instead of graded parts, hence we have the equality

dim P`ψ∞,λ(MCλ0(M)) = dimH1(P1,DR P`Tλ).

Now, let us fix ` ≥ 0 and consider the Hodge filtration of the complex P`K•.
As the connection sends the p-th piece of the filtration to the (p− 1)-th piece
of the filtration, we have Hj(grpFP`K•) = 0 for j 6= 0 and p ∈ Z similarly to
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Lemma 2.4. Using the previous argument again, with the Hodge filtration this
time, we have

νp∞,λ,`(MCλ0(M)) = dim grpFP`ψ∞,λ(MCλ0(M)) = dim grpFH1(P1,DR P`Tλ).

As DR P`Tλ is again of the form i∗V , we can apply the same reasoning as for
Tλ and get a formula similar to (2) for P`Tλ:

νp∞,λ,`(MCλ0(M)) = δp−1(P`Tλ)− δp(P`Tλ)− hp(P`Tλ) + 2hp−1(P`Tλ).(7)

On the one hand, we have

P`Tλ = P`(M ′)λλ0 ⊗
(
C[x′, x′−1, (x′ − 1)−1],d + γ0

(
−dx′
x′

+ dx′
x′ − 1

))
,

and, on the other hand, we have a formula similar to (3) with P`(M ′)λλ0 :

0 = δp−1(P`(M ′)λλ0)− δp(P`(M ′)λλ0)− hp(P`(M ′)λλ0) + hp−1(P`(M ′)λλ0).

So we can repeat the reasoning as without the monodromy filtration and get

νp∞,λ,`(MCλ0(M)) =
{
νp−1
∞,λλ0,`

(M) if γ ∈ (0, 1− γ0)
νp∞,λλ0,`

(M) if γ ∈ (1− γ0, 1).

(Case 2) Let us look at the case λ = 1, which differs from the previous one
locally at the neighbourhood of 0 where we have a minimal extension.

We claim that, for every ` ≥ 0, the primitive Hodge module P`T 1 decomposes
as P1

`T
1 ⊕ P2

`T
1, where P2

`T
1 is supported at the origin, and P1

`T
1 is smooth

near the origin. Since the question is local at the origin, it is enough to consider
the quiver associated to T 1 at the origin. By the minimal extension property,
it takes the form

H // N(H)oo

where H denotes the nearby cycles of T 1 at the origin. As a filtered vector
space, it is identified with (M ′)γ0 according to Remark 2.5.

Let us set G = N(H). The action of the nilpotent operator on T 1 is induced
by that of N on H and G. Since N sends M`H to M`−1G, we deduce that the
local quiver of P`T 1 is

P`H
0 // P`G.
0

oo

We define P2
`T

1 by the quiver

0
0 // P`G
0

oo
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and P1
`T

1 is the smooth extension of P`T 1 at the origin, locally defined by the
quiver

P`H
0 // 0
0

oo

thereby proving the claim.
By its definition, this decomposition underlies a decomposition of pure Hodge

modules, so that we have
νp∞,1,`(MCλ0(M)) = dim grpFH1(P1,DR(P1

`T
1 ⊕ P2

`T
1))

= dim grpFH1(P1,DR P1
`T

1) + dim grpFH1(P1,DR P2
`T

1),
and, therefore, two dimensions to calculate. The first one can be obtained by
considering that DR P1

`T
1 is again of the form i∗V , where V is a non-constant

local system on P1
exc\x but with only two singular points (0 and 1). For each of

them, the unique eigenvalue of the monodromy is different from 1. This gives
H0(P1

exc, i∗V ) = 0 and H2(P1
exc, i∗V ) = 0 by the Poincaré duality theorem.

Consequently, we have
dimH1(P1

exc, i∗V ) = −χ(P1
exc, i∗V ) = −χ(P1

exc \ {0, 1})︸ ︷︷ ︸
=0

rk (V ) = 0.

Finally:
dim grpFH1(P1,DR P1

`T
1) = 0.

Let us now try to determine dim grpFH1(P1,DR P2
`T

1). We know that P2
`T

1

is supported at 0 and given by (P`G)[∂x′ ]. Applying Remark 2.5, the Hodge
filtration is given by

F p((P`G)[∂x′ ]) =
∑

k≥0
∂kx′ · F p+1+k(P`G).

We deduce that H1(P1,DR P2
`T

1) is given by the cokernel of

(P`G)[∂x′ ]
∂x′−→ (P`G)[∂x′ ],

which can be identified with P`G equipped with the filtration
F pH1(P1,DR P2

`T
1) = F p(P`G).

Finally, we have
dim grpFH1(P1,DR P2

`T
1) = dim grpF (P`G)

= dim grpF (P`+1H)
= νp∞,λ0,`+1(M).

Summing the two dimensions, we get
νp∞,1,`(MCλ0(M)) = 0 + νp∞,λ0,`+1(M) = νp∞,λ0,`+1(M).
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(Case 3) If λ = λ0, we again take the exact sequence 0→ T0 → Tλ → T1 → 0
and we have

νp∞,λ0
(MCλ0(M)) = dim grpFH1(P1

exc,DR T0) + dim grpFH1(P1
x,DR T1).

The case of the left term can be treated in the same way as γ ∈ (1− γ0, 1) in
Case 1, which gives dim grpFH1(P1

exc,DR T0) = νp∞,1(M). Concerning the right
term, we have

dim grpFH1(P1
x,DR T1) = dim grpFH1(P1,DR M ) = hpH1(A1,DRM),

where M is the meromorphic extension of M at infinity. By [2, Lemma 2.2.8
and Remark 2.3.5], we have

hpH1(A1,DRM) = hpH1(P1,DR M min) + νp−1
∞,1,prim(M),(8)

and we get
νp∞,λ0

(MCλ0(M)) = νp∞,1(M) + hpH1(P1,DR M min) + νp−1
∞,1,prim(M).(9)

Now, we have seen in the proof of Lemma 2.4 that we are in the situation of a
minimal extension quiver

Tλ
N // //

T0? _oo ,

with P`Tλ ' P`−1T0 for ` ≥ 1. As N is strictly compatible with the Hodge
filtration, with a shift F • → F •−1, we deduce that grpFP`Tλ ' grp−1

F P`−1T0 for
` ≥ 1, and so

νp∞,λ0,`
(MCλ0(M)) = dim grp−1

F H1(P1
exc,DR P`−1T0) = νp−1

∞,1,`−1(M).

It remains to treat the case ` = 0, for which we have

νp∞,λ0
(MCλ0(M)) = νp∞,λ0,0

(MCλ0(M)) +
∑

`≥1

∑̀

k=0
νp+k∞,λ0,`

(MCλ0(M))

and
∑

`≥1

∑̀

k=0
νp+k∞,λ0,`

(MCλ0(M)) =
∑

`≥1

∑̀

k=0
νp−1+k
∞,1,`−1(M)

=
∑

`≥0

∑̀

k=0
νp−1+k
∞,1,` (M) +

∑

`≥0
νp+`∞,1,`(M)

= νp−1
∞,1(M) + νp∞,1,coprim(M),

so we deduce that
νp∞,λ0,0

(MCλ0(M)) = hpH1(P1,DR M min) + νp−1
∞,1,prim(M)− νp∞,1,coprim(M)

+ νp∞,1(M)− νp−1
∞,1(M).
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Yet, a general calculation [2, (2.2.5∗)] immediately shows that

νp∞,1,coprim(M)− νp−1
∞,1,prim(M) = νp∞,1(M)− νp−1

∞,1(M),

and we conclude that νp∞,λ0,0
(MCλ0(M)) = hpH1(P1,DR M min), which ends

the proof of Theorem 1. �

3. Proof of Theorems 2 and 3

Proof of Theorem 2. — Applying identity (2.2.2∗∗) of [2], we have

hp(MCλ0(M)) =
∑

λ∈S1

νp∞,λ(MCλ0(M)),

so it suffices to sum expressions from Theorem 1 (recall that λ = exp(−2iπγ)):
∑

λ6=1,λ0

νp∞,λ(MCλ0(M)) =
∑

γ∈(0,γ0)

νp∞,λ(M) +
∑

γ∈(γ0,1)

νp−1
∞,λ(M)(10)

νp∞,1(MCλ0(M)) =
∑

`≥0

∑̀

k=0
νp+k∞,λ0,`+1(M)(11)

= νp∞,λ0
(M)− νp∞,λ0,coprim(M)

= νp−1
∞,λ0

(M)− νp−1
∞,λ0,prim(M)

For λ = λ0, the following equality has already been proved in §2, formulas (8)
and (9):

νp∞,λ0
(MCλ0(M)) = νp∞,1(M) + hpH1(A1,DRM)(12) �

Proof of Theorem 3. — We set γp = δp − δp−1. According to identity (2.3.5∗)
of [2], we have

hpH1(A1,DRM) = −γp(M)− hp(M) +
r∑

i=1

(∑

µ6=1
µp−1
xi,µ(M) + µpxi,1(M)

)
.

It then follows from Theorem 2 that
hp(MCλ0(M)) + hp(M) = −γp(M)− νp−1

∞,λ0,prim(M) +
∑

γ∈[0,γ0)

νp∞,λ(M)(13)

+
∑

γ∈[γ0,1)

νp−1
∞,λ(M) +

r∑

i=1

(∑

µ6=1
µp−1
xi,µ(M) + µpxi,1(M)

)
.

According to [2, Prop. 3.1.1], we have
hp(MCλ0

(MCλ0(M))) = hp−1(M).
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We can write the same formula as above with λ0 instead of λ0 and then we
apply it to MCλ0(M) instead of M :

hp(MCλ0(M)) + hp−1(M) = −γp(MCλ0(M))− νp−1
∞,λ0,prim

(MCλ0(M))(14)

+
∑

γ∈[0,1−γ0)

νp∞,λ(MCλ0(M)) +
∑

γ∈[1−γ0,1)

νp−1
∞,λ(MCλ0(M))

+
r∑

i=1

(∑

µ6=1
µp−1
xi,µ(MCλ0(M)) + µpxi,1(MCλ0(M))

)
.

It follows from Theorem 1 that

∑

γ∈[0,1−γ0)

νp∞,λ(MCλ0(M)) =
∑

γ∈(γ0,1)

νp−1
∞,λ(M) + νp∞,1(MCλ0(M)),(15)

∑

γ∈[1−γ0,1)

νp−1
∞,λ(MCλ0(M)) =

∑

γ∈(0,γ0)

νp−1
∞,λ(M) + νp−1

∞,λ0
(MCλ0(M)).(16)

Moreover, according to [2, Theorem 3.1.2(2)], we have

(17)
r∑

i=1

(∑

µ6=1
µp−1
xi,µ(MCλ0(M)) + µpxi,1(MCλ0(M))

)
=

r∑

i=1

( ∑

γ∈(0,1−γ0)

µp−2
xi,λ

(M) +
∑

γ∈[1−γ0,1]

µp−1
xi,λ

(M)
)
.

Substituting (15), (16) and (17) in formula (14), we get:

hp(MCλ0(M)) = −γp(MCλ0(M))−hp−1(M) +
∑

γ 6=0,γ0

νp−1
∞,λ(M)

︸ ︷︷ ︸
=−νp−1

∞,1 (M)−νp−1
∞,λ0

(M)

(18)

+ νp∞,1(MCλ0(M))
︸ ︷︷ ︸

=νp−1
∞,λ0

(M)−νp−1
∞,λ0,prim(M)

+ νp−1
∞,λ0

(MCλ0(M))− νp−1
∞,λ0,prim

(MCλ0(M))

+
r∑

i=1

( ∑

γ∈(0,1−γ0)

µp−2
xi,λ

(M) +
∑

γ∈[1−γ0,1]

µp−1
xi,λ

(M)
)
.
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We already made νp∞,λ0
(MCλ0(M)) explicit in the proof of Theorem 2 but we

can remark that

νp−1
∞,λ0

(MCλ0(M))− νp−1
∞,λ0,prim

(MCλ0(M)) =
∑

`≥1

∑̀

k=1
νp−1+k
∞,λ0,`

(MCλ0(M))

=
∑

`≥0

∑̀

k=0
νp−1+k
∞,1,` (M) = νp−1

∞,1(M).

Finally, we get

hp(MCλ0(M)) = −γp(MCλ0(M))− νp−1
∞,λ0,prim(M)

+
r∑

i=1

( ∑

γ∈(0,1−γ0)

µp−2
xi,λ

(M) +
∑

γ∈[1−γ0,1]

µp−1
xi,λ

(M)
)
.

If we substitute (13) in the previous formula, we have

γp(MCλ0(M)) = γp(M) +
∑

γ∈[γ0,1)

(νp∞,λ(M)− νp−1
∞,λ(M))

−
r∑

i=1

(
(µpxi,1(M)− µp−1

xi,1(M)) +
∑

γ∈(0,1−γ0)

(µp−1
xi,λ

(M)− µp−2
xi,λ

(M))
)
.

Summing these equalities for p′ ≤ p gives the announced formula. �

Remark 3.1. — If we add the assumption that the scalar monodromy at
infinity is in fact equal to λ0Id as in [2], we have νp∞,λ,`(M) = 0, except if
λ = λ0 and ` = 0. Thus, we have
∑

γ∈[0,γ0)

νp∞,λ(M) +
∑

γ∈[γ0,1)

νp−1
∞,λ(M) = νp−1

∞,λ0
(M) = νp−1

∞,λ0,prim(M) = hp−1(M)

and
∑

γ∈[γ0,1)

νp∞,λ(M) = hp(M),

and consequently we retrieve the results 3.1.2(1) and 3.1.2(3) of [2].
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A PERSISTENTLY SINGULAR MAP OF Tn

THAT IS C1 ROBUSTLY TRANSITIVE

by Juan C. Morelli

Abstract. — We exhibit a C1 robustly transitive endomorphism displaying critical
points on the n-dimensional torus.

Résumé (Une application C1 robustement transitive dans Tn avec singularités persis-
tantes). — Nous présentons un endomorphisme avec points critiques sur le tore à n

dimensions qui est C1 robustement transitif.

1. Introduction

Whenever we think about dynamical systems’ properties the concepts of
stability and robustness almost inevitably come to mind. Loosely speaking, we
can say that stability implies the same dynamics for maps sufficiently close
to each other, and robustness implies the same behavior relative to a specific
property for maps sufficiently close to each other.

This work in particular is focused on the study of robust transitivity, by
transitive meaning the existence of a forward dense orbit of a point. This may
at first sight seem an unexciting topic since a fair amount of results concerning
robust transitivity are known. Nonetheless, the class of maps aimed for, the
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singular endomorphisms about which little to nothing is known, as well as
taking on the high dimensional context, are undoubtedly a fresh approach to
the subject.

To set ideas in order we list up the most relevant known results about the
topic.

We begin by summing up the most studied case: robust transitivity of dif-
feomorphisms. The image provided by known results is fairly complete. In
the setting of surfaces, it is shown in [15] that robust transitivity implies the
diffeomorphism to be Anosov and that the only surface that supports them
is T2. Later on, in the arbitrary dimensional setting it is proven in [5] that
robust transitivity implies a dominated splitting on the tangent spaces (i.e.,
weak hyperbolicity).

Going further, next comes robust transitivity of regular endomorphisms (not
globally but locally invertible). The image we have about these is somewhat less
complete; yet we know that volume expansion is a necessary but not sufficient
condition for C1 robust transitivity according to [11], who also give a sufficient
condition for the case of manifold Tn.

Carrying on, finally, there is the least studied case, robust transitivity of sin-
gular maps (nonempty critical sets). Until 2013 nothing had ever been written
on the topic. Then, [2] showed the first example of a C1 transitive singular map
of T2. The second example was given only in 2016 by [9], who exhibited a C1

robustly transitive map of T2 with a persistent critical set. Nothing more than
these two examples was known at the time. Even so, there have been recent
further advances on robust transitivity of singular surface endomorphisms: in
2018 [10] presented an example on T2, whose robust transitivity depends on the
class of differentiability, and in 2019 [12] and [13] set the state of the art prov-
ing that partial hyperbolicity is a necessary condition, that the only surfaces
that support them are T2 and the Klein bottle, and that they belong to the
homotopy class of a linear map with an eigenvalue of modulus larger than 1.
Finally, with respect to singular endomorphisms in high dimensions, the only
known result was given by [14] who extended the result that appeared in [10]
to Tn.

In the spirit of generalizing known results in low to higher dimensions, the
survey contained in our paper shows that the example exhibited in [9] can also
be extended to Tn, resulting in the first known example of a persistently singu-
lar endomorphism that is robustly transitive in the C1 topology and supported
on a manifold of dimension larger than 2.

The main result can be stated as:

Theorem 1.1. — Given n ≥ 2, there exists a persistently singular endomor-
phism supported on Tn that is C1 robustly transitive.

By persistently singular endomorphism we mean a map f satisfying that there exists a
C1 neighborhood Uf of f such that every map g belonging to Uf displays critical points.
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1.1. Sketch of the construction. — Start from an endomorphism induced by a
diagonal expanding matrix with integer coefficients, with all but one direction
strongly unstable and one central direction. Perturb the map to add a blend-
ing region that mixes everything getting the transitivity and then introduce
artificially the critical points preserving the transitivity property. This entire
construction is done in a robust way.

The author wants to remind the readers that the contents to follow are
an adaptation of the surfaces’ construction exhibited by [9, Section 2.2] to
arbitrary dimensions. The proofs to some of the claims in our lemmas and
theorems were, consequently, also inspired by [9]. Moreover, many of them can
be adapted in a straightforward manner cleverly enough, but for the sake of
a self-contained article all proofs will be explicitly provided here. Finally, if
readers wish to get a lighter approach to our construction by considering the
low-dimensional context first, they are invited to read the cited article.

2. Preliminaries

Some basic definitions are recalled at the beginning. If readers wish to gain
more insight on the geometrical or dynamical background they can refer to [6]
or [7].

Let M be a differentiable manifold of dimension m and f : M → M a
differentiable endomorphism. The orbit of x ∈ M is O(x) = {fn(x), n ∈ N}.
The map f is transitive if there exists a point x ∈ M such that O(x) = M
and f is Ck-robustly transitive if there exists a neighborhood Uf of f in the
Ck topology such that g is transitive for all g belonging to Uf .

The proposition ahead is well known and of most practical use.

Proposition 2.1. — If f is continuous then are equivalent:
1. f is transitive.
2. For all U, V open sets in M , there exists n ∈ N such that fn(U)∩V 6= ∅.
3. There exists a residual set R (countable intersection of open and dense

sets) such that for all points x ∈ R : O(x) = M .

2.1. Normally Hyperbolic (sub)manifolds. — We continue defining normally
hyperbolic submanifolds in the sense of [1]. These kind of submanifolds for
a given map are persistently invariant under perturbation, it allows defining
dynamical systems within them. This will be the main usage we will make of
them ahead in the paper. Their formal definition is as follows.

Let f : M → M be a C1 diffeomorphism, N ⊂ M a C1 closed submanifold
such that f(N) = N (we say that N is invariant).

Definition 2.2. — We say that f is normally hyperbolic at N if there exists a
splitting of the tangent bundle ofM over N into three Df -invariant subbundles
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such that TM|N = Es ⊕ Eu ⊕ TN and there exists a constant 0 < λ < 1 such
that for all x ∈ N the following hold:
• ‖Dxf|Esx‖ < λ, ‖(Dxf)−1

|Eux ‖ < λ,
• ‖Dxf|Esx‖ · ‖(Df(x)f)−1

|Tf(x)N
‖ < λ,

• ‖(Dxf)−1
|Eux ‖ · ‖(Df−1(x)f)|Tf−1(x)N

‖ < λ.

The first condition implies that the behavior of the differential map Df is
hyperbolic over M \ N while the other two describe the domination property
relative to stable subspaces Es and unstable subspaces Eu. Our interest in
these submanifolds comes from [1, Theorem 2.1] which states that:

Theorem 2.3. — Given M,N and f as in the definition above, there exists a
C1 neighborhood Uf of f such that all g ∈ Uf admit a C1 invariant submanifold
Ng which is unique such that g is normally hyperbolic at Ng. Moreover, N and
Ng are diffeomorphic and there exists an embedding from N to Ng which is C1

close to the canonical inclusion i : N →M .

2.2. Blenders. — A brief overview of the concept of a blender is given here. In
most situations it is easy to think of blenders as higher dimensional horseshoes
or as sets exhibiting the dynamics of Smale’s horseshoe. Blenders force the
robust intersection of topologically ’thin’ sets, giving rise to rich dynamics.

According to [3],

A blender is a compact hyperbolic set whose unstable set has
dimension strictly less than one would predict by looking at
its intersection with families of submanifolds.

They also provide with a prototypical example of a blender: let R be a rectangle
with two rectangles R1 and R2 lying inside, horizontally, and such that their
projections onto the base of R overlap (Figure 2.1). Consider now a diffeomor-
phism f such that f(R1) = f(R2) = R. Then, Ω =

⋂
n∈N f

−n(R) gives rise to
a blender (Cantor) set for f . Observe that f admits a fixed point inside each
of R1 and R2 and that all vertical segments between the projection of these
points intersect Ω (this is due to the overlapping of the projections of R1 and
R2, which holds at every preiteration). Observe as well that this construction
is robust in two senses: on the one hand, f can be slightly perturbed with
persistence of the property. On the other hand, the vertical segment can also
be slightly perturbed and still intersect Ω.

Notice that Ω is a fractal object with topological dimension zero. Nonethe-
less, every close-to-vertical line in between the fixed points of f inside R1 ∪R2
intersects Ω; hence, one would expect Ω to be at least of topological dimen-
sion 1. This is the characteristic trait of blender sets.
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Figure 2.1. A protoblender over R; f−1(R) is darker

To finish with the preliminaries regarding blenders, their importance lies in
the fact that they are a magnificent tool for producing rich dynamics, partic-
ularly robustly transitive dynamics. For more insight on blenders and their
applications the reader may go to [4].

2.3. Iterated function systems. — Let F ,G be two families of diffeomorphisms
of M . Denote by F ◦ G := {f ◦ g | f ∈ F , g ∈ G}; and for k ∈ N denote
F0 = {IdM} and Fk+1 = Fk ◦ F . Then, the set

⋃∞
k=0 Fk has a semigroup

structure that is denoted by 〈F〉+ and is said to be generated by F . The action
of the semigroup 〈F〉+ on M is called the iterated function system associated
with F . We denote it by IFS(F). For x ∈ M , the orbit of x by the action of
the semigroup 〈F〉+ is 〈F〉+(x) = {f(x), f ∈ 〈F〉+}. A sequence {xn, n ∈ N}
is a branch of an orbit of IFS(F), if for every n ∈ N, there exists fn ∈ 〈F〉+
such that fn(xn) = xn+1.

Definition 2.4. — An IFS(F) isminimal if for every x ∈M the orbit 〈F〉+(x)
has a branch that is dense on M .

An IFS(F) is Cr robustly minimal if for every family F̂ of Cr perturbations
of F and every x ∈M the orbit 〈F̂〉+(x) has a branch that is dense on M .

As is shown in [8], every boundaryless compact manifold admits a pair of
diffeomorphisms that generate a C1 robustly minimal IFS. Ahead, we provide
a construction of such a pair of maps on S1 with the additional properties of
being mostly contracting and having a bounded C1 distance to the identity.
For the rest of the article we consider S1 as the quotient of [−1, 1] under the
identification 1 ∼ −1.
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Lemma 2.5. — Given k > 0, there exists a family F = {g1, g2} in Diff1(S1)
such that maxi∈{1,2}{‖Id − gi‖} < k, maxi∈{1,2}{‖g′i‖} < 2 and IFS(F) is C1

robustly minimal.

Proof. — Let a ∈
(
0, 2

3
)
and ga : [−1, 1]→ [−1, 1] be a real function given by

ga(x) =





(
2−3a
2−2a

)
(x+ 1)− 1, if x ∈ [−1,−a]

3
2x, if x ∈ [−a, a](

2−3a
2−2a

)
(x− 1) + 1, if x ∈ [a, 1]

Then ga is a continuous piece-wise linear function that descends to S1 as shown
in Figure 2.2. Fix a0 ∈

(
0, 1

26
)
such that ‖x− ga0(x)‖ < k

2 and define g := ga0 .
Let g1 : S1 → S1 be a smooth approximation of g such that ‖g1‖ ≤ 3

2 and g1 is
a contraction on the complement of (−2a0, 2a0). Furthermore, let g2 : S1 → S1

be such that g2(x) = g1(x− 2
13 ).

Figure 2.2. g̃a : S1 → S1 is almost a contraction on S1

We claim that F = {g1, g2} is a family satisfying the announced properties.
To show minimality it is only needed to see that given any point p in S1,

the orbit 〈F〉+(p) is dense in S1. Define A := {x ∈ S1 | g1 is a contraction at
x} and B := {x ∈ S1 | g2 is a contraction at x}. We have A ∪ B = S1. Let
W be an open set in S1, then either g−1

1 (W ) or g−1
2 (W ) is larger than W , so

〈F〉−1(W ) is strictly larger than W . Keep taking preimages until finding n
such that 〈F〉−n(W ) = S1, so 〈F〉n(p) ∈W . To show robustness, observe that
both g1 and g2 are Morse–Smale diffeomorphisms. Since these are structurally
stable the proof above is robust.

The last two properties claimed by the lemma are straightforward from the
construction. �
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Having stated all the preliminary facts needed to construct the example
map satisfying the claim of Theorem 1.1, we now proceed to it in two steps. In
Section 3, we define a Tn endomorphism (which we name f) that is C1 robustly
transitive. To achieve this goal, we use the result given by Lemma 2.5 to create
a blending region for f supported on a strict subset X of Tn.

Once this construction is finished, we move on into Section 4, where the
second step of the construction takes place by artificially introducing critical
points inside the complement of X in Tn. The surgery is done in such a way
that the critical point existence is robust and the blending region is unaffected,
resulting in a new map (which we call F ) that satisfies the claim of Theorem 1.1.

3. A regular endomorphism f of Tn

3.1. Construction of f . — Consider the n-dimensional torus Tn = Rn/[−1, 1]n
and endow it with the standard Riemannian (Euclidean) metric. Let Â ∈
Mn(Z) be the diagonal matrix suggested below, with a unit in the last entry
and all of the other elements being equal to 14,

Â =




14 0 0 · · · 0
0 14 0 · · · 0
... . . . . . . . . . ...
0 · · · 0 14 0
0 · · · 0 0 1



.(1)

The matrix Â induces a regular endomorphism A on the torus defined by

A : Tn → Tn, A(x1, . . . , xn) = (14x1, 14x2, . . . , 14xn−1, xn).(2)

Remark 3.1. — 1. The construction could be carried on with any λ ∈ Z
such that |λ| � 1; the choice of 14 is made for the sake of simplicity and
to enable a better understanding of the contents to follow.

2. The construction can, in fact, be carried on with any λ ∈ Z such that
|λ| > 1, since there would be a power of Â such that the first entry
would be larger than 14. It follows that the construction holds for any
linear map in the isotopy class of maps with an eigenvalue of modulus
larger than 1.

3. Observe that A is a map modulo 2 even when we do not state it explicitly.
The same convention applies for all maps of Tn defined along this work.

For the rest of the construction, consider a decomposition of the n-torus
given by Tn = Tn−1 × S1; the map A becomes A : Tn−1 × S1 → Tn, A(x, y) =
(14x, y).
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Define in Tn−1 the following cubes: K0 =
[−1

28 ,
1

28
]n−1,K1 =

[ 3
28 ,

5
28
]n−1 and

K = (K0 ∪K1). Take ε = 1
1400 and define the cubesKε

0 =
[−1

28 − ε, 1
28 + ε

]n−1,
Kε

1 =
[ 3

28 − ε, 5
28 + ε

]n−1 and Kε = (Kε
0 ∪Kε

1).
Set a smooth function û : R→ R, given in Figure 3.1, and let u : Tn−1 → R

be defined by u(x) = 1
n−1

∑n−1
i=1 û(xi), which is smooth and satisfies u|K =

1 and u|(Kε)c = 0. Furthermore, ‖ũ′‖ := max{|ũ′(x)|, x ∈ R} exists and
‖∇u‖ ≤ ‖ũ′‖.

Figure 3.1. Graph of û

Finally, fix a real number 0 < κ < 3 and let F = {g1, g2} be the family given
by Lemma 2.5 for the second factor S1, satisfying the properties claimed in the
lemma for k = κ

‖û′‖ .
Define

f̂ : Kε × S1 → Tn, f̂(x, y) =
{

(14x, g1(y)) if x ∈ Kε
0

(14x, g2(y)) if x ∈ Kε
1

(3)

and extend f̂ to
f : Tn−1 × S1 → Tn,

f(x, y) =
{
u(x) · f̂(x, y) + (1− u(x)) ·A(x, y) if x ∈ Kε

A(x, y) if x /∈ Kε

(4)

Remark 3.2. — The following properties are straightforward to check:
1. Calling f̂(x, y) = (14x, f̂2(y)), then f(x, y) = (14x, u(x) · f̂2(y) + (1 −
u(x)) · y).

2. ‖Dg1‖ = ‖Dg2‖ = 3
2 , hence ‖Df̂2‖ < 2.

3. By construction of f , ‖IdS1 − f̂2‖ ≤ κ
‖u′‖ .

4. The restriction f|(K×S1) = f̂ .
5. The restriction f|(Kε×S1)c = A.
6. K × S1 is a proto-blender for f relative to

[
− 1

2 ,
1
2
]n−1 × S1.
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3.2. Dynamics of f . — The most evident dynamical feature f has is a strongly
dominant expanding direction along the first coordinates. It follows that there
exists a family of unstable cones for f in the orthogonal subspace of the last
canonical vector ~en, whereas ~en itself can be regarded as a central direction.
We pause here to check the existence of the unstable cone field for f .

Recall that for x ∈M , we call cone of parameter a, index n− k and vertex
x to

Cua (x) =
{

(v1, . . . , vn) ∈ TxM |
‖(vk+1, . . . , vn)‖
‖(v1, v2, . . . , vk)‖ < a

}

and that f admits an unstable cone of parameter a and vertex x ∈M , if there
exists Cua (x) ⊂ TxM such that Dxf(Cua (x)) \ {0} ⊂ Cua (f(x)).

Lemma 3.3. — The map f defined by (4) admits an unstable cone of parame-
ter κ, index 1, and vertex (x, y) at every (x, y) ∈ Tn−1 × S1.

Proof. — The differential of f at (x, y) is given by

D(x,y)f =
(

14 0
∇u(x) · (f̂2(y)− y) u(x) ·Dy f̂2 + (1− u(x)) · y

)
.

Then for all vectors (v1, v2) of the tangent space of Tn at (x, y) it is

D(x,y)f(v1, v2) =
(

14v1
[∇u(x) · (f̂2(y)− y)]v1 + [u(x) ·Dy f̂2 + (1− u(x)) · y]v2

)
.

Considering nowall vectors (v1, v2) inCuκ (x, y) and let (w1, w2) := Df(x,y)(v1, v2)
we see that it is unstable by computing

‖w2‖
‖w1‖

=
∥∥[∇u(x) · (f̂2(y)− y)]v1 + [u(x) ·Dy f̂2 + (1− u(x)) · y]v2

∥∥
14|v1|

≤ ‖∇u(x)‖ · ‖f̂2(y)− y‖
14 + (|u(x)| · ‖Dy f̂2‖+ |1− u(x)| · ‖Id‖) · κ

14
≤ κ

14 + 4κ
14 < κ,

where in the first inequality we apply the triangle inequality and that (v1, v2) ∈
Cuκ (x, y) and in the second inequality we use:
• (v1, v2) ∈ Cuκ (x, y),
• ‖∇u(x)‖ · ‖f̂2(y)− y‖ < |û′(x)| · ‖f̂2(y)− y‖ ≤ κ by Remark 3.2,
• ‖Df̂2‖ < 2 by Remark 3.2,
• ‖Id‖ ≤ 2,
• maxx∈R{|u(x)|, |1− u(x)|} ≤ 1. �

Lemma 3.4. — For all v ∈ Cuκ (x, y) it holds that ‖Dxf(v)‖ > 4‖v‖.
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Proof. — Let v = (v1, v2) ∈ Cuκ (x, y) and recall that 0 < κ < 3, then
(‖D(x,y)f(v1, v2)‖

4 · ‖(v1, v2)‖

)2

≥ (14 · ‖v1‖)2

16 · (‖v1‖2 + |v2|2) ≥
196

16
(
1 +

( |v2|
‖v1‖

)2) >
196
160 > 1.

�

Remark 3.5. — Recall that if Bk(x, r) denotes a ball of dimension k, then
the kth dimensional inradius of a compact set X is defined as irk(X) :=
maxx∈X{r > 0 |Bk(x, r) ⊂ X}.

Since the definition of an unstable cone is independent from the construction
of f , κ can be chosen small enough such that for all disks γ satisfying that the
tangent space Tγ ⊂ Cuκ (γ) at all times, then inradius and diameter of γ can
be identified. For the rest of the article we assume that κ is small enough such
that this identification holds.

Observe that if X is a manifold and Y an open subset such that ir(Y ) ≥
diam(X) then Y = X.

Corollary 3.6. — For all disks γ such that for all t, where γ is defined, it
holds that Ttγ ⊂ Cuκ (γ(t)), the inradius satisfies irk(f(γ)) ≥ 4 irk(γ) for all
k ≤ n− 1.

Corollary 3.7. — There exists a C1 neighborhood Uf of f such that all g in
Uf admit an unstable cone of parameter κ, index 1 and vertex (x, y) at every
(x, y) ∈ Tn for which Corollary 3.6 holds.

We now highlight some other relevant dynamical features that the map f
possesses. All of them are straightforward to check:

Remark 3.8. — 1. Kε ⊂ [− 1
2 − ε, 1

2 + ε]n−1.
2. f(Kε

0 × S1) ∩ f(Kε
1 × S1) ⊃ [− 1

2 − ε, 1
2 + ε]n−1 × S1.

3. The set Kε×S1 is a protoblender for f relative to [−1
2 −ε, 1

2 +ε]n−1×S1.
4. The points (0, . . . , 0, 1) and ( 2

13 , . . . ,
2

13 ,
15
13 ) are saddle fixed points for f ,

and the points (0, . . . , 0) and ( 2
13 , . . . ,

2
13 ) are repelling fixed points for

f .
For the sake of simplicity, from now on the points (0, . . . , 0) and ( 2

13 , . . . ,
2

13 )
in Tn−1 will be referred to as 0 and 2

13 when there is no risk of confusion.
5. The local unstable manifold at (0, 1) is Wu

loc(0, 1) = (−ε, ε)n−1 × {1}.
6. If B ⊂ (1− a0, 1 + a0) ⊂ S1 satisfies B := W s

loc(1) for g1, then the local
stable manifold for f at (0, 1) is W s

loc(0, 1) = {0} ×B.

We now prove that both the local stable and unstable manifolds at (0, 1) are
dense in Tn. This will yield that f is C1 transitive.

Lemma 3.9. — The unstable set Wu(0, 1) is forward f -dense in Tn.
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Proof. — Let V = V1 × V2 be any open set in Tn = Tn−1 × S1. We show
that there exists a point in Wu

loc(0, 1) = (−ε, ε)n−1×{1} with a forward iterate
in V .

Let f be f(x, y) = (14x, f2(x, y)). Since f1(x) = 14x expands, there exists a
natural number k such that fk(Wu

loc(0, 1)) ⊃ Tn−1 × {fk2 (0, 1)}. Since IFS(F)
is minimal, there exists a point in the orbit of 〈F〉+(fk2 (0, 1)) that intersects V2
at, let’s say, fk+j

2 (0, 1). This implies fk+j(Wu
loc(0, 1)) ∩ Tn−1 × V2 6= ∅ which

in turn yields fk+j(Wu
loc(0, 1)) ∩ V 6= ∅. �

Lemma 3.10. — The stable set W s(0, 1) is backwards f -dense in Tn.

Proof. — Let V = V1 × V2 be any open set in Tn−1 × S1 and let W s
loc(0, 1) =

{0} × B where B = W s
loc(1) for g1. Let p = (p1, . . . , pn−1, pn) ∈ V and

let γ : (−r, r)n−1 → V be a well-defined disk with γ(t1, . . . , tn−1) = (p1 +
t1, . . . , pn−1 + tn−1, pn). Since for all t ∈ (−r, r)n−1 and all v ∈ Tγ(t)V the
differential Dtγ(v1, . . . , vn) = (v1, . . . , vn−1, 0), it holds that Ttγ ⊂ Cuκ (γ(t)) at
all times. By Corollary 3.6, for all k ∈ N, irn−1(fk(γ)) ≥ 4k irn−1(γ). Since
diam(Tn−1) ≤ √n, there exists k0 ∈ N such that for all k ≥ k0, fk(γ) ⊃
Tn−1 × {fk2 (p)}. Again, since IFS(F) is minimal there exists a branch of the
orbit 〈F〉+(fk0

2 (p)) that enters B at, say 〈F〉j(fk0
2 (p)). In turn, fk0+j(γ) ∩

{0}×B 6= ∅. Therefore, there exists a point in V (in γ) with a forward iterate
entering in W s

loc(0, 1). �
Theorem 3.11. — The map f defined by (4) is transitive.

Proof. — According to Lemmas 3.9 and 3.10 the open set U × B is an open
neighborhood of (p, a1) that is dense under forward and backward iteration
by f . Hence, it holds that for all open sets A and B in Tn, there exists a
natural number k such that fk(A)∩B 6= ∅, which yields transitivity for f . �

We now turn our attention to additionally proving robustness in Theo-
rem 3.11. We begin with a series of considerations about the perturbation
that are required to understand its dynamics.

Start with a small C1 neighborhood Vf of f . Notice first that after item
(2) at Remark 3.8, all maps in Vf preserve the blending region K × S1. As
well, by Corollary 3.7, all maps in Vf admit a field of unstable cones for which
Corollary 3.6 holds.

Recall that {0}×S1 and { 2
13}×S1 are f -invariant disjoint submanifolds to

which the restriction of f configures a minimal iterated function system.
Let G be an arbitrary map in Vf , by item (4) at Remark 3.8, G admits two

saddle fixed points we name (0, 1)′ and ( 2
13 ,

15
13 )′ which are the continuation

points of the saddles of f . Recall that f|{0}×S1 = g1 is a Morse–Smale diffeo-
morphism, so bcause of their stability there exists ε > 0 such that for every
g : {0}×S1 → {0}×S1 satisfying ‖g− g1‖ < ε, there exists a homeomorphism
H such that H ◦ g1 = g ◦H.
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Notice that f([ −1
2·142 ,

1
2·142 ]n−1×S1) = K0×S1. It follows that the preimage

map f−1 : K0 × S1 → [ −1
2·142 ,

1
2·142 ] × S1 is a diffeomorphism satisfying that⋂

n∈N f
−n(K0×S1) = {0}×S1, which yields that f−1 is normally hyperbolic at

{0}×S1. Apply Theorem 2.3 to see that
⋂
n∈NG

−n(K0×S1) = N is a unique
G-invariant submanifold of Tn and that there exists a C1 diffeomorphism h1 :
{0} × S1 → N that can be set as close to the canonical inclusion as desired
by choosing G close enough to f . Then take Vf and reduce it as much needed
to satisfy ‖g1 − h−1

1 ◦ G|N ◦ h1‖ < ε. In turn there exists a homeomorphism
H1 : {0}×S1 → N such thatH1◦g1 = G|N ◦H1 by the stability argument about
g1 right above. Observe that H1 = h1 ◦H and that (0, 1)′ ∈ N . An identical
argument yields that at ( 2

13 ,
15
13 )′ there exists a G-invariant submanifold N ′

which is C1-diffeomorphic to { 2
13}×S1 and a conjuating homeomorphism H2 :

{ 2
13} × S1 → N ′ such that H2 ◦ g2 = G|N ′ ◦H2.
We proved that G|N is conjugate to g1 and that G|N ′ is conjugate to g2.

Remark 3.12. — Since N =
⋂
n∈NG

−n(K0×S1) for every continuous (n−1)-
disk γ that crosses K0 intersecting it in every side of its boundary, γ ∩N 6= ∅.

Remark 3.13. — The maps G|N and G|N ′ do not configure an IFS since they
are not defined on the same support, but it comes from Lemma 2.5 and the con-
jugations stated above that if π : Tn−1×S1 → S1, π(x, y) = y, is the canonical
projection then π({G|N is a contraction or G|N ′ is a contraction}) = S1.

We proceed now to prove a last series of lemmas that will lead to the proof
of robust transitivity for the map defined by (4). We start by showing that
Remark 3.13 yields that any neighborhood of (0, 1)′ has a preimage by a power
of the perturbation G that projects surjectively onto the second factor S1.

Lemma 3.14. — For every small open neighborhood U of (0, 1)′ in Tn and any
open subset U ′ ⊂ U , there exists m0 ∈ N such that π (G−m(U ′)) = S1 for all
m ≥ m0.

Proof. — First notice that if π : Tn−1 × S1 → S1 is the canonical projection
onto the second factor, ‖(π ◦ G) − (π ◦ f)‖ < ‖G − f‖ holds. By Remark 3.2
and Definition 3 we conclude that (π ◦ f)|K0×S1 = g1 and that (π ◦ f)|K1×S1 =
g2. Thereafter, since g1 and g2 are Morse–Smale diffeomorphisms, Vf can be
reduced until (π ◦G)|K0×S1 is conjugate to g1 and (π ◦G)|K1×S1 is conjugate
to g2. The same accounts for the local inverse image map G−1.

Let then U be any small open neighborhood of (0, 1)′ and let U ′ ⊂ U be any
open subset. Recall that G preserves the blending region K × S1, so the set
G−1(U ′) contains a preimage component inK0×S1 and another one inK1×S1.
By the conjugations above and the proof of Lemma 2.5, π(G−1(U ′)) is a curve
with strictly larger length than π(U ′) in either one of those components. Call
X1 the component that has strictly larger projection and consider G−1(X1) ⊂
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G−2(U ′). Find again a component of G−1(X1) in K0 × S1 and another one in
K1 × S1, project them onto S1 and choose as X2 the one that projects with
strictly larger length. Repeat the process until finding, via the same argument
as in Lemma 2.5, a natural number m0 such that π(G−m(U ′)) = S1 for all
m ≥ m0. �

We are now in the position to state and prove the last two lemmas re-
quired for the proof of robust transitivity. For the local stable and unsta-
ble manifolds of G at (0, 1)′, let ρ be a transversal curve to Tn−1 centered
at (0, 1)′ contained in the local stable manifold of G|N in N . It holds that
W s

loc((0, 1)′) := {ρ(t)}t∈(−ε,ε) ⊂ N with ρ(0) = (0, 1)′. In the same fashion
there exists an (n−1)-disk λ which is transversal to N such thatWu

loc((0, 1)′) :=
{λ(t)}t∈(−ε,ε)n−1 with λ(0) = (0, 1)′.

Lemma 3.15. — Wu
loc((0, 1)′) is forward G-dense in Tn.

Proof. — Let U = U1 × U2 be a small open neighborhood of (0, 1)′ in Tn and
suppose that λ is not forward G-dense in U . This means that there exists
an open subset U ′ ⊂ U such that for all n ∈ N, Gn (λ) ∩ U ′ = ∅. Apply
Lemma 3.14 to find m0 such that π(G−m(U ′)) = S1 for all m ≥ m0 and
consider the preimage G−m0−1(U ′) contained in K0 × S1. Since (0, 1)′ is a
saddle for G which only contracts in G|N , there exists k0 ≥ m0 + 1 such that
G−k0(U ′) ∩ λ 6= ∅. This gives a contradiction. Consequently, λ is forward G-
dense in U . By expansion in the first factor we have that λ is forward G-dense
in Tn−1 × U2. Since ( 2

13 ,
15
13 )′ is a saddle for G which contracts only in G|N ′

and Remark 3.12 gives that by this point for some m ∈ N, Gm(λ) ∩N ′ 6= ∅, λ
is forward G-dense in Tn−1×⋃k∈N(G|N ′)k(U2) and by an analogous argument
it is also forward G-dense in Tn−1 × ⋃j∈N(G|N )j(

⋃
k∈N(G|N ′)k(U2)) which is

the whole manifold Tn. �

For the next lemma, let (0, 0)′ be the source fixed point of G continuated
from the source at (0, 0) of f and let G := (G1, . . . , Gn).

Lemma 3.16. — W s
loc((0, 1)′) is backwards G-dense in Tn.

Proof. — Let U = U1×U2 be any open set in Tn−1×S1 and γ : (−r, r)n−1 → U
be a well-defined (n− 1)-disk such that Tγ belongs to Cuκ (γ), the cone field of
G at γ, at all times. Therefore by Corollary 3.6, for all m ∈ N, irn−1(Gm(γ)) ≥
2m irn−1(γ). Since diam(Tn−1) ≤ √n, Remark 3.5 provides existence ofm0 ∈ N
such that for all m ≥ m0, Gm(γ) ⊃ Tn−1×Gmn (γ). Furthermore, Remark 3.12
ensures that for all m ≥ m0, both Gm(γ) ∩N 6= ∅ and Gm(γ) ∩N ′ 6= ∅.

To finish, if (0, 0)′ /∈ Gm0(γ), since (0, 1)′ is attracting for G|N then
Gm0+j(γ) ∩ ρ 6= ∅ for some j ∈ N. If, on the contrary, (0, 0)′ ∈ Gm0(γ)
then Gm0(γ) ∩ N ′ 6= {( 2

13 ,
15
13 )′} since κ is small and there is a large distance

between (0, 0)′ and ( 2
13 ,

15
13 )′, due to the geometry of F at Lemma 2.5 together
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with the conjugations explained right after Theorem 3.11. In the latter case,
since ( 2

13 ,
15
13 )′ is a sink for G|N ′ it holds that Gm0+j(γ) ∩W s

loc(( 2
13 ,

15
13 )′) 6= ∅

and consequently by attraction of (0, 1)′ for G|N Gm0+j+k(γ) ∩ ρ 6= ∅. In
either case, there exists m ∈ N such that Gm(γ) ∩ ρ 6= ∅ which means that
G−m(ρ) ∩ γ 6= ∅ which gives the claim of the lemma since γ ⊂ U . �

Remark 3.17. — Lemma 3.16 admits a simple geometrical explanation relying
on the following fact from Euclidean spaces: if ~v is a vertical vector and H is a
horizontal hyperplane, then ~v andH intersect in a robust way. Given, then, that
N and N ′ are C1 close to S1 they can be regarded as ‘vertical’ submanifolds.
Since Tγ ⊂ Cuκ (γ) and Cuκ is ‘horizontal’ they are orthogonal in the universal
cover Rn, but γ grows unboundedly in all directions inside the hyperplane so
they must intersect in the quotient Tn. Once they intersect, robustness of
Lemma 2.5 finishes the proof.

Theorem 3.18. — The map f defined by (4) is robustly transitive.

Proof. — Let Vf be a C1 neighborhood of f as described above and G ∈ Vf .
Since G satisfies Lemma 3.15 and Lemma 3.16, G also satisfies Theorem 3.11.
Since G is an arbitrary map in Vf , f is C1 robustly transitive. �

4. A singular endomorphism F of Tn

Now that we have defined a robustly transitive endomorphism f given by
a blending region contained in K × S1, we proceed to the second step of the
construction by (robustly) artificially introducing critical points in the comple-
ment of Kε×S1. The technique used to introduce the critical points is inspired
by the construction carried on in [9, Section 2.2]. Once the surgery over f is
performed, a map F satisfying Theorem 1.1 arises.

As a short set of preliminaries, we first provide the definitions of the sin-
gularities of any map h : M → M ; recall that M denotes a real mani-
fold of dimension m. We say that x ∈ M is a critical point or singularity
for h if the differential map at x, Dxh is not surjective. Observe that x is
a singularity for h if and only if the rank of the Jacobian matrix satisfies
rk(Dxh) < m, if and only if the determinant det(Dxh) = 0. The critical set of
h is Sh = {x ∈ M | rk(Dxh) < m}. We say that h is a singular endomorphism
if the critical set Sh is nonempty, and we say that h is a persistently singular
endomorphism if there exists a neighborhood Uh of h in the C1 topology such
that all g ∈ Uh satisfy Sg 6= ∅.

4.1. Construction of F . — Sketch of the construction. We choose a point not
in Kε × S1 and set a ball centered at this point, inside the complement of
Kε×S1. By means of standard surgical procedures, we perturb f to introduce
a set of critical points inside the ball and with the additional property that
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the resulting critical set is persistent. Since the surgery does not affect the
blending region in K × S1, the robust transitivity of the map f defined by (4)
is inherited by the new map. We call the new map F , and it satisfies the claim
in the title of the article.

(a) (b)

Figure 4.1. Graphs of ψ and ϕ′ (taken from [14])

Let p = ( 1
4 , 0, . . . , 0,

1
4 ) ∈ Tn. Our goal is to define a ball of center p to

perform a perturbation in order to obtain the map F we seek. To achieve this
goal we need to fix a series of technical parameters; the choice to set all of them
at the same time and at the beginning of the construction is in expectance of
avoiding darkness and that it will be clear how they depend on each other.

Start with r > 0 satisfying that the ball B(p,r) ∩
(
Kε × S1) = ∅, this is

possible since p /∈
(
Kε × S1). Fix a second parameter θ such that 0 < θ < r

2
and define a smooth (C∞) function ψ : R→ R with a unique critical point at 1

16 ,
with ψ( 1

16 ) = 2 and ψ(x) = 0, for all x in the complement of ( 1
16 − θ, 1

16 + θ),
and an axis of symmetry in the line x = 1

16 , as shown in Figure 4.1(a).
Finally set a last parameter δ, with 0 < δ < 2θ verifying the following

condition: since the derivative of ψ is bounded once θ has been fixed, name
the bound as mψ := mψ(θ) = max{|ψ′(x)|, x ∈ R} and impose on δ that
2 ·mψ · r · δ < 11κ.

Having fixed δ, consider another smooth function ϕ : R→ R such that:
• ϕ′ is as shown in Figure 4.1 (b).
• −3

4 ≤ ϕ′(x) ≤ 1 for all x ∈ R. This gives |ϕ′(x)| ≤ 1 for all x ∈ R.
• ϕ′(x) = 0 for all x /∈ [ 1

4 − δ
4 ,

1
4 + 3δ

4 ].
• ϕ′( 1

4 ) = 1
2 , ϕ′(

1
4 + δ

8 ) = 1, ϕ′( 1
4 + δ

4 ) = − 3
4 , ϕ( 1

4 ) = 0.

Remark 4.1. — max{|ϕ(x)| : x ∈ R} ≤ δ.
We are now in the condition to define a perturbation of f in the direction

of the last canonical vector ~en that depends on r, θ and δ, which by simplicity
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we call only F and is defined at x = (x1, . . . , xn) as

Fr,θ,δ : Tn → Tn, F (x) =
{
f(x) if x /∈ B(p,r)

A(x)− ϕ(xn) · ψ(
∑n−1
j=1 x

2
j ) · ~en if x ∈ B(p,r)

(5)

Remark 4.2. — 1. For all x /∈ B(p, 3δ
4 ), it holds that F (x) = f(x).

2. For all x /∈ Kε × S1, it holds that f(x) = A(x).

To make reading easier we will denote ϕ(xn) as ϕ and ψ(
∑n−1
j=1 x

2
j ) as ψ

omitting the evaluations appearing in the definition.

Lemma 4.3. — The endomorphism F defined by (5) is persistently singular.

Proof. — Start computing the differential DxF at x = (x1, . . . , xn) ∈ B(p,r) to
get

DxF =




14 0 · · · 0 0
0 14 · · · 0 0
...

...
...

...
0 0 · · · 14 0

−2 · x1 · ϕ · ψ′ −2 · x2 · ϕ · ψ′ · · · −2 · xn−1 · ϕ · ψ′ 1− ϕ′ · ψ



.(6)

Since the critical set of F is defined as SF = {x ∈ Tn | det(DxF ) = 0}, (6)
provides det(DxF ) = 14n−1 ·(1−ϕ′ ·ψ). In turn, SF = {x ∈ Tn | 1−ϕ′ ·ψ = 0}.

Notice that SF is not empty since p = ( 1
4 , 0, . . . , 0,

1
4 ) ∈ SF . To prove that

SF is persistent, consider the points q1 = ( 1
4 , 0, . . . , 0,

1
4 + δ

4 ) and q2 = ( 1
4 , 0, . . . ,

0, 1
4 + δ

8 ) both in B(p,r). Evaluating determinants det(Dq1F ) = 5
2 · 14n−1 and

det(Dq2F ) = −14n−1. Therefore there exists a neighborhood UF ∈ C1 such
that every g ∈ UF satisfies Sg 6= ∅. �

4.2. Dynamics of F . — We now turn to the last part of the article where
we show that F is C1 robustly transitive. To prove this, observe first that
after Remark 4.2, Lemma 3.15 holds for F automatically. If we prove that
Lemma 3.16 also holds for F , then we can apply the same reasoning of Theorem
3.18 to F to have the result. Notice that since the perturbation takes place only
in the last coordinate, Lemma 3.16 will hold for F if we show that F admits
an unstable cone Cuκ (x) of index 1 at every point x ∈ B(p,r) which satisfies
irn−1(F (γ)) ≥ 4 irn−1(γ) for each (n− 1)-disk γ with Tγ ⊂ Cuκ (γ).

Lemma 4.4. — For all x ∈ B(p,r), it holds that Cuκ (x) is an unstable cone
for F .

Before moving on to the proof, we will denote as ṽ = (v1, v2, . . . , vn−1)
whenever v = (v1, v2, . . . , vn).
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Proof. — From (6), we have for all v = (v1, v2, . . . , vn) ∈ Cuκ (x):

DxF (v) = (14v1, . . . , 14vn−1,−2 · 〈x̃, ṽ〉 · ϕ · ψ′ + vn · (1− ϕ′ · ψ)).

Letting (u1, . . . , un) := DxF (v) be u and performing calculations, we have:
|un|
‖ũ‖ = | − 2 · 〈x̃, ṽ〉 · ϕ · ψ′ + vn · (1− ϕ′ · ψ))|

‖14ṽ‖

≤ 2 · ‖x̃‖ · ‖ṽ‖ · |ϕ| · |ψ′|
‖14ṽ‖ + |1− ϕ

′ · ψ| · |vn|
‖14ṽ‖

< 2 · r ·
(

1
14

)
· δ ·mψ + 3κ

14 < κ.

Above, for the first inequality we use the triangular and Cauchy–Schwarz in-
equalities; for the second one we use:
• v ∈ Cuκ (x),
• ‖x̃‖ ≤ ‖x‖ < r,
• |ϕ| ≤ δ,
• |ψ′| < mψ,
• |2− ϕ′ · ψ| ≤ 3 since −3

4 ≤ ϕ′ ≤ 1 and 0 ≤ ψ ≤ 2.
For the third one we use the condition 2 ·mψ · r · δ < 11κ imposed over δ. �

Lemma 4.5. — For all x ∈ B(p,r) and all v ∈ Cuκ (x), it holds that ‖DxF (v)‖ >
4‖v‖.

Proof. — Let v1 ∈ Rn−1 and v2 ∈ R such that v = (v1, v2) ∈ Cuκ (x) ⊂ TxTn.
Recall that 0 < κ < 3 and compute:
(‖D(x,y)F (v1, v2)‖

4 · ‖(v1, v2)‖

)2

≥ 196 · ‖v1‖2

16 · (‖v1‖2 + v2
2) ≥

196
16 ·

(
1 + v2

2
‖v1‖2

) >
196
160 > 1.

�

Lemma 4.6. — The map F defined by (5) is C1 robustly transitive.

Proof. — From Lemmas 4.4 and 4.5 we conclude that Lemma 3.16 holds for F .
It was already mentioned that Lemma 3.15 holds for F . Consequently, Theo-
rem 3.18 holds for F . �

We are now in the condition to give the proof of the main theorem of the
article:

Proof of Theorem 1.1. — Define U1 ∈ C1 an open neighborhood of F where
Lemma 4.3 holds and U2 ∈ C1 an open neighborhood of F where Lemma 4.6
holds. Then, all maps belonging to UF = U1 ∩ U2 are C1 robustly transitive
and have nonempty critical sets. �
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5. Final remarks

The example presented in this article shows the existence of C1 robustly
transitive maps displaying critical points on any dimension. Yet, many open
questions remain: Is Tn the only high dimensional manifold supporting such
a map? Is it possible to extend this type of construction to other quotient
manifolds? Would it be possible to carry on the proof starting from a matrix
whose induced map belongs to a different isotopy class? Is it possible that a
fiber bundle (instead of a product) admits a construction of this type? just to
mention some of them.
Acknowledgements. — The author would like to thank Prof. Jorge Iglesias for
fruitful conversations regarding this problem and to Prof. Roberto Markarian
and Prof. Lorenzo J. Díaz for their generous attitude towards the author and
his work.

The author also wishes to thank Prof. Rafael Potrie for his reading and
comments regarding the construction, which helped improving the outcome
of the article. And last but not least, many thanks to Ms. Boubakeur and
everyone at the Bulletin for providing with a great atmosphere all along the
process of publication.
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Résumé ((ϕ, Γ)-modules multivariables et représentations du produit du groupe de
Galois: le cas des corps résiduels imparfaits). — Soit K un corps discrètement valué à
charactéristique mixte (0, p) et un corps résiduel imparfait kα. Soit ∆ un ensemble fini.
Nous établissons une équivalence de catégories entre des représentations de dimensions
finies sur Fp du produit de ∆ copies du groupe absolu de Galois de K et des (ϕ, Γ)-
modules étales multivariables sur un anneau multivariable des séries Laurent sur kα.

1. Introduction

1.1. Motivation of this work. — Fontaine’s theory of (ϕ,Γ)-modules is a fun-
damental tool to describe and classify continuous representations of the Galois
group of a finite extension of Qp on a finite-dimensional Qp-vector space. With
the help of Fontaine’s theory of (ϕ,Γ)-modules, one can understand the p-adic
and mod-p Langlands correspondence in the case of the general linear group
GL2 over the field Qp of p-adic numbers, see [9, 10, 11, 13, 20, 21, 22, 41]. By
invoking the theory of (ϕ,Γ)-modules, the p-adic and mod-p representations
of GL2(Qp) can be connected with p-adic and mod-p Galois representations
of Qp. To extend the correspondence to other p-adic reductive groups beyond
GL2(Qp), one naturally wants to generalize Fontaine’s theory of (ϕ,Γ)-modules.
There has been conjectural progress in attempts to generalize p-adic Langlands
beyond GL2(Qp) along these lines; two kinds of multivariable versions of (ϕ,Γ)-
modules can be found in the literature. Berger’s multivariable (ϕ,Γ)-modules
is an attempt to generalize p-adic Langlands for GL2(F ), where F is a finite
extension of Qp [6, 7]. The third author of this current work also defines mul-
tivariable (ϕ,Γ)-module over a m-variable Laurent series ring in an attempt
to generalize p-adic Langlands for GLm(Qp) [43, 49, 50]. One might also try
to look at Zábrádi’s multivariable (ϕ,Γ)-modules over Lubin–Tate extension
to conjecturally understand p-adic Langlands for GLm(F ) [28]. It has become
clear that essentially all of p-adic Hodge theory can be formulated in terms
of (ϕ,Γ)-modules; moreover, this formulation has driven much recent progress
in the subject and powered some notable applications in arithmetic geometry
[17]. See [31] for a quick introduction to this circle of ideas or [42] for a more
in-depth treatment. Multivariable (ϕ,Γ)-modules are also related [19, 32] to
Scholze’s theory of perfectoid spaces.

This paper can be considered as a complement to the third author’s inde-
pendent work [49] in which he shows that the category of continuous repre-
sentations of the mth direct product of the absolute Galois group of Qp on
finite dimensional Fp-vector spaces (or Zp-modules and Qp-vector spaces, re-
spectively) is equivalent to the category of étale multivariable (ϕ,Γ)-modules
over a certain m-variable Laurent series ring over Fp (or over Zp and over
Qp, respectively). In the current paper, we will extend this equivalence of
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categories for continuous Fp-representations of the mth direct product of the
absolute Galois group of a complete discretely valued field K with mixed char-
acteristic (0, p) whose residue field kα is imperfect and has a finite p-basis, i.e.,
[kα : kpα] = pd (for some d ≥ 1). We plan to come back to the question of
p-adic representations in the future. We expect applications of our results to
p-adic Hodge theory of products of varieties over p-adic fields. To state our
main theorem (Theorem 5.13) precisely, we need to review the third author’s
work on multivariable (ϕ,Γ)-modules [49] and his main theorem.

1.2. Zábrádi’s work [49]. — Let F be a finite extension of Qp with residue
field kF (which is perfect). For a finite set ∆, let GQp,∆ :=

∏
α∈∆

Gal(Qp/Qp)

denote the direct power of the absolute Galois group of Qp indexed by ∆.
We denote by RepkF (GQp,∆) the category of continuous representations of the
profinite group GQp,∆ on finite dimensional kF -vector spaces. For independent
commuting variables Xα (α ∈ ∆), we write

E∆,kF := kF JXα|α ∈ ∆K [X−1
∆ ],

where X∆ =
∏
α∈∆

Xα. For each element α ∈ ∆, we have the partial Frobenius

ϕα and group GKα
∼= Gal(Qp(µp∞)/Qp) acting on the variable Xα in the

usual way and commuting with the other variables Xβ (β ∈ ∆ \ {α}) in the
ring E∆,kF (some authors also write GKα as Γα). A (ϕ∆,Γ∆)-module (or a
(ϕ∆, G∆)-module) over E∆,kF is a finitely generated E∆,kF -module D together
with commuting semilinear actions of the operators ϕα and groups GKα (α ∈
∆). We say that D is étale if the map id⊗ϕα : ϕ∗αD −→ D is an isomorphism
for all α ∈ ∆. The third author shows independently that RepkF (GQp,∆) is
equivalent to the category of étale (ϕ∆, G∆)-modules over E∆,kF .

1.3. Andreatta’s work [1] and Scholl’s work [44]. — Let us review Scholl’s
work [44] and parts of Andreatta’s work [1], where they work with single vari-
able classical (ϕ,Γ)-module but over an imperfect residue field. Let K be a
complete discretely valued field (with uniformizer p) of mixed characteristic
(0, p) with imperfect residue field kK having a p-basis, i.e., [kK : kpK ] = pd.
Let t1, t2, . . . , td ∈ K be a lift of a p-basis t1, t2, . . . , td of kK . Define K∞ =⋃
n K(µpn , t1/p

n

1 , . . . , t
1/pn
d ), GK = Gal(K∞/K) and GK = Gal(K/K). Note

that, in contrast with the perfect residue field case, GK is not abelian. Scholl
[44] and Andreatta [1] defined a field of norms EK for K, and have shown that
EK ∼= kK((π)), where ε = π+ 1 ∈ EK is a compatible system of p-power roots
of unity in K∞ (cf. [44, Section 2.3]). Finally, Andreatta [1, Theorem 7.11]
showed that RepFp(GK) is equivalent to the category of (single variable, i.e.,
classical) étale (ϕ,GK)-module over EK .

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



524 J. RAY, F. WEI & G. ZÁBRÁDI

1.4. Our work in this paper. — In this paper, we will extend Scholl’s and An-
dreatta’s result to the case of multivariable (ϕ∆, G∆)-modules over an imperfect
residue field. Precisely speaking, for a finite set ∆ and a collection of possibly
distinct fields Kα as above, we define

G∆ =
∏

α∈∆
GKα ,

G∆ =
∏

α∈∆
GKα ,

and the Laurent series ring

E∆ :=
(⊗

α∈∆
kKα

)
JXα|α ∈ ∆K [X−1

∆ ].

It should be remarked that for each α, GKα ∼= Γα n Hα, where Γα ∼=
Gal(K(µp∞)/K) and Hα

∼= Gal(K∞/K(µp∞)), and so GKα is a noncommu-
tative p-adic Lie group. Extending actions of [44], we provide the ring E∆
with the natural actions of partial Frobenius ϕα (α ∈ ∆), absolute Frobenius
ϕs =

∏
α∈∆

and the Galois group G∆. We define the category Det(ϕ∆, G∆, E∆)

of multivariable étale (ϕ∆, G∆)-modules over E∆ in Section 3.3. Our main
theorem (Theorem 5.13) is that there is an equivalence of categories between
RepFp(G∆) and Det(ϕ∆, G∆, E∆). Fortunately, many arguments in the proofs
given by the third author in [49] (in the perfect residue field case) can be gen-
eralized and adapted to the case when the residue field is imperfect. Therefore,
our proofs will mostly follow the line of arguments given in [49] with modifi-
cations when necessary, invoking the results of Andreatta and Scholl (for the
single variable, imperfect residue field case) and using induction.

2. Kummer towers

In this section, we will introduce the Iwasawa theoretic tower that we are
going to work with. Let L be a complete discretely valued field of mixed
characteristic (0, p). Suppose that [kL : kpL] = pd, where kL is the residue field
of L. Let us choose a complete subfield K of L with the same residue field kL
in which p is an uniformizer (the existence of such a subfield is proved in [34,
Page 211-212]). Let t1, t2, . . . , td ∈ L be a lift of a p-basis t1, t2, . . . , td of kL.
For n ≥ 1, define Kn = K(µpn , t1/p

n

1 , . . . , t
1/pn
d ), K∞ =

⋃
nKn, Ln = LKn

and L∞ = LK∞. Define the Galois groups ΓL = Gal(L(µp∞)/L), GL =
Gal(L∞/L), HL = Gal(L∞/L(µp∞)), HL = Gal(K/L∞), GL = Gal(K/L).
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We identify ΓL via the quotient map with the subgroup Gal(L∞/L′∞) of GL,
where L∞ = lim−→

n

L(t1/p
n

1 , . . . , t
1/pn
d ).

K

HL

GL

L∞

HL

GLL(µp∞)

ΓL

L

Note that the cyclotomic character χ identifies ΓL with an open subgroup
of Z×p . We also have that GL ∼= ΓL n HL, where HL

∼= Zdp and GL is a
noncommutative p-adic Lie group of dimension d + 1. The tower (Kn)n≥1 is
strictly deeply ramified in the sense of [44]. By [44, Section 1.3], we can say
that there exists n0 ∈ N and ξ ∈ OKn0

satisfying 0 < |ξ|K < 1 such that for all
n ≥ n0, the p-power map OKn+1/(ξ) −→ OKn/(ξ) is a surjection. We denote
E+
K = lim←−

n≥n0

OKn/(ξ), where the inverse limit is taken with respect to the p-

power maps. Then E+
K is a complete, discretely valued ring of characteristic

p, independent of n0 and ξ (cf. [51, Section 2.1]). Let EK be the fraction field
of E+

K . We call EK the field of norms of the tower Kn. Note that EK has a
natural action of GK that commutes with the Frobenius operator ϕ.

For every finite extension K ′ of K, EK′ is a finite separable extension of
EK . Let Esep

K =
⋃
K′ EK′ . It follows from [1, Corollary 6.4] that there is an

isomorphism of topological groups
Gal(Esep

K /EK) ∼= Gal(K/K∞) = HK .
We therefore conclude that (Esep

K )HK ∼= EK .

Theorem 2.1 ([44, Section 2.3]). — The field of norms EK ∼= kK((π)), where
ε = 1 + π is a compatible system of p-power roots of unity.

The field of norms EL = (EsepK )HL for the tower L∞ is a finite separable
extension of EK of the form EL ∼= kK((X)) for some noncanonical choice of
uniformizer X. Therefore, the action of GL on EL does not have an intrinsic
description in general. We shall further make the following hypothesis on K
(hence on L, as we have kK = kL).
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HYP 2.2. — The residue field kK is a finitely generated field extension of Fp.

Let ∆ be a finite set and we pick a complete discretely valued field L = Lα as
above for each α. We also allow the cardinality dα of a p-basis to vary for α ∈ ∆.
We put kα := kKα = kLα and assume that it satisfies HYP 2.2 for all α ∈ ∆.
Further, let Fα denote the maximal algebraic extension of Fp contained in kα.
Then, Fα = kα((Xα))GL,∆ is a finite field, and kα is a finite separable extension
of the function field kα,0 := Fα(tα,1, . . . , tα,1), where tα,1, . . . , tα,1 ∈ kα is a
finite p-basis. We put F∆ :=

⊗
Fp,α∈∆

Fα and k∆,0 :=
⊗

Fp,α∈∆
kα,0.

Lemma 2.3. — Assume HXP 2.2 for each residue field kα. Then the |∆|-fold
tensor product k∆ :=

⊗
Fp,α∈∆

kα is Noetherian and regular (and, in particular,

reduced). Further, for each α ∈ ∆ the relative Frobenius ϕα is injective on k∆.

Proof. — The ring k∆ is the localization of a finitely generated Fp-algebra;
therefore, it is Noetherian. Since Fp is a field, any Fp-module is flat. Now,
ϕα : kα → kα is injective, and on k∆\{α} it is the identity; therefore ϕα is
also injective on k∆ = kα

⊗
Fp
k∆\{α}. In particular, the absolute Frobenius

ϕs =
∏
α∈∆

ϕα is also injective on k∆, i.e., k∆ is reduced. The statement on the

regularity follows from [47, Theorem 1.6(c),(e)] since Fp is perfect and k∆ is
Noetherian. �

Since F∆ is a tensor product of finite fields, it is finite étale algebra over Fp.
Moreover, it has primitive idempotents b1, . . . , b` ∈ F∆ with 1 = b1 + · · · + b`
and bjF∆ ∼= Fpf , where f = gcd(|Fα : Fp| | α ∈ ∆), 1 ≤ j ≤ `. Note that for
each α ∈ ∆ and 1 ≤ j ≤ `, the element ϕα(bj) is also a primitive idempotent in
F∆ and ϕs(bj) = bpj = bj . The quotient monoid Φ := (

∏
α∈∆

ϕN
α)/ϕN

s is a group

acting on the set of primitive idempotents.

Lemma 2.4. — The group Φ acts transitively on the set {b1, . . . , b`} of primitive
idempotents in F∆.

Proof. — By induction on |∆| we are reduced to the case ∆ = {α, β} has two
elements. Put pn := |Fα|, pm := |Fβ |, and f := gcd(n,m). Writing Fpm =
Fp[X]/(g(X)) for some irreduciblemonic polynomial g(X) ∈ Fp[X]wemaywrite

g(X) =
f∏
i=1

gi(X) over Fpn , so we have Fpn
⊗
Fp

Fpm =
f⊕
i=1

Fpn [X]/(gi(X)), where

ϕβ acts trivially onFpn and satisfiesϕβ(gi) = gi+1 with the convention gf+1 = g1.
�
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3. Multivariable (ϕ, Γ)-modules

3.1. Let ∆ be a finite set (which can be simple roots in the Lie algebra of a
reductive group over Zp) and (Lα)α∈∆ be a collection of complete discretely
valued fields with residue fields kα such that kα is a finitely generated extension
of Fp with finite p-basis tα,1, . . . , tα,1. We further choose a complete subfield
Kα ≤ Lα in which p is a uniformizer and has the same residue field kα. Let us
define

i) GL,∆ :=
∏
α∈∆

GLα ,

ii) GL,∆ :=
∏
α∈∆
GLα .

We denote RepFp(GL,∆) the category of continuous representations of the profi-
nite group GL,∆ on finite dimensional Fp-vector spaces. (In the future, GK,∆
and GK,∆ will simply be denoted as G∆ and G∆, dropping the subscript K.)

3.2. Some Laurent series rings. — Consider the Laurent series EL,∆ =
E+
L,∆[X−1

∆ ], where

E+
L,∆ = k∆JXα|α ∈ ∆K =

( ⊗

Fp,α∈∆
kα

)
JXα|α ∈ ∆K

is the completed tensor product of E+
α (∼= kαJXαK) over Fp, for all α ∈ ∆. Here,

E+
α is the ring of integers of the field of norms Eα (∼= kα((Xα))) corresponding

to α. Here, X∆ :=
∏
α∈∆

Xα ∈ E+
∆. For each α, we define the action of the

partial Frobenius ϕα and the group GLα as follows (cf. [44, Page 707, Section
2.3]).

ϕα(Xβ) :=
{
Xβ if β ∈ ∆ \ {α},
(1 +Xα)p − 1 = Xp

α if β = α.
(1)

ϕα acts on the coefficients in kα as the p-th power map and as an identity
on kβ for β ∈ ∆ \ {α}. By the construction of the field of norms [44], the
group GLα acts on the ring kα((Xα)), and we extend this action to EL,∆ by
acting trivially on kβ((Xβ)) (β ∈ ∆ \ {α}). We only describe the action of
GLα on EL,∆ intrinsically in the case Lα = Kα. We put πα := ε − 1 ∈
kα((Xα)) ⊂ lim←−OLn/(ξ), where ε = (εn)n≥0 is a compatible system of p-power
roots of unity (with ε0 = 1 6= ε1). In the case Lα = Kα is unramified, we have
kα((Xα)) = kα((πα)), but in general kα((Xα)) is a finite separable extension
of kα((πα)) of degree eL, which is the absolute ramification index of L. The
action of GKα = Gα ∼= ΓαnHα; Hα

∼= Zdp on E∆ := EK,∆ can be described as
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follows. For any γα ∈ Γα, we have

γα(πβ) :=
{
πβ if β ∈ ∆ \ {α},
(1 + πα)χ(γα) − 1 if β = α.

(2)

Γα acts as an identity on kα. Let bα be the image of δα,b ∈ Hα in Zdp and let
bα,i be the i-th component of bα. Then, we have

δα,b(πβ) := πβ for all β (equal to α and also not equal to α),(3)
δα,b(tα,i) := (1 + πα)bα,itα,i for all 1 ≤ i ≤ dα ,(4)

and δα,b acts as an identity on kβ for β 6= α. Note that such an automorphism
δα,b of E+

∆ is unique, which is easy to see from the case |∆| = 1 in [44, Page 707].
Note that the absolute Frobenius ϕs : E+

L,∆ −→ E+
L,∆ equals the composite∏

α∈∆
ϕα of the partial Frobenii. Further, the actions of ϕα (α ∈ ∆) and Gβ

(β ∈ ∆) all commute with each other (even though the individual factors Gβ
are non-abelian).

The ring E+
L,∆ is Noetherian and reduced by Lemma 2.3.

3.3. Multivariable (ϕ∆, GL,∆)-modules. — By a (ϕ∆, GL,∆)-module over
EL,∆, we mean a finitely generated module D over EL,∆ together with com-
muting semilinear actions of ϕα and the Galois groups GLα , for all α ∈ ∆. By
an étale (ϕ∆, GL,∆)-module over EL,∆, we mean a (ϕ∆, GL,∆)-module D such
that the maps

id⊗ ϕα : ϕ∗αD := EL,∆
⊗

EL,∆,ϕα

D −→ D,

are isomorphisms for all α ∈ ∆.
We are going to show that RepFp(GL,∆) is equivalent to the category

of étale (ϕ∆, GL,∆)-modules over EL,∆; the latter category we denote by
Det(ϕ∆, GL,∆, EL,∆).

4. Integrality properties

4.1. Definition and projectivity. — In this section, our goal is to show that
any object in the category Det(ϕ∆, GL,∆, EL,∆) is stably free as a module over
EL,∆.

Lemma 4.1. — There exists a GL,∆-equivariant injective resolution of EL,∆
as a module over itself.

Proof. — This follows from a general result that the Cousin complex provides
an injective resolution for the spectrum of Noetherian rings with finite injective
dimension (these are the so-called Gorenstein rings; we recommend that the
reader refer to [29, Remark before Proposition 3.4 in Page 249] or [46]). Note
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that EL,∆ is the localization of a |∆|-variable power series ring over the regular
ring k∆, and therefore it is regular (and in particular, Gorenstein). Hence, the
Cousin complex

0 −−→ EL,∆ −−→
d−1

⊕

p∈Spec(EL,∆),htp=0

(EL,∆)p

−−→
d0
· · · −−→

⊕

p∈Spec(EL,∆),htp=r

Coker(dr−2)p −−→
dr
· · ·

is an injective resolution of EL,∆. This resolution is GL,∆-equivariant because
the automorphisms preserve the height of a prime ideal. �

Recall F∆ has primitive idempotents b1, . . . , b` ∈ F∆ with 1 = b1 + · · · + b`
and bjF∆ ∼= Fpf , where f = gcd(|Fα : Fp| | α ∈ ∆), 1 ≤ j ≤ `.

Lemma 4.2. — Let I be a GL,∆-invariant ideal of EL,∆. Then we have I =
(I ∩ F∆)EL,∆.

Proof. — Suppose that I is a nontrivial GL,∆-invariant ideal of EL,∆. Then
I is also Γ∆-invariant. We first show I = (I ∩ k∆)EL,∆. This is completely
analogous to the proof of [50, Proposition 2.1, Lemma 2.2]. The assumption
that the ring κ of loc. cit. is a finite field is not used in the proof of [50, Lemma
2.2]; one only needs that EL,∆ is Noetherian. Further, t can be chosen large
enough to ensure 1 + pt lies in the image of the character χ : ΓLα → Z×p , for
all α ∈ ∆. In our argument, κ is not a field but the ring k∆, in which case one
cannot conclude at the end of the proof of Proposition 2.1 that 1 ∈ I but only
that I = (I ∩ k∆)EL,∆.

We use the action of HL,∆ in order to further descend to F∆. Fix α ∈ ∆,
j ∈ {1, . . . , `} and pick an element 0 6= λ =

r∑
i=1

ui
⊗
vi ∈ bjI ∩ k∆ where

u1, . . . , ur ∈ kα and v1, . . . , vr ∈ k∆\{α}. Suppose r is minimal and u1 = 1 (pos-
sibly replacing λ with u−1

1 λ), i.e., no nonzero element in bjI∩k∆ can be written
as a sum of at most r − 1 elementary tensors. In particular, both u1, . . . , ur
and v1, . . . , vr are linearly independent over Fp. Assume for contradiction that
there is an index i0 ∈ {2, . . . , r} such that ui0 /∈ Fα. Then there exists an
element h ∈ HLα such that h(ui0) 6= ui0 , whence 0 6=

r∑
i=2

(h(ui) − ui)
⊗
vi =

h(λ) − λ ∈ bjI. Writing h(λ) − λ =
∞∑
N=0

λNX
N
α , where λN ∈ bjI ∩ k∆ can be

written as a sum of at most r− 1 elementary tensors for all N ≥ 0 contradicts
the minimality of r. By repeating this argument for all α ∈ ∆ we find a nonzero
element in bjI∩F∆ whenever bjI 6= 0. Hence, we deduce bjI = bjEL,∆, as bjF∆

is a field. The claim follows noting that j is arbitrary, and I =
⊕̀
j=1

bjI. �
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Lemma 4.3. — Any object D in Det(ϕ∆, GL,∆, EL,∆) is a projective module
over EL,∆.

Proof. — The proof follows from the argument in [49, Proposition 2.2] with
the following modification: since EL,∆ is not a domain, the assertion that
ExtnEL,∆(D,EL,∆) = 0 does not make sense. However, ExtnEL,∆(D,EL,∆) =
⊕̀
j=1

ExtnbjEL,∆(bjD, bjEL,∆) is a finitely generated torsion bjEL,∆-module

(bjEL,∆ is a domain). So, we deduce by the proof of [49, Proposition 2.2]
that bjD is a projective EL,∆-module, for each j = 1, . . . , `, whence so is

D =
⊕̀
j=1

bjD. �

Lemma 4.4. — We have K0(bjEL,∆) ∼= Z, for all j = 1, . . . , `, i.e., any finitely
generated projective module over bjEL,∆ is stably free.

Proof. — The proof was given in [49, Lemma 2.3]. �

Proposition 4.5. — Let D be an object in the category Det(ϕ∆, GL,∆, EL,∆).
Then, D is stably free as a module over EL,∆.

Proof. — By Lemma 4.4 it remains to show that the rank of bjD does not
depend on j (j = 1, . . . , `). However, this follows from Lemma 2.4, as we have
EL,∆ϕα(bjD) = ϕα(bj)D, for all α ∈ ∆. �

4.2. Topology of E+
L,∆ and EL,∆. — We equip E+

L,∆ with the X∆-adic topol-
ogy and equip EL,∆ with the inductive limit topology EL,∆ =

⋃
n
X−n∆ E+

L,∆.

This makes (EL,∆, E+
L,∆) a Huber pair in the sense of [45]; EL,∆ is a complete

Noetherian Tate ring (loc. cit.). Note that this is not the natural compact
topology on E+

L,∆, as in the compact topology E+
L,∆ would not be open in

EL,∆ since the index of E+
L,∆ in X−n∆ E+

L,∆ is not finite. Also, the inclusion
kα((Xα)) ↪→ EL,∆ is not continuous in the X∆-adic topology (unless |∆| = 1).

SupposeD ∈ Det(ϕ∆, GL,∆, EL,∆). By Banach’s theorem for Tate rings ([48,
Proposition 6.18]), there is a unique EL,∆-module topology on D that we call
the X∆-adic topology. (This is the induced topology as D is finitely generated
over EL,∆). Moreover, any EL,∆-module homomorphism is continuous in the
X∆-adic topology.

LetM be a finitely generated E+
L,∆-submodule in D ∈ Det(ϕ∆, GL,∆, EL,∆).

Suppose that {m1,m2, . . . ,mn} is a set of generators ofM . Then, ϕs(m1), . . . ,
ϕs(mn) generate E+

L,∆ϕs(M). Thus E+
L,∆ϕs(M) is also finitely generated.

Now, let D++ := {x ∈ D | lim
k→∞

ϕks(x) = 0}, where the limit is considered in
the X∆-adic topology (cf. [20, II.2.1] in the case |∆| = 1).
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Proposition 4.6. — D++ is a finitely generated E+
L,∆-submodule in D that

is stable under the actions of ϕα, GLα , for all α ∈ ∆, and we have D =
D++[X−1

∆ ].

Proof. — The proof is essentially the same as [49, Proposition 2.5], but we
would like to clarify few steps as we sketch the third author’s line of proof.

Choose an arbitrary finitely generated E+
L,∆-submodule M of D with

M [X−1
∆ ] = D. We can take M = E+

L,∆e1 + · · · + E+
L,∆en for some EL,∆-

generating system e1, . . . , en of D. First, note that M is not ϕs-stable, but
E+

∆ϕs(M) is finitely generated (as M is finitely generated over E+
∆). Hence,

we can find a “common denominator" of E+
L,∆ϕs(M) to be Xr

∆ such that
ϕs(M) ⊆ X−r∆ M , since E+

L,∆ is Noetherian and we have D =
⋃
r
X−r∆ M . Then

we have

ϕs(Xk
∆M) = Xpk

∆ ϕs(M) ⊆ Xpk−r
∆ M ⊆ Xk+1

∆ M

for any integer k ≥ r+1
p−1 . We therefore have X [ r+1

p−1 ]+1
∆ M ⊆ D++. This implies

that

M [X−1
∆ ] = D = X

[ r+1
p−1 ]+1

∆ M [X−1
∆ ] ⊆ D++[X−1

∆ ].

However, D++[X−1
∆ ] ⊆ D is obvious. Thus, D++[X−1

∆ ] = D. Note that D++

is stable under GLα , because the action of GLα commute with ϕs (and also
ϕα for all α ∈ ∆). There is a system of neighborhoods of 0 in D consisting of
E+
L,∆-submodules. Hence, D++ is an E+

L,∆-submodule.
Assume first thatD is a free module over EL,∆ with free generators e1, . . . , en

and put M := E+
L,∆e1 + · · ·+E+

L,∆en. Then we can show that D++ ⊆ X−r∆ M

for some integer r > 0 (cf. [49, Proposition 2.5]). As E+
L,∆ is Noetherian, this

gives that D++ is finitely generated over E+
L,∆.

In the general case, by Proposition 4.6, we know that D is stably free.
Therefore, we can establish D1 := D

⊕
EkL,∆ making D1 into an étale free

module over (ϕα, ϕs, GLα , α ∈ ∆) by the trivial action of (ϕα, ϕs, GLα , α ∈ ∆)
on EkL,∆. This gives us that D++

1 is finitely generated over E+
L,∆. The result

follows as D++ ⊆ D++
1 and E+

L,∆ is Noetherian. �

Let us define

D+ := {x ∈ D | {ϕks(x) : k ≥ 0} ⊂ D is bounded}.

Since ϕks(X∆) tends to 0 in the X∆-adic topology, we have X∆D
+ ⊆ D++,

i.e., D+ ⊆ X−1
∆ D++. In particular, D+ is finitely generated over E+

L,∆. On
the other hand, we also have D++ ⊆ D+ by construction, whence we deduce
D = D+[X−1

∆ ].
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Lemma 4.7. — For all α ∈ ∆ and gα ∈ GLα , we have

ϕα(D+) ⊂ D+ (resp. ϕα(D++) ⊂ D++),
gα(D+) ⊂ D+ (resp. gα(D++) ⊂ D++).

Proof. — We will show that, for any generating system e1, . . . , en of D and
any γ (γ can be ϕα or gα ∈ GLα), there exists an integer k > 0 such that

γ(Xk
∆M) ⊆ Xk

∆E
+
L,∆γ(M) ⊆M,

where M := E+
L,∆e1 + · · ·+ E+

L,∆en.
Case (i). — Assume thatγ = ϕα. Then choosek � 0 so thatXk

∆E
+
L,∆ϕα(M) ⊆

M , whence

ϕα(Xk
∆M) =

∏

β 6=α
Xk
βX

pk
α ϕα(M) = Xk

∆X
(p−1)k
α ϕα(M) ⊆M .

Case (ii). — Assume that γ = gα ∈ GLα . We need to check that gα(X∆) =
uX∆ for some unit u ∈ E+

L,∆. In the case K = L, this is clear from the intrinsic
description of the action of GLα . The general statement follows noting that
we still have gα(Xβ) = Xβ for β 6= α, and gα(Xα) is also a uniformizer in
kα((Xα)) since kα((Xα)) is a finite separable extension of kα((πα)), and GLα
is a subgroup in GKα . The proof then follows from [49, Lemma 2.6]. �

We now fix α ∈ ∆ and define D+
α := D+[X−1

∆\{α}] where for any subset
S ⊆ ∆ we put XS :=

∏
β∈S

Xβ . Then, D+
α is a finitely generated module over

E+
α := E+

L,∆[X−1
∆\{α}].

Lemma 4.8. — D+
α /D

+ is Xα-torsion free: If both Xn1
α d and Xn2

∆\{α}d lie in
D+ for some element d ∈ D, α ∈ ∆, and integers n1, n2 ≥ 0, then we have
d ∈ D+. The same statement holds if we replace D+ by D++.

Proof. — The proof of [49, Lemma 2.7] works without any change. �

Lemma 4.9. — Assume that D is generated by a single element e1 ∈ D over
EL,∆. Then, for any γ, we have γ(e1) = aγe1 for some unit aγ ∈ (E+

α )×.
Here, γ can be ϕβ , gβ ∈ GLβ for β 6= α.

Proof. — For any γ equal to either gβ or ϕβ , we define aγ and aα such that

γ(e1) = aγe1 and ϕα(e1) = aαe1.
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By the étaleness property, it follows that D is generated by γ(D) over EL,∆.
Thus, e1 ∈ D implies
e1 = xγ(e1) (for somex ∈ EL,∆)

= xaγe1

= yϕα(e1) (for some y ∈ EL,∆, asD is also generated byϕα(D) overEL,∆)
= yaαe1

So xaγ = yaα = 1, which implies that both aγ and aα are units in EL,∆. It
remains to show that valXα(aγ) = 0. We compute

ϕα(aγ)aαe1 = ϕα(aγ)ϕα(e1) = ϕα(aγe1) = ϕα(γ(e1))
= γ(ϕα(e1)) = γ(aαe1) = γ(aα)γ(e1) = γ(aα)aγe1.

Hence, we deduce

pvalXα(aγ) + valXα(aα) = valXα(ϕα(aγ)aα) = valXα(γ(aα)aγ).(5)

Since ϕβ and gβ act trivially on kα((Xα)), and they are injective on EL,∆, they
both preserve the Xα-adic valuation. So we have

valXα(γ(aα)aγ) = valXα(aα) + valXα(aγ)(6)

for γ = ϕβ , gβ where β 6= α. Hence, by (5) we obtain

pvalXα(aγ) + valXα(aα) = valXα(aα) + valXα(aγ).(7)

Now (7) immediately yields valXα(aγ) = 0 as desired. �

Lemma 4.10. — There exists an integer k = k(D) > 0 such that for any
γ ∈ {ϕβ | β ∈ ∆ \ {α}} ∪GL,∆, we have

Xk
αD

+
α ⊆ E+

L,∆γ(D+
α ) ⊆ E+

α γ(D+
α ).

Proof. — The proof for the first inclusion relation follows exactly as in [49,
Lemma 2.9]. The second inclusion relation is obvious as E+

L,∆ ⊆ E+
α by defini-

tion. �

Let us now define

D+∗
α :=

⋂

γ

E+
α γ(D+

α ),

where γ runs on the operators ϕβ for β 6= α and on GL,∆; D+∗
α is finitely

generated over E+
α as it is contained in D+

α and E+
α is noetherian. By Lemma

4.10, we conclude that Xk
αD

+
α ⊆ D+∗

α , for some integer k = k(D) > 0. In
particular, D = D+∗

α [X−1
α ].
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Proposition 4.11. — D+∗
α is an étale module over E+

α , i.e., the maps

id⊗ γ : γ∗D+∗
α = E+

α

⊗

E+
α
,γ

D+∗
α −→ D+∗

α

are bijective for all γ ∈ {ϕβ | β ∈ ∆ \ {α}} ∪GL,∆.

Proof. — The only thing we need to check in order for the third author’s
arguments in [49, Proposition 2.10] to work is that E+

α (or EL,∆, or E+
∆, re-

spectively) is a finite free module over γ(E+
α ) (or over γ(EL,∆) or over γ(E+

L,∆),
respectively). This is already true if γ = ϕβ because the action of ϕβ on the
variables is exactly the same as the third author’s arguments. If γ ∈ GL,∆,
then this is automatic since GL,∆ is a group, so the action of γ is bijective.
The rest of the argument in the proof follows exactly as in [49, Proposition
2.10]. �

Lemma 4.12. — There exists a finitely generated E+
L,∆-submodule D0 ⊂ D+∗

α

such that D0 ⊆ E+
L,∆ϕα(D0) and D+∗

α = D0[X−1
∆\{α}], where ϕα :=

∏
β∈∆\{α}

ϕβ.

Moreover, we have

D+∗
α =

⋃

r≥0
E+
L,∆ϕ

r
α(X−1

∆\{α}D0).

Proof. — The proof is exactly the same as [49, Lemma 2.11]. �

5. The equivalence of categories for Fp-representations

5.1. The functor D. — Let HL,∆ :=
∏
α∈∆
HLα , where HLα := Gal(Kα/Lα,∞),

for each α ∈ ∆. In the case, Lα = Kα, we omit the subscript K from the
notation, i.e., we put H∆ :=

∏
α∈∆
Hα, where Hα := Gal(Kα/Kα,∞). Recall

that the field of norm Eα of Kα,∞ is isomorphic to Eα ∼= kα((πα)). We already
know by [1, Corollary 6.4] that (Esep

α )Hα ∼= Eα. For each α ∈ ∆, consider
a finite separable extension E′α of Eα together with the natural Frobenius
ϕα : E′α −→ E′α. The structure theorem for local fields of equal characteristic
shows that E′α ∼= kα((X ′α)), where kα is a finite extension over kα. The field
kα is also the residue field of E′α, and X ′α is a uniformizer of E′α. We denote it
by E′+α ∼= kαJX ′αK in E′α. As in [49, Section 3.1], we equip the tensor product

E′∆,◦ :=
⊗

α∈∆,Fp
E′α
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with a norm | · |prod by the formula

|c|prod := inf
(

max
i

( ∏

α∈∆
|cα,i|α

) ∣∣∣∣ c =
n∑

i=1

⊗

α∈∆
cα,i

)
.

Note that the restriction of | · |prod to the subring E′+∆,◦ :=
⊗

α∈∆,Fp
E′+α induces

the valuation with respect to the augmentation ideal Ker(E′+∆,◦ −�
⊗

α∈∆,Fp
kα).

Note that
⊗

α∈∆,kα
kα is not a domain, and hence | · |prod is not multiplicative in

general. However, it is submultiplicative. Following [49], we define E′+∆ as the
completion of E′+∆,◦ with respect to | · |prod and put E′∆ := E′+∆ [1/X∆]. This
ring E′∆ is not complete with respect to | · |prod (unless |∆| = 1). Further, ϕα
acts on E′+∆,◦ (and on E′∆,◦) by the Frobenius on the component E′α in E′∆ and
by the identity on all the other components in E′β for β ∈ ∆ \ {α}. This action
is continuous in the norm | · |prod and, therefore, extends to the completion E′+∆
and the localization E′∆.

We define the multivariable analogue of Esep as

Esep
∆ := lim−→

Eα6E′α6Esepα ,∀α∈∆
E′∆.

For any subset ∆′ ⊆ ∆, one can define the similar notions E′+∆′ , E′∆′ and E
sep
∆′

with ∆ replaced by ∆′. We equip Esep
∆ with the relative Frobenii ϕα for each

α ∈ ∆ and the absolute Frobenius ϕs defined above on each E′∆. Further, Esep
∆

admits a Galois action of the Galois group G∆.
With respect to the ring E′∆, we have the following alternative characteri-

zation.

Lemma 5.1. — Put ∆ = {α1, . . . , αn}. We have

E′∆ ∼= E′α1

⊗

Eα1

(
E′α2

⊗

Eα2

(
· · ·
(
E′αn

⊗

Eαn

E∆

)))
.

Proof. — The proof of [49, Lemma 3.2] also works in our imperfect case. �

Proposition 5.2. — For a collection of finite separable extensions E′α/Eα
α ∈ ∆, we let H′∆ :=

∏
α∈∆
H′α, where H′α = Gal(Esep

α /E′α). Then, we have

(Esep
∆ )H′∆ = E′∆. In particular, we have (Esep

∆ )HL,∆ = EL,∆.

Proof. — Since X∆ is H′∆-invariant and lim−→ can be interchanged with taking
H′∆-invariants, it suffices to show that whenever

Eα = kα((Xα)) 6 E′α = kα′((X ′α)) 6 E′′α = kα′′((X ′′α))
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is a sequence of finite separable extensions for each α ∈ ∆ such that E′′α/E′α is
Galois, then we have (E′′+∆ )H′∆ = E′+∆ . The containment E′+∆ ⊆ (E′′+∆ )H′∆ is
clear. We will prove the converse by induction on |∆|. It should be remarked
that the idealMα / E

′′+
∆ generated by X ′′α is invariant under the action of H′∆

for any fixed α ∈ ∆. Moreover, for any integer k ≥ 1, the ring E′′+α /Mk
α is finite

dimensional over kα. Therefore, the image of (E′′+∆ )H′∆ under the quotient map
E′′+∆ −� E′′+∆ /Mk

α is contained in

(
E′′+∆ /Mk

α

)H′∆ ⊆
(
E′′+∆ /Mk

α

)H′∆\{α} =
(
E′′+∆\{α}

⊗

Fp

(
E′′+α /Mk

α

) )H′∆\{α}

=
(
E′′+∆\{α}

)H′∆\{α}⊗

Fp
(E′′+α /Mk

α)

= E′+∆\{α}
⊗

Fp
(E′′+α /Mk

α)

(8)

by induction. Note that the second equality in (8) follows from the following
fact.
Fact. — If A and B are k-vector spaces with a G-action such that B is finite
dimensional over k and B has trivial G-action, then

(A
⊗

k

B)G ∼= (A
⊗

k

kr)G ∼= (Ar)G ∼= AG
⊗

k

kr ∼= AG
⊗

k

B,

where B ∼= kr.
As the inductive limit commutes with these operations, by taking induc-

tive limits of finite dimensional vector spaces, the assumption that B is finite
dimensional over k can be removed from this fact.

Let us continue our proof. Taking the projective limit of (E′′+∆ /Mk
α)H′∆ with

respect to k ≥ 1, we deduce that (E′′+∆ )H′∆ is contained in the power series ring
(
kα′′

⊗

Fp

⊗

β∈∆\{α},Fp
kβ′
)
JX ′′α, X ′β |β ∈ ∆ \ {α}K ⊆ E′′+∆ .

Indeed, even though projective limits do not commute in general with taking
H′∆-invariants, this inclusion is automatic. Now using the action of H′α in a
similar argument to the above (reducing modulo the k-th power of the ideal
generated by all the X ′β , β ∈ ∆ \ {α}, for all k ≥ 1), we deduce the statement.

�

We define the subring Esep
∆,◦
∼=

⊗
α∈∆,Fp

Esep
α in Esep

∆ to be the inductive limits

of E′∆,◦ ⊆ E′∆, where E′α runs through the finite separable extensions of Eα for
each α ∈ ∆.
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As in Section 2. assume that Lα/Kα is a finite totally ramified extension for
each α ∈ ∆, i.e., Lα also has kα as the residue field. Put EL,∆ := (Esep

∆ )HL,∆ ,
where HL,∆ :=

∏
α∈∆
HLα . As in the case L = K, a (ϕ∆, GL,∆)-module over

EL,∆ is a finitely generated free module D over EL,∆ together with commuting
semilinear actions of ϕα and the Galois groups GLα for all α ∈ ∆. By an étale
(ϕ∆, GL,∆)-module over EL,∆, we mean a (ϕ∆, GL,∆)-module D such that the
maps

id⊗ ϕα : ϕ∗αD := EL,∆
⊗

EL,∆,ϕα

D −→ D,

are isomorphisms for all α ∈ ∆.
Now, let V be a finite dimensional representation of the group GL,∆ over Fp.

The base change Esep
∆
⊗
Fp
V is equipped with the diagonal semilinear action of

GL,∆ and with the partial Frobenii ϕα (α ∈ ∆). These all commute with each
other. We define the functor D as in [49]

D(V ) :=
(
Esep

∆

⊗

Fp
V
)HL,∆

.

By Proposition 5.2, D(V ) is a module over E∆, which inherits the action of
ϕα (α ∈ ∆), and the Galois group GL,∆ on Esep

∆
⊗
Fp
V . Further, the action of

GL,∆ factors through its quotient GL,∆ = GL,∆/HL,∆. We denote the cate-
gory of étale (ϕ∆, GL,∆)-modules over EL,∆ by Det(ϕ∆, GL,∆, EL,∆). One key
lemma for us is the following.

Lemma 5.3. — The Esep
∆ -module Esep

∆
⊗
Fp
V admits a basis consisting of ele-

ments fixed by HL,∆.

Proof. — The same proof given in [49, Lemma 3.4] works exactly here. �

Lemma 5.4. — We have (Esep
∆ )×

⋂
EL,∆ = E×L,∆.

Proof. — Let u be an arbitrary element in (Esep
∆ )×

⋂
EL,∆. Since u is invariant

under the action of HL,∆, so is its inverse u−1. Hence, it also lies in EL,∆ by
Proposition 5.2. �

Lemma 5.5. — We have
⋂
α∈∆

(
Esep

∆
)ϕα=id = Fp.

Proof. — The containment Fp ⊆
⋂
α∈∆

(
Esep

∆
)ϕα=id is obvious. On the other

hand, let u ∈ Esep
∆ be an arbitrary element such that ϕα(u) = u, for all

α ∈ ∆. We also have up = ϕs(u) = u, as ϕs =
∏
α∈∆

ϕα is the absolute
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Frobenius on Esep
∆ . Since Esep

∆ is defined to be an inductive limit, u lies in
E′∆
∼= (

⊗
α∈∆,Fp

k′α)JX ′α |α ∈ ∆K[X−1
∆ ] for some collection E′α = k′α((X ′α)) (α ∈

∆) of finite separable extensions of Eα.
Since k′α is a finite separable extension of kα, it is a finitely generated field

extension of Fp. Therefore, by Lemma 2.3 k′∆ :=
⊗

α∈∆,Fp
k′α is reduced. This

implies that for each α ∈ ∆, the norm | · |α on E′∆ = k′∆JX ′α |α ∈ ∆K[X−1
∆ ]

defined by the X ′α-adic valuation is power-multiplicative, as the powers of the
leading coefficient (with respect to the X ′α-degree) of an element cannot vanish.
Therefore, we have |up|α = |u|pα, for all α ∈ ∆. We deduce |u|α = 1 unless
u = 0. In particular, u lies in E′+∆ = k′∆JX ′α |α ∈ ∆K. The constant term
u0 ∈ k′∆ also satisfies ϕα(u0) = u0 for all α ∈ ∆. Now, k′∆ is an infinite
dimensional vector space over Fp. For a fixed α ∈ ∆, we can choose elements of
an Fp-basis d1, . . . , dn of

⊗
β∈∆\{α},Fp

k′β such that u0 =
n∑
i=1

ci ⊗ di with ci ∈ k′α.

This decomposition is unique, and we compute
n∑

i=1
ci ⊗ di = u0 = ϕα(u0) =

n∑

i=1
cpi ⊗ di.

We conclude that ci = cpi . However (when |∆| = 1), by [44, Theorem 2.1.3]
and [44, Equation 2.1.5 and Equation 2.1.6], we know that (Esep

α )ϕα=id = Fp.
Therefore, ci ∈ Fp, for all 1 6 i 6 n. It follows by induction on |∆| that u0
lies in Fp. Now, u − u0 is also fixed by each ϕα (α ∈ ∆) and ϕs, but we have
|u− u0|prod < 1. By the discussion above this implies that u = u0 is in Fp, as
desired. �

Proposition 5.6. — D(V ) is an étale (ϕ∆, GL,∆, EL,∆)-module over EL,∆ of
rank d := dimFp V . Moreover, we have

Esep
∆

⊗

EL,∆

D(V ) ∼= Esep
∆

⊗

Fp
V,

and

V =
⋂

α∈∆

(
Esep

∆

⊗

EL,∆

D(V )
)ϕα=id

.

Proof. — By Proposition 5.2 and Lemma 5.3 we can say that D(V ) is a free
module of rank d over EL,∆. Moreover, the matrix of ϕα in any basis of D(V )
is invertible in Esep

∆ and, therefore, also in EL,∆ by Lemma 5.4. So the action
of (ϕ∆, GL,∆) on D(V ) is étale. The last statement is a direct consequence of
Lemmas 5.3 and 5.5. �
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Lemma 5.7. — For objects V, V1, V2 in RepFp(GL,∆), we have D(V1
⊗
Fp
V2) ∼=

D(V1)
⊗
EL,∆

D(V2) and D(V ∗) ∼= D(V )∗.

Proof. — The proof of [49, Lemma 3.8] works in our imperfect case. �
Theorem 5.8. — D is a fully faithful tensor functor from the category
RepFp(GL,∆) to the category Det(ϕ∆, GL,∆, EL,∆).

Proof. — Let f : V1 −→ V2 be a nonzero morphism in RepFp(GL,∆). Then,
the Esep

∆ -linear map id
⊗
f : Esep

∆
⊗
Fp
V1 −→ Esep

∆
⊗
Fp
V2 is also nonzero. By

Proposition 5.6 we assert that D(f) 6= 0 and, therefore, the faithfulness.
Now, let V1 and V2 be arbitrary objects in RepFp(GL,∆) and θ : D(V1) −→

D(V2) be a morphism in Det(ϕ∆, GL,∆, EL,∆). Then, by Proposition 5.6, we
obtain a GL,∆-equivariant Fp-linear map

f : V1 =
⋂

α∈∆

(
Esep

∆

⊗

EL,∆

D(V1)
)ϕα=id

−→
⋂

α∈∆

(
Esep

∆

⊗

EL,∆

D(V2)
)ϕα=id

= V2

induced by θ, for which we have θ = D(f). Therefore, D is full. The compati-
bility with tensor product follows from Lemma 5.7. �

5.2. The functor V. — In the following, we define the functor V and show that
it is a quasi-inverse of D. This, in turn, implies that the functor D is essentially
surjective. Let D ∈ Det(ϕ∆, GL,∆, EL,∆). It comes with a natural semilinear
action of ϕα (α ∈ ∆) and the Galois group GL,∆. We define

V(D) :=
⋂

α∈∆

(
Esep

∆

⊗

EL,∆

D
)ϕα=id

.

V(D) is a—a priori not necessarily finite dimensional—representation of GL,∆
over Fp.

Lemma 5.9. — For any integer r > 0, we have

⋂

β∈∆\{α}


Esep

∆\{α}
⊗

E+
L,∆\{α}

E+
L,∆/(X

r
α)




ϕβ=id

= kα[Xα]/(Xr
α).

Proof. — First of all, we have

Esep
∆\{α}

⊗

E+
∆\{α}

E+
L,∆/(X

r
α)

= lim−→E′β1

⊗

Eβ1

(
E′β2

⊗

Eβ2

(
· · ·
(
E′βn−1

⊗

Eβn−1

EL,∆/(Xr
α)
)))

,
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where ∆ \ {α} = {β1, . . . , βn−1}. As in Lemma 5.5, if ϕβ(u) = u for some
element u ∈ E′∆\{α}

⊗
E+

∆\{α}

E+
L,∆/(Xr

α), then by Lemma 2.3 we must have

pvalX′
β
(u) = valX′

β
(u) showing valXβ ′(u) = 0. The constant term (with respect

to the variables Xβ , β ∈ ∆ \ {α}) is an element in k∆\{α}
⊗
Fp
kα[Xα]/(Xr

α). So

the statement follows the same way as in the proof of Lemma 5.5 noting that
⋂

β∈∆\{α}

(
k∆\{α}

)ϕβ=id = Fp,

and ϕβ acts trivially on kα[Xα]/(Xr
α). �

Lemma 5.10. — For any integer r > 0 and finitely generated E+
α /(Xr

α)-module
M , we have an identification

Esep
∆\{α}[Xα]/(Xr

α)
⊗

E+
α
/(Xrα)

M ∼= Esep
∆\{α}

⊗

E∆\{α}

M.

Proof. — This follows from the isomorphism

E+
α /(X

r
α) ∼= E∆\{α}

⊗

Fp
kα[Xα]/(Xr

α). �

For a subset∆′ ⊆ ∆, we putEsep+
∆′ := lim−→E′+∆′ , sowe haveE

sep
∆′ = Esep+

∆′ [X−1
∆′ ],

where X∆′ :=
∏
α∈∆′

Xα.

The proofs of the following two lemmas follow exactly as in [49, Lemma 3.13]
and [49, Lemma 3.14] without any change.

Lemma 5.11. — Esep
∆′ (resp. Esep+

∆′ ) is flat as a module over E∆′ (resp. over
E+

∆′ ) for all ∆′ ⊆ ∆.

Lemma 5.12. — We have
(
Esep+

∆\{α}JXαK[X−1
∆ ]
)H∆\{α}

= EL,∆.

Our main result in this section is the following.

Theorem 5.13. — The functors D and V are quasi-inverse equivalences of
categories between RepFp(GL,∆) and Det(ϕ∆, GL,∆, EL,∆).

Proof. — The proof is essentially the same as that of [49, Theorem 3.15]. In-
stead of repeating the proof, we recall the strategy and just point out what
the changes should be adapted to making the argument work in our imperfect
residue field case.
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Step 1. — Reducing the statement to the essential surjectivity of D. It follows
from Theorem 5.8 that D is fully faithful. By Proposition 5.6 we conclude that
V ◦D(V ) ∼= V for any object V in RepFp(GL,∆). So we are reduced to showing
that D is essentially surjective. This is done by induction on |∆|. The case of
|∆| = 1 is due to Scholl [44] and Andreatta [1, Theorem 7.11]. Suppose that
|∆| > 1, fix α ∈ ∆, and pick an object D in Det(ϕ∆, GL,∆, EL,∆).
Step 2. — The goal here is to trivialize the (ϕα, ϕβ)-action (β ∈ ∆ \ {α}) on
D+∗
α /Xr

αD
+∗
α uniformly in r by tensoring up with Esep∆\{α}. The place that we

need to modify is Equation (4) before [49, Lemma 3.17]. In our imperfect case,
it should be reformulated as

Esep
∆\{α}[Xα]/(Xr

α)
⊗

Fp[Xα]/(Xrα)

⋂

β∈∆\{α}

(
Esep

∆\{α}[Xα]/(Xr
α)

⊗

E+
α
/(Xrα)

D+∗
α,r

)ϕα=id,ϕβ=id

∼−→ Esep
∆\{α}[Xα]/(Xr

α)
⊗

E+
α
/(Xrα)

D+∗
α,r

∼= Esep
∆\{α}[Xα]/(Xr

α)
⊗

E+
α

D+∗
α .

Lemma 3.17 in [49] should be changed into: there exists a finitely generated
E+
L,∆-submodule M 6 D+∗

α such that

⋂

β∈∆\{α}

(
Esep

∆\{α}[Xα]/(Xr
α)
⊗

E+
α

D+∗
α

)ϕα=id,ϕβ=id

is contained in the image of the map

Esep
∆\{α}[Xα]/(Xr

α)
⊗

E+
L,∆

M −→ Esep
∆\{α}[Xα]/(Xr

α)
⊗

E+
L,∆

D+∗
α

∼= Esep
∆\{α}[Xα]/(Xr

α)
⊗

E+
α

D+∗
α

induced by the inclusion M 6 D+∗
α for all r > 0.

Note that the intersection in the above is not only over ϕβ = id (β ∈ ∆\{α})
but also over ϕα = id, noting that ϕα is the absolute Frobenius of Esep

∆\{α}.
The reason why we need to make this change is because it is coherent with our
Lemma 5.5 and also in the proof of [49, Lemma 3.17] (where the third author
used the fact that ϕlrα (x) = x).
Step 3. — The goal of this step is to show the following compatibility of our
construction with projective limits with respect to r. In our imperfect residue
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field case, Lemma 3.18 in [49] should be changed into: we have

lim←−
r

(
Esep+

∆\{α}[Xα]/(Xr
α)
⊗

E+
L,∆

M
)
∼= Esep+

∆\{α}JXαK
⊗

E+
L,∆

M,

lim←−
r

(
Esep

∆\{α}[Xα]/(Xr
α)
⊗

E+
α

D+∗
α

)
∼= Esep

∆\{α}JXαK
⊗

E+
α

D+∗
α ,

and

lim←−
r

(
Esep

∆\{α}[Xα]/(Xr
α)

⊗

Fp[Xα]/(Xrα)

⋂

β∈∆\{α}

(
Esep

∆\{α}[Xα]/(Xr
α)

⊗

E+
α
/(Xrα)

D+∗
α,r

)ϕα=id,ϕβ=id
)

∼= Esep
∆\{α}JXαK

⊗

FpJXαK

⋂

β∈∆\{α}

(
Esep

∆\{α}JXαK
⊗

EL,∆

D
)ϕα=id,ϕβ=id

.

Everything else, including the proof of [49, Lemma 3.18], remains the same.
Step 4. — The goal here is to obtain a (ϕα, Gα)-module Dα over Eα (by triv-
ializing the action of (ϕα, ϕβ), β ∈ ∆ \ {α}), which is at the same time a linear
representation of the group GL,∆\{α}. In Step 4 of the third author’s proof
(before [49, Lemma 3.19]), the corresponding Dα in our imperfect residue field
case should be defined as

Dα :=
⋂

β∈∆\{α}

(
Esep

∆\{α}((Xα))
⊗

EL,∆

D
)ϕα=id,ϕβ=id

,

which is contained in the image of the map

Esep+
∆\{α}JXαK[X−1

α ]
⊗

EL,∆

D ↪→ Esep
∆\{α}((Xα))

⊗

EL,∆

D.

Then Dα is an Fp((Xα)) vector space.
Step 5. — The last step is to show the essential surjectivity of D. Lemma
3.19 of [49] remains exactly the same, including its proof, and so does the third
author’s Step 5 (cf. after the proof of [49, Lemma 3.19]). We do not need to
change anything here. �

Corollary 5.14. — Any object D in Det(ϕ∆, ϕs, GL,∆, EL,∆) is a free module
over EL,∆.

Proof. — By Theorem 5.13 we know that D is essentially surjective. The corol-
lary follows by noting that any étale module in the image of the functor D is
free as a module over EL,∆ by construction. �
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[13] C. Breuil & V. Paškūnas – “Towards a modulo p Langlands correspon-
dence for GL2”, Mem. Amer. Math. Soc. 216 (2012), no. 1016.

[14] O. Brinon – “Représentations cristallines dans le cas d’un corps résiduel
imparfait”, Ann. Inst. Fourier (Grenoble) 56 (2006), p. 919–999.

[15] , “Représentations p-adiques cristallines et de de rham dans le cas
relatif”, Mém. Soc. Math. Fr. (N.S.) 112 (2008).

[16] , “Filtered (ϕ,N)-modules and semi-stable representations”,
Panor. Synthèses 54 (2019), p. 93–129.

[17] O. Brinon & B. Conrad – “CMI summer school notes on p-
adic Hodge theory (preliminary version)”, http://math.stanford.edu/
~conrad/papers/notes.pdf.

[18] O. Brinon & F. Trihan – “Représentations cristallines et F-cristaux: le
cas d’un corps résiduel imparfait”, Rend. Semin. Mat. Univ. Padova 119
(2008), p. 141–171.

[19] A. Carter, K. S. Kedlaya & G. Zábrádi – “Drinfeld’s lemma for per-
fectoid spaces and overconvergence of multivariate (ϕ,Γ)-modules”, 2020,
To appear in Documenta Math., arXiv:1808.03964.

[20] P. Colmez – in (ϕ,Γ)-modules et représentations du mirabolique de
GL2(Qp), Astérisque, no. 330, 2010, p. 61–153.

[21] , in Représentations de GL2(Qp) et (ϕ,Γ)-modules, Astérisque, no.
330, 2010, p. 281–509.

[22] , “Le programme de Langlands p-adique”, in European Congress of
Mathematics, Eur. Math. Soc, Zürich, 2013, p. 259–284.

[23] P. Colmez & J.-M. Fontaine – “Construction des représentations p-
adiques semistables”, Invent. Math. 140 (2000), p. 1–43.

[24] J.-M. Fontaine – “Représentations p-adiques des corps locaux, I”, in
The Grothendieck Festschrift, Vol. II, Progr. Math., no. 87, Birkhäuser
Boston, Boston, MA, 1990.

[25] , in Le corps des périodes p-adiques, Astérisque, no. 223, 1994,
p. 59–111.

[26] , in Représentations p-adiques semi-stables, Astérisque, no. 223,
1994, p. 113–184.

[27] J.-M. Fontaine & Y. Ouyang – “Theory of p-adic Galois represen-
tations”, https://www.imo.universite-paris-saclay.fr/~fontaine/
galoisrep.pdf.

[28] E. Grosse-Klönne – “A note on multivariable (ϕ,Γ)-modules”, Research
in Number Theory 5 (2019), Article 6.

[29] R. Hartshorne – Residues and duality, Lecture Notes in Mathematics,
no. 20, Springer-Verlag, Berlin, New York, 1966.

[30] O. Hyodo – “On variation of Hodge-Tate structures”, Math. Ann. 284
(1989), p. 7–22.

tome 149 – 2021 – no 3



MULTIVARIABLE (ϕ,Γ)-MODULES AND PRODUCTS OF GALOIS GROUPS 545

[31] K. S. Kedlaya – “New methods for (ϕ,Γ)-modules”, Res. Math. Sci.
(2015), p. 2, Article 20.

[32] , “Sheaves, stacks, and shtukas”, in Perfectoid Spaces: Lectures
from the 2017 Arizona Winter School (B. Bhatt, B. Cais, A. Caraiani,
K. S. Kedlaya, P. Scholze & J. Weinstein, eds.), Mathematical Surveys
and Monographs, no. 242, AMS, 2019.

[33] M. Kisin & W. Ren – “Galois representations and Lubin-Tate groups”,
Doc. Math. 14 (2009), p. 441–461.

[34] H. Matsumura – Commutative algebra, 2 ed., Mathematics Lecture Note
Series, no. 56, Benjamin/Cummings Publishing Co., Inc., Reading, Mass.,
1980.

[35] K. Morita – “Galois cohomology of a p-adic field via (ϕ,Γ)-modules in
the imperfect residue field case”, J. Math. Sci. Univ. Tokyo 15 (2008),
p. 219–241.

[36] , “Hodge-Tate and de Rham representations in the imperfect
residue field case”, Ann. Sci. Éc. Norm. Supér. (4) (2010), no. 43, p. 341–
356.

[37] , “Crystalline and semi-stable representations in the imperfect
residue field case”, Asian J. Math. 18 (2014), p. 143–157.

[38] S. Ohkubo – “Galois theory of B+
dR in the imperfect residue field case”,

J. Number Theory 130 (2010), p. 1609–1641.
[39] , “A note on Sen’s theory in the imperfect residue field case”, Math.

Z. 269 (2011), p. 261–280.
[40] , “The p-adic monodromy theorem in the imperfect residue field

case”, Algebra Number Theory 7 (2013), p. 1977–2037.
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