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SEMINAIRE BOURBAKI

Volume 2021/2022
Exposés 1181—-1196
doi : 10.24033.ast/1181

Résumé. — Ce 73¢ volume du Séminaire Bourbaki contient les textes des seize expo-
sés présentés pendant I'année 2021/2022 : groupes de surface dans les réseaux des
groupes de Lie, non-densité des points entiers et variations de structures de Hodge,
flots de Ricci et difféomorphismes de variétés de dimension 3, structure des espaces
limites des variétés non effondrées, classification des couplages invariants, conjec-
ture de Shelah et théoréme de Johnson, graphes expanseurs en dimension supérieure,
trous spectraux non linéaires et applications, rigidité locale du spectre des longueurs
marquées, probléme de sous-convexité pour les fonctions L, équation de Schrédinger
non linéaire, conjecture de Kannan-Lovédsz-Simonovits, problemes additifs binaires
pour les polyndmes sur les corps finis, mesures cristallines, conjecture du K(7t,1)
pour les groupes d’Artin affines, ensembles sans progression arithmétique de lon-
gueur 3.

Abstract. — This 73rd volume of the Bourbaki Seminar gathers the texts of the sixteen
lectures delivered during the year 2021/2022: surface groups in lattices of Lie groups,
non-density of integral points and variations of Hodge structures, Ricci flow and diffeo-
morphisms of 3-manifolds, structure of limit spaces of non-collapsed manifolds, clas-
sification of joinings, Shelah’s conjecture and Johnson’s theorem, high-dimensional
expander graphs, non-linear spectral gaps and applications, local marked length
spectrum rigidity, subconvexity problem for L-functions, non-linear Schrodinger
equation, Kannan-Lovédsz-Simonovits’s conjecture, binary additive problems over
finite fields, crystalline measures, K(7, 1) conjecture for affine Artin groups, sets with
no three terms in arithmetic progression.
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Résumé des exposés

Fanny Kassel. — Groupes de surface dans les réseaux des groupes de Lie semi-simples
(d’apreés |. Kahn, V. Markovi¢, U. Hamenstidt, F. Labourie et S. Mozes)

Un réseau cocompact d’un groupe de Lie semi-simple G est un sous-groupe dis-
cret I' tel que le quotient G/T soit compact. Un tel réseau contient-il toujours un
sous-groupe de surface, a savoir un sous-groupe isomorphe au groupe fondamental
d’une surface hyperbolique compacte ? Si oui, contient-il des sous-groupes de surface
qui soient proches (dans un sens quantitatif précis) de sous-groupes fuchsiens de G,
c’est-a-dire de sous-groupes discrets de G contenus dans une copie de (P)SL(2,R)
dans G?

Le cas du groupe G = PSL(2,C) correspond a une fameuse conjecture de
Thurston sur les variétés hyperboliques de dimension 3, et la version quantitative
dans le cas G = PSL(2,R) x PSL(2,R) implique une conjecture d’Ehrenpreis sur
les paires de surfaces hyperboliques compactes; ces deux conjectures ont été démon-
trées par Kahn et Markovi¢ il y a une dizaine d’années. Motivée par une question
de Gromov, Hamenstéddt a résolu le cas olt G est de rang réel un a I’exception de
G = SO(2n,1). Dans une prépublication récente, Kahn, Labourie et Mozes traitent
le cas d’une large classe de groupes semi-simples G, incluant notamment tous les
groupes de Lie simples complexes; les groupes de surface qu’ils obtiennent sont
des images de représentations anosoviennes au sens de Labourie. Nous donnerons
quelques idées de leur démonstration.

Marco Maculan. — Non-densité des points entiers et variations de structures de Hodge
(d’aprés B. Lawrence, W. Sawin et A. Venkatesh)

Au début des années 80, Faltings a montré que toute courbe projective non singuliere
de genre au moins 2 définie sur un corps de nombres K n’admet qu'un nombre fini
de points a coordonnées dans K — un énoncé conjecturé auparavant par Mordell.
Récemment, Lawrence et Venkatesh ont découvert une nouvelle méthode pour prou-
ver que les points entiers d'une variété algébrique définie sur un corps de nombres ne
sont pas denses pour la topologie de Zariski. Appliquée aux courbes, cette technique
fournit une nouvelle démonstration de la conjecture de Mordell; appliquée aux va-
riétés paramétrant les hypersurfaces non singuliéres de I'espace projectif (Lawrence—
Venkatesh) ou d’une variété abélienne (Lawrence-Sawin), elle conduit a des résultats
de finitude inaccessibles par les méthodes précédentes.

Sylvain Maillot. — Flot de Ricci et difféomorphismes de variétés de dimension 3 (d’aprés
R. Bamler et B. Kleiner)

R. Bamler et B. Kleiner démontrent que si M est une variété de dimension 3 com-
pacte admettant une métrique riemannienne a courbure constante strictement po-
sitive, alors l'injection canonique du groupe d’isométries de cette métrique dans le
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groupe de difféomorphismes de M est une équivalence d’homotopie. Leur méthode
est basée sur la notion de flot de Ricci singulier développée par B. Kleiner et J. Lott,
et donne une nouvelle preuve de la conjecture de Smale, démontrée par Hatcher en
1983, dans le cas de S°. Elle permet également de prouver que l’espace des métriques
a courbure scalaire strictement positive sur une variété de dimension 3 compacte est
vide ou contractile, ce qui améliore un résultat obtenu par F. Coda Marques en 2012.

Ilaria Mondello. — Structure des espaces limites des variétés non effondrées a courbure de
Ricci minorée (d’aprés |. Cheeger, W. [iang et A. Naber)

Grace au célebre théoréme de pré-compacité démontré par Gromov en 1981, nous
savons que toute suite de variétés a courbure de Ricci minorée possede une sous-
suite convergente vers un espace métrique en topologie de Gromov-Hausdorff poin-
tée. Depuis lors, de nombreux mathématiciens, Anderson, Bando, Kasue, Nakajima,
Cheeger, Colding, Tian, ont exploré la structure de cet espace limite, en particulier
dans le cas de variétés a courbure de Ricci bornée, non effondrées, c’est-a-dire dont le
volume de la boule unitaire est uniformément minoré. Les récents travaux de Cheeger,
Jiang et Naber ont permis des avancées significatives dans la compréhension de la
géométrie des espaces limites non effondrés. IlIs ont ainsi démontré que, pour une
suite de variétés a courbure de Ricci bornée, et sans hypothése supplémentaire sur
la courbure de Riemann, le lieu singulier est de codimension au moins quatre et de
mesure d’'Hausdorff correspondante localement finie (conjecture de la codimension
quatre). Pour une suite de variétés dont la courbure de Ricci est seulement minorée,
ils ont prouvé la rectifiabilité du lieu singulier et 1'unicité presque partout des cones
tangents, ce qui améliore grandement les résultats connus sur les singularités de 'es-
pace limite.

Menny Aka. — Joinings classification and applications (after Einsiedler and Lindenstrauss)
This talk surveys the classification of joinings of higher-rank torus actions on S-arith-
metic quotients of semisimple or perfect algebraic groups and some of its applications.
This classification was proved by Einsiedler and Lindenstrauss (Duke Mathematical
Journal 2007, Publications mathématiques de I'THES, 2019). It establishes that er-
godic joinings must be algebraic, and in particular that such torus actions in many
cases must be disjoint, that is, they admit only the trivial joining which is the product
of the Haar measures on each of the factors.

Their proof is based on entropy methods, developed by Einsiedler, Katok,
Lindenstrauss and Spatzier. We will describe these methods and give some ideas
on how they fit into the scheme of their proof. Specifically, we will explain how to
prove disjointness when the associated algebraic groups have a different root struc-
ture. This already allows for some applications, which will be presented at the end
of the talk.
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Sylvy Anscombe. — Shelah’s Conjecture and Johnson’s Theorem (after Will Johnson)
The “Shelah Conjecture” proposes a description of fields whose first-order theories
are without the Independence Property (IP): they are finite, separably closed, real
closed, or admit a non-trivial henselian valuation. One of the most prominent di-
viding lines in the contemporary model-theoretic universe, IP holds in a theory if
there is a formula that can define arbitrary subsets of arbitrarily large finite sets. In
2020, Johnson gave a proof of the conjecture in an important case; namely, the case
of dp-finite (roughly: finite dimensional) theories of fields. Combined with a result
of Halevi-Hasson-Jahnke, Johnson’s Theorem completely classifies the dp-finite the-
ories of fields.

We will explain this classification, describe some ingredients of the proof, and
explore how Johnson’s Theorem and the Shelah Conjecture fit into the bigger picture.

Uli Wagner. — High-Dimensional Expanders (after Gromouv, Kaufman, Kazhdan, Lubotzky,
and others)

Expander graphs (sparse but highly connected graphs) have, since their inception,
been the source of deep links between Mathematics and Computer Science as well as
applications to other areas. In recent years, a fascinating theory of high-dimensional
expanders has begun to emerge, which is still in a formative stage but has nonethe-
less already lead to a number of striking results. Unlike for graphs, in higher dimen-
sions there is a rich array of non-equivalent notions of expansion (coboundary ex-
pansion, cosystolic expansion, topological expansion, spectral expansion, etc.), with
differents strengths and applications. In this talk, we will survey this landscape of
high-dimensional expansion, with a focus on two main results. First, we will present
Gromov’s Topological Overlap Theorem, which asserts that coboundary expansion
(a quantitative version of vanishing mod 2 cohomology) implies topological expan-
sion (roughly, the property that for every map from a simplicial complex to a mani-
fold of the same dimension, the images of a positive fraction of the simplices have
a point in common). Second, we will outline a construction of bounded degree
2-dimensional topological expanders, due to Kaufman, Kazhdan, and Lubotzky.

Alexandros Eskenazis. — Average distortion embeddings, nonlinear spectral gaps, and a
metric John theorem (after Assaf Naor)

In this lecture we shall discuss some geometric applications of the theory of nonlin-
ear spectral gaps. Most notably, we will present a proof of a deep theorem of Naor
asserting that for any norm | - || on RY, the metric space (R?, \/[[x — y||) embeds into
Hilbert space with quadratic average distortion O(/logd). As a consequence, we
will deduce that any n-vertex expander graph does not admit a O(1)-average distor-
tion embedding into any n°(!)-dimensional normed space.
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Ursula Hamenstadt. — Local marked length spectrum rigidity (after Colin Guillarmou
and Thibault Lefeuvre)

The marked length spectrum rigidity question asks whether two closed negatively
curved manifolds M and N are isometric if they are homeomorphic with a homeo-
morphism which maps a closed geodesic on M to a curve on N which is freely ho-
motopic to a closed geodesic of the same length. The lecture discusses the work of
Guillarmou and Lefeuvre who used novel tools from microlocal analysis to give an
affirmative answer to a local version of this question.

Philippe Michel. — Recent progress on the subconvexity problem

The subconvexity problem aims at providing non-trivial (ie. subconvex) bounds for
central values of automorphic L-functions; the main conjecture in this area is the
Generalized Lindel6f Hypothesis which itself is a consequence of the Generalized
Riemann Hypothesis. This lecture will survey several advances that have been made
on this question during the past ten years : these include the delta-symbol ap-
proach of R. Munshi, the Weyl type bounds of 1. Petrow and M. Young (both use
the Dirichlet L-series representation of the central values) and the work of P. Nelson
and A. Venkatesh (who use the automorphic period representations for the central
value).

Galina Perelman. — Finite time blow up for the compressible fluids and for the energy
supercritical defocusing nonlinear Schrédinger equation (after Frank Merle, Pierre Raphaél,
Igor Rodnianski and Jérémie Szeftel)

This talk addresses the problem of singularity formation in solutions of the 3D com-
pressible barotropic Navier-Stokes equation and of the energy supercritical defocus-
ing nonlinear Schrodinger equation. I will explain the recent results of F. Merle,
P. Raphaél, I. Rodnianski, and ]. Szeftel that link this problem to the compressible
Euler dynamics showing that in some range of parameters both models admit finite
time blow up solutions governed by appropriate self-similar solutions of the underly-
ing Euler equation. While for the compressible Navier-Stokes equation the existence
of finite time blow up solutions was already known, for the nonlinear Schrodinger
equation this is the first result of formation of singularities in the defocusing case.

Guillaume Aubrun. — Vers la conjecture de Kannan—Lovdsz—Simonovits (d’aprés Yuansi
Chen)

Comment couper un ensemble convexe de R" en deux parties de méme volume en
minimisant la surface de coupe ? Pour ce probléme isopérimétrique, Kannan, Lovasz
et Simonovits ont conjecturé en 1995 que sil’on restreint l'infimum aux coupes le long
d’un hyperplan, la valeur obtenue n’est modifiée que par une constante indépendante
de la dimension. Cette conjecture a de nombreuses implications sur la géométrie des
convexes de grande dimension.
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Fin 2020, Yuansi Chen a démontré une version affaiblie de la conjecture ot la
constante universelle est remplacée par n°(!), ce qui est une amélioration spectacu-
laire des bornes précédemment connues. Nous présenterons la preuve de Chen, qui
raffine le processus de localisation stochastique dt a Eldan et Lee-Vampala, et ex-
ploite de maniere efficace les outils du calcul stochastique.

Emmanuel Kowalski. — Binary additive problems for polynomials over finite fields (after
W. Sawin and M. Shusterman)

The most famous open problems concerning prime numbers are binary additive prob-
lems, with the twin-prime conjecture as the best-known example. W. Sawin and
M. Shusterman have solved the analogue of these conjectures in the case of irreducible
polynomials over a fixed finite field, as well as the quadratic case of the Schinzel con-
jecture. The talk will present the background behind these questions and will explain
the methods used by Sawin and Shusterman, which combine number theory and al-
gebraic geometry.

Yves Meyer. — Mesures cristallines et applications (d’aprés Pavel Kurasov, Alexander
Olevskii, Peter Sarnak et Maryna Viazovska)

Une mesure cristalline est une mesure atomique sur IR” dont le support est localement
fini et dont la transformée de Fourier au sens des distributions est également une me-
sure atomique portée par un ensemble localement fini. L'exemple le plus simple est
le peigne de Dirac. Les mesures cristallines ont été définies et étudiées dés les années
cinquante. Jean-Pierre Kahane et Szolem Mandelbrojt (1958) ont cherché a détermi-
ner les fonctions méromorphes dans le plan complexe ayant un seul poleens = 1
et qui vérifient le méme type d’équation fonctionnelle que la fonction zeta. Ces au-
teurs montrérent qu'une mesure cristalline est toujours attachée a une telle fonction
méromorphe. Cette méme année, André Guinand construisait des mesures cristal-
lines tres différentes des peignes de Dirac. Puis le sujet fut abandonné pendant pres
de trente ans. La découverte des quasicristaux par Don Shechtman en 1982 renouvela
I'intérét porté aux mesures cristallines. En premier lieu Nir Lev et Alexander Olevskii
observerent que la preuve donnée par Guinand était incomplete et construisirent une
mesure cristalline sur la droite réelle qui ne se réduit pas a un peigne de Dirac. Nous
verrons ensuite que la version discretisée des mesures cristallines est reliée a un pro-
bléme classique en traitement du signal et de I'image. Enfin les mesures cristallines
sont présentes dans le probleme suivant. Soient A C R" et F C R” deux ensembles
localement finis. Une fonction f de la classe de Schwartz peut-elle étre reconstruite
en utilisant seulement sa restriction a A et la restriction de sa transformée de Fourier
a F? Enrésolvant ce probléme Maryna Viazovska a, du méme coup, trouvé la solution
du probleme de Kepler d’empilement des boules en dimension 8 et 24. Nous termi-
nerons cet exposé par un théoréme remarquable d@i a D. Radchenko, A. Bondarenko
et K. Seip. Il s’agit d'une variante, sans terme intégral, de la formule sommatoire de
Riemann-Weil.
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Thomas Haettel. — La conjecture du K(7m,1) pour les groupes d’Artin affines (d’aprés
Giovanni Paolini et Mario Salvetti)

Considérons un groupe de Coxeter W affine, agissant par isométries sur 1’espace eu-
clidien IR”, ainsi que l’arrangement des hyperplans de ses réflexions. Le complémen-
taire Yy du complexifié de cet arrangement dans C”, quotienté par W, a pour groupe
fondamental le groupe d’Artin affine Gy associé a W. La conjecture du K(7,1) af-
firme dans ce cas que I'espace Y}y est un espace classifiant pour Gyy. Elle a été démon-
trée récemment par Paolini et Salvetti, en s’Tappuyant sur les travaux de McCammond
et Sulway. Nous présenterons des ingrédients de la preuve, qui repose notamment sur
I'étude des structures de Garside duales pour les groupes d’Artin affines, les factori-
sations des isométries euclidiennes et la décortiquabilité des partitions non croisées
affines. Une conséquence est que les groupes d’Artin affines, ainsi que les groupes
crystallographiques tressés, ont un espace classifiant fini.

Sarah Peluse. — Recent progress on bounds for sets with no three terms in arithmetic pro-
gression (after Bloom and Sisask, Croot, Lev, and Pach, and Ellenberg and Gijswijt)

A famous conjecture of Erdds states that if S is a subset of the positive integers and
the sum of the reciprocals of elements of S diverges, then S contains arbitrarily long
arithmetic progressions. If one could prove, for each positive integer k, sufficiently
good bounds for the size of the largest subset of the first N integers lacking k-term
arithmetic progressions, then Erdés’s conjecture would follow. There is thus great
interest in the problem of proving the strongest possible bounds for sets lacking arith-
metic progressions of a fixed length. In this talk, I will survey the recent advances
of Bloom-Sisask on this problem for length three progressions and of Croot-Lev—
Pach and Ellenberg-Gijswijt on the analogous problem in F5 (the “cap set problem”).
These two advances rely on very different techniques — Fourier analytic methods and
a version of the polynomial method, respectively — and I will give an overview of
both.
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GROUPES DE SURFACE DANS LES RESEAUX DES GROUPES DE LIE
SEMI-SIMPLES
[d’apreés ). Kahn, V. Markovi¢, U. Hamenstadt, F. Labourie et S. Mozes]

par Fanny Kassel

Un réseau d’un groupe de Lie G est un sous-groupe discret I' tel que le quotient
G /T soit de volume fini pour la mesure de Haar; on dit que I est cocompact si G/T
est compact.

Tout réseau cocompact sans torsion I de PSL(2, R) est un groupe de surface, c’est-a-
dire isomorphe au groupe fondamental d"une surface compacte S de genre au moins
deux. En effet, on peut prendre pour S le quotient du plan hyperbolique H? par T

Le but de cet exposé est de présenter le résultat suivant.

Théoreme principal (Kahn-Markovi¢, Hamenstadt, Kahn-Labourie-Mozes). Soit G un
groupe de Lie simple complexe (1), ou I'un des groupes SO(2p —1,1),SU(p,q) ou Sp(p,q)
pour p > q > 1. Tout réseau cocompact de G contient un sous-groupe de surface.

Le cas G = SL(2,C) est dit a Kann et Markovi¢ (2012), les cas G = SO(2p — 1,1),
SU(p,1) etSp(p, 1) a Hamenstipt (2015), et le cas général a Kaun, LaBourie et Mozes
(arXiv 2018). Récemment, HamenstADT (2021) a annoncé une nouvelle démonstra-
tion du cas général, qui étend les méthodes de son article de 2015.

Dans la partie 1 nous présentons diverses motivations du théoréme, puis dans la
partie 2 nous en énongons des versions plus précises, pour une classe plus générale
de groupes de Lie semi-simples G. La stratégie de la preuve est expliquée dans la
partie 3. Elle comporte trois étapes : géométrique (partie 4), dynamique (partie 5) et
combinatoire (partie 6).

Remerciements. — Je remercie chaleureusement Jonas Beyrer, Pierre-Louis Blayac,
Jean-Philippe Burelle, Leén Carvajales, Balthazar Fléchelles, Olivier Glorieux, Jeremy
Kahn, Francois Labourie, Daniel Monclair, Alan Reid, Ilia Smilga, Katie Vokes, ainsi
que Nicolas Bourbaki, pour leur aide dans la préparation de cet exposé. Je suis par-
ticuliérement reconnaissante a Jonas Beyrer, Pierre-Louis Blayac, Olivier Glorieux et
Francois Labourie pour de nombreuses discussions autour des articles présentés ici.

MW Par exemple SL(n,C), Sp(2n,C) ou SO(n,C); cf. HeLcason (2001, Ch.X, §2) pour une description
explicite de tous les groupes de Lie simples classiques.
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1. Motivations

Soit G un groupe de Lie réel semi-simple linéaire non compact, par exemple
PSL(n,K) pour K = R ou C.

1.1. Comprendre les sous-groupes des réseaux

Un point de vue fécond en théorie des groupes est de chercher & comprendre
certains groupes en étudiant quels types de sous-groupes ils admettent. Il résulte des
travaux de Tits (1972) que tout réseau de G contient un groupe libre non abélien a
deux générateurs. On peut voir les groupes de surface comme les groupes de type fini
(non résolubles a indice fini pres) les plus « simples » apres les groupes libres (?). La
question suivante est alors naturelle dans le cadre de 1’étude des réseaux des groupes
de Lie semi-simples.

Question 1.1. Soit G un groupe de Lie réel semi-simple linéaire non compact. Tout
réseau de G admet-il des sous-groupes de surface?

Le théoreme principal répond affirmativement a cette question pour les réseaux
cocompacts des groupes de Lie simples complexes et des groupes SO(2p — 1,1),
SU(p.4),Sp(p,q) pourp >q > 1.

Lorsque G est de rang réel un (c’est-a-dire localement isomorphe a SO(n,1),
SU(n,1), Sp(n,1) ou a la forme réelle de rang un du groupe exceptionnel Fy), les
réseaux cocompacts de G sont des groupes hyperboliques au sens de Gromov. La
question 1.1 pour ces réseaux est alors un cas particulier d'une question de Gromov
(cf. Bestvina, 2000, Q.1.6) : tout groupe hyperbolique a un bout admet-il un sous-
groupe de surface ? Voir par exemple GorboN, Long et Reip (2004) pour une réponse
affirmative dans le cadre des groupes de Coxeter, et CaLeGAR! (2008) pour des condi-
tions homologiques suffisantes. Notons qu'un groupe hyperbolique ne peut contenir
qu’'un nombre fini de classes de conjugaison de sous-groupes de surface correspon-
dant a des surfaces de genre donné, comme suggéré par Gromov (1987) et démontré
par DeLzant (1995) ; voir THUrsTON (1997) pour les groupes de 3-variétés hyperbo-
liques.

En rang réel supérieur, il est facile de construire, de maniere arithmétique, des
exemples de réseaux contenant des groupes de surface.

Exemple 1.2. (cf. Benorst, 2009, §2.1, exemples 5 et 8) Soit n > 3. Lautomorphisme
o d’ordre deux de Q[v/2] définit un plongement ¢ : ¢ + (g,¢”) de SL(n,R) dans
G := SL(n,R) x SL(n,R), et T := 1(SL(n, Z[v/2])) est un réseau non cocompact

(?)Par exemple en considérant la dimension cohomologique : les groupes sans torsion de dimension
cohomologique 1 sont les groupes libres (StarLings, 1968) ; les groupes de surface sont de dimension co-
homologique 2.
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de G.Tl contient A := ((HNSL(3,Z[v/2])), ott H ~ SO(2,1) ~ PSL(2, R) est la com-
posante neutre du groupe orthogonal associé a la forme quadratique x? + y* — /2 22
sur R3. Le groupe Ty := H NSL(3,Z[v2]) est un réseau cocompact de H. Ainsi,
A = 1(T) est un sous-groupe de surface de T".

Afin d’établir que tout réseau contient des groupes de surface, nous verrons que
la démonstration du théoréme principal repose, non pas sur des considérations arith-
métiques, mais sur des arguments géométriques et dynamiques.

1.2. Sous-groupes de surface « bien positionnés dans G »

La maniere peut-étre la plus simple d’obtenir des sous-groupes discrets iso-
morphes a des groupes de surface dans des groupes de Lie semi-simples G est de
considérer des réseaux cocompacts I'y de PSL(2,R) et de les voir comme des sous-
groupes discrets de G via un plongement 7 de PSL(2,R) dans G. Autrement dit,
on part d'une surface compacte S de genre au moins deux; on la munit grace au
théoréme d’uniformisation d’une structure hyperbolique, ce qui définit une repré-
sentation injective de 7r1(S) dans PSL(2,R), d’image un réseau cocompact Iy de
PSL(2,R); puis on applique le plongement T ou 1'un de ses conjugués. Nous appel-
lerons ces sous-groupes T-fuchsiens, par analogie avec la terminologie classique pour
G =PSL(2,C).

Définition 1.3. Soient G un groupe de Lie semi-simple et 7 : PSL(2,R) — G un
plongement. Un sous-groupe de G est T-fuchsien s'il est 'image d’une représentation t-
fuchsienne d"un groupe de surface 71 (S), ¢’est-a-dire d'une représentation de la forme

00: 1 (S) 25 PSL(2, R) <5 G <M G,

oll ¢ est injective d’image discréte et conj est la conjugaison par un élément de G.

Il se peut qu'un réseau I' de G contienne des sous-groupes de surface 7-fuchsiens
pour un certain plongement 7 : PSL(2,R) < G : c’est le cas dans I'exemple 1.2 pour
T:PSL(2,R) ~ H '3 G.En général, étant donné un réseau I', on pourrait espérer
qu’a défaut de sous-groupes 7-fuchsiens, il contienne au moins des déformations de
sous-groupes T-fuchsiens. De telles petites déformations sont encore des groupes de
surface par la proposition suivante.

Proposition 1.4. Soient G un groupe de Lie semi-simple, T : PSL(2,R) — G un plon-
gement et pg : 71(S) — G une représentation T-fuchsienne d'un groupe de surface 7t1(S)
(définition 1.3). Il existe un voisinage ouvert % de py dans Hom(7t1(S), G) formé entiére-
ment de représentations injectives d’image discrete.
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On note ici Hom(711(S), G) l'espace des représentations de 771(S) dans G, muni
de sa topologie naturelle (topologie de la convergence sur une partie génératrice finie
de 711(S)). La proposition 1.4 est initialement due 8 GuicHARD (2004) ; ¢’est désormais une
conséquence facile de la théorie des représentations anosoviennes, cf. paragraphe 1.4.

Pour un ouvert % comme ci-dessus, I'image de toute représentation p € % est un
sous-groupe de surface discret de G ; par analogie avec le cas classique G = PSL(2,C),
on dira qu'il est T-quasi-fuchsien dés que % est connexe.

Définition 1.5. Soient G un groupe de Lie semi-simple et 7 : PSL(2,R) — G un
plongement. Un sous-groupe de G est T-quasi-fuchsien s'il est de la forme p(7r1(S))
pour un groupe de surface 711 (S) et une représentation p : 711(S) — G appartenant a
un ouvert connexe % de Hom(71;(S), G) comme dans la proposition 1.4.

1.2.1. Ouverts de déformations de groupes T-fuchsiens. — Des ouverts %/ comme dans la
proposition 1.4 ont été beaucoup étudiés dans plusieurs cas.

Exemple 1.6. Soient G = PSL(2,C) et T : PSL(2,R) — G le plongement standard.
Toute représentation t-fuchsienne py : 71(S) — G d’un groupe de surface 711 (S)
est contenue dans l'ouvert % des représentations quasi-fuchsiennes de 7y (S), c’est-a-
dire des représentations injectives de 711 (S) dans G dont 'image est un sous-groupe
discret dans lequel tous les éléments non triviaux sont hyperboliques (c’est-a-dire
diagonalisables sur C et dont les valeurs propres sont de modules différents de 1).
Cet ouvert % joue un réle important dans la théorie des groupes kleiniens. Il est
connexe (Bers a montré que, modulo conjugaison par G au but, il est naturellement
paramétré par le produit de deux copies de I'espace de Teichmdiller de S) et dense
dans I'ensemble des représentations injectives d’image discréte de 771(S) dans G.

Exemple 1.7. Soient G = PSL(n,R) et T : PSL(2,R) — G le plongement irréductible
(voir I'exemple 2.1 ci-dessous). D’apres Choi et Goldman (pour n = 3), Labourie
(n quelconque), Fock et Goncharov (n quelconque), pour toute représentation -
fuchsienne py : 71(S) — G, la composante connexe de py dans Hom(7t;(S), G) est
entierement formée de représentations injectives et discrétes. D’apres Hitchin, cette
composante connexe est, modulo conjugaison par G au but, homéomorphe a une
boule de dimension (1% —1)(2g — 2), ol g > 2 est le genre de la surface S. Désormais
appelée composante de Hitchin, elle joue un role important en théorie de Teichmiiller—
Thurston de rang supérieur (cf. Pozzerti, 2019).

Il est remarquable qu’il existe ainsi des sous-groupes discrets de G (sous-
groupes de surface T-fuchsiens) avec de gros espaces de déformations continues.
Par contraste, les réseaux de G ont souvent de fortes propriétés de rigidité, qui ont
donné lieu a des travaux célebres. Par exemple, pour G non localement isomorphe a
PSL(2,R) (resp. non localement isomorphe a PSL(2,R) ni a PSL(2,C)) et sans fac-
teur compact, les réseaux cocompacts (resp. non cocompacts) irréductibles de G sont
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localement rigides, d’apres Selberg, Calabi, Weil, Garland et Raghunathan. Pour G
sans facteur localement isomorphe a PSL(2, R) et sans facteur compact, la rigidité de
Mostow implique que toute représentation injective et discréte d"un réseau irréduc-
tible de G a valeurs dans G est la restriction d’un automorphisme de G. Pour G de
rang réel supérieur et sans facteur compact, Margulis a montré que les réseaux irré-
ductibles de G ont de surcroit une propriété plus forte de super-rigidité, qui implique
que ce sont des groupes arithmétiques. Voir Pansu (1995) pour plus de détails.

1.2.2. Retour aux sous-groupes des réseaux. — Voici une version plus précise de la ques-
tion 1.1.

Question 1.8. Soient G un groupe de Lie réel semi-simple et T : PSL(2,R) — G
un plongement. Tout réseau de G admet-il des sous-groupes de surface T-quasi-
fuchsiens (définition 1.5)?

Dans une série de papiers, Long, Reb et THisTLETHWAITE (2011), LonG et Remp
(2013, 2016), LoNG et THisTLETHWAITE (2018, 2020) montrent que, pour G = PSL(n, R)
et T le plongement irréductible, c’est le cas de certains réseaux de G, a savoir tous les
réseaux non cocompacts pour n = 3, une famille infinie de réseaux cocompacts pour
n = 3, et le réseau non cocompact PSL(n, Z) pour n = 4 et n > 5 impair. Pour cela, ils
considerent des groupes discrets A d’isométries de H? engendrés par les réflexions or-
thogonales dans les cotés de certains triangles de H? ; ces groupes admettent des sous-
groupes d’indice fini sans torsion, qui sont alors des groupes de surface. L'analogue
pour A de la composante de Hitchin de 1'exemple 1.7 (cf. ALEssanDRINI, LEE et
SCHAFFHAUSER, 2022) est une composante connexe de Hom(A, PGL(n, R)) formée en-
tierement de représentations injectives et discretes, dont les auteurs montrent que
certaines prennent leurs valeurs dans des sous-groupes arithmétiques de PGL(n, R).
Ceci fournit, pour certains réseaux donnés de G, une infinité de classes de conjugai-
son de sous-groupes de surface correspondant a des surfaces de méme genre, par
contraste avec la situation de rang un mentionnée au paragraphe 1.1.

En allant encore plus loin, on peut poser la question suivante.

Question 1.9. Soient G un groupe de Lie réel semi-simple et T : PSL(2,R) — G
un plongement. Tout réseau de G admet-il des sous-groupes de surface T-quasi-
fuchsiens qui soient « arbitrairement proches » de groupes t-fuchsiens, dans un sens
a spécifier?

Les théorémes 2.4 et 2.17 ci-dessous suggerent une réponse affirmative a cette
question dans le cas des réseaux cocompacts, pour certains couples (G,T) qui
couvrent tous les groupes G du théoréme principal.

Les constructions de Long—Reid-Thistlethwaite, Hamenstddt et Kahn-Labourie—
Mozes permettent, pour nombre de réseaux arithmétiques de G, d’obtenir des sous-
groupes de surface qui sont Zariski-denses dans G : ce sont alors des sous-groupes
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fins (thin en anglais) de G, a savoir des sous-groupes d’indice infini de groupes arith-
métiques qui sont encore Zariski-denses dans G. Voir KontorovicH et al. (2019) pour
plus de détails sur les groupes fins et leur importance.

1.3. Motivations spécifiques en basse dimension

Les questions 1.1, 1.8 et 1.9 ont donné lieu a une riche littérature pour
G = PSL(2,C) et G = PSL(2,R) x PSL(2,R), motivée par les considérations
géométriques suivantes.

1.3.1. Variétés hyperboliques compactes de dimension trois. — Soient G = PSL(2,C) et
T : PSL(2,R) — G le plongement standard. Tout sous-groupe discret sans torsion
I' de G définit une variété hyperbolique de dimension trois, a savoir le quotient de
I’espace hyperbolique H? par I'. La question 1.1 pour les réseaux cocompacts de G ap-
partient a une série de grandes conjectures de Thurston sur les variétés hyperboliques
compactes de dimension trois (cf. BERGERON, 2013, 2014). Une réponse affirmative a
cette question a été donnée par Lackensy (2010) dans le cas des réseaux arithmé-
tiques de G, puis par Kaun et Markovi¢ (2012) en général. Plus précisément, Kahn
et Markovi¢ ont montré que pour tout réseau cocompact de G, la variété hyperbo-
lique correspondante contient des surfaces immergées 71 -injectives (c’est-a-dire telles
que l'inclusion induise une injection au niveau des groupes fondamentaux) ; les sous-
groupes de surface correspondants peuvent étre pris « arbitrairement proches » de
groupes fuchsiens, dans un sens quantitatif précis, répondant affirmativement aux
questions 1.8 et 1.9. AcoL (2013) a ensuite utilisé ce résultat et les travaux de Wise
et ses collaborateurs (cf. Wisg, 2021) pour démontrer la conjecture de Haken virtuelle,
qui affirme que toute variété hyperbolique compacte orientable de dimension trois
posséde un revétement fini qui est de Haken, c’est-a-dire qui contient une surface
plongée mq-injective. Grace aux travaux de Perelman, ceci résout une conjecture de
WaLpHAUSEN (1968) affirmant que toute variété compacte, connexe, orientable, irré-
ductible de dimension trois posséde un revétement fini qui est de Haken.

1.3.2. Conjecture d’Ehrenpreis.— La question 1.9 dansle casde G=PSL(2, R) xPSL(2, R)
et du plongement diagonal 7 : PSL(2,R) — G, pour les réseaux cocompacts de G
de la forme I'y x I'; ou I'; € PSL(2,IR), est motivée par une célébre conjecture
d’EnreNpPrers (1970) : pour tout réel k > 1 et toute paire de surfaces de Riemann
compactes de genre au moins deux, on peut trouver des revétements finis des deux
surfaces qui sont k-quasi-conformes. Kann et Markovi¢ (2015) ont démontré cette
conjecture en construisant, pour tout réseau cocompact I'; de PSL(Z,]R), des sous-
groupes d’indice fini « arbitrairement proches » de réseaux d'une forme particuliére
(dits R-parfaits), cf. paragraphe 3.2.
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1.3.3. Variétés hyperboliques de volume fini de dimension trois. — Revenons a
G = PSL(2,C) et au plongement standard 7, et considérons a présent des réseaux
non cocompacts I de G. Cooper, LoNG et Rep (1997) ont répondu affirmativement
a la question 1.1 dans ce cas en montrant que la variété hyperbolique de volume
fini M = T'\IH® contient une surface compacte immergée 71;-injective essentielle de
genre au moins deux, qui de plus se reléve en une surface plongée non séparante dans
un revétement fini de M. Les sous-groupes de surface de I' ainsi obtenus contiennent
des éléments paraboliques (c’est-a-dire non diagonalisable sur C), dits accidentels.
D’autres sous-groupes de surface, quasi-fuchsiens au sens de 1’'exemple 1.6, ont
ensuite été construits par MasTers et ZHANG (2008, 2009) et Baker et Cooper (2015).

Rappelons que 1’ensemble limite d"un sous-groupe discret A de G = PSL(2, C) est
I'ensemble des points d’accumulation, dans le bord a I'infini oH3 ~ P! (C)de H3, des
A-orbites de H3. Lorsque A est fuchsien (contenu dans un conjugué de PSL(2, R)),
son ensemble limite est un cercle (bord a I'infini d"une copie de H? dans H%). Lorsque
A est quasi-fuchsien, son ensemble limite est un quasi-cercle (c’est-a-dire 'image d'un
cercle par une application quasi-conforme), dont la géométrie permet de mesurer
combien A est proche d’étre fuchsien. Dans ce cas I'enveloppe convexe dans H? de
'ensemble limite de A est un convexe fermé de H> sur lequel A agit avec quotient
compact : on dit que A est convexe cocompact dans H3.

En s’appuyant sur les travaux de Kann et Markovi¢ (2012), Coorer et FUTER
(2019) ont récemment répondu affirmativement a la question 1.9 en montrant que
pour tout réseau non cocompact I' de G, les sous-groupes de surface quasi-fuchsiens
de I vérifient la propriété d’« ubiquité » suivante : pour toute paire de cercles disjoints
dans 9IH3, on peut trouver un sous-groupe de surface quasi-fuchsien de I dont I’en-
semble limite est contenu dans la région de 9IH3 bordée par les deux cercles. Kann et
WRriGHT (2021) ont obtenu une version plus forte de ce résultat : pour tout k > 1 on
peut choisir les sous-groupes de surface A de telle sorte que leur action sur 9H? soit
conjuguée de maniere k-quasi-conforme a 'action d’un groupe fuchsien. Ces résul-
tats répondent a une question d’Agol (DeLp, Horross et ManNING, 2015, Q. 3.5). Ils ont
récemment été utilisés par Cooprer et Futer (2019) et GrRovEs et MANNING (2021) pour
donner de nouvelles démonstrations de résultats de Wise (2021) affirmant que I agit
librement et cocompactement sur un complexe cubique CAT(0) et que le quotient de
ce complexe par un certain sous-groupe d’indice fini de I' est spécial.

1.3.4. Groupe modulaire. — Rappelons que le groupe modulaire Mod(S) d"une surface
compacte S de genre g > 2 est le groupe des classes d’isotopie de difféomorphismes
de S; il s'identifie au groupe des automorphismes extérieurs de 771 (S) par un résultat
classique de Dehn, Nielsen et Baer. Il agit proprement par isométries sur un complexe
simplicial hyperbolique au sens de Gromov (bien que localement infini), le complexe
des courbes C(S) de S, et Ivanov a montré qu’en genre g > 2 il s’identifie au groupe
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tout entier des isométries simpliciales de C(S). Comme au paragraphe 1.1, on cherche
a comprendre Mod(S) en étudiant quels types de sous-groupes il admet.

Un point de vue fécond est d’étudier Mod(S) via son action sur C(S) par ana-
logie avec les réseaux non cocompacts de G = PSL(2,C) agissant sur H3, cf. Rem
(2006). 11 est facile de construire des sous-groupes de Mod(S) qui sont des groupes
libres non abéliens, en faisant «jouer au ping pong » des éléments, dits pseudo-
Anosov, qui admettent une dynamique analogue a celle des éléments hyperboliques
de G = PSL(2, C). Se pose alors la question de I’existence de sous-groupes de Mod (S)
qui soient isomorphes a des groupes de surface. Cette question a été résolue affirma-
tivement par GonzALez-Diez et HArvEY (1999) pour g > 4 et par LEININGER et REID
(2006) pour g > 2. Comme pour G = PSL(2,C) (cf. paragraphe 1.3.3), il existe une
notion de sous-groupe convexe cocompact de Mod(S), dont tous les éléments d’ordre
infini sont pseudo-Anosov : ¢f. Fars et MosHER (2002), HameNsTADT (2005) et KEnNTIV
et LEININGER (2008). La question de trouver des sous-groupes de surface de Mod(S)
qui soient convexes cocompacts reste ouverte a ce jour. Elle constitue 1'une des moti-
vations du travail récent de Kaun et WrigHT (2021) sur les réseaux non cocompacts
de G =PSL(2,C).

1.4. Lien avec les représentations anosoviennes

Soient G un groupe de Lie réel semi-simple linéaire et T : PSL(2,R) < G un
plongement. Les représentations t-fuchsiennes pg : 711(S) — G de la définition 1.3
sont des exemples de représentations anosoviennes de 7r1(S) dans G. Ces derniéres, in-
troduites par LaBourie (2006), sont des représentations injectives et discrétes avec de
fortes propriétés dynamiques. Elles ont été beaucoup étudiées ces dernieres années
et jouent un réle important en théorie de Teichmiiller-Thurston de rang supérieur
(¢f. Pozzerti, 2019) et dans des développements récents sur les sous-groupes discrets
des groupes de Lie.

Leur définition dépend du choix (¥), a conjugaison prés, d’un sous-groupe para-
bolique de G, c’est-a-dire (disons si G est algébrique) d'un sous-groupe algébrique P
de G tel quel’espace homogene G/ P soit compact. On peut penser a G/ P comme a un
«bord » de G ou de son espace riemannien symétrique G/ K, o1 K est un sous-groupe
compact maximal de G. Pour simplifier, on supposera P symétrique (c’est-a-dire
conjugué a ses opposés), une condition technique qui est satisfaite dans I'exemple
important suivant.

Exemple 1.10. Soit G = PSL(n,K) ot K = R ou C. Le groupe des matrices tri-
angulaires supérieures est un sous-groupe parabolique P de G. L'espace homogéne
compact G/ P correspondant est I’espace des drapeaux complets (V4 C - C V,,_1)
de K". Pour n = 2, 'espace G/ P est la droite projective IP* (KK); il s’identifie au bord

() n’y a qu'un nombre fini de tels choix possibles, & conjugaison preés.
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a l'infini de 1’espace riemannien symétrique G/K de G, qui est le plan hyperbolique
H? si K = R et 'espace hyperbolique de dimension trois H3 si K = C.

Les représentations P-anosoviennes sont définies par 1’existence de bonnes « ap-
plications de bord », au sens suivant. (Rappelons que I’holonomie de toute structure
hyperbolique sur une surface S définit une action du groupe fondamental 771 (S) sur
le bord a l'infini IP! (R) du plan hyperbolique H2.)

Définition 1.11. Soient 711 (S) un groupe de surface et p : 711(S) — G une représen-
tation. Une application ¢ : P!(R) — G/P est une application de bord pour p si elle
est équivariante relativement a l'action de 771 (S) sur IP!(IR) donnée par une certaine
structure hyperbolique sur S et 1’action de 711 (S) sur G/P via p : pour tous y € 711(S)

etx € P'(R)onag(y-x) =p(y)-&(x).

Par définition, une représentation p : 711(S) — G est P-anosovienne si elle admet
une application de bord continue ¢ : P*(R) — G/P qui :

> est injective et méme transverse : toute paire de points distincts de IP'(IR) est
envoyée sur une paire de points de G/ P en position générique;

> préserve la dynamique : I'image par & du point fixe attractif dans IP'(R) d’un
élément y € 711(S) est un point fixe attractif dans G/P de p(7);

> satisfait une condition de contraction uniforme pour le relevé, a un certain fibré
défini par p, du flot géodésique du fibré unitaire tangent de S.

Cette condition de contraction est liée a la condition définissant les flots d’Anosov en dy-
namique, d’ot la terminologie. Elle implique que les représentations P-anosoviennes
forment un ouvert de Hom(7;(S), G). Nous n’énoncerons pas cette condition ici,
mais renvoyons a Kasser (2019, §4) pour plus de détails, et pour diverses caracté-
risations. La notion de représentation anosovienne se généralise a tous les groupes
de type fini qui sont hyperboliques au sens de Gromov, ¢f. GuiICHARD et WIENHARD
(2012).

Il est facile de voir qu'une représentation anosovienne p : 771 (S) — G est toujours
injective. En effet, si I'image par p d'un élément v € 711(S) est triviale dans G, alors
() agit trivialement sur &(IP!(R)); comme l’application p-équivariante ¢ est injec-
tive, 7 agit trivialement sur IP!(R), ce qui implique que v est trivial dans 71 (S). Un
raffinement de ce raisonnement (basé sur le fait que ’action de 711 (S) sur IP!(RR) est
une action de convergence) montre que I'image d’une représentation anosovienne est
un sous-groupe discret de G, dit anosovien.

Les sous-groupes anosoviens sont des sous-groupes discrets remarquables de G.
Lorsque G est de rang réel un (par exemple PSL(2,K)), ce sont exactement les sous-
groupes convexes cocompacts de G au sens du paragraphe 1.3.3, c’est-a-dire les sous-
groupes discrets agissant avec quotient compact sur un fermé convexe non vide de
I'espace riemannien symétrique G/K. Lorsque G est de rang réel supérieur (par
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exemple PSL(n, K) pour n > 3), les sous-groupes anosoviens sont des sous-groupes
discrets de covolume infini avec de bonnes propriétés géométriques, topologiques et
dynamiques, qui en font une bonne généralisation des sous-groupes convexes cocom-
pacts (cf. GuicHarp, 2019).

La question suivante précise la question 1.1.

Question 1.12. Soit G un groupe de Lie réel semi-simple linéaire non compact. Tout
réseau de G admet-il des sous-groupes de surface qui soient anosoviens?

Notons qu'une réponse affirmative a la question 1.9 implique une réponse affir-
mative a la question 1.12. En effet, tout plongement 7 : PSL(2,R) — G définit un
sous-groupe parabolique strict de G qui est symétrique, a savoir le plus petit sous-
groupe parabolique P; de G contenant I'image par T du groupe des matrices trian-
gulaires supérieures de PSL(2, R) ainsi que le centralisateur dans G de l'image par T
du groupe des matrices diagonales de PSL(2,R). Par construction, I'image par T de
tout élément hyperbolique de PSL(2, R) admet un point fixe attractif dans G/ Pr. De
plus, T induit un plongement équivariant de IP*(R) dans G/ P; (cf. (2.1) ci-dessous)
qui transmet la dynamique de PSL(2, R) sur P!(R) a G/ P;. L'observation suivante
en découle aisément, cf. LaBourie (2006) et GuicHARD et WIENHARD (2012).

Remarque 1.13. Tout sous-groupe 7-fuchsien de G (définition 1.3) est Pr-anosovien.

En particulier, 'inclusion naturelle dans G de tout sous-groupe t-fuchsien A
de G admet un voisinage dans Hom(A, G) formé entierement de représentations Pr-
anosoviennes, donc injectives et discretes, ce qui prouve la proposition 1.4.

2. Enoncés plus précis et quantitatifs

Dans cette partie, nous donnons des énoncés qui répondent affirmativement aux
questions 1.1 et 1.12, a la fois dans le cadre du théoréme principal et dans un cadre
plus général (théoremes 2.4 et 2.17).

2.1. Enoncé pour les groupes G du théoréme principal

Considérons les exemples suivants de triplets (G, T, Pr), oun > 2.

Exemple 2.1. Soit G = PSL(n,K) ou K = R ou C, et soit T = 7, : PSL(2,R) < G le
plongement irréductible. Ce plongement, unique a conjugaison par PGL(n, K) pres,
est donné concretement de la maniére suivante : identifions K" a I'espace vectoriel
KX, Y],—1 des polyndmes a coefficients dans K a deux variables X et Y qui sont

homogenes de degré n — 1. Le groupe SL(2, K) agit sur K[X, Y],,_1 par
-1
a b X a b X
(L) =+((0 D) 0))
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Ceci définit une représentation irréductible SL(2, K) — SL(K[X, Y],—1) =~ SL(n, K),
qui passe au quotient en un plongement 7, : PSL(2,K) — G.Pour K = C, on note en-
core Ty, sa restriction a PSL(2, R). Le sous-groupe parabolique P, du paragraphe 1.4
est le sous-groupe de G ~ PSL(K[X, Y],—1) formé des matrices triangulaires supé-
rieures dans la base (X' ~1Y" ), ;c,, de K[X, Y],_1. L'espace G/ Py, est'espace des
drapeaux complets de K" ~ K[X, Y], _1.

Exemple 2.2. Soit G = SO(#,1) le sous-groupe de SL(n + 1,R) formé des matrices
préservant la forme quadratique Q(x) = x +...x3 — 12 4q sur R"1. Ilnyaa
conjugaison pres qu’'un seul plongement 7 : PSL(2,R) < G, obtenu en identifiant
PSL(2,R) a SO(2,1)g et en voyant SO(2,1) comme le sous-groupe de SO(#n,1) agis-
sant trivialement sur les n — 2 premiéres coordonnées. Le sous-groupe parabolique
P; est le stabilisateur d"une droite Q-isotrope de R#+1, Lespace G/ Pr est le fermé de
I'espace projectif IP(IR"*1) correspondant aux droites Q-isotropes de R"*1; il s’iden-
tifie au bord a I'infini de I'espace hyperbolique réel H", qui est I’espace riemannien
symétrique G/K de G.

L'exemple suivant est basé sur une observation élémentaire : pour n impair, le plon-
gement irréductible 7, : PSL(2,R) < PSL(n,C) de l'exemple 2.1 se factorise par
SL(n,C) et préserve une forme hermitienne sur C[X, Y],,_1 ~ C", dont la matrice dans
la base (X'~1Y"); ¢;, est anti-diagonale a coefficients strictement positifs; I'image
7,(PSL(2,R)) s'identifie donc a un sous-groupe de SU(q +1,9) pour2g+1 = n.

Exemple 2.3. Pour p > q > 1,s0it G = SU(p, q) (resp. Sp(p, q)), vu comme le groupe
des transformations inversibles d’un espace vectoriel V de dimension p + g sur C
(resp. sur les quaternions) qui préservent une forme hermitienne de signature (p, q),
et sont de déterminant un. Soit 7 : PSL(2,R) < G le plongement obtenu en compo-
sant T, 1 avec I'inclusion naturelle de SU(g + 1, ¢q) dans SU(p, q) (resp.Sp(p,q)). Le
sous-groupe parabolique Py est le stabilisateur d’un drapeau partiel (Vi C --- C V;)
de V formé de sous-espaces totalement isotropes V; de dimension i pour 1 < i < g.
Lespace G/ P est ’ensemble de tous les drapeaux partiels de V de cette forme.

Voici une version plus précise du théoréeme principal pour les groupes
G = PSL(n,C), SO(2p — 1,1), SU(p,q) et Sp(p,q). L'énoncé fait intervenir les
notions d’application de bord et de sous-groupe anosovien de G du paragraphe 1.4, et
d’application sullivannienne définie ci-dessous; il donne un sens quantitatif au fait que
l'on peut trouver, a I'intérieur de tout réseau cocompact de G, des sous-groupes de
surface arbitrairement proches de groupes 7-fuchsiens (définition 1.3).

Théoréme 2.4. Soit (G, T,Pr) comme dans I'exemple 2.1, 'exemple 2.2 avec n impair,
ou l'exemple 2.3. Soit I un réseau cocompact de G. Pour tout 6 > 0, on peut trouver
un sous-groupe de surface de T' qui admet une application de bord (6, T)-sullivannienne
& : PY(R) — G/P; (définition 2.9); en particulier, un tel sous-groupe est Pr-anosovien
pour & > 0 assez petit.
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Le cas G = PSL(2,C) résulte des travaux de Kann et Markovi¢ (2012), et le cas
général est démontré par Kaun, LaBourie et Mozes (arXiv 2018). HamenstApr (2015,
2021) construit elle aussi des sous-groupes de surface de I' proches de groupes -
fuchsiens dans ce contexte, mais elle ne consideére pas d’application de bord.

Le théoréme 2.4 répond affirmativement aux questions 1.1 et 1.12 pour les ré-
seaux cocompacts de G = PSL(n,C), SO(2p —1,1), SU(p,q) ou Sp(p,q). Pour
G = PSL(2,C), ceci implique une réponse affirmative aux questions 1.8 et 1.9,
car dans ce cas les sous-groupes de surface anosoviens de G sont exactement les
sous-groupes quasi-fuchsiens de 'exemple 1.6. En général, il n'est pas clair que les
sous-groupes de surface construits par Kann, Lasourie et Mozes (arXiv 2018) et
HawmenstApt (2015, 2021) soient T-quasi-fuchsiens (définition 1.5) : la proposition 1.4
ne s’applique pas car lorsque ¢ tend vers zéro dans le théoréme 2.4, le genre de la
surface a tendance a augmenter. On s’attend toutefois a ce que ces constructions
donnent une réponse affirmative aux questions 1.8 et 1.9 au moins dans le cas de
G = PSL(n,C) et du plongement irréductible 7. (4)

Voir le paragraphe 2.3 pour une version du théoréme 2.4 dans un cadre plus général.

2.2. Cercles et applications sullivanniennes

On définit a présent la notion d’application sullivannienne.

Soient G un groupe de Lie réel semi-simple linéaire, T : PSL(2,R) < G un plonge-
ment et P; le sous-groupe parabolique de G associé comme a la fin du paragraphe 1.4.
L'idée de Kahn, Labourie et Mozes est la suivante : toute représentation T-fuchsienne
p: 1(S) = G préserve un t-cercle dans G/ Py (définition 2.5) ; pour 6 > 0, ils consi-
dérent une représentation p : 711(S) — G comme « J-proche de 7-fuchsienne » si
elle préserve une « d-approximation de 7-cercle », qu’ils appellent application (8, 7)-
sullivannienne (définition 2.9).

2.2.1. T-cercles. — Le plongement T envoie le sous-groupe B des matrices triangu-
laires supérieures de PSL(2,R) dans P, et passe donc au quotient en un plongement
T-équivariant

7:PY(R) ~PSL(2,R)/B — G/P;. (2.1)

Définition 2.5. Un t-cercle est une application de la forme goz : P! (R)—G/ProugeqG.

Si g o T est un T-cercle, alors toute reparamétrisation go T o h : P! (R) — G/Py,
ou h € PSL(2,R), est encore un t-cercle, par équivariance de T.

(#)Dans ce cas on pourrait espérer utiliser par exemple les coordonnées de Fock et GoncHarov (2006)
pour des sous-surfaces ouvertes.
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Exemple 2.6. Soient G = PSL(2,C) et T : PSL(2,R) — G le plongement standard.
Les images des T-cercles de G/P; = 0H? sont les bords des plans totalement géodé-
siques de H? (cf. figure 1, gauche).

Exemple 2.7. Soit G = PSL(n,K) ou K = RouC, et soit T = 7, : PSL(2,R) — G le
plongement irréductible. Si 1'on identifie K" & K[X, Y],_1 comme dans I'exemple 2.1,
alors T envoie tout point [« : ] € P'(IR) sur le drapeau (V; C --- C V,,_1) ot V; est le
sous-espace de K[X, Y],,_ formé des polyndmes divisibles par (—BX +aY)" . En par-
ticulier, la premiére coordonnée de T est le plongement [a : ] — [(—BX + aY)" 1]
de P}(R) dans P(K[X, Y],_1) ~ P(K") («plongement de Veronese »). Pour K = R
et n = 3, son image est une conique du plan projectif IP(IR®); I'image de T est l’en-
semble des drapeaux (V1, V) de R3 ot1 le projectivisé de V; est un point de la conique
et le projectivisé de V, est tangent a la conique en ce point (cf. figure 1, droite).

g-(PY(R))
7(PY(R)) g T(P'(R))

7(P'(R))

Figure 1 - Images de t-cercles dans G/P. A gauche : G = PSL(2,C) et
G/P;=0H3. A droite: G=PSL(3,IR) et G/ P; est l'espace des drapeaux de R,
représentés comme des couples (point € droite projective) dans IP(R3).

Une observation importante est que si 771(S) est un groupe de surface et pg =
g(too(-)g™! : m(S) — G une représentation T-fuchsienne (définition 1.3), oi1
g € Geto: m(S) — PSL(2,R), alors py préserve le T-cercle go T : P}(R) — G/P; :
ce T-cercle est une application de bord pour py (définition 1.11), faisant de py une
représentation Pr-anosovienne au sens du paragraphe 1.4.
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On suppose désormais que le centralisateur Z* de T(PSL(2,R)) dans G est com-
pact, ce qui est vérifié dans le cadre du théoréme 2.4 (et plus généralement dans le
cadre 2.16 ci-dessous). Pour G = PSL(n,C) et T = T, le plongement irréductible,
ce centralisateur Z* est méme trivial. La remarque suivante affirme que les 7-cercles
sont alors essentiellement les applications de bord des représentations T-fuchsiennes.

Remarque 2.8. Soit 711 (S) un groupe de surface. En supposant Z* compact, une re-
présentation p : 771(S) — G admet une application de bord de IP!(RR) dans G/ P; qui
est un T-cercle si et seulement si p est le produit d’une représentation t-fuchsienne
g(too())g !, oug € Geto: m(S) — PSL(2,R), et d'une représentation de 7ty (S)
a valeurs dans le groupe compact ¢Z7 ¢~ 1.

2.2.2. Applications (5, T)-sullivanniennes. — Munissons IP'(R) de sa distance rieman-
nienne standard dp1 (), invariante par PSO(2), telle que dp1 () (0,¢) = |arctan(t)|
pour tout t € R. Soit K un sous-groupe compact maximal de G contenant 7(PSO(2)).
Munissons G/Pr d’une distance riemannienne d, invariante par K, telle que le 7-
cercle T de (2.1) soit isométrique. Tout T-cercle go T : P}(R) — G/P;, ot g € G, est
alors isométrique pour la distance riemannienne d§ =d; ( g’l - g’l -) sur G/ Pr.

Définition 2.9 (KAHN, LABOURIE et MozEs, arXiv 2018). Soient G un groupe de Lie réel
semi-simple linéaire, T : PSL(2,R) — G un plongement et P; le sous-groupe pa-
rabolique de G associé. Soit § > 0. Une application ¢ : PY(R) — G/Py est (6,7)-
sullivannienne si pour tout h € PSL(2,R), il existe ¢ € G tel que pour tout x € P}(R),

dg(é‘(x),g oToO hil(x)) < 0.

En d’autres termes, 'application ¢ est « une §-approximation de t-cercle vu de-
puis n'importe quel triplet de points » : pour tout triplet T = h - (0, 00, —1) de points
deux a deux distincts positivement orientés de IP'(R), ott 1 € PSL(2,R), il existe
g € G tel que le triplet &(T) soit 5-proche de g 0 (0,00, —1) pour la distance d et la
courbe ¢ tout entiére soit point par point é-proche du T-cercle g o T o h~! pour dS.

Pour § = 0, une application (4, T)-sullivannienne est un t-cercle. Plus § > 0 est pe-
tit, mieux 'application approche un t-cercle, globalement comme localement (consi-
dérer un triplet T de points de IP!(R) trés proches entre eux comme sur la figure 2).

Cette définition est étroitement liée aux birapports. Par exemple, l'observation sui-
vante est élémentaire, out [w : x : y : z] est le birapport (a valeurs dans KU {co}) de
quatre points w, x,y,z € P! (K) pour K = R ou C.

Remarque 2.10. Soient G = PSL(2,C) et 7 : PSL(2,R) — G le plongement standard.
Il existe une fonction 6 — ks de IR*. dans |1, +oo[, tendant vers 1 en 0, telle que pour tout
5 > 0 assez petit, toute application (4, T)-sullivannienne ¢ : P} (R) — P!(C) = G/P;
soit k;-quasi-symétrique au sens suivant : pour tous w, x,y,z € P'(R) deux a deux
distincts vérifiant [w : x: y: z] = —1,0na kgl <[E(w) = &(x) : E(y) : E(2)]] < ks
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FiGure 2 — Application (J, T)-sullivannienne ¢ : P'(R) — G/P: pour
G = PSL(2,C) et G/Pr = 9H3. Le triplet ¢! o &(T) est é-proche de
7(0,00, —1) pour d- et la courbe g_1 o ¢ tout entiére est /-proche de T o h1
pour dr.

En effet, pour tous w, x,y,z € P!(R) deux a deux distincts, il existe & € PSL(2,R)
envoyant (w, x,y,z) sur (0,00, —1,t) ou t := —1/[w : x : y : z] € R. Comme ¢ est
(8, T)-sullivannienne, il existe ¢ € G tel que, dans G/ P; = IP}(C) muni de sa distance
PSU(2)-invariante d., le quadruplet ¢! o &(w, x,,z) soit point par point é-proche
du quadruplet (0,0, —1, ). Pour ¢ suffisamment petit et + = 1, ceci implique que
g1 odw) : g 1od(x) : g od(y) : g o(2)]| appartient a [k, ,k;] pour un
certain k; > 1 ne dépendant que de 4, et tendant vers 1 lorsque J tend vers 0. On
conclut par l'invariance du birapport par G = PSL(2,C).

Il est probable que ce lien entre applications sullivanniennes et birapports se gé-
néralise a des groupes semi-simples G de rang supérieur, pour de bonnes notions de
birapports (cf. par exemple BEYRER, 2021).

Lobservation facile suivante montre que, lorsque le centralisateur Z7 de
T(PSL(2,R)) dans G est compact, on peut quantifier le fait qu'une représentation
soit proche d’étre t-fuchsienne par l’existence d’une application de bord (4, 7)-
sullivannienne pour ¢ petit.

Remarque 2.11. Supposons Z* compact. Pour toute surface hyperbolique compacte S
et toute suite (p,),en de représentations de 711 (S) dans G, si p, admet une applica-
tion de bord (6,,, T)-sullivannienne pour tout n et si 6, — 0, alors, quitte a conjuguer
les py;, elles convergent vers une représentation Pr-anosovienne d’application de bord
un 7-cercle, comme a la remarque 2.8.
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2.2.3. Quelques propriétés des applications sullivanniennes. — Les propriété suivantes se-
ront utiles au paragraphe 4.6.

Proposition 2.12 (KAHN, LABOURIE et MozEs, arXiv 2018). Soient G un groupe de Lie réel
semi-simple linéaire, T : PSL(2,R) — G un plongement et Py le sous-groupe parabolique
de G associé. On suppose que le centralisateur Z* de T(PSL(2,R)) dans G est compact. Alors
il existe &9, C, > 0 tels que

1. toute application (8o, T)-sullivannienne & : P1(R) — G/ P est a-héldérienne; plus
précisément, pour tous h € PSL(2,R) et g € G comme a la définition 2.9, on a
d2(8(x),&(y)) < Capi(r) (K" (x), =} (y))" pour tous x,y € P(R);

2. pour tout groupe de surface 111 (S) et toute représentation p : 771(S) — G, si p admet
une application de bord (6, T)-sullivannienne pour 6 < &y, alors

(a) p est Pr-anosovienne (donc en particulier injective) ;

(b) p admet, pour tout ¢ > 0, un voisinage dans Hom(7t;(S),G) formé en-
tierement de représentations Pr-anosoviennes d’application de bord (5 + ¢, T)-
sullivannienne.

Le point (1) repose sur une version précise, dans G/ Pr, du lemme de Morse de
Karovich, Lees et Portr (2014, 2018), qui requiert un contrdle fin de la convergence
de parties imbriquées de G/ P; («lunules ») et fait 1'objet des parties 4 a 7 de Kann,
LaBourie et Mozes (arXiv 2018). Le point (2a) repose sur cette méme propriété d'im-
brication (mais sans nécessiter un contrdle aussi fin), dans 1’esprit de la caractérisa-
tion des représentations anosoviennes en termes de multicones de Bocrr, PoTrik et
SamBarINO (2019). Le point (2b) résulte de (2a) et du fait que I'application de bord
d’une représentation Pr-anosovienne varie contintiment avec la représentation (cf.
GuicHARD et WIENHARD, 2012).

2.3. Un cadre général pour le théoreme principal

Dans ce paragraphe, nous décrivons les couples (G, T), out G est un groupe de
Lie réel semi-simple linéaire et T : PSL(2,R) < G un plongement, pour lesquels
le théoréme principal et le théoreme 2.4 sont démontrés. Ces couples sont ceux qui
satisfont deux conditions : 'une de régularité et I'autre, que nous noterons (R), de
retournement. Le lecteur peu familier avec la théorie de Lie pourra ignorer ce para-
graphe et se concentrer sur 'exemple 2.1 de (PSL(n,C), 7,), ou plus généralement
sur les exemples du paragraphe 2.1, o1 les deux conditions sont satisfaites.

2.3.1. La condition de régularité sur h. — Soient G un groupe de Lie réel semi-simple
linéaire, T : PSL(2,R) — G un plongement et d7 : ps((2,R) — g le morphisme

ASTERISQUE 438



(1181) GROUPES DE SURFACE DANS LES RESEAUX DES GROUPES DE LIE SEMI-SIMPLES 17

d’algebres de Lie correspondant. Posons

hi=dr ((é _01)> . (2.2)

On demande que h soit régulier au sens classique suivant.

Soit K un sous-groupe compact maximal de G contenant 7(PSO(2)); c’est 'en-
semble des points fixes d’une involution 0 de G, dite de Cartan. On a la décompo-
sition g = £+ &1 ol £ est 'algébre de Lie de K et ¢ I'ensemble des points fixes de
—d@ (I'orthogonal de & pour la forme de Killing). L'élément h appartient a £4. Soit a
un sous-espace abélien maximal de £ contenant h (sous-espace de Cartan). Le groupe
de Weyl W = Ng(a)/Zg(a) agit sur a; I’ensemble des points qui sont fixés par au
moins un élément non trivial de W est une union d’hyperplans appelés murs. On
dit que h est régulier s’il n"appartient a aucun mur. (Autrement dit, h appartient a
Vintérieur d"une chambre de Weyl a™ de a, ott une chambre de Weyl est par définition
un cone convexe de a qui est 'adhérence d"une composante connexe du complémen-
taire dans a de l'union des murs.)

Exemple 2.13. Soient G=PSL(n,K),ou K=RouC,ett=1, : PSL(2,R) — Gleplon-
gement irréductible (exemple 2.1). Dans la base (X'~ 1Y" ), ¢;,, de K[X, Y],,—1 ~K",
I’élément h est diagonal de coefficients (n —1,n —3,..., —(n —3), —(n —1)). L'unique
sous-espace de Cartan a de psl(n, K) contenant h est 1’espace des matrices diagonales
dans cette base, de trace nulle. Les murs de a sont les hyperplans donnés par I'égalité
entre i-ieme et j-iéme coefficients diagonaux pour 1 < i < j < n. L'élément h est ici
régulier : ses coefficients sont deux a deux distincts.

Remarques 2.14.

1. Larégularité de h implique que le centralisateur Z* de 7(PSL(2,R)) dans G est
compact. La réciproque est fausse : ¢f. exemple 2.25.
2. L'élément h est toujours régulier lorsque G est de rang réel un.

3. Des plongements T différents peuvent avoir le méme élément h régulier : cf.
exemple 2.22.

2.3.2. La condition (R) sur (G, T). — Soit Zg(h) le centralisateur de h dans G, et soit
7 : PY(R) < G/P; comme en (2.1). Hamenstadt et Kahn-Labourie-Mozes consi-
dérent la condition supplémentaire suivante, dite de retournement (flip en anglais) :

(R) il existe un élément j € G d’ordre deux, appartenant a I'intersection du centre de
Zg(h) et de la composante neutre de Zg (h), tel que j - T(0,00, —1) = (0, 00,1).

Cette condition exprime le fait que 'on peut utiliser une famille continue d’élé-
ments de G pour «retourner » 7(0,00,—1) en 7(0,00,1) en fixant 7(0) et T(c0) (cf.
figure 11, paragraphe 5.5).
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Exemple 2.15. Soient G = PSL(n,C) et T = T, le plongement irréductible. Le cen-
tralisateur Zg(h) de h dans G est le groupe des matrices diagonales de G, c’est un
groupe connexe et abélien. La condition (R) est satisfaite en prenant j = 7((§ %;)).

2.3.3. Le résultat général. — Dans toute la suite, on travaille dans le cadre suivant.

Cadre 2.16. Soient G un groupe de Lie réel semi-simple linéaire sans facteur compact
et T : PSL(2,R) — G un plongement. On suppose h := dt((} %)) € g régulier
comme au paragraphe 2.3.1, ce qui implique que le centralisateur Z* de d(psl(2,R))
dans G est compact. On note P le sous-groupe parabolique minimal de G contenant
I'image par T du groupe des matrices triangulaires supérieures de PSL(2,IR); son
algebre de Lie est la somme des sous-espaces propres de ad(h) associés a des valeurs
propres positives ou nulles.

On dit qu'un réseau I de G est irréductible si les seuls sous-groupes distingués G’
de G tels que la projection de I sur G/ G’ soit discréte sont les sous-groupes finis ou
d’indice fini de G. Voici une version générale du théoréme 2.4.

Théoreme 2.17. Dans le cadre 2.16, supposons que la condition (R) du paragraphe 2.3.2
est vérifiée. Soit I un réseau cocompact irréductible de G. Pour tout 5 > 0, on peut trou-
ver un sous-groupe de surface de T' qui admet une application de bord (5, T)-sullivannienne
&:PY(R) — G/P; (définition 2.9); en particulier, un tel sous-groupe est Pr-anosovien au
sens du paragraphe 1.4 pour § assez petit.

Comme au paragraphe 2.1, le cas G = PSL(2, C) résulte des travaux de Kaun et
Markovi¢ (2012), etle cas général est traité par Kann, LaBourie et Mozes (arXiv 2018).
HawMmenstADpT (2015,2021) construit dans ce contexte des sous-groupes de surface de I'
proches de groupes 7-fuchsiens mais sans considérer d’application de bord.

On s’attend a ce que le théoreme 2.17 reste vrai sans la condition (R). Voir Kaun
et Markovi¢ (2015) pour G = PSL(2,R) x PSL(2,R) et le plongement diagonal
T : PSL(2,R) < G, pour des réseaux cocompacts non irréductibles.

Remarque 2.18. Kaun, LaBouriE et Mozes (arXiv 2018) n’ont en fait pas besoin de
supposer que h est régulier : il suffit que le centralisateur Z* de T(PSL(2,R)) dans G
soit compact. Lorsque h n’est pas régulier, ils remplacent la condition (R) par une
condition plus forte : au lieu de I'intersection du centre et de la composante neutre
de Zg(h), ils demandent que la composante neutre du centre de Zg(h) contienne
un élément j d’ordre deux tel que j- (0,00, —1) = 7(0,00,1). Pour h non régulier,
le sous-groupe parabolique P; de G est non minimal : ¢f. exemple 2.25. Par souci de
simplicité, nous supposerons ici h régulier.
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2.3.4. Exemples relatifs d la condition (R). — On pourra utiliser les observations sui-
vantes.

Remarques 2.19.

1. Si 7 est la restriction a PSL(2, R) d'un plongement 7¢ : PSL(2,C) — G tel quele

tore complexe exp odtc (C(§ %)) soit contenu dans le centre de Zg (h), alors la

condition (R) est satisfaite pour j = dtc (( %))
2. Soit Zk(h)o la composante neutre du centralisateur de h dans K. Si h est régulier
et sile centre de Zg (h)g est trivial, ou plus généralement contenu dans le centra-

lisateur Z* de T(PSL(2,IR)) dans G, alors la condition (R) n’est pas satisfaite.

Le point (1) estimmédiat. Pour (2), rappelons que si h est régulier, alors la compo-
sante neutre de Zg (h) est le produit direct de A := exp(a) et de Zg(h)o. Les éléments
de A fixent 7(0) et (), et préservent T(R* ). Les éléments de Z7 fixent T(P!(RR))
point par point.

Exemple 2.20. Pour G=PSL(2, R) et T 'identité, ainsi que pour G=PSL(2,R) xPSL(2,R)
et 7: PSL(2,R) — G le plongement diagonal, la condition (R) n’est pas satisfaite car
Zg (h)g est trivial (cf. remarque 2.19.(2)).

Exemple 2.21. Pour G = SO(n, 1), de rang réel un, il n'y a & conjugaison prés qu'un
seul plongement T : PSL(2,R) < G, obtenu en identifiant PSL(2,R) a la compo-
sante neutre de SO(2,1) comme dans I'exemple 2.2. Le groupe Zg (h)o est isomorphe
aSO(n —1). Pour n pair, la condition (R) n’est pas satisfaite car le centre de SO(n — 1)
est trivial (cf. remarque 2.19.(2)). Pour n impair, la condition (R) est satisfaite pour
j = —id € SO(I’[ — 1) ~ ZK(h)O.

Exemple 2.22. Soit G = PU(n,1) (c’est-a-dire U(n,1) divisé par son centre),
de rang réel un. Pour n > 2, il existe a conjugaison prés deux plongements
T:PSL(2,R) — G:
> le plongement dit totalement réel obtenu en identifiant PSL(2, R) avec la compo-
sante neutre de PO(2,1);

> le plongement dit complexe obtenu en identifiant PSL(2, R) avec PU(1,1).

Dans les deux cas, le groupe Zg(h)g est isomorphe a un quotient de U(n) par un
sous-groupe fini, et le centre de Zg(h)y est un tore compact de dimension un. La
condition (R) est satisfaite pour le plongement totalement réel, mais non satisfaite
pour le plongement complexe car dans ce cas Zg(h)o centralise T(PSL(2,R)) (cf. re-
marque 2.19.(2)).

Exemple 2.23. Pour G = PSL(n,K) ott K = R ou C, I'hypothese de régularité de h
impose que 7 : PSL(2,R) — G soit, a conjugaison pres, le plongement irréductible 7,
de I'exemple 2.1. La condition (R) est satisfaite pour K = C par la remarque 2.19.(1)
(¢f. exemple 2.15), et non satisfaite pour K = R par la remarque 2.19.(2), car pour
K = R le groupe Zg(h) est trivial.
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On montre de méme que la condition (R) est satisfaite si G est un groupe de Lie
simple complexe de centre trivial et d7 : ps((2,R) < gle plongement principal, alors
qu’elle n’est jamais satisfaite si G est un groupe de Lie simple réel déployé.

Exemple 2.24. Soit G = SU(p,q) ou Sp(p,q), ou p > g.Soit T : PSL(2,R) — G
le plongement obtenu en composant 1,1 avec I'inclusion naturelle de SU(q + 1,4)
dans G, comme dans I’exemple 2.3. L'élément h est régulier. La condition (R) est sa-
tisfaite par la remarque 2.19.(1).

Exemple 2.25. Soient G = SO(4,2) et T : PSL(2,R) ~ SO(2,1)9 < G le plonge-
ment obtenu en plongeant SO(2,1) diagonalement dans SO(2,1) x SO(2,1) C G.
L'élément h n’est pas régulier, mais le centralisateur Z* de 7(PSL(2,IR)) dans G est
compact. La composante neutre de Zg(h) est isomorphe a GL™(2,R) x SO(2), et
I'élément j = —id du facteur SO(2) échange (1) et T(—1) : la condition (R) est sa-
tisfaite (version forte de la remarque 2.18). Le sous-groupe parabolique P est ici le
stabilisateur d’un plan totalement isotrope de R*?.

2.3.5. Classification des plongements T.— Pour G fixé, iln’y a qu'un nombre fini de plon-
gements T possibles a conjugaison pres. On peut les classifier de la maniére suivante.

Posons
(ho, eg, fo) := ((é _01><8 é)((l) 8)) € psl(2,R). (2.3)

Les plongements 7 de PSL(2,R) ou SL(2,R) dans G sont en bijection avec les mor-
phismes d’algebres de Lie d7 : psl(2,R) — g d’image non nulle, ou encore, via I'éva-
luation en (ho, ey, fg), avec les sl(2)-triplets de g, c’est-a-dire les triplets (h,e,f) € g3
non nuls tels que

[h,e] = 2e, [h,f] = —2f et [e,f] = h.

Le théoréme de Jacobson-Morozov affirme que tout élément nilpotent non nul e
de g peut étre complété en un sl(2)-triplet, et un résultat classique de Kostant dit
que ceci induit une bijection entre I’ensemble des éléments nilpotents non nuls de g
modulo 'action adjointe de G et I’ensemble des sl(2)-triplets de g modulo 'action
adjointe de G.

Remarque 2.26. KanN, LaBourik et Mozes (arXiv 2018) expriment la condition (R)
du paragraphe 2.3.2 en termes du sl(2)-triplet (h,e, f) = dt(hg, e, fp) : il existe un
élément j € G d’ordre deux, appartenant a I'intersection du centre de Z;(h) et de la
composante neutre de Zg(h), qui envoie (via I'action adjointe) e 4 f sur —(e +f).
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3. Stratégie de démonstration

La stratégie générale de démonstration du théoreme principal et des théorémes 2.4
et 2.17 remonte a Kann et Markovi¢ (2012); nous la résumons briévement au para-
graphe 3.2. Elle fait intervenir la notion de structure hyperbolique R-parfaite, introduite
au paragraphe 3.1, et comporte trois grandes étapes, décrites aux paragraphes 3.3 a 3.5.

3.1. Rappels de géométrie hyperbolique

Soit S une surface compacte connexe orientée de genre g > 2. On peut la décompo-
ser en une union disjointe de 3g — 3 courbes fermées simples et de 2g — 2 pantalons, ot
un pantalon est par définition une sous-surface ouverte homéomorphe a une sphere
a trois trous. On appelle décomposition en pantalons I'ensemble & des 2g — 2 pantalons
ainsi obtenus; les 3g — 3 courbes fermées simples sont appelées courbes de bord. La dé-
composition est bipartie si 2 est1'union disjointe de deux sous-ensembles 2 et 22~
tels que pour toute paire de pantalons adjacents le long d"une courbe de bord, I'un
des pantalons appartient a P et autre & &~ ; dans ce cas, aucun pantalon n’est
adjacent a lui-méme. Soit ¢ un graphe fini sur S avec:

> 2g — 2 sommets : un a l'intérieur de chaque pantalon de &,
> 3g — 3 arétes : une pour chaque courbe de bord entre deux pantalons de &,

de sorte que S se rétracte sur ¢ (cf. figure 3, gauche). Le graphe ¢ permet d’associer,
a toute courbe de bord orientée a d’un pantalon Il € &, un élément privilégié de
7t1(IT) dans la classe de conjugaison définie par a. Si IIt € 2T et [I~ € £~ sont
adjacents le long de 4, on peut orienter a et les autres courbes de bord b*, c* comme
a la figure 3, droite, de sorte que les éléments correspondants de 771 (ITF) (notés par
les mémes lettres) vérifient ctbta =1letc b a=1.

FiGURE 3 — A gauche : décomposition en pantalons bipartie de S avec un
graphe associé ¢ ; a droite : configuration de deux pantalons adjacents

Soient ay, ...,a3g_3 les courbes de bord de la décomposition en pantalons &. A
toute représentation injective et discréte ¢ de 711 (S) dans PSL(2,R), on peut associer
une structure hyperbolique marquée sur S, ce qui définit 6g — 6 invariants (cf. Hussarp,
2006, §7.6), a savoir, pour touti € {1,...,3g — 3},
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> la longueur du représentant géodésique de la courbe de bord a; pour la struc-
ture hyperbolique sur S définie par g, c’est-a-dire la longueur de translation
dans H? de o(a;) ot &; € 711(S) correspond a a;;

> un « parameétre de décalage » au niveau de a;, qui refléte le fait que l'on peut
changer la structure hyperbolique marquée en faisant « tourner » l'un des deux
pantalons adjacents & a; par rapport a 1'autre.

Les 3g — 3 longueurs peuvent prendre n'importe quelles valeurs strictement positives,
etles 3g — 3 parameétres de décalage n'importe quelles valeurs réelles, lorsque g varie
parmi les représentations injectives et discretes de 711 (S) dans PSL(2, R). Un résultat
classique de Fenchel et Nielsen affirme que ces 6g — 6 invariants parametrent com-
plétement 'espace de Teichmiiller de S, c’est-a-dire 1’espace des structures hyperbo-
liques marquées sur S, ou de maniere équivalente I'espace des représentations injec-
tives et discretes de 711 (S) dans PSL(2, R) modulo conjugaison au but par PGL(2, R).
Lidée de Kaun et Markovi¢ (2012) est de considérer le cas particulier suivant : pour
R > 0, on dit quune représentation injective et discrete ¢ : 711(S) — PSL(2,R) est R-
parfaite si les 3g — 3 longueurs des courbes de bord sont toutes égales a 2R et les 3g — 3
parametres de décalage sont tous égaux a 1 (voir le paragraphe 4.6.1 pour une inter-
prétation en termes de pavages de IH? par des hexagones a angles droits). La valeur
précise 1 n'a pas d'importance particuliére : ce qui compte est de choisir une valeur non
nulle, ce qui rend vrai le fait important suivant (cf. Kann et Markovi¢, 2012, Lem. 2.7).

Fait 3.1. Le diamétre de S munie d'une structure hyperbolique R-parfaite (c’est-a-dire le
diametre de og (711 (S))\IH?) est uniformément borné lorsque R tend vers 'infini.

3.2. Bref résumé de I’approche de Kahn et Markovi¢

Soient T un réseau cocompact de G = PSL(2,C) et M = T'\H? la variété hyper-
bolique compacte de dimension trois correspondante. Afin de répondre affirmative-
ment aux questions 1.1, 1.8 et 1.9, Kaun et Markovi¢ (2012) construisent, pour tout
e > 0 et tout R > 0 assez grand par rapportae:

> une surface compacte S de genre au moins deux munie d'une décomposition
en pantalons bipartie et d’un graphe fini comme au paragraphe 3.1;

> une immersion f : S = M envoyant chaque pantalon de S sur une sous-surface
de M dont les courbes de bord sont des géodésiques de longueurs complexes
e-proches de 2R, avec des parametres de décalage (¢/R)-proches de 1

(ces longueurs complexes et parametres de décalage sont des généralisations na-
turelles des notions correspondantes du paragraphe 3.1, ¢f. Berceron, 2013, §2).
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Limmersion f induit un morphisme de groupes p : m1(S) — m(M) =~ T. Soit
or : m(S) — PSL(2,R) une représentation R-parfaite au sens du paragraphe 3.1.
Pour ¢ > 0 assez petit, Kahn et Markovi¢ montrent, grace aux conditions sur I'immer-
sion f (longueurs de bord et parameétres de décalage), qu’elle induit une application
debord (og, p)-équivariante de P! (R) dans P (C) qui est (1 + Ce)-quasi-symétrique,
pour une certaine constante C > 0 indépendante de ¢. En particulier, pour ¢ assez pe-
tit et R assez grand par rapport a ¢, la représentation p : 711(S) — T est injective et
son image est « proche » d’étre fuchsienne.

La méme stratégie est utilisée par Kaun et Markovi¢ (2015) pour démontrer
la conjecture d’Enrenprers (1970) du paragraphe 1.3.2. En effet, considérons deux
surfaces de Riemann compactes de genre au moins deux, vues comme des sur-
faces hyperboliques I't\IH? et I',\IH? via le théoréme d’uniformisation. Appliquée
aM =T;\H? pouri € {1,2}, la stratégie ci-dessus donne, pour tout & > 0 assez petit
et tout R > 0 assez grand par rapport a ¢, une surface compacte S; de genre au moins
deux, une représentation p; : 711(S;) — 71(M) = T;, une représentation R-parfaite
or,i : 11(S;) = PSL(2,R) et une application de bord (or ;, p;)-équivariante de IP*(R)
dans lui-méme qui est (1 + Ce)-quasi-symétrique, pour une certaine constante C > 0
indépendante de ¢. Pour ¢ assez petit, la représentation p; est injective, ce qui im-
plique que p;(7t1(S;))\IH? est un revétement fini de T';\IH?. Ce revétement est quasi-
conforme a une surface hyperbolique compacte R-parfaite, avec une constante de
quasi-conformité bien contrélée. La conjecture d’Ehrenpreis s’en déduit.

Notons que I'idée de construire des revétements de surfaces hyperboliques com-
pactes a l’aide de pantalons immergés bien recollés remonte a Bowen (2004).

3.3. Etape géométrique : conditions suffisantes d’injectivité pour
les représentations de groupes de surface

Expliquons a présent comment I'approche de Kahn-Markovi¢ a été généralisée
par Hamenstddt et Kahn-Labourie-Mozes pour démontrer le théoreme principal et
les théoremes 2.4 et 2.17.

Soit S une surface compacte connexe orientée munie d'une décomposition en pan-
talons bipartie 2 = 2% Ll &~ et d’un graphe fini ¢ comme au paragraphe 3.1.
Soient G un groupe de Lie semi-simple et 7 : PSL(2,R) < G un plongement.

Au paragraphe 3.1 nous avons vu une notion de représentation R-parfaite de
71(S) dans PSL(2,R). Pour une telle représentation og : 711(S) — PSL(2,R) et pour
des pantalons I[TT € 2T et I~ € £, on dira que la restriction de 7 o og a 711 (IT")
est une représentation R-parfaite a valeurs dans G et que la restriction de T o gg a
711 (IT™) est une représentation (—R)-parfaite a valeurs dans G. )

() Cette terminologie refléte les orientations opposées considérées sur I1+ et TT, f. figure 3, droite.
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Etendant I'approche de Kahn-Markovi¢ (paragraphe 3.2) a des groupes G plus
généraux que PSL(2, C), Hamenstddt et Kahn-Labourie-Mozes ont introduit, pour
g, R > 0, les notions suivantes :

> pour II € &, une notion de représentation (e, =R)-presque parfaite de 7t (IT)
dans G, a valeurs dans I’ : il s’agit d"une représentation qui est « proche a e
prés » d’'un conjugué d'une représentation (£R)-parfaite a valeurs dans G, ce
qui se traduit par I'existence d’"une bonne donnée géométrique associée a la repré-
sentation, décrivant une situation proche de celle du paragraphe 3.1;

> pour des pantalons [Tt € 2" et [I- € &~ adjacents le long d’une courbe de
bord a, et pour des représentations (g, ==R)-presque parfaites p* : 71 (IT*) — T
telles que p™ (a) = p~ (a), une notion pour p™ et p~ d’étre e-bien recollées le long
de a via leurs données géométriques : cela signifie qu’elles « different a e pres
par un décalage hyperbolique de 1 » comme a la figure 10 (cf. paragraphe 4.6.1),
le long d’une copie de H? induite par 7.

Les données géométriques sont exprimées en termes d’éléments de I'\ G, vus comme
des «repéres de direction T » dans I'espace tangent a 1’espace localement symétrique
I'\G/K (pour Hamenstddt) ou comme des raffinements de triplets de points sur un
méme T-cercle dans la variété de drapeaux G/ Pr, modulo 'action de I' (pour Kahn,
Labourie et Mozes). Les orbites de ces éléments par le flot (¢ )R sur I'\ G correspon-
dant a la multiplication a droite par T((et(;z ,02)) doivent « presque » se refermer
modulo I'application de certaines symétries (inversion ou rotation d’ordre trois) : cf.
figure 8, paragraphes 4.1-4.2.

Une observation importante est que 'ensemble des classes de conjugaison de re-
présentations (¢, R)-presque parfaites de 7 (IT) dans le groupe discret I est fini. Cela
résulte du fait (c¢f. corollaire 4.13.(2)) que si 1y (IT) = (a,b,c|cba = 1) ou a,b, ¢ cor-
respondent aux courbes de bord de I1, alors une telle représentation envoie, a conju-
gaison pres, le triplet (a, b, ¢) sur un triplet d’éléments de I proche de

RIZ o—R/2 ,~R/2 _ ,R/2 o R/2 0 &
T 0 o R2)'\ ) oR/2 '\ pR/2 _ ,~R/2 ,R/2 SICAN

Un raisonnement analogue vaut pour les représentations (¢, —R)-presque parfaites.
La donnée géométrique associée a une représentation (¢, =R)-presque parfaite
n’est pas unique, mais varie dans un espace continu (compact).
La premiere étape de la démonstration des théorémes 2.4 et 2.17 consiste a donner
les conditions suffisantes suivantes pour qu’une représentation p : 771(S) — T soit
injective (et donc que son image soit un sous-groupe de I' isomorphe a 71 (S)).
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Proposition 3.2. Dans le cadre du théoréme 2.4, ou plus généralement dans le cadre 2.16,
soient I' un réseau cocompact irréductible de G et S une surface compacte munie d une dé-
composition en pantalons bipartie & = P U P~ et d'un graphe fini 4 comme au para-
graphe 3.1. Pour tout € > 0 assez petit et tout R > 0 assez grand par rapport d €, si une
représentation p : 171(S) — T vérifie que

1. pour tout [T+ € P, la restriction de 04 (Hi) est (¢/R, £R)-presque parfaite, et

2. on peut choisir les données géométriques associées de sorte que pour toute paire
(ITT,I17) € P x P~ de pantalons adjacents, les restrictions de p d 711 (I1T) et
a 711 (IT17) soient (e/ R)-bien recollées,

alors p est injective.

Dans la version de Kaun, LaBourie et Mozes (arXiv 2018), les auteurs montrent
de plus que p admet une application de bord (4, 7)-sullivannienne de parametre §
arbitrairement petit : cf. proposition 4.19.

Dans la version de HaMenstADT (2015, 2021), les conditions de (e/ R, £R)-presque

perfection et de (¢/R)-bon recollement dans la proposition 3.2 sont remplacées par
des conditions plus simples mais plus fortes de (e *R, +R)-presque perfection et de
e~*R-bon recollement, ot1 ¥ > 0 est une constante indépendante de R.
3.3.1. Injectivité selon HAMENSTADT (2015, 2021). — Soient G /K 1’espace riemannien sy-
métrique de G, ot K est un sous-groupe compact maximal de G, et M = I'\G/K
l'espace localement symétrique compact associé a I'. Soit p : 711(S) — I une repré-
sentation vérifiant les conditions (1) et (2) de la proposition 3.2 pour R > 0 assez
grand.

Pour montrer que p est injective, Hamenstddt suit une approche géométrique : a
partir d'une structure hyperbolique R-parfaite sur S (cf. paragraphe 3.1) et des don-
nées géométriques des restrictions de p aux 771 (IT) pour IT € 2, elle construit :

> une surface S’ homéomorphe a S, découpée en un nombre fini de « morceaux »
(triangles, bandes ou anneaux), chaque morceau étant muni d’une structure
hyperbolique ou euclidienne pour laquelle son bord est géodésique;

> une application continue f : S — M, de morphisme induit

p = fe: m(S) = m(S') — m (M) = T, qui est une immersion en restric-

tion a chaque morceau; elle se releve en une immersion par morceaux continue
p-équivariante f: S' = G/K.

La surface S’ est obtenue a partir de la surface hyperbolique R-parfaite S en rajoutant,

au niveau de chaque courbe de bord entre pantalons adjacents de &, un fin anneau

euclidien (réduit a un cercle lorsque G est de rang réel un). Les « morceaux » sont

ces anneaux et, pour chaque pantalon de 7, deux triangles équilatéraux (dont le dia-

metre est borné lorsque R tend vers l'infini) et trois bandes hyperboliques (dont la

longueur est proche de R) qui partitionnent le pantalon : ¢f. figure 4. La condition (1)
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de la proposition 3.2 permet de construire f de sorte que sa restriction a chaque mor-
ceau soit presque isométrique, et la condition (2) de sorte que les angles de recol-
lements soient proches de 7t et que les décalages entre pantalons soient proches de
décalages hyperboliques de longueur 1 comme au paragraphe 3.1.

B B

Ficure 4 — Découpage d'un pantalon hyperbolique en deux triangles équi-
latéraux et trois bandes A, B, C (vues de devant et de derriére)

L'application f définit une métrique des chemins 711 (S')-invariante sur S par dé-
finition, la distance entre deux points x,y de S’ est la borne inférieure des longueurs,
dans G/K, des images par f de chemins de x 2 y dans §'. Cette borne inférieure est
en fait un minimum : I'espace métrique S’ est géodésique par le théoréme de Hopf-
Rinow. Par un controle fin de la géométrie de I'immersion par morceaux, Hamenstadt
montre, pour R > 0 suffisamment grand, que I’'on peut trouver, pour toute droite géo-
désique .# de S/, une suite (x,),cz de points de & tels que

> la distance dans S’ entre x;, et x,,;1 soit uniformément majorée,

> la distance dans G/K entre f(x;) et f(x,41) soit uniformément minorée,

> l'angle entre [f(xy), f(x,-1)] et [f(xn), f (x,4+1)] soit suffisamment proche de 7,

> la direction de [f(xy), f(x,+1)] soit suffisamment proche de la direction régu-
liereh =dt((§ %)) € at.

(On note ici a* une chambre de Weyl d’un sous-espace de Cartan a comme au para-
graphe 2.3.1. Rappelons que tout segment orienté [z1,z;]| dans G/K est de la forme
[gK, gexp(h)K]oug € Geth’ € a™;l’élément h' modulo R est la direction de [z1, z5].)

Un résultat de KapovicH, Lees et Portt (2014, Th.7.2 & Cor.7.13) («lemme de
Morse ») implique alors que le chemin géodésique par morceaux U, ez [f(xn), f (x141)]
est une quasi-géodésique de G/ K, a distance bornée d'un plat de G/ K. En appliquant
ceci a une droite géodésique £ invariante par v € m1(S) \ {1}, on voit que la re-
présentation p est injective. En fait, le lemme de Morse donne une uniformité sur
les quasi-géodésiques, ce qui permet de voir que p est Pr-anosovienne au sens du
paragraphe 1.4.
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3.3.2. Injectivité selon KAHN, LABOURIE et Mozkes (arXiv 2018). — Soit G/ Py la variété de
drapeaux associée a T, comme aux paragraphes 1.4, 2.1 et 2.2.3. Pour démontrer la
proposition 3.2 et son raffinement (proposition 4.19), Kahn, Labourie et Mozes ob-
servent que, grace ala condition (1), pour touty € 711 (S) correspondant & une courbe
de bord d’un pantalon de &, I’élément p(y) € G admet un unique point fixe attrac-
tif dans G/ P; (corollaire 4.13.(1)); on a donc une application (og, p)-équivariante
naturelle d"un sous-ensemble dense de IP!(RR) vers G/ Py, qui au point fixe attractif
dans IP'(R) de ogr(7) associe le point fixe attractif dans G/P; de p(v). Ils utilisent
alors la condition (2) pour montrer que cette application se prolonge en une applica-
tion (og, p)-équivariante continue & : P*(R) — G/ Py, avec un contréle suffisant pour
établir qu'a 6 > 0 petit fixé, 'application ¢ est (9, 7)-sullivannienne (définition 2.9)
des que € > 0 est suffisamment petit. La proposition 2.12.(2a) assure alors que p est
Pr-anosovienne au sens du paragraphe 1.4, donc injective. Voir la partie 4 pour plus
de détails.

3.4. Etape dynamique

La deuxiéme étape de la démonstration des théoremes 2.4 et 2.17 consiste a établir
les propriétés d’existence suivantes, qui font intervenir les notions du paragraphe 3.3.

Proposition 3.3. Dans le cadre 2.16, soit I' un réseau cocompact irréductible de G, et soient
IT" et [T~ deux pantalons adjacents le long d'une courbe de bord a comme a la figure 3, droite.
Il existe C > 0 tel que pour tout € > 0 et tout R > 0 assez grand par rapport d €,

1. il existe des représentations (e/ R, =R)-presque parfaites de rr (I1F) dans T';

2. pour toute donnée géométrique associée a une représentation (¢/R, R)-presque parfaite
de 7ty (IT") dans T, on peut trouver une donnée géométrique associée d une représen-
tation (¢/R, —R)-presque parfaite de 711 (11~ ) dans T de sorte que les représentations
soient (Ce/ R)-bien recollées le long de a via ces données géométriques.

On peut quantifier le point (2) en utilisant des mesures sur un espace continu
Geom, 4 qui parametre, dans chacune des approches de HamenstApT (2015, 2021)
ou de Kann, LaBourie et Mozes (arXiv 2018), les données géométriques des repré-
sentations (¢/R, £R)-presque parfaites de 7r1 (IT*) dans ' modulo conjugaison.

Proposition 3.4. Dans le cadre de la proposition 3.3,

(2)" il existe des mesures pg g sur Geomg R et e, g sur Geomg g, de méme masse totale,
telles que pour tout sous-ensemble mesurable A de Geom, g, I'ensemble des éléments de
Geomy, g qui sont (Ce/R)-bien recollés a au moins un élément de A soit de (pe_R)-
mesure supérieure ou égale d e g (A).
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Dans la partie 5, nous détaillons la démonstration des propositions 3.3 et 3.4 en
suivant 'approche développée par Kann, Laourie et Mozes (arXiv 2018). La dé-
monstration de Hamenstadt est analogue, mais avec un formalisme un peu différent,
dai a sa définition différente des données géométriques.

Dans les deux approches, et déja chez Kaun et Markovi¢ (2012), la démonstration
repose crucialement sur la propriété de mélange suivante, appliquée a h’ = h comme
au cadre 2.16. Cette propriété, classique, provient de la décroissance exponentielle
des coefficients matriciels des représentations tempérées (cf. la partie 4 de BERGERON,
2013 ou l'appendice B de Kaun, LaBourie et Mozes, arXiv 2018).

Fait 3.5. Soient a un sous-espace de Cartan de g comme au paragraphe 2.3.1 et T’ un réseau
irréductible de G. Pour tout h" € a, le flot (¢¢)er sur T\G donné par la multiplication a
droite par exp(th’) est exponentiellement mélangeant : il existe k € IN et C,q > 0 tel que
pour toutes fonctions ,6 € CK(T\G,R) et tout R > 0,

[ o @epotsiai — ([ v) (. .0)]< e ol ol

KanN et Markovi¢ (2012), HamenstApt (2015), et Kann, LaBourie et Mozes
(arXiv 2018) n’ont en fait pas besoin du mélange exponentiel (décroissance en e~ %),
seulement d’un mélange polynomial (décroissance en 1/R’ pour un certain ¢ > 2).

3.5. Etape combinatoire

Pour conclure la démonstration des théorémes 2.4 et 2.17, il s’agit de prendre les
représentations de groupes de pantalons (¢/R, £R)-presque parfaites (Ce/R)-bien
recollées des propositions 3.3 et 3.4, avec les données géométriques appropriées cor-
respondantes, et de montrer qu’on peut les agencer de maniere adéquate pour obtenir
une représentation d une surface compacte S, avec une décomposition en pantalons bi-
partie et un graphe fini associé, vérifiant les hypothéses de la proposition 3.2. Pour
cela, Kaun et Markovi¢ (2012) et Kaun, LaBourie et Mozes (arXiv 2018) utilisent le
lemme classique suivant (cf. la remarque 6.1 pour ’approche de Hamenstadt).

Fait 3.6 (Lemme des mariages de HALL, 1935). Soient & et & deux ensembles finis
de méme cardinal et .4 C &' x & un sous-ensemble. Alors il existe une bijection
P:ET = & telle que (x,P(x)) € A pour tout x € &T dés que la condition suivante est
vérifiée :

VAcé&t, #J{veé |(xy) e s} >#A. (3.1)

xeA

On pense & .# comme a 'ensemble des mariages possibles entre éléments de & et
de &~ . La condition (3.1) dit que pour tout sous-ensemble A de &, il existe au moins
#A éléments de &~ avec la propriété de pouvoir étre marié a au moins un élément de A.
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Dans notre contexte, &% sera un ensemble fini obtenu en prenant certaines don-
nées géométriques de représentations (e/R, =R)-parfaites de groupes de pantalons,
avec certaines multiplicités bien choisies données par les mesures ji, +r de la propo-
sition 3.4, et .# correspondra a I’ensemble des paires (Ce/R)-bien recollées : cf. para-
graphe 6.3. La bijection ¢ du lemme des mariages permet de construire un graphe fini
biparti trivalent ¢ de sommets & = 2 L1 2~ de la maniére suivante : les sommets
2+ sont obtenus en prenant le quotient de & par la transformation d’ordre trois
correspondant a la permutation cyclique des courbes de bord (cf. (6.1)); pour tout
x € &T U &, on relie la classe de x et celle de ¢(x) par une aréte. En épaississant
ce graphe, on obtient une surface compacte S avec une décomposition en pantalons
bipartie étiquetée par 2 et, pour tout pantalon I+ correspondant a un élément de
2%, une classe de conjugaison de représentations (¢/R, +R)-presque parfaites de
71 (IT+) dans T'; de plus, les classes de deux pantalons adjacents admettent des re-
présentants (Ce/ R)-bien recollés. On en déduit (cf. lemme 6.3) une représentation p
de r1(S) dans T a laquelle la proposition 3.2 s’applique, et qui est donc injective.

4. Etape géométrique

Dans cette partie, nous présentons les notions de Kahn, Labourie et Mozes de
représentation (e, R)-presque parfaite d’un groupe de pantalon (paragraphe 4.2) et de
représentations e-bien recollées (paragraphe 4.5). Nous donnons les grandes lignes de
leur démonstration de la proposition 4.19 ci-dessous, qui est une version plus pré-
cise de la proposition 3.2, faisant intervenir la notion d’application sullivannienne du
paragraphe 2.2.

Dans toute la partie, on travaille dans le cadre 2.16; la condition (R) du paragraphe 2.3.2
n’a pas besoin d'étre satisfaite. On fixe un réseau cocompact irréductible I de G et un sous-
groupe compact maximal K de G contenant T(PSO(2)).

4.1. Préliminaires : T-triangles et tripodes

4.1.1. T-triangles. — Rappelons que le groupe PSL(2,R) agit simplement transitive-
ment sur (et donc s’identifie a) I'ensemble .7 des triplets de points deux a deux
distincts positivement orientés de IP*(IR). Ainsi, tout élément de .7 est de la forme
h-(0,00,—1) ou h € PSL(2,R) est unique. (Lensemble .7 s’identifie également a
'ensemble des repeéres de H? (oi1 un repére est par définition une base orthonor-
mée positivement orientée d’un espace tangent TyH? ot x € H?), ainsi qu’au fibré
unitaire tangent T'H? de H2.)

Comme au paragraphe 2.2.1, le plongement 7 : PSL(2,R) < G induit un plonge-
ment T-équivariant T : P!(R) < G/P;. On note encore T le plongement induit de
(PY(R))" dans (G/P;)" pour n > 2. La G-orbite de 7(0,0) (pour I'action diagonale
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de G) est un ouvert dense de (G/P;)? formé des couples de points dits transverses,
ou encore en position générique.

Définition 4.1. Un t-triangle de G/ P; est un triplet de points deux a deux transverses
de G/P; dela forme g - (0,00, —1) o1 g € G.

Notons que g - 7(T) est un t-triangle pour tout § € G ettout T € 7,
par équivariance de t. Un t-triangle détermine de maniére unique un t-cercle
got:PY(R) — G/P; au sens du paragraphe 2.2.1.

Par définition, le groupe G agit transitivement sur 1’'espace des t-triangles de
G/ Pr. Le stabilisateur de 7(0, 00, —1) est le centralisateur Z* de d7(ps((2,R)) dans G
(supposé compact, cf. cadre 2.16). Ainsi, [g] — g - T(0,00, —1) est une bijection G-
équivariante entre G/Z7 et I’espace des t-triangles de G/ Ps.

Remarque 4.2. L'espace des t-triangles de G/ P; est en général strictement inclus
dans l'espace des triplets ordonnés de points deux a deux transverses de G/ Pr. Par
exemple, pour G = PSL(n,C) et T : PSL(2,R) < G le plongement irréductible, ces
espaces sont de dimensions complexes respectives (1 +1)(n —1) et3n(n —1)/2.

4.1.2. Tripodes. — Afin de définir les représentations (e, R)-presque parfaites, on a
besoin d’objets un peu plus précis que les t-triangles de G/Pr, qui soient paramé-
trés par G plutét que G/Z". Pour cela, Kahn, Labourie et Mozes introduisent une
notion de tripode, qui est par définition un isomorphisme d’une copie abstraite Gy
du groupe G vers G ou, de maniére équivalente, un automorphisme de G. En réalité,
pour démontrer les théorémes 2.4 et 2.17 il n’est pas nécessaire de considérer tous les
automorphismes de G : les automorphismes intérieurs (donnés par la conjugaison
par un élément de G) suffisent. Dans la suite de cet exposé, nous travaillerons donc
directement avec le groupe G plutdt qu’avec les tripodes de Kahn, Labourie et Mozes.

4.1.3. Transformations. — Kahn, Labourie et Mozes considérent les transformations
suivantes de l'espace G/Z" des t-triangles de G/ Pr (cf. figure 5) :
> l'involution inv («inversion ») qui envoie g - T(0,00, —1) sur g - T(00,0,1); elle
correspond dans G/Z" a la multiplication a droite par 7(( % }));
> le flot (@t)er qui envoie g - T(0,00, —1) sur ¢ - 7(0, 00, —e'); il correspond dans

G/ZT™ ala multiplication & droite par 7(( ‘ft(;z efot 2));

> la transformation rot (« rotation ») d’ordre trois qui envoie g - 7(0,00, —1)

sur g - T(oo,—1,0); elle correspond dans G/Z® a la multiplication a
droitepar(( 4 })).
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Ces transformations se relévent en des transformations de G, encore notées inv, ¢;
et rot, données par la multiplication a droite par les mémes éléments. Elles com-
mutent avec l'action de G par multiplication & gauche (que nous noterons parfois
avec un point pour éviter toute confusion : g1 - g2 := g192)-

(]

0 0

F1GURE 5 — Les transformations inv, ¢; et rot de G/Z" proviennent de trans-
formations inv, ¢; et rot de 7 ~ {repéres de IH?} représentées ici; en iden-
tifiant .7 au fibré unitaire tangent T'TH?, le flot (¢¢);cr s'identifie au flot
géodésique

4.1.4. Points de vue équivalents. — Le plongement 7 : PSL(2,R) — G induit un plon-
gement T-équivariant T : H?> — G/K. On appellera t-copie de H? une surface tota-
lement géodésique de G/K de la forme g - T(H?) ot g € G. 1l est facile de voir (en
utilisant par exemple la condition des systémes de triplets de Lie, cf. HELGason, 2001,
Ch.1V, §7) que toute surface totalement géodésique de G/K est soit contenue dans
un plat, soit égale a une ’-copie de H? pour un certain plongement 7’ de PSL(2, R)
(ouSL(2,R)) dans G.

Les objets suivants s’identifient de maniére G-équivariante :

> les T-triangles de G/ P,

> les triplets ordonnés de points du bord visuel de 1'espace symétrique G/K, cor-

respondant a trois rayons géodésiques de G/K contenus dans une méme 7-
copie de H?, incidents en un point, et formant des angles de 27t/3 en ce point,

> les triangles idéaux de T-copies de IH? dans G /K,

> les repéres de T-copies de H?.

Chacune de ces classes d’objets est paramétrée par G/Z" ol1 Z* est compact.

La ott Kahn, Labourie et Mozes travaillent avec les 7-triangles de G/Pr,
Hamenstadt travaille avec les repéres de T-copies de H?. La ot Kahn, Labourie
et Mozes travaillent avec les tripodes, Hamenstddt travaille avec les « T-reperes de
G/K », c’est-a-dire avec une G-orbite de repéres (v1,vy,...,v,) de G/K obtenus en
complétant des repéres (v1,v,) de T-copies de H?, telle que le stabilisateur de cette
G-orbite est trivial.
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4.2. Représentations presque parfaites selon Kahn, Labourie et Mozes

4.2.1. Intuition géométrique.— Pour tout élément hyperbolique a € PSL(2,R), on note
a® (resp. «©) son point fixe attractif (resp. répulsif) dans 0H? = P!(R).

Soit I'T un pantalon de groupe fondamental 7r1 (IT) = (a,b,c|cba = 1), ot a,b,c
correspondent aux courbes de bord de IT. Pour R > 0, soit ¢ : 7r1(IT) — PSL(2,R)
une représentation R-parfaite (resp. (—R)-parfaite) comme au paragraphe 3.1, c’est-
a-dire 1’holonomie d’une structure hyperbolique sur I pour laquelle les trois
courbes de bord sont de longueur 2R et les points fixes 0(a)©, 0(a)®, 0(b)°, 0(b)®,
0(c)®, 0(c)® e P1(R) sont dans un ordre cyclique positif (resp. négatif). Considérons
les éléments suivants de I’espace .7 des triplets de points deux a deux distincts posi-
tivement orientés de P (RR) :

{ T:=(e(a),e(b)°, 0 5

°), = (a(b)®, o
T := (o(a)®, o(b 'a~ -1

c ©,0(c)®),
)©,0(b)©) (resp'{T' (o(b~'a (

)9, e(a),e(b)°) )

Les éléments T, T' € .7 correspondent a des triangles idéaux de IH? qui se projettent
en des triangles idéaux de 11, d’intérieurs disjoints, dont les c6tés s’enroulent autour
des courbes de bord et qui remplissent tout I'l, comme a la figure 6.

_

J—

Ficure 6 — Décomposition d'un pantalon hyperbolique en deux triangles
idéaux dont les cotés s’enroulent autour des courbes de bord

Adoptons la terminologie suivante, o1 rot, inv et ¢; sont les transformations in-
troduites au paragraphe 4.1.3, et ot1 les signes + sont pris tous égaux a + si la repré-
sentation est R-parfaite, et tous égaux a — si elle est (—R)-parfaite.

Définition 4.3. Un élément « € PSL(2,R) est (£R)-réalisé par un couple (Ty, T)
d’éléments de 72 sirot™! oinvo g.r(Ty) = Thetrott ! oinvo ¢ r(Th) = a - Ty.

On vérifie alors (cf. figure 7) que pour (T, T') comme ci-dessus,

o(a) est (R)-réalisé par (T, T’),
o(b) est (£R)-réalisé par (rot™' (T ) o(b) - (rot?)F1(T")), (4.1)
o(c) est (R)-réalisé par ((rot?)*1(T),0(a)~! - rot*1(T")).
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Une représentation ¢ : 711 (IT) — PSL(2,R) est (£R)-parfaite si et seulement s'il
existe (T, T') € .72 vérifiant ces conditions.

Ficure 7 — Représentations R-parfaite (a gauche) et (—R)-parfaite (a droite)

Remarque 4.4. Si a est (+R)-réalisé par (T, T’) au sens de la définition 4.3 et si l'on
voit T comme un élément de PSL(2,R), alors T 1T est égal a (1 ff,K ePR) (resp.

( EZ)R ”;;R )). En particulier, « est hyperbolique de longueur de translation 2R, et ses
points fixes répulsif et attractif vérifient que T~! - #© € P1(IR) est égal a 0 (resp. ),

et T-1.a® € P!(R) est proche de oo (resp. 0) pour R grand.

Ainsi, lorsque R tend vers 0, les points 0(a)®,0(b)®,0(c)® d'une repré-
sentation (£R)-parfaite ¢ : 7m1(II) — PSL(2,R) tendent respectivement vers
0(a)@,0(b)°,0(c)®; autrement dit, o(a),0(b),0(c) € PSL(2,R) tendent vers des
éléments paraboliques. Lorsque R tend vers +oo, les points 0(a)®, 0(b)®,0(c)®
d’une représentation (+R)-parfaite ¢ : 711 (IT) — PSL(2,R) tendent respectivement
vers 0(b)©, 0(c)®, 0(a)® (cf. figure 7).

Remarque 4.5. Les représentations R-parfaites de 711(S) dans PSL(2,R) sont les
images des représentations (—R)-parfaites par la conjugaison par un élément de
PGL(2,R) qui renverse l'orientation de H?.

4.2.2. Représentations presque parfaites d valeurs dans G.— Munissons G d'une métrique
riemannienne invariante par multiplication a gauche par G (pour cela, on choisit une
forme quadratique définie positive sur g et on la pousse en avant par G). Quitte a la
remplacer par sa moyenne par le groupe d’ordre trois engendré par rot, on suppose
cette métrique également invariante par rot. On note dg la distance correspondante.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2022



34 F. KASSEL

On a une notion naturelle de représentation (+R)-parfaite de 711 (I1) dans G, a
savoir la composition d'une représentation (£R)-parfaite a valeurs dans PSL(2,R)
au sens ci-dessus, avec g 7(-) ¢! : PSL(2,R) < G oti ¢ € G. La caractérisation (4.1)
permet d’affaiblir cette notion de la maniére suivante.

Définition 4.6. Soient ¢, R > 0. On dit qu'un élément & € G est (¢, £R)-presque réa-
lisé par un couple (g,¢') € G? s'il existe (h,h') € G? vérifiant les quatre conditions
suivantes :

til

dg(gh) <& dg(rot*! oinvogir(h),g’) <e,

dg(¢', 1) <e, dg(rot*l oinvo gig(H),ag) <.

On considére les conditions suivantes sur un quintuplet («,8,7,¢,8') € G>:

B est (¢, +-R)-presque réalisé par (rot*!(g), B - (rot?)*1(g')), (4.2)

{ « est (¢, £R)-presque réalisé par (g,¢’),
7 est (¢, =R)-presque réalisé par ((rot?)*(g),a! - rot*1(g’)).

Définition 4.7. Soit ITun pantalon de groupe fondamental 771 (IT) = (a,b, ¢ | cba = 1).
On dit qu'une représentation p : 71(I1) — G est (¢, £R)-presque parfaite s'il existe
(g,¢") € G? tel que le quintuplet Q := (p(a),p(b),p(c), g, &') vérifie (4.2). Ce quintu-
plet est une donnée géométrique associée a la représentation (e, =R)-presque parfaite p.

Remarque 4.8. Ceci ne dépend pas de l'ordre choisi pour les courbes de bord : si
Q = (p(a),p(b),p(c), g &) vérifie (4.2), alors

sym(Q) := (p(b),p(c), p(a),rot*!(g), p(b) - (rot*) ! (g"))
et sym?(Q) := (p(c),p(a), p(b), (rot*)=(g), p(a) ! - rot*!(g"))

aussi. De plus, la notion de représentation (e, £R)-presque parfaite est inva-
riante par conjugaison au but par G : si (p(a),p(b),p(c), g g') vérifie (4.2), alors
(xp(a)x~1, xp(b)x~ 1, xp(c)x~, xg, xg') aussi pour tout x € G.

Remarque 4.9. Nous verrons a la proposition 5.11.(1) qu’en supposant la condi-
tion (R) du paragraphe 2.3.2 vérifiée, les notions de représentations (¢, R)-presque
parfaite et (&, —R)-presque parfaite coincident, mais pour des éléments (g,g’) € G?
qui différent par la multiplication a droite par un certain élément de G envoyant h
sur —h (ceci correspond au renversement d’orientation dans la remarque 4.5).
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Voir la figure 8 pour une illustration dans le cas des représentations presque par-
faites a valeurs dans un réseau I' de G.

(8] 1[rotz(g’)}

7, / z \
[rot(g)] . [rot*(8)] 1V o)

Ficure 8 — Donnée géométrique Q = (p(a), o(b),p(c),g,¢’) associée a une
représentation (¢, R)-presque parfaite p : 711 (IT) — G a valeurs dans un ré-
seauI' de G : il existe dans I'\G un segment I (resp. I, resp. I;) d’orbite du
flot (¢t)ter, de longueur R, qui relie un élément proche de [g] (resp. [rot(g)],
resp. [rot?>(g)]) a un élément proche de l'inverse inv de [rot?(g’)] (resp.
[rot(g')], resp. [¢]). L'élément p(a) (resp. p(b), resp. p(c)) est « presque réa-
lisé » dans I'\G par Iy (resp. Iy, resp. I;) suivi de I, (resp. Iy, resp. I1) par-
couru en sens inverse.

4.3. Rappels : proximalité

Soient a C £ un sous-espace de Cartan de g, et a* une chambre de Weyl de a
contenant h, comme au paragraphe 2.3.1. Soit Zg(a) le centralisateur de a dans K.
Comme h est supposé régulier (i.e. h € Int(a™)), le sous-groupe parabolique P; de G
est minimal et pour tout élément g € G, les deux notions suivantes sont équivalentes :

> g est proximal dans G/ Py, au sens ot il admet un unique point fixe attractif g©
et un unique point fixe répulsif g© dans G/ Pr,

N

> g est loxodromique, au sens ol il est conjugué & un élément de la forme
exp(x)k ot x € Int(a™) et k € Zg(a); 'élément x est unique et l'on pose
A(g) :==x € Int(a™).
Le centralisateur Zg(xp) de g := exp(h) dans G est le produit de A := exp(a)
et de Zg(a). Pour un élément &« € G proximal dans G/P; quelconque, conjugué a
exp(x)koux € Int(a™) etk € Zg(a), le centralisateur Zg(a) de a dans G est conjugué
au produit de A et du groupe Zg (a) N Zk(k), qui peut étre plus petit que Zg(a).
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Exemple 4.10. Soient G = PSL(n,C) et T : PSL(2,R) — G le plongement irréduc-
tible (cf. exemple 2.13). On a K = PSU(#n). Le sous-espace a C g est constitué des
matrices diagonales réelles de trace nulle, et le groupe A = exp(a) (resp. Zk(a)) des
matrices diagonales de G a coefficients strictement positifs (resp. complexes de mo-
dule un). Comme Zg(a) est abélien, le centralisateur Zg () de tout élément & € G
proximal dans G/ P; est conjugué a Zg(ag) = A Zg(a) =~ (C*)" 1.

Exemple 4.11. Soient G = SO(#n,1) et 7 : PSL(2,R) ~ SO(2,1)¢ — G le plongement
standard (cf. exemple 2.21). On a K = S(O(n) x O(1)). Le groupe A = exp(a) est
isomorphe a R*, et Zg(a) a S(O(n — 1) x O(1) x O(1)). Pour « = exp(x)k € G ou
x € Int(a™) etk € Zg(a), le centralisateur Zg () de a dans G est strictement contenu
dans Zg (o) dés que k n’est pas central dans Zg(a), ce qui peut se produire dés que
n=>4.

4.4. Quelques observations utiles sur les pantalons presque parfaits

Soit || - ||« la norme euclidienne sur a induite par la forme de Killing
de g. Munissons G/P; de la distance d; du paragraphe 2.2.2, invariante par
K D 1(PSO(2)). On renvoie au paragraphe 4.3 pour la notion de proximalité dans
G/ P; et la définition de A.

Lemme 4.12. Il existe C > O tel que pour tout € > 0 assez petit, tout R > 0 assez grand
et tout (g,¢',a) € G2, si aest (¢, R)-presque (resp. (e, —R)-presque) réalisé par (g,3') au
sens de la définition 4.6, alors

> w est proximal dans G/ Py ;

> le point fixe attractif (resp. répulsif) de ¢ 'ag dans G/Pr est a distance
< Ce+e R/2) de (c0) (resp. T(0)) pour d-;

> |[A(x) — Alexp(Rh))||a < C(e+ e R/2); en particulier, la longueur de translation
de a dans G /K appartient a [2R — C(e + e R/2),2R + C(e + e R/2)];

e*R/Z E—R/Z

> ¢~ appartient @ B, T((:fR//ZZ Rs2)) B (resp.a BeT((¢ 7€ rpn ) PBe), oit P
désigne la boule fermée de rayon € centrée en I'élément neutre dans (G, dg).

. . c 14 214 R/2 —R/2 ,—R/2
Démonstration. Considérons les éléments hy := (ei o e,g ) eth_g:=(° o Cri2 )

de PSL(2,R). Généralisant la remarque 4.4, on note que pour tous ¢, R > 0, si « est
(¢, £R)-presque réalisé par (g,¢’) € G2, alors il existe g1, $2, 93,94 € % tels que

g g =git(hir) g2 et g lag=g T(hig) (8283) T(hir) &s-

L'élément hg € PSL(2,R) est hyperbolique de point fixe répulsif 0 € P'(R) et de
point fixe attractif e®/2 — 1 € P'(RR) a distance arctan(1/(eR/2 — 1)) ~ ¢ R/2 de
oo pour la distance PSO(2)-invariante de IP! (IR). De méme, g est hyperbolique de
point fixe attractif co et de point fixe répulsif a distance ~ e~*/2 de 0.
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Posons xa’ := 1(00) € G/Pr et notons H, l'ensemble des points de G/Pr non
tranverses & 7(0). Il existe r > 0 tel que 73,(x; ) N ¥3,(Hy ) = @, ot ¥;(-) désigne le
J-voisinage uniforme dans (G/Pr,dr) pour é > 0. On vérifie qu'il existe C > 0 avec
les propriétés suivantes :

> pour tout € > 0 assez petit et tout g € %, la constante de Lipschitz de g dans
(G/Pr,dr)est <1+ Ceetlonadc(x,g-x) < Cepourtoutx € G/Pr;

> pour tout R > 0 assez grand, T(/r) envoie le complémentaire de %;(H,, ) dans
Vee-R/2 (xo+ ) avec une constante de Lipschitz < Ce R,

Ainsi, pour tout ¢ > 0 assez petit, tout R > 0 assez grand et tous g1,$2,93,94 € Ze,
I'élément g T(hR) 8283 T(hr)gs € G envoie le complémentaire de ¥3,(H, ) dans
7/C(€+E,R/z)(x0+) avec une constante de Lipschitz < (1 + Ce)* C?¢~2R, donc de ma-
niére uniformément contractante si € est assez petit et R assez grand. On en dé-
duit que g1 T(hr) §293 T(hR) g4 est proximal dans G/Pr, de point fixe attractif & dis-
tance < C(e + e R/2) de xg = 7(co). En raisonnant de méme, on voit que son
point fixe répulsif est a distance < C(e + e R/2) de 7(0). La borne supérieure pour
IA(g1 T(hR) §283 T(hR) g4) — Alexp(Rh))||q est obtenue par des raisonnements ana-
logues, tenant compte de maniere plus précise de la constante de Lipschitz, dans di-
vers espaces projectifs associés a T, comme dans Benoist (1997). Ceci prouve les pro-
priétés voulues de ¢~ 'ag = ¢1 T(hr) 293 T(hR) g4 lorsque a est (g, R)-presque réalisé
par (g,8’) € G Le cas ot a est (&, —R)-presque réalisé par (g, g’) est analogue. O

Corollaire 4.13. Sie > 0 est assez petit et R > 0 assez grand, alors

1. toute représentation (e, £R)-presque parfaite p : m(II) — G est T-générique
au sens ont p(a), p(b) et p(c) sont proximaux dans G/Pr de points fixes attractifs
p(a)®,p(b)®,p(c)® € G/ Py deux a deux transverses ;

2. pour tout réseau cocompact T de G, il n'y a qu'un nombre fini de classes de conjugaison
de représentations (e, =R )-presque parfaites de 1ty (IT) d valeurs dans T

Démonstration. (1) Les points T(o0), T(—1) et T(0) sont transverses et la transversalité
est une condition ouverte. Par conséquent, il existe & > 0 tel que pour tous x,y € G/ P,
si x est J-proche de1'un des points T(o0), T(—1) out(0), etsiy est 5-proche d'un autre de
ces points, alors x et y sont transverses. Soit (p(a), p(b),p(c), g, ¢') une donnée géomé-
trique associée a p, comme a la définition 4.7. D’apres le lemme 4.12, si € est assez petit
et R assez grand, alors g~ 'p(a)g (resp. g 'p(b)g, resp. g 'p(c)g) est proximal dans
G/ Pr, de point fixe attractif §-proche de 7(o0) (resp. T(—1), resp. 7(0)). On conclut en
remarquant que (¢ 'p(d)g)® = ¢! p(d)® pour toutd € {a,b,c} et que I'action de G
préserve la transversalité.

(2) Soit I' un réseau cocompact de G : il existe une partie compacte K; de G telle
que G = I'K;. D’apres le lemme 4.12, pour tout € > 0 assez petit et tout R > 0 assez
grand, il existe une partie compacte K, de G telle que pour tout (g,¢",a) € G, sia
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est (¢, £R)-presque réalisé par (g, g’) au sens de la définition 4.6, alors ¢~ lag € K.
En particulier, si p : 711 (IT) — I est (¢, £R)-presque parfaite, de donnée géométrique
(o(a),p(b),p(c),g,8') comme a la définition 4.7, alors ¢ 'p(a)g et g~ 'p(b)g appar-
tiennent tous deux au compact K} := Ko Ut(( % §))F Kt(( L §))F!. Si l'on écrit
g = xkj ot x € Tetky € Ky, alors x 'p(a)x et x~'p(b)x appartiennent tous deux a
KKK ' NT, qui est fini car T est discret dans G. O

Le lemme 4.12 implique que, pour € > 0 assez petit et R assez grand, 'image de
toute représentation (e, £R)-presque parfaite p : 711 (IT) — G estun groupe e-Schottky
au sens de Benoist (1997, Def. 4.1). En particulier, p est injective et discréte, c’est un
plongement quasi-isométrique (cf. Benoist, 1997) et plus précisément une représen-
tation Pr-anosovienne au sens du paragraphe 1.4 (cf. Canary et al., 2017 ; Karovich,
Lees et Porri, 2018).

4.5. Application « pied » et bons recollements selon Kahn, Labourie,
Mozes

Afin de définir les bons recollements de pantalons presque parfaits, Kahn,
Labourie et Mozes introduisent une notion d’application « pied », définie de la ma-
niere suivante.

Soit « € G un élément proximal dans G/P;. Soit L, 1’'ensemble des éléments
¢ € G dont le t-triangle ¢ - (0,00, —1) de G/ P; associé est de la forme (a©,a®, ).
Choisissons r > 0 assez petit de sorte que le r-voisinage uniforme %, de L, dans
(G, dg) soit homéomorphe au produit direct de L, avec une boule.

Définition 4.14. Lapplication « pied » associée & 1'élément proximal @ € G est la pro-
jection orthogonale ¥, : % — L, sur L,.

On peut choisir le méme r > 0 pour tous les éléments « par la remarque suivante.

Remarque 4.15. Pour ay = exp(h), l'ensemble L,, est le centralisateur
Zg(rg) = AZg(a) de ag dans G (cf. paragraphe 4.3). Pour un élément proximal
quelconque & € G,ona Ly = gaLy, et % = ga, et Yo = ga'¥a, (g;l-) ougsy €G
envoie (af,a§) = (7(0),7(c0)) sur (a®,a®). Le stabilisateur stabg(a®,a®) de
(a©,a®) € G/Pr x G/Pr dans G est égal a g,XL,J(Og,,j1 = Logy'; il agit sur %, et L,
par multiplication a gauche et ¥, est équivariante pour ces actions.

Lemme 4.16. 1. Pour tout élément proximal « € G, les ensembles
N5 :={geG| dT(gfl a9, 7(0)) <det dr(g*l a®,7(c0)) < 5},

pour 6 > 0, forment une base de voisinages stabg («©, «®)-invariants de L, dans G.
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2. En particulier, si ¢ > 0 est assez petit et R > 0 assez grand, alors pour toute
représentation (e, £R)-presque parfaite p : my(I1) — G, de donnée géométrique
(p(a),p(b),p(c),g,¢") comme a la définition 4.7, 0ona g € Uy (a)1-

Démonstration. (1) Soit g, € G telque gz' - (a©,a®) = (7(0),7(c0)). Lespace homo-
géne stabg (a©,a®)\G s’identifie & I’ensemble des couples de points transverses de
G/P; via [g] = ¢!+ («©,a®). Par conséquent, une base de voisinages de [g,] dans
stabg (2@, a®)\ G est donnée par les ensembles

(5] == {[g] € stabg (29, a®)\G | dc (g7 a®,7(0)) < detdr (g7 a®,1(0)) < 6},

pour § > 0. Les images réciproques .#5 des [.#;] par la projection naturelle

G — stabg(a®©,a®)\G forment alors une base de voisinages stabg(a©,a®)-
invariants de L, dans G.

(2) Conséquence immédiate de (1), de la définition de Uy (qy+1 et du lemme 4.12.

O

Notons que le flot (¢¢)er du paragraphe 4.1.3 préserve L,, alors que 'involution
inv échange Ly et L 1.

Dans la définition suivante, Kahn, Labourie et Mozes ont en téte des couples
(ITT,II7) de pantalons adjacents le long d’une courbe de bord a comme a la fi-
gure 3, droite.

Définition 4.17. Soient ITT et II~ deux pantalons, de groupes fondamentaux
m (ITF) = (a*,b*,ct |cTbTat = 1). Soient ¢, R > 0 et p* : m(I1F) — G
des représentations (¢, £R)-presque parfaites de données géométriques
QF = (p*(a*),pt(b%),p%(cF), g,¢'F). Pour ¢ > 0, on dit que p* et p~
(ou leurs images) sont &'-bien recollées le long de at et a~ via QT et Q si
pt@at)=p (a7) =a € G,sigt € % etsi

dg(Ya(g), @roinvo ¥, 1(g7)) <¢. (4.3)

Lorsque R est grand, I’élément g* est trés proche de son image par ¥,+1 (lemmes
4.12et4.16.(1)), etl'inégalité (4.3) signifie donc que g~ est « presque » obtenu a partir
de g™ par inversion et décalage de 1 (cf. figure 9). En pratique, on prendra des repré-
sentations (¢/R, £R)-presque parfaites qui sont ¢’-bien recollées pour ¢ = Ce/R o
C > 0 est une constante ne dépendant que de G.
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FIGURE 9 — Représentations (&, +R)-presque parfaites p* qui sont bien recol-
lées au sens de Kahn, Labourie et Mozes

Remarque 4.18. En utilisant le lemme 4.12, on vérifie que pour tout § > 0,si¢, ¢’ > 0
sont assez petits et R > 0 assez grand, alors les images par (¢~)~! des points
p=(a™)O, p*(a™)®, pT(bT)O, pT(bT)®, p*(cT)O, pT(cT)®, p~(b7)°, p~ (b7)9,
p (c7)® et p~(c7)® sont a distance < § pour d, respectivement, de 7(0), T(o0),
T(0), T(—e), T(—e), T(0), T(e0), (1), (1) et T(0) (cf. figure 9).

4.6. Injectivité des représentations de 771(S) dont les restrictions
aux pantalons sont presque parfaites et bien recollées

Kahn, Labourie et Mozes établissent la version plus précise suivante de la proposi-
tion 3.2. On note o1y : {ary, bry, et} — {ar, by, cr1} la permutation cyclique envoyant
ary sur bry, et I'on renvoie a la remarque 4.8 pour la définition de sym.

Proposition 4.19. Dans le cadre 2.16, soit I' un réseau cocompact irréductible de G, et
soit S une surface compacte de genre au moins deux avec une décomposition en panta-
lons bipartie &7 et un graphe & comme au paragraphe 3.1, donnant une présentation
1 (IT) = (ary, bry, crn | erpbrianr = 1) pour tout IT € 2. Pour tout § > 0, tout € > 0
assez petit par rapport a 6 et tout R > 0 assez grand par rapport a ¢, si une représentation
p : 1(S) — T vérifie que
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1. pourtout 1+ € 7%, larestriction pyy+ de p a 7ty (ITF) est (e/ R, +=R)-presque parfaite

comme d la définition 4.7, et

2. on peut choisir les données géométriques Qry des pry (définition 4.7) de telle sorte

que pour tous 11T, 11~ € 2 adjacents le long d'une courbe de bord correspondant
a U§+(an+) € m(II%) et ol (ap-) € m(I17) on it,i~ € Z/3Z, les restric-
tions pri+ et pri- sont (e/R)-bien recollées le long de UIZ; (ay+) et oiy_(ap-) via
sym’ (Qp+) et sym! (Qyq-), comme d la définition 4.17,
alors p est injective et admet une application de bord & : P1(R) — G/Pr qui est (og,p)-
équivariante (pour une représentation R-parfaite or comme au paragraphe 3.1) et (8, 7)-
sullivannienne.

Nous esquissons a présent les idées de la démonstration. Ces considérations de
Kahn, Labourie et Mozes sur les applications de bord sullivanniennes, en lien avec
les représentations anosoviennes en rang supérieur, constituent 1'une des nouveautés
importantes par rapport a I’approche originale de Kahn et Markovic.

4.6.1. Pavages de H? par des hexagones. — A toute représentation injective et discrete
0 : m1(S) — PSL(2,R) est associé un pavage ¢(71; (S))-invariant Hex, de H? par des
hexagones a angles droits, obtenu en considérant les axes de translation dans H? des
images par o des éléments de 711 (S) correspondant aux courbes de bord des pantalons
de £, et en rajoutant la perpendiculaire commune a toute paire d’axes adjacents (c’est-
a-dire non séparés par un autre axe). Ainsi, chaque hexagone est bordé par trois seg-
ments d’axe de translation (« cotés principaux ») et trois perpendiculaires communes.

Sior : m1(S) — PSL(2, R) est R-parfaite, ott R > 1, alors les cotés principaux des
hexagones de Hex,, sont tous de longueur R, et deux hexagones adjacents le long
d’un coté principal y sont toujours décalés de 1 (cf. figure 10).

Tout hexagone H de Hex,, définit un triplet (a, b, c) d’éléments de 771 (S), unique
a permutation cyclique pres, tel que les cotés principaux de H sont contenus dans
les axes de translation A, (), Agp() Aog(c) de 0r(a), er (D), ¢r(c), et les points
fixes 0r(2)®, or(a)®, or(b)©, or(b)®, 0r(c)® et or(c)® dans P!(R) sont dans
un ordre cyclique positif. On dira que (H, (a,b,c)) et (H,(b,c,a)) et (H,(c,a,b))
sont des hexagones marqués de Hex,,. Comme au paragraphe 4.2.1, les points fixes
de or(a), 0r(b), 0r(c), or(b~1a~1) définissent une application (og, 0r)-équivariante
H v (hog 1, h/QR/ﬂ) de 'ensemble des hexagones marqués de Hex,, vers PSL(2, R)?,
telle que si H = (H, (a,b,c)), alors a,b,c et (T, T') := (hQR'ﬂ’h/QR,ﬂ) vérifient (4.1)
pour @ = Qr|(a,c)
Remarque 4.20. Le fait 3.1 assure que tout point de IH? est a distance uniformément
bornée (indépendante de R et ¢g) du centre d"un hexagone du pavage Hex,,. On en
déduit I'existence d’une constante C’ > 0 (indépendante de R et o) telle que pour tout
h € PSL(2,R) et tout R > 1 on puisse trouver un hexagone marqué H de Hex,, tel que

de(t(h Y - z,t(h 1) -2") <’ dT(T(h;;,ﬁ) ~Z,T(h;;,ﬂ) -Z') pour tous z,z' € G/ Py.
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Suivant Kahn, Labourie et Mozes, on dira qu'une suite (a,),cN d’éléments de
711 (S) est acceptable si chaque a,, correspond a une courbe de bord d’un pantalon de &
et pour tout n > 1, les axes de translation A, (,, ,) et A,y (4,) d'une part, et A, ;)
et Ay (a,,,) d'autre part, bordent des hexagones du pavage Hex,,, avec des cotés qui
coincident sur une longueur de R — 1 dans H? (cf. figure 10).

FiGure 10 - Pavage Hex,, de IH? par des hexagones a angles droits, invariant
par une représentation R-parfaite gg : 711(S) — PSL(2,R). On a représenté,
pour plusieurs valeurs de 1, des hexagones H;, et H; ayant des cotés qui
coincident sur une longueur de R — 1 le long d’un axe de translation A, (,,)
oua, € m1(S) : la suite (a,,) est gr-acceptable. On a également représenté les
points fixes attractifs et répulsifs de o (a1), 0r (b1), 0r (c1) pour trois éléments
ay, by, c1 € mi(S) tels que (Hy, (a1, by, ¢1)) est un hexagone marqué de Hex,,.

On dira qu'un point x € P!(R) est or-accessible si c’est la limite, dans la compactifica-
tion H2 = H? U P!(R) de H?, d’une suite (Agg(an))neN OU (an)neN est acceptable;
dans ce cas, si A, (4) €t Ay (4,) Ordent un hexagone H du pavage Hexg,, on dira que
x est gg-accessible d partir de H. Kahn, Labourie et Mozes font I'observation suivante.
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Lemme 4.21. Il existe une fonction ¢ : R — IR, tendant vers 0 en +oo, telle que pour tout
R > 1, toute représentation R-parfaite or : 71(S) — PSL(2,R) et tout hexagone marqué
H = (H,(a,b,c)) de Hex,y, 'image par hnglrﬂ de I'ensemble des points gr-accessibles d
partir de H est 9(R)-dense dans P'(R) pour dp1 (R)-

De maniere analogue a l'application H — (hg, m, hl@R,ﬂ)’ a toute représentation
p : m(S) — G vérifiant la condition (1) de la proposition 4.19 pour un certain
e > 0, on peut associer une application (g, p)-équivariante H — (g1, 8, ) de I'en-
semble des hexagones marqués de Hex,, vers G?, telle que si H = (H, (a,b,c)), alors
(p(a),p(b),p(c), 8p,H, 8, ) est une donnée géométrique associée a la représentation
(¢/R, R)-presque parfaite p|, ) comme a la définition 4.7.

4.6.2. Applications de bord partielles et déformations. — Le cceur de la démonstration de
la proposition 4.19 est formé des deux résultats ci-dessous. Le premier, comme la pro-
position 2.12 sur laquelle repose le second, fait intervenir une version précise, dans
G/ Pz, dulemme de Morse de KarovicH, Lees et Porti (2014, 2018), déja mentionnée
au paragraphe 2.2.3.

Rappelons (corollaire 4.13.(1) ) que pour tout e > 0 assez petit et tout R > 0 assez
grand par rapport a ¢, si une représentation p : 711 (S) — G vérifie la condition (1) de
la proposition 4.19, alors pour tout a € 711(S) correspondant & une courbe de bord
d’un pantalon de 2, I'élément p(a) est proximal dans G/Pr : il admet un unique
point fixe attractif p(a)® € G/Pr. Soit C' > 0 la constante de la remarque 4.20.

Proposition 4.22. Pour tout § > 0, tout ¢ > 0 assez petit par rapport 4 5, tout R > 1 assez
grand par rapport d e, toute représentation R-parfaite og : 11(S) — PSL(2,R) et toute
représentation p : 11(S) — G vérifiant les conditions (1) et (2) de la proposition 4.19, il
existe une unique application (or, p)-équivariante & de I'ensemble des points or-accessibles
de P1(R) vers G/ Py vérifiant la propriété suivante : pour toute suite acceptable (an),eN
d’éléments de 11 (S) et tout hexagone marqué H = (H, (a,b,c)) de Hex,, oit H est bordé
par Ay (ag) € Agp(ay)s St (AQR(ﬂn)) converge dans H2 vers un point x € P(R), alors
(p(an)®)peN converge dans G/ Py vers &(x) et

N - 6
(851126 To Ny () < 57

Proposition 4.23. Soit ¢ : m(S) — PSL(2,IR) une représentation injective et dis-
créte. Pour tout § > 0 assez petit, il existe 8 > 0 tel que pour toute famille continue
(pt)icpo) € Hom(71(S), G) de représentations et toutes applications (o, pt)-équivariantes
& PYR) — G/Py, si & est (8, T)-sullivannienne et si pour tout t €]0,1], les deux
hypothéses suivantes sont satisfaites :
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1. (« cohérence d’attraction ») pour tout x € P1(R), il existe une suite (a,) € rr1(S)N

telle que pt(ay) soit proximal dans G/Pr pour tout n et telle que (0(an)®)en
converge dans P1(R) vers x et (o;(an)®),eN converge dans G/ Py vers & (x),

2. (« condition sullivannienne sur un sous-ensemble suffisamment dense ») pour tout
h € PSL(2,R), il existe g € G et un sous-ensemble D de P'(R) tels que h~1(D)
soit @-dense dans P (R) et que dS(&:(x),go T o h™1(x)) < 8/2 pour tout x € D,

alors & est (6, T)-sullivannienne pour tout t € [0, 1].

Démonstration de la proposition 4.23. Soient «,dp,C > 0 donnés par la proposi-
tion 2.12.(1). Prenons 6 < Jy et 6 tel que 6 + C 6% < /2, et montrons que 'ensemble
E dest € [0,1] tels que ¢; soit (J, T)-sullivannienne est ouvert et fermé dans [0, 1].

Pour montrer que E est fermé, on observe que les applications (6, 7)-
sullivanniennes forment une famille équicontinue, par la proposition 2.12.(1) : ainsi,
d’apres le théoréeme d’Arzela-Ascoli, si (t,,) € EN converge vers t, on peut supposer
aprés extraction que (&, )meN converge vers une application ¢} : PY(R) — G/Px.
Cette application ¢} est encore (J, T)-sullivannienne, et (o, p;)-équivariante. D’apres
la proposition 2.12.(2a), la représentation p; est Pr-anosovienne d’application de
bord ¢;. En particulier (propriété générale des représentations anosoviennes), pour
toute suite (a,),en d’éléments non triviaux de 71 (S) telle que (0(a,)®),en converge
dans P! (R) vers x € P!(R), I'élément p;(a,) est proximal dans G/P; pour tout n
et (0¢(an)®)yen converge dans G/ Py vers &;(x). Lhypothese (1) de la proposition
implique alors ¢; = ;. Ainsi, t € E.

Vérifions que E est ouvert dans [0,1]. D’aprés la proposition 2.12.(2b), tout
t € E admet un voisinage dans [0,1] formé d’éléments s tels que &s soit
(6, T)-sullivannienne. Grace a l'hypotheése (2) ci-dessus, on en déduit que
¢s est en fait (6, T)-sullivannienne, ie. s € E. En effet, soit 1 € PSL(2,R).
D’aprés I'hypothése (2) il existe ¢ € G et, pour tout x € P!}(R), un point
y € PYR) tels que d(t o h~l(x),Toh (y)) = d]I)I(R)(h_l(x),h_l(y)) < 0
et de(g7' o &(y),T o h™(y)) < &/2. D'aprés la proposition 2.12.(1), on a
de(g7 1 0 &(x),g7 1 0 &(y)) < Cdpi(r) (h=1(x),h~(y))* < C6%, et l'on conclut
par inégalité triangulaire. O

4.6.3. Démonstration de la proposition 4.19.— Fixons 6 > 0 (que l'on peut supposer tres
petit) et prenons € > 0 assez petit par rapport a § et R > 1 assez grand par rapport
a € comme dans la proposition 4.22. Prenons de plus R assez grand de sorte que le
réel 9(R) du lemme 4.21 soit inférieur a /C’ ou 6 et C’ sont donnés respectivement
par la proposition 4.23 et la remarque 4.20.

Supposons dans un premier temps qu'il existe une famille continue
(pt)cpy) C Hom(mi(S), G) telle que pg soit T-fuchsienne, p; = p et pour tout
t € [0,1], la représentation p; vérifie les conditions (1) et (2) de la proposition 4.19.
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Soit Hex,, le pavage o (711(S))-invariant de H? du paragraphe 4.6.1 et, pour tout
t € [0,1], soit H = (hog 1, Iy, ) (resp. H — (8,1, 8, 1)) une application (gr, 0r)-
équivariante (resp. (og,p¢)-équivariante) de 1’ensemble des hexagones marqués
de Hexg, vers PSL(2,IR)? (resp. G*) comme au paragraphe 4.6.1. Soit ¢; 1'appli-
cation (og, pt)-équivariante de la proposition 4.22, allant de 'ensemble des points
or-accessibles de P'(IR) vers G/P;; on la prolonge en une application (og, ot)-
équivariante & : P'(R) — G/P; vérifiant la condition (1) de la proposition 4.23.
La remarque 4.20, le lemme 4.21 et la proposition 4.22 assurent que la condition (2)
de la proposition 4.23 est vérifiée. En effet, pour t € [0,1] et h € PSL(2,R), soit
H = (H,(a,b,c)) un hexagone marqué de Hex,, donné par la remarque 4.20. Soit
8 =8, T(hy, 1. 1) € G et soit D I'ensemble des points gr-accessibles a partir de H.
Pour tout x € D, ona

d‘g((’,‘t()go’roh ):d( oé’t ),Toh” ())
= de(T(h hop,H )&, Hogt( x), T(h™ gy )OTOhng( x))
< Clde(g; 0 &), To k(1)) < 672,

ot les deux inégalités utilisent respectivement la remarque 4.20 et la proposition 4.22.
Or, ’ensemble hg_Rl, 1(D) est (0/C')-dense dans P!(R) d’aprés le lemme 4.21 et notre

choix de R, donc I'ensemble ! (D) est 6-dense dans IP! (R) d’apres la remarque 4.20.
On peut alors appliquer la proposition 4.23 : on obtient que pour tout t € [0, 1], 'ap-
plication (o, pt)-équivariante ¢; est (J, 7)-sullivannienne.

En général, Kahn, Labourie et Mozes ne construisent pas de famille continue
(pt)icpy) C Hom(7i(S), G) telle que pg soit T-fuchsienne et p; = p. Ils procedent
plutét par approximation, en considérant une suite (S,),en de surfaces hyperbo-
liques compactes obtenues en doublant des surfaces hyperboliques S;, compactes
a bord qui sont des unions de pantalons isométriques a des pantalons de &7, et
telles que le revétement universel de S coincide avec celui de S, sur une boule de
rayon n. La représentation p : 711(S) — G définit pour tout n une représentation
o™ : 1(S,) — G dont les restrictions aux pantalons de S, sont encore (¢/R, +R)-
presque parfaites et (¢/ R)-bien recollées. Pour tout 1, en utilisant le fait que 771 (S),) est
un groupe libre, ils construisent une famille continue (pgn) Jtefo,1) € Hom(71(Sn), G)
telle que p(()n) soit T-fuchsienne, pgn) = p™ et pour tout t € [0,1], la représen-
tation pgn) vérifie les conditions (1) et (2) de la proposition 4.19. D’apreés le para-
graphe précédent, p(™) admet donc une application de bord (4, T)-sullivannienne
& . PYR) — G/P;. La famille (¢™),cn est équicontinue d’apreés la proposi-
tion 2.12.(1). En procédant par convergence, on obtient alors une application de bord
(8, 7)-sullivannienne ¢ : P!(R) — G/ P; pour p.
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5. Etape dynamique : utilisation du mélange

Dans cette partie, nous donnons les grandes lignes de la démonstration des pro-
positions 3.3 et 3.4 selon le point de vue de Kann, LaBourie et Mozes (arXiv 2018).
L'espace Geom, g de la proposition 3.4 est ici un espace Triconn, 1 g de « couples
triconnectés » que nous introduisons au paragraphe 5.3.

Dans toute la partie, on travaille dans le cadre 2.16. On suppose d présent la condition (R)
du paragraphe 2.3.2 vérifiée. On fixe un réseau cocompact irréductible I de G. Par le lemme
de Selberg, quitte a remplacer I par un sous-groupe d'indice fini, on peut le supposer sans
torsion ; c’est ce que nous ferons ici.

5.1. Fonctions poids sur G X G

Rappelons la notion de représentation (&, R)-presque parfaite (définition 4.7), qui fait
intervenir la fonction rot o inv o ¢g. Pour démontrer la proposition 3.3.(1), I'idée est
de montrer, en utilisant le mélange (fait 3.5), que pour tous éléments [x], [y] € T'\G,
il existe « beaucoup » d’éléments [g| € I'\G proches de [x] tels que rot o inv o pr([g])
soit proche de [y].

Plus précisément, fixons une fonction cloche x € C*(R,R"), de support [—1,1].
Pour tout ¢ > 0, on obtient une fonction cloche x. € C®(G,R") de support la boule
de rayon € autour de 1’élément neutre id € G, d’intégrale 1, en posant

xe(s) L x(da(g,id)2/é2).

T Jox(dg(-,id)?/e?)
Pour R > 0, on définit des fonctions « poids » Weg, W, g : G X G — RT, a
support compact dans G x G, par

Wesr(x9) = [ xesr(9) kel (ot oinvogug)(g) dg. (5)

La fonction W, 4 g mesure la proportion d’éléments ¢ € G tels que g soit (e/R)-proche
de x et rot*! oinv o p4r(g) soit (¢/R)-proche de y. Elle est invariante sous l'action
diagonale de G : on a W, 1 (g%, gy) = We+r(x,y) pour tous g,x,y € G, car rot, inv
et pr correspondent a des multiplications a droite. Elle induit une fonction (T’ x I')-
invariante w, +g : G X G — R donnée par

Werr(%,y) = Y Wear(x, 1y). (5.2)
yel

(Cette somme est finie car a x fixé, la fonction W, 1r(x,) : G — R™ est a support
compact et I' est discret dans G; ainsi, w, 1 est bien définie et lisse.) La fonction
we,+ R passe au quotient en une fonction I'\G x I'\G — R™, que l'on notera encore
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we,+r. Celle-ci mesure la proportion d’éléments [g] € T'\G proches de [x] tels que
rot*! o inv o ¢4 r([g]) soit proche de [y], ou encore la proportion d’éléments ¢ € G
proches de x pour lesquels il existe y € T tel que 7y - (rot™! oinv o @) (g) soit proche
dey.

Le lemme suivant reprend 1’approche de Margulis dans sa thése. On n’utilise ici
qu'une vitesse de mélange polynomiale (c¢f. paragraphe 3.4), qui donne une estimée
en ¢/ R? et suffit pour démontrer les propositions 3.3 et 3.4; en utilisant pleinement
le mélange exponentiel (fait 3.5), on obtiendrait une estimée en e~7%/2.

Lemme 5.1. Pour tout € > 0, tout R > 0 assez grand par rapport d € et tous [x], [y] € T'\G,
ona

\we+r([x], [y]) —1] < % (5.3)

Démonstration. Pour tout ¢ > 0, la fonction X, : G x G — R" donnée par
Xe(x,8) = Lyer Xe(x"1vg) est de classe C* et passe au quotient en une fonction
Xe : T\G x T\G — R*. Soit k € N donné par le fait 3.5. Il n’est pas difficile de véri-
fier quil existe D > 0 tel que || x¢[|cx < D e *~P pour tout & > 0; on en déduit qu'il
existe D’ > 0 tel que ||Xe(x,-)||cx, | Xe(x, (rot 0 inv) ()| < D' e ¥=P" pour tout
e > 0ettout [x] € T\G.

Soit 2 un domaine fondamental mesurable relativement compact de G pour l'ac-
tion de I' (rappelons qu’on a supposé I sans torsion). Soient ¢, R > 0. Pour tous
x,y € G,ona

wer([x],[v]) = ) / Xe/R(X7'8) Xe/r (y 1y (rotoinv o gr)(g)) dg
yer /8€6

= ) /gegxsm(x’l'r’g)xe/R(y’l'flv’(rotoinvoch)(g))dg
v, €T

B /[g]EF\G Xe/r(%,(8]) Xe/r(y, (rot o inv o gr)([g])) dlg].
Sil'on pose § = X, r(x,-) et 0 = X, g (y, (rot o inv)(-)), alors
/F\Glp - r\ce - /GXS/R =1
et le fait 3.5 donne
lwer([x], [y]) — 1] < Ce ™ [l cx 6]l < C D eiqR(%)—zksz"

En particulier, on obtient (5.3) dés que R est assez grand par rapport a e. Un raison-
nement analogue vaut pour w,, _g. O

Corollaire 5.2. Pour tout e > 0, tout R > 0 assez grand par rapport a € et tous x,y € G, il
existe vy € T tel que We r(x, yy) > 0.
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5.2. Fonctions poids sur G* et représentations presque parfaites :
démonstration de la proposition 3.3.(1)

Pour tous ¢, R > 0, on définit des fonctions W  : G* — R* par

Wgrfz(x Yo, Y1,Y2) = sR(x Y0) We g (rot? (x), rot(y1) ) We g (rot(x), rot? (y2)), (5.4)
WL (X, Y0, Y1, y2) =We, R (%, 10t (y1)) W, g (rot(x), rot(yo ) ) W, r (rot? (x),y2)

pour tous x,yo,y1,¥2 € G, oit W, g est donnée par (5.1). Ces fonctions sont inva-
riantes par l'action diagonale de G sur G* par multiplication a gauche. Le lemme sui-
vant fait le lien avec les données géométriques de représentations (¢, =R)-presque
parfaites (définition 4.7).
Lemme 5.3. Soit IT un pantalon de groupe fondamental 7t1(I1) = (a,b,c|cba = 1), soit
p : 711 (IT) — G une représentation, soient €, R > 0 et soient g,g' € G. Alors
1. la représentation p est (¢, R)-presque parfaite de donnée géométrique
(p(a),p(b),p(c), g, &") si et seulement si Wi (g,8',p(a) "¢, p(b)g") >0,
2. la représentation p est (e, —R)-presque parfaite de donnée géométrique
(0(a),p(b),p(c),g,8") si et seulement si Wi _(8,8",p(a)g",p(ba)g") >0,
ot I'on pose ¢"" := p(a) ! orot(g’).
Démonstration. Traitons le point (1) ;le point (2) est analogue. Par définition (5.1) de
Wer g, ona Wer r(g,8") > 0si et seulement s'il existe h € G tel que dg(h,g) < eet
dg(rotoinv o gr(h),g") < e. De méme, on a W g (rot?(g), p(a) ! - rot(g')) > Osiet
seulement s'il existe 1"/ € G tel que

dg(h",rot?(g)) < e et dg(rotoinvo gg(h"),p(a)~! rot(g')) <e;
en posant i’ := p(a) - inv o pg(h"), ceci est équivalent a

dg(g W) <e et dg(rotoinvogr(h'),p(a) -g) <e

(car dg est invariante par G et rot, et (inv o gg)> = 1idg). Ainsi, on a
Wer r(8,8") Wer r(rot?(g), p(a) ~1 - rot(g")) > 0 si et seulement si p(a) est (&, R)-presque
réalisé par (g, ¢’) (définition4.6). De méme, Wer r(g,8") Wer r(rot(g), p(b ) rotz(g ))>0
(resp. Wer r(rot?(g), p(a) ™1 - rot(g")) Wer r (rot(g), o(b) - rot?(g')) > 0) si et seule-
ment si p(b) (resp. p(c)) est (& R)-presque réalisé par (rot(g),p(b) - rotz( ")) (resp.
(rot?(g),p(a) ! -rot(g’))). On en déduit que (o(a), p(b),p(c), g, &) satisfait (4.2) avec
les signes + si et seulement si Wi 1 (g,&',0(a) "¢/, p(b)g’) > 0. O

pla
)
)
o(

Démonstration de la proposition 3.3.(1). D’apres le corollaire 5.2, si R est assez grand
par rapport a ¢, alors pour tous g,¢” € G on peut trouver 7, 71,72 € T tels
que Wtrl % (8, 708", 18", 128") > 0. D’apres le lemme 5.3.(1), la représentation de
m (H*) = (a,b%,c* |ctbta = 1) dans T envoyant (a,b") sur (7977}, 7275 ") est
(e/R, R)-presque parfaite. De méme, les lemmes 5.1 et 5.3.(2) permettent de trouver
des représentations (¢/R, —R)-presque parfaites de 7r1 (I1~) dans T O
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5.3. Couples triconnectés et mesures ji; - de la proposition 3.4

Soit I'T un pantalon de groupe fondamental 771 (IT) = (a,b, ¢ | cba = 1). Dans ce pa-
ragraphe, nous introduisons l'espace Triconn, +r qui parameétre les données géomé-
triques associées aux représentations (¢/R, £R)-presque parfaites de 71 (IT) dans T
modulo l'action de I'. Nous introduisons des mesures y, +gr dont nous montrerons
plus loin (proposition 5.7) qu’elles satisfont la conclusion de la proposition 3.4.

Définition 5.4. Un couple triconnecté (®) dans T\G est un élément de

Triconn := {[(x,y0,y1,¥2)] € F\G4 ly1,y2 € Tyo}, (5.5)

ott I' agit diagonalement sur G* par multiplication a gauche. Pour ¢, R > 0,
on note Triconn, 4+ 1'ensemble des couples triconnectés [(x,yo,y1,y2)] tels que

WL L (%, 10, Y1, v2) > 0 (cf. (5.4)).

Rappelons (remarque 4.8) que I' agit sur l'ensemble des représentations
(e/R, £R)-presque parfaites de 711 (IT) dans I' par conjugaison au but, ce qui se
traduit par une action de I' sur les données géométriques correspondantes donnée
parx-(a,B,7,8¢) = (xax~!, xBx~1, xyx~1,xg,xg’) pour tout x € T. Le lemme 5.3

se reformule ainsi.

Lemme 5.5. Soit IT un pantalon de groupe fondamental 711(I1) = (a,b,c|cba = 1) et
soient ¢, R > 0. Alors

1. I'ensemble des données géométriques associées a des représentations (e/ R, R)-presque
parfaites de 7111 (IT) dans T', modulo I'action de T, est paramétré par Triconn, g via
[(p(a),p(8), p(c), 8,8")] = (8,8 p(a) 18", p(D)g")],

2. l'ensemble des données géométriques associées d des représentations (e/R,—R)-
presque parfaites de 711(I1) dans T, modulo l'action de T, est paramétré par
Triconne, g via [(p(a),p(b),p(c), & ¢)] =  [(g&" pla)g", p(ba)g")] oi
g" = p(a)~" orot(g’).

On peut prendre Geomy, g := Triconn, g dans la proposition 3.4.

Notons <7 4 ’ensemble des classes de conjugaison dans I' d’éléments p(a) ot
p : m(IT) — T est (¢/R, £R)-presque parfaite; c’est un ensemble fini d’apres le
corollaire 4.13.(2). Pour tout « € T, 'ensemble

Triconng 4 g := {[(x, Y0, Y1,Y2)] € Triconng +r | yo = ucﬂyl} (5.6)

ne dépend que de la classe de conjugaison [a] de « dans I'. Lensemble Triconn, 4 g
est 'union disjointe de ses sous-ensembles Triconn!,p ol [¢] parcourt <7 ig.

(0)Cette terminologie est justifiée par la figure 8 (paragraphe 4.2.2) associée au lemme 5.5.
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Tout élément de Triconngp (resp. Triconng ) est par définition de la forme
(g8, 271, Bg)] (resp. [(g, &', g, Bag')]) ot (g,8") € G? et B € T, et définit une re-
présentation (¢/R, R)-presque parfaite (resp. (¢/R, —R)-presque parfaite) de 71 (IT)
par (a,b) — (a, ) modulo conjugaison au but par I'.

D’apres la remarque 4.8, ’ensemble des représentations (¢/R, £R)-parfaites est
invariant par la symétrie naturelle d’ordre trois sym de Hom(7; (IT), G) donnée par
sym(p)(a,b,c) = (p(b),p(c),p(a)). Cette symétrie induit une symétrie d’ordre trois
de I'ensemble des classes de conjugaison modulo I' de représentations (¢/R, £R)-
parfaites, qui elle-méme se releve en une symétrie d’ordre trois de Triconn, 1+ g, que
nous noterons encore sym et qui est donnée par

{sym([(g,g’,alg’,ﬁg’)]) = [(x,x,p1x",a71p71x')] sur Triconn,g, (5.7)
sym([(g, & a8’ pag)]) = [(w.y.BY,a"1y)] sur Triconn g,

ott (x,x') := (rot(g), B o rot?(g")) et (y, ') := (rot*(g), a o rot(g’)).
Lobservation suivante est une conséquence directe des lemmes 4.12 et 5.5 et de la
définition 4.7.

Remarque 5.6. Pour tout R > 0 assez grand par rapport a ¢ et tout [a] € < g,
'adhérence de Triconn; . g dans T’ \ G* est compacte; ainsi, I'adhérence de Triconn, 4 g
dans I'\G*, c’est-a-dire 'image dans I'\G* du support de W'l ;, est compacte.

On définit une mesure i, +g sur Triconn, + g de la maniére suivante. La mesure
de Haar de G induit une mesure naturelle sur T'\G2. I'espace Triconn de (5.5) se
projette, en considérant les deux premiéres coordonnées, sur I'\G?, avec des fibres
dénombrables paramétrées par I'. Soit Ayiconn la mesure localement finie sur Triconn
dont le poussé en avant est la mesure naturelle de I'\ G2 et dont la restriction a chaque
fibre est la mesure de comptage. On définit, sur Triconn, 1, la mesure

We,£R = ngiR ATriconn (58)

’

(cf. (5.4)). Elle est finie d’apres la remarque 5.6. On vérifie également qu’elle est inva-
riante par la symétrie d’ordre trois sym de Triconn, g de (5.7).
Soient IT* et IT~ deux pantalons de groupes fondamentaux

m () = (a*, b, ¢ | cFbFa™ = 1).

Pour ¢’ > 0, on dit que deux éléments T* € Triconn, g et T~ & Triconn,, g sont €’-bien
recollés s'ils définissent des représentations (e/R, +=R)-presque parfaites de 7ty (ITF)
dans G qui, apres conjugaison par I, sont ¢'-bien recollées le long de a™ et a~ via des
données géométriques associées a T™ et T, au sens de la définition 4.17.

Notre but est désormais d’expliquer le résultat suivant, qui implique les proposi-
tions 3.4 (avec Geom, g = Triconn, r) et 3.3.(2).
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Proposition 5.7. En supposant la condition (R) vérifiée, il existe C > 0 tel que pour
tout € > 0 et tout R > 0 assez grand par rapport a €, les mesures sym-invariantes
Me+r sur Triconn, +g de (5.8) satisfont la conclusion de la proposition 3.4 : on a
e (Triconngr) = pe_r(Triconn,_g) et pour tout sous-ensemble mesurable A de
Triconn, g, I"ensemble des éléments de Triconn, _g qui sont (Ce/ R)-bien recollés a au moins
un élément de A est de (ug,—R)-mesure supérieure ou égale d pe g (A).

5.4. Reformulation en termes de la distance de Lévy-Prokhorov

Soiente, R > 0. Comme au paragraphe 5.3 précédent, notons <7, 1 g I'ensemble fini
des classes de conjugaison dans I’ d’éléments p(a) ot1 p : 711 (ITF) — Test (¢/R, £R)-
presque parfaite. Supposons R assez grand par rapport a € de sorte que pour tout
[a] € g, Vélémenta € T C G soit proximal dans G/ Py (corollaire 4.13.(1)), de
points fixes attractif a® et répulsif #©. Comme au paragraphe 4.5, notons L, 1’en-
semble des éléments ¢ € G tels que ¢ - T(0,00) = (a©,a®); ’est une classe a gauche
du centralisateur Zg(ap) de a9 = exp(h) dans G (remarque 4.15). Le centralisateur
Zr(«) de a dans T est contenu dans le stabilisateur stabg (¢©, a®) qui agit sur L, par
multiplication a gauche. Dans ce paragraphe, nous reformulons la proposition 5.7 en
termes de mesures sur Zr(a)\ L.

Notons que, comme I' est un réseau cocompact de G et h est régulier (cadre 2.16),
le quotient Zr («)\ Ly est compact (cf. WoLr, 1962, Th.4.2).

Exemple 5.8. Soient G = PSL(n,C) et T : PSL(2,R) < G le plongement irréduc-
tible (cf. exemples 2.23 et 4.10). Pour I sans torsion et &« € T proximal dans G/ P,
les groupes Zg(a) et Zr(a) sont isomorphes respectivement a (C*)"~! et Z"~1, et
Zr(a)\Ly =~ Zr(a)\Zg (a) ~ T2("~1) est un tore compact.

On peut voir I'ensemble Triconngp de (5.6) comme un sous-ensemble de
Zr(a)\G* plutot que de I'\G* : en effet, si deux éléments de

{(x,v0,y1,52) € G*|y1 = a™yo, y2 € Ty}

ont méme image dans I'\G*, alors ils ont déja méme image dans Zr(a)\G*. D’aprés
les lemmes 4.16.(2) et 5.5, si R est assez grand par rapport a ¢, alors pour tout
(8,8, a71g",Bg’)] € Triconn{y (resp. pour tout [(g, ¢’ ag’, pug’)] € Triconn} p),
I'élément ¢ appartient au domaine de définition %, (resp. %,-1) de I'application
«pied» ¥y : % — Ly (vesp. ¥ -1 : %1 — L,-1), cf. définition 4.14. L'application
Y 1 est équivariante par rapport aux actions de Zr () = Zr(a~!) par multiplication
a gauche, donc induit une application

‘I’E{il : Triconng 4 p — Zr(a)\L,=1 (5.9)

tri

donnée par ¥'((g, 8", a7 'g’, Bg')) = [¥a(g)] (resp. ¥, [(¢, &', g, Bug')] = [¥ -1 (8)])-

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2022



52 F. KASSEL

Soit y, +r la mesure finie sur Triconn, 1 g de (5.8). Elle se restreint en une mesure
finie p§ | p sur Triconn; , , qui induit sur Zr(a)\L,+1 une mesure finie

Mg g 1= (Tzril)* He iR (5.10)

Rappelons (cf. paragraphe 4.5) que le flot (¢¢)¢cr du paragraphe 4.1.3 préserve L,
alors que I'involutioninv échange Ly et L, 1. Ainsi, Zr (a)\L,-1 = (@1 oinv) (Zr(a)\ Ly ).

La proposition 5.7 se reformule en termes de proximité des mesures mg‘,R et
(@1 0inv), mg g sur Zr(a)\Ly pour la distance suivante, dite de Lévy—Prokhorov.

Définition 5.9. Soient y1, iy deux mesures finies sur un espace métrique X, telles que
11(X) = pa(X). On pose

dpp(p1, p2) == 1nf {0 > 0| p1(A) < pa(¥5(A)) YA C X},
ot ¥5(A) désigne le -voisinage uniforme de A dans X.

Ceci définit une distance dyp sur les mesures sur X. (Pour vérifier la symétrie,
notons que si dyp(u1, 42) < 6, alors pour tout A C X on a

p2(A) < p2(X) = 2 (76(X N 75(A))) < i(X) = (XN 75(4)) = m(75(4)),

d’ott drp(pa, 1) < 6.) Dans notre cas X sera Zr(«)\L, muni de la distance induite
par d¢ par restriction et passage au quotient, oti « € I' est proximal dans G/ P;.
La proposition 5.7 se reformule ainsi.

Proposition 5.10. En supposant la condition (R) vérifiée, il existe C > 0 avec la propriété
suivante : pour tout € > 0, tout R > 0 assez grand par rapport d € et tout [a] € < g, les
mesures finies m& et (@1 0inv). m¥ _p sur Zr(«)\Lq (cf. (5.10)) ont méme masse totale

etl'ona c
. e
drp(mig, (@10inv),mg g) < = (5.11)

Démonstration du fait que la proposition 5.10 implique la proposition 5.7. Rappelons (cf. para-
graphe 53) que Triconn,, +r est I'union disjointe de ses sous-ensembles Triconn | z ol
[a] parcourt l’ensemble fini <7 4 g. Comme toute mesure a méme masse totale que ses
poussés en avant, on a

pe,R (Triconng r) = ¥y pig g (Triconng g ) = Yopa) mg g (Zr (a)\La),
pe,—r(Triconn, _g) =Y () m¢ _(Zr(a)\L—1) =Y ((proinv). mg ) (Zr(a)\Lq).

o . @ . p . A
Ainsi, le fait que les mesures m er et (pr0inv), m e —R SUr Zr(a)\ Ly aient méme masse totale

comme dans la proposition 5.10 implique 1'égalité y, g (Triconn, g ) = pte,— g (Triconn, g )
de la proposition 5.7.
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Soit C > 0 la constante de la proposition 5.10. Pour tout sous-ensemble mesu-
rable A de Triconn, g, 'ensemble des éléments de Triconn, g qui sont (Ce/R)-bien
recollés a au moins un élément de A est1'union disjointe sur [¢] € < g des ensembles

By := (g1 0inv o ¥ ) 7 (Yo g (¥ (A N Triconnf ) ) ) C Triconnf _p,

ot Yce/r(-) désigne le (Ce/R)-voisinage uniforme dans Zr(«)\L,. Par définition
(5.10) de mg _p, ona

He-r(Ba) = (@1 0inv).mg_g) (Yee/r (¥ (AN Triconngg) )

qui, par la proposition 5.10, est supérieur ou égal a m? p (Y& (A N Triconn ¢ ) ). Par défini-
tion (5.10) demg , onadoncpg p(By) = pg (AN Triconng g ). Ainsi, la (p, - g )-mesure
de l'ensemble des éléments de Triconn, _g qui sont (Ce/R)-bien recollés a au moins un
élément de A est égalea Y, py _g(Ba) > Loy pe g (A N Triconny ) = pe,r(A). O

5.5. Utilisation de la condition de retournement (R)

Nous avons vu au paragraphe 5.4 précédent que pour démontrer la proposi-
tion 3.4, il suffit de démontrer la proposition 5.10. Expliquons a présent comment
la condition (R) du paragraphe 2.3.2 intervient dans la démonstration de la proposi-
tion 5.10.

La condition (R) affirme que Zg(h) contient, dans sa composante neutre, un
élément central j d’ordre deux tel qui échange T(0,00, —1) et 7(0,00,1). Notons
refl : G — G la multiplication a droite par j; elle commute a inv. Posons

I:'=invorefl: G — G. (5.12)

Les involutions refl et I de G passent au quotient en des involutions de l'espace G/ Z*
des 7-triangles de G/ P; du paragraphe 4.1 :

> refl («réflexion ») envoie g - 7(0,00, —1) sur g - 7(0,00,1),

> I envoie ¢ - 7(0,00, —1) sur g - (0,0, —1)

(cf. figure 11). (Par exemple, si T est la restriction a PSL(2,R) d’un plongement
Tc : PSL(2,C) — G comme a la remarque 2.19.(1), alors refl et I correspondent a
la multiplication a droite respectivement par 7c((§ %)) et tc((%})).)

Notons que rot et I engendrent un groupe de transformations de G qui est rela-
tivement compact, car il préserve l'ensemble {7(0), T(o0), T(—1)} et le sous-groupe
Z" de G qui fixe ces trois points est compact. Quitte a remplacer la distance rieman-
nienne G-invariante a gauche d; par sa moyenne par le groupe engendré par rot et I,
on supposera désormais que dg est invariante par rot et par I. Pour tout élément proximal
a € G, l'involution refl de G (resp. le flot (¢¢);er du paragraphe 4.1.3) préserve 'en-
semble L,, et induit une involution (resp. un flot) sur A\L, pour tout sous-groupe
Ade Zg(a).
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Figure 11 — La transformation refl échange les t-triangles (0,00, —1) et
7(0,00,1) de G/Pr; la transformation I échange les 7-triangles 7(0, c0, —1)
et 7(c0,0,—1) de G/P;.1Ici G = PSL(2,C) et G/Pr = 9oH3. La condition de
retournement (R) est satisfaite : le tore compact (%0 39,.9 ) 9eRr/z Permet de

« retourner continiment » (0,00, —1) en (0, 00, 1) en fixant T(0) et T(c0).

5.5.1. Existence de [’élément j. — Lexistence d'un élément j € Z¢(h) d’ordre deux qui
échange 7(0,00, —1) et (0, 00, 1), définissant des involutions refl : G — G (multipli-
cation a droite par j) et I := invorefl : G = G comme ci-dessus, permet d’oublier
les mesures m; _p pour ne plus travailler qu’avec les mesures mg p de (5.10).

Proposition 5.11. En supposant la condition (R) vérifiée, soient e, R > 0.

1. Une représentation p : 711 (IT) — G est (e, R)-presque parfaite de donnée géométrique
(p(a),p(b),p(c), g, §) siet seulement si p est (e, —R)-presque parfaite de donnée géo-
métrique (p(a),p(b),p(c),1(g),1(g")). En particulier, o, r = < _R.

2. Pour R assez grand par rapport a € comme au paragraphe 5.4 et pour [a] € </, g, on a
mg‘ﬁR = I, mg‘,R. En particulier, mg‘,R et mz‘ﬁR ont méme masse totale.

Démonstration. (1) Comme dg est invariante par I = inv o refl, l'application cloche
Xe/r : G — RT du paragraphe 5.1 vérifie x./r (1(x) 11(g)) = xe/r(x'g) pour tous
x,¢ € G.De plus, on a gg o inv = invo ¢_g pour tout R € Ret [ orot = rot? o I, et
@r commute avec refl. On en déduit aisément, par un changement de variable, que
Wer(I(x),1(y)) = W _r(x,y) pour tous x,y € G, puis que
W o I™ = Wi ¢, (5.13)
ot I : Triconn — Triconn est I'involution donnée par
I"(x,y0,y1,y2) = (I(x),roto I(y1),rot o I(yp),rot o I(y)). (5.14)

On conclut en appliquant le lemme 5.3.
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(2) D’apres (5.8) et (5.13), on a Ifkriyfer = pg_g- D'autre part,ona I(Ly) = L,
et, comme Y, est une projection orthogonale (définition 4.14) pour la métrique rie-
mannienne associée a dg, qui est par hypothese invariante par I, on a [(%,) = %,
etlo¥y=¥,101: % — L,-1.Onendéduit [ o Y = ‘I’;ril o I, puis

m?,—R = (‘f,txril)*ﬂg,—zz = (‘ngl)*liriﬂglz = L (Tgi)*ﬂ?,lz =L m?,R' [

Pour démontrer la proposition 5.10, il suffit donc de montrer que la mesure my
sur Zr(a)\ Ly est proche, pour la distance de Lévy-Prokhorov, de son poussé en avant
par @1 oinvo I = ¢; orefl.

5.5.2. Tores compacts. La condition (R) requiert que I'élément j soit central dans
Zg(h) et appartienne a la composante neutre de Zg(h). Ceci permet d’obtenir une
action d’un certain tore compact S, ce qui est utile de maniere générale pour controler
la distance de Lévy—Prokhorov (cf. lemme 5.17 ci-dessous).

Lemme 5.12. Il existe un entier N > 1, ne dépendant que de G, avec la propriété suivante :
en supposant la condition (R) vérifiée, pour tout réseau cocompact irréductible sans torsion
I de G et tout élément proximal a € T, il existe un sous-groupe Ay d'indice < N de Zr(«)
et un tore compact Sy de Zg(Ay)o tels que Uinvolution refl : L, — Ly corresponde a la
multiplication a gauche par un élément de S,.

Notons que Zg(Aq)o est bien contenu dans le groupe stabg (a©,a®) qui agit a
gauche sur L,. En effet, le sous-groupe d’indice fini A, de Zr(«) contient une puis-
sance de «.

Démonstration. Soient I' un réseau cocompact irréductible sans torsion de Geta € T
un élément proximal. Comme a la remarque 4.15, soit ¢, € G envoyant (7(0), T(c0))
sur (a©,a®).Ona Ly = guZg(h) et Zg(a) C guZg(h)gx?t, ott Zg(h) = AZg(h).
Comme I est sans torsion, la projection de Zr(«) sur g, Ag, ! est injective, donc Zr («)
est abélien. La projection de Zr(a) sur g, Zx (h)g, ! est contenue dans un sous-groupe
abélien maximal S/, de g, Zx (h)gx *. Or, il existe N > 1, ne dépendant que de G, tel que
S/, admette un sous-groupe d’indice < N qui est un tore maximal S, de ¢, Z (h)ogx*
(¢f. MILNOR, 1964). On note A, l'intersection de Zr(«) avec I'image réciproque de S,
par la projection sur g,Zx(h)gy ! : c’est un sous-groupe d’indice < N de Zr(«). Par
construction, Zg (A, )o contient le tore maximal S, de guZx (h)gx !

Linvolution refl : Ly — L, correspond a la multiplication a droite par j € G, qui
appartient par définition (cf. condition (R), paragraphe 2.3.2) au centre de Zg(h), et
méme (cf. paragraphe 2.3.4) au centre de Zg(h)o. Elle correspond donc a 'action de
ju := gujga ! sur L, par multiplication a gauche. L'élément j, appartient au centre de
9aZk(h)ogx !, donc au tore maximal S, (cf. Knapp, 2002, Cor. IV.4.47). O
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La distance de Lévy—Prokhorov se comporte bien par revétement fini de degré
borné (cf. Kann, LaBourie et Mozes, arXiv 2018, §18), ce qui implique le fait suivant.

Remarque 5.13. Pour que les mesures finies g p et (@1 o inv). mg _p sur Zr(a)\Lq
satisfassent la conclusion de la proposition 5.10, il suffit que leurs relevés a A, \Ly la
satisfassent, ot A, est donné par le lemme 5.12. (Par définition, le relevé de mg‘ restla
mesure sur A\ Ly dont le poussé en avant par le revétement fini Ay \Ly — Zr(a)\ L
est mg p et dont la restriction a chaque fibre est la mesure de probabilité uniforme.)

Dans la suite, on travaille avec A, plutot que Zr(«) afin de pouvoir utiliser le tore
S« du lemme 5.12. Le lecteur pourra penser en premiére approximation Ay = Zr(«),
motivé notamment par I'exemple suivant.

Exemple 5.14. Soient G = PSL(n,C) et T : PSL(2,R) < G le plongement irréduc-
tible (cf. exemples 2.23 et 4.10). Pour I sans torsion et « € I' proximal, on peut prendre
Ay = Zr(a) et Sy = guZi(h)gn OU go € G envoie (7(0),(o0)) sur (a©,a®). On a
Cl:=Zc(An)o = Zg(a) et CL/(CL N Ay) =~ T2~ (cf. exemple 5.8).

5.5.3. Stratégie de démonstration de la proposition 5.10. — Prenons R assez grand par
rapport a e comme au paragraphe 5.4. Pour [¢] € <7 g, soit A, le sous-groupe d’indice
fini de Zr (a) donné par le lemme 5.12. Le groupe C} := Zg(Ay)o agitsur X := A, \ Ly
par multiplication a gauche. Cette action se factorise en une action libre du groupe
quotient CL /(CL N A,). Pour démontrer la proposition 5.10, 'idée est de :

1. trouver une mesure finie n¢  sur Zr(a)\Ly, invariante par Zg(Zr(a)), telle
que mg p soit absolument continue par rapport a ng , de dérivée de Radon-
Nikodym proche de 1: c’est 'objet de la proposition 5.15, qui utilise le mélange
(fait 3.5) via le lemme 5.1; en relevant ng p, on obtient une mesure finie sur
X = Ag\Ly, invariante par CL = Zg(Ay)o, par rapport a laquelle le relevé de
mg p est absolument continu, de dérivée de Radon-Nikodym proche de 1;

2. observer que pour un bon sous-groupe a un parametre (a¢);eg C CL conte-
nant &, I’élément ¢; agit sur X « presque » comme «; (proposition 5.18) ; consi-
dérer alors le tore compact T, de CL/(CL N A,) engendré par les images de
(at)ter et du tore S, du lemme 5.12, et montrer en utilisant (1) et un argument
général (lemme 5.17) que la mesure m, g relevée & X = A, \ L, est proche pour
la distance de Lévy-Prokhorov de sa moyenne par T, ; en déduire, en utilisant
la remarque 5.13, que m, g est proche pour la distance de Lévy-Prokhorov de
la mesure (¢; o refl).mg , qui est égale a (¢1 o inv). mg _p d’apres la proposi-
tion 5.11.
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5.6. Mesures proches au sens de la dérivée de Radon-Nikodym

La premiére étape de la démonstration de la proposition 5.10 consiste a établir le
résultat suivant, qui utilise le mélange (fait 3.5) via le lemme 5.1.

Proposition 5.15. En supposant la condition (R) vérifiée, pour tout ¢ > 0, tout R > 0
assez grand par rapport d € et tout [a] € o g, il existe une mesure finie ng g sur Zr(a)\Lq,
invariante par Zg(Zr («)), telle que la mesure mg p de (5.10) soit absolument continue par
rapport d ng g et que sa dérivée de Radon—Nikodym vérifie

o
H dme,R -
14

dn R

La proposition 5.15 implique que, sous la condition (R), les mesures m; , et
(¢1 0inv), m¥ _, sont absolument continues 1'une par rapport a l'autre, avec une
dérivée de Radon-Nikodym proche de 1. En effet, d"aprés la proposition 5.11 on a
(1 oinv).m¢ p = (@1 orefl), m¢ . En raisonnant comme a la fin de la démonstra-
tion du lemme 5.12, on voit que l'action de ¢; o refl sur Zr(«)\L, correspond a la
multiplication a gauche par un élément de Z¢(Zr(a)). La mesure (@ oinv), m¥ _,
est donc elle aussi absolument continue par rapport a nf , et sa dérivée de Radon—
Nikodym vérifie [|d((¢ 0 inv). m& _p)/dng —1|lo < &/R* Poure/R* < 1/2,0nen
déduit que (@1 o refl), m? ; est absolument continue par rapport a m% , et que

dprorelomty) | e
dm? o o RZ

Afin de construire une mesure 7y , vérifiant la conclusion de la proposition 5.15,
pour tous ¢, R > 0, on définit une fonction WE}{ G2 o R par

WB}( (x/]/O/yl) = WS,R(x/ }/0) WS,R(rOtz(x)/rot(yl)>/

ol x,yo,y1 € G. Elle est invariante par 'action diagonale de G par multiplication &
gauche. On appelle couple biconnecté dans I'\G tout élément de

Biconn := {[(x,y0,¥1)] € T\G® | y1 € Tyo},

ot T agit diagonalement sur G par multiplication a gauche. Pour ¢, R > Oeta € T,
on pose

Biconng r := {[(x,Y0,y1)] € Biconn | WsiR(x, Yo,y1) > O0ety; = uc_lyo}.

Comme pour les couples triconnectés, on peut voir Biconngp comme un sous-
ensemble de Zr(«)\G>. En particulier, Zg(Zr(«)) agit sur Biconn{  par multipli-
cation a gauche. On a une projection naturelle v : Triconn — Biconn, qui envoie
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Triconng  sur Biconng  de maniére Z¢ (Zr(a))-équivariante. Pour R assez grand par
rapport a ¢, 'application « pied » ¥y : % — L, de la définition 4.14 induit (par
analogie avec ¥, ¢f. (5.9)) une application ¥! : Biconngp — Zr(a)\Ly qui a
[(g,8",a"1g")] associe [¥,(g)]- Cette application Y2 est Z¢(Zr («))-équivariante car
¥, est Zg(a)-équivariante (remarque 4.15). Le diagramme suivant commute :

wbi
. s . 13
Triconng g —— Biconng g — Zr(a)\Ly -

\//

tri
Y

Démonstration de la proposition 5.15. Comme Triconn, I'espace Biconn se projette, en
considérant les deux premieres coordonnées, sur F\GZ, avec des fibres dénombrables
paramétrées par I'. Soit Agjconn la mesure localement finie sur Biconn dont le poussé
en avant est la mesure naturelle de '\ G? (induite par la mesure de Haar de G) et dont
la restriction a chaque fibre est la mesure de comptage. On définit, sur Biconn, g, la
mesure Vg R 1= bi )\Blcom Soit 1/5 r sa restriction a Biconnz‘ r pour & € I'. Montrons
que la mesure ng p = (¥b),v ¢ g convient. Comme la fonction Wbl G?® — Restinva-
riante par l’actlon diagonale de G, la mesure g est invariante par Zg(Zr(a)), donc
ngr = = (Yb).ve ' aussi par Zg(Zr(a))-équivariance de whi, Soit fég + Biconng g — R
la fonction lisse donnée par

fir((8,8 a7g"]) = wer([rot(g)], [rot?(g") ﬁZF Wer (rot(g), rot? o B(g'))

(cf. (52)). Ona g = fo'g Veg OU g g est la restriction a Triconng g de la mesure
per de (5.8), et pour R assez grand par rapporta cona ||f*; — [l < &/R? par le
lemme 5.1. Lamesure mg , = (P, pd e = (¥R, ( fer Ve r) estabsolument continue

. d 114
par rapportang p = (¥hh). Vg g, et sa dérivée de Radon-Nikodym h( , = # vérifie
172 g = 1o < [|f&& — 1]|o- En effet, pour toute fonction ¢ € L' (Zr(a)\Lq, R), on a

Pt —Ddnie) = | [ (po¥) (fig 1) dvi
! ! Biconng ! g

= 1f% — 1]l / dn’
| fer — 1l ‘ Zf(a)\Lul/J Mg R

5.7. Mesures proches au sens de la distance de Lévy-Prokhorov

Zr(@)\La

< |lfer = oo

L e¥idiy
Biconng !
On souhaite a présent déduire la proposition 5.10 de la proposition 5.15.
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5.7.1. Premier ingrédient. — On utilise les observations générales suivantes sur la dis-
tance de Lévy-Prokhorov (définition 5.9). La démonstration du lemme 5.17 est es-
quissée au paragraphe 5.8 ci-dessous.

Remarques 5.16. Soient (X, d) un espace métrique, y, v deux mesures finies sur X et
f,8 : X = X deux applications mesurables.

1. Si f est une isométrie bijective de (X, d), alors drp(fept, fxv) = drp(p,v).

2. En général, dpp(fipt, g«pt) < sup,.xd(f(x),g(x)). En effet, supposons § :=
sup,.x d(f(x),g(x)) < +oo. Pour tout A C X et tout x € X, si f(x) € A, alors

§(x) € #5(A), d'ott (fup)(A) = p(f1(A)) < u(g™ (Y6(A))) = (8:1) (V5(A).

Lemme 5.17. Pour tout k > 1, il existe une constante C > 0 avec la propriété suivante :
pour toute variété riemannienne X munie d une action par isométries d’un tore compact T de
dimension k, préservant une mesure n sur X, pour tout 6 > 0 et toute fonction h : X — R%,
si la moyenne h := fg et o gdg de h pour la mesure de probabilité de Haar de T vérifie
e Sh<h<éh, alors
dpp(hn,hn) < 6 - Cy sup diam(T - x).
xeX

5.7.2. Second ingrédient. — Rappelons que l'on a supposé I' sans torsion. Pour
[a] € R, soit Ay le sous-groupe d’indice fini de Zr(«) du lemme 5.12, et soit
Cl = Zg(Ax)o- Soit (@1)ser le flot sur G du paragraphe 4.1.3. On utilise le résul-
tat suivant, qui provient d'un raffinement du lemme 4.12, et dont la démonstration
est esquissée au paragraphe 5.9 ci-dessous.

Proposition 5.18. Il existe C' > 0 tel que pour tout € > 0, tout R > 0 assez grand par
rapport a € et tout [a] € <, g, il existe un sous-groupe d un parameétre (a;)ieRr du centre de
CL tel que apr = et dg(gt(x), arx) < C'(e/R +e™R) pour tous x € Ly et t € [0,2R].

5.7.3. Esquisse de démonstration de la proposition 5.10. — Soit ¢ > 0, soit R > 0 assez
grand par rapport a e comme au paragraphe 5.4, et soit (x| € <7 r. On considere le
quotient X = Ag\Ly de Ly par A, muni de la métrique riemannienne induite par
celle de G par restriction a L, et passage au quotient. Le groupe CI = Z5 (A, ) agit
sur X par multiplication a gauche, et cette action se factorise en une action du groupe
quotient CL /(CL N Ay).

Soit T, C CL/(CL N Ag) le tore compact engendré par les images dans
CY/(Cl N Ay) du tore compact S, C CL du lemme 5.12 et du sous-groupe a un para-
metre (a;)ieRr de la proposition 5.18. On vérifie qu'il existe C”” > 0, indépendant de
e et R, tel que le diametre des orbites de T, dans X est borné par C”R dés que R est
assez grand par rapport a e.

Soit i  lerelevéa X = A, \ L, delamesure mg g sur Zr (a)\Ly. La proposition 5.15
implique, pour R assez grand par rapport a ¢, I'existence d"une mesure finie A{ p sur X,
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invariante par CJ, telle que 1%, = hi% otth : X — R vérifie |h—1[|c <&/R? La
moyenne i = ngTa h o gdg de h par T, vérifie alors e 3/ R < < B/ des que
R est assez grand par rapport a e. D’apres le lemme 5.17 il existe Cg > 0, ne dépendant
que de la dimension maximale d"un tore compact de G, tel que

- - 3
dpp (g, BALR) = dip (hA% g, Iinly) < R% Cg sup diam(T, - x) < 3CGC”% (5.15)
xeX
Or, d"apres la proposition 5.11 on a (¢ 0 inv). ity _p = (@1 o refl). 1fi; . D’apres le
lemme 5.12 l'involution refl : X — X correspond a l’action d’un élément de 5, donc
de Ty, et d’apres la proposition 5.18, pour R assez grand par rapport a ¢, 'élément
a1 € T, envoie tout x € X a distance < 2C’e/R de ¢1(x). Par inégalité triangulaire, on a

de(TﬁgR, ((p1 ] reﬂ)* Wl?{R) < de(ﬁ’lg’R, flﬁg’R) + de(]:lﬁg’R, (Dcl o refl)* ng)

+drp((ay orefl). ity p, (p1 o refl), 117 g ).

Le premier terme de droite est borné par 3C;C"e/ R d’apres (5.15). Le deuxiéme terme
est égal au premier par la remarque 5.16.(1), en utilisant le fait que a; o refl € T, agit
sur X comme une isométrie et préserve fzﬁg‘ - Le troisiéme terme est borné par 2C’e/R,
d’apres la remarque 5.16.(2) et le fait que a1 envoie tout x € X a distance < 2C’¢/R de
@1(x). On obtient ainsi dpp (1t , (¢1 o refl) . 1z ) < (6CcC" +2C")e/R. On conclut
en utilisant la remarque 5.13.

5.8. Démonstration du lemme 5.17

Nous traitons ici le cas ot1 X est le tore euclidien T* = (R/Z) muni de sa mesure
de Haar n et T est un sous-tore, pour 1 < k < /. Le cas général utilise les mémes
idées : cf. Kaun, LaBourie et Mozes (arXiv 2018, §18).

Comme la distance de Lévy—Prokhorov entre deux mesures est invariante par
multiplication des deux mesures par une méme constante, on peut supposer que n
est une mesure de probabilité. On raisonne en trois étapes :

1. pourk = ¢ =1,si h < e* h,alors d p(hn, hn) < 5;

2. pourk = 1 et/ > 1quelconque, si h < €% h, alors dy p(hn, hn) < 5;

3. pour1 < k < ¢ quelconques, sie™ It < h < € h,alorsdpp(hn, hn) < (2K —1) 4.
> Démonstration de (1) : Supposons h < e* hetsoit A C X = TL Si %5(A) = T,

on a
(hn)(75(A)) = | hdn=h>hn(A).
T
Si 75(A) € T, alors n(A) < n(¥5(A)) —26 < (1 —28)n(#5(A)) car X = T!, d’'otx
)

¢ Tin(A) = Thin(A).

() (Y5(A)) = e ¥ Tin(45(A)) >
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> Démonstration de (2) : Ecrivons X = T‘ comme le produit de T¥ = T et d"un fac-
teur T*~1. Toute mesure m sur X se désintégre en des mesures m1, sur T! x {x} pour
x € T-1. D’apres (1) onadyp((hn)y, (hn)y) < 6 pour tout x € T!~1. Par intégration,
pour tout A C X, en utilisant le fait que ({x} x T¢~1) N #;(A) contient le 5-voisinage
de ({x} x T*"1)N A dans {x} x T, on voit que (hn)(¥;(A)) > (hn)(A).

> Démonstration de (3) : On raisonne par récurrence sur k. Le cas k = 1 est
contenu dans (2). Supposons le résultat vrai pour k — 1. Ecrivons notre facteur
T* comme T x T, et soit / la moyenne de h par TF~1. Par hypothése on a
e P <h<e®h doue®h < h < e®hen prenant la moyenne par TF1. On
en déduit e 11 < h < ¥ h, et donc dpp(hn, hn) < (2571 —1)26 par hypothése de
récurrence. D’autre part, comme /1 est la moyenne de / par T?, on a dy p(hn, hn) < 6
par (2). Par inégalité triangulaire, on obtient

dpp(hn, hn) < dpp(hn, hn) +dpp(hn,hn) < (281 —1)26 +6 = (28 — 1) 6.

5.9. Démonstration de la proposition 5.18

Le lemme 4.12 affirme que pour tout ¢ > 0 assez petit, tout R > 0 assez grand
et tout (g,¢",a) € G2, si a est (¢, R)-presque réalisé par (g,¢’) au sens de la défini-
tion 4.6, alors ¢~ 'ag est proche de exp(R h) au sens ot les points fixes attractifs, les
points fixes répulsifs et les images par A (projections de Jordan/Lyapounov) de ces
deux éléments sont proches. Le lemme suivant affirme que dans ce contexte, 1'é1é-
ment ¥, (g) 'a¥,(g) est proche de exp(Rh) au sens de la distance G-invariante a
gauche dg, ot ¥y : % — L, est1’application « pied » de la définition 4.14.

Lemme 5.19. [l existe C" > 0 tel que pour tout € > 0 assez petit, tout R > 0 assez grand
et tout (g,¢',a) € G3, si a est (g, R)-presque réalisé par (g,") au sens de la définition 4.6,
alors

dg (p2r(¥a(9)), 2 ¥a(g)) < C"(e+e7).

Pour démontrer le lemme 5.19, Kahn, Labourie et Mozes utilisent les pro-
priétés suivantes de contraction et de dilatation du flot (¢;);er. Soit U7 le radi-
cal unipotent du sous-groupe parabolique P; de G du paragraphe 1.4, de sorte

que Pr = Zg(a)AU{. Soit U; le conjugué de U7 par 7(( % })), de sorte que
Py := Zg(a)AU; soit un sous-groupe parabolique de G opposé a Pr. Les classes

a gauche de A (resp. U, resp. Pr, resp. Uy, resp. Py ) forment un feuilletage de G,
dit central (resp. stable, resp. central stable, resp. instable, resp. central instable) ; pour
t > 0, la transformation ¢; envoie feuille sur feuille de maniere isométrique (resp. uni-
formément contractante, resp. contractante au sens large, resp. uniformément dilatante,
resp. dilatante au sens large). Pour x,y € G suffisamment proches, la feuille stable de x
intersecte la feuille centrale instable de ¥ en un unique point, proche de x et y.
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Exemple 5.20. Pour G = PSL(2,R), vu comme T'H? comme au paragraphe 4.1, le
flot (¢¢)ser est le flot géodésique. La feuille du feuilletage central stable (resp. central
instable) contenant x € T!H? est I'ensemble des vecteurs unitaires tangents pointant
vers le méme point a l'infini 757 € 9H? (resp. 7y € 0H?) dans le futur (resp. passé)
que x. La feuille du feuilletage stable (resp. instable) contenant x est ’ensemble des
vecteurs unitaires tangents de la feuille centrale stable (resp. centrale instable) de x
qui sont basés sur le méme horocycle centré en 77 (resp. 175 ) que x.

Kahn, Labourie et Mozes utilisent ces propriétés dynamiques du flot (¢ );cr pour

établir I’existence de constantes Cq, Cp > 0 telles que :

1. pour tout e > 0 assez petit, tout R > 0 assez grand et tout (g,¢’,&) € G>,
si (g, &) réalise (¢, R)-presque a (définition 4.6), alors il existe z € G tel que
dg(z,8) < Ci(e+e R)etdg(pr(z),ag) < Ci(e+eR);

2. pour tout § > 0 assez petit, tout R > O et tous «,z € G, si a est proximal dans
G/ Py, de points fixes attractif a® et répulsif a©, si dT(z’f1 -a©,7(0)) < detsi
de(z 7" a®,1(00)) < 6 pour tout 2’ € {z, par(z)}, alors

dc(Ya 0 @2r(2), 2r 0 Ya(z)) < Cod.

IIs en déduisent alors le lemme 5.19 en utilisant le lemme 4.12 et le fait que 1'appli-
cation « pied » ¥,, définie comme la projection orthogonale d"un petit voisinage de
L, sur Ly, est lipschitzienne; sa constante de Lipschitz ne dépend pas de a d’apres la
remarque 4.15.

Démonstration de la proposition 5.18. Pour tout [x] € g, par définition, il existe
(,8") € G tel que a est (¢/R, R)-presque réalisé par (g,¢’). Le lemme 5.19 affirme
que si R est assez grand par rapport a ¢, alors il existe y € L, tel que

de(@ar(y), ay) = dg(yexp(Rh),ay) < C'rep,

our,gr := (¢/R+ e*R) ; autrement dit, comme d est G-invariante a gauche, on a
dg(exp(—Rh)ylay,id) < C"reg.

Soitv € Z¢(a) + a de norme minimale tel que exp(2Rv) = exp(—R h)y~lay. Pour
tout t € [0,2R], on a dg(exp(tv),id) < dg(exp(2Rv),id) < C”rer. On considere le
sous-groupe a un parametre

(a)ier = (yexp(t(; - U))y_l)th

de Z(Zg(a))o C Z(CL).Ona g = et dg(et(y), ary) = dg(exp(tv),id) < C"rer
pour tout t € [0,2R].
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En écrivant L, comme une classe a gauche de AZg(a) comme a la remarque 4.15,
on voit que pour tout x € Ly et tout t € [0,2R], ona x "'y € AZg(a) et

de (¢ (x),mx) = de ((x"Ty) exp(to) (x~1y) 1, id).

Les éléments (x~1y) exp(tv)(x~1y)~! et exp(tv) de AZk(a) ne difféerent que selon
leurs composantes dans Zg(a), qui sont conjuguées par un élément de Zg(a) indé-
pendant de ¢ (& savoir la composante de x 'y dans Zg/(a)). On en déduit I'existence
d’une constante C' > 0 telle que dg (¢:(x), arx) < (C'/C")dg(@e(y), ary) < Clrer
pour tous x € L, ett € [0,2R]. O

6. Conclusion : Etape combinatoire

Dans cette partie nous concluons la démonstration des théorémes 2.4 et 2.17 a
partir des propositions 3.2 et 3.4. Nous présentons 'approche de Kann, LABOURIE
et Mozes (arXiv 2018), qui utilise (comme Kann et Markovi¢, 2012) le lemme des
mariages de Hall (fait 3.6).

Remarque 6.1. L'approche de Hamenstéddt, plus précise, ne requiert pas le lemme
des mariages. Le point clé est une version plus forte de la proposition 5.10, qui re-
vient essentiellement a l'existence, pour tout « € I', d'un homéomorphisme ¢, de
Zr(a)\Lq tel que (Yu)smgr = (@1 0inv), mg _p et tel que la distance de tout point
de Zr(«)\Ly & son image par ¢, soit uniformément (exponentiellement) petite par
rapport a R.

Dans toute la partie, on travaille dans le cadre 2.16. On suppose la condition (R) du
paragraphe 2.3.2 vérifiée. On fixe un réseau cocompact irréductible I' de G, que I'on suppose
comme précédemment sans torsion.

6.1. Idée de la démonstration : graphes enrubannés

Comme expliqué au paragraphe 3.5, pour conclure la démonstration des théo-
rémes 2.4 et 2.17, il s’agit de prendre les représentations de groupes de pantalons
(e/R, £R)-presque parfaites (Ce/R)-bien recollées des propositions 3.3 et 3.4, avec
les données géométriques appropriées correspondantes, et de montrer qu'on peut
les agencer de maniére adéquate pour obtenir une représentation d une surface com-
pacte S, avec une décomposition en pantalons bipartie et un graphe ¢ comme au pa-
ragraphe 3.1, vérifiant les hypothéses de la proposition 3.2 ou de son raffinement 4.19.

Pour trouver la surface S et la décomposition en pantalons, 'idée est de commen-
cer par construire le graphe ¢. Plus précisément, ¢ sera un graphe enrubanné, c’est-a-
dire un graphe muni d"un ordre cyclique sur 'ensemble des arétes en chaque sommet.
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Le point est que tout graphe enrubanné fini trivalent ¢ peut étre épaissi (en rempla-
cant chaque aréte par un cylindre) pour obtenir une surface compacte S de genre
au moins deux. Les milieux des arétes de ¥ s’épaississent en des courbes fermées
simples de S qui définissent une décomposition en pantalons de S. On peut voir ¢
comme un graphe sur S, contenant exactement un sommet a l'intérieur de chaque
pantalon, avec une aréte pour chaque courbe de bord entre deux pantalons, comme
au paragraphe 3.1. Le graphe ¢ est biparti si et seulement si la décomposition en
pantalons l'est.

6.2. Le point de vue de Kahn, Labourie et Mozes

Fixons deux pantalons IT" et IT~ de groupes fondamentaux
m (11%) = (a*, b5, c* | ctbra™ = 1).

Pour ¢,R > 0, soit €, +r 1'ensemble des classes de conjugaison modulo I" de repré-
sentations (¢/R, +R)-presque parfaites de 7r; (IT*) dans T'. Rappelons qu’il est fini
d’apres le corollaire 4.13.(2). Il admet une symétrie naturelle sym d’ordre trois in-
duite par la symétrie sym de Hom(7t; (IT1F), G) donnée par

sym(p)(a™,b*,c) = (p(b™), p(c™), p(a™)) (6.1)

pour tout p € Hom(7t; (I1F), G) (cf. remarque 4.8). Cette symétrie est sans point fixe
pour R assez grand par rapport a € d’apres le corollaire 4.13.(1).

D’autre part, rappelons que l'ensemble Triconn, ;g du paragraphe 5.3 para-
metre les données géométriques associées aux représentations (¢/R, £R)-presque
parfaites de 71(IT*) dans T modulo l'action de T. Il est muni lui aussi d’une
symétrie sym d’ordre trois, donnée par (5.7). On a une projection naturelle
@ : Triconng +g — € +r, qui induit une projection naturelle de Triconn, +g/ (sym)
vers €, +r/ (sym), encore notée @. Comme au paragraphe 5.3, pour ¢ > 0, la défi-
nition 4.17 induit une notion d’éléments de Triconn, g et Triconn, g qui sont ¢'-bien
recollés.

En utilisant les mesures y. g de la proposition 5.7 et le lemme des mariages
(fait 3.6), Kahn, Labourie et Mozes établissent le résultat suivant.

Proposition 6.2. Supposons la condition (R) vérifiée. Soit C > 0 la constante de la propo-
sition 5.7. Pour tout € > 0 assez petit et tout R > 0 assez grand par rapport d €, il existe

> un graphe enrubanné fini &, trivalent, biparti, de sommets & = PPy,

> une application E : 2+ — Triconn, 4/ (sym) (« étiquetage »)

tels que pour tout sommet v € P+, de sommets adjacents v1,vp,v3 € P T, on puisse trouver
T € Triconn, 1R et T1, Ty, T3 € Triconn, - vérifiant E(v) = [T| et E(v;) = [T;], tels que
sym'(T) et T; soient (Ce/R)-bien recollés pour tout i € Z./3Z.
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Adoptons la terminologie suivante : pour une classe de conjugaison ¢ € € +r
de représentations de 71 (I1F), et pour un pantalon I quelconque, disons qu'une
représentation pry : 711 (IT) — T est de type c sil’on peut identifier les courbes de bord
de IT a a®,b*, c* de sorte que pry définisse une représentation de 771 (IT+) dans la
classe de conjugaison c. Ceci ne dépend que de la classe de ¢ dans €, +r/ (sym).

Le graphe enrubanné ¢ de la proposition 6.2 définit une surface compacte S avec
une décomposition en pantalons bipartie comme au paragraphe 6.1, et 1'on en déduit
une représentation de 711(S) dans I par le lemme suivant.

Lemme 6.3. Soit S une surface compacte de genre au moins deux avec une décomposition
en pantalons bipartie 2 = P+ 1 P, Soit 4 un graphe fini sur S, avec un sommet a
Uintérieur de chaque pantalon et une aréte pour chaque courbe de bord entre deux pantalons,
comme au paragraphe 3.1. Pour e, R > 0, s0it E : 2% — Triconn, g/ (sym) un étiquetage
comme d la proposition 6.2. Alors il existe une représentation p : m1(S) — T, unique a
conjugaison par T pres, telle que pour tout I1 € 2%, la restriction de p a 71 (I1) soit de type
@0 E(I) € %, .ur/ (sym).

Notons que Triconn, +g C Triconne, 4. pour C > 1. La proposition 3.2 implique
alors que pour ¢ > 0 assez petitet R > 0 assez grand par rapport a ¢, la représentation
p : m1(S) — T du lemme 6.3 est injective. De plus, a > 0 fixé, la proposition 4.19
assure que si e > 0 est assez petit par rapport a § et R > 0 assez grand par rapport a ¢,
alors p admet une application de bord (8, 7)-sullivannienne de P! (R) dans G/ Py, ce
qui démontre les théorémes 2.4 et 2.17.

6.3. Démonstration de la proposition 6.2

D’apreés la proposition 5.7, pour tout e > 0 et tout R > 0 assez grand par rapport
a ¢, il existe des mesures p, 4 g sur Triconn, 4 g, invariantes par la transformation sym
de (5.7), vérifiant y, g (Triconn, g ) = pe,_g(Triconn, ) et telles que pour tout sous-
ensemble mesurable A de Triconn, g, 1’ensemble des éléments de Triconn,, g qui sont
(Ce/R)-bien recollés a au moins un élément de A est de (j,,_g)-mesure supérieure
ou égale a g r(A).

Les espaces Triconn, g et Triconn,,_r étant compacts, on peut remplacer les me-
sures e R et je,_r par des mesures y{/ R €t y£ _g de méme masse totale, de sup-
ports finis, qui sont encore invariantes par sym et vérifient encore que pour tout
A C Triconn, g, I'ensemble des éléments de Triconn,_g qui sont (Ce/R)-bien re-

f

collés a au moins un élément de A est de y;, _,-mesure supérieure ou égale a y{ r(A).

Autrement dit, en notant .# * (resp. .7 ) le support (fini) de ‘u{ r (resp. yz _r)etF
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'union disjointe de .Z* et .# ~, le systéme d’inéquations

p(T) = p(sym(T)) VT € .7,
Yrreg+ W(TY) = Yrez-u(T), (6.2)
Trer—(aMT) = Ereeanu(Th) VAC

admet une solution ¢ : ¥ — RT non nulle, ot .Z (A) désigne 'ensemble des
éléments de .#~ C Triconn, g qui sont (Ce/R)-bien recollés a au moins un élé-
ment de A C T C Triconn,g. Le systeme (6.2) étant a coefficients entiers, ceci
implique l'existence d'une solution rationnelle, et donc (en multipliant par un entier
assez grand) l'existence d’une solution entiére non nulle y : # — IN.

Soit &% l'ensemble obtenu en prenant #(T) € IN copies de chaque élément
T € F*. La premiére ligne de (6.2) assure que la transformation d’ordre trois (sans
point fixe) sym de Triconn, +r induit une transformation d’ordre trois (sans point
fixe) sym de &*. La deuxiéme ligne assure que #&6+ = #& . Soit # C &+ x & le
sous-ensemble correspondant aux couples (T*,T~) € Triconn, g x Triconn, g qui
sont (Ce/R)-bien recollés. La troisieme ligne de (6.2) assure que la condition (3.1)
est vérifiée. D’apres le lemme des mariages de Hall (fait 3.6), il existe une bijection
P T — & telle que tout couple de la forme (x, P(x)) ou x € & corresponde a
un couple (Ce/R)-bien recollé.

Soit ¢ le graphe fini biparti de sommets & = 2% 1l 2~ ou £+ := &1/ (sym),
pour lequel on met une aréte entre les images de x et ¥(x) pour tout x € &+.
Ce graphe est trivalent car sym est dordre trois sans point fixe. C’est un
graphe enrubanné : sym définit un ordre cyclique sur les arétes en chaque
sommet. La projection naturelle de &+ vers Triconn, g induit une application
E: 2% — Triconn, g/ (sym) vérifiant les conclusions de la proposition 6.2.

6.4. Démonstration du lemme 6.3
On utilise I'observation suivante.

Remarque 6.4. Pour ¢/R assez petit, si p* : 1y (IT") — T est (¢/R, R)-presque par-
faite, si p~ : my(IT”) — T est (¢/R, —R)-presque parfaite et si les représentations
pT et p~ sont (Ce/R)-bien recollées le long de a™ et a—, alors pour v € T . {id} les
représentations p* et yp~ (-)y ! ne sont pas (Ce/R)-bien recollées le long de a™ eta.

En effet, soit v € T. Si p* et y0~(-)y ! sont (Ce/R)-bien recollées le long de a™
eta”,alors yp~(a~)y ! = p*(at) = p~(a~) =: &, donc -y appartient au centralisa-
teur Zr(«) de a dans I'. Or, 'application « pied » ¥ : % — L, (définition 4.14) est
Zr(a)-équivariante et tout élément non trivial du groupe discret sans torsion Zr(«)
déplace les points de L, d’au moins une certaine distance, indépendante de ¢ et R.
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La condition (4.3) sur (g%, ¢~) pour ¢ = Ce/R ne peut donc pas étre satisfaite par
(g7, v¢™) pour v € Zr(a) ~ {id} si e/R est assez petit.

Dans la suite, on note "ﬁiconng,ﬂz C G*la pré-image de Triconn, g par la
projection naturelle G* — T\G*. La symétrie d’ordre trois sym de Triconn, +r se
releve en une symétrie d’ordre trois de fr/iconng,i R, encore notée sym. La projec-
tion @ : Triconn, ;g — %¢+r du paragraphe 6.2 se reléve en une projection @
de "l?r/iconng,i R vers I’ensemble des représentations (e¢/R, +R)-presque parfaites de
71 (ITF) dans T, telle que @ o sym = sym o @. On dit que des éléments de "fr/iconng, R

et Triconn,, g sont (Ce/R)-bien recollés si leurs images par @ le sont.

Dans le cadre du lemme 6.3, le groupe fondamental 771 (%) est un groupe libre
non abélien. On peut voir S comme un épaississement de ¢, ce qui donne une injec-
tion 711(¢) — m1(S). On peut voir ¢4 comme l'image d'une rétractionr : S — ¥,
ce qui donne une surjection r. : 71(S) — m(¥). La composition de l'injection
m1(¥¢) — m1(S) avec la surjection r, est I'identité de 711 (%). On en déduit

m (S) = (Kerry) x my(9),

et il existe un revétement infini S de S tel que Kerr, s'identifie a 711(5) et 7r1(%)
au groupe de Galois du revétement S — S. Le graphe trivalent & sur S se releve
en un arbre trivalent & (revétement universel de ¢) sur S (cf. figure 12); notons
P = P+ 11 P I'ensemble de ses sommets.

FiGURE 12 - Le revétement S de S
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Pour toute aréte A de 4, notons a 4 un élément de 71y (S) correspondant a la courbe
de bord entre les deux pantalons de S définis par A, orientée de sorte que si A1, Ap, A3

sont incidentes dans cet ordre en un méme sommet, alors a ; 94,0, = 1. Le groupe

71 (S) admet alors la présentation par le systéme générateur {a ; il A aréte de 4} et
les relations a 04,04 = 1 pour toutes arétes A1, Ay, As incidentes dans cet ordre en
un méme sommet.

Fixons un sommet initial de ¢, appartenant a un pantalon Iy € £7, et un re-
levé [Ty € 2+ dans ¢. Choisissons un représentant [Tﬁo] € Triconng g/ (sym) de
E(ITp) € Triconngg/(sym). Par hypothese, pour tout sommet [1; € 2 adjacent
aTly, se projetant en IT; € &7, il existe un représentant [T 1€ Triconn,, g/ (sym)
de E(ITy) € Triconn, _g/(sym) qui est compatible avec [Tﬁo] au sens ou il existe
io,ii € Z/3Z tels que sym (~~0) et sym'l (~ﬁ]) soient (Ce/R)-bien recollés; ce
représentant est unique d’aprés la remarque 6.4. De méme, pour tout sommet
I, € 2+ adjacent a I1;, se projetant en I, € 27, il existe un unique représen-
tant [T fi,] € Triconngg/(sym) de E(Ily) € Triconneg/(sym) qui soit compatible

avec [T 1] On continue. Comme ¢ est un arbre, il n'y a pas d’autre condition de com-
patibilité & vérifier. En raisonnant de proche en proche, on obtient ainsi une famille
([Tii+ s 57+ d’éléments de Triconn, g / (sym) paramétrés par les sommets 21, et

une famille ([Tg-]) d’éléments de Triconn, _g / (sym) paramétrés par les som-

I[I-ez-
mets & ~,de sorte que les éléments au-dessus de deux sommets adjacents soient com-
patibles. Pour toute aréte A de ¢ entre [Tt et IT~, si sym! (Tge ) et sym' (THJr) sont
bienrecollés otti™,i~ € Z/3Z,onnote pg(a ;) € I'l'image de a ; par @ (sym'’ (Tﬁ+ ))-
Etant donnée la présentation par générateurs et relations de 711( S) décrite ci-dessus,
on obtient ainsi une représentation pg : 711 (S) = T.

Ceci nous donne également une représentation d’holonomie py : m(9) — T,
définie de maniére unique. En effet, pour tout f € m(¥), il existe un unique
élément py (f) € T tel que [T i) = py(f) - [Tgy, ) Par unicité de la construc-
tion (remarque 6.4), on a ﬁfﬁ] = pg(f) - [Ty] pour tout sommet I de &, et
0y (ff') = pg (f) py (f') pour tous f, f € 711 (). N

Par construction, pour tout f € m(¥) et toute aréte A de ¥, on a

ps(fazf™') = py(f) ps(as) py(f) . Commeles a ; engendrent 71(5), on en déduit

ps(frf~ DY = py(f) pg(7) py (f)~1 pour tout ¢ € 711(S). Ainsi, les représentations
Pg: 711(S) = Tet py : (%) — T se combinent en une représentation

p:m(S) =m(S) x m(¥9) — T.
Cette représentation est unique étant donné notre choix initial de représentant ﬁﬁo]
de E(IIy). Changer le choix initial pour ﬁﬁo] revient a conjuguer p : 711(S) — I par
un élément de I'.
Ceci conclut la démonstration du lemme 6.3, et donc des théorémes 2.4 et 2.17.
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NON-DENSITE DES POINTS ENTIERS ET VARIATIONS
DE STRUCTURES DE HODGE
[d’aprés B. Lawrence, W. Sawin et A. Venkatesh]

par Marco Maculan

A supposedly fun thing I'll never do again.
— D. F. Wallace

1. Introduction

I est question ici d’'une technique introduite par Lawrence et Venkatesh pour
montrer la non-densité (pour la topologie de Zariski) des points entiers d'une va-
riété algébrique définie sur un corps de nombres. Les points rationnels d"une variété
projective étant tous entiers et la non-densité dans une courbe étant équivalente a la
finitude, la méthode conduit & une nouvelle preuve de la conjecture de Mordell :

Théoreme 1.1. Soit C une courbe projective lisse connexe de genre g§ > 2 sur un corps de
nombres K. Alors, I'ensemble C(K) des points K-rationnels de C est fini.

Cet énoncé, ainsi que les suivants concernant les problémes a la Shafarevich, ont
déja été discutés dans ce séminaire par Szpriro (1985) ; j'invite le lecteur a s’y référer.

Le théoreme 1.1 a été démontré en premier par Farrings (1983, 1984). Par la suite
Vojta (1991) en a donné une preuve combinant les méthodes classiques d’approxima-
tion diophantienne avec des arguments dans la veine de Mumrorp, 1965 (voir aussi
Bomsieri, 1990). Kim (2005, 2009) a proposé une approche généralisant les techniques
de Cuasaury (1941).

Quoique la preuve proposée par Lawrence et Venkatesh partage des aspects avec
les méthodes de Chabauty et Kim, elle est plus proche a celle de Faltings. Pour en
comprendre le fonctionnement, il n’est donc pas inutile de commencer par en retracer
les grandes lignes.

1.1. Lastratégie de Faltings

On fixe un corps de nombres K et un ensemble fini S de places de K. Grace a une
construction rusée due a Kobaira (1967) et ParsHin (1968), on rameéne la preuve du
théoréme 1.1 a celle de la conjecture de Shafarevich pour les courbes :
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Théoreme 1.2. Pour un entier g > 2, I'ensemble des classes de K-isomorphie de courbes
projectives lisses sur K de genre g d bonne réduction en dehors de S est fini.

En passant a la jacobienne de la courbe, le théoreme de Torelli permet de se rame-
ner au probleme analogue pour les variétés abéliennes :

Théoreme 1.3. Pour g € IN, 'ensemble des classes de K-isomorphie de variétés abéliennes
sur K de dimension g a bonne réduction en dehors de S est fini.

La finitude sur laquelle repose a terme la démonstration de I'énoncé précédent
est la « conjecture de Shafarevich pour les points », conséquence immédiate de la
minoration d’Hermite-Minkowski du discriminant d’un corps de nombres (SERRrE,
1997,84.1) :

Théoreme 1.4 (Hermite-Minkowski). Pour d € IN, l'ensemble des classes d’isomorphie
d’extensions de degré d de K non ramifiées en dehors de S est fini.

Combiné avec le théoréme de densité de Ceboratev et des arguments élémentaires,
il entraine le résultat de finitude suivant pour les représentations galoisiennes dt a
Faltings (DeLIGNE, 1985, Théoréme 3.1) :

Proposition 1.5. Soient K une clotiire algébrique de K et p un nombre premier. Pour d € IN et
w € Z, l'ensemble des classes d'isomorphie de représentations continues p: Gal(K/K)—GL4(Q,)
semi-simples et pures de poids w (par rapport 4 S et a p) est fini.

Je rappelle la notion de pureté :

Définition 1.6. Soient K une cl6ture algébrique de K, p un nombre premier, V un Q,-
espace vectoriel de dimension finie et w un nombre entier.

Une représentation continue p: Gal(K/K) — GL(V) est pure de poids w (par rap-
port 4 S et 4 p) si elle est non ramifiée en dehors de S et, pour toute place v de K
n‘appartenant pas a S et ne divisant pas p, le polynéme caractéristique Py, d"un élé-
ment de Frobenius (et donc de tous) en v est a coefficients entiers et toutes ses racines
sont de valeur absolue complexe |IF,|*/2.

Pour démontrer le théoreme 1.3, Faltings fixe un premier p, considere ’application

de dimension g a bonne
réduction en dehors de S

~ Tr { représentations continues } / ~
LN © o
Gal(K/K) — GLg (Qp)

A — TP(A) ®Zp Qp

variétés abéliennes sur K /

associant a une variété abélienne son module de Tate p-adique

T,(4) = lim A[p"] ()
nelN

tensorisé par Q, et se ramene a montrer la finitude de I'image et des fibres de T),.
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L'hypothése de Riemann pour les variétés abéliennes sur les corps finis (démon-
trée par Weil) dit que les représentations en question sont pures de poids —1. La
finitude de I'image de T, découle de la semi-simplicité de T,(A) grace a la proposi-
tion 1.5. La semi-simplicité, ainsi que la finitude des fibres, se rameéne par des argu-
ments de TaTe (1966) au résultat suivant :

Théoreme 1.7. Soit A une variété abélienne sur K. Il n’existe qu’un nombre fini de classes
de K-isomorphie de variétés abéliennes définies sur K et K-isogénes a A.

C’est le cceur technique de la preuve de Faltings : cela requiert de comprendre
comment la hauteur des variétés abéliennes qu’il introduit change avec les isogénies.
Linvariance cherchée est montrée par Faltings en utilisant la théorie des groupes p-
divisibles et plus précisément un théoréeme de Raynaup (1974) sur les schémas en
groupes finis annulés par p. Lirruption de la théorie de Hodge p-adique dans la démons-
tration proposée par Lawrence et Venkatesh est en résonance avec ce dernier argument.

Une «nouvelle » preuve de la conjecture de Mordell ne peut donc pas s’appuyer sur
la semi-simplicité des modules de Tate démontrée par Faltings. On peut donner une
démonstration alternative du théoréme 1.7, comme le font Masser et WisstHOLZ (1993)
(voir aussi I'exposé de Bost, 1996 dans ce séminaire), ou contourner les questions de
semi-simplicité : c’est la deuxieme piste que Lawrence et Venkatesh suivent. Néanmoins,
leur méthode ne semble pas a ce jour pouvoir fournir une approche aux théorémes 1.2,
1.3 et a la conjecture de Tate pour les variétés abéliennes sur les corps de nombres. (1)

1.2. ldée de la preuve de Lawrence et Venkatesh
Soit C une courbe projective lisse sur K de genre g > 2.

1.2.1. — Lawrence et Venkatesh commencent par une construction auxiliaire.

On fixe un nombre premier ¢ et on consideére le groupe G := Aff({) des transfor-
mations affines du corps a ¢ éléments IF,. On désigne par C’ 'espace de modules des
revétements galoisiens X — C de groupe G et qui sont ramifiés exactement en un
seul point de C. Des tels revétements existent car le groupe fondamental de C est non
abélien, ce qui équivaut a I'hypothese ¢ > 2. L'application v: C' — C associant a un
revétement son point de ramification est un revétement non ramifié de la courbe C.
L'« objet universel » 2~ — C x C’ pour ce probléeme de modules est un revétement
galoisien de groupe G. Une variante de la construction de Prym fournit une famille
de variétés abéliennes a’: A — C'.

M Par exemple, en ce qui concerne le théoréme 1.3, un obstacle majeur a I'applicabilité de la méthode est
la présence de sous-variétés de 1’espace de modules des variétés abéliennes donnant lieu a une trop petite
monodromie, e.g. des sous-variétés de Shimura.
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On pose a := voa’: A — C, on note d la dimension relative de ce morphisme
et § le degré du revétement v. Combinant les stratégies de Faltings et de Chabauty,
Lawrence et Venkatesh fixent un nombre premier p, une place p-adique v de K et
s’intéressent ensuite au diagramme commutatif suivant :

C(K) C(Ko)
J/T J/Ty

{ représentations continues } / " P { représentations continues } / ~
Gal(K/K) — GLy45(Qp) Gal(Ky/Ky) — GLygs(Qp)

ot les fleches T, T, associent a un point ¢ le premier groupe de cohomologie étale
p-adique Hy,(a1(c), Q,) de a~1(c) et p est I'application de restriction a Gal(K,/Ko).
Sil'on démontre que I'image de T est finie et les fibres de 7, sont finies, on a gagné.

1.2.2. Finitude des fibres.— Tout d’abord, on peut choisir le nombre premier p de fagon
a ce qu'il ne ramifie pas dans K et a ce que les courbes C et C/, ainsi que la famille
de variétés abéliennes A — C’, aient bonne réduction en toute place p-adique de K.
Etant fixé un K,-point o de C, on considére le disque v-adique

OQ:={xeC(Ky):x=0 (mod p)}

autour de o et on se rameéne a montrer que la restriction de 7, a () a fibres finies.

Si jusqu’a présent la stratégie de preuve suit de prés celle de Faltings, elle va s’en
affranchir nettement a partir de maintenant. L'idée est de «linéariser » le probléme
par le biais de la théorie de Hodge p-adique, en transformant les représentations ga-
loisiennes en des données d’algebre linéaire, les isocristaux filtrés, pendant p-adique
des structures de Hodge. Appliquée a la représentation galoisienne H}, (a1 (c), Q)
pour ¢ € (), la théorie de Hodge p-adique fournit le triplet

(Har (2~ (c)/Ko), HO (a1 (c), Q), 9c)

formé par le premier groupe de cohomologie de de Rham de &~ !(c), 'espace des 1-
formes différentielles sur a ~!(c) et 'opérateur de Frobenius obtenu par comparaison
avec le premier groupe de cohomologie cristalline de la fibre spéciale de a~!(c).

Par ailleurs le fibré vectoriel s (A/C) est muni de la connexion de Gauss—
Manin : ses sections horizontales convergent p-adiquement sur le disque (), donnant
lieu a des isomorphismes de « transport paralléle »

Xe: Hgg(@ ™' (¢)/Ko) = V := Hig(a " (0)/Ko)

pour ¢ dans ). On obtient ainsi une application de périodes p-adique

Perg: O —  Grggegy(V)
c — xH%a"1(c),QM)).
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Il découle directement des définitions que si T,(c) = T,(c’), alors leurs
images Per,(c) et Per,(c’) sont conjugués sous l'action du centralisateur Z
dans GL(V') de l'opérateur de Frobenius cristallin ¢,.

Soit X 1’adhérence pour la topologie de Zariski de 'image de l'application Per,.
Sil'on sait que la dimension de X est strictement plus grande que la dimension de Z,
on peut conclure la preuve. En effet, les solutions a I'équation de Gauss-Manin sont
données par des séries qui convergent absolument sur tout (2. L'image de () par Per,
ne pouvant pas étre contenue dans une orbite Z, I'ensemble, pour ¢ dans (),

F. := Per, ! (Z.Per,(c))

n’est pas () tout entier.

L'ensemble F; ne peut qu’étre fini : au cas contraire, il s’accumulerait dans le com-
pact Q en un point ¢g ; par conséquent, si f = 0 est une équation locale de Z autour de
Per, (cp), le principe des zéros isolés pour la fonction analytique f o Per, entrainerait
que 'image de () est contenue dans Z. Contradiction!

Q

Per,

Ficure 1 - A droite, en gros, l'orbite Z.Per,(c) et, dessinée comme un gri-
bouillis, I'image de l'application des périodes Per,. A gauche les points re-
présentent la préimage de Z.Per, (c) par Per, : comme pour une fonction ho-
lomorphe d’une variable complexe non constante, il n’y a qu'un nombre fini
de zéros dans un disque compact contenu dans son domaine de définition;
sinon comme en figure ils s’accumuleraient.

Pour avoir l'inégalité dim X > dim Z, Lawrence et Venkatesh démontrent que la
famille de variétés abéliennes A — C’ a grande monodromie et imposent des condi-
tions arithmétiques sur les fibres du revétement v: C' — C (qui sont satisfaites pour
des premiers ¢ bien choisis).
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1.2.3. Finitude de I'image. — Comme pour Faltings, on veut s’appuyer sur la finitude
des représentations galoisiennes pures et semi-simples. La pureté ne pose pas de pro-
bleme : pour ¢ € C(K), la décomposition
HLy (0 (0, Q) = @ HL((),Q,)
v(c")=c

et I'hypothése de Riemann pour les variétés abéliennes impliquent que la représen-
tation galoisienne H} (a7 (c), Qp) est pure de poids 1. Dong, si I'on accepte que ces
représentations sont semi-simples (comme on le sait d’apres Faltings), la démonstra-
tion est terminée.

Lawrence et Venkatesh parviennent a s’en passer par des idées similaires a celles
qui conduisent a la finitude des fibres. Ils imposent une deuxieme contrainte arith-
métique sur le revétement v: C' — C entrainant la propriété suivante : si la représen-
tation galoisienne H} (a1 (c), Q) est réductible, alors le sous-espace H’ (a7 1(c), Q1)
n’est pas en « position générique ».

Les arguments qui précédent menent au résultat suivant : il existe un ensemble
fini F de Q) tel que, pour tout point ¢ de C(K) N (Q \ F), il existe ¢’ € v1(c) tel que
la représentation galoisienne H, (' ~1(c’), Qp) est irréductible.

Cet énoncé, plus faible que la semi-simplicité de H} («"1(c), Qp), demande de
changer légerement la méthode pour parvenir a la finitude de C(K). Le lecteur pourra
trouver les détails dans la section 4.

1.3. Probléemes a la Shafarevich pour d’autres variétés

1.3.1. — Les techniques de Lawrence et Venkatesh sont bien adaptées pour montrer
la non-densité des points entiers d’une variété algébrique portant une variation de
structures de Hodge assez compliquée.

En appliquant cette observation a la famille universelle au-dessus d’un espace de
modules (prétendons qu'un tel objet existe...) on peut espérer obtenir des résultats
dans le style des théorémes 1.2 et 1.3 pour d’autres classes de variétés. Mis a part les
cas des courbes et des variétés abéliennes, de telles finitudes avaient auparavant été
obtenues dans les cas suivants :

(1) surfaces K3 et certaines variétés hyper-kihler (ANDRE, 1996, SHE, 1997, Takamarsu, 2020) ;
(2) surfaces de del Pezzo (Scrorr, 1985);

(3) variétés de drapeaux (JavaNPEYKAR et LouGHRAN, 2015) ;

(4) intersections complétes de niveau < 1 (JAVANPEYKAR et LouGHRAN, 2017) ;

(5) surfaces fibrées en courbes lisses (JavaANPEYKAR, 2015);

(6) certains solides de Fano (JavanPeYkAR et LouGHRAN, 2018);

(7) certaines surfaces de type général (JavaNPEYKAR et LoUGHRAN, 2021) ;

(8) surface de Enriques (Takamartsu, 2019).
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Les preuves de (1), (4), (5) et (7) reposent sur le théoreme 1.3, alors que (2),
(3) et (6) découlent de résultats de finitude en cohomologie galoisienne. En s’ap-
puyant sur la conjecture de Lang—Vojta, JavaNPEYKAR et LoucHRAN (2017) ont dégagé
une heuristique pour la finitude d’intersections complétes de degrés fixés (loc.cit.
Conjecture 1.4).

1.3.2. Hypersurfaces de lUespace projectif. — Soient n, d des entiers > 1. Les hyper-
surfaces de degré d dans IP, sont paramétrées par l'espace projectif IP(E, ;) du Z-
module libre E,, ; = H°(IP", Opn (d)) des polyndmes homogenes a coefficients entiers
de degré d en n + 1 variables. Les hypersurfaces singuliéres y forment a leur tour une
hypersurface A, ; de degré (d — 1)"(n + 1) définie par I’annulation du discriminant.
On s’intéresse a 'ouvert complémentaire

Hn,d = ]P(En,d) N An,dr

qui parametre les hypersurfaces lisses de degré d dans P, ; il est stable sous l'action
naturelle du groupe PGL,;1. La conjecture de Lang—Vojta, combinée avec 'hyper-
bolicité de 'espace de modules des hypersurfaces de 1'espace projectif (Zvo (2000),
Brunesarse (2018)), implique

|Hy,,4(Ok,s)/ PGLy11(Ok s)| < 0,

pour d > 3, un corps de nombres K et un ensemble fini S de places de K contenant
toutes les places archimédiennes (voir JaAvANPEYKAR et LouGHRAN (2017) pour les dé-
tails). Lawrence et Venkatesh obtiennent un résultat non conditionnel (le premier en
grand degré) dans cette direction :

Théoreme 1.8. I existe un entier ng > 1 et une fonction dy: IN — IN tels que, pour
tous n > ng, d > do(n) et tout entier N > 1, l'ensemble H, 4(Z[1/N]) n'est pas Zariski-
dense dans H,, 4.

Autrement dit, il existe un polyndme homogene non nul F € Sym EVY’ 4 S’annu-
lant sur chaque point de H, 4(Z[1/N]). Des expériences numériques suggerent que
np ~ 60 suffit, alors qu'une majoration de dy(n) semble plus difficile a obtenir.

Pour démontrer ce théoreme, Lawrence et Venkatesh exploitent la variation de
structures de Hodge donnée par la partie primitive du (n — 1)-éme groupe de coho-
mologie singuliére de la famille universelle au-dessus de H,, ;. Dans ces problemes
diophantiens, c’est la premiére fois qu’on utilise des groupes de cohomologie que I'on
ne peut pas obtenir a partir de variétés abéliennes.

On pourrait envisager de travailler par récurrence sur la dimension pour pas-
ser de la non-densité a la finitude dans le théoreme 1.8. Cependant, la machinerie
de Lawrence et Venkatesh nécessite une « grande » monodromie pour fonctionner :
pour obtenir la finitude, il faudrait savoir que la monodromie de la variation de
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structures de Hodge mentionnée plus haut restreinte & une sous-variété arbitraire
de H,, ;/ PGL,, {1 reste grande. Or, ce n’est pas le cas pour les sous-variétés qui s’en-
voient dans des sous-variétés spéciales du domaine de périodes correspondant.

1.3.3. Hypersurfaces d’une variété abélienne. — Soient A une variété abélienne de di-
mension g sur un corps de nombres K a bonne réduction en dehors d’un ensemble
fini S de places (contenant toutes les places archimédiennes) et &7 le schéma abélien
sur Ok s en lequel elle s’étend.

Soit L un fibré en droites ample sur A. Les hypersurfaces (i.e. les diviseurs de
Cartier effectifs) H de A telles que le fibré en droites ¢'(H) est isomorphe a L sont
paramétrées par l'espace projectif P(H’(A, L)) et celles singuliéres y forment un di-
viseur A4 1. On considére 'ouvert complémentaire

Hap =P(HY(A, L)~ Aay.

Le fibré en droites L s’étend de maniére unique en un fibré en droites . sur 7. On
désigne par A, o 'adhérence de Zariskide A4 | dans P(H°(«7, %)) et par H,, o le
complétementaire P(H%(«7, %)) \ A,/ . A la différence des hypersurfaces de les-
pace projectif, LAWRENCE et Sawin (2020) parviennent & montrer la finitude suivante :

Théoréme 1.9. Lensemble Ho o (Ok s) est fini pour g =2 et g > 4.

Autrement dit, il n’existe qu'un nombre fini d’hypersurfaces lisses H dans A dont
I'adhérence dans & est a bonne réduction en dehors de S et telles que le fibré en
droites 0(H) soit isomorphe a L.

Lorsque A est une surface abélienne, le théoréme 1.9 est une conséquence facile
du théoréme 1.2 (LAWRENCE et SawiN, 2020, Theorem 11.6). En dimension > 4, le théo-
réme 1.9 est d’autant plus intéressant que sa preuve est indépendante des résultats
de finitude déja cités.

Quand la variété abélienne A est de dimension 3, la finitude faisant I'objet du théo-
réme 1.9 est démontrée sous une condition supplémentaire (vraisemblablement non
nécessaire) portant sur le nombre d’auto-intersection L3 du fibré en droites L. Pour
I’énoncer, on considere les suites d’entiers (a;);>1 et (d;);>1 définiespara; = 1,ap =5
et,pouri > 1,

1/aj1+a;
Ajpo = 4ai41 —a; +1, di:6(l+a' l)-
1

Onad; =1,d, =8855etd; = 36030431 772 522 503 316.

Théoréme 1.10. Avec les notations ci-dessus, on suppose ¢ = 3. Si le nombre entier L3 /3!
n’est divisible par aucun des nombres d; (i > 2), alors I'ensemble H; o (Ok ) est fini.

En particulier, c’est vrai pour tout L satisfaisant a l'inégalité L3 /3! < d,.
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Par opposition & I'espace projectif, les variétés abéliennes disposent d'un degré
de liberté supplémentaire : elles ne sont pas simplement connexes. Les revétements
topologiques non triviaux, donnés en 'occurrence par la multiplication par un entier,
seront 1'ingrédient clé pour accéder a la finitude (en contraste avec la simple non-
densité du théoreme 1.8).

L'innovation principale dans la preuve des théorémes 1.9 et 1.10 réside dans l'ar-
gument de grande monodromie. En effet, les théorémes 1.1 et 1.8 font intervenir des
considérations topologiques a l’allure plus classique—respectivement, la production
de twists de Dehn pour le premier (cf. théoreme 2.14), I'application par BEAuvILLE
(1986) de résultats de EBeriNG (1984) et Janssen (1983) dans le deuxiéme. Par contre,
dans le cas des hypersurfaces de variétés abéliennes, I’argument repose sur des tech-
niques tannakiennes, dans la veine des travaux de KrRAMER et WEIssaUER (2015a,b) et
de KrAMER (2016, 2021).

1.4. Excusatio non petita, accusatio manifesta

La suite de ce texte n’est consacrée qu’a la preuve proposée par Lawrence et
Venkatesh du théoréme 1.1, avec un accent particulier sur la partie arithmétique et
en sacrifiant malheureusement des aspects topologiques tout aussi intéressants.

1.5. Conventions

Une variété algébrique X sur un corps k est un k-schéma séparé de type fini. Si &’
est une extension du corps k, on désigne par Xy la variété algébrique sur k' déduite
de X par extension des scalaires. Une courbe sur un schéma noethérien S est un S-
schéma C — S séparé, de type fini, lisse, de dimension relative 1 et a fibres géomé-
triques connexes.

Remerciements. — Au cours de la rédaction de ce texte j’ai eu plaisir de discuter avec
un grand nombre de personnes : G. Ancona, O. Benoist, Y. Brunebarbe, J. Fresan,
A. Javanpeykar, T. Krdmer, C. Lehn, . Marché, J. Poineau, M. Romagny, A. Torzewski.
Je les remercie de m’avoir écouté et fait part de leurs connaissances. Merci a J. Fresan
pour sa relecture attentive d'une premiére version de ce texte ainsi que pour les dessins.
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2. Finitude des points entiers sur les courbes hyperboliques

2.1. Enoncé

2.1.1. Schémas fini-abéliens.— Les familles de variétés abéliennes paramétrées par des
revétements non ramifiés d’une courbe joueront un réle proéminent (comme elles
le font déja dans la preuve de Faltings, la construction de Kodaira—Parshin pouvant
s’interpréter ainsi). Par commodité on leur donne un nom :

Définition 2.1. Soit S un schéma noethérien. Un schéma fini-abélien (polarisé) sur S
est la donnée (S, A,A) d’un S-schéma fini étale v: S’ — S, d’un schéma abé-
liena’: A — S’ et d’une polarisation A: A — A du schéma abélien A.

Le morphisme « := voa’: A — S détermine les morphismes &’ et v, car v est la
factorisation de Stein du morphisme «. Pour cette raison on I'omettra de la notation.
Lorsque S est une variété complexe lisse connexe et s est un C-point de S, la

fibre a~!(s) est la réunion disjointe des variétés abéliennes Ay := a’'~1(s’), pour s’
dans v~1(s), d’ot1 la décomposition
H'(a7!(s),Q) = @ H'(Ay(C),Q). (1)

v(s')=s

du premier groupe de cohomologie singuliére a coefficients rationnels. L'action de
monodromie du groupe fondamental 7r1(S(C),s) sur H («~!(s), Q) est soumise a
deux contraintes :

(1) Elle respecte la décomposition (1), mais pas terme & terme : pour tout lacet y
dans 711(S(C),s) et tout point s’ € v~1(s), 'automorphisme p(+y) induit un
isomorphisme Q-linéaire H! (Ay(C), Q) — H! (A (C), Q).

(2) Pour tout point s € v~!(s), la forme alternée non dégénérée w, induite
par la polarisation de A est invariante par le sous-groupe 71(S'(C),s’). Il en
découle que I'image par p du sous-groupe d’indice fini ((y)—s 71 (S'(C),s’)
de 711 (S(C), s) est contenue dans [, (s)—s Sp(H' (A4 (C),Q), wy).

Définition 2.2. Soit S une variété complexe lisse et connexe. Avec les notations ci-
dessus, un schéma fini-abélien A sur S a grande monodromie si pour un points € S(C)
(et donc pour tous) I'adhérence de Zariski de I'image de p contient le sous-groupe

[T sp(H'(A4(C),Q), wy) € GL(H' (2 '(5),Q))-

n(s')=s
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2.1.2. Stagnation galoisienne. — Soit K un corps de nombres. Soit v une place de K.
Soient K et K, des clotures algébriques respectivement des corps K et K.

Définition 2.3. Soient r > 0, E un ensemble fini non vide muni d’une action continue
de Gal(K/K) et:: K — K, un plongement étendant I'injection canonique K — K. La
v-stagnation (de paramétre r) de E est le nombre rationnel

[{e € E: | Gal(Ky/Ky).e| <}
|E| '

stag, (E,r) :=

le groupe Gal(K,/K,) agissant sur E via I'injection dans Gal(K/K) induite par .

La v-stagnation ne dépend pas du plongement choisi. Etant donné un K-schéma
fini E, sa v-stagnation est celle de 'ensemble E(K) muni de son action naturelle
de Gal(K/K); elle ne dépend pas de la cloture algébrique choisie.

Exemple 2.4. L'algebre A des fonctions réguliéres sur un K-schéma fini étale E est un
produit (fini) d’extensions finies (séparables) de K.Onécrit A @x Ky, = Ly X --- X Ly
pour des extensions finies L; de Ky. Soit N;~ (resp. N;") le nombre d’homomor-
phismes de Ky-algebres A ®k K, — K, dont 'image est une extension de degré < r
(resp. > r) de K. Alors, la v—stagnation de E est donnée par

[L; : Kp]
stag, (E,r) = N +N+ Zd1mKA

la somme a droite parcourant les indices i € {1,...,n} pour lesquels [L; : K,] < 7.

On n’appliquera la notion de v-stagnation que lorsque l’action de Gal(K/K)
est non ramifiée en v. Soient I, et IF, les corps résiduels de K, et K, res-
pectivement. Par définition, le groupe d’inertie, noyau de la fleche de réduc-
tion Gal(K,/K,) — Gal(IF,/F,), opere trivialement sur E. Laction de Gal(K,/K,)
se factorise alors a travers une action de Gal(IF, /F,) et, pour e € E,

| Gal(Ky/Ky).e| = | Gal(Fy /IFy).e] = |(Fry).e],
ot (Fry) est le sous-groupe engendré par 'automorphisme de Frobenius Fry: x — x/Fol,

Lemme 2.5. Soient r > 0, v une place de K, E, E' des ensembles finis non vides muni d’ac-
tions continues de Gal(K/K) et E — E’ une application Gal(K / K)-équivariante surjective
dont les fibres ont toutes le méme cardinal. Alors,

stag, (E,r) < stag,(E',r).

C’est une application immédiate de l'exercice de comptage suivant : soient X, Y des
ensembles finis non vides munis d'une action d’un groupe fini G et f: X — Y une
application G-équivariante, surjective dont les fibres ont toutes le méme cardinal. Alors,
pour tout >0,

[{reX:[Gxf<r}| HyeY:|Gyl<r}|
X Y]
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2.1.3. Places admissibles. — Un corps de nombres est a multiplication complexe (CM
en bref) s’il n’admet pas de plongements réels et s’il est extension quadratique d'un
sous-corps totalement réel. Soit K un corps de nombres. Si K contient un sous-corps
CM, il existe un plus grand sous-corps totalement réel F de K et une unique exten-
sion quadratique F de F* contenue dans K qui est CM.

Définition 2.6. Si K ne contient pas de sous-corps CM, une place v de K est admis-
sible si elle est non ramifiée. Si K contient un sous-corps CM F, une place v de K est
admissible si elle est non ramifiée et elle est au-dessus d’une place de F* inerte dans F.

2.1.4. Enoncé. — Dans le cas des courbes, le cceur de la méthode de Lawrence—
Venkatesh se résume par 1'énoncé suivant :
Théoréeme 2.7. Soient K un corps de nombres, S un ensemble fini de places de K contenant
celles archimédiennes, C une courbe sur Ok s, a1 A — C un schéma fini-abélien de dimension
relative d, p un premier impair qui ne ramifie pas dans K et tel que S ne contient pas de
places p-adiques, et v une place p-adique admissible de K.

Si le schéma fini-abélien A a grande monodromie et r > |8d/(d + 1) |, alors I'ensemble

{c € C(Oks) : stag, (v (c),r) <1/(d+1)}
est fini (rappelons que v: C' = Speca, Oy — C est la factorisation de Stein de w).

Des commentaires :

(1) Dans LawreNce et VENkaTEsH (2020), ce résultat n’est énoncé que pour les
courbes projectives de genre > 2, évidemment le cas le plus intéressant.
Néanmoins, j'ai penché pour cette formulation afin de garder trace des hypo-
theéses utilisées dans sa preuve.

(2) Dans les applications, on choisira des schémas fini-abéliens tels que
tout Ok s-point de C satisfait a la condition stag,(v=1(c),r) < 1/(d + 1).
Le théoreme 2.7 implique alors la finitude de C(Ck s).

(3) Laconditionr > [8d/(d +1)] est une reformulation de l'inégalité
1d(d+1)n > (2d)?, (2)

pour tout entier n > r, que l'on verra apparaitre dans la preuve de la
Proposition 4.8. Elle s’interprete de la fagon suivante :

Soit ¢ un K-point de C. Pour un point ¢’ du Ky-schéma v’l(c) Xk Ky, on dé-
signe par A la variété abélienne sur le corps résiduel K, (c¢") de ¢/, fibre en ¢/
de I'unique morphisme a’: A — C'tel quea = voa’. Le terme 1d(d +1) estla
dimension de la grassmanienne lagrangienne LGr,; (V) des sous-espaces vecto-
riels de dimension d du Ky (c')-espace de vectoriel Vy := Hir(Ay/Ky(c')) de
dimension 24, qui sont totalement isotropes par rapport a la forme bilinéaire
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alternée induite par la polarisation de A. Le terme a gauche de (2) est la mino-
ration de la dimension de la restriction a la Weil

fJC/ = ReSKU(C’)/KU LGrd(VC/)

de LGr;(V,) pour ¢’ tel que [Ky(c') : Ky] > r. La variété . est un facteur
du but de I'application de périodes associée a la connexion de Gauss—Manin
sur Hiz (A/C).

Le terme (24)? est une majoration (triviale) de la dimension du centralisateur Z
du Frobenius cristallin dans Resg, (/) /k, GL(Ve). Linégalité (2) assure que les or-
bites de Z dans Resg, (y,k, LGry(V,r) ne sont pas la grassmanienne tout entiére.

Lorigine du terme 1/(d + 1) est plus difficile a cerner. Lhypothese
stag, (v™'(c),r) < 1/(d+1)

va entrainer qu'il existe un point ¢’ de v=1(c) x g K, de degré [Ky(c') : K] > r
pour lequel la filtration de Hodge de H}g (A, /Ky (c')) est en position « géné-
rale » (voir proposition 4.11).

Il y a une tension entre I'hypothese de grande monodromie et celle de petite
stagnation : de maniere heuristique, plus le degré du revétement v grandit (ce
qui suit de I'hypotheése de petite stagnation), plus '’hypothése de grande mono-
dromie est forte.

Par exemple, on ne peut pas appliquer I'énoncé tout court a la famille de
Legendre de courbes elliptiques : I'application v étant 1'identité dans ce cas,
pour tout r > 1 la stagnation vaut toujours 1 > % = #. Moins formelle-
ment, la famille de Legendre a certes grande monodromie, mais le stabilisa-
teur des Frobenius cristallins sont trop grands. On peut néanmoins appliquer
la méthode a la composition de la famille de Legendre avec le revétement de
Kummer A + A2" pour un 1 bien choisi. On obtient alors la finitude des solu-
tions a ’équation des S-unités.

Dans la preuve rien de propre aux variétés abéliennes n’est utilisé! Elles y sont
seulement pour incarner le premier groupe de cohomologie étale et de de Rham.

La droite projective privée de trois points : I’équation des S-unités

En guise de premier exemple, on va appliquer le théoréme 2.7 a une variante de la
famille de Legendre de courbes elliptiques. Ceci conduit au théoréeme des S-unités :

Théoreme 2.8. Soient K un corps de nombres et S un ensemble fini de places de K contenant
toutes les places archimédiennes. Alors, I'ensemble

U:={teOgs:1-te s}

est fini.
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On renvoie au livre de Bomsierr et GusLEr (2006, Chapitre 5) pour une preuve
classique de ce résultat. Le lien avec le théoréme 2.7 est vite fait en remarquant que
'ensemble U n’est autre que 'ensemble des Ok s-points du schéma P!\ {0, 1, c0}.

Par le théoréme d’Hermite—-Minkowski (théoréme 1.4), et quitte a faire grandir K
et S, on se ramene sans trop de peine a montrer 1'énoncé suivant (voir LAWRENCE et
VenkaATESH, 2020, début de §4) :

Proposition 2.9. Soient K un corps de nombres contenant les racines 8-iémes de
l'unité, n > 8 la plus grande puissance de 2 divisant ['ordre du groupe des racines de
l'unité de K, S un ensemble fini de places de K contenant toutes les places 2-adiques et
toutes les places archimédiennes, et L une extension galoisienne cyclique de K de degré n
non-ramifiée en dehors de S.

Alors, l'ensemble U] des éléments u € U qui ne sont pas des carrés dans K et tels que
la K-algébre K[x]/ (x" — u) est isomorphe d L est fini.

On désigne par K un corps de nombres, par n la plus grande puissance de 2 divi-
sant l'ordre du groupe des racines de l'unité de K et par S un ensemble fini de places
de K contenant toutes le places 2-adiques et toutes les places archimédiennes. On
considere :

o C= Hﬂﬁx o {0,0,1} la droite projective sur O, privée des sections oo, O et 1;

o C'= IP}ﬁK AN {00,0, 4y } I'ouvert de C ot1I'on a retiré les sections correspondant
aux racines n-iémes de 1'unité;

e v: C’ — Cle morphisme fini étale A — A".

La famille de Legendre est la famille de courbes elliptiques sur C d’équation affine
¥ =x(x—1)(x — A).

En se restreignant a l'ouvert C’ de C, on obtient un schéma abélien a’: A — C’. On
considere le schéma fini-abélien « := voa’: A — C. Des considérations simples
faisant intervenir la connaissance explicite de la monodromie de 1’équation hyper-
géométrique montrent que le schéma fini-abélien a grande monodromie (LAWRENCE
et VenkaTtesH, 2020, Lemma 4.3 ou NoorbMmaN, 2021, Proposition 4.1).

Pour obtenir la proposition 2.9 on applique le théoréme 2.7 au schéma fini-
abélien w: A — C.Pourd = 1ona8d/(d+1) = 4: c’est pour cela que l'on sup-
pose n > 4. La preuve du théoreme 2.7 dans ce cas spécifique est décidément plus
simple, parce que les représentations cristallines qu'y interviennent (des modules de
Tate p-adiques de courbes elliptiques) sont explicites (voir LAWRENCE et VENKATESH,
2020, Lemma 4.4).
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Démonstration de la proposition 2.9. Soit L une extension cyclique de K de degré n non
ramifiée en dehors de S. Par le théoréeme de Cebotarev, il existe un nombre premier
impair p et une place v de K au-dessus de p tels que

(1) p estnon ramifié dans K;
(2) S ne contient pas de place p-adique de K;
(3) un élément de Frobenius en v engendre Gal(L/K).

Dire que l'opérateur de Frobenius engendre Gal(L/K) implique, pour tout nombre
réel 0 < r < [L : K], 'annulation

stag, (SpecL,r) = 0.

Pour un O s-point A de C, le Ok s-schéma v~ (1) s'identifie a Spec Ok s[x]/ (x"—A).
Si l'on suppose que A appartient a Uj, alors le Ok s-schéma v~!(1) est isomorphe
a Spec 0, 1. On obtient de cette fagon, I'inclusion suivante :

U; C {A € C(Oks) : stag, (v~ '(A),4) = 0}.
On conclut par le théoreme 2.7. O

Remarque 2.10. Par un argument classique a la Chevalley—Weil de relévement des
points S-entiers le long des revétements étales (Serre, 1997, §4.2), le théoréme de
I'équation des S-unités se déduit de celui de Faltings. Il en est de méme pour la fi-
nitude des points S-entiers d"une courbe elliptique épointée. On peut aussi démon-
trer cette derniere comme application du théoréme 2.7 a un schéma fini-abélien bien
choisi (L, 2021; Noorbman, 2021).

2.3. Constructions a la Kodaira-Parshin

La construction de Kodaira—Parshin dans la preuve originelle de Faltings fournit,
pour tout point rationnel de la courbe, un revétement galoisien abélien non ramifié
en dehors du point choisi. Pour déduire la conjecture de Mordell du théoreme 2.7, on
I'appliquera a une variante non abélienne de cette construction.

2.3.1. Espaces de Hurwitz. — Soient X et Y des schémas noethériens. Un mor-
phisme f: Y — X est un revétement s'il est fini, plat, surjectif et son discriminant
est un diviseur de Cartier effectif sur X (le mot « discriminant » étant a prendre au
sens de Stacks Project, Section 0BVH). Un revétement f: Y — X est galoisien si, pour
tout point géométrique x de X, le groupe Aut(f) agit transitivement sur la fibre de f
en x. Pour un groupe fini G, un G-revétement est la donnée d'un revétement galoi-
sien f: Y — X et d'un isomorphisme de groupes 7: G — Aut(f). La notion d’iso-
morphisme de G-revétements est définie de maniere évidente.
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Soient C une courbe projective sur un corps de caractéristique nulle k et G un
groupe fini. Pour un k-schéma noethérien S, on désigne par #¢ ¢ (S) 'ensemble des
classes d’isomorphie de G-revétements X — C X S avec X une courbe sur S et tels
que le discriminant est de la forme r[c] pour une section ¢c: S — C x; S et un en-
tier r > 1. L'association S ~» #¢ ¢ (S) donne lieu a un foncteur contravariant

He G (Sch/k)°P — (Ens),
ott (Sch/k) désigne la catégorie des k-schémas noethériens.

Théoreme 2.11. Soit C une courbe projective sur un corps de caractéristique nulle k. Soit G
un groupe fini a centre trivial. Alors,

(1) le foncteur ¢ g est représentable par un k-schéma de type fini He g ;

(2) le morphisme disc: He g — C associant 4 un revétement le support de son discrimi-
nant est fini étale.

Esquisse de démonstration. 1l s’agit d’un cas particulier de construction des espaces de
Hurwitz; voir le théoréme 6.3.1 pour (1) et la proposition 6.5.2 pour (2) dans Bertin
et Romacny (2011). ?) O

Soient k une cloture algébrique de k, ¢ un k-point C et ¢ le k-point
associé. La fibre disc™'(¢) est I’ensemble des classes d’isomorphie de G-
revétements X — C := C; non ramifiés en dehors de ¢, out X est une courbe projective
sur k. Par la correspondance « de Galois » des revétements, le choix d'un IE—point X
dans C \ {¢} donne lieu a une bijection

disc(c) —— E. ::{homomorph?smes surjectifs p: 77$(C ~ {¢},x) — G}/G 3)

non triviaux sur les lacets autour de x

la locution « non triviaux sur les lacets autour de x » signifiant que la surjection p
ne se factorise pas a travers I’homomorphisme naturel 7$*(C . {¢},x) — 7{*(C, x)
induit par l'inclusion de C \ {¢} dans C. (Le groupe G agit sur I'ensemble des ho-
momorphismes p: 71$(C \ {¢},x) — G par conjugaison.) Le groupe de Galois ab-
solu Gal(k/k) opere naturellement sur la fibre disc™* (). D’autre part, via la suite
courte exacte géométrique/arithmétique du groupe fondamental étale,

1— ﬂft(c ~{c}, x) — ﬂft(c ~qc}, x) — Gal(k/k) — 1,

le groupe Gal(k/k) opere par automorphismes extérieurs sur 7¢'(C \ {c}, x). Les
automorphismes intérieurs de 7$(C \ {¢}, x) agissant trivialement sur F;, on obtient
une action naturelle de Gal(k/k) sur F: de sorte que la bijection avec disc~!(¢) est
Galois équivariante.

(Dans loc.cit. il est plutdt question du champ de Hurwitz : la trivialité du centre de G assure que l'espace
de modules grossier attaché au champ est un espace de modules fin.
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2.3.2. G-monodromie. — Soient G un groupe fini, n un entier positifet:: G — &, une
injection de G dans le groupe symétrique sur n éléments. Pour un schéma connexe X,
on dit qu'un revétement étale f: Y — X de degré n a G-monodromie sil existe un
point géométrique x de X et une bijection {1,...,n} — f~!(x) tels que I'application
composée 71§t (X, x) — Aut(f~!(x)) — &, a pour image 1(G). Si c’est le cas, une telle
bijection existe alors pour tout point géométrique de X.

On fixe un point géométrique x de X. Pour i = 1,2, soient f;: ¥; — X un revé-
tement & G-monodromie et {1,...,n} — Aut( f;l(x)) comme ci-dessus. Alors, les
revétements f1 et f, sont isomorphes si et seulement p; et py sont conjuguées sous le
normalisateur de ((G) dans &,,.

Soient ¢ un nombre premier impair et Aff(¢) le groupe des automorphismes af-
fines de [Fy. Le caractere

x: Aff(l) — T/
(z—az+b) — a

a pour noyau le sous-groupe engendré par z — z + 1.

En identifiant F, avec {1,...,¢} de la maniére usuelle, I'action naturelle du
groupe Aff({) sur IF, est fidele et induit une injection t: Aff(¢) — &,.Le choixde:n’a
guere d’importance car tout monomorphisme Aff(¢) — &, lui est conjugué par S,.

Lemme 2.12. Soient C,C’ des courbes projectives sur un corps de caractéristique nulle k
et t: C' — C un revétement avec Aff(¢)-monodromie. Supposons que le diviseur de ramifi-
cation de 7t soit supporté exactement sur un k-point ¢ de C. Alors,

(1) le diviseur de ramification est (¢ — 1)[c|;

(2) la fibre w1 (c) est constituée d'un unique k-point de C';

(3) sila courbe C a genre g, alors le genre de la courbe C' est

l—1
gl — 5

Démonstration. Quitte a étendre les scalaires, on peut supposer k algébriquement clos.
Le groupe fondamental étale de C \ {c} est la complétion profinie du groupe libre
sur 2¢ éléments aq, by, ..., aq, by. ®) L'image dans Aff(¢) du produit des commuta-
teurs [aq, by] - - - [ag, bg] est un (-cycle.

En effet, elle est non triviale car le revétement 7r est ramifié et, par commutati-
vité de F, contenue dans le noyau du caractére x: Aff(¢) — IF; : elle est donc de
la forme x — x 4+ u avec u € Fy. Il en découle qu'il n'y a qu'un point au-dessus
de c. Lexpression du genre de C’ est une conséquence immédiate de la formule de
Riemann-Hurwitz. O

(®)Pour voir cela, on se raméne d’abord au cas k = C grace a l'invariance par extensions des scalaires
du groupe fondamental étale géométrique. Sur le corps des complexes, le groupe fondamental étale est la
complétion profinie du groupe fondamental topologique. Or, le groupe fondamental topologique d"une
surface de Riemann compacte de genre g privée d'un point est le groupe libre sur 2g éléments.
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2.3.3. Construction de Prym. — Soit £ un premier impair. Soit C une courbe projective
de genre g > 2 sur un corps k de caractéristique nulle. On suppose que C a un point k-
rationnel. Le centre du groupe affine G := Aff(¢) étant trivial, on peut considérer le
schéma H := H¢  paramétrant les Aff(¢)-revétements de C. Soit X — H x; C la
famille universelle des G-revétements de C.

On désigne par T = IF le stabilisateur de 0 € IF, dans G, a savoir, le sous-groupe
de G formé par les automorphismes linéaires de IF,. Le quotient Y de X par T est
une courbe sur H. Le morphisme G-invariant X — H X C induit un revétement
fini t: Y — H X; C a G-monodromie dont le diviseur de ramification est le graphe
de disc: H — C compté avec multiplicité ¢ (cf. lemme 2.12).

On définit une section de la projection pry; o 77: Y — H de la maniere suivante.
La fibre 7,: Y, — Cy(,) du morphisme 77 en un point 1 € H est un revétement
avec G-monodromie de courbes sur le corps résiduel k() de h. D’aprés le lemme 2.12,
la fibre de 7, en le x(h)-point disc(/) de Cy; consiste en un unique «(/)-point que
'on note o (h).

On consideére la composante neutre du schéma de Picard relatif Pic), sy i Cestun
schéma abélien principalement polarisé sur H. D’apres le lemme 2.12 sa dimension
relative est g/ — (¢ — 1) /2 . Le morphisme 7 induit un morphisme

% .0 pi0 : 0
7" H Xy Pice ) = Picy, o g — Picy gy

de schémas abéliens sur H. Le morphisme N: Pic) /g — H Xk Pic2 sk dual & 77" as-
socie a un fibré en droites sur Y sa norme sur C x; H. Soit «’: A — H le schéma
abélien obtenu comme composante neutre du noyau du morphisme N, muni de la
polarisation induite par la polarisation principale du schéma abélien Pic) JH-

Définition 2.13. Le schéma fini-abélien a := discoa’: A — C est appelé la famille de
Kodaira—Parshin pour le groupe Aff(¢).

La dimension relative de la famille de Kodaira—Parshin est
‘-1
gl———-8=(g- -1, (4)
Le morphisme disc: H — C est la factorisation de Stein de «.

Théoréme 2.14. Soit k = C. Alors, la famille de Kodaira—Parshin o: A — C est un schéma
fini-abélien avec grande monodromie.

Esquisse de démonstration. On désigne par v le morphisme disc et on fixe un C-point ¢
de C. La fibre v=!(c) de v en ¢ s’interpréte comme I’ensemble des classes d’isomor-
phie des revétements a G-monodromie ramifiés exactement en c. Le mapping class
group de la surface épointée C \ {c} agit donc naturellement sur v~!(c). On consi-
dere l'intersection I de tous les stabilisateurs.
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Pour un point & de v~'(c), le groupe T agit sur H!'(Y,, Q) en préser-
vant la forme d’intersection. Si Hllor(thQ) désigne l'orthogonal de l'image
de 7} : H'(C,Q) — H!(Y}, Q), on a une application

. 1
u: I — H Sp(Hpr(th Q))
v(h)=c
On se rameéne sans trop de peine a démontrer que l'image de y est Zariski-dense. Une
variante du lemme de Goursat entraine qu'il suffit de vérifier les deux faits suivants :

(1) pour touth € v=1(c), l'image de ' — Sp(H}ljr(Yh,Q)) est Zariski-dense;

(2) pour tous h, ' € v~1(c) distincts, il existe y € T tel que les éléments pr;, (1 (7)) et
pry, (1(7)) sont unipotents et les espaces qu’ils fixent ont dimensions différentes.

Les deux énoncés se démontrent en produisant des éléments unipotents des
groupes Sp(Hllor(Yh, Q)). En l'occurrence, ils seront des transvections sur Hll.)r(Yh, Q)
induites par des twists de Dehn associés a des courbes simples sur C \ {c}. Je dois
me contenter de donner une idée trés sommaire de comment leur choix judicieux est
fait. On commence en donnant une forme normale d’un revétement 71;,: Y;, — C; on
exploitera le fait que le groupe G est extension des groupes cycliques F et IF;.

La composée de la représentation de monodromie pj,: 711 (C \ {c}) — Aff({) avec
le caractere x: Aff(¢) — IF se factorise par I’'homologie de la surface C. On fixe un
isomorphisme F ~ Z/({ — 1). Thomomorphisme H;(C, Z) — Z/({ — 1) qui en
résulte envoie la classe d’un cycle vers le nombre d’intersection, pris modulo ¢ — 1,
avec une courbe simple non séparante « passant par c.

Le complémentaire d'un voisinage tubulaire V de « est une surface a bord C’ telle que
la composée

m(C') — m(C~ {c}) 2 Aff(£) 2 F
est triviale. A nouveau, I’homomorphisme 711(C’') — Kerx = FF; qui s’en déduit

envoie un lacet vers le nombre d’intersection, pris modulo ¢, avec un arc j reliant les
deux composantes de bord de C'.

Ficure 2 - La courbe «, Iarc f et leurs voisinages tubulaires V et W. On voit
sur la figure que la surface a bord V' U W est homéomorphe a un tore a bord.
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Soit W un voisinage tubulaire de B. La surface T := V U W est un tore a bord
dont le complémentaire S est une surface a bord (de genre g — 1). Par construction,
la représentation de monodromie est triviale sur S et sur le bord de T. Les twists de
Dehn cherchés sont fabriqués a partir de courbes simples sur T \ {c}. O

2.4. La conjecture de Mordell

2.4.1. Stagnation des familles de Kodaira—Parshin.— Soient C une courbe projective sur K
de genre g, £ un nombre premier et «: A — C la famille de Kodaira-Parshin pour le
groupe Aff(?).

Pour un ensemble fini S de places de K assez grand, la famille de Kodaira—Parshin
s’étend en une famille finie-abélienne polarisée sur un Ok s-schéma projectif lisse a
fibres géométriquement connexes de dimension relative 1. Avec un abus de notation,
on désigne encore par a: A — C une telle extension. Soit v: C' = Speca, 04 — C la
factorisation de Stein de «. Soit K une cloture algébrique de K.

Soit p un premier impair qui ne ramifie pas dans K et tel que S ne contient pas de
place p-adique, et soit v une place p-adique de K.

Proposition 2.15. Soit ¢ € C(K). Avec les notations ci-dessus, on suppose
(1) £ congru a3 modulo 4;
(2) les entiers |IFy,| et £ — 1 premiers entre eux;
(8) pour tout premier impair q divisant £ — 1, la classe de |, | dans F d'ordre > 8.

Alors, g+

stag, (v=1(¢),7) < 7m.

Le reste de ce numéro est consacré a la preuve de cet énoncé. On commence par
un lemme simple dont la preuve est laissé au lecteur (voir LAWRENCE et VENKATESH,
2020, Lemma 2.11) :

Lemme 2.16. On considére I'homomorphisme de groupes t: Aff(¢)%8 — (IF )28 et I'appli-
cation u: Aff(€)%8 — Aff((), définis par

tai, by, ..., ag,bg) := (x(a1), x(b1), ..., x(ag), x(bg))-
u(ay, by, ..., aq,bg) := [ay, by] - - - [ag, bel.

Soit N le sous-ensemble de Aff(()?8 formé des 2g-uplets (ay, by, ..., aq4,bs) engen-
drant Aff({) et vérifiant u(aq, by,...,aq,bg) # idg,. Alors,

(1) l'image de t par N est I'ensemble des 2g-uplets engendrant F | :
i’(N) = {(Tl,. . .,ng) : <T1, .. .,T2g> = IFZ},

2 tout x € N,
(2) pour tout x 1 (H(x)) N N| = £28(0 — 1),
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Par construction, la fibre v—1(¢) s’identifie de maniére Galois équivariante aux
classes de conjugaisons des épimorphismes nft(C ~{c}) — Aff(é) ne se factori-
sant pas a travers I'application canonique p: 7i$'(C \ {¢}) — 7$*(C). La composition
d’une telle surjection avec la projection o Aff(f ) — [, donne lieu a une application
Galois équivariante

®c: v (¢) — Homg(n$H(C ~ {c}), F)).

Un homomorphisme continu surjectif de groupes 7§*(C \. {¢}) — Aff(¢) est dé-
terminé par la donnée de 2g éléments ay, By, ..., ag, Be de Aff(¢). De plus, un tel ho-
momorphisme se factorise a travers 71$'(C) si et seulement si le produit des commu-
tateurs [, B1] - - - [ag, Bg] est 'élément neutre.

En reprenant les notations du Lemme 2.16, le choix des générateurs de
limage de 7$'(C ~\ {¢}) qui précéde permet d’identifier la fibre v=1(¢) avec le
quotient N/ Aff(¢) de N par l'action de conjugaison de Aff(¢), le groupe abé-
lien Homy (7§*(C), F/) avec (IF)% et l'application @, avec t. D’aprés la description
explicite de ®. et le lemme 2.16 (2), les fibres de ®. ont toutes le méme cardinal et
donc

stag, (v1(¢),7) < stag, (Im ®, 7).

Pour conclure la preuve de la proposition 2.15, il suffit de borner la v-stagnation
de I'image de @, c’est-a-dire de majorer le nombre d’éléments d’orbite de taille < 7
et de minorer le cardinal de Im ®..

Lemme 2.17. Avec les notations introduites ci-dessus,

| Im @[ > 3(¢ —1)%, (1)
[{x € Homz ("(C), F}") : [{Fro).x| < 7}[ <7-28(£ —1)3. (2)

Démonstration. (1) Via le lemme 2.16 (1) on identifie 'image de . a I'ensemble des
épimorphismes (IF)?¢ — /. Prendre le produit tensoriel d'un tel épimorphisme
avecle Z/ (¢ —1)-module Hom(IF, Z /(¢ — 1)) libre de rang 1 met en bijection Ien-
semble précédent avec I’ensemble des épimorphismes (Z/(¢ —1))% — Z/(¢ —1),
ou encore (par dualité) avec les éléments de (Z/(¢ — 1))?§ engendrant un sous-
module libre. Si g est un nombre premier, il y a 428" (1 — g~28) éléments de (Z/q"Z)*¢
engendrant un sous-Z/q"Z-module libre. En prenant le produit sur les premiers di-
visant £ — 1,

[Im@ | =((-1)% J] 1-q7%)>3((-1)%
(-1
pqr‘emier
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o1 I'on a utilisé 1'inégalité

2
Do\ I, N 7T
[T =g < JT (=g <@ =" <2
(-1 (-1
pquemier pquemier

2) Par commutativité de F, la précomposition avec p induit un isomorphisme
¢ p p P P
Homy (7'(C), F)) — Homgz (n{"(C ~ {¢}), F)).

L'abélianisé du groupe fondamental étale de C s’identifie de maniére Galois équiva-
riante au module de Tate de la jacobienne | de C. Le groupe F/ étant de (£ — 1)-
torsion,
Homgz (7'(C), F}) = Homz(J[¢ — 1], F)).
L'accouplement de Weil J[¢ — 1] x J[¢ — 1] — p;_q induit par dualité un accouple-
ment parfait et compatible a I’action de Galois
(=, —): Homgz(J[¢ — 1], F}) x Homgz (J[¢ — 1], F*) — Homgz (s, (F;)*?),

ot (IF)®? désigne la deuxiéme puissance tensorielle du Z/ (¢ — 1)-module inver-
sible [F;*. Comme la courbe C abonne réduction en v, 1'action de Gal(K/K) sur J[£ — 1]
est non ramifiée. Lendomorphisme de Frobenius Fr, € Gal(F,/F,) opere linéaire-
ment sur Homz (J[¢ — 1], F) et, pour tous x, x’ € Hy(C,F)),

(Frp.x, Fro.x') = |Fp| 1 {x, ).
Alors, pour tout i € N et tous x, ¥’ € Ker(Frl, —id),
(IFo| ™ = 1)(x, ') = 0.

Les éléments x de Homz(J[¢ — 1],IF ) ayant orbite de taille < 7 vérifient Fljé.x =x
pour un certaini = 1,...,7, c’est-a-dire qu’ils appartiennent au noyau de Fr;, —id.
Soit g un premier impair divisant £ — 1. Comme la classe de |FF,| modulo g est
inversible et d’ordre > 8 dans IF, les entiers IF»|" — 1 et g sont premiers entre eux.
L'accouplement (x, x’) de x et x" est un élément d’'un Z/ (¢ — 1)Z-module libre de
rang 1, donc l'identité précédente implique 2(x, x") = 0 car 4 ne divise pas ¢ — 1.

Lemme 2.18. Soit M un groupe abélien fini muni d'un accouplement parfait a valeurs
dans Q/Z. Soit N un sous-groupe totalement isotrope. Alors,

N </ IM.

Le Z/(¢ —1)-module Homz(J[¢ — 1], IF ") est libre de rang 2¢. En appliquant le
lemme précédent avec M = 2Homz(J[¢ — 1], FF;) et N = 2Ker(Fr, — id) on trouve

| Ker(Frl, —id)| < 28(£ —1)8.

On termine la preuve en prenant la somme pouri =1,...,7. O
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2.4.2. Fin de la preuve du théoréme de Faltings. — 1l ne reste qu’a bien choisir les don-
nées auxiliaires, c’est-a-dire le premier / et la place v. Soient K un corps de nombres
et ¢ > 2 un entier. Alors, il existe un nombre premier ¢ avec les propriétés suivantes :

(1) ¢estcongrua 3 modulo 4;
(2) ¢ —1n’estdivisible par aucun premier impair < 8K : QJ;
(3) toute cloture galoisienne K’ de K est linéairement disjointe de Q(py_1);

(4) l'inégalité suivante est satisfaite :

; 281 1
(=18~ g-Di-n+1

L'existence d'un tel ¢ découle du théoréme de la progression arithmétique de
Dirichlet : il existe une infinité de premiers ¢ quine sont congrus & 1 ni modulo un pre-
mier impair divisant le discriminant de K, ni modulo un premier impair < 8[K : Q],
ni modulo 4. La condition (3) s’ensuit pour des raisons de ramification et la condition
(4) peut étre toujours satisfaite quitte & prendre ¢ assez grand.

On considére la famille de Kodaira—Parshin pour le groupe Aff(¢). Pour un en-
semble fini S de places de K assez grand, la courbe C s’étend en une courbe projective
sur Ok s (que 'on note abusivement encore par C) et la famille de Kodaira—Parshin
en un schéma fini-abélien «: A — C. On remarquera que le membre de droite de
la condition (4) se récrit comme 1/(d + 1) ot d = (g — %)(¢£ — 1) est la dimension
relativedea: A — S.

Une application facile du théoréme de densité de Ceboratev montre qu’il existe
une place v de K avec les propriétés suivantes :

(1) laplace v est admissible et n’appartient pasa S;
(2) £ —1et|Fy| sont premiers entre eux;

(3) pour tout premier impair g divisant ¢ — 1, la classe de |F,| modulo g est inver-
sible et a ordre > 8 dans (Z/qZ)*.

Soit ¢ un K-point de C. Grace au choix de ¢ et de v, on peut appliquer la
Proposition 2.15 et obtenir la borne suivante pour la v-stagnation de v~ (c) :
28+ 1
18 Sdr1

stag, (v1(c),7) < 7(

Le Théoréme 2.7 permet alors de conclure. O
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3. Applications de périodes

3.1. Cas complexe

3.1.1. — Soit t: X — S un morphisme propre et lisse entre variétés algébriques
complexes non singulieres. L'application holomorphe 7#": X*" — 53" associée est
une submersion holomorphe et propre entre variétés complexes. Le théoréme d’Eh-
resmann affirme qu'il s’agit d"une fibration topologique localement triviale : étant
donnés un ouvert simplement connexe Q) de S et un point s de O, l'ouvert 7~ 1(Q)
de X" est homéomorphe a XZ" x () ott X3 est la fibre de 7" en s.

I en découle que, pour tout naturel g € IN, le faisceau R7712"C xan est un systéme
local sur 53, o1 Cxan est le faisceau des fonctions localement constantes a valeurs
complexes sur X*". Le fibré vectoriel holomorphe V := R77§"Cxan ®@¢g,, Oxan est
muni de la connexion id ®d dont les sections horizontales s’identifient de fagon tau-
tologique a R7712"C xan.

D’autre part, le théoréme de de Rham fournit un isomorphisme du fibré vecto-
riel V avec le g-eme faisceau de cohomologie de de Rham relative %‘%(Xan /53,
Par transport de structure, le fibré vectoriel %’fR (Xan/S3n) est muni d"une connexion
canonique Vg appelée de Gauss—Manin (ou de Picard—Fuchs suivant les auteurs).

Par le théoreme GAGA de Serre, I’application naturelle de fibrés vectoriels holo-
morphes S (X/S)™ — ] (X3 /S3) est un isomorphisme. Comme la variété S
n’est pas supposée propre, les connexions holomorphes sur %”dqR(X /S)™™ ne sont
pas algébriques en général et il est tout a fait remarquable que ce soit le cas pour
la connexion Vg construite par les moyens fort transcendants décrits ci-dessus.

3.1.2.— Par construction, la connexion de Gauss—Manin est intégrable et elle permet
donc d’identifier les fibres voisines de e%ffR(X /S). Plus précisément, étant donné un
ouvert simplement connexe () de 57", le systéme local R7712"C xan est constant, d’ott
un isomorphisme, pour s, t € (),
H7(Xa, C) +—— T'(Q, RT3 Cyan) ——— HI(X2,C)
l T

Xs/t

de C-espaces vectoriels donné par I'evaluation en s et en ¢. Par composition avec I'iso-
morphisme de de Rham, on déduit de ¥s; un isomorphisme de C-espaces vectoriels

Xst: Hig(Xs/C) — Hip(X,/C).

Lorsque () est une boule assez petite on peut écrire une formule explicite pour
I'isomorphisme x;; purement en termes de la connexion V. Soient z1, ..., z; des
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coordonnées sur () (d = dim S). Pouri =1,...,d, on considére la dérivation

)
D; = VGM(a*Zi)Z A (X/S) — AL (X/S)
donnée par I'évaluation de la connexion V gy le long du champ de vecteurs a%. Alors,
I’'homomorphisme de fibrés vectoriels holomorphes sur (),

Xst Hgp(X/9) — O @HIR(Xs/S)

n
v o— Y Z—'®D”(v).s
nend '

D(v)

est un isomorphisme satisfaisant xs(D;(v)) = aan ol pour un d-uplet de nombres
entiers n = (ny,...,1ny), on a utilisé la notation n! = ny!---nyl, z" = z'fl . -zZ”’
et D" = D{'o--- 0D} Lisomorphisme ;s plus haut n’est rien d’autre que la
fibre en t de xs.

Le fibré vectoriel %’fR(X /S) est muni de sa filtration (décroissante) de Hodge

Fil* L (X/S): 0= 2 (X/S) 2 F1 2. D F" D 7" =,

par les sous-fibrés vectoriels .#! = Im (R, 0% /5 — %LIR(X /S)).
Pour un entier i > 1, soit r; le rang du fibré vectoriel & i) Fitl et
soit 7 = (rg,...,7n). On considére la variété § := Flagr(HgR(Xs/ C)) des drapeaux

de type r de I'espace vectoriel HZR(XS /C). Lapplication holomorphe
Pers: O — H™" = Flagr(HZR(XS/([:))am

qui, a tout point ¢ € (), associe le point représentant le drapeau ) s (Fil® ‘%’fR(X /S)t)
est appelée U'application (holomorphe) de périodes.

Exemple 3.1. La pierre angulaire des applications de périodes est sans doute celle
provenant de la famille de Legendre de courbes elliptiques 77: X — S, ot S est la
droite projective complexe privée de 3 points PL \ {0,1,00} et pour A € S(C), la
fibre en A de 7t est la courbe elliptique d’équation affine

Er: v*=x(x—1)(x—A).

Soient A un nombre complexe # 0,1 et O C C ~ {0,1} un voisinage
ouvert simplement connexe de A. Le premier groupe de cohomologie de de

#TLordre de la composition dans la derniére expression n’a pas d’importance car les opérateurs D; com-
mutent entre eux a cause de l'intégrabilité de Vg et de la commutativité des champs de vecteurs %.
1
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Rham H}z(E)/C) de E, est de dimension 2 et I'application de périodes décrit
comment varie H’(E,/, Q%A,) pour A’ € Q,

Pery: QO — P(HR(EA/C))
A/ — [X/\/,/\(HO(E/\/,QlE/\/))] 7

les crochets désignant le point associé a la droite vectorielle.

Du point de vue topologique, par le biais d’'un homéomorphisme 771 (Q) ~QxE,
on peut voir des lacets a sur E; comme des lacets a(A) sur E): pour tout A’ € Q). On
fixe une base a1, @ du premier groupe d’homologie de la courbe elliptique E,. Via
I'isomorphisme de de Rham

Hz(Ex/C) ~H!(E,,C),
les lacets a; et ay (vus comme des formes linéaires sur Hiz (E)/C)) prennent les

wi(A’) —/va(/v)(j/x (i:1,2)

sur la base dx/y de la droite vectorielle H(E,/, Q0 v ). Autrement dit, dans les coor-
données dans le repére a1, ap, 'application de périodes est la fonction holomorphe

valeurs

:Q — PYC)
Vo o— T(A/):wl(/\/)

et la courbe elliptique complexe E,/ est biholomorphe a C/(Z + t(\)Z).

Du point de vue différentiel, les sections horizontales pour la connexion de Gauss—
Manin sont les solutions de I'équation hypergéometrique de Gauss de parametres %, %, 1,
a savoir :

AL=A)f"+ (1 =210 f —Lif=o0.

La fonction holomorphe 7 plus haut s'interpréte comme le ratio de deux solutions
linéairement indépendantes.

3.1.3. — Soit v: S — S un revétement universel de S™. Un point § dans la
fibre v~1(s) étant fixé, il existe une unique composante connexe Q) de v~1(Q)
contenant § et le revétement v se restreint en un homéomorphisme v, : Q= Q.
Lapplication Pers o v s’étend en une application holomorphe Pers: S — § équi-
variante sous l'action du groupe fondamental 7r1(5%", s) opérant sur le revétement
universel § de maniére naturelle et sur § via la représentation de monodromie

ps: (5™, 8) — GL(HR(Xs/C)).

En particulier, on obtient :
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Lemme 3.2. Avec les notations ci-dessus, soit I (resp. Z) I'adhérence de Zariski de I'image
de l'application ps (resp. Pers). Alors,

I'Pers(s) C Z.

Dans1’énoncé il n'y a pas de confusion possible a propos de l’adhérence de Zariski
a prendre, si algébrique ou analytique : comme $) est une variété projective, elles
coincident d’apreés le théoréme de Chow.

3.2. Cas formel

3.2.1. — Soit r: X — S un morphisme propre et lisse entre variétés algébriques
lisses sur un corps k de caractéristique nulle. Il y a maniére de donner une définition
purement algébrique de la connexion de Gauss-Manin V) sur le g-éme faisceau de
cohomologie de de Rham %’aqR(X /S) (voir Karz, 1970, §3.4). On peut aussi donner
un sens a I'isomorphisme ;s plus haut en termes de géométrie formelle, a savoir, en
remplacant les fonctions holomorphes par des séries formelles a coefficients dans k.

De fagon plus précise, soit s un point k-rationnel de S. On considére la complétion
formelle 63’5,5 de I'anneau local 0 s ens :

S T n
Oss = lln Oss/my,
nelN

oi1 m; est I'idéal maximal de s ;. On désigne par e: Spec 05 s — S le morphisme qui
s’en déduit. L'analogue formel de l'isomorphisme x; est un isomorphisme

Xs: 8*%171{()(/5) I ﬁAS,s Qk HZR(XS/k)

de ﬁsls—modules décrit en coordonnées locales de la maniére suivante.

Soient zy,...,z; € 05 ¢ des parametres locaux en s, i.e. des générateurs de 1'idéal
maximal ms, ottd = dim S. Apres passage aux complétions, l'inclusionde k[z1, . .., z4]
dans O s s’étend en un isomorphisme

k([z1,...,z4)] = O

de k-algebres locales complétes. Comme avant, on pose D; = VGM(a%)- Via l'isomor-
phisme qui précede, la formule pour v dans * 7 (X/S),

#0) = ¥ ZoD(0)s, 5)
nelN9 n:

a un sens comme élément de 55,5 Qk HZR(XS/ k) (ou l'on a employé les mémes
conventions qu’au numéro précédent).
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3.2.2. — Lisomorphisme f{; permet de définir un analogue formel de 'application
de périodes. On désigne encore par

Fil* AR (X/9) : 0 = AR(X/$) 2 F' 2. 2 7" 2 7" =0

la filtration de Hodge, par r; le rang de .#!/ Z*+! et on pose r = (rq, ..., 1y). La filtra-
tion du & s-module O  ®y quR(XS /k) induite par ¢* Fil* L%fﬁ((X/S) via {s donne
lieu a un morphisme de k-schémas

Per;: Spec Oss — §:= Flagr(quR(Xs /k)),
qu’on appellera I'application de périodes formelle.

Lemme 3.3. Avec les notations ci-dessus, on suppose que k est un sous-corps de C. Soient ()
un voisinage contractile de s dans S(C) et Pers: Q3 — ($ x; C)®™ l'application holomorphe
des périodes en s. Soient 7 et Z¢ respectivement les adhérences de Zariski de I'image de Per,
et de Pers. Alors,

ZC = Z Xk C.

Cette observation élémentaire reléve de I'insensibilité des adhérences de Zariski aux
extensions de scalaires et du fait que Per;s et Pers sont données « par les mémes formules ».

3.3. Cas p-adique

Soit p un nombre premier. Soit K une extension finie non ramifiée de Q,, d’anneau
des entiers O et de corps résiduel k.

3.3.1. — Pour une variété algébrique X sur K on désigne par X" le K-espace ana-
lytique associé au sens de Berkovich. (®) I'espace topologique sous-jacent est 1’en-
semble | X?"| des couples (x, | - |) formés d'un point x € X (pasnécessairement fermé)
et d'une valeur absolue | - | sur le corps résiduel «(x) en x étendant celle de K; 'en-
semble |X?"| est muni de la topologie la moins fine pour laquelle

e l'application oubliant la valeur absolue 7x: |X®"| — X, (x,|-|) — x est conti-
nue;

e pour tout ouvert U de X et toute fonction réguliere f € T'(U, Ox), I'applica-
tion |f]: | X*| — R4, (x,|-|) — |f(x)]| est continue.

L'espace topologique | X?"| est localement compact. Si X est inteégre, une fonction ana-
lytique sur un ouvert U de |X®"| est une fonction qui est localement limite uniforme
de fonctions rationnelles sans poles.

®)Le choix de ce langage pour 'analyse rigide n’a guére d’importance et le lecteur préférant d’autres
points de vue pourra s’en servir sans changements majeurs.
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Si 2 est un modéle de X, c’est-a-dire un Og-schéma plat séparé de type fini de
fibre générique X, on considére le sous-ensemble compact 23 de X", appelé la fibre
générique a la Raynaud, formé par les couples (x, | - |) tels que le morphisme natu-
rel Speck(x) — X s’étend en un morphisme Speck(x)° — £, ot k(x)° est I'anneau
des entiers de x(x) par rapporta | - | :

k(x)° ={A ex(x):|A| <1}

Une telle extension étant unique par séparation de 2°, on définit I’application de
réduction red: 2, — 2y a valeurs dans la fibre spéciale 2y de 2" associant a un
couple (x, | - |) I'image par Specx(x)° — 2 du point fermé de Specx(x)°.

Il s’agit d"une application anti-continue, c’est-a-dire que la préimage d'un fermé
est ouverte. Par exemple, si x est un &g-point de 2, 'ensemble O, := red ! (red(x))
est un ouvert de .2, contenant x et qu'on appelle le disque autour de x. (6) Les K-points
de Q) s’identifient aux Ok-points x’ de 2" tels que

x=x" (mod p).
Exemple 3.4. Soient 2~ = A%K la droite affine sur Ok et X = A} la droite affine
sur K. Alors, le compact 27 n’est autre que le disque fermé de rayon 1 dans X" :

Ly ={(x 1) € AF": H(x)| < 13,

ot1 t désigne la fonction coordonnée sur Al. La fibre spéciale de 2" est la droite af-
fine A} sur le corps résiduel k et le disque ouvert autour de 0 est le disque ouvert de
rayon 1 centré a l'origine :

Q= red !(red(0)) = {(x, |- |) € AL : |t(x)| < 1}.

3.3.2. — La connexion de Gauss-Manin peut étre définie en général pour un
schéma T, un T-schéma lisse S et un morphisme propre et lisse 77: X — S. Ici, on
prend pour T le spectre de Ox. On suppose de plus S connexe et que les &s-modules
cohérents S (X/S) et RimQ]X /5 sont localement libres pour tout i, j, 4 € IN.

Soit s un K-point de la fibre générique a la Raynaud S, de S et soit ()s le disque
autour de s. Comme S est lisse, on peut identifier ()s avec le produit de #n copies du
disque ouvert centré a 'origine et de rayon 1 :

D(0,17)" = {x € A™ : |t(x)| < 1},

ol n estla dimension (relative) de S sur Ok etty, ..., t, sontles fonctions coordonnées
sur l'espace affine AY™". Quoique cela ne soit pas de grande importance (tout point

(6)Gj le Og-schéma 2 est lisse de dimension relative d, le critere de lissité formelle montre que Q) est
isomorphe en tant que K-espace analytique au disque ouvert de rayon 1 de dimension d.
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d’un disque p-adique en est un centre), on peut supposer que s soit envoyé sur 0. La
série formelle (5) converge (7) sur Qg (voir I'exposé de Kartz, 1973, dans ce séminaire)
et donne lieu a un isomorphisme de fibrés vectoriels sur ),

Xs: Hgp(X/S)i6, — Oa, ©x Hig(Xs/K).

En particulier, pour tout K-point ¢ de (), la fibre en t de I'isomorphisme xs est un
isomorphisme de K-espaces vectoriels

Xts: Hig (X¢/K) = Hip (Xs/K).

Avec la situation complexe en téte, 'ouvert (), joue le role d'un voisinage simplement
connexe de s. L'image par x;s de la filtration de Hodge de %’ifR(X /S) définit une ap-
plication analytique

Per,: O, — Flag, (Hlp (Xs/K))™,

que l'on appellera l'application de périodes p-adique.

Exemple 3.5. On suppose p # 2 et considére la famille de courbes ellip-
tiques de Legendre 71: X — S ou S est la droite projective sur Z, privé de 3
points ]PlZp ~{0,1,00}. Pour A € Z, tel que A # 0,1 (mod p), le disque O, au-

tour de A est le disque ouvert de rayon 1 centré en A dans A‘B;n. La courbe elliptique
sur Q, d’équation affine

Ey: y=x(x—1)(x—A7A)

est a bonne réduction et I'application de périodes a deux comportements radicale-
ment différents suivant que le groupe E, () ait des points de p-torsion non triviaux
ou pas. La courbe elliptique E, est dite a réduction ordinaire dans le premier cas et a
réduction supersinguliére dans le deuxiéme.

Dans le cas ordinaire, I'application de périodes Per,: (2, — ]qug’in est la compo-

sition d’un révetement étale g: 0y — D(1,17), le paramétre de Serre-Tate, et du loga-
rithme log: D(1,17) — Abp, ott D(1,17) désigne le disque ouvert de rayon 1 centré
en 1. Tout comme le logarithme, Per, est un revétement étale surjectif de Aé’in parle
disque ).

Si la réduction est supersinguliere, la situation est encore plus perturbante (en la
comparant a son homologue complexe) : 'application de périodes Per, est un revé-
tement étale surjectif de la droite projective analytique ]P}Q’zn sur Qp!

J'invite le lecteur intéressé a consulter 'ouvrage de ANDRE (2003) pour davantage
de détails.

()Ce n’est pas vrai en général que les sections horizontales d"une connexion intégrable convergent sur
tout le disque autour de s : par exemple, la série exponentielle } ;> z" /n! ne converge que sur le disque
ouvert de rayon p~/ (=1 autour de l'origine. La différence est imputable au caractére régulier des singu-
larités de la connexion de Gauss—Manin, par opposition a la singularité irréguliere de d — dt.
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3.3.3.— Sil'onne s’intéresse qu’a des propriétés grossiéres, comme la dimension de
I’adhérence de Zariski de I'image, on peut tirer des informations sur l'application de
périodes p-adique a partir de renseignements sur celle complexe. Ceci se fait par le
choix a premiére vue étrange d’un plongement o: K — C. Cela va sans dire, un tel
plongement n’est pas du tout continu.

On désigne par 71, : Xy — Si le morphisme de variétés algébriques complexes dé-
duit de 77 par extension des scalaires et par o (s) le C-point de S induit par s. On fixe
un voisinage ouvert simplement connexe Q) de o(s) dans S,(C). La formation de la
filtration de Hodge étant compatible aux extensions de scalaires, on a une application
de périodes holomorphe

Per, (51 Q — Flagr(quR(Xa(s) /C)),
ainsi qu'une représentation de monodromie
Po(s): 701 (SU(C)/ o(s)) — GL(HZR(XU(S) /C)).

Proposition 3.6. Avec les notations ci-dessus, soit Z 'adhérence de Zariski de I'image de
Uapplication de périodes p-adique Pers: Qs — Flag, (H} (Xs/K))™. Si T désigne I'adhé-
rence de Zariski de la représentation de monodromie p, (), on a

dimc I'.Per,(5) (0 (s)) < dimg Z.

Cet énoncé s’obtient par conjonction du lemme 3.3 et de son analogue p-adique,
ainsi que du lemme 3.2.

4. Preuve du théoreme 2.7

4.1. Démarrage

4.1.1.— Onreprend les notations de I'énoncé du théoréme 2.7. Soient K un corps de
nombres, S un ensemble fini de places de K contenant toutes celles archimédiennes
et celles qui ramifient. Soit p un nombre premier tel qu’aucune place de K au-dessus
de p n'est dans S et tel qu'il existe une place admissible v de K au-dessus de p.

Soient C une courbe sur g, x: A — C un schéma fini-abélien de dimension
relatived, v: C' = Speca, 0y — ClafactorisationdeSteindeweta’: A — C’'1'unique
morphisme tel que « = voa’.

On fixe une cloture algébrique K de K. Soit 7 un nombre réel > |84/(d +1)]. On
dit qu'un Ok s-point ¢ de C est non stagnant si

1

-1
stag,, (v (c),r) < R

De cette maniére, il s’agit de montrer qu'iln'y a qu'un nombre fini de Ok s-points non
stagnants de C.
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Soit 0 un Ok s-point non stagnant de C (s’iln’y en a pas, on a gagné). On désigne
par Q) le disque v-adique autour de 0. Les K-points de (2 s’identifient aux O ,-points ¢
de C tels que ¢ = o (mod p). On désigne par QO™ 1’'ensemble des Ok s-points non
stagnants de C tels que ¢ = 0 (mod p). Lensemble C(FF,) étant fini, pour démontrer
le théoreme 2.7 il suffit (et il faut) de montrer que 'ensemble (3 est fini.

Pour voir qu'un tel ensemble est fini on s’appuie, comme dans la preuve origi-
nelle de Faltings, sur la finitude des représentations galoisiennes paramétrées par
ces points. On fixe des notations pour étre plus précis.

4.1.2. Notations « globales ». — Pour un K-point ¢’ de C’ soit :

¢’ 'image du morphisme Spec K — C’ défini par ¢’;
K(c") le corps résiduel du point ¢’;
Aglafibredea’: A— C'end’;
H. (Ag, Qp) le premier groupe de cohomologie étale p-adique de Az ;
pe: Gal(K/K(c')) — GL(H%(A#,Qp)) l'homomorphisme continu de
groupes définissant 'action galoisienne naturelle sur H}, (A, Qp).

Pour justifier la derniére définition, on remarquera que la variété Ay est obte-
nue par extension des scalaires de la fibre en ¢’ de &/, qui est définie sur K(c’). ®
La fibre Ay est une variété abélienne de dimension d sur K, donc son premier groupe
de cohomologie étale p-adique est un Qp-espace vectoriel de dimension 24, dual du
module de Tate p-adique (tensorisé avec Qy).

4.1.3. Notations « locales ». — Soient K, la complétion de K en v et K, une cloture
algébrique de K,. On fixe un plongement :: K — K, étendant l'injection cano-
nique K — K. Pour un K-point ¢’ de C’ soit :

e (, le Ky-point de C’ induit par ¢’ via ¢;

e ¢, image du morphisme Spec K, — Cy défini par ¢;,;

Ky(c') le corps résiduel du point ¢ ;

Pz » larestriction de p a Gal(K, /Ky (c")) via le plongement dans Gal(K/K(c"))
induit par .

4.1.4. — On revient a la preuve du théoréme.

Définition 4.1. Soient L un corps et L une cloture algébrique de L. Pour i = 1,2,
soient L; C L une extension finie de L, V; un Qyp-espace vectoriel de dimension finie
et

pi: Gal(L/L;) — GL(V;)
un homomorphisme continu de groupes. Un isomorphisme (L1, 1) — (L, p2) estla
donnée d’un élément v € Gal(L/L) induisant un isomorphisme Yo L — Loet

(®)La donnée de & induit un plongement de K(c) dans K.
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d’un isomorphisme de Q-espaces vectoriels ¢: V; — V, faisant commuter le dia-
gramme :

Gal(L/L;) - GL(W)

bo—ov’l ltﬁo—m/f’l

Gal(L/Ly) —22 GL(V»).
Si un tel isomorphisme existe, on dit que les couples sont isomorphes.

Soit .7 I'ensemble des classes d’isomorphie des couples (L, p) ou L C K est une ex-
tension finie de Ketp: Gal(K/L) — GL(V) un homomorphisme continu de groupes,
avec V est un Q,-espace vectoriel de dimension 24. On considere I’application

:C'(K) — 7
¢ — [(K(),pe)l,
les crochets désignant la classe d’isomorphie du couple (K(c'), p¢).

De maniére analogue, on désigne par .7, 'ensemble des classes d’isomorphie des
couples (L, p) ott L C K, est une extension finie de Ky et p: Gal(K,/L) — GL(V) un
homomorphisme continu de groupes, avec V est un Q,-espace vectoriel de dimen-
sion 2d. On considére

7: C'(K) — %
¢ [(Ko(c),pe0)] -

On désigne par ()., 'ensemble des K-points ¢’ de C’ tels que le Ky,-point v(¢),)
de C est K,-rationnel et que l'extension Ky(c’) de Ky est de degré > r. La finitude
de ()" découle des deux assertions suivantes :

Proposition 4.2. Avec les notations introduites ci-dessus,
(1) les fibres de I'application t,: QL , — F, sont finies;
(2) il existe un sous-ensemble fini F de Q" tel que, pour tout ¢ € Q" \F, il y a un K-

point & de v=1(c) tel que [Ky(c') : Ky] > r et que la représentation p. est irréductible.

Démonstration de 2.7 admettant 4.2. Soit F comme dans (2). Pour ¢ € Q™ \ F, on choi-
sit un K-point o'(c) de v—1(c) tel que [Ky(c(c)) : Ky] > r et que la représentation Po(e)
est irréductible. On considere 'application

Too: O\F — 7
¢ — [(K(E(©)poe)] -

La finitude de ()" est équivalente a celle de 'image et des fibres de T o 0.
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Pour la finitude des fibres, il suffit d"appliquer (1) aprés avoir remarqué que, pour
tout pointc € O™ ett = 7(c(c)), 'ensemble (T o o) "1 () est la réunion finie de fibres
de 1, o 0. En effet, pour tout ¢’ € O, 'extension K, (¢ (c’)) de K, est non ramifiée
de degré borné par celui du revétement v : comme il n'y a qu'un nombre fini de
classes d’isomorphie de telles extensions (elles sont toutes le corps des fractions de
I'anneau de Witt de leur corps résiduels, 'extension K étant non ramifiée sur Q,), a
fortiori T, o o ne prend qu'un nombre fini de valeurs sur (T o ¢) 71 (#).

Pour montrer que 'image est finie, on remarque d’abord que pour tout K-point ¢
de C et tout K-point ¢’ de v—!(c) I'extension K(c') est non ramifiée en dehors de S
et de degré majoré par celui du morphisme v. Le théoréme d’'Hermite-Minkowski
(théoréme 1.4) entraine que, a isomorphisme preés, il n'y a qu'un nombre fini de telles
extensions.

Soit ¢ un point de O™ \ F. Soit S’ I'ensemble des places de K(o(c)) au-dessus de S
ou de p. En dehors de S’ la représentation p,(.) est non ramifiée et pure de poids 1.
En supposant (2), elle est de plus irréductible : d’aprés la proposition 1.5, les classes
d’isomorphie de telles représentations sont en nombre fini. L'image de T o ¢ est donc
finie, et il en est de méme pour 'ensemble (). O

4.2. Application de périodes

4.2.1.— Le morphisme v étant fini étale par hypotheése, I'application naturelle entre
faisceaux de cohomologie de de Rham relative

0: v. AR (A/C') — A (A/C)

est un isomorphisme. Le &c-module %&(A/ C) est muni via 6 d’une struc-
ture de faisceau en v.0c-modules localement libre de rang d. La grassma-
nienne Gry (7 (A/C’)) des sous-espaces de dimension d du &c-module 7, (A/C')
est un schéma projectif sur C’. On considere sa restriction a la Weil & le long du mor-
phisme fini et plat v :

& = Rescr/c Gra(Hgr(A/C')).

Puisque v est étale, c’est un schéma projectif sur C : via 0 il s'interpréte aussi comme
la grassmanienne des sous-v, 0c-modules des % (A/C) de rang d.

La polarisation du schéma fini-abélien A induit un accouplement &-r-bilinéaire
et alterné

w: HR(A/C) @ AL (A/C) — O

On considere le sous-schéma fermé LGry(#;(A/C’)) de Gry(#x(A/C')) formé
par les sous-espaces lagrangiens, c’est-a-dire de rang d et totalement isotropes pour
la forme w, du O-module £, (A/C’). On désigne par ) la restriction a la Weil le

long de v :
§ = Rescrjc LGry (A1 (A/C))).
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4.2.2. — On considére l'application de périodes p-adique Per, en o associée au pre-
mier groupe de cohomologie de de Rham jfle(A /C) et a sa filtration de Hodge

0 — a0 — HR(A/C) — Rla, 64 — 0.

Comme tous les --modules en question sont des v, &--modules, ’application de pé-
riodes Per, prend naturellement des valeurs dans &. De plus, le sous-module a, ()}, /C
étant lagrangien, 'image de Per, est contenue dans $). Plus précisément, en voyant o
comme un K,-point de C, soit ;! (0) la fibre en o0 de I'application v. Alors, I'applica-
tion de périodes p-adique Per, s’écrit

Per,: QO — ($Ho,x,)™",

ou ) = Res,, 1),k LGry Hig (a7 1(0)/K).

4.2.3. — Lhypothese de grande monodromie garantit 1’existence d’un plonge-
ment 0: K — C tel que 'adhérence de Zariski I' de I'image de la représentation de
monodromie

Po(o): T1(S¢(C),o(0)) — GL(Hgr (v~ (0(0))/C))

contient le produit, pris sur les points o’ de v=1(c(0)), de Sp(Hjg (A, /C)). D’autre
part, la variété complexe $,c est le produit [y LGry(Hiz(A,/C)) ot o par-
court v~ 1(c(0)). Puisque le groupe symplectique Sp(Hlz (A, /C)) agit transitive-
ment sur LGr, (H} (A, /C)), la proposition 3.6 entraine que l'image de l'application
de périodes p-adique Per, est Zariski-dense.

4.3. Finitude des fibres

4.3.1. Isocristaux. — Je discute ici la donnée d’algebre linéaire avec laquelle on se re-
trouvera a travailler. L'extension finie K, de Q) est non ramifiée, donc 'anneau des
entiers de K; coincide avec 'anneau de Witt du corps résiduel IF;, de K;,. On désigne
par o 'unique rélévement a K, de l'opérateur de Frobenius x +— xP.

Un isocristal sur K, est la donnée (V,¢) d'un Ky,-espace vectoriel V de di-
mension finie et d'un endomorphisme ¢: V. — V ¢-linéaire ) bijectif. Un iso-
cristal filtré sur K, est la donnée d'un isocristal (V, ¢) et d’une filtration décrois-
sante Fil* V = (Fil' V);c de V par des sous-K,-espaces vectoriels avec Fil' V = V
et Fil'V = 0 pour i assez grand. Il est important de remarquer que 'endomor-
phisme ¢ ne respecte pas en général la filtration Fil* V. La notion d’isomorphisme d’iso-
cristaux filtrés est définie de la maniére évidente. Lorsque la filtration Fil* V n’a qu'un
seul cran W, on écrira simplement (V, ¢, W).

O)Pour x,;y € Vet A € Ky,ona ¢(x +y) = ¢(x) + ¢(y) et p(Ax) = (1) p(x).
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Exemple 4.3. L'exemple qui nous intéresse davantage est celui de la cohomologie de
de Rham d’une variété abélienne & bonne réduction sur K. Soit temporairement ./
un schéma abélien sur Ok, de dimension relative d. Si o% désigne sa fibre spéciale,
le théoréme de comparaison de Rham/cristallin fournit un isomorphisme de O, -
modules

Hlp(o// 0,) = Hly (/o).

Cris
Le membre de gauche vient avec sa filtration de Hodge, en 1'occurrence donnée
par le sous-module H°(.<7, Q! ) de rang d. Par fonctorialité de la cohomologie cristal-
line, le morphisme de Frobenius absolu Fr,, : % — ) induit un endomorphisme -
linéaire ¢ du Oy, -module H. (% /TF,). Le triplet

(Hig(// 0k, )], 9, H(#, Q1L )[1])

est un isocristal filtré. L'opérateur ¢ respecte la filtration de Hodge, i.e. se restreint en
un endomorphisme de H? (<7, Q}Z/), siet seulement sil’endomorphisme de Frobenius
de o se reléve. Cela n’a lieu que dans des cas trés particuliers et c’est loin d’étre le
comportement « générique ».

Définition 4.4. Pour i = 1,2, soient L; C K, une extension finie de Ky et (V;, ¢;, W;)
un isocristal filtré sur L;.

Un isomorphisme (L1, (V1, 91, W1)) — (L2, (Va, p2, W2)) est la donnée d'un élé-
ment v € Gal(K,/Ky) induisant un isomorphisme de corps y: L1 — L et d’un iso-
morphisme de Ly-espaces vectoriels f: Vi @1, Ly — V; tel que f(W; ®1, Lp) = W,
et que le diagramme suivant est commutatif :

Vi ®r, Ly L Vs

l(pl ®id \L(PZ

Vi ®r, Ly —— V5.

(Les produits tensoriels sont tous pris via 7.) Les couples sont dites isomorphes si
un tel isomorphisme existe.

4.3.2. — On désigne par 2 l'ensemble des classes d’isomorphie des couples
(L,(V,9,W)) ou L C K, est une extension finie de Ky et (V, ¢, W) est un isocris-
tal filtré sur L avec V et W respectivement de dimension 2d et d. Pour un K-point ¢’
de C’ la variété abélienne Ay sur Ky(c") est a bonne réduction. La construction de
I’exemple 4.3 donne lieu a un isocristal filtré sur Ky (c’),

D(¢') = (HéR(ACQ/KU(C/))/q)cg/HO(Ac;rQAC%))/
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ou ¢ estl’endomorphisme semi-linéaire induit par le Frobenius absolu de la réduc-
tion de A, modulo p. On considere l'application

5:C'(K) — 2

¢ [(K(c),D(@))]. ©)

Proposition 4.5. Avec les notations ci-dessus, la restriction 6: QS — P est d fibres finies.

Avant de nous attaquer a la preuve de la proposition 4.5, voyons comment elle en-
traine la proposition 4.2 (1) grace a des considérations simples de théorie de Hodge p-
adique.

4.3.3. Des représentations galoisiennes aux isocristaux. — Pour combler au manque
dans C, de « nombres comme 277i », FONTAINE (1982) a introduit une foule d’anneaux
dits de périodes jouant le role de coefficients dans les isomorphismes de comparaison
entre différentes théories cohomologiques p-adiques.

Soit L C K, une extension finie non ramifiée de Ky. Ici on ne s’intéresse qu’a Beris,
un corps contenant K, muni d’une action continue de I' := Gal(K, /L), d’une fil-
tration (Bl )icz exhaustive stable sous l'action de Galois et d’un opérateur de
Frobenius ¢: Beris — Beris- L'ensemble des éléments de Beyis fixes sous Galois est L.

La définition de Bris nest pas particuliérement compliquée mais elle fait interve-
nir plusieurs étapes. Pour ne pas m’attarder trop je ne donne pas de détails ici sur sa
construction : le lecteur intéressé pourra consulter les excellentes notes de Brinon et
ConraD (2009).

Soit p: T' — GL(V) une représentation continue, ot V est un Q-espace vectoriel
de dimension finie. On pose

Dcris(P) = (Bcris ®Qp V)r/

ot le groupe I' agit diagonalement.

Il s’agit d'un Ky-espace vectoriel de dimension dim, Deris(p) < dimg, V muni
d’une filtration et d'un opérateur de Frobenius déduits des structures analogues
sur Beris.

Définition 4.6. La représentation p est cristalline si dimg, Deris(p) = dimg , V.

Soient Repr (T) la catégorie des représentations continues de I' & valeurs dans
les Q,-espaces vectoriels de dimension finie et MF} la catégorie des isocristaux filtrés
sur K,. La construction ci-dessus donne lieu a un foncteur Dcyis Repr (T) — MFZ’.
La restriction du foncteur D5 a la sous-catégorie pleine des représentations cristal-
lines est pleinement fidele. Ce fait dont la preuve est difficile ne sera pas utile ici : on
n’emploiera que la fonctorialité.
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Exemple 4.7. L'exemple de base est celui de la cohomologie étale p-adique des varié-
tés abéliennes a bonne réduction. Soit &/ temporairement un schéma abélien sur &7;..
On considére la représentation galoisienne p: T' — GL(HL, (<7, Qp)) associée au pre-
mier groupe de cohomologie étale p-adique H}, (<7, Qp) de la variété abélienne </
sur K,. D’apres FonTaINE et MEssING (1987) la représentation p est cristalline et on
sait grace a Fartings (1989, Theorem 5.6) que l'isocristal filtré Deyis(p) est isomorphe
a celui considéré dans I'exemple 4.3, a savoir :

(Hig(//00) (1], 9, HO(£, L) []).

En particulier, I'anneau B.is contient toutes les périodes des variétés abéliennes a
bonne réduction.

Démonstration de 4.2 (1) admettant 4.5. D’apres ’exemple précédent, ’application

Dgiso: QL, — 2
¢ — [(Ko(c"),D(pe))]

coincide avec l'application ¢ introduite a I'équation (6). En admettant la proposi-
tion 4.5, les fibres de 'application J sont finies et dont celles de 7, le sont aussi. [

4.3.4. Notations « locales » (reprise). — La preuve de la proposition 4.5 demande d’iden-
tifier les fibres v-adiquement voisines de o et de décomposer l'application de périodes
de fagon correspondante : il n'y a pas de difficultés ici, a part celle de digérer les no-
tations. 10 On désigne par v;: Cj — Ck, l'application induite par v.

Pour un point o’ de v; ! (0), soit §/, larestriction a la Weil a K, de la grassmanienne
des sous-espaces lagrangiens de H}g (A, /Ky (0)). La restriction a la fibre en o’ définit
un morphisme

LGryHig (a7 (0)/K) — LGry Hig (Ay /Ky(0'))

induisant un morphisme de K-schémas pr, : £, x, — 5'3;, sur les restrictions a la Weil
respectives. L'application induite

-60,1(,, I 1_[ 552/
vy (0')=o0
est un isomorphisme de K;-schémas.
Soit ¢ un K,-point de (), i.e. un Ok, -point de C tel que ¢ = 0 (mod p). Pour tout
entier i > 0, la connexion de Gauss—-Manin fournit un isomorphisme de Ky-espaces
vectoriels

X ot Hig(v51 () /Ko) — Hig (v, (0)/Ko).

(10)Ces considérations élémentaires (mais un peu pénibles) sont le prix a payer pour ne pas démontrer
que la représentation galoisienne H} (a~(c), Qp) est semi-simple, mais seulement qu’un certain facteur
direct H} (A, Q,) est irréductible.
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Pour i = 0, le 0-éme groupe de cohomologie de de Rham n’étant rien d’autre que
I'espace des fonctions régulieres, 'isomorphisme induit par )(go est un isomorphisme
de K,-algebres, le produit de fonctions s’interprétant comme le cup produit en coho-
mologie de de Rham. En passant aux spectres, I'isomorphisme x?, induit un isomor-
phisme de Ky-schémas

@y c: vy H0) == vy (o).
D’autre part, la décomposition
dR( (c)/Ky) = EB H R(Ac/Ko(c))
vy(c')=c
est respectée par le transport paralléle, c’est-a-dire que, pour tout point o’ de v=1(0),
I'isomorphisme x; , se restreint en un isomorphisme

X ot Hig(Ag /Ko(c')) = Hig (A /Ko(0))
de Ky (0)-espaces vectoriels, ot ¢ = ®,(0"). En particulier,

pry (Pero () = [xgr,y (H (A, O )],
le crochet désignant le point de la grassmanienne défini par le sous-espace vectoriel.

4.3.5. Preuve de la proposition 4.5. — Par la discussion précédente et par défi-
nition de l'application de périodes, le couple (Ky(c'),D(c’)) est isomorphe au
couple (Ky,(0"), D) ou D est 'isocristal filtré

(Har (Ao /Ko(0")), @, Xor,0 (A (Ae, O ),
et @, (0') = ¢’. (1) On se rameéne donc & démontrer I'énoncé suivant :

Proposition 4.8. Soient 0/, 0} des points de v, '(0), v € Gal(Ky/Ky) induisant un iso-
morphisme y: Ky(0]) — Ky(05) et W un sous-espace vectoriel de HéR(Aolz/ Ky (0})) de
dimension d. Si [Ky(0}) : Ky] > 8d/(d + 1), alors I'ensemble (v, W) des Ky-points c
de Q) pour lesquels il y a un isomorphisme

D(@o,c(01)) @k, (o) Ko(02) = (Hgr (Agy /Ko (02)), 905, W)
d’isocristaux filtrés sur Ly, est fini (le produit tensoriel dans I'énoncé est pris via 7y).
(0

On remarque que l'inégalité [Ky(0}) : Ky] >8d/(d+1) est satisfaite car par hypothese

[Ko(0}) : Ko] >r > |8d/(d+1)].

(1) Cette assertion cache un aspect profond, a savoir, que le Frobenius cristallin ¢+ s'identifie via I'application
de périodes a ¢,. La raison pour cela est que l'isomorphisme x., donné par intégration de Gauss-Manin
s'interpréete (via le théoréme de comparaison de Rham/cristallin) comme l'identification de la cohomologie
cristalline des fibres spéciales en c et 0 (qui sont la méme variété algébrique sur IF, ). Cette compatibilité ne doit
pas surprendre : 'isomorphisme donné par Gauss-Manin était une des motivations de Grothendieck pour la
quéte de la cohomologie cristalline, dont tout candidat raisonnable aurait di satisfaire cette compatibilité.
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Démonstration. Pour simplifier la notation on pose, pouri = 1,2,

Li := Ko(0]), Vi := Hip(Ay /Ko(0))), i = Py
Etant isomorphes, les extensions L et L, de K, ont méme degré J. Il en découle que
V'opérateur ¢? est L;-linéaire.

Soit I := Isor, (Vi ®1, Ly, V») le Lo-schéma représentant le foncteur associant a
une Ly-algebre R lesisomorphismes de R-modules f: V1 ®p, L, ®1, R — V> ®p, R.La
précomposition avec un automorphisme de V; en fait un fibré principal sous 'action
du groupe algébrique G := GL(V7). On consideére le sous-schéma fermé I’ de I dont
les R-points sont les isomorphismes f faisant commuter le diagramme

Vi®r, La®r, R -, V> ®r, R

lrp‘f ®id l{pg

Vi®r, La®1, R *>f Vo ®r, R.

S'il est non vide, alors le schéma I’ est un fibré principal sous 'action du centralisa-
teur Z de ¢4 dans GL(V;).

Soient ¢ € O(Ky) et ¢ = P,(0]). Par définition de 'application de pé-
riodes, lisocristal filtré D(c’) est isomorphe au Li-espace vectoriel V3 muni de l'opé-
rateur de Frobenius ¢; et du sous-espace vectoriel x}, ,,(H(A,, Q}“f/ ). Lisocristal fil-

tré D(c") @1, Ly estisomorphe a (V3, ¢, W) si et seulement s'il existe un isomorphisme
de Ly-espaces vectoriels f: V; ®p, L, — V, telque fo (¢ ®id) = @0 f et
foxly(H (A0, QY ) = W.
Un tel f vérifie évidemment f o (¢{ ®id) = @3 o f et il définit donc un Ly-point de I’.
On peut ainsi supposer que I’ contient un K,-point f. Soit W; = f~1(W) ®y, Ly,
le produit tensoriel étant pris via l'inverse de -y. Puisque I’ est un fibré principal sous
I’action du centralisateur Z de qo‘f,

2(7, W) C (pr, o Per,) "} (Z.[Wy] N $y)-
Par le lemme 4.9 qui suit,
dim (Z.[W] rm;i) < dim(Z.[Wy]) < dim Z < (dimg, Vp)* = (2d)%
D’autre part,
oumsa;i = dimRes; /x, LGry(Vp) = 36d(d +1).
Par hypotheése § > 84/(d + 1), donc
dim(Z.[Wp] ma;g) < dimﬁg,l.

Puisque I'extension K, (¢’) est non ramifiée, l'ensemble Z(vy, W) est contenu dans

les sous-ensembles des points de (pr,, o Per,) 1 (Z.[Wo] N 9" ?“) a valeurs dans une

extension finie non ramifiée de K. L'image de I’application de périodes étant suppo-
sée Zariski-dense, on conclut grace au lemme 4.10 plus bas. O
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Lemme 4.9. Soit k un corps. Soit v un automorphisme du corps k d’ordre fini r de corps
fixe kg. Soient E un k-espace vectoriel de dimension finie et : E — E un automorphisme -y-linéaire.
On considere

Z() :={f € Endi(E) : fop = o f},
Z(Y") :={f €Endi(E) : foy" =9y o f}.

Alors, Z(") est un sous-k-espace vectoriel de Endy (E), Z(y) est un sous-ko-espace vec-

toriel de Z(y") et ) ) ) )
dlmko Z(lp) = dlmk Z(l[)r) < (dlmk E) .

Démonstration. Voir LAWRENCE et VENKATESH, 2020, Lemma 2.1. O

Soit D(0,17) = {x € A}g:n o [t(x)| < 1} le disque ouvert de rayon 1 centré a
'origine de la droite affine analytique sur K.

Lemme 4.10. Soient X un K,-schéma propre et f: D(0,17) — X" un morphisme de K-
espaces analytiques. Soit Z un fermé strict de X. Si l'image de f est Zariski-dense, alors

(1) le fermé analytique f~1(Z3) de D(0,17) est une suite de points;

(2) il n'y a qu'un nombre fini de points z de f~1(Z3") dont le corps résiduel est une exten-

sion non ramifiée de K.

Il s’agit essentiellement d"une trivialité provenant de la finitude des zéros d"une
fonction analytique non nulle sur un disque fermé et du fait que les points de D(0,17)
a corps résiduel non ramifié sur K, sont contenus dans le disque fermé {|z| < p~1}.

4.4. Irréductibilité générique

4.4.1. — Lidée menant a la preuve de la proposition 4.2 (2) est que les sous-
représentations non triviales vont donner lieu (via la théorie de Hodge p-adique)
a des sous-espaces en position non générique.

Proposition 4.11. Soit c un O s-point de C. Avec les notations introduites plus haut, on
suppose que pour tout K-point & de v=(c) tel que [Ky(c') : Ky] > r les deux conditions
suivantes sont satisfaites :

(1) la représentation px n'est pas irréductible;

(2) pour tout sous-espace vectoriel non nul W de Hig (Ay / Ko (c")) stable sous l'opérateur de
Frobenius ¢, ona
dimg, () Fil' W < § dimg (o) W,

on Fil' W =wWnH(A,, Q).

Alors,
stag, (v 1(c),r) = 1/(d+1).
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Démonstration. Pour tout K-point & de v~'(c) soit Vo une sous-représentation
de H}(Ay, Qp) de dimension > 0 minimale (elle peut étre 'espace tout entier).

Un automorphisme ¢y € Gal(K/K) induit un isomorphisme de représentations
galosiennes pz = p. : on choisit les sous-espaces Vi et V, - de maniere a ce qu’ils se
correspondent via cet isomorphisme.

Par restriction, on obtient une représentation continue de Gal(K,/Ky) sur V.
En lui appliquant le foncteur Dris on produit un sous-espace vectoriel non nul Wy
de Hlz (Aw/Ky(c')) stable sous 'opérateur de Frobenius ¢,

Lemme 4.12. Pour un K-point &’ de v=1(c) tel que [Ky(c') : Ky] > 7,
diva(C/) Wc" g d.

Démonstration du lemme. Comme [Ky(c') : Ky] > r, par hypotheése la représenta-
tion pz n’est pas irréductible. Puisque 'action de Gal(K/K) respecte (a un facteur
scalaire pres) 1'accouplement de Weil sur H}Et(AE’IQP)/ l'orthogonal V7 de Vs par
rapport a cette forme est stable sous 1’action de Galois. Puisque

dimg, Vi = dimg, Hi(Az,Q,) — dim Vo = 2d — dim V,
onadimg, Vz < d par minimalité. On conclut car dimy, () Wy < dimg,, Ve O

Pour simplifier la notation, on désigne par dim la dimension en tant
que Ky(c')-espace vectoriel. On consideére la somme Y dim Fil' Wy / dim W prise
sur les K-points de v~ (c). Pour tout K-point & de v=1(c),

dim Wy 1 sinon,

dim Fil' Wy, _ {; — L si [Ko(c) 1 Ko >,
otion a utilisé dim Wy < d et 'hypotheése dim F' Wy < 1(dim W — 1). En particulier,

dim Fil' Wy

- 1 1 +
L~ dim W, <N+ (3-d) N

ott N;~ (resp. N;) est le nombre de K-points & de v—!(c) tels que Ky(c') est une
extension de degré < r (resp. > r) de K.
Lemme 4.13. Avec les notations ci-dessus,

dim Fil' Wy

_ 1,1 o
L gmw, 2T OK)

la somme étant prise sur les K-points de v=1(c).
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Démonstration du lemme. Pour un K-point & de v~1(c), le nombre rationnel
dim Fil' Wx

dim Wg/ ( 7)

ne dépend que de l'orbite de ¢’ sous l'action de Gal(K,/Kj), car on a choisi les sous-
espaces V» de maniére compatible a I'action de Gal(K/K) (le passage du groupe de
Galois global au local est dii a ’application de la théorie de Hodge p-adique).

Le quotient de 'ensemble v~!(c)(K) par le groupe Gal(K,/K,) est 'ensemble
sous-jacent au Ky-schéma v, ! (c). Pour un point ¢}, de v, ! (c) on désigne par w(c},) le
nombre rationnel (7). La longueur de l'orbite de ¢’ sous Gal(K,/Ky) est le degré du
corps résiduel K, (c’), donc

dim Fil' Wy
Y Tamwe = L [Ke(e): Kelw(eo)
c'ev—1(c)(K) ¢ C%va’l(c)

= Z Z [Ko(cp) : Kolw(cy),

c'ev=1(c) pr(cy)=c

ot pr: v;1(c) — v~1(c) est le morphisme d’extension des scalaires. Le lemme dé-
coule de I'égalité, pour tout point ¢’ de v—1(c),

(Z): [Ko(cy) : Kolw(ey) = 3[K(c") : K]. (8)
pr(cy)=c’

Pour démontrer cette derniére, on considére un K-point ¢’ au-dessus de ¢’ et la
représentation g de Gal(K/K) déduite de oy v, par induction. La représentation p
est une représentation pure de poids 1 et cristalline, propriétés qu’elle hérite de p .

Le membre de gauche de (8) divisé par [K(c') : K] est le poids 1?) de la filtra-
tion de l'isocristal Dis (07 ) obtenu en appliquant la théorie de Hodge p-adique a la
représentation jy restreinte a Gal(Ky,/Ky); comme une représentation cristalline est
de Hodge-Tate, c’est aussi le poids de Hodge-Tate en v du déterminant de g divisé
par [Ky(c') : Kp] dim V.

On conclut grace au fait suivant : pour un caractere continu Gal(K/K) — Z , purde
poids #n et localement algébrique en tout premier au-dessus de p, l'entier n est pair et le
poids de Hodge-Tate en v est 11/2 (LAWRENCE et VENKATEsH, 2020, Lemma 2.8). (13) O

(12)S0it E un espace vectoriel de dimension finie sur un corps k. Soit Fil* E = (Fil' E);cn une filtration
décroissante sur E avec Fil’ E = E. Le poids de la filtration Fil® E est le nombre rationnel

idimy Fil' E/ Fil'*1 E

wt(E,Fil*E) = ) dimy E

ieN

(13)Lorsque K contient un sous-corps CM F, c’est ici (et seulement ici) qu’on utilise que la place v est
au-dessus d’une place de F* qui est inerte dans F.
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D’apres le lemme et I'inégalité qui le précede,
YN+ N = 3 @RI < N+ (3= ) N

d’ou l'inégalité N;~ < dN, . Par définition de la v-stagnation (voir 'exemple 2.4),

N, N~ 1
-1 r r
stag (v “(c),r) = > = ,
gV (e)7) N, +N;- 7 Ny +dN, d+1
ce qui termine la preuve. O
4.4.2. Démonstration de 4.2 (2). — On reprend les notations introduites au 4.3.4. Pour

un point o’ de v, (0), on désigne par §/, le sous-ensemble de $/, formé par les sous-
espaces vectoriels lagrangiens H C H°(A, /K,(0')) pour lesquels il existe un sous-
espace vectoriel W stable sous ¢, tel que

diva(0/> HNW 2 % diva(o/) W.

Pour commencer, on remarque que pour tout point ¢ € Q" il existe un K-point ¢’
de v71(c) tel que [Ky(c') : Ky] > 7 (cf. exemple 2.4). On considére ’ensemble F
des points non stagnants ¢ pour lesquels, pour tout K-point ¢’ de la fibre v—!(c) de
degré [Ky(c') : Ky] > r, la représentation py n’est pas irréductible. Alors, d’apres la
proposition 4.11, I'ensemble F est contenu dans

U(pry o Per,) ™ (85),
o/
la réunion parcourant les points o’ de v=1(0) tels que [Ky(0') : Ky] > 7.
Le lemme 4.14 qui suit entraine que le sous-ensemble §)/, est contenu dans un
fermé strict de §)/,. Puisque l'image de pr,, o Per, est Zariski-dense, le lemme 4.10
implique la finitude de (pr,, o Per,) ! (/) et par conséquent celle de F.

Lemme 4.14. Soient k un corps, v un automorphisme de k et kg le corps fixe. Soit V
un k-espace vectoriel de dimension 26 muni d'une forme bilinéaire alternée non dégéné-
rée 0. Soit P: V. — V un endomorphisme <y-linéaire bijectif. On considére la grassman-
nienne LGry(V') des sous-espaces de dimension d totalement isotropes par rapport a 6 et
sa restriction a la Weil Resy /i, LGrg(V) a ko.

Si [k : ko] > 5, alors I'ensemble des sous-espaces vectoriels H de V pour lesquels il existe
un sous-espace vectoriel W stable sous 1 tel que

dimg HOW > § dim; W,
n'est pas Zariski-dense dans Resy /i, LGry (V).
Démonstration. Voir LAWRENCE et VENKATESH, 2020, Lemma 6.3. O

Ceci termine la preuve de la proposition 4.2 (2) et donc du théoréeme 2.7.
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FLOT DE RICCI ET DIFFEOMORPHISMES DE VARIETES DE DIMENSION 3
[d’aprés R. Bamler et B. Kleiner]

par Sylvain Maillot

1. Type d’homotopie des groupes de diffécomorphismes

Dans tout cet exposé M désigne une variété lisse, sans bord, orientable, connexe
et compacte. On munit ’ensemble Diff(M) des difféomorphismes de M de la topolo-
gie €. On note Diff " (M) (resp. Diff (M)) I'ensemble des difféomorphismes de M
qui préservent (resp. renversent) l'orientation. Il est bien connu que Diff(M) est une
variété de Fréchet localement homéomorphe a l’espace des champs de vecteurs lisses
sur M. Elle a le type d’homotopie d"'un CW complexe (PaLats, 1966) et est déterminée
ahoméomorphisme prés par son type d’homotopie (Bessaca et PErczyNski, 1975). On
est donc conduit au probléme suivant :

Probléme. Calculer les groupes d’homotopie de Diff(M).

Comme toujours en topologie des variétés, les méthodes utilisées pour résoudre
ce probleme dépendent fortement de la dimension de M. Dans la suite de cette sec-
tion, nous faisons un rapide tour d’horizon des dimensions autres que la dimension 3,
alaquelle nous allons consacrer le reste de ce texte. Nous renvoyons & HarcHer (2003)
pour un survol plus détaillé.

On note S" la sphére unité dans I'espace euclidien R"*!. Son groupe d’isométries
Isom(S") s’identifie au groupe orthogonal O(n + 1).

Si M est de dimension 1, elle est difféomorphe au cercle S'. Il est facile de voir que
l'injection canonique de Isom(S') dans Diff(S') est une équivalence d’homotopie.
En particulier, Diff(S!) a exactement deux composantes connexes, qui sont Diff " (S!)
et Diff " (S'). Le groupe 7ty Diff " (S!) est infini cyclique, engendré par un lacet de
rotations dont I’angle varie de 0 a 27. Pour tout k > 2 on a 7ty Diff " (S1) = 0.

Passons a la dimension 2. S. Smale a démontré que 1'énoncé analogue est vrai :

Théoréme 1.1 (SMALE, 1959). L'injection canonique de Isom(S?) dans Diff(S?) est une
équivalence d"homotopie.
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Ainsi, Diff(5?) a de nouveau deux composantes connexes, Diff " (S?) et Diff ~(S?).
Le groupe 711 Diff " (S2) est cyclique d’ordre 2, engendré par un lacet de rotations
d’axe fixe et dont I’angle varie de 0 a 27.

Le cas suivant est celui du tore de dimension 2. Son premier groupe d’homo-
logie a coefficients entiers est isomorphe a Z2. On démontre que l'application de
Diff(T?) dans GL,(Z) qui a un difféomorphisme associe son action en homologie in-
duit une bijection de 79 Diff(T?) sur GL,(Z). De plus, chaque composante connexe
de Diff(T?) a le type d’homotopie de T2.

Dans le cas d’une surface hyperbolique, chaque composante connexe de Diff(M)
est contractile (EArLE et EeLLs, 1969; GramaIN, 1973, 1974). Cela est lié au fait que
I'espace de Teichmdiller est contractile.

Nous renvoyons a Harcuer (2003) pour une discussion des « grandes » dimen-
sions, c’est-a-dire n > 5. Nous nous contenterons de signaler que 1’énoncé analogue
au théoréme 1.1 est faux : par exemple, il existe des difféomorphismes de S® qui pré-
servent 'orientation, mais ne sont pas isotopes a l'identité. C’est ce fait qui a permis
a Milnor de démontrer I'existence de structures lisses exotiques sur S”.

Enfin, il y a trés peu de résultats en dimension 4. On ne sait rien du type d’homo-
topie de Diff(5*), ni de l’existence d’éventuelles structures lisses exotiques sur S*.

2. Casdeladimension 3

Supposons a présent que M est de dimension 3. Un résultat fondamental est 1’ana-
logue du théoreme 1.1. Conjecturé par Smale, il a été démontré par Hatcher :

Théoréme 2.1 (HATCHER, 1983). L'injection canonique de Isom(S%) dans Diff(S3) est une
équivalence d’homotopie.

Il est naturel de chercher & généraliser ce résultat au cas ot M est géométrique
au sens de W. Thurston, c’est-a-dire admet une métrique riemannienne localement
isométrique a l'une des huit géométries modeles S°, S? x R, IR®, Nil, Sol, Sf;(ili),
H? x R, H? (BoiLeau, Ma1LLot et Porti, 2003 ; Scott, 1983 ; THURSTON, 1997). On pour-
rait s’attendre a ce que le type d’homotopie de Diff(M) soit donné par un groupe de
Lie, par exemple le groupe d’isométries pour une métrique bien choisie, ou peut-étre
un groupe un peu plus gros, comme celui des transformations affines. Or Hatcher a
démontré également le résultat suivant :

Théoréme 2.2 (HATCHER, 1981). Lespace Diff(S' x S?) a le type d’homotopie de
Diff(S!) x Diff(S?) x Q Diff(S?).
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On rappelle que (OX est l'espace des lacets pointés dans X. En combinant
les théorémes 1.1 et 2.2, on obtient que Diff(S! x S?) a le type d’homotopie de
0(2) x O(3) x OSO(3). Comme Hy (Q2SO(3)) # 0 pour tout entier k, il en résulte
qu’il n’existe aucun groupe de Lie homotopiquement équivalent a Diff(S! x S?).

Le cas de S! x S? est cependant exceptionnel. Pour les autres variétés géomé-
triques, on conjecture que le type d’homotopie de Diff(M) est bien celui d’un groupe
de Lie qui refléte la géométrie. Cette conjecture est aujourd’hui démontrée dans un
grand nombre de cas. Nous limiterons notre discussion aux cas les plus rigides des va-
riétés sphériques et hyperboliques, et renvoyons encore a Harcrer (2003), ainsi qu’a
la bibliographie de BaMLER et KLEINER (2019b) pour une discussion des autres cas.

Rappelons que M est dite sphérique (resp. hyperbolique) si elle admet une métrique
riemannienne a courbure sectionnelle constante égale a 1 (resp. —1). Une telle mé-
trique est unique a l’action de Diff(M) pres : cela résulte du théoreme de rigidité de
G. De Rham dans le cas sphérique (De Ruam, 1950) et de celui de G. Mostow dans
le cas hyperbolique (Mostow, 1973). La conjecture de Smale généralisée affirme que
l'injection canonique de Isom(M) dans Diff(M) est une équivalence d’homotopie.

Dans le cas hyperbolique, D. Gabai a démontré cette conjecture :

Théoreme 2.3 (GABAI, 2001). Soit M une variété de dimension 3 hyperbolique. L'injection
canonique de Isom (M) dans Diff(M) est une équivalence d’homotopie.

Le cas des variétés sphériques a une longue histoire, résumée dans la monogra-
phie Hong et al. (2012). Les méthodes topologiques permettent de montrer que
moIsom(M) = my Diff(M) pour toutes les variétés sphériques, en calculant expli-
citement ces groupes. Elles permettent également de traiter ’homotopie supérieure
dans de nombreux cas, en se ramenant au théoréme 2.1.

En 2017, Bamler et Kleiner ont démontré la conjecture de Smale généralisée pour
toutes les variétés sphériques sauf RP3 (Bamrer et KLEINER, 2017a). Cette preuve uti-
lise le théoréme 2.1, et ne redémontre donc pas le cas de S3. Elle permet également
de redémontrer le théoréme 2.3, toujours modulo le théoreme 2.1.

En 2019 les mémes auteurs ont finalement obtenu une preuve de la conjecture
valable dans tous les cas, et qui n"utilise pas le théoréme 2.1 :

Théoréme 2.4 (BAMLER et KLEINER, 2019b). Soit M une variété de dimension 3 sphérique.
L'injection canonique de Isom (M) dans Diff(M) est une équivalence d’homotopie.

Remarquons que la méthode utilisée permet également de donner une nouvelle
preuve du théoreme 2.3. (1

MW Tout récemment, Bamler et Kleiner ont étendu leur méthode de fagon a démontrer la conjecture de
Smale généralisée pour les variétés dont la géométrie est modelée par le groupe de Heisenberg Nil (BAMLER
et KLEINER, 2021).
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Dans la suite de ce texte, nous expliquons comment les travaux de G. Perelman,
puis B. Kleiner et J. Lott et enfin R. Bamler et B. Kleiner sur le flot de Ricci (BAMLER
et KLeNER, 2017b; KLeiNer et Lott, 2017; PERELMAN, 2003) ont permis de prouver
le théoreme 2.4. Pour approfondir le sujet, nous recommandons, outre les articles
originaux, le survol de Bamler dans les Notices de 'A.M.S. (BAMLER, 2021a), ainsi que
le mini-cours donné par Bamler a 'Ecole d’été de I'Institut Fourier (BamLer, 2021b).

3. Espaces de métriques riemanniennes

Dans toute la suite du texte, on suppose que M est de dimension 3. On note
Met(M) 'espace des métriques riemanniennes lisses sur M. Muni de la topologie
€, ’est une variété de Fréchet. On note Metcc (M) le sous-espace formé des mé-
triques localement isométriques a S% ou S x RR.

Théoréme 3.1 (BAMLER et KLEINER, 2019b). L'espace Metcc (M) est vide ou contractile.

Le théoreme 2.4 se déduit du théoreme 3.1 de la fagon suivante : soit M
une 3-variété sphérique. Fixons g9 € Metcc(M) et considérons l'application
m @ Diff(M) — Metcc(M) qui a ¢ associe ¢«(go). D’aprés De Ruam (1950) l'ap-
plication 7t est surjective. On montre que c’est en fait une fibration, dont la fibre est
par définition Isom (M, gp). On conclut grace a la suite exacte longue en homotopie.

De fagon similaire, le théoreme 3.1 permet de donner une nouvelle démonstration
du théoréme 2.2, ainsi que la détermination du type d’homotopie de Diff(RP*#RP3).

Notons Metpgc (M) 'espace des métriques a courbure scalaire strictement posi-
tive sur M. Cet espace est non-vide si et seulement si M est une somme connexe de
variétés sphériques et/ou de copies de S x S? (PereLMAN, 2003) :

Théoréme 3.2 (BAMLER et KLEINER, 2019b). L'espace Metpsc (M) est vide ou contractile.

Le théoréme 3.2 vient compléter un résultat de F. Coda Marques qui prouvait la
connexité par arcs du quotient de cet espace par Diff(M) (MarqQues, 2012). Notons
qu’en grandes dimensions cet espace n'est en général pas contractile, ni méme
connexe par arcs. Nous renvoyons a RosenserG (2007) pour un survol.

4. L’approche par le flot de Ricci

Supposons M sphérique. Comme Metcc (M) est une variété de Fréchet séparable,
pour démontrer le théoréme 3.1, il suffit de prouver que tous ses groupes d’homoto-
pie sont nuls.

Soit k un entier naturel, et soit f une application continue de S¥ dans Metcc(M).
Comme I'espace Met(M) est contractile, f admet un prolongement f : B¥+1 — Met(M).
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Sil’on disposait d"une fagon canonique de déformer une métrique riemannienne quel-
conque en une métrique a courbure constante, et ce de fagon continue par rapport a
un multi-paramétre, on obtiendrait une application g : B¥*1 — Metcc(M) qui pro-
longe f, ce qui résoudrait notre probléme.

Le point de départ est de considérer les solutions d’une équation aux dérivées
partielles introduite par R. Hamilton :

% = —ZRng(t), (1)
ol Ric désigne la courbure de Ricci. Nous appellerons flot de Ricci un couple
(N,{g(t) }+er) ot N est une variété lisse (toujours sans bord, mais pas nécessairement
compacte) et g(-) est une famille de métriques riemanniennes sur N dépendant de
fagon lisse d'un parameétre f prenant ses valeurs dans un intervalle I C R et vérifiant
’équation (1). Pour x dans N et ¢ dans I on note B(x, t,7) la boule de centre x et de
rayon r pour la métrique g(¢). On note R(x, t) la courbure scalaire au point x pour la
métrique g(t).

Pour toute métrique go sur notre variété compacte M, il existe e > 0 tel qu’il existe
un unique flot de Ricci (M, {g(#) };c(o.) satisfaisant la condition initiale g(0) = go
(Hamicon, 1982). On peut donc considérer le temps Tax €10, +00] tel que l'inter-
valle de définition maximal d"un tel flot soit [0, Tyax[. Si Tax < +oc0 on dit que le flot
admet une singularité au temps Tiyax.

La premiere intuition est que I’équation (1) est similaire a 'équation de la chaleur;
ellea donc des propriétés régularisantes et dans les cas les plus favorables, la courbure
tend a s"uniformiser :

Théoréme 4.1 (HAMILTON, 1982). Supposons que g est d courbure de Ricci strictement po-
sitive. Alors Tyay < 00 et il existe une fonction A : [0, Tyax[—]0, +o0o[ ayant pour limite
+00 en Tyay telle que la métrique rééchelonnée A(t)g(t) converge a difféomorphisme prés vers
une métrique a courbure constante.

En général, si le flot admet une singularité, on sait que le maximum de la courbure
scalaire tend vers l'infini quand t — Ty;x. On peut considérer ’'ensemble (3 C M
des points x tels que la courbure scalaire en (x,t) reste bornée quand t — Tygx.
L'ensemble () est un ouvert de M (PereLmaN, 2003). On sait que sur (2 le flot converge,
mais la théorie générale ne permet pas de prolonger le flot, puisqu’en général () n’est
pas compact.

Dans sa preuve de la conjecture de géométrisation, Perelman introduit une fonc-
tion de cutoff §(¢) qui permet de prolonger le flot au-dela de Ty, en effectuant des
chirurgies aux petites échelles. Cette contruction est insuffisante pour démontrer le
théoreme 3.1, car elle n’est pas continue par rapport a un parametre. Toutefois, 1’ana-
lyse des régions ol la courbure scalaire devient grande joue un réle important, et
nous allons la présenter de facon détaillée dans la section suivante.
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5. Kappa-solutions et voisinages canoniques

Un élément crucial qui a permis a Perelman de réaliser le programme de Hamilton
pour résoudre la conjecture de géométrisation est 'étude d'une classe de flots de
Ricci, appelés x-solutions, qui servent de modéles pour I'étude locale des régions de
grande courbure des flots de Ricci compacts. La définition peut étre donnée en toutes
dimensions, mais nous nous contenterons ici de la dimension 3.

Définition 5.1. Soit x > 0. On appelle k-solution un flot de Ricci (N, {g(#) }c]—oo0) OU1
N est une variété de dimension 3, satisfaisant les conditions ci-dessous :

1. Pour tout ¢, la métrique g(t) est complete, a courbure scalaire > 0 et a courbure
sectionnelle > 0.

2. La courbure sectionnelle de g(t) est uniformément bornée sur tout intervalle
compact [ C| — o0,0].

3. Pour tout (x,t) € Nx] —o0,0] et tout r > 0, si toutes les courbures sectionnelles

sur B(x, t,7) sont comprises entre —r~2 et r~2, alors Vol (B(x, t,7)) > xr>.

Voici une liste d’exemples de x-solutions :
1. Lasphére N = S3 et g(t) = (1 — 4t)ggs.
2. Lecylindre N = S? x Ret g(t) = (1 — 2t)gq + gR-
3. Le soliton de Bryant N = RR® et g(#) est pour tout ¢ rotationnellement symé-
trique; la géométrie asymptotique a ¢ fixé et x — oo est cylindrique.
4. N = S% ou N = IRP3, g(t) est pour tout  rotationnellement symétrique.

Ici gg3, g52 et gr sont les métriques standard convenablement normalisées.

Perelman a développé la théorie générale des x-solutions. Il a démontré que 1'es-
pace des x-solutions est compact modulo 'échelle, et que pour tout ¢ la géométrie
de (N, g(t)) est cylindrique en dehors d’un compact. Brendle (BrenpLg, 2018, 2019)
(voir aussi BAMLER et KLEINER, 2019a) a démontré que les seules x-solutions sont celles
ci-dessus ainsi que leurs quotients métriques. Ce résultat plus précis de classification
des x-solutions est crucial pour 'application au théoreme 3.1, car combiné au théo-
réme 5.4 ci-dessous il a pour conséquence que les parties de grande courbure d'un flot
de Ricci compact sont proches de modeéles ayant beaucoup de symétries (cf. BAMLER
et KLEINER, 2019b, Section 5).

Nous allons a présent expliquer comment les x-solutions interviennent dans la
théorie des flots de Ricci compacts. Pour cela nous donnons deux définitions.

Définition 5.2. Soit (M, go, Xp) une variété riemannienne pointée. On dit que la va-
riété riemannienne pointée (M, g, x) est e-proche de (M, o, xo) s'il existe un plonge-
ment ¢ de B(xp, e~ ') dans M tel que ¢(xo) = x et la norme €'/¢ du tenseur ¢*g — g9
est majorée par €.

ASTERISQUE 438



(1183) FLOT DE RICCI ET DIFFEOMORPHISMES DE VARIETES DE DIMENSION 3~ 127

On dit que (M, g, x) est e-homothétique a (Mo, go, Xo) s'il existe A > 0 tel que
(M, Ag, x) est e-proche de (M, o, Xo)-

Définition 5.3. Soit (M, {g(t)}+er) un flot de Ricci. On dit que ce flot a la propriété
des voisinages canoniques aux échelles < r avec précision € si pour tout (x,t) € M x I
satisfaisant R(x,t) > r~2 il existe k > 0, une x-solution (N, h(-)) et un point xg € N
tel que R(xp,0) = 1et (M, g(t), x) est e-homothétique a (N, g(0), xo).

Une métrique riemannienne sur M est normalisée si la courbure sectionnelle est
bornée en valeur absolue par 1 et chaque boule de rayon 1 a un volume minoré par
la moitié du volume de la boule euclidienne de rayon 1.

Théoréeme 5.4 (PERELMAN, 2002). Pour tout ¢ > 0 et fout T > Q il exister = r(e,T) > 0
tel que pour tout t; €]0, T], tout flot de Ricci compact (M, {g(t) };c(o,1,)) 4 condition initiale
normalisée a la propriété des voisinages canoniques aux échelles < r avec précision e.

6. Flots de Ricci singuliers

Grace aux résultats décrits dans la section précédente, Perelman construit un ob-
jet appelé flot de Ricci avec (r, §)-cutoff. On peut le décrire comme une famille a un
parametre de variétés riemanniennes (M(t), g(t)) olt on autorise un ensemble discret
de temps singuliers ot la variété change et la métrique varie de fagon discontinue. La
construction dépend de deux parametres : le parameétre d’échelle r intervenant dans
la propriété des voisinages canoniques, traitée comme hypothese a priori, et le para-
metre de cutoff 5 qui gouverne l'échelle & laquelle on effectue les chirurgies. Comme
la facon dont la topologie de la variété change a chaque chirurgie est contrélée, cela
permet de déterminer la topologie de la variété initiale. Pour plus de détails nous
renvoyons a PERELMAN (2003) ainsi qu’a BessiEres et al. (2010), Cao et Zuu (2006),
Kuener et Lott (2008) et MorcaN et Tian (2007).

A cause de la présence de paramétres, cette construction n’est pas canonique, et
ne permet donc pas de réaliser les déformations nécessaires pour démontrer les théo-
rémes 3.1 et 3.2. Pour y remédier, Kleiner et Lott ont démontré un théoréme de com-
pacité permettant de prouver que, quand le parameétre de cutoff J tend vers 0, le flot
de Ricci avec (7, §)-cutoff converge vers une déformation canonique. Donnons main-
tenant les définitions nécessaires a I'énoncé de leur résultat.

Définition 6.1. Un espace-temps de Ricci est un quadruplet (.#,t,0¢, g) ot .4 est une
variété a bord lisse de dimension 4, t est une fonction de .# dans IR, dont les en-
sembles de niveau sont notés .#; = t~1(t), d; est un champ de vecteurs sur ./ et g
est un produit scalaire sur le fibré ker(dt) C T.#, tels que les conditions suivantes
soient satisfaites :
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1. La fonction t n’a pas de point critique.
2. Lebord de ./ est égal & ..
3. La fonction ot est constante égale a 1.

4. L'équation
%58 = —2Ric(g) (2)

est vérifiée en tout point de ./

Noter que chaque tranche temporelle .#; est munie d 'une métrique riemannienne,
que l'on notera g;; la courbure de Ricci intervenant dans I'équation (2) est celle de
cette métrique.

On dit que deux espaces-temps de Ricci (.#,t,0:, g) et (#',t,9},¢") sont isomé-
triques s'il existe un difféomorphisme ¢ : .# — .#’ qui conjugue les champs de
vecteurs d; et 9} et induit pour tout f une isométrie de (.#;, g¢) sur (.4, g}).

Tout flot de Ricci (M, {g() }te[o,r) peut étre vu comme un espace-temps de Ricci
ou.#Z = M x [0, T, t est la projection sur le deuxiéme facteur et d; est un champ de
vecteur unitaire transverse aux fibres de cette projection.

Il y a une notion d’espace-temps de Ricci complet. La définition utilisée dans
BaMLer et KLEINER (2019D) fait référence & une fonction d’échelle que nous ne discute-
rons pas. Disons simplement qu’en premiére approximation elle revient a demander
que la courbure scalaire tend vers l'infini quand on sort de tout compact de ..

Voici maintenant la notion la plus importante :

Définition 6.2. Un flot de Ricci singulier est un espace-temps de Ricci complet
(#,t,0¢, g) qui a les propriétés suivantes :

1. .#y est compact.

2. Pour tout ¢ > Oettout T € Ry il existe r = r(e, T) > 0 tel que la propriété
des voisinages canoniques aux échelles < r avec précision ¢ est satisfaite en tout
point de t~1([0, T)).

S’il existe t; > 0 tel que pour tout t > t; on a .#; = @, on dit que le flot est éteint.

Théoreme 6.3 (KLEINER et LoTT, 2017). Pour toute métrique riemannienne h sur M il existe
un flot de Ricci singulier (. ,t,04,8) tel que (., o) est isométrique a (M, h).

Théoréme 6.4 (BAMLER et KLEINER, 2017b). Soient (.#,t,0¢,8) et (#',¥,0},¢") deux
flots de Ricci singuliers tels que (.o, go) est isométrique a (.4, g,). Alors (M ,t,04,8)
et (A',¥,0],¢") sont isométriques.

Ce dernier théoréme est une conséquence d"un théoreme de stabilité disant que si
(M, go) est presque isométrique a (.4, g), alors (.#,t,0,8) et (A',¥,01,8") sont
presque isométriques. Ainsi, le flot de Ricci singulier est unique et dépend contint-
ment d'un multi-parameétre.
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En général, le flot de Ricci singulier existe pour tout temps. Par exemple, si M = T3
et go est une métrique plate, alors le flot de Ricci singulier est le flot de Ricci constant,
défini sur [0, +-00|. Dans les cas qui nous intéressent, cependant, le flot de Ricci singu-
lier est automatiquement éteint :

Théoreme 6.5 (BAMLER et KLEINER, 2017a; KLEINER et LoTT, 2017). Si M est une somme
connexe de variétés sphériques et de copies de S' x S?, alors tout flot de Ricci singulier
(A, 4,04, 8) tel que M est difféomorphe @ M est éteint.

Il est impossible de présenter ici les notions nouvelles (familles continues de flots
de Ricci, Z-structures, isotopies partielles) introduites par Bamler et Kleiner dans
BamLER et KLEINER, 2019b. Les difficultés techniques de cet article étant redoutables,
nous conseillons vivement aux lecteurs désireux d’en savoir plus le mini-cours de
Bamler dont les vidéos sont disponibles sur la chaine de I'Institut Fourier (BAMLER,
2021b).
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STRUCTURE DES LIMITES DES VARIETES NON EFFONDREES
A COURBURE DE RICCI MINOREE
[d’aprés ). Cheeger, W. Jiang and A. Naber]

par llaria Mondello

Introduction

Un célebre théoréme, démontré en 1981 par M. Gromoyv, affirme que toute suite
de variétés riemanniennes pointées (M, g;, p;), dont la courbure de Ricci est uni-
formément minorée, admet une sous-suite convergente au sens de la topologie de
Gromov-Hausdorff pointée vers un espace métrique (X, d, p). Depuis lors, de nom-
breux mathématiciens, M. Anderson, S. Bando, A. Kasue, H. Nakajima, J. Cheeger,
T. H. Colding, G. Tian, A. Naber, W. Jiang, ont étudié la structure de cet espace limite
en essayant d’établir dans quelle mesure elle différe de celle d'une variété rieman-
nienne lisse : quelles sont les singularités qui peuvent apparaitre ? Est-ce qu’il y en a
peu, beaucoup, dans quel sens ? Dans ce texte, nous nous concentrerons sur les avan-
cées récentes apportées par les travaux de CHEEGER et NABER, 2015, J1aNG et NABER,
2021, et CHEEGER, JIANG et NABER, 2021, dans le cas d'une suite de variétés non effon-
drées, c’est-a-dire avec la condition supplémentaire que le volume d’une boule unité
est uniformément minoré.

Les premiers résultats dans 1’étude des espaces limites de variétés rieman-
niennes non effondrées ont été obtenus en supposant que la courbure de Ricci est
bornée et pas seulement minorée. En dimension 2 et 3, une borne sur la courbure de
Ricci est équivalente a une borne sur la courbure sectionnelle ou sur la courbure de
Riemann. Dans ce cas, un résultat de pré-compacité en topologie Lipschitz découle
des travaux sur le théoréme de finitude des difféomorphismes de CHEEGER, 1967
(voir aussi Dar et Rong, 2012). 11 est en effet possible de démontrer qu'une suite de
variétés non effondrées dont la courbure sectionnelle est bornée converge, au sens
C* de la métrique, vers une variété munie d'une métrique C* (voir le chapitre 10 du
livre de PeTERsEN, 2016).
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En dimension 4 en revanche, des singularités peuvent apparaitre, comme le
montre 'exemple de la métrique de Eguchi-Hanson ré-échelonnée, qui développe
une singularité conique isolée (exemple 1.3 de ce texte). A la fin des années 80, plu-
sieurs résultats ont été prouvés, d’abord dans le cas ot1 la courbure de Ricci est pro-
portionnelle a la métrique, c’est-a-dire Einstein, puis lorsque la courbure de Ricci
est seulement supposée bornée. Les travaux de AnpersoN, 1989, Banpo, Kasuk et
Naxajma, 1989, Tian, 1990, et ANDERsON, 1990, ont ensuite démontré qu’en suppo-
sant, en plus du non effondrement et de la borne sur la courbure de Ricci, un controle
uniforme de la topologie et du diametre, I’espace limite est une variété riemannienne
en dehors d'un nombre fini de singularités coniques orbifolds (voir aussi le théo-
réme 4 de ANDERsON, 1995). Cela repose sur le fait que, en vertu de la formule de
Chern-Gauss-Bonnet, le contrdle de la topologie et du diamétre implique une borne
uniforme pour la norme L? de la courbure de Riemann. Plusieurs conjectures ont
été formulées a partir de ce résultat. Tout d’abord la conjecture de la codimension 4,
selon laquelle, en toute dimension 7 et sans hypothése sur la courbure de Riemann,
un espace limite de variétés non effondrées a courbure de Ricci bornée ne contient
que des singularités de codimension supérieure ou égale a 4. En particulier, selon
cette conjecture, les controles de la topologie et du diametre ne sont pas nécessaires
en dimension 4 pour que la limite ne posséde que des singularités de type orbifold
(voir la conjecture 3 de ANDERsON, 1995, et le paragraphe qui la précéde). Il a de plus
été conjecturé que la mesure de Hausdorff 7#"~* de I’ensemble des singularités est
localement finie.

Entre la fin des années 90 et le début des années 2000, la conjecture de la codimen-
sion 4 a été prouvée en toute dimension dans des cas particuliers : lorsque la norme L?
de la courbure de Riemann est bornée, ou lorsque la métrique est kidhlerienne. Ce sont
des conséquences du théoréme 1.15 de CHEEGER, CoLDING et T1an, 2002 (voir respecti-
vement les Remarques 1.17 et 1.18) ou également, pour le cas Kéhler, du théoreme 6.1
de CHEEGER, 2003. Parallelement, T. H. Colding et J. Cheeger ont développé une riche
théorie qui a permis une meilleure compréhension de la géométrie des espaces li-
mites, sous I’hypothése moins restrictive de courbure de Ricci uniquement minorée.
IIs ont démontré, entre autres, que le non effondrement et la minoration uniforme de
la courbure de Ricci permettent d’obtenir des informations locales sur la géométrie
del’espace limite, exprimées a 1’aide des cones tangents. Un cone tangent en un point
est obtenu comme un éclatement de I’espace en ce point, via un changement d’échelle.
La théorie de Cheeger—Colding affirme alors que, pour les limites de variétés non ef-
fondrées a courbure de Ricci minorée, tout cone tangent est un coéne métrique de la
forme RF x C(Z), o1 C(Z) est le cone sur un espace métrique Z. Cela donne lieu a
une stratification de I’espace limite X en sous-ensembles singuliers S¥(X) définis par
la propriété que x € S¥(X) si et seulement si aucun céne tangent en x ne scinde un
espace euclidien de dimension (k + 1). On a donc une stratification de I’espace limite
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donnée par
SUX)c---cs"HX) C X

On désigne la k-ieme strate singuliére par 2¥(X) = SK(X) \ S¥=1(X). A partir de cette
stratification, désormais classique, T. H. Colding et J. Cheeger ont alors démontré
qu’on peut décomposer X en un ensemble régulier Z := X \ $"~1(X), bi-Holder ho-
méomorphe a une variété lisse, et un ensemble singulier de codimension au moins 2.
Plus précisément, on dispose du résultat suivant.

Théoréme A (). Cheeger, T. H. Colding). Soit (M}, g;, p;) une suite de variétés rieman-
niennes telles que
Ricg, > —(n — 1) et volg, (By(p;)) > v >0,

convergeant vers un espace métrique (X, d, p). Alors :
1. La strate singuliére ¥"~1(X) est vide.

2. Pour tout ¢ > 0 il existe un ouvert Uy et a(e,n) €10,1], avec a(e,n) — 1 quand ¢
tend vers 0, tels que Uy contient X et est w(e, n)-bi-Holder homéomorphe a une variété
riemannienne de dimension n.

3. Pour tout k € {0,...,n — 2}, la dimension de Hausdorff de S*(X) est inférieure ou
égale a k. En particulier I'ensemble singulier .7 := S"~2(X) vérifie

dim .7 < (n —2).

Le premier point découle du fait que l'existence d'une strate de codimension 1
impliquerait I’apparition d’un bord a la limite, ce qui n’arrive pas lorsque 'on consi-
dére des suites de variétés sans bord. L'information sur la dimension de Hausdorff est
significative mais reste en un certain sens faible : on peut, par exemple, construire
un espace limite dont le lieu singulier est dense et a mesure de Hausdorff #" 2 infi-
nie (voir ’exemple 1.2 ci-dessous). En outre, les cones tangents ne sont pas uniques,
comme le montre I'exemple 8.41 de CHeeGer et CoLpINg, 1997, originalement d
a G. Perelman. Ils peuvent de plus présenter des comportements pathologiques;
CorbinG et NaBer, 2013, ont construit en toute dimension n > 3 des suites de va-
riétés non effondrées a Ricci minoré, convergentes vers un espace (X, d, p) tel que
pour tout entier k = 0, ...,n — 2, il existe un céne tangent en p qui scinde un espace
euclidien de dimension k, mais qui ne scinde pas d’espace euclidien de dimension
k + 1. En dimension 5, ils ont exhibé également un espace limite (Y, d, y) qui posséde
deux cones tangents en y, dont les sections ne sont pas homéomorphes. Dans le méme
article, T. H. Colding et A. Naber ont conjecturé que 1’ensemble des points oit le cone
tangent n’est pas unique a dimension de Hausdorff inférieure ou égale a n — 3.

En 2011, J. Cheeger et A. Naber ont introduit un nouvel outil, inspiré par les tra-
vaux précédents de CHEEGER, 2012, et de CHEEGER et NaBER, 2013b : la stratification
quantitative (voir l'article de CHEEGER et NaBER, 2013a). Grace a cette derniére, ils
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ont pu relier des bornes L7, g < 2, sur la courbure de Riemann avec des estimées
de volume pour le voisinage tubulaire d"une strate quantitative (voir le théoreme 1.8
de CHEEGER et NABER, 2015). Au cours des sept années suivantes, leurs travaux avec
W. Jiang ont résolu 1’ensemble des conjectures citées ci-dessus. Dans le cas ot la cour-
bure de Ricci est bornée, J. Cheeger et A. Naber ont démontré la conjecture de la codi-
mension 4 et W. Jiang et A. Naber ont montré des bornes L? a priori pour la courbure
de Riemann, en toute dimension, conjecturées par NaBer, 2014 et CHEEGER et NABER,
2015 (voir respectivement les articles de CHEEGER et NABER, 2015, et JIANG et NABER,
2021). Lorsque la courbure de Ricci est uniquement minorée, parmi les nombreux ré-
sultats de leur dernier article, CHEEGER, JIANG et NABER, 2021, ont prouvé 1'unicité des
cOnes tangents en dehors d'un ensemble de mesure 77 n=2 pyulle. En outre, ils ont dé-
montré que, méme si les ensembles S¥ ne se comportent pas comme des sous-variétés
de dimension k, ils sont k-rectifiables : en dehors d’un sous-ensemble de mesure .7
nulle, ils sont recouverts par des cartes bi-Lipschitz a valeurs dans 'espace euclidien
IR¥. Plus précisément, nous pouvons énoncer les trois résultats suivants.

Théoréme B (Rectifiabilité des strates, CHEEGER, JIANG et NABER, 2021). Soit (M, g;, p;)
une suite de variétés telles que

Ricg, > —(n —1) et vol(By(p;)) > v >0,

qui converge vers l'espace métrique (X, d, p) dans la topologie de Gromov—Hausdorff pointée.
Alors pour tout k € {0,...,n — 2} U'ensemble S¥(X) est k-rectifiable. En outre, en dehors
d'un sous-ensemble de mesure % nulle, si x € Sk (X), alors tous les cones tangents scindent
un espace euclidien R¥.

Ce théoréme, avecla convergence du volume de Cheeger—Colding, implique direc-
tement que les cones tangents sont uniques en dehors d"un sous-ensemble de mesure
"2 nulle (voir le théoréme 1.15 de l'article de CHEEGER, JIANG et NaBER, 2021).

Théoréme C (Codimension 4, CHEEGER et NABER, 2015 et mesure localement finie, JIANG
et NABER, 2021). Soit (M, g;, p;) une suite de variétés telles que

|| Ricg, || < (n — 1) et volg,(B1(p;i)) > v,

qui converge vers I'espace métrique (X, d, p) au sens de Gromov—Hausdorff pointé. Alors I'en-
semble singulier .7 est de dimension de Hausdorff inférieure ou égale d n — 4, il est (n — 4)-
rectifiable et de mesure 5" ~* localement finie.

A T'aide de ce théoréme, ]. Cheeger et A. Naber ont aussi pu démontrer de nou-
veaux résultats pour les variétés lisses de dimension 4, non effondrées et a courbure
de Ricci bornée; par exemple le nombre fini de types de difféomorphismes lorsque
le diameétre est borné, ou le fait qu'une 4-variété Ricci plate a croissance euclidienne
du volume est asymptotiquement localement plate (voir respectivement le théoréme
1.12 et le corollaire 8.86 de 1’article de CHEEGER et NaBER, 2015).
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Théoréme D (Bornes L2 pour la courbure de Riemann, JIANG et NABER, 2021). Il
existe une constante C(n,v) telle que pour toute variété riemannienne (M",g) qui vérifie
| Ricg || < (n —1) et volg(Bi(p)) > v >0,

o
volg(B1(p))

Certaines des techniques utilisées dans les démonstrations de ces résultats ont été
parallélement exploitées en dehors du contexte des limites de variétés, dans I'étude
des singularités des solutions de nombreuses équations géométriques ou des minimi-
seurs de problemes variationnels : on peut citer par exemple les travaux de NaBer et
VarTorTA, 20172, NABER, VALTORTA et VERONELLI, 2019, BREINER et Lamm, 2015, sur les
applications harmoniques; ceux de CHEEGER, HASLHOFER et NABER, 2013, et CHEEGER,
HasLHoFER et NaBER, 2015, sur le flot de la courbure moyenne; ou encore 'article de
NaBer et VALTORTA, 2019, sur les connexions de Yang-Mills; les articles de Focarpr,
MaARcHESE et Spaparo, 2015, et de De LeLLis et al., 2018, sur les surfaces minimales
au sens des courants de codimension supérieure a 1, ou de EpeLeEN et ENGELSTEIN,
2019, concernant des probléemes a bord libre. En outre, une question naturelle liée a
la théorie de Cheeger—Colding est celle de la définition d'une notion généralisée de
la minoration de la courbure de Ricci pour des espaces métriques mesurés, stable par
rapport a la convergence de Gromov-Hausdorff. Une réponse possible été donnée
par la désormais vaste théorie des espaces RCD, initiée a partir de 2006 par les tra-
vaux de J. Lott, K. T. Sturm et C. Villani et de L. Ambrosio, N. Gigli et G. Savaré. Des
travaux récents montrent comment les techniques liées a la stratification quantitative
sont aussi fructueuses dans le cadre des espaces RCD (voir par exemple las articles
de MonDINO et NABER, 2019, ANTONELLI, BRUE et SEMOLA, 2019 et Brug, PasQuAaLETTO et
Semota, 2019).

Dans ce texte, nous essayons de présenter les grandes lignes de la théorie de
Cheeger—Colding et des développements récents apportés par J. Cheeger, W. Jiang
et A. Naber : nous illustrons certains de ses outils principaux et essayons de déga-
ger les idées importantes, en renvoyant aux articles originaux pour les détails. Nous
nous concentrons principalement sur le théoréme B, dont la démonstration repose
sur des estimées de volume pour les voisinages tubulaires des strates quantitatives.
Nous présentons la structure de la démonstration de ces estimées, en soulignant ses
points communs, et ses différences, avec la théorie de Cheeger-Colding et avec les
démonstrations des théorémes C et D. Enfin, pour donner une idée plus précise des
techniques utilisées dans les articles de J. Cheeger, W. Jiang et A. Naber, nous pré-
sentons un des théoremes qui interviennent dans la preuve des estimées de volume
et sa démonstration : le théoreme de transformation. Nous avons choisi ce dernier
car sa preuve est représentative de certaines des techniques communes aux trois der-
niers articles des auteurs, comme l'utilisation de la démonstration par I’absurde, 1'ex-
ploitation des interactions entre ’analyse et la géométrie, le passage d’une propriété

/ |Rmg|dvg < C(n,v).
Bi(p)
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analytique ou géométrique d'une échelle donnée aux échelles inférieures. En outre,
le théoréme de transformation permet d’obtenir une démonstration nouvelle et plus
simple de I’existence de cartes bi-Holder entre ’ensemble régulier d"un espace limite
et une variété lisse (le deuxiéme point du théoreme A).

Dans les deux premieres sections, nous présentons des exemples de suites de va-
riétés lisses, a courbure de Ricci minorée ou bornée, qui convergent vers des espaces
singuliers, puis nous énongons les définitions, les résultats et les principes de la théo-
rie de Cheeger—Colding qui jouent un réle important dans la suite.

Dans la troisiéme section, nous définissons les strates quantitatives, en donnons
des exemples, et énongons le résultat sur les estimées de volume qui permet de prou-
ver le théoréme B.

Dans la quatriéme section, nous expliquons la structure de la démonstration de
ce résultat et présentons ses outils, en particulier les régions collier et le théoréme de
structure des régions collier.

Dans la section suivante, nous exposons les idées des démonstrations des théo-
rémes C et D, a la lumiére des éléments présentés dans les sections précédentes.

Enfin, la derniere section présente le théoréme de transformation, la démonstra-
tion par 1’absurde de J. Cheeger, W. Jiang et A. Naber, et une preuve alternative pro-
posée par G. Carron.

Remerciements. — Je tiens a remercier A. Naber pour ses réponses détaillées a mes
questions; J. Cheeger et W. Jiang pour leurs retours sur ce texte; L. Bessieres,
G. Carron, D. Semola, V. Bour, A. Deruelle et N. Bourbaki pour les échanges fruc-
tueux que nous avons eus, leurs relectures et leurs suggestions; S. Mondello pour les
dessins. Merci aussi a mes collegues des équipes de géométrie de 'UPEC et de I'IM]
pour nos nombreuses discussions durant la préparation de ce texte.

1. Exemples d’espaces limites

Nous illustrons dans cette section des exemples d’espaces limites de suites de va-
riétés a courbure de Ricci minorée, qui présentent des singularités de codimension 2,
et des suites de variétés dont la courbure de Ricci est bornée, ol1 des singularités de
codimension 4 apparaissent.

1.1. Cones et singularités de codimension 2

Un cone d’angle & en dimension 2 est le produit de R avec un cercle S} de lon-
gueur & > 0, ot 'on identifie en un seul point, le sommet du céne o, tous les points
de {0} x SL :

C(S}) = [0, +00[xSL/ ~, ot V0y,6, € SL, (0,01) ~ (0,65).
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On munit C(S}) de la distance d, définie par la loi du cosinus :

du((s,61),(t,62)) = \/t2 + 2 — 2st cos(min{d (61, 6,), 7t }),

ot d est la distance sur S}. Si I'angle du cone a est inférieur ou égal a 277, (C(SL), dy, 0)
est une limite de variétés lisses a courbure de Ricci positive. En effet, pour une suite de
rayons r; > 0, ¥; — 0, on peut remplacer la boule centrée en o de rayon r;, c’est-a-dire
le cone tronqué [0,7;] x SL/ ~, par une calotte de sphére, en préservant la positivité
de la courbure de Ricci. On obtient ainsi une suite de variétés lisses & courbure de
Ricci minorée qui converge vers le cone (C(S}),d,,0).

Il en résulte que I'espace X = R"~2 x C(S}) muni de la distance induite par la mé-
trique produit est une limite de variétés lisses (M, g;, x;) & courbure de Ricci positive.
En revanche, nous verrons que X ne peut pas étre obtenu comme limite de variétés
dont la courbure de Ricci est bornée, ce qui joue un réle important dans la preuve de
la conjecture de la codimension 4 (voir la section 5.1 de ce texte).

On peut noter qu'un cone C(S}) de dimension 2 et d’angle a supérieur a 27t ne peut
étre limite de variétés a courbure de Ricci minorée. En effet, s’il existait une suite
de surfaces (M?, g;, x;) convergentes vers (C(S}),dq, 0), dont la courbure de Ricci est
minorée Ricg, > —A, le cone d’angle supérieur a 277 serait un espace d’Alexandrov de
courbure minorée par —A, donc non-branchant. Cependant, toutes les géodésiques
reliant deux points de C(S}) de distance supérieure a 27t et passant par le sommet
sont branchantes au sommet.
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1.2. Une surface infiniment singuliere

Nous allons donner un exemple d’espace limite X dont I’ensemble singulier véri-
fiebien dim j(.#) < n — 2, mais tel que pour tout x € X lamesure #"~2(.# N By (x))
est infinie (voir ’exemple 3.4 de CHEEGER, J1aANG et NaBER, 2021).

On considére un tétraédre Z2 centré a l'origine de IR® dont les cotés ont longueur L.
On construit un premier élément d’une suite Z? de la fagon suivante : on attache a
chaque face de Z? un tétraédre dont la base coincide avec la face correspondante
de Z? et dont la hauteur est i; < L. Pour obtenir Z% on fait de méme avec toutes
les faces de Z%, en attachant des tétraédres d’une hauteur h, < hy. On obtient ainsi
une suite Z?, avec h; qui tend vers 0, et telle que Z? converge au sens de Hausdorff
vers une limite X = ZZ. En particulier, X posséde une infinité de points singuliers,
les sommets, qui appartiennent a la strate S°(X) et sont denses dans X. Pour chaque
point x € X, la boule B;(x) contient un nombre infini de points singuliers. En outre,
X peut étre obtenu comme limite de surfaces a courbure sectionnelle positive : on
construit une suite M? en «lissant » chaque Z?, comme on I'a fait pour le sommet
d’un céne dans I'exemple 1.1.

<

1.3. Meétrique de Eguchi-Hanson

Des singularités peuvent apparaitre méme a la limite d"une suite de variétés non
effondrées a courbure de Ricci bornée. Nous illustrons ici 'exemple le plus simple de
ce phénomeéne, donné par un ré-échelonnement de la métrique de Eguchi-Hanson
en dimension 4. Cette derniere, notée gy, est une métrique lisse qui peut étre définie
sur le fibré cotangent T*S? de la sphére, ou de fagon équivalente sur ’éclatement au
sens algébrique de C?/Z, a l'origine, que nous notons X. L'espace X peut étre vu
comme C?/Z, avec, attachée en l'origine, une sphére unitaire S2.

La métrique de Eguchi-Hanson g, est une métrique hyperkéhlerienne qui pos-
sede de nombreuses propriétés : en particulier, ce qui nous intéresse dans notre
contexte, elle est Ricci plate, c’est-a-dire Ricg,,, = 0, et asymptotiquement localement
euclidenne (ALE). A l'infini g, est asymptotique a la métrique conique de C(RIP?) :
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voir par exemple l'article de Biouarp, 2013, 'exemple 7.2.2 du livre de Joyce, 2000,
ou l'exercice 5 du chapitre 3 dans le livre de Petersen, 2016. Si nous considérons les
espaces (X, 2 gEH) avec la métrique de Eguchi-Hanson ré-échelonnée, ils convergent
alors vers le cone C(RIP?) quand r tend vers 0. Intuitivement, le changement d’échelle
transforme la sphére unitaire $* qui désingularise l'origine dans X en une sphére de
rayon r, qui a la limite pour r — 0 se contracte en un seul point singulier. Ce dernier
est le sommet du cone, qui est alors une singularité de codimension 4 dans C(RIP3).

1.4. Construction(s) de Kummer

A l'aide de la métrique de Eguchi-Hanson, il est possible de construire d’autres
exemples de métriques Einstein, Ricci plates, convergeant vers un espace limite qui
posséde des singularités de type orbifold, dont le modele local est un céne sur un
quotient de la sphére unité par un groupe fini d’isométries.

L'exemple le plus connu est la construction de Kummer sur une surface com-
plexe K3. Il s’agit d"une variété complexe et compacte de dimension 2, donc de di-
mension réelle 4, simplement connexe et dont le fibré canonique est trivial. D’apres
un résultat de Kodaira, toutes les surfaces K3 sont difféomorphes : nous pouvons
donc parler de Ia surface K3. Observons aussi que la surface K3 est une variété de
Calabi-Yau; grace a la preuve de la conjecture de Calabi due a S. T. Yau, il existe
sur K3 une métrique hyperkahler donc Ricci plate. En réalité, on connait I’espace des
modules des métriques hyperkahler et on sait que, une fois le volume normalisé, il
est de dimension réelle 57 : il y a donc beaucoup de métriques Ricci plates sur K3. La
construction de Kummer a été proposée par deux physiciens, GisBons et Porg, 1979,
pour décrire de fagon plus explicite une métrique Ricci plate sur la surface K3. Elle
permet en particulier d’obtenir l’existence d’une suite de métriques lisses g; sur K3,
Ricci plates, telles que (K3, g;) converge vers T*/Z; et développe donc 16 singulari-
tés isolées. Puisque les singularités {p1, . .., p1s} de T*/Z, sont modelées sur C2/Z,,
I'idée de la construction de Kummer consiste a désingulariser chaque p; en rempla-
cant un voisinage de p; par I'éclatement de C?/Z, décrit ci-dessus, et en le munissant
de la métrique de Eguchi-Hanson. 11 faut ensuite recoller ces éclatements pour obte-
nir une seule métrique Kéahler, Ricci plate sur la surface K3. Il n’est pas trivial de
démontrer rigoureusement qu’il est possible de faire ce recollement : nous pouvons
citer les preuves données par Biouarp et MiNErBE, 2011; DonaLDsoN, 2012; LEBrun
et SINGER, 1994 ; ToriwaLA, 1987.

Observons qu’en faisant un changement d’échelle approprié autour d’un point
x € K3, choisi de fagon a étre Gromov-Hausdorff proche d'une singularité p;, les
métriques g; convergent vers la métrique ggy. Ceci est un cas particulier, et 'exemple
prototype, d'un phénomeéne propre aux limites de variétés Einstein en dimension 4 :
la limite posséde des singularités orbifolds modelées sur des variétés ALE Ricci plates.
Nous renvoyons aux notes de Foscoro, 2018, pour une exposition plus précise.
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D’autres constructions inspirées par celle de Kummer existent pour des singula-
rités non isolées en dimension supérieure : D. Joyce a en effet donné de nombreux
exemples de suites de variétés Einstein qui convergent vers des tores orbifolds T" /T,
en dimensionn = 7 etn = 8, out I est un groupe fini d’isométries, voir par exemple les
chapitres 11 et 12 du livre de Joxcg, 2000, ou l'article du méme auteur, Jovcg, 2004. En
dimension 7, les singularités sont localement de la forme R3 x (C2/G) ouR x (C3/G),
respectivement pour un groupe fini G de SU(2) ou de SU(3). A l'aide de résultats de
géométrie algébrique complexe, il est possible de désingulariser les quotients C2/G
et C3/G avec des «résolutions crépantes », analogues a I'éclatement en 'origine de
C2/Z,. Grace a des résultats de P. Kronheimer et D. Joyce, il existe des métriques Ricci
plates, ALE, asymptotiques a l'infini aux métriques euclidiennes sur C2/G et C3/G.
Une procédure de recollement sophistiquée permet alors d’obtenir des variétés com-
pactes Einstein convergentes vers T” /T. Notons que 1'un des intéréts et des motivations
de ces constructions est que les variétés obtenues fournissent des exemples de variétés
a holonomie spéciale, G, en dimension 7 et Spin(7) en dimension 8.

2. Préliminaires : la théorie de Cheeger-Colding

Dans cette section nous donnons les définitions utiles dans la suite, puis nous
rappelons quelques éléments essentiels de la théorie de Cheeger-Colding, en nous
concentrant sur les idées qui interviennent également dans les articles de CHEEGER,
JiaNG et NaBER, 2021, CHEEGER et NABER, 2015, et JiaNG et NaBER, 2021. Nous résumons
les résultats qui ont mené a la définition de la stratification classique et a la démons-
tration du théoreme A, qui contient plusieurs de résultats obtenus dans les travaux
de J. Cheeger et T. H. Colding datant de 1996 a 2000. Nous renvoyons aussi aux notes
de CHEEGER, 2001, qui donnent une vision d’ensemble de nombreux éléments et des
techniques de la théorie.

2.1. Définitions

La géométrie locale autour des singularités des espaces limites que nous considé-
rons est modelée sur des cones métriques, définis comme suit.

Définition 2.1. Soit (Y,d") un espace métrique. Le cone sur Y est I’espace métrique
(C(Y),d) ou C(Y) = [0,4+00[xY/~ avec (0,y1) ~ (0,y2) pour tout y1,y2 € Y etla
distance d entre deux points (s, 1) et (t,y2) est donnée par la reégle du cosinus :

d((s,y1), (t,y2)) = /2 + 5 — 2ts cos(min{d" (yy, y2), 7}).

On note o le sommet du cone C(Y).
Un espace métrique (Z,d?) est un cone métrique par rapport a z € Z s'il existe
un espace métrique (Y, d¥) et une isométrie ¢ : Z — C(Y) telle que ¢(z) = o.
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Définition 2.2. Un espace métrique (X, d) est dit k-symétrique par rapport a x € X
¢'il existe un espace métrique (Y,dY) et une isométrie ¢ : X — R¥ x C(Y) telle que
¢(x) € RF x {o}.

Un espace k-symétrique est toujours un céne métrique : en effet, R x C(Y) est
isométrique a un cone C(Z), ot Z est une k-suspension sphérique de Y.

Afin de définir les strates quantitatives dans la section 4, on se sert d’une « quan-
tification » de la k-symétrie : pour une boule dans un espace métrique, on souhaite
pouvoir dire combien, et & quelle échelle, la boule est proche au sens de Gromov-
Hausdorff d’une boule k-symétrique. Nous notons par B(x) une boule de rayon r
centrée en un point x d’un espace métrique, et par BX une boule euclidienne de rayon
r centrée en 0F € R¥. Pour un sous-ensemble A d"un espace métrique (X, d) nous no-
tons par B, (A) le voisinage tubulaire de tailler de A: B,(A) = {x € X, d(x, A) <r}.

Nous renvoyons au chapitre 7 du livre de D. Buraco, Y. Buraco et Ivanov, 2001,
pour la définition de la Gromov-Hausdorff proximité et des presque isométries.

Définition 2.3. Une boule B,(x) dans un espace métrique (X, d) est (k, ¢)-symétrique
¢'il existe un espace métrique R* x C(Y) tel que
k
dn (B, (x), BR €M (0F,0)) < er.

On peut observer que cette définition équivaut a dire qu’avec le changement
d’échelle d = r~1d, qui transforme la boule B,(x) en une boule unité pour d, la boule
~ ~ k
Bi(x) dans (X, d) est e-proche de la boule unité k-symétrique B]1R xC(y) (0%,0). On re-
marque aussi que la propriété de (k, ¢)-symétrie ne passe pas nécessairement aux
échelles inférieures : en raison du changement d’échelle, si une boule B, (x) est (k, ¢)-
symétrique, une boule B;(x) pour s < r peut ne pas 1'étre, car sa distance de la boule

k

k-symétrique BX e (0%, 0) n’est pas forcément controlée par es.

Dans le cadre des variétés lisses a courbure de Ricci minorée, il est possible de
traduire en termes analytiques la propriété géométrique de (k, ¢)-symétrie, a 1’aide
de la notion de (k, 6)-splitting harmonique.

Définition 2.4. Soit (M" ¢) une variété lisse. Une application u = (u!, ..., u*): B,(p) — R¥
est un (k, 6)-splitting harmonique si elle satisfait :

1. Au' = 0pourtouti =1,..., k. 3. supg () |Vu| <1+4.
2. ][ (Vul, Vul) — (5ij|alvg < 4. 4. 72][ \Vzu\zdvg <&,
Br(p) Br(p)
1
ol nous avons noté ][ dvg = —————— / dv,.
Br(p)f £ volg(B:(p)) r(P)f §
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Comme la propriété de (k, ¢)-symétrie, le fait d’étre un (k, §)-splitting sur une
boule B (p) ne passe pas nécessairement aux échelles inférieures : en effet, si on res-
treint un (k, §)-splitting u : B,(p) — R¥ a une boule B;(p) avec s < 7, les propriétés 2
et 4 ne sont pas nécessairement préservées, a cause de la moyenne qui apparait dans
les deux intégrales.

CHEeEeGeR et CoLpINg, 1996, ont démontré qu’il existe une constante dimension-
nelle C(n) telle que pour ¢, 4 opportunément choisis, si Ricg > —(n —1)J et Ba(p)
est (k, ¢)-symétrique, alors il existe une application harmonique u de By (p) dans R¥
satisfaisant la condition 2 et dont le gradient est borné par C(n). Réciproquement,
I'existence d’une telle fonction garantit la GH-proximité a une boule k-symétrique.
La preuve du lemme 3.34 de CHEEGER et NaBER, 2015, permet d’affirmer que u peut
étre choisie de plus comme un (k, §)-splitting : cela est résumé par le résultat suivant.

Proposition 2.5 (CHEEGER et NABER, 2015, Lemme 1.21). Pour tout ¢ > 0, il existe 6 > 0,
dépendant de €, n, tel que pour toute variété (M", g) avec Ricg > —(n —1)4 :
1. S'il existe un (k,&)-splitting harmonique u : By(p) — REK, alors By(p) est
(k, €)-symétrique.
2. Si Bu(p) est (k, 6)-symétrique, alors il existe un (k,e)-splitting harmonique
u:By(p) — RE,

On définit également la k-rectifiabilité, utilisée dans les théorémes B et 3.8 :

Définition 2.6. Un espace métrique (X,d) est k-rectifiable s'il existe une collec-
tion dénombrable {X;};c; de sous-ensembles de X, mesurables pour la mesure de
Hausdorff /% et telle que :

1 A%(X\ Ujer Xi) = 0.
2. Pour tout i € I, il existe une application ¢; : X; — RF bi-Lipschitz sur son
image.

2.2. Cones tangents et stratification classique

Tout au long de cette section nous considérons un espace métrique pointé (X, d, p)
obtenu comme limite d’une suite de variétés Riemanniennes lisses (M!", g;, p;) telles
que

Ricg, > —(n — 1) et volg,(Bi(p;)) > v >0,

La géométrie locale en un point de X est décrite par les cones tangents, définis comme
suit.

Définition 2.7. Un espace métrique (Xy, dy, x) est un cone tangent a X en x s'il existe
une suite r; tendant vers 0 telle que

(X, ri_ld,x) = (Xy, dy, x).
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En général, le cone tangent en un point n’est pas unique, comme 'ont montré les
exemples donnés par les articles de CHEEGER et CoLDING, 1997 (voir exemple 8.41),
ou de CorpiNG et NaBER, 2013. Dans le cas des espaces limites que nous considé-
rons, un cone tangent est aussi limite d’une sous-suite de variétés lisses pointées
(Miyj’_, Sijs xl-j) munies de la métrique ré-échelonnée &; = r;zgij. Nous avons alors
Ricg, > — (n— 1)1*12, ; si de plus la courbure de Ricci est bornée par (1 — 1) nous obte-

j j
nons || Rngl.j | <(n—1) 12] avec rj; qui tend vers 0.
Exemple 2.8. Pour le produit X = R"2 x C(S}), les cones tangents sont uniques
en tout point; ils coincident avec 1’espace euclidien R” en dehors des sommets
x, € R"2 x {0}. En un sommet x,, le cone tangent est donné par X, car un coéne
est invariant par les dilatations qui fixent le sommet.

Lun des résultats fondamentaux de la théorie de Cheeger—Colding affirme que
pour tout cone tangent X, il existe k tel que X, est k-symétrique. Pour prouver cela,
la premiere étape consiste a montrer que les cones tangents sont des cones métriques
au sens de la Définition 2.1. Cela a été démontré dans le théoréme 5.2 de CHEEGER
et CoLpING, 1997 : la preuve se sert du non effondrement et du théoréme « presque
cOne en volume implique presque cone métrique », que nous rappelons dans la sec-
tion ci-dessous. L'hypothese de non effondrement est cruciale; en effet, dans le cas
des limites effondrées, il existe des exemples ot1 le cone tangent n’est pas un cone mé-
trique (voir I'exemple 8.95 du méme article de 1997). Deuxiémement, un argument
d’éclatement et le théoréme de scindement pour les espaces limites, énoncé dans le
théoreme 9.7 des notes de CHEEGER, 2001, permettent d’obtenir la k-symétrie. Nous
définissons alors, pour un espace limite (X, d, p),

SK(X) = {x € X tel que aucun cone tangent X, en x n’est (k 4 1)-symétrique}.

En d’autres termes, S¥(X) est1’ensemble des points dont les cones tangents possédent
au plus k symétries. Cela permet d’obtenir une filtration de 1’espace limite :

SUX)csi(X)c...cs" (X)) c X

Nous désignons la k-iéme strate singuliére par X¥(X) = S¥(X) \ S¥=1(X), I'ensemble
singulier de X par . = S"~1(X) et I'ensemble réqulier par Z# = X \ .7.

Exemple 2.9. Pour le produit X = R"~2 x C(S}), 'ensemble singulier coincide avec

la strate singuliere de codimension 2, qui est constituée par 1’ensemble des sommets :
S"2(X) = X" 2(X) = R"2 x {o}.
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Remarque 2.10. L'inégalité de Bishop-Gromov, que nous rappelons ci-dessous, et
la continuité du volume, prouvée par CoLpiNg, 1997 (voir aussi le théoreme 9.31 des
notes de CHEEGER, 2001), impliquent que pour tout x dans la strate singuliére " ~2(X)
de l’espace limite X il existe un cone tangent X, de la forme R"~2? x C(S}) avec
a €]0,27[. Nous renvoyons également vers le théoréme 4.2 de 'article de CHEEGER,
JiaNG et NaBER, 2021.

2.3. Presque cone en volume implique presque cone métrique

Le théoréme « presque cone en volume implique presque cdne métrique » est
une des étapes clefs pour montrer que les cones tangents sont des cones métriques
(voir le théoreme 3.6 de CHeeGer et CoLpING, 1996, et le théoréme 9.45 des notes
de CHEEGER, 2001). Il relie le pincement d'une quantité monotone, le rapport de vo-
lume, et la géométrie d'une boule. Le fait de mettre en relation des propriétés géo-
métriques avec le contréle d'une quantité monotone représente un élément impor-
tant de la théorie de Cheeger—Colding. C’est en effet une idée commune a différents
problémes d’étude de la régularité et de I'ensemble singulier des solutions d'une
équation géométrique. On peut citer par exemple les applications harmoniques mi-
nimisantes (NaBer et VALTORTA, 2017a, SiMON, 1996) ou bi-harmoniques (BREINER et
Lamm, 2015), les connexions de Yang—Mills stationnaires (NABER et VALTORTA, 2019),
les solutions d’équations elliptiques (NABER et VaLTORTA, 2017Db). Le point de départ
commun dans ces différents problémes consiste a se servir d'une quantité monotone,
qui possede des propriétés de rigidité, pour obtenir des informations sur les symé-
tries de 1’ensemble singulier. Nous renvoyons a la section 1.4 de l'article de NaBer
et VALTORTA, 201743, et au livre de SimoN, 1996, pour une exposition détaillée de ce
principe.

Dans le contexte des espaces limites de variétés a courbure de Ricci minorée, la
quantité monotone utilisée dans la théorie de Cheeger—Colding est le rapport de vo-
lume. Pour une variété (M", g) avec Ricg > —(n — 1)J, le rapport de volume est défini
par

volg(Br(p))

) == (1)
ot v_s(r) est le volume d’une boule de rayon r dans la variété a courbure constante
égale a —J. L'inégalité classique de Bishop—Gromov affirme que %;(p) est décroissant
avec le rayon. Le résultat suivant affirme que si le pincement du rapport de volume est
assez petit en un point, une boule autour de ce point est proche d'une boule dans un
cOne métrique (voir aussi la section 4.1 de l'article de CHEEGER, J1aNG et NaBER, 2021).

Théoréme 2.11. Pour tout e > O il existe § > 0, dépendant de ¢, n, tel que pour toute variété

(M", g) telle que Ricg > —(n —1)4, si p € M satisfait ¥5(p) > (1 —0)71(p), alors By(p)
est (0, €)-symétrique.
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CHEEGER et NABER, 2013a, ont étendu ce théoréme pour détecter non seulement
la (0, &)-symétrie, mais aussi la proximité en topologie de Gromov-Hausdorff a une
boule k-symétrique, pour k > 1: ils montrent qu'une boule est (k, €)-symétrique sous
une hypothése plus sophistiquée de pincement du rapport de volume (voir aussi les
théorémes 4.6 et 4.9 de CHEEGER, J1ANG et NABER, 2021). La relation entre le pincement
d’une quantité monotone en un point et les propriétés analytiques et géométriques
des boules jouent également un role important dans les travaux de CHEEGER et NABER,
2015, JiaNG et NaBer, 2021, et CHEEGER, JIANG et NaBER, 2021 (voir les sections 4.3 et 5.2
de ce texte).

2.4. Lethéoreme A et la partie réguliére de I’espace limite

Le premier point du théoréeme A affirme que la strate singuliére de dimension
(n —1) est vide. La démonstration se sert d'un raisonnement par I’absurde : s'il exis-
tait un point x dans £"~1(X), alors il admettrait un cone tangent X, de la forme
R"~! x R. Or, ceci est un demi-espace ayant pour bord R"~! x {0}. J. Cheeger et
T. H. Colding montrent qu'un tel demi-espace ne peut étre obtenu comme limite de
variétés sans bord, non effondrées, dont la courbure Ricci vérifie Ricy, > 6; avec §;
qui tend vers 0. On peut trouver cette démonstration dans la section 6 de CHEEGER et
CoLbpINg, 1997, ou la démonstration du théoréeme 10.22 des notes de CHEEGER, 2001.

Pour la démonstration de I'inégalité dim , S* < k, nous renvoyons au théo-
réme 4.7 de CHEEGER et CoLpING, 1997, et au théoréme 10.20 des notes de CHEEGER,
2001. Nous nous concentrons dans la suite sur les ingrédients principaux de la dé-
monstration du deuxiéme point, c’est-a-dire le fait qu'un ouvert U, de 1’espace limite,
contenant la partie réguliere %, est bi-Holder homéomorphe a une variété lisse. Pour
e > 0, I'ensemble U, du théoréme A est donné par

r—0 Wyt

n
Ug:{xeXtelqueG(x) :zlim'%p(Br(x))>1—s},

ot wy, est le volume de la boule unité euclidienne et 8(x) est la densité au point x. A
cause de la continuité du volume et de I'inégalité de Bishop—Gromov, pour tout x € X
nous savons que 6(x) < 1;1’ensemble régulier # coincide avec I’ensemble des points
de densité égale a 1.

Remarque 2.12. Dans l'exemple 1.2, l'ensemble singulier de Z2, est dense.
Néanmoins, pour ¢ > 0 assez petit, U, est constitué de Z2, privé d'un nombre
fini de points. En effet, chaque surface Zl-2 de la suite est plate et, en dehors des som-
mets, le volume des boules est euclidien, donc pour tout x € Ziz, sauf les sommets,
la densité 6(x) est égale a 1. En un sommet x;, la densité dépend de la proximité
de l'angle w en x; a 271 : 6(x;) = 1 —¢(a), ot ¢(a) tend vers 0 quand « tend vers 271.
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Fixons a €]0,27[ tel que e(w) < e. Puisque la hauteur h; des tétraédres qui composent
Z? tend vers zéro quand i tend vers l'infini, pour chaque i il y a un nombre fini de
sommets dont I'angle est strictement inférieur a . En particulier, a la limite Z2,, il n'y
a qu’un nombre fini de points singuliers {xL,...,xY} qui sont limites de sommets
d’angle strictement inférieur & a. D’autre part, si la boule B,(x;) C Z? centrée en un
sommet ne contient que des sommets d’angle supérieur a «, alors

vol; (By(x)) > (1 - e(a)) Pewn.

A cause de la continuité du volume, si By(xs0) C Zgo est la limite des boules B,(x;),
on obtient
A2 (Br(x0)) = (1 — () wnt™,

donc la densité en x est supérieure ou égale a 1 — e(a). Avec notre choix de a, pour
tout x dans Z2, privé de {xL,...,xN}, la densité vérifie alors (x) > 1 —e. Illya
donc un nombre fini de points dont la densité est strictement inférieure a (1 —¢), en
dehors desquels ZZ est bi-Holder homéomorphe a une variété. Cet exemple montre
en particulier que dans le cas des limites a courbure de Ricci minorée, I'inclusion
Z C U est en général stricte.

D’aprés la convergence du volume et le théoreme 9.69 des notes de CHEEGER,
2001, si la densité en x est proche de 1, alors une boule unité centrée en x est
(n,¢)-symétrique. La construction de cartes bi-Holder entre des boules de U, et R"
repose alors sur le résultat suivant, qui se trouve dans la section « Reifenberg’s me-
thod » du chapitre 9 des notes de CHEEGER, 2001, et dans les théoréemes A.1.1 et A.1.2
de l'article de CHeeGeR et CoLDING, 1997.

Théoréme 2.13. Pour tout n € IN il existe eq(n) et a(e) €]0,1] tels que pour tout espace
limite (X,d, p), tout e < gg(n) et tout point x tel que

dor(Ba(x),B3) <, (2)

il existe une application ¢ : By (x) — BY telle que
1. @(B1(p)) contient une boule B, r =1 — (), Y(&) — 0 quand ¢ tend vers 0;

2. @ est un homéomorphisme w(e)-bi-Holder entre By (p) et son image, c’est-a-dire pour
tout y,z € Bi(x) : C'd(y,2)*® < |lo(y) — ¢(z)|| < Cd(y,z)*®). De plus
a(e) = 1 quand e — 0.

Pour passer de l'inégalité (2) a l'existence d'un homéomorphisme bi-Hoélder,
J. Cheeger et T. H. Colding se sont inspirés des travaux de E. G. Reifenberg : si la
GH-proximité & une boule euclidienne B} est vraie non seulement a I’échelle 2, mais
aussi a toutes les échelles r plus petites, nous disons que la boule B;(p) satisfait la
propriété de Reifenberg. Il est alors possible d’obtenir ’homéomorphisme recherché
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avec une construction originairement due a RerreENBErG, 1960 (voir aussi les notes de
NaBER, 2020). L'élément clef dans la démonstration du théoréme précédent consiste
donc a démontrer la propagation aux échelles plus petites de la GH-proximité, ce qui
est résumé par le résultat suivant (voir le Théoréme 9.73 des notes de CHEEGER, 2001,
et le Théoreme 4.3 de l'article de CHEEGER, J1ANG et NABER, 2021).

Théoréme 2.14. Pour tout ¢ > 0, il existe 6 > 0, dépendant de e, n et v, tel que pour
toute variété lisse (M",g) avec Ricg > —(n —1)d et volg(Bi(p)) > v > 0, si By(p) est
(n,8)-symétrique, alors toute boule B, (x) C Bs(p) est (n, €)-symétrique.

Dans la suite de ce texte, nous allons retrouver ce principe : une certaine propriété,
vraie pour une échelle fixée, doit étre propagée aux échelles inférieures, sous les
bonnes hypothéses et avec souvent beaucoup de travail (voir les sections 4.2 et 5.1).

2.5. Courbure de Ricci bornée

Si (X, d, p) estlalimite d'une suite de variétés (M7, g;, p;) telles que || Ric, || < (n—1)
et volg, (B1(pi)) > 0, on dispose d’informations supplémentaires sur 1'ensemble ré-
gulier, grace au résultat suivant de « e-régularité », dt 8 M. Anderson, qui concerne
le rayon harmonique (voir la définition 2.9 dans l'article de CHEEGER et NABER, 2015).

Théoreme 2.15 (Lemme 2.2, ANDERSON, 1990). II existe ¢(n,v) tel que pour toute variété
(M", g) telle que || Ricg || < e et volg(Bi(p)) > v >0, si

volg(B,(p)) = (1 —e)wnr", (3)
alors le rayon harmonique vérifie ry,(p) > r/2.

La continuité du volume prouvée par T. H. Colding assure qu'on peut rempla-
cer (3) par une hypothese de (1, €)-symétrie de la boule B, (p).

Une des conséquences du théoréme précédent est que si e < €(n,v) et x € X ap-
partient a 'ensemble U, donné par le théoreme A, alors x est un point régulier : par
continuité du volume, il est en effet la limite de points x; qui satisfont (3) et dont le
rayon harmonique ne tend par vers 0. Par conséquent, I'ensemble régulier % coin-
cide avec l'ouvert U,. En particulier, dans le cas de courbure de Ricci bornée, des
situations comme celle de I'exemple 1.2 ne peuvent pas se produire, car I'ensemble
régulier est ouvert. Le théoréme de e-régularité joue également un role important
dans la démonstration de la conjecture de la codimension 4 de J. Cheeger et A. Naber
(voir la section 5.1).
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3. La stratification quantitative

Un des outils importants dans les travaux de J. Cheeger, W. Jiang et A. Naber
est la stratification quantitative. D’un point de vue purement géométrique, nous pou-
vons considérer l'affirmation « x appartient a S¥(X) » comme une propriété de rigi-
dité pour les cones tangents en x : ils ne posseédent pas k + 1 symétries. Les strates
quantitatives ont comme but de « quantifier » combien les cones tangents sont loin
de posséder k + 1 symétries. Cela permet d’obtenir des informations analytiques et
géométriques plus fines que celles qui peuvent étre déduites de la stratification clas-
sique.

La stratification quantitative a été introduite dans le cadre des espaces limites dans
l'article de CHEEGER et NaBER, 2013a, qui s’inspire des travaux précédents de CHEEGER,
2012, et de CHEEGER et NaBER, 2013b, ce dernier concernant les applications harmo-
niques. Les techniques liées a la stratification quantitative ont été utilisées dans de
nombreux travaux, a la fois dans le contexte des limites de variétés dans tous les tra-
vaux successifs de J. Cheeger, W. Jiang et A. Naber, et dans ceux de BamLeg, 2017, et
BAMLER, 2018, dans le cadre des espaces métriques mesurés avec des bornes synthé-
tiques ou d’Alexandrov sur la courbure, par exemple dans les travaux de MonbINoO et
NABER, 2019, ANTONELLI, BRUE et SEMOLA, 2019 et L1 et NaBER, 2020, et dans 1’étude des
solutions d’équations différentielles géométriques. Nous pouvons citer par exemple
les articles de BrReINER et Lamm, 2015; CHEEGER, HAasLHOFER et NaBER, 2013, 2015; De
LeLuis et al., 2018 ; EpeLEN et ENGELSTEIN, 2019 ; FocarRDpl, MARCHESE et SPADARO, 2015;
NAaBER et VALTORTA, 2017a,b, 2019 ; NaBER, VALTORTA et VERONELLI, 2019.

Les strates quantitatives sont définies comme suit :

Définition 3.1 ((g,7)-strates quantitatives). Soit (X,d, p) un espace métrique pointé.
Pour e, r > 0 etk € IN, on définit :

Sf,,(X) = {x € B1(p) t.q. pour tout s € [r, 1], Bs(x) n’est pas (k + 1, ¢)-symétrique}.

La k-ieme (¢, r)-strate quantitative autour de p est alors ZF ,(X) = SE.(X) \ S5;1(X),
o1 nous posons S;} (X) = @.

Les propriétés suivantes des (g, r)-strates quantitatives découlent immédiatement
de la définition :

St,(X) CSER(X) sir <R, Sy,.(X)CSE(X) sie<y.

Définition 3.2 (e-strates quantitatives). Soit (X, d) un espace métrique. Pour ¢ > 0 et
k € IN nous définissons :

SK(X) = {x € Bi(p) t.q. pour tout r €]0,1[, B,(x) n'est pas (k + 1, ¢)-symétrique}.
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De fagon équivalente :
SE(X) = [ SEA(X).
r>0
La k-éme e-strate quantitative est alors X¥(X) = SK(X)\ S¥-1(X), ott nous po-
sons S;1(X) = @.

Nous avons la relation suivante entre strates classiques et quantitatives :

Lemme 3.3. Soit (X, d, p) un espace limite d"une suite de variétés non effondrées a courbure
de Ricci uniformément minorée. Alors

sK(X)nBi(p) = | SE(X).

e>0

Grace a ce lemme, les résultats sur les strates quantitatives permettent d’obtenir
des informations sur les strates classiques.

3.1. Exemples de strates quantitatives

Commengons par donner des exemples de strates quantitatives dans des cas
simples. Notons en particulier que méme pour une variété lisse (M", g), Sk, (M) n’est
pas nécessairement vide. En effet, considérons le complémentaire de S’;r(M ):

(S, (M))° = {x € By(p) t.q. 3s € [r, 1[ t.q. Bs(x) est (k + 1,¢)-symétrique }.

Pour un point x € M" et e > 0 fixés, il existe toujours un rayon ry(e, x) assez
petit pour que la boule B, (x) soit (1, €)-symétrique, et donc tel que x € (S’S‘,r0 (M))©
pour toutk € {0,...,n —1}. Mais si r( est strictement inférieur a I’échelle fixée r, il se
peut que x n’appartienne pas a (S, (M))°. Par conséquent, (S .(M))* ne coincide pas
nécessairement avec la totalité de la variété M", et s’g,,(M) peut étre non vide (voir
également 'exemple 3.7).

Exemple 3.4. Considérons un cone de dimension 2, X = C(S}). Dans ce casilny a
qu’une seule strate singuliére S(X) = S°(X) constituée du sommet du c6ne. Nous
omettrons donc l'indice 0 dans la suite. Nous commengons par décrire une e-strate
quantitative S¢(X).

On observe tout d’abord que I'angle du céne & < 271 détermine la proximité de
X au plan euclidien IR? : pour un angle a trés proche de 277, les boules Bs(0) centrées
au sommet sont GH-proches d"une boule euclidienne. Néanmoins, un céne d’angle
strictement inférieur a 277 n’est pas isométrique a IR?. Il existe donc ey > 0 dépendant
de l'angle tel que pour tout € > ¢, les boules Bs(0) sont (2, €)-symétriques, donc le
sommet o n‘appartient pas a S¢(X); pour tout ¢ < ¢g, les boules Bs(0) ne sont pas
(2,e)-symétriques et 0 € S¢(X). De plus, en dehors du sommet, X est une variété
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lisse. Ainsi, comme observé ci-dessus, pour tout ¢ > 0 et pour tout x € X\ {o} il
existe ro(d(x,0), €) tel que pour tout r < rg, x ¢ Se,(X). Il y a donc deux possibilités
pour I'ensemble S, (X) : sie > €p, S(X) est vide, sinon il coincide avec le sommet du
cone.

Le méme argument s’applique a un cone C(M) sur une variété lisse (M",g) de
diametre inférieur ou égal a 71 et aux produits RF x C(M).

Exemple 3.5. Considérons les espaces introduits dans 1’exemple 1.2. L'ensemb]e sin-
gulier S%(Z2) est constitué par un nombre fini de points, les sommets zy, ..., zy. En
argumentant comme dans I'exemple précédent, pour tout € > 0, il existe trois possibi-
lités pour Ie-strate singuliere, dépendant des angles aux sommets : S;(Z?) peut étre
vide, constituée d’un sous-ensemble de S(Z?) dépendant des angles aux sommets zj,
ou coincider avec S(Z2).

Exemple 3.6. Reprenons X = C(S}) comme dans I'exemple 3.4 et décrivons une
(¢, r)-strate quantitative S¢,(X) pour &,r > 0 fixés.
Supposons que la boule unité By (0) du cone n’est pas 2e-proche de la boule eucli-
dienne B? :
dgn(B1(0), BY) > 2.

Puisque le cone est invariant par homothétie, pour touts > 0
der(Bs(0), BY) > 2es,

donc aucune boule centrée au sommet n’est (2, 2¢)-symétrique.
Montrons alors que
Ber(0) C Ser(X).

Pour x € X tel que d(x,0) < eretpours € [r,1[, ona
dgu(Bs(0),Bs(x)) = d(x,0) < er < es.

Or, pour tout s la boule B;(0) n’est pas (2,2¢)-symétrique.
Si Bs(x) était (2,¢)-symétrique, 'inégalité triangulaire im-
pliquerait :

der(Bs(0), B2(0)) < dgr(Bs(0), Bs(x)) + dgr(Bs(x), B2(0)) < 2es.

On en déduit que si x € Ber(0), pour tout s € [r, 1] la boule Bs(x) n’est pas (2,¢)-
symétrique, ce qui signifie x € S ,(X). Par conséquent, Be(0) C S r(X).

De la méme facon on peut montrer que pour un produit X = R¥ x C(M), ott M est
une variété lisse de diametre strictement inférieur a 7t, pour ¢ assez petit dépendant
du diametre de M, I'(¢, r)-strate quantitative contient un voisinage tubulaire de taille
er de SK(X) : B (SK(X)) C SE,(X).
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Exemple 3.7. Fixons ¢,7 > 0, considérons un cone X = C(S}) tel que B;(0) n’est
pas (4e)-proche de la boule euclidienne B3. Soit (M?, g, xg) une surface lisse appro-
chant X, comme dans l'exemple 1.1, telle que dg((M, g, x0), (C(S}),d,0)) < 2er.
Montrons que la boule B (xg) est alors incluse dans S (M) : en
particulier, cela donne un exemple concret d’(¢, r)-strate quanti-
tative non-vide dans une variété lisse.

On commence par observer que, puisque Bs(0) n'est (2,4¢)-
symétrique pour aucun rayon s € [r,1[, de méme Bs(xp) n’est
pas (2, 2¢)-symétrique. En effet, si elle 1’était on aurait :

dari(Bs(0), BZ(0)) < dgr(Bs(0), Bs(x0)) + dar(Bs(x0), B3(0))
S&.— 0 < 2er + 2es < 4es.
Soit x € Bi(xp) tel que d(x,x9) < er. S'il existait s € [r,1] tel que Bs(x) était
(2,&)-symétrique on aurait :

dgr(Bs(xg), B2(0)) < dep(Bs(xo), Bs(x)) + dgr(Bs(x),B2(0)) < er + es < 2es.

Donc si d(x,x9) < er, il n‘existe pas s € [r, 1] telle que la boule Bs(x) soit (2,¢)-
symétrique. Cela implique Bg (%) C Ser(M). En particulier, S¢ (M) est non vide.

3.2. Estimées de volume sur les strates quantitatives

Le théoréme B, qui affirme la k-rectifiabilité des strates classiques S* et la k-
symétrie #*-presque partout des cones tangents aux points de S, est une consé-
quence directe du lemme 3.3 et du théoreme suivant.

Théoréme 3.8 (Théorémes 1.7 et 1.9 de CHEEGER, JIANG et NABER, 2021). Soit (X,d, x) un
espace limite d'une suite de variétés (MY, g;, x;) telles que volg, (By(x;)) > v > 0 et dont Ia
courbure de Ricci est uniformément minorée par —(n — 1). Alors pour tout € > 0 il existe
c(n,v,¢) telle que pour tout r €]0,1]

Vol(Br(S’ér(X)) NBi(p)) < cr" K et Vol(Br(Slg(X)) N By(p)) < ek, (4)

En particulier la 7% -mesure de S¥(X) est localement finie. De plus, la k-iéme e-strate quan-
titative =X (X) est k-rectifiable et pour %-presque tout x € SK(X), tous les cones tangents
en x sont k-symétriques.

Ce théoreme montre que les strates quantitatives se comportent « mieux » que les
strates classiques : ainsi, s'il existe des exemples oi1 la mesure % de S*(X) N By(p)
est infinie, la mesure de S¥(X) est toujours localement finie. Revenons sur 'exemple
de la surface infiniment singulieére pour illustrer ce fait.
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Exemple 3.9. Considérons l’espace limite X = ZZ construit dans ’exemple 1.2.
Comme il a été observé, 'ensemble singulier . = S°(X) est constitué d'un nombre
infini de points et il est dense dans X. Le théoréme précédent affirme néanmoins
que pour tout ¢ > 0 et pour tout p € X, la boule B;(p) contient un nombre fini
de points appartenant a la e-strate quantitative. En effet, d’apreés la remarque 2.12,
en dehors d’un nombre fini de points {x1,...,xy}, la densité est proche de 1. Par
conséquent, d’apres CueeGer (2001, Théoreme 9.69), si x € X\ {x1,...,xn}, il
existe un rayon r tel que B,(x) est (2,¢)-symétrique et donc x ¢ S¢(X). Cela im-
plique que S¢(X) est constitué au plus d’un nombre fini de points.

Une autre conséquence du théoréme 3.8 est que pour .#*-presque tout point de
la strate classique S¥(X) les cOnes tangents sont k-symétriques. Le phénomene pa-
thologique des cOnes tangents j-symétriques pour tous les entiers j € {0,...,n —2}
illustré par l'article de CoLpiNG et NaBER, 2013, ne peut donc avoir lieu que pour un
ensemble de points de mesure #* nulle.

Les estimées de volume (4) affirment que le comportement « en volume » des
strates quantitatives, et donc aussi des strates classiques, est analogue a celui d'une
sous-variété de dimension k. En effet, si (M", g) est une variété lisse et N' k est une sous-
variété de dimension k, le volume d’un voisinage tubulaire de N de taille 7 est controlé
par ~k. Néanmoins, des exemples donnés dans le théoréme 1.7 et la section 7 de
l'article de L1 et NaBer, 2020, montrent que la k-iéme strate classique =¥ ne possede
pas toujours de structure de variété k-dimensionnelle.

Des estimées de volume plus faibles, avec un contrdle en C(1,1,v, )" *~ pour
touty > 0, avaient été prouvées par CHEEGER et NABER, 2013a. Ce contrdle avait pu étre
amélioré en " * uniquement dans le cas de courbure de Ricci bornée etk = n — 4 :
en effet, le théoréme 1.14 de l'article de JianG et NaBer, 2021, implique le contréle du
volume en r* pour les strates quantitatives de codimension 4.

Ces estimées plus faibles avaient été utilisées pour démontrer que si (M",g) est
une variété telle que vol(Bi(p)) > v > 0 et dont la courbure de Ricci est bornée
|| Ricg || < (1 — 1), alors pour tout g < 11la norme L7 de la courbure de Riemann est
bornée par une constante C(1, v, q) (voir le corollaire 1.26 dans I'article de CHEEGER et
NaBEeg, 2013a). La démonstration de la conjecture de la codimension 4 par les mémes
auteurs leur a permis d’améliorer ce dernier résultat dans le théoréme 1.8 de CHEEGER
et NABER, 2015, en obtenant, toujours a partir des estimées de volume, des bornes L7
pour la courbure de Riemann pour tout g < 2.

4. Quelques éléments de la preuve du théoreme 3.8

La démonstration du théoreme 3.8 combine des éléments classiques de la théo-
rie de Cheeger-Colding (en particulier le théoréme « presque cdne en volume im-
plique presque cdne métrique », voir théoreme 2.11) avec deux nouveaux résultats
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marquants sur la géométrie des espaces limites : un théoréme de décomposition en
régions collier et un théoréme de structure de ces mémes régions.

Les régions collier permettent d’obtenir des informations sur une strate quanti-
tative S¥, et sur son voisinage tubulaire, en se plagant dans des boules qui inter-
sectent s’g, de fagon appropriée. Ces boules possédent un sous-ensemble € « ap-
prochant » la strate quantitative, dans le sens que nous allons voir ci-dessous. Le
théoréme de décomposition assure que des régions collier existent et permet alors
de prouver qu'une boule unité se décompose en deux types de boules : celles qui
contiennent une région collier et des boules (k + 1, 2¢)-symétriques, dont les centres
sont assez loin de la strate S¥. De plus, la mesure k-dimensionnelle de 1’ensemble de
ces deux types de boules est controlée. Le théoréme de structure permet d’obtenir
des informations supplémentaires sur les boules qui contiennent une région collier,
en particulier la k-Ahlfors régularité de la mesure qui lui est associée. Celle-ci, avec
le contréle de la mesure k-dimensionnelle donné par le théoreme de décomposition,
permet d’obtenir la démonstration des estimées de volume du théoreme 3.8.

Nous allons nous concentrer principalement sur le théoreme de structure des ré-
gions collier. Nous renvoyons aux sections 2.4 et 10 de l’article de CHEEGER, JiANG et
NaBER, 2021, pour les démonstrations respectivement du théoreme 3.8 et du théoréme
de décomposition. Dans le reste de cette section, nous présentons les régions collier,
puis un schéma de la preuve du théoréme de structure. Nous présentons également
certains des résultats intervenant dans cette démonstration, qui constitue la majorité
du méme article des trois auteurs.

4.1. Régions collier et théoreme de structure des régions collier

Les régions collier ont été introduites dans le cadre des espace limites dans l'ar-
ticle de JianG et NaBer, 2021. Des versions antérieures de cette notion peuvent se
retrouver dans les travaux de NABER et Vartorta, 2017b, section 3.7; de NaBER et
VaLrrorta, 2017a, section 8, ou de NABER et VALTORTA, 2019, sections 9 et 11. Dans les
trois cas, il s’agit de donner des théorémes de décomposition en régions appropriées.
La démonstration du nombre fini de types de difféomorphismes pour les variétés
de dimension 4, contenue dans la section 8 de I'article de CHEeGER et NaBER, 2015,
se sert également d'un théoréeme de décomposition en bulles, appelées « colliers » et
« corps », spécifique a la dimension 4. Nous nous référons dans la suite a la défini-
tion 2.4 de région collier donnée dans 'article de CHEEGER, JIANG et NaBER, 2021.

Définition 4.1 (Région collier et mesure associée). Soient (X, d, p) un espace limite,
ke {0,...,n—2}etd,e>0.Soit¢ = 6yU%E+ C By(p) tel que p € €. Soit x — ry
une fonction continue de ¢ dans [0,1] telle que ry > 0six € €4, ry = 0six € %p.
L'ensemble

A =Ba(p)\ U Br. ().

XEC
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est une (k, J, ¢)-région collier si les propriétés suivantes sont vérifiées.

(a) Lesboules {Byj-3, (x),x € ¢} sont disjointes. En particulier, ¢’y est discret.

(b) [75-1,,(x) = Vs ()] < 52, o1 ¥ est le rapport de volume défini par (1).

(c) Pour tout x € % et pour tout s € [ry, 6|, la boule Bs(x) est (k, 6?)-symétrique
mais pas (k + 1, ¢)-symétrique.

(d) Sir > ry et By(x) C By(p) et ¢ est une (er)-presque isométrie entre
BLRkXC(Z) (0k,0) et B,(x), la distance de Hausdorff entre By,(x) N % et 'image
des sommets ¢(IRF x {0}) est inférieure a 10~2r.

(e) La constante de Lipschitz de x — ry est inférieure a é.

La mesure p associée a la région collier .4 est définie par

w=A g+ Y riox.
XEC
Nous nous référons a 4 comme l'ensemble des centres, en rouge dans la figure
ci-dessous. Cet ensemble joue le role d’approximation de la strate quantitative S¥(X).
En effet, la condition (c) implique que tout x € % est inclus dans S¥(X) et qu'il existe
un rayon 7, la borne supérieure des rayons ry, tel que tout x € ¢4 appartient a S’S‘,r (X).
La condition (d) nous dit de plus que % est proche de S¥(X).

Ficure 1 - En gris, une région collier simple, o1 S¥ coincide avec SK.

Une région collier peut également étre définie dans une variété lisse (M", g) : dans
ce cas, puisque les e-strates quantitatives sont vides, ’ensemble des centres & est
constitué seulement de sa partie discrete € et la mesure y est une somme de masses
de Dirac.

Le théoréme de structure des colliers, énoncé dans le théoreme 2.9 de l'article de
CHEEGER, JIANG et NABER, 2021, affirme ce qui suit.
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Théoreme 4.2 (Théoréme de structure des colliers). Soient ¢,v > 0. Il existe 6y(n, v, €) tel
que pour tout § < 8g(n,v,¢), si (X,d, p) est un espace limite d'une suite de variétés non
effondrées qui vérifient volg, (By(p;)) > v > Oet Ricg, > —(n —1), et si A" C By(p) est
une (k, 6, €)-région colliet, alors :

1. La mesure y est k-Ahlfors réguliére, c’est-d-dire il existe une constante A(n) telle que
pour tout x € € et tout r > ry tel que By, (x) C By(p) on ait

A(m) 1 < u(B(x)) < A(m)rt. (A)
2. 6 est k-rectifiable.

4.2. Structure de la preuve du théoreme 4.2

La preuve du théoreme de structure des colliers occupe les sections de 5 4 9 de
l'article de CHEEGER, J1aNG et NaBER, 2021. Nous en résumonts ici les grandes étapes.

Il est tout d’abord possible de séparer la démonstration du théoréme 4.2 en deux
parties :

1. La démonstration du théoréme pour une région collier dans une variété lisse.
2. La démonstration dans le cas des espaces limites, a partir du cas lisse.

Pour ce qui concerne le deuxiéme point, les auteurs prouvent un résultat d’approxi-
mation des régions collier singuliéres par des régions collier lisses, ainsi que la rec-
tifiabilité de %p, ce qui permet de conclure (voir les sections 9.5 et 9.6 de l'article
sus-cité).

Les difficultés principales résident dans la démonstration du théoréme dans le cas
lisse. Pour se former une premiére idée intuitive, considérons une boule euclidienne
BY dans R et un sous-ensemble ¢’ = % U % muni d’une fonction rayon x + ry
de ¢’ dans [0, 1], strictement positive sur ¢, telle que les boules {B, (x),x € ¢/}
soient disjointes et la réunion {B,, (x),x € ¢} } U % recouvre BS. En considérant la
mesure associée ;

/ k

IS H |<KO’ + XGZ%? TxOx,
on peut montrer que 3’ est k-Ahlfors réguliére sur ¢”, dans le sens de (A). La démons-
tration de I’Ahlfors régularité se fonde alors sur le fait de trouver une fonction u de ¢
dans IR¥ possédant les propriétés de régularité adéquates, ce qui permet d’exploiter la
situation plus simple de l'espace euclidien. En gardant cela a l’esprit, nous pouvons
identifier trois étapes principales dans la démonstration du théoréme de structure dans
le cas lisse :

1. Montrer l'existence d’une application bi-Holder u : € — R¥ (section 7 de I'ar-
ticle).
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2. Sous une hypothese supplémentaire, montrer qu'il existe un sous-ensemble %;
sur lequel u est (1 + ¢)-bi-Lipschitz (sections 9.1 et 9.3).

3. Se servir d'un raisonnement par récurrence pour 6ter ’hypothése supplémen-
taire et conclure (sections 9.3 et 9.4).

Dans la suite de cette section, nous allons présenter certaines des idées qui inter-
viennent dans la construction de I'application u : ¥ — R, en nous concentrant
sur des points communs a la théorie de Cheeger—Colding et aux deux autres articles
de CHEEGER et NaBER, 2015, et de JiaNG et NaBER, 2021.

4.3. Propagation d’une propriété aux échelles inférieures

Comme nous l’avons expliqué dans la section 2.3, si (X, d, p) est un espace limite
et p est un point de I’ensemble régulier &%, il est possible de construire une application
bi-Holder d'une boule By (p) dans une boule euclidienne B}. Une étape préalable
pour démontrer I'existence d’une telle application bi-Holder consiste a obtenir une
propriété de Reifenberg, c’est-a-dire le propagation de la GH-proximité d"une échelle
fixée a toutes les échelles inférieures et a tous les points x de la boule By (p).

Une idée similaire entre en jeu dans la construction dune application bi-Holder de
% dans R¥. Pour une boule B, (p) qui contient une région collier, en partant d"une pro-
priété vraie a 1’échelle 2, J. Cheeger, W. Jiang et A. Naber montrent qu’il est possible
d’obtenir cette méme propriété sur (beaucoup de) boules centrées en un point x de
’ensemble des centres, pour toutes les échelles r € [ry, 1] telles que By, (x) C Ba(p).

Plus précisément, considérons une (k, d, i7)-région collier .4". Grace a la condition
(c) dans la Définition 4.1, pour J assez petit, par exemple inférieur a 1/8, la boule
Bg(p) est (k, 6%)-symétrique. De plus, la proposition 2.5 assure que pour tout &’ > 0,
si 6 est inférieur a §(n,d"), il existe un (k, &’)-splitting harmonique u : By(p) — Rk,
Ce dernier restreint a ¢ est le candidat pour 'application bi-Holder recherchée.

Pour obtenir les informations nécessaires sur la régularité de I’application u, les
auteurs visent & montrer que 'on peut choisir ¢’ et § de fagon a ce que u reste un
(k, &)-splitting pour le méme ¢ > 0 fixé, sur toutes les boules B,(x) avec x € % et
r € [ry, 1] tel que By, (x) C Ba(p). Si cela était vrai pour tous les points de ’ensemble
des centres, alors u serait bi-Lipschitz sur ¢, comme le montrent le lemme 9.6 et la
preuve de la proposition 9.3 dans l'article de CHEEGER, JIANG et NaBER, 2021. Or, les
auteurs fournissent un exemple ot1 # n’est pas bi-Lipschitz sur tout1’ensemble € (voir
I'exemple 1 dans la section 3 du méme article).

Il montrent alors que, méme si u n’est pas nécessairement un (k, €)-splitting har-
monique sur lesboules B, (x), x € ¥, il existe toujours une transformation linéaire Ty ,
de R telle que la composition Ty, o u : B,(x) — R est bien un (k, ¢)-splitting. Plus
précisément, ]. Cheeger, W. Jiang et A. Naber démontrent, dans la section 7 de leur
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article, un théoréme de transformation qui, combiné avec le dernier point de leur
proposition 9.3, peut étre énoncé de la fagon suivante.

Théoréme 4.3 (Théoréme de transformation). Fixons ¢,17,v > 0. Il existe 5o(n,v, €, 1), tel
que pour tout § < éy(n,v,¢,1), si

1. (M",g) est une variété avec Ricg > —(n — 1)6 et volg(By1(p)) > v > 0;
2. N C By(p) est une (k, 5,1)-région collier;
3. u: By(p) — RF est un (k, 8)-splitting harmonique,

alors pour tout x € € et pour tout r € [ry, 1] il existe une matrice k x k triangulaire inférieure
Ty s telle que 'application
Ty, ou: By(x) = R

<rfetu: € — RKest bi-Hélder :

est un (k, €)-splitting harmonique. De plus, || T,
pour tout y,z € By(x)

(1= e)d(y,2)"** < luz) — u(y)ll < (L +e)d(y, 2).

Nous allons donner quelques précisions sur la démonstration du théoréme de
transformation dans la derniére section de ce texte. En choisissant k = n, ce résultat
fournit une nouvelle preuve du théoréme 2.13 : si une boule By(p) est GH-proche
d’une boule euclidienne B}, alors il existe une application harmonique et bi-Holder
sur By (p) (voir la section 7.5 del’article de CHEEGER, JiaNG et NABER, 2021).

Pour montrer la régularité bi-Lipschitz de u sur un sous-ensemble ¢, les auteurs
utilisent le schéma de preuve suivant : ils supposent une régularité Ahlfors plus faible
pour y, c’est-a-dire avec une constante B qui, a la différence de la constante A(n)
du théoréme 4.2, n’est pas universelle. Avec cette hypothése supplémentaire, ils dé-
montrent le théoréme suivant, qui correspond a leur proposition 9.3, sauf pour le
cinquieme point, que nous avons intégré au théoréme précédent, car sa démonstra-
tion ne se sert pas de I’hypothése de régularité Ahlfors faible.

Théoréme 4.4. Fixonse, 17, B,v > 0. Il existe 6, (n, v, 1, B) tel que pour tout &' < &, il existe
So(n,v,1,v,8") tel que pour tout 5 < &, si :

1. (M",g) est une variété avec Ricg > —(n —1)d et volg(Bi(p)) > v > 0;
2. N C By(p) est une (k, 8, 1)-région collier;
3. pour tout x € € et r > ry tel que By, (x) C Ba(p)

B~1r* < u(By(x)) < Br; (AF)
4. u: By(p) — RFest un (k,8')-splitting harmonique,

alors il existe €z C € M Bys/g(p) tel que :
(@) p(%e) = (1 —e)u(% N Bisss(p))-
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(b) Pour tout x € G, et pour tout r > ry avec By (x) C Ba(p), u : By(x) — R est un
(k, €)-splitting harmonique.

(¢) u: 6 — RFest (14 e)-bi-Lipschitz :
(1+e)"'d(x,y) < fJux) —u(y)]| < (1 +e)d(x,y)

En d’autres termes, quitte a se restreindre a un sous-ensemble %, la matrice de
transformation Ty, est I'identité et 'application u elle méme, sans besoin de la com-
poser avec une transformation linéaire, est un (k, €)-splitting sur les boules centrées
en x € %.. La démonstration de ce dernier théoréme nécessite plusieurs résultats
intermédiaires, qui occupent les sections de 6 a 8 de I’article.

Sous les hypothéses du théoreme 4.4, 1a k-Ahlfors régularité découle des deux ré-
sultats précédents et est démontrée dans le lemme 9.11 de 'article de CHEEGER, JIANG
et NaBER, 2021 : les auteurs se servent de la régularité bi-Lipschitz pour la borne in-
férieure dans (A), et pour la borne supérieure ils utilisent un argument de recouvre-
ment combiné avec le contrdle Holder sur les matrices de transformation donné par
le théoreme 4.3.

4.4. Controle de la géométrie et de I’analyse via une quantité monotone

Un point commun entre la théorie de Cheeger-Colding et d’autres problémes
d’analyse géométrique est l'utilisation d’une quantité monotone pour controler des
propriétés de régularité et de symétrie des boules. Ce principe, illustré brievement
dans la section 2.5, joue un réle significatif dans la démonstration du théoréme 4.4.

Le théoreme 2.11 « presque cOne en volume implique presque cone métrique » et
ses versions successives prouvées par J. Cheeger et A. Naber affirment qu'un contrdle
approprié du pincement du rapport de volume implique la GH-proximité & un céne
métrique ou a un modele RF x C(Z), et en particulier I'existence d"une application de
splitting. Une des étapes importantes dans le travail de CHEEGER, J1aNG et NaBER, 2021,
pour prouver le théoréme 4.4 consiste a montrer que, en remplagant le pincement
du volume par une quantité monotone mieux choisie, il est possible de gagner en
régularité sur le splitting (en particulier avec un contrdle sur son hessien).

Pour ce faire, les auteurs utilisent ’entropie locale pointée #/, inspirée par la % -
entropie de G. Perelman, et qui, comme le rapport de volume, est décroissante. Ils
définissent également une notion de k-pincement de #  afin que, si le k-pincement
est proche de 0 en un point p a une échelle r, alors il existe un splitting harmonique
de B, (p) dans R (voir la section 4.6 de I'article). En combinant un théoréme de split-
ting optimal et un théoréme de transformation amélioré par rapport a I'énoncé ci-
dessus, montrés respectivement dans les sections 6 et 7 de I'article, ils prouvent que
le contrdle du k-pincement permet de choisir un splitting qui reste un (k, €)-splitting
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a toutes les échelles : c’est le contenu du théoréme de non dégénération (voir la sec-
tion 8). L'ensemble ¢, du théoréme 4.4 est alors constitué par les points de l'ensemble
des centres o1 I'on dispose du contréle du k-pincement de 1’entropie locale pointée :
son existence est garantie par la condition (b) dans la définition de région collier, les
propriétés de # et]’hypothése de régularité Ahlfors faible pour y (voir les lemmes 9.4
et 9.5 de l'article). Cette derniére permet aussi de controler la mesure de € privé de
©e- Le théoréme de non dégénération et le choix de 4; permettent aussi d’affirmer
que pour tout x € %, 'application u : B,(x) — RF est un (k, ¢)-splitting a toutes les
échelles, ce qui implique la régularité bi-Lipschitz de u sur ; (voir le lemme 9.6 et la
preuve de la proposition 9.3).

5. Limites de variétés a courbure de Ricci bornée

Cette section est dédiée aux résultats de J. Cheeger et A. Naber, puis de ce der-
nier avec W. Jiang, dans le contexte des limites de variétés non effondrées a courbure
de Ricci bornée. Nous résumons les étapes principales de leurs démonstrations avec
pour objectif de souligner les points communs et les différences avec les démonstra-
tions de CHEEGER, JIANG et NABER, 2021, présentées dans la section précédente.

5.1. Codimension 4 de I'’ensemble singulier

Un des résultats principaux de 'article de CHEEGER et NaBER, 2015, est la preuve de
la conjecture de la codimension 4 pour les limites de variétés non effondrées a cour-
bure de Ricci bornée, sans aucune autre hypotheése supplémentaire. Plus précisément
ils ont démontré :

Théoréme 5.1. Soit (M, g;, p;) une suite de variétés telles que || Ricg, || < (n —1) et
volg, (B1(pi)) > v > 0, convergeant vers (X, d, p). Alors dim ./ <n — 4.

En termes de la stratification classique, cela signifie que les strates de codimen-
sion 2 et 3 sont vides. Pour démontrer le théoreme 5.1, il est donc nécessaire de prou-
ver en un premier temps que si x € £""2 = §"72\ §"3 alors x appartient a l'en-
semble régulier %, ou, de fagon équivalente, il admet un cone tangent euclidien. De
méme, il faut démontrer que si x € Y13 alors x € #. En réalité, une fois que l'oc-
currence de singularités de codimension 2 a été exclue, un argument topologique par
I’absurde mene assez simplement a I'inexistence des singularités de codimension 3,
comme le montre le théoréme 5.12 de CHEEGER et NaBER, 2015. Toute la difficulté ré-
side donc dans la démonstration du fait que "2 est vide, c’est-a-dire qu’il n’existe
pas de point admettant un cone tangent de la forme R" 2 x C(S}), avec a €]0,27.
Or, dans le cas a courbure de Ricci bornée, un cone tangent est une limite de varié-
tés non effondrées avec courbure de Ricci qui tend vers 0 (section 3.2 de ce texte).
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1l faut donc montrer qu’il n’existe pas de telle suite convergeant vers R"~2 x C(S}),
a €]0,27[. J. Cheeger et A. Naber ont ainsi prouvé le théoréme suivant.

Théoréme 5.2 (Théoréme 5.2, CHEEGER et NABER, 2015). Soit (M;, g;, pi) une suite de varié-
tés telles que || Ricg, || < &, avec 6; — 0 et volg, (B1(p;)) > v > 0. Si (M;, g;, p;) converge
vers R"~2 x C(S}) avec & €]0,27], alors elle converge vers I'espace euclidien R™.

Ce résultat est démontré par l'absurde et repose sur un théoréme de « tranches »
(slicing theorem), dont 'esprit présente des similarités avec les idées décrites a la
section précédente, en particulier avec le principe de propager une propriété d'une
échelle aux échelles inférieures. Le point de départ consiste a supposer que (M;, i, pi)
converge vers R"~2 x C(S}) avec & < 277 et & traduire cette information géométrique
en termes analytiques : en particulier, grace a la proposition 2.5, pour § > 0 et i assez
grand il existe un (n — 2,6)-splitting u; : Ba(p;) — R"72. On se concentre ensuite
sur les ensembles de niveau de ce (n — 2,6)-splitting, ui_l (s) avec s € R"2. L'idée
intuitive est de montrer qu’en zoomant sur un point x € u;l (s), on retrouve a toutes
les échelles R"~2 x C(SL). En d’autres termes, on espére que la GH-proximité au
modele se propage aux boules B, (x) centrées en x € u;l (s), pour tout rayon r €]0, 1].
Or, les auteurs démontrent que cela est vrai pour la plupart des valeurs s dans I'image
de u;, quitte a transformer u; en le composant avec une application linéaire de R" 2.
Plus précisément ils prouvent :

Théoréme 5.3 (Théoréme 1.23, CHEEGER et NABER, 2015). Pour tout ¢ > 0, il existe
do(n, €) tel que pour tout & < &g et toute variété (M",g) telle que Ricg > —(n —1)4, si
u: By(p) — R"2est un (n — 2,6)-splitting, alors il existe un sous-ensemble Ge C Bj >
qui posséde les propriétés suivantes :

L A#"2(Ge) = A" 2By %) —¢;
2. pour tout s € Ge, u~(s) est non vide;

3. pour tout x € u='(G;) et r €]0,1], il existe une (n — 2) x (n — 2) matrice tri-
angulaire inférieure Ty, telle que la composition Ty, o u : By(x) — R"2 est un
(n — 2, ¢)-splitting.

Seule la borne inférieure sur la courbure de Ricci est utilisée pour ce théoréme,
la borne supérieure jouant un réle uniquement dans le raisonnement par 1’absurde
qui démontre le théoréeme 5.2 et que nous esquissons ci-dessous. Le troisiéme point
du théoreme 5.3 provient d’une version différente du théoréme de transformation.
Pour un (n — 2,5)-splitting harmonique u : By(p) — R" 2 et x € B1(p), les auteurs
définissent une échelle singuliére ry, puis démontrent que pour tout x € B;(p) et
tout rayon compris entre ry et 1 il existe une matrice de transformation qui donne un
(n — 2,¢)-splitting sur B,(x) quand nous la composons avec u. Cela passe aussi par
une démonstration par ’absurde, voir la section 3 de 1’article de CHEEGER et NABER,
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2015. Le but étant d’obtenir un splitting a toutes les échelles, et non seulement pour
celles supérieures a ry, il s’agit ensuite de montrer qu’il n'y a pas trop de points tels
que l’échelle singuliére est strictement positive. En définissant

B = U B, . (x),

x€B1(p):rx>0

il est en effet possible de controler la mesure %" ~2 de I'image u(%) C B2, ce qui
permet de définir I'ensemble G¢ du théoréme 5.3.

La démonstration du théoreme 5.2 est obtenue en combinant le théoreme 5.3 et le
résultat de e-régularité de M. Anderson donné dans le théoréme 2.15 de ce texte. Ce
dernier implique, dans le contexte du théoréme 5.2, que la convergence de (M;, g;, p;)
vers R"~2 x C(SL) est au sens C17 N W24, pour tout 7 < 1etq < oo, en dehors
de R"~2 x {o}.

Esquisse de la démonstration du théoreme 5.2. Considérons une suite qui satisfait les hy-
pothéses du théoréme 5.2 et qui converge vers R"~2 x C(S.) avec & < 2. Pour
un (n —2,6)-splitting u; : By(p;) — R"2 on peut fixer s; € G, puis choisir un
point x; € u;l (si) et un rayon r; de fagon a ce que r; soit le minimum du rayon har-
monique sur ui_l (si). Le théoréme de e-régularité 2.15 et le fait que « est strictement
inférieur a 271 garantissent que le minimum est atteint et que r; tend vers 0. La suite
des variétés ré-échelonnées (Ml'?,rlfz gi,x;) converge vers une limite (R"~2 x S, d, x).
Le choix de 7; et x;, la double borne sur la courbure de Ricci et le théoréeme 2.15 im-
pliquent que S et X = R" 2 x S sont des variétés lisses et plates. De plus, le non
effondrement permet d’obtenir que la croissance du volume sur X est euclidienne.
Une surface plate a croissance de volume euclidienne coincide avec R?, donc S = R?
et X = IR". Mais le théoréme 2.15 garantit aussi la continuité du rayon harmonique
(voir la discussion qui précéde la preuve du théoréeme 1.1 dans l’article de ANDERSON,
1990), donc en x € X on a r,(x) = 1. Cela est incompatible avec le fait que X soit
I'espace euclidien, pour lequel le rayon harmonique est infini en tout point. O

5.2. Bornes L? a priori sur la courbure de Riemann

JiaNG et NaBeR, 2021, ont démontré que dans le cas d'une double borne sur la
courbure de Ricci, non seulement I'ensemble singulier a codimension au moins 4,
mais il a aussi mesure de Hausdorff (1 —4)-dimensionnelle localement finie et il est
(n—4)-rectifiable. Ce résultat précede l'article de CHEEGER, JIANG et NABER, 2021, et peut
étre redémontré a partir du théoreme 3.8, vrai lorsque Ricci est minoré, et d’'un théo-
reme de e-régularité, spécifique au cas de courbure de Ricci bornée (voir le théoreme 6.1
de CHeeGEr et NaBer, 2015, et le théoréme 4.34 de CHEEGER, J1aNG et NaBer, 2021).
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IIs ont également prouvé une borne a priori sur la norme L? de la courbure de
Riemann : la démonstration utilise quant a elle des techniques nécessitant que la cour-
bure de Ricci soit bornée. Ce résultat avait été démontré auparavant, uniquement en
dimension 4, dans le théoréme 1.13 de CHEEGER et NABER, 2015, et conjecturé vrai en
toute dimension dans la conjecture 6.3 de NaBer, 2014, et dans la conjecture 9.1 de
CHEEGER et NaBER, 2015.

Théoréme 5.4 (Borne L%, Théoréme 1.6 de JIANG et NABER, 2021). Soit (M",g) une va-
riété telle que || Ricg || < (n — 1) et volg(By(p)) > v > 0. Alors il existe une constante
C(n,v) > 0 telle que :

][ |Rmg2dvg < C(n, ). (5)
Bi(p)

La preuve du théoréme précédent est fortement liée a I’étude des régions collier.
Les auteurs définissent les régions collier .4~ C By (p) d’une fagon similaire & celle que
nous avons décrite dans la section précédente, avec I'information supplémentaire que
les singularités a la limite ont codimension supérieure ou égale a 4. Par conséquent,
dans le cas a Ricci borné, si x € € est l'un de centres d’une région collier, il existe 7y
tel que pour tout r € [ry, 1] il existe une (Jr)-presque isométrie

Prr Bt]?_":xC(SWF) (0n74/0) N B&—lr(x),

ot I' est un sous-groupe non trivial de O(4). Comme dans le cas de l'article de
CHEEGER, JIANG et NABER, 2021, les démonstrations reposent sur un théoréme de dé-
composition en régions collier et un théoreme de structure des régions collier. Ce
dernier présente une différence essentielle avec le théoréme 4.2 : en plus de démon-
trer que la mesure y associée a la région collier est (n — 4)-Ahlfors réguliere, il donne
un controle sur la norme L? de la courbure de Riemann dans .#" N By (p). Combinée
avec le théoreme de décomposition, la borne L2 de la courbure de Riemann dans la
région collier permet d’obtenir le théoréme 5.4 (nous renvoyons aux sections 1.3.5
et 8 de l’article de JianG et NaBeg, 2021).

Il faut donc montrer que pour tout ¢’ il existe un J tel que si .4 est une (n — 4, 6)-
région collier dans une variété non effondrée avec || Ricg || < J, alors

][ |Rmg|dog < 6. 6)
A NBy(p)

Pour illustrer le bien-fondé de cette inégalité, rappelons que la région collier est la
boule B, (p) privée des boules B, (x) avec x € € (I'ensemble ¢ est vide dans le cas
des variétés lisses). Donc .4 est constituée des points «loin » de la strate quantita-
tive de codimension 4, ou en d’autres termes loin des points presque singuliers ol
la courbure s’accumule et explose. Il est donc raisonnable qu’en dehors des boules
B, (x) avec x € ¢, la courbure de Riemann reste controlée.

ASTERISQUE 438



(1184) LIMITES DE VARIETES NON EFFONDREES A RICCI MINORE 165

La démonstration de (6) dépend de I’Ahlfors régularité de la mesure y et se sert
du pincement d"une quantité monotone qui dans ce cas est le « J#-volume ».

i 92y

(x) = /M (drt) b " dog (y),

Il remplace le rapport de volume et, comme lui, est décroissant. De plus, un contrdle
du pincement de 7% (x) est équivalent a la (n — 4, §)-symétrie des boules centrées en
x (voir la section 4.2 de l'article de JiancG et NaBer, 2021). Les auteurs démontrent
que si x € ./, la norme L? de la courbure de Riemann sur une boule B(x), ol
r = d(x,%)/2, est controlée par le pincement du .#-volume. Cette estimée, avec
les propriétés géométriques et la monotonie du #-volume, permettent d’obtenir (6)
(voir la proposition 4.3 et le théoreme 4.1 du méme article).

Observons que la démonstration de JianG et NaBer, 2021, de la (n — 4)-Ahlfors
régularité de la mesure p associée a une région collier .#” présente certains points en
commun et plusieurs différences avec ce qui a été présenté dans la section précédente.
Nous pouvons identifier trois étapes principales dans la preuve :

1. Construction d"une application bi-Hélder ¢ de ¢ dans R" 4, qui suffit pour
prouver la borne inférieure dans la (n — 4)-Ahlfors régularité. La construction
de ¢, donnée dans la section 3.3 de l’article, se sert de la définition des régions
collier via des GH-presque isométries pour montrer que I'ensemble des centres
est un « ensemble de Reifenberg », d’ot il existe une application de Reifenberg
bi-Holder de ¢ dans R" 4.

2. Construction d'une application bi-Lipschitz u sur un sous-ensemble 4. C ¢
dans R"~* (le théoréme 5.2 de l'article, prouvé dans la méme section). Cela
nécessite de supposer une régularité Ahflors faible. La construction de %;
repose sur le contrdle approprié, dans une région collier, du hessien d'un
(n — 4, ¢)-splitting 1. Pour 'obtenir, les auteurs se servent d’un contrdle de la
fonction de Green G, = b~2 associée a la mesure u et d'une estimée de super-
convexité pour une énergie qui combine le hessien de u et le gradient de b. Cette
énergie s’apparente a 1'énergie A qui a été introduite et dont la décroissance a
été montrée dans l'article de CorLping, 2012.

3. Avec un raisonnement par récurrence, a partir de 'Ahlfors régularité faible et
des deux points précédents, il est alors possible de démontrer I’Ahlfors régu-
larité souhaitée sur une région collier d’une variété lisse (section 6.2 de l'ar-
ticle). Un argument d’approximation, prouvé dans le théoréme 3.19 de 'article,
permet ensuite d’obtenir le résultat analogue dans le cas des espaces limites
(comme dans les sections 9.4 et 9.5 de 'article de CHEEGER, J1aNG et NABER, 2021).
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6. Le théoreme de transformation

Nous présentons dans cette section le théoréme de transformation et sa démons-
tration, a titre d’exemple représentatif des techniques utilisées dans les trois articles
de J. Cheeger, W. Jiang et A. Naber que nous venons de résumer. Dans le théoréme
de transformation en effet, comme dans beaucoup de résultats dans ces travaux, on
se sert d’un argument par 1’absurde et on étudie finement les propriétés d'un (k, d)-
splitting. Le théoreme de transformation est un des exemples le plus simples de cette
étude, qui consiste a traduire des propriétés géométriques des boules en termes ana-
lytiques, pour ensuite obtenir de nouvelles informations sur la géométrie. En outre,
dans le cas k = n, le théoréme de transformation permet de revenir sur la théorie de
Cheeger—Colding en fournissant une nouvelle preuve du fait que la partie réguliére
Z d'un espace limite est bi-H6lder homéomorphe a une variété lisse.

Nous commencons par énoncer une version légerement différente du théoreme
de transformation, qui, comme montré ci-dessous, implique celle donnée dans le
théoreme 4.3.

Théoréme 6.1 (Théoréme 7.7, CHEEGER, JIANG et NABER, 2021). Soient e, 17,v > 0, € < gg o1l
eg est donné par la proposition 6.3. Il existe 61 (e, 17, v, n) tel que pour tout & < 61, si (M", )
est une variété qui vérifie

Ricg > —(n — 1)62 et volg(Bi(p)) > v >0,

et les deux propriétés suivantes :
(i) il existe rg €]0,1[ tel que pour tout s € [ro, 1] la boule Bs(p) est (k, 62)-symétrique et
n'est pas (k + 1, n)-symétrique;
(ii) il existe un (k,8)-splitting u : By(p) — R;
alors pour tout s € [ro,1] il existe une matrice triangulaire inférieure Ty, telle que
Ty ou: By(p) — RFest un (k, )-splitting.

En outre, nous avons un controle Holder de la norme de Ty, : || Ty, || <775

Preuve du théoréme 4.3 en connaissant le théoréme 6.1. Considérons (M", g) une variété
telle que Ricg > —(n — 1)62, volg(By(p)) > v > 0, contenant une (k, 6, 77)-région
collier 4" C By(p), avec 4 a choisir. Si § < 1/8, d’apres la définition de région collier,
condition (c), la boule Bg(p) est (k, 6%)-symétrique. Pour &’ > 0, a choisir également
dans la suite, on considére la quantité §(6’, 1) donnée par la proposition 2.5 : pour
52 < 6(68',n), la proposition 2.5 assure qu’il existe un (k, ¢’)-splitting harmonique
u: By(p) — RK. Or, en se servant de I'inégalité de Bishop-Gromov, on peut montrer
qu'il existe une constante C,, > 1 telle que pour tout x € ¢ la restriction de u a B(x)
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est un (k, C,¢") splitting. On peut alors choisir &' = ¢'(n,v,1,¢) tel que C,,8’ < 61, out
01(¢,1,n,v) est donné par le théoreme 6.1. On pose alors

So(n,v,e,17) = min{1/8,1/5(8',n),Cyé'}.

De cette fagon, pour tout § < dy < dq, si (M", g) est une variété non effondrée avec
Ric, > —(n —1)8%, volg(B1(p)) > vet A C By(p) est une (k,6,7)-région collier,
pour tout point x de ’ensemble de centres ¢ on a :

(i) Pour tout s € [ry,1] la boule Bs(x) est (k, 6%)-symétrique mais pas (k + 1,7)-
symétrique.
(i) u: Ba(x) — RF est un (k, 6)-splitting.
On peut donc appliquer le théoreme 6.1 et obtenir que pour tout centre de la région
collier x € € et pour tout r dans [ry, 1] il existe une matrice triangulaire inférieure
Ty telle que Ty 0 u : By(x) — RF est un (k, €)-splitting et de plus || Ty, || < 7%

Pour ce qui concerne la régularité Holder de u : ¥ — R, on fixe x,y € ¢ tels
que d(x,y) = r. On sait qu'il existe T = Ty, telle que T o u : B,(x) — RF est un (k, ¢)-
splitting. Puisque B, (x) nest pas (k + 1, 77)-symétrique, il est possible de montrer que
la restriction de T o u a ’ensemble des centres ¢ N B, (x) est de plus une (er)-presque
isométrie. Cela implique en particulier que :

[ITou(x) =Tou(y)ll —d(x,y) | <er,
On a choisi y tel que d(x,y) = r, donc en se servant de || T|| < r~¢, on obtient
lu(x) = uy)ll > (1 —e)r'*e.

De plus, u est un (k, 6)-splitting, donc c’est une application (1 + J)-Lipschitz, oi1 6 est
choisi en fonction de &. On a donc la majoration :

[u(x) —u()| < A +e)d(x,y),
ce qui conclut la preuve. O

Nous nous concentrons désormais sur la démonstration du théoreme 6.1.
L'argument donné par CHEEGER, JIANG et NaBer, 2021, repose sur une traduction
précise de certaines propriétés géométriques en termes analytiques. Dans ce cas,
il s’agit d’étudier des cones limites C(Y) ayant la propriété d’étre k-symétriques
mais pas (k + 1,7)-symétriques (cela provient de '’hypothese (i)). Cette rigidité
géométrique peut étre transposée en termes de spectre du laplacien sur Y et de
comportement des fonctions harmoniques sur C(Y).
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6.1. Valeurs propres et fonctions harmoniques sur les cones limites

Les travaux de CHEEGER, 1979, et CHEEGER, 1983, ont montré qu'il est possible de
donner un sens a 'opérateur laplacien sur des variétés avec des singularités coniques
ou plus généralement des « pseudovariétés ». Nous considérons le cas particulier d'un
cone (C(Y),d,0) obtenu comme limite de variétés (M;, g;, p;) avec

Ricg, > —(n —1)d; et volg, (B1(p;)) > v >0,

pour §; — 0. Grace aux travaux de Ding, 2002, et CHeeGER et CoLpING, 2000, il a été
démontré que, a la fois sur le cone limite C(Y) et sur sa section Y, il existe des opé-
rateurs laplaciens Ac(y) et Ay bien définis. De plus, Ay posséde un spectre discret
0=Ap <A1 <Ay <--- avec Ay — +o0. La premiere valeur propre non nulle vérifie
A1 = n — 1. Enfin, les fonctions propres ¢; associées a A; sont Lipschitz et les fonctions
définies par

u(r,y) =r"¢;(y), ota; > 0esttel que A; = wj(n —2+w;),

sont harmoniques sur C(Y).

Il est possible de reformuler ces résultats dans le contexte plus général introduit
par Lott-Sturm-Villani et Ambrosio-Gigli-Savaré des espaces métriques mesurés
RCD(K, N) : cela signifie que dans un sens « synthétique » la courbure de Ricci est
minorée par K et la dimension majorée par N. Par stabilité de la condition RCD
sous la convergence de Gromov-Hausdorff mesurée, les cones limites C(Y') auxquels
nous nous intéressons sont des espaces RCD(0, 1), et d’apres un résultat de KeTTERER,
2015a, leurs sections sont RCD(n — 1, 1), d’ot1 'on peut retrouver la borne inférieure
sur Aq.

Nous allons supposer que C(Y) est k-symétrique. Par conséquent, pour i assez
grand il existe un (k, ¢;)-splitting harmonique ; : By(p;) — R¥ avec &; — 0. La suite
(u;); converge alors vers une application splitting u : C(Y) — RF dont les compo-
santes (u!,. .., u*) sont harmoniques, linéaires et orthogonales. Puisque une fonction
harmonique est de la forme u/ = r*i¢;, il en résulte que a; = let A; = (n — 1). Les k
premiéres valeurs propres de Ay coincident donc avec (n — 1). On peut également
prouver la réciproque : si les premiéres k valeurs propres de Y sont égales a (n — 1),
alors, grace au théoréme 1.4 de KeTTeRER, 2015b, la section Y est une suspension sphé-
rique et le cone C(Y) scinde un espace euclidien de dimension k. Il est donc raison-
nable de penser que si C(Y) est k-symétrique mais pas (k + 1, 7)-symétrique, la valeur
propre Ay 1 doit différer de (n — 1) par une constante positive. C’est le contenu de la
proposition suivante.

Proposition 6.2 (Proposition 7.3, CHEEGER, JIANG et NABER, 2021). Fixons yj > 0 et considé-
rons une suite de variétés (MY, g;, p;) telles que

Ricg, > —(n —1)d; et volg,(B1(pi)) > v,
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avec 6; — 0. Supposons que (M;, g;, p;) converge vers un cone k-symétrique
(C(Y),d,0) = (R x C(Z),d,0),

et que By(p;) n'est pas (k + 1,1)-symétrique. Alors les premiéres k-valeurs propres A; du
Laplacien sur la section du cone Y sont égales d (n — 1) et il existe T = T(n,v,1) > 0 fel
que :

/\k-‘rl > (TI — 1) +T.

Les auteurs montrent, par 'absurde, que si Ar;; pouvait étre arbitrairement
proche de (n — 1), alors il serait possible d’obtenir pour un ¢ assez petit un (k + 1, Ce)-
splitting sur C(Y), donné par (x1, ..., xg, r*+1¢;,1(y)). Pour i assez grand, on trou-
verait alors un (k + 1, Ce)-splitting sur la boule B (p;) C M;, ce qui contredit le fait
que By (p;) n'est pas (k + 1, 17)-symétrique.

Une conséquence de cette proposition qui joue un réle important dans la preuve
du théoréme 6.1 est donnée par le corollaire suivant.

Corollaire 6.3 (Lemme 7.8, CHEEGER, JIANG et NABER, 2021). Fixons 1 > 0. Sous les mémes
hypothéses que dans la proposition précédente, il existe g = €o(n,v,1) tel que pour toute
fonction harmonique u sur C(Y'), sil existe une constante C > 0 et € €]0, o] tels que pour
tout (r,y) € C(Y) nous avons

u(r,y)| < Crite+C, (7)
alors u dépend linéairement de r(-) = d(-,0) .

La preuve repose sur le fait qu'une fonction harmonique peut s’écrire
u(r,y) = ) bir"igi(y), (8)
i=1

ott la convergence est au sens W?(C(Y)). En choisissant gy en fonction de T donné
dans la proposition précédente, il est possible de montrer que si u satisfait la condi-
tion (7), alors pour tout i > k + 1 nous avons b; = 0. Il ne reste alors que les termes
avec &; = 1, et u dépend linéairement de la distance au sommet.

6.2. Esquisse de la preuve par I’absurde du théoreme 6.1

Observons tout d’abord que nier la conclusion du théoréme 6.1 permet d’obtenir
une suite de variétés qui converge vers un cone limite qui est k-symétrique mais pas
(k+1,7n)-symétrique. En effet, si le résultat était faux, il existerait un e €]0, o] tel que
pour tout J la conclusion du théoréme est fausse. 1l est alors possible de choisir une
suite 6; — 0 telle que pour tout i il existe une variété (M, g;, p;) satisfaisant

Ricg, > ¢; et volg, (Bi(p;)) > v,
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et telle que, pour une certaine échelle, il n'existe pas de matrice de transformation,
méme siles hypotheéses (i) et (i) sont vérifiées. Il existe donc un rayon r; vérifiant 1’hy-
pothése (i), donc tel que pour tout s € [r;, 1] les boules B, (p;) sont (k, 67)-symétriques
mais pas (k + 1,7)-symétriques. Si r; tend vers 0, ce qui comme nous allons le voir
est le cas, nous pouvons considérer la suite de variétés ré-échelonnées (M;, ri_z Qi Pi),
qui converge vers un cone limite (C(Y), d, p) k-symétrique C(Y) = RF x C(Z), mais
pas (k + 1,17)-symétrique.

En se servant de 'hypothése (ii), il existe un (k, 5;)-splitting u; : Bo(p;) — R. En
revanche u; ne peut pas étre transformé en un (k, ¢)-splitting pour toutes les échelles s
dans [r;, 1] a l'aide de la composition avec une application linéaire. Cela signifie qu’a
partir d'une certaine échelle, une transformation T} s n’existe pas : nous pouvons donc
considérer le plus petit rayon s; €]r;, 1] pour lequel il existe une transformation Ty, s,
telle que la composition T),s; o u; est un (k, ¢)-splitting. En particulier, par définition
de s;, pour I'échelle s = s;/10, il n’existe pas de transformation Ty, s qui fasse de u;
un (k, €)-splitting.

Or, le fait que J; tend vers 0 implique que les rayons r;, s; convergent aussi vers 0. Si
ce n'était pas le cas, grace a I'inégalité de Bishop—-Gromov il existerait une constante
C > 0 telle que u; restreint & Bs(p;), s = s;/10, est un (k, Cd;)-splitting. Pour i assez
grand cela impliquerait que u; est un (k, ¢)-splitting sur Bs(p;), ce qui contredirait
donc la définition de s;.

Il convient alors de considérer les variétés ré-échelonnées (M, §;, p;) avec la mé-
trique §; = s; 2g;, qui convergent comme observé ci-dessus vers C(Y) = R x C(Z),
C(Y) non (k 4 1,1)-symétrique. Le but est de faire converger aussi la suite des split-
tings vers une fonction harmonique sur C(Y’) pour pouvoir exploiter le corollaire 6.3.

Pour ce faire on définit sur les variétés (M}, g;, p;) les fonctions

Ui = Sfl(TPi/Si o u;),

oi1 sans perte de généralité nous avons supposé u;(p;) = 0F. Avec ce choix, la
constante de Lipschitz de v; pour la métrique §; coincide avec celle de Ty, s; o u; pour
la métrique g;. Or, les applications Ty, s, o u; sont toutes des (k, ¢)-splitting, donc les
constantes de Lipschitz de Tj,s, o u; et v; sont uniformément bornées par (1 + ¢).
Gréce a un résultat de convergence pour les fonctions lipschitziennes définies sur
des suites convergentes en topologie de Gromov-Hausdorff, la suite (v;); converge
vers une fonction harmonique définie sur le cone limite v : C(Y) — R* (voir la pro-
position 4.28 de CHEEGER, J1ANG et NaBER, 2021).

On utilise alors une estimée pour la norme des matrices de transformation. Les
auteurs montrent que pour tout R>r>s;,

< (B)
\1’ .

-1
|| Txirr 0 Tx,',R
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Cela permet de montrer que si d; est la distance associée a §; et x € M/ est tel que
di(x,p;) = R €]1,5; '], on obtient :

[V0i(x, R) g < C(1+e)RVE.

Ce controle passe a la fonction limite v. Il en résulte que pour tout (R, x) € C(Y) tel
qued(x,0) =R,ona
lo(x,R)| < CRMVE 4 C.

En sachant que ¢ est inférieur a ey donné par le corollaire 6.3, on obtient que v est
linéaire par rapport a la distance du sommet du coéne. Il est possible alors de mon-
trer que pour v = (v, ...,v"), les gradients sont linéairement indépendants, et que,
sans perte de généralité, v/ coincide avec la j-éme coordonnée x/ : RF x C(Z) — R.
Cela implique que v est un splitting a toutes les échelles. Pour i assez grand, v; est
alors un (k, ¢)-splitting sur laboule B, 1 (p;). Enrevenanta (M”, g;, p;), pour i assez
grand, l’application u; est un (k, ¢)-splitting a 1’échelle s;/10, ce qui contredit 1’hy-
pothese que u; ne pouvait pas étre transformée en un (k, ¢)-splitting a une échelle
inférieure a s;.

6.3. Esquisse d’une preuve due a G. Carron

En exploitant les résultats spectraux sur les cones limites, il est possible de donner
une preuve alternative du théoreme de transformation 6.1. Nous expliquons a présent
les ingrédients principaux d'une démonstration due a G. Carron.

On considére comme dans la section 6.1 un cone C(Y), limite d"une suite de va-
riétés (M;, gi, pi), non effondrées et dont la courbure de Ricci est minorée. On ob-
serve que d’apres le résultat de convergence du volume, le théoréme 0.1 de I’article de
CoLpiNg, 1997, les mesures dvg, associées aux métriques riemanniennes g; convergent
vers une mesure y sur le cone C(Y). Or, a partir du trou spectral donné par la propo-
sition 6.2 et de la décomposition des fonctions harmoniques (8), on peut obtenir le
résultat suivant.

Proposition 6.4. Fixons 1 > 0 et considérons (M, g;, p;) une suite de variétés telles que
Ricg, > —(n — 1)d; et volg,(Bi(pi)) > v,

avec 6; — 0.

Supposons que (M;, g;, p;) converge vers un cone k-symétrique (C(Y),d,0) = (R¥xC(Z),d, 0)
et que By (p;) n'est pas (k + 1, n)-symétrique. Soit h : C(Y) — R une fonction harmonique
telle que

e :][ VAR = 1]dp < 1.
B (o)
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Alors il existe & = a(n,v,1) > 0 et des constantes c, T telles que pour tout 6 €]0,1[

f VAP = cldu < T6%, |c—1| <Te.
By(o)

Cela signifie que si h est une fonction harmonique dont le gradient est proche
en moyenne de 1 sur la boule unité, alors h reste proche en moyenne d’une fonction
linéaire pour toutes les échelles inférieures. Cela est le cas en particulier pour les
composantes (u!,...,u*) d’un (k,&)-splitting.

L'exposant & dans la proposition précédente dépend du trou spectral T entre les
valeurs propres Ay et Ay q.

Proposition 6.5. Pour tout ¢,1,v > 0 il existe 5y(n,v,1,¢€) tel que pour tout § < &, si
(M", g) est une variété telle que

Ricg > —(n —1)d et volg(By(p)) > v,

et qui vérifie les hypothéses (i) et (ii) du théoréme 6.1, alors il existe A €|rg, 1] tel que pour
tout ¢ € N satisfaisant A* €]rg, 1] il existe une (k x k) matrice triangulaire inférieure T,
telle que :

1. La composition Tyou : By (p) — R¥ est un (k, e)-splitting.
2. Il existe une constante C > 0 telle que || Ty, o T[l —I;|| < Ce.

Cela permet en réalité d’obtenir l'existence d’une matrice T,, pour toutes les
échelles r € [rp,1], et donc d’obtenir le méme énoncé que celui du théoréeme 6.1 :
grace a l'inégalité de Bishop-Gromov, pour une échelle r comprise entre A‘+! et A
'application Ty o u est une (k, C(A)d)-splitting. On peut alors choisir § de fagon a ce
que T, o u soit un (k, e)-splitting pour tout r €]A+1, Af[. En d’autres termes, la ma-
trice T, reste constante égale a Ty pour tout r AT AL

Nous donnons les étapes essentielles de la preuve de la proposition 6.5, en évitant
la plupart des détails techniques.

Esquisse de la démonstration. La notation 1(J) indique dans la suite une quantité qui
dépend de 17,7, 1, et qui tend vers 0 quand J tend vers 0.

Etape 1. Puisque les boules Bi(p) sont (k,4%)-symétriques mais pas (k + 1,7)-
symétriques, elles convergent, pour é qui tend vers 0, vers la boule unité dans un cone
C(Y) = R* x C(Z). Or, les (k, §)-splittings harmoniques u : By(p) — R possédent
une borne uniforme sur leur constante de Lipschitz, donc d’apres la proposition 4.28
de l'article de CHEEGER, J1aNG et NABER, 2021, ils forment une famille pré-compacte
par rapport a la convergence W'? des fonctions sur des espaces convergeant en topo-
logie de Gromov—Hausdorff. Alors pour J assez petit, il existe un (k, §)-splitting us,
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que dans la suite nous notons u, et une fonction harmonique  : BlC ) (0) = RF telle
que

][ (Vu', Vi)dvg — ][ (VH, VI )du| < p(6).
Bi(p) 5% )
Etape 2. La matrice de composantes H;; = (Vhi,Vhi) est proche en moyenne de
I'identité I, ¢’est-a-dire :
Pt 109 7H) = byld < 6 40) = ). ©)
1 0

Pour le démontrer, nous définissons { ij(y, s)=s— dijjpourtouti,j=1,..., k. Puisque
(Vul, Vul) converge vers Hjj au sens L' pour & qui tend vers 0, et grace a la conver-
gence des mesures, nous pouvons nous servir d’une remarque dans l'article de GicLi,
MonpiNno et Savarg, 2015 (voir 1’égalité (6.6) et ce qui suit, avec p = 1) qui, en appli-
quant Z;; a (Vu!, Vi), permet d’obtenir

VH, V1) — 6;:|d —][ Vul, Vil) = 6;;|dve| < w(6).
]{glcm(o)|< > J‘ K Bl(p)|< > ]| 8 lp( )

Cette derniére inégalité implique (9), combinée au fait que, par définition de
(k, §)-splitting nous avons

][ V!, Vi) — 5;j|dvg < 6. (10)
Bi(p)

Etape 3. Grace a (9), nous pouvons appliquer a 1 la proposition 6.4. Il existe donc une
matrice A telle que
1A =Tl < Tpr(6) (11)

etpour tout 6 €]0,1[,4,j=1,...,k
Frin g 109 9) = Aglae < 101 0)
0 [

En se servant de (9), (10) et de 'inégalité de Bishop—Gromov, nous obtenons pour
tout 6 €]0,1]

F IV, V) - A ldog < T6%1(5) + 01 (5) + vs(l);
By(p) U_s

= T0%91(0) + 92(6,9).
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Etape 4. L'inégalité (11) implique qu’en choisissant & tel que 11 () est assez petit, il
existe une matrice triangulaire inférieure T qui satisfait

'TAT = T et ||T — T || < Ty (9).
Nous définissons alors pour 6 €]0,1] :
v=Tou:By(p) = R
Avec ce choix de T, 'application v est telle que :

sup [Vo| < (1+6)(1+Ty1(5)) = f(9),
By (p)

fB V9 99) = 051 < (14 T (6) (T043(6) +92(6,6)) = 5(0,0).

Etape 5. Observons tout d’abord que, en vertu de l'inégalité de Bishop—Gromov, il
existe une constante positive Cy(n) telle que pour tout r € [rg, 1], u restreint a B,(p)
estun (k, Cr—"¢)-splitting. En outre, la preuve du lemme 3.34 de 'article de CHEEGER
et NaBER, 2015, fournit un argument pour prouver le fait suivant :

Lemme 6.6. Il existe une constante C(n) > 1 telle que si Ric, > —(n — 1)1 et
u: By(p) — R est une fonction harmonique satisfaisant

sup |Vu| < C(n) et ][ |(Vu!, Vul) -l <1,
Bi(p) Bi(p)

alors u restreinte a la boule By /5 (p) est un (k, C(n)./17)-splitting.

Nous allons choisir 0 et 6 de fagcon a ce que I'application v satisfasse les hypotheses
du lemme précédent. Nous fixons d’abord é; tel que pour tout § < Jy nous avons
f(8) < C(n) et de plus

(14 T1(0)) 1 (d) < 1.
Ensuite nous choisissons 6 €]0, 1] tel que pour tout § < Jy :
[ o 82
14+T1(0))p1(0)6" < 0% 1= ——.
(14 T1(5)) T (5) T

Enfin, avec 6 fixé ci-dessus, nous choisissons ¢ €]0, dy| tel que

(1+Ty1(9))¢2(6,0) < 3C(n’
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et de plus tel que
1

< <o= (zm)

Avec ces choix de 0 et J, nous avons deux possibilités. Si vy > 6, alors pour tout
r € [ro,1]

Co(n)s.
&

M=y >0>

Cela implique que u restreint aux boules B, (x) est un (k, €)-splitting sans besoin de
composer avec une matrice de transformation. Sinon, si 8 > rp, les choix de ¢ et 6
garantissent que f(6) < C(n)etg(6,d) < ﬁi)z En appliquant alors le lemme ci-
dessus, nous en déduisons que 'application v = T o u restreinte a la boule de rayon
6/2 estun (k, ¢)-splitting. Il existe donc A = 6/2 et une matrice triangulaire inférieure
Th = T telle que

Tiou:By(p) — R

est un (k, €)-splitting. De plus, T; est proche de l'identité : || Ty — I || < Ce. Enrépétant
le méme argument sur B, (p) et 'application T; o u, puis sur B,a2(p) et T, o u, et ainsi
de suite tant que A’ est supérieur a g, nous obtenons le résultat souhaité. O
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JOININGS CLASSIFICATION AND APPLICATIONS
[after Einsiedler and Lindenstrauss]

by Menny Aka

Introduction

Fix a group A and consider a set of measure-preserving actions of A on X; = (X;, %;, u;),
i=1,...,r,where X; is a Borel probability space with a measure y; and a o-algebra %;.
Consider the joint action (also called the diagonal action) of A on

XZ(X1X~~~XX7,<@1X~~-X¢@7)

givenby a.(x1,...,x,) = (a.x1,...,a.x,). A (r-fold) joining of the systems {X;};_; is
an A-invariant probability measure y on X with (7;), 4 = p; fori = 1,...,r where
m;: X — Xj is the natural projection map.

There always exists at least one joining, namely the trivial joining, which is the
product measure p; ® - - - ® . When this is the only possible joining of the systems
{X;}/_; one says that these systems are disjoint. The systematic study of joinings
stems from Furstenberg’s seminal paper (Furstenserg, 1967). Furstenberg marked
an analogy between joinings and the arithmetic of integers: saying that two measure-
preserving systems are disjoint is analogous to saying that their least common mul-
tiple is their product. The analogy works in one direction; measure-preserving sys-
tems admitting a non-trivial common factor are never disjoint: recall that a factor
of a measure-preserving system X = (X, %, 1, A) is a measure-preserving system
Y = (Y,%,v,A) and a measure-preserving map ¢: X — Y which intertwines the
action of A, that is, for all a € A we have a.¢(x) = ¢(a.x) for p-almost every-
where. Like integers, any measure-preserving system has itself and the trivial sys-
tem (one-point system) as factors. Moreover, like integers, as stated above, if two
measure-preserving systems have a common factor, they have a non-trivial joining,
called the relatively independent joining over a common factor (see e.g., EINSIEDLER
and Warp, 2011, §6.5). FursteNBerG (1967) asked if this analogy also works in the
other direction: if two systems do not have any common factor, must they be disjoint?
Ruporrn (1979) answered negatively, providing the first counterexamples. Joinings
are nonetheless a strong tool in ergodic theory, as exemplified by Grasner (2003)
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which gives a complete treatment of ergodic theory via joinings. The broad applica-
bility of the classification of possible joinings of certain systems was already visible
in the work of FURsTENBERG (1967), where he solves a question in Diophantine ap-
proximation using joinings. We refer the reader also to the recent survey of pe LA Rug
(2020) about the broad use of joinings in ergodic theory.

Roughly said, the study of joinings is the study of all possible ways two systems
(or r systems) can be embedded as factors of another system, which is in turn spanned
by them. When two systems are not disjoint, this is a sign that there is strong relation
between them. The main topic of this survey is a very good example of this principle.
This is a survey of the work of Einsiedler and Lindenstrauss on joinings of higher-rank
torus actions on S-arithmetic homogeneous spaces (EiNsiEDLER and LINDENSTRAUSS,
2019), which extends their previous paper (EinsiepLER and LinpensTrAUSss, 2007). They
consider torus actions on two (or r) homogeneous spaces which are quotients of S-
arithmetic points of perfect algebraic groups, equipped with the uniform Haar prob-
ability measure on each quotient. They show in particular that if such systems are
not disjoint, there must be a strong algebraic relation between the corresponding per-
fect algebraic groups, exemplifying the principle stated above. This may remind the
reader of the folklore Goursat’s Lemma from group theory; while the latter is a natu-
ral structural theorem about subgroups of a product, the joining theorem of Einsiedler
and Lindenstrauss is a striking instance of measure rigidity, where the existence of
non-trivial joinings in this setting can only be due to a strong algebraic relation.

The main result of EinsiepLer and Linpenstrauss (2019, Theorem 1.7) classifies
joinings on higher-rank torus actions on a product of two (or r) homogenous spaces
of the form

I'1\G1(Qs) x T2\G2(Qs)

as we now state after recalling the necessary definitions. The measure spaces we con-
sider are S-arithmetic homogeneous quotients of perfect groups. More precisely, let
G be a perfect Zariski-connected linear algebraic group defined over Q and let S be
a finite set of places of Q. Let Qg denote [T;c5 Qs (with Qe = R). An S-arithmetic
quotient is a quotient space of the form I'\G with G being a finite-index subgroup
of G(Qg) and T is an irreducible arithmetic lattice commensurable to G(0s). Here,
Us denotes the ring of S-adic integers. Such an S-arithmetic quotient is said to be
saturated by unipotent if the group generated by all unipotent elements of G acts er-
godically on I'\G. For example, for G = SL, (or more generally simply-connected
algebraic groups) the quotient I'\G(Qjs) is saturated by unipotents.

A probability measure y on an S-arithmetic quotient I'\ G is called algebraic over
Q if there exists an algebraic group H defined over Q and a finite-index subgroup
H < H(Qg) such that y = mrpg where ¢ € G and mry, denotes the normalized
Haar measure on a single (necessarily closed, by the finiteness of y) orbit - see §2.1
for a detailed definition.
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The joinings we aim to classify are joinings of S-arithmetic quotients X; = I';\G;
which are saturated by unipotents, equipped with Haar probability measures
my, = mr\g, and a torus action which we now define. Following the notation of
EmnsiepLer and LinpensTrauss (2019) we say that a subgroup A < G is of class-</’
if it is simultaneously diagonalizable and the projection of 2 € A to G(Qs) for any
s € S satisfies the following: for s = oo it has only positive real eigenvalues, and for
s equal to a finite prime p, we assume that all the eigenvalues are powers of 8, for
some 0, € Q; with |6P’p # 1 chosen independently of 4 € A. A homomorphism

¢: Z% — G is said to be of class < if it is proper and ¢(Z?) is of class-</’. The term
higher-rank torus action refers to such a homomorphism with d > 2. We are ready to
state the main theorem of EinsiepLer and Linpenstrauss (2019, Theorem 1.7):

Theorem 1.1 (Einsiedler-Lindenstrauss, 2019). Let v,d > 2 and let Gq,..., G, be per-
fect algebraic groups defined over Q, G = []G;, and S be a finite set of places of Q. Let
X; = T';\G; be S-arithmetic quotients for G; < G;(Qs) which are saturated by unipotents
and set G = [T\, G; and X = [T'_, X;. Let ¢;: Z% — G; be homomorphisms such that
¢ = (¢1,--.,¢r): Z* — G is of class-</’, and such that the projection of ¢; to every Q-
almost simple factor of G;(Qs) is proper. Let A = ¢p(Z“) and suppose y is an A-invariant
and ergodic joining of the actions of A; = ¢;(Z%) on X; equipped with the Haar measure
myx,. Then,  is an algebraic measure defined over Q.

This theorem exemplifies the above principle concerning disjointness: let H < G
be the group showing the algebraicity of y. If H = G then y is the trivial joining.
Otherwise, H arises from a very strong relation between the algebraic groups G;.
Indeed, certain of their Q-simple factors need to be isogenous over Q. In particular,
if G; are pairwise non-Q-isogenous almost simple groups, any joining must be the
trivial one. This situation strongly echoes Goursat’s Lemma from group theory.

Taking again the broader viewpoint of measure rigidity for torus action (or Z-
actions) on homogeneous spaces, Theorem 1.1 is the most complete result in this
context. Such rigidity results are currently only possible under a positive entropy
assumption. In our context, the positive entropy assumption is hidden in the as-
sumption that we join homogeneous spaces equipped with the Haar probably mea-
sure on each quotient (we give more details below). Moreover, the assumption that
the groups are perfect is essential: considering more general groups in both factors
would allow to recast the classification of Z¥-actions on solenoids (including the zero
entropy case - a notoriously difficult problem), as a classification problem of joinings.

Theorem 1.1 is already interesting when r = 2 and G; = G, = SL,, forn > 3
and d > 2, or for G; = Gy = SLp xSLp and d = 2. While reading this survey,
the reader is advised to concentrate on these cases. Indeed, the techniques used and
the main steps of the proofs of EinsiEDLER and LiNDENsTRAUSs (2007) and EINSIEDLER
and LinDensTRAUSS (2019) are already visible when one considers the case where G;
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and G; are equal to SL, for n > 3 or to SL; x SLy, and where S = {oo}, that is,
where we consider real Lie groups. Therefore, apart from describing the main re-
sult of EinsiepLER and LinpeNsTRAuss (2019) in this introduction, we will reduce this
survey to these cases.

To end this introduction we present a few images of the following arithmetic ap-
plication (Aka, EINsiEDLER, and SHAPIRA, 2016) which appeared at the same time as
(EinsieDLER and LiNDENsTRAUSS, 2019). We discuss further applications in §6.

For D € N write

$?(D) = {(x,y,z) €7 x>+ y*+22=D,gcd (x,y,2) = 1}.

By Legendre and Gauss we have $?(D) # @ if and only if D # 0,4,7 mod 8.
Consider

_ 1 2. 3.2, .2, .2 _
Ppi= —=-$(D)C S ={(yz) e R 4242 =1} (1)
By a celebrated theorem of Duke (1988), based on a breakthrough of Iwaniec (1987),
Pp equidistribute on S2when D — o along D # 0,4,7 mod 8. That s, the following
weak-* convergence

Z 0 v —> Mg2

e,

holds, where mg; is the uniform (cone) measure on 2.
We wish to join this equidistribution problem with another equidistribution prob-
lem in a natural way. For each v € S%(D) we consider the two-dimensional lattice

Ay = v' N Z3 which we can consider up to rotation as lying in a fixed plane of
Q3. We denote it by [A,] and call it the (shape of the) orthogonal lattice of v. The set
Qp = {[A¢]:v € S*(D)} can be considered as a subset of the modular surface
X, = SLp(Z)\H which parametrizes the space of two-dimensional lattices up to

rotation, and carries a natural invariant probability measure my,. A careful analysis
(see e.g., ELLENBERG, MICHEL, and VENkaATEsH, 2013, §5.2) shows that the normalized
counting measure on Qp also equidistributes as D — oo to mx,, by a variant of Duke’s
Theorem. This construction yields the following natural problem: does the normal-
ized counting measure on

Ip = {(v, [Ao]) 10 € SZ(D)} 2)

equidistribute to the product measure mg, ® myx, when D — oo with D # 0,4,7
mod 8?

We conjecture that it does (mainly because we don't see a reason why it shouldn't).
Here is some “visible” evidence: for the D’s below, we divide the modular sur-
face X, using the height function into two (resp. three) equal myx,-measure regions
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and call lattices in each region non-stretched/stretched (resp. non-stretched /mildly
stretched/super-stretched) and color each point on \/% -S2(D) with a different color
according to the type of its orthogonal lattice. In figures 1 and 2 below, one can see
the distribution of the corresponding points together with the number of points of
each type for D = 101, 8011, 104851, 14500001.

D=101 D=8011 D=10485 D=14500001

Non-sireiched 96/168=67%  N.S 288/600=48% N.S. 960/1992=48 2% N.S. 51024/101232=50 4%

Stretched 72/168=43% S. 312/600=52% 5.1032/1992=51.8% 5. 50208M101232=49.6%

Figure 1: non-stretched vs. stretched

Both equidistribution problems in $? and in X, may be individually phrased as
two individual equidistribution problems on an S-arithmetic (or adelic) quotient as
defined above (see § 6.1 for more details). Linnik could prove these results under
a congruence condition on D modulo a fixed arbitrary prime (see § 6.1 for more de-
tails). It turns out that the coupling of v € S?(D) with its orthogonal lattice [Ap]
gives rise to a joining of the above S-arithmetic quotient. Under congruence con-
ditions at two fixed arbitrary primes, one could apply Theorem 1.1 to deduce the
equidistribution of the normalized counting measure on Jp to mg ® X, when D — oo
along D # 0,4,7 mod 8 and the congruence conditions modulo the above two fixed
primes. Recently BLomer and BruMLEY (2020) showed that under the Generalized
Riemann Hypothesis, the above equidistribution holds along D # 0,4,7 mod 8
without any congruence conditions.

1.1. Bird’s-eye view and the organization of this survey

Let’s give a (very subjective and entropy-centred) bird’s-eye view of the main in-
gredients used in the proofs of the main theorems of the works EinsiEDLER and
LinpEnstrAUSS (2007, 2019). There are four main ingredients, all related to entropy:
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D=101 D=8011 D=104851 D=1450000
1

Figure 2: non-stretched vs. mildly stretched vs. super-stretched

> Basic ingredient: Leafwise measures, Lyapunov weights, entropy contribution,
and in particular the relation between maximal entropy contribution and invari-
ance.

> Second ingredient: Product structure for coarse Lyapunov weights, Abramov—
Rokhlin Formula for coarse Lyapunov weights as a corollary.

> Third ingredient: The high-entropy method.
> Fourth ingredient: The low-entropy method.

As entropy considerations underlie all the above ingredients and every aspect of
the work we survey, the title of §2 is entropy. In §2.1 we discuss a general setting
and notation for the entire survey. In Sections 2.2-2.4 we review the basic ingredient,
giving a bit of intuition and introducing several representative examples that will be
discussed throughout the survey. In Sections 2.5-2.8 we discuss the second ingredient.
Besides the product structure, which is discussed in §2.5, Lemma 2.7 also plays a
central role. Its proof is based on a construction of a special partition (a partition
which is subordinate to a given subgroup of a given stable horospherical subgroup).
Such constructions play a major role also in the proofs of the results, which constitute
the basic ingredient.
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Using only the basic and the second ingredients, one can already draw several
interesting corollaries, which we discuss in Section 3. For example, Corollary 3.1,
which we call the “two ingredients joinings theorem”, already gives the ability to
reach strong conclusions on joinings in specific situations (which actually arise in ap-
plications), and Corollary 3.7 gives an important first step toward proving Theorem
1.1, and is used again and again throughout the proof.

In section 4 we introduce the third ingredient, the high-entropy method, which
is summarized in theorem 4.1. The main Theorem of EINsIEDLER and LINDENSTRAUSS
(2007) uses exactly these three ingredients (and could be referred to as the “three
ingredients joinings theorem”) and the method of its proof is exemplified by classi-
fying all joinings in a specific representative example, see Theorem 4.2.

The main theorem of EinsiepLER and LiNnDensTRAUss (2019) (Theorem 1.1) gener-
alizes the main theorem of EinsiepLer and LinpensTtrauss (2007) in many senses, but
the main difference is that algebraic groups G; which are products (with at least two
factors) of forms of SL; had been previously excluded. Indeed, the third ingredient,
the high-entropy method, implies nothing when the algebraic groups G; are prod-
ucts of rank one groups. To also treat these cases, Einsiedler and Lindenstrauss used
the fourth ingredient, the low-entropy method, yielding the “four ingredients join-
ings theorem” - Theorem 1.1. The general formulation of the low-entropy method
may seem intimidating, but the proof of it, although highly intricate, is very concrete.
We therefore choose to give a rough sketch of a complete proof of the step involving
the low-entropy method for another representative example, see §5. This sketch is
based on a corresponding step in the proof of arithmetic quantum unique ergodicity
by LinpenstrAUSS (2006), where the low-entropy method was introduced (compare
also to EinsiepLErR and Linpenstrauss, 2010, Ch.10), and to the corresponding step in
EinsiepLer, KaTok, and LinpDensTrAUSS (2006).

The second part of the survey deals with applications of Theorem 1.1, which we
discuss in Section 6. In §6.1 we give a (rather long) survey of how arithmetic prob-
lems relate to adelic torus orbits. We hope that the novice reader could gain some
intuition about the use of adeles and p-adic numbers in dynamics from this subsec-
tion. In §6.2 we finally present several problems which are related (directly or ret-
rospectively) to a coupling of the problems discussed in §6.1. We then explain how
and under which conditions, Theorem 1.1 can give key input towards the solutions of
these coupled problems. We finally present a new application for groups with high
rank in §6.3.

Acknowledgement. — It is a pleasure to thank Manfred Einsiedler for being so gener-
ous with his knowledge throughout the years, and in particular, for great walks with
Saskia while explaining to me the ideas behind the low-entropy method, leading to
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2. Entropy

2.1. Setting

We start with a few general definitions. We recall that the action of G or its subgroups
on a homogeneous space of the form I'\ G is given by g.(T'h) := I'hg~!. Given a closed
orbit of the form T'Hg for H < G, the group preserving it is g~' Hg. If the restriction
of a Haar measure to a fundamental domain of I' N (¢ 'Hg) in ¢! Hg has a finite
measure, we can normalize it to give a fundamental domain measure one. Pushing it
forward via the above action to I'\ G, we get the normalized uniform/Haar measure on
the orbit 'Hg.

To ease the notation, we will fix a slightly simplified setting and refer to it below.
We use the same notation as in Theorem 1.1 but fix r = 2. For clarity purposes, we re-
peat some notations: we let G; and G, be two semisimple algebraic groups defined
over Q. One may keep in mind the following “baby-cases”: G; = SL;, G, = SL,/
(with n = n’ being an interesting case), and the case G; = G, = SLy x SL,. Asin
Theorem 1.1, we let G; < G;(Qs) be subgroups, I'; be two irreducible lattices in G;
and denote X; = T;\G; and X = X; X Xp. We assume that the action of G; on X; is
saturated by unipotents. In the above “baby-cases” one can think about S = {c0} and
G; = SLy(R) or G; = SL>(IR) x SL»(R) (or G; = SL»(R) x SL;(Qp)) where the satu-
rated by unipotents assumption is satisfied. In the “baby-cases” we consider below,
all the images of the class ./ ! -homomorphisms we consider, will be embedded in the
(product of the) respective diagonal subgroup of SL,, and it will be easy to verify the
class-«7’ assumption for them. We denote further by a = (ay,a;) a diagonalizable
element. The spaces X; are equipped with the Haar measure my, and we denote by
# an unknown measure on X, which is normally the unknown joining that we are
trying to classify.

In very rough terms, given a joining y as in the main theorem, Einsiedler and
Lindenstrauss utilize and develop methods concerning entropy in order to find that
y is invariant under an unipotent element. Measure rigidity results (MarcuLis and
Tomanov, 1994; RATNER, 1991, 1995) are then employed to conclude that  is algebraic.
It is therefore essential for us to introduce and discuss a few of these entropy methods.
These methods were predominantly developed by Einsiedler, Katok, Lindenstrauss
and Spatzier.
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We will assume that the reader knows the basic definitions and properties of en-
tropy (see e.g., EInsiEDLER and LiNDENsTRAUSS, 2010, §3) and of conditional measures
(see e.g., EINsiEDLER and Warp, 2011, §5.3).

2.2. Weights and Lyapunov weights

For a diagonalizable regular element a € G the subgroup
G, = {ge G:a"ga™" 7H—O>oe},

where e denotes the identity element in G, is called the stable horospherical subgroup
of a. Its counterpart G, := G,y is called the unstable horospherical subgroup of a. These
groups are central to the study of the action of 2 on homogeneous spaces of the form
I'\G. For instance, we will explain later that the entropy /,(a) of the action of a is
equal to a quantity that may be calculated solely through G;” — the entropy contri-
bution 11, (a, G, ). For now, let’s just say that G, is “defined using the dynamics of a”
and that it contains “dynamical information”. It turns out that G, is too crude for us
in order to extract the information we need for the joinings classification (like invari-
ance under one of its elements). It is therefore interesting to know which subgroups
of G, can also be defined “dynamically”. To this end, we will need to consider the ac-
tion of the whole diagonalizable subgroup A = ¢(Z“) (as in the notation of Theorem
1.1) and define weights for the action of A.

Recall that the adjoint action of an element ¢ € G on the Lie algebra g = Lie G
describes locally the conjugation action on G as exp and log (at least in characteristic
zero) are local isomorphisms. This in turn describes the local dynamics on a homoge-
neous space of the form I'\G, as each point in I'\G (for a discrete group T') is locally
isomorphic to G.

Consider now A = ¢(Z9) for a class-«#' homomorphism ¢. A character
A A — k* (here k = Qs for some s € S) is called a weight or a Lyapunov weight
if there exists a non-zero x € g which is a common eigenvector for the adjoint action
of A, thatis, for every a € A we have Ad,(x) = A(a)x, where Ad denotes the adjoint
representation Ad,(x) = axa~! . Once we consider a character via precomposition
with ¢ as a map from Z¢ to k*, it follows from the class-</’ assumption, that char-
acters are of the form A(n) = e™™ for some w) € R? when k = R, and of the form
A(n) = (8,)""" for some w) € Z9 when k = Q, (where 6, was defined just before
Theorem 1.1). For a fixed character A the set of such common eigenvectors forms the
weight spaces g*. As A (or rather Ad(A)) is simultaneously diagonalizable, we can

decompose g as
g=Y ¢

AeD

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2022



190 M. AKA

where @ is the set of all weights for the action of A. As G, is invariant under conju-
gation, it follows that

Lie(G,)= ), o (3)

AED,[A(a)|<1

and that exp is a global homomorphism from this nilpotent Lie algebra to G,. We
may then ask ourselves if exp(g") is a subgroup and if it is “dynamically defined”.
First note that g* is not necessarily a subalgebra when A? is also a weight (in gen-
eral we have [g7, ¢ C g7*"). But more importantly, in order to find “dynamically-
defined” subgroups, we may carry out one of the following two equivalent construc-
tions. We can check which subalgebras of the form g* are indistinguishable from one
another using the whole dynamics of A. More precisely, we may say (temporarily)
that two characters are equivalent and write A ~ A’ if for any a2 € A we have

g C Lie(G,) < ¢" C Lie(G, ).

The union of an equivalence class of weights under this relation forms a subalgebra,
and its image under exp is a subgroup of G, for some a € A, which is “defined dy-
namically”. Alternatively, we could have asked: which subgroups are the smallest
non-trivial intersection of subgroups of the form G, for various a € A? Both ques-
tions lead to the same answer; the resulting subgroups are called the coarse Lyapunov
weights. To define these only in terms of the weights, we say that two weights A and
1 are equivalent and write A ~ 7, if there exist positive integers m, £ with A" = 5'.
The equivalence classes are called coarse Lyapunov weights. Given a coarse Lyapunov
weight [A], the sum ), ., ¢" is called the coarse Lyapunov weight space and is denoted
by gl*l. This is a nilpotent subalgebra and exp defines a global homomorphism from
glM to a nilpotent subgroup denoted by G4, which is called a coarse Lyapunov sub-
group.

In order to visualize the weight structure in given examples, it is convenient to
consider the logarithm of the (real or p-adic) absolute value of a given character:
log |A(n)|. Viewing this as a map from Z to k we get a linear map that can be consid-
ered as an element of the dual of Z? ® k = k. In the real case, log oA is just the inner
product with the vector w) defined above, so one may identify the weight A with w,.
Under this identification, the coarse Lyapunov weight [A] is the union of all weights
i such that w;, € R* - w,.

Recall now the setting in §2.1. Theorem 1.1 tells us that the set of possible join-
ings is strongly connected to the relation between G; and G,, equipped with the cor-
responding torus action ¢; : Z> — G;, i = 1,2. As we will explain later, the first
instance where this reflects in the proof is the comparison between the weights struc-
ture of G; (with respect to ¢1) and the weights structure of G, (with respect to ¢7).
We will consider four representing examples (Examples 2.1(1)-2.1(3), and Example
2.2 below). The first three are all with G; = G, = SL(R) x SL,(R) but equipped
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with different torus action. In Example 2.1(1), both weight structures will be identi-
cal, which will give rise to the presence of possible “diagonal” joinings, e.g. the one
supported on the graph of the identity isomorphism Id: G; — G;. In Example 2.1(2)
the weights structures will be “unrelated” to each other, which will allow us to show
that there is no non-trivial joining. For this case, we will just need the basic and the
second ingredients mentioned in §1.1, and in particular the high or the low entropy
method are not needed, see §3.1. In Example 2.1(3), the weights will be related but
will have “different speeds”. Also in this example, only the trivial joining may occur,
but in order to show this one need to use the low entropy method, see §5).

Example 2.1 (Three examples on (SL, x SLZ)Z). Let Gy = Gy = SL; xSLy, S = {0},
Gi =G;(R),i=1,2,G = G;1 x Gy. Let D be the diagonal group in SL;,

a{(3 D= {0 Yo (F )

and u, v the corresponding Lie algebras. We consider three different homomorphisms
from Z? to D x D (the latter is a subgroup of both G; and G):

N~

(P(t,s) = (ﬂt,ﬂs)/ llf(tfs) = (at+s/ ﬂtfs)/ T(t,s) = (a2t1a25)- (4)

Each one of them is of class &/’-homomorphism and it has a related weight structure:
let h = Lie(SLy(R) x SL,(R)) and note that with respect to each of the maps in (4),
the weight spaces are

M =ux {0}, hM =0 x {0}, h* = {0} xu, h~2 = {0} x v
but for different characters A1 and As:

> For ¢(t,s): wy, = (—1,0) (since Ay(¢p(t;s)) = et (10 = =) and

w/\z = (0, —1).

> For y(t,s): wy, = (—1,—1) (since A1 (p(t,s)) = elbs)(“L=1) = ¢=(+3)) and
Wy, = (*1,1).

> For T(t,s): wy, = (-2,0) (since Ai(t(t;s)) = et (=20 = (72
w/\z = (0, —2).

In general, one has w_,; = —wy, so we omit the weight —A; above. These roots

systems (only the non-trivial weights) are drawn in Figure 3.

We consider now three different torus actions on I'1 \G1 (R) x I';\G2(R) where I'y
and I'; are irreducible arithmetic lattices, and classify joining with respect for each
of these three actions. These actions are given by the following class-«/’ homomor-
phisms:
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W), 'S
W, ] w_), 14
° 14 °
t _wf"l ) t
) 1 o 7‘1 1 w>),
wy, Wy,
° -1+ °
71 4+
P(s,t) = (aras) (s, t) = (arys, ar_s)
w),
[}

T(s,t) = (ay, as)

Figure 3: Root systems for SL, x SL,

1. (¢,¢): Z2 — (D x D)* < Gy x Gy. (“Identical weights”)
2. (¢,9): Z2 — (D x D)* < Gy x Gy. (“45° rotation”)
3. (¢,7): Z2 — (D x D)* < Gy x Gy. (“Different speeds”)

The action of (¢, ¢) has four (non-trivial) weight spaces and four coarse Lyapunov
weights, the action of (¢, ) has eight (non-trivial) weight spaces and eight coarse
Lyapunov weights, and the action of (¢, T) has eight (non-trivial) weight spaces but
only four coarse Lyapunov weights. The weight spaces may be visualized as in figure 4.

identical weights 45° rotation different speeds

Figure 4: Decomposition of sl3 = (sl x 5[2)2 into weight spaces
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In the examples above, the (non-opposite) weight spaces always commute with
each other. As we will see later, this means that the high entropy method (see §4) does
not help at all in these cases. This is why these cases were excluded in EiNsiEpLER and
LinpenstrAUSs (2007) and dealt with later in Einsieprer and Linpenstrauss (2019)
using the low entropy method (see §5). To give a representing example where there
are non-commuting Lyapunov weights, we consider the following example.

Example 2.2. Let G; = G, =SL3, S = {OO}, G; = Gl‘(]R), i=1,2,G =Gy x Gp. Let
D < G; be the diagonal group and fori = 1,2, let

e
¢;: Z* — D, ¢i(t,s) = e

NI~

Nl

o
The map ¢ = (¢1,¢) is of class &7’ and we set A = ¢(Z?) < G x G.

Let’s concentrate for a moment on one of the factors, say on G; = SL3(R) and
Ay = ¢1(Z?): for 1 < i # j < 3let Ujj < SL3(RR) be the unipotent one-parameter
group with 1’s on the diagonal and zeroes everywhere except from the ij-entry, and
u;; the corresponding Lie algebra. Then, the eight-dimensional Lie algebra sl3 decom-
poses into weight spaces as Lie(D) & ($1<;. ]<3ui]-) . Furthermore, each of the spaces
u;; forms a coarse Lyapunov weight with respect to ¢1, and the reader may calculate
the corresponding weights to get the weight diagram in Figure 5, where we denote
the weight vector corresponding to u;; with w;;.

There are commutation relations between the weight spaces, which are also vis-
ible via addition of the vectors wj;: for example [u1p,up3] = u13. Moreover, one can
read from the weight diagram in Figure 5 the decomposition of the Lie algebra of
any stable horospherical: for a = ¢ (t,s), it follows from the definition of the weight
spaces and their corresponding weight vectors that (sl3) is the direct sum of all the
weight spaces whose weight vector has a negative inner product with (t,s). That
is, the corresponding weight vectors must belong to a half-plane defined by the line
(t,s)*. Further, note that for each weight space, the corresponding weight vector can
be written as a sum of two other weight vectors, such that all three weight vectors
belong to a half-plane related to some a € A;. It follows that each weight space can
be written as the commutator of two other weight spaces, all belonging to the same
stable horospherical of some a € A;. This fact will be crucial for us in §4.

Fix now two irreducible lattices T'; and T in SL3(IR) and let’s return to consider
joinings for the action of ¢ on I'1\Gy x I';\ Gp. We have at least two types of joinings
in this setting: the trivial joining, which is the product measure mr \g, ® mmr,\g,,
and a “diagonal” joining, for example, the Haar measure supported on an orbit of
{(g,8) : g €SL3(R)} < SL(R). In Theorem 4.2 we give a more precise statement
and see that these are the only possible types of ergodic joinings in this case (In general,
an arbitrary joining is a convex combination of ergodic joinings).
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W3y = —W23

w12

w31 =
—w13

—_

w1 = —W12

Figure 5: Decomposition of sl3 into weight spaces

2.3. Leafwise measures

The joining classification is a part of the classification of measures with torus actions
on homogeneous spaces, under the assumptions that some elements act with positive
entropy. In the joinings classification, the positive entropy assumption is “hidden” in
the fact that each factor is equipped with the Haar measure and therefore the action
on each factor has positive entropy, which imply that any non-trivial 2 € A has posi-
tive entropy (see Remark 2.6). Positive entropy is related to growth/decay properties
of the measure. For example, for a hyperbolic toral automorphism positive entropy is
equivalent to positive Hausdorff dimension of the measure which, in turn, is equiv-
alent to an almost surely decay property of the measure of r-balls when r — 0. In
our context, the action of a € A on I'\G is not hyperbolic as a commutes with all ele-
ments of A. Nevertheless, one could characterize again positive entropy as an almost
sure decay property by considering the so-called Bowen-balls. Moreover, as we will
state precisely in Proposition 2.4, one can relate the entropy /,(a) of a diagonalizable
element 2 on a homogenous space I'\ G to decay of the measure along the stable horo-
spherical subgroup G, . Given the decomposition above of G; to coarse Lyapunov
subgroups, one may ask which subgroups of G, contribute entropy. To be able to
answer such questions and to be able to state the above statements in a choices-free
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way (e.g. independently of a choice of a specific generating partition for the entropy
calculation) one is led to the notion of leafwise measures.

The aim of leafwise measures in our context is to describe a given measure y on
X := I'\G, as in Theorem 1.1, along orbits of an a-normalized subgroup U < G,
with ki, (a) > 0. For example, along U being a coarse Lyapunov subgroup as above.
Unfortunately, normally there exists no countably-generated o-algebra whose atoms
are U-orbits (at least for ergodic systems when individual orbits have measure zero).
Therefore, the natural candidates that will describe i along orbits, conditional mea-
sures, cannot be constructed. Leafwise measures are constructed to remedy this prob-
lem. Roughly said, if one restricts to a bounded portion of a U-orbit, the orbits of this
bounded portion can be the atoms of countably-generated ¢-algebra. One considers
the conditional measures which respect to such a o-algebra. In order to get a measure
that describes the measure y along the full orbit, the idea is to consider larger and
larger parts of the U-orbits and to patch the resulting conditional measures together
using the group U itself as a reference object. This construction results in a family
of locally-finite measures {y{'} _ on U, called the leafwise measures of U. They are
defined almost everywhere and up to proportionality (as the “patching” can only be
done up to an arbitrary constant). Defining these measures on U rather on the space
itself has the advantage that we can directly exploit the group structure on U when
we extract information from {p{} _.

In this next subsection, we give a precise definition of leafwise measures and their
characterizing property. The best way to understand their essence is via EINSIEDLER
and LinpenstrAUss (2010, §6) where the above patchwork is carried out carefully.

2.3.1. Definition of leafwise measures. — The setting that we have in mind is a homo-
geneous space X = I'\G, an acting diagonalizable element 4 € G which has positive
entropy with respect to an a-invariant measure y and a closed subgroup U < G, .
Note that a priori ¢ has no known invariance under U. To help the reader to see what
is essential for the construction, we use a slightly generalized setting in the following
proposition, which defines the leafwise measures. The subgroup H that appears in
the proposition will be later G, or an a-normalized subgroup of it.

Proposition 2.3. Let X = I'\G be an S-adic homogeneous space and y a locally-finite mea-
sure on X. Let H < G be a closed subgroup which acts freely on X almost everywhere, that
is, for a.e. x € X the map

heHw— hx:=xh! (5)

is injective. Then, there exists a set of full measure X' C X and family {ut} vex Of locally-
finite measures on H, unique up-to proportionality, having the following properties.

1. (Characterizing property - describing y along H) Let Y C X be a measurable set with
1(Y) < coand < be a countably generated o-algebra on Y which is H-subordinate
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(that is, its atoms [y] ., are bounded pieces of an H-orbit, or more precisely, there exists
a bounded open subset V,, C H with [y] ., = V,.y. The subset Vy, is called the shape of
the atom [y] 7). Then, the leafwise measure y]’f describes the conditional measure yf’
in the following sense:

a_ 1 H
‘uy V?(Vy) (Vy |Vy y)

where yf |v,, stands for the restriction of yf to Vyand yf |v,,-y for pushing this measure
under the map (5).

. (Compatibility/Shifting formula) The measure u! describes the orbit H.x withe € H

corresponding to x € X. In particular, the following shifting formula holds:

(Rh)* V}IL{X & ]’15 (6)

where Ry,: H — H is defined by I’ — h'h and  denote proportionality of measures.

We normalize(!) the measures utl to have ubl (BH) = 1 where BY is the ball of radius 1 in H
around e. We further have

3. (Invariance) The measure y is H-invariant if and only if ut! is equal to the Haar mea-

sure on H for almost every x € X.

4. (Measure preservation implies equivariance) Assume further that there exists a € G

that normalizes H and preserves the measure y. Then

pale o< (0a), py! (7)

where 0, : H — H is defined by h — aHa~'. If particular, if 0, acts trivially on H,
we have utl, = (6,), ut! (by the above normalization).

Properties 2 and 4 can be visualized as follows: Imagine that the colour intensity

in Figure 6 represents the distribution of the given measure . An embedding of
an H-orbit H.x = H.(h.x) gives rise to compatible distributions puf, ‘ufx on H in
the sense that wrapping them on the orbit with e € H corresponding to the point
x € X (resp. to the point h.x € X) will be compatible to the given distribution of the
measure. This compatibility give rise to the shifting property stated in equation (6).

Similarly, imagine that the given measure p gives rise to some distribution along

a given H-orbit H.x as in Figure 7. Imagine further that the 4 action contracts the
neighbourhood around x. Then, the distribution along the orbit H. (a.x) is just a
contracted version of the distribution along H.x. This gives rise to the equivariance
property stated in equation (7).

(D See EvstepLer and LinpensTrauss (2010, §6.29) for a discussion of possible normalizations.
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. e h
Uy | L —
H
H e
Fhx l

Figure 6: Shifting property

We note that the assumption (5) in Proposition 2.3 holds when H = U for an
a-normalized subgroup U < G : if u.x = x for some u € U then aua~!. (a.x) = a.x.
Since U < G, this shows that the injectivity radius of a".x goes to zero. So either
u.x = x cannot hold (e.g., when X is compact) or x fails Poincaré recurrence (with
respect to the measure that a preserves) and therefore x belongs to a null set.

2.4. Entropy contribution and invariance

We stated above that the entropy h,(a) is related to a volume decay property for the
stable horospherical subgroup. We want now to use the notion of leafwise measures
to define this more precisely, and use the same definition to quantify the entropy
contribution of (a-normalized) subgroups of the stable horospherical subgroup of a.

Consider the setting of Proposition 2.3 with the additional assumptions in the 4-
th item. We denote by 6,: G — G the conjugation map by a and recall that Bf is the
ball of radius one in H around e. The volume decay entropy at x is defined by

H (gn H
vol,(a, H,x) = — lim log ;" (67 (B ))

n—»00 n

(8)
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" e
Hx :
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o e
Hax —t—

Figure 7: Equivariance property

This limit exists almost everywhere and should be thought of as a pointwise entropy
contribution: we define its integral

Iy (a, H) = / vol, (a, H, x)d )
X
to be the entropy contribution of H.

Proposition 2.4 (Entropy as volume decay). Let X = I'\G be an S-adic homogeneous space
with a probability measure y which is invariant under a diagonalizable element a € G. Then
h],(a) = hy(a, G;).

The volume decay with respect to the Haar measure my is a local quantity that
can be directly calculated using the adjoint map on the Lie algebra. For example,

, forevery x € X.

VOlmX (a/ G;/x) = - log ’detAda |Lie(Gu_)
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There are many measure-preserving systems where the uniform (e.g. Haar) mea-
sure is the unique measure of maximal entropy. For many S-arithmetic quotients this
fact can be deduced from the following theorem:

Theorem 2.5. With the assumptions as in Proposition 2.4, let U < G, be an a-normalized
subgroup (e.g. a coarse Lyapunov subgroup). We have

h]”l (ﬂ, U) < — log detAdg |Lie(u) = th(a, U) (10)

with equality if and only if u is U-invariant.

In other words, u is U-invariant if and only if the entropy contribution of U with
respect to y agrees with the entropy contribution with respect to the Haar measure.
One should keep this in mind together with the previous characterization we had for
invariance in Proposition 2.3(3).

This theorem together with the decomposition of Lie(G, ) in (3) and the abil-
ity to define the entropy contribution for any coarse Lyapunov subgroup raises

the question of understanding the relations between yf"_ and y,‘f“] for the various
coarse Lyapunov subgroups GI*! < G;. Emsmprer and Katok (2005) show that
this relation is quite simple, as we explain in the next subsection. We remark that
Proposition 2.4 and the results of the next subsection are variations of preceding re-
sults of Leprarpier and Younc (1985a,b) for C2-diffeomorphism of compact mani-
folds.

2.5. The product structure

The following was proven by EinsiepLer and Katok (2005, Theorem 8.4): let U = G
for some diagonalizable element a that preserves a probability measure y on an S-
arithmetic homogeneous space X. Let GM/, ..., G denote all coarse Lyapunov
subgroups and for a weight A, and u ECA] denote the leafwise measure ‘uffw. Then, the
map

k
I HGM = U, (uy, ..., ux) =uy ... u
i=1
is a homeomorphism and for almost all x € X we have the so-called “product struc-
ture”:

¥ o g, (yﬁ?” ® - ® yﬁ?”) . (11)

This readily implies the following addition property for entropy contribution:

k
hu(a,Gy) =Y hy(a, G, (12)
i=1
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2.6. Abramov-Rokhlin entropy addition formula

The joinings we consider (as in Theorem 1.1) have natural factors, both of which are
equipped with the corresponding Haar measure. This should imply that we have
ha(p) > 0 for any non-trivial a € A. The Abramov—Rokhlin enables to show this
and to calculate the entropy in a step-wise manner through the factors. To state the
formula, we shortly recall the definition of conditional entropy.

Given a Borel probability space (X, %, 1) and two c-algebras <7, ¢ C 2 with ¢
countably generated, one defines the information function on € given <f as

L(%| ) (x) = —log iy ([x]),

and the conditional entropy of € given </, H,(%|.</ ), as the integral of the information
function

H, (€| :/XI},(%M)(x)dy.

One should think about this conditional entropy as measuring how much new in-
formation ¢ has, given the information that we already have from .«7. To define the
conditional entropy of a measure-preserving transformation T: X — X, one defines

hu(T|e) = sup  hu(T,n|<)
17:Hy (17) <oo
with ,
—1; - n—1
ha(T,117) = lim — (™" 7).

With these definitions, using the setting and the notation from subsection 2.1,
the Abramov—Rokhlin entropy addition formula states for a diagonalizable element
a = (ay,ay) that

(@) = huny, (a1) + Iy (a|n;1,@xl), (13)

where 711 : X — Xj is the natural projection map and %y, is the Borel c-algebra on
Xj. By symmetry of the assumptions, the same holds with 1 and 2 interchanged.

Remark 2.6. It follows directly from (13) that any non-trivial 2 € A has positive
entropy.

2.7. An entropy inequality

One of the main ideas of EmnsiepLer and Linpenstrauss (2007) is that Abramov-—
Rokhlin formula (13) may be coupled with (12) to get an “Abramov-Rokhlin type
formula/inequality for the entropy contribution”. In other words, a main step of the
proof of the joining classification is the following inequality, which shows that the
entropy contribution with respect to a joining can be bounded in a stepwise manner
using the natural factors:
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Lemma 2.7. With the setting of §2.1 let a = (ay,a;) be a diagonalizable element with
a;, i = 1,2 acting ergodically on X; = T;\G; equipped with the Haar measure mx,, let
Uy < (Gi)g, and Uy < (Gy)g, be two subgroups, and set U = Uy x Uy < G. Assume
that U is a-normalized and let y be a joining on X (that is, an a-invariant measure with
mi(u) = mx,, i = 1,2). Then, we have

hy(a, u) < hmXl (ar,U7p) + h},(a, {e} x Up). (14)

Moreover, for the stable horospherical subgroup U = G, (that is, for U; = (G;),, i = 1,2)
we have equality in (14).

The same results of course hold with 1 and 2 interchanged, by the symmetry of
the assumptions of this lemma. The proof of this lemma uses tailor-made partitions
which are subordinate to the stable horospherical subgroups (G;),, and to the sub-
groups U; (see EinsiepLER and LinpensTrRAUSS, 2007, Prop. 3.1).

2.8. Equality for coarse Lyapunov weights

Lemma 2.7 together with the product structure (11) implies that we also have equality
in (14) for a coarse Lyapunov subgroup U:

Proposition 2.8 (Abramov—Rohklin for Coarse Lyapunov subgroups). With the setting of

Lemma 2.7 the following equality holds for any coarse Lyapunov subgroup G\ = GP] X Gy]

(@, G = iy (a1, GYY) + Iy (a, {e} x G1Y) . (15)

By symmetry, the same statement holds with 1 and 2 interchanged.

Proof. This is just simple arithmetic, as the quantities in (15) are additive with respect
to a product of measures, and since we have equality for the stable horospherical
and an inequality for each coarse Lyapunov weight. More precisely, let G\ be a
Lyapunov weight and choose a € G such that GV < G;. Let G; = GMI ... GIM
be the corresponding decomposition of the stable horospherical to coarse Lyapunov
subgroups (with, say, A = Ay). For each 1 < ¢ < k we have by Lemma 2.7

(@, M) < oy (a1, G) + 1y (2, e} x 1),
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By the product structure (11) (applied to y and also to my, ) and the definition of
entropy contribution the sum of each term over ¢ = 1,...k, sums up to the corre-
sponding term for G . It follows that

k
hu(a,Gy) = Y hy(a, GIM) (16)
(=1
: Ay |y Ad
<Y hny, (a1, G + Y g (a,{e} x GYM ) (17)
=1 =1
= iy, (a1,(G1)g) + (a,{e} x (G2)z,) - (18)
But we know from Lemma 2.7 that the left-hand side of (16) is equal to the right-hand
side of (18), so all the above inequalities must be equalities. O

3. Two corollaries

We can prove now two corollaries of the equality (15). This shows that this equal-
ity already contains substantial content — that is the reason we called (15) and the
following corollaries the “second ingredient” in the overview in §1.1.

The first corollary is in particular interesting and can be referred to as “the two
ingredients joinings theorem”: it allows for a complete classification of joinings in
some situations, e.g., for Example 2.1(2)). Also, it (or more precisely, Remark 3.2)
will be used again and again in various stages of the proof of Theorem 4.2 and in
§5. Moreover, this corollary and its proof explain what we are looking for (utilizing
entropy methods to gain an unipotent invariance) and also what we cannot hope for
(finding unipotent invariance which is trivial in one of the factors). We give more
details below.

3.1. Disjointness due to different Lyapunov weights

It may happen that the root structure of G; and G; are different enough, so that for
some Lyapunov weight A, one of the coarse Lyapunov subgroups GF] or Gg\] is trivial.
This immediately “decouples” the joining:

Corollary 3.1 (Two ingredients joinings theorem). With the setting of §2.1 let u be a joining

and assume that there is a Lyapunov weight A such that (say) G = GP] x {e}. Then p is
the trivial joining.

Proof. For the coarse Lyapunov weight [A] we have Gg\] = {e} and since the entropy
contribution of the trivial group is zero, (15) reads as follows

y(a,GY) = g (a1, G + 1y (a,{e} % GYY) = By (1,6, (19)

ASTERISQUE 438



(1185) JOININGS CLASSIFICATION AND APPLICATIONS 203

But

hmXl (al,Gw) = —log

detAdul |Lie(Gw> ‘

= —log

— [A]
det Ad, |Lie<cw)x{e}>‘ = Ny (a, Gl x {e})),
so Theorem 2.5 then implies that y is invariant under the unipotent group Gw x {e}.
Recall that an unbounded closed subgroup such as G; acts ergodically on X; (see
e.g. ZIMMER, 1984, Theorem 2.2.6). Therefore, we can find an element of the form
(u,e) with u acting ergodically on Xj that preserves p. This immediately implies

disjointness, that is, # must be the trivial joining (see e.g. Axa, Musso, and WIESER,
2021, Lemma 7.2). O

Remark 3.2. We record the following useful fact from the above proof: having invari-
ance under an element of the form (1, e) with (1) unbounded, immediately implies
disjointness.

Example 3.3. Consider Example 2.1(2), that is, the “45°-rotation” torus action given
by (¢, ). As we explained there, with this torus action, all the eight coarse Lyapunov
weights have the form for which Corollary 3.1 is applicable. Therefore, in this setting,
the only possible joining is the trivial joining. We remark that a p-adic variant of ex-
actly this situation arises in the arithmetic application considered in Axa, EINSIEDLER,
and Wieser (2021). See Example 6.7 for more details. It is interesting to remark that
the statement of Corollary 3.1 is not explicitly visible in the statement of Theorem 1.1;
it is nevertheless there: any non-trivial joining will be related to a local isomorphism
between G; and G,. Existence of such an isomorphism implies that the non-trivial
weights for G; and G, must be identical, and therefore rules out the possibility of
finding a coarse Lyapunov subgroup for which Corollary 3.1 is applicable.

The proof of Corollary 3.1 hints on how we aim to proceed in general: we aim to
utilize entropy considerations to establish that a certain coarse Lyapunov subgroup
(which is automatically an unipotent subgroup) has maximal entropy contribution
and therefore leaves the joining invariant. Once we establish an unipotent invariance,
we can utilize measure rigidity results for unipotent flows as shortly described in §2.1.
But in general, this unipotent need not be trivial in one of the factors. here are two
examples that the reader should keep in mind:

Example 3.4. When we consider possible joinings for with G; = G, = G and
I'1 = I = I, and with identical action, we always have the so-called “diagonal-
joining”: the push-forward of mp\ ¢ under 1: G — G X G, 1(g) = (g, &) This fits with
the fact that Corollary 3.1 is not applicable, as the weights for G; and G, are iden-
tical so all the (coarse) Lyapunov subgroups a product of non-trivial weight spaces.
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More generally, if ¥: G; — G is a Q-algebraic isomorphism, then the push-forward
mx, under :: G — Gy X Gy, § — (g, ¥(g)) is also a non-trivial joining which is sup-
ported on the graph of the isomorphism ¥. In the case where G; and G, are simple
Q-groups, Theorem 1.1 implies that such joinings are the only possible non-trivial
joinings. For a concrete example, see Example 2.2 with I'; = I';. We will prove a
classification of all (ergodic) joinings for Example 2.2 in §4.

On the other hand, it may well happen that all the coarse Lyapunov subgroups
are product of non-trivial weight spaces, but nevertheless the only possible joining is
the trivial one:

Example 3.5. Consider Example 2.1(3), i.e. the “different speeds” action (¢, T). Here,
there are also only four weights and all the coarse Lyapunov subgroups are a product
of non-trivial weight spaces. Nevertheless, it follows from Theorem 1.1 that ergodic
(¢, T)-invariant joinings must be trivial: any non-trivial joining must arise from an
algebraic automorphism ¥ of G; = SL; x SL; such that the image Z? under (¢, T)
belongs to {(g,¥(g) : § € G)}. But such an automorphism does not exist. It is very
interesting to see how this arises in the proof, especially when one compares it to
Example 2.1(1): we discuss this in §5.1.2 and §5.1.3.

3.2. Support of the leafwise measures

Our ultimate goal is to show that a joining ¢ admits some unipotent invariance, for ex-
ample, under one of the coarse Lyapunov subgroups G, or a non-trivial subgroup
of it. By Theorem 2.5 this is equivalent to showing that Gl (or a non-trivial sub-
group of it) has maximal entropy contribution, and by Proposition 2.3(3) this is also
equivalent to showing that yw equals the Haar measure (s almost everywhere
(or the Haar measure on a non-trivial subgroup of it). In this subsection, we show

that a much weaker statement follows from (15), namely that the support of u ECA] is
large (at least once projected, see below) almost everywhere. In the next sections,
we will try to use further methods/ingredients (the low and high entropy methods)
to upgrade this partial information about the support to y E(A] to a statement that will
imply invariance under UA) (or one of its non-trivial subgroups).

In general, we cannot expect p LA} to have full support. For instance, in the “identical

weights” Example 2.1(1), if y is the diagonal joining induced by i(g) = (g, g), then u Al
is supported on

{L(M) VRS GW} C GEA] X Gg\].

But in general, we might hope (since having a joining should imply this fact) that
the support will be large once projected to each of the factors. This is indeed the
case: recall that by Proposition 2.8 we have equality in (14) for any coarse Lyapunov
subgroup. This has the following consequence.
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Corollary 3.6. In the setting of Lemma 2.7 assume that equality holds in (14) for
U = U x Uy < G. Then, Uy is the smallest connected ai-normalized subgroup of Gy
containing vy (supp uY) for almost every x € X.

Proof. Assume for contradiction that the smallest connected a1-normalized subgroup
of Gy containing 711 (supp /) for almost every x € X is V; < U;. We claim that the
following strict inequality holds:

hy ((1, Ul X UQ) = hy (11, V1 X Uz)
< Ty, (a1, V1) + hy(a, {e} x Ua)
< hmxl (al, Ul) + hy (ﬂ, {6} X uZ).

Indeed, the first equality follows from the definition of the entropy contribution (8)
and (9) (strictly speaking, one needs to verify that for U’ < U wehave (uY) |y = ¥ ,
i.e. a leafwise measure variant of the double conditioning formula for conditional
measures (see e.g. EInsiEDLER and Warp, 2011, Prop. 5.20). Now;, the first inequal-
ity follows from (14) applied to (V; x {e}) ({e} x Up). For the last strict inequality,
note first that V; < U; < (Gl);l, so all the directions in G;l are being contracted at

least by some factor < 1. Therefore, we have the following strict inequality for the
contribution with respect to the Haar measures (see (10)):

thl (a], Vl) = —log detAdgl |Lie(V])

< —log ‘detAdul Lie(uy)| = hmy, (a1, Uy).

This implies the strict inequality above. But having a strict inequality is a contradic-
tion to our assumption that (14) holds for U. O

Corollary 3.7. In the setting of §2.1 let u be an ergodic A = ¢(Z%)-invariant joining, and
let U = Uy x Uy be a coarse Lyapunov weight. Let Py be the smallest connected A-normalized
subgroup of U containing supp uYl. Then, there is set X' C X with u(X) = u(X') and a
subgroup P < U with 7;(P) = U, for i = 1,2 such that P = P for every x € X'.

Proof. According to Corollary 3.6 we have 71;(Py) = U; for i = 1,2 for almost all
x € X, so we just have to show that Py is almost everywhere constant. To this end,
first we note that x — Py is a measurable map (which is not at all obvious: one
checks this using the characterizing property in Proposition 2.3, where the set of
(connected) subgroups of U is equipped with the topology on the Grassmannian
of Lie(U)). Moreover, since Py is A-normalized, it follows from (7) that for every
a € A and almost every x we have P;.x = P,. By the ergodicity assumption, the
A-invariant measurable map x — Py must be then almost everywhere constant, as
we wanted to show. O

The last corollary could be loosely interpreted, by saying that the leafwise mea-
sures of coarse Lyapunov weights of a joining behave like the joining: they project
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onto each of their natural factors. In particular, we see that leafwise measures of
coarse Lyapunov weights have “interesting” support. In the next two sections (de-
pending on the context, and on if different coarse Lyapunov weights commutes or
not) we will see how one could use the non-trivial support of these measures to gen-
erate an unipotent invariance.

4. The high rank case

When we have two non-commuting coarse Lyapunov weights, the following theorem
(EmnsiepLer and Karok, 2005), coupled with the input we get from Corollary 3.7, finds
an unipotent invariance for us.

Theorem 4.1 (The high entropy method). In the setting of Section 2.1, let y be an A-
invariant ergodic probability measure and fix a € A. Then, there exist two connected and
A-normalized subgroups H < P < G such that the following holds

1. For almost every x € X, P is the minimal A-normalized subgroup supporting yf“_ .

2. For almost every x € X, ;4,(5"7 is left- and right-invariant under H.

3. If [\] # [y] are two different coarse Lyapunov weights with G\, Gl1l < G and
g1 € PNGW, ¢y € PN G, then (g1, ¢2] € H, that is, g1 H and go H commute with
each other in P/ H.

4. For every coarse Lyapunov weight [A] with GN < G and for almost every x € X,
yfg’w is left- and right-invariant under H N G,

We referred to this theorem as the “third ingredient” in §1.1. We will explain
now how the three ingredients we named there allow us to classify joinings when G
and G; are semisimple without rank one factors. As the main steps of the proof are
already visible when one considers the case G; = G, = SL3, we will restrict ourselves
to this case for simplicity and prove:

Theorem 4.2. In the setting of Example 2.2 all ergodic joinings are algebraic. More precisely,
the only possible ergodic joinings are the trivial one and joinings which are the Haar measure
on an orbit of a diagonal embedding of SL3 into SL3, that is, an orbit of a group of the form
{(g,¥(g)) : g € SL3(R)} < SL3(R), for an automorphism ¥ : SLz — SLg.
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4.1. Proof of Theorem 4.2

Recall that G; = G;(R), i = 1,2 which is SL3(R) in our case and that G = G; x G,.
Recall that i denotes the joining we are trying to identify, and we begin by considering
the subgroup I < G which is generated by all one-parameter unipotent subgroups
that leave the measure y invariant. If we knew that y was algebraic (in the sense of
Theorem 4.2), I would have projected onto each factor. Reversing the order, we begin
by establishing the latter as a first step towards the algebraicity of y:

Lemma 4.3. Let i be the Lie algebra of 1. Then, for i = 1,2 we have mt;(i) = g; (as above
9; = sl3 denotes the Lie algebra of G;).

Proof. Aswe explain in Example 2.2, we have six non-trivial coarse Lyapunov groups
gl = u;; X u;;. Consider, for example, g'3. We would like to write g!® as a commu-
tator of two other coarse Lyapunov groups, which appear together with g'3 in some
stable horospherical subgroup. More precisely, recall that A = ¢(Z?) is a subgroup
of the diagonal group and pick a € A with g; = Lie(G;) = ¢'> @ g'® @ g% (the
Lie algebra of the Heisenberg group). For example, one can pick a = ¢(1,2) with
the notation of Example 2.2. Note that [g'%, >3] = g'3. We apply the high entropy
Theorem (Theorem 4.1) with these choices and let P and H the subgroups appear-
ing in that theorem. We know that H N G'3 contains all commutators [g7, ¢»] with
g1 € PNG'%and g, € PN G?. Moreover, we know from Corollary 3.7 that P N G2
must project onto G2, i = 1,2, using the notation G/ = G;] x G, . The same holds
for the projection of P N G?* on the corresponding two factors. As [G}2,G?] = G
we see that H must project onto Gi13 for i = 1,2. Going back to the Lie algebra, this
means, that fori = 1,2 and w € g}g = Lie(Giw) = uq3, i must contain an element
whose i-component is w.

As we explain in Example 2.2, each coarse Lyapunov space can be written as com-
mutators of other Lyapunov spaces appearing in the decomposition of some stable
horospherical subgroup. Therefore, the above argument can be applied to each of
the coarse Lyapunov weight spaces. As g; = sl3, i = 1,2 is generated by u;j, i # j, the
lemma follows. O

Loosely speaking, we already see the possible joinings only by looking at the pos-
sibilities for H N GY: it is either two-dimensional and equals G¥ itself, or it is one-
dimensional and equal to a graph of an isomorphism from U to itself. We note just
for fun, that if H N G is two-dimensional for some i # j, u will be invariant under
an element of the form (u,e) or (e,u) with u € G; acting ergodically on the corre-
sponding quotient G;; in other words, we will be again in the situation of the proof
of Corollary 3.1 which shows that in this case, 4 must be the trivial joining. For the
general case, we will need the following Lemma.
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Lemma 4.4. The Lie algebra i (g1 x {0}) is a Lie ideal in g = g1 X gy (and therefore also
in g1 x {0} = g1). The same holds for iN ({0} X gy).

Proof. Consider (w,0) € iN (g1 x {0}) and (v1,v2) € g. Using Lemma 4.3 pick an
element in i having the same first component as (v1, v2), say (v1,v5) € i. Then,

g1 x {0} > ([w,v1],0) = [(w,0), (v1,22)] = [(w,0), (v1,03)] €1,
as we wanted to show. O

Proof of Theorem 4.2. In our case g; = g = sl3 is a simple Lie algebra, so the Lie ideals
in Lemma 4.4 are either trivial or equal to sl3. If one of them is equal to sl3, we can
find a non-trivial element of the form (u, ) or (e, u) with u unipotent, as in the proof
of Corollary 3.1, which shows that y must be the trivial joining. So we may assume
now thatboth ideals are trivial. By the folklore Goursat’s Lemma, i must be the graph
of an isomorphism, that is,

i={(w,®w):weg}
for an isomorphism ®: g1 — gp. It follows that

I={(gY(Q):8€Ci}

for an isomorphism ¥: G — Gp. This isomorphism must intertwine the diag-
onal action ¢ = (¢1,¢2), that is, ¢(s,t) := (¢1(s,t),¢a2(s,t)) must agree with
(p1(s, 1), ¥ (¢1(s, t))). Indeed, if not, u would be invariant under two elements having
the same first coordinate but a different second coordinate, so we could again find
an element of the form (e, a) with a acting ergodically on X, preserving p. This puts
us again in the situation of the proof of Corollary 3.1. It follows that A C I, and
therefore ;1 must be ergodic with respect to the action of I, since y was ergodic with
respect to the action of A. Ratner’s measure classification can be then applied with
the group I showing that y is the Haar measure on an orbit of I, which concludes the
proof. O

Remark 4.5. We actually get more information about the possible joinings from the
above proof. First, the automorphism ¥ must intertwine the action ¢. Second, if
there exists a non-trivial joining, Ratner’s Theorem will imply that the lattices I'y and
I'» must be commensurable.

The proof of the general theorem, say when G; and G, are both semisimple of
rank > 2, is very similar. One essentially replaces the ad-hoc argument for sl3 in
the beginning of Lemma 4.3 with a general argument that works for any semisim-
ple Lie algebra without rank one factors; see EinsiEDLER and LiNDENsTRAUSs (2007,
Lemma 4.2).
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5. Joinings with forms of SL;

In this section we wish to classify the possible ergodic joinings in Example 2.1(1),
the “identical weights” example, and Example 2.1(3), the “different speeds” exam-
ple. Note that we already used Corollary 3.1 to show that all the possible joinings
in Example 2.1(2) are trivial. These sub-examples of Example 2.1 may seem very
specific, but they are actually very representative examples. Conceptually, classify-
ing joinings when G; = G = SLy X SL; is the main new case, which is included in
Theorem 1.1, but not included in the results of EinsiepLer and LinpensTrAUss (2007).
Moreover, the above three structures of the torus action cover all possible types of
joined actions. Furthermore, an analogous full classification of joinings in a general
S-adic version of Example 2.1, for products of SL-forms, will suffice for most of the
applications discussed in section 6.

As we explained in §1.1, the new ingredient used in EiNsiEDLER and LINDENSTRAUSS
(2019) in comparison to EinsieDLER and Linpenstrauss (2007) is the low-entropy
method. This method was originally developed by LinpenstrAUSS (2006). We wish
to follow the main steps of §7 of this paper (which are also nicely explained in
EinsiepLER and LinpeNsTRAuss, 2010, §10) in order to sketch a proof of the crucial
step, Proposition 5.1, in classifying the possible joinings in the two examples listed
above. In some sense, we “merely” run the same argument, that Lindentrauss ran
in one factor of the form I'\ (SL;(RR) x SL,(IR)), in two such factors simultaneously.
Our torus action is embedded “diagonally”, that is, it acts on both factors simulta-
neously. This gives rise to several complications (and sometimes to cumbersome
notation) that must be taken into account.

Let us recall and set up some notation: we let G = G; = SLp xSLy,
Gi = G;(R),i = 1,2 and for simplicity let I'1 = I, be an irreducible lattice in
SL,(R) x SLy(R) (e.g., SL»(Z[v/2]) diagonally embedded). The letter d denotes a
left-invariant metric on G, or on G;, or on SL(IR), depending on the context. Let
X; =T;\G;and set G = G| X Gy, G = G; X Gy, and X = X7 x X,. Note that G (or
G) have four factors, first two in G and last two in G,. We refer to them as the first,
second, third, and fourth factor accordingly. Recall the notation of ¢, T: Z> — G;
given by ¢(t,s) = (ar,as) and 7(t,s) = (ay,azs). We will concentrate on the map
D = (¢, ¢): 7% - G,i.e, on Example 2.1(1), remarking, where needed, what would
have changed if we had considered the map ®, = (¢, 7): Z? — G corresponding to
Example 2.1(3). By abuse of notation, we denote A = ®{(Z?) or A = ®,(Z?) in
both cases.

We recall from Example 2.1 that for ®; there are four weight spaces, each giv-
ing rise to a different coarse Lyapunov subgroup, and for ®, there are 8 weight
spaces, coupled through coarse equivalence into pairs, which give rise to the same
four Lyapunov subgroups. We denote by [«] the coarse Lyapunov weight with
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w, = (—1,0) and by [B] be the coarse Lyapunov weight with wg = (0, —1). With
U™ (resp. U~) denoting the upper (resp. lower) triangular unipotent subgroups in
SL,(IR), the corresponding coarse Lyapunov subgroups in both cases are

We denote by p the A-invariant joining on X that we wish to identify. Recall
that VL“], ygﬁ ], yLﬁa], VW | denote the leafwise measures corresponding to the coarse
Lyapunov subgroup as above. For each of the coarse Lyapunov subgroups (i.e., for

A€ {xa, £B}) let
I,[(A] = {u ceult .y preserves the measure ]JLA]} . (20)

The main goal of this section is to outline a proof of the following proposition:

Proposition 5.1 (Main step). Let y bean ergodic joining on X, that is, let y be an A-invariant
ergodic measure on X which projects to the Haar measure on X; in each factor. For any coarse

]

Lyapunov weight [A|, and for p-almost every x, I,[c)L is not the trivial subgroup.

We will sketch a proof of this proposition in §5.2.

5.1. Classification under the assumption of Proposition 5.1
5.1.1. Preparation: coordinates on U!*), — Throughout this section we will concentrate

on A = «. First note, that via

Lie(U") = R?, (14,0,1,,0) = (x,y), nx := (8 g) (21)

and the fact that exp: Lie(U[) — Ul is bijective, we can identify Lie(U®) or U
with R2. For u € U® we define u(s1) and u(s) as the real numbers satisfying

y— <<(1) ”(il)) e, ((1) ”(iz)) ’6) . (22)

So we can define an element u € U by specifying u(s;) and u(s;) and refer to
these as the coordinates of u. Any non-trivial u € Ul is contained in a unique
one-parameter unipotent subgroup L, C ulel, defined by the line in Lie(U")
through log(u). The x-axis corresponds to U' x {e} x {e} x {e}, and the y-axis to
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{e} x {e} x U" x {e}. By Remark 3.2, showing invariance of a joining y under a
non-trivial element lying on an axis, immediately implies that u is the trivial joining.

Identifying Ul with R? as above, let’s study the action of A = ®;(Z?) on U"!
for i = 1,2 by conjugation. For @1, the element ®1(1,0) acts as scalar multiplication
by e ! = (2.718...)~ 1 and ®(0,1) acts trivially. For ®,, the element ®,(1,0) acts

-1
on U by multiplication with (6 0 692) ,and ©;(0,1) acts trivially.

5.1.2. Classification in Example 2.1(1). —

Theorem 5.2. Any ergodic ®1(Z?)-invariant joining u is either the trivial joining or a
diagonal joining, that is, a joining supported on a graph of an isomorphism of Gy with G, (as
is Example 3.4).

Before proving this theorem, let’s first analyze I,[(/\] for A € {£a,+B}. One can

show that the map x — I J[CM is measurable, and by (7) we also have that

Vac A, 1N =qalMg1 (23)

From these two facts we have:

Lemma 5.3. Forany A € {£«, £B}, the group I,[CA] must be almost everywhere constant.
Proof. For concreteness, consider U, Recall that the element ®;(1,0) acts as scalar
multiplication by e=! = (2.718...)~! and ®(0,1) act trivially. Using Poincaré re-
currence as in LINDENsTRAUSS (2006, Lemma 7.3), or with an argument similar to the

proof of Lemma 5.6 below, one can show that for almost any x € X, ife # u € IJ[CA]

then L, C I ,[(A]. Therefore, any subgroup of U[*] is A-normalized. In particular, I )[sz] is
A-normalized p-almost everywhere. Since A = ®;(Z?) is assumed to act ergodically
on X with respect to y, this means that I J[C“] is almost everywhere constant. Such an
argument holds for any other A € {£a, £8}. O

We denote this constant group by I/*l and call it the invariance group for [A]. From
Item 3 of Proposition 2.3, we have:

Corollary 5.4. Forany A € {+«, +B}, u is invariant under 1],

This gives us enough information to analyse the ergodic joinings in Example
2.1(1).

Proof of Theorem 5.2. First observe, that each of the coarse Lyapunov subgroups is two-
dimensional. By Proposition 5.1 each of the invariance groups is non-trivial. If one
of them is two-dimensional, we have found an element for which Remark 3.2 applies,
so u must be the trivial joining.
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As we explained above, we know thatife # u € I [“], L, ClI [*], Since any one-
parameter subgroup of Ul is ®(1,0)-normalized (equivalently A-normalized), it
might as well be that 1), and similarly all the other invariance subgroups I}, are
one-dimensional. If one of them is supported on the axes, we will know that u is
trivial, again by applying Remark 3.2. When none of them are, then each of them
projects onto both of its factors, so the group generated by them must project onto
SL,(R) in each of the four factors (as SL; (RR) is generated U™ and U~ ). We implicitly
apply Goursat’s Lemma: these invariance subgroups might be so compatible with
each other, so the group generated by them will be the graph of an automorphism
of G; into Gy, giving rise to a diagonal joining. Otherwise, there will be an element
for which Remark 3.2 applies, resulting in the trivial joining. So this proves (modulo
Proposition 5.1) everything we wanted to know about Example 2.1(1). O

5.1.3. Classification in Example 2.1(3). —
Theorem 5.5. Any ®,(Z?)-invariant joining y must be the trivial joining.
To prove this theorem, it is enough to show the following:

Lemma 5.6. The group 1) must contain the group corresponding to the x-axis in the iden-
tification (21), that is the group U™ x {e} x {e} x {e}.

A similar statement (and proof) will hold for any A € {#a, £8}; it is nonetheless
enough to concentrate on A = a.

Proof of Lemma 5.6. The main difference to Example 2.1(1), is that not every subgroup
of 1" is ®,(Z2)-normalized. Recall that the element ®,(1,0) acts on U by mul-
0 e2
®,(1,0)" pushes elements not belonging to the axes, towards the x-axis. We claim
that this, coupled with Poincaré recurrence, proves the lemma, by an argument in-
spired by the work of EmnsiepLer and Karok (2005, p. 206-207): let ¢ > 0 and use
Lusin’s Theorem (FepEerer, 1969, p. 76) to find a set K, of measure 1 — &€ on which
X IJ[(“] is continuous. Denote a = ®,(1,0) and let x € K;,and e # u € I,[;X] denote
the element we get from Proposition 5.1. Poincaré recurrence finds for us, for almost
any x € K¢, a subsequence

tiplication with (e ), and ®,(0,1) acts trivially. Dynamically, we see that

a"x — x with a.x € K,. (24)

It follows from (23) that the group Igﬁ]k , contains the image of (1), under the action of
a, that is (a"kua~"k), which is a “squashing” of (u) towards the x-axis (here, (u) is
the group generated by u). By (24), I,[f(] contains all elements in U which are limits
of (a"kua~"k); that is, the entire group corresponding to the x-axis. Taking ¢ — 0 we

establish the above for x in a conull set of X, as we wanted to show. O
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Proof of Theorem 5.5 . As in §5.1.2, we will have that u will be invariant under I,
Lemma 5.6 says that I [« contains elements for which Remark 3.2 applies, showing
that y must be trivial. O

5.2. Proof of Proposition 5.1
5.2.1. A small reformulation. —

Lemma 5.7. Proposition 5.1 is equivalent to establishing that for any A € {+ua, £} and
almost any x € X,

JeAuet™, (Rl o ul. (25)
Proof. This follows again from Poincaré recurrence and can be proven very similarly
to LinDENsTRAUSS (2006, Lemma 7.3) or using a similar argument to the one in the
proof of Lemma 5.6. O

LA] = yy] and x = u.y with

Note that if we find two points x,y € X with u
eF£ue Ul , thatis, two points with identical leafwise measure on the same uhl -leaf,
we get from (6) that

(Ru), 1l = (Ra), il ol = M (26)

So x will satisfy (25) withe # u € Ul This led Lindenstrauss to the following idea.

5.2.2. An optimistic idea: using Ratner’s H-principle. — For concreteness, assume that
A = a and consider Example 2.1(1)(that is, with A = ®;(Z?)). Using Poincaré
recurrence for the action of ®1(0,1), which commutes with Ul we can find many
pairs of nearby points x, vy € X, with p E;"} = yL’X] , and arbitrarily small displacement g,
but not necessarily belonging to the same Ul*-leaf. That is, the displacement g does
not necessarily belong to U%/ (see Lemma 5.8 below for a more precise statement).
Then, in order to achieve a pair of points with the same leafwise measure and on the
same U*/-leaf, Lindenstrauss had the following, a priori extremely optimistic, idea to
use the H-principle of Ratner as follows: First note, that by (6), shearing two points
x and y with VLIX] = y[y“] with the same u € Ul*! preserves the equality of the leafwise
measures. That is, for any u € U]

i =y = itk =l (27)
To see where this is going, think for a moment about SL, (R) and U, the upper unipo-
tent subgroup. Ratner’s H-principle tells us that shearing along U™, a pair of nearby
points in general position with respect to each other, for the right amount of time,
will give us two sheared points that differ, non-trivially, only in the U™ direction, up
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to a small error, which tends to zero with the initial displacement (We will formulate
this more precisely for the case at hand in Lemma 5.9). Doing this with pairs having
displacement tending to ¢, and taking a limit of the sheared pairs, we find a pair of
points, differing non-trivially, exactly in the U -direction, i.e., belonging to the same
U™ -leaf. This seminal observation of Ratner essentially amounts to a careful analysis
of the matrix multiplication in (31).

[a]

So if we pretend that the map x +— 5 is continuous, and find many nearby pairs

[#] [

of points (xy,y,) in general position with p3, = p, ], the H-principle will give us two

points with identical leafwise measure on the same U!%-leaf.

But there is one caveat: the measurable map x +— u E;"] is a priori not continuous.
We can try to use Lusin’s Theorem to find a compact set K of arbitrarily large measure
on which x — u E;"] is continuous. But then, trying to restrict the argument to K stirs
up many serious complications. Seeing them, the author of this survey would have
turned back and given up. As we will outline below, LinpEnsTRAUSS (2006) chose to

face them and dealt with each of them with an astonishing mastery.

5.2.3. Preparations for the H-principle. — Before we follow Lindenstrauss’ footsteps to
face all the difficulties that arise, let us write, in our “joined” setting, the information
we have for running the H-principle of Ratner.

Lemma 5.8 (Input to the H-machine). Let X' be a set of positive measure and consider a
sequence 6, — 0. We can find two sequences (x,)7 1, (Yn)meq C X with

1. gnXy = Ypand d(gn, ) < O,
2. gn= (gg,l),g,(zz),g,(f),g,(f)) with both g,(ql),g,(f) ¢ ur,
3. yL’Xn} = y[ypfj foralln € N.
Proof. This essentially follows from Poincaré recurrence for the map
b:=®1(0,1) = (e,by,e,bo)

and irreducibility of I'; and I';. Indeed, we can assume first without loss of generality
that yL“] is defined for any x € X’. The element b preserves u so by Poincaré recur-
rence we can find a sequence 1y — oo with b .x — x and b".x € X'. As b commutes
with U, we also have by (7), that for every x € X' and k € NN, ygfé] = ygf,]k .- This
generates for us pairs satisfying Items 1 and 3. To show Item 2, assume for contra-
diction that we found a pair of nearby points x, y with g.x = y = b".x for some large
r € IN and with g(l) € U'. Note that the first component of ulel U+, is contracted
by a := ®1(1,0). By Poincaré recurrence, we can find a sequence m; — oo with
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a™.x — x. Acting on g.x = b".x with a subsequence of a", we contract ¢(!) to the
identity and find a pair of nearby points x, y’ with

(e,g(z), *, *) x = (e bl,eby).x

with g(z) small and b] large, so I'1 must contain a non-trivial element of the form (e, 1),
which is a contradiction to its irreducibility. The same argument works for ¢(®), and
also for @, instead of ®;. O

5.2.4. Polynomial divergence - how much should we shear? — Still ignoring the fact that

(o]

X — My is not continuous, we fix some notation and explain how much we need to

shear the pairs of nearby points we get from Lemma 5.8: for g, = ( g,(f), g,(f), g,(f’), g,(f) )

the displacements between x,, and y, from Lemma 5.8, we write

(1) _ (an by ) _ (dan En
8n (Cn dn>’g" <5n d~n>. (28)

For 6, small enough, once we shear x, and vy, with u, € uld we get that the dis-
placement between u;,.x,;, and uy,.yy is uygnu, L. We would like to choose u, € ulel
such that { Unnlly 1 } will contain a non-trivial element of U!%) as an accumulation
point.

nelN

Lemma 5.9. Recall the notation (22) and the setting and notation of Lemma 5.8. Assuming
On < &g for &y small enough, we have the following: for any p € (0,1) there are C > 0 and

(Sn)p_q with Sy, 20 oo such that for any

s\, 58 € T(0,S4) := [0Su, Su] U [~Su, —0S],

there exist oy, 05 with at least one of them belonging to [%, C] satisfying

1
UnYn = §nligUn.Xn, Withd(g),,e) < 7. (29)
(n)

where iy, uy € UM are the elements with un(si) = si" and uy(s;) = o fori =1,2.

In words: for a given p € (0,1) we can find a “timescale” S, such that shearing
x, and y, with any element of Ul with coordinates (s;,s;) in the “time window”
T(p, Sn) results in two points which differ, up to a small correction g}, by an element
uy € U belonging, at least in one of its components, to a fixed (that is, independent
of n) compact set of non-trivial unipotent elements.
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Proof. We choose C = % and choose S, as a minimum as follows:

S, = min (sﬁ,”,sff)) with $ = min ( c_ve ) ,i=1,2.  (30)

di —ai|” \/|ci]

The fact the lemma holds with these choices, goes back to Ratner and is based on
the following calculation in SL(IR): let ¢ = (%) and assume that g is close to the
identity, that is, that |[a — 1|, |c|,|b|,|d — 1] < J. We think of g as the displacement
between two d-close points x and y in general position, for a small §. We calculate
now the displacement gs between u.x and u.y:

e (D DG ) ()

For the given p € (0,1) we define C = 1 as above and S = min ( c ﬁ) We

P |d—al”’
then have for any s € T(p,S), that gs ~ ((1) 7), foro € [%, C], where ~ stands here
for an error smaller then 61/2. See also LinpeENsTRAUSs (2006, Lemmata 7.4&7.5).
The above calculation should be done now for both g,(ll) and g,(13). As we choose S,
in (30) as a minimum, we can only guarantee that one of the resulting ¢’s will belong

to the interval [, C]. See also Remark 5.10 below. O

We refer below to S, as the “shearing timescale” (for x, and v, ), and to T(p, S,,) as
the “shearing time-window” .

Remark 5.10. We are following the footsteps of the work of LinpeEnsTrRAUSS (2006).
But this is where we start to see a slight difference: due to the fact that in our situa-
tion we shear according to fwo displacements g,(}), g£l3> and the shearing group U

is two-dimensional, we are forced to choose the shearing timescale S, as a minimum
between S,(}) and S,(qz). Note that Sﬁll) (resp. S,(qz)) is the time needed for the displace-

ment gﬁ,l) (resp. g,(f)) to grow in the U -direction. It might as well be (and we cannot
control this at all since the displacements are given to us from Poincaré recurrence)
that the timescale S, was not large enough for both g, and g}, to grow. Indeed, for
all we know, it may be that |c,| and |d, — a,| might be tiny in comparison to |},
[]

and |dy — d,|. This must be taken into account once we admit that x — py
continuous.

is not

5.2.5. Maximal ergodic theorems. — Let ¢ > 0. As said above, by Lusin’s Theorem we
can find a compact set K = K, of measure > 1 — ¢, with x — ygft] being continuous
when restricted to K. Using Lemmata 5.8 and 5.9 and their notation, we see that we

“just” need to make sure that for every n € IN we find u,, € Ul with
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1. u,(s1) and uy(s2) belonging the time window T'(p, S,), and
2. the sheared points u;.x,, 1.y, belonging to K.

If we could ensure this, we would choose accumulation points x and y of
{un.xn},{ttnyn} to find a u # e and x and y as in (26) leading to u # e and x
satisfying (25). But how do we actually know if such u;, exist?

To discuss this further, let’s denote by

BS(UM) = {u cul . un(s1),un(s2) € [-S, S]}

A maximal ergodic theorem will help us “measure” the subset of Bs(U¥) whose
elements satisfy Item 2. More precisely, first notice that if y was U*l-invariant (which
is a ridiculous assumption, since if this invariance was known to us, we wouldn't be
having this discussion), then we could have used a maximal ergodic theorem with
respect to the action of U% = R2. Such a theorem will tell us that we can find a set
X' = X'(Ke) of measure 1 — Ce'/? (with C being a universal constant), such that for
every x € X’ and for all timescales S, we have

g ({u € Bg(UY) : ux € K}) > (1 - e%) ", (BS(LI["‘])) . (32)

where M fla) denotes, under the identification (21), the Borel measure on R2. Having
this for x,, and vy, as above would definitely help to choose u, as above.

But y cannot be assumed to be U¥-invariant. The only thing we know is that
u is A-invariant. As U is A-invariant, the only information connecting  and U™
is that there is a U!¥-invariant foliation of the space. Lindenstrauss (together with
Rudolph) proves in the Appendix of LinDENSTRAUSS (2006), that this information is
enough in order to deduce the existence of X’ = X'(K;) exactly as above, satisfying
the exact statement as above, but with (. interchanged with yL“]: there exists a set
X' = X'(K) of measure 1 — Ce'/? (with C a universal constant), such that for every
xeX

VS >0 ul ({u € Bs(Ul) :ux € K}) > (1 —e%) ule! (Bs(u[“l)) . (33)

This gives us great information with respect to satisfying Item 2, but the minute we
try to couple this with satisfying Item 1 we face another problem: let

F(p,S) = {u € UM : 1,(s1), un(s2) € T(p,S)} c Bs(ul*h

be the points that satisfy Item 1. Note that F(p, S,,) is the set of all elements belonging
to the timescale S, and keeping distance pS; from the axes, i.e. the complement in
B, (Ul of a pSy-thickening of the axes. So in order to satisfy Items 1 and 2 simul-
taneously, we need to know, for the x,’s, y,’s and all timescales S, given to us by
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Lemma 5.9, that yL‘” (F(p, Sn)) is large in comparison to ykx] (Bs(U)). In other words,

that u L“] is not concentrated near the axes for a typical x € X. How can this be guaran-
teed? The short answer is, that it can’t. We, or more precisely Lindenstrauss, needed
to find a workaround. Before describing it, let’s see what we can guarantee.

5.2.6. Where the joining assumption is used. — As a first step, let’s show that ]/tJ[C“] is not
supported on the axes. This is based on the following fact about leafwise measures:

Lemma 5.11. Let U be one of the coarse Lyapunov subgroups above and U' < U an A-
normalized connected subgroup. We have

) >0 = pif =l

Proof. See EinsiEDLER and LinDeEnstrAuss (2019, Lemma 5.2). The proof goes
via a third equivalence, namely, that the entropy contributions are the same,
hy(a,U) = hy(a,U') for every a € A. O

This lemma with U = U*l and U’ denoting one of the subgroups corresponding
to the axes, implies, that for the typical points x € X', where X’ is the conull set

from Corollary 3.7, we have that p L‘x] gives measure zero to both axes. Otherwise, the

support of yL’X] will be contained in one of the axes, and won't project surjectively on
both factors.

Now, fixing S = 1 and taking p small enough, it follows that p-thickening of the
axes inside By (U*)) gets arbitrarily small L’X]—mass. In other words, given & > 0 there

exists a set X C X’ with #(X) > 1 —¢ and a p > 0 such that

W, 1)) > 5l (B ()

forall x € X.

Now, in the setting of Example 2.1(1), we can use the usual maximal ergodic theo-
rem with the element a := ®(1,0) that preserves i, to conclude the following: there
exists a subset Y C X with u(Y) > 1 — &!/2 such that for every x € Y and every
R > 0, most (1 — e2 of the times) r € [0, R] have a".x € X. Together with (7), this
implies that for x € Y and most r € [0, R] we have

pH(EGpen) > Sl (Bo (U)) (34

In other words, we can find a large set of x € X and many timescales for which we
know that u L"‘] is not concentrated near the axes. This is a self-similarity property for

[a]

1y ; one can expect such properties for measures invariant under a diagonalizable
element with positive entropy.

ASTERISQUE 438



(1185) JOININGS CLASSIFICATION AND APPLICATIONS 219

Remark 5.12. A similar statement holds for Example 2.1(3). The only difference is
that we need to replace the B, (U[*]), which is defined as “the square in U% with
lengths ¢”” with a “rectangle in U with lengths ¢” and ¢*” (and change similarly
all the other sets appearing above).

Having (34) is unfortunately, not enough for running the H-principle argument we
are after. We still cannot guarantee that the timescales given to us by Lemma 5.9 are
not exactly the problematic scales we don’t cover in (34). Lindenstrauss had another
rabbit in the hat: he noticed that tweaking the initial pair x, and y, from Lemma 5.8
by at := (®1(1,0))" for t € [0, T,] still preserves the equality of the corresponding
leafwise measures. Note that T, = T, (J,) are needed to be chosen carefully so the
displacement between a’.x, and a‘.y,, won’t grow too much. Having this extra freedom
in choosing the initial pairs might give more possible timescales, for which we might be
able to guarantee regularity properties as in (34). An intricate calculation shows that
this is indeed the case, enabling Lindenstruass to run the H-principle against all odds
— see LinDeNnsTRAUSS (2006, §7.2). Essentially the same calculation (but done in the
first and the third component simultaneously), enables us to run it also in our setting.
We avoid discussing it here and finish our outline of the proof of Proposition 5.1 under
the simplifying assumption that a regularity property as in (34) holds for any scale.

5.2.7. Proof of Proposition 5.1 under a simplifying self-similarity assumption. — For con-
creteness consider A = & and to simplify notation denote Bg = Bg (U[”‘D . We assume
that there is a p € (0,1) such that for y-almost every x we have

. 1 i
vs>1 ull(F(p,$)) > EVU(Bs), (35)

and outline a proof of Proposition 5.1. The reader may compare this outline to
LinpENsTRAUSS (2006, §7.1). Assume, for contradiction, that Proposition 5.1 does not
hold. Then, (25) does not hold with A = & on a subset of positive measure which
is A-invariant by (23). Ergodicity then implies that for a typical point x € X, (25)
does not hold with A = «. Now, let ¢ > 0 and choose a compact subset X; C X with
#(X1) > 1 — e and with:

1. y,[fd is defined for x € X;, and the map x — ygfé] is continuous on X ,

2. (25) does not hold for x € X; (with A = «a).

By §5.2.5 there exists a compact set X, with u(Xp) > 1 — ¢2 such that any x € Xp
satisfies (33) with K = Xj.

Now, use Lemma 5.8 with X’ = X to find pairs of nearby points as stated there;
let x and y be such a pair with distance 6 = d(¢) > 0 small enough so that the
corresponding timescale S from Lemma 5.9 will be large enough, so that (35) holds.
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Let Gy = {u culd:uxe Xl} and G, = {u e u VRTRS Xl}. From (33) we
know that .
u (G Bs) > (1—e2) i (Bs)

and similarly for y. So,

1w (Gen Gy M Bs) = w (Bs) — u! (Bs\ Gu) — 1l (Bs \ Gy) = (1 —2e2) ) (Bg).

In particular for e small enough, we can find u € Bg enabling us to use the H-principle
to find ¥’ = u.x,y’ = u.y € X satisfying

>y = (¢'u').x’ with ' € Ul* having at least one of its coordinates, 1(s;) or
u'(s7),in [&, C], and with g’ € G of size at most 52.

Applying this to all the pairs of nearby points coming from Lemma 5.8, we get pairs
x},, vy € X1 as above with §, — 0. We choose a subsequence where the resulting 1/,
as above all belongs to a compact set in at least one of their coordinates, say their first
one. That is, we assume that u/, satisfy u},(s1) € [, C] along this subsequence. As
Xj is compact, and x +— ],tgft] is continuous on X;, we explained in §5.2.2 that limit
points of {x,,} and of {y,} will give us points x,y = u.x € X; with u # e with equal
leafwise measure. That is, we will find x € X; satisfying (25), in contradiction to the
definition of Xj.

6. Applications of the joinings Theorem

In §6.1 we survey many arithmetic problems and their relation to adelic/p-adic torus
orbits; In §6.2 we couple these problems to get problems related to the classification
of joinings. We then explain what Theorem 1.1 can say about these coupled problems.
Finally, in §6.3 we give a new arithmetic application of Theorem 1.1 for simple groups
of high rank.

We recall that when (X, my) is a probability measure space we say that a sequence
of finite set A; C X equidistribute, when the normalized counting measure on A;
converges in the weak-* topology to mx.

6.1. Torus orbits and arithmetic

6.1.1. Three classical arithmetic distribution problems. — Let us first revisit the arithmetic
distribution problem we considered in the introduction (see (1) for the notation): the

distribution of %SZ(D) inside S for large D > 0 with D # 0,4,7 mod 8. Note that
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the set 5?(D) can be also considered as the set of integer points on the level set Q; = D
for the quadratic form Qq(x,y,z) = x% + y* + z2.

The second distribution problem we consider is very similar. For D < 0, one can
consider the set of primitive binary quadratic forms with discriminant D

Binp = {q(alb,c)(x,y) = ax? 4+ bxy + cy? : b* — 4ac = D, ged(a, b, c) = 1} . (36)

By identifying Binp with the set of the corresponding coefficient vectors (a, b, c), one
can realize Binp as the set of integer points on the level set for the quadratic form
Q(X,Y,Z) = Y? - 4XZ:

Vp = {(X,Y,z) e]R3:Y2—4xz:D} (37)

1
D
discriminants, which are by definition the set on D’s with Binp # ©). Note that the
natural “cone” measure on V_; C R3 is infinite. This is not really an issue; one just
measures the distribution with respect to all possible quotients of two test functions.
But for other reasons, one can reformulate this distribution problem in an equivalent
“modular” way, which yields a distribution problem in a finite-measure space. To
this end, we recall that Gauss (1986) defined an action of GL,(Z) on Binp by

and ask about the distribution of Binp C V_; when D — —oo (along negative

gq(x,y) = detl(g) q((x,y)g), q(x,y) € Binp, g € GLy(Z)

and showed that this action has a finite number of orbits (forming an abelian group,
see below). For g(x,y) € Binp let z; denote the unique root of 4(z,1) belonging to
the upper half plane H = {z € C : 3(x) > 0}. The set of such roots are called com-
plex multiplication points?) or Heegner points of discriminant D. Furthermore, let (24)
denote the orbit of z; under the action of SL,(Z) by Mébius transformations on the
H. One can then verify that the GL,(Z)-orbit of g € Binp corresponds to the SL,(Z)-
orbit [z,]. So the set 7 := {[z4] : g € Binp } C SLp(Z)\H is finite. A dual reformu-
lation of the above distribution problem on V_j is the distribution of the normalized
counting measures of the finite sets 77 on SL,(Z)\H equipped with the finite, nor-
2 _ 3 (dx)? + (dy)?
= 7
were made by Andreas Wieser to show the distribution of .7p with growing |D|’s.
We shortly mention a third, related distribution problem. In the last distribution
problem, one can also consider positive discriminants D > 0 and the corresponding
distribution of % Binp C V; as D — oo along positive discriminants. This problem

malized uniform measure 2 (ds) when D — —oo. Figures 8-10

() Equivalently, a point z € H is called a complex multiplication point of discriminant D if the automor-
phisms group of the corresponding lattice spany(1,z) C C is the quadratic order of discriminant D.
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Figure 8: Figure 9: Figure 10:
D = —1009 D = —105509 D=-1299821

also admits a modular formulation as above: one sees that GL,(Z)-orbits in Binp
correspond to a finite set of closed geodesics on the modular surface SL,(Z)\H. See
the work of EinsiepLer, LINDENSTRAUSS, MicHEL, et al. (2012) for more details and nice
images of this distribution for some large D’s. As we partially explainin 6.1.2, roughly
speaking, the sets 5?(D) for D > 0, and the sets /) or Binp for D < 0 with D = 3
mod 4, and the sets #p or Bingp for D < 0 with D = 1,2 mod 4, are all torsors®
for the class group Pic(0p) of the quadratic order of discriminant D, and therefore
have size hp = |Pic(&p)|. For D > 0, the finite set of closed geodesics corresponding
to the GLy(Z)-orbits in Binp has size hp. Gauss conjectured by Gauss that for D > 0,
hp is infinitely often equal to 1. Figure 11 shows images made by Alex Kontorovich
showing the distribution of these geodesics for two comparable discriminants, one
with a trivial class group and one with a class group of order 4 (The notation [a, b, c]
stands for the binary form ax? + bxy + cy?).

We avoid giving historical details for these problems. We just mention that, as the im-
ages might suggest, in these three problems the sets S?(D) (resp. Binp or equivalently #p)
equidistribute with the respect to the natural measures on S? (resp. V_1,V or equivalently
SL,(Z)\H). Under an auxiliary congruence condition on D these results were proven by
Linnik and Skubenko in the late 50s (see Linnik, 1968). Duke (1988) proved it in full gener-
ality, building on a work of Iwaniec (1987). We refer below to these equidistribution results
(and some other variants of them mentioned below) collectively as Duke’s Theorem.

There are several surveys of these results which might interest the reader: for a
modern approach to the methods of Linnik and his school, we refer to the work of
EinsieDLER, LINDENSTRAUSS, MICHEL, et al. (2012), ELLENBERG, MicHEL, and VENKATESH

()That is, they are acted upon freely and transitively by Pic(¢p)
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(a) D =1337, hp =1 (b} D = 1365, hp

m = {[35,35, —1]}=| = {[7,35,-5]},
= {[19,27, 8]} m = {[23,33,-3]}, ® = {[19,23,—11]}

Figure 11: Distribution of closed geodesics (by Alex Kontorovich)

(2013) and to the work of Wieser (2019). Some methods used in these works are par-
tially related to the methods used in the proof of Theorem 1.1. For a broader overview,
also on the works of Duke and Iwaniec mentioned above, the reader can consult the
survey by Duke (2007) and by MicHEL and VenkartesH (2006). Finally, these results
(and most of the applications mentioned in this survey) are also considered in the
recent survey by LINDENSTRAUSS (2021).

6.1.2. Relation to class groups and adelic torus orbits. — It is not a priori clear how the
above distribution questions relate to questions about the distribution of torus orbits
in (S-arithmetic/ adelic) homogeneous spaces. Let us concentrate on the first prob-

lem above, the distribution of \%Sz(D) C S2, D > 0. We claim that the distribution

properties of 5?(D) can be studied through the distribution properties of an orbit of
the group H,(A) in the quotient SO3(Q)\ SO3(A ). Here, v denotes a vector in S?(D),
H, denotes the stabilizer group of v with respect to the standard action of SO3 on the
three-dimensional space, and A denotes the ring of adeles of Q. Note that, in this
case, the group Hy(A) is the adelic points of a rank one, Q-anisotropic algebraic
torus. We remark that SO3 = SOg, where Q; was defined in §6.1.1. Everything we
will say below can be done analogously with Q; instead of Q;, when one considers
Hp instead of S?(D).
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To convince the reader that this relation is plausible, and relate it also to the
class group Pic(0_p), let us define a map that seems contradictory: we fix a vec-
tor v € S%(D) and we wish to define an (essentially bijective) map from a set of
double-cosets related to H, (see (43)) to the set $%(D), by using elements of H, (A f)
to move v non-trivially to other vectors in $*(D). Here, A £ denotes the finite adeles.
To define this map, we first note that SO3 has class number one, that is,

SO3(Af) = SO3(Q)SO5(2) (38)

where SO3(Q) is embedded diagonally in SO3(A ) and Z. denotes the (compact) ring
I, prime Zp (For a proof of (38), one may consult ELLENBERG, MICHEL, and VENKATESH,
2013, §5.1). Note that this fact is true for this specific ternary form Q;, although
general forms can be treated with the same techniques too. One can therefore write
any element of SO3(A), and in particular any it = (/1) , € Ho(Ay) as

h =~k withvy € SO3(Q), k = (k,), € SO3(2). (39)

Using this decomposition we can take i € Hy(Af) and use it to generate a vector in
S2(D): forh = (hy) , € Hy(Af)letyand k = (kp), be as in equation (39) and define

hxv:=yveS*D). (40)

To show that the vector / * v is indeed in S?(D) and that this process is well-defined,
first note that for any prime p we have (as v is diagonally-embedded)

(39) _
Q3 vv="hpo = (yy kp)v =kpo € Z;, (41)

As QN Z = Z we have that 4.0 € Z? and since we act by the orthogonal group, it has
the same length and is therefore indeed an element of 5?(D). We also have v.v = k.0
for every prime p. However, I * v does depend slightly on the choices made in (39):
choosing a different decomposition in (39) will yield the same vector up-to SO3(Z),
so this process gives a well-defined map to SO3(Z)\S?(D). The finite group SO3(Z)
leaves all the measures we are interested in invariant, so this small detail does not matter
too much for us (and we will keep saying, imprecisely, that we got a map to S?(D)). A
priori, there is no reason to believe that we get new vectors from this process, that is, that
the image of this map is interesting. Purely algebraically (see PLatoNov and RaPINCHUK,
1994, Theorem 8.2) one can show that the set of new vectors we generate from v out of
H(A ) via the above process, is the so-called genus of v:

gen(v) = SO3(Z)\ {w cQ®:Vpw ~z, U, W ~Q v} (42)

where with w ~g v for a ring R we mean that there exists ¢ € SO3(R) with g.w = v.
Moreover, it follows from purely algebraic considerations, that this process defines a
bijection between gen(v) and the following double quotient:

H,(Q)\Ho(Af)/Hy(Z). (43)
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Note that this double quotient is a (abelian) group since IH, is abelian. Assume for
simplicity that D is fundamental. As an algebraic torus, IH; is isomorphic to the rank
one Q-anisotropic torus Resx,qGm/Gn for K = Q(+/—D). This identifies (with
small bounded index depending on this isomorphism of the algebraic tori) the dou-
ble quotient in (43) with the similar double quotient for Resx ;oG /G (see § 6.1.4

for more details). The latter is by definition the idéle class group K*\A; f/ ax,
which is isomorphic to the class group Pic(0_p). In this specific case, one can
show that gen(v) is equal to SO3(Z)\S?(D) (see for example ELLENBERG, MICHEL,
and VenkartesH, 2013, §6). In summary, the above describes a (essentially bijective)
map from the class group Pic(¢_p) onto $?(D) as promised (ignoring again the di-
vision by SO3(Z) and the above-mentioned small bounded index issues). This map
depends of course on the choice of the “base point” v. In ELLENBERG, MICHEL, and
VEnkatesH (2013, Proposition 3.5) they explain how to construct from these base-
dependent maps a base-free way to give S?(D) a torsor structure for Pic(¢_p), that
is, how to construct a free and transitive action of Pic(¢_p) on S?(D).

We remark that the above algebraic construction does not tell us anything about
how S?(D) distributes, and in particular does not give us any reason to believe that
%SZ (D) equidistributes. In section 6.1.5 we will give a dynamical interpretation of
this construction, from which the above construction arises, and through which one
can see why %SZ(D) should equidistribute.

6.1.3. A hidden distribution problem. — We shortly describe another arithmetic prob-
lem because it relates in a slightly different way to the distribution of adelic torus
orbits and because it gives rise naturally to a problem about joinings. We avoid giv-
ing many details, skip some definitions, and instead refer the interested reader to the
introduction of Aka, LuetHi, et al. (2020).

Let &p be the quadratic imaginary order with discriminant D < 0. We say that an
elliptic curve E over C has complex multiplication (CM) by 0} if its endomorphism
ring is isomorphic to &p. We let CMp denote the set of isomorphism classes of elliptic
curves having complex multiplication by &p (Roughly speaking, one may realize this
set as the isomorphism classes of {C/A; : [z] € #p} where A, denotes the lattice

spany,(1,z) C C). This set is finite, of order hp =< |D|%+E and consists of curves
which are defined over a finite algebraic extension of Q.

Fix an odd prime p and consider now only negative D’s for which p is inert
in Op. Fixing an embedding of Q in Q, one can naturally define the reduction map
red,: CMp — %, where .7} is the set of supersingular elliptic curves over IFj,. The
set .7} is finite, of order = pl—_Zl DEurING (1941) showed that any element of .7}, is the
reduction of an element of CMp for some negative D. It raised the question if there is
a discriminant D (with p being inertin &p) for which this reduction map is surjective.
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Proving a variant of the works of Duke and Iwaniec mentioned above, and based on a
work of Gross (1987), MicHEL (2004) proved that surjectivity holds for large enough
|D|. In fact, he explained that this question is a slight variant of the problems con-
sidered above: the distribution of the adelic points of a rank one, Q-anisotropic tori
in a homogeneous spaces of the form SOg(Q)\ SO (A) for some specific quadratic
form Q (related only to p). In §6.1.4 we shortly review a generalized setting, in which
one can consider all the above problems in a uniform way. Before we do this, let us
just hint how this surjectivity problem could lead to problems involving joinings: fix
two odd primes p,q and consider now only negative D’s with both p and g being
inert in Op. Is the map (red, red,) surjective for |D| large enough? If so, can this be
generalized to any finite number of primes?

6.1.4. A common generalization. — All the above problems fit in the following setting.
Let B be a quaternion algebra over Q. Recall that quaternion algebras over Q are
classified by a finite, even-sized set of places S, where they ramify, that is, where
B ® Qy is a division-algebra. Let Nr be the associated reduced norm and Q := Nr | o
the quadratic form induced by the restriction of Nr to the traceless quaternions B.
Recall that
B* 5 PB* :=B*/Z(B*) = SOgq

(44)
g (x €BY i gxgl € BO)

where Z(B*) denotes the center of BX. For v € B?, the preimage of the stabilizer
group H; < SOg under this map is the group of the invertible elements of the ring

Q[o] = Q[X]/ (X2 + Nr(v)) =K,

since for v € B we have v?> = —v9 = — Nr(v) € Q. Let G denote the algebraic group
PB* and Ty = Resg;qGu/Gm < G denote the image of Q[v] under 77 in G. Note
that T is a rank one Q-anisotropic algebraic torus.

All the above arithmetic problems, and many others, can be recast naturally, as
follows. We consider the adelic homogeneous space G(Q)\G(A ), and for a primitive

vector v € BY(Z) and call an orbit of the form

GQTo(A) (g,87)  (887) € G(R) x G(Ay) (45)

a toral packet related to v. We equip a toral packet with the pushforward of the
natural Haar probability measure on the quotient T,(Q)\T,(A) under the map

ot (goo, gf). One can attach to such an orbit a discriminant which is, roughly

said, related to — Nr(v). More precisely, it can be defined as the product of local
discriminants; for a non-Archimedean place, say at p, the local discriminant is the
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discriminant of the of order Q,[v] N g f(BO (Zy)) g7 1, and for the Archimedean place,

it is a measure of the distortion of the torus ¢! T(R)gco-

For example, for B = By, », which is Hamilton’s quaternion algebra, Nr | is the
sum of three squares. So for any v € BY(Z), we have $2(D) C B%(Z) with D = ||o|[5.
Recall that in this case G = PB* is SO3 and that H, denotes the stabilizer of v. We
will explain in §6.1.5, how the toral packet G(Q)H,(A) (kv,ef) with k, € SO3(R)
moving (0,0,1)" to \%v and e; € G(Ay) denoting the identity element, relates nat-
urally to the set gen(v) defined in (42). Note that in this case the local discriminant
in the real place is constant, as k; 'TH, (R )k, is the fixed torus SO, (R) (see §6.1.5 for
more details). This explains a bit the above terminology: the orbit (45) “codes” a
packet of vectors which are in the genus of v.

In this generalized context, we refer to the following statement as Duke’s Theorem:
toral packets equidistribute, when their discriminants tend to +-co or —co0, toa G (A)*—
invariant probability measure®) on G(Q)\G(A). Note that in many cases, but not in
general, this probability measure could be shown to be G(A )-invariant, i.e. the Haar
measure on G(Q)\G(A). This formulation of Duke’s Theorem is the conglomera-
tion of several results by many authors, achieved before and after the seminal result
of Duke (1988). We refer the reader to EinsieDLER, LinDENSTRAUSS, MICHEL, et al. (2011,
Theorem 4.6) for a more precise formulation and for a list of references. Until now,
there were three main approaches for proving such a statement: via ergodic theory
(essentially Linnik’s original method, under a congruence condition assumption),
via modular form (as Dukg, 1988) and via subconvexity estimates. The last two ap-
proaches yield an error estimate. The subconvexity approach works naturally in the
generality stated above, and can be further generalized to obtain stronger variants,
such as the work of Harcos and MicHEL (2006) (see also the discussion in Example
6.4 below).

The problems mentioned above fit in the above setup as follows:

> The distribution of S?(D), as already mentioned above, relates to
the choice B = By for which the norm of v € B calculates as
Q(v) = Nr(v) = Nr(xi + yj + zk) = x> + y* + z2.

> The distribution of ) (resp. closed geodesics) in SL,(Z)\H relates to the
choice B = By = My, for which the norm of v € B° calculates as
Q(v) = Nr(v) = Nr(; *,) = — (x? 4 yz), where the scalar matrices are iden-
tified with the underlying field. This corresponds, when Q(v) — oo to the
distribution of Heegner points, and when Q(v) — —oo to the distribution of

closed geodesics.

#)The group G(A)* is the image of the adelic points of the algebraic simply-connected cover of G under
the canonical projection map (which is the Spin group of Q in our case).
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> The problem considered in 6.1.3, that is, the reduction of elliptic curves with
CM by Op to ., the set of supersingular elliptic curves over IF,, corresponds
to the case B = Boo,p, but in an interesting way: one can show that with this
choice the double cosets in

G(Q)\G(A)/G(R x Z), (46)

or said differently, the clopen (closed and open) orbits of G(R x Z) on
G(Q)\G(A), are in bijection with .#),. As p is inert in Op there is an embed-
ding of ResQ( VD)/Q G, /Gy, into G and the CM curves are related to a toral
packet as above. Surjectivity of red, translates then to the question if the toral
packet visits all the above clopen set, or equivalently, if the projection of toral
packet to (46) is surjective. In this respect, this application is closer in nature to
the work of ELLenBERG and VenkaTtesH (2008), which is the first instance known
to the author where the algebraic ideas we explain here, were coupled with ho-
mogeneous dynamics considerations. Duke’s theorem implies in this context

that red,: CMp — .7} is surjective and actually it gives a strengthening of

. d, ' (E
surjectivity: the asymptotic size of the fibres for E € .7, limp_, %

is equal to the mgq)\g(a)-measure of the G(R x Z)-orbit corresponding to E.
Here mgq)\g(a) denotes the natural G(A )-invariant probability measure on
G(Q)\G(A). In this sense, one may say that the projection map red, equidis-
tributes.

6.1.5. Why and how this works? — In section 6.1.2 we defined a map from
H,(Q)\Ho(Af) /Hy(Z) to %SZ(D) C S2. In this subsection, we would like to rein-
terpret this map via a projection of a toral packet between two homogeneous spaces.
Consider the natural projection

7: SO3(Q)\ SO3(A) — SO3(Q)\ SO3(A)/ SO3(Z) (47)

where as above, SO3(Q) is diagonally embedded in SO3(A). We will show below the
identification

S03(Q)\ SO3(A)/ SO3(Z) = S03(Z)\ SO3(R). (48)

With this identification assumed, we may interpret 7t as a covering map

m: SO3(Q)\ SO3(A) — SO3(Z)\ SO3(RR) (49)

ASTERISQUE 438



(1185) JOININGS CLASSIFICATION AND APPLICATIONS 229

from an adelic homogeneous space to a real homogeneous space (with compact fibres
isomorphic to SO3(Z)). The identification (48) follows “tautologically” from (38):

505(Q)\503(A) & 505(Q)\ (503(Q)S0s(R x 2)) (50)
o (803(Q) NSO3(R x Z)) \ SO5(R x Z) (51)
= 503(Z)\ SO3(R x Z) (52)

where the third equality follows from the fact that Z = QN Z as subsets of A £-
Dividing now everything from the right by SO3(Z) gives the desired identification.
It is nevertheless useful to explicate this identification to start to “see” dynamics: con-
sider the double coset SO3(Q) (goo,gf> SO3(Z) with ge € SO3(R),g¢ € SO3(Ay).
This coset may be identified with SO3(R)ge if g¢ is “small”, that is, if g¢ belongs
to the compact group SO3(Z). But if gf is “large”, that is, if g ¢ SO3(Z), we first
need to “bring it back to SO3(Z)” using the discrete group SO3 (Q). This means that,
we first need to find v € SO3(Q) with ygs =: k € SO3(Z) and then, recalling that
SO;3(Q) is embedded diagonally, we have

SO3(Q) (8w, §f) SO3(Z) = SO3(Q) (78o0s 18f) SO3(Z) = SO3(Q)(78ee, k) SO3(Z).

As k = gy is “small”, the latter is identified as above with SO3(Z)7gco-

Although everything we said so far is purely algebraic, the adjectives “small”,
“large” and the process of “bringing g back” stem from a dynamical perspec-
tive. Before we can explain this perspective, we just need to understand how
the sphere S2, or more precisely SO3(Z)\S?, can be described as a homogeneous
space. Consider the natural action of SO3(R) on S? (or equivalently on R?) and let
SO, (R) := Stabgo, (r)(e3) < SO3(R), where ej3 is the unit vector (0,0, 1)". This yield
the identification SO3(IR) / SO (R) = S? and therefore also

SO3(Z)\ SO3(R)/ SO1(IR) 2 SO3(Z)\S* (53)

Said differently, SO, (IR)-orbits in the homogeneous space SO3(Z)\ SO3(RR) corre-
spond to points in SO3(Z)\S?.

After all of these preparations, we are finally ready to state the upshot of this
subsection, which we can then also interpret dynamically. For v € S?(D) choose
ky € SO3(R) with ky (e3) = % -v. With this choice, we have H, (R) = k, SO, (R)k; .
Tracing through the definitions and identifications above, one is led to the following
conclusion: the projection (via 7t from (49)) of the adelic torus orbit

S03(Q)Ho (A) (ks ¢f) € SO3(Q)\ SOs(A) (54)
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to the real homogeneous space SO3(Z)\ SO3(R), where e; € SO3(Ay) denotes the
identity element, is a collection of SO; (IR )-orbits which, under (53), corresponds pre-
cisely to gen(v) viewed as a subset of SO3(Z)\S%. We urge the reader to verify this as
a good way to repeat all the algebraic considerations above. In particular, this repro-
duces the map related to H,, discussed in 6.1.2, and explains how it arises naturally.

Up to now we were just chasing definition and identifications, and from time to
time, were hinting at a dynamical interpretation. We finally can explain how dynam-
ics can give us valuable input about the distribution of gen(v) (which is equal to
S?(D) in our specific case). For all we know, gen(v) can be quite a boring set. What
we know from the above, is that elements of gen(v) are of the form .7, v € SO3(Q)
for 7’s that were found in order to “bring large elements in SO3 (/A ¢) back to SO3 (2)".
Let’s explain this more precisely, under the assumption that the adelic orbit (54)
“goes everywhere”. That is, we assume that it is dense in SO3(Q)\ SO3(A). Then,
in particular, for an arbitrary geo € SO3(IR) we can find h € Hy(Aj) with

SO3(Q) (ko, ) =~ SO3(Q)(geo, ) (55)

Projecting (55) to the real homogeneous space, this approximation found for us a
v € SO3(Q) with vk € SO3(Z), such that the vector yv € Z3 satisfy

7.0 = vkyo(e3) & Qoo(€3) = An arbitrary direction in g% (56)

Note that in order to have a chance that the orbit (54) “will go everywhere”, H,(A)
needs to be a large group. In particular, our dynamical considerations are (unfortu-
nately!) usually restricted to working in one particular place, say at a fixed prime p.
This explains the congruence conditions that we must impose on D = ||”UH2 in order
to use these dynamical considerations: they are there to verify that IH; splits at the
fixed prime p and consequently to ensure that H,(Q,) contains large elements.

Remark 6.1. One can consider the above methods in higher dimensions, say, for the
quadratic form Y/, x? with n > 6. The dynamical methods showing the equidistri-
bution of orbits as in (54) with 3 replaced by #n are much simpler (they are easy spe-
cial cases of Mozes and SHaH (1995) and Goropnik and OH (2011) since H, < SO,
is maximal). Based on this, one can work out from our discussion above a proof of
the equidistribution of integer points on 5" ! based on homogeneous dynamics.

6.2. Arithmetically motivated joinings problems

In §6.2.1 we consider several arithmetic problems which are mainly coupling of in-
dividual equidistribution problems of the type that we discussed in §6.1. For all the
problems presented below, there is no complete solution. In §6.2.2 we discuss partial
results have been achieved without using Theorem 1.1. Then, in §6.2.3 we discuss

ASTERISQUE 438



(1185) JOININGS CLASSIFICATION AND APPLICATIONS 231

partial results that use Theorem 1.1. For some of them, Theorem 1.1 gives a key in-
put, which allows for a solution under congruence conditions at two distinct prime
numbers. We will also discuss in §6.2.3 why and how these congruence conditions
are used in order to make Theorem 1.1 applicable.

6.2.1. Several explicit and implicit joint distribution problems. — The first application of
Theorem 1.1 was already discussed in the introduction:

Example 6.2. With notation as in equation (2), one asks about the equidistribution
of

Ip = {(%U, [Av]) LvE SZ(D)} C 2 x (SLy(Z)\H)

when D — oo along D = 0,4,7 mod 8. Recall from §6.1 that®) $?(D) is a torsor of
class group Pic(0_p). It turns out, that the set {[A,] : v € S*(D)} is also contained
in another torsor of Pic(¢_p): the set {[A,] : v € S*(D)} is a subset of 57 p when
D = 3 mod 4 and of 57 4p when D = 1,2 mod 4, and the containing set in both
cases is a torsor of the class group Pic(&_p). The novelty of Aka, EinsiEDLER, and
SHAPIRA (2016) was to relate (in the spirit of §6.1) the distribution of [p to the distri-
bution of a joined adelic orbit of a stabilizer group (as in §6.1.2) in a product of two
homogeneous spaces, which correspond to S? and SL,(Z)\H. This stabilizer group
is again a Q-anisotropic algebraic torus of rank one. The distribution of these adelic
orbits can be studied via Theorem 1.1, once one assumes congruence conditions on
D. We will give more details in §6.2.3.

Although Example 6.2 was motivated by a geometric construction, examining it
closely through the Pic(¢&_p)-torsor structure on $?(D) and on . p (or on # 4p),
one can see that Jp corresponds to the set

{(t.v, tz.[AU}) ‘te Pic(ﬁ,D)} (57)

where #? stand for the square of ¢ in the class group Pic(&_p). This leads to several
interesting and arithmetically motivated, “coupled” problems. Before stating them,
we want to stress our point of view in this section: in the first component of (57) we
consider an orbit of the class group Pic(¢_p) and in the second component of (57)
we consider an orbit of a subgroup of Pic(&_p ), namely, the subgroup of squares in
Pic ( o_ D ) .

Let us first concentrate on equidistribution in each component, that is, on the inter-
esting problem of individual equidistribution of orbits of subgroups of Pic(&_p), or
more generally of cosets of such subgroups. We recall that by SieceL (1935) we know

®)to be completely precise, we must consider SO3(Z)\S?(D) and possibly other finite-index issues, but
we ignore them for simplicity
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that [Pic(0_p)| = Dz+o(1) One can easily find (for example for the torsor %7 p)
subgroups of size D°() whose orbits do not equidistribute (see also the work of
McMutLen (2009) for interesting results in this context). EiNsIEDLER, LINDENSTRAUSS,
MicHeL, etal. (2009, Conjeture 1.11) make a bold conjecture in this context. We phrase
it in the above context (e.g., for the Pic(&_p)-torsors . p or S?(D)), but it can also
be phrased for all the problems related to toral packets we considered in §6.1.4.

Conjecture 6.3. Let p > 0. Individual equidistribution holds for orbits of cosets of sub-
groups of size DP.

Note that the generalized Riemann conjecture implies this conjecture for p > %.
Harcos and MicheL (2006) prove this conjecture for p € (% —€o, %} for some gy > 0
(e.g. foreg = ﬁ in the context of .77 p). See also Aka and EinsiepLer (2016) for a
much weaker result achieved by homogeneous dynamics techniques. It is a fascinat-
ing conjecture from the homogeneous dynamics perspective: until now there are no
results that could utilize the algebraic structure of the class group Pic(0_p) (as the
latter is rather mysterious, this unfortunately makes sense).

Individual equidistribution plays an important role in the following two examples:

Example 6.4. We generalize the above setting. For 1 < i < r we let X; denote a
measure space with a uniform measure my,. The reader should think about X; = $?

or about X; = SL,(Z)\H as in the examples above. Let g[()l ) ¢ X; denote (identical
or different) torsors of Pic(&_p), for D’s in a sequence tending to co. Although the
above is phrased generally, we actually only consider here the problems we discussed
in §6.1 (more precisely, problems that fit to the general formulation given in §6.1.4 or
small variants of them). For concreteness, the reader should think about s p, or
S%(D), or CM_p from §6.1.3.

Assume that gg) equidistribute to my,. Fix some exponents ki, ..., k, and base

points gg) € gg) , and consider

Pp := {(tkl.gg),...,tkv.gg)) te Pic(ﬁ,D)}. (58)

Does Pp equidistribute to my, ® --- ® mx,? A necessary condition is of course that
individual equidistribution holds in each component. As we explained before this ex-
ample, individual equidistribution relates to the growth of the subgroup of k;-powers
in Pic(&_p), or equivalently, to the growth of the k;-torsion subgroup of Pic(0_p).
Assuming a folklore conjecture (see ELLENBERG, PiErcE, and Woop (2017, (1.2)) and
the references within) about the growth of k-torsion in Pic(&_p), the growth of the
k-powers subgroup of Pic(&_p) has conjecturally the same exponent as the growth
of Pic(0_p). Therefore, conjecturally, individual equidistribution follows from the
work of Harcos and MicHEL (2006) mentioned above. This folklore conjecture is
holds for k = 2, so individual equidistribution in this case is known.
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As the work of Harcos and MicHeL (2006) handles cosets equally well (or just
by changing the base point for the torsor), individual equidistribution, under the
conjecture about the k-torsion, is true also when we consider a shifted version of Pp:
choose arbitrary t, € Pic(6_p) and consider

pehifted . _ {((tkltg>.g§§>,...,(tkvtg).gg>) te Pic(ﬁ_D)}. (59)

As we said above, the X;’s which are of interest to us in this survey, come from the
general setting explained in §6.1.4, and correspond to homogeneous spaces which
are related to algebraic groups of the form G; = PB/ for quaternion algebras B;
over Q, i.e., to Q-forms of SL,. We will explain in §6.2.3, that assuming individual
equidistribution (for which the shifts i, are irrelevant), we could essentially show
via Theorem 1.1, that equidistribution of P%hifte‘i, for arbitrary shifts, follows in the
following cases (as usual, under congruence condition at two primes):

1. All the corresponding G; are non-isogeneous over Q.
2. For any i # j with G; and G, being Q-isogeneous, we have k; # k;.

But when the exponents are equal, we cannot expect equidistribution of arbitrary
shifts even if individual equidistribution is known. Indeed, say r =2, X = X; = Xp
and k1 = ky. If one chooses tlD = t2D for every D, the collection Pls)hifted will converge
to the diagonal joining, that is, to 1, (mx) where 1 : X — X x X, x — (x,x). Also, if
the quotient t}, (#2)) ! does not “grow”, one cannot expect equidistribution. In order
to explain what we mean by “grow”, and state a necessary condition for equidistri-
bution, we define a “size”-function N on Pic(&_p). Recall that Pic(&_p) is the ideal
class group of ¢_p which, by definition, is the set of classes of invertible fractional
ideals in the field of fractions of &_p modulo principal fractional ideals. Using the
Norm map Nr on ideals of &_p, we define for t € Pic(0_p)

N(t) = min{Nr(a) : a C O_p is an invertible ideal in the class of ¢} .

With this size-function N, we can formulate a necessary condition for equidistribu-
tion of Pf)hifted: forany 1 < i # j < rwithk; = kj and G; = Gj, the shifts must
satisfy

o1
N <tlDt§3 ) D2 0, (60)

Otherwise, say, if one of these size-functions is bounded by M (say, for some
i # j), any limit measure will be supported on a union of the graphs of Hecke-
correspondences of level < M of a diagonal joining (in the 7, j-components). MicHEL
and VENkaTesH (2006) conjectured that this is the only obstruction:

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2022



234 M. AKA

Conjecture 6.5 (Mixing conjecture of Michel and Vekatesh). In the above setting (assuming
individual equidistribution or just ki = --- = k, = 1), if (60) is satisfied, then Pfjhifted
equidistributes to my, ® - - - @ my,.

In a celebrated work, Kuayurin (2019) essentially proves this conjecture, under
the usual assumption of congruence conditions on D at two primes, and some other
(arguably) mild assumptions. More precisely, Khayutin considers the case of the
torsors 5#_p withr = 2and k; = k, = 1 and proves that under the usual congruence
conditions at two arbitrary primes (specifically, —D must be a square modulo these
two arbitrary primes) and under the assumption that the Dedekind {-function of the
fields Q(v/—D) have no exceptional Landau-Siegel zeroes, equidistribution holds.
His methods should work equally well for the general case we stated here (assuming
individual equidistribution holds). This is the only application of Theorem 1.1 so
far, where Theorem 1.1 does not rule out diagonal joinings, so other tools must be
exploited. We will explain how Theorem 1.1 was used by Khayutin in §6.2.3.

Example 6.6. We return to the problem we posed in the end of §6.1.3: is the map
(redp, red,) surjective for |D| large enough? Can this be generalized to any finite
number of primes? This arithmetic question is implicitly a joint distribution prob-
lem, and fit exactly in the setting we discuss above. It turns out that it can answered
positively under congruence conditions at two distinct primes with Theorem 1.1. See
§6.2.3 below for more details.

Example 6.7. Going back to Example 6.2, one can consider analogues of it in higher
dimensions. Consider Q" and fix 0 < k < n. Let .Zp denote the set of k-dimensional
subspaces in Q" with discriminant D. By the discriminant of a subspace L we mean
the square of the covolume of the lattice Ap := Z" N L inside L. One can con-
sider the joint equidistribution of the following three objects: the orientation of L,
viewed via the corresponding point in the Grassmannian of k-dimensional subspaces
of Q", the k-dimensional lattice [A}], and the n — k dimensional orthogonal lattice
[A; 1] = [L* NZ"] (both considered up-to rotation). This leads to a similar con-
struction of adelic orbits and therefore to interesting joinings, but in the case where k
or n — k are greater than 2, such joinings will be invariant under a group containing
unipotent elements. This enables the use of tools from unipotent dynamics to classify
the possible joinings.

The remaining case, where k = 2, n = 4, turns out to be very much related to the
classical problems we considered above: first, for L € ¢ the lattice in [A] and the
orthogonal lattice [A; | ] are both two-dimensional lattices and as such (essentially,
up-to primitivity issues) are points in 52 p (e.g. by considering the binary quadratic
forms (x] + x5 + x5 + x3)[a, and (x§ + %3 + 23 + x3)[a , ). Second, the local iso-
morphism between SO4 and SO3 x SOz implies that elements L € #p are essentially
parameterized by $*(D) x $?(D), say by (v}, v}). Hoping for a miracle, one can also
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consider the orthogonal lattices [Av%] = [(v%)L N Z3] and [Ag] = [(v%)l N Z3)
and ask about the joint distribution of

o = { (ot o8 AL [AL) [Ay) [Ag]) s L e Zp ). (61)

®4
Does Jp equidistribute to (mg)** @ (mSLZ(Z)\]H) ? It turns out, that this geometric

construction corresponds to a natural arithmetic problem, of the form we discussed
above: with the notation from Example 6.4, consider the Pic(&_p)-torsors

X=X =929 =9% = L82(D), X; = SLo(Z)\H, g\ = s, i =3,4,5,6.
Then, roughly speaking, and after choosing correctly base points gg) € gg), the set
Jp in (61) corresponds to

{(t.gg),s.gg), (ts) .gg), (ts*1> .gg), (tz) .g](DS), (52) .g1(36)> :(t,s) € (Pic(ﬁ,D))Z}.
(62)
This implies that understanding the distribution of this set, as we will explainin §6.2.3,
is closely related to classifying joinings in S-adic analogues of examples 2.1(2) and
2.1(3). We refer the reader to Aka, EinsiepLer, and Wieser (2021, §8) for a further
discussion of arithmetic distribution problems in the spirit of (62).

Generally, and in particular in homogeneous dynamics, one expects equidistribu-
tion to hold, unless there is a “visible” obstacle. In particular, we expect the Mixing
conjecture (Conjecture 6.5) to hold, the equidistribution of Jp from Example 6.2 (or
equivalently of the set in (57)) to hold, the equidistribution of Jp from Example 6.7
to hold, and after reformulating it as an equidistribution problem, we expect the re-
duction maps from Example 6.6 to “equidistribute”. As we said above, none of these
question admits a complete, unconditional solution.

6.2.2. Partial results without using Theorem 1.1. — Direct generalization of the meth-
ods used in the various analytic proofs of Duke’s Theorem can yield averaged re-
sults (that is, the equidistribution of the union over {D : D < M} with M — o0),
see the appendix by Ruixiang Zhang in the ArXiv version of Aka, EINsIEDLER, and
SHAPIRA (2015). This is related to the work of Maass (1956), who considered special
cases of Example 6.7 also on the average. Similar averaged results of special cases of
Example 6.7 were proven by Scamipt (1998) and recently sharpened by Horesn and
Karasik (2020).

Bromer and BrumLEy (2020) found recently an analytic approach to study joined
equidistribution problems involving only two individual equidistribution prob-
lems as above, for forms of SL, when » = 2. They can prove the conjectured
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equidistribution under the assumption of the generalized Riemann hypothesis, but
without the need for auxiliary congruence conditions. This gives a conditional so-
lution to many of the problems considered above, and in particular to the problems
mentioned in Example 6.2, and in 6.6 for the reduction with respect to two distinct
primes.

6.2.3. Results toward equidistibution using Theorem 1.1. — We begin by explaining, in
the spirit of §6.1.4, how the problems mentioned in §6.2.1 correspond to “joined”
adelic orbits in adelic homogeneous spaces. We then explain the need for auxiliary
congruence conditions and how they give rise to a class-«’ homomorphism as in
Theorem 1.1, enabling the use of this theorem. Finally, we describe how Theorem 1.1
was used so far to obtain partial solutions of the problems we mentioned in §6.2.1.

Coupling toral packets together. — Going back to the setting of §6.1.4, we consider r
quaternion algebras By, ..., B, over Q and let G; = PB;* be the corresponding alge-
braic groups. Assume that there exists a rank one Q-anisotropic algebraic torus T},
such that for any 1 < i < 7, there is an embedding ¢; ,: T, — G; (e.g., via finding
corresponding vectors in BY, see §6.1.4) giving rise to a toral packet

Gi(Q)tin(Tu(A))gin C Gi(Q\Gi(A), gin € Gi(A) (63)

with discriminant D,, (as in (45)). Assume that D,, =3 oo or D,, =3 —co and that
these toral orbits converge to a measure y; on G;(Q)\G;(A) when n — co. For exam-
ple, we know by Duke’s Theorem (as stated in §6.1.4) that each y; must be a G;(A)*-
invariant measure. Now, let G = []/_; G;, define 1, : T, = G as 1, = (i1, .., lrn),
and consider the following joined orbit:

/n = G(Q)ln(Tn(A)) (gl,nr‘ . -/gr,n) C G(Q)\G(A) (64)

8n=

As in (45), we equip #, with m 4 , the pushforward of the uniform probability
measure on T, (Q)\T,(A) under t — 1,(t)gy. It follows that any weak-* limit #
of {m I } is a probability measure projecting via the natural projections 77;: G — G;
to the measures y;, i =1,...r.

To be able to use homogeneous dynamics methods, we must ask ourselves, under
which elements of G(A) is 1 invariant. Generally, the measure 7 is invariant un-
der limits in the Chabauty-topology of the subgroups gy '1, (T, (A))g,. We already
explained in the paragraph after (56), that (most) of the methods in homogeneous
dynamics, essentially work only when we restrict to a fixed place (or finitely many
fixed places). We also gave intuition there to why having “large” elements in the
toral packet (or equivalently, having a Qp-split torus T, (Q,)) is needed in order to
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expect equidistribution and in order to use dynamical methods. Going back to the
situation at hand, we see, that in order to obtain elements at the place p, leaving the
measure 7 invariant, we must look at limits of subgroups of the form

g;;;laln,p(jrn (Qp))gn,p (65)

where g;, , denotes the p-adic component of g, and similarly for ¢, ,. Our only chance
to pinpoint a non-trivial element in the limit of these Q,-tori is to assume that all
of them split over Q,. Asking for this splitting, is equivalent to imposing a congru-
ence condition on the corresponding discriminant D, modulo p (normally, depending
slightly on the exact definition of discriminant, —D,, should be congruent to a square
modulo p). Then, in the limit we have two options: either the groups in (65) “degener-
ate” to a one-parameter unipotent subgroup, in which case, we can use methods from
unipotent dynamics mentioned in §2.1 (compare also to the work of EskiN, Mozes, and
SHaH, 1996), or we can find a Q,-split torus in the limit (for the problems considered
above, the latter is more plausible: if the Q,-split tori T, are the stabilizers of inte-
gral vectors, say in Z3, their Chabauty limit will contain the stabilizer of a vector in
Zz). Therefore, fixing two distinct places p and g, and assuming that we don’t get any
unipotent invariance in the limit, we get invariance under a split torus at p and at 4.
That is, we can find elements 4, and 4, in the corresponding tori, such that the homo-
morphism ¢: Z? — G(A) mapping two generators of Z? to the elements of G(A)
corresponding to a, and a,, will be of class-</’ and the limit measure 7 will be invari-
ant under its image. In summary, under the assumption of congruence conditions at
two arbitrary fixed primes, 7 is a joining for which Theorem 1.1 applies.

Under these two congruence conditions, Theorem 1.1 reduces the classification of
each of the ergodic component of 1 to an algebraic problem concerning the algebraic
nature of G; and ; ,. We remark, that the latter is true, at least up to the so-called char-
acter spectrum, that is up-to the difference between G(A)*-invariance and G(A)-
invariance. Indeed, note that the measures y; above are known to be in general only
G;(A)T-invariant. Any input we will get from Theorem 1.1, will give us information
on 7, up-to the so-called character-spectrum G(A)/G(A)". We will avoid giving
more details here about this issue (the interested reader may consult Aka, LuerHi,
et al. (2020, §9.1) or Kuayurin, 2019, §3.3).

We discuss now each of the possible algebraic situations that may occur separately,
explain what Theorem 1.1 can tell us in each situation, and say which of the problems
we considered in 6.2 fit in each situation. Before starting, note that we formulated
Theorem 1.1 in an S-adic setting (see EinsieDLER and LinpensTRAUSS, 2019, Therom 1.8
for an adelic statement), so let’s restrict ourselves for simplicity to an S-adic situation
where the primes p and g above are contained in S.

Case I: when the groups are non-isogenous over Q. — When the groups G; are non-
isogenous over Q, Theorem 1.1 tells us that each ergodic component of # must be
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invariant under a finite-index subgroup of G(Qg) where G = []; G;. Indeed, any
stricly-contained algebraic Q-subgroup of G projecting onto G;, must give rise to a
Q-isogeny between two factors. In other words, essentially (depending on small de-
tails as the character spectrum, for example), each ergodic component of # must be
the trivial joining, and therefore also 7 itself. Theorem 1.1 has been applied so far in
such situations in the following cases:

> The desired equidistribution in Example 6.2 follows under congruence condi-
tions at two primes, since the non-Q-isogenous groups SO3 and SL; are consid-
ered there. See Aka, EinsieDLER, and SHarira (2016) for more details.

> The equidistribution of Pp or Pghifted from Example 6.4 follows, under the fol-
lowing three assumptions: congruence conditions at two primes, that individ-
ual equidistribution is assumed /known, and that the corresponding G; are pair-
wise non-Q-isogenous. One can find a more detailed treatment in the recent
survey of LINDENsTRAUSs (2021, §4).

> Under congruence conditions at two primes p and g, the desired surjectivity
of the reduction map we described in Example 6.6 follows from Theorem 1.1,
with respect to finitely many primes pj, ..., p,, different from p and g, as in
Example 6.6 . Indeed, the G;’s here correspond to the non-Q-ismorphic quater-
nion algebras Beop,, ..., Beop,. See Aka, LueTH, et al. (2020) for more details.
This example shows how the fact that ergodic theory handles arbitrary prod-
ucts relatively well, enabling to achieve strong arithmetic applications, related
to arbitrary products. As far as the author knows, the surjectivity of the above
reduction maps for » > 1 was not known before for a single discriminant.

> For the six-fold product considered in (61), the algebraic groups correspond-
ing to the first two factors are identical and non-Q-isogeneous to ones corre-
sponding to the last four identical factors. So, currently, without considering
the corresponding embedding ¢; ,, as in the general notation above, we can only
conclude from Theorem 1.1 the disjointness of the first two factors from the last
four factors. In this case, the structure of ¢; , saves the day; we will discuss it
further below.

Case Il: when the groups are isogenous over Q, with a non-compatible torus action. — To
simplify notation, let v denote an ergodic component of the limit measure # that we
are trying to classify. In all the problems we consider here, let’s assume that we have
congruence conditions at p and g giving rise to ¢: Z? — G(Qs), a class-=/’ homomor-
phism, with v being invariant under ¢(Z?). Assuming that the groups are isogenous,
v might be supported on a graph of an isogeny, which implies that the invariance
group of v will be supported on a graph of an isogeny too. This invariance group
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must also contain ¢(Z?2). But, the exact structure of ¢ depends on ; ,. In some cases,
this rules out the possibility of being supported on a graph of isogeny, implying that
v must be (essentially) the trivial joining and therefore also 7. This is the case in the
following examples:

> Going back to the six-fold product considered in (61), the structure of ¢ in the
third and fourth factor is the exact S-adic analogue of Example 2.1.(2), the “45°-
rotation” example (strictly speaking, as (62) hints at, we actually consider here
a torsor for (Pic(&,;))? which, together with the two congruence conditions,
results in having an embedding of Z*, rather than Z?). This “45°-rotation”
structure of ¢ enables to rule out rather simply(®) any joinings supported on
graph of Q-isogenies, as we explained in Example 3.3. So v, and therefore also %
must be (essentially) the trivial joining. See Axa, EINSIEDLER, and WiEsEr (2021)
for more details.

> The equidistribution of Pp or Pfhifted from Example 6.4 when G; are isogenous to
each other is trickier. For concreteness, consider » =2 with G; =G, and with ex-
ponents k1 =1 and ky =2. In this case individual equidistribution is known, and
examining the corresponding to i1, and 1 ,, the resulting class-</’ homomor-
phism ¢ is the exact S-adic analogue of Example 2.1.(3), the “different speeds”
example. Therefore, also in this case, the only possibility for v and therefore for 1
is (essentially) the trivial joining. See LinDENsTRAUSS (2021, §4) for more details.

Case Ill: when the groups are isogenous over Q, with a compatible torus action. — The above-
mentioned results were “easy” applications of Theorem 1.1. The Mixing Conjecture
(Conjecture 6.5) does not fall in the above cases: for concreteness consider again
pshifted from Example 6.4 with r = 2, G; = G, = SL, and with exponents k; = 1
and k; = 2, and X := X; = X, = SL,(Z)\H, which is a case treated in the work
of Kuayurin (2019). Let myx denote the uniform measure on X. As we explained
above, the structure of ¢ in this case, does not rule out joinings which are supported
on a diagonal embedding of SL, into SL; x SLy. So, as far as we know, assuming
congruence conditions at two primes and applying Theorem 1.1, we only get that v,
an ergodic component of a limit measure 7, can either be the trivial joining or a di-
agonal joining. This is nonetheless very strong information! It implies the following
corollary, which is utilize and generalized by Khayutin in his work:

Corollary 6.8. Let U, C X be positive measure sets with mx (Uy) sy (e.g., a sequence
of open neighbourhood of a point /of the cusp). If we can show that

(U, x Uy) < my (U)o (66)

for some g9 > 0, then almost every ergodic component of 1 is the trivial joining, and so is 1.

(6) A similar argument, as in the “two ingredients joinings theorem”- Corollary 3.1, would suffice here.
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Proof. We explained above that Theorem 1.1 implies that almost every ergodic
component v of 7 is either trivial or diagonal. If v is the trivial joining, then
v(Uy, x Uy) < mx(Uy,)?, and if v is a diagonal joining, then v(U, x Uy,) < mx(Uy,).
Assume, for contradiction, that a positive proportion of the ergodic components are
diagonal joinings. Then it follows that 5 (U, x Uy,) > mx(U,)' () contradicting
(66). O

Said differently, we believe and wish to show that 77 (U, x U, ) decays with exponent 2.
Using Theorem 1.1, it is enough to establish a decay with any exponent > 1.

We explained above that in the Mixing conjecture (Conjecture 6.5) diagonal
joinings correspond to measures supported on Hecke-correspondences. Khayutin
strengthens Corollary 6.2.3 to consider what he calls the cross-correlation between
two measures, allowing to check a condition similar to (66) for measures vp corre-
sponding to Pshifted correlated against possible measures which are supported on
Hecke-correspondences. He then uses many tools (from analytic number theory and
geometric invariant theory) to analyse these cross-correlations and obtain a bound
similar to (66).

6.3. An application of Theorem 1.1 for simple groups with high rank

There are no published applications of Theorem 1.1 which are not related to forms
of SL,. There might be several reasons for that: as we’ve seen above, many classical
arithmetic objects are related to toral packets of forms of SL,. The generalization of
these problems to higher dimensions normally involve invariance under a group con-
taining unipotent elements, making Theorem 1.1 either inapplicable or superfluous.

We end this survey by sketching a new application of Theorem 1.1 with G; and
G, being two distinct Q-forms of PGL3.

Let G; = PGLj and set I';1 = PGL3(Z). Let G, be the Q-algebraic group associ-
ated to the group of invertible elements of a degree three (i.e., nine-dimensional)
division algebra D, modulo its center. Assume that D splits over R, that is
D ®R = M343(R). Let € be a full order contained in D(Q); one can show that
its image in Gy (R) is an arithmetic, cocompact lattice, which we denote by I';. Set
G = Gl’(]R), X, = Fi\Gl’, X =X1xXp5,G =Gy xGy,and T =T xTI5. Let my;
denote the Haar probability measure on X;.

Theorem 6.9. Let K, be a sequence of totally real cubic number fields, with disc(K,) — oo,
and such that for i = 1,2 there exist embeddings t; , of T, := Resk, /o Gm /G into G;, with
Titi n(Tr(R))g; for some g; € G; being a periodic orbit, i.e., it supports a gi_lzi,n (Th(R))gi-
invariant probability measure v;,,. We define 1, = (11,4,12,1): Tn — G and consider the
“joined” real orbit

T (Tn(R)) (81, 82) (67)
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which is also a periodic orbit supporting a probability measure v,. Then, any weak-* limit of
vy has full support. More precisely, any weak-* limit of vy, is the product of mx, with a weak-*
limit p of vy, and myx, appears with positive proportion in the ergodic decomposition of y.

Sketch of proof. We consider first what we know about individual equidistribution. In
the first factor, it is a notable result of EinsiEDLER, LiINDENSTRAUSS, MicHEL, et al. (2011,
Theorem 1.4) that v, converges to my,. For the second factor, with easier meth-
ods, it is shown in EiNsiEDLER, LINDENSTRAUSS, MIcHEL, et al. (2012), that mx, must
appear with positive proportion in the ergodic decomposition of any weak-* limit of
vp,,. Consider now a weak-* limit of v, and denote it by 7. Then 7 projects to my, in
the first factor and to a weak-* limit #, of 1, ,, in the second factor. As we explained
above, the limit measure 7 is either invariant under a unipotent element (in which
case we declare victory), or under a split R-torus action, that is, 7 is a joining (of
my, with 17,) with a Z2-torus action (as the split torus has dimension two). Assume
we are in the second case, we let i denote one of the ergodic components of 77 with
respect to this Z2-torus action. Also here we know that y projects to mx, in the first
factor and to a weak-* limit yp of v, ,, in the second factor. With respect to this torus
action in the second factor, we start by considering an ergodic decomposition of py:

i = [ 1a()deo().

Since my, is ergodic with respect to the action in the first factor, and the torus action
is embedded diagonally in both factors, # admits an ergodic decomposition of the

form
p= [ n(@dw(e)

with 3(&) being a joining of my, and p> (). We can then proceed as follows, according
to the type of p»(&):

> If pp(¢) = mx,, a case occurring with positive proportion, then Theorem 1.1
can be applied to 1(¢) to conclude that (&) = myx, x my,, since G and G, are
not isogenous over Q.

> If up(¢) # my, it must have zero entropy (otherwise, by the results of
Einsieprer, Katok, and Linpenstrauss (2006) it will be the Haar measure), and
since (X1, mx, ) equipped with the torus action in the first factor is a so-called K-
system, it must be disjoint to any zero entropy system (see for example a recent
survey by pE LA Rug, 2020, Theorem 1).

Therefore, disjointness follows in both cases and so

H= /V(ff)dw /le ® p2(8)dw(8) = mx, @ (/}42 Ydw(C ) = myx, @ y,

as we wanted to show. O
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SHELAH’S CONJECTURE AND JOHNSON’S THEOREM
[after Will Johnson]

by Sylvy Anscombe

1. Introduction

Beginning in 2019, Will Johnson has a published a remarkable series of papers
(Jonnson, 2019a,b, 2020a,b,c, 2021a,b) that prove the “Shelah Conjecture” for the case
of fields of finite dp-rank. The theorem is:

Theorem 1.1. If a field K is dp-finite then K is finite, or algebraically closed, or real-closed,
or admits a non-trivial henselian valuation.

The first three cases (finite, algebraically closed, real-closed) are well-understood
model theoretically. Combining Johnson’s theorem with a result from HaLevi,
Hasson, and Jaunke (2019), one obtains a straightforward characterization of dp-
finite fields and a classification of their complete first-order theories in terms of fa-
miliar algebraic properties. A field (or rather its complete theory) is “dp-finite” if it
admits a certain notion of rank (or dimension), which takes finite values.

In this note I aim to give a short account of Johnson’s work, and the surrounding
literature. I will begin with the principal definitions, results, and conjectures in the
subject, explain the relationships between the conjectures, including the reduction to
the ‘V-topology conjecture’. Finally I will sketch the main ideas of Johnson’s proof.

Acknowledgement. — The majority of the results, definitions, and ideas are due to
Will Johnson. There are many notable exceptions, and I have tried to provide rea-
sonably complete references, but undoubtedly there will be omissions. My inten-
tion is that everything without an explicit reference is understood by the reader
to be due to Johnson. My thanks to the participants of the reading group on this
topic, organised by Franziska Jahnke, as part of the Decidability, definability and com-
putability in number theory program at the MSRI; and to Will Johnson who provided
a very helpful extended summary to the reading group. Further thanks to Franziska
Jahnke, Arno Fehm, Tamara Servi, and Will Johnson for comments on an earlier ver-
sion. However, all mistakes are my own. My sincere thanks to the organizers of the
Séminaire Bourbaki for this invitation.
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Remark 1.2 (Notational conventions). Fields will often be denoted by letterslike K, F, L,
usually suppressing the field structure (i.e. the addition, multiplication, etc.). By
# = (K,...) we denote an expansion of a field K. Usually an elementary extension
or an ultrapower of a field K will be denoted K*, although a saturated elementary
extension (also known as a “‘monster model’) will be denoted K. The set of prime
numbers will be denoted IP. Ordered abelian groups are understood to be totally
ordered.

2. Some model theory of fields and valued fields

There are many excellent references for introductions to valuations, valued fields, and
the model theory of valued fields. For example: ENGLER and PRresTEL (2005), JAHNKE
(2018), and van peN Dries (2014).

Definition 2.1. A valued field is a pair (K,v) of a field K and a valuation
v : K —» Iy U{oo}, where the value group I, is an ordered abelian group, writ-
ten additively, such that

(i) v(x) =0 <= x =0,
(i) ©(xy) = o(x) + o(y), and
(iii) v(x+y) > min{o(x),v(y)}.
The valuation ring 0, = {x € K | v(x) > 0} and the valuation ideal

my, = {x € K| v(x) > 0} each determine the valuation, up to isomorphism of
the value group (commuting with the valuations), since:

o(x) <o(y) = yx € Oy = xy ' ¢ my,

for all x,y € K*. There is also the residue field k, := 0,/m,. We say v
is trivial if T, = {0}. We say (K,v) is equicharacteristic/equal characteristic if
char(K) = char(ky), otherwise we say it is mixed characteristic (0, p) if char(K) = 0
and char(k,) = p.

Remark 2.2. Two valuations v, w are equivalent if 0, = 0,,. As remarked above, this
holds if and only if there is an isomorphism ¢r : I'; — I'y, such that w = ¢r ov. As
an abuse of language and notation, we usually identify equivalent valuations.

Definition 2.3. (K, v) is henselian if one (equivalently, all) of the following hold(s):

(i) The valuation v has a unique extension to the algebraic closure of K.

(ii) The valuation v extends uniquely to each finite extension of K.
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(iii) For all monic f € 6,[X] and a € O, if f(a) € m, and f'(a) ¢ my, there
exists a unique a’ € a + m, with f(a’) = 0.

(iv) For all monic f € 6,[X] and a € &, with v(f(a)) > 2v(f'(a)), there exists
a' € 0, with f(a') =0and v(a —a’) > v(f'(a)).

(v) All polynomials f € X"*1 4+ X" 4+ m,[X]<" have a root in K.

We also say that v itself is henselian. A field K is henselian if it admits a non-trivial
henselian valuation. A henselian valued field (K, v) (or the valuation v itself) is de-
fectless (respectively separably defectless) if [L : K] = (I'y : T'y) - [kw : ko] for every
finite (resp. finite separable) extension (L, w)/ (K, v).

~

Henselianity it related to completeness: if I';, = Z and K is complete with respect
to the ultrametric induced by v, then (K, v) is henselian. Every henselian (K, v) of
residue characteristic zero is defectless.

Example 2.4. Of course there are so many examples worth discussing at this point,
but let me introduce a few key ones.

(i) (K, vyiy): any field K can be equipped with the trivial valuation, i.e. such that
0, = K. The value group is {0}, the residue field is K, and the valuation is
henselian.

(ii) (Q,vp): for any prime number p there is the p-adic valuation on Q, given
by

o) £ forx=plm/n ptmmnandtmmnez
p | o0 forx=0.

The value group is Z, the residue field is F), and the valuation is not
henselian. The p-adic valuations and the trivial valuation are the only valu-
ations on Q, by a theorem of Ostrowski.

(iii) (C,v): C admits a large family of non-trivial valuations. Each of these valu-
ations has divisible value group, algebraically closed residue field (all char-
acteristics are possible), and these valuations are henselian and defectless.

(iv) Algebraic fields of positive characteristic (for example IF,, and ]F?,lg ) admit
only the trivial valuation.

(v) (Qp,vp): the field of p-adic numbers is the completion of Q with respect to
vp (i-e. with respect to the absolute value associated to v,). This completion
Qy inherits a field structure, and it admits a unique valuation (also denoted
vp) such that Q, is complete with respect to v,. The value group is Z, the
residue field is IF,,, and the valuation is henselian and defectless.
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(vi) (F((T')),v¢): for each ordered abelian group I' and each field F we may form
the generalized power series field/Hahn series field, which is

F(I)) := { Y ant” ‘ ay € Fand {7 | a, # 0} is well—ordered},
yel

with both addition and multiplication ‘as you would expect’, that is:

Yo ap "+ Y by t7 =) (a,+Dby)t7,

yer yel yerl

and

Yoapt Y bot" =Y () aubp)t’.

Y€l =y yel  a+p=y

We define the t-adic valuation

0 (Y ayt7) :=min{y | a, # 0}
Y

and v¢(0) := co. The value group is I, the residue field is F, and the valua-
tion is henselian and defectless.

(vii) One very important family of examples is the family of local fields of positive
characteristic: (IF;((t)),v) := (F4((Z)), vt), for q a prime power.

Remark 2.5 (Coarsenings and refinements). Let v, w be two valuations on a field K.
We say that v is a coarsening of w if 0, D ¢, in this case we also say that w is a
refinement of v. This defines a partial order on the set of valuations on K (up to
equivalence). In fact the valuations are directed, in that there is a join v V w of two
valuations, which is the finest common coarsening. The valuation ring of v V w is
Ouwvw = Oy0y. Moreover the family of valuations coarser than a given one is totally
ordered (so, in this sense, the valuations form a tree). The coarsest valuation is Vyy-
Two valuations v, w are dependent if v VV w is non-trivial, and independent otherwise.
This is an equivalence relation on the non-trivial valuations.

Remark 2.6. The coarsenings w of a valuation v on a field K (up to equivalence)
correspond bijectively to the convex subgroups of I'y:

{A Jconvex rv} — {w D) Z)}
A+ [w:xr— o(x)+ A

This is surjective because each coarsening w 2O v is equivalent to a valuation with
value group equal to a quotient of I', by a convex subgroup.
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Remark 2.7 (Valuation topology). Let (K, v) be a valued field. We define a field topol-
ogy Ty on K by declaring a basis of neighbourhoods of 0 to be given by a - %, for
a € K*. Of course, one must check that this really does give a field topology: we will
discuss this more later. In fact, two non-trivial valuations induce the same topology
if and only if they are dependent.

Remark 2.8. Note that T, is indiscrete if and only if v is trivial. Some prefer to think
of the topology induced by the trivial valuation as the discrete topology: this cor-
responds to declaring instead the basis to be given by sets of the form a - m,. For
non-trivial valuations, these two definitions coincide, but for vy, one gets the indis-
crete topology or the discrete topology. The reason I prefer the indiscrete topology
is that it is the coarsest topology, and K = &, is the coarsest valuation ring.

Definition 2.9. We introduce several first-order languages.

— Loag = {+,—,0, <, 00} is the language of ordered abelian groups (written addi-
tively) with an additional symbol co. Interpretations will be the disjoint union
I' L {oo}, where T is an ordered abelian group and oo (the interpretation of co)
is an additional absorbing element ‘at infinity’, i.e. x + 00 = co and x < oo, for
all x.

— Lring = {+,—,-,0,1} (we will often suppress field structure from notation).

— Lyt = LringU {0} where 0 is a unary relation interpreted in a valued field
(K, v) by the valuation ring 0.

— L4iv = Liing U {|}, where | is a binary relation interpreted in a valued field
(K,v) by writing x | y if and only if v(x) < v(y).

— £yf_3, which is a three-sorted language, with two sorts K, k equipped with
Lring and a sort I' equipped with £o,5. There are two unary function symbols
val : K — T and res : K — k. In a valued field (K, v) we interpret K by K, k
by the residue field k,, and I by the value group I', (with an extra element o).
The function symbol val is interpreted by the valuation, and res is interpreted
by the residue map, extended to have the domain K by mapping each x ¢ &,
to 0.

— Lpas = Lys_3 U {ac} be the expansion of £,¢ 3 by a unary function symbol
ac : K — k, interpreted by an angular component map (which is a group
homomorphism ac : K* — k*, extending the residue map on &%).

Remark 2.10. The choice of language in which to study valued fields can be very im-
portant, for example when considering properties like quantifier elimination. We will
mostly be interested in combin