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SUR UN THEOREME DE LANG-WEIL TORDU
[d’aprés E. Hrushovski, K. V. Shuddhodan et Y. Varshavsky]

par Silvain Rideau-Kikuchi

Le fil directeur de cet exposé est la grande uniformité du comportement asymp-
totique, pour les grandes valeurs de g, du morphisme de Frobenius

¢;: K — K
x = x1,

ol K est un corps (algébriquement clos) de caractéristique positive p et g est une
puissance de p.

Les estimées de LanG et WEIL (1954) en sont un exemple classique : étant donné
une variété algébrique ) X de dimension d sur F,, pour toute puissance q de p suf-
fisamment grande, X est définie par des équations a coefficients dans F; et le mor-
phisme de Frobenius induit un morphisme ¢, x : X — X. Le nombre de points fixes
de ¢, x est alors de l'ordre de

l]d + O(qdfl/Z).

De plus, la constante du O ne dépend que de la complexité des équations qui défi-
nissent X — mais pas de K ou p.

Dans la mesure ot les points fixes de ¢; ne sont rien d’autre que les éléments du
corps fini Fgn, 'énoncé ci-dessus est, en fait, une estimation du nombre de points de
X dans le corps Fyn ; ce qui est la maniére classique de présenter le probleme.

Un théoréme remarquable de Hrusnovskr (2004) donne une explication générale
a ce comportement asymptotique uniforme, du moins pour ce qui est des propriétés
que l'on peut exprimer par une formule du premier ordre. Ici, on considére des for-
mules qui s’écrivent avec des symboles pour 1’addition, la soustraction, la multiplica-
tion, les éléments 0 et 1 et un endomorphisme o fixé et ot on autorise la quantification
uniquement sur les éléments des corps que 'on considére. Par exemple, la formule

VaVyo(x+y) =o(x)+o(y) Ao(x-y) =c(x)-o(y) Ao(l) =1

(M Dans cet exposé, on ne considérera que des variétés irréductibles sur un corps K algébriquement clos.

©Astérisque 446, SMF 2023



122 SILVAIN RIDEAU-KIKUCHI

qui exprime que ¢ est un morphisme d’anneaux, ou encore les formules

Vxg...Vxu (N o(xi) = x;) = Jyo(y) = y Ay 4 inyi =0

i<n i<n

qui expriment que le corps fixé par o est algébriquement clos.

La théorie des modéles a une riche histoire de tels résultats asymptotiques. L'un
des plus anciens est un principe de transfert entre la grande caractéristique positive
et la caractéristique zéro, qui découle immédiatement de la compacité de la logique
du premier ordre. Pour toute formule i sans le symbole d’automorphisme,

pour tout p grand, la formule ¢ est vérifiée dans F,,
si et seulement si
la formule 1 est vérifiée dans C.

Le théoréme de Hrushovski généralise ce principe en prenant en compte le mor-
phisme de Frobenius ¢,. D"apres ce théoreme, celui-ci se comporte pour les grandes
valeurs de g comme un automorphisme de corps générique. Plus précisément, il
existe une classe de « corps avec automorphisme générique » dont on peut donner
une axiomatisation explicite, habituellement notée ACFA — cf. proposition 1.2 pour
une liste de ces axiomes. Cette classe est 'équivalent, pour les corps avec automor-
phisme, des corps algébriquement clos pour les corps sans automorphisme et la sec-
tion 1 de cet exposé a pour but d’en donner une présentation plus exhaustive

Le résultat précis, que nous démontrerons dans la section 3, énonce alors que pour
toute formule 1,

pour tout g grand (?), la formule ¢ est vraie de F,et ¢y,
si et seulement si
la formule 1 est une conséquence des axiomes ACFA.

Ce résultat repose en grande partie sur deux résultats qui décrivent le comporte-
ment du morphisme ¢; quand g varie. Le premier est un théoreme de théorie algé-
brique des nombres, le théoreme de densité de Chebotarev (voir, par exemple, FriED
et Jarpen, 2008, théoréme 6.3.1), qui décrit les liens entre le morphisme ¢, et les ex-
tensions cycliques des corps de nombres. Le second est un résultat de géométrie al-
gébrique qui généralise les estimées de Lang—Weil. C’est d’ailleurs un phénomene re-
marquable en soi que les propriétés asymptotiques au premier ordre du morphisme
de Frobenius ne dépendent que de ces deux résultats, profonds, mais qui ne semblent
a priori couvrir qu'une petite partie des propriétés exprimables par des formules.

(2)On considére bien ici toutes les puissances de tous les nombres premiers.
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(1200) SUR UN THEOREME DE LANG-WEIL TORDU 123

Comme on 1’a vu ci-dessus, on peut voir les estimées de Lang-Weil comme un
énoncé de comptage du nombre de points fixes du morphisme de Frobenius. On
peut naturellement se demander si ce phénomene d’uniformité reste vrai pour des
questions de comptage plus générales impliquant 'automorphisme de Frobenius. Le
théoréme 2.1 donne une réponse positive a cette question — ainsi que son titre a I’ex-
posé.

Pour toute variété X sur un corps K algébriquement clos, on note X(9) = X% le
changement de base de X le long de I'automorphisme de Frobeniuset ¢, x : X — X @)
le morphisme induit par ¢,. Si X C K" est le lieu des zéros des polyndmes
Py,...,Py € K[xq,...,xy], alors X est le lieu des zéros des polynémes ¢, (P;) et
¢g,x est l'action de ¢; coordonnée par coordonnée.

Les estimées de Lang—Weil tordues affirment alors que, pour toute variété X de
dimension d sur K, tout g suffisamment grand et toute sous-variété C C X x x(4)
vérifiant certaines hypothéses techniques, 'intersection de C avec le graphe du mor-
phisme de Frobenius ¢, x contient un nombre de points de l'ordre de

cq” +0(q" 1),

oll ¢ est une constante qui dépend de la géométrie de C, et les différentes bornes ne
dépendent que de la complexité des équations qui définissent X et C.

Ce résultat est aussi originellement di a HrusHovski (2004) et sa preuve repose
sur le développement de nouveaux outils, intéressants en eux-mémes, introduits a
cette occasion — dont le développement d"une théorie des schémas aux différences
ainsi que la théorie des modeéles de certains corps valués avec automorphisme. Nous
exposerons, dans la section 2, une preuve récente de SHUDDHODAN et VARSHAVSKY
(2022) qui, pour les citer, est « purement géométrique ».

Enfin, dans la section 4, nous discuterons de certaines applications de ces résultats
en dynamique algébrique et en géométrie algébrique aux différences.

Pour conclure cette introduction, je voudrais remercier Elisabeth Bouscaren,
Antoine Chambert-Loir et Martin Hils pour nos discussions ainsi que leurs nombreux
commentaires dont ce texte a grandement bénéficié.

1. Automorphisme générique

Commencgons par introduire la notion d’automorphisme « générique » ainsi que
divers outils de théorie des modeles nécessaires a sa définition.

Un objet central de ce texte est I'étude des équations dites « aux différences »,
c’est-a-dire les équations de la forme (pour le cas en une variable)

Y aixio(x) - 0" (x)in = 0,

ij<d
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124 SILVAIN RIDEAU-KIKUCHI

ot1 les coefficients a; sont dans un corps K sur lequel on a choisi un endomorphisme o
— on parle alors de corps aux différences (K, o). Historiquement, le nom d’équations
aux différences est hérité du cas ot K = k(t) est un corps de fonctions rationnelles sur
un corps ket o(f) = f(t+1). Un autre exemple classique est celui des équations aux
g-différences ot l'on considére le morphisme o(f) = f(qt). Comme on peut le voir
dans ces exemples, leur étude est étroitement liée a celle de la dynamique algébrique.

Pour étudier ces équations, il est utile de disposer de « domaines universels » dans
lesquels toutes les équations aux différences ont des solutions — voire suffisamment
de solutions pour pouvoir en détecter la structure. La théorie des modeles fournit
une notion abstraite d’un tel domaine :

Définition 1.1. Un corps aux différences (K, o) est dit existentiellement clos si tout sys-
teme d’équations aux différences sur K (en plusieurs variables) qui a une solution
dans un corps aux différences (L, T) qui contient K — et dont I'endomorphisme t
étend o — a une solution dans K.

En d’autres termes, pour toute formule §(xq, ..., x,) sans quantificateurs a para-
metres dans K dans laquelle les variables non quantifiées sont parmi x1, ..., x,, si ¢
est vérifiée par des éléments a1, . .., a, d"une extension de (K, 0), elle est déja vérifiée
par des élément cy,...,c, € K.

On dit que l’automorphisme o est générique puisque tout comportement possible
d’un automorphisme de corps se retrouve dans le corps aux différences (K, o).

Sil'on travaille seulement dans le langage des anneaux (c’est-a-dire sans le sym-
bole pour 'endomorphisme ), un corps est existentiellement clos si et seulement s"il
est algébriquement clos — c’est exactement ce qu’énonce le Nullstellensatz de Hilbert.
Il suffit donc dans ce cas de considérer des équations en une seule variable.

Les corps aux différences existentiellement clos sont, par définition, ceux qui véri-
fient une forme du Nullstellensatz pour les équations aux différences. Mais il est aussi
possible, dans ce cas, de caractériser quelles équations aux différences doivent avoir
une solution dans un corps aux différences pour qu'il soit existentiellement clos.

Soit X une variété sur un corps aux différences (K, o) (algébriquement clos).
On note X7 le changement de base de X le long de et ox : X — X7 le mor-
phisme induit par . Comme précédemment, si X C K" est le lieu des zéros des
polynémes Pj, ..., P, € K[xq,...,xy], alors X7 est le lieu des zéros des polyndomes
o(P;) obtenus en faisant agir ¢ sur les coefficients et pour tout (ay,...,a,) € X,
ox(a) = (o(ay),...,0(a,)).

Un morphisme f : X — Y entre variétés est dit dominant s’il est d’image dense
pour la topologie de Zariski. On peut maintenant énoncer la caractérisation suivante,
isolée par Hrushovski (cf. MacINTYRE (1997, p. 172-173)), des corps aux différences
existentiellement clos :
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Proposition 1.2. Un corps aux différences (K, ) est existentiellement clos si et seulement
Si:
1. Le corps K est algébriquement clos;

2. Le morphisme o est surjectif;

3. Pour toute variété affine X sur K et toute sous-variété C C X x X7 telle que les projec-
tions vers X et X7 sont dominantes, I'ensemble des couples (x,0(x)), avec x € X(K),
est Zariski dense dans C.

Ces conditions peuvent s’exprimer par un ensemble (infini) de formules. La prin-
cipale subtilité est de pouvoir quantifier sur les sous-variétés C C X x X7. Pour cela,
il faut vérifier que, pour toute sous-variété X C A?F’”, I'ensemble des y € A% tels
que la fibre X, C A¥ est (géométriquement) irréductible est donné par une formule
— en d’autres termes, que le lieu d’irréductibilité (géométrique) de la famille X, est
constructible. Mais cela est bien connu, voir par exemple GROTHENDIECK (1966, théo-
réme 9.7.7) ou vaN DEN DriEs et Scamipr (1984) pour une approche de cette question
par le biais d’algébres de polynémes non standards. La seconde difficulté est de dé-
tecter, par une formule, quand un morphisme est dominant. Mais il suffit, pour cela,
de savoir que la dimension d"une fibre est continue pour la topologie constructible —
voir, par exemple, GROTHENDIECK (1966, théoréme 9.5.5).

La classe des corps aux différences existentiellement clos admet donc une axioma-
tisation (infinie), qui est habituellement notée ACFA. Cette axiomatisation n’est pas
complete, c’est-a-dire qu'il existe des corps aux différences (K, o) et (L, T) existentiel-
lement clos qui ne vérifient pas les mémes formules sans variable non quantifiée — on
parle habituellement d’énoncés. Pour qu'ils vérifient les mémes énoncés, il faudrait
évidemment que K et L aient la méme caractéristique. Mais il faut également que les
restrictions des automorphismes a la cloture algébrique de leur corps premier soient
conjuguées. MACINTYRE (1997, p. 173-174) montre que c’est, en fait, suffisant :

Proposition 1.3. Soient (K, o) et (L, T) des corps aux différences existentiellement clos,
F < K un sous-corps aux différences algébriquement clos et f: F — L un morphisme de
corps aux différences — c’est-a-dire un morphisme de corps tel que oo f = f o T. Alors pour
toute formule (xy,...,x,) et tout a € F",

a réalise P dans (K, o) si et seulement si f(a) réalise  dans (L, T).

En particulier, deux corps aux différences existentiellement clos (K, o) et (L, T) vérifient
les mémes énoncés si et seulement si :

les corps aux différences (Ko, oy, ) et (Lo, T|y,) sont isomorphes,

ot Ko (respectivement Lq) est la cloture algébrique du corps premier de K (respectivement L).

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2023



126 SILVAIN RIDEAU-KIKUCHI

Le résultat précédent n’est pas exactement un résultat d’élimination des quanti-
ficateurs, mais il implique tout de méme que les formules ont toutes une forme tres
simple, a équivalence prés :

Corollaire 1.4. Toute formule (x4, ..., x,) est équivalente, modulo les axiomes de ACFA,
d une disjonction de formules de la forme :

Jyo(x1,...,xXnY),

ou 0 est sans quantificateurs et, pour tous ay, . . . a, il 1’y a qu'un nombre fini uniformément
borné de y qui vérifient 0(ay, ..., a,y).

La proposition 1.2 a aussi pour conséquence que le corps fixé par ¢ dans un corps
aux différences existentiellement clos est un corps dit « pseudo-fini » :

Corollaire 1.5. Soient (K,o) un corps aux différences existentiellement clos et
K7 = {x € K| o(x) = x} le corps fixé par 0. On a alors que :

> Le corps KU est parfait;

> Le groupe de Galois absolu de KU est engendré par o et est donc isomorphe d Z;

> Toute variété (géométriquement intégre) sur K% a un point dans K°.

Cette classe doit son nom a Ax (1968) qui a démontré qu'un énoncé dans le lan-
guage des corps est vrai dans les corps finis de grand cardinal si et seulement s’il
est vrai dans les corps pseudo-finis. Comme les corps finis sont exactement les corps
fixés par les morphismes de Frobenius ¢, le résultat d’Ax est un cas particulier, ainsi
qu’une des inspirations majeures, du théoreme de HrusHovskr (2004) dont nous dis-
cutons dans cet exposé.

La théorie des modeles des corps aux différences existentiellement clos est un su-
jet trés riche qui va bien au-dela des quelques résultats fondamentaux, mais relative-
ment élémentaires, que nous utilisons ici. L'un des résultats centraux de cette théorie
est le théoréme de trichotomie de CHatzipakis et HrusHovskr (1999) et CHATZIDAKIS,
Hrusnovski et PeterzIL (2002) qui donne une description fine de la géométrie des
ensembles de dimension 1 définissables par une formule. Ces résultats ont aussi des
conséquences remarquables en dynamique algébrique, comme, par exemple, les tra-
vaux de MEeDvEDEV et ScanrtoN (2014). Mais leur exposition nous emporterait bien
loin de notre sujet principal.

2. Estimées de Lang-Weil tordues

Revenons maintenant a la question du comportement asymptotique du mor-
phisme de Frobenius. Soient K un corps algébriquement clos de caractéristique stric-
tement positive p et g une puissance de p. D’aprés la proposition 1.2, pour montrer
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que ¢, se comporte comme un automorphisme générique, il faut, a minima, montrer
que la condition 3 est vraie, pour g grand. C’est le but de cette section, dans laquelle,
nous montrons une estimation précise (voir théoréme 2.1) du nombre de points dans
une telle intersection en suivant une preuve récente « purement géométrique » due
a SHUDDHODAN et VarsHAvsKY (2022).

Sif: X — Y estun morphisme dominant entre variétés sur K de méme dimension,
on note deg(f) = [K(X) : K(Y)]; c’est le nombre de points (comptés avec multipli-
cités) dans une fibre générique de f. On note aussi deg;  (f) son degré inséparable;
c’est le degré [K(X) : L] ot L est la sous-extension séparable maximale de K(Y) dans
K(X).Onnote aussi I'; x € X x X(@ le graphe de $g,x-

Théoreme 2.1. Soient X une variété de dimension d sur un corps K algébriquement clos
de caractéristique p, q une puissance de p et C C X x X9 une sous-variété telle que les
projections py: C — X et py: C — X9 sont dominantes et p; est quasi-finie. Alors, si q
est suffisamment grand, #C T, x (K) est fini et

deg(pl) d d-1/2
#CNTI', x(K) = —=2=+"~-g+ 0 .
v ( ) degins(PZ) I (q )

De plus, les diverses bornes ne dépendent que de la complexité des équations qui définissent
X et C. Pour étre précis, si X C Py est localement fermée, les bornes ne dépendent que de n
et des degrés de la cloture X de X, de X \ X, de la cléture C de C et de C \ C, en particulier,
elles ne dépendent pas du corps K ou de sa caractéristique.

Exemple 2.2. Dans le cas ot X est définie sur F;, on identifie X a X(@). Soit alors
C = A C X x X la diagonale, on a

ANT,x(K) = {(x,x) : x € X(K) et x = ¢g(x)}.

Comme dans ce cas-la deg(pq) = deg; . (p2) = 1, on retrouve les estimées de Lang-
Weil :
#X(F;) = q" +0(q" /%)

Exemple 2.3. Considérons 'exemple, trés simple, ot X est la droite affine A} et
C C A2 est I'ensemble {(x,y) : x™ = y"} pour un choix d’entiers m et n. Dans
ce cas-la, on a deg(p;1) = n et deg; (p2) = p” ot 7 est 'exposant de p dans la décom-
position de m en facteurs premiers — et donc m = p’s ol s est un entier premier a p.
Alors,sig > p’,

#CNT,x(K) = #{x € K: xV'* = x1}
=#{x e K:x" P =1 oux =0}

n
:?q—erl.
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Des estimations quantitatives du théoréme 2.1, on déduit aisément I'énoncé qua-
litatif suivant, qui n’est pas sans rappeler la condition 3 de la proposition 1.2 :

Corollaire 2.4. Soient X une variété sur K et C C X x X1 une sous-variété telle que les
projections p1: C — Xet py: C — X9 sont dominantes. Alors pour tout ouvert de Zariski
U C C non-vide, si q est suffisamment grand,

un Fq,X(K) # Q.

La borne sur g ne dépend, de nouveau, que de la complexité des équations qui
définissent X, C et U — en particulier, elle ne dépend ni de K, ni de sa caractéristique.

Dans le cas ot X est définie sur F; et K = F; (et donc X(@) est naturellement
identifié a X), ces résultats sont mieux compris. Par exemple, SHuDDHODAN (2022)
démontre des résultats plus fins sur le comportement de la suite des #C N I'jn x(K)
quand 7 croit :

Théoreme 2.5. Soient X une variété sur fq définie sur F,et C C X x X une sous-variété
telle que py est quasi-finie. Pour tout n suffisamment grand, a, = #C N Ty x (Fy) est fini et

la série entiére
Y ant" € Z[[t]]
n

est rationnelle — c’est-d-dire un élément de Q(t).

Mais nous n’aborderons pas ici ces raffinements.

2.1. Le cas projectif lisse

Pour démontrer le théoreme 2.1, nous allons tout d’abord nous concentrer sur le
cas ol1 X est lisse projective et p, est étale. Cela nous permettra d’introduire certains
des principaux outils de la preuve.

A toute variété projective lisse X de dimension d et tout n < d, on associe le groupe
Z"(X) des cycles de X de codimension n. C’est le groupe abélien libre engendré par
les sous-variétés de X de codimension 7.

Etant donné deux sous-variétés Y; et Y> de X de codimensions respectives n et
d — n, on souhaite leur associer un entier qui représente le nombre de points dans leur
intersection. Quand cette intersection est finie, il est naturel de considérer le nombre
de ses points (comptés avec multiplicité).

En général, on s’autorise a d’abord « déplacer » Y7 et Y, pour que leur intersection
soit de dimension zéro. On obtient alors un produit d’intersection

CAMX) x ATTN(X) — Z,

ot A"(X) est le quotient de Z"(X) par équivalence rationnelle. Pour toute sous-
variété Y C X de codimension 7, on note [X] sa classe dans A" (X).
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Dans le cas qui nous intéresse, comme p est étale, les sous-variétés C et [y x de
X x X g’intersectent transversalement — c’est-a-dire que l'intersection est finie et
que chaque point est de multiplicité égale & un — et donc

#CN Ty x(K) = [C] - [Ty x]. (1)

L'intérét de se ramener au calcul d’un nombre d’intersection est que l'on dispose
alors d’outils cohomologiques.

Soit ¢ un nombre premier différent de p. A toute variété (propre et lisse)
X, on associe ses groupes de cohomologie ¢-adique H'(X,Q;) — ce sont des
Q-espaces vectoriels de dimension finie B;(X). De plus, pour tout morphisme de
variétés (propres et lisses) f: X — Y, on a un morphisme de tiré en arriere
f*: Hi(Y,Qy) — H(X,Qy).Sidim(Y) = dim(X), on a aussi un morphisme de
poussé en avant f,: H' (X, Q) — Hi(Y, Q). On peut étendre cette fonctorialité aux
sous-variétés irréductibles C C X x Y de méme dimension que Y — et donc de codi-
mension dim(X) — en posant

H'([C]) = (p2)« o pi: H'(X, Q) — H'(C, Q) — H'(Y,Qy),

N

ott p1: C — Xet pp: C — Y sont les projections. On étend H' a tous les cycles de
codimension dim(X) par linéarité.

On peut alors écrire la formule de Grothendieck-Lefschetz, voir par exemple
GroTtHENDIECK (1977, proposition 3.3), qui relie le nombre d’intersection a la trace
de divers morphismes de cohomologie. Pour tout & € A%(X x X (@)), on a

2d

a- [Tox] = Y (1) Te(¢; x o H' (). (2)

i=0
Il nous faut donc estimer chacun des termes de la somme dans le cas « = [C]. Pour
ce qui est du degré i = 2d, H?4(X) est de dimension 1 et on peut calculer explicite-
ment, par exemple en considérant I'image d’un cycle de dimension zéro, que

¢ x © H¥([C]) = ¢y x 0 (p2)« o pi = q” deg(p1)id
et donc
Te(¢; x © H*([C])) = deg(p1)q". (3)
Il reste 2 montrer que les contributions des termes de degré i < 2d sont négli-
geables. On fixe dorénavant un plongement :: Q, — C et on identifie Q, & un sous-
corps de C. Pour tout f: H (X, Q) — H(X,Qy), onnote p(f) — ou p(f, H(X,Qy))
s’il peut y avoir une ambiguité — son rayon spectral (archimédien). C’est le maxi-
mum des normes des valeurs propres de f. On a alors

ITe(9; x o H'(IC)) < Bi(X)p(¢; x o HI(IC])) = Olp(¢x o H'([C]))),
ott B;(X) est la dimension de H'(X, Q).
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Si X et C sont définis sur F;, on peut naturellement identifier X (@) a X et ¢; x com-

mute alors avec H'([C]). On a donc p(¢; x o H'([C])) < p(¢} x, H'(X,Q¢))p(H'[C])
et le théoréme 2.1 découle alors du théoréme de pureté de DeLignE (1974) :

Théoréme 2.6. Pour toute variété projective lisse X de dimension d définie sur Fy et tout
i < 2d, les valeurs propres de (p;;,x sur H'(X, Qy) sont des nombres algébriques de norme

complexe q'/?. En particulier,
o(¢;x H'(X,Qp)) = 472

Dans le cas ou X n’est pas définie sur F,;, Hrusnovskr (2004) introduit un dernier
ingrédient : une norme sur les cycles.

Définition 2.7. Soit & un élément de A*(X x X(9)). On définit

Ja Ziﬂiﬂ:a,zw eg(Yi)

et
Hi(a)| = min vl
|H' ()] i) ’.(“)| |

L'intérét de cette norme est qu’elle est sous-multiplicative pour la composition (a
renormalisation pres) et qu’elle permet de borner le rayon spectral.

Proposition 2.8 (HRusHovski (2004, lemme 10.17.3)). Pour foutes variétés projectives lisses
X4, X, et X3 de dimension d et tout a7 € A (Xq x Xp) et ay € A (X5 x X5),

|[H'(az) o H' (1) ] = O(|H'(ar)| - |H' (a2) ),
out les bornes ne dépendent que du degré des variétés X1, Xp et Xa.
Quitte a ne considérer dorénavant que des variétés de degré borné, on définit
[ H )| = N|H ()],

avec N suffisamment grand pour que cette norme soit sous-multiplicative.
HrusHovsk1 (2004, proposition 11.11) démontre alors que, pour tout a € A%(X x X),

p(H' () < [|H'(a)]].

On trouve aussi une présentation alternative de ces résultats dans SHupDHODAN
et VarsHavsky (2022, appendice B).

Nous pouvons maintenant conclure la preuve du théoréme 2.1 dans le cas ol
K = F;. Dans ce cas, il existe un entier r tel que X et C soient définis sur F;r. On
peut alors identifier X (@) a X et C\7) a C et on vérifie que

(g5 o H(CD) =gy xoh=hotsy,
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ouh = Hi([c(qr’])]) 0---0 Hi([C]) — Hi([c(qr—l)] o--0[C]), et donc
P(‘P;,X o Hi([C]))r = p((P;’,X Oh) — p(h>qir/2 < ||Hi([c})||rqir/2‘

ce qui conclut la preuve quand K = F,. Le cas général s’en déduit par un argument
de spécialisation.

Par linéarité, nous avons, en fait, prouvé une estimation de la trace pour tous les
cycles de dimension d, qui sera utile par la suite. Nous rappelons que nous avons
identifié Q, a un sous-corps de C.

Proposition 2.9. Pour toute variété projective lisse X sur K, tout & € A%(X x X)) et tout
i<2d,
Te(¢; x o H'(a)) = O(q""%) . (4)

2.2. Un cas intermédiaire

Pour introduire un dernier ingrédient important de la preuve, nous allons consi-
dérer le cas ou X C P% est localement fermée et lisse. On suppose de plus que :

> la cloture X de X dans P, est lisse;

> lebord X = X \ X est une union finie de diviseurs lisses (X;);c a croisements
normaux.

Pour tout | C I, on note X; = (j; X;. En suivant une construction de

Pink (1992), on considére : Y — X x X' véclatement de X x X7 1e long de

Ui X; x Xi(q). Soit I' C Y la cloture de 71~ 1(I'y x). Pour tout & € A?(Y), SHUDDHODAN
et VArRsHAVsKY (2022, lemme 2.3.1) démontrent I'égalité suivante inspirée par des tra-
vaux de LarrorGuUE (2002, proposition IV.6) :

- [F) =Y (-)/lay - [Fyx,), (5)

Jel

oulesaj € A-l(x ] X X}q)) sont construits explicitement, méme si cela ne sera pas
utile dans la suite de cet exposé (sauf dans le cas de agp). Pour tous | C I, soient

E; = n}(X) x X}q)), ij: Ef — Y l'inclusion et 71; = 7r|E] la restriction. On a alors
ay = (717)+i7(&). En particulier, ag = 71, (&).

Soit C C Y la cloture de 71~ 1(C) dans Y. Pour conclure la preuve, il nous reste
a relier #C N T, x(K) & [C] - [[]. Pour cela, il nous faut faire une derniére hypothése
sur C.

Définition 2.10. Soient X une variété sur K et C C X x X@ et Y C X des sous-
variétés. On note p;: C — X et pp: C — X(@) les projections.
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> On dit que Y est C-invariante si pl(pz_l(Y(K))) C Y(K).

> On dit que Y est localement C-invariante si, pour tout x € Y(K), il existe un
voisinage ouvert (de Zariski) U C X de x tel que Y N U soit C|;-invariant, ol
Cly=Cn (U xUuwm).

Exemple 2.11. Si C est le graphe d’un morphisme f: X — X(7), une sous-variété
Y C X est C-invariante si et seulement si f(Y(K)) C Y(K).

Soit C la cloture de C dans X x X*. En supposant X = X \ X localement C-
invariant et p; lisse, SHUDDHODAN et VArsHAvsKY (2022, lemme 2.3.2) montrent que

#CNTyx(K) = [C]-[I]
=Y (=DIC)y - [Ty x,] par (5)
JCI
2-]1)) o
:ch(_l)m ;) (=1)"Tr (¢ x, o H'([C]))) par (2)
= Tr(¢;,yoH2d([C]@)) + ) 0(47%) par (4)

i<2d
= deg(p1)g” + O(qg" /),

ot la derniere égalité suit du fait que [C]p = [C] et de (3).

2.3. Le cas général
Le cas général s'obtient (presque) par réduction au cas précédent. Comme précé-
demment, on note X la cléture de Zariski de X C Py et onnote C la cloture de C dans

X x Y(q). Quitte a se retreindre a des ouverts denses de X, on se raméne au cas o, cf.
SHUDDHODAN et VARsHAvVSKY (2022, proposition 3.2.1) :

> la variété X est lisse;
> lebord 9X = X \ X est localement C-invariant;

> le morphisme p: C — X9 s’écrit comme la composée d"un homéomorphisme
universel plat et d'un morphisme étale.

La principale difficulté est d’assurer la seconde condition, ce que le lemme suivant
permet :

Lemme 2.12 (SHUDDHODAN et VARSHAVSKY, 2022, proposition 1.1.7). Il existe un ouvert dense
U C X et un éclatement 7t : X — X qui est un isomorphisme sur U tel que X \ =1 (U) est
localement C-invariant, oi C C X x X1 est la cloture de n’l(f|u),
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D’apres un théoreme de pE Jong (1996, théoréme 4.1), soit alors Z une variété
projective lisse de méme dimension que X et f: Z — X une altération — c’est-a-
dire un morphisme dominant propre génériquement fini — telle que f~(9X) C Z
soit un diviseur a croisements normaux strict. Soient 77: ¥ — Z x Z(@) I'éclatement
de Z x Z@ le long de f~1(9X) et T C Y la cloture de 7 1(T,,z). SHUDDHODAN et
VarsHavsky (2022, §2.2.5) construisent alors & € A%(Y) tel que :

deg(f) degins(pz) -#CN rq,X(K) =a- [f]
= deg(f) deg(p1)q” + O(q"~1/2).

3. Théorie asymptotique de 'automorphisme de Frobenius

Nous pouvons maintenant prouver le théoréme de Hrusnovskr (2004) selon le-
quel la théorie asymptotique du Frobenius est celle d’'un automorphisme générique.
Commencons par en rappeler 1'énoncé :

Théoreme 3.1. Pour tout énoncé 1,
pour tout q grand,  est vraie de ¥y et g — ce qu'on note (g, ¢g) = 1P,
si et seulement si
 est conséquence des axiomes ACFA — ce qu'on note ACFA |= 1.

Commencons par reformuler ce résultat en terme d’ultraproduits, qui sont des
objets naturels pour traiter ces questions asymptotiques.

Définition 3.2. Soit I un ensemble non vide. Un ultrafiltre non-principal sur I est un
ensemble non vide 4 de parties de I, tel que :

> L'ensemble i ne contient aucun ensemble fini;
> L'ensemble 4 est clos par intersection finie;
> Pourtout X C I,si X ¢ Lalors I\ X € 4.

Par le lemme de Zorn, toute collection de parties de I dont les intersections finies
sont infinies est incluse dans un ultrafiltre non-principal.

Définition 3.3. Soient 4 un ultrafiltre non-principal sur I et (Kj, 0;) des corps aux
différences indexés par I. L'ultraproduit [T;_, (K, 07) est le corps aux différences

([ IKi/m,0),
i
ol m est I'idéal (maximal) de [T; K; tel que, pour tout x; € K;,
(x;); € msietseulementsi{i € [:x; =0} € U
et ¢ est 'automorphisme induit par les o; :

o((xi)i +m) = (3(x;:)); +m.
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D’apres un théoreme de Lo$, pour tout énoncé i, on a

[ [ (Ki,0i) = ¢ sietseulementsi {i € I : (K, 0;) = 9} € sl (6)
i—3l
On voit alors que si {g : (F;,¢;) = 1} est cofini, il est contenu dans tout ul-

trafiltre non-principal i sur I’ensemble des puissances de nombres premiers et on a
donc [T, (Fy, ¢q) = ¢. Réciproquement, si X = {q : (Fg, ¢g) = } est infini, il
existe un ultrafiltre non-principal i tel que X € £(. On a alors [], Lu(Fg, ) = . Le
théoreme 3.1 est donc équivalent a I’énoncé suivant :

Proposition 3.4. Pour tout corps aux différences (K, ), sont équivalents :
1. Le corps aux différences (K, o) vérifie les axiomes de ACFA ;

2. Il existe un ultrafiltre non-principal U sur I'ensemble des puissances de nombres pre-
miers tel que [T,_,s(Fq, ¢q) et (K, o) vérifient les mémes énoncés.

Pour prouver que I’assertion 2 implique l’assertion 1, il faut vérifier que pour tout
ultrafiltre non-principal 4 sur les puissances de nombres premiers, 1'ultraproduit
(K,0) = ITj»u (Fy, ¢g) vérifie les axiomes de ACFA (voir la proposition 1.2). Tout
d’abord, le corps K est algébriquement clos, et o est surjectif, puisque cela s’exprime
par des énoncés et que c’est le cas pour tous les corps aux différences (Fy, ¢y ).

Soit enfin ¥, 1'énoncé qui exprime que, pour toutes variétés X C A" et
C C X x XY définies par au plus n équations de degré au plus n et telles que les
projections de C vers X et X7 sont dominantes, et tout ouvert de Zariski U C C non
vide défini par au plus n équations de degré au plus #, il existe un x € X tel que
(x,0(x)) € U. Par le corollaire 2.4, 'ensemble des g tel que {(F, ¢;) = 9} est cofini.
I est donc dans tous les ultrafiltres non-principaux U et donc [, 5 (Fg, ¢q) F ¢n-

La réciproque est plus classique et déja essentiellement présente dans les travaux
de Ax (1968). Etant donné un corps aux différences (K, o) existentiellement clos,
d’apres la proposition 1.3, il nous faut trouver un ultrafiltre non-principal Y sur les
puissances de nombres premiers tel que les clotures algébriques des corps premiers
de Ket [T,y (Fy, ¢g) soient isomorphes comme corps aux différences.

Si K est de caractéristique strictement positive p, c’est relativement immédiat. Une
fois choisie une identification de la cloture algébrique du corps premier de K a F,
pour tout entier n > 1, 'ensemble

Zn = {m} 1: 0-|Fpn :(Ppm}

est infini. En effet, il existe un entier r tel que og = ¢pr = ¢pr+ms, pour tout entier

s > 1. De plus, si n divise m, on a X, C X Il existe donc un ultrafiltre non-principal
il sur 'ensemble des entiers strictement positifs qui contient tous les X;,. Par le théo-
réme de Los (cf. (6)), l'application diagonale 6: (Fp, olg,) =TI ~u(Fy, ¢g) quia tout
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x € F, associe la classe de (x),>1 est un morphisme de corps aux différences, ce qui
conclut la preuve de la proposition 3.4 dans le cas de caractéristique positive.

Si K est de caractéristique nulle, la preuve est plus complexe et repose sur un
résultat classique de théorie algébrique des nombres : le théoreme de densité de
Chebotarev. Soit F < K une extension galoisienne finie de Q contenue dans K. On
note & C F la cloture intégrale de Z dans F. Pour tout nombre premier p et tout
idéal premier p de & au dessus de p — c’est-a-dire tel que pNZ = (p) — on défi-
nit D, = {0 € Gal(F : Q) | o(p) = p}, son groupe de décomposition. Le corps
kyp = O/p est alors une extension (galoisienne) finie de F, et on a un morphisme
naturel D, — Gal(ky,/Fp). On dit que p est non ramifié (dans F), si c’est un isomor-
phisme. On note alors ¢y, € D), la préimage de ¢,. Une conséquence du théoreme de
Chebotarev est que I'ensemble :

Yr = {p non ramifié : 7| = ¢, pour un p au dessus de p}

est infini — pour étre précis, le théoréme de densité de Chebotarev énonce que cet
ensemble est de densité (naturelle ou analytique) égale a la taille de la classe de conju-
gaison de o dans Gal(F/Q) divisée par le degré de I'extension.

Soit 4 un ultrafiltre non-principal sur l'ensemble des nombres premiers qui
contient Xr. Pour tout p € X, on fixe un p au dessus de p tel que ol = ¢p
— et si p nest pas dans Xr, on fixe p quelconque au dessus de p. L'application
(0,0l5) = TTp—u(Fp,¢p) qui a tout x € & associe la classe de (x + p)p, est un
morphisme injectif d’anneaux aux différences. En effet, r € {l et pour tout p € X,

o(x) +p=p(x) +p=Pp(x+p).

Ce morphisme induit un morphisme de corps aux différences (F, o|p) =TT, (Fp, ¢p)-

Si E est une extension galoisienne de F contenue dans K, on a £ C Zf.
Il existe donc un ultrafiltre non-principal [ qui contient tous les £r. On a donc
montré ci-dessus que pour ce choix de i, pour toute extension galoisienne fi-
nie F de Q contenue dans K, il existe un morphisme de corps aux différences
Op: (F, 0lp) — Hpeu(Fp/‘Pp)-

Soit Ky la cléture algébrique de Q dans K. Par compacité du groupe de Galois ab-
solu de Q pour la topologie profinie (ou par la compacité de la logique du premier
ordre), on peut recoller ces morphismes pour produire un morphisme de corps aux
différences 0: (Ko, | K0)7—> [T, (Fp, ¢p). Par la proposition 1.3, les corps aux diffé-
rences (K, o) et [T, ,4(F, ¢p) vérifient les mémes énoncés, ce qui conclut la preuve
de la proposition 3.4 dans le cas de caractéristique zéro.

On remarque que dans la preuve ci-dessus, si K est de caractéristique stricte-
ment positive p, on n’a besoin que d’un ultraproduit des (Fp, ¢,); ce qu’on pour-
rait de toute maniere déduire du théoréme (6) de Los. Si K est de caractéristique
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zéro, un ultraproduit des (F,, ¢;) suffit, ce qui est plus inattendu. Si, pour tout p
premier, ACFA, est 'ensemble d’énoncés ACFA U {p = 0} et ACFA( l'ensemble
ACFA U {p # 0: p premier}, nous avons donc prouvé le résultat suivant qui précise
le théoreme 3.1 :

Proposition 3.5. Pour tout énoncé 1,
(Fp, ¢p) = ¢ pour tout p premier grand si et seulement si ACFAq |= ¢

et
(Fp, ¢pn) |= ¢ pour tout n grand si et seulement si ACFA,, = 4.

4. Quelques applications

Pour finir, exposons d’autres conséquences du théoréme 2.1 en dynamique algé-
brique et en géométrie algébrique aux différences. Sans prétendre étre exhaustif, cet
énoncé a aussi des conséquences en géométrie algébrique (EsnauLt et MEenTA, 2010;
Esnautr, SriNtvas et Bost, 2016) et en théorie des groupes (Borisov et Sarig, 2005),
mais elles s’éloignent plus du sujet principal de cet exposé et nous ne les aborderons
pas ici.

4.1. Dynamique algébrique

Les premiers résultats dont nous discuterons concernent les points périodiques
des endomorphismes de variétés. Soient X une variété sur un corps K algébriquement
closet f: X --» X une application rationnelle. La f-orbite d"un point x est 'ensemble
des fi(x), ot1i > 0 est un entier, quand ils sont définis. Un point x de X(K) est dit
périodique s'il existe un entier i > 0 tel que f'(x) est défini et égal a x.

Il découle du théoreme 2.1 que, sur F, I’ensemble des points périodiques d'une
application rationnelle dominante est dense :

Proposition 4.1. Soient X une variété sur Fp et f: X --» X une application rationnelle
dominante. L'ensemble des points périodiques de f dans X (F,) est alors Zariski dense dans
X.

Démonstration. Soit q une puissance de p telle que X et f soient définies sur F,. Par le
corollaire 2.4, 'ensemble U, > I'r N Tgn x (F,) est Zariski dense dans T - Enparticulier,
sa (premiére) projection sur X est Zariski dense dans X. Pour tout élément x dans
cette projection, f(x) est défini et il existe un entier n > 1 tel que f(x) = ¢} y(x). Si
m est tel que x € Fym,ona

f7(x) = g x (x) = x

et donc x est un point périodique de f. O
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Par un argument de spécialisation, FaAkaruppIiN (2003, théoréme 5.1) en déduit un
résultat similaire sur un corps quelconque :

Théoreme 4.2. Soient X une variété projective sur un corps algébriquement clos K,
f+ X — X un morphisme dominant. On suppose qu’il existe un fibré en droites L sur X
tel que f*L @ L™ soit ample. Alors, I'ensemble des points périodiques de f dans X (K) est
Zariski dense dans X.

Bien que cela puisse paraitre au premier abord un peu contre-intuitif, AMERIK
(2011) déduit aussi de la proposition 4.1 un résultat de densité des points de f-orbite
infinie :

Théoréme 4.3. Soient X une variété sur Q et f: X --» X une application rationnelle
dominante qui n'est pas d'ordre fini. L'ensemble des points de f-orbite infinie dans X (Q) est
alors Zariski dense dans X.

L'idée de la preuve est la suivante. Soit K un corps de nombres sur lequel X et f
sont définies. On applique alors la proposition 4.1 a la réduction f de f modulo un
idéal premier bien choisi p de ’'anneau des entiers &' de K. Quitte a remplacer K par
une extension finie, on trouve donc un point périodique x € &/p de f — et on peut
méme supposer que f est étale en x.

On considere alors I'ensemble U des éléments de X(Kj,) qui se réduisent a x mo-
dule p, o1 Ky, est le complété de K pour la topologie p-adique. Par construction, il
est invariant par une puissance de f. Par une combinaison de résultats de AMERIK,
Bocomorov et Rovinsky (2011) et Bert, Gaioca et Tucker (2010), on démontre alors
qu’il existe une borne uniforme sur la taille des f-orbites finies de points de U — et
donc qu’elles sont contenues dans une sous-variété analytique propre. Le théoréme

découle alors du fait que les points de X(Q) sont denses dans U.

4.2. Géométrie algébrique aux différences

Soit (K, o) un corps aux différences. Un polynome aux différences P(x7, . .. x,) & coef-
ficients dans K est une fonction de la forme Q((07(x;) )iy j>0) ot Q € K[X;j : i<n, j>0].
Lordre de x; dans P est le m maximal tel que X, apparait dans un mondéme de Q
avec un coefficient non nul — de maniére équivalente, le m maximal tel que o (x;)
apparait dans P. On choisit la convention que, si aucun des ¢/ (x;) n’apparait dans P,
l'ordre de x; est —oo.

Ftant donné n polyndmes aux différences en n variables P]-(xl,. .., Xp), ol
1 < j < n, a coefficients dans K, on souhaite étudier la géométrie de la « variété
aux différences affine » X définie comme le lieu d’annulation des P;. On définit la di-
mension totale tdim(X) de X comme étant le supremum du degré de transcendance
de L(c*(a;) : i < n,k > 0) sur L, pour toute extension (K,o) < (L,0) eta € L" tel
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que Pj(a) = 0, pour tout j < n. C’est un équivalent naturel de la dimension de Krull
dans le cadre des variétés aux différences.

Hrusnaovskr (2004, théoreme 14.2) déduit du théoréme 2.1 la borne suivante sur
la dimension totale de X.

Théoreme 4.4. Soit h; ; l'ordre de x; dans P;. On a

tdim(X) < max ) hig(i)-

06, i<n

C’est I’équivalent pour l'algebre aux différences d'une conjecture de Jacobi (non
résolue) en algebre différentielle.

La preuve consiste a prouver, d’abord, un résultat similaire pour les équations
polynomiales :

Proposition 4.5. Soient Pj(xl, e, Xp), 001 < j < n, des polyndmes sur un corps algébri-
quement clos K. Soit X le lieu des zéros des P;, et Xo I"union de ses composantes irréductibles
de dimension 0. Alors
[Xo(K)| < ) TTdip) (7)
€S, ikn
ou d; ; est le degré de P en x;.

Cette version du théoréme de Bézout se démontre aisément en calculant un pro-
duit d’intersection.

On relie ensuite cette borne a la borne recherchée par un argument de spéciali-
sation — cette fois-ci en algebre aux différences. Soit (D, ¢) < (K, o) un anneau aux
différences finiment engendré, bien choisi, qui contient les coefficients des P] Soient
f:(D,o) = (Fg ¢y) un morphisme d’anneaux aux différences et Q; = f(P;). Ce
polynoéme aux différences s’identifie, puisque ¢;(x) = x7, & un polynéme de degré
dij(q) en x;, avec d; ;(q) de l'ordre de mgii + O(g"i 1), ot m € Z-, quand g est
grand. On a donc

Jim log, d;;(q) = hi;.

Par ailleurs, si X; dénote le lieu des zéros des Q;, on peut montrer que X; est de

dimension zéro et on peut déduire du théoréme 2.1, que pour g suffisamment grand,

|Xq(Fq)| — thdim(X) +O(qtdim(x),1/2),
olic € Q. Il s’ensuit que

tdim(X) = [}L%logq | X4 (Eg)]

< limlog, ) []diew(9) par (7)

e 0EG, i<n

= maXxX 2 hi,@(i)'

by [
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