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NON-UNICITE DES SOLUTIONS DU SYSTEME
DE NAVIER-STOKES AVEC TERME SOURCE
[d’aprés Dallas Albritton, Elia Brué et Maria Colombo]

par Anne-Laure Dalibard

1. Introduction

Le systéme de Navier-Stokes décrit 1’évolution des fluides visqueux incompres-
sibles. Il traduit la conservation locale de la quantité de mouvement, et s’écrit, en
dimension d et lorsque le fluide est soumis a une force extérieure,

o+ (u-Viu+Vp—vAu=f t>0, x € RY,
divu =0 t>0,xeRY (1)
u(t=0,x) = up(x) Vx € RY,

ottu: [0, +0o[xR? — R¥ désigne le champ de vitesse du fluide, p: [0, +co[xRY — R
le champ de pression, et f: [0, +-0o[xR? — R la force appliquée au fluide. Les opé-
rateurs différentiels V, div et A agissent ici sur la variable spatiale x € RY. La fonc-
tion 1g: R? — R? est la donnée initiale du champ de vitesse, et le parameétre v > 0
est la viscosité du fluide. Lorsque v = 0, c’est-a-dire lorsque les forces de viscosité
sont absentes du fluide, le systéme porte le nom d’équation d’Euler, et ses proprié-
tés mathématiques sont différentes. En effet, le terme de dissipation —vAu a un effet
régularisant qui joue un réle fondamental dans les théories d’existence et d"unicité
des solutions. La force extérieure f et la donnée initiale 1 sont des données du pro-
bleme, tandis que (u, p) est I'inconnue. Au moins formellement, si la solution u est
réguliére et suffisamment décroissante a l'infini, on peut déterminer p en prenant la
divergence de la premiere équation, i.e.

—Ap =div ((u- V)u).

Ce texte est consacré a un probleme difficile, resté longtemps ouvert, et résolu ré-
cemment par ALBRITTON, BrUE et CoLompo (2022) en s’appuyant sur les travaux de
Vishik (2018a,b) (revisités par ALsrirtoN, Brug, CoLomso et al., 2021) : la non-unicité
des solutions faibles (dites de Leray—Hopf) en dimension trois.
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Solutions de Leray : existence globale et non-unicité en dimension trois

Les solutions de Leray s’appuient sur 'observation suivante : si (1, p) est une so-
lution réguliére et décroissante a I'infini du systéme de Navier-Stokes (1), alors, en
faisant le produit scalaire de (1) avec u et en intégrant par parties en espace, on ob-
tient

1d ) .
24t ]Rd|”(t/x)| dx*/Rd(“'V)u(t,x)'u(t,x) dx
i 2
_/]Rd div u(t, x) p(t, x) dx+y/]Rd IVu(t,x)|? dx

= /]Rdf(t,x)-u(t,x) dx.

On peut réécrire le terme d’advection (u - V)u - u comme u - V(|u|?>/2). Une intégra-
tion par parties et la condition de divergence nulle menent a

%% [t 0P dxro [ Vut R dx= [ fe) uta)dx @)

Soit T > 0 quelconque. Supposons que f € L'([0,T], L2(R%)). L'intégration en
temps de (2) et l'utilisation du lemme de Grénwall ménent a I'inégalité d’énergie

[ll oo g0, 7y, 2 reyey + V21V | 20,77 R () )
<C (HMOHLZ(]Rd)d + HfHLl([O,T],LZ(Rd)d)) ,

ot C est une constante universelle, indépendante de T et de v. Il apparait que
'espace LfgC(R+,L2(]I{d)d) N LIZOC(R+,H1(1[{d)d) est un espace fonctionnel naturel
pour chercher des solutions; on l’appellera « espace d’énergie » dans la suite de
ce texte. La notion de solution faible introduite par Leray (1934) et généralisée
ensuite par Hopr (1950) au cas de domaines bornés, s’appuie sur 1'analyse précé-
dente. On adopte les notations suivantes : si a,b € RY, on note a ® b la matrice
de .#;(R) définie par (a ® b);; = a;bj pour 1 < i,j < d. Pour M = (mjj)1<ij<as
N = (njj)1<ij<a € #3(R), onnote M : N le produit scalaire canonique entre M et
N, c'est-a-dire M : N = Zlgi,jgd ml-jnl-]-.

Définition 1.1 (Solutions de Leray de (1)). Soit T > 0 quelconque.
Soit uy € L2(R%)¥ telle que divug = 0, et f € L([0,T], L2(R%)4). Soit
w € L=([0, T], L2 (RT)T) N LA(([0, T], H' (RY)).

On dit que u est une solution de Leray de (1) sur l'intervalle [0, T] si et seulement
si, pour tout ¢ € C'([0, T], H (R%)4) tel que div ¢ = 0 et ¢(T,x) = 0 pour tout
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X e ]Rd, ona
T .
—/O /]Rd u(s,x) - 9s¢(s, x) dsdx—/]Rd up(x) - (0, x) dx
T
= —1//0 /Rd Vu(s,x) : V(s x)dsdx

—i—/OT/]Rd u(s,x) @u(s,x) : Vo(s, x) dex+/OT/]Rdf(s’x).(P(S'x> ds dx.

Remarque 1.2. Cette définition peut étre étendue au cas otr f € L1([0, T], L>(R%)“) +
L2([0, T], HY(R%)?), ot H~1(R?) est le dual de H' (IRY). L'inégalité d’énergie (3) est
alors légérement modifiée, mais 1’espace d’énergie reste le méme.

Jean LEray (1934) a démontré 1’existence globale de solutions faibles du systéme
de Navier-Stokes (1) en dimension trois; la preuve s’étend aisément au cas de la
dimension deux :

Théoréme 1.3. On suppose que d € {2,3}. Soit ug € L*(R%)? telle que divuy = 0,
f € Llloc(]RJr,Lz(]Rd)d). Alors pour tout T > 0, il existe une solution de Leray

u € L*([0, T], L2(RH)¥) N L2([0, T), H'(R%)?) du systéme de Navier—Stokes (1) sur l'in-
tervalle [0, T).

Lions et Propr (1959) ont démontré en dimension deux 1'unicité des solutions
de Leray. Cette propriété est liée a une particularité d’invariance par changement
d’échelle de I'espace d’énergie L®(R ¢, L?(R)?) N L2(R,, H' (RY)?) lorsque d = 2,
sur laquelle nous reviendrons dans la prochaine section (voir (8)). En dimension
d = 3, la question de l'unicité des solutions faibles était restée ouverte depuis les
travaux de Leray. Lorsque la donnée initiale est réguliére — dans un sens que 1'on
précisera ultérieurement — on peut construire une unique solution locale en temps,
par exemple par une méthode de point fixe. Une telle solution est appelée « solution
forte ». De fagon remarquable, on a alors un principe d'unicité « fort-faible » : si une
solution forte existe, alors toutes les solutions de Leray issues de la méme donnée ini-
tiale coincident avec la solution forte. Dans ce cas, 'unicité des solutions de Leray est
donc acquise sur le temps d’existence de la solution forte. Par conséquent, pour des
données initiales et des termes sources réguliers, la question de 1'unicité est reliée a
celle de la formation de singularités en temps fini pour les solutions de (1), qui est un
autre probleme ouvert majeur de 1’analyse mathématique des équations de la méca-
nique des fluides. Cependant, on considérera dans ce texte des termes sources avec
peu de régularité (typiquement, avec la régularité requise dans le théoréme 1.3 ou
dans la Remarque 1.2), pour lesquels il n’existe pas de solution forte (). La question
de l'unicité ne peut donc se réduire au principe d’unicité « fort-faible ». Les travaux

() En effet, s'il en existait une, le terme source associé serait alors régulier...
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de AvrsriTTON, BRUE et CoLomBo (2022) que nous décrirons ici apportent précisément
une réponse (négative) a la question de 'unicité en dimension trois :

Théoréme 1.4 (Non-unicité des solutions de Leray avec terme source). Il existe T > 0 et
f € LY(]0, T], L*>(R3)3) tels que le systéme de Navier-Stokes (1) admette deux solutions de
Leray distinctes sur [0, T] x R3 avec la donnée initiale ug = 0 et le terme source f.

Remarque 1.5. L'unicité des solutions de Leray en dimension 3 en ’absence de terme
source (i.e. pour f = 0) ou dans un domaine a bords demeurent des probléemes
ouverts. La non-unicité des solutions de Navier-Stokes avec f = 0 dans l'espace
C([0, T], HP(T®)3) avec B > 0 a été obtenue par Buckmaster et Vicor (2019) par des
méthodes d’intégration convexe, complétement différentes de celles présentées ici.
Cependant les solutions ainsi construites sont loin d’avoir la régularité des solutions
de Leray : Buckmaster et Vicor (2019) montrent que la vorticité w = V A u des solu-
tions obtenues par intégration convexe appartient a I’espace C([0, T], L' (T?3)?), mais
elle n'est pas a priori de carré intégrable.

Schéma de la preuve

La méthode de preuve repose sur une stratégie voisine de celle de GurLLop et SvERAk
(2017) et Jia et SverAk (2014, 2015), qui sera décrite dans la prochaine partie. Lidée
fondamentale est de tirer parti de l'invariance par changement d’échelle du systeme (1)
(voir (8) ci-dessous), de fagon a transformer la question de la non-unicité des solutions
en un probléme d’instabilité spectrale. En effet, soit # une solution de Leray de (1),
associée a un terme source f. En s’appuyant sur l'invariance par changement d’échelle
du systéme de Navier-Stokes (1) (voir (8) dans la section 2), on introduit les variables
auto-similaires T = Int, & = x/+/t, et les fonctions % , .7, & définies par

1
\ﬁ

Dans ces nouvelles variables, le systéme (1) devient

whx) = (T, f60) = 55w, p=1 2@ @

arag/_%(1+g.v¢)@/—m¢%+(ézz.vg)%+vggz:f/“, 5)
divz = 0.

La donnée initiale en t = 0 devient une donnée en T = —oo. Pour 7 € Hl(]R3)3, on
note .##’7; l'opérateur linéarisé autour de 7, i.e.

1 — _
Ko U — —5 (14+&-Ne)U —vDeU +Ne P+ (U -Ne)WU + (U -Ne)U, (6)
ott le gradient de pression V& assure que ¢, (% ) est a divergence nulle. Le do-

maine de ' est 9(H#'7;) = {% € H*(R®)3, div =0, {- Ve € L*(R%)%}.
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Supposons qu’il existe un champ de vecteur % € H?(R%)? a divergence nulle possé-
dant la propriété suivante :

(P) 7 admet une valeur propre A de partie réelle strictement négative,
relative a une fonction propre ¥ € Z(#7;).

Considérons le terme source associé a %, ¢’est-a-dire
_ 1 _ _ _
F = 5 (1—|—(:'V§)02/ —VA@%—I-(%-Vg)gZ/.

Alors par construction, % est une solution stationnaire de (5) pour le terme source
.7 et avec une pression nulle, tandis que % + R(e~*7¥; ) est une solution de (5) avec
un terme source .Z + O(e~2*M7). On remarque que le terme de reste O(e~2%()7)
est négligeable quand T — —oo (ce qui correspond a l’asymptotique ¢t — 0). On
s’attend donc a pouvoir construire une solution %4 de (5) pour le terme source .7
sur un intervalle | — oo, Tp[ avec 7y € R, avec % de la forme

U =U+REe VW) + 7,

ot # est un correcteur non linéaire, vérifiant #° = O(e~2%(1)7), En posant

iy (1 x) = \}E " (m,%) (b x) = ¢1£ 7 (\2) , 7)

on vérifie que 11 et up sont deux solutions distinctes de (1) sur l'intervalle |0, e™ | avec
la méme donnée initiale 1y = 0 et le méme terme source

Fltx) = ﬂ% z (\2) .
On remarque en particulier que
2Ol 2oy = £/417 2z — 0 quand £ 0,
lur ()| p2grays < #2412 re + O(t/+~ %) — 0 quand t — 0,
et [F(D 2oy =t 17 Nl 2oy,

de sorte que f € L1([0, T], L>(R3)?). Le résultat de non-unicité du théoréme 1.4 s’en-
suit.

On constate que le point central de la preuve est l'identification d’un profil %
possédant la propriété d’instabilité spectrale (P) mentionnée plus haut. La majeure
partie de ce manuscrit sera donc consacrée a cette question. Dans la seconde partie, on
rappelle quelques généralités sur le systeme de Navier-Stokes (invariance d’échelle,
solutions fortes, unicité fort-faible), et on esquisse les principaux points de la stra-
tégie de GuiLLop et SverAk (2017) et Jia et Sverik (2014, 2015), en la comparant a
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celle exposée ici. La troisiéme partie est consacrée a la preuve d'un résultat de Visaik
(2018a,b), reprise dans ALsritTTON, BrRUE, CoLoMBO et al. (2021), portant sur l'insta-
bilité spectrale de flots tourbillonnaires particuliers pour le systéme d’Euler 2d. La
preuve du théoreme 1.4 a proprement parler est donnée dans la quatriéme et derniere
section, et repose sur plusieurs arguments perturbatifs. Le tourbillon bidimensionnel
de Vishik est d’abord relevé en un champ de vitesse tridimensionnel supporté dans
un anneau. On montre que ce champ de vitesse est instable pour le systéeme d’Eu-
ler 3d & condition que le rayon de I'anneau soit suffisamment grand, en s’appuyant
sur la proximité entre le systeme d’Euler 2d et le systéme d’Euler 3d axisymétrique,
lorsque la distance a 1’axe de symétrie est grande. Enfin, on établit que ce champ de
vitesse est instable pour le systéme de Navier-Stokes 3d lorsque que son amplitude
est suffisamment grande, en traitant perturbativement le terme visqueux et le terme
de transport % + ¢ - Ve % . Ceci conclut la preuve de la propriété (P).

Remarque 1.6. Le terme de dissipation visqueuse —vAu joue un role stabilisant dans
I'équation de Navier-Stokes (1), qui permet par exemple de montrer 1'existence glo-
bale de solutions fortes a données petites. Pour en comprendre le mécanisme, on
pourra s’inspirer de ’analogie avec I'équation différentielle

X'(t) +aX(t) = X(t)?, X(0) = X,

avec X: Ry — R, a > Oet Xy € R. On constate que si | Xp| < «, cette équation admet
une solution globale, qui vérifie en outre X(t) = O(e ). En revanche, si X > «, le
terme de dissipation a X n’est pas suffisant pour éviter 1'explosion.

On comprend, sur ce modele jouet, qu’il convient de bien analyser les
tailles relatives du terme non linéaire (% - V)% (ou de sa version linéarisée
(% -N)U + (% - V)% ) et du terme de dissipation —vA% au sein de l'opéra-
teur #;;. Lorsque % est petit (disons dans W), on s’attend a ce que le terme de
dissipation visqueuse l'emporte. Cela correspond au régime |Xy| < « pour le mo-
dele jouet ci-dessus. En revanche, lorsque 7% devient grand, le terme de dissipation
visqueuse devient négligeable et ’advection domine. On bascule dans I’analogue du
régime | Xo| > a pour le modeéle jouet. Le systéme est alors proche, dans un certain
sens, du systeme d’Euler. Bien évidemment, la notion de petitesse doit étre quantifiée
convenablement et dépend de v. Ces considérations sont centrales dans la notion de
nombre de Reynolds critique, que nous introduirons dans la prochaine section.

On pourrait se demander s’il est possible de construire un mode instable pour
le systeme de Navier-Stokes 2d, en partant du tourbillon instable de Vishik pour le
systéme d’Euler 2d et en traitant le terme de viscosité perturbativement. Bien que
ce résultat ne figure pas dans la littérature, il est probable que les arguments pré-
sentés ici pour la preuve de la propriété (P) se généralisent au cas bidimensionnel.
Cependant, contrairement au cas tridimensionnel, cette instabilité spectrale dans les
variables auto-similaires n’aboutit pas a un résultat de non-unicité des solutions de
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Leray (ce qui est heureux, puisque 1'unicité des solutions de Leray en deux dimen-
sions est un résultat bien connu, voir Lions et Probr (1959)). En effet, les analogues
des solutions u1, up pour d = 2 n’appartiennent pas a I'espace d’énergie, puisqu’on
adans ce cas || Vua(t) | 2(ge)2 = t’1/2||VU||Lz(]Rz)z ¢ L2([0,T)).

Nous reviendrons sur ces questions dans la remarque 3.12.

Quelques éléments d’analyse spectrale : outils généraux et notations

La pierre angulaire du théoreme 1.4 est le résultat d’instabilité spectrale (P). Par
ailleurs, comme expliqué plus haut, I’existence d’une valeur propre de partie réelle
strictement négative pour 77’7 est obtenue par des arguments perturbatifs. On rap-
pelle donc dans ce paragraphe quelques définitions et résultats qui seront utiles dans
le reste de la preuve.

Soit H un espace de Hilbert, et L: D(L) C H — H un opérateur linéaire fermé,
défini sur un domaine dense. On note p(L) 1’ensemble résolvant défini par

p(L) := {A € C, A — L est une bijection},

et 0(L) := C )\ p(L) le spectre. On définit le spectre essentiel gess(L) comme l'en-
semble des A € (L) tels que A — L n’est pas un opérateur de Fredholm d’indice
zéro. (On rappelle que d’autres conventions sont possibles pour définir le spectre es-
sentiel.) Sur p(L), on définit la résolvante par R(A,L) := (A — L)L On rappelle le
résultat suivant, qui sera fréquemment utilisé dans ce texte :si L: D(L) C H — H
est un opérateur linéaire fermé, et K: D(L) — H un opérateur compact, alors
Oess(L + K) = 0ess(L). En effet, si A € C \ 0ess(L), alors A — L est un opérateur de
Fredholm d’indice zéro. On en déduit (voir Karto, 2013, Chapitre IV, Théoreme 5.26)
que A — L — K est également un opérateur de Fredholm d’indice zéro, et par consé-
quent Oess (L + K) C 0ess(L). Par symétrie, on en déduit 1'égalité des deux spectres
essentiels.
On utilisera fréquemment les deux résultats suivants :

Lemme 1.7. Soit L: D(L) C H — H un opérateur linéaire fermé, et soit K: D(L) — H
un opérateur compact. On suppose qu’il existe p € R tel que oess(L) C {R(A) > u}, et que
L + K admet une valeur propre Ay € C telle que R(Ag) < p. On suppose enfin que si A € C
est tel que |R(A)| > 1et R(A) < 0, alors A € p(L + K).

Alors A est un élément isolé de o (L + K).

Démonstration. Toutd’abord, puisque K est compact, Tess (L+K) = 0ess (L) C {R(A) > u}.
De plus, dans chaque composante connexe U de C \ 0ess(L + K), on a lalternative
suivante :

> soit U C o(L+K);

> soit U N (L + K) ne comporte que des points isolés.
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Soit Up la composante connexe de C \ 0ess(L + K) contenant Ag. Alors
{R(A) < u} C Uy, et donc par hypothese Uy N p(L + K) # @. Le résultat du
lemme découle alors de l'alternative ci-dessus. O

Lemme 1.8. Soit Mo, un opérateur linéaire fermé, Koo : D(Meo) — H un opérateur compact,
et soit (My)nen, (resp. (Ku)nen) une suite d'opérateurs linéaires fermés (resp. compacts)
définis sur D (Mo ). On suppose que les hypothéses suivantes sont vérifiées :

> Il existe y € R et une suite réelle (i) e telle que limy, oo un = p, tels que
(M) C{R(A) >} VneN, o0(Mw) C{R(A)>pu};

> Pour tout f € H, R(A,M;)f — R(A,Mc)f uniformément sur tout compact de
p(Meo) N {R(A) < p};
> Ky — Ko pour la norme d’opérateur.

Soit Ao une valeur propre isolée de Moo + Koo telle que R(Aeo) < i, et soit
V C {R(A) < u} un voisinage de Moo tel que VN0 (Ax) = {Aeo}-
Alors pour n suffisamment grand, My, + K, admet une valeur propre dans V.

Démonstration. Dans toute la preuve, on pose A, = My, + K;;, Aww = Mo + Keo. On
commence par observer que pour tout ensemble compact C C p(Aw) N {R(A) < pu},
pour tout f € H, R(A,Ay,)f — R(A, Aw)f uniformément sur C. Pour cela on écrit
tout d’abord, pour A € C, et pour 1 suffisamment grand (de sorte que R(A) < uy),

A =M, — Koo = (A — M) (I — R(A, M) Keo).

Puisque K est un opérateur compact, on peut approcher Ko, par une suite d’opé-
rateurs de rang fini. On en déduit que R(A, M;;) Koo — R(A, Moo ) Koo, uniformément
sur C et pour la norme d’opérateur. Par conséquent, R(A, M, + Koo ) f — R(A, Aco) f
pour tout f € H, uniformément sur C. Enfin, en écrivant

A= An = (A =My = Keo)(I = R(A, My + Keo) (Koo — Ky)),

on obtient la convergence annoncée.
Soit I' un contour fermé encerclant Ao, tel que I' C V N p(Aw), orienté dans le
sens trigonométrique. On définit alors les projecteurs de Riesz

1
Prr(Ac) = Tm/FR(A,AOO)d/\,

1
Prr(A;) = — | R(A A .
I'r( n) 2 r (/\, n)d)\
Lopérateur Prr(Ac) est le projecteur spectral sur ker(Ae — Aw), et est donc non
trivial par hypothese. D’apres ce qui précede, Prr(A;)f — Prr(A«)f pour tout f
dans H. On en déduit que Prr(A,) estnon trivial pour n suffisamment grand. Comme
Tess(An) = Tess(My) C {R(A) = ppn}, V contient une valeur propre de A,,. O
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Notations générales

Les opérateurs seront notés en gras. Les lettres calligraphiques (%, ¢, etc.) dé-
signent des objets tridimensionnels (champ de vitesse, opérateur d’Euler linéarisé,
etc.), tandis que les lettres droites (U, G)) désignent des objets bidimensionnels (a
I'exception du tourbillon (), qui sera noté de la méme fagon en deux et en trois di-
mensions). Lopérateur d’Euler 2d (resp. 3d) linéarisé autour d’un champ U (resp.
W) sera noté Gy (resp. ¥;). Lopérateur de Navier-Stokes tridimensionnel linéa-
ris€ autour d’un champ % dans les variables autosimilaires sera noté 77 1l sera
souvent utile de distinguer les opérateurs linéarisés en formulation vitesse et en for-
mulation vorticité (voir la partie suivante), et on notera les opérateurs correspon-
dants GV, GV!, etc.

2. Généralités sur le systeme de Navier-Stokes

Invariance par changement d’échelle et solutions fortes

L'équation de Navier-Stokes posséde une invariance par changement d’échelle,
qui joue un role crucial pour la construction de solutions fortes et des solutions
auto-similaires (4). Plus précisément, soit 1 une solution des équations de Navier—
Stokes (1) pour le terme source f et la donnée initiale u#g. On observe alors que pour
tout A > 0, la fonction u, définie par

uy(t,x) = Au(A%t, Ax) (8)

est également solution de (1) pour le terme source A3 f(A?t, Ax) et la donnée initiale
Aug(Ax). En particulier, une solution stationnaire et invariante par le changement
d’échelle est nécessairement homogene de degré —1. On remarque par ailleurs que
cette invariance a guidé la recherche de solutions auto-similaires de la forme (4). Des
lors, il est intéressant d’analyser quelles sont les normes invariantes par ce change-
ment d’échelle. En effet, la construction de solutions fortes repose souvent sur un
argument de point fixe (de type Cauchy-Lipschitz). Par analogie avec les équations
différentielles ordinaires (voir la remarque 1.6), on peut espérer démontrer des résul-
tats de deux types : (i) existence locale et unicité de solutions fortes, pour des données
initiales et des termes sources de tailles arbitraires; (ii) existence globale et unicité de
solutions fortes, pour des données initiales et des termes sources suffisamment petits.
Si I’'espace fonctionnel considéré n’est pas invariant par changement d’échelle, alors
quitte & modifier artificiellement les données par un changement d’échelle, I'hypo-
thése de petitesse du (ii) est systématiquement vérifiée, ce qui semble peu raison-
nable. Les espaces considérés pour les solutions fortes possedent donc des normes
invariantes par le changement d’échelle (8).
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Il semble naturel de comparer la régularité des espaces dont les normes sont in-
variantes par changement d’échelle a celle de I’espace d’énergie de I'équation. Si la
régularité de 1’espace d’énergie est strictement supérieure a celle des espaces inva-
riants par changement d’échelle, alors la situation est trés favorable. En effet, la borne
sur l’énergie fournit automatiquement un contrdle de la solution dans 'espace dans
lequel on réalise le point fixe. La solution peut donc étre définie pour tout temps.
On patrle en ce cas d’équation sous-critique. Au contraire, si la régularité de 1’espace
d’énergie est strictement inférieure a celle des espaces invariants par changement
d’échelle, le controle de I'énergie ne donne aucune information sur une éventuelle
explosion de la norme associée a ’'argument de point fixe. On parle alors d’équation
sur-critique. Lorsque la norme associée a I'espace d’énergie est invariante par le chan-
gement d’échelle, I'équation est dite critique.

Notons || - || Fs(rd), Pour s € R la norme de Sobolev homogene

1/2
Il = ( [, lePla@)Rac)

la fonction 7 étant la transformée de Fourier de u dans L?(IRY). On renvoie
4 Banouri, CHEMIN et Dancuin (2011) pour une étude des espaces H°(RY)
et de leurs propriétés. En dimension deux, on vérifie que 1’'espace d’énergie
L*(Ry, L*(R?)?) N L2(Ry, H'(IR?)?) est invariant par (8). Dans ce cas, I'équation de
Navier-Stokes est donc critique. Une conséquence fondamentale de cette invariance
réside dans l'unicité des solutions de Leray en dimension deux. En revanche, en
dimension trois, on vérifie que

leallie, 2oy Hlua iz oy =2 (1l 2o+l iz, i o))
tandis que
H”A||L°°(1R+,H1/2(R3)3)+H”A||L2(]R+,H3/2(R3)3): Hu||L°°(]R+,H1/2(]R3)3)+“u||L2(IR+,H3/2(IR3)3)'

L'équation de Navier-Stokes en dimension trois est donc sur-critique. La situation
est ainsi radicalement différente de la dimension deux, ce qui ouvre la porte a des
résultats de non-unicité dans l'espace d’énergie comme le théoréme 1.4.

Depuis les années 1960, différents auteurs ont montré les résultats (i) et/ou (ii)
dans des espaces invariants d’échelle, dont nous donnons ici quelques exemples :

> Funita et Kato, 1964 : on considére une donnée initiale 1, dans l'es-

pace H/2(R3)3, a divergence nulle, et un terme source f dans l’espace
LIZOC(R+, H1/2(R%)3). L'espace des solutions est donné par limage de
H'/2(R3)3 par le flot de la chaleur : autrement dit, on cherche des solutions
dans L (R4, HY/2(R3)3) N L2 (R4, H3/2(R3)3). Funta et Kato (1964) ont
démontré les points (i) et (ii) dans cet espace, ainsi qu'une propriété d"unicité
fort-faible : si une telle solution forte existe sur un intervalle [0, T] pour la don-
née initiale g € H'/2(IR?)3, alors toutes les solutions de Leray pour la méme

donnée initiale 1 coincident avec elle sur l'intervalle [0, T].
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> Kato, 1984 : on considére une donnée initiale uy € L3(R%)3, a divergence
nulle, et un terme source f = 0 (pour simplifier). On remarquera que
H'2(R?) — L3(R3). De nouveau, on cherche des solutions dans I'image de
L3(IR%)? par le flot de la chaleur, c’est-a-dire telles que

ue C(Ry, LR, sup /2 u(t)]|pggeys < +oo,
t>0

ue Ll (Ry, LY(R%?%) et sup t1/2||Vu||L3 R3)9 < 00,
t>0
ot les exposants «, p, g et r sont telsquew =1 —3/pet3 < p < 6 d'une part, et
2/r=1-3/qavec3 < q < 9 d’autre part. Kato (1984) a montré les propriétés
(i) et (ii) dans cet espace ainsi qu'une propriété d'unicité fort-faible.
La propriété (ii) a ensuite été généralisée par CANNONE (1997) et PLaNcHON

(1996) a des données initiales de taille arbitraire dans L3(IR%)3, mais petites
3

e
dans l'espace de Besov homogene B, o, " avec 3 < p < oo. On renvoie a

Banouri, CHEMIN et DancHIN (2011) pour une définition des espaces de Besov
en Fourier, utilisant la décomposition de Littlewood-Paley, mais pour les be-
soins de ce texte, on pourra utiliser la caractérisation suivante (voir CANNONE
(1997, Lemme 1.1)) : pour 1 < p < c0, 0 > 0,

H“HBr;gg(]Rd) = sup ta/2||€m“”m(11zd)~

>

_—1+3
Mentionnons que L3(R3) — By ¥, mais cette inclusion est stricte : en particu-
.—1+3
lier, I'espace By, " contient des fonctions homogenes de degré —1 non identi-

quement nulles.

> KocH et Tataru, 2001 : on considére une donnée initiale a divergence nulle, ap-
partenant a I’espace BMO™!, cest-a-dire telle que

1/2

RZ

ol pagor-1 = ( sup [B(x,R)|" 1/ / (o) (y )|2dydt> < too.
x€R’,R>0

De nouveau, Koch et Tataru (2001) ont démontré la propriété (ii) dans l'es-
pace image de BMO™! par le flot de la chaleur et pour un terme source f = 0;
autrement dit, la solution appartient a 'espace X défini par

t>0

1/2
IIMIIXSupfl/zllu()ILw(Ra>3+<Sup|B(x/R)_l/ Iu(try)lzdydf>- 9)
x,R B(x,R)

On peut vérifier que BMO~! contient des fonctions homogenes de degré —1, et
que par ailleurs la solution #, donnée par (7) appartient a 1’espace X.
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Une conséquence immédiate des résultats d’unicité fort-faible mentionnés ci-
dessus est la suivante : s’il existe deux solutions de Leray distinctes issues de la méme
donnée initiale, alors ces deux solutions appartiennent nécessairement aux complé-
mentaires des espaces dans lesquels on a un principe d’unicité fort-faible. Avec les
notations (7), on observe par exemple que

l[u2(t) | ppr2raye = ﬁ“@!mn(ms

de sorte que uy ¢ L2 (]R+,H3/ 2(R3)). Notons que cette propriété est précisément
liée au fait que l’espace L10 (R, H3/2(IR3)) est invariant par changement d’échelle,
tandis que la solution u; est définie a partir du changement d’échelle (8). Enrevanche,
puisque la fonction u; donnée par (7) appartient a 1’'espace X de Koch et Tataru
(2001), défini par (9), le théoreme 1.4 entraine immédiatement qu'il ny pas d’unicité
fort-faible dans l'espace X, du moins en présence d'un terme source. Par ailleurs, la
fonction 1 donnée par (7) appartient également a une version localisée en temps de
I'espace X, a savoir

1/2
Il xy = sup £/2 () oo+ sup|BxR|-// u(t,y)Payat | . (10)
t€]0,T| x€R3,
R<VT

D’apres le théoreme 1.4, il n'y a pas unicité dans Xt des solutions du systéeme de
Navier-Stokes avec terme source, de sorte que I’hypothése de petitesse de Koch et
Tararu (2001, Theoréme 3) semble nécessaire (on rappelle que les solutions u; et up
sont, par construction, grandes dans Xt). On reviendra sur ces questions dans le cas
de la dimension deux dans la remarque 3.12.

Un enjeu crucial, tant du point de vue des mathématiques fondamentales que
des applications physiques, est de comprendre si une donnée initiale réguliére
(disons, dans H'/2(R%)3) et un terme source régulier (dans L?>(R, H~1/2(R3)3))
peuvent donner naissance a une solution singuliére en un temps fini T*, i.e. vérifiant
Ly e pers [[u(E) || g /2(R3y3 = +oo. Cette question est au cceur d’un des Millenium
Problems de la fondation Clay, et des questions de développement de la turbulence
en physique. Elle est néanmoins distincte du probléme qui nous occupe ici, puisque
le terme source considéré n’appartient pas a L2 (R, H™/2(IR3)3). De surcroit, les
solutions u1 et u, sont réguliéres sur [5, T] x R3 pour 6 > 0: la singularité (et donc la
non-unicité) se produit quand t — 0. Au moment de I'écriture de ce texte, les scé-
narios potentiels d’explosion demeurent trés ouverts. Rappelons toutefois que des
résultats d’explosion sont connus pour d’autres systemes fluides, comme le systéme
d’Euler 3d (voir ELcinpr, 2021) ou le systéme de Navier-Stokes compressible baro-
trope (voir MErLE et al., 2022a,b, ainsi que 1'exposé Bourbaki de PErReLMAN, 2022).
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Vocabulaire et notations

Les fonctions axisymétriques (i.e. invariantes par rotation autour de 1’axe z) jouent
un role particulier dans la preuve, le flot % étant lui-méme axisymétrique. On in-
troduit donc quelques éléments de vocabulaire spécifique a ces fonctions, ainsi que
quelques éléments de notation. On note (r,6,z) € R x [0,277] xR les trois variables
des coordonnées cylindriques, et e;, ¢y, e, les vecteurs associés. Si % :R3 — R3, on
écrit % = U ey + U gep + U ze.. Une fonction axisymétrigue est une fonction indé-
pendante de 6 dans ce jeu de coordonnées. Une fonction axisymétrique sans swirl (i.e.
sans composante suivant eg) est une fonction % : R® — R® indépendante de 0 et
telle que %y = 0 pour tout (r,z) € Ry x R. Une fonction axisymétrique pure swirl
est une fonction axisymétrique telle que %, = %, = 0 pour tout (r,z) € Ry x R.
Si % : R? — R3 est une fonction C! axisymétrique sans swirl, alors son rotationnel
Q = V A % est une fonction axisymétrique pure swirl, et ona Q) = (0, % — 0% )ep.

Soit U € W1 N WL*®(RR?,R?) un champ de vecteurs a divergence nulle, et soit
Q = curl U = 9;Up — d,U;. Alors U = BS[Q)] := Kpg * (), ou1 Kpg est le noyau de Biot
et Savart, défini par

Kgs(x) := Lox o (_xz) Vx € R2 (11)
BS 27 |x|?’ x1 ‘
Autrement dit, BS[Q] = V19, oit Ay = Q. La fonction ¢: R> — R est appelée
fonction courant. Ainsi, si U: Ry x R?> — RR? est une solution du systéme de Navier—
Stokes (1) en dimension deux, sa vorticité () vérifie (au moins formellement) 1'équa-
tion
Q+U-VOQ—-vAQ =0, U=BS[Q)].

On effectue ici les calculs pour le systéme de Navier-Stokes, mais on remarquera
aisément que ceux-ci sont identiques pour le systeme d’Euler en prenant v = 0.
Lopérateur de Navier-Stokes 2d linéarisé autour d’un flot U s’écrit donc, en formu-
lation vorticité,

Q~U-VQ+BS[Q]-VQ—vAQ, (12)

ou O = curl U.

Considérons maintenant une solution % du systeme de Navier-Stokes tri-
dimensionnel (1), et supposons que % est axisymétrique sans swirl. On pose
Q= VAU = Qgey, ot Qg = 0;% — 9+%,. On vérifie (formellement) que )y est
solution de 1’équation

3+ % -V — %%Qg Y (a% n ag) Qp — vo, (109) —0.
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De plus, % = BSass[QYg], ot l'opérateur BS,ss (opérateur de Biot et Savart axisymé-
trique sans swirl) est défini par

BSass [QG] = —azlper + (arl/) + 11#) ez,
(13)

1 1
(a%+ = +a§> )

Ainsi, I'opérateur de Navier-Stokes linéarisé autour d"un profil % axisymétrique sans
swirl s’écrit, en formulation vitesse,

U v U -NU+U -NU—vANU +V 2,

otl le champ de pression & assure que l'image de % par l'opérateur précédent est
a divergence nulle. En formulation vorticité, apres restriction aux vitesses axisymé-
triques sans swirl, I'opérateur devient

Q5 X - VO+BS,5[Q)] - VO - %@yﬂf%BSass Q] -e,Q—v (a%+a§) Q-vd, GQ) . (14)

On observe (toujours formellement) que pour r trés grand, les opérateurs donnés par
(12) et (14) sont proches. Ce fait remarquable sera justifié rigoureusement dans la
quatrieme partie, et permettra de transformer l'instabilité identifiée par Vishik pour
le flot d’Euler 2d en une instabilité pour le flot d’Euler 3d.

Panorama des travaux de Jia, Guillod et Sverak

Revenons a présent sur les travaux de GurLLop et Sverik (2017) et Jia et SVvERAK
(2014, 2015), qui ont initié partiellement la stratégie décrite dans ce texte. Dans
ce paragraphe, on prend v = 1, ce qui est la convention choisie dans les articles
sus-mentionnés. Comme expliqué dans l'introduction, I'invariance d’échelle (8) est
au cceur de ces articles. Tout d’abord, Jia et Sverdk (2014) ont démontré que si
uy € C*(R3\ {0}) est une donnée initiale invariante par le changement d’échelle
(et donc homogene de degré —1), alors le systéme de Navier-Stokes (1) avec f = 0
admet une solution globale, invariante par le changement d’échelle (8) (et donc auto-
similaire), qui est réguliére dans |0, +co[xIR3. Pour cela, Jia et Sverik (2014) consi-
derent la donnée initiale yug, avec 7 € [0,1]. Pour 5 petit, le résultat de KocH et
Tataru (2001) assure qu’il existe une unique solution; celle-ci est nécessairement
invariante par changement d’échelle, et il s’agit donc d’une solution auto-similaire.
On écrit cette derniére sous la forme u(t,x) = t~1/2%,(x/+/t), et on montre que
W y(x) —ug(x) = O(|x| %) quand |x| — oo. Lexistence de solutions pour € [0, 1]
est ensuite obtenue grace a la théorie du degré de Leray—Schauder.
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La méthodologie proposée ensuite dans Jia et SverAx (2015) est la suivante : on
considére la donnée initiale nug, avec # > 0, ainsi qu’une solution auto-similaire
associée, notée %, qui vérifie le systeme

1 . _
diVé@” = 0,
Uy (x) —nug(x) = O(|x|™®) quand |x| — co.

On cherche ensuite une solution de (1) avec f = 0 de la forme

1 — X 1 X
ult,x)=—%y | — | +—=7%(Int,— |,
(2] N (xﬁ) Vit ( \/f>
ol ¥ est une solution de

OA + Hgg V +V-VV =0,

On rappelle que l'opérateur t%”@’] est défini dans (6). Comme expliqué dans l'intro-
duction, on étudie le spectre de 'opérateur %@W dans L2(IR?)3, en cherchant a identi-
fier des champs de vitesse 1 et des valeurs de # pour lesquels %@q posséde une va-

leur propre de partie réelle strictement négative. Pour 77 = 0, le champ de vitesse % g
est identiquement nul, et d’apres Garray et Wayne (2002a,b), lorsque v =1 @),

1 n 1
F— ) = = > — R >
o(H7,) = 0(H0) {AEC, R(A) >4 } U {1+2, neN } {/\ec, R(A) > 4} ,
ottle demi-plan {R(A) > 1/4} correspond au spectre continu, tandis que les nombres
1+ n/2 sont des valeurs propres de #. Pour v = 1 et Z € L® N H?*(IR?) a diver-
gence nulle et suffisamment décroissant en +co, d’apres Jia et Sverik (2015),

o(H) C {)\ €C, RN > 1} Us,
ou 'ensemble SN {R(A) < 1/4} ne comporte que des valeurs propres isolées. Pour
n <1, (7(%@’7) C {A € CR(A) > 0} : le profil % est stable et on a unicité
de la solution auto-similaire, ce que l'on savait déja grace aux travaux de Kocwh et
Tataru (2001). Jia et SverAk (2015) proposent deux scénarios potentiels de croise-
ment de U(%@v) (et plus spécifiquement, du spectre discret de L%”@’l) avec l'axe
iR pour 7 = 19 > 0, et démontrent un résultat de non-unicité pour chacun de ces

?)La formule donnée par Garray et WaynEe (2002a,b) est en fait plus générale, et donne le spectre de
l'opérateur 77 dans l'espace {# € L2(R®)3, |- |"7 € L*(R%)3, div¥ = 0} avec m € N. La partie
continue du spectre de 7 est alors {A € C, R(A) > 1 + %},
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scénarios. Cependant les solutions ainsi obtenues sont faiblement décroissantes a 1'in-
fini, et n’appartiennent donc pas a I'espace d’énergie. Dans un second temps, il faut
donc perturber et tronquer les solutions ainsi obtenues; sous des hypotheses de non-
dégénérescence supplémentaires, on obtient la non-unicité des solutions de Leray.
L'étape suivante est donc de déterminer si 'un des deux scénarios d’apparition
d’une valeur propre instable pour %@q se produit effectivement. GurLLop et SvERAK

(2017) ont mis en évidence numériquement 1'un des deux scénarios, pour un champ
de vitesse ug explicite (). Les auteurs concluent a la non-unicité des solutions de
Leray, sous réserve que les observations numériques puissent étre justifiées rigou-
reusement.

Néanmoins, obtenir une preuve rigoureuse des observations numériques de
GurLrop et SverAk (2017) est un défi mathématique conséquent. L'une des difficul-
tés réside dans le fait que le profil %, n’est pas explicite, ce qui complique l’analyse
spectrale de l'opérateur %@U. La stratégie de VisHik (2018a,b) pour montrer la non-
unicité des équations d’Euler 2d, puis de ArsrirToN, BruE et Coromso (2022) pour
celle du systéme de Navier-Stokes 3d repose sur la méme idée générale : identifier
des profils de vitesse instables dans les variables auto-similaires. Cependant, le fait
d’autoriser un terme source dans I'équation (1) permet une latitude beaucoup plus
grande dans le choix du profil de vitesse, puisque ce dernier n’est plus contraint d’étre
une solution particuliére des équations. De fait, le profil identifié par Visuik (2018a,b)
est quasiment explicite, et sa forme précise joue un role important dans le résultat
d’instabilité (voir la preuve de la proposition 3.1 dans la prochaine partie). Le profil
7, qui est obtenu en perturbant le profil de Vishik (et en le plongeant dans un cadre
axisymétrique), est donc lui aussi explicite a I'ordre principal. Dans une moindre me-
sure, la présence du terme source dans le résultat de ArsrirToN, BrUE et CoLomBO
(2022) facilite les raisonnements perturbatifs successifs dans la preuve du théoreme
1.4 : chaque modification du profil de vitesse engendre un nouveau terme d’erreur,
qui s’ajoutera au terme source .Z. Enfin, le fait de travailler avec un profil de vitesse
invariant par le changement d’échelle dans GurLLop et SverAk (2017) et Jia et SverAk
(2015) nécessite de tronquer les solutions obtenues (qui ne décroissent que comme
|x| ! en 400, et n"appartiennent donc pas a l’espace d’énergie), ce qui est une source
de complications techniques substantielles.

Terminons cette partie par une comparaison entre les résultats de ALpriTTON, BRUE
et Coromso (2022), GurLLop et SverAk (2017) et Jia et SverAk (2015), et la notion de
nombre de Reynolds critique en physique. Par définition, le nombre de Reynolds Re
est un nombre sans dimension, évaluant dans un écoulement donné le rapport entre
le terme d’advection 1 - Vu dans (1) et la dissipation visqueuse vAu. Si L* (resp. U*)
est une longueur typique (resp. une vitesse typique) de ’écoulement, le nombre de

®)On prend ug(r,8,z) = exp(—4(z/r)?) (12 4 z%)~1/2e4 en coordonnées cylindriques, de sorte que ug est
axisymétrique pure swirl et symétrique par rapport au plan z = 0.
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Reynolds est défini par
L*u-
Re := .
v

Ainsi, aprés adimensionnement des équations, le systéme de Navier-Stokes (1) de-
vient

i+ (- V)i +Vp— s—Ai = f,

Re

divii =0,
ot le 7 indique que l'on travaille avec des variables adimensionnées (i.e.
u(t,x) = U*i(t/T*,x/L*), etc.). Soit il; un profil stationnaire instable pour I'équa-
tion d’Euler (au sens ou l'opérateur ¥, : i1 +— (ii; - V)i + (i1 - V)ii; + Vp admet
une valeur propre de partie réelle négative). Pour Re < 1, le spectre de l'opérateur
44, — Re A est inclus dans {A € C,R(A) > 0} (la diffusion 'emporte sur I'advec-
tion). En revanche, pour Re > 1, on s’attend a ce que la diffusion puisse étre traitée
perturbativement, et donc a ce que ¥, — Re 'A ait une valeur propre de partie
réelle strictement négative. Le nombre de Reynolds critique Re; est précisément
défini comme étant la premiére valeur de Re pour laquelle le spectre de &, — Re™!A
(ou autrement dit, de ¥gez;, — A) intersecte I'axe iR :

Re; :=inf{Re > 0, 0(ZRrez, — A) N{A € C, R(A) <0} # D}.

Evidemment, la valeur du nombre de Reynolds critique dépend du profil ii;. On voit
ici immédiatement la similarité avec I’approche de GuiLLop et SverAk (2017) et Jia
et SverAk (2015) : le nombre de Reynolds critique est précisément le nombre 7. La
preuve de ALsriTTON, BRUE et CoLomBo (2022) utilise également ce concept, dans une
certaine mesure. On considére l'opérateur ¢ gz OU 7 est un profil instable pour
Euler 3d. On observe que

1
Kz =Yz —5(1+8Ve) = A

Pour B suffisamment grand, on montre que cet opérateur a une valeur propre de par-
tie réelle strictement négative, ce qui signifie (si on oublie momentanément le terme
de transport) que B > Re.. Autrement dit, les travaux d’ALsriTTON, BRUE et CoLoMBO
(2022) se situent dans le régime Re > 1.

3. Instabilité spectrale pour Euler 2d (d’apres les travaux
de Vishik)

Cette partie reprend les travaux de Visuik (2018a,b), en s’appuyant sur la présen-
tation faite dans AvsritToN, BrUE, CoLomso et al. (2021). Comme expliqué dans la
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partie précédente, le point de départ est de montrer qu’il existe un flot bidimension-
nel U a divergence nulle tel que 'opérateur

G¥:UeH—U -VU+U-VU+VP, H:={UeH (R*? divU =0},

admette une valeur propre de partie réelle strictement négative. Le champ de pres-
sion P est choisi de sorte que le champ de vecteur U - VU + U - VU + VP soit
a divergence nulle. Pour cela, on commence par écrire le probléme aux valeurs
propres en formulation vorticité : si U € H, on peut écrire U = BS[Q)], ou
Q = curl U = —0dyU; + 91U, est le tourbillon, et BS est le noyau de Biot et Savart
défini dans (11).

Silexiste A € C et U € H tels que Gglll = AU, alors, en posant () = curl U,
Q = curl U, on obtient

u-va+u-va=Uu-vQ+Bs[Q]-vQ = AQ. (15)
Réciproquement, si ) vérifie 'équation aux valeurs propres (15), alors en posant
U = BS[Q)], on observe que

curl (U-VU+U-VU-AU) =0.

I existe donc formellement un champ de pression P tel que U-VU+U-VU+VP =AU,

et les valeurs propres de G;" et G"Uel sont donc les mémes.

Ainsi, on est amené & conduire une analyse spectrale de 'opérateur
Gy Qe H(R?) — U-VQ+BS[Q] - VO,
pour des flots U bien choisis. En particulier, dans toute la suite, on prendra Q) de la

forme —
O(x) = g(|x[) = g(r), (16)

avec g € Ci°(Ry) et x = (rcos 6, rsin), de sorte que U = {(|x|)x = r{(r)eg, o1

¢r) = %2 /O "p(p) dp.

Notons que cette analyse est voisine de celle des instabilités des flots de cisaillement
du type (U1 (y),0) pour le systétme d’Euler 2d posé dans I'espace entier, ou dans une
bande du type R x (0,1) (voir par exemple GReNIER, 2000 ou Drazin et Reip, 2004).
Comme les coefficients de 'opérateur G7" ne dépendent pas de la variable angulaire
0, il est naturel d’analyser I'action de l'opérateur G7;* sur un mode de Fourier de
fréquence k. Plus précisément, on peut décomposer L?(IR?) comme

LX(R*) = @D Er, Ex:={f(re*, f e *(Ry,rdr)},
keZ

et on remarque que pour tout k € Z, G;7"(Ex N H'(R?)) C E.
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Une premiere idée de Vishik est donc de restreindre ’analyse spectrale de 'opéra-
teur G%’r al’ensemble E, i.e. a un ensemble de fonctions invariantes par des rotations
d’angle 27t /k, avec k € IN, k > 2. Le résultat fondamental de cette partie est le sui-
vant :

Proposition 3.1. [l existe g € C§°(1R+), décroissant comme r—* en +ooavec 0 < & < 1, et
k€ Z,k > 2, tels que l'opérateur G |, admet une valeur propre de partie réelle strictement
négative. De plus, cette valeur propre est isolée dans o (G};" |, )-

Par conséquent, pour ce choix de g, l'opérateur GVUel admet une valeur propre de partie
réelle strictement négative.

En tronquant la fonction { et en utilisant un argument de perturbation, on peut
ensuite se ramener au cas ou g est a support compact :

Corollaire 3.2. Il existe R > 0 et une fonction gg € C°(IR4.) telle que Supp gr C [0, R],
Supp (r C [0, R], et telle que I"énoncé de la proposition 3.1 reste vrai en remplagant g par

8R-

Le reste de cette partie est donc dédié a I'analyse spectrale de I'opérateur GT7",

restreint a I’espace Ej. Pour alléger les notations, on omet dans la suite I'indice U. La
preuve est organisée comme suit :

> On commence par décomposer G¥°'|g, en une partie antisymétrique (égale au
terme de transport U - V() et une partie compacte (égale au terme BS[Q)] - VQ)).
Cette structure sera cruciale dans cette partie et la suivante pour analyser les
propriétés spectrales de 'opérateur linéarisé.

> On montre ensuite 1’existence de modes instables, que l'on construit par per-
turbations des modes neutres. Cette démarche est assez classique dans l’ana-
lyse spectrale des équations fluides. La subtilité réside ici dans le fait que les
modes instables trouvés de cette fagon ne correspondent pas nécessairement a
des modes de Fourier k entiers, mais a des paramétres k € IR, qui ne sont donc
pas des modes de Fourier.

> Il faut donc ensuite montrer qu’il existe un mode instable correspondant a un
entier k > 2. Cette construction repose sur un bel argument de connexité (du
type théoréme des valeurs intermédiaires), et sur un choix judicieux de la fonc-
tion g.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2023



436 ANNE-LAURE DALIBARD

Décomposition de 'opérateur GV°'

On commence par étudier la restriction de 'opérateur G¥°" a l'espace Ej pour
kez.

Lemme 3.3. Soit k € Z, k > 2, et soit Q € Ej. On écrit Q(x) = f(r)e*® avec
f € L*(Ry,rdr). On suppose que Q) est donné par (16) avec g € Cp°(Ry.) tel que
1g(r)| < Cr=%, |¢'(r)] < Cr=* 1 pourr>1.

Alors

GrQ(r,6) = ik [0 () ~ L9 ()]

ou
9 = =gt [ RO s = ot [T RSt as € PR dr/) (17)
De plus, l'opérateur

L*(Ry,rdr) — L*(Ry,rdr)
fo=if

est auto-adjoint et borné, tandis que pour tout k € [1,4o00[ (pas nécessairement entier),
lopérateur

S:

—  L*(Ry,rdr)

fom (re kg o)
est compact.
Eléments de preuve. Pour Q = f(r)e*? € Ej, on pose U = BS[Q)] = VA~1Q. On
introduit donc la (partie radiale de la) fonction courant ¢ = (), telle que

A (r)e’®) = f(r)e'.
On obtient alors

1 + 1 I _ g _

Yy -y = T,

ce qui s’écrit encore

@ (1/J(r)>+3d (lP(f))_kz—llP(r) _f)

dr? r rdr r 72 r r

On montre aisément que pour tout f € L?(R4., rdr), cette équation admet une unique
solution ¢ telle que /r € L?(dr/r) et d(y(r)/r)/dr € L*(rdr), qui est donnée par
(17). Le reste de la preuve est laissé au lecteur ou a la lectrice, et découle des bornes
sur g et {, ainsi que de la compacité de I'opérateur f € L>(R.,rdr) — ¢/r € L*(a,b)
pour tout 0 < a < b < +oco. O
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Remarque 3.4.

> On déduit du Lemme précédent que ess(S + Ki) = 0ess(S) C R. Le Lemme
1.7 assure que si A € (S + Kj) est tel que R(A) < 0, alors A est une valeur
propre isolée de S + K.

> Supposons qu’il existe une valeur propre Ay € C\ {0} de S + Kj, et soit
fx € L?(rdr) une fonction propre non triviale associée. Soit ¢ € L?(dr/r®)
la fonction courant donnée par (17). On a alors

(€tr) - afen = 2D )

La définition de ¢ assure que lim, , {() = 0. Par ailleurs, ¢y (r) /r € L*(R).
On en déduit qu’il existe une constante Cj telle que pour r > 1,
|fi(r)] < Cyr~* 1. En insérant cette estimation dans (17), on obtient, pour
r > 1, |gp(r)| < 7% 417k Par conséquent, |fi(r)| < r~2%1 4y k=42 En
itérant ce raisonnement, on arrive finalement a | (r)] < r ¥ pour r > 1, et
donc € L2(dr /7).

Chercher une valeur propre Ay de partie réelle strictement négative de GV, re-
lative & une fonction propre dans Ey avec k € Z, k > 2, revient donc a chercher un
couple (z,¢) € C x L2(Ry,dr/r) avec I(z) > 0 (z = Ay /ik) et ¢ # 0 tels que

1 k? "(r
V)= 0+ v + v =0, (18)
En faisant le changement de variables r = ¢°, s € R, et (1) = ¢(s), on obtient
I'équation de Rayleigh

(E(s) =2) (—=¢"(5) + 9(s) ) + A(s)g(s) =0, (19)

ou

2(s) =2 = [ e gl ar,

A(s) = %g(es) = &"(s) + 28/ (s).

L'idée est a présent de choisir convenablement la fonction A (ou, de fagon équivalente,
en posant E(+o00) = g(+o0) = 0, la fonction E ou la fonction g) de sorte qu'il existe
k € Z, k > 2, tel que I'équation (19) admette une solution non triviale (z, ) avec
z€C,3(z) >0etp € L2NH2 _(R,C).

loc
Remarque 3.5. Une différence cruciale avec les travaux antérieurs sur la stabilité des
flots de cisaillement pour Euler 2d (voir GReNIER, 2000 ou la section 22 de 'ouvrage de
référence de DraziN et Remp, 2004) réside dans le fait qu’'on cherche ici des solutions
de I'équation de Rayleigh avec k € Z (et non k € R).
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Construction de modes instables de I’équation de Rayleigh (19) pour k € R

On commence par analyser I'équation (19) lorsque z € R :

Lemme 3.6 (Modes neutres). Soit N € IN quelconque. Il existe une fonction A € C;°(R)
telle que A(0) = A(1/2) =0etkg > N, k1o > 0, ko, k12 € R tels que I'équation (19)
admette une solution ¢ € H'(R) non triviale pour (k,z) € {(ko, E(0)), (k1,2,E(1/2))}.

Réciproquement, soit A € C;°(R) telle que A(0) = A(1/2) = 0, et A(s) # 0 pour
s € R\ {0,1/2}. Supposons qu’il existe (k,z, ¢) vérifiant (19) avec k > 1,z € R et
9 € L>NHZ _(R), ¢ # 0. Alors z € {E(0),E(1/2)}.

On cherchera la fonction A dans la classe suivante :

Définition 3.7. La classe ¢ est I’ensemble des fonctions A € C;°(R) telles que

1. Tl existe co, Mg > 0 tels que A(s) = —8cpe® pour tout s < —M)y; de fagon équi-
valente, & admet une limite finie en —oo, et Z(5) = &(—00) — cge® sis < —M;

2. Il existe &« > 0 tel que A(s) = —ae™™ pour s > In2; de fagon équivalente, il
existe c; € R tel que E(s) = c1e™2 + y1e * sis > In2;

3. A(0) = A(1/2) =0et A < Osur] —o0,0[U]1/2,+0o[, A > 0sur]0,1/2], avec
A'(1/2) <0< A(0);

4. E/(s) < 0 pour tout s € R.

Remarque 3.8. Les modes neutres correspondent aux points d’annulation de A, et
donc de g'. Pour cette raison, ils sont fréquemment appelés « points critiques » dans
la littérature sur les instabilités hydrodynamiques. Par ailleurs, g(r) = rZ'(r) + 2 (r).
Ainsi, un changement de signe de A correspond a un changement de signe de
r — r{"(r) 4+ 3Z'(r). La condition 3. de la définition 3.7 peut donc étre interprétée
comme une version du critére de Rayleigh (changement de signe de la dérivée de
la vorticité, ou de la dérivée seconde de la vitesse de cisaillement) dans ce contexte
axisymétrique sans swirl (voir Drazin et Rem, 2004).

Remarque 3.9. Ces hypothéses impliquent les propriétés suivantes sur la fonction
g€ C°°(]R+) :
g(r) = ( )+ &rz dans un voisinage de r = 0, avec ¢’ (0) = —8¢¢ < 0;
g(r) =r"*pourr >2;
3. g’(l) =g'(e'?) =0,etg’ < 0sur]0,1[U]e!/?, 4-oo[;
4. ' < 0sur]0, +oo].
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Ebauche de la preuve du lemme 3.6. Soita € R tel que A(a) = 0. En posant z, = Z(a),
et en considérant I'opérateur auto-adjoint

L # Als)
LA,H = *E + m (20)

on observe que I'équation de Rayleigh (19) devient

Laqp = _kzq)'
Autrement dit, avecle choix z, = E(a), (19) devient un probléme aux valeurs propres
pour l'opérateur Ly ,. Si on choisit A € ¢ (voir la définition 3.7), alors on observe
que les fonctions s — A(s)/(E(s) — E(a)) sont bornées et changent de signe en un
unique point: s = 1/2 lorsque a = 0, et s = 0 lorsque 4 = 1/2. De plus, d’apreés les
propriétés 3. et 4. de la définition 3.7,

—
»

A(s) A(s)
5(5)-20) “E6) -2 R (21)

Notons —A 4, = info (L ,). Puisque

_ 2, Al o
AA,a—ﬁe%qu) J (19 6P + gL ote?) ds @2)
Pll2

on déduit de (21) que —A49 < —An1/2 < 0. De plus, I'opérateur L4 , étant auto-
adjoint, —A 4 , est une valeur propre de L4 ,. D’aprés le théoréme de Sturm-Liouville
la fonction propre associée ¢4 , ne s’annule pas sur R. On prend donc k; = /A4,
de sorte que 0 < kq,, < ko.

Par ailleurs, en prenant 4 = 0 dans (22) et ¢(s) = 1‘5‘@/2\@&5(7(5), on en
déduit la majoration

2 A(s)
1/2 E(s) — £(0)
On choisit alors la fonction A de sorte que A(s) = Bs et E/(s) € [—2,—1/4] sur

l'intervalle [—v'B~1,0], avec B une grande constante a choisir ultérieurement. On
vérifie par un calcul que dans ce cas

—Aap < +2/ cos?(7ts) ds.

VB

0
_ 2 2 2
Aap < T l — Bcos“(ms)ds < 7t 5

ce qui conclut la premiére partie du lemme pourvu que 712—+/B/2 < —N?. Laseconde
partie est laissée au lecteur ou a la lectrice : on commence par montrer que z € Z(R),
puis que z = E(a) aveca € A~1({0}). O
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On cherche ensuite des modes instables (i.e. tels que ¥(z) > 0) de I'équation
de Rayleigh (19) au voisinage des modes neutres. Plus précisément, en prenant
a € {0,1/2} et avec les notations précédentes, on cherche (¢, k, z) sous la forme

P=Qastepr+Egr+---,
k= /\A,a+€kl+€2k2+"'r
z=0(a) +ez +ezmp+---,

avec ¢ < 1. U'équation vérifiée par ¢ est alors, a I'ordre principal en ¢,

—21(— @ s+ A aaPaa) +2(E—E(a))\/Aaak19aa + (E—E(a))(Laap1 + Aaap1)=0.

Lidée est alors de diviser par & — Z(a) et d’utiliser I'équation vérifiée par ¢, ,.
Cependant, comme E — E(a) s’annule, cette division n’est pas possible sans précau-
tion préalable. On divise donc les deux membres de I'équation par & — E(a) £ id avec
d > 0 et on fait tendre J vers zéro. On note & — E(a) £ i0 la limite ainsi obtenue, et
on obtient
- ~o1 A
(Lag+Aaa)p1 = —24/Aaski@a, —2z1(E — E(a) £i0) wi(u)go,q,a.

—_—

[x]

D’apres l'alternative de Fredholm, I"équation ci-dessus admet une solution si et seule-
ment si

- Loy — A
/IR (-2 Aaak19aq —2z1(E — E(a) £10) 1E_E(LI)(PA,H> ®a0=0.

En utilisant des arguments d’analyse complexe (formule de Plemelj), on obtient alors
une formule pour z1, et en particulier

ki A’ (a
sgn(z1) = Fsgn é/(a()2>.

On en déduit qu'un choix convenable du signe de la régularisation complexe conduit
a un mode instable. Une version plus rigoureuse de 'heuristique ci-dessus mene au
résultat suivant :

Lemme 3.10 (Modes instables au voisinage des modes neutres). Soit A € €, et soit
a € {0,1/2}. On pose o = —1, 1o = 1, et on suppose que Aa, > 1. Il existe des
constantes hg > 0 et ca, € C avec I(ca,) > 0, telles que pour tout h €0, hy|, I"équation
de Rayleigh (19) a une solution non triviale ¢ € leo N L2(R) avec k = \/Apq + 12l et
z==38(a)+cah+o(h).
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Modes instables avec k € Z

A ce stade, le lemme 3.10 assure de I'existence de modes instables de I’équation de
Rayleigh. Cependant, ces modes ne correspondent pas nécessairement a des valeurs
entieres de k, puisqu’ils se situent au voisinage de /A 4 , (quin’est pas entier a priori).
Ils ne coincident donc pas avec des modes propres de GV°' |, . La construction d"un
mode instable avec k € Z repose sur les deux arguments suivants :

> Tout d’abord, la courbe z = Z(k) correspondant aux modes instables, dont les
contours aux voisinages de /A4 g et de /A4 1/, sont esquissés au lemme 3.10,
peut étre prolongée a tout l'intervalle ]max( \/ Aai1/2,1), \/ Aap [ Plus précisé-
ment, on a le résultat de connexité suivant :

Lemme 3.11. Soit A € €. On suppose que Ayo > 1. Alors pour tout
k €]max(\/Aa1/2,1),\/Aapl il existe z € C avec I(z) > 0 tel que I'équation
(19) admette une solution non triviale.

Eléments de preuve. On commence par une observation préliminaire, qui dé-
coule de la seconde partie du Lemme 3.6 et des propriétés des solutions ) de
I'équation (19), et dont la preuve est laissée au lecteur ou a la lectrice. Pour tout
compact C de [max(\/Aa1/2,1),1/Aao/, il existe Re,d¢c > 0 tel que pour tout
triplet (k, z, ¢x) € C x C x L2 N H (R) solution de ’équation de Rayleigh
(19) avec ¢k non identiquement nulle, on a |zx| < Rc et |S(z¢)| > dc.

Soit G l'ensemble des k € |max(y/Aa1/2,1),\/Aap| tels qu'il existe
une solution non triviale de (19) avec J(z) > 0. D’apreés le Lemme
3.10, G contient un voisinage a gauche de \/A49. Montrons que G est
un ouvert-fermé de ]max(\/A Al /2,1),\//\ A0 [ Pour montrer le caractére
fermé de G, on prend une suite (kj)jcn d’éléments de G, convergeant vers
ko € |max(y/Aa1/2,1),\/Aap[. On pose C = {kj, j € NU {+oo}}.
L'ensemble C est compact; en utilisant l'observation préliminaire et en pas-
sant a la limite dans 1'équation de Rayleigh (19) écrite pour chaque k;, on en
déduit que ke € G.

On montre ensuite que G° est fermé. Pour ce faire, on considére une suite
(mj)jen d’éléments de G¢ qui converge vers e € |max(y/Aaq1/2,1),v/Aapl-
Pour tout j € N, par définition de G, les valeurs propres de S + Ky, sont
réelles, et on a donc (S + Km].) C R U 0ess(S + Km].) C R. On pose a
présent C = {ms} (qui est évidemment compact), et on note R¢,dc les
constantes associées par l'observation préliminaire. Il suffit donc de montrer
que (S + Kp,) N {|z| < R¢, S(z) > d¢c} = @. Pour cela, on note I' le contour
dans le plan complexe de la région {|z| < R¢, $(z) > d¢}, et on considere les

(4)En particulier, les solutions de (19) se comportent comme Cy. exp(F|k|s) avec C+ € C quand s — =oo.
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projecteurs de Riesz

1
P, = z—m,/rR(z,s 4 Ky) dz.
Pour tout j € N, P;;; = 0 par hypothese. De plus,

R(z,S +Ku,) = (I + R(2,S + Ku,,) (Kne, — Kin)) 'R(2,S + Kin,)
— R(z,S +Ku,),

uniformément pour z € I'. On en déduit que Py,,, = 0, et donc m & G. O

> Il reste donc a construire une fonction particuliere A € € telle que I'intervalle
|v/Aa1/2,/Aap| contienne un entier supérieur ou égal a 2. Pour cela, on consi-
dére une premiére fonction Ay € 4. Soit k € Z tel que k > max(,/Aa,0,1).
D’apres le lemme 3.6, il existe une seconde fonction A; € € telle que
inf(0(La,0)) = —Aa0 < —k*.Onpose A, = (1 —1)Ag +nA; pour 77 € [0,1].
Il existe 77 tel que An, o = k?, et on peut choisir 77p maximal parmi les 7 véri-
fiant cette propriété. Remarquons que pour cet 7o, A Agg/2 < k%. Alors pour h
0 > KetA A

suffisamment petit, A4 172 < k2. La fonction A = Ayotn

no+hs no+hs

convient donc.

Ceci conclut la preuve de la proposition 3.1. Pour la suite, il sera utile d"avoir un ré-
sultat d'instabilité spectrale pour des tourbillons a support compact. Nous concluons
donc cette partie par quelques éléments de preuve pour le corollaire 3.2.

Troncature du tourbillon instable

Soit U le champ de vecteurs bidimensionnel obtenu dans la proposition 3.1, et
soit A la valeur propre de partie réelle strictement négative associée. Soit ¢ € C°(R)
telle que ¢ = 1 dans un voisinage de zéro. Pour tout R > 0, x € R?, on pose

¢r = @(-/R), et

—=R =R —=R
U (x) =(|xDer(Jx))xt, Q ==curlU .
On note également L = GY 'opérateur linéarisé autour de .

On invoque alors le lemme 1.8 pour montrer que pour R suffisamment grand,
en posant r = —R(A)/2, ona o(Lg) N B(A,r) # @. Par ailleurs, comme T" esta
divergence nulle,

—R .
Gess (U V) C iR

Comme l'opérateur U — U - V" est une perturbation compacte de " V,onendé-
duit que vess (L) C iR. Par conséquent, pour R suffisamment grand, B(A, r) contient
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une valeur propre de Lr. Le lemme 1.7 entraine de surcroit que cette valeur propre est
isolée. On obtient alors le corollaire 3.2 en prenant g : 7 — g(r)pr(r) + r{(r)pr (7).

Remarque 3.12. Dans les travaux de ALsrittoN, BrUE, CoLomBo et al. (2021) et VisHIk
(2018a,b), cette instabilité linéaire est exploitée pour démontrer la non-unicité des so-
lutions de I'équation d’Euler 2d avec un terme source f € L} (R, L' N LP(R?)) avec
p > 2. La démarche est tres similaire a celle qui a été présentée dans 'introduction :
on effectue un changement de variables autosimilaire, de sorte que l'instant initial
t = 0 est envoyé en T = —o0. On construit ensuite deux branches de solutions en
tirant parti du mode instable. Une différence (importante!) entre les preuves de non-
unicité pour Navier-Stokes 3d ou pour Euler 2d réside dans le choix des variables

auto-similaires. Dans le cas de I'équation d’Euler 2d, on prend

1 -V (lnt, Ji) ,
-z te

avecw € (0,1). On peut légitimement s’interroger sur I’ajout d’'un terme de viscosité
dans cette stratégie. Comme rappelé ci-dessus, les solutions de Leray du systéme de
Navier-Stokes 2d sont uniques, et on s’attend donc a ce que la méthode échoue. De
fait, on peut vérifier qu’avec le choix de variables auto-similaires ci-dessus, le terme de
diffusion est dominant quand t — 0", et ne peut donc étre traité perturbativement.
Si on utilise le méme choix de variables auto-similaires que (4) lorsque d = 2, le
terme source n’est pas dans L>(H~!) + L'(L?), et les solutions u; et uy ne sont pas
dans I'espace d’énergie. ALBriTTON et CoLomBo (2023) ont établi que le théoréme de
non-unicité pour le systeme d’Euler 2d s’étend au systéme de Navier-Stokes avec
laplacien fractionnaire (—A)P/2, pourvu que 8 < 2. Le cas B = 2 est donc critique.
Pour conclure, mentionnons une derniere piste dans cette direction. Bien que ce
résultat ne figure pas dans la littérature, il semble raisonnable de penser que les
arguments perturbatifs que l'on présentera dans la prochaine partie fonctionnent
en dimension deux, et que par conséquent 'opérateur G gk A admet une valeur

u(t,x) =

propre de partie réelle strictement négative pour p suffisamment grand. Si on uti-
lise le choix de variables auto-similaires (4) pour d = 2, les solutions ainsi obte-
nues n'appartiennent pas a l’espace d’énergie, mais en revanche on peut vérifier que
u; € L2([0, T], H*(R?)?) pour tout s < 1, et que uy,up appartiennent également a
I'espace X1 de Koch-Tataru défini par (10). Sous réserve que la preuve présentée
ici s’exporte en deux dimensions, on en déduit donc que les solutions du systéeme
de Navier-Stokes avec terme source ne sont pas uniques dans L?([0, T], H*(R?)?) ni
dans Xr.
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4. Instabilité linéaire et non linéaire pour Navier-Stokes 3d

Cette partie est dédiée a la preuve du théoreme 1.4. Le principe est d’identifier
un profil de vitesse % vérifiant la propriété (P). Pour cela, on utilise plusieurs argu-
ments perturbatifs, d’abord pour passer de deux a trois dimensions, puis pour passer
d’Euler 3d a Navier-Stokes 3d.

4.1. D’Euler 2d a Euler 3d

La premiére idée est de transformer, a I’aide d"un relevement ad hoc, l'instabilité
obtenue pour le systeme d’Euler bidimensionnel en une instabilité pour le systéme
d’Euler tridimensionnel. Pour cela, on crée un anneau instable tridimensionnel a par-
tir du tourbillon instable 2d obtenu dans le corollaire 3.2. Plus précisément, si on note
(r,0,z) les coordonnées cylindriques en dimension trois, et T le champ de vitesse
donné par le corollaire 3.2, on pose, pour £ >> 1 a fixer ultérieurement,

U (r,0,z) := Uf(r —4,2)er + U§(r —1,2)e;.

le >
|

Ficure 1 - A gauche, le tourbillon bidimensionnel de Vishik. A droite, son
relévement tridimensionnel et axisymétrique dans un anneau Ay .

Par construction, le champ Uy est axisymétrique sans swirl et Supp U C
{|r — €]> + 22 < R?} =: Ag. En particulier, si on choisit £ > 2R, %, est supporté

dans I'ensemble r € [ — R, ¢+ R] C [¢/2,3(/2].
Notons qu'un tel %, n’est pas a divergence nulle : en effet,

div %, = %Uf(r —{,z),
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et donc [div %, < 071, - On commence donc par relever la divergence et
construire un correcteur ¥, € C®(RR?)? tel que Supp %, C Ayr, || %llcx < €71 pour
toutk € N etdiv (% + ¥;) = 0.Onpose Z ;1= U + Vet Oy i= % 1, — U .
On considere ensuite 'opérateur d’Euler tridimensionnel linéarisé autour du pro-
fil % 4, et restreint aux fonctions axisymétriques sans swirl, c’est-a-dire de la forme
¥V = ¥ (r,z)er + ¥;(r,2)e,. Pour de telles fonctions, le tourbillon Q) = V A ¥ est axi-
symétrique pure swirl, et s’écrit Q) = (9, % — 9, )eg. On peut donc écrire l'opérateur
linéarisé autour de % ; en formulation vorticité (voir (14)), que ’on note %;70; On

rappelle que
_ 1 1
ggﬁ t Q= Uy VO +BSuss Q)] - VO — ;%Z,Q - ;QZBSaSS Q] - ey,

oll 'opérateur BS,s; est défini dans (13). On observe immédiatement que si () est une

fonction propre de %%;, alors Supp Q) C Ay,. Heuristiquement, I'opérateur g%; est

proche de GV%R pour £ > 1,011 7y est 'opérateur de translation 7, f (r,z) = f(r — £, z).
T

Ainsi, afin de se ramener a un opérateur proche de GVU%’ on compose avec la transla-

tion T_;. On définit donc l'opérateur ., par

L =1y @g -VQ + BS@[Q] -V1_ )y

— 1
T Uy Q = =T YBS (O -er,

+/4
avec BS,[Q)] = 7_/BSass[1/Q)] et D(.Z)) ={Q € L2((r+¢) +drdz), VQ E L?((r+£) 1+ drdz)}.
Pour exploiter la ressemblance entre £, et G"U‘}{, on analyse le spectre de £y non

dans L2((r + ¢)drdz), mais dans L?(y dr dz), ot v € C®(R) est un poids régulier
tel que ¥ = 1sur Bg, et 7(r) = (1+r2)N pour |r| > 2, avec N assez grand.
Lopérateur £, peut étre décomposé en une somme de la forme

Lo=My+ KX+ .7,

oll les opérateurs .# ¢, % ¢, /¢ vérifient les propriétés suivantes :
> . est antisymétrique pour le produit scalaire dans L2();
> 4 est compact;
> R(A, Ao+ )Y — R(A, GVU‘}{)Q localement uniformément sur p(G%’Rr ), pour
tout Q € L%(7);
> %y — 0 quand £ — oo.

Plus précisément, on adopte les définitions suivantes :
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> Terme principal (main term) .# ¢ : on pose
_ _ 1
MO =T, + UndQ+ 7 VO + 5 (T iy 07 %1,)00

Le troisiéme terme assure l'antisymétrie de ./, sur L2(91,,/-0), et est petit

lorsque ¢ > 1. On rappelle que Supp ot c Br et Supp 7y ¥; C Bg.
On peut montrer, avec des arguments similaires a ceux du lemme 4.2 plus
bas, que pour tout QO € L2(v), pour tout compact C de {R(A) < 0},

R(A, A )1, p50QY) — R(/\,UR - V)Q uniformément pour A € C.

> Terme compact 2y : on pose

%50 = BS@ [Q] . V’l’,gﬂg -

1
rt ET,[Q@BSE[Q] : €y.
Comme Supp Oy C Ay g, Supp 7_¢Qy C Bg. La compacité de I'opérateur 7,
découle de cette observation ainsi que de 'effet régularisant de 'opérateur de
Biot et Savart. On montre de surcroit que % ¢1, ¢y~ — BS[-]- VﬁR pour la
norme d’opérateur dans L?(7y).

> Terme perturbatif (small stretching term) . : on pose

1 — 1
S Q= ErEw A U pr Q) — 5(3ru Yoy +0:T_¢ V02)Q

Ici encore, Supp T_y % ¢, C B, Supp T_¢% C Bg. On en déduit que
H‘yf||L2(71r>4HL2(7) — 0 quand ¢ — co.

Ces trois propriétés, combinées avec les lemmes 1.7 et 1.8, entrainent que £, ad-
met une valeur propre isolée de partie réelle strictement négative :

Proposition 4.1. Soit R > 0 tel que I'opérateur GVU‘K admette une valeur propre AR de partie
réelle strictement négative.
Pour tout ¢ €]0, —R(AR)[, il existe £y > 2R tel que pour tout £ > £y, l'opérateur £,
admette une valeur propre A, telle que |A, — AR| < e, de sorte que R(A;) < 0.
vor

Par conséquent, Ay est également valeur propre de l'opérateur 7", et la fonction propre
L

associée est supportée dans Ay g. De plus Ay est un élément isolé de 0(%;702)

4.2. D’Euler 3d a Navier-Stokes 3d

Soient R, ¢ > 0 tels que 'opérateur ¢ ‘%70; admette une valeur propre Ay de partie
réelle strictement négative, donnée par la proposition 4.1. Bien évidemment, pour
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tout B > 0, BA, est valeur propre de l'opérateur g;%[ Dans la suite, on prend R et ¢

fixés, et on omet donc la dépendance en ¢ dans % .

On considére a présent I'opérateur de Navier-Stokes tridimensionnel dans les va-
riables auto-similaires, linéarisé autour du profil % avec B > 0, restreint aux fonc-
tions axisymétriques sans swirl, et écrit en formulation vorticité. Pour simplifier, on
prend v = 1 dans toute cette partie. Cet opérateur s’écrit

r . 6 T
%ESZ/.QH—(1+2-V§ Q- AQ + pFYQ,

et son domaine est D(%‘ﬁ’%) ={Q e H (R?), Q=0Q(r,z), - V:Q € L*(R%)}.

On veut raisonner perturbativement. On écrit donc
1 ¢ 1
vVor vor
- = Y — 5 —ag Ve— =AY
=75 5 e )
L'idée est ensuite d'utiliser le lemme 1.8 et la proposition 4.1 pour montrer que %‘lg%

posséde une valeur propre de partie réelle strictement négative pour § suffisamment
grand. Pour cela, on utilise de nouveau une décomposition du type

%;/ﬁf:///+y+,)£/,

ou.# =% -V estantisymétrique, # : Q) — BS,ss[Q)] - (VO — r~1Qye;) est compact
et.”: Q — —r 1% Qestpetit pour £ > 1.1l convient de souligner que les opérateurs
M, S, X sont différents des opérateurs .#, ./, %, du paragraphe précédent, en
raison des compositions avec les translations 7., qui interviennent dans la définition
de l'opérateur .Z. Posons

a:= inf R(A)<O.
Aeo(2er)
On peut montrer que 4 := ||.7|| < £7%/3, ot ||.7| est la norme d’opérateur de .7, de

sorte que 1'on peut choisir ¢ tel que .|| < |a|/2. On isole la partie antisymétrique
du terme de transport en posant (rappelons que 1'on travaille ici en dimension trois)

) 3 4
On a alors le résultat suivant :
Lemme 4.2. Pour tout p > 0, et pour tout A tel que R(A) < —pu,
IRA BT =B A+t +.7)| < IR(A) +p| 7, (23)

et pour tout Q € L?(rdrdz), localement uniformément en A,

ﬁlim RN B YT =B IA+ .t +.7)Q =R\, M +.)Q dans L2(IR®).
—00
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Démonstration. Soit Qg € L?(rdrdz). On considére ’équation d’advection-diffusion

2P+ (BT —pla+.a+.7) OF =, o)
OF|i—g = Oy.

Comme les opérateurs .7 et ./ sont antisymétriques, on a I’estimation d’énergie

31O+ BIVOPI: < 11O < 0P

etdonc || QF(s)||,2 < e[|l 2. Enécrivant R(A, —B~1.F + 1A — .4 — /) comme
une transformée de Laplace, on a

RO, —p T + BN~ tl — )0 = /OOO exp(—s\)QB(s)ds YA €C, R(A) > &,

et I'inégalité (23) s’ensuit.

Par ailleurs, QO est borné uniformément en B dans L (R4, L?(IR%)). On peut
donc en extraire une sous-suite qui converge faiblement lorsque f — 0. La limite O
vérifie I’équation de transport

0+ (M +.7)Q =

(25)
Q=0 = Oo,

et est donc unique. On montre aisément que si Qy € H'(R3,p(¢)d¢), oi1 p est un
poids régulier a croissance algébrique, alors Q € L (R, H'(R3, p(¢)dE)). On en
déduit que Q est une solution de (24) avec un reste d’ordre B!, puis que, pour tout
>0,

10P = Q| (jo,0,12r7)) < C(T, Q)" VO € H'(R?,p(§)dE).
On écrit alors, pour A € C, R(A) > pet Qg € H' (R, p(&)dE),
[R(/\, BT+ BNt — ) — RN, — ol — y)] 0
= [ exp(=s1) (08(s) - Q(s)) ds.

On en déduit que pour tout T > 0, pour tout Oy € H!(R?,p(&)d¢), pour A € C,
R(A) >,

H [R(A, BT+ BNt — F)—R(A, -t — y)] o

1 (<)
<C(r, ) 2= +2 [ exp(s(u = R(A))|| Q|12 ds

Bu
<Clr, o) + 222K g,
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En choisissant d’abord T grand pour que le second terme soit petit, puis § grand
pour que le premier terme le soit également, on obtient la convergence annoncée pour
Qp € HY(R3, p(¢)d¢), puis pour Q) € L2(r dr dz) par densité. O

On en déduit immédiatement que
c(B LT - BN+ M +.7) C{R(A) > —pu},

et donc vess(B1T — B A+ M +.F + ) C {R(A) > —pu}. On rappelle que
9y = M+ + . Soit A une valeur propre de partie réelle strictement négative
de ¥72". On peut montrer que I'on peut choisir A tel que %(A) = a. D’aprés le lemme

1.8, pour B suffisamment grand, 'opérateur 1.7 — B~1A + ¥ %, posséde une valeur

propre dans B(A, |a|/4). Par conséquent, si B > |a|~!, l'opérateur #

vVOor
.3
valeur propre dans B(BA, Bla|/2). On obtient finalement le résultat suivant :

posséde une

Proposition 4.3. Soit % le profil construit dans la proposition 4.1.
Il existe By > O tel que si B > By, l'opérateur Jf;% admet une valeur propre de partie
réelle strictement négative.

Par conséquent, l'opérateur V)

57 admet également une valeur propre de partie réelle

strictement négative.

4.3. Du linéaire au non linéaire

On considére dans cette derniére partie 'équation (5), avec le terme source
7 - _5(1 VEVT — PUNT + BT VT, B> 0.

Par définition de .7, la fonction B% est une solution de (5). Le but est de construire
une autre solution de I'équation (5) de la forme

w = ,B@+ OZ/lin + %per/

ol iy est un mode propre instable de jf;% (avec B suffisamment grand, voir
la proposition 4.3), i.e. % = R(exp(—AT)¥)), oit A est une valeur propre de
partie réelle strictement négative de %Ei , et 73 la fonction propre associée. On
construit alors %per a I'aide d’un théoréme de point fixe. Plus précisément, on pose
a = inf{R(u), u € J(Jf;%)} On sait déja que a < 0 d’apres ce qui précede, et on
peut montrer qu’il existe une valeur propre p* telle que a = R(u*). On prend donc
Uin = R(exp(—p*1)¥,+). On introduit I'espace de Banach

X = {% € C((—o0, T), H*(R%)), supe /2| % (7) || < +o0},
<T
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et on cherche %4er comme un point fixe de la fonctionnelle

vel
(U = — / e KL P (U U + (Ui - VU + (U Ui ds

J —00

a /T e_(T_S)%E% P((%in - V) %in) ds,
—o0
ol [P est le projecteur de Leray sur les champs de vecteurs a divergence nulle. Le choix
de l'espace fonctionnel H?(R%) dans la définition de Xr est guidé par l'injection de
Sobolev H*(R3) € WV (IR3) pour s > 5/2 (et on choisit de surcroit ici s entier). On
montre alors, en utilisant les propriétés de %;%, quil existe T € R tel que la boule
Bx, :={% € Xr, |%||x; < 1} eststable par .7, et tel que /|BXT est une contraction.
Lexistence et 1'unicité de %per € Xt s’ensuivent. On définit ensuite deux solutions de
Leray uq et up de (1) par (7), et on vérifie que 11 et up sont deux solutions distinctes
de (1) pour la méme donnée initiale 1y = 0, ce qui conclut la preuve du théoréme 1.4.
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