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INDUCTION AUTOMORPHE POUR LES REPRESENTATIONS
ELLIPTIQUES

PAR MARTIN FAaTOU

RESUME. — Nous étendons ’application de relévement pour ’induction automorphe
définie par une identité de caracteéres a toutes les représentations elliptiques.

ABSTRACT (Automorphic induction for elliptic representations). — We extend the
lift application for automorphic induction defined by a character identity to all elliptic
representations.

Introduction

Soit F' un corps commutatif localement compact non archimédien, soit E
une extension cyclique de F' de degré d et soit m > 1 un entier. D’apres le
théoreme du corps de classes local, ’extension F est définie par un caracteére
ko F* — C* tel que ker(k) = Ng,/p(£*), ot Ng/p : EX — F* est l'appli-
cation norme. L’induction automorphe (locale) est une application qui associe
& une représentation lisse irréductible 7 de GL,,(F) une représentation lisse
irréductible 7 de GL,,4(F') qui est k-stable, i.e. isomorphe & (kodet) ® w. Cette
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356 M. FATOU

application s’exprime par une identité de caracteres et correspond, via la cor-
respondance de Langlands locale, a 'induction de F a F' des représentations
galoisiennes.

L’induction automorphe pour les représentations irréductibles génériques
unitaires a été démontrée pour F' de caractéristique nulle par G. Henniart
et R. Herb dans [4], et pour F' de caractéristique > 0 par G. Henniart et B. Le-
maire dans [5]. Nous démontrons ici que cette application existe également pour
les représentations (irréductibles) elliptiques en utilisant uniquement des argu-
ments locaux (et grace aux résultats de [4] et [5] qui ont été obtenus par une
technique locale-globale). Ces méthodes locales constituent un des outils qui
seront utilisés plus tard pour démontrer I'induction automorphe pour toutes
les représentations unitaires.

Pour cela, nous nous inspirons de l'article de A. Badulescu et G. Henniart
[1]', qui concerne le changement de base. Rappelons que le changement de base
associe & une représentation lisse irréductible de GL,,(F) une représentation
lisse irréductible o-stable de GL,(FE) ou o est un générateur de Gal(E/F).
Tout comme pour I'induction automorphe, I’application de changement de base
s’exprime par une identité de caracteres.

A. Badulescu et G. Henniart démontrent (en particulier) que le changement
de base existe pour les représentations elliptiques (Theorem C). Nous suivons
de tres pres leur article.

Nous donnons dans la premiere section 'identité de caracteres définissant
I’induction automorphe. Puis nous rappelons les différentes classifications des
représentations. L’identité de caracteéres donnée en section 1 nécessite un opé-
rateur d’entrelacement, c’est pourquoi nous les définissons en section 3. Nous
définissons d’abord l'opérateur d’entrelacement d’une induite, puis d’un sous-
quotient irréductible et enfin d’un sous-quotient irréductible d’une induite.
Nous normalisons ces opérateurs en utilisant les fonctionnelles de Whittaker. En
section 4 nous rappelons la construction des représentations elliptiques a partir
des représentations irréductibles essentiellement de carré intégrable. Nous pro-
fitons des sections 5 et 6 pour rappeler des résultats déja établis sur I'induction
automorphe : en section 5 I'induction automorphe pour les représentations ir-
réductibles essentiellement de carré intégrable et en section 6 la compatibilité
entre l'induction parabolique et I'induction automorphe. Enfin nous démon-
trons notre théoreme en section 7. Nous montrons que les représentations el-
liptiques admettent une induite automorphe en exploitant les propriétés des
opérateurs d’entrelacement.

Je remercie Bertrand Lemaire pour son aide considérable ainsi que le rap-
porteur anonyme pour ses nombreuses remarques qui ont permis d’améliorer le
texte.

1. Observons que [1] est écrit en caractéristique nulle mais que les résultats dont nous
nous inspirons ici sont valables en toute caractéristique.
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INDUCTION AUTOMORPHE POUR LES REPRESENTATIONS ELLIPTIQUES 357

Notations et conventions. On note |.|p et |.|g les valeurs absolues normalisées
de F' et E.

On note H le groupe GL,,(E) et G le groupe GL,,(F) ot n = md.

On verra £ comme un caractére de G, toujours noté k, via x(g) = k(det g)
pour g € G.

Nous ne considérerons que des représentations lisses complexes, i.e. a va-
leurs dans le groupe des automorphismes d’un espace vectoriel sur C. Pour une
représentation 7 de G, on note k7 la représentation (x o det) ® .

1. Définition de I’induction automorphe

Soit 7 une représentation irréductible de H.

On définit la notion de k-relevement de 7.

Pour cela il faut d’abord définir la notion d’ intégrales orbitales qui se cor-
respondent puis on définira le k-relevement a l'aide d’une égalité de caracteres.

1.1. Induction parabolique. — On note Py le sous-groupe de Borel de G formé
des matrices triangulaires supérieures et A le tore maximal de G formé des ma-
trices diagonales. Un sous-groupe parabolique, resp. de Levi, de G est dit stan-
dard, resp. semi-standard s’il contient Py, resp. Ag. Nous ne considérerons dans
la suite que des sous-groupes de Levi standard, i.e. des sous-groupes de matrices
diagonales par blocs de tailles données. Par exemple pour G, si ny,...,n, sont
les tailles des blocs avec Zle n; = n, alors L, sous-groupe de Levi standard de
G associé a (nq,...,ny), est le groupe GL,, (F') x GLy, (F) X -+ x GL,, (F).
Nous notons alors Pj, le sous-groupe parabolique standard associé, a savoir
que Pp, est le produit semi-direct L x U ou U est le radical unipotent de Pp,
c’est-a-dire le groupe des matrices triangulaires supérieures par blocs de tailles
Nyy...,NE.

Nous noterons alors :¢ I'induction parabolique normalisée de (L, Pr) & G.

Si, pour ¢ = 1,...,k, m; est une représentation de GL,,(F"), nous notons
alors 71 X g X - -+ X 7 la représentation (¥ (71 @ T2 ® - - - @ 7) de GL,,(F).

1.2. Facteurs de transfert. — Pour © € G on écrit det(T — 1 + Adg(z) |
Lie(G)) = Dg(x)T™ + ... ou D¢ est une fonction polynomiale non nulle
sur G, avec Adg l'action adjointe sur ’algebre de Lie : pour x € G et h €
Lie(@), Adg(z)(h) = zha~!.

On note Greg = {x € G,Dg(x) # 0} I'ensemble des éléments semisimples
réguliers de G'; c’est encore 'ensemble des éléments de G qui ont n valeurs
propres distinctes dans une cléture algébrique de F'.

On définit de la méme maniere Dy et H,os. On obtient un plongement de H
dans G en fixant une base de E™ en tant que F-espace vectoriel. On remarque
que H N Greg C Hyeg.
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Pour 7,6 € H soient cy,...,c, (respectivement di,...,d,,) les valeurs
propres de 7 (respectivement J) dans une certaine extension de E.

On pose :

m
r(7,8) = [ (ei = dj).
i,j=1

Le groupe Gal (E/F) agit sur H. Soit o un générateur de Gal (E/F). Pour
v € H on définit

Ay =[] rle'v.079).
0<i<j<d—1
Pour tout v € H N Greg, A(’y) € E*. On sait qu’il existe e € E* tel que
eA(y) € F* pour tout v € H N Greg.
Pour v € H N G,¢g 0on pose alors

A7) = 1 (eA(y))

(dépend du choix de e et o).
On pourra se reporter & [4] pour les propriétés de ces facteurs de transfert
(notamment le paragraphe 4).

1.3. Intégrales orbitales. — Soit dg une mesure de Haar sur G et dh sur H.
Pour tout v € H N Greg, puisque 7y est semisimple régulier comme élément
de G son centralisateur dans G est un tore T’, et ce tore est contenu dans H.
On fixe sur T’, la mesure de Haar dt, telle que le sous-groupe compact maximal
de T, soit de volume 1.
Soient ;Ti et % les mesures quotient sur T,\G et T\ H respectivement.
On peut maintenant définir les intégrales orbitales.
On note C° (G) 'espace des fonctions complexes sur G qui sont localement
constantes et & support compact. Pour ¢ € C° (G) et v € Gy On pose

_ dg
A0 = [ olg nle) g
TN\G v
si 7y est tel que k(g) = 1 pour tout g € T, (i.e. Ty C ker(k)), et

A (67) =0
sinon (observons que si v € H N Gyeg 01 a k(g) = 1 pour tout g € T car
T, C H et k est trivial sur H).
Pour f € C° (H) et v € Hyeg On pOSE
_ dh
A = [ g
T\H v

On peut alors donner la formulation de I'induction automorphe en termes d’in-
tégrales orbitales.
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INDUCTION AUTOMORPHE POUR LES REPRESENTATIONS ELLIPTIQUES 359

On dit que ¢ € C° (GQ) et f € C° (H) concordent ou que f est un transfert
de ¢ si pour tout v € H N Gyeg,

AM)Da(IEAS (6,7) = |Du () ZAT (£,7).

1.4. k-relevement. — Soient 7 une représentation irréductible de H, m une
représentation irréductible de G et A un isomorphisme de k7 sur 7 : Aokm(g) =
m(g) o A pour tout g € G.

Pour ¢ € C° (G), on note 7(¢) I'opérateur v € V = [, ¢(g)m(g)(v)dg ot V
est l'espace de 7 (de méme pour 7(f)).

Puisque 7 et 7 sont admissibles la trace de ces opérateurs est bien définie.

On dit que 7 est un k-relévement de T ’il existe un nombre complexe non
nul ¢ = ¢(7,m, A) tel que 'on ait

tr (w(¢) 0 A) = c(7, 7, A)tr (7(f))

des que ¢ € C2° (Greg) €t f € C2° (H N Gheg) concordent.

La notion de k-relevement ne dépend que des classes d’isomorphisme de 7
et .

Notons que Hiraga et Ichino ont montré que I’on peut normaliser les facteurs

de transfert de telle maniére que la constante ¢ vaille toujours 1 [7, Theorem
1.4].

2. Classifications

On énonce les classifications pour GL,, (F).

On dispose de la classification de Bernstein-Zelevinsky pour les représenta-
tions de carré intégrable et de la classification de Langlands pour les représen-
tations irréductibles.

2.1. Classification de Bernstein-Zelevinsky. — La classification de Bernstein-
Zelevinsky ([3]) concerne les représentations de carré intégrable.

Soit 0 une représentation irréductible de carré intégrable de GL,, (F), alors
il existe une paire (p, k), ot k est un diviseur de n et p est une représentation
irréductible cuspidale unitaire de GL= (F), telle que ¢ est isomorphe a 'unique
sous-représentation irréductible d(p, k) de I/%p X V%’lp X e X I/*%p,
ou v est le caractére de GL,,(F') égal a la composition de la norme | |p avec
I’application déterminant et ou ’on induit par rapport au parabolique standard
associé au sous-groupe de Levi standard GL= (F) x --- x GLx (F) (k fois).

L’entier k et la classe d’isomorphisme de p sont déterminés par la classe
d’isomorphisme de §.

La représentation I/%p X V%’lp X oo X u*%p a aussi un unique quo-
tient irréductible, son quotient de Langlands, que nous définissons au prochain
paragraphe.
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Soit & une représentation irréductible essentiellement de carré intégrable de
GL,(F). Alors il existe un entier k divisant n et une représentation irréductible
cuspidale p de GLx (F) tels que ¢ est 'unique sous-représentation irréductible
de v 1p x v¥=2p x ... x p. L’ensemble {p,vp,...,v*"1p} s'appelle le segment
de Zelevinsky de §, l'entier k est sa longueur.

Notons que 0 est de carré intégrable (i.e. unitaire) si et seulement si p’ =
k—

vz p est unitaire, auquel cas 'unique sous-représentation irréductible de

vE=1p x vE=2p x .. x peest §(p', k).

2.2. Classification de Langlands. — La classification de Langlands (cf. [9]) ex-
prime une représentation irréductible en fonction de représentations tempérées.

Soit n > 1 un entier et soit n = Zle n; une partition de n pour des entiers

Soient aq,...,a) des nombres réels tels que oy > ag > -+ > ay.

Soient 71,...,7, des représentations irréductibles tempérées des groupes
GL,, (F).

Alors la représentation v X v9271y X --- X v¥ 71 a un unique quotient
irréductible, appelé le quotient de Langlands et noté L(v® 7y, v*2 19, ..., v 1y).

La classification de Langlands énonce alors que toute représentation irréduc-
tible m de GL,,(F) est isomorphe & un tel L(v*' 7y, v*21y,...,v% 1) ou k, les
réels aq, ..., ap et les classes d’isomorphisme des représentations irréductibles
tempérées T, ..., T, sont déterminés par la classe d’isomorphisme de 7.

3. Opérateurs d’entrelacement

Pour 7 une représentation d’'un groupe G on notera V, l'espace vectoriel
associé.

3.1. Définition de I’opérateur d’entrelacement d’une induite. — Soit 7 une re-
présentation k-stable d’un sous-groupe de Levi standard L de G et soit P = Py,.
On note B : kT — 7 un opérateur d’entrelacement, i.e. un L-isomorphisme
entre k7 = (kodet) ® T et 7.

Vocabulaire. Pour une représentation mg, nous appellerons k-opérateur sur
un opérateur d’entrelacement entre xKmg et mg.

Soit m = Lg (7). La représentation k7 agit sur le méme espace V; que 7 et
Paction est donnée par km(g) = k o det(g)m(g) pour g € G, 7 agissant par
translations & droite sur V, : pour f € Vi, g,9' € G, n(9)(f)(¢') = f(g9").

La représentation 7 est k-stable et A: f € Vi — (g — k(9)B(f(g))) est un

k-opérateur sur 7 (vérification facile laissée au lecteur).

3.2. Propriété de multiplicité 1. — On énonce dans cette section une propriété
qui donne un lien entre les isomorphismes d’une représentation et les sous-
quotients irréductibles de cette représentation.
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On suppose que 7 est de longueur finie et k-stable. On fixe f : kT — 7 un
G-isomorphisme. Soit 7y un sous-quotient irréductible de 7, supposé k-stable.

On suppose de plus que 7y est de multiplicité 1 dans 7. Il existe une paire
(U, W) de sous-espaces stables de V; avec W C U telle que my ~ 7y . Si de
plus U est maximal pour cette propriété, ce que 'on suppose, alors la paire
(U, W) est déterminée de maniére unique [1, prop. 7.1,(b)]. On fixe un G-
isomorphisme ¢ : wo >~ Ty

L’application f induit par passage au quotient un G-isomorphisme f :
KTy w — Tyw- Alors on obtient un opérateur d’entrelacement

(;5_17(;5 P KT — o

qui ne dépend pas du choix de ¢ (lemme de Schur).
On dit que Topérateur ¢~ ' f¢ est le x-opérateur sur 7y obtenu a partir de
f par la propriété de multiplicité 1.

3.3. Induction parabolique et multiplicité 1. — Reprenons les hypothéses et
les notations de 3.1. On peut noter B, (m) Uopérateur d’entrelacement A défini
en loc. cit., c’est-a-dire pour f € Vi, Be(m)(f) est donné par By (m)(f)(g) =
k(9)B (f(g)) pour g € G.

Nous énoncons ici la propriété d’induction parabolique et de multiplicité 1
qui consiste a mixer les deux constructions précédentes et donc a construire un
opérateur d’entrelacement sur un sous-quotient irréductible de multiplicité 1
d’une représentation induite parabolique.

Plus précisément, soit 7 une représentation x-stable d’'un Levi L, soit B :
kT — 7 un opérateur d’entrelacement et soit 7 = +¥ (7). Nous rencontrerons
souvent la situation ou 7 a un sous-quotient my irréductible de multiplicité 1 et
k-stable. Alors, d’apres 3.2 le k-opérateur B, (m) sur 7 obtenu a partir de B par
induction parabolique (cf. ci-dessus) induit par la propriété de multiplicité 1
un opérateur By () sur mo qui est bien défini, i.e. ne dépend pas de la maniére
dont on réalise my comme sous-quotient de .

DEFINITION. — On dit que B, (m) est le k-opérateur sur mg obtenu & partir
de B par la propriété d’induction parabolique et de multiplicité 1.

Compatibilité des k-opérateurs avec l'induction parabolique. — Soit L’ un sous-
groupe de Levi de G tel que L C L.
On pose

V' ={f:L — W lisse, f(pg) = 6"2(p)r(p)f(9)Vg € L',p € PLN L'}

! 7’ . . N .
et 7/ = 1L 7 la représentation par translations a droite de L’ dans V',
On induit encore, la représentation L%,T/ est la représentation par transla-

tions a droite de G dans V" ou

V"' ={f:G — V'lisse, f(pg) = 6"%(p)7"(p)f(9)Vg € G,p € Pr}.
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On sait alors (transitivité du foncteur induction parabolique) qu’il existe un
isomorphisme h : V" — V, entre (§,7" et 7 défini pour f € V" par h(f) =
(9 € G flg)1)).

On a alors la proposition suivante qui nous dit principalement (deuxiéme
point) que le k-opérateur sur 7y défini plus haut ne "dépend pas" de la réalisa-
tion de l'induite parabolique dont 7y en est un sous-quotient.

PROPOSITION 3.1. — On suppose que T est k-stable et que B entrelace kT et 7.
1. On a ho (Bk(r")), (7) = Be(m) o h.
2. Soit g un sous-quotient k-stable irréductible de m de multiplicité 1. Soit

74 le sous-quotient irréductible de 7' tel que my soit un sous-quotient de

LG (14). Si T, est k-stable on a :

Bi(mo) = (Bi(75)),; (mo)-
Démonstration. — 1. Soient donc f € V’ et g € G. On a

(Bi(m) 0 h) (f)(9) = Bx(m) (h(f)) (9) = r(9) B (h(f)(9)) = x(9)B (f(9)(1)) -

D’autre part,

(ho (Bx()),. (1)) (£)(9) = ((Bx(7")), (m)(£)) (9)(1)

2. Soit
0-W U —715—0

une suite exacte de représentations, ot (U’, W’) est la paire maximale de sous-
représentations de 7’ telle que 7) ~ U’'/W’. D’apreés [1, prop. 7.1 (c)], U’ et W’
sont stables par B (7).

Le foncteur induction parabolique Lf/ est exact et on obtient la suite exacte
de G-modules :

05w = .Su 5 Gorh = 0.

Alors my est un sous-quotient r-stable irréductible de Lg/’]’é de multiplicité 1.
Soit (U, W) la paire maximale de sous-représentations de 1,7} telle que Ty ~
U/W.

On a donc une chaine d’inclusions

GW C FTYW) c FTY(U) G U
telle que isomorphisme (déduit de F')
Lg/ U//Lgl W/ ~ Lg/ (T(/))

envoie F~1(U) /(& W' sur U et F~Y(W)/1¥ W' sur W.

Par le point 1, en notant B lopérateur obtenu sur U’ par restriction de
B,(7'), on sait que I'opérateur sur 1% U’ obtenu par restriction de B, (7) est

égal A B, (FU).
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INDUCTION AUTOMORPHE POUR LES REPRESENTATIONS ELLIPTIQUES 363

Or, F~1(U) est le sous-module maximal de +%, U’ admettant my comme quo-
tient.

Donc, les deux opérateurs, construits grace a la propriété de multiplicité 1
en utilisant les deux fagons de voir my comme un sous-quotient, coincident, i.e.

Br(mo) = (Bx(75)),. (0)- 0

3.4. Normalisation. — On part d’une représentation k-stable et on veut nor-
maliser 'opérateur d’entrelacement A. Pour cela on traite d’abord le cas des
représentations génériques puis on obtient le cas général grace a la classification
de Langlands.

Rappelons ce qu’est une représentation générique.

On fixe un caractére additif non trivial ¢ de F. On obtient un caractere
0 = 0y du sous-groupe unipotent supérieur U de G via :

n—1
O(u) =1 (Z Ui,z‘+1> pour u = (u;;) € U.
i=1

Soit 7 une représentation irréductible de G. On dit que 7 est générique s’il
existe une forme linéaire non nulle A sur 'espace V. de 7 telle que 'on ait
A(m(w)(v)) = (u)A(v) pour u € U et v € V.

Cette existence ne dépend pas du choix de v, et A est unique a un scalaire
pres, on l'appelle fonctionnelle de Whittaker pour 7 relative a 1. On note
D(m,1) leur ensemble.

Soit A une fonctionnelle de Whittaker pour 7 relative a . Alors pour u € U
et v e Vg,

A (r(u) (v)) = £ o det(w)A (r(u) (v)) = OWA(v)

car det(u) = 1.
Donc X est également une fonctionnelle de Whittaker pour xm relative a .
Si 7 est k-stable, en notant A l’isomorphisme entre k7 et 7, on normalise
A en imposant A o A = X\ pour toute fonctionnelle de Whittaker A\. On note
A8 (7 4h) cet opérateur d’entrelacement normalisé, on a donc

Ao AS (7 qh) = A.

Contrairement au cas du changement de base, cet opérateur A8 (r, ) dépend
du choix de .
Si a € F* et si on note ¢ le caractére z € F — ¢(ax) alors on a

A () = gi(t,) L AB (1, 0))

ol t, = diag(a"~t,a"2,...,a,1).
En effet, on a un isomorphisme

A€ D(m, ) = Aom(ta) € D, ).
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Par définition de A% (m,1)?) on a 1'égalité
"o A8 (1, 4p%) = X pour tout X € D(m,h®)

donc en particulier, grace a l'isomorphisme ci-dessus, pour tout A € D(7, ) on

Ao m(ty) o ASR(m %) = Ao m(t,).

m(ta) 0 AB (m,9)%) o m(ta) ™t = AB(m, 1))
et donc, comme A2 (7, 1)) entrelace k7 et T,
A () = w(ta)~H o AN (7, ) o m(ta)
= 7T(ta)_l"ﬂ( a)” ! OAgen(W ¥) o km(ta)
Klta) "' (ta) " (ta) AB (7, 1))
= (ta) " A (7, ).

On note A8 Popérateur A8 (r, 1)) lorsque le caractére v est sous-entendu
ou si son choix n’est pas important pour les résultats en question.

Compatibilité de AI™ avec les isomorphismes. — Soit 7 une représentation
irréductible générique de G. Si 7’ est une représentation isomorphe a 7 et si
on note ¢ : m — 7’ un isomorphisme alors X\’ +— )\ o ¢ est un isomorphisme de
D', ) sur D(r, ).

Donc A8 0 ¢ = ¢ o A8,

Définition de A(mw,¢) pour m irréductible et k-stable. — On s’appuie sur la
classification de Langlands.

Soit 7 une représentation irréductible x-stable de G. On sait que 7 est iso-
morphe & un quotient de Langlands L(ry, ..., m,) ou les 7; sont essentiellement
tempérées (et donc génériques). Par unicité de la donnée de Langlands associée
a une représentation irréductible, les m; sont également k-stables. On a donc
un opérateur d’entrelacement normalisé Ag‘?n entre km; et m;, et on obtient
un operateur d’entrelacement B = Age“ - ® A%fn entre les représentations
KT ® - QKT et m ® - @7, de L, ot L = GL(n1, F) x --- x GL(n,, F) est
le sous-groupe de Levi de G sur lequel vit la représentation m ® - - - Q 7.

Cet opérateur donne par induction parabolique un opérateur d’entrelace-
ment A =% (B) entre kX et ¥ ol ¥ =1 X -+ X .

On note ¥ = L(my, ..., m) I'unique quotient irréductible de X. Puisque ¥
est k-stable, KX ~ X et /—12 est l'unique quotient irréductible de k3.

Par passage au quotient, I'opérateur A induit un isomorphisme A entre k¥ et
3. Observons que le quotient de Langlands est un cas d’induction parabolique
et multiplicité 1 (en prenant pour U I'espace de X tout entier) : ona A = B, (2).
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Par construction 7 ~ 3, il existe donc un morphisme surjectif de G-modules
f:Vx = Vi, qui se factorise en un isomorphisme

f € Isomg(X, 1) = Isomg (KX, k)

qui ne dépend pas de f & multiplication prés par une constante (lemme de
Schur).
On définit alors 'opérateur A(m, ) par

A(m,¢)) = Fodof
opérateur qui ne dépend pas du choix de f.

Ay est compatible avec les isomorphismes. — Si 7’ est une autre représenta-
tion lisse irréductible x-stable de G telle que ' ~ 7 et si ¢ € Isomg(m, 7’) alors
f'=¢o f: Vg — Vi est un isomorphisme surjectif de G-modules et, d’apres
le point précédent

A(r' ) = froAo(f)™ =goAmp)od™
D’ou

A(n', ) o= po A(m,¢).

A bien défini. — Montrons que la définition ci-dessus est bien correcte dans
le sens o 'opérateur A(m, ) coincide avec A% (7, 1)) lorsque 7 est générique.
La classification des représentations génériques de G est due a Zelevinsky [12,
§9].

Soit donc 7 générique. On écrit m comme un quotient de Langlands
L(m,...,m). Comme 7 est générique, le produit 71 X --+ X 7, est irréduc-
tible et L(my,...,m) = 71 X - - X m,. Par compatibilité avec les isomorphismes
(point précédent) on peut en fait supposer que 7 = 1 X -+ X .

I s’agit de vérifier que A(m, ) vérifie

Ao A(m,p) = A

pour A une fonctionnelle de Whittaker pour 7 relative a 1. On commence par
construire une telle fonctionnelle de Whittaker.

Soit, pour chaque ¢ € {1,...,7}, A; € D(m;,v). D’aprés [8, formula (2)
chapter 3] on a alors une fonctionnelle de Whittaker A sur 7y X - - - X 7, donnée
par

UA=A1 ®A®---® A\, f est une fonction dans l'espace de 7w X -+ X 7,
et du est une mesure de Haar sur U ; l'intégrale étant toujours convergente
d’apres [8].

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



366 M. FATOU

Alors, pour u € U on a
MA@, ) () (@) = A (k(u) A" @ - @ AZ" (f(u)) .
Or, pour u € U, k(u) = kodet(u) =1 et
Ao AED @ .- @ AE™ = )

par définition des A%fn etde A=A ® - ® A\

D’ou

A (A, ) (F)(u) = A(f (u))
et donc
Ao A(m, ) = A,

ce que 'on voulait.

Compatibilité entre l'induction parabolique et les k-opérateurs normalisés. —
La proposition suivante exprime la compatibilité entre I'induction parabolique
et 'opérateur de x-entrelacement normalisé.

ProrosiTION 3.2. Soit L un sous-groupe de Levi standard de G, T une
représentation générique k-stable de L et A, = AY™(7,%) lopérateur de k-
entrelacement normalisé de 7. Alors L%(T) a un unique sous-quotient irréduc-
tible générique my qui est k-stable. Si on note A, .(my) lopérateur sur my 0b-
tenu a partir de A, par la propriété d’induction parabolique et de multiplicité 1

(8.3.1), alors A, .(mo) = A9 (mo, ).

Démonstration. — Puisque 7 est générique, on sait d’apres [10] que 7 = 1§ (7)
a une unique droite de fonctionnelles de Whittaker. Donc il y a un unique sous-
quotient irréductible my de 7 avec des fonctionnelles de Whittaker non nulles,
i.e. mp générique et donc kKmy générique.

On sait que ™ = Lf est k-stable donc par la propriété de multiplicité 1 on
obtient que 7y est k-stable.

On note mp = U/V avec V. C U C V; et U maximal. Alors U et V sont
stables par A, .(m) qui induit donc par passage aux quotients un opérateur
A; . (mo) sur m.

Si A est une fonctionnelle de Whittaker non nulle pour 7 alors elle induit
par restriction une fonctionnelle Ay sur U. Cette fonctionnelle Ay est non nulle
car sinon le quotient V. /U aurait un sous-quotient irréductible générique, ce
qui est impossible puisque 7 est I'unique sous-quotient irréductible générique
de LfT. Le méme argument donne que la restriction Ay de A a V est nulle et
donc Ay se factorise en une fonctionnelle linéaire non nulle sur 7. De la méme
maniére que dans la preuve du point précédent, Popérateur A, ,(m) fixe A et
donc sa restriction & U fixe Ayy. Done A, . (mo) = A8 (). |
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4. Construction de représentations elliptiques

Une représentation irréductible est dite elliptique si son caractere ne s’an-
nule pas sur 'ouvert des éléments semi-simples elliptiques réguliers. Observons
qu'une représentation irréductible essentiellement de carré intégrable est el-
liptique (par exemple grace au théoréme d’orthogonalité des caracteres) alors
qu’une induite parabolique irréductible a partir d’un sous-groupe de Levi propre
n’est jamais elliptique.

Rappelons la construction des représentations elliptiques ([2, §2.5]). Notre
théoreme traitant des représentations elliptiques de H, nous donnons ici la
construction pour H de maniére & conserver les mémes notations dans le para-
graphe 7. D’apres loc. cit., une représentation irréductible de H est elliptique
si et seulement si elle a le méme support cuspidal qu’une représentation ir-
réductible essentiellement de carré intégrable, en l'occurrence un segment de
Zelevinsky. Fixons donc une représentation irréductible essentiellement de carré
intégrable 7y de H. On décrit ci-dessous les représentations irréductibles de H
ayant méme support cuspidal que celui de 7g.

D’apres la classification de Bernstein-Zelevinsky (voir 2.1), il existe un entier
k divisant m et une représentation cuspidale pg de GL%(E) tels que 7g se
réalise comme 'unique sous-représentation irréductible de 'induite parabolique

k—1 k—2
VE PEXVE PE XX pE

ou l'on a posé vg =vo Ng/p.
Les sous-groupes de Levi de H contenant Ly = GLn (E) x -+ x GL= (E)

sont paramétrisés par les sous-ensembles I de K = {1,...,k — 1}. Pour un tel
I, on définit le sous-groupe de Levi Lg ; de H contenant Ly de la maniere
suivante : si I est le complémentaire de {s1,s1 + s2,...,81 + 82+ -+ St_1}
dans {1,...,k — 1}, alors on pose

LEJ = GLSI%(E) X X GLM%(E)
ou s; est tel que s; + s2 4+ -+ s¢ = k. On a alors
LE’[CLE’J silcJ

et en particulier Ly = Lg et Lpx = H.
Pour chaque sous-ensemble I de K on note :
e 7g 1 l'unique sous-représentation irréductible de Lﬁz ! (I/g_l PE ®
Vi pE® - ® pp);
o w1 le quotient de Langlands, i.e. I'unique quotient irréductible, de
Xg1= LfEJ(TE,I)~
Observons que 7g, 1 est une représentation irréductible essentiellement de carré
intégrable de Lg ; qui s’écrit 71 = 7'1(31)1 R Tg))l, ou Tg)l est une repré-
sentation irréductible essentiellement de carré intégrable de GLg, = (E). Les
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, . 1 t . . .
représentations Té )I, . ,Tl(? )I sont en position standard (pour la classification

de Langlands, cf. 2.2) ce qui donne un sens a la définition de 7g 1 : on a

TE = L(T](,;l,)l7 .. ,7',(;’)1).

On en déduit (d’apres la classification de Langlands) que g % 7,y si I # J
et que les mg ; pour I C K sont, & isomorphisme pres, toutes les représen-
tations irréductibles de H ayant pour support cuspidal le segment de Zele-
vinsky {pEmEpE,...,Vg*lpE}. Observons que si I C J alors Xg ; est une
sous-représentation de Xg ;. De plus, mg s est un sous-quotient de Xg ; si et
seulement si I C J. En particulier mg ; est un sous-quotient irréductible de la
représentation
Xpp=vy 'ppx Vg 2pp X X pg.

Comme tout sous-quotient irréductible de Xp ¢ a pour support cuspidal le
segment de Zelevinsky {pg,vgpE, ..., l/llf;lpE}, les mg ; pour I C K sont exac-
tement les sous-quotients irréductibles de X ¢ et ils apparaissent avec multi-
plicité 1 dans Xpg g (cf. [12, §2]).

Les représentations elliptiques de H sont exactement les représentations 7
ainsi construites a partir d’une représentation irréductible essentiellement de
carré intégrable 7 de H.

Nous avons la méme construction pour les représentations elliptiques de
G = GL,(F).

5. Résultats connus d’induction automorphe que I’on va utiliser

Nous exposons ici les résultats déja démontrés d’induction automorphe. Cela
concerne les représentations irréductibles essentiellement de carré intégrable.

Rappelons que le groupe de Galois I' = Gal(E/F) opére sur les représenta-
tions de H via son action naturelle sur H : pour v € I' et 75 une représentation
de H, on pose ¥(7g) = 7 oy~ !. Nous avons la proposition suivante dans [6,
p. 148], résultat donné en caractéristique >0 mais valable en toute caractéris-

tique ([4]).

ProproOSITION 5.1. — 1. Soit pg une représentation irréductible cuspidale
de H. Si la classe d’isomorphisme de pg a un stabilisateur d’ordre dy
dans T' = Gal(E/F), alors il existe une représentation irréductible cus-
pidale p de GL,,(F), n = nidy, ayant pour stabilisateur k% dans 2,
telle que la représentation (induite parabolique irréductible) px kpx -+ X
kM ~1p soit un k-relévement de pg da G.

2. Soit Tp une représentation irréductible essentiellement de carré inté-
grable de H de support cuspidal {pE,I/EpE,...,Z/E_lpE}, ou pg est
une représentation irréductible cuspidale de GLs(E), sk =m (cf. 2.1).
D’apres le point 1, "le" k-relévement de pg est une représentation de
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GLs4(F) de la forme (induite parabolique irréductible) p X kp X «-+ X
k4 ~=1p, sd = nidy, ol p est une représentation irréductible cuspidale de
GL,, (F). Soit 71 la représentation irréductible essentiellement de carré
intégrable de GLy,x(F) de support cuspidal {p,vp, ..., v*"1p}. Alors la
représentation (induite parabolique irréductible) 71 X K1 ® - - - X kA1
est un k-relevement de 7g a G.

6. Compatibilité induction automorphe - induction parabolique

Comme nous pouvons le voir dans la construction des représentations el-
liptiques I'induction parabolique est trés présente. Nous nous intéressons donc
a la question de la compatibilité entre 'induction parabolique et I'induction
automorphe.

Nous avons la proposition suivante dans [6, p.145], on en donne les notations
introduites. On se donne des entiers strictement positifs mq,...,m; tels que
2221 m; = m. Pour 4 = 1,...,t, on choisit un élément e; de E* tel que
o(e;) = (—1)™@De; | ce qui permet de considérer les facteurs de transfert A;
et A; relatifs a Pinduction automorphe de H; = GLy,, (E) & G; = GLy,a(F).
Pour ¢ = 1,...,t on se donne une base du F-espace vectoriel E™¢, ce qui
donne un plongement de H; dans G;. Voyant E™ comme E™ @ ---® E™t, on
obtient une base du F-espace vectoriel E™ d’olu un plongement de H dans G.
Le groupe L = G1 x --- X G apparait comme un sous-groupe de Levi de G,
Ly = Hy x---x Hy comme un sous-groupe de Levide H,et ona Ly = LNH.

Soit P le sous-groupe parabolique de G formé des matrices triangulaires
inférieures par blocs de taille m1d, ..., myd, et soit Up le radical unipotent
de P.

Le groupe Py = P N H est un sous-groupe parabolique de H, de radical
unipotent Up g = Up N H, et Ly est une composante de Levi de Pg.

Pour i =1,...,t on se donne une représentation m; de G;.

PROPOSITION 6.1. — Supposons que pour i = 1,...,t, la représentation (ir-
réductible, k-stable) m; de G; soit un k-relévement d’une représentation lisse
irréductible T; de H;, et que les représentations m = Lg(ﬂ'l ®--@m) de G et
T=13 (M®- - @m7) de H soient irréductibles. Alors m est un rk-relévement
de 7. De plus, il existe une racine de l'unité ¢, qui ne dépend ni des m;, ni des
T, telle que st pouri=1,...,t, A; est un isomorphisme de km; sur m;, et que
A est lisomorphisme de Kkt sur w associé aux A; comme plus haut, on ait

e(r,m, A) = CHlec(n, iy Ai).

REMARQUE. — L’égalité des traces reste vraie sans supposer que les représen-
tations 7 et 7 sont irréductibles (c’est une simple application de la variante
tordue de la formule de Van Dijk pour le caractére d’une induite parabolique,
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cf. [5, 3.7]) : il existe une constante ¢ € C* telle que pour toutes fonctions

fe€CX(H) et ¢ € CP(G), on ait
tr(m(¢) o A) = ctr(7(f)).

7. Induction automorphe pour les représentations elliptiques

On reprend dans cette section 7 les notations introduites dans la section 4.
Le théoreme 7.1 est le résultat principal de I'article.

On a vu dans la section 4 que toute représentation elliptique de H se réa-
lise comme le quotient de Langlands 7g,; d’une induite parabolique Xg 5 =
LfE,I (tE,1) ou L 1 est un sous-groupe de Levi de H et 7g 1 est une représenta-
tion irréductible essentiellement de carré intégrable de Lg ;. La représentation
Tg,1 est construite & partir d’'une représentation irréductible essentiellement de
carré intégrable 7 de H de support cuspidal {pg, vgpg,..., Vlk{lpE} et d'un
sous-ensemble I de {1,...,k — 1}. Le sous-groupe de Levi Lg ; de H contient
Lp = GLn(E) x --- x GLn (E) et 7p,; est I'unique sous-représentation irré-
ductible de I'induite parabolique LiZ’I(Vg_lpE QU 2pp @ -+ @ pg). Dapres
la proposition 5.1, la représentation pp admet un s-relevement de la forme
p X kpx - x k1 1p ol p est une représentation irréductible cuspidale de
GL,,(F), nidy = d = %, et la représentation 7p admet un s-relevement a
G de la forme 7 x kK11 X -+ X k4711 ol 7y est la représentation essentielle-
ment de carré intégrable de GL,,,x(F) de support cuspidal {p,vp,...,v*"1p}.
Comme dans la section 4, la paire (71,]) définit une représentation elliptique
Tr de Gl = GLnlk(F) :

e ] définit un sous-groupe de Levi Ly ; de Gy contenant Ly = GL,, (F) X
<o X GLyp, (F);
e 71 1 est 'unique sous-représentation irréductible de Lii‘l(kalp Q@
vp®p);
o 7 1 est le quotient de Langlands de X ; := Lfll,l(ﬁ’]).
Le candidat naturel pour étre un x-relévement de g 1 & G est la représentation
k-stable (induite parabolique irréductible)

My =Ty X KTy 1 X -+ X /{dl_lﬂ'l,j.

En effet, le sous-groupe de Levi Lg ;1 de H est de la forme GLSl%(E) X - X
GLSt% (E) pour des entiers s1,...,s; > 1 et la représentation 7 1 s’écrit TS)I(EQ

= '®T](5 )I, ol T](EJ )1 est une représentation irréductible essentiellement de carré in-

tégrable de GL;; » (E). D’apres la proposition 5.1, T](SJ)I admet un x-relevement
Xl(j ) qui est une représentation irréductible essentiellement tempérée x-stable

de GLg, » (F'). Les représentations X}l), ce X;t) sont en ordre standard (pour
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la classification de Langlands) et on verra que 7y coincide avec le quotient de
Langlands L (Xl(l), e ,X}t)) de l'induite parabolique X;l) X -ee X X}t).

THEOREME 7.1. — Toute représentation elliptique de H admet un r-reléve-
ment. Précisément (avec les notations ci-dessus), my est un k-relévement de
TE,I-

Démonstration. — 1. On utilise les notations introduites avant 1’énoncé du
théoreme. La représentation irréductible essentiellement de carré intégrable T
de H est fixée pour toute la démonstration. On fera éventuellement varier le
sous-ensemble I de K = {1,...,k —1}.

On veut montrer que pour un sous-ensemble I C K fixé, ©; est un k-
relevement de mg ;. Pour cela nous allons montrer qu’il existe une constante
¢ € C* telle que pour toutes fonctions f € C(H) et ¢ € C(G) qui se
correspondent, on ait la relation

tr (m1(¢)Ar,) = c tr (7,1(f))-

2. Nous introduisons dans ce paragraphe une représentation © telle que les
représentations m; pour I C K soient les sous-quotients irréductibles k-stables
de ©. Cela permettra de déterminer plus facilement les opérateurs de x-entre-
lacement associés aux 7y, opérateurs nécessaires pour montrer ce que I’on veut.

Rappelons que {p,vp, ..., v~ 1p} est le support cuspidal de la représenta-
tion irréductible essentiellement de carré intégrable 73 de G; = GL,,,;(F). On
note u la représentation de GLx (F) définie par (induite parabolique irréduc-
tible)

u::p></<;p><~~></<;d1*1p.

Soit © la représentation de G définie par

k72u

0 :=vFluxv X o X U,

Pour a =0,...,k—1, on a v%u = v% x v%p X --- x V2D ~1p. D’apres [12,
Prop. 8.5], pour tous 0 < i < j < dy — 1 et tous 0 < a,b < k — 1 entiers, la
représentation v%k%p x vPkp est irréductible et isomorphe & vk’p x ViKip .
Donc © est isomorphe a

01 X KO X -+ x K170y,

ou l'on a posé

O : =" x i 2p % xp.

D’apres la section 4, nous connaissons tous les sous-quotients irréductibles de

©; : ce sont les représentations 7y ; définies avant I’énoncé du théoreme. Elles

sont toutes elliptiques. Observons que L; g = Ly, 719 = vVile . @upepet
G

Xy =17 (119) = O1.
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Pour i = 1,...,d;, les sous-quotients irréductibles de ©; = x*~10; sont de
multiplicité 1 (d’apres [12, §2]). D’autre part pour 1 < i # j < dy, comme
les supports cuspidaux {x*"1p, k" tvp, ..., k"W p} et (K p, K rp, ..,
KWk 1p) de ©; et ©; sont disjoints, aucun sous-quotient irréductible de ©;
n’est isomorphe & un sous-quotient irréductible de ©;. Cela entraine aussi que
les sous-quotients irréductibles de © = ©1 X O4 X - - - X O4, sont de multiplicité
1 et que si pour ¢ =1,...,dy, 7} est un sous-quotient irréductible de ©;, alors
I'induite parabolique 7} x -+ X 7T{/11 est un sous-quotient irréductible de ©.
Donc les sous-quotients irréductibles de © sont de la forme m; ;, X Kmy1, X

- X Hd171W17]d1 pour des sous-ensembles Iy, ..., 4, de K. Pour qu'un tel sous-
quotient soit k-stable, il faut et il suffit que Iy = I = --- = I,.

Rappelons que pour I C K, on a posé

di—1

My =Ty X KTy p X -+« X K 7wy .

On a montré que les m; pour I C K sont exactement les sous-quotients irré-
ductibles de © qui sont k-stables.

3. Déterminons maintenant les opérateurs de k-entrelacement normalisés
Ay, pour I C K.

Rappelons que par définition, 7 ; est le quotient de Langlands de X; ; =
Lfllj(ﬁ,l). Posons

X] = XI,I X KJXL] X X K,dl_1X17].

Alors X7 est une sous-représentation de © et les sous-quotients irréductibles de
X7 sont les représentations my j, X KTy 1, X -+ X ndl*lm,jdl avec I C I; C K
pour chaque @ € {1,...,d;}. En particulier les sous-quotients irréductibles de
X7 qui sont x-stables sont les représentations m; avec I C J C K. Observons
que d’apres [12, §2], toute sous-représentation de © isomorphe & X est égale
a Xj.

Reprenons que © = V¥ lux - xvuxuavecu =px kpx ---x k417 1p. La
représentation u est essentiellement tempérée donc générique. Notons Ag 'opé-
rateur de k-entrelacement obtenu grace a l'induction parabolique a partir de
Apk-1,®---® A, avec (rappel) A,i, = A% (viu, ). Puisque la représentation
X1 est k-stable, elle est Ag-stable.

Fixons I C K et écrivons L1 1 = GLg,, (F') X - - - X GLg,p, (F') avec sq+- - -+
st = k. Alors la représentation 7 s’écrit 7 ; = 7'1(11) Q- ®7'1(2 ou 7'1(][) est une
représentation irréductible essentiellement de carré intégrable de GLg,y, (F);
et les représentations 7'1()1[), e Tl(t} sont en ordre standard (pour la classification
de Langlands). Pour j =1,...,¢, posons

X}j) = Tl()jI) X K,Tl()jI) X - X /@dl_lTl(,jI).

dy

Les représentations X}l), . ,X}t) sont, essentiellement tempérées et elles sont
en ordre standard. D’aprés [11, prop 2.2, 2.3], 7y est le quotient de Langlands
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de I'induite parabolique
X}l) NEER X}t) = Lfl (X;l) ®-~®X§t)> ,

ot 'on a noté Ly le sous-groupe de Levi GLg, = (F) x -+ x GLg, = (F) de G :
on a

T = L (X}l),,XI(t)) .

Observons que pour j = 1,...,%, s; est la longueur du segment de Zelevinsky

associé a la représentation 1rreduct1ble essentiellement de carré intégrable 7'17)

de GLg,n, (F). Pour j =1,

k—1 k-2 k—s1

14 uXv UX-+ XV u

est une représentation de GLg; » (F') qui admet X}j ) comme sous-quotient ir-

réductible de multiplicité 1. Comme la représentation X}j ) est générique, on
peut lui appliquer la proposition 3.2 qui nous dit que son opérateur de k-
entrelacement normalisé est obtenu a partir de A x-1, ® -+ ® A ks, par la
propriété d’induction parabolique de multiplicité 1. On obtient de maniere ana-

logue le méme résultat pour les représentations X§2), e ,X§t). Nous concluons
grace a la proposition 3.1 que

A@ (7‘(‘1) = Aﬂ-l .
4. Soient f € C*(H) et ¢ € C°(G) deux fonctions qui se correspondent. Pour
rappel, nous avons noté X; ; la représentation Lflll(ﬁ,[) de G; = GLG%(F)7
m1,1 le quotient de Langlands de X ; et X la représentation de G définie par

X] = Xl,I X KJXL] X oo X K,dl_1X17].
Montrons maintenant que

tr(X(¢)Ax,) = Y tr(ms(¢)Ax,).

IcJckKk

Soit 0 C Uy =7 C Uy C --- C U, = X1 une suite de Jordan-Hélder pour
laction de GL,,(F') via © et Ag, i.e. tous les sous-modules dans la suite sont
stables & la fois par © et Ag et les quotients U;1/U; sont irréductibles pour
cette action.

D’une part nous avons :

tr (X1(¢)Ax,) th (Uit1/Ui(¢)Ae(Uit1/Us))

Si Uj41/U; n'est pas irréductible pour I’action de GL,,(F') alors
(Ui+1/Ui(¢)Ae(Uit1/U;)) = 0
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En effet dans ce cas il existe une sous-représentation € de U; /U, +; irréductible
pour Paction de GL,,(F'). Alors € est isomorphe & une représentation de la forme
Op, X KOpy, X =+ X mdl_laldl avec les I; non tous égaux et Ag envoie € sur une
autre sous-représentation irréductible de U;/U;;1. Le quotient U;41/U; est la
somme des conjugués de € sous Ag. Comme ces conjugués sont permutés par
Ag sans point fixe, la trace tordue est nulle.

Il ne reste donc dans la trace tordue que les représentations x-stables qui
sont irréductibles pour l’action de GL,,(F'), a savoir les w; pour I C J C K :

(X (@)Ax,) = Y tr(ms(9)Ae(my)).

IcJjckK

Or, d’apres le paragraphe précédent, Ag(my) = Ar,. D’ou
r(X1(9)Ax,) = Y tr(ms(d)Axr,).

IcJcKk

Sur H (dans le cas non tordu), on obtient de la méme maniere

tr(Xge1(f)) = Z tr(me,y(f))-

IcJjckK

5. La représentation irréductible &; := X}l) Q- ® X}t) de Lj est essentiel-
lement tempérée et x-stable, et par construction c’est un x-relevement de 7g
a Ly. Puisque X7 = 1§ (&) et Xp = f (75,1), par compatibilité de D'ap-
plication de k-relevement avec l'induction i)arabolique (cf. la proposition 6.1
et la remarque qui la suit), on en déduit qu’il existe une constante ¢ € C*
telle que tr (X1(¢)Ax,) = c tr (Xg 1(f)) pour toutes fonctions f et ¢ qui se
correspondent. Nous avons donc

> te(ms(9)Ar,) = r(X1($)Ax,) = ctr(Xpi(f)) =c Y trmps(f).
1égcK 1cIcK

di—

Puisque T x = TE et M = 71 X KTy X+ - X K L1, par récurrence décroissance

sur I, on obtient que

tr (m1(¢)Ar,) = c tr (7m,1(f)) -

pour tout sous-ensemble I C I et toutes fonctions f et ¢ qui se correspondent.
Cela acheve la démonstration du théoréme. O
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