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SUR UNE GENERALISATION DE LA CONJECTURE D’ARTIN
PARMI LES PRESQUE-PREMIERS

PAR PAUL PERINGUEY

RESUME. — Un entier est une racine primitive modulo un premier p s’il génére le
sous-groupe multiplicatif (Z/pZ)*. En 1927 Artin conjecture qu’un nombre a qui n’est
ni —1 ni un carré parfait est racine primitive pour une infinité de nombres premiers,
et que I’ensemble de ces premiers a une densité positive parmi tous les premiers. Cette
conjecture a été démontrée, sous ’hypotheése de Riemann généralisée (GRH), en 1967
par Hooley.

Plus généralement, on dit qu’un entier est une racine primitive généralisée mo-
dulo n §’il génére un sous-groupe de taille maximale dans (Z/nZ)*. Li et Pomerance
ont montré, sous GRH, que ’ensemble des entiers pour lesquels un entier est racine
primitive généralisée n’admet pas de densité parmi tous les entiers.

On s’intéresse ici a 'ensemble des entiers ¢-presque premiers, c’est-a-dire les entiers
ayant au plus ¢ facteurs premiers, pour lesquels un entier a € Z \ {—1} donné et
différent d’un carré est racine primitive généralisée, et nous montrons, sous GRH, que
cet ensemble admet une densité parmi tous les ¢-presque premiers.

Texte regu le 1°7 juin 2023, modifié le 16 février 2024, accepté le 22 février 2024.
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378 P. PERINGUEY

ABSTRACT (On a generalization of Artin’s conjecture among almost primes). — An
integer is a primitive root modulo a prime p if it generates the whole multiplicative
group (Z/pZ)*. In 1927 Artin conjectured that an integer a which is not —1 or a square
is a primitive root for infinitely many primes, and that the set of those primes has a
positive asymptotic density among all primes. This conjecture was proved, under the
generalized Riemann hypothesis (GRH), in 1967 by Hooley.

More generally, an integer is called a generalized primitive root modulo n if it
generates a subgroup of (Z/nZ)* of maximal size. Li and Pomerance showed, under
GRH, that the set of integers for which a given integer is a generalized primitive root
doesn’t have an asymptotic density among all integers.

We study here the set of the f-almost primes, i.e. integers with at most ¢ prime
factors, for which a given integer a € Z \ {—1}, which is not a square, is a generalized
primitive root, and we prove, under GRH, that this set has an asymptotic density
among all the ¢-almost primes.

1. Introduction

Soient a un entier et p un nombre premier, on dit que a est une racine
primitive modulo p si a engendre le groupe multiplicatif (Z/pZ)*. Une question
qui émerge alors est de quantifier le nombre de nombres premiers pour lesquels
un entier a est racine primitive. Notons N, (x) le nombre de premiers plus petits
que x pour lesquels a est racine primitive, on cherche alors a apprécier N, (x)
lorsque x tend vers l'infini.

En 1927 Emil Artin conjecture que tout entier a différent de —1 et d’un carré
est racine primitive modulo une infinité d’autres entiers. Il stipule qu’un tel
entier a serait générateur pour environ 37% des premiers, c’est-a-dire N, (x) ~

Cam(z),ou Cy =[] <1 - ﬁ) est la constante d’Artin. Une démonstration
P

conditionnelle est fournie par Hooley [6] en 1967, en supposant ’hypothése
de Riemann pour certains corps de nombres. Plus précisément il démontre
que Ny(z) ~ Ca(a)m(z), la constante dépend donc du nombre a considéré
et est la constante conjecturée par Heilbronn (d’apres [6]). Concernant des
résultats inconditionnels Heath-Brown [4], améliorant un résultat de Gupta et
Ram Murty [2], a démontré qu’au plus deux nombres premiers ne sont pas
racines primitives pour une infinité de nombres premiers. Plus précisément si
(g,r,s) est un triplet d’entiers multiplicativement indépendants tel que aucun
élément de {q,r, s, —3qr, —3rs, —3q¢s, qrs} ne soit un carré, alors I’ensemble des
premiers pour lesquels au moins un entier parmi ¢,r et s est racine primitive
est asymptotiquement > W. Pour un état de ’art concernant la conjecture
d’Artin et les racines primitives généralisées, le lecteur pourra se référer aux
articles de syntheése de Moree [13] et de Li et Pomerance [11].

On étend la notion de racine primitive au sous-groupe multiplicatif (Z/nZ)*,
ou n est un entier quelconque, en définissant les racines primitives généralisées
modulo n comme étant les éléments de (Z/nZ)* générant des sous-groupes de
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CONJECTURE D’ARTIN PARMI LES PRESQUE-PREMIERS 379

taille maximale, c’est-a-dire {m € (Z/nZ)*, |{m)| = A(n)}, o A est la fonction
lambda de Carmichael [1], définie telle que A(n) est la taille maximale atteinte
par les sous-groupes cycliques de (Z/nZ)*. 1l est alors naturel de se demander si
des résultats similaires a la conjecture d’Artin existent dans le cadre des racines
primitives généralisées. Notons N/ (z) le nombre d’entiers plus petits que & pour
lesquels a est racine primitive généralisée, on espére alors que N/ (z) ~ C(a)z.
Malheureusement ce n’est pas le cas. Soit E ’ensemble des entiers qui sont soit
une puissance d’exposant strictement plus grand que 1, soit un carré multi-
plié par —1 ou +2. Li [9] a démontré que pour tout a, lim inf% =0 et
Li et Pomerance [11] ont démontré que pour les entiers a n’appartenant pas
a E on a, sous ’hypothese de Riemann généralisée, lim supw > 0. Ainsi
le nombre d’entiers pour lesquels un certain entier a est racine primitive gé-
néralisée n’admet pas de densité parmi tous les entiers. Comme pour le cas
classique de la conjecture d’Artin d’autres problémes surgissent naturellement
comme par exemple ’estimation de l'ordre de grandeur de la plus petite racine
primitive généralisée pour un entier, dont Martin [12] fournit une majoration
pour presque tout entier.

Soit ¢ un entier plus grand que 1. Dans cet article, on étudie une situation
intermédiaire, celle de I’ensemble des nombres ¢-presque premiers pour lesquels
un entier a est racine primitive généralisée, et nous montrons qu’il admet une
densité parmi tous les ¢-presque premiers.

Pour le reste de article p et ¢ représenteront toujours des nombres premiers,
et nous noterons ord,, (b) I'ordre de b dans (Z/nZ)*, (b, c) le pged de b et ¢, [b, c]
le ppem de b et ¢, v4(b) la valuation g-adique de b. On note &?*(A) I'ensemble
des parties non-vides d’un ensemble A. On fixe a € Z\ {—1} un entier différent
d’un carré, et on écrit a sous la forme a = alag ou aj est sans facteur carré
et éventuellement négatif. De plus, on définit A comme le plus grand entier tel
que a soit une h-iéme puissance :

(1) h:=max{v, 3b, a = b"}.

Un nombre /-presque premier est un nombre ayant au plus ¢ diviseurs premiers

comptés avec multiplicité. Landau [7] a montré que le nombre de f-presque
z(loglog )* !
(—1)!logx
ici au comportement asymptotique du nombre de ¢-presque premiers pour les-
quels a est une racine primitive généralisée. Nous obtenons sous ’hypothése de

Riemann généralisée (GRH) le théoréme suivant :

premiers plus petit que = est asymptotiquement . On s’intéresse

THEOREME 1.1 (GRH). — Soient £ > 1, E ={1,...,£}, a un entier qui n’est
ni —1, ni un carré parfait et Ny ¢(z) le nombre de £-presque premiers plus petits
que x et qui ont a comme racine primitive généralisée. On a :

-1
B T Wl (L4 Vidar)) 1+ o(1).

z(loglog x
Ny o) = (log log
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380 P. PERINGUEY

avec les notations suivantes :

¢ =i ;
1. We(p) == > (f) > (27»1)%, est la contribution ne dépen-
e A =R T

dant que de h,
2. Vi(ar) = u(?al)Hz(e a(l% [T (1= We(p)~", est la contribution spéci-
P
plax
p=3
fique dépendant de a, ot ay := (Qaf;l),
3. ¢

it =3 <£)24k5e(k)u(&1)k
- —92 L—k
T(5EF) T e

pla: a;,j=a1 {i,}€D
P23 {i, J}E”D

ou

b¢(k) = o(a1, k)
—k l—k—m
B -k (—k—m\ (~1)r2
2[ 2k 2 3Im
+ mgzo ( m > ;:0 ( r ) 2k+m+r _ 17

9—Ll+k + 2—2é+k5£—k

avec

sia; =1 (mod 4)

olay, k) =< (—=1)k2=t+k p 2-20+k5t-k g7 g, =3 (mod 4) ,
(—1)k2—2t+k5t—k sinon

D = [0,k] x [0,£— K]\ {0,0}, et pour (i,5) € D, GF; est la fonction

multiplicative définie pour les nombres premiers impairs par :

6t = (}) (5 Y (DY o gy 1y,

1 12 m—r
avec R,(m) := z_: ( )%

La complexité des termes impliqués dans le résultat ci-dessus provient, en
grande partie, du fait qu’un entier peut étre racine primitive généralisée modulo
p1 - -+ pe sans pour autant étre racine primitive modulo un des p; (par exemple
1636 est une racine primitive généralisée modulo 4054051 = 1801 x 2251 mais
n’est pas une racine primitive modulo 1801 ou 2251). Nous montrons dans la
section suivante que pour étre racine primitive généralisée modulo p; - - - py un
entier doit vérifier des critéres plus faibles que celui d’étre racine primitive mais
cela simultanément modulo chacun des p;, et donc le résultat ne découle pas
immédiatement du résultat de Hooley [6], dont on retrouve ci-dessus le terme
principal en prenant ¢ = 1. En effet ce dernier rameéne le probleme & compter
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CONJECTURE D’ARTIN PARMI LES PRESQUE-PREMIERS 381

les idéaux premiers d’un certain corps de nombres, ce qu’il peut alors faire en
étudiant, sous GRH, la fonction zeta de Dedekind associée a ce corps. Dans
notre cas, nous ramenons le probléme a compter simultanément les idéaux
premiers de plusieurs corps de nombres, ce qui n’est pas possible en appliquant
classiquement la formule de Perron et en déformant le contour. Pour surmonter
cette difficulté, nous démontrons le résultat inconditionnel suivant, qui découle
d’une application atypique de la méthode de Selberg-Delange :

THEOREME 1.2. — Soient £ un entier non nul, a un entier non nul qui n’est
ni —1 ni un carré, C' une constante. Soient v1,...,vy des entiers plus petits
que C et K1, ...,ke des entiers sans facteur carré tels que pour tout 1 < ¢ < {,
ki|vi, alors :
Lx T
Z 1= ﬁ(log logz)~ + O¢ (1 (loglog x)é_z) ,

p1-pe<a cgrllng 08T

(a,p1---pe)=1

Vi, pizl(’ui)

a€ER(Ki,pi)
ot n; = [Q(/a,&,) : Q], &, est une racine primitive v;-iéme de l'unité et

R (kqi, pi) est l’ensemble des entiers dont la classe (mod p;) est une puissance
Ki-ieme.

De plus, inconditionnellement, on a la majoration suivante :

THEOREME 1.3. — Awec les mémes hypothéses que pour le Théoréme 1.1, on a :

z(loglog z)¢~
(08108 2) ™ YT} y0;,(5)) (1 + Viar)) (1 + o(1)

Neal®) < Fr " Dy1togar L

(—1)!log z
ment plusieurs valeurs particulieres, reprises dans le tableau suivant :

. loglog z)“~! . -
Posons Cy(a) = lim N, ¢(z)/ =088 Nous avons calculé numérique-
T—00

l 1;[ (1—=Welp), h=1 Ce(2) Ce(3) Ce(5) C(10)
1 ~ (0.3739 ~0.3739 | ~0.3739 | ~ 0.3936 | ~ 0.3739
~ (0.3759 ~(0.3222 | ~0.3950 | ~ 0.3878 | ~ 0.3775
~ (0.3261 ~0.1318 | ~0.3252 | ~ 0.3278 | ~ 0.3272
10 ~ 0.3051 ~0.0293 | ~ 0.3053 | ~ 0.3046 | ~ 0.3047
20 ~ (.2919 ~ 0.0015 ~ 0.2918 | ~ 0.2920 | ~ 0.2920
50 ~ (0.2807 ~2x 1077 | ~0.2807 | ~ 0.2807 | ~ 0.2807

On retrouve sur la premiere ligne la constante d’Artin, ainsi que la légere dé-
viation pour a = 5. Dans les lignes suivantes, toutes les valeurs présentent une
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382 P. PERINGUEY

déviation, qui semble s’estomper quand ¢ grandit, sauf pour a = 2 auquel cas
C¢(2) semble tendre vers 0, ce qui est en accord avec le fait que 2 est dans
l’ensemble E décrit par Li et Pomerance [11].

Nous présentons ensuite une approche heuristique analogue a celle du cas
classique. Nous transformons le probleme en ’évaluation du nombre de /-
presque premiers ne vérifiant pas une certaine propriété pour tout nombre
premier ¢. En utilisant ’'Hypotheése de Riemann Généralisée nous ramenons le
probléme a I’évaluation du nombre de /-presque premiers ne vérifiant pas ces
propriétés pour ¢ petit. Puis nous montrons que les p; - - - p, comptés sont tels
que chaque p; se décompose comme produit d’idéaux premiers distincts dans
un certain corps de nombres. En utilisant la méthode de Selberg-Delange nous
évaluons le nombre de p;---py < x vérifiant ces propriétés simultanément.
Enfin, aprés avoir controlé les termes d’erreurs, nous utilisons des méthodes
combinatoires pour obtenir I’expression du terme principal.

2. Caractérisation des racines primitives généralisées

Nous donnons dans ce paragraphe un critere caractérisant les racines primi-
tives généralisées. Ce critere est énoncé dans le lemme 2.2.

Nous commencons par introduire des notations qui nous serviront tout au
long de larticle. Pour [ € N et n € N donnés, on notera %(l,n) 'ensemble des
entiers dont la classe (mod n) est une puissance [-iéme :

(2) R(l,n)={c€Z,IEZc=0b (modn)}.
Pour ¢,p1,...,pe des nombres premiers, on notera M,(p1,...,p¢) 'ensemble
des p € {p1,...,pe} pour lesquels la valuation g-adique de p — 1 est maximale

parmi les p; :

(3)  Mg(p1,---spe) ={p €{p1r,. .-, e}, vg(p — 1) = vg(A(p1---pe))}-
Cet ensemble est toujours non vide. En effet la fonction lambda de Carmichael
vérifie les propriétés suivantes :
1 T : —
L /\(pr) _ 590(}9) sTp—QetTZ?)'
gp(p’") sinon

k
2. Sin =[] p;" avec p; # pj, alors A(n) = [A(p}"), ..., A(p.F)]-

i=1
On commence par donner un résultat classique sur les ordres des éléments dans
(Z/nZ)*.

LEMME 2.1. — Pour tous a,ny,ns dans N, (a,ning) =1 :
ordp, n,)(a) = [ord,, (a), ord,, (a)]
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CONJECTURE D’ARTIN PARMI LES PRESQUE-PREMIERS 383

Démonstration. — Commengons par montrer que ord,, (a)|ord,, ,.j(a).

Ecrivons ordn, n,](a) = kordy,, (a) +r avec k € N et 0 <7 < ord,, (a).
Alors

O d[ny ,n01(0) = 1(n1) o gFordny (@) gr = 1(n1)

< a" =1(ny)

Or r < ord,(a) ainsi » = 0. Ainsi ordy,,(a)lordp,, n,j(a), de méme
ordp, (a)|ordp,, n,j(a) et donc [ord,, (@), ord,, (a)]|ord,, »,j(a).

Reste & montrer que al®dm(@ordna(@] = ([ ny]), ce qui est
immédiat car nq|alordni(@ordny (@] 1 et py|glordni(@)ordny (@] 1 done

[Tll, TLQ] |a[°rdn1 (a),ordny (a)] _ 1. 0

Nous cherchons a compter les nombres m ¢-presque premiers c’est-a-dire tels
que 2(m) < ¢, ou (m) est le nombre de facteurs premiers de m comptés avec
multiplicité, pour lesquels un nombre a donné est racine primitive généralisée.
Il est immédiat que si a est un carré ou a = —1 alors a ne peut étre racine
primitive généralisée que dans le groupe trivial (Z/27Z)*.

Nous allons montrer que quand a n’est pas un carré parfait et a # —1
cet ensemble est infini et admet une densité positive parmi tous les ¢-presque
premiers.

De plus on a trivialement que > 1 < @(log logz)=2 et

p1pe—1<x

ol 10zw(log logz)*~2. On ne s’intéresse dans la suite qu'aux a qui
P1-Pe<T
P1=p2
ne sont pas des carré et aux m < x sans facteur carré ayant exactement /¢

facteurs premiers.

LEMME 2.2. — Soient p1,...,pe, £ nombres premiers distincts et a un entier
tel que (a,p1-+-pe) = 1.

Alors a est une racine primitive généralisée modulo py1 ---pe st et seulement
si pour tout q|A(p1---pe), il existe p € My(p1,...,pe) tel que a ne soit pas le
résidu d’une g-iéme puissance modulo p.

Démonstration. — Supposons qu'’il existe g|A(p;---p¢) premier tel que pour
tout p € My(p1,...,pe), a soit le résidu d’une g-iéme puissance modulo p et
donc ord,(a)| 21,
Ainsi d’aprés le lemme 2.1,
vg(ordp,...p,(a)) = max  vg(ordy(a))
pE{p1,....pe}

< max vy(p—1)=v,(\(p1--pe))
pE{pP1,.-spe}

et donc a n’est pas une racine primitive généralisée modulo py - - - py.
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384 P. PERINGUEY

Réciproquement, supposons que a ne soit pas une racine primitive généralisée
Ap1---pg)

modulo p; - - - pg. Alors il existe g|A(p1 -+ - pe) tel que a™ @ = 1(p1 - pe)-
Soit p € My(py,...,pe), alors d’aprés le lemme 2.1, ord, (a)|2=2.
Soit 4 une racine primitive modulo p, alors il existe « tel que v* = a(p) et
donc ”ya% =1 (mod p). Alors p — 1|a%, i.e gla. Ainsi a est bien le résidu
d’une ¢-iéme puissance modulo p. O

Nous allons maintenant définir un critéere pour caractériser les (-presque
premiers pour lesquels a n’est pas une racine primitive généralisée.

DEFINITION 2.3. — On dit que a vérifie R(q,p1---pe) si (a,p1---pe) =1l et a
est le résidu d’'une ¢-iéme puissance modulo p pour tout p € My(p1, ..., pe).

Ainsi a est racine primitive généralisée modulo py - - py si (a,p1---pe) = 1 et
§’il ne vérifie pas R(q, p1 - - - p¢) pour tout ¢. Pour £ = 1 on retrouve la propriété
R(g,p) introduite par Hooley [6, §3]. La section suivante étend une approche
heuristique de la conjecture d’Artin a notre probleme.

3. Approche heuristique expliquant le terme W;(p) des Théorémes 1.1 et 1.3

Dans un premier temps nous rappelons I'approche heuristique de Heilbronn
[10] pour la conjecture d’Artin, c’est-a-dire quand £ = 1. Dans ce cas a est une
racine primitive (mod p) si et seulement si (a,p) = 1 et a ne vérifie pas R(q, p)
pour tout ¢. Fixons ¢ un nombre premier et examinons la probabilité qu’un
nombre premier p premier avec a soit tel que a ne vérifie pas R(q, p).

P(“a ne vérifie pas R(q,p)”)
=1-P(p=1 (mod ¢))P(“3b tel que a = b? (mod p)”|“p =1 (mod q)”),

ou la derniére probabilité est une probabilité conditionnelle. Alors, d’apres le
Théoreme de Dirichlet sur les nombres premiers en progression arithmétique on
aP(p=1 (mod q)) = ﬁ. Rappelons que h est 'entier défini par (1), c’est-a-
dire le plus grand entier tel que a soit une h-iéme puissance . Alors trivialement

si g|h,
P(“3b tel que a = b? (mod p)”|“p =1 (mod ¢)”) = 1.
Si gt h, alors
P(“3b tel que a = b? (mod p)”|“p =1 (mod ¢)”)

p—1

=P(“a @ =1 (mod p)”|“p=1 (mod q)”).

—1
D’apres le petit théoreme de Fermat, la classe de o T appartient & {Z €
(Z/pZ)*, 7 = 1}. Or cet ensemble posséde g éléments, on peut donc supposer

que la probabilité que T =1 (mod p) est é (voir [13]).
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CONJECTURE D’ARTIN PARMI LES PRESQUE-PREMIERS 385

\

Un argument plus rigoureux ([9] lemme 3.2) consiste & observer que p =
1 (mod q) et “a vérifie R(q,p)” si et seulement si p est totalement décomposé

1 N . e ey BN
dans le corps de Kummer L := Q (fq, ad ), ol &, est une racine primitive g-iéme

de 'unité. Cela revient a dire que les éléments de Frobenius o, pour p € O, au
dessus de p, sont bien définis et sont dans la classe de conjugaison de 'identité
dans Gal(L/Q).

Or L/Q est un extension abélienne, donc cette classe de conjugaison est
réduite a un singleton. D’apres le théoreme de Tchebotarev la proportion de

1 . . /
tels p est g qui vaut Pl sauf si a est u(n lerre.
h,q

1
q-1)
Ainsi P(“a ne vérifie pas R(q,p)”) =1 — CEOR Alors en supposant I'indé-
pendance selon les ¢ des événements “a vérifie R(g,p)” on obtient
(h.q)

P(“a est racine primitive (mod p)”) = H <1 T a=D
q\q —

) =: Cy(h),
q
ot Cy(1) est la constante d’Artin. Cependant, cette hypothése d’indépendance
est bien trop forte, par exemple Q(v/5) est un sous-corps de Q(&5, v/5) (car
V5 = —2(e¥/5 y e=4m/5) 1), et donc la condition “5 vérifie R(5, p)” implique
“5 vérifie R(2,p)”. Un terme correctif dépendant de a devra alors étre ajouté
pour tenir compte de ce genre d’éventualités (voir [15]).

Passons maintenant au probleme pour les {-presque premiers. Soient
P1,-..,pe des nombres premiers, ne divisant pas a. Notons

Wi(q) :=P(“a vérifie R(q,p1 - pe)”)-

Découpons Wy(q) suivant la valuation g-adique de A(p;---p¢), et suivant la
taille de My (p1,...,pe)-

> e 143 s ’
AOEDY ZP( a vérifie R(¢,p1--pe)”, va(\(p1 -+ pr)) = m’)

m=1i=1 |My(p1, ... pe)| =i
> L/ ve(pj — 1) <m Vi<j </t
m=1i=1 \' 3b tel que a = b (mod p;) V1 < j < i

Les événements impliquant les p; sont maintenant indépendants :

c© 4
Wila) = 32 3 ()t = 1) <)
x P(v,(p — 1) = m, “3b tel que a = b? (mod p)”)".
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Alors d’apres le Théoréme de Dirichlet P(vy(p — 1) <m) =1 —
P(rg(p—1) =m, “3b tel que a = b? (mod p)”)
=P(p=1 (mod ¢™), “3b tel que a = b? (mod p)”)
—P(p=1 (mod ¢"™), “3b tel que a = b? (mod p)”)
_ Q)( 1 1 ):(h,Q)(q—l)
¢ \pla™)  elg™H) ?olg™)
On reporte dans Wy(q

1 iq
W. Puis

)
=55 () () S

m=1i=1 q (,0(

0—i
On développe (1 - ﬁ) en utilisant le la formule du biné6me de Newton,

puis on inverse les sommes finies et la somme infinie, on obtient alors,

Wil = ;) > () sy

i=1 =0\

Alors, en supposant I'indépendance des R(q,p1---p¢), on a que

P(a est racine primitive généralisée (mod p;---pg)) = H(l — We(q)).
q
Cependant on verra par la suite qu’il n’y a pas indépendance, et donc qu’un
coefficient correctif dépendant de a;, h et ¢ devra étre ajouté.
La principale difficulté pour résoudre ce genre de probleme est d’exclure les
{-presque premiers tels que a vérifie R(g,p1 - - pe¢) pour un g grand, la section
suivante est un premier pas dans ce sens.

4. Un premier découpage : le découpage initial de Hooley

Nous adaptons les notations du paragraphe puis procédons a un découpage
de N, ¢(z) analogue & celui effectué par Hooley [6] pour le cas ¢ = 1.

On a vu dans la section 2 qu’un entier p; - - - py était compté dans N, ¢(z) si
a ne vérifie pas R(q,p1 - - - p¢) pour tout q.

Pour n, n1, m2 € R, m1 < 12, et k un entier sans facteur carré on considere
les cardinaux suivants :

(4)  Nae(z,n) = ##{p1 - pe < 2| a ne vérifie pas R(g,p1 --.pr), Yg <},
(5) Pa(% ) = #{Pl cepe < I| a vérifie R(q,Pl .. -pe), VQVC}-

Enfin il nous reste a introduire 'analogue des M,(z,n1,7m2) de Hooley que
nous noterons M, (x,m1,1n2). Pour 1 < 12, My(z,m,12) est le nombre de
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p1---pe < x pour lesquels a vérifie R(q,p1 ...p¢) pour au moins un ¢ dans
Pintervalle |1y, n2].
On découpe |0,z — 1[ en 4 parties suivant les bornes suivantes :

(6) e (1 une constante arbitrairement grande;
o (9= z2 log78 x;
o (5= z? log x.
Tout d’abord,
(7) Noo(x) < Ny, Ch).
On minore N, ¢(z) & l'aide des quantités M (x, 01, n2),
Noe(x) > Ny o(z,Cr) — My(z,Cr,x — 1).
On en déduit
Noo(x) = Noo(z,Cr) + O(My(z,Cr,z — 1)).
On obtient alors ’équation fondamentale :
(8) Nao(x) = Noo(z,Cr) + O(M,(z,Cr, Co))
+ O(Mq(x,C2,C3)) + O(Mg(x,Cs, 0 — 1)).

Dans la section suivante nous fournissons des majorations de M, (z,C2,C3)
et My(z,C3,z — 1). Le terme M, (z,Cy,C5) est ensuite majoré a l'aide de
I’'Hypothese de Riemann Généralisée.

5. Une deuxieme série de découpages et distinction de la majoration nécessitant
I’Hypothese de Riemann Généralisée

Afin de majorer le terme d’erreur dans (8) nous allons procéder en effectuant
des découpages successifs, d’abord suivant les valeurs de ¢ puis suivant les
valeurs de ps ---pg. Par souci de clarté, ces découpages sont synthétisés dans
I’arbre de la Figure 5.1, ou les nceuds sont les différents découpages, et les
commentaires sur les arrétes indiquent la méthode utilisée pour parvenir a la
majoration.

5.1. Majoration de M, (x, C2,C3) et M,(x,C3, 2z —1). —

PROPOSITION 5.1. — En reprenant les définitions de Cy et Cs de (6), on a :

i) .
(log log x)22>

My (x,Cy,C3) = O (

log x

ii)

Ma(x,cg,x—l):o( x )

log” x
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Démonstration. — i) Nous majorons M, (z,C2,C3) a l'aide des cardinaux
Po(z, k) définis par (5) :

Ma(l'702703) S Z Pa(x7Q)'

C2<q<C3

En ne retenant que la condition ¢|A(py ---p¢) dans R(g,p;1...pe), on obtient
linégalité

Palz,q) <00 > 1.

p1-pe<w
p1=1(q)

Soit € > 0, on découpe cette somme selon la taille de ps - - - py,

Z Z 1=251+ 853+ 53,

C2<q<C3 p1-pe<zw
p1=1(q)

avec

s- Y Y X

02<q<03p2 Pé<\f1 Ep17p2 Pe
p1=1(q)

2. 2 2. L

C2<q<Cs \/z' = <pypp<vE e PS50
p1=1(q)

R YD S U

C2<q=Cs pypy 2/ e LIS 5,

p1=1(q)

Sa

Dans S; la somme sur p; est longue, on utilise le Théoreme de Brun—Titchmarsh
([16], Th 1.4.16),

2x
S D 2 p2 -+ peqlog(5-5--)

C2<q=Cs py.opy<y/a'~* e

1
ac2 (loglog x)e_l E 08d
x q
C2<q<C3

z(log log x)*
<X glog )’
log” x
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Pour S5, on ne peut plus profiter de la congruence p; =1 (mod ¢) car p; et g
sont d’un ordre de grandeur proche :

s= Y Y Yo

VE T <pape <VE T 1S 55 02l<q£f3
q|p1—

< Y Yo

VE' T <pype<VEt e IS ity

puis en appliquant le Théoréme des nombres premiers, on obtient :

Sy < > S 3

p2 - - - pe log(

VE S <py e pp < /EH pape
Comme py -+ pp < \/EHE, log(mmm) > logx :
x 1
Sy € —— _
10g$ Z p2 .. pz

Va' e <pype< V' te

- l-e
Sipy---pe > \/51 °, alors max(py,...,p¢) > /2. Les roles de pa,...,pe
étant symétriques, on peut supposer que ce maximum est atteint par p :

T 1 1
Sy € —— E — E —.
* 7 loga D3 De D2
3 pe<y/T TR = 1te
porbe= VETT <pr<Va

La somme sur py est un O(1) on la constante peut dépendre de £. On en déduit
que So K @(log log )*~2. Et enfin, pour S3, on a trivialement pour x assez
grand,

S3 =0,
car pour x assez grand, comme p; < —£— et —2— < Cyetdonc >, 1=0.
P2-pe P2-Pe
C2<q<C3
qlp1—1

log x

Ainsi Mgy (z,Cs,C3) = 0O (L(log IOgI)uZ)'

ii) Montrons maintenant que M, (z,Cs,z—1) = O (mg%) Nous procédons

ici de la méme fagon que Hooley [6, p212]. Observons que, comme les roles

des p; sont symétriques dans la condition R(g,p; ...p¢) on peut supposer que
p1—1 P

1
a 7 =1 (mod p;) et donc a® = =1 (mod p;).
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Comme q > 22 log x, pour py - - - pg < x fixés, les nombres p; tels que p; - - - py
soit compté dans M, (z, Cs,z — 1) doivent diviser le produit positif (éventuel-
lement vide) :

(9) 11 (@®™ = 1)
4
m<a:% log= 'z H p;l
=2
Posons Su(n1,m2) = {p : Jq €]n1,n2] tel que ¢lp — 1, a est une puissance
g-itme (mod p)}. Ainsi

Ma(z,Cz—1) <2 > oo

p2pesT  pr<gto

P1€5S4(C3,2—1)
Les éléments de S, (Cs,2 — 1) étant des nombres premiers, leur produit divise
(9). En minorant dans (9) par 2 chaque p € S,(Cs,x — 1) on obtient :

2#{P1Sﬁi Pp1€8Sa(C3,2—1)} < H a2m

14
1
m<z2log~ 'z H le

1=2

Ainsi, en prenant le logarithme :

T
#{m < m 1 p1E Sa(CS,QT - 1)}

2log |a T

s X meo—

log 2 , logz [] p2

m<z% log~ 'z H p;l & Z-:sz

1=2
et donc My (z,Cs,z—1) < > T < ra 0
p2 - pe<x logQJHp?
=2

5.2. Majoration de M, (x, C1,C>) sous GRH. — Nous procédons a la majo-
ration de M, (z,Cy,C3). Pour ce faire nous aurons besoin du résultat suivant
de Hooley [6] conditionnel & ’hypothése de Riemann généralisée pour certains
corps de nombres.

LEMME 5.2 (Hooley, GRH). — Soit ¢ un nombre premier, on a alors
1
Z 1 <« ———Li(z) + O(vxlog(qz)).
= q(qg—1)
pPsST
qlp—1
a€NR(q,p)

Nous sommes alors en mesure de fournir la majoration suivante pour

M (z,Cq, Cy).

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



392 P. PERINGUEY

PROPOSITION 5.3 (GRH). — Sous Uhypothése de Riemann généralisée, et avec
Cy et Cy comme dans (6), on a :

)2—1 £—2

z(loglog = z(loglog x)
Cilogzx log x

My (z,C1,05) < logloglog x.

Démonstration. — Dans M, la condition a vérifie R(q,p1 . .. p¢) implique qu’il
existe p € {p1,...,pe} tel que a vérifie R(q, p). Le role des p; étant symétriques,
on peut supposer que a vérifie R(q, p1).

Ecrivons

M (x,C1,Ca) < #{p1---pe < x Jq €]C1,C4], a vérifie R(q,p1)}
<S+#{p1-pe <z p <log®z},

ou S = # {pl P STy, poecepr < log , dq €]C1, 0y, a vérifie R(QaPl)}'
La contribution de p; < (logz)%* est neghgeable :

ceepp < < loo® log 1 -2
#{pl Pe <z, p1 < log :17} < Z P logac(Og ogz)"
p1<logtt z
< (loglog z)2loglog log .
log

Réécrivons maintenant S :

S< > > oL

C1<q<C2  p2peSy <SPS

pz"'pzSTlogm ~ glp1—1
a€NR(q,p1)

On découpe la somme sur ps - - - pp en trois parties comme suit :

s= Y Y Y ot

C1<q<Cr p2 e giimy ASP1< 557,
P2"'P€§W qlp1—1
] a€R(g,p1)

2= ), 2 2. L

C1<g<C> m—<p2 <t z log® 2 9<p1<5

P2+ Peﬁilog Q\Plf

Sai= ) 2 2. L

Ci<gsC> p2pe<y q<p1<
q—'zlog a:<

‘pl{

€T
P2 pe
Pigrzmz qlp1—1
a€R(q,p1)

et on a donc S < S1 + S5 + S3.
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Pour majorer S; on utilise le lemme 5.2 dii a Hooley.

Si< Y > (Li (pz ~g~c'pe> Q(qlf D ‘J'C‘Pf 1ogm>

P2
C1<q<C> I)Q"'Péfqz Togb =

p2--pe< Tog64 7

Par sommation d’Abel, et en utilisant le Théoreme de Landau sur le nombre
de presque premiers [7], on vérifie que le terme de reste est assez petit :

X x
Z \/710%5” < Z 57— < —5— loglog .
C1<q<Cy pa-- b2 C1<q<Cs qlog” x log” x

<
‘Pes 2 log0 = logE'

P2 peSlog

Puis pour le terme principal, on ne peut que majorer trivialement les contri-
butions de p1,...,ps :

z x
Z Li () < Z 1« m(log log )¢t
P2PeS i es p2pe p1-pesS® &
Pz"‘Peﬁlog'ﬁ

Comme la somme sur ¢ est un reste de série convergente on peut majorer Sy :

z(log lo £-1
51 K Z (g;lgx) o2 loglog x
C1<q<C2 log 0g T
z(loglog z)¢~! T
loglog x.
C’llog:c ]0g2x 8708

Passons a la majoration de Ss.

Notons E(x,n) := {q, e s <4< \/%log2 x}, en appliquant le Théo-

réeme de Brun-Titchmarsh on obtient :

Sy Y > oo

P2 Piﬁﬁ qEE(x,p2---pe) Q<P1§ﬁ

qlp1—1

A
< Z > -
popr < —E— qu(:v,pz -pe) 4P2 " - - De IOg (qp2 p,_;)

— log
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On a - logflx < L < x 1og3x et donc log (L)
p2-pe qp2--pe \/ p2-pe qp2--pe

%bg (pzfm). Alors en appliquant le Théoréeme de Mertens et des manipu-

lations standard sur les logarithmes,

1 / /
Z — <loglog ( _r log x) — loglog ( _r log™3 ac)
q P2---Pe D2 Pe
qEE(m,p2--pe)
P2 Pe

2
<4 loglog x Lo loglog x
— - = )
log ( PQ'“P@) log ( pz“'Pe)
loglog x
< 98o8T
T
log ( Pz“'m)
Ainsi,
1
Se < xloglogx Z

2 T '
p2"'17£§‘4710g2 — D2 pelog (m...p[)

On évalue alors cette somme par sommation d’Abel et en utilisant le théoréme
de Landau sur les presque premiers :

Z 1 ) < /logg‘*z (loglogt
o

2 tlogtlog? &
pz...pggloggélm D2 Pe lOg (pzfpg thgthg n

)672

1

< (loglo 335_2/ _
(loglog ) o tlogtlogQ%

On utilise le changement de variable u = log x et on effectue une décomposition
en éléments simples, on obtient :

Sy < sc (loglog )2,

log x

Passons a la majoration de S3. On va procéder comme dans le i¢) de la propo-
sition 5.1

Sai= ), > > 1

C1<q<C2 log? 2.< pz~~m§§ NSNS ey
q? P2"'P£§m qlp1—1
a€R(q;p1)
p1—1 21'1—1 -1 -1

= — D1 < x < x
Commea « =1(p1),a” @ =1(p1). Deplus S i S\ ey logT
Ainsi il existe m < z logf1 x tel que p1la™ — 1. On minore chaque p; par

P2-Pe
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(4 (au lieu de 2 contrairement & la preuve de la proposition 5.1)

C#{Cﬁplﬁpz_?_pé: Jg>, /75 logz, a=b? (mod p1)} < H om
L < a

m<, /—m _—_1
= po---py logz

et donc en prenant de nouveau les logarithmes

#{C <pr< ——: Fg> | ———logw, a=1% (mod p;)}
p2---Pe p2---De
2loga T
< m <<
~ log C1 Z pa - - - pelog Cy log? x

<V
M/ D3 pg Tog

On reporte dans S3

Sz Y *

pa -+ pelog Crlog @

p2pe<w
z(loglog z)*~!
logCylog?a
Ainsi
log1 -1 log'1 -2
M (z,C1,Cr) <€ z(loglog z) z(log log ) log log log x. O
Cilogzx log x
5.3. Nouvelle équation fondamentale. — Maintenant en reprenant (8) et la
proposition précédente, on obtient :
(10)
log'1 -1 logl -2
Nae(z) =Ny o(z,Cy) + O z(loglog 7) z(loglog z) logloglogz | .
k ’ Cilogzx log x

Exprimons alors N, ¢(x, C7) en termes de P, (z, k). Déja, par inclusion-exclusion,
ona:

Nog(@,C1) = > u(l)Pala,l).

PHI)<C

La section suivante a pour objectif de séparer le plus possible les conditions sur
les p; dans P, (x, k).

6. Expression de P, (x, k)

Commencgons par démontrer le lemme suivant.

LEMME 6.1. — Soient u et v deuz entiers premiers entre eux, a un entier et
p un nombre premier, alors a appartient a la fois d R(u,p) et a R(v,p) si et
seulement si a appartient d R(uv,p).
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Démonstration. — On a trivialement que si a € R(uv,p) alors a € R(u,p) N
R(v,p).

Supposons alors a € R(u, p)NR(v, p). Soient vy et vs tels que v = a (mod p;)
et v = a (mod p;).

Puis, comme (u,v) = 1, il existe d’apres le Théoréme de Bézout Ay et Mg
tels que A\ju + Aqv = 1.

Alors on a

(v23h)" = ()0 (V)M = M2 = g (mod p). m

Notons E = {1,...,¢}, P*(E) l'ensemble des parties non vides de E.
On déduit du lemme précédent et des définitions de P,(z, k) et h données
par (5) et (1) les conditions suivantes pour les nombres p; - - - pp contribuant &

Po(z, k).

PROPOSITION 6.2. — Soit (p1...,pe) un L-uplet de nombres premiers tel que
p1--pe < x. Alors p1---pe est compté dans Pz, k) si et seulement si les
conditions suivantes sont vérifiées :
e (a,p1---pe) =1,
o [l existe une unique factorisation de k sous la forme k = [ ki
telle que, en notant k' := (h’fﬁw : LEP*(E)

— Pourtouti € E,a € R I1 kp.pi| etpi=1(mod J[ Fkr).
LeP*(E) LeP*(E)
iel iel
— Pour tout j € E, et pour tout sous-ensemble L de E ne contenant
pas j, on a pour chaque diviseur premier q de ki, vy(p; — 1) <

va(A(p1 -+ pr))-

Démonstration. — Tous les p - - - pp comptés dans P, (x, k) vérifient les condi-
tions suivantes :

i) (a,p1---pe) =1,
i) kA1 pe),
iii) VYglk, Vp; € My(p1,-..,pe), a € R(g, pi).
Définissons pour tout diviseur premier g de k I’ensemble des indices des éléments
de l'ensemble M, associé : I, :={i € E, p; € My(p1,...,pe)}-
A chaque L C FE non vide, on peut associer un diviseur k7, de k défini par

kr:= [] qetainsi [] ki =k, les kr pouvant valoir 1.
alk LEP*(E)
L=I,

La condition k|A(p1 - - - p¢) peut s’écrire sous la forme Vq|k, max v (pi—1) >0,
_7’_
ce qui revient & p; =1 (mod [] k).
ieL
La condition iii) est elle équivalente au fait que pour tout i € E, a € R(q, p;)
pour tout g tel que p; € My(p1,...,pe). En appliquant plusieurs fois le lemme
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6.1, cette condition sur p; est équivalente a

aEiR(Hq,m) :9{<HkL,pi>.

qlk i€l
iel,

On note k = k7 (kr,h). Comme k est sans facteur carré, (k7 (kr,h)) = 1.
D’apres le lemme 6.1, a € R(kp,p;) si et seulement si a € R(k},p;) et a €
m((k[nh)?pl)

Or par définition de h, on a toujours a € R((kp,h),p;), et donc a €
R(kr,pi)  a € Ry, pi)-

Appliquons a nouveau le lemme 6.1

a€R (H kL,pi> Sac€ m R(kr,pi)

i€L icL
Sac ﬂ Rk ,pi) ©aeR (H k’L,pi> :
i€L i€L

Ainsi notre factorisation de k convient. Soit [ kz, une décomposition de k qui
convient, alors pour tout g|kr, My(p1,...,pe) = L et donc ki, = k. |

Gréce a la proposition 6.2, on peut exprimer P,(z, k) comme suit :

(11) Pal, k)= > > 1

kr=k p1-pe<T
LeP*(B) (a,p1-+pe)=1
Vi, p;=1 (mod H kr)
LEP*(E)
i€L
Vi, aem( I k/L,pi)
LeP™(E)
€L

ol les ky, et K} dépendent des p; comme explicité précédemment. Dans la propo-

sition suivante nous obtenons un découpage de P, (z, k) dans lequel les conditions
sur les py, . .., pe sont indépendantes (mis & part la contrainte p; - - - pp < ).

PROPOSITION 6.3. — On a :

1
Pale k)= 3 > > 2 b

" {kr, LEP*(E)} {g1, LEP*(E)} {cir, LEP™(E), igL} {ps, i€{1,....0}}
kp=k AL cin|2& p1pe<w
* krlgL L (a,p1---pe)=1
LEP*(E) Vi, p;=1 (mod wu;)
Vi, (21 k)=1

Vi, a€R(k},pi)
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ot pour touti € {1,.... L}, u;:= I g [l cretki= T k..
LeP*(E) LeP*(E) LeP*(E)
i€L i L i€l

Démonstration. — A k et pi,...,p, fixés notons pour L € P*(E) et i € L,
gr = [[ ¢"s®~Y = (k¥,p; — 1) et pour i ¢ L notons ¢;, := (k3°,p; — 1).
qlkL
Notons que la définition de g; ne dépend pas du ¢ € L choisi et que ¢; L|Z—i.
Puis posons pour tout i k; := [[ kpetki:= T[] k.
LeP*(E) LeP*(E)
icL ieL
On va sommer sur toutes les décompositions de k en  [] k& et les gp, et
LeP*(E)

¢;, possibles. C'est-a-dire sommer sur ces décompositions de k et sur les gr |k$°,
kL|gL et CiL|%~

Ainsi & k, {kp, L € P*(E)} tels que [ kr =k, {9z, L € P*(E)}

LeP*(E)

et {cir, L € P*(E), i ¢ L} fixés les p; ---py qui contribuent & P,(z, k) pour
lesquels les k1., g1 et ¢;;, correspondent sont tels que :

L. (a,p1---pe) =1;
pour tout 7, p; = 1(k;);
pour tout i, a € R (k},p;);

pour tous L € P*(E) et i € L, gr|(p; — 1) et (pgzl,kL) =1;
pour tous L € P*(E) et i ¢ L, ¢;p|(p; — 1) et (pé;l,k,;) =1.
Comme pour tout L, kr|gr la condition VL € P*(E), i € L, gr|(p; — 1) et

(pzzl,kL) = 1 implique p; = 1(k;). Puis, comme k est sans facteur carré, les

Al

conditions :
1. pour tout L € P*(E), i € L, gp|p; — 1 et (pgzl,kL) =1;
2. pour tout L € P*(E), i ¢ L, c;p.lp; — 1 et (pci;l,k:L) =1;
sont ensembles équivalentes a : pour tout i € {1,...,¢},

pi— 1
I o II calti-net(—g— g P=1
LeP*(E) LeP*(E) LeP™(B) LeP (B) o

el i¢L i€l i¢L
Notons alors pour tout 4, u; := [[ gr [] ¢ et disons, pour raccourcir
LeP*(E) LeP*(E)
i€l i¢L

les notations, que la condition p; = 1 (mod u;) est impliquée par ( p?u_il k) =1
Les py -+ pe qui contribuent & P,(x, k) pour lesquels les ky,, g1, et ¢;, corres-
pondent sont alors tels que :

1. (avpl te pZ) = ]-;

2. pour tout %, a € R (kf,p:);

3. pour tout i € {1,...,0}, (&=L k) =1.

Uj
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On peut alors écrire P, (x, k) comme suit :

Pa(, k) = % > > > oL

“{kL, LeP*(E)} {gr, LEP*(E)} {cir, LGP*gE), i¢L} {pi, ic{1,....0}}

kr=k gLlkZ leﬁ p1-pe<®
LEP*(E) krlgr (a,pl---zlw)zl
Vi, (Pi—k)=1

wg

Vi, aeﬁ(kg,pi)

Le facteur % provenant du fait que un méme nombre p; - - - py est compté £! fois
suivant ’ordre des facteurs premiers et comme p; # p; pour i # j. O

Afin de pouvoir calculer la derniére somme de P,(x, k) nous aurons besoin
de contrdler la taille des gy, ce que nous faisons dans la proposition suivante.

PROPOSITION 6.4. — Pour k < Cy, C5 une constante arbitrairement grande,
O0<t<l,ona:

Po(z,k) =P, (x,k) + O (th (log logx) 1) ’

ot
1
/ .
SCCEST D YD VD »
{kr, LEP™(E)} {9z, LEP"(E)} {ciL, LEP™(E), i¢L}
kr=k 9L=Cs CiL\ﬁ
LeP*(EB) 9grlkg
krlgr
DR | QTCSRD DR
{d;, ie{l,...0}}ie{l,...0} {ps, i€{1,...0}}
di|k p1pe<w
(a,p1---pe)=1
Vi, pLEl(uLdl)
Vi, aGiR(k;,pi)
Démonstration. — 11 suffit de montrer que la contribution des g; tels que

max g7, > C5 est un O (C, lOggc(log log z)*~ ) Quitte a permuter 'ordre des
pi, il suffit de vérifier que la contribution d’un gr, > Cs, avec Lo € P*(E) et
1€ Lyest un O (%(loglog I)E71>

Un nombre presque premier donné ne pouvant étre compté dans la somme
sur tous les presque premiers plus petits que x que pour une valeur donnée des
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gr et ¢; 1, on a la majoration suivante :

S= ) 2. 2 2. > !

ke, LEP™(E)} {gr, LEP (E)\Lo} 9102C5 {cir, LEP"(E), i¢L} {pi, i€{1,....t}}

kr=k grlkz’ 9Ly lkZ, cw\kfz p1 m<3f
LeP*(B) kelar, kLO\gLO Vi, pi=1(u;)
< g E E E 1.
kr=k 9LolkL, P2pese  pi<gios
L€’P*(E) 9Ly >Cs p1=1 (mod gr,)

On veut montrer que S < Clriogs loglog z)~1.

log T (
On a vu précédemment que la contribution d'un p; < (logx)%* était négli-
geable, donc

s« Y Y Y Y

H kr=k 9Lo kL pz“-peﬁm Plﬁpz,.,w
LeP*(E) 916 >Cs p1>(log x)%*
(

p1 étant premier, la condition p; =1 (mod gr,,) entraine que p; > gr,.

On majore la somme sur p; en utilisant le théoréme de Brun-Titchmarsh
quand gr,, < (log )1 et par quand gr,, > (logz)!°. Ainsi S < S1+952,
avec

s= Yy Y% ’ y

_z
P2-PedLg

X

H kr=k gro kT, pzmpeﬁm pz-Hpgtp(gLo)log (pzu.p[gLO
LeP*(E) Cs<gL0§(10g:c)10

[T *ke=k 9rolkZy PP iriimer 0
LeP*(E) gLy >(log z)*°

SQS

Pour la somme S5 on utilise la méthode de Rankin pour majorer la somme sur
9L, -

1 1 1 p? el
< —F .
Z gL, ~ (logz)® Z 3 log:c (log z)® H ( 3 1) < (log x)5

gLy lkT, gL kT, ng plkLg
9Ly >(10g1)10
En reportant dans la somme S5 on obtient Sy < (10015)5 (loglog z)*~1.

Dans la somme S1, gr, < (logz)'? tandis que e 2 (log z)* donc

08 (s ) > 18 (5550 )

1 kr loglog Cy
De plus @(gLO) < 9rg w(kLo) < w(gry) -~
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Nous appliquons de nouveau la méthode de Rankin avec un parameétre
t €1]0,1[. On peut majorer la somme sur g, par :

> —<a
@.
gLolkzc(,) <P(9Lo) 5
C5<gry<(logz)"”
Ainsi So < &2 (loglogz)*~ 1. O

Ciélog:v

Afin de calculer les derniéres sommes de P,'(x, k) nous aurons besoin de
plusieurs résultats de théorie algébrique des nombres, qui seront l'objet de la
section suivante.

7. Correspondance entre les £-presque premiers recherchés et les idéaux
premiers de certains corps de nombres

Dans toute cette partie m est un entier naturel, m’ un entier naturel sans
facteur carré qui divise m, p un nombre premier et a un entier qui n’est ni égal
4 —1 ni un carré et tel que (a,p) = 1. On suppose de plus que pour tout g|lm’,
q premier, a n’est pas une g-iéme puissance. Commencons par la proposition
suivante :

PROPOSITION 7.1. — L’existence de solutions pour l’équation v =g (mod p)
et la condition p =1 (mod m') sont ensembles équivalentes au fait que l'équa-
tion v™ = a (mod p) a exactement m’ racines.

Démonstration. — Supposons qu’il existe v tel que v =g (mod p) et que
m'|(p—1). Alors ™ =1 (mod p) a m’ solutions, que nous pouvons expliciter.
Soit « une racine primitive modulo p, les racines m/-iéme de 1 sont de la forme
T = oz(th’l)A, avec 0 < A < m/.

. !
Alors pour chacune de ces racines, (vz)™ =

a (mod p) et ainsi le polyndme
X™ —a a au moins m/ racines dans (Z/pZ)*. Comme c’est un polynéme de
degré m’ on déduit que ce sont les seules.

Supposons maintenant que v™ = a (mod p) a exactement m’ racines. Alors
le morphisme de groupe ¢ : (Z/pZ)* — (Z/pZ)*, v — v™ | a un noyau Kerp
de cardinal m/’.

Or Card(Kerp)|Card((Z/pZ)*) et on a bien m/|p — 1. O

D’apres le Théoréme de Kummer ([14] Prop 1.8.3) cette propriété est aussi
équivalente au fait que p { m’ et p se factorise dans Q( ™\/a) comme produit de
m’ idéaux premiers distincts.

Montrons maintenant la proposition suivante qui est un résultat classique
de théorie algébrique des nombres.
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PROPOSITION 7.2. — Les deux assertions suivantes sont équivalentes :
e p=1 (mod m),
e ptm etp se factorise dans Q(&,,) en p(m) idéaux premiers distincts.

Démonstration. — Soit ®,,, le m-iéme polyndéme cyclotomique. Les racines de
®,,, modulo p sont des solutions de 1’équation 2™ =1 (mod p).

Soit o une racine primitive modulo p. Alors pour 0 < r < p—1, (a")™ = 1(p)
si et seulement si rm = 0 (mod p — 1). Posons d = (m,p — 1). Alors

«@ fl(p)<:>7"df < d>

Ainsi les solutions de 2™ = 1(p) sont les o T avec 0 < A < d. Mais ce sont

aussi les solutions de % = 1(p), ainsi les facteurs irréductibles de degré 1 de
®,,, (mod p) sont ceux de ;5 (mod p).

Les 027 avec A < d, (A\,d) = 1 sont des racines primitives d-itmes de

I'unité et donc ®; (mod p) = [[ (X — a’\pTil). Ainsi deg(®q) = ¢(d).

(Ad)=1

1<A<d
Alors d’aprés le Théoréme de Kummer p se décompose en p(m) idéaux
premiers distincts dans Q(¢,,) si et seulement si d = m, i.e m|p — 1. O

La proposition suivante, nous permettra de passer de conditions dans Q(&,,)

et Q( ™/a) a des conditions dans Q( "/a,&,).

PROPOSITION 7.3. — Les trois conditions suivantes pt m, p se décompose en
w(m) idéaux premiers distincts dans Q(&,) et p se décompose en m’' idéauz
premiers distincts dans Q( "/a) ont lieu si et seulement si ptm et p se fac-
torise dans K = Q( ™/a,&,,) comme produit d’idéauz premiers distincts et de
norme p.

Démonstration. — Supposons que p 1 m, p se décompose en p(m) idéaux pre-
miers distincts dans Q(&,,) et p se décompose en m/ idéaux premiers distincts
dans Q( ™/a).

La décomposition de (p) dans Q(&,) est de la forme (p) = p1---py(m) OU
pour tout 1 < i < ¢(m), p; est un idéal premier de norme p, p; # p;.

Notons ®,, = ®,, (mod p), alors ®,,, se factorise comme suit ®,,(X) = (X —
uy) -+ (X —Uy(m)) et on a, quitte & modifier 'ordre des indices p; = (p, Em —us).

De la méme maniére, en notant B(X) = X™ —a, B(X) = B(X) (mod p),
onaB(X)=(X—v1) (X —vm).

Comme K = Q(&,,)( ™/a), on peut noter P le polynéme minimal de ™/a
sur Q(&,,) et P = P (mod p). Ainsi P|B et donc P est scindé. Puis quitte a

changer 'ordre des racines, P(X) = (X —v1) -+ (X —vg), ot s <m/.
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A fortiori pour chaque 1 < i < ¢(m), P (mod p;) est scindé et P = (X —
v1) - (X — vs) (mod p;).
On applique le théoreme de Kummer a l'extension K de Q(&,,,). Pour 1 <i <
¢(m), P (mod p;) étant scindé, p; se décompose sur K en p;Ox = p;, -+ pi,.,
»(m)
avec r; = s et Ngo(pi;) = Noce,)opi) = p. Puis pOx = [] piOr =
i=1

[T i, ot Ngsg(ps,) =p.
1<i<p(m)
1<j<r;

Supposons maintenant que p { m et p se factorise dans K = Q( "/a, &)
comme produit d’idéaux premiers distincts et de norme p.

Alors pOg = p1---ps ot s = [K : Q] et pour tout 1 <i <5, Ng/g(p:) = p.

Soit L = Q(&n) et pOr, = Q1---Q, la décomposition de p en produit
d’idéaux premiers dans L.

Soit f; pour 1 < i < s, tel que Ng/o(Qi) = pli. Alors f; est le degré de
Vextension Or,/Q; Oy, par rapport a [F,,.

Or pour tout ¢ € {1,...,r} il existe au moins un j € {1,...,s} tel que p;
intervienne dans la décomposition de @; dans O. Ainsi

Ok /p;jOk : Fp] =[Ok /p;jOk : OL/QiOL|[OL/QiOL : Fy

Par hypothese [Ok /p;Ok : Fp] =1 et donc f; = [01/Q;Or, : Fp,] = 1, ainsi
Nk /(Q:) = p pour tout 1 < i < r et donc p se décompose en [Q(&y) : Q] =
©(m) idéaux premiers distincts dans Q(&(m)).

De la méme maniére p se décompose en [Q( /a) : Q] = m/ idéaux premiers
distincts dans Q( /a). O

On déduit des trois proposions précédentes que p = 1(m) et a € R(m/,p)
sont ensembles équivalentes au fait que p f m et p se factorise complétement
dans K = Q( ™/a, &,,) comme produit d’idéaux premiers distincts de norme p.

Nous allons maintenant calculer explicitement le degré de Q( ™/a, &,).

PROPOSITION 7.4. — Soient m’, m deux entiers naturels tels que m'|m, m’ sans
facteur carré et a un entier qui ne soit pas un carré. Notons K = Q( "\/a, &),
ot &, est une racine m-iéme de ['unité. Alors,

/
m'p(m)
(K : ) = A,
e(m’,m)
Ou e(m’,;m) est donné par la formule suivante, en prenant ay la partie sans
facteur carré de a (i.e a = aia3, avec a; sans facteur carré),

si 2lm/, 2|lm, ai|lm et a; =1 (mod 4)

(12) (' m) = si 2lm/, 4|lm, ailm et a; =1 (mod 2)

si 2lm’, 8|m et ar|m

NN N

sinon
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Démonstration. — Remarquons que :

[K: Q] = [K : Q(&m)][Q(&m) : Q] = o(m)[K : Q(&m)]-

Comme Q(&,,,)/Q est une extension galoisienne on a

(K : Q(gm)”m/
Posons m’ = §[K : Q(&,,)]. Alors, si ¢ est un facteur premier de 4, le degré
[Q(&m)(¥a) : Q(&m)] vaut soit 1 soit g. De plus,
m/

[Q&m)(Va) : Q(€m)] divise [K : Q(&m)] = -

Or (mTI, q) =1 car m’ est sans facteur carré, donc [Q(&,)(a) : Q&) =1 et
ainsi a € Q(&,,). Montrons que ¢ < 3.

Déja Q(a%,fq) C Q(&m) et Q(&m)/Q est une extension abélienne car son
groupe de Galois est (Z/mZ)*. Soit L une sous extension galoisienne de Q(&;, ),
alors

~ Gal(Q(§n)/Q)
0= Galeen/n)
et donc Gal(L/Q) est abélien.

Supposons que ¢ > 2 et montrons que le groupe de galois de Q(a%,fq)/(@
n’est pas abélien. Par I’absurde on suppose que ce dernier est abélien.

Alors I'extension (@(a%,gq) /Q(aé) est galoisienne et son groupe de Galois
H est un sous-groupe de G, := Gal (Q(a%,gq)/@). Comme Gy est abélien H
est un sous-groupe invariant de G,. D’apres la correspondance de Galois, cela
entraine que Q(a%) /Q est galoisienne de groupe de Galois G,/H.

Mais Q(a%) /Q n’est pas galoisienne car Q(a%) ne contient pas toutes les
racines du polynéme X9 —a si ¢ > 3.

On en déduit que g ne peut étre impair et donc § vaut 1 ou 2, car m’ est
sans facteur carré.

/ . . . /
Comme (q, %) = 1 il existe deux entiers u et v tels que ug + U% =1et
1 “‘HUMT/ ug wo
donc am" =a~ = =aw'a4, ainsi

K =Q(¢m)( "Wa, ¥/a)
il vient que si v/a € Q(&,) alors § = 2 et donc § = 2 si et seulement si

Va € Q&m).

Posons
a=a a%

ou aj est sans facteur carré et éventuellement négatif.
On utilise la caractérisation des sous-corps quadratiques d’un corps cycloto-
mique ([18], Cor 4.5.4).
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Si 2||m, comme a; est sans facteur carré, Q(y/a1) est dans Q(&,,) si et seule-
ment si a; est de la forme (—1|D)D, ot (|-) est le symbole de Jacobi et D est
un diviseur positif impair de m différent de 1.

Ainsi ¢ vaut 2 si et seulement si a1|m et a; est un entier impair de méme
signe que le symbole de Jacobi (—1||a1|). Comme a n’est pas un carré parfait,
a1 # 1 et on peut calculer (—1‘|a1|) :

(=1flas]) = (=1)
{1 si |a1| =1 (mod 4)

lag|—1
2

—1 sila1| =3 (mod 4)

_J1 si(a1 =1 (mod 4) et a; > 0) ou (a; =3 (mod 4) et a; < 0)
| -1 si(a; =3 (mod 4) et a; > 0) ou (a; =1 (mod 4) et a; < 0)

Ainsi, on a § = 2 avec 2||m si et seulement si 2|m’, a;|m et a; =1 (mod 4).
Si 4|/m, alors Q(y/a1) est dans Q(&,,) si et seulement si a; ou —a; est comme
ci-dessus, et on a donc § = 2 avec 4||m si et seulement si 2|m’, a1|m et a3 =
1 (mod 2).
Si 8|m, alors Q(/a1) est dans Q(&,,) si et seulement si a1, —ai, a;/2 ou
—a1/2 est comme ci-dessus, et on a donc § = 2 avec 8|m si et seulement si 2|m/
et ai|m. O

8. Méthode de Selberg-Delange

L’objectif de cette section est de démontrer le Théoreme 1.2.
D’apres la section précédente, la quantité que 1’on souhaite évaluer est :

Yo=Y,

p1pe<w my--me<x
(a,p1--pe)=1 m;EP;
Vi, pi=1(v;)
a€R(Ki,pi)
ou les vy,...,v, sont des entiers plus petits qu’'une constante C, les k1, ..., ky

sont des entiers sans facteur carré tels que pour tout 1 < i < ¢, k;|v;, P
est 'ensemble des nombres premiers p tels que p 1 av; et p se factorise dans
K; :=Q( %/a,&,,) comme produits d’idéaux premiers distincts de norme p.
Le cas £ = 1 a été traité par Hooley [6], en utilisant un résultat proche
du théoreme de densité de Tchebotarev et une majoration du discriminant de
I’extension considérée. Pour ¢ = 2, il est possible de procéder de la méme fa-
¢on que pour ¢ = 1 en utilisant la méthode de I'hyperbole. Cependant pour
¢ > 3 il devient trop compliqué de controler les termes d’erreurs qui émergent
de la méthode de I'hyperbole, nous allons donc utiliser la méthode de Selberg-
Delange. Nous suivrons la méthode de Selberg-Delange telle que décrite par
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Tenenbaum [16] chapitre I1.5, en comparant une fonction & un produit de puis-
sances de fonctions zéta de Dedekind associées aux corps K, similairement a
un cas traité par Hanrot, Tenenbaum et Wu [3].

Définissons, pour 7 := (rq,...,7,) € N, n € N,

¢
cr(n) = Z p?(n) H (L (Q(mi) =7i) L(plm; = p € P)),

mi-me=n i=1

et donc, en posant 1= (1,...,1), > 1= cg(n).
my---me<x n<x
plmi=pEP;
m; premier

Notons alors 'r > 0/ lorsque pour tout 1 < ¢ < £, r; > 0, puis pour z :=
(z1,...,20) € C":

4
R ) ) D D)) )

r>0 i=1 mi--meg=n i=1
plm;=peP;

Remarquons que a.(n) est multiplicative, vu que c’est un produit de convolu-
tions de fonctions multiplicatives.
Enfin, pour R(s) > 1, la série de Dirichlet associée & ., est :

az(n) az(p¥) £ 2
fea =t I X5 I ( )

n>0 P v>1 =1 \peP;

F admet alors un prolongement analytique en une fonction méromorphe sur

C\ {1} en tant que fonction de s. L’étude de F par la méthode de Selberg-

Delange nous donnera une expression de > «.(n), dont nous extrairons la
n<z

quantité qui nous intéresse par la formule de Cauchy.

Définissons les objets dont nous aurons besoin pour appliquer la méthode
de Selberg-Delange. Pour ¢ € {1,...,¢}, on notera (g, la fonction zéta de
Dedekind associée & K; et n; le degré de K; sur Q. On définit (k, ;(s) comme
étant la partie de (k, portant sur les idéaux premiers de norme une puissance

fitme: G p(9)= T (1- )
. 7:,f . p pfs .

3p, N(p)=p’
De plus on décompose F(s,z) en un produit de fonction F; : Fi(s, z;) :=

11 (1 + ;—) Nous allons voir que les fonctions F; se comportent similairement
PEP;
a des puissances des fonctions zéta de Dedekind associées a K;, pour ce faire
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on pose

(13) Gi(s,z) = Fi(s, zi)CKi"i (s)

(0+3)(-2)) T (-3) e =

€P, i
' N(p)[avs 7
N(p)=p
et G(s,z) = [[Gi(s,2). Nous définissons aussi les fonctions Z;(s,z) :=
i

((s — )¢k, (s))™ et la fonction Z(s,z) = [[ Zi(s,2), qui joueront un role
3
important dans la suite.

Les fonction zéta de Dedekind disposent de régions sans zéro semblables a
celle de la fonction zéta de Riemann ([8]), comme nous travaillons avec des ex-
tensions dont le degré est borné on peut trouver une région sans zéro commune
a toutes nos fonctions zéta de Dedekind, ce que ’on résume dans la proposition
suivante.

PROPOSITION 8.1. — 1l existe des constantes Cg, C7 et Cg ne dépendant que
de C telles que (i, ne s’annule pas pour

1
B Celogt + Cy’
o>1-Cs, et|t| <1,

c>1 et |t| > 1,

et cela pour tout i € {1,...,¢}.

Afin d’appliquer la méthode de Selberg-Delange nous devons nous assurer
que la fonction G se comporte convenablement dans la région sans zéro décrite
ci-dessus. On note |z| := max{|z|}.

K3

PROPOSITION 8.2. — Soit A un réel strictement positif. Pour |z| < A et s
dans la Tégion sans zéro décrite dans la proposition 8.1, Re s <2 on a :

G(S, Z) <4 L.

Démonstration. — Déja pour tout ¢, comme tous les v; sont bornés,
1\ ™ _z
H 1—1; HCKi,f(S) i L gl
p flni
N(p)lav; £>2
N(p)=p
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. 2
Définissons alors pour tout i, Gy(s,z;) = [] ((14—%) (1— piS) ) =
PEP;

bi .. (n N . RT . .
> %(), ol b; ., est la fonction multiplicative dont les valeurs sur les puis-
n>1
sances de nombres premiers sont déterminées par l'identité :

L4 iz (P)€ = (1+€2) (1-8)™, €] <1, pe P,
v>1

et b; »,(p”) =0 pour p ¢ P;.
Ensuite pour p € F;, on a

O(1+&z)(1 =&
N
£=0
Puis I'inégalité de Cauchy prise sur le cercle || = % implique, pour |z| < A,
i (pV)| < M2%, avec M := sup [(14&2)(1 —&)*]. Ainsi, pour
|ml<A, 6<%

o> 1, comme b;.,(p) =0,

ENGSIPSY: 1 oM
ZZ vo — zp:p”(p”*ﬁ) = %7

PSR g

ol ¢ est une constante absolue. Ainsi G;(s, z;) est absolument convergent pour
a>%,etpour02%—|—€,

GZ(S,ZZ) <A, 1. O
Nous aurons aussi besoin de controler (., a droite de la droite critique. Pour

ce faire on va utiliser un lemme de Wang [17] qui découle d’une majoration de
Heath-Brown [5] pour (g, sur la droite critique.

LEMME 8.3 (Wang). — Soit K une extension algébrique de degré n et n > 0.
Alors par le principe de Phragmén-Lindeldf dans la bande % <o<Ll+¢:

Cr(o+it) <, (L4t )%(17”)“, pour [t| > n.

Enfin nous avons besoin du développement de Taylor de Z autour de 1.

PROPOSITION 8.4. — La fonction Z(s,z) est holomorphe dans le disque |s —
1] < Cs, et y admet la représentation en série de Taylor suivante :

1 .
Z(s,2) =) ﬁ'yj(z)(s — 1)/,
j=0
ou les vj(2z) sont des fonctions entiéres de z, satisfaisant, pour tout % >A>0,

17Cg
o >e>0,

1 )
ﬁ%(z) <a: (1+¢e) (|z| < A).
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Démonstration. — Le résultat est immédiat comme les (x, n’ont pas de zéro
dans ce cercle, il suffit alors d’appliquer le théoréeme de Cauchy (Théoréme
I1.5.1, [16]). ]

On peut alors appliquer la méthode de Selberg-Delange et obtenir I’estima-
tion escomptée.

PROPOSITION 8.5. — Par la méthode de Selberg-Delange, on a

Z az(n) = x( Ing); :1<w + Oc¢ (loéx)) + O(me*%\/@)

n<lz

Démonstration. — Posons A(z,z) := Y. a(n). Alors par la formule de Per-
n<zx
ron on a (Tenenbaum [16], Théoreme 11.2.5) :

/ A(t, z)d e F(s,z)z*T! ds
8, 2)r° T ———
= 2ir oo ’ s(s+1)’

avec Kk =1+ Togz"

Définissons alors le domaine D comme la région sans zéro commune a nos
fonctions zéta de Dedekind et D :=D\ [$ + ¢, 1].

Ainsi, pour s=c+it €D, |s—1|>1, |z| <A A< %, par la proposition
8.2 et le lemme 8.3,

[~

3

F(s,z <<H( L o) 30w ) ™ (1 Jr]) O
=1

Alors, avec T' > 1 un parametre a définir, les contributions des demi-droites
verticales [k £ T, k & to0[ sont :

K+100 dS “+o0
/ F(s,z)r" ' ——— < a:2/ t3toss 2t
K T

T s(s+1)
et donc,
/K—HOO F(s,z)z"! _ds < x2T%_1,
riT s(s+1)
et il en va de méme pour I'autre demi-droite.
Posons Cy(T') := m.

N+ZT

o F(s,z)zs T 42~ pour ce faire on va déformer le

Il reste & évaluer [ S(+T)

chemin d’intégration comme suit :

e [y le segment [k —iT,1— Cy(T) —iT);
e L5 la courbe o(t) =1 — m, pour t € [1 — Co(T) —iT,1 — Cs];
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1
log x

e un contour de Hankel tronqué I', entourant 1 de rayon et de partie

rectiligne joignant 1 — loéw al—Cy;

e on complete le contour par symétrie par rapport a ’axe réel.

Ly
il =
Ls /
0 7T 1—Cy 1 K=1+ logz
Ty -
1

Pour le segment £, on a la majoration :
1—Co(T)—iT Co(T)
/ F(s,z)a:sHL < a?QTM( o) 2
rk—1iT S(S + 1)
et il vient la méme majoration pour Ly.
Puis sur la courbe £ :

1-Cg d
/ F(s,z)x5+17$
1-Co(T)—iT s(s+1)

+oo
< 2?7 %@ </ A k) 2 (9(1)) < g2,

)

car A < %, et il vient la méme majoration pour Ls.
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Posons alors

1
271

ds

O(x) = SGED)

F(s,z)z*!

On a donc, en prenant T = ch\/@’
xT
(14) / A(t,z)dt = ®(z) + O <x2e—02\/@> .
0

Pour s € D, on a

— Zi

ng

F(s,z) =sG(s,2)Z(s,z)(s—1) +
et donc par la proposition 8.4, et comme |s — 1| < 1 pour s dans T,
(15) F(s,z) < |s—1]74, (seTl).

Notons, dans le domaine d’holomorphie de G(s, 2z),
GW) (s, z) := ikG(s z)
12) = 5 xGls:2),

on a alors, pour s € T',

G(s, Zuk s—l

k>0

avec ui(z) := ﬁj!G(h)(l,z)'yj(z), et donc
hj=k

G(5,2)2(s,2) = o(2) + O (|5 — 1]).
Alors on a, (pour le détail voir [16], p241-242),

Zq

®'(z) = z(logx) " (Z( Z)) +0 (10;10)

Remarquons également que l'on a :

1 1
V)= o / F(sz)ms@7 " (z) = 5= / F(s,z)z" 'ds.
r 21 Jp

2mi s

Il reste & montrer que ®’(z) est une bonne approximation de A(x, z). Pour ce
faire on procede comme dans [16] p243. Soit 0 < h < §, on a alors, par (14),

/Hh A(t,z)dt = ®(xz + h) — ®(z) + O (3;26—%\/@) .
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Puis, en utilisant la formule de Taylor,

Mm+@—ﬂ@zh@@+@—ﬁ/&@%wHMﬁ
0

= hd®'(x) + h? /1(1 —1)®"(x + th)dt.
0

Puis par (15), on a ®”(z) < (logz)?, ainsi ®(z + h) — ®(z) = hd'(z) +
O (h*(logz)?), et donc
1 x+h 1 x+h
m%azﬁ/’ Mtdﬁ+ﬁ/ (Alz, 2) — A(t, z))dt
. . z+h

=d'(x)+ O <1‘26_C3\/@ + h(log z)* + %/ (A(t, z) — A=, z))dt).

Or
z+h z+h T
/ (A(t,z) — Az, z))dt < / A(t, z)dt — A(t, z)dt

T z—h

=0 (hx267C4 Viesr 4 h2(log a:)A) .
Ainsi on a finalement, en prenant h = ze V108
(16)

A(z, z) = z(log w)zi: i Fl(mz(z)) +0 (@) +0 (xe—%\/@) . O

Il ne reste plus qu’a appliquer le théoreme de Cauchy a ce résultat pour
obtenir l'estimation attendue, similairement au Théoréme I1.6.3 de [16].

Démonstration du Théoréeme 1.2. — On a

G(1,2)70(2) = [ [ (Gi(1,2) Zi(1, 1))

i

Notons alors A;(z;) := Gi(1, z,) Z; (1, z;), i.e,

a0 D) T 6o)

pe0K,
N(p)lavi
N(p) premier

ou Bk, = lﬂ(s —1) pe];[K. (1 — ﬁp)), qui est bien défini et non nul car
N(p) prc;hicr
(K, a un pole simple en 1.
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Soit  le produit de £ cercles autour de I'origine de rayon r, 1 := (1,...

On a donc par la proposition 8.5,

1
Z cg(n) = Z @in)! Hde

n<zx n<z

dz
A ’L
2171' # (z,2)

=S+ 0O(FE
N T logz) ¢ Zi
ou S := Gin) oz s ¢, ( E ) 1:[/\1'(21‘)617_2’

i
T Zi

ni

et B := (%)g th, (z ( (logz)*" =2 + xe~ cﬁVlOg"’”) IT .

_ 1
On a alors, en prenant r = Toglog s’

z(loglog x)*

EF< 3
log” x

413

).

Ensuite, on utilise la formule I'(u +1) = ul'(u) avec u = ) =L afin de s’écarter
- J
j

de la singularité de " en 0. De plus A;(0) = 1, et ainsi en appliquant la formule

de Cauchy :
(1 Zi] \d
_(logw) 7 dz; dz;
7 A 9
QZﬂélongnz# B (z) Z H (z) JQ
RS

J#i

(I K

og x)i*t dz;
Aj(z) =2

T @im) 110gscznz#, ( >H () 23

Z z7 _|_1 JFi
JFi

ot ' est le produit de £ — 1 cercles autour de lorigine de rayon r.

On utilise la représentation de £ avec le contour de Hankel 7 ([16], 11.0.17),

1 1 / s
_— = s *eds,
L(z) 27w [

ou #Z est composé d’un cercle centré en 0 de rayon r privé du point —r et de

la demi-droite | — oo, —r] parcourue dans les deux sens.
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On inverse les intégrales sur les z; et sur £ en notant que Aj(z;) est borné
pour z; borné, puis en appliquant la formule de Cauchy on a :

log x = dz
227r10g:c Z n; /J/, <QZ7r /z'|—r( ¢ > Aj(Zj) Z]2J> ?df

log x "7] et
QWIngZnI/ Hazj (( > Aj(Zj)> - zdﬁ.

Puis, comme A;(0) =1,

0 log x % . _ loglogz —logg 0
8Zj <( f ) AJ(ZJ)> - n; +8Z]AJ(O)

|Zj:O

Pour la dérivée en zéro de A;(z;) on calcule sa dérivée logarithmique :

5805 - 3 (e (1-3)

PEP;
1 1 1
+ — log (1 — ) + — log(Bk;)
pezoii nj N(p)) n;
N (p)lavi

N(p) premier

Ainsi

loglog z — log & et
= 2ir logx Z n; /jf ( n; + O(l)> ?dﬁ

(&

R
-2

On prend 1 pour le rayon du cercle autour de l'origine de 7, on obtient
R
f% If‘%dﬁ < 1, et donc

(18) Yooo1=) am)

lx x
= ———(loglogz)" ' + O
logmHni(Og ogz) (log

( p1~~pzS)cil n<z
Vi, pi=1 (o) -t (loglogz)’ ™ + O [ ——(loglogz) 2] . D
a€R(ki,pi) logx [ n; log z

En appliquant le Théoréme 1.2 a la derniere somme de l’expression de
P,'(x,k) de la Proposition 6.4 on obtient le résultat suivant (en prenant v; =
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Uidi et Ri; = k,’b) :

(19)
14
>, 1= lix,(log logz) ! + Oc, 0y <1x(10g log $)€2) ;
oy ogx]:[nl ogx
(a,p1-+-pe)=1
Vi, pi=1(u;d;)
aE‘ﬁ(kg,pi)

ot n; := [Q( §/a;&u,a,) : Q.

9. Controle des termes d’erreurs

Dans cette section nous traitons tous les termes d’erreurs accumulés jus-
u’ici, ce que nous regroupons dans la proposition suivante.
q ) q p prop

PROPOSITION 9.1. — On a avec Ci et Cs des constantes arbitrairement
grandes, € > 0,

z(loglog z)*~! e(1+e)Ciy

— / -1
Na,é(‘xﬂcl)i (e_l)|10gx ;Iu(k) a,O(k)+O(C;Elogx(loglogx) >

z(loglog z)¢~2

+ Ocl’cs (

z(loglogz)~" oy ¢
— 2 © 7 eTeCi (logl
O<C5(€—1)!logxe (loglog C1)

z(loglog z)¢~1
+Oe( ( g log ) )
Ci Flogx

2@
log 7 (Cslog Cs) >

ol

a0(k) =

> > > > M

{kr, LEP"(E)}{9cL, LGPO:(E)} {cir, LEP*(E), i¢L} {d;, 1€{1,...,0}} ie{1,....0} i

kr=k gr|kg CiLI% di|
LeP*(B) krlgr
et n; := [Q( k\;/&’ EuLdL) : Q]
Démonstration. — Rappelons que Ny ¢(z,C1) = Y p(k)Po(z, k).
Pt (k)<Ci

Commengons par majorer le terme d’erreur apporté par la proposition 6.4,
il faut alors sommer sur les k sans facteur carré Ci-friables. Ainsi,

> wrk)

P+(k)<C:

9m(C1)
(loglog )t~ ! < < (loglogz)“ 1.

Cicloga ~ Ol floga
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C: et C5 étant des constantes, on a que la contribution des termes d’erreurs
. )2 . z(log log z)*~2 2¢
issus de ’équation (19), sont O¢, ¢, (T (Cslog C5)” ).

Il reste a estimer la somme associée aux termes principaux :

re Y om0 Y%

PH(k)<Cy {kL, LEP*(E)} {9, LEP"(E)}
kp=k 9r=Cs
LeP*(B) grlkE
krlgr

> > I A%
(cin, LEP™(E), i¢L} {di, ic{Lot}} ic{lnt}
CiL‘% i

On souhaite enlever la condition g < C5. Commengons par majorer

z(loglog z)*~!
Bl = TDogs . 2 > >
(¢ —1D'ogx
{kr, LEP*(E)} {9z, LEP*(E)\Lo} 9,>Cs
kr=k gLlks’ gro kT
LeP*(B) kL‘gL kLO‘gLO
> > I
{cirL, LEP*(E), i¢L} {d;, i€{l,...,0}}ie{1,....6}
c,ﬂ,% dik
Remarquons que pour €7 > 0, ni < m < H gL%El. En reportant
LeP*(E)
i€l
dans Er, on obtient :
z(loglog z)*~! ’
Bl = T TDiogs . 2 > > (k)
(¢ —1'ogx
{kr, LEP*(E)} {9z, LEP*(E)\Lo} 94>Cs
kr=k grlks’ 9Ly lkT,
LeP*(E) krlgr krolgr,
o 1 L]
X ]___[ T(QL)‘ \ |<1_51> )
LEP*(E) gL

ou 7 est la fonction nombre de diviseurs. Soit €5 > 0, on a le résultat classique
pour tout entier n, 7(n) < n°2. De plus comme k est sans facteur carré et
Cy-friable on a la majoration suivante : k& < e“'. En reportant cela dans
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lexpression de Er,, on obtient :

r(loglog z)¢~! e

(¢ —1)!logx

1
Xy T (e
{kr, LeP*(E)}{gL, LeP” (E)\LO}gLO>Cs LeP*
kr=k grlky’ gL lkT,

LeP*(B) kL\QL krolarg

Soient L # Lg, €3 > 0,

1
Z ng e1—e2 < H
gLQc plkr
grlkg
krlgr

ELO <

1
<1 " pl-ci—ea 1) < (1 +e3)thr) « e,

Occupons nous de la somme sur gy,,, soit €4 > 0 tel que €1 +e2+e4 < 1,0n a

1 1 1 es3C
Z l—e1—e2 < 054 Z l—e1—e2—¢e4 < 054 :
C 9L, 5 ~ Y9Lo 5
9grLo>Cs gLy lkZy
grolkL, kErylgr,
krolgre

Soit €5 > €2 + €3, en reportant dans Ep,,

< z(loglog x)f~1 2C1eleatea)lCh < z(loglog z)f~1 esstCh
0 (£ —1)!ogx c:t (¢—1)logx CE*

Puis comme le nombre de C}-friable sans facteur carré est majoré par et on
a la majoration souhaitée.
Il ne reste qu’a compléter la somme sur les k.
La somme que l'on souhaite majorer est :
r(loglog z)¢~!
Eo, = < Tyiiogs 2 > >
(¢ —1)ogx
P (k)>Cy {kr, LEP(E)} {gr, LEP"(E)}
w2 (k)=1 [T Fke=k gr|kgy
LeP*(E) krlgL

> > o
n;
{ciL, LEP™(E), i¢L} {d;, i€{1,....0}} i€{1,....¢}
CTL‘ké dz

Er

Soit €1 > 0, on a la majoration suivante pour tout i : ni < e H T
g LYy,

L, i€L
On majore simplement les sommes sur le d; :

1 1 ko'
chlel:H(l+plsl> < ((p(k)> < (loglog k)=,

dilk plk
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€2
Soit €2 > 0, pour tous ¢ et L la somme sur c; j, est petite devant (z—i) .

Notons e3 = £(e1 + €2), et choisissons €7 et 2 de sorte que 0 < €3 < 1. Les
sommes sur les g7, sont alors :

1 1 1 1
Z Z(—e)—B\Lles & Z T H plll=es — 1’

k|L\*53
grlks IL L grlky 9L plhL
k'L‘gL

Soit €4 > 0 tel quel €4 > €3, en reportant dans E¢, on obtient :

z(loglog x)*~1
E MO 05L)
< (£ —1)!logx
1
L(1—e
X Z (loglog k) (1—e1) Z H ST = =)
Pt (k)>Cy {kL, LEP*(E)} plkL
u?(k)=1 1 k=%
LeP*(E)
z(loglog z)¢~!
(£ —1'logz
e 1
P TS VN | B ==
Pt(k)>C {kr, LEP*(E)} LeZ*(E) kL
w2 (k)=1 H kr=Fk
LeP*(E)

Posons f(k) := u?(k) k}2L]iE4)7 alors f est multiplica-

{kr, LEP*(E)} LEZ*(E) ( L

kr=Fk
LeP*(E)
tive et pour p premier,
¢ -1
¢ 1 c 14 2(m—1) —2+4¢
f(P)Z(m)WP4 <m)p <Lgp 7T
m=1 m=0

Ainsi f(k) < 22
Soit €5 > €4, en reportant le résultat précédent dans E¢, on a :

z(loglog z)¢~!
Ec, < (1?
Ci logx
Or on peut prendre €1 et €9 arbitrairement petits et donc par extension ex
aussi, ce qui permet de conclure. O

Il ne nous reste alors plus qu’a évaluer le terme principal.
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10. Calcul du terme principal
Dans cette section on notera pour tout nombre premier p > 3 et tout entier

=i, . j —imj
i > 1, Ry(i) == > (Z;’)&B‘_(f);(;)_:w et pour tout entier ¢ > 1, Ra(i) =

e—i i
iy (=1)727
ZO( G
j=
On veut calculer : ) u(k)Py, o(k), avec
k

RCENED SENEED DU SRS i |

; n
[1  kr=kigrtiewrm {art e g (p) {dities i€E

Le?*(E grlks b¢ L dik
€ ( ) k?ngi, CbLl%
ouw Z*(E) == {L C E, L # 0} et n; :=n( [I kj,wd;) le degré de
LeP* (E)
i€L

I'extension K;, ou kf = (hki}ng avec h impair, dépendant de a.

D’aprés la proposition 7.4, n(¢,m) := [Q(¥a,&y) : Q] = f&(z)) ou { est sans
facteur carré, £|m et

2 si2ll, 2lm, almeta; =1 mod 4
2 si2|¢, 4m, ailmet a3 =3 mod 4
e(l,m) = ) .
2 si2l¢, 8m, ajlmet ag =0 mod 2
1 sinon
Notons alors w; ;=  [[ g9 [ cL-
LeZ*(E) LeZ*(E)
icL igL

Le résultat principal sera la proposition suivante, en sommant les P, (k)
sur les k.

ProrosITION 10.1. — On obtient :
> (k)P (k) = M(E) (1 + Vi(ar))
k

ou
¢ ¢
e E)= (- m@) I (1- (33) £ OR).
p§3
est la contribution ne dépendant que de h,

o Vitar) = ) 2 11 (1 (22)' 2 (f)Fz'(p))l;

i=1

P\al
p=>3

est la contribution spécifique dépendant de a,
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e ai

® Uy = (27(11),

e Les F; sont des fonctions multiplicatives définies pour les nombres pre-
miers 1mpairs par :

%:(WM@—U

p*(p—2)

3
<

)i (1+ By(0)

oHﬂE)::T%<f:Gﬁ‘%(1+2””Rﬂ®)+24),
i=1

la contribution a M(F) de p =2,

[ ]
Hy(loar) = > 270l 5™ 55(Lo, Li)uan) ™!
Lo P+ (E) Li€2*(Lo)
é |Lq|

% L) (a
XH( )Lew(E)(GL)(al)
plaa
p>3

la contribution de a d Vy(a1), avec 05(Lo, L1) = g(Lo, L)+ 5(L0, Ly),

27 1Lol (—1)lEal 4 26710l Ry (| Lg|)) sia1 =0 mod 2

8(Lo, Ly) = {

27 1Eol (1 + 2610l Ry (| Lo))) sinon ’
1 siLlg=F etay =1 mod 4

0(Lo,L1) ={ ()11l siLo=F eta; =3 mod 4
0 sinon

et les Gfl sont des fonctions multiplicatives définies pour les nombres
premiers impairs par :

_ IL]|
61 = (L P - B 1k (i o L),

Afin de démontrer cette proposition nous allons expliciter P, o(k) en fonction
de la parité de k.

10.1. Pg,0(k) pour k impair. — Nous commencons par démontrer un lemme
sur la somme sur les diviseurs d’un entier sans facteur carré d’une certaine
fonction.

LEMME 10.2. — Soit a un entier, 3 un entier sans facteur carré, alors
o JI(-75)
= — 1-—- 1—-—).
)H( p 11 p—1
d\ﬂ p|B p|B
pla plo
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Démonstration. — On a trivialement,
Z p(d) _ 1 Z p(d)e(a)
o elad)  pla) 4= plad)
La fonction d — % est multiplicative et on a pour p|a«, % = —%
et pour p 1t a, % = —p%l. On obtient alors la formule en exprimant la
somme sur les diviseurs de [ sous forme de produit eulérien. O
ProprosITION 10.3. — Pour k impair, sans facteur carré, on a :
A
1 *(?)
! o i
o) =1] (1 - p_1> ;kl <F7, > (k),
plk
p=>3
ot F*" .= F %-..x F.
—_—
n fois
Démonstration. — Comme k est impair, les k; le sont aussi et donc Vi, le

terme correctif de n; vérifie :

LeZ*(E)
icL

Nous allons calculer successivement les sommes sur les d;, ¢;, 1, et gr,. En utilisant
le lemme 10.2, celles sur les d; sont de la forme :

2 @lfidgo o1l (1 - 119> 11 (1 - pil)

d|k plk plk
plui piu;
p>3 p=>3
= S S 1—-—.
U; -2 -1
plui) 2 \p(P=2)/ 2 p
plu; p>3
p=>3

On décompose u; en  [[ g [ <.
LEP*(E) LeZ*(E)
i€L i¢L
Rappelons que gy, et k7, ont les mémes facteurs premiers et que ceux de ¢; 1,
divisent ky,.
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La somme sur les d; devient pour 1 <i¢ </ :

S0 1, (s 1 G5)

LeP*( plk
p>3 i€L p>3
1 @1@)
T (s I |
LeP*(E) SD(C%’L> pleir p(p - 2)
i¢L p>3
On calcule ensuite le produit pour i = 1, ..., ¢ de cette expression.
¢ 9 IL]
H(Zfi D05 o (1 H(@—n))
=1 Nk olk P=1) i \PL) i \p(p = 2)
p=>3 p>3
¢
(p—1)°
(s (%))
LeP*(E)i=1 i,L pleir
gL p>3

En reportant cela dans P, (k) on obtient :

@w:HQ—;JZ > IIKMLH( )ﬂ

plk krp=k LEZ*(E
p=3 H

DS | .m(z NiEe )

{9} e o+ () LEZ*(E) i€EE ‘QL
grlky’
krlgr

Calculons la somme sur ¢ a part en I’exprimant sous forme de produit eulérien,

et en posant pour p un nombre premier > 2 et n un entier f,(n) := 1+ 125; =

p—1—p~
p—2

ZH(

7
c\ ple | n=1 p
p>3 p>3
= H fowp(gr) = 1).
plkL
p=>3
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Alors en reprenant P, o(k) :

(200 Paolk) =] (1 - pi1>

plk
p=>3

x 3 11 (k;llLH(;](?p_—f)yM)

[I ke=klez(E) plkL

Le2* (E) p23
1 .
< 11 (Z()wﬂwp(vp(g)—m 'L>.
Lez-(B) \ gk P97 pry
krlg p=>3

Puis, comme pour ¢, calculons la somme sur g en commencant par se débar-
rasser de la condition kp|g :

1 _ 1 1 B
> o LG9 =)™ = — 37 7 T Gaenlo) ™™

glkT plkL glkz’ plkL
krlg p23 p>3
e IR CED Y A
(kL )T pri |
plkL n=1
p=>3

Pour exprimer la somme & l'intérieur du produit on applique la formule du
binéme puis celle des sommes géométriques, et en posant pour n un entier

-_n j L—mn—j
strictement positif R,(n) := ) (Z;")% on obtient :
§=0

1 1 7p7up(g)+1 £—|L| B 1
) 3 om0+ =2=—) = sy L0+ R,
glks plkL plkr
krlg p=>3 p>3
Alors en reportant (21) dans (20) :
1\
@ Pom-TI(1--5) ¥
p—1
plk [T ke=k
p=3 Le* (E)
11 ( 1 H((””2>Ll<l+R<|L|>>>
" .
e\ Molkp)IEL 0 \p(p = 2)
p>3
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Définissons pour tout 1 < ¢ < £ les fonctions multiplicatives F; par :

Rl = (SRS  m).

pour p > 3.
Enfin en exprimant la somme sur les k; de (22) sous forme de produit
eulérien, on obtient bien :

(23) o) =1] (1 - pll)ei (F:(f)) (k). O

plk
p>3

10.2. Découpage selon le diviseur pair de k£ parmi les k7. — Pour le cas pair
nous allons introduire une somme sur les sous-ensembles non-vides de E afin
de distinguer le Ly C E tel que 2|kr,. Par souci de lisibilité nous noterons
k.= [I K. Ainsi,
Le " (E)
iel

(24)  Pook)= > > 1(2[kL,)
Loe2*(E) H kr=k
Le2*(E)

D SEEED S V(O 3 e

o(u
tortresrm oLt pe g (p) 1€E © dlk

grlks’ bQL
kngL CbL‘W
1
-y Y em I ()
Loez=(E) [ ko=k Lez*(E) *"L
LeZ*(E)

D SEEED S (O 3=

{9etreom {evr) pe or(p) 1 €E ~ dlk
grlk’ bEL
kngL CbL"kT

Afin de calculer les derniéres sommes sur les diviseurs de k& nous utilisons le
lemme suivant.

LEMME 104. — On a :

S MO S T () T (- 52 pero

dlk plk plk
plus p>3
p=>3
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o
1(2|ci,r, ) siic E\ Ly
Blicka) = {1 100 ) (@) T (55) siicto
p=>3
1 si va(gr,) > s(ay)
02(9L,) = § =1 sivalgr,) = s(ar) — 1,

0 sinon

1 siap =1 mod4
avec @1 :=a1/(2,a1) et s(a1):=¢2 sia; =3 mod 4.

3 sia; =0 mod 2

Démonstration. — Notons b := 25(41)g, on a
2 si 2|4, et blm
e(l,m) = { . | | .
1 sinon

Alorssii € E \ LO7 k. est impair et donc e(k}, u;d;) = 1. Ce qui nous donne :

> e = oy - ag@—;)gg@—%)

Puis en traitant a part la contribution donnée par p = 2 :

o Sy (00 1 (1)

dlk plk plk P
plus p=3
p=3
car [] (1 - —) =0si 2{uy, c’est-a-dire si 21 ¢; r,-
plk
plu;

Puis, lorsque i € Ly, e(k}, u;d) = 1 + 1(b|u;d), ainsi, en utilisant le lemme
10.2 :

k , uid) d
<26> Z M Z M + @L(Lizz)
k

dlk bTi"

_ 1 (p—1)° 1 11(d)
~ 2p(u,) TQ (p<p—2>> r! (1 p—1> o o)
plu; p>3 blu;d

p=>3
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Calculons cette derniére somme, en notant que si b divise u;d alors (b—z) divise
d et a fortiori k.

pw(d) b M
lund) ((ui,w"“) , 2(: pluid gilgy)

Puis comme k est sans facteur carré, les diviseurs d’ de la somme précédente
vérifient ((b — ),d’> =1, ainsi, en appliquant le lemme 10.2 :

@ Z =1 () atn) o #0e(togin)

) AJr_b
b i (ats) 1 1
’qu,b
]1< b|k) T <1> 11 <11).
(Uia ) © (uzi(uf),b)) p\k(ug’b) b plk(ui,b) p—

b
plu; plu;

Décomposons chaque élément de cette derniere égalité :
(28) 1 (g ) = 1m0 0nn) 2 slan) - 1),
7,7

car vy ((b — )> s(a1) — min (v2(gr, ), s(a1)) et va(k) = 1.
Alors, comme on a v2(gr,) > s(a1) — 1 cela implique que :

(29) ! ( b > = p(an)p (@1, ui)) p (21(V2(9L0)=8(a1)_1)) .

(uzvb)
Puis, comme 2||( ou 2 { (u DE
1 1 1
; = (1_ 71(1/2(9110) - S(U“l)_l))
o (umm) e (o)
1

1
= m (1 — 21 (V2(9L0) = S(al) _ 1)) 7

et en rappelant que a; est sans facteur carré on obtient :

<pi 1) (1 - %1 (v2(9L,) = s(a1) — 1)) .

11
(30) @(Uzﬁ) = o(w) H

plar

plu;
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Décomposons ensuite les deux produits de (27) :

RACHREHRECHE

(ug,b)
plu; plui plu,
or pour p > 3, v,(b) <1 et ainsi v, (ui, ﬁ) =0, donc
1 1 1
(31) IT (1—=)=5T1(1—=)@+1(lg,) =s(a)—1)).
K (u;,b) p 2 k p
pl=3— p||u
Plus p23

et, comme 2|u;,

eI () T ()

Pl
plug phus plu;
1 1 \!
— 1— — 1 -
( p— 1> H ( p— 1>
plk pla:
pfui P)(uz

Notons :

1 si va(gr,) > s(a1)
d2(9L) = =1 siwe(gr,) =s(ar) —1.
0 sinon

Ainsi en reprenant (28), (29), (30), (31) et (32) dans (27) :

(d) _ (@) p (a1, ui))
33 = 1(2a1|k)02(gr,) —o———
B 2y ~ IR T
IG5 1055
x — LA 1-—).
H(p—2 11 p(p—2) 11 p—1
plas plk plk
plus plu p=3
p=3 p=3
Ce qui, en reprenant (25) et (26), permet de conclure. O

On a donc dans I'expression (24) de P, (k) un terme [] B(i, Lo), intéres-
icE
sons-nous dans ce dernier au produit sur les i € Ly. Nous développons le produit
11 B(i, Lo) ce qui nous ameéne & introduire une somme sur les sous-ensembles
i€E
L1 C Lo non vides.
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(34) 11 (1 + 121 [k)62 (gL, ) (@1 (a1, u:) [ | (1) >

i€Lg play p—2
plus
p>3
=1+ Y L@@k (gn) P @)™
Lle.@*(lzo)
1 ILll
<II(;55) I (Ie-»),
= \P ; o
play i€L1 \play
p>3 plui
=3
car p((@r,u;)) = [] (=1). Notons Py, (k) la contribution a P, (k) du terme 1
pla
plus

dans 'expression qui précede, et Pj(k) la contribution a Py (k) du terme

[L1]
> 1(2a1[k)da(gre) " @) ] <p12> 11 <H (2 —P)>~

Llegz*(Lo) p‘;’ié €Ly p‘l('il
Pz plui
p=3

Les deux prochains paragraphes ont pour objectif d’évaluer ces deux quantités.

10.3. Evaluation de P/ (k). — L’évaluation de P/, (k) est semblable & celle de
..0(k) dans le cas k impair, nous allons exprimer successivement les sommes
sur les ¢; 1, gr, et kr en produits eulériens.

PROPOSITION 10.5. — On a, en reprenant les définitions de Hy et F; de la
proposition 10.1,

PL(k)=H(E) ] (1 _ pil)ei% (F:(f)> (];) .

plk

p=>3
Démonstration. — Commencons par expliciter P/, (k) en utilisant le lemme
10.4, on obtient
(35)

PLk) = ax(k) D > >

LoeZ*(E) J] kr=k{9r}rcoxwm)

Le?*(E) grlky
krlgr
11 <Ol2(/€L)043(9L)) > IT culein),
LeZ*(E) {evr} e {i,L}
S’ 1eF )
eor| e i¢
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o ai(k):=2""]] (1 — p—il)é,

plk
p=>3
L(2lks,) e\
womor 1 (5o St L= Lo
Lo p‘kLo
>
) Ck2(kL) = ) Hp(::pl)2>|L . )
7 — Sinon
K 1T ol p(p—2)
p>3

o 03(01) = gty

1(2|ci,ny) (p—1) s
w(cu? I1 (p(p—2)> siL=Lo
plk
pleir
>3
JECHES SIS AN
w(ci,L) I1 (pz()p—2)) sinon
plk
plei,L
p>3

Occupons-nous d’abord des somme sur les ¢, pour ce faire on introduit une
autre fonction indicatrice pour tenir compte des 1(2|¢; 1) :

(2(1— 277+ ) TN G g, etDy £ B
5(9L,) = 4 1 si 2|gr, et Lo = E -
0 sinon

En effet, si Ly # E alors il existe i € E\ Ly avec 2\ci7Lo|% et donc 4|gr, et
0

dans ce cas

> s 1 (i7s)

o |9Lg k
C»L,Lo‘chg P|€i|,L0
2|ei,Lq p>3
- 1 (p—1)
= (2(1-27t01)) ( .
( 2, o(ci,L,) 11 p(p—2)
ciig| 72 plk
2tc; o Plen
i.Lo p>3

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



430 P. PERINGUEY
Ainsi
) [I calein)
{eor}fc {i,L}
LebgL(E) LG?*L(E)
ol e i¢
:a?,mo)r[( I (z H( )))
i€E \ Le Z*(E) |9L
i¢L 2’(c p\
p>3

Puis en exprimant la somme sur ¢ comme un produit eulérien :

(36) > IT caleir)
{evr} e e (.0}
Leb/;L(E) LGQ*L(E)
oLl e i
p—1 vp(gr)—1 £=|L]
o TI (H (1+_2 5 ) )
Lez*(B) \plks p i
p=>3
_ ¢—|L|
1_p VP(gL)+1
=ds(920) ] (H (1+_2
Le*(E) \plks p
p>3

Puis exprimons séparément la somme sur gr,,.

(37)

2.

{gLo}LOE.@*(E)
gLo‘szO
kLolgLO

1

= ——

@(kr,)IEol

93 (gLo

Alors en posant :

d4(Lo) = {
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{900} Loe o (m)
gL()IkIO,CO

201

1—p —vp(gL)+1 £=1Lol
'LO' H( p—2 )
p|kLo
p>3
*VP(QL)

5 29L0 |L|H<

Lo P\kLO
p>3

p—2

271kl (1 4 26 1F0l Ry (|Lg|))  si Lo # E

1 . ’
2 siLlo=F

)

£—|Lo]
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on obtient en reprenant (37) dans (35) et en en procédant de la méme maniére
que pour (23) :

Pty ST (LY (0) (5)

Lo 2*(E) plk
p>3
Reste & évaluer 27¢ > 6;(53)» on a
Loe2*(E)
-1
_ 04(Lo) O\ 2 —ip (e 1
rS A= (S () ) g
Loe 2*(E) =1

14
=2 (Zl <f> 272 (142" Ry (i) + 2@> . O

10.4. Evaluation de Pp(k). — Lévaluation de Pj(k) va se dérouler dans le
méme esprit que celle de P/, (k), mais avec quelques subtilités importantes. En
effet la présence de termes dépendants de a;, et notamment 1(2a|k), va nous
imposer d’introduire une somme sur toutes les décompositions possibles de a
en produits de |Z2*(F)| facteurs.

PROPOSITION 10.6. — On a, en reprenant les définitions de Ho et F; de la
proposition 10.1,

Py(k) = Ha(l, a1)1 (2, |) 11 <1_p11)€£<1 (F:(f))(zzl).

| Ta7

p=>3
Démonstration. — Commencons par expliciter P/, (k), en remarquant que
Men- T (Me») T (e )
play Le(P)"(E) \pla: Le(P)"(E) \ pla1
plu; el plgL igL plei,L
p=3 p>3 p>3

et en utilisant le lemme 10.4, on obtient

(38) Ph(k):=pu(k) > Yoo kL) Y [T Bs(kr)

Loe 2+ E) Lie?* (Lo) H kr=k LEW*(E)
LeZ*(E)
Xy II Bior) > IT Bsteir)
{9L}Le o= (&) LEP(E) {eortpe g (m)  {BL}
grlks’ bl  LeP(E)
krlgr ch\% igL
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ou

o GaL) = pa)™ T ()

[Lol
W) 1 (S25) 11 -p)™™ siL=Lo
Lo plkLg play

p>3 plkLy

o [3(kL) == o p>3 |
AL ,
k"L‘ H <z(f()p12)> I (2-p'" sinon

pla:
p_ plkr
p>3
salg) ™!
o Bu(gr) := Ap(gfo)\Lm si 0
P(go)IET
1 si VQ(gLo) >
avec 02(gr,) = ¢ —1 si a(gr,) =
0 sinon

i, L) P(;D 2) Ler )\ pla,
PICL L €L plei
p=>3 p>3

12lenry) 17 ((p—l)z) SicE\L
c; ) 0
o Bscip) =4 Pl g \POT .

plei,r
p>3

1 (p—1)* .
»(ci,L) I1 (pz()p—Q)) sinon
plk

P|Ci,L
p=>3

Les sommes sur les ¢; 1, pour ¢ ¢ Ly sont exactement les mémes que pour (36),
intéressons-nous au cas i € Ly et i ¢ L (et donc 21 kr) :

S s () Te-»

Ci,L‘% @(817[,) ik i
- p‘ci,L P‘Ci,,L
p>3 p>3
=[] (folor) — 1) [T o~ 2o,
plkL lks
plas plas
p=>3 >3
ot on a posé pour .2 1, et p = 3, fy(n) i= 1+ 52
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Et ainsi en reprenant le calcul de (36),

2.l <so<c1i,L> 11 (%))

{cor } ap* {i,L} plk
rer P rest () plei.r
ol i¢ L p>3
T I (Ten)) I aeew
i€l \LeZ?*(E) \ plai 1€E\Lg
i¢L plei,r
p=>3

=da(ar,) 11 ( LI Gaaton) =) T (fowalgn) — 1)

LeZ?*(E) \plkL plkL

p>3 plas

p2>3

Li\L
X H (p_”p(gL)'H)l 1 )

plkr
play
p>3

Passons aux sommes sur les g, en commencant par gr,, :

> 62<gL0>‘L1‘53<gL0>W IT (olgz,) = 1)

9L0|k1°fz) ‘k'LO
krolgrg p>3
1 {—|L
= o Z 85(291.0)'2185(291.,) ‘L‘ H (fo(vplgry ) 1Pl
L grolkL, gLo plkL,
p>3

Exprimons les valeurs prises par 62(2¢r,) suivant les valeurs de s(aq) et celles
prises par d3(2gr,) suivant si E = Ly ou E # 0.

s(ar) 02(29z,) 03(29L,)
Lo=F Lo#FE
! ! L | fea—zea) T o,
sinon

sinon

0
1 siva(gr,) > 1 (2(1 — 27l )Y Tl o),
2 i 0/ — 1 0
)=0 0
)
)

1 {(2 (1—27+20m0)) T g9y,

0 sinon
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Définissons alors une fonction d5(Lg, L1) comme suit :

s(a1) d5(Lo, L)
E=1, E # Lo
1 2 2~ Lol (14 2610l Ry (| L))
9 (_1)\L1|(22—1—20—£(_—11)‘L1\) 2_\L0|(1+2e—\L0\R2(‘L0|))
3 (—12)[@1\ (22—1;(_—11)|L1\) (_1)|L1\27\L0|(1+(_1)\L1|2€7\L0\R2(‘L0|))

On obtient, en exprimant la somme sur gr,, sous forme de produit eulérien :

1 _
(39) >~ 02920 10s(9r) ———zr T Uolwnlgry) — 1) ™!
. ¢(91,)
gLo‘kLO plkLo
krglarg p>3
1
= 55(L0,L1)W IT + By(IZo))) -
plkLo
p=>3
Définissons
~ (—1)1Erlg= Lol (1 + (,1)\L1\2ff|LolRQ(|LO|)) si s(a;) =3
0(Lo, L1) = , . .
27 Lol (1 + 28 1E0l Ry (L)) sinon
Et une fonction 6(Lo, L),
1 siLo=Fets(a)=1
S(LQ,Ll) = (—1)‘L1‘ si L() =Fet s(al) =2.
0 sinon
On a alors (55([10, Ll) = S\(L(], Ll) + S(L(),Ll).

Puis pour L # Ly :

1
(40) Z S0(9)‘L| H fp Vp
glkz’ plkz
krlg p=>3
<] (p
plkL
play
p>3
_ 1
- IL|
SD(kL) plkL
plas
p=>3
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On va ensuite exprimer 1(2d; |k) en décomposant @ en  [[  a ouaf| %,
et en reprenant (39) et (40) dans (38) cela donne :  L€Z*(E)

Phk)y=pik) Y. 27l ST ge(Ly) Y

Lo€EP*(E) Lie2*(Lo) H al, =ay
LeZ*(E)
X H 57(%) > II  Bstko),
Le?*( H kL:ﬁLel@*(E)
LeEP*(E)

ou

e Bs(L1) == 05(Lo, L1)p(ar) =11 T (p%g)wl"

plas
p=>3
) h,d, |L| _1)2 |L| .-
i ()T ((25) o)
plaf,

x [T @+ Ry(1LU L4])),

Iai
’ ||
* Putn) = e 11 (325) T1 0+ Ry(LD):
plkL
P_ p>3

Définissons pour tout L € &*(E) les fonctions multiplicatives Gél par :
Gp (p) = <W> Y- m LU L)
L p2(p _ 2) P ’

et la fonction

Hy(lyaq) :=27 ¢ Z 2~ 1 Lol Z (S(Lo,Ll)Jrg(Lole)) #(dl)lLll

Loce2*(E) L,e2*(Lo)

(555, 5 )

play
p>3

On a alors

Pyt = et [T (1-25) & (F9) by o

plzay
p=>3
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10.5. Preuve de la proposition 10.1. — Nous sommes maintenant en mesure de
démontrer la proposition 10.1.

Preuve de la proposition 10.1. — En utilisant les propositions 10.3, 10.5 et
10.6 on a,

> (k)
=> " ulk)P, +Zu k) + Ph(k))

2’% 2|k
= Zu —Pl(x,2k)) + p(2a1) Y p(k)Ph(x, 2a:k)
sz 2&?%
Ay
1) 20)
= 1- ) Fi(p
P < (p—l ; ! v
p=3
p—2 L Loy -1
. <1—H1<E>+u<2a1>H2<e,a1>rp[ (1— (2=2) ZIOF“’)) )
play B
p>3
ce qui donne la proposition 10.1. |

11. Lien entre le terme principal de la proposition 10.1 et les théorémes 1.1 et 1.3

11.1. Equivalence entre le terme principal de la proposition 10.1 et le résultat
heuristique. — Nous allons commencer par montrer que le coefficient corres-
pondant & un nombre premier impair p dans le produit M (FE) de la proposition
10.1 coincide avec celui obtenu par I’approche heuristique.

PROPOSITION 11.1. — En reprenant les notations de la proposition 10.1, on a
0t ¢ —i . L :

p— 2) (f) (ﬁ) (f - 2) (=1)p"* (h,p)’

— ) Fi(p) = . . - o = Wi(p),
(=) 0o -2 ()5 (5 e T s -
et Hi(E) = Wy(2).

Démonstration. — On a trivialement,
¢ ¢ ¢ r—i ;
p—2 ¢ 0\ (p—2 (h,p)'
— F;(p) = _ :
(=) S 0ro-2() (=) 5

S O5 ()

J
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On écrit dans le premier terme,

V(S ()

)
(5 l_o (P e

Montrons maintenant que Hy(E) = W;(2). Pour ce faire on va montrer que

Q(2) = 2'Wi(2) i()rﬁ 1+2Z—i£§f(£__i>% =27".

i=1 =0 \ J

= Wi(p).

On a

w50 (S0 (Fa)

i=1 =0
¢ o—i .
_ (f) <E ]— z) ((—1)7 (2672 4 26-3i-7)) — 92
i=1 =0

Or
— [l- 2= sii=1
(g
pard j 0 sinon
et
o—i .
R
j=0
et ainsi Q(2) = 27°. O

11.2. Egalité entre le terme H2 (£, a1) de la proposition 10.1 et de celui des théo-
rémes 1.1 et 1.3. — Les contributions dans Hz(¢, a1) des sous-ensembles Lg et
L; ne dépendant que de leurs tailles il est naturel de préférer exprimer Ho (¢, aq)
sans faire intervenir des sous-ensembles de P*(E). Ce que nous faisons dans la
proposition suivante.
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PROPOSITION 11.2. — Soit Hy(¢, a1) tel que définit dans la proposition 10.1,

L

Hy(tar) = (i) 27 Ry (k) p(ar)”
k=1
<11 ( );k> > I &ijaiy.

P‘;ll H a; j=a1 {i,5}€D
pz3 (i,4}eD

ot D = [0, k] x[0,£—k]\{0,0}, pour (i,j) € D, G¥; est la fonction multiplicative
définie pour les nombres premiers impairs par :

ot = ()(5H) (T2 eyt myte ),

et
=2k Ek—3m€km£km(1)2r
6Z(k) (ala k) +2 Z 2 Z 2k+m+r _ 1
m=0 r=
2=tk 4 o= 20+kgl—k sia; =1 (mod 4)
avec o(ay, k) = { (=1)k2=0+k 4 o=20+k5l=k 4 q; =3 (mod 4).
(—1)ko—2t4k5t—k sinon
Démonstration. — Fixons L,. Soient L, et Lz deux sous-ensembles non-vides

de E. Alors Gfl = Gé; si et seulement si |L1 N Ly| = |L1 N Lg| et |Ly \ L1] =

|Lg \ L1|. En effet si |L1 N Lo| = |L1 N Lg| et |Ly \ L1| = |Lg \ L1| alors

Lol = 13 O Lol + 1L\ Lt| = [Lo] et |Ly U Lol = |Ly |+ Lo \ Ly | = Ly U L.
Soit D = [0, |L1]] x [0,€ —|L1]] \ {0, 0},

Le ;k*(E) (Gél) (a1) = > I I ¢
| H ar=ai {i,j}€D LeP*(E)
LEP*(E) |LiNL|=i

|L\L1|=j
Soit (i,7) € D, notons a;; = [[ ar et GZL; = G¥* ol L est tel que
LeP*(E) '
|LﬂL1|:i
[L\L1|=4

|LﬂL1|:iet ‘L\Ll‘:]

(4D Le;E(m <G§1) o= HZ {zg@ G (ous

LeP*(E)
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Nous allons remplacer la somme sur les décompositions de a; en ] ar

LeP*(E)

en une somme sur les décompositions de a1 en  [[ a; ;. Il faut donc calcu-
{i,7}€D

ler le nombre de décompositions en  [[ ar qui aboutissent & une méme

LeP*(E)
décomposition en [ a; ;.
{i,j}eD
Soit (i,j) € D, € = {L € P*(E),|LNLy| =14, |L\ Li| = j} et v = [E].
Soit pla; ; alors il existe L € £ tel que plar, et il y a « choix possible pour L.

Ainsi le nombre décomposition en  [[ ar qui correspondent & une méme
LeP*(E)
décomposition  [[ @, ; est 9(@i.3) De plus Ly a (lLill) sous-ensembles de
{i,j}€D
taille i et F\ Ly a (‘E\lel) sous-ensembles de taille j et ainsi

-5

En reportant cela dans (41), on a :

1 (5 ) \Ll
Lei(E) (Gé ) (a1) = Hza B {ZEIEDG (ai;

{i,j}eD

avecpour k </l i<ketj</{—k, G ; est la fonction multiplicative telle que
pour p un nombre premier impair :

ot = ()(5H) (T2 2) ™ s myte .

Nous pouvons maintenant remplacer les sommes sur Lo et Ly dans Ha(¢, a;)
par des sommes sur 1 < m < flet 1 < k < m. Ly a (lLkOI) sous-ensembles
de taille k et E a (fl) sous-ensembles de taille m. Ainsi en notant de maniere
transparente g(m,k) = S(LO,Ll) et 0(m, k) := 6(Lo, L) avec |Lo| = m et
|L1| = k, on obtient :

(42) Ha(ta1) f:( > i( >( (m, k) + 5(m, k) ()

m=1 k=1

)ik
<1 ( )z ) > [T &%jay).
play [T aij=a {iteD
p=3 {i.jteD
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Inversons alors les sommes sur m et k,

Y4
(43)  Ha(tar) = <£>2ek5e(,€)ﬂ(dl)k

(p— 2)”)
M(Gor) T ete
{1J}€’D

avec 0(k) := ez_:k (é;k)Z’m (g(m +k, k) +6(m + k, k))
)

Simplifions maintenant 1’écriture de d(k

1% sia = d 2
Notons ¢ := {( ) S? a1 =0 (mo )
1 sinon
—k R
( >2m6(m +k, k)
m=0
o t—k—m
C=Fk\ o —am—k (—k—m, t—k—m\ (=1)"27"
-2 ( m )2 " <C+ " Z; prET—
_ g-2ethgl—k | ol-2k - k23m£km€ k—m\ (=127
5 ZO Z ok+m+r _ 1’
m =
De plus
—k 0k 9tk sia; =1 (HlOd 4)
Z ( m >2m5(m+ k,k) =< (=1)k27** sia; =3 (mod 4) .
0 0 sinon
2—lHk 4 9= 204k5l—k sia; =1 (mod 4)
Ainsi, en notant o (a1, k) := ¢ (—1)k2¢=F 4 2726+k5=k i g = 3 (mod 4),
(—1)k2—2t+k5t=k sinon
—k t—k—m
_ £—Fk\__. L—k—m\ (-1)r27"
. —2k 3m
Bu(k) = o(ar, k) +2 mz_( " )2 2 ( >2k+m+r_1-

Ce qui permet de conclure.

11.3. Preuve des théorémes 1.1 et 1.3. — En regroupant 1’équation (10) et les

propositions 9.1, 10.1, 11.1, 11.2 et en prenant, par exemple, C5 = 21,

obtient le théoreme 1.1.

De plus en reportant les résultats des propositions 9.1, 10.1, 11.1, 11.2 dans

(7) on obtient la majoration inconditionnelle du théoréme 1.3.
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