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INTRODUCTION 

Ce séminaire s'est tenu en 1988 à l'Institut Henri Poincaré à Paris. Il est cen­

tré sur la "conjecture du discriminant" énoncée dans l'exposé 1 : Sur un corps de 

nombres donné le "discriminant minimal d'une courbe elliptique doit avoir une borne 

supérieure polynomiale en le "conducteur" de cette courbe. 

Les raisons géométriques et la difficulté arithmétique de cette conjecture sont 

montrées1 dans l'exposé 1. On y note aussi que le "grand théorème" de Fermât s'en 

déduit. L'exposé 2 de D.W. Masser (qui a été donné oralement par M. Hindry) montre 

qu'on ne peut guère avoir mieux qu'un polynôme de degré "6+e" dans la "conjecture 

du discriminant". L'exposé 3 de M. Flexor et J. Oesterlé indique une conséquence, 

due essentiellement à G. Frey sur les points de torsion des courbes elliptiques. 

Notons qu'une autre conséquence, sur les points d'ordre infini des courbes ellipti­

ques : la conjecture de S. Lang, est montrée dans un article récent de Hindry et 

Silverman. 

Les exposés 4, 5, 6 s'occupent de l'amont de la conjecture : quelles autres 

conjectures l'impliqueraient ? On pourrait craindre que cet exercice (conjecture 

implique conjecture) est aurorétique. Nous espérons qu'il n'en est rien. L'exposé 4 

de L. Moret-Bailly explique une idée fameuse de Parshin : Une inégalité analogue 

au théorème de Bogomolov-Miyaoka "Ĉ  < 3 C2" implique un "Mordell effectif" très 

fort. On montre ensuite qu'un tel "Mordell effectif" très fort pour une courbe 

modulaire implique la conjecture du discriminant. Notons que récemment L.Moret-Bailly 

et noi-même avons réussi à montrer qu1 un'Mordell effectif" très fort pour une 

courbe (i.e. non forcément modulaire) implique le même résultat (à paraître). 
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INTRODUCTION 

L'exposé 5, de R. Elkik, démontre le théorème de Manin-Drinfeld par la méthode iné­

dite de P. Deligue. Ce théorème est utilisé dans-l'exposé 4. Il s'énonce : la dif­

férence entre deux pointes d'une courbe modulaire, est de torsion. L'exposé 6 de 

J.B. 3ost, J.F. Mestre, L. Moret-Bailly explicite les "classes de Chern" de cer­

taines surfaces arithmétiques de genre 2. Une des conséquences des résultats exposé 

est la prudence requise dans la conjecture analogue à C2 < 3 C2 en arithmétique ! 

Les exposés 7 et 8 ne sont ni en amont, ni en aval mais rive gauche et rive 

droite du courant. L'exposé 7 de D. Bertand établit une constante bornant le degré 

d'isogénies entre courbes elliptiques sur un corps donné (comparer à l'exposé 3). 

Ce thème a été traité précédemment (et ailleurs) par Faltings, Masser, Wustholz. 

L'exposé 8 de C. Soulé compare les théories de Nevanlinna et Arakelov sur l'espace 

projectif. 

L. SZPIRO. 
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RÉSUMÉS DES EXPOSÉS 

SZP1R0 (Li) Discriminant et conducteur des courbes elliptiques. 
Cet ar t icle présente une conjecture naturelle sur le discriminant des courbes 

elliptiques. On démontre d'abord cette conjecture sur le corps de fonctions, par 
une preuve jamais publiée. On explicite ensuite la conjecture pour les courbes de 
Frey e t pour les courbes de Weil. On termine enfin par un exemple du à A. DOUADY 
qui montre la difficulté d'ordre arithmétique des problèmes qui se posent. 

MASSER (D. W.) Note on a Conjecture of Szpiro. 6+£ 
A conjecture of Szpiro states that |D| < C(e)N for every e l l ip t i c curve 

defined over the rationale with minimal discriminant D and conductor N . We 
show that this inequality, if true, cannot be much improved ; for example, i t 
would be false with N replaced by any fixed power of log N . 

FLEXOR (Mi) / OESTERLE (J.) Sur les points de torsion des courbes elliptiques. 
Soit К un corps de nombres. On conjecture que le nombres de points de torsion, 

rationnels sur К , d'une courbe elliptique définie sur К est majoré par une 
constante qui ne dépend que de K. (Pour К = ф , cet énoncé a été démontré par 
Mazur, e t la constante peut être prise égale à 16). G. Frey, le premier, a vu que 
la conjecture précédente est impliquée par une autre conjecture, énoncée par 
Szpiro en 1982, reliant discriminants e t conducteurs des courbes elliptiques sur 
К . Nous présentons ic i une démonstration de ce fa i t , en explicitant les liens 
entre les constantes qui interviennent dans les deux conjectures. 

MDRFT—BAILLY (L.) Hauteurs et classes de Chern sur les surfaces arithmétiques. 
Parshin a montré qu'un analogue arithmétique de l ' inégali té de Bogomolov-Miyao-

ka pour les surfaces complexes impliquerait, via une version effective de la con­
jecture de Mordell, la conjecture du discriminant de Szpiro (et par suite la 
"conjecture abc" e t le grand théorème de Fermât en degré assez grand). On donne 
une démonstration complète de ces résultats , en partant d'une version affaiblie de 
l ' inégal i té de Bogomolov-Miyaoka. 

ELKIK (R.) Le théorème de Manin-Drinfeld. 
Si Г est un sous-groupe de congruence de Su (2,Ж ) e t Xp la compactifica-

tion de la courbe ^ | ^ , le Théorème de Manin Drinfeld affirme que tout diviseur 
de degré 0 de Xp a support dans les pointes, définit un élément de torsion du 
groupe de Picard. Cet énoncé est réinterprété par Deligne comme un énoncé de scin-
dage de la structure de Hodge-mixte sur H1l^|p,Q) , qui est établi en séparant 

les valeurs propres d'une correspondance de Hecke sur la composante de poids 0 e t 
sur la composante de poids 1 de ce groupe de cohomologie. 

BOST (J.B.), MESTRE (J .F . ) , MORET-BAILLY (L.) Sur le calcul explicite des "clae-
ses de Chern" des surfaces arithmétiques de genre 2. 

Dans cet exposé, nous décrivons comment calculer explicitement les invariants 
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RÉSUMÉS DES EXPOSÉS 

deg f̂ oĵ ^g et ^x/B'^X/B^ définis à la Arakelov, attachés à une courbe semi-
stable f : X B = Spec C> de fibre générique l isse e t de genre 2 sur l'anneau 

i\ 
des entiers d'un corps de nombres K . 

Nous calculons ensuite numériquement ces invariants sur deux exemples, à savoir 
une courbe ayant réduction semi-stable sur Œ (nous présentons une construction de 
tel les courbes), puis la courbe dont la fibre générique admet comme équation affine 
2 ^ 5 y + y = x . 

BERTRAND (D.) Hauteurs et isogénies. 
Soit d un entier > 0 . Dans un récent travail [MW2], Masser e t Wustholz ont 

établi l 'existence d'une constante effectivement calculable c(d) te l le que s i k 
désigne un corps de nombres de degré d e t E une courbe elliptique définie sur 
k , de hauteur de Faltings h(EA) , toutes les courbes elliptiques définies sur k 

4 
e t isogènes à E sont liées à E par une isogénie de degré < c(d)h(EA) . On 
donne ic i une autre démonstration de ce résultat (sous une forme d'ai l leurs un peu 
plus faible). L'outil nouveau est formé par les modèles de Néron, qui permettent 
d'éviter le recours à des calculs explicites sur les invariants de Weierstrass. 
SOULE (C.) Théorie de Nevanlinna et théorie d'Arakelov . 

On exhibe dans ce texte un parallélisme entre les théories de Nevanlinna e t 
d'Arakelov dans le cas de l'espace projectif IPn . La forme de Levine est un cou­
rant sur npn(Œ) qui joue un rôle central dans la théorie de Nevanlinna à valeurs 
dans ]Pn(Œ) . On montre que c 'es t aussi le courant de Green associé à une classe 
de Chern arithmétique, au sens de la théorie d'Arakelov en dimension supérieure 
développée par H. Gillet e t l 'auteur. 
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Société Mathématique de France 
Astérisque 183 (1990) 

DISCRIMINANT ET CONDUCTEUR  

DES COURBES ELLIPTIQUES 

L. Szpiro 

Cet exposé présente une conjecture sur le discriminant des courbes 

elliptiques (conjecture 1 dans le texte). Ce sujet a été traité par de 

nombreux auteurs depuis que je m'en suis préoccupé. (Citons : [V], [0] 

[H]). Je n'ai donc pas voulu trop alourdir le contenu de ce court exposé 

et me suis contenté,en tentant de garder l'intelligibilité du texte, de 

n'y inclure que des faits non écrits ailleurs. 

Le premier paragraphe expose la conjecture et. en donne la preuve 

pour le corps de fonctions via la classe de Kodaira-Spencer. 

Le deuxième paragraphe explique les exemples de Frey, qui donnent 

de mirifiques conséquences de la conjecture 1. D'autres conséquences 

seront expliquées dans le reste du séminaire. Au paragraphe 3 nous 

étudions le discriminant des courbes de Weil et nous donnons des 

exemples, dus à A. Douady, qui montrent la difficulté des problèmes 

qui se posent. 

Les notations et conventions adoptées dans cet article sont celles 

de [Sz 1 ] et de [D]. En particulier une courbe elliptique sera toujours 

munie d'une section unité ([D]) , si elle a un modèle semi-stable celui-ci 

sera régulier ([Sz 1]) (compactification relative du modèle de Néron). Je 

remercie le référée de la revue Astérisque pour le travail minutieux effec­

tué sur ce court article. 

L'exposé oral du séminaire sur ce sujet a été fait par M. Hindry. Je me 

suis inspiré de ses notes [H] dans le § 2 
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L. SZPTRO 

1. UNE CONJECTURE SUR LE DISCRIMINANT DES COURBES ELLIPTIQUES. 

En 1978 j 'ai démontré le théorème qui suit,reliant le "discriminant" 

et le "conducteur" d'une courbe elliptique sur un corps de fonctions. 

La démonstration de cet énoncé est essentiellement contenue dans [Sz 1]. 

Mais, bien des mathématiciens s'en sont plaints,car les énoncés de loc. 

cit. semblent ne concerner que les courbes de genre au moins deux. 

THÉORÈME 1. Soit f : E C un morphisme propre et plat d'une surface E , 

lisse sur un corps k , dans une courbe C , projective, 

lisse de genre q et géométriquement connexe sur e . 

Supposons que la fibre générique de f soit une courbe elliptique 

lisse et géométriquement connexe sur le corps de fonctions de C . 

Supposons de plus que f ne soit pas isotrivial et que ses fibres 

dégénérées soient semi-stables. Alors, si A£ est le diviseur 

discriminant de f et si s est le nombre de points géométriques 

de C dont la fibre n'est pas lisse on a : 

deg AE < pe 6(2q - 2 + s) 

où p est la caractéristique de k , et pe le degré d'insépa-

rabilité du morphisme de C dans la droite des " j " , déduit 

de f. (Si la caractéristique de k est nulle on convient 

que pe = 1). 

Démonstration. On a deux suites exactes fondamentales : 

(i) o + fVc/k +n\/k - nj/c- o 

(il) o + a£/c + u>x/c + e k(p) + o 

P singulier 

dans sa fibre 
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DISCRIMINANT ET CONDUCTEUR 

où Çlyj est le faisceau des différentielles de Y sur Z , et o>Ŷz 

est le faisceau dualisant relatif si Y -> Z est localement d'intersec­

tion complète. 

Notons S le diviseur réduit de C tel que E C soit lisse 

sur C - S . En appliquant le fonteur f# aux deux suites on obtient : 

a) un morphisme 

U "Ê/c * Rlf* f* nU '- »U • WE_1 

* 
où oj£ = f+WER (notons que tû ^ = f a)E) . Ce morphisme coïncide 

avec l'application de Kodaira-Spencer sur C - S (qui ici n'est autre 

que la dérivée de l'application j) . 

b) 0 f *NE/C o)E + e k(P) 

P singulier... 

On déduit de cette suite exacte que 

f* 4/c "WE("S) Ŝ EST RÉDUIT !!) 

On a donc, par a) et b) un morphisme 

u>f2 - QJA (S) 

qui est non nul quand la dérivée de l'application j ne s'annulle pas. 

En caractéristique zéro c'est le cas si j n'est pas constant, en 

caractéristique p>0 c'est le cas si f n'est pas un "pull-back" 

par le morphisme de Frobénius de C . 

En prenant les degrés de ces deux faisceaux inversibles, et en 

notant qu'on a deg A£ = 12 deg WE on obtient le théorème 1. • 

9 



L. SZPIRO 

Notons qu'il est apparu, plus tard, de. nombreuses démonstrations 

différentes (Frey [Fl], Hindry-Silverman [H,S] par la formule d'Hurwitz 

quand k = (E et encore plus tard par Ma,b,c" [0] en toute caractéris­

tique) . 

L'analogie entre les corps de nombres et les corps de fonctions 

d'une variable pousse à conjecturer un énoncé analogue pour les courbes 

elliptiques sur un corps de nombres. Cette analogie est renforcée par 

la théorie d'Arakelov, qui en mettant des métriques, dites permises, 

aux places à l'infini donne un degré "naturel" deĝ  (ŵ ) au faisceau 

o)£ défini plus haut. 

Ces idées se trouvent confortées par le théorème suivant dont j 'ai 

publié une démonstration dans [Sz 2] : 

THEOREME. Soit E une courbe elliptique semi-stable sur un corps de 

nombres K alors on a : 

12 <tegAr(u)E) = log Norme K/(J (Amin(E)) -

J'ai donc soumis, notamment à l'occasion de l'école d'été de Hanovre 

en septembre 82, la conjecture suivante : 

CONJECTURE 1. Soit K un corps de nombres, il existe une constante 

a(K) ne dépendant que de K telle que, pour toute courbe ellip­

tique E sur K , de conducteur NE et de discriminant minimal 

A£ on ait : 

NormeK/Q (A£) < (NormeK/fl!(NE))a(K) . 

On peut énoncer une conjecture plus optimiste : 

CONJECTURE 1 forme forte. Soit K un corps de nombres. Alors pour tout 

nombre réel positif z , il existe une constante C(K,e) telle que : 

10 



DISCRIMINANT ET CONDUCTEUR 

pour toute courbe elliptique E sur K de discriminant minimal 

AE et de conducteur N£ on ait 

Hormem (AE) < C(K,e) (Normê ^N )̂)̂ +e 

Notons que Masser ([M]) a montré qu'on ne peut espérer un exposant 

plus petit que 6+e . 

2. LES COURBES DE FREY. 

6. Frey [Fr 1] a donné de très brillants exemples de courbes ellip­

tiques semi-stables. Rappelons brièvement sa construction. 

Soient a,b,c des entiers sans facteurs communs tels que a+b = c. 

Considérons la courbe elliptique Ea . _ d'équation (non minimale) 
a ,D ,c 

y = x(x+a) (x-b) 

Frey montre les faits suivants : 

4 
a) Si 2 /a et b = -1 (4) alors Ea . „ est semi-stable. 

a jD jC 
b) Dans ce cas son équation minimale est donnée par 

2 3 y + xy = x° + a-b-1 
T 

x2- abx 
16 

c) Toujours sous les hypothèses de a) le discriminant minimal de 

E . est égal à 2~8 a2 b2 c2 . a,b,c 

Si on applique la conjecture 1 a une courbe de Frey on obtient : 

Si a+b = c (a,b) = 1 alors 

ft / \a/2 
labc| < 2° Ji p) où a = a(Q) 

vplabc / 

Je ne résiste pas à appliquer cette conjecture à une solution hypothétique 
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z. szpmo 

de l'équation de Fermât : xp + yp = zp (xyz) / 0) 

la conjecture 1 impliquerait que : 

P < 
8 log 2 
log xyz 2 

ce qui prouverait, au moins, "Fermât asymptotique". 

Notons aussi que si l'on regarde les solutions entières d'une 

équation de la forme 

n1 n9 n~ 
^XA + a2X^ = a3XJ 

où les a., sont premiers entre eux, la conjecture 1 implique qu'il 

existe une constante C ^ ^ ^ ) telle que : l'équation ci-dessus 

n'ait pas de solutions toutes non nulles et premières entre elles 

pour inf(n^) > C(àyà^à^) . 

J. Oesterlé dans [0 ] a donné les exemples suivants qui montrent 

que dans la conjecture 1 forte on ne peut prendre e = 0 : 

Partant de trois nombres premiers entre eux aQ,bQ,CQ tels que 

aQ + bg = CQ définissons la suite (an,bn,cn) par : 

2 2 c , = c b , = (a - b ) a , = 4 a b n+l n n+l v n n' n+l n n 

on voit facilement que an + b„ = c et que ces trois nombres n'ont n n n n n 
pas de facteur commun. 

Pour tout nombre entier n notons R(n) (pour radical de n) le 

produit sans facteurs carrés des nombres premiers divisant n . Le 

lecteur vérifiera facilement qu'on a : 

V l bn+l cn+l 

R(an+i V i Vi> 

R(*n bn Cn)3 
N n n n' a D C 

n n n 

> 4 

et donc que A(E . „ ) / / r \6 n'est pas borné. 
V V c n / M V b n , c n ; 
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DISCRIMINANT ET CONDUCTEUR 

Remarque : Le processus de récurrence définissant la suite an>bn>cn 

peut s'interpréter de la façon suivante : c'est la multiplication 

par 2 dans le groupe multiplicatif Œm réalisé comme le cercle de 

rayon 1 dans S . En effet, un triplet tel que a+b = c conne sur 

une extension quadratique de Q un point (vba/, J^j du cercle 

x + y = 1 , il est alors facile de voir que les formules pour 

sin 2e et cos 2e expliquent la récurrence. Il serait intéressant 

de voir ce que donne la multiplication par deux sur une courbe ellip­

tique ayant des points d'ordre infini et une équation en trois 
3 3 

monômes (e.g. Y = X + 6) . 
On a vu plus haut, en utilisant les courbes de Frey que la conjec­

ture 1 prend la forme "lycéenne" suivante : Il existe une constante k 

telle que si a,b,c sont des entiers sans facteurs communs satisfaisant 

à a+b = c alors |abc| < ( n p) 
" \plabc ' 

(sous la forme forte : pour tout z > 0 il existe une constante C(e) 

telle que 

/ \3+e 
|abc| < C(e) ( n ) 

^plabc^ 

Masser et Oesterlé ont proposé, alors, la conjecture suivante : a+b = c, 

mêmes hypothèses alors 

a 
sup(|a|,|b|,|c|) < ( n p) 

vplabc / 

(i une constante). Il est clair que la conjecture 1 implique celle-ci 

si on ne dit rien sur l . La forme forte de la conjecture de Masser 

Oesterlé est : Pour tout e > 0 il existe une constante C(e) telle 

que si a+b = c (a,b,c sans facteur communs) alors 

sup(|a|,|b|,|c|) < C(e) ( n p)' 
\plabc J 

,l+e 
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Z. SZPIRO 

Cette forme forte ne semble pas être conséquence de la conjecture 1 

forte. Par contre elle implique clairement la conjecture forte sur 

|abc| et même la forme forte de la conjecture 1 (cf. par exemple Yojta) 

en raisonnant sur l'équation : 

ĉ  - Cg = 1728 A . 

Notons qu'en étudiant le discriminant d'une courbe de Frey quotientée 

par un point d'ordre 2 comme dans [Sz 2] on voit que 

|Amif) (E)| < C(e) N(E)6+e 
/ \6/5 +e 

implique sup(|a|,|b|, |c| ) < C'(e) ( n p) 
vplabc ' 

En effet la valeur absolue du discriminant d'un tel quotient bien choisi 

d'une courbe de Frey est égal à 

-4 4 4i 
2 abc (2 a , et a,b,c sont positifs ) . 

Remarquons enfin une autre conséquence - conjecturale donc - de la 

conjecture 1 : Il existe une constante a telle que pour tout nombre 

entier a 

a < ( n p Y* 
M)la a+1 

3. LES COURBES DE WEIL. 

Une courbe elliptique E sur Q est dite de Weil si elle est 

dominée par une courbe modulaire XQ(N) , le morphisme cp : XQ(N) -* E 

étant défini sur Q . On dit de plus que E est une courbe de Weil 

forte si H t̂p,̂ ) (ou ^((p)) est surjectif. Shimura [Sh] a montré 

qu'il y a correspondance bianivoque entre les courbes de Weil fortes 

images de XQ(N) et les nouvelles formes modulaires de poids deux, 

et de niveau N .Carayol, [C], a montré que pour une courbe de Weil 
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DISCRIMINANT ET CONDUCTEUR 

forte E , image de XQ(N) , N est égal au conducteur de E . Taniyama 

a conjecturé que toute courbe elliptique sur Q est de Weil. A. Weil 

[W] a montré que si une courbe elliptique E sur Q , ainsi que ses 

différentes "tordues", ont une fonction L satisfaisant une équation 

fonctionnelle attendue quand on change s en 2-s , alors la transfor­

mée de Mellin de la fonction L de E est une forme modulaire de 

poids 2 . Par le résultat de Shimura cité plus haut et le théorème 

de Faltings (conjecture de Tate) on en déduit qu'une telle courbe 

elliptique est de Weil. 

On voit ainsi, bien qu'à l'heure actuelle la conjecture de Taniyama 

ne soit pas démontrée, qu'il est crucial de tester une conjecture sur 

les courbes elliptiques,sur les courbes de Weil. Un effort dans ce sens 

a été entrepris par Golfeld ([G] et Mestre-Oesterlé [M-0]. Il est 

raisonnable de dire que c'est G. Frey qui a eu le premier l'intuition 

que la conjecture de Taniyama entrainait "Fermât" via la conjecture 1. 

On ne sait pas, au moment où j'écris ces lignes que la conjecture 1 

est vraie pour les courbes de Weil. 

Notons cependant que Ribet [R] a montré que "Taniyama" implique 

"Fermât" mais sans passer par la conjecture 1 . 

PROPOSITION 1. Soit E une courbe de Weil forte f la nouvelle 

forme modulaire de poids 2 et de niveau N , normalisée, corres­

pondant à E . Si a est une différentielle de Néron sur E 

on à cpa = c f d z où c (constante de Manin) est un entier. 

On conjecture que |c| = 1 et on sait, par Raynaud, que si N 

est sans facteur carré, |c| est borné absolument. Si || f || est 

la norme de Peterson de f et hp(E) la hauteur modulaire de E 

(introduite par Faltings-Arakelov) on a : 

15 
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? log deg (p = hp(E) + log || f£ || + log |c| + log 2TT 

(cf. par exemple [Si]). 

D'autre part Faltings a démontré [Fa 1] au moins quand E est 

semi-stable sur Q (ici N sans facteurs carrés),qu'on a : 

12 hF(E) = log lA^E)! - log |A(T) Im(T)6| 

On voit ainsi qu'une borne polynomiale 

deg (p < Np (p indépendant de N et E) 

implique la conjecture 1 car on sait minorer polynomialement le carré 

scalaire de Peterson (cf. [G]). 

On peut naturellement se demander si on peut borner le degré 

d'un morphisme tp , non constant, d'une courbe X de genre g > 2 

dans une courbe elliptique E sur Œ , en fonction de g . 

(Notons que le genre de XQ(N) est polynomial en N). On voit, 

comme le genre de E vaut un, que la formule de Hurwitz ne donne 

rien ! D'autre part, il faut imposer H^(ip) surjectif sinon 

les isogénies de E retirent tout espoir. Même dans ce cas là, 

A. Douady nous a fourni les exemples simples suivants qui, pour nous, 

signifient que le problème de borner le degré de <p est de nature 

arithmétique. 

Exemples de A. Douady. Soient p et q deux entiers premiers entre 

eux nous allons construire un morphisme algébrique sur Œ , d'une 

courbe de genre 2 , X , dans une courbe elliptique E , surjectif 

sur les H1 et de degré p+q . 

Soient trois tores ^i^p^q 9ue nous considérons comme des 

cylindres dont les extrémités sont identifiées. De plus T. sera de 

16 
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longueur i (i = 1 , p, q) et de même base. On envoie les tores Tp et Tq 

sur Lj par les morphismes tpp et tpq correspondants aux identifications : 

Tp est l'empilement de p tores identiques à T1 et Tq est l'empilement 

de q tores identiques à Tj • 

Soit <Xj , un "segment de droite" assez petit dans T1 et soient ap et aq 

deux "segments de droites" s'envoyant bijectivement sur a1 . Remplaçant les 

OL , i = p,q par des "cercles" C.. on peut recoller Tp et Tq selon Cp 

et Cq 

т 
p 

т 
q 

on obtient ainsi une surface topologique compacte X de genre 2, avec 
un morphisme continu de degré p+q , cp : X •> T,, = E, ramifié seulement en 
deux points (les extrémités de ĉ ) . 

On a les deux faits suivants : 

a) Ĥ X) + H^T )̂ est surjectif :si a et T sont les générateurs 

de HJCTJ) (cf. le dessin) a , px et qx sont dans l'image de cp . 

p et q étant premiers entre eux, a et x sont dans l'image de cp 

Ĥ cp) . 

b) Fixant une structure algébrique (analytique) sur T1 , c'est un 

théorème de Riemann qu'il existe une structure algébrique sur X qui 

rende tp un morphisme algébrique. 

U.R.A. 0213 du C.N.R.S. 
"Analyse complexe eL Géométrie" 

Université de Paris VI 
I.H.P. 
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NOTE ON A CONJECTURE OF SZPIRO 
D. W. MASSER 

1. Elliptic Curves. L. Szpiro has put forward the 
Conjecture. For each e > 0 there is a constant C(e) with the following proper­ 
ty. Let E be any elliptic curve defined over the rationals with minimal discrimi­ 
nant D and conductor N . Then |D| <_C(e)N̂ +€ . 

This has a number of remarkable consequences (see for example [V] and [HS]), 
and so a proof would be of considerable interest. Perhaps also a disproof would have 
some significance. In the present note we show at least that the inequality of the 
conjecture cannot be much improved? in particular, it would be false In the form 
|D| <_CN6(log N)k for any absolute constants C and k . This research was supported 
in part by the National Science Foundation. 

ThtOKOm. For any 6 > 0 and N_ there is an elliptic curve E defined over the 

rationals whose minimal discriminant D and conductor N > N satisfy 

|D| >_ N6exp{ (24-6) (log N)1/2(log log N) 1} . 

The proof of this result will be reduced to number theory using the following 
observation. First for a non-zero rational integer n we write S(n) for the square-
free kernel of n ; that is, the product of all distinct positive primes dividing n . 

Lemma. J. Suppose a,b,c are coprime rational integers with 

a + b + c = O , a = 1 (mod 4) , c = 0 Oood 32) . 

Then the equation 
y2 = x(x-a)(x+b) (1) 

defines an elliptic curve E whose minimal discriminant D and conductor N 

satisfy 
—8 2 |D| = 2 (abc) , N = S(abc) . 

?KCO^. In the standard notation ([S] p. 46) the equation (1) gives 

c4 = 16(a2+ ab+b2) , A = 16 (abc)2 . 
19 
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Let p be an odd prime. It is easy to verify that if p divides A then p 
cannot divide C4. It follows (see [S] p. 172) that the equation (1) is minimal 
for all p / 2 . 

This is not so for p = 2 . Indeed, the change of variables 

x = 4x' +a , y = 8y* +4x' 

leads to the equation 
2 3 2 y« + X'y' = x' + (a + 8B)x' + 2aBx' , (2) 

where the integers a and 3 are defined by 

a = 4a + 1 , c = -32B . 

For this new equation we have 
2 2 -8 2 c ' = a + ab + b , A'=2 (abc) , 4 

and since c' is odd, we see now that (2) is minimal for p = 2 . 4 

The formula for D follows at once. The formula for N follows from the 
definition ([Si p. 361) . For if p does not divide abc (in particular p ^ 2) 
then E has good reduction at p . If p divides abc and p ^ 2 then (1) is 
minimal and p does not divide c^t so E has multiplicative reduction ([S] 
p. 180). Finally if p = 2 then (2) is minimal, ĉ  is odd, and again E has 
multiplicative reduction. This completes the proof of Lemma 1. 

It is clear that our Theorem is a consequence of Lemma 1 together with the 

following 

?l0p06<(Jxcn. For any 6 > O and Sq there are coprime rational integers a,b,c 

with 
a+b+c = 0 , a = l (mod 4) , c = O (mod 32) 

and S = S(abc) > S satisfying  - o -

|abc| >_ S3exp{ (12-6) (log S)1/2 (log log S)"1} . (3) 

20 
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A similar result with the weaker inequality 

max(|a|,|b|, |c|) > S exp{(4-6) (log S)1/2(log log S)"1} 

was established recently by C . Stewart and R. Tijdeman [ST]. In the next section 
we shall prove our Proposition by means of a small modification in their proof. 

2. Number Theory. We require a preliminary lemma. For y ^ 0 write 
6(y) = I log p as usual, and for x > 0 let Y (x,y) be the number of positive p<y - o 
odd integers not exceeding x that are divisible only by primes not exceeding y . 

Lemma 2. For any 6 > 0 and all sufficiently large x we have 

e"e(y)Yo(x,y) > exp{(4-6)(log x)1/2(log log x)"1} , 

1/2 
where y = (log x) 
VKOO&. Let ¥(x,y) denote the usual number of positive integers not exceeding x 
that are divisible only by primes not exceeding y . Good estimates when 

1/2 
y = (log x) were obtained by V . Ennola [E]j we use the version 

_2 
4/(x,y) = exp{7T(y)log log x-y + O(y(log y) ) } 

given*by K.K. Norton ([N] p. 25). Here 
-1 -2 -3 ff(y) = y(log y) +y(log y) + O(y(log y) ) 

is the usual prime counting function, and we deduce that 
-1 -2 

¥(x,y) = exp{y + 2y(log y) + O(y(log y) )} . (4) 
Clearly also 

00 h H h Y(x,y) = I f (2 x,y) = I f (2 x,y) < (H+l)"? (x,y) (5) , o o — o h=o h=o 

for H = [(log x)/(log 2)] . Finally 

6(y) = y +O(y(log y)"2) , (6) 

and this together with (4) and (5) leads to the inequality of Lemma 2. 
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. . 1/2 PlOOJ OJ PlopOAAJXOn. Select x large, put y = (log x) , and let p be the 

least prime greater than y . Write T = ¥ (x,y) and define the positive integer 
o 

t by 
x <_ 2 < 2x . 

From Lemma 2 we see that T/pt •> 00 as x -> 00 . Define the positive integer n by 

2 T < 2 pt < T , 

and assume x is so large that n >_ 5 . Since T > 2npt , a simple application of 

the Box Principle enables us to find t+1 odd integers x ,...,x , divisible only 
o t 

by primes not exceeding y , satisfying 
1<X < x, < . . .<x < x , 

— o 1 t — 
and in the same residue class modulo 2Up . Since 2** >_ x , we can find i with 

1 < i < t and 
x. < 2x. , . i — î-l (7) 

Let d be the highest common factor of x. and x. , , and write 
1 1-1 

a = + x./d , b = + x. ,/d , c = + (x. -x. „) /d , — 1 i-l 1 i-l 

where the sign is chosen such that a = 1 (mod 4) . Since d is odd and n >_ 5 , 

we also have c = 0 (mod 32) , and clearly a+b+c = 0 . Further p > y and so 

p does not divide x̂  ; thus p does not divide d . Because p divides 

x.-x. , it must divide c , so that 1 i-l 
S = S (abc) >_ p . 

Therefore by assuming x sufficiently large we may suppose S >_ Sq as required. 

1 0(y) n It remains to check (3). Now clearly S(ab) <_ — e , and since 2 divides 

c we have S(c) <_ 2 n̂ ^ |c| . Thus 

S < S(ab)S(c) < 2~ne0(y) |c| . (8) 

Also |a| >̂  |c| , and (7) gives |b| >_ -̂ -| a | >_ -̂|c| , so that 

label >_\\c\2 > |s3(2ne-e^)3 

22 
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Further p <_ 2y and so 

2n >_T/(2pt) >_T/(4yt) >_ (l/8)T(log x) ~3/2 . 
Therefore . n - . a « 

|abc| > 2-10s3(log x)'9/2 (e"9 (y)T) 3 . 
Hence by Lemma 2, if x is sufficiently large we have 

|abc| >_ S3exp{ (12-6) (log x)1/2 (log log x)"1} . 

The Proposition follows on noting from (6) and (8) that if x is sufficiently 

large then 
0(y)I . 2y 1+6 S < e 1 |c| < e Jx < x 
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Sur les points de torsion des courbes elliptiques 
par M. Flexor et J. Oesterlé (1) 

1. Énoncé des résultats 
Soit K un corps de nombres. Une courbe elliptique définie sur K ne 

possède qu'un nombre fini de points de torsion rationnels sur K. On a la 
conjecture classique suivante (dont une démonstration, qui malheureusement 
semble incomplète, a été publiée dans [1]) : 

CONJECTURE 1. - // existe une constante A(K) telle que, pour toute 
courbe elliptique E définie sur K, on ait 
(1) Card(E(K)t0rs) < A(K). 

Lorsque K est égal à Q, la conjecture 1 est une conséquence du 
résultat plus précis suivant de Mazur ([5], th.8) : si E est une courbe 
elliptique définie sur (Q, le groupe E(Q)t0rs est isomorphe à l'un des 
groupes 

Z/nZ avec 1 < n < 10 ou n = 12, 
ou Z/2Z x Z/2nZ avec 1 < n < 4 , 

et par suite est d'ordre au plus 16. 
Revenons au cas où K est un corps de nombres quelconque. Manin ([4]) 

démontre en 1969 que si p est un nombre premier, la courbe modulaire 
X0(pn) n'a , pour n assez grand, qu'un nombre fini de points rationnels sur K 
(un cas particulier de la conjecture de Mordell, démontrée par Faltings en 
1983) ; il en déduit que l'ordre de la composante p-primaire de E(K)t0rs est 
majoré par une constante ne dépendant que de p et de K. 

(1 ) Le second auteur remercie le Tata Institute of Fundamental Research pour un séjour à Bombay durant lequel a 
été rédigé cet article. 
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Etant donnée une courbe elliptique E définie sur K, nous noterons AE 
l'idéal discrimant minimal de E et NE l'idéal conducteur de E ; lorsque E est 
semi-stable (i.e. a en toute place finie de K bonne réduction ou réduction de 
type multiplicatif), NE est le produit des idéaux premiers de l'anneau des 
entiers de K qui divisent ÀE. Posons 
n . o _ log(NK/(Q(AE)) 
U) PE ~ log(NK/(Q(NE)) 
(avec par convention PE = 1 lorsque NK/Q(NE) est égal à 1, c'est-à-dire 
lorsque E a partout bonne réduction). 

Szpiro formule en 1982 la conjecture suivante (cf. [7], conj. 1) : 

CONJECTURE 2. - // existe une constante B(K) telle que, pour toute 
courbe elliptique semi-stable E définie sur K, on ait 
(3) pE < B(K). 

(Une forme optimiste de la conjecture 2 affirme que pour tout e > 0 il 
n'existe, à K-isomorphisme près, qu'un nombre fini de courbes elliptiques 
définies sur K, semi-stables ou non, pour lesquelles on a PE > 6 + e). 

Frey ([2]), le premier, a remarqué que la conjecture 2 implique la 
conjecture 1. Dans cette direction, il convient de citer la majoration, obtenue 
par voie analytique par Hindry et Silverman ([3], th.7.1) : 
(4) Card(E(K)t0rs) < (20 P E ) 8 ^ - ^ IO^E. 

Dans cet article, nous établissons par voie algébrique, en suivant les idées 
de Frey, d'autres majorations de l'ordre de E(K)tors> qui montrent que la 
conjecture 2 implique la conjecture 1. 

Lorsque la courbe elliptique E (définie sur K) n'est pas semi-stable, ou 
bien lorsqu'elle a partout bonne réduction, l'ordre de E(K)t0rs est majoré par 
une constante qui ne dépend que de K, comme il résulte des trois théorèmes 
suivants : 

THÉORÈME 1. - Soit E une courbe elliptique définie sur K, qui a 
mauvaise réduction de type additif en au moins deux places finies de K, de 
caractéristiques résiduelles distinctes. On a 
(5) Card(E(K)tors) < 12. 
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Remarque 1. - L'inégalité (5) est optimale : ainsi par exemple la courbe 
elliptique E d'équation y2 - 2y = x3 a mauvaise réduction de type additif aux 
places de K = Q(V-3) de caractéristiques résiduelles 2 et 3, et le groupe 
E(K)t0rs est d'ordre 12. 

THÉORÈME 2. - Soit E une courbe elliptique définie sur K, qui a 
mauvaise réduction de type additif en au moins une place finie de K. On a 
(6) Card(E(K)t0rs)<48[K:Q]. 

Remarque 2. - Soient p un nombre premier et L une extension finie de 
Qp. Nous démontrerons que si une courbe elliptique E définie sur L a 
mauvaise réduction de type additif, on a Card(E(L)t0rs) ^ 48e, où e est l'indice 
de ramification de L sur (Qp. Le théorème 2 s'en déduit aussitôt en prenant 
pour L le complété de K en une place finie en laquelle la courbe elliptique a 
mauvaise réduction de type additif. 

THÉORÈME 3. - Soit E une courbe elliptique définie sur K qui a partout 
bonne réduction. On a 
(7) Card(E(K)tors) < 5.2[K:0]. 

Remarque 3. - Seule l'hypothèse que E a bonne réduction en une place 
de K de caractéristique résiduelle 2 est utilisée dans la démonstration de 
l'inégalité (7). Il serait intéressant de savoir si, sous les hypothèses du théo­
rème 3, le cardinal de E(K)t0rs est majoré par une fonction polynomiale de 
[K:(Q]. 

Si E est une courbe elliptique définie sur K, posons 

(8) pfc = sup pF , 
F 

où F parcourt l'ensemble des courbes elliptiques K-isogènes à E. (À K-isomor-
phisme près, il n'y a qu'un nombre fini de telles courbes, d'après les résultats 
de Serre exposés dans [6]). La conjecture 2 de Szpiro entraîne la conjecture 1 
d'après les théorèmes 1, 2, 3 précédents et le théorème suivant : 

THÉORÈME 4 (Frey). - Soit E une courbe elliptique semi-stable définie 
sur K, qui a mauvaise réduction en au moins une place finie de K. On a 
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(9) Card(E(K)t0rs) < Pfe2. 

2. Points de torsion des groupes formels 

Soit L un corps complet pour une valuation discrète v, que l'on suppose 

normée : on a v(Lx) = Z. Notons A l'anneau de valuation de v et m l'idéal 
maximal de A. Supposons que L soit de caractéristique 0 et que le corps 
résiduel A/m soit de caractéristique p > 0. Enfin soit e = v(p) l'indice de 
ramification absolu de L. 

Rappelons qu'une loi de groupe formel (commutative à un paramètre) 
sur A est une série formelle Ge A[[X,Y]] telle que : 

a) G(X,0) = X et G(0,Y) = Y ; 
b) G(X,Y) = G(Y,X) ; 
c) G(X,G(Y,Z)) = G(G(X,Y),Z). 

Soit G une telle loi de groupe formel. Pour chaque entier r > 1, l'ensemble mr 
muni de la loi de composition (x,y) » G(x,y) est un groupe commutatif, que 
l'on note G(mr). La multiplication par un entier n > 0 dans ce groupe est 
donnée par x »—> [n]G(x), où [n]G = nX+... est une série formelle dans A[[X]] 
que l'on définit par récurrence par 

[0]G = 0 [n+l]G = G(X,[n]G). 

PROPOSITION 1. - Soit G une loi de groupe formel (commutative à un 
paramètre) sur A. Le sous-groupe de torsion de G(m) est un p-groupe fini 

d'ordre < -^r e. p-1 

Pour tout entier r > 1, le groupe G(mr)/G(mr+1) est annulé par p. Par 
ailleurs, si r est assez grand, le logarithme et l'exponentielle du groupe formel 
induisent des isomorphismes de groupes réciproques l'un de l'autre entre 
G(mr) et le groupe additif mr, de sorte que G(mr) est sans torsion. Il en 
résulte le sous-groupe de torsion G(m)t0rs àt G(m ) est annulé par une 
puissance de p. 

Soit H un sous-groupe fini non nul de G(m). Notons n le plus petit entier 
naturel tel que pn annule H, et H' le sous-groupe de H formé des éléments 
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annulés par pn"l. Le groupe H' est distinct de H ; son ordre est donc majoré 
par Card(H)/p. La série formelle [p]G s'écrit Xu(X), où ue A[[X]] est une série 
formelle telle que u(0) = p. Posons w = u o [pn_1]G • On a w(0) = p et 
(10) [pn]G = [p]G o [pn-l]G = [Pn-1]G w . 

LEMME 1. - Soient fe A[[X]] une série formelle et a un élément de m tel 
que f(oc) = 0. // existe une série formelle ge A[[X]] telle que 
f(X) = (X^x)g(X). 

Ecrivons f= E ai Xi. La série .Z ai (Xi-l+aXi-2+...+ai-2x + a1"1) 
i=0 i=l 

converge alors dans l'anneau A[[X]], muni de la topologie J-adique, où J est 
l'idéal engendré par X et m . Soit g sa somme. On a (X-a)g(X) = 

X ai (Xi - ai) = f(X) - f(a) = f(X), d'où le lemme. 
i=l 

Pour tout xe H-H', on a [pn]G(x) = 0 et [pn"1]G(x) * 0, d'où w(x) = 0 en 
vertu de la formule (10). On déduit alors du lemme 1 que la série formelle w 
est multiple de n (X-x) dans A[[X]]. En particulier le terme constant 

xe H-H* 
w(0) = p est multiple de n x dans A, et l'on a e = v(p) > Card(H-H') 

xe H-H' 

> (1 - -) Card(H). Nous avons ainsi prouvé que l'on a Card(H) < ̂  e pour 

tout sous-groupe fini H de G(m). La proposition 1 en résulte, puisque 
G(m)tors est réunion filtrante de tels sous-groupes. 

3. Points de torsion d'une courbe elliptique définie sur un corps 
local 

Soient L, A, v, m, p et e comme au n°2. Notons L le corps résiduel A/m 
et supposons-le parfait. 

Soit E une courbe elliptique définie sur L. Notons Ê la fibre spéciale du 

modèle de Néron de E sur A, et E ° la composante neutre de E. On dispose 

d'un homomorphisme de réduction E(L) -» E(L). Il est surjectif parce que le 
modèle Néron de E est lisse sur A et que l'anneau A est complet par hypothèse. 
Notons Ei(L) le noyau de l'homomorphisme de réduction et EQ(L) le groupe 
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des points de E(L) dont la réduction appartient à Ë°(L). On a ainsi une 
filtration O c E i ( L ) c E o ( L ) c E ( L ) de E(L) et le groupe quotient 

Eo(L)/Ei(L) est isomorphe à E°(L). 

PROPOSITION 2. - a) Le sous-groupe de torsion de Ei(L) est un 

y-groupe fini d'ordre < ^ e. 

b) Lorsque E a mauvaise réduction de type additif, l'indice 
[E(L) : Eo(L)] est majoré par 4. 

De la loi de groupe sur le modèle de Néron de E, on déduit par 
complétion formelle le long de la section nulle une loi de groupe formel G 
(commutative à un paramètre) sur A, et le groupe Ei(L) est canoniquement 
isomorphe au groupe G(m). L'assertion a) résulte ainsi de la proposition 1. 
L'indice [E(L) : Eo(L)] est majoré par le nombre de composantes connexes 

géométriques de Ê, et, d'après la classification de Néron, ce nombre est au 
plus 4 lorsque E a mauvaise réduction de type additif. Cela prouve b). 

COROLLAIRE. - Supposons que le corps L soit fini et soit q son cardinal. 
Si la courbe elliptique E a bonne réduction , on a 

Card(E(L)tors) < P/p-1 e (q+l+[2Vq]). 

Si E a bonne réduction, Ê est une courbe elliptique sur L. On a alors 

[E(L) : Ei(L)] = Card(E(L)) < q + 1 + [2Vq] 
d'après les majorations de Hasse. Par ailleurs le groupe Ei(L)t0rs est d'ordre 

inférieur à P/p-1 e d'après la proposition 2, a), d'où le corollaire. 

PROPOSITION 3. - Supposons que la courbe elliptique E ait mauvaise 
réduction de type additif Le groupe E(L)tors est alors fini. Son ordre est de la 
forme pnm avec n > 0 et m < 4. // est majoré par 48e. 
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Quitte à remplacer L par la complétion d'une de ses extensions 

algébriques non ramifiées maximales, on se ramène au cas où le corps L est 
algébriquement clos. D existe alors une plus petite extension finie L' de L sur 
laquelle E acquiert réduction semi-stable ([6], 5.6). C'est une extension 
galoisienne de L ; notons 0 son groupe de Galois. Soient A' la fermeture 
intégrale de A dans L'. Notons E' la courbe elliptique sur L' déduite de E par 
extension des scalaires, E_et K les modèles de Néron de E et de E' sur A et A' 

respectivement, Ê et E' leurs fibres spéciales. Remarquons que le corps 

résiduel L de A s'identifie canoniquement à celui de A'. En vertu de la 
propriété universelle des modèles de Néron, il existe un unique A'-morphisme 
u : E. <8>A A' —> El qui induit l'identité E ®K K' —» E' sur les fibres 

génériques. Soit u : E —» E' le morphisme déduit de u par passage aux fibres 

spéciales. La restriction de u à la composante neutre E ° de E est nulle, car le 

groupe algébrique Ê° est isormorphe au groupe additif, alors que Ë'° est 
isomorphe au groupe multiplicatif ou est une courbe elliptique. Il en résulte 

que Eo(L) est contenu dans Ej(L'). D'après la prop. 2, a), Ej(L')t0rs est un 

p-groupe fini et l'on a 

(11) CardCEjCL'W) < P/p-1 e Card(O). 

(Noter que l'indice de ramification absolu de L' est eCard(<I>).) Grâce à la 
prop. 2, b), on en déduit que le groupe E(L) tors est fini, que son ordre s'écrit 
pnm avec n > 0, m < 4, et que l'on a 

(12) Card(E(L)t0rs) < ^ e Card(O) < 8eCard(0>). 
Lorsque l'ordre de O est majoré par 6, cela achève la démonstration. 

Avant de traiter les autres cas, remarquons que O opère par transport de 
structure sur le schéma El ; cette opération n'est pas A'-linéaire, mais 
seulement semi-linéaire relativement à l'opération de O sur A'. On en déduit, 
parce que O opère trivialement sur le corps résiduel de A', une opération de O 

sur le L-schéma E', c'est-à-dire un homomorphisme O -> Aut-(Ë'). Cet 

homomorphisme est injectif ([6],5.6). Supposons maintenant que l'ordre de <D 
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soit strictement supérieur à 6 ; il en est alors de même de celui de Autj^(E'), et 

l'on est dans l'un des deux cas suivants (loc. cit.) : 
a) On a p = 2, E' a bonne réduction, l'invariant modulaire de la courbe 

elliptique E ' est 0, le groupe Aut^(E ') est d'ordre 24 et le groupe O est 

d'ordre 8 ou 24. Dans ce cas E' est isomorphe à la courbe elliptique d'équation 

y2-y = x 3 et l'image de O dans Aut^(E') contient l'automorphisme 

(x,y)-> (x,y+l)deË\ 
b) On a p = 3, E' a bonne réduction, l'invariant modulaire de.la courbe 

elliptique Ë' est 0, le groupe Aut-(E') est d'ordre 12 et le groupe O 

également. Dans ce cas E' est isomorphe à la courbe elliptique d'équation 

y 2 = x3-x, l'homomorphisme <E> —> Aut^(Ê') est bijectif et (x,y) •—> (x+l,y) 

est un automorphisme de E '. 

Dans chacun des deux cas ci-dessus, on constate que le seul point de 

Ê'(L) fixé par O est 0. Comme on a Oou = u pour tout oe <D, le morphisme 

u : E -> Ë' est nul et le groupe E(L) est contenu dans E^L'). De (11), on 

déduit alors 

Card(E(L) t 0rs)<^e Card(0>) < 48e. 

Cela termine la démonstration de la prop. 3. 

PROPOSITION 4. - Supposons que E ait mauvaise réduction de type 
multiplicatif. Soit P un point de torsion de E(L). Notons n son ordre et m le 
plus petit entier > 1 tel que mP appartiennne à Eo(L). Soit E' la courbe 
elliptique quotient de E par le sous-groupe engendré par P. Notons A et A' 
les discriminants de modèles minimaux de E et E' respectivement. Alors m 
divise v(A) et Von a v(A') = nv(A)/m2. 

Quitte à effectuer une extension finie non ramifiée du corps de base, on 
se ramène au cas où E' est une courbe de Tate (Ew /q z , avec qem.Ona 

32 



POINTS DE TORSION 

v(A) = v(q), E(L) = Lx/qz et Eo(L) = Axqz/qz. Soit x un élément de Lx dont 

la classe modulo qz soit le point P. Par définition, m est le plus petit entier 

> 1 tel que xm appartienne à Axqz, c'est-à-dire tel que mv(x) soit multiple de 

v(q) = v(A). L'entier m divise n et v(A), et l'on a xm = Çqr, avec Çe Ax et r un 

entier premier à m. Par définition de n, Ç est une racine primitive 
(n/m)-ième de l'unité. Choisissons des entiers a et b tels que ar + bm = 1 et 
posons q' = (xa qb)n/m # Qn a les relations 

(13) q'm = (Ça qpat qbm)n/m = qii/m 

( 14) q'r = (Xa1" Ç-Ь xbm)n/m = x"/"1. 

Les morphismes X •—> n̂/m et X »—» X de (Bm dans (Gm définissent des isogénies 

u : (G™ /qZ -> (Em /q(n/m)Z = (Bm /q'mZ 
et v : E^/q'mZ _»Q3m/q'Z 

de degrés n/m et m respectivement. L'isogénie v o u est de degré n. On a 
u(P) = u(xqz) = xn/m q'mZ = q'rq'mZ d'après (14), d'où (v o u)(P) = 0. Le 
noyau de v o u est donc le sous-groupe cyclique d'ordre n de E engendré par 
P, et la courbe elliptique E' est isomorphe à la courbe de Tate (Bw /q'z. On a 
alors 

v(A') = v(q') = nv(q)/m2= nv(A)/m2 
d'après (13), d'où la proposition. 

COROLLAIRE. - Supposons que E ait mauvaise réduction de type 
multiplicatif et soit H un sous-groupe fini de E(L). // existe des entiers 
naturels a et b tels que b divise a et que H soit isomorphe au groupe 

Z/aZ x Z/bZ . Notons E' la courbe elliptique E/bH, et A et A' les 

discriminants de modèles minimaux de E et E'. On a 
(15) v(A) + v(A') > 2 VCard(H). 

Le groupe des points de torsion de E(L), où L est une clôture algébrique 
de L, est isomorphe à (Q/Z)2. D'après le théorème des diviseurs élémentaires, 
tout sous-groupe de (Q/Z)2 est isomorphe à un groupe de la forme 
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ïï/diZ x Z/bZ, où a, b sont des entiers naturels tels que b divise a. Cela prouve 
la première assertion. Pour démontrer la seconde, on se ramène, comme dans 
la démonstration de la prop. 4, au cas où E est une courbe de Tate (Bm /qz. 

Tous les points d'ordre b de E(L) appartiennent à H, donc sont rationnels sur 
L. Il en résulte que q est une puissance b-ième dans L ; sa valuation 
v(q) = v(A) est multiple de b. Soit Q un point d'ordre a de H. Le groupe bH est 
le groupe cyclique d'ordre a/b engendré par le point P = bQ. Soit m le plus 
petit entier > 1 tel que mP appartienne à Eo(L). Comme Eo(L) est d'indice 
v(A) dans E(L), le point (v(A)/b)P = v(A)Q appartient à Eo(L), et m divise 
v(A)/b. D'après la prop.4, on a v(A') = av(A)/bm2, d'où 

v(A)+v(A") = ̂  ib m + —ì > bm + — > 2Vâb. bm I m I m 

Cela démontre le corollaire. 

4. Démonstration des théorèmes 1 à 4 

Dans ce numéro, K désigne un corps de nombres et E une courbe 
elliptique définie sur K. 

a) Démonstration du théorème 1 
Supposons que E ait mauvaise réduction de type additif en au moins deux 

places finies de K de caractéritiques résiduelles p et p' distinctes. Soient n et n' 
les plus grands diviseurs de l'ordre de E(K)t0rs premiers à p et à p' 
respectivement. Les entiers n et n' sont majorés par 4 d'après la prop.3 du n°3. 
Comme l'ordre de E(K)t0rs divise ppcm(n,n'), il divise 12. Cela démontre le 
théorème 1. 

Remarque 4. - Si l'on a p > 5 ou p' > 5, il résulte de la démonstration 
précédente que l'on a Card(E(K)t0rs) ^ 4. 

b) Démonstration du théorème 2 
D'après la remarque 2 du n°l, le théorème 2 résulte de la prop.3 du n°3. 
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c) Démonstration du théorème 3 
Supposons que la courbe elliptique E ait bonne réduction en une place 

finie v de K de caractéristique résiduelle 2. Notons e l'indice de ramification et 
f le degré résiduel de cette place. On a ef < [K:(Q], et d'après le corollaire de la 
prop.2 du n°3, appliqué en prenant pour L le complété de K en v, on a 

Card(E(K)t0rs) < 2e(2f+l+[2l+tf/2)]). 

On a 1 < 2̂ -1 et [21+W2)] < 2f, d'où 

Card(E(K)t0rs) ^ 5e2f < 5[K:(Q]2f/f. 

Comme la suite (2n/n)n>i est croissante, 2f/f est majoré par 2tK:(Q]/[K:(Q] et 
Card(E(K)tors) par 5.2[K:Q], d'où le théorème 3. 

d) Démonstration du théorème 4 
Supposons que la courbe elliptique E soit semi-stable et n'ait pas partout 

bonne réduction. On voit comme dans la preuve du cor. de la prop.4 que le 

groupe fini E(K)t0rs est isomorphe à un groupe de la forme Z/aZ x Z/bZ, où 

a, b sont des entiers naturels tels que b divise a.Notons E' la courbe elliptique 
quotient de E par le sous-groupe fini bE(K)t0rs. Elle est K-isogène à E, donc a 

même conducteur NE que E. Par définition de la constante P^ (cf. formules (2) 

et (8) du n°l), on a 

log(NK/(D(AE)) < Pfe log(NK/q(NE)) 

log(NK/O(AE0) < PE log(NK/D(NE)). 

Notons qv le cardinal du corps résiduel d'une place finie v de K. En sommant 
les deux inégalités précédentes, on obtient 

(16) I (v(AE) + v(AE'))log qv < 2 P£ Z log qv, 

où les sommes sont étendues à l'ensemble des places finies de K en lesquelles E 
a mauvaise réduction. Pour une telle place, on a 
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V(AE) + V(AEO ^ 2^Card(E(K)tors) d'après le corollaire de la prop.4 du n°3. 
La somme L log qv étant non nulle par hypothèse, on déduit de (16) que l'on a 

VCard(E(K)t0rs) ^ Pfe > d'où le théorème 4. 
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Hauteurs et classes de Chern 
sur les surfaces arithmétiques 

Laurent Moret-Bailly 

0. Introduction. 

On présente dans cet exposé les idées de Parshin [P] sur le thème : "un 
analogue arithmétique de l'inégalité de Bogomolov-Miyaoka c\ < 3 c2 pour les 
surfaces complexes impliquerait, entre autres, la conjecture de Szpiro sur le 
discriminant des courbes elliptiques sur Q". 

Après le rappel de l'inégalité de Bogomolov-Miyaoka au § 1, puis des 
généralités sur les familles de courbes au § 2, notamment sur la "mesure de la 
mauvaise réduction", on énonce au § 3 l'"hypothèse BM", qui est un analogue 
arithmétique de Bogomolov-Miyaoka, assez affaibli par rapport à [P] ; on montre 
ensuite que BM équivaut à une variante de la "conjecture des petits points" de 
Szpiro. 

Au § 4 on introduit l'hypothèse ME ("Mordell effectif) qui est une majoration 
de la hauteur d'un point d'une courbe de genre >2 sur un corps de nombres, en 
termes du corps de rationalité de ce point : à degré (sur Q) fixé, la borne est 
linéaire par rapport au logarithme du discriminant. Pour plus de commodité, on 
étend cette hypothèse à des variétés (propres) arbitraires munies d'une hauteur 
quelconque, de sorte qu'elle est évidemment fausse avec cette généralité ; toutefois, 
on montre au § 5 que BM implique une telle généralisation de ME, valable pour 
des variétés qui paramétrent une famille de courbes lisses de genre >2. La 
"construction de Kodaira" montre que les courbes de genre >2 tombent 
elles-mêmes sous le coup de cet énoncé. 

Le § 6 est consacré à la conjecture du discriminant de Szpiro pour les courbes 
elliptiques sur Q ; on montre que celle-ci est conséquence de ME appliquée à une 
courbe modulaire. De même, au § 7, on déduit de ME une version de la 
"conjecture abc \ en appliquant ME à un revêtement ramifié convenable de IP1. 
Enfin, on fait au § 8 quelques commentaires sur l'effectivité des méthodes et des 
résultats. 
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1. Inégalité de Bogomolov-Miyaoka. 

1.1. Soit X une surface projective irréductible lisse complexe de type général. On a 
alors l'inégalité ( [M], [Y] ) 

(1.1.1) cf(X)<3c2(X) 

entre les classes de Chern de X ; des inégalités plus faibles avaient été obtenues 
auparavant par Bogomolov ([B], avec 4 au lieu de 3) et Van de Ven ([V], avec 8). 

1.2. On énoncera au § 3 un analogue de (1.1.1) pour les "surfaces arithmétiques". 
Celles-ci sont des courbes sur des anneaux d'entiers algébriques, il faut donc 
d'abord reformuler (1.1.1) en termes de fibrations en courbes. Soit/:X—> B un 
morphisme surjectif de la surface X sur une courbe B lisse de genre q. On 
suppose que / fait de X une B-courbe semi-stable (voir les rappels au § 2 ) ; la fibre 
générique est alors de genre g £ 2 puisque X est de type général. 

La première classe de Chern c^iX) est la classe dans Pic(X) du faisceau 
dualisant 

(1.2.1) Cûx=û)X/B®f*Q)B 

de sorte que 

(1.2.2) cf(X) = {(ÙXJB.MXJB) + 2(3g-2X2?-2). 

On sait par ailleurs que 

(1.2.3) c2(X)= I ôb(X) + (%r-2X2ç-2) 
beB 

où ôb(X) désigne le nombre de points singuliers de la fibre /"1(6) = Xb. Il en 
résulte que l'avatar relatif de (1.1.1) est 

(1.2.4) ^XJB^X/B^ (%r-2)(2?-2) + 3 I ôb(X). 
beB 

Plus généralement, c\(X) < X c2(X) (ÂeR) équivaut à 

(1.2.5) ((OXJB.(ÛXJB) <Àl56(X) + U-2X^-2X2ç-2). 
beB 

1.3. Le lecteur pourra consulter [P] pour des variantes de ces inégalités, 
notamment sans hypothèse sur le genre des fibres ou celui de B. Mentionnons 
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celle-ci : l'inégalité (1.2.4) reste vraie si l'on remplace Xpar son modèle stable X0 
sur B ; ceci ne change pas le membre de gauche et diminue les 8b . En fait on a, 
pour tout beB , 5b(Xo) ^ Sg-3 , de sorte que l'on obtient une majoration de 
^XJB'^XJB^ uniquement en termes des genres et du nombre de fibres singulières. 

2. Familles de courbes à singularités ordinaires. 

2.1. Soit B un schéma. On appelle B-courbe noddle un morphisme / : X -> B 
propre, surjectif et plat, dont les fibres géométriques sont des courbes n'ayant 
comme singularités que des points doubles ordinaires. Le (9 -̂module cohérent 
O-X/B des différentielles relatives de / admet alors une stratification de Fitting du 
type 

Sing(XZB)cX 

où Sing(X/B) est le plus grand sous-schéma fermé Y de X tel que &XJB ®ox®Y so^ 
localement libre de rang 2 sur Y. 

2.2. Description locale. Avec les notations de 2.1, si B = Spec R où R est local 
complet de corps résiduel k> et si x e X est un point singulier ^-rationnel de la fibre 
fermée de / , le complété A = Oxjc de ®Xj eŝ  ̂ -isomorphe à R[[u,v]]/(uv-t) où t eR, 
d'où une présentation 

(£) (du,dv) 
A >AxA > &x/B®Ox^ * 0 

qui montre que Sing (X/£)x^ Spec A est défini par l'idéal (u,v) donc isomorphe 
comme /̂ -schéma à Spec(R/tR). 

2.3. On déduit de 2.2 que Sing(X/B) (dont la formation, par construction, 
commute à tout changement de base) est fini et non ramifié sur B ; si l'on pose 

(2.3.1) £«œ>=/.Osi„g«/B) 

alors Z(JÏÏB) est un (9 -̂module cohérent, isomorphe localement pour la topologie 

étale sur B à .è O^ltp^ pour se IN et tteOB convenables. En particulier on 
a pour tout b e B 

(2.3.2) rgbl(X/B) = Sb(X) 
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où, par définition rg¿X(X7fí) = dim^ŒCX/B)®^*(&)), et où ôb(X) désigne le 
nombre géométrique sur K(b) de points singuliers de la fibre Xb. 

Enfin, comme Sing(XZB) est fini sur B, la formation de YÍX/B) commute à 
tout changement de base. 

Proposition 2.4. Soit f:X^B une B-courbe nodale. On suppose que B = Spec A est 
un trait de point fermé b et de point générique TJ, et que f^-.X^-* r\ est lisse, de 
sorte que YiX/B) est un A-module de longueur finie. 

Soit p : X' —» X une résolution minimale des singularités de X. Alors la 
longueur du A-module YSXIB) est égale au nombre géométrique 8b(X') de points 
singuliers de X'b. 

Preuve. On obtient X' à partir de X en éclatant le sous-schéma réduit Sing X formé 
des points singuliers de X, et en répétant le processus jusqu'à obtenir un schéma 
régulier. Or il résulte de la non-ramification de Sing(X7£) (qui contient SingZ) que 
les corps résiduels des points de SingX sont des extensions separables de fc(6), de 
sorte que la formation du sous-schéma Siner X commute au changement de base 
A-> A' où A' est un anneau de valuation discrète complet, non ramifié sur A et de 
corps résiduel une clôture algébrique de K(b). On peut donc supposer A complet à 
corps résiduel algébriquement clos (on rappelle que l'éclatement commute au 
changement de base plat). 

Soient xly...,xs les points singuliers de Xb : on a pour 1 < i < s 

Qx,Xi - A[kofl/(*y-*i) 

avec ti= if{ où n est une uniformisante de A, et dans ces conditions 

JXX/B) « è A/*.. A ¿=1 * 

de sorte que la longueur de 5XXZB) est la somme des ei. L'assertion de la 
proposition est donc claire si X est régulier : dans ce cas les ef sont égaux à 1, et 
s = Sb(X) = ôb(X'). H suffit donc de voir que la somme des e^ ne change pas par 
éclatement d'un point singulier (i.e. d'un point X( tel que et > 2). Le calcul est fait 
notamment dans [SPC], I, proposition 2.2 : si et > 2 et si p, : X^ —» X est l'éclaté de 
Xi dans X, alors (X^ contient, au-dessus de ^ , deux points doubles réguliers dans 

e—2 
Xi, et de plus, si e^ > 2, un point double du type A[[xy]] I(xy-n 1 ). • 
2.5. On suppose maintenant que B est un schéma régulier de dimension 1, et que 
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pour tout point maximal TJ de B la fibre de / : X -» B est lisse. On peut alors 
mesurer la "mauvaise réduction" de / par le diviseur effectif 5CX7B) sur B, défini 
par 

(2.5.1) £CXZB) = I \gb l(X/B)b[b] 
= 1 ôb(X')[b] 

où la somme est prise sur les points fermés b de B, X' est une résolution minimale 
des singularités de X, et \gb est la longueur comme 0B ̂ -module. L'équivalence 
des deux formules résulte évidemment de 2.4. La connaissance de &(X/B) équivaut 
à celle de la classe de ZCX7B) dans le groupe de Grothendieck des C?£-modules 
cohérents de longueur finie. Bien entendu on peut considérer ô(X/B) comme un 
idéal inversible de 0B ; sa formation commute à tout changement de base B' B 
où B' est un schéma régulier de dimension 1, plat sur B. 

Remarque 2.5.2. Supposons de plus que X soit une B-courbe stable de genre g>2 
(voir rappels ci-dessous). Alors X s'interprète comme un 1-morphisme (px de B 
vers le champ Ag des courbes stables de genre g [D-M]. Celui-ci est un champ 
algébrique lisse sur Spec TL et contient un diviseur à croisements normaux E 
paramétrant les courbes singulières. Dans ces conditions on peut vérifier, en 
utilisant la description locale de Ag et E donnée dans [D-M], que £CX7B) = <p£(2£). 

2.6. Rappels sur les courbes stables et serai-stables. Si k est un corps 
algébriquement clos, on appelle courbe semi-stable (resp. stable) sur k une 
-̂courbe nodale et connexe C, de genre arithmétique > 1 (resp. > 2), telle que toute 

composante irréductible de C isomorphe à P\ contienne au moins deux (resp. 
trois) points singuliers de C. Il revient au même d'exiger que le faisceau 
dualisant (oç/^ soit de degré > 0 (resp. > 0) sur chaque composante de C. 

Si B est un schéma, une B-courbe semi-stable (resp. stable) est par définition 
une B-courbe nodale dont les fibres géométriques sont semi-stables (resp. stables). 

Soit B un schéma noethérien régulier intègre de dimension 1, de point 
générique rj = Spec if, et soit X^ une courbe sur K. On dit que X^ a réduction 
semi-stable sur B s'il existe un modèle semi-stable de X^ sur B, c'est-à-dire une 
B-courbe semi-stable de fibre générique X^. Le théorème de réduction semi-stable 
de Grothendieck affirme que si X^ est propre, lisse, géométriquement connexe de 
genre > 1 sur K, alors il existe une extension finie K' de K telle que X^®^' ait 
réduction semi-stable sur le normalisé de B dans K'. Plus précisément ([SPC], I, 
cor. 5.18) si n est un entier > 3, inversible sur B, tel que les points d'ordre n de la 
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jacobienne J = Pic^/if soient rationnels sur Ky alors Xn a réduction semi-stable 
sur B. En particulier (sans restriction sur les caractéristiques) X^ a réduction 
semi-stable dès que les points d'ordre 12 de J sont irrationnels. 

Soit X un modèle semi-stable de X^ (supposée lisse de genre g^l). Par 
résolution des singularités de X on obtient le modèle régulier minimal X1 de X^, 
qui est encore semi-stable. Si de plus g>2, on peut contracter dansX (ou dans^) 
les P1 de self-intersection -2 contenus dans les fibres, pour obtenir l'unique 
modèle stable XQ de X^ (contrairement au modèle stable, le modèle régulier 
minimal ne "commute" pas en général au changement de base B' —> B où B' est 
ramifié sur B). Il résulte de 2.4 que le diviseur èPOB) de (2.5.1) ne dépend que de 
X^ (supposée à réduction semi-stable) et non du modèle semi-stable X choisi. 

2.7. On suppose maintenant que B = Speci? oui? est l'anneau des entiers d'un 
corps de nombres K. Si X est une B-courbe semi-stable (avec XK lisse de genre 
g>l), on "compactifie" &(X/B)y au sens d'Arakelov, en posant 

(2.7.1) 8JX/B) = 8(X/B)+ X ÔJX)M 
a K - C. 

où ôa(X) est défini comme suit : on pose Xa = XK®KC (où K est plongé dans C au 
moyen de G) et 8a(X) = S(X0) où 8 est l'invariant de Faltings [F] ; il nous suffira ici 
de savoir que ô est une fonction continue à valeurs réelles sur Jtg(Q où Ag est 
l'espace des modules des courbes de genre g. 

(On aurait pu, comme le font certains auteurs, sommer sur les places 
archimédiennes de K plutôt que sur les plongements complexes, la fonction en > 
ôG(X) étant invariante par conjugaison ; dans ce cas, il faut modifier, dans la 
suite, les définitions de AQCK) et du degré d'un diviseur en affectant les places 
complexes du poids 2). 

Le diviseur j^iX/B) commute (en un sens évident) au changement de corps de 
base, et ne dépend que de XK. Notons cependant que si èLXIB) est >0 par 
construction, il n'en est pas de même a priori des 8a(X). Pour "borner la mauvaise 
réduction" de Xy nous utiliserons plutôt 

(2.7.2) \Se(X/B)\ = SSXIB) + 1 \ÔG(X)\ M 
a 

à(.XK) = ACX/B) = NRŒ IfijCX/B)! 
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de sorte que A(XK) est un élément du monoïde Divc+(Z) décrit comme suit : P 
désigne l'ensemble des nombres premiers, P = Pu{oo), Divc(Z) est le groupe des 
applications v —> nv : P—>IR, à support fini, telles que nv eX si u E P, et 
Divc+(Z) cDivc(Z) est l'ensemble des applications à valeurs > 0. La norme 
intervenant dans la formule est définie par linéarité à partir des cas suivants : si 
beB est un point fermé de caractéristique p, la norme de [6] est [K(b):Wp][p], et si 
a est un plongement complexe de K, la norme de [G] est [00]. 

Si K' est une extension finie de K, et X = X®KK\ on a 

(2.7.3) A{XK.) = [K':K] A(XK). 

3. Hypothèse BM et petits points. 

3.1. Soit R l'anneau des entiers d'un corps de nombres K, et soit B = Spec R. Soit 
f:X > B 

une B-courbe semi-stable à fibre générique lisse de genre g>2. On suppose de 
plus que X est un schéma régulier. 

Arakelov [A] a défini une théorie des intersections (à valeurs réelles) pour les 
faisceaux inversibles sur X munis de métriques aux places archimédiennes de B, 
vérifiant certaines conditions. En particulier le faisceau dualisant relatif Ù>X/B ES^ 

muni de telles "métriques à l'infini" canoniques, et le membre de gauche de 
(1.2.5) a donc un sens (cf. [A], [SPA] ). D'autre part le substitut le plus naturel du 
terme 2q-2 est log \DK\> où DK désigne le discriminant de K sur Q (le lecteur peut 

préférer par exemple log(2_2r2 \D%\) où r2 est le nombre de places complexes de K; 
ceci n'a guère d'importance pour la suite). 

L'analogue non archimédien de la somme au membre de droite de (1.2.5) est 
alors 

I ôb(X)\ogN(b) 
b point 

fermé de B 

où N(6) = Card K<6) est la norme de 6. Il suffit bien entendu de restreindre cette 
somme à beS = {places de mauvaise réduction de / } . 

Il est vraisemblable que l'on doive aussi introduire une contribution 
archimédienne, comme expliqué en 2.7, de sorte que le terme en question de 
(1.2.5) "doit" être remplacé par 
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degR ScQC/B) = I 8B(X) log N(6) + I ôaGO . 
beB o:K-+C 

On dispose donc d'un analogue arithmétique de l'inégalité (1.2.5), à savoir 

(3.1.1) {(ÛXJB . (ÙXJB) < X degB Sc<X/B) + a-2X2fr-2) log \DK\ 

où X serait une constante absolue, disons >3. A propos de la valeur de À, 
remarquons que si l'on étend le corps de base de K à K\ les deux premiers termes 
de (3.1.1) sont multipliés par [K'jQ ; comme on peut trouver K' avec 
log \DK>\/[K'jQ arbitrairement grand, la moindre des choses est que le coefficient 
de log \DK\ dans (3.1.1) soit £0. 

Des calculs de Bost, Mestre et l'auteur, pour certaines courbes de genre 2 sur 
Q, mettent cependant en défaut une telle formule, cf. 3.2.3 ci-dessous et l'exposé 6 
de ce séminaire. On sera donc plus prudent dans la formulation de l'hypothèse 
ci-dessous : 

Hypothèse BM. // existe des applications 

ABM> fîBM- DrvC+(Z)x IN^ > R 

( g y A,d) i > ABM(g9 A,d), BBU(gy A,d) 

telles que pour K> R, Xcomme en 3.1 avec [K:Q]<d et A(X/B)<& , on ait : 

(3.1.2) (Û>X/J3-ÛW ^ ABM(?, A,d)log|D^| + BBM(g, Ayd) . 

(voir (2.7.2) pour la définition de A(X/B)). 

Remarque 3.2.1. L'inégalité (3.1.1) implique (3.1.2) avec 

ABM(g,A,d) = U-2)(%r-2) 

5BMte> à,d) =Xdegx â=X(Z A(p)\ogp + A(oo)); 
peP 

on passe de (3.1.1) à (3.1.2) en majorant ôG par \ôa\ pour a:K -»C. 

Remarque 3.2.2. Soit X0 le modèle stable de X sur B ; on obtient une variante plus 
forte de BM en remplaçant, pour fteB, ôB(X) par S^XQ), cf. remarque 1.3. Compte 
tenu de la majoration uniforme 5 (̂X0)<3 -̂3 , la partie non archimédienne de 
d^XJB) n'intervient plus alors que par son support S (ensemble des places de 
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mauvaise réduction). Si l'on pousse jusqu'au bout l'analogie entre places 
archimédiennes et non archimédiennes, il n'y a alors pas lieu d'introduire les 
termes archimédiens Ô0(X), et la variante envisagée revient simplement à 
postuler (3.1.2) où ABM et BBM ne dépendent que de g> d et S. 

Remarque 3.2.3. L'inégalité (3.1.1) peut se reformuler sans faire intervenir 
ôçiXIB). Le i?-module localement libre /+ (Û^/B est muni de métriques naturelles 
aux places archimédiennes de K (cf. par exemple l'exposé 6 de ce séminaire, 
formule (1)) de sorte qu'il a un degré. La formule de Noether, démontrée dans 
[MB], donne : 

(3.2.3.1) 12 àegBf+(OxjB = ((OX/Q.CÛ^Q) + degB Ô^XJB) -4g[K:Q] log 2n 

de sorte que (3.1.1) est équivalente à 

(3.2.3.2) 
a+1) (COXB.CÛXJQ) < 12À degBf+œx/B+ 4Xg[K:Q\ log 2TT+ (A-2)(^-2) log \DK\. 

C'est sous cette forme que (3.1.1) sera invalidée dans l'exposé 6 (pour une courbe 
particulière de genre 2 sur Q, et tout A>0). 

3.3. Nous allons, dans le reste de ce §, expliquer le lien entre BM et la "conjecture 
des petits points" de Szpiro ([SPA], XI, 3.1). 

Pour X comme en 3.1, on définit la hauteur 

(3.3.1) hœ:XGt)->lR 

où K désigne une clôture algébrique de K> comme la hauteur associée au 
Oĵ -module (OXJB muni de ses métriques d'Arakelov. Ainsi, si K' est une extension 
finie de K, d'anneau des entiers R\ et si PeX(K') se prolonge en PeX(R') par 
propreté, on a par définition 

(3.3.2) [K':Q] hû)(P)=degR>P*cox/B. 

Si X' désigne le modèle régulier minimal de X®RR\ alors P définit une section de 
X' sur Spec R' ; si E désigne l'image de cette section, vue comme diviseur sur X\ 
alors on a la formule d'adjonction ([SPA], II, théorème 6.11) 

(3.3.3) [K':Q]h(û(P) = -(E.E) 
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que nous n'utiliserons pas mais que nous rappelons pour faire le lien avec [SPA], 
XI, §3. 

Comme (ÛX/B est ample sur la fibre générique XK, hœ(P) est minoré (en fait 
par 0, voir plus bas) indépendamment de P. On peut donc poser 

(3.3.4) hmin(X) = infPçX(jQ (P). 

On pose d'autre part 

(3.3.5) eOO=(a>jaB- « W ^ Q l -

Si K etX' sont comme ci-dessus, alors e(X")=e(X); ceci résulte par exemple de 
(5.4.2) plus bas. 

La proposition ci-dessous et son corollaire sont, sauf la première inégalité, 
dus à Szpiro : 

Proposition 3.4. Avec les hypothèses et notations de 3.3, on a les inégalités 

0<e(X)< 2g(2g-2) hmin(X) < geiX). 

Preuve. L'inégalité e(X)>0 est un théorème de Faltings ([F], ou [SPA], III, 
théorème 5, a)). La seconde inégalité est prouvée dans [SPA], III, théorème 5, b) 
(ou II, 6.17) comme conséquence du théorème de l'indice. 

Prouvons la troisième, c'est-à-dire hmin(X)<e(X)/(4g-4). Posons 0) = (OXJB > ET 

pour tout réel a notons (o(a) le faisceau <o où l'on a multiplié les métriques par 
e~a ; en d'autres termes o)(a)= covOxiaX^) oùX^ est le diviseur d'Arakelov 
somme des fibres archimédiennes. Le degré de û)(a) est 2g-2>0 et sa 
self-intersection est (œ.o)) +2a(2g-2)[K:Q] ; choisissons a tel que (û)(a).û)(a))>0, 
c'est-à-dire 

(3.4.1) a>-e(X)/(4g-4). 

On peut alors appliquer à œ(a) le théorème d'existence de Faltings ([SPA], III, 
théorème 4) : il existe un entier n>0 et un diviseur d'Arakelov effectif D tels que 
0%(D) - (o(a)m . Quitte à changer le corps de base et à remplacer X par le modèle 
minimal idoine (ce qui ne change pas hmin(X) ni e(X) ) on peut supposer que D est 
de la forme 

(3.4.2) Z)=V+l£i£; 
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où les Et sont des sections de X^>B (donc N=n(2g-2)) et où V est vertical. 
Intersectant avec û)y on a dune part, par définition de co(a): 

(3.4.3) (o)(a).û))= (Û).Û))+ a(2g-2)[K:Q] 

et d'autre part, d'après (3.4.2) : 

(3.4.4) n (û)(a).co)=( (V+ I^i £;).û))>l£i (£f-.û))=[#:Q]Z!!i /iJPp 

où Pj est le point générique de 2£t : l'inégalité du milieu provient du fait que V est 
effectif et que co est de degré >0 sur chaque composante d'une fibre. D'où 

INFI=L,...̂  hJPÙ * h^hJPÙ * ((o(a).œ)/(2g-2)[K:Q] = aHe(X)KZg-2)) 

où la première inégalité est triviale, la seconde résulte de (3.4.4), et l'égalité de 
(3.4.3) (on rappelle que N=n(2g-2)). 

A fortiori, on a hmin(X) < a+(e(X)/(2g-2)) pour tout a vérifiant (3.4.1), d'où le 
résultat. • 

Corollaire 3.5 L'hypothèse BM équivaut à la variante suivante de la "conjecture 
des petits points" ([SPA], XI, 3.1) : il existe des applications 

App,Bpp: IN>2x Divc+(Z)x IISL̂  > DR 

( g, Ayd) i > Appigy Ayd), BPP(gy Ayd) 

telles que pour Ky Ry Xcomme en 3.1 avec [K:Q]<d et A(X/B)<A , il existe un point 
Pe X(K) vérifiant 

hJP) < App(gy Ayd) \og\DK\ + Bpp(gy Ayd) . M 

4. Variations sur Mordell effectif! 

4.1. L'hypothèse ME qui va suivre (voir 4.4) est un raffinement de la conjecture de 
Mordell; on va commencer par la formuler de manière plus générale. Soient K un 
corps de nombres, X un /̂ -schéma propre (que l'on peut sans dommage supposer 
réduit). Soit L un faisceau inversible sur X. On fixe une clôture algébrique K de Ky 
et on se donne une hauteur (logarithmique) h : X(K) —> IR associée à L. 

Hypothèse ME(X,L). Pour tout entier d>l il existe des réels AME(Xyhyd) et 
BME(X,h,d) tels que, pour toute extension finie K' de Kavec [K':Q]<d et tout 
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PeX(K')y on ait 

(4.1.1) HP)<h AME(Xyhyd) \og\DK>\ + BME(X,h,d). 

Remarques. 

4.1.2. Une variante optimiste de ME consisterait à imposer à AME et BME d'être 
indépendants de d. 

4.1.3. La validité de ME(X,L) ne dépend pas du choix de h (d'où la notation), car si 
h' est une autre hauteur associée à L la différence h-h' est bornée sur X(K). Pour 
la même raison la "constante" AME de (4.1..1) (mais non BME ) ne dépend, elle 
aussi, que de X et L : on la notera souvent AME(X,L, d). 

4.1.4. Si L' est un autre faisceau inversible surX, alors "ME(X,L) et ME(X,L')" 
implique ME(X,L®L') avec 

AME (XM\ d) = AME (X,L, d) + AME (X,L\ d) 
BME (Xyh+h\d) = BME (X,A,d)+ BME (Xyh'yd) 

où /i' est une hauteur associée à L'. En particulier ME(X,L) implique ME(X,L®n) 
pour tout n>0. 

4.1.5. Si L-1 est engendré par ses sections globales sur X, alors h est majorée et 
par suite ME(X,L ) est vraie avec AME =0. 

4.1.6. La validité de ME(X, L) ne dépend que du schéma X et non de Ky en ce sens 
que si KQ est un sous-corps de K et si X0 désigne X vu comme ^-schéma, alors 
ME(X,L) équivaut à ME(X0,L) avec les mêmes fonctions AME et BME (autrement 
dit, on peut toujours supposer que K= Q ). 

Proposition 4.2. Soient n : X1 -» X un K-morphisme propre, Lx-n*L. Soit hl la 
hauteur hon surX^K) (qui est associée à Lx). 

(i) Si ME(X,L) est vérifiée, alors MECXj.Lj) es* vérifiée avec AME(X1,/i1,d) = 
AME(X,A,d), e£ de même powr #ME. 

(ii) Si MECX^Lj) es* vérifiée et si n est surjectif et non ramifié (donc fini), 
alors ME(X,L) est vérifiée avec AME(X,/i,d) = AME(X1,/i1,md) pour un choix 
convenable de BME (X,/i,d), où l'on a posé 

m = max [K(X) : K:(̂ (JC))] . 
xeX1 
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Preuve. L'assertion (i) est immédiate puisque к envoie X^K') dans X{K') pour 
toute extension K' de K. Prouvons (ii). П existe un ensemble fini S de places de К 
tel que si U est le spectre de l'anneau des S-entiers de К, тг se prolonge en un 
morphisme fini, surjectif et non ramifié пц : Хщ -> XJJ de /̂-schémas propres. 
Si K' est une extension finie de K, tout PeX(K') se relève en Px e X^K"), où K" est 
une extension de K' de degré < m, et non ramifiée en-dehors de S. П résulte alors 
de [S], 1.3, proposition 4, que, posant d'= [K':Q] et d"= [K":Q] : 

(4.2.1) Ç log \DK,/IC\<C: = lpeSo logp + (CardS)logm 

où SQ désigne l'ensemble des caractéristiques résiduelles des places de S, d'où 

(4.2.2) ^ log \DK> | < ^ log \DK.\ +%r • 

D'autre part, ЖЖХ1уЬ{) donne puisque d"<md': 

(4.2.3) МР)=Л1(Р1) < ^ A M ^ ^ ^ m d ' ) log DK + BME iX^h^md') 

d'où le résultat en reportant (4.2.2). • 

Corollaire 4.3. (i) ME(X,L) est vérifiée si et seulement si ME(Y,L|y) est vérifiée 
pour toute composante irréductible Y de X. 

(ii) Si K1 est une extension finie de K, alors ME(X,L) équivaut à 
ME(X1,L1) où (XVL1) est déduit de (X,L) par extension des scalaires de К à Kv 

П suffit en effet d'appliquer 4.2 à la projection naturelle X1 —>X où, dans la 
partie (i), Xl désigne le schéma somme des composantes irréductibles de Х.Ш 

Remarque 4.3.1. Le corollaire ci-dessus permet de se ramener, pour prouver 
ME(X,L), au cas où X est géométriquement irréductible sur K. 

4.4. On notera MEQO la propriété "ME(X,L) est vraie pour tout L". Si X est projectif 
sur KetL ample sur X, alors ME(X,L) équivaut à MEQO. 

ME(X) implique que X(K') est fini pour toute extension finie K' de K. En 
particulier ME(X) est trivialement fausse si X est une courbe de genre <1. On 
s'intéressera surtout dans la suite à l'hypothèse suivante : 

Hypothèse ME. ME(X) est vérifiée pour toute courbe X propre et lisse sur Q (ou sur 
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un corps de nombres quelconque, cf. 4.1.6) à composantes géométriques de 
genre £2. 

Observer que ME équivaut à "ME(X, (ox) est vérifiée pour toute courbe X propre et 
lisse sur un corps de nombres", le cas du genre 0 ou 1 étant trivial d'après 4.1.5. 
On pourrait donc se demander si, en dimension quelconque, ME(X,Û)X) serait 
toujours vraie pour X propre et lisse sur K (avec Q>x=^&/K » d=dimX). Il n'en est 
rien, comme me l'a fait remarquer E. Viehweg : on peut en effet construire une 
surface lisse X contenant une courbe de genre £1 et telle que cox soit ample (par 
exemple une surface lisse de degré 5 dans P3 contenant une droite). 

5. De Bogomolov-Miyaoka à Mordell effectua 

Théorème 5.1. Soit X un schéma propre sur Q, et soit f: Y-+X une X-courbe propre 
et lisse, à fibres géométriquement connexes de genre y^2. Soit L le faisceau 
inversible ((Dy/X'^Y/x) surX, où (t) désigne l'accouplement de Déligne (cf. 
rappels en 4.1 ). 

Alors BM implique ME(X,L) avec 

AMEÇX,Ltd)= ABM (y,Nd&Nd) 

pour y_eDivc+(Z) convenable et iV=4Card Sp2r(Z/12Z). 

Théorème 5.2. BM implique ME. 

5.3. Montrons que 5.2 est une conséquence facile de 5.1, grâce à la "construction de 
Kodaira". Supposant BM, il suffit de prouver ME(X), où X est une courbe 
projective, lisse et géométriquement connexe de genre g>2 sur un corps de 
nombres K. On peut de plus étendre K, et remplacer X par un revêtement fini 
étale (4.2). Ceci permet de supposer ([K] ; [SPA], exposé X ) qu'il existe une 
X-courbe projective et lisse / : Y->X, à fibres géométriquement connexes de genre 
y>2, et non isotriviale (i.e. "à modules variables"). Le degré, sur la courbe X, de 
L = {(ûy/x » ^y/x^ es* la self-intersection de o)Y/X sur la surface Y donc est >0 : c'est 
un théorème général d'Arakelov mais dans le cas de la construction de Kodaira 
on peut calculer ce degré directement. Donc L est ample sur X, de sorte que, 
d'après 4.4, ME(X) équivaut à ME(X,L), elle-même conséquence de BM si l'on en 
croit le théorème 5.1. • 

Remarque 5.3.1. Dans l'argument ci-dessus on peut en fait calculer explicitement 
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L en termes de cox (du moins à torsion près dans Pic(X) ) de sorte que l'on obtient 
AME(X,Û)̂ ,CZ) de façon effective en termes de ABM . 

Le reste du § 5 est consacré à la preuve du théorème 5.1. 

5A. Rappels sur l'accouplement de Deligne ([SGA4], exposé XVIII ; [SPA], 
exposé II ; [D] ). Si / : X -» B est une courbe propre et plate sur un schéma B, à 
fibres de Cohen-Macaulay, et L, M deux faisceaux inversibles sur X, on construit 
un faisceau inversible <L,Af>y sur B, bilinéaire en L et M et commutant à tout 
changement de base B' -» B ; on le notera aussi <L,M>X/B> ou simplement 
<LyM> si aucune confusion n'est à craindre. On le calcule ainsi : si D cX est un 
diviseur de Cartier effectif et plat sur B, on a un isomorphisme canonique de 
(9 -̂modules inversibles 

(5.4.1) <L,Ox(D)>~XD/B(LlD). 

De plus ( [D], § 6) si B est un C-schéma lisse avec X lisse sur B, et si L et M 
sont munis de métriques hermitiennes C°° (ou même parfois de "métriques 
singulières") on définit de façon naturelle une métrique hermitienne sur 
<L,M> ; voir aussi [SPA], exposé II pour le cas particulier des métriques 
permises au sens d'Arakelov. 

Si L = M on notera <L,L> = L\jB ou L2 ; c'est donc un (9#-module inversible 
que l'on ne confondra pas avec le (9y-module L®2 . Si les fibres de / sont de 
Gorenstein (par exemple nodales) et si L = M = (ÙXJB on obtient un (9#-module 

<»XJB' 
Si B est le spectre de l'anneau des entiers d'un corps de nombres K, avec XK 

lisse géométriquement connexe sur K de genre > 1, et si L et M sont munis de 
métriques d'Arakelov aux places archimédiennes, alors <L,Af> a un degré 
(puisqu'il est muni de normes aux places archimédiennes) ; ce degré, lorsque X 
est régulier et / semi-stable, n'est autre que l'intersection d'Arakelov (L.M) 
[SPA]. Si / est semi-stable et si n : X -*X est l'éclaté d'un point singulier de X, on 
a un isomorphisme canonique 

(5.4.2) <L,M>X/B « <n*L,K*M>x>/B 

(représenter M par un diviseur ne passant pas par le point éclaté, et appliquer 
(5.4.1)) et un isomorphisme non moins canonique n*(ûXjB ~ (oX/B (comme le 
diviseur exceptionnel E est un P1 de self-intersection -2, le faisceau coXyB est 
trivial sur E), de sorte que (o\jB ne dépend que de XK (supposée lisse) et non du 
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choix du modèle semi-stable X ; de plus son degré, dans la situation de 3.1 (oùX 
est supposé régulier) est égal à (COX/B- <°XJB )• 

5.5. Plaçons-nous maintenant dans la situation du théorème 5.1 : X est un schéma 
propre sur Q et / : Y —> X une X-courbe lisse à fibres géométriquement connexes de 
genre y ^ 2. On veut montrer que ME(X, (o^j^) est conséquence de BM. Pour cela 
nous supposerons d'abord que : 

(5.5.1) le noyau de la multiplication par 12 dans Pic^y es^ constant, i.e. 
X-isomorphe à (Z/12Z)^. 

Dans ces conditions, soit K une extension finie de Q, d'anneau des entiers Ry 
et soit P eX(K). Vu l'hypothèse (5.5.1), le modèle régulier minimal Vp -> Spec R 
de la fibre Yp de / en P est semi-stable (cf. 2.6). Posons alors d = [K: Q] et 

(5.5.2) h(P) = 3 degR <Ù%JR =e(yP) e R (cf. (3.3.5)) 

v.(P) = \ A(yp) € Divc+(Z)®ZQ . 

Dans la première formule (Dy^R est bien entendu muni de sa structure 
hermitienne canonique. Notons que h(P) et y_(P) ne dépendent que de l'image de P 
dans X(Q), et non de K. De plus ils se calculent par les mêmes formules si l'on 
remplace &p par le modèle stable de Yp sur R : ceci résulte de 2.4 pour v(P), et de 
5.4 pour h(P). 

Les lemmes 5.6 et 5.7 qui suivent n'utilisent pas l'hypothèse BM et seront 
démontrés un peu plus loin (5.10). 

Lemme 5.6. h : X(Q) -> 1R est une hauteur associée au faisceau . 

Lemme 5.7. // existe v e Divc+(Z) tel que pour tout P e X(Q) on ait v(P) < v. 

Corollaire 5.8. Sous l'hypothèse (5.5.1), BM implique MEQf,©^) avec 
M̂E ®y/x»— ̂ BM (y>dv,d) où v.est comme en 5.7. 

Preuve du corollaire : gardant les notations K, P, d ci-dessus, le lemme 5.7 donne 
8{Vp) < dv ; appliquant BM à Ŝp , on trouve l'inégalité 

h(P) < À ABM (y, dv ,c0 \og\DK\ + fîBM(y, dv ,d). 
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On obtient bien ME (X^coy^) compte tenu du lemme 5.6. • 

5.9. Preuve du théorème 5.1. Ne supposant plus (5.5.1), soi t^ l'extension de Q (de 
degré 4) engendrée par les racines douzièmes de l'unité ; posons X1 =X®QKV et 
Yi = YxxXi. Le X -̂schéma en groupes noyau de la multiplication par 12 dans 

Picy^Yl est alors muni d'une dualité alternée à valeurs dans (4112)Xlst('^J12'Z)x^y 
et à ce titre il est trivialisé par un revêtement étale X2 de Xx, de groupe 
Sp2r(Z/12Z) et donc de degré AT sur X. On applique alors 5.8 sur X2, puis 4.2 pour 
redescendre à X. • 

5.10. Il reste à démontrer 5.6 et 5.7. On peut pour cela remplacer X par X1 et Y par 
Yl =YxxXv où 7T : X1 -> X est propre et surjectif : en effet, pour P e X(Q), h(P) et 
y_(P) ne dépendent que de la courbe Yp sur Q. Or il existe un tel Xx et un 
diagramme 

(5.10.1) y -> X -> B = SpecZ 

induisant sur Q le diagramme Yi -> Xx -> Spec Q, et où y et X sont propres et 
plats sur B et y une X-courbe stable : en effet on commence par prolonger X et Y 
au-dessus d'un ouvert de Spec Z, et l'on applique alors [SPA], V, lemme 1.6 
(conséquence de la propreté sur Z du champ des courbes stables de genre y). 

Pour prouver 5.6 et 5.7 nous supposerons donc (remplaçant X par Xx) 
l'existence d'un diagramme (5.10.1) induisant Y —>X —> SpecQ sur la fibre 
générique. 

Dans ces conditions, et avec les notations de 4.2, si P:Spec R->X prolonge P 
(puisque X est propre sur Z) alors la surface arithmétique &P déduite de V par le 
changement de base P n'est autre que le modèle stable de Yp sur Spec R. Il est 
alors clair par définition que h est la hauteur sur X(Q) déduite du modèle propre 
X —> B de X muni du faisceau inversible lui-même équipé de ses métriques 
canoniques aux places archimédiennes. Ceci prouve le lemme 5.6. 

Montrons 5.7 en commençant par la partie archimédienne y_(P)(oo). Si 
PeX(K) avec [K: Q] = d < oo, et si l'on note CT; (i=l,...,d) les plongements de K dans 

C, on a par définition (cf. 2.7) v(P)(oo) = ^ Xf=i \ô(YaP)\ où ô est l'invariant de 
Faltings. Comme X(C) est une variété compacte, l'application x eX(C) •—> 8(YX) 
est bornée. La formule ci-dessus implique que v(P)(oo) est bornée par la même 
constante. 

Pour borner la "partie finie" de y_(P), on considère comme il se doit le 
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(9 -̂module cohérent Y№IX) défini en 2.3. Comme Ŝ Q —» XQ est lisse, ce faisceau 
est nul sur XQ donc à support dans un nombre fini de fibres de X -> Spec Z. Il est 
en particulier annulé par un entier non nul n ; d'autre part son rang en chaque 
point de X est borné par un entier r indépendant du point (par exemple r = 3y-3, 
comme on l'a dit en 1.3). Si PeX(K) avec [ÜC:Q] = d, et si on prolonge P en P e 
X(R) où R est l'anneau des entiers de K, alors Zí^p/Spec R) est donc un 
/Ê-module de longueur finie, annulé par n et partout de rang < 3y-3, de sorte que 
le diviseur f№p/SpecR) de (2.5.1) est < (3y-3) divR(n) d'où 

A(yp) = NSpec/?/SpecZ ¿(yp/Spectf) < [tf:Q](3y-3)div(/i) 

et enfin v(P) < (3y-3) div(n) d'où le lemme. • 

Remarque 5.11. Si l'on admet la version renforcée de BM mentionnée en 3.2.2, le 
lemme 5.7 devient inutile : on remarque simplement que les courbes Ŝp ont toutes 
bonne réduction en-dehors d'un ensemble fini, indépendant de P, de nombres 
premiers. On retrouve essentiellement l'argument utilisé dans [SPA], XI, §3 pour 
déduire un "Mordell effectif de la conjecture des petits points. 

6. De Mordell effectif à la conjecture du discriminant 

6.1. L'hypothèse CD ci-dessous implique, comme on sait (ce séminaire, exposé 1), 
le "grand théorème de Fermât en degré assez grand" (effectif en fonction des 
constantes ACD et Z?CD ) : 

Hypothèse CD (conjecture de Szpiro). // existe des constantes ACD et J5CD telles que 
pour toute courbe elliptique E sur Q, à réduction semi-stable sur Z, on ait 

\og\Amin(E)\<ACD\ogN(E) + BCD 

où Amin(2£) (resp. N(E)) désigne le discriminant minimal (resp. le conducteur) 
de E. 

Théorème 6.2. ME implique CD. 

6.3. Fixons une fois pour toutes une courbe modulaire X sur Q, de genre > 2. 
L'invariant modulaire j se prolonge en un morphisme fini, encore noté j : 
X —> IP^ ; notons n son degré. 

On notera h la hauteur naïve sur PX(Q) (de sorte que si a,6 e Z sont premiers 
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entre eux, h(a/b) = log max {\a\, |6|} ). Si E désigne une courbe elliptique sur Q, on 
utilisera les faits suivants : 

(6.3.1) (a) j(E) se relève en un point JeX(K) où K est un corps de nombres de 
degré [K:Q] £ n, non ramifié en dehors des places divisant vN(E) où v 
est le "niveau" de X (indépendant de E) ; 

(b) si E a réduction semi-stable sur Z alors |Amin(^)| est le 
dénominateur de j(E) (écrit sous forme irréductible). En particulier 
loglA^COI* h(j(E)l 

Notons enfin h1 la hauteur h<>j sur X(Q). Dans ces conditions on a une 
version plus précise du théorème 6.2 : 

Théorème 6.4. On suppose vérifiée ME(X,A1). Alors CD est vérifiée avec les 
constantes 

ACD = (1+logn) AME(X,hvn) 
BCD = BME (X,hvn) + (logn + logn logv0 + log v0) AMEQC,hv n) 

où v0 est le produit des nombres premiers divisant v. 

Preuve. Soit E une courbe elliptique sur Q, à réduction semi-stable sur Z. Il suffit 
d'après (6.3.1) (b) de majorer h(j(E)) = /^(J) où / est comme en (6.3.1) (a). 
Appliquant ME, on a, puisque [K:Q] < n : 

(6.4.1) log |Amin(£)| < h^j) < 1 AMEÇXthltn) loglDĵ Ql + BME (X,hvn). 

D'après [S], proposition 6, on a (compte tenu de (6.3.1) (a)) : 

\ log|%| < log(v0N(E)) + (l+log(v0ME))) log n 
= (1+log/i) \ogN(E) + (1+logn) log v0 + logn 

où l'on a majoré le nombre de nombres premiers divisant vN(E) par 
l+log(v0M#)). Reportant dans (6.4.1) on en déduit le théorème. • 

7. De Mordell effectif à la "conjecture abc". 

7.1. Soit X le modèle projectif lisse sur Q de la courbe d'équation affine y2+y=x5. 
C'est une courbe de genre 2, et la fonction y définit un revêtement n: X-+1P1 de 
degré 5, totalement ramifié aux points 0, -1 et oo. Soit y=b/a un point de PX(Q), 
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avec a et 6 entiers premiers entre eux. Posons c=a+6, m=y2+y=bc/a2> et K= 

QOïm). Alors les coordonnées y et x=^lm définissent un point P eX(K) tel que 
л(Р)=у. Si Ton note h la hauteur naïve sur IP^ et h^= h°n, l'hypothèse ME 
appliquée à P donne 

logmax(|a|, |b| < Aame (X, hv5) log ID^qI + BME(X,^,5). 

Les nombres premiers ramifiés dans К sont parmi ceux qui divisent abc, dont le 
produit sera noté rad(aôc). Pour un tel nombre premier p, la p-composante de 
DJQQ est au plus p4 si p*5, et au plus 55 si p=5, d'où |D^yq|< 5 rad(aôc)4 et 
finalement 

Théorème 7.2. On suppose vérifiée ME(X), où X est la courbe définie ci-dessus. 
Alors, si a et b sont deux entiers premiers entre eux et с = a+b, on a 

logmax(|a|, |6|)< |AME(X, hv5)lograd(abc) + BME(X,hv5) + Alog5.B 

Les liens directs entre la conjecture du discriminant et la "conjecture abc" 
sont étudiés notamment dans l'exposé 1 de ce séminaire. 

8. Questions Réflectivité. 

8.1. Chacune des hypothèses envisagées dans ce qui précède fait intervenir une 
"constante A" et une "constante B". Le lecteur aura remarqué que, dans les 
énoncés du type "l'hypothèse X implique l'hypothèse Y", il est possible de calculer 
AY en fonction de Ax mais qu'il n'en va pas de même en général pour les 
constantes B. La résistance de ces dernières provient toujours de la contribution 
des mauvaises places lorsque l'on passe d'un objet défini sur un corps de nombres 
(morphisme non ramifié dans 4.2 (ii), famille de courbes dans 5.10) à un modèle 
entier. Bien entendu ces mauvaises places comprennent les places 
archimédiennes, lorsqu'il s'agit de comparer des métriques sur des fibres ; un 
des points les plus difficiles semble être la majoration de la fonction ô de Faltings, 
obtenue en 5.9 par un argument de compacité. 

8.2. Disons quelques mots du passage de BM à CD. Soit X la courbe modulaire 
utilisée au § 6 (celle-ci est d'ailleurs à peu près quelconque; le "bon" cadre pour 
ME serait plutôt celui des champs algébriques, en l'occurrence le champ sur 
Spec (Z) des courbes elliptiques, convenablement compactifié). Lorsque l'on déduit 

56 



CLASSES DE CHERN 

MEQO de BM (supposé effectif), nous avons vu en 5.3.1 que l'on obtient une valeur 
effective pour ЛМЕ(Хуюх) ; or, le théorème 6.4 donne ACD en termes de A^CY,/^), 
où /i1 est déduite via le morphisme j de la hauteur naïve sur P1, donc est associée 
à O^D) où D est le diviseur des pointes sur X. Calculer <AçD revient donc à 
comparer, à 0(1) près, les hauteurs hœ et h1 associées respectivement à coxet 
O^D). Or on déduit sans peine du théorème de Manin-Drinfeld (ce séminaire, 
exposé 7 ) que, pour M et N >0 convenables, on a CÛ^M» Ox(ND)t et par conséquent 
la différence (deg D)hœ-(deg (ûx)hl est bornée. 
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Le Théorème de Manin—Drinfeld 

R. ELKIK 

Si N est un entier positif on désigne par T(N) le sous-groupe de SL(2J) formé des 
matrices congrues à l'identité modulo N. Un sous-groupe T de SL(2J) est appelé 
sous-groupe de congruence s'il existe N tel que T D T(N). On désigne alors par X% (resp. Xr) 
la surface de Riemann quotient du demi—plan de Poincaré par T (resp. sa completion projective 
lisse). On appelle "pointes" les points de Xr-X% . Le théorème de Manin-Drinfeld s'énonce 

ainsi : 

THÉORÈME. Si T est un sous-groupe de congruence, la classe de tout diviseur de degré 0 de Xr à 

support dans les pointes, est un élément de torsion de Pic°(^r). 

La démonstration originelle de ce théorème est due à Manin [Ma] complétée par Drinfeld 
[Dr]. 

Dans le cas du groupe r0(p), p premier, la courbe modulaire correspondante n'a que deux 
pointes P0 et P^ . Si l'on pose 

A(2) = q n (l-g°)24 ,où ç = e2™ 
n = 1 

et Ap(r) = A(pr) le quotient A/Ap définit une fonction rationnelle sur Xr ^ dont le 

diviseur est (p-l)(P0-^J. On peut montrer que pour p>3 la classe de (Po-PJ est d'ordre 

exactement 2̂ 1 ì 0ù d = [pjj^^ • 

[pour plus de détails voir Ogg [0]). 
Nous avons choisi d'exposer en détail la démonstration proposée par Deligne [De 1]. Le 

principe est le suivant : 
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a) Le théorème de Manin—Drinfeld est équivalent à l'énoncé suivant : 
La structure de Hodge-mixte sur H *( est scindée. 

La démonstration de cette équivalence est l'objet du §1. 
b) Il suffit d'établir le théorème pour les groupes T(N) : c'est clair. 
c) L'entier N étant fixé on considère une correspondance de Hecke sur la courbe ^T(N) 

qui définit un endomorphisme de Hl(X$^yï) muni de sa structure de Hodge mixte. 

L'ensemble des valeurs propres de cet opérateur agissant sur la composante de poids 1, 
c'est-à-dire essentiellement sur les formes modulaires cuspidales est disjoint de l'ensemble des 
valeurs propres pour l'action sur la partie de poids 2, qui correspond aux formes non cuspidales. 
Ceci permet de scinder la structure de Hodge sur Q. 

I - THÉORÈME. 
Soient X une courbe projeciive lisse sur C , S un ensemble fini de points de X et 

j : X° = X—S X l'inclusion du complémentaire de S dans X. Les conditions suivantes sont 
équivalentes : 

a) la classe de tout diviseur de degré 0 à support dans S est un élément de torsion de 
?ic°{X). 

b) La structure de Hodge mixte sur H^X0^) est scindée (Le. somme directe de structures 
pures). 

Cet énoncé résulte aisément de [De 3 §10—3] auquel réfère [Del]. Le principe de la 
démonstration est alors le suivant : on considère le 1—motif formé de : 

- la variété abélienne Pic°(̂ Q 
- le groupe DP des diviseurs de degré 0 sur X portés par S 

- l'homomorphisme classe de DS0 dans Pic°(X). 

II est clair sur sa définition que le H1 de Hodge mixte de ce motif se scinde sur Q ssi la 
condition a) est remplie. On montre que ce H1 motivique et Hl(X°J) sont isomorphes 
(comme structure de Hodge) à torsion par Z(l) près. 

Lors de l'exposé oral nous avons suivi [De3]. Nous donnons ici une démonstration un peu 
différente. 

Rappelons d'abord la description de Hl(X°J). Si tp : A —• B est un homomorphisme de 
faisceaux abéliens sur un espace topologique on note [A B] le complexe dont les seuls 
termes non nuls sont A en degré 0 , B en degré 1 et qui a <p pour différentielle. 

On a les isomorphismes suivants [De 2] : 
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où fi^<S> désigne le faisceau des formes différentielles méromorphes sur X, holomorphes en 

restriction à À'o et admettant des pôles d'ordre < 1 , aux points de S. La filtration par le poids 
sur &(XoJ) est définie par : WQ j = 0 , Wx j = f№(XJ) (= №(*,!)), W2 j = #H*o,Z). 

Si A désigne (), IR , ou C on note W. . , le sous-module W 7® A de /̂ (X0,̂ ). On a 

tf(A°,C) ="DM4W_0-iu>ni ) 
M4W_0-iu>ni ) 
HWx-^fi¿<S>) 

И' 1,С = Im(H'(A',Ox N¿) —> ЩХ,Ох ÍÍ¿<£>)). 

Si s est un point de X on note Cs le faisceau sur X de fibre C en s et nul ailleurs. On 
a alors une suite exacte : 

(E) 0 —> m —• m<5> © Cs —0 
s E C 

w —• r(w) = © 2¿7r ress(w). 

Notons encore © Cs , l'espace des sections globales de ce faisceau et îô le noyau de la forme 
seS 

linéaire sur © ts ' © Ûs —• E as . L'ensemble des points entiers de ÎC s'identifie 
seS s s 

naturellement au groupe Ül : E ns.s—• © ns . 
On vérifie aisément qu'on a le diagramme commutatif suivant dont les lignes sont exactes : 

0 _ tfi(*,C) —> Hi(X°,t)—>Gr^(X°X))—>0 

î <A ]<P <PÂ 
0 _ H°{Xfl^) —• H°(X,Ü^<S>) —• U—• 0 . 

La 1ère (resp. 2ème) ligne est déduite de la suite de cohomologie associée à l'inclusion 
[O —> Q¿] —• [Ox —> H <̂S>] (resp. à E). Les flèches verticales sont induites par l'inclusion 

fii<S>[-l] —• [^x~^ ^i<5>]. En outre la flèche r a été définie de sorte que soit 

compatible aux structures entières et identifie donc Gr̂ (î (̂ °,Z)) à Djjj . 

La filtration de Hodge sur #i(A°,C) est définie par F0 = # i(A°,C), Fi = Im<¿?, 
F2 = 0 . Comme l'application F1 —• Gr̂  est surjective celui-ci est muni d'une structure pure 
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de type (1,1). En outre Gr* = Hl(Xf) est muni de sa structure pure "usuelle" de type 

((0,1)(1,0)). 
Une structure de Hodge mixte, extension de 2 structures pures de poids consécutifs est 

toujours scindée sur R [G,S]. Et il facile dfexhiber ici le scindage de cette structure sur IR : en 
effet F^nT1 est un supplémentaire de H\X£) dans H \X°X)' Le supplémentaire cherché 
de H^XJR) dans Hl(X?JR) est donc F^n H1(X°, R). 

La démonstration du théorème repose sur le lemme suivant : 

LEMME. Pour qu'une forme we flP(Xyft^<S>) définisse une classe de cohomologie entière de 

X° ü faut et il suffit qu'il existe une fonction méromorphe f sur X (automatiquement 
holomorphe non nulle sur X°) telle que w = 1/2tn df/f . 

La condition est clairement suffisante. Montrons qu'elle est nécessaire. Soient 7r : X° —• X° 
le revêtement universel de X° et T son groupe d'automorphismes. Il existe une fonction 
holomorphe h sur X° telle que t*w = dh . L'hypothèse faite sur w signifie que pour tout 7 
dans r , on a ho y — he I. Il existe donc une fonction holomorphe / sur X° telle que 
fox = g2nih 5 et l'on a sur X° j£= 2mw . La méromorphie de / sur X résulte de l'hypothèse 

w£ H°(X,fl^<S>). 

Considérons donc w = ^j^e H°(X,Ù^<S>). 

On a alors ^ ress(w)s = Div(/). 

Le lemme signifie donc que pour qu'un élément de D° se relève dans Flr\ #o(X°,Z), il 

faut et il suffit qu'il soit principal, ce qui est un énoncé légèrement plus précis que celui du 
théorème. 

n - ACTION DES CORRESPONDANCES SUR LA COHOMOLOGIE. 

Considérons un diagramme cartésien 

y° Y 
p°i lp 

X° <^-> X 

dans lequel p° est un morphisme fini de courbes lisses sur C , étendu en p entre leurs 
complétions projectives lisses. On désigne par S (resp. S) l'ensemble des points de X-X° 
(resp. K-y0). 
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On peut définir des homomorphismes p°* : ifiX0,!) —• tf( Y°J) et 
p% : Hl( Y°,T) —• t^{X°J), le premier par contravariance de la cohomologie, le second grâce à la 

dualité de Poincaré et la covariance de l'homologie localement finie pour les morphismes propres. 
On vérifie que ce sont des homomorphismes de structure de Hodge. 

Notons d'abord que l'injection p* fi i —• fii se prolonge en un isomorphisme de faisceaux 
A Y 

sur Y:p*n^<S>-^ni<~S> (car dxn̂ =n̂ dx*n). 

a) La montée : on en déduit des homomorphismes de faisceaux sur X: Çl^—>p*iï,i, 

fii<S> —^ p* fi^<5> , et un diagramme commutatif de complexes 

I°x d "¿1 —> [Ox^^<S>] 
(D) lip l(fi° 

[p*0Y sU p#ni] —* [^0Y-i*p.fti<&>]. 

L'homomorphisme p°* est le composé de #°(</*>) avec l'isomorphisme : 
№(X,[p*0Y sU n1q i<&>]) hn (y) Ho( y,[Oy -iL> fii<5>]). 
La compatibilité de ip°* à la filtration par le poids se lit sur (D) dont la colonne de gauche 
correspond à W\ . Le morphisme de complexes y0 induit des morphismes entre les tronqués 
bêtes et ceci fournit la compatibilité à F. 

b) La descente : on dispose d'un morphisme trace: p*Oy—Ox et d'un morphisme 
T 

Trace p*fî  —^ fi^ qui prolonge 

M*fi¿ SL+ n¿«0 p*oY (0tr) n¿ 

et s'étend en Tr : p*Qi<S> —• fi¿<£> . De plus Tro<f = ¿oTr . 

On a donc un diagramme commutatif de complexes sur X : 

[P*0Y sU p*fii] > [p#Oy -A. p,fii<5>] 

iTr iTro 

[°x ^ > [Ox nx<5>] ' 

On définit p% comme le composé de 
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н°( Y,[ov m<s>\ uo(x,\p*ov -su P*m<s>]) 

avec H°(Tr°) et on vérifie que c'est un endomorphisme de structures de Hodge comme en a). 

m - LE SCINDAGE DE LA COHOMOLOGIE DEX0(N) . 

On rappelle que si / est une forme modulaire de poids 2 pour un sous-groupe d'indice fini 
T de ShÇi) et <*=(^) est mie matrice à coefficients entiers de déterminant > 0 , on définit 

f/[a] par 

f/[a](z) = Det(a).(cz+d)-2/(^) . 

En outre si / et g sont modulaires cuspidales pour T leur produit scalaire de Peterson 
est défini ainsi 

< f,g> = 1 
µ D 

f(e) g(z) dxdv 
y' 

où n est le degré du revêtement Xr —• ^SL(2 -g) et & un domaine fondamental pour Y . 

On pose || 7]| = </,/>* . On a alors pour tout a comme plus haut 

(i) Il/Il =II//NII 

(cf. par exemple [L] chap. III ou [Sh] chap.III). 

On fixe dans la suite un entier N et on écrit X (resp. X°, resp. S) pour ^T(N) (resP-

Xj>^y resp. l'ensemble des pointes). On désigne par df (resp. df°) l'espace des formes 

modulaires (resp. cuspidales) de poids 2 pour T(N). On rappelle que df (resp. tif°) s'identifie à 
Ho{XWx<S>) (resp. №>{Xfl#). 

On choisit maintenant un nombre premier p congru à 1 modulo N. Posons ap = (̂  et 

T' = r(7V)n a^Til^ap = {(* bd)£ T(N) , c= 0(p)} . La double classe M= r(N)apT(ISf) est 

égale à l'ensemble des matrices entières congrues à Id mod N et de déterminant p . Si on pose 
a. = (J Ĵ*), Vj[0,p-1] on a une décomposition de M en classes à gauche sous T(N) 
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p 
M= \JQT[N)ÙJ j d'où on déduit une décomposition de T(N) en classes sous V : 

r(iV) = jU()r'/?j,^ = ap1.aj. 

On dispose en outre de 2 morphismes finis p°,f : X%{ —• X° définis ainsi. Si pour tout 

T e SL(2,Z) on note pr l'application quotient : b —> X% on a 

popr, = pr^ ; Qopr, = Pr(N)Oap . Le diagramme : 

Api 

y ^ 
x° x° 

définit un endomorphisme T= p*oq de la cohomologie de X° . Si on identifie H°(Xfii<S>) 

à / l'action de T se décrit ainsi : 

7t/) = .y/[ap][/îj] = .y/[aj] 

[pour plus de détails cf. [Sh] §7.3). 

00 
Pour f € <if nous écrirons son développement de Fourier en i « : / = E fn <p , 

0 = 0 
q - e$™z/x . On a alors : 

00 
f/l<*p] = P n?0 fn Q°P-

En particulier : 

(2) (//K])o = Pfo 

(3) V/e ^,A6C,//[ttp] = A/=>/=0. 

On vérifie d'autre part aisément que 

<4> (//[aj])0=l/o WOj- l ] 

et donc 
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(5) VJ)o = (p+l)/0 . 

Comme T(N) et M sont stables sous l'action de SL(2,Z) par conjugaison on étend (5) à 
toutes les pointes. 

(6) Pour toute pointe s on a T(f)(s) = (p+l)f(s). 

Il résulte de (6) que la seule valeur propre de T agissant sur <̂ /Ĝ ° , donc sur 
Gr$(Jïi(*o,i)) est JH-1 . 

Soient maintenant A € C et fe G/O-{0} tels que T(f) = À./. On a d'après (1) : 

I A|||/|| < S||//[orj]|| < (jH-l)||/|| 

avec égalité ssi tous les f/[ùj] sont égaux entre eux et colinéaires à / , ce qui est interdit par 
(3) et donc | A| < p+1 . 

Cette majoration des valeurs propres de T agissant sur dfQ est mauvaise, mais suffisante 
pour notre propos. 

Soit P(A) e Ï[A] le polynôme caractéristique de T agissant sur ^(XJ). 
L'endomorphisme P(T) de ^(X0^) a pour image un supplémentaire de ^(X^) 

contenu dans F1, ce qui montre que la structure de Hodge sur ^(X0^) est scindée. 
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Sur le calcul explicite des "classes de Chern" des 
surfaces arithmétiques de genre 2. 

Jean-Benoît BOST, Jean-François MESTRE, Laurent MORET-BAILLY. 

Introduction 
Soient K un corps de nombres, A l'anneau des entiers de K et B = 

Spec A. Dans cet article, nous expliquons comment calculer les invariants 
deg Î^X/B et 

(L>X/B-UX/B) := deg {^X/B^X/B), 

définis à la Arakelov, attachés à une courbe semi-stable / : X —• B, de 
fibre générique lisse et de genre 2. 

Rappelons que ces deux nombres jouent un rôle analogue, en géométrie 
arithmétique, à celui des invariants c\ et c2 d'une surface projective irréduc­
tible lisse sur un corps (cf. [7]). En effet, si / : X —• B est un morphisme 
surjectif d'une telle surface vers une courbe lisse de genre ç, qui fait de 
X une B-courbe semi-stable de genre alors cl(X) et c2(X) s'expriment 
simplement en fonction de g,q et des entiers deg J*UJX/B et (^X/B-^X/B) 

(définis au moyen de la théorie classique de l'intersection). Explicitement, 
il vient d'après [7] (1.2.1 — 1.2.2) et les formules de Riemann-Roch et de 
Noether: 

c\(X) = {LJX/B.L>X/B) + 2(2<? - 2)(2q - 2) 

c2(X) = 12deg fm^x/B - (UX/B-UX/B) + (2<7 - 2)(2q - 2). 
En géométrie arithmétique, l'auto-intersection (UJX/B^X/B) est, de loin, 

le plus difficile à évaluer des deux nombres réels deg fmwx/B et (^X/B-^X/B)-

Pour le calculer, lorsque X est de genre 2, nous procédons en deux étapes: 
- Au §1, nous exprimons (UJX/B-^X/B) au moyen de l'intersection d'Ara­

kelov (P.Q) de deux points de Weierstrass P et Q de X. 
- Au §2, nous évaluons la "composante archimédienne" de (P.Q): si a 

est un plongement archimédien de K et si Xa désigne la surface de Riemann 
X (g)* C, la valeur Ga(P,Q) de la fonction de Green-Arakelov de Xa peut 
s'exprimer au moyen des valeurs en des points de 2-torsion de la fonction 
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de Néron \\0\\ sur la jacobienne PicX„ et de l'intégrale sur Pic Xa de log \\0\\ 
(cf. [2]). 

Indiquons que l'on aurait pu calculer l'invariant (U^X/B-^X/B) en utili­
sant la formule pour l'invariant 6 de Faltings donnée dans [2] et la formule 
de Noether pour une surface arithmétique (cf. [5]) sous la forme précisée 
figurant dans [8]. La méthode suivie dans cet article évite de recourir à ce 
dernier résultat. 

Dans les §3 et §4, nous effectuons le calcul numérique de àegfmuX/B et 
{UX/B-WX/B) dans des cas particuliers explicites. Nous considérons ainsi la 
courbe sur Q, lisse, admettant comme modèle plan 

y2 = x{x - l)(4x3 + 13x2 - 17x + 4). 

Cette courbe a réduction semi-stable sur Q et a bonne réduction en dehors 
de 21737. Son modèle stable X —• B = Spec Z est régulier, de fibre en 
21737 une courbe nodale irréductible possédant un unique point singulier. 
On trouve: 

deg fmux/B = -1,466599 . . . , (U>X/B.U>X/B) = 2,32.... 

Nous considérons ensuite la courbe sur Q, lisse, admettant comme 
modèle 

y2-h y = x5. 

Cette courbe, dont la jacobienne est à multiplications complexes par Z[£5], 
où £5 désigne une racine primitive cinquième de 1, a bonne réduction poten­
tielle partout. Sur l'anneau des entiers B' du corps Kf = Q(v^l — Cs> \̂ )-> 
elle admet un modèle X' ayant bonne réduction partout. Le calcul donne: 

1 

K' : Q 
degfmuX'/B' = log47r-

1 
2 logr(l/5)5r(2/5)3r(3/5)r(4/5)-1 

= -2,597239125... 
1 

A'' : Q (LÛX'IB'-UX'IB') = 0,2162.... 

Au moyen de ces valeurs, on vérifie que X' fournit un contre-exemple à 
certaines conjectures sur les "classes de Chern" des surfaces arithmétiques, 
du moins dans leur version la plus naïve (cf. §4.5). Le lecteur pourra 
d'ailleurs constater qu'il en est de même de l'exemple précédent. 

Signalons que les invariants des surfaces arithmétiques deg fmu>x/B E* 
deg (UJX/B^X/B) considérés dans cet exposé sont en fait des invariants de 
courbes sur Q. Plus précisément, pour toute courbe C lisse, irréductible 
et complète sur Q, de genre > 1, on peut trouver un corps de nombres K 
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sur lequel C est définie et a réduction semi-stable. Considérons alors un 
modèle semi-stable X —• B de C sur l'anneau des entiers de A" et posons 

e(X) = [A : Q]"1 deg (UJX/B,L>X/B). 

On peut montrer que le nombre réel t(X) est indépendant du choix du 
corps A et du modèle X ([7], §5.4). Il en va de même du quotient 

h(X) = [K :Q]-X deg f.ux/B, 

qui n'est autre que la hauteur géométrique (ou hauteur de Faltings stable) 
de la jacobienne de X. 

Nous utilisons dans cet exposé les définitions et notations introduites 
dans [9], auquel nous renvoyons pour tout ce qui concerne la géométrie 
d'Arakelov sur les surfaces arithmétiques. En fait, nous ne faisons appel 
qu'à la théorie de l'intersection d'Arakelov (cf. [1] et [5], §2) dans la version 
que permet d'en donner l'accouplement de Deligne (cf. [9] et [4]). 

Précisons que, si M est une surface de Riemann compacte de genre 
g > 1, nous munissons OMXM(^M) de la métrique bipermise normalisée 
comme en [9], (4.11.4.2), condition 4 — c'est-à-dire de la métrique définie 
par la fonction de Green-Arakelov sur M x M — et uM de la métrique 
qui s'en déduit (cf. [9], §4.11.3). Les "crochets de Deligne" considérés plus 
loin seront munis des métriques déduites de ces dernières. En outre, nous 
munissons H°(M,UJM) du produit scalaire (. | .) défini par 

(a\p)=U"AP' A V B (i) 
Z J M 

et A9H°(M,LJM) de la métrique ||.|| qui s'en déduit: 
Ĥ i A . • • A ag\\2 = det((ak | ai))i<*,i<, (2) 

(c/- [9]? §4-12). Ce dernier choix de métrique intervient pour définir 
deg f«uX/B. Il est malheureusement quelque peu arbitraire. La métrique 
||.||' définie par 

||a! A .. . A (xg\\n = det ( ^ - / ak A ai) 
V27T JM J \<k,l<g 

est peut-être plus naturelle. Nous noterons deg' f*uX/B le degré d'Arakelov 
de fmu)XfB calculé en munissant A9fmu;X/B de cette métrique aux places 
archimédiennes. Il vient 

deg' f*ux/B = deg f^x/B + -[A : Q] log?r 

et 
h'(X) := [K : Q^deg'fjjxfs = h(X) + | logTr. 
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1. Faisceau canonique et points de Weierstrass des 
courbes de genre 2 

1.1. Calcul du faisceau canonique 

Dans ce paragraphe et le suivant, on se donne un schéma B et une B-
courbe / : X —• B projective lisse à fibres géométriquement connexes de 
genre 2. 

Le Os-module fmux/B eŝ  localement libre de rang 2 et le morphisme 
"canonique" 

7T : X —. r := P(/.«x/*) 
est un revêtement double (génériquement separable dans chaque fibre) de 
T, qui est une P-courbe localement isomorphe à PB1 pour la topologie de 
Zariski sur B. Par définition de 7r, on a un isomorphisme canonique 

"X,B ir*Or(l). (3) 
On note G l'involution hyperelliptique de J\T, I.e. l'involution associée à ir. 

Si L et M sont deux faisceaux inversibles sur X, on note (L, M) l'accou­
plement de Deligne de L et M: c'est un faisceau inversible sur P, défini 
à isomorphisme unique près. Si D est un diviseur de Cartier sur X, on 
notera (D,M) pour {Ox{D),M). 

Soit P : B —+ X une section de / : l'image de P est un diviseur relatif 
dans .Y, également noté P. Ainsi, si M est un faisceau inversible sur X, 
on a (par définition de { , )) un isomorphisme canonique P*M (P, M). 

Le diviseur P + aP est image réciproque par n du diviseur 7r(P) sur T. 
Ce dernier est l'image d'une section de T sur B de sorte que Or(7r(P))( — 1) 
provient de B. Compte tenu de (3), on en déduit que u)X/B®Ox( — P — aP) 
est de la forme /*L, où L est un faisceau sur B. On calcule L par restriction 
à la section P; on obtient ainsi 

L={PJL>X,B)® (P, - P - O P). 

La formule d'adjonction 

{P,P)Z(-P, ux / B) 

donne alors 
L= ( P , - 2 P - a P ) . 

On dispose ainsi d'un isomorphisme canonique 

uXIB^Ox{P + oP)®f"{P,-2P-oP). (4) 

Le cas qui nous intéresse est celui où P est un point de Weierstrass de 
A", c'est-à-dire où P = oP : 
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PROPOSITION 1 - Pour toute section P a-invariante de f, il existe un 
unique isomorphisme 

U>X,B Ox(2P)®f'{P,P)®-3 (5) 

induisant par restriction à la section P Visomorphisme d'adjonction 

(P,ux/B)^(P, Pf-O1\ 

De plus, lorsque B = SpecC, Visomorphisme (5) est une isométrie lorsque 
Von munit les deux membres de leurs métriques hermitiennes canoniques 
d'Arakelov-Faltings. 

Démonstration. L'existence d'un isomorphisme (5) résulte des calculs qui 
précèdent; il est clair qu'on peut, en multipliant par une section de OB im­
poser la condition d'adjonction qui détermine alors (5) de manière unique. 
Enfin, si B = SpecC, l'isomorphisme (5) multiplie les métriques d'Arakelov 
par une constante, car ces métriques sont admissibles et ont donc même 
courbure. Comme l'isomorphisme d'adjonction est une isométrie, (5) est 
une isométrie au point P, donc partout. • 

1.2. Auto-intersectîon du faisceau canonique 

Conservons les notations du paragraphe précédent, et considérons deux 
sections cr-invariantes P et Q de / . Outre l'isomorphisme (5), on a aussi 

UX/B Ox{2Q) ® fm{Q, Q)®-3. (6) 

On peut alors calculer (WX/B,UX/B) en utilisant respectivement (5) et (6) 
pour chacun des arguments, ce qui donne 

(<OX,B,UX,B) (P,Q)®4 ® <P,P)®-6 ® <Q,Q)®-6. (7) 

Pour se débarrasser des auto-intersections au second membre, on remarque 
que le faisceau Ox(2P — 2Q) provient d'un faisceau sur 5 , comme il résulte 
par exemple de (5) et (6). Donc (2P-2Q, P-Q) est canoniquement trivial, 
ce qui donne 

(P, Q}®4 (P, P)02 ® (Q, Q)®2. (8) 

On obtient ainsi, en reportant dans (7): 

PROPOSITION 2 - Pour tout couple (P,Q) de sections a-invariantes de f, 
il existe un isomorphisme canonique de faisceaux inversibles sur B 

(^X/B^X/B) <P,Q)®-8. (9) 
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De plus, lorsque B = Spec C, Visomorphisme ci-dessus est une isométrie 
lorsque Von munit les deux membres de leurs normes hermitiennes cano­
niques. 

Démonstration. L'assertion sur les normes découle du fait que les isomor-
phismes (5), (6), (8) sont des isométries: cela résulte de la proposition 
1 et, pour (8), du fait que la métrique d'Arakelov sur Ox(2P — 2Q) de­
vient une métrique constante lorsque l'on trivialise Ox(2P — 2Q) (puisque 
(5) et (6) sont des isométries) et que, par conséquent, la métrique sur 
(2P — 2Q, P — Q), canoniquement trivialise, est la métrique triviale. I 

1.3. Extension aux courbes singulières 

On considère maintenant une S-courbe / : X —• B projective et plate, à 
fibres géométriquement connexes de genre arithmétique 2 et de Gorenstein. 
Ainsi, l'on dispose encore d'un faisceau dualisant UJX/B qui eŝ  un Ox~ 
module inversible. On suppose de plus que / est lisse au-dessus d'un ouvert 
schématiquement dense U de B. 

Soit P une section de / contenue dans l'ouvert de lissité de X sur B 
(de sorte que son image est un diviseur de Cartier dans X), et telle que 
P\u soit invariante par l'involution canonique de Xu- La proposition 1, 
appliquée au-dessus de {7, affirme l'existence d'une section partout non 
nulle sur U du faisceau UX/B ® Ox(-2P) ® fM{P, P)®3 laquelle, d'après nos 
hypothèses, peut être vue comme une section méromorphe 5p de ce faisceau 
sur X. Notons Vp le diviseur de sp. Son support est disjoint de Xu, et l'on 
dispose d'un isomorphisme canonique 

"x,B Ox(2P) ® f'{P, P)®"3 ® Ox(VP). (10) 

PROPOSITION 3 - Conservons les hypothèses et les notations des deux der­
niers alinéas. 

i) La restriction du diviseur Vp à la section P est le diviseur nul; en parti­
culier le faisceau (P, Vp) est trivial. 

ii) Si B est normal, ou si X est une B-courbe stable, alors le support de 
Vp est disjoint de P. 

iii) Si X est normal ou est une B-courbe stable, et si de plus les fibres de 
f sont irréductibles, alors Vp = 0. 

Démonstration, i) Si l'on restreint sp à la section P, on trouve une section 
méromorphe de (P,LJX/B)®{P, P) prolongeant la trivialisation sur U donnée 
par la formule d'adjonction. Or celle-ci se prolonge en une trivialisation sur 
B puisque / est lisse au voisinage de P, d'où l'assertion. 
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ii) Si B est normal, on le remplace par son localisé en un point maximal 
du fermé P-1(Supp Vp), et X par son localisé au point correspondant de 
P. Alors B est de dimension 1 (le point fermé est support d'un diviseur 
de Cartier) et X est lisse sur B donc Vp est simplement un multiple de la 
fibre fermée. La conclusion résulte alors de i). 

Le cas stable se déduit du précédent par réduction au cas "universel" 
où B est le champ des courbes stables de genre 2 (qui est lisse sur Z donc 
normal). 

iii) résulte de ii) dans le cas normal: le support de Vp est de codimen-
sion 1 et disjoint de X\j donc est image réciproque d'un fermé de P, et 
ii) s'applique car B est automatiquement normal, X étant lisse sur B au 
voisinage de P. Le cas stable s'en déduit comme ci-dessus, la courbe stable 
de genre 2 universelle étant lisse sur Z. • 

PROPOSITION 4 - On conserve les hypothèses de la proposition précédente, 
et on considère une section Q de f satisfaisant aux mêmes hypothèses que 
P. L'isomorphisme (9) sur U se prolonge en un isomorphisme 

(UX/B,U>X/B) (P,Q)®~8 ® </>, Vq)®-1 ® (Q,Vp)®_1 ® (VP,VQ). (11) 

Démonstration. Il suffit de reprendre les calculs de 1.2. en utilisant (10). 
Les termes (P, Vp) et (Q, VQ) disparaissent en vertu de la proposition 3 i), 
et l'on remarque que le faisceau Ox(2P — 2Q + Vp — VQ) provient de la 
base, de sorte que son intersection avec P — Q est triviale. • 

Résumons les résultats obtenus dans les trois derniers paragraphes: 

THÉORÈME 1 - Soient B un schéma, et f : X —• B une B-courbe projec-
tive et plate, à fibres géométriquement connexes de genre arithmétique 2 et 
de Gorenstein, tel que f soit lisse au-dessus dyun ouvert schématiquement 
dense U de B. 

Soient P et Q deux sections de f contenues dans Vouvert de lissité de f, 
tels que Pp et Qp soient invariantes par l'involution hyper elliptique de Xjj. 

Supposons X normal ou B-stable, et les fibres de f irréductibles. 

1) On dispose d'un isomorphisme canonique 

{"X,B,U;X/B)-^{P,Q)®-8. (12) 

2) Supposons de plus que B soit le spectre de Vanneau des entiers d'un 
corps de nombres et notons ( . ) l'intersection d'Arakelov sur X. Alors on 
a l'égalité numérique 

{UX/B. UJX/B) = ~8(PQ). (13) 
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Démonstration. 1) résulte de (11) et de la proposition 3, iii), et 2) de 
ce que l'isomorphisme (12) est une isométrie aux places archimédiennes 
d'après la proposition 1. • 

2. La fonction de Green-Arakelov d'une surface de 
R i e m a n n de genre 2 

2 . 1 . Rappels sur la fonction \\8\\ et la fonction G 

Rappelons quelques formules données dans [5]. 
Soit X une surface de Riemann compacte et connexe de genre g > 0. 
La courbe X s'identifie à une sous-variété complexe de Pic1 X grâce au 

plongement jacobien j : X —• Pic1 X, qui associe à un point x de X 
la classe du fibre O(x) dans PicX. On désigne par O le sous-ensemble 
analytique de Pic5-1 X de codimension 1, constitué des sommes de g — 1 
éléments de X. 

Soit (<>!,..., û^) une base orthonormée de H°(X,LJX)I muni du produit 
scalaire défini par la formule (1) (avec M = X). Notons a'k l'unique forme 
différentielle de type (1,0) sur Pic J\T invariante par translation et telle que 
&k — jm°^'k ê  posons : 

i 9 _ 
v = — > OLk A a* Ь=1 

i 
" = 2 

9 
k=i 

а'кЛак. 

Ce sont des formes différentielles positives sur X et Pic-Y, respectivement, 
indépendantes du choix de la base (c^, ...,a5). On a : 

/ v = 1 et v = -jmfi. (14) 
Jx g 

La 2</-forme jx \i9 définit une mesure de Haar sur PicX, pour laquelle cha­
cune des composantes Pic* X de Pic À' est de mesure 1. 

Le fibre en droites 0(0) sur Pic5-1 possède une unique métrique ||. ||o(e) 
telle que : 

1. la forme de courbure de 0(0) muni de cette métrique soit —27ri//; 

2. si Ton pose || 8 || = || 1 ||o(©), où 1 désigne la section canonique, de 
diviseur O, du fibre 0(0), alors : 

/ fX 51-1X ||e ||2 -us = 2-*/2. 

Si Z est une matrice dans le demi-espace de Siegel 7Y5, on pose pour 
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tout z G C9 : 
%{z\Z) = £neZ*exp(7ri*n.Z.n + 2mln.z) 

\\9\\o(z-Z) = (detF)iexp(-Tr 'y.Y'Ky) \ 9(z;Z) |, 

où Y (resp. y) désigne la partie imaginaire de Z (resp. z). 
On pose aussi, pour tout (a, i) E R5 X Rs : 

0[ Qb ](0; Z) = exp(7r¿ la.Z.a + 2m 'a.6)0(Za + fe; Z). 

Supposons maintenant le groupe H\(X,Z) muni d'une base symplec-
tique, c'est-à-dire d'une base B = (ai, 6 1 , b g ) telle que 

di.cij = 0, 6,.6j = 0, a,-.6j = £,-¿. 

Notons (u^, wg) la base "canonique" de H°(X,ux) et il = (Q>ij)i<iyj<g la 
matrice des périodes associées à B. Elles sont définies par les relations : 

J ^j = 6ij et j^Uj = Çlij (l<i,j<g). 

La variété abélienne Pic0 J\T s'identifie alors à C9/Z9 + ÎÎZ5. Compte tenu 
de cette identification, on a l'égalité de formes différentielles sur Pic0 X : 

ii=l-Y,{Y-l)kldz kh d zl, 
~ k,l=l 

où Y désigne la partie imaginaire de £2. Le diviseur des zéros de #(.; iî) est 
Z9 + ÎÎZ5-périodique et définit donc un diviseur Oo de Pic0 X. Il existe un 
unique élément A# de Pic5"1 X tel que O = O0 + A#, et l'on a pour tout 
z e C9 : 

\\o\№ + ab) = ||0|| a (x/O) 
De plus, 2AB est la classe de ux dans Pic25"2 X. 

Rappelons aussi que la fonction de Green-Arakelov de X est l'unique 
fonction 

G : X x X —> R+ 
non nulle en dehors de la diagonale telle que pour tout x G Ar, logG(x,.) 
soit une fonction integrable sur X et vérifie les conditions : 

logG(*,y)i/(y) = 0 (15) 

d'd"logG(x,.) = 7ri{v-6x), (16) 

où £x désigne la masse de Dirac en x. 
Enfin, nous notons \\.\\A la métrique d'Arakelov sur LJX- Sa 2-forme de 

courbure est égale à — 2m (2g — 2)v. 
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2.2. Les invariants | |A2| |(A) et \\H\\(X) et la fonction | | J | | 

Nous supposons dorénavant que le genre de X est égal à 2. La courbe 
X est donc hyperelliptique. Nous noterons a l'involution hyperelliptique 
et W l'ensemble des six points de Weierstrass de A , c'est-à-dire des points 
fixes de o (cf. §1.1). 

La courbe X s'identifie au diviseur 0 par le plongement jacobien j . 
Nous pratiquons désormais cette identification. Nous considérons ainsi les 
points de X comme des éléments de Pic1 X. 

Notons K la classe d'isomorphisme de u>x dans Pic2 A . L'involution 
t »—• K — t de Pic1 X laisse invariants ||0||, // et 0 ; sa restriction à 0 , 
identifié à A , coïncide avec a. En particulier, pour tout point W 6 W, on 
a 2W = K. De plus, £w€w W = 3A. 

Il est assez facile d'exprimer à une constante additive près la fonction 
log G au moyen de la fonction log \\6\\ (cf. infra, identités (34) à (37)). 
La constante additive en question est déterminée par la condition (15) et 
son calcul exige donc a priori l'évaluation de l'intégrale sur X de log \\0\\ 
composé avec le plongement jacobien, convenablement translaté. Heureuse­
ment, il est possible d'exprimer une telle intégrale au moyen de certaines 
valeurs de log ||#|| et de l'intégrale de log ||0|| sur Pic1 X. Cela permet de 
calculer G(P, Q), lorsque P, Q G W, directement à partir d'une matrice des 
périodes de X sans faire intervenir le plongement jacobien de X. 

Il est commode, pour ce calcul, d'introduire deux invariants | |A2 | | ( ^ ) 
et y if y ( A") attachés à la courbe X, ainsi qu'une fonction || J|| sur X x X 
(cf. [2]). 

Nous posons, pour toute matrice Z dans le demi-espace de Siegel TÏ2 ' 

A2(Z) = 2-12 n < ] ( 0 ; 2 ) 2 , 

(a,b)er 

où V désigne un ensemble de représentants, modulo Z2 X Z2, des couples 
(a, b) G ( | Z)2 x (̂  Z)2 tels que 4 'a.b soit pair. Comme fonction de Z, A2 est 
une forme Sp4(Z)-modula.ire, de poids 10 et non nulle sur le complémentaire 
de l'orbite sous Sp4(Z) des matrices diagonales dans W2. Nous définissons 
alors une fonction || A2 || sur W2, invariante sous Sp4(Z), en posant : 

Il A2 ||(Z) = (detImZ)5| A2(Z)|. 

Soit iî la matrice des périodes de X associée à une base symplectique B 
de Hi(X,Z). Le nombre réel strictement positif || A2 ||(iî) ne dépend que 
de A'; nous le noterons || A2 | | (A) . Soit P l'ensemble des 10 points P de 
Pic1 >Y \ 0 tels que 2 P = A"; c'est aussi l'ensemble des points de Pic1 X de 
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la forme P + Q + R — K, où P, Q et R sont trois points de Weierstrass de 
X distincts. Il vient : 

l|A2||(A') = 2 - 1 2 f i I I ' I I W 
MeP 

Par ailleurs, nous posons 

log||ff||(X) = 
Pic1

 X 
log ||0|| H

2 

2 

Nous posons, pour tout (z,z') € C 2 X C2: 

J(z,z') = 

дв 
dzi (z,Sl) de 

AZ (z\Q) 

de 
9z; 

(z,fi) de 
dz2 

(z',SÎ) 

Nous définissons alors une fonction || J\\ sur I x l , indépendante du choix 
de Z?, en posant pour tout couple (x,x') G X x X: 

\\J\\(x,x') = (dety) exp[-* <y.y-\y - TT V-F"1^'] |J (z, z'] 

où 2 (resp. z') désigne un point de C 2 tel que x—A = [z] (resp. x'—A = [z']) 
dans Pic°(X) = C 2/Z 24-fiZ 2, et où y (resp. y') désigne la partie imaginaire 
de z (resp. z'). 

Pour tout couple (P, Q) de points de Weierstrass de X distincts, on 
dispose de la relation de Rosenhain (cf. [14], p. 433): 

\\J\\(P,Q) = «2 IT WKP + Q + W-K). (17) 

wew\{p,Q\ 

2.3. Fonction de Green et points de Weierstrass 

Pour évaluer les termes archimédiens dans l'intersection d'Arakelov de 
deux points de Weierstrass d'une surface arithmétique de genre 2, nous 
ferons appel au théorème suivant: 

THÉORÈME 2 (cf. [2])- Pour tout couple (P, Q) de points de Weierstrass 
de X distincts, on a 

G(P,Q)2 = (2n)~2 | |A 2 | | (AT 1 / 4
 \\H\\(X) \\J\\(P,Q). 

En posant, pour tout M G P, SPQ(M) = 1 si M est de la forme P + 
Q + W — K avec W G W \ {P, Q}, et CPQ(M) = - 1 sinon, on peut réécrire 
cette formule comme suit: 

G(P,Q)< = 4 f i \\6\\(M)"">M \\H\\(Xf. 
MeP 
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On en déduit: 

COROLLAIRE - Pour tout point de Weierstrass P de X, on a 

I I G(P,Q)2 = 4\\A4(Xr^H\\(X)\ 
Q€W\{P} 

La démonstration du théorème 2 figure en appendice, à la fin de l'article. 

3 . U n e famille de courbes de genre 2 

3.1. La courbe CF d'équation y2 + y = F(x)/x(x — 1). 

Dans ce paragraphe et les suivants, on considère un polynôme unitaire 
de degré 3 

F(X) = X3 + aX2 + bX + c 

à coefficients dans un anneau intègre A, tel que F(0) et F(l) soient in­
versibles dans A. On s'intéressera notamment au cas universel où a, 6, c 
sont des indéterminées et où A est l'anneau Z[a, 6,c,c"1, (1 + û + i + c ) - 1 ] -

Posons B = Spec A et notons F l'homogénéisé de F: 

F(X,T) = T3F(X/T). 

Vu l'hypothèse sur F, la fonction rationnelle F(x)/x(x — 1) sur P# déter­
mine un S-morphisme 

a: PL

R —> P*B1 
(X : T) (F(A', T) : XT(X - T)). 

De même la fonction y2 + y détermine un B-morphisme 

a: PL

R —> P* 
(F:Z) H—4 (y 2 + FZ:Z 2 ) 

(par convention on identifie À G A 1 à (À : 1) G P 1 , et on pose oo = (1 : 0)). 
On définit alors la courbe CF "d'équation y2 + y = F(x)/x(x — 1)" comme le 
B-schéma produit fibre au-dessus de PL

B de a : PL

B —• Pg et /3 : P^ —* Pg. 
On dispose ainsi d'un diagramme cartésien 

cF JU pB 

7T l la 

PL — p è -
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PROPOSITION 5 -

i) Le morphisme structural f : CF —* B est plat et localement d'intersection 
complète; ses fibres géométriques sont intègres, de genre arithmétique 2 et 
ont au plus un point singulier. 

ii) Le morphisme f admet trois sections WQ, W\ et W^, contenues dans le 
lieu de lissité de f et se projetant respectivement par n sur les sections 0, 
1, oo de PLB et par /3' sur la section oo de PLB; le revêtement double 7r est 
ramifié le long de Wo, W\ et W^, tandis que /3' y est étale. 

iii) Si 2 = 0 dans Vanneau A, n est étale hors de W0, W\ et W^, et C est 
lisse sur B. 

iv) Supposons que A soit un corps de caractéristique ^ 2. Notons R(X) le 
polynôme (de degré 3) X(X — 1) + 4F(X) et désignons par C'F la courbe 
dans (P1 x P1)^ d1 équation affine 

z2 = JKx)_ 
x(x — 1) 

On dispose d'un diagramme commutatif, dont la première ligne est un iso-
morphisme: 

CF —• CF 

7T j 1 ^ 

Pß = Pß 

où 7r' et L sont donnés en coordonnées affines par 

7r'(x,z) = x et t(x,y) = (x,2y + 1). 

Par conséquent, 7r est ramifié exactement aux points 0, 1, oo et au-dessus 
des zéros de R. De plus, un point de C est singulier (resp. singulier or­
dinaire) si et seulement si son image par /3 dans PLB est à distance finie 
et est racine multiple (resp. double) de R(x). En particulier, la courbe CF 
admet au plus un point singulier. 

Démonstration. Par définition, CF est définie dans (P1 X P1)^ par le 
polynôme bihomogène Z2F{X,T)-XT(X-T)(Y2 + YZ). Ainsi CF est un 
diviseur relatif dans (P1 xP1)^; il est donc plat et localement d'intersection 
complète sur B. 

Montrons ii). L'existence de Wo, W\ et W^ est immédiate. De plus la 
réunion (disjointe) de ces trois sections est l'image réciproque par /3' de la 

81 



J.-B. BOST, J.-F. MESTRE, L. MORET-BAILLY 

section à l'infini de P^. Cela implique que /3' est étale, et donc que C est 
lisse sur 2?, le long de W0, W\ et W^. Enfin a est ramifié à l'infini, d'où 
l'assertion sur n. 

Si 2 = 0 dans A, a est étale en-dehors de la section à l'infini de P#. 
L'assertion sur 7r dans iii) en résulte par changement de base, ainsi que la 
lissité de C compte tenu de ii). 

Supposons maintenant 2 inversible dans A. Les assertions de iv) sont 
évidentes. De plus, lorsque A est un corps de caractéristique ^ 2, Cp 
est irréductible: sinon, comme elle est revêtement double de P^, elle serait 
réunion de deux composantes isomorphes àP^ ; cela est exclu, compte tenu 
par exemple de la ramification en WQ. 

Reste à établir que les fibres géométriques de CF sont de genre arith­
métique 2. Il suffit pour cela de considérer le cas universel. L'assertion est 
alors claire au point générique de B et donc toujours vérifiée, puisque B 
est irréductible et / plat. • 

REMARQUE. Si A est un corps algébriquement clos de caractéristique 
^ 2, toute courbe sur A, complète, lisse et de genre 2 est isomorphe à une 
courbe Cp de la forme ci-dessus, avec R sans racine multiple. 

3.2. Calcul1 de (UCF/B^CF/B) 

Conservons les notations de 3.1. et plaçons-nous dans le cas universel. 
Le schéma B est alors lisse sur Z et de dimension relative 3, de sorte que, 
d'après la proposition 5 i), CF est un schéma de Cohen-Macaulay et de 
dimension 5. D'autre part, il résulte de la proposition 5, iii) et iv), que le 
lieu singulier relatif de / est fini sur B et se projette sur un fermé strict 
de B] il est donc de codimension > 2 (égale à 2, en fait) dans Cp. On 
en conclut (critère de Serre) que CF est un schéma normal et l'on peut 
donc appliquer le théorème l à / : Cp —• i?, en prenant pour P et Q 
deux des sections WQ, Wi, W^. On obtient ainsi, pour z,j £ {0,1,oo}, un 
isomorphisme 

{t»C,,B,UCr/B) ^ (W^Wj)*-*. 

Si de plus i ^ j , alors W, et Wj sont disjoints donc (W,, Wj) est canonique-
ment trivialisé; il en est donc de même de (^CF/B?^CF/B)Î cette trivialisation 
dépendant a priori de i et j . 

Par changement de base, cela s'étend immédiatement à une base B 
quelconque; d'où: 

^es résultats de cette section ne sont pas utilisés dans la suite de l'article. 
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PROPOSITION 6 - Pour (i,j) G {0,1, oo}2, on dispose d'un isomorphisme 
commutant à tout changement de base 

(UCFIB,"CFIB) - ( W „ W ^ - S ) 0 - R (18) 

qui, lorsque CF est lisse sur B, coïncide avec Visomorphisme (9) (pour 
X = Cp, P — W{, Q = Wj). De plus il existe une trivialisation de 
{^CF/B^CF/B) &ur B, commutant à tout changement de base. • 

3.3. Calcul de f+uJcF/B 

Sous les hypothèses de 3.1. notons x et y les fonctions rationnelles sur 
CF définies respectivement par les morphismes n et /3' et posons z = 2y + 1. 
Supposons d'abord CF lisse sur B. On laisse au lecteur le soin de vérifier 
que l'on a alors 

div(x) = 2 ^ - 2 ^ , 
div(z) = div(R(x))- W0- W1 + 2W00, 

div(dx) = àiv(R(x)) + W0 + Wu 

de sorte que si l'on pose 

LU 2 = 
z dx 

R(x) 

dx 
x(x — 1)2 

LU 2 = xz dx 
R(x) 

dx 
(1-1)2 ' 

(19) 

alors le diviseur de LJ1 (resp. UJ2) est 2Woo (resp. 2W0). Ceci implique que 
(u;i,u>2) est une base du O^-module f*uicF/B-

Sans hypothèse de lissité sur / , il est clair sur les formules (19) que u)\ 
et u2 sont définies et non nulles au point générique de chaque fibre de / . 
En particulier, dans le cas universel, leurs diviseurs (lorsqu'elles sont vues 
comme sections rationnelles du OcF-module inversible U)CF/B) son̂  finis sur 
B et par suite, puisque CF est normal, égaux respectivement à 2Wcx> et 
2W0. On en déduit, pour B quelconque (puisque la formation de fmucF/B 
commute à tout changement de base): 

PROPOSITION 7 - Les formes LJ\ et u2 de (19) forment une base du Os-
module f+UCp/B-

On retrouve ainsi le fait que {UCF/B,VCF/B) est trivial puisque U)CF/B admet 
deux sections globales dont les diviseurs sont disjoints. 
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3.4. Construction de courbes de genre 2 sur un corps de nombres 

Dans ce paragraphe et le suivant, on se donne un corps de nombres K. 
On note A l'anneau des entiers de K et B = Spec A. 

PROPOSITION 8 - Soit F £ A[X) un polynôme unitaire de degré 3 tel que 
F(0) et F(l) soient des unités de A et que le discriminant A de 

R(X) = X(X - 1) + AF(X) 

soit non nul. La fibre générique CF,K de la B-courbe CF d'équation y2-\-y — 
F(x)/x(x — 1), définie en 3.1, est lisse, géométriquement connexe et de 
genre 2 sur K. La B-courbe CF Û bonne réduction en caractéristique 2, 
et mauvaise réduction en une place finie v de K de caractéristique ^ 2 
si et seulement si v(A) > 0. Dans ce cas, la fibre de CF en v est une 
courbe intègre de genre géométrique 1 avec un unique point double £V; à 
savoir le point de coordonnées (xo,0), où xo est l'unique racine multiple de 
R modv; ce point est ordinaire (resp. cuspidal) si x0 est une racine double 
(resp. triple) de R modv; lorsque x0 est racine double de R modv, E„ est 
un point régulier de CF si et seulement si v(A) = 1. 

Cet énoncé est conséquence directe de la proposition 5, à l'exception de 
la dernière assertion, qui découle d'un calcul local facile. 

On a vu (prop. 5, iv)) que la courbe CF,K admet comme modèle plan 

22 = _R(x)_ 
x(x — 1 ) 

On en déduit, en posant t = x(x — l)z, qu'elle admet aussi le modèle plan 

t2 = x(x - l)R(x). 

La proposition suivante rassemble des conséquences directes des propo­
sitions 8, 5, 7, du théorème 1 et des définitions de degfmucF/B et de 
l'intersection d'Arakelov. 

PROPOSITION 9 - Reprenons les notations de la proposition précédente, et 
supposons que, pour toute place finie v de K, les racines de R modv sont 
de multiplicité < 2. Alors la courbe lisse CF,K sur K de modèle plan 

t2 = x(x - l)R(x) (20) 

a réduction semi-stable sur K et a bonne réduction en dehors des places 
finies v de K telles que v(A) > 0 et Carv ^ 2. Son modèle stable sur B 
est CF-
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Les points WQ et W\ de CF,K d'abscisse 2 0 et 1, et le point à l'infini WQO 
(dans le modèle (20)) définissent des diviseurs disjoints dans CF-

Les formes différentielles 

dx xdx 
ui = — et UJ2 = —j— 

forment une base de l'espace des formes différentielles de première espèce 
sur CF,K, Qui est aussi une base du OB-module f*WcF/B-
Pour tout plongement o de K dans C, notons CA la surface de Riemann 
déduite de CF,K VAR ° ê  GA la fonction de Green-Arakelov de CA, et posons 

Aa = ^ f ÎJI Лиь Ba =l- Í LUI A Lü2 et Da = ]- ¡ Ü2AW2. 
2 JCa 2 Je«, 2 Ус* 

Il vient alors 

deg }тшСр/в = -
1 
2 

M ]og(A9Da- | Ba |2), 
a: A'<—С 

et, pour tout (i,j) e {0,1, oo}2, i ^ j , 

(UCF/B- UCF/B) — 8 M 
a:/f<-C 

log G.{Wi, Wj). 

REMARQUE. La condition de la proposition précédente sur les multi­
plicités des racines de R modv est vérifiée dès que v(A) < 1 pour toute 
place finie v de K telle que Caru ^ 2. Dans ce cas, le modèle stable CF est 
régulier. 

3.5. Applications numériques 

Au moyen de la proposition 9, on peut construire des surfaces arithmé­
tiques / : CF —• B pour lesquelles le calcul des invariants àeg fmLJcF/B

 e t 
(UCF/B- WCF/B) se ramène à des calculs "aux places infinies". 

Pour évaluer numériquement ces invariants, on choisit, pour chaque 
plongement o de K dans C, une base symplectique 

Ba = (ûa,l,aa,2,&<r,l> ,̂2) 

de Hi(C„,Z). Puis on calcule les périodes de UJI et u2 dans cette base. On 
forme ainsi les matrices 

C''0 = 
ao,t 

uo3 
l<t,j<2 

et C''0 = 
ao,t 

uo3 
l<t'J<2 

2Par abscisse, nous entendons la coordonnée 
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La matrice des périodes de Ca associées à Ba est alors 

Í2, = W 1 -

Le calcul de ces périodes peut s'effectuer avec une grande précision, au 
moyen, par exemple, de l'algorithme quadratiquement convergent de Ri-
chelot (du moins lorsque Ca est définie sur R; cf. [13] ou [3]). 

Grâce aux relations bilinéaires de Riemann 

Xa 
a Aß = 

2 
E 
t=i ao,t 

C. ao,t 
0-

ao,t 
A. 

ao,t 
Ш 

on déduit immédiatement des valeurs des matrices ÇVa et £2" celles des 
produits scalaires Aa, Ba et Da. On obtient finalement 

Pour calculer GA(WX, Wj), on peut utiliser les formules des paragraphes 
2.1 et 2.2 et le théorème 2. Le lecteur se reportera à [10], p. 3.82, pour la 
détermination du vecteur de Riemann A^. 

Appliquons ce qui précède au cas où K = Q. Les polynômes unitaires 
F G Z[AT] de degré 3 tels que F(0) et F(l) soient des unités s'écrivent soit 

avec t € Z et e = ±1. 

Considérons par exemple la famille 

Ft(X) = X(X-l){X-t) + l. 

Le discriminant de Rt(X) = A'(A' - 1) + *Ft(X) vaut 

25614 + 256 *3 - 156812 - 8161 - 5591. 
Pour tout t G Z, t ^ 5 mod 7, on peut vérifier que Ft satisfait aux conditions 
de la proposition 9, i.e. que, pour tout nombre premier p impair, les racines 
de Rt modp sont de multiplicité au plus 2. 

Prenons par exemple t — —4. Le discriminant de i?_4 vaut 21737, qui 
est un nombre premier, et une équation de C/r_4 sur Q est (cf. (20)) 

AaDa— I Ba |2= detlmiî,. | det Çt'a |2 . (21) 

F(X) = X(X-l)(X-t) + e, 

soit 
F(X) = X(X - 1)(X - t) + e(l - 2A'), 

y2 = x(x - l)(4x3 + 13x2 - 17x -h 4). 
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On remarquera le caractère "particulièrement simple" de cette courbe par­
mi les courbes de genre 2 définies sur Q: elle a réduction semi-stable sur Q, 
son modèle stable sur Z est régulier et possède une seule fibre de mauvaise 
réduction, qui est irréductible et possède un unique point singulier 3. En 
appliquant les méthodes expliquées plus haut, on obtient 

h(CF_4) = deg UUCF_JB = -1,466599... 
h'(CF_<) = deg'fmuCF_jB = -0,321869... 
e(C/r_4) =(WCF_JB>WCF_JB) = 2,32.... 

Pour le calcul de l'intégrale quadruple log \\H\\ nécessaire à l'obtention de 
l'invariant (^CF_JB- ^CF_4/B)Î on a utilisé la méthode de quadrature de 
Gauss et, à titre de vérification, une méthode de quadrature de Monte-
Carlo. Les calculs ont été effectués sur l'IBM 4341 de l'Ecole normale 
supérieure. Les temps de calcul ont été négligeables, hormis celui de cette 
intégrale, qui a nécessité une dizaine de minutes de temps CPU. 

4. La courbe y2 + y = xb 

Nous calculons dans cette section les invariants e et h de la courbe sur 
Q dont une équation affine est 

V + y = x 

ou encore, grâce aux changements de variable z = 2y + 1 et t = 22̂ 5x, 

22=4x5 + l ou z2 = ts + l. 

C'est une courbe de genre 2 remarquable; elle est caractérisée par l'une 
quelconque des propriétés suivantes (cf. [6]): 

• Son groupe d'automorphismes est le groupe Z/5Z x Z/2Z. 

• Son groupe d'automorphismes n'est pas réduit à Z/2Z, et sa jacobi-
enne est simple. 

• Le point correspondant dans la variété de modules des courbes de 
genre 2 est singulier. 

3Rappelons que, d'après Fontaine, la jacobienne d'une courbe C de genre 2 ayant 
réduction semi-stable sur Q ne peut avoir bonne réduction en toute place; il existe donc 
une place v de Q en laquelle la réduction du modèle stable de C, ou bien possède deux 
points singuliers, ou bien possède un unique point singulier et est irréductible. 
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4.1. Bonne réduction 
Montrons que la courbe X, propre et lisse sur Q, d'équation affine 

2 , 5 
y +V = x 

acquiert bonne réduction sur une extension convenable de Q. 
Le changement de variables 

, 1 , *2 x = - У = — x y 

établit un isomorphisme entre des ouverts des courbes affines lisses sur 
Z[l/5] d'équations y2 + y = x5 et x' + x,3yf = y'2. Ainsi, X admet un 
modèle lisse sur Spec Z[l/5]. 

Vérifions que X a bonne réduction potentielle sur Z5. On a vu plus 
haut qu'elle admet comme équation z2 = t5 -f 1 sur le corps Q(v^). Cette 
équation s'écrit encore 4 

z2 = Tl(t + Qy 
i=0 

Sur le corps Q(y/l — (5), elle devient 

4 
w2 = ul[(u-at), (22) 

t=i 
où a, désigne l'unité cyclotomique (1 — Q)/(l — Q), grâce au changement 
de variables 

< = (1 -Cs)u -1 , 2 = (1-Cs)5/2^. (23) 

Si v est une place de caractéristique 5, alors a, = XZj=o CJ = z (mod v) 
de sorte que les a, sont distincts et non nuls mod v et que (22) définit une 
courbe lisse en v (de réduction modv t2 = u5 — u). 

La démonstration qui précède montre aussi que X a bonne réduction 
sur le corps K' = Q ( v ^ C l , ^2). 

4.2. Points de Weierstrass. 

Notons R! l'anneau des entiers de J\', Ri = il'[l/5], B' = Spec R! et 
J?a = Speciîi. Notons Woo (resp. Wt;, i = 0,...,4) le point de X(K') 
au-dessus du point à l'infini de P1 (resp. du point d'abscisse x = —Cs/v^)-
Nous désignons encore par ^ ( a G {00,0,..., 4}) les sections correspon­
dantes du modèle propre et lisse X' de X au-dessus de B'. Ce sont les 
points de Weierstrass de X' —• B1 (cf. 1.1). 

4Rappelons que £5 désigne une racine primitive cinquième de l'unité. 
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PROPOSITION 10 - Pour a ^ fi e {oo,0,... A), le sous-schéma Wa n W0 
de X' s'identifie à SpecR'/(\/r2). 

Démonstration. Il est clair sur l'équation (22) que Wa et Wp ne se ren­
contrent pas au-dessus d'une place de caractéristique 5 (en fait, au-dessus 
de toute place de caractéristique différente de 2). Soit A\ l'image inverse 
de Bi dans A". Il suffit, pour démontrer la proposition, de prouver que le 
sous-schéma Wa fl Wp f) A\ de Xx s'identifie à Spec Ri/(y/2). 

Les WQ D X\ sont contenus dans l'ouvert affine de X\ d?équation x' + 
x'3y' = y'2 considéré plus haut, et admettent comme équation 

Wx: x' = y' = 0 
Wi : x' = y' = -Ç?</2 (0<i< 4). 

Compte tenu du fait que 1 — Cs est inversible dans Ri si k ^ 0 mod 5, on 
en déduit l'assertion annoncée. • 

Notons Xc la surface de Riemann déduite de X (rappelons que X est 
définie sur Q) et G la fonction de Green-Arakelov sur XQ X XQ- Compte 
tenu de la définition de l'intersection d'Arakelov, on déduit immédiatement 
de la proposition précédente: 

COROLLAIRE - Pour A# B {oo, 0,..., 4}, on a 

(WA.W0)X' = ±[K':Q]log2 - £ log G(aWQ,aWp). (24) 
a:A''<-C 

Remarquons que le point aW^ de XQ est indépendant du plongement 
a de K' dans C: c'est toujours le point à l'infini de XQ. Les autres points 
de Weierstrass de XQ sont permutés par l'automorphisme T de XQ défini 
par 

T(x,y) = (Q1x,y), 

qui admet le point à l'infini comme un point fixe. Par suite, G(aW00,oWi) 
est indépendant de o et de i G {0,... ,4}. Notons-le G(WOQ, Wo)- Le corol­
laire du théorème 2 donne 

G(Woo,W0) = 
4 

Y [G (W ^W3) 

1=0 

1/5 
= 2I/5||A2||(A'c)-1/40||F||(Xc)1/2. 

Il vient donc 

PROPOSITION 11 - Pour tout i e {0,...,4}, on a 

l ^ ô j (W^WJ*. = ^log||A2||(Xc) - | log| |^| |(Jrc). (25) 

et les deux membres de (25) sont indépendants de i. 
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Le théorème 1 donne alors: 

COROLLAIRE - L'invariant e(X) vaut 

1 
[K' : Q] 

(^X'/B'-^X'/B'J — — 
1 

5 
log||A2||(A'c) + 4log||#||(Xc). (26) 

4.3. Différentielles 

Gardant les notations de 4.2., notons / : X' —* B' le morphisme struc­
tural, et considérons le iî'-module localement libre de rang deux 

E = f+ux'/B'-

Pour calculer le degré d'Arakelov de E muni de ses métriques canoniques, 
considérons sur X les 1-formes 

W1 = 
dx 
z 

dx 
2j/ + l 

dy 
5x4 

UJ2 = XUJi. (27) 

On constate sans peine que LJI et LJ2 définissent des 1-formes globales sur 
le modèle propre et lisse de X sur Spec Z[l/5], à diviseurs disjoints. Con­
sidérant u)\ et LJ2 comme des sections rationnelles de 2?, nous voyons donc 
qu'elles forment une base du R[1/5]-module EÇ§w 2?'[l/5]. Pour voir ce qui 
se passe en une place v de caractéristique résiduelle 5, on utilise l'équation 
(22). Le changement de variables (23) donne 

Ш1 = 2-2'5 (1 - Cs)"372 du 
w 

u2 = 2-</5(l-Cs)-3/2[(l-C5)u-l] du 
w 

Or il est immédiat d'après l'équation (22) que du/w et udu/w forment une 
base de E ®/?' R'v, où R'v est le complété de R! en v. Comme on a 

ei=u)X Au;2 = 2-6/5(l-C5)~2 
du 

w 
A 

u du 

w 
dans A2R,(E) ®z Z5, on en déduit que le diviseur de e (vue comme section 
rationnelle de A2R/(J5)) est celui de (1 — Cs)~2- Si v est normalisée de sorte 
que v(5) = 1, on a donc v(e) = —1/2 puisque v(l — £5) = 1/4. 

Pour calculer le degré de E, il reste à déterminer la norme archimédienne 
de £, qui est définie sur Q. Il vient en effet, d'après ce qui précède, 

1 
[A" : Q] 

degE = -
1 

2 
loG5-log||£||. (28) 
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Rappelons que, par définition, on a 

\\e\\2 = AD-BB 

où 

A = - f uül A Ü7¡\ B = ^- f LJ\ t\uJi et D = - f LJ2 A U^. 
2 Jxc 2 7xc 2 7AC 

4.4. Calcul des périodes de X 

Les valeurs des intégrales A, B et D se déduisent de celles des formes 
différentielles u\ et u;2, grâce aux relations bilinéaires de Riemann. 

Par le changement de variables x = —2~2/5£/~1, z = VU~3, l'équation 
z2 = 4x5 -f 1 de X sur K' devient V2 = U6 - U. Dans ce nouveau 
modèle, les points de Weierstrass de X sont les points d'ordonnée nulle, 
et les différentielles w1 et LJ2 du paragraphe précédent s'écrivent 

UJ, = 2~2/5UdU/V et UJ2 = -2~4^dU/V. 

Pour calculer les périodes de la courbe XQ, choisissons la base symplec-
tique (aj, a2,62,62) de Hi(Xc, Z) représentée sur le dessin suivant, figurant 
XQ comme revêtement ramifié à 2 feuillets du "plan des U" 

<»5 

B2 

¿1 

T3 

«1 

0 1 

T2 
Û2 

T4 
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Posons, comme en 3.5, 

fi' = ( / u , ) et fi" = ( / Ui) 
\Jat 'l<tj<2 ^Jbi /l<t,i<2 

Le calcul de ces matrices est facilité par l'existence de l'automorphisme T 
de X défini par (U,V) »-> (Cs^Cl^), déjà considéré en 4.2. L'action de T 
sur les différentielles de première espèce de X est donnée par les formules 

T*wi = C5~V, T*u>2 = Cs"2̂ 2, (29) 

et celle sur les cycles par 5 

T(al)= -ax - bx T(a2)= ax + bx - 62 
r(6!)= a! + a2 T(62)= a2. 

On en déduit immédiatement que 

bx = -a i -T (aO, a2 = - û i - r ^ O - r V O i b* = T V H T V I ) - (30) 

Compte tenu du fait que, pour toute forme différentielle u>, 

L » = S vr»' 

les relations (29) et (30) permettent d'exprimer fi' et fi" en fonction des 
périodes 

Bi = ui et B2 = u2. 
Jai Ja\ 

On trouve ainsi 

fi' = 1 1 
- i - C s - C ! - i -Cl -Cs4 

Bx 0 
0 B2 

fi" = - i - C I -i-C54 
, Cs + Cs4 Cl + Cf 

sx 0 
0 B2 

On en déduit la valeur de la matrice des périodes de A'c associée à la base 
(ai,a2,bi,b2): 

П = ÍTÍ2'-1 = "Cs4 Cs2 + 1 
C52 + i c52-c3 

puis, grâce à la formule (21) et aux relations 

|detfi'|2=2-C2-Cs3 = V5 
1 + v5 

2 

5Au signe près, on trouve ces formules dans [12]. 
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det Im fi = 5(C5 + ti) 
4 

5(-l + y/S) 
8 

on trouve 

NI2 = 
5VE 

4 
11^212. (31) 

Par ailleurs, les périodes Bi et B2 s'expriment simplement au moyen de 
la fonction B d'Euler, définie par 

B(a,b) := 
o 

^ ( l - O d'­

En effet, on a 

1^1= 23/5 
•1 

'0 
xdx 

fx - xb 
et \B2\=2l'b 

I 

1 dx 

lx — x6 
donc, grâce au changement de variable t = x5, 

E1 23/5 
5 

5(3/10,1/2) et \B2 
2i/5 
5 

-5(1/10,1/2). (32) 

La formule d'Euler B(a,b) = T(a)T(b)/T(a + b) jointe à la formule de 
duplication v/27rr(2z) = 22z~l,2r(z)T(z + 1/2) permet d'écrire, pour tout 
x > 0, 

B(x,l/2) = 2TT 
T(2x) 

22ir(x + l/2)2 
d'où 

£ 1 = 
2TT 

5 
X3/5)r(4/5)"^, B2 = 

2TT 

5 
-r(l/5)r(3/5)"2 

et 

NI2 = 
2yy 

4 
(47r2r(l/5)r(3/5)-1r(4/5)-2)2. 

En recourant à la formule 

\/5r(l/5)r(2/5)r(3/5)r(4/5) = 4TT2, 

conséquence de la formule de multiplication de Gauss, on obtient finalement 

PROPOSITION 12 - La hauteur de Fallings stable h(X) de la jacobienne de 
X vaut 

1 
[K> : Q] 

deg E = log 47T — 
1 

2 
-loeni/5ï5rY2/5ï3rY3/5)r(4/5r\ 

Observons que la hauteur h'{X) admet l'expression suivante, peut-être 
plus élégante: 

h'(X) = 21og27r - ilogr(l/5)5r(2/5)3r(3/5)r(4/5)-1. 
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4.5. Résultats numériques et remarques 

Après calculs sur ordinateur, on trouve 

||Aa||(Xc) = 0,2070469497... 10"4 
log ||A2||(Xc) = -10,78515008... 
log \\H\\{XC) = -0,4854... 
e(Ar) = 0,2152... 
h(X) = -2,597239125... 
h'(X) = -1,452509239.... 

Observons que nous aurions pu calculer e(X) à partir de h(X) et de 
l'invariant de Faltings 6(XQ), grâce à la formule de Noether ([8]) qui s'écrit 
ici, puisque X a potentiellement partout bonne réduction, 

12h{X) = e(X) + 6(XC) - 81og(27r), 

et à la formule (cf. [2]) 

S(XC) = -161og(27r) - log ||A2||(XC) - 4log \\H\\. 

Si Ton compare ces relations aux formules (26) et (28), on trouve 

h(X) = -21og(27r)- ^log||A2||(Ac) 

puis 
||£|| = (27r)25-1/2||A2||(Xc)1/10. 

En fait, cette dernière équation découle directement des formules de Tho-
mae ([10], p. 3.121). 

Montrons maintenant que X contredit l'analogue arithmétique "naïf" 
de l'inégalité c\ < 3c2 de Bogomolov-Miyaoka, et même, plus généralement, 
l'analogue de Tinégalité 

c\ < Ac2, (33) 

pour tout À > 0. 
Rappelons que les classes de Chern d'une surface projective X fibrée 

sur une courbe B de genre q sont données par 

cl(X) = (UX/B.UXIB) + 2(2g - 2)(2q - 2) 

c2(X) = 12deg fmujx/B - (UJX/B^X/B) + (2g - 2)(2q - 2), 

tandis que l'analogue arithmétique de 2q — 2 est le logarithme de la valeur 
absolue du discriminant DK du corps de base A". Ainsi, la traduction 
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arithmétique de (33) affirmerait que, si X est une courbe de genre g lisse 
sur Q7 admettant un modèle stable sur un corps de nombres K, on a 

e(X) + 
2(2g - 2) 
[K : Q] 

logpA-l < X(l2h(X) - e(X) + 
2g - 2 
[K : Q] 

logpA'l) 

(cf. Parshin [111 et [71, 3.2.3.2) c'est-à-dire, lorsque g = 2, 

e(X) < X(l2h(X) - e{X) + 2 
[K : Q] log|D#d)-

4 
[A' : Q] 

log PK\-

Lorsque X est la courbe d équation y + y = x et que K est le corps 
Q (^2 ,VT^â) , on a 

[A^:Q] = 40, DK = 272 585, 1 
[K : Q] 

rlog pK\ = 4,667720..., 

et compte tenu des valeurs de h(X) et e(X) données plus haut, le membre 
de gauche de l'inégalité précédente est positif, alors que le coefficient de A 
dans le membre de droite est strictement négatif. 

On peut s'assurer qu'il en va toujours ainsi si l'on considère certaines 
variantes de cette inégalité, par exemple si l'on substitue h\X) à h(X), 
ou 2~r2Dx à £)/c, r2 désignant le nombre de places complexes de K (ici 
r2 = 20), ou encore en substituant à If le corps K(y/—30030), et donc 
tous les corps apparaissant dans la tour de Golod-Shafarevich qui lui est 
classiquement associée. 

Signalons enfin que ces vérifications n'exigent pas de connaître une 
valeur numérique de e(J\T), mais seulement l'inégalité e(X) > 0, démontrée 
par Faltings dans [5] et la valeur de h(X), exprimée plus haut au moyen de 
la fonction T. 

Appendice : démonstrat ion du théorème 2 

A.l. Quelques formules relatives aux surfaces de Riemann de 
genre 2 

La démonstration du théorème 2 va procéder en deux étapes. Tout 
d'abord, nous établirons les formules suivantes, qui relient les fonctions \\0\\ 
et G, mais font intervenir des constantes "inconnues" 6(X), A(X) et B(X). 

i) H existe 6(X) £ R tel que, quels que soient (x!,x2,y) € X3, xx ^ x2, 
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et (шиШ2) e Н°(Х,и>хУ, 

\\0\\(xl+x2-y)\\u>1Au>2\\ = e- ® ^i(xi) w2(a?i) 
u>i(x2) u2(x2) A 

G(xuy)G(x2,y) 
G(xx,x2) 

(34) 
ii) H existe A(X) G R tel que, pour tout couple de points de X 

distincts, 
log G(x, y) = \la+x-1 log ||0||p + A{X). (35) 

iii) Quel que soit (x,y,z) G X3, on a 

G(x, e(y))G(x, z)G(y, z) = eA™ \\B\\{x + y - z). (36) 

iv) H existe B(X) € R tel que, quel que soit (x,y) £ X2, 

G(x, y)G(x, a(y)) = eB<*> \\J\\(x, y). (37) 

Ensuite, nous établirons la proposition suivante, qui permet d'exprimer 
les constantes 6(X), A(X) et B(X) au moyen de ||A2||(X) et | |#| |P0. 

PROPOSITION 13 - Pour tout couple (P, Q) de points de Weierstrass de X 
distincts, on a 

log||J||(P,Q)- / Iog||fl0||,i-21og||ir||(A-) = 2Iog(2,r). (38) 
Je+p-Q 

Déduisons à présent le théorème 2 des formules (34) à (38). 
D'après (37), il vient, pour tout couple (P, Q) de points de Weierstrass 

de X, 

G(P,Q)2 = efîW||J||(P,Q). (39)PQ 

L'identité (36) montre que, pour tout triplet (P, Q, R) de points de Weier­
strass de X,on a 

G(P,Q) G(Q,R) G(R,P) = eÁW \\0\\(P + Q + R-K). (40) 

De plus, on déduit facilement de la définition de ||A2||(X) et des relations 
de Rosenhain 

\\J\\{P, Q) \\J\\(Q, R) P\\(R, P) = (2T)6 ||*||(P + Q + R - Kf IIA2||(X)1/2. 
(41) 
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En éliminant les valeurs de G, ||J|| et ||0||entre les identités (39)PQ, (39)Q/?, 
(39)RP et (41), nous obtenons alors: 

2A{X) - 3B(X) = 61og(27r) + - log ||A2||(A'). (42) 

Par ailleurs, les relations (39)PQ et (35) donnent, pour tout couple (P, Q) 
de points de Weierstrass de A distincts: 

log||J||(P,Q)- / 0+QA log||% = 2X(X)-B(X). (43) 

La proposition 13 montre alors: 

2A(X) - B{X) = 21og(27r) + 21og \\H\\{X). (44) 

On déduit immédiatement de (42) et (44) les valeurs de A(X) et B(X): 

A(X) = -l-log\\A2\\(X) + ï\og\\H\\(X) 

B(X) = -21og(27r) - ilog||A2||(A) + log \\H\\(X), (45) 

puis on obtient le théorème 2 en reportant (45) dans (39)/>Q. 

A.2. Démonstration des formules (34) à (37) 

Démonstration de (34). Cette formule est établie dans [5], p. 402. 
On peut en donner une démonstration directe — qui n'est en fait qu'une 
variante de la démonstration de [5] — en montrant que, comme fonction 
de chacune des trois variables X, y et z décrivant A , les logarithmes des 
deux membres de (34) ont même image par d'à": cela découle de (16) et 
des valeurs des courbures des métriques ||.||o(e) et ||.||>4. • 

Démonstration de (35). En prenant le logarithme de l'identité (34), puis 
en l'intégrant par rapport à la mesure 2/(XI), on obtient, compte tenu des 
relations (15) et (14), 

\ I log | | % + log Ho;, AU;2|| 

~ JQ+X2 - y 
6(X) 

8 
+ 

fx 
log wi(*2) u;2(x2) 

wi(*2) u;2(x2) i/(x1) + logG(x2,y). 
A 

Par conséquent, il existe une fonction tp : A' —• R telle que 

logG(X, j / ) - I /a+x-q log||fi||ji = v*r). (40) 
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Or on sait que 
logG(x,y) = log G(y,x). 

De plus, comme ||0|| /i et 0 sont invariants par l'involution t \-> K — t de 
Pic1 X, il vient 

/ log | |% = / log | | % = / log | |%. 
J&+y-x JK-(Q+y-x) JG+x-y 

Ainsi, le premier membre de (46) est symétrique en x et y, et IP est 
constante. • 

Démonstration de (36). Il suffit de démontrer (36) lorsque x est distinct 
de y et de cr(y). Dans ce cas, x + y est distinct de iv et x + y — 0 rencontre 
transversalement 0 en x et y. De plus, d'après (34), il existe C(x,y) Ç R 
tel que, pour tout z G A \ {x, y} 

log ||0|| + y - z) - log G(x, z) - log G(y, z) = C(x, y). (47) 

Si l'on intègre cette égalité relativement à la mesure ^(2) , on trouve, d'après 
(15) et (14), 

C(x,y) = \f+y-0 log | |%. 

Comme x + y — 0 = J\ — (0 + tf(x) — y) et que log \\6\\ et sont invariants 
par l'involution t H-> iv — t de Pic1 A, on en déduit 

C(x,y) = |/0+a (x)-9 log | | % . (48) 

L'identité (36) découle immédiatement de (35), (47) et (48). • 
Démonstration de (37). La fonction || J|| (sur X x X) s'annule exacte­

ment sur les couples (x,y) 6 X2 tels que x et y aient même image par 
l'application de Gauss 

X ~ 0 -> P(ToPicX) ~ P(#°(À^*))-

Or cette application n'est autre que le morphisme "canonique" et s'identifie 
à l'application évidente X —• X/a. On prouve ainsi que le quotient 

imi(*,y) 
G(x,y)G(x,<r(y)) 

se prolonge en une fonction continue non nulle sur X x À\ De plus, les 
relations (14) et (16) montrent que le logarithme de cette fonction est har­
monique en chacune des variables. Elle est donc constante. • 
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A.3. Démonstration de la proposition 13 

A.3.1. Soit D Thypersurface dans H2 orbite sous Sp4(Z) des matrices 
diagonales dans H2. 

Pour toute base symplectique B de HI(X, Z), la matrice des périodes 
fî de X associée à B appartient à H2. De plus, les points de Weierstrass 
de X sont en bijection avec l'ensemble I des classes, modulo Z2 x Z2, des 
couples (a, 6) G (|Z)2 X (|Z)2 tels que 4-'a.& soit impair, par l'application 

1 -> Pic1 X 
[(a,b)}*[a + ilb] + AB, 

où [a + Qb] désigne la classe dans C2/(Z2 + ÎÎZ2) ~ Pic0 X de a + Çlb. 
Réciproquement, tout élément de TmL2 \ D est la matrice des périodes 

d'une surface de Riemann de genre 2 dont l'homologie est munie d'une base 
symplectique. Cela se prouve facilement en considérant "l'application des 
périodes" Ai2 —• A2, qui est un morphisme dominant, et son prolongement 
de Ai 2 vers la compactification de Satake de ̂ t2. 

Par suite, la proposition 13 peut s'exprimer comme une identité entre 
fonctions sur 7i2 \ D. 

Il est commode, pour formuler et établir cette identité, d'introduire 
quelques notations. 

Soit T le quotient de C2 x H2 par l'action de Z2 x Z2 définie par 

(nun2).{z] Z) = (z + n1 + Zn2; Z), 

où (ni,n2) G Z2 x Z2, z E C2 et Z G H2. L'application 

TT: T H2 
[(z;Z)] ~ Z 

est un morphisme lisse entre variétés C-analytiques. Sa fibre en Z G T~L2 
est la surface abélienne C2/(Z2 + ZZ2). 

Pour tout n = [{nun2)} G (R2 x R2)/(Z2 x Z2), nous poserons 

sn: H2 - T 
Z *-> [(n1 + Zrz2;Z)] 

tn: T —• T 
[(z;Z)] ^ [(z + m+Zn^Z)]. 

Il est clair que ce sont des applications C-analytiques, que sn est une section 
de 7T et que tn est un automorphisme de T préservant les fibres de TT. 
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La fonction ||0||o sur C2 x H2 est invariante sous Faction de Z2 x Z2 et 
peut donc être considérée comme une fonction sur T. Le lieu 0O des zéros 
de ||0||o est une hypersurface lisse dans T et le morphisme 

7T : ®o\*-\D)-+'H<i\D 

est lisse. 
L'espace 7i2 est muni d'une forme de Kahler naturelle 

K = 7^Tr(Y'l.dZ.Y"l.dZ)1 (Y = ImZ). 
Ion 

Par ailleurs, la forme de type (1,1) sur C2 x H2 

ji! = 1 \dz - dZY-\y).Y-\(dz - dZ.Y-\y) 

est invariante par l'action de Z2 x Z2 et définit donc une forme de type 
(1,1) sur T, que nous noterons encore fii. De plus, pour tout n G (R2 x 
R2)/(Z2 x Z2), on a 

smnfii = 0 et tmnfii = /ij. (49) 

Nous poserons enfin 
/¿0 = l*i + (50) 

On vérifie facilement l'égalité de courants 6 sur T 

1 

7TZ 
d'd"\og\\e\\0 = fi0-[e0}. (51) 

Notons / l'opération "d'intégration le long des fibres de 7r" des formes 
Jir 

différentielles ou des courants sur T. On établit aisément les identités 

7T 
[QO]A*O = 

7! 
fil = 2 et 

'7T 
/10 = 6к. (52) 

A.3.2. Il découle des formules précédentes et des formules des para­
graphes 2.1 et 2.2 que la proposition 13 peut se réécrire comme suit: 

PROPOSITION 14 - Pour tout couple (/i,/2) d'éléments de 1 distincts, 
l'identité suivante est satisfaite sur Ho \ D: 

iei\{iuh) 
sni>+i2 log ||*||o- / ['/,-/,(00)] log ||*||o/io- / log \\0\\oti = 2 log 2. 

(53) 
6Si C est un cycle analytique dans une variété analytique, nous notons [C] le courant 

d'intégration sur ce cycle. 
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On remarquera que chacune des sections SJ+J} +/2 ne rencontre pas 0O 
au-dessus de l'ouvert H2\D. De plus le morphisme 

TT: T1-T2 th-h(Qo)\n-\D)^H2\D 

est lisse, et 0O est transverse à ^.^(Oo) dans chaque fibre n~l(Z), pour 
Z G H2 \ D] par conséquent, la fonction généralisée 

/ [«/,-1,(60)] log||0||o/iO 

est continue, et sa valeur en Z G 7i2 \ D coïncide bien avec 

/ t1z [«/.-/.(eoMiogii^Ho/io. 

Une remarque analogue s'applique à la fonction généralisée 

/log||0||oMo-

Notons ip la fonction sur 7i2 \ D définie par le membre de gauche de 
(53). On sait déjà, d'après l'égalité (43) (démontrée plus haut à partir de 
(34-37) sans faire appel à la proposition 13), que cette fonction ne dépend 
pas de (/1, 72), mais que, pour tout Z G H2 \ -D, <p(Z) ne dépend que de la 
classe d'isomorphie de la surface de Riemann 0O fl 7r_1(Z). La fonction ip 
est donc invariante sous l'action de Sp4(Z). 

L'identité (53) résulte des énoncés suivants: 

LEMME 1 - Lorsque Z' G H2\D tend vers un point Z de D, ^p(Z') tend 
vers 21og2. 

LEMME 2 - La fonction ip est pluriharmonique sur 7i2 \ D. 

En effet, le lemme 1 montre que la fonction ip se prolonge en une fonction 
Tp continue sur W2l Q11̂  comme est Sp4(Z)-invariante. De plus, d'après le 
lemme 2, Tp est pluriharmonique sur le complémentaire de l'hypersurface Z), 
donc pluriharmonique partout ("théorème de prolongement de Riemann"). 
Ces propriétés de Tp entraînent qu'elle est constante, donc égale à 21og2: 
toute fonction pluriharmonique sur l'espace analytique quotient 7i2/Sp4(Z) 
est constante, car l'espace ?i2/ Sp4(Z) est le complémentaire d'un fermé 
analytique de codimension 2 dans sa compactification de Satake, qui est 
une variété projective normale. 

A.3.3. Démonstration du lemme 1 
Pour tout r G C tel que Imr > 0, on note ET la courbe elliptique 

C/(Z + rZ), e2(r) la classe de (1 + r)/2 dans ET et vr la 2-forme sur ET 
i 

vT = — dz A dz. 
2 IM r 
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On rappelle que H^HO^I7") définit une fonction sur ET dont l'unique zéro 
est e2(r). 

Comme <p est Sp4(Z)-invariante, on peut supposer Z de la forme 

r' 0 
0 r" 

La fibre n~l(Z) s'identifie à ET* x J5T»; on notera p' et p" ses projections 
sur Eri et i£T«. 

Nous pouvons de plus choisir /1 et I2 de sorte que, en posant 

P;=p'oSl,(Z) et P!' = p"osIt(Z), ¿€{1,2}, 

on ait 

P[±P'2 et P ^ P , " . (54) 

Il suffit par exemple de prendre 

h = 
1/2 
0 

0 
1/2 

et 72 = 
0 

1/2 
1/2 
0 

On vérifie alors que, pour tout / 6 Ï \ {ii,/2}, on a 

p' o */+/l+/2(Z) 5* e2(r') et p" o s/+/]+/2(£) ^ e2(r"). 

Par suite, la fonction 

/€X\{/i,M 
*/+/,+/, log № 

est définie et continue au voisinage de Z. De plus, comme 

0o n n~\Z) = p'-\e2{r')) Up"-'(e2(r")), 

la condition (54) assure que 0O et i/j_/2(0o) sont transverses dans 7r_1(Z). 
Cela entraîne que 

/[«/,-/,(60)] log ||tf||o A* 

est elle aussi définie et continue au voisinage de Z. Il en va clairement de 
même de 

/ log № / 4 
On obtient ainsi que (p admet une limite en Z, qui vaut 

£ log||*||0(j/+/l+/l(Z))-/ log||*||0(.;Z)/i2 
/€T\{/,,/Î} JER,XER„ 

- F [{(?} x ET" U ET. x {<?"}] log ||0||o(.; Z)NO, 
JET,XET,T 
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avec Q' = e2(r') + P[ - P2' et Q" = e2(r") -h P{' - P2". On vérifie sans 
difficulté que cette expression vaut 2 log 2, au moyen des formules 

\\eUz\z'F;Z)=\\6Uzf;r') № ( z V " ) , 

A*o = p'*iV + p"mVT» sur t T ^ Z ) , 

et du lemme suivant: 
LEMME 3 - Pour tout r £ C tel que Imr > 0, on a 

JET bg ||0||о(г; r) Vr(z) = \ log [¿||0||O(O; r) ||í ||0(ì; r) ||0||n (t/2r)' . 

Démonstration. Ce lemme se déduit immédiatement des formules de 
[5], p. 417, lemma a) et proof a). On peut aussi le démontrer directement 
à partir du développement en produit infini de 6{z\ r). • 

A.3.4. Démonstration du lemme 2 
Soient y1 tp2 et (p3 les fonctions sur 7i2\D 

V>2 = 
/€l\{/i,/2} 

] log ||e||o /io, 

V>2 = /j*w2(©o)] log ||e||o /io, 

VP3 = j[ log ||*||o,& 

Il vient, d'après (49), (50) et (51), 

id'd'Vi = £/€i\{/i,/2} 5/+/i+/2^o 7TI 

= 4/c. 
(55) 

Le calcul de d'd"(p2 fait intervenir des produits de courants. L'existence 
de ces produits et la validité des calculs qui suivent résultent de la transver-
salité des hypersurfaces 00 et </,_/2(©o). De plus on a 

{©o H </.-/2(e0)} \ *-\D) = sh{H2 \ D) U sh(H2 \ D). (56) 

Cela découle du fait que, si P et Q sont deux points distincts d'une surface 
de Riemann de genre 2, alors les diviseurs O et O + P — Q sont transverses 
dans Pic1 À" et l'on a 

e n ( e + p-<2) = { P , Q } . 
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Comme [t/,-/2(0o)] et Mo sont d! et (/"-fermées, il vient 

-d'd"ip2 = ( ^7l_/2(0o)]^cf,d,,log||fl||o/io, 
m J* m 

puis, d'après (51), 

l<fd'V2 = / [TH-H(E0)](VO - [0o]) /10. (57) 

De plus, on tire de (56), (49) et (50) 

/[*/,-/3(0o)].[0o].Mo = / ( M * * \ !>)] + M * a \ D)]).?O 

JIT J7T 
TH-H(E0)](VO - [0o (58) 

= 2к, 

tandis que, d'après (49) 

/ [*/,-/,(e0)]/i2 = / [0o]/xo. (59) 

On trouve enfin, en utilisant le fait que /ZQ est d! et d"-fermée, puis les 
égalités (51) et (52): 

x 
7Г1 

TH-H(E0]DD3 / i log| |* | |o, i2 

= / /4 - / [во]/*? (60) 

= 6к - / [в0],*2-

Les identités (55), (57), (58), (59) et (60) montrent que d'd"v = 0. • 
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HAUTEURS ET ISOGÉNIES 
par D. BERTRAND 

Théorème (Masser-Wùstholz) : soit d un entier > 1 . // existe un 
nombre réei c(d) effectivement calculable en fonction de d et une 
constante universelle effective C vérifiant la propriété suivante . 
Soient E une courbe elliptique définie sur un corps de nombres k de 
degré d sur Q , et y un majorant > 1 des hauteurs logarithmiques 
des coefficients d'une équation de Weierstrass de E sur k . Pour toute 
courbe elliptique E' définie sur k et k-isogène à E , il existe une 
k-isogénie de E' vers E de degré majoré par c(d) y . 

On trouvera une démonstration de cet énoncé dans [M-W2]. 
L'esquisse qu'en donne [Ma4] fournit 4 pour valeur de la constante C . 

Nous donnons ici la preuve d'une version affaiblie de ce 
théorème: l'expression c(d) est remplacée par une fonction c(k) du corps 
k , effectivement calculable en termes de d et de la valeur absolue ô 
du discriminant de k sur Q . Notre démarche suit celle de [Ma4], mais 
paraît, par certains aspects, mieux adaptée à d'éventuelles généralisa­
tions. Et on verra en fait (appendice A) qu'au prix d'une perte 
significative sur C , le théorème ci-dessus découle de la démonstration 
de sa version affaiblie : en d'autres termes, les données 6 et y sont 
intimement liées. 

La démonstration comporte trois parties : la première, de 
nature essentiellement algébrique, consiste à décrire l'isogénie $ qui 
lie a priori E' à E dans un modèle de Weierstrass de E' dépendant de 
façon logarithmique de son degré N ; la dernière met en jeu la méthode 
de Baker qui, sous la forme rénovée que lui donnent les lemmes de 
zéros, fournit alors (modulo une réduction standard expliquée dans la 
deuxième partie) une isogénie de E' vers E de degré majoré par un 
monôme en Log N . Si on a pris soin de choisir <J> de degré minimal , N 

107 



D. BERTRAND 

est alors bien borné ! 

Le théorème fournit une version effective d'un classique 
théorème d'irréductibilité dû à Serre ([Se], IV, 2.1). Nous renvoyons à 
[Ma4] pour ses applications les plus marquantes, et à l'appendice C du 
présent texte pour son lien avec [Ra]. 

§1 Préparatifs 

On reprend les hypothèses du théorème, et on considère une 
k-isogénie 4> d'une courbe elliptique E7k vers E , dont on note N le 
degré. On désigne par C-j, C2, ... des nombres réels > O effectivement 
calculables en fonction de d et de ô . Enfin, toutes les hauteurs sont 
logarithmiques. 

Proposition 1: il existe deux W-formes différentielles de 1ère espèce 
oo (resp. o>' )sur E (resp. E' ) vérifiant les propriétés suivantes: 
i) g2(E,o ) et g3(E,o> ) sont des éléments de k de hauteurs majorées 
par C-,7 ; 
ii) <t>*o> = po>', où p est un élément de k de hauteur < C2 LogN ; 
iii) g2(E\<jo') et g3(E',a>') sont des éléments de k de hauteurs majorées 
par y' = C3(v + LogN ) . 

Corollaire : même énoncé avec p = 1 (remplacer o>' par p<*>'). 

Démonstration : Soient E , E* les modèles de Néron de E , E' sur 
l'anneau O des entiers de k . Pour clarifier les idées, je décris tout 
d'abord la démonstration dans le cas où O est principal. Les O- modules 
o>E (image réciproque de ÏÏ^/Q par la section nulle) et o>'E, sont 

alors libres. J'en fixe des générateurs a> , o>* : ils ne sont définis qu'aux 
unités de k près, et c'est sur elles qu'on va jouer. 

i) Sans perte de généralité, on peut supposer que l'équation de 
Weierstrass de E donnée par l'énoncé du théorème a des coefficients 
entiers (chasser les dénominateurs, qui sont majorés par exp(C4 y ) ). 
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Son discriminant est alors un élément de O de norme < exp(Cg y ) , et il 
en est de même de A(E,co) , qui le divise, et est bien entier en vertu des 
propriétés d'intégralité de la forme modulaire à (cf. [Ka], §1 , dont je 
rappelle d'ailleurs le principe plus loin). Il existe donc (Dirichlet) une 
unité e de k telle que A (E, o>/e) = e à (E, co) soit de hauteur <, C$y . 
La forme différentielle o>/e (que nous convenons de rebaptiser co ) 
répond alors à la question. 

ii) Les isogénies s'étendant aux modèles de Néron (voir [Ra]) , 
4>*o> est une section de o)p , et il existe un élément p de O tel que 

4>*o> = pa>' . Le même raisonnement, appliqué à l'isogénie duale $' de 
4> , fournit un élément p' de O tel que 4>'*o> = p'co . Mais alors, p'pco 
= (W)*<*> = Na> , et l'entier rationnel Normk/,Qp divise Nd . Il existe 

donc une unité e' de k telle que pe' soit de hauteur majorée par 
C7LogN , et la forme différentielle a>'/e' (que nous rebaptiserons oo' ) 
vérifie ii). 

iii) Montrons tout d'abord que g2<E\ <*>') et g3(E', o>') sont 
essentiellement des entiers de k . Il suffira alors, pour borner leurs 
hauteurs, de majorer leurs différentes valeurs absolues 
archimédiennes. 

Si v est une place finie de k première à 6 , g2 et g3 , qui sont 
des formes modulaires entières sur Ov (cf. [Ka1, §1), prennent des 
valeurs dans O v dès que <o' engendre o>E, localement en v . Idem aux 

places divisant 6 , à des dénominateurs universellement bornés près. 
Les dénominateurs de g2(E\ o>') et g3(E', o>') divisent donc un entier 
C8(k) . 

Passons aux places archimédiennes de k , que nous allons traiter 
suivant les techniques modulaires de [Mal], §3 et [Ma3] . Soit v l'une 
d'elles. Désignons, pour tout réseau A de C , aa£G3(A) le minimum des  
valeurs absolues de ses éléments non nuls. Comme toute forme modu­
laire pour SL2(Z) , soit f , de poids w(f) , est par définition bornée sur 

le domaine fondamental usuel, la fonction de réseaux |f(A)| G3(A)W^ 
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est bornée supérieurement. Les réseaux de périodes AV , A'V de со et 
de o>' qui correspondent à v vérifiant P~1A'V £ AY , donc en particulier 

G3(A'V) > |plv tn(AV) , on en déduit : 

sup{|g2(A'V)|V1/2 , |g3(A'V)|V1/3} <> с IPI/2 G3(AV)-2 , 

où с est une constante universelle, d'où, grâce à la majoration de la 
hauteur de p fournie par i) : 

Log sup{|g2(E',co')|v1/2 , |g3(E',o>')|v1/3} й Cg(LogN - Log ш(Лу) ) . 
Il reste à minorer ш(Лу) en fonction de y . Pour cela, complétons l'un 
des éléments o> «j de AV qui donne го(Лу) en une base directe {o>1f 
а>2=тсо,|} de ce réseau, de sorte que (Hermite) Imt est > <f Z/2 .La 

connaissance des zéros des fonctions E4(i) et E6(T) dans ce domaine 

entraîne que l'expression 

sup{|g2(AV)|1/2 , |g3(AV)|1/3} G3(AV)2 

est universellement minorée, et on déduit de l'inégalité de la taille la 
minoration : Log Œ(Av) >- C10 V • Предложение доказано (pour О 
principal). 

Pour passer au cas général, il suffit de noter que tout O-
module de rang 1 sans torsion admet un sous-O- module libre d'indice 
majoré par la racine carrée de la valeur absolue du discriminant de k . 
Grâce aux relations gK(E, \<s>) = X 2k gK(E,o>) , les arguments précédents 

s'adaptent alors aisément en autorisant aux entiers de k qui y 
apparaissent d'avoir des dénominateurs divisant ces indices. 

Remarque: (i) La démonstration (à la fois plus simple et plus précise !) 
que donne [Ma4] du corollaire à la Proposition 1 repose sur la formule 
suivante. Si A' est un sous-groupe d'indice N d'un réseau A , le réseau 
NA est inclus dans A' , et l'on a (d'après Eisenstein) : 

gK(A') = gK(NA) + eK5:p(2K"2)(x,NA) , 

X 
où x parcourt un système de représentants de A7NA , p désigne la 
fonction de Weierstrass usuelle et e est une expression simple. Les 
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propriétés arithmétiques standard des points de torsion conduisent 
alors aux estimations souhaitées, avec des constantes C-j, C2 , C3 ne 
dépendant maintenant plus que de d . 

Je me place désormais sous les hypothèses du corollaire à la 
proposition 1 . Dans la démonstration qui suit, on va privilégier une 
place archimédienne de k (choisie arbitrairement). Cela revient à 
considérer une fois pour toutes k comme un sous-corps de C . et , en 
particulier, E et E' comme des courbes elliptiques complexes. Nous 
désignerons par A , A' les réseaux de périodes de o> , co' , par ftj , Q' 

des éléments non nuls de A , A ' de valeurs absolues minimales, et par 
^2 un élément de A tel que 1 = Q 2 ^ \ 0 1 appartienne au domaine 

fondamental que l'on sait et représente la classe d'isomorphisme de 
E/C . Dans ces conditions, on peut énoncer, avec des constantes C11f... 
ne dépendant ici que de d : 

Proposition 2 : (voir [Ma3])Ona : ILog G3(AV)| < C^fd) y. En particulier, 

i) le logarithme de la valeur absolue de ft' est majoré par C ^ Y ' ; 

ii)/e logarithme de la valeur absolue de ftj (et donc de Q2) es' 

minoré par - C1 -j y ; 

iii) il existe deux entiers rationnels b-j, b2, de valeurs absolues 
majorées par exp(C12(d)(v + Y')) . tels que Q' = b1 O1 + b2 ft2 . 

Par ailleurs, |ft2/fiil - c^зWУ • 
Démonstration : la première assertion vient d'être démontrée (la 
minoration explicitement; reprendre l'argument sur |f(A)l Œ ( A ) w ^ et y 
adjoindre l'inégalité de la taille pour la majoration). L'existence 
d'entiers b-|, b2 vérifiant la relation de iii) étant claire (<t>*<j> = o>' !), 

leur majoration résulte alors de i) , de ii), et de la quasi-orthogonalité 

de la base {ftj,^} • Quant à la dernière assertion, on la lit directement 

sur le développement de Fourier de la fonction J(T) . (Noter, à ce 
propos, le changement d'échelle: le premier minimum de la norme sur A 
peut atteindre e^ , mais le second ne dépassera pas ye^ .) 
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§2 Passage à la transcendance 

L'énoncé-fleuve qui suit sera démontré au §3. J'explique ici 
comment le théorème de l'introduction s'en déduit. 

Proposition 3 : Pour tout entier d £ 1 , il existe un nombre réel c'(d) 
effectivement calculable en fonction de d et vérifiant la propriété 
suivante. Fixons un corps de nombres k de degré d sur Q , des 
nombres réels g , g' , r , r' , B £ 1 , deux réseaux A , A ' de C 
d'invariants dans k de hauteurs majorées par g , g' et un entier n 
égal à 1 ou 2. Supposons qu'il existe n éléments ftj ftn de A 

linéairement indépendants sur Z et de valeurs absolues < tD(A) r , 
te/s qu'une combinaison linéaire non triviale ft' = b-j + ... + bn Qn à 

coefficients entiers de valeurs absolues < B appartienne à A1 et soit 
de valeur absolue <> GJ(A') r'. Posons enfin : h - g + g' + r2 + r,2 + Log B . 
La propriété suivante est alors satisfaite . 

Plongeons de la façon usuelle les courbes elliptiques E = C/A et 
E' - C/A' dans des plans projectifst puis la variété abélienne Gn » E'xEn 
dans un espace projectif par le biais d'un plongement de Segre . 
Repérons d'autre part l'espace tangent à l'origine de Gn ,qui s'identifie 
par construction à CxCn , au moyen des variables {z', z-j zn} , et 
notons Vn son hyperplan d'équation : z' = b-j z«j+ ... + bn zn . // existe 
alors une sous-variété abélienne non triviale H de Gn , de degré 
projectif majoré par ôp = c'(d) h3n , dont l'espace tangent à l'origine 

est contenu dans Vn . 

Corollaire : sous les hypothèses de la proposition 3 où l'on peut 
toujours supposer que n vaut 2 ), il existe une isogénie de E' vers E 
définie sur k et de degré majoré par c"(d) h24, où c"(d) est 
effectivement calculable en fonction de d . 

Vérifions qu'on a alors bien démontré le théorème principal, 
avec C = 49 , et c(d) remplacé par une constante effective c(k) = c(d,<5). 
Soient donc E' une courbe elliptique définie sur k et k-isogène à E . 
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et N le minimum des degrés des k-isogénies liant E et E' . D'après 
les propositions 1 et 2 , les hypothèses de la proposition 3 sont 
satisfaites avec n = 2 ,g = v , r = C 1 3 Y , = 1 , g' = y' = C3(Y + Log N) , 

et Log B = C12(7 + Log N) , d'où : h = C14 (y2 + Log N). Le degré de 
l'isogénie que fournit son corollaire est, comme il se doit, minoré par le 
minimum N . Ainsi, N < C15 (y2 + Log N)24 , donc : N <c(k) y49. (La 
remarque (i) permettrait bien entendu de supprimer ici la dépendence en 
a.) 

Remarques : (ii) L'unique hypothèse qualitative de la proposition 3 (à 
savoir que A n A' n'est pas réduit à O ) ne présuppose pas que les 
courbes elliptiques C/A et C/A' soient isogènes. Mais c'en est un 
corollaire, en vertu d'un vieux théorème de Schneider (il s'agit donc bien 
d'un énoncé de transcendance ! ). 

(iii) Pour l'application qu'on a en vue, Vn n'est autre que 
l'espace tangent à l'origine du noyau de l'homomorphisme {P\ P-j, Pn} 
•* <i>(P')-b1P1 - bnPn de E'xEn dans E (rappelons que d<$> est 
représenté par la matrice 1 ). Le degré de la composante neutre Hn de 
ce sous-groupe algébrique croît polynômialement avec B , alors que le 
degré du sous-groupe H fourni par la conclusion de la proposition 3 est 
majoré par un polynôme en LogB . Cette réduction au logarithme des 
estimations triviales est typique de la méthode de Baker (voir [Be2], 
Proposition 8). 

(iv) Pour démontrer le corollaire à la proposition 3 , 
point n'est besoin de préciser le corps de définition de l'isogénie (de 
degré v < c" h24 ) qu'il fournit. En effet, dans le cas général où le 
corps de base k contient le corps de définition de tous les 
endomorphismes de E , toute isogénie de E' vers E est 
automatiquement définie sur k (puisque sa duale, composée avec la 
k-isogénie donnée par hypothèse, est un endomomorphisme de E ). 
Sinon, E admet des multiplications complexes par un ordre R d'un 
corps quadratique imaginaire non contenu dans k , et il suffit de noter 
que, dès qu'elle est non nulle, la somme de et de sa conjuguée sous 
Gal(k.fî /k) est de degré < 2 v . Si enfin \J/ est de trace nulle, sa 
composée avec tout élément imaginaire pur a de R est une 
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k-isogénie de E' vers E de degré < v Ictl ; or il existe un tel élément 
a de norme sur Q majorée par la valeur absolue D du discriminant de 
R , et D est borné par c"'(d) (d'après Gross- Zagier...). Au risque 
d'abîmer un peu la constante C du théorème, mais de façon plus 
réaliste, on majorera D par C18(d) g2 < C18 h2, grâce à ,a dern'ère 
assertion de la proposition 2 , appliquée au conjugué \{R ) de j(i) 
(voir [F-P]). 

Nous montrons maintenant comment la proposition 3 entraîne 
son corollaire. Retenons de sa conclusion que H est un sous-groupe 
connexe non trivial de Gn ne contenant pas E' et distinct de En 
(puisque Lie H est inclus dans Vn et que b-j, bn ne sont pas tous 
nuls). 

a) Supposons tout d'abord que les hypothèses de la proposition 
3 soient satisfaites avec n = 1 . Le sous-groupe H de sa conclusion ne 
peut être qu'une courbe elliptique dans E'xE , passant par l'origine et 
se projetant surjectivement sur chacun de ces deux facteurs . Ces 
projections sont donc des isogénies de H vers E et E' . Si d , d' 
désignent leurs degrés respectifs, le degré projectif H.(3E' + 3E) de H 
vaut 3(d + d') et en composant l'une avec la duale de l'autre, on obtient 
une isogénie de degré dd' < 012 « h 6 entre E et E'. 

Si maintenant les hypothèses de la proposition 3 ne sont véri­
fiées qu'avec n = 2 , on distingue deux cas : 

b) le sous-groupe connexe H de E'xE2 se projette 
surjectivement sur E' si c'est une surface, la composante neutre de 
son intersection avec E'xEx{0} -ou, si b«j = 0, avec E'x{0}xE - fournit 
une correspondance 
du même type que supra (avec ôj remplacé par 3ô2), d'où une isogénie 

entre E et E' de degré « h12; si c'est une courbe, la composée de sa 
projection sur ExE avec la projection sur l'un des facteurs E est une 
isogénie de degré < ô2 > et on aboutit à la même conclusion. 

c) H est un sous-groupe connexe, et propre de ExE . La 
considé- ration du quotient G2/H va alors permettre de se ramener au 
cas n = 1 . Pour clarifier l'argument, je repousse à la remarque (vi) 
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ci-dessous le cas de multiplications complexes (qu'on pouvait d'ailleurs 
traiter directement) et suppose que E n'en a pas. Le sous-groupe de 
Hom(E2, E) * Z2 formé des homomorphismes u = (u-j, u2) dont le 
noyau contient H est dans ce cas engendré par un élément (u1f u2) de 

Z2 vérifiant lu-|l2+ lu2|2 = deg(H)/3 (noter que u1 et u2 sont premiers 
entre eux - puisque H est connexe -, et appliquer à l'homomorphisme 
dual de u le lemme 3 de [Be3]; voir aussi [M-W1], III). Comme Lie(H) 

coïncide avec V2 n Lie(E2) , ce sous-groupe contient (b-j, b2) , et il 

existe un entier rationnel b tel que (b-j, b2) = b.(u1f u2) . Mézalor, 0= 

u^ft-j* u2 ft2 est un élément de A de valeur absolue Ift I < G3(À)r*f où 

r# = 2r/5 2 , tel que : 

O' = dO 
où |b| < B . Bref, les hypothèses de la proposition 3 sont vérifiées avec 
h remplacé par h# = g + g' + 4r2ô2 + A + Log B < C19 h7 , et surtout, 

bien sûr, n = 1 . D'après a), il existe donc une isogénie de E' vers E de 

degré « h#3 « h21 . QED (pour End E = Z). 

Bien entendu, le point fondamental cette dernière réduction 
est qu'elle n'a guère augmenté la valeur absolue des périodes 
considérées : écrire Q' = Q , avec = b1î21+ b2 ft2 pour se placer dans 
le cas n = 1 transforme h en hB , ce qui serait rédhibitoire. 

Remarques :(v) "v-rang "d'une isogénie : replaçons-nous dans la 
situation du §1. Le plus petit des entiers n vérifiant les hypothèses de 
la proposition 3 pour des valeurs de r' et Log B polynômiales en le 
logarithme du degré de l'isogénie 4> est un analogue (lointain) du 
p-rang des isogénies, relativement à la place archimédienne v de k 
qu'on a privilégiée; Log B correspond alors au niveau des p-isogénies 
de [Ra], §4 . Dans cette optique, la preuve du corollaire peut se résumer 
ainsi: en général (cas b), le sous-groupe H de G2 définit une "bonne" 
correspondance entre E et E' , et on a gagné; quand ce n'est pas le cas 
(cas c), 4> est en fait de "v-rang" 1 , et (cas a) le sous- groupe H de 
G-j que fournit la proposition 3 est encore une "bonne" correspondance 
entre E et E' . De façon plus sérieuse, les Chudnovsky ont remarqué 
qu'on peut toujours prendre n = 1 si v est une place réelle. Cela leur a 
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donné la première démonstration transcendante du théorème de l'intro­
duction, lorsque k admet un plongement réel ([Ch],§4). Voir [Bel] 
(corollaire au théorème 2) pour une autre apparition de cette notion de 
v-rang. 

(vi) Le cas de multiplications complexes. Pour le traiter, 
le plus simple consiste à réécrire l'hypothèse de la proposition 3 sous 
la forme : Q' = bft , où b est cette fois un élément de l'anneau R des 
endomorphismes de E (autrement dit, le v-rang sur R vaut toujours 1 ). 
La preuve du §3 s'étend sans difficulté, et on conclut comme en a) . On 
peut aussi (en remplaçant Z par R ) reprendre l'argument précédent et 
ce, presque mot pour mot si R est principal (la rationnante de b-j et 
b2 et la coprimalité de u-j et u2 entraînent que sans en changer les 
valeurs absolues, les éléments b , u-j et u2 de R peuvent être choisis 
rationnels). Si R n'est pas principal, le R -module Hom(E2, E) contient 
un sous-ft -module libre d'indice majoré, avec les notations de la 
remarque iv), par VD . On aboutit alors à une relation de la forme Q'* 

- b*ft*, avec lb*| < VDB , < VDr' , r* < ^Dr#, d'où une isogénie de 
degré « h*3, où h* = VDh7 . Les majorations de D données à la 
remarque (iv) permettent de conclure. 

§3 La méthode de Baker 

On reprend les notations de la proposition 3 , qu'on va 
maintenant démontrer. On désigne de plus par p = p(z, A) , p ' = p(z,A' ) 
les fonctions de Weierstrass associées aux réseaux A , A' 
(l'apostrophe n'est donc pas une dérivation). Les expressions c-j, c2, ... 
représentent désormais des nombres réels > O effectivement 
calculables en fonction du seul degré d de k sur Q . 

Je regroupe tout d'abord les estimations, de nature analytique 
ou arithmétique, auxquelles on fera appel (la seconde, qui concerne le 
type de croissance de certaines fonctions thêta, est cruciale). J'exprime 
les résultats sur le réseau A , mais c'est leur analogue sur A' qui 
importe le plus dans les applications. 

Proposition 4 (voir [Ma3]) : i) pout tout couple {t , t) d'entiers > 1, 
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la dérivée d'ordre t de p4(z, A) s'exprime comme un polynôme de 
degré < c-j(t + t) en g2(A)/2 , p (z,A) et sa dérivée première, à 

coefficients entiers de valeur absolue <, c.j(t+^) Log(t+0 ; 
ii) il existe une fonction thêta 9 = 9(z, A ) associée au 

diviseur polaire de p telle que, pour tout nombre complexe z : 
I Log max (|8(z)|, \0p (z)|) I £ c2 (g + (|Z|/GJ(A))2) 

(noter les valeurs absolues au premier membre); 
iii) pour tout couple {n,q} d'entiers > 1 , et tout élément Q 

de A Je nombre p(nft/q) , s'il est défini, est algébrique sur k , de 
degré < q2, et de hauteur (absolue) < c3g ; 

iv) pour tout couple {n,q} d'entiers > 1 , et tout élément Q 
de A de valeur absolue < CB(A) t, le nombre 8(nft/q) , s'il est non 
nul, est de valeur absolue > exp(- c4 (gq2+ t2(n/q)2)) . 
Démonstration: pour i), voir [Ba] , ou [Ma3] (ou encore [Da]); comme le 
covolume de A est minoré par G3(A)2/2 (Hermite), ii) résulte 
immédiatement de [Co] ou de [F-P], dont on trouvera d'ailleurs des 
formes raffinées, et plus suggestives, dans [Ma3] et dans [Da]; iii) 
résulte de l'énoncé bien connu de Demjanenko-Zimmer (voir aussi [M-Z]); 
on en déduit que \p(nQ/q)\ est < exp(c5gq2) , et la minoration 

sous-jacente à ii) conduit à iv). 

Remarque : (vii) Suivant une remarque de B. Mazur, la fonction thêta 
en question est un avatar archimédien de la fonction thêta p-adique 
canonique du cas ordinaire. En fait, le lemme 1.3.6 de [Ka 2] montre que 
la fonction 8(z) du lemme 3.1 de [Ma3] coïncide, à un facteur trivial 
près, avec le carré de la fonction A(A)1 /12 a(z,A)exp(-s2(A)zW2) , où 

les notations a et s2 ont leur signification usuelle. 

Passons à la démonstration de la proposition 3 . Je la détaille 
sous l'hypothèse (plus délicate, même si la conclusion en est moins 
précise) où n vaut 2 , et indique à la fin comment choisir les 
paramètres quand n = 1 . J'omettrai l'indice 2 des notations G2 , V2 

ô 2 de la proposition. 

1ère étape [Siegel: construction d'un diviseur Z sur G = E'xE admettant 
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un gros sous-schéma ponctuel supporté par l'origine ] Posons 
L = 4 d h6 , T = h9 , 

toujours avec h = g + g' + r2 + Log N , et notons Q le point ( ïï, A1 ft2) 
de C3. Il existe un polynôme P(X , X1f X2) non nul de degrés partiels < 
L , à coefficients entiers rationnels de hauteur TI <c6h1^ , tel que la 
fonction 

F(z\z1fz2) = P(p'(z,),p(z1),p(z2)) 
s'annule au point (1/2)ft à un ordre de multiplicité > T selon le champ 
de 2-directions défini par V . 

Voici pourquoi : considérons la base 
{a1= b-jd/dz* + a/3z1f a2 = b2a/az' + a/az2} 

de V . Par définition, on demande à F que toutes ses dérivées 
partielles d'ordre < T en ^ et d2 s'annulent en Q/2 . Il s'agit donc 

de résoudre un système linéaire d'ordre < T2 en plus de L3 variables, 
à coefficients dans un corps de nombres de degré < 9 d . D'après les 
assertions i) et ni) de la proposition 4 , le maximum de l'exponentielle 
des hauteurs (et d'un dénominateur commun) de ces coefficients est 
majoré par 

RTeC7 (g + ĝ L+T) c8 (T+L)Log(T+L) 

et le lemme de Siegel permet de conclure. Le diviseur effectif Z sur G 
correspondant au diviseur de la fonction analytique en z = (z', z1 , z2 ) : 

©(z) = (e'(z'+ft72)e(z1+ft1/2)8(z2ft2/2))L F(z + Q/2) , 

passe alors par l'origine avec une multiplicité > T le long de V . 

2ème étape [extrapolation: le diviseur Z passe en fait par un 
sous-groupe cyclique T pas trop petit de G , toujours avec forte 
multiplicité le long de V (c'est, avec la définition même des 
coefficients de V , le seul passage analytique de la preuve)] . Soit q le 
plus petit entier impair tel que 

q > h1/13 . 
On va montrer que la fonction 0 s'annule en tous les multiples entiers 
de (1/q)ft avec un multiplicité > T/2 le long de V . Soit donc sft/q 
un tel point, avec, sans perte de généralité, |s| < q . 
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Par périodicité, la fonction 0 s'annule en tous les multiples 
entiers de Q. avec une multiplicité > T le long de V . Considérons 
alors la fonction d'une variable f(z) = D0(zft) , où D est un monôme 
différentiel d'ordre T < T/2 en les dérivations 3-j, 32 de V , tel que 
D'0(sfi/q) soit nul pour tout opérateur D' de ce type et d'ordre < T . 
La fonction f s'annule en tous les entiers à un ordre > T - T > T/2 , et 
d'après les inégalités de Cauchy, la proposition 5 , ii) et la majoration 
donnée des valeurs absolues des coefficients de 0, son maximum sur 
un disque de rayon R > 1 vérifie : 

|f|R <(L+l)3eWeC2(2g+g,+ 4R2(2r2+r,2))L. 

Le lemme de Schwarz, appliqué sur les disques de rayon R = h3/2 et 
3R , entraîne alors que : 

Log |D0(sQ/q)l < Log |f|-, < Log|f|R < -TR + Log|f|3R < -cgh10'5 , 
et on déduit de la formule de Leibniz, jointe à la définition de D et à la 
proposition 4, iv) , que le nombre l = DF(sft/q + ft/2) vérifie : 

Log Kl < c10((g+g')q2 + r2+r'2)L-c9h10«5 < -c^h10-5 . 

Mais d'après la proposition 4, Mi), ce nombre est algébrique 
sur k , de degré < 36 q6 , et de hauteur (absolue) majorée, à un facteur 
constant près, par 

T Log B + Log H + Log L + (T + L) (g + g' + Log(L + T)) < c12h10. 

Comme dq6h10 est beaucoup plus petit que h10,5 (pour h > c13 ), la 
formule du produit impose à l d'être nul, et 0 s'annule bien en sft/q 
à un ordre > T/2 le long de V . En d'autres termes, le diviseur Z de G 
passe par le sous-groupe cyclique r engendré par expg(fi/q) avec une 
multiplicité > T/2 le long de V . 

3ème étape [Le paradis des lemmes de zéros] On va faire appel au lemme 
de multiplicité de [Ph] , dont je transcris maintenant l'énoncé dans 
notre contexte. La constante (effective) c qui y apparaît ne dépend 
que du plongement projectif de G . 

Proposition 5 (Philippon) : Soient G une variété abélienne plongée 
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dans un espace projectif, X et i deux entiers > 1 , r un sous-groupe 
fini de G , V une sous espace de Lie G et Z un diviseur effectif sur 
G , de degré projectif X . On suppose que Z passe par T avec un 
ordre de multiplicité £ (dimG) T le long de V . // existe alors une 
sous-variété abélienne H de G , distincte de G , telle que 

xdimrt.(V)card(rt(r))deg(H)< cXdmm(G) ^ 

où K désigne la projection de G sur G/H . 

D'après le 2ème pas, le diviseur Z construit au. 1er pas 
vérifie les hypothèses de la proposition 5 avec i = T/6 , X - c«j 4 L 
et un sous-groupe r de cardinal q (on peut en effet supposer sans 

perte de généralité que est une période primitive du réseau A'xA 
de C3 ). Que peut-on alors dire de la sous-variété abélienne H de sa 
conclusion? 

- elle ne peut être réduite à O , puisque Td'm(v) q = T2q 
est bien plus grand que Ld,m(G) = L3 ; 

- les sous-variétés abéliennes H dont l'algèbre de Lie n'est pas 
contenue dans V vérifient V + Lie H = Lie G , d'où dim rc*(V) = dim n(G) , 
et sont également exclues, en vertu de l'inégalité T » L . 

Ainsi, H est un sous-groupe algébrique connexe non trivial de 
G , d'algèbre de Lie contenue dans V , et de degré projectif 

deg H < c14 L (L/T)dim(v/Lie H) < c'(d) h6 é (pour n = 2) . 

Enfin, la démonstration précédente s'adapte facilement au cas 
n = 1 , où on pourra choisir comme paramètres : 

L = 4d h3 , T = h^ , T| * h7 , et R , q comme plus haut. 

Remarques :(viii) Si les paramètres L et T de la construction du 
1er pas expriment des conditions géométriques évidentes sur Z , c'est 
en théorie d'Arakelov que le paramètre r\ prend une signification natu­
relle : on peut en effet définir grâce à lui des métriques sur les fibres 
ÛQ(L)<S>kv telles que le polynôme auxiliaire P s'interprète comme une 
section du fibre d'Arakelov correspondant. La référence au lemme de 
Siegel (c'est à dire au principe des tiroirs), plutôt qu'au théorème de 
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Minkowski, pour justifier l'existence d'une telle section, est standard 
en transcendence. 

(ix) Dans le 2ème pas, le fait que l puisse être de degré 
élevé sur k joue contre nous. C'est pourtant bien ce qui se produit 
(d'après les théorèmes d'irréductibité de Serre). Il est cocasse que 
l'énoncé auquel on en a permette de raffiner une partie de ces 
théorèmes... 

(x) Il n'est pas sans intérêt de noter que des énoncés 
similaires à la proposition 5 du 3ème pas (mais moins généraux) 
apparaissent également dans la démonstration "algébrique" des 
théorèmes de Faltings. Voir par exemple [MB], lemme 3.2.3 
(contrairement à [Ph], la preuve de ce lemme de zéros ne fait d'ailleurs 
pas explicitement appel à la théorie de l'intersection). 

(xi) La démarche de la démonstration ci-dessus, et de la 
réduction par passage au quotient du §2 , cas c , est inspirée de la 
preuve de la proposition 8 de [Be2] (voir [Wù] pour un analogue 
multiplicatif). Il est probable que la présentation donnée dans [P-W] de 
la méthode de Baker permette d'obtenir directement (i.e. sans hypothèse 
sur la valeur de n ) la correspondance recherchée entre E et E' , et 
même d'éviter le recours aux points de division par q dans le lemme 
de zéros. 

(xii) Des courbes aux points : La même méthode de trans­
cendance permet d'établir le résultat suivant : si des points P«j , Pn 
de E(k) , de hauteurs de Néron-Tate < TI , sont linéairement dépendants 
sur Z (on voudrait dire "isogènes entre eux dans leur ensemble"), ils 
sont nécessairement liés par une relation de dépendance linéaire à 
coefficients entiers de valeurs absolues (on voudrait dire, avec beau­
coup de guillemets,"une isogénie de degré") < c(E,n,k) T]n"1(Log Ti)°(n). 
Mais des méthodes purement algébriques - et tout aussi effectives - y 
conduisent également, sans même le terme en Log (cf. [Ma2] , [Be3] ) . Il 
serait intéressant de traduire tout ceci en termes de 1-motifs. 

Appendice 

A) Une chasse aux discriminants : dans la version affaiblie que 
nous venons d'établir du théorème de [M-W2], la dépendance de la "cons-
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tante" c(k) en la valeur absolue 6 du discriminant de k sur Q n'apparaît 
que par le biais de la constante C3 de la proposition 3, et on vérifie 
aisément que c(k) est, à un facteur explicite en d près, de la forme 
(Log 6)^ , où C = C-1 . Quitte à augmenter la constante C , on peut 
alors supprimer cette dépendance en ô . A titre de curiosité (puisqu'il 
est bien plus simple d'appliquer la remarque (i)), nous indiquons ici 
pourquoi. 

Notons tout d'abord kQ le corps de définition du modèle de 
Weierstrass de E donné dans l'énoncé du théorème, et N le degré de la 
k-isogénie dont on part. D'après l'inégalité de Hadamard (voir 
l'addendum de [Si]), le logarithme de la valeur absolue du discriminant 
de kQ sur Q est « y (les constantes implicites de ce paragraphe ne 
dépendent que du degré d ). Du corollaire 2.1.4 de [Ra] , joint au 
théorème de comparaison des hauteurs stable et modulaire de [MB], on 
déduit par ailleurs que la hauteur de l'invariant modulaire j(E') de E' 
est « y + Log N . Soient alors LQ le sous-corps de k engendré sur k0 
par j(E') , et E" une courbe elliptique définie sur LQ , isomorphe à E' 

sur la clôture algébrique k de LQ , et munie d'un modèle de Weierstrass 
de hauteur « h(j(E')) . Il est clair qu'une telle courbe existe, et que 
l'extension L de LQ engendrée par les points de 3-torsion de E et de 
E" est de degré £ 81 d sur Q . Toujours d'après [Si], elle vérifie : 
LoglDisc(L/Q)l « y + Log N . Mais il existe par hypothèse une k -
isogénie de E" vers E de degré N , et dès que E n'admet comme 
automorphismes que 1 et -1 (cas auquel on peut, sans perte de 
généralité, se ramener), un argument classique de cohomologie 
galoisienne et de rigidité impose à une telle isogénie d'être définie sur 
L . Le discriminant de L étant maintenant contrôlé, on peut appliquer 
au triplet (E, E", L) notre version affaiblie du théorème : il existe une 
L-isogénie de E" vers E de degré « (y + Log N)^' yc . Idem, donc, 
avec une k -isogénie de E' vers E , donc encore, par l'argument de la 
remarque (iv), avec une k-isogénie de E' vers E . On conclut comme 
auparavant, en choisissant N minimal. 

Noter que l'extension des scalaires obtenue par adjonction de 
points de torsion a rendu les courbes E et E" semi-stables. On aurait 
ainsi pu également contrôler le discriminant du corps de définition de 
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l'isogénie en appliquant à la variété abélienne ExE" le théorème de 
lissité de Ribet [Ri]. 

B) La constante C : Tout d'abord, un point technique. On a ici 
choisi comme échelle de mesure des espaces tangents des tores 
complexes le minimum Œ des valeurs absolues non nulles de leurs 
réseaux de périodes. Il aurait été plus rentable de prendre le covolume 
de ces réseaux (voir la preuve de la proposition 3, ii)). Cela permet, 
dans l'application du corollaire à la proposition 3 , de prendre r de 
l'ordre de /y , d'où une division de C par 2 . 

De façon plus fondamentale, on n'a fait appel, dans la formu­
lation de la proposition 3 , qu'à "la moitié" de l'information fournie par 
l'isogénie <t> , alors que l'assertion ni) de la proposition 2 s'étend 
sans modification notoire au second minimum de A' . Pour en tirer parti, 
il convient d'étendre la proposition 3 en un énoncé de type "formes 
linéaires simultanées de logarithmes de points algébriques" (au sens de 
[P-W]). 

En fait, tout porte à croire (voir [Ch], et [La], théorème 6, joint à 
la proposition 1 du présent texte) que du point de vue transcendant, la 
valeur optimale de C est 2 . La tradition folklorique veut sans doute 
que C vaille 0 (au moins dans la version affaiblie du théorème), mais 
cela paraît sans espoir du côté transcendant 

C) Hauteurs : Dans ce dernier paragraphe, les "constantes" 
dépendent de d et de 6 , et nous nous restreignons pour simplifier aux 
courbes elliptiques E'/k munies d'une k-isogénie vers E et semi-
stables (d'après le théorème de monodromie et le théorème d'Hermite, 
cette hypothèse est satisfaite sur une extension de k de degré et de 
discriminant effectivement contrôlés). Une fois le degré minimal N des 
k-isogénies entre E et E' borné, le corollaire 2.1.4 de [Ra] permet de 
majorer la valeur absolue m de la différence entre les hauteurs de 
Faltings h(E) = h(E/k) et h(E') de E et E' . On obtient : m « Log h(E) . 
Au théorème 4.4.9 de [Ra], Raynaud donne une majoration de m indépen­
dante du calcul de N , qui entraîne m « (Log B(E))2 , où B(E) désigne le 
maximum des normes des places de mauvaise réduction de E/k , mais 
est en fait beaucoup plus fine. Il serait intéressant de comparer ces 
majorations ( à l'aide de l'inégalité de Stark, ou, comme dans [La], de la 
conjecture de Szpiro). De façon plus fondamentale, peut-on déduire des 
résultats de [Ra] une majoration du degré minimal N ? 
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THÉORIE DE NEVANLINNA ET THÉORIE 
D'ARAKELOV 

Par C. Soulé* 

P. Vojta s'inspire dans [7] de l'analogie entre la théorie des hauteurs et celle de 
Nevanlinna pour proposer des conjectures très générales sur les équations diophantiennes en 
dimension arbitraire. Or on constate que l'extension en dimension supérieure de la théorie 
d'Arakelov ([1][2]) s'appuie sur les mêmes notions fondamentales que la théorie de 
Nevanlinna [5], en particulier celle de courants de Green (voir la définition au paragraphe 3.1 
ci-dessous). Le but de cet exposé est d'illustrer ce fait dans le cas de l'espace projectif. La 
théorie de Nevanlinna pour la distribution des valeurs des applications holomorphes d'un 
espace affine dans un espace projectif utilise des courants appelés "formes de Levine" [4] dont 
on montre qu'ils donnent les classes de Chern du fibre quotient universel en théorie d'Arakelov. 
Les résultats exposés ici sont repris de [5] et [2]. 

1. Forme de Leyine [4] 
Soient X = Pn l'espace projectif complexe de dimension, n, X0,...,Xn des coordonnées 

homogènes sur X, p > 1 un entier, et Y la sous-variété de X d'équation 
x0 = x] = ...= xp.]=o. 

On pose 
x = log(|X0|2 + |X1|2+...+ |Xn|2) 

et 
a = log(|X0|2 + |X1|2+...+ |Xp.1|2). 

* IHES, 35 Route de Chartres, 91440 BURES sur YVETTE 
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Si d = d + 5 est la décomposition standard de la différentielle sur X, on note d° = —— . La 
4rci 

forme a = ddcx est lisse sur X, et p = ddca est lisse sur X - Y. 

On appelle forme de Levine la forme différentielle 

(D A = (T-O) ÏaVpPlV 
v =0 
\ / sur X - Y. Si Z= n¡ Z¡ est un cycle sur X, on désigne par 5Z= n¡ 8Z le courant 

d'intégration sur Z. 

THÉORÈME 1 [4] 
La forme A est integrable sur X. Le courant associé [A] vérifie l'équation 
(2) ddc[A]= ap-5Y. 

EREUYÊ ([2],Prop. 5.1): 
L'éclaté X' de X le long de Y est la sous-variété de Pn X P1*"1 formée des couples 

<*;y>-(x0 W - V 
tels qu'il existe t € Œ avec 
(3) Xa = lYct pourtout a = 0,...,p-l . 

Notons f : X' —> X = Pn et g : X' —» Z = Pp_1 les projections évidentes. En dehors du 
diviseur Y' = f *(Y) l'application f est un isomorphisme X' - Y' —» X - Y. 

- Soit Ex (resp. 3SZ ) le faisceau inversible canonique sur X (resp. Z). On peut définir sur X' 
un morphisme 

p:f*Cx->g*£z 
de la façon suivante. Si s est une section de Lx on a 

s(x;y) = (X0,...,Xn), 
où (X¿) est soit nul, soit un système de coordonées homogènes de x. On pose 

p(s)(x;y) = (X0f...fXp.1). 

L'équation (3) montre que p(s)est une section de g*Ez. On vérifie aisément que la section p 
du fibre inversible g*Ez®f*£x a pour diviseur Y'. 
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Si on munit Jox et £z de leur métrique standard, la norme carrée de p est 

||p||2(x;y) = Jx0|2 .̂.̂ |Xp.1|2)/ÎXo|2-K ...̂ Xn|2). 

- Rappelons l'équation de Poincaré-Lelone [3]. 
Soit L un fibre holomorphe inversible sur une variété complexe X, h une métrique sur L et 
s * 0 une section méromorphe de L. Alors la fonction log h(s,s) est localement integrable sur 
X et le courant associé [log h(s,s)] vérifie l'équation 
W ddc[logh(s,s)] = ôdiv(s)-co, 
où û) = Cj(L,h) est la première forme de Chern de L associée au choix de la métrique h. 

• On a donc 
ddc log P 

2 
.cû' + ( p')P - (aa 

où a* (resp.p') est la première forme de Chern de f*JSx (resp. g*Zz ). Posons 

co' = 
p -1 

v = 0 
. о' В' лр- 1 V 

et 
A' = -(û' log||p| ,2 

On a 

-ddc[A']=ôr. cû'+ip'-a'jû)' 

= 5r.cû'+(p')P - (af 
p 

= ô r CD' - a' 
puisque P' provient de Z et dim Z = p - 1. 
Sur X' - Y' = X - Y on a A* = A, done A est integrable et le courant f JA'] coincide avec 
[A]. De plus a' = f*(a) et f.(a')P = ap. Done - ddc [A] = f.(5y,. co') - a? 

Comme Y' = Y x Z et 

z 
i-c,(Sz))k = 1 si к = p - 1 

0 sinon, 

on obtient 
f.(8y.. co') = ÔY 

d'où l'équation (2) . 
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2. Théorie de Neyanlinna [5] : 

2.1 Soit m > 1 un entier et 
f:Œm->Pn 

une application holomorphe. On s'intéresse à la question suivante : f((Em) rencontre-t-il Y ? 

Si z = (zj) G CEm on pose 
|Z|2= m 

i = 1 
N2 

et, si r > 0 est un nombre réel, 

Br = ZG CE tel que |z|<r 

et 

Sr = ,ze CE tel que |z|=r 

Soit co = ddcloglzl2. 
On fait l'hypothèse que f(0) n'est pas dans Y et que f~l(Y) est soit vide, soit de 

codimension p dans CEm. On introduit les fonctions suivantes : 

Tf(r) = 
r 

0 

dt 
t 

f*(a) CD m-k 
, k>0, 

Nf(r) = 
r 

0 

dt 
t f (Y)nBt 

CO m - p 

mf(r) = 1 f *(A)dclog|zrcû m-p 

et 
Rf(r) = 1 

2 
f (A)CÛ 

m-p + 1 

On notera que 1^ (r) ne dépend pas de Y et que Rf (r) = 0 si p = 1 (car com = 0). 

THÉORÈME 2 ("1er théorème principal") : 
Nf(r) + mf(r) = T?(r} + Rf(r) + 0(l) 

PREUVE [5] : 
D'après le Théorème 1 

d dc [A] = ccP - ÔY , 

donc 
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[^/Bddcf-(A)a>mP=T?|r)-Nf(r|. 
Jo 1 

Utilisant la formule de Stokes et l'égalité y = jd log Izl2 sur St on trouve 
r 

О 
dt 
t Bt 

ddcf Л со m - p 

1 
2 

г 

О 
dlog|z| 2 

St 
dcf (Л) со m - p 

1 
и В, 

d f (A)dlog|z| ,2 СО 
m - p 

+ 0(1) 

(car f(0)eY) 
= rn^r) -Rf(r) +0(1). 

COROLLAIRE : 
Nf(r)£TJ?(r) + Rf(r) + 0(l) 

PREUVE : La forme A est positive d'après (1), car a et p sont positives et x-a>0. 
Donc m r̂) £ 0 et le corollaire résulte du Théorème 2. 

2.2. Soient G la grassmannienne des sous-espaces projecufs Y de codimension p de P n, et 
H la mesure sur G qui est invariante par l'action du groupe unitaire U(n + 1) et de masse totale 
î(G) = 1. Posons 

tfW = 
B1 

f*(a) p - 1 
Cû 

m - p +1 

On fait l'hypothèse que, pour [i-presque tout Y, f 1(Y) est vide ou de codimension p. 

THÉORÈME 3 : Supposons que 

I V (H) Bminf tf(r)/TF(r)) = 0. 
r—> oo 

Alors, pour |i -presque tout Y, f(Œm) H Y est non vide. 

N.B. : Si D = 1 l'hvDothèse H) est toujours vérifiée. 
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EREUYE [5] : 
- Notons Nf (Y,r), mf (Y,r) et Rf (Y,r) les fonctions associées à f et Y comme dans 2.1. 

Ona 
(5) /GNf(r)d̂ i(Y) = T?(r). 

En effet les formes harmoniques sur Pn sont les formes U(n + l)-invariantes. Donc le 
courant 

/ Syd^Y) 
•'G 

est la projection harmonique de 5y, c'est à dire la forme ocp. 

- Si l'on applique (5) et le Théorème 2 on obtient 
(6) /Gmf (Y,r) du (Y) = /GRf (Y,r) d|i (Y} + 0(1). 

- Soit E l'ensemble des Y e G tels que f(Œm) fl Y soit non vide. Supposons par 
l'absurde que \iÇE) = 1 - e, e > 0. Si Y é E on a Nf (Y,r) = 0 donc, d'après (5), 

T?(r)=/ENf(Y,r)dn(Y) 

Par le corollaire il vient 

T?(r) <, / Tfr)dn(Y) +/Rf(Y,r)<m(Y) + 0(l) 

s(l-e)l?W +/oRf(Y,r)dn(Y) + 0{l) 

-(l-e)T?W +/Gmf(Y,r)dn(Y) + 0(l} 
(grâce à (6)). Mais 

/cmf(Y,r)d (̂Y)= j/sf*(/oA(Y)*in0) dclog|z|2G>M"P 

et la projection harmonique G I A (Y) d|i (Y) du courant A est nécessairement un multiple 

c(ntp)aP~l de la forme aP~^. On obtient ainsi 
/Gmf(Y,r)d̂ (Y) = c(n,p)tf(r) 

et 

T?(r)<(l-e)T?(r) + c(n,p)tf(r} + 0(l). 

Ceci contredit l'hypothèse H). 
2.3. La constante c(n,p) qui apparaît dans la preuve ci-dessus a été calculée par W. Stoll. 
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THÉORÉME 4 [6] : 

c(n,p) = 
p 

v = l 

n-p 
H = 0 

1 
U + V 

3. Théorie d'Arakelov [1] [2] : 

3.1. Soient X un schéma régulier, projectif et plat sur Z, Xp l'ensemble des points de 
codimension p deX et ZP(X) le groupe libre engendré par Xp (les cycles de codimension p 
sur X). Si Ze ZP(X), on note 6Z le courant d'intégration sur Z(Œ) C X(Œ). On appelle 

courant de Green pour Z la donnée d'un courant g réel de type (p -1, p -1) sur X((C) tel que 
d dc g = 5Z - co, 

où co est une forme C°° (de type (p,p)). 

Les équations (2) et (4) donnent des exemples de tels courants. Le groupe de Chov 
. . p 

artithmétique CH (X) est le groupe engendré par les couples (Z,g), où Z e ZP(X) et g est 
un courant de Green pour Z, soumis aux relations suivantes : 

a) (div (0, - log Ifl2) = 0 
pour toute fonction rationnelle f * 0 sur une sous-variété fermée irréductible Y c X de 
codimension p -1 courant log Ifl2 sur X(Œ) étant donné par l'intégration sur Y(Œ) contre la 
fonction integrable log Ifl2). 

b) (0, du + 5v) = 0 
pour tous les courants u et v de type (p - 2, p - 1) et (p - 1, p - 2). 

3.2. Si E est un fibre algébrique sur X, h une métrique hermitienne sur le fibre holomorphe 
sur X(Œ) associé à E, et p £ 0 un entier, on définit dans [2] une classe de Chern 

— p 
c0 (E,h) e CH (X) caractérisée par les propriétés suivantes : 

i) c0= 1 

ii) Si L est un fibre inversible, Cj (L, h) est la classe du couple (div(s), - log h(s,s)) 
pour toute section rationnelle non nulle de L (voir (4)). 

iii) Si E = Lj ©...© LR est une somme directe de fibres inversibles, une métrique sur 
L̂  1 £ i £ n, et h la somme directe orthogonale des hi? on a 

SplE.hHOpfclL* hi)), 

133 



C. SOULE 

où GP est la p-ième fonction symétrique élémentaire. 

iv) Si E (resp.L) est un fibre de rang n (resp.l) sur X et h (resp.h*) une métrique 
hermitienne sur E (resp. L) on a 

cp(E®L, h®h')= l(""1i)ci(E)clmpi. 
i =C 

v) Si f : Y -» X est un morphisme algébrique on a 
Sp(f*E,f*h}= f*3p(E,h). 

On trouvera dans [1] la définition de 
f*:CHP(X(->CHP (Y) 

et celle du produit 
CHP(X) 0CH1(X)->CHP+1 (X). 

3.3. Sur l'espace projectif X = Pn sur Z on désigne par Q le fibre canonique de rang n 
(quotient de ©£+1 par 0(1)) et h la métrique induite sur Q par la métrique standard sur (En+1 

. Soit Y C X la sous-variété d'équation 
x 0 - x i - - - x p . i - ° 

et A la forme de Levine. 

THÉORÈME 5 ([2], Thm. 5.2.) : 
La classe du couple (Y, A) dans CH \P / est la p-ième classe de Chern cp (Q, h}. 

PREUVE : Notons ôn p la différence de ces deux éléments de CHP(pn). Du Théorème 1 et 
des propriétés i) à v) de cp on déduit que l'image 8n dans le groupe de Chow usuel CHP 
et dans le groupe APP(X) des formes de type (p,p) sur X(Œ) (par l'application qui à (Z,g) 
associe & = + ddcg) est nulle. Or le groupe 

Ker(cHP(X)-»CHp(X)© APP(X)) 
s'identifie au groupe de cohomologie 

Hpl'pl(pn((E),lR)=IR 
([1] et [2] loc-cit.). Si P̂ 1 C Pn est le sous-espace défini par les équations Xp = = ... 
= Xn = 0, on constate que le morphisme de corestriction 

Hp-1-p-1(pn(<cLR)-»Hp-1-p-1(pp",(aU) 

134 



NEVANLINNA ET ARAKELOV 

est un isomorphisme envoyant ônp sur ôpl ^ j . Mais si n = p - 1 la variété Y est vide et 
a = x, donc A = 0. Par conséquent 8p_ip_i=0 et 8np =0. 

APPLICATION : Du Théorème 5 on déduit dans [2], Prop. 5.4, une nouvelle preuve du 
Théorème 4. 
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