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INTRODUCTION

On désigne par k un corps algébriquement clos et par R I’anneau de
polynémes k[X,Y, Z, T).

Dans tout ce qui suit on appelle courbe gauche (ou simplement courbe) un
sous-schéma fermé de P} de dimension 1 sans composante ponctuelle (immergée
ou non), donc localement de Cohen-Macaulay.

Cette restriction apparait comme la condition minimale pour pouvoir utili-
ser les techniques de dualité ou de liaison et pour éviter certains phénomeénes
pathologiques (cf. [jH] ou I 2.2).

A linverse, méme si l’on s’intéresse en priorité aux courbes lisses et con-
nexes, il est nécessaire d’étudier aussi ces courbes générales, d’abord parce qu’il
y a presque toujours des courbes réductibles ou non réduites méme dans les plus
belles familles de courbes (penser aux courbes planes de degré fixé), ensuite et
surtout parce que, comme nous le verrons en IV, de telles courbes plus générales,
non lissifiables, peuvent apparaitre naturellement comme courbes “minimales”
dans les classes de biliaison, méme si ces classes contiennent par ailleurs des
courbes lisses.

Dans ce travail nous avons donc pris le parti de nous intéresser a ces courbes
(au sens général), sans nous préoccuper des problémes de lissité. Ceci nous
permet de travailler en caractéristique quelconque, mais il est clair qu’il reste
un travail important “alla Bertini” a faire sur ce point.

La voie usuelle pour aborder la classification des courbes gauches consiste
a se donner un certain nombre d’invariants A1(C),...,An(C) — en général
numériques — attachés a la courbe C. On a alors a résoudre les deux problémes
fondamentaux suivants :

Probléeme A : Quelle est I'image de I’application C — A(C), i.e., quels
sont les invariants possibles ? _

Probléeme B : Décrire les fibres de cette application, i.e., la famille
Hy,,...», des courbes d’invariants donnés. Plus précisément on souhaite munir
cette famille d’une structure de schéma (qu’on dira généralement “de Hilbert”)
et on se demande alors en particulier s’il est irréductible ? lisse ? et quelle est
sa dimension ?

Historiquement les premiers invariants étudiés ont été le degré d(C) et
le genre g(C) des courbes (pour les courbes qui nous concernent, il s’agit
évidemment du genre arithmétique). On sait bien qu’il revient au méme de
considérer la caractéristique d’Euler-Poincaré x(O¢(n)) = nd+1— g du fais-
ceau des fonctions sur C, tordu par ’entier n, voire celle du faisceau d’idéaux
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Jc(n) qui définit C.

Dans ce cas la réponse au probléme A a été donnée (dans le cas des courbes
lisses et connexes) par G.Halphen en 1882 (cf. [H]), mais une preuve correcte
n’a été fournie qu’un siécle plus tard par Gruson et Peskine (cf. [GP2]).

Il reste alors le probleme B, i.e., I’étude des schémas de Hilbert Hy 4, qui
n’a regu jusqu’a présent que des réponses partielles. En particulier le schéma
de Hilbert Hyq, n’est, en général, ni irréductible (cf. cependant [Ein]), ni lisse
(cf. [M1]). Pire, si g est grand par rapport a d (disons g 3> d*/%), Hy, a une
profusion de composantes irréductibles ce qui rend vaine la recherche d’une

formule pour sa dimension. (Pour I'intérét d’une telle formule, cf. par exemple
[P], Conjecture C.)

Lorsqu’on étudie de plus preés pourquoi Hy 4 n’est pas toujours irréductible,
on se rend compte que la caractéristique d’Euler n’est pas un invariant assez
fin pour assurer cette irréductibilité et on est conduit, & la suite d’Halphen, &
chercher des invariants plus fins que le degré et le genre.

Un exemple bien connu de schéma de Hilbert réductible est le schéma
Hy 10 qui contient deux composantes H; et H, I'une formée des intersections
complétes de deux surfaces cubiques, ’autre des courbes de bidegré (6,3) sur
une quadrique. Ce qui différencie les deux composantes est ici évident : les
courbes de H (resp. Hs) vérifient h®Jc(2) = 0 (resp. h°Jc(2) = 1). L’invariant
qui sépare les deux composantes est donc la postulation de C, i.e., la collection
de tous les nombres h%J¢(n) pour n € Z.

On déduit aussitot de cet exemple en effectuant une liaison par deux sur-
faces de degré 6 que Hi7 g1 a deux composantes irréductibles sur lesquelles
h'Oc(6) = h?Jc(6) vaut respectivement 0 ou 1. Cette fois, l'invariant
qui sépare les composantes est la spécialité, i.e., la collection des nombres
h'Oc(n) = h2Jc(n), pour n € Z (on notera que la liaison échange postulation
et spécialité).

L’idée naturelle suggérée par ces exemples est donc de considérer, au lieu de
la caractéristique d’Euler du faisceau J¢(n), tout ou partie de la cohomologie
de ce faisceau, c’est-a-dire, la postulation, la spécialité et ce que nous appellerons
la fonction de Rao : pc(n) = h'Jc(n), pour n € Z (on notera que le terme
h3Jc(n) ne présente pas d’intérét). Bien entendu, comme les h'Jc(n), pour
¢ > 1 et n > 0 sont nuls, seuls un nombre fini de ces nombres sont pertinents ;
de plus, la donnée de deux des trois nombres h°, h!, h? détermine le troisiéme.

Forts de ces remarques, nous proposons d’abord, pour étudier les schémas
de Hilbert Hy g4, de considérer leur stratification naturelle par les sous-
schémas (localement fermés en vertu du Th. de semi-continuité) a cohomologie
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constante que nous définissons soigneusement au chapitre VI. Il restera ensuite,
last but not least, a recoller tous ces sous-schémas pour retrouver Hy 4, nous
donnons dans les derniers chapitres des exemples qui montrent comment on
peut aborder ce probléme, voir ci-dessous.

Le premier résultat probant dans cette direction concerne les courbes
arithmétiquement de Cohen-Macaulay (en abrégé ACM), i.e., les courbes
qui vérifient pour tout n : A!Jc(n) = 0. On peut aussi les caractériser comme
les courbes qui sont dans la classe de liaison des intersections completes ([PS]).
Dans ce cas les problémes A et B ont une solution compléte, au moins pour les
courbes intégres :

A) On connait 'image de l'application C' — h%Jc(n) lorsque C' est ACM
et intégre ([GP1]). Pour cela, Gruson et Peskine introduisent le caractére
numérique de C' (dont nous utiliserons une variante notée yc(n), cf. plus
loin), et dont la donnée est équivalente a celle de la postulation. La condition
de [GP1] est alors que ce caractére soit connexe (cf. I et V).

B) Le schéma de Hilbert H., des courbes ACM intégres de caractere -y est
alors irréductible, lisse et de dimension :

by = Zv(k)(k;2) + Y 'r(k)'y(l)(lc _i-‘_z) (1),

k>1 ki>1

et il est ouvert dans Hy , (Ellingsrud, [E]).

Pour démontrer les résultats de Gruson-Peskine et d’Ellingsrud une voie
intéressante et naturelle (qui n’est pas toujours celle qu’ont utilisé ces au-
teurs) consiste a les prouver d’abord pour les intersections complétes (c’est
facile), puis a raisonner par récurrence en utilisant la liaison, ou plutét la bili-
aison (ou liaison paire), qui conserve postulation et spécialité. Nous utiliserons
systématiquement cette technique dans la suite.

Aprés ces travaux, l’objectif était de passer au cas général ot les h1Jc(n)
sont non tous nuls. Bien entendu, pour espérer une formule de dimension ana-
logue a celle d’Ellingsrud, il faut pratiquement que le schéma H., , des courbes a
cohomologie fixée soit irréductible. Malheureusement il n’en est rien en général
(cf. [BB] ou VI 4) et les invariants de nature purement numériques envisagés ci-
dessus vont s’avérer insuffisants pour séparer les composantes de Hy 4, ruinant
ainsi le vieil espoir d’Halphen.

En fait, I'invariant pertinent dans la situation actuelle n’est pas seulement
numérique, mais algébrique, c’est le module : M¢ = @,z H' Jc(n) . 1l s’agit
d’un R-module gradué de longueur finie, introduit par Hartshorne ([rH1]), et
étudié par Rao ([R]), dont la propriété majeure est de caractériser les classes
de liaison (& décalage de la graduation prés pour la liaison paire, a décalage et
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dualité pres pour la liaison impaire). Nous le nommerons simplement module
de Rao de la courbe C. On associe & un tel module M sa fonction (de Rao)
p(n) = dimy M,.

Si, comme les auteurs de ces lignes en sont convaincus, la liaison, ou plutét
la biliaison, est appelée a jouer un grand réle dans la classification, il est tout
a fait naturel d’utiliser ce module.

L’intérét de l'introduction de cet invariant M non discret est de scinder en
deux étapes les problémes A et B pour les invariants v et p. La premiére étape
concerne les modules.

Probléme A : Quelles sont les fonctions p qui correspondent & un module
M ? Ici, la réponse est évidente : toutes. Il suffit de prendre comme module
une somme directe de k-espaces vectoriels des bonnes dimensions et d’y faire
agir R trivialement (module “de Buchsbaum”).

- Probleme B : Pour p fixé, étudier la famille E, des modules de fonction
p (attention, cette famille n’est pas en général un schéma, ce n’en est un que
si 'on rigidifie M en en fixant une base, cf. VI) et de se poser les questions
habituelles : irréductibilité, lissité, dimension.

La deuxiéme étape (dite intermédiaire) va des modules aux courbes :

Probléme A : La fonction p et un module M de fonction p étant fixés, on
cherche quels sont les caractéres de postulation v qui conviennent, c’est-a-dire
qui correspondent a des courbes de module M.

Probléme B : On a, au moins ensemblistement, une fleche naturelle & :
H, , — E, qui associe a une courbe C son module de Rao M(¢, et pour étudier
H, , il reste a décrire la fleche ® et en particulier a se poser les questions usuelles
(irréductibilité, lissité, dimension) sur @ et sur la fibre H, ar de ® en M.

L’étape “modules” semble délicate, -en particulier parce que la famille E,
n’est pas irréductible en général (c’est ainsi que 'on s’apergoit que H., , n’est
pas toujours irréductible, cf. [BB] ou VI 4).

L’objet du présent travail, une fois reconnue cette difficulté incontournable,
va étre ’étude de 1’étape intermédiaire. Autrement dit, nous allons résoudre
les problémes A et B lorsque les invariants choisis sont le module de Rao M¢
et le caractere de postulation v¢.

Disons d’abord un mot des objets utilisés.

a) Le caractere de postulation.
Pour une fonction f:Z — Z on définit la différence premiére 9f par :
0f(n) = f(n) — f(n — 1) et de méme les différences successives.
Alors, si C est une courbe on définit son caractére de postulation y¢ par
la formule :
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ve(n) = 8*(h°Jo(n) — h°Op(n))
= 0K T (n) — (8)

(ou () =0 pour n <0 et 1 pour n > 0).
On a les propriétés suivantes :
1) y¢ est nul presque partout.

2)
Y 1c(n)=0

n€zZ

3) y¢ détermine la postulation de C' :

e = ("37)+ 5 ("7 )re

kEZ

4) y¢ détermine le degré et le genre de C (cf. I).

5) Si C est ACM et si sp = inf{n € Z | h°Jc(n) # 0}, la donnée de v¢
est équivalente a celle du caractére numérique ng,ng,...,ns—; de [GP1] par
les formules :

0 sin<0;
7c(n)= -1 SiOSn<$o;
[{ilni = n}| sin > so.

L’intérét de ¢, par rapport au caractére numérique de [GP1], est qu'il
conserve tout son sens pour les courbes qui ne sont plus ACM. La différence
essentielle est alors que pour n > s on peut avoir y¢(n) < 0 (par exemple si
C est la réunion disjointe de deux droites, on a y¢(0) = y¢(1) = —1,7¢(2) =
3,7¢(3) = —1 et les autres termes sont nuls). Cela revient a tolérer des n; (au
sens de [GP1]) intervenant avec des multiplicités négatives.

Les auteurs espérent convaincre dans ce travail que ce caractére et ses
variantes (dont le caractere de spécialité oc, cf. I) sont les mieux adaptés a la
généralisation voulue, notamment au niveau des calculs.

b) Les résolutions.

On utilise ensuite pour décrire une courbe C deux résolutions canoniques
de son faisceau d’idéaux Jc.

a) Une résolution dite de type E :
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Elle est obtenue a partir d’une résolution graduée minimale de 1'idéal saturé
Ic de C dans R et est de la forme :

00 E-F—-Jc—-0

ou F est un fibré dissocié (i.e. une somme directe de Op-modules in-
versibles), et £ un fibré conoyau d’un morphisme injectif de fibrés dissociés.
b) Une résolution dite de type N :

0—>'P—>N—-+JC—>0

ol P est un fibré dissocié et N un fibré noyau d’un morphisme surjectif de
fibrés dissociés (cf. [LR] ou II ci-apres).

On remarque qu’une résolution de type E (resp. N) détermine la postula-
tion de C (resp. sa spécialité) et que ces types de résolution sont échangés par
une liaison (ou plus généralement par une suite d’un nombre impair de liaisons),
mais conservés par liaison paire.

Nous définissons a ce sujet une opération de biliaison élémentaire de type
(s, h), analogue a celle de [LR] (cf. III) : c’est une suite de deux liaisons par
des surfaces @, S (resp. @,S’ ) avec deg @ = s, deg S' —deg S = h. Si C' est
obtenue a partir de C' par une telle biliaison on a J¢1/q ~ Jc/(—h) ou J¢yq
désigne le faisceau d’idéaux de C dans Q . La liaison est dite ascendante (resp.
descendante) si on a h > 0 (resp. h < 0). On contréle alors complétement la
variation des invariants de C' dans une telle biliaison (cf. III). Par exemple on

a: Mc = Mc(—h) (i.e.VYn Mg n = Mcpn—n ). On a aussi :

=i ()4 (5)-()-C )

De méme il est facile de déterminer les résolutions de type E ou N de J¢r
a partir de celles de J¢ .

La philosophie de notre travail, s’agissant de ces questions de liaison, est
de décrire la classe de biliaison associée a un module M (non nul) au moyen des
biliaisons élémentaires, (si possible toutes ascendantes ou toutes descendantes),
de fagon & pouvoir raisonner par récurrence, par exemple pour calculer les
caractéres de postulation, voire les dimensions des schémas de Hilbert, cf. VII
et les exemples des chapitres IX, X et XI.

Pour cela, reprenant au départ le probléme traité par Rao, nous construi-
sons une courbe minimale C de la classe, i.e., telle que les modules de Rao

des courbes C' de la classe sont des modules décalés a droite par rapport a Mc:
Mcr = Mc(—h) avec h > 0.
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Ces courbes, dont l'existence est claire (cf. [Mi]) n’étaient bien connues
jusqu’ici que dans des cas particuliers : soit avec la condition e + 3 < s¢ (cf.
[LR]) ou pour les courbes de Buchsbaum (cf. [BM1], [BM2], [BM3)).

Dans ce travail, nous construisons explicitement (c’est-a-dire en four-
nissant un algorithme de calcul) la courbe minimale (unique & déformation
prés) associée & un module M dont on connait une résolution minimale. Pour
ce faire, nous partons de la remarque, déja faite par Rao, que les fibrés £ et N
qui interviennent dans les deux résolutions de J¢ sont liés au module de Rao.
Précisément, si on une résolution libre graduée minimale (*) de ce module :

(*) 0—-)L4&>L3 &LzﬂbLl LLO&'M_’O,

si on pose Ey = Keroy, Ny = Imo; et si & et Ny sont les les faisceaux associés
aux modules Eg et Ng,ona & =E @ L et N = No®L' ou1 £ et L' sont dissociés
et ou leurs rangs augmentent en général dans une biliaison ascendante.

On va donc chercher une courbe minimale comme une courbe pour laquelle
€ et N sont minimaux, i.e., £ = & et N = N a un décalage pres (attention,
ces conditions ne suffisent pas a assurer que la courbe est minimale).

On construit la courbe minimale associée & un R-module M gradué de
longueur finie, non nul, muni d’une résolution (*) comme ci-dessus, en fabri-
quant un facteur direct P de £, ( faisceau associé au module L, ), de rang égal
au rang de N diminué de 1, tel que le conoyau de la restriction & P de la fleche
G2 associée a 0 soit sans torsion, et de degré maximum pour ces conditions.
Ce conoyau est alors de rang 1 et c’est, & décalage prés, I'idéal de la courbe
cherchée.

Plus précisément, si on pose :

‘C2 = @ OP(_k)b(k)?
k€Z

on définit par récurrence, en termes de certaines restrictions de la fleche &, ,
une fonction ¢ de Z dans N , avec g(n) < lz(n) (cf. IV). On a alors le théoréme
(cf. IV41letd3):

Théoréme 1. Soit M un R-module gradué de longueur finie non nul
muni d’une résolution de la forme (). Avec les notations précédentes, il existe
une courbe C', unique & déformation prés (i cohomologie et module de Rao
constants) dont le faisceau d’idéaux (décalé) admet les résolutions suivantes :

0-& —>F—-Jc(h)—0

0—P — Ny — Jc(h) =0



M. MARTIN-DESCHAMPS, D. PERRIN

avec

P =P Op(—k)*®

kEZ

F = @ Op(—k)M)=a(k)
keZ

et h =deg Ny —deg P . On a donc L3 =P @ F. Ces résolutions déterminent
entiérement la cohomologie de J¢c et notamment d,g,v¢c. On a Mc = M(—h)
de sorte que C est bien dans la classe de biliaison associée & M.

La fonction ¢ est explicitement calculable en termes de rangs de certaines
matrices extraites de 02. Un algorithme pour ce calcul est explicité en IV 6.
I est illustré par plusieurs exemples (modules associés a une suite réguliére,
modules de Buchsbaum, modules de dimensions 1,2,1 en degrés 0,1,2).

Le théoréme suivant montre qu’on a bien trouvé une courbe minimale as-
sociée a M et précise la structure de la classe de biliaison (cf. IV 5.1) :

Théoréme 2.  Avec les notations du Th.1 ( en particulier la courbe C qui y
est définie), si C' est une courbe de la classe de biliaison définie par M, il existe
une suite de courbes Cy = C,C},---,C, telles que C; est obtenue a partir de
Ci_1 par une biliaison élémentaire ascendante et C' a partir de C,, par une
déformation a cohomologie et module de Rao constants. En particulier, on a
Mc: = Mc(—h) avec h > 0, d(C) < d(C') , g(C) < g(C') de sorte que C est
une courbe minimale de la classe aux trois sens du module de Rao, du degré et
du genre, cf. [LR]. '

Ce résultat (sans la construction explicite de la courbe minimale) a été
obtenu indépendamment par Ballico, Bolondi et Migliore ([BBM]).

Le probléme A pour le couple d’invariants (M, v) est alors aisément résolu.
On sait, d’aprés Rao ou le théoréme 1 ci-dessus que tout module de longueur
finie M est, a décalage pres, le module de Rao d’une courbe, le théoréme 1
précisant de plus la courbe minimale. Pour résoudre entiérement le probléme
A pour le couple (M, 7), il reste & préciser quels décalages et quels caractéres
correspondent & un module donné. La réponse est donnée par le théoréme 2
qu’on traduit en introduisant une relation d’ordre sur les caracteres, yor > ¢
qui exprime simplement le fait que C' s’obtient & partir de C par une suite de
biliaisons élémentaires ascendantes (cf. V). Cette relation compare essentielle-

ment le caractére y¢r au caractére y¢ décalé d’un certain entier . On a ainsi
(cf. V 2.5):

Théoréme 3. Soit M un R-module gradué de longueur finie, non nul. Soit
C la courbe minimale associée & M et « son caractére.

10
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1) Si C' est une courbe de la classe de biliaison définie par M on a y¢r 2 .
2) Réciproquement, si v' est un caractére admissible (cf. V) qui majore ~y il
existe une courbe C' de la classe de M telle que v' = ~y¢r.

Le probléme A est alors entiérement résolu par la procédure suivante :
Soit M un module gradué de longueur finie, non nul. On calcule une résolution
libre minimale de M. On détermine la courbe minimale C associée & ce module
par le théoréme 1. On calcule en particulier le caractére ¢ et le décalage h du
module de Rao M¢ par rapport & M. Ensuite, si C' est une courbe de la classe,
on sait que son caractére majore y¢ et on en déduit quels sont les caractéres
possibles. Enfin, il faut encore noter que, pour v’ fixé, il y a en général plusieurs
décalages possibles h tels qu’il existe une courbe C' avec M¢cr = Mc(—h) et
~v' = 7q¢r , les h convenables étant ceux qui interviennent dans la relation d’ordre

v 2 7e.

La deuxieme partie de notre travail (Chapitres VI a XI) est consacrée
toute entiére & 1’étude des schémas de Hilbert et en particulier 4 la résolution
du probléme B pour les invariants v et M.

Nous commengons par définir la stratification du schéma de Hilbert Hy ,
des courbes de degré d et genre g par les sous-schémas H, , a cohomologie
constante (cf. VI 3). Les idées sous-jacentes a cette construction (platitude
et commutation au changement de base) sont clairement dues a Grothendieck,
mais faute d’une référence disponible sur leur application au schéma de Hilbert,
nous définissons ici soigneusement (i.e., pas seulement de maniére ensembliste)
les sous-schémas en question . De fagon précise, si v et p sont un caractére
de postulation et une fonction de Rao, un point de H, , & valeurs dans un
schéma Y est une courbe Cy de P3 x Y, plate sur Y et telle que, si = désigne
la projection de P3 x Y sur Y, les faisceaux Rim,Jc, (n) pour i = 0,1,2 et n
quelconque soient localement libres, de rangs donnés par v et p et commutent
au changement de base (cf. VI). En particulier, les points rationnels de H, ,
correspondent & des courbes & cohomologie constante donnée par v et p. De la
méme maniere, nous définissons les schémas H., et H, des courbes a postulation
et a spécialité constante.

Nous définissons ensuite en VI 4 le “schéma” des modules de Rao.
Précisément, soit p une fonction de Z dans Z a support fini, V;, un k-espace
vectoriel de dimension p(n) et V, la somme directe des V;. Le foncteur E,
(resp. E,) associe & un schéma Y ’ensemble des structures de R ® Oy-module
gradué sur V, ® Oy (resp. des classes d’isomorphisme de structures de R® Oy-
module gradué M = @pezMy, ot M, est un Oy-module localement libre de

1
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rang p(n)). Le groupe G = I GL(V,,) opere sur E,, et E, est égal au quotient
de Ep par cette opération. On montre facilement que E,, est représentable par
un schéma affine (défini par des équations quadratiques dans un espace affine).
En revanche, E, n’est pas représentable en général, méme dans des cas tres
simples, cf. VI 4.3. En effet, les stabilisateurs des points M de E’P (c’est-a-dire
des modules gradués) sont les groupes AutM qui ne sont pas triviaux en général,
ni méme constants. Le foncteur E, n’est donc pas en général un faisceau, méme
pour la topologie de Zariski, donc a fortiori pas un schéma.

Cette situation va nous contraindre & un petit détour (cf. aussi [BB]). Le
morphisme qui nous intéresse, celui de “I’étape intermédiaire”, est le morphisme
de foncteurs @ : H, , — E, qui associe a une courbe son module de Rao. Pour
étudier ce morphisme et sa “fibre” H. a, on va passer par le schéma H ~,p dont
les points rationnels C' sont les mémes que ceux de H, ,, mais avec une donnée
supplémentaire : un isomorphisme (de k- -espaces vectonels) du module de Rao
Mc sur V,. On a alors une fleche de schémas ®:H 4,0 — E, quireléve ® et on a
ainsi rigidifié la situation en tuant les automorphismes de M. Soit H v,M la fibre
en M de cette fleche. Le schéma H., »s des courbes a cohomologie et module de
Rao constants est alors le quotient de H ~,M sous l'action de AutM. On montre

(VI 4) que c’est un sous-schéma de H, , et que la projection I:T,,, M — H, pest
lisse, ce qui atteste que le détour effectué est essentiellement innocent.

Le théoréme suivant et son corollaire (cf. VII) résolvent alors la premiére
partie du probléme B :

Théoréme 4. La fleche @ est irréductible et lisse.
Corollaire 5. Le schéma H., p est irréductible et lisse.

La démonstration du théoréme 4 se fait par relévement infinitésimal, a la
maniére d’Ellingsrud [E], mais avec des difficultés techniques supplémentaires
diies au fait que les courbes considérées ne sont plus ACM. Le point clé de la
preuve est un lemme de relévement & un anneau artinien des résolutions de
types E ou N d’une courbe sur un corps.

Bien entendu ce théoreme ramene le probléme de la lissité et de irréducti-
bilité du schéma H., , au méme probléme sur E,,, d’ou 'intérét de ’étude du
schéma des modules, cf. ci-dessous probleme 1.

Nous étudions aussi dans le chapitre VII Deffet sur les schémas H., , des
opérations de liaison et de biliaison. Dans les deux cas nous montrons que les’
schémas H., , et H., , correspondant & des courbes échangées par liaison (resp.
biliaison) sont dominés par un méme schéma D (de drapeaux au sens de Kleppe
[K]), avec les deux projections irréductibles et lisses. En particulier ceci permet
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de conclure a l'irréductibilité, a la lissité de H., , partant de celle de H, , et
de calculer aisément les dimensions de ces schémas 1’une en fonction de ’autre.

Ces résultats sont essentiellement inspirés par les travaux de Kleppe [K]
qui en donne une version pour les schémas de Hilbert Hy ;. Bien entendu, dans
ce cas, comme la cohomologie n’est pas constante, les projections ne sont pas en
général lisses, ni méme plates car les fibres ne sont pas de dimension constante.

Pour finir de résoudre le probléme B, il reswe & calculer la dimension
de H, p. Comme ce schéma est irréductible et lisse, il suffit de calculer la
dimension de son espace tangent T, » en un point. Nous déterminons plus
généralement au chapitre VIII les espaces tangents aux schémas H.,, H,, H, ,
et H, pr. On sait que I'espace tangent Ty ;, & Hy 4 en C est égal a Exté,P (Je,Je)
c’est-a-dire a ’espace des extensions de J¢ par lui-méme. Une premiére descrip-
tion, évidente, des espaces tangents aux schémas de la stratification (qui sont
des sous-espaces de Ty ; notés T,,...) consiste a traduire en termes d’extensions
les conditions sur les faisceaux R'm,Jc(n).

Nous donnons aussi d’autres caractérisations de ces espaces tangents a
I’aide des résolutions de type E ou N. Par exemple la suite exacte :

0—-E&E->F—-Jc—0

induit un morphisme 7 : Extg,(Jc,Jc) — Exty, (F,Jc) et D'espace tan-
gent en C' a H, (schéma des courbes & postulation constante) n’est autre que
le noyau de 7. On peut encore le décrire comme ’espace des extensions de
R-modules : Exth(IC,IC)O. Nous donnons de méme des caractérisations des
espaces tangents a H,, H, ,, H, p en termes d’extensions qu’il serait fasti-
dieux d’énumérer ici. Nous renvoyons le lecteur au Chapitre VIII pour toutes
précisions.

Nous sommes maintenant en mesure de venir & bout des calculs de dimen-
sions (cf. IX). En particulier nous obtenons pour H. js le théoréme suivant qui
donne la réponse au probléme B pour vy et M :

Théoréme 6.  Soit y un caractére et M un module gradué de longueur finie.
On pose p(n) = dim M,.

Le schéma de Hilbert H. p; (supposé non vide) des courbes C telles que y¢ = vy
et Mg = M est irréductible, lisse et de dimension 6., + €, , —hp ot hps désigne
la dimension de I’espace vectoriel des endomorphismes de degré 0 de M et ou
Pon a posé :

= 2@ (“ 57+ 5 At (F71) e,

k>1 ki>1

13
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€vip = Z p(n)oy(n +4).

n>0

Nous obtenons en outre les dimensions des autres espaces ta.ngents cf.
IX. Par exemple, si on désigne par h la fleche naturelle de Ext!(€,£) dans
Ext!(&, F) associée & une résolution de type E de C, on a les formules suivantes:

Corollaire 7.

1) dim T, , = dim T, p + dim Exth(M, M)°.
2) dim T, = dim T, p + dim Kerh.

3) dim Ty 4 = dim T, + dim Im~.

Le reste de notre travail est consacré a 1’étude détaillée d’un certain nombre
d’exemples : courbes de degré 8 et genre 5 au chapitre IX, courbes de la classe
de liaison de deux droites disjointes au chapitre X, courbes de degré 14 et de
genre 24 au chapitre XI. Cette étude a plusieurs objectifs :

1) Montrer comment on peut effectivement calculer avec les invariants in-
troduits : les modules M et les nombres hp et dim Exth(M, M)° qui leur sont
associés, ou encore les caractéres v, o, p et les fonctions 64, €,,,,... qui peu-
vent a priori sembler compliqués. Ceci est fait a la fin du chapitre IX ou nous
proposons des techniques de calcul qui utilisent les résolutions, la liaison, la
biliaison, ainsi qu’une formule de nature purement combinatoire (formule “des
pas”) qui permet de se ramener pour le calcul de 6, au cas des courbes ACM.

2) Montrer comment la connaissance des schémas H, v, H,,, Hy, Ho,
permet d’approcher le schéma de Hilbert Hy 4, conformément au plan initial
prévu et fournir quelques idées pour une étude ultérieure. Nous montrons en
particulier comment on.peut souvent comprendre et dédramatiser certaines sin-
gularités de Hyq 4. Vu le théoréme 4 ci-dessus, cette étude suppose, en fait, que
I'on connaisse le schéma des modules E, (ou plutét E,,). Dans le cas de la
classe de deux droites ce schéma est réduit a un point. Dans les autres cas, cf.
par exemple au chapitre XI, nous faisons a la main les calculs qui nous sont
nécessaires. Il est clair qu’une étude plus approfondie s’impose, voir plus loin.

La philosophie qui tend a se dégager de ces exemples est la suivante. On a
vu que le schéma H +,p €st lisse sur E Dans les cas étudiés, les schémas E étant
tres simples, on montre que les schemas H, , sont en fait lisses et 1rreduct1bles
Les schémas H, et H, sont stratifiés par les H, , et le théoréme de semi-
continuité explique comment se font les diverses spécialisations et générisations
possibles. Ces schémas, H, et H,, dans les exemples étudiés, sont lisses aux
points génériques des strates H, ,. Le schéma Hy , enfin est stratifié par les
précédents et cette stratification permet le plus souvent d’en décrire les com-
posantes irréductibles, liées aux strates, et d’en comprendre certaines singu-
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larités (notamment celles qui apparaissent & l'intersection des adhérences de
strates, cf. X). La seule exception notable, rétive a une explication complete,
est la composante non réduite de Hy4 24, cf. XI. Les dimensions des schémas
se calculent facilement grace aux calculs effectués en IX et aux techniques de
liaison. Concernant les singularités et les générisations, il est manifeste sur
tous les exemples et notamment ceux du chapitre X qu’elles sont étroitement
liées a l’existence de termes répétés dans les résolutions minimales. A cet égard
les lemmes de “générisation simplifiante” (X 4.1, 4.2, 4.3) ont une importance
capitale et sont sans doute susceptibles de vastes généralisations.

Problémes et perspectives.

On peut considérer que les résultats ci-dessus (théorémes 3 et 4) résolvent
entierement les problémes A et B pour “I’étape intermédiaire” (c’est-a-dire
I’étude du morphisme @ : H, , — E,) de la classification des courbes. Pour
avoir une classification vraiment satisfaisante il reste a étudier de maniere plus
approfondie les étapes extrémes et a résoudre les problémes de lissité :

1) Etude de Ep et E,:

Elle nous parait étre la tache la plus urgente dans la perspective de la
classification des courbes gauches, 'objectif étant de passer des invariants v et
M aux invariants v et p.

Les questions essentielles a cet égard nous semblent étre les suivantes
(comme on le constatera elles ne sont pas indépendantes) :

a) Etudier le probleme de la représentabilité de E,. Sur quels sous-schémas
de Ep le quotient existe-t-il?

b) Quand E'p est-il irréductible ? lisse ? est-il toujours génériquement lisse,
i.e. réduit? Préciser les composantes irréductibles et les ouverts de lissité.

Quelle est la dimension de E’p, de E, ? Comparer avec celle de I’espace
tangent Extp(M, M)° ?

c) Pour p fixée, décrire les modules M en commengant par les génériques.
Donner les générateurs et les relations et plus précisément les résolutions.
L’idéal en ce domaine serait de disposer d’un algorithme explicite que 'on
puisse soumettre au besoin a un traitement informatique.

Ces problémes devraient pouvoir se traiter, comme ceux des schémas de
Hilbert, en stratifiant le schéma E,,.

Cette étude, jointe a nos résultats permettrait sans doute de résoudre les
problemes A et B pour les invariants v et p i.e., pour toute la cohomologie.
Pour le probléme B c’est a peu preés clair vu la lissité de ®. Pour le probléme
A, il faudrait pour cela disposer en plus de théorémes de finitude explicites,
permettant d’affirmer que pour un degré d et un genre g fixés la “taille” du
module de Rao est bornée en fonction de d et g. Cela doit pouvoir se faire avec
les techniques de IV 6.

15



M. MARTIN-DESCHAMPS, D. PERRIN

2) Passage des H, , aux Hy,.

Il s’agit ici de recoller les sous-schémas H., , pour reconstituer Hq,. Les
exemples que nous étudions ici montrent que cela est possible (mais compliqué,
méme en petit degré) et qu’une voie essentielle pour cela est sans doute 1’étude
différentielle de ces schémas. L’examen des résolutions et de leurs répétitions
jouera aussi manifestement un grand réle dans ce cadre et un objectif important
est I’extension des lemmes de générisation simplifiante du chapitre X. On peut
interpréter ces lemmes comme des propriétés de lissité de certains schémas de
fleches et ils sont directement liés au probléme de savoir si la courbe générique
d’un schéma H, , est un point lisse des schémas H., et H, qui la contiennent,
ce qui est le cas dans les exemples étudiés. Si tel était encore le cas en général,
cela signifierait que les schémas H, ,, H, et H, sont génériquement lisses (au
moins si tel est le cas pour Ep). Les singularités vraiment méchantes seraient
alors limitées au niveau du schéma total Hy , comme dans le cas de Hyy 24.

3) Problémes de lissité des courbes. Nous avons délibérément écarté
ces problémes dans ce travail. Il n’empéche qu’ils se posent et qu’il faudra
sans doute des techniques nouvelles pour les aborder, mais la construction des
courbes minimales que nous donnons ici est au moins un point de départ.

Applications.

Il est clair que tout progrés dans un probléme de classification comme celui-
ci doit apporter, a plus ou moins long terme, son lot d’applications. Nous avons
en particulier en projet les suivantes :

a) Majoration des dimensions des schémas de Hilbert a l’aide du
théoréme 6 ci-dessus (cf. conjecture C de [P]).

b)Construction de courbes “générales”.

De nombreux géomeétres recherchent depuis longtemps (comme d’autres
poursuivent des baleines blanches) des courbes “générales”, vaguement mythi-
ques qui seraient, dans chaque schéma de Hilbert, plus belles que les autres.

Une tentative en ce sens a été la quéte, trés active ces derniéres années,
des courbes de rang maximum. A dire vrai, il nous semble que tout autant que
celles-ci, les courbes de corang maximum (i.e. telles que H'Jc(n) et H'O¢(n)
ne soient pas simultanément non nuls) méritent P’attention. Plus généralement,
I’une des idées-force qui nous est apparue dans ce travail et dont nous aime-
rions convaincre le lecteur est que 'on doit mener de front les études duales
de la postulation et de la spécialité (donc les problemes de rang et de corang
maximum) ou encore des résolutions de type E et N, sans privilégier I'un des
points de vue a priori.

A la vérité, les courbes les plus belles sont sans doute les courbes qui sont
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a la fois de rang et de corang maximum (on dit encore que leur ’idéal J¢ a une
cohomologie semi-naturelle). Ces courbes sont, en tous cas, ensemblistement
générales en vertu du théoréme de semi-continuité et I’hypothése assure que
les espaces tangents a H,, , et Hy , sont les mémes, ce qui signifie qu’elles sont
aussi schématiquement générales et qu’elles sont des points lisses du schéma
de Hilbert, pourvu que les modules de Rao correspondants soient des points
non singuliers de E,. Cependant, nous montrerons, dans un prochain travail,
que cela n’est pas toujours vrai donc que ces courbes peuvent étre des points
singuliers du schéma de Hilbert, ce qui contredit une conjecture de Walter
(raffinant celle, déja infirmée, de Sernesi). La encore, comme au Chapitre X,
les singularités du schéma de Hilbert se révéleront liées aux résolutions plus
qu’a la cohomologie.
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O RAPPELS ET NOTATIONS

Dans tout ce travail, nous travaillons sur un corps k algébriquement clos.
On désigne par Ens (resp. Sch/k) la catégorie des ensembles (resp. des k-
schémas), par R ’anneau de polynémes k[X,Y, Z, T], par mI'idéal (X,Y, Z,T).

1. Modules.

On désigne par A un anneau, par S I'anneau de polynémes A[X,Y, Z, T
gradué de la maniére usuelle, par J lidéal (X,Y,Z,T), de sorte que 'on a
S/J ~ A. Pour tout S-module M (resp. tout S-homomorphisme u), on note
M (resp. ) la réduction modulo J de M (resp. u).

Pour tout couple de S-modules M, N, on note Homg(M, N) (ou plus sim-
plement Hom(M, N)) ’ensemble des S-homomorphismes de M dans N. Si M
et N sont des S-modules gradués, on note Homg(M, N)? (ou plus simplement
Hom(M, N)?) I’ensemble des S-homomorphismes homogenes de degré d de M
dans N, Ext’(.,.)? les foncteurs dérivés du bifoncteur Homg(.,.)?; sauf men-
tion explicite du contraire, tous les homomorphismes de S-modules gradués
sont supposés homogenes de degré 0.

Si M = @, cz Mn est un S-module gradué, on note M(p) le module gradué
décalé défini par : M(p)n = Mp4p.

Lemme 1.1. (Nakayama gradué). Soit M un S-module gradué de type fini.
Alors, M = 0 implique M = 0.

Démonstration. Si M n’est pas nul, on prend un générateur homogene z de
degré minimal dans M, il est nul dans M, donc s’écrit comme combinaison
linéaire finie des générateurs de M, a coefficients dans J, ce qui est absurde
pour une raison de degré.

Corollaire 1.2. Soit f : M — N un homomorphisme (homogéne de degré
zéro) entre deux S-modules gradués de type fini . Si f est surjectif, il en est de
méme de f .

Démonstration. On applique le lemme 1 & Coker f.

Corollaire 1.3. On suppose A local noethérien. Un S-module gradué M plat
et de type fini est libre, i.e. une somme directe finie de S(—n;). En particulier,
tout facteur direct d’'un S-module gradué libre de type fini est libre.

Démonstration. Comme M est plat sur S, M est plat sur A donc libre. Si les
éléments homogenes z,...,z, de degrés d; engendrent M, on peut supposer
que leurs images %i,...,T, avec r < n forment une base de M. On considére
alors ’homomorphisme f : L = @:_, S(—di;) — M défini par les z;, il est
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surjectif car f l'est (cf.1.2). D’autre part, comme M est plat sur S, la suite
0 - K —- L—M — 0 reste exacte apres réduction modulo J et comme f est
aussi injectif, il en résulte que f est injectif.

Dans la suite de ce paragraphe, nous nous limiterons au cas ou A = k,

donc S = R.

Définitions 1.4. Une présentation graduée minimale de M (resp. un
homomorphisme gradué minimal) est un homomorphisme de R-modules
gradués :

¢ : L =@, R(—d;) = M tel que B soit bijectif (resp. injectif). Il revient
au méme de dire que les images z1,...,z, des générateurs du R-module libre
L forment un systéme minimal (resp. une partie d’un systéme minimal) de
générateurs de M.

Une résolution graduée minimale de M est une suite exacte de R-modules
libres gradués :

0—L, 250y 1 — — L 25 LS5 M —0,

telle que @, soit bijectif et ; soit nul pour tout ¢ > 0. II revient au méme
de dire que pour tout i > 0, ¢p; définit une présentation graduée minimale de
Kerp;—_;.

Lemme 1.5. Soient ¢ : L = @_, R(—d;) = M un homomorphisme gradué
minimal et ¢’ : F = @;=1 R(—d;) - M un homomorphisme gradué surjectif.
Alors il existe un homomorphisme gradué 6 : L — F injectif tel que ¢ = ¢'0 et

un R-module libre gradué L' tel que F~ L@ L'.

Démonstration. L’existence de 8 est immédiate. Il est défini par une matrice
a coefficients homogeénes, dont tous les mineurs sont aussi homogenes. Puisque
P est injectif, 8 ’est aussi, donc un s—r-mineur de la matrice est non nul modulo
m, donc est inversible dans R. On en déduit que 6 admet une rétraction.

Lemme 1.6. Une résolution graduée minimale d’'un R-module gradué s’identi-
fie & un facteur direct de n’importe quelle autre résolution libre graduée, en
particulier une telle résolution est unique a isomorphisme preés.

Démonstration. Elle est analogue & celle de 1.5.

1.7. Soit M = @ M, un R-module gradué. Le k-espace vectoriel dual
nez

M?* = Homy(M, k) = @) Homi(M_n, k) = PH(M*)a
n€zZ nez

gradué par les (M*),, est muni d’une structure de R-module par a.f(z) = f(az)
poura € R, fe M*, z e M.
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Remarques 1.8.
a) Ne pas confondre M* et MV = Hompg(M, R).
b) Si M est de longueur finie sur R, il en est de méme de M*.

Exemples 1.9.

a) Si M = R, (R*), = Homi(R_n, k) est non nul pour n < 0, nul pour
n > 0.

b) Si M = R(d), on a (M*), = Homy(R4—pn,k) = (R*)n-4, donc on a
R(d)* = R*(—d).

Proposition 1.10. Soient M et L deux R-modules gradués. Si L est libre de
type fini, on a un isomorphisme de k-espaces vectoriels, fonctoriel en M :

Hompg(M, L*)° ~ (Hompg(LY, M)°)*.

Démonstration. Démontrons le d’abord dans le cas L = R. On a alors
Homp(LY,M)® = M,. Puisque (R*)o = k, on a une fleche évidente Ao :
Hompg(M,R*)° — Homy(My,k), qui & un homomorphisme associe sa res-
triction & M,. La fleche en sens inverse se construit grace & la structure
de R-module de M : pour tout n € N, on a une application bilinéaire
pn : R_n X M, — M. Soit alors fo € Homy(My,k) ; pour tout n, on
définit f, : M, — (R*), = Homy(R_n,k) par fa(z).a = fo(pn(a,z)). On
vérifie aisément qu’on obtient bien ainsi un élément de Homp(M, R*)° et que
ces deux applications sont réciproques ’une de ’autre.

Dans le cas L = R(d), on déduit de ce qui précede qu’on obtient un iso-
morphisme A4:

Hompg(M, R(d)*)° = Homg(M, R*(—d))° = Homgr(M(d), R*)°
~ Homy(My, k) = (Homg(R(—-d), M)°)*,
qui & un homomorphisme associe sa restriction a Mj.

Enfin, si L = @]_, R(d;), la somme directe des A4, est I'isomorphisme
cherché de

Homp(M,L*)° = @(HomR(M, R(d:)*)%)

sur (Homp(LV, M)°)* = @) (Homp(R(—d;), M)°)*.

i=1

Corollaire 1.11. Soit M un R-module gradué de type fini. On a un isomor-
phisme (homogéne de degré 0) : Homp(M, R*) ~ M*.
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Démonstration. On a

Homp(M, R*) = @) Homg(M, R*)" = @) Homgp(M(-n), R*)°
nez nezZ
~ P Mz, = M.
n€ezZ

Proposition 1.12. Soit M un R-module gradué de longueur finie, et M* son
dual. Alors on a Ext}(M,R) = 0 pour i # 4 et Exth(M, R) ~ M*(4).

Démonstration. Ce sont des conséquences de la dualité locale (cf. [G]). D’une
part, puisque Ext}(M, R) est le dual de Hi~*(M), il est nul pour ¢ # 4 puisque
le support de M est de dimension 0 ; d’autre part les deux foncteurs M — M*
et M — Exth(M, R)(—4) sont deux foncteurs dualisants de la catégorie des
R-modules gradués de longueur finie dans elle-méme, donc sont isomorphes.

2. Faisceaux.

Soient X un schéma, £ et F deux Ox-modules. On note Home, (£, F)
Pensemble des homomorphismes de £ dans F, Homo, (€, F) le faisceau des
homomorphismes de £ dans F, et Exto,(.,.) et Extoy(.,.) les dérivés des
bifoncteurs Homey (.,.) et Homoy(.,.). On supprimera I'indice Ox lorsqu’il
n’y aura pas de confusion possible. Enfin on note Hom(&, F) le schéma (au-
dessus de X') des homomorphismes de £ dans F.

L’espace projectif P} sera noté simplement P2, et son faisceau structural
Op. Dans la suite tous les Op-modules seront supposés cohérents.

Pour tout R-module gradué M (resp. tout R-homomorphisme u), on note
M (resp. @) le Op-module (resp. ’homomorphisme de Op-modules) associé.

Si F est un Op-module, on note FV son dual, H'F l’espace vectoriel
Hi(P3,F), h'F sa dimension, et x(F) sa caractéristique d’Euler-Poincaré. On
pose @,z H' F(n) = HLF. Clest un R-module gradué.

On rappelle qu’un fibré est par définition un Op-module localement libre
de type fini.

Proposition 2.1. Soient £ et F deux Op-modules, E = HYE et F = HYF.

On a une suite exacte, dite de comparaison :

0 — Exty(E, F)° — Extg, (€,F) — Homgp(E, HL F) —Ext%(E, F)°
— Ext3_ (€, F)

Démonstration. On a ’égalité de foncteurs de la catégorie des Op-modules
dans Ens: Home,(E,.) = Hompg(E,.) o H?. La suite exacte des termes de
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bas degré associée & la suite spectrale des foncteurs composés nous donne le
résultat.

On peut facilement décrire les deux premieres fleches. Un élément de
ExtR(E, F)° correspond & la classe d’une extension de R-modules gradués :
0 - F — G— E — 0. Son image dans Extép(f), F) est la classe de la suite
exacte de Op-modules associée.

L’image de la classe d’une extension de Op-modules: 0 = F - G — € — 0
dans Hompg(E, H}F) est le cobord associé a cette suite exacte.

Corollaire 2.2. Avec les notations de 2.1, si H)F est nul, on a un isomor-
phisme : Extp(E, F)° ~ Extg_ (€, F).

Définition 2.3. On appelle fibré dissocié une somme directe finie de fais-
ceaux de la forme Op(n), n € Z.

Proposition 2.4. Soit F un Op-module sans torsion de rang 1. Il existea € Z
tel que F(a) soit le faisceau d’idéaux d’un fermé de P? de codimension > 2. Si
F est un faisceau d’idéaux, a est positif ou nul.

Démonstration. Puisque F est sans torsion, il est localement libre en codi-
mension 1, et ’homomorphisme canonique F — FVV est injectif et est un
isomorphisme en codimension 1. D’autre part, ¥V est un Op-module réflexif
de rang 1 donc est de la forme Op(—a), et F est isomorphe a J(—a), ou J est
'idéal du fermé de P3® en-dehors duquel F est localement libre.

Si F est un idéal, FVV = Op(—a) est contenu dans Op, donc on a a > 0.

3. Courbes.
Une courbe C de P? est un sous-schéma fermé purement de dimension 1,
localement Cohen-Macaulay, c’est-a-dire sans points immergés.
Une courbe C est définie par un faisceau d’idéaux J¢, et par un idéal saturé
de R Ic = H?Jc. On désigne par Rc (resp. Ac) 'anneau R/I¢ (resp. Hf(’)c).
On pose
s0(C) = inf{n-€ Z | °Tc(n) # 0};
e(C) = sup{n € Z | h'O¢(n) # 0}.
Proposition 3.1.
Considérons la suite d’homomorphismes de R-modules gradués :

0— @ R(—n)*™ & @ R(-n)*™ L @ R(—n)" - Ic—0, (1)
neZ nezZ n€z
et la suite d’homomorphismes de Op-modules :

0—s @Z Op(-n)*™ 2 @ Op(—n)*™ L @ Op(—n)* ™ L ge—0. (2)
ne n€Z n€Z
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Alors I'exactitude de (1) est équivalente & celle de (2).

Démonstration. Soit £ le noyau de #. En prenant la cohomologie, on déduit
de ’exactitude de (2) des suites exactes :

0— @ R(—n)*™ £ @) R(-n)*™ —H2E—0
nez nez
0—HE— P R(—n)"™ D Io—HLE
n€zZ
mais H!E est nul puisque ’on a
HY(EP 0p(—n)"™) = HX(E) Op(-n)*™) =0

n€Z nez

d’ou P’exactitude de (1).

D’autre part, le foncteur M — M est exact donc I'exactitude de (1) en-
traine celle de (2).

Proposition 3.2. La fléche 6 : Homo, (Jc, Oc) — Exto, (Jc, Jc) provenant
de la suite exacte : 0 = Jo — Op — O¢ — 0 est un isomorphisme.

Démonstration. On a un lemme d’algébre linéaire :

Lemme 3.3. Soit A un anneau, ¢ : A™*! — A™ une application linéaire
définie par une matrice M. Soit I I'idéal engendré par les n-mineurs de M.
Alors I'image de ¢ contient le sous-module I™ de A™.

Démonstration. Soit j : A™ — A™*! 'application linéaire correspondant au
choix de n vecteurs de la base canonique de A™t!, o) = ] et A le déterminant de
%, qui est un des n-mineurs de M. Si %4 est ’adjointe de ¢, on a ¢ *%p = AId,
donc 'image de ¢ contient AA™. Ceci étant vrai pour tous les n-mineurs de
M, I'image de ¢ contient I™.

Le lemme 3.3 entraine le corollaire suivant :

Corollaire 3.4. Soit A ’anneau local d’un point fermé de P3, X = SpecA, I
Iidéal qui définit la courbe C dans X. La fleche naturelle §' : Hom4 (I, A/I) —
Ext),(I,I) est un isomorphisme.

Démonstration. Soient J le faisceau associé a 'idéal I, U I'ouvert complé-
mentaire de C' dans X. On a un diagramme commutatif :

A — Homyu(I,1) - Homy4(1, A)

! ! !
HO(U,Ox) — Home,(J|v,J|lv) — Homoe,(J|v,0v)
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ou les fleches de la premiére ligne sont définies de maniére évidente, les fleches
de la deuxiéme ligne, qui sont leurs restrictions, sont des isomorphismes, et les
fleches verticales sont injectives car Hom 4(I, I') et Hom 4(I, A) sont sans torsion.
De plus A — H°(U,Ox) est un isomorphisme puisque le complémentaire de U
est de codimension 2, donc il en est de méme de toutes les fleches du diagramme.

De la suite exacte 0 - I — A — A/I — 0 on déduit donc la suite exacte
de cohomologie :

0 — Homy(7, A/I)LExth(I, I) — ExtYy(I,A) — ExtL(I, A/I)

et il reste & montrer que la fleche Ext} (I, A) — Extl (I, A/I) est injective. Soit
K son noyau.

L’anneau A/I est un A-module de Cohen-Macaulay de profondeur 1, donc
de dimension projective 2. L’idéal I a donc une résolution de la forme :

J

0—An L5 A Y1 0

qui est localement scindée dans U.
Considérons I’homomorphisme 7\(,0 : A"l — A défini par les n-mineurs
de ¢. Il est surjectif dans U, et vérifie (7\ ¢)pY = 0, donc il existe a € A

tel que 7\(,0 = ay. Si a n’est pas inversible, A ¢ est nul sur le fermé non vide
U N SpecA/(a), ce qui est une contradiction.

Donc on peut supposer que 3 est défini par les n-mineurs de ¢. On a un
diagramme commutatif de suites exactes :

I K
Antl =, A~ —  Exty(I,A) — 0

! l !

(a/nymr AT g ExtL(I,A/T) — 0

L’image de I™ dans Ext),(I, A) est égale & K, et d’aprés 3.3, elle est nulle.

Fin de la démonstration de 3.2. D’aprés ce qui précéde, on a un isomor-
phisme de Op-modules : Op ~ Homo,(Jc,Jc), donc H "Home, (Jc,Jc) =
H*Homo, (Jc,Jc) = 0. La suite exacte des termes de bas degré associée a la
suite spectrale des Ext nous donne alors un isomorphisme Ext})P (Jc,Jc) —

H°Exth, (Jo, Jo)-
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De plus, ’homomorphisme de faisceaux : Homo,(Jc,Oc) — Exty, (T, Ic)
est un isomorphisme. On vérifie la commutativité du diagramme suivant :

Homop(Jc,0c) —  Exth_(Je,Jc)
! !
HHomop(Jc,0c) — HEzty (Jc,Jc)

ou la premiére fleche verticale est I’isomorphisme naturel et la deuxiéme est
I’isomorphisme ci-dessus. D’ou le résultat.

Définition et propriété 3.5. Soient d,g des entiers, S un schéma. Une
famille de courbes de degré d et genre g paramétrée par S est un sous-
schéma fermé Cs de P® x S, plat sur S, dont les fibres géométriques sont des
courbes de degré d et genre g. On définit ainsi un foncteur, représentable par
un schéma Hy 4, appelé schéma de Hilbert des courbes de P? de degré d et
genre g (cf. [FGA]).
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Nous introduisons dans ce numéro les invariants attachés & une courbe C:
ses caractéres de postulation y¢, de spécialité o¢, son module de Rao M¢ et
la fonction associée pc.

1. Fonctions sur Z.
Nous aurons besoin de quelques résultats faciles sur les fonctions de Z dans
Z . Les démonstrations sont laissées au lecteur.

a. Conventions sur les coefficients binémiaux.
On définit pour n,p € Z le symbole (;) comme suit :

Sip>0etn>p
(n) _ n!
p/ pl(n—p)

(avec, bien sir, 0! = 1).
SipZOetn<p(:)=0.
Sip<Oetp<n<-1

(5) === (7))

Sip<Oet(n<poun2>0)(;)=0.
On vérifie alors que la formule de Pascal :
()=()+Go)
= +
p p p-1
vaut pour tous p,n € Z.
On notera que (_"1) est la fonction de Dirac au point —1.

b. Différences.

Définition 1.1. Soit f : Z — Z une application. On définit sa différence
premiére Of par la formule 0f(n) = f(n) — f(n — 1). On définit de méme la
différence p-iéme par 3°f = f et P f = (0P~ f pour p > 1.

Remarque 1.2. Si la fonction g est donnée par g(n) = f(a—n),ona:
% g(n) = (—1)*0* f(a + k — n).
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Proposition 1.3. Ona,pourpe Netn€ Z :
o1 =3 -1t (2) s - 1)
k=0 k
Proposition 1.4. Posons, pour n,p € Z, fy(n) = (;‘) On a, pour k € N :

O sy = (02 1) = fomstn = b

Remarque 1.5. Bien siir, la différence 0f est nulle pour n >> 0 (resp. n < 0)
si et seulement si f est constante pour n > 0 (resp. n < 0).

c. Primitives.

Définition 1.6. Soit f : Z — Z une application. On appelle primitive de f
une fonction F telle que OF = f. On définit de méme les primitives p-iémes.

Proposition 1.7. Soit f : Z — Z une application, F une primitive de f,
no € Z. On a les formules :

F(no) + Z f(k), pourn >ng;
F(n) — k=no+1

no
F(no)— Y f(k), pourn < no.
k=n+1

En particulier, il existe une unique primitive de f qui prend une valeur donnée
en ng.

Corollaire 1.8. Si f est nulle pour n > 0 (resp. n < 0), f a une unique
primitive f° (resp. f%) nulle pour n > 0 (resp. n € 0), et on a :

fy=- 3 fk);

k>n+1

fim) =) f(k).

k<n

Remarque 1.9. Si f est a support fini (i.e., nulle pour n 3> 0 et n <€ 0), f
admet a la fois une primitive nulle pour n > 0 et une autre nulle pour n € 0

et on a :
f=fe> fny=0.

nezZ
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Définition 1.10. Une fonction f : Z — Z , a support fini, et telle que I’on ait

Z f(n) =0 est appelée un caractere.
nez

Proposition 1.11. La différence premiére d’une fonction a support fini est un
caractére. Une somme de caractéres est un caractére. Un caractére admet une
unique primitive a support fini.

Proposition 1.12. (Primitives d’ordre supérieur). Soit f : Z — Z une appli-
cation nulle pour n < 0 (resp. n > 0) et p € N. Il existe une unique primitive
p + 1-éme de f, notée f1®P*+V (resp. f*®»+V) nulle pour n < 0 (resp. n > 0).

Ona:
7o) = Y0 (PP paay
(7T
FO+) () = (—1)pH! k—-n-1 £k .
(o)

Proposition 1.13. Soit F' : Z — Z une fonction a support fini et f = OPF
pour p € N, p > 1. On a, pour tout entieri tel que 0 <i<p—1:

> f(k)k =0.

kez
De plus on a, pour n > 0 :
Fi(n) = = > kP f(k
(m = )
k<n

ou encore :

FY(o0) = 1% > kP f(k).

' kezZ

2. Les caractéres d’une courbe.
a. Définitions.

Définition 2.1. Soit C' une courbe. On définit sa fonction de Rao pc par la
formule : pc(n) = h!'Jc(n) pour n € Z.

On pose : o c =inf{n | pc(n) #0}, roc =sup{n|pc(n)#0}.
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Remarque 2.2. La fonction pc est a support fini (il est clair que pc(n) =0
pour n >> 0 par Serre ; pour n < 0 cela résulte du fait que pc(n) = h2€(n)
avec € localement libre, cf. I, et de la dualité de Serre). On notera que cela
n’est plus vrai si on tolére que les courbes aient des composantes de dimension
zéro, immergées ou non. Par exemple, la courbe C définie pour A € k* par les
équations Z = Y2 — AYT = XY = 0 est la réunion d’une droite et d’un point
et on vérifie que 'on a h1Jc(n) = 1 pour tout n < 0. La courbe Cy limite de
la famille plate (C) pour A = 0 vérifie encore la méme propriété.

Définition 2.3. Soit C une courbe. On définit ses caractéres de postulation
~vc et de spécialité oc par les formules :

vo(n) = P (K To(m) - Op(n)) = () - (),
oc(n) = 8*r*Jc(n) = 3R Oc¢(n).
Exemple 2.4. Si D est une droite, on a h°Op(n) = h°Op(n)—h°Jp(n) = n+1
pour n > 0 . On en déduit aussitét yp(0) = —1, vp(1) = 1, yp(n) = 0 pour
n # 0,1 et op(n) = —yp(n) pour tout n.

Remarques 2.5.

a) On notera que la fonction h° Jc(n)—h°Op(n) est opposée de la fonction
de Hilbert de C, dimension de I'image de la fléche de restriction :
HOOP(n) — HOOC(n).

b) La fonction ¢ est un caractére (cf. 1.10). En effet, la fonction h° J¢(n)—
h°Op(n) est nulle pour n < 0 et vaut —(nd + 1 — g) pour n > 0. Sa différence
seconde est donc a support fini, donc y¢ est un caractere.

¢) On a y¢c = @ pc — o¢. Cela résulte des égalités :
x(Jc(n) = xOp(n) — xOc(n), xOc(n) =nd+1—g, R¥Op(n) = h*Jc(n),
valables pour tout n.

d) Il en résulte que o¢ est aussi un caractére, cf. 2.2. On note qu’on a aussi

oc(n) = 3r°Oc¢(n).

Proposition 2.6. a) Le caractére y¢ détermine la postulation de la courbe

(i.e., les K°Jc(n) ) :

h?Jc(n) = (n ; 3) + (n B I; ¥ 2)%(’“)-

kEZ

b) Le caractére oc détermine la spécialité de la courbe (i.e., les h*O¢(n) =

hZJC(n)) : ) .
WOgn)=-Y" ( - ’2‘ - )ac(k).

kez
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On a aussi :

hO0g(n) =" ( §+ 2) c(k).

kEZ

¢) yc et oc déterminent le degré et le genre de C' :

d=Y"kyo(k) == koo(k) = —y¢(c0) = o8¥(c0).

kE€EZ keZ
_y s 1)2(k D oty = -5 &= (k-1k=2)
kEZ keZ

qu’on peut encore écrire

g=> (k ; 1)70(k).

kez

Démonstration. a) et b) résultent de 1.12. Pour ¢) on note que pour n >> 0,
ona:

ROc(n)=nd+1—¢g
==Y etk +ny ‘2"’2+ Sock)+ Y (i:l)zﬂﬁac(k)

kez kEZ kEZ

et le résultat s’en déduit en tenant compte de ) ;.5 oc(k) = 0. Les formules
sur yc en résultent grace a I’égalité yc = 8pc — oc et & 1.13.

Remarques 2.7.

a) Particularités de v¢.

Soit so = inf{n € N | h°Jc(n) # 0} ; on a sp > 1. Alors, on a :
Yc(n) =0 pour n < 0, y¢(n) = —1 pour 0 < n < g, yc(so) > 0 (précisément:
v (s0) = h°Jc(s0) = 1).

b) Particularités de oc.

Soit e = sup{n € Z | h'O¢(n) # 0}. On a o¢c(n) = 0 pour n > e+ 3 et
oc(e+3) = —h*Oc¢(e). Si C est réduite, on a h°Oc(n) = 0 pour n < 0, donc
oc(n) =0 pour n < 0.

c) Intégrales premieres.

Comme Ye et o¢ sont des caractéres, ils ont des primitives & support fini,
vE et ol (cf. 1.8), avec 7% = 8%pc — ok
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Proposition 2.8. On a auc(n) > 0 pour tout n € Z.

Démonstration. Choisissons deux plans H, L de P? tels que H N L ne rencon-
tre pas C. Les multiplications par H et L donnent lieu au diagramme suivant
de suites exactes :

Vv ~

0 — HOc(n-2) & HOc(n-1) = HOcny —

.L .L .L

0 — HOc(n-1) &  HOc(n) % HOchn —

4 <+
0 — HOcnt, A, HOcnt — 0

Il en résulte : dim Imm; = h°O¢(n — 1) — h°O¢(n — 2) < dim Imm =
h°O¢(n) — h°O¢(n — 1). Comme on a ol(n) = 82h°O¢(n), le résultat en
découle.

b. Exemples.

Exemple b.1. Les courbes arithmétiquement de Cohen-Macaulay.

Nous établissons ici le lien entre les caractéres v¢ et o¢ définis ci-dessus et
le caractére numérique de [GP1].

On rappelle qu'une courbe C est dite arithmétiquement (ou projective-
ment) de Cohen-Macaulay, en abrégé ACM | si elle vérifie k' Jc(n) = 0 pour
tout n € Z (i.e,, si pc = 0). Avec les notations de 0.3, il revient au méme
de dire que ’anneau Rc = R/Ic est de Cohen-Macaulay en m = (X,Y,Z,T).
Rappelons briévement la définition du caractére numérique d’'une telle courbe.
On choisit une surface ) contenant C, d’équation Q(X,Y, Z,T), de degré mini-
mum so. On peut, quitte a changer de coordonnées, supposer que @ a un terme
en T°° non nul. L’anneau gradué Ag = R/(Q) est alors, si Ry = k[X,Y, Z],

so—1
un Ry-module libre de base 1,¢,...,t**"! 'doncona: Ag =~ @ Ry(—1). Soit
1=0
Ic;q le noyau de la surjection naturelle de Ag dans Rc ; Rc et I¢/q sont aussi
des Ry-modules et ’hypothése sur C implique que R¢ est de profondeur 2 sur
Ry, donc de dimension projective 1. Comme sq est le degré minimum d’une
surface contenant C, 1,t,...,t*0~! forment un systéme minimal de générateurs
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du Ro-module Rc et il en résulte que le noyau I¢/q est libre :

ao—l

IC/Q jad @ Ro(—n,-).

=0

On a donc la suite exacte de Ry-modules gradués :

so—1 so—1
0— @ Ro(—ni) > @ Ro(—i) » Rc — 0

et la suite exacte de Opz-modules :

so—1 so—1
0— P Op2(—ni) = P Op:(—i) » Oc — 0.
=0 =0
La suite ordonnée ng > ny > --+ > n,,—; est, par définition, le caractére

numérique de C.

Proposition 2.9. Soit C une courbe ACM. La donnée du caractére numérique
est équivalente a celle de y¢ (ou de oc = —v¢ ), plus précisément :
1) Sing 2 ny > -+ > nyy—1 est le caractére numérique on a :

0 sin<0;
(1) ye(n) =< -1 si0<n < sg
|{i|n;=n}| sin > sg.

2) Réciproquement, si yc est donné, sg est le plus petit entier > 0 tel que
vc(n) > 0 et la suite (n;) est la suite des entiers n > sq, chacun compté yc(n)
fois.

Démonstration. Si on définit 4o par la formule (1) ci-dessus, la suite exacte
qui définit les n; donne :

hOOC(n)=21 (n—;+2) ’X; (n—;.-+2) =_§ (n—;+2>70(i)
d’olt en dérivant :
*h°Oc(n) = o¢(n) = — g; (" ‘_il_ 1) 7(i) = =70(n) = —yc(n)

(car pc est nul).
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Remarque 2.10. Si C a pour caractére numérique 6,6,5,5,5, on ayc(n) = —1
pour 0 < n < 4, v¢(5) = 3, v¢(6) = 2 et y¢(n) = 0 sinon. (On sait d’aprés
[GP1] qu'il existe une courbe lisse et connexe admettant ce caractere).

Remarque 2.11. On note que si C est ACM le caractére ¢ est positif, i.e.,
on a y¢c(n) > 0 pour n > s (cf. V). Si de plus C est intégre, le caractére
numérique est connexe (cf. [GP1]), c’est-a-dire que {n € N | y¢(n) > 0} est
un ensemble connexe d’entiers : sion ap < g < r avec yc(p) > 0 et y¢(r) > 0,
on a aussi y¢(g) > 0.

Exemple b.2. La réunion disjointe de deux droites.

Soient D;,D; deux droites disjointes et C = D; U D;. Comme O¢ est
isomorphe & Op, ® Op, , on a ho(’)c(n) =2n+2 pourn >0 et hOOC(n) =0
pour n < 0. On en déduit aussitét oc(0) = 2,0¢(1) = —2, les autres termes
étant nuls. On a donc d¢ = 2, gc = —1. Par ailleurs, comme R°O¢ = 2, on
a h1Jc = 1 et comme C n’est pas plane, on a hOJC(l) = hljc(l) =0. Ilen
résulte que Jc(2) est engendré par ses sections et qu’on a h!Jc(n) = 0 pour
n # 0 par le critéere de Castelnuovo-Mumford ([M2]). On en déduit v¢(0) =
vc(1) = =1, v¢(2) = 3,7v¢(3) = —1 par 2.5.c. On notera que le caractére y¢
n’est pas positif.

3. Le module de Rao.

a. Définition.

Le module de Rao d’une courbe C a été introduit par R.Hartshorne [rH]
et étudié par A.P.Rao [R]. Son intérét principal est de fournir un invariant des
classes de liaison (cf. III 1).

Définition 3.1. Soit C une courbe de P®. Le module de Rao de C est le
R-module Mc = (P H'Jc(n).
n€Z

Remarque 3.2. a) Cest un R-module gradué, avec dimg Mc , = h'Jc(n) =
pc(n) ; il est de longueur finie (cf. 2.2).

b) La courbe C est ACM si et seulement si Mc = 0; plus généralement,
avec les notations du Ch. 0, on a la suite exacte :

0—-Ic—= R— Ac — Mc — 0.
b. Exemple de calcul du module de Rao : la réunion disjointe de n
courbes.

Soient Ci,...,C, n courbes disjointes et C' leur réunion . On pose I} =
Ic,, Ax = Ac,, Mir = Mg,. Onalc=I5LN...NI,, et, comme les Ci sont
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disjointes, on a A¢c = @Ak. Soit A: R — @R/Ik Papplication diagonale
k=1 k=1
naturelle.

Proposition 3.3. On a une suite exacte de R-modules gradués :

0 — CokerA — Mg — @Mk — 0.
k=1

Démonstration. Cela résulte aussitot de la considération du diagramme sui-
vant :

0 0

! !

0 — R/Ic = @R/ — CokerA — 0
k=1

" ! !

0 — R/IC B Ac=®Ak - MC — 0
k=1

! !

éMk = T M
k=1 k=1

| l

0 0

Proposition 3.4. Description de CokerA. On a une suite exacte de R-
modules gradués :

n
0— Ici» @Iki)R"_l — CokerA — 0
k=1

ou a est définie par a(zy,...,Tn) = (L1 — Tpy...,Tn-1 — Tpn) €t o A’ est
I’application diagonale.

Démonstration. C’est une variante du lemme chinois.
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Corollaire 3.5. SiC} et C; sont deux courbes ACM disjointes et C = C;UC,,
on a Mc ~ R/I} + I,. En particulier si C; et C, sont deux intersections

complétes d’équations (fi, f2) et (fs, fa), on a Mc = R/(f1, f2, f3, fa) et la
suite des f; est réguliére.

Les propositions précédentes seront utilisées en II pour calculer les résolu-
tions des modules de Rao, puis en IV pour déterminer les courbes minimales
admettant ces modules a décalage pres.

Définition 3.6.  Soient M et M' deux R-modules gradués. On dit que M
et M' sont de méme type s’il existe un automorphisme gradué o de R et un
isomorphisme u : M — M', gradué, k-linéaire et o-semi-linéaire (i.e., tel que
I’on ait pour ¢ € M et a € R, u(az) = o(a)u(zx)).

On notera que ’automorphisme o est déterminé par sa restriction a R; qui
est un élément de GL(R,), de sorte que deux modules sont de méme type s’ils
s’obtiennent I’'un & partir de ’autre par un changement de variables dans R.
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Soit C une courbe de P3. Si F est un fibré et 0 : F — J¢ un homo-
morphisme surjectif, le noyau de o est aussi un fibré puisque C est localement
Cohen-Macaulay. On obtient ainsi une résolution de J¢ par des fibrés :

08 —>F—Jc—0.

Quand C est ACM, une résolution libre graduée de I¢, de longueur 1, donne
une telle présentation avec £ et F dissociés.

Dans ce paragraphe, nous allons montrer que pour une courbe quelconque,
on peut encore imposer que £ ou F soit dissocié, et qu’il y a alors unicité de la
résolution, en un sens que nous préciserons.

1. Comment construire des courbes avec deux fibrés de rangs r et
r+1.

Proposition 1.1. Soient A et B deux fibrés sur P3, de rangs r et r + 1, de
méme degré d, et ¢ : A — B un homomorphisme injectif. On a les équivalences:
i) Coker ¢ est un idéal de Op.

i') Coker ¢ est égal & Op ou est I'idéal d’une courbe.

i'") Coker ¢ est sans torsion.

1) L’homomorphisme :

ApV(d): (ABY)® Op(d) ~ B — Op

n’est nul sur aucun diviseur de P3.

112) Le complexe : A o¥(d)
)

0— A5 B" 257 0p

est une suite exacte .

Démonstration. L’image de /r\gav(d) est un idéal de Op, qu’on peut écrire
J(—a), ou J est I'idéal d’un fermé de P* de codimension > 2, et o un entier
naturel (cf. 0 2.4). Alors on a it & a = 0.

Soit A’ le noyau de /r\gov(d). On a un diagramme commutatif de suites

exactes e

0 — A — B — Cokery — 0

Lo !

0 — & % 5 O J(~a) — 0
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ou les fleches non nommeées sont les homomorphismes évidents, 4 — A’ est
injective, Coker ¢ — J(—a) est surjective et son noyau isomorphe a A'/A.
Comme A’ est de rang r, A’/ A est de torsion d’ou i1 & A’/ A =0 & ", Soient
U louvert complémentaire du fermé défini par J, et j : U — P3 'immersion

. . r .
canonique. Le faisceau A A’ est un Op-module de rang 1 sans torsion, locale-

ment libre sur U, donc on a un isomorphisme : A~ T '(d'), ou J' est un
idéal de Op dont le radical contient J, et d' =d + a.

On a évidemment : ¢’ =1 = ¢".

" = 111 : Coker ¢ est sans torsion si et seulement si A'/A=0;

wi =1 :si A'//A =0, Coker p ~ J(—a);

11 = 111 : si @ = 0, ’homomorphisme A4 — A’ est un isomorphisme sur U.
D’ou le diagramme :

A — A

! !

B(Alv — J(A)u

La fleche verticale de droite est injective, celle de gauche est un isomorphisme
puisque le complémentaire de U est de codimension > 2, donc ’homomorphisme
A — A’ est un isomorphisme partout.

i = 1t : si A’ = A, Oy(d') ~ Oy(d), donc, toujours pour des raisons de
codimension, d = d',

1t = 1’ : soit O¢ le conoyau de /r\cpv(d). Par construction la dimension
projective de O¢ est < 2 partout, donc sa profondeur est > 1. Mais on sait aussi
que la dimension de C est < 1, donc C est vide ou est une courbe localement
Cohen-Macaulay.

Corollaire 1.2. Soient S un schéma, A et B deux fibrés sur P® x S, de rangs
r et 7+ 1, de méme degré d et ¢ : A — B un homomorphisme injectif. Soit Oy

le conoyau de A #V(d). Supposons que Y domine S. L’ensemble des points s
de S ot la restriction du complexe de Opyxs-modules :
AoV (d)
0—A—B — Opxs—Oy—0
est une suite exacte est ouvert et est égal & I’ensemble des points s de S ou
Y, est une courbe. De plus, si S est réduit, Y est plat sur S au-dessus de cet
ouvert.

Démonstration. L’égalité des deux ensembles est une conséquence de 1.1, le
fait que ce soit un ouvert résulte de [PS].

Pour vérifier la platitude lorsque S est réduit, on applique le critére valuatif,
donc on peut supposer que S = SpecA, ou A est un anneau de valuation discréete
d’uniformisante ¢. Il suffit alors de vérifier que Oy est sans torsion sur A.
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Soit s (resp. n) le point fermé (resp. générique) de S. Puisque Y; est une
courbe sur k(n), et Y, une courbe sur k(s), on a dimY = 14 dimS = 2 et
dimY, = 1, donc t n’est pas diviseur de 0 dans Oy, qui est sans torsion sur A.

Corollaire 1.3. Soient A et B deux fibrés sur P3, de rangs r et r+1, de méme
degré d, et 1 et @, deux homomorphismes de A dans B vérifiant les conditions
de 1.1, et définissant deux courbes C; et C; (non vides). Alors Cy et Cy sont
dans la méme composante irréductible du schéma de Hilbert.

Démonstration. Soient S = Speck(t] et ¢ = (1 — t)¢1 + tp2. Conservons les
notations de 1.2. Par construction, Y n’est pas vide et est de codimension < 2
dans P2® x S, donc de dimension > 2. S’il ne domine pas S, les fibres non vides
sont aussi de dimension > 2 ce qui contredit I’hypothése. Alors 1.2 montre
qu’un ouvert de S contenant les points ¢ = 0 et ¢ = 1 parameétre une famille
irréductible et plate de courbes reliant C; et C.

Remarque 1.4. Lorsque A ou B est dissocié, la cohomologie et le module
de Rao de n’importe quelle courbe de la famille sont indépendants de ¢, donc
on passe de C; a C par une déformation a cohomologie et module de Rao
constants.

Remarque 1.5. Si A et B sont deux fibrés sur P3, de rangs r et r + 1, de
degrés différents, on peut facilement transposer la proposition 1.1 compte tenu

du fait que A ¢V ® det B est un homomorphisme de B dans Op(deg B — deg A).

2. Résolution d’un R-module gradué de longueur finie.
Dans tout ce paragraphe, on conservera les notations suivantes :
M est un R-module gradué de longueur finie, et

0— Ly 5L 2L, 250 25 Ly 25 M —0

est une résolution graduée minimale de M (par des R-modules libres gradués).
On désigne par Ng (resp. Ey) le noyau de o, (resp. o3).
On sait que l'on a Extiz(M,R) = 0 pour ¢ # 4, d'ou l'on déduit
immédiatement Extp(No, R) = 0 pour 7 # 0,2 et Ext(Eo, R) = 0 pour: # 0, 1.
De plus Ext‘}g(M, R) ~ Ext?z(No,R) ~ Ext}z(Eo, R) s’identifie a M*(4), ou
M?* est le dual de M considéré comme k-espace vectoriel (cf. 0 1.12), et a pour
résolution graduée minimale :

Uv Uv Uv Uv
0—>L(‘,’——‘—>L}’—1>L;’—3>L;’——"->LZ—>M*(4)-——+O
Par dualité, les roles de Eg et Ng sont échangés puisque Ey (resp. Ny ) est
le noyau de o) (resp. ay).

Soient Ny et & les faisceaux associés & Ny et Ey, qui sont des fibrés sur
P3.
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Proposition 2.1. On a:
HBN():NO H:N():M H3N0=0

H%,=E, H) =0 H& =M.

Démonstration. Les R-modules N, et Ey sont de dimension projective < 2
donc de profondeur > 2. D’o les égalités HONy = Ny, et H'E, = E,.
D’autre part on a deux suites exactes de Op-modules :

0Ny —= Ly = Ly—0,

0-& =Ly - Ny —0,

ou L; est le fibré dissocié associé au R-module L;. Les autres égalités s’en
déduisent en prenant les suites exactes de cohomologie, compte-tenu de :

HOL; = L;, HIL; =0 pour j # 0.
Grace a la dualité, on obtient immédiatement le

Corollaire 2.2. On a:
HBNOV = Ny HINY =0 H2NY = M*(4).

HYEY = EY HlEY = M*(4) HXEY =0.
et grace a la minimalité de la résolution :

2.3. Calcul des caractéristiques numériques de M. On a

4
p(n) = dimg M, =) " (=1)'ALi(n),
1=0

re =inf{n € Z | M, # 0} =inf{n € Z | k°Lo(n) # 0}
= inf{degrés des générateurs de Ly},
ro =sup{n € Z| M, # 0} = —4 —inf{n € Z | K°LY(n) # 0}
= sup{degrés des générateurs de Ly} — 4.
Proposition 2.4. Ny (resp. Ey) n’admet pas de facteur direct libre et Ny
(resp. & ) n’admet pas de facteur direct inversible.

Démonstration. Puisque HIN; = Ny (resp. HYE, = Ej), les deux assertions
sont équivalentes. Elles résultent du lemme suivant appliqué successivement au
noyau de og et & Ny :
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Lemme 2.5. Soit N un R-module gradué qui vérifie : Exty(N,R) = 0. Soit
o : L — N une présentation graduée minimale et I le noyau de o. Alors I n’a
pas de facteur direct libre.

Démonstration. Supposons que 'on ait I = R(—a) @ I'.
En dualisant la suite exacte :
0— R(-a)® I'-L-5N -0
on obtient la suite exacte :

0— Nva—erV—vR(a) & I'V-o.

En particulier ’homomorphisme composé LV — R(a) ® I'VY — R(a) est
surjectif, donc R(a) (resp. R(—a)) est un facteur direct de LV (resp. de L), ce
qui contredit la minimalité de o.

Exemples 2.6. a) Intersection compléte : soient (f1, f2, f3, fa4) une suite
réguliere et M = R/(f1, f2,f3,fs) (cf. 1 3.5). Posons n; = deg fi et v =
2;1:1 ni. La résolution graduée minimale de M s’obtient par le complexe de
Koszul :

0 — R(-v) » P R(ni—v) = @ R(-ni—n;) - @R(-n,-) SR M—0.

i=1 i<j

Dans ce cason a :

p(n) = (n-:;s)_i(n_gi+3)+z(n—ni;nj+3>

i=1 i<j
4 (n+n,~—u+3) (n—u+3)
-y + :
=1 3 3

b) Module de Buchsbaum : M = @, ., k*™ avec une structure de
R-module triviale. La résolution graduée minimale de M s’obtient en ajoutant
les résolutions graduées minimales des M, = kP(™:
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0— @ R(—4 - n)p(n) = @ R(-3 - n)4p(n) - @R(—z _ n)ﬁp(n)
n=0 n=0

n=0

s s
- @ R(-1- n)4p(n) - @R(——n)p(") - M —0.
n=0

n=0

3. La résolution de type E de I’idéal d’une courbe.

Dans la suite du II, les notations ne changeront plus.

Soient C une courbe, M¢ son module de Rao, o; : L; — L;_; une résolution
graduée minimale de M¢, E, le noyau de o3, et & le faisceau associé.

Une résolution graduée minimale de I¢ est de longueur < 2 :

0— @ R 5 @ R % ) RE-m)™ = le—0
ne ne ne

Nous avons vu (cf.0 3.1) qu’il revient au méme de se donner la résolution de
Jc par des Op-modules dissociés :

0— 62 Op(—n)a(")—?—v ?2 Op(—n)b(")-i» @ Op(—n)c(")-ivjc—m.
ne n ne

Nous dirons que la résolution de J¢c est minimale si celle de I¢ 1’est. Dans ce
cas les entiers a(n), b(n), ¢(n) sont nuls pour n < 0.

Proposition 3.1. Soient E = Ker 7 et £ = Ker 7 le faisceau associé. 1l
existe un R-module libre L (resp. un faisceau dissocié L) tel que E ~ Eo @ L
(resp. E~EDL).

Démonstration. Nous reproduisons celle de [R].
Le faisceau £ est un fibré. De la suite exacte :

0—E— @ Op(-n)"™ I Jc—0
n€Z

on déduit :
Mc = HiJC = HEE.

On a aussi :
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(HIE) ~ (H EY)(—4)
M} ~ Exth(Mc, R)(—4)

(le premier isomorphisme provient de la dualité de Serre),
d’o1 un isomorphisme

HEY ~ Exth(Mc, R).

De la suite exacte :

-V
0_’gv_’ @ Op(n)b(n)_ﬁ_) @ Op(n)“(n)-—*()
nez n€Z
on déduit par cohomologie une suite exacte :

0—H2EY— @) R(n)"™ <5 @) R(n)*™ — HLEY—0.
n€Z n€Z
Il s’ensuit d’une part que H2EY ~ EV, d’autre part qu’on a un diagramme
commutatif de suites exactes :

v
04

Ey — Ly — LY — Exth(Mc,R) — 0

e - |
EY - @R & PR0)™ - HIgY - 0
nezZ nez
ou 63 et 04 sont scindés.

Mais pV = 0, donc 84 est un isomorphisme, ainsi que 85 par Nakayama.
On a donc:

Ly @ R-n)*™"  LiogL~@R(-n)’™ E@®L~E
nez nez

ou L est un R-module libre gradué.
En posant F' = @,z R(—n)c(")(resp. F = Prez Op(—n)c(")), on ob-
tient donc :

Corollaire 3.2. II existe une suite exacte de R-modules gradués (resp. de
Op-modules) :
0—E; ® L-5F-5Ic—0

(resp. 0—& @ L-5F —ibjc—-—->0)
ou L et F sont libres (resp. L et F sont dissociés), et ot @ = 0.

Une telle résolution est unique, en un sens que nous allons préciser :
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Proposition 3.3. S’il existe une suite exacte de R-modules gradués :
0— E1 -5 F"5Ic—0

ou Fj est libre et ot @y = 0, alors c’est celle de 3.2, a isomorphisme pres.

Démonstration. L’identité de Ic sereleveen§: F — Fyet §' : Ey®dL — E;,
de sorte que le diagramme suivant commute:

0 — EoL 5 F 5 I — 0

bl
0 — EE 2 B 3N Ic — 0

Puisque T est un isomorphisme, 8 identifie F' & un facteur direct de F}, donc ay
induit un isomorphisme de Coker ' avec Coker 6, ce qui contredit ’hypothese
si Coker 6 # 0. Donc 6 et 8', qui sont injectifs, sont des isomorphismes.

Proposition 3.4. S’il existe une suite exacte de Op-modules :

0—*81 i’fl ljg—»O
ot F; est dissocié, ou H!E; = 0 et ot @7 = 0, a; étant ’homomorphisme de
R-modules gradués associé a a,, alors c’est celle de 3.2, a isomorphisme preés.

Démonstration. Posons E; = HE,, F;, = H’F,. Puisque H!§; = 0, 0n a
aussi une suite exacte de R-modules gradués :

0—E, =L F "5 I1c—0
vérifiant les conditions de 3.3, ce qui permet de conclure.

Corollaire 3.5. S’il existe une suite exacte de R-modules gradués :
0—E, @ L' 25 F' X [o—0

ot F' et L' sont libres, ou E} n’admet aucun facteur direct libre, et ot o' =0,
alors Ey et E| (resp. F et F', L et L') sont isomorphes. En d’autres termes,
Ey, F et L sont déterminés de maniére unique a isomorphisme prés par ces
conditions.

Démonstration. Posons E = Ey, E' = Ej. 1l suffit de montrer que si E® L
et E' @ L' sont isomorphes, alors il en est de méme de E et E' (resp. de L et
L'), ce que nous allons faire par récurrence sur le rang de L.

Notons 6 I'isomorphisme de E & L dans E' @ L', i, (resp. ig, iL', tE)
l'injection canonique de L dans E & L (resp. de E dans E @ L, de L' dans
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E'@L',de E' dans E' @ L'), et g1, (resp. g, q1’, ') la projection canonique
de E® L sur L (resp. de E® L sur E, de E' ® L' sur L', de E' @ L' sur E').
Si L =0, le résultat est immédiat.

Sinon, posons L = @;_, R(—ai), (ai € Z) et M = @"l R(—a;) de sorte
que L = M & R(—a,).

Montrons tout d’abord que si u : R(—a) - E® L (a € Z) est un homo-
morphisme qui admet une rétraction r, alors ri; est une rétraction de gyu. En
effet la fléche composée :

R(—a)-E ® L5 E-5E @ L-"+R(—a)

est la multiplication par une constante. Comme E n’a aucun facteur direct
libre, elle est nulle. On en déduit 0 = riggpu =r(1 —irqr)u et 1 = ripqru ,
donc la fléche composée :

R(-a)-“E & L L 5E @ L+ R(—a)

est 'identité. On a alors un diagramme commutatif de suites exactes :

0 0
| |
E' ~ K

lo-'iE,

0 — R(-a,) = E®L — E®M — 0

I |awee

0 — R(-a¢,) — L — M — 0

0 0
ou i, est l'injection canonique de R(—a,) dans E @ L, M’ est le conoyau de
qr'0i,, K est le noyau de la fleche de £ & M dans M’ induite par ¢qz6 . On
sait que g0, admet une rétraction, donc M’ est un facteur direct de L' et en
particulier un R-module libre et la deuxiéme suite exacte verticale est scindée,
ce qui donne un isomorphisme de E ® M avec E' @ M'.
On conclut alors par récurrence.

Corollaire 3.6. S’il existe une suite exacte de Op-modules :

0—& ® oL .F'——»Jc—>0
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ou F' et L' sont dissociés, ou &) n’admet aucun facteur direct dissocié, ou
HlE = 0 et ot @' = 0, o étant 'homomorphisme de R-modules gradués
associé a &', alors & et &) (resp. F et F', L et L') sont isomorphes.

Définition 3.7. Une suite exacte

0—Ey® L F-510—0

(resp. 0—& D [:—&bfi)Jc—*O)

vérifiant les conditions de 3.5 (resp. 3.6), est appelée résolution de type E
de I¢ (resp. de Jc ).

4. La résolution de type N de 1’idéal d’une courbe.
On rappelle qu’on note A¢ ’anneau gradué H?O¢ , Ny le noyau de oy, et
N le faisceau associé.

Proposition 4.1. Il existe une suite exacte de R-modules gradués (resp. de

Op-modules) (obtenue a partir d’une résolution graduée minimale de Ac
comme dans [LR] )
0— PNy @ L' 16 —0

(resp. O—»PL.N'O ® £'—E>JC——->0)

ot P et L' sont libres (resp. P et L' sont dissociés), et ot BV = 0.

Démonstration. On a une suite exacte :

0—’R/Ic—>Ac—>Mc—+0

qui reste exacte aprés tensorisation sur R par £k = R/m. (Sinon on aurait
1 € mAc, et V(n,p) € ZXxN Acyn C MAcn-1 C -+ C mPAc,—p et ce
dernier est nul pour p grand.)

Donc puisque oy : Ly — Mc est une présentation graduée minimale de
Mp¢ on peut construire une présentation graduée minimale 79 : Lo @ R — Ac
de sorte que le diagramme suivant commute :

Lo®dR > Ac

l |
Ly 5% Mc

ou p est la projection canonique.
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L’anneau Ac est de profondeur 2 sur R, donc est de dimension projective 2.
On peut donc construire une résolution graduée minimale de A¢c de la forme :

0— L)L Lo ® R Ac—0.

On vérifie que Im pr = Ker 09, donc on a un diagramme commutatif :

To

0 — N — L2 L, 2% Mg — 0

ou N est le noyau de pry et 8 est induite par 7.
Le début de résolution graduée minimale de Mc¢ :

0—sNyg— L1 -2 Lo 2% Mc—0

est donc un facteur direct de la deuxiéme suite exacte horizontale du diagramme
ci-dessus, et on a des isomorphismes :

;'L‘Ll@L' N"_‘_'No@L,

ou L' est libre comme facteur direct de L.

D’autre part, le lemme du serpent montre que le conoyau de 8 est isomor-
phe a Ic. En posant L), = P on obtient la suite annoncée. La suite exacte
de Op-modules s’en déduit immédiatement. Il reste & montrer que BV = 0.
Pour cela on remarque que ’homomorphisme dual de I'injection Ny — L,
(resp. N — L) est surjectif et qu'on a un diagramme commutatif :

L/lv —» NV

n |7

L'V ™ LV
1 2
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avec T_2V =0.
Il y a encore unicité de cette résolution au sens suivant :
Proposition 4.2. S’il existe une suite exacte de R-modules gradués :
0— P, 2L N, 5 e —s0
ott P, est libre, ot Exth(N;,R) = 0, et ou 73? = 0, alors c’est celle de 4.1, a
isomorphisme prés.

Démonstration. Puisque Ext}g(No ® L', P,) est nul, I'identité de I¢c se releve
enf: No@®d L' - N et 6 : P — Py, de sorte que le diagramme suivant
commute:

€

0——>P—£—>N0®L'——->Ic——->0_

IE H
0o — P 2 N LI — 0
En dualisant, on obtient un diagramme commutatif de suites exactes :

\4
€1

0 — R L NY PY — Exti(Ic,R) — 0

|| |o |o ||

0 — R % Nwerv £ PY — Exth(e,R) — 0

BY
—

Puisque BY =0 et BY = 0, 6"V est un isomorphisme, donc aussi 'V 6 et 6.
q 1 P

Remarque 4.3. On peut remplacer ’hypothése 3Y = 0 par la condition
(moins forte) : pour tout homomorphisme u surjectif de N; dans un module
libre L;, I’ homomorphisme composé u3; n’est pas surjectif. La démonstration
reste valable.

Proposition 4.4. S’il existe une suite exacte de Op-modules :
0-—>P1 ﬂ’Nl i’JC —0

ot Py est dissocié, ou H?N; = 0 et ou :3_1\; = 0, §; étant ’homomorphisme de
R-modules gradués associé a f31, alors c’est celle de 4.1, a isomorphisme preés.

Démonstration. Posons P, = HYP;, N; = H’N,. On a aussi une suite
evacte de R-modules gradués :

0— P, 25 N, <5 T —s0

On sait que H2N; = 0 = H3 Ny, donc par dualité locale, Extp(Ny, R) = 0, ce
qui permet de conclure.
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On laisse au lecteur le soin de formuler I’équivalent de 3.5 et de 3.6.

Définition 4.5. Une suite exacte
O—AP—B)NO @ L'—E)Ic———)o

(resp. 0—>’P—ﬂu\fo P L'—€>JC—>O)

ou P et L' sont libres (resp. P et L' sont dissociés), oi No (resp. Ny) n’admet
aucun facteur direct libre (resp. dissocié), ou Exth(No, R) = 0 (resp. H?N, = 0)
et ou BV = 0 est appelée résolution de type N de I¢ (resp. de Jc ).

Corollaire 4.6. Soit M' un R-module gradué de longueur finie, o} : L, — L}_,
une résolution graduée minimale de M', E;, (resp. Ny ) le noyau de o/, (resp. o} ).
Si C' est une courbe de la classe de biliaison déterminée par M', il existe h € Z
et deux résolutions:

0—Ey & L——F-5Ic/(h)—0
0— P25 N! @ L' =T (h)—0

satisfaisant aux conditions de 3.2 et de 4.1.

Remarque 4.7.  On verra au III que les deux types de résolutions s’échangent
par liaison, ce qui correspond au fait que les roles de Ey et Ny s’échangent par
dualité.

5. Application au calcul des invariants.
Les deux types de résolutions ont chacun leur intérét en ce qui concerne
les calculs, comme nous allons le voir dans ce qui suit.

5.1. Fonctions associées aux résolutions de type E etN. Soient

0—Ey® L-F- 5 Ic—0

une résolution de type E de I¢,
0— PNy @ L'~ Tc—0
une résolution de type N de I¢,

0—)L4 -Z:-)L;; —)Eo ——)0

une résolution graduée minimale de Ej, et
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0—Nyg—L; Lo = Mc—0

le début d’une résolution graduée minimale de Mc¢.
On écrit :

L= & R(—n)“(") Li®dL= & R(_n)"(ﬂ) F= @ R(—n)c("),
n€z n€Z nez

LO = @ R(_n)a'(n) Ll @LI — ® R(_n)b'(n) P — @ R(_n)cl(n),
nEZ nez nez

et on définit ainsi six fonctions de Z dans N a support fini. (Nous savons que
les trois premieres proviennent en fait d’une résolution graduée minimale de I¢:

0— @) R(=n)*™ - ) R(-)*™ % @) R(-n)" s Ic—0
n€zZ n€ezZ n€ezZ

de sorte que l'on a a(n) = b(n) = ¢(n) = 0 pour n < 0).
On définit aussi :

ro(n) = a(n) — b(n) + ¢(n) — (n:11>

re(n) = d'(n) — ¥'(n) + c'(n) + (“'_‘_I 1)

et on remarque que pour des raisons de rang, > .czrc(n) = Y, czTc(n) =0,
donc r¢ et ri; sont des caractéres.

Proposition 5.2. On a :

vo(n) =Y re(k) =rb(n), donc re=dye,
k<n

oc(n) = Z ri(k) = rd(n), donc rf = doc,
k<n
so =inf{n € Z | ¢(n) # 0},
e=—4+sup{n € Z | (n) #0}.
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On a aussi :

d=—-= Z n’re(n) = = Z n*rg(n),

nEZ nGZ
—14+2d=—< Z ndro(n) = Z ndrg(n).
nEZ nEZ

Démonstration. La résolution de type E donne :

we(r) = (k) — o) +oB) (" T3 77)

_kezz(rc(m( NCETTY.

En différentiant 3 fois, compte-tenu de la valeur de (";k), on obtient :

8*h0 To(n) = Z (rc(k) + (k_—11>) _ k};nrc(k) + (g)

k<n
donc ~v¢(n) = 8*h°Jc(n) — ( ) Z rc(k).
k<n
Le calcul de o¢(n) est analogue.
Puisque 7 : F — I¢ est une présentation minimale de Ic on a :

S0 = mf{n ez l hOJC(n) 79 0}
= inf{n € Z | K°F(n) # 0}
=inf{n € Z | ¢(n) # 0}.

On a vu aussi (demonstratlon de 4.2) que PV — Exty(Ic, R) est une présenta-

tion minimale de Ext R(Ic, R) qui n’est autre, par dualité locale, que le dual de
H3 Ic(4) = H2Jc(4) = H!Oc(4). Donc

e = sup{n € Z | h'O¢(n) # 0}
—inf{n € Z | Extg(Ic, R). # 0}
= —4 +sup{n € Z | ¢(n) # 0}.

D’aprés 1 2.6, on a d = —7”(00) = ac(oo) Compte—tenu deyo =7k, et
de I 1.13 appliqué a la fonction (& support fini) 70 = r“ on obtient :

d=—r¥o0) = -2 Zn re(n).

nez
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On a aussi
g-1=Y &L)én_:i)w(n)
nezZ

_ Z (n—1)(n ; 2)(n — 3)rc(n)

ne€z
n3

=— Z —6—rc(n) + z n’rg(n),

n€Z n€zZ
dou g-—1+2d= —(—13 Z ndrc(n).
nez

Les expressions faisant intervenir r} se calculent de la méme maniére, mais on
P C ’
peut aussi utiliser I 1.13 et r¢ + 1y = &*pc.

6. Lien entre les deux types de résolutions.

Proposition 6.1. Soient C une courbe,

0—Ey @ L5 F-51c—0
une résolution de type E de I¢, et

0—P-LiNy © L'~ 16 —0

une résolution de type N de Ic. Il existe deux modules libres L), et L}, et des
isomorphismes:

Ly~ L,® L, F~LioL P~Li®L
et, quitte & modifier a par un automorphisme de Ey ® L, une suite exacte
scindée :
0—P ML, 0L L' F—0

tels que a (resp. ) s’obtienne en composant pu a gauche avec l’injection cano-
nique Eg @ L — Ly ®@ L @ L' (resp. A a droite avec la projection canonique
Lg(E.L(a.L’-A.AM Q)L/}

Démonstration. On a par construction une suite exacte :

0— Eg— Ly 2% Ny—s0.
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Puisque 7 est surjectif et L, ® L' libre, on a un carré commutatif :

Lol 2% NeolL

5 I
F LN Ic

Quand on tensorise par k, les deux fleches horizontales deviennent des isomor-
phismes,  est surjectif, donc aussi z et y', dont le noyau est donc un facteur
direct de Lz @ L', c’est-a-dire un module libre L7. On a un homomorphisme
induit v : LY — P qui est injectif aprés tensorisation par k, donc qui est injectif
et identifie L5 a un facteur direct de P. On a donc un diagramme commutatif
de suites exactes :

0 0
0 — Ly =2 P — P/LYy — 0

No@L’ 4 0

0 — EyoL — F — Ic — 0
0 0

ou A est I'injection canonique et ug est induit par u. On vérifie que pj est
injectif, et que son conoyau est isomorphe a P/LY, qui est libre. On a donc un
isomorphisme Ey @ L ~ Eq @ P/LY. D’aprés la démonstration de 3.5, on en
déduit que L est isomorphe a P/Ly. D’ou I'isomorphisme P ~ L} & L.

Soit g (resp. ¢') la projection de No @ L' (resp. Lo @ L') sur L'. D’apres la
minimalité de la résolution de type N de I, on a BY = 0, donc on a (¢B)Y =0,
g8 =0, (gB7) =(¢'N) =0, et LY s’identifie & un facteur direct de L.

Ecrivons Ly ~ L) @ Ly, alors on a F ~ L), @ L' et on a obtenu les isomor-
phismes annoncés. Il reste a construire A et y ;

A:P— L, ® L& L est obtenu en relevant 3 en By : P — Ly @ L' tel que
B1y = X' et en lui ajoutant la projection canonique P — P/L) ~ L. On vérifie
que A est scindé car A’ Dest.

p:Ly @ LB L' — F est défini par p|r,or = p' et plr = —p'Bi|L.
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On vérifie qu’on a alors un diagramme commutatif de suites exactes :

v ~

P = P

A ’ B

~ ~

0 — E®dL — LydLoL — NoydpL — 0

| . ¢

~ v

0 — E,oL = F LN Ic — 0

- <+

0 0

et u induit un automorphisme de Ey @ L. D’ou le résultat.

Corollaire 6.2. Soit C une courbe dont I'idéal Ic a des résolutions de type

Eet Navec L = L' = 0. Alors il existe un diagramme commutatif de suites
exactes :

0 0

0 — Eg = F = I — 0

ot A\ admet une rétraction. En particulier, si on connait une des résolutions,
on connait la deuxiéme.
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7. Exemples.
Nous précisons ici les résolutions de type E et N pour quelques courbes
particuliéres. Nous verrons d’autres méthodes de calcul en III 1 et III 4.

a) Les courbes ACM.
Si C est une courbe ACM, on a M¢c = 0,donc Ey = Ny =0et Ac = R/Ic.
Les résolutions de type E et N coincident ; on a, par exemple :

00 FE—>F—>Ic—0

avec E et F libres, dou P = E, N = F. On a donc, pour tout n : a'(n) =
a(n) =0, b'(n) = ¢(n), c'(n) = b(n), d’ott ri(n) = —re(n) et on retrouve ainsi
Pégalité y¢ = —oc.

Par exemple, si C est l'intersection compléte de deux surfaces d’équations
f, g de degrés s, t , I'idéal Ic est engendré par f et g avec l'unique relation
gf — fg =0, d’ot1 la résolution :

0— R(—s—1t) = R(—s)® R(-t) = Ic — 0.
On en déduit aussitot :
n—s n—t n—s—t n

em= (") (") (7))
c’est-a-dire, si s < t :
(0 pourn<O0;
—1 pour0<n<s;
ye(n) =< 0 pours<n<t;

1 pourt<n<s+t;

L 0 pourn > s+t;

et,sis=t:
0 pourn<O0;

-1 pour0<n<s;

vc(n) =
1 pour s <n < 2s;

0 pour n > 2s.

Pour une courbe ACM quelconque, la résolution et le caractére ¢ se calculent
par liaison, cf. IIT 1.2 et 1.4.
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b) Réunion disjointe de deux courbes ; la résolution de type N.
Soient C; et C; deux courbes disjointes et C = C; U C;. Soient, pour
k = 1,2, M; le module de Rao de Cy, I l'idéal gradué de Cy muni de sa
résolution de type N :
0— Pk&)Nk-ﬂ-)Ik — 0

ou P; est libre et N} défini par la suite exacte :
0= N — Ly 4 25 Lo s 225 M, — 0.

Comme on a Ext%(Mi,R) = 0, la fleche € se prolonge en €, : Lix — R.
Comme O¢ est somme directe de O¢, et Oc,, 'anneau A¢ est somme directe
de Ac, et Ac,. On obtient alors par la méthode de [LR] la résolution de type
N de I¢c A partir de celles des I :

Proposition 7.1. L’idéal Ic admet la résolution de type N suivante :
0 PLN—Ic—0
avec P = P, ® P, , N défini par la suite exacte :
0~ N—L11 & Liz——Los & Lop ® R = Mo — 0,
avec 0 =01, @ 012D (e — €;) et B = P1 D Pa.

Bien entendu la proposition 7.1 s’étend au cas de la réunion de d courbes

disjointes. Pour la résolution de type E, voir c).

Exemple 7.2. Soit C la réunion de d droites disjointes. La résolution de type
N de C est donnée par P = R(—2)? et par la suite exacte :

0— N — R(-1)* - R* - Mc — 0.

Cette suite est le début d’une résolution graduée minimale de M¢ donc on a en
particulier N = Ng.

Si les droites ont pour équations A; = B; = 0 pour ¢ = 1,...,d, on peut
décrire N comme ’ensemble des (A1, p1,...,Ad, pa) € R(—1)% qui vérifient
pour tous 2,7 : A\iA; + piBi = A\jA; + u;B;.

c) Réunion disjointe de deux courbes ACM ; la résolution de type
E.

On reprend les notations de b), mais cette fois les courbes C; sont ACM .

On considére les résolutions minimales des idéaux I :

0— Ekﬂ)FkiIk — 0.

Le calcul de la résolution de type E est plus compliqué que celui du type N et
nécessite quelques préliminaires.
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Lemme 7.3. Résolution d’un produit tensoriel.  Soit R un anneau et
considérons deux suites exactes de R-modules :

0 Ex5HF "% -0 (k=1,2).

On suppose E, et F libres sur R.
Alors on a une suite exacte de R-modules :

(*) 0> E®E-5(E®F) @ (FI ® E)-5F @ K- ® I, -0,

avecT = m Q@my , ¢ = (a1 ®1dp,)+(idF, ®az) , a = (tdg, Qaz)P(—a; ®idE, ).

Démonstration. Comme E; et F) sont libres, By ® I; et F} ® I s’injectent
respectivement dans E; et F) et il en résulte que la fleche ay; ® 1 : E; @ I, —
Fy ® I, est injective, donc que l'on a Tork(I;,I;) = 0 . Le reste est une
vérification sans difficultés.

Lemme 7.4. Soit R un anneau, I, I deux idéaux de R, p: I @ I, — I I
la fléche définie par u(z ® y) = xy. Alors Kery est annulé par I + I.

Démonstration. Soit z € Kerp , z = Y z;®y; avec Y z;y; = 0 et soit fi € Ij.
Ona(fi+fo)z=3 iziQ@yi+ 2 z:i® foyi = 3 fr ® ziyi + D (zivi ® f2) =
@Y ziyi+ (X zivi)® f2=0.

Corollaire 7.5. On reprend les notations du début de c) : Cy et Cy sont
deux courbes ACM disjointes d’idéaux I; et I,.

1) La fléche p définie en 7.4 est un isomorphisme de I @ I, sur I I.
2) I I est I'idéal saturé de C = C; U Cs.

Démonstration. 1) Comme C; NC; est vide, I'idéal I; + I, a pour radical m
et on a, pour n assez grand, m™ C I; + I,. Il en résulte que Kery est annulé
par m". Mais la suite exacte (*) de 7.3 montre que 'on a HY (I; ® I,) = 0,
donc Kerpy = 0 et y est un isomorphisme.

2) Comme I1 I, = [ ® I, , la suite (*) montre HY, I I, = H) I I = 0, donc
I I, est 'idéal saturé de C' . La courbe C est aussi définie par I'idéal I, N I, et
ona I1I, C I; NI, d’ou I'égalité.

Corollaire 7.6.  Avec les notations précédentes, la résolution minimale de
type E de Ic est donnée par la suite exacte (*) de 7.3 (avec Ic = I, @ I,).

Exemple 7.7. Pour la courbe C réunion disjointe de deux droites, on obtient
la résolution :

0 — R(—4) = R(-3)* - R(-2)* - Ic — 0.
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Corollaire 7.8.  Désignons par a;; les vecteurs d’une base de Fj pourj = 1,2
et par A;;j leurs images dans I;. On a la résolution minimale de M¢ :

0— B, @ BE,-°5(E; @ F2) @ (Fy @ E2)—(F1 ® F3) ® Ey @ E,
—ubFl (&) F21I'1_—1)I’7R g MC -0

ottI'on aposé : a = (idg, ®az)B(—a1®idEg,), § = v (idg, ®m2)D (71 @ —idEg,)
et ou u vaut a; @ az sur Ey @ E; et est défini sur F; @ F; par u(ai1 ® ajz) =
(Ajeain, —Airajz).

Démonstration. On a vu en I 3.5 que ’on a M¢c = R/(I; + I) . De plus, on
a la suite exacte :

0—)[1”I2-—)I1®I2—+I1+I2—-)0

et on sait que I) NI, est isomorphe & I); ® ;. On en déduit la résolution de I + 1
a partir de celles de I} @ I; et de I} @ I par la méthode du “mapping cone”.
Elle est minimale car les matrices qui interviennent sont toutes a coefficients
dans m.

Remarques 7.9.

1) Par rapport a4 1’énoncé 6.1 , on note qu’iciona Ly ~ P@F et L= L' = 0.

2) Dans le cas ou C] et C; sont des intersections complétes on retrouve la
résolution de M¢ vue en 2.6 (cf. aussi ’exemple a) ci-dessus et I 3.5).

3) Le cas ou les C; ne sont pas ACM est nettement plus délicat, voir III
1.7 et 1.8 pour certaines réunions de droites.
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Nous rappelons dans ce numéro un certain nombre de résultats concernant
la biliaison (ou liaison paire), notamment en ce qui concerne la variation des
invariants et des résolutions. Nous commencons ’étude des courbes minimales
qui sera l’objet principal du IV.

1. Rappels sur la liaison . On se reportera a [PS] ou [R] pour des détails
concernant la liaison. Nous nous contentons d’en rappeler les propriétés essen-
tielles.

a) Définition.

Définition 1.1. Soit C' une courbe, X une courbe intersection compléte de
deux surfaces de degrés s et t contenant C. L’image canonique du faisceau
HOmoP(OC,Ox) dans HomoP(OP,Ox) ~ Ox est un idéal Jp/x de Ox
qui définit une courbe I' contenue dans X. De la méme maniére on a un
isomorphisme : Jo;x ~ Homog(Or,0x). On dit que C et T’ sont liées
(algébriquement) par X (ou par les surfaces de degrés s et t définissant X ).
On parlera en abrégé de liaison s X t.

On dit que deux courbes C et C' sont dans la méme classe de liaison (resp. de
biliaison) si et seulement si il existe des courbes Cy = C,C},...,Cp = C' telles
que C; et C;;, soient liées (resp. et si, de plus, n est pair).

b) Variation des invariants.

Proposition 1.2. Avec les notations de 1.1, on a les propriétés suivantes :
1) dc+dr=st; gc—gr = (%(8 +t) - 2)(dc - dr)
2) Pour tout n € Z on a

R'JIc(n) = h'Ir(s +t —n —4)

(ou encore : pc(n) = pr(s +t—n —4).
3) Pour toutn € Z on a :

R Jc(n) — R°Tx(n) = h*Or(s +t —n — 4);
R JIr(n) — h°Tx(n) = R'Oc(s +t — n —4).
3') Pour tout n € Z on a :

ye(n)+or(s+t—n—-1)=9r(n)+oc(s+t—n-1)
=(%09)+ () -0707)-6)
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4) Mg ~ Mi(4—s —t).

Remarque 1.3. La formule 3' s’obtient & partir de 3 par différentiation. On
notera que la somme est nulle pour n <0etn > s+t SiC est ACM, il en est
de méme de I (et on a or = —7r).

c) Variation des résolutions.

Proposition 1.4. Avec les notations de 1.1, on suppose que Jc admet une
résolution localement libre :

0— Ac — B¢g — Jc — 0.
Alors, Jr admet la résolution localement libre, obtenue par “mapping cone” :
0 — BE(—s —t) = A&(=s — t) ® Op(—s) & Op(~t) = Jr — 0.

Remarques 1.5. a) On notera que la liaison échange le type E ou N des
résolutions : si B¢ est dissocié, c’est Ar qui est dissocié et inversement.

b) Méme si la résolution de C est minimale, au sens de II, celle de I" ne
Pest pas nécessairement.

c) Cette proposition admet une variante évidente obtenue en remplagant
les faisceaux par les modules gradués correspondants.

Exemples 1.6.

a) Les courbes ACM :

Dans ce cas les résolutions de type E et N coincident et donc 1.4 permet
de les calculer a partir de celles des intersections complétes (cf. IT 5.a). Par

exemple, si C est liée a une droite par deux surfaces de degré s, on a la résolution
de I'idéal gradué de C :

0 — R(—2s+1) = R(—2s+2)® R(—s)? = Ic — 0.

b) Les réunions de droites disjointes :

On peut utiliser 1.4 pour passer d’un type de résolution a ’autre. Dans
le cas de la réunion de d droites disjointes, cela peut permettre de calculer la
résolution de type E (cf. II 7.c).

Proposition 1.7. Soit C la réunion de d droites disjointes. On suppose C
tracée sur une quadrique lisse @ (on notera que c’est toujours le cas si on a
d < 3). On a alors la résolution minimale de Ic (qui détermine aussitét celle
de type E) :

0 — R(-d—2)4"! - R(-d - 1)** - R(-d)**' @ R(-2) = Ic — 0.

Démonstration. La courbe C est liée par 2xd a C’' qui est formée de d droites
de l'autre famille de Q. On obtient donc la résolution de type E de C & partir
de celle de type N de C' (donnée en II 7.c) en utilisant 1.4 .

Dans le cas de 4 droites on a le résultat suivant :
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4

Proposition 1.8. Soit C = U A; la réunion disjointe de 4 droites. On sup-
i=1

pose C non tracée sur une quadrique. Alors, la résolution minimale de I¢c est

la suivante :

0 — R(—6)? — R(-5)" ® R(—4)® - R(-4)* ® R(-3)* —» Ic — 0.

Démonstration. Soient @;,Q2 les quadriques lisses contenant respectivement
Ay, Az, Aj (resp. Ag, Az, Ay). Désignons par Fi(resp. F3) la famille des droites
de @, (resp. QQ2) contenant les A;. L’autre famille sera appelée G,(resp. G;).
L’intersection Q1 N Q2 contient A, A3 et deux droites A}, A} appartenant aux
familles G;. Soit A} € Gy, A} # Aj, A} et soit Py le plan (Aq,A]) ; il coupe
A} en x4, A} en z3. Soient d’autre part z,y les intersections de A} avec Q2
et choisissons un plan P, contenant A4 et ne contenant pas les points z,, 3,
z, y. La courbe C est liée par les deux surfaces cubiques Q; U Py et Q2 U Py
a la courbe I' suivante : ' = DUAJUAUA,UA; ou D = PLN Py et
A;UA4 =P4I'"|Q2.

On vérifie aussitét que A] et A} sont non coplanaires (car z,y ¢ A}), que
A} et A} coupent D et que A) (resp. A}) ne coupe aucune des autres droites
(A% ne rencontre pas D car zo ¢ Py). Soit I'y = DUA] UA). C’est une courbe
connexe qui est liée a une droite par deux surfaces de degré 2 : prendre un
plan P] contenant A} (resp. P, contenant A}) et les surfaces P4U P{ et P, U P,.
On a donc la résolution de type N (ou E, puisque I'y est ACM) de Iy :

0— R(-3)> > R(-2)} - Ic—0

(la courbe T'y est une “cubique gauche”). On en déduit la résolution de type N
deT:
0-P—->N-oIr—0

avec P = R(—2)? @ R(—3)% et N défini par la suite exacte :
0— N — R(-1)*® R(-2)* - R* - Mr — 0.

On en déduit la résolution annoncée grace a 1.4.

Bien siir, pour une courbe C, il est intéressant de savoir quels sont les
couples d’entiers (s,t) permettant de lier C. Le lemme suivant peut étre utile
en ce sens.

Lemme 1.9. Soient C une courbe, Qo,Q1,...,Q, les équations de r + 1 sur-
faces contenant C, sans composante commune, de degrés dy < d; < --- < d,.
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Alors il existe deux surfaces de degrés dy et d,, sans composante commune,
dont les équations sont dans I'idéal engendré par Qg,Q1,...,Q,. On peut donc
lier C par dy x d,.

Démonstration. Quitte & rajouter dans l'idéal des équations de la forme
QiPj;, ou Pj, parcourt I’ensemble des polynémes homogénes de degré d, — d,
on peut supposer que d; = --- = d,.

Soit A = k[A1,...,Ar], @ = Y1, MiQi. Si pour tout A = (Aq,...,A,) de
k™ —(0,...,0), Qo et >_I_, X;Q; ont un facteur commun, le sous-schéma fermé
de P3 x Spec A défini par Qo et Q est de dimension r + 2, c’est-a-dire que Qo
et Q ont un facteur commun dans A[X,Y, Z, T, et puisque Qg est indépendant
des );, ce facteur commun divise tous les @;, ce qui contredit I’hypothese.

2. Biliaison élémentaire.

Nous étudions maintenant I’opération de biliaison élémentaire qui s’obtient
en pratiquant deux liaisons successives, I’'une des surfaces liantes étant commune
aux deux liaisons.

a) Notations et définition.

Définition 2.1. Soit C une courbe, Q (resp. S) une surface de degré s (resp. t)
contenant C. On suppose que @ et S n’ont pas de composante commune. Soit
X lintersection compléte de Q et S et T la courbe liée & C par X. Soit de plus
S' une surface de degré t + h, h € Z, contenant I, sans composante commune
avec Q, Y lintersection de Q et S' et C' la courbe liée 4 T par Y; on dit que
C' est obtenue a partir de C par une biliaison élémentaire de degré s et de
hauteur h, ou, en abrégé, une biliaison élémentaire (s, h).

La biliaison sera dite ascendante si h > 0, descendante si h < 0.

Remarque 2.2. Lorsque h est > 0, I’existence d’une telle surface S’ est as-
surée, il suffit de prendre S' = SU H ou H est une surface de degré h coupant
proprement ). Dans ce cas, la courbe C' est la réunion schématique de C et
de l'intersection complete SN H, de degré sh. On dit alors que la biliaison est
triviale (cf. [LR] p. 276, “basic double linkage”).

En revanche, pour h < 0, il se peut qu’il n’existe pas de surface S’ conve-
nable.

On note I¢/q I'image de I¢ dans Rg = R/(Q).
b) L’homomorphisme u .

Proposition 2.3.  Soient C une courbe, Q une surface de degré s contenant
C, C' une courbe tracée sur @, h € Z. Les conditions suivantes sont équiva-
lentes :
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1) C' est obtenue a partir de C' par une double liaison par des surfaces (Q, S)
et (Q,S') avec deg S' — deg S = h.

2)11 existe un homomorphisme injectif u : I¢/q(—h) — Rq (ou, ce qui revient
au méme, u : Jo/q(—h) = Oq ) tel que I'on ait Icijq = Imu. On a alors
IC//Q jad IC/Q(—h).

Démonstration. Supposons que C’ soit obtenue a partir de C' par une double
liaison comme décrite en 2.1. On a le diagramme commutatif suivant (en notant
encore @, S, S’ des équations des surfaces correspondantes ) :

0 — Igjg(~h) — Rg(~h) — Ro(-h) — 0

Jo s |+
0 — Rg - Ret) — Rx(t) — 0.
On a, par définition de la liaison : Ir = {f € R | fIc C Ix} et la formule
analogue pour I¢:.

Les multiplications par S et S’ sont injectives dans Rg. Comme S’ € It x,
il induit un homomorphisme de R¢c dans Rx et donc le diagramme définit un
homomorphisme u, injectif, de I¢/o(—h) dans Rq. On notera en particulier
que 'on a u(S) = S’. Soit alors C" le sous-schéma de @ défini par I'idéal Imu
de Rq. On a donc : Ign g =~ Ig/q(—h), et par définition, Icw g = { f € Rq |
Jg € Igjq tel queSf = S'g }. Nous allons montrer que Icn g = I¢r/q et donc
c'=¢C".

Soit f € Icnyq, il s’agit de voir que f € I¢i/q, ie., quesi h € Iyjg, on a
fh€(S'). Or, il existe g € Ig/q tel que Sf = S'g d’ou Sfh = S'gh, et comme
h € Ir;q, gh = Sh' donc Sfh = SS'h'. Comme la multiplication par S est
injective dans Rq, on a bien fh = S'h'.

Réciproquement, soit f € Ici/g. Comme S € Ir/q,ona Sf = §'g et il faut
montrer que g € I¢/q, ou encore, par réciprocité de la liaison, que gt/ C (S5).
Mais, si h € It/q, on a fh = §'h' d’ou Sfh = S'gh = §'Sh' et donc gh € (5).

Il reste a prouver que si C' est obtenue par le procédé 2) avec un homo-
morphisme u elle s’obtient aussi par double liaison. Pour cela, on prend pour
S une surface quelconque contenant C et sans composante commune avec Q et
on prend S’ telle que S’ = u(S) dans Rq.

Nous avons donc ramené le probléme de la construction d’une biliaison
élémentaire & celui de P’existence d’un homomorphisme, qui est précisé par les
deux énoncés suivants :

Lemme 2.4. Soient C une courbe, () une surface de degré s contenant C. On
a une suite exacte :

0 — H°Oq(h) — Homo, (Jc/q(—h),0q) — (H'Oc(s —4—h))¥ -0
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et donc une égalité :
dimzHomo, (Jc/q(—h), 0q) = h°Oq(h) + h'Oc(s — 4 — h).
Démonstration. On a une suite exacte de Op-modules :
0 Jciq = 0qg—0Oc—0
d’ou 'on déduit une autre suite exacte :
0 — H°Ogq(h) — Homo, (Jc/q(—h),Og) — Ext},Q(OC(—h), Og) — 0.

La dualité de Serre sur la surface @, dont le faisceau dualisant est wg =
Ogq(s — 4), montre que Ext},Q(OC(—h),Oq) est le dual de H'Oc¢(s — 4 — h),
d’ou le résultat.

Remarque 2.5. Dans la suite exacte précédente, 'image de H°Og(h) (c’est-
a-dire des éléments homogénes de degré h de Rq) correspond aux biliaisons
élémentaires triviales : si les surfaces S, S’ sont telles que ' = SH avec
deg H = h (biliaison élémentaire triviale), u est la multiplication par H dans

Rq.

Proposition 2.6. Soient C une courbe, Q) une surface de degré s contenant C,
u: Jcy@(—h) = Oq un homomorphisme de Oqg-modules et Oc: son conoyau ;
1) si u est surjectif, il est bijectif, h est négatif, C est I'intersection compléte de
Q avec une surface Q' de degré —h;

ii) si u est injectif et non surjectif, C' est une courbe ;

iii) si u n’est pas injectif, C' est une surface contenue dans @, différente de Q
si u n’est pas nul. En particulier, Q n’est pas intégre.

Démonstration. Le noyau de u est égal & Jg//qo(—h), ot Q' est un sous-
schéma de @ qui contient C. En passant au quotient, on obtient un homomor-
phisme injectif u' : Jo/q/(—h) — Oq. De plus, si les schémas @ et Q' sont
égaux en codimension 1, ils sont égaux.

Sur tout ouvert ol u est surjectif, u’ est bijectif, les schémas @ et Q' qui
sont égaux en-dehors de C sont égaux, et le noyau de u est nul. Donc si u
est surjectif en codimension 1, il est bijectif, J¢/q est isomorphe a Og(h) et
I'injection canonique de J¢/q dans Oq correspond a une section non nulle de
Ogq(—h), qui provient d’une section non nulle de Op(—h) ce qui entraine le
résultat.

Si u n’est pas injectif, il n’est pas surjectif en codimension 1, et C' a une
composante qui est une surface contenue dans @ (différente de @ si u n’est pas
nul).
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Si u est injectif et non surjectif, C' n’est pas vide et on a un isomorphisme
JC/Q(—h) ~ Jcoryq- 1l faut montrer que C' est de dimension 1 et n’a pas
de composante immergée. Soit z un point de P3. Si Op ; est de dimension 1,
Oq,: est artinien, u, est la multiplication par un élément non diviseur de 0 dans
0gq,z, donc c’est un isomorphisme et O¢' ; est nul. Si Op ; est de dimension
3, les profondeurs en z de J¢, JC/Q = JC, /Q(h) et Jcr sont égales a 2, donc
C’ n’a pas de composante immergée.

Remarques 2.7.

a) L’ensemble des homomorphismes injectifs de Jc/q(—h) dans Oq est
un ouvert de Homo,(Jc/@(—h),Og), qui contient les multiplications par les
éléments homogenes de degré h de Rq, non diviseurs de zéro. En particulier il
n’est pas vide pour h > 0.

b) Soit h < 0 et supposons que C n’est pas une intersection compléte. Si
HOc(s —4 — h) est non nul et s'il existe une surface intégre Q de degré s
contenant C, il existe une biliaison élémentaire (s, k) qui fait passer de C' a C'.
C’est le cas en particulier si C est intégre et si s = s9(C). L’exemple de la
réunion disjointe d’une droite et d’une conique, avec h = —1 et s = 2 montre
que I’hypothése de ’existence d’une surface intégre de degré s est essentielle.

c) Lorsque I'on a s > e+h+4, toute biliaison élémentaire (s, h) est triviale.
En effet, ’hypothése signifie que H'Oc(s—4—h) est nul. Il suffit alors d’utiliser
2.4.

d) Pour s > e + 3 il n’existe pas de biliaison élémentaire avec h < 0 : C
est une courbe minimale (cf. 5 ci-dessous).

c) Décomposition des biliaisons.

Lemme 2.8. Déformation. Soient I', I’ deux courbes liées par s x t 4 une
méme courbe C. Il existe une déformation plate = : G — U , paramétrée par
un ouvert non vide U de la droite affine A'(k) telle que :

1) Les fibres G de m sont des courbes & cohomologie et module de Rao con-
stants.

2)T et I'" sont deux fibres de «.

Démonstration. Vu 1.4 , cela résulte de II 1.3.

Proposition 2.9. Soient C, C' deux courbes de la méme classe de biliaison.
Alors, on passe de C a C' par un nombre fini de biliaisons élémentaires et de
déformations (a cohomologie et module de Rao constants).

Démonstration. On se raméne au cas ou C est liée a I" par des surfaces Q;,
Q2 de degrés s, t, puis I & C' par Q3, Q4 de degrés s', t'. On choisit alors &
de degré t', contenant I', sans composante commune avec @; ni Q3. On lie T &
Ci par Q1,%, puis " & C; par @3,X. On passe donc de C & C; puis & C par
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deux biliaisons élémentaires. Enfin, C' et C;, liées & I par s’ x ¢’ s’obtiennent
par déformation (2.8).

Remarque 2.10. La méme méthode montre aussi qu’une biliaison élémentaire
de hauteur A > 0 s’obtient comme composée de h biliaisons élémentaires de
hauteur 1 ou encore de h biliaisons triviales de hauteur 1 et d’une déformation.
(On notera qu’une biliaison élémentaire de hauteur 0 est une déformation).

On prendra garde au fait que dans 2.9, certaines biliaisons élémentaires
peuvent étre ascendantes et d’autres descendantes. Le résultat de 2.9 sera, de
ce point de vue, amélioré en IV lorsque 'une des courbes est minimale.

3. Variation des invariants. Dans tout ce qui suit on se place dans la
situation de 2.3 : C est une courbe, @ une surface de degré s contenant C, C'
la courbe obtenue par une biliaison élémentaire (s, k) sur @, avec b € Z. On se
propose de calculer les invariants cohomologiques de C' & partir de ceux de C.

a) La méthode. On utilise la relation Je 1@ = Jc /Q(—h) et les deux suites
exactes :

0— Jq =0p(=s)—=Jc—Jciq—0
0 — JQ = Op(—S) - JCI s JCI/Q - 0.

La plupart du temps les calculs sont évidents & partir de ces remarques et
ne seront pas explicités.

Remarque 3.1. Du point de vue cohomologique, deux biliaisons de type (s, k)
ont des effets équivalents sur les invariants numériques. De méme, siona h > 0,
une biliaison (s, h) est équivalente & h biliaisons (s,1). On pourra donc souvent
se borner a expliciter les formules dans ce dernier cas. Pour le cas h < 0, il

suffit d’échanger les réles de C et C'.
b) Degré et genre.
Proposition 3.2. Ona:d =d+sh;g —g=hd+hs(s+h—4)/2.

(Pour le degré il suffit de penser au cas trivial, cf.2.2 ; pour le genre, le
mieux est d’utiliser 1.2.1).

c) Module de Rao.

Proposition 3.3.
On a M¢cr ~ Mc(—h) ; en particulier, pc'(n) = pc(n — h).

d) Postulation.
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Proposition 3.4.
1)On a:

hOJC'(n)=h0JC(n—h)+(n—;+3>_ (n—s;h+3).

En particulier, pour h =1 :

W0 Tei(n) = B Jo(n — 1) + (" _; + 2).

2)Ona:

i teen (3)-0)+ (15 -( 73

Pourh=1:
vor(n) =vc(n— 1)+ (n =y 1) - (n——ll)

Autrement dit (toujours pour h=1) :
Yve(n—1)+1, sin=s ;

Yor(n)=< ye(n—1)-1, sin=0 ;

Yc(n—1) sinon.

e) Spécialité.

Proposition 3.5.

1)Ona:
h‘ZJC,(n)=hZJC(n_h)+(S+h;n—1)_(3—g—l)
+ —n—l)_ h—n-1
( 3 3 ’
Pour h=1:

R Je(n) = BIo(n — 1) + (3 e 1) - (""2‘ l).
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2)Ona:

Pour h=1:

oci(n) =oc(n—1)— (s ——nl_- 1) + (—n_; 1),

Ou encore, toujours pour h =1 :
oc(n—-1)+1, sin=0 ;
ocr(n)=4¢ oc(n—1)—1, sin=s ;

oc(n—1) sinon.

f) Les invariants sg et e.

Proposition 3.6. On suppose h = 1.

a)Ona:
So, sis=Sp;
3o =

8o+ 1 sinon.
b) On a :
e+l, sis<e+4;
e =sup(e+1,5—3) =

s —3 sinon.

La proposition résulte de 3.4 et 3.5 . On notera qu’on a toujours sy > s
ete >e+1.

Remarque 3.7. (rang maximum).

Les calculs précédents, notamment 3.3 et 3.6, montrent que si C' est biliée & C
par (s,h) avec h > 0, et si C' est de rang maximum (i.e., si 39(C") > ro(C") ),
C D’est aussi. En revanche, la réciproque est fausse (prendre pour C la réunion
disjointe de deux droites, s = 2, h = 2, C' est une courbe de degré 6 et genre
3 tracée sur une quadrique, donc non de rang maximum). Nous retiendrons
de cet exemple que la propriété de rang maximum a tendance a se perdre par
biliaison ascendante. Cependant, si C' est de rang maximum, on notera qu’il
existe pour tout h > 0 des courbes C' de rang maximum avec M¢» = Mc(—h).
1l suffit pour cela de faire une biliaison élémentaire (s, h) avec s > so. La méme
remarque vaut aussi pour le corang maximum (i.e. la condition e(C) < r,(C)).
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g) Un exemple. On a calculé en I 2.d les invariants de la courbe C' réunion
disjointe de deux droites. On en déduit par les calculs précédents ceux de toute
courbe de sa classe de biliaison (ou de liaison car C est liée & elle-méme par 2x2).
Par exemple, soit C' biliée & C par (4,2) (la courbe C' correspond & un fibré
de corrélation nulle). On adcr =10 ; gor =11 5 v¢(0) = ... = v (3) = -1,
vc'(4) = 4, les autres termes étant nuls ; on en déduit sy = 4. Pour la spécialité
onaoci(0)=0c(1)=1,0c(2)=2,0¢(3)=-2,0¢c(4) =0¢c/(5) = -1,
les autres termes sont nuls et on a e = 2.

4. Variation des résolutions.
Toujours dans la situation de 2.3, on cherche cette fois & préciser comment
varient les résolutions (de type E et N) en passant de C' a C'.

a) Notations. Soit C' une courbe, Ic son idéal gradué. On considére une
résolution :

0—A50-51c -0
ou A et 2 sont des R-modules gradués de type fini, localement libres en dehors
de m et ou on suppose de plus :

(*) Prof2>2 et Exth(Q,R)=0

(ou, ce qui revient au méme par dualité, H2Q = 0).
On notera que les résolutions usuelles vues en II vérifient ces conditions.
On consideére de plus une surface @) contenant C, de degré s, dont ’équation
sera notée encore Q).

b) Modification de la résolution. Deux cas sont possibles :
1) © s’écrit sous la forme : Q@ = Q' @ R(—s) avec Q' localement libre en
dehors de m, de telle sorte que I'image du générateur de R(—s) dans I soit Q.

Remarque 4.1. Dans le cas d’une résolution minimale de type E, on a =
T

F = @R(—ng) et les images f; des générateurs de F' sont des générateurs

i=1
r

minimaux de I¢. On a donc Q = Zbg fi et on vérifie que la condition ci-

i=1
dessus signifie que I'un des b; est dans k*.
2) Lorsque Q ne s’écrit pas sous cette forme, on modifie la résolution
donnée; on a la suite exacte :

0— A®R(—35)25Q @ R(—s)25Ic — 0

avec po(z,b) = p(z) + bQ et po(y,d) = (¢(y) — bz,b) ol z est un élément de
tel que p(z) = Q. Bien entendu, méme si la résolution donnée était minimale,
celle-ci ne l’est plus.
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c) Résolution de I¢/g. Quitte a faire la modification ci-dessus, on peut
supposer 2 de la forme Q' @ R(—s). Soit I¢/q I'image de I¢ dans ’anneau
Rg = R/(Q). On a alors :

Proposition 4.2.  On a une résolution de I¢;q :

00— ALQ'L)Ic/Q -0
avec ¢' = qo et p' = 7 op|a ou q désigne la projection canonique de § sur
' et 7 celle de I¢ sur Igq.

On note que par tensorisation par R(—h) on a aussitét une résolution de
Ic/q(—h), les fleches étant encore notées p' et ¢'.

d) Résolution de Ic:. Soit u: Ic)g(—h) — Rg un homomorphisme injectif
et C' la courbe biliée & C par u (cf. 2.3). On a le diagramme suivant :

!

0 — A(=h) 2 Q(=h) 2 Igg(=h) — 0

! b 8

0 — IQ — IC' —_ ICI/Q — 0

En effet, comme la multiplication par @ est un isomorphisme de R(—s) sur
Io, Dexistence du relévement p; résulte de I’égalité ExtR(Q', R) = 0. De plus,
comme on a p'¢' =0, py¢’ se factorise par Ig. En composant cette fleche avec
la division par @ on obtient donc une fleche p;p’'/Q : A(—h) — R(—s). On
obtient alors aisément la proposition suivante qui donne une résolution de I¢ :

Proposition 4.3.  On a la suite exacte :
0 — A(=h)Z5Q(=h) ® R(=s) 2o I — 0,

avec p'= (p1,Q) et ¢" = (¢', —p1¢'/Q).

Exemple 4.4. Reprenons la courbe de degré 10 et genre 11 de ’exemple 3.g.
On a la résolution de type E de I¢ :

0 — R(—6) — R(—6) ® R(=5)* » R(—4)’ - Ic» — 0

et celle de type N :
P = R(—4)* ® R(-6),
0 — N — R(-4) ® R(-3)* - R(-2) — R/m(-2) — 0.

4.5. Questions de minimalité. Méme si la résolution de I est minimale,
celle de I fournie par 4.3 ne ’est pas nécessairement (cf. 4.6). Précisément,
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elle Dest si et seulement si Q est un générateur minimal de I¢s. Il en est ainsi,
par exemple, si la biliaison élémentaire est triviale. En effet, dans ce cas, u est
la multiplication par un polynéme H de degré h, sans facteur commun avec Q.
Alors, si Fi,. .., Fy, sont des générateurs de I¢, les images des H F; forment un
systéme de générateurs de Ici/q et @ n’est pas dans I'idéal engendré par les
HF; (sinon H diviserait Q). Il en résulte que la résolution de I¢/ est minimale.

Exemple 4.6. Prenons pour C la droite d’équations (X, Y) et soient G, H deux
quadriques dont l’intersection C' est lisse de degré 4. Posons Q@ = XG + Y H.
On lie d’abord C par Q et X ala conique I' = (X, H), puis " & C' par Q et H.
Comme C’ est une intersection compléte de deux surfaces de degré 2, I'idéal
Icr est engendré par ses éléments de degré 2 et précisément par G et H, donc
@ n’en est pas un générateur minimal. La résolution donnée par 4.3 :

0 — R(—3)® R(—4) = R(-2)*® R(-3) = Ic» — 0

n’est donc pas minimale, on peut simplifier le terme R(—3).
p p

5. Courbes minimales.

Définition 5.1. Une courbe C' est dite minimale (sous-entendu dans sa
classe de biliaison) si pour toute courbe C' de la classe de biliaison de C on a :

Mcr = Mc(—h) avec h > 0.

Exemple 5.2. Si C vérifie e + 3 < s, C est minimale (cf. [LR]). De plus, si
C' est dans la classe de C, C' s’obtient & partir de C par une suite finie de
biliaisons élémentaires triviales (donc ascendantes) suivie d’une déformation a
cohomologie et module de Rao constants ([LR] prop. 1.4). Dans ce cas, il résulte
par exemple des calculs de 3) que C' est aussi de degré et genre minimaux dans
sa classe.

Remarques 5.3. a) Nous montrerons en IV I’analogue de la proposition de
[LR] dans le cas général ce qui permettra d’affirmer qu’une courbe minimale
I'est & la fois aux trois sens du module de Rao, du degré et du genre. En
effet, dans une biliaison élémentaire ascendante, les invariants r, (cf. I), d, g
augmentent tous.

b) En revanche ce phénomeéne ne se produit pas nécessairement dans une
double liaison quelconque :

Exemple 5.4. Soit I' la réunion disjointe de deux droites, liée d’une part a
C par deux surfaces de degré s, d’autre part & C' par deux surfaces de degrés
2et2s—1. Ona,sid,... (resp. d,...) sont les invariants de C (resp. C') :
d=s>—-2,r,=2s—4,9g=(s=-2)(s?2-4)-1;d =4s—4,r =253,
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g’ =(2s-3)2-1. Onar, < r, pour tout s > 2, mais g > ¢’ pour s > 5 et
d > d' pour s > 4. (On passe bien de C' a C' par des biliaisons élémentaires en
vertu de 2.9, mais certaines sont ascendantes et d’autres descendantes).
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Soit C' une courbe. Nous avons vu au II que le faisceau J¢ posséde deux
résolutions remarquables :

0—& & L—DF—Jc—0

0-——-)'P—ﬂ-)No (&) C,—E-h,'fc-——bo

ou F, P, L et L' sont dissociés, et ou & et Ny sont construits a partir du
module de Rao M¢ comme on I’a expliqué.

Nous allons suivre ici la démarche inverse : construire la courbe & partir
de My (c’est-a-dire de M¢). Pour cela il nous faut construire deux Op-modules
dissociés P et L', et une injection P — My & L' dont le conoyau soit un idéal, &
décalage des degrés prés. Le cas le plus simple est celui ou L' = 0. Nous allons
étudier les modules P qui conviennent, et montrer qu’il en existe un “meilleur”,
en un sens que nous préciserons. Cela nous permettra de construire des courbes
minimales.

On rappelle que les Op-modules considérés sont toujours cohérents.

1. Sous-modules maximaux d’un Op-module.

Définition 1.1. Soient B C A deux Op-modules. On dit que B est maximal
si pour tout Op-module B' de méme rang que B tel que B C B' C A, on a
B=B.

Proposition 1.2. Soient B C A deux Op-modules. Considérons les propriétés
suivantes :

i) B est maximal.

1) A/B est sans torsion.

i1') A/B est sans torsion en codimension 1.

i11) A/B est localement libre en codimension 1.

i11') A/B est de rang constant en codimension 1.

1) A/B est localement facteur direct de A en codimension 1.

Alorson a : 1 & 11 = it & 111 & 161’ = iv.

De plus, si A est sans torsion et B localement libre, elles sont toutes équivalentes.
Démonstration. Soit (A/B)° le quotient de .A/B obtenu en tuant la torsion,
et B, le noyau de la projection A — (A/B)°. On a un diagramme commutatif
de suites exactes :
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0 - B - A - A/B - 0 (1)

Lo

0 - B - A - (A/B° = 0 (2

Alors A/B est sans torsion < B =B, .

¢ = 11 puisque B et B, ont méme rang.

it = 4. Soit B C B' C A avec B' de méme rang que B. Si B # B', B'/B est
non nul, de torsion, contenu dans A/B.

it' = 117, Le localisé de A/B aux points de codimension 1 est un module
sans torsion sur un anneau de valuation discréte, donc il est libre.

111 = iv. En effet, sur tout ouvert affine ou A/B est libre, la suite (1) est
scindée.

Supposons maintenant A sans torsion et B localement libre.

iv = 422. Sur un ouvert ou la suite (1) est scindée, A/B est sans torsion,
donc localement libre en codimension 1.

411 = 41. Soit U le plus grand ouvert de P? sur lequel A/B est localement
libre, et j : U — P23 l'immersion canonique. Sur U, A/B n’a pas de torsion,
donc B|y = Bo|u. Considérons le diagramme commutatif :

B — B,

l !
j*(BIU) A j-(B°|U)

dont toutes les fleches sont injectives car B et B, sont sans torsion. Puisque B
est localement libre, et le complémentaire de U de codimension > 1, la fleche
B — j.(B|v) est un isomorphisme. D’ou B ~ B,.

Nous nous intéresserons dorénavant au cas ou A est sans torsion et B
dissocié de rang r.

Remarques 1.3.
a) Pour r = rang A, un homomorphisme @_, Op(—a;) — A
— soit n’est pas injectif
— soit est un isomorphisme
— soit a un conoyau de torsion dont le support contient une surface.
b) Pour r = 1, un homomorphisme injectif Op(—a) — A correspond a
une section non nulle s de A(a) donc aussi de AVV(a). C’est un sous-module

non maximal si et seulement si on peut écrire s = fs', avec f € R, deg f > 1,
s' € H'AVV(a — deg f).
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c) Si A est un fibré de rang r + 1, et B un sous-fibré maximal dissocié de
rang r de A, A/B est sans torsion de rang 1, donc est un idéal tensorisé par
det A @ det B! (cf. II 1.5). Si cet idéal est égal & Op, la suite exacte (1) est
scindée et A est dissocié. Sinon, d’aprés II 1.1 cet idéal est celui d’une courbe,
ce qui explique notre intérét pour les sous-fibrés maximaux dissociés d’un fibré.

d) Si B est un sous-fibré maximal dissocié de A et B’ un facteur direct de
B, B' est aussi un sous-fibré maximal dissocié de A.

Expliquons le point b) : si Iimage de Op(—a) — A n’est pas un sous-
module maximal, elle est contenue dans un sous-module de rang 1 sans torsion,
de la forme Jz(—b), ot Z est un fermé de P?® de codimension > 1 (cf. 0 2.4).
On a un diagramme commutatif de suites exactes :

Op(—a) — Jz(-b) — Op(-bd)
! ! !
A = A - AW

dont toutes les fleches sont injectives, et b < a sinon la premiére ligne est une
suite d’isomorphismes. D’ou le résultat dans AVV.

Inversement, si s = fs' dans AV, AVV/(s) a de la torsion en codimension
1, donc aussi A/(s) puisque A et AYY sont égaux en codimension 1.

2. Deux fonctions de Z dans N associées & un Op-module.

Soient N un R-module gradué de type fini, N le faisceau associé, a € Z.
On désigne par N¢, le sous-module de N engendré par les éléments de degré
< a, et par N, le sous-Op-module de N, image de ’homomorphisme :

@ Op(—n)"*N™ N

défini par les sections globales de M'(n), pour n < a.

Lemme 2.1. Le faisceau N, associé & N<, est contenu dans N¢,. Lorsque

N = HN, on a N, = N, et la fléche naturelle N¢, — H2(N<,) est une
inclusion. C’est un isomorphisme si et seulement si H}(N<,) est engendré par
ses éléments de degré < a.

Démonstration. On remarque que N<, est 'image de ’homomorphisme :

@ R(-n)™N+ N
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défini par des générateurs de N,, pour n < a. Il est donc clair que ]V;a =N<a
si N = HYN. On a alors des inclusions :

N¢o C HY(Ng,) = HY(N<a) C HN = N.

Définition 2.2. Premiére fonction associée A . Soient N' un Op-module,
et N = H)N. Une présentation graduée minimale de N est de la forme :

o: R(—n)‘”(“) - N
GZ

n

ot Iy est une fonction de Z dans N presque partout nulle définie de maniére
unique.

On note plus simplement ! au lieu de Iy lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité.
Lemme 2.3. a) o est un isomorphisme si et seulement si N est dissocié.
b) La restriction o4 : @,<, R(—n)¥(™ — N de o a pour image N<, et la sur-
jection induite o', : @, <, R(—n)" (™ — N, est une présentation minimale.
c) La restriction 6, : @, <, Op(—n)‘-“’(") — N de & a pour image NSa et est
injective si et seulement si J\f_<_a est dissocié. On a alors N<, = HY(N. <a)-

Démonstration. b) On a un diagramme commutatif :
@ R-n) ™ @pk ~ Nz
n<a

l l

@ R(-n)® @k = N
ou la premiére fléche véfiicale est injective, et 7 est un isomorphisme, donc il
en est de méme de o.
c) D’apres 2.1, N<, est le faisceau associé & N<,, donc &, a pour image
r
N<a. Si ce dernier est dissocié, de la forme @ Op(—n;), on obtient une surjec-
i=1
tion .
Ga : @ Op(—n)¥™ — @ Op(—n;), donc pour tout i € [1,r], on a n; < a.

n<a =1

Alors H)(N<a) = @ R(—n;) est engendré par ses éléments de degré < a, et

toujours d’apres 2. 1 N<a = H!N<, est un R-module libre, et o} qui en est
une présentation mlmmale est un 1somorphxsme

Jusqu’a la fin du paragraphe, les notations restent les mémes qu’en 2.2,
mais on fera I’hypothése supplémentaire : N est sans torsion. Il est alors
localement libre sur un ouvert de P? qui contient les points génériques de tous
les diviseurs intégres D de P2, donc on peut parler du rang de &, (resp. de
Ga|D) qui est le rang au point générique de P* (resp. de D).
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Définition 2.4. On pose, pour tout a € Z :
Qg =Tango, = rango,
Ba = inf pranga,|p
ot D parcourt I’ensemble des diviseurs intégres de P3.

On a évidemment, en supprimant l’indice de la fonction lyr, 0 < B, < a, <
I(a) = 3, <, l(n). On pose aussi :

ap =1+ sup{a € Z | ag = B, = I}(a)} s'il existe
= 400 sinon.
a; =inf{a € Z | o, = B, =rang/N'}

Proposition 2.5. Lorsqu’il est fini, ay est aussi le plus grand entier a tel que
D’'une des propriétés équivalentes suivantes soit réalisée :

1) N<. est un sous-fibré maximal et dissocié de N;

1) 0, est injectif et a un conoyau de rang constant sur un ouvert qui contient
les points génériques de tous les diviseurs ;

111) 0, est injectif et a un conoyau sans torsion ;

iv) 0, est injectif et a un conoyau sans torsion.

En particulier, le rang de N<q, est strictement supérieur & celui de N<q,-1,
donc on a l(ap) #0 et ag, > az,—1.

Démonstration. D’aprés 1.2, i1 est équivalent & a, = 8, = I*(a).
1 & 112 par 2.3.
21 = tv. Supposons qu’on ait une suite exacte de faisceaux :
0— @ Op(—n)'(") 22y N —Cokera, —0.
n<a
En prenant la cohomologie, on en déduit une suite exacte de R-modules :
0— @ R(—n)"™ 22, N—s HY(Cokera, )—0.

n<a

Donc H?(Cokero,) = Cokera, n’a pas de torsion supportée par m, et est sans
torsion si et seulement si le faisceau associé Cokero, l'est.
Les autres implications sont immédiates.

Définition 2.6. Deuxiéme fonction associée a3 N'. On définit la fonction
qn’, ou plus simplement q lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité, par :

g(n) =1I(n) sin < agp;
¢'(n) =Y ¢(m) = inf(an — 1,B) sinon.

m<n
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Proposition 2.7. Propriétés de la fonction gq.

Avec les notations précédentes :

a) si N est dissocié,onal=gqet ., q(n)=rang N ;

b) si N n’est pas dissocié, on a :

¢*(a1) = Yonez 4(n) =rang N —1;

pour tout n € Z, 0 < g(n) < I(n) ;

ag est fini, ag < a1, g(ao) < l(ap), et g¢(n) = 0 pour tout n > a;.

Démonstration. b) Soit ng = sup{n € Z | I(n) # 0}. On a N' = N<y,,
Opy =0, Qn, = PBn, = rang o =rang N.

Sing < ag, onaN = Néno = Nsao-l qui est dissocié, ce qui contredit
’hypothése. Ceci prouve déja que ag est fini et qu'on a g¥(ng) = Y onez 4(n) =
ap, — 1.

L’encadrement 0 < ¢(n) < I(n), vrai pour n < ag, se montre par récurrence
sur n. Supposons qu’il soit vérifié pour un n > ag — 1.

On a une surjection Op(—n — 1)'(""'1) — N5n+1/N5n et une suite exacte

Op(—n = 1)) » N/Nen = N[Ngnt1 — 0
qui reste exacte sur tous les diviseurs. On en déduit les inégalités :
0 < rang N<nt1/Ngn = ant1 —an S i(n + 1),
0 < rang (W/Nga)|p — rang (M /Nens1)lp < I(n +1),
si D est un diviseur de P3, d’ou
0 < Bnt1—Bn <l(n+1),

et d’apres 2.5, on a également
1< agg41 — gy <l(ag +1).

On sait que g(n +1) = ¢*(n + 1) — ¢*(n). 1l nous faut séparer les différents
cas.

Premier cas : n = a9 — 1. Alors g(ag) = inf(ag, — 1,8s,) — Qao—1 =
inf(@g, = @ag-1 = 1, Bag = Bas—1) et g(ao) € [0,(ao)[-

Deuxiéme cas: n > ag. Ona g(n+1) = inf(an41—1, Bnt1)—inf(an—1, Bn).

Si ap = fBn €t ant1 = PBnt1, alors g(n + 1) = apy1 — ap € [0,l(n +1)].

Siap = B €t @nt1 > Pnt1,alors g(n+1) = fpp1—an+1 = fnp1—PBr+1 <
Qpt1 — an + 1. Donc g(n+1) € [1,I(n + 1)).

Sia, > By et Upt1 = ,Bn+1a alors Q(n+1) = Qn41 —Bn—1 =',Bn+l"ﬂn_1 2>
Q41 — @p. Donc g(n+1) € [0,{(n +1) —1].
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Si an > Bn et ant1 > Bnt1, alors g(n + 1) = Bny1 — Bn € [0,1(n + 1)).
Si a; est inférieur a ag, on a les égalités :

¢*(a1) = I*(ay) = a4, = B, =rang N
ce qui contredit le fait que g est une fonction positive et que ) . ¢(n) =

rang N — 1. Donc on a ag < a1, et ¢*(a1) = inf(aq, — 1,B4,) =rang N —1 =
Y nez 4(n), et g(n) est nul pour n > a;.

Remarques 2.8.
a) S'il est fini, ag est le plus petit entier n tel que I(n) # g(n).
b) Pour n < ag, on a ¢}(n) = ap = f.

Proposition 2.9. Soient N' un Op-module sans torsion et £ un fibré dissocié,
N' =N@®L. Ona: qn =qn + lc.

Démonstration. Il suffit de la faire pour £ = Op(—a), a € Z.
Posons ¢ = qur, ¢ = gnvv, N = HIN, N' = HIN' = N @ R(—a); on a des

présentations graduées minimales
o: @ R(-n)!™ N o' @ R(-n)'™ — N'
neZ n€ezZ

avec l'(n) = l(n) pour n # a, lI'(a) = 1+ l(a) et o' = 0 @ idp(—,). Il nous faut
montrer que g(n) — ¢'(n) = I(n) — I'(n).
Pour b€ Z, on a

aﬁ,-—ab=,3,',—,3b=l'”(b)—l“(b)=08ib<a
=1sib>a.

On en déduit ag = aj et

g(n) =1(n), ¢'(n)=10(n)sin < ap;
q'ﬂ(n) =1+ q“(n) sin > ap,n > a;
¢*(n) =¢'(n)siap <n<a.

Donc on a, pour tout n, ¢"(n) — ¢*(n) = I"(n) — I¥(n), d’ol le résultat en
différentiant.

3. Existence d’un meilleur sous-fibré maximal d’un Op-module sans
torsion.
Soient A" un Op-module sans torsion, N = HIN,0: @ R(-n)!™ & N
neZ

une présentation graduée minimale de N. L’intérét de la fonction ¢ : Z — N
construite en 2 va apparaitre dans les théorémes de cet alinéa.
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Théoréme 3.1.

Soient r : Z — N une fonction a support fini et U : @,z Op(—n)™ - N
une injection dont I’image est un sous-fibré maximal et dissocié de N

Avec les notations précédentes, on a, pour tout n € Z, r¥(n) < ¢¥(n).

De plus, pour tout a € Z tel que I'image de U soit contenue dans N<,, on a,
pour tout n € Z, r¥(n) < ¢¥(a).

Démonstration. Soit u : @, ¢z R(-n)"™ — N correspondant & u. Il se
releve en v : P, cz R(—n)™™™ Drecz R(—n)"™ tel que u = ov. On a alors
pour tout b € Z un diagramme commutatif : _

@ Op(-n)y™ = N
n<b
|= I

~

@ Op(—n)® =,
n<b

o1 T est associé & v, d’ott ap = rang G > rang Uy = 3., 7(n) = ri(b).

La restriction de 4j & tout diviseur de P3 est encore injective, donc on
a aussi By > r¥(b). Si de plus image de % est contenue dans N,, on a
inf(aq,Ba) 2 r”(b). Distinguons deux cas :

1) b < ao. Alors on a r*(b) < a; = ¢¥(b).

Si b < a, on a évidemment ¢*(b) < ¢*(a), donc r}(b) < ¢*(a).

Si b > a, on a alors ¢*(a) = oy = B, donc r#(b) < ¢*(a).

2)b>ap. Ona:

q“(b) = inf(ab - 1,,31,)
q”(a) =inf(as —1,B,) sia > ag
=a, = f,s1a<ay

On a donc r*(b) < inf(¢*(a), ¢*(b)) sauf si on est dans un des cas suivants:
ap = fp = r”(b) oua, = f, = r”(b) et a > ag. Dans le premier cas 'image
de 1} est un sous-fibré maximal de NV, contenu dans N¢; qui a le méme rang,
donc il lui est égal, ce qui contredit le fait que, puisque b > ao, N<j ne peut
étre un sous-fibré maximal et dissocié de /. Le deuxiéme cas se traite de la
méme maniere.

Corollaire 3.2. Soit N un Op-module réflexif, | et q les fonctions associées.
Alors on a

inf{n € Z | l(n) # 0} =inf{n € Z | ¢(n) # 0}.
Démonstration. Soit ng = inf{n € Z | I(n) # 0} = inf{n € Z | %N (n) # 0}.
Pour n < ng, g(n) est nul. Une section non nulle de H°A/(ng) correspond &
une injection Op(—ng) — N dont I'image est un sous-fibré maximal (cf. 1.3.b).
D’apres le théoréme, on a r¥(ng) = 1 < ¢*(no) = g(no). D’olt le résultat.
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Proposition 3.3. Sous les hypothéses de 3.1, si N' n’est pas dissocié et si
Yonez (n) =rang N —1, on a aussi ),z ng(n) < 3, .z nr(n) avec égalité
si et seulement si ¢ =r.

Démonstration. On a, pour m > 0

Y na(n)=(m+1)) " q(n) - ¢*(m)

nezZ nez

Z nr(n) =(m+1) Z r(n) — r¥*(m)

n€zZ nez

et

Zq(n) = Zr(n) =rang N — 1.

n€Z n€zZ

Il faut donc montrer r¥#(m) < ¢¥(m) pour m > 0 avec égalité si et seulement
si ¢ = r. Or la primitive (nulle pour m < 0 ) de la fonction positive ¢! — r! est
une fonction positive et croissante, donc si elle est nulle pour m > 0, elle est
nulle partout. En différentiant, on obtient ¢ = r.

Théoréme 3.4.
Soient N un Op-module sans torsion, =HIN,5:L=@,cz Op(—n)'™ o
N P’homomorphisme correspondant & une présentation graduée minimale de N.

1l existe un facteur direct de L, de la forme @, ¢z 0p(—n)"( ™) , que o identifie
4 un sous-fibré maximal et dissocié de N.

Démonstration. Nous allons montrer par récurrence sur a le résultat plus
général suivant, qui implique le théoréme :

Va € Z, il existe un facteur direct de £, de la forme B, , Op(—-n)q(")
que o 1dent1ﬁe 4 un sous-fibré maximal et dissocié de N.

Pour a < aq, c’est trivial.

Soit @ > ag et supposons le résultat prouvé pour a — 1.

Si g(a) = 0, on a @,, Op(— —n)?™ = P,<a Op(—n)q("), donc le
résultat est vrai pour ’entier a. -

Si g(a) # 0, soit mq le plus grand entier m tel qu’il existe un facteur
direct de £, de la forme @n<a 1 (’)p(—n)q(") ® Op(—a)™, que & identifie a un
sous-fibré maxmlal et dissocié de V. D’apres 3.1, on a zn< a1 9(n) + mp <
Zn<a q(n), ou encore mg < g(a), et on veut montrer que mg = g(a). Ce sera
une conséquence immédiate du lemme suivant:
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Lemme 3.5. Simo < g(a), on est dans un des cas suivants :
—ag < Znﬁa—l q(n) +mo+1;
—Ba < Enga—l q(n) + mo.

Démonstration. Notons £; = @, «,_; 0p(——n)q(n) ® Op(—a)™ = L @
Op(-a)™,j : Ly = L ’homomorphisme qui fait de £; un facteur direct
de L, et tel que & = 7 identifie £; & un sous-fibré maximal et dissocié de N,
et j' : L] — L la restriction de j. On a donc une suite exacte de Op-modules :

ou M est le conoyau de %, donc est sans torsion, et p est la projection canonique.
On en déduit une suite exacte de cohomologie :

0 — H°Ly(a) » H'N(a) » H'M(a) — 0

Soit s’ une section non nulle de M(a) (il en existe car mg < l(a) donc une
base des générateurs minimaux de N de degré a ayant l(a) éléments ne peut
pas provenir de H°L;(a)). Elle se reléve en une section s de M(a), et en une
section (notée encore s) de L(a), de sorte qu’on a un diagramme commutatif :

Ly ®O0p(-a) B N

|5+ I

c N

L’homomorphisme % + s est injectif car M est sans torsion.

Si I'image de j + s est un facteur direct de £ (c’est-a-dire si s est un
générateur minimal de N), par définition de mg, I'image de % + s n’est pas un
sous-faisceau maximal de .

Si 'image de j + s n’est pas un facteur direct de £, quitte & modifier s par
une section de £1(a), on peut supposer que s est dans N<,—;. Si 'image de
U + s est un sous-faisceau maximal de N, il en est de méme par restriction de
celle de 75’ + s : L} ® Op(—a) — N, qui d’aprés ce qui précéde est contenue
dans N<a_;. D’aprés la deuxiéme partie de 3.1, on a alors r}(a) < ¢*(a - 1),
avec r(n) = ¢g(n) pour n < a —1 et r(a) = 1 d’ou une contradiction.

Donc on conclut dans tous les cas que Coker (% + s) = M/(s') a de la
torsion. Pour terminer, nous aurons besoin d’un autre résultat intermédiaire:

Lemme 3.6. Soient A un Op-module réflexif, a € Z, (31,...,5N) N sec-
tions linéairement indépendantes de A(a). Si pour toute section s non nulle
de D’espace vectoriel engendré par (s1,...,sn), A/(8) a de la torsion, on est
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dans un des cas suivants :
ou bien il existe un polynéme f de degré > 1 tel que

Vi€ [1,N] s;=fs!, si€ H°A(a— degf),
ou bien il existe b < a, s' € H* A(b) tels que
Vi € [I,N] 8;i = f,'sl, fi € Ra—yp.

En d’autres termes, toutes les sections de l’espace vectoriel engendré par
(s1,...,8N) ont un “diviseur commun”, qui est soit un polynéme, soit une
section.

Démonstration. Posons A = k[\1,...,An], Pao = P3 x Spec A, et soit Aj
limage réciproque de A sur P,. La section générique s = Efil A;8; définit
une suite exacte de Op,-modules :

Op,(—a) = Ax — Ar/(s) = 0
qui pour tout A = (A,...,An) € k¥ —(0,...,0) se spécialise en
Op(—a) = A— A/(sy) = 0.

On sait que A/(s)) a de la torsion, ce qui signifie que son rang est supérieur
ou égal au rang (générique) de A sur un diviseur de P3. Donc I’ensemble des
points de Py ou le rang de Aj /(s) est supérieur ou égal au rang (générique) de
A contient un diviseur.

Puisque A (donc aussi A, ) est libre en codimension 1, il existe un diviseur
de P, sur lequel ’'homomorphisme Op,(—a) — Ap défini par s est nul, c’est-
a-dire qu’il existe un polynéme F de A[X,Y, Z,T] homogeéne de degré > 1 en
X,Y,Z,T tel que :

Msi+ -+ Ansy=Fs' s € H'A\(b) b<a,

en particulier le degré de F' par rapport & Ay,...,An est < 1.

Si F est indépendant des );, alors pour tout ¢, s; = Fs}.

Si F=MAfi+--+ANfn, alors s’ est indépendant des ); et pour tout 1,
s; = fis'.
Fin de la démonstration du Lemme 3.5. Soit MYV le bidual de M, qui
lui est isomorphe en codimension 1 puisque M est sans torsion. D’aprés 3.6
appliqué & MYV toutes les sections de M(a) ont un “diviseur commun”, qui
est soit un polyndme, soit une section de MVV(b) avec b < a.
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— Si c’est un polynome f de degré > 1 qui définit un diviseur D de P3,
pour toute section s’ de M(a), la fleche composée Op(— a)——»M—»MVV| D
est nulle, donc pour toute section s de M (a), la fleche composée

Op(—a)—’—»N—f—bM—vav |p

lest aussi.
Soit alors o’ <aet s € H ®A(a'). Choisissons une forme linéaire L qui ne
divise pas f. Puisque L*—%s e HN (a), la fleche composée

Op(~a) "= Op(~d')-N s M—MYY|p

est nulle, donc la fleche composée : Op(—a')——N—M|p est nulle sur un
ouvert dense de D (sur lequel M est isomorphe & MVV et ol la multiplication
par L est un isomorphisme). On en déduit la nullité de

@ OP(_n)l(n) ca N'—"MID

n<a

sur un ouvert dense de D. Sur cet ouvert 'image de o, |p est contenue dans celle
de ¥|p et le rang de o,|p est inférieur ou égal au rang de £,, ce qui entraine
Ba < ZnSa—l q(n) + mo.

— Si c’est une section s"” de MVV(b), pour toute section s' de M(a), la
fleche composée:

Op(—a)— M—s MYV /(s")

est nulle donc pour toute section s de N'(a), la flecche composée :
Op(—a)N B M—MVV/(s")

Pest aussi. Si MVV/(s") # 0, on choisit une forme linéaire L qui ne soit pas
diviseur de 0 dans MVV/(s") ; on montre comme ci-dessus que pour a' < a et
s € H'N(a') la fleche composée : Op(—a')——N— MYV /(s") est nulle et on
en déduit la nullité de ®n<a Op(—n)' ™M ZHN— MYY/(s"). SiMVY/(s") =
c’est bien siir encore vrai, donc dans tous les cas le rang de &, est inférieur ou
égal au rang du noyau de N — MVVY/(s") ce qui entraine a, < Y, .1 9(n)+
mo + 1.

Nous sommes maintenant en mesure de caractériser les “meilleurs” sous-
fibrés maximaux de A de corang 1.
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Théoréme 3.7. Soient N' un Op-module sans torsion de rang r non dissocié,
N = HIN, 7 : @pez Op(—-n)l(") — N I’homomorphisme correspondant a
une présentation graduée minimale de N = HJN'. L’ensemble des degrés des
sous-fibrés maximaux et dissociés de N' de rang r — 1 a pour borne supérieure
Pentier d(N) = — 3 cz nq(n).

De plus, tout sous-fibré maximal et dissocié de N de rang r — 1 et de degré
d(N'), est isomorphe 4 @, ¢z Op(—n)"™ et s’obtient comme I'image par & d’un
facteur direct de @, ¢z (’)p(—n)l(").

Démonstration. Grace & 3.1, 3.3 et 3.4, il reste & prouver que, si u :
Drez Op(—n)"™ — N est injectif et a pour image un sous-fibré maximal
et dissocié de N, il existe un homomorphisme scindé ¥ : @,z Op(—n)q(") —
Drez Op(—n)’(") tel que u = ov.

On peut relever u : @,cz R(—n)!™ — N en v : @,z R(—n)1™ —
Drez R(—n)"™ tel que u = ov. Si T est injectif, T I’est aussi, donc v est
scindé.

Si @ n’est pas injectif, il existe un entier n et un générateur de R(—n)9(™
dont Iimage par u est dans mN, donc dans N<,_;. Par %, on identifie
D1 Op(-m)*™ @ Op(—n) & un sous-fibré maximal et dissocié¢ de N
contenu dans N<n-y. Le théoréme 3.1 donne alors ¢*(n — 1) + 1 < ¢¥(n — 1),
d’ou une contradiction.

Remarque 3.8. Si £ est un fibré dissocié, on a immédiatement, grace a 2.9 :
dN ®L) = d(N)+deg L. De plus, si & : @,z Op(—n)"™ — A correspond &
un sous-fibré maximal et dissocié de NV, u@id, : P,z Op(—n) ™ML > NaoL
correspond & un sous-fibré maximal et dissocié de N @ L.

Cette propriété admet une réciproque, qui sera utile dans ’étude des
courbes minimales.

Proposition 3.9. Soient N' un Op-module sans torsion, non dissocié, £ un
fibré dissocié et v : P,z Op(—n)"(") ®L — N &L un homomorphisme injectif
dont I'image est un sous-fibré maximal de N @ L. Alors quitte & faire un
automorphisme de @, ¢ Op(—n)"(") ® L et de N @ L, on peut supposer que
le diagramme suivant :

Doz Op(-n) VoL 5 NocL

L’ lr

L = L
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ou p et p' sont les projections canoniques, commute.

Démonstration. Il suffit de la faire pour £ = Op(—a), a € Z, et dans ce cas
de montrer que I’homomorphisme (')p(—cz)q("H'1 — Op(—a) induit par v, n’est
pas nul.

S'il est nul, la restriction de v & @P,<,—1 Op(-n)q( " @ Op(— a)"(a)"'l
pour 1mage un sous-ﬁbre maximal et dissocié de N contenu dans N. <a €t on
conclut & une contradiction comme dans la démonstration de 3.7.

4. Application aux courbes. Existence de courbes minimales non
ACM.

Proposition 4.1. Soit N un fibré non dissocié. Les notations étant celles
de 3.7, soit £ le noyau de . Il existe une courbe C, un entier h (égal a
deg N — d(N)), et des suites exactes :

0— @D Op(—n)*™ L, ] LN To(h)—0,

n€zZ

()__,g_;_, @ OP(_n)I(n)—q(n) —;bjc(h)—io.
nezZ

Si C' est une courbe dont l'idéal a une résolution de la forme :

0———‘) @ Op(—n)r(n)——pi)N—c—'-bJCf(h,)—)o,
nezZ

on a pour tout n € Z, r!(n) < ¢*(n), et h < h'. De plus h = k' entraine ¢ =r
et on passe de C a C' par une déformation & cohomologie et module de Rao
constants.

Démonstration. L’existence de C et celle de la premiere résolution sont des
conséquences de IT 1.1. et de IV 1.2 et 3.4. Posons P = @,z 0p(——n)q(")

P'=Drez Op(—n)’ "™ Alorsonah' —h = deg P — deg P', d’ou les résultats
concernant C' en utilisant 3.1, 3.7 et II 1.4.

On sait aussi, toujours d’apres 3.7, que la fleche ﬁ s’obtient en composant
une injection P — L = P, 7 Op(—n)'(")(qui fait de P un facteur direct de £)
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et la projection . On a donc un diagramme commutatif de suites exactes :

0 0

A}
Il
A

ou ) est I'injection canonique, et ce diagramme donne la deuxiéme suite exacte
de ’énoncé.
Corollaire 4.2. Avec les notations du 3 et de 4.1, on a :

50(C) =ap + h.

Démonstration. Des suites exactes

nez
0—E-= @) Op(—n)' ™1™ Iy 76 (h)—0

nezZ

on déduit des suites exactes de cohomologie :
0—HYE = E-2, @ R(—n)l(")LHfN = N—HE—0,
n€zZ
0—H)E = E-5 @) R(—n)" ™1™ L HI Jo (k) = Ic(h)—HLE—0.
n€zZ

Puisque o est une présentation graduée minimale, on sait que o est surjectif et
que 'on a A = 0. On en déduit d’une part qu’on a H!E = 0, d’autre part que
@ est nul, donc 7 est une présentation graduée minimale de I¢(h) et

s0(C) =inf{n € Z | h°Jc(n) # 0} = h +inf{n € Z | I(n) — ¢(n) # 0}
oron a vu (cf. 2.7) que ap =inf{n € Z | I(n) — g(n) > 0} d’ou le résultat.
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Théoréme 4.3. Dans toute classe de biliaison de courbes non ACM, il ex-
iste une courbe minimale (cf. III 5.1), unique a déformation a cohomologie et
module de Rao constants prés.

Démonstration. Soient M un R-module gradué de longueur finie non nul,
oi : Li = L;—; une résolution graduée libre minimale de M, Ny = Ker o,
Ey = Ker 03, Ny et & les faisceaux associés. On a vu au II que toute courbe
C' de la classe de biliaison déterminée par M a une résolution de la forme :

O—PP—-)NO (<) £'—PJCl(h')-—+0

ot P = P,z Op(—-n)r(") et L' sont dissociés, et h' € Z est tel que M =
Mc:(R'). On peut supposer de plus cette résolution minimale au sens suivant :
By =0.

Soit ¢ = ga;,- On a vu qu’il existe une courbe C, un entier h, et une suite
exacte :

0— @D Op(—n)"™ L2, B\ Ny Fo (h)—r0.
n€zZ
En particulier on a HINy = M = H!Jc(h) et C est dans la classe.

Posons Py = P ez OP(—n)q("). Il découle des résultats du 3 que deg P <
deg Po @ L' et qu’il y a égalité si et seulement si P ~ Py @ L'. Donc d’une part,
onah < h'et C est minimale; d’autre part si C' est aussi minimale, c’est-a-dire
sih=~h' Pet Py ® L sont isomorphes. La minimalité de la résolution, jointe
a 3.9, entraine £' = 0. On sait alors (cf.II 1.4) qu’on passe de C' a C' par une
déformation a cohomologie et module de Rao constants.

Proposition 4.4. Notons encore 02 : @, cz R(—n)"2(") — Ny la présentation
graduée minimale de Ny. Une courbe minimale C a des résolutions de type E
et de type N de la forme suivante :

0_)80__)@013 n)lz(n) g(n) 20 Jo(h)—0,
ne€z

0— P Op(=n)1™ 25 A, T (h)—0.
nez

Démonstration. C’est la méme que celle de 4.1. On remarque simplement
que la seconde résolution de Jc(h) que I'on obtient ainsi est “la” résolution de

type E de Jc(h).

Il est intéressant de noter que cette propriété admet une réciproque :
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Proposition 4.5. Toute courbe ayant une résolution de type N (resp. de type
E) de la forme suivante :

0— @ Op(—n)*™ LNy T (h)—0
n€Z

(resp. 0y -9, @OP(_n)Iz(n)—Q(")_"%JC(h)——oO)
nezZ

est minimale.

Démonstration. Pour le type N, la preuve a été faite au cours de la démons-
tration de 4.3.
Soit une courbe ayant des résolutions de type E et de type N de la forme
suivante :
0— & — @OP(_n)h(n)—Q(n) — Je(h) = 0,
nez

0PN L — Je(h)— 0.
D’aprés I 6.1, on a des isomorphismes

Lr=L0L;, PxLy,  @Op(-n)" oL
n€z

Avec les notations évidentes, on a alors lp = Iy + 1§, lp — ¢ = I' + l;. Donc
I = ¢+ 1'. Donc si on pose Py = @ ¢z Op(—-n)"("), onaP =P, ®L et on
conclut comme a la démonstration de 4.3.

Remarque 4.6. Il existe des courbes non minimales qui ont pourtant des
résolutions de type E et de type N avec £L = L' = 0. On a vu en IL.7 que c’est
le cas des courbes qui sont réunion de deux intersections complétes disjointes.
On montrera en 6.10 qu’en général une telle courbe n’est pas minimale.

L’existence de courbes minimales a été prouvée par [LR] dans certains cas.
Plus précisément, ils ont montré le résultat suivant, que nous allons retrouver
directement :

Proposition 4.7. Une courbe C vérifiant I'inégalité sy > e + 3 est minimale .

Démonstration. Ecrivons les résolutions de type E et de type N de J¢ :
0—& & L-SF-5Jc—0,

0—>'P—ﬂ—>No & L - Jc—0.
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On sait (cf. II 6.1) qu’on a des isomorphismes L2 ~ L5 ® LY, P ~ L @ L, et
F ~L'® L. De plus

so = inf{n € Z | K°F(n) # 0} < inf{n € Z | K°L'(n) # 0}
e+4=—inf{n € Z | R*PY(n) # 0}.

Alors toute composante de P a un degré supérieur ou égal a celui de toute
composante de £'. Donc ’homomorphisme de P dans £’ induit par § est nul
composante par composante. En effet :

— soit les degrés sont strictement différents,

— soit ils sont égaux, mais alors c’est nul a cause de la minimalité de la
résolution.

Donc L' s’identifie & un facteur direct de J¢, et on a nécessairement £' = 0.
En particulier, Ny n’est pas nul, donc n’est pas dissocié (II 2.4).

De la méme maniére on montre que £ est nul.

On a donc un isomorphisme £; = @, ¢z Op(—n)l’(") ~P@F, ce quon
peut écrire P = @, ¢z Op(-n) ™, F = Dz Op(—n) "™~ avec 0 <
r(n) < la(n).

L’hypothése dit que

inf{n € Z | ly(n) > r(n)} 2sup{n€ Z|r(n) #0} =e+4

et nous allons montrer que r = ¢, ce qui entrainera le résultat grace a 4.5.
Pour n < e + 3, on a Iz(n) = r(n), donc L2<, = P<n est un sous-fibré
maximal dissocié de Ny, d’ou n < ag et g(n) = l2(n) = r(n).
Pour n = e + 4, d’aprés 3.1 on a (car Ny n’est pas dissocié)

rfe+4) < ¢*(e+4) < ¢*(00) = rang Ny — 1.
Mais on a aussi

rf(e +4) = r}(c0) = rang P = rang Ny — 1

donc r*(e + 4) = ¢*(e + 4) = ¢*(00), et d’une part, r(e + 4) = g(e + 4), d’autre
part g¢(n) =0 =r(n) pour n > e+ 5.

Remarque 4.8. On a vu en cours de démonstration que g(n) = 0 pour
n > e+ 5 donc si sp > e+ 4, d’aprés 4.2, on a ag = sg > e+ 4 donc ¢(n) =0
pour n > ag et g est la restriction de I, & I'intervalle ] — oo, aq|.
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Remarque 4.9. Si M et M' sont de méme type (cf. I 3.6), relativement a un
automorphisme o de R et si C est minimale pour M on vérifie immédiatement
que 0*(C) est minimale pour M'. Il suffit donc pour décrire tous les cas
d’étudier un module de chaque type.

5. Courbes minimales. Liaison et biliaison.

Les théoremes 3.1 et 3.4 nous permettent d’obtenir dans le cas général le
résultat prouvé par [LR] pour les courbes vérifiant sy > e + 3, qui décrit la
structure des classes de biliaison. Nous expliquons ensuite le lien avec la classe
“duale”, c’est-a-dire celle qui correspond au module dual, ce qui compléte la
description de la structure des classes de liaison.

Théoréme 5.1. Soit C une courbe minimale dans une classe de biliaison. Pour
toute courbe C' de cette classe, il existe un entier m > 1, une suite de courbes
C=0,0C,,...,Cxp telle que C;i4y s’obtienne a partir de C; par une biliaison

\

élémentaire triviale, et C' a partir de C, par une déformation & cohomologi-
et module de Rao constants.

Démonstration. C’est celle de [LR]. Avec les notations de la démonstration
de 4.3, on a des résolutions

O—)'P'LNO @ l:'i-)Jcl(h')—ﬂ)
ol P' = Prez Op(—n)',(") et L' sont dissociés, et
O—D'Poﬁ)No—fo—bjc—bo

od Py = P ez (’)p(—n)q("). La deuxiéme résolution peut encore s’écrire, en
rajoutant le facteur £’, sous la forme :
0—P-LN @ L' Tc—0

P =P@L =D,z OP(—n)'(") et ou 'explicitation des fleches est laissée
au lecteur.

Grace a 3.1 et 2.9, on sait que l'on a pour tout n € Z, r¥(n) > r'*(n). Le
résultat est alors une conséquence du lemme suivant :

Lemme 5.2. Soient C et C' deux courbes ayant des résolutions

0— @ Op(—n) ™ LN 7c—0
nez

0— @ Op(—n)" W LN L Ton(h)—0
ne€z
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ot N est un fibré qui vérifie HXN = 0 et ot l'on a pour tout n € Z, r¥(n) >
r'*(n). Alors il existe une suite de courbes comme dans ’énoncé du théoréme.

Démonstration. Posons P = @,z Op(—n)""™ et P' = @,z Or(—n)" ™),
On a déja vu qu'en intégrant les inégalités ri(n) > r’”(n) on obtient h =
degP — degP' > 0 et on va faire la démonstration par récurrence sur h.

Dans la démonstration de 4.3, on a montré que si h est nul, on passe de C a
C' par une déformation & cohomologie et module de Rao constants. Supposons
donc h > 0, et posons

ng =1+ sup{n € Z | r*(n) > r' (n)}

qui existe car r#(0o) = r'*(c0) = rang N — 1.
Nous allons montrer que H® Jc(no) est non nul.
Pour n > ng, on a r(n) = r'(n). On peut donc écrire P = P<y, @ Po,

P' =Pep, ® Po, avec Po = D5, Op(—n)""™ et
deg P<n, = deg Py, + h
rang P<n, = rang ’Pf<_no.
Notons j (resp. j') l'injection canonique de P<,, dans P (resp. de P,
dans P'). Les premiéres composantes de 3’ induisent un homomorphisme
Bi'ar €
p,S"o ——)N -—6*‘7 C-
S’il est nul, on obtient une factorisation :
Py = P LN
I I
Jj B
P<'no - P —
car un homomorphisme de 'P<,, . dans P se factorise nécessairement par 'P<,.o

Puisque deg P<no > deg Py, Coker ¢ a de la torsion, donc aussi Coker B'j!

et Coker ,3' en vertu des suites exactes :

0 — Coker ¢ — Coker E’j' , 0— Py — Coker E’j' — Coker B’; 0.

Donc E'B’j' n’est pas nul, et il existe n < ng tel que H°Jc(n) # 0.

Soit C" la courbe obtenue & partir de C' par une biliaison élémentaire
(triviale) (ng,ng — n1) ot ny = sup{n < ng | r(n) # 0}. On a deux résolutions
(cf. III 4.3)
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0 — @ Op(-n)"™ & Op(—no) = N & Op(—n1) = Jon(ne —n1) = 0,
nezZ

0 — @ Op(-n)"™ & Op(~n1) = N & Op(—n1) — Jor(h) — 0,
n€z

et il reste & montrer, pour conclure par récurrence, que pour tout n € Z, on a
rg(n) > r?(n), les fonctions rg et r} étant définies par

@ op(_n)r(n) ® OP("”O) - @ OP(_n)To(n);

nezZ nez
@ OP(_n)r'(ﬂ) @ OP(‘“nl) — @ OP(_n)T{(ﬂ)'
nez neZ

C’est immédiat pour n < n; ou n > ny.
Pour n; £n < ng, on a

ro(n) = r*(n) = ri(no ~ 1)

car r est nulle sur |ny,ng[. Donc

ri(n) =14 r%n) <14+ 1% (ne —1) < r¥(ne — 1)
d’ou le résultat.

Puisqu’une biliaison élémentaire triviale augmente le genre et le degré, et
qu’une déformation a cohomologie constante les conserve, on a le théoréme
suivant :

Théoréme 5.3. Une courbe minimale a un genre et un degré minimaux parmi
les courbes de sa classe de biliaison.

Remarque 5.4. Nous ignorons si dans 1’énoncé 5.1 la présence de la déforma-
tion est indispensable. Ce probléme se raméne facilement a la question suivante:
soit C' une courbe non minimale, existe-t-il toujours une courbe C’ biliée & C
par une biliaison élémentaire descendante ? On vérifie que c’est vrai si C est
integre en vertu de IIT 2.7.b et IV 4.7 (mais attention la courbe C' biliée n’a
pas de raison d’étre integre).

Nous étudions maintenant la classe duale. Soient M un R-module gradué
de longueur finie, M™* son dual, 0; : L; — L;_; une résolution graduée libre
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minimale de M, Ny = Ker 0,, Ey = Ker 03, Ny et & les faisceaux associés.
On a vu au II que la duale de la résolution graduée de M est une résolution
graduée (libre minimale) de M*(4), et que les roles de Ey et Ny sont échangés
par dualité.

Notons encore o : L, — Ny la fleche induite sur Ny, qui en est une
présentation graduée minimale, et 7 : Ey — Ly l'injection canonique, dont
la duale 7V = ¢' : LY = L), — E| est aussi une présentation graduée mini-
male de Ey. Posons Ly = @,¢z R(—n)?(™ et L) = @,cz R(—n)2(™ de sorte
qu'on a : lj(n) = ly(—n). Nous allons établir une relation entre les fonctions
g = qn, et ¢’ = ggy. Elle résultera du lemme suivant :

Lemme 5.5. Avec les notations de 2.4, on a, pour tout a € Z :

o'y —ag =By — Ba = rang & — Ii(a).

Démonstration. Notons o, : @, <, Op(—n)"?™ — N la restriction de o et

Tt &9 — @n>a Op(—n)‘z(") la fleche induite. Alors les conoyaux de o, et 7,
sont isomorphes. On en déduit qu’on a :

rang Ny — rang o, = rang @ OP(—n)'Z(") —rang T,
n>a

= rang L7 — rang @ Op(—n)"*™ — rang 7,.

n<a

Mais 7Y n’est autre o' ,_; et par définition, on a: a, =rang o, et a' ,_, =
rang o'_,_, = rang 7,, donc on obtient 'égalité a'_,_, — a, = rang & — I(a).
La suite exacte : 0 — £ — Drez OP(—n)“(")—g—rNo — 0 reste exacte

sur tout diviseur de P3 et le raisonnement précédent s’applique encore sans
changement aux restrictions de o, et 74, ce qui donne la deuxiéme égalité de
I’énoncé.
Corollaire 5.6. Avec les notations de 2.4, on a ag = —aj et a; = —ayg.
Démonstration. On rappelle qu’on a :

ao =1+sup{a €Z|a, =fa = lg(a)}

& = inf{a € Z | o} = B, = rang &},
et d’apres 5.5, on a :

Qg =P, = lg(a) < a’—a—l = IBLa—l = rang &,

ce qui entraine la premiére égalité. La deuxiéme s’en déduit puisque les roles
des fonctions ¢ et ¢' sont symétriques.
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Proposition 5.7. Avec les notations précédentes on a, pour tout n € Z :

g(n) + ¢'(=n) = l(n) — eo(n) — e1(n)

ou €(n) (resp. €(n)) vaut 1 si n = ao (resp. n = ay) et 0 ailleurs. En
particulier, on a ly(a1) > 1 et I3(ay) > 2 si ag = a;.

Démonstration. Pour des raisons de symétrie, il suffit de montrer 1’égalité
pour n < a;, et méme pour n < a3 si ap < a;.

Sin < ag, on a aussi —n > aj = —ag, doncon a g(n) = ly(n) et ¢'(—n) =0
(cf. 2.7), et I’égalité est vérifiée.

Sin =ay < aj,onaaussi —n —1=a}j —12> ag, donc on a, compte tenu
de g*(ap — 1) = l{(ap — 1) et de ¢'}(a}) =rang & — 1 :

q(ao) = ¢*(a0) — ¢*(ao — 1)
= inf(aao - 1’:3‘10) - lg(ao - 1)
= inf(ay; _y — 1,84, _;) — rang & + 1§ (a0) — (a0 — 1)
= ¢"(a} — 1) — ¢"(a}) — 1+ I3(ao)
= ly(ao) — ¢'(ay) — 1

et I’égalité est vérifiée.

Si n = ag = ay, le calcul est analogue, la seule différence est que, puisque
aj—1 = afy—1 est inférieur 3 ag, inf(oril,l_1 -1, ﬂ;;—l) n’est plus égal a ¢"*(a} —1)
mais a ¢'*(a} — 1) — 1.

Siag < n<ap,onaaussi —n — 1 > ag, et le résultat est une conséquence
immeédiate des égalités :

¢}(n) = ¢'*(=n — 1) — rang & + ()
¢'(n — 1) = ¢"*(—n) — rang & + i(n — 1).
Proposition 5.8. Avec les notations précédentes, soit C (resp. C') une courbe

minimale de la classe de biliaison définie par M (resp. M*). Les résolutions de
type E et de type N de C et C' sont de la forme suivante :

0—&— P Op(—n)"* 71— go(h)—0,
n€zZ

0— @ Op(—n)*™ —Ny—Tc(h)—0,
n€Z
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0— Ny —Op(a0) ® Op(a1) & P Op(n)*™ —+Jc: (h + ag + a1)—0,
n€Z
0— @D Op(n) M -aM=(M=al™ ¥ 70(h + ag + a;)—0.
n€zZ

Démonstration. C’est une conséquence de 4.4 et 5.7. Pour les décalages, il
suffit de vérifier que les égalités :

h = deg Ny + Z nq(n)

n€ezZ

et h+ap + a; = —deg & + 2: ng'(n)
n€ezZ

sont équivalentes, ce qui découle de 5.7.
Corollaire 5.9. Avec les notations de 5.8, on a : so(C) = so(C’).

Démonstration. On a so(C) = ag + h, et il résulte de la résolution de type E
de C' que

$0(C") = h + ag + a1 — sup{n € Z | g(n) + eo(n) + e1(n) > 0} = h + ao

puisque g(n) est nul pour tout n > ay (cf. 2.7).

Théoréme 5.10. Soient M un R-module gradué de longueur finie, M* son
dual, o; : L; — L;_1 une résolution graduée libre minimale de M, Ny = Ker 03,
Mo le faisceau associé, ag et ay les entiers définis en 2.4. Si h est le décalage d’une
courbe minimale de la classe de biliaison définie par M, toute courbe minimale
de la classe de biliaison définie par M (resp. M*) est liée par (ag +h) x (a; +h)
a une courbe minimale de la classe de biliaison définie par M™ (resp. M ).

Démonstration. Soit C une courbe minimale de la classe de biliaison définie
par M. Puisque, par définition, avec les notations de 2.4, a4, = f,, = rang N,
’homomorphisme 04, : P, <,, Op(—n)2(™ — N; est surjectif sur un ou-
vert qui contient les points g.énériques de tous les diviseurs de P3. 1l en est
de méme du composé : ®n<ax Op(—n)'2(") — No — Jc(h), donc aussi de
’homomorphisme induit : @,<,, Op(—n)"2M 71" - Ny — Je(h).

Cet homomorphisme définit donc N surfaces contenant C, sans composante
commune, dont les degrés varient de ag + h & a; + h. D’apres III 1.9, on peut
lier C par (ao + h) X (a1 + h) & une courbe C' dont 1'idéal admet la résolution :

0— EP Op(n)*W 1M —£Y & Op(ao) ® Op(a1)—TJcr(h + a0 + a1)—0.
n€Z
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Mais on a P, ¢z Op(n)2(M-e(r) = Dz Op(—n)?™ @ Op(ag) ® Op(ay), et
on conclut en utilisant 3.9 que la résolution obtenue n’est pas minimale, c’est-
a-dire qu’on peut “simplifier” Op(ao) et Op(a;), et d’aprés 4.5, on sait que C’
est minimale.

Par dualité, on a le méme résultat en échangeant les réles de M et M™*.

Remarque 5.11. La liaison (ag + k) X (a1 + k) est la meilleure que ’on puisse
faire & partir d’une courbe minimale de la classe de biliaison définie par M.
En effet, si 'on pouvait faire une liaison s x ¢, avec s +t < ag + a; + 2h, on
obtiendrait une courbe de la classe de biliaison définie par M*, dont le module
de Rao serait plus a gauche que celui de la courbe minimale.

6. Méthodes de calcul et exemples.

Nous fournissons ci-dessous un algorithme permettant de déterminer la
courbe minimale associée & un module. Nous appliquons cette méthode a trois
types d’ exemples. Dans le premier, le module est un quotient de R par une
suite réguliere, on dispose d’une courbe de la classe de liaison (la réunion de
deux intersections complétes), mais cette courbe n’est pas minimale en général.
Dans le second, le module est de Buchsbaum et on n’a pas, a priori, de courbe
de la classe. Dans le troisiéme enfin, on se donne seulement les valeurs de la
fonction de Rao du module (p(0) = 1, p(1) = 2, p(2) = 1) et on donne la liste
exhaustive des types de modules possibles et de leurs courbes minimales.

a) Un algorithme pour le calcul de la fonction g.
La situation qui nous occupe est la suivante : on a un R-module gradué
M de longueur finie et une résolution libre minimale :

00— Ly— Lj -—>L22+L1£)L0 —M-0.

On pose Ny = Kero; = Imo,, on désigne par j Iinjection canonique de Ny
dans L, et par o} la projection de La sur Ny. On pose :

Ly = @ R(-n)™ | L, = @R(_n)lz(n),

n€z n<a

t, =rang Ly <o = »_ lp(n) = l§(a).
n<a
Si L est un facteur direct libre de L, on écrit L = @ R(—n)l(”), avec
n€Z
I(n) < l3(n) et on pose 9, = o3|r, , ¢, = j¥r = 02|L. Lorsque I'on a L =
L3,<a , on pose Y, = YL, .., Pa = PL, ¢, - Notre objectif est d’étudier 1, et
notamment son conoyau et de calculer la fonction ¢, cf. 2.6. On a déja :
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Proposition 6.1.

1) On a Keryp, = Kerpy,. En particulier, 1|, est injective si et seulement si ¢,
Dest.

2) Cokeripy, est sans torsion si et seulement si Cokeryy, ’est.

Démonstration. L’assertion 1) est claire car j est injective ; 2) résulte de la
suite exacte :

0 — Cokeryp —»Cokerp —Imo; — 0
puisque Imo; C Ly est sans torsion.

Notation 6.2. On note Irr(R) ’ensemble des polynémes homogeénes irréducti-
blesen X,Y,Z,T. Pour f € Ret ¢ : L — L' un homomorphisme de R-modules
gradués, on désigne par ¢/f I’homomorphisme obtenu en tensorisant ¢ par

R/(f)-

Corollaire 6.3. Posons r = rang(L).

1) Les conditions suivantes sont équivalentes :

i) %L est injective,

1) p est injective,

iii) Apr #0,

) les r-mineurs de ¢y, sont non tous nuls.

2) Supposons ¢, injective. Les conditions suivantes sont équivalentes :
1) Cokery, est sans torsion,

i1) Cokery, est sans torsion,

11)Vf € Irr(R) on arang(pr/f) =T,

iv) les r-mineurs de ¢, n’ont pas de facteur commun non trivial.
Démonstration. C’est la proposition 6.1, et I’algébre linéaire élémentaire.

Corollaire 6.4. Calcul de ag, o , fa.  Avec les notations de 2.4 on a :
1) L’entier a9 — 1 est le plus grand entier a € Z tel que les t,-mineurs de @,
n’aient pas de facteur commun non trivial (en particulier ils sont alors non tous
nuls).

2) L’entier a, (= rangp,) est la dimension d’un plus grand mineur non nul de
Pa-

3) B, est le plus grand entier (3 tel que les B-mineurs de ¢, n’aient pas de facteur
commun non trivial.

b) Exemple 1 : module associé a une suite réguliére.

Soit f1, f2, f3, f4 une suite réguliere d’éléments homogenes de m, (en par-
ticulier, les f; sont deux & deux sans facteur commun). Posons n; = deg f;
et supposons les f; ordonnés de sorte que l'on ait n; < ny < ng < ny. Soit
M = R/(f1, f2, f3, fa). C’est un R-module de longueur finie et on a vu en I
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3.5 que c’est le module de Rao de la courbe C = C; U C; ou C) (resp. C3) est
I'intersection compléte d’équations (fi, f2) (resp. (f3, fa)), ou aussi des courbes
analogues obtenues en permutant les indices. On a vu en II 2.6 que M admet
la résolution minimale ci-dessous (avec ¥ = ny + n2 + ng +ny) :

4 4
0 — R(-v) — @ R(ni—v) » @ R(—ni—n;)"» P R(-ni) » R— M — 0.

Si on désigne par e;; (resp. €;) un vecteur de base de R(—n;—n;) (resp. R(—n;))
et si’on range les e;; (resp. les ¢;) dans 'ordre 12,13, 14, 23, 24, 34 (resp. 1,2,3,4)
la matrice de o4 dans ces bases est alors :

fo2 fs fs 0 0 O
-fi 0 0 3 fa 0

0 —-fi 0 —f, 0 f4

0 0 —-fi 0 —fi —fs

On note qu’on a les inégalités :

ny +ny
ny+n; <nyp+nz < <ny+ng <nzg+nyg
ng +ns

mais qu'il n'y a pas d’inégalité automatique entre n; + n4 et ny 4+ n3 ; on pose :
p = sup (ny + ng,nz + n3).

Lemme 6.5.
Si L est un sous-module de Ly on pose :

ap =rang(pr) ;i fr = _ inf ® rang(¢L/f).

Le tableau ci-dessous donne les valeurs de ay, et 8 pour les sous-modules L de
L, engendrés par les e;; dont les indices figurent dans la premiére ligne :

L [12]12,13 |12,13,14 [12,13,23 [12,13, 14,23 |12,13,14,23,24 | L,
ar | 1] 2 3 2 3 3 3
Br | 1] 1 1 2 2 3 3

Démonstration. C’est une vérification sans difficulté sur les mineurs de o5, il
faut noter essentiellement :
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a) que la matrice

f2 f5 0

- 0 fs

0 -fi —f
0 0 0

est de rang 2 et que ses 2-mineurs n’ont pas de facteurs communs (il y a f; f3

et f7),

b) que la matrice

f20 fs fu

- 0 0
0 -fi O

0 0 -fi

est de rang 3, mais que ses 2-mineurs sont tous multiples de fj,

c) enfin, que les 3-mineurs de la matrice 4 x 4 formée des 4 premieres
colonnes de o, sont multiples de f; mais qu’a partir de la matrice 4 x 5 les
3-mineurs n’ont plus de facteur commun.

Corollaire 6.6. 1) On a ag =n; + n3, a; = ny + ny.

2) Calcul de q :

a)Si ni+ny<p ,ona g(n)=0 ,sauf g(n; +n2)=q(p)=1.
b)Si ny+n,=p ,ona g(n)=0 ,sauf g(n, +ny)=2.

Démonstration. L’assertion 1) vu la définition de ag (cf. 2.4), résulte de 6.5
(on notera que les sous-modules Ly<, sont nécessairement parmi ceux étudiés

en 6.5). Comme le fibré N est de rang 3 et non décomposé on a Z g(n) =2et
nez
g(n) > 0 (cf. 2.7). D’autre part, on a g¢(n;+n3) > 1(cf. 3.2). Le plus petit entier
n tel que ¢'(n) = 2 est alors le plus petit entier n tel que inf(a, — 1,8,) = 2.
Vu 6.5, c’est p.
Les résultats 3.4, 4.3, 4.5 nous permettent alors de préciser la courbe mi-
nimale Cy dans la classe de liaison associée a M.

Corollaire 6.7. Soit Cy la courbe minimale associée a M.
1) On a M¢c, = M(n3 + ng — p).
2) On a les résolutions minimales suivantes de Ic,(pt — n3 —ny) :

a) Type N :
0— P — Ny — Ic,(p—n3 —nyg) =0,

100



CONSTRUCTION DES COURBES MINIMALES

avec P = R(—n; — n3) @ R(—pu).

b) Type E :
0— Ey = F — Ig,(p—n3 —ng) — 0,

avec Eg = Kero, et F' = R(—n; —n3) ® R(—p') ® R(—n2 — n4) ® R(—n3 —n4)
ot 'on a posé p' = inf(ng + n3,ny + na).
3) Le degré de Cj est d = p(n; + ng) — nyng — nany.

Remarques 6.8.

1) On constate que, sauf si trois des n; sont égaux, on a u —ng —ng < 0.
Ceci signifie que les courbes C' réunions d’intersections complétes qui vérifient
Mc = M ne sont pas minimales (cf. III 5). C’est d’ailleurs évident a priori
puisque les trois courbes obtenues a partir de C' par permutation des indices
sont de degrés nyn, + nznyg, nyng + nang, nyny + nong distincts, donc ne sont
pas minimales (cf. 4.3, unicité). On notera que 'on a ! Jc(u — n3 —ng) # 0
et que donc, si uy — n3 — ny < 0, la courbe minimale n’est pas réduite.

2) On a s9(Co) = p+ny1 —ng ; €(Co) = 2u — n3 —ng — 4. On note que la
relation e + 3 < s n’est vérifiée que si n; = ny et nzg = ny.

3) Les résultats de 3.4 permettent d’affirmer qu'’il existe un facteur direct
L de L,, isomorphe & Op(—n; — n3) ® Op(—pu) tel que o2(L) soit un sous
faisceau maximal de NMy. Dans le cas présent on peut décrire explicitement un
plongement convenable de £ dans £, : on choisit des polynémes homogenes f,
g de degrés respectifs y — n; — ng et p — ny — n3, non nuls et tels que f, g,
et les f; soient deux & deux sans facteur commun. On envoie alors les vecteurs
de base de Op(—n; — n2) @ Op(—p) respectivement sur e et fejs + geos. La
composée ¢ de o2 avec ce plongement admet pour matrice :

fa ffa
-fi 9fs
0 —gf
0 fh

Les 2-mineurs de cette matrice n’ont pas de facteurs communs et définissent
'idéal de Cy qui est donc engendré par les polynémes f; fa, ffifs+9f2fs, 952,
ffi. On vérifie aussitot que Cy est liée par les surfaces d’équations fy fo et
ffifa+gfafs alaréunion C' des intersections complétes (f1, f3) U(f2, fa). On
peut encore lier C' par les surfaces fif, et fafs & C" = (f1, fs) U(f2, f3). En
définitive, C" est donc obtenue & partir de Cy par une biliaison élémentaire de
type (n1 + nz,n3 + ny — u) ce qui confirme 6.7.1. Cette remarque permet de
calculer plus aisément les invariants de Cy grace a III 3. et notamment le degré
et le genre.
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Exemple 6.9. Prenons ny = ny =1, n3 = ngy = a avec a > 1. Dans ce cas,
on a M = M¢ avec C réunion disjointe de deux courbes planes de degré a.
Cette courbe n’est pas minimale. La courbe minimale Cj est de degré 2 et de

genre —a, il s’agit d’une structure double sur une droite qu’on peut par exemple
décrire par les équations XY, X2, Y?, XA + Y B avec A, B de degré a .

c) Exemple 2 : module de Buchsbaum.

On suppose cette fois que le module M est de Buchsbaum : M = M, &
M@ - M, avec r > 0 et dimg M; = p(z). On suppose p(0) > 0 et p(r) > 0. La
structure de R-module de M est triviale et on a la résolution minimale (cf. II
2.6):

0— éR(—4 —_ p(n) — @R 4P(n) —_ @R( -9 n)ﬁp(n)
n=0

n=0
23, @R(—l _ n)4p(n) R @R(—n)p(") M0
n=0 n=0

et la matrice de oo dans une base convenablement choisie est une matrice formée
de blocs diagonaux 4 x 6 tous égaux a la matrice :

Y Z T 0 0 0
-X 0 0 Z T 0

0 -X 0 -Y 0 T

0 o -X 0 -Y -Z

Proposition 6.10.
1)Onaay=2,a1=r+2.

n
2) On a, pour tout n > 0, atpyy = Ppyz = 3Zp(i).

1=0
3) On agq(2)=3p(0)—1 ; g(n+2)=3p(n) pourn=1,...,7r et g(n) =0
sinon.

Démonstration. L’assertion 2) est une conséquence immédiate de 4.6 puisque

le rang (resp. le rang sur les diviseurs) d’un bloc 4 X 6 comme ci-dessus est égal

a 3. Le point 1) et le point 3) en résultent aussitot en vertu de la formule
¢*(n) = inf(an — 1, B,) pour n > 1.

r
Corollaire 6.11.  On pose a = Zp(z) et h = 2a — 2. Soit Cy la courbe
=0
minimale associée a M.
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1) On a M¢, = M(-h).
2) Les résolutions minimales de I¢,(h) sont les suivantes :

a) Type N:0 — P — Ny — I¢,(h) — 0 avec

P = (P R(-2—i)*®) @ R(-2)*® .

i=1

b) Type E:0— Ey — F — I¢,(h) — 0 , avec Ey = Keroy et

F =@ R(-2—i)*) @ R(-2)* O+,

=1
3) Les invariants de Cy sont les suivants : sp = 2a ; e =2a+r — 4.

Remarques 6.12.
1) Les résolutions ci-dessus permettent de calculer les fonctions r¢, et r¢,

(cf. II 5.1), donc aussi les caractéres y¢, et oc, ainsi que le degré et le genre
de Cy. Par exemple on a :

ri(n) = 3p(n — h—2) —4p(n — h—1) + p(n — h) — (_" t;”' 1) + ("’i"l' 1).

On en déduit le degré et le genre par les formules de II 5.2 .

2) Le décalage h = 2a — 2 est toujours > 0 sauf si r = 0 et p(0) = 1,
c’est-a-dire dans le cas de la classe de liaison de deux droites. On en déduit
que, sauf dans ce cas, on a h!Jg, = 0 de sorte que Cy est connexe. Il en résulte
par liaison (cf. IIT) que toute courbe de Buchsbaum, sauf la réunion de deux
droites, est connexe.

3) On note que la condition de Lazarsfeld-Rao (e + 3 < s¢) est satisfaite
pour Cj si et seulement si r = 0.

4) La courbe Cj est de rang maximum si et seulement si on a r, = r +
2a -2 < 59 =2a,i.e,sir =00ur =1. Vu 5.1 on en déduit qu’il n’existe pas
de courbes de Buchsbaum de rang maximum si r > 2 et que pour r < 2 il en
existe pour tout décalage h > 0 de Mc¢, (cf. III 3.7).

5) Le cas r = 0 (cf. [BM1]).

On suppose r = 0, p(0) = @ > 0. On a pour la courbe Cy : 7, =1, = 2a—2,
S0 = 2a, e = 2a — 4. Les valeurs non nulles des fonctions r¢, et r¢;, sont les
suivantes :

r'(0)=1, r'(2a—2) = a, r'(2a — 1) = —4a, r'(2a) = 3a -1,

r(O) = —1, 7‘(2a) = 3a + 1, 7'(2(1 + 1) = —40, 7‘(2a + 2) =a,
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d’ou les valeurs des caracteres y¢, et oc, :

n 0 1 2a -3 2a — 2 2a—1 2a 2a +1
a(n) 1 1 1 a+1 —3a+1 0 0
y(n) -1 -1 ... -1 -1 -1 3a —a

On en déduit d = 242, g = (2a — 3)(2a —1)(2a+1)/3. Si C est une courbe
de la classe on a alors par 5.1 et III 3 des minorations des invariants de C. Par
exemple, si C n’est pas minimale, on a dc > 2a% + 2a et il existe des courbes
de tout degré d vérifiant cette inégalité. Comme Cj est de rang maximum
on peut méme supposer C' de rang maximum (utiliser une biliaison (s,1) avec
s =dc — 2a? > 2a).

6) Le cas r = 1 (cf. [BM2]).

Cette fois on a r = 1, p(0) = a, p(1) = b, a,b > 0. Les calculs sont
analogues. On a par exemple d = 2(a + b)? + 2b pour la courbe minimale et
d > 2(a+b)%?+2b+ a+ b sinon. Si l'inégalité est stricte il existe une courbe de
la classe qui a le degré d et est de rang maximum.

7) Pour les résultats généraux concernant les caractéres yc et oc, cf. V.

d) Etude des modules de dimensions (1,2,1).

Nous étudions maintenant les R-modules gradués de longueur finie dont la
fonction de Rao est donnée par : p(0) = 1,p(1) =2, p(2) =1 et les courbes mi-
nimales qui leur correspondent. Ces modules interviendront de fagon essentielle
aux chapitres IX et XI. L’ensemble des classes d’isomorphisme de ces modules
sera noté Ej 5 ; (cf. VII 4).

Soit M = My, ® M; & M, un élément de E;;;. On rappelle que
R; désigne le sous-espace de R formé des polynémes homogenes de degré
d. La structure de module de M est définie par deux applications linéaires
uo : Ry — Homi(Mo,M;) et vy : Ry — Homp(M;, M) qui décrivent
laction de R; sur M. La commutativité de R impose 6 relations de la
forme u;(X)uo(Y) = u1(Y)uo(X) et 'on définit ainsi une application linéaire
ujug : Ry — Homg (Mo, M;). Nous allons classifier les modules de E; 51 selon
les rangs des applications linéaires ug, uy et ujug.

Théoréme 6.13.  On a la classification suivante des éléments M de E; 5 ; :

1) Si ranguo = rangu; = 2, M est monogéne ainsi que son dual M* et M est
du type de R/(X,Y,2%,T?) (cf. I3). (On notera que M* est du méme type).
2) Si ranguo = 2 et rangu; = 1, M est monogéne (mais pas son dual M*) et
du type de R/(X,Y,Z%, ZT,T?).

3) Si rangug = 2 et rangu; = 0, M est du type de la somme directe
R/(X)Ya Z2aZT,T2) ® R/(X7KZaT)(_2)

4) Sirangup = 1 et rangu; = 2, M est le dual d’un module monogéne du type
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2 ci-dessus.

5) Si rangug = rangu; = 1 et rangujug = 1, M est du type de la somme
directe R/(X,Y,Z,T®)® R/(X,Y, Z,T)(-1).

6) Si ranguo = rangu; = 1, si rangujup = 0, et si Keru; = Kerug, M est du
type de la somme directe R/(X,Y,Z,T?)® R/(X,Y,Z,T?)(-1).

7) Si rangug = rangu; = 1, si rangujue = 0, et si Keru; # Kerug, M est du
type de la somme directe R/(X,Y,Z,T?)® R/(X,Y,Z2%,T)(-1).

8) Si rangup = 1 et rangu; = 0, M est du type de la somme directe
R/(Xa Y,Z, T2) ® R/(X’ Y,Z, T)(_l) ©® R/(X? Y,Z, T)('—z)

9) Si rangup = 0 et rangu; = 2, M est du type de la somme directe
R/(X, Y,Z, T) ® (R/(Xv Y, sz ZT7T2))‘(_1)'

10) Si ranguy = 0 et rangu; = 1, M est du type de la somme directe
11) Si rangug =rangu; = 0, M est un module de Buchsbaum.

Démonstration. Rappelons que deux modules M et M' sont dits de méme
type s’il existe un automorphisme gradué o de R (c’est-a-dire un élément de
GL(R,)) et un isomorphisme de k-espaces vectoriels gradués u : M — M' qui
soit o-semi-linéaire. En termes des u;, cela revient & dire que ’on s’autorise &
faire un changement de base dans R; avant d’appliquer les u;. On étudie alors
les divers cas.

1) ranguo = rangu; = 2. Dans ce cas, Kerug est de dimension 2 et quitte
a faire un changement de variables dans R;, on peut supposer que c’est le sous-
espace (X,Y). Soit e une base de My de sorte que f; = Ze et f, = Te forment
une base de M;. Soit g une base de M;. Ona Xf; = XZe=ZXe=0et de
méme pour X f,, Yf; et Yf,. Posons Zf, = a19, Zf; = azg = Tf; (car on
a ZT =TZ) et Tf; = bpog. Comme le rang de u; vaut 2, on a a2 — a;b; # 0
de sorte qu’il existe deux couples (a, #) non proportionnels tels que 'on ait
(aZ + BT)%e = 0. Quitte a faire un changement de variables dans R; qui fixe
X et Y on peut supposer que l'on a Z%2e = T?%e = 0 et, quitte a changer g,
que ZTe est égal a g. Alors le module M est engendré par e avec les relations
Xe=Ye= 2% = T?e =0 et il est du type annoncé.

2) rangug = 2, rangu; = 1. Le début de la démonstration est identique,
mais cette fois on a a2 — a; b, = 0 de sorte qu’il n’existe qu'un carré qui annule
e, disons Z2. On en déduit ZTe = 0 et le module est du type annoncé.

Les autres cas se traitent de maniére analogue et sont laissés au lecteur.

Nous passons maintenant au calcul des courbes minimales correspondant a
chacun des types répertoriés en 6.13. On désignera par h le décalage du module
de Rao par rapport au module standard concentré en degrés 0,1, 2.

Le cas du type 1 a été étudié en 6.9. La courbe minimale est de degré 2 et
genre —2. Elle est liée par (2 x 3) a la réunion disjointe de deux coniques. Son
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module de Rao est en degrés —1,0,1 et on a donc h = —1. Ses résolutions sont
données par 6.7, avec n; = ny =1 et n3 =n4g4 = 2.

Proposition 6.14. (Le type 2).

La courbe minimale C associée au module M = R/(X,Y,Z22%,ZT,T?) est, &
déformation prés, la réunion disjointe de la droite Cy d’idéal gradué I, = (X,Y)
et de la courbe C; de degré 4 et genre 1, d’idéal gradué I, = (22%,ZT,T?) (at-
tention, C, est ACM mais n’est pas l'intersection compléte de deux quadriques).

La courbe C est de degré 5 et genre 0 et on a h = 0. On a la résolution de type
Nde I¢ :
P = R(-2) ® R(-3) ® R(—4),

0—»N->R(-12®R(-2*®R(-3)»R—> M -0,
et celle de type E :
0 — R(—5) ® R(—6) — R(—4)* & R(-5)® —» R(-3)* ® R(—4)? —» Ic — 0,

de sorte que 'on a so = 3.

Démonstration. Soit C la réunion des courbes C; et C;. En vertu de I 3.5,
le module de Rao de C est égal & M. De plus, on obtient une résolution de M
par le procédé décrit en II 7.8 & partir des résolutions des idéaux I; et I,. La
résolution de I; est évidente et celle de I, est la suivante :

0 — R(-3)® R(—4)>%R(-2)’ @ R(-3)—I, —» 0

T -Z 0
avec mp = (22,2T,T?) et ay =
0 -T* Z

et on en déduit la résolution de M :

.-+ — R(-2)®R(-3)°®R(—4)*-R(-1)?®R(-2)’®R(-3) = R— M — 0.

De plus, II 7.8 donne explicitement la matrice de u :

(Y 28 ZT 0 0 0 T° 0 0 )
X 0 0 22 ZT 0 0 T* 0
u=] 0 -X 0o =¥y o T o0 0 0
0 0 -X 0 -Y -Z 0 0 -T?
\o 0o 0 0 0 0 -X -¥ Z )
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Il faut maintenant calculer les invariants associés a cette matrice (cf. 6.4).
Il est clair que 'on a @y = 3, donc ¢(2) = 1. Ensuite, on a a3 = f3 = 3.
En effet, dans la matrice précédente on extrait les six premieres colonnes qui
correspondent aux termes R(—2) ou R(—3). On voit aussit6t qu’il existe deux
mineurs 3 X 3 sans facteurs communs (égaux & —X3 et Y’ par exemple) puis on
vérifie que le rang de cette matrice est 3. Comme les trois premiéres colonnes
sont indépendantes, il suffit de vérifier la nullité des 3 mineurs 4 x 4 qui les
contiennent, ce qui n’offre pas de difficulté.

On en déduit la fonction ¢ : ¢(2) = ¢(3) = ¢(4) = 1, qui donne un décalage
nul, donc la courbe C est minimale et ses résolutions sont données par II 7 ou
par 4.1.

Remarque 6.15. Si C est une courbe minimale associée au module M on a
h°Jc(3) = 4, mais toutes les surfaces cubiques contenant C' sont réductibles.
En effet, sinon, comme on a h'O¢(0) = 1, on pourrait bilier C par (3,—1) (cf.
IIT 2.7.b), ce qui contredirait la minimalité de C.

Proposition 6.16. (Le type 4).

La courbe minimale associée au module M* (avec M = R/(X,Y,2%,ZT,T?))
est une courbe I' de degré 7 et genre 3, liée & une courbe du type précédent par
3 x 4. Son module de Rao est en degrés 1,2,3 et on a so = 3.

Démonstration. Cela résulte de 5.10 et des calculs faits ci-dessus dans la
preuve de 6.14 (on vérifie en effet que I'on a a; = 4).

Nous passons maintenant aux cas des modules décomposés. Le lemme
suivant va nous permettre de faire la plupart des calculs.

Lemme 6.17. Soit M = M' ® M" un R-module somme directe de deux R-
modules gradués de longueur finie. Avec les notations de 6.4, on a les formules
suivantes :

1) ap = inf(ay, ag),

2) a, =al +all,

3) Ba 2 B, + B

Démonstration. Cela résulte du fait que la matrice ¢ (notations de 6.a) est
somme directe des matrices correspondantes ¢' et ¢", donc que ses mineurs
sont des produits de mineurs de ¢’ et ¢". Un produit de mineurs non nuls est
alors non nul ce qui donne I’assertion 2. Par ailleurs si les n'-mineurs de ¢’
(resp. les n"-mineurs de ¢") n’ont pas de facteur commun il en est de méme
des n' + n''-mineurs de ¢ ce qui prouve 3). Le point 1) en résulte aisément.

Remarques 6.18.
1) L’exemple suivant montre qu’on peut avoir 8, > . + 8.
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Posons M' = R/(X,Y?,Z%,T?), M" = R/(X%Y,Z3,T*) et M = M' &
M". La matrice ¢' est la suivante (cf. 6.b) :

Y2 7?2 T2 0 0 0

-X 0 0 VAR & 0
0 -X 0 -Y2 o0 T?
0 0 -X o0 -Y? -Z7°

et celle de ¢ s’obtient en changeant X en Y. Le calcul des invariants pour M’
et M" a été fait en 6.b (module associé  une suite réguliére), on a ay = ag = 3,
ay =ay =3et B3 =y =1,douq'(3) =¢"(3) = ¢'(4) = ¢""(4) = 1. La courbe
minimale associée & M' ou M" vérifie s = 3 et son décalage est nul.

On a, pour M, a(3) = 6 = o/(3) + a''(3), mais B(3) =4 > B'(3) + B"(3).
En effet, on a deux mineurs 4 x 4 sans facteurs communs en prenant un mineur
3 x 3 de ' (resp. ") égal & X3 (resp. Y3) et un mineur 1 x 1 de " (resp. ¢')
égal & Z?% (resp. T?). On en déduit ¢(3) =4, g(4) =1let h=2.
2) Etant données deux courbes C' et C" de modules de Rao M' et M", on
connait un procédé, di a Schwartau, pour leur associer une courbe C de
module de Rao M = M'(—t) @ M"(—s). On prend pour cela deux surfaces
Fe HOJCI(S) et G € Hojcn(t) et on pose I¢c = Glgr + Flgn. On a alors la

suite exacte :
0 = Op(=s —t) = Joi(=t) ® Jon(—s) = T — 0

qui donne bien le module de Rao prévu. Si on prend s = ¢, on obtient une
courbe de module M' @ M" a décalage prés, mais I’exemple ci-dessus montre
que méme si C' et C" sont minimales C ne ’est pas en général. En effet dans
le cas présent, le décalage de la minimale est égal & 2 alors qu'’il est au moins
égal & s9 = 3 pour la courbe de Schwartau. (Cette question nous a été suggérée
par G.Bolondi.)

3) Le méme exemple montre aussi que si M’ est du type de M] et M" du type
de MJ', M' @ M" n’est pas en général du type de M| ® M{'. En effet, ici M’
et M" sont de méme type, mais la courbe minimale associée a M' & M' est
la courbe de Schwartau (car les 4-mineurs de ¢ ont tous le facteur commun X
dans ce cas). De méme dans 6.13 les types 6 et 7 sont distincts bien que leurs
facteurs soient de mémes types.

Nous pouvons maintenant, grace au lemme 6.17, terminer 1’énumération
des courbes minimales associées aux modules de E; 5 ;. Pour les besoins des
chapitres ultérieurs nous avons surtout en vue la détermination du décalage
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h et du nombre sg, mais le lecteur attentif pourra facilement retrouver tous
les invariants et toutes les résolutions des courbes obtenues. Par ailleurs, nous
nous contenterons de quelques indications sur les démonstrations qui sont sans

difficulté.

Proposition 6.19. On reprend les notations de 6.13 et notamment les
numéros des types. Dans tous les cas, on donne successivement le début de la
résolution de M, la fonction q, le décalage h et I’entier s,.

Type 3 :
R(~2) ® R(-3)® ® R(—4)° - R(-1)’ & R(~2)" ® R(-3)* » R® R(~2)
- M -0,

92)=1,49(3)=2,9(4)=3; h=2; 5 =5.
Types 5, 6 et 7 :

R(~2)° ® R(~3)° ® R(-4)" — R(~1)’ ® R(~2)* ® R(-3) - R® R(~1)
— M — 0,

9(2)=1,4(3)=3,94)=1;h=2;3 =4
Type 8 :
R(-2)* @ R(-3)° ® R(—4)® — R(-1)® ® R(-2)° @ R(-3)*
—- ROR(-1)® R(-2)—> M — 0,

9(2)=1,q(3)=4,9(4)=3;h=4 ;3 =6.
Type 9 :

R(-2)*® R(-3)®* ® R(—4) » R(-1)*® R(-2)" - R® R(-1)> - M — 0,

92)=2,9(3)=5;h=3;s=5.
Type 10 :
R(-2)° @ R(-3)° ® R(—4)* — R(-1)* ® R(-2)" @ R(-3) - R® R(-1)?
- M -0,

9(2)=2,4¢(3)=5,9(4)=1;h=4;3 =6.
Type 11 : C’est le module de Buchsbaum, cf. 6.10 ,on a h =6 ; sg = 8.

Démonstration. Les résolutions de M s’obtiennent & partir des résolutions des
facteurs qui sont bien connues. Pour la plupart on les trouve par Koszul, sauf

pour le module M' = R/(X,Y, 22, ZT,T?) qui s'obtient par II 7.8 en voyant ce
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module comme celui de la réunion C’ de la droite d’équations X =Y = 0 et de
la “cubique gauche” Z? = ZT = T? = 0. La résolution de son dual en résulte
immédiatement par II 2. Les courbes minimales correspondant aux modules
facteurs sont le plus souvent connues par 6.7. Pour le module M’ ci-dessus, la
courbe minimale est C' (car on a so > e + 3, cf. 4.7). Pour son dual, la courbe
minimale est la courbe de degré 5 et genre 0 liée & C' par 3 x 3 (cf. 5.10). On
précise alors les fonctions a et 3 grace a 6.13 & partir de celles des modules
facteurs. Dans de nombreux cas le calcul est facilité par le fait que tous les
degrés des facteurs intervenant dans M' et M" sont distincts. On remarquera
P’identité numérique des courbes de types 5,6 et 7.
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Nous sommes maintenant en mesure de résoudre entiérement le probleme
A de l'introduction pour le couple d’invariants (M,~) . Rappelons déja que si
M est un R-module gradué de longueur finie on sait par le théoréme de Rao
(cf. III 1.6.) qu’il existe une courbe C lisse et connexe et un entier h tels que
Pon ait M¢c ~ M(h). Tous les modules étant ainsi atteints, nous allons préciser
quels sont les décalages h et les caractéres 4 possibles pour M donné.

1. Le cas des courbes ACM.
Danscecasona M =0et vy = —0.

Définition 1.1.  Soit v un caractére.

1) On dit que v est admissible s’il vérifie les conditions suivantes :

a)y(n) =0 pourn < 0.

b) 4(0) = —1.

c) Sisg=s0(y)=inf{n €N |v(n)# -1}, 0na~(se) >0.

2) On dit que « est positif s’il est admissible et si, de plus, on a y(n) > 0 pour
n > Sg.

Remarque 1.2. Si C est une courbe, le caractére y¢ est admissible.

Théoréme 1.3. 1) Soit C une courbe ACM . Son caractére ¢ est positif.
2) Réciproquement, soit vy un caractére positif, il existe une courbe ACM, C,
telle que y¢c = «.

Démonstration. Le point 1) a été vuen I 2.11.

Pour 2) on raisonne par récurrence sur |y| = Z ¥(n). Si|y|=1,0na
7(n)20
v(0) = —1; il existe un unique entier s tel que v(s) = 1 et les autres termes

sont nuls. Le caracteére v est celui d’une courbe plane de degré s. Supposons
l’assertion 2) démontrée pour |y| < n et soit v positif tel que |y| = n + 1. Soit
no tel que y(ng) > 0. On définit un caractére positif 4/ par 4'(n) = 0 pour
n<0,9'(n=1)=5(n)pourn>1,n#ng, ety (ng—1)=+(ng)—1>0. On
a alors |y'| = n, donc 4" = y¢r oit C' est ACM. De plus, on a 4'(ng — 1) > 0,
donc 5¢(C") < ng —1. Si C est une courbe biliée & C' par (ng, +1),ona vy = ¢
en vertu de III 3.4.

Remarques 1.4.

1) Dans le cas des courbes ACM lisses et connexes (ou simplement intégres)
le méme théoréme est vrai en remplagant ’hypothése v positif par 4 connexe
(cf. 12.10), c’est le théoréme de Gruson-Peskine (|[GP1] 2.2 et 2.5).
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2) Le premier théoréme d’existence de ce type était essentiellement dans
[PS] (6.1 et 6.2). Dans ce cas ’hypotheése faite sur la résolution (n; > d;)
s’exprime sur le caractére en disant qu’il est positif et d’abord croissant, puis
décroissant. Cela implique la connexité de 4 mais la réciproque est fausse.

3) Toutes les démonstrations d’existence évoquées ci-dessus se font par
récurrence ascendante, par liaison pour [PS], par biliaison pour [GP1] et 1.3
ci-dessus. Pour la partie “condition nécessaire” une preuve naturelle par
récurrence semble aussi possible, mais on manque d’un théoréme de biliaison
descendante convenable.

2. Le cas général.

Définition 2.1.  Soient v, v' deux caractéres admissibles. Posons sq = so(7)
et s5 = so(7'). On dit que 4' majore v et on écrit 4' > ~ si on a les propriétés
suivantes :

1) S0 __<_ 86,

2) il existe un entier h > 0 tel que :

a) v4'(n) 2 4(n — h) pour n > so + h, (et donc v'(sg + k) > 4(so) > 0, de sorte
que l'on a sy < sg + h),

b) 4'(n) > 0 pour sjg < n < 5o+ h.

On dit alors que 4' majore v de la hauteur h.

Remarques 2.2.

1) Si on a sy = sg + h la condition b) est automatique ; sinon, il suffit de
la vérifier pour sy < n < s¢ + h.

2) Attention, la hauteur de majoration h n’est pas en général unique, par
exemple, si les valeurs des caractéres v et 4’ pour les entiers positifs ou nuls sont
les suivantes : v = -1,-1,3,-1,0,...,4' = -1,-1,-1,-1,-1,-1,3,3,0,...,
v' majore v des hauteurs h =4 ou h = 5.

Proposition 2.3. La relation > est une relation d’ordre sur I’ensemble des
caractéres admissibles.

Démonstration. Il est clair que la relation est réflexive. Supposons qu’on
ait ¥ < 4’ et 4’ < 4 avec les hauteurs respectives h,h'. On a déja so = s
(avec les notations de 2.1). Soit ng (resp. ng) le plus grand entier n tel que
y(n) > 0 (resp. v'(n) > 0). On a v'(no + h) > v(ng) > 0 d’ot ng > ng + h
(resp. ng > ny+h'). On en déduit h = h' = 0 d’ot1 aussitot ¥ = 4’ et la relation
est antisymétrique.

Supposons maintenant qu’on ait ¥ < ' < 4". On a s < sy < sg. D’autre
part, on a sy < sg + h. Posons k" = h + &'. Soit n > sg + k" > 55+ h',on a
par hypothése v'(n) > 4'(n—h') > y(n —h—h') = y(n — k") d’ot1 la condition
2.a. Enfin, siona sy <n<so+h+h' oubienona sy <n<sy+h'etalors
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4"(n) > 0 (condition 4" > 4'), ou bien on a sy + A’ <n < so + h + A’ et alors
v"(n) 2 4'(n — h') > 0 (condition 4’ > v ). La relation < est donc transitive.

Proposition 2.4.  Soit C' une courbe obtenue a partir de C par une suite
de biliaisons élémentaires ascendantes, et soit h ’entier > 0 tel que I'on ait
Mc: = Mc(—h). Alors y¢ majore y¢ de la hauteur h.

Démonstration. Il suffit de prouver I’assertion pour une biliaison élémentaire
et méme (cf. III 3.1) pour une biliaison élémentaire de hauteur 1. On a alors
par IIT 3.6 :
S0, sis=3sp;
o= {
so +1 sinon.

d’ou la condition 1) de 2.1. On a aussi par III 3.4 :
Ye(n—1)+1, sin=s ;
yor(n) =< vc(n—-1)—-1, sin=0 ;
ye(n —1) sinon.

avec 8 > so. Pour la condition 2), on prend donc h = 1, la partie a) est claire,
la partie b) aussi gréce a 2.2.1.

Théoréme 2.5. Soit M un R-module gradué de longueur finie, M # 0. Soit
C' la courbe minimale associée a M et v son caractére de postulation.

1) Si C' est une courbe de la classe de biliaison définie par M, on a vor > 7.
2) Réciproquement, si v’ est un caractére admissible qui majore 7, il existe une
courbe C' de la classe de M telle que vcr = 4'.

Démonstration.
1) C’est immédiat avec IV 5.1 et 2.4.
2) On raisonne par récurrence sur la quantité

so+h—1
W =vl= ) A+4m)+ Y. (Y(n)—y(n—h)).
n=s} n>so+h

Il est clair que 'on a |y’ — 4| > O et,si |y —9 = 0,0on a s = sy + h et
4'(n) = y(n — h) pour n > so + h, donc aussi pour n > h. On a alors :

Y AM)=0=-h+ > Y(n)=-h+> A(n)=—h

n>0 n>h n>0

donc h =0 et 4' = v est atteint pour C' = C.
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Supposons l’assertion prouvée pour |y’ —5| < N et passons a N + 1. Deux
cas peuvent se produire.

1) Supposons que l'on ait sy < sg + h. Comme s¢ < s;, ceci impose h > 1.
On définit le caractére 4" comme suit : 4"'(n) = 0 pour n < 0, 4"(n—1) = 4'(n)
pour n > 1, n # sg, v"(sg — 1) = 4'(sp) — 1. On vérifie que 4" est admissible:
on a 4"(n) = 0 pour n < 0 et 4'(0) = 7'(1) = —1 car 84 > so > 1, sinon C
serait plane, donc ACM et on aurait M = 0. La valeur de sy = so(y"') est égale
asg—1siq'(sy) 21, as;siy(sg) =0. On vérifie que v"(sg) > 0 (dans le
premier cas c’est clair, dans le second on a v'(sg + 1) > 0, soit par la condition
b) de 2.1, soit par la condition a) si sq + 1 = s + h car y(s¢) > 0).

On vérifie ensuite que 'on a 4" > v. Déja, on a 8§ > so. C’est clair si
sg = sp. Sisy = sy —1, c’est que 4'(sp) > 1. Si on avait alors sg = sp, on
aurait :

so+h—1
YoAm)==s0t+ Y, Y+ Y. A(n)
n>0 n=sp n>so+h
so+h-1 so+h—1
>—so+ Y )+ Y, ()= D Y(r)24(s0) 21,
n>so n=sg n=sg

ce qui contredit Z ¥'(n) = 0.
n>0

On vérifie alors la condition 2) avec h — 1.

Pour a)ona,sin > s+ h—1,9"(n) =4'(n+1) 2 y(n+1—h) (car
n # sy —1). Pour b), si s§ <n<sy+h—1o0na+5"(n)=4"(n+1) > 0 sauf si
n = sy —1 = sy, auquel cas on a vu que 7" (sg) est positif ou nul. On en conclut
que 4" est un caractére admissible qui majore v et vérifie |y — 4| = |v' —y|—1.
D’aprés I'hypothése de récurrence il existe une courbe C” de la classe de M
telle que yo» = 4". Si C' est biliée & C" par (sg,1), on a alors y¢or = 7'

2) Supposons maintenant que ’on ait sy = so+h. Comme v # 4’ on a alors
h > 0. Comme on a |y —4| > 0, il existe ng > s+ h tel que v'(ng) > v(no —h).
On définit alors le caractére 4" par les formules : 4"(n) = 0 pour n < 0,
¥"(n—1) =4'(n) pour n > 1, n # ng, ¥"(no — 1) = 4'(no) — 1.

On vérifie que 4" est admissible comme dans le cas 1), et qu’on a s = sg—1
dans tous les cas (c’est clair si ng > sp, si ng = s cela vient de 4'(ng) >
7(n0 — k) = 2(50)):

Montrons la relation 4" > 4.

On a déja sy =sp—1 =389+ h—12> 389 car h > 1. Montrons la condition
2)avec h—1. Sin>sg+h—1onaqy"(n)=4'(n+1) > y(n+1-h)si
n#ng—1. Pour n =ng—1ona+"(ng—1)=4'(ng)—12 v(ng — h) par
hypothése. Enfin, comme sj = so + h — 1, la condition b) est vide.
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On a donc un caractére admissible 4" avec v > y et |y — 4| < |y — 9|
donc, par I’hypothése de récurrence, il existe une courbe C” de la classe de M
telle que 4" = ycn. Si C' est liée & C" par (ng,1), on a ' = v¢r.

Remarques 2.6.

a) La démonstration précédente montre plus précisément que si 4' majore v
de la hauteur h on obtient une courbe de la classe de caractére 4’ en effectuant a
partir de la courbe minimale C' h biliaisons élémentaires successives de hauteur
1.

b) Si dans 2.1 on appelle 44 le caractére translaté de v (ya(n) = y(n+ h)),
on constate que la relation 4' > v implique que 4’ —v_} est un caractére positif,
mais la réciproque est fausse. Ainsi, si v est le caractére de la réunion de deux
droites (cf. 2.2) et si 4’ est donné par : 4'(0) = 4'(1) = -1,4'(2) = 0,74'(3) =
—1,4'(4) = 4,4'(5) = —1 la différence 4" — y—2 est positive, mais ' n’est pas
le caractére d’une courbe de la classe.

Le fait que 4’ — y_j est positif est essentiellement la traduction de IV 3.1
(cf. II 5.2).

c¢) Méme si la courbe minimale C est lisse il n’est pas évident de préciser a
quelle condition sur 4’ il existe une courbe lisse C' de caractére .

d) On a vu (cf. 2.2) que D’entier h qui intervient dans la définition de
la relation d’ordre n’est pas, a priori, unique. On en déduit un exemple de
deux courbes C, C' qui ont méme caractére de postulation, qui sont dans la
méme classe de biliaison, mais pas & la méme hauteur, donc n’ont pas méme
cohomologie : on part de la réunion disjointe Cy de deux droites, de caractére
%0, de module de Rao M, et on considére le caractére v qui majore vy vu en 2.2.
Pour vérifier que v majore ¢, on peut prendre h = 4 ou h = 5. On construit
alors facilement par biliaison, en suivant ’algorithme de la démonstration de
2.5, deux courbes C, C' telles que y¢ = y¢ = v, mais, Mg = Mp(—4) et
Mger = My(—5). On obtient les résolutions :

0 — R(-8) — R(-8)*® R(-7)* — R(-7)* ® R(—6)* — Ic — 0,

0 — R(~9) — R(~9) ® R(—8)* — R(—8) & R(—6)* — Ics — 0.

e) Bien entendu, la formule o¢ = 8% pc — y¢ montre que le probleme A est
aussi résolu, par 2.5, pour le couple (M, 0), mais la traduction de la relation
d’ordre 2.1 en termes du caractére oc n’est pas trés agréable.

2.7 Application aux courbes de rang maximum.

On a vu en III 3.7 que pour que la classe de biliaison associée & M contienne
des courbes de rang maximum il faut que la courbe minimale soit elle-méme de
rang maximum, i.e., qu’on ait ro(C) < $¢(C). On a alors forcément r,(C) =
50(C) =1 ou s9(C) — 2 (regarder la résolution de type (E) par exemple). La
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proposition suivante décrit les caractéres des courbes de rang maximum dans

la classe de M :

Proposition 2.8. Soit C une courbe minimale vérifiant r, = so — 1
(resp. ro = 80 — 2), 7 son caractére et soit ' majorant vy de la hauteur h > 0.
Alors 4' est le caractére d’une courbe de rang maximum de la classe si et seule-
ment sion a sy = 89+ h (resp. 8§ = 89 + h ou sg +h—1).

Remarque 2.9. On vérifie facilement que si le module M a au plus deux
composantes My et M; non nulles, la courbe minimale associée est de rang
maximum. On retrouve ainsi certaines courbes de [EH].
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VI STRATIFICATION DU SCHEMA DE HILBERT.

Dans ce paragraphe, nous allons construire des sous-schémas du schéma
de Hilbert Hy , des courbes de P3, localement de Cohen-Macaulay, de degré
d et genre g : le schéma de Hilbert H, (resp. H,, resp. H,) des courbes
de caractere de postulation 4 (resp. de fonction de Rao p, resp. de caractere
de spécialité o), puis le schéma de Hilbert H, , des courbes a cohomologie
constante (donnée par v et p) et le schéma de Hilbert H, »s des courbes &
postulation constante (donnée par v) et module de Rao localement isomorphe
a M. Nous verrons en effet que le foncteur des courbes & cohomologie constante
et dont le module de Rao est isomorphe & un R-module gradué fixé M n’est
pas en général représentable. Au préalable, nous ferons quelques rappels sur
“cohomologie et changement de base”, ainsi que sur le passage au quotient par
l’action d’un groupe algébrique sur un schéma.

1. Rappels. Cohomologie et changement de base.

Proposition 1.1. Soient S un schéma de type fini sur k, F un faisceau cohérent
sur S, et e un entier. Le sous-foncteur F, de Homg(.,S) défini pour tout k-
schéma T par :

F.(T) = {g € Homy(T, S) | g*F est localement libre de rang e}

est représentable par un sous-schéma S, de S. En particulier si e = 0, S, est
un sous-schéma ouvert de S ; si pour tout point s de S, F(s) = F Qo, k(s) est
de dimension e sur k(s), S. est un sous-schéma fermé de S qui a méme espace
sous-jacent.

De plus, les S, forment une partition de S et un nombre fini seulement de ces
schémas sont non vides. (cf. [M2] Lecture 8)

1.2. Soient f : X — Y un morphisme de schémas, F un faisceau
sur X et ¢ € N. Pour tout morphisme de schémas ¢ : Y/ — Y, on
note X' le produit fibré de X et Y’ sur Y, F' I'image réciproque de F sur
X' et f' : X' -5 Y' le morphisme correspondant. On dit que le faisceau
R'f,F commute au changement de base si pour tout morphisme de schémas
g : Y = Y, ’homomorphisme naturel ¢g*R'f,F — Rf!F' est un isomor-
phisme. Le probléme étant local sur Y, on supposera pour simplifier que Y est
affine. On a alors les résultats suivants :

Proposition 1.3. (Grothendieck, cf. [rH2] III 12) Soient A un anneau
noethérien, f : X — Y = SpecA un morphisme projectif et F un faisceau
cohérent sur X et plat sur A. On définit pour tout entier : > 0 un foncteur de
la catégorie des A-modules dans elle-méme par T'(M) = HY(X,F ®4 M). On
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a alors les propriétés suivantes :

1) 1l existe un complexe L' de A-modules libres de type fini, borné supérieure-
ment, tel que I'on ait T'(M) = H'(L' ®4 M). De plus, si on pose W' =
Coker(d'~! : L*~! — L), on a les équivalences :

i) T? est exact,

ii) R} f,F commute au changement de base et T*(A) = H'(X,F) est localement
libre sur Y,

iii) W* et Wi*! sont des A-modules localement libres.

Pour i = 0, c’est encore équivalent a :

iv) f«F commute au changement de base.

2) Si R f,F commute au changement de base, on a I’équivalence :

R~ f,F commute au changement de base & H ‘(X , F) est localement libre sur
A.

3) Soit y un point de Y. Si I’homomorphisme naturel H'(X,F) ® k(y) —
H'(X,,F(y)) est surjectif, c’est un isomorphisme et R’ f,F commute au change-
ment de base dans un voisinage de y.

Corollaire 1.4. Si H(X,,F(y)) = 0, R f.F est nul et commute au change-
ment de base dans un voisinage de y, et dans ce voisinage, R*~! f,F commute
au changement de base. C’est vrai en particulier si le support de F(y) est de
dimension inférieure a t.

Corollaire 1.5. On a les équivalences :

i) R f,F commute au changement de base et T*(A) = H'(X,F) est localement
libre de rang e,

ii) Wi @ Wt est localement libre de rang e + rang L'*!.

Démonstration. On a une suite exacte (cf. [rH2] III 12) :
0— Ti(A) S Wi L L Wit 50
donc on a :

rang T%(A) = rang W* + rang W**! — rang L'*!
= rang (W' @® W'*!) — rang L**1.

D’aprés 1.3, les deux propriétés sont équivalentes puisque Wi @ Wit! est lo-
calement libre si et seulement si W* et W**! le sont.

Remarque 1.6. Pour tout point y de Y, on a également une suite exacte (cf.
[rH2] III 12) :

0 — Hi(F(y)) » W' ®oy k(y) = L't ®oy k(y) = W Qo k(y) - 0
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donc on a :
rang (W* ®o, k(y)) ® (W™ ®o, k(y)) = rang L*+! + h*F(y).

Corollaire 1.7. On a les équivalences :

i) pour tout i > 0, H'(X,F) est localement libre,

i’) pour tout i > 1, H'(X,F) est localement libre,

ii) pour tout ¢ > 0, R’ f,F commute au changement de base.

Remarque 1.8. Soient B une A-algébre, Y' = SpecB, F' = F @4 B et X'
le produit fibré de X et Y’ sur Y. Si M’ est un B-module, H(X,F @4 M') =
H(X' F'®pM') est aussi muni d’une structure de B-module, donc le foncteur
T? se prolonge en un foncteur 7" des B-modules dans les B-modules défini par
T''(M') = T*(M') qui n’est autre que le foncteur associé & F'. On a donc
T(M')= H (L' @4 M') = H(L' ®4 B) ®p M') et L' ® 4 B est le complexe
associé & F'. En particulier on a W' = Wi ®4 B.

Proposition 1.9. Soient Y un schéma noethérien, f : X — Y un morphisme

projectif, F un faisceau cohérent sur X et plat sur Y, e et ¢ deux entiers > 0.
Le sous-foncteur F.; de Homy(.,Y) défini par

F.i(T) = {g € Homi(T,Y) | R’ fr.Fr est localement libre de rang e
et commute au changement de base }

(ot T est un k-schéma, et ou fr et Fr sont définis par changement de base)
est représen-table par un sous-schéma Y, ; de Y. Si de plus, pour tout point y
deY, on a h*F(y) = e, Y. ; est un sous-schéma fermé de Y qui a méme espace
sous-jacent. Enfin, sie =0, Y, ; est un sous-schéma ouvert de Y.

Démonstration. C’est une conséquence de 1.1, 1.4, 1.5, et 1.8.

Dans la suite, nous dirons pour simplifier que la propriété “Rif,F est
localement libre de rang e¢ et commute au changement de base” est
représentable par le sous-schéma Y, ; de Y.

Corollaire 1.10. Soient Y un schéma noethérien, F un faisceau cohérent sur
P23 x Y et plat sur Y, ¢ un entier > 0, e = (en) une suite d’entiers > 0.
Supposons que pour tout n sauf un nombre fini et pour tout point y de Y,
on ait h*F(y)(n) = en. La propriété “pour tout n, Rf,F(n) est localement
libre de rang e, et commute au changement de base” est représentable par un
sous-schéma Y, ; de Y.

Démonstration. Le sous-schéma cherché est ’intersection d’un nombre fini
de sous-schémas et d’une famille dénombrable de sous-schémas fermés ayant
meéme espace sous-jacent.
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2. Rappels. Action d’un groupe algébrique sur un schéma.

Proposition 2.1. Soient G un groupe algébrique de type fini sur k, X' un
fibré principal homogéne localement trivial sous G, X le quotient. SiY' est
un sous-schéma de X' stable par G, c’est aussi un fibré principal homogéne
localement trivial et le quotient Y est un sous-schéma de X.

Démonstration. Puisque les propriétés sont locales sur X, on peut supposer
que X' = G x X et que l'action de G est triviale. Soient ex : X — G x X
la section unité et ¥ = e%'(Y'). Montrons que le plongement de G x Y dans
G x X est un G-isomorphisme de G x Y avec Y’'. Soient S un schéma, g €
G(S) = Hom(S,G), u € X(S) = Hom(S5,X). Ona: g-(exu) =(g,u). On a

donc les équivalences :
(9,u) €Y'(S) & g-(exu) €Y'(S) & exu € Y'(S) & u € Y(s),
d’ou le résultat.

Proposition 2.2. Soient G un groupe algébrique de type fini sur k, lisse,
opérant sur un schéma X, z un point fermé de X. On munit Porbite V; (qui
est localement fermée dans X ) de sa structure de sous-schéma réduit. Si le
stabilisateur G, de z est lisse, 'action de G sur X définit un isomorphisme du
quotient G/G, sur V, et le morphisme canoniquep : G — G /G, est lisse et est
un fibré principal homogéne.

Démonstration. Soit ¢ : G — X défini par ¢(9) = ¢ - z. Son image
schématique est intégre puisque G I’est, donc n’est autre que V,. Notons encore
¢ : G — V, le morphisme induit. Le quotient G/G existe et on peut factoriser
¢ : il existe un morphisme u : G/G, — V, tel que ¢ = up. Les fibres de ¢ et de
p étant égales, les fibres de u sont toutes formées (ensemblistement) d’un seul
point. Donc pour tout point fermé z’ de V,, u~1(z') est le spectre d’un anneau
artinien local.

D’autre part ¢ et p sont des morphismes génériquement. plats donc plats
grace a I’action de G, dont toutes les fibres géométriques sont isomorphes a G
donc ils sont lisses. Pour tout point fermé z' de V;, le morphisme induit par p
sur les fibres : p~1(z') ~ G, — u~!(z') est lisse et G est réduit, il en est donc
de méme de u~!(z') qui est le spectre d'un corps. Le morphisme u, quasi-fini,
non ramifié et bijectif est alors un isomorphisme d’apres le Main-Theorem de
Zariski.

3. Construction des schémas de Hilbert & cohomologie constante.
Soient Hgy 4 le schéma de Hilbert des courbes de P3, localement de Cohen-

Macaulay, de degré d et genre g, J¢ le faisceau d’idéaux qui définit la courbe uni-

verselle C de P3 x Hy ; et 7 la projection de P3 x Hy 4 sur Hy 4. D’aprés I'étude
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faite en 1, nous savons que, pour n fixé, la propriété “Rim,Jc(n) est localement
libre de rang donné et commute au changement de base” est représentable
par un sous-schéma de Hy 4. Il nous reste & montrer que si on fixe le rang de
R*n,Jc(n) pour un nombre fini (suffisamment grand) de valeurs de n, les autres
rangs sont déterminés et nous pourrons alors appliquer 1.10.

Remarque 3.1. Puisque les fibres de 7 sont de dimension 3, R3w,Jc(n)
commute au changement de base pour tout n (cf. 1.4). De plus il est localement
libre car on a un isomorphisme canonique : R3m,J¢(n) ~ R37,.Op(n). Donc
R2W.Jc(n) commute aussi au changement de base.

Remarque 3.2. Soit u:Y — Hga gy un morphisme et Cy I'image réciproque
de la courbe universelle. Notons f la projection de P2 x Y sur Y. D’apres 1.7,
on a les équivalences :

i) pour i = 0,1,2, R'f.Jc, (n) est localement libre,

i') pour i = 1,2, R*f,Jc, (n) est localement libre,

ii) pour ¢ = 0,1, R'fuJc, (n) commute au changement de base,

iii) R! f,Je, (n) commute au changement de base et est localement libre.

Définition 3.3. Soient v et o des caractéres, c’est-a-dire des fonctions & sup-
port fini de Z dans Z vérifiant ;.5 v(k) = 3 ycz (k) =0 (cf. I1.10) et soit
p une fonction a support fini de Z dans N . Soit Y un schéma. Une famille
de courbes de caractére de postulation v (resp. de fonction de Rao
p, resp. de caractére de spécialité o) paramétrée par Y est une famille de
courbes Cy contenue dans P? x Y, plate sur Y, définie par un idéal Jc, et qui
vérifie la condition suivante :

si f est la projection de P*xY surY, pour tout n, f.Jec, (n) (resp. R! fuTcy (n),
resp. R?f.Jcy(n)) est localement libre de rang ("3*) + Yokez ("":"'2)7(1;')
(resp. p(n), resp. —3 ez (*=2")o(k)) et commute au changement de base.
Nous dirons aussi que f,Jc,(n) (resp. R?f.Jc,(n)) est localement libre de
rang donné par «y (resp. o).

Définition et Proposition 3.4. On définit ainsi le foncteur H., (resp. H,,
resp. H,) des courbes de caractére de postulation v (resp. de fonction de Rao
p, resp. de caractére de spécialité o ), qui sont des sous-foncteurs du schéma de
Hilbert H des courbes de P2, localement de Cohen-Macaulay. De plus, H p est
contenu dans la réunion disjointe des H, (resp. des H,) lorsque v (resp. o)
varie.

Démonstration. C’est immédiat vu les équivalences de 3.2.

Remarque 3.5. La condition :“il existe des courbes de Hy , de caractére de
postulation v (resp. de spécialité )” détermine au plus un couple d’entiers d, g,
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puisqu’on a les égalités (cf. I) :

d=Y kyk)==>_ ko(k)

kez kEZ

g_1=E(k—l)z(k—2)7(k)=_Z(k—l)z(k-—z)a(k).

kez kez

Si H, (resp. H,) est non vide, son image dans H est donc contenue dans un
unique Hy 4. Nous dirons alors que « (resp. o) est un caractére de postulation
(resp. de spécialité) effectif de degré d et genre g.

Lemme 3.6. Soit (d,g) € N* x Z. Il existe ng € Z tel que pour toute courbe
C correspondant & un point rationnel de Ha 4, pour tout n > ng et pour tout
¢ >0, on ait H'Jc(n) =0.

Démonstration. Il existe ng € Z tel que pour tout n > ng et pout tout 2 > 0,
on ait R*m.Jc(n) = 0. (cf. [rH2] III 8.8.) Le résultat est alors une conséquence
de 1.3.

Lemme 3.7. Soient 4 un caractére de postulation effectif de degré d et genre
g, C une courbe de Hq g4, et ng 'entier défini en 3.6. Si I'égalité :

K Jo(n) = (" ; 3) + é; (" - ’; * 2)*r(k)

est vraie pour 0 < n < sup(no,sup{k € Z | v(k) # 0}), elle est vraie pour tout
n € Z.

Démonstration. Posons ny = sup{k € Z | 4(k) # 0}. Pour n > n;,on a:

D (" - : + 2)7(k) = —nd— 1+ g = h'Oc(n) — h°Oc(n)
kez

et pour n > ng, on a h!Jc(n) = 0 et h2Jc(n) = h'O¢(n) =0, donc on a :
hOJC(n) = h°0p(n) - hOOC(n).
Pour n > sup(ng,n;), on a donc ’égalité cherchée.

Pour n < 0, les deux membres de 1’égalité sont nuls puisque 4 est un
caractére de postulation effectif.
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Lemme 3.8. Soient o un caractére de spécialité effectif de degré d et genre g,
C une courbe de Hy 4 et ng I’entier défini en 3.6. Si I'égalité

WJo(n)=-3 (k - ’2‘ - l)o(k)

k€EZ

est vraie pour inf{k € Z | o(k) # 0} < n < ny, elle est vraie pour tout n € Z.

Démonstration.
Elle est analogue a celle de 3.7. On pose ny = inf{k € Z | o(k) # 0} et on
remarque que pour n < ng, on a:

> (5757 et =nd+ 1- g = ROc(n) - c(m)

kez 2

donc dans ce cas P’égalité & vérifier est équivalente & h°O¢(n) = 0. Or la suite
des h°O¢(n) est croissante et nulle par hypothése pour n = n,.

D’autre part, puisque o est un caractére de spécialité effectif, o(n) est nul
pour n > ng + 3, donc les deux membres de ’égalité sont nuls pour n > n,.

Proposition 3.9. Soient v (resp. o) un caractére de postulation (resp. de
spécialité) effectif de degré d et genre g. Le foncteur H, (resp. H,) est
représentable par un sous-schéma de Hy, appelé schéma de Hilbert des
courbes de caractére de postulation v (resp. de caractére de spécialité
o) et noté encore H, ( resp. H,).

Démonstration. On commence par représenter par un sous-schéma H . de
Hy, 4 la propriété : pour 0 < n < sup(ng,sup{k € Z | v(k) # 0}), muJc(n) est
localement libre de rang ("’3*'3) + kez (”",f *2)~(k) et commute au changement
de base. D’aprés 3.7, pour tout point de H correspondant & une courbe C,
les autres valeurs de h°Jc(n) sont alors fixées, et on peut appliquer 1.10. La
démonstration pour R?m,Jc(n) est analogue.

Proposition 3.10. Dans H,, R'7,O¢(n) et 7,0¢(n) commutent au change-
ment de base et sont localement libres.

Démonstration. Puisque C est de dimension relative 1 au-dessus de Hg,,
R'7,0¢(n) commute au changement de base pour tout n. De plus il est locale-
ment libre car on a un isomorphisme canonique : R!'7,0O¢(n) ~ Rr,Jc(n).
Donc 7,0¢(n) commute aussi au changement de base, et est localement libre
d’apres 1.3.
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Lemme 3.11. Soient (d,g) € N* x Z, C une courbe de Hy 4 et ng I’entier
défini en 3.6. Soit p une fonction a support fini de Z dans N. Posons r, =
inf{n | p(n) # 0}, r, = sup{n | p(n) # 0} et supposons qu’on ait r, < ng. Si
Pégalité h' Jc(n) = p(n) est vraie pour —1 + inf(r,4,0) < n < ng, elle est vraie
pour tout n € Z.

Démonstration. Par hypothése on a les égalités :
R'JIc(ra—1)=p(ra—1) =0 et h'Jc(-1) = p(-1).

Pour n < —1 + inf(r,,0), la suite des h'Jc(n) = h°Oc¢(n) est croissante. Si
elle prend une valeur non nulle, K°O¢(r, — 1) et h°O¢(-1) = h'Jc(-1) =
p(—1) sont non nuls. On en déduit que r, est < —1, mais dans ce cas on a
h°Oc(rs — 1) = K1 Jc(rs — 1) = 0, d’olt une contradiction.

Proposition 3.12. Soit p une fonction & support fini de Z dans N . La
propriété “Pour tout n, R'1,Jc(n) est localement libre de rang p(n) et commute
au changement de base” est représentable par un sous-schéma H, 4, de Hy 4,
appelé schéma de Hilbert des courbes de fonction de Rao p, de degré
d et genre g. Le foncteur H, est représentable par la réunion des H, 4,4.

Démonstration. Si cette propriété n’est pas vide, il existe une courbe de Hg 4
de fonction de Rao p, donc on a r, < ng. On termine alors la démonstration
comme en 3.9 en utilisant 3.11.

Corollaire 3.13. Pour tout couple d’entiers d, g, il n’existe qu’un nombre fini
de caractéres de postulation (resp. de spécialité) effectifs de degré d et de genre
g. Il n’existe qu’un nombre fini de fonctions p telles que H, 4 , soit non vide.

Démonstration. Par construction, tout point de Hy , (fermé ou non) est dans
un et un seul sous-schéma H., (resp. H,, resp. H,4,) doncil n’y en a qu'un
nombre fini et ils forment une stratification de Hy 4.

Définition 3.14. Si v est un caractére de postulation effectif de degré d et
de genre g et p une fonction & support fini de Z dans N, on désigne par H., ,
P'intersection schématique de H, et H,a4,. Si o est le caractére de spécialité
défini par 0 = 83p—+, H., , est aussi I'intersection schématique de H, et H, 4 4,
et I'intersection schématique de H, et H,.

Remarques 3.15.

a) Dans H., ,, comme dans H,, R'7,O¢(n) et 7,O¢(n) commutent au
changement de base et sont localement libres.

b) On déduit de 3.4 que H, , est ouvert dans H, 4, et que la famille des
H, , forme un recouvrement de H, 4 , par des ouverts disjoints.
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c¢) Dans H,,, R*m.Jc(n) et R'm,Jc(n) commutent au changement de
base, donc R%m,Jc(n) est localement libre (et de rang constant). Le schéma
H, , représente donc la propriété “Pour pour tout : € [0,3] et pour tout n,
R'm.Jc(n) est localement libre de rang donné par v et p”. C’est pourquoi
on l'appelle schéma de Hilbert des courbes & cohomologie constante
donnée par v et p (ou par g = 3*p— v et p).

d) Dans le cas ou p est la fonction nulle, H, est le schéma de Hilbert des
courbes ACM et la démonstration de la représentabilité de H, 4, montre en
méme temps que c’est un ouvert de Hy 4.

Définition 3.16. Soit Y un schéma, Cy une famille de courbes sur Y a coho-
mologie constante donnée par v et p, définie dans P® x Y par un idéal J¢, . Le
R ® Oy-module gradué Mc, = @nez R'm.Jey (n), ot 7 est la projection de
P3 xY surY, est appelé module de Rao relatif de Cy.

4. Construction des schémas de Hilbert & cohomologie et module de
Rao constants.

Nous nous proposons de construire maintenant un sous-schéma de H, ,
paramétrant les courbes C dont le module de Rao M¢ est isomorphe & un
module M donné. Le probléme va venir du fait qu’on ne peut pas mettre
de bonne structure de k-schéma sur I’ensemble des classes d’isomorphisme de
R(=k[X,Y, Z,T])-modules gradués de fonction p.

a) Le schéma des structures de module gradué.

Soient p une fonction a support fini de Z dans N, r, et r, définis comme
en 3.11. Pour tout n, on fixe un k-espace vectoriel V;, de dimension p(n) et on
pose V, = @, cz Vo On veut classifier les structures de R-module gradué sur
V,. Plus précisément, pour tout k-schéma Y, on désigne par E‘,,(Y) Pensemble
des structures de R® Oy-module gradué sur V, ® Oy, et par E,(Y) I'ensemble
des classes d’isomorphismes de R ® Oy-modules gradués M = @, 5 My ou
M, est un Oy-module localement libre de rang p(n).

On définit ainsi deux foncteurs. E, et E,, de la catégorie des k-schémas
dans la catégorie des ensembles, et on a évidemment un morphisme fonctoriel
ge : E, - E,. On adoptera aussi parfois la notation E,(,) s(ro+1),...,p(r0)

(resp. Ep(r,),p(ra+1),....p(ro)) & la place de E, (resp. E,,).

Proposition 4.1. Le foncteur E’p est représentable par un k-schéma de type
fini sur lequel opére le groupe G = Hie[ra’”] GL(V,). Les fibres de qg sont les

orbites des points de Ep sous l’action de G.

Démonstration. Soit R; le sous-espace vectoriel des éléments de degré 1 de
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R. Se donner une structure de module gradué sur V, ® Oy revient a se donner
des homomorphismes de Oy-modules u; : R; @ V; ® Oy — Vi4; ® Oy pour
i € [rq,ro — 1] avec les conditions de compatibilité :
V(f,9,) € BRI x Vi, uita(9 ® ui(f ® a)) = uiy1(f ® ui(g ® a)).

Il revient encore au méme de se donner pour tout i € [rq,r, — 1] quatre homo-
morphismes de Oy- modules u’ (] € [1,4]) : Vi ® Oy — Viy1 ® Oy vérifiant
les 6 relations : u; _HuJ = u] _Hu (pour j # j'). Il est immédiat que E est
représentable par le sous-schéma fermé de [] i€[ra,ro—1] Hom(R, ®V;, Viy1) deﬁm
par les conditions de compatibilité.

Le groupe G= Htelr. r,) GL(V:) agit sur ]
de la maniére suivante : soient

(6)ietrar €EGY)= [ AutVi® Oy
i€[ra,ro]
et (Ui)iglra,ro—1) € H Hom(R; ® V; ® Oy, Vit1 ® Oy);
1€[ra,ro—1]

alors (9,‘).(’(1,') = (0,-+1u,-(idR, ® 0,')"1). R

Cette action se restreint en une action de G sur E, et il est immédiat que
deux structures de module gradué sont isomorphes si et seulement si elles sont
conjuguées sous l’action de G.

Soient z un point fermé de E et M le R-module gradué correspondant.
La fibre ¢ 1¢E(z) est le sous-foncteur de Ep défini par :

95 9e(2)(Y) = {structures de R ® Oy-module gradué sur V, ® Oy,

isomorphes a M ® Oy }.

D’aprés ce qui précéde, c’est exactement 'orbite de z.

—yyHom(Ry @ Vi, Vita)

1€[ra,ro

Remarques 4.2.

a) Le schéma en groupes GL, opére aussi de maniére évidente sur les
foncteurs E'p et E,, et cette action est compatible avec gg. Rappelons (cf. I
3.6) que deux modules sont dits de méme type si les points correspondants de
E, sont conjugués sous GL4(k) = GL(R;) = AutR. Nous dirons que deux
structures de module sont de méme type si les modules correspondants sont de
méme type, ou, ce qui revient au méme si les points correspondants de E, sont
conjugués sous G x GLy(k).

b) L’origine (i.e. u! = 0 pour tout (¢,5)) correspond au module trivial, ou
module de Buchsbaum.

c) Le foncteur E, n’est pas un faisceau pour la topologie de Zariski, donc
il n’est pas representable

d) Ensemblistement, E, est le quotient de E sous l'action de G. Les
exemples suivants montrent qu’en général, ce quotlent n’est pas un schéma.
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Exemples 4.3.

a) Le cas le plus simple non tr1v1al est celuioul'onap(0)=p(l)y=1let p=
0 ailleurs. Dans ce cas le schéma E El 1 n’est autre que Hom(Ry, k) ~ Aj.
L’action de GL,4 est I’action habltuelle et il y a deux orbites, I’origine et l’ouvert
complémentaire. Il y a donc seulement deux types de modules gradués, celui du
module de Buchsbaum et celui du module monogene k[X,Y, Z,T)/(X2,Y, Z,T).
Le groupe G, X G, agit par homothéties, a droite et a gauche. Les orbites sont
des droites épointées sauf celle de 'origine qui est réduite & un point. Sur le
complémentaire de l'origine le quotient existe, c’est I’espace projectif P3, mais
il n’y a pas de quotient global.

b) Le premier cas ou il y a des relations de compatibilité est celui ou ’on
a p(0) = p(1) = p(2) = 1 et p = 0 ailleurs. Le schéma E, = E;,, est le
sous-schéma fermé du schéma Hom(R;, k) x Hom(R;, k) formé des (ug, u;) tels
que

V(f,9) € R, ui(9)uo(f) = wa(f)uo(9)-
Si u; est défini par une matrice (ai,bi,ci,d;) (pour i = 0,1), ces relations

a Y ©Co do)
s’expriment encore par la nullité des 2-mineurs de : . On
aa b ¢ 4
obtient donc une variété déterminantielle, intersection de 6 quadriques dans
A8. On vérifie immédiatement que E1 1,1 est irréductible, de dimension 5 et
l1sse en-dehors de l'origine. D’autre part, il y a quatre orbites pour ’action de
G x GLg4, donc quatre types :
— les modules monogenes, du type de k[X,Y,Z,T)/(X3,Y, Z,T), qui forment
une orbite ouverte ;
— les modules scindés, du type k[X,Y, Z,T)/(X?,Y, Z,T) & k(—2), qui forment
une orbite de dimension 4 ;
— les modules scindés, du type k@ k[X,Y, Z,T|/(X?,Y, Z,T)(-1), qui forment
une orbite de dimension 4, duale de la précédente ;
— le module de Buchsbaum.

c) Le schéma E,, n’est pas toujours irréductible (cf. [BB]). Dans le cas
ou l'on a p(0) = p(1) =1, p(2) = 2 et p = 0 ailleurs, Ell,lg est formé des
couples (ug : Ry — k,u; : Ry — Hom(k?,k)) qui vérifient les 6 conditions de
compatibilité décrites plus haut. Si on note

a b ¢ d

a B ~v 6
ug = (a,b,c,d) u; = D g s A=]la B v §
@ ﬂ 7 al ﬂl 71 6‘[
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El'l'z est défini dans A}? = Speck]a,...,8'] par I'idéal I engendré par les 2-
mineurs de la matrice formée par la premiére et la deuxieme ligne de A et ceux
de la matrice formée par la premiere et la troisitme ligne de A. De ’égalité
I = (a,b,c,d) N Az, ou A; est I'idéal des 2-mineurs de A, on déduit que E; ;2
a deux composantes irréductibles, toutes deux formées de modules décomposés
en somme directe M = M; & My:

- la premiére, définie par I'idéal A;, correspond au cas ou M; est un
module de E; ;; et M; un module de Buchsbaum concentré en degré 2 ; c’est
une composante irréductible de dimension 6 ;

- la deuxiéme, définie par I'idéal (a, b, ¢, d), correspond au cas ou M; est un
module de Buchsbaum concentré en degré 0 et Mz un module de E’l .2 translaté
d’un pas vers la droite; c’est une composante irréductible isomorphe a El’g ~
Hom(R,,k?) ~ A8 et de dimension 8 ;

— Dintersection des deux composantes est formée de modules décomposés
en somme directe M = M; & M2 @ M3, ou M; (resp. Mj3) est un module de
Buchsbaum concentré en degré 0 (resp. 2) et ou M3 est un module de E’l,l
translaté d’un pas vers la droite ; elle est définie par I'idéal des 2-mineurs de
uj, donc est irréductible de dimension 5.

d) Etude de E 2,.
11 est formé des couples (ug : Ry — Hom(k, k?),u; : Ry — Hom(k?,k)) qui

a 0 G 1
vérifient les 6 conditions de compatibilité. Si on note up = ,
az by c2 do

a1 B m & ~ . .

U = , Ey 21 est l'intersection dans A}® = Specklay, ..., 6]
a; B2 72 b6 . ‘ )

de 6 quadriques. Il en résulte que toute composante irréductible est de dimen-

sion au moins 10. R

Considérons la projection po : Ey21 — Xo = Specklay,...,d2] qui &
(uo,u1) associe ug. Elle est compatible avec l'action de GL4 sur El,g,l et
Xo. Les conditions de compatibilité s’expriment par 6 relations linéaires en
aj,...,02, c’est-a-dire une matrice (6,8) a coefficients dans Ox,. On lui associe
une suite exacte de O x,-modules :

0%, — 0%, = F—0

et E1’2,1 est le schéma V(F) sur Xj.

Soit Up 'ouvert de X, formé des ug de rang 2, qui est stable sous GLj4.
Nous allons montrer que pour tout point fermé uo de U, la fibre py*(uo) est
de dimension 3. Il en résultera que F(ug) = F ® k(uo) est de rang 3, donc
que F|y, est localement libre, et que Vy = V(F|y,) est un fibré vectoriel de
dimension 11, irréductible et lisse sur Up.
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0100
La fibre py*(uo) est alors définie par les équations : f; = az,y1 =12 = 6 =
62 = 0, donc est de dimension 3.

Pour des raisons de symétrie, si on désigne par V] 'ouvert de E1 ;2,1 formé
des (ug,u;) tels que u; soit de rang 2, V; est aussi lisse. L’ouvert Vo UW; est
donc irréductible et lisse, de dimension 11.

Soit maintenant un point ug de rang < 1 de Xy, donc contenu dans le
complémentaire de U, qui est un fermé de dimension 5. Quitte a faire agir

1 000

) ou yg = 0. Dans le
0 00O

premier cas, la fibre p;?(uq) est définie par les équations : B = v, = 6; =0,
donc est irréductible et de dimension 5. Elle rencontre V; en un ouvert non
vide, donc la fibre en ug du complémentaire de V; est de dimension au plus 4.
Dans le deuxiéme cas, la fibre en u¢ du complémentaire de V; est de dimension
5. Ceci montre que le complémentaire de Vo UV, est de dimension au plus 9, et
ne peut pas étre une composante irréductible de E1 2,1, qui est donc irréductible
de dimension 11.

Les types ont été décrits en détail en IV 6.13. On a vu qu’il y en a 11 et
on a donné un représentant de chaque type. En étudiant les espaces tangents,
on montre facilement les résultats suivants :

- 'ouvert de lissité de E; 2 est formé des points de type 1, 2, 3, 4, 7 ou
9; il est donc plus grand que VU V;

— Porbite des points de type 5 (resp. 6) est irréductible de dimension 5,
et les adhérences de ces orbites sont les deux composantes irréductibles du heu
singulier de El 2,1 ; leur intersection a aussi deux composantes irréductibles, de
dimension 4, qui sont les adhérences des orbites des points de type 8 et 10 et
se coupent en ’origine.

1 000
Quitte a faire agir GL4(k), on peut supposer qu’on a ug = < ) .

GL4(k), on peut supposer qu'on a ug = (

b) Le schéma de Hilbert fI,, pe

Notons encore C la courbe universelle de P® x H., ,, = la projection de
P2 x H,,sur H, , et Jc le faisceau d’idéaux qui définit la courbe C. Par
construction, le module de Rao relatif

Me = @Mn = @le*[fc(n)

n€ez nezZ

est un Oy, -module gradué dont la composante de degré n, M4, est localement
libre de rang p(n), donc il définit un morphisme de foncteurs ® de H., , dans
E,. Soit M un point (rationnel) de E,. On peut définir le sous-foncteur de
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H. , des courbes de module de Rao isomorphe & M comme la fibre ~1(M).
Soit Y un schéma. Un élément de ®~1(M)(Y) est une famille de courbes Cy
sur Y a cohomologie constante donnée par v et p, dont le module de Rao relatif
est isomorphe & M ® Oy. A priori ce foncteur n’est pas un faisceau pour la
topologie de Zariski, donc il n’est pas représentable.

Pour contourner cette difficulté, on va travailler sur un revétement de H, ,,
puis on “redescendra”. On considére le schéma

ﬁ%p= H Isom(V, ® OH,,,, Mn)

n€[ry,ro)

le produit étant le produit fibré au-dessus de H, ,, et on désigne par gy sa
projection canonique sur H, ,.

Soit Y un schéma. Un élément de fI.,,p(Y) est une famille de courbes
Cy sur Y a postulation constante donnée par v, munie d’un isomorphisme de
Oy-modules, qui respecte les degrés, de Mg, sur V, ® Oy. Cet isomorphisme
définit une structure de module gradué sur V, ® Oy.

En particulier sur fI., p on a un isomorphisme universel de ¢}; Mc avec

V,® Oﬁ donc une structure de module gradué induite sur V, ® Oz qui
Y

correspond a un morphisme 3 - H‘r,p — Ep, et il est immédiat qu’on a un

diagramme commutatif : N 3 -
Hy, — E,

Jom o=

[
H,, — E,

Le groupe G défini en 4.1 et le groupe GL4 opérent de facon évidente sur
H., , et H, , est un fibré principal homogene localement trivial sous G au-dessus
de H, ,. Le morphisme ® est évidemment compatible avec I’action de G et de

GL,.

c) Le schéma de Hilbert H7AM.
Soient z un point fermé de E, et M = gg(z) le R-module gradué correspon-

dant. On désigne par E, Yorbite de z sous G, qui est un sous-schéma intégre
de E (cf. la démonstration de 2.2), par H., Mm (resp. H,) l'image réciproque

par <I> de z (resp. de E,).

Remarque 4.4. Soit Y un schéma et Cy une famille de courbes sur Y, a
postulation constante donnée par v, munie d’un isomorphisme de Oy-modules
respectant les degrés de M¢, sur V, ® Oy. La structure de module gradué
induite sur V, @ Oy est la structure constante donnée par M si et seulement
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si Pisomorphisme ci-dessus est un isomorphisme de modules gradués de M¢,
sur M @ Oy. Un élément de I?I.,, M(Y') est donc une famille de courbes Cy sur
Y a postulation constante donnée par ¥ munie d’un isomorphisme de modules
gradués de M¢, sur M ® Oy. En particulier on a sur H, » un isomorphisme

universel de modules gradués de ¢*Mc avec M ® Oy
H, M

Lemme 4.5. Le sous-schéma H : de H +,p €st un fibré principal homogeéne lo-
calement trivial sous G, et le quotient est un sous-schéma H. p de H., ,.

Démonstration. Par construction, H, est stable sous G. On applique alors
2.1 pour 'existence de H.,

Proposition 4.6. Le morphisme q : I?,,,M — H. m induit par qp est lisse et
irréductible et toutes ses fibres géométriques sont isomorphes au stabilisateur

G, dez.
Démonstration. Notons ¢ le morphlsme G — E, défini par ¢(g9) = gz. On
sait qu’on a un isomorphisme : H v X G H., p XH,, H%,, défini par (a,g) —
(9a,a). On vérifie qu’il définit par restriction un 1somorphisme de I?.,, MXG
avec Hy xg, , Hym

D’autre part l’homomorphisme : Hym x G — H; x G défini par (a,g) —
E,, G.

Puisque les images par gu de H, et H., M sont contenues dans H, y,
on a l’égalité H XH, H%M = H X Hy M H,, Mm et on obtient finalement un

(g9a, g) est un isomorphisme sur H, x4

isomorphisme de schemas B, x Hoy H,, M H, Xg. G qui fait commuter le
diagramme suivant :

H.,,M — Hsz.,,MH-y,M o~ HZXE,G - G

L ! ! e

~

H'y,M — H, = ﬁz - Ez

ou les carrés sont cartésiens et ou les deux fleches verticales centrales sont les
projections canoniques.

Si ¢ est lisse et si toutes ses fibres géométriques sont isomorphes au stabi-
lisateur G, de z, il en est de méme par cha.ngement de base de la projection de
H, xy M H,7 M sur H,, et aussi de ¢ puisque ¢y : H, - H, m a localement
une section. En vertu de 1.12, il suffit donc de montrer le lemme suivant :

Lemme 4.7. Le stabilisateur G, de tout point = est lisse et connexe. C’est
le groupe (multiplicatif) des automorphismes de M, et son algébre de Lie est
l’algébre des endomorphismes de M.
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Démonstration. L'action de G = [[;¢(,, ) GL(Va) sur E‘ est induite par
l’action de G sur H'E(r ro=1] Hom(R; ® V;, Vi41) donc il suffit de montrer que
les stabilisateurs pour cette action sont lisses et connexes.

Soient u; : Ry ® V; = V;41 des homomorphismes. Le stabilisateur est le
sous-groupe de G formé des 6; : V; ~ V; tels que pour tout ¢ € [rs,7, — 1], on
ait ;41ui = uit1(idr, ® ;). C’est une sous-variété linéaire de G donc c’est
évidemment lisse et connexe.

Son algebre de Lie est la sous-algebre de Hie[r. o) End(Vy,) formé des a; :
Vi — V; tels que pour tout i € [r,,7, — 1], on ait a;41u; = ui41(idR, ® ;).

Définition 4.8. Nous appellerons le schéma H, p schéma de Hilbert des
courbes & cohomologie et module de Rao constants donnés par v et
M.

Proposition 4.9. Le schéma H., p représente le faisceau pour la topologie de
Zariski associé au préfaisceau ®~1(M).

Démonstration. On a vu que le diagramme suivant commute :

~

ﬁ'YvP i’ E'P
[ e
H'Ysp —Q—) E

On en déduit les égalités :

~

a7 @7 I(M) = 87 1¢5 (M) = 87'E, = Hy;

mais d’autre part on a évidemment q' Hy M = H,. Donc les images récipro-
ques par gy de H, p et de @71(M) sont égales. On en déduit le résultat,
compte-tenu du fait que le morphisme gy admet localement une section, et
que H., pr est évidemment un faisceau pour la topologie de Zariski puisqu'’il est
représentable.

Corollaire 4.10. Soit Y un schéma. Un élément de H., m(Y) est une famille
de courbes Cy sur Y a postulation constante donnée par v, et dont le module
de Rao est, localement sur Y, isomorphe 4 M @ Oy.

Remarque 4.11. Dans le cas ot la fonction p prend une seule valeur non nulle,
la seule structure de module gradué possible est un module M de_ Buchsbaum
a un seul terme, le schéma E est réduit & un point, les schémas H., M et H7 P
(resp. H, pm et H, ,) sont evxdemment égaux.
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VII PROPRIETES DU SCHEMA DE HILBERT
DES COURBES A COHOMOLOGIE CONSTANTE

Dans ce paragraphe on fixe un caractére de postulation effectif v et une
fonction a support fini p de Z dans N. On s’intéresse d’abord aux propriétes
d’irréductibilité et de lissité du morphisme 3.8 vp = E' défini en VI, ensuite,
si M est un point de E,, a l’existence locale, sur H., , ousur H, p, de resolutlons
de I'idéal de la famille de courbes umverselle Enﬁn on construit des schémas
de liaison (resp. biliaison) universelle qui permettent d’étudier les schémas de
Hilbert H. , ou H, p d’une courbe a partir de celui de sa liée (resp. biliée).

1. Etude du morphisme 3.
Théoréme 1.1. Le morphisme & est irréductible (cf. [B]).

Démonstration. Soit M un module de fonction p. Il faut montrer que le
schéma H., M est irréductible, ou encore, puisque ¢ : H7 M — H, p est
irréductible, que H, ps lest.

Le résultat est essentiellement contenu dans [LR]. Soient C' et C' deux
courbes de H. u, elles ont respectivement les résolutions de type N suivantes :
0PN L — T — 0,

0 —+’P'—i>./\fo®£' - Jcr — 0
ou N est un fibré sur P3, défini par M, muni d’un isomorphisme : HIN; ~ M,
et ou P, L, P', L' sont dissociés, cf. [LR] ou II 4.1. Quitte a rajouter des
faisceaux inversibles on peut supposer £ = L'. Comme C et C' ont méme
postulation, on en déduit P = P’.

Soient Sy = Speck(t] et ¥ = (1—t)o+to’. On a vuen II 1.3 qu'il existe un
ouvert S de Sy contenant les points t = 0 et t = 1, qui paramétre une famille
irréductible et plate de courbes Cs, contenue dans P23 x S, reliant C et C'. Soit
Jcs l'idéal qui la définit. On a une suite exacte :

05 PROsZ(Ny @ L)® Os — Jeg — 0.

Soit f la projection de P3 x S sur S; puisque pour tout n, R'f,P ® Og(n)
est nul pour ¢ = 1,2, on en déduit, en prenant la suite exacte de cohomologie
associée, que R!f,Jcs(n) est localement libre et commute au changement de
base pour tout n dans un voisinage ouvert des points t = 0 et t = 1. D’apres
VI 3.2, la restriction de Cs & cet ouvert définit donc un morphisme de S dans
H, , ; d’autre part, puisqu’on a un isomorphisme de M ® Og avec le module
de Rao relatif de Cs, c’est un morphisme de S dans H, » donc C et C' sont

dans la méme composante irréductible de H, u.
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Corollaire 1.2. Les schémas fl.,, m et H, y sont irréductibles.

La démonstration de la lissité du morphisme 3. I?.,,,, — E'p s’inspire de
celle qu’a donnée Ellingsrud dans le cas oi p = 0 (courbes ACM), cf. [E], mais
elle nécessite quelques préliminaires.

Lemme 1.3. (une variante de Nakayama). Soient B un anneau local
noethérien de corps résiduel k, R = k[X,Y,Z,T), Rp = B[X,Y,Z,T|, M un
Rp-module gradué de type fini, M = M ®p k la réduction de M sur k. Alors
M =0 implique M = 0.

Démonstration. Il suffit d’appliquer le lemme de Nakayama ordinaire aux
composantes homogénes de M qui sont des B-modules de type fini.

Lemme 1.4.  Soient A une k-algébre noethérienne, R un idéal maximal de
A de corps résiduel k, R = k[X,Y,Z,T|, Ra = A[X,Y, Z,T], M un R s-module
gradué de type fini, plat sur A, M = M ® 4 k la réduction de M modulo R. On
considére une résolution libre graduée de M :

o_ff,:"__"»L,,_l —>--o—>—L—lﬂ+L_o—?'—3>H—>0

ot L; est un R-module libre gradué de type fini et ot 7; est homogéne de degré
zéro. Alors, il existe un voisinage ouvert affine SpecA’ de ® dans SpecA, et une
résolution libre graduée :

0> Ly-Lpy— - — Li~5Le2M®4 A' — 0,

qui reléve la précédente, avec L; = L; Qi A' et 0; @4 k = 7. De plus, on peut
choisir pour oy n’importe quel relévement de 7g.

Démonstration. Soit B le localisé de A en R. La fleche 75 est donnée par un
nombre fini de générateurs homogeénes de M, qu’on peut relever dans M et qui
donnent un homomorphisme o : Ly @ A — M. 1l résulte de 1.3 appliqué a
Cokerog que o¢ ® 4 B est surjectif et, quitte a remplacer SpecA par un voisinage
SpecA’ de R, on peut donc supposer que oy est surjectif. D’autre part, vu la
platitude de M sur A, on a Kerog ® 4 k = Kerdy.

1) Le cas n = 0. Il résulte de 1.3 appliqué a Kerog que 0o ® 4/ B est injectif.
Alors, quitte a changer de voisinage de R, on peut supposer que gy est injectif.

2) Le cas général s’en déduit par récurrence en appliquant le cas n —1 a
Keroy.

On peut alors prouver le théoréme principal de ce numéro :
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Théoréme 1.5. Le morphisme B est lisse.

Démonstration. Comme fI,m, est de type fini sur k, il suffit de montrer que
pour toute surjection f : B' — B de k-algebres artiniennes locales de corps
résiduel k, et pour tout carré commutatif :

SpecB - H,,

! s

SpecB' - E’p

ou la premiére fleche verticale provient de f, il existe u' : SpecB' — I'-.\T.,,p qui
releve u et tel que du’ = v.

On désigne par R (resp. R') I'idéal maximal de B (resp. B'), par J le
noyau de f. C’est un idéal de B’ que ’on peut supposer de carré nul.

Pour tout n, on a fixé un k-espace vectoriel V,, de dimension p(n) et on
a posé¢ V, = @, ez Vo (cf. VI). Le morphisme u correspond & une courbe
Cp de P, plate sur B, définie par un idéal Jo, de cohomologie constante
donnée par v et p, et & un isomorphisme de B-modules § = @ ,,c5 0n : Mc, =
@nez HI(PB, Jcg(n)) = H:JCB ~V,Qr B.

On désigne par C la réduction de Cp modulo R, et on pose Rg = R Q@ B
(resp. Rpr = R® B'), Acp, = HYOc,, et Ic, = H Jc,,.

Le morphisme v correspond & une structure de Rp/-module gradué sur
V, ®x B' qu’on note M.

Dire que le diagramme commute signifie que 8 est un isomorphisme de Rp-
modules gradués de M¢, sur M'®@p' B. Il nous faut alors construire une courbe
Cp' qui reléve Cg et un isomorphisme de Rp/-modules gradués ¢’ : Mc,, ~M'
qui reléve 6.

Lemme 1.6. L’idéal Ic, (resp. le faisceau d’idéaux Jcy ) a une résolution (de
type N) de la forme :

0—>P®kB—PN,®BIB—>ICB—>O

(resp. 0> P @i B —N'Qp B— Jc, —0)

ou P (resp. P) est un R-module libre gradué (resp. un Op-module dissocié de
degré d) de rang r, ot N/ = N' est un Op,-module localement libre de rang
r + 1 vérifiant les propriétés suivantes :

i) il existe un isomorphisme A"V'N' ~ Op _,(d) ;

ii) il existe un isomorphisme Ao : M' ~ HIN' ;

iii) pour tout n et pour tout i, H'N"'(n) est libre sur B' et commute au change-
ment de base ; H2N'(n) est nul ;
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iv) si on identifie M' et HIN' par Ao, (HIN') @' B et H}(N' ®p: B) par
lisomorphisme naturel de changement de base, la résolution de Jc, donne,
en prenant la cohomologie, un isomorphisme de M' ® g B avec M¢, qui n’est
autre que 671,

Démonstration. Puisque H!J¢c,(n) commute au changement de base pour
tout n, on a un isomorphisme canonique de R-modules A : M¢c, ®B k ~ Mc.
Une résolution graduée minimale de Mc :

(1) e —bLIE)LOIo—)Mc—)O,

donc de M’ ® p' k via I'isomorphisme (§ ® g k)A ™!, se reléve, d’aprés 1.4, en une
résolution de M' par des Rpg/,-modules libres gradués. En prenant le début de
cette résolution, on obtient une suite exacte :

2) 0 N, = L ® B' 5Ly @ BE5M' — 0,

ou uo reléve (8 ®p k)A~175. De plus, chaque composante graduée de N§ est
libre sur B'.

De la résolution (2), on déduit la suite exacte des faisceaux associés sur
P B’

(3) 0> N} = L1 ®kB'Z5L0 @k B' — 0,

et donc V] est un Op p-module localement libre dont le rang sera noté ro + 1.
Son déterminant AT+ N{ est de la forme Op,(dy) comme produit tensoriel
des déterminants de £, ® B' et £;' ®i B'. De plus on obtient en prenant la
cohomologie un isomorphisme de Nj avec HON] (resp. de M' avec HIN{). Le
deuxiéme, noté Ao, fait commuter le diagramme :

Ly @ B’ £, M

1 [

HY(Lo®: B') 2 HIN

ou & est le cobord associé a la suite exacte (3), et ou la premiére fleche verticale
est I'isomorphisme naturel. On obtient également la nullité de H2N{, et le fait
que H3N} est libre sur B’, comme noyau d’un homomorphisme de modules
libres. On en déduit (cf. VI 1.7) que pour tout i et pour tout n, H'Nj(n) est
libre sur B’ et commute au changement de base.

Tensorisant (2) par B, puis par B/ = k, on obtient encore deux suites
exactes, puisque M’ est plat sur B’ :

(4) 0— N, ®p B — Ly ® B8 Ly @ B2SMc, — 0,
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ol ’on a posé vy = 07 (o ®p' B), et :
(19 0— N, ®B,k_,LIE,L0’\—_I"FMCD ®B k — 0,

qui n’est autre que le début de (1) (modulo \).
On a aussi, liée a (1), une résolution libre minimale de A¢ de la forme :

0—-P—>L -Li®R— Ac — 0,

ou ’homomorphisme de Ly dans Ac induit g sur M¢, cf. [LR] ou II 4. Comme
Acy est plat sur B et la fleche canonique A¢c, ®p k ~ Ac est un isomorphisme
(cf. VI 3.15), on peut, en vertu de 1.4, relever cette résolution en une résolution
de Ac, de la forme :

0> PQR:rB—L® B—(Ly®B)®Rp — Ac, — 0

et, comme on a le choix du premier relévement, on peut supposer que la fleche
de Rp dans A, est la fleche naturelle et que celle de Ly @i B dans Ac,, induit
vo sur Mc,. En effet, puisqu’on a un diagramme commutatif de suites exactes

Hom(Lo ®x B,Rp/Icy) — Hom(Lo ®k B, Acy) — Hom(Lo @ B,Mcy) —0

! ! !

Hom(Lo, R/I¢) —  Hom(Lgy, Ac) —  Hom(Lo,Mc) —0

dont toutes les fleches verticales sont surjectives, il existe un élément de
Hom(Ly ®@x B,Acy) qui reléevea la fois vy et ’homomorphisme donné de Ly
dans Ac.

On a alors un diagramme commutatif de suites exactes :

Rp = Rp

! !

0 - P@B — Li@B 5 (Lo® B)®Rp — Ac, — 0

! " I !
0> Np LB Ligk B 25 Mg, -0
ou l'on a pos¢é Ng = Kerpr;. La suite exacte inférieure de ce diagramme

s’envoie dans (4), et en particulier, puisque Lj est libre, il existe une fleche
p1: Ly @k B — Ly @ B telle que pr; = (01 ®pr B)ps.
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Mais comme (4) reléve une résolution minimale de M¢c, ®B k, u1 @B k est
surjective (cf. 0 1.5), et donc aussi y; d’aprés 1.3. Comme L; @ B est libre,
on a une section s de yu; et donc une décomposition Lj ® B = Ims & Kerp;.
D’apres 0 1.3, Kerp; est libre comme facteur direct d’un libre, donc il existe
un R-module gradué libre L' tel que L} ®x B ~ (L1 ®x B) & (L' Qx B) et
Np ~ (N(; Rp’ B) (&) (L' Qk B) = N'®p B, avec N' = N(') (&%) (L' Rk B'). Le
lemme du serpent fournit alors la suite exacte :

0—>P®B— N ®p B—5Ic, —0

et 71 n’est autre que la restriction & N de la fleche de L} @ B dans Rp obtenue
en composant 71 & gauche avec la projection canonique de (Lo ®x B) ® Rp sur
Rp.

La résolution de J¢, s’en déduit en prenant les faisceaux associés :

0— P @i BEAN' @ B—5Jc, — 0.

Si r+1 désigne le rang de N, on a évidemment un isomorphisme A"t N’ ~
Op,,(d) et il est alors immédiat que d est le degré de P.
On vérifie que le diagramme suivant commute :

HB(‘CO ®k B) — Lo ®: B

e [
1A/ H}7] 1
H*(N QB B) — MCB = H:aJCB
ou 0 est le cobord associé a la suite exacte (3) tensorisée par B, compte-tenu de
égalité HY(N'®p' B) = H}(N§®p B), et ol la premiére fleche horizontale est
I'isomorphisme naturel. Sion identifie Lo ® B et Hf(ﬁo ®k B), (H:N') ®p' B
et H}(N'®p' B) par l'isomorphisme naturel de changement de base, on a donc
les égalités : & = (Aopo)®p B et vy = H17{9, doncon a vy = 07 (o ®p B) =
H}?{((x\opo) Rp B) et 71 = H,:?l'(/\o ®p B)
Autrement dit, si on identifie aussi M’ et HIN" par A, la résolution de Jc,
que ’on vient de construire donne, en prenant la cohomologie, un isomorphisme
de M' ®g: B avec Mg, qui n’est autre que §71.

Fin de la démonstration du théoréme. D’apreés 1.6, il existe une suite
exacte qu’on note Rp :

0— PQrBEEN'®p B — Op,.
La fleche pp est définie par un nombre fini d’éléments homogenes de N' ® p» B

que l'on reléve dans N'; on obtient ainsi un morphisme pp' : P @ B' — N'.
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La fleche A"} (d) : (AN'V) ® Op,,(d) ~ N' — Op,, définit un complexe
RB,: A'w;,(d)
=

0— P Rk B'EN' Opa,.

Soit Jcy, I'image de A"p},(d), qui est un idéal de Op,, et Oc,, le conoyau.
On vérifie aussitot que 'on a Rp ®pr B = Rp//JRp = Rp (c’est clair pour
pp’ par construction et pour ’autre fléche cela résulte de la commutation de
’algébre extérieure a l’extension des scalaires). Donc en particulier Cp/ est
une courbe dans P qui releve Cg. Comme les B'-modules P ®; B', N,
Op,, sont plats, et J de carré nul, on a des isomorphismes de B'-modules :
JRp ~J®p Rp ~J ®p Rp et on en déduit la suite exacte de complexes :

0—-JQ®Rp— Rp —Rp —0.

Puisque Cp est un point de H ~v,p» Ocjp est plat sur B et le complexe J ®p Rp
est exact. Il en résulte que le complexe R g est lui aussi exact, donc qu’il fournit
une résolution de l'idéal Jc,,.

On montre alors que O¢,, est plat sur B’ en utilisant le critére supérieur
de platitude ([Bbki] A.C.III 5.Th.1). Déja on a Oc,, ®p' B ~ O¢y, donc ce
module est plat sur B. Ensuite, il faut voir que Tork, (B, Oc,,) est nul, mais
cela résulte du fait que Jc,, ®p B ~ Jc, s'injecte dans Op,,.

Enfin, la fleche Rp: — R p donne en passant a la cohomologie le diagramme
commutatif suivant :

0 — HIN' — HlJc,, — 0

! !

0 — H:(Nl®B'B) —_ H,}JCB — 0

On en déduit la surjectivité de la fleche de restriction : H}Jc,, — H1Jc, ,
donc aussi de la fleche de restriction : H}Jc,, — HlJc, ce qui signifie que
H'Jc,,(n) est localement libre sur B’ et commute au changement de base pour
tout n. D’apres VI 3.2, I'idéal Jc,,, est & cohomologie constante, évidemment
donnée par v et p. Enfin la premiére fleche horizontale de ce diagramme, com-
posée avec \g : M' ~ HIN"' est d’apres 1.6 un isomorphisme qui reléve 671, ce
qui achéve la démonstration.

Corollaire 1.7. Les schémas I?.,, M et H. p sont lisses.
Démonstration. Soit z un point fermé de E’,, dont I'image par qg est égale

a M. Puisque ﬁ% M est la fibre de @ en z, il est donc lisse. D’autre part, le

morphisme ¢ : H, p» — H, up est lisse (cf. VI 4.6) donc il en est de méme de
H‘Y)M'
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Remarque 1.8. Dans le cas ou la fonction p est nulle, on retrouve le résultat

d’Ellingsrud.

Remarque 1.9. Dans des cas simples, 1.5 permet de montrer que le schéma
H,, 0 est lisse, soit en montrant la lissité de E,,, soit en montrant que 'image

de <I> qui est ouverte dans E,,, est contenue dans 'ouvert de lissité. L’exemple
suivant montre que @ n'est en général pas surjectif.

Exemple 1.10. Plagons-nous dans le cas de I’exemple 4.3 a de VI. On a
p(0) = p(1) = 1 et p = 0 ailleurs. On a vu qu’il y a deux types de modules
gradués, celui du module de Buchsbaum M, et celui du module monogene
M, = k[X,Y,Z,T]/(X?,Y,Z,T). Les calculs de IV 6 montrent qu’une courbe
ayant un module de Rao M isomorphe & M; (donc aussi une courbe ayant un
module de Rao du méme type) est minimale, et son caractére v; se calcule a
partir de ses résolutions. Dans ce cas, H,, pm n’est pas vide, et H, s est vide
pour v # 71.

Les calculs de IV 6 montrent aussi que dans la classe de biliaison définie
par Mz, la courbe minimale a un module de Rao M isomorphe a M;(—2), donc
il n’existe pas de courbe ayant un module de Rao isomorphe a M,.

L’image de ® : H,, , = E, est donc le complémentaire de I'origine dans

E,= A‘;‘c.

2. Prolongement des résolutions.

Les courbes de H. ont toutes le méme caractére de postulation, il est donc
normal que la résolution longue (de longueur 3) de leur idéal soit localement
constante, puisque cette résolution détermine le caractére. C’est ce que montre
2.1. On a un résultat analogue (2.6) dans H, et H, ,.

Les courbes de H, p ont toutes méme postulation et méme module de
Rao, il est donc normal que les résolutions de type N ou E de leur idéal soient
localement constantes, puisque ces résolutions sont directement liées au module
de Rao. C’est ce que montrent 2.7. et 2.8.

Proposition 2.1. Soient C la courbe universelle de P* x H., = la projection
de P? x H., sur H, et J¢ le faisceau d’idéaux qui définit la courbe C. Soit z un
point rationnel de H, correspondant a une courbe C, et

0 - @ R(=n)""— @ R(=n)"" % @ R(-n)" —Ic — 0
n€zZ n€Z n€Z

une résolution graduée minimale de I¢. Il existe un ouvert affine U = SpecA
contenant x, et une suite exacte de R4o(= R ®x A)-modules gradués :

0—*@}2,4( n)a(n)—'*@R (- n)b(n)ﬂ@R (- n)c(n)_’® HoJc(m)IU—'O

nez nez meZ
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qui reléve la résolution précédente.

Démonstration. Puisque ,, ¢z 7+ Jc(m) est plat sur H, et que sa fibre au
point z est égale a Ic, c’est une conséquence immédiate de 1.4.

Proposition 2.2. Notons encore C la courbe universelle de P* x H, ,, 7 la
projection de P? x H.,, , sur H., , et J¢ le faisceau d’idéaux qui définit la courbe
C. Soient U (resp. ty) l'ouvert (resp. le morphisme) introduit en 2.1, V un
ouvert affine contenu dans U N H, , (resp. tv la restriction de Yy a V) ;
désignons par E le noyau de v, par € le faisceau localement libre associé sur
P2 x V. Alors pour tout i et pour tout n, les faisceaux Rim,£(n) et Rim,EV(n)
sont localement libres sur V' et commutent au changement de base.

Démonstration. On a trois suites exactes :

(1) 0-Ly= @ Opxv(—n)* ™4, = @ Opxv(—n)'™—€ 50

n€Z n€z
oV
(1" 0 EY—Ly—HLY -0
(2). et 0 =2& - F= @ Ova(—n)c(n) - Jclyv =0
nezZ

On déduit de (1) et de (1’) que lon a, pour tout n, R'm.E(n) =
R*m,EV(n) = 0 et que R37,.EV(n) est localement libre.

On déduit de (2) un isomorphisme R, Je(n)|v ~ R?m.E(n) et une suite
exacte :

0 = R’m.Je(n)|lv — R*n.E(n) = R¥n,F(n) —» R¥n.Jc(n)|lv — 0

d’oti le résultat pour £ puisque R'm,J¢(n) est localement libre sur V.
La suite exacte de cohomologie associée a (1) :

0 = R*m,E(n) — RPmLa(n) A% RPr, La(n) — R¥ma&(n) — 0

est donc une suite de faisceaux localement libres sur V, et reste exacte par

dualité :

0 — (R*r.E(n))Y — (R31r,.‘£3(n))"a'l‘—v—(—?)(R37r,‘£4(n))V — (R*r.E(n))Y — 0.
D’autre part, on a une suite exacte de cohomologie associée a (1’) :
0 = 1 E¥(n)) — 1LY () B, LY (n) - Rr €Y (n) — 0.
Si par dualité relative sur P2 x V, on identifie (Ri7r*£3(n))v amLy(n—4)

(cf. [rH3]), alors 04" (n) s’identifie & qZ (n—4), et on obtient des isomorphismes
de Oy-modules : R'm,EY(n) ~ R*~*1,E(—n —4)) d’ott le résultat pour £V.

Le corollaire suivant nous sera utile dans les paragraphes 3 et 4 suivants :
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Corollaire 2.3. Soient Y un schéma et C une famille de courbes de H, ,(Y).
Le faisceau we = Sa:tzopx +(Oc,Opyy(—4)) est plat sur Y et commute au
changement de base au sens suivant : si w : Y' — Y est un morphisme,
v:P3xY' — P3xY le morphisme induit, et C' I'image réciproque de C
par v, ’homomorphisme canonique :

v*Eath,, , (Oc, Opy(~4) = Exthy___ (O, Opy:(—4))

est un isomorphisme.

Démonstration. Il suffit bien siir de la faire lorsque ¥ = H, ,, ou méme,
puisque c’est une propriété locale, lorsque Y est un ouvert V' de H, ,. Quitte
a remplacer H, , = H par V, on peut donc supposer (cf. 2.1) qu’il existe une
résolution

(1) 0—E-4F = @ Opxrr(~n) "™ -LJe| H—0.
n€z
L’isomorphisme canonique : f,'a:t},PxH (Je,Opxn) =~ Sa:t%,PxH(Oc, Opyxy) est
fonctoriel en H. Il suffit donc de montrer que Exty, . (Jc, Opyp) est plat sur
H et commute au changement de base.
On déduit de (1) par changement de base une résolution

(2) 0—0*EX B0  F = P Opxyr(—n)™ Z80* T |H ~ Jer—0.
n€ezZ

En dualisant (1) et (2), on obtient une suite exacte :
0—+0pxyo—v>fvi+€v——>€wtl(.7c,Opr)—>0

et un diagramme commutatif :

Opxyr "5 v(FY) ") 0(EY) — 0" Eat!(Je,Opxn) — 0

! l ! !

(v* o)V * v (v*y)Y *O\V 1
0 — Opxyr — ('U .7'-) — (v 8) — &zt (JCI’OPXYI) — 0
dont la premiére ligne est un complexe, la deuxiéme une suite exacte, et dont
les trois premiéres fleches verticales sont des isomorphismes.
On en déduit que la premiére ligne est une suite exacte, donc que le faisceau

(Je,Opyxy) est plat sur H, et que toutes les fleches verticales sont

1
Opxn

1
gxtonH

des isomorphismes, donc que £zt
base.

(Jc,Opyy) commute au changement de
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Remarque 2.4. On pourrait montrer, en utilisant les théorémes généraux sur
les catégories dérivées et la dualité, que ce résultat est vrai aussi pour Hyg . Il
faut montrer que le complexe dualisant relatif de C sur Hy 4 a un seul terme non
nul, égal au faisceau dualisant relatif we, et qu’il commute au changement de
base. Nous avons préféré faire une démonstration plus directe, et plus simple.

Corollaire 2.5. Avec les notations de 2.3, le faisceau R'm,wc(n) est localement
libre sur H.,, , et commute au changement de base pour tout i et pour tout n.

Démonstration. Puisque c’est local, on peut supposer comme en 2.3 qu’il
existe une résolution

0— Opx 2 FY Y5V L €at! (Te, Opy ) ~ we(4)—0

ou l'on a posé F = @, cz Opxn(—n)*™. Soit K le conoyau de 8. On en
déduit la nullité de lel(:(n), un isomorphisme : R37r,.IC(n) ~ R31r,,,8V(n) et
des suites exactes :

0 - R*m,K(n) —» R*r,Opxn(n) = R¥7,F¥(n) = R*r,K(n) — 0

0 — R'm.&Y(n) = R'mwe(4 +n) = R*m.K(n) — 0.

Puisque R*r,K(n) commute au changement de base et est localement libre, il
en est de méme de R?m,K(n). C’est vrai aussi pour R'm.EV(n) d’aprés 2.2,
donc aussi pour R'm,w¢(4 + n), ce qui implique le résultat.

La proposition suivante est ’analogue de 2.1 pour la spécialité et sa
démonstration se fait de la méme maniére en utilisant la résolution de Ac

(cf. II 4.1 ou [LR]).

Proposition 2.6. Soient C la courbe universelle de P* x H,, 7 la projection
de P® x H, sur H, et J¢ le faisceau d’idéaux qui définit la courbe C. Soit = un
point rationnel de H. correspondant a une courbe C, et0 - P - N — Ic — 0
sa résolution de type N. On pose

P =@ R(-n)*™
n€zZ
et on a la suite exacte 0 - N — Ly — Ly — M¢ — 0, avec :
L] — @R(—n)b'(n) LO — @ R(-—n)a'(n)-
n€zZ nez

Cette résolution définit donc deux homomorphismes ¢ : P — Ly et ¢ : L, — L,
dont le composé est nul. Il existe alors un ouvert affine U = SpecA contenant
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z, et deux homomorphismes ¢4 : PQrA — L1 QrAetvs: Li@rA— Lo®r A
de Ra(= R Qi A)-modules gradués, relevant ¢ et 1, dont le composé est nul,
et tels que si I'on pose Ic, = @ ez H* (7o Jc(m)|v), on ait la suite exacte :

0— P A2 Kerpa — I, — 0.
Lorsque I'on travaille sur H , on a a la fois les conclusions de 2.1 et 2.6.

Proposition 2.7. Notons encore C la courbe universelle de P x H, m, 7 la
projection de P3 x H. p sur Hyp et Je le faisceau d’idéaux qui définit la
courbe C. Soit z un point rationnel de H., p correspondant a une courbe C, et
0-+P5HN S Ic—0
(resp. 0 — PN = Jo —0)

la résolution de type N (unique & isomorphisme prés) de I'idéal Ic (resp. du
faisceau d’idéaux Jc). Il existe un ouvert affine U = SpecA contenant z, et
une suite exacte de Ra(= R ®; A)-modules gradués (resp. de faisceaux sur
P3xU):

0 PQr AZAN @ A — @ HJe(m)|lu = 0

. meEZ

(resp. 0 — P ®; OyLHN ®; Oy — Jelu — 0)

qui reléve la résolution précédente.

Démonstration. Soit B l’anneau local du point z. Une démonstration ana-
logue a celle de 1.6 montre le résultat suivant : si on note Cp la courbe
obtenue en localisant au point z, I'idéal I¢, (resp. le faisceau d’idéaux Jcy)
a une résolution de la forme: 0 —» P @ BZSN @ B — Icy — 0 (resp.
0P ®rBEEN ®1 B — Jop — 0) avec pp ®@p k = ¢ (resp. ¢ ®p k = @).
On montre alors comme dans la démonstration de 1.4 qu’on peut prolonger ces
résolutions dans un voisinage de z.

Remarque 2.8. On laisse au lecteur le soin de prouver le résultat analogue
pour les résolutions de type E.

3. Schémas de drapeaux et liaison universelle.

Les schémas de drapeaux associés a la liaison ont été étudiés par Kleppe
[K]. Le principe est d’étudier le schéma de Hilbert d’une courbe a partir de celui
de sa liée en construisant un schéma D (de drapeaux), muni de deux projections
sur les schémas de Hilbert.

Nous allons voir que cette construction est encore possible si on se res-
treint aux schémas de courbes & cohomologie constante, et qu’alors les projec-
tions sont irréductibles et lisses. Ceci permettra, en particulier, de conclure a
lirréductibilité (resp. & la lissité) d’un des schémas a partir de celle de 'autre
et d’établir une relation entre leurs dimensions.
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Définitions 3.1. Soit s un entier et Y un schéma. Un drapeau de type (v, p; 3)
sur'Y est un couple (C, Q) ou C est un élément de H., ,(Y) et Q une famille de
surfaces contenue dans P2 x Y, contenant C, plate sur Y et de degré s dans les
fibres.

On définit ainsi un foncteur D, ,,, des drapeaux de type (v, p; 8), canoniquement
muni d’une projection sur H, ,.

Si M est un module de E,, on appelle D., p,, I'image réciproque dans D., ,,,
de H, p ; c’est le foncteur des drapeaux de type (v, M;s).

Proposition 3.2. Le foncteur D., ,, (resp. D, um;s) est représentable par un
schéma, noté encore D., ., (resp. D, m;,) lisse et projectif sur H., , (resp.

H‘y)M)'

Démonstration. Le foncteur des familles de surfaces de degré s est représenté
par espace projectif P(H%(Op(s))*) associé au dual du k-espace vectoriel
H°(Op(s)). Soient C la courbe universelle de P® x H., ,, 7 la projection de
P® x H, , sur H, , et Jc le faisceau d’idéaux qui définit la courbe C. On a une
suite exacte de Op, ,-modules localement libres:

0 — mJc(s) = mOpxHh, ,(8) = mOc(s) = R'mJc(s) — 0,

donc 7. Jc(s)Y est un quotient du faisceau m.OpxH, ,(8)V qui est canonique-
ment isomorphe & H°(Op(s))* ® Oy, ,.

Le foncteur D, ,, est représenté par Py, ,(meJc(s)Y) qui est un sous-
schéma fermé de P(H®(Op(s))*)x H., , et qui est lisse sur H., ,, puisque 7, J¢(3)
est localement libre.

Remarque 3.3. Soit C une courbe de H., ,. La fibre de D, ,,, au-dessus de
C est lisse et irréductible de dimension A°Jc(s) — 1.

Définition 3.4. Soient s et t deux entiers et Y un schéma. Un drapeau de
type (7, p; s,t) surY est un triplet (C, Q, Q') ouC est un élément de H, ,(Y'), Q@
une famille de surfaces de degré s, Q' une famille de surfaces de degré t, toutes
trois contenues dans P3 x Y, plates sur Y, et telles que ’intersection Q N Q'
soit une famille de courbes sur Y, contenant C.

On définit ainsi un foncteur D, ,,, ¢ des drapeaux de type (7, p; 3,t), canonique-
ment muni d’une projection sur H. ,.

Comme en 3.1, on définit aussi de maniére analogue un foncteur D, pr.s ¢ des
drapeaux de type (v, M;s,t).

Lemme 3.5. Soient Y un schéma et (C,Q, Q') un drapeau de type (v, p; s, 1)
surY. Notons X = QNQ'. Soit f la projection de P> xY surY. Alors pour tout
n et pour i = 0,1, les faisceaux R'f,Homog,,(Oc,Ox)(n) et R‘f,Jc/x(n)
sont localement libres sur Y et commutent au changement de base.
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Démonstration. On peut supposer qu’il existe une résolution de Opxy-
modules :

0 — Opxy(—s —t) = Opxy(—s) ® Opxy(—t) = Jx — 0.

En effet c’est vrai localement sur Y (globalement, il faut faire intervenir
les images récipro-ques sur Y des faisceaux Op(1l) sur P(H°(Op(s))*) et
P(H°(Op(t))*)), et le résultat annoncé est local sur Y.

On en déduit une suite exacte de Opxy-modules :

0 =g:l:t2-)ny(0c,0pxy(—s) (&5} Opxy(—t)) — gmt}gpxy((')c,Jx)
—»8:1:15%,”‘,(0(:, Opxy(—s —1)) agmtépxy(oc,C)pxy(-—s) ®O0pxy(-t))

dont la derniére fleche est nulle, car C est contenue dans X'. On obtient donc
des isomorphismes :

HomonY(oc? O,‘() =~ gxtlolaxy(o(:, JX) ':.'S:vt"c’,l,xy(oc, OPXY(—S - t))
~we(4—s—1)

(ot we = €zt (Oc,Opyy(—4))) et on en déduit immédiatement le résultat
pour R’ f,Homog,y(Oc,Ox)(n) d’aprés 2.5.
Pour R'f.Jc;x(n), on utilise la suite exacte :

0-Tx = TJc—Jcyx — 0

d’oul on déduit la suite exacte :

0 — R'f,Je(n) = R fuJejx(n) — R fuTx(n) = R?f.Jc(n) — 0.

Puisque C est une famille de courbes de H. ,, R'f.Jc(n) et R?f,Jc(n) sont
localement libres. Puisque X’ est une famille de courbes ACM, c’est-a-dire du
schéma de Hilbert des courbes & fonction de Rao constante égale 30, R? f.Jx(n)

est localement libre, et il en est de méme de R!f,Jc jx(n), d’'ou le résultat
d’apres VI 1.7.

Théoréme 3.6. Le foncteur D, ,,,: est représentable par un schéma lisse sur
H,,. De plus, si 4' (resp. p') est le caractére (resp. la fonction de Rao)
d’une courbe liée par s x t & une courbe de H, ,, on a un isomorphisme :
Dy pist ~ Doy p.st, qui & un triplet (C, Q,Q'"), associe le triplet (C',Q,Q"), ou
C' est liée 4 C par QN Q'.

Démonstration. Notons pour simplifier D = D, ,,,:. On désigne par U, ,
'ouvert de P(H°(Op(s))*) x P(H®(Op(t))*) formé des couples de surfaces qui
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se coupent proprement. Il est immédiat que I'image réciproque de I'ouvert U, ¢
dans D s XH, , Doy,p;t (qui est un sous-schéma fermé de P(H°(Op(s))*) x
P(H°(Op(t))*) x H, ,) représente le foncteur D. Il est lisse sur H. ,, comme
ouvert du produit fibré (sur H, ,) des deux schémas D, ,,, et D, ,;:, lisses sur
H, ,.

Dans P? x D on a deux surfaces universelles, Q et Q', images réciproques
des surfaces universelles au-dessus de P(H%(Op(s))*) et P(H°(Op(t))*), dont
Pintersection X’ est une famille d’intersections complétes qui contient la courbe
universelle C, image réciproque de la courbe universelle au-dessus de H, ,.

L’image canonique de Homog, ,,(Oc¢,Ox) dans Homoy, ,(Opxp,Ox) =~
Ox est un idéal Jerjx de Ox qui définit un sous-schéma fermé C' de P x D
contenu dans X.

Soit w : Y — D un morphisme, v : P® x Y — P3 x D le morphisme
induit, et Cy,C},X;,Q1,Q) les images réciproques de C,C', X, Q, Q' par v.
On a aussi une injection canonique du faisceau Homo,,,(Oc,,0x,) dans
Homop,y (OpPxy,0x,) ~ Ox, et I'image est un idéal JC;/X, de Ox, qui
définit un sous-schéma fermé Cj de P x Y contenu dans X;. On a un dia-
gramme commutatif de suites exactes :

0 — Torl(ch,Oy) — Hom(O¢,0x)®0y — Ox, — Oc{ —- 0

! : { ! !
0 —  Hom(Oc,,0x,) — Ox, to Oc¢; — 0

Comme dans la démonstration de 3.5, on montre qu’il existe un recou-
vrement ouvert de D par des ouverts D; et des isomorphismes (fonctoriels en
D;):

Hom(Oc¢, Ox)|p; ~ 8a:t2(0c,0px1)(—-s —t))|p; 2we(4— s —t)|p,.

Il en résulte alors que la premiere fleche verticale est localement, donc globa-
lement, un isomorphisme. On en déduit C} = Cj, c’est-a-dire que la liaison
“commute au changement de base”, et que Tor!(O¢/, Oy) est nul. Ceci étant
vrai pour tout Y, C' est une famille de courbes plate sur D.

L’image canonique de Hom oy, ,,(Ocr, Ox) dans Homop, , (Opxp,Ox) =~
Ox est un idéal Jen x, qui contient Jeyy. Nous allons montrer qu’ils sont
égaux, donc qu'il y a réciprocité entre C et C'. Pour cela, on considére un point
y de D, on pose Y = Speck(y), et on conserve les notations déja utilisées. On
sait que l'image canonique du faisceau Hom(O¢;,Ox,) dans Oy, est I'idéal
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Jc,/x,- On a donc un diagramme commutatif de suites exactes :

'Hom((’)g',@x)@k(y) — Ox, — O ®k(y) — 0

! ! !
0 — Hom(OC{,Oxl) — Ox, — Oc¢c - 0

qui prouve que la fibre de C" est égale 3 la fibre de C. Comme C” est contenue
dans C, on conclut grace a Nakayama.

Pour prouver l'existence de la fleche annoncée de D, ;¢ dans Dy pry4,¢, il
reste & montrer que J¢/ est & cohomologie constante. Le fait que cette fleche
soit un isomorphisme résultera de la réciprocité. On peut donc supposer (cf.
2.1) qu'il existe un recouvrement de D par des ouverts D; sur lesquels on a une
résolution :

0—E—F = @ Opup,(—n) ™ —IJc|p,—0
n€zZ

et la résolution de J¢/ s’en déduit par mapping cone (cf. III 1.4) :
0—FY(=s —t)—E"(—s — t) ® Opxp,(—5) ® Opxpi(—t)—Jc'|p;—0

On en déduit sur D;, en notant f la projection de P? x D sur D, un
isomorphisme R! f,€V(n — s — t) ~ R f.J¢/(n) et une suite exacte :

0— R f,Jer(n) = R¥fuFV(n—s—1t)
- R} f,EV(n — s — t) OR® fLOpxp(—3) ®R’ f.Opxp(—t) = R® fuJer(n) —0.

On conclut, en utilisant 2.2, que R'f.Jc/(n) est localement libre pour tout
t = 1,2 et pour tout n.

On a un résultat analogue pour les drapeaux de type (v, M;s,t) :

Théoréme 3.7. Le foncteur D, u;s ¢ est représentable par un schéma lisse sur
H, pm. De plus, si o' est le caractére d’une courbe liée par s X t & une courbe de
H, M, et si M' = M*(4 — s —t), on a un isomorphisme : Dy M;s,t =~ Dy M5,
qui & un triplet (C,Q,Q"), associe le triplet (C',Q,Q'), ou C' est liée & C par
QNQ".

Démonstration. Gardons les notations de la démonstration de 3.6. Il suffit
de montrer que si M¢ est localement isomorphe &8 M @ Op, M est localement
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isomorphe & M’ ® Op. On peut donc supposer qu'il existe un recouvrement de
D par des ouverts D; sur lesquels on a une résolution :

0—E—F = @ Opx'p‘.(—n)c(n)——*Jcl‘p‘ —0
nez

et un isomorphisme : M¢ ~ M ® Op,.
On en déduit des isomorphismes :

P R*f.E(n) ~ M ® Op,
n€z

Me(s+t—4) = P R £V (n - 4) = P R*fu€(-n)*
n€z n€Z
= (@ sz*g(n))* ~M*® 01)‘..
nez

Corollaire 3.8. L’image de D, ,,: (resp. Dy m;s,t) par la projection cano-
nique est un ouvert de H., , (resp. Hyr). Soit C' une courbe de cet ouvert.
La fibre de Do ,st (resp. Dy m;s,:) au-dessus de C est lisse et irréductible de
dimension h°Jc(s) + h®Jc(t) — 2.

4. Biliaison universelle. La construction précédente globalise la liaison.
Nous allons introduire un nouveau schéma qui globalise la biliaison.

Définition 4.1. Soient s et h deux entiers et Y un schéma. Une donnée de
biliaison de type (v, p; s, h) surY est un triplet (C, Q,u) ot (C, Q) est un drapeau
de type (v, p; 8) surY, ou J¢/g est le faisceau d’ idéaux qui définit C dans Q et
ot u: Jeyo(—h) — Og est un homomorphisme de Og-modules qui est injectif
et non surjectif dans les fibres géométriques.

Lemme 4.2. Soient s un entier, Y un schéma et Q une famille de surfaces de
degré s contenue dans P? x Y, plate sur Y. Soit f la projection de P® x Y sur
Y. Alors pour tout i > 0 et pour tout n, R'f.Og(n) est localement libre sur
Y et commute au changement de base.

Démonstration. D’aprés VI 1.7, il suffit de montrer que pour tout : > 1 et
pour tout n, R'f,Og(n) est localement libre sur Y. Puisque pour toute fibre
Q de Q en un point de Y, H30g(n) et H'Og(n) sont nuls, on a R®f,Og(n) =
R!'f.0g(n) = 0. On en déduit que R?f,0Og(n) commute au changement de
base et est localement libre sur Y.
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Lemme 4.3. Soient h et s des entiers, Y un schéma, (C,Q) un drapeau de
type (v, p;s) surY, Je /g le faisceau d’ idéaux qui définit C dans Q. Pour tout
morphisme w: Y] =Y, siv:P3xY; —» P23 xY est le morphisme induit, si C;
(resp. Q1) est I'image réciproque de C (resp. Q) par v, et J¢, /g, le faisceau d’
idéaux qui définit C; dans Q;, ’homomorphisme canonique :

v*Iere = Jeyj

est un isomorphisme. On en déduit un homomorphisme canonique :
v*Homog(Jejo(—h), 00) = Homog, (Je,/0.(—h), 0e,)

qui est un isomorphisme. De plus, si f (resp. fi) est la projection de P3 x Y
sur Y (resp. P? xY) sur Y1), fuHomoo(Jc/o(—h),Og) est localement libre
sur Y et commute au changement de base. En particulier, ’homomorphisme
canonique :

u* fuHomoy (Jeso(—h), Og) = fisHomoy, (Je,70,(—h), Og,)

est un isomorphisme.

Démonstration. Puisque C et Q sont plats sur Y, I’homomorphisme canoni-

que v*Je — Je¢, (resp. v*Jg — Jg,) est un isomorphisme et on a donc le
méme résultat pour J¢/q.
On peut supposer qu’il existe une résolution de Opxy -modules :

0 — Opxy(—s) = Opxy — Og — 0.

En effet c’est vrai localement sur Y (globalement, il faut faire intervenir le fais-
ceau inversible sur Y, image réciproque du faisceau Op(1) sur P(H°(Op(s))*)),
et le résultat annoncé est local sur Y.

En utilisant le fait que C est contenue dans Q, on en déduit, comme dans
la démonstration de 3.5, un isomorphisme canonique :

Smt}gq((’)c(—h), Og) ~ Sa:t%,PxY((’)c(—h), Opxy(—3)) ¥ we(h+4—3).

D’apres 2.3, dans le diagramme commutatif suivant, dont les fleches verticales
sont les fleches canoniques :

v*é’xt},g(@c(—h),(’)g) ~ v*Extl (Oc(=h), Opxy(—s))

Opxy

! !
Extp, (Ocy(—h),00,) =~ Eaty, ., (Oc,(—h),Opxyi(—9))

Opxy,
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la deuxiéme est un isomorphisme, donc aussi la premiere.
D’autre part, on a une suite exacte de Op xy-modules :

0—>JC/Q-—>OQ—+OC -0
d’ot 'on déduit une autre suite exacte :
() 0 Og(h) = Homog (Je/a(—h), Og) = Exth, (Oc(~h), Og) — 0.

Par changement:de base, on obtient un diagramme commutatif de suites
exactes :

v*Og(—h)— v*Homo,(Jc/o(—h),00) — v*ExtbQ(Oc(—h),OQ) —0
! ! i
0— Og,(—h) —Homog, (Jei/0,(—h),00,) = Exto, (Oci(—h), Og,)— 0

dont les fléches verticales sont les fléches canoniques, la premiére étant évidem-
ment un isomorphisme.

On en déduit donc 'isomorphisme annoncé.

De (*), on déduit, en prenant les images directes, une suite exacte de Oy-
modules :

0 — fuOg(h) = fuHomog(Jeso(—h),0g) = fuwe(h +4 — s) — R fLOg(h)

Or d’aprés 4.2, R f,Og(—h) est nul et f,Og(h) est localement libre et commute
au changement de base. Il en est de méme pour f.we(h + 4 — s) d’apres 2.5,
donc aussi pour fuHomoeg (Jc/o(—h), Og).

On obtient donc un isomorphisme composé :

w*f*'HomoQ (Jc/Q(—h), OQ) jad fl*v*'HomoQ (Jc/Q(—h), OQ)
= flﬂ"l‘ton’loq1 (Jcl/Ql(_h), OQI )

Corollaire 4.4. La définition 4.1 est fonctorielle en Y. On définit ainsi un fonc-
teur B, ,,s.n des données de biliaison de type (v, p; s, h), canoniquement muni
d’une projection sur H.,. Si M est un module de E,, on définit de maniére
analogue un foncteur B, ;s » des données de biliaison de type (v, M; s, k).

Lemme 4.5. Avec les mémes notations qu’en 4.3, supposons de plus que Y
soit de type fini sur k et soit u : Jejg(—h) — Og un homomorphisme de Og-
modules. Soit O¢: le conoyau de u. L’ensemble des points de Y ou la fibre de
u est injective est réunion de deux ouverts disjoints, le premier est I’ensemble

151



M. MARTIN-DESCHAMPS, D. PERRIN

des points ou la fibre de C' est vide, le deuxiéme est ’ensemble des points ot la
fibre de C' est une courbe et la restriction de C' & cet ouvert est une famille de
courbes plate sur Y.

Démonstration. D’apres III 2.6, I’ensemble des points de Y ou la fibre de
u n’est pas injective est ’ensemble des points de Y ou la fibre de C’' est
de dimension 2. Puisque C' est propre sur Y, la dimension des fibres croit
par spécialisation, donc cet ensemble est un fermé de Y. Soit Y; 'ouvert
complémentaire, et notons C; (resp. @i, resp. Cj, resp. wu;) la restriction
de C (resp. Q, resp. C', resp. u) & cet ouvert. On a une suite exacte :

0—Je,/0,(—h)—0g, —O¢; —0.

qui reste exacte dans les fibres géométriques, puisque la fibre de. u est injective.
Donc pour tout point y de Y3, on a Tor},‘,(Oc:, k(y)) = 0 et C} est plat sur Y;
d’apres le critére supérieur de platitude. En particulier I’ensemble des points de
Y; ou la fibre de C] est une courbe (resp. est vide) est un ouvert (et un fermé)
de Y;, donc un ouvert de Y.

Théoréme 4.6. Le foncteur B, ,., » est représentable par un schéma lisse sur
H., ,. De plus, siy' (resp. p') est le caractére (resp. la fonction de Rao) d’une
courbe biliée a une courbe de H., , par une biliaison élémentaire (s,h), on a
un isomorphisme : B, psh = By p.s,—h, qui & un triplet (C,Q,u), associe le
triplet (C',Q,u'), ou C' est obtenue a partir de C par la biliaison élémentaire
correspondant & u et ot I'on a u' = u~1(—h).

Démonstration. Notons encore pour simplifier D = D, ,.,. Dans P? x D on
a une courbe C (resp. une surface Q) universelle, image réciproque de la courbe
(resp. de la surface) universelle au-dessus de H., , (resp. P(H%(Op(s))*)). Si¢
est la projection de P® x D sur D, le faisceau F = g, Homog(Jc/o(—h),Og)
est localement libre sur D et commute au changement de base (cf. 4.3).

Posons Vy = Vp(FV), c’est un fibré vectoriel lisse sur D. Soient Fy (resp.
Co, resp. Q) l'image réciproque de F (resp. C, resp. Q) sur V, (resp. P?xVy),
et o la projection de P3 x Vg sur Vy.

Sur V; on a une section universelle du faisceau Fy. Mais, d’apres 4.3, on
a un isomorphisme canonique : Fo = pouHomog (JTc,/0,(—h), Og, ). Par ad-
jonction on en déduit une section universelle de Homog (Jc,/0,(—h), Og,)
donc un homomorphisme universel ug : J¢,/0,(—h) — Og,. Soit O¢ le
conoyau. On note qu'on a Jer/g =~ Jeyo(—h). D’apres 4.5, il existe un ouvert
V, de Vj qui représente le foncteur B, ,., 1 et la restriction de C' & cet ouvert
est une famille de courbes plate sur V;.

Pour prouver I'existence de la fleche annoncée de B, ., dans B/ .5 —p,
il reste & montrer que J¢' est & cohomologie constante. Désignons par = la
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projection de P3 X B, ;.5 4 sur By s 1, on a une suite d’isomorphismes :
RIW,JC o~ RIW,J(:/Q ~ Rlﬂ,ch/Q(h) ad Rlﬂ',.,Jcl(h)

donc pour tout n, R'7,Jer(n) est localement libre et commute au changement
de base.

On a évidemment aussi une fleche de B, ,., _» dans B, ,,; et il est
immeédiat que c’est la réciproque de la précédente.

Théoréme 4.7. Le foncteur B,y p;,,n st représentable par un schéma lisse sur
H., m. De plus, siy' est le caractére d’une courbe biliée & une courbe de H. um
par une biliaison élémentaire (s,h), e¢ M' = M(—h), on a un isomorphisme :
B M;s,n = By Mrjs,—h, qui & un triplet (C,Q,u), associe le triplet (C',Q,u'),
ot C' est obtenue & partir de C par la biliaison élémentaire correspondant & u
et ott I'on a u' = u~1(—h).

Démonstration. Elle est immédiate puisqu’on a mis en évidence en montrant
4.6 des isomorphismes R, Jc(n) ~ R'n,Je(n + h).

Corollaire 4.8. L’image de B s (resp. By m;s,n) par la projection cano-
nique est un ouvert de H. , (resp. H, p). Soit C une courbe de cet ouvert. La
fibre de B. p.5n (resp. By m;sn) au-dessus de C est de dimension h®Jc(s) +
h°Op(h) — K°Op(h — 8) + h1Oc(s — h —4) — 1.

Démonstration. Soit @ une surface de degré s contenant C. On montre
comme dans la démonstration de 4.3 qu’on a une suite exacte :

0 — H°Oq(h) — HHomo, (Jc/q(—h),0q) = Howc(h +4—s) — 0.
Donc la dimension relative de Vg sur D, ,., est égale & :
hOOQ(h) + Rwe(h+4—35) = h°(’)p(h) — h°Op(h — s) + h! Oc(s—h—4)

d’ott le résultat.

Remarque 4.9. En utilisant III 2.7, on peut préciser deux cas ou cette fibre
n’est pas vide :

—-sionah>0,et s> s ;

—si C est intégre, et siona h < 0 et s = sq.
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VIII ESPACES TANGENTS

Dans ce numéro nous déterminons les espaces tangents aux divers schémas
qui stratifient le schéma de Hilbert Hy 4, (c’est-a-dire H,, Hy, Hy ,, Hy p). Ces
espaces tangents s’expriment en général en termes de certains des groupes Ext
associés aux faisceaux (ou aux R-modules) qui interviennent dans les résolutions
de types E et N des courbes.

1. Rappels.

a. Espace tangent a un foncteur.

Soit H : Sch/k — Ens un foncteur contravariant. Si k[e] est ’algébre des
nombres duaux (c’est-a-dire si on a €2 = 0), et si p : k[e] = k est la réduction
modulo ¢, il lui est associé une fleche H(p) : H(Speck[e]) — H(Speck).

Définition 1.1.  Soit = un point rationnel de H (¢’est-a-dire un élément de
H(Speck)). L’espace tangent & H en z est défini par :

Th,z = {€ € H(Speckle]) | H(p)({) = =}

b. Modules plats sur k[e].

Soit M, un k[e]-module. On note encore p la réduction modulo € sur M;
lafleche p: Me = M = M ®yjq k = M./eM. est surjective. Soit d’autre part u
I’homomorphisme de k[e]-modules de M dans M, défini par u(p(z)) = ez. On
a alors la proposition suivante:

Proposxtlon 1.2.  Avec les notations précédentes, M, est plat sur k[e] si et
seulement si la suite 0 » M—>M.-2+M — 0 est exacte, ou, ce qui revient au
méme, si u est injectif.

Corollaire 1.3.

a) Soit R une k- anebre M un R-module, R, = R ®; k[e]. On a une bijection
entre le groupe Exth(M, M) et 'ensemble des R.-modules M, se réduisant sur
M modulo € et plats sur k[e], & isomorphisme prés sur k[e]. L’extension triviale
correspond au module M Q@ k[e].

b) Soit X un k-schéma, M un Ox-module, X, = X ®x k[e]. On a une bijection
entre le groupe Ext}, « (M, M) et I'ensemble des Ox,-modules M, se réduisant
sur M modulo € et plats sur k€], & isomorphisme prés sur kle].
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c. Espace tangent a Hy .

Soit C' un point rationnel de Hy,. Un point de ’espace tangent Ty, =
T4,4,c en C est une courbe C¢, plate sur k[e] et dont la réduction modulo € est
C. 1l lui correspond un idéal Jc, de Op,, avec la suite exacte fournie par 1.2 :

(*) 0 = Je—Jc,—~Jc — 0,

qui donne en particulier un élément de Ext‘lpP (Jc,Jc). Plus précisément, on
a le résultat suivant :

Proposition 1.4.  L’espace tangent Ty 4.c est isomorphe a Extlop(Jc,Jc).

Démonstration. On a vu ci-dessus comment un point C, de Ty 4,c fournit
une extension de Jc par lui-méme. Réciproquement, considérons le faisceau
normal & C dans P3 :

NC = HomOc(JC/Jéy OC) ot HomOP(JC? OC)’
On a H°(C,N¢) = Home,(Jc,Oc¢) et on a un homomorphisme canonique :

8 : Homo,. (Jc, Oc) — Exte, (Jc, Jc).

Lemme 1.5. L’homomorphisme 6 est un isomorphisme.

Démonstration. Cela résulte aussitot de 0 3.2.

Soit alors un élément £ de Exté,P (Jc, Jc), que I'on peut écrire £ = 6(yp)
avec ¢ dans Homo, (Jc,Oc) (ou dans H%(C, N¢)). On lui associe une exten-
sion G¢ qui s’obtient comme le produit fibré Jc X0, Op, avec le diagramme
commutatif de suites exactes :

0 — Jo — G — Jo — 0

(++) I le le

0 — Jo — Op — Oc — 0.

De plus, G, est isomorphe & un idéal de Op,. En effet, Op, est une extension
triviale de Op par lui-méme, donc est isomorphe & Op @ Op, et on réalise le
plongement par la fleche (¢', 7). Alors, vu 1.3, G¢ définit une courbe C plate
sur k[e], donc un point de Ty 4,c et il est clair que les deux applications ainsi
définies sont réciproques I'une de ’autre.

Soit £ un élément de Extg , (Jc, Jc). 1l définit une suite exacte (*) comme
ci-dessus, dont on déduit une suite exacte de cohomologie. On note é¢ ;(n)
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’homomorphisme de connexion de H'Jc(n) dans H*!Jc(n). Par ailleurs, si
on a ¢ € Home, (Jc,Oc), on a les fleches Hip(n) : H! Jo(n) — H'Oc(n), et,
vu la suite exacte 0 = Jo — Op — O¢ — 0, on a également des homomor-
phismes de connexion : A;(n): H'Oc(n) — H*'Jc(n). On note que Ag est
surjective, que A; est un isomorphisme et que A; est nul pour ¢ > 2. On a
alors le résultat suivant :

Lemme 1.6. Avec les notations précédentes, si £ = 6(¢), on a é¢ i(n) =
Aji(n) o H'y(n) pour tous les entiers i et n.

Démonstration. On reprend les notations de la démonstration de 1.4 et no-
tamment le diagramme (**). On en déduit en écrivant les suites exactes longues
que l’on a un carré commutatif :

— HiJem) 9 EMgim) —

lH‘tp(n) I

— HiOgn) 2% Htgomn) — ...

et le lemme s’en déduit clairement.
2. Espaces tangents a H,, H,, H, ,, H, .

a. Description en termes d’Ext.
On a la proposition suivante :

Proposition 2.1.  Soient 7, 0, p des caractéres vérifiant v+ o = 8°p, C un
point rationnel de H., ,, et T, T,, T, ,, les espaces tangents en C' aux schémas
H, H,, H,, On ales formules :

T, = {£ € Extp, (Jc,Jc) |[Vn € N ¢ o(n) =0},

T, = {€ € Extgp,(Jc,Jc) |Vn € N é¢1(n) = 0},
T,, = {¢ € Extp (Jc,Jc) |Vn € N,Vi=0,1 6 (n)=0}.
On vérifie en particulier que I'on a : T, N T, =T, , (cf. VI 3.14).

Démonstration. Comme les schémas en question sont des sous-foncteurs de
H,,, leurs espaces tangents sont inclus dans ExtbP(JC,JC). Si € est un
élément de cet espace il définit une extension Jc, avec une suite exacte (*)
comme en l.c. Dire que { est dans T, (resp. T,, resp. T ,) signifie que
R'mJc.(n) = H i(Pe,Jce(n)) est localement libre (ou simplement plat) sur
k[e] du rang défini par + (resp. o, resp. v et p) et commute au changement de
base et ce pour ¢ = 0 (resp. ¢ = 2, resp. ¢ = 0, 1,2). Les conditions précédentes,
au cran ¢, signifient encore :
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1) que la fleche Hi(p) : H' Jc,(n) — H'Jc(n) est surjective (commutation
au changement de base, cf. [H] III 12.11).

2) que la fleche Hi(f) : H'Jo(n) — H'Jc,(n) est injective (platitude, cf.
1.2).

Elles s’expriment donc par la nullité des homomorphismes de connexion,
comme indiqué dans ’énoncé, en tenant compte du fait que é¢ 2(n) est nul pour
tout n (car H3>J¢(n) est isomorphe & H3Op(n)).

b. Description de T,.
Soit C un point de H,, T, I’espace tangent en ce point et considérons la
résolution de type E de J¢ :

0= E—F-9Tc — 0,
avec F = @._, Op(—n;). Soit 7 : ExtbP(JC,JC) — Extép(}', Jc) la fleche
naturelle associée a cette suite exacte.

Théoréme 2.2.
1) Ona T, ~ Extyp(Ic,Ic)°.
2) On T, = Kerr.

Démonstration. Soit { € Extg,(Jc,Jc), soit Ge l'extension associée et
posons G, = H%G.. En passant a la cohomologie on obtient la suite exacte:

0 = Io—Ge— IS Mc — ---

ol 8¢ o est la somme directe des 8¢ o(n). On retrouve ainsi la suite exacte de
comparaison (cf. 0 2.1):

0 — Exty(Ic, Ic)’ —Extp, (I, Jo)—+Homp(Ic, Mc)* — -+

dans laquelle o associe & { ’homomorphisme 8¢ . Il en résulte que 'espace

tangent T, s’identifie & Kera: = Ext}(Ic, Ic)° d’oti la premiére assertion.
Posons maintenant F = HJF. Par fonctorialité de la suite exacte de

comparaison (appliquée aux fleches 7 et 7), on a le diagramme commutatif

ci-dessous : ) o .
Exto,(Jc,Jc) — Hompg(Ic,Mc)

& [
Exty (F,Jc) —> Homp(F,Mc)°.

Comme F est libre, a; est un isomorphisme. De plus, 7; est injectif donc
on a Kera = Kerr, d’ou le second résultat.
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c. Description de T,.
Soit C' un point de H,, T, 'espace tangent en ce point et considérons la

résolution de type N de J¢ :
0 - P—N-S7Jc — 0,

avec P = @._, Op(—d;). Soit 7' : ExtbP(JC,JC) — Ext"’oP (Jc,P) la fleche
naturelle associée a cette suite exacte. On rappelle que Ac désigne ’anneau
HYOc.
Théoréme 2.3.
1) On a T,,. jad EXth(Ac,Ac)o.
2) On a Ty = Kerr'.
Démonstration. 1) Soit { € Ext})P(JC,JC) et ¢ € Home, (Jc,Oc¢) tel que
I'on ait £ = 6(¢) (cf. 1.5). On considére ’homomorphisme gradué :

H,,l((p : Mc = H:jc — H:OC >~ HfJC
La condition ¢ 1(n) = 0 pour tout n, qui définit I’espace tangent T, signifie
simplement que H!yp est nul, autrement dit, si I’on pose B¢ = H}O¢, T, est
le noyau de H} : Homoe, (Jc,Oc) — HomR(Mc,Bc)o. La fonctorialité de
la suite exacte de comparaison (cf. 0 2.1) montre alors qu’on a le diagramme
commutatif de suites exactes :

0 0 0
! i) !
1
0 — T, — Home, (Jc,Oc) iv Hompg(Mc¢, Bc)°

! ! !

0 — Ext}q(Ac,Ac)o — EXt})P(OC,Oc) — Hom}z(Ac,Bc:)0

l | !

0 — Extlop((')p,(')c) ~ Hompg(R, Bc)o

On en déduit aussit6t 'isomorphisme cherché.

2) Posons P = H!P. Comme on a H2N = 0, la fleche ¢ : H2Jo —
H?P est injective de sorte que la condition Hlp = 0 est encore équivalente &
a=10Hlp = 0. La dualité sur P* montre que 'on a H3P = P(—4)* donc
a € Homgp(Mc, P(—4)%).

Considérons maintenant Ext%P(JC,P). Par dualité de Serre cet es-
pace est isomorphe & H(Jc ® P( — 4))*, ou encore & Homp(P(4), Mc)*.
D’aprés 0 1.10 on a un isomorphisme naturel x : (Hompg(P(4), Mc)°)* —
HomR(MC,P(—4)*)° et on vérifie la formule x(7'(§)) = a, ce qui achéve la
démonstration.
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d. Description de T, , avec la résolution de type E.
La suite exacte () : 0 = & = F — J¢ — 0 permet de définir deux fleches
f et g, avec le diagramme commutatif suivant :

Hom(F,Jc) — Hom(€,Jc) 5 Ext'(Jc,Jc) 5 Ext!(F,Jc)

! L

0=Ext!(F,€) — Ext!(£,£),

en particulier on a Imf = Kerr = T,,. De plus, comme Ext,]:,P (F,€) est nul,
la fleche g est nulle sur Kerf donc induit un homomorphisme § : Imf =T, —
Extbp(g,g). Soit ¢ € Home, (£, Jc). On pose & = f(p), ¢ = g(p); € (resp. ()
définit une extension de Jc par Jc (resp. de &€ par £) et on a des morphismes
de connexion : 81 : HlJc — HlJc et 6¢ : HXE — HE. L’espace tangent
T, est formé des £ = f(¢) tels que 6¢; = 0 et on en a la description suivante :

Proposition 2.4. Posons A = {( € Extp,(£,€) | 6 = 0}. On a:
Ty =77 (A).

Démonstration. La suite exacte (*) donne lieu & deux morphismes d; :
HlJc ~ H2E et dy : H:Jc — H3E, qui est injectif. La proposition résulte
aussitot du lemme suivant :

Lemme 2.5. Onaébey = Hlpody et §¢ =dyo HZ2p. En particulier, on a
8¢ = 0 si et seulement si §¢ = 0.

Démonstration. Le fait que £ = f(¢) se traduit par le diagramme commutatif

ci-dessous:
0 — €& — F — Jc — 0

|¢ | I
0 — Jo — G — Jc — O

En passant & la cohomologie on obtient :
HlJc -~ HIE
u [z
1 ¢ pr2
H x Jc — H * Jc

d’ol la premiére égalité. La deuxiéme se montre de la méme maniere. Alors,
puisque d; est un isomorphisme et d; injectif, on a §¢; =0 & 6 = 0.
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e. Description de T, , avec la résolution de type N.
La suite exacte (**): 0 = P - N — J¢ — 0 permet de définir deux
fleches f' et ¢', avec le diagramme commutatif suivant :

Ext!(Jo,P) — Ext!(Je,N) L& Ext!(Jo,Jo) o Ext*(Jc,P)

! s

0 = Ext!(V,P) — Ext!(N,N),

en particulier on a Imf’ = Kerr' = T,. De plus, comme Extg, (N, P) est
nul, la fléche ¢’ est nulle sur Kerf’ donc induit une fleche § : Imf' = T, —
Extg, (N, N). Sin est dans Extg, (M, N), on appelle §, ’homomorphisme de
connexion : HON — HIN associé et on a le résultat suivant :

Proposition 2.6. Posons A' = {n € Extp, (N,N) | 6, = 0}, on a :
Iy, = 74

Démonstration. Soit &, € Ext‘lgP(JC,N) et posons § = f'(&) et n = ¢'(&).
Ces trois éléments correspondent respectivement 3 des extensions G, G', G"

avec le diagramme commutatif suivant dont les lignes sont exactes et ou € est
I’homomorphisme canonique, (cf. II 4) :

0 - N — G — N = 0

I A

0 - N — G — Jc — 0

L

0 - Jo — ¢ — Jc — O

En écrivant les suites exactes de cohomologie on voit que I’homomorphisme
de connexion & : HYJc — H!Jc est nul si et seulement si b, l'est, ce qui
démontre la proposition.

Remarque 2.7. Avec les notations de la démonstration précédente, si £ est
un élément de T, , il définit deux extensions de M¢ par lui-méme, I'une H!gG'
obtenue & partir de ’extension de J¢, 'autre H1G" obtenue & partir de celle
de V. La méthode ci-dessus montre aussitot qu’elles sont isomorphes.

Remarque 2.8. On a une suite exacte 0 - N —i>£1 —+ Ly — 0 qui induit des
homomorphismes surjectifs Homo, (L1, £Lo) — Extg, (L1, M) = Exty, (M, N).
Si a' est la fleche composée, A’ est 'image par o' de ’espace :

A' = {p € Homoy (£1,L0) | d Hp HY% = 0}

161



M. MARTIN-DESCHAMPS, D. PERRIN

oud: H Ly — HIN est le morphisme de connexion associé a la suite exacte.
Sion pose N = HIN,L; = H)C; et M = M¢c = H!N, comme Homg, (L1, L)
est isomorphe & Hompg(L1,Lo)?, on peut encore décrire A’ comme P’ensemble
des ¢ : Ly — Ly tels que le composé NL, 5Ly 2% M soit nul, o, et o
désignant les morphismes canoniques.

f. Description des sous-espaces A et A'.

Nous conservons les notations de d. et e. On a une premiére description
de A et A' 4 I’aide des R-modules N et E :

Proposition 2.9. Ona A ~Exth(E,E)° et A' ~ Exth(N,N)°.

Démonstration. Le second isomorphisme est issu de la suite exacte de com-
paraison (cf. 0 2.1), l’autre se montre de maniére identique, a dualité pres.

Nous allons maintenant prouver que A et A’ sont tous deux isomorphes a
Extr(Mc, Mc)?. Remarquons tout d’abord que si ¢ (resp. 1) est un élément
de A (resp. A') il définit une extension de HZE (resp. HIAN') par lui-méme,
donc, dans les deux cas une extension de M¢ par M¢c. On a ainsi des homo-
morphismes naturels A : 4 — Ext};z(Mc,Mc)0 et M: A — Ext};(MC,MC)O.

Proposition 2.10.  Les homomorphismes A et A’ sont des isomorphismes.

Démonstration. Posons M = M¢. Nous faisons la démonstration pour X',
l’autre est analogue par dualité. On a les suites exactes habituelles :

0 —’NLACILL:O — 0,

0—- N5HL, IS LeZ5M — 0.

On pose K = Kergy. On commence par remarquer que les espaces considérés
sont isomorphes. En effet, on a :

Exth(M, M)° ~ Ext}(M, K)° ~ Exty(M,N)°

Exth(N,N)® ~ Ext}(K,N)° ~ Ext}(M, N)°

et on conclut par 2.9.

Le probléme est de prouver que la fleche A’ est un isomorphisme. Il suffit
de voir qu’elle est injective. Soit n € A’. On a vu en 2.8 qu’il provient d’un
élément 7o de Extg, (L1, V). Ces éléments correspondent & des extensions G
et Go et on voit aisément qu’on a le diagramme commutatif de suites exactes
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suivant :

£o = Lo
! !
0 0

En passant a la cohomologie on obtient :

0 > N — G — N 45 M -5 HGg — M - 0

|| | [= | |

0 - N — G — Li 2% M — HIG — o0

oy l
~ -

Lo = Lo —_— 0
u oo
+ 3
HG — M

Dire que 5 est dans A’ c’est dire que I'on a d = 0 et I'extension associée
4 A(n) n'est autre que H1G. On montre ensuite qu'on a I'égalité : idy =
uoy. Pour cela, on revient au diagramme sur les faisceaux et 1’assertion se voit
facilement en utilisant par exemple la cohomologie de Cech. Si A'(n) est nul, la
fleche ¢ admet une rétraction s. Posons ¢t = su. On a alors sidy = suo; = toy,
d’oit dy = toy, autrement dit, la flecche dy € Homp(L,, M)° se factorise par Ly,
donc provient de Hompg (Lo, M)°. La conclusion se voit alors en consultant le
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diagramme ci-dessous :

Exto, (Lo, N) =~ Homp(Lo,M)°

! !

ExtbP(CI,N) >~ HomR(Ll,M)O

! !

0 — Extp(N,N)° — Extp,(M,N) — Hompg(N,M)°

puisque I'image de ’élément 7y dans Hompg(L;, M)° n’est autre que dj.

Si € est un élément de T, ,, il définit trois extensions de M¢ par lui-méme:
celle (notée ¢') obtenue en le voyant comme une extension de J¢ par lui-méme

dont les homomorphismes de connexion sont nuls et les extensions Ag(¢) et
N'g'(€). On a alors :

Proposition 2.11.  Les trois extensions définies ci-dessus sont égales.

Démonstration. Nous avons déja noté en 2.7 I'égalité ¢’ = N'g'(£). L’autre
se montre de maniére un peu différente. Notons G' et G” les extensions cor-
respondant a £ et §(€). Ces extensions proviennent toutes deux d’un élément
¢ € Homo, (€, Jc), avec le diagramme commutatif suivant :

0—»8"—">g”—pﬁ>

b

0 - & &S F 5 g -0

le E o

0 » Jo % ¢ A gc - 0

- 0

ou la suite horizontale centrale est la résolution de type E de J¢. On vérifie alors
sans difficulté qu'on a le diagramme commutatif de suites exactes horizontales
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et verticales ci-dessous :

0 0 0
i ! !
0 » £ 2 g 2 g L0
0O - F — FOF — F - 0

ou l'on a posé u = q¢® —aB" et v =a'B + p. En écrivant les suites exactes de
cohomologie pour les suites verticales, on voit que les extensions H1G' et H2G"
qui correspondent respectivement a £’ et & Ag(¢) sont isomorphes ce qui achéve
de prouver la proposition.

f. Description de T, 5.

Soient M un R-module gradué de longueur finie et 4 un caractére de pos-
tulation. Soit C' un point de H, » . Nous passons maintenant au calcul de
T, M, espace tangent & H, pr en C.

Théoréme 2.12. Ona:

Ty .M = Kerg = f(Kerg) ~ Kerg/Kerf,
= Kerg' = f'(Kerg') ~ Kerg' /Kerf'.

Démonstration. On reprend les notations de VI4.b et 4.c. La fléche naturelle
3: H,, p— E , est lisse par VII 2.4. Rappelons qu’un point de H%,J a valeurs
dans S est une courbe Cs plate sur S, & cohomologie constante, donnée par v
et P, et munie d’un isomorphisme de ®pezR 74 Je(n) sur V, ® Os. L’image
par 3 de ce point n’est autre que la structure de module gradué induite sur
V, ® Os par cet isomorphisme. Le schéma H M est la fibre en M @ Og de
ce morphisme. Par ailleurs, H, , (resp. H,, M) est le quotient de H.7 p (resp.

H., m) sous laction du groupe G (cf. VI 4.1) (resp. du groupe AutM). En
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passant aux espaces tangents on obtient le diagramme commutatif de suites
exactes suivant :

0 0 0

1 l l
0 — EndM -2 LieG — Cokerj - 0

Lol

o~ A~ &
0 - Thm — T,, — Ti;‘p - 0

! ! 5

0 » Tom — Ty, -5 Exth(M,M)P — 0

l l l
0 0 0

Seul le carré en bas a droite mérite explication. Déja, comme P est lisse, T
est surjective. Par ailleurs, un point de TA est une extension M, de M par

M, munie de plus d’un k[e]-isomorphisme «a "de M, sur M @ k[e]. La fleche u
consiste & oublier a. Elle est clairement surjective. La commutativité du carré
résulte de 2.11 et la surjectivité de A\g = \'g’ en découle. Comme A et A’ sont
des isomorphismes, le théoréme est démontré.

Remarques 2.13.

1) On a vu en VI 4.3 que le schéma H, s est le faisceau (pour la topologie
de Zariski) associé a la fibre <I>’1(M ) du morphisme & : H, , — E,. L’espace
tangent & ®~1(M) est donc aussi égal & T, »s. Comme ’espace tangent aFE,en
M n’est autre que Ext R(M M)° (les deformatxons de M, cf. 1.3), la dermere
suite exacte horizontale ci-dessus est la suite des espaces tangents associée a @
et on a Tp = Ag.

2) On notera que dans tous les calculs d’espaces tangents de ce chapitre
nous n’avons jamais utilisé le fait que les résolutions de types E ou N sont
minimales.
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Dans ce paragraphe nous calculons les dimensions des divers espaces tan-
gents rencontrés dans le chapitre précédent. Dans le cas de H, u, vu la lissité
(cf. VII) nous en déduisons la dimension du schéma de Hilbert. Dans les autres
cas (Hy, Hyg, ..) on a seulement a priori une majoration de la dimension
du schéma de Hilbert par celle de son espace tangent. Nous examinerons ce
probléme en détail, dans un cas particulier, au chapitre suivant. Nous donnons
aussi des méthodes de calcul explicites et un certain nombre d’exemples qui les
illustrent.

Nous utiliserons les conventions d’écriture suivantes :

1) Les dimensions des epaces de cohomologie H'(F) sont notées, comme d’habi-
tude, hi(F).

2) Pour les espaces du type Kerf, Ext,... la dimension est notée par le méme
mot en minuscules : kerf, ext,...

3) Les dimensions des espaces tangents Ty 4, T,, ... sont notées respectivement

td,g,ly,y. .-

1. Notations.

On reprend les notations de VIII 2. Soit C' une courbe munie d’une
résolution de type E: 02 E& - F = Jc — 0,
et d’une résolution de type N: 0—=P - N — Jc — 0.
On pose, (cf. 11 5.1) : F = @,z O0p(—n)™ = @,5,0p(—n)*™. On
suppose que £ admet une résolution (*) de la forme : 0 = L4 — L3 — £ — 0,
ou l'on a posé :
Ly =Dnez OP(-n)a(n) =®Dnso OP(_n)a(n)’
Ls = Dnez Op(—n)*™ = @50 Or ()™,
On explicite de méme les faisceaux analogues pour la résolution de type N (cf.
II 5.1).
On notera (cf. VIII 2.13), que les calculs de ce chapitre sont encore valables
méme si les résolutions ci-dessus ne sont pas minimales.

2. Les grands diagrammes.

Les diagrammes suivants (ou les groupes d’homomorphismes sont pris sur
Op), résument la situation mutuelle des divers espaces qui vont intervenir dans
les calculs :
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a. Résolution de type E.

0 0 0
! ! !
0— Hom(J¢,£) — Hom(F,€) — Hom(E,€) — Ext!(Jg, E) — 0
l ! | !
0— Hom(J¢, F) — Hom(F, F) — Hom(€, F) — Ext*(Jc, F) — 0
l ! ! l
0—Hom(Jc, Jc)—Hom(F, Jc)—Hom(E, Jc ) LExt! (Jc, o) SExt! (F, Jc)
| ls l |
0 — Ext!(£,£) = Ext*(Jc, &) — Ext*(F,€)
! L l
0 — Ext!(€,F) ~ Ext*(J¢, F) — 0

b. Résolution de type N.

0 0 0
! ! l
0— Hom(Jc, P) — Hom(N, P) — Hom(P,P) - Ext'(Je,P) = 0
! l ! l
0— Hom(Jc, N') — Hom(N, A') — Hom(P, N') — Ext! (Jc, M) % Ext' (W, N)
l ! ! s !
0—Hom(Jc, Jc)—Hom(N, Jc)—Hom(P, Jo)—Ext! (Jc, Jc)—Ext (N, Jc)
! l L !
0 - 0 — Ext?(Jc, P) — Ext*(V,P)
! ! !
0 - Ext}(P,N) ~ Ext*(Je,N) — Ext? (N, N)
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3. Calcul de ¢, ».

Soit M un module gradué de longueur finie, p sa fonction de Rao, v un
caractére admissible compatible avec M (c’est-a-dire tel que H., pr soit non
vide), C un point de H, », de sorte que I'on a M¢c = M, et T, p l'espace
tangent en ce point. Nous allons calculer sa dimension ¢, .

Notations 3.1. On pose :

,57=1+Z-,(k)(’°;3) + ) 7(k)7(l)<k_i+2)’

k€Z k,I€Z

€vp = Zp(k —4)0y(k),

k>0
hy = homp(M, M)°

(on rappelle que I’exposant 0 signifie qu’on se limite aux homomorphismes
gradués de degré zéro).

Proposition 3.2.  On pose r(n) = 0y(n). On a les formules suivantes :

D &=3am("37)+ X o () -,

k>1 k21

2 6=1- % ("),

k>0

3) exo= 3 p(k=2)r(k) = 3 p(k=0)r(k)+p(=4) = 3 p(k)r(k+4)+p(—4).

k>0 kEZ kez

Démonstration. C’est une vérification élémentaire avec la formule du triangle
de Pascal.

Remarques 3.3.

1) On notera la petite modification de la formule 3) par rapport a celle
annoncée dans [MD-P1] et [MD-P2].

2) Soit C une courbe ACM de caractére de postulation 4. Avec les nota-
tions de 1 on a r(n) = a(n) — b(n) + ¢(n) pour n > 0. On reconnait dans la
variante 2) de la formule donnant 6., la dimension du schéma de Hilbert telle
que la calcule Ellingsrud ([E]).

3) Le terme 6. ne dépend que de 7 i.e. de la postulation, €, , dépend de
v et p. Le nombre hps, lui, dépend non seulement de la fonction p mais aussi
de la structure de module de M. Par exemple, si on a p(0) = p(1) = 1 et si
les autres termes sont nuls, hp vaut 1 si le module M est monogéne et 2 si le
module est de Buchsbaum.
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Proposition 3.4. Ona:

t4,m = hom(&,F) — hom(&, &) — hom(F, F) + hom(F, &) + 1.

Démonstration. On a vu en VIII 2.12 que T, »s est isomorphe a Kerg/Kerf.
On a donc ¢, pr = kerg—kerf. En regardant le grand diagramme, on a aussitot:
kerg = hom(&,F) — hom(&,€) et kerf = hom(F,F) — hom(F,€) — 1, car
hom(J¢c, Jc) vaut 1, d’ou le résultat.

Le résultat suivant explicite les calculs des diverses dimensions :

Proposition 3.5. On a, avec les notations introduites en 1. ci-dessus :

1) hom(F,F)= Y c(k)c(l)(k-;+3),

k,1>0

(k—l+3

3 ) + ext!(€, F),

2) hom(E,F) =) _ (b(k)— a(k))e(l)

k>0

ext!(€,F) = 3 e(k)o(k — 4),
k>0

3 hom(7,€) = 3 o(B)60) - a0)(" 3 ),

k,1>0

4) hom(€,€) = Y (b(k)b(1) — b(k)a(l) — a(k)b(l) + “(")“(’))(k _?i+ 3)

k,1>0
+ ext! (€, €).

Démonstration. Le point 1) est clair. Pour les autres, il suffit d’appliquer le
foncteur Hom convenable a la résolution (*) de £ ( pour le point 4 il s’agit du
foncteur Hom(:, £)) et d’utiliser les faits suivants :

1) Ext!(L3,F) = Ext!(F,L4) = 0,

2) Ext!(L3,&) = 0 (car € n’a pas de H?),

3) Ext!(£,F) ~ H(EQF(—4))* ~ HY(Jc ®F(—4))* par dualité de Serre.

1l reste & calculer le terme ext!(€,£).
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Proposition 3.6. Ona:

ext'(€,6) = 3 ((b(k) — a(k))p(k — 4) + has.

k>0

Démonstration. On considére la suite exacte :
Hom(€, £3)—-Hom(€, £)—Ext (€, L4)—Ext! (€, L3) — Ext!(£,£) — 0.
La proposition résulte alors des formules :
ext!(€,L4) = Y a(k)p(k — 4), ext'(€,L3) = > b(k)p(k — 4),
k>0 k>0
et du lemme suivant :
Lemme 3.7. On a un isomorphisme : Cokerw ~ Hompg(M, M)°.

Démonstration. Par dualité et passage aux sections globales, w s’insére dans
la suite exacte suivante :

0 — Hompg(L4, E)° — Hompg(Ls, E)*~>Hompg(E, E)°.
Par ailleurs, on a la suite exacte (cf. II 2) :
0— E-L; — Ly —» M*(4) = 0.

Posons K = Ima. Comme M* est de longueur finie, on a K ~ £,, donc
Homp(Ly, E)° ~ Homp(XK, E)°. On en déduit xmmedxatement que Cokerw est
isomorphe & Extk(K, E)°. Mais on a les isomorphismes (cf. 0 1.1) :

Ext}z(K, E)Y ~ Ext%z(M*(4), E)Y ~ ExtR(M*(4), K)°
~ Hompgp(M*(4), M*(4))° ~ Homg(M, M)°
d’ot le résultat.

La conjonction des calculs 3.2, 3.4, 3.5, 3.6 et de 3.3 donne aussitot le
résultat principal de ce paragraphe.

Théoréme 3.8. Ona:

t'f'M = 6’7 + €y — hM‘

En combinant ce résultat avec VII 2.4, on obtient la solution du probléme
B posé dans P'introduction lorsque les invariants sont la postulation et le module

de Rao :
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Corollaire 3.9. Le schéma H. p est irréductible, lisse et on a :

dimH,,,M = 6., +€yp— hy.

Remarque 3.10. Les calculs ci-dessus donnent aussi la formule :

ty,m = 6, +ext!(E,F) — ext!(€,€).

Soit 0 = 8p — 7. Le schéma H., u est aussi égal au schéma des courbes
dont la spécialité est donnée par o et dont le module de Rao est égal a M
(cf.VI). Nous le noterons parfois H, a lorsque nous adopterons ce point de vue.
Nous donnons les analogues des résultats précédents dans ce cadre, en utilisant
bien entendu la résolution de type N. La démonstration en est essentiellement
identique.

Théoréme 3.11. On pose, sir' = do:

t=1- 3 rra (),

k>0

o= 3 (K)p(k).

k>0
On a alors les formules suivantes :

te,m = hom(P,N') + hom(N, P) — hom(N,N') — hom(P, P) + 1,

ta,M =6, + €o,p — ha,
tom = b5 + ext!(P,N) — ext! (N, N).

4. Calcul de ¢, ,.
L’espace tangent T, , se décrit immédiatement a partir de T, » grace au
lemme suivant :

Lemme 4.1. On a la suite exacte :

0 — Ty a1 — Ty ,2BExtL(M, M)° — 0.

Démonstration. Cela a été vu au cours de la démonstration de VIII 2.12.

On en déduit aussitot :
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Théoréme 4.2.
Onat,,=t,m+ext!(M,M)° =6,+e€,,— hym+ext!(M,M)°.

Remarque 4.3. Si on interpréte Ext'(M,M)° comme l’espace tangent au
foncteur E, (cf.VIII 2.13), et si on considére le morphisme de foncteurs
®: H,, = E,, qui associe a une courbe son module de Rao, cette formule
exprime que la dimension de l’espace tangent a l’espace total est égale a la
somme des dimensions des espaces tangents a la base et & la fibre.

5. Calculs de t,, t,, ta,.

On désigne par h (resp. h') la fleche naturelle qui va de Ext'(£,€) dans
Ext'(€,F), (resp. de Ext'(M,N) dans Ext!(P,N)) (voir les grands dia-
grammes). On a donc Kerh = Img = Img et Kerh' = Img' = Img’.

Théoréme 5.1. On a les formules suivantes :
1) t, =img +ty p = kerh +t, pr = 6., + cokerh.
2)t, =img' +t, » = kerh' +t, pr = 65 + cokerh'.
3) ta,y =ty +im7 =t, +im7’.

Démonstration. C’est clair avec les résultats précédents et ceux du chapitre
VIII (notamment VIII 2.12).

Remarques 5.2.

1) On notera que dans ces formules interviennent des fleches (h, 7,...) qui
ne sont, en général, pas entierement déterminées par les valeurs numériques des
invariants. C’est pour préciser ces fleches que I’hypothése de minimalité des
résolutions sera essentielle (cf. X 2.2 par exemple).

2) Vu la suite exacte de 4.1, il est clair que I’espace A (resp. A’) est inclus
dans Kerh (resp. Kerh'). Il est d’ailleurs facile de vérifier directement ces
inclusions. La différence entre les dimensions de T, et T, , (resp. T, et T, ,)
est alors égale a la codimension de A dans Kerh (resp. de A’ dans Kerh').

3) Dans le cas des courbes ACM, les résultats précédents sont encore va-
lables, on a t, p = 6, = t44. Le schéma H, est irréductible, lisse (cf. VII 1)
et c’est donc un sous-schéma ouvert de Hyy. On retrouve ainsi les résultats

d’Ellingsrud [E].

6. Quelques méthodes de calcul.

a) Calcul de hom(M, M)° et de ext!(M,M)°.
Ces nombres se calculent grace a la résolution de M:

0— Ly L3202 0 I8 Ly 2%M — 0
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qui donne le complexe :
0 — Hom(Lo, M)° 2% Hom(L;, M)° 2Hom(L,, M)°

et on a Hom(M, M)® = Kerdy et Ext'(M, M)° = Kerd; /Imdy. Notons que si
I'on pose L = P, ¢z R(-n)"™ on a Hom(L,M)° = D ez M,l,("). (Attention,
ce n’est pas un R-module). Dans certains cas particuliers le calcul est facile.

Exemple 6.1. Module associé a une suite réguliére.

On renvoie a II 7.8 et IV 6.b pour la description du module de Rao et
de sa résolution. On pose M = R/(fi, fa, f3, f4). On rappelle que ce module
correspond par exemple a la réunion des deux intersections complétes disjointes
d’équations (fi, f2) et (f3, fs). Comme le module de Rao est monogene il
est clair que hom(M, M)? vaut 1. D’autre part, les fleches o1 et o2 sont a
coefficients dans I'idéal (fi, fa, f3, fa) (cf. IV 6.b). Il en résulte que les fleches
do et dy sont nulles, de sorte quon a Ext'(M, M)° = Hom(L;, M)°. Si on pose
n; = deg fi, on a donc ext!(M, M)® = Y 5_, p(n;).

Exemple 6.2. Le cas des modules de Buchsbaum.
La encore, il est clair que les fleches dy et d; sont nulles car elles sont a

coefficients dans m qui annule M et on en déduit, avec les notations de IV 6 :
hom(M, M)® = T1_o p(5)* et ext!(M, M)° = 4 ¥02g p(i)p(i +1).

Remarque 6.3.
Dans les deux cas qui précédent les fleches dy et d; sont nulles. Bien
entendu cela n’est pas vrai en général, par exemple si on prend

M = R/(X,Y,2,T?) & R/(X,Y, 2,T),

on a hom(M,M)? = 2 mais hom(Lg, M)° = 4 donc dy n’est pas nulle. Si M
correspond & la réunion disjointe de deux courbes ACM, M est monogene donc

do est nulle, mais pas forcément d; comme on le voit sur ’exemple du module
R/(X?,XY,Y?% Z3,Z%T, ZT?,T3).

Exemples 6.4.
1) Si C est réunion de trois droites disjointes Dy, D2, D3, la résolution du
module de Rao est donnée par I1 7.2 et IIT 1.7 :

0 —» R(-5)? - R(-4)® — R(-3)* ® R(-2)* - R(-1)*5R? - M — 0.
Le module de Rao est concentré en degrés 0 et 1, avec p(0) = p(1) =2. On en

déduit que hom(Ly, M)° est nul, donc aussi d; et que I’on a hom(L;, M)? = 12
et hom(Lg, M)° = 4. Pour calculer Homg(M, M)?, il faut préciser la fléche 0.
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On vérifie que si les équations de la droite D; sont A; = B; = 0, o; a pour

matrice :
Ay, By -A; -B; 0 0
( 0 0 A B, A4 Ba)

Comme le groupe PGL(4,k) opere transitivement sur les réunions de trois
droites disjointes, on peut supposer que les équations sont respectivement
X=Y=0,X+Z=Y+T=0,Z=T=0. Le module de Rao est alors
engendré par deux éléments a et § de degré 0, avec les relations Xa = Ya = 0,
ZB=TB=0,XB=Za,YB =Ta. Un calcul facile montre que Hompg(M, M)°
est réduit aux homothéties, on a donc dans ce cas hp = 1 et ext!(M, M) = 9.
Cet exemple illustre bien la nécessité de connaitre non seulement les groupes
L; mais aussi les fleches o; pour faire les calculs.

2) Dans le cas précédent, on note qu’on a hom(Ly, M) = 0. Lorsque
cette condition est réalisée, le terme hom(M, M)° — ext!(M,M)® qui inter-
vient dans le calcul de ¢, , est connu (et ceci, méme si 'on ne sait pas cal-
culer séparément hom(M, M)° et ext!(M, M)?) et il est égal a 3 p(k)(a'(k) —
b'(k)) = hom(Lg, M)° — hom(L;,M)°. De plus, comme on a hom(P,M) =
Y p(k)c'(k) = 0 ce terme est aussi égal a €, ,, de sorte que la formule 4.2
donnant ¢, , se réduit a ¢, , = é,. On notera que la condition précédente est
vérifiée en particulier si (et seulement si lorsque C' est minimale ainsi que la
résolution) ext!(F, J¢) et ext!(P, Jc) sont nuls.

On a aussi, par dualité, le méme résultat avec la postulation : si hom(Lg, M*(4))
est nul (par exemple, si ext?(Jc, F) et ext?(Jc,P) sont nuls), on a

hom(M, M)° — ext!(M,M)" = ¢, ,

d’ou t,, = 68,. Pour les courbes de petit degré, ’expérience montre que ces
conditions sont souvent réalisées.

3) Dans de nombreux cas, lorsque hom(Lz, M) n’est pas nul, on peut
obtenir une majoration ou une minoration de ext!(M,M)° — hom(M, M)°.
Soit, par exemple, C' une courbe réunion disjointe de 4 droites tracées sur
une quadrique. La spécialité de C étant évidente, on trouve p(0) = 3,
p(1) = 4, p(2) = 3 d’ol, en regardant les résolutions (cf. II 7.2 et III 1.7),
hom(Ly, M)® = 9, hom(L;, M)® = 32, hom(Ly, M)° = 15, les autres termes
étant nuls. On en déduit aussitot ext! (M, M)°—hom(M, M)° > 32—-9—15=8.
En fait, dans ce cas, il y a égalité. En effet, soit v le caractére de postulation de
C et considérons I'ouvert U du schéma H., , formé des courbes lisses (qui sont
nécessairement réunion de quatre droites). Considérons le morphisme surjectif
de U dans l’ouvert de P® formé des quadriques lisses qui associe & une courbe
I'unique quadrique lisse qui la contient. La fibre est un ouvert de (P')* donc
U est de dimension 13. Les formules donnent pour I’espace tangent T., , une
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dimension < 13, (on a 6y = 13 et €,,, = —8) donc il y a égalité et, de plus, le
schéma H. , est lisse en tout point C € U.

b) Calculs par liaison et biliaison.

Soient C une courbe, v son caractére de postulation, M son module de
Rao, s et t des entiers. Si T est liée & C par s x t, on sait (cf. III 1), que I'on
a M' = Mpr = M*(s+1t—4) et que o' = or est déterminé par vy. Considérons
alors les deux schémas de Hilbert H, ar et Hyr pv, on a la proposition suivante:

Proposition 6.5. On a la formule :
dim H., p + h°Jc(s) + h°Tc(t) = dim Her ppr + h° T (s) + RO T (t).

Démonstration. La formule résulte aussitot de VII 3.8.

Exemple 6.6. Dans le cas des courbes ACM, cette méthode est tres efficace
et permet de se ramener au cas des intersections complétes. Par exemple, les
courbes lisses C' de degré 8 et genre 7 qui sont liées a des droites D par 3 x 3
ont pour caractére v, avec y(0) = y(1) = y(2) = -1, v(3) = 1, y(4) = 2. Ces
courbes forment un ouvert de H, p (ici on a M = 0) et on calcule t., » par la
formule 6.5 (on a h%Jc(3) = 2 et A°Jp(3) = 16) d’olt ¢, = 32.

Remarques 6.7.
1) On a évidemment des variantes de la méthode en utilisant la spécialité
au lieu de la postulation.

2) La méme formule vaut en remplagant les schémas H, p par les schémas
H

P

On a aussi des formules qui comparent les dimensions des schémas de
Hilbert aprés biliaison. Nous donnons seulement ici la plus simple :

Proposition 6.8.  Soit M un module, p sa fonction de Rao et vy un caractére
compatible, M' = M(—h) et 4' le module et le caractére obtenus aprés une
biliaison élémentaire (s,h) (cf. IIT 3). On a la formule suivante :

Ly M =ty M = by — 67 +p(s—4—h)—p(s—4)

Démonstration. On peut soit le vérifier directement sur les formules, soit
utiliser VII 4.8.

c) La formule des pas

Il s’agit d’une formule purement arithmétique qui permet de calculer le
terme compliqué 6., de proche en proche, mais sans rester dans la méme classe
de liaison.
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Définition 6.9. Soit 4 un caractére vérifiant 4(0) = —1, p, q des entiers,
avec p > q > 2. On appelle pas élémentaire (p, q) 'opération qui associe a
le caractére 4' donné par :

1)Sip>gq, Y(p+1)=v(p+1)+1;7'(p) =v(p) - 1; ¥{g) =7(9) — 1;
vY'(¢g—1)=+v(q—1)+1 et 4'(n) = y(n) dans tous les autres cas.

2)Sip=g, Y(p+1)=2(+1)+1;7(P) =) -2; 7' (¢-1) =2(¢-1)+1
et 4'(n) = y(n) dans tous les autres cas.

Remarque 6.10. On note que le degré (au sens de I 2.6 c) du caractére ne
change pas dans une telle opération, mais que son genre augmente de p —q + 1.

Proposition 6.11. Si 4' est obtenu & partir de v par un pas (p,q), avec
P > q 2 2, on a la formule (dite formule des pas) :

p—2 p+2
by —by= Y D+ Y k) +p—g+1l+e
I1=¢-2 k=q+2

avece=1sip=gq+1 et 0 sinon. En particulier,sip=gqona :

by —by=9(P-2)+1(p+2)+1

Démonstration. C’est un calcul sans difficulté.

Etant donné un caractére vy, une méthode pour calculer 6, est alors la
suivante :

1) On utilise un certain nombre de pas élémentaires (p, ¢) comme ci-dessus
pour transformer - en un caractére positif 4’ (cf. V 1.1). L’algorithme consiste
a prendre pour p + 1 le plus grand entier n tel que y(n) soit négatif et &
recommencer. Dans cette opération on contréle la variation de é par 6.11.

2) On a maintenant v’ positif qui est le caractére d’une courbe ACM, donc
liée, par étapes, & une intersection compléte et on applique 6.5.

Exemple 6.12. Prenons par exemple une courbe de degré 8 et genre 5 avec le
caractere ¥(0) = (1) = 4(2) = -1, ¥(3) = 0, 7(4) =3, 7(5) = 1, 7(6) = -1
(nous retrouverons cette courbe au numéro suivant). Le tableau suivant montre
effet sur 4 d'un pas (5,5) suivi d’un pas (4,4) :

0 1 2 3 4 5 6 g
-1 -1 -1 0 3 1 -1 5
-1 -1 -1 0 4 -1 O 6
-1 -1 -1 12 0 O 7
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Le premier pas augmente § de 1, le second le laisse fixe. A l’arrivée on
reconnait le caractére de la courbe de degré 8 et genre 7 de ’exemple 6.6, dont
le 6 vaut 32. Le § initial vaut donc 31.

Remarque 6.13. Il est facile de montrer avec la formule des pas que dans
le cas des courbes ACM lisses, non tracées sur une surface de degré < s, le
maximum de la dimension du schéma de Hilbert est atteint pour les courbes de
genre maximum ce qui répond partiellement a [P] Conjecture C.

7. Un exemple : les courbes de degré 8 et genre 5.

Dans leur article [GP1], Gruson et Peskine classent toutes les courbes lisses
et connexes de degré 8 et genre 5 en cinq familles qu’ils notent A,B,C,D,E.
Nous allons interpréter ces familles en termes de sous-schémas du type H, ,
de Hgs et montrer comment les calculs de dimensions s’appliquent dans ce
cas. Nous examinerons aussi une autre famille, notée A’, qui ne contient pas
de courbes lisses mais apparait naturellement comme duale de la famille C.
Nous n’étudierons pas ici les autres courbes (localement de Cohen-Macaulay)
de Hg 5. Signalons seulement les courbes lisses non connexes : il y a les réunions
disjointes de deux quartiques planes, (resp. d’une quintique plane et d’une
cubique gauche, resp. d’une droite et d’une courbe de degré 7 et genre 6 tracée
sur une quadrique) qui forment une famille de dimension 34 (resp. 35, resp.
32). Faute d’un résultat aussi précis que le théoréme de D’Almeida (cf. 7.1 ci-
dessous), la solution du cas général (qui consiste & préciser quelles sont toutes
les cohomologies et les modules de Rao possibles) semble notablement plus
compliquée.

On note d’abord qu’une courbe de degré 8 et genre 5 n’est pas plane. Le
lemme suivant va permettre de déterminer les cohomologies possibles pour les
courbes lisses.

Lemme 7.1. (cf. [D’A]). Soit C' une courbe lisse et connexe de degré 8
et genre 5. On suppose que C n’est pas tracée sur une quadrique. On a alors

hljc(4) =0.

Démonstration. On sait d’aprés [D’A] que si h'Jc(4) est non nul la courbe
admet une droite 6-sécante D. On consideére la réunion C' = C' U D qui est de
degré 9 et genre 10. Désignons par Z le diviseur CND sur C. On vérifie, a 'aide
de la suite exacte 0 —» Oc(—Z) — Oc' — Op — 0, que I'on a h°O¢:(2) = 9,
donc C' est tracée sur une quadrique et a fortiori C.

Lemme 7.2.  Soit C une courbe lisse et connexe de degré 8 et genre 5. On
suppose que C n’est pas tracée sur une quadrique. On a les résultats suivants:
1) k' Jc(n) est nul pour n <0 et n > 4.

178



CALCULS DE DIMENSIONS

2) hIOC(n) est nul pour n > 2.

3) h°Jc(n) est nul pour n < 2.

Les valeurs non nulles de la fonction de Rao p de C sont nécessairement parmi
celles indiquées ci-dessous. Elles déterminent toute la cohomologie.

A) p(2) =2 ; on a alors h'O¢(1) = h°Jc(3) = 0.

A') p(1) =1, p(2) =2 ; on a alors h'Oc(1) =1 et R°Jc(3) = 0.

C)p(2)=2, p(3)=1; on aalors h!Oc(1) = 0 et h°J(3) = 1.

B) p(1) = p(3) =1, p(2) =2 ; on a alors h!O¢(1) = h°Jc(3) = 1.

Démonstration. La deuxiéme assertion vient du fait que O¢(2) est non
spécial. La premiére en résulte via 7.1 et le critére de Castelnuovo-Mumford (le
faisceau Jc est 5-régulier). La troisiéme assertion est évidente. Comme le degré
de O¢(1) est égal 4 8 = 29 —2, h!O¢(1) vaut 0 ou 1 selon que C est ou non une
courbe canonique et h! J¢(1) lui est égal. Comme on a h®Jc(2) = h10¢(2) = 0,
on a h!Jc(2) = 2 dans tous les cas. Enfin, il est clair que C est au plus sur
une surface de degré 3 (sinon elle serait liée & une droite par 3 x 3 et son genre
serait égal & 7). On a donc h1J¢(3) = h°.70(3) < 1, d’ott I’énumération des
cohomologies possibles.

Lemme 7.3. (Modules de Rao et courbes minimales).

Les modules de Rao correspondant aux cohomologies répertoriées en 7.2 sont
des types suivants :

A) Le module est de Buchsbaum. La courbe minimale est de degré 8 et genre
5.
A') Le module est monogéne et, & décalage pres, du type R/(X,Y, 2%, ZT,T?).
La courbe minimale est de degré 4 et genre —1, réunion d’une droite et d’une
cubique gauche.

C) Le module est dual d’'un module monogéne du type précédent. La courbe
minimale est de degré 5 et genre 0, liée par 3 x 3 4 une courbe de degré 4 et
genre —1 comme en A'.

B) Le module est, & décalage prés, du type R/(X,Y,Z2? T?). La courbe mini-
male est de degré 2 et genre —2.

Démonstration. Dans le cas A, il est clair que le module est de Buchsbaum
puisque concentré en un seul degré. Le calcul de la courbe minimale a été fait
en IV 6.c.

Pour A' il y a a priori trois types de modules possibles : monogéne, somme
directe de deux modules monogenes du type R/(X,Y,Z,T?) et R/(X,Y, 2, T)
et module de Buchsbaum. On vérifie avec IV 6 que les deux derniers ont des
courbes minimales dont le décalage est égal a 2 (resp. 4) donc ne correspondent
pas aux courbes de type A’. Le module monogéne est du type annoncé. D’apres
13.5, c’est le module de Rao de la réunion C de la droite d’équations X =Y = 0
et de la courbe d’équations Z2 = ZT = T? = 0. Cette derniére courbe est une
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cubique gauche (i.e. est liée a une droite par deux quadriques). La réunion
vérifie so > e + 3 donc est minimale (cf. IV 4.7).

Le résultat pour le cas C en découle car les deux cas sont échangés par une
liaison 4 X 4 et la quintique rationnelle liée & C par 3 x 3 est minimale par le
méme argument que ci-dessus.

Le cas B qui correspond a un module M élément de 2(1,2,1) a été étudié
en détail en IV 6.d. On voit aussitot, en regardant le décalage que seuls les
types 1,2,4 de IV 6.13 sont a priori possibles. Le type 4 est exclu car la courbe
serait minimale, or la minimale est de degré 7 (cf. IV 6.16). Le type 2 est exclu
car si C est lisse connexe de type B, C est sur une surface cubique irréductible,
donc est biliée par (3,—1) a une courbe de degré 5 et genre 0 (cf. III 2.c). Si
le module de Rao de C était de type 2, cette courbe serait la courbe minimale
(cf. IV 6.14), mais on a vu que cette courbe n’est pas sur une surface cubique
irréductible ( cf. IV 6.15).

Définition 7.4.  On désigne par Hy, Ha/, Hp, Hc les schémas H., , corres-
pondant aux cohomologies énumeérées en 7.2.

Proposition 7.5. Les schémas Hy, Hy, Hg, Hc sont irréductibles et
lisses.

Démonstration. D’apres VII 1.5 il suffit de vérifier que le schéma E’,, corres-
pondant est irréductible et lisse ou au moins que l'image de ® est irréductible
et contenue dans I'ouvert de lissité de E,. C’est clair pour les cas A, A', C car
E'p est alors un point ou un espace affine. Dans le cas B on a vu en VI 4.3 que
I’ensemble des modules de type 1 est un ouvert lisse et irréductible de E'l,z,l-

Nous pouvons maintenant étudier les familles A,B,C,D,E de Gruson-
Peskine. Rappelons que d’aprés [FGA] Exposé 21 toutes les composantes
irréductibles de Hg 5 sont de dimension au moins 4 x 8 = 32.

7.6. La famille A.

La famille A de Gruson et Peskine est I'ouvert de H4 formé des courbes
lisses. Il est bien connu que cet ouvert est non vide, mais on peut aussi le vérifier
par un petit calcul de dimensions. En effet, les composantes irréductibles de
Hg s sont de dimension > 32 et comme il y a des courbes lisses connexes (par
exemple sur une quadrique), celles-ci forment un ouvert de dimension > 32.
Mais les courbes lisses de types B,C,D,E forment des familles de dimensions
< 31 (cf. ci-dessous) donc il y a nécessairement des courbes lisses de type A.
Cet argument montre de plus que toutes les courbes lisses connexes sont dans
la méme composante irréductible de Hg 5, I’adhérence de H 4.

Les courbes de H 4 sont minimales associées & un module de Buchsbaum,
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donc on a leurs résolutions par IV 6. On trouve pour le type E :
0 — R(—6)* = R(—5)® = R(-4)" — Ic — 0,
et pour le type N :
P = R(-4)®; 0= N — R(-3)® — R(-2)%.

On en déduit le caractére de postulation de C, les seuls termes significatifs sont
¥(5) = -2, y(4) = 6. La famille A est un ouvert du schéma Hy = H, M
(’espace des modules est réduit & un point). L’application de la formule des
pas avec deux pas (4,4) montre que 'on a 6, = 32. On a vu en 6.2 que hy
vaut p(2)> = 4 et on a €,, = p(2)r(6) = 2.2 = 4. On en déduit ¢, » = 32.
Comme on a aussi ext!(£,F) = Th'Jc = 0 et ext!(F,Jc) = Th' Jc(4) = 0,
on voit que ¢, p est encore égal a tg 5. Ceci montre que le schéma H4 est un
sous-schéma ouvert (lisse) de Hg 5, de dimension 32 et la famille A en est un
sous-schéma ouvert.

7.7. La famille A'.

On note que les courbes de H4: ont méme postulation que les précédentes.
Les courbes de type A’ sont toutes réductibles. En effet, soit C' la courbe
générique de type A'. D’aprés VII 3 elle est liée par 4 x 4 a une courbe I' de
degré 8 et genre 5 de type C, elle méme liée par 4 x 3 & une courbe C’ de degré
4 et genre —1, réunion disjointe d’une cubique gauche v et d’une droite D. La
réunion I' U D, qui est liée & v par 3 x 4 est de degré 9 et genre 9, ce qui prouve
que D est une 5-sécante de I'. Mais alors, D est contenue dans toute surface
de degré 4 qui contient I', donc est une composante de C. On peut d’ailleurs
montrer facilement que les courbes de type A’ sont réunions d’une courbe ACM
de degré 7 et genre 5 et d’une droite sécante.

Les calculs de résolutions de II 7.6 et la proposition III 4.3 fournissent la
résolution minimale (de type E) qui est identique a celle du type A. On calcule,
grace 4 6.1, hyr = 1 et ext’ (M, M)° = 4. On en déduit t, p =32 -4 —1=27
et t,, = 31. La famille A’ est donc lisse de dimension 31. On note que les
familles A et A’ sont dans le méme schéma H., : la postulation des courbes de
A’ est générale. Plus précisément, on a t, = tg, = 32. On détermine aussi la
résolution de type N de C, a partir de celle de sa biliée au moyen de II 7.1 et
II1 4.3 :

P =R(-3)®R(-4)’®R(-5); 0 » N — R(-4)®R(-3)*®R(-2)* — R(-1).

On montre alors que ’on a t, = §, = 31 (car A’ est nul). On en déduit que H,
est lisse de dimension 31.
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7.8. La famille C.

La famille C est 1’ouvert de Hc formé des courbes lisses. Elle est duale de
la famille A’ et les deux familles s’échangent par une liaison 4 x 4. On obtient
les courbes de la famille C par biliaison (3, +1) a partir des quintiques de genre
0, elles-mémes lies par 3 X 3 aux courbes I' de degré 4 et genre —1 réunions
d’une cubique gauche et d’une droite. On peut aussi obtenir des courbes de
type C par liaison 3 x 4 & partir de I', ce qui assure qu’il en existe des lisses
puisque Jr(3) est engendré par ses sections, (cf. [PS]).

Le module de Rao est le dual du précédent, ce qui ne change ni hps ni
ext!(M, M)°. On obtient une résolution de type E par biliaison :

0 — R(—T7) — R(—6)? @ R(-5)* - R(-5) ® R(—4)* ® R(-3) — Ic — 0.

On en déduit le caractére v : v(3) =0, v(4) = 3, v(5) = 1 et 4(6) = —1. La
valeur de 6., a été calculée en 6.12 par la formule des pas : 6, = 31. On en
déduit ¢, , = 31 de sorte que H¢ est lisse de dimension 31. Par ailleurs, on voit
aussitot avec la résolution que I’on a ext!(€,F) =0, donc h =0 et ¢, = 31, de
sorte que H., est lisse de dimension 31. De plus, on a aussi ext?(€,€) = 0 donc
ext!(£,Jc) = 0 et donc T est surjective sur Ext! (F, Jc) qui est de dimension 1.
On en déduit tg ;, = 32. Comme les courbes de type C sont dans la composante
H 4 qui est de dimension 32, elles en sont des points lisses. Enfin, on détermine
la résolution de type N par liaison & partir de celle de type E des courbes de
type A’, on a

P =R(-4)°; 0 » N — R(-3)® - R(-2)%.

On en déduit 7' = 0 et donc t, = 32 : la spécialité est la méme que celle des
courbes de type A et le schéma H, qui contient H,4, donc est de dimension
> 32, est lisse de dimension 32 en une courbe de type C.

7.9. Les familles B et D.

Les deux familles B et D de Gruson-Peskine sont, de notre point de vue,
essentiellement identiques : il s’agit des courbes lisses de Hg. On obtient les
courbes de ces familles par biliaison (3,+2) a partir des courbes Cp de degré
2 et genre —2 qui sont les courbes minimales de leur classe de biliaison. Elles
sont aussi biliées par (4,+1), ou liées par 3 x 4 & la réunion disjointe de deux
coniques. Il est facile de voir qu'’il y a des courbes lisses de type B sur une
surface cubique lisse et on renvoie & [GP1] pour 'existence de courbes lisses de
type D. '

La différence entre les deux types B et D est au niveau de leurs résolutions
de type E. Ces résolutions se calculent par III 4, et il y a deux cas selon que la
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surface de degré 3 qui bilie est ou non un générateur minimal de I’idéal de Cy,
on obtient alors:

0 — R(-7) — R(—6)?> ® R(—5)> » R(—-4)* ® R(-3) = Ic — 0

(type B) sinon, la résolution est identique a celle du type C (type D). Dans le cas
du type D, on constate que la surface cubique qui contient C admet C comme
droite double (elle est dans 1'idéal engendré par Z2,ZT,T?). On a le méme
caracteére de postulation que pour le type C, d’ou 6., = 31 et on en déduit encore
ty,» = 31. On note que la spécialité est la méme que pour le type A'. Dans le
cas du type B, on voit tout de suite que l’on a Ext!(£, F) = Ext?*(£,£) =0 et
ext!(F,Jc) = 1 donc que h est nul, ce qui donne ¢, = 31 et que T est surjective
et donc 4y = 32. On en déduit que C est un point lisse de H. et de Hy 4, de
dimensions respectives 31 et 32 en ce point.

Dans le cas du type D, la situation est plus complexe. On a encore
Ext?(£,€) = 0 et ext!(F,Jc) = 1. Mais, cette fois, on a ext!(£,F) = 1.
La fleche h est nulle. En effet, il suffit de le voir pour la fleche composée
hq : Extl(é', L3) — Ext!(€,F). Mais celle-ci, par dualité, correspond & une
fleche H'Jc(1) — H'Jc(1)? associée & ¢ : L3 — F. Comme la résolution est
minimale ¢ est nulle entre termes de méme degrés, donc aussi A. On en déduit
cokerh = 1, donc t,, = 32. Mais comme H., est de dimension 31, cela signifie
que C en est un point singulier.

La résolution de type N est la méme dans les deux cas B et D et s’obtient
a partir de celle des deux coniques. On a

P =R(-4)’® R(-5); 0 = N — R(-2)? ® R(-3)? ® R(—4) — R(-1).

On voit alors que Ext?(A,A') et Ext! (P, N) sont nuls et que ext?(Jc, P) vaut
1. 1l en résulte que 'on a t, = §, = 31 (la spécialité est la méme que dans le
cas A') et tg, = 32. Les points de type B et D sont donc des points lisses des
schémas correspondants.

7.10. La famille E.

Il s’agit des courbes lisses de degré 8-et genre 5 tracées sur une quadrique
(lisse), de bidegré (6,2) et donc biliées a 4 droites d'une méme famille de cette
quadrique par une biliaison (2,42). Le module de Rao est en degrés 2, 3 et 4,
avec p(2) = p(4) = 3 et p(3) = 4. On déduit de 6.4.3 que I'on a ext! (M, M)° —
hom(M, M)° = 8. D’autre part on a §, = 29 (trois pas (6,6) et un pas (5,5)
font passer & une courbe de degré 8 et genre 9, intersection compléte de deux
surfaces de degrés 2 et 4 pour laquelle § vaut 33) et €, , = —8, de sorte que
Von at, , = 29. Par liaison (cf. VII 3) on voit que c’est aussi la dimension de
Hg = H, , qui est donc lisse.
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8. Annexe : une variante pour le calcul des dimensions.

Nous donnons ici briévement 1'idée d’une démonstration directe de la for-
mule 3.9 qui donne la dimension de H, » par une méthode inspirée de celle
d’Ellingsrud ([E]). A l'inverse de la démarche adoptée plus haut, on peut en
déduire, avec le calcul de la dimension de I’espace tangent (cf. 3.8) la lissité de
H, M.

Soient M un R-module, p sa fonction de Rao, Cy un élément de H, u.
Soit

0 EXF o Jc, — 0

une résolution de type E de Cp.

1) On consideére le schéma X = Homg (€, F). C’est un espace affine de
dimension hom(€, F) dont les points rationnels sont les homomorphismes de
€ dans F. Soit Ug 5 le sous-schéma de X dont les points rationnels sont les
homomorphismes ¢ injectifs et dont le conoyau est I’idéal d’une courbe. C’est
un ouvert d’apres II 1.2, il est non vide car il contient .

2) On a un morphisme naturel 8 : Ug  — H, p qui a ¢ associe la courbe
C = C, d’idéal Cokery. On vérifie en effet aisément que les R'ﬁr,]c(n) sont
localement libres et commutent au changement de base (X est réduit) et que
@,, Rim.Jc(n) est isomorphe & M®Ox (car il est défini par € qui est constant).

3) L’image de 6 est ouverte dans H, ps. Cela résulte de II 1.2 et d’une
variante du lemme de relevement VII 2.4 dans le cas de la résolution de type E.

4) Le schéma en groupes G = Aut(&) x Aut(F) opeére sur Ug  par (u,v)-
¢ = vpu~! et cette action est compatible avec 8 et est transitive sur les fibres
de 6.

5) On déduit de 4) un isomorphisme Ug /G =~ Imé.

6) Le fixateur de ¢ est isomorphe & un ouvert non vide de Homg  (F, &) X
Al (ou A! est l'espace affine de dimension 1 sur k) : si ¢ € Homo, (F,£) et
A € k* sont assez généraux, on obtient un couple (u,v) qui stabilise ¢ en posant
v = Ald + 9 et u = (AId + ¢p) 1.

7) On en déduit alors la formule dim H, » = dimImé = hom(€,F) —
hom(€,€) — hom(F, F) + hom(F,&) + 1 et on retrouve le résultat de 3.4.
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X UN EXEMPLE : LA CLASSE DE DEUX DROITES

Dans ce numéro nous nous intéressons aux courbes qui sont dans la classe
de liaison de la réunion disjointe de deux droites. Il s’agit de la classe la plus
simple, hormis celle des courbes ACM, puisque le module de Rao de ces courbes,
isomorphe a décalage prés au R-module ¥ = R/m, est concentré en un seul
degré et de longueur 1.

Si C est une courbe on note comme d’habitude v, o et p ses caractéres de
postulation, de spécialité et sa fonction de Rao. Ona: v =8%p —o0.

Nous allons étudier ci-dessous les schémas H, , qui correspondent aux
courbes de la classe de deux droites, i.e. ceux pour lesquels la fonction p
est la fonction de Dirac en un point I. Nous étudierons ensuite les schémas
H,, H, et Hyg 4 qui contiennent H., , afin d’en comprendre la structure et en
particulier les singularités, et ce notamment & l’aide de leurs espaces tangents.
Les méthodes utilisées permettent de mettre en évidence les générisations pos-
sibles des courbes de la classe (qui, par semi-continuité, sont soit dans la méme
classe, soit ACM), mais pas les éventuelles spécialisations. Elles reposent sur
I’étude systématique et conjointe des deux types de résolutions des courbes. Un
phénomene essentiel a cet égard, lié a la fois & l'existence de générisations et
aux singularités est la présence de répétitions dans les résolutions. Le lemme
crucial que nous utilisons en ce domaine (lemme de générisation simplifiante)
est sans doute de portée beaucoup plus générale.

Le résultat le plus spectaculaire de 1’étude est qu’une courbe de la classe
de deux droites, si elle est générale dans le schéma H., ,, est un point lisse &
la fois dans H, ,, Hy et H,. De plus, elle n’est singuliére dans Hy 4 que si les
schémas H, et H, sont distincts et qu’elle en est un point d’intersection. Les
singularités “génériques” sont donc dans ce cas de nature assez bénigne : elles
apparaissent a l'intersection de deux familles lisses.

1. Description des résolutions.
Soit C' une courbe de la classe de liaison de deux droites. On sait qu'’il
existe un entier ! > 0 tel que l'on ait : k' Jc(1) = 1, K1 Jc(n) = 0 pour n # I.

Proposition 1.1.
1) La résolution minimale de type E de I¢ est du type suivant :

0 E-XF o Ic -0,
ot E est donné par la suite exacte :

0 — R(—1—4)-5 @ R(-n)"™ 5 E—0
n€zZ
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et ot 'on a posé :

F = @ R(-n)*™.

ne€z

De plus, on a b(l + 3) > 4 et ¢ contient une sous-matrice de la forme
(P1, P2, P;, P,), avec les P; de degré 1 engendrant I'idéal maximal m.
2) La résolution minimale de type N de Ic est du type suivant :

0—>Pi>N—>IC—»0,

ou N est donné par la suite exacte :

0— N — @ R(—n) ®ELR(~1) » Mc — 0
ne€zZ

et ot l'on a posé :

P = @ R(-n)"™.

nezZ

De plus, on a b'(1 + 1) > 4 et '¢' contient une sous-matrice de la méme forme
que pour ¢ ci-dessus.

Démonstration. Cela résulte du calcul des résolutions pour la courbe mini-
male de la classe (i.e. les deux droites) (cf. par exemple II 7.2 et 7.7 ou IV
6.7) et de la variation des résolutions par biliaison (cf. III 4.3), ou encore de la
description des faisceaux £ et N & partir de & et Ny (cf. II 3.1 et 4.1).

Le conoyau (resp. le noyau) de la sous-matrice linéaire décrite dans I’énoncé
n’est autre que le module Ey (resp. No) (cf. II 2), & décalage pres.

Proposition 1.2. Pourn #1+1, 1+2 1+3 ona: ¢n)=b'(n),
b(n) = c'(n).

Démonstration. Cela résulte de II 6.1.

2. Calcul de certains groupes Ext.

On reprend les notations de 1.1, et on désigne par £ (resp. F, P, N) le
faisceau associé & E (resp. F, P, N) et on conserve les conventions d’écriture
des dimensions de IX.

Proposition 2.1.  On a les formules suivantes :

1)a)ext!(F,Jc) = c(l), b)ext!(E,F)=c(1+4), c)ext*(£,€)=>b(l+4),
d) ext?(£,€) = b(l), e)ext(€,Tc)=b(l)+c(l+4).

2) a) ext’(Jc,P) =c'(1+4), b)ext!(P,N)=c(l),
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c) ext!(N,N) = b(l), d)ext} (N, N) = b(l +4),
e) ext?(Jo,N) = c'(1) + b'(1 +4).

Démonstration. Les formules 1.a,b et 2.a,b sont évidentes ; 1.c résulte de IX
3.6 et 2.c de IX 3.11, 1.d et 2.d s’obtiennent en utilisant les résolutions libres
de £ et V. La formule 1.e résulte de la considération de la suite exacte :

— Ext!(€, £)-HExt! (€, F) — Ext'(€, Jo) — Ext?(€,€) — 0

de 1.b et 1.d et du lemme suivant :
Lemme 2.2. La fleche h : Ext'(€,€) — Ext'(€, F) est nulle.

Démonstration. Posons £3 = ®nezOp(—n)*™. Soit ;3 la fleche naturelle
de L3 dans F et hy : Ext'(£,£3) — Ext'(£,F) la fleche qui lui est associée.
Comme la fleche naturelle Ext!(€,L;3) — Ext!(€,£) est surjective, il suffit
de prouver que hy est nulle. Mais, d’apreés la dualité de Serre, on a les isomor-
phismes : Ext!(€, L) ~ (H'Joc® L3(—4))* et Ext!(E,F) ~ (H Tc @ F(—4))*,
donc les seuls termes de L3 et F qui apportent une contribution non nulle sont
les Op(—! — 4). Mais, par minimalité de la résolution, le morphisme &3 est
nul entre ces termes, donc aussi hy par fonctorialité de la dualité. On notera
que cette démonstration vaut plus généralement lorsque le module de Rao est
concentré en un seul degré.

La démonstration de 2.e est analogue, on montre cette fois que ’homomor-

phisme &' : Ext'(N,NV) — Ext!(P,N) est nul.

3. Calculs des dimensions des espaces tangents. Soit C' une courbe de
la classe de liaison de deux droites. Son module de Rao est isomorphe a k, de
sorte que ’espace des modules E, existe et est réduit a4 un point. Le schéma
H., , (que nous noterons aussi quelquefois H, ,) est donc isomorphe & H., p et,
d’aprés VII, ce schéma est irréductible et lisse. Nous calculons ci-dessous les
dimensions des espaces tangents en C aux divers schémas de Hilbert.

Proposition 3.1. Ona:

tyM =ty, =dimH,, =68, —bl+4)+c(l+4),
=ts, =dimH, , =8, — b'(1) + '(I).

Démonstration. Cela résulte de IX 3.8. et 3.11. On notera que le terme
complémentaire ne dépend en fait que de la cohomologie de C et pas de sa
résolution. Ainsiona c(l+4)—b(l+4) =~v(I+4)—v({+3)—1et /()-b'() =
o(l)—o(l-1)-1.
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Proposition 3.2.
1)Ona: ty=6,+c(l+4)=1t,,+0b(l+4).
2)Ona: t,=68,+c()=ty,,+b().

Démonstration. Vu 2.2 et son analogue pour k', cela résulte de IX 5.1 et de
2.1 ci-dessus.

Corollaire 3.3.

1) Sib(l+4) est nul,onat,=t,,, donc H, est lisseen C et H, et H, , sont
égaux au voisinage de C.

2) Sib'(I)(= ¢(1)) est nul, on a t, =t, ,, donc H, est lisse en C et H, et Hy
sont égaux au voisinage de C.

Remarque 3.4. On notera que si les conditions ci-dessus (b(! + 4) = 0, resp.
b'(l) = 0) sont en défaut, la résolution de type E (resp. N) présente une
répétition d’un facteur R(—! — 4) (resp. R(-1)).

Proposition 3.5. Ona: tgg=1ty,+b(l+4)+V(1)=1t,+c() =
te + (1 +4).

Démonstration. L’espace tangent T, , contient les sous-espaces T, et T, dont
l'intersection est T ,. Onadonc: tg4 > t,+t,—t, , = t,+b'(l) = t,+b(l+4).
Par ailleurs, on a t4, = ty + im7 = t, + im7' (cf. VIII 2 et IX 5.1) donc, par
2.1,ta,9 <ty +c(l) et tagy <ty +c'(I+4) d’'ou la conclusion en vertu de 1.2.

Remarque 3.6. Ceci montre que les fleches 7 et 7' sont surjectives, ce qui
n’est pas évident a priori.

4. Les lemmes de générisation simplifiante.

Nous allons montrer que lorsque la résolution minimale de type E (resp.
N) d’une courbe C de la classe de deux droites admet une répétition au niveau
[ + 4 (resp. 1), la courbe posséde une générisation dont la résolution minimale
ne comporte plus la répétition en question.

Proposition 4.1.  Soit Cy une courbe de la classe de deux droites dont la
résolution minimale de type E est de la forme suivante :

0— R(—1—4)25R(—1-3) @ & R(~1 - 4) 2 F — I, — 0.
(Autrement dit, on suppose b(l + 4) non nul). Il existe une famille plate C de
courbes, paramétrée par un ouvert de Speck[)], qui vaut Cy au point A = 0,

telle que I, admette une résolution de la méme forme (donc que C) ait méme
postulation que Cp) mais ot le dernier coefficient de ¢y soit égal & \. En
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particulier, pour A # 0, la résolution n’est pas minimale, on peut simplifier les
termes R(—1 — 4) et C) est une courbe ACM.

Démonstration. Quitte a faire un changement de variables, on peut supposer
que o a pour matrice (a transposition pres) (X,Y,Z,T,...,0) = (z0,0). Soit
(Ao, y0) la matrice de 1o, yo étant I'image du terme R(—! — 4). Comme la
résolution est minimale, les coefficients de yo sont dans I'idéal m = (X,Y, Z, T).
Il existe donc une matrice A; qui vérifie Ajzo = —yo. On pose alors tp) =
(zo,A) et 1y = (Ao + AA1,%0). On a 1y 0y = 0. On vérifie que Cokerpy
est un fibré sur P? x Speck[)\]. En vertu de II 1.2, il existe alors un ouvert de
Speck[)], contenant 0 sur lequel Cokerypy est I'idéal d’une courbe C) plate sur
k[A], cqfd.

Proposition 4.2.  Soit Cy une courbe de la classe de deux droites dont la
résolution minimale de type E est de la forme suivante :

0-»R(—l—4)ﬂ>-~@R(—l—4)ﬂ>~--®R(—I—4)—>Ico - 0.

(On suppose b(1+ 4) et ¢(1+4) non nuls). Posons m = sup(b(l+4),c(1+4)). 1l
existe une famille plate Cy de courbes, paramétrée par un ouvert de Speck[)] =
Speck[A1,...,Am], qui vaut Cy au point A = 0, telle que Ic, admette une
résolution de la méme forme mais o la sous-matrice de ) qui correspond
aux termes R(—1 — 4) a pour coefficients diagonaux Ay,..., A\, et est nulle par
ailleurs. En particulier, si les \; sont non tous nuls, la résolution n’est pas
minimale, on peut simplifier les termes R(—I — 4) correspondant aux \; # 0
entre Lz = EBR(—n)b(") et F. La courbe C), est encore une courbe de la classe
de deux droites.

Démonstration. La démonstration est identique en prenant cefte fois p) =
o = (70, 0) et en remplagant dans t, la sous-matrice nulle qui correspond aux
termes R(—! — 4) par la matrice indiquée dans ’énoncé.

La proposition suivante est l’analogue de 4.1 et 4.2 pour la résolution de
type N et sa démonstration est similaire :

Proposition 4.3. Soit Cy une courbe de la classe de deux droites. On
suppose b'(l) # 0 (resp. V() et ¢'(I) # 0). I existe une famille plate C)
(resp. Cy) de courbes, paramétrée par un ouvert de Speck[A] (resp. Speck[}]
comme en 4.2) qui vaut Cy au point A = 0 (resp. A = 0), telle que I¢, (resp.
Ic, ) admette une résolution de type N de la méme forme que I¢, (donc que
Ch et C) aient méme spécialité que Cy), mais avec un coefficient de ¢’ (resp.
une sous-matrice de 1) ) égal a A (resp. avec A1,...,Am sur la diagonale). En
particulier, pour A # 0—(resp. A # 0), la résolution n’est pas minimale, on peut
simplifier les termes R(—1—4) entre Ly = @R(—n)"(™ et Ly (resp. des termes
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R(—! — 4) entre Ly et P). La courbe Cy est une courbe ACM (resp. C) est

encore une courbe de la classe de deux droites).

Exemple 4.4. Si la résolution, disons de type E, de C' admet une répétition
d’un terme R(—n) avec n # | + 4, il n’existe pas en général de générisation
simplifiante.

1) Considérons par exemple une courbe C obtenue a partir de deux droites
par une biliaison élémentaire (4, +1) (nécessairement triviale, cf. III 2.4.c). On
obtient une courbe de degré 6 et genre 3, réunion d’une quartique plane et de
deux droites non coplanaires, avec la résolution minimale :

0 — R(—5) = R(-5) ® R(—4)* - R(-3)*® R(—4) — Ic — 0.

Cette courbe admet une générisation ACM de méme postulation, obtenue par
simplification du terme R(—5) (on notera que le facteur R(—4) se simplifie aussi
automatiquement). Mais elle n’admet pas de générisation dans la classe de deux
droites obtenue en simplifiant seulement le terme R(—4). En effet, le facteur
Lj n’aurait plus alors que trois termes R(—4), en contradiction avec 1.1.

2) En revanche ’exemple suivant montre qu’il peut y avoir a 'intérieur de
la classe de deux droites des générisations simplifiantes par d’autres termes que
R(—1—4). On part de deux droites et on effectue deux biliaisons élémentaires
(3,+1) et (5,+1), la seconde étant triviale. On obtient une courbe de degré 10
et genre 11 avec la résolution minimale :

0 — R(—6) — R(—6) ® R(—5)® — R(—5)® R(—4)° — Ic — 0.

Cette résolution n’est pas générique dans H,,. En effet, par une biliaison
(4,42) a partir des deux droites on obtient une courbe de la méme famille mais
ou le terme R(—5) répété a été simplifié.

5. Description des schémas de Hilbert.

Le schéma H,, = H,, étant lisse, nous étudions pour commencer les
schémas H., et H, au voisinage d’une courbe C de la classe de deux droites.
Vu le corollaire 3.3 il reste seulement & préciser ce qui se passe lorsque 'on a
ty,p <ty (resp. ts, < to).

5.1. Etude de H, dans le cas t,, <t, i.e. b(l+4)#0.

On sait d’aprés 4.1 que la courbe C' admet une générisation ACM de
méme postulation. Le schéma H.,o des courbes ACM de caractére de pos-
tulation v est irréductible, lisse, de dimension §. (cf. [E]). C’est un ou-
vert du schéma de Hilbert Hy,. Par semi-continuité, toute générisation de
C dans H, est soit dans H,g, soit dans H, ,, ce qui montre que l'on a
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dim¢ H, = sup(dim H, o,dim H, ;) = sup(é, 6y — b({ +4) + c(I + 4)). Comme
par ailleurs ¢, est de dimension 6., + ¢(! + 4), nous distinguons plusieurs cas
selon les valeurs de c(I + 4).

a) c(l+4)=0.

Dans ce cas, H, est lisse en C, de dimension é, et C est dans I’adhérence
de H, . C’est le cas des courbes de 'exemple 4.4.

b) c(1+4) > 0.

Dans ce cas, C est un point singulier de H., puisque ’on a t, > dim H,.
D’autre part, d’aprés 4.2, C' admet aussi une générisation C' dans H., , obtenue
a partir de C en simplifiant dans la résolution de C' les modules L3 et F par
R(—-1-4)", avec r = |b(1+4) — c(I+4)|. Cette courbe est un point lisse de H.,
donc aussi a fortiori la courbe générique de H, ,.

bl) b(l 4+ 4) = ¢(l + 4). Les deux schémas Hy = H, , et Hy = H,o sont
lisses de dimension 6. et C est a l'intersection de H; et de ’adhérence de H,
ce qui explique la singularité : H, n’est pas irréductible en C.

Exemple 5.2. Si on bilie une des courbes de 'exemple 4.4 par (6,+1), on
obtient une courbe de degré 12 et genre 18 avec la résolution :

0 — R(—6) — R(-5)*®R(-6)®R(-7) — R(—4)*®R(-5)®R(—6) — Ic — 0,

donc avec ¢(6) = b(6) = 1. On notera que la courbe ci-dessus est de rang ma-
ximum, et cependant un point singulier du schéma de Hilbert, ce qui contredit
une conjecture de Sernesi, cf. [BKM] ou [W]. Il n’y a pas de courbes lisses de
ce type, car on a h1O¢(3) = 1, bien que 3 x 12 soit plus grand que 29 — 2 = 34,
mais on peut trouver des courbes lisses en allant un peu plus loin. Par exemple,
utilisant les résultats de Chang [C], on en trouve de degré 33 et genre 117 avec
la résolution :

0— R(-9) — R(—8)*®R(-9)®R(-10)*> — R(-7)*®R(-8)®R(-9) — Ic—0.
b2) b(1+4) < ¢(I+4). La situation est identique, mais cette fois, le schéma
Hy des courbes ACM est de dimension inférieure.

Exemple 5.3. Si on bilie une des courbes de I’exemple 5.2 par (7,+1), on
obtient une courbe de degré 19 et genre 44 avec la résolution :

0— R(~7) — R(~6)'®@R(-T)®R(-8)" — R(~5)*®R(~6)®R(~7)* = Ic -0,

donc avec 0 < &(7) < ¢(7).

b3) b(l 4+ 4) > ¢(l + 4). Ici c’est Hy qui est de plus petite dimension, la
courbe générale de H; est un point lisse de H.,, mais C en est un point singulier
(et pas de la maniére essentiellement triviale des cas bl et b2 car H; est ici
dans ’adhérence de Hy, donc H., est irréductible en C).
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Exemple 5.4. Si on bilie une des courbes de I’exemple 5.2 par (6,+1), avec
une surface de degré 6 qui n’est pas un générateur minimal, on obtient une
courbe de degré 18 et genre 39 avec la résolution :

0— R(-7) - R(—6)4@R(—7)2éR(—8) — R(-5)*®R(—6)*®R(-7) — Ic—0,
donc avec 0 < ¢(7) < b(7).

5.5 Etude de H, dans le cas t, , < t, i.e. b'(l) #0.

La situation est exactement duale de la précédente, la courbe C' a une
générisation ACM de méme spécialité et le schéma H,o des courbes ACM
de caractére de spécialité o est irréductible , lisse de dimension é, d’apres [E].
L’examen des cas selon les valeurs de ¢'(1) se fait exactement de la méme maniére
et est laissé au lecteur. En particulier, la courbe générique de H, , est un point

lisse de H,.

Exemple 5.6. Une courbe C' de bidegré (4,2) sur une quadrique lisse est de
degré 6 et genre 3 et sa résolution de type N est donnée par : P = R(—4)® ;
0 - N — R(-3)* ® R(—2) — R(-2). Par simplification par R(—2) on voit
que C est dans ’adhérence des courbes ACM de degré 6 et genre 3, les mémes
que dans ’exemple 4.4, mais ici c’est la spécialité qui est constante et non la
postulation. On a dim H, , = 23 et dim H, o = 24.

5.7. Le schéma de Hilbert Hy ,.

On se contente d’étudier comment une courbe générique de H, , se com-
porte dans Hy,. On a déja vu que c’est un point lisse de chacun des schémas
H,, H,et H,. L’hypothese de généricité implique que I'on n’a pas a la fois
b(l + 4) et c(I +4) (resp. b'(l) et /(1)) non nuls. On a vu en 3.5 la formule
ta,g =1y, +b(1+4)+ V(1) =ty +'(l) =t, + b(l +4). 1l en résulte que si I'on
a b'(l) =c(l) =0 (resp. b(l +4) =c'(I+4) =0), le schéma Hgy, est égal & H,
(resp. a H,) au voisinage de C, en particulier il est lisse en ce point.

Le seul cas intéressant est ainsi celui ou b'(!) et b(!+4) sont tous deux non
nuls. La courbe C' admet alors deux générisations C' et C", toutes deux ACM,
mais de caractéres de postulation distincts. En effet si C' est la générisation a
postulation constante son caractére est v, tandis que C" a pour caractere de
spécialité o donc pour caractére de postulation —o (qui différe de v de 8%p). Le
schéma H , est alors & 'intersection de H, et H,, qui sont lisses de dimensions
respectives t, , + b(1 + 4) et ¢, , + b'(]).

Le schéma de Hilbert Hy 4 en C est alors réductible (réunion de H., et H,).
En effet, comme C est générale dans H, ,, si C' en est une générisation, elle
est nécessairement ACM par semi-continuité. De plus, toujours par semi-
continuité, pour n # I, comme h°Jc(n) et h2Jc(n) ne peuvent que décroitre
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et que leur somme est constante, ils sont constants. Enfin, pour n = [, on
a h'Jc(l) = 1, de sorte que la seule possibilité pour h°Jc(l) et h2Jc(l) en
passant a C' est que I'un soit constant et que ’autre diminue de 1. La courbe
C' est donc bien une générisation a postulation ou a spécialité constante. La
dimension de Hy 4 en C est alors le sup des dimensions de ces deux composantes
et C en est un point singulier.

Exemple 5.8. Un exemple de cette situation est le cas des courbes de degré
18 et genre 39 étudiées par Sernesi ([S]). Il s’agit des courbes (lisses) C biliées
a deux droites par (4,+4), dont les résolutions sont données par :

F = R(-6)*® R(—4) ; 0 » R(—8) — R(-8) ® R(-7)* = E — 0,

P = R(—6)? ® R(~8) ; 0 » N — R(—5)* ® R(~4) — R(—4).

Les générisations C' (resp. C") s’obtiennent en simplifiant les termes
R(—8) (resp. R(—4)) dans la résolution de type E (resp. N). On obtient :

0 — R(-T7)* - R(—4) ® R(—6)* — Ic» — 0,

0 — R(—6)* ® R(—8) — R(-5)* — Icn — 0.

Les caractéres de ces courbes sont respectivement donnés par v'(6) = 4,4'(5) =
7'(4) = 0 et 4"(7) = 4""(6) = 1,74"(5) = 3. Le schéma H., , est de dimension
71, il est intersection des schémas H. et H, tous deux de dimension 72. Ses
points sont évidemment singuliers dans Hig 39. On notera qu’on a rencontré a
I’exemple 5.4 d’autres courbes de degré 18 et genre 39, beaucoup plus spéciales.

La proposition suivante résume ’essentiel des résultats obtenus :

Proposition 5.9.  Soient respectivement p, v, o une fonction de Rao, un ca-
ractére de postulation et un caractére de spécialité correspondant & une courbe
C de la classe de deux droites. Soit | I’'unique entier tel que p(l) = 1.

1) Le schéma H., , est irréductible et lisse de dimension 6+vy(I+4)—~(14+3)—-1 =
bo+o(l)—0o(l-1)-1.

2) Le schéma H., , contient un ouvert dense U qui est lisse a la fois dans H., et
dans H,. (Autrement dit la courbe générique de H. , est un point lisse de ces
deux schémas).

3) L’ouvert U est dans le lieu singulier de Hy, si et seulement si on a
Y(1+4)—~y(1+3)—1<0eto(l)—o(l-1)—1< 0 ou encoredimH,, , < §, et
dimH, , < §,. Dans ce cas, les schémas H., et H, (dont les points génériques
sont alors des courbes ACM de postulations distinctes) sont distincts, de di-
mensions respectives 6 et 6, et U est contenu dans leur intersection (et donc
singulier dans leur réunion).
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XI ANALYSE D’UNE PATHOLOGIE :
LES COURBES DE DEGRE 14 ET GENRE 24.

Dans ce paragraphe nous étudions le schéma de Hilbert Hiy4 24, qui est
connu depuis I’article de Mumford [M1] pour avoir une composante irréductible
non réduite. Nous analysons la structure de ce schéma en termes de sa stratifi-
cation par les sous-schémas H., ,, H., H,, en calculant en particulier les espaces
tangents. Le phénomeéne essentiel que nous mettons en évidence est qu’une fois
de plus, pour la courbe générale de la composante incriminée, les schémas H, ,,
H,, H, sont lisses. La singularité se situe donc au passage de ces schémas au
schéma total Hy ;. Malheureusement, dans ce cas, I'explication de la singularité
n’est pas aussi claire que pour celles rencontrées au Chapitre X : elle apparait
bien a l'intersection des deux schémas H, et H,, qui sont distincts, mais elle
a lieu cette fois sur toute une composante qui leur est commune et conserve
encore une bonne partie de son mystére.

Dans toute la suite nous nous intéresserons essentiellement aux courbes les
plus générales de Hy4 24 et notamment aux courbes lisses ou lissifiables (i.e. qui
admettent une générisation lisse).

1. Les trois familles principales de Hi4 4.

Nous analysons ci-dessous la nature des courbes lisses et connexes de
H,4,24. Nous mettons ainsi en évidence trois familles Uy, Uz, Us qui contiennent
toutes des courbes lisses.

Soit C' une courbe lisse et connexe de degré 14 et genre 24. Il est clair
qu’une telle courbe n’est ni plane, ni tracée sur une quadrique. De plus, comme
on a 4.14 > 2.24 — 2, le faisceau O¢(4) est non spécial et on a : A°O¢(4) = 33,
de sorte que C est sur deux surfaces de degré 4 au moins. Distinguons deux cas
selon que C est ou non sur une surface cubique :

a. Premier cas : h%°Jc(3) = 0.

La courbe C est sur deux surfaces irréductibles de degré 4. Elle est liée
par ces surfaces & une courbe I' qui est plane ( car A!O¢(3) est nécessairement
non nul, donc aussi h%Jr(1)) de degré 2 et genre 0, i.e. une conique, propre ou
non. Il en résulte que C est ACM et on peut calculer sa résolution (de type E
ou N) par liaison :

0 — R(~7) & R(=6) — R(=5) ® R(~=4)? — Ic — 0.

Les courbes de degré 14 et genre 24 (lisses ou non) qui sont liées & une
conique par deux surfaces de degré 4 seront dites de type 1 et leur famille sera
notée U;. La famille des courbes lisses de U; sera notée Uj.
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Les invariants de C € U; sont les suivants : pour la postulation on a
¥(6) =1, ~v(5) =2,v(4) =1, v(3) = ... =v(0) = —1; la fonction de Rao est

nulle et on en déduit o = —+.

b. Deuxié¢me cas : h°J¢c(3) # 0.

Nous supposons toujours C lisse. Soit @ la surface cubique irréductible
contenant C' (unique pour une raison de degré). On a alors h°J¢(4) > 4 et
h°Jc(5) > 10 (les multiples de Q) et ceci impose, vu la non spécialité de
Oc¢(n) pour n > 4, h1Jc(4) > 2 et k' Jc(5) > 1, de sorte que C n’est pas
ACM. La courbe C n’est pas sur des surfaces de degrés 4 ou 5 non banales
(i.e. non multiples de Q). Pour 4 c’est une raison de degré évidente, pour 5
cela impliquerait que C est liée & une droite par 3 x 5 donc C serait ACM. En
revanche, comme on a h®Jc(6) > 23, C est sur une surface de degré 6 non
multiple de Q. Elle est donc liée par 3 x 6 a une courbe I' de degré 4 et genre
—1 et on a en particulier les deux cas suivants qui vont fournir des ouverts
du schéma de Hilbert (si I' est réduite ce sont les seuls possibles, mais nous
ignorons si I' peut étre non réduite) :

b.1. T' est réunion disjointe d’une droite et d’une cubique gauche.

On appelle ici cubique gauche une courbe, lisse ou non, de degré 3 et
genre 0, liée a une droite par deux quadriques, donc ACM. On peut utiliser les
techniques de II 7. Le module de Rao de I' est monogene, concentré en degrés 0
et 1, avec p(0) = 1 et p(1) = 2, il est donc du typede M = R/(X,Y, 2%, ZT, T?).
La courbe I est liée par 3 x 3 & une quintique rationnelle Cy qui est la courbe
minimale correspondant au module de Rao dual M*. La courbe C est biliée a
Cy par 3,+3. Son module est donc aussi M*, a décalage pres. Une courbe, lisse
ou non, de degré 14 et genre 24, biliée par 3,+3 & une quintique rationnelle
dont le module de Rao est du type précédent sera dite de type 2 et la famille
de ces courbes sera notée U,;. Comme Jr(3) est engendré par ses sections il
résulte de [PS] qu'il existe de telles courbes lisses. La famille des courbes lisses
de U, sera notée Uj.

Les résolutions de M et des courbes de type 2 se calculent avec les tech-
niques de II 7.6, 7.8 et III 1.4. On trouve pour Cj la résolution de type E:

0 — R(—6) — R(-5)* ® R(—4)® — Ey — 0; F; = R(—4) ® R(-3)*,
et la résolution de type N :

0 — Ny — R(-2)" = R(-1)%; P, = R(-3)*.

On en déduit aussitot par biliaison les résolutions correspondantes de C' :

196



ANALYSE D'UNE PATHOLOGIE

0— R(-9) = R(-8))@® R(-7)* - E - (;
F = R(-7) ® R(—6)* ® R(-3);

0 — N — R(-5)" ® R(-3) — R(—4); P = R(-6)°.

Les invariants numériques d’une courbe de U se calculent aussitot a partir
des résolutions : on a v(8) = —1, 4(7) =1, 4(6) = 3, v(5) = v(4) = v(3) =0,
7(2) = v(1) = 4(0) = —1 et les autres sont nuls; ona p(4) =2, p(5) = let p=0
ailleurs. Pour o on note que 'on a A!O¢(3) =0, d’ott 0(0) = o(1) = 0(2) =1,
0(3)=0,0(4) =2, 0(5) = -5.

b.2. T' est réunion disjointe de deux coniques.

Les coniques en question ne sont pas supposées propres. Cette fois, le
module de Rao est du type de M = k[X,Y, Z,T)/(X,Y, Z2,T?). Ce module est
autodual et la courbe C est biliée a une courbe minimale Cy de la classe de I
(c’est-a-dire & une courbe de degré 2 et genre —2, cf. IV 6.9) par 3,+4. Une
courbe, lisse ou non, de degré 14 et genre 24, biliée & une courbe de degré 2 et
genre —2 dont le module de Rao est du type précédent sera dite de type 3 et la
famille de ces courbes sera notée Us.

Les résolutions de la courbe minimale Cy sont données en IV 6.7 (avec
ny = ng = 1, n3g = ny = 2) et on obtient par biliaison la résolution de type N
d’une courbe C de type 3 :

0 — N — R(-5)? @ R(—4)? ® R(-3) — R(-3);
P = R(-7) ® R(—6) ® R(-5).

Pour la résolution de type E, les deux cas suivants sont possibles selon que
la surface liante @ est, ou non, un générateur minimal de Jc¢, :

0 — R(-9) - R(-8)*@ R(-7)2 > E—0; F = R(-6)* ® R(-3),

0— R(-9) » R(-8)*)® R(-7)* - E - (;
F = R(-7)® R(-6)* @ R(-3).

On notera que dans le second cas la surface @) n’est pas intégre. Ce cas ne
peut donc se produire si la courbe C est lisse. On notera Us o ’ensemble des
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courbes qui ont cette résolution. Le complémentaire Uz — Us 2 est ouvert dans
U; d’apres VII 2.1.

On obtient des courbes lisses de type 3 sur une surface cubique lisse en
prenant par exemple, avec les notations de [rH2] V 4.8, un diviseur trés ample
de type (18;6,6,6,6,6,5). Leur famille est notée Us.

On note que la fonction de Rao d’une courbe de type 3 vaut : p(3) = 1,
p(4) = 2, p(5) = 1 et 0 ailleurs. La postulation est la méme que celle des
courbes de type 2, la spécialité est la méme que celle des courbes de type 1.

2. La stratification de H424, les schémas H, ,.

On désigne par «;, (resp. pi, resp. o;) le caractéere de postulation (resp.
la fonction de Rao, resp. le caractére de spécialité) des courbes de U;. On
pose H; = H,, ,,. On a donc U; C H;. Nous calculons pour commencer les
dimensions des espaces tangents aux H;. Si C; est une courbe de U; nous posons

M; = Mc,.

Proposition 2.1.  On a les formules suivantes :
1) b6y =8y, = 84y = 56.

2) €y2,02 = -3 €v3,p3 = —9.

3) hy, = hy, = 1.

4) ext! (M, M2)® = 4 ; ext!(M;, M3)° = 6.

Démonstration. 1) Le plus simple pour calculer §., est d’utiliser la formule
de liaison IX 6.5. Soit en effet C € U; et T' une conique qui lui est liée par 4 x 4.
Le schéma de Hilbert des coniques est de dimension 8, on a h°Jc(4) = 2 et
h°Jr(4) = 26. Comme 4., est égal & la dimension de H; (donc de Uy, cf. VII
3.9) d’apres [E] ou IX 5.2, on a le résultat annoncé.

Pour les autres caractéres (qui sont égaux, cf. ci-dessus), le mieux a faire
et le plus court est d’utiliser la formule des pas IX 6.11. Un pas (7, 7) suivi d’un
pas (6,6) qui augmentent chacun § de 1 ménent au caractére (3) = y(4) = 0,
v(5) = 1, v(6) = 2. La, on peut soit identifier ce caractére comme celui d’une
courbe ACM liée a une droite par 3 x 5 et calculer la dimension par liaison (on
trouve 58), soit remarquer que ce caractére s’obtient a partir de 4; par un pas
(5,4) qui augmente é de 2. Dans les deux cas on trouve bien é,, = 56.

2) Les formules sont immédiates avec les calculs des invariants fournis en
1.b.

3) Les modules de Rao M3 et M sont monogenes, donc leurs seuls endo-
morphismes de degré 0 sont les homothéties.

4) Les formules s’obtiennent avec IX 6.1 en se ramenant au cas de la réunion
de deux intersections complétes (1a encore on notera que le nombre cherché est
le méme pour M et pour M*).
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Théoréme 2.2.

1) Le schéma H, est irréductible et lisse de dimension 56 ; c’est un sous-schéma
ouvert de Hy424 et Uy est ouvert dans H,. L’adhérence de H; est une com-
posante irréductible de Hy4,24.

2) Le schéma H; est irréductible et lisse de dimension 56 et U, est ouvert dans
H,.

3) Le schéma Hj est irréductible et lisse de dimension 56 et Us est ouvert dans
H;.

Démonstration. 1) C’est le théoréeme d’Ellingsrud [E] (cf. IX 5.2). Il est clair
que U est un sous-schéma ouvert par 2.4 ou VII 3.9.

2) Dans ce cas, on note que le schéma E,, correspondant (avec p3(4) = 2 et
p2(5) = 1) est irréductible et lisse. En effet, c’est un espace affine de dimension
8 (cf. VI 4.3 pour un exemple analogue). Il en résulte, en vertu de VII 2.4,
que I?.ﬁ,pz est lui aussi irréductible et lisse, donc également H,, ,, = H;. La
dimension de ’espace tangent en un point de U, est donnée par IX 4.2 :
ty.p = byte€y ,—hp+ext! (M, M)°, on trouve 56 et c’est donc aussi la dimension
de H,. Le fait que U; est un ouvert dense de H; résulte de VII 4.8.

3) Cette fois le schéma E,,3 = E(l 2,1) n’est plus lisse (cf. VI 4.3). Cepen—

dant, I’analyse des courbes minimales correspondant aux modules de E(l,g,l)
que nous avons effectuée en IV 6.19 montre que les seuls types qui peuvent a
priori donner des courbes de Hj sont les types 1,2,4 (par exemple parce qu’une
courbe de H3 a so = 3). Or ces types correspondent a des points lisses de
E(l 2,1) (cf. VI 4.3). Donc l'image de 3 est contenue dans l'ouvert de lissité

de E(1 2,1) (qui est irréductible de dimension 11) et il en résulte que H.,a ps

H,, ,, sont irréductibles et lisses. Comme l’espace tangent a H3 en un point de
Us est de dimension 56 par 2.1 , H3 est de dimension 56. Comme les modules de
type 1 forment un ouvert de E(;3) (cf. VI 4.3), leurs courbes minimales (de
degré 2 et genre —2) forment donc un ouvert du schéma H., , correspondant

(cf. VII 1.5) et il en résulte que U; est ouvert dans Hj par VII 4.8.

Remarques 2.3.
1) Attention, U; n’est pas égal & H;. On peut en effet construire des
courbes, non lisses bien entendu, qui ont une résolution de type E de la forme :

0 — R(-7) ® R(—6) ® R(—5) — R(-5)? @ R(—4)* - Ic — 0,

dans laquelle le R(—5) répété n’est pas simplifiable, donc qui ne sont pas dans
U;. 1l suffit par exemple de prendre la courbe définie par les équations X222 =
Y3T? = X?2T? = X?ZT = 0.

2) Le module de Rao d’une courbe de H, est nécessairement du type de
M* avec M = R/(X,Y,Z?,ZT,T?) (on vérifiera & 'aide de IV 6 que les autres

199



M. MARTIN-DESCHAMPS, D. PERRIN

modules de E(Z,l) donnent des courbes dont les invariants so sont > 3). On
peut donc affirmer que toute courbe de H; est déformation d’une courbe de U,
(cf. IV 5.1 et VII 4.8) mais nous ignorons si I'on a Hy = U;. Toutefois il est
clair que les courbes lisses de H; sont dans U, par III 2.7 b.

3) On voit aussitot qu'’il existe dans H3 des courbes (non lisses, cf. IV 6.15)
dont le module de Rao est du type 2 de IV 6.13 (i.e. R/(X,Y,Z2%, ZT,T?)),
donc qui ne sont pas dans Uz. En effet il suffit de bilier une courbe minimale
associée a ce module (de degré 5 et genre 0, cf. IV 6.14) par (3,+3). En
revanche il n’y a pas de courbes dont le module est de type 4 (cf. IV 6.16).

3. La stratification de Hy4 14, suite, les schémas H, et H,.

Nous passons maintenant a 1’étude des schémas H.,, H, et Hy4 24 au voisi-
nage des courbes considérées. Comme on a v = 743 et 03 = o3 il est clair
que ’on a les inclusions schématiques H, D H,, H,, D Hy, H,, D H,, Hj3 et
H,, D H,,H; . Nous avons déja vu en 2.2 que H; est un sous-schéma ouvert de
Hj4,24. Nous allons montrer qu’il en est de méme pour H, mais pas pour Hj
qui rencontre les adhérences des deux autres. Les résultats vont essentiellement
provenir du calcul des espaces tangents T, et T, sur U et Us.

Lemme 3.1.

1) Soit C' un point de Hy4,24, non nécessairement fermé. On suppose que C' a
une spécialisation C dans Hy. Alors C' est un point de Hy, autrement dit H est
(ensemblistement ) ouvert dans Hy424 et son adhérence est (ensemblistement)
une composante irréductible de dimension 56 de Hi4324. La méme assertion
vaut pour les plongements de H, dans H,, et H.,,.

2) Soit C' un point générique de Hy4 24 dont 'adhérence contient Hs. Alors C'
est un point de H3, autrement dit 'adhérence de H3 est (ensemblistement) une
composante irréductible de dimension 56 de Hi4324. La méme assertion vaut
pour les plongements de H, dans H,, et H.,,.

Démonstration. 1) Par semi-continuité on a h°O¢i(3) < h°O¢(3) = 19, donc
C' est sur une surface de degré 3. Il en résulte que l'on a h®Jc(4) > 4 et
h°Jc(5) > 10, ( C' est sur les multiples de la surface cubique), donc ces
nombres sont égaux a 4 et 10, toujours par semi-continuité. Comme pour n > 6
on a h!O¢(n) = h!'Je(n) = 0, on en déduit 4" = v et p' = p2 donc C’ est dans
H,.

2) Comme Hj contient des courbes lisses, la courbe générique C’ est lisse.
On a, par semi-continuité, h°Jc/(3) < 1 et h'Oc/(3) < 1. Si C' est sur une
surface cubique, on voit en raisonnant comme ci-dessus que C' est dans H,
ou Hjz. Si C' n’est pas sur une surface cubique, comme C’ est lisse, ’analyse
de 1.a montre que C' est dans H;. Mais si C' était dans H; ou H, comme
les adhérences V; et V, de ces schémas sont des composantes irréductibles de
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Hj4,24, H3 serait inclus dans V; ou V; ce qui est absurde pour une raison de
dimension.

Proposition 3.2.  Soit C une courbe de Uz. Les espaces tangents en C a
H,,, H,,, Hy4 24 sont tous de dimension 56, de sorte que ces trois schémas sont
lisses en C. Le schéma H; est un sous-schéma ouvert de Hy4 4 et son adhérence
en est une composante irréductible.

Démonstration. En considérant les résolutions de C, on voit que les groupes
Extl(}' ,Jc) et Ext!(£, F) sont nuls : pour le premier (resp. le second) c’est la
nullité de p(n) pour n = 3,6, 7, (resp. n = 3,2, —1). Les fleches T et h sont alors
nulles (cf. VIII). Par IX 5.1 il en résulte que 'on a t4, = t, = 6, =t , = 56
et comme t, est compris entre 4 4 et t, , il est aussi égal a 56. Les assertions
de lissité sont alors claires ainsi que le fait que U est un sous-schéma ouvert de
Hjy424. D’apres 3.1, Hy est ensemblistement ouvert, mais Hj est irréductible
et son ouvert dense U; est un sous-schéma ouvert de Hi4 24, donc Hy est aussi
un sous-schéma ouvert de Hy4 4.

Proposition 3.3.  Soit C' une courbe de 'ouvert Us — Us 3 de Us (i.e. dont
la résolution de type E n’a pas de répétition, cf. 1.b 2). L’ espace tangent &
H.,, en C est de dimension 56, de sorte que ce schéma est lisse en C et U3 —Us 5
en est un sous-schéma ouvert.

L’espace tangent a Hy424 en C est de dimension 57. Le schéma Hi424 est
singulier sur Uz — Us 3, donc sur tout Hj : la composante H; de H 14,24 €st non
réduite.

Démonstration. On voit aussitét en consultant la résolution de type E de C
que I'on a Ext'(£,F) = 0, donc h = 0 donc ¢, = é, = 56.

D’autre part, on a ext!(F, J¢) = 1 (car k' J¢(3) = 1). Si 7 est surjective,
on aura donc bien t4, = 57 d’aprés IX 5.1. Pour cela il suffit de prouver
Ext!(€,Jc) = 0, ou encore, puisque Ext!(€,F) est nul, Ext*(£,€) = 0. Cela
résulte de la suite exacte suivante, avec les notations usuelles de IX 1 :

Ext'(L4,E) — Ext?(€,€) — Ext?(L3,E),

puisque les groupes extrémes sont clairement nuls. Les assertions sur Hy4 24 €n
résultent, vu 3.1.

Remarque 3.4. Si C est dans Us 3, on a la résolution :
0 — R(—9)2%R(-8)*®R(—-T)®R(~7)2R(-T)®R(~6)*®R(~3) — Ic — 0
et oo est de la forme (X,Y, Z%,T2,0) (cf. III 4.3). 1l existe alors une famille

plate C» de courbes, paramétrée par un ouvert de la droite affine, admettant
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la méme résolution que C, donc a postulation constante, telle que Cy soit égal
a C et que la courbe C) générique soit dans H,. Autrement dit, les courbes
de Us ; sont dans ’adhérence de H; (donc Hj n’est pas un ouvert) et, comme
elles sont a l'intersection de deux composantes de H,,, (resp. de Hj424) elles
en sont des points singuliers.

Pour construire la famille C) on prend ¢y = (X,Y,2%,T? AZT) et on
calcule 1) pour que la composée soit nulle (cf. X 4). La vérification est laissée
au lecteur, la remarque essentielle est que si P est un polynéme homogene de

degré > 1, ZT P est dans I'idéal engendré par X,Y, Z%, T?.

Proposition 3.5.  Soit C une courbe de Uz. Si C est assez générale, I’espace
tangent & H,, en C est de dimension 56, de sorte que ce schéma est lisse.

Démonstration. Le calcul de ¢, n’est pas tout a fait immédiat. Il suffit,
bien entendu, de trouver un point de Us; ou t, vaut 56. Vu IX 5.1 cela re-
vient & dire que k' : Ext'(M,NV)) — Ext!(P,N) est surjectif, ce dernier groupe
étant de dimension 1 d’aprés le calcul de la résolution de type N de C. Vu
la suite exacte 0 = N — £; — Ly — 0, il revient au méme de voir que
Ext!(L1,N) — Ext!(P,N) est surjectif. Comme L; et P sont libres, la suite
exacte de comparaison rameéne le probleme & ’étude de la surjectivité de la
fleche Hompg (L, M) — Hompg(P, M), ou encore de a : M? & M? & Mz — M;
(car Mg = M7 = 0), cette fleche étant induite par la fleche ¢’ : P — L; qui
figure dans la résolution de type N de C. Comme Mj est de dimension 1, tout
revient & montrer qu’en général, cette application a n’est pas nulle.

Il faut pour cela préciser soigneusement la résolution de type N d’une
courbe C. On part de la courbe I' réunion disjointe des deux coniques
d’équations (X, Z?) et (Y,T?). Le module de Rao de I est R/(X,Y, Z%,T?)
et 1'idéal I+ est engendré par les polynomes XY, XT?, Y22, Z2T? que nous
noterons Fy, Fy, F3, Fy. La résolution de type E de I est la suivante :

0 — R(—6)—R(—5)2 & R(—4)2 -2 R(—2) ® R(-3)2 @ R(~4) — I — 0,
avec ¢ donné par la matrice :
0 0 -T* -2z?
0 A Y 0
-T2 0 0 -X

-Y -X 0 0

On lie alors I par deux surfaces A et B de degrés respectifs 3 et 6 a une courbe C
qui est dans Us. Nous supposerons la surface A irréductible, donc un générateur
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minimal (de sorte que C n’est pas dans Us ). La résolution de type N de C se
calcule par mapping cone et on trouve :

0 — F(—9) — E(-9) ® R(—6)® R(-3) — Ic — 0.

La fleche entre F(—9) et R(—6) @ R(—3) est la duale de R(—3) @ R(—6) — F
définie par A et B,ie. siona A=) A;F;, B=>)_ B;F;, la fleche définie par
les A; et les B;. On note que 'on a degA; =1, deg A2 = deg A3 =0, A4 =0
et deg By = 4, deg B = deg B3 = 3 et deg B4 = 2. Comme la surface A est
irréductible, A; ou A3 est non nul (disons A;) et on peut simplifier un terme
R(—6) dans la résolution de C' (attention a I’échange entre 3 et 6). On obtient
alors la résolution attendue pour I¢ (cf. 1.b 2) :

P = R(-7)@ R(~6)® R(~5) , 0 —» N — R(~5) @ R(~4)? & R(~3) — R(-3)
et la fleche ¢’ de P dans L; est donnée par la matrice suivante :

A S

-T? 0 0
0 0 -X
0 -T? -Y

\ B, By B, )

La fleche a cherchée est alors fournie par la derniére colonne de cette matrice.
En fait, comme X et Y sont nuls sur le module de Rao, il reste seulement
Phomomorphisme de M3 dans My donné par la multiplication par By. Si By a
un terme non nul en ZT (ce qui est le cas général), cet homorphisme est non
nul, car ZT n’est pas nul dans R/(X,Y, Z22,T?). Ceci achéve de prouver que
T, est, en général, de dimension 56.

Remarque 3.6. Soit C' une courbe de Us — Us 2, son module de Rao est
monogeéne : Mc = R/J. Considérons la résolution de type N de Ic. La
fleche de P dans N induit une fleche 3’ de P dans L; qui fournit en particu-
lier une fleche de R(—5) dans R(—3) définie par un polynéme By de degré 2.
Désignons par Us ; ’ensemble des courbes tels que le polynéome By soit dans
l'idéal J. A changement de variables prés dans R, cette condition n’est autre
que la nullité du terme en ZT de By (cf. ci-dessus), de sorte que Us ; est un
fermé de U;. L’analyse précédente montre que les points de Us ; sont exacte-
ment ceux ou l’espace tangent T, est de dimension 57. Si C est une courbe de
Us,1 on montre comme en 3.4 qu’il existe une famille plate C) de courbes, a
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spécialité constante, telle que l'on ait Co = C et que la courbe générique C)
soit dans H; (donc ACM). La résolution de C), s’obtient en simplifiant le terme
R(—3) entre Ly et Ly. Le fermé Us; de Us est dans 'adhérence de H; et il
est a lintersection de deux composantes du schéma H,, donc en est un point
singulier.

En conclusion, on voit que Us contient deux fermés U; ; et Us 2 qui sont
respectivement dans I’adhérence de H; et Hz. Ces fermés sont singuliers dans
H,, (resp. H.,,), mais sur Us, en dehors de ces fermés, les schémas considérés
sont lisses. Ces propriétés sont encore évidemment vraies pour H3. En revanche
le schéma total Hy4 24 est singulier (non réduit) sur tout Hs. L’explication de
ce phénomene n’est pas encore absolument claire.

4. Une composante exotique.

Nous exhibons pour terminer une composante de Hy4 24 formée de courbes
réductibles et dont la dimension est 59. On part d’une courbe Cj de degré 4 et
genre —1, réunion disjointe d’une cubique gauche et d’une droite et on effectue
une biliaison élémentaire 3, +1 qui donne une courbe C; de degré 7 et genre 3,
puis une biliaison 7,+1 (nécessairement triviale) qui fournit une courbe C de
degré 14 et genre 24. La courbe C est réunion (non disjointe) de C; et d’une
courbe plane de degré 7. Il est facile d’en calculer les résolutions:

0 — R(—7)*> = R(-8) ® R(—6)" — E — 0;
F = R(-5)° ® R(—4) ® R(-T);

0 — N — R(—4)* ® R(-3)? ® R(-T) — R(-2);
P = R(-5)* @ R(—4) ® R(-8).

On en déduit aussitét les dimensions : 6, = 57 , €4, = =1 ; by = 1 ;
ext!(M,M)°? =4 d’ou :

Proposition 4.1. Onat,,=>59.

Cet exemple montre bien quels types de phénoménes s’introduisent lorsque
’on travaille avec des courbes de Cohen-Macaulay non nécessairement lisses.
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RESUME

On désigne par k un corps algébriquement clos et par R l'anneau de
polynémes k[X,Y, Z,T).

La voie usuelle pour aborder la classification des courbes gauches consiste
a se donner un certain nombre d’invariants A1(C),...,An(C) — en général
numériques — attachés a la courbe C. On a alors a résoudre les deux problémes
fondamentaux suivants :

Probléme A: Quelle est I'image de I'application C' — A(C), i.e., quels
sont les invariants possibles?

Probléeme B: Décrire les fibres de cette application, i.e., la famille
H),,...x, des courbes d’invariants donnés . Plus précisément on souhaite munir
cette famille d’une structure de schéma (qu’on dira généralement “de Hilbert”)
et on se demande alors en particulier s’il est irréductible, lisse, et quelle est sa
dimension.

Les invariants pertinents dans cette situation sont d’une part la postulation
de la courbe C' (ou plutét son “caractére de postulation” y¢, qui a ’avantage de
ne prendre qu’un nombre fini de valeurs non nulles, et qui généralise aux courbes
quelconques le caractére défini par Gruson et Peskine pour les courbes ACM),
d’autre part le module d’Hartshorne-Rao : Mc = @,,cz H' Jc(n) qui est un
R-module gradué de longueur finie. Ce module, & décalage de la graduation
pres, caractérise la classe de biliaison de la courbe.

Dans ce travail, on construit explicitement (en fournissant un algorithme
de calcul) la courbe minimale (unique a déformation preés) associée a un module
M dont on connait une résolution graduée libre minimale. On précise ensuite
les décalages et les postulations de toutes les courbes de la classe, ce qui achéve
de résoudre le probléme A.

On étudie ensuite la stratification du schéma de Hilbert Hy , des courbes
de degré d et genre g par les sous-schémas a cohomologie constante, ou & co-
homologie et module de Rao constants. De fagon précise, si v est un caractére
de postulation et M un R-module gradué de longueur finie, on montre par
relevement infinitésimal que le schéma H., s est irréductible et lisse. On calcule
sa dimension en décrivant les espaces tangents a tous les schémas de la strati-
fication, et on montre comment les déterminer & partir de certaines résolutions
de I'idéal de la courbe.

Le reste du travail est consacré a 1’étude détaillée d’un certain nombre
d’exemples : courbes de degré 8 et genre 5, courbes de la classe de liaison de
deux droites disjointes, courbes de degré 14 et genre 24. Cette étude montre
comment calculer avec les invariants introduits, et comment les résultats sur la
stratification permettent dans certains cas d’élucider des singularités de Hy,.
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ABSTRACT

Let k be an algebraically closed field and let R denote the polynomial ring

EX,Y,Z,T].
The usual way to address the classification of space curves consists in choos-
ing a given number of invariants A;(C),...,Ax(C) (generally numerical) asso-

ciated to the curve C. We then have to solve the two following fundamental
problems :

Problem A: What is the image of the mapping C — A(C), i.e., what are
the possible invariants.

Problem B: How to describe the fibers of this mapping, i.e., the family
H),, .., of curves with given invariants. More precisely, we want to provide
this family with a scheme structure (an “Hilbert” scheme structure) and we
specifically raise the issue of its smoothness and its irreducibility and of its
dimension ?

In this work, the choosen invariants are first the postulation of the curve
C (or rather its “postulation character”, which is a function from Z to Z with
finite support, and which generalizes for arbitrary curves the Gruson-Peskine
character for ACM curves) and on the other hand the Hartshorne-Rao module
Mc = @, cz H' Jc(n) which is a graduated R-module of finite length. This
module, up to a shift in degrees, characterizes the biliaison class of the curve.

Then we explicitely construct (and provide an algorithm) the minimal curve
(unique up to a deformation) asociated to an R-module M, starting from a min-
imal free graduated resolution of M. We describe the shifts and the postulations
of all the curves in the class, and this solves the problem A.

We then study a stratification of the Hilbert scheme Hy, of curves of
degree d and genus g, given by the cohomology, or by the cohomology and
the Rao-module. More precisely, if v is a postulation character and M is a
graduated R-module of finite length, we show, by using infinitesimal technics,
that the scheme H, s is smooth and irreducible. We calculate the dimension
of H, p through the description of the tangent spaces of the subschemes of the
statification, and we explain how they are determined from some resolution of
the ideal of the curve.

The end of the paper is devoted to the detailed study of some examples :
curves of degree 8 and genus 5, curves of the liaison class of two skew lines, curves
of degree 14 and genus 24. This shows how the previously described invariants
help in calculation and how the results on the statification can explain, in some
cases, the singularities of Hg 4.
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