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LA CONVERGENCE PRESQUE SÛRE
DES MOYENNES ERGODIQUES

SUIVANT CERTAINES SOUS-SUITES D’ENTIERS

[d’après Jean Bourgain]

par Jean-Paul THOUVENOT

Séminaire BOURBAKI

42ème année, 1989-90, n° 719
novembre 1989

1. INTRODUCTION

Etant donné un système dynamique (X, A, m, T) où T est une bijec-
tion bimesurable préservant la mesure de l’espace probabilisé (X, A, m) , le
théorème de Birkhoff dit que si f ~ L1(X) alors k 03A3Nk=1 f(Tkx) converge

p.s. quand ~V -~ +00 .
De nombreuses généralisations de ce résultat ont été données, notam-

ment pour l’action de groupes plus généraux que Z , ou pour des sous-suites
des entiers de densité positive, avec des restrictions sur la nature de T (à
spectre discret ou à spectre de Lebesgue, voir [B-K] et [B-L]). Mais on
n’avait aucun exemple où le théorème était valable pour des sous-suites
de densité supérieure nulle, notamment parce que les méthodes combina-
toires utilisées sur les orbites pour établir le lemme maximal semblaient

inadaptées à traiter cette situation. L’exemple le plus naturel à étudier
dans ce cadre était la suite des carrés, car on savait, par la théorie spec-
trale, que si f E L2 , k ~~ 1 f(Tk2 x) converge L2 quand N - +00 . La
question se trouve explicitement posée dans [B] et [F2].

Bourgain, dans [B 1], a démontré d’abord le lemme maximal dans la
situation précédente en introduisant une technique absolument nouvelle, la
transformation de Fourier sur le modèle des orbites. Il a ensuite, dans [B 3],
produit par la même technique suffisamment de fonctions f pour lesquelles
il y avait convergence p.s. (les fonctions L(X) ) et a étendu ses résultats à la
suite nd, d > 2 et aux nombres premiers.
S.M.F.
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Pour la suite nd , il a montré [B 2] ensuite la convergence p.s. pour des
fonctions f E LP, p > 1 2 5 .

Il a considérablement développé sa méthode j usqu’à lui donner la forme
d’un outil capable de s’adapter au cas de différentes suites de type arithmé-
tique. Il a prouvé en particulier dans [B 6]

THEOREME.- Soit un système dynamique et p(n) un
polynôme à coefficients entiers. Soit r > 1 et f E Alors

~’ converge p.s. quand N ~ -1-00 . Le même résultat est

valable si p(n) désigne le n-ième nombre premier.
(Le cas des nombres premiers pour f E r > 1 , avait été résolu

auparavant dans [W].)

Nous donnons une présentation de son travail en nous restreignant
cependant au cas f E L2(X~ et p(n) = nd , d > 2 et nous indiquons
comment traiter le cas des nombres premiers (Théorème 5 et Théorème 6).

Dans la partie 6, nous donnons une liste des autres résultats de Bour-

gain qui ressortissent de la même théorie.

1. L’INÉGALITÉ MAXIMALE

THÉORÈME 1.- Soit d un entier > 2. Soit f E .~2 (Z~ et M f défini
par

Alors il existe une constante C telle que

(C ne dépend que de d).

THÉORÈME 2.- Soit (X, A, m, T~ un système dynamique. Soit d > 2 .
Soit f E L2(~~ . Soit f*(x) = sup ( N Alors 

N>0

~G’ est exactement la constante du Théorème 1. )



Démonstration du théorème 2 à partir du théorème 1 : Soit N un entier

positif et

Il suffit de démontrer ~f*N~2  (indépendamment de N). Soit

J > N . Soit z OE X et pz OE l2(Z) défini par pz(n) = 
n OE [0, J] , pz(n) = 0 si n / [0, J] . Alors si on définit MN f(n) =

Î À ~Î=1 ’ °2’ ÎÎ2 ~ °2’ ÎÎ2 ~ 
le Théorème 1), ce qui se lit:

et en intégrant, comme T préserve la mesure,

D’où le résultat puisque J peut être choisi arbitrairement grand.
Ce passage du modèle d’une seule orbite (Z , le shift S) à une trans-

formation apparaît dans [C] . L’inégalité maximale (le théorème 2) entraîne
que pour tout système l’ensemble des fonctions f E L2(X)
pour lesquelles il y a convergence presque sûre des sommes 

N f(Tkd x) est fermé dans L2 . Tandis que, pour les sommes de
Birkhoff usuelles, il est facile de produire une classe dense de fonctions
pour lesquelles on a convergence p.s., il n’y a aucune classe naturelle dans
le cas des sommes 

Cependant pour des transformations spécifiques, on a des classes denses
naturelles : par exemple si T a un spectre de Lebesgue (les fonctions dont
la densité spectrale est bornée), ou si T est isomorphe à une rotation irra-
tionnelle (les fonctions continues).



2. SUFFISAMMENT DE FONCTIONS POUR LESQUELLES
ON A UNE CONVERGENCE PRESQUE SÛRE

THÉORÈME 3.- Soit f E .~2(Z) . Soit-~ > 0 . Soit d > 2. Posons
Z~ _ [(1 + ~~n~ , n E N ([ ] désigne la partie entière ). Soit N~ une suite
d’entiers telle que > 2N~ et soit

Alors M~  où A~ ~ tend vers 0 avec une vitesse

qui ne dépend que de ~ (et pas de la suite Nj ).

THÉORÈME 4.- Le théorème 3 entraîne que si (X, A, m, T) est un

système dynamique et si f E alors

Démonstration : Exactement la même démonstration que celle du théorème

2 dit que si on pose

Mais si SN f ne converge pas p.s. suivant Z~ , il y a un nombre a >

0 et un ensemble E de X , m(E) == a , tels que limN~Z~
limN~Z~ SNf(x) > a pour tout x de E , et on peut alors choisir une
suite N; , satisfaisant 2N; telle que 

I > a 2 pour tous les x d’une partie de E de mesure plus grande
que 2 . Mais ceci contredit (1). Quand f est dans L~ , pour tout N , il

existe N’ dans Z f tel que et par conséquent



lim SNf - lim SNf  4~ ~f~~p.s. et le résultat puisque (1) est vrai pour
tout c ..

Comme corollaire des Théorèmes 2 et 4, on a le

THÉORÈME 5.- Soit (X, A, m, T) un système dynamique d > 2 et

f E L2(X ~. Alors

Si le système est totalement ergodique (toutes les puissances de T ergodi-
ques), la limite est  f d7n .

Ce dernier point se voit en remarquant que, d’après le théorème de
Bochner, la convergence L2 des sommes SNf(x) est équivalente à la con-

vergence dans sur Si = {z E C |z| = 1} des polynômes 1 N 03A3Nk=1 zkd
où dVf est la mesure sur Si définie par  fTn f dm =  einx d03BDf(x) dn E

Z, Si T est totalement ergodique, dVf n’a pas de
masse ponctuelle sur les points e2~’~ q , ~ 9 rationnel différent de 0 , et

N converge vers 0 pour tout () irrationnel d’après le théorème
de Weyl.

3. DÉMONSTRATION DU THÉORÈME 1

Comme f peut être supposée positive,

suffit de prouver le théorème pour

(1) Si KN est la mesure sur Z définie par KN = N 03A3Nk=1 03B4{kd}, alors
MNf = f * KN.



La méthode, comme dans l’étude du problème de Waring par Hardy
et Littlewood, est d’utiliser la transformation de Fourier. Soit f (c~~ -

’ 
= N e-2i03C003B1kd . Alors MN 

fô f (CY} da et en utilisant la relation de Parseval, le théorème
à démontrer devient :

Si f (a~ E L2 ~0,1~

(2) Nous introduisons un lemme qui sera démontré par la suite.

Lemme 5.- Soient al, ~2, ~ ~ ~ K points sur le cercle SI = R~Z et pour
j un entier positif, Rj = E Si et il existe 1  r  k tel que (a - ~r) 
2, } . Soit s > 0 tel que ~ai - ~~ ~ > ~ Vi =1= j . Soit LZ ~0, l~ e~

Alors il existe une constante absolue C2 telle que

Le but maintenant est de remplacer KN(a) par des approximations
convenables auxquelles on pourra appliquer le lemme 5.

(3) Soit s un entier positif et

et soit ( une fonction Coo définie sur R , ~~ ~  1 , ( = 1 sur 110] et

( = 0 en dehors de ~- 5 , 5 ~ ~
Soit 9 = q ; on pose S(8) = q ~~=1 pour ~ réel, et N entier

positif, on pose



et on définit enfin pour a E SI = R/Z

Remarquons que les fonctions intervenant dans la somme ont des supports
disjoints puisque si 61 et 82 sont dans Rs , 82 ; alors If)l - à2 ] > 22a .
De l’estimation de H. Weyl ([V], p. 11), dès que (  q2 , (a, q) = 1 ,

on va déduire qu’il existe un nombre 81 > 0 tel que

(les constantes ou bien sont absolues ou bien ne dépendent que de d). Soit
03B4’ = 1 1002d-1 03B4 = 1 100. Soit un rationnel (p,?) = 1  N03B4 ; l’ensemble

est appelé un arc majeur.
On appelle la réunion de tous les arcs majeurs qui sont deux à deux
disjoints et on a les estimations classiques suivantes (7), (8) et (9) :

(7) Si a G j~(Q~  -~- (une conséquence facile de (5) et du
lemme des tiroirs de Dirichlet qui dit qu’il existe a et q , (a, q) = 1 , tels
que j~2014 ~j   7V~~ , et comme a n’est pas dans un arc majeur,
q > 7V~ ).

(8) OE alors ~ = ~ + /3 , (p, q) == 1 J~~  et

= (on utilise les notations de (3)) par un calcul
élémentaire utilisant uniquement que si m + r (s  -~, 0  r  q) ,

(~)~ -  ~ et  dès

que - ?/~ 1 .



(9) Il y a trois minorations évidentes

(10) On peut maintenant démontrer (6).

(On a utilisé (8) et (M3).) Comme pour tout so)
( > 2Jv6, (Ml) entraîne que la somme est bornée par C5 "~.~ .
(B) Si MN,6 , conservant la définition de si donnée en (A) ,

et comme pour tout 2 q OE Rs , on al > Ni-6 , (Ml) entraîne encore

(10) (A), (B) et (7) entraînent bien (6) 81 = (~r)2 .

(11) On pose on montre qu’il suffit de prou-

ver (I) en changeant en En effet



et prenant les normes ]] ( eZ , on obtient

La dernière expression se majore par

(On a utilisé (6).)

(12) On introduit les fonctions s(e) e)J .
x((10~(c~ 2014 8~~ ( X la fonction caractéristique de l’intervalle ~-l,1~ ~ et on
prouve l’estimation

Comme d’après (4) il n’y a au plus qu’un 03B8 de Rs qui donne une contribu-
tion, on a

(Q = a-9~ et on a la majoration en utilisant (M3) et (M2) pour la première
somme, (M3) et (Ml) pour la deuxième.



le même argument que (11), utilisant (13), donne

Soit L8ER. f (a~ s(B~ ~(109(a - 6)) . On peut appliquer le
lemme 5. En prenant {Ai, ~2 ~ ~ ~ , = Rs , et en remarquant que, pour
N OE 2 , gh = 2, , on obtient, notant Rs,u le u voisinage de Rs ,

(On a utilisé (M3)).
La sommation de (11), (14) et (16) donne (I).

4. DÉMONSTRATION DU LEMME 5

On utilise maintenant certains résultats de la théorie des martingales.

DÉFINITION.- Soit a = {a~~ , n OE N , une suite. Soit s > 0 . On

pose

Le lemme suivant est dû à Lépingle [Lep].



Lemme 6.- Soit (X, A, un espace probabilisé, f E L2(X ~ , et An T ,~l .
Soit s > 2. Alors il existe une constante absolue C telle que

Nous ne démontrerons pas ce lemme que Bourgain obtient par interpola-
tion à partir des estimations de Doob sur l’espérance du nombre de sauts

d’amplitude donnée dans une martingale.
La généralisation au cas continu est immédiate (avec l’extension évi-

dente de la définition de Il à ce cas). Si f est une fonction réelle, on

~ft(~) - f (t~)~ ~
Une opération "classique" de passage des martingales aux convolutions

donne le

La démonstration de ce lemme repose sur le fait que si Pt désigne
le semi-groupe de Poisson sur R , le lemme de dilatation de Rota et le
lemme précédent entraînent > 0 ~ I I ~2  ~Ç2 ~) f ~~2 . Posant K =

va 
S-2 

°

x - Pi qui vérifie ~a~ ( ((~~~’(a)~ 1  Ci, ~(~~(~~~ 1  C2 min(~a~, ~~~ 1) , ces
deux dernières propriétés suffisent pour entraîner 

C 

Nous ne donnons pas les détails de cette preuve.
La version discrète de ce résultat pour f E .~2(Z~ , ’ 

~ÇZ sera aussi utilisée dans la suite.

Soit c~ une fonction différentiable sur [0,oo[ tendant vers 0 à l’oo .
Alors

Comme corollaire du lemme 7, par convexité, on a, si p vérifie les hypothèses
ci-dessus le



Si E est une partie d’un espace métrique et A > 0 , on définit 
comme le cardinal du plus petit ensemble de boules de rayon A qui recou-
vrent E . Si diam(E)  A , on pose = 0 .

Lemme 10.2014 03C6 comme ci-dessus, H un espace 6!e Hilbert, / 6 
s > 2. Alors jjsup (03BBM1 s03BB(x))~2  C03C6 s-2 ~f~2 où M03BB(x) = M03BB ({f*03C6t(x) |t >
0}) . 

Démonstration. 2014 Si on définit par récurrence tj = min t > tels que

jj/ t f * 03C6tj-1(x)~H > JB , alors 03BBM03BB(x)1 s ~ {03A3j ~f * 03C6tj(x) -
/ * 03C6tj-1(x)~sH}1 s ~ !){/ * Si en est une base orthogonale de

~~=E.(/!~)~etjjsu~(ÂM~jj~R~j{(~e.)*~}j~]~
~2 !t~!t2 d’après le lemme 9.

Conservant les mêmes hypothèses et les mêmes notations, on a le

Corollaire 11.2014 Si / ~ L2H(R) , et si K > 0, alors

Démonstration.- Soit fn = (lien) et fn = sup |fn * ~f*n~2 
t>o ~

(Inégalité maximale de Hardy-Littlewood). Si F(x) = ~~n( fn)~~ ~ ,
F(x) > diam { f * ’Pt(x) 1 t > 0} et

Prenant les normes Il (I~ , choisissant s vérifiant 2 - 9 - ~-J2014 ~ le

lemme 10 donne (M).



Lemme 12.- Soient (Ai C a2 ... ~ ~~~~ . Soient

K fonctions de L2(R) . Soit T > 0 tel que I a~+1 - I > ~,
k = 1, 2 ... K -1 . Soit 03C6 une fonction différentiable telle que à ait son

support dans ~-l,1~ . Alors

(C ne dépend que de p ).

Démonstration.2014 Comme )Àk - Ài) > )k - É) T , 1 0 e2i03C0(03BBk-03BBl)u du est

~ ~ ]k~ É] ~ ~~

Il y a une meilleure constante B  +00 telle que (1) soit vraie ( C~ It’
convient d’après le lemme maximal de Hardy-Littlewood). Soit u > 0 . On
pose au = f(x + u) . Alors

l’hypothèse sur p et t > T entraînent qu’on peut supposer supp k C
[-T, T] , 1  k  ~~ et on a par Parseval une estimation uniforme



Pour estimer (Si), on regarde l’ensemble A~ - ~ f 1 * f 2 *

~t(x~ , ~ ~ ~ * > 0~ et on remarque qu’on peut décrire tout point
de cet ensemble par une somme

où Ibs  2~+1 , et où chaque bs appartient à un ensemble Bs (qui dépend de
b9~ , s’ > s tel que Card(Bs )  et où presque sûrement il n’y a qu’un
nombre fini de bs , s > 0 non nuls). (On a utilisé les notations du lemme
10 et du corollaire 11 où H est de dimension K et f = ( fi , f 2, ~ ~ ~ f ~ ~ . ~

Alors : (on n’a plus besoin de se restreindre à t > ~- )

On peut remplacer (Si)(u) par

(on a changé l’ordre des intégrations, et utilisé (3) et (2)). Par le corollaire

11, cette dernière expression est majorée par 10 C’ C’03C6(Log K)3 (03A3Kk=1 ~fk~22)1 2,
d’où B  2 B + 10 C’ C~ (Log J{)3 , ce qui donne (1).



On a maintenant une version L2(R) du lemme 5.
0

Lemme 13.- Soient Ài  a2 ~ ~ ~  ÀK E R avec I ~k+1 - a~ ( > 2-9 . Soit

.R~ le 2~ voisinage de l’ensemble {a1, a2, ~ ~ ~ ah~~ . Alors, si f E 

(C est absolu ).
Pour démontrer ce lemme, on prend une fonction p telle que Supp  C

[- 1 , l~, ~ô = 1 sur ~- 2 , ~] et l’inégalité (1) s’obtient en appliquant le lemme
12 avec!k = ( f . 03C62s-1 et en remarquant que sup [03A3j~s xRj (Â)-

(2j(03BB - - est fini. 

Fin de la démonstration du lemme 5.- Soit B = C (Log I~~3 . Le lemme
13 dit que

Rj C [0,1] et /(a) considérée comme une fonction sur R de support [0,1[ .
On veut montrer qu’il y a une constante C telle que

On montre en fait qu’il existe C indépendante de N telle que

Soit CN la meilleure constante telle que (1) soit vraie 2N + 1 ) .
Soit p un nombre  1 et 0  u  p , alors



(52) est majorée par tandis que 

lP B CN ::::; :fi + CN Ci p et le résultat en prenant p assez petit.

5. DÉMONSTRATION DU THÉORÈME 3

l’estimation (6) du théorème 1 permet de remplacer I~N(c~~ - par

~7v(~) " et l’estimation (16), en considérant maintenant MJ défini
par ~~r ? pour 0 , donne

on ne modifie pas le comportement de J ~~ 1 IIM] ,f ~~2 ~



Si x est la fonction indicatrice de [o, l~ , et (M2~ donnent 
 et sup 03A3N~Z~ |VN(03B1) - (Nd03B1)2 N(a) ~ a

Ce . Par conséquent, si on définit 1Vh f(n) = sup I f * ,
’

où XN = N X[o,N], on aura

Mais f ~ 2 I 2 1  * > et le lemme 7 donne

et (2) et (3) entraînent le Théorème 3.
La méthode est assez souple pour s’appliquer avec des modifications

convenables et donner le

THÉORÈME 6.- Soit (X, A, m, T) un système dynamique. Soit f .E
si p~. désigne le n-ième nombre premier N ~k 1 converge

p. s. quand N ~ +oo.
Si toutes les puissances de T sont ergodiques, la limite est  f dm .

La démonstration se fonde sur deux estimations de

SN(a) = ~~N A(n) (A(n) = Log p si n est une puissance du nom-
bre premier p, A(n) = 0 sinon) (voir [V], p. 26, 29).
1) Si q2 , où (a, q~ = 1

2) Si la - ~j ~ où (a,~) = 1 alors



valable pour c > 0 où ~C(q~ désigne la fonction de Moebius et ~(q~ le
nombre d’entiers plus petits que q premiers avec q .
On considère P l’ensemble des nombres premiers ; on pose PN = P n

[1, N] et .KN = 1 |PN| I 03A3p~PN 03B4{P} .

Il y a une estimation

On peut remplacer par et on utilise (1) et (2)
exactement de la même manière que (5) et (8) dans la démonstration du
Théorème 1.

6. LES AUTRES RÉSULTATS

Dans le même travail [B6], Bourgain démontre le

THÉORÈME 6.1.- Soit (X,A,m, T) un système dynamique et p(n)
un polynôme à coefficients réels dont le terme de plus haut degré a un

coefficient positif. Soit f E r > 1 .

Alors N ~~ 1 converge p.s. quand N - -f-oo .
Il y a aussi une version de son théorème pour le cas d’une action de Z~

[B6]).

THÉORÈME 6.2.- Soient Tl, T2, ~ ~ ~ Ti .~ transformations préservant la
mesure sur (X, A, m) et commutant deux à deux, et soient

p1(n), p2(n),...pl(n) l polynômes à coefficients entiers. Soit f E 
r > 1 . Alors



Dans le cas de suites de densité positive où on a facilement le lemme

maximal, sa technique peut être utilisée pour produire suffisamment de
fonctions.

THÉORÈME 6.3 [B4][B5][B6].2014 Soit (X, ,A, m, T) un système d ynami-
Soit x E X 

Alors, pour presque tout x , ~1x est une suite sommante universelle i. e. :

si = Az n ~1, ~V~ , pour tout système dynamique (Y, B, ~C, S) pour tout
9 E LI(y)

Une démonstration "élémentaire" a été donnée par la suite par Furstenberg,
Katznelson et Ornstein et se trouve en appendice dans [B6].

Répondant à une question de Furstenberg [FI], Bourgain a montré
dans [B7] le

THEOREME 6.4.- Si Ti et T2 sont deux puissances d’une même trans-

formation T de et f1 et f2 deux fonctions de L2(X) , alors

(Dans [Les], Lesigne avait démontré (1) dans les deux cas extrêmes où T
est un K-système et où T est à spectre discret.)
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