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Séminaire BOURBAKI

42éme année, 1989-90,n° 724 Mars 1990

Asymptotique des résonances pour des obstacles

Johannes Sjostrand

0. Introduction

Cet exposé est principalement consacré aux travaux de G. LEBEAU
sur la diffraction des singularités Gevrey (justifiant de vieilles idées de
J. Keller et D. Ludwig) et de ’application de ces résultats a la distribution des
poles de “scattering” (résonances) dans le plan complexe, due & C.BARDOS-
G.LEBEAU-J.RAUCH. On donnera quelques indications sur les démonstra-
tions qui sont a la fois techniques et subtiles. Afin d’expliquer vraiment ces
démonstrations il aurait fallu, d’abord, un exposé sur la théorie de la trans-
formation FBI, il m’a donc semblé plus raisonnable de ne pas consacrer tout
Pexposé a ces démonstrations mais plutét de placer les résultats dans leur

contexte naturel.

Dans la section 1 on rappelle quelques notions de base de la théorie de
“scattering” de Lax-Phillips qui s’applique pour des perturbations & support
compact en dimension impaire. On décrit aussi quelques développements
plus récents : une formule de trace de Bardos-Guillot-Ralston améliorée par
Melrose, et une borne globale sur le nombre de résonances dii & ce dernier.

S.M.F.
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J. SJOSTRAND

Dans la section 2 on présente les théorémes de base sur la propagation
des singularités prés d’un obstacle dans les cas C*, analytique et Gevrey 3.
On tente aussi une vague explication de la démonstration de Lebeau du fait

que les singularités mod Gevrey 3 ne sont pas diffractées par un obstacle
strictement convexe.

Dans la section 3, on discute quelques résultats sur la distribution des
résonances dans le cas des obstacles C*, d’abord un résultat sur 1’absence
des résonances dans un voisinage logarithmique de I’axe réel pour des obs-
tacles non captants et ensuite des résultats d’Ikawa et de C. Gérard sur le

comportement des résonances pour certains obstacles captants.

Dans la section 4, on décrit les résultats de Bardos-Lebeau-Rauch sur
la distribution des résonances des obstacles analytiques non-captants et en
particulier pour ceux qui sont strictement convexes. Les résonances se placent

alors plus loin dans le plan complexe et I’étude devient plus délicate.

Au départ, je voulais aussi décrire brievement des résultats analogues
pour I’équation de Schrédinger (ou la théorie de Lax-Phillips ne s’applique
pas en général) et me plonger dans les travaux de Babich et ses collaborateurs

pour les décrire. Le temps m’a malheureusement manqué.

1. Théorie de Lax-Phillips

On donne ici quelques ingrédients de base de la théorie de scattering de
Lax et Phillips [LP1], ainsi que quelques développements plus récents.

Soit © un ouvert connexe de la forme R®\ O ou O est un compact
de bord C*° et n un nombre impair. On s’intéresse au comportement quand
|t| — oo des solutions de

(1.1) Ov=0 dans Rx Q , =0,

¥ |gxan
ol v appartient a un espace convenable de distributions prolongeables a
R, x R? et O = 8? — A, désigne le d’Alembertien. On veut notamment

comparer le comportement asymptotique de ces solutions avec celui des
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(724) ASYMPTOTIQUE DES RESONNANCES POUR DES OBSTACLES

solutions de I’équation des ondes libre dans Rx R™. Posant uy = v, u; = 6;v,

u = (up,u;) on obtient

(1.2) atu = Au ’ 0 ’

u |nxan=

ol A= (g (1)) . Posons H(Q) = Hp(R)x L?(), ot Hp(R) est 'adhérence

de C§°(?) pour la norme de Dirichlet :
& 2
lul, = /9 310, u(x)[ do .
1

. 1
Alors H(2) est un espace de Hilbert et on peut considérer ;A comme

un opérateur auto-adjoint non-borné dans H(2) de domaine : {(uo,ul) €

H(Q);u1 € Hp(RQ),Aug € L2(Q)}. Si U(t) = exptA = exp (it:—,A) est
le groupe unitaire associé et si u(0) € H(Q) alors u(t) = U(t)(u(0)) nous
donne une solution de (1.2) au sens des distributions. Remarquons qu’on a

une inclusion naturelle : H(2) C H(R™), définie en prolongeant les éléments

de H(Q?) par 0 dans O.

Lax et Phillips introduisent une variante (explicite) de la transformée
de Radon, Ro : H(R") — L%(R x S™~1) avec les propriétés suivantes :

a) 7Ry est unitaire,
b) si Rou(s,w) s’annule pour |s| < T,
(1.3) alors u s’annule pour |s| < T,
c) RoUo(t) =1 0oRo, out (1if)(s,w) = f(s — t,w),
d) ily a des formules explicites pour Ry et Ry! .

Ici Up(t) = exptAp est défini comme auparavant avec 2 remplacé
par R". On appelle Ry une représentation de translation pour le groupe
d’évolution libre. Pour p > 0 on pose

Df = {ue’H(R");Uo(t)u=0 sit>0 et |z| gp+t}
D; ={ueHR); Up(t)u=0si t<0 et |x|$p+lt|},
et on peut montrer que

RoD¥ = {feLz(RxS"‘l);f(s,w)=0 si +s 5,,},
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J. SJOSTRAND

En particulier D} et D7 sont orthogonaux.

Si on choisit p > 0 assez grand pour que O C B(0,p) = {z € R*;|z| <
p}, alors D:f: peuvent aussi étre considérés comme des sous-espaces de H(1Q?),
et pour u € D;t, ona U(t)u =Up(t)u si £t > 0. En utilisant que A n’a pas
de valeurs propres on peut montrer que
(1.4) U U(t) D;': sont denses dans H(S2) .

tER

Grace a cette propriété on peut définir des représentations de translation
sortantes (+) et entrantes (—) par:

(1.5) Si u € DF on pose RyU(t)u=RoUp(t)u =1 Rou .

On obtient alors :

a) Ri:H(Q)— LR x S™1) est unitaire,
(1.6) b) Riu= Rou si u€ D

C) R4 U(t) =T14R4 .

La relation avec les opérateurs d’onde Wy = s — tlirin U(—t)Up(t)
(isométries : H(R™) — H(Q)) est :
(17) R+ W+ = R.. W_ = Ro .
En particulier 'image de Wy est H(2) (= complétude asymptotique) et on
peut définir I'opérateur de scattering S = W;'W_ : H(R") — H(R") qui
est unitaire et qui commute avec Up(?). (1.7) donne
(1.8) S=R;'R R_'R, .

Via Ry on peut donc identifier S avec 'opérateur unitaire dans L2(Rx S"~1),
S-: R_u— Ryu, qui commute avec les translations. C’est donc un opérateur
de convolution, Su = k * u. En utilisant indirectement que les supports se
propagent avec une vitesse < 1, on voit que S envoie D dans (D;‘,‘)'L ce
qui entraine que le support de la distribution k est contenu dans |—oo,2p].
La matrice de scattering S(\) = / e k(t)dt admet donc un prolongement

holomorphe dans le demi-plan inférieur.

Un autre objet important est le semi-groupe de Lax-Phillips. On fixe
p > 0 avec O C B(0,p) et on introduit les projecteurs orthogonaux
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Py, P_ : H(Q) — H(Q) sur Dt et D?* respectivement. Pour ¢ > 0 on
pose :

(1.9) Z(t)= Py U(t)P-

et on vérifie que Z(t) est un semi-groupe de contractions, fortement continu

sur K = H(Q) N (DY @ D?)L. (Si u est a support dans B(0,p), alors
Z(t)u = U(t)u dans B(0,p)). Soit B le générateur du semi-groupe {Z(t)}.

Dans la représentation de translation sortante, K devient :

R K = (I*(lpy+ool x 5" @ 8 (L(~00,~pl x 7)) " =

~ L
= 1*(]-00,4] x s n (S(Lz(]—oo, —p] s"-l))
et Paction de Ry Z(t) R— sur cet espace est 1j_o, , 7; . Exploitant ce lien entre

S et Z(t) et un résultat de compacité pour Z(t)(1 + B)~! quand t > 2p,
Lax et Phillips [LP1] démontrent :

THEOREME 1.1.

a) S(z) se prolonge en une fonction méromorphe dans C & valeurs
dans L (L*(S™71),L%(S™')) et avec les péles contenus dans
{z€C;Imz>0}.

b) Le spectre de B est discret et contenu dans {z € C; Re z < 0}.

c) X estun péle de S ssi i\ € o(B).

Les poles de S sont appelés péles de “scattering”, ou résonances. Une

autre caractérisation utile des résonances est donnée par :

THEOREME 1.2 ([LP1]). Pour f,g € C(Q) la fonction \ s (A=
A f | 9)wq), définie pour Re X > 0, admet une extension méromorphe d
C dont les poles sont contenus dans o(B). Si p € o(B), on peut trouver
fECE(Q) tel que (A—A)71f|f) aun péle en p.

Surtout aprés l'apparition des résultats suffisamment précis sur la

propagation des singularités il est devenu intéressant d’avoir des formules de
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trace reliant la groupe U(t) avec la matrice de scattering et les résonances.
Dans cet exposé on ne discutera que la formule qui s’applique aux résonances.
Bardos-Guillot-Ralston [BGR] ont montré que si f € H**+!(R) est & support

compact contenu dans |2p, +oo[, alors / f(t) Z(t)dt est nucléaire et
(1.10) tr/f(t) U(t)dt = tr /f(t) Zt)dt=>Y_ f(),
J

. 1

ou la somme & droite converge absolument et les \; parcourent —o(B),
» i

(répétés selon la multiplicité algébrique de chaque valeur propre). L'opérateur

f(#)U(t)dt n’est pas nucléaire, mais son noyau s’annule pour |z —y| <1,

|z| assez grand et on arrive & définir sa trace. En considérant [ f(t)Z(t)dt

dans un espace convenablement modifié, Melrose [M1] a étendu la validité de

(1.10) au cas ot supp f CC ]0,+oo[. Dans le méme travail il a aussi obtenu
une majoration du type de Weyl :

(1.11) # {A; NISR}SCOA+R)™, R>0.
Grace a ces améliorations (1.10) prend la forme
(1.12) trU(t) = tr Z(t)=» €', t>0

J
au sens des distributions, et ol la série converge au sens des distributions. Pour
d’autres résultats concernant le membre de gauche de (1.11) voir Zworski [Z],

Intissar [In)].

2. Propagation des singularités pour le probléme de Dirichlet

Il est commode d’utiliser le formalisme des transformations de Fourier-
Bros-Iagolnitzer pour décrire de fagon uniforme les résultats. (Voir [S1] pour
plus de détails). Soit Y C R™ un ouvert, (yo,70) € T*Y \0 =Y x (R*\ {0}).

Soit ¢(z,y) une fonction holomorphe définie dans un voisinage de
(zo,Y0) € C™ x C™ avec les propriétés :
Op F ) 0%
i =— —= _— 0.
(21) ay (.’Eo, yO) Mo, Im 0y2 (x07 yU) > Oa det 8x6y (:l:Oa yO) #
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Pour z € Vois (zg), la fonction R® N Vois (yo) 3 y — Im¢(z,y) a un mi-
nimum non-dégénéré en un point y(z). Si on pose n(z) = —%(m,y(m)),
Papplication z — (y(z),n(z)) est un difféomorphisme analytique d’un voisi-
nage (complexe) de zo sur un voisinage réel de (yo,70). La fonction ®(zr) =
—Im p(z,y(x)) est bien définie et strictement plurisousharmonique dans un

voisnage de zo. Le difféomorphisme symplectique Hr : (y, —%—:—(z,y)) —
9p
oz

de (zo,&o) envoie les points réels sur un voisinage de (zo,&p) dans

2 0% .
Ag = { (x,;%) : € Vois (:1:0)} .

Si x € C§°(R™) est & support dans un petit voisinage de yo et vaut 1 preés de

z, — (=, y)) d’un voisinage complexe de (yo,70) sur un voisinage complexe

ce point, alors pour tout u € D'(Y), la fonction (= transformée FBI de u)

(2.2) Tyu(z,)) = / e x(y) uy)dy
est bien définie pour z € Vois (z9), A > 1 et vérifie
(2.3) Ty u(z, \)] < CoANe (=) |

(o Cp, Ny dépendent de u).

DEFINITION 2.1. On dit respectivement que (yo,70) ¢ W Fce(u), (y0,7m0) ¢
WFy(u), (y0,m0) ¢ WFg,(u), s’il existe un voisinage complexe V de zg tel
que respectivement :

— YN >0, 3C>0,t.q. [Tyu(z,\)| <CA V@ zeW, A>1,

- 3C >0, tq. |Tyu(z,\)|<C @V zey, A>1,

~ 3C>0, tq. [Tz, < CHr*@N/C ey, A>1.

(Pour I’équivalence entre ces définitions et les définitions plus classiques
d’Hoérmander et de Sato, voir [S1] (et aussi [Bo]) dans le cas analyti-
que, [LasS] dans le cas C*°, [Le2] dans le cas Gevrey 5). Les ensembles
WFce(u) C WFgs(u) C WF,(u) sont fermés et coniques dans 7*Y \ 0 et
leurs projections dans Y sont les supports singuliers de u modulo C*(Y),
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G*(Y), A(Y) respectivement. (Le support singulier modulo K est le plus
petit fermé de Y en dehors duquel u est de classe K, K =C*>, G3, A). Ici

G*(Y)={ueC™(Y);YK CCY,3C >0 t.q. VaeN",y € K :
|05 u(v)| < (@t Clei+1}

avec les notations :
a=(ay,...,on), al=a!...a,!, Oy =0y1...0y", la|l=a1+... +an.

A(Y) = G? est I’espace des fonctions analytiques réelles sur Y .

Soit 2 comme dans la section 1, et écrivons zo a la place de t. Si
2% € 8Q, on peut introduire de nouvelles coordonnées y,...,y, centrées en
2%, telles que Q2 soit donné par y, > 0 et telles qu’aux facteurs négligeables
> 0 pres, O = Dj + R(y,Dy), ot yo = %o, ¥ = (Yo,¥15---,¥n),
Y = (Yo,.--,Yn—1). (Si 9N est analytique on peut choisir les nouvelles
coordonnées analytiques). R est un opérateur différentiel d’ordre 2 dont le
symbole principal r(y,n') vérifie: r(y,n') = 0,7 #0 = 9,y r(y,n') #0. Soit p
le symbole principal de O (= €2 +... +£2 — €2 dans les coordonnées initiales
et =n2 +r(y,n’) dans les nouvelles coordonnées définies sur 7*Q \ 0). Dans
T*00\ 0 on introduit les trois zones: £ = région elliptique : 7(0,y’,7') > 0,
H = région hyperbolique : r(0,y’,7') < 0, G = région de “glancing” :
r(0,y',n") = 0. Soit Ty = p~(0) |, o UHUG avec sa topologie naturelle avec
la propriété que (y,,m,) € p~1(0) ‘lle tend vers (y',n') e HUG, v — oo,
si (y)n O, (y,m) = (¥',7')-

Soit W un ouvert de RxR™ et u € D'(W N (R x Q)) une distribution
prolongeable telle que Ou € C®(W N (R x )). On définit alors W F&(u) C
(T*(Rx0Q)\0)U(T*(Rx Q) \0)) |W par:

~W Féoo () |yyrmxay= WFow(u) -
— Un point (yg,np) € T*(R x 89) |,, n’appartient pas & WFgu(u)
s’il existe € > 0 tel que (yp,70) n’appartient pas & W Fce (u(+,y,)) de facon

uniforme au sens de la Définition 2.1 (3 choix de V et C'= Cy indépendant
de yn), quand 0 < y, < €.
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De méme, si O est analytique et Ou est analytique sur W x (R x ),
on définit WF2(u) et WF3(u). On sait dans les trois cas que WF’(u)
est un ensemble fermé conique dont la projection sur l’espace des z est
respectivement le support singulier de « modulo C®*(WN(Rx)), A(WN(Rx
7)), G} (W N (R x Q)). Si on suppose en plus que u |(llx89)nW€ C®et €A
respectivement, alors la régularité microlocale pour des probléemes aux limites
elliptiques entraine que WF?(u) C Iy IW. Le probléme de propagation des
singularités est alors d’analyser W F®(u) de plus prés. Pour cela on introduit
les notions de rayon C'* ([MS,]I]) et de rayon analytique [S2].

DEFINITION 2.2. Un rayon analytique est une courbe (continue) v : I — X,
(out I est un intervalle) tel que :

1. siy(t) € p~1(0) |gq alors Z—Z(t) existe et vaut (—g% (v(2)), _2_5(7(t))) ,

2. si y(t) € H alors 3¢ > 0, t.q. 7(s) € p71(0) |g,q POUr 0 < |s —t| <&,

3. si y(t) € G, et si en utilisant les coordonnées y on écrit y(s) =

(y(s),n(s)) pour 7(s) € p~1(0) |gyq> Y(8) = (¥'(s),n'(5)) pour 7(s) €
H UG, alors (y'(s),n'(s)) est dérivable en s = t et la dérivée vaut

(57 -5 ) W07 ).

La définition d’un rayon C*° est la méme & ceci prés qu’on remplace

H par HU G, dans 2., ou G4 C G est la région diffractive définie par

or
gy—(y',O, n') < 0. Tout rayon C* est analytique!
n

Voici le tracé de la projection dans  de quelques rayons :
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Tout rayon C* ou analytique peut se prolonger en un rayon avec
R comme intervalle de définition. En ce qui concerne les rayons C*, le

prolongement est unique sauf dans des cas pathologiques, qui ne se produisent
pas quand O est analytique.

Soit u € D'((R x ) N W) une distribution prolongeable vérifiant

(2.4)ce Due CP®(RxQ)NW), u |(nxan)nwe c=

ou bien dans le cas ou 9N est analytique :

(2.4) 4 Ou € A(RxQ)NW), u|g s00w€ A -

THEOREME 2.3 (Melrose-Sjéstrand [MS]). Si u vérifie (2.4)ceo et po €
W F8(u) alors il existe un rayon C® mazimal v dans T, |W (c.a.d. non
prolongeable en tant que rayon C™ dans Iy |W ) contenu dans W F3e(u).

Ivrii [Iv] a obtenu presque le méme résultat. Son analyse prés de G,
est basée sur des inégalités d’énergie, évitant ainsi (contrairement a [MS])
tout appel aux constructions de paramétrixes assez lourdes dans cette région
(obtenues antérieurement par M. Taylor et Melrose). Voir aussi [H3).

Dans la suite de cette section on suppose que 952 est analytique. Nous
avons le :

THEOREME 2.4 (Sjostrand [S2]). Si u vérifie (2.4)4 et po € WFb(u),
alors il existe un rayon analytique mazimal v dans X |W qui est contenu
dans WF®(u).

Comme l'ont remarqué Friedlander-Melrose [FM] dans le cas d’un
opérateur modele explicitement traitable, on peut avoir une propagation des
singularités analytiques (et méme Gevrey d’indice < 3) le long des rayons
analytiques non C*°. Un tableau assez vaste de ces phénomenes de diffraction
se trouve dans Sjostrand [S2-4], Kataoka [K], Lebeau [Le3], Laubin [Lal,2].
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Lebeau a montré qu’on a le méme type de propagation pour les singu-
larités mod G® que pour les singularités mod C*, c.a.d. qu’on n’a pas de

diffraction :

THEOREME 2.5 (Lebeau [Lel,2]). Si u vérifie (2.4)4, et po € WF2:(u)
alors le rayon C*° mazimal v dans L, |W passant par po est contenu dans
WFZi(u).

Comme 0f) est analytique il y a un rayon C'® maximal unique passant
par po. B. et R. Lascar [Las] ont récemment amélioré ce résultat en traitant
aussi les cas ou le bord est seulement Gevrey (on perd alors dans les indices
Gevrey de la conclusion). Leur méthode, partiellement inspirée de celle
d’Ivrii mentionnée auparavant, est entiérement basée sur des inégalités. La
démonstration de Lebeau utilise un mélange subtil de constructions directes

et d’inégalités dont nous ne pouvons ici donner qu’une trés vague idée :

ESQUISSE DE LA DEMONSTRATION DU THEOREME 2.5 : En dehors de
G4+ létude de la propagation Gevrey se fait essentiellement comme dans la
démonstration du Théoréme 2.4. On se restreint donc a un voisinage d’un
point de G4, et on choisit de nouvelles coordonnées z = (zo,...,Z,) =
(¢',2,) telles que O = R(x, D)+ D2 . La premitre étape est de construire
certaines solutions oscillantes de 1’équation homogéne et une idée essentielle
est alors de faire une transformation de Fourier formelle en z,, et de considérer
R(z',—De,,D,) + €2 pour lequel on peut facilement donner des solutions
oscillantes, et il s’agit ensuite de donner un sens & la transformation de
Fourier inverse de ces solutions en choisissant convenablement un contour
d’intégration. (Voir aussi [S4], [La2]). A cette étape la fonction d’Airy
apparait naturellement. Lebeau construit ainsi un opérateur microlocal J o
I: {distributions sur z, = 0} — {distributions prolongeables} avec la
propriété que O(J o Iu) est analytique jusqu’au bord pour tout u et tel que
WFYJ o Tu) C WF,(u) U {7(t);t > 0 et v est un rayon analytique avec

7(0) € WFa(u)}. (En réalité toutes ces constructions sont faites aprés une

transformation de FBI). On a donc déja ici un phénomeéne de diffraction :

269



J. SJOSTRAND

/‘\Xa

wh (}ol. n

////

Pour aller plus loin, il faut étudier les opérateurs trace :
KQu(a)=(T o Tu) |, _,, KVu(@')=(0:,T o Iu) |, _, ,

et pour résoudre le probléme de Dirichlet avec inhomogénéité sur le bord, il
faut inverser K(°). On montre que (dans une représentation FBI convenable)
K(© est une sorte d’opérateur pseudodifférentiel de symbole dans la classe
é'j p = Zpk(x,f,/\)(iT)'k (o A > 1 est le grand parametre FBI et

\
e
Xn-1

k>0
T est un parametre formel qui moralement vaut A) avec px holomorphe
dans Qxrsy @ |2' =g < v, [€" =& < 7, |fama| < 7, Im&ny

YAT2/3 4§ |Ren_q] et:
k
(én_l —ivA‘z/?’) pe| < ABFE!.

Ici 6 > 0, et on a choisit la transformation de FBI de telle facon que G4

corresponde a &,—1 = 0. (zg,&y,0) est fixé ainsi que r > 0.

sup
Qa,r,6,v

Pour l'opérateur K(®) | on peut choisir 7 > 0 arbitrairement grand et
on trouve aussi que py a un zéro simple en

€nq = A"2/327if3 (wp-l + 0(/\—1/3)) :

ol —w est le premier zéro de la fonction d’Airy (sur axe |—o0,0[ compté
a partir de 0) et p est essentiellement la courbure de la géodésique du
bord. De plus po est elliptique en dehors de ce point dans une bande
Im&,—1 < A72/3 (Im (e?™i/3) + ¢) pour un &y > 0 convenable.

Pour ces symboles, Lebeau donne une recette de quantification pour
définir des opérateurs “unilatéraux” qui operent dans 1’espace des fonctions
a croissance tempérée (par rapport au poids FBI, ce qui correspond aux

distributions) qui décroissent exponentiellement pour Rez,_; < @. Ici on
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travaille dans un domaine complexe avec Rez,_; € |a,b[ et on suppose
a < @ < b. Il montre ensuite, en faisant appel a la théorie de la deuxiéme
microlocalisation (voir [S1], [Le3| et les travaux de Kashiwara-Kawai et
Laurent qui y sont cités) que l’on a bien un calcul symbolique qui marche
modulo O(e~*/€). Ceci n’est pas évident car les symboles peuvent étre
singuliers & distance ~ A~2/3 de I’axe réel ce qui laisse penser que les erreurs
vont plutét étre O (e"‘mc), c.a.d. qu'on ait seulement un calcul modulo
Gevrey 3. Ces opérateurs propagent en général les singularités analytiques
dans la direction Rez,_; croissante et ce ne sont donc pas du tout des
opérateurs pseudodifférentiels analytiques classiques. Utilisant le fait qu’on
peut déformer des contours d’intégration jusqu’a Im¢,_; ~ A2/3 on voit
que si u est a décroissance exponentielle aussi pour Rez,_; > b (avec
a < @ < b < b) alors 'image de u par un opérateur unilatéral est
O (e"\m'm““') sur tout compact dans Re z,_; > b.

L’opérateur K(® est elliptique prés du réel et peut donc étre inversé
modulo O (e"’\/ C) en tant qu’opérateur sur les fonctions exponentiellement
petites & gauche. En utilisant aussi que K(® est de type principal un peu plus
loin dans le complexe (racine simple ~ A~2/3 211i/3, p—1 ) on arrive & préciser
les propriétés de propagation de K(©~" et de K1) K(®™" Ay lieu de montrer
simplement que ces opérateurs produisent des fonctions © (e"\m'“““') a
droite (par rapport & Re z, ) de la région ot la donnée n’est pas exponentielle-
ment petite, Lebeau arrive & préciser le taux de décroissance et méme & donner
un développement asymptotique. Cette précision qui n’est pas indispensable
pour prouver le Théoréme 2.5, devient fondamentale dans la démonstration
du Théoréme 4.2.

La fonction v = J o I o K"y est une solution sortante du probléme de
Dirichlet inhomogene : Ov € analytique, v Illx sq="U et ona (9;,v) I:c,.=0=
KW KOy Lopérateur KM K©®™ est donc “Popérateur de Neumann
sortant”. Il est classique que si on contréle bien cet opérateur, alors on obtient
des théorémes de propagation par un argument de dualité. Ainsi on obtient
bien le Théoréme 2.5 prés de G .
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3. Distribution des pdles pour des obstacles C*®

Comme déja observé dans le livre [LP1], la distribution des péles de
scattering proche de ’axe réel dépend de la géométrie de I'obstable O.

DEFINITION 3.1. O est captant (“trapping”) s’il existe un rayon C*

maximal dans ¥, dont la projection dans ) est contenue dans I’enveloppe
convexe de O.

Si O est non captant et O C B(0,R), alors il existe Tg > 0 tel que
pour tout rayon C*™° maximal v : R — £, N {|¢| = 1}, I'ensemble des t tel
que II,7(t) € B(0, R) est vide ou bien un intervalle de longueur < Tg. On a
les implications : Oest convexe = O est étoilé = O est captant. Dans le cas
d’un obstacle convexe, Lax et Phillips [LP2] ont montré qu’il existe a > 0
t.q. la région {A € C; Im X <alog |A|} ne contienne qu'un nombre fini de
poles de scattering. D’aprés leur Théoréme 2.2, c), il s’agit de montrer qu’il
existe T > 0 tel que I'image de Z(T') soit contenu dans le domaine de B.
Pour les obstacles non captants, il résulte de (4.4) dans la section suivante et
du Théoréme 2.3 qu’on a bien cette propriété (et que Z(t) est compact pour
T > 0 assez grand), donc en dessous d’une courbe logarithmique on n’a qu’un
nombre fini de pdles de scattering.

Le cas d’un obstacle captif le plus simple est sans doute celui ou O
est une réunion de deux obstacles O;, O, disjoints et strictement convexes.
Soient z; € 00;, j = 1,2 les deux points qui réalisent la distance entre le
obstacles et posons d = |z; — z2| = dist (O1,02). A quelques identifications
triviales pres, le seul rayon C* maximal qui reste au-dessus de ’enveloppe
convexe de O pour toujours est celui qui fait un aller retour éternel entre
z1 et zo. En suivant un rayon optique partant d’un point de 0; proche
de z, dans une direction proche de la normale jusqu’a son retour & 00,
aprés une reflexion dans 90O,, on obtient une application de Poincaré :
T*(00;)N Vois ((z1,0)) — T*(8 01)N Vois ((z1,0)), et comme ’ont remarqué
Bardos-Guillot-Ralston [BGRY], le point fixe (z1,0) est du type hyperbolique
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et plus précisément les valeurs propres de la différentielle de 1’application de

Poincaré sont de la forme

1
... —<1<ry<ry<...<vp_i.
Vpn-1 Vp—-2 n

Guidés par des considérations heuristiques, Bardos-Guillot-Ralston ont

introduit des pseudo-péles de la forme :

1 . 2 +...F par
A""’=E’”+§<m - Zaaﬂa) )

avec j € Z, a = (@y,...,an-1) € N*™1, u; = logv;. Pour chaque o on

obtient une rangée paralléle a 'axe réel. On définit la multiplicité d’un pseudo-
pole Aj, comme le nombre m(a) de différents 3 € N*~1 avec \j 5 = );

Lo

La premiére rangée des Ajo est la plus proche de I’axe réel et m(0) =1.

Tkawa [I1] a démontré que dans une bande Im A < 22 t '4+ i P

pour un ¢ > 0, les poles avec |A| assez grand sont contenu dans la réunion

des disques D (/\j,o,CI/\j,ol_llz) si C > 0 est assez grand, et que chaque
disque contient un tel pole si |j| est assez grand. Ensuite dans [I2] il a
précisé le résultat montrant qu’il y a exactement un péle dans chaque disque
pour |j| grand, qui admet un développement asymptotique. Suite & [I1]
mais indépendamment de [I2], C. Gérard a obtenu une justification compléte
de toutes les rangées. Son résultat coincide avec celui d’Ikawa [I2] pour la
premiére rangée :

THEOREME 3.1 ([Ge]). On fize un C > 0 avec C # Im Ao o,
a € N*~1. Alors les poles dans la bande 0 < Im A < C avec |A| grand

peuvent étre décrits de la maniére suivante : pour chaque Aj,a dans la bande

22 P

ily a m(a) péles z} G 1%

1 comptés avec leur multiplicité, avec

les développements asymptotiques :

st 3 (U e

Ict N(p,a) est un entier qui vaut 1 pour la premiére rangée.
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La démonstration d’Tkawa est basée sur une étude asymptotique des
solutions du probleme mixte quand ¢ — oo. Celle de C. Gérard utilise
le point de vue plus direct exprimé dans le Théoréme 1.2 et qui est lié &
d’autres théories, voir par exemple Aguilar-Combes [AC], Balslev-Combes
[BaC], Vainberg [V1,2], Helffer-Martinez [HeMal).

Dans le cas de deux obstacles convexes, convenablement applatis pres
de z; et x3, Ikawa [I3] a montré & l’aide de la formule de trace de Bardos-
Guillot-Ralston-Melrose qu’il y a une suite de péles A\; avec Im\; — 0.1l a
aussi abordé I’étude du cas ot O est une réunion finie d’obstacles strictement
convexes disjoints O,...,On. Sous '’hypothése : (I’enveloppe convexe de
O; UOk) N O = ¢ pour tous j,k,¢ avec £# j,k, les rayons C*™ forment un
systéme dynamique hyperbolique et dans ce cas Ikawa a trouvé (en imposant
parfois d’autres hypothéses) une bande parallele & ’axe réel qui ne contient
qu’un nombre fini de péles et une bande plus large qui en contient une infinité.
Voir [I4,5] et sans doute des travaux 3 venir.

Pour finir cette section, mentionnons le travail de T. Beale [Be] concer-
nant les poles engendrés par un obstacle connexe avec une cavité reliée a
I'extérieur par un mince tunnel. Quand le tunnel se rétrécit (en fonction
d’un parameétre) des pdles convergent vers les valeurs propres du probléeme de
Dirichlet associé a la cavité limite (disconnectée de ’extérieur). Ces résultats

ont récemment été améliorés par P. Hislop et A. Martinez [HMa)].

4. Distribution des pdles pour des obstacles analytiques captants
Dans cette section on se propose de résumer les résultats de Bardos-

Lebeau-Rauch [BLeRa]. On supposera désormais que 92 soit analytique.

THEOREME 4.1 ([BLeRa]). Si O = R*\ Q est non captant, alors il

existe une constante C > 0 telle qu’il n’y a qu’un nombre fini de péles dans
, 1 s

{rec;mxr< = }
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Ce résultat est une conséquence assez directe du Théoréme 2.5, et il a
aussi été démontré par Popov [Po]. Avec des hypothéses en plus, on peut
montrer que pour C > 0 assez grand il y a une infinité de péles avec
ImA < C I/\II/ 3. Supposons que O soit strictement convexe et qu’il existe
dans A0 une géodésique fermée 7, de longueur T > 0 vérifiant :

~

Il existe un voisinage V de T tel que si ¥ est une

(4.1)

géodésique fermée de longueur T € V, alors 7 = 7.

v est non-dégénérée au sens que ’application de

(4.2) Poincaré linéarisée associée & y (agisant dans un
4.2
espace de dimension 2(n — 2)) n’a pas de valeur

propre égale a 1 .
Remarquons que les géodésiques de O correspondent aux rayons analytiques

qui glissent le long du bord. Il est montré dans [BLeRa] que les hypotheéses

(4.1), (4.2) sont génériquement satisfaites.

Comme souvent dans les problémes de diffraction, la fonction d’Airy
Ai(z), définie comme la transformation de Fourier inverse de e'€’/3 | joue un
role important. Les zéros de Ai(z) se trouvent dans |—o0,0[, et on note —w

celui qui se trouve le plus prés de 0. Soit p(s) > 0 la courbure de 7 au point

-1 T
Cy = wcos (—r-I-) (21/3T) / p(s)*Pds .
6 0

v(s) et posons :

Alors on a:

THEOREME 4.2 ([BLeRa]). Sous les hypothéses (4.1), (4.2), pour tout
e >0, il y a une infinité de péles dans {/\ €C;ImA<(C,+¢) |A|1/3 }

L’ingrédient principal dans la démonstration de ce résultat est 1’étude
de la distribution tr Z(t) = ¥ e'**, t > 0. Nous avons le:

THEOREME 4.3 ([BLeRa]). On suppose O strictement conveze. Alors
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(i) trZ(t) appartient @ G3(]0,+o0|)

(i) Si L est ’ensemble des longueurs des géodésiques fermées dans
0, alors tr Z(t) est analytiqgue dans ]0,+o0[\ L.

(iii) Sous les hypothéses du Théoréme 4.2, on a pour tout € > 0 :

1/3¢

lim sup > (C,7)7t.

£—o00

sup Oftr Z(t) /((3[) )

[t-T|<e

Ici (i), (ii) sont des conséquences assez directes des Théorémes 2.4,

2.5. C’est le point (iii) qui est le plus important pour la démonstration du
Théoréme 4.2.

Décrivons maintenant assez briévement les démonstrations. Le Théo-
réme 4.1 est une conséquence assez directe du Théoréme 2.5 : On commence
par remarquer que si R > p (ot O C B(0,p)) et u € H() est & support
dans B(0, R), alors si t; > 0 est assez grand pour que tout rayon C* partant
d’au dessus d’un point de { N B(0, R) avec vitesse 1 dans I’espace des z, ait
quitté @ N B(0,R) au temps t > t;, alors u(t,z) est de classe Gevrey 3 sur

[t1,+00[ x (2 N B(0, R)). Par un argument d’analyse fonctionnelle, on arrive
a l'inégalité

(4.3) |88 + [0f V| < ACH3)! [[u(0)ll ¢ -

pour t € [t1,t2], (2 > t1),z € 2N B(0,R), £=0,1,2..., ol les constantes
A, C sont indépendantes de u.

On utilise ensuite une formule de [LP1], valable pour ¢ > 4p :
(44) 2(t) = P+ (U(20) - Uo(20) ) @5, Ut — 40) @, (U(29) — U(20)) P-
|z

ou Q. f(x) = X(T) f(z), x € C*R), x =1 sur ]-o00,1], x = 0 sur
[2,+00[. On en déduit :

B*Z(t) = Py (U(2p) — Uo(2p)) Qs,0; U(t — 4p) Q3, (U(2p) — Uo(2p)) P- .
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Appliquant (4.3) avec R = 10p et avec t = ¢, assez grand, on obtient avec

des nouvelles constantes A4,C :
|B¢Z(to)|| < AC*(30)! .
Si u € o(B), alors
plette € o (B Z(t)) ,
et donc
(4.5) |t et Ren < ACE(30)) .
Choisissant ¢ convenablement, en fonction de p (pour |u| grand), on obtient

Rep < —
Const. o . . -
Popov est différente mais son ingrédient essentiel est toujours le Théoréme 2.5

de Lebeau.

|/L|1/ ®, ce qui donne le Théoréme 4.1. La démonstration de

Voyons ensuite comment déduire le Théoréme 4.2 du Théoreme 4.3. Soit
C > 0 et supposons que a(B)ﬂ{u € Repu > -C ]u|l/3 } soit fini. En utilisant
(1.12), on trouve

(4.6) tr Z(t) = > e 4 f(t), t>0,
Re 4 <—Clu;|'/*

ou f est une fonction entiére. Utilisant ensuite (1.11), on trouve
(4.7) % (tr Z(t) — f(t)) < Const. e (Ct) 323 (3¢ + 3n + 2)!

et en comparant avec (iii) du Théoréme 4.3 pour ¢ dans un voisinage de T,
on obtient bien C < C, .

Il reste a discuter la démonstration du Théoreme 4.3, qui est considéra-
blement plus difficile. Si E(t) = / E(t,z,y)v(y)dy désigne la solution du
probléme mixte : Ou = 0 dans R x Q, u ,llx9= 0, u(0) =0, du(0) = v,

OFE FE

alors on voit que U(t) = (EA 5.E
;

> et donc d’apres (1.12) :

trZ(t)=2tratE=20t/E(t,:c,x)dx
Q

(au sens des distributions).
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On peut ensuite réduire cette relation au bord :

(4.8) tr Z(t) = 20, / B(t,z,2)dz ,
N
avec
(4.9) B(t,x,y):// Bt — 5,2 — )k (s, 2, y)d=ds |
R JOQ

ou k*(t,z,y) = 9, K*(t,z,y), K*(t,z,y) € D'(R x 9N x Q) étant le
noyau de l'opérateur K+ qui donne la solution u = Ktv de Ou = 0 dans
RxQ, u |llx69= v, u=0 pour t << 0, v € C§°(R x 9N). De plus hg est
la solution élémentaire de 02 dans R x R® A support dans ¢ > 0. Notons
que k*(t,z,y) est le noyau de I'opérateur de Neumann qui intervient dans la
preuve du Théoréme 2.5.

Il s’agit alors d’analyser les noyaux hg (¢,z,y) et k*(t,,y) sur Rx9Qx
0. Le premier noyau & une représentation intégrale explicite qu’on arrive
avec un peu de travail & réécrire comme une intégrale oscillante sur le bord.
La difficulté principale se cache dans ’étude de k% . On peut d’abord localiser
les fronts d’ondes Gevrey 3 (et analytiques) en utilisant le Théoréme 2.5 (et
2.4). Pour mieux connaitre ensuite k; prés du front d’onde analytique on
utilise des solutions oscillantes entrantes construites par Lebeau dans [Lel].
On peut ensuite faire des intégrations par parties et obtenir le comportement
asymptotique de certaines intégrales FBI de k. Ainsi on arrive finalement &

montrer que dans la région ¢t >0, |v—y| <t: WF,(B) CA, BEe I} , ou

A=Ay UA_, Ax = {(t,T;x,E;y,—n);iT = ¢l (2,€) = eXPth(y,n)},
p = |{| (considérée comme symbole sur T*9 \ 0). On définit 1) comme

Vintégrale de e**™/¢(|r| p?/2)'/3w le long du flot de H, avec la condition
initiale : ¥ = 0 sur la diagonale.

I1 faut aussi expliquer ce qu’est la classe If’;ﬂp. De maniére générale, soit
A une variété Lagrangienne analytique, réelle, conique et soit 1 une fonction
sur A qui est positivement homogéne de degré 3 avec Re 1 > 0. On dit alors

que la distribution f appartient & I 4 au point (yo,70) si avec Ty comme
au début de la Section 2 on ait dans un voisinage de zg :

Ty f(z,A) = €293 PC yp Ay 4 r(z,2)
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0 -
ol g est donné par : Hy(Q) = {(x a—j(m) } 0(z0) = o(z0,30), B(z) =
(¥ o HZ') (w, gg (a:)) + constante imaginaire convenable, b a un développe-
ment asymptotique de la forme :

N
bz, A) = Y bu(@) A" 34| < AB* (kA #

k=0

bi holomorphe, et r vérifie |r(z, )| < e*®(#)—Co M7 avec Co > Re P(xo).

Utilisant enfin les hypothéses (4.1), (4.2), on arrive & analyser ’intégrale
dans (4.8) et montrer (iii) du Théoréme 4.3.
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