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PREFACE

Ce livre est consacré a 1’étude de majorations uniformes de solutions parti-
culieres de systémes d’équations linéaires a coefficients holomorphes, qui sont
présentés en détail dans la premiére page de I'introduction. Bien qu'’il s’agisse
d’une question élémentaire et fondamentale, on ne disposait, jusqu’a ce jour,
d’aucune étude compléte de ce probleme. J’espére que cet ouvrage servira a
combler cette lacune. Le champ d’applications directes est vaste. En appen-
dice III, on en esquisse une plus indirecte. On y explique comment on pourrait
procéder pour fonder une théorie de cohomologie modérée permettant de gé-
néraliser le “GAGA” de J. P. Serre [50] dans le cas non propre.

L’outil mathématique qui est au centre de ce travail est le théoreme de
division de Hironaka avec ses diverses variantes. Les idées de base sont la
semi-continuité du polygone de Newton, la stratification qui la manifeste et
le “comportement modéré” de la division de Hironaka sur chaque strate. Des
méthodes analogues ont été utilisées dans le passé (par Hironaka entre autres!)
et plus récemment par E. Bierstone et P. D. Milman [57], dans un contexte
différent. Dans une postface, j’expliquerai le rapport qui existe entre leur
travail et le mien. Au chapitre IV, une “astuce” permet de ramener toute
division par un sous-module & une division par un idéal (sur un autre espace),
ce qui s’avere crucial pour la démonstration de certains résultats. Je pense
d’ailleurs que le cadre naturel du théoreme de division est celui des idéaux, le
chapitre IV étant une illustration de cette affirmation (mais cela n’est peut étre
qu’une question de goiit). Ce point de vue permet, en tout cas, de démontrer
une version plus générale de ce théoreme.

Toutes les démonstrations dans ce travail sont détaillées et aussi complétes
que possible. C’est un pari volontaire, méme si cela est aux dépens de la
concision du texte. Cette regle ne s’applique évidemment pas a ’appendice III
qui n’est que le plan d’un travail qui fera ’objet d’une publication ultérieure.
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La démonstration des énoncés de cet appendice nécessite, en plus des résultats
du présent travail, une version tres fine de la théorie de la voiite étoilée de
Hironaka. Par ailleurs, les définitions qui y figurent ont été volontairement
“simplifiées” pour éviter d’introduire la notion d’éclatements permis.

Les références internes sont données suivant le systéme décimal. Par exemple,
dans III, 4.3.2, le chifre III indique le chapitre, le chiffre 4 le paragraphe et
le chiffre 3 la section du paragraphe. A Yintérieur du méme chapitre, on sup-
primera la mention du chapitre. On se référe aux appendices selon le méme
principe en ajoutant le préfixe App. Les chiffres entre crochets correspondent
aux ouvrages cités dans la bibliographie.

Je remercie Adrien Douady qui m’a initié a la géométrie analytique, ainsi
que Jean Giraud qui m’a guidé dans les “foréts” et autres “jardins”, “bos-
quets” et “polybosquets” de Hironaka. Je remercie Chantal Postadjian qui
a assumé courageusement la tache ingrate et particulierement difficile de la
frappe de ce texte rempli de formules et de symboles.

Ce livre est dédié a la mémoire de Jean-Louis Verdier. Au cours des années,
ses encouragements, ses conseils, sa rigueur et son perfectionnisme, aussi bien
sur le fond que sur la forme, m’ont aidé a achever cet ouvrage. Sans lui, ce
travail n’aurait sans doute jamais eu sa forme actuelle et serait resté au stade
des versions préliminaires et incompletes.



INTRODUCTION

1. L'axe principal de ce travail est 1'étude du probléme suivant. On considére
un ouvert U de €° et un systeme d'équations linéaires a coefficients dans

r(y,0 ) , c'est-a-dire une matrice (f. ,ou f..€r(u,0. ) , ou
cP 1] P

ij1<isn,1<j<m
encore, ce qui est équivalent, un morphisme de OU-modules

f :OB e 03
Pour tout polycylindre compact K de P (K==K]><...><Kp , ol pour tout i ,
Tsisp , K, estun compact convexe d'intérieur non vide de C ) contenu dans

U, si 1'on désigne par B(K) 1'algéebre de Banach normée des fonctions continues
sur K et analytiques sur K , munie de la norme H.lk , définie par

llgll, = suplg(x)| , pour gEB(K) ,
K
X€K

le morphisme f définit, par restriction des fij sur K, une application

B(K)-linéaire continue
B(K;£):B(K)™ — BK)"

qu'on peut aussi considérer comme un systéme de n équations lin€aires a m
inconnues a coefficients dans B(K) . On cherche un procédé permettant d'associer
C-linéairement a tout élément g de B(]()n , C'est-a-dire a tout second membre de
notre systéme d'équations, un é€lément h de B(K)m qui en soit une solution,

si g€ Im(B(K;f)) , et cela d'une facon continue. Cela équivaut a définir une

application C-linéaire continue
o : BK)'— B(K)"
telle que
B(K;£f) oo o B(K;f) = B(K;f)

On dit alors que o est une scission de B(K;f) . Cela n'est pas toujours possi-
ble. Si 1'on désigne par Q le OU-module cohérent conoyau du morphisme f |,
1'existence d'un tel o équivaut a affirmer que le polycylindre K est privilé-
gié pour Q , au sens de Douady [7]. Le but de ce travail est de définir des
scissions C-linéaires continues o de B(K;f) , de telle sorte qu'on puisse
"'contrbler' la croissance de la norme de o en fonction du polycylindre pri-
vilégi€é K , du moins pour K 'assez petit'. En termes de systeéme d'équations
lin€aires, il s'agit de trouver un procédé C-linéaire continu de détermination
d'une solution particuliére, avec ''contrdle' de sa norme, en fonction de celle

du second membre et cela d'une facon "uniforme" en fonction du compact privilégié
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K .

I1 existe un cas simple. C'est le cas ol le conoyau Q de f est un O -module

U
localement libre. Dans ce cas, tout polycylindre compact de ¢P contenu dans U
est privilégié pour Q , et comme f posséde localement des scissions OU-linéai-

res, il est facile de voir qu'il existe une fonction continue

Y:U— R

et un recouvrement ouvert (Ui)ieI de U tel que pour tout polycylindre compact
K de @P , contenu dans au moins un des Ui , 11 existe une scission €-linéaire
continue ok de B(K;f) (qui peut méme €tre, dans ce cas, choisie B(K)-linéaire)

telle que

logll < sup v(x)
x€K

Le cas général est beaucoup plus difficile. Le résultat le plus fin obtenu dans
cette direction, avant ce travail, est di 3 J.L. Verdier qui s'inspirant des
méthodes de B. Malgrange [56] et A. Douady [7] démontre, dans un texte inédit, le
théoréme suivant :

THEOREME (J.L. Verdier).- Soient U un ouvert de €° et f: OE — Og un mon-

phisme de OU-moduleA. Alons pourn tout point x de U AL existe des nombres réels

e, 6 et A, €€Ry, S€R, , A€R, et un élément d=(dq,. ..dp)

de NP tefs que pour tout polydisque fermé K de centre x et de polyrayon
o= (opsen0) o€ (ROP | res indgakitis

) 8 s
Q1<L’ 92<p1,"‘,pp<pp_]
impliquent que K s04t contenu dans U et qu'il existe une scission C-Lindaire

continue o, de B(K;f) zelle que

K
d
lloll < Mo
p
(oa pd = I d;
Le but principal de cet ouvrage est d'étudier la variation de ¢ , 6§ , A et
d en fonction du point x de U . On obtient le théoréme suivant :

THEORﬁMF - Soient U un ouvernt de € et f: Om — 0n un morphisme de

0 -modules. T2 existe une stratdification €- anaﬂyt&que (X ). jeJ de U et pour
tou,t j o, j€J , un ékément J de NP, un nombre nded 6J ;S ER et
deux fonctions continues

(pj:Xj——>]R: et u;j:Xj—»]R: ,
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modéndes (& croissance polynomiale) Le Long de X, -X. , o X. désigne £'adhé-
nence de X. dans U , Zels que pour tout point x de X. et tout polydisque
fermé K de centre x et de polyrayon p = (p1,...,pp) , PE (]R:)p , Les
Angalites

§. §.
(D py< 1/o5() pz<o13,...,op<op21
impliquent que K 804t contenu dans U et qu'iL existe une scissdon C-Linlaine
continue oy de B(K;f) telle que

d.
llogll = v50/0 7

On remarque que les inégalités ci-dessus impliquent, en particulier, que le
polydisque compact K est privilégié pour le conoyau de f . C'est pour cette
raison qu'on appellera ce théoréme, théoréme de "privilége numérique uniforme'.

En fait, on obtient un énoncé plus précis et plus général. Plus précis, car on
donne des formules explicites de d. et éj en fonction des exposants privilé-
giés minimaux du sous-module Im(f) de 03 (définis dans le chapitre IV) et on
exprime qG et wj en fonction des dérivées partielles des coefficients de la
matrice définissant le morphisme f , la stratification (X.)jEJ étant cons-
truite canoniquement et ne dépendant que du sous-module Im(f) de OB . D'autre
part, on remplace les inégalités (I) par des conditions plus générales (dépendant
du choix d'une relation de bon ordre sur NP ), conditions qu'on étend aux
polycylindres (tandis que dans 1'énoncé précédent on se limite aux polydisques ).
La version précise du théoréme est nouvelle méme dans le cas ''ponctuel’, et peut
étre utile 3 la majoration uniforme des normes des scissions des morphismes ap-
partenant a une famille infinie.

L'approche de J.L. Verdier ne peut pas &tre adaptée pour démontrer le th&oréme
de privilége numérique uniforme. En effet, elle repose sur un dévissage du co-
noyau de f qui dépend du point x et se préte fort mal a une &tude uniforme.
La stratégie adoptée ici est basée sur le théoréme de division par un idéal de
Hironaka ([24] et [1]) et Grauert [55] . On en démontre une forme plus précise
(numérique uniforme) généralisant la version Hironaka du théorcéme.

Le théoréme de privilége numérique uniforme peut s'appliquer a 1'€tude de
nombreux problémes en rapport avec la majoration uniforme de solutions de systcmes
d'équations linéaires a coefficients C-analytiques. La principale application
esquissée dans ce travail concerne 1'établissement de théories cohomologiques
"avec conditions de croissance'. Pour cela, on étend le théorcme de privilcge
numérique uniforme aux morphismes de modules cohérents (pas forcément libres), en
suivant d'assez prés des idées de J.L. Verdier, et ensuite on en déduit une

variante utile 4 1'étude de la variation de la norme des scissions construites
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dans ce théoréme quand 'on s'approche" d'un fermé analytique. On utilise ce
résultat pour démontrer 1'exactitude a gauche d'un foncteur "sections modérées' ,
ce qui permet de définir une cohomologie "modérée'. On en déduit une généralisation
du théoréme de ""GAGA" de J.-P. Serre [50] pour les variétés algébriques non
nécessairement propres.

Pour résumer, les deux théories qui ont le plus influencé ce travail sont la
théorie du 'privilége' et la théorie de "division". Les premiers ''théorémes des
voisinages privilégiés" sont dus a H. Cartan [54] et H. Grauert [22] . La notion
de compact privilégi€ qui est implicite tout le long de cet ouvrage (bien qu'elle
ne soit explicitement mentionnée qu'a partir de 1'appendice II) a ét€ introduite
par A. Douady [7] & qui 1'on doit 1'utilisation systématique des techniques des
espaces de Banach en géométrie analytique. Une caractérisation particuliérement
€légante des polycylindres privilégiés a été obtenue par G. Pourcin [48] . Le
théoréme de division de Hironaka ([24] et [1]) et Grauert [55] , descendant
lointain du théoréme de préparation de Weierstrass [53] , a été amélioré et sim-
plifié par A. Galligo ([16] et [18]). Le lien entre ces deux théories est la
notion de scission continue introduite par B. Malgrange [56] dont la contribution
est grande aussi bien dans la théorie du privilége que dans le développement de
versions différentiables du théoréme de division. La notion de scission a &té
exploitée dans 1'étude numérique du privilége par J.L. Verdier.

Le concept de fonction modérée a été introduit par P. Deligne [6] , et son in-
térét découle des inégalités de tLojasiewicz [38]. Les travaux de Deligne, en vue
d'une généralisation du fameux '""GAGA'" de J.-P. Serre [50], ainsi que la théorie
de la volite étoilée de Hironaka [27], inspirent largement les idées développées
dans 1'appendice III.

Les techniques utilisées dans ce travail sont cellesde la géométrie analytique.
Ce sont Henri Cartan et ses €lé&ves qui en ont posé les fondements dans le c&lébre
séminaire 3 1'Ecole Normale Supérieure. Des th€orémes devenus classiques comme
les théorémes A et B de Cartan ou le théoréme de cohérence de Oka sont utilisés
sans référence. Les contributions ultérieures de Grauert et de Hironaka sont
capitales. Les th€orémes de 1'image directe de Grauert et de désingularisation
de Hironaka sont implicitement utilisés dans 1'appendice III.

Dans la suite de cette introduction, on exposera sommairement les notions et
les méthodes utilisées pour démontrer le théoréme de privilége numérique uniforme,
ainsi que les résultats intermédiaires présentant un intérét indépendant.
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2. Pour toute relation de bon ordre s, sur N , compatible avec sa structure
de monoide et moins fine que la relation d'ordre produit < sur N (il en
existe et on en donnera une classification complete au chapitre I, §3, 1'exemple
le plus simple étant celui de 1'ordre antilexicographique < L défini par
_ . . . A R
d = d'e>(d=d") ou [310, 1sisp : [(dio<dio) et (vi, i <isp: di—di)]]

pour d=(d,...,d) 5 d'=@f,..,d) , dEN d'eN) et toute série con-
d

vergente 2 p variables f , f#0 , f= & ay X,
4 4 denP
(o X" = )(1 PN .pr si d= (d1 yeee ,dp)) , on définit 1'exposant privilégié de

f pour <a comme €tant le plus petit élément de 1'ensemble

E(f) = {de N : ay #0}
tout detd ,d=(dp,...,d), d'=(d],..d) den , d'eN , on
pose

pour la relation de bon ordre Sa , noté va(f) . Pour tout ¢ , EE]R: , et

di-di

[on3

<
i e}

=L

, _ p.
\/dl_d;e - {(01’°"app) € (]R:) .

1=1

Au chapitre I, §4, on démontre que la famille

Var-g;elaen’, arew’, d< d', cere
est un systéme de générateurs d'un filtre sur (]Rj:)p , noté Fy , plus fin que

la trace sur (]R:)p du filtre des voisinages de zéro dans R°
Si 1'on désigne par N 1'application de (€*)? dans (]R’;)p , définie par

N(x1,...,xp) = (|x]|,...,|xp|) , pour (x1,...,xp) ew@)H? ,
on vérifie aisément que la famille
-1
(N (A))AGF
est une base d'un filtre sur (C*)P , noté F4 , tel que pour toute série con-

d .
t f 5 f£f#£0 > f= 2 >
vergente # JERP adX on ait

lim, (£/ay xdo) =1,
a 0
ol do=vu(f) . En plus, le filtre Fo'c est la trace sur (€*)P d'un filtre plus
fin que le filtre des voisinages de zéro, possédant une base formécde parties
ouvertes de (P
Dans ce travail on s'intéresse davantage au filtre Foc qu'au filtre F(;. et

on a besoin d'une description parfaitement explicite d'une base de ce filtre.

Ce sera le but principal du chapitre I. On signale simplement ici que dans le cas

ol la relation d'ordre s est la relation d'ordre antilexicographique SR
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le filtre Fa est le filtre engendré par la base de filtre (Eﬁ;e)6€R+;e€IR: ,

ol pour tout § et ¢ , <S€]R+ , e€]R: ,

8 8
EG;E = {(p1,..-,pp)€(]R:)p:p1 <g, pZ<p1,...,pp<pp_

)

3. Dans le chapitre II, §1, on introduit la notion de 1'ensemble des exposants
privilégiés d'un idéal. Etant donné un idéal I de 1'anneau des séries convergen-
tes a p variables (C{X} = C{Xl,...,Xp} , on dit que d , de NP , est un
exposant privilégié de I pour ga s'il existe une série convergente f |,

f#0 , fel , telle que d=va(f) et on désigne par P 1'ensemble de ces

a;l
exposants privilégiés. Si I est un idéal principal engendré par la série con-

vergente £ , f£#0 , alors il est facile de voir que

P .=d+N
a3l
ol d=V (f) . Dans le cas général, si 1'on désigne par \4 I 1'ensemble des
elements minimaux de P ,p bour la relation d'ordre produ1t < sur N
(qui est un ensemble fml (I,1.1)), on vérifie tout aussi facilement que
= d+NP
Pl ™ g 4
a1
Mais alors il n'est pas toujours vrai que si (fi)1<i,<=m désigne un systéme de
générateurs de 1'idéal I , on ait

M e tdy,eendn)

ou pour tout i , 1<igm , di=va(fi) . En revanche, on démontre (III,5.4.3)
que si (fi)1<i<m désigne une famille d'éléments de I telle que

Ma;Ic{d1,...,dm}

ol pour tout i , 1sism ,d;=v (f;) , alors la famille (£,
engendre 1'idéal I

4. Soit U un ouvert de €° . Pour tout point x de U et toute fonction analyti-
que £ , fer,o p) , on désigne par fx la série de Taylor de f au point x
C

d
f = I — x) X
X gepp 4 5
d, +...+d
X p aldle 5 P¢ )
(o d!s= n di! et =g g st d= (d1,...,dp)) et pour tout

idéal cohérent J de 0y »on désigne par Iy 1'idéal de C{X} engendré par

10
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les séries convergentes fx pour fer',y) , ou U' est un ouvert de P
contenu dans U et contenant x (ces notations sont conformes aux notations

classiques modulo 1'identification de ¢ P a C{X} moyennant les coordonnées
Cr,x

X ,Xp de ¥ . L'objet du chapitre II est 1'étude de la variation de

1reee
Poc;JX .
Dans le cas ol J est un idéal principal (qu'on supposera, pour simplifier,

ou, ce qui revient au méme, de Ma quand x varie dans U

nul sur aucune composante connexe de U ) , c'est-a-dire ou il existe f ,
ferT(U,) , (identiquement nul sur aucune composante connexe de U ) qui engendre
J au-dessus de U , cette étude est simple. En effet dans ce cas, comme pour

tout x , x€U , MQ;JX = {d} et PO"Jx =d+N° | ou d=v (£) , il suffit
d'étudier la vér’iation de Va(fx) . Or, si pour tout d , de NP , on désigne
par Jjy 1'idéal cohérent de OU engendré par la famille
1

}i‘id"_ d'en’, d' < d

X
et par Y d le sous-espace analytique fermé de U défini par 1'idéal J a4 alors
la famille (Y d) NP 0 indexée par 1'ensemble bien ordonné N par §a , est
une famille décroissante pour la relation d'inclusion, on a YO =U,

n

Y,=@ ; et si pour tout d de NP , O pose
e ¢ ’

Z,=Y,-Y
d="a" s (@)

ou Sa(d) désigne le successeur de d pour la relation de bon ordre S la
famille (Zd)deNp est localement finie, et pour tout x , x€U , ona

XE€E Zd , Si et seulement si Va(fx) =d . On en déduit d'une part, qu'il existe
jeJ telle que pour tout j , jeJ ,
et tout x et x' , XE€ Zj , X'€ ZJ'. , on ait VOt(fX) = va(fx,) et d'autre
part, que pout tout point Xy s xer , il existe un ouvert U'de ¢® contenu
dans U et contenant X, > et une famille finie (di)1§i§m d'éléments de NP

tels que pour tout i , 1<£ism , on ait di<0tdo , ou d0=va(fx) , et

une stratification C-analytique (ZJ!)

tels que pour tout x , x€U' , il existe i , O0<ism , tel que Va(fx)=di‘

Dans le cas général, 1'étude de la variation de Ma (ou de P ) est

3. osJ.
X ’-X
beaucoup plus difficile. On est amené a introduire un bifoncteur covariant de la
catégorie des OU-Hlodl:lleS cohérents dans celle des modules gradués sur la OU—algébre
des polyndmes 2 p indéterminées OU[T1,.. . ,Tp] , graduée par .
En démontrant un théoréme de commutativité de ce foncteur au produit tensoriel,
sous des hypotheses de transversalité, par un argument délicat de passage a la

limite par récurrence transfinie et platitude supérieure (11,2.6.3), on établit

11
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dans le cas général aussi, 1l'existence d'une stratification C-analytique (Zj)j€J
de U telle que pour tout j , jeJ , et tout x et x' , xe€Z. , X'€Z.

J
on ait M . ) (I1, 3.5 ). C'est le

=M =
ST M A 3 Posa,

premier résultat important de ce travail. En fait c'est un résultat beaucoup plus

(donc aussi Pa

précis que 1'on démontre (II, 3.6 ).
PROPOSITION.- Pour tout femé analytique irnéductible Y de U , 4 existe un

germé anakytique S de Y d'intérniewn vide (dans Y ) et une famille §inie
(dj)1§j§m d'ceements deux a deux distincts de N tets que poun tout x ,

X€EY-S, on ait M,.j = {d1,...,dm} , et poun tout ouvert de Stein U' nrela-
’7x

tivement compact dans U nrencontrant Y , 4L exdste un ensemble fini 1 , une
famille (Si)i€I de fermés analytiques d'inténieurn vide de YNU' et une famille

d'éLéments de T(U'xU' ) Zels que :

Fi5)ie1,1555m Ouxy

i) N s;esnut
i€l
ii) powr tout iet j , i€l , 1sjsm , et tout Xy xOCYnU' ,
44 L'on désdigne par fij L'éLément de I‘(U',OU) dégini par fij(x)=F..(x ,X)

1o
pour x€U' , ona :

a) fij erw,n ;

b) Va(fijxo) Za dj et Va(fijxo) =dj , A4 xo€YnU'—Si

5. Les chapitres III et IV sont consacrés a la démonstration du théoréme énoncé
au paragraphe 1, sous une forme un peu plus générale. Pour ne pas trop charger
cet exposé préliminaire, on se limitera au cas des polycylindres particuliers que
sont les polydisques fermés. On rappelle qu'un polydisque fermé de centre x et
de polyrayon p , ol Xx= (x1,...,xp) , xeP et p = (p.],...,pp) ,

pE (]R:)p , est la partie D(x;p) de P définie par

Dix;p) = {(y1,...,yp)ecp:vi, Tsisp: |y;-x;]<p;}

Etant donné une relation de bon ordre sa sur W , compatible avec sa
structure de monoide et moins fine que la relation d'ordre produit < sur N
et un point x de cP , on dira qu'une propriété est satisfaite pour tout poly-
disque fermé de centre x et de polyrayon suffisamment effilé pour Sy si 1'en-
semble des polyrayons p , p€ (]Rf_)p , pour lesquels le polydisque D(x;p)
satisfait a cette propriété, appartient au filtre Fa défini précédemment. Au

chapitre IV on démontre le théoréme suivant (IV, 4.4.2).

12
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THEQBEM@.- Soient U un ouvernt de € et £ :OS-——)OE un morphisme de
OU-moduteA. 12 existe une strnatification C-analytique (Xj)j€J de U et pour
tout j , jE€J , un élément dj de N et une fonction continue
wj: X;— Ry, modénée Le Long de Xj —Xj , tels que poun tout point x de
Xj et tout polydisque fermé K de centre x et de polyrayon p suffisamment
ef44iLe pour Sy K 504t contenu dans U et qu'il exdiste une scission
C-Linéaine continue o de B(K;f) zelle que
llogllg < ¥5000 /0%

En fait, on démontre un résultat beaucoup plus précis en donnant explicitement,
en fonction du point x , un ensemble appartenant au filtre Fa , tel que si
le polyrayon p appartient a cet ensemble, le polydisque fermé D(x;p) satisfasse
a la conclusion du théoréme,ct en explicitant dj et wj - résultat qui est
d'ailleurs essentiel dans les applications. L'énoncé du théoréme donné au paragra-
phe 1 est le cas particulier du théoréme dans le cas de la relation d'ordre
antilexicographique.

Dans le chapitre III, on étudie le cas ou n=1 . Alors la matrice du morphis-

me

f:OE—»OU

est une matrice ligne (f1,...,fm) et son image un idéal cohérent J de OU

Dans ce chapitre on établit une forme extrémement précise du théoréme de division
par un idéal (théoréme de 'division numérique uniforme' par un idéal (II11,6.4.2 )).
Pour tout point x de U , tel que pour tout i , 1<is<m , fix £0 , et

pour tout polydisque fermé K , de centre x et de polyrayon p = (p1,...,pp)
suffisamment effilé pour gu , on construit une application C-linéaire continue

op. ¢ BK) — BOO™

(absolument explicite) telle que

|d1|+"'+|dml+ m d,
. sup (1/|ai|).1/p ,

Log.llgs2
£;K7K 1<i<m b
ou pour tout i , 1<is<m , di:=Vd(fix), dj_=(di1""’dip)’ ]di| = j§1 dij ,
4l
- 1 - ~. . .
a; = ~--dﬁ- (x) et dO -(do1,...,dop) , ou pour tout j , 1<js<p ,
oX
do. = sup d.. (d_ = sup d. pour la relation d'ordre produit < sur )
Jorgiam M0 it

et telle que

Of;I\'OB(K;f) °OfK T 9f:K

13
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(c'est-a-dire telle que B(K;f) soit une scission de Of'K) . La difficulté
’
réside dans le fait que généralement 0.k n'est pas une scission de B(K;f)
’
On démontre que les conditions suivantes sont équivalentes
i) Of.x est une scission de B(K;f) ;
’
ii) Ma; c{d],.“,dm} .

Xx

Or, on 1'a déja signalé, la condition (ii) n'est pas en général satisfaite par un
systeme de générateurs quelconque de 1'idéal J , et 1'application Of;K ne
satisfait donc pas en général a la conclusion du théoréme. Pour contourner cette
difficulté on procede de la facon suivante. On considére une stratification
C-analytique ()(J.)J.€J de U telle que pour tout j , JeJ , et tout x et x',
xEXj , X' EXJ. , on ait M ;Jx = M“;Jx’ , dont 1'existence est démontrée au
chapitre II. Pour tout point x , ><:€X.j , on peut choisir un systéme de

générateurs de J au voisinage de x tel que

(83 1<igm'
M . = {d!,...,d",} ,
a,JX 1 m'

ou pour tout i , 1<gism' , d{ = Va(gix) . Si 1'on désigne par g 1le mor-

phisme de OU-modules

g: 0

défini par la matrice ligne (g1,...,gm,) au voisinage de x , pour tout poly-

> OU

disque fermé K de centre x et de polyrayon suffisamment effilé pour S

Og'K est une scission C-linéaire continue de B(K;g) , et par une méthode stan-
’
dard on peut en déduire une scission C-linéaire continue de B(K;f) . Mais si

1'on choisit la famiile de générateurs (gi)1<iSm' arbitrairement, comme la
CH
. . . P » Lgix) .
majoration de la norme de Og'K dépend des dérivées 122 | on n'obtient
; !
i
8X

aucun résultat uniforme. C'est 1la qu'intervient la proposition 3.6 du chapitre

II, énoncée ci-dessus, et en surmontant de nombreuses difficultés techniques

@'autant plus que 1l'on cherche a expliciter un ensemble appartenant au filtre

Fu qui précise le 'suffisamment effilé'), on arrive 2 en déduire le théoréme pour

le cas n=1 . On serait tenté d'en déduire le cas général par dévissage du

OU-module cohérent Im(f) . Mais en procédant ainsi on ne parviendrait a définir
la stratification que localement, stratification qui serait d'ailleurs dépourvue

de toute signification intrinséque. On procéde donc autrement et cela est dévelop-

pé au chapitre IV. On y définit la notion des exposants privilégiés d'un sous-
OU-module cohérent de O} et on y démontre un théoreme de 'division numérique

U
uniforme" par un tel sous-module, en se ramenant au cas d'un idéal comme suit.

14



INTRODUCTION

Soient

£ d— o)

un morphisme de OU-modules, M = Im(f) et Q = coker(f) . La surjection
f—r 2—0

définit une surjection
S — S(Q — 0

ol S(Oﬁ) (resp. S(Q)) désigne 1'algebre symétrique de OE (resp. de Q ).

On en déduit une immersion fermée
Specan(S(Q)) < Specan(S(()))

Or, Specan(S(OB)) est canoniquement isomorphe a Uuxg® et Specan(S(Q)) s'iden-
tifie par cette immersion a un sous-espace analytique fermé Y de Ux c

Si 1'on désigne par J(M) 1'idéal de définition de Y dans Uxc , J(M) est
un idéal cohérent de OUxmn et on raméne la 'division'" par le sous-module M de
gy & la "division" par 1'idéal J(M) de O, cn
le cas général, d'une facon analogue a celle décrite ci-dessus dans le cas ol

. On en déduit le théoréme dans
n=1

6. Dans 1'appendice I, on démontre les propriétés des fonctions modérées (a crois-
sance polynomiale) utilisées dans ce travail. Dans 1'appendice II, on généralise
le théoreme principal au cas d'un morphisme de faisceaux cohérents et on en donne
une formulation non-stratifiée. Dans 1'appendice III, on esquisse une application
en vue d'établir des théories de cohomologie avec des conditions de croissance

a "1'infini" et on obtient unc généralisation de "GAGA" de J.-P. Serre pour les

variétés algébriques non nécessairement propres.

15






INTRODUCTION

CHAPITRE O

PRELIMINAIRES

Dans ce chapitre on rassemble quelques notations, conventions et définitions
utilisées tout le long de ce travail.

Soit p un entier, p€ N . Pour tout élément d , d-= (d1,...,dp), de NP
on pose

ldl =
i

n o™
[=9
=
n

pour tout a , a= (a1,...,a ) , ou a1,...,ap sont des €léments d'un monoide
noté multiplicativement, on pose

d
ad=a11.....agp

et pour toute fonction C-analytique de p variables X1 oo .,Xp on note

oldle
—g 1l dérivée partielle
X
d +...+d
aldle 5! P
d d d
oX 1 )
8X1 .....BXp

Pour tout ensemble A , si ga désigne une relation d'ordre, on désignera par

<,z > inf
o’ o0 > ‘o o a o

relation d'ordre. Si ga est une relation de bon ordre, pour tout d , de€A ,

, Sup , max mina les notions correspondant a cette
on désignera par sy(d) le successeur de d pour cette relation de bon ordre.
Si A=N° , A= zP , A=Qp ou A=RP on désignera par < la relation d'ordre

produit sur A définie par
(d1,...,dp)g(d',...,dl'))4=. vi, 1sicsp: dsdi

pour (d1 yeo .,dp) €A et (d!,. ..,dI;) €A . La relation d'ordre < est une re-

lation d'ordre partiel et 1'ensemble ordonné (A,<) est un treillis, c'est-a-dire,

toute partie finie non vide de A posséde une borne inférieure et une borne su-

périeure. On réservera les notations inf et sup pour cette relation d'ordre.
Pour tout espace de Banach normé E , muni d'une norme notée |.[[y , on

désignera par P 1'espace de Banach normé, muni de la norme notée également

I -lx , définie par

= p
Il (fI"”’fp)”K 1Ztilgpllfilll( , pour (f1,...,fp)€E

En particulier, on considerera toujours C° mmni de la norme ||.|| , définie
par

l (x1,...,xp)l|=1sg;<> |xi| , pour (x1,...,xp)€ttp s
<1gp

17
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(et jamais de la norme euclidienne) et on désignera par d(.,.) 1la distance
sur P définie par cette norme

d(x,y) = ||x-y]|| , pour xec® , yecP

On dira qu'une partie K de @® est un polycylindre compact si K= K1><. . .XKP ,
ol pour tout i , 1<isp , ](i est une partie compacte, convexe, d'intérieur
non vide de € , et on désignera par B(K) 1'algebre de Banach normée des fonc-
tions continues sur K et analytiques sur K mmnie de la norme || “K définie
par

l£llg = sup [£x)| , pour fEBK)
x€K

Pour tout ouvert U de CP , si f désigne une matrice (fij) a

1<isn,1<j<m
coefficients dans T (U, % p) ©ou un morphisme de OU-modules

.
f: OU R OE
et K un polycylindre compact de ¢® contenu dans U on désignera par B(K;f)
1'application C-linéaire continue
B(K;£) : B —— BOO"

définie par la matrice . En particulier, si f désigne une

@

(f1 yeee ,fm) a coefficients dans (U,Ocp) ou un morphisme de OU—modules

3510 g5n, 1555m
. .. P
famille finie (fi)1§i§m d'éléments de T(U,

) ou une matrice ligne
£:0—>0,
on désignera par B(K;f) 1'application C-linéaire continue définie par
m
. . m
B(K;£) (gq,---58,) = i£1(fi|k)gi » pour  (gq,..-,g) €B(K)
Si M désigne un sous-OU-module cohérent de 0{} , on désignera par MK le
sous-B(K)-module de B(K)™ (non nécessairement fermeé) image de
I'(K,M) ® B(K) dans B(K)" et s'il existe un morphisme de 0, -modules
I‘(K,OU) U
e ! n
f: OU —_— OU
tel que M= Im(f) , ona M¢ = Im(B(K;f)) . En particulier si J désigne un
idéal cohérent de OU » Jg est un idéal de 1'algebre B(K) et si

(fi)1§i§m
la famille (fi]K)1§i§m engendre 1'idéal Jy

est un systéme de générateurs de 1'idéal J au voisinage de K , alors

Si X désigne un espace analytique, Y un sous-espace analytique fermé de X ,
i:Ye~—= Y 1'immersion canonique et M un Ox-module cohérent, on dira que M
est porté par Y , si le morphisme canonique M — i,i*(M) est un isomorphisme.
Cela équivaut a 1'existence d'un OY-module cohérent M' tel que M soit isomorphe

18
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a i,(M') , ouencorea JM=0 , ol J désigne 1'idéal de définition de

Ydans X . Si M est porté par Y , alors tout quotient de M 1'est aussi

ainsi que tout produit tensoriel M 80 N par un Ox-module cohérent N . Si M
X

est porté par Y , on a l'inclusion ensembliste supp(M)<Y , la réciproque
étant évidemment fausse.
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CHAPITRE I
RELATIONS D'ORDRE ET FILTRES ASSOCIES

On connait 1'importance de la notion de degré dans 1'étude des polyndmes,
ou de la notion de 1'ordre d'une série convergente a une variable dans 1'étude
locale des fonctions analytiques d'une variable. On rappelle que 1'ordre d'une
série convergente a une variable est égal a 1'ordre de multiplicité du zéro a
1'origine de la fonction analytique définie par cette série au voisinage de zéro,
ou encore au degré du mondme dominant de cette série au voisinage de zéro (qui
n'est autre que le mondme non nul de plus petit degré) ; de méme que le degré
d'un polyndme a une variable est égal a 1'ordre de multiplicité du pdle a 1'infini
de la fonction méromorphe sur la droite projective définie par ce polyndme, ou
encore au degré du mondme dominant de ce polyndme au voisinage de 1'infini (qui
n'est autre que le mondme non nul de plus grand degré). Si 1'on veut généraliser
la notion de 1'ordre d'une série convergente aux séries convergentes a plusieurs
variables, on obtient deux notions différentes selon qu'on généralise la premiére
ou la deuxiéme définition. Dans le premier cas, on obtient 1'ordre de multiplicité
de la singularité a l'origine du diviseur des zéros de la fontion analytique
définie au voisinage de zéro par la série convergente (ordre égal a zéro si le
support de ce diviseur ne passe pas par 1l'origine) qui est un nombre entier supé-
rieur ou égal a zéro, qu'on appelle ordre de la série convergente, et qui corres-
pond a la notion du degré total d'un polyndme a plusieurs variables. Dans le
deuxiéme cas, si 1'on cherche le mondme dominant d'une série a plusieurs variables
au voisinage de zéro, on s'apercoit aussitdt que cela dépend de ''la facon'' dont
on tend vers zéro. On cherchera donc des filtres plus fins que le filtre des
voisinages de zéro tels que, pour toute série convergente (non nulle), il existe
un mondme dominant de cette série quand on tend vers zéro suivant ce filtre.
Plus précisément, soient p un entier , peEN , et C{X} = C{X1,...,Xp}
1'anneau des séries convergentesdé p variables. Pour toute série convergente
d d 1

d
¢ ou x¥=Xx .....xpp si d=(d,...,d)) , on désigne

£, f= I 1

denP
par E(f) 1la partie de NP définie par

a3

E(f) = {deNP: ay #0}

Alors on cherche des filtres F sur C° , plus fins que le filtre des voisinages
de zéro, possédant une base formée de parties ouvertes de ® et tels que pour

toute série convergente f , f = % ay Xd , £#0 , il existe d , deE(f),
deNP
tel que
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lim

d
(f/a, X)) =1
Fenp 4

ol F(E*)p désigne la trace du filtre F sur (C*)P (qui est un filtre, car

F possédant une base formée d'ouverts de (g pour tout A , A€F , il existe
un ouvert non vide U de P tel que UcA , et alors comme Un )P #0 ,
on a Af1(c*)p)#o ) . Supposons qu'un tel filtre F existe (on verra que c'est
bien le cas), et soient d et d' deux éléments distincts de NP . Considérons
la série convergente g =Xd +Xd' . Alors

E(g) = {d,d"}

et on a donc

. d . d*
lim (g/X") =1 ou lim gXx )y=1,
FenP FlenP

ce qui implique que

2.1 tim, oY =0 o ouim, @) -0

()P (P
On en déduit que pour toute série convergente f , f = g pa dXd , f£#0,

deN
1'élément d de E(f) tel que
. d
lim (f/a;X7) =1
F(E*)p d

est unique, car si d'€E(f), il résulte de (2.1) qu'on ne peut avoir

. d d'

1 X X =1
1mF(c*)p(ad /ag X" )

que si d=d' . On appelle cet élément de NP exposant privilégié de £ sui-
vant le filtre F et on le note vF(f) . C'est la notion de 1'exposant privilégié

d'une série convergente a plusieurs variables qui constitue la deuxiéme généralisa-

tion de la notion de 1'ordre d'une série convergente a une variable (la termino-
logie établie d'exposant privilégié n'est pas trés heureuse mais il est sans doute

trop tard pour y remédier). Ensuite, on définit une relation gF dans NP par

ad'xd -0 .
(c)P
On vérifie aussitdt que la relation éF est une relation d'ordre sur NP ,
compatible avec sa structure de monoide et il résulte de (2.1) que cette relation
d'ordre est une relation d'ordre total, et du fait que le filtre F est plus fin

d s, d'e= [(d=d') ou lim

F F

que le filtre des voisinages de zéro dans (o8 , qu'elle est moins fine que la
relation d'ordre produit < sur NP . On démontrera ( 1,1.5) qu'une telle
relation d'ordre sur N’ est une relation de bon ordre et alors pour toute série

convergente f , f= % ay Xd , ££40 , si d0 désigne le plus petit élément
de
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de E(f) pour la relation de bon ordre <p , on a VF(f) = dO . En effet ,on

démontre (III,4.2.1)qu'il existe un nombre fini d'éléments d1,...,dm de NP

tels que pour tout i , 1<ism , d0< di et des séries convergentes

£

F
120 ’fm telles que

E]
[N

XO +
do i

f=a f. X ,

1

I ™

et comme pour tout i , 1gism ,

di d0 . _
P(X /X©) =0 et 1lim (fi) —fi(O) ,

1lim
Flen FiesyP

on a

do
p(f/adX )y =1,

1im
F((E*) (¢}

d'ou Vi(f) = do . On remarque que si f et g sont deux séries convergentes
non nulles, on a

VF(f.g) = VF(f) + vF(g)
et si f+g#0
VE(f+g) 2 mingF{vF(f) ()}

et
VF(f+g) = mmgF{vF(f), VF(g)} si vF(g) # VF(g)
Enfin, pour tout € , €€ ]Rj , et tout detd' , d=(d1,...,dp) ,
d'=(d1',...,dr')) , deNP |, d'enN d<F d' , si 1'on désigne par wd'-d;e
la partie de (€*)P définie par 4r-d
i1

wd'-d;e = {(21,...,zp)e(€*)p :

on a Wd'-d;EEF(dZ*)p . En effet, comme

Lin, p(xd'/xd) -0,
)
il existe A , A€F , tel que pour tout (7‘1""’Zp) €An (€9P on ait
p d!-d.
m ]z.l| L 1ce ,dot An (a:*)pcwd, d:e - Onen déduit que la famille
i=1 i€
War-g;6)aenP ,d'eN?, d<.d', ceR!

est un systeme de générateurs d'un filtre meins fin que F(C*)p et il est facile
de voir que si 1'on désigne par F' 1le filtre sur P engendré par ce systeme
de générateurs, alors ce filtre F' vérifie les mémes conditions que F ; pour

toute série convergente f , f#0 , on a Vs (£ = VF(f) et la relation
d'ordre < n'est autre que <

F! F
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Pour démontrer 1'existence des filtres F sur C€P possédant les propriétés
requises ci-dessus, on procéde en sens inverse comme on 1'a exposé au §2 de 1'in-
troduction générale et comme on le détaille dans ce chapitre.

Le chapitre I est consacré a 1'étude des relations d'ordre sur N , compati-
bles avec sa structure de monoide, et des filtres sur (]R’;)p qu'on y associe.
Au §1 on rappelle quelques résultats élémentaires sur les relations d'ordre sur
N . Au§2on rappelle quelques propriétés élémentaires des relations d'ordre
sur un espace vectoriel sur un corps ordonné, compatibles avec sa structure d'es-
pace vectoriel. Ces deux paragraphes ne sont inclus dans ce travail que par souci
d'étre complet. Au §3 on donne une classification compléte des relations d'ordre
total sur NP (resp. RP) , compatibles avec sa structure de monoide (resp.
d'espace vectoriel), en introduisant la notion de drapeau orienté. Aux §4 et §5 on étudie,
de facon détaillée, le filtre sur (]R:)p associé a une telle relation d'ordre,
notion qui devrait, & mon avis, occuper une place centrale dans toute introduc-
tion a 1'étude locale des fonctions analytiques de plusieurs variables. Les
résultats de ce paragraphe, €élémentaires mais treés techniques sont constamment
utilisés a partir du §4 du chapitre III. Jusqu'au §3 du chapitre III inclus, seuls
les résultats du §1 sont nécessaires.

§1.- Relations d'ordre sur NP

(1.0) Dans ce paragraphe on se fixe une fois pour toute un entier p , p€N

On rappelle qu'on dit qu'une relation d'ordre S, Sur N est compatible avec
sa structure de monoide si pour tout d , d' et d" , de W , d' e NP , dve NP ,
d' éa d" implique d'+d 5, d"+d , et une telle relation d'ordre est dite ré-
guliére si en plus chacune des conditions d'+d <y d'"+d ou nd' £y nd" (ou

n€ N*) implique que d's£y d" . Une relation d'ordre total sur NP compatible
avec sa structure de monoide est réguliére. La relation d'ordre produit £ sur N
est compatible avec sa structure de monoide et réguliére, et une relation d'ordre
£y sur NP compatible avec sa structure de monoide est moins fine que < si et
seulement si pour tout d , d€ N ,ona 05, ,d

PROPOSITION 1.1.- Soit A une partie de N . L'ensemble d'éléments minimaux
de A pour < est fdnd.

Démonstration . Considérons Z[X] = Z[X1 y+++,X ] 1'anneau des polynSmes a p
indéterminées a coefficients dans Z et I 1'idéal de Z[X] engendré par la
famille (Xd) den - L'anneau Z[X] étant noethérien, il existe une famille finie
(P«)1

P.:
14

d'éléments de Z[X] qui engendrent I . Pour tout i , 1gisr ,

a; Xd , ol aidez , et A, est une partie finie de A+ NP (car

Ay d

isr

m ™M IA
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T
Piel) . Soit A'= U by - Ona A'er+N . pour tout d , den , 11 cexiste
i=1 T
Q1,...,Qr€ZZ[X] tels que x4 - 'Z1Qi P; donc dea'+ N . On en déduit que
i=
Aca' + NP , donc A'+ N=a+nN | Or, les ¢léments minimaux dc A sont les mé-
mes que ceux de A + NP , C'est-a-dire, ceux de A'+ NP qui sont les mémes que

ceux de A' . L'ensemble A' étant fini on en déduit la proposition.

PROPOSITION 1.2.- Soient A une partie non vide de N ot d un dlément de 4 .

1L existe un éLément minimal d' de A powr < el que d'<d
Démonstration . L'ensemble {d" eN: d"<d} étant fini la proposition est évi-

dente.

(1.3) Pour toute partie A de NP , on notera M(A) 1'ensemble des éléments mini-
maux de A pour £ . L'ensemble M(A) est fini et tout élément de A est minoré
par un élément de M(A) (Prop. 1.1 et Prop. 1.2 ). En particulier, si A # @
alors M(A) #@ et si A+NcA (ou ce qui est équivalent A+ N =p) , on a
A= U @+N) =M@+ N
deM(2)

et A une partie de NP . L'ensemble des éféments minimaux Ma(A) de A pour
s, et gini et pourn tout élément d de A, AL existe d', d' eMa(A) , tel que

ar £,d .

COROLLAIRE 1.4.- Soient <, une nefation d'ondre swr N, moéns gine que < ,

Démonstration . I1 est clair que Mcx(A) <=M(a) , donc Moc(A) est un ensemble fini.
Soit deA et démontrons qu'il existe d' , d'€ Mc,(A) , tel que d'gad . Soit
A' = {d"eA : d"§a d} .

L'ensemble M(A') est fini et non vide (1.3). I1 existe donc un élément minimal

d' de M(A') pour Sy ¢ On a 4d' gad . Démontrons que d' eMa(A) . En effet,

soit d"eA , tel que 4" gad' . Alors d"gad , donc d"eA'. On en déduit

qu'il existe d'"'eM(A') , tel que d"'<d" (Prop. 1.2). On a alors d'"'¢ d" ,
o

donc 4"’ éad' , d'ou d'"'=d' (d' étant un élément minimal de M(A) pour <£).

On en déduit que d'"=d' , ce qui prouve que d' eMa(A) .

COROLLAIRE 1.5.- Soit < une relation d'ondre totak sun N moins fine que < .
Alons 5, est une rnelation de bon ordre.

Démonstration . Le corollaire 1.4 implique que toute partie non vide de N
posséde un élément minimal pour §a , qui est un minimum puisque < est une
o

relation d'ordre total.
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COROLLAIRE 1.0.- So.ct 5, wie relation d Tondne total sun N, compatible avec
sa stwctuwre de moenodde. Les proprddtds sudivantes sont Cquivalentes

1) 5, est modns gine que = ;

11) 5y est wie relation de bon ordre ;

iii) NP posside un plus petlt ¢Lément pour Sq G

iv) 0 est Le plus petit éLément de N pour ;’a .

Démonstration . L'implication (i) = (ii) résulte du corollaire 1.5, 1'implication
(ii) = (iii) est évidente et 1'implication (iv) = (i) résulte du fait que éa
est une relation d'ordre compatible avec la structure de monoide de NP . I1 reste

a démontrer que (iii) = (iv) . Soit w 1le plus petit élément de N pour <

On a alors w £y 0 , donc WHws W (compatibilité de s, avec la structure
de monoide de ]I\'p) , d'oll w+w=w , donc w=0 , ce qui démontre le corollaire.

§2.- Relations d'ordre sur un espace vectoriel

(2.0) Soient (]\',§K) un corps (commutatif) totalement ordonné (on dira simplement
corps ordonné) et E un K-espace vectoriel, muni d'une relation d'ordre SR
On dit que la relation d'ordre sp est compatible avec la structure d'espace
vectoriel de E sur le corps ordonné K (ou plus simplement compatible avec sa
structure d'espace vectoriel) si la relation g satisfait aux deux conditions
suivantes :

a) pour tout x, x'etx" , x€E,x'"€E, x"€E, x' sg X' implique

X' +Xx Sg xX"+x

b) pour tout x' et x" , x'€E, x"€eE et tout p , peK si p>KO et

x' g x'"" alors px' g ox"' .

Si 1'on pose K, ={p€K : szO} et E ={xeE:x gEO} , on a alors

i) E+ECE, ,
ii) KE,CE,
iii) E_n (-E,)) = {0} ,

et X gy équivaut a y-x€E_ , la relation <. étant une relation d'ordre

E
total si et seulement si on a en plus

iv) E,U(-E)) = E

Réciproquement, si une partie E,de E satisfait aux conditions (i), (ii) et (iii),
la relation définie par

xéEy«‘e:;y-er+ , pour xeE , ye€eE

est une relation d'ordre sur E , compatible avec sa structure d'espace vectoriel,
et E ={x€E:x 20} .
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On définit ainsi une bijection entre 1'ensemble des parties de E satisfaisant
aux conditions (i), (ii) et (iii) et 1l'ensemble des relations d'ordre sur E ,
compatibles avec sa structure d'espace vectoriel, les relations d'ordre total
correspondant aux parties de E qui satisfont en plus a la condition (iv).

PROPOSITION 2.1.- Soit S, une nekation d'ondne sun NP, compatible avec sa
stwetune de monoide et négulierne (cf.(1.0)). 12 existe une relation d'ondre SQ,OL
Aur Qp compatible avec sa sthwueture d'espace vectorniel sur Le conps ordonné Q
et une seule, Anduisant Sy Auwr ~ , et La nelation gQ N est une relation
d'ondre total si et seulement si sy L'est. ’
Démonstration . Démontrons d'abord 1'unicité. Soient q' et q" deux éléments

de Qp . Il existe n , neN* , tel que nq'(-:Zp et nq"eZZp ,et d ,

de NP , tel que nq' +de N et nq''+de€ N . si éQ o est une relation
d'ordre sur Qp compatible avec sa structure d'espace ve’zctoriel, induisant §a
sur NP ,ona q's Q,0 q" si et seulement si nq'+d éot nq"+d , ce qui prouve
1'unicité. Pour démontrer 1'existence on définit la relation gQ o dans Qp

’
par

q' éQ 0‘q")é: (3ne N* 3de N : nq' +de NP, nq" +de N et nq' +d§anq"+d)

pour q' e, q"er et on vérifie que éQ o ©stune relation d'ordre sur Q
b

compatible avec sa structure d'espace vectoriel, induisant ga sur NP , et que

cet ordre est total si et seulement si 5 1'est.

(2.2) Soient K un corps ordonné, E un K-espace vectoriel et A une partie
de E telle que A+AcA , KAcA et An(-A) = {0}

LEMME 2.2.1.- S{ X est un élément de E n'appartenant pas a -A et a4 L'on pose
Al = A+K+x sona AcA' , A'+A'cA', K+A'cA et A'n(-A') = {0}
Démonstration . Il est clair que AcA' , A'+AcA' et KA'cA' . Démontrons
que A'n(-A') = {0} . Soit y , yeA'n(-A') . Il existe a et a' appartenant
a K, et tett' appartenant a A telsque y=t+ax et y=-(t'+a'x) . On
adonc t+t'+(a+a')x =0 .Si a+a' #0 , on en déduit que x¢ (-A) , ce qui
est contraire a 1'hypothése. On a donc a=-a' et, conne a et a' appartiennent

a K ,ona a=a'=0 . On en déduit que t=-t' et, comne An (-A) ={0} ,

que t=t'=0, d'ou y=0 , ce qui prouve le lemme.

LEMWE 2.2.2.- 1£ existe une partie B de E contenant A et telle que
B+BcB , K+BCB , Bn(-B) ={0} et BUu(-B) = E .

Démonstration . Soit A 1'ensemble des parties A' de E telles que AcA' ,
A'+A'cA' , KA'cA' et A'n(-A") = {0} , ordonné par inclusion. L'ensemble
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A cst non vide, car A€A | et si A' est une partie totalement ordonnée de

A , A" posséde un majorant dans A . En effet, si 1'on pose A"= U A' ,

ve A
on vérifie aussitdt que A" €A . On en déduit que A posseéde au moiﬁstur’? é1ément
maximal B (lemme de Zorn). Démontrons que BU (-B) = E . En effet, supposons
que BU(-B) #E et soit x , x€E et x£BU(-B) . Si 1'on pose B' =B+Kx ,
ona B'€A (lemme 2.2.1) et B F B , ce qui est absurde et prouve que

BU(-B) =E , ce qui démontre le lemme.

LEMME 2.2.3.- Soit E L'ensemble des parties B de E telles que AcB ,
B+B<B , KBcB , BN(-B) = {0} et BU(-B) =E . 0na

A= N B
BEE

Démonstration . I est clair que A< N B . Soit x€ U B et supposons que
BeE BEE
xfA .Ona -xf(-A) et si 1'on pose x'=-x et A' =A+K x' , il résulte

des lemmes (2.2.1) et (2.2.2) qu'il existe une partie B' de E telle que

A'cB' , B'+B'eB' , K+B'CB' , B'N(-B') = {0} et B'U(-B') =E

Alors on a -x€B' et B'€E , donc x€B' , d'ou x=0 , ce qui est contraire
a 1'hypothese x¢ A et démontre le lemme.

PROPOSITION 2.3.- Solent K un conps ordonné, E un K-espace vectorniel et <
une nelation d'ondre surn E  compatiblLe avec sa strwctune d'espace vectonriel.
Alons

i) 4L existe une nelation d'ondre total <!
ture d'espace vectorniel et moins fine que <

E

g Auw E compatible avec sa struc-

E
ii) pour tout x' et X", x'€E, x"€E, ona X' éEx" 84 et seulement 84
pour toute relation d'ordre total g 4w E compatible avec sa sthucture

d'espace vectorniel et moins fine que éE ona Xx' §I'5 x"

Démonstration . C'est une conséquence immédiate des lemmes (2.2.2) et (2.2.3).
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§3.- Drapeaux orientés

Dans ce paragraphe, on introduit la notion de drapeau orienté d'un R-espace
vectoriel de dimension finie, et on démontre qu'il y a une bijection entre 1'ensem-
ble des drapeaux orientés d'un tel espace et 1l'ensemble des relations d'ordre
total sur cet espace, compatibles avec sa structure d'espace vectoriel sur le corps
ordonné R . D'autre part, on démontre que toute relation d'ordre sur NP s
compatible avec sa structure de monoide et réguliére se prolonge en une relation
d'ordre sur RP , compatible avec sa structure d'espace vectoriel, ce prolonge-
ment n'étant pas unique en général, méme si on se limite au cas des relations
d'ordre total. Dans ce dernier cas, on obtient une classification compléte de ces

relations d'ordre.

(3.1) Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie. On appelle drapeau
orienté de E 1la donnée :

i) d'une suite croissante de sous-espaces vectoriels de E ,
EocE1 < ... cEp , telle que Ej = {0}y , Ep=E et telle que pour tout i ,
1<i<p , Ei—1
ii) pour tout i , 1gicgp , d'une orientation de Ei/Ei-l (qui est une

soit un hyperplan de Ei ;

droite).

Pour tout i , 1£i<p , on notera E; 1'image réciproque par la surjection
canonique de E; sur Ei/Ei-1 de la demi-droite fermée positive pour 1'orienta-
tion donnée. On remarque que la donnée de 1l'orientation de la droite E;/E; 4
équivaut a la donnée de EI , qui est 1'un des deux demi-espaces fermés de Ei ,
définis par 1'hyperplan E; ; ou encore a la donnée d'un €lément de m (E; -E; ;).

(3.2) Etanit donné un drapeau orienté o de E

a EOCE1<: ...cEp ,

on pose

D = u (El-E,_,)UE
o 1<isp 1 Ti-1 o)

et on définit une relation S dans E par
< -
XS, yey xEDa

On vérifie facilement qu'on a :
1) D +D <D

a o o
ii) R, D <D H
o + a a
%11) D,n (D) = {0}
iv) DOLU (—Da) E

"
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On a donc

PROPOSITION 3.2.1.- Sodient E un R-espace vectoriel de dimension finie et o
un drapeau onienté de E . Alons s est une reLation d'ondre total sun E
compatible avec sa sthwcture d'espace vectornied sun Le conps orndonné R .

(3.3) Soient a1,...,ap p formes R-linéaires sur E formant une base du dual du
R-espace vectoriel E . Posons E;j= n Ker(a;) , pour O<i<p .Ona

i<jsp
Eo= {0}, Ep=E et pour tout i , 1<isp , Ei-1 est un hyperplan de Ei
D'autre part, pour tout i , 1<isp , ai]Ei est une forme IR-linéaire
de E; dont le noyau est E;_; . Elle définit donc un isomorphisme de E;/E; ,

sur R et en particulier une orientation de Ei/Ei . On associe ainsi a une

base du dual de E un drapeau orienté de E et il e;t clair que tout drapeau
orienté de E peut étre obtenu ainsi. D'autre part, on vérifie facilement que si
a1' ,o..,0' sont p formes R-linéaires sur E , elles forment une base du dual
de E et déterminent le méme drapeau orienté de E , si et seulement si pour
tout i , 1<i<p , il existe une famille (bij)1§j§p d'éléments de R telle

. . p
que pour tout j , 1<j<i bij=0 > byj;>0 , et aj= T b

ij 7

a1,...,ap

.

=1
Enfin, si 1'on désigne par o le drapeau orienté de E associé a

on a

X <, yes (x=y) ou [31, 1<i<p: [(ai(x) <ai(y)) et (vi',i<i'<p: oz-l.(X) =oc-1.(y))]]
pour xXx€E et ye€E

(3.3.1) Soient L' un sous-R-espace vectoriel de E et 0‘1""’°‘p une base du
dual E* de E . On dit que la base oy ,...,ap de E* est adaptée au sous-espace
E' , s'il existe une partie I de [1,p], telle que pour tout i , i€l , oy

appartienne a 1'orthogonal E'* de E' dans E* et (oLi)ieI soit une base de
. est une base du dual E'* de E'
i€e(1,p]-1

qui détermine un drapcau orienté o' de E' tel que la relation d'ordre < , sur
p q a

E'L . On remarque qu'alors (oziIE')

E' soit induite par la rclation d'ordre §a sur E , ou o désigne le drapeau

oricnté de E déterminé par la base o .,up de E*

100"

PROPOSITION 3.3.2.- Sodent L un R-espace vectorniel de dimension finie, E' un
sous-I2 -espace vectoriel de [ et o un duapeau ornienté de E . Alons 4L existe
une base Opseeesty de L* déterminant Le drapeau onienté o et adapiée au
sous-espace 13’

iémonstration. Soicnt ai,...,al') unc basc de L[* dcéterminant le dfapeau a

n la dimension de LY , Ozfn<p , et 1'={i, 1<i<p fal €L } . Alors

card(1')"n ct si card(I') =n , la basc ai,...,al') de [* est adaptée au
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sous-espace E' . Supposons que card(I') <n . Alors le systéme (ai’]E')iE“ pl-1'

r'est pas libre et il existe i, , i ell,p] - I' , tel que (O‘ilE')ie]io,p] I
soit un systéme libre et tel qu'il existe une famille (bi) d'éléments

ie]io,p]-I'
de R , telle que
a! |E' = b b. (a!|E")
o ieli,pl-1' 1t
On pose
"o - '
O.i = a! z bla >

o 1o ie]io,p]—I’
pour tout i , 1sisgp , ifi  , af=a] et I"={i,1§i§p:a'i'eE'-'-}

Alors oz'1',... ,o!' est une base de E* qui détermine le méme drapeau orienté o de
E (3.3) et I"=1' U{io} , donc card(I') = card(I) + 1 ce qui démontre de
proche en proche la proposition.

(3.4) Soient o un drapeau orienté de E ,

a EocE1 < ...cEp ,
et u un automorphisme du R-espace vectoriel E . Si pour tout i , Osisp ,
on pose Ei=u(Ei) , on a E(;= {0} ’EI')=E , pour tout i , 1<i<p ,
Eiq
Ei/Ei_1 qui définit une orientation de E;/E! , , déduite de celle de E;/E; ;-

est un hyperplan de Ei , et u induit un isomorphisme de Ei/Ei-1 sur

On définit ainsi un drapeau orienté o' de E

1

o :EécE%C...cE' ,

p
noté u(oa) , et alors on a u(Da) = Du(a) et

XS Ve u(x)gu(a)u(y) , pour x€E et ye€eE

Si Vv est un autre automorphisme d¢e E , ona v(u(a)) = (vou)(a) . Le groupe
linéaire GL(E) opére ainsi a gauche sur 1l'ensemble des drapeaux orientés de E ,
et il résulte de (3.3) qu'il opeére transitivement.

(3.5) Soit A= (a;

1j)

Chaque ligne (aij)1§j§p de la matrice A définit une forme linéaire a; sur

R’ , les formes linéaires o,,...,0 forment une base du dual de RP qui
1

1<isp,1sj<p une matrice inversible a coefficients dans R.

détermine un drapeau orienté de RP , et tout drapeau orienté de RP peut étre

obtenu ainsi. Si A'=(a! est une matrice a coefficients dans R ,

1j)1§i§p,1§j§p
A' est inversible et détermine le méme drapeau orienté, si et seulement si, il

existe une matrice triangulaire supérieure B & coefficients dans R et dont
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les coefficients de la diagonale principale sont strictement positifs, telle que
=BA . Si 1'on désigne par o le drapeau orienté de RP  associé ainsi 2 la

matrice A , on dit que la matrice A est une matrice de définition de la

relation d'ordre éa sur RP ou que A définit la relation d'ordre '<’o¢ et on

a:
( ) [3i,15i g 5
< = J1,1515p ..X.< T a..vy.
xs yes(x=y) ou [3i,1sisp [(j=1a13xJ j=1alJyJ)
R < P
et (vi',i<i'sp .jz] a315X5 = j§1 ajrj yj)]] ,

pour x=(x1,...,xp) , y=(y1,...,yp) , x € RP , ye,]Rp . Si p' est un entier,
O<p'<sp , on dit que la matrice A est adaptée au sous-espace vectoriel

]Rp' = ]Rp'x {0} de RP , si les formes linéaires Qpseees , définies par les
lignes de la matrice A , forment une base du dual de RP adaptée au sous-espace
]Rp' , c'est-a-dire, s'il existe une partie I de [1,p] telle que card(I) = p-p'
et telle que pour tout i et j , i€l , 1<j<p' , on ait a; =0 , et

alors la matrice A'=(a..) est inversible et deflnlt la relation

1j-i€e[1,p]-1,1<j<p!
1
d'ordre sur RP induite par <
p o

PROPOSITION 3.5.1.- Soit o un drapeau onienté de RP tel que £a refation d'on-
dre a 804t moins §ine que La nelation d'ondre produit < sun  RP . Alons
AL existe une matrnice de définition de La relation d'onrdre ga a coefficients
dans R,

Démonstration. Soient €qsen- ,ep la base canonique de R et
A=(a; )1<1<p < une matrice de définition de la relation d'ordre Sy - Pour
tout j , 1<jsp ,ona ej >0 , donc eJ. > 0 , ce qui implique qu'il existe

ij , 12i.2p , tel que aij>0 et tel que pour tout i , ij<i§p , on

ait aij =0 . En particulier, pour tout j , 1<jsp ,ona a j 20 . Posons
io=inf{i,1§i§pzvj, 1£j<p, aij 20} .Ona 1§iO§p et si io=1 , la matrice

A est a coefficients dans R, . Supposons donc que io >1 et soit
J={j,15jsp : ; <0} . Pour tout j , jeJ ,ona ij gio et il existe
’

N . .
bj s bJ.ElR+ , tel que eli()_1,j +bjaijj>0 . Pour tout j , 1<jsp , on pose

al! . .=a, 4.+ I b. oa .
P R R TP B AR S RN
et pour tout i1 , 1<isp , i;él -1, a!. =a.. . Alors pour tout j ,

ij ij
1<j<p , a! 20 1amatr1ce At=(a';.)

10-1,j 1) 15igp,15j<p est une matrice de

définition de la relation d'ordre ga (3.5) et si 1'on pose
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i(;=inf{i,1§i§p T vj, 1555, aij 20} ,ona i(;<iO , ce qui démontre de pro-

che en proche la proposition.

Remarque 3.5.2. Inversement, il est clair que la relation d'ordre sur RP

définie par une matrice inversible a p lignes et p colonnes a coefficients
dans R, est moins fine que la relation d'ordre produit < sur R’

Exemple 3.5.3. La matrice unité a p lignes et p colonnes définit une relation
d'ordre total sur RP , compatible avec sa structure d'espace vectoriel et moins
fine que la relation d'ordre produit £ sur RrP , appelée relation d'ordre

antilexicographique sur RP et notée §L . Pour tout xety , x= (x1,... X )

p p

}’=(}’1,---,}’p) , XER s )’EIRp , on a

X 5 y& (x=y) ou [3i,1sigp : [(xi<yi) et (vi',i<i's DX, =yi,)]]

La relation d'ordre antilexicographique gL n'est autre que la relation d'ordre
§e* , ol e* désigne le drapeau orienté de R déterminé par la base duale
e;,...,e* de la base canonique e1,...,ep de RP .si E désigne un R-espace
vectoriel de dimension p, Opsees ,cxp une base du dual de E et o le drapeau
orienté de E déterminé par cette base, pour tout x ety , x€E , yeE , on
a

XS ye (a1(x),...,op(x)) 5L (a1(y),..-,ap(y)) .

Pour toute matrice inversible A= (aij) , a coefficients dans R ,

1<igp,1<jsp
si éa désigne la relation d'ordre sur RP  définie par cette matrice, pour
tout xety , x € RP ,yE]Rp , ona

xsay@Ax gLAy

(3.6) Soient K un sous-corps de R qu'on considerera ordonné par la relation
d'ordre induite par celle de R , K, = {p€K :p 20} , F un K-espace vec-
toriel de dimension finie, qu'on identifiera a son image dans E=F @K R
par l'injection canonique, et D wune partie de F telle que
i) D+DcD ;
ii) K+DcD ;
iii) D n(-D)
iv) Du (-D)

{0};
F

On attire 1l'attention du lecteur sur le fait que dans la suite le signe "-"
sera utilisé dans deux sens différents, méme éventuellement a 1'intérieur d'une

méme formule, a savoir si A et B sont deux parties de F (ou de E)

-B ={beF : -beB} (sens vectoriel)
et
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A-B={a€A : a¢B} (sens ensembliste).

Le lecteur rétablira facilement la signification de chaque occurence de '"-"
(formellement le signe "-'" aura la premiére signification s'il est en début de
formule, ou s'il est immédiatement précédé par un signe relationnel ou par 1'ou-
verture d'une parenthése, la deuxiéme signification dans les autres cas).

LEMME 3.6.1.- S& F#{0} et s{ D désigne £'adhérence de D dans E (pour sa
topologie naturelle d'espace vectoriel de dimension ginie sur R ), alons

DN (-D) est un hypenplan de E , et D est £'un des deux demi-espaces fermés
de E définis pan cet hyperplan.

Démonstration. La condition (i) implique que D+DcD et la condition (ii)

que ]R+ﬁ cD (car K , est dense dans ]R+) . On en déduit que si 1'on pose
E'=Dn (-D) , alors E' est un sous-R-espace vectoriel de E . D'autre part,
comme -D=(-D) , la condition (iv) implique que DU (-D) = E (car F est dense
dans E). Démontrons que D-E'#@ . Soit e1,...,ep une base de F sur K . La
condition (iv) implique que pour tout i , 1<i<p , on a eiED ou -eiE D .

On peut donc supposer (quitte a remplacer certains vecteurs de la base par leur
oppos€) que pout tout i , 1<is<p , ona eiED . Soit

V= ]R:e1+...+]R*+e .

p
L'ensemble V est un ouvert non vide de E , contenu dans D . Démontrons que
P
Vn(-D) = @ . En effet, si xeVN(-D) , alors x= % Pi® ol
i=1

(p1,...,pp) € (]R::)p , et coome x€F , ona (p.l,...,pp)EKp , donc

(p1,...,pp) € (K+)p , d'ol x€D et la_condition (iii) implique que i=0 , ce
qui est absurde. On en déduit que Vn (-D) = @ et par conséquent VcD-E' |,

ce qui démontre que D-E'# @ . De méme, (-D)-E'#@ (car (-D)-E'=-(D-E")).
En conclusion, D-E' et (-D)-E' sont deux fermés non vides disjoints de
E-E' dont la réunion est E-E' . On en déduit que E-E' n'est pas connexe

ce qui prouve que E' est un hyperplande E , et que D est 1'un des deux
demi-espaces fermés de E définis par cet hyperplan.

LEMME 3.6.2.- 1L existe un drapeau ornienté o de E el que D=FnDa

Démonstration. On raisonne par récurrence sur la dimension de F . Si F={0} ,
le lemme est évident. Supposons donc que dimK(F) =p , p21 , et que le lemme
soit établi pour tout p' , O<p'<p . Comme dimK(F) 21 , Dn(-D) estun
hyperplan de E (3.6.1). Si 1'on pose F'=Fn[Dn(-D)] , F' est un sous-K-

espace vectoriel de F de dimension strictement inférieure a p (pas nécessaire-
ment un hyperplan, car en général Dn (-D) n'est pas rationnel sur K ) . Si
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1l'on pose D'=F'nD , on voit facilement que D' vérifie les conditions (i),
(ii), (iii), (iv) en tant que partie de F' . L'hypotheése de récurrence implique

donc 1'existence d'un drapeau orienté o' de E'=F' @K]R ,

o:,':EocE1c...cE =E' ,

pl
tel que D'=F'nD , . En identifiant E' & son image par 1'injection canonique
a - -
dans E ,ona E'cDn(-D) (car E' est le sous-R-espace vectoriel de E
engendré par F'=FnDn (-D)) . Il existe donc une suite croissante de sous-R-

espaces vectoriels de Dn (-D) contenant E'

Ep,+1c... < Ep-1
telle que Ep-1 =Dn(-D) et telle que pour tout i , p'+1<isp-1 , E; ,
soit un hyperplan de E; . Onpose E p=E . On définit ainsi un drapeau orienté
a de E

o : EOCE1c...cEp,cEp,+1c...cEp_1c Ep ,

1'orientation de Ei/Ei-1 étant la méme que pour le drapeau orienté a' pour
1<i<p' , arbitraire pour p'+1<isp-1 , et celle qui correspond a E' =D
pour i=p (cf.(3.6.1)et (3.1)). Démontrons que D=FnDa . En effet, on a
FnD =Fn[ u (BI-E,_)JUE] =
o 1gigp i Ti-1 o}

+

= (FND ) UIFN( ] (13i
o p'+1gisp-1

-E; I ULEN (B -Ey ]

E
p
Or, comme Da,cE' et FNE'=F' , ona
=F! =D'=F'!' = -D =
FnD ,=F'nD ,=D"=F'nD Dn([Dn (-D)] Dn.Ep_1
D'autre part, pour tout i , p'<is<p-1 ,ona E'cEic'ﬁn(—ﬁ) , et comme
FNE'=F'=Fn[Dn(-D)] , on a FNE; =F' . On en déduit que pour tout i
p'+1<isp-1 , FEn (E;-Ei_1) = @ . Enfin, la condition (iv) implique que
+ - -
Fn(E,-E = [Du (-D D-MDn (D =D n(E-E
(p p-1) [Du(-D)In[D-(Dn(-D))] n( p-1) ’
ce qui démontre le lemme.

LEMME 3.6.3.- Sodent o et o' deux drapeaux ornientés de E ,
OLZEOCE1C...CEP ,
a' : E(')CE"‘C...CEI') ,

tels que FnD =FnD, .Alonsona E =E'" et E . =E!
a a P P p-1  “p-1
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Démonstration. Comme E. (resp. EI”+) est 1'un des deux demi-espaces fermés
de E définis par 1'hyperplan Ep_1 (resp. EI’)‘1) (cf.(3.1)), i1 suffit de
démontrer que E;=Ef>+ . L'égalité FnDa = FnDoc' implique que
+ - T . + o .
EFn (Ep Ep_1) En (Ep Ep_1) . Or, F étant dense dans E , Ep Ep_1 étant

un ouvert de E et EI')+ un fermé, on en déduit que

+ B +
E -E Fn(E' -E' E'
p p_1c n( P p_1)c P

d'ol E; CEP"+ . De méme on a E£)+CE; , ce qui démontre le lemme.

LEMME 3.6.4.- Soit o ,
o EOCE1C...CEP

un drapeau onienté de E , nationnel sun K (c'est-a-dire tel que pour tout
i, 1<gisgp-1 , E; 404t un sous- R-espace vectorniel de E engendré pan
des éléments de F ) . Alons pour tout drapeau ornienté o' de E

. ' 1 '
o' EOCE1C...CEP ,

L'égakite FnDa' = F,nDa Amplique que Le drnapeau onlenté o' n'est autre que
a

Démonstration. On raisonne par récurrence sur la dimension p de F . L'égalité
FND,, = FND, implique que B, =B, et que EI’; = Er')+ (3.6.3), ce qui
prouve que l'orientation de Ep/Ep_1 est la méme que celle de EI'>/EI')"1
(c£.(3.1)). Or, le drapeau o étant rationnel sur K , si 1'on pose F'=Fn Ep-1
et E'=F' & R , F' est un hyperplan de F et en identifiant E' & son
image par 1'injection canonique dans E , on a E' =Ep-1 . Soit oy (resp. ai)

le drapeau orienté de E'
0 ¢ EocE1c...cEp_1
1. A} 1 1
(resp. aj : ElcEje ...cEp_1) ,
les orientations étant les mémes que pour o (resp. a'). Le drapeau o estun

drapeau rationnel sur K , 1'égalité Fn Da' = FnDa implique que

F! nDa' = F' nDa et 1'hypothése de récurrence que a1' =a; d'o o' =0 ,
1

1
ce qui prouve le lemme.

LEMME 3.6.5.- S{ K=R (ce qui implique en particulier que F=E ) , 4L existe
un dnapeau ondenté o de E et un seul tel que D =D,

Démonstration. C'est une conséquence directe des lemmes 3.6.2 et 3.6.4 appliqués
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a K=R

Remarque 3.6.6.- Si K# R , le drapeau orienté o de E tel que D=FnDa
n'est pas nécessairement unique. Par exemple, si K=Q , F=Qp et

@ %aa;:
D:{(q1,...,qp)€ .i§1aiqi=0} s

ou (a1,...,a p) est un systéme de p nombres réels linéairement indépendants
sur Q , on voit facilement que 1'ensemble D vérifie les conditions (i), (ii),

(iii) et (iv). Alors pour tout drapeau orienté
a EOCElc"’CEp
de RP tel que

. p . P N
Ep-l = {(x1,...,xp)€]R : ii1aixi = 0}

et tel que 1'orientation de Ep/Ep_1 soit celle qui correspond a
P
z

a.x. 20}

11i

[\

- P
Ep—{(x1,...,xp)€]R ;
ona D=FnD

a
PROPOSITION 3.7.- Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie. L'application
qui assocle & un drapeau orndienté o de E La relation S, @t une bijection de

L'ensemble des drapeaux ondientés de E sun £'ensemble des relations d'ordre total
sun B compatibles avec sa strwetune d'espace vectorniel sur Le conps ordonné R.

Démonstration. La proposition résulte de la proposition 3.2.1 et du lemme 3.6.5.

partie convexe de E telle que O¢A . Alons L existe un drapeau ornienté o de
E tel que ACDoc

Démonstration. La partie A étant convexe, pour tout p, et Py s PER_
Py € ]R+ » On a

p]A+ pZAc (p1 + pz)A ,
et comme O¢A , on en déduit que si prt pZ;éO , p1Aﬂ (-pzA) =@ (car si
p]An (—pZA) #9 ,ona O€p1A + pzAc(p1 +pZ)A , d'oli P +p2=0) . Sil'on
pose

B= U pA ,
PER,

on a donc B+BcB RBcB et BN(-B) = {0} . On en déduit qu'il existe
une partie D de E telle que Bc<D , D+DcD , ]R+DcD , Dn{-D) = {0}
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et D+(-D) = E (2.2.2). Il existe donc un drapeau orienté o de E tel que
D=Da (3.6.5), et on a ACBcDa , ce qui démontre la proposition.

COROLLAIRE 3.8.1.- En gardant Les notations de La proposition 3.8, i existe P
formes R -Linéaires Qpreres sur E , telles que pour tout x , x€A, L'en-
semble {i, 1sisp: ai(x) # 0} 404t non vide, et s4 £'on pose

i =sup{i, 1sisp : a;(x) #0} ,

on ait

a. (x)>0

Ix
Démonstration. Le corollaire est une conséquence directe de la proposition 3.8 et
de 3.3.

COROLLAIRE 3.8.2.- En ganrdant Les notations de La proposition 3.8, 54 A est
ouvert dans E , AL existe une forme R-Linéaire o sur E , telle que pour
tout x , X€EA , on ait

a(x) >0

Démonstration. Si OpseeesC désignent p formes R-linéaires sur E vérifiant
les conditions du corollaire 3.8.1, pour tout x , X€A , ona op(x) 20
L'ensemble A étant ouvert, (A) est un ouvert de R contenu dans R, ,
donc O¢ap(A) ce qui démontre le corollaire.

Remarque 3.8.3.- Le corollaire 3.8.2 est un cas particulier du théoreme de
Hahn-Banach. On peut donc considérer la proposition 3.8 (ou le corollaire 3.8.1)
comme une forme plus précise du théoréme de Hahn-Banach en dimension finie.

PROPOSITION 3.9.- Soit F un Q-espace vectorniel de dimension finie. Toute relation
d'ondre total sur F , compatible avec sa structure d'espace vectoniel sun fLe
conps ondonné Q , se profonge en une relation d'ondre total sun E=F @QIR ,
compatible avec sa structure d'espace vectoriel surn Le conps ordonné R, F
étant Adentifié a son image par L'injection canonique dans E

Démonstration. La proposition résulte du lemme 3.6.2 et de la proposition 3.2.1.

Remarque 3.9.1.- Conformément a la remarque 3.6.6, ce prolongement n'est pas
nécessairement unique ; a moins qu'il n'existe un drapeau orienté o de E ,
rationnel sur Q , tel que 1l'ensemble des éléments de F supérieurs ou €égaux
a zéro pour la relation d'ordre donnée, soit égal a FnDa (on dit alors que cette
relation d'ordre est rationnelle), dans quel cas, conformément au lemme 3.6.4,

ce prolongement est unique.
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COROLLAIRE 3.9.2.- Soit F un Q-espace vectoriel de dimension findie. Toute rela-
tion d'ondne sun F , compatible avec sa stwectwre d'espace vectoriel sur Le conps
ondonné Q , se prolonge en une relation d'ordre sun E=F @Q R , compatible
avec sa strwcture d'espace veetorniel sun Le conps orndonné R, F étant identdi-
§4¢ a son image pan L'infection canonique dans E

Démonstration. Soient Sp une telle relation d'ordre sur F et (§B)B€B
1'ensemble des relations d'ordre total sur E , compatibles avec la structure
d'espace vectoriel de E sur le corps ordonné R , et induisant une relation
moins fine que Sp sur F . On définit une relation = dans E par

xéEy(=> (vB,BeB:xéB y) , pour x€E , ye€E

I1 résulte de (2.3,i) et de (3.9) que l'ensemble B est non vide, et par suite
que <p est une relation d'ordre sur E compatible avec sa structure d'espace
vectoriel sur R , et de (2.3,ii) et de (3.9) que g induit Sp sur F ,
ce qui démontre le corollaire.

COROLLAIRE 3.9.3.- Toute nelation d'ondre sun NP , compatible avec sa structure.
de monoide et négulierne (cf.(1.0)), se profonge en une relation d'orndre sun RP
compatible avec sa structure d'espace vectoriel sun Le corps orndonné R .

Démonstration. Le corollaire résulte de la proposition 2.1 et du corollaire 3.9.2.

Exemple 3.9.4.- La relation d'ordre produit < sur N , qui est une relation
d'ordre compatible avec sa structure de monoide et régulieére, se prolonge sur

RP par la relation d'ordre produit < sur RP , et il est facile de vérifier
que, dans ce cas, ce prolongement est le seul prolongement en une relation d'ordre
sur RP , compatible avec sa structure d'espace vectoriel sur le corps ordonné
R. En plus si <' est une relation d'ordre sur NP , compatible avec sa struc-
ture de monoide, réguliere et moins fine que < , toute relation d'ordre sur

RrP , compatible avec sa structure d'espace vectoriel sur le corps ordonné R ,
qui prolonge <' est moins fine que la relation d'ordre produit < sur RP

En effet, une relation d'ordre <" sur RP , compatible avec sa structure d'espace
vectoriel sur le corps ordonné R , est moins fine que la relation £
si et seulement si, pour tout i , 1<isp |, e; 2" 0, ob e1,...,ep
désigne la base canonique de RP | et comme pour tout i , 1<i<p , e; € N
cette condition ne dépend que de la restriction de <" sur N

PROPOSITION 3.10.- Toute nelation d'ondre total sun N’ compatible avec sa
stwetune de monoide est induite par une rnelation d'ondre Sy dwn R, oa o
désdigne un drapeau onienté de RrP
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Démonstration. La proposition résulte des propositions 2.1, 3.9 et 3.7.

Remarque 3.10.1.- Inversement il est clair que pour tout drapeau orienté o de
RP , la relation d'ordre ga sur RP induit une relation d'ordre total sur
N , compatible avec sa structure de monoide.

Définition 3.11.- Soit S, une nelation d'ondne total sur NP , compatible avec

sa strweturne de monoide. On dit qu'une matriice A , A= (aij)1.<_.i§p,1§j§p , a
coefgicients dans R , est une matrnice de déginition de La nelation d'ondre <,
swe NP, ou que La matrice A définit La nelation d'ondre s, Aw N o,
84 La matrnice A est inversible et 44 powr tout d et d' , d=(d1,...,dp) ,

d' = df,...,d) deNW ,d'eN ,ona

P P
d ga ds>(d=d') ou [3i, 1<igp : [(J_E1 aijdj<j§1aijdj!) et

: ai'jdj =

[l o Reoi

P
v oa.,.dD]].

(vi',i<i'sp : -y
1 137

J J
Si p' est un entier, O<p'<p , on dit que la matrice A est adaptée au
sous-monoide M = NPx {0} de NP , s'il existe une partie I de [1,p] telle
que card(I) = p-p' et telle que pour tout ietj , i€l , 1<js<p' , on
ait a;; = O . On dit que 1la relation d'ordre total ga sur N est rationnelle,

J
si S posseéde une matrice de définition a coefficients dans Q

PROPOSITION 3.12.-

i) Toute netation d'ondne total sun N compatible avec sa structwie de
monoide, posséede une matrnice de défimition.

ii) Toute nefation d'ondre total sur NP compatible avec sa stwcture de
monolde et moins fine que La refation d'ondre produit < sun NP, posséde
une matriice de définition a coefficients dans R, .

iii) Soit p' un entler, O<p's<p . Toute nelation d'ordrne total sur NP
compatible avec sa sthweture de monoide, posséde une matrice de définition adapitée

1
au sous-monoide N de N

iv) Toute netation d'ondre total sun NP, compatible avec sa structure de
monoide et nationnelle, posséde un prolongement unique en une refation d'ordre
total sur R , compatible avec sa strweture d'espace vectoriel sur Le conps
ondonné R .
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Démonstration. La partie (i) de la proposition résulte de 3.10 et 3.5, la partie
(ii) de 3.10, 3.9.4 et 3.5.1, la partie (iii) de 3.10, 3.3.2 et 3.5, et la partie
(iv) de 2.1, 3.9 et 3.9.1.

Exemple 3.12.1.- On appelle relation d'ordre antilexicographique sur N et
on désigne par gL la relation définie par

d §L d'¢>(d=d') ou [3i, 1<isp : [(di<di)et(vi',i<i'§p:di,= di,)]] ,

pour d=(d,-.eyd) , d'=(d,...,d) , dE N ,d'eN . larelation =

est une relation d'ordre total sur N° , compatible avec sa structure de monoide,
moins fine que la relation d'ordre produit £ sur N et rationnelle. La matrice
unité a p lignes et p colonnes en est une matrice de définition, et la relation
d'ordre antilexicographique sur RP (3.5.3) en est le seul prolongement en une

relation d'ordre total sur ]Rp , compatible avec sa structure d'espace vectoriel.
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§4.- Filtre associ€é a un drapeau orienté

Dans ce paragraphe, on associe a tout drapeau orienté de RP (ou ce qui re-
vient au méme, a toute relation d'ordre total sur RP , compatible avec sa struc-
ture d'espace vectoriel) un filtre sur (]R:)p , et on décrit explicitement une
base de ce filtre. Au §5, on associe a toute relation d'ordre total sur N ,
compatible avec sa structure de monoide, un filtre sur (]R:)p . Plus précisément,

pour tout x , x € RP s x=(x1,...,xp) , €t pour tout ¢ , e€R} , on
désigne par VX,E la partie de (]R:)p définie par
X

V.. = {C Ye@®IP 1 B o<
X;e p1,.-.,pp€ + '121 Py et .

Si 1'on désigne par e P 1'application
R

e : RP R*)P

P —> (R})
définie par

a, ap b
eRp(a1,...,ap)=(e yeees€ T) , pour (a1,...,ap)€]R ,
on remarque que e p est bijective et que
R

-1 B
e]Rp (vx;s) - wx;boge ’

ol pour tout ¢ , c€R , WX,C désigne la partie de RP  définie par
3

P
- D .
wx;c = {(31,...,ap)€]R : i§1 aixi<c}

Pour toute partie A de RP  dont 1'enveloppe convexe ne contient pas O , il
résulte du théoréme de Hahn-Banach que la famille

(WX;C)XEA,CE]R

est un systéme de générateurs d'un filtre sur RP . La famille

(Vx;e)x€A,s€]R:

est donc un systéme de générateurs d'un filtre sur (]Rj:)p .81 g D désigne
R

une relation d'ordre sur RP , compatible avec sa structure d'espace vectoriel,

1'ensemble des éléments x de RP tels que x> pO étant convexe, on en
R
déduit que la famille

V.
( x;s)x>]Rp 0,e €]R:
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est un systéme de générateurs d'un filtre sur (]R:)p . Ce paragraphe est con-
sacré a 1'étude de ces filtres dont le rdle dans ce travail a €té longuement
développé dans 1'introduction générale. En remarquant que (]R’;)p s'identifie
canoniquement au groupe des caractéres réels sur RrP , on associe plus générale-
ment a toute partie A d'un R-espace vectoriel de dimension finie E , dont
1'enveloppe convexe ne contient pas O, (de méme qu'a toute relation d'ordre sur
E, compatible avec sa structure d'espace vectoriel) un filtre sur le groupe des
caractéres réels de E , ce qui permet d'obtenir une définition plus intrinseéque

de ces filtres.

(4.1) Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie. On rappelle qu'un ca-
ractére réel sur E (on dira plus simplement caractére sur E) est une applica-
tion continue

X : E—/™R

telle que
i) pour tout xety , X€E , yeE ,

x&x+y) = x(x).x(y)

ii) y #0
On remarque que si x désigne un caractére sur E , pour tout x , x€E , on
a

XX = x(x/2+x/2) = (xx/2)?

donc x(x)20 , et x(x) #0 , car s'il existait X, » X €E tel que

X(xo) = 0 , on aurait pour tout x x€E ,
x(x) = x(xy + (x-x3) = x(x).xx-x) =0

Un caractére sur E est donc un homomorphisme continu du groupe additif de E
dans le groupe multiplicatif R} , et 1'ensemble des caractéres sur E forme

un groupe multiplicatif, noté ‘:‘E . Si o désigne une forme linéaire sur E ,
a€E* , et si 1'on pose
x(x) = ea(x) , pour x€E ,

¥ est un caractére sur E , et réciproquement si yx désigne un caractére sur
E , X€Eg et si 1'on pose

a(x) = Log(x(x)) , pour Xx€E |,

o, est un homomorphisme continu du groupe additif de E dans le groupe additif
de R , donc une forme R-linéaire sur E . On établit ainsi un isomorphisme

. R* =
eE.E—->wE
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du groupe additif de E* sur le groupe multiplicatif , qu'on munit de la

°E
topologie qui rend eg un homéomorphisme .

Si F désigne un R-espace vectoriel de dimension finie et u:E—> F une
application R-linéaire , pour tout caractére x sur F on désigne par x4

le caractére sur E défini par
u
X =x°u
et on désigne par T u 1'homomorphisme de groupes

r i, — E
u’-F =

E
défini par
u =
r,(d =x ,pour xezg ,
et on a
I'u [ eF = eE o tU
(ce qui implique en particulier que r, est continu), et

= id_
E “E
Si G désigne un R-espace vectoriel de dimension finie et v :F—>G une

Tid

application R-linéaire, on a

=T °T
I‘Vol.l u v

et pour tout caractére x sur G , on a
v u
X = o

En particulier, si E=F=G et si u désigne un automorphisme du R-espace
vectoriel E , r, estun automorphisme du groupe g et
_ -1
ru_1 = (r)
I1 résulte aussi que si 1'application R-linéaire u:E-—F est injective
(resp. surjective), 1'application T, EF — EE est surjective (resp. injec-
tive).

(4.2) Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie, x un élément de
E , et € unélément de R} (resp. c un élément de R) . On désigne par
Veoe (resp. WX,C) 1'ouvert de Eg (resp. E*) défini par

<
|

= {xe Epix(X) < €}

{a€E* t a(x) <c)h

—~
|}
(0]
[}
gl
-
=
>
"
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Alors on a :

(4.2.1) e

et

(4.2.2) e ) = Vyec >

2
et pour tout x,etx, , X;€E , x,€E , tout p, et p,, (01,02) € (R,)" - {0},
tout ¢, et e, e1€]R: , gzelR: et tout <4 etc, , < €ER, czelR ,

on a
(4.2.3) W .. NW, .. cW .
X15€1 0 TXp3Cy Xy tRpXg50C 10,
et
(4.2.4) Py P2

V.. nv,_ . <V )
X138 X938y P9XytpXpiE1 &

Soit A une partie de E . On rappelle que 1l'enveloppe convexe de A est
1'intersection de toutes les parties convexes de E contenant A , et c'est la
plus petite partie convexe de E contenant A . L'enveloppe convexe de A est
formé de 1'ensemble des éléments x de E tels qu'il existe une famille finie
d'éléments de R, telles

(xi) d'éléments de A et une famille (pi)

1<isn 1<isn

que pgte..tp, = 1 et

.

X=Xy oot o X
PROPOSITION 4.3.- Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie et A une
partie de E . Lles conditions sulvantes sont équivalentes

i) L'enveloppe convexe de A ne contient pas O ;

ii) 4L existe un drapeau onienté o de E Zel que AcD, - {0} ;

iii) £a gamille (Vx;e)xeA,eelR: est un systeme de générateurs d'un §iltre

sun EE;

iv) ta gamitte (WX;C)XEA,CE]R

est un systeme de générateurns d'un §iLtne sur
E* .

Démonstration. Pour tout drapeau orienté o de E , Da_ {0} étant convexe,
1'équivalence de (i) et (ii) résulte de la proposition (3.8). L'application

eg: E* — ‘:‘E
étant bijective, 1'équivalence de (iii) et (iv) résulte de (4.2.1). Démontrons
que (iv) implique (i). Supposons que O appartienne a 1'enveloppe convexe de A .

Alors il existe une famile finie (xi)1si<n d'éléments de A et une famille

45



G. MALTSINIOTIS

(py) d'éléments de R, telles que Pp*e-etp =1 et pXi+..4px =0

1€isn
On en déduit que pour tout ¢ , ceR ,

xi;cn...nwx ..cW

(4.2.3), et comme pour tout ¢ , ceR , cs0 ,ona w0 o = @ , ceci est
en contradiction avec la condition (iv). Réciproquement, demontrons que (i)

implique (iv). I1 suffit de démontrer que si (x.) est une famille finie

i“1gisn

d'éléments de A et (ci)1<i<n une famille d'éléments de R , n W ;é o .
= i=1 X%
Soit B= {x1,...,xn} , €t soit B' 1'enveloppe convexe de B . La condition

(i) implique que O¢B' , et comme l'ensemble B est fini, B' est un fermé
de E . Il existe donc un ouvert convexe U de E tel que B'cU et O¢U

(si ||.]| désigne une norme quelconque sur E et d(.,.) la distance déduite
de cette norme, B' étant fermé dans E , d(0,B') >0 et alors on peut prendre
U={x€E : d(x,B') <b} , ou b=d(0,B')) . I1 existe une forme linéaire a sur
E telle que pour tout x , xeU , a(x)>0 (3.8.2), et en particulier, si
pour tout i , 1<is<n , on pose ai=a(xi) , ona ai>0 . Posons

a= inf a; et c= sup|c;| .Ona a>0 ,etsillonpose a'=- ((c/a)+Da
1gisn 1gisn n
on vérifie aussitdt que a'€ n W ey , ce qui démontre la proposition.
i=1 i’

COROLLAIRE 4.3.1.- Soient E un R-espace vectorniel de dimension finie et g
une reflation d'ondre surn E , compatibLe avec sa structure d'espace vectoriel.

Alons La famille Vy e)x> est un systeme de générnateurs d'un §iltrne sur

E0 »EERT

°E

Démonstration. Si 1'on désigne par A 1la partie de E définie par
A={x€E : x>EO} ,

on vérifie facilement que A est convexe et le corollaire résulte aussitét de la
proposition 4.3.

DEFINITION 4.4.- Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie. Pour toute
partie A de E dont L'enveloppe convexe ne contient pas O , on désdigne par Fa

(resp. GA) Le filtne sun Eg (resp. E*) engendré parn La famille (V X e)xeA ceR*

(resp. (wx;c)xeA,celR)) . On dit qu'un §ilthe F sur Eg (resp. un §iltre G sun

E*) est un 4iltne de Hahn-Banach, 8'iL existe une parntie A de E dont L'enveloppe
convexe ne contient pas O , et telle que F = Fa (resp. G = GA) . Pour toute

nefation d'ondre g 4w B, compatible avec sa sthucture d'espace vectorniel,
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(0} (resp. GE“-{O})

0} , eton dit que F_ (resp. G, ) est Le filtrne de
“E “E

on désigne par F_  (resp. G ) Le filtre de Hahn-Banach F
ol E+={x€E:x§E :
Hahn-Banach sun g (resp. E¥) dégini parn La nelation d'ordre Sp - Pour tout
dnapeau onienté o de E , on désigne par Fa (resp. G) Le §iltrne Fga
(resp.Gga ) , et on dit que Fa (resp. G,) est Le §iltre de Hahn-Banach

sun (resp. E*) défini par Le drapeau ornienté o

°E
Remarque 4.4.1. En gardant les notations de la définition, il résulte de (4.2.2)
que FA est 1'image du filtre G, par la bijection ep . Si A' désigne une
partie de E dont 1l'enveloppe convexe ne contient pas O et si AcA' , le
filtre FA' (resp. GA,) est plus fin que Fa (resp. GA) . En particulier si
<! désigne une relation d'ordre sur E , compatible avec sa structure d'espace

“E
vectoriel et moins fine que la relation S le filtre F_, (resp. G) est
] E

IN

plus fin que F_ (resp. G_)
“E “E

PROPOSITION 4.5.- Soient E un R-espace vectorniel de dimension finie et A une
partie de E dont L'envelLoppe convexe ne contient pas 0O . Alons AL existe une
nelation d'ondre unique sur  E , compatible avec sa structure d'espace vectorniel,
telle que FA 304t Le filtrhe de Hahn-Banach sur g dégini parn cette nelation
d'ondre (ou ce qui est équivalent, Gy 504t Le §iltre de Hahn-Banach sur — E*
dégini pan cette relation d'ordrne), et s4 L'on désigne par Sh cette nelation
d'ondne, pour tout x , Xx€E , Les conditions sulvantes sont équivalentes :

i) x>AO B

ii) x€ U u .

nEN* (py, ... ,p JECR )™ -0} (PrAT--+op) 5

iii) pour tout drapeau ornienté o de E tel que AcDa , ona X€Da_ {0} ;
iv) pour tout e , e€RY ,ona Vx;eEFA H
v) powr fout c¢ ,ce€ER , ona WX,CEGA 5
)
vi) x#0 , et AL existe e , e€R¥ , tel que vx,gEFA 5

vii) x#0 , et <L existe ¢ , Cc€ER , el que WX_CEGA
Démonstration. L'équivalence de (iv) et (v) ainsi que celle de (vi) et (vii)
résulte de (4.2.1) et (4.1), la condition (ii) implique la condition (v) (4.2.3)
et la condition (v) implique la condition (vii) (car WX_O#G implique x #0) .

Soit B = U U n (p1A+...+pnA) .0Ona AcB , B+BcB,
REN' (py,. e, )ECR)"-(0}
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RiB<B et 1'enveloppe convexe de A ne contenant pas O , O g{B et Bn(-B)=0.
I1 existe donc une relation d'ordre < A Sur E , compatible avec sa structure
d'espace vectoriel, telle que pour tout x , X€E ,

(4.5.1) x>A04=>x€B ,

et il résulte de (2.3) et (3.7) que si D désigne 1'ensemble des drapeaux orientés
a de E tels que BcDa (ou ce qui est équivalent tels que ACDa) ,ona

B=a20 DOL- {0} , ce qui démontre 1'équivalence des conditions (ii) et (iii).

Démontrons que la condition (vii) implique la condition (iii). Soit donc X, >

xer , xo;éO , tel qu'il existe S > COE]R , tel que WXO;COEGA et
supposons qu'il existe un drapeau orienté o de E , a€D , tel que X, ¢Da
Alors -XOEDG- {0} , et si 1'on pose A, =AU{-xO} ,ona A1cDa -{0} , ce

qui implique que la famille (WX;C)XEA ,CER est un systeme de générateurs

d'un filtre GA sur E* (4.3), plus fin que GA (4.4.1) et en particulier,

1

'
comme WXO;COEGA , que pour tout ¢ , c€R , on;conw_xo;C #9 , d'ou

WO,C +c #@ (4.2.3), ce qui est impossible pour cs-c, . Ceci démontre 1'équi-
>7o
valence des conditions (ii), (iii), (iv), (v), (vi) et (vii) et (4.5.1) implique

donc que G, =6
§A A

11 reste a démontrer que si s‘,'\ est une relation d'ordre sur E , compatible
avec sa structure d'espace vectoriel, telle que G, = GA , g‘l'\ n'est autre que
“A

$p - Soit A' = {x€E : x>AO} . Alors A' est une partie convexe de E ,

0¢A' et A u u n
nEN* (py,...,p )E(R)™ - {0}

donc 1'équivalence des conditions (ii) et (v) a la partie A' de E , on déduit

(p1A'+...+pnA') . En appliquant

que pour tout x , X€E , ona x€A' , siet seulement si, pour tout c ,

ceR , WX,CEG + , et comme G-A, = GA , cela équivaut a x€B , d'ou A'=B,
’

ce qui démontre la proposition.

COROLLAIRE 4.5.2.- L'application qui assocdie a une nelation d'ondre sur E
compatible avec sa structure d'espace vectorniel, Le §iltre de Hahn-Banach sur Eg
(resp. E*) , défini parn cette nelation d'ondre, est un Lsomorphisme d'ensembles
ondonnés, de L£'ensemble des nelations d'ordre sun E , compatibles avec sa struc-
ture d'espace vectoniel, orndonné pan La nelation " plus fine que", swr L'ensemble
des §iltres de Hahn-Banach sun Eg (resp. E*) , orndonné parn La nelation " moins fin
que", Les éléments maximaux de cet ensemble étant en bijection avec Les nelations
d'ondre total sur E , compatibles avec sa structure d'espace vectordiel.
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Démonstration. Le corollaire est une conséquence directe de 4.5, de 4.4.1 et
de 2.3.

(4.6) Soient E et E' deux R-espaces vectoriels de dimension finie et u:E—E'
une application R-linéaire . Pour tout point x , x€E , et tout € , €€R]
(resp. tout ¢ , c€R) ona

-1
Vu(x);e =T (‘Ix;e)

t -1
(resp. W, =u (wx;c))

(x);c

On en déduit que si A (resp. A') est une partie de E (resp. E') dont 1'en-
veloppe convexe ne contient pas O et si u(A)cA' , alors 1'image du filtre

FA' (resp. GA,) par 1, (resp.tu) engendre un filtre plus fin que Fa

(resp. GA) , ou ce qui est équivalent, 1'image réciproque du filtre Fa

(resp. GA) par 1, (resp.tu) engendre un filtre moins fin que Far (resp. GA,)
En particulier, si E'=E et si u est un automorphisme de E , pour tout
drapeau orienté o de E le filtre Fu(a) (resp. Gu(a)) est 1'image réciproque
du filtre Fo (resp. Ga) par la bijection 1, (resp. tw) (3.4).

LEMME 4.6.1.- Soient E un R-espace vectorniel de dimension finie, H un hyper-
plan de E , A une partie de E , B AL'enveloppe convexe de A et

A'={x€H:3x1,x2€A , 3p1,p2€1R+: f1 +p2=1 et X=p1x1+p2X2} .

Alons BNH est £'enveloppe convexe de A'

Démonstration. Soit B' 1'enveloppe convexe de A' . Ona A'<eBnH , et comme
BnH est convexe, on en déduit que B'<BnNH . Pour démontrer quen BNHcB' ,

il suffit de démontrer que pour tout n , n€N* , si (xi) est une famil-

<
le d'éléments de A et (pi)1§i5n une famille d'éléments de 1iilfn telle que
Py+e--+p = 1 , si 1'on pose X=pXqteeatp X, 1'hypothese x€H implique

que x€B' (4.2). On raisonne par récurrence sur n .Si n=1 ou n=2 ,
1'assertion est évidente, car alors x€A' par définition de A' . Supposons donc
que n>2 et que l'assertion soit établie pour n-1 , et démontrons la pour

n . S'il existe i , 1<isn , tel que pi=0 , 1'hypothése de récurrence
implique que x€B' . On peut donc supposer que pour tout i , 1<is<n, p;>0.
Soit o une forme R-linéaire sur E telle que Ker(o) = H . L'hypothése

n
x€H implique que I P a(xi) =0 .Sipour tout i , 1<isgn , a(xi) =0,
i=1

pour tout i , 1gign , xiEH donc xiGA' et Xx€B' . Supposons donc qu'il
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n
existe io , 1§io§ n , tel que a(x, ) #0 . Alors 1'égalité I p.a(x.)=0
o i=1 11
implique qu'il existe j0 , 1§j0§n , tel que O.(Xj ) #0 et tel que
o
CI.(XJ- ) ait un signe opposé a celui de cx(xi ) (car pour tout i , 1<isn ,

(o} o

p:>0) , ce qui implique que si 1'on pose r. = ax. )/[akx, ) - akx. )] et
1 1o Jo Jo 1o
rjo = - a(xio)/[a(xjo) —a(xio)] ,ona r; >0 rjo>0 et rio+rj0 =1

o

Soit y=r. X. +7T. X.
L 1o Jo Jo

.Ona oa(y) =0 ,donc y€H , d'ou y€A' .

D'autre part, soit s=inf{p. /r. , p. /r. } et supposons par exemple que
I % Jo Jo

=p. . . i 1! =T. . . =-D0. .
S plo/r10 Alors si 1'on pose t rJ (pJ /rJ i /r1 ) ona tz20
o ‘o0 ‘o o "o

s+t+ p: =1 et x=sy+tx. + X p; X

! o delt,nl-fijrt *

z
i€l1,n]-{i ,j )
Enfin, comme pour tout i , 1£isn , pi>0 et n>2 ,ona 1-s>0 et
si 1'on pose

y' = [t/(1-s)]x. + T [pi/(1-s)]xi s
o i€l1,nl-{i,],}
ona y'€H (car y'=(x-sy)/(1-s)) et 1l'hypothése de récurrence implique
que y'€B' (car t/(1-s) + z pi/(l—s) =1) , et comme
i€[1,n]-{io,jo}

x=sy + (1-s)y' , on en déduit que x€B',ce qui démontre le lemme.

LEMME 4.6.2.- Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie, E' un
sous- R-espace vectoriel, o' une forme R-Lindairne sur E', A une partie
finie de E dont £'enveloppe convexe ne rencontre pas E' , et c un éLément de
R . Alons AL existe une forme R-Linéaire o sur E qui profonge o' et

telle que o € N W,

xeA €

Démonstration. Soit 0, un prolongement quelconque de o' en une forme
R-linéaire sur E . On pose a=51£ ao(x) . Soient E"=E/E' , m : E—E"
X

la surjection canonique et B= 7(A) . Alors B est une partie finie de E" dont
1'enveloppe convexe ne contient pas O . Il existe donc une forme R-linéaire

B sur E" telle que BeE N W . (4.3). On pose a =a_+ B om . Alors
yeB y;c-a o

ona a|E'=a' ,etpour tout x , x€A , ax) = oco(x) + B(mr(x)) <c ,
ce qui démontre le lemme.
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PROPOSITION 4.6.3.- Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie, E' un
sous- R-espace vectoriel de E , A une patie de E dont £'enveloppe convexe
B ne contient pas O et B'=BNE' . Alons B' est une partie convexe de E'
ne contenant pas 0 et Le §iltre de Hahn-Banach Fge (resp. Ggy) sur  Ep,
(resp. E'*) est L'image du §iltre de Hahn-Banach Fa (resp. GA) par La surjec-
tion r, (resp. th) , ol u désigne L'injection canonique u:E'— E

(cf. 4.1).

Démonstration. En raisonnant par récurrence sur la codimension de E' dans E ,
on peut supposer que E' est un hyperplan de E . D'autre part, 1'image du
filtre Gy par la surjection tu est un filtre plus fin que Gy (4.5 et 4.6).
11 suffit donc de démontrer que si est une famille finie d'éléments

de A et

(x; )1<1_n

(c. )1<1=n une famille d'éléments de R , il existe une famille finie
1 1 1

(yj)1§j§m d'éléments de B' et une famille (c! )1<J_m d elements de R telles

que pour toute forme R-linéaire a' sur E' telle que a'€ n Wy .t

=1 737

et 0L|E' =q'

, i1

n
existe une forme R-lin€aire q¢ sur E telle que o€ N Wx .
i=1 7i7i

Soient AO={x1,...,xn} , BO 1'enveloppe convexe de AO ,
AS = {x€eE' :3i1,iz, 1sijsn, 15i,sn, 3p;,p,€R, :py +py=Tlet x=px 1 *+pyX4 2} ,

B' 1'enveloppe convexe de A' et c= inf c. . Alorsona B'=B nE'
o o lsi<n o o
(4.6.1), 1'ensemble A(') est fini et A("cB' . Soit o' une forme R-linéaire

sur E' telle que a'€ n W . Nous allons démontrer qu'il existe une forme

}’€A' Ysc

n
R-linéaire o sur E telle que a€ n . .c. et a|E' = o' . On distingue
i=1 7i’7i

deux cas :
ler cas : A(') =@ . Alors Bc'>=¢ , donc BOnE' =@ , et il résulte du lemme
4.6.2 qu'il existe une forme R-linéaire o sur E qui prolonge a' telle que

n n
a€n W . , ce qui implique que a€ n

.3C
X i=1 X4

i=1 i 3¢5

1

2eme cas : A(') # @ . On peut alors qupposer que o'#0 (car si o'=0 , comme

Ac');éw , a'e n W c implique que c20 , et on peut prendre o =0 ) . Soit
yeAy V3

\} 1 - = - = -
donc e, ,eer , tel que a(eo)-c - On pose A, = e0+A0 » By e, * By »

A{ =-e0+A(; et B{ =—eo+Bc', . Alors B1 (resp. Bi) est 1'enveloppe convexe

de A1 (resp. Ai) , B1'=B1nE' et pour tout y , yEAi , a'(y) <0 , ce qui
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implique que pour tout y , yeB% , a'(y) <O . Soit H'=Ker(a') . On a donc
BynH' = ¢ , d'ou B, NH' =@ (car H'cE' et B nE' = B%) . On en déduit
1'existence d'une forme R-linéaire g sur E telle que gl/H' = 0 et telle que

BE N WX.0 (4.6.2), ce qui implique que pour tout x |, xeB1 , B(X)<O.
X€EA ’
1

Si 1'on pose H=Ker(B) on a donc H'cHnE' , et comme Ac') #0@ , il existe vy ,
YEE' , tel que a'(y) <O et B(y) <O . On en déduit que les hyperplans H et

E' de E sont distincts, que 1'hyperplan HNE' de E' (noyau de g|E') n'est
autre que H' (noyau de a'), et que le demi-espace ouvert de E' o o' est
strictement négative est le méme que celui ou B|E' est strictement négative.
Soit e » e1€H R e1¢E' .0n a E=E'@]Re1.Soit m:E—E' la

projection parallelement a ]Re1 . Onpose a =a'om . Pour tout x , xeA1 ,
B(m(x)) = B(x) <0 , donc a'(n(x)) <0 , d'ob o(x) <O . On en déduit que pour
tout i , 1gign , a(-e0+xi) <0 (car -eo+xi€‘A1) , d'ol a(xi) <csey,
ce qui démontre la proposition.

COROLLAIRE 4.6.4.- Soient E un R-espace vectorniel de dimension finie, Sp une
nefation d'ondre sun E , compatible avec sa stwcture d'espace vectorniel, E'

un sous- R-espace vectoriel de E et SN La nefation d'ondre sun E' , induite

par spo. Alons Re filtre de Hahn-Banach Fg . (resp. G¢ ) sur Zg

(resp. E*) est £'image du §iltre de Hahn-Banach F_ (resp. G, ) par La surjec-
=“E =“E

ion L (resp. tw o, o0 u désigne L'injection canonique u:E'—>E .
Démonstration. Le corollaire résulte directement de la proposition 4.6.3.

(4.7). Soit p un entier, pe€ N . Pour tout p |, p=(p.|,...,pp) , p€(]R1)p ,
si 1'on désigne par Xo 1'application

x : P—Rr |
(0] +
définie par
Pox; >
xp(x) = iI=[1 Py~ » pour x=(x1,...,xp) , XeR" |

%o est un caractére sur RP , et si 1'on désigne par F,p 1'application

. p =
Ep :(RDY —> R
définie par
Ep(p) =X, » pour DGURI)p ,
gp est un isomorphisme du groupe multiplicatif produit (IR_’;)p sur le groupe
E b Pour toute forme R-linéaire o sur RP , si a1,...,ap désignent ses
R
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coordonnées dans la base duale de la base canonique de RP , on a
(a) §p(e ,...,ea) s
et en particuller, gp est un homéomorphisme.
Soient q un entier, q€N , A= (aij)1§i$q,1§j < une matrice a coefficients
dans R et p = (p1,...,pq) , ;)E(]R’;)q . Si 1'on désigne par pA 1'élément

o' = (pi,...,pIS) de (]Rj:)p , défini par

a. .
p;"7 , pour 1sjsp ,

|
(=[]

)i
on a
u
Xp =X
p
o u désigne 1l'application R-linéaire, u: P — R4 , définie par la matri-

ce A , et si 1'on désigne par Tp 1'application

ry: (RO — (®OP
définie par
r,(p) = ot » pour p€(lR:)q ,

on a
gporA=ruo gq

On identifiera désormais & p a (]RI)p , moyennant 1'isomorphisme F;p
R
et le dual de RP (considéré comme 1'espace vectoriel des matrices colonnes a

p lignes) a RP  (considéré comme 1'espace vectoriel des matrices lignes a
p colonnes). Modulo ces identifications, on a donc pour tout x , X= (x1 ,...,xp),
x € RP , et tout e , e€R} , (resp. tout c, c€R)

X.
i
Py < e}

jge}

- p
Vese = ((opseenspy) € CRD

n =

i=1

(resp. W

. p. o5
X;C_{(a»l,'--,ap)e]R . X ai xi<C}),

i=1

et pour toute partie B de R’ dont 1'enveloppe convexe ne contient pas O,
toute relation d'ordre < p sur RP compatible avec sa structure d'espace

R
vectoriel et tout drapeau orienté o de RP , FB , F - et Fa
(resp. Gy, G, D et Ga) sont des filtres sur (]R:)p (resp. RP)
R
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Exemple 4.7.1.- Le filtre de Hahn-Banach F_ sur (Ri)p , défini par la rela-
tion d'ordre produit £ sur RP , est la trace sur (]R:)p du filtre des

voisinages de O dans RP

PROPOSITION 4.8.- Sodient p un entier, p €N , a un dupeau ornienté de RP
et A une matrice dinversible définissant La rnelation d'ondre s (cf. 3.5).
Aons ke filtre de Hahn-Banach F_ (resp. G) suwr (RDP (resp. RP)  est
L'image du §iltre de Hahn-Banach F§L (resp. G ) , défini par La rnelation
d'ondne antilexicographique SR R° (cf.L3.5.3) ,parn La bijection r

A
(resp. par £'automorphisme de RP  défini par La matrice TA ).

Démonstration. Si e* désigne le drapeau orienté de RP  déterminé par la base
duale de la base canonique de RP , la relation d'ordre antilexicographique
§L n'est autre que la relation d'ordre ée* (3.5.3) et e*=u(a), ot u désigne

1'automorphisme de RP  défini par la matrice inversible A , et la proposition
résulte de 4.6.

(4.9).- Soient p un entier, p€N . Pour tout & , § ER, , et tout e ,
e€R} , (resp. tout ¢ , c€R) on désigne par Ep;d;a (resp. Cp;d;c) la
partie de (]R:)p (resp. RP) définie par

= P . 8 §
Ep,5;€ = {(91"'°’pp) E(R+) . 01 <g, pz<p.|,...,p_p<pp__1
- D .

(resp. Cp;G;c = {(a1,...,ap)€IR :a<c, a2<6a1,...,ap<6ap_1}
Alors on a

_‘| _
(4.9.1) ° g0 Eps85e) = piosloge
et
(4.9.2) e (¢ ) =E

o FOH N -HH o

LEMME 4.9.3.- Soéent (8;)1c;en

, L=
(6-1)1 p— famitle d'éléments de R, (resp.(ci)
de R} . S{ 2'on pose

une famille finie d'étéments de R _ et

l<ism 4ne famille d'éLéments

§ = sup{61,...,6m}
et
€ = inf{e1,...,sm,1}
(resp. ¢ = inf{c1,...,cm,0})
on a
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E

Pise il pisiie
resp. C n ¢
e pi63 S 1 cham pisgic;)

Démonstration. Le lemme découle d'une vérification directe.

LEME 4.9.4.- Soient X un éfément de RP x=(Xp,00 %), Zek que x>p 0
(cf. 3.5.3) et e un élément de R} ([resp. ¢ un &lement de R ). On pose

i =sup{i:1<i<p, xi;éo} ,

o
I o= {islsi<ig, xi<0} ,
§ = sup(|x;|/x; ) +1
ier 1177,
(1a borne supérieure ci-dessus étant, par convention nulle si I=0), et
1/x4
e' = inf{e 2,1}

(resp.c' = inf {c/xi ,01) .
o

Alons on a

Epseset “Vxse

(resp.C )

p;8;c! L

Démonstration. I1 résulte de (4.9.2) et (4.2.2) qu'il suffit de démontrer que

Gioset Wz -
Soit donc a , a=(a1,...,ap) ’aecp;&,c' .0na
1
a;<c ,az<<Szal1,...,alp<<5ap_1 ,

ce qui implique que pour tout i , 1<is<p , a; <c'61_1 (et en particulier

i'-i

que ai<0) et que pour tout i et i', 1sici'sp , ai,gaics . D'autre

part, 1'hypothése x>LO implique que X3 >0 . On a donc

(o]
p 1o
Zoavac Do o oalls
. i-i
< aio Xio - iél(aio/é )|xi[ =

4 .
x; (1-8° 35 &Yx|/x; ) <
o Yo i€l 11

It
[
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-i

sa; x; (-6 -1 2 &9 s
o o i€l
4 i-1 .
sa; x (1-8 °6-1 £ &9 =
o o i=1

-i i-1
a; x; (1-8 O(s-1)5(5° -1)/(5-1) =
(o] (o]

=a; x4 cS-'(lo-1)<c'xi <c
o To )

On en déduit que awa‘c , ce qui démontre le lemme.
bl

LEMME 4.9.5.- La famille (B, 5 ser , ceRr (TP (Gisicleer, ,cer) 4T une
base de §iltre sun (]R:)p (resp. RP) qui engendre Le §iltre de Hahn-Banach

FSL (resp. G¢ ) , dégini par La nelation d'ondre antilexicographique ST
B L

RP
Démonstration. Il résulte du lemme 4.9.3 que la famille (Ep‘cS‘e)GE]R ceR*
2V +? +

; p P
(reSp'(cp;G;c)GE]R+, ce ]R) est une base de filtre sur (]R:) (resp. R) , et
du lemme 3.9.4 que le filtre engendré par cette base est plus fin que le filtre

F. (resp. G, ) . Pour démontrer le lemme, il suffit donc de démontrer que pour
L “L

tout § , SeR, , et tout ¢ , ceR €6, . Pour tout i ,
5L

b Cp;a;c
1<is<p , on pose xi=(xi1"”’xip) , xie]Rp , ou pour tout i et j ,
1<i<sp , 1£j<p ,

xij =1, pour i=j

xij -§ , pour i=j+1
et

xij=0, pour i#j et i#j+1
et on pose c,=c et ci=O , pour 25isp . Alors pour tout i , 1gis<p,

x.> 0 c.eR et = W ce qui démontre le lemme.
17170 € Cp;a;c 152§p xi’ci’ d

PROPOSITION 4.10.- Soient p un entier, peN , o un dupeau onienté de RP

et A une matrice inversible définissant La nelation d'ordre <, (cf. 3.5).

) t )
Alons La famille (rA(Ep;s;e))6€]R+ Jc€R* (resp.( A(Cp;a;c))se]R+,ce ]R) est
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une base de filtre sur (]Rj)p (resp. rP) qud engendre Le filtre de
Hahn-Banach F, (resp. Ga)

Démonstration. La proposition est une conséquence directe de la proposition 4.8
et du lemme 4.9.5.

Le lemme suivant précise la proposition 4.10.

LEMME 4.10.1.- Soient p un entier, pEN , o un drapeau orienté de r

A = (aij)1§i§p,1§j§p une matrice invernsible a coefficients dans R , définissant

La nelation d'ondre éa (cf. 3.5), (xk)1§k§n

R, X = O Xy) et (g g (Tesp(C) g o) une famille d’eldments

une famille finie d'éLéments de

de R} (resp. R) . On suppode que pour tout k , 1<ksn , X% 0 , et
powr tout k , 1<k<n , on pose yk=(yk1"'°’ykp) , ol pour tout i

ge]

1<i<p , Y = L@

iy % % Oy =A%),

i =sup{i:1<i<p, Yii # 0}
L = {i: Tsi<ip, Yii <O}

§= sup sup (|y,:|/y,; ) +1
1sksn i€l kit 7kdy
(La borne supérieure sup €tant par convention nulle 84 Ik =@) , et
ieIk
. 1/y.. .
. 1
€ = 1nf{(:1 11,...,en nln,1}
(resp.c = inf{cl/y1i1""’Cn/ynin’O})'

Alons on a

r,(E....)de n V_ .
ATPiSE" T ken MoK

. Jdec n W )

t
(resp. A(C... .
P38iC” T yken X3k

4.9.3 et 4.9.4 que

Démonstration. Comme Xy >aO équivaut a y, >LO (3.5.3), il résulte des lemmes

E....c n V_ .
PiSe  gken YOSk

(resp. Cp;é;c

[

n w_ ..
1gksn Yk
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On a donc
-1
E . ...en r, V., . )
Pidie jqean A X
(resp. C ., < N tA_1(W)c ))
P3¢ 1<k K>k

(4.6), ce qui démontre le lemme car A étant inversible Ta (resp. tA) est
bijective (4.1).

LEMME 4.11.- Soient p un entien, p€N , o un drapeau onienté de TP tel que
La nelation d'ondre Sy 404t moins fine que La nelation d'ondre produit < sun
RP , A= (aij)1§i<_p 15j5p une matrice inversible a coefficients dans R dégi-
nissant La relation d'ordre S, ¢t R oun nombre néel, O<Rs1 . Pour tout j
1£j<p , on pose

i =sup{i:1<isp, a3 #0} ,

IJ.={1:1§1<1j » 3;:<0}

J
§= sup sup (la..|/a; ) +1
15j5p iEgj | 1J| 153
(La borne supérieure sup Etant par convention nulle A4 Ij =@ , et
i€l,
J
a= inf a; 5 .
1sjsp 159

Alons on a

TpAEp; s;R1/2) SL0psees0) ERDP: VG, 1555p , py <RI
Démonstration. Si e1,...,ep désigne la base canonique de RrP , pour tout j ,

1£jsp ,ona ej>0 , donc ej>a0 , et comme

[(pyseeespp) € (RDP 2 vj, 15j5p, py<RE= 0V,
]
le lemme résulte aussitét du lemme 4.10.1.

Remarque 4.11.1.- En gardant les notations du lemme 4.11, il résulte de 4.4.1 et
4.7.1 que le filtre de Hahn-Banach Fa est plus fin que la trace sur (IR’J:)P

du filtre desvoisinages de O dans RP , et le lemme ci-dessus précise ce
résultat. D'autre part, on remarque que si la matrice A est a coefficients dans
R, (cf. 3.5.1) alors & =1
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§5.~ Filtre associ€é a une relation d'ordre sur N

Dans ce paragraphe, on étudie un cas particulier de filtres de Hahn-Banach,
ceux définis par une relation d'ordre sur N, compatible avec sa structure de

monoide.

LEME 5.1.1.- Sodent p un entéen, peN , < une rekation d'ondre sur N
compatible avec sa sthucture de monoide, et A La partie de RP déginie par

A={xeRP: xd, d' €N, d<'d" et x =d'-d}
Aorns O n'appartient pas d L'enveloppe convexe de A
Démonstration. Soient <" la relation dans NP définie par

d's' d" e meN, 3deN , nd' +d <'nd" +d
et A' 1la partie de RP  définie par

A' = {xeRP-{0} : i, d'e NP, d<"d' et x = d'-d}

La relation <" est une relation d'ordre sur NP , compatible avec sa structure

de monoide, réguliere, moins fine que <' , et en particulier, on a
AcA' .

En vertu de (3.9.3), il existe une relation d'ordre <'"' sur RP , compatible
avec sa structure d'espace vectoriel sur le corps ordonné R et prolongeant
<" . Si 1'on désigne par A" 1la partie de RP  définie par

A" = (xeRP : o< x}
on a

A' CA” ,

et comme A" est convexe, on en déduit que O n'appartient pas a 1'enveloppe

convexe de A .

PROPOSITION 5.1.2.- Soient p un entien, pe N, et <' une refation d'ondre sur
N, compatible avec sa structure de monodlde. Alons La gamifle

Var-g;edacrar, eers

(resp. (W '-d;c)d<'d',cE]R)

est un systeme de génératewrs d'un §iltre de Hahn-Banach swr (R*)P
(resp. sun ]Rp) .

Démonstration. La proposition résulte de 5.1.1 et de 4.3 (cf. (4.4)).
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/
DEFINITION 5.1.3.- Sodent p un entier, p€eN , et <' une nelation d'ordre
sue NP , compatible avec sa structure de monoide. On désigne par Fz,

(resp. G 2, ) Le §iLtre de Hahn-Banach FA (resp. G) , o A désigne La partie
de RP déginie par

A={xeRP: 3d, d'eNP, d<'d' et x =d'-d}

(cf. 5.1.1, 5.1.2 et 4.4), et on dit que F2, (resp. G2,) est Le §iltre de
Hahn-Banach dé§ini par fa nelation d'ondre <' sur NP

Exemple 5.1.4.- Le filtre de Hahn-Banach FZ défini par la relation d'ordre
produit £ sur N  n'est autre que la trace sur (]R’;)p du filtre des voisina-
ges de O dans RP . si <' désigne une relation d'ordre sur P , compatible
avec sa structure de monoide et moins fine que < , alors le filtre de

Hahn-Banach ch), défini par <' est plus fin que la trace sur (]Rj;)p du filtre
des voisinages de O dans RP (4.4.1).

Remarque 5.1.5. Soient <' une relation d'ordre sur NP , compatible avec sa
structure de monoide et <" une relation d'ordre sur RP , compatible avec sa
structure d'espace vectoriel sur le corps ordonné R . Si la relation d'ordre
induite sur NP par <" est moins fine que la relation g<' , alors le filtre de
Hahn-Banach F,, (resp. G,) défini par <" est plus fin que le filtre de
Hahn-Banach Fé, (resp. G9,) défini par <' (4.4.1). En général, méme si la
relation d'ordre <' est induite par la relation <" , le filtre F<"
(resp. Gﬁ,.) est strictement plus fin que le filtre ch)' (resp. (;2,)= (voir
remarque 5.2.2 ci-dessous). Néanmoins,on a la proposition suivante :

PROPOSITION 5.2.1.- Sodent p un entier, peN , et <' une relation d'ondre
sun Np , compatible avec sa sthwetwre de monoide. 14 existe une nelation d'ordre
unique <" sun RP, compatible avec sa structuwre d'espace vectoriel sun Le
conps ondonné R, telle que F_,, = FS’ . lou ce qui est équivalent, telle que
G = Gg, ). En plus, on a Les pm_apfuié/té/s sudlvantes :

i)  La nefation d'ondrne <" Anduit une nelation d'ordre moins fine que <!
sun NP

ii) 44 La nelation d'ondre ' est néguliere (cf. (1.0)) , alons La
retation d'ondre <" induit ka relation <' sun NP ;

iii) 44 La nelation <' est une nelation d'ondne total, rationnelle
(cf. (3.11)), alons La relation <" est une relation d'ondre total, qui n'est au-
e que £'unique profongement de <' en une nelation d'ondre total sun RP
compatible avec sa structure d'espace vectoriel surn Le conps ordonné R

(cf.(3.12), (ii)).
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Démonstration. Soit A 1la partie de RP  définie par
A={xeRP:3d,d'eN,d<'d" et x=d'-d}

En vertu du lemme 5.1.1, O n'appartient pas a 1l'enveloppe convexe de A .
L'existence et 1'unicité de <" résulte alors de la proposition 4.5, appliquée
a A (cf. 5.1.3). Posons

A' = N A+...+pnA)

u u (
neN*  (p;,--.,p )€K, ~{0}
Ona AcA' , et 1'assertion (i) résulte de 1'équivalence des conditions (i) et
(ii) de la proposition 4.5. Si 1l'on suppose que la relation d'ordre <' est
réguliere, en vertu de (3.9.3), il existe une relation d'ordre <'' sur RP ,
compatible avec sa structure d'espace vectoriel sur le corps ordooné R , in-
duisant <' sur NP . Si 1'on désigne par A" 1la partie de RP  définie par

A" = {(xeRP : x>0}

on adonc A'cA" . Soient d et d' ,deN , d' eN | tels que d<"d' .
L'équivalence des conditions (i) et (ii) de la proposition 4.5 implique que
d'-deA' , d'ou d'-deA" , autrement dit d<''d', et comme la relation
d'ordre <' est induite par <'"'  sur N, on en déduit que d<'d' , ce qui
démontre 1'assertion (ii). Pour démontrer 1'assertion (iii), on remarque que

si <' est une relation d'ordre total, pour tout drapeau orienté o de RP

la relation d'ordre 5y (cf. (3.2) et (3.2.1)) induit <' sur NP si et seule-
ment si ACDa - {0} . On en déduit que si en plus la relation d'ordre total

<' est rationnelle, il existe un drapeau orienté % de R et un seul tel que

AcDa - {0} ((3.12), (iv) et (3.7)), et alors Sor. est 1'unique prolongement
o ()

de <' en une relation d'ordre total sur RP , compatible avec sa structure
d'espace vectoriel sur le corps ordonné R . L'équivalence des conditions (i) et
(iii) de la proposition 4.5 implique que la relation d'ordre <" n'est autre que

Sa , ce qui démontre la proposition.
(o

Remarque 5.2.2.- L'assertion (iii) de la proposition 5.2.1 posséde une réciproque :
pourvu que la relation <' soit une relation d'ordre réguliere, si la relation
<" est une relation d'ordre total, alors <' est une relation d'ordre total,
rationnelle. En effet, en vertu de 1'assertion (ii) de la proposition 5.2.1, la
relation <' est alors induite par <" , et en particulier, elle est une rela-
tion d'ordre total. I1 suffit donc de démontrer que si <' désigne une relation
d'ordre total sur N compatible avec sa structure de monoide, qui n'est pas
rationnelle, et <" une relation d'ordre total sur RP , compatible avec sa
structure d'espace vectoriel sur le corps ordonné R , induisant <' sur N ,
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o] . . .
alors F_, # For (ou ce qui est équivalent G, # (;2,) . Pour démontrer cette

<" <
assertion, supposons que l'on ait Fen = FS, . En vertu de la proposition 3.7,

il existe un drapeau orienté
. - - RP
o : {0} Eo cE1 <P cEp_1 cEp R
de RP tel que <" soit la relation d'ordre ga . Alors il existe iO ,

1< io<p , tel que le sous-espace vectoriel Eio de R’ ne soit pas rationnel

(on vérifie facilement que sinon <' serait rationnelle).

Soit F 1'adhérence de E; N Qp dans E; . L'ensemble F est un sous-R-espace
0 0

vectoriel de E; distinct de Ei . On en déduit que 1'ensemble
o o

I={i:1<ici_ , E

sisig NF = E, NF}

i-1
est non vide. On pose i1 = max(I) . Soit

. - - RP
a' : {0} = Ec;CEl'C"'CEf)JCE;') = R
le drapeau orienté de RrP , tel que

i) pour tout i , Osic<p , Ei=E.;

ii) pour tout i , Osgisp , i#i1 ,E{':E; 5

+ _ ot + P . _ +
]_11)Ei1 = Ei1 (Ei1 = {xXe€R": X€Ei1}).

On vérifie facilement que la relation d'ordre éa' sur RP  induit s' sur N

Soit x un élément de E; tel que x¢Ei - -Ona 0<"x (cf.3.2) et
1

1
1'hypothese Fé., = FZ, implique que V. ;1€ r-g, (cf. (4.4), d'ou Vx;1 epga'

X
(cf. 5.1.5). D'autre part, on a -x E.Ei+ et -x GZE{ 1 s ce qui implique que
1 1
O<a,-x (cf. 3.2), d'ou V—x-1 € F_ (cf. 4.4), et comme F_ est un filtre,
’ =1 =ul
on en déduit que
Vx;1 f"V—xﬂ € F§ '
o
Or, on a
vx;1 “V-x;1cvo;1 =0

(4.2.4), ce qui est absurde.
COROLLAIRE 5.2.3.- Soient €' une nelation d'ondne total sur NP, compatible

avee sa strwetune de monoide et nationnelle, et A une matrice Anversible a
coefficients dans R définissant cette rnelation (cf. 3.11) . Alons La famille
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SNCNTIRRNS S
t
(resp. ( ‘A(Cp;cS;c))GE]R+ ,cE]R)
est une base du filtre Fg, (resp. 03,) .

Démonstration. Soit <" la relation d'ordre total sur RP , compatible avec sa
structure d'espace vectoriel sur le corps ordonné R , définie par la matrice A
(cf. 3.5). La relation s" induit la relation d'ordre <' sur N’ et 1'asser-
tion (iii) de la proposition 5.2.1 implique que FZ, = F,<." (ou ce qui est équiva-

lent que GZ, = G.,) . Le corollaire résulte alors de la proposition 4.10.

Exemple 5.2.4.- Si <' est la relation d'ordre antilexicographique g sur N,
alors la famille

E
( p;cS;e)cSE]R+ ,eele

(resp. (Cp;é;c)(SG]R+ ,CER )

est une base du filtre Fg (resp. Gg ) (cf. 3.12.1).
“L °L

Remarque 5.2.5.- Si 1'on ne suppose pas que la relation d'ordre total <' soit

rationnelle, le corollaire 5.2.3 est faux. En effet, il résulte de 4.10,

5.1.5 et 5.2.2 que si <£' n'est pas rationnelle, la famille

Ay 556))seR, eem
t
(resp. ( A(cp;é;e))cSG]R+ ,CER )
est une base d'un filtre de Hahn-Banach sur (]R:)p (resp. sur RP) strictement

plus fin que Fz. (resp. GZ')

COROLLAIRE 5.2.6.- Sodient p un entienr, peN , <' une relation d'ordre sur
NP , compatible avec sa structure de monolde et néguliere, =<'y L'unique rela-
tion d'ondne sun Qp , compatible avec sa structure d'espace vectoriel sur Le
conps ondonné Q , induwisant <" sun NP (cf. (2.1)) et

A'={X€Qp:0<'Qp x} .

Alons O n'apparniient pas a Z'enveloppe convexe de A' et on a

For = Far
0
(resp. Gg, = GA' ) .
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Démonstration. Soit §]'Rp 1'unique relation d'ordre sur RP , compatible avec sa

structure d'espace vectoriel sur le corps ordonné R , telle que

[0

S'

= Fé ']Rp

(cf. 5.2.1) . En vertu de 5.2.1, (ii), <' étant réguliére, la relation d'ordre
g!'p  induit <' sur NP , ce qui implique que g'p induit <'y sur Qp .
R R Q
Alors si 1'on pose

A={xeRP:3d, deN, d<'d et x=d'-d}
et

A'={xeRP: 0« px}
R

on a
AcA' cA"

ce qui démontre le corollaire (cf.(4.4), (4.4.1) et (5.1.3)).

PROPOSITION 5.3.- Soient p et p' des entiens, Osp'<p , <' une relation
d'ondre sun NP , compatible avec sa structure de monolde et néguliene, <"
a netation d'ondre induite par < sun NP (identifié @& NP'x {0}) . Alors
Le §iLtne de Hahn-Banach F:,, (resp. Gz,, ) sun (]Ri)p' (resp. sur ]Rp‘ )
est L'image du fittre de Hahn-Banach Fg,_ (resp. GZ, ) par fa premiéne projfec-
tion t:(ROP— (ROP (resp. n: R — R°') .

Démonstration. En raisonnant par récurrence on peut supposer que p'=p-1 . Soit
—fmonstration D
<! (resp. £"_, ) l'unique relation d'ordre sur Qp (resp. sur Qp ) compati-

¢

ble avec sa structure d'espace vectoriel et induisant <' (resp. <" ) sur NP
1
(resp. sur NP ) (cf. (2.1)). Alors la relation d'ordre <' induit <",

' .
sur Qp et si 1'on pose

A={xe@P:0<'_ x}

0

et
1

A'={x€€l2p :O<;2'p,x}

on a
] ]

A= nA=RP nA
et

Fou = Fy 5 Fou=Fp

(5.2.6). Soit B (resp. B' ) 1l'enveloppe convexe de A (resp. A' ). On a
1
B'cBn RP
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et

F2|=FB s F211=FB1

(4.5). En vertu de (4.6.1), si 1'on pose
- p'. . - =
={xeR" : 3x,,X, €A, 30,50, €ER,: py+py=1 et x=pX;+0,X)}
1
alors BNRP  est 1'enveloppe convexe de A" . Démontrons que A''cB' . En effet

1
soit x un point de RP tel qu'il existe X5 Xy 5 X4 €A , X, €A , et P10,

Pq E]R+ ,

) E]R+ , tels que

Pyt =1 et X=py Xy+0; X,
On peut supposer que Xy %x et que p, >0 (car sinon x= xZE ]Rp n A=A").
Soit D 1la droite deflme par les pomts X4 et x, . Comme Xy € Qp et Xx,€ Qp ,
la droite D est rationnelle. Si Dc]Rp , alors Xy EA' et X, €A’ d ol
x€B' . Si D¢Rp , alors x est 1'intersection de la droite rationnelle D

1

avec 1'hyperplan rationnel R’ de RP , donc XEQp . On en déduit que M €qQ
et pZEQ . Or, X4 €A et x2€A implique que

O<¢'2px1

et O<Qp 2
d'ou

O<a'2pp1 X, et Oé('zppzx2 ,
donc

O<a'2px ,

c'est-a-dire x€A , d'ou x€A' et a fortiori x€B' . On en déduit que
B'=BNR’ et la proposition résulte de (4.6.3).

Remarque 5.3.1.- En suivant de prés la démonstration de la proposition 4.6.3, on

remarquera qu'en fait on a un résultat un peu plus précis : pour toute famille
L. V214

finie (xi)1§i§m d'éléments de B , il existe une famille finie (x! ')lg

'<m'
d'éléments de B' telle que pour toute famille (e. ) 1<i<m (resp. (c. )1< igm )
d'éléments de RY (resp. de R) si 1'on pose B

€ = inf €5
1€i<m
(resp. c¢ = inf < ),
1<ism
on a
n V,.cxr(n V. )
1sitem' ¥iC T igigm Xi€i
(resp. W, .  en(n W .. ) ) .
P s Mo igian Xi0%
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CHAPITRE II

VARIATION DES EXPOSANTS PRIVILEGIES

Dans ce chapitre, on définit la notion des exposants privilégiés minimaux d'un
idéal cohérent, en un point, et on étudie leur variation en fonction de ce point,
comme on 1'a exposé aux paragraphes 4 et 5 de 1'introduction générale. Dans le
§1, on introduit la notion d'exposant privilégié et on en donne quelques proprié-
tés élémentaires. Dans le §2, on définit un foncteur qui permet une étude plus
fine de cette notion. Ce foncteur joue ici un role analogue au gradué associé des
parties principales. Plus précisément, soit U un ouvert de ® . On définit un
bifoncteur covariant P de la catégorie des OU-modules cohérents dans celle des
OU[T1,...,TP]—modu1es gradués par N 2 composantes homogénes cohérentes, et
des morphismes de degré zéro. Si M et N désignent deux OU—modules cohérents,
on a donc

d
Psh = o0 TN
ol PE;N est un OU-module cohérent, et si u:M'—M et v :N'— N désignent
deux morphismes de OU-modules cohérents, on a
d

P.. =8 P

u;v dehP u;v
ol

Pd d — d

u;v - PM';N' PM;N
est un morphisme de OU-modules. En plus, le foncteur P possede les propriétés
suivantes :
i) si u:M' — M et v:N'—>= N désignent des épimorphismes de
est un épimorphisme ;

0,-modules cohérents, alors P — P

wsv © P N
ii) si M et N désignent des OU-modules cohérents et X un sous-espace
analytique fermé de U tel que M soit porté par X (cf. chapitre 0), alors
pour tout d , de W , le OU—module cohérent PM;N est porté par X , et
PM;N peut donc &tre considéré comme un OX[T1,...,TP]—modu1e gradué ;

= OU[T1""’Tp]

U

iii) P, .
%30y
En particulier, il résulte de (i) et (iii) que si X et Y désignent deux
sous-espaces analytiques fermés de U , PO -0 est un quotient de
XY

OU[T1"‘°’Tp] ; 11 est donc muni d'une structure de OU-algébre graduée de type
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fini a composantes homogénes cohérentes. On en déduit que PO .o, estune
XY

Ox—algébre graduée de présentation finie ([ 351, chapitre I, Proposition 1.4), et
il résulte de (ii) que PO .0 peut étre considérée comme une OX-algébre graduée
XY

de présentation finie. Si en plus X est réduit, il existe un fermé analytique
S de X d'intérieur vide (dans X) tel que pour tout x , X€X-S , PO .0
XY

soit Ox—plat en x ([35], chapitre I, théoréme 8.1.3). D'autre part, on démontre
que si J désigne un idéal cohérent de OU , Y 1le sous-espace analytique fermé
de U défini par J , x un point de U et {x} 1le sous-espace analytique

réduit de U dont le support est formé par le seul point x , alors

Py . ,
O{XPOY
qui est donc une 0 {X}—algébre graduée, c'est-a-dire une C-algebre graduée, est

-

isomorphe 2 €[T1/((1%) 0, ) , ob T=(T;,...,T) désigne p indétermindes et
X

M, 1'ensemble fini d'exposants privilégiés minimaux de J en x . Enfin, on
démontre (et c'est de loin le résultat le plus difficile) que si x€X-S ,

alors la 0 {x}—algébre graduée Po{x}; OY est isomorphe a POX;OY 80U O{X} .

Au §3, en combinant ces résultats, on en déduit que 1'ensemble M, est constant
quand le point x varie dans X-S , et cela permet la construction d'une strati-
fication C-analytique de U telle que 1'ensemble des exposants privilégiés mini-
maux Mx de Jen x soit constant sur chaque strate.
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§1.- Exposants privilégiés d'un idéal

(1.0) Dans ce paragraphe, on se fixe une fois pour toutes un entier p , p€N ,
et une relation d'ordre total éa sur NP , compatible avec sa structure de
monoide et moins fine que la relation d'ordre produit < sur N . on rappelle
qu'une telle relation d'ordre est une relation de bon ordre (I, 1.5).

DEFINITION 1.1.- Sodent x un point de € et £ une fonction définie au voi-
sdinage de x et analytique au voisinage de x , ou un geme de fonction analy-
tique au voisinage de x (par exemple f€T(U,0 p) , ou U est un ouvert de

C

c? contenant x ,ou f€B(K) , ou K est un polycylindre compact de P
tel que x€k , ou feo D ) . On désigne par Ex(f) (ou plus simplement par

cr,x
E(f) quand aucune confusion n'en résulte) La partie de N déginie par
ld]
E(H) = deN: 2 f o 40
x ox

(o X=(X1,...,X) désigne les coordonnées sur ®) . L'ensemble Ex(f) est
non vide, 84 et seulement 54, Le germe de f en x est non nul et dans ce cas

on désigne par Va'x(f) (ou plus simplement Va(f)’ ou méme Vv(f), quand aucune
confusion n'en résulte) et on appelle exposant privilégié de f en x , rela-

tivement @ La netation d'ondre s, £'¢kément de N dégini pan
Va;x(f) = min_ (E, (£))
Si g vérifie les mémes hypotheéses que f on a :
(1.1.1) E(f.g)<E(f) + E(g) ,
(1.1.2) E(f+g)<E(f)VE(g) ,
(1.1.3) v(f.g) = v(H) + v(g)
et si le germe de f+g en Xx est non nul ,

(1.1.4) v(f+g) 2a mina{v(f),v(g)}
et

(1.1.5) v(f+g) = mina{v(f), v(g)}l, si v(£) # v(g)

DEFINITION 1.2.- Soient D une partie de N , U un owvert de @ , J un
Ldéal cohérent de OU , X un point de U et K un polycylindre compact de P
fel que x€K et KeU . On appelle ensemble des D-exposants privilégiés pour

S S de J (resp. ensemble des D-exposants privilégiés pour <, sur K en

x de J) et on note Pa;D;J;x (resp. Pa;D;J;K;x) La partie de NP définie pan
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. p.- -
Pa;D;J;x {denN: "feJx ££0, Ex(f) <D Voc;x(f) = d
i . . _ mm
(resp. P pigx = WEN: Heg : £40 , E(Depet v, (0 =d}) .
i _ '
Si D=2 , on notera Py gx (TeSP- P.gy. ) Llensemble P .yp. 7.

(resp. P .ap. 1.,y ¢t on dira simplement exposant privilégié pour NP -exposant

PrAViLEGLE. Enfdin, on note M (resp. M Kix) L'ensemble §ini

a; D5 J5x a;0;J;
Ve s .

a;D;J‘,K;X)) d'éléments minimaux de Pa;D;J;X

) pour La nekation d'ondre prodwit < sun NP (cf. 1,1.3 )

M( ) (resp. M(P

Pa;U;J;X
(resp- Po;0; 13K
et on appellera Les éLéments de cet ensemble Les D-exposants privilégiés minimaux.

. _ ]
Si p=1° , on notera Ma;J;x (resp. Ma;J;K;x) 2'ensemble Ma;Np;J X

(resp. Ma'Np 'J'K'x) et on dina sdimplement exposant pPrivilegié minimal powr
NP —exposant privilégié minimal.

Remarque 1.3.- En gardant les notations de la définition 1.2, on a

Pa;D;J;K;xCPa;D;J;ch

et si K' désigne un polycylindre compact de @ tel que x€K' et K'cK
a

, on

pOL;D;J;K;XCPa;D;J;K' x 0

Si D' désigne une partie de N telle que D D' , ona

PasD; 75xPasnts5x €8 Paip;75K5x S Pasnt s 05Ksx
et en particulier,
PusD;7;xFPa;7;x €t Pa;D;J;K;xcPa;J;K;x

Si J' désigne un idéal cohérent de OU tel que JcJ' ,ona

Pu;05 7% P05 0sx €0 Fosos7kx S Fosns 7 Ko

Enfin, il résulte de (I,1.3) que

+ NP et + NP

POL;D;J;XCMOL;D;J;X Pa;D;J;K;xCMa;D;J;K;x

et si l'ona D+ N D , J étant un idéal, on vérifie immédiatement que

+ NP et + NP

P07 = My0575x P 7Kox ~ Myi0:7;:K;5x

(1) Pour la définition de JK se reporter au chapitre 0.
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et en particulier, on a

+ W

=M +NP et P

P o3 J;x o; J;Ksx = Ma;J;K;x

a; Jyx
PROPOSITION 1.4.- Sodent D une partie de N , U un ouvert de (g , J un
Adéal cohénent de 0y et x un point de U . S'iL existe une gamille
(fi)1<ism d'étéments de T(U,J) telle que powr fout i , 1<ism , Le geame
de fi en x s0it non ul et E (f.)cD et telle que

Ma;D;J;xC{dP""dm} ,
ot pour tout i , 1gism , di =Va'x(fi) , alons pour tout polycylindre com-
pact K de CP tef que KcU et xeK ona :
i) M

w0 55Kx = Mooy
ii) s enptus [0+ COINN ] +0eD , alons Pyopopy = Popop

Démonstration . On a P (1.3). Or, 1'hypothése que pour tout

. : 05 3Kx = o D3 T
i, 1gism , Ex(fi)cv implique que {d1""’dm}cpa;D;J;K;x , et 1'hypo-

theése Ma;D;J;xC{dl . ,dm} que Ma;D;J;xCPa;D;J;K;x . On en déduit que

_ © gz , . . .
Ma;D;J;K;x Ma;D;J;x , ce qui démontre 1l'assertion (i). Supposons maintenant

qu'en plus [(D + 0N ]+ pep ,etsoit d , d . Alors il

€Pui0; 75x

tel que d'sd , et coome M C{d1""’dm} ,

03 T5x a;05J5x
il existe i , 1gism , tel que di=d' et si 1'on pose d"=d-d'=d-di ,
ona d'e @+ (M) nW . Soit g la fonction définie par g(x') = fi(x')(x’—x)d ,

pour x'eU . Alors geT(U,J), Va;x(g) =d;+d"=d et E (g =E(f,)+d",

et comme on a Ex(fi)cv , d"e (D +(-D)) AN et [(D+(-D)) n]Np] +DcD ,
on en déduit que Ex(g)cD , d'ol dePa

existe d' , d'eM
a

0 7:Kix < qui démontre la proposi-
tion. 7 ’
COROLLAIRE 1.5.- Sodent D une partie de N , U unowent de € , J un
idéal cohérent de Oy et x unpoint de U . Alons 4L existe un ouvert U'  de
P contenu dans U et contenant x tel que pour tout polycylindre compact K
de CP tet que KcU' et xek on ait :

D My mskx = Mousos3ix

i) 86 [0+ COINN ] +DeD , alows Bopooq =P o

Démonstration. L'ensemble M étant fini, il existe un ouvert U' de P

o;D;J3x
contenu dans U et contenant x et une famille f1,...,fm d'éléments de
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r(u',J) telle que pour tout i , 1%

d , dEMa;D;J;x

soit non nul et Voc'x(fi) =d , et alors le corollaire résulte de la proposition
’

1.4.

<m , Ex(fi)cv et telle que pour tout
ism , tel que le germe de fi en Xx

i
, 11 existe i , 1%
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§2.- Le foncteur Pa

(2.0) Dans ce paragraphe, on se fixe une fois pour toutes un entier p , peEN,
et une relation d'ordre total §a sur NP , compatible avec sa structure de
monoide, moins fine que la relation d'ordre produit < sur NP . La relation
S, est donc une relation de bon ordre (I,1.5). On rappelle que si d est un
élément de N , on désigne par s, (d) (ou plus simplement par s(d) quand au-
cune confusion n'en résulte) le successeur de d pour la relation de bon ordre

<

o
s,(d) = min {d'€ N d¢ d'}

et alors si d' est un élément de N ,ona
s(d+d") §ad+s(d') .

On se fixe aussi un ouvert U de €P , on considére 1l'ouvert UxU de P x P ,
on désigne par Py (resp. pz) la premiére (resp. deuxieéme) projection

p1:U><U —> U (resp. pZ:UxU——‘>U) et par (Xi,...,Xf), X'1"""Xb') les

coordomnées sur € x€P . Si d est un élément de NP , on désigne par Jg

(ou plus simplement par Jd quand aucune confusion n'en résulte) 1'idéal cohérent
. . nd!

de onU engendré par la famille ((X'-X") )d'zad

. a d dy .
1oy = _xne, L. r_ymYp L. rooLsd .
(o (X'-X") ()(1 X1) (Xp Xp) , si d'=(d!, ,dp)) On remarque

que :
i) J° = OUxU (car la relation d'ordre §a est moins fine que < ) ;
ii) pour tout d et d' , de NP , d'enN’ sid ga d' ,ona Jd' ch 5
1
iii) pour tout d et d' |, de NP , ad'eN’ ona Jd Jd ch+d’ (car

la relation d'ordre S, est compatible avec la structure de monoide sur |

Enfin, si M et N désignent deux OU-modules cohérents, on désigne par
MR N 1le 0, ,-module cohérent p*(M) ® pE(N) ,etsi u:M'—>M et
UxU 1 OUxU 2

v :N'—> N désignent deux morphismes de OU—modules cohérents, on désigne par
uX v le morphisme de OUXU-modules cohérents p? ) © pE(v) . On définit ainsi
un bifoncteur covariant de la catégorie des OU—modules dans celle des

0., ~modules, exact a droite et commutant aux sommes directes.

UxU
(2.1). Soit d un €lément de N° . Comme Js(d) ch , On a une surjection
canonique
. s(d) d
Ty OUxU/J — onU/J
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Soient M et N deux OU-modules cohérents. On déduit par tensorisation une

surjection
mo8id o0 /5D e mn — o % e MmN
d MEN * “UxU 0 UxU 0
UxU UxU
On désigne par Pi, MiN (ou plus simplement par Pﬂ‘N quand aucune confusion n'en

résulte) le OU-module défini par

Postsh = P, 0T (ng 8 i)

Soient u:M'— M et v :N'—> N deux morphismes de OU-modules cohérents. Si
1'on considere le diagramme commutatif

0— Ker(ny 8 idy, g ) = 05, /3P 0,  GirmN') — onU/Jd Q

o M'&N') — O
UxU

UxU

id Q@ (umyv) id Q (urv)
s(d) 54
OUxU/ J OUXU/

o (MBN) ——0 /54

90 (MBN) —— O
UxU UxU UxU

0—> Ker(ny @ id, o) —»onU/JS(d)@

M

dont les lignes sont exactes, on déduit que le morphisme idO Q@ (umv)

d
UXU/JS( )

induit un morphisme

CFEE Ker(nd 9 idM'IzN') — l(er(nd Q idMIXN)

(ou plus simplement par Pd

. quand aucune confusion n'en
2

s d
On désigne par Pa;u;v
résulte) le morphisme de OU-modules
d . d d
asusv Pa;M';N' Pa;M;N
PP d _
défini par Pa;u;v = p1*(@d)
Si u':M'—> M' et v' : N'"— N' sont deux morphismes de OU-modules cohé-
rents, on vérifie immédiatement que

d 4 Ld
Puu';w' - Pu;v Pu';v'

On a ainsi défini un bifoncteur covariant de la catégorie de OU-modules cohérents
dans celle de OU—modules. Enfin, il est aisé de vérifier que si M, M' , N et
N' désignent des OU-modules cohérents, on a

d d d

Puamrsn = Fush® P
et

a4 4.4

Pusken ™ Pusn® Puwe
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(2.2) Soient 6 :U—UxU 1'immersion diagonale et I 1'idéal cohérent de

Oy

on a I=Js(°) . Si d désigne un €lément de N et M et N deux
OU-modules cohérents, le OUXu-module cohérent Ker(m a ® idM&N) est porté par la
diagonale (cf. Chapitre O). En effet, considérons la suite exacte

™
0— o955 — g 5@ —

U qui la définit. L'idéal I est engendré par la famille (XJ!._X'i')léiép et

d
OUXU/J —>0 .

On en déduit par tensorisation une suite exacte

m.8id
d"MXN d

L vas OUxU/J @0 (MRN) —> 0 ,

1455 Dg,  @imn) — o
uxu

UxU UxU

d'ol une surjection.

/75 (d)eo (MERN)
UxU

d,.s(d) .
(2.2.1) J/J GOUXU(MIZN) ——>Ker(1rd 3] ldMEN

) —0

Pour démontrer que Ker(m 4 <] idMIZ!N) est porté par la diagonale, il suffit de le

s(d) 3] (MXN) , ou encore pour Jd/Js(d)
OUXU
s@ o, 1d - 5@y ds©@ @ (5 ),

démontrer pour Jd/J ; 11 suffit donc

de démontrer que IJd cJ
I1 en résulte immédiatement les conséquences suivantes :
D PE;N
13 1 P d = d ' .
ii) pour tout ouvert U' de C© contenu dans U on a PM]U';N|U' PM;Nlu H

est un OU-module cohérent ;

iii) si u:M' —M et v:N'— N sont deux morphismes surjectifs de

0

U—modules cohérents, le morphisme PS,V est surjectif ;

iv) supp(Pﬂ;N) <supp(M) nsupp(N) ;

v) si Yet Z sont deux sous-espaces analytiques fermés de U et si
M et N sont portés par Y et Z respectivement, alors Pﬂ;N est porté par le
sous-espace analytique intersection YNZ

vi) si x est un point de U on a

d _ - . .
(PM;N)X = Ker(nd (%] ldp:i_(M) ® ldPE(N))(XDX) >
.- o _ A
vii) PM;N =M 80UN ;

AU | . . R |
viii) PM; y ©st canoniquement isomorphe a PN'M

3

(2.3) Soient M et N deux OU-modules cohérents. On désigne par P (ou

o3 M;N

plus simplement par PM'N quand aucune confusion n'en résulte) le OU-module gra-
’
dué (par NP)

d
Pooyn= @ P .
Ot,M,N demp OL,M,N
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Si u:M— M et v: N'—> N sont deux morphismes de OU-modules cohérents,

on dési ar
gne p Pa;u;v

n'en résulte) le morphisme de OU-modules gradués défini par

(ou plus simplement par Pu-v quand aucune confusion

Pa;u;v = dg\]p au;v
et les propriétés fonctoriels de Pd impliquent les mémes propriétés fonctoriels
pour P

(2.4) Etudions maintenant de plus prés le cas ot M = N = (; . Dans ce cas, on a

45, om0
Soient d et d' deux éléments de N’ et W un ouvert de UxU . On remarque
que :
1) si feran,gh et gerw,yd) , ona fgerow,04d
car Jde'ch+d' (2.0)) ;

i) si £er,5 @) et germ,gd) , ona fgerm,ss@d),

Js(d)Jd' CJS(d)+d' ch(d+d’) 2.0)) ;

(car

s(d+d‘))

.

iii) si fern,gY et geraw,0®4"Y) ona fgerm,s

On en déduit une application OU-bilinéaire
(Jd/Js(d)) " (Jd'/Js(d')) . Jd+d'/Js(d+d')

qui définit une structure de OU-algébre graduée sur Po 10
MU

PROPOSITION 2.4.1.- la 0,-afgdbre gradude (pan N ) p. .

U 0y
isomonphe & La 0, -akgebre gradue(par W°) 0y [T] des polyndmes a p indéter-
minges (o T=(T1,...,Tp) designe p Andéterminées)

est canoniquement

Démonstration. Pour tout d , de€ N , on définit un morphisme de OU-modules
d
OU - P1*(J )
en associant a un élément f de F(W,OU) , ou W désigne un ouvert de ® conte-
nudans U , 1'élément g de TWxU , Jd), défini par

d
(2.4.1.1) g(xi,... ’XI')’X'1"'”’XS) = f(xi ,...,xl')) x'-x")

pour Xx'= (xi,. - ’XI'J) EW et x" = (xY,... ,xi)') €U . En composant ce morphisme
avec le morphisme canonique

b

p;, 0 —p, 0%

on en déduit un morphisme de OU-modules
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d . S PR .
En identifiant OU.T a OU et OU[T] a dglp qud , on déduit un morphisme
de OU-modules

Vo OU[T] — POU;OU , U dg]Np Uy

et on vérifie facilement qu'il s'agit d'un morphisme de OU-algébres graduées.
Pour démontrer que ¥ est un isomorphisme, il suffit de démontrer que pour tout
d , de NP , wd est un isomorphisme de OU-modules, c'est-a-dire que pour tout
x , X€U ,

s(d)

. d
lpd,x : OU,x - J(x,x)/J(x,x)

est bijectif. Pour démontrer cela, on définit une application OU x-linéaire
’
d
J(x,x) OU,x
en associant a tout élément g de F(W><W,Jd) , o W est un ouvert de P
contenu dans U et contenant x , 1'élément f de F(W,OU) défini par

(2.4.1.2) f(x} x') = (—1)ldl1 Qlilg (x1 x!,x! x')
. . . 1,--o’p aTaX" .I’-oo’p, 1’ooo,p ’
pour (xi,...,xé) €W , on vérifie que 1'image d'un élément de J?id;) par cette
application est nulle, d'ol une application OU x—linéaire
. 4 s(d)
wé,x : J(x,x)/J(x,x)'_—9 OU,x ’
et alors on constate facilement que
Ya,x® Ya,x =g 5@ Va,x° Vax =M o
(x,x)" " (x,x) X

ce qui démontre la proposition.

(2.4.2) Soient M et N deux OU—modules cohérents. I1 est facile de vérifier que
P,., est mni d'une structure de P, ., -module gradué, ce qui fait de P un
M;N 030y

bifoncteur de la catégorie des OU—modules cohérents dans celle des
OU[T1,...,Tp]-modu1es gradués par NP et des morphismes de degré zéro.

(2.4.3) Soient Y et Z deux sous-espaces analytiques fermés de U . Alors
Py . est une algébre graduée quotient de O.[T.,...,T. 1 (2.2,iii), donc une
OY’OZ U 1 P ’ ’

OU—algébre graduée de type fini, et comme pour tout d , de€ NP , Pg .0 est

YL
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un OU-module cohérent (2.2,i), PO -0 est une OU-alg‘ebre graduée de présentation
Y’YZ

finie ([ 35] , chapitre I, proposition 1.4). Si X désigne un sous-espace analy-
tique fermé de U tel que pour tout d , deN , deYO soit porté par X
*VL
(par exemple X=YnNZ=Y *xy L (cf. (2.2,v))), on en déduit que POY‘O
Yz

Ox-algébre graduée de présentation finie (une présentation finie de la OU-algébre

est une

graduée PO -0 induit par tensorisation une présentation finie de la
Y’ L

Ox—algebre graduée PO ;OZ)

LEMME 2.5.- Sodent d un éfément de NP , J un idéak cohérent de Oy » x un
point de U et {x} Le sous-espace analytique néduit de U dont Le support est
gormé parn Le seul point x . Alons :

i) aim (P st
) 0{x}’0U/Jx

ii) dimc((Pg g/ 70 = 0 44 of seutenent i, deP, 1

xy
1
Démonstration. Si pour tout d' , d'e N , on désigne par Md 1'idéal de
. d" N L.
OU;x engendré par ((X-x) )d" Zad' ,ou X= (X1 yeoe ,Xp) désigne les

coordonnées de P , 11 est facile de vérifier que (Pg est isomorphe

. )
{X}’OU/J X

a Md+ JX/Ms(d) + Jx . L'assertion (i) résulte du fait qu'il existe une surjection
canonique

W@ g pe @,

et que dima:(Md/MS (d)) = 1 . Pour démontrer 1'assertion (ii) on remarque que
d:imq:(Md+Jx/Ms(d) + JX) = 0 équivaut a (X-x)deMs(d) + Jx , C'est-a-dire a

1'existence d'un f , f€JX tel que f- (X—x)deMS(d) , et il est facile de
voir que cela équivaut a de Pa; Isx
PROPOSITION 2.5.1.- Sodent J un 4déaf cohérent de 0Oy , X un point de U et
{x} ZLe so0us-espace analytique réduit de U dont Le suppont est formé par Le seul

point x . Alons La C-algebre graduée (par NP) (PO est canoniquement

isomonphe & ka C-algebre gradue (par M) CITI/((Md) 4 ), o
a;J;x

T= (T1 yees ,Tp) désigne p indéterminées.

Démonstration. C'est une conséquence immédiate du lemme 2.5, de la proposition
2.4.1, et de (2.2,iii).
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LEME 2.6.- Soit d un élément de N - {0} tek que pour tout d' , d'eN’ ,
d#s(d") . Alons i existe une faméille (dy),.p d'¢eéments de N telte que

i) pour Zout k , k€N ’dk<ad;

ii) powr tout k , keN ,

d
J k¢:Jd+Ik ,

ot 1 désigne L'idéal cohérent de 0U><U engendré pan La famille (Xi-X'i')1§i§p .

Démonstration. Pour tout k , k€N , on pose
B ={d'eN:d'< d et [d'] <k}

L'ensemble Ek est fini et si k est différent de O , Ek est non vide. On
pose dy = maxa(Ek) , pour k#0 , et dc'> =0 . Si 1'on pose dk=sa(d];) , pour
keEN , ona dk gad , et comme pour tout d' , d'e P , d;ésa(d') ,ona
dk<ad . En plus, pour tout d' |, a'e N | tel que d §ad' on a d'QEk,

d'ou d £ d' ou |d'|zk . Onen déduit que Jkegd 4k , ce qui démontre le

lemme.

LEMWE 2.6.1.- Sodient A un anneau Local noetherien, J un LAdéal de A contenu
dans son idéal maximal, M et N deux A-modules de type fini, M' un sous-module
de M et (Mi)ieI une famille de sous-modules de M itelle que pour tout i ,
i€l , M'cM; et telle que pour tout k , k€N , L existe i, i€l ,
tet que M, cJK MeM' . Sipour tout i , i€l , Tor;MM,N) =0 , alors

Tor MMM, N) = 0

Démonstration. Soit

O——>N1—u—+L—>N—>O

une suite exacte, ot L est un A-module libre de type fini. Alors N1 est un
A-module de type fini et pour tout A-module Q on a

Tor{(Q,N) = Ker (idy O

11 s'agit donc de démontrer que idM M ® u est injective. Soit donc
X eKer(idM/M, ® u)

Pour tout k , k€N , il existe i , i€I , tel que Nl'cMichM+M' .
Soient p:M/M' —> M/Mi , q :M/Mi —_— M/JkM+M' et r:MM' -—>M/JkM+M' les

surjections canoniques. Ona r=qop . Considérons le diagramme commutatif :
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idM/M,é)u
M/M! ®A N1 MM @AL
p@idN1 peidL
idM .8u
M/Mi @AN1 MM, M/Mi QAL
q@idN1

M/ FMa) @, N,

Alors (idM/M' @ u)(x) = 0 implique que (idM/M ®u) o (p(i!idN Jx) =0
i 1
Comme Torf;‘(M/Mi,N) =0, idM/Mi ® u est injective, donc (p ® idN1)(x) =0,
d'ol (r@idN Jx) =0 . Or,
1

M/ TM+M) N, = MM 8, A/T0, N, = (M @, N/ @, N,
donc xEJk(M/M' @AN1) , et cela pour tout k . Le module MM’ (iaAN1 étant de
type fini, il est séparé pour la topologie J-adique, donc x=0 , ce qui démontre
le lemme.

(2.6.2) Soient d un élément de NP et M , M , N des OU-modules cohérents.
On a un morphisme canonique M’ —Pp p?(M’) et par tensorisation on en déduit

*
un morphisme

d d

PM;N QOUM' —_ PM;N GOUp1*p’1‘(M') s
et comme

a .

PM;N = pu(Ker(nd Q ldM&N)) ,

en composant avec le morphisme canonique
4 3 * ]
p1*(Ker(1Td %] 1dM|8N)) QOU p1*p1‘(M-) __>p1*[Ker(nd %] ldMIZIN) QOUxU I CID NI

on en déduit un morphisme

d : *
(2.6.2.1) PM;N QOU M' -—»pl*[Ker(nd %] 1dME N) Q - 1% "7

%y
D'autre part, si 1'on considére la suite exacte

0 —> Ker(n, © id s(dg 5 (MRN) —0

) —0

- (HRIN) — Oy 1/

onU

on en déduit par tensorisation une suite exacte
/35Dy

)
MEIN O

0

Ker (m,8id )8 pXM")— 0
dTMEN OUxU 1 UxU UxU

(8, MR N)— 0. /3% (M, MIFN)-0,
Oy B Oy Oy

80



VARIATION DES EXPOSANTS PRIVILEGIES

d'ot un morphisme

.l on .
Ker(ﬂd & 1dMI2MP QOUXUp1(M ) — Ker("d Q id ),

(Mo, MIRN
dy
d'oll un morphisme
. d
Py [Ker(m; 8 1dM®I\? 8 p "] — PhQ . M ;N
UxU OU

et en composant avec le morphisme (2.6.2.1), on en déduit un morphisme de
OU-modules

d pd ' d
5N P @oUM—"PMOM;N

et un morphisme de OU—modules gradués, de degré zéro,
o P Bo T PM@()M'N ’

X ) d
S T i d?Np MM N

_’I‘HI’SORI\EI\{E 2.6.3.- Sodent M ,M' ,N des Oymodules cohérnents. Alons

est sunfectid ;

i) Le morphisme AT MNQOUM — Py M';N

Gy

ii) 84 x est un point de U el qu'il existe un sous-espace analytique
gerumé Y de U Ztel que :
a) XeY ;

’

b) M et M' sodent porntés par Y ;

Oy
©) Tor 17X ((Py, s M) = O

alons Z’appaca,twn
(wM;M';N)x : (PM;N QoU M — (PMGOUM';N)X
est bifective.

Démonstration. Soit x un point de U et posons T = MRN , T=T(x x) et pour
’

tout d , de N s Td=JdT et Td=T%x . Alors pour tout d ,

=J T
,X) (x,x)
de W , le OUXU—module OUxU/Jd 8

T est isomorphe a T/Td et en considérant
Oy

la suite exacte
(2.6.3.1) 00— Td/Ts(d) — T/Ts(d) —_— T/Td -— 0 ,

on déduit que

Ker(ng © id, e ) = 745 @

et que (P = Td/TS(d)

s N (2.2,vi). En tensorisant la suite exacte (2.6.3.1)
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par p?(M') , on en déduit une suite exacte

(2.6.3.2) Td/ﬁ(d)@o p;(M')—W/TS(d)eO p;(M')—W/TdeO piwn —o
UxU UxU

et comme pour tout d , d e NP , T/Td 8 p1(M ) est isomorphe a
UxU

/J ®, (M8, M)I=N) , on en déduit une surjection
U

UXU UXU

(d) * Oy i
U

d'ol une surjection

d '
Puisw'x By M * O Mx
(2.2,vi) qui n'est autre que (“"M'M"N)x , d'ol 1'assertion (i). Pour démontrer

’ I
1'assertion (ii), supposons qu'il existe un sous-espace analytique fermé Y de U
vérifiant les conditions (a), (b) et (c), et posons A=0Y><u,(x,x) , A =0Y,x
et M' =M}'( . Comme 1'hypothése (b) implique que les onU -modules cohérents T
et p’{(M') sont portés par YxU , on en déduit que la suite exacte (2.6.3.2)
n'est autre que
(2.6.3.3) 950, pry —1 e, pramy — 1%, prem —o,
YxU YxU YxU

d'ol une suite exacte

J,—/™O0

MroN ¥

b

A vy pd

et cela pour tout d , de€ Np . Pour démontrer donc 1l'assertion (ii), il suffit
de démontrer que pour tout d , de NP , ona Tor?(T/Td, A QA,M') =0 .Or,

1'hypotheése (c) implique que pour tout d , de ]Np , ona
1
Tor‘? (Td/Ts(d) ,M') = 0, donc comme A est A'-plat,qu'on a

(2.6.3.4) Tory (1 d/ps(d) , 0,

Démontrons par recurrence transfmle que cette hypothése implique que pour tout
d , de N , ona Tor (T/T A@A,M') =0 .Pour d=0 on a Td T , donc
1'assertion est ev1dente Demontrons que si de W -{0} et si pour tout d' ,
d'eN , d'<,d ona Tor1(T/T A®, M) =0 , alors Tor1(T/T ARy M) =

Nous allons distinguer deux cas :

M) =0 .

i) il existe d' , d'e WP , tel que d=s(d") .
Alors on a une suite exacte

0o— 14/ — 14— ' —o
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d'oll une suite exacte
1
Torﬁ\(Td'/Td, A8, M) — Tor’?(T/Td, A8, M) — Tory (/14" A0, M)

or, come d=s(d') , on a Tor‘?(Td'/Td,A@A,A ') =0 (2.6.3.4), et comme

d' < d ,ona Tor?(T/Td',AeA,M') = 0 (hypothése de récurrence), d'ol

Torh(r/1, A0, M) = 0

ii) Pour tout d' , d'e€N’ , d#s(d") .

Alors il existe une famille (dk)kEN d'éléments de N , telle que pour tout

k , keN, d < d et J¥cyd41¥  ou I désigne 1'idéal cohérent de

0 engendré par la famille (Xi —X'i') (lemme 2.6), ce qui implique que

UxU
k d

(x,x)T + T .
Or, I( x,X) est contenu dans 1'idéal maximal de A qui est un anneau local
b
noetherien, T et A ®,,M' sont des A-modules de type fini, et comme pour tout

A’ d d
k , keN, 4 <d ,ona Mer® et Torf/mk, Mg, M) =0 (hypothese

1<isp
T "<l

de récurrence). On en déduit que Tor?(T/Td, A @A,M') =0 (lemme 2.6.1), ce qui

démontre le théoréme.
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§3.- Variation des exposants privilégiés d'un idéal

Dans ce paragraphe, on démontre que si ga désigne une relation d'ordre total
sur NP , compatible avec sa structure de monoide, moins fine que la relation
d'ordre produit < sur V3 , U un ouvert de P et J un idéal cohérent de
OU , alors il existe une stratification C-analytique (Xi) de U telle que pour
=M
313X e I5x!

. On démontre aussi un résultat plus

i€l
tout i , i€l , et tout xetx', x eXi , X'e Xi , on ait Ma

(ou ce qui est équivalent P .. =P  _ )
. . . a3 J3X . a3 JX
précis (3.6) cité dans 1'introduction générale. On gardera les notations et con-

ventions du paragraphe précédent.

Notation (3.1). Soient J un idéal cohérent de OU et Y un fermé analytique de
U . On désigne par Sa’J'Y (ou plus simplement par SJ_Y quand aucune confusion
n'en résulte) la partie de Y définie par

= . ' -

Sa;J;Y {yey '(P&;OY;OU/J)y n'est pas OY,y plat} ,

ol Y désigne aussi le sous-espace analytique fermé réduit de U dont le support
est Y .

PROPOSITION 3.2.- Soient J un Ldéal cohérent de Oy & Y un fermé analytique
de U . Alons SJ'Y est un fermé analytique de Y d'inténieun vide (dans Y ).
’
Démonstration. Si 1'on désigne aussi par Y 1le sous-espace analytique fermé réduit

de U dont le support est Y , pour tout d |, den pd 0/ est porté
Oy30y/J

par Y (2.2,v), donc P est une OY-algébre graduée de présentation finie

OY;OU/J
(2.4.3), et la proposition résulte de [ 35 ] , chapitre I, théoreme 8.1.3.

PROPOSITION 3.3.- Sodient J un Ldéal cohénrent de Oy et Y un ferumé analytique
Auéductible de U . Alorns 44 x et X' sont deux points de Y-S

PuiTsx = P 1ixt

.y 2 Ona

Démonstration. Si 1'on désigne aussi par Y le sous-espace analytique fermé réduit
de U dont le support est Y et si 1'on désigne par {x} (resp.{x'}) le
sous-espace analytique réduit de U dont le support est formé par le seul point

x (resp. x') , on a pour tout d , de NP ,

d
o

dime ((Py . /08, 0.3)) = dimg((P 8
€ oy304/3 “oy Cix)x c

0y30,/ 7%, Ot Px)

(car Pd est plat sur Y-S étant

Oy30y/7 J

_ i1 16 ot d
0Y plat en x (resp. x'), il résulte du théoréme 2.6.3 que (POY;OU/J QOUO{X})X

Y qui est irréductible). Or, POY’OU/J
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(resp. (Pd . 8, 0, ,,).,) est isomorphe a (Pd . )
OY,OU/J OU '[X ]‘ X O{X}’OU/J X

(resp. deP équivaut a

(resp. (P‘é et comme d€Pa,

{x,};OU/JJx') ’ I;x u;J;x')

. . d 1
d ((Pd ) ).) =0 (resp. dim (P . )., =0) (2.5), on en déduit que
Mg 0{x}’0U/J X C o{x'}’OU/J X

Pas7ix = Py 75x

Définition 3.4.- Soit X un espace C-analytique. On dit qu'une famille (Xi)iEI

de parties de X est une strhatification C-analytique de X &4

i) pour fouwt i , i€l , Xi est Le support d'un sous-espace C-analy-
tique Localement feamé, Lisse, inéductible de X et )(i et Xi—Xi sont des
ferunés C-analytiques de X ;

ii) pour fout i et j , i€l , jel , 84 i#j , alons Xin)(j =0
et X = v Xi 5

1€l

iii) fLa famitle (Xi)ieI est une gamille Localement finie ;

iv) pour tout ietj , i€l ,jel , 4d iinxj #0 , alons xjcii .
LEMME 3.4.1.- Soient X un espace C-analytique de dimension p et pour tout
fermé analytique iwnéductible Y de X , Sy un fenme analytique de Y d'intérnieun
vide (dans Y ) . Alons 4L existe une strnatification C-analytique (Xi)i€I de
X telle que pour tout i , i€l , xicii-sx

i
Démonstration. On raisonne par récurrence sur p . Supposons le lemme établi pour
tout espace analytique X' de dimension strictement inférieure a2 p et démon-
trons-le pour X . Soient (Yi) i€l la famille des composantes irréductibles de

X et

S = Sing(X__y)

le lieu singulier de Xred . Pour tout i , i€I' , on pose

Xi =Yi - [SYiU (Yiﬂ S)]
Alors Xi =Y; et )—(i -X; =Sy U(Y;nS) est un fermé analytique d'intérieur vide
de Yi . Posons 1

X' =X- U Xi=(U
i€l i€l

Sy_)us
1

Comme la famille (Yi) €1 est localement finie, on en déduit que X' est un
fermé analytique de X , et si 1l'on désigne aussi par X' le sous-espace analy-

tique réduit de X dont le support est X' , que X' est un espace analytique
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de dimension strictement inférieure & p . Pour tout fermé analytique irréductible
Y de X' on pose

= {i€l' : Y& Yi} et S’ SU(U (YnYi))

1
1€IY

Alors par hypothése de récurrence on déduit 1'existence d'une stratification
(Xl) i€ _ \
i, ielm, Xicxi-SX . Onpose I=I'GUI" et alors pour tout i , iel ,

m (o I" est un ensemble disjoint a I' ) de X' , telle que pour tout

on a Xi cii- SY . Démontrons que la famille (X, )1€I est une stratification de
i

X . La vérification des conditions (i), (ii) et (iii) de la définition 3.4 est
immédiate. I1 reste a démontrer que pour tout iet j , iel , jelI , si
iinxj #@ , alors )(j c?. . Supposons d'abord que je€I' . Alors si igI"
on a YicX' et X' nX = Q) , donc 1'hypothése ')(ian # @ est impossible ; si
. 1 ~ — _ - . . .
i€l' , ona X- = Y , Xj = Yj [stU (anS)] et si i#j , YianCS ,
donc Yl )(J # @ implique que 1i=j . Supposons maintenant que jeI'" . Alors
si 1€I" , comme la famille (Xk)kel" est une stratification de X' , 1'hypo-
thése Y nX # @ implique que X. ch ;1 1€I' ,ona X =Yi et si

1

Evd 1
XJ.¢ X on a X ¢ X , donc XJ nX. 1SSy, » et comme XJCXJ -S. ,ona
X

— j J
nX. =@ , ce qui démontre le lemme.

THEOREME 3.5.- Soient p un entier, peN , g, une nelation d'ondrne total
sun N, compatible avec sa stwucture de monoide, moins §ine que La relation
d'ondre produit < sun NP, U un ouwvert de € , X un sous-espace analyti-
que fermé de U et J un Ldéal cohénrent de 0y - Alons 4L existe une Athatdfi-
cation C-analytique (X. )1€I de X telfe que pour tout i , i€l , et tout

' { =
x et x ,xe)(1 , X! exl , on alt Pa;J;x Pa;J;x'

Démonstration. Le théoréme est une conséquence directe de 3.2, 3.3 et 3.4.1.

Remarque 3.5.1. Le théoréme 3.5 est surtout intéressant appliqué a X=U et on

rappelle que la condition P est équivalente a la condition

0 35x = TaIsxt
Mus 73 = Mo, 73x (1.3).
PROPOSITION 3.6.- Soient m un entier, me N , f1, .,fm des éLéments de
F(U,OU) , J R'idéal cohérent de 0 engendré par f1, ..,fm , Y un fermé
analytique unéductible de U , U' un ouvert de Stein connexe de CP , refati-
vement compact dans un ouvert de Stein U" contenu dans U , tel que YnU'#0Q .
Alons 4L existe un entier r , T€N , une famille (d ) <J< d'éléments deux
-~ . . p a]=
a deux distincts de N- , une famille (F1J iel,isjsr d'éléments de

rqu'xug', OUXU),oa I est un ensemble §ini non vide, et une famille
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(Biji0ier1, 1sjsr, 1skan 4 EkEments de T(U'xU,0p,)  Leks que :

i) pour tout x , xeY-SJ;Y on a Moc,Jx={d1""’dr} ;

ii) pour tout i et j , i€l , 12jsr , et tout x' , x'eU' , &4
L'on désigne par F13x' L'éeément de r(U',OU) dégini par

ijx’(xn) - Fj_j(x X", pour x"eU' ,ona VC{,;X'(Fin') za dj 3
iii) pour tout i et j , i€l , 1gjsr , tout x' , x'eYnU' et tout

x'" , x"eU' ,ona

Fij(x',x") = kI§1 Bijk(x',x") £&M
iv) 44 pour tout i, i€l , on pose |dJ|
S; = {x'eU' : 3j 1<jsr , o 1 (x',x") = 0}
et U'i =U0'-5;, alorns (Y- J Y) nu' cllEJIUi

Démonstration. I1 résulte de la proposition 3.3 que si x et x' sont deux points
- _ e 1t , .

de Y SJ;Y ,ona P as X Pa S 73X . On en déduit 1'existence d'une famille

finie (dj)1<j<r d'elements deux a deux distincts de NP , telle que pour tout

X , X€EY-S M ={d1""’dr}

Y 2 Toadix

On désignera aussi par Y le sous-espace analytique fermé, réduit de U dont
le support est Y et on désignera par J' 1'idéal cohérent de OU qui définit
Y dans U , par Z 1le sous-espace analytique fermé de U défini par 1'idéal
cohérent J de Oy , par J" 1'idéal cohérent de Oy qui définit YxZ
dans UxU et par u (resp. v) 1la surjection canonique u : OU — OY

(resp. v: OU — oz) . On en déduit une surjection

P. :P - P (2.2.,ii1)

u;v OU,OU OY,OZ
et on pose J = Ker(Pu;V) . Alors JY,Z est un idéal homogéne de POU’OU
Uy, = 0 J$ goou J§,cF ), de type fini (cf. (2.4.3)), et on a une

24 deNP T ; u'%v
suite exacte
(3.6.1) 0O—J,, — P, ., — P, ., —0
Y;Z OU,OU OY’OZ

Pour tout d , d €N’ , on en déduit une suite exacte

(3.6.2) 0—> Jd = pd

—->Pd — 0

Oy, % Oy30z

qui n'est autre que la suite exacte
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s(d)

0—p,, 003D - p 0Dy — p et @ ey — 0

ce qui est facile a vérifier. On a donc

s(d)

(3.6.3) £ =p,, st @ am

Comme U' est un ouvert de Stein relativement compact dans 1'ouvert de Stein

U" qui est contenu dans U , il existe une famille finie (gj) d'éléments

1<jss
’ 1 §j gs H

on désigne par gJ! 1'élément de TI(U"xU, OUXU) défini par g:}(x',x") = gj(x') ,

pour (x',x'") eU"'xU , et pour tout k , 1<ksm , on désigne par fl’( 1'é1é-

ment de T({UxU, OUXU) défini par flé(x',x") = fk(x") , pour (x',x"eUxU ,

et alors 1'idéal J" est engendré par gi,...,gé , f1',...,f1;l au-dessus de

Gy

d'éléments homogénes de F(U',JY_Z) qui
3

de T(U",J') qui engendre J' au-dessus de U' . Pour tout j

U'xU . De méme, comme JY 7 estun idéal homogeéne de type fini de P
’

il existe une famille finie (Ei)1<iSn

Poy-0

pour tout i , 1gign , gi#O , et alors il existe un élément §; etun

engendre Jy.; comme idéal de au-dessus de U' . On peut supposer que

S
seul de N tel que E&.er(',3.r) . Or,
1 Y;Z

8 6.)

8 . s
LU, Jyr,) = T XU, g 23 A nam (3.6.3) et

cSi s
r@w'xu,J ~nJj*/J
S§. s(68.) S. s(Gi)
J ot et Jteavg +J'" étant portés par la diagonale de UxU (2.2) ,
8. s(8.)
Jngvyg Y agr 1vest aussi), et comme U'x U' est un ouvert de Stein, il
existe un €lément F de r(U'xU', JsinJ") dont 1'image dans

s(81)

(s;) (5;)

S. s
NJ" =T’ xu',J tngg nJ"m (car

85
r@' xu',J tniyvg
Fi étant en particulier un €lément de T(U'xU',J") , J'" étant engendré par

nj'") est &. . D'autre part, pour tout i , 1gign,
i p po

g{,...,g;, f%,...,fﬁl au-dessus de U'x U' et U'xU' étant un ouvert de Stein,

il existe des éléments o ..,ais, E’i1""’8]!.m de T(U'x U',oUXU) tels que

i’
Bt < 3 al. gl + % gl £ ;
i j=1 13 %5 ik "k

on a donc pour tout x', x'€Yynu', et tout x" , x"€U' ,

(3.6.4) Fi(x',x") = kg Bik(x',x")fk(x")

D'autre part, si pour tout i , 15isn, et tout x' , x'€U' , on désigne

par Fix’ 1'é1ément de P(UIOU) défini par Fix,(x") = Fi(x’,x") , pour x"eU',

F:!L étant en particulier un élément de T(U'x U',J 1) , On a
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(3.6.5) Vyuxt (Flpn) 2

S
a5 o 1

Soit maintenant x' un point de U . Si 1l'on désigne par {x'} le sous-espace

analytique réduit dont le support est formé par le seul point x' , on obtient
par tensorisation de la suite exacte (3.6.1) une suite exacte

UY,ZQOU O{x'})x’ - (POU,OU@OUO{X'} )x’ - (POY;OZ®0UO{X'})X' -0

Or, il résulte de la proposition 2.4.1 que (POU;OU ®0U0{x'})x' s'identifie a

C[T1,...,Tp] , ol €[T1,...,Tp] désigne 1'anneau des polyndmes a p indétermi-
nées T1,...,Tp a coefficients dans € . Si x'€U' , comme 1'idéal gradué
JY;Z de %U.O est engendré par Epreresty au-dessus de U' , et comme pour
tout i , 1<ign , g; est 1'image de Fi , on déduit que 1'image de
(JY,Z 90U o{x'})x' dans (PO ;0 @0 o{x'})x' s'identifie a 1'idéal de

y il N
(E[T1,...,Tp] engendré par (m—(x ,XT )1<1<n (cf. (2.4.1.2)). Si en plus
x! <_;Y—SJ;Y , i1 résulte du théoréeme 2.6.3 que (POY;O @0 x' }) , est canonique-
ment isomorphe a (Po{x'};OZ)X' qui s'identifie a C[T1, ,Tp]/(("l )1<J<I‘)

(proposition 2.5.1). On en déduit que 1'idéal de C[T1,...,Tp] engendré par
par (T J)
JJoilp:

(——'—gi—(x ,x")T 1)1<i<n , ce qui implique que pour tout j , 1<j<r , il
X" ==

1sjsr est le méme que 1'idéal engendré par

ol 1|1='
5—~(x ,X'") #0 (ce qui implique

existe i , 1<is<n , tel que §. =d. et
1 J 8\"'!

en particulier que {d1”"’dr}C{61”"’6n})
Pour tout j , 1<j<r , on pose Ij = {i:1gizsn, 85 =dj} , I=I1x...xI
et on désigne par tj la j-iéme projection tj I — IJ. . Alors I est un

T

ensemble fini non vide, et si 1'on pose pour tout i , i€l , et tout j ,
1 _ 1
1<jsr , Fij = th(i)
constate immédiatement que 3.6.5 implique 1'assertion (ii) et (3.6. 4) 1'assertion

et pour tout k , 1<ksm , B1.')k Bt (i) ,k > on

(iii). Enfin, comme pour tout x' , x'€ (Y- S] Y) nu' ,ettout j , 1<jsr,
8is

. . . o ) Fij .

il existe i. , 1<i.<n , tel que 61_ =d. et ———F_——(x',x') #0 , sil'on

) j Wi
ax" Yy
pose 1i= (i1,...,ir) ,ona i€l et x' EU{ , ce qui démontre 1'assertion (iv).
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COROLLAIRE 3.7.- Soient J un idéal cohérent de Oy » X unpoint de U et

K un polycylindre compact de C° tel que x€K e,t KcU . Alors on a

et P

ot;J;K;x - a;J;x o J;Kx oc;J;x

Démonstration. I1 existe des ouverts de Stein connexes U', U'" et U'"' de P

tels que
KCU' CUHCUIII CU

et tels que U' (resp. U'") soit relativement compact dans U" (resp. U") . A-
lors il existe un entier m , m€N , et une famille (fk)1§k§m d'éléments de
I‘(U",OU) qui engendre 1'idéal J au-dessus de U'" . En appliquant la proposition
3.6 au fermé analytique irréductible Y de U" réduit au seul point x , on dé-
duit 1'existence d'un entier r , r€ N , d'une famille (d')1§j§r d'éléments

deux 2 deux distincts de NP , d'une famille d'éléments de

Fi5)ier,1555r
r(u*xuy' ’OUXU) ,ou I est un ensemble fini non vide, et d'une famille

d'éléments de T (U'xU’ ) vérifiant les conditions

(Bij10 €1, 15j<r, 1<ksm »Ouxy
(i), (i), (iii) et (iv) de la proposition 3.6. Or, comme dans ce cas on a
SJ;Y =@ , la condition (i) implique que M, Jx {d1, ..,d} . D'autre part,
si pour tout i , i€I , et tout j |, 1<J <r , on désigne par gij

1'élément de I‘(U',OU) défini par 83 W = Fij (x,y) , pour y€U' , la condi-
tion (iii) implique que 8ij €ETU',]) et les conditions (ii) et (iv) qu'il existe

io . i €I , tel que pour tout j , 1£j<r, v,.x (& J) —d . On en déduit
que M ;T3 Kx Mor,J;x et que Pa;J;K;x = Pa;J;x (1 4)

Exemples (3.8). Soient J1 1'idéal cohérent de 0€3 engendré par

XZ-7 et XP-2X+Y+1 ,

J, celui engendré par

Xz+y2z473-2

XAl eyt e x2z ay22 L oxl oyt % e 1

et

oi X, Y, Z désignent les coordonnées de E3 , et posons J = J1 . J2 . Le
sous-espace analytique fermé de E3 défini par J 1 est we courbe réduite, réu-
nion de la droite L paralléle 3 1'axe des Z et passant par le point

A=(1,0,0) ,
et de la parabole P du plan des X et Y définie par
P=1{(a,b,c) €C : a®-2a+b+1=0, c=0}
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Le support du sous-espace défini par Jz est la sphére unité S de C

2

S={(::1,b,c)(;‘tl?3 :a +b2+c:2 =1}

ce sous-espace étant réduit en dehors du cercle

’

S1={(aﬁnc)663: a2+b2=1 , c=0}

le cercle

On désigne par S2

s,={(a,b,) €@ : bPec’=1 , a=0} ,

lieu des points de la sphére S ol le plan tangent est paralléle a 1l'axe des X

L'intersection des cercles S1 et S2 est formée des deux points

B=(0,1,0) et C=(0,-1,0) ,

la droite L est tangente 4 la sphére S au point A et on a

SnP=S5nP = {A,C,D,E} ,

D= (e,e,0), E = (,e,0) et e

Enfin, on suppose que <5

=3/2+ i+T/2

désigne la relation d'ordre antilexicographique

N3 (cf.(1,3.12.1). Alors on peut vérifier que :

I) Si 1'on pose
X =C-@up) ,

o
X

L-{A} , X, =P-{A},

1

X, = (A},

2

. . s . . 3
la famille (Xi)Osiss est une stratification C-analytique de C

aux propriétés du théoréme 3.5 pour 1'idéal J] et on a :

’

x€e X

x€eX

N105;11;3( = {(0,0,0)} , XE€ XO
M35k T 10,0, 01,00,
Musg ix T {(1,0,0), (0,0,1)} ,
Nh;J1;x = {(2,0,00, (1,0,1), (0,1,1)}

II) Si 1'on pose
3

1
2

X, =C-s,
X, =S - (S;uS) ,

X, =S, - {B,C} , Xy =8, - {B,C} ,
X = (B} , X, =1C},
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alors la famille ()(i)osiss est une stratification C-analytique de C3 satisfai-

sant aux propriétés du théoréme 3.5 pour 1'idéal J, etona:

Mu;_]z;x = {(0,0,00} , x€X_ ,
Moc;Jz;x ={(1,0,00} , xeXx; ,
Ma;_jz;x = {(2,0,00} , x€X, ,
Mg sx T (20,0, (1,00, xexg
M7 T {(4,0,00,(2,0,1} , x€X,UX

III) Si 1'on pose

x0=c3~ (SULUP) ,

X, =S - (5,US,) ,

X, =S, - {B,C} , X =S -{ABCDE ,

X, =L- A} , X =P - {ACDE |,

Xg = (A}, X, =B} , Xg=1{C} , Xg=1} , X,={E,

alors la famille (Xi)0<i<10 est une stratification €-analytique de E3 satis-
faisant aux proprié€tés du th€oréme 3.5 pour 1'idéal J = .11-12 et ona:

MOL;J;X = {(0,0,0)} , X€Xo ,

Ma;J;x = {(1,0,00)} , XEX1 R

Ma;J;x = {(2,0,00} , xe€Xx, ,

Mgk = (2,0,0,(1,0,0) , x€X;

Mgk = ((1,0,0,0,1,0) , xeX, ,

Mgk = ((1L,0,0,0,0,0) , xeXg

Mgk = ((4,0,00,(3,0,0,(1,1,1,(2,0,2)} , x€Xg,
My = L4,0,00,(2,0,0) , xeX,

Mg = ((5,0,00,(3,0,1),(2,1,1),(2,0,20) , x€Xg
My = 103:0,00,(2,0,0,(1,1,1,),(1,0,2)) , x€XqUXyg
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CHAPITRE III

THEOREME DE DIVISION NUMERIQUE UNIFORME PAR UN IDEAL

Dans ce chapitre, on généralise et on précise le théoréme classique de division
par un idéal. Si p et m désignent des entiers, pe€N , meN , et sa une
relation d'ordre total sur N , compatible avec sa structure de monoide et moins
fine que la relation d'ordre produit < sur N (ce qui implique que la rela-
tion éa est une rela%i?n de bon ordre (I,1.5)), ce théoréme classique peut

s'énoncer comme suit

THEOREME. - So.it (fi)1<i=<=m une famille de sénies convergentes non nulles

~ d
fi-desz aig X0, £ EC,. X0,
et posons
di=mina{d€]Np:aid#O} , lsism ,
Ai=di+Np- U (@ +N) , Tsism
1<<i
et

=P - P
AO—N v (di+N) .

1£igp

Alons pour toute sérnie convergente g , geC{X1,...,Xp} , AL existe une famille

unique de sénies convergentes (gi)0§i§m

d

XE o, g et X,

g.= L _ b
1 ogene 1d

Zelle que

i) powr towt i , 1sism , et tout d , AdEN , tel que d+d; €4,
on a

big=0

ii) pour tout d , deNP | el que dEAo on a

(1) Dans la littérature, on établit en général ce théoréme pour des relations de
bon ordre éa particulieres.
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b0d=0 5
PRPare m
iii) g =i£1 figi~+g0
En utilisant les notations introduites au chapitre II, (1.1), ce théoréme peut
s'énoncer de facon équivalente :

THEOREME.- Soient U un ouwvernt de € , x un point de U , (fi)1si§m
famille d'éLéments de F(U,Ocp) telle que pour tout i , 1sism , Le geume

f.lX de fi en X 504t non nul et posons

di=va;x(fi) , 1<ism,

by=d;+ NP - U_(dj+]Np) , 1sism

A0=Np- U (d.+ N

1<isp
Alons poun tout germe de fonction analytique g en x AL existe une famille uni-
que (gi)OSigm de genmes de fonctions analytiques en x Zelle que

i) pour fout i , 1£ism ,

Ex(gl) C-di "Ai 5

ii) E(g)eb, 3

m
iii) g= 1 f

i=1 ix 81 T &

Pour démontrer ce théoréme, on procéde en général comme suit. On démontre d'abord
qu'il existe un systéme fondamental de voisinages de x dans U formé de poly-
disques fermés K de centre x tels que pour tout g , g€B(K) , il existe

une famille unique (gi) d'éléments de B(K) satisfaisant aux conditions

<ig
(1), (ii) et (iii) et onOZ;;?lut par passage a la limite inductive. Dans ce chapi-
tre, on s'intéresse, conformément a 1'esprit général de ce travail (développé en
détail a 1'introduction générale), a cette version du théoreme de division
"au-dessus d'un polydisque' (ou plus généralement '‘au-dessus d'un polycylindre

compact'').

Plus précisément, on dira qu'un polydisque fermé K de centre x contenu dans
U (ou plus généralement un polycylindre compact pointé en x , autrement dit
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un couple formé d'un polycylindre compact K et d'un point x appartenant a
1'intérieur de K ) satisfait au théoréme de division par f =(f1,...,fm) , si
pour tout g , g€B(K) , il existe une famille unique (gi)OSiSm d'éléments de
B(K) , satisfaisant aux conditions (i), (ii) et (iii) ci-dessus. On désignera alors
par o (resp. par T ) l'application
o : BK) —BE)"
(resp. T : B(K) —B(K) )

définie par

o(g) (g1,...,gm)

8 ) -

(resp. r(g)

On démontre facilement que les applications o et 1 sont des applications
C-linéaires continues. On s'intéressera plus particuligrement aux questions
suivantes :

i) Expliciter des conditions suffisantes sur le polyrayon d'un polydisque
fermé de centre x pour que ce polydisque satisfasse au théoréme de division par
f

ii) Etudier la variation de ces conditions en fonction du point x .

iii) Trouver une majoration explicite de la norme de o et de r en fonction
du polyrayon.

iv) Etudier la variation de cette majoration en fonction du point x

Le théoréme de division est complété par la proposition suivante :
PROPOSITION.- Si £e polydisque fermé K de centre x satisfait au théoneme de
division pan £ , Les conditions sudlvantes sont équivalentes :

DM S W (v (D)

o J désigne R'idéak cohérent de OU engendné par SRR ) (voir ch.II,1.2);

ii) © est une scissdon de B(K;f) (autrement dit B(K;f) oB(K;f) = B(K;f) ).

Cette proposition est le lien entre le théoréme de division et 1'axe principal de
ce travail développé dans 1'introduction générale.

Au §1, on étudie les propriétés algébriques des scissions, utiles dans la
suite. Au §2, on introduit les notions qui permettent de s'affranchir du cadre
des polydisques. La notion de polyrayon se scinde en deux, le polyrayon interne
p' d'un polycylindre compact K pointé en x étant le polyrayon du plus grand
polydisque de centre x contenu dans K et le polyrayon externe p'" étant celui
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du plus petit polydisque fermé de centre x contenant K . On introduit également
les opérateurs élémentaires de B(K) utiles par la suite. On démontre que si x
est un point de P et si pour tout i, 1<ism , fi est un mondme

(X-x) i , alors tout polycylindre compact pointé en x satisfait au théoréme de
division par f . Au §3, on définit un opérateur Ve K : B(K) — B(X) dont
1'inversibilité équivaut a la condition "K satisfait au théoréme de division par
f " . On se place dans un cadre un peu plus général qui englobe des théoremes de
division "homogéne' et qui nous permettra au chapitre IV de ramener le cas d'un
sous-module a celui d'un idéal. Au §4, on étudie 1'inversibilité de ek

On démontre qu'il existe une partie V de (Rj)p appartenant au filtre Fga
(cf.1,5.1.3) telle que pour tout polydisque fermé de centre x et de polyrayon
appartenant a V , vf;K soit inversible, ce qui implique que K satisfait au
théoréme de division par f (la condition pour un polycylindre compact pointé
étant plus compliquée). Au §5, on expose quelques applications et on retrouve le
théoréme de division classique. On explicite également une majoration de la norme
de o etde r . Au §6, on étudie la variation de 1'ensemble V ainsi que celle
des majorations des normes de o et de r , en fonction du point x . Enfin,

au §7, en combinant les résultats du §6 et du chapitre II, on démontre le théoréme
principal de ce travail (énoncé dans 1'introduction générale), dans le cas parti-

culier ou n=1 .
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§1.- Scissions

Dans la suite de ce travail on utilisera constamment la notion de ''scission'
d'un morphisme d'espaces de Banach. C'est un cas particulier de la notion de
"scission' d'un morphisme dans une catégorie quelconque. Dans ce paragraphe, on
étudiera quelques propriétés purement algébriques des ''scissions' dans la catégorie
des A-modules, ot A est un anneau commutatif.

DEFINITION 1.1.- Sodient M et M' deux objets d'une catégorie et u:M—M un
monphisme de source M et de but M . On appelle scission (resp. nétraction,
resp. section) du morphisme u , un morphisme o :M—M , de source M et de
but M' , tel que uoccou =u (resp. cou = idM, ,Uo0 = idl\/P . On dit que La
scissdon o du morphisme u est nomwmale, AL u  est une scdlsslon du morphisme

o , c'est-a-dine s34 Ocouog =g . On appelle nonmalisé d'une scission o du
morphisme u Le morphisme ocouoo

(1.1.1) I1 est clair qu'une rétraction ou une section d'un morphisme est une scis-
sion normale de ce morphisme, que le normalisé d'une scission d'un morphisme est
une scission normale de ce morphisme, et qu'une scission d'un morphisme est normale,
si et seulement si, elle est égale a son normalisé.

(1.2) Soient A un anneau commutatif, M et M' deux A-modules, u:M'—> M un

morphisme de A-modules et o : M—>M' une scission de u dans la catégorie des
A-modules (on dira A-scission ou scission A-linéaire). Alors ocou et ueog sont
des projecteurs de M' et M respectivement et on a donc les décompositions en som-

me directe.

M' = Mi @ Mé
(1.2.1) Mi = Ker(u) = Ker(oou) = Im(idM, - oou)
Mé = Im(o ou) = Ker(idM. - gou)
M= M] [¢] M2
(1.2.2) M1 = Im(u) = Im(uoco) = Ker(idM - Uoo0)
M2 = Ker(uoo) = Im(idM - Uo0)
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Si en plus ¢ est une scission normale de u , on a

(1.2.3) Mé = Im(g) et MZ = Ker(o)

PROPOSITION 1.3.- Soient A un anneau commutatif, M et M' deux A-modules,
u:M —M et o : M—M des applications A-Linéaires. Alons Les conditions
sudvantes sont équivalentes :

i) o est une A-scission de u ;
ii) Im(u) nIm(idy - ueo) = {0} ;

iii) Ker(u) + Ker(id , - gou) = M'

Démonstration. Si ¢ est une A-scission de u on a (ii) et (iii) (1.2.2) et
(1.2.1). D'autre part, les égalités ucgu-u =uo (o‘u-idM,) = (uo-idM) ou
montrent immédiatement que (ii) ou (iii) implique (i).

PROPOSITION 1.4.- Sodient A un anneau commutatif, M et M' deux A-modules,
u:M'— M , §:M —M , A:M—> M des applications A-Linéaires,
v=u+d§ et v = idM+<S>\ .

a) Ona :

i) v(Ker(idM, -Aau)) + Ker(A) cIm(v) ev(Im(A)) + Im(idM-uA) 5

ii) 84 L'application v est infective, powr tout g , gEM , i existe
au plus un couple (go,g1) , gOEKer()\) > 8 EKer(idM, =) tel que
g=vigy +g, ;

iii) 44 powr tout g , gEM , Ll existe au plus un couple (g,,8)
8, € Im(idy -ud) , gy €Im(n) , tel que g=vigy) + g, > L'application v est
injective.

b) SL L'application u est un A-scission de A on a :

i) R'application v est surjective, 44 et sewlement 34, pour tout g ,
gEM , 4L existe un couple (go,g1) , gOGIm(idM-uA) , g1€Im(>\) , Ztel que
g=vigy + g, ;

ii) L'application v est infective, 8L et seulement 84, pour fout g ,
gEM , 4L existe au plus un couple (g,,8y) , g, €Im(idy-ud) , g, €mm() ,
tek que g=v(g) +g,

c) Supposons que L'application v s0it inversible et posons o = Av-1

Alons on a :
1) idg-vo = (id-uvT et v = idy-do
ii) Im(o) = Im(\) et Im(id}‘]-vo) = Im(idM-u)\) ;

iii) v est une A-scissdion de o , AL et seulement AL, u  est une
A-scission de A
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iv) 44 u  est une A-scission de X , pouwr tout éfément g de M &4
(go,g1) désigne L'unique couple tel que goelm(idM-uA) > 8 €Im()) et
g=v(g1) * g (cf. a (b)), ona

o(g) =g, et (idy-vo) (g) =g, ;

V) 0 est une A-scission de v, 44 et seulement A4,
Im(v) nIm(idM-uA) = {0} ;

vi) 44 u est une A-scissdion de A, alors o est une A-scission de
v , 44 et seulement 54, Im(v) = v(Im(A)) ;

vii) 44 A est une A-scissdion de u , alors o est une A-scissdon de
v, a4 et seulement 84, S(Ker(u)) cv(Im(u)) .

Démonstration. Démontrons (a). Si gev(Ker(idIv, -Au)) + Ker(d) , il existe un
couple (go,g1) s got'Ker()\) , g1€Ker(idM,-)\u) , tel que g=v(g1) * 8 >
et si 1'on pose g' =u(g1) +g, »ona

v(g') = ulgy) + g, + 6A(ulgy) + g =

= ulgy) + g - 8Udy, - (gy) + 8(gy) + dalgy) = vigd+g, =g,
donc geIm(v), ce qui prouve que

v(Ker(idM, -Au)) + Ker(A) <Im(v)

Si g Im(v) , il existe g' , g'€eM , tel que g=v(g') , c'est-a-dire que
g=g'+8x(g') , ou encore g=v(r(g')) + (idM-uA)(g') , donc

gev(Im(A)) + Im(idM-u)\) s

ce qui démontre 1'assertion (i). Pour démontrer 1'assertion (ii), il suffit de
démontrer que si 1'application v est injective et si goeKer(}\) ,

g4 EKer(idM, -Au) et v(g1) +go=0 , alors g0=0 et g1 =0 . En effet, on
remarque que comme g, EKer(idM, -lu) , ona

Au(gy) =gy >
et comme gOEKer()\) et v(g1) *g, = 0O ,ona
)\v(g1) = A(v(g1) + go) =0 ;
on a donc

0

v(é(g1)) = 6(g1) + <S>\v(g1) - 6Au(g1)
et 1l'application v étant injective on en déduit que 6(g1) =0, d'ou
V(g1) = u(g1) , ce qui implique que )\v(g1) = Xu(g1) , et comme Av(g1) =0 et
Au(g1) =g > il en résulte que g = 0 , d'ou g = O . Pour démontrer 1'as-
sertion (iii), soit g wun élément de M et supposons que v(g) = O . Alors on a
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g+d8Aa(g) =0 , d'ou v(A(g)) +(idM-u>\)(g) =0 . Or, si 1'on pose

g = (idM—uA) (g) et g = Ag) ,ona goeIm(idM—u)\) > 81 Im(}) et

v(g1) +g, = 0 . L'hypothése implique donc que 8,=0 et g =0 , c'est-a-dire
que g-ui(g) =0 et A(g) =0 ,d'ou g=0.

Pour démontrer (b) on remarque que u étant une A-scission de A on a
Ker()\) = Im(idM—u)\) et Ker(idM, -Au) = Im(}) (1.2). L'assertion (i) résulte
donc de 1'assertion (i) de (a), et 1'assertion (ii) des assertions (ii) et (iii)
de (a).

I1 reste a démontrer (c). Pour démontrer 1l'assertion (i), on remarque que
idy - vo = idy - WA GEd + 1) = (A + 61 - @)V (dy + 6071 = Gdywov!
et que

v (idy - wv T ruw T = idy; - vo +uo = idy - 80
L'assertion (ii) résulte de la définition de o et de (i). Pour démontrer 1'asser-
tion (iii), on remarque que v est une A-scission de ¢ , si et seulement si,
Ker(o) + Ker(idM-vo) =M (1.3). Or, comme

! Gdy-ww™

o = AV et idM-VO
cela équivaut a Ker A+ Ker(idM—u)\) =M , condition vérifiée, si et seulement si,
A

u est une A-scission de ) (1.3). Pour démontrer 1l'assertion (iv) soit g un
élément de M et posons
gy =o(g et g = (idy-vo)(g)
Alors on a g=v(g1) +g, et il résulte de l'assertion (ii) que g, € Im(idM-uA)
et g€ Im(\) , ce qui, en vertu de (b), prouve 1l'assertion (iv). L'assertion (V)
résulte de la proposition (1.3) et de 1'assertion (ii). Si u est une A-scission
de A , il résulte de 1'assertion (iv) que (idy -vo) (v(Im(n))) = {0} , et si
Im(v) = v(Im(})) , on en déduit que ¢ est une A-scission de v . Réciproquement,
si o est une A-scissionde v , on a Im(v) = Im(vo) = v(Im(o)) (1.2.2), et en
vertu de 1'assertion (ii), on en déduit que Im(v) = v(Im(})) , ce qui démontre
1'assertion (vi). Démontrons 1'assertion (vii). En vertu de 1'assertion (i), on a
V-vov = (idy-vo)v = (idM-ux)v_1v .
On en déduit que o est une A-scission de v , si et seulement si ,
\)_1(u+6)(M')cKer(id}V1-u>\) R
ou encore

1.4.1) (u+¢) M) ev(Im(u))

(1.2.2). D'autre part, comme d'aprés (1.2.1), on a M'=Ker(u) ® Im(Qau) , (1.4.1)
équivaut a
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(u+8) (Ker (u)) cv(Im(u))
(1.4.2) s
(+6) (Im(Au)) cv(Im(u))

qui a son tour équivaut a
8 (Ker (u)) =v(Im(u))
et
(1.4.3) +S)AuM') cvumM")) .
Mais comme
(u+8)Au = ulu + SAu = (idM+6)\)u =wu ,
1'inclusion (1.4.3) est toujours vraie, ce qui démontre la proposition.

COROLLAIRE 1.5.- En gandant Les notations de fLa proposition 1.4 , s4 X est une
A-scission nonmake de u , 54 v est inversible et s4 £'on pose © =w,
Les conditions sulvantes sont équivalentes :

i) o est une A-scission normale de u  ;

ii) o est une A-scission de u ;

iii) Im(v) nIm(idM-u)\) = {0} ;

iv) poun tout g , g€Im(v) , 44 (go,g1) désigne L'unique couple tel
que g€ Im(idy-ud) , g1€Im()\) et g=v(gy) +g, (cf. proposition (1.4),()],
oma g, = 0 ;

v) pour tout g , g€Im(v) , AL existe g g1€Im(>\) , tel que
g=v(gy) ;

vi) §(Ker(u)=v(Im(u)) .
Démonstration. Comme A est une A-scission normale de u , il résulte de (1.4),
(c), (iii), que v est une A-scission de o , ce qui prouve 1l'équivalence des
conditions (i) et (ii). L'équivalence des conditions (ii), (iii), (v) et (vi)
résulte de (1.4), (c), (v), (vi) et(vii). L'équivalence des conditions (iv) et
(v) est une conséquence directe de (1.4) (b).

LEMME 1.6.- Soient A un anneau commtatif, M, M' , M' des A-modules,
' M —M , UM —M , A':M— M , A": M— M des applications
A-Linéaines, u:M M —sM L'application A-Linéaire déginie par
u(xl ’x") = ul(xl) +ull(x'l) , pOtUL X' EM' , X”€Ml s
et o : M— M 6 M L'application définie par
o= (A", (idy-u'x")

Alons on a :
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a) 44 A' et X' sont des A-scissions de u' et u' hrespectivement, Les
propriétes sulvantes sont équivalentes :

i) u'A' et u"A" commutent sur L'image de u"
((U'X'U")\" - U"X" u'}\l) ou" = 0) ;
ii) 0 est une A-scissdion de u ;
b) 54 u' et u'" sont des A-scissdions de A' et A" nespectivement, Les
propriétes sudlvantes sont équivalentes :
i) u'x' et u"\' commutent modulo Le noyau de '
()\! o (u' )\'U“)\" - u")\” u!)\!) = 0) ;
ii) u est une A-scission de o
iii) gouoT =T , 00 T :MOM-— M ©M' désigne £'application
A-Linéaine déginie pan
T=X 0 (Ao (idM -u'a"))

Démonstration. Démontrons(a). On suppose donc que u'A'u' =u' et u"A'"u" =u"
et soit (x',x")eM' @ M . Alorsona uou(x',x") =uog@'(x") +u"(x")) =
=u(A'u'(x") + AU o, ANu'(x') + At - Autatu'(x') - Autatu"'(x™) =
=u(A'u'(x") + AU, ANMu"E™M - Autatu"'x™) =
=u'Mu'(x") o+ ut AU o+ u"A U (x) - u"Atut e (x'") =
=u'(x') +u"(x") +u'Atu"(x'") - u"\u'A'u"(x") . On en déduit que ¢ est une
A-scission de u , si et seulement si, u'A'u" - u"Au'A'u" =0 . Or,
u'Afu" - u"A"uu' = (@W'A'u"A" - u"A"u'A') ou", ce qui démontre 1'assertion (a).

Démontrons(b). On suppose donc que A'u'i' = A' et A"u"A" = A" . Soient
i: M—MOM , iy :M— M@ M, i, :M — M@ M les applications A-linéaires
définies par i(x) = (x,x), i1(x) = (x,0) , iz(x) = (0,x) , pour xeM . Alors
ona Tei=0 , 1T oi1 =0, T oiz = (0,X" o (idM -u'x')) , la condition
(ii) équivaut a

OoUoTol =Tol

et la condition (iii) équivaut a

00UoToi1 =Tc>i1 et oouo-roi2 =roi2

Or, on a
UOUOToi1 =gu'A' = (A'u'A’, A"u'A' - A"u'Atu'aA) = (A,0) = ‘[oi]

On déduit que la condition (iii) équivaut a
OoUOTOiZ = Toiz

et comme 1i-= i1 + iz , 11 en est de méme pour la condition(ii).
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D'autre part,
GoUoTo iZ =ou")\"(idM-U')\') =
=()\'u")\"(idM -u'n"), A"(idM -u'a") u")\"(idM -u'y') =
=(>\'U")\" - )\'U”)\"U')\" A”ullxll - )\"l.l”}\"u'k' - AHUVAIL’HX” + A"U'A' u'l)\llulAl) -
=(Al(ul>\lull)\'l - UHAHL‘I)\I)’ }\ll(idM - ul)\l) - )\”U'A'(U')\’U”)\" - ullxll ul}\')) ,
donc go uoT oi2 =To i2 équivaut a A'(u'A'u"A" - u'"\"u'A') =0 , ce qui

démontre 1'assertion (b).

PROPOSITION 1.7.- En gardant Les notations du Lemme 1.6, s{ 1A' et X' sont des
A-scissions nonmales de u' et u" nespectivement et s4 u'A' et u''\'"' commutent
entre eux, alorns :

i) o est une A-scissdion nowmale de u

ii) Im(o) = Im(A') @ )\“(Im(idM -u'A"))

iii) Im(idM-u 00) = Im(idM—u'A') nIm(idM-u")\") .

Démonstration. L'assertion (i) résulte immédiatement du lemme 1.6. En gardant les
notations de la démonstration de ce kmme, 1'égalité o = 101 implique que
Im(c) «Im(t) et 1'égalité ocouot =1 (1.6, b, 1ii) implique que

Im(t) €Im(o) , donc Im(o) = Im(t) = Im(A') @ Im(A'" o (idM -u'A")) =

= Im(A') @ }\"(Im(idM - u'A')) , ce qui démontre 1'assertion (ii). Pour démontrer
1'assertion (iii) on remarque que Im(idM - ug) = Ker(o) (1.2.3) et que

Ker(o) = Ker(A")NKer(A" o (id, - u'a")) = Ker(x') nker(a") =

= Im(idM -u'A")n Im(idM -u'"'") (1.2.3).

COROLLAIRE 1.8.- Sodent A un anneau commutatif, M un A-modufe, r un entier,
reN* , (Mi)1§i§r une famille de A-modules, pour tout i , 1gisr ,
ug M —> M une application A-Lindaire, X;:M—> M, une A-scission noumale
T
de U; 5 q3=uy0d; et u: @ Mi—>M L'application A-Linéainre définie par
i=1
T
u(xj,...,x )= 2 u.(xi) , pour (x1,...,xr) € .91 M- On suppose que pour fout
1=

ietj , 1<isr , 1<jsr , qi°qj=qj°qi et pour tout i , 1gicsr,
on pose
i-1
Ao T (id. - q.)
AR

Q
[}

Soit o 1 M— r

N ®n

My L'application A-Lindaine définie pan ¢ = (0],...,0 )
i=1
Alons
i) o est une A-scission normale de u
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ii) Im(o) = ) )\i(

i Im(ldM = C{J)) H

e

n
1 i

IA

i1ii) Im(idM - Uog) = n Im(idM - qi) .
1<igr

Démonstration. On remarque d'abord qu'on a 1'identité suivante dans Z [X,...,X ] :
n n i-1
(1.8.1) T(-X)=1- % X. 0T (1-X.
i=1 1 i=1 =1 J
On la démontre par récurrence sur n . Pour n=0,1 elle est évidente. Supposons-
la établie pour n-1 et démontrons-la pour n . En effet,

n n-1 n-1
T(-X)=IT0-X,)-X 1T(-XD) ,
e s o B
donc par hypothése de récurrence
n n-1 i-1 n-1 n i-1
L (1-Xi) =1- R2 Xi _H a -Xj) -Xn .H (1-Xj)=1-.2 Xi .H (1 -Xj)

i=1 i=1 j=1 j=1 i=1 = j=1

Démontrons maintenant le corollaire. On raisonne par récurrence sur r . Pour
r=1 le corollaire est évident (pour r=2 c'est la proposition (1.7)). Suppo-
sons-le donc établi pour r-1 et démontrons-le pour r . Soient

r-1
M'= @ M; , u':M'—> M 1'application A-linéaire définie par
i=1
r-1
1 - 1 L -
u (x1,...,xr_1) = 121 ui(xi) , pour (x1,...,xr_1) eEM' , o' = (01,...,01__1)
Par hypothése de récurrence o' est une A-scission normale de u' ,
r-1
Im(c') = @& A.( N Im(id, -q.)) et Im(id, - u'c') = n Im(id, -q.)
i=1 1igj<d M 79 ! 1gigr-1 W 4

Démontrons d'abord que ¢ = (o', >‘r o (idy -u'c')) . Pour cela il suffit de dé-
montrer que o = )\ro (idM -u'c') . En effet,

r-1

Ao(id - L

T M

i-1 i1
Apo (1dM -u'c') uioi) = )‘r ° (1dM - i§1qi jg1(1dM —qj)) =
r-1
ECCOREAEE

(car les q; commutant entre eux, on peut appliquer 1'identité (1.8.1)) .D'autre

r-1 i-1
part, comne u'c' = I q.°o II (id,,-q.) et q. commtent (car les ¢q. commtent
i=1 tg=1 M r t

entre eux), on déduit de la proposition 1.7 que ¢ est une A-scission normale de
u , que
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T
Im(o) =Im(c') @ )\r(Im(idM—u’o')) = ? Ai( n _(Im(idM—qj))
i=1 1<j<1

et que

Im(idM—uo) = Im(idM-u'o') nIm(idM-ur )\r) = N Im(idM-q.l) ,
1<isr
ce qui démontre le corollaire.

PROPOSITION 1.9.- Soient A un anneau commutatif, M , M' , M'" des A-modules,
u' :M' — M, u" M —M , v:M — M', A':M— M' et M\ :M— M
des applications A-Linéaires telles que u'=u"ov et A'=vol' . Alons ona

a) 44 A" est une A-scdissdion de u' , A'  est une A-scdssdion de u';

b) 44 A' est une A-scission de u' et s4 Im@u") cIm(u') alonrs
A" est une A-scission de u'';
c) 84 u' est une A-scissdion de A' , u" est une A-scission de AN' ;

d) 44 u" est une A-scissdion de N et s4 Ker(\'")cKer(\') alors
u' est une A-scission de A' .

Démonstration. Comme u'=u'v et MX'=vA' , on a , d'une part,
u'A' =u'va' =u"A"

et d'autre part,
Im(u)<Im(u'")

et
Ker(A') =Ker(A") .

Or,en vertu de la proposition 1.3, pour que A' (resp. A'") soit une A-scission
de u' (resp. u" ) , il faut et il suffit que

Im(u')ﬂIm(idM-u'A') = {0}
(resp. Im@u") NIm(idy-u"A") ={0} ),

ce qui démontre les assertions (a) et (b). De méme, en vertu de la proposition 1.3,
pour que u' (resp. u" ) soit une A-scission de A' (resp. A" ), il faut et il
suffit que

Ker(A') + Ker(idM—u')\') =M
(resp. Ker(A') + Ker(idM-u"A") =M ),

ce qui démontre les assertions (c) et (d) .
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§2.- Opérateurs élémentaires

(2.0) Soit p un entier, pe€N. On rappelle (chapitre O) qu'on appelle polycylin-
dre compact de c® une partie ](=I(1><...><](p de P , ou pour tout i ,

1<isp , Ki est un compact convexe d'intérieur non vide de € et qu'on désigne
par B(K) 1'algébre de Banach normée des fonctions continues sur K et analyti-
ques sur K , la norme de cette algebre étant définie par

[|f[|K =sup [£(x)| , pour feB(K) .
xeK

Alors B(K) est 1l'adhérence de 1'image de T(K, 0 ) dans 1'algébre de Banach
C(K) des fonctions continues sur K .

Soient p' et p'" des entiers, p'eN , p"eN , et K'et K" des polycylin-
dres compacts de Cp' et Cp" respectivement. Alors K' xK" est un polycylindre
compact de ‘Ep'+p" et on a

(2.0.1) B(X' xK'") = B(K") @E B(X")
(L 7 1, 85, n°l, proposition 2, p.40).

(On rappelle que si E et F désignent deux espaces de Banach normés, on définit
une norme ””e sur E @y F par

liell, = sup |(e8n) ()| , pour te€E @F ,

EBE*’nEBF*

ol BE* (resp. B ,) désigne la boule unité de 1'espace de Banach normé E*
(resp. F*) dual topologlque de E (resp. F), et on note E 8 F 1le complété de
E ®C F pour cette norme. Si u:E'—> E et Vv:F'—> F de51gnent deux morphis-
mes d'espaces de Banach normés, 1'application

. Rt '
ulv:E @(EF —>E@¢F

se prolonge d'une facon univoque a une application C-linéaire continue

ub v:E' § FF—E8 F ,
on a
(2.0.2) w8 vll = full -lIvIl

et on définit ainsi un bifoncteur de la catégorie des espaces de Banach normés dans
elle-méme (cf.[13 ] 1.3, p.12-15)).

Enfin, on rappelle que si x= ()(1 yoee ,xp). est un point de ® et
p = (p1 ,...,pp) un élément de (]R:)P , on appelle polydisque fermé de centre x

et de polyrayon p , et on désigne par D(x;p) , la partie de c® définie par

D(x;p) = {(y1,...,yp)€Cp tvi, 1sic<p, |yi-xi| Sp;b s
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et il est clair que D(x;p) est un polycylindre compact de c®

(2.1) Soient p un entier, peN , K= ](1><. ..pr un polycylindre compact de
@ et x-= (x1,...,xp) un point de @ tel que xek . on désigne par p'(K;x)
(resp. o"(K;x)) (ou plus simplement p' (resp. p') quand aucune confusion n'en
résulte) 1'élément (pi(](;x),...,pl')(](;x)) (resp.((;'f(l(;x),...,(pi)'(l(;x))) de
(]R’;)p défini par

P (K5x) = dlx;,0K;) = inf |xi-z| , pour 15isgp

z€3Ki
(resp. py(K;x) = sup |xi-z| , pour 1gisp) ,
zeaKi

ou pour tout i , 1<is<p , BKi désigne le bord de Ki . Pour tout i ,
1<i<p ,ona

P (Kx) < pY(Ksx)
et p'(K;x) = p"(K;x) , si et seulement si, K est un polydisque fermé de centre
x et de polyrayon p = p' (K;x) = p"(K;x)

On désigne par e(X;x) (ou plus simplement par e quand aucune confusion n'en

résulte), et on appelle excentricité du polycylindre K par rapport a x , le
nombre réel

e(K;x) = sup (p{(K;x)/p}(K;x)) ,
1gigp

et on a
e(X;x)21

et e(K;x) =1, si et seulement si, K est un polydisque fermé de centre x

(2.2) Soient K une partie compacte convexe d'intérieur non vide de € et x
un point de C tel que x€K . On désigne par M. x 1'application

uK;x : B(K) — B(K)
définie par

(uK.X(f))(z) = (z-x)f(z) , pour feB(X) et zeK

(mltiplication par z-x dans B(K)) . Il est clair que Mg.x ©st une application
C-linéaire continue et que
(2.2.1) llug.xllg = "X

Soit f une fonction, feB(K) . On considére la fonction g:K-{x} — C
£(2)-£00)

définie par g(z) = p—

, pour z€K-{x} . Comme la limite de g quand

z tend vers x existe (car x étant a 1l'intérieur de K , f est analytique
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en ce point et cette limite est égale a f (x)) , g se prolonge a une fonction
contlnue sur K qui est analytique sur K (elle 1'est par définition sur
K -{x} donc aussi sur K car elle est continue) qu'on désigne par Ty (f) ,
et qui est donc un élément de B(K) . On vérifie immédiatement que
TRox B(K) — B(XK)
est une application C-linéaire continue, que
1 .
(2.2.2) |ITK;XIIK$2/0 (X;x)
(principe du maximum), et que

(2.2.3) x°u](;x = idB(K)

Enfin, on désigne par o 1'application

K;x
Oy * B(K) — C
définie par
O"K'x(f) = f(x) , pour feBK) .

Alors 0., ©st une application C-linéaire continue,
b

(2.2.4) “aK;x”K =1 ,
et
(2.2.5) O‘K;x°“l(;x =0

(2.3) Soient p un entier, peN , K= K1x Kp un polycylindre compact de
& et x-(x1,...,x) un point de ® tel que x€K . Pour tout i , 1gigp,

on désigne par u. (resp. T. ) (ou plus simplement par u. (resp. T.)
i i

1;K;x i;K;x

uand aucune confusion n'en résulte) 1'application C-linéaire continue
q

Higox B(K) — B(X)
(resp. Tiikx © B(K) —> B(K))
définie par
e = ddy o (8 ...8 id M 8 ...81
1kx = 9B % % B(Ki_1) e Kl,xl ek, 0% S Ba)
(resp. T4 .8 id 81, 8 id @ id, )
3 K5x B(K) > B(Ki-1) € Ki’xi € B(Ki+1) e’ B(Kp) ’

et il résulte de (2.0.2), (2.2.1) et (2.2.2) que
(2.3.1) lluiIIK = Y (K5x)

et
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(2.3.2) |hi”K§2/°i(K;x))

D'autre part, on vérifie immédiatement que pour tout iet j , 1gisgp ,
1<j<p ona

(2.3.3) ”j_“j = ”j Hy et T4 Tj = Tj T3

et si i4j ,ona

(2.3.4) Hy Tj = Tj My

et il résulte de (2.2.3) que pour tout i , 1<i<p ,ona

(2.3.5) M T id’B(]()

(Les égalités (2.3.3), (2.3.4) et (2.3.5) montrent que la donnée de

(ui) et (Ti) définit ce qu'on appelle une structure d'algébre de

1<isp 1<igp

fermions sur B(K)) .

Enfin, on désigne par o (ou plus simplement par o quand aucune confusion

K;x
n'en résulte) 1l'application €C-linéaire continue

O.x © B(K) — C
définie par
Ox T OLI<1;)<1 95"'85 0LKp,xp
(a(f) = f(x) , pour feB(K)) , et il résulte de (2.0.2) et (2.2.4) que
(2.3.6) llodlg =1
et de (2.2.5) que pour tout i , 1<i<p ,ona

(2.3.7) oy, =0

(2.4) Soit d-= (d1,...,dp) , de N . Comme les My (resp. les Ti) commutent
entre eux (2.3.3), 1'application C-linéaire continue composée

a | a _ P 4
d-
d . A
(resp. TKox - B(X) — B(K) , TK;x " 121 Ti;K;x)

(qu'on notera plus simplement ud (resp. rd) quand aucune confusion n'en résulte)
est bien définie. I1 résulte de (2.3.1) et (2.3.2) qu'on a

(2.4.1) Hudllkﬁp"d(l(;x)
et
(2.4.2) ||TdHK§2|d|/p'd(K;x) ,
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o d P d; d P4 P
ol p'"(Kyx)= I oy (Kx) , p (K;x)= T H X;x) et |d] = 2 di
i=1 i=1 i=1
(cf. chapitre 0), et de (2.3.4) et (2.3.5) qu'on a
(2.4.3) Td oud

= 1dB(K) .
D'autre part, on désigne par 9. K:x (ou plus simplement par a quand aucune
confusion n'en résulte) l'application C-linéaire continue

qd;K;x : B(K) — B(K)
définie par

_.d ,.d
A4;K;x = uK;x TK;x

I1 résulte de (2.4.1) et (2.4.2) qu'on a

d d d| |d
(2.4.4) qu|lK<:2| g (X;x)/p" (K;x) < ZI le| I(K;x),
et en particulier si K est un polydisque fermé de centre x , on a

(2.4.5) ”qd“K<2| |

Soit d'=(df,...,d) d'en .ona

' ' '
(2.4.6) ud.ud _ ud ud - ud+d
et

[ ' '
(2.4.7) Tde - Td Td _ Td+d .

D'autre part, démontrons qu'on a

(2.4.8) Aq9gr = 939 = qsup{d,d'} s
la borne supérieure étant pour la relation d'ordre produit < sur N (cf.
chapitre 0). En effet, on a

d d d d ) d dy 4] d'
ddd'd 1 p.1 P P P
qdqdv"UTlJ T —U1 ~--l—|p T ---Tp Ll1 .. lJpT1 ...‘[‘p

11 résulte donc de (2.3.3) et (2.3.4) que
_ d, d di di d dp dé dﬁ
Agdqr = My Ty Hp Ty e up Tp P p
11 suffit donc de démontrer que pour tout i , 1<isp ,ona
d. d. d! d' sup{d ,d! } sup{d ,d! }

iici
UTlulTl—U i
Pour cela, supposcns par exemple que d ‘<d' . Alors on a
d. d. d! d! d. d. d. d’—d d' d. d!-d. d! d! d!
poie i i 1u R S TR IR S SO S S
i i iifi i ifi i i1

(2.3.5), ce qu'il fallait démontrer. Enfin, on démontre d'une facon analogue qu'on
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a

(2.4.9) Tdud' =_rd-inf{d,d'}ud'-inf{d,d'} : ud'-inf{d,d'}Td-lnf{d,d'}

On désigne par o 4K x (ou plus simplement par oy quand aucune confusion
’ ’
n'en résulte) 1l'application C-linéaire continue

ad;K;x : B(K) — C

définie par
O4:K;x T %Kgx © TKgx
11 résulte de (2.3.6) et (2.4.2) qu'on a

(2.4.10) logllg 2|d|/p'd(K;x)

de (2.4.7) qu'on a
dl
(2.4.11) O.dT = O"d+d' ’
de (2.4.9) et (2.3.7) qu'on a
& 04_qr S d'=d
(2.4.12) ogh™ =
O sinon ,

de (2.4.11) et (2.4.12) qu'on a

{ad si d'=sd
(2.4.13) og4 dq = ) ’
0 sinon
et de (2.4.13) qu'on a

. 0 si d'sd
(2.4.14) ado(ldB(K) - qd.) ={ad <inon

(2.5) Si K' est un polycylindre compact de P contenu dans K et si f est un
élément de B(K) , alors f|K' est un élément de B(K') . On désigne par

. .
Ty K 1'application

T : B(K) — B(K")

K',K
définie par

rK',K(f) = f|K' , pour feB(K) ,
et on vérifie immédiatement que rK,K' est un morphisme de C-algeébres de Banach,

que

(2.5.1) IIr

<1,

kkllkr k
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et que si K" est un polycylindre compact de ¢® contenu dans K' ,ona
Ton w1 o Try =Ty, . On en déduit que si 1'on considére un systéme fondamental
KK etk LK T TR LK

de voisinages de x , (Ki)iEI , formé par des polycylindres compacts, on a
un systéme inductif

(BEDjer » g g g, k)

s i Sy
de C-algeébres, et on vérifie que
ocp’x = lim B(K;)

On désignera par r 1'application canonique

K,x
: B(K)—> 0 ,

Cp,x
qui n'est autre que 1l'application qui associe a une fonction f de B(K) son

T
K,x

germe en X
D'autre part, on vérifie Jmmedlatement que si K' est un polycylindre compact
de P contenu dans K et tel que xeK' ,ona

d _ d

(2.5.2) rK',K UK;X = “K';x rK' K
d _ d

(2.5.3) KK TKx T K x TKLK
(2.5.4) rK',K qd;K;x = qd;K;x rKv K
(2.5.5) %a;K;x T %d;K'px rK',]( .
On pose

d_ oy ,d

Hy = 2 Hgox

< - 12in ¢

X = Kx °?

Aa;x = 1M dg..x >
Old;x = -l—n-nrad;](;x

(les limites inductives étant prises sur un systéme fondamental de voisinages de
x formé par des polycylindres de & , ces limites étant indépendantes du choix

d'un tel systeme). Si 1'on identifie 0 a 1'anneau des séries convergentes
' ,x
cix} = ¢fx,,.. .,Xp} en associant a un germe de fonction analytique f en x sa
1 aldlg

série de Taylor F= X P &" T x) Xd en X , ou inversement a une série
de
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convergente F= le germe de fonction analytique f en x définie au

aenwp ¢ 4
voisinage de x par f(y) = ZNP Cl(y-x) , on vérifie facilement que My
de
est la multiplication par Xd et si F= ZNpad,X ' est une série convergente, on
d'e
a
(2.5.6) W =z oay, xMaxdr
aren
2.5.7) MG IEID IS G
X drzd
2.5.8 ® = z ax3
(2.5.8) qd;x = dred ag ’
et
1 aldle
(2.5.9) cxd;x(F) =ay =41 "T( x) ,

oi f est le germe de fonction analytique au voisinage de x associé a F

(2.6) Soient K un polycylindre compact de P , X un point de ® tel que
X€EK et A une partie de NP qu'on considérera, le cas échéant, plongé dans
ZP . on désigne par B (K) (ou plus simplement par B (K) , quand aucune con-
fusion n'en résulte) la partle de B(K) définie par

d
oleco _
9

B, (K)= n_ Ker(a,.,..) = {feB(K) : vd,deNP-a ,
A3X deNP-1 d;K;x

Comme pour tout d , de€ N > 0g.Kex est une application €-linéaire continue,
’ ’

BA'x(K) est un sous-espace vectoriel fermé de B(K) , donc en particulier, un
b
espace de Banach. On a

(2.6.1) Byp () = B(K)
et
(2.6.2) BQ(K) = {0}

(principe du prolongement analytique). Si A' désigne une partie de N , ona

(2.6.3) BAnA'(K) = BA(K) nBA.(K) s
(2.6.4) B,(K) + By, (K) =B, 51 (K)
et

(2.6.5) BA(K).BA,(K)cBA+A,(K)

En particulier, si A'cA , on a

(2.6.6) BA,(K)CBA(K)
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et si A+ Nca , BA(K) est un idéal fermé de 1'algébre de Banach B(K) . Si
K' désigne un polycylindre compact de ® tel que K'cK et xe€K' , en vertu
de (2.5.5), on a

(2.6.7) Tr k(B KD By (K1)

D'autre part, il résulte de (2.4.11), (2.4.12), (2.4.13) et (2.4.14) que si
d désigne un élément de NP , ona

(2.6.8) ndB, (0) By, )

(2.6.9) 48,00 B gy ©

(2.6.10) ag(By (KD =By 4 apy ®

(2.6.11) (idp gy = 9g) (By(K)) =By, (qp- (q+Py) (O

et il résulte de (2.4.13), (2.4.14) et du principe du prolongement analytique que

(2.6.12) B K) =i
qdl d+NP dBd+]\1p (K)

et

(2.6.13)

(id -q4)|B X) =i
By "% l NP- (d+NP) 1dBNP_ (d+NP) x

On déduit de (2.6.12) et (2.6.9) que

By, o (0 = ag(By,, (K = e, (0) cnd(B,10)
donc

d -
(2.6.14) ul(,(0) = By, (0,
de (2.4.3), (2.6.8) et (2.6.6) que

d d d

Blearmynnp (0 = TH B gy () =T (B, (K)
donc
(2.6.15) B, = B

-as)nP O
de (2.6.12) et (2.6.6) que

Ban(asnP) 10 = g (Bpg e ) (K)) =aq (B, (K
donc

(2.6.16) ag(By(K)) = By (quppy (O
et de (2.6.13) et (2.6.6) que

Ban(WP- @+1P)) (O = Gy = ag) (Bpg (P - (qoP)) (0 < (idp gy ~ag) (B, (D)
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donc

(2.6.17) (idg () = ag) (By (D) = By P _(gonPy) (O
En particulier, on a

(2.6.18) m@d) = In(y) = By, p ()

et

(2.6.19) Im(idg ) = dg) = Bpp _(gunpy) K

et alors il résulte de (2.4.3) et (1.2) que

(2.6.20) Ker () = Ker(ay) = Byp _(qupPy ©©

et que

(2.6.21) Ker (idg 4, -qq) = By, K

D'autre part, il résulte de (2.6.14), (2.6.15), (2.6.16), (2.6.17) et (2.6.3) que,

d d
y (B(_d+A)an X)) = BA(K) nImu) ,

d
T Blaanyu (P - (asnPy) K = B

4By (WP- (1)) () = B, (K nImy)
et

(idB(K) -qd) (B(Au(d+Np)) X)) = BA(K) n Im(idB(K) - qd)
et de (2.6.20), (2.6.21) et (2.6.6) que

d
Ker(t) CB(d+A)U(Np -(d+ ]Np)) ®

Ker (dg) =By (1P - (genPy) ©
et

Ker(idB(K) -qg) =By, (@+NP) (69]
On en déduit que

2.6.20  HT B = By © S

G629 7 B00) = B uaR - @y ®
(2620 ag By = By xp - (a vaPy) ©

et

(2.6.25) (idg gy a7 B (0) = By, Py
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PROPOSITION 2.6.26.- Sodient p' et p" deux entiens, p'e€eN , p'eN , ¢

1 " A
we partie de N x W' | K' (resp. K') un polycylLindre compact de CP
(resp. ) et x'un point de K' . si

(P« N - a1 + (01 x M) e (WP'x W) -a

alons pour tout Xy et xj , x'{e]%" , x'z'elz" , ona

BA;(X""?)(KVXK”) - BA;(x’,X'z') (K> k™)

Démonstration. Par symétrie il suffit de démontrer 1'inclusion

B o) (K' xK") cB

A;(x',x1 Ay (x',x
Soient donc fe€B K'xK'") et (d' d") € (Np x Np )-A

H) (K X K")

A; (x! ,x'1')(

il s'agit de démontrer que
pld'[+]d"] ¢

T+ oaalt
A" D =0

Soit g: K"'— ¢ 1a fonction définie par

g(x'") = B—)l;—;ugl—f— x',x") , pour x"e]‘z" .
Alors g est une fonction analytique, et comme

[N x W'Y - a1+ ({0} x W) c(P'x W) -a
pour tout d , deNp” , ona

) "
o1l ol 1l

SR L e T SR

La fonction g est donc identiquement nulle (principe du prolongement analytique).
On en déduit que

pld'+[d"| ¢ ) .

—Ta‘)ga'——(x ,X) g(X2)=O N
ce qui démontre la proposition.
COROLLAIRE 2.6.27.- Soit A une partie de NP telle que (NP-p) + N cNP- 4 .
Alons poun tout point x' de K ona

xy .

Bpyxr (0 = By oy
Démonstration. Le corollaire est un cas particulier de la proposition 2.6.26, pour

p'=0 et p'=p .
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Remarque 2.6.28.- L'hypothése (NP-A) +N N - implique que

N-aA= U (@+NP) , oi M désigne 1'ensemble (fini) d'éléments minimaux de
deM

NP - A pour la relation d'ordre produit £ sur N (I, 1.3). On en déduit que

A=N- (u(d+N)) et conformément 3 la démonstration de la proposition
deM
2.6.26,0n a

. . aldle _
BA(K) = {feB(K) : vd, deM , g-)'(a—‘— }
(2.7) Soient p et m des entiers, peN , meN , d=(d1,...,dm) ,
de(WY" , d. €N , 1sic<p , a=(a;,...a) , a€(@)™ , K un poly-
cylindre compact de € et x un point de Cp tel que xek . on désigne par
Mo d:K:x (resp. Ta'd'K'x) (ou plus simplement par Ha.q (resp. Ta'd) , quand
’ iy bRt k] ’ 3
aucune confusion n'en résulte) 1'application C-lin€aire continue
. m
ba.diKsx ° B(K)" — B(K)
. mn
(resp. Tasd;Kox | B(K) — B(K)")

définie par

m d
Hy.g.k:x (8120980 = I ajMgi (g) » pour (g,..., ) € BEO™
a;d;K;x "1 & 121 ](x 1 &n
- d. i-1
- ~ - —1 1 -
(resp- ta:4;k5x = aydskyx;id1sism O Tajdsksx;i =% T K X°J“1(1dB(K) qdj;K;x))’
et il résulte de 2.4.1 que
m d1 d1
2.7.1) ““a'd“l(g  Jagle" T<m sup(la o' ™)
g i=1 <ism
et de 2.4.2 et 2.4.4 que
|d1|+...+ di|+i-1 d1+"'+di di
(2.7.2) la;q;3llx =2 (©"/o" (/]ayle" D =
[dy]+...+|d;|+i-1 |d [+...+|d | d.
< 2 1 1 e 1 (1/l | " 1
et
[dfte..+[d [+m-1 di+...+dy d.
2.7.) leaallg 2 (/e ") " Sup(1/[ag 0" s
3 <i<
[dy[+eoo#|d [+m-1 |d |+...+|d | d.
<2 | n e | n sup(]/la lo" H
T<igm

(ot p"/p' = (p'{/pi ,...,p}')'/pr'))) . En particulier, si K est un polydisque fermé
de centre x et de polyrayon p , on a
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|d1|+...+]di|+i-1 d;

(2.7.4) lrgq,3 1l x 52 (1/laglp M

et

|d,[+...+]d | +m-1 d.
‘ " sup (1/la;lo )

(2.7.5) lhy.qll ¢ S 2 o
’ <ism

D'autre part, comme

m i-1
id -u_ . T, ., = id - L qy o I (id -q, ) ,
BIO “Masd Tazd T B0 T 2 % 05T B0 T,
il résulte de (2.4.4) que
[d,|+...+#]d_|+m-1 |d,|+...+|d |
(2.7.6) i) ~Harq Tasqll xS 1¥m2 m e ! m

et si K est un polydisque de centre x , on a

[dyl+.o+[d [+m -1

(2.7.7) ”idB(K)'“a;d ra;dl|K§1+m2

Enfin,il résulte de 2.5.2, 2.5.3 et 2.5.4 que si K' désigne un polycylindre
compact de @@ tel que K'cK et xek' , Ona

m
(2.7.8) I‘K,,K ua;d;K;X = Ua;d;K.;x ° (@ I‘K.’K)
et
(2.7.9) @ r

K',K) °Ta;d;K;x - Tajd;K';x TK'L,KC
On remarquera que si pour tout i , 1<is<m , on pose
Ii = supp(di) ={jel1,p] : dij #0} ,

ou d. =(d;;,...,d; ) , et I= U I. et sil'on désigne par m la projection
1 i1 ip 1<ism T

o

™ Cp-—>(EI , alors pour tout point x' , x'€K , tel que 7w(x') =7(x) ona

(2.7.10) “a;d;K;x' = l"a;d;](;x et Ta;d;K;x' = Ta;d;I(;)(

Pour tout 1 , 1£ism , on désigne par Ai(d) la partie de N définie par

i-1
(2.7.11) b (d) = (di+Np)— (U (d.+NP))
j=1
et on pose
m m
(2.7.12) A =N- U AW =N- u @ +N)
© i=1 * i=1 *

PROPOSITION 2.7.13.- L'application Ta.d est une scissdon noumale, C-Linéaire
continue de Ha.q et on a :
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m
D Iy < 1By, @®

ii) Im(idB(K)"ua;d Ta;d) = BAb(d)(K)

Démonstration. On remarque que pour tout i , 1gigm , a;11di est une ré-
traction de aiudi (2.4.3) (et en particulier, une scission normale) et que
d: -1 dj
(aiu 1 o(a.1r 1 = . - Or, comme les a4 commutent entre eux (2.4.8), on
i i
peut appliquer le corollaire 1.8. On en déduit que Ty.q ©St une scission normale
de “a;d et que :
Tod
i) Im(r,.y) = T <%( n Im(d -q;))
adT T igas IO

ii) Im(id “U_ .3 T..4) = n Im(id -q;)
B(X) "a;d "a;d l<ism B(K) di
et alors les assertions (i) et (ii) de la proposition résultent de 2.6.19, 2.6.3,

et 2.6.15.

m m

UM +N) ,ona M- @ = yd;+N),
i=1 i=1

ce qui implique que (Iﬁ)-Ao(d))4-hP NP - Ao(d) . On en déduit que pour tout

x' , x' eﬁ , ona

By yix ) = By ()10
8 ()5 8 () 5x

(2.6.27). De méme, pour tout i , 1<i<m,

i-1
~d; + 0, (D) = M- (yu (-d, +d, +N)qN)
1 j=~| 1 J
et on a donc
i-1
W -(-d, +4.(d) = v (-d, +d, + W) a P
1 1 J=1 1 J

d'olu
(NP -(-d; + 4, (@)] + WP -(-d, +4,(@)
ce qui implique que pour tout x' , Xx'e€ e , ona
B_ (X = B_ (K
di+Ai(d),x' di+Ai(d)’x
(2.6.27).0n en déduit que 1'image de 1'application To.d:Kix! ainsi que celle

de 1'application idB(K) - Haidsk;x' Tajd;Ksx' M€ dépend pas du point x' de K
(2.7.13).
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(2.8) En gardant les notations de 2.7, soit D= (D1,...,Dm,D') , ol pour tout
i, t1gigm , Dich et D'cNP | tel que pour tout i , l<is<m , on
ait

(2.8.1) D' nAi(d) cdi+DicD’

I1 résulte de 1'inclusion di+DicD' et de (2.6.14) et (2.6.4) que

m
by.q( By (0B (0,

i=1 “i v
et de 1'inclusion D' na;(d) cdi+Di et de (2.6.17) et (2.6.15) que
m
T,.9B, ) 1 B, (K
a;d>p" i=1 Ui

On désigne par “D;a;d;K;x (resp. TD;a;d;K;x) (ou plus simplement par “D;a;d
(resp. 0;a; d) , quand aucune confusion n'en résulte) 1'application C-linéaire
continue
m
u1);a;d;l(;x : {l BD ;x(K) - BD';x(K)

i=1 "i
m

: BD' ;X(K)—>.I_I BD. ;X(K))
i=1 i

(resp. TD;a;d;K;x

induite par Ha'd:Kex (resp. Ta,d_K_x) .

PROPOSITION 2.8.2.- L'application est une scission nowmale, C-Linéaire

continue de Hp.a.q et ona :
3 ’ m

p;a;d

R R AR YO R

ii) Im(ldBD,(K) - up;a;dTD;a;d) = BD' nAo(d) x)

Démonstration. Le fait que T est une scission normale de Pp.a-d résulte
————— e Ehab ]

D;a;d
aussitdt de la proposition 2.7.13. On a donc

Im(TD;a;d)= Ker(id B, (K) " Tpsaid uD;a;d) =
1<igm "1

= Ker(id

m m
)n 1 (K) =Im(z_.)n 1 Bp (K) =
B(X) @ NI P, Tasd’ o D

m ~ Tajd Ma;

=]

m

m
=1 8B Kn T
i=1 43T

By (K) = 1 B LK (.2, (2.7.13)
195 iz P3N(-d;+ o (@)

et (2.6.3)). Or, il résulte de 2.8.1 que D; N (~d; +4,(d) = - d;, +(D'n 4;(d)) ,
ce qui démontre 1l'assertion (i). De méme, on a
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Im(idBD,(K) - “D;a;d TD;a;d) = Ker(TD;a;d) = Ker(ra;d) nBD,(K) =
= Im(idB(K) -“a;d Ta;d) nBD.(K) = BAO(d)(K) nBD.(K) = BD' nAO(d)(K) 1.2, 2.7.13

et 2.6.3), ce qui démontre la preposition.

Remarque 2.8.2.1. Si x' désigne un point de K différent de x , on n'a pas

en général

(X) =B (X)

By na, (d);x! D'nA, (d)sx

ni

X) =B )

Bod 400, (@) 5x° -4, +(0'nA () x (K

‘s ' . . ) s
et 1'image de 1'application 1D;a;d;l(;x' ainsi que celle de

. - - . - . ' °
ldBD.(K) Up.a:d;Ksx' “Dia;d;K;x' n'est pas indépendante du point x' de K . En

revanche, comme en vertu de 2.8.1 —d.1 + (0'np;(d)) = Di” (-di +Ai(d)), il en est
ainsi sipourtout i ,1<ism , (NP -D;) +NPcNP - p; et (NP-D')+ NP NP -p!
((2.6.27), (2.7.14) et (2.6.3)). Plus généralement, soient p' et p'" deux entiers,
p'EN, p"€ N , tels que p"+p"'=p , K' (resp. K'") un polycylindre compact de (Ep'
(resp. d?p") , X' un point de K et supposons que pour tout i , 1sism ,

[P < NP - 0.0 + (03 x NP ) e (W' W) - 0,
et
1 " " 1 "
W x N -0+ ({0x N )e (WP x W) -
Alors pour tout x'1' et x'z’ , x'{eﬁ" , x'z'elz” , en vertu de 2.8.1, 2.6.26,
2.7.14 et 2.6.3, on a
m (K'xK'") = B wmy (K" XK'

Pod s (000, ()5 7 x -d;+(0'0A; (@5 (' X

et
K'x K" = " (X' x K™
2

Borna (@); (' e ¢ Bprna, (@) (x' x

et il résulte de 2.8.2 que
Im Dsa;d;K x K (x',x) Im TDsa;d; K" xK"; (x',xY)
1 2
et
Im(ldﬂv,(K'XK”) _uD;a;d;K'XK";(x',x'{) TD;a;d;]('XK";(x',x']') =

- I'Il(ldBD,(]('xK") _“D;a;d;K'XK";(x',x'z') TD;a;d;K’XI(";(x’,x'Z'))
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Corollaire 2.8.3.- On a

Iy 2.0 = BpinP- 4 @) ® =B § (@.+0,)®
° 1€ism 1

Démonstration. On a

Im(“v;a;d)CBd1+D (K)+...+Bd 0 (K)<B CRCN y

1<1=.m

: RN
(2.6.14 et 2.6.4) . Soit f€B1<1.m(d . )(K) . Si 1'on pose

g= (id'BD,(K) _“D;a;d TD;a;d) (f) , onadonc g€B v (d.+D.)(K) , et il résul-
1sism 1 1
te de la proposition 2.8.2 que gGBD,n Ao(d) (K) , donc

g€ By, na@n( U (d+0, ))(K) (2.6.3), et en vertu de 2.7.12, on a
1<ism

g€B (K) , d'ou g=0 (2.6.2). On en déduit que f=“D'a-d Tv,a_d(f) , ce qui
<% R ]

¢

prouve que Im(“D'a'd) = (d 0. )(K) . Or, il résulte de 2.8.1 et 2.7.12 que

1<1=m

U (d. +0D. ) =D'n (NP - A (d)) , ce qui démontre le corollaire.
1sism !

Remarque 2.8.4. Soient Dyseeesly des parties de NP . Pour qu'il existe une par-
tie D' de N satlsfalsant a la condition 2.8.1, il faut et il suffit que pour
tout ietj , 1£i<jsm , on ait

(2.8.5) (dj +Dj)nAi(d)cdi+Di

En effet, s'il existe une partie D' de N  satisfaisant a la condition 2.8.1,
pour tout j , 1<js<m ,ona d,+D.cD' etpour tout i , 1<ism ,ona
D' nAi(d)Cdi+vi , d'ol (dj +Dj) nAi(d)cdi +Di . Réciproquement, si pour tout
ietj , 1si<jsm ,ona (dj +1)j)nAi(d)cdi+Di et si 1'on pose

D'= U (d.+Dj) ,pour tout i , 1<ism ona di+DicD' et

1<j<m
D'0A;(d) = [C U (d5+ D)V @;+0) U U (@d0)n[(d;+ NWI-( U (dvWP))] e
1g§<i 3 ) i<jsm 1sj<i
< d4i+0;

Sipour tout i , 1gism , ;= N , il est clair que la famille
(0;)1¢jgn Satisfait a la condition 2.8.5 et si D' est une partie de N conte-
nant U d; +NP) , par exemple D'-= N , D' satisfait a la condition

1£ism
2.8.1. La proposition 2.7.13 est ainsi un cas particulier de la proposition 2.8.2.
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COROLLAIRE 2.8.6.- Sodent D,,...,0 des parties de NP tetles que pour tout
ietj , 1£i<jsm , on ait

(dj +Dj) n Ai(d) cdi +Di

Alons on a :

B (X)
D;n(-d;+A; (@)

Démonstration. Il existe une partie D' de N  satisfaisant 2 la condition
2.8.1 (cf. 2.8.4). Posons D = (01,...,Dm,D') . Alors on a

m
ua;d(iil1 Bvi(K)) =ImGup.,.9) =B v (di+oi)(K)
1<igm
(2.8.3) et
m

(ta,q Hasd (il=11 Bvi(K)) = Imry. o4 Hpigg) = Mg o) =

m
= I B (X)

i=1 "4;+(@'n 4;(d)

(2.8.2 et 1.2). Or, il résulte de 2.8.1 que -d; + (D' na;(d) = D;n(=d; +4,(D) ,
ce qui démontre le corollaire.

Remarque 2.8.7.- Soit D' ume partie de NP . I1 existe une famille
(Di)1<i<m de parties de NP satisfaisant & la condition 2.8.1. En effet, il

suffit de poser pour tout i , 1sism , D; = (-di +2)n N

COROLLAIRE 2.8.8.- Soit D' une pantie de N° . Alons on a :

m
D ;B = 1By g, @@

I ’ 0
iii) (Ua.d Ta.d)(BDv(K)) =B 'n(NP_A (d))(K) 5
3 3 0
. . -1 .
) Gdgyy ~baiq Taza) B KD = Bpuy Py (@)™
V) (g T By (0D = By y gy 0
I ’ (o)

Démonstration. I1 existe une famille (0;), ;. de parties de N satisfaisant

<m
a la condition 2.8.1 (cf. 2.8.7). Posons D = (D1,...,Dm,D') . Alors on a
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a;d Ta;
=Im(idBD,(K) -uD;a;d TD;a;d) , et les assertions (i) et (ii) résultent de la pro-
position 2.8.2. De méme, on a (ua;d Ta;d) (BD,(K)) = Im(“v;a;d TD;a;d) = Im(uv;a,’d)
(2.8.2 et 1.2), et 1'assertion (iii) résulte du corollaire 2.8.3. D'autre part,
il résulte de 1l'assertion (ii) que

(g 0) “Hasd Taza) BoryaWP -a (@) ®) “Bpry @ ™
et de 2.7.13, de (1.2) et de 1'assertion (iii) que
Ker(ld-B(K) -ua.d Ta.d) = Im(ua.d Ta.d) = BNP -A (d) (K) ’
’ ’ ’ b 0

donc Ker(ldB(K)-ua;d ra;d)CB "W (Np—Ao(d))(K)
(2.6.6), ce qui démontre 1'assertion (iv). De méme, il résulte de 1'assertion

= BD,(K) ﬂIm(ua;d Ta;d) et de 2.7.13 et de (1.2) que
](er(ua,d Ta'd) = Im(idB(K) “Hy.q Ta'd) = BA ) (K) , donc
’ b ’ I o

Ker(ua;d ‘[‘a;d) CBD’UAo(d) (K) (2.6.6), ce qui démontre 1l'assertion (v).

COROLLAIRE 2.8.9.- Sodent D,...,D

n des parties de N . ALons ona

-1 m
(Ta;d) ('1_1

S B =By @y ur v ((aj+ 0y nay @)1

1gizgm
Démonstration. On a

m
T, .4(B (K»= I B ®)=
a;d Ao(d)U[1§liJ§m((di+Ai)nAi(d))] i=1 -di+[[Ao(d)U(1§iu§m (d;+D;)nA,dMIA,(d) ]

m

m m m
= 1T B X) = T B, (Khn I B X) = T By (X)NnIm(r,.,)
i=1 Diﬂ(-di + Ai(d)) i=1 Di =1 —di~l-Ai (d) i=1 Di a;d

(2.8.8, 2.6.3 et 2.7.13) et

Ker(ty;q) = InCidy gy ~ Mg Ta;0) “Ba @ © =By @ut v (g, +0p na;@n™
1<ism

(2.7.13, 1.2 et 2.6.6), ce qui démontre le corollaire.
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Remarque 2.8.10.- Si la famille (Di) satisfait a la condition 2.8.5, on

1<ism
vérifie facilement que

Bo@U L U (@5 +0)00;@)] = 8@ U ( U (@;+2))

et on a donc

-1
T_.,(0 By (K)) =B xy .
a;d i=1 Di Ao(d)'J(1gg§m(di +Di))
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§3.- Théoreme de division conditionnel

(3.0) Dans ce paragraphe, on se fixe une fois pour toutes deux entiers petm ,
PEN , mEN , wn élément d=(d;,...,d ) de (N)™ | un élément
a.=(a1,...,am) de (€)™ ,unouvert U de € , un point x de U , un poly-
cylindre compact K de ¢® contenu dans U et tel que xeK , une famille

f= (f1,...,fm) d'éléments de T (U, Op) et on désigne par J 1'idéal cohérent
C

de OU engendré par f1,...,fm . On rappelle (chapitre O) qu'on désigne par

B(K;f) 1'application C-linéaire continue
B(K;£) : BAO" — B(K)

définie par

[ =1

BUGE) (g, -ogy) = B (55| Kg; , pour (g)>--->g) €BEO"
1

et par JK 1'image de TI'(K,J) 8 B(K) dans B(K) , qui n'est autre que

F(K,OU)
1'image de 1'application B(K;f) . Enfin, on remarque que

m
(3.0.1) IBGGE) v S = |I£idl w sm sup [|£:]|
UK T T KT gy 1K

et si K' désigne un polycylindre compact de ¢® contenu dans K et tel que
o
x €K', on vérifie aisément que

(3.0.2) ( °BUGE) = BK';6) o B

T, K',K
Enfin, on rappelle (2.7.14) que le sous-espace By (d)'x'(K)
(e} ’

(resp. B—di+A.(d);x'(K) , pour 1<is<m) de B(K) ne dépend pas du point

o i
x' de K . On le désignera simplement par BA (d)(K) (resp. B—d +A (d)(K))
o i1

(3.1) On désigne par v 1'application C-linéaire continue

f;a;d;K;x
vf;a;d;K;x : B(K) — B(K)
définie par

vf;a;d;K;x = idB(K)+ (B(K;f)"“a;d;K;x) °Ta;d;K;x

Si K' désigne un polycylindre compact de (? contenu dans K et tel que
x €K' , en vertu de (2.7.8), (2.7.9)et (3.0.2), on a

(3.1.1) rK',K Vf;a;d;K;x = vf;a;d;K’;x rK',K
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PROPOSITION 3.1.2.- Les conditions sulvantes sont Equivalentes :

i) Veoa.diKex est inversible (en tant que monphisme d'espaces de Banach)
t e | ’ 3

ii) vf;a;d;K;x est bifective.
iii) pour tout g , g€B(K), 4L existe une gamille unique (€i)osism
d'éeéments de B(K) +telle que pour fout i , 1<ism , 8 €B 4 A (d)(K) ,

ii

BBy (@)X ot

E]

B0 g,

g=
i

n ™

Démonstration. L'équivalence des conditions (i) et (ii) résulte du théoréme de
Banach et 1'équivalence des conditions (ii) et (iii) des propositions 2.7.13
et (1.4), (b).

PROPOSITION 3.1.3.- S4 £'on suppose que Ve.a:d:K:x est invernsible et s4 L'on pose

_ -1
0f;at;d;K;x “Ta;d;K5x ° Vfia;d;Kix

on a :

m
i) Im(og.. .00 = 1 B ® ;
f,a,d,K,X i=1 di+A1(d)
ii) Im(idB(K) - B(K;f) °°f;a;d;K;x) = BAo(d) X ;

iii) poun tout g , ge€B(K) , a4 (gi)OSigm désigne L'unique famille
d'étéments de B(K) telle que pour ftout i , 1<ism , gieB_Cl A (d)(K) ,
m i1

goeBAo(d)(K) et g=i§1 gi(fi|K) +g, (cf. 3.1.2), ona

Of;a3d;K;x (& = Bpoee oty

et
(idp gy ~BUGH) 00,5 q.5,50 @) = &,
iv) B(K;f) est une scission de Of.ard:ikix
v)  Les conditions suivantes sont equivalentes :
a) Of;a;d;K;x est une scission (C-Lindaine continue, nonmale) de
B(K;£) 3
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b) Im(B(X;£)) n BAo(d) K)={0} ;

c) pour tout g , geiy AL existe une famille (gi) d'éLéments

1<ism
de 11131(]() telle que pour fout i , 1<ism , giEB-di+Ai(d)(K) et
B= I 8510 ;

= d) pour tout g |, ge€J 54 (gi)0§i§m désigne L'unique famille
d'éléments de B(K) I];e]/ue que pour tout i , 1<€ism , giEB-di+Ai(d)(K) ,
gEBA(,)(d)(K) et g=i£1 gi(fi|K)+go (cf. 3.1.2), on a g,=0

Démonstration. Les assertions (i) et (ii) résultent de (2.7.13) et (1.4), (c),
(ii), 1'assertion (iii) de (2.7.13) et (1.4),(c), (iv), 1l'assertion (iv) de
(2.7.13) et (1.4), (c), (iii) et 1'assertion (v) de (2.7.13), de (1.5) et du fait
e JK=Im(B(K;f))

Exemple 3.1.4. En gardant les hypothéses et les notations de la proposition 3.1.3,
s1 m=1 , comme B-d1+A1(d) (K) = B(K) , il résulte de (3.1.3), (i) que
Of:a;d;K;x est surjective et de 3.1.3, (iv) que of;a;d;K;x o B(K;f) = idB(K) ,

c'est-a-dire que o© est une rétraction de B(K;f). En particulier,

f;a;d;K;x
Of;a;d;l(;x est une scission normale de B(K;f) et on a

(3.1.3, (v)).

COROLLAIRE 3.1.5.- S{ £'on suppose que VeoadKix est inversible, alorns pourn tout

a' , a'e (@)™, et tout x' , x'eRk , est inversible et 84
L'on pose

vf;a' ;dKx!

_ -1
9¢at;d;Kex' - and;Kox' ° VEatd;Kxt

Of;a';d;K;x' ne dépend ni de a' ni de x' .

Démonstration. Comme Vf:a:d;K;x est inversible, il résulte de la proposition
3.1.2 que pour tout g , g€B(K) , il existe une famille unique (gi)Ogiém
d'éléments de B(K) tel}lle que pour tout i , 1gisgm , gieB-di+Ai(d) x ,
goeBAo(d) K) et g= i§1gi(fi|K) + g, - Par une nouvelle application de la pro-

position 3.1.2, en vertu de 3.7.14, on en déduit que pour tout a' , a'€ @)™,

et tout x' , x' ek est inversible. D'autre part, il résulte

v
> f;a';d;K;x!
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de 3.1.3, (iii) que
Of;a';d;K;x'(g) - (g1,..-,gm) - Of;a;d;K;x(g) ’
ce qui démontre le corollaire.

o
(3.1.6) S'il existe a' , a' e@cH™ ,et x' , x'eK , tels que
Ve..ov.1.v..y SOit inversible (dans quel cas, en vertu de 3.1.5, pour tout a'"
f;a';d;K;x
a"E(tE*)m , et tout x" , x"el% , Ve.om.g.v..n  ©st inversible), on désigne
f;a";d;K;x

par Og.q.y 1'application C-linéaire continue
m
définie par
- o -]
9¢;d;k T Ta';d;Kix' VFat;d;Kgx!
(qui,en vertu de 3.1.5, est indépendante de a' et x' ).
Remarque 3.1.7.- Supposons m22 et soit i, , 1<ij<m . §'il existe j, ,

A <1y
1§JO<10 , tel que djo§dio , et si 1'on pose

d'=(d1”"’dio-1’ dio+1""’dm) ,
il résulte de 2.7.11 et 2.7.12 que

0@ = 8@, Osi<iy
Y@ =0,

8@ =4y ((d) i <isgm

1 o

Si en plus, on pose

a'=(a1,...,ai 10 35 410eceo? )
0 o

m
et
£V = (£ yeeeyfe oy Eo ey
1?2 ’ i, 1 10+1 ’m ’
on a
VersatdKex C Vfaid;Kgx
En effet,

\)f;a;d;K;x = 1d'B(K)+ (BEK;£) - “a;d;K;x) °Ta;d;K;x =

m d.
. . _ i
1dB(K) * 151(B(K’fi) aiuK;x) °Ta:d;K;x;1
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ol -1 di i-1
Ta;d;K5x;1 = % Kgx oj21 (1dB(K) - qdj;K;x)

(2.7). Or, il est clair que pour tout i , 1s5i <io ,

Ta;d;K;x;i - Ta';d';Kgx;i
D'autre part, il résulte de 2.6.17 que
ig-1
Im( I (id
j=1

-q ..)) B (X) ’
B(K) dj,K,x N- U (dj+hP)

et en vertu de 2.6.20, on a

di
Ker(t,.9) = Ker(q, .,..) =B x)
Kx d SKXT T TP (d, +1P)
o] 10
Comme 1'hypothése implique que
i-1
o
di +]\lp cd. + Npc V] (d.+]Np) s
o Jo j=1 J
d'ol
B (K) B x ,
M-y @+ W -(d; +NP)
1§J<10 [¢)
on en déduit que
Ta;d;](;x;i0 =0
et que pour tout i , io<i§m ,
T Al m (idy o -a ) =1
cdKexs3 3 oy © K = . Koy e )
a;d;K;x;1i i Kpx 18j<i-1 B(X) dj,K,x a';d";K;x;i-1
J#

ce qui démontre que

vf';a';d';K;x - vf;a;d;K;x
En particulier, v, ._,.1:.r.. €St inversible, si et seulement si, il en est de
f';a';d";K;x
de méme pour V., _.i... , et sous cette hypothése, il résulte de ce qui précede
f;a;d;K;x
que si 1'on pose
of;d;K = (01""’°m) .

on a

0. =0 , Opgy.qr.p = (07500450, _4, O eees0.)
i, f';d";K 1207 i 1 1o+1’ m
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et

idB(K) - B(K;£') o Ofr.drik T idB(K) - B(K;f) °0f.4;K

Dans la plupart des questions, on peut donc supposer, sans perte de généralité,

que pour tout ietj , 1<j<ism, ona djgdi

(3.2) Pour tout i , 1<is<m , on désigne par Ei;x(f) (ou plus simplement
par Ei(f) , quand aucune confusion n'en résulte) la partie de N définie par
Sldle
By (D) = B (£) = {delP ——a—(x) # 0}
(cf. II,1.1).
Soit D = (D1,...,Dm,D') , oupour tout i , 1<ism , Dicle et
AN=S '3 , tel que pour tout i , 1<ism , on ait
Di + Ei;x(f) cp' .
Alors on a

B(K;£) ( n B (K))cB (K)
i=1

(2.6.5 et 2.6.4) et on désigne par B (K f) (ou plus simplement par B (K;1),
quand aucune confusion n'en résulte) 1 appllcatlon C-linéaire continue

m
BD;x(K;f) : I B

X) — B,,. (K)
i=1 D';x

Di;x
induite par B(K;f). Si en plus pour tout i , 1<i<m,on a
D'na;ded; +0; 0,

on a

Ve;a;d;Kx Bpr ;x KD < Bp 5 ()
(2.8), et on désigne alors par Vp:£ia;d;K;x 1'application C-linéaire continue
VD;fa;d;K;x BD';x(K) - BD';X(K)

induite par VeaidiKex Dans la suite du n°3.2, on supposera que D satisfait
’
aux conditions précédentes.

PROPOSITION 3.2.1.- Les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) Vps£3a;d;K;x est invensible (en tant que monphisme d'espaces de Banach);
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ii) VD;f;a;d;K;x est bijective ;

iii) pour tout g , gE€EB (K), <& existe une famille unique

D' 3x ®5)0ci<n
) o . .
d'ééments de B(K) +telle que powr fout i , 1<ism g; EB-di+(D'ﬂAi(d));X(K)’
goeBD'nA (d)'x(K) et
o] ? m
g= g. (f. ]]() +g
jop i )

Démonstration. La proposition résulte du théoréme de Banach et des propositions
2.8.2 et 1.4,(b).

PROPOSITION 3.2.2.- Si £'on suppose que vp est inversible et s4 £'on

;£ra3d;K;x
pose
- o -1
OD;f;a;d;](;x - TD;a;d;K;x VD;f;a;d;K;x ’
ona :

m
1) Im(OD;f;a;d;K;x) = iEI B—di+(D'nAi(d));x(K) ;

11} Im(idBD,,x(K) -BD;X(K;f) °OD;f;a;d;K;x) = BD'nAo(d) ;x(K) ;
’

iii) pourn tout g , gEBD’;x(K) , AL (gi)0§igm désigne L'unique famille

d'éeéments de B(K) +Lelle que powr fout i , 1<ism

» 8 €Bg i ona; @

m
go€ BD'ﬂAo(d) ;X(K) et g=i§] gl(f1|K) +go (cf. 3.2.1), on a
Op;f;a.’d;K;x(g) = (g1,...,gm)

(idBD'-x(K) " Bpix K58 0 Opgiasd;ks 8 = 8

iv) BD;x(K;f) est une scdissdlon de OD;f;a;d;K;x 5

v)  Les conditions sulvantes sont équivalentes :

a) OD;f;a;d;K;x est une scissdon (C-Linéaine continue, noamale) de

BD;x(K;f) ;

b) Im(BD;x(K;f))n X = {0} ;

BD'nAO(d);x
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c) pour tout g , geIm(BD_x(K;f)) , AL existe une famille (gi)1si§m

d'e‘zémenf de B(X) telle que pour tout i , 1<ism , gieB-di+(D'nAi(d));x(K)
et g= I g0 ;
i=1

d) pour tout g , gEIm(BD,x(K;f)) , A4 (gi)0§i§m désigne L'unique
gamille d'éléments de B(K) Zelle que pour fout i , 1<£ism

m
g,€B X) et g=.21gi(fi|]() * 8

8 €B.g a0 @);x X -

(cf. 3.2.1), on a g0=0

N Ao (d);x

Exemple 3.2.3. En gardant les hypothéses et les notations de la proposition 3.2.Z,
si m=1 , comme en vertu de 2.8.1, on a

_d1 + (’D'ﬂA1 @) = 01 n ("d.l +A1 @ = D1 ’

il résulte de 3.2.2 (i), que ov;f;a;d;l(;x est surjective et de 3.2.2,(iv) que

UD;f;a;d;K;x°BD;x(K;f) = id’BD 'x(K)
1’

En particulier, 9p. fra:d:K:x est une scission normale de BD,X(K;f) et on a
b 3 E et ] ’ bl
Im(BD;X(K;f)) n BD| nAo(d) ;X(K) = {0}
(3.2.2, (V)

COROLLAIRE 3.2.4.- S{ L'on suppose que V. frad:Kix est invernsible, alons pour
’ b ’ ’ b
tout a' , a'e€ (C*)m > Vpifiat:diKix est invernsible et s4 L'on pose

Dif3a;d;Kx T Dzat;d;Ksx VD3 FzatdiKsx
at
Op;f;a';d;](;x ne dépend de a

Démonstration. La démonstration est analogue a celle du corollaire 3.1.5 par

une double application de 3.2.1 et 3.2.2, (iii).

. . m - . .
(3.2.5) S'il existe a' , a'€(C*)" , tel que vD;f;a';d;K;x soit inversible
" " * m
(dans quel cas, en vertu de 3.2.4, pour tout a" , a"€(C*) |, vD;f;a";d;K;x
est inversible), on désigne par 9. £:d:K:x 1'application C-linéaire continue
m
0D;f;d;K;x : BD';X(K) iE1BDi;x(K)

définie par
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- oy
0D;f;d;K;x = Tp;a';d;K;x vv;f;a';d;l(;x
(qui en vertu de 3.2.4, est indépendante de a' ).

o

LEMME 3.2.6.- Pour tout point x' , x'€K , Les conditions sudvantes sont
équivalentes :

i) powttou,t i,1<ism , Di+Ei;x,(f)cD’ H

ii) B(K;£) ( I[ B

L (X)) CBD';X'(K) .

D;5x!
Démonstration. I1 suffit de démontrer que la condition (ii) implique la condition
1) (3.2). Or, 1'inc1u5ion

B(K;£) (H BD,

' (K)) =B, .., (K)
i=1 i 0'ix

implique en particulier que pour tout i , 1<ism , et tout d , deo; ,

si 1'on désigne par g 1la fonction g:K—> C définie par
g = o=xH® , pour yex ,

on a fgeB ,(K) (car geB (K)) , et comme E , (£, g) =d+E. _,(f) , on
D;s

i;x!

en déduit que d+Ei'x'(f) D' , ce qui démontre le lemme.

PROPOSITION 3.2.7.- Sodient p' et p"' des entiens, p' €N , p"e N , tels que
1
p=p'+p" , T :P—® premiére projection, et supposons que pouwr tout

i, 1gism ,

((WP'x W - )+ (10} x W) (W' W) - 9

(P'x W) -0) + ({0} W) c(W'x W) -
Alons pour tout point x'delz tel que m(x') =7w(x) ona :

i) pouwr tout i , 1s£ism ,
D. +E.,x,(f)cD' 5
ii) BD x'(K f) -B (K )
1ii) a4 vD'f'a'd'K'x est inversible, AL en est de méme pour VD;f'a'd'K'x'
et on a

Opsf;d;Kpxt T %p;f3d;Kx
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BDi;x'(K) =B, ;x(K)
et

Bpryxr (0 = Bpr (K
On en déduit que

m
B(K;E)( T B, . v)CB Tyt 9
iz DpXT DX
ce qui démontre 1'assertion (i), 1l'assertion (ii) en découle aussitdt, et 1'asser-

tion (iii) en résulte par une double application de 3.2.1 et 3.2.2,(iii).

Remarque 3.2.8.- Supposons m22 et soit io , 1<io§m . S'il existe jo ,

.. .
1,<=Jo<10 , tel que dJ.Ogdio , et si 1'on pose
L - 1 -
d '(d1"”’d1;x-1) = (d1""’di -1 di +1,...,dm)
o ()
et
D= (171,-,-,Dm_1,17') = (D-I,ooo,vio_-ly Dio+-|’°°'9 m,D') ’
il résulte de 3.1.7 que pour tout i , 1<ism-1 ,
1 3 '
D' na;(d') edi+D; D
Si en plus, on pose
L -
a —(a1,...,aio_1,aio+1,...,am)
et
£1 = (f1"”’fio-1’fio+1"”’fm) ,
il est clair que pour tout i , 1<ism-1 ,ona
Di+Ei;x(f')CD' ,
et on démontre comme dans 3.1.7, que
VDsfrsat;d Kox  Vp;fiazd;Kix
. . . AN
et que si VD;f;a;d;K;x est inversible et si 1'on pose
9p;£;d;K;x (01""’0m) ’
on a
%, 70 0 TpienanKx (01""’010-1’ °io+1’°"’°m)
et

ldBD' ;X(K) } Bﬁ;X(K;f') ° cSﬁ;f';d’ sKox id‘B

D';x(K) -BD;X(K;f) °%p;fid;K;x
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Remarque 3.2.9.- L'hypothése que les fonctions f1 ,...,fm sont définies et analy-
tiques sur un ouvert de ¢® contenant 1le polydylindre K n'est pas indispensable
pour les résultats des n°5 (3.1) et (3.2). Il suffit de disposer simplement que

pour tout i , 1gism , fiEB(K) , définir 1'application B(K;f) par

=]

BUGE) (gys---58,) = g; f; » pour (g1,...,gm)€B(K)m ,

n o™

i=1

et poser JK = Im(B(K;£))

(3.3) Dans la suite de ce paragraphe, on se fixe une fois pour toutes une relation
d'ordre total éa sur NP , compatible avec sa structure de monoide et moins
fine que la relation d'ordre produit < sur NP . Pour toute fonction analytique
g sur U on désigne par 8y le germe de g au point x

LEWE 3.3.1.- Soit 0 = (Dy,...,0, D') , ok powr tout i , 1<ism
D.cN ot DN , tel que pour tout i , 1sism , on ait
i
Di+Ei;x(f)cD' ’
et considénons Les assentions sulvantes : (cf. II,1.1 et II, 1.2) :
i) Ma;v';J;K;xC{dP'“’dm} ;
ii) Poc;D';J;K;ano(d) =0 ;

iii) Im(BD;x(K;f)) nB,, x =9

nAo(d) ;X
Alons on a

a) (1) =»(i1) = (iii) ;
b) 44 {d.] yeee ,dm]' CPU.;D' 3 1:K3x
c) 44 2'on suppose que

, alons (i) = (ii) ;

o) pour tout i , 1€ism , D'nAi(d)cdi+DiCD' H
B) pour tout i , 1gism , fi,x#o et Va;x(fi) =di ;

Y) Vs £323d;K;x est inversible ;

8) Im(BD,x(K;f)) N JKnBD"x(K) H
alons (ii) e (iii).

Démonstration. Pour démontrer (a), on remarque que Ma;D' . J;K;XC{d1 seeesd )

R p
implique que Pa;D';J;K;x c1sg<m(d. +N)  (1,1.2), et comme
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Ao(d) =N - U (di +NP) , on en déduit que (i) implique (ii). Démontrons que

1gigm
(ii) implique (iii). Soit g€ Im(BD (K; f))n nA d; X(]() et supposons que
g#0 . Alors on a v X (g)eA (d) , et comme geIm(BD,x(K;f)) , on a gEJK
et ge€ BD';X(K) , donc Ex(g)cv', d'ol Vsx (g)EP DUTKx On en déduit

que P D' 575K anO(d) # @ , ce qui prouve (a). Pour démontrer (b), il suffit

de démontrer que si {d1, .»d }cP , alors (ii) implique (i). Soit

p':;7:K5x

impl P
dEM s mskox - ALOTS dEP g g o (1) drplique que de y (4N,

donc il existe i , 1gigm , tel que digd , et comme d. GP,D  73Ksx , on

a di =d , ce qui prouve (b). Il reste a démontrer que sous les hypotheéses de (c)

on a (iii) = (ii). Supposons que P nAo(d) #@ . Alors il existe g ,

a;D'37:K5x
geJy » BEB s (K) , g#0 , tel que Va;x(g)EAo(d) . Or, en vertu de

1'hypothese (§), g€ Im(BD_x(K;f)) , et en vertu des hypothéses (o) et (y),
1'assertion (iii) entraine 1'existence d'une famille (gi)1 <i<m d'éléments de
B(K) telle que pour tout i 1<igsm g:. €B_ LX) et

’ e di+(D'nAi(d)),X

= z gl(f |K) (3.2.2), (v). D'autre part, en vertu de 1'hypothese (R) et de
i=1

(I1, 1.1.3), pour tout i , 1gisgm , (gl(f KD ep' na; (d) , et comme la
famille (A; (d))1 est formée de partles deux a deux disjointesde N , pour

tout ietj , <m , 1gjsm , i#j ,ona Va;x(gi(filK)) ;éva;x(gj(fjl Ky,

d'od v ,_(g) = min (g (f. |K)) (I1, 1.1.5). On en déduit qu'il existe i ,
X 1%i%n
1<igm , tel que va;x(g) €p' nAi(d) , ce qui est absurde, car va;x(g) EAo(d)

et Ai(d)nAo(d) =@ .

Remarque 3.3.2. L'hypothése {d1""’dm}cpu;v';1;](;x de 3.3.1, (b) est en par-

. e s . o ’ 3o d
ticulier vérifiée si pour tout i , 1<ism , fl,x#o , Vu,;x(fl) dl et
E; () cp' . D'autre part, comme 1'inclusion

’

Im(Bp;x(K;f)) cJgh BD' ;x(K)
est toujours vérifiée, 1'hypothese (8) de (3.3.1), (c) signifie que pour tout

g g€BD"x(K) , S'il existe une famille (gi) d'éléments de B(K)

1<ism
telle que

m
g= 1 g (]
j=p LT
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alors il existe une famille d'éléments de B(K) telle que pour tout

€} 1<igm
i, 1gism , giEBD.'x(K) et
1’

m
i=1 4t

On peut démontrer que cela est vrai sous des hypotheéses assez générales sur D et
J , par exemple si D satisfait aux hypotheses de 7.1.0 et JK est engendré
comme idéal de B(K) par JKn BD"X(K) . (Voir aussi 3.3.5).

PROPOSITION 3.3.3.- S{ pour tout i , 1<ism , fi X#O et Va-x(fi) = di ,
’ ’
et 54 Ve g diKex est invernsible, Les conditions suivantes sont Equivalentes :
’ ’ bl ’

i) Of.d;K est une scissdion de B(K;f)
ii) Ma;J;K;xC {d1 PRRRIN. N

iii) Ma;J;x c {d1 yooo ,dm} ;

c3Kpx 8@ =9 3

na,(d) =@

iv) Pa

v) Pcz;J;x

résulte de 3.3.1 et 3.3.2 appliqués a Dy=...=0, =0 =N . D'autre part,
1'équivalence de (ii) et (iii) et de (iv) et (v) résulte de (II, 3.7).

PROPOSITION 3.3.4.- Soient D=(D1,...,Dm,D') , 0L pour tout i , 1<ism

Dich et D' , et J' un idéal cohénent de OU tel que JcJ' . On
suppose que :

a) pour tout i , 1<ism ,
D'nAi(d) cdi+vicD' ;
b) pour tout 1 , 1<ism ,
Di+Ei;x(f)CD' H
c) Vp: £3a;d;K;x est inversible ;
b Pa;D';J';K;ano(d) =0
Alons ¢
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i) OD;f;d;K;x est une scission de BD;X(K;f) ;

ii) J ﬂB (K) = Im(B (K;f)) .

Démonstration. L'inclusion J<J' implique que

Po;07;73K5x TPos003375K5x
(I1,1.3), et en vertu de 1'hypothése (d), on a
Pa;D';J;K;x Na,(d) =9
On en déduit que OD;f;d;K;x est une scission de BD;X(K;f) ((3.3.1),(a) et
(3.2.2),(v)). D'autre part, 1'inclusion J<J' implique que

(3.3.4.1) Im(BD (K; f))cJ nB (K) cJ nB (K)

Pour démontrer 1'assertion (ii), il suffit donc de vérifier que
T nB (K)cIm(B (K;f)) .

Soit g , g€JKnBv';x() , et posons

h=g—BD;x(K;f) °OD;f;d;K;x(g)
En vertu de 3.3.4.1, on a hCJ' nB (K) , et si h#0 , on en déduit que

Va;x(h) EP , et comme

a;D';J';Kx
mGdy @0 B E55) <9 g5a;600 = Bor (@) x X

((3.2.2), (ii)), ona v, (h) €A (d) , ce qui est contraire a 1'hypothese (d).

On adonc h=0, d'oh gE Im( D_X(K;f)) , ce qui démontre la proposition .

Remarque 3.3.5. On peut remplacer 1'hypothése (d) de la proposition 3.3.4 par

1'hypotheése plus forte

d }

c{dy,..edy

Ma;D’ 37 KX

D'autre part, en appliquant la proposition 3.3.4 2 J'=J , on en déduit que si

VD'f~a'd'K;x est inversible et si P nAo(d) =@ ona

o;0;7,K;x
Im(BD;x(K;f)) = JNB ';x(K)

(voir remarque 3.3.2).
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3.3.4 , on a

et

= 1y = M
PoL;D';J';K;x POL;D';J;K;X 11Ot;D';J';K;x ]a;D’,J;K;X

Jl'(nBD,;X(K) = J](nBD';x(K) s

ce qui démontre le corollaire.

COROLLAIRE 3.3.7.- En gardant Les notations de La proposition 3.3.4 , 54 L'on
suppose en plus que Jl'\' est engendné comme idéal de B(K) par JxNB x ,
on a J]'(=JK

D';x

est engendré par J]'(nB (K) , le corollaire résulte de 3.3.4, (ii).

D';x
COROLLAIRE 3.3.8.- So4t J' un {déak cohérent de ¢ el que J<=J' . On suppose

que :

a) \)f;a;d;K;x est dinversible ;

b) ch;J';K;ano(d) =0
Alons

i) Of;d;K est une scission de B(K;f)

ii) J]'\, = Jyx

étre remplacée par la condition équivalente

Poc;J‘;ano(d) =0,

ou par 1l'une des hypotheses plus fortes (et équivalentes entre elles)

Moc;J' ;K;xc {d1 [ ’dm}

ou

{d)senesd )

b (=g
My 7%
Bien entendu, si 1'on suppose en plus que pour tout i , 1<ism , fi x*O
3

et Va'x(fi) = di , ces quatre conditions sont équivalentes (3.3.3 et 3.3.6).
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§4. Inversibilité de vf;a;d;K;x

Dans la plupart des propositions du paragraphe précédent on suppose que

”Vf'a'd'K~x " est inversible (inversibilité qui équivaut a la possibilité de
b ’ ) b

"diviser" par f (cf.(3.1.2))). I1 est donc primordial d'étudier des conditions
suffisantes pour qu'il en soit ainsi. Dans ce paragraphe, on étudie de telles con-
ditions suffisantes pour des polycylindres "petits'. Vu 1'importance capitale de
cette question, on la développera trés en détail et on exposera trois versions
différentes des résultats obtenus. La premiere (prop. 4.3.1) énonce les conditions
suffisantes les plus faibles qu'on puisse obtenir par nos méthodes. La deuxieme
(prop. 4.4.3) met en évidence la variation 'continue' de ces conditions en fonction
du point x , et la troisiéme (prop. 4.4.5) nous fournit explicitement des poly-
cylindres compacts K pour lesquels ces conditions sont vérifiées. Les résultats
de ce paragraphe étant trés techniques, on intercalera quelques commentaires
informels pour en faciliter, si possible, la lecture. Dans les paragraphes suivants,
on en exposera une formulation plus agréable (mais aussi moins précise) en termes
de filtres. Néanmoins, les énoncés techniques de ce paragraphe sont incontourna-
bles pour la démonstration de certains de nos résultats.

(4.1) Soient p un entier, peN , s, une relation d'ordre total sur NP
et d un élément de N° . On désigne par Sa(d) la partie de N définie par

S,(d) = {d'eN:d<yd}

par 1 .4 le nombre d'éléments de 1'ensemble fini M(Sa(d)) (cf. (1,1.3))

ra;d = card(M(Sa(d)))
et pour tout i , 1sicg T,.q »par %1‘i(d) 1'élément de NP défini par
récurrence sur i par

Sa;1(d) = mlna(M(Sa(d)))
et

Sa;i(d) = min (M(S_(d)) - {sa;1 s,... 254511 (dn

Si en plus 5, est moins fine que £ , ce qui implique que s est une relation

de bon ordre (I,1.5), on a sa_1(d) Sa(d) , ou Sa(d) désigne le successeur

de d pour §a (chapitre O),’et

4.1.1) S = U (s ..(d) +NP)
o 1gigr a o5
o
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(1,1.3).

Exemple 4.1.2. Si ga est la relation d'ordre antilexicographique g, sur NP
(cf. 1,3.12.1), on vérifie facilement que pour d |, d enNP , d= (d1,...,dp) ,

ona r .=p etpour tout i , 1gisp
a;d

S i@ = Gypaeendi)

ol
0] , pour 15j<i
Gi,j = dj+1 , pour j=1
dj , pour i<jsp .

(4.2) Dans la suite de ce paragraphe, on se fixe une fois pour toutes un entier
P » PEN , et une relation d'ordre total §oz sur N , compatible avec sa
structure de monoide et moins fine que la relation d'ordre produit < sur NP
On rappelle (chapitre O) qu'on désigne par d(.,.) la distance sur c? définie
par la norme sup :

- _ - P - P
d(x,y)-éliqé)p(xi yil , pour x—(x1,...,xp) €C” et y-(y1,...,yp)ec .

Si x est un point de ® et A une partie de cP , On pose
d(x,A) = inf (d(x,y)) .
ye€A
Si B est une partie de cP , On pose
d(A,B) = inf (d(x,B)) = inf (d(x,y)) .
XEA Xx€A,yeB
On a d(A,B) = d(A,B) , et si A est compact on a d(A,B) =0 , si et seulement
si AnB#0
Si A désigne une partie de ® et L une partie compacte de A , on désigne

par [-ll; 1a semi-norme sur 1'algébre C(A) des fonctions continues sur A

a valeur dans C , définie par
”f”L =sup |f(y)]| , pour feC(A) ,
yeL
qui est une norme, si et seulement si , A=L . Bien entendu, si L est un poly-

cylindre compact de cP , et feB(K) , on retrouve la norme définie dans le
chapitre O .

LEMME 4.2.1.- Soient K un polycylindrne compact de P , X un point de K et
f un élément de B(K) , £#0 . On pose d=Va'x(f) s T=T . pour tout i ,

1<isr , Gi=sa,i(d) , <S=(<S1,...,6r) et fi=T1I'6‘K'X‘i(f) , Ol

T=(1,...,1) , TeE) . Abors on a :
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i) pour tout y , yeK ,
|d] T 8.
£(y) = 1, 0 yol I oo

i=1
ii) pour tout i , 1sisr ,

S, [+e.o4]6S, | +i-1 S, |+eeat|S. S.
1 i 1 i i
liE; 1l =2 e(K;x) A" a1 £]ly -

Démonstration. L'assertion (ii) résulte de (2.7.2). Pour démontrer 1'assertion (i),

considérons 1'élément g de B(K) défini par

|d]
gly) =l, o f(x)(y-x)d , pour ye€Kk
dt axd

On remarque que
gE€Bq);x K =By (5
’ o

et

=B X

f-geB
NP -1, (8)5x

Sa(d);X(K)
(4.1.1) , et comme

Ker(t (K)

H;é;K;x) = BAO(cS)
et

Ker(id (09]

B " MI;eKx Tw,e,Kx) BNp_ b (6)5x
((1.2), (2.7.13) et (2.8.3)) , on a

U™ Mo THissKkx ) 8 70
d'ol

Gdggy = M0 TeKkx ) (B =8
ce qui démontre le lemme.

PROPOSITION 4.2.2.- Soient U un ouvert de CP , L une patie compacte de U,
Ro = dLL,Cp-U) (RO>O , car L est compact) , R un nombre néel, R€]0,1] ,
tel que R<R, L' fa partie de P déginie pan

L' = {yecP : d(y,L) <R}

(L' est une partie compacte de P et ona LCi'CL'cU) et f un élément de
rw,o p) - Pour tout x , xel , Zel que fx # 0 et tout polycylindre compact
K de (P zel que xeK et tel que pour tout i , 1sisp , p'i'(K;x)éR

(ce qui Amplique que KeL') , 44 £'on pose
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M = SUp |61| ’
1<isr

et 84 R'on désdigne pan g L'éLiment de I‘(U,Ocp) dégini pan

1 pldle d
gy) =g —g-XO=x)" , pour y€U ,
ToX

on a

[84f+... 48 [+r-1 r 8,
If-gl s@ R RGO
1=

Démonstration. Soit D 1le polydisque fermé de centre x et de polyrayon
(R,R,...,R) . Alors on a

KeDel' ,

et si 1'on applique le lemme 4.2.1 & la restriction de f a D , on en déduit

qu'il existe une famille (fi) d'éléments de B(I) telle que :

1sisr

i) pour tout y , yeD ,

T S
) - g0 = I {0 b
1=

ii) pour tout i , 1<isr ,
|81+« +|6;]+i-1 185
[1£;1lp =2 AR )£l

Comme KcDcL' , on en déduit que
T S5 T .Gi
" . 1 .
I ligs = Ul 0" 20505 £ 151l o' K0 s

S G (P
2 1

A

85
(/R )HfHD p'" T(K3x) £

i=1

(2|a1|+...+|6r| +r-1

[7AN

oo 0
”f”L' /R‘) iE] p K;x) ,

ce qui démontre la proposition.
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(4.3) Soient m un entier, m>0 , et d = (d1""’dm) , di = (di1""’dip) ,
1<ism , un élément de (NHY™ . on désigne par |d| 1'entier défini par

m m hs)
i=t Y i=t o g= Y
et si 1'on pose
ri=ra;di , Igism
61J=sa;j(d1) , lgism |, 1535ri s

et
§; = (611"°"‘Siri) , ITgism ,
on désignera par M(d) (resp. N(d)) 1l'entier défini par

M(d) = sup sup |¢

Isism 1gjsrg ij]

sup (Iéi|+ri—1)+ d+m

(resp. N(d) = 21§i§m

Si éa est la relation d'ordre antilexicographique §, sur NP , on vérifie
facilement en vertu de 4.1.2 , que
M(d) = sup |d;] +1
1<ism

et P
sup ( jdij) +2p-1+|d]| +m

N(@) = z'sism =l pm

PROPOSITION 4.3.1.- Soient U un ouvert de € , L une partie compacte de
u, R = d(L,Cp_U) , R un nombre néel , Re]0,1] , fel que R<R0 , L
La parntie de cP déginie par

L' = {yecC® : d(y,L) sR} ,

m un entier, m>0 , et d = (d;,...,d ) un élément de (NP)" . On pose

1°°
ri=ra;di , 1S1Sm’
et
61J=sa;J(d1) , 1gism 1s;sri

Poun tout éfément £ = (fi,...,f) de @wpgﬂ',mupum xdeL et
C
tout polycylindre compact K de @ tets que
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i) powr tout i , 1<ism , fi’x;eo et va;x(fi) =di ;

ii) x €K , et pour tout i , 1<isp , p'i'(K;x) <R
44 £'on pose

1 aldil £
- ' 1 3 =
ai—di! T(X) , 1<1ism, et a—(a1,...,am)
X
alors Les Lnégalités
ld1|+...+[dil

S . d.
(4.3.1.1) e(K;x) (" a0 /0" Ly s @D @ el ey |

Tgigm, Tgjsrg,

Ampliquent que :

a) ||((B(K;£) - <172

ua;d;K;x) ° Ta;d;l(;x” K

; . -1
b) Veagikix 1t invensible et ||v Il

$2
f;a;d;K;x K

Démonstration . Remarquons d'abord que comme B(K) est un espace de Banach, 1'as-
sertion (b) résulte de 1l'assertion (a). Or, si pour tout i , Tgigm , on
désigne par g. 1'élément de TI(U,0 ) défini par
* a. €
g;) =a;y-x) * , pour yeU ,
on a n
[|BK;£)-u £z

a;d;K;x) ° Ta;d;K;x! K "4 1”fi'gi”]( lta;a;Kx;1 1l

D'autre part, il résulte de la proposition 4.2.2, que pour tout i , lgigm ,
on a

[8:q|+eeet|8: . | T:"1 15 5.
J=

b

et comme

|dy e oH]d; | +i-1 [dq|+...+]d; |
1 i (X:x) 1 i

d.
7a;a;k;0;1 /K82 el®: (Aayle" T (K5

(2.7.2) , on en déduit que

IBE;£) - ua;d;K;x) °Ta;d;K;x“K £

m m Ti |d,[+...+]|d, |
/@I ) 5 ;1(ch)nfnL./(RM(d)|ai;))e(1<;x) ! !
1= 1= J=

S.. .
o M x) ot X))
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et les inégalités 4.3.1.1. impliquent que
| BK; ) _“a;d;K;x) ° Ta;d;l(;x“K 172,
ce qui démontre la proposition.
COROLLAIRE 4.3.2.- En gandant Les notations de La proposition 4.3.1, 504t

D= (D,..-,0,0"), oi poun tout i ,1sism , D, cN et NP, tel que
powr tout i , 1<gism , on ait

D' b (d) <d; + D, <"
Si en plus des conditions (i) et (ii) de La proposition 4.3.1 , on a
iii) pourn tout i , 1<ism , Di+E.1_x(f) c?D'

alons Les inégalités (4.3.1.1) impliquent que VD fra:d:K:x est inversible
_‘] 3l Uyl
et ”VD',f;a;d;K;x“K $2
Démonstration. On a
Up;£5a5d;K5x" 18,0t Bopx 5B Mpiasd5k00) © Tpja3a3Kx

et (BD;X(K;f) - “D;a;d;](;x) ° TD;a;d;K;x est la restriction de

BX;1) _“a;d;K;x) ° Ta;d;K;x a BD';X(K) , qui est stable par cet opérateur (3.2).
Les inégalités (4.3.1.1) impliquent donc que

l (BD;x K;£) - uD;a;d;K;x) ° TD;a;d;l(',x” xs1/2

(4.3), et comme BD' _X(K) est un espace de Banach (2.6), on en déduit le corollai-
re.

Remarque 4.3.3.- La proposition 4.3.1 ainsi que son corollaire 4.3.2 seraient vides
de sens, si la conjonction des inégalités (4.3.1.1) était impossible. En fait,
pour tout élément £ de (T'(U,0 p))m et tout point x de L , satisfaisant a la

C

condition (i) de la proposition 4.3.1, il existe un systéme fondamental de voisi-
nages de x formé de polycylindres compacts de P satisfaisant a la condition
(i1) de la proposition 4.3.1 ainsi qu'aux inégalités (4.3.1.1). En effet, soit

C un nombre réel, C>1 . On peut d'abord se limiter aux polycylindres compacts K
tels que xef( et e(K;x) <C . Cet ensemble forme un systéme fondamental de
voisinages de x , car il contient tous les polydisques fermés de centre x

(2.1). Ensuite, on remarque que si pour tout i , 1<i<m , on pose

c, = (19

la condition (i) de la proposition 4.3.1 implique que €5 >0 , et alors les iné-

|[dq|+...+|d; |
! UN@ (£l 0Tay]
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galités (4.3.1.1) sont impliquées par la condition

(4.3.3.1) oKix) € N "oV
Isism 1sjsr; 8;57djse;

(pour les polycylindres tels que e(K;x) < C ) (cf. 1,4.7).

Or, comme pour tout iet j , 1<ism , 1<j sr; ,ona di.<a Sij , et

comme la relation d'ordre S est compatible avec la structure de monoide de NP

et moins fine que la relation d'ordre produit < , il résulte de (I,5.1.2)
et (I,5.1.4 ) que pour tout nombre réel R' , R'>0 , ona

( n N Ve . n{{ets a0 e (ROP: Vi | Tsisp, o' <inf{R R}}# @,
Isism 1sjsr; 615 d;seg 1 p + i o

IA

ce qui démontre 1'existence d'un systeme fondamental de voisinages de x formé de
polycylindres compacts de ¢P satisfaisant a la condition (ii) de la proposition
4.3.1 ainsi qu'aux inégalités (4.3.1.1).

En particulier, on en déduit, en appliquant la proposition 4.3.1 a un compact L

réduit a un seul point x , que pour tout point x de U et tout élément f de
(re,o p))m satisfaisant a la condition (i) de la proposition 4.3.1, il existe un
C

systeme fondamental de voisinages de x formé de polycylindres compacts K de

P i1
€C* , contenus dans U , tels que Via:d;K;x (ou VD;f;a;d;K;x , s1 1'on se
place sous les hypothéses du corollaire 4.3.2) soit inversible.

(4.4). La proposition 4.3.1 fournit des conditions suffisantes pour 1'inversibilité

de VeaadiKix ? uniformes sur un compact contenu dans U . On désire obtenir
’ bl i b

des conditions uniformes sur 1'ouvert U . Pour cela, on énoncera une variante

de cette proposition, en remplacant certaines des constantes, intervenant dans les
conditions, par des fonctions continues sur U , selon un procédé bien classique.
En vue des applications, il faudra expliciter ces fonctions, de méme que dans la
proposition 4.3.1, on a explicité les constantes, au lieu de se borner a affirmer

leur existence. On est ainsi amené a introduire les définitions et notations
suivantes.
(4.4.1). Soit U un ouvert de € . On désigne par RU la fonction
RU cU—» R:
définie par
Ry(X) = inf{d(x,eP-0)/2,1}

(si u=cP , la fonction RU est constante, égale a 1). La fonction RU est une
fonction c¢omtinue. Pour tout x , x€eU , si D désigne le polydisque fermé de
centre x et de polyrayon (RU(X),...,RU(X))E CR:)p ,ona DcU . Si U' dé-
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signe un ouvert de c? contenu dans U , pour tout x , x€U' , ona
(4.4.1.1) %,(x) éRU(x)

Si p' et p" désignent deux entiers, p'e N , p" €N , tels que p'+p" =p ,
] "
et U' et U" des ouverts de CP et CP respectivement, et si U = U'x U"

alors pour tout x'et x" ,x'eU , x"€U" ,ona
(4.4.1.2) Ry(x',x") = inf{RU,(x'), Ry} 3
si en plus U" = ® ona '

(4.4.1.3) RU(x',x") = RU,(X’)

(4.4.2) Soient U un ouvert de P , m un entier, meN , et f un élément de
ccaon™ , o e désigne 1'algebre des fonctions continues sur U a valeurs
dans € . On désigne par Af la fonction

A 2 U — R:

f
définie par

r(X) = sup{||f||D ,1} , pour x€U ,

X

ol DX désigne le polydisque fermé de centre x et de polyrayon
(RU(x),...,RU(x)) € LR:)p . La fonction Af est continue. (Cela résulte de la con-
tinuité des fonctions Ry et f , et du fait qu'une fonction continue sur un
compact y est uniformément continue). Si U' désigne un ouvert de €P contenu

dans U pour tout x , x€U' , ona

(4.4.2.1) AfIU.(x)éAf(x)

(L'opérateur qui associe a f , Af n'est pas local, c'est-a-dire qu'on n'a pas
en général Af|U' = AgUN).

Si g désigne un élément de (C(U))m , On a

(4.4.2.2) Af+g§Af + Ag ,

et si a désigne un élément de € , on a
(4.4.2.3) Ay S sup{fal,1}.A;

Si m' et m" désignent deux entiers, m'€N , m"e€N | tels que m'sm" =m ,
1 "

et f' et f' des éléments de (c(U)™ et (cU)™ respectivement, tels que

f=(f£',£") , alors on a

(4.4.2.4) Af = sup{Af,,Afn}

Si h désigne un élément de C(U) , on a

149



G. MALTSINIOTIS

(4.4.2.5) Ahngh 'Af

PROPOSITION 4.4.3.- Soient U un ouvert de CP , M un entien, m>0 , et
d= (d1,...,dm) un élément de  (NPY™ | On pose

r. =T 1<ism
o;d > 0= ’

et

6ij

Pour tout ekement £ = (£,...,£) de (r(U,ocp))"‘ , tout point x de U et tout

Saﬂ(%)’ Tsism , 1<js7y

polycylindre compact K de P tels que
i) pour tout i , 1sgism , £, x 70 et Va'x(fi)=di ;

ii) x el% , et pouwr tout i , 1<isp , p'i'(K;x) gRU(x) (ce qui Amplique,
en parnticulien, que KcU (cf. 4.4.1)); 84 £'on pose
d.
a. = _1_8_I._1|i (X) 1<i<m
i-qT T @ » 1SL1=M o,
aX

a=(a1,""am) ’
alons Les Anégalitis

[d1|+...+|di| Gij di
p" Y (K;x)/p" T(Ksx) <

e(K;x)
(4.4.3.1) Tsism , 1sjsry
1) 1 a'di'f.
<Ry 0/ N@ 100N g |
1 3X 1
Ampliquent que :
A HBOGE -~y q5x500 ° Tazaioullis V23

. . -1
b) Vf;a;d;K;x est invessible et ”\)f;a;d;l(;x HK <2
Démonstration. La proposition 4.4.3 résulte aussitdt de la proposition 4.3.1 appli-
quée 2 L = {x} et R= RU(x) , en tenant compte de 4.4.1 et 4.4.2.

COROLLAIRE 4.4.4.- En gandant Les notations de La proposition 4.4.3, 504t
D= (0y,...,0 ,D") , ok pour tout i , 1sism , pich et D'eNP | tel
que poun tout i , 1sism , on aif
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A nAi(d) cdi + DicD'
Si en plus des conditions (i) et (ii) de La proposition 4.4.3 , on a

iii) pour tout i , 1gism , Di + Ei;x(f)cD' ; at_o{u.s Les inégalités
(4.4.3.1) impliquent que Vi £;a;5d;K;x est inversible et Ilvv;f;a;d;K;xlIKg 2
Remarque 4.4.5.- En raisonnant comme dans la remarque 4.3.3, on constate que pour
tout élément f de (F(U,Ocp))m et tout point x de U , satisfaisant a la con-
dition (i) de la proposition 4.4.3, il existe un systeme fondamental de voisinages
de x formé de polycylindres compacts de cP satisfaisant a la condition (ii)
de la proposition 4.4.3 ainsi qu'aux inégalités (4.4.3.1). Le point crucial de la
proposition 4.4.3 est que les seconds membres des inégalités figurant dans la
condition (ii) sont des fonctions continues, a valeurs strictement positives, et
que ceux des inégalités (4.4.3.1) sont le produit d'une fonction continue sur U ,
a valeurs strictement positives, R%(d)/aquimf , par la valeur absolue d'une

4
fonction analytique sur U, H;T'a dfi) , ne s'annulant qu'a des points de U
iy
ne satisfaisant pas a la condition (i).

(4.5) Pourvu que la condition (i) de la proposition 4.4.3 soit satisfaite, la con-
jonction des inégalités figurant dans la condition (ii) et des inégalités
(4.4.3.1) est impliquée par une condition de la forme

e(K;x) <C et p"(K;x)ev ,

ot C est un nombre réel arbitraire tel que 1 < C et V une partie de (R:)p

appartenant au filtre de Hahn-Banach Fg sur (R:)p défini par la relation
=

d'ordre s sur NP (cf. (1,5.1.3)

C v=(n n Ve o el)nC n V )
1sism sjsr 471 i R
(cf. (1,4.7)) , ou

d; |
d {+...+|d.| gl ilf.
L M(@d) ld, i 1 i

i = Ry T/ N(d) Af(X))) T T (x)
1 axl

et (e1,...,ep) désigne la base canonique de ]#)) . Cette formulation, tout en
nous assurant que l'ensemble V est non vide, ne nous permet pas d'exhiber un
élément p" de (Rj)p appartenant a2 V . En revanche, si A désigne une matri-
ce inversible @ p 1lignes et p colonnes a coefficients dans R définissant
la relation d'ordre £, sur N (cf. (I,3.11) et (1,3.12)) , et §a’ la rela-
tion d'ordre sur RP définie par cette matrice (cf.(I,3.5)) (qui induit éa sur

NP) , le filtre de Hahn-Banach Fe , sur (R:)p défini par cette relation

“a
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d'ordre (cf.(I,4.3.1) et (I,4.4)) est plus fin que le filtre Fg (I,5.1.5) et
la famille *

(rp(E. 5. )

p;S;e S€R , eeRy
en est une base (I1,4.10); les lemmes (I,4.10.1) et (I,4.11) permettent de déterminer

explicitement § et ¢ , SER _, aelRi , tels que

TWEp s <V s

et comme 1'ouvert
- . *\P . § S
E;G;E—{(p1,...,pp)€(]R+) : p1<g,p2<p1,...,pp<pp_1}

de (]R:)p est défini de facon simple, on obtient une paramétrisation particuliére-
ment pertinente d'un ouvert non vide de (]R:)p (1'ensemble rA(Ep'cS'e) est un
»V
ouvert, car r, est un homéomorphisme) contenu dans V . Bien entendu, 1'ensemble
rA(Ep'<S'e) n'appartient pas en général au filtre Fg (cf. I,5.1.5), mais
s 0y =0
cela importe peu. En vue des applications, il faudra entigrement expliciter ce

procédé, et on est ainsi amené a introduire les définitions et notations suivantes.
Dans ce qui suit, on aura a considérer a plusieurs reprises des bornes supérieures
de familles de nombres réels positifs ou nuls, indexées par des ensembles finis.
Par convention, si 1'ensemble d'indices est vide, la borne supérieure sera égale

a zéro.

(4.5.1) Soient A = (ak2)1§k§p,1g2§p une matrice inversible a coefficients dans

R définissant la relation d'ordre éa (cf. (I,3.11) et (I,3.12)) et m un

entier, m>0 . On définit deux fonctions
. m *
S N — R*

et
Yo © AT x (RD™ xRY— R;

comme suit. Pour tout £ , 1£25p , on pose

kl = sup{k:1<k<p , a, £0} ,

Il={k:1§k<k2 ,ak2<0 1,

e a0
et

n = é{gp (akz’l) .

On remarque que comme la relation d'ordre S, est moins fine que la relation
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d'ordre produit < sur N, pour tout ¢ , l<gs<p ,ona ap JL>0 , ce
’

qui implique que bz21 et n>0 %

D'autre part, soit d , d€@)" , d=(d,...,d) %ew ,

di = (di1’”"dip) . Pour tout i , 1<ism , on pose

ri=r
71
et pour tout j , 1§j§ri »
835 = g0 5 835 7 yypeenenbysy) s
1 p d
kij—sup{k. 1<ksp , 221 A, (GijJL— ik)’éO}
Iij ={k : 1<k < kij , 221 akz(ﬁijz - diz) < 0}
et
'.(d) = P ( d. )
njjd =z K08 8350 ~ dip

On remarque que comme pour tout i et j , T1<ism , 15j 3 S di <a 6ij
1 s o -
on a nij (d) >0 . Les fonctions ¢A;m et wA;m sont définies par

p
<I>A;m(d) = sup{ sup sup  sup (Z |a (8

~d. )| /nl: (@) + 1, b}
1sism Tsjsry keIl =1 Y

ije

et

1/n! . (d)

¥, (d,e,R) =inf{inf inf ¢ ), RVny
’ 1gism 1gjsr;

m
pour e= (51,...,em)e(]R:) et Rele_

On remarque que

(4.5.1.1) @A;m(d)z1

D'autre part, comme pour tout iet j , 1gism , 1§j§ri , ”ij(d)>0 et
n>0 , la fonction ‘PA'm est croissante en R et € et si Rg1

(resp. R<1) ou s'il existe i , 1gism tel que ei§1 (resp. €i<1) on a
(4.5.1.2) ‘l’A;m(d,&:,R)§1

(resp. \I/A;m(d,e,R) <1.
Si pour tout i , 1<gism , ei§1 , et si 1'on pose

n!(d) = inf n!.(d)
t 1sjsr, M

on a
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(4.5.1.3) ¥) o(d,e,R) = inf{ inf e /M@ rV/My
4 1<ism

Remarque 4.5.2.- Ce qu'il faut surtout retenir de la définition de la fonction
¥y

Aem c'est qu'il existe un nombre réel n , n >0 , et pour tout d
’
de (NH™ ,et tout 1 , 1<is<m , un entier T ri>0 , et pour tout j ,

’

1§j§ri , un nombre réel nij>0,tels que pour tout ¢ , gg(]R:)m ,
€=(€1,...,gm) et tout R , ReRY , on ait

(4.5.2.1) ¥ (de,R) = inf{ inf  inf ¢ VM5, R/
’ 1<igm 1§j§ri

En plus, pour tout d , de (NPy™ , et tout i , 1gism , il existe un nom-
bre réel ni , ni>0 , tel que pour tout ¢ , ee(]R:)m s, € = (51,...,gm)
tel que pour tout i , 1<gism , ei§1 , et pour tout R , ReR] , on ait
1/n!
(d,e,R) = inf{ inf ¢, ', R1/my
1<ism

(4.5.2.2) WA;m
On remarquera que n dépend uniquement de la matrice A , T uniquement de d
(et de la relation d'ordre ga ) tandis que nij ou ”i dépend aussi bien de

A que de d (mais bien entendu ni de ¢ ni de R ).

Remarque 4.5.3.- Si la matrice A est a coefficients dans R, (cf. (I,3.12),
(ii)),ona b=1 , d'ou
p

(4.5.3.1) <bA;m(d) = élilgm 12?21*. i?fg,(ﬁﬂaklwiﬂ - dim)l/”;{j(d)) +1

i ij
pour de ()™ .
Si §o¢ est la relation d'ordre antilexicographique g sur N et A 1la
matrice unité I (cf. (I,3.12.1)) , on vérifie facilement, en vertu de 4.1.2, que
pour tout d , de (N)™ | ona

(4.5.3.2) .. (d) = sup sup d.. + 1
Lim 1sizm 1gj<p M

et

(4.5.3.3) ¥1.,(dse,R) = inf{ inf e, , R} ,

1<ism

pour €= (81,--.,Em)€(R:)m et ReR:

LEMME 4.5.4.- Soient A une matrnice L{nversible a coefficients dans R dégindis-
sant fa netation d'ondre s, , d = (dy,...,d) un élément de (N)" , R
un nombre néel, O<Rs<1 , et ¢ = (81,'“’€m) un éLément de (IR:)m . S{R'on
pose
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i
13=sa;3(d1) , lsism , 1sgjsr;
60 - ®A;m(d)

et

€ = Yan@ER)

alons pour tout éLément p , p = (91,...,pp) , de (]R::)p La condition

(4.5.4.1) per,(E_ .« )
ATP3%03%

Amplique que
i) pour tout i , 1sisp , pi<R ;
ii) pourn tout ietj , 1€ism , 1<jsr. , pEV6 d.:
5y d 570
0 lJ/p i Ei)

Démonstration. Comme R<1 , en vertu de (I.4.9.3), la condition (4.5.4.1) impli-
que (i) (I,4.11) et (ii) (I,4.10.1).

PROPOSITION 4.5.5.- Sodent A une matrice inversible a coefficients dans R
déginissant La nelation d'ordre Sy » U un ouvert de €, m un entien, m>0,
et d = (dg,...,d ) un étément de (N)™ | Pour tout clément f = (f1,---,f ) de
(I(U,()Cp))m , tout point x de U tel que pour tout i , 1gism fi,x #£0

et V. _(f.) =4d tout polycylindre compact K de ® zee que x eK et tout nom-

a;Xx 1 i’
bre néel C , 1sC , 54 L'on pose
d.
-] El_ilfi_ ) 1<ic<

a; = EIT di x) , <igm ,
aX

a=(a;,---53) ,
M(d) |d1|+...+|d

il
g, () = Ry ()/(C TN@ AgODIay] , Tsismo,

e = (1,0 ehe (X)),
60 = (DA;m(d) ’

€ () = ¥y (d,e 00 Ry(D)

et 84 L'on suppose que
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(4.5.5.1) e(K;x) C et WTK”)erAGpwomou)) ’
alons on a

i) KeuUu ;

1) |GG - by g0 e T gaxllk s 1725

. . -1
iii) VeasdsKix 0% inversible et “Vf;a;d;K;x”K <2

Démonstration. Comme RU(X) <1 (4.4.1), la proposition résulte de 4.4.3 et 4.5.4.

COROLLAIRE 4.5.6.- En garndant fLes notations de La proposition 4.4.5, s04it
D =(Dy,sD D), 0 pour tout i , 1sism 1)icwlD et D'elNP , tek
que pour tout i , 1<is<m, on ait

D' ﬂAi(d) cd; + DicD'

Si en plus des hypotheses de La proposition 4.5.5, pour tout i , 1sis<m

oan a
Dy * By (B0t

alons La condition (4.5.5.1) impligue que K<U , que VD.£a:d:Kex est Anven-

. -1
sible et ”vD;f;a;d;K;x”K £2

Remarque 4.5.7.- Si s, estla relation d'ordre antilexicographique s, sur
| 3 , en vertu de 4.5.3, la condition (4.5.5.1) peut s'énoncer plus simplement

8 8
(4.5.7.1) e(K;x) £C , p'T'(K;x) <eo(x) , p'Z'(K;x) <p'1' O(K;x),...,pi)'(K;x) <pI'3'_c1)(l\’;x) .

ou

§ = sup sup d.. + 1

©  qgism 1gjep M
et

e (x) = inf{inf e.(x), R, (x)}

° 1gism + U
Si en plus on se limite aux polydisques fermés de centre x et de polyrayon
p = (py ,---,op) , PE (]Rj:)p , cette condition devient tout simplement

8

(4.5.7.2) P <e,(X) 5 0y < p1o,...,pp < pp?1 .
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§5.- Théoréme de division numérique en un point

Dans ce paragraphe, on pourrait énoncer tous les résultats du §3, ou figure
1'hypothése " vf;a;d;K;x inversible'" (resp. " vD;f;a;d;K;x inversible'), en rem-
placant cette hypothése par les conditions des propositions (4.3.1), (4.4.3) ou
(4.5.5) (resp. des corollaires (4.3.2), (4.4.4) ou (4.5.6)). Cela serait fastidieux
et inutile. En revanche, on traduira ces conditions en termes de filtres, ce qui
permettra d'énoncer les résultats les plus importants sous une forme moins techni-
que. En particulier, on déduira, des résultats des paragraphes précédents, les théo-
rémes classiques de division par une famille de fonctions analytiques ou par un
idéal, sous une forme néanmoins plus précise, la forme '"numérique". Ces théorémes
sont des cas particuliers des théorémes 'uniformes' qu'on démontrera auxparagraphes
suivants.Mais comme ces derniers dépendent des résultats difficiles du Chapitre II,
il est intéressant de montrer comment les théorémes ''ponctuels' découlent directe-
ment des résultats du Chapitre III et de ceux, élémentaires, du §1 du Chapitre II.

Enfin, on donnera quelques applications.

(5.1) Soit p un entier, p € N . On désigne par kP 1'ensemble des polycylin-
dres compacts de P et par KP la partie de kP x cP définie par

K= (,x) ekPxP:xek,

ensemble des polycylindres compacts pointés, c'est-a-dire des couples d'un poly-
cylindre compact K et d'un point x appartenant 4 1'intérieur de K . Pour tout
point x , X € P , On pose

R-xekt : xek,
1'ensemble KE s'identifiant a la fibre de la deuxiéme projection
K2 — P

au-dessus du point x . Plus généralement, pour toute partie A de cP , on dési-
gne par KX 1'image réciproque de A par cette deuxiéme projection

KR={(1<,x)eK?:xeA},

et on dit que KK est 1'ensemble des polycylindres compacts pointés par un point
de A, ou plus simplement, pointés dans A
Au paragraphe 2, on a défini deux applications

o 1 K — (RDP

et
e : K? — [1,+[

(2.1).0n désigne par B" 1'application
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B KR — 1,4l x (RY)P
définie par

¥'(K;x) = (e(K;x) , o"(K;x)) , pour (K,x) € kP .
Pour tout point x , X € P , on désigne par z; (resp. p; , Tresp. ex) la res-
triction de 1'application E” (resp. p" , resp. e ) a Kg . L'application %;
(et a fortioni p; et e, ) est surjective. (Si x = (x1,...,x ) est un point de
P , C un élément de [1,+o[ et p = (p1,...,pp) un €lément de (R:)p , si
pour tout i, 1sic<p, Ki désigne la partie compacte de € dont le bord
oK; est une ellipse de € (identifié a R® ) de centre X; de demi-grand-axe
p; et de demi-petit-axe pi/C et si 1'on pose K = K1 R Kp , alors K est
un polycylindre compact de c? dont 1'intérieur contient x et tel que
¥Ex = €0 )P

L'image réciproque de {1} x (R:)p par 1'application B; est 1'ensemble des poly-

~

disques fermés de centre x , et la restriction de p; a cet ensemble est bijec-

tive (c'est 1'application qui associe a4 un polydisque fermé de centre x son poly-
rayon) .

(5.1.1) Soient p un entier, p € N, et x un point de . siF désigne un
filtre sur [1,+o[x (R:)p , 1l'application %; étant surjective, B;_1(F) est une
base de filtre sur Kg . De méme, si F' (resp. F" ) désigne un filtre sur
[1,4[ (resp. (RHP), e;1(F') (resp. p;—1(F") ) est une base de filtre sur
Kg . En plus, la famille

(e;c1 vn 952_1(""'))\/'6;?' , VUEF"
est aussi une base de filtre sur KE , autrement dit, si 1'on désigne par Fi
(resp. FQ ) le filtre sur Kg engendré par la base de filtre e;1(F') (resp.
p”;1(F”) ) , alors 1'ensemble {Fi , F;} admet une borne supérieure dans 1'ensem-
ble de tous les filtres sur KE , pour la relation d'ordre "moins fin que'. En ef-
fet, si 1'on désigne par FX le filtre sur KE engendré par la base de filtre
B§_1(F' x F'") (ol F' x F'" désigne le filtre sur [1,+w[x CR:)D , produit des
filtres F' et F'" ), alors FX est la borne supérieure de {F& , F;} .
(5.1.2) On appelle filtre d'excentricité sur K§ le filtre engendré par 1'image

réciproque par ey du filtre sur [1,+~[ formé des voisinages de 1 dans
[1,+<[ . La famille

(n

L'excentricité du compact Kj , selon la définition (2.1), est &gale a C ,
tandis que l'excentricité de 1'ellipse 9Kj , selon la théorie des coniques,

est égale 3 v1-1/CZ . La fonction Ck— /T-1/CZ &tant croissante (pour

C 21 ), notre terminologie se trouve néanmoins justifiée .
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({K € Kg : e(K;x) < C})C€]1,¥n[

en est une base. On dira qu'une propriété d'un polycylindre compact est satisfaite
pour tout polycylindre compact suffisamment centré en x , si 1'ensemble des poly-
cylindres compacts, dont 1'intérieur contient x , satisfaisant a cette propriété
appartient au filtre d'excentricité sur Kg .

(5.1.3) On dit qu'un filtre H sur KE est un filtre d'effilements, s'il est en-
gendré par 1'image réciproque par p; d'un filtre de Hahn-Banach F sur (R;)p
(c4. (1,4.4) et (I,4.7)). Si A désigne une partie de RP  dont 1'enveloppe conve-
xe ne contient pas 0 et si F = FA (c§. (1,4.4)), on dira que H est le filtre
d'effilements sur KE défini par A . La famille

=1

Gy (. n v, .

1sisn 210 &4 nEN,(aP...,an)GAn,(51,...,en)€(]R:)n
en est alors une base. On s'intéresse plus spécialement a4 deux cas particuliers.
Le premier est le cas ou

A={aeR :3d,d' €eNP ,d <" d' et a=4d'-d},

~

ol <' désigne une relation d'ordre sur hﬁ), compatible avec sa structure de mo-
noide, autrement dit le cas ou F = Fg, (cg4. (1,5.1.1) et (I,5.1.3)). On dira
alors que H est le filtre d'effilements sur Kg défini par la relation d'ordre
<' sur NP .

Le deuxiéme cas est le cas ol
A={a€eRP :a>"o0},

ol <" désigne une relation d'ordre sur RP , compatible avec sa structure d'espa-
ce vectoriel, autrement dit, le cas o0 F = F, (cf. (I,4.4)). On dira alors que
H est le filtre d'effilements sur KE défini par la relation d'ordre <" sur

RP . Si la relation <" est une relation d'ordre total et si B en est une ma-
trice de définition (c4. (1,3.5)), la famille

(i 1(rB(Ep;6;e)))8€]R+ , c€RY
est une base du filtre d'effilementssur Kg défini par cette relation d'ordre
(cg. (1,4.10)). Si <" induit <' sur NP , alors le filtre d'effilements sur KE
défini par <" est plus fin que celui défini par <' (cf. (I,5.1.5)).

On dira qu'une propriété d'un polycylindre compact est satisfaite pour tout po-
lycylindre compact suffisamment effilé pour A (resp. pour <' , resp. pour <" )
en Xx , si 1'ensemble des polycylindres compacts, dont 1'intérieur contient x ,
satisfaisant a cette propriété, appartient au filtre d'effilements défini par A
(resp. <' , resp. <" ) sur KE . De méme, on dira qu'une telle propriété cst sa-
tisfaite pour tout polycylindre suffisamment centré et effilé pour A (resp. <',
resp. <" ) en x , si l'ensemble des polycylindres compacts, dont 1'intérieur
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contient x , satisfaisant 3 cette propriété, appartient au filtre sur KE , borne
supérieure du filtre d'excentricité et du filtre d'effilements défini par A (resp.
', resp. <") (cg. (5.1.1)). Si 1'on désigne par V 1l'ensemble de ces polycylin-
dres, cette condition équivaut a4 1'existence d'un ensemble V' appartenant au fil-
tre d'excentricité et d'un ensemble V' appartenant au filtre d'effilements défini
par A, tels que

vinv'iev.,

(5;1;5) On remarque que si V' désigne un ensemble de polycylindres compacts appar-
tenant au filtre d'excentricité sur KE , alors V' contient 1'ensemble des poly-
disques fermés de centre x . Autrement dit, la trace du filtre d'excentricité sur
1'ensemble des polydisques fermés de centre x est le filtre dont le seul élément
est 1'ensemble de tous les polydisques fermés de centre x .

Si #H désigne un filtre d'effilements sur KE , engendré par 1'image réciproque
par p; d'un filtre de Hahn-Banach F sur CR:)p , la trace de H sur 1'ensemble
des polydisques fermés de centre x est un filtre, qui n'est autre que 1'image ré-
ciproque de F par la bijection définie par la restriction de p§ sur cet ensem-
ble (5.1). En gardant les notations de (5.1.3), on dira qu'une propriété d'un poly-
disque fermé est satisfaite pour tout polydisque fermé, de centre x , suffisamment
effilé pour A (resp. pour <' , resp. pour <" ), si 1'ensemble des polydisques
fermés de centre x , satisfaisant 3 cette propriété, appartient 3 la trace du fil-
tre d'effilements défini par A (resp. par <' , resp. par <'' ) sur l'ensemble
des polydisques fermés de centre x . Si 1'on désigne par V 1'ensemble des €lé-
ments p de (m:)P tels que le polydisque fermé de centre x et de polyrayon p
satisfasse 3 cette propriété, cette condition équivaut 3 V € FA (resp. V€ F:. ,
resp. V€ F_, ).

I1 résulte de ce qui précéde que si une propriété d'un polycylindre compact est
satisfaite pour tout polycylindre compact suffisamment centré en x , alors cette
propriété est satisfaite pour tout polydisque fermé de centre x . De méme, si une
telle propriété est satisfaite pour tout polycylindre compact suffisamment centré
et effilé pour A (resp. pour £' , resp. pour <" ) en x , alors cette propriété
est satisfaite pour tout polydisque fermé, de centre x , suffisamment effilé pour
A (resp. pour <£' , resp. pour <s' ).

(5.1.5) Soient <' une relation d'ordre total sur NP , compatible avec sa stru-
ture de monoide, et A une matrice de définition de <' (ef. (I,3.11)). Si 1'on

suppose que =<' est rationnelle (c4. (I,3.11)), alors la famille

n_1
(px (rA(Ep;é;e)))6€]{+, eéﬂ{:

est une base du filtre d'effilements sur KE défini par cette relation d'ordre
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(I,5.2.3). (Si <' n'est pas rationnelle, cette famille est une base d'un filtre
d'effilements sur K)’i strictement plus fin que le filtre d'effilements défini par
cette relation d'ordre (cf. (I,5.2.5)).) En particulier, si <' est la relation
d'ordre antilexicographique g, sur NP (c§. (1,3.12.1)), dire qu'une propriété
d'un polycylindre compact est satisfaite pour tout polycylindre compact suffisam-
ment effilé pour ;L en X , équivaut 3 affirmer 1'existence de € , € € ]R: ,
et § , §€R, , tels que tout polycylindre compact K vérifiant

v " . " . HG . " . 1'6 .
x €K et pJ(K;x) < e, 05(K;x) < pf (K,X),---,pp(K,X) < pp_1(K,XJ
satisfasse a cette propriété.

(5.2) Les propositions suivantes, qui sont des reformulations de résultats déja dé-
montrés, servent 3 illustrer le langage introduit ci-dessus.

PROPOSITION 5.2.1.- Sodent p un entienr , p €N , < (resp. =" ) une relation
d'ondre sun NP (resp. R® ) , compatible avec sa structure de monoide (resp. d'es-
pace vectorniel) et moins fgine que La nelation d'ordre produit < sur N (resp.
sun BRP ), x un point de €@ ot € = (e1,...,ep) un éLément de (R_‘:)p . Alons
pour tout polycylindre compact de CP , suffisamment ef§ile pour <' (resp. pour

M) en x , ona

p'i'(l(;x) < g5 1€isp .
Démonstration. La proposition résulte de (I1,5.1.4), (I,4.4.1) et (1,4.7.1).

COROLLAIRE 5.2.1.1.- Sodent p un entier, p € N, <' (resp. <" ) une nelation
d'ondne sun NP (resp. RP ) , compatible avec sa structure de monoide (resp.
d'espace vectorniel) et moins fine que La relation d'ondre prodult < sun NP
(resp. sut ]Rp) s, U un ouvernt de P et x wn point de U . Alons tout poly-
cylindre compact de &, supfisamment effile pouwr <' (resp.pour <) en x ,

est contenu dans U

Démonstration. Si 1'on pose R = d(x , P -U) , en remarquant que pour tout poly-
o
cylindre compact K de cP , tel que x € K , les conditions

p'i’(K;x) <R , 15isp

impliquent que K < U , le corollaire résulte de la proposition (5.2.1) appliquée
a e= (R, R,...,R) .

Remarque 5.2.1.2. Le corollaire (5.2.1.1) signifie que 1'ensemble des polycylindres
compacts de P , telsque KclU et xE€ 1% , appartient au filtre d'effilements
sur Kﬁ défini par la relation d'ordre <' sur NP (resp. <" sur RP ). En
particulier, sous les hypoth&ses du corollaire (5.2.1.1), si une propriété d'un
polycylindre compact est satisfaite pour tout polycylindre compact suffisamment
centré et effilé pour <' (resp. <" ) en x , alors 1l'ensemble des polycylindres
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o
compacts K de c? , tels que x € K , satisfaisant a cette propriété forme un
systéme fondamental de voisinages de x .

PROPOSITION 5.2.2.- Sodent p un entien, p€ N , s, une nelation d'ondre total
sun NP, compatible avec sa structwie de monolde et moins fine que La nelation
d'ondre produit < sun NP | U un ouvert de CP , X un point de U , m un
entienr, m€ N , et f= (f,...,£) un ckément de (T(U , ocp))’“ ted que pour
fout i , 1<ism , fi,x;éO . SL L'on pose

di=voz;x(fi) , 1<£igm ,

d= (dy,eenpd)

1d;

3 1fi
g
ox 1

N
=
A
=

-

_ 1
4 TaT
i
a=(a1,...,am) .

alons pour tout polycylindre compact K de €P subpisamment centn et effilLe
pour éa en X ona

i) Kc U

. . . -1
ii) Ve aidiKsx est invensible et ”vf;a;d;l(;x“]( <2 .

Démonstration. La proposition (5.2.2) est simplement une forme moins précise de la
proposition (4.4.3).

(5.3) Les deux propositions suivantes sont des versions 'numériques' des théorémes
classiques de division au-dessus d'un compact, dans un cadre 1l€égérement plus géné-
ral.

PROPOSITION 5.3.1.- Soient p un entier, p€ N, s, une nelation d'orndre total
sur NP , compatible avec sa sthucture de monoide et moins fine que La relation
d'ondre produdlt < sun NP , U un ouvernt de P , X unpointde U , m un
entien, m>0 , et f= (f,...,f) un dliment de (I(U, ocp))“‘ tel que pour
tout i , 1<ism , fi’x#O . On pose

dl =VOL;X(fi) s 1<i<m .

et
d = (d1,...,dm) .

Alons 4L existe des constantes A et B , A€R] , BER] , telles que pour
tout polycylindre compact K de €P sufdisamment centré et effile pour S,
X , on alt :

i) KcU

b
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ii) pour tout g , g€BK) , 4L existe une famille unique (gi)OSiSm
d'étéments de B(K) telle que pour tout i , 1<ism , g; € B_di+Ai(d)(K) s

gOE BAb(d)(K) et

g= I g0 regy s

i
iii) 44 L'on désigne par 9.4 (resp. par rf'd‘K) L'application

. m
of;d;K : B(X) —B(K)

(resp. r¢.4.¢ * BOK) — B(K) )

déginie par
Op,a;k8) = (@10 ey

(resp. rf;d;K(g) =g ),
ol pour tout g , g€BX) , (gj)OSigm désigne L'unique famille d'éléments de
B(X) telle que pour tout i , 1sgism , giEB-dimi(d)(K) » 8o BAo(d)(K)
et
m

AR

1=1

(cf. a (i1)) ,on a :
a) 9.9k est une application C-Lindainre continue et

d
llog, ,xlls Ao ki)

o d_ = sup di (La bonne supérieure étant nelative a fLa nelation d'ondre pro-
1<ism

duit < sun NP ) ;
b) Te.q.x @8t une application C-Lindaire continue et

c) L'application o
et seulement s4

£:d:K est une scission (nonmale) de B(K;f) a4

Mu;];x

o J désigne L'idéal cohérent de OU engendné par f1,...,fm ;

c{d1,...,dm} ,

iv) 84 J' désigne un idéal cohérent de Oy ek que pour tout i
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1<sism , fi€ rw,i) , La condition
My. g0 S 1dqoee )

Amplique que K = Im(B(K;f)f1)-
Démonstration. Soit C un nombre réel, 1<C , et posons

ld;
a =L a_l—fi_(x) 1<i<
i 4T d. » 1ELEM o,
1 BXI

a= (a1,...,am) ,

_,lalm (lq|

A sup (1/]ay])
1€ism
et
B = 2(1+m 2141 ™1 cldl

En vertu de (5.1.2), (5.2.1) et (5.2.2), pour tout polycylindre compact K de
¢ suffisamment centré et effilé pour < en X ona :

a) KeU
B) pour tout i , 1sisp , p;(K;x) <1 3
Y) e(K;x) < C

8) VEiaidiKsx est inversible ;

-1
e) “vf;a;d;K;x”K s2

Alors l'assertion (i) résulte de (a) et 1'assertion (ii) de (y) et de (3.1.2).
Pour démontrer 1'assertion (iii), on remarque qu'en vertu de (3.1.3),(iii) et de
(1.4), (&), (i), ona
Of‘d'K =T -d:K: ° \)-1
> a;d;Rx f;a;d;K;x

et
1

rf;d;K = (ldB(K) - ua;d;K;x Ta;d;K;x) ° vf;a;d;K;x

L'assertion (a) résulte donc de (B) , (Y), () et de (2.7.3), 1'assertion (b) de

(1) Pour la définition Jé se reporter au chapitre O.
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(v) , (g) et de (2.7.6) et 1'assertion (c) de (8) et de (3.3.3). L'assertion
(iv) résulte de (8) et de (3.3.8) (cf. (3.3.9)) .

Remarque 5.3.1.1.- En gardant les notations de la proposition 5.3.1, on peut vé-
rifier facilement que 1'assertion (ii) implique que

a) B(K;f) est une scission de Of;d;K 5

b) Im(o

;0 T T

B (GO
c) Im(rf;d;K) = BAb(d)(K) ;
propriétés qui résultent aussi de la proposition 3.1.3.

Remarque 5.3.1.2.- Dans la démonstration de la proposition 5.3.1, on utilise, a

travers la proposition 3.3.3 et la remarque 3.3.9, le corollaire (II,3.7) qui

affirme que

Mys 13K5x = Mag 75x
et qu'on a déduit des résultats difficiles du chapitre II. En fait, d'une part,
ce corollaire peut &tre démontré directement, et d'autre part, les affirmations
de la proposition 5.3.1 concernant des polycylindres compacts suffisamment
"petits', on peut utiliser & la place le corollaire (II,1.5) qui est élémentaire.

PROPOSITION 5.3.2.- Soient p un entier, peN ,,ga une relation d'orndre sur
N, compatible avec sa structure de monoide et moins fine que La nelation
d'ondre prodwit < sur NP, U un ouvert de C€° , J un idéak cohérent de

OU et x un point de U . On pose (cf. (II,1.2))
= NP -
A =N Pa;J;x
et
d = SUP(Ma;J;x)

(La bonne supérieune étant nelative d La relation d'orndre prodult < sur N ).
Alons AL existe des constantes A et B , A€ ]R: , Be]R: , telles que pour tout
polycylindre compact K de cP suppisamment centne et ef4ilé pour S, X
on ait :

i) KcU ;

.. _ )]

ii) B(K) = BA(K) @ Ik

(1) Pour la définition de JK se reporter au chapitre O.
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iii) 44 £L'on désigne parn 7., (resp. rJ) Le projecteur de B(K)

J
Tyt B(K) — B(K)

(resp. r; : B(K) — B(K))
sun JK (resp. sun BA(K)) parallelement G BA(K) (resp. a JK) (cf.a(ii)) ,on a

a) m 7 est une application C-Linéaire continue et
"d
lImsllg s ACaG0 5
b) g est une application C-Linéairne continue et
(-

Démonstration. Soit m 1le nombre d'éléments de 1'ensemble fini Ma; T5x
(cf. II,1.2). I1 existe un ouvert U' de P , U'cU , tel que x€U' , et un
élément f = (f1,...,fm) de T(@', (z:p)m tel que pour tout i , l1gigm ,

fieF(U',J), fi,x # O et tel que si 1'on pose di = Va;x(fi) on ait

Ma;J;x = {d1,...,dm}
Soit U" un ouvert de €P relativement compact dans U' et tel que xeU" . On
pose

A, =m sup sup | £, (x) ]|

1gism  xeU"

En vertu de la proposition 5.3.1 appliquée a l'ouvert U" (et cf. 5.3.1.1) , il
existe des constantes A1 et B , A1 € IR: , BE ]R: , telles que pour tout
polycylindre compact K de €P suffisamment centré et effilé pour s en X

on ait
a) KeU"
B) il existe des applications C-linéaires continues
. m
Of;d;K : B(K) — B(K)
rf;d;l( : B(K) — B(K)
telles que

By) BUKGE) oo gq.x * Teiq;k = My 3
82) Og.q.x ©St une scission normale de B(K;f)

Bs) Im(rf;d;K) = BA(K) H
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d
By) llog,qpxlly s A oKX

Bs) llvg,q;xllc=® s
v) ImBK;£)) = J

(La condition (B) résume les assertions (ii) et (iii) de la proposition 5.3.1
(cf. 5.3.1.1) et la condition (y) résulte de 1l'assertion (iv) de la proposition
(5.3.1), appliquée a 1'idéal cohérent J de OU).L'assertion (1) résulte de la
condition (a) . Les conditions (g;) et (82) impliquent que

BI) =(Im(rg,q,))  (In(B(K;£))

(1.2), ce qui en vertu de (83) et de (y) démontre 1'assertion (ii). Alors 1'appli-
cation B(K;f) °°f;d;K (resp. rf;d;K) n'est autre que le projecteur L

(resp. rJ) (cf.1.2) et si 1'on pese A = A0A1 , 1'assertion (iii), (a) résulte

des conditions (o) et (34) et 1'assertion (ii), (b) de (Bs)

Remarque 5.3.3.- En vertu de 5.2.1.2, les propositions 5.3.1 et 5.3.2 nous per-
mettent de démontrer, par passage a la limite inductive, les théorémes de
division dans 1'anneau des germes de fonctions analytiques au voisinage d'un
point de c? , autrement dit 1'anneau des séries convergentes.

(5.4) La proposition suivante est une généralisation d'un résultat bien connu

(corollaire 5.4.3).

PROPOSITION 5.4.1.- Sodent p un entier, peN , < une relation d'orndre totfal
sun NP , compatible avec sa structure de monolde gt moins gine que La relation
d'ondrne produit < sun NP, D' une partie de NP, U un ouvert de €P
X un point de U , J un Ldéal cohérent de OU et f = (f1,...,fh) une
famille finie d'éLéments de T(U,J) +Lelle que pour tout i , 1sism , Le
genune de fi en X 404t non nul. On pose

d. =v_ _(£) , 1gism ,
i 03X 1
dz(d1;°°"dm) >
et on suppose que
a) powr tout i , l1gism ,
-d; + (@'nay(d) + Ei;x(f)cv' ;
b) La {ibre Iy de £'4déal J en x est engendrée, comme Lidéal de

OU,x , par R'ensemble JD’;x définl par
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JD';x = {gGJx : Ex(g) cD'}l

c) Mor. c {d1 yous ,dm}

;005

Alons R'Aidéal J est engendné par La famille (fi) au vodisinage du point

1<igm
X

Démonstration. Soit J' 1'idéal cohérent de 0y engendré par la famille
Eiligign - On 2

(5.4.1.1) I'ecJ

I1 suffit de démontrer qu'au voisinage d¢ x ona J' = J . On remarque d'abord
que 1'hypotheése (c) implique que Pc,'D"J'ano(d) #0 (II,1.2 et I,1.2).0nen
déduit que pour tout polycylindre compact K , KcU , tel que x ek , on a
(5.4.1.2) Pa;D’;J;K;ano(d) =0

(cf. II,1.3). D'autre part, il résulte de 1'hypothese (b) qu'il existe un ouvert

U' de CP , U'cU , tel que x€U' , et une famille finie (gj)1§j§n d'éléments

de T(U',J) telle que pour tout j , 1£jsn , Ex(gj) cD' et qui engendre
1'idéal J au-dessus de U' . On en déduit que pour tout polycylindre compact
K , KcU', tel que xek ona :

(5.4.1.3) JK est engendré par JKnBv';x(K)

(comme idéal de B(K)) (cf. chapitre 0). Posons

D; =-d; + 0'np (), Tsism

Pour tout i , 1<ism , ona
(5.4.1.4) A nAi(d)cdi + DicD' s
et il résulte de 1'hypothése (a) que
(5.4.1.5) D; + Ei;x(f)cv'

Enfin, si 1'on pose
D= (01,-.-,Dm,D') >

T
ai=a——a—j1—(x) , 1<ism ,

ax !
et

a=(a1a'°"am) s

168



DIVISION NUMERIQUE UNIFORME

il existe un polycylindre compact K , KcU' , tel que x 3 et tel que 1'on

ait :

(5.4.1.6) est inversible

Vp;£;a;d;K;x
((4.4.4) et (4.4.5)). Alors, en vertu de la proposition 3.3.4 et son corollaire

3.3.7, les conditions (5.4.1.1) a (5.4.1.6) impliquent que J]'( =J - On en dé-
duit que si 1'on pose g = (g1,...,gn) ,ona Im(B(K;f)) = Im(B(K;g))

(chapitre 0), ce qui implique que J'|l% = J]I% et démontre la proposition.

Remarque 5.4.2.- Dans la proposition 5.4.1, on peut remplacer, sans perte de
généralité, 1'hypotheése (c) par la condition
e M

oy x T (paee sy

Comme M p' (cf. (II,1.3)), la condition (c') implique que pour tout i ,

CHAS
1€igm , diev' , d'olt Oe—di + (D'nAi(d)) (car diEAi(d)) , et 1'hypothe -
se (a) implique que Ei_x(f)cv' . On peut alors remplacer 1'hypothése (a) par
les deux conditions
1

@" Ei;x(f)cv
et

@) (@ + 0")0N] +p'cp'
(dont la conjonction est, bien entendu, plus forte que 1'hypothése (a)). On a
déja rencontré la condition (a') dans (II,1.4) et (II,1.5). Cette condition
qui parait compliquée de prime abord est en fait assez naturelle (comme on le
verra dans le chapitre IV ). Une partie D' de NP  satisfaisant a cette condition

est un "bon candidat'" pour définir une notion de fonction analytique '"homogene'',
du moins pour les questions relatives aux théorémes de division.

COROLLAIRE 5.4.3.- Solent p un entier, pe N , ga une relation d'orndre total
sun NP, compatible avec sa structurne de monoide et moins f§ine que La nefation
d'ondne produit < sur NP , U un ouvernt de cP , X un point de U ,

J un idéal cohérent de OU et (f.)1 : une famille ginie d'éléments de

i’1gigm
r,’) zelle que pour tout i , 1<is<m , Le germe de fi en X 404t non
nul. On pose

di = vOL;x(fi

c{d ..,dm} , L'idéal J est engendré par La famille

) , 1<isgm
Alons 54 Ma;];x 12+
au vodisinage du point X
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Démonstration. Le corollaire 5.4.3 est un cas particulier de la proposition 5.4.1
appliquée a D' = Np .

Commentaires sur le §5. Le but de ce paragraphe était de formuler, en termes de

filtres, des conditions suffisantes pour qu'un polycylindre compact satisfasse

"au théoréme de division" (on devrait plutét dire 'pour qu'on puisse diviser au-
dessus de ce polycylindre'). Afin d'obtenir des énoncés simples, on n'a pas
cherché a rendre ces conditions minimales (et de loin). Cependant, il y a un point
qui mérite d'étre signalé. Dans les propositions 5.2.2, 5.3.1 et 5.3.2, on affirme
que ''pour tout polycylindre compact K de cP , suffisamment centré et effilé

"

pour §a en X

vf-a-d‘K'x” ou "théoréme de division par une famille finie de fonctions analy-
’ ) ’ b

certaines propri€tés sont satisfaites (''inversibilité de

tiques" ou "théoréme de division par un idéal cohérent'). Conformément a 5.1.2

et 5.1.3, cette condition signifie qu'il existe C , Ce]l,+o[et V , Ve Fg
“o
tels que pour tout polycylindre compact K de cP , tel que

o
x€K , e(X;x) <C et p"K;x)ev

ces propriétés soient satisfaites. En réalité, la forme des inégalités (4.4.3.1)
de la proposition 4.4.3 nous permet d'affirmer, en raisonnant exactement comme
dans les démonstrations des propositions 5.1.2 et 5.1.3, que pour tout C ,
Cell,+»[, il existe V , VEFga , (dépendant de C ) tel que pour tout
polycylindre compact K de cP , tel que

[+]
X€EK , e(K;x) <C et p"(K;x)€EV ,

ces propriétés soient satisfaites. Néanmoins, on a préféré énoncer les ''théorémes
ponctuels' dans la version la plus faible, d'une part, pour sa simplicité, et
d'autre part, parce qu'elle suffit largement pour les applications les plus cou-
rantes, ol 1'on s'intéresse le plus souvent aux polydisques, dans quel cas les
deux versions se confondent. Sans se limiter strictement aux polydisques, on
affirme que pour tout polycylindre compact "'suffisamment proche' d'un polydisque
les mémes '‘conditions d'effilement' suffisent. En revanche, dans les paragraphes
suivants, ol 1'on énoncera les théorémes 'uniformes', on ne fera pas cette simpli-

fication.
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§6.- Théoréme de division numérique uniforme

Dans ce paragraphe, on commence & exposer les théorémes uniformes. Pour cela,
on introduit d'abord une version uniforme des filtres d'effilements, et puis on
démontre les résultats ne dépendant que de la partie élémentaire du chapitre II,
en réservant les théoremes les plus profonds pour le paragraphe suivant. A partir
de ce paragraphe on utilise constamment la notion de fonction modérée (ayant une
croissance polynomiale) le long d'un fermé analytique. Le lecteur non familier avec
cette notion devra se reporter a 1'appendice I, qui est bien entendu indépendant du

reste de ce travail.

(6.1) Pour introduire une version uniforme des filtres d'effilements, on part de
la remarque triviale suivante. Soient E et Y deux ensembles non vides, F un
filtre sur E et A un ensemble d'applications de Y dans F (une application

appartenant 2 A associe a chaque élément de Y une partie de E appartenant
au filtre F ). Alors si pour tout F , F€A , on pose

VF=ny)€EXY:x€FWH s
la famille de parties de ExY

VRpea

est un systéme de générateurs d'un filtre sur ExY , filtre qu'on désignera par
F x5 Y . Pour tout y , y€Y , si 1'on désigne par iy 1'injection canonique

i :E— ExY
y
définie par
iy(x) = (x,y) , pour x€E ,

alors F XA Y induit par i_ un filtre sur E , qui est moins fin que le filtre
F . Si la famille

FONpea

est un systéme de générateurs du filtre F , alors i;1(F A Y) n'est autre que
F

(6.1.1) Soient X un espace C-analytique(1), Z un fermé analytique d'intérieur

vide de X , Y 1l'ouvert dense de X défini par Y = X-Z , Cn 1'ensemble
des fonctions continues ¢ ,

Qo :Y— ]1:

(1) Tous les espaces analytiques considérés sont supposés séparés et dénombrables

4 1'infini.
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tels que 1/¢ soit modérée le long de Z et p un entier, p€ N . Pour toute
partie A de RP dont 1'enveloppe convexe ne contient pas O , on désigne par
AA 1'ensemble des applications F de Y dans le filtre de Hahn-Banach FA

(cf. I,4.4) telles qu'il existe a , a€A ,et ¢ , apECm , tels que pour
tout y , ye€eY , on ait

FO) = Vaion

(cf. (1,4.2), (1,4.7)). Conformément a 6.1, 1'ensemble AA Jdéfinit un filtre

FAXAAY sur (]R:)pXY et si pour tout a , a€A , et touty , LDECm ,

on désigne par Va' la partie de (R} )Pxy définie par

()

Vap = (0y) € ROP xY : pe

a; Va;w(y)} ’

alors la famille

(va ;LD) a€A ,cpECm

en est un systéme de générateurs.

LEME 6.1.2.- Soient A et A' deux parties de RP dont £'enveloppe convexe res-

pectif ne contient pas O et telles que FA = FA' . Alons on a
Fo X, Y =F,, x Y
A AA A AA'

Démonstration. Si 1'on pose
B=u U (r1A+...+rnA)

nEN* (ry,... ,rn)t’(R+)n -{0}
et

B' = U

U b AT A
n'eN* (ry,...,x} JE(R) -{0}

il résulte de 1'hypothese Fa = FA' et de la proposition (I,4.5) que B =B' et
que FA =Fg - Par symétrie, il suffit donc de démontrer que
Fo X, Y= Fox, Y
A Ax B Ag
Comme AcB , on a AAcAB , ce qui implique que le filtre FB A Y est plus
B
fin que le filtre Fa A Y . Il reste a démontrer que pour tout b , beB ,
A

et tout ¢ , wecm , ona waEFA xAY . Or, beB implique qu'il existe
’ A

n , neN* | (r1,...,rn)€(]Rj‘()n et (3,1,...,611,1)6An tels que
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Si pour tout i , 1£isn , on pose

1/nri

‘Pi=w ’

la fonction @; est continue, 1/(,pi est modérée le long de Z (App.1,1.2.2,(vii))
et il résulte de (I1,4.2.4) que

n V. . V.
1sisn 2i79; D3¢

b

ce qui démontre le lemme.

DEFINITION 6.1.3.- Soient X un espace C-analytique, Z un fermé analytique d'in-
térnieun vide de X , Y R'ouvernt de X dégind par Y = X-Z , p un entdenr,
peN , et F un §iltre de Hahn-Banach sur (R*P . On désigne par F(Y/Z) Le
filtre sun  (RYP xY  tel que poun toute partie A de RP , dont £'enveloppe con-
vexe ne contient pas 0O et telle que F = FA , on ait

F(Y/Z) = Fx . Y
A

(cf. 6.1.2). A

Remarque 6.1.4.- Si F' désigne un filtre de Hahn-Banach sur (IRj_)p , plus fin

que F , alors F'(Y/Z) est plus fin que F(Y/Z) . (Cela résulte de la proposi-

tion (I,4.5)). Si x désigne un point de Y et si 1'on identifie (IR:)px {x}

a (]R:)p , le filtre F(Y/Z) induit F sur (]Ri)p . (Conformément a (6.1)

cela est une conséquence du fait que les fonctions constantes sont modérées) .

(6.1.5). En gardant les notations de (6.1.1), pour tout § , Se€R_ , et tout

@, 0eC ,on désigne par E la partie de (]Ri)p xY définie par

M

E = {(p,y) € (RDP xY : p

P;8:0 EEp;cs;w(y)}

(cf.(1,4.9)).

PROPOSITION 6.1.6.- Soient <" une redation d'ondre total sun RP  compatible
avec da sthwuctune d'espace veciondiel (sun R ), A une matrice inversible a
coefficients dans R définissant La nefation d'ondre <" (cf. (1,3.5)) et

F Le fittre de Hahn Banach suwr (R*)P  défini pan cette refation d'ondre

(cf. (1,4.4) . Alons La famille

(rpxddy) (Byiso))ser, €€,

est une base du filtre F(Y/Z) surn (]R:)p xY
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Démonstration. Démontrons d'abord que pour tout & , § €R, , et tout ¢ ,
(0] Cm , on a

(ry xidy) (EP;52(D) € F(Y/Z)

Pour tout ietj , 1<i<p , 1s5j<p , on pose

bij=1 ,pour 1=7j |,
bij = -6 , pour i = j+1 ,
bij=0 ,pour i #j et 1 # j+1
b; = (biv'"’bip) ,
_ a1
ai-A bi .

On a bi >LO , ou =1 désigne 1'ordre antilexicographique sur RP (cf. (1,3.5.3),

d'ou ai>"0 (cf. (1,3.5.3)). Pour tout i , 1<isp , on désigne par ®; la

fonction
. *
(‘pi ¢ Y — ]R+

définie par

@5 ® ,pour i=1,

@ = 1 , pour i # 1

On a (piecm et pour tout y , yeY |,

pissot) 1§”i§p Yoo )
d'olr

A% 85000 = 1<i<p Va0,
((I,4.6), (1,4.7) et (1,4.1)), ce qui implique que

)= n V

(r, xid,) (E eR. ’
ATTNYT 0T T g 359

et démontre que

(X i (B 5 ) € FOY/D)

I1 reste a démontrer que pour toute famille finie (ak)1$k$n d'é1léments de RP
tels que a >'"0 et toute famille ((,pk) d'éléments de Ch il existe § ,

cSE]R+ , et o, wecm , tels que

1<ksn

(r,xid) E . Je n V.|
Ay Pi&i0" T gean A%
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Pour tout k , 1sksn , soit by 1'élément by = (byy,...,by ) de )

fini par
by = A3y

On pose
ik=smﬁi:1§i§p ,bh_#o} , 1sk<n ,
Ik= {i :1§i<ik’bh.<0} , 1sksn ,

et

§= sup sup (|b,.|[/b,. ) +1
1sksn el M Ky

Comme a, >' 0 ,ona b, > O (cf. (I,3.5.3)), d'ou b, . > O et en particulier
k k'L klk
§20
Si pour tout y , yeY , on pose
1/b1i1 1/bl’lin
(D(}') = inf{(p1 (y) """-pn (Y) ’ 1}

la fonction

o Y— ]2:
est donc une fonction continue telle que 1/¢ soit modérée le long de Z
(App.1,1.2.2,(vii),1.3.3) et il résulte de (1,4.10.1) que pour tout y , yeY ,
on a

r (Ep. . )C n V . ’

AP0 T ygean Ao )
d'ol

(ryxid)(E_ ... )= n V.,

AN i) S Dy Ve

ce qui démontre la proposition.

Remarque 6.1.7.- Soient <' une relation d'ordre total sur NP , compatible avec
sa structure de monoide, A une matrice de définition de <' (cf. (I,3.11)), et

F le filtre de Hahn-Banach FZ, défini par cette relation d'ordre

(cf. (I,5.1.3)). Alors il résulze de la proposition 6.1.6 (cf. (I,3.5)) que la
famille

(1 8y 50 se R, Loec,

est une base d'un filtre sur (R:)p xY , plus fin que F(Y/Z) (cf. (I,5.1.5) et
(6.1.4)), qui lui est égal si et seulement si la relation d'ordre <' est
rationnelle (cf. (I,3.11), (I,5.2.1), (I,5.2.2) et (6.1.4)). En particulier, si
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<' désigne 1'ordre antilexicographique g, sur e (cf. (1,3.12.1)), la
famille

(E )

P; 830" 6€R, ,0€C,

est une base du filtre F(Y/Z)

(6.2). Soient p un entier, p €N , et A une partie non vide de c® .on rap-
pelle (cf. 5.1) que KR désigne 1'ensemble des polycylindres compacts pointés
par un point de A , autrement dit 1'ensemble des couples (K,x) formés d'un
polycylindre K de Cp et d'un point x appartenant 2 1'intérieur de K ,

tel que x€ A . L'application qui associe a tout polydisque fermé de centre ap-
partenant a A 1le couple formé de ce polydisque et de son centre, identifie
1'ensemble de ces polydisques a une partie de KR . De méme, pour tout point x ,
x €A, 1'application qui associe a tout polycylindre compact K de P , tel que
X€ K , le couple (K,x) , identifie KE a une partie de KR (cf. 5.1).

On désigne par px 1'application
oy KB — (R2)P xA
définie par
pX(K;x) = (p"(K;x),x), pour (K,x)GZKK .

L'application pX est surjective et induit une bijection de 1'ensemble des poly-
disques fermés de centre appartenant a A sur 1l'ensemble (R:)p><A (c'est la
bijection qui associe a un polydisque fermé le couple formé de son polyrayon et
de son centre). En particulier, si F désigne un filtre sur (]R:)p xA , alors

DX_1(F) est une base de filtre sur KE

(6.2.1). Soient p un entier, peN , X un sous-espace analytique localement
fermé de P , Z un fermé analytique de X d'intérieur vide (dans X ) et Y
1'ouvert dense de X défini par Y = X-Z . On dit qu'un filtre H sur K$
est un filtre d'effilements modérés le long de Z , s'il existe un filtre de
Hahn-Banach F sur (R:)p tel que H soit engendré par la base de filtre
p{‘(F(Y/Z)) sur K§ (cf. 6.1.3 et 6.2). Si A désigne une partie de RP  dont
1'enveloppe convexe ne contient pas 0 et si F = Fa (cf. (I,4.4)), on dira que
H est le filtre d'effilements modérés le long de Z sur K$ , défini par A
La famille

1

' n V.. )
Y Cigisn 39594

n
TN, (ag,eeena )€ AN, (0, nne 0 ) €C

en est alors une base (cf. 6.1.1). On s'intéresse plus spécialement a deux cas
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particuliers.

Le premier est celui ou

A={aecRP: 3d, d'eNP, d<'d' et a=4d'-d} ,
ol <' désigne une relation d'ordre sur | L compatible avec sa structure de
monoide, autrement dit le cas ou F = FZ, (cf. (I,5.1.1) et (I1,5.1.3)). On dira

alors que H est le filtre d'effilements modérés le long de Z sur K$ , défini
par la relation d'ordre <' sur NP

Le deuxiéme cas est celui ou
A={aeRP: a>"0} ,

ou <" désigne une relation d'ordre sur RP compatible avec sa structure d'es-
pace vectoriel, autrement dit le cas o F = F_, (cf. (I,4.4)). On dira alors que
H est le filtre d'effilements modérés le long de Z sur Kg , défini par cette
relation d'ordre. Si <" induit <' sur NP , alors le filtre d'effilements

IA

modérés le long de Z sur KS défini par <" est plus fin que celui défini
par <' (cf. (I,5.1.5) et (6.1.4)).

On dira qu'une propriété d'un polycylindre compact pointé est satisfaite pour tout
polycylindre compact pointé dans Y , suffisamment effilé pour A (resp. pour
<', resp. pour <" ), modérément le long de Z , si 1'ensemble des polycylindres
compacts pointés appartenant a K$ , satisfaisant a cette propriété, appartient
au filtre d'effilements modérés le long de Z , défini par A (resp. par <'

resp. par <" ) , sur Kg

(6.2.2). Si <" désigne une relation d'ordre total sur RP , compatible avec
sa structure d'espace vectoriel et A une matrice de définition de <"
(cf. (I,3.5)), une propriété d'un polycylindre compact pointé est satisfaite pour
tout polycylindre compact pointé dans Y , suffisamment effilé pour <'" , modéré-
ment le long de Z , si et seulement si il existe un nombre réel § , S e]R+ s
et une fonction continue ¢ ,

w:Y—R] ,
telle que la fonction 1/¢ soit modérée le long de Z , tels que pour tout point

o
y , YEY , et tout polycylindre compact K , tel que yeK et
" .

o (K,y)E'pA(Ep;d;m(y)) s

le polycylindre pointé (K,y) satisfasse a cette propriété (6.1.6).

(6.2.3). Si <' désigne une relation d'ordre total sur ) 3 , compatible avec sa
structure de monoide et A une matrice de définition de <' (cf. (I,3.11)), pour

qu'une propriété d'un polycylindre compact pointé soit satisfaite pour tout
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polycylindre compact pointé dans Y , suffisamment effilé pour <' , modérément

le long de Z,il faut qu'il existe un nombre réel § , & €R,_ , et une fonction
continue ¢ ,

¢:Y— Rt ,

telle que 1/¢ soit une fonction modérée le long de Z , tels que pour tout point
Yy , YeY , et tout polycylindre K , tel que y(-_l% et

0" K;y) “A(Ep;a;q;(y)) ,

le polycylindre pointé (K,y) satisfasse a cette propriété (6.1.7); ces conditions
étant équivalentes si et seulement si la relation d'ordre total <' est rationnelle
(cf. (I,3.11) et (6.1.7)). En particulier, si <' est la relation d'ordre anti-
lexicographique g, sur N (cf. (1,3.12.1)), une propriété d'un polycylindre
compact pointé est satisfaite pour tout polycylindre compact pointé dans Y ,
suffisamment effilé pour S modérément le long de Z , si et seulement si il

existe un nombre réel § , &€ R, , et une fonction continue ¢ ,
@ : Y—)]R: ,

telle que 1/¢ soit une fonction modérée le long de Z , tels que pour tout point
Yy , yeY , et tout polycylindre compact K , tel que yeﬁ et

"6

P GY) <oly), p5(Ksy) <pj (K;y),-.-,p;(!(;y)<p§§1(K;y) ,

le polycylindre pointé (K,y) satisfasse a cette propriété.

(6.2.4). Si H de51gne un filtre d'effilements modérés le long de Z sur K$ ,
engendré par p (F(Y/Z)) , ou F désigne un filtre de Hahn-Banach sur

(]R:)p , la trace de H sur 1l'ensemble des polydisques fermés de centre appar-
tenant a3 Y est un filtre, qui n'est autre que 1'image réciproque du filtre
F(Y/Z) par la bijection définie par la restriction de py sur cet ensemble

(cf. (6.2)). En gardant les notations de 6.2.1, on dira qu'une propriété d'un
polydisque fermé est satisfaite pour tout polydisque fermé de centre appartenant a
Y , suffisamment effilé pour A (resp. pour <' , resp. pour <" ) , modérément
le long de Z , si 1'ensemble des polydisques fermés de centre appartenant a Y ,
satisfaisant a cette propriété, appartient a la trace du filtre d'effilements mo-
dérés le long de Z sur Kl; , défini par A (resp. par <' , resp. par <" ) ,
sur 1l'ensemble des polydisques fermés de centre appartenant 2 Y . Si 1'on dési-
gne par V 1'ensemble des éléments (p,y) de (]R:)p xY tels que le polydisque
fermé de centre y et de polyrayon p satisfasse a cette propriété, cette con-
dition équivaut a V¢ FA(Y/Z) (resp. a Ve Fg,(Y/Z) , TEesp. a Vng,(Y/Z)) .
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(6.2.5). Si #H désigne un filtre d'effilements modérés le long de Z sur K$ ,
pour tout point y , y€Y , la trace du filtre H sur KB (cf. 6.2) est un
filtre d'effilements sur KP (cf.(6.1.4) et (5.1.3)). Plus ﬁrécisément, en gar-
dant les notations de (6.2.1), si H désigne le filtre d'effilements modérés le
long de Z sur KE , défini par A (resp. par <' , resp. par <), la trace
du filtre H sur KE n'est autre que le filtre d'effilements sur Kg , défini
par A (resp. par <' , resp. par <£')

(6.3). Par abus de langage, on dira qu'une propriété d'un polycylindre compact est
satisfaite par un polycylindre compact pointé (K,x) , si K satisfait a cette
propriété.

PROPOSITION 6.3.1.- Soient p un entien, p€N , <' (resp. <'") une relation
d'ondre sun NP (resp. RP ) , compatible avee sa structuwre de monoide

(resp. d'espace vectoniel) et moins fine que La relation d'ondre produit < sur
NP (resp. sur RP ) , U un ouvert de €° , X un sous-espace analytique
fomé de U , Z un ferumé analytique de X d'inténieurn vide (dans X ) et Y
L'ouvert dense de X défini pan Y = X-Z . Alons tout polycylindre compact de
P pointé dans Y , suffisamment ef§4Lé pour <' (vesp. pour <'"), modérnément
Le Zong de 7 , est contenu dans U

Démonstration. Soit ¢' 1la fonction
@' P X— Iq
définie par
©'(x) = inf {d(x,CP-U), 1} , pour x€X .

La fonction ¢' (ainsi que la fonction 1/¢') est une fonction continue sur X
On en déduit que si 1'on désigne par ¢ la restrictionde ¢' a Y , ¢ est
une fonction continue et 1/¢ une fonction modérée le long de Z (App. I,

1.2.1 ). Soit S ERRREL la base canonique de RP . Pour tout i , 1sisp ,
on a ei_>'0 (resp. ei:ﬂ'o ). Alors pour tout point y de Y et tout polycylindre
compact K de P tel que )reﬁ la condition

P"Ky)e 0V
1sisp €1390)

implique que KcU , ce qui démontre la proposition.
Remarque 6.3.2.- Plus généralement, si (cp.l)1<.1<p désigne une famille de fonctions
continues
. *
wi Y — ]Q+
telle que pour tout i , 1<i<p , la fonction 1/q>i soit modérée le long de
Z (condition qui est, en particulier, vérifiée si o, est la restriction d'une
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fonction continue de X dans R}) , pour tout polycylindre compact de o
pointé dans Y , (K,y) , suffisamment effilé pour <' (resp. <" ), modéré-

ment le long de Z , on a
Py (Ky) <@ (y) , pour 1<isp et yeY

En effet, en gardant les notations de la démonstration de la proposition 6.3.1,

cette condition est équivalente a la condition

o'K;y)e n Vo,
1sigp SO

(6.4). Le lemme suivant résume 1l'essentiel des résultats démontrés jusqu'ici, dans
le chapitre III, et constitue la forme la plus précise du théoreme de division
numérique uniforme par une famille finie de fonctions analytiques. On utilise la
plupart des notations introduites dans ce travail et plus spécialement celles

introduites au §1 du chapitre II et aux §2 et §4 du chapitre III. Le théoréme qui
le suit en est une forme moins précise mais plus "'lisible'.

LEWE 6.4.1.- Sodent p un entier, p €N , s une nefation d'ondre sur N,
compatible avec sa structure de monoide et moins fine que La nelation d'ondre
produit < swn N, m  un entier, meN , d = (dgeeepd ) un Clément de
@™, 0= (0,...,0,,0') , 0l powr tout i , Tsism , D,cN et
DN | U unowentde € , X un sous-espace analytique fermé de U , Z
un ferumé analytique de X d'inténieur vdde (dans X ) , Y 4&'ouvert dense de X
defini pan Y = X-Z et £= (£,...,£) un element de (F(U,Ocp))m . On suppose
que

i)  powr tout i , 1sism ,
D'nDi(d)cdi+DiCD' H

ii) pour tout i , 1<ism , ef tout y , ye€EY ,
i

iii) powr tout i , 1sism , et fout y , ye€Y , ZLe gewme fiy de
f. en y est non nul et

D. + Ei;y(f)CD' H

i
Vct,)’(fi) = dl
On pose
Ty ra;d. , 1gism
i
et
5ij =s ;j(di) , 1sism , 1535ri
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Alons pour tout point y de Y et tout polycylindre compact K de P tel que
y €x , Les conditions

a) oy (Ky) sRy(y) , 1s<isp ;0

8 . d.
b) e(K;y) Idlp" Ny /ot tKsy) s

M(d) 1
<R W/IN@D A 5 )
U Af di' axdi

Ampliquent que

i) pour tout g , g eBD, 'y(K) , AL existe une famille unique

(gi)0§i§m d'éléments de B(K) telle que pour tout i , 1<ism ,

8 €Bp.n(-d; o0, @)y ® 2 % Bpnp @iy ® &

E]

g =
i

™

B0 gy

ii) 44 £'on désdigne par Ops£;d;K;y (resp. par Toif;d;K;y ) X'applica-
ion

m
: By (0 —> 1B, (K)

ag
D £;d;Ky i=1 D

(resp. TifdsKsy - BD';y(K) —_— BD';y(K) )
déginie par

OD;f,d;K;y(g) = (g1 g ’gm)

(resp. rD;f;d;K;y(g) =8 )

ot pourn tout g , gEBD'-y(K) , (gi) désigne L'unique famille d'éléments

de B(K) +teflle que pour tout i , 1<ism

0gism
b

B

g; €B DN () y& et

K
Din(-di+Ai(d));y( ) s g€
m

g = 121 g; (fi|K) * g

(cf.a (D)) ,oma:

(1) On rappelle que cette condition implique que KcU (cf. (4.4.1).
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a) OD;f;d;K;y est une application C-Lindaine continue et

1d; l a
|d]+m e(K;y)|C1| sup d'/ —d——(y, " O(K;}’) s

log. e.q.x: 1l <2
D)f)d’K!y K ‘|<1

oi d = sup d; (La borne supérieurne étant relative & La nekation d'ondrne pro-

1<ism
duit < sur NP);

b) rD;f;d;K;y est une application C-Linéaine continue et

[EN Ky||K_2(1+mz|d| w1y ldly

m
) Iy giaiksy) = I Bonca e, @iy ™

d) Im(rD;f;d;K;y) - Ker(OD;f;d;K;y) = BD’nAo(d);y(K) ’

e) BD;y(K;f) est une scission de 9 fd:K: H

f) o est une scission de B (K £) , 54 et seulement 4

D;£;d;K;y
Ker(rD;f;d;K;y) = Im(BD;y(K;f)) H

g) &4 L'on désdigne par J R'idéal cohérent de 0U engendné pan

f1,...,fm et A4
Mysprs 75Ky S (dpseesdpd
alons GD;f;d;K;y est une scdssdion de Bv;y(K;f) 3 néedproquement s4 OD;f;d;K;y
est une scission de B0~y(K;f) et 84 L'on suppose que
Im(BD;y(K;f)) = JKr1BD,;y(K) ,
alons

Ma;D' . 73K;y € {d1 yees ,dm} ;

iii) 44 J' désdgne un Lidéal cohérent de OU tel que pourn tout 1, l<igm,
fie r,7') , La condition

c{d .,d }

Ma;D';J';K;y 127" m
Amplique que

TN By, () = In(By. (K;5)
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Démonstration. Pour tout i , 1<is<p , et tout y , yeY , on pose
| alile
s gAY
oX
et

aly) =@;(y),-.. ,ap(y)) .

En vertu de 4.4.4, pour tout polycylindre compact K de P , tel que yeK , satis-
faisant aux conditions (a) et (b), \)D;f;a;(y);d;l(;y est inversible et on a

-1
(6.4.1.1) ”\’D;f;a(y);d;K;y“K $2

D'autre part, 1'hypothése (i) implique que pour tout i , 1<is<p , ona

(6.4.1.2) Din (-di + Ai(d)) = —di + (D' nAi(d)) .

Alors 1'assertion (i) résulte de la proposition 3.2.1. Pour démontrer 1'assertion
(ii), on remarque qu'en vertu de 3.2.2, (iii), et de (1.4),(c), (i), on a

_ -1
o0;£;d5K5y T T03a(y)5d5K5y ° VD f3a(y)5d5K5y
et

1

(ldBD.;y(K) T Hpsa(y);dsKiy Tpaly);diKsy ) ° Vifia(y);d;Ksy

0;£;d;Ky
Comme la condition (a) implique que pour tout i , 1<isp ,
p'i'(K;y) <1
(cf. 4.4.1), 1'assertion (a) résulte de (2.7.3) et de (6.4.1.1). L'assertion (b)
résulte de (2.7.6) et de (6.4.1.1), 1l'assertion (c) de 3.2.2, (i) et de
(6.4.1.2), 1'assertion (e) de 3.2.2, (iv) et 1'assertion (d) de 3.2.2, (ii), de

(1.2) et de 1'assertion (e). D'autre part, en vertu de la définition de

"o £y 0 O @

Ker(rv;f;d;](;y) c Im(BD;y(K;f))
et 1'assertion (f) résulte de 1'équivalence des conditions (a) et (d) de 3.2.2,(v).
L'assertion (g) découle de 3.3.1 et de 1'équivalence des conditions (a) et (b) de
3.2.2, (v). Enfin,1'assertion (iii) résulte de 3.3.1 et de 3.3.4.

/
THEOREME 6.4.2.- Soient p un entien, pe N, s une nefation d'ondre total sur N,

compatible avec sa strwucture de monolde et moins fine que La nelation d'ordre pro-
duit < sun NP ,m un entien, me N , d = (d1""’dm) un éLément de (Np)m,
U un ouvert de € , X un sous-espace analytique fermé de U , Z un feumé
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analytique de X d'intérieurn vide (dans X ) , Y R'ouvert dense de X défind
par Y =X-Z , f = (f1,...,fm) un éLément de (I‘(U,Op))m et ¢ une fonction
continue c

@:Y —[1,+= [
modénée Le Long de Z . On suppose que pour tout i , 1<sism , et tout vy ,
yeY , Le genme fiy de fi en y est non nul et que

Va;y(fi) = di
Alons il existe des fonctions continues

lp1 :Y——>RI , 1p2 :Y——>]R:
modénées Le Long de 7 Zelles que poun tout polycylindre compact de P pointe
dans Y , (K,y) , sufgisamment ef§iLé pour S modénément Le Long de Z
La condition

e(X;y) cw(y)
Amplique que :
i) KeU ;
ii) pourn tout g , g€B(K) , 4L exdiste une famille unique (gi)ogigm

d'éléments de B(K) telle que pour tout i , 1<ism , giEB—d.m. @ x) ,
8 €8y @) et s
o]

=]

g:

n o™

gi(fi]K) t g

i=1

iii) 44 L'on désigne par 9f.4.K (resp. Te.q.x ) 4'application

. m
Of;d;K : B(K) — B(K)

(resp. Te gk * B(X) — B() )
définie par
Of.q;k8) = (8g5---58)
(resp. T¢.4.¢(8) =g, ) s

olt pour tout g , ge€B(K) , (gi)OSi<p désigne L'unique famifle d'éLéments de
B(K) telle que pour tout i , 1sisp , giEB_di+ 3, (@) x , gOEBAo(d) X)
et

E]

g:

n o™

(5,10 g,

i=1
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(cf. a (i1)), on a :
a) Of.4-K est une application C-Linéaire continue et
do
|l°f;d;K|lK§W1(Y)/D" X;y)

ol do = sup d. (La borne supérnieune étant rnelative a La nelation d'ondre pro-
1<igm

duit s swe NP ) ;

£:d:K est une application C-Linéaire continue et

III‘f;d;l(“ K 5"’20’) ;

m
c) Im(of;d;K) =1 B-d.+A.(d)(K) ;
i=1 i1

d) Im(rf;d;]() = Ker(cf;d;}() = BAo(d)(K) ;
e) B(K;f) est une scission de Of;d;K 5

f) 44 L'on désdigne pan J L'idéal cohénrent de 0U engendné par
..,fm , Les conditions sulvantes sont équivalentes :

o) Ma;J;yC{dP'“’dm} ;
R) Ker(rf;d;K) = JK ;
Y) Of.d;K est une scission de B(K;f) ;

iv) 44 J' désigne un Lidéat cohérent de 0Oy <zel que pour tout i , 1<ism,
fier(U,J') , La condition

cldy,n.nd }

Ma;J';y m

Amplique que
J]'( = Im(B(X;£)) .
Démonstration. Soit ¥y (resp. \pz) la fonction
lJJ1 Y —> ]R:
(resp. byt Y — IR: )

définie par
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1d; |
2ldbm ldl ey sup di!/laTgi(y)

1<ism ax 1

n

¥ )

|d] +m-1

2(1+m 2 mldl(y)) )

(resp. q;z )

pour yeY . Les fonctions ¥y et y, sont continues, modérées le long de Z
(App.I1,1.2.1,1.3.3 et 1.3.2 ). Pour tout i , 1gism , soit o la fonction

®-

1:Y—->]R:

définie par
1d;1

) £
o, = RD gy m@ny ol onngly [T 9
i X

pour y€Y . La fonction @; est continue et 1 /«,pi est modérée le long de Z
(App.I, 1.2.1et1.3.2 ). Alors si 1'on pose

‘Sij=sa;j(di) , 1gism , 1gjsr, ,

on a cSi. > di et on en déduit que pour tout polycylindre compact de €? centré

J
dans Y , (K,y) , suffisamment effilé pour $a , modérément le long de Z ,

on a

a) pour tout i , 1<isp , p'i'(K;y) <RU(}') H

b) pour tout ietj , 1sism , 1sjsr

cSi.—di
o M TKy) <o)
(cf. 6.3.2 et (6.2.1)). La condition (a) implique que Kc<U (4.4.1), d'oh 1'as-
sertion (i). Si 1'on suppose en plus que

e(X;y) soly) ,

les conditions ci-dessus impliquent les conditions (a) et (b) du lemme 6.4.1. En

appliquant ce lemme a
0; =N , 1sisp , et D' =N

on en déduit aussitdt les assertions (ii) et (iii), (a), (), (c), (d), (e) du
théoréme. Pour démontrer 1'assertion (iii), (f), on remarque que

Yy T My
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(1I1,3.7) et que

I = Im(B(K;£))
(chapitre 0). L'assertion (iii), (f) résulte alors des assertions (ii), (f) et
(ii), (g) du lemme 6.4.1. De méme, 1l'assertion (iv) résulte de 1l'assertion (iii)

du lemme en remarquant que

Yo; 356y T My
(11,3.7), ce qui démontre le théoréme.

Remarque 6.4.3.- Dans les applications, la fonction ¢ sera, le plus souvent,
supposée constante et il découle de la démonstration qu'on pourra alors choisir la
fonction ¥, constante également (mais non pas la fonction w1) . En appliquant
le théoréme a ¢ = 1 , on obtient un cas particulier important concernant les
polydisques :

PROPOSITION 6.4.4.- En gandant Les notations et Les hypotheses du théoneme 6.4.2,
L existe une fonction continue

w1 Y — R:
modénée Le Long de Z et une constante Y, , y,€ Ry , telles que pour tout
polydisque fermé K de centre y appartenant a Y , suffisamment effiLé pour
S modénément Le Long de Z , Les conditions (i), (ii), (iii) et (iv) du
théoneme 6.4.2 sodient satisfaites.

Remarque 6.4.5.- En utilisant la proposition 4.5.5 ainsi que les fonctions intro-
duites dans 4.5.1, on peut donner une forme ''paramétrique' explicite a la condi-

tion "suffisamment effilé pour Sq 0 modérément le long de Y ' du théoréme 6.4.2.
Plus précisément, si A désigne une matrice de définition de la relation d'ordre

éa sur NP (cf. (I,3.11)) et si 1l'on pose

8 (d)

o~ <I)A;m
et pour tout y , yeyY |,
141
a .
e, = RDy/a@ne ol v £7| 20|, 1sisn
i i
oX
ey) = (1), 05e,(¥))
et
€o) = ¥y (de(), Ry,

alors on peut remplacer cette condition par la condition (plus forte)
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" .

p"(Ks5y) €rA(Ep;60;eo(y))
On remarquera que la fonction

€ ° Y— R:
est continue et que 1/g, est modérée le longde Z (App.I,1.2.2,(vii), 1.2.1,1.3.3,1.3.2)
(ce qui est conforme & 6.2.3). En particulier, si éa n'est autre que la relation

d'ordre antilexicographique éL et A la matrice unité (cf. (I,3.12.1)), on
obtient 1'énoncé suivant.

PROPOSITION 6.4.6.- En gardant Les notations et Les hypotheses du théoneme 6.4.2,

84 s est La netation d'ondre antilexicoghaphique s swr NP, si poun tout
1

L
i, 1sism ,

dj = (ypre00dyy

n
~
[« 9

et &4 £'on pose

$

o sup sup d.. +1 ,

15ism 1gj<p
alons AL existe des fonetions continues

Y :Y——>R: ,1P1 :Y——)]R: ,wziYﬂR:

o

modénées Le Long de Z , telles que pour tout point y de Y et tout polycylindre
compact K de € , tet que y€K, Les conditions

e(K;y) so(y)

§ §
”" . 1 . " 0 . " . ”" o -
01(K,y) <1, ey (Ky) < o) (K,y),...,pp(K,y) < pp_1(l(,y)

impliquent Les asserntions (1), (ii), (iii) et (iv) du théonéme 6.4.2.

Démonstration. En vertu de la remarque 6.4.5, la proposition résulte de 4.5.3.

188



DIVISION NUMERIQUE UNIFORME

§7. Théoreme de privilege numérique uniforme pour un idéal

Dans ce paragraphe, on démontre le théoréme de "privilége numérique uniforme',
dans le cas particulier d'un morphisme f de OU-modules cohérents de la forme

LM
f: OU e OU ,

le cas général d'un morphisme
oy —

étant démontré au chapitre suivant. On démontre aussi une version uniforme de la

proposition 5.3.2, qu'on pourrait appeler théoréme de division numérique uniforme
par un idéal.

(7.1.0). Dans ce numéro, on se fixe un entier p , p€ N , une relation d'ordre
total < = sur N , compatible avec sa structure de monoide, moins fine que la
relation d'ordre produit < sur NP , et une partie D' de N telle que

(7.1.0.1) [ +(-D')) NN°] +D' D"

(voir remarque (5.4.2)). On désigne par DO la partie de N définie par
D, =@ +(-0') NN

et pour tout entier m , m&€ N , on pose
"= ,,...,0.,0") ,

ol pour tout i , 1£ism , Di= DO . 0On a

(7.1.0.2) DO+D'cD' ,

(7.1.0.3) Do* DOCDO

et si d= (d1,...,dm) désigne un €lément de N tel que pour tout 1i ,
T<sism , diED' , alors

(7.1.0.4) A nAi(d)cdi+DocD’ ’

c'est-a-dire que ?™ et d satisfont a la condition 2.8.1.
Si U désigne un ouvert de P , K un polycylindre compact de ¢® contenu
dans U , x un point de U appartenant a K et f-= (f1 ,...,fm) un €lément

de TI'(U,0 )m tel que pour tout i, 1£ism |, Ex(fi)cv' , alors 1'application
B(K;f) induit une application
. . m -
BDm.x(K,f) . (BDO;X(K)) — BD';XU\)

(cf.(3.2)).

(7.1.1). Soient U un ouvert de ® , X un sous-espace analytique fermé de U ,
Z un fermé analytique de X d'intérieur vide (dans X) et Y 1'ouvert dense
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de X défini par Y=X-Z .

DﬁFINITION 7.1.1.1.- Sodlent m un entienr, meN , et f-= (f1’“"fm) un égLé-
ment de T (U, O‘Ep)m . On dit qu'un ouvernt U' de CP contenu dans U est distin-

gué pour (éa; D' X;2;£) , 4’40 existe des comstantes G , H , GeRy , HERY ,
une gonction continue

@ :YNU' — RI
modénde Le fong de  ZNU' , un entier v , T€N , une famille (dJ.)1<j<r
d'éléments de NP et des familles

@iy 1sjsr,yernur @ M) 1<i<r, 150 5m,yexnu?

d'éléments de F(U',Oq:p) telles que

a) pour tout y , yeYnu' ,

{d d}l ,

Ma;v,;J;y= preeesdy
o J désigne £'idéal cohérent de OU engendné par f1,
b) pour tout y , yeYnU' , et tout j , 1<js<r
m

. =% h.. f.;
gJY j=1 JW 1

c) pour tout y , yeYNU' , et tout i et j , 1<ism , 1<jsr

E D' et E (h D
y&iy) © y Mjiy) %o
d) pouwr tout y , yeyYnu' , tout x , xe€eU' , et fout iet j ,

1<ism , 1<jsr

|gjy(X)| <G et thly(x)] <H
e) pour tout y , ye€YNU' , et tout j , 1sjsr ,
|4; l
d et __lZ <
Vosy 85y T / - T )| = oly)

S¢ 0'=N |, on dira plus sdimplement que U' est distingué pourn (éa;X;Z;f) .

DEFINITIO’\I 7.1.1.2.- Soit J un {déal cohérent de 0 . On dit qu'un ouvert U'
de € contenu dans U est distingué pour Sq D' X ”,J) , 5'4L existe un
entier m , mMEN , of un élément f=(fy,...,f) de r(u',%p)”‘ tels que

a) La famille f1,...,fm engendne £'idéal J au-dessus de U' ;

b) L'ouvert U' est distingué poun §Q;D';X0U';ZOU';f) .
Si D=1 , on dia plus simplement que U' est distingué pour (£q3X;Z237)
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Remarque 7.1.1.3.- En gardant les notations de la définition (7.1.1.1)

(resp. de la définition (7.1.1.2)), si U" désigne un ouvert de ¢® contenu dans
U' et si U' est distingué pour §a;D' ;X;2;f)  (resp. pour (ga;D';X;Z;J)) ,
alors il en est de méme pour U" . D'autre part, on remarque que si U'nY=¢ ,
alors U' est distingué pour (sa;D' ;X52;£)  (resp. U' est distingué pour

(sa;D' ;X;Z2;J) si et seulement si il existe une famille finie d'éléments de
r@',0.,) qui engendre J au-dessus de U' ). En particulier, pour tout point X
de U tel que x¢X il existe un voisinage ouvert de x contenu dans U ,

distingué pour éa;D';X;Z;f) (resp. pour §a;D';X;Z;J)) .

Remarque 7.1.1.4.- En gardant les notations de la définition (7.1.1.1) soit y un

point de Y . S'il existe un ouvert U' de ® contenu dans U , distingué pour
§a;l7' ;X;Z;£) , tel que ye€eU' , alors en vertu de (7.1.0.2) les conditions (b)
et (c) de la définition (7.1.1.1)impliquent que pour tout i , 1<ism , on a

Ey(fi) cD
LEMME 7.1.2.- Sodent U un ouvernt de € , X un sous-espace analytique fermé de
U , Z un femé analytique de X , d'intérniewr vide (dans X ) , Y £'ouvert

dense de X défini pan Y=X-2Z , m un entdier, meN , f=(f1,...,fm) un

cement de T(U,p )" , J L'idéal cohdnent de O engendré pan f£i,....f

r ounentéen, TEN , et d=(d;,...,d ) un élément de (NPT . 0n suppose
que :

i) pour tout y , yey , Ma;D';J;yz{dP'“’dr} ;

ii) U est distingué pounr ga;D';X;Z;f)
On pose

d = sup d.
° 1gjsr )

(La borne supérieurne étant refative a fa relation d'ondre produit < sun NP ),

i=Ta:d. ? 1€isr ,
;d.

(cf. (4.1)). Alons AL existe une fonction continue
R:X— ]0,1[
et des fonctions continues
cp:Y—-—>]R: ,np:Y——»]R: ,w':Y—-»]R: ,

modénées Le Long de 1 , telles que pour
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tout point y de Y et tout polycylindre compact K de & zer que YEK , Les
conditions
a) Py (K3y) sR(y) , 1<isp
oy 1] 0815 ey di - :
b) e(XK;y) "o (K;y)/p" “(K3y) s1/0(y) , 1sisr , 1gjsr
Ampliquent que :
1) KcU
.. 1
i) Iy (KD) = J By, (0 ;D
sY
iii) il existe une scission C-linéaire continue normale o de BDm (K;£)
Y
o By, () — (B .y(K))"'

o
telle que

d
llogll = vy ek 14l /gowsy)

. L )
et 84 £'on désigne par T 3Kz (resp. par rD';J;K;y) Le profecteun de

Byr.y (K)

013Ky Ppry®) T Bpey 8O
(resp. rD’;J;K;y : BU';)’(K) —_— BD';Y(K) )
Aun JKnBD‘ ;y(K) (resp. sur BD’nAO(d) ;y(K)) paralleLement a BD'nAo(d) ;y(K)
(resp. a JKnBD';y(K) ) ,ona

a) m est une application C-Linéaire continue et

D';1:Ky

d
IE: sy el ooy ;

D';J;K;y“K

b) r,, est une application C-Linéaire continue et

LKy
”rD'J'K'y”K < 2(1 +T 2ldl+r-] e(](;y)ldl)

Démonstration. Les hypothéses (i) et (ii) impliquent qu'il existe des constantes
G, H, G€]R: , HE]R: , une fonction continue

@1 Y — ]R:

modérée le long de Z et des familles

(1) voir (7.1.0) et remarque (7.1.1.4); pour la définition de JK se reporter au
chapitre O.
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(gjy)1§j§r,y€Y et (h_uy)1<;|<r 1<ism,y€Y

d'éléments de I‘(U,Oq:p) , telles que

a) pourtout y , YEY , et tout j , 1sjsr ,

.=Zh f.
&y~ oy iy

B) pour tout y , ye€Y ,ettoutietj , 1<ism , 1£jsr

' et E (h.. ;
Ey(gjy) cD' e y( le) <9,

y) pour tout y , yeY , tout x , x€U , et tout ietj, 1sism,

1<jsr,
lg;, 06 et |hy; (O] <H
§) pour tout y , yeY ,ettout j , 1<jsr ,
ld4]
Vo 8,0 =45 et /——a—ﬂ(y)< 0,0
On pose

G' = sup{rG,1}
et on désigne par R 1la fonction
R:X — 10,1[

restriction de la fonction Ry aX (cf. 4.4.1)) etpar ¢ , ¢y et yP' les
fonctions

@:Y— R} ,y:Y— R} ,y':Y— R}

définies par

o = sup (d;1) N@ G'o,/ RV

1<jsr
(cf. (4.3)),
, |d]+r
y=1.H2 sup (d; Do,
1£jsr

et

|d]+r

Y'=r G 2 sup (d')(p .

15jsr
On remarque que la fonction R est continue (cf. (4.4.1)) et que les fonctions ¢
Yy et y' sont continues, modérées le long de Z (App.I, 1.2.1 et 1.3.2).

o
Soient y un point de Y et K un polycylindre compact de & tel que yeK,
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satisfaisant aux conditions (a) et (b). L'assertion (i) résulte de la condition
(a) et de (4.4.1). Considérons 1'élément gy =(g1y""’gry) de F(U,Omp)r . La
condition (B) implique que 1'application B(K;gy) induit une application

K; : r
Bvr;y( ,gy) (BDO;Y(K)) — BD';Y(K)

(cf. (7.1.0)). La condition (y) implique que

||B(K;gy) lx s 6,

et a fortiori que

(7.1.2.1) ||B K;g )] s
iy

On appliquera le lemme 6.4.1 a ' et gy . En effet, les hypotheses (i), (ii)
et (iii) du lemme 6.4.1 sont satisfaites, en vertu de (7.1.0.4), de (7.1.0.2) et
des conditions (B) et (§) ci-dessus. En plus, les conditions (a) et (b) du lemme
6.4.1 sont impliquées par les conditions (a) et (b) du présent lemme, en vertu des
définitions de R et de ¢ et des conditions (y) et (8) , en remarquant que la
condition (y) implique que Agy(y) <G' (cf. (4.4.2)).

Alors il résulte du lemme 6.4.1 qu'il existe des applications C-linéaires conti-

nues
(K) — (B, y(K))r (K)— By, (K)

:B
B0y Pos "38,3d5K5y Py

r
4 ;gy;d;K;Y
telles que

a') r idB K " B . (K;gy) o g

Dr;gy;d;K;y D'y o5y Dr;gy;d;K;y

A

8') llo I pldl+r sup |d. |/__H_Jl(y)

0 sg,sdsKy K 1<jsr

e(K;y)IdI/p"do(K;y) H

.

21+ 208 T T gy ldly

IA

¥ llr I

D'5g,3d5Kzy K

® 3

§') Im(r ) = Ker(o - ) =

B :
" 8y 343Ky 058y diKsy 0'nd, (D3

e') o, est une scission normale de B (K;gy) H
AL Dy

€ Iy (0 = B (Kigy)
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En effet, les conditions (a'), (B'), (y') et (§') sont des conséquences immédiates
des assertions (i) et (ii), (a), (b) et (d) du lemme 6.4.1. D'autre part, on
remarque que si 1'on désigne par J' 1'idéal cohérent de 0y engendré par

g1y"“’gry , la condition (a) implique que
I'e]

d'ou

(7.1.2.2)

P37 3K5y P30 33K3y
(cf. (1I,1.3)), et la condition (§) implique que

(7.1.2.3) {d d }cP

dp- 0T Ky
Or, en vertu de (II,1.4), les conditions (a) et (8) et 1'hypothése (i) impliquent

que

(7.1.2.4) Ma;D';J;K;y = Mcx;D';J;)' = {d1""’dr}

Alors il résulte de (7.1.2.2), (7.1.2.3) et (7.1.2.4) que

Myoprsgriky = (poeeeady)

La condition (g') résulte donc des assertions (ii), (g) et (ii), (e) du lemme
6.4.1, et en vertu de (7.1.2.4), la condition (z') résulte de 1'assertion (iii) du

méme lemme.

On pose
Tor.1.xy = B, (Kg)) oo
'Ky Dr;)’ gy Dr;gy;d;K;y
et
Thy.q.0.0 =T .
PUTIY  ptg sdiksy
Alors, en vertu de (1.2), les conditions (a'), (§'), (g') et (z') impliquent que
(K) = (J nB (K)) €] BD nAo(d) ;y(K)
et que T, 1Ky (resp. rD"J'K'y ) est le projecteur de B (K) sur
’ bR Rt ]
J nBD,.y(K) (resp. sur B 'nA @: y(K) ) parallélement a2 B 'nA @3y x)

(resp. a J n B (K) ). L'assertlon (iv), (a) résulte de (B'), de (8) et de

(7.1.2.1) et l'assertlon (iv), (b) de (y'), ce qui démontre 1'assertion (iv).
Considérons maintenant le morphisme de OU—modules

AT m
hy.OU——>0U

défini par la matrice transposée de la matrice
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(h,. )

jiy’15jsr,1sism

I1 résulte de (B) et de (7.1.0.3) que l'application B(K;hy) induit une applica-

tion C-linéaire continue

. . r m
BpysyKihy) & (By ()T —> (B . (0)

En vertu de (y), on a

||BX;h )}] < rH
YUk

et a fortiori

(7.1.2.5) ||Bvo;y(K?hy)“K rH,

IA

et en vertu de (o), on a
B(K;g ) =B(K;f) o B(K;h
( ,gy) (X;£) o B( y) ,
d'ou

7.1.2.6 B K;f) o B K;h ) .
( ) (K;£) o By . (K5h)

(XK;g,) =B
Fy Yoy o
En particulier, on a

Im(B (K;g.)) <Im(B x;£)) ,
sy % o

Y
et comme
Im(BDm'y(K;f)) cJKnBD, ;y(K) ,
la condition (z') implique que
(7.1.2.7) Im(B .y(K;f)) = Im(BDr.y(K;gy)) = JKnBD.;y(K) s

ce qui prouve 1l'assertion (ii). Enfin, si 1'on pose

o, =B (K;hy)ocxr

K00y %58, 343Ky
en vertu de (7.1.2.6) et (7.1.2.7), il résulte de la proposition 1.9 que oy est
une scission C-linéaire continue, normale de B (K;£) , et en vertu de (7.1.2.5),
de (B') et de (8) , on a Y

d
ol s v ey 4o oasy) |

ce qui démontre le lemme.

PROPOSITION 7.1.3.- Soient U un ouvert de € , X un sous-espace analytique

fermé de U , Z un ferumé analytique de X , d'inténieur vdde (dans X ) Y
L'ouvert dense de X défini par Y=X-Z , m un entier, meN , f=(f1,...,fm)
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.
,m’

un éLément de T(U,0 p)m , J R'idéal cohérent de OU engendné par f1,.. f
r un entien, TeEN , et d= (d1,...,dr) un éLément de (I\Ip)r . On suppose que :

i) pour tout y , y€EY , Ma;D';J;y = {d1""’dr} 5

ii) 4 existe un necouvrement de U formé d'ouverts de ® contenus dans
U , distingués pour (sa;v';x;z;f) .
On pose
ri=r0t;di , 1gisr ,

85 = Sgpj(dp) » Tsisr , Tsjsr

(cf. (4.1)). Alons, 4L existe une fonction continue
R: X — 10,11

et des gonctions continues
¢ : Y— R} et w:Y—»]R:

modénées Le Long de 7 , telles que pour tout point y de Y et tout polycylin-
dre compact K de P tet que y €K , Les conditions

a) pE(K;y) < Ry) ,1<isp;

lal 843 % - :
b) e(K;y) " T K)ot TKy) s 1/ply) , 1sisr, 1<jsr
Ampliquent que
i) KeU ;
ii) Im B X;£) =J,nB (K) (D
11 m ] - K Dl ;y ’ ’
Dy
iil) 40 exdste une scission C-Linéaire continue normale g de B (X;£)
. m
og BD' ;)’(K) — (BDO;Y(K))
telle que
IS
llogllk = v ety Bl7em Psy)
ol d0 = sup d. [(La borne supérieune étant relative a La relation d'ordre produit
1<j<r
< s NP .

Démonstration. Soit (Uk)k€I un recouvrement de U formé d'ouverts de €P  con-

tenus dans U , distingués pour (ga;v';X;Z;f) . En vertu de (7.1.1.3), U étant

paracompact, on peut supposer que le recouvrement (Uk)kﬂ est localement fini.

(1) voir (7.1.0) et remarque (7.1.1.4); pour la définition de JK se reporter au
chapitre O.
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I1 résulte du lemme 7.1.2 que pour tout k , k€I , il existe une fonction conti-
nue

Rk:XnUk — 10,1[

et des fonctions continues

ka:YﬂUk-ﬁ R} et lpk:YnU — R}

k

modérées le long de ZNUy telles que pour tout point y de YnUk et tout poly-
cylindre compact K de €P tel que y€K , les conditions

ak) p'i'(K;y) éRk(y) , 1gi<p ;

[d] 8] dj - .
bk) e(K;y) ! 1p (K;y)/p" (K;y)§1/¢>k(y) , 1gisr , 1<j STy

impliquent que :

ik) ](CUk ;
iik) Im(B . (K;£)) = JKnB

3

D ;y(K) H

iiik) il existe une scission C-linéaire continue normale o de

B (K;£) telle que

Y d

lloglly s 4 0 ety 1/omCay)

Or, U étant paracompact, il existe un recouvrement ouvert (Vk) de U tel que

kel
pour tout k , k€I , VkCUk . Alors il existe une fonction continue

R:X— 10,1([
et des fonctions continues
@ :Y— R} et y:Y— R}
telles que pour tout k , k€I , et tout y , yEYnd
R(y) ng(y) ,

cok(y) <oy)
et

‘Pk(y) ()
(App. I, 1.3.4, 1.3.6 ). Soient y un point de Y et K un polycylindre compact de
& tel que y€ K , satisfaisant aux conditions (a) et (b). Il existe k , keI ,
tel que y€Vk . On en déduit que y€YﬂUk et que y et K satisfont aux
conditions (ak) et (bk) . L'assertion (i) résulte alors de (ik) , 1l'assertion (ii)

de (iik) et 1'assertion (iii) de (iiik) , ce qui démontre la proposition.

PROPOSITION 7.1.4.- Soient U un ouvert de € , X un sous-espace analytique
fermé de U , Z un fermé analytique de X , d'intérnieurn vide (dans X ), Y
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L'ouvert dense de X défini par Y=X-2 , J un idéal cohérent de 0y ,
r un entier, r €N, et d= (d1,...,dr) un éLément de (NP)* . On suppose que :

i) pour tout y , y €Y , Ma;D':J;y = {d1""’dr} ;

ii) 42 exdiste un necouvrement de U foumé d'ouverts de P contenus dans U,

distingués pour (Sq; D';X3Z230).

On pose
T. =T, , 1gisr,
i a,di

§.. =S

ij a; j(d

i) , Tsisr, 1sjsry
(cf. (4.1)). Alons AL existe une fonction continue

R:X— 10,1[
et des fonetions continues

®:Y— R} et w:Y—-—»]R:
modénées Le Long de 7 , te,&(&%A que poun tout point y de Y et tout polycylindre
compact K de c®  tet que y €K , Les conditions

a) p{(Ky)sR(y) , 1<isp;

4] 533 E : '
b) e(Gy) 1l M Ksy) /g™ HKsy) s1/00y) 5 Tsist, Tsist s
Ampliquent que :
i) KeU;
- ) QD)
1) By (0 = UMby, () 0 By, gy, (0

(resp. par r

. oy L.
et 54 L'on désigne par 011Ky

D' T5Ksy ) Le projecteun de

B K) —

"0 Ky T oty w0

BD';Y
(resp- Tpi;gik;y © Bpryy®) = By ()

A JKnBD';y(K) (resp. sur BD'nAO(d);y(K)) paralleLement a BD'ﬂAO(d);y(K)

(resp. a JKnBD';y(K)) , ona

est une application C-Linlaire continue et

d
e, 35y lx € ¥ ein o Cmsy)

) Tors 33Ky

(1) Pour la définition de Jg se reporter au chapitre O.
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o d = sup d. (La borne supérieure étant nefative a La relation d'ondre pro-

1<jsr
duit < sur NP)
b) ™D 3Ky est une application C-Linéaire continue et
Irpr; gy llk < 21+ 2 14T oy 1dly

Démonstration. En vertu de 1'hypothese (ii), de la remarque (7.1.1.3) et de la
(Uk)kEI de U
formé d'ouverts de (P contenus dans U , distingués pour (éa;D';X;Z;J). Alors

paracompacité de U , il existe un recouvrement localement fini

pour tout k , k€I , il existe un entier M s mkE.N , et un élément
f, = (f,45,...,f, ) de T(U,,0 )mk tel que :
k k1 ’ kmk k P

a) la famille £, ,,...,f engendre 1'idéal J au-dessus de U, ;
k1 kmk k
b) 1'ouvert Uk est distingué pour (é ;D! XnU ZnU fk) .

En appliquant le lemme 7.1.2 (assertions (i) et (iv)) a chacun des ouverts Uk
pour fk , on termine la démonstration en raisonnant comme dans la démonstration
de la proposition 7.1.3.

Remarque 7.1.5.- Dans les énoncés des propositions 7.1.3 et 7.1.4 on peut rempla-
cer les conditions (a) et (b) par des conditions "‘paramétriques" en utilisant

la proposition 4.5.5 ainsi que les fonctions introduites dans 4.5.1. De méme, on

peut les traduire dans le langage des effilements, comme dans le théorepe 6.4.2.

Remarque 7.1.6.- En gardant les notations du lemme 7.1.2, ainsi que celles de sa

démonstration, on remarque que comme la scission og est définie par

o (Ksh ) o g

K~ Do’ Dr gy ;d; Ky
en vertu de (7.1.2.6), on a

B (K;f) o0, =B _ (K;g ) oo = Mo o key

3% KTy DY 5diKsy phitiksy

De méme, on a

id -B K;f) o

“Byiy ;y( 2T Ty

On en déduit que les projecteurs

B (K;£) o 0 et id -B K;f) o o
Dm;y K BD';y(K) Dm;y K

de (K) sont indépendants de f (pourvu que f]""’fm engendre 1'idéal

D',y
7, que
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(7.1.6.1) Ker(oy,) = Im(rg, . ;. .,) = B, K
K D'; K5y 0'na (d) sy

(cf. (1.2)) et que

(7.1.6.2) ||idBD © " va (5) = 0|l <2211 e laly
Yy 3y

(7.2) Dans la suite, on étudiera le cas particulier ou D' = N , dans quel cas

on a également Do = NP,

LEME 7.2.1.- Sodent U un ouvert de €P , X un sous-espace analytique fermé
iuvéductible de U , 2 un femé analytique de X distinet de X , U' un

ouvernt de CP relativement compact dans U , m un entien, f-= (:E1 ,...,fm) un
élément de (F(U,Ocp))m et J L2'idéal cohérent de 0y engendné par La famille

f1,...,fm . On suppose que :

i) So,;J;XCZ (cf.(11,3.1));

ii) 4L exdiste deux ouverts de Stein connexes U" et U de P contenus
dans U tels que U' 404t nelativement compact dans U" et U" nelativement
compact dans UM
Aons £'ouvernt U' est distingué pour (§G;X;Z;f) .

Démonstration. En vertu de (7.1.1.3), on peut supposer que U'NX#@ . Alors il
résulte de (II,3.6) qu'il existe un entier r , r€ N , une famille (dj)1<j<r
d'éléments deux & deux distincts de NP , en ensemble fini non vide I et des fa-

milles

Fjdker,1sjsr ¢ Prjidkel,isjsr,1sism

d'éléments de TI'(U"xU" , OUxU ) telles que :

o) pour tout vy , y€X-Sa.J,X , Oon a
I\I&;J;y = {d1""’dr} ;
B) pour tout ket j , k€l , 1<jsr , et tout x' , x'€U" , si 1'on
désigne par ijx' 1'élément de I‘(U",OU) défini par
ijx,(x") = ij x',x") , pour x"eU" ,

on a
Vasxt Fegx) 20 45 3

Y) pour tout ket j , keI, I<jsr , tout x' , x'€XNU" , et tout
x', x"e€U" , ona
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m
ij (x|,x||) = 151 Bkji(x"x”) fi(xu) ;

8) si pour tout k , k€I , on pose

aldle
§ = &x'eu 3, 1gjsr ——%1 (x',x') =0}
ax

(la dérivation étant relative au deuxiéme paquet de variables) et U]'(' =U" -Sk ,
alors

(X-S__ . )nU"ec y U
a; 13X kel X

. Pl . "
(ou, ce qui est équivalent, (kQI Sk)n XcSa;J;XnU ).
On pose

G =sup sup sup sup IFk. x',x"M|
k€I 1sjsr x'eUr x"eUr I

et

H=sup sup sup sup sup lsk..(x',x")[
K€l 1sjsr 1sism x'eU xeyr It

(les bornes supérieures étant finies, car U' est relativement compact dans U") ,
et pour tout k , k€I , on désigne par @ la fonction

o 1 U — R;

définie par

4
9 Fk.
0.0 = swp | 1/| K 0| |, pour xeuy
k 1<i< d. k
SJsr 5xX" ]

La fonction @) est continue, modérée le long de Sy (App. I, 1.2.1, 1.3.3). On
en déduit qu'il existe une fonction continue

' U U — R

kel
modérée le long de N Sk telle que pour tout X , X€ U Ui(‘ il existe kX ,
kel kel
"
kXEI , tel que erk et
X
(7.2.1.1) o X se'x)
X

(App. I, 1.6.1). En vertu de 1'hypothése (i) et de la condition (§), on a

Xn(n sjeznur,
kel
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et si 1'on désigne par Y 1'ouvert dense de X défini par Y=X-Z , la restric-
tion

" YnU" — R}
de ¢ a YnNU' est une fonction continue, modérée le long de Z NU" (App.I,
1.2.2, (iii) et (iv)). On désigne par ¢ la restriction

¢:YNU' — R}
de ¢' a YnU' . lLa fonction ¢ est continue, modérée le long de Z NU' (App.I

1.2.2,(ii)). Pour tout i et j, 1sisgm, 1gjsr , et tout point y de YNU' on
pose

g..=F . |U" et h. = ..o
Jy kny jiy 513,31)'

o Fkyjy (resp. Bkyjiy ) désigne 1'élément de I"(U",OU) défini par

(x) (y x) , pour Xx€U" ,
gy ™ Ty
(resp. By jiy(x) = By ji(y,x) , pour x€U" ).
y y
! [
On a gjyel"(U,OCp) et hjiyel"(U ,Ocp)

Démontrons que 1'ouvert U' satisfait aux conditions (a), (b), (c), (d) et (e) de
la définition (7.1.1.1). La condition (a) résulte de 1'hypotheése (i) et de la con-
dition (a) ci-dessus, la condition (b) résulte de la condition (y), la condition
(c) se réduit a néant car D' = Do = N et la condition (d) est évidente. Pour
démontrer la condition (e), on remarque d'abord que pour tout j , 1<jsr , et
tout y , yeYNU' , ona

: d
|d; IJIF

9 g
(7.2.1.2) — oy - —d—X— 8%
3X ] Xn

D'autre part, la condition (B) implique que V y(gJy) 2, dj , et comme yEUi(' ,

Yy
en vertu de (7.2.1.2), ona Vv y(gJy) j . Enfin, 1'inégalité
ld l
1 25 () <ot
ax J

résulte de (7.2.1.1) et (7.2.1.2), ce qui prouve que U' est distingué pour
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(éa;X;Z;f) et démontre le lemme.

LEMME 7.2.2.- En gandant Les notations du Lemme 7.2.1, ainsi que L£'hypothese (i)
84 K désigne un polycylindre compact de c® contenu dans U , alons AL existe
un ouvert de CP , contenu dans U , contenant K , distingué pour (ga;x;z;f).

Démonstration. I1 existe des polycylindres compacts XK' , K" , K" de & tels

que
o o o
KCK' CK' CKHCK"CKIH CK'"C U
Alors si 1'on pose
o o o
U' =K' , UH =K" et U'H =Kl"

les ouverts U' , U" , U satisfont a la condition (ii) du lemme 7.2.1, ce qui
implique que U' est distingué pour §a;X;Z;f) .

LEMME 7.2.3.- Soient U un ouvert de € , X un sous-espace analytique feamé
iunéductible de U , Z un fermé analytique de X distinet de X , K un
polycylindre compact de €° contenu dans U et J un idéal cohénent de OU
tel que

Sa; J;XC Z
Alons il existe un ouvert de CP contenu dans U , contenant K , distingué pour
(%L .
Démonstration. Soit K' wun polycylindre compact de ® tel que

KC§'CK'CU.
I1 existe un entier m , m€ N , et un élément f = (fT’”"fm) de (r(X',0 p))m tel

o C

que 1'idéal J soit engendré par f.,...,f au-dessus de K' . Alors il résulte

PEERRNS
de 7.2.2 qu'il existe un ouvert de CP contenu dans K', contenant K , distingué
o [}

pour (ga;XnK';ZnK';f) , ce qui démontre le lemme (cf. (7.1.1.2)).

(7.3). Soient U un ouvert de P , X un sous-espace analytique fermé irréducti-

ble de U et J un idéal cohérent de OU . En vertu de (II,3.3), 1l'ensemble

Pa, Ty des exposants privilégiés pour éa de J eny ne dépend pas du point

y , pour y€X-S . . . On désignera cet ensemble par P .. . De méme,
o;J;X OL’J’Xgen

si 1'on désigne par M . 1'ensemble (fini) des éléments minimaux de

0;7;X

gen
P ... pour la relation d'ordre produit < sur N , pour tout point vy ,
0"J’Xgen
YEX-Sei3x
Maszsy = Masasx

gen
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(cf. (II1,1.2)), et on a

P + NP

.1 =M . .
s J; Xgen o J; Xgen
(cf. (1I,1.3)). L'ensemble S

vide dans X (II,3.2), P

étant un fermé analytique de X , d'intérieur

a; J;X
(resp. Ma'J'X ) est l'ensemble des exposants

o J;Xgen gen
privilégiés (resp. des exposants privilégiés minimaux) de J en un point '"général"

de X .

THEOREME 7.3.1.- Soient p et m des entiens, s, une nelation d'ondre fotal sur
| compatible avec sa structure de monoide, moins fine que La refation d'onrdre
produit < sun NP, U un ouvert de @, X un sous-espace analytique fermé
fudductible de U , Z  un feumé analytique de X distinet de X , Y R'ou-
vert dense de X défini par Y=X-2 , f= (f1,...,fm) un éLément de F(U’Oﬂlp)
et J R'idéal cohénent de OU engendné par f1,...,fm . On suppose que

m

Su; J;XCZ
Alons poun toute fonction continue

@ Y— [1,+=[ ,
modénée Le Long de 7 , AR existe des fonctions continues

l1)1ZY—9R: wZ:Y—rlR:,
modéndes Le Long de I , telles que pour tout polycylindre compact de CP  pointé
dans Y , (K,y) , suffisamment effilé pour S modénément Le Long de Z ,
satisfaisant a La condition

e(K;y) soy)
on ait:
i) KcU ;
ii) A& existe une scission C-Linéaire continue, normale ok de B(K;f)

: B(K) — B@E™

9K
telle que :
a) Ker(oK) = BAo(K) s
o A =N-p ;
(o) a’J’Xgen

d
b) llogllg < v, 7" °Ksy)

ol do = SuP(Ma (La borne supérieune étant relative a La nelation d'onrdre

373 Xgen)
produit < sun Np) ;
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c) ”idB(K) - B(K;f) OOK”ngZ(y)

Démonstration. L'hypothese S <Z implique qu'il existe un recouvrement de U

a; ;X
formé d'ouverts de € contenus dans U , distingués pour (ga;X;Z;f) (7.2.2).
Soient
r=cardM_, .. )
%; J:Xgen

et d=(dy,...,d ) un élément de (N°)" tel que

M

35X = o)

Pour tout point y , y€Y ,

Ma;J;y = (d1,...,dr}
(car Soc;J;XCZ) (cf.(7.3)) et on a

d = sup d. et A = A (d)
° 1§j2r ° °

(cf.(7.3) et (2.7.12)). On pose
ri=ra;d. , 1gisr ,
i
éij=sa;j(di) , 1gisr , 1<jsr
(cf. (4.1)). En vertu de (7.1.3), (7.1.6.1) et (7.1.6.2) (appliqués a D' =) ,
il existe une fonction continue

R:X—> 10,1[
et des fonctions continues
@' Y— R} et y' Y— R} ,

modérées le long de Z , telles que pour tout point y de Y et tout polycylindre
compact K de ® tel que y€K les conditions
a) p{(Ky) <R(y) , Tsisp ;
8. .-
d| i
] i)

d.
Ky s1/e'(y) , 1sisr, Tsjsry

b) e(K;y)
impliquent que
i) Kc<cU ;

ii) il existe une scission C-linéaire continue, normale ok de B(K;f) telle

que

a) Ker(oK) = BA () X)
o

' |d] "do
b) [loglly = w' () ey /0" P(Ksy)
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o) |lid B(K;£) o0 2010+ 24T o 1dly

B(K) ~ gl =
On pose
[d]

Loy =
d j*r -1 wldl)

=0l Th Y =Yle | et 11;2=2(1+r2]d

Les fonctions
¢":Y— R} ,q)]:Y—-) R} et wZ:Y——> R}
sont continues, modérées le long de Z (App. I, 1.3.2). Or, pour tout polycylindre

compact de ® pointé dans Y , (K,y) , suffisamment effilé modérément le long de
Z les conditions (a) et (b')

S, .-d.
®" o' Mty <1/, 1sisr , 1<j<r
sont satisfaites (cf. (6.3.2) et (6.2.1)). En remarquant que si en plus on a

e(Ksy) 0ly) ,
la condition (b') implique la condition (b), on en déduit le théoreme.
Remarque 7.3.2.- En vertu de (1.2), il résulte de (7.3.1), (ii) que
- (1)
B(K) = JK ® BA X)
o
et que 1l'application

B(K;f) oGK : B(K) — B(K)
(resp. idB(K) - B(K;f) o0y : B(K) — B(K) )

est le projecteur de B(K) sur JK (resp. sur BA (K) ) , paralléelement a BA X)
o

(resp. a JK ) . °

En particulier, ces projecteurs ne dépendent que de 1'idéal J , et non pas du

o

systéme de générateurs f n

100
L'ensemble Sa;J;x étant un fermé analytique d'intérieur vide de X (II,3.2),
on peut appliquer le théoréme a Z:=Sa;J;X .
Dans la plupart des applications, la fonction ¢ est supposée constante, et il
découle de la démonstration du théoréme 7.3.1 qu'on peut alors choisir la fonction
¥, constante également. En appliquant le théoreme 2 ¢ =1, on obtient un cas par-

ticulier important concernant les polydisques :

PROPOSITION 7.3.3.- En gardant Les notations et Les hypothises du théonéme 7.3.1
AL existe une fonction continue

w1 Y — ]RI

(1) Pour la définition de JK se reporter au chapitre O
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modénée Le Long de Z et une constante 11)2 , 1})2€ ]R: , telles que pourn tout
polydisque fermé K de centre y appartenant a Y , suffisamment ef§4Lé pour
S modénément Le Long de Z , Les conditions (i) et (ii) du théoneme 7.3.1
sodent satisfaites.

COROLLAIRE 7.3.4.- En gardant Les notations et Les hypothéses du théondme 7.3.1 ,
sS4 A désigne une matrice inversible a coefficients dans R , déginissant La
nelation d'ondre s sur N, alors pour toute fonetion continue

@Y — [1,+o]
modénée Le Long de Z AL existe des fonctions continues
p: Y— R} » ¥y $Y— R} et wZ:Y—->]R:

modénées Le Long de 7 et une constante 50 , 506 R: , telles que pouwr tout
point y de Y et tout polycylindre compact K de CP tek que y€EK Les
conditions

a) e(K;y) coly)
impliquent Les assentions (i) et (ii) du théonéme 7.3.1.

Démonstration. Le corollaire est une conséquence directe du théoreme 7.3.1
(cf.(6.2.3)).

Remarque 7.3.5.- Si au lieu d'obtenir (7.3.4) comme corollaire du théoréme (7.3.1),
on le démontre directement a partir de la proposition (7.1.3), en raisomnant comme
dans la démonstration du théoréme (7.3.1) et en utilisant la proposition (4.5.5),

on obtient une formule explicite pour la constante 8o o a savoir

(cf. (4.5.1)), ou

T = Card(Ma;J;Xgen )

et d= (d1 ,...,dr) désigne un élément de (I\IP)r tel que

Ma;J;Xgen = {dy,..0,d)

En particulier, si 5 n'est autre que la relation d'ordre antilexicographique
g, sur N et A 1la matrice unité (cf. (I.3.12.1)), en se limitant aux polydis-

ques, on obtient 1'énoncé suivant.

PROPOSITION 7.3.6.- En gardant Les notations et Les hypotheses du théoneme 7.3.1
Yy s, est La nelation d'ordre antilexicographique sun NP et 44 L'on pose

)

<
L

do = sup(Ma; 75Xgon
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(£a borne supériewre étant nelative a ka nekation d'ondne produit s suwt NP
et

§. = sup (d.)+ 1,

o 15i<p ol

oo d_=(d ,...,dop) , alons AL existe des fonctions continues

o ol
q;:Y—-»]R: et 1])1 :Y—>]R: ,
modéndes Le Long de Z , et une constante vy, , Y, €R} , telles que powr tout
point y de Y et tout polydisque feamé de centre y et de polyrayon
o= (p1"“’pp) , pER: , Les (éonddtéanA s
o
o
P <1/W(y) 5 0y <0y A
Ampliquent Les assentions (i) et (ii) du théoneme 7.3.1.
Démonstration. En vertu de (7.3.2), de (7.3.5) et de (4.5.3.2), la proposition est

un cas particulier du corollaire (7.3.4).

THEOREME 7.4.- Soient P un entien, ga une nefation d'ondre total sur NP ,
compatible avec sa sthucture de monoide, moins fine que La nelation d'ondre produit
s swe N, U wnowertde € , X un sous-espace analytique fermé irnéduc-
tible de U , Z un fewmé analytique de X , distinet de X , Y L2'ouvert

dense de X défini parn Y=X-7Z et J un Ldéal cohérent de 0, . On suppose que

U
Sa;J;XCZ .
Alons pourn toute fonction continue

@ : Y — [1,+o] ,
modénée Le Long de Z , AL existe des fonctions continues

\p1:Y——->]RI e,tq)Z:Y—-olR:,
modénées Le Long de Z , telles que pourn tout polycylindre compact de P pointé
dans Y , (K,y) , suffisamment effiLé pour §a , modénément Le Long de Z ,
satispaisant a La condition

e(X;y) <oly)

on alt :
i) KeU ;
ii) B = J, @ B, (10"
K Ao ’
~ _ NP : o .
oa A =N Pa;J;Xgen , et 54 L'on désigne par 1K (resp. par Ty ) Le

(1) Pour la définition de JK se reporter au chapitre O.
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projecteur de B(K)

Ty.x ¢ BEK) — B

(resp. ryg B(K) — B(K) )

Aun JK (resp. sun BA (K) ) paratlelement a BA (K) (resp. a JK ), ona
o )

a) T1.x est une application C-Linéaire continue et

d
”“J;K I[K ROV ¢ SO I

ol d0:=sup(Ma_ ) (La borne supérieure étant relative a La nelation d'ordre

3 J3Xgen
produit s sur NP)

b) Ty est une application C-Linéaire continue et

Iryxll s ¥,

Démonstration. La démonstration du théoréme (7.4) est rigoureusement analogue a celle
du théoréme (7.3.1) en utilisant le lemme (7.2.3) a la place du lemme (7.2.2) et
la proposition (7.1.4) a la place de la proposition (7.1.3).

Remarque 7.4.1.- L'ensemble sa-J'X étant un fermé analytique d'intérieur vide de
3 ’

X (II,3.2), on peut appliquer le théoréme a = =Sa-J-X

Dans la plupart des applications, la fonction ¢ est supposée constante, et
on peut alors choisir la fonction ¥, constante également (cf. (7.3.2)). En
appliquant le théoréme (7.4) a @=1 , on obtient un cas particulier concernant
les polydisques, analogue a la proposition (7.3.3).

De méme, en vertu de (6.2.3), on peut formuler une variante '‘paramétrique' de la
condition "suffisamment effilé" et obtenir un énoncé analogue au corollaire (7.3.4)
remarquer qu'en vertu de la proposition (4.5.5), on peut alors expliciter la
constante 60 (cf. (7.3.5)), et enfin donner une version simple dans le cas ol
s, est la relation d'ordre antilexicographique s, sur NP (analogue a 1la
proposition (7.3.6)). On n'explicitera pas plus tous ces énoncés importants, que
le lecteur pourra reconstituer sans difficulté.
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CHAPITRE IV

THEOREME DE PRIVILEGE NUMERIQUE UNIFORME

Dans ce chapitre, on étend aux sous-modules les résultats du chapitre précédent
et on démontre le théoreme principal de ce travail (théoreéme 4.4.1 et ses corol-
laires). La philosophie générale de ce chapitre est qu'un module cohérent sur un
espace analytique peut toujours &tre considéré comme un idéal du faisceau structu-
ral d'un autre espace analytique. I1 y a des questions dont le contexte naturel
est celui des modules, les idéaux n'étant qu'un cas particulier. Ce n'est pas le
cas pour les théorémes de division dont le cadre approprié est celui des idéaux.
S'il y a des théorémes de division pour les modules, c'est uniquement parce qu'un
module peut étre considéré comme un idéal. C'est pour cette raison d'ailleurs que
les théorémes de division par un sous-module paraissent moins naturels que ceux
par un idéal. C'est également une des raisons qui m'a conduit a les démontrer
d'abord pour un idéal et a en déduire le cas général. En effet, une partie des
résultats aurait pu étre établie directement pour les sous-modules. En revanche,
les résultats du chapitre II, essentiels pour les versions uniformes, ne peuvent
pas, 2 ma connaissance, étre démontrés directement, la notion d'exposant privilé-
gié d'un sous-module étant trop artificielle.

La méthode la plus connue pour considérer un module comme un idéal est celle qui
découle du "principe d'idéalisation'' de Nagata, qui consiste a considérer un module
comme un idéal de carré nul. Cette méthode n'est point adaptée pour les questions
de division car cet idéal est un idéal du faisceau structural d'un espace qui n'est
pas réduit et qui est donc singulier (voir [44] , §1, pp.383-384).

C'est une autre construction qui sera utilisée. Soient X un espace analytique
et M un OX-module cohérent. On cherche a définir un espace analytique X' et
pour tout sous-OX-module cohérent M' de M un idéal cohérent J de OX' de sorte
que la donnée de 1'idéal J de OX' fournisse ''les mémes informations' que la
donnée du sous-OX-module M' de M . L'espace X' sera l'espace défini par

X' =Specan(S(M)) ,

ot S(M) désigne 1'algebre symétrique de M , et on associera a un sous-OX-module
M' de M 1'idéal J(M') de OX' , idéal de définition de 1'immersion fermée

Specan(S(M')) — X'

déduite de la surjection canonique
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M — M/M

Si X estunouvert Ude €® et M un Oy-module libre OE , 1'espace analytique
X' s'identifie a 1'ouvert Ux€" de €P™ et en appliquant le théoréme de divi-
sion a 1'idéal J(M') de OU><Cn , on en déduit un théoréme de division pour le
sous-module M' de OE

Au §1, on expose un 'dictionnaire' traduisant les propriétés de 1'idéal J(M')
en des propriétés du sous-module M' . Aux §2 et §3, on établit le théoréme de
division par un sous-module, et au §4, on démontre le théoréme de '"privilege numé-

rique uniforme', objet principal de ce travail.

§1. Opérateurs élémentaires et exposants privilégiés d'un sous-module

Dans ce paragraphe, on introduit les opérateurs qui permettent de ramener 1'étu-
de des théorémes de division par un sous-module cohérent a celle des théorémes
de division par un idéal, et on définit la notion d'exposant privilégié minimal
d'un sous-module, qui généralise les définitions du §1 du chapitre II concernant
un idéal.

(1.0). Dans ce paragraphe, on se fixe deux entiers p et n , peN , nelN* ,
une relation d'ordre total éa sur NPT , compatible avec sa structure de
monoide et moins fine que la relation d'ordre produit < sur NP | pour tout
i , 1<£i<n , on désigne par e; 1'é1ément de NP  défini par

),

€. = (€:q,000,€.
i ( i1’ ’el,p+n

ou pour tout j , 1<js<p+n ,

eij =0 , j#p+i,

©i,p+i

et on pose
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e = (e1,...,en) ,

n

e € (NP . On désigne par Do la partie de NP géfinie par

D, = NP x {0}

et par D' celle définie par

D= U (e.+D)
1£isn

Alors pour tout 1 , 1<is<n ,ona

(1.0.1) A ﬂAi(e) =e; * DOCD'

Pour tout m , m€N , on pose

M= @5---50,,0")

ou pour tout i , 1<ism ,

Si m=n , on pose plus simplement
0=0"

et alors, en vertu de (1.0.1), D satisfait aux conditions 2.8.1 du chapitre III
pour d=e . Enfin, on désignera par X

Tys---,T  celles de €

y+++,X  les coordonnées de cP et par
1 P

(1.1.0) Soient K un polycylindre compact de ® et K' un polycylindre compact
de " tel que O€K' . En vertu de (III,2.6.26), pour toute partie A de | N
telle que
(1.1.0.1) 3", AN A=NPx Ar

(o]
le sous-espace BA'(X 0) (KxK') de B(KxK') est indépendant du point x de K .
s b
On désignera alors ce sous-espace, plus simplement, par BA(KX K') . On remarquera
que 1'ensemble des parties de NP satisfaisant 2 la condition (1.1.0.1) est
stable par addition, réunion, intersection et passage au complémentaire et que
D, et D' appartiennent a cet ensemble.

De méme, il résulte de (III,2.7.10) que 1'application C-linéaire continue

HI;e5kxK"; (x,0) ° BKxK")" — B(KxK')

. n
(resp. T;e;KxK" ;5 (x,0) B(KxK') —— B(KxKD" ),

o
ou T=(1,...,1) , T€(C*)N , est indépendante du point de x de K . On désignera
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donc, plus simplement, cette application par uII;e;KxK' (resp. T e KXK' ),

ou méme par uu; e (resp. Tﬂ;e ) , quand aucune confusion n'en résulte.
Dans la suite, on identifiera B(K) a son image dans B(KxK') par 1'isométrie
canonique (qui associe a une fonction £ , f€B(K) , la fonction f' |,
f' €B(KxK') , définie par f'(x,x') = £f(x) , pour (x,x') €KxK') , image qui

n'est autre que BD (KxK') , on notera €.k 1'inclusion
0 3

. 1

EK';K : B(X) — B(X xK")

et on désignera par KK 1'application C-linéaire continue

‘n : B(KxK') — B(K)

K;K'

définie par
(ﬂK;K.(g))(x) = gx,0) ,

pour g€B(KxK') et x€K . Alors on a

(1.1.0.2) =1,

lImye; ko g
(1.1.0.3) HK;K, ° 1.k = idB(K)

et exy.g © Mg.gr €st un projecteur dont 1'image est B(K) et le noyau

BNp+n-D (KxK') . On pose
o
Kt = EKrsK © KK
et on a
(1.1.0.4) ”eK;K'”KxK' =1

En vertu de 1'identification ci-dessus, 1'application Mo (resp. Tq.e )
b )
induit une application C-linéaire continue

: B — B

o1 (KXK?)

uD; T;e
(resp. . Tee : BD,(KX K') — B(K)n )
(cf. (II1,2.8) et (1.0)). On remarquera que pour tout €élément (f1,...,fn) de
BK)" on a

(1.1.0.5)

n
Eppeeesf) = I £ T

uD; T;e
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PROPOSITION 1.1.1.- L'application Hp:lse est un Lsomornphisme d'espaces de
Banach de BX)" sur BD' (KxK') et T en est L'isomorphisme Linverse.
En plus, on a

D;Tse

n
a) HUD,II;e ” KxK' = 121 p;i_'(K';O) 5

b) g, goesilliog $ 257 e300 /pYKT0) 5

2l ok;0™ sup (1/pY(K'30))

c) Ty, 1. <2
“ D;Tse “ KxK! 1<isn

Démonstration. L'injectivité de “D;H;e résulte de (1.1.0.5) et la surjectivité
de (III,2.8.3). On en déduit que “v;u;e est un isomorphisme d'espaces de
Banach (théoréme de Banach). D'autre part, TD;H;e est une scission de “D;H;e
(111,2.8.2), ce qui implique (uD;H;e étant bijective) que

Tp. .. © My, . =1id et Yo . oTy .. =1 .
D;1ze ° Mp;mse B O™ DiTe ° ;w5 ~ B, (Kxk)

L'assertion (a) résulte de (1.1.0.5), 1'assertion (b) de (I1I1,2.7.2) et 1l'asser-
tion (c) de (b).

Remarque 1.1.2.- Dans la suite, il aurait €été pratique de pouvoir identifier
n . . . . L . np
BX)" a BD,(K><K ) par 1l'isomorphisme “D;ﬂ;e . Néammoins, “D;H;e n'étant
pas une isométrie, cela entrainerait une ambiguité sur la norme.
(1.2). On désigne par XK.k 1'application C-linéaire continue
)

XK'K' : BKxK') —> B(KxK")
définie par
n
Xg;K' T Mge ° @ eK;K') °T1se

PROPOSITION 1.2.1.- L'application C-Linéaire continue XK K" est un progfecteunrn et
b
on a :

. on-
i) ”XK;K'”KXK' <n 22 ex;0)" 5

ii) Im(XK'K') = BD,(K><K’) ;

L. B .
iii) Ker(XK;K') =B '(Kx K")

N o

Démonstration. On a
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n n n n
XK °XiGKT T Hrge © @ egrgd 0 @ ) 0T @ Hype °@ egn ) © (@ Moty -

Or,
n
@

n
e T ol o® ey ) =T, o, © Uy o =id
K;K' T;e T;e K';K D; e D; ;e B(K)n

(1.1.1), donc

XK;K' ° XK;K' = XK;K' s

ce qui démontre que Xg.x' ©st un projecteur. D'autre part, pour tout f ,
3
feB(XxK') , ona

e}

XK;Kv(f) = 1=1(6K,K' ° T[[;e;l)(f)Tl

(1.1.0.5), d'ou

n
. 2n-1
i Mo = 2 Tl g PK75008 0 2 e xr;0)"
> i= 'y

((1.1.0.4) et (111,2.7.2)), ce qui démontre 1'assertion (i). Pour démontrer
1'assertion (ii), on remarque que

n
Im(ty. ) I B,

; I Bee s (0 KK

(I11,2.7.13), et comme pour tout i , 1<£isn

Doc—ei + Ai(e)

(1.0.1), on a, en vertu de 1'identification de B(K) a BD (KxK") ,
o
B e In(t,. )
T;e ’
d'olu

n n
Im((® eK'K') ° Tn.e) = B(K)

et 1'assertion (ii) résulte de (I11,2.8.6). Enfin la bijectivité de Hp. e
(1.1.1) implique que Hi.e |B(K)n est injective. On en déduit que

1

( Kxk)™

c oo 1 (ker(@ e T
Ker(xK;K.) = T1I;e (Ker(® eK;K')) = Tu;e BNp+n_'D

0
(1.1.0) et 1'assertion (iii) résulte de (III,2.8.9) et (III,2.8.10).
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COROLLAIRE 1.2.2.- On a

O U U & U & Ol
Démonstration. Comme
- 1 - ]
Ker(eK K’ = B]Npm—v (KxK') et Im(eK;K') = BDO(KXK )
()

(cf. 1.1.0)), le corollaire résulte de la proposition 1.2.1 et des inclusions
' P+ _ P _p5,
D'c N DO et DOCN [ZANNN

COROLLAIRE 1.2.3.- Soit x un point de K . S& pourn tout d = (d, dy)
de N d € NP » 4, € N" | on désigne par Gd'x L' application C-Linéaire
continue

6d;x :BK)—C
définie par
pldle
Sq.x(F) = ———H— (x,0) , pour fEBXxK') |,
aX BT
on a
a) 44 deD' | Gd;x o XK;K' = éd;x ;
b) 44 de N op | Saix ° XK = O

Démonstration. L'assertion (b) résulte de (1.2.1), (ii). Pour démontrer 1'assertion
(a), on remarque que, Xk K étant un projecteur, on a
b

Im(id

Baok) ~ Xk) T KeTOgege) = B g o (KXKD

((1.2.1), (iii)), ce qui implique que si d€D' |

o (ld

BKxK')™ Xkt =0

d.

COROLLAIRE 1.2.4.- Pour tout point x de K et tout éfément h de B(KxK') tet
que h#0 ona:

1) 5/(‘. XK;K'(h) #O ) ai’_o)us Va;(x’o) (h) ga V(),;(X,O)(XK;K'(h)) 5

ii) pour que Vo (x,0) (h) eD' AL faut et AL sufgit que XK;K'(h) £0 et

Va; (x,0) (h) = Va;(x,O)(XK;Kv(h)) .
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Démonstration. En vertu du corollaire 1.2.3, on a
= 1
Ex,0) Ok M) = Eq oy (N D

et le corollaire 1.2.4 en découle directement (cf. (II,1.1)).

COROLLAIRE 1.2.5.- Sodient f et g deux é€éments de B(KxK') . Alons on a

Démonstration. En vertu du corollaire 1.2.2, on a

-6

idg ekt " Ok T Xk T Qdpegxiry Ok © Gdprukry” Xgkr) =

= (id'B(KXK') - XK',K') o (idB(KXK') 'eK;K').
On en déduit que

(1.2.5.1) Im(id (KxK")

BCok?) ™ Ok T XK)S BNp+n- R,
(o]

((1.2.1), (1.1.0) et (III,2.6.3)) . On pose
£ = £-0 40 (D)~ X0 (D)

et
g' = g_BK’,K'(g) = XK;K'(g) .
Alors on a
(1.2.5.2) fg = f'g+ (£-f")g’ +9K;K'(f)eK;K'(g) +XK;K'(f) XK;K'(g) +

+ eK;K'(f) XK;K'(g) + XK;K'(f) BK;K.(g)
Or, il résulte de (1.2.5.1) et (II, 2.6.5) que

f'geB (KxK') , (f-f')g'€B (KxK")
(-0 up")) + NPT (N - uo'))+ N

et de (1.10),(1.2.1) et (11,2.6.5) que

[olRde]
Xk (B) X0 () € By (KT,
SK;K.(f) XK;K'(g)EBDO'*D'(KX K") N

XK;K'(f) eK;K'(g)GBDO+D'(KX K") s
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et comme
WP @ uon) + NN Zpr
D+ 0, cD N
D'+ D' NPT g

et

D, + DD’
il résulte de la proposition 1.2.1 et de (1.2.5.2) que
Xis CE8) = Bper () 0 @) + Xy o () By i (@)

ce qui démontre le corollaire.

(1.3.1). Soient m un entier, m€N , U un ouvert de P et f :OIITJ'——» OE

un morphisme de OU—modules, f = (f. fij €I‘(U,0U) . On désigne

~ 1j)1.<.isn,1§jgm ’
par f 1le morphisme de OUXCn-modules

£.:0m — 0

U Uxc”

défini par f = (F;,...,E) ,olpour tout j , 1sjsm ,

E. = .. T.
j MRS R

h~ s
H

i
Soient K un polycylindre compact de e contenu dans U et K' un polycylindre

compact de " tel que O€K . Alors on a

(1.3.1.1) BKxK'E) = up .o °(BEGE) 8 idyy))

(cf. chapitre O et (III,2.0)). D'autre part, on remarque que pour tout j ,
o
1£jsm , et tout point x de K ona

1 .
Do + E(x,O) (Fj)c (AN
1'application B(K ><K';E) induit donc une application C-linéaire continue
va(Kx K';f) : BO™ — By, (Kx K")
(cf. (1.0), (1.1.0) et (I11,3.2)), et il résulte de (1.3.1.1) et de (1.1.1) qu'on
a

(1.3.1.2) B K ) = upi e © BUGE)
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et

(1.3.1.3) B(X;f) =

;1T 5e® va(](x](';f)

(c'est-a-dire que si 1'on identifiait B(K)™ a son image B y(KxK') par
5 g D p
1'isomorphisme Hp.q:e ©OM aurait Bpm(K><K';f) = B(K;f) (voir 1.1.2)).
De méme, pour tout j , 1<jsm , et tout point x de ﬁ on a
p+n _ P _ 5,
(N DO) + E(x,O)(Fj)C]N D
On en déduit que si 1'on pose

Nt o (WP Dyseens

ol pour tout j , 1<js<m , Dj = Do , 1'application B(Kx K';%} induit une

NTop NPT D,

application C-linéaire continue

-~ . m
BNPﬂl_ Dm(KXK',f) : (BNP+D_ ) (KxK"))" —> BNp+n_ o (KxK")
o
(cf. (III,3.2)) et il résulte de (1.1.0) et de (1.2.1) que
(1.3.1.4) B(KxK';f) = BDm(KX K';£) @ BNpm- Dm(KX K';£) .

PROPOSITION 1.3.2.- Soient 0o : BD,(K><K') —BEK)™  une application C-Linéaire
continue et o' : B(K)" — BK)™ L'application définie par

o' =0 °Hp;m;e
Alons

i) o' est une application C-Linéaire continue et

n
[[o" [l s £ pt(K';0)]|o]| ;
K=o 1 KXK'

ii) pour que o' s0it une scission de B(K;f) 4L faut et LE suffit que
504t une scissdion de Bpm(K><K';%j ;

iii) pour que B(K;f) s0it une scission de o' AL faut et LL suffit que
B (K><K';f§ 204t une scission de ©
"
Démonstration. L'assertion (i) résulte de (1.1.1), (a) et les assertions (ii) et
(iii) de (1.3.1.2) et de (1.1.1).

Remarque 1.3.3.- La proposition 1.3.2 permet de ramener la construction de scis-
sions (resp. de scissions normales) de B(K;f) au cas ou n=1 .

(1.3.4.). Soient U un ouvert de P , M un sous-OU-module cohérent de 03 ,
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i Me— ()E le morphisme d'inclusion, Q 1le conoyau de i et t : (7?J — 0

la surjection canonique, de telle sorte qu'on ait une suite exacte
0— Y — 08 Hg9— 0
On en déduit une surjection
S(t) : S(g) — S
de 1'algebre symétrique de 08 sur celle de Q , d'ol une immersion fermée
Specan(S(Q)) <> Specan(S(d) -
Or,
Specan(S(g)) = UxC"
et si 1'on pose
Y = Specan(S(Q)) ,

Y s'identifie a un sous-espace analytique fermé de uxc® . On désigne par
J(M) 1'idéal de définition de Y dans UxC® . Si U' est un ouvert de U tel
qu'il existe un entier m , m€N , et un morphisme de OU,—modules

f: U on,
tels que M|U' = Im(f) , alors on a
(1.3.4.1) JW|U € = (D)

(1.4.1). Soient x un point de € et f = (f;,...,£) , ol pour tout i ,
1<ign , fi est une fonction définie au voisinage de x et analytique au
voisinage de x , ou un germe de fonction analytique au voisinage de x (par
exemple f€ I‘(U,OE) , ou U est un ouvert de €® contenant x , Oou feBE" ,

ou K est un polycylindre compact de ® tel que XEE , ou fEOnp )
cr,x

On désigne par E (f) la partie de N définie par

E(f) = u (e; + (E (f.) x{0}))
X 1<jsn x ]
(cf. (II1,1.1)), et si le germe de f en x est non nul, ce qui équivaut a

E (f) #9 , on pose
VOL;X(f) = min (B (£))

On a

(1.4.1.1) Ex(f)cv'
et

(1.4.1.2) Va.x(f)ED’
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On remarquera que si 1'on pose

n
F= 1 f.T.
j=1 J )
et si x' désigne le point de P géfini par x' = (x,0) , alors F est une
fonction (ou un germe de fonction) définie et analytique au voisinage de x' dans

P , et conformément a (II,1.1), on a

(1.4.1.3) E . (F) = E ()
et
(1.4.1.4) Vasxt (F) = V. (£

(1.4.2) Soient U un ouvert de P , M un sous-OU—module cohérent ge 0{} ,
X un point de U et K un polycylindre compact de ® tel que x€K et KcU.
On appelle ensemble des exposants privilégiés pour S, e X de M dans 03
(resp. ensemble des exposants privilégiés pour Sy Sur K en x de M dans 08)

(resp. P ) la partie de NPT définie par

et on note P
a; a; M;K;x

M;x

- p+n . -
P .X—{deN : afeMx , £f#0 et ‘a;x(f) d}

a;M;
_ p+n _ 1
(resp. Pa'M'K'x = {deN s afem , ££0 et Va;x(f) =d}) .

3y 2y

1 1 3 '
On note Ma;M;X (resp. Moc;M;K;x) 1'ensemble fini M(Poc;M;X) (resp. M(P ))

a;M;Ksx

des éléments minimaux de P (resp. P ) pour la relation d'ordre pro-

0 a;M;x a;M;K;x
duit < sur NP™et on appellera les éléments de cet ensemble les exposants
privilégiés minimaux.

En vertu de (1.4.1.2), on a

(1.4.2.1) Pa;M;K;xCPa;M;xCD'

i ' 1 = -
(on vrelrra plus loin qu'en fait Poc;M;K;x Pa;M;x) et coome M est un sous-module
de OU , ona

(1.4.2.2) P =M . +D
et
(1.4.2.3)

Pastikix = Musmskix " %o

D'autre part, si M' désigne un sous-OU-module cohérent de 08 tel que McM' ,

(1) Pour la définition de MK se reporter au chapitre O.
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on a

(1.4.2.4) P xS Pos it sx

et

(14250 Fomex “Fosmrskx

Remarque 1.4.3.- Dans le cas ou n =1 (ce qui implique que M est un idéal co-
hérent J de op ) , les définitions et notations de (1.4.1) et (1.4.2) ne coin-

cident avec celles de (II,1.1) et (II,1.2) que si 1'on identifie N ala partie
Mx {1} de N*

PROPOSITION 1.4.4.- Soient U un ouvent de € , M un sous-Oymodule cohénent
de OE , X unpoint de U , K un polycylindre compact de P ter que

o o
KcU et x€K , et K' un polycylindre compact de " ter que OEK' . Alons
on a :

D Pugox = Fosor; 300Kk 0,00 ™ Fos g0 sk ks 0,00 100

D Mykox = Moo 700 5k x,00 = Moy g0 skek; (x,00 10

Démonstration. Il existe un ouvert U' contenu dans U contenant K , un entier
m , meN , et un morphisme de 0,,,-modules

fod — 4
tel que
MU' = Im(D)
Alors, on a
JOD U = IncE)

M, = Im(B(K;f))

K
et
M), = IBKxK';£))
(c£.(1.3.4.1) et chapitre O). On en déduit que
- p+n | < _
Pa;M;K;X = {deN : 3g€ Im(B(K;£)), g#0 et va;x(g) = d}
et

- D | . ."ﬂ. _
Pas0" 70 s Kxk 5 (x,0) = (€ N0 1 hE Im(BURKK'3£)) N By, (KK'), h70 et v . o(h)=db.

(cf. (1.4.2), (I1,1.2) et (III,2.6)). Or il résulte de (1.3.1.4) que
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Im(B(K x K' ;'E)) = Im(BDm(Kx K' ;'E)) ® Im(B (KxK' ;'E)) ,

)

Im(B(KxK';5)) NB,, (KxK") Im(BDm(KxK';f))
et en vertu de (1.3.1.2), on a

Im(B(KxK';1)) NBp, (KxK') = (Im(B(K;£))) .

uD;]I ;e
D'autre part, 1'application Hp.q .e ©St bijective (1.1.1), et pour tout g ,
g€eB" , g#0,ona

Va;x(g) - Voz;(x,O)(uD;ﬂ ;e(g))
((1.1.0.5) et (1.4.1.4)). On en déduit que

pc)t;M;l(;x = Pa;D';J(M);KXK';(x,O)
et il s'ensuit que

Ma;M;K;x = MOL;D';J(M);KXK';(X,O)
Démontrons que

- 1
Pa;D' s J(M) ;K=K ; (x,0) Poz;J(M) ;KK 5 (x,0) no
L'inclusion

P05 (M) sKxK" 5 (x,0) < Fa J() sKxK ' 5 (x,0) N P

est évidente (cf. (II,1.3)). Réciproqliement, soit d , dEPu;J(M) ;Kx}(';(x,O)nD'
Alors il existe h , heIm(B(KxK';f)), h#0 , tel que

Vas (x,00 ) =d

On pose
h' = XK;KI(h) .
En vertu de (1.2.1)et de (1.3.1.4), on a

h'€B (KxK') et h'e€ImBEKxK';H) ,

D'(
et il résulte de 1.2.4 que

h'" #0 et v

a;(x,O)(h') =d .

On en déduit que de€ Poz;D';J(M);KXK';(x,O)
I1 reste a démontrer que

—_ 1
M0 T KK 5 (x,0) = Moy T (M) sKxK 5 (x,0) NP
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L'égalité
PasD ;T 3KxK"; (x,0) ~ o T K<k 5 (x,00" D'
implique que

no' CMa;D' 3 JM) ;KxK'; (x,0)  °

Mo 30 310k 5 0,0
Réciproquement, soit d , d€Ma;D';J(M);K><K';(x,O) . Alors deD' et
dEPG.;J(M);KXK';(X,O) . Soit 4' , d'epa;J(M);Kx}(';(x,O) , €t supposons que
d'<d . Les conditions d€D' et d'<d impliquent que d'€D0 ou d'€?' et

comme d'EPu;J(M);KXK';(x,O) , i1 existe h , heIm(B(KxK';f)) , h#0 , tel
que Va;(x,O)(h) =d' .Or,
In(BEK xK';£)) cIm(ug . )

(1.3.1.1) et
Im(uy,. ) =B (KxK")
T;e N _p
o

(111,2.8.3). On en déduit que d' ¢Do , donc d'ep' ,
d'ou d' EPa;J(M);KXK';(x,O) nD' , c'est-a-dire d' EPq;D';J(M);KxK';(x,O) , C€
qui est absurde. On en déduit que d€Ma;J(M);K><K';(x,O) , ce qui démontre la
proposition.

COROLLAIRE 1.4.5.- En gardant Les notations de La proposition 1.4.4, on a

P

ey Poast;Ksx = PasMyx = Pa;J(M);(x,O) no'

=M

ii) M, asM;x Ma;J(M);(X,O) no'

;MK x

Démonstration. En vertu de (II,3.7), on a

Pas 105 (x,0) = Po; JOM) ;KK 5 (x,0)
et

My 7005 (x,00 = Mus 70M) ;KxK" 5 (x,0)
On en déduit que

ch;M;K;x = Poz;.T(M);(x,O) i
et

Ma;M;K;x - Mon;J(M);(x,O) no'

(1.4.4). D'autre part, 1'ensemble Ma' étant fini, il existe un ouvert U' de
’

M;x
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® tel que x€U' et U'cU et une famille finie (fi) d'éléments de
rcu',M) telle que pour tout d , deMa-M-x

que fi X #0 et Vu'x(fi) =d . Alors, si K, désigne un polycylindre compact

1<ism
, 11 existe i , 1<£ism , tel

de €P tel que x€](1 et K1cU' , On a

Mot;M;xCPa;M;K1;x

et comme

Pa;M;K1;xCPa;M;x
(1.4.2.1), on en déduit que
Ma;M;x - MoL;M;K1 x

d'olu

POL;M;X = pa;M;K1;x

((1.4.2.2) et (1.4.2.3)). Or, il résulte de la premiére partie de la démonstration
que

Pu;M;K1 ix = Poy a0 ; x,00 M?
et

Mosuicsx = Mg s005 6,00 10"
ce qui démontre le corollaire.

Remarque 1.4.6.- Le corollaire 1.4.5 permet de ramener 1'étude des exposants
privilégiés d'un sous-module de Oll} a celle des exposants privilégiés d'un idéal.
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§2. Division par un sous-module en un point

En utilisant les résultats du paragraphe précédent, qui permettent de ramener
1'étude d'un sous-module a celle d'un idéal, on démontre dans ce paragraphe des
énoncés concernant un sous-module, analogues aux principaux résultats des paragra-
phes 3, 4 et 5 du chapitre III, relatifs a un idéal.

(2.0) Dans ce paragraphe, on garde les notations du paragraphe précédent et en
particulier celles du n°(1.0). On rappelle que D' désigne la partie de |
définie par

D'= U Nx {e.} ,
3 j

1sj<n

ol IERERRLN désigne la 'base'' canonique de N , et DO celle définie par

D, = Nx {0}
(qu'on identifiera parfois 2 NP). On remarque que la partie D' de N sa-
q p que q p
tisfait a la condition (III,7.1.0.1)

[ +D))nNT] + prep
et on vérifie facilement que

D, = (0'+(-0") n NPT
En particulier, pour tout élément d = (d1,...,dm) de (Np+n)m , tel que pour tout
i, 1gism , diED' , ona

]

A nAi(d)cdi+ DOCD
(cf. (III, 7.1.0.4)). Si d désigne un tel élément de (NP™™ | pour tout i ,
1£ism, il existe un élément di de N et un entier ji , 1 §ji§n , (uniques)
tels que

d. = (d!,e. )

i i’ i
On désigne par Zi(d) la partie de NP définie par

B.(d) =d!+NP- y (d!+NP)
1 1 1sited

Jiv7Iy
et pour tout j , 1£j<n , par Zoj (d) celle définie par
3. =N- u @+N)
0J sism *
Ji7J

On remarque que pour tout j , 1<j<n , (resp. pour tout i , 1£is<m), on a
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P_ 3 PPz
(V- 3, (@) + W e W - 5 (D)

(resp. [N (-dl+2;(@)] + W cN - (-d!+5,@) ),

ce qui implique que pour tout polycylindre compact K de ® 1e sous-espace
B56j(d);x(K) (resp. B-di+Zi(d);x(K) ) de B(K) ne dépend pas du point x de

K (I11,2.6.27). On le désignera simplement par By (d)(K) (resp. par
0j
B = x ).
-di+4;(d)

(2.1) Soient U un ouvert de P ,

f :03 —_— 03
un morphisme de OU—modules, X un point de U , K un polycylindre compact de
€® contenu dans U tel que x€K , K' un polycylindre compact de " tel que
O€K' , d=(d;,...,d ) un élément de (N*™)™ tel que pour tout i, Tsism,
diEID' et a.=(a1,...,am) un €lément de (ﬁ*)m , et considérons 1'application
C-linéaire continue

A\ ~ .
d";f;a;d;KXK';(x,o) : BD,(KxK') —_ BD,(KxK')

définie, conformément a (III,3.1) et (III,3.2), par

B (KxK';%)-u

v =1id -( JoT
Dm;f;a;d;l(xK';(x,o) BD'(KXK') vm P™a;d;KxK'; (x,0) Dm;a;d;KxK';(x,o)'

On en déduit une application C-linéaire continue

Tooqen OV ol ¢ BO" — BO™
D;Wse Dm;f;a;d;KxK';(x,o) D;Wse

(cf. (1.1.0)). On remarquera que cette application est indépendante du choix du
polycylindre K' de " (tel que O EE'). En effet, il suffit de le vérifier pour
un polycylindre compact K'' tel que K'cK'" (car étant donné deux polycylindres
compacts, leur intersection est aussi un polycylindre compact) et cela résulte

de (III,3.1.1), (II1,2.7.8) et (III,2.7.9) et du fait que 1'application de

restriction
rKXK’,KXK" : B(KxK'") — B(KxK")

respecte 1'identification de B(K) a BD (KxK') ou a BD (KxK'") . On pose
o o

Ve nod ke = Tpeffee 2V m o~ olqy, 1.
f;a;d;K;x D;Tse Dm;f;a;d;KXK';(x,o) D;T;e 2

et on vérifie aisément que si n=1 , on retrouve la définition de (3.1) (en iden-
tifiant NPx {1} a N ).
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PROPOSITION 2.1.1.- Les conditions suivantes sont équivalentes :

i) Vf;a;d;K;x est invernsible ;

ii) \)f;a;d;K;x est bifective ;

iii) pour tout g , g €B™ , AL existe un couple unique (go,g1) Zel que

n m
g€ 1 BZoj(d)(K) €T

h B_ay+z, @)™

1

g=BK;E) (g) +g,

(o d! désigne £'image de d, par La premidre projection N N

Démonstration. L'équivalence des conditions (i) et (ii) résulte du théoréme de
Banach. D'autre part, en vertu de (1.1.1), pour que Vea.d:Kex soit inversible
’ ’ ’ )

il faut et il suffit que v _ _, le soit, ou K' désigne un poly-
0" %52;d;KK" 5 (x,0)

cylindre compact de " tel que O €X' . L'équivalence des conditions (i) et (iii)
résulte alors de (III,3.2.1), (1.3.1.1) et (1.1.1) en remarquant que

(2.1.1.1) -di+(D'nA.l(d))=DOn(—di+Ai(d))=-di'+Ei(d) , 1gism,
et que
(2.1.1.2) Don(-ej+Ao(d)) =Zoj(d) , 1sjsn ,

ce qui en vertu de (III,2.8.8), implique que

Ti
(2.1.1.3) T . (B, (KxK')) = T B (K)
0; e “0'na (@) ja1 By @
Remarque 2.1.2.- Si (f,...,f ) désigne un élément de T'(U,g" et
(i — ¢

le morphisme de OU-modules défini par cet élément, la condition (iii) signifie que
pour tout €lément g=(gq,...,gy) de B(K)™ il existe un élément unique
h= (h1’”"hm) de B(K)™ et un élément unique g'-= (g{,...,gr’l) de BK)" tels
que :
a) pour tout i, 1<ism,
hi €8 ang @W
i1

b) pour tout j , 1<jsn,

g!eBs xy ;
] Aoj (d
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m
c) g= = hi(fi[K) +g'
i=1
c'est-a-dire que la condition (iii) est une condition de "division'.

COROLLAIRE 2.1.3.- S{ £'on suppose que Veoaadikex A% inversible, alors pour tout
a' , a' e @™ , et tout x', x'€K , VE.atd:K:x! est également inversible.

Démonstration. En effet, la condition (iii) de la proposition (2.1.1) est indépen-
dante de a et de x (cf.(2.0)).

PROPOSITION 2.1.4.- S{ £'on suppose que Veoaid:Kix est {nvernsible et s4 L'on
désigne pan Op.q.x  (resp. Te.gk ) L' application

. n m
Of;d;K : B(K)" — B(K)

. n n
(resp. rf;d;K : B(K)" — B(K)" )
définie par
of;d;k(8) = 8
(resp. rf;d;K(g) = 8 ),
ol (go,g1) désigne R'unique couple tel que

m

T B g5 gy
i=1 9i8i(d)

n
goe‘n

ih P @ gy

g = B(K;f)(g1) +g
(cf. (2.1.1)), alons on a :

(o)

i)  2'application Of.4-K (resp. Te.q.K ) est une application C-Linéaire
continue ;

ii) id

= BUGE) cog. g * Teg.
B(K)" £5d;K 7 T£5d;5K

lll) Im(Of.d,K) =

n
iv) Ker(cf;d;K) = Im(rf,d,K) = jE1 Bz (d)(K) ;
v) B(K;f) est une scission de of;d;K 5

vi) ZLes conditlons suwlvantes sont équivalentes :

a) Of.4:K est une scission (nommale) de B(K;f) ;

n
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c) Im(B(K;£)) = Im(B(X;£) °°f-d'K) ;

d) Im(B(K;£))< Ker(rg, 4.4)

o
Démonstration. Soit K' wun polycylindre compact de " tel que O €K' . Alors

Vo~ est inversible (1.1.1), et en vertu de (1.1.1), (1.3.1.1),

D7 f;a;d; KxK' ; (x,0)

(2.1.1.1) et (2.1.1.3) la proposition (2.1.4) résulte de la proposition (III,3.2.2)
en remarquant que

(2.1.4.1) Op. 3.0 =0 _ ° Uo,gr.
£d;K ™ F;a;d;KxK" 5 (x,0) D;Wse

et que

(2.1.4.2) Teoaw = Toq.. ©(id -B (KD oo Yol o .
f;d;K D;1se BD,(K) o o™ Fra;d;KxK' 5 (x,0) D; e

(2.2) En gardant les notations de (2.1), soient S, une relation d'ordre total sur
, compatible avec sa structure de monoide, moins fine que la relation d'ordre
produit < sur NP , (f1,...,fm) un élément de (F(U,Ozp))m ,

oM __, 4N
f 10y 0y
le morphisme de OU-modules défini par cet élément et M le sous-OU-module

cohérent de 03 engendré par f]""’fm M = Im(£)) .

PROPOSITION 2.2.1.- S4 pour tout i , 1<ism , Le geume de fi en x est non
nul et va'x(fi) = di , et 84 v est invernsdible, Les conditions sulvantes
sont équivalentes :

f;a;d;K;x

i) Of;d;K est une scissdion de B(K;f) ;

ii) MOL;M;XC {d1 seeesdp}
o
Démonstration. Soit K' wun polycylindre compact de " tel que O€K' . Il résul-

te de (1.1.1) que v m o~ est inversible et en vertu de (2.1.4.1),
D ;fa;d;KxK'; (x,0)
on a

Op. 1.0 =0 _ .
BGE M Fad ok (x,0) © MoiTe

On en déduit que Of.d:K est une scission de B(K;f) si et seulement si
’ 9 ~
o . est une scission de B _(KxK';f) (1.3.2). Or, si
Dm;f;a;d;KXK';(x,o)

f=(fP.“,ﬁ0 , pour tout i, 1€is<m, on a
Va;(x,o)(fi) - Va;x(fi)
(cf. (1.4.1.4) et (1.3.1)). D'autre part, si 1'on désigne par J 1'idéal cohérent
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de OUch engendré par E},...,%; ,ona J=J(M (1.3.4.1), et il résulte de
(1.3.1.4) que

T MByy (K> KD = In(B (0K 55)
(wr.&m,=IMBMXKU§) ) . On en déduit que o _ _ est une

o™ F;a;d;KxK" ; (x,0)

scission de B m(K><K’;f) si et seulement si

D
MOL;D' S T KXK' 5 (x,0) c{d1 yees ,dm}

((I11,3.3.1) et (III1,3.2.2),(v)). Or,

Mas 075 700 5Kk 5 x,0) = Mo
((1.4.4) et (1.4.5)), ce qui démontre la proposition.

PROPOSITION 2.2.2.- En gardant Les notations et Les hypotheses de La propesition
(2.2.1), 84 M' désigne un sous-module cohérent de OE tel que McM' , La
condition

{dy,...,d }

Moz;M';XC 120 -

implique que
)
-
MK--MK
Démonstration. En gardant les notations de la démonstration de la proposition

2.2.1, si 1'on désigne par J' 1'idéal cohérent J(M') de OUan (cf. (1.3.4)),
ona JcJ' et en vertude (1.4.4) et (1.4.5) ,

M =M ] ' ' >
asM';x a;D';J(M") ;KxK'; (x,0)
d'ou

c{dy,e.,d }

Ma;D';J(M‘);KXK';(x,o) m

On en déduit que

ka
((I11,3.3.4) et (III,3.3.5)). Or, il existe un ouvert U' de & contenu dans U

contenant K et un morphisme de OU,-modules

g1 By, (KxK") = Im(BDm(KxK'E))

1
g:OISl I Ogv
tel que M'|U'=Im(g) , et il résulte de (1.3.4.1) et de (1.3.1.4) que

Jl

ok "By (XKD = In(B (X K75))

On en déduit que

(1) Pour la définition de MI( se reporter au chapitre O.
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Im(BDm(KxK';gj) = Im(BDm(KxK';E)) ,

Im(B(K;g)) = Im(B(K;£f))
(1.3.1.3), ce qui démontre la proposition (cf. chapitre 0).
PROPOSITION 2.3.- Soient p, m, n des entiens, p€N ,m€N , neN , 5, une
nekation d'ondne total sun NPT | comptatible avec sa stwcture de monoide et
moins gine que La nefation d'ondre produit < swn N < | fa nefation
d'ondre total induite par s, Aw N , U unouwent de € , x un point de
U, (f,--0,f) un élément de (r, 0™ nN™,

m @
Lol n

f: OU —_— OU
Le morphisme de Oy-modules défini par cet élément et a un &fiment de "
On suppose que powr tout i , 1sism , Le gewme de fi en x est non nul et

on pose

Va;x(fi) =d; = (di,eji) , 1gism,

ol die]Np et ej  est Le j;-eme &kement de £a "base" canonique de N"
i

(cf. (1.4.1) et (2.0)), et
d= (d1""’dm)
Alons pour tout polycylindre compact K de P , duffisamment centné et effiLé pour
o (cf. (II1,5.1.3)) on a
i) KU ;

ii) Vfia:d;K;x est invernsible.

Démonstration. En vertu de (1.1.1), pour tout polycylindre K de ? tel que
Zemonstration

o
Xx€K et KcU et tout polycylindre compact K' de " tel que OeK' |,

Veoo a1, est inversible si et seulement si v _ 1l'est. Or, si
Basdikx 0" £3a;5d; KK ; (x,0)
f = (f1,...,fm) , pour tout i , 1<ism , on a

Va;(x,o)(fi) - Va;x(fi) =d;

(cf.(1.4.1.4) et (1.3.1)). Alors il résulte de (I1I,4.4.4) et de (I11,3.2.4) qu'il

existe une constante C, C€]l,¢+~[, et une partie V de (R}) pm , appartenant

au filtre de Hahn-Banach FS (cf.(1,5.1.3)), telles que pour tout polycylindre
=a

o
compact K' de e , tel que (x,0) €K'" , satisfaisant a

e(K"; (x,0)) <C
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et
p'"(K"; (x,0)) €V
on ait
i) K'euxch;

ii) v n o~ est inversible.
D ;f;a;4;K"; (x,0)

Or, si 1'on désigne par r la premiére projection
. p+ %
r: (R — (R}) ,

il existe une partie V' de (]R::)p appartenant au filtre de Hahn-Banach FS
telle que o

Vter(V)

(I,5.3). Alors pour tout polycylindre compact K de ® , tel que x€K , satisfai-
sant a

e(K;x) < C

et
p'"(K;x) eV!

il existe p , pE(R:)n , tel que
(" (K;x),p) €V,

et si 1'on désigne par K' 1le polydisque fermé de " de centre O et de polyrayon
p,ona

e(KxK'; (x,0)) = e(K;x)
et
p"(KxK';(x,0)) = (p"(K;x),p) ,
ce qui implique que
i) Kx K'o:Ux(]:n 5

i) v . est inversible;

D ;f;a;d;KxK'; (x,0)
d'ol
i) KcU ;
ii) Vead:Kox est inversible;

ce qui démontre la proposition.
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COROLLAIRE 2.3.1.- Sodent p et n des entiers, pEN , neN, ga une nrelation
d'ondne total sun NPT , compatible avec sa sthweture de monolde et moins fdine
que fLa relation d'ondrne prodult < sur N , U un ouvert de cP , X un
point de U , M un sous-0-module cohénrent de Oﬂ et (f.) <
ginie d'éLéments de T(U,M) +telle que pour tout i , 1sism , Le germe de
f. en x s0it non nul. On pose

1
di = Va;x(fi) , 1€ism
Alons 84
Mot;M;xC {d1 yeee ,dm} ,
Le sous-module M est engendné parn La famille (fi)1si§m au voisinage du podint
X

Démonstration. En gardant les notations de la proposition 2.3, il résulte de cette

R — o

derniére qu'il existe un polycylindre compact K de ® tel que x€K , KecU , et
<, . R o . L

tel que vf;a;d;K;x soit inversible. Alors si 1'on désigne par M' 1le sous OU

module de 03 engendré par la famille (fi)1 au-dessus de U , on a

<ism
M e M ,
et en vertu de (2.2.2), on en déduit que
- 1
M]( = MK ,
ce qui démontre le corollaire.

Remarque 2.3.2.- En combinant les propositions 2.3 et 2.1.4, on obtient aussitdt
un théoréme de division par un sous-module. Dans le paragraphe suivant on en dé-
montrera une version 'mumérique uniforme''qui nécessite quelques développements
supplémentaires.
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§3. Théoréme de division numérique uniforme par un sous-module.

Dans ce paragraphe, on étend aux sous-modules les résultats établis au paragra-
phe 6 du chapitre III.

(3.0) Soient p et n des entiers, p€EN , n€N* , et une relation d'ordre

<
“a
total sur NP , compatible avec sa structure de monoide et moins fine que la

relation d'ordre produit < sur NP | La relation d'ordre Sa induit une

relation d'ordre s (resp. s ) sur N (identifié 3 N x {0} )

(resp. sur N'  (identifié a {0} x N ) . On remarquera que les relations d'or-

dre éa et éa ne déterminent pas, en général, la relation d'ordre <
1 2

La notion fondamentale (introduite dans (1.4.1)) est celle de 1'exposant privi-
légié pour s en x d'un élément f=(f;,...,f) de (I(U,0 N Lot U
a n cp

désigne un ouvert de ® et x un point de U , exposant noté va'x(f) et qui
)
satisfait, comme il est facile de vérifier, a 1'identité

Va;x(f) = mina (Va ;x(fi)’ei) =
1<isn '
+N ald lfi
=min, {deN": 30" €N, 3i, 1sisn: d=(d',e;) et ———=(x) £0} ,
dl
X

ol €150 e5€p désigne la 'base'' canonique de N .

On remarquera que Va'x(f) ne dépend que de la restriction de la relation éa a
s
p' = NP x {e1,... ,en} . Cette restriction n'est pas non plus déterminée, en géné-

ral, par les relations ga et éa . Néanmoins, si 1'on veut 'privilégier les

1 2
exposants par rapport aux indices' il est naturel de supposer que si d1 et di
désignent deux €léments de N tels que d1 <0‘1 di , alors pour tout d2 et dJ,

dzeNn , déENn , on ait
(d1,d2) < (di,dé) .
Sous cette hypothése, pour tout d1 et di , d1 e NP , di e NP , et tout d2 et d},
d2€]Nn . déENn , ona
s

(d),4,)5,(d],d9) @ (d; <5 d') ou [(dy=d) et (4, §a2dé)]

et alors la relation d'ordre = (et en particulier sa restriction a D' ) est

déterminée par les relations d'ordre <y et £y . On ne fera pas cette hypo-
1 2
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these en général car les théoremes '"uniformes'" ne la nécessitent pas. En revanche,
cette hypothése sera utile dans la partie '"numérique' de ces théorémes car elle
permet d'obtenir des majorations plus simples et canoniques. On est ainsi conduit
a formuler la définition suivante :

DEFINITION 3.0.1.- Soient petn des entiens, pEN , neN, et éoc une rekla-
tion d'ondne totaf sur N compatible avec sa sthucture de monoide. On dira
que La nelation d'ondre < privilégie Le sous-monoide N = NP x {0} de

p+n . o P
N 84 pown tout d;, di, d, et dj , d €N ,diENp ,d2€Nn , &b EN"
on a

(dg,0) <, (d],0) = (d;,d,) <, (d],d3)

PROPOSITION 3.0.2.- En ganrdant Les notations de La définition 3.0.1 , s4i La nela-
ton d'orndre 2 privikégie ke sous-monoide NP de N ot si L'on désigne

pan s, (resp. pan S ) La nestriction de s @ N (identifi¢ a WNPx {0})
2

(resp. & N' (identifé¢ a {0} xN")), pour tout d, di, d,, dj , d; €N,
dieNp,dZENn , dbeN" ona

(d1,d2)sa(di ,dé)e:(d1 <0L1 d1') ou [(d] =d}) et (4, §°‘2 a)l .

Démonstration. Si d1 s di , On a (d1 ,0) <, (d3,0) et ga privilégiant le
1

sous-monoide NP de NP , on en déduit que (d1,d2) <cx (d',dé) . Si d1 =di

et d2 §°‘2 dé , On a (O,dz) §a (O,dé) et éu étant compatible avec la structure
de monoide de N'" | on ne déduit que (d;,d,) <, (d},d}) . Réciproquement, si
(d,,d,) £ (d!,d}) , on en peut avoir d} < d car, en vertu de ce qui précede,

12727 Za 2 1 oy 1
on aurait (d',dé) & (d1,d2) . La relation

< étant une relation d'ordre total,
P . o . 0 .
on en déduit que d1 <a1 d1 ou d1 —d1 . Si d1 —d1 , la relation d'ordre S
étant réguliere (cf. (I,1.0)) on en déduit que (O,dz) éoc (O,dé) , d'ou d2 ga dé,
ce qui démontre la proposition. 2

Remarque 3.0.3.- En gardant les notations de la proposition 3.0.2, si la relation

d'ordre s, Dprivilégie le sous-monoide NP de N , la restriction de éa a
D' = NP x {e1,...,en} , ou S ERERELN désigne la 'base' canonique de N! , est

déterminée par la relation d'ordre éa et la restriction de la relation d'ordre
1
gaz a 1'ensemble {e1,...,en} . Quitte a changer, le cas échéant, 1'ordre des

indices, on peut supposer que

e, < < €

1 oy €2 <0L2"' a, n
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et alors la restriction de §a a {e1,...,en} n'est autre que la restriction
2
de 1'ordre antilexicographique g, sur N (cf. (I,3.12.1)). La notion
d'"exposant privilégié' ne dépendant que de la restriction de éa a D' , on peut
alors supposer, sans perte de généralité que S n'est autre que SRS 11 sera
2
donc utile d'introduire la notation suivante.

(3.0.4) Soient p et n des entiers, p€N , n€N , et ga une relation d'ordre
total sur NP , compatible avec sa structure de monoide. On désigne par <_ 1la
relation dans N°'"  définie par ¢
(d1 »d,) 5 (di,dé)«a(d1 <4 d1') ou [(d1 =di) et (dszdé)] ,

pour d1 e NP , di e NP , do € N , dz' enN? , ou 5L désigne la relation d'ordre
antilexicographique sur N (c£(1,3.12.1)). La relation ga est une relation
d'ordre total sur N , compatible avec sa structure de monoide, privilégiant

le sous-monoide NP de NP , induisant Sy Sur N et si ga est moins fine
que la relation d'ordre produit < sur NP s

5 est moins fine que la relation
d'ordre produit < sur N

LEMME 3.1.- Sodient X un espace C-analytique, Z un fermé analytique d'inténieurn
vide de X , Y ZR'ouvert dense de X défini par Y=X-2 , n un entienr, neN,
s, e nelation d'ondne total sur N, compatible avec sa sthucture de monoide
et F Le filtre de Hahn-Banach Fg —swr (RD" défini par cette relation d'or-
dre  (cf. (I1,5.1.3)). Alons pourn tout ensemble V appartenant au §iltrne F(Y/Z)
swe (RD™ =Y (cf. (II1,6.1.3)) 4l existe une famille (o) de fonctions
continues

1<j<n

p.
J
Ztelle que pour tout j , 1<jsn , P et 1/pj sodent modénées Le Long de

Z, et telle que pour tout point y de Y on ait

:Y — R,

(o) seeesp (), Y)EV

Démonstration. En vertu de (II1,6.1.7), si A= (aij)1§i§n,1§j§n

ce de définition de éa (cf.(1,3.11)), il existe § , &€ ]R+ , et une fonction

désigne une matri-

continue ¢
©:Y — ]R: ,
telle que 1/p soit modérée le long de Z , et telle que
(ryx idy) (En;a;w)cv
On peut supposer que la fonction ¢ soit €galement modérée le long de Z en la
remplacant par la fonction ¢' définie par
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@' (y) = inf{g(y),1} , pour yEe€Y

. i< P '
(car alors En;G;m'czEn;d;w ). Pour tout i, 1<is<n , on désigne par i la

fonction
1 .Y —s R*
S Y > R+

définie par
i-1 i-1
8 /21+6+...+6

' =
pi ¢ .
La fonction pi est continue, modérée le long de Z , 1/pi est également modérée
le long de Z (App.I, 1.2.2,(vii)) et on vérifie facilement que pour tout y ,

YEY , ona

’

(P1(),e-spp (YD) € En;s;w(y)

autrement dit

(P15 espp DY) € By

Si pour tout j , 1<jsn , on désigne par pj la fonction

°5

Y — ]R:

définie par

la fonction p. est continue, modérée le long de Z , 1/pj est également modérée
le long de Z (App.I, 1.2.2,(vii) et (1.3.2)) et pour tout y , y€Y , on a

rA(pi(y),-.-,pﬁ(y)) = (p1(y),--',pn(y))
(cf. (I, 4.7)), d'ou

S D O

autrement dit

(0105 v e3Py ()Y € (T x A Ep o)

ce qui démontre le lemme.

Remarque 3.1.71.- En gardant les notations du lemme 3.1, il en résulte immédiatement
que si X est un sous-espace analytique localement fermé de " et si une pro-
priété d'un polycylindre compact pointé est satisfaite pour tout polycylindre com-
pact de c" pointé dans Y , suffisamment effilé pour S 2 modérément le long de

Z (cf. (I11,6.2.1)), alors il existe une famille de fonctions conti-

©5)15jsn
nues

f5

1Y — R},
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telle que pour tout j , 1sjsn , p. et 1/p. soient modérées le long de Z et
telle que pour tout point y de Y 1le polycylindre compact pointé (K(y),y) , ol
K(y) désigne le polydisque fermé de " de centre y et de polyrayon

(p1 ),... ,pn(y)) , satisfasse a la propriété.

(3.2) Soient p et n des entiers, p€N , n€N , Sa une relation d'ordre total

+ . - .
sur NP , compatible avec sa structure de monoide, Soa' la relation d'ordre

induite par ga sur NP , X un sous-espace analytique localement fermé de
P , Z un fermé analytique de X d'intérieur vide (dans X ), Y 1'ouvert
dense de X défini par Y=X-Z , X' le sous-espace analytique localement fermé
de €P*" défini par

X'=Xx{0} ,
Z' 1le fermé analytique d'intérieur vide de X' défini par

Z'=72x {0}
et Y' 1'ouvert dense de X' défini par

Y'=Yx {0} = X'-2"

LEMME 3.2.1.- S{ une propriété d'un polycylindre compact pointé est satisfaite pour
tout polycylindre compact de e pointé dans Y' , sufflsamment effile pour
S modénément Le Long de Z' (cf. (I11,6.2.1)), alons pour tout polycylindrie
compact de P pointe dans Y , (K,y) , suffilsamment effilé pour Syt modé -
nément Le Long de 7 , 4L existe p , pE€ (]Rj)n , tel que Le polycylindre com-
pact pointé (KxK';(y,0)) , o K' désigne Le polydisque fermé de " de centre
0 et de polyrayon o , satisfasse a cette propriete.

Démonstration. Soit < (resp. £ ,.~ ) 1l'unique prolongement de <  (resp.
e Q‘:Q o ’Q +n o -
de écx' ) en une relation d'ordre total sur Qp (resp. sur Qp ) , compatible
avec sa structure d'espace vectoriel (cf. (I,2.1)) et posons

- +n .
= {acQP™ : a >0:0 O
et
| B |l . 1
B' ={a'eQ’: a >d.';QO} .
I1 existe un entier m , m€ N , une famille (a.l)1<i<m d'éléments de B et une
famille (q)i)1 <is<m de fonctions continues
®; Y — ]Rj‘r
modérées le long de Z , telles que pour tout point y de Y et tout polycylindre
compact K (resp. K' ) de P (resp. de ) , tel que y€K (resp. tel que
0€K' ) , la condition
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Pp"(KxK';(y,00) € n
1<igm

implique que le polycylindre compact pointé (KxK',(y,0)) satisfait a la proprié-
té (cf. (I11,6.2.1) et (I1,5.2.6)). En vertu de (I,5.3.1), il existe une famille

\Y%
ai;1/(pi(}’)

finie (ai')1§i’§m' d'éléments de B' telle que si 1l'on désigne par ¢ 1la

fonction
Qo:Y — ]R:
définie par
o(y) = sup ¢ (y) , pour yeY,

1<ism
on ait

cr( n

I TV CO R

v, ),
1<i'<m! i’ ai,1/wi(}')

ol r désigne la premiére projection
. p+n P
r:(R}) — (R})
La fonction ¢ est une fonction continue, modérée le long de Z (App. I, 1.3.3)
et pour tout point y de Y et tout polycylindre compact K de P , tel que
yelo( , la condition

7" .
o"(K;y) e n Va

implique qu'il existe p , p€ (]RI)n , tel que

(p"(Ksy),pd € n
1<ism

v, . s

a;;1/9; (y)

ce qui implique que si 1'on désigne par K' 1le polydisque fermé de " de centre

O et de polyrayon p on a
p"(KxK';(y,0)) € n

1<ism

et démontre le lemme (cf. (III,6.2.1) et (I,5.2.6)).

\%
ai;1/cpi(y) ’

LEMME 3.2.2.- S{ 2'on suppose que La relation d'orndre s privilégie Le
sous-monoide NP de NP™ | atons si une propriété d'un polycylindre compact
pointé est satisfaite pour tout polycylindre compact de P pointé dans Y',
suffisamment effiLé pour §a , modénément Le Long de 7' , il existe une famille

(pj)1§j§n de fonctions continues

%
telle que pour tout j , 1<jsn , p. et 1/pj so0dent modénées Le Long de I
et telle que poun tout polycylindre compact de (ng pointé dans Y , (K,y) ,
suffisamment efgiLé pour St modénément Le Long de Z , Le polycylindre
compact pointé (KxK'(y),(y,0)) , oa K'(y) désigne Le polydisque fermé de "

:Y—-»]R: ,
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de centre O et de polyrayon (p1(y),...,pn(y)) , datisfasse a cette propriété.

Démonstration. I1 existe un entier m , m€N , des familles (d. )1< igm et
(8. )1<1sm d'é1éments de N  telles que pour tout i , Tgisgm , d; <8
et une famille ((pi)1 <igm de fonctions continues
. *
0 - Y — ]R+

modérées le long de Z , telles que pour tout point de Y et tout polycylindre
compact K (resp. K' ) de (3 (resp. de " ) tel que yEl% (resp. tel que
O€K' ) , la condition

"(KxK';(y,0)) e n V .
P 7,00) 1sign 817933V )

implique que le polycylindre compact pointé (KxK',(y,0)) satisfait a la proprié-
té (cf. (III,6.2.1)). Posons

- " P " ]
d;=(d},dn , e ,dveN' ,1sism
et

- 1 " p ”" 3
8;=(85,80) , 61N | siew’“ , T<igm

La relation d'ordre 5y privilégiant le sous-monoide N de NPT , si 1'on

désigne par éa" la relation d'ordre sur N induite par Sa , pour tout i ,

1<ism , ona
(di<a, (Si) ou [(di=5i) et (d'.1'<a.,c3'i‘)]

Quitte a changer, le cas échéant, 1'ordre des indices, on peut donc supposer qu'il
existe m' , 1<sm'<m tel que

(3.2.2.1) di<u, 6{ , 1gism' ,
et

| - 1 " " 1 3
(3.2.2.2) di-éi et di<a"6i , m'<ism .

En vertu du lemme 3.1, il existe une famille (pj)1 <jsn de fonctions continues

p. + Y —> R* |
] +

telle que pour tout j , 1£jsn , p. et 1/pj soient modérées le long de Z ,
et telle que pour tout point y de Y on ait

(3'2'2‘3) (p ()’) ree p ()’))E ﬂ v n_Ag. .
IR ign 817973 /0 ()
Pour tout i , 1£is<m' , on désigne par (pi la fonction
tpi Y — ]Rj:

définie par
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6"’-(_1."
- i7di
¢ =9 p
ou p désigne la fonction

. n
oY —> (R

définie par

p = (pyseevspy)
La fonction (.pi est continue, modérée le long de Z (App. I,1.3.2) , et pour
tout point y de Y et tout polycylindre compact K de c? , tel que yeK , 1la
condition

"(K;y)e noV .

P e S e )
implique que si 1'on désigne par K'(y) 1le polydisque fermé de €" de centre O
et de polyrayon p(y) , on a

o"(KxK'(y);(y,00)e n V. ..

T<i<m' 8 d-,1/®i()')

Or, en vertu de (3.2.2.2) et de (3.2.2.3), on a

P"KxK'(y);(y,00)e n Vo .

’ m<ign %idise; ) 7

ce qui démontre le lemme (cf. (III,6.2.1)).
THEOREME 3.3.- Soient p, m, n des entiens, peEN , meN , ne N* , s, une rela-
tion d'ondre totak sun NP , compatible avec sa strwecture de monoide et moins
g4ine que La nefation d'ordre produit < sun N Sy La nelation d'ondre
induite pan s, sur N o, d-= (dy,--+5d ) un €eement de (NP'H™ tek que
84 €qseees€) désigne fa "base" canonique de N' , pour tout i , lsism,
on alt

dl = (d-{,ejl) s
ot diG N et 1§ji§n , U un ouvert de cP , X un sous-espace analytique

fermé de U , Z un ferumé analytique de X d'inténieur vide (dans X ), Y
L'ouvert dense de X défind par Y=X-12 ,

©: Y= [1,4a[

une gonction continue, modénée Le Long de Z , (f
Tw,0pN™ et
C

1,...,fm) un éfément de

f:OmU—>OE

Le monphisme défini par cet éfément. On suppose que powr tout i , 1<ism , et
tout y , yeEY , fLe germe fiy de fi en 'y est non nul et que
b

243



G. MALTSINIOTIS

Va;y(fi) = di
I) Pour tout polycylindre compact de ® pointé dans Y , (K;y) , suffisam-
ment ef§iLé poun o' modénément Le Long de 7 , La condition
e(K;y) 0(y)
Amplique que
i) KcU ;
ii) pour tout étément g de B(K)" ik existe un couple unique (g,,8) teL
que

n
g, € 1

m
Bx (K) , g€ I B_ji,x gy
j=1 Bo;@ 150y -+ @

1
(cf. (2.0)) et

g =B(K;£)(gy) +g,
et 84 R'on désigne par Of.d;K (resp. par rf;d;K ) L'application

oc.q.x ¢ BIOT — BE"
(resp. e gy ¢ BOOT — BOO" )
déginie par
of;d;k(8) = &

(resp. rf;d;K(g) =g, ),

on a
a) Of.d;K et rf;d;K sont des applications C-Linéaires continues ;
m
b) Im(o.. 5. = T B_,, = KX ;
f;d;K i=1 di+Ai(d)
n
C) Ker(Of;d;K) =Im(rf;d;K) = JE] BZOJ (d)(K) Y

d) B(K;f) est une scission de Of;d;l( 5

e) 44 L'on désigne par M Le AouA-OU-modwte cohénent de 03 engendrné par
£15..-,5, Les conditions sulvantes sont Equivalentes

o) MOL;M;YC {d1 yeee ,dm} ;

B) of;d;K est une scission de B(K;f) ;

iii) 44 M' désigne un AouA-OU-module cohénent de OG Ztel que pour tout i,
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1<1i<m , fiEF(U,M') , La condition

M c{d1,...,dm}

o; My
implique que

W = InBK;6) "

II) Si L'on suppose en plus que La relation d'onrdre éa prlvilégie Le sous-mo-

noide NP de NP ik existe des fonctions continues

w] t Y — ]Q: et wz Y — BQ: .
modénées Le Long de Z , telles que pour tout polycylindre compact de & pointe
dans Y , (K;y) , suffisamment effile pour éa, , modénément Le Long de Z ,
La condition

e(K;y) so(y)

implique Les assentions (i), (ii) et (iii) de fLa partie (I) du théoréme, oi £'on
rnemplace L'assention (ii), (a) par L'asserntion plus précise

et T sont des applications C-Lindainres continues et on

a') 9. 4.k £:d:K

o, .l 5 ¥y /o sy) |

ot d = sup di (£a borne supérieure étant nelative a La relation d'ondre produit

1<ism
s s W), et
”rf;d;K”ngZ(y) .
Démonstration. Soient U' 1'ouvert de €' défini par U'=Ux i , X' 1le
sous-espace analytique fermé de U' défini par X'=Xx{0} , Z' le fermé analy-

tique d'intérieur vide de X' défini par Z'=Zx{0} , Y' 1'ouvert dense de
X' défini par Y'=X'-72'=Yx{0} et ¢' 1la fonction

e Y — [1, +=[
définie par
@' (y,0) =o(y) , pour yeEY .

La fonction @' est continue, modérée le long de Z' (car ¢ 1l'est) . Considé-
rons 1'élément f = (';:"],...,'f ) de (T(@U',0 ))m défini dans (1.3.1). On remar-
m ¢

que que pour tout i , 1<is<m , et pour tout y , y€Y , on a

(1) Pour la définition de Mﬁ se reporter au chapitre O.
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Va;(y,O)(fi) = ay(fl) d

(cf. (1.4.1.4) et (1.3.1)). En appliquant le lemme (III, 6.4.1) a f et en raison-
nant comme dans la démonstration du théoreéme (III, 6.4.2), on en déduit 1'existence
de fonctions continues

lp.i : Y'—)]Rj_ et wé:Y'—>]R: ,
modérées le long de Z' , telles que pour tout polycylindre compact de o
pointé dans Y' , (K",y') , suffisamment effilé pour Sq modérément le long
de Z' , la propriété (P) ci-dessous soit satisfaite :

(P) La condition
A) eXy") se'(y")
Amplique que :
B1) K'<uy’
BZ) pour tout g' , g' €BD,(K") , AL existe un couple unique
(g),87) ek que

m
& P @& > 1€ 1L By ng n, (d))(K)
et
g'=BK":D (g +g!
et 84 L' on désdigne par 00m~?;d;](";y' (resp. par rﬂm~'f;d;l(";y' ) £'application
m
o : B, (K'") — I B, (K'")
Dm;?;d;l(";y' o' i=1 Do
(resp. r _ X'") —> By, (K" )
PFayr P
définie par
g N v) = g'
O™ E Ky °
(resp. r _ (g") =gc’) ),

o5y

alons va F oKyt (resp. rvm gk ) est une application C-Lindai-
sHd; Ky sEd5Ky

ne continue

(1) Pour la définition de D , U’ et D™ se reporter a (1.0).
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§
O~ I swiom/em Ky,
»D ;f;d;Kll;YV Kll

Il

ot 8 = sup d. (la borne supérieure étant relative a la relation
1<ism

d'ordre produit £ sur N , et
T~ R
o EdKy Kl

En vertu de (III,3.2.1), la condition (BZ) de la propriété (P) implique en particu-

lier que pour tout a , a E(C*)m est inversible.

NV
" frasd;Ky!
Pour démontrer la partie (I) du théoréme, on remarque qu'en vertu du lemme

3.2.1, pour tout polycylindre compact de c® pointé dans Y , (K,y) , suffi-

samment effilé pour ga, , modérément le long de Z , il existe p , pe€ (Rj)n,

tel que le polycylindre compact pointé (KxK';(y,0)) , ou K' désigne le poly-
disque fermé de ¢" de centre O et de polyrayon p , satisfasse a la propriété

(P). Comme

e(KxK';(y,0)) = e(X;y) ,

si e(K;y) co(y) , alors (KxK';(y,0) satisfait a la condition (A) de la proprié-
té (P) , donc également aux conditions (B1) et (Bz) , et en particulier

Vo~ est inversible (pour tout a , a€ (m*)m ) , ce qui implique
D7 fa;d;KxK" 5 (y,0)
que VEia:d;Ksy est inversible et la partie (I) du théoreéme résulte de (2.1.4),
(2.1.4.1), (2.1.4.2), (2.2.1) et (2.2.2).

Pour démontrer la partie (II) du théoréme, on remarque d'abord que si 1'on

suppose que la relation d'ordre §a privilégie le sous-monoide W dge N ,
en vertu du lemme 3.2.2, il existe une famille (pj)1<jsn de fonctions continues
p.ZY—>]R*
J +

telle que pour tout j , 1<jsn , p. et 1/pj soient modérées le long de Z
et telle que pour tout polycylindre compact de C€P pointé dans Y , (K,y) ,
suffisamment effilé pour S modérément le long de Z , le polycylindre compact
pointé (KxK'(y),(y,0)) , ou K'(y) désigne le polydisque fermé de " de centre

O et de polyrayon (01(y),...,pn(y)) , satisfasse a la propriété (P). Comme
e(KxK'(y);(y,0)) = e(K;y) ,

si e(K;y) so(y) , alors (KxK'(y),(y,0)) satisfait a la condition (A) de la
propriété (P), donc également aux conditions (B1) et (BZ) . Ensuite, on remarque
qu'en vertu des définitions de d0 et 8, » On a
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8o = (4,80
ol
§'= 3% e
jer J
et

J={j:1<j sn : 3i, 1sism,j=ji}
Soit y, (resp. ¥, ) la fonction

Yy :Y—> Ry (resp. y,:Y—> R} )
définie par

n
PO =900 p()/ T p.(y) , pour yeY,
j=1 J ey J

J

n
(resp. 4,0 =930,0) 2771( 1 0,() swp (/o)) , pour yeY, ).

j=1 15jsn

Les fonctions y, et y, sont continues, modérées le long de Z (App.I,(1.3.2)
et (1.3.3) ). Enfin, il résulte de (2.1.4.1) et de (1.1.1) que

log.a.xllx $ llog ~ | g, .l
BT Do sk ()3 (7,00 O T e T () <

S n
S [3(y,0)/p" °(KxK' (y);(y,0))] 2oy ()50
J=

De méme, il résulte de (2.1.4.2) et de (1.1.1) que

lre.q.¢lx s Nt 7. oll . I g, ol S
£GKEK T D55 T () T p M. g 0kt (y) 3 (y,0) KxK' (y) 03 L3 KxK' (y)
2n-1 n
2 - sup (1/DH(K'(Y);O)) ¥y(y,0) 2 pg(K'(Y);O)

1<jsn j=1
En observant que

% d
o' T(KxK'(y);(y,0)) = p" "(Ksy) T p.(y)
: J
j€J
et que
ps'(K'(y) ;0) = P )
on en déduit 1'assertion (a'), ce qui démontre le théoreme.

Remarque 3.3.1.- Dans la plupart des applications, la fonction ¢ est supposée
constante. En appliquant le théoréme a2 ¢ = 1 , on obtient un cas particulier con-
cernant les polydisques. De méme, en vertu de (III, 6.2.3), on peut formuler une
version "paramétrique' de la condition "suffisamment effilé" et obtenir un énoncé
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plus explicite. En particulier, si éa' n'est autre que la relation d'ordre anti-
lexicographique sur NP , on obtient un énoncé analogue a la proposition (III,
6.4.6).
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§4.- Théoréme de privilége numérique uniforme (cas général).

Dans ce paragraphe, on démontre le théoréme de 'privilege numérique uniforme",
résultat principal de ce travail. On en expose plusieurs variantes, et on énonce
explicitement les cas particuliers les plus importants, la version la plus générale
étant le théoréme 4.4.1, et la plus concréte le corollaire 4.4.7. Par ailleurs,
on démontre un théoréme de "division numérique uniforme' par un sous-module
(théoréme 4.3.2).

(4.1). Soient p et n deux entiers, pe€N , ne N* , sa une relation d'ordre
total sur N , compatible avec sa structure de monoide et moins fine que la
relation d'ordre produit < sur NP , U un ouvert de P , M un
sous—OU—module cohérent de OE , X un fermé analytique irréductible de U et
X' 1le fermé analytique de UxC" défini par

X' =Xx {0}

On désigne par S la partie de X définie par

oy M;X
Soc;M;)( = 1T(Soc;J(M);X')
(cf. (II,3.1) et (1.3.4)), o m désigne la premiére projection
o UxC — U .
Remarque 4.1.1.- On démontre que dans le cas ou n=1 (donc ot M est un idéal

cohérent de OU ) la définition ci-dessus coincide avec celle de (II,3.1).

PROPOSITION 4.1.2.- En gandant Les notations de (4.1), £'ensemble Sa'M'X est un
ferumé analytique d'inténieur vide de X et 44 y et y' désignent deux points
de X-S

aM;x e

M

sy = Mgy & P

sy = Fasmzy!

Démonstration. La proposition est une conséquence directe de (II,3.2), (II,3.3) et
(1.4.5).

(resp. par

(4.1.3) En gardant les notations de (4.1), on désigne par Moc'M'X
s ’ gen
P ... ) la partie de N définie par
oM X
gen
MussX = MOI.;M;Y

gen

)

(resp. P .. . =P ..
oc,M,Xgen oMy

ol y désigne un point quelconque de Y- Sa (cf. (4.1.2)).

MiX
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THEOREME 4.1.4.- Sodent p etn des entiens, pEN , neN* , s, une rela-
tion d'ondre total sun NPT , compatible avec sa strueture de monolde et moins
gine que La netation d'ordre produit < swr NP U un ouvert de P et
M un OU-moduILe cohénent. ALons i existe une sthatification C-analytique
(Yi)iEI de U telle que powr tout i , i€l , et tout yety' ,ye€y,,
y'€ Yi , on alt

Moty = Moyt & Pasisy T Pasmsy!
Démonstration. Le théoréme est une conséquence directe de (II,3.4.1) et de (4.1.2).

(4.2) Soient p , n des entiers, pe€N , neN* , ﬁa une relation d'ordre total
sur NP , compatible avec sa structure de monoide, moins fine que la relation
d'ordre produit < sur N , U un ouvert de P , X un sous-espace ana-
lytique fermé irréductible de U , Z un fermé analytique de X distinct de X ,
U' 1'ouvert de CP™™ défini par U’ =Uxc" , X' le sous-espace fermé de U'
défini par X'=Xx{0} et Z' le fermé analytique de X' défini par Z'=Zx {0}.

LEMME 4.2.1.- Sodient m un entier, me€ N

. A n
f: OU — OU
un monphisme de Op-modufes et M Le AOM-OU—modw(Le cohénent de Og , dmage de
f . SL L'on suppose que

Soa;M;XCZ

alons AL existe un recouvrement de U' formé parn des ouverts de P contenus
dans U' distingués pour éa;v';X';Z';'f) M

Démonstration. En vertu de (II1,7.1.1.3), il suffit de démontrer que pour tout
point x de U il existe un voisinage ouvert de (x,0) dans U' distingué pour
éa;D' ;X';Z’;'f) . Soient K un polycylindre compact de P contenu dans U tel
o

que x€K et K' un polycylindre de " tel que O€K' . Nous allons démontrer
que 1l'ouvert V' de U' défini par

V' = KxK'
est un ouvert distingué pour (ga;v';x';z';f) . En vertu de (4.1), 1'hypothese

Susi;x <2
implique que

1
sot;J(M);X' <t

(1) Pour la définition de D' se reporter a (1.0), pour celle de T oa (1.3.1)

et pour celle des ouverts distingués a (III,7.1.1.1).
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et come J(M) est 1'idéal de Q n engendré par Bl (ou F=(F ,...,T]l))

(cf. (1.3.4.1)), il résulte de (7.2.2) qu'il existe un ouvert V de P , conte-
nu dans U' , contenant KxK' et distingué pour éoc; ]Npm; X';Z';g) , autrement
dit il existe des constantes G , H , G €ER} , H E]R: , une fonction continue

Q:Y' NV — ]R:
(o Y'=X'-2') , modérée le long de Z'nV , un entier r , r€N , une famille

(d.) c<r d'éléments de NP et des familles

et (h..)

(&5 155<r,yev v jiy) 1gjsr, 1sism,yeY'nv

d'éléments de F(V,OCpm) , telles que :
o) pour tout y , yey'nv ,
Ma;J(M);y = {dy,...d )
B) pour tout y , yeEY'NnV , et tout j , 1sjsr ,

m

g.. = L h.. f.
o 4= WY1

~

b

Y) pour tout y , yEY'NV , tout x' , x'€V , et tout ietj ,

1€ism , 1£jsr

. 'Y|£G et |h.. x")|<sH ;
g5, )| I3y G|
§) pour tout y , yeY'nV , et tout j , 1sjsr,

3 jg.
Voy &5y = dj et 1/ —-ijll-(y) <o)
X

. _ .. . p+n
ou X= ()(1 yeoe ’Xp’ Xp+1 yeos ’Xp+n) désigne les coordonnées de C

Soit
r'= Card({d1 yeos ’dr} no') .
Ona r'sr , et quitte a changer 1'ordre des indices, on peut supposer, en vertu

de (a) , que pour tout y , yeY'nV , ona

Mgy P = dpendind

et alors il résulte de (1.4.4), (1.4.5) et (II,3.7) que

(4.2.1.1) {dy,..-5d 0}

Mas0r5700 5y =
On pose
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2n_1e(K’;0)nG

G'=n 2
et
@ =Y nV'
La fonction ¢' est continue, modérée le long de Z'NV' (App.I,1.2.2,(ii)). Pour
tout y , ye€EY'NV' et tout ietj , 1<ism , 1<j<r' , on pose
= (g |[KxK'
Yiy = Xk (8gy XKD
(cf. (1.2)),
= |
Miy = O (i[O
(cf. (1.1.0)),

VAl
gy = iyl
et
h!. =n.. (V'.
Fiy = Myl
On a gJ!),GF(V', %:pm) R h;'iiyer(v" ?Epm) et il résulte de (B) et de (1.2.5) que

m
XK @y [T = 2 DOysyer (hy g [RKTx o (5 1RO g g (g [ By (8 [0

Or, §;|K><K' EBD,(K><K') (cf. (1.3.1)), ce qui implique que

X ko (85 (KXK' = £ [KxK?

(1.2.1), et que

(£ [KxK") =0

Ok, k

(cf. (1.1.0)) (car D'<NP*?- D) - On en déduit que

m
. T ong, - (Fj|KxK
Yiy T 5 My - IR

ce qui implique que

m ~
]
R VN (AND)

(4.2.1.2 ! .
’ ) iy T 421 ity

D'autre part, il résulte de (1.2.1) et de (y) que

2n-1 n
”ij[kXK'g n?2 e(K';0) “gjy“KxK'ic'

De méme, il résulte de (1.1.0.4) et de (y) que

”njiy“KXK' < “hjiyllKXK'g H
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On en déduit que pour tout y , yeY'nV' | tout x' , x'€V' , et tout i et

j,1<ism, 1gjsr'

(4.2.1.3) ng!y(x')IéG' et |h!

le(x')[ <H

Par ailleurs, en vertu de (1.2.1) et de (1.1.0),

ijeBD,(KXK') et .. (KxK")

€B
iy =D,
On en déduit que

4.2.1.4 E (g! D' et E_(h! D
( ) y(gjy)c e y( J1y)c b

Enfin il résulte de (1.2.4) et de (8) que pour tout y , yeY'nV' , et tout j ,

1£jsr',

) - - 4,
Vasy Yiy) = Vo;y(85y)

(car djED') , d'olt

4.2.1.5 ') =d.
( ) Vory @) =4
et en vertu de (1.2.3), on a
4l EN 4]
9 g! 9 Y- ] g.
g e iy iy
ox J X J ox J

(car d.€D') , d'ol
) ld |

(4.2.1.6) 1/ ——d—lL WMoy

(par (8)) . Les conditions (4.2.1.1), (4.2.1.2), (4.2.1.3), (4.2.1.4), (4.2.1.5)
et (4.2.1.6) impliquent que V' est distingué pour §a;D';X';Z';T?) , ce qui
démontre le lemme.

LEMME 4.2.2.- Soit M un AouA—OU—modute cohérent de O{Jl . S4 2'on suppose que

S cZ

oy M;X
alons AL existe un necouviement de U' femé pan des ouverts de ™ contenus
dans U' distingués pour (§a;D’;X’;Z';J(M))(1)

(1) Pour la définition de D' se reporter 3 (1.0), pour celle de J(M) a (1.3.4)
et pour celle des ouverts distingués a (III,7.1.1.2).
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Démonstration. En vertu de (I1I,7.1.1.3), il suffit de démontrer que pour tout

point x de U il existe un voisinage ouvert de (x,0) dans U' distingué pour

(£.;D';X";2';J(M)) . Soit V un voisinage ouvert de x dans U tel qu'il cxiste
o

un entier m , m€ N , et un morphisme de OV-modules
[ — o
tel que Im(f) = M|V . En vertu de (4.2.1), il existe un voisinage ouvert de

(x,0) dans VxC' distingué pour (S ; D';X'n(VxC") ;2 nvx€);E) , ce qui
démontre le lemme, en remarquant que Im(f) = JM V=™ (1.3.4.1).

THEOREME 4.3.1.- Soéent p, m, n des entiens, peN , meN, ne N+, s, une

netation d'ondre total sun NPT , compatible avec sa structure de monoide, moins
fine que La nelation d'ordre produdlt < sur N et priviléglant Le sous-mo-

noide N de NPT, sy ta netation d'ondne induite pan s sur N o, U
un ouvert de CP , X un sous-espace analytique fermé Lunéductible de U , Z
un fermé analytique de X , distinet de X , Y £L'ouvert dense de X défind
par  Y=X-Z |,
.M n

f: 0y — Oy
un monphisme de O -modules et M Le sous-0 -module cohérent de Og , 4mage de
f . On suppose que

SoL;M;XCz
Alons pour toute fonction continue

®:Y— [1,+°°[ ’
modénée Le Long de Z , 4L existe des fonctions continues

q;1 Y — ]R: et wZ:Y—> Ry ,
modénées Le Long de I , telles que pour tout polycylindre compact de CP pointé
dans Y , (K,y) , suffisamment effilé pour S modénément Le Long de Z ,
satisgaisant a La condition

e(X;y) s0o(y)
on ailt
i) KeU
i1) 4L exdiste une scission C-Rindairne continue, normale o de B(K;f)

oy B(K)? — BO™
telle que :

dQ
a) llogllg < v, 00 /0" "(KGy)
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d =sup(m(M__ . ))
o OL,M,Xgen ’

n désdignant La premitre projection
m: NPT NP
(La boane supérieure étant nelative a La relation d'ondre produilt < sur NP) ;

b) |lid - BKGE) oap |l < v, ()
B kllx % ¥,

n
c) Ker(oy) = _g BA_(K) s
=1 7j

ol pour tout j , 1<j<n

b

A.={de NP :(d,e.) P .. }
J I M Xy

et eq,...,e, désigne La "base" canonique de N

Démonstration. Soient U' 1'ouvert de €' défini par U’ =UxC® , X' le
sous-espace analytique fermé de U' défini par X'=Xx{0} , Z' le fermé analy-
tique de X' défini par Z'=Zx{0} , Y' 1l'ouvert dense de X' défini par
Y'=X"-2"=Y x{0} et ¢' 1la fonction

@ Y — [1, +oof
définie par

©'(y,0) = @ly) , pour yeyY

La fonction ¢' est continue, modérée le long de Z' (car ¢ 1'est). Considérons
1'é1ément ¥=(?1,...,?m) défini dans (1.3.1). La famille "f“1,...,'fm engendre
1'idéal cohérent J(M) de OU' (1.3.4.1) et pour tout y' , y'€Y' , ona

°t Munaensy T M

P .. ot =P
a; D' I ;y! a3 ;X sen

gen

((1.4.4), (1.4.5), (I1,3.7) et (4.1.3)). Soient

r=Card(M__,,. )
ot,M,Xgen
et d-= (d1 yeee ’dr) un €lément de (Np+n)r tel que
Mo ={d;,...,d_} .
a,M,Xgen 1 T

Alors pour tout y' , y'eY' , ona

={d d_}

Masors 3005y (AR
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et on vérifie facilement que

(4.3.1.1) D'NA (D) =D'-P .. .
o) G’M’Xgen

On pose
§ = sup d. =supM . )
°© qgigr 0L’M’Xgen

(la borne supérieure étant relative a la relation d'ordre produit < sur Np+n).

En vertu de (4.2.1), il existe un recouvrement de U' par des ouverts de "
contenus dans U' , distingués pour (ﬁa;D';X';Z';%j . En appliquant la proposi-
tion (III,7.1.3) a f , en tenant compte de la remarque (III,7.1.6) et en raison-
nant comme dans la démonstration du théoreme (III,7.3.1), on en déduit 1'existence
de fonctions continues

wi:Y'——»]R: et wZ:Y'———)]R:’_ ,

modérées le long de Z' , telles que pour tout polycylindre compact de P
pointé dans Y' , (K",y'), suffisamment effilé pour <, , modérément le long de
Z' , la propriété (P) ci-aprés soit satisfaite :

(P) La condition
A ey o' (y")
implique que
B1) K'eU' ;
B,) 4L existe une scission C-Lindaire continue nonmake oy, de BDm(K'k;S

1 : B 7" B " m
Ogrr D.(K ) — DO(K )
telle que

1 A 1 "6 "
a) [log, Il s Y1 /eOK YY)
b) llldBDl (K") - B’Dm(K"’f) 00]'(1'”1("§ U)é()") 5
¢) Ker(og) = By (K,
(o]

ol AO =D'-P (cf. (4.3.1.1) et (III,7.1.6)).

a;M;Xgen

En vertu du lemme 3.2.2, il existe une famille (pj) de fonctions continues

15jsn
% Y — ]Q:

telle pour tout j , 1<js<n , p. et 1/p. soient modérées le long de Z et
telle que pour tout polycylindre compact de cP pointé dans Y , (K,y) , suf-
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fisamment effilé pour Sor modérément le long de Z , le polycylindre compact
pointé (KxK'(y),(y,0)) , ot K'(y) désigne le polydisque fermé de c" de centre
0 et de polyrayon (p1(y) yeoe ,pn(y)) satisfasse a la propriété (P). Comme

e(KxK'(y); (y,0)) = elX;y) ,

si e(X;y) so(y) , alors (KxK'(y),(y,0)) satisfait & la condition (A) de la
propriété (P), donc également aux conditions (B1) et (B,). Or, en vertu des défi-
nitions de do et 60 , ona

<So = (do’éc;) ’

§'= 1 e.

° jeg I’
€1se05€) désigne la 'base' canonique de N' et J une partie de [1,n] . Soit
¥y (resp. y, ) la fonction

¥ :Y— R} (resp. v, 1Y — R} )
définie par

n
P =9;»,0 C 2 o)/ 1 pi(y) , pour yey ,
j=1 7 jeJ

n
(resp. wz(y)=w§(y,0)22n'1 (z pj()’)) sup (1/pj(y)) , pour yeyY ).

j=1 1<j<n

Les fonctions 1y, et y, sont continues, modérées le long de Z (App. I, (1.3.2)
et (1.3.3) ). En vertu de la proposition (1.3.2), il résulte de la condition

B2 (en tenant compte de 1'identification de BD (KxK'(y)) a B(K) (cf. 1.1.0))
que si 1'on pose °

Ok = 0]'(><](' ) ° u17;11 ;e

alors 9% est une scission €-linéaire continue, normale de B(K;f) et

n
llog i gj§1 Py (K1 (¥230) llol’(xK'(y) “l<><1<'(>’) *

n § d
£ I DB‘(K'(}') ;0) Wi (y,0)/0" O(KXK'(}’),(}’,O)) é%(y)/p" O(K,y)
j=1

§ d
(car p'j'(K'(y);O) = pj(y) et p" OKxK'(y),(y,0) =p" °(K;y) T pj()’)) .

jed
D'autre part, il résulte de (1.1.1) et de (1.3.1.3) que

id B_(KXK'(y);D)o
Dm

Son BUGEoW =Ty, 1. O[idBD’ K () ™ ket ) *Hps oo
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ce qui implique en vertu de (1.1.1) que

n
$2871. sup (103K (;003(7,0) B oK' ()30) 54, ()

||id - B(K;f)o .
B(K)" 15jsn j=113

k!l
(car o'j'(K'(y) ;0) = pj o) .

Enfin on a

'1 1 - ] - 1
Ker(OK) =uD;1I;e (Ker(onK, (y))) _TD;1I;e (Ker(onK, (y))) _TD;1I;e(BAO(KXI\ ()

(1.1.1) et en vertu de (III,2.8.8), (i), on en déduit que
n
Ker(gy) = B, (K
K . . ’
=t 4
ce qui démontre le théoréme.

THEOREME 4.3.2.- Soient p etn des entiens, p€N , ne€N* , s, une refation
d'ondre total sun NPT , compatible avec sa structure de monoide, moins fine que
La nelation d'ondne produit s sun NP ot privikégiant Le sous-monoide NP de
N Sqr L& netation d'ondre induite par Sy sur N, U un ouvent de
P , X un sous-espace analytique ferumé iunéductible de U , Z un femé ana-
Lytique de X , distinet de X , Y R'ouvernt dense de X défini par Y=X-1

et M un AouA—OU—made_e cohérent de 03 . On suppose que
Sasit;x <2
Alons pour toute fonction continue
@ :Y — [1,40[ ,
modénée Le Long de Z , AR existe des fonctions continues
Y :Y— Rf et y,:Y—> Rf
modénées Le Long de Z , telles que pour tout polycylindre compact de cP pointé
dans Y , (K,y) , suffisamment effilé pour Sqr modénément Le Long de 7 ,
satisfaisant a La condition
e(X;y) <o(y)
on ailt :
i) KeU ;

n
ii) BOO™ = M@ T B, ao (M
j=1 7j

b

(1) Pour la définition de MK se reporter au chapitre O.
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o pour tout j , 15jsn

A, = {deNP: (d,e.) £P .y }

J ? J O"M’Xgen

et eq,...5e désigne La "base" canonique de N? , et 54 L'on désigne par MK
(resp. par Ty ) Le projecteun de B(K)"

m o BIOM — BOO™

M;K
(resp. 1y ¢ B — BO" )
n n
sur My (resp. sur 1 Bp (K) ) parallelement & I BA (K) (resp. a MK ),
=1 =1

on a
a) Ty K est une application C-Linéairne continue et

lImyelly s 90070 Psy)
ol dozsuP("(Ma-u'X )) , m désignant La premiere projection
"% gen

T lp+n —_ LP

(£a borne supénrieune étant nelative a fa refation d'ondre produit < suwr NP )

b) Ty et une application C-Linéaire continue et

”rM;K“K s ‘Pz(y)

Démonstration. La démonstration du théoreme (4.3.2) est tout a fait analogue a
celle du théoréme (4.3.1), en utilisant le lemme (4.2.2) a la place du lemme
(4.2.1) et la proposition (III,7.1.4) a la place de la proposition (III,7.1.3).

le sous-monoide NP de W' , on peut obtenir des versions plus faibles des
théorémes (4.3.1) et (4.3.2) en utilisant le lemme (3.2.1) a la place du lemme
(3.2.2) et en raisonnant comme dans la démonstration de la partie (I) du théoreme

(3.3). Dans le théoréeme (4.3.1) on aboutit a 1'existence de la scission C-linéaire
continue normale,

Remarque 4.3.3.- Si 1'on ne suppose plus que la relation d'ordre <a privilégie

ok de B(K;f) satisfaisant a 1'assertion (ii), (c) mais pas
aux majorations (ii), (a) et (ii),(b). De méme, dans 1'assertion (ii) du théoreme
(4.3.2), on obtient la décomposition en somme directe de B(l()n , ainsi que la
continuité des projecteurs, mais non pas les majorations (ii), (a) et (ii),(b).

COROLLAIRE 4.3.4.- En gandant Les notations du théoneme (4.3.1), sodent SB une
nekation d'ondre total sun NP | compatibfe avec sa structure de monoide,
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moins gine que La nefation d'ondre produit < sun NPT, g1 La nelation
d'ondne induite par SB sun NP , M' Le Aou.A-OU-modu,(ie cohénent de 0{'} ,

noyau du morphisme £ , et
@ :Y— [1,+=]
une gonction continue, modénée Le Long de Z . On suppose que
Sgu;x=-
Alons pourn tout polLycylindre compact de C€P pointé dans Y , (K,y) , suffisam-
ment ef§4LE pour §B, , modénément Le Long de 7 , satisfaisant a La condition
e(K;y) < oly)
on a :
i) K<U ;
i) My = Ker(B(K;£)

Démonstration. En vertu de la définition de MI'( , 1'inclusion
Ml'(cKer(B(K;f))

est vraie pour tout polycylindre compact de ¢® contenu dans U . D'autre part,
il résulte du théoréme (4.3.2) appliqué a M' (et en tenant compte de la remar-
que (4.3.3)) que pour tout polycylindre compact de P pointé dans Y , (K,y) ,
suffisamment effilé pour sB, , modérément le long de Z , satisfaisant a la
condition

e(K;y) soply)
on a:
i) KcU

m
ii) BEO™ = Mo m B, (O ,
i=1 84

ol pour tout i , Tsism ,

A, ={deNP: (d,e.) ¢ P . .,. }
i i B,M',Xgen

et eq,...,e, désigne la 'base' canonique de N . En particulier, 1l'ensemble
des polycylindres compact K' de ® tels que y€K' , K'cK et tels que

(1) Pour la définition de MI'( se reporter au chapitre 0.

261



G. MALTSINIOTIS

m
| m -
B(K')" = MI'(' 4] 1} BA_(K')
i=1 i
forme un systéme fondamental de voisinages de y (cf. (III,6.2.5) et
(I11,5.2.1.2)). Cette décomposition en somme directe commutant avec les morphismes

de restriction, on en déduit, par passage a la limite inductive, une décomposition
en somme directe

m
4.3.4. m o Qim M i
( 1 Oy,y = Qmig) @ Qin I By (K1) .
Or,
(4.3.4.2) Lin My, = My = Ker(f) ,

ou fy désigne le germe du morphisme f en y . Soit g un élément de

Ker (B(K;f)). Alors il existe g4 et g, tels que
m

g=8,*8 » g €M et g€

B (K)
i=1 84

Si 1'on désigne par gy , gly et gZy les germes en y de g , g et g, respecti-
vement, 1'hypotheése geé€Ker(B(K;f)) implique que gy € Ker(fy) , 1'hypothése
g1 EMI'( implique, en vertu de (4.3.4.2), que g1y€Ker(fy) et comme gy=g1y+g2y

on en déduit que gzyeKer(fy) . Or, 1'hypothese g€ II? BA (K) implique que
i=1 7i
m
g2y€ ﬂ i]=11 BAi(K') et il résulte de (4.3.4.1) que g2y=0 , d'olu g2=0 (prin-
cipe du prolongement analytique). On en déduit que g¢€ MI'( , ce qui démontre le

corollaire.

THEOREME 4.3.5.- Sodent p, m, n  des entiens, pe€N , meN* , neN* ,

sa, (resp. éa" ) une relation d'ordre fotal sur N (resp. sun ]Np”"),
compatible avec sa sthucture de monoide, moins fine que La relation d'orndre pro-
dwit s sur NPT (resp. £ sun Ny ot privilégiant Le sous-monolde NP
de NPT (resp. de N , U un ouvert de P , X un sous-espace analyii-
que fermé unéductible de U , Z un femé analytique de X , distinet de X ,

Y 2'ouvert dense de X dégini pan Y=X-1
.om n

f:o5 — 0y
un morphisme de OU-modu,ee/s, M R'image de £ et M' son noyau. On suppose que
Les nelations d'ondre §a, et ga,, Anduisent La méme relLation d'ondre gu Aun
N et que

Sa' ;M;XU Soc";M’ ;XCZ
Alons pourn toute gonction continue
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©:Y — [1,+[ |
modénée Le fong de Z , 4L existe des fonctions continues

Yy Y —> RY et by Y — Ry ,
modéndes Le Long de Z , telles que pour tout polycylindre compact de P pointé
dans Y , (K,y) , suffisamment effilé pour S modénément Le Long de Z ,
satisfaisant a

e(K;y) <o(y)

on alt :
i) Keu
ii) 4L existe une scission C-Linéaine continue, normale, unique ox de
B(K;£)
o 1B — BHO™
telle que
n m
Ker(cK)= 1_1 BA.(K) et Im(oK) =.1;[ BA!(K) s
j=1 7 i=1 7i
oix pour fout j , 1£jsn ,
A.={deNP: (d,e.) £P,. .. Yo,
J J ' M Xgen
powr tout i , 1£ism ,
A = {deNP: (d,e!) £ P, .0 o,
i 1 [¢) ’M’xgen
€1se-r€) (resp. ei,...,er;l) désignant La "base" canonique de N (resp. de

Nm),e,tona:

d
a) Jloglly s v /0" PKsy)

d0 = sup(n(l\la, M X ))
gen

T désignant La premiére projection
T Np+n_) Np
(a borne supénieune étant nelative a fa nefation d'ondre produit < sun N )

b) |lid - B(K;f) o0 <y, (y)
i, s,
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Démonstration. En vertu du théoréme (4.3.1), du théoréme (4.3.2) et du corollaire
(4.3.4) , i1 existe des fonctions continues

by i Y— R} , b, i Y—> R} et q)é:Y——> R}
modérées le long de Z , telles que pour tout polycylindre compact de P pointé

dans Y , (K,y) , suffisamment effilé pour éa , modérément le long de Z ,
satisfaisant a la condition

e(K;y) c0(y)
on ait :
i) KeU ;

ii) il existe une scission C-linéaire continue, normale UI'( de B(K;f) telle

que
d
a) |logll s witn/em osy)
b) |fid - BUK;E) ool sU, () 5
B(K)n KYK 2
n
1 - .
c) Ker(oK) = 1 BA'(K) ;
=1 7
n m
iii) B(K)" = My & 1 BA,(K)
i=1 i
n m
et si 1'on désigne par Ty le projecteur de B(K)" sur I BA,(K) parallélement
i=1 %4

a M}'( » Ty est une application C-linéaire oontinue et
Irgllgsv; 0 5
iv) M]'( = Ker(B(K;f)) .

Comme Im(B(K;f)) = MK (cf. chapitre 0), il résulte de (III,1.2) et de la condi-
tion (ii) ci-dessus que

n
(4.3.5.1) B(O" = In(B(K;£)) @ T B, (K)
=1 7
et
(4.3.5.2) B(K)™ = Ker(B(K;f)) ® In(o})
De méme, il résulte des conditions (iii) et (iv) ci-dessus que
m
(4.3.5.3) B(KO™ = Ker(B(X;£)) & I B, (K)
i=1 84
et que
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(4.3.5.4) B(K;£) ery = B(K;£)

On déduit de (4.3.5.1) et (4.3.5.3) qu'il existe au plus une scission satisfai-

sant aux conditions du théoréme et si 1'on pose

en vertu de (4.3.5.4) on a
B(K;£) oy BUKGE) = B(KE) op B(K;f) = B(K;f)
et

o B(K;f) o B(K;f) ok =T

_ 1 | -
= Tx % K °k T %k

L'application o est donc une scission C-linéaire continue, normale, de B(K;f)

et comme en vertu de (4.3.5.2) et (4.3.5.3), rp induit une bijection de 1'image

m
de ok sur il BA!(K) , on a
i=1 i

, B, (K) .
J

=k

m
Im(oK) = 121 BAi(K) et Ker(oK) = Ker(ok) = ;

Enfin, on a

id - B(K;£) ooy ||, = |lid - B(K;£) ool S 9, (y)
| Bio™ KK BOD U SAe)

et si 1'on désigne par ) la fonction
w1 Y — ]Q:
définie par
w1 = lPi q)é s
la fonction by est continue, modérée le long de Z (App.I,1.3.1), et on a
1 'Id
logl = lrglle llog Il s v;00 /0%y
ce qui démontre le théoreme.

Remarque 4.3.6.- De méme que pour les théorémes (4.3.1) et (4.3.2), si 1'on ne
suppose plus que les relations éa, et §a” privilégient le sous-monoide NP ,
on obtient une version plus faible du théoréme (4.3.5). On aboutit aux mémes affir-
mations, sans toutefois les majorations (ii), (a) et (ii), (b).

Remarque 4.3.7.- Dans la plupart des applications des théoremes (4.3.1), (4.3.2)
et (4.3.5), la fonction ¢ est supposée constante. J'ignore si 1'on peut alors
choisir la fonction wz constante (comme c'est le cas pour un idéal). En appli-
quant ces théoreémes & @ = 1 , on obtient des cas particuliers concernant les
polydisques.
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D'autre part, en vertu de (III,6.2.3), on peut en formuler des variantes
"paramétriques'’.

Remarque 4.3.8.- On peut trouver étrange le r6le joué par le point y qui "pointe"
le polycylindre compact K dans les théoremes (4.3.1), (4.3.2) et (4.3.5), et
encore plus dans le corollaire (4.3.4) (ou les versions faibles des théoremes
précités) ol y ne figure pas du tout dans la conclusion. Ce rSle est purement
auxilliaire. Néanmoins, il permet de simplifier les énoncés, qui restent ainsi pro-
ches du cas particulier ot K est un polydisque fermé de centre y . Ce qu'il
faut retenir est que la décomposition en somme directe définie dans le théoreme
(4.3.2), ainsi que la scission dans le théoreme (4.3.5) sont indépendantes du
point vy

THEOREME 4.4.1.- Sodent p, m, n des entiers, peN ,meN , neN , éa une
nefation d'ondne sun NP, compatible avec sa structure de monoide et moins fine
que La nelation d'ondre produit < sun N, U unouwent de P et

. am n
f 10y — 0y
un morphisme de OU-moduI,e/s. Alons AL existe une stratigication C-analytique

(Y;)jer de U et pour tout i , i€I , un &lément d; de N, tels que
pour toute fonction continue

(Di . Yl —_— [1’+oo[
modénée Le Long de Yi —Yi“), L existe deux fonctions continues

Y.

. . *
i Yy > R et oy — R

modénées Le Long de Y_i—Yi , telles que pour tout polycylindre compact de P
pointé dans Y; , (K,y) , suffisamment effé pour S, modénément Le Long
de Yi -Y; , satisgaisant a La condition
e(K;y) éwi(y)
on ailt :
i) KcU ;
ii) 48 existe une scission C-Linéaire continue, normale oy de B(K;f)
o+ BKO™ — BOO™
Zelle que 4.
a) llogllg € w3, 0/0" Py 5

b) ||id - B(K;£) eoplly S ¥,
B K"K i2
(1) Y; désignera toujours 1'adhérence de Y; dans U (et non pas dans cP).
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Démonstration. Si n=0 1le théoréme est trivial. On peut donc supposer que n € IN*.
Soient M 1le sous-Oy-module cohérent de 0{} , image de f , et ga la relation
d'ordre total sur N , définie dans (3.0.4). En vertu de (4.1.2) et de
(I1,3.4.1), il existe une stratification C-analytique (Yi)
tout i, i€l

i€l telle que pour

S-

a;M;ﬁ <Y;-Y;

Comme la relation d'ordre s& privilégie le sous-monoide M de NP et induit
sa sur N (cf. (3.0.4)), si 1'on pose

(4.4.1.1) d, =sup(mr(M._,,. v ) ,
1 oc,M,(Yi)gen

ol m désigne la premiére projection

m: N WP
(la borne supérieure étant relative a la relation d'ordre produit < sur Np) ,
le théoreme (4.4.1) résulte du théoreme (4.3.1).

COROLLAIRE 4.4.2.- En gandant Les notations du théoneme (4.4.1) , i existe une
stratification C-analytique (Yi)iEI de U, et pour tout i , i€l , un éLé-
ment di de NP ot des fonctions continues

vig Yy T Ry et gy Yy — Ry,

modénées Le Long de Y_i'Yi , teks que poun tout polydisque fermé K de €@ de

centre y appartenant a Y , suffisamment effiLe pour ga , modérément Le Long
de ﬁ—Yi (cf. (III, 6.2.4)), on ait :
i) KcU ;
ii) 48 existe une scissdion C-Linaire continue, normale ok de B(K;f)
o ¢ BAO™ — BEO™
telle que
dj
a) lloglly s v,/ +
ol p désigne Le polyrayon de K ;

<

Vin) .

b) ||id - B(K;f) o o,

Démonstration. C'est un cas particulier du théoreme (4.4.1) appliqué a 9 = 1,
compte tenu du fait que pour tout polydisque fermé K de €? de centre y et de
polyrayon p on a

o"Ksy) = p
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COROLLAIRE 4.4.3.- Sodient p, m, n des entiens, peEN ,me€N , neN , A une
matrice, a p Lignes et p cofonnes, invernsible, a coefficients dans R, , U
un ouvert de € et

£:0) — 0
un morphisme de OU—moduI,eA. Alons AL existe une sthatification C-analytique
(Y.l)iEI de U , et pour tout i , i€l , un élément di de NP ot un nombre
néel Gi , 5i€ R, , tels que pour toute fonction continue

@, 1Yy = [T,

1 ’

modénée Le Long de Y_.l-‘{i , AL existe des fonctions continues

Y.

i Yy R Ly 2 Yy — R et 4y, 2 Yy — RY,

modéndes Le Long de Y—i'Yi » telles que pour tout pointy de Y; et tout polycy-
Lindre compact X de CP tel que y€K ALes conditions
a) e(K;y) so; ()

P) oM IGY) €Tp By s 51 0y

Ampliquent Res assertions (i) et (ii) du théoneéme (4.4.1).

)

Démonstration. Si 1l'on désigne par goc la relation d'ordre total sur NP définie
par la matrice A (cf.(I,3.11)), cette relation est compatible avec la structure
de monoide de NP , et moins fine que la relation d'ordre produit < sur NP

(car les coefficients de la matrice A sont positifs ou nuls). En vertu de
(I11,6.2.3), le corollaire résulte donc du théoreme (4.4.1).

COROLLAIRE 4.4.4.- En gardant Les notations du coroflaire (4.4.3) , i existe une
strnatification C-analytique (Yi)i€I de U et pour tout i , 1i€I , un éLément
d; de N | un éeément 6, de R, et des fonctions continues

xpi:Yi—o RY ,wﬂ:Yi——»]R: ,wiZ:Yi—alR: ,

modénées Le Long de Y—i—Yi » Telles que powr tout point y de Y, et tout poly-
disque K de P de centre y et de polyrayon p , pE€ (]R:)p , La condition
PE rA(Ep;éiﬂ/wi(y))
anplique Les asserntions (i) et (ii) du corollaire (4.4.2).
Démonstration. C'est un cas particulier du corollaire (4.4.3) appliqué a @, = 1.

Remarque 4.4.5.- Dans les corollaires (4.4.3) et (4.4.4), on peut remplacer
1'hypotheése que les coefficients de A sont positifs ou nuls, par 1'hypothese plus
faible que la relation d'ordre total sur NP définie par la matrice A est moins
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fine que la relation d'ordre produit sur N .

COROLLAIRE 4.4.6.- Soient p, m, n des entiers, peEN , meN ,neN , U un
cuvert de P et

f:o'“—-o“

un morphisme de 0 -modules. Alons AL existe une strnatification C-analytique
(Y. )161 u , e,t pour tout i , i€l , un éLément dl de NP et un nombre
néek 61 , 616 R, , tels que pour toute fonction continue

0, : Yi — [1,+[ ,

modénée Le Long de Y'i_-Yi , AL existe des fonctions continues

Vit Yy RY L 500 Yy —RY et gyt Y, —RY

>
modénées Le Long de ﬁ-Yi , telles que pour fout point y de Yy et tout poly-
cylindre compact K de @ zer que 'y EI% Les conditions

a) e(Ksy) s () 5 N N

bY P (Ksy) <1795 (), 03(K3y) <o T (Ksy), e, (GY) <y (K3y) 5

impliquent Les assertions (i) et (ii) du théoreme (4.4.1).

Démonstration. C'est un cas particulier du corollaire (4.4.3) appliqué a la matrice
unité.
COROLLAIRE 4.4.7.- En gardant Les notations du cornollaire (4.4.6) , 4L existe une
stnatification (Yi)i€I de U , et pour tout i , 1€l , un élément di de
N , un nombre néel 5. R 6. €ER, , et des 4onctions continues

it Y3 — RY L y5q Y, —RY et iy ¢ Yy — R
modénées Le Long de Y -Y; , tels que pour tout point y de Y; et tout polydisque
femé K de CP de ceme y e,t de potynayon o= (pq,-- o) s p€ (RHP |
Les conditions

b

84 84
P <10 5 py<og e ,pp<pp

Ampliquent Les asserntions (i) et (ii) du corollaire (4.4.2).
Démonstration. C'est un cas particulier du corollaire (4.4.6) appliqué a ®; =1.

Remarque 4.4.8.- En relisant attentivement les démonstratiions des théorémes et
propositions conduisant aux corollaires (4.4.3) et (4.4.4), on peut obtenir des
formules explicites pour di et §; en fonction de la matrice A et de 1'ensem-

ble M_ M (F.) , ou éa désigne la relation d'ordre total sur N défini

i“gen

par la matrice Aet M 1le sous-OU-module cohérent de 03 , image du morphisme f
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(ce qui implique en particulier que di et &, ne dépendent pas du morphisme f
lui-méme mais uniquement de son image). L'élément di de NP est défini par
(4.4.1.1). La formule pour Gi est plus complexe. On utilise pour cela les fonc-

tions introcuites dans (III,4.5.1). On remarque d'abord que si A= (aij)1§i§p,1§j§p

et si 1'on désigne par A la matrice 2 p+n lignes et p+n colonnes définie

par
A= (aij)1§i§p+n,1§j§p+n ’

ol
Eij=o , 1sisn , j#p+i ,
a3;=1 ,1sisn , j=p+ ,

aij=ai—n,j , n<is<p+tn , 1<j<p ,
aij=0 , N<igp+n , p<jsSpm ,

alors A est une matrice de définition de la relation d'ordre total
W (cf. (3.0.4) et (I,3.11)). Si 1'on pose

IA
Ql

r, = card (M&;M; T.) )
i‘gen

. - Py +n, T
et si di = (dh,... ,d]!r_) désigne un élément de NPT tel que
i

M. o ={d!,,...,d 1},
a’M’(Yi)gen il iry

alors

é'i = <I)T\;ri(d:;.)

(c£.(I1I,4.5.1)). Dans le cas particulier des corollaires (4.4.6) et (4.4.7) , ol
A est la matrice unité on obtient une formule remarquablement plus simpie. En
effet on vérifie facilement dans ce cas que
§. = sup d..+1

. 15j<p = ’
ol di= (di1""’dip) désigne 1'élément de NP défini par (4.4.1.1) (la relation
s, €tant la relation d'ordre antilexicographique).
Remarque 4.4.9.- Si n=1 1la fonction “‘iz peut étre chosie constante dans les

corollaires (4.4.2), (4.4.4) et (4.4.7) (cf. (4.3.3)). J'ignore si cela est vrai
pour n quelconque.

Remarque 4.4.10.- On peut énoncer une version ''stratifiée" du théoreme (4.3.2),
comme on 1'a fait pour le théoréme (4.3.1). De méme, on peut formuler une variante
plus précise du théoréme (4.4.1) en utilisant le théoréme (4.3.5) a la place du
théoréme (4.3.1). On laissera le soin au lecteur d'expliciter ces énoncés.
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APPENDICE I

FONCTIONS MODEREES

Dans cet appendice on définit la notion de fonction modérée et on démontre les
propriétés utilisées dans ce travail. Intuitivement une fonction modérée est une
fonction qui croit comme un polyndme quand on ''s'approche' d'un sous-espace analy-
tique, vu comme étant a 1'infini. Par exemple, une fonction définie sur un espace
affine est modérée le long de '"l'hyperplan a 1'infini" si et seulement si sa va-
leur absolue est majorée par la valeur absolue d'une fonction polynomiale. Au §1,
on démontre les propriétés élémentaires et au §2, celles qui découlent des inéga-
1lités de tojasiewicz.
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§1.- Propriétés élémentaires de fonctions modérées

(1.0) Tous les espaces analytiques considérés sont des C-espaces analytiques sépa-
rés, dénombrables a 1'infini, et en particulier, paracompacts. Dans la suite, on
utilisera fréquemment les propriétés topologiques suivantes :

i)  pour tout recouvrement ouvert localement fini (Ui) d'un espace

i€l
analytique, il existe un recouvrement ouvert (Ui)iEI tel que pour tout i , i€I,
gr .
UicUi ;

i1) si U et U' désignent des ouverts d'un espace analytique X , tels que
U'cU , il existe un ouvert Wde X tel que U cW et WcU ;

iii) si Fo et F1 désignent des fermés d'un espace analytique X , tels que
FoﬂF1 =@ , il existe une fonction continue

x : X — [0,1]
telle que
X|F0 =0 et x|F1 =1

Enfin, on rappelle que si (Zi) désigne une famille de fermés analytiques d'un

i€l
espace analytique X , 1l'ensemble

Z=N Zi

i€l

est un fermé analytique de X et pour tout point x de X il existe un voisinage
ouvert U de x et une partie finie Ix de I tels que

ZznU =(nN Zi)nU

1€Ix

(1.1) Dans ce paragraphe, on se fixe un espace analytique X , un fermé analytique
Z de X et on désigne par Y 1l'ouvert X-Z de X . Si U désigne un ouvert

de X on appellera fonction C-analytique sur U un élément de F(U,OX )
red

Les notions que nous définirons ne dépendent que de la structure réduite sous-
jacente a X . Néanmoins, on ne supposera pas que X soit réduit car ces notions
peuvent étre utiles méme si OX posséde des éléments nilpotents.

DEFINITION 1.2.- Soient
¢ : Y— R

une gonction continue et z un point de Z . On dit que ¢ est modénée Le Long
de Z en z , 4'4L existe un voisinage ouvert U de z dans X et une famille
finie (gj)1§j§n , neN , de fonctions C-analytiques sur U , n'ayant pas de
zého commun dans YNU , satisgaisant a La condition
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M pour tout compact K de U AL existe
des constantes AetN , A€R_, NeR

Zelles que

+

n 2N

vWEYNK : (_z1|gj(y)| Ve |s A
J:

On dit que La fonction ¢ est modénée Le Long de Z , s4 elle £'est en tout

point de Z . S{ E désigne une partie de R et

Y : Y —E

une fonction continue, on dit que 1 est modénée Le Long de 7 , s4 La fonction
¢ obtenue en composant 1 avec L'infection canonique de E dans R est
modénée Le Long de Z

Exemples 1.2.1.- Une fonction continue
@ : Y— R

localement bornée sur X (et en particulier, la restriction d'une fonction
continue sur X ) est modérée le long de Z . Si g est une fonction C-analyti-

que sur X ne s'annulant pas dans Y , la fonction ¢ , définie par

oly) = 1/|gy)| , pour ye€Y ,

est modérée le long de Z . Si (gj) désigne une famille finie de fonctions

15jsn
C-analytiques sur X , n'ayant pas de zéro commun dans Y , la fonction ¢ |,
définie par

n 2

o(y) = 1/(_Z1|gj()’)l ) , pour yeY,

J:
est modérée le long de Z . Si Z=0 toute fonction continue sur Y est modérée
le long de Z

Remarque 1.2.2.- Pour des raisons techniques on ne supposera pas que Z soit

d'intérieur vide dans X . Néanmoins, si z est un point de Z tel que zgY ,

toute fonction continue
©:Y~—R

est modérée le long de Z en z . (Il existe un voisinage ouvert U de z dans X
tel que YNU =@ , ce qui implique que la fonction identiquement nulle sur U
n'a pas de zéro dans YNU ). La notion de fonction modérée n'est donc intéressante
que si Y est dense dans X . Les propriétés suivanges découlent aussitdt de la
définition.

i) Une fonction continue

9 : Y —R
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est modérée le long de Z si et seulement si il existe un recouvrement ouvert
localement fini (Ui) i€l de X tel que pour tout i , i€I , il existe une famil-

le finie (gij)sz an; de fonctions C-analytiques sur U, n'ayant pas de zéro
commun dans YﬂUi et satisfaisant a la condition (M) de la définition (1.2).

ii) Si pour tout ouvert U de X on désigne par cm'X'Z(U) 1'ensemble des

fonctions continues
®:YNU —R

modérées le long de ZNU , pour tout ouvert U' de X contenu dans U et tout
élément ¢ de Cm;X;Z(U) on a

olYnu'e Cm;x;z(U')

et Cm'X'Z est un faisceau sur X , sous-faisceau de i*(CY) , ou CY désigne le
3 2
faisceau des fonctions continues sur Y et i 1'injection canonique i:Y —X .

iii) Si Z' désigne un fermé analytique de X tel que Z<Z' , Y' 1'ou-
vert de X défini par Y'=X-Z' et

©:Y —R

une fonction continue, modérée le long de Z , alors la fonction
olY': Y' —R

est continue, modérée le long de Z' .

iv) Si X' désigne un sous-espace analytique fermé de X , Z' le fermé
analytique de X' défini par Z'=X'NZ , Y' 1l'ouvert de X' défini par

Y'=X'NY = X'-2"
et
@ : Y —DR
une fonction continue, modérée le long de Z , alors la fonction
®|Y': Y' — R
est continue, modérée le long de Z' .
v) Une fonction continue
¢:Y —R
est modérée le long de Z si et seulement si il en est de méme pour |o|
vi) Soient

(01:Y—->]R et cpZ:Y—le
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deux fonctions continues telles que
vy EY o, [ = o]

Alors si @, est modérée le long de Z il en est de méme pour o,

vii) Soient

q):Y—-»]R+

une fonction continue et a un nombre réel, a20 . Si ¢ est modérée le long
de Z , il en est de méme pour ¢

PROPOSITION 1.3.- Sodlent
@ Y — R et cpZ:Y——»]R

deux fonctions continues. Si 9 et o, sont modénées Le Long de I , 4L en est
de méme pour 0+,

Démonstration. Pour tout point z de Z il existe un voisinage ouvert U de z dans

X et une famille finie (g.) (resp. (h.), ... ) de fonctions C-analytiques
i 15jsn

1<ism
sur U , n'ayant pas de zéro commun dans YNU , tels que pour tout compact K
de U il existe des constantes A et M (resp. Bet N) , A€ R, , M€ R, ,

(resp. BER, , NER_) telles que

n 2M
yEYNK :('z1 lg; M1 loy (] <A
1=

n
(resp. ¥y€YnkK :(.Z1 [hj(y)lz)N lo,(y)| B )
j=

Pour tout iet j , 1€ism, 1<jsn, on pose

fij =gihj .
La famille (fij)1§i§m,1§j§n est une famille de fonctions C-analytiques sur U ,

n'ayant pas de zéro commun dans YNU , et si 1'on pose

L =sup{ M,N }
et
m n m n
c=suplC 2 [g; 00 DM E Ihco B ascE g lHbCz hyooH e,
X€K i=1 j=t i=1 j=1 J

pour tout point y de YNK on a
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2.L
o |f..(n) (y) + <
(1§i§m| 1§17 oy &) v 0, ()|
1<jsn

s CzlgmIAY Cz o B e, o+, s
1gism 1<jsn J

Sz g (y)|“M( LLACIEY As( g, )( RRENCTE

1ism 15jsn <isn 15jsn

2 L- N <c,

ce qui démontre la proposition.

COROLLAIRE 1.3.1.- Sodent

@ Y — R et @, :Y— R
deux fonctions continues. SiL @ et @, sont modénées Le Long de Z , il en est
de méme pounr 019,
Démonstration. On a

2 2

loy @y 50y + @,
et en vertu de (1.2.2), (vii) et (vi), le corollaire (1.3.1) résulte de la propo-
sition (1.3).

COROLLAIRE 1.3.2.- Solent n un entier, n€N , P un polynéme @ n indétermi-
nées a coefpicients dans R et (wi)1<i<n une famille de fonctions continues

®; ¢ Y — R
S{ powr tout 1, 1<isn , La fonction ®; est modénée Le Long de Z , AL en
est de méme pour P(@1,...,¢n)
Démonstration. En raisonnant par récurrence, le corollaire (1.3.2) résulte de la

proposition (1.3) et du corollaire (1.3.1).

COROLLAIRE 1.3.3.- So.t (<,oi)i€I une gamille de fonctions continues

@ ¢ Y — R

Locatement dinie sur X . Si pown tout i , i€l , La fonction o est
modénée Le Long de Z 4L en est de méme pour sup @. et L ©;

ielr * i€l
Démonstration. En vertu de (1.2.2), (ii), on peut supposer que la famille (. )1€I

est finie. Alors il résulte du corollaire (1.3.2) que I ®; est modérée le
i€l

(1) Cela signifie que pour tout point x de X il existe un voisinage ouvert U de
x dans X tel que l'ensemble des indices i , i€I , tels que la fonction m
ne soit pas identiquement nulle sur YNU , soit fini.
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long de Z . D'autre part, en vertu de (1.2.2), (v), pour tout i , i €I , la fonc-
tion Imil est modérée le long de Z et il en est donc de méme pour ‘ZI [0;]

1€
Or,

Isup o;| s = o]

ielr t qer *
On en déduit que sup @; est modérée le long de Z ((1.2.2),(vi)) .

i€l
COROLLAIRE 1.3.4.- Sodent (Ui)i€I un nrecouvrement ouvert Localement §ind de X
et pour tout i , 1€I , une fonction continue

@ ¢ YﬂUi — R ,

modénée Le Long de 2 nU; . Alons pour Zout recouvrement (v.) de X Zel que

pour tout i, 1i€1 ,

i’iel

Vi<li
AL existe une fonction continue
@ :Y—R,

modénée Le Long de Z , telle que pour tout i , 1€I , et tout y , yEYnVi ,
on alt

©; () 0ly)
Démonstration. Pour tout i , i€I , il existe un ouvert Wi de X tel que
Vi c WicwicUi
et une fonction continue
Xi : X — [0,1]
telle que
xi1Vi =1 et x|X-W, =0
(cf.(1.0)). Soit cpi la fonction
(Di : Y — R
définie par
| = .
(,pi|Yl'1Ui = (x.1|YﬂU) @5
et
‘DiIYn (X-Ui) =0

La fonction (oi est continue, modérée le long de Z . En effet, cpiIYn Ui est
modérée le long de ZﬁUi ((1.2.1) et (1.3.1)), cpilYn (X-V—Vi) =0 est modérée
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le long de Z ﬂ(X-E) , et comme X est la réunion des ouverts Ui et X—Wi— ,
il résulte de (1.2.2), (ii) que (p!l est modérée le long de Z . La famille
(‘pi)iel étant localement finie sur X , la fonction ¢ définie par ¢ = sup @}
i€l
est continue, modérée le long de Z (1.3.3), et pour tout i , i€l , et tout vy,
ernVi , on a
o) z0i(Y) = x; ) 0; () = 0;(y)

ce qui démontre le corollaire.

Remarque 1.3.5.- En gardant les notations de la démonstratiqn du corollaire (1.3.4),
si pour tout y , y€Y , on désigne par Iy la partie de I définie par

Iy={1€I : yEUi} ,
1'ensemble Iy est fini et on a

o(y) < sup @, (y)

i€l

En particulier, s'il existe une constante A , A€ R , telle que pour tout i ,
i€l , et tout vy , yEU.1 s

(Oi (y) <A ’
alors pour tout y , yeY , ona

o(y) <A
COROLLAIRE 1.3.6.- En gardant Les notations du cornollaine (1.3.4) , 84 pourn tout

i ,1iel,

by Uy — 10,11
désigne une fonction continue, (L existe des fonctions continues
p' X — 10,1[ et y":X— 10,1[
telles que pour tout i, 1i€1 , et tout x , xEV.1 , on alt
b () sy; (0 sy ()
Démonstration. En vertu de (1.3.5), 1'existence de y'" résulte de (1.3.4) appliqué

a Y=0 et l'existence de y' en découle, en remarquant que pour tout i , i€I,
la fonction 1/11)i est une fonction continue de Ui dans 10,11

(1.4) Soient U un ouvert de X et (hk)1 <k<m une famille finie de fonctions
C-analytiques sur U . On dit que la famille (hk)1<ksm est une famille d'équa-
tions C-analytiques de Z dans U si B

ZNU= {x€X:vk, 1<ksm, hk(x) =0}
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Pour tout point x de X il existe un voisinage ouvert U de x dans X et une

famille finie d'équations C-analytiques de Z dans U

LEME 1.4.1.- Sodent U un ouvert de X , (gj)1§jgn une famille finie de
gonctions C-analytiques sun U n'ayant pas de zéro commun dans Y NU et

(hk)1§k§m une gamille findle d'équations C-analytiques de Z dans U . Alons

pour tout compact K de U , L€ existe des constantes CetM , CERY , MER],

telles que m 2 M n 5
vxeK : (z [ ()[)7<C 3 g, (x)
k=1 j=1 7

Démonstration. Si 1'on désigne par Z' 1le fermé analytique de U défini par
Z'={x€U :Vj , 1<jsn, gju) = 0}

ona Z2'cZNU et en particulier pour tout k , 1<k<m , la fonction hk s'an-
nule sur Z' . En vertu du Nullstellensatz C-analytique, pour tout point x de U
il existe un voisinage ouvert UX de x dans U , un entier NX s NX€ N* , et une

famille (axkj)1§k§m,1§j§n de fonctions C-analytiques sur UX , telle que pour

tout k , 1<ks<m , on ait

NX n
Ml 7 T gt (8510

X J
L'ensemble K étant compact, il existe une famille finie (Xi)1<i<r de points de
U telle que
Ke U U
1sisr i
Posons
N= sup N
1<isr 71

et pour tout i, j, k, 1<i<r , 1<jsn , 1<ks<sm ,

La fonction Bikj est une fonction C-analytique sur UX et pour tout 1iet k ,

1<i<r , 1<k<m, on a 1

WU - T e (g U )

k X5 j=1 ikj ITxg
I1 existe un recouvrement ouvert (Vi)1§i§r de K tel que pour tout i ,
1<isr ViCL&i , et si 1'on pose Ki=KﬂV; , l'ensemble Ki est compact
et on a
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K= U K.
1gigsy 1t

I\

Soit S un entier, SEN , tel que
2Sz2n+1
et posons
R=NS et M=m(R-1)+1
On remarque que si X1,...,Xm (resp. Y1""’Yn ) désignent des indéterminées,

il existe une famille de polyndmes (Pk(X1,... ’Xm))15k§m

(resp. (QJ. (Y1""’Yn))1§j§n ) & coefficients dans N telle que

m m
M R
(L X)) = I P (Xy,.0.,X )" X
oy Tk o kM m "k
( (rzl Y )ZS Q.0 Y -y
T . . = . teo c Y.
esp- (I, i1 QGO Y)Yy )

Posons

2 2
C,=sup sup P (|h,x)|%,...,/h X)) ,
L m

m 2
C,= sup sup sup I €9]

Qi (|Biy 1 GIg (XY | yeey|Biy (X)g (X)]|)|Bir
1sisr Isjsn xeK; k=1 0 KT ikn ™ 8n ikj

et

C=C,-C

1 72

Alors pour tout x , x€K , il existe i , 1£i<r , tel que )(E](i et on a

m m
(x |hk(x)|2)M=kZ1 (NS TR P WeS T TEN STl

n 2R m N 25
< C z h (X) =C X h (X)l -
1 k=1 I k I 1 Ko l k
Pl 28 noon 28
= C Z Z eq_ e . § Z . ) _
Ty o1 Bixy Vg5 ()| o Z (jz lBlkJ(x)gJ(x)l)
m n .
"G i Q) ([By37 (I8 G|+ By 0O O ) |8y (g5 )| =
n m ) )
= j£1 [kil Qj(IB_ik1(x)g1(x)|,...,IBikn(x)gn(x)l)leikj(x)| ]Igj(x)l <
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n 2
C; 2 Czlgj(x)| =C

n 2
1 z Ig(x), >
j=1 =1 J

J

ce qui démontre le lemme.

PROPOSITION 1.4.2.- Soient ¢: Y— R une fonction continue, modénée Le Long de
Z , U unouvernt de X et (hk)1 <ksn We gamille ginle d'équations C-analytiques
de Y dans U . Pour tout compact K de U AR existe des constantes A et N

AeR,_ , NeR, Lelles que

om 2\N
Yy €Y NK : (kz] [y )7 Je(y)| <A

Démonstration. En vertu de (1.2.2), (i), il existe un recouvrement ouvert fini

U sisr
de fonctions (C-analytiques sur Ui n'ayant pas de zéro commun dans YnUi

de K tel que pour tout i , 1<i<r , il existeune famille finie (gij)1§j5ni
telle que pour tout compact K' de Ui il existe des constantes Met B, MER ,

BER,, telles que
e 2.M
WEYNK' 1 (I g7 o) | B
j=1
Soit (Vi)1 <j<y Un recouvrement ouvert de K tel que pour tout i , 1£isr ,
V_icUi et posons ](i =Tfi'nK . La partie Ki de Ui étant compacte il existe des
constantes Ni et Ai , Ni € ]R+ , Ai € R+ telles que
n. N.
WEYNK. : T |g. 3D T o) sA
y i'.=1 gijy Oly)| =484
D'autre part, il résulte de (1.4.1) que pour tout i , 1sisr , il existe des
constantes Mi et Ci R MiEI!R+ . Ci€ ]R+ , telles que

m M. ni
wxek : (z |h oD tsc, 1 g 00)°
it Mk T 8ij

On pose

N= sup M. N.
1isr L

et
Ni m 2
A = sup [Ai Ci sup ( Z lhk(x)| )
1isr XEKi k=1

N-M;Nj

Alors pour tout point y de YNK il existe i, 1€isr , tel que yEKi et

on a
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m
cx I ON o] =

m 2 Mi Ni m 2 N—MiNi
((kz1 1D D 7 ey - (kz1 [ 5

A

2NMN

A

IA

SO z AEcelly

Ni i 2Ny
o (j§1 |gij(y)| )

c’l‘ z lh()IZ)NMN

A

<A,

ce qui démontre la proposition.

PROPOSITION 1.5.- Sodent Z1 et Z2 deux fenmés analytiques de X Zels que

Z=Z1ﬂZZ et

¢ : Y— R

une fonction continue. SL Les nestrictions w](X-Z1) et ‘PI(X'ZZ) sont des
fonctions modénées Le Long de Z1 et Z2 nespectivement, alorns La fonction @ est
modénée Le Long de Z .
Démonstration. Pour tout point z , z€Z , il existe un voisinage ouvert U de z

_ . - ' < . _ .
dans X et des familles finies (gi)1§i§m et (hj)1§j;n d'équations C-analyti
ques de Z1 et Z2 respectivement dans U . En vertu de la proposition (1.4.2),
pour tout compact K de U il existe des constantes M, A, N, B, MER, , A€ER,,

NeR, , BER,, telles que
. m 2.M
vy € (X-Z;) NK : (.21 [g; )7 |ely)| <A

et

n
VYyEX-2Z,)nK : (z |h (y)|) |o(y)| <B ,
J:

et comme pour tout i, 1gigm , (resp. pour tout j , 1<jsn ) la fonction
g; (resp. hj ) s'annule sur Z, nU (resp. sur Zy NU) ,ona

m 2.M
vy €Y nK : (.21 lg; )7 [oly)|sA

et

.0 2\N
vy €Y NK : (.21 by &) |7 | ©(y)|sB
J:

Soit (fk)1 <k<mén la famille définie par

fk—gk , 1<k<m ,

=h

kem ? m<k <m+n

k
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La famille (fk)1§k§m+n est une famille finie de fonctions (-analytiques sur U
n'ayant pas de zéro commun dans YNU . Soient M' et N' des entiers, M'e€N* ,
N'€N* , tels que M'2M et N'2N . Si X1 , XZ désignent des indéterminés et
si 1'on pose

L=M'+N'-1

il existe des polyndmes P(X1,X2) et Q(XI’XZ) a coefficients dans N tels que

L g N
o+ X)P = PN + QXXX

Posons
n m
Cy =sup [P( Z |gi(x)|2, I lh.(x)lz)-( b ]g (x)|2 MMy
x€K  i=1 j=1 7 i=1
n
C, = sup [QC B lg; 1%, = In, SIERE In, @ HN N
x€K i=1 j=1 j=1
et
C=C1A+ CZB

Alors pour tout y , yEYNK , on a

(2 If (y)l " loy)| =

Iy 01 T 12,0019 ot | +

P( Z |g1(x)l
i=1

i=1 "

im:ﬂ

+

h )| 2y ¢ z |h (x)| lw(y)h

m 2
QlCz Igi(x)l »
i=1 j j=1

J

[ l=]
—

SCA+C,B =C ,

ce qui démontre la proposition.

COROLLAIRE 1.5.1.- Sodent (Zi)i€I une famille de fermés analytiques de X telle
que

Z=Nn Z.
jer

et
9o : Y—R

une fonetion continue telle que pour tout i , i€I , La restrniction o|X- Z;
204t une fonction modénée Le Long de Zi . Alons La gonction @ est modénée Le
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Long de Z

Démonstration. Pour tout point x de X il existe un voisinage ouvert U de x et
une partie finie I' de I tels que
Znu =(n Z;)nU
i€l
(c£.(1.0)). En vertu de (1.2.2), (ii), le corollaire résulte alors de la proposi-
tion (1.5), en raisonnant par récurrence.

LEMME 1.6.- I£ existe une gonction continue
@:Y—R ,

modénée Le Long de Z , telle que pourn tout z , z€L , et toute constante A
AER] , AL existe un voisinage ouvert U de z dans X Zel que pour tout vy ,
yeEYNU , on ait

o(y) 2A

Démonstration. Soit (Ui) jer Un recouvrement ouvert localement fini de X tel que

pour tout i , i€I , il existe une famille finie (gij)1<jsn d'équations
==

C-analytiques de Y dans Ui , et soit

. *
@5 YnUi—v ]R+

la fonction définie par
n, )
0; N =1/Cx |g;:(M|%) , pour yeYnU,
=1
La fonction @, est continue, modérée le long de ZnUi (1.2.1). Soit (Vi)iEI
un recouvrement ouvert de X tel que pour tout i , i€l , WCUi (cf.(1.0),(1)).
En vertu de (1.3.4), il existe une fonction continue

:Y—R ,
modérée le long de Z , telle que pour tout i , i€I , et tout y , y(-:Vi , on
ait

©; (y) S oly)

Soit z wun point de Z . J1 existe i, 1€l , tel que ZEVi . Si 1'on désigne
par ¥ la fonction

wi : Vi-—-» ]R+

définie par

=}

i 2
wi(x) = .21 ]gij(x)l , pour x€V,
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la fonction b; est continue et wi(z) =0 . On en déduit que pour toute constante
A, A€Ry , il existe un voisinage ouvert U de z dans X contenu dans Vi

tel que pour tout x , x€U ,
ngi(x) <1/A,

ce qui implique que pour tout y , y€YNU |,
0 (y) 2A -,

d'ou
oly) zA

ce qui démontre le lemme.

PROPOSITION 1.6.1.- Sodent (Zi)
X Ztels que

jer wne famille finie de fermés analytiques de

Z= N Z.
ier *

et poun tout i , 1€I , une fonction continue

0, ¢ X - Zi —R ,
modénée Le Long de Z; - Alons AL existe une fonction continue

®:Y—R ,
modénée Le Long de Z , telle que pour tout y , y€Y , {Lexiste i , 1€l ,
tel que yEX-Zi et

0, (y) so(y)

Démonstration. En vertu du lemme (1.6), pour tout i , 1€I , il existe une fonc-
tion continue

byt X-Zi —R ,
modérée le long de Zi , telle que pour tout z , z€ Zi , et toute constante A,
AERY , il existe un voisinage ouvert U de z dans X tel que pour tout Yy ,

y€ (X-Zi) nU , on ait

v, () 2A
Posons

‘05_ = Sup{tpi,wi,O}
La fonction

@' X- Zi —+ R

est continue, modérée le long de Zi (1.3.3). Pour tout y , y€Y , on pose
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Iy={iEI : yezi}

et
o(y) = inf o!(y)
i€l
y
Démontrons que la fonction
®:Y—R

est continue. En effet, soit y un point de Y
Alors y€X- U Z. . Soit
. i
1€l
y
g : X- U Z. —R

jer 1
y

la fonction définie par

p(y') = inf (gi(y') , pour y'€X- U Zi
i€l i€l
y y
La fonction ¢ est continue. 11 suffit donc de démontrer que @ et Y coincident
au voisinage de y . Soit A, A€ ]R: , tel que yY(y) <A . La fonction y étant

continue il existe un voisinage ouvert U de y dans X- U Zi tel que pour tout

i€l
y' . y' €U, Y
v(y') <A
D'autre part, comme Y€ 'EInI Zi , 11 existe un voisinage ouvert U' de y dans
1€1-1y,
Y
X tel que pour tout i , iEI—Iy , et tout y' , y'e (X_Zi) nuy'
]
vi(y') zA
et a fortiori
">
@; (y') A

Alors 1l découle aussitdt des définitions de ¢ et y que
elunu'=ylUnU" ,
ce qui démontre la continuité de ¢ . Enfin, pour tout i, i€I , et tout y ,
yeEX - Zi , ona
o) f0;(y)
et comne (y) 20 , il résulte de (1.2.2), (vi) que q>|X-Zi est modérée le long

de Zi . On en déduit que ¢ est modérée le long de Z (1.5.1), ce qui démontre

la proposition.
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Remarque 1.6.2.- La proposition (1.6.1) demeure vraie, méme si 1'on ne suppose pas
que la famille (Zi)iEI soit finie. En effet, il existe alors un recouvrement
ouvert localement fini (Uj)j€J de X tel que pour tout j , je€J , il existe
une partie finie Ij de I telle que
Znu.=(n Z;,)NnU.
JoGer, V)
J
(c£.(1.0)). En vertu de la proposition (1.6.1), il existe donc une fonction conti-

nue
. :YNU, — R
lPJ 5 s
modérée le long de Znt , telle que pour tout vy , y€Ynt , 11 existe 1i ,

i€Ij , tel que ye)(-Zi et
wi(y)éwj(y)

Soit (Vj)jE j un recouvrement ouvert de X tel que pour tout j , jE€J , V_chj
(c£.(1.0),(i)). En vertu du corollaire (1.3.4), il existe une fonction continue
¢:Y—R ,
modérée le long de Z , telle que pour tout j , j€J , et tout vy , yEVJ. ,
wj () sely)

Alors pour tout point y de Y il existe j , j€J , tel que yEVj et 1, iEIj,
tel que yEX-Zi et

CHOORT N
ce qui implique que
@, (y) soly)

PROPOSITION 1.7.1.- Sodent X' un sous-espace analytique fermé de X , Y'= YnX!,
2'=ZnX' et

"Y' — R
une gonction continue, modénée Le Long de ' . Alons AL existe une fonction con-
tinue

¢:Y—R,
modénée Le Long de Z , telle que

olY'= @' .

Démonstration. Soient (Ui)i€1 un recouvrement localement fini de X formé par
des ouverts relativement compacts dans X tels que pour tout i , i€I , il

existe une famille finie d'équations C-analytiques de Z dans Ui , et (Ui)iEI
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un recouvrement ouvert de X tel que pour tout i , i€l , ﬁiCUi . Démon-

trons que pour tout i , i€l , il existe une fonction continue

©-

:Ynu! — R ,
i i :

modérée le long de ZﬂUi , telle que

L - ] ] 1
“’i'Y'”Ui =o'y nus

En effet, soit (hk)1sk5m une famille d'équations C-analytiques de Z dans Ui .
La famille (hklx'nUi)Kksm est une famille d'équations C-analytiques de Z'
dans X' ﬂUi , et comme X' nU_i est une partie compacte de X' ﬁUi , 11 existe
des constantes AetM , AE]R+ , ME€ ]R+ , telles que
n 2M
vyeY' nu! : (I |h (I ey sA
k=1

(1.4.2), ce qui implique que la fonction
p! s X'NU — R

définie par
m

) 2 M+1
Vo = I IO *

©'(y) ,pour yey'nu! ,
et
wi'(y) =0 , pour y€ Z'nUi s
est continue. On en déduit qu'il existe une fonction continue
wi : Ui — R
telle que ¢i|X' NUI = y! et alors la fonction

. |
9, YﬂUi R
définie par

2)M+1

m
;) =y, /(2 |hk(y)| , pour yeynu' ,
k=1

est une fonction continue, modérée le long de ZNU' ((1.2.1) et (1.3.1)), telle

que
1 [ e | ' 1

(1.7.1.1) cpiIY nUi 'Y ﬂUi

Soit (U’.l')i€I un recouvrement ouvert de X tel que pour tout i , i€I ,

U'i'CU:!L . En vertu de (1.3.4) et (1.3.5), il existe une fonction continue
¢ : Y —R

2

modérée le long de Z , telle que pour tout point y de Y 1les deux propriétés
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suivantes soient satisfaites :
a) pour tout i , i€I , tel que y€euy ,ona
o, V) s0ly)
b) il existe i' , i'€l , tel que yEUi. , et tel que
o) s0;, () -
La famille (U'i')ieI étant un recouvrement de Y' plus fin que le recouvrement
(Ui)iEI , 11 résulte de (1.7.1.1) que les conditions (a) et (b) impliquent que
pour tout point y de Y' on a
e'(y) =oly) ,
ce qui démontre la proposition .

Remarque 1.7.2.- Si la fonction ¢' est positive, on peut supposer qu'il en est
de méme pour ¢ . (I1 suffit de prendre sa valeur absolue). De méme, si la
fonction ¢' est strictement positive, on peut supposer que ¢ 1'est également.
En effet, on peut d'abord supposer que ¢ est positive, et il suffit de lui ajou-
ter la restriction sur Y d'une fonction continue sur X s'annulant exactement
sur le fermé X' de X (l'espace X étant métrisable on peut par exemple lui
ajouter la fonction x +—— d(x,X') , ou d désigne une distance sur X |,
compatible avec sa topologie).
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§2.- Fonctions modérées sur un ouvert de .

(2.0) Dans ce paragraphe, on étudie les fonctions modérées sur un ouvert de ®
On utilise un théoréme de kojasiewicz [38] qui permet de majorer localement les
fonctions modérées par une puissance de la distance & 1'"infini". On se fixe un
ouvert U de Cp , un fermé analytique Z d'intérieur vide de U et 1'on pose
Y=U-Z . L'ensemble Y est un ouvert de (P dense dans U . On désigne par
d(.,.) la distance sur CP déduite de la norme sup. On rappelle (cf. (I11,4.4.1))

que pour tout ouvert U' de ® on désigne par RU’ la fonction

Ry' + U'— R}

U
définie par
Rye(X) = inf{d(x,eP-u")/2,1}
On remarque aussitét que pour tout y , y€Y ,
(2.0.1) Ry() = infRy;(y), d(y,2)/2}

Pour que certains énoncés demeurent vrais méme si Z=0¢ , on aimerait que d(x,9)
ait une valeur finie. On peut choisir n'importe quelle constante strictement
positive. Par convention, on posera

dx,9) =2

(C'est 1a plus petite valeur pour laquelle la formule (2.0.1) reste vraie si
Z=0).

PROPOSITION 2.1.- La fonction

©: Y —R}
dé finie par

oly) = 1/d(y,2) , pour YEY
est une fonetion continue, modérnée Le Long de Z .

Démonstration. La continuité de ¢ est évidente. Soit z, un point de Z et U'
un voisinage ouvert de z, dans U tel qu'il existe une famille finie d'équations

C-analytiques (hi) de Z dans U' . Il existe e , €€R} , tel que

1<ism
N . 1
D(zo,8§) cU

(ot g = (g,...,€) € (]R";)p) et tel que pour tout i, 1£i<m , si 1'on désigne

par hi la fonction C-analytique
h, :D(z_;3e) xD(0;58) —> €

définie par
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h, (x,t) = h;(x+t) -h; (x) ,
il existe des fonctions C-analytiques

hij ZD(ZO;SQ)XD(O,SQ) —>C, 1<j<p ,

telles que pour tout x , xeD(zo;Sg) , et tout t , t= (t1,...,tp) , t €D(0;5¢)

on ait
— p n
hi(x,t) = ‘_2 tj ij(x,t)
j=1
On pose
F= sup sup |hi(x)|
1<ism x€D(zo;2g)
H= sup  sup sup sup [hy . (x,0) |
lsism 1sjsp xeD(z ;2¢) teD(z ;4e) J
et

A = FHmp

Alors pour tout x , x=(x1,...,xp) , xe—D(zo;Zg), et tout z , z=(z1,...

zef)(zo;Zg) nNZ,on a

m 2 m m
2 | |°sF 1 b @] =F % |h&)-h ()]
i=1 i=1 i=1

A

m m P
=F ¢ |h.(z,x-2)|SF & T .~z.| |h,.(z,x-z
I RG] sE E o E gzl Iy

J
mn p
FH = % |x;-z.|<Adx,z)
i=1 j=1 1 J
On en déduit que pour tout x , xe_D(zo;Zg) ,
m 2 _
_21 [h; G [" <A d(x,D(z,2e) N2)
1=

et il en découle que pour tout x , xe-ﬁ(zo;g)
n 2
|7 sAdk,Z)
i=1
ce qui démontre la proposition ((1.2.1) et (1.2.2), (ii),(vi)) .

COROLLAIRE 2.1.1.- La fonction

(p:Y--»]R:
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définie par
o(y) = 1/RY(y) ={sup 2/d(y,C-Y),1}
(cf. (III,4.4.1)) est continue, modénée Le Long de 1
Démonstration. En effet, pour tout y , y€Y ,
oly) = sup{z/d(y,2) , 1/Ry(y)}
(2.0.1) et le corollaire résulte de (I1I,4.4.1), (2.1), (1.2.1) et (1.3.3).

THEOREME 2.2.- (ojasiewicz). Sodent n un entien, V un ouvert de R , K
un compact de V , f:V—> R une fonction R-analytique, et E Le femé de
V dégini par

E={x€eV : fx) = 0}
Alons 4L existe des constantes A etM , A€R} , MeR} , Zelles que pour tout
x , x€K,

M

£ | 2A d B,
o d,(.,.) désigne La distance euckidienne sun R (V.
Démonstration. [38] , théoreme 2, p. 85.
COROLLAIRE 2.2.1.- Soit U' un ouvert de U tel qu'il existe une famille finie
d'équations C-analytiques (hj)1 <jn de Z dans U' . Alons pour toute partie

compacte K de U' AL existe des constantes A et M, A€ Ry , MeER; , telles
que

.o 2 M
Vx€K : % |hj(x)| 2 A d(x,2)
3=1
Démonstration. Si ZNU'=@ il suffit de poser M=1 et
n 2
A=inf [ Z |hX)|“/d(x,2)]
x€K j=1
Supposons donc que ZNU'#@ . En remarquant que la fonction
f:U'—R
définie par

n
£) = % |hj(x)|2 , pour x€U' ,

3=1
est une fonction R-analytique (en identifiant @ a RZP) et que

znU'={x€U' : f(x) = 0} ,

(1) Le théoréme est vrai méme si E=¢ , en convenant que de(x,¢) est une
constante strictement positive quelconque, par exemple de(x,¢)=2 (c£.(2.0)).
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il résulte du théoréme (2.2) qu'il existe des constantes Aet M , A€R} , MER],
telles que

M
)

’

n
WX€K @ I |hj(x)|zzAde(x,ZnU'
j=1

ol de(.,.) désigne la distance hermitienne sur @ . Or, pour tout x , x€U' ,

on a
d(x,2) £d(x,ZnU") gde(x,Z nu') ,
ce qui démontre le corollaire.

PROPOSITION 2.2.2.- Soit

®: Y —R

une gonction continue, modénée Le Long de Z . Alons pour tout compact K de U
AL existe des constantes AetM, A€R,_, MER_, telles que

Yy EXNK : Jo(y)| sA/dcy,2)M

Démonstration. Il existe un recouvrement ouvert fini (Ui) de K tel que

1<ism
pour tout i , 1<ism, il existe une famille finie d'équations C-analytiques

(hij) de Z damns U; . Soit (Vi)

que pour tout i , 1sism , Vi::Ui et posons K; =VinK . La partie K; de

un recouvrement ouvert de K tel

1<jsng 1<ism

Ui étant compacte il existe des constantes Ai et Mi R AiER+ . MiE ]R+
telles que

2.2.2.1 Yok, : (3 |h 2," <A
(- . -) V}'E n 1 (Ji] l 1J(y)l) I(p()')l‘—‘ 1

(1.4.2), et des constantes Bi et Ni , BiE Ry , NiE ]R: , telles que

0y 2 Ny
(2.2.2.2) vx€K. : 1z~ |h..(x)|" 2B, d(x,2)
1 j=1 1] 1

(2.2.1). On pose

M= sup M. N.

1gism * 0t
et
Mi M_MiNi
A= sup [(Ai/Bi ) sup d(x,Z) 1 .
1<ism XEKi

Alors pour tout point y de YNK il existe i, 1gism , tel que yEKi et
il résulte de (2.2.2.1) et (2.2.2.2) que

! 2. M M; M;N;
lo(y) | éAi/(‘-Z.1 lhij M7 “s (Ai/Bi )/d(y,Z) =

M Y

= (A/BY) d4(y,2) Mgy, oM sazay, oM
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ce qui démontre la proposition.

PROPOSITION 2.2.3.- Sodent

@Y — RI
une fonction continue, modénée Le Long de Z , et (Ei)ieI une famille de parnties
de Y telle que pour tout i , i€I , et tout y , yeEi , on alt

E; <D(y;p)

p(y) = (p(y),...,p(y))

p(y) =Ry (y) = infld(y,eP - )/2,1}

(cf.(I11,4.4.1)). Alons AL existe une fonction continue
@' Y — Rj ,
modénée Le Long de 7 , telle que pour tout i , i€1 ,

sup o(y) sinf o' (y)
YEE; yEE.1

)

Démonstration. Soit (Uj)j€ j un recouvrement localement fini de U par des

ouverts relativement compacts dans U et posons

K; = {xecP : ax: eﬁj dlx,x") SRy(x")}

En vertu de (III,4.4.1), K.<cU , et coome U. est compact et la fonction RU
continue (III,4.4.1), 1'ensemble K. est un compact de U . On en déduit qu'il
existe des constantes Aj et Mj , Aj € ]R: , Mj € R+ telles que

vy eYnK,

(2.2.2). Soit (Dj la fonction

M.
o(y) < AJ. /d(y,Z2) ]

@.:YNU., — R*
J J +

définie par
M.
J , pour yeYnu.

M,
. =27 A0,z
(DJ (Y) AJ/ ()’, ) i

(1) Le recouvrement (Uj)jéJ est localement fini sur U et non pas dans cP
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La fonction ¢. est continue, modérée le long de ZnUJ. ((2.1) et (1.2.2),(vii)).

Soit (U_]!)jEJ un recouvrement ouvert de U tel que pour tout j , j€J ,
UJ'. ch . En vertu de (1.3.4), il existe une fonction continue

@ Y— ]R: ,
modérée le long de Z , telle que pour tout j , j€EJ , et tout y , yEYnUJ! ,
@5 (y) so'(y)

Soient i , 1i€I , et y et y' deux points de Ei . I1 existe j , j€J , tel que
y' EUJ! , ce qui implique que

(2.2.3.1) toj(y')éco'(y')
Or, 1'hypothése

Eicﬁ(y';e(y'))
implique que
(2.2.3.2) d(y,y") € Ry(y') = inf{RU(y') ,d(y',2)/2}
(c£.(2.0.1)) et en particulier y€ Kj . On en déduit que
(2.2.3.3) oy) §Aj/d(y,Z)Mj
D'autre part, on a

d(y',2) <d(y,y'") +d(y,2)
et 1'inégalité (2.2.3.2) implique que

d(y,2) 2d(y',2)/2
(inégalité vraie méme si Z=@ (cf.2.0)), d'ou

Mj M.
Aj/d(y',Z) J = ;5 "

Alors il résulte de (2.2.3.1), (2.2.3.3) et (2.2.3.4) que

M.
(2.2.3.4) Aj/d(y,Z) J<2

oy) so'(y") ,

ce qui démontre la proposition.
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APPENDICE II

THFOREME DE PRIVILEGE NUMERIQUE
UNIFORME POUR UN MORPHISME
DE MODULES COHERENTS

Dans cet appendice, on généralise le résultat principal de ce travail aux mor-
phismes de modules cohérents. Au §1, on expose quelques compléments sur les pro-
priétés algébriques des scissions. Au §2, on définit les notions nécessaires a la
généralisation du théoréme principal. En particulier, on définit la notion de
polycylindre privilégié. Notre définition n'est pas la méme que celle de Douady,
qui a introduit cette notion dans [ 7], mais elle est équivalente (voir [48]).
Dans le §3, on démontre le théoréme de privilége numérique uniforme pour un mor-
phisme de modules cohérents. On remarquera que le théoréme d'existence de polycy-
lindres privilégiés de Douady en résulte. On obtient ainsi une autre démonstration
de ce théoréme en utilisant des théorémes de division au lieu d'utiliser le
théoréme de platitude et privilege. Au §4, on démontre une variante du théoréme

principal, variante qui ne fait pas intervenir de stratifications.
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§1.- Compléments sur les scissions.

PROPOSITION 1.1- Sodlent A un anneau commutatif, M, M' et M" des A-modules,
ViM'—M , u:M—M' et o' :M—> M' des applications A-Linéaires. On
suppose que La suite

M L M5 M — 0

est une suite exacte et que o' est une scissdion de v . Alons AL existe une

A-scissdion unique 0 de u M telle que

Gou = idM‘VOO'
Démonstration. L'application u étant surjective 1l'unicité de o est évidente.
Pour démontrer 1'existence on remarque qu'en vertu de (III,1.2) ,

Ker(idM-vo') = Im(v) ,
et comme

Im(v) = Ker(u) ,

1'application idM-vo’ se "'factorise a travers u " , autrement dit il existe
une application A-lin€aire o telle que

Oou = idM-vo'
ce qui implique que

UoCou =u-UocVog' =u
et démontrer la proposition.

LEMME 1.2.- Solent A un anneau commutatif, M, M', N et N' des A-modules,
u:M'—M, v:NN=—>> N, Wi:N— M, w :N— M ;A :M— N et

H:N—> N' des applications A-Linéainres. On suppose que Le diagramme

N —Y N

u

M' — M

est commutatid et L'on pose
a=wur .
Alons on a :

i) 84 X et p sont des A-scissions de w et Vv respectivement et s4

(1) qui en est une section puisque u est surjective.

298



PRIVILEGE NUMERIQUE UNIFORME POUR UN MORPHISME

a) Im(u) cIm(w)
b) Im(v) = w ' (m(w) ,
L'application o est une A-scission de u et
(idM-uo) oW = Wo (idN-vu) ;
ii) 84 w et v sont des A-scissions de X et W respectivement et 44
c) Ker(W)eIm(p) ,

2'application u est une A-scission de o

Démonstration. Démontrons 1'assertion (i). L'application A étant une A-scission
de w , 1'hypothése (a) implique que

(1.2.1) WAU = U .
En particulier,
Im(\u) <:w—1 (Im(u))
et en vertu de 1'hypothese (b),
Im(Au) cIm(v) .
L'application p étant une A-scission de v on en déduit que
(1.2.2) VUAU = Au .
Alors il résulte de (1.2.1) et (1.2.2) que
uou = uw'pAu = WVPAU = WAu = u
ce qui démontre que o est une A-scission de u . D'autre part, on a
(idM-uo)w = w-uw’qu=w)\w-wvu)\w=w(idN—vu))\w
Or, 1'hypothese (b) implique que
Ker (W) cIm(v)
et en vertu de (III,1.2) on a
Im(idN - w) «'_'Ker(idN -vy) |,
d'olt
(idN-vu) (idN- w) =0,
autrement dit
(idN - VU)W = idN -V
On en déduit que
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(idM -uglw = w(idN -vy) |,

ce qui démontre 1l'assertion (i). Pour démontrer 1'assertion (ii), on remarque que
si wet v sont des A-scissions de A et p respectivement, 1'hypothése (c)
implique, en vertu de (III,1.2), que

Im(idN -vu)c I(er(idN -w) .
On en déduit que
(idN- Aw)(idN-vu) =0,

d'ol
AWVH = AW+Vh -idN
On a donc
ouc = W'UAUW'PA = W'HAWVUA = W'H(AW + VP - idN))\ =
= WHWA+W'UVUA =W'UA =W'UA = 0 ,
ce qui démontre le lemme.

PROPOSITION 1.3.- Sodent A un anneau commutatif, M, M', N, N' et N'"' des
A-modufes, u:M'—> M , v':N'— N, V":N'— N, w:N— M et
W' :N' — M' des applications A-Linéaires, p' :N'@N' —=N' La premiere pro-
fection, p" :N'@N"'— N" La deuxieme profection, v :N'@N'—> N L'application
déginie par

v=v'p' +v'"p"

T une A-scission de V' et u une A-scissdion de v . On suppose que Le diagham-

me
N"
V"
N! v N
w' \
M —2 M
0 0

est un diaghamme commutatif dont Les colonnes sont des suites exactes. SL £'on
désigne par A L'unique A-scission de w Zelle que

w = idN -v''t
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(cf. proposition (1.1)) et 84 £'on pose
o =w'p'ux |,
ona :
i)  R'application o est une A-scission de u ;
ii) (idM-uo) oW=Wo (idN-vu) 5

iii) &4 Les scissdions T et pu de V' et v respectivement sont normales et
A4
Kerpy cKert ,

alons o est une A-scission normale de u
Démonstration. On a
WV =vav +WV"p" =WV'p' =uvav

autrement dit, le diagramme

N'eNt —Y N

A

M —Y M

est commutatif. D'autre part,
Ker(w) = Im(v") < Im(v)

et comme 1'application w'p' est surjective on en déduit que
Imv) = w ' (Im(u)) .

De méme, 1'application w étant surjective on a
Im(u) < Im(w) .

Les assertions (i) et (ii) résultent donc du lemme (1.2), (i). Sous les hypotheses

de 1'assertion (iii), on a

Ker(t) = Im(idN-v"'t)
(II1,1.2) et comme

idg-v't = aw,
on a

Ker(t) = Im(}\)

(car w est surjective). On en déduit que
Ker (u) = Im(A)

et 1'assertion (iii) résulte du lemme (1.2), (ii).
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§2.- Polycylindres privilégiés

(2.1). Soient p un entier, p€N , U un ouvert de P , K un polycylindre
compact de ¢® contenu dans U et

f:M — M

un morphisme de OU-modules cohérents. On désigne par B(K;f) 1'application

C-linéaire T(K,f) ® idB(K)

B(K;f) : I'(K,M') ® B(K) — T(K,M) ® B(K)

r(K,0) T(K,0y)

1
(On remarque que s'il existe des entiers m et m' tels que M = OE et M' = OE s

' s s m . s
alors T(XK,M) @F(K’OU)B(K) s'identifie a B(K)" , T(K,M") @F(K,OU)B(R) a

B(K)m', et dans ce cas la définition ci-dessus coincide avec celle du chapitre 0).
Si M' désigne un OU—module cohérent et

f' @M —M
un morphisme de OU-modules, on a
B(K;f o £f') = B(K;£) o B(K;f")

Le compact K étant un compact de Stein, si f est un épimorphisme, TI(K;f)

1'est également, donc B(K;f) aussi (exactitude a droite du produit tensoriel).

En particulier, pour tout épimorphisme
m
on en déduit un épimorphisme

B(K;n) : BAO™ — T(K,M) @ B(K)

r(K,0,)

On désigne par Bn(K;M) le C-espace vectoriel T(K,M) ® (X,0 )B(K) , muni de la
U

semi-norme ”'lln'K définie par
’
sl .x = inf . llt]
K ™ K

B(K;n) (t)=s

la norme ||.||; sur B(K)™ étant celle définie au chapitre O. (On remarque que
, alors Bid (K;OE) n'est autre que B(K)™ muni de
0

si M=0j et n-= ido8
U

la norme .||, ). La topologie définie par la semi-norme Il'“n;K sur Bn(K;M)
est la topologie quotient définie par 1'épimorphisme B(K;n)

Si
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désigne un autre épimorphisme et L(B_,(K;M'); B (K;M)) 1'espace vectoriel des
applications €-linéaires continues de B_,(K;M') dans B _(K;M) , on note

”'lln‘n"K la semi-norme sur L(Bn,(K;M'); Bn(K;M)J déduite des semi-normes
3 b

”'!ln;K et II'IIH';K sur Bn(K;hD et Bn,(K;M') respectivement.(Si M = d} et
. . m' . .
n=1id = (resp. si M =0; et n' =id ,) la semi-norme !l'“n;n';K est no-
U U
tée plus simplement ll'“n"K (resp. ll'“n'K))' Pour toute application C-linéaire
continue
. ; 1N — K; [}
A Bﬂ'(K M") Bn( M)
on a
(2.1.1) A sk = e BAGO L

(C'est un résultat général sur les semi-normes quotient, facile a vérifier).
En particulier, on a

(2.1.2) IBASMIL,. = ”idBn(K;M)”n;n;K <1

(En fait, llidBn(K;M) snsk =
ment nulle dans quel cas ||idBr§K;M)l|n;n;K =0).

1, sauf si la semi-norme [l‘”n'K est identique-
’

(2.2) Soient p un entier, p€N , U un ouvert de ® et K un polycylindre
compact de ® contenu dans U .

LEMME 2.2.1.- Soient m et m' des entiens, meN , m'eN ,
f:M —M
un morphisme de OU—moduleA cohérents et

n: OE — M— 0

. m' —_—
n' 0y — M 0
des Epimonphismes. Alors L'application
B(K;f) : B ,(K;M') — B_(K;
(X;1) n.( M) n( M)
est une application C-Lindaire continue.

Démonstration. Soit U' wun ouvert de Stein contenu dans U et contenant K
Alors il existe un morphisme de OU,-modules

'
g:O'l'}, B Ogl

tel que le diagramme
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A —)

nvluv nluv

M'|U' ___Jﬂlﬁ___, MIU'

soit commutatif. On en déduit que le diagramme
Bao™ —BEE) L pgon
B(K;n") B(X;n)

B, (kM) BWEH g
est également commutatif. Or, 1'application B(K;g) est continue (cf. chapitre O)
et la topologie définie sur Bn,(K;M') (resp. sur Bn(K;M) ) par la semi-norme
“'Iln';K (resp. II'“n;K ) est la topologie quotient définie par la surjection
B(K;n') (resp. B(K;n) ) (cf. (2.1)). On en déduit que 1l'application B(K;f)
est continue.

PROPOSITION 2.2.2.- Soit M un Ou-moduze cohénent. 1L existe une topolLogie unique
T sur T(K,M) @ B(K) tefle que pour tout ouvert U' de C° contenu dans

I'(K,0,,)

YU
U et contenant K , itout entier m , me€N , et tout épimorphisme de
Oy-modules

n
g — MU — 0 ,
T s04t La topologie définie par La semi-noume ||'“n'K . Enoplus, T mund

T (K,M) @F(K 0 )B(K) d'une structure d'espace vectorniel topologique, dont Le séparé
>"U
assoclé est un espace de Banach.

Démonstration. L'existence de T résulte du lemme (2.2.1) appliqué a M' =M et
£ =idM . L'unicité est évidente. La topologie T étant définie par une semi-nor-
me, elle est compatible avec la structure de C-espace vectoriel, et 1'espace sé€pa-
ré associé étant muni de la topologie quotient, par transitivité des topologies
quotient et conformément a (2.1), il est un quotient séparé d'un espace de Banach,
donc lui-méme un espace de Banach.

DEFINITION 2.2.3.- Soit M un OU-module cohérent. On désigne pan B(K;M) £'espace
vectoniel topologique dont £'espace vectoriel sous-jacent est T (K,M) @F(K 0 )B(K)
U

et dont La topologie est L'unique topologie T satisfaisant aux conditions de
La proposition (2.2.2).
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Remarque 2.2.4.- Soient M et M' des OU—modules cohérents et f:M' —M un
morphisme de OU-modules. I1 résulte aussitdét du lemme (2.2.1) que 1l'application

B(K;f) : B(K;M') — B(K;M

est une application C-linéaire continue. Si M'" désigne un OU-module cohérent
et g: M —> M' un morphisme de OU-modules tel que la suite

WL oy =8 o — o

soit une suite exacte, le compact K étant un compact de Stein, on en déduit
une suite exacte

T(K,M') _££51£l¢ F(K,M) _££52g1¢ T(K,M") —_— 0 ,
d'oll une suite exacte

BCi M) 2UGE) gy BUGEL By — o

(exactitude a droite du produit tensoriel). Si U' désigne un ouvert de @ tel
que KcU'cU et

n:ot, — MU — 0

un épimorphisme, le morphisme (g|U') on est également un épimorphisme et B(K;M)
(resp. B(K;M'") ) est 1l'espace vectoriel topologique sous-jacent a 1'espace

semi-normé Bn(K;M) (resp. %: (XK;Mm ).

glU)an
En vertu de la transitivité des topologies quotients et de (2.1), on en déduit que
la topologie de B(K;M'") est la topologie quotient définie par la surjection
B(X;g) . En revanche, la topologie sur Im(B(K;f)) induite par celle de B(K;M)
n'est pas en général la topologie quotient définie par la surjection

B(K;f) : B(X;M') — Im(B(K;f)) .

DEFINITION 2.2.5.- Soit M un Oy-modute cohérent. On dit que K est privilégié
pour M 84 L'espace vectoriel topologique B(K;M) est sépane.

REMARQUE 2.2.6.- Un quotient séparé d'un espace de Banach étant un espace de
Banach, pour que K soit privilégié pour M , il faut et il suffit que B(K;M)
soit un espace de Banach. Si

n :03 — M

désigne un épimorphisme de OU-modules et si N désigne le noyau de n alors K

m

est privilégié pour M si et seulement si NK est un sous-espace fermé de

B(K) . En effet, il existe un ouvert U' de U , contenant K , et un épimorphisme

(1) Pour la définition de NK se reporter au chapitre O.
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01’1

b NjU' .

On en déduit une suite exacte

OE' £ OE- nju" M|U' —0 ,

ou Im(f) = N|JU' , d'ol une suite exacte

Bt —2&E) |, g™ B, pm) — 0

(cf. (2.2.4)). On a donc
Ker(B(K;n)) = Im(B(K;£)) = Ny

(cf. chapitre 0). La topologie sur B(K;M) étant la topologie quotient définie
par la surjection B(K;n) (cf. (2.1)), on en déduit que B(K;M) est séparé si
et seulement si NK est fermé dans B(K)™ .
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§3.- Théordme de privilege numérique uniforme pour un morphisme.

LEME 3.1.- Sodient p et n des entierns, éa une relation d'ondne total sur
N compatible avee sa stwcture de monoide, moins fine que La relation d'on-
dre produit < sun NPT privilégiant Le sous-monoide NP de NPT Sy
La reLation d'ondre induite par S, dwr N, U unowertde € ,X un
sous-espace analytique fermé uéductible de U , 2 un ferumé analytique de X
distinet de X , Y L'ouvert dense de X défini par Y=X-7 , (Ui)i€I un
necouvnement de U  fonmé par des ouverts de P contenus dans U , M un
AouA-OU-moduu cohénent de OnU , (mi)iEI une famifle d'entiens , m €N,

une famille de morphismes de OU.—modw(leA

(£3)5er
1

m.
LA
£; 005, — 0,
i i
On suppose que pour tout i , i€1 ,
Im(fi) = M|Ui
et que
S'on;M;XCZ
ALons poun toute fonction continue
(O Y — [19"'°°[ ’
modénée Le Long de Z , 4L existe des fonctions continues
vy Y — Ry , q;Z:Y—>]R:

modénées Le Long de Z , telles que poun tout polycylindre compact de cP pointé
dans Y , (K,y) , suffisamment ef§ilé pour éa' , modénément Le Long de Z ,
satisfaisant a La condition

e(K;y) so(y)
A existe i , 1€l , el que :
i) KcUi ;
ii) 4L existe une scission C-Lindaire continue nommale o de B(K;fi)
o : BEO" — B(K) 1
telle que :

d
a) [lofly < v /" OWsy)

d =sup(mM_ ... )
o) a,M,xgen
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T désignant La premidre projection
e N — NP
(£a borne supéniewre étant nelative a fa relation d'ordre produit < suwr NP)

b) ||id - B(K;f.) ool sy, (y)
” B(K)n i ”K WZY

c) Ker(o) =

II‘::I:’

B, (K ,
=1 4
o pour tout j , 1sjsn ,

A.= {deNP: (d,e.) £P . }
j Jj U.,M,Xgen

et SIERERFLN désigne La "base" canonique de N

Démonstration. L'espace U étant paracompact, on peut supposer, quitte & remplacer
le recouvrement (Ui)i€I par un recouvrement plus fin, que la famille (Ui) iel
est localement finie (dans U ). Posons
'={i€l : UinX # @}
et
A={a€RP: 3d, d'eNP, d< ,d' et a=d'-d}

En remarquant que pour tout i , ie€I' ,

P . . =P ..

a,MIUi, (Xnul)gen asM,Xgen ?

M . . =M ..

m,M[Ui,(XnUi)gen oL,M,Xgen
et

Sas|ugx0u; = Somix Ui o

il résulte du théoréme (IV,4.3.1) (cf.(II1,6.2.1)) que pour tout i , i€I' , il

existe un ensemble fini Ji , une famille (aij)jEJ d'éléments de A , une
i
famille (cpij)j€Ji de fonctions continues

(pij :YnUi —_— ]R: ,
modérées le long de ZﬂUi , et des fonctions continues
. . —_— *
Viq P YNU, — RE, Yy, YNU R:
modérées le long de ZﬂUi tels que pour tout point 7y de YnUi et tout poly-
cylindre compact K de P , tel que yel% , les conditions
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e(K;y) < oly)
et
o"Ky)e n Vo
i€, aij’”“’ij(y)
impliquent que
i) KcUi 5
ii) il existe une scission C-linéaire continue normale ¢ de B(K;fi) telle

que : d
a) |loll < w3, 0/e" Py

b) ||id - B(K;f.) oo || sy, ()
| B(K)n i [K i2

c) Ker(o) =
J

B (K)
14

=3

Le point crucial pour la suite est de remarquer, en suivant la démonstration du
théoreme (IV,4.3.1), ainsi que celles des énoncés qui y conduisent, que la famille
et de la relation

(a..).

1 JE‘Ji i) gen
A\l 1 =4 1 = 3 3 1
d'ordre éa . L'ensemble Ma; MlUi;(XnUi)gen étant indépendant de i , i€I' ,
on peut donc supposer qu'il existe un ensemble fini J et une famille (aj)jEJ

2 [
ne dépend que de 1'ensemble Ma; MIUi; (Xnu

d'éléments de A tels que pour tout i , i€I' , Ji =J et pour tout j |,
jed a; =a. . Or, U étant paracompact, il existe un recouvrement ouvert
(Ui)iﬂ de U tel que pour tout i, i€l , qcui . En remarquant que

(Ui nX)ieI' et (UinX) il sont des recouvrements ouverts localement finis de
X et que pour tout i , i€I' , UianUinX , i1 résulte de (App. I, 1.3.4)

qu'il existe une famille (q)J.)j€J de fonctions continues
0 1Y — R}

modérées le long de Z , et des fonctions continues
Yyt Y— Ry et y,:Y— R ,

modérées le long de Z , telles que pour tout i , i€I' , tout j , jEJ , et
tout point y de Yn Ui , on ait

(le (y) < (DJ (6%)

wi1(y) Sy )

et

NGOG
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Alors pour tout point y de Y et tout polycylindre compact K de c? , tel que
o
y€e K , satisfaisant a

e(X;y) cp(y)

et

p"Ksyde n Vo g,
jeg 331/0; )

il existe i, i1€I' , tel que yEYnUi , ce qui implique que

"

o] (K;y)€ nyv .
On en déduit que le polycylindre compact pointé (K,y) satisfait aux conditions
(i) et (ii), (a), (b), (c) du lemme, ce qui démontre le lemme (cf. (I11,6.2.1)).

PROPOSITION 3.2.- Soient p, n, n' des entiens, peN, neN ,n'€N , <,
1
(resp. ga.,) une refation d'ondre total sun NPT (resp. sur wh ),
compatible avec sa strweture de monoide, moins fine que La helation d'ordre pro-
1
duit < sun NPT (resp. sur Ny privilégiant Le sous-monolde NP
1

de NPT (resp. de NP ) | U unowert de @ , X un s0us-espace ana-
Lytique fermé, Luvéductible de U , Z un fermé analytique de X distinet de
X, Y L'ouvert dense de X dégini pan Y=X-1

fiN' — N
un morphisme de OU-moMeA cohénents,

o Orl}‘ﬁ N
et

n: OE - N
des épimonphismes de Oy-modules. On suppose que Les nelations d'ordre Sy et
éa" Anduisent La méme nelation d'ondre éu sun NP et que

S S

ot sx Vot x Y Sarunx <t o
W= Ker(n') , M=Ker(n) et W'=n '(In(H)
ALons powr toute fonction continue
©: Y — [1,+o[ ,

modénée Le Long de Z , 4L existe des fonctions continues
¥y Y — R}, wZ:Y——> Ry

modénées Le Long de Z , telles que pour tout polycylindre compact de P podnte

dans Y , (K;y) , duffisamment ef§ilé poun S modénément Le Long de Z ,
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satispaisant a
e(K;y) < oly)
on alt :
1) KcU ;
ii) K est prnivilégié pour N et N' ;
iii) 42 existe une scission C-Linéaine continue normale o de B(K;f)
o : B(K;N) — B(K;N")

telle que :
d

a) ||o] S Y,/ CKsy)

n';n;K

d, = sup(n(M ))

0";M";Xgen
T désdignant La premire phofection

m N WP

(a borne supérieune Etant nelfative & La nelation d'ondre produit < swe N°)
b) [lidpy.py = BUGE) o0 [l S ¥, ()

Démonstration. I1 existe un recouvrement ouvert (Ui)iEI de U formé par des
ouverts de Stein de U , une famille (mi)iEI d'entiers, miEiN , et une famille

(ni)i€I d'épimorphismes de 0y -modules
mi 1
Nyt Oy = MY

En composant n; avec 1'injection canonique
n
uy; — o,

on en déduit un morphisme de OU -modules

m. 1

i n
8; 0y, — Oy,
i i
D'autre part,1'ouvert Ui étant de Stein et n|Ui un épimorphisme, il existe un
morphisme
. .n' n
0, %u;
i
tel que

(U o £; = (£]U) o (' [U))
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On en déduit un diagramme commutatif

n'|u

£|u;

N'|U, ——2— N|U.
1 1

dont les colonnes sont exactes. Soient
m.
.. ] i 1
P} 0y @0y — 0
i i i
v g ol !
(resp. py : U 0 OUi E— OUi )

la premiére (resp. la deuxiéme ) projection et

N m
hy @ 0 @0y

— "
i Ui

i

i

le morphisme de OU.-modules défini par
i

= ] 1]
hy =f5pf + g;p
On remarque que pour tout i , i€I , on a

Im(g;) = M[U. et Im(h,) = M"|U.
i i i i

En vertu de (3.1) et de (IV,4.3.2),il existe des fonctions continues

by Y — R}, Y :Y— R} , y):Y— R} ,
modérées le long de Z , telles que pour tout polycylindre compact de ® pointé
dans Y , (K,y) , suffisamment effilé pour ga , modérément le long de Z ,
satisfaisant a

e(K;y) o)
il existe 1 , i€I , tel que
i) KcUi;
ii) il existe une scission C-linéaire continue, normale up de B(K;hj) telle
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que a) flull s w0/

A

b) |lid - B(K;h.) o || U, () 5
B(K)n i K 2

n
c) Ker(u) = 1 BA ) ,
=t 7

ou pour tout j , 15jsn,

A, = {deNP: (d,e.) € P , iy
J ) a';M ’Xgen

et CIPRRRPLN désigne la 'base'' canonique de N H

iii) il existe une scission C-linéaire continue, normale T de B(K;gi)
telle que
a) ||id - B(K;g.) o]l SULY)
B(K)n i K 2

n
b) Ker(t) = .H
J:

, B, (K) ,
J
ol pour tout j , 1€j<n ,
Ay = {deNP: (d,e;) ¢ P

)

aex )
ot',M,Xgen

1
iv) Mk est un facteur direct (topologique) de B(K)™

On remarque que Mk étan? un facteur direct de B(K)n' , Mk est un sous-espa-
ce vectoriel fermé de B(K)" , donc K est privilégié pour N' (cf. (2.2.6)).
De méme, il résulte de (iii) que Im(B(K;gi)) est un facteur direct (topologique)
de B)" , €t comme

Im(B(K;g,)) = Mg

(cf. chapitre 0), on en déduit que K est privilégié pour N , ce qui démontre

1'assertion (ii) de la proposition.

D'autre part, en vertu de (2.2.4), le diagramme

313



G. MALTSINIOTIS

B(KO™
B(K;g;)

a BOGED

B! ——— L, )"

B(K;n") B(K;n)

BUGN) —2KGE) ki

est un diagramme commutatif dont les colonnes sont exactes. En plus, B(K;pi )
(resp. B(K;p'.l') ) n'est autre que la premiére (resp. deuxiéme) projection

O™ @ BGK)'i —— BO™

n' m. m.
(resp. B(X)" @ B{K) ! —— B{K) ! )
et
B(K;hi) = B(K;fi) oB(K;pi) +B(K;gi) oB(K;p'.l')
D'autre part, comme
MCM” ,
on a

Pa' SM;X <

gen

P LY VAR 3
o';M ’Xgen

ce qui implique que pour tout j , 1<j<n

I’

A.cA!
J ]

et en vertu des conditions (ii), (c) et (iii), (b) ci-dessus, on a
Ker (u) cKer(t)

Alors il résulte de la proposition (1.3) que si 1l'on désigne par A 1'unique
C-scission de B(K;n) telle que

(3.2.1) AoB(Ksn) =dd ~  -B(Kjg) ot
B(K)

(cf. (1.1)) et si 1'on pose

o = B(X;n") oB(K;pi) oA,
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o est une scission C-linéaire normale de B(K;f) et
(3.2.2) (1dB(K;N)-'B(K;f)0) o B(K;n) = B(Ksn) °(1dB(K)n-B(K;hi)u)
L'application id n-—B(K;gi)T étant continue et la topologie de B(K;N)

B(X)
étant la topologie quotient définie par la surjection B(K;n) (cf.(2.1)), 1'ap-

plication ) est continue et en vertu de (3.2.1), de (2.1.1) et de la condition
(iii), (a) ci-dessus, on a

(3.2.3) Al = 11id - BTl s vy -
n;K B(K)n 1 K 2
On en déduit que 1l'application ¢ est continue et comme
IIB(K;n')“n.;K$1
(cf.(2.1.2) et
IB&sp Iy = 1,
on a
lolly o = Mully I
et il résulte de (3.2.3) et de la condition (ii), (a) ci-dessus que

d°(K;>') .

A

loll .k S 1O w300 /p"
Si 1'on pose ¥y =wi Wé , la fonction
Yp:Y — R}
est continue, modérée le long de Z (App. I, 1.3.1) et
do
llollyrinx S ¥ O/0" "6GY)
ce qui démontre 1'assertion (iii), (a) de la proposition.

De méme, il résulte de (3.2.2), (2.1.1), (2.1.2) et de la condition (ii), (b)
ci-dessus que

[|id

BNy - BEEN = 11 Gy - BEGD0) @ BAGM . =

= ||B(K;n) o(id -B(K;h )|l .. <]lid - B(K;hu|| o S v, (),
B(K)n i “T],K “ B(K)n i ”K 2y

ce qui démontre la proposition.

THEOREME 3.3.- Soient p, n, n' des entiers, pEN , neN , n'€N , s, une
nekation d'ondne total sun NP compatible avec sa structwie de monoide, moins

fine que La relation d'ondre produit < sun NP , U un ouwvent de €P ,

315



G. MALTSINIOTIS

f:N' —N

un monphisme de Oy~modules cohérents,

n':O{}‘——*N’
et
n:O]l}—* N

des Epimonphismes de Oy-modules. Alons &L existe une stratification C-analytique
(Yi)iEI de U et pour fout i, i€1 , un éfément di de NP |, tets que
pour toute fonction continue

o Yi—-> [1,+o[ ,
modérée Le Long de 'Y_i"-Yi , AL existe des fonctions continues

by tY;— RE et gy, Y, — R,
modénées Le Long de Y;ﬁ-Yi , telles que powr tout polycylLindre compact de CP
pointé dans Y, K,y) , sufpisamment ef§ilé pour Sy » modéniment Le Long de

ﬁ-Yi , datisgaisant a La condition
e(K;y) o, (y)
on ait :
i) KcU ;

ii) K est privilégie pour N et N' ;
iii) 4L existe une scissdion C-Linéaine continue, normale o de B(K;f)
o : B(K;N) — B(K;N")

telle que :
d

a) lloll v,k S ¥ /" T 5
b) [lidy g,y = BUGE) eoll oS 05, ()

Démonstration. Soit <£,, (resp. ga,,) la relation d'ordre total ga sur
1
N (resp. sur NP™' ) définie dans (IV,3.0.4) et posons

M = Ker(n) , M'=Ker(n') et M"=n-1(Im(f)) .

En vertu de (IV,4.1.2) et de (II,3.4.1), il existe une stratification C-analytique
(Y;);c; telle que pour tout i, i€1 ,

S . SOt';M;ﬁ USOt';M";_Y—iC Yl_Yl

v U
o ,M';Yi

et le théoréme résulte aussitdt de la proposition 3.2.
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Remarque 3.3.1.- On peut énoncer des corollaires de ce théoréme, analogues aux
corollaires du théoreme (IV,4.4.1). On laissera le soin au lecteur de le faire et
on se bornera d'énoncer le cas particulier ol la relation d'ordre éa est la rela-

tion d'ordre antilexicographique et ol on se limite aux polydisques :

COROLLAIRE 3.3.2.- Soient p, n, n' des entiers, pEN , neN , n'e€N , U
un ouvert de P ,

f:N' — N

un morphisme de  Oy-modufes cohérents,

1
nv;O{} —3 N
et
n:OE—-)N

des Epimonphismes de OU-moduu. Alons AR existe une strnatification C-analytique
(Y);ep de U et pour tout i, i€I, un ékément d; de N, un nombre réet
Gi R 6i€ R, , et des fonctions continues

ll)iIYi —>IR: , Lpi]:Yi—-—»]Rj et wiZ:Yi—»Rf_

modénées Le Long de Yi =Y, tels que pourn tout point y de Y; et tout polydisque
gormé K de @° de centre y et de polyrayon p = (01,...,pp) , PE(RHP

Les conditions
§

01 <1/, (), 0, < pfi,.-- 20y < ppf1
AmpLiquent que
i) KcUu ;
ii) K est privilégié pour N et N' ;
iii) 48 exdiste une scission C-Rinaine continue, normale o de B(K;f) telle
que

a) Holln';n;K < 1P11 (Y)/pdl 5

b) llidp ey, py = BUGE) o0 I 1y S ¥3,0)
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§4.- Théoréme de privilége numérique uniforme le long d'un 'diviseur a 1'infini''.

Dans ce paragraphe, on démontre une conséquence du théoréme de privilége numé-
rique uniforme (3.3), utile a 1'étude de la variation de la norme des scissions
construites dans ce théoréme, quand '"on s'approche' d'un fermé analytique. Dans
1'appendice III, on esquissera comment on peut appliquer ce résultat pour établir

une théorie de cohomologie a croissance des modules cohérents.

(4.1) On rappelle que d(.,.) désigne la distance sur €P déduite de la norme
sup.

THEOREME 4.1.1.- Sodient p, m, m' des entiens, pe€N ,meN , m'eN , U
un ouvert de @ | 7 un gerumé analytique d'intérnieur vide de U , Y L'ouvert
dense de U défini par Y=U-Z , (Mk)Kksn une famille de OU—moduﬂe/s cohénents,
(fk,)1 k'<p' Wne famille de monphismes de Oy-modutes cohérents
fk' :Nl'(, —»Nk,
et pourn tout k', 1<k'sm' , M s n1'<, des entiens, nk,EN s n];,E]N s
et
.
k|
nkv : OU ﬁNkv

n]'<,
T]]'(v : OU _‘Nl'(v
des Epimonphismes de OU—modwCeA. Alons pour toute fonction continue

w:Y—-]R:,

modénée Le Long de Z , iR existe des fonctions continues

: Y— R*

2 + 2
de polydisques femés de P ,

oY — R} ,(p1:Y——->RI > U

modénées Le Long de Z , et une famille (Ki)
contenus dans Y , ftels que :

i€l

i) pour tout point y deY ona :
a) poun tout i, i€l , tel que yeKk;
Kicﬁ(y;ﬂ/@(}’),...,1/@(}’))) ;
b) i existe i , i€l , tel que yeK, et
D(y; (1/0' (¥) 5+, 1/0" (y))) =K

(et en parnticulier (Ki) est un recouvrement de Y )

i€l
ii) pour tout i , i€l , ona :

a) pour tout k , 1<ksm , K.1 est privilégde pour Mk;
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b) pour tout k' , 1<k'sm' , Ki est privilégié pour Nk' et
Ni, H
iii) pourn tout i , i€l , et fout k', 1sk'sm' , i exdiste une
scissdion C-Lindaine continue, noamale o de B(Ki;f ')

g B(K.;Nk,) -——»B(K.;Nﬁ,)

1 1
telle que
a) |lof| v ... £ inf y,(y)
”]'c"”k’Ki yeKi 1
b) [lid o - BK.:f, ) o0 . .x. Sinf y,(y)
H B(Kl’Nk') i’7k! ”nk: ’nani y€K1 2

Démonstration. La démonstration repose uniquement sur le corollaire (3.3.2) et sur
les résultats du §2 de 1'appendice I, découlant de 1'inégalité de tojasiewicz.
Néanmoins, elle est longue et technique. On procédera par plusieurs réductions.

I) On peut supposer que m=m'=1. En effet, si 1'on pose

m m' m'
M= @ Mk , N= 9 Nk' s N'Y= 8 N,
k=1 k'=1 k'=1
m' m'
= I t '= I !
n ey n, et n ey Ny,

et si 1'on considére les morphismes de OU-modules
f:N' —N ,
n :03 — N
et
1
. —_— 1
n'.OILII N
définis par

m' m' m'

f= @ f,, n= @ n'= ®
ko K0T e ST '

on remarque que n et n' sont des épimorphismes et il résulte du cas particu-

lier du théoréme (m=m'=1) qu'il existe des fonctions continues

o' Y— R} , w{:Y—> R} , wZ:Y——>]R:

)

modérées le long de Z , et une famille (Ki)i€I de polydisques fermés de P s
contenus dans Y satisfaisant 2 1'assertion (i) du théoréme et tels que :

319



G. MALTSINIOTIS

ii') pour tout i, i€l , Ki est privilégié pour M , N et N' ;

b

iii') pour tout i , i€I , il existe une scission C-linéaire continue,
normale

1. . '
. B(Ki’N) _’B“\i,N')
de B(Ki;f) telle que

RN

< inf Yi(y)
y€Ki

b') ||idgey .ay - BK.3E) o0'|| .. s inf y,(y)

B(Ki,N) 1 Tl,n,Ki yEKi 2

La condition (ii') implique aussit6t 1'assertion (ii) du théoréme, en remarquant
que B(Ki;M) (resp. B(Ki;N) , TEsp. B(Ki;N') ) est somme directe topologique
de la famille d'espaces vectoriels topologiques (B(Ki;Mk))1§k§m (resp.
(B(Ki;Nk'))1§k'§m' ,  resp. (B(Ki;Nﬂ'))1§k’§m’ ) . D'autre part, la scission

o' est définie par une matrice

O e 1 ame 1<k 2

0]'<'k" : B(Ki;Nk") _*B(Ki;N]'(,)
est une application C-linéaire continue. On vérifie aussitdt que

sllotll

llog el s
k'k ’nk"’
et que oﬁ'k' est une scission de B(K1 k,) (pas nécessairement normale).
Soit k' , 1s<k'sm' , et posons
- \l
o = opr B HIopn -
En vertu de (III,1.1.1), o est une scission C-linéaire continue, normale de
B(K1 k,) et on a
||id

B K =
B(KI’N](') ( i’ k')OHn ';nk';Ki

-1l - BK.;f, )o! s
HldB(Ki;ng) B(Kl’fk')ok'k'”nkv;nkl;Ki_

< [lidg g .y - B 56X | < inf ,@y)

B(Ki,N) i y€Ki 2
ce qui démontre 1'assertion (iii), (b) du théoréme. Enfin, si 1'on pose
by =9 (1+y,) , la fonction

n;n; Ky
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v,b1 :Y— R}
cst continue, modérée le long de Z (App.I, 1.3.2), et on a

- ' . '
Hollnll(';nk';l(i Hok'k' B(Ki’fk')ok'k'“nl'(, ;nk';Ki s

<

< 1 \l 2 - .
- Hok'k'”n]'(.;nk.;Ki+ “Ok'k'”n];.;nk.;KillldB(Ki;Nk,) B(Ki’fk')cll'k'Ilnk,;nk,;Ki=

sllo']] (1+]]id - B(K;f) O'Hn_n <

3 K;

Tepre .
n'sn;K; B(K; ) ;

s inf yi(y) (1+ inf y,(y)) < inf y, ) ,
yel(i yel(.1 yEKi
ce qui démontre 1'assertion (iii), (a) du théoreme.

Désormais on supposera donc que m=m'=1 et on omettra 1'indice 1 en posant
M = M1 , f=f1 et ainsi de suite.

II) I1 suffit de démontrer le théoreme localement sur U . En effet, soit
(Uj)jE g un recouvrement localement fini (sur U ) de U , par des ouverts rela-
tivement compacts dans U , satisfaisant au théoréme. Soit

. : YNU, — R*
(OJ ] +

la fonction définie par

0, = suple(y), 1/Ry (1} = suple(y),2/d(y,€-U;), 1}

J
(cf. (I111,4.4.1)). En vertu de (III,4.4.1) et (App.I, 1.2.1, 1.3.3), la fonction
@. est continue, modérée le long de Znt . Alors par hypothese, pour tout j ,
j€J , il existe des fonctions continues
':YNU., — R* |
?3 j +

:YﬂUj —R; , ¥ .:Ynt — R} ,

V1j 2j

modérées le long de Znt , et une famille (Ki) de polydisques fermés de

iEIJ.
® , contenus dans YnUJ. , tels que :
ij) pour tout point Yy de Ynt on a :
aj) pour tout i , iEIj » tel que yek,

Ky cﬁ(y;m/coj(y),---,T/wj(y)J) ;

bj) il existe 1i , iEIJ. » tel que y€K; et
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'ﬁ(y;(1/wJ!(y),---,1/wJ!(y)))cK-1 ;
iij) pour tout i , i€ Ij , Ki est privilégié pour M, N et N' ;

iii.) pour tout i, i EIJ. , 11 existe une scission C-linéaire continue,
normale o de B(K;f)

o : B(K;N) — B(K;N")

telle que
a.) |lojl.y. .. s inf .. () ;
J n ’n’Ki yeKl 1j
b.) ||id .y - BK:sE)ol| ... s inf y,.(y)
J B(Kl,N) 1 n;n’Ki )’EK:L ZJ
Soit (U;'j)j ¢j Un recouvrement ouvert de U tel que pour tout j , j€J ,

U!'cU. et posons
J ]

€.

@, @ -u.
j =4 i

On a ej €ER} , car Uj étant relativement compact dans U , U! est compact.
On pose

V.={yed® : d@y,U!) < e./2}

J J J
L'ensemble Vj est une partie ouverte de Uj et on a Ui ch et VJ. U 5
Soit

I'! = {i€I, :K.nU!

j { j o805 0}
et démontrons que pour tout i , i€ IJ! , Kich .
En effet, U! étant ouvert il existe y tel que yEUJ! ﬂl(i , et en vertu de
i.), (a. on a
( J) ( J) ,

Kicﬁ(y; (1/(93. ),... ’ij mN ,

ce qui implique que pour tout y' , y'e€ Ki ,
aly,y") §d(y,¢p—Uj)/2 <e/2

o
(car y€U3) . On en déduit que y'EVj , d'ol Kich . En vertu de (App. I,
1.3.4), il existe des fonctions continues

O} :Y—*]R: ,¢1:Y—-> ]R:,IJJZIY—*]R: ,

modérées le long de Z , telles que pour tout j , j€J , et tout y , yEYan,
on ait
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I S0, VO Se () et vy ) Sy, ()
Enfin,posons
- 1
' jes ']
(en supposant pour simplifier que la famille (Ij) ey est formée d'ensembles deux
a deux disjoints) et considérons la famille de polydisques (I(i)iEI . Comme pour
tout j , je€J , et tout y , ernt on a

oy <€ 5 »

1'assertion (i), (a) du théoreme résulte aussitét des conditions (ij), (aj) . Pour
démontrer 1'assertion (i), (b), on remarque que pour tout point y de Y il
existe j , je€J ,Otel que yEUJ! , et en vertu de (ij), (bj) , 11 existe i ,
iel. , tel que yeKi et

J
DO /050 5o, /0 D)) <Ky
Comme yEUJ! , On a KinUJ!;é(Z) , donc iEIJ! ,d'ol 1€I , et comme UJ!CVJ. ,
on a

;) se'y)
ce qui démontre 1'assertion (i), (b), du théoréme. L'assertion (ii) résulte aussi-
tdt des conditions (iij) . Enfin, pour démontrer 1'assertion (iii), on remarque
que pour tout i, i€l , il existe j , j€J , tel que iEIJ! , et que la
condition (iii.) entraine 1'existence d'une scission C-linéaire continue, normale
o de B(Ki;f) , satisfaisant aux inégalités (iiij), (aj) et (iiij), (bj). Or, on
a démontré que pour tout i , 1€ I:'j , on a Kich , ce qui implique que

inf y,.(y)s inf y,(y) et inf y,.(y) s inf y,(y) ,

yEKi J yEKi yEKi J yEKi
et démontre 1l'assertion (iii) du théoréme.

III) On peut supposer que m=0 et m'=1 (autrement dit on peut "oublier"

M ) . En effet, en vertu de la réduction (II), on peut supposer qu'il existe un
entier n'" et un épimorphisme de OU-modules

n" . OEH —
Si 1'on pose n,=n) =n" , N2 =Né =M, ny=n;=n" et fZ =idM on remarque
qu'il suffit de démontrer le théoréme pour m=0 et m'=2 et en raisonnant com-
me dans ‘la réduction (I), on se rdméne au cas m=0 et m'=1

IV) Dans les inégalités (iii), (a), et (iii), (b) du théoréme, on peut remplacer
les bornes inférieures par des bornes supérieures. En effet, supposons qu'on ait
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démontré la forme la plus faible du théoréme (majorations par des bornes supé-
rieures), et considérons la fonction

¢ Y —R;,
définie par
@ (y) = {sup o(y), 1/Ry(y)}

(cf.(I11,4.4.1)). La fonction @ est continue, modérée le long de Z (App. I,
2.1.1, 1.3.3), et par hypothése il existe des fonctions continues

o Y —R:, wi Y — R}, wé:Y-—-»IR: ,
modérées le long de Z , et une famille (Ki)iEI de polydisques fermés de P ,
contenus dans Y , satisfaisant
a) a 1'assertion (i) du théoréme ou 1l'on a remplacé ¢ par @0 s
b) a 1'assertion (ii) du théoréme;
c) a 1'assertion (iii) du théoréme ol 1'on a remplacé les bornes
inférieures par des bornes supérieures, ¥ par l[)i et y, par q;é

Comme w§ap1 , 1'assertion (i) du théoreme résulte de la condition (a). D'autre
part, comme (p§1/RY , la condition (a) implique que pour tout i , i€I , et
tout y , yEKi R

K; D(y; (Ry(¥) 5.+ -, Ry (Y)))
et en vertu de (App.I, 2.2.3), il existe des fonctions continues
¥y 'Y — R}, b, 'Y — R},
modérées le long de Z , telle que pour tout i , i€I |,
sup wi (y) € inf ¥y (y) et sup wé(y)§ inf q;z(y) ,
YEK; YEK; €K, yek;
et alors 1'assertion (iii) du théoréme résulte de la condition (c) ci-dessus.
V) En vertu du corollaire (3.3.2), il existe une stratification C-analytique

(YJ.)J.EJ de U et pour tout j , j€J , un nombre réel Gj , <Sj€]R+ , un €lé-
ment dj de NP et des fonctions continues

qu:Yj —->]R’+‘ R q)1j:YJ.——>]R: , ij:Yj —»]R: s

modérées le long de Zj , ol Zj =X. -YJ. et XJ. désigne 1'adhérence de Y. dans
U , tels que pour tout vy , yEYJ. ,ettout p , p = (p1,...,pp) s p€(]R:)p
tel que

3

< pp_1 s

S,
(A-;) p1<1/(0j()’) s pz<p1J"":pp
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si 1'on pose K=D(y;p) , on ait :
iJ!) KcU
ii:']) K est privilégié pour Net N' ;

iiiJ'.) il existe une scission C-linéaire continue, normale o de B(K;f)

telle que :
d

a) floll v S ¥/ 7 5

bJ!) [|id B(K;£) o0 || S Y25 6%2)

B(KN) ~ n;n;K

En vertu de (App.I, 1.7.1 et 1.7.2), on peut supposer que les fonctions o5 w1j ,
ij sont des restrictions de fonctions continues sur U- Zj , modérées le long
de Zj , & valeurs strictement positives. On désignera également ces prolongements

par

- — s R* 1T - * LU~ *
0 :U-2, R, 4y :U-2; —RY, 5 iU-2,— R}

VI) En vertu de la réduction (II), il suffit de démontrer le théoréme localement
sur U . En gardant les notations de (V), on peut donc supposer que :

a) J est fini ;

B) pour tout x et x' , x€U , x'€U , ona d(x,x')<1 ;

v) il existe des constantes positives C et L telles que
VYEY : o(y) sC/d(y, 0t

§) pour tout j , j€J , il existe des constantes positives Aj R Mj’

BTj , NU R BZj et sz telles que
M.
a) WeU-2. :0.(y) SA./d(y,2:) 7
37 J j N,
b) VEU-Z. : <B../d(y,Z.) 7
) vy j ¢ 0y £By5/dly,24)

N
7. . 2j .
c) vweu Zj . 412()') ész/d(}’,Zj) 5

(cf. (App.I1,2.2.2)).

On remarque que la condition (R) implique que pour tout point x de U et toute
partie Fde U, ona d(x,F)s<1 (en convenant que d(x,@) =1 M ) et en parti-
culier pour tout Met M' , MER , M'€e R , MsM' implique que

(1) Cette convention est différente de celle de (App.I1,2.0). Néanmoins, la validité
des théoremes du §2 de 1'appendice I est indépendante de la valeur strictement
positive, arbitraire, constante attribuée a d(x,8) (cf. (App.I,2.0)).
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4.1.1.1) ao, M sax, M

Alors il résulte de (V) qu'il existe des constantes § , A, M, B1, N1, BZ’ N2 ,
supérieures ou €égales a 1, et un élément d de N tels que pour tout j , j€J,
tout y , yEYj ,ettout p , p = (p1,...,pp) , pE(R:)p , tel que

" M S (S
(Aj) pq < d(y,Zj) /A, Py <y ,-.-,pp<op_1 s

si 1'on pose K=D(y;p) , les conditions (i'), (ii!) et (iii!) de (V) soient
satisfaites, en remplacant dans (iiij) les inégalités (aJ!) et (bJ!) par les
inégalités :

" Ni 4

al) lloll ;g S B/@Gy,25) o7 ) 5

. NZ

bYY lidp ey, py = BESE o [l g 8 By/d0y,2y)

En effet, il suffit de poser

§ = sup{sup ch,1} , A= sup{sup Aj,1} , M-=sup{sup Mj,1} ,

jed jed jeJ
B. =sup{sup B..,1} , N.=sup{sup N..,1} , i=1,2
1 P jeg ij’ 1 P jeg ij
et
d=sup d. ,
jeJ J

cette dernieére borne supérieure étant relative a 1'ordre produit < sur j

(VII) En gardant les notations et les hypotheéses de (V) et (VI), pour tout k ,
Os<ks<p , on pose

J=1jeJ : dim Yj =k}= {j€J :dim Xj=k}
et

Fk = U u X.
0<k'sk  jeJ,,
L'ensemble Fk est un fermé analytique de U et on a
F =U
p
Par convention, on pose
J_1=P et F_ =0
On remarque que pour tout j , jEJk , On a
(4.1.1.2) chFk_1
(Le fermé analytique Zj étant le bord d'une strate de dimension k , il est
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réunion de strates de dimension strictement inférieure a k )

Pour tout entier k , -1<ks<p , on considére 1l'assertion suivante :

(Ak) 12 existe des constantes Alé s M]'(, Bik , Nik s Bék , Nék , duplrieures ou
égakes a 1, et une famille (l(i)iEI de polydisques fermés de P conte-
k

nus dans Y tels que :

ik) ak) pour tout i , ielk , et tout y , yeKk.

; s ona

K; eDly; (1/0G), .-, 1/000))

bk) pour tout y , y€YNEF. , AL existe i, el , tel que
veK. et
' My My
D(y;(d(y,2) “/AL,--,d(y,2) “/AD) <Ky

iik) pour tout 1i , iEIk s Ki est prniviliégié pour N et N' ;

iiik)pOLUL tout i, 1€ Ik , AL existe une scission C-Linéairne continue,
noumale o de B(Ki;f) Zelle que :

Nl
1k
a) lloll v, .¢ < sup By /d(y,2) ') ;
k n'sniKy yeK; 1k
Nox
3 - . ° < 1
bk) HldB(K.;N) B(Ki,f) Olln;n;K- < sup (BZk/d(y,Z) )
1 i yel(i
On remarque qu'en vertu de (App.I1,2.1) et des réductions (III) et (IV), 1l'assertion
(A ) implique le théoréme, et que 1l'assertion (A_1) est évidente. I1 suffit donc

de démontrer :

(VIII) Pour tout k , O<ksp , (Ak—1) = (Ak) . Soit k, O<ksp , et sup-
posons qu'on ait démontré 1'assertion (Ak_1). En gardant les notations de (V),
(VI) et (VII), considérons 1'ouvert Vk de Yan défini par
M! !+
k-1, e AL

V= yeYnF :d(y,YnF_,) <d(y,2)
et posons

Il'(={(y,j)€Y><J:j€Jk, yEYan et y¢ Vk} ,

I, =1 ur!

k¥ Vi o
A" =sup{A,2'C} et M' = sup(M,L}

Pour tout i, 1i=(y,j), iEI]'( , on désigne par Ch 1'é1ément de (R} )p défini
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par
Pi= (Pygoeeapiy)

ou pour tout r , 1<r<p ,
r-1

_ M's
i = 40,202y /2

-1 -
0 T+6+. . +6T A.Gr !

et 1'on pose
K; =D(y,p;)

En vertu de (4.1.1.1), on remarque que 5 satisfait a la condition (A'j') de (VI),
et en particulier il résulte de la condition (iJ!) de (V) que

KiCU
De méme, comme A'21 , M'21 et §21 ona

(4.1.1.3) pip<pi’p_] <...<pi1§d(y,2)/2 ,

ce qui implique que

(4.1.1.4) D0y;05,

(ou T désigne 1'élément (1,...,1) de (R0 et que

. TI)cKicﬁ(y;pi1 . M)

KiCY .

D'autre part, démontrons que pour tout j , j€Jk , et tout y , yEYan , tel
que yzvk , ona

1 \l +1
(4.1.1.5) d0y,2;U2) gd(y,Z)Mk'1/2Mk" AL

En effet, en vertu de (4.1.1.2), on a

Z.UZcF
j -

qUZ = OXNE_Duz

d'olu
d(y,Zj uz) zd(y,(¥Yn Fk—I) uz) =
= inf{d(y,Yan_1) , dly,2)} ,
et comme yﬁZVk , ona

M ! g+
l1<-1/2Mk-1 AL

d(y,YﬂFk_j) 2d(y,Z) k-1 °

ce qui démontre (4.1.1.5) (conformément & (4.1.1.1), car My ;21 et Ay , 21 ).

k-1

Enfin, posons
p-1

CEURE
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p-1 p-1 :
1 | -
A,=2(Mk—1+1)M6 +1+8+...+ 8 kM;dp ,

-1
=d, +(1+8)d teet(1+6+...+46P d
@ =d+ (1+8)dyr. ot (T s+ ooor DA
(o d=(dy,...,d ) désigne 1'élément de NP défini dans VI),
-1
=d, + o6d,+...+P7 0 A,
B =dy+ o4y D

Nik = SuP NG yoqo Mg Ny +BMD
asQf_+1) (N +BH) Nsgt g

(- ' -1 1 A

By =sup{B] g 2 Nep ATB

Now =supiNy 1 g5 Mg NpJ

et

M _ AN, N
3 NN, N
Box = supiBy yq 5 2 Aoy Byl

l:our démontrer la condition (ik), (ak) de 1'assertion (Ak), soient i€ Ik et
Y€K, . Si iEIk_1 , la condition résulte de la condition (ik-1) ,(ak_1) de
1'assertion (Ak-1) . Supposons donc que iEIf( . Alors il existe j , j€J, ,
et y', y'EYan » V'€V, , tels que i=(y',j) et Ki=ﬁ(y';pi) .11
s'agit de démontrer que pour tout point y' de ](i on a

d(y,y") £ 1/0(y)

Or,
dly,y") sd(y',y) +d(y',y") €2 sup  p;. =
1srsp
- 20,y = doy,zuz)M i sag bt

(cf. (4.1.1.3) et (4.1.1.1)). D'autre part,
d(y',Z) £d(y,y") + d(y,2) <
$o,1+d(y,2) Sd(y',1)/2 +d(y,1)

(cf. (4.1.1.3)), d'ou
d(y',2)/2<d(y,Z)

et
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ay',nlelccay, e 1700
(en vertu de la condition (y) de (VI)).

Démontrons la condition (ik), (bk). Pour cela, soit y un point de Yan .
On distingue deux cas :
ler cas : yEVk . Alors il existe un point y' de YﬂFk_1 tel que
1 1 +1
1),

(4.1.1.6) d(y,y") <d(y,Z2) A_,5d0y,2)/2

(conformément a la définition de Vk et a (4.1.1.1) car Mli—1 21 et A]'(_1 21).
En vertu de la condition (ik—1)’ (bk-1)’ il existe i , iEIk_1 , tel que

M1

Dly';(@d(y',2) /AL ) Tk
Or,

d(y,2) £d(y,y") +d(y',2) £d(y,2)/2+d(y",2)
(cf.(4.1.1.6)), d'ou

a(y,2)/2<dy',2) ,
ce qui implique que

t5(>";(d(y,Z)Ml"'1/2M]'<'1A]'<_1) ‘T)ek; ,

et en vertu de (4.1.1.6),

1 1 +‘I
By @y,n) K172 K M) T)eK
d'ou
ﬁ(y;(d(y,Z)Mk/A',...,d(y,Z)Mk/A]'())cKi
Mep*T
(conformément a (4.1.1.1), car Ml'(sz_1 et A]'<22 Atl'(_1 )

2eéme cas : y¢Vk . On remarque qu'en vertu de (4.1.1.2), on a

(YnE)-ONF _Je u (YnY) ,
k k-1 jEJk j

et comme

Yn Fk-1 ch ,

on en déduit qu'il existe j , jEJk , tel que y€ Yan , ce qui implique que
si 1'on pose i=(y,j) ,ona i€ Il'( . Or, en vertu de (4.1.1.4) ,on a

Dly;p;

ip . ﬁ)cKi ,
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et comme

-1 -1
0 1+8+. .. +6P A,dp

s

-1
_ M’ P
ip-d(y,Z uzj) /2

il résulte de (4.1.1.5) que
M
1
pipgd(y’z) /A]( s

ce qui prouve que
= M My
D(y; (d(y,2) “/AL,...,d(y,2) “/A)) <K;

Pour démontrer les conditions (iik) et (iiik) de 1'assertion (Ak) , soit i,
i€l .S i€l _, , ces conditions résultent aussitdt des conditions (iik-1)
et (iiik_1) de 1'assertion (Ak-1) (conformément 2 (4.1.1.1), et en remarquant que

SFini1ti 1 1 1 1
par définition B“(zBi,k_1 , Ningi -1 ? BZszé,k__1 et NZngZ,k-1 ).
Supposons donc que iEIf( . Alors il existe j , jEJk ,et y, ye€Y an ,

y¢V, , tel que 1i=(y,j) . Comme 03 satisfait a la condition (AY) de (VI), la
condition (iik) résulte de (iij) de (V), et il résulte de (VI) qu'il existe
une scission €-linéaire continue, normale o de B(Ki;f) telle que

N4
ol snx, & Br/dwsz) 6

et
N

~ £ o 2
IlldB(Ki;N) - B(Ki’f) Olln;n;Ki < Bz/d(y,Zj)

(inégalités (ag) et (b'j') de (VI)). Conformément a la définition de p; » 2 et B,
on a donc

N
ZOLA'BBMd()’,Zj) lay,zv Zj)BM' s

N, + M
z“A'BB1/d(y,zuzj) ! ,

IA

ol ik,

IA

ce qui implique (en vertu de (4.1.1.5) et (4.1.1.1), et conformément a la défini-
tion de Bik et Nik) que

1 1]

lloll < B! /d(y Z)N1k < sup (B!/d(y',2) )
ntymK; T oIk ’ - y'€ek; 1k ’

et démontre 1'inégalité (iiik), (ak). De méme, en vertu de (4.1.1.5) et (4.1.1.1),
et conformément a la définition de Bék et Nél( , ona
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N

2
i - 5 o < . <
”ldB(Ki;N) B(K;;6) cnn;n;Ki < Bz/d(Y,ZlJZJ) S

N' 1
< By /d(y,2) K sup (Byy/d(y',) 2ky |
YR

ce qui démontre 1'inégalité (iiik), (bk) et termine la démonstration du théoréme.
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APPENDICE III

COHOMOLOGIE MODEREE ET GAGA NON PROPRE

Dans cet appendice, on esquisse une application des résultats de 1'appendice
précédent, afin d'établir des théories cohomologiques des faisceaux analytiques
cohérents, avec conditions de croissance a '"'l1'infini". On définit en particulier
une cohomologie '‘modérée' qui permet d'énoncer un GAGA non propre généralisant
[50] . On s'inspire de la notion de section modérée d'un faisceau localement libre,
définie dans [6 ], qu'on généralise pour les faisceaux cohérents. A la fin de
1'appendice on indique une approche possible pour 1'établissement des théories
cohomologiques pour des conditions de croissance plus générales. Les résultats sont
énoncés sans démonstration, sauf pour expliquer comment les résultats de ce travail
interviennent. Un exposé détaillé sera fait dans une publication ultérieure. Ici
on se limitera aux espaces analytiques réguliers. Le cas singulier n'est pas es-
sentiellement plus difficile mais les définitions sont plus techniques, nécessitant
des plongements locaux dans des réguliers.

(1.1.1) Tous les espaces analytiques considérés sont des espaces C-analytiques
séparés, dénombrables a 1'infini. Soit Y une variété analytique (espace analyti-
que régulier). On appelle compactification partielle de Y une immersion ouverte
1:Y —X
telle que X soit un espace analytique réduit et X-i(Y) un fermé analytique
d'intérieur vide de X . On identifiera Y a 1'ouvert dense i(Y) de X et le
fermé analytique Z=X-Y de X sera vu comme €tant a '1'infini'. On dira qu'un
couple (Y,X) est une compactification partielle, si X est un espace analytique
réduit, Y un ouvert régulier de X , et 1'immersion canonique i :Y<— X une
compactification partielle de Y . Un morphisme d'une compactification partielle
(Y',X') dans une compactification partielle (Y,X) est un morphisme d'espaces
analytiques

u:X' —X
tel que u(Y')eY . On dira que le morphisme u est strict (ou qu'il conserve
1'infini), si 1'on a en plus

u(Z)ezZ ,
o Z=X-Y et Z'=X'-Y' . On dira que le morphisme u est une immersion

ouverte de compactifications partielles, s'il existe une famille finie (ui)1<iSn
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de morphismes stricts de compactifications partielles
uy (X)) — (Y 4% )
telle que :
i) (Y,.X,) = (Y,X) et (Yn,Xn) = (Y',X")

ii =U; o0U,0...0 ;
) u 1°72 Up s

iii) pour tout i , 1<is<n , le morphisme d'espaces analytiques
uy :Xi-——oxi_1 est ou bien une immersion ouverte, ou bien un morphisme propre, in-
duisant un isomorphisme de Y, sur Yi g -

On remarque que si u est une immersion ouverte de compactifications partielles,
alors Y' s'identifie & un ouvert de Y , et que le composé de deux immersions
ouvertes de compactifications partielles en est une également.

On démontre que si

u' s (Y',XY) — (Y,X) et u': (Y",X") —s(Y,X)
désignent deux immersions ouvertes de compactifications partielles, il existe au
plus un morphisme de compactifications partielles

u: (Y',X") —(Y',X")
tel que

u'"'=u'ou ,

qui est alors une immersion ouverte. On dira, dans ce cas, que u' se factorise
a travers u' . Plus généralement, il existe une immersion de compactifications

partielles unique (a2 isomorphisme pres)
v (Y1,X1) — (Y,X)
se factorisant a travers u' et u'" satisfaisant a la propri€té que toute immer-
sion ouverte de compactifications partielles
v' :(Y1,X1) — (Y,X) ,
se factorisant a travers u' et u" , se factorise a travers v (produit fibré
de (Y',X') et (Y",X") au-dessus de (Y,X) dans la catégorie de compactifications

partielles).

On dit qu'une famille (ui) de morphismes de compactifications partielles

i€l
u; (Yi,Xi) — (Y,X)
est un recouvrement ouvert de (Y,X) si :

i) pour tout i , i€l , u, est une immersion ouverte de compactifications
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partielles;

ii) pour tout compact K de X il existe une partie finie I' de I et pour
tout i , i€I' , un compact K. de X; tels que
Ke U u.(K.)
ierr 1
3 1
Si (uf)jer
plus fin que le recouvrement ouvert (ui)i€I , Si pour tout i ', 1i'€Il , il

désigne un deuxiéme recouvrement ouvert de (Y,X) , on dit qu'il est

existe i, i€l , tel que uj, se factorise a travers u;

La notion de recouvrement ouvert d'une compactification partielle définit une
topologie de Grothendieck qu'on appellera topologie de Grothendieck-Hironaka(1)
ou plus simplement topologie G.H. de cette compactification partielle. (Intui-
tivement cette topologie peut étre considérée comme intermédiaire entre celle de
Y et de X). La topologie G.H. a des propriétés treés proches de celles de la
topologie ordinaire. Par exemple, on a la propriété de paracompacité suivante :

pour tout recouvrement ouvert (ui) d'une compactification partielle (Y,X) ,

i€l
il existe un recouvrement ouvert (ui')i'el' de (Y,X) , plus fin que (ui)iEI s

tel que pour tout compact K de X 1'ensemble

. +1
[ ' ' . T
Iy {iter : ut, (K) # @}
soit fini.

(1.1.2) Soient Y wune variété analytique et (Y,X) et (Y,X') deux compactifica-
tions partielles de Y . On dit que ces compactifications partielles sont équiva-

s .
lentes, s'il existe des recouvrements ouverts (ui)iEI et (ui)iel s

uy :(Yi,Xi) — (Y,X) , ui :(Yi,Xi) — (Y,X")
de (Y,X) et (Y,X') respectivement et pour tout i , i €I , un isomorphisme de
compactifications partielles

. 1]

vy .(Yi,Xi) -——»(Yi,Xi) ,

tel que

uini = (ui;\q) o (viIY) .

On appelle variété analytique avec infini une variété analytique Y munie d'une
classe d'équivalence de compactifications partielles. Si (Y,X) est une compac-
tification partielle appartenant a cette classe, on dira qu'elle définit sa struc-

(1) En effet, Hironaka introduit une notion analogue dans [27], ol il étudie la
"voilite étoilée".
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ture de variété analytique avec infini.

(1.1.3) Soit (Y,X) une compactification partielle. On désigne par MOdY-X 1'en-
semble des fonctions continues ’

@:Y—R ,

modérées le long de Z , ou Z=X-Y . Pour tout morphisme de compactifications
partielles

u: (Y',X") — (Y,X)
et tout ¢ , gpeModY;X , on a
Qo (UIY') € Mod 1o

On démontre que le foncteur qui associe a toute immersion ouverte de compactifi-
cations partielles

u: (Y',X")— (Y,X)

1'anneau MOdY"X' est un faisceau pour la topologie G.H. sur (Y,X) . Autre-
bl
ment dit, pour tout recouvrement ouvert (ui) i€l de (¥,X) ,

u; ¢ (Yi,Xi) — (Y,X)
. . . .
et toute famille (wi)iEI , (pieMoin;Xi , telle que pour tout iet i' , i€l,
i'€I , et toute immersion ouverte de compactifications partielles
u: (Y',X') — (Y,X)

se factorisant a travers u; etug, si 1'on désigne par v (resp. v' ) l'unique
morphisme de compactifications partielles tel que u =u; ev (resp. u =ug, ov'),
on ait

(pi ) (VIY') = Lpi, o (V'[Y') >
il existe une fonction unique ¢ , @€ Mody_x , telle que pour tout i , i€l ,
s
©; =@ (u;]Y;)

Enfin, si (Y,X') désigne une compactification partielle de Y équivalente a
(Y,X) , on a

MOdY;X' = MOdY;X ’

ce qui permet de définir une notion de fonction continue, modérée sur une variété
avec infini .

(1.1.4) Soient (Y,X) wune compactification partielle et d1 et d2 deux distances
sur Y . On dit que d1 et d2 sont équivalentes, s'il existe un recouvrement
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) de (Y,X) ,

ouvert (u €1

i
uy (Yi,Xi) — (¥, X) ,
et pour tout i, i€I , des fonctions continues
(Di:Yiin — R} et vy :Yiin — R},
modérées le long de (Xi x Zi) U (ZixXi) , ou Zi =Xi -Y.1 , telles que pour tout
yety', eri » y'EYi , on ait
dy(u; (), ug(y")) s (y,y"d, (u; (y),uy (y'))

et

d, (u; (y),u;(y')) < q;]-L(y,y')d1 (u; (y) u; (v .

On démontre la proposition suivante :

PROPOSITION 1.1.5.- 12 existe une classe d'équivalence unique de distances sur Y
telle que pour toute distance d appartenant a cette classe et toute immersion
ouvente de compactifications partielles

u: (Y',X") — (Y,X)

Zelle que X' 804t un ouvert de (13 , La distance induite pan d sur Y' s04t
équivalente & fa distance indwite sun Y' par La distance swr €  déduite de La
noame Aup.

On dit qu'une distance sur Y est modérée le long de Z (ou Z=X-Y) , si elle
appartient a la classe d'équivalence définie dans la proposition ci-dessus. On
remarque qu'une telle distance est compatible avec la topologie de Y . Si

u: (Y',X") — (Y,X)
désigne une immersion ouverte de compactifications partielles et d une distance

sur Y , modérée le long de Z , alors la distance induite par d sur Y' est
modérée le long de Z' (ou Z'=X'-Y') .

(1.1.6) Soient Y une variété analytique, d une distance sur Y et (Y,X) et
(Y,X') deux compactifications partielles équivalentes de Y . Alors la distance
d est modérée le long de Z (o Z=X-Y) si et seulement si elle est modérée
le long de Z' (ol Z'=X'-Y) . Cela permet de définir une notion de distance

modérée sur une variété avec infini.

(1.2.1) Soient (Y,X) wune compactification partielle, M un OY-module cohérent et

M
1
M1|Y =M= MZIY . 51 1'on désigne par i:Y<—X 1'injection canonique, on a

et M2 deux Ox-modules cohérents prolongeant M , autrement dit tels que
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donc des morphismes de OX-modules
JpiMp — 1) et j,: My — i, .
(On remarque que i,(M) n'est pas en général un Ox-module cohérent). On démontre
que les propri€tés suivantes sont équivalentes :
i) il existe un Ox—module cohérent M' prolongeant M et des morphismes

OX—modules

de
uy :M1 — M, uZ:M2 — M
induisant 1'identité au-dessus de Y .

ii) il existe un Ox-module cohérent M' prolongeant M et des morphismes
de OX—modules

vy M ——»M1 s vy M —-—M2
induisant 1'identité au-dessus de Y .
iii) le sous-OX-module Im(j1) +Im(j2) de i,(M) est un Ox—module cohérent.
On dit que les prolongements M1 et M2 sont équivalents, si les conditions

équivalentes ci-dessus sont satisfaites. On démontre que si (ui)i€I désigne un
recouvrement ouvert de (Y,X) ,

Ui H (Yl,Xi) —_— (Y,X) s
pour que les prolongements M1 et M2 de M soient équivalents, il faut et il suf-
fit que pour tout i , i€I , les prolongements u;(M1) et u;(Mz) de
. .
(UilY-l) (M) 1le soient.
On appelle prolongement local de M 1la donnée d'un recouvrement ouvert (u.l) i€l

de (Y,X) ,

u; (Yi,Xi) — (¥,X) ,

et pour tout i, i€I , d'un OX -module cohérent Mi , prolongeant (ui| Yi)*(M),
i
tels que pour tout iet i' , 1€I , i'€I , et toute immersion ouverte de compac-

tifications partielles
u: (Y',X") — (Y,X)

se factorisant a travers uy et Uiy s si 1'on désigne par v (resp. v' ) 1l'unique
morphisme de compactifications partielles tel que u =u; °v (resp. u=u,, ov' ),
les prolongements v*(Mi) et v'*(Mi,) de (u|Y")*(M) soient équivalents.

Si (u:!L')i'GI’ , (Mi')i’EI' désigne un autre prolongement local de M , on
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dira qu'il est équivalent au précédent si pour tout i , i€l , tout i' , i'€I' ,

et toute immersion ouverte de compactifications partielles
u: (Y',X") — (Y,X)

se factorisant a travers u; et ui, , Si 1'on désigne par v (resp. v' ) 1l'unique
morphisme de compactifications partielles tel que u =u, °v (resp. u =ui. ov' ) ,
les prolongements v*(Mi) et v'*(Mi,) de (u|Y")*(M) sont équivalents.

On appelle OY-module cohérent méromorphe le long de Z (ot Z=X-Y) un
OY-module cohérent muni d'une classe d'équivalence de prolongements locaux. On dit
qu'il est effectivement méromorphe s'il existe un Ox—module cohérent M' prolon-
geant M tel que (idX , M') appartient a cette classe (en considérent idX comme
un recouvrement ouvert de la compactification partielle (Y,X) formé de la seule
immersion ouverte idx ). On ignore si tout O,~module cohérent méromorphe le long
de 7 est effectivement méromorphe M . Si M=O‘;l ,ou meEN , le Ox—module
cohérent 0';(‘ prolonge 01; , et munit canoniquement 0‘3 d'une structure de
OY-module effectivement méromorphe le long de Z . Sauf mention expresse du con-

traire, 0‘; sera toujours considéré comme muni de cette structure méromorphe.

(1.2.2) Soient (Y,X) une compactification partielle de Y , Z=X-Y , M et M
deux OY-modules cohérents, méromorphes le long de Z , et f:M' — M un mor-
phisme de OY-modules. On dit que f est un morphisme de OY-modules méromorphes,
ou plus simplement un morphisme méromorphe, s'il existe un recouvrement ouvert
(ui)ieI de la compactification partielle (Y,X) ,

u; (Yi,Xi) — (Y,X)

et pour tout i , i€I , des OX -modules cohérents Mi et Mi et un morphisme de
i

- . ' .
Oxi modules fi : Mi —vMi tels que :

1) (Wyier » (Mi)iel) (resp. (U;)sep » (MZ!L)iEI ) est un prolongement local

de M (resp. de M' ) définissant sa structure méromorphe;
ii) pour tout i, i€I , f£]Y;=(uy[Y)*(H)
On dit qu'une section s du OY—module méromorphe M , s€T(Y,M) , est méro-
morphe, si le morphisme
OY — M

défini par cette section est méromorphe. On vérifie facilement que le composé de

(1) Voir néanmoins, [51], théoréme 1, p.364 et [15], corollaires(VI.4), (VII.5) et
(VII.6), p.342.
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deux morphismes méromorphes est méromorphe.

(1.2.3) Soient (Y,X) une compactification partielle, M un OY-module cohérent,
méromorphe le long de Z , ot Z=X-Y , et N un sous-OY—module cohérent. On dé-
montre que les conditions suivantes sont équivalentes.

i) 1I1 existe une structure de OY-module méromorphe le long de Z sur N
telle que 1'injection canonique

Ne—M
soit un morphisme méromorphe.

ii) I1 existe une structure de OY-module méromorphe le long de Z sur M/N
telle que la surjection canonique

M — M/N
soit un morphisme méromorphe.

On dit que N est un sous-OY-module méromorphe de M , si les conditions équi-
valentes ci-dessus sont satisfaites, et alors la structure méromorphe sur N
(resp. sur M/N ) satisfaisant a la condition (i) (resp. a la condition (ii) )
est unique. On dira que cette structure est induite (resp. déduite ) de celle de
M.

Si f:M' —s M désigne un morphisme de OY-modules cohérents méromorphes le
long de Z , alors Ker(f) (resp. Im(f) est un sous—OY-module méromorphe de M'
(resp. de M ). On en déduit que Ker(f) , Im(f) , Coker(f) et Coim(f) sont munis
naturellement d'une structure de OY—module méromorphe le long de Z et on démon-
tre que 1'isomorphisme canonique de OY-modules

Coim(f) — Im(f)

est un isomorphisme de OY—modules méromorphes le long de Z . On peut donc définir
une notion de suite exacte dans la catégorie de OY-modules cohérents, méromorphes
le long de Z , et une telle suite sera exacte si et seulement si la suite
sous-jacente de OY—modules cohérents est exacte.

(1.2.4) Soient (Y,X) une compactification partielle, Z=X-Y , M un 0y-module
cohérent méromorphe le long de Z et u: (Y',X') —> (Y,X) une immersion ouverte
de compactifications partielles. Alors le 0,,-module cohérent (u|Y')*(M) est
muni naturellement d'une structure de Oy,—module méromorphe le long de Z'
(o Z'=X'-Y') et si f:M' — M désigne un morphisme de OY—modules cohérents,
méromorphes le long de Z ,

@[YD*) : @|Y)*M) — @|Y")*W)
est un morphisme de 0,,,-modules méromorphes le long de Z' . En particulier, pour
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toute section s , sCTI(Y,M) , méromorphe le long de Z , la section
s'=s|Y'=(|Y")*(s) , s'e€T(Y',(u|Y')*(M)) est méromorphe le long de Z' , et
on démontre que le foncteur qui associe a 1'immersion ouverte

u: (Y',X') — (Y,X)

1'ensemble des sections méromorphes de (u|Y)*(M) 1le long de Z' est un faisceau
pour la topologie G.H. de la compactification partielle (Y,X).

(1.2.5) Soient Y une variété analytique, M un OY-module cohérent et (Y,X) et
(Y,X') deux compactifications partielles équivalentes de Y . Pour toute structure
de OY-module méromorphe le long de Z (o Z=X-Y) sur M , on peut définir
naturellement une structure de OY-module méromorphe le long de Z'

(o Z'=X'-Y') , ce qui permet de définir une notion de OY-module cohérent méro-
morphe sur une variété avec infini, ainsi qu'une notion de morphisme méromorphe.

(1.3.1) Soient Y une variété analytique et K une partie de Y . On dit que

K est un compact polycylindrique, s'il existe un ouvert Ude Y tel que Kc<U

et une carte w:U' — U (isomorphisme analytique), ou U' est un ouvert de

P , telle que w_1(K) soit un polycylindre compact de ® .Si K estun com-
pact polycylindrique de Y , on désigne par B(K) 1'algeébre de Banach des fonc-
tions continues sur K , analytiques sur ﬁ , munie de la norme sup. Si M dési-
gne un OY-module cohérent, on définit comme dans 1'appendice II, (2.2.3) 1'espace
vectoriel topologique B(K;M) dont 1'espace vectoriel sous-jacent est

r(K,M)

B(K) et dont la topologie est définie par la semi-norme niK , ol
>

F(K,OY)

n :OE — M|U

désigne un épimorphisme au voisinage de K et ll'“n'K est définie comme dans
1'appendice II, (2.1). On démontre que cette topologie est indépendante de 1'épi-
morphisme n (cf. App.II,2.2.2) et on dit que K est privilégié pour M , si
B(K;M) est séparé, dans quel cas B(K;M) est un espace de Banach (cf. App. II,
2.2.5, 2.2.6). Pour tout morphisme f :M' — M de OY-modules cohérents on
désigne par B(K;f) 1'application

B(K;f) : B(K;M") — B(K;M)
définie par

B(K;f) = I'(K,f) ® idB(K)
(cf. App.II,2.1), qui est une application C-linéaire continue (cf. App.II1,2.2.4).

On désigne par KP(Y) 1'ensemble des compacts polycylindriques de Y et on

appelle semi-norme sur M une famille (”'[lK)KEKP(Y) , ol pour tout K ,
Kekp(Y) , ||.|lx désigne une semi-norme sur B(K;M) qui en définit la topologie.
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Afin de simplifier les notations, pour toute section s de M au-dessus de Y ,
s €r(Y,M) , on désignera par Hs]|K la semi-norme de 1'image de s dans B(K;M) .

(1.3.2) Soient (Y,X) une compactification partielle de Y , M un OY-module

lkekpery €t U
qu'elles sont équivalentes, s'il existe un recouvrement ouvert (ui)

cohérent et (

l]'()l(€KP(Y) deux semi-normes sur M . On dit
de (Y,X),

. .

i€l
u; ¢ (Yi,Xi) — (Y,X) ,
et pour tout i, i€I , des fonctions continues
. * .
@ :Y; — R et y :Y, —R:

modérées le long de Zi , ou Zi=Xi-Yi , telles que pour tout K , K€KP(Yi) ,

on ait
-1l s sup o, ) 1]k
K y€eK 1 lK
et
Al € sup w. ) ]|
K yeK 1 |K

(en remarquant que comme Uy induit un isomorphisme analytique de Yi sur un
ouvert de Y , KP(Yi) s'identifie par

K »—-ui(K)

a un sous-ensemble de KP(Y)) . On démontre la proposition suivante :

PROPOSITION 1.3.3.- Soit M un OY-module cohérent, ménomorphe Le Long de Z ,
ot Z=X-Y . Alons AL existe une classe d'équivalence unique de semi-noames sur
M telle que pour toute semi-nomme (||. ”K)KEKP(Y) appartenant d cette classe,
toute Ammersion ouvernte de compactifications partielles
u: Y'L,X") — (Y,X) ,

tout prolongement M' de M|Y'=(u|Y")*(M) suwr X' déginissant La sthucture méro-
monphe de M|Y' ZLe Long de Z' (oh Z'=X'-Y') déduite de celle de M et tout
Epdmonphisme de OX,—moduZM

n: OI)I(lv —M'
Les semi-nommes (||, “n;K)KEKP(Y') et (- ldgekpryry Awe MIY' soient dqui-
valentes.

On dit qu'une semi-norme sur M est modérée le long de Z , si elle appartient
a la classe d'équivalence définie dans la proposition ci-dessus. Si

u: (Y',X") — (Y,X)

désigne une immersion ouverte de compactifications partielles et (]|.]|) KEKP(Y)
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une semi-norme sur M , modérée le long de Z , alors la semi-norme

(“’IIK)KEKP(Y') sur M|Y' est modérée le long de Z' .

Enfin, on étend facilement la notion de semi-norme modérée aux modules cohérents,
méromorphes sur une variété avec infini, en remarquant que cette notion est indé-
pendante des compactifications partielles équivalentes choisies.

(1.4.1) Soient Y une variété analytique, K un compact polycylindrique de Y
et d une distance sur Y , compatible avec sa topologie. Pour tout point vy ,
y €K , on pose

pg(K3y) =d(y,9K) = inf d(y,y') = inf d(y,y")

y'€kK y'éK

et

pgKsy) = sup d(y,y") = sup d(y,y")

y'€dkK y'€K

On remarque que si Y est un ouvert de ® , K un polycylindre compact et d
la distance déduite de la norme sup sur ¢® , alors on a

pg(Ksy) = inf o1 (K;y)

1sigp
et
pi(K;y) = sup pY(K;y)
d 1<igp *
(cf. (I11,2.1)).

(1.4.2) Soient (Y,X) une compactification partielle et d une distance sur Y ,
modérée le long de Z , o Z=X-Y . On dit qu'un ensemble K de compacts polycy-
lyndriques, de Y est suffisant le long de Z , si les conditions suivantes

sont satisfaites :

i) pour tout K, K€K , et tout K' , K'€ KP(Y) tel que K'cK , ona
K'eK ;

ii) il existe une fonction continue
@ :Y ——»ZR: ,

modérée le long de Z , telle que pour tout y , ye€Y , il existe K , K€K tel
que

a) y(Eﬁ
B) 1/(y) < pc'l(K;y)

On démontre que cette notion est indépendante de la distance modérée d . En uti-
lisant les résultats du paragraphe 2 de 1'appendice I, on démontre que 1'ensemble
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KP(Y) est suffisant le long de Z et qu'une intersection finie d'ensembles suf-
fisants est un ensemble suffisant.En particulier, 1'ensemble des parties de KP(Y)
qui sont des ensembles suffisants le long de Z est une base de filtre sur KP(Y).
Pour tout ensemble K , KcKP(Y) , suffisant le long de Z , et toute immersion
ouverte de compactifications partielles

u: (Y',X") — (Y,X)

1l'ensemble K' de compacts polycylindriques K de Y' tels que u(K)€ K est un
ensemble suffisant le long de Z' , ou Z'=X'-Y' . Réciproquement, si (ui)iEI
désigne un recouvrement ouvert de (Y,X) ,

Ui H (Yl’Xl) — (Y)X) ’

et pour tout i , i€l , l(i un ensemble de compacts polycylindriques de Yi ,
suffisant le long de Zi , ol Zi=)(i-Yi , alors 1'ensemble

K={KeKP(Y) : 3iel , u | (K) €K;)
est suffisant le long de Z .

Soit (KJ.)J. gj une famille de compacts polycylindriques de Y . On dit que
(Kj)jeJ est un recouvrement de Y , suffisant le long de Z , si 1l'ensemble

K={KeKP() : 3j€J , KcKj}

est suffisant le long de Z . Pour cela, il faut et il suffit que 1'ensemble
K'={KeKP(Y) : 3j€J , K=Kj}

satisfasse a la condition (ii) ci-dessus.

Enfin, en utilisant la proposition (2.2.3) de 1'appendice I, on démontre le
lemme suivant :

LEMME 1.4.3.- Sodent (Y,X) une compactification partielle, K un ensemble de
compacts polycylindriiques de Y , suffisant Le Long de Z , o Z=X-Y , et

© Y — R}

une fonction continue, modénée Le Long de Z . Alons AL existe un ensemble K' ,
K'eK , suffisant Le Long de Z , et une fonction continue

'Y — R}
modénde Le Long de Z , telle que pour ftout K , KEK' ,

sup ©(y) £inf @'(y) .
yeK yeK

(1.4.4) Soient Y une variété analytique, K un ensemble de compacts polycylin-
driques de Y et (Y,X) et (Y,X') deux compactifications partielles équivalentes
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de Y . On démontre que pour que K soit suffisant le long de Z , ou Z=X-Y ,
il faut et il suffit que K soit suffisant le long de Z' , ot Z'=X'-Y . Cela
permet de définir une notion d'ensemble de compacts polycylindriques, suffisant,

sur une variété avec infini.

(1.5.1) Soient (Y,X) une compactification partielle, M un Oy-module cohérent
méromorphe le long de Z , ot Z=X-Y , (|| '”K)KeKP(Y) une semi-norme sur M ,
modérée le long de Z , et s une section de M au-dessus de Y , s€T(Y,M) .
On démontre que les conditions suivantes sont équivalentes :

i) il existe une fonction continue
©:Y — ]Ri ,
modérée le long de Z , et un ensemble K , KcKP(Y) , suffisant le long de Z ,
tels que pour tout K , KeK ,
Isll = sup oy)

y€
ii) il existe une fonction continue

®:Y—R; ,
modérée le long de Z , et une famille (](j)j €J de compacts polycylindriques de
, formant un recouvrement suffisant de Y le long de Z , telles que pour tout
j,i€ed,
Isllx < sup 0(y) ;

j  yeK
et que ces conditions sont équivalentes aux conditions (i') et (ii') obtenues en

remplacant dans les inégalités des conditions (i) et (ii) les bornes supérieures
par des bornes inférieures. (Ces équivalences résultent essentiellement du lemme
1.4.3 ). On dit qu'une section s de M au-dessus de Y , s€T(Y,M) , est mo-
dérée le long de Z , si elle satisfait aux conditions équivalentes ci-dessus, et
on démontre que cette notion est indépendante de la semi-norme modérée sur M .
L'ensemble des sections modérées le long de Z forme un sous-groupe additif de
r'(Y,M) qu'on désigne par MOdY;X(M) . On vérifie facilement que MOdY;X(oY) (ot
0Y est muni de sa structure méromorphe canonique (cf.(1.2.1))) est un sous-anneau
de T(Y, OY) et que ModY X (M) est un sous-—Mod (0 )-module de T(Y,M) . Si
f:M'" —M désigne un morphlsme de Oy —modules coherents méromorphes le long de
Z , pour tout s , s€ModY;X(M ) ,ona f(s)EModY;X(M) et 1'application

s — f(s)
définit un morphisme de ModY,X(OY)-modules, et ceci fonctoriellement.

Pour toute immersion ouverte de compactifications partielles
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u: (Y',X') — (Y,X)

et toute section s de M modérée le long de Z , s EModY;X(M) , la section
s'=s|Y'=(|Y")*(s) , s'E€T(Y',(u|Y')*(M)) , est modérée le long de Z' , ol
Z'=X'-Y' , (la structure méromorphe sur (u|Y')*(M) étant déduite de celle de M
(cf. (1.2.4))). On démontre que le foncteur qui associe & 1'immersion ouverte de
compactifications partielles

u: (Y',X") — (Y,X)
le groupe MOdY'-X' ((u|Y)*(M)) est un faisceau de groupes pour la topologie G.H.
de (Y,X) , qu'on désigne par %d
Pour tout OY-module cohérent M , méromorphe le long de Z , et tout m ,
m€N , on appelle m-iéme groupe de cohomologie modérée de M et on désigne par

iy ((Y,X) ,M) 1le m-iéme groupe de cohomologie du faisceau pour la topologie
mod d polog
G.H. ,

m
Hmmod((Y’X) M HG.H.( (Y, X) ’Mmod) :

En particulier, on a donc

H;lod((Y,X),M) = MOdY;X(M) .

(1.5.2) Soient Y une variété analytique, (Y,X) et (Y,X') deux compactifications
partielles équivalentes de Y et M un OY-module cohérent, méromorphe le long de
Z ,ou Z=X-Y . Conformément a (1.2.5), on en déduit une structure de OY-module
méromorphe le long de Z' (ot Z'=X'-Y) sur M , et on vérifie aussitdt que

Mo = Mo .
dY;X(M) dY;X'(M)
Plus généralement, on démontre (en utilisant la méthode de calcule de la cohomolo-

gie par éech) que pour tout m , m€EN , on a
g (YK 40 = HY L ((Y,X1) M)
Cela permet de définir les groupes de cohomologie modérée d'un module cohérent M
méromorphe sur une variété analytique avec infini Y qu'on désignera par
B (Vo) .
THEOREME 1.5.3.- Sodent (Y,X) une compactification partielle et Z=X-Y . Le

fonctewr quié associe d un Oy-module cohérent M , méromonphe Le Long de Z
Le Nde;X(OY)-modw(’,e ModY,’X(M) est exact a gauche.

Ce théoreme est le résultat ''clef" de la théorie et se démontre en utilisant le
théoréme (4.1.1) de 1'appendice II. On en esquissera la démonstration pour indiquer
comment les résultats de ce travail s'appliquent a la théorie de la cohomologie
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modérée.

Apres plusieurs réductions faciles on est amené a démontrer le lemme suivant :

LEME 1.5.4.- Sodent p, m, m' des entiens, peN ,meN ,m'e€N , U un ou-
vent de €, 7 un femé anatytique d'inténiewn vide de U , Y=U-Z ,

f:M —M
un morphisme de  0-modules cohérents tel que f£|Y s0it injecti,

n: 0{1} — M
et
n':O{‘J"—»M'

des Epimonphismes de OU—modu.Ku. Alons pour toute section s de M' , seTl(Y,M') ,
telle qu'il existe un ensembLe K , KcKP(Y) , suffisant Le Long de Z , et une
fonction continue

p Y —RY,
modénée Le Long de Z , tels que powr tout K , KeK , on ait
€| . € inf v(y)
n;K yeKk ’
il existe un ensembLe K', K'<KP(Y) , suffisant Le Long de Z , et une fonc-
tion continue
Y'Y — Ry,
modénée Le Long de 7 , tels que powr tout K' , K'€K , on ait
Isll v s inf W' O .
nsK T ek
Démonstration. L'ensemble K étant suffisant, on vérifie facilement qu'il existe
une fonction continue
@Y ——]R: ,

modérée le long de Z , telle que pour tout K , KeKP(Y) , et tout y , yeK ,
la condition

KeD(y; (1/0() 5+ -+ ,1/0(y)))
implique que KeK (cf.(1.1.5), (1.4.1) et (1.4.2)). On pose
M'" = Coker (f)
En vertu du théoréme (4.1.1) de 1'appendice II, il existe des fonctions continues

LD':Y—’]R:‘_ et 11)1:Y—>]R: ,
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modérées le long de Z , et une famille (X.) de polydisques fermés de c?

17 i€l
contenus dans Y tels que :
i) pour tout point y de Y on a :
o
a) pour tout i, i€I , tel que y(-:Ki

K; <D0y; (1/00) 5+ -, 1/001))) 3

b) il existe i , i€I , tel que y€](i et
Diy; (1/0' ()55 1/0' (D)) <Ky 3
ii) pour tout i , i€I , Ki est privilégié pour M , M' et M' ;

iii) pour tout i , i€I , il existe une scission €-linéaire continue o5 de
B(Ki;f) telle que

llogll v, k. S inf () .

1 T]',ﬂ»Ki y€K1 1
On remarque que la condition (i), (a) implique que pour tout i , i€l , KiE K .
D'autre part, comme par hypotheése f|Y est injectif, la suite

0 —mry X iy — w)y — o
est exacte et la condition (ii) implique que B(Ki;f) est injectif ([ 71,§7, n°3,

proposition 3, p.56)(1). On en déduit que la scission o5 de la condition (iii)

est une section de B(Ki;f) , autrement dit

idB(Ki;M') = OioB(Ki;f) N
d'ou

“S“n';Ki s Hoilln';n;Ki ”f(s)”n;Ki s

< inf y,(y) - inf y(y) s inf (v, (VV(YI) .
yeK; i yeKy

Posons

y! =¢'1 ]
et

K' = {KEKP(Y) : 3i€l , Kek;} .

La fonction

(1) La définition (2.2.5) de 1'appendice II est équivalente & la définition 1, §7,
n°1, p.54 de [7] (cf.[48] , théoréme du §1, p.146).
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vy — R}

est continue, modérée le long de Z (App.I1,1.3.1), et la condition (i), (b) impli-
que que K' est un ensemble suffisant le long de Z . Enfin, pour tout K , KeK',
il existe i , i€I , tel que KCKi , d'ol

sl v.x s sl v < inf p' ) sinf<y' (),

n'sK 'Ky yeK; yeK

ce qui démontre le lemme.
THEOREME 1.5.5.- Soient (Y,X) une compactification partiefle, Z=X-Y , M un
OY—moduﬂe cohénrent, ménomonphe Le Long de Z et s une section de M au-dessus
de Y , s€eT(Y,M) . Pour que La section s 404t modénée Le Long de Z , L
faut et L suffit que s s0it méromonphe Le Long de I

Le plan de la démonstration de ce théoréme est le suivant. On le démontre d'a-
bord, dans le cas o M = 0T|Y , T étant un sous-espace analytique fermé réduit
de X et la structure méromorphe de M étant celle définie par le prolongement
OT de 0T|Y . Ensuite, on en déduit le cas général en considérant un ''dévissage"
local d'un prolongement local de M définissant sa structure méromorphe et en
utilisant le théoréme (1.5.3).

COROLLAIRE 1.5.6.- En gardant Les notations du théonéme (1.5.5) , Le faisceau

Mo AWt (Y,X) n'est autrne que Le faisceau pour La topologie G.H de (Y,X)
fornmé des sections méromorphes de M Le Long de Z (cf. (1.2.4)).

(1.6.1) Soit Y un schéma algébrique lisse sur € . D'aprés Nagata [46] , Y
s'identifie a un ouvert de Zariski dense d'un schéma X propre sur C (qu'on peut
supposer réduit, et méme lisse par la théorie de désingularisation de Hironaka
[24]1) .De plus, si X1 et X, sont deux telles ''compactifications' de Y , il en
existe une troisiéme X , et des morphismes de C-schémas

u1:X-—vX1 et u2:X—-—>X2
(forcément propres), tels que

=y,  i=1,2
et induisant 1'identité sur Y . (On peut prendre X 1'adhérence schématique de
1'image diagonale de Y dans Xy xX, ). On en déduit que la variété C-analytique
Y?"  associé est munie d'une structure de variété avec infini, qu'on désignera par
Y™ . En effet, il résulte de ce qui précéde que les compactifications partielles
(Yan,X?n) et (Yan,Xin) (on dira plus simpleme compactifications, puisque

X?n et Xgn sont compacts) sont équivalentes.

(1.6.2) Soient Y un schéma algébrique lisse sur € , X un C-schéma algébrique
réduit contenant Y comme ouvert de Zariski dense et M un OY-module cohérent.
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Le OY—module M peut se prolonger en un OX-module cohérent M, ([23], 6.9.8),
et on vérifie facilement que si 1'on considére la compactification partielle

(Yan Xan) , les prolongements Man de M ainsi obtenus sont tous équivalents.
On définit ainsi sur M*™ une structure de 0 an~Module cohérent effectivement

méromorphe le long de Z=x3_yan

(1.6.3) Soit Y un schéma algébrique lisse sur € . Conformément a (1.6.2), pour
tout OY-module cohérent M , M est muni d'une structure de OYan-module

cohérent effectivement méromorphe sur Y | on déduit de plus aussitdt de GAGA
[50] (et cf.[61] ) que :

PROPOSITION 1.6.4.- Le foncteurn M —s M indwit une équivalence de catégonie
entre La catégonie des Oy—modu,@e/s cohérents et celle des 0 an—modulle/s cohénents
effectivement ménomonphes sur b

La proposition suivante généralise la proposition 2.24, p.71 de [6 ].
PROPOSITION 1.6.5.- Sodent Y un schéma algébrique Lisse sur € et M un

Oy-modufe cohénent. Une section s de M™ , se F(Yan,Man) , est algébrique
Y n
84 ot seukement si elle est modénde swr Yo

Cette proposition résulte du théoreme (1.5.5) et de GAGA [50] et est un cas
particulier du théoréme suivant.

THEOREME 1.6.6.- Soéent Y un schéma algébrique £isse sun € ot M un Oy-modute
cohérent. Alons pour tout m, m€EN , ona

van  an
HUOLM) = HE L O T

Le plan de la démonstration est le suivant. I1 existe un schéma propre et lisse
X sur C tel que Y s'identifie a un ouvert de Zariski de X et Z=X-Y soit un
diviseur de X . Si 1l'on désigne par i:Y ——X 1'injection canonique on démon-
tre que pour tout m , meN ,

HY(Y,M) = H'(X,1,(M) .

Or, il résulte de [23] (6.9.2) et (6.9.9) que i,(M) est limite inductive d'une
famille Mi de Ox—modules cohérents tels que Mi{Y =M . Comme X est noetherien

on a

H'(X,1, () = Lim H'(GM,)
et il résulte de GAGA [50] que

HOGM,) = H O™

L'espace x* gtant compact, on a
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Lim }f“(xa“,w';“) = B (", Lim M_?.L‘“) .
On vérifie que lim Melm n'est autre que le faisceau sur X des sections méromor-
phes de T 1e long de 72" et on démontre que sa cohomologie pour la topologie
ordinaire de X est la méme que pour la topologie G.H. On termine la démonstra-
tion en utilisant le corollaire (1.5.6).

(1.7.1) On appelle condition de croissance a 1'infini la donnée pour toute compac-
tification partielle (Y,X) , d'un ensemble MY'X de fonctions continues de Y
)

dans R satisfaisant aux axiomes suivants :

i) MY'X est un sous-anneau de 1'anneau CY des fonctions continues sur
’

Y a valeurs dans R

ii) MY-X contient 1'ensemble des fonctions continues sur Y a valeurs dans
s
R , modérées le long de Z , ou Z=X-Y .

iii) Pour tout o et o, 5 o €Cy » (DZEMY;X la condition
o] % |0y
implique que @, €MY;X
iv) Pour tout morphisme de compactifications partielles
u: (Y',X") — (X0
et tout ¢ , (pEMY;X , On a ¢'°UEMY';X' (fonctorialité).

v) Pour toute compactification partielle (Y,X) 1le foncteur qui associe a

une immersion ouverte de compactifications partielles
u: (Y',X") — (Y,X)
1'anneau MY’;X' est un faisceau pour la topologie G.H. de (Y,X)
On dit qu'une fonction continue
@ : Y — R

est M-modérée le long de Z si wEMY'X . En vertu des axiomes (iv) et (v) , si
b

(Y,X) et (Y,X') sont deux compactifications partielles €quivalentes de Y , on

a MY;X = MY;X' , ce qul permet de définir une notion de fonction M-modérée sur

une variété analytique avec infini.

Exemples 1.7.2.- Si pour toute compactification partielle (Y,X) on pose
My, x = Mody x

(cf. (1.1.3)), alors M est une condition de croissance a 1'infini (appelée

croissance polynomiale). I1 en est de méme si 1'on pose
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My.x =Cy
C'est les deux cas extrémes. On peut donner d'autres exemples de croissance a
1'infini comme la croissance exponentielle :

My.x = {0€Cy 1 Log(1+[w]) €Mody y}

(1.7.3) Soient (Y,X) une compactification partielle et M un Oy-module cohérent
méromorphe le long de Z=X-Y . On définit la notion de section de M au-dessus
de Y , M-modérée le long de Z , exactement comme dans (1.5.1) en remplacant dans
la définition ''fonction modérée' par ''fonction M-modérée''. On désigne 1'ensemble
de ces sections par MY;X(M) . Le théoréme (1.5.3) reste vrai, autrement dit le

foncteur
M+— MY;X(M)
est exact a gauche, et la démonstration en est rigoureusement identique. On définit

également le faisceau (pour la topologie G.H.) des sections M-modérées, MM—mod
et la cohomologie M-modérée par

Hﬁ-mod((Y’X)’M) = Hg.H.((Y’X)’MM-mod) :
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POSTFACE

Aprés avoir terminé la rédaction de ce livre, j’ai appris que E. Bierstone
et P. D. Milman avaient obtenu [57], de fagon indépendante, des résultats de
semi-continuité du diagramme de Newton analogues a ceux du chapitre II de
ce livre. Leurs résultats sont a la fois beaucoup plus généraux et précis que
ceux du chapitre II, et insuffisants pour les applications en vue dans ce livre.

IIs se placent dans le cadre suivant. Ils considérent un morphisme d’espaces
analytiques ¢ : X — Y, M (resp. N) un Ox-module (resp. Oy-module)
cohérent et f : N — ¢.(M) un morhisme de Oy-modules (on remarquera
que ¢4(M) n’est pas forcément un module cohérent). On en déduit, pour
tout a, a € X, une application Oy, 4(,-linéaire fo : Nya) — Mag. Soient
s € N et X3 le produit fibré s-uple de X au dessus de ¥’

X;:{a: (al,... ,as) € X° :¢(a1)=~~-=¢(as)}

S

Pour tout a = (ai,...,as) € X3, on pose Ry = [ Ker(f,,). Bierstone et
i=1

Milman étudient la variation de Ra en fonction du point a de X 3. Le cas qui

nous intéresse ici est celui ol Y est un ouvert U de C? et ol N est égal & OF.
Si I'on désigne par < g la relation d’ordre sur NP*" définie par

d SLB d, < (da |d|) SL (dla |d,l) )

ol <[, désigne l'ordre antilexicographique sur NP*?+1 on note R, I’ensemble
des exposants privilégiés du sous-module R, de O , relativement a la relation
d’ordre <pp, ou si a = (ay,...,a,), alors b= ¢(a;) = ... = @(a,). Sous ces
hypothéses, Bierstone et Milman démontrent que R, est semi-continu comme
fonction de a dans les cas suivants:

(a) Cas algébrique: ¢ est un morphisme d’espaces algébriqgues, M et N
sont algébriques cohérents, et f est algébrique.

365



G. MALTSINIOTIS

(b) Cas régulier: X est régulier, ¢ est régulier et f est le morphisme
f: Oy — ¢.(Ox), déduit de ¢.

(c) Cas fini: X est de Cohen-Macauley et ¢ est localement fini.

(d) Cas cohérent: X =Y et ¢ =idyx.

En plus, ils démontrent, dans ces cas, un théoréme analogue a la proposition
3.6 du chapitre II.

Le cas étudié au chapitre II de ce livre est le cas (d) ci-dessus. Ce cas
est trivial et classique pour la relation d’ordre <y p utilisée par Bierstone et
Milman, qui ne le citent d’ailleurs que pour mémoire. En effet, I’argument de
platitude utilisé dans le chapitre II est alors immédiat, sans aucun passage a la
limite. Il en est de méme pour toute relation de bon ordre sur NP (compatible
avec sa structure de monoide et moins fine que le relation d’ordre produit <),
telle que NP muni de cette relation d’ordre soit isomorphe, en tant qu’ensemble
ordonné, & N muni de sa relation d’ordre naturel. Les difficultés commencent
quand il existe des suites strictement croissantes infinies mais bornées, comme
il en existe dans le cas de 'ordre antilexicographique pur <;. La raison pour
laquelle on s’intéresse particulierement a ce cas est que c’est le seul cas o ’on
obtient des majorations s’exprimant de facon vraiement simple.

J’ignore si les méthodes de Bierstone et Milman peuvent s’adapter a ce cas.
A priori dans leurs article on utilise explicitement I’hypothese qu’il n’y a pas
de suite infinie strictement croissante et bornée. Néanmoins, en étudiant la
fagon dont le diagramme de Newton dépend de la relation d’ordre on pourrait,
peut étre, contourner cette difficulté.

[57] E. Bierstone, P. D. Milman, Relations among analytic functions I.
Ann. Inst. Fourier, 37, 1 (1987), 187-239.
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ABSTRACT

The object of this book is the study of the following problem. Consider a
domain U of C? and a linear system with coefficients in I'(U, OF), in other
words, a matrix (fij)i<i<n,1<j<m, Where fi; € T'(U, OFR), or equivalently an
Oy-module morphism

f:07 -0y

For every compact polycylinder K of CP contained in U, if we denote by
B(K) the normed Banach algebra of functions continuous on K and analytic
in the interior of K, the morphism f defines, by restriction of the f;; to K, a
B(K)-linear continuous map

B(K;f): B(K)™ — B(K)" ,

which can be considered as a linear system of n equations in m unknowns,
with coefficients in B(K). We want to define a C-linear continuous procedure
associating to every g € B(K )" an element h € B(K)™, which is a solution of
the system if g € Im(B(K; f)), in other words, to define a C-linear continuous

map
o:B(K)" - B(K)™

such that
B(K; f)oo o B(K; f) = B(K; f)

We then say that o is a scission of B(K; f). This is not always possible. If
we denote by Q the Opy-coherent module cokernel of the morphism f, the
existence of such a o is equivalent to the assertion that K is Q-privileged in
the sense of Douady. The aim of this book is to define C-linear, continuous
scissions o of B(K, f), in such a way that we can “control” the growth of
the norm of o, when K varies, at least for “sufficiently small” K. We obtain
the following theorem:
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Theorem.- Let U be a domain of C? and f : O — O a morphism of Oy -
modules. There exist a C-analytic stratification (X;)jes of U and for every
J, J €J, an element d; = (dj1,...,d;p) of NP, a real number 6;, 6; € R,
and two continuous functions

p; X; = RY and Y;: X; = RY ,

with polynomial growth along X; — X; (X; being the closure of X; mU),
such that for every point x of X; and every closed polydisk K of center x and
polyradius p = (p1,... ,pp), p € (RL)?, the inequalities

8 5;
(1) p1<1/pi(x), p2<py e pp <Py
imply that K is contained in U and that there exists a C-linear continuous
scission o of B(K; f) such that

loxllx < ¢i(z)/p%
Py
(where p% = .H1 pit).
1=

In fact, we prove a more precise and more general result. More precise,
because we give explicit formulas for d; and 6, in terms of the minimal privi-
leged exponents of the sub-module Im(f) of Oy, and for ¢; and %;, in terms
of the partial derivatives of the coefficients of the matrix defining the mor-
phism f, the stratification (X;);ecs being canonically constructed, depending
only on the sub-module Im(f) of Oy. More general, because we replace the
inequalities (I) by more general conditions, depending on the choice of an
order on NP, and the polydisks by polycylinders.

The main two ingredients of the proof of this theorem are a precise numerical
and uniform version of Hironaka’s division theorem, proved in chapter III,
and the construction of a stratification such that the set of minimal privileged
exponents is constant on every stratum, in chapter II.

In appendix III, we sketch an application of our theorem to a generaliza-
tion of Serre’s “GAGA” theorem for non-proper C-algebraic schemes. We
define a notion of moderate section of a coherent sheaf, with respect to a
partial compactification, and hence a functor of “global moderate sections”.
We use the results of appendix II to prove that this functor is left exact.
We define a “moderate cohomology” corresponding to right derived functors,
which is technically defined by the use of some Grothendieck topology. This
cohomology is used to state a generalization of the GAGA theorem the proof
of which depends on the results of this book and a subtle version of Hironaka’s
theory of the “votte étoilée”, to be published elsewhere.
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