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AVERTISSEMENT

Ce volume rassemble les textes de certains exposés présentés aux seiziemes
Journées Arithmétiques qui se sont tenues au Centre International de Rencon-
tres Mathématiques (C.I.LR.M.) & Luminy du 17 au 21 Juillet 1989.

Ce congres a bénéficié en premier lieu du soutien du Centre National de la
Recherche Scientifique, et aussi de la Ville de Marseille et du Conseil Régional
de Provence, Alpes et Cote d’Azur : nous remercions ces organismes pour leur
collaboration.

Je remercie également Anna Zeller-Meier, qui s’est chargée de ’organi-
sation administrative, et aussi Christiane Faure et Dominique Bally pour la
dactylographie de certains des textes présentés ici.

Le liste des participants figure en téte de ce volume : on observera que plus
de vingt nationalités sont représentées. Elle est suivie de la liste de I’ensemble
des exposés qui ont été donnés durant ces Journées.

Georges Poitou est décédé peu apres ces Journées. Le C.LR.M. et les
Journées Arithmétiques sont deux réalisations qui n’existeraient pas sans lui.

Gilles Lachaud
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J.-P. ALLOUCHE - SUR LA TRANSCENDANCE DE LA SERIE FORMELLE II

We prove by elementary means that the formal series II is transcendental, using the
theorem of Christol, Kamae, Mendes France and Rauzy.

A.-M. BERGE et J. MARTINET - RESEAUX EXTREMES POUR UN GROUPE
D’AUTOMORPHISMES

Soit E un espace euclidien, et soit G un sous-groupe fini du groupe orthogonal de E.
On caractérise les réseaux stables par G qui réalisent un maximum local de la densité des
empilements de sphéres qui leur sont associés (réseaux G-extrémes). L’étude est compléte pour
les groupes cycliques Q-irréductibles d’ordres < 9, ce qui conduit pour certains groupes a une
minoration de la densité meilleure que la minoration générale.

M. CAR - LE PROBLEME DE WARING POUR LES CORPS DE FONCTIONS

Soit L un corps de fonctions sur le corps des constantes F,. Soit S un ensemble fini non
vide de valuations de L et soit Og I’anneau des S-entiers de L.

On s’intéresse au probleme de Waring dans Os en imposant des conditions de valuation,
plus précisément, on s’intéresse aux représentations de b € Og comme somme

b=bk+-- 4+ b

telles que v(b;) > [v(b)/k] pour tout j = 1,...,m, tout v € S.
On traite ce probléme par la méthode du cercle.

J. CHERLY - SOMMES D’EXPONENTIELLES CUBIQUES DANS L’ANNEAU
DES POLYNOMES EN UNE VARIABLE SUR LE CORPS A 2 ELEMENTS,
ET APPLICATION AU PROBLEME DE WARING

L’exposé porte sur le probleme de Waring pour un anneau de polynémes sur un corps
fini F,. Ce probléme est complétement ouvert lorsque le degré des puissances est supérieur
a la caractéristique de F,, “le premier” cas étant les sommes de cubes dans F,[X], c’est ce
cas que nous avons étudié. Les deux piliers de ces résultats sont les majorations des sommes
trigonométriques et ’encadrement de la série singuliére. Nous obtenons ainsi par la méthode
du cercle adapté a ’anneau F,[X] en suivant Carlitz le résultat suivant :

S.M.F.
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RESUMES

Les éléments F2[X] qui peuvent s’exprimer comme une somme de cubes sont exactement
ceux qui sont congrus a 0 ou 1 modulo 1+ X + X2, En outre, soit M un tel élément de degré
< 3n (n un entier suffisamment grand). On peut le représenter comme somme de 18 cubes de
polynémes dont chacun a son degré majoré par n.

P. COHEN et J. WOLFART - MONODROMIE DES FONCTIONS D’APPELL, VARI-
ETES ABELIENNES ET PLONGEMENT MODULAIRE

The monodromy groups of Appel’s hypergeometric functions F; in two variables are
sometimes discontinuous, but in general are not arithmetically defined ([DM],[M]). However
we associate to them families of abelian varieties which give natural modular embeddings of
the monodromy groups into arithmetic groups. We describe these embeddings and sketch some
applications to automorphic functions and transcendence questions.

E. DuBoiset R. PAYSANT-LEROUX - SUR LA LONGUEUR DU DEVELOPPEMENT
EN FRACTION CONTINUE DE ,/f(n)

On étudie la longueur ¢(n) du développement en fraction continue de l'irrationnel quadra-
tique /f(n) lorsque f est un polynéme a coefficients entiers et on donne une version effective
d’un résultat de Schinzel [9] en minorant, pour tout entier n dans un sous-ensemble de Z, £(n)
par 1 + 2[log(y/f(n))/ logc] ot ¢ est une constante ne dépendant que de f. La démonstration

fait intervenir certaines notions de meilleures approximations dans les réels et dans un corps de
fonctions.

W. DUKE et H. IWANIEC - SUMS OVER PRIMES OF THE FOURIER COEFFI-
CIENTS OF HALF-INTEGRAL WEIGHT CUSP FORMS

This is a brief summary of work presented in detail elsewhere. We give non-trivial estimates
for various bilinear forms in the Fourier coefficients of half-integral weight cusp forms. These
are applied in Vinogradov’s method to give an estimate for the sum of these coefficients over
primes.

N. ELKIES - DISTRIBUTION OF SUPERSINGULAR PRIMES

Fix an elliptic curve E over Q without complex multiplication. Let mo(z) be the number
of primes p < = at which E has supersingular reduction. Various approaches to estimating the
growth of mg(z) are described, including the recent unconditional proof of the upper bound
mo(z) < z*/4, which was previously only known (by a different method) under the assumption
of the Generalized Riemann Hypothesis.
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B. EREZ - A SURVEY OF THE SQUARE ROOT OF THE INVERSE DIFFERENT

We give a survey of recent work done by several authors on the Galois-Hermitian module
obtained by restricting the bilinear trace form of a Galois extension K/F to the ideal A(K/F)in
K which -when it exists- is the square root of the inverse different of K/F. In many ways the
study of A(K/F) as a Galois module is completely analogous to the study of rings of integers, so
for instance Galois-Gauss sums play an important role. Howewer we show that -since A(K/F)
is self-dual with respect to the trace form- its hermitian structure can also be described very
precisely, thus leading to new results on the ring of integers Zx (which it contains). Two
appendices due to D. BURNS are included.

D.R. HEATH-BrROWN - THE NUMBER OF ABELIAN GROUPS OF ORDER AT
MOST x

Let A(z) denote the number of isomorphism classes of Abelian groups of order at most z.
Then

5
A(z) = Y ¢zl + A(e),
=1

with certain coefficients c;. It is shown that
X 2
]N@a«wmmmﬁ
0

which is best possible, apart from the log power. The proof uses mean-value estimates for {(s).

Using similar techniques it is shown that 5 < —, in the usual notation of the generalized

divisor problem. This result has been stated without proof by ZHANG [11].

M.N. HUXLEY - EXPONENTIAL SUMS AFTER BOMBIERI AND IWANIEC

We present a summary of the main lines of argument in the new method for estimating
exponential sums introduced by BOMBIERI and IWANIEC in 1986. The key ideas are to dissect
the exponential sum into sections corresponding to the rational numbers of bounded height,
and to bound these subsums in the mean using the large sieve. Applications include bounds
for the Riemann zeta function, both mean and pointwise, and the number of integer points in
a plane domain with smooth convex boundary. Some problems are posed on the Diophantine
behaviour of a smooth curve at integer arguments. The bibliography lists all papers related to
the new method up to the end of 1989.

D.-0. JACQUET - CLASSIFICATION DES RESEAUX DANS R’ (Via la notion de
formes parfaites).

According to Voronoi, in order to determine all the classes of perfect forms with n variables,
it is sufficient to prove that for each class the neighbouring forms of a given representative always
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belong to a class which is already known.
The results for n < 6 have been known for over thirty years. Therefore this article communicates
results of the n = 7 dimension.

J.-F. JAULENT - NOYAU UNIVERSEL ET VALEURS ABSOLUES

We discuss some of the relations involving Gross and Leopoldt conjectures between the
¢-part of the universal kernel in the K-theory of number fields, the Kummer radical of the
compositum of Z,-extensions, and the kernel of the principal ¢-adic absolute values, given by
the ¢-adic class field theory.

M. LAURENT - SUR QUELQUES RESULTATS RECENTS DE TRANSCEN-
DANCE

Cet article se compose de deux parties. La premiére consiste en une présentation de
quelques résultats récents de transcendance et d’indépendance algébrique; on y examine
aussi leurs applications a la conjecture de Leopoldt et & certaines questions de géométrie
diophantienne. La deuxiéme partie propose une nouvelle démonstration du théoreme des six
exponentielles évitant ’emploi du principe des tiroirs.

R. Massy - SUR LES BASES NORMALES D’ENTIERS RELATIVES

Soient K un corps de nombres quelconque, et E une extension quadratique ou biquadra-
tique de K. On donne des conditions nécessaires pour qu’il existe un corps N, respectivement
cyclique de degré 4, diédral ou quaternionien de degré 8, sur K, qui admette une base normale
d’entiers sur E. Lorsque K est de nombre de classe h(K) = 1, on montre que ces conditions
sont aussi suffisantes, et I'on fournit des formules explicites de construction de bases normales
d’entiers de N sur E.

T. MATALA-AHO - ON RECURRENCES FOR SOME HYPERGEOMETRIC TYPE
POLYNOMIALS

Four and five term recurrences are found for some special 3F; and 4F3 type hyper-
geometric polynomials. As a consequence we shall get the Apéry recurrences for the sums

" 2 i
z (:) (n -Iic- k) (2 = 1,2) and some other three term recurrences - like A(n)Gy, + B(n)Gp-2+
k=0

C(n)Gp-4 =0 for G, = zi:(:) (—=1)*(deg A(n) = deg B(n) = deg C(n) = 6).
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F. MoRrAIN - ELLIPTIC CURVES, PRIMALITY PROVING AND SOME TI-
TANIC PRIMES.

We describe how to generate large primes using the primality proving algorithm of Atkin.

L. MURATA - ON THE MAGNITUDE OF THE LEAST PRIMITIVE ROOT

Let p be an odd prime, g(p) be the least primitive root modulo p and G(p) be the least
prime primitive root mod p.

We consider the distribution of g(p) and G(p), and obtain the following results, which
show that, in most cases, g(p) and G(p) are very small.

We assume the Generalized Riemann Hypothesis (G.R.H.). Let ¢(z) be a monotone
increasing positive function with the properties

:13330 P(z) = +00,%(z) < (logz)* for some A > 0,1,1)(1‘) < w(é) ’

Then we have
m(z)
log ¥(z)

Hp <z; G(p) > ¥(p)} <

We assume G.R.H. For any € > 0, we have

(2)7 3 g(p) < 7(2) 3 G(p) < (logz)(loglog z)'**.

p<z p<z

Ifé< -;—, then we have

m(2) 3 9(p) = Es+0(1), 7(2)”' 30 G(p)’ = Ej + o(1)

p<z p<z

where E; and Ej are constants depending only on é.

H. NAKADA et G. WAGNER - DUFFIN-SCHAEFFER THEOREM OF DIOPHAN-
TINE APPROXIMATION FOR COMPLEX NUMBERS.

We consider the following inequality for a complex number z and a real-valued function

a _ f(r)
IZ 7‘|< |7‘| ,(G,T‘)—l,
where a and r are integers in an imaginary quadratic field Q(v/d) , d < 0. We denote by A 1 the
set of z having infinitely many solutions a/r to the above inequality. We show that either A

f:
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or A} is a set of Lebesgue measure 0 (in the complex plane). We also give a sufficient condition
on f so that A is a set of Lebesgue measure 0, which is a complex version of Duffin-Schaeffer’s
condition.

J. PAs - SOME APPLICATIONS OF UNIFORM p-ADIC CELL DECOMPOSI-
TION

In this paper we summarize some applications of uniform p-adic cell decomposition. The
technique of p-adic cell decomposition was developed by Denef, using ideas of Cohen. We obtain
cell decomposition theorems which are uniform in a certain class of p-adic fields. We prove a
cell decomposition for a class of henselian valued fields of equicharacteristic zero.

R. QUEME - ON DIOPHANTINE APPROXIMATION BY ALGEBRAIC NUM-
BERS OF A GIVEN NUMBER FIELD : A NEW GENERALIZATION OF
DIRICHLET APPROXIMATION

Let K be a number field of degree n and signature (r,s). In this note, we propose a new
generalization of Dirichlet approximation theorem (approximation of a € R by p/q € Q) to the
approximation of a € R™ x C* by o(p/q) where p/q € K and o(p/q) is the canonical embedding
of K in R™ x C°.

P. RaAMBOUR - ELEMENTS FIXES DU COMPLETE D’UNE CLOTURE SEPA-
RABLE SOUS L’ACTION DE SON GROUPE DE GALOIS

En 1969, Ax a montré que ’ensemble des points fixes sous ’action de son groupe de Galois
de la cloture algébrique d’un corps local n’est autre que I’adhérence d’une cléture radicielle
contenue dans cette cloture algébrique.

Ici R désigne un anneau noethérien, normal, intégre, de corps des fractions K, I un idéal
de R qui n’est pas R tout entier. On considére R, ’anneau des entiers sur R d’une cloture
séparable K, de K, G le groupe Gal(K,/K), R, le complété de R, pour la topologie définie par
IR,. G agit sur R, par uniforme continuité et on cherche & déterminer I’ensemble des points de
R, fixes sous l’action de G.

PH. SATGE - QUELQUES PROBLEMES DE RATIONALITE LIES AU THEO-
REME DE PONCELET

Let S be a non singular projective plane conic and ¢ a positive integer. Poncelet’s theorem
associates a projective plane curve of degree ¢ to any linear system of dimension 1 of effective
divisors on S. In this paper we are interested in the field of definition of the curves Poncelet’s
theorem produces. We pay special attention to the case ¢ = 2.

10
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N. SCHAPPACHER - LES CONJECTURES DE BEILINSON POUR LES COURBES
ELLIPTIQUES

Dans ce rapport qui se veut une introduction pour non-spécialistes, on essaie de décrire ce
qu’on sait — et ce qu’on ignore — des conjectures de Beilinson relatives aux valeurs spéciales
aux points entiers de la fonction L d’une courbe elliptique sur Q. Les problemes non résolus
de K-théorie dans ce contexte sont expliqués. Les deux hypothéses souvent évoquées dans
Parithmétique des courbes elliptiques sur Q — & savoir, soit I’hypothése d’une paramétrisation
modulaire, soit celle de multiplications complexes — font leur apparition avec des résultats
correspondants plus ou moins récents en direction de la conjecture de Beilinson.

H.-P. SCHLICKEWEI - RESULTATS QUANTITATIFS EN APPROXIMATION DIO-
PHANTIENNE

A quantitative version of a general subspace theorem is given. Let K be an algebraic
number field, M(K) the set of absolute values || ||, of K, let S be a finite subset of M(K),

and for each v € S, let LY,..., LY be linearly independent linear forms in n variables and with
coefficients in K. Solutions 8 € K™ of the inequality
ML Ble —n-5
S <H@pB)™
I;Isl;ll ¥ 181 ’

are considered. Here § > 0, H(8) denotes the height, and ||(8)|l, , ||L?||. denote respectively
the maximum norm of a vector 8 and of the coefficient vector of a linear form. It is shown that
these solutions are contained in the union of ¢ proper subspaces of K™ and of a set “small”
Bs. Here t is bounded in terms of n, deg K,card S,6 (but independently of the LY), and the
small Bs have H(fB) under some effective bound (depending on the above data, as well as on
the heights of the forms LY).

As applications, uniform estimates on the number of solutions of S-unit equations in n
variables are obtained.

J.-P. SERRE - MOTIFS

This article is a survey of the theory of motives ; some excerpts of letters of A. Grothendieck
are included.

J.-P. SERRE - Lettre & M. Tsfasman

In this letter, a majoration of the number of points of an hypersurface defined over a finite
field is established.

C. SouLE - GEOMETRIE D’ARAKELOV ET THEORIE DES NOMBRES TRAN-
SCENDANTS

1
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On résume les travaux de GILLET et 'auteur sur ’extension en dimension arbitraire
de la géométrie d’ARAKELOV des surfaces arithmétiques. On indique comment cette théorie
intervient dans les travaux récents de VOITA et FALTINGS. On montre que la hauteur des
variétés projectives introduites par FALTINGS se compare a celle de leurs coordonnées de CHOW,
notion utilisée précédemment par MESTERENKO et PHILIPPON.

W. VEYs - RELATIONS BETWEEN NUMERICAL DATA OF AN EMBEDDED
RESOLUTION

Let k be an algebraically closed field of characteristic zero, f € k[z1,...,z,], and (X, k) an
embedded resolution of f = 0. To each irreducible component E; of h~}(f~1{0}), we associate
the numerical data (V;,v;), where N; and v; — 1 are the multiplicities of E; in the divisor of
respectively f o h and h*(dzy A ... Adz,) on X. For curves (n = 2) there is the well-known

relation .

i — Zi:l(yl' - 1) + 2

N Z?:l Ni
between the numerical data of a fixed irreducible component E and its intersecting other
components Fy, ..., F. In this paper we present a generalization of this relation, together with

new kinds of relations, for all dimensions.

12
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SEANCE DE PROBLEMES

1) Pour tout entier N tel que la courbe Xo(N) soit de genre > 1, on note hy la hauteur de
Faltings de Jo(N)/Q.

La fonction N — hy est-elle majorée par un monéme en N ? Une réponse positive serait
déja intéressante pour N sans facteurs carrés ou méme pour N premier.

D. BERTRAND, M. HINDRY

2) Let ¢ : Xo(N) — E be the Weil map. What can be said about deg(¢), in particular :
a) does deg(w)/o(N) tend to infinity with N ?

b) estimate limsup ]()_g(l;g—(up) (is it zero ?)

B.J. BIRCH

3) Suppose « is algebraic of degree d, such that Q(a™) = Q(a) for all n > 0. Is there a constant

C(a) (or, better, C(d)) such that for any (d — 1)-dimensional subspace W of Q(a) there are at
most C(a) powers of o in W ?

J. BOURGAIN

4) Set f(z) equal to the number of discriminants D of an imaginary quadratic field such that
k(D) is a power of 2 and |D| < z. Can one prove that f(z) = o(z) ?

H. COHEN

5) Let h(A) be the class number of Q(v/A) for any fundamental discriminant A € Z. Is it true
that
Z h(p)~§as z—00 ?

P=1 (mod 4)
p prime <z

H. CoHEN,C. HOOLEY
S.M.F.

Astérisque 198-199-200  (1991)
31



SEANCE DE PROBLEMES

6) Soit ¢ une puissance d’un nombre premier p, et soit a € FX. La somme de Kloosterman
d’indice a est

Kia)= )Y exp (2% Tre ¢, (az +x'1)).

IEF:

L’application a — Kl,(a) de FX dans le corps cyclotomique Q((,) des racines p-iemes de 'unité
(ot ¢? = 1) est contenue dans 'ensemble

Xo={KN e RNZ[G] | K| < [2V/g] et K = —1 mod (1-G)Z[G]} -

Quelle est 'image de 'application K1, ?

L’image de P’application K1, est égale a X, si p = 2 (G. LACHAUD et J. WOLFMANN,
C.R.A.S. 1987) et si p = 3 (N. KaTz et R. LIVNE, C.R.A.S. 1989); des calculs sur machine
faits par R. ROLLAND et R. SMADJA ont montré qu’il n’en est pas ainsi pour p > 5.

G. LACHAUD

7) (Calcul de lois de réciprocité explicites par le corps de normes de FONTAINE ET WIN-
TENBERGER.) Soit K un corps local de caractéristiques (0,p), contenant p,n. On veut cal-
culer le symbole de Ililbert (., )yn par la méthode suivante : soit Ko /K une extension APF
(e.g. la Z,-extension cyclotomique); FONTAINE et WINTENBERGER lui associent le corps de
normes X (K) qui s’identific a un corps de séries formelles sur le corps résiduel de K. On a
XKo(K)* =lim K7 ; unc addition est définie dans le méme style.

no

Calculer le symbole de Hilbert dans K & partir du symbole de Witt dans Xk (K).
On s’intéresse surtout au cas ou n > 1, le cas n = 1 ayant été résolu partiellement
par DRAOUIL. Eventuellement, retrouver les lois de réciprocité explicites dans le style de
BRUCKNER, VOSTOKOV, etc...

T. NGUYEN QUANG Do

8) Solent N > 1 et u; < up < -+ < un une suite arbitraire d’entiers. Pour n > N, on prolonge
cette suite de la manicre suivante : u, est le plus petit entier supérieur a u,_; tel que

Up F up + Uq

quels que soient p,q < n. Ist-il vrai que la suite u,4; — u, est périodique a partir d’un certain
rang?

Ezemple : N =2, u; =1 .uy = 4.Alors us est différent de 5 = u; + uy et de 8 = uy + uy,
donc uz = 6.Ensuite uy doit étre différent de 7 = u; + u3, de 8 = uy + ug,de 10 = uy + uz et de
12 = u3 + u3, donc uy = 9, et ainsi de suite : 1,4,6,9,11,14 ...

G. Ravzy
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SEANCE DE PROBLEMES

9) L’application de N** dans Q

est-elle injective 7

C. SAIlAS

10) Existe-t-il une suite de polyndmes unitaires fy, a coefficients dans Z tels que :
1) deg fr — o0}
2) disc (fr) #0;
3) |disc (f)]'/ 9/ est borné?

Le cas le plus intéressant est celui ou les fy sont irréductibles.

J-P. SERRE

11) An equilateral triangle of side L is placed in the plane. How far can its perimeter be from
the unit lattice 7

K.B. STOLARSKY

12) Let d < ¢ + 1. What is the value of
My, .= nlﬁxl{(:v],...,lfn)[w; eF,, F(z,...,z,) =0},
the maximum being taken over all non-zero homogeneous forms of degree d 7 Is it true that
Mygn=d(g"" = q" ") +¢"7*?
(réponse : oui (J-P. SERRE,A.B.SORENSEN))

M. TSFASMAN

13) For any sequence {/;} of number fields with [K; : Q] — oo, and

1
m lOg ID]\‘.l <d s

it can be shown that WK
M{K;}) = lin}\‘_s.up ﬁ <al(d),
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where

h(K) = mig h(f),
A(f)#0

h(f) =3 1log I fllu] -

Do there exist such sequences {K;} with

M{K}) > ca(d) > 07

14) Let K be a number field,
p: K R xC'~R"

and L = ¢(Ok).What is the minimum length
d(L) = IJ“IEIB [v| ?
v#0

Is it true that

d(L)y=vs+1t?

| »

M. TSFASMAN

It is known that /s +t>d>,/=+t;ifs=0o0rt=0thend=+/s+1.

N

t

15) a) Let

A(q) = limsup
X/Fq 9

Is it true that
Alg)=VG-17
i.e. is the DRINFELD-VLADUT bound exact ?

b) Are the ODLYZKO-SERRE hounds for

liminf
N

1
W lOg ‘D[{l

asymptotically exact ?

34
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Sur la transcendance de la série formelle I1

PAR JEAN-PAUL ALLOUCHE

Résumé : Nous donnons une preuve élémentaire de la transcendance de la série formelle II, qui
utilise le théoréme de Christol, Kamae, Mendés France et Rauzy.

Abstract : We prove by elementary means that the formal series'II is transcendental, using
the theorem of Christol, Kamae, Mendés France and Rauzy.

I. Introduction

A la réception d’un paquet de tirés & part d’une note aux Compte-Rendus, nous nous
sommes apergu que quelques exemplaires d’une autre note s’étaient glissés dans notre tas :
cette deuxiéme note, due & Damamme et Hellegouarch [8], donne des résultats sur la fonction
zéta de Carlitz. Notre attention, ayant été ainsi attirée, le fut une seconde fois par une faute
d’impression dans une quantité notée II, annoncée comme transcendante, et dont ’expression
(erronée) était clairement algébrique, ([8]). Nous nous sommes donc lancé dans une quéte
bibliographique, puis avons obtenu des résultats que nous nous proposons de décrire ici.

Dans deux articles, parus en 1935 et en 1942 ([5] et [6]), Carlitz définit, sur le corps
des séries formelles sur un corps fini, une fonction qui joue le role de ’exponentielle, son
inverse qui joue celui du logarithme, et une fonction appelée depuis fonction zéta de Carlitz.
Il introduit en particulier une quantité notée {. (actuellement plutét notée II) qui joue
le role de 7#=3,14159... Quelques années plus tard, Wade donne différentes propriétés de
transcendance dont celle de cette série formelle II, ([9], [10]).

Nous présentons ici une nouvelle démonstration de ce résultat, plus élémentaire et qui
utilise le théoréme de Christol, Kamae, Mendés France et Rauzy ([7]). En conclusion nous
indiquerons nos espoirs d’obtenir, par des moyens élémentaires analogues, d’autres résultats
de transcendance.

Ce texte est une version courte d’un article au titre identique accepté pour publication
au Séminaire de Théorie des Nombres de Bordeaux (2éme série) [2], ol on trouvera une
bibliographie plus importante.

S.M.F.
Astérisque 198-199-200  (1991)
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II. La série formelle II

Dans ce qui suit Fg est le corps fini de cardinal ¢ = p°® (et de caractéristique p). On
note F = |J,,>; Fq((z™™)), et on utilise les notations traditionnelles :

K] =2 -,

Fr = [K][k - 1)9[k — 2)"..[1)0" ",
Ly = [k][k — 1]...(1],
Fy=Lo=1.

On pose aussi :

=5 wen,

+o0 ;

D=¢x = J_I;[1 ( - %) [c’est un élément de F,((z71))],
&= (29 - x)llq-lgoo‘

La fonction ¥ est linéaire et joue un peu le réle de ’exponentielle ; I’on a :

VteF VE€F,[z], o(t+£EE)=y(t)

(autrement dit £ joue le role de 77 = (3,14159...)7).

Enfin, la fonction ¢ (fonction zéta de Carlitz) est définie par :
!
Vm>1 ((m)=> P™™,
P

ou Y’ signifie que la somme est prise sur 'ensemble des polynémes (dans F,[z]) de coefficient
directeur égal a 1.

Notons que Carlitz a prouvé :
si (¢ — 1)|m, alors {(m) = {™rpy,, avec 7, € Fylz],

et que Wade a prouvé (entre autres) la transcendance (sur F,(z)) de la série formelle II.

ITI. Le théoréme de Christol, Kamae, Mendés France et Rauzy

Ce théoréme, donné dans [7] (voir [1] pour un survol d’applications en théorie des
nombres), donne en particulier une équivalence entre la transcendance sur F,(z) d’une série
formelle et une propriété combinatoire de ses coefficients :
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TRANSCENDANCE DE LA SERIE FORMELLE ©

THEOREME. La série formelle 3~ a(n)z™", & coefficients dans F,, est algébrique sur F,(z) si
et seulement si I’ensemble de sous-suites :

{n—a(gFn+r); k>0 0<r<g¢t-1}
est fini.

Remarque : cette propriété combinatoire équivaut & la reconnaissabilité par automate
fini de la suite (a(n)), voir [7] par exemple.

IV. Preuve élémentaire de la transcendance de la série formelle II

En utilisant le théoréme de Christol, Kamae, Mendés France et Rauzy rappelé au
paragraphe précédent, on peut donner une preuve élémentaire de la transcendance de

“+oo
o= j=1(1 -

G+1] ), et nous proposons ci-dessous les étapes d'une telle preuve (les détails
J
sont laissés au lecteur... ou peuvent étre trouvés dans [2]).

e
ot a(n) = 0 si n ne peut pas s'écrire Y. (¢’ — 1) pour un ensemble fini d’indices J, et
i€J
a(n) = (=1)°%"7 sin = ¥ (¢ — 1) (une telle écriture, si elle existe, est nécessairement
i€J

+00 +o0
1. Posons ao = [] (1 — ), alors « est algébrique sur Fy(z) et o/Il = 3 a(n)z™",
=0 n=0

unique).
2. Montrer que II est transcendant, ou ce qui revient au méme que a/II est transcendant,

équivaut & montrer que 'ensemble de suites {n — a(¢*n+r); k>0, 0<r <g* -1}
est infini. Il suffit méme de montrer que ’ensemble de suites

S={n—la(¢"n+r)]; k>0, 0<r<g¢*-1}
est infini.
3. Soit b(n) la suite définie (pour k > 2), par
bi(n) = la(g*n + ¢* — k).

Alors, toujours pour k > 2,0n a:

k_
0sio<n<? 11—1

be(n) = k_ql
lsin= -
sin p 1

les suites bx(n) sont donc toutes distinctes, et ’ensemble S est infini.
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V. Le cas ¢ =2 et la définition des entiers d’aprés von Neumann

Le cas ¢ = 2 dans le paragraphe précédent montre un rapport inattendu entre la série
formelle II et la définition de von Neumann des entiers.

Soit en effet (Ay) la suite d’ensembles définie par :

Ag=10
A = {0}
A = {0,{0}}

qui, on le sait, permet de définir les entiers ([4]) en appelant n le cardinal de A,,.
Ecrivons ces ensembles A, 4 1'aide des symboles { et } :
Ao = {}
4 = {{}}
A2 = {{H{{}}}

Alors la suite de “mots” (An) converge vers une suite infinie A, qui est point fixe de la
substitution {- {{}, } -}, (voir [3]).

Le lecteur vérifiera que si I’'on remplace dans la suite A les { par des 1 et les } par des
0, on obtient une suite A’ = u(0)u(1)u(2)... = 110..., qui est telle que, si 'on écrit la série
formelle a/II dans le cas ¢ = 2 (voir IV.1) :

o +o00 1 +o00 x2j —z +o00 n
g=1I (1—ﬁ)/jl;ll (1—W) = 3 a(n)z7",

7=0 T n=0

alors, |a(n)| = u(n) quel que soit ’entier n.

VI. Espoirs

En utilisant une propriété de la fonction zéta de Carlitz donnée dans I'introduction et la
transcendance de la série formelle II, on obtient sans mal la transcendance de {(m) pour les
entiers m divisibles par ¢ — 1. Yu a démontré récemment (voir [11], [12], [13]), via I’étude des
modules de Drinfeld, la transcendance de toutes les valeurs de la fonction zéta de Carlitz. Il
serait donc trés intéressant de donner une preuve élémentaire de ce résultat, via le théoréeme
de Christol, Kamae, Mendés France et Rauzy. Nous n’avons pas encore une telle preuve,

mais nous avons obtenu de cette fagon d’autres résultats de transcendance, par exemple la
+o0
transcendance sur F,(z) de la “série des crochets” - [k]~! démontrée pour la premiére fois

k=1
par Wade ([9]).
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Note ajoutée en septembre 1990 : G. Damamme a obtenu récemment une preuve
élémentaire (mais qui n’utilise pas les automates finis) de la transcendance de toutes les
valeurs de la fonction zéta de Carlitz (Transcendance de la fonction zéta de Carlitz par la
méthode de Wade, Université de Caen, 1990).
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RESEAUX EXTREMES
POUR UN GROUPE D’PAUTOMORPHISMES

par A-M. BERGE et J. MARTINET

1. Introduction. Soit V un espace vectoriel euclidien dont la dimension est
notée n. Etant donné un réseau A de V, on note ||A|| = inf,er—(o} ||2|| la
norme du réseau, et A(A) son discriminant (A2(A) est le déterminant de la
matrice de Gram d’une base du réseau). On pose alors

_ AP
A(A)=

Yn(A)

C’est un invariant de la classe de similitude de A. La constante d’Hermite
pour la dimension n est
Yn = SUp Tn(A) 5

ses valeurs sont connues pour n < 8, et ’on dispose au-dela des majorations
de Rogers.

Cette constante intervient dans de nombreuses inégalités utilisant la géo-
métrie des nombres, par exemple dans les minorations & la Remak des
régulateurs, ce qui a été le point de départ de cette étude (cf. [5], § 7 ou
est résumée une partie des résultats de cet article).

Soit maintenant G un sous-groupe fini du groupe orthogonal O(V') de V.
Si I’on se restreint aux réseaux A stables par G (les G-réseauz), on définit
naturellement une “G-constante d’Hermite” v, g. On peut alors améliorer
la majoration classique chaque fois que les groupes d’automorphismes des
réseauz critiques (i.e. qui réalisent ,) ne fournissent pas par restriction la
représentation donnée de G. C’est ainsi que les minorations géométriques
des régulateurs peuvent étre améliorées pour certains types d’extensions
galoisiennes.

Dans cet article, nous nous intéressons a la détermination des mazima locauz
de v, (A) sur les G-réseaux pour un groupe G donné (plus généralement, il est
utile de se donner plutét une représentation de G dans O(V)) ; les maxima
globaux s’en déduisent : c’est le principe qui a été utilisé par Korkine et
Zolotareff en 1877 pour calculer v5. Par analogie avec la situation classique,
on introduit la notion de réseau G-extréme, qui se réduit a la notion habituelle
de réseau extréme lorsque G est réduit & {Id} ou & {xId}, et, comme dans
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le cas classique traité par Voronoi, on caractérise les réseaux G-extrémes
comme étant G-parfaits et eutactiques. C’est I’objet du § 2, ol nous nous
inspirons de la méthode qui a permis & Barnes de simplifier considérablement
la démonstration de Voronoi.

Des résultats du § 2, on déduit dans le § 3 une minoration du nombre
d’orbites de vecteurs minimaux sous I’action de G pour tout réseau G-parfait.
C’est cette minoration qui est & la base de la détermination des réseaux
G-parfaits (et donc des réseaux G-extrémes) pour certaines représentations
G — O(V) examinées au cours des §§ 4 et 5 : groupes cycliques irréductibles
lorsque dimV = 4 ou 6, puis, pour ¢ = 3 ou 5, groupes cycliques d’ordre
¢ = dim V. En particulier, dans le cas d’un groupe cyclique irréductible d’ordre
5 ou 7, nous obtenons une majoration non triviale de la constante d’Hermite
des G-réseaux, retrouvant dans le cas de 'ordre 5 un résultat obtenu par
Schoof et Washington ([14]) & ’aide d’un calcul d’extremum. Un court § 6 est
consacré a I’énoncé de quelques résultats obtenus postérieurement & ’exposé.

Il est & noter que, en établissant la liste des réseaux G-extrémes dans les
cas couverts par le § 4,nous retrouvons 4 des 5 constructions “cyclotomiques”
trouvées par Craig ([10]) pour des réseaux extrémes de dimension 6. L’idée
d’utiliser des groupes d’automorphismes donnés a priori intervient également
dans un travail d’Eva Bayer ([3]) dans lequel 'auteur s’intéresse a des
formes quadratiques entiéres unimodulaires possédant un automorphisme de
polynome caractéristique donné.

2. Caractérisation des réseaux G-extrémes . Dans tout ce §, on adoptera
les notations suivantes : V' désigne un espace euclidien de dimension'n > 0,
GI(V') et O(V) ses groupes linéaire et orthogonal, S(V) = S (resp. SH(V) =
St) Densemble des endomorphismes symétriques (resp. symétriques et a
valeurs propres > 0) de V. Rappelons que dans St tout élément a une unique
racine carrée, d’ou ’on déduit :

2.1 LEMME. (i) Tout u € GI(V') s’écrit de fagon unique u = sf, avec s € St
et f € O(V).

(ii) Soient s € S* et g € O(V'). Alors on a I’équivalence : s~1gs € O(V) &
59 = gs.

Démonstration. (i) : on prend pour s la racine carrée positive de ‘uu € St.
(ii) : on a les équivalences s71gs € O(V) & !(s7lgs) = (s7lgs)™! &
sglsTl =s7lg7ls & 52 = (g7 1sg)? & s =g 1sg.

On note R ’ensemble des réseaux de V. Il est muni d’une topologie naturelle
que l'on peut décrire ainsi : les sous-ensembles V' de R de la forme VA (={

sA,s € V}) ol V est un voisinage de 'identité dans Gl(V') constituent un
systeme fondamental de voisinages d’un réseau A. Alors, ’application s — sA
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de V dans V' ci-dessus est bijective si on se limite a des voisinages de I’identité
assez petits, puisque le stabilisateur Gl(A) de A dans GI(V') est discret.
(La condition “assez petit” dépend du réseau A.) L’ensemble des classes
d’isométrie de réseaux est également muni d’une topologie naturelle, a savoir
la topologie quotient de R par I’action du groupe orthogonal.

Soit A un réseau de V ; son groupe d’automorphismes Aut(A) = {u €
O(V) |uA C A} est un sous-groupe compact donc fini de GI(A), dont ’espace
vectoriel W = QA est une représentation rationnelle. Inversement, soit G un
groupe fini tel que V provienne d’une représentation W de G dans O(V)
rationnelle sur @. Le sous-ensemble Rg de R formé des réseaux stables
par G (“G-réseaua”) n’est pas vide. (Si ej,ez,...,e, est une Q-base de W,
le sous-groupe A de W engendré par les s(e;),s € G,i = 1,2,...,n est un
réseau de Rg.) Nous supposons désormais que les couples (V,G) vérifient les
hypothéses ci-dessus. Notons que l’on peut se ramener facilement au cas ou la
représentation W est fidele, ce qui revient a supposer que G est un sous-groupe

de O(V).

On munit R de la topologie induite par celle de R. Soit A € R et soit
V' un voisinage de A dans R provenant d’un voisinage V de Id dans GI(V).
Si V est assez petit, les éléments u de V qui s’appliquent sur V' N R par la
bijection u +— uA sont ceux qui commutent avec G (puisque, pour tout g € G,
ils doivent vérifier gug~'A = uA). D’apres 2.1., la composante symétrique
s € St d’un tel u doit aussi commuter avec G. Notons Sg (resp. &) le
commutant de G dans S (resp. dans St). Les images canoniques des ensembles
{sA|s € VNSE} forment, quand V décrit I’ensemble des voisinages de Id dans
GI(V), un systéme fondamental de voisinages de la classe d’isométrie de A.

2.2 DEFINITION. Un G-réseau est dit G-eztréme (resp. G-critique) s’il réalise
un maximum local (resp. absolu) de la fonction v,, dans Rg.

Notons que cette notion ne dépend que de la classe de similitude du réseau.

Rappelons quelques notions et notations relatives a la méthode de Korkine
et Zolotareff (cf. [11], [1] et [4]) ; on note S(A), ou simplement S, ’ensemble
des vecteurs minimauz de A.

Pour z # 0, on note ¢, la forme linéaire u — z.u(z) sur S et p, la projection
orthogonale de V sur la droite Rz. Un réseau de V est dit parfait si le dual S*
de S est engendré par les formes ., x € S, et eutactique si ’endomorphisme
Trace est combinaison linéaire a coeflicients strictement positifs des ¢, x € S.

En termes de projections, “parfait” signifie que les (p;)zes engendrent S,
et “eutactique” que l’identité est combinaison linéaire & coefficients > 0 des
Pz (la traduction se fait par dualité par rapport a la forme quadratique définie
positive u = Tr(u?) sur S, cf. [4], rem. 3.12).
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2.3 DEFINITION. On dit qu’un G-réseau est G-parfait si le dual S% de Sg est
engendré par les restrictions & Sg des formes linéaires ., z € S, et qu’il est
G-eutactique si la restriction & Sg de la forme linéaire Trace est combinaison
linéaire & coefficients positifs des restrictions & Sg des ;.

Notons que ces notions ne font intervenir que ’ensemble S des vecteurs
minimaux du G-réseau. Le groupe G opére sur cet ensemble, et les restrictions
a Sg des formes linéaires ¢, x € S sont constantes sur les orbites de S sous
G : on a en effet, pour tous z € S, g € Get u €S, @g(u) = pz(g  ug).
On en déduit immédiatement :

2.4 PROPOSITION. Le nombre d’orbites sous G de couples {xz} de vecteurs
minimaux d’un réseau G-parfait est au moins égal a la dimension de ’espace
S des endomorphismes symétriques de V. commutant avec G.

(Quitte & grossir G en le remplacant par GU —G, on pourrait supposer que
deux vecteurs opposés sont toujours dans une méme orbite.)
Remarquons que la G- perfection peut s’écrire ainsi : le systéme

Vz € S, oz (u) =0

n’a pas de solution non triviale u € Sg. Cela permet d’obtenir pour les G-
réseaux parfaits une caractérisation par rigidité analogue au mystérieux
“Toute forme extréme a au moins ﬁn?Ll) représentations de son minimum qui

déterminent complétement cette forme, en supposant que son minimum soit donné”
de Korkine et Zolotareff (Math. Annalen 11 (1877), p. 252) :

2.5 PROPOSITION. Tout réseau G-parfait a au moins dim Sg orbites de
couples {£z} de vecteurs minimaux, dont la configuration par rapport au
réseau le détermine complétement a isométrie prés. En particulier, 7} o € Q.

[Précisons le sens que nous donnons dans le cas des G-réseaux au mot
configuration : étant donnés deux réseaux A et A’ munis de bases B et B', on dit
que leurs ensembles S et S’ de vecteurs minimaux ont mémes configurations
par rapport & ces bases s’il existe une bijection de S(A) sur S(A’) respectant
les orbites sous G telle que la matrice de S dans B ait pour image la matrice
de S’ dans B'.]

Comme dans le cas classique, cette propriété d’unicité assure réciproque-
ment la G-perfection. Comme la perfection (et du reste également ’eutaxie)
ne dépend que du sous-réseau engendré par les vecteurs minimaux, on en
déduit :

2.6 PROPOSITION. Pour qu’un G-réseau A soit G-parfait, il faut et il suffit
qu’une matrice de Gram d’une base de A soit déterminée de fagon unique par
les composantes dans cette base des vecteurs minimaux de A.
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Nous reviendrons sur cette question d’unicité au paragraphe suivant
(prop. 3.12).

Remarquons que si H est un sous-groupe de G, tout réseau H-parfait
(resp. H-eutactique, resp. H-extréme) est G-parfait (resp. G-eutactique, G-
extréme), et que pour G = {Id} ou {£Id}, on retrouve les notions usuelles. En
fait, pour un G-réseau, les notions de G-eutaxie et d’eutaxie sont équivalentes :

2.7 LEMME. Pour qu’un G-réseau soit G-eutactique, il faut et il suffit qu’il
soit eutactique.

Démonstration. Que la condition soit suffisante résulte des remarques ci-
dessus. Pour la réciproque, on observe qu’a tout u € S on peut associer
de facon naturelle un endomorphisme symétrique ug commutant avec G : on
pose

1 -1
ve = card G Zgug ’
geG

On a alors Tr(ug) = Tr(u), et @.(ug) = e dgeqPa(u), dou
I’équivalence

Tr(ug) = Z pzpz(uc) © Tr(ug) = Z @z pe ()

€S z€S

- _ 1 g, y g
avec 0z = s—9G@ 3 9€G Pz On en déduit immédiatement 2.4.

Par dualité, la G-perfection peut étre caractérisée ainsi :

2.8 PROPOSITION. Un G-réseau est G-parfait si et seulement si les endomor-

phismes p; ¢ = —hs Z:gec;gpxg'1 =L > geG Pge engendrent Sg.

Comme conséquence immédiate des définitions, on obtient le résultat im-
portant suivant :

2.9 PROPOSITION. Les vecteurs minimaux d’un réseau G-parfait ou G-
eutactique engendrent I’espace vectoriel V.

Démonstration. Soit V' le sous-espace de V orthogonal & tous les vecteurs
minimaux du réseau. Il est stable par G, donc la projection orthogonale u de
V sur V' appartient & Sg, et 'on a ¢,(u) = 0 pour tout z € S, d’ol, si le
réseau est G-parfait (resp. eutactique), u=0 (resp. Tr(u)=0), donc V' = {0}.

Les notions introduites ci-dessus permettent une caractérisation des réseaux
G-extrémes analogue a celle obtenue par Voronoi et dont la démonstration que
nous donnons est inspirée par la démonstration tres simple donnée par Barnes
([1]) dans le cas classique :

45



BERGE A.M. & MARTINET J.

2.10 THEOREME. Pour qu’un G-réseau soit G-extréme, il faut et il suffit qu’il
soit G-parfait et eutactique.

On démontre d’abord le lemme suivant :

2.11 LEMME. Soit A un G-réseau.
1. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) A est G-extréme ;
(ii) dans Sg , le systéme d’inégalités
1 z.u(x) > 0 pour tout z € S(A)
® (=

n’a pas d’autre solution que u = 0.
2. Si A est G-extréme, on a v,(A’') < v,(A) pour tout G-réseau A’ suffisam-
ment voisin de A et non semblable & A.

Démonstration du lemme. Soit A’ un G-réseau voisin de A et non semblable
a A ; il peut s’écrire

AN =vA, avecv=Id+eu,e>0,u#0 € Sg.

Il s’agit de comparer les constantes d’Hermite donc les normes et les discrimi-
nants de A et vA. On suppose € assez petit pour que les vecteurs minimaux
de vA proviennent de ceux de A. Soit x € V ; avec les notations ci-dessus, la
relation
2 2 2 2
lo(@)II* = llzl|* = 2ez.u(z) + € ||u(z)|| (zeV)

montre 1’équivalence

lo@)I1* 2 lle]* <= z.u(z) >0,
d’ou aussi
@) oAl > JIA]l <= Va € S(A), () 2 0.

Notons X" — T3 (u) X" ! + To(u) X" 2 + ... + (=1)"Tp(u) = [L(X - X)
le polyndme caractéristique de u, ou 7 est la forme linéaire Trace, et ou
To(u) = 1(T1(u)? — 3 A?) est < $T1(u)?. Le développement

A(vA)

A 1 = €Ty (u) + €To(u) + ...
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fournit les implications (pour u # 0 € S)

3 Ti(u) > 0= A(vA) > A(A)
3) Ti(u) < 0= A(vA) < A(A).

Supposons alors que A ne vérifie pas la conditon (ii) du lemme, et soit
u € Sg une solution non triviale de (1). Le réseau vA correspondant vérifie
lvA|l > ||A|| d’apres (2) et A(vA) < A(A) d’apres (3), d’ott yp(vA) > Ya(A) :
le réseau A n’est pas G-extréme. Réciproquement, supposons (ii) vérifiée par A
et soit A’ un G-réseau voisin de A, non semblable & A, que ’on peut supposer
de méme norme que A (quitte & le remplacer par un réseau homothétique).
L’endomorphisme non nul u € Sg correspondant & A’ vérifie alors les inégalités
¢z(u) > 0 pour tout z € S d’apreés (2) ; comme il ne peut vérifier (1) (condition
(ii)), on a Tru > 0 d’ou, par (3), A(A") > A(A) et yo(A") < yn(A) , ce qui
prouve que A est G-extréme et démontre aussi 2.

La caractérisation des réseaux G-extrémes & l’aide de la condition (ii) du
lemme 2.11 repose sur un théoréme de Stiemke trés utile en programmation
linéaire et que Barnes ([1]) a eu I"idée d’exhumer pour ’étude de la situation
classique :

2.12 LEMME (STIEMKE, 1915). Soit E un espace vectoriel réel de dimension
finie et soient ¢4, ..., ¢, des formes linéaires sur E. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

(i) Il existe des nombres réels p1, ..., pp positifs tels que prp1 + ...+ ppp =0 ;
(ii) Toute solution v € E au systéme d’inéquations ¢j(v) > 0, j =1,...,p
vérifie les égalités p;(v) =0 pour y =1,...,p.

Démonstration du théoréme. On applique 2.11 aux formes linéaires ¢,, z € S
et —Tr sur E = Sg, de sorte que la condition (i) du lemme exprime ’eutaxie
du G-réseau.

Notons, pour u € Sg, (1) la condition “Vz € S, ¢, (u) > 0 et —Tru > 0,
et (2) la condition “Vz € S, ¢ (u) =0".

Par 2.11, “A  G-extréme” équivaut & “(1) implique v = 0 ”. Par définition,
“A  G-parfait 7 équivaut & “(2) implique u = 0 7. Par 2.11., “A eutactique ”
équivaut & “(1) implique (2) et —Tru > 0”.

Supposons le réseau G-extréme, et soit u € Sg vérifiant (2); u ou —u vérifie
(1), donc est nul. Si u € Sg vérifie (1), il est nul, donc vérifie (2) et —Tru > 0.

Réciproquement, supposons A G-parfait et eutactique, et soit u € Sg
vérifiant (1) ; il vérifie aussi (2), donc u = 0, c.q.f.d.

3. Calculs de dimensions. Dans ce §, nous déterminons la dimension de
Pespace vectoriel Sg des endomorphismes symétriques de V' qui commutent
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avec G. Nous donnons en outre la structure des G-réseaux extrémes qui sont
sommes directes orthogonales de sous-réseaux stables. Nous conservons les
notations du § 2.

Soit V.=V; L V5 L ... L V, une décomposition de V en somme directe
orthogonale de sous-espaces stables par G. Pour tout i, soit p; la projection
orthogonale de V' sur V;. Soit u € End(V). Il se décompose de maniere unique
en somme »_ u;; ou u;; € End(V) est nul sur les Vi, pour k # ¢ et a une
image contenue dans V; : on a en fait u;; = p; o u o p;. On identifiera souvent
u;; € End(V') avec ’homomorphisme de V; dans V; qu’il définit. Pour tout
couple (7,7), on a ‘(u;;) = (‘u)ji, et, en particulier, u est symétrique si et
seulement si les u;; vérifient les relations 'u;; = uj;. De méme, v commute
avec G si et seulement tous les u;; commutent avec G. Par ailleurs, pour tout
z € Vi, @o(uji) est nul sauf peut-étre si 1 = j = k (cf. § 2 apres 2.2 pour la
définition de ¢, ). En particulier :

3.1 PROPOSITION. Soit i,1 < i < r, soit x € V; et soit u = ij ujr €
End(V'). Alors, ¢, (u) = @ (ui;).

Pour tout caractere R-irréductible x de G, et pour tout sous-espace stable V'
de V, notons V; la somme des sous-espaces de V' de caractere x. L’espace V'
est somme dlrecte orthogonale de ses sous-espaces stables V. En partlcuher
onaV =1, V,. Comme Homgq)(Vy, Vy) est réduit & zéro pour x # x’, on
a

(3.2) Sa(V) = &xSa(Vx)

d’olt en particulier

dimg Sg(V Z dimg Sg(V,

Rappelons (cf. [12], § 13.2, pp. 122-123) qu’un caractére R-irréductible
(i.e. le caractére d’une représentation irréductible de G sur R) x est de
l'un des trois types suivants : (I) x est un caractére “réel”, i.e. le caractere
d’une représentation C-irréductible de G réalisable sur R ; (II) x = ¢ + @,
ol ¢ est un caractére C-irréductible qui prend au moins une valeur non
réelle ; (III) x = 2¢ ol ¢ est a valeurs réelles, mais n’est pas le caractére
d’une représentation réalisable sur R. Les commutants de ces trois types de
caractéres sont isomorphes respectivement a R, C et H (H désigne le corps
des quaternions de Hamilton). Notons maintenant a, le nombre de fois que le
caractére de V, contient x, I{, = K le commutant de x, et soit by, = [I, : R]
(donc, by, =1, 2 ou 4).
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3.3 PROPOSITION. On a:
ax(ax +1) siK=R:
. 2 ’
dimg S (Vx) = a2 siK=C;
ay(2ay — 1) siK=H.

Démonstration. Ecrivons V, sous la forme d’une somme directe de sous-
espaces irréductibles stables W;, 1 < i < ay, chacun des W; étant isomorphe
4 un méme espace W irréductible sur R. Alors, Endgig)(Vy) est isomorphe
a M, (Endgig(W)) = M, (K), et son sous-espace End*(Vy) formé des
endomorphismes symétriques s’identifie au sous-espace de M, (Endgg)(W))
dont les éléments diagonaux sont symétriques, c’est-a-dire réels, et tels que
deux éléments symétriques par rapport a la diagonale soient transposés
l'un de lautre. (Dans l’identification & une algébre de matrices M,,(K)

\

du facteur simple associé & une représentation irréductible, la transposée

d’une matrice P est *P, ot ~ désigne la conjugaison dans K.) On a donc
dimg Sg(Vy) = ay + by ﬂ(—ai_d, ce qui est bien la formule de la prop. 3.3.

Revenons maintenant & des décompositions orthogonales plus générales que
la décomposition canonique.

3.4 ProOPOSITION. Soit V =V; L Vo L ... L V. une décomposition de V
en somme directe orthogonale de sous-espaces stables par G. Alors, Sg(V)
contient la somme des S¢(V;), et ’égalité a lieu si et seulement si les V; sont
sans composantes irréductibles communes.

Démonstration. L’inclusion Sg(V') D @Sg(V;) est évidente. Si les V; sont sans
composantes irréductibles communes, alors, pour tout x, V, est égal a I'un
des V; 4, et 'inclusion est une égalité par 3.2. Dans le cas contraire, il existe
un couple (i, j) pour lequel Homg()(V;, V;) contient un élément v # 0. Alors,
I'élément u € Endgg)(V') défini par u;; = v, uj; = 'v et uy = 0 pour {k,1} #
{i,j} appartient & Sg(V') mais pas & BSq(Vk).

Nous appliquons maintenant ce qui préceéde a 1’étude des G-réseaux dé-
composables.

3.5 PROPOSITION. Soit A un réseau, somme directe orthogonale de réseaux
relatifs Ay, ,Ag, ..., A,.. Alors :
(i) S(A) est égal a la réunion des S(A;) pour les i tels que ||A;|| soit
minimal.
(ii) A est eutactique si et seulement si les réseaux A; sont eutactiques et
ont méme norme.
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Démonstration. L’assertion (i) est évidente, et elle entraine que 1’endomor-
phisme identité de V', qui est somme des projections py, sur les V;, ne peut
s’écrire comme combinaison des p,, € S(A) que si S(A) contient tous les
S(Ai), ce qui donne la condition d’égalité des normes dans 1’assertion (ii).
Lorsque cette condition est satisfaite, comme la restriction de py, a V; est
l’identité de V; pour tout ¢, il est clair que A est eutactique si et seulement si
tous les A; le sont.

3.6 THEOREME. Soit A un G-réseau, somme directe orthogonale de G-réseaux
relatifs A1, As, ..., A.. Pour que le réseau A soit G-parfait (resp. G-extréme),
il faut et il suffit que les trois conditions suivantes soient satisfaites :

(i) Les réseaux A; ont méme norme ;
(ii) Les réseaux A; sont G-parfaits (resp. G-extrémes) ;
(iii) Les restrictions aux sous-espaces V; de la représentation définie par V
sont sans composantes irréductibles communes.

Démonstration. Etudions d’abord la perfection du réseau A. Un argument
analogue a celui qui a été utilisé pour démontrer 3.5 montre tout de suite
que les conditions (i) et (ii) sont vérifiées lorsque A est G-parfait. Lorsqu’elles
sont vérifiées, on a, quel que soit z € S et u;; € Homg(g)(V;, V) avec i # j,
0z (uij) =0 (cf. 3.1 et 3.5, (i)). La proposition 3.4 montre que le sous-espace
de End(V)* engendré par les ¢,, € S(A) est somme directe de ses sous-
espaces engendrés par les ¢, ,z € S(A;) si et seulement si la condition (iii)
est satisfaite.

Comme A est G-extréme si et seulement s’il est G-parfait et eutactique
(th. 2.10), assertion relative au caractere extrémal de A est une conséquence
immédiate de la prop. 3.5.

Le cas ou V est R-irréductible est particulierement simple : en effet, il
résulte de la proposition 3.3 que Sg(V) est alors de dimension 1 sur R (et la
réciproque est du reste exacte). La description de la topologie de R ¢ faite au
début du § 2 montre alors tout de suite le résultat suivant :

3.7 PROPOSITION. LorsqueV est R-irréductible, tous les G-réseaux de V' sont
G-extrémes.

C’est en particulier le cas en dimension 2 pour le réseau hexagonal lorsque
G est cyclique d’ordre 3 ou 6 et pour le réseau carré lorsque G est cyclique
d’ordre 4 ; de fagon générale, cela se produit chaque fois que le groupe G est
“gros” relativement a la dimension de V.

La proposition 2.4 se réduit dans le cas classique ot G = {Id} & I'inégalité
s > n(n+1)/2 de Korkine et Zolotareff que doit vérifier le nombre s de couples
{£z} de vecteurs minimaux de tout réseau parfait. C’est cette inégalité qui
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est a la base de leur détermination des réseaux parfaits de dimension < 5. Une
analyse de leurs démonstrations montre qu’ils ont en fait prouvé le résultat
plus fort suivant :

3.8 THEOREME (KORKINE ET ZOLOTAREFF, 1877). Un réseau parfait
de dimension n < 5 est extréme, et est semblable a I'un des réseaux
Ay, Ao, A3, Dy, Ay, Ds, A} ou As. En outre, pour n < 4, l'inégalité s >
n(n + 1)/2 assure la perfection.

Rappelons brievement les notations (cf. [6]).

Pour tout n > 1, A, désigne la section du réseau cubique Z"+! C R"+!
par ’hyperplan orthogonal au vecteur (1, 1,..., 1). C’est un réseau extréme ;
on a ||[A.|? = 2, s(4,) = n(n + 1)/2 et A%(A,) = n + 1. Il possede une
base ey, ..., e, de vecteurs minimaux pour laquelle on a e;.e; = 1 pour j # 1.
Son dual A}, pour lequel s = n + 1, n’est pas parfait lorsque n est > 3.
L’opération de Aut(A,) = Aut(A}) sur S(A}) permet d’identifier ce groupe
a {£Id} x Sp+1. En particulier, pour £ premier, A, posseéde un automorphisme
de polyndéme caractéristique X¢ — 1, et Ay_; posséde un automorphisme Q-
irréductible d’ordre ¢.

Le réseau A!, (notation de Coxeter) est défini pour 1 <t <n+1, t|(n+1),
en ajoutant a la base précédente de A, le vecteur ¢ ole = e; +... +€,. Il est
stable par Aut(A,). Son dual est semblable & A% ot tt’ = n + 1. (Le réseau
A? est noté A,[t'] dans [6], ch. 4, § 6.6, et A}* dans [7], § 5.)

Pour tout n > 4, D, désigne le sous-réseau de Z" formé des points
dont la somme des coordonnées est paire. C’est un réseau extréme ; on a
IDnlI? = 2, s = n(n = 1), et A%(D,) = 4. Le dual de D,, est un réseau
cubique centré. Pour n > 5, il n’est pas parfait, car s(D}) = n, et 'opération
de Aut(D,,) sur D} identifie ce groupe a {£Id}" x S,,. Pour n = 4, D, et D}
sont semblables, et leur groupe d’automorphismes est une extension du groupe
précédent par un groupe d’ordre 3. En particulier, si ¢ est premier, Aut(Dp)
contient un automorphisme de polynome caractéristique X¢—1, et D4 possede
des automorphismes irréductibles d’ordre 8 et 12.

La détermination des réseaux parfaits de dimension 6 a été effectuée par
Barnes ([2]) en 1957, qui a prouvé qu’il existe & similitude prés exactement
7 réseaux parfaits, dont 6 extrémes. La démonstration de Barnes utilise
Palgorithme de Voronoi, et ne permet pas de prouver la perfection des
réseaux ayant sufisamment de vecteurs minimaux. Du reste, I’énoncé analogue
a 3.8 est faux en dimension n > 6, comme le montre ’exemple de la
somme othogonale D,,_; 1 A;, qui est un réseau non parfait possédant
(n=1)(n—-2)+1 > n(n+1)/2 vecteurs minimaux. (En dimension 5, I’énoncé
est correct a condition de se limiter aux réseaux ne possédant pas de section
hyperplane isométrique & Dj.)
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Nous décrivons maintenant ceux de ces réseaux que nous aurons & utiliser
dans la suite. Deux d’entre eux, dont le réseau non extréme, ont un groupe
d’automorphismes réductible. Les 5 autres sont Ag, Dg, le réseau critique
Eg (cf. ci-dessous), son dual E§, et le réseau Ps de Barnes (noté Aéz) dans
[7]), qui est le sous-réseau de Ag formé des points de Z7 dont les coordonnées
vérifient la congruence ) iz; = 0 mod 7. Il est semblable & son dual, et
posséde un automorphisme d’ordre 7. Les réseaux Eg et E§ (ce dernier est
semblable au réseau appelé L3 par Barnes et noté Ag o dans [7]) possédent un
automorphisme d’ordre 9.

On note Eg le réseau A3 (autre construction : Eg est le réseau DF engendré
par Dg et le vecteur de composantes %) En coupant Eg par un sous-espace
orthogonal a un vecteur minimal (resp. & un plan hexagonal de vecteurs
minimaux), on obtient E; (resp. Eg) ; E7 est semblable & A2, et possede
donc un automorphisme d’ordre 7.

Dans la suite, les évaluations de dimSg que nous avons données seront
utilisées comme minorations des nombres d’orbites de vecteurs minimaux des
réseaux G-parfaits. L’énoncé suivant, facile mais d’usage constant, apporte
quelques précisions sur ces vecteurs minimaux :

3.9 PROPOSITION. Soit A un réseau G-parfait engendrant I’espace vectoriel
V.
(i) Si V est Q-irréductible, ’orbite d’un vecteur non nul de A engendre
vV
(i1) Si en outre G est abélien et fidele, le nombre de couples {£z} de
vecteurs contenus dans l’orbite d’un vecteur non nul de A est égal
a lordre de G si —Id n’appartient pas a G, et a la moitié de ’ordre de
G sinon.

Démonstration. L’assertion (i) résulte de la définition méme de ’irréductibi-
lité. Pour prouver (ii), il suffit de remarquer que la seule réalisation comme
groupe de permutations fidele d’un groupe abélien est la permutation régu-
liere.

Pour terminer ce §, nous donnons, en suivant Korkine et Zolotareff, des
résultats concernant l’indice dans un réseau A d’un sous-réseau A’ de méme
norme (S(A) et S(A’) engendrant tous deux I’espace V). On supposera dans
la suite que les deux réseaux sont de norme 1, ce que ’on peut faire sans
restreindre la généralité.

3.10 PROPOSITION.
(i) L’indice [A : A'] est majoré par {yn/vn(A)}*/? , avec égalité si
et seulement si A est critique ; en particulier, on a la majoration
[A:A]< vr1% indépendante de A.
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(ii) On suppose que A posséde une base ey, e, ..., e, formée de vecteurs
de S(A). Soient €}, €}, ..., el. (r < n) des vecteurs de S(A). Alors, les
déterminants d’ordre < r extraits de la matrice des composantes des
e); dans la base e; de V' sont < 7,':/2.

En effet, v, (A)~"/2 est égal au discriminant A(A) du réseau A, ce qui prouve
les deux assertions de (i), compte tenu de I'inégalité A(A) < 1 valable pour
tout réseau engendré par des vecteurs de norme 1, qui découle de 'inégalité
de Hadamard appliquée & un sous-réseau de A ayant une base formée de tels
vecteurs. L’assertion (ii) est évidente lorsque les e} sont dépendants. Dans le
cas contraire, on complete cet ensemble de vecteurs en une base de V par n—r
vecteurs convenablement choisis parmi les e;. Le déterminant de ce systéme
de vecteurs dans la base (e;) est alors précisément le déterminant extrait que
I’on cherche, c.q.f.d.

Compte tenu des valeurs de la constante d’Hermite, connues pour n < 8,
on obtient les majorations suivantes pour [A: A'] :

3.11 PROPOSITION. Avec les notations de 3.10, I'indice [A : A'] est majoré
par 1 pour n < 3, par 2 pourn =4, 5, par 4 pour n = 6, par 8 pour n = 7 et
par 16 pour n = 8. En outre, pour n = 4 (resp. 8), on peut remplacer 2 par 1
(resp. 16 par 15) si A n’est pas critique.

Combinés avec les résultats du § 2, les majorations d’indice permettent de
démontrer une assertion de finitude :

3.12 PROPOSITION. L’ensemble des classes de similitude de réseaux G-
parfaits est fini.

Démonstration. Soit A un réseau G-parfait de V' et soit A’ le sous-réseau de
A engendré par les vecteurs de S(A). L’indice m = [A : A’] ne prend qu’un
nombre fini de valeurs (prop. 3.10, (i)), et la double inclusion A’ C A C LA’
montre que, pour A’ fixé, il n’y a qu’un nombre fini de réseaux A possibles.
On est donc ramené au cas ou A est engendré par ses vecteurs minimaux.

Comme A est engendré par des vecteurs minimaux, son discriminant est
borné. Il existe donc (Hermite) une borne B, telle que A posséde une base B
constituée de vecteurs de norme < B,,. En raisonnant comme dans 3.10 (ii),
on montre qu’il existe une constante C,, majorant les composantes dans une
telle base des vecteurs de S(A). Le nombre de vecteurs de S(A) (le kissing
number) étant majoré par une fonction qui ne dépend que de n, la proposition
2.6 permet de conclure.

3.13 REMARQUE. La démonstration précédente s’applique en particulier dans
le cas des réseaux parfaits au sens ordinaire. Il serait intéressant de trouver
un “G-algorithme de Voronoi” produisant un graphe connexe pour I’ensemble
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des faces associées aux G-réseaux G-parfaits (mais il faut -remarque de
Sigrist—considérer les familles de réseaux appartenant & une classe donnée de
représentations intégrales (i.e. sur Z) de G). Par ailleurs, il est vraisemblable
que des énoncés analogues (algorithme de Voronoi compris) s’appliquent aux
réseaux ”dual-extrémes” au sens de [4] stables sous I’action d’un sous-groupe

fini de O(V).

4. Groupes cycliques irréductibles. On conserve dans ce § les notations
du §3, mais on suppose maintenant que G est cyclique et que V provient
d’une représentation Q-irréductible et fidele de G. On note ¢ 'ordre de G, o
un générateur de G, et 'on suppose que g est > 3 (si ¢ = 1 ou 2, V est de
dimension 1, et I'unique réseau a similitude prés est A;, semblable & Z). Si
Pordre de G est congru & 2 mod 4, G est produit direct de {£Id} par un groupe
G’ d’ordre moitié. Comme les notions de G- et de G’-réseaux coincident, on
peut supposer, ce que nous ferons dans la suite, que ¢ est impair ou divisible
par 4.

Soit ¢ une racine de 'unité d’odre q. Un G-réseau A de V possede une
structure de module (de rang 1, sans torsion) sur I’anneau des entiers Z[(]
du corps cyclotomique K, = Q((), définie par la regle (z = oz (il y a ¢(q)
structures de module possibles, dépendant du choix de (). On note K|, le sous-
corps réel maximal de K. Lorsque g est une puissance de nombre premier et
est < 19, ce qui est le cas dans les applications que nous avons en vue, ’anneau
Z[(] est principal et ses unités sont de la forme ('n ou n est une unité de K.

Comme G est irréductible, les vecteurs minimaux de A engendrent V.
Soit A’ un sous-réseau de A engendré par des vecteurs de S(A). On a vu
précédemment (prop. 3.10) comment majorer I'indice [A : A’] ; en particulier,
ona[A:A] =1pour n <3, et méme pour n = 4 si A n’est pas critique,
[A:A]<2pourn <5et[A:A] <4 pour n = 6. Lorsque I’on suppose
en outre que A’ est lui aussi un G-réseau, on a [A : A’'] = Nk, /q(a) ol a
désigne le Z[(]-indice (au sens de [13], ch. III, § 1) de A’ dans A. Le fait que
[A : A’] soit une norme permet de limiter les valeurs possibles de cet indice.
En particulier, on a :

4.1 PROPOSITION. Soit A un G-réseau, et soit A’ un sous-G-réseau de A
engendré par des vecteurs minimaux de A. Alors :

(1) Si A’ est strictement contenu dans A, [A : A'] est au moins égal au plus
petit diviseur premier de q ;
(i) Si g est une puissance d’un nombre premier p, [A : A’] est une puissance
depouest>q+1;
(i) Sig=5o0uT7,ona A =A;
(iv) Sig=9,[A:A]=10u3.
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Démonstration. La norme minimale d’un idéal de K, est évidemment une
puissance de nombre premier. La loi de décomposition des nombres premiers
dans les corps cyclotomiques montre que les idéaux premiers non ramifiés ont
une norme = 1 mod ¢, d’ou (i) et (ii). Les assertions (iii) et (iv) sont des
conséquences immédiates de (i) et (ii) et des majorations d’indices rappelées
au début de ce §.

La dimension de V' est n = ¢(g). Comme g est > 3, n est pair. On pose
m = n/2. L’espace V contient m sous-espaces R-irréductibles, qui sont des
plans deux a deux non isomorphes que nous notons P;, P, ..., Py, P; étant
caractérisé par le fait que o induit sur P; une rotation d’angle +2i7/q (I’angle
n’est défini qu’au signe pres) ; 'indexation des P; dépend du choix de o.

Chaque plan P; est un C-espace vectoriel de dimension 1, et les calculs de
dimension effectués au § 3 montrent tout de suite I’égalité dimg Sg = m. En
utilisant la prop. 2.5, on en déduit une minoration du nombre de vecteurs
minimaux des réseaux G-parfaits :

4.2 LEMME. Pour tout réseau G-parfait, on a s > qp(q)/2 si q est impair, et
s > qp(q)/4 si q est pair.

Lorsque q est égal a 3 ou a 4, on est dans le cas évoqué en 3.7 dans lequel V
est R-irréductible. Sinon, m est > 2, et les classes. de similitude de G-réseaux
ne sont pas isolées. C’est le cas dés la dimension 4, pour laquelle les valeurs
possibles pour g sont 5, 8 et 12. On a vu (cf. prop. 2.4) qu’un réseau G-parfait
posséde au moins m = 2 orbites de vecteurs minimaux dans le cas de la
dimension 4. Cette condition caractérise en fait les réseaux parfaits, et méme
extrémes, comme dans le cas du théoréme 3.8 de Korkine et Zolotareff :

4.3 THEOREME. Soit V un R-espace vectoriel de dimension 4, soit G un
sous-groupe cyclique irréductible de O(V'), et soit A un G-réseau possédant
au moins deux orbites de vecteurs minimaux. Alors, A est G-extréme, et :

(i) Si G est d’ordre 5, A est semblable & A4 ;
(i1) Si G est d’ordre 8 ou 12, A est semblable & Dy .

4.4 COROLLAIRE (SCHOOF ET WASHINGTON, [14]). Si A est un réseau de
d;'mension 4 muni d’un automorphisme d’ordre 5, on a 14(A)* < ¥ (< 7§ =
4).

En effet, 74(A5)4 = l.5§

Démonstration de 4.4. D’apres le lemme 4.2, pour ¢ = 5 (resp. 8, resp. 12),
s(A) est > 10 (resp. 8, resp. 12). Le théoréme 3.8 montre tout de suite que
pour g=5 et g=12, le réseau A est extréme. Comme 5 ne divise pas s(Dy), A
est semblable & A4 lorsque ¢=5, et, pour ¢g=12, I'inégalité s(A) > 12 montre
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que A est semblable a D,. Comme on sait qu’il existe des G-réseaux admettant
ces groupes comme groupes d’automorphismes (cf. § 2, apres le th. 3.8)), il
est clair que, réciproquement, ces réseaux conviennent.

Il reste a traiter le cas ¢ = 8 ; c’est une conséquence immédiate du lemme
suivant :

4.5 LEMME. Un G-réseau non critique a une seule orbite de couples {£z} de
vecteurs minimaux.

En effet, tout vecteur minimal constitue alors une base de A sur Zg(), de
sorte que si = et y sont deux vecteurs minimaux de A, on a

(1) y = Az, A unité de Q((),

ou, quitte a échanger les roles de z et y et a remplacer y par un de
ses conjugués, on peut supposer A = €, ¢ désignant 'unité fondamentale
14+ ¢+ ¢! de Q(), et k un entier > 0. Posant alors z; = €z, ol z est
minimal, on voit immédiatement les relations

(2) ||$k+1”2 = 3||$k||2 +4zp.(xy et Tht1-CTpp1 = 2||xk||2 + 3zp.(xy .
On en tire d’abord, puisque zo = z est minimal, que zo.(zo est > —%,
égalité équivalant & ||z || = 1, mais aussi & ||z + {z|| = 1, impossible d’apres
(1), puisque 1+ ¢ est de norme 2 : z; n’est donc pas minimal. Les relations
(2) montrent aussi par récurrence que, pour k > 1, on a zx.Czy > -;— et donc
|zk+1]|% > 5. Ainsi, les vecteurs minimaux de A se répartissent sur une seule
orbite, celle de z = 9, c.q.f.d.

Par des arguments de nature combinatoire analogues a ceux qui ont permis
de démontrer le théoréme précédent dans le cas ¢ = 8, on peut trouver tous
les réseaux G-parfaits pour n = 6, ce qui impose ¢ = 7 ou 9. Ici encore, la
minoration de s donnée par 3.3 suffit :

4.6 THEOREME. Soit V un espace vectoriel euclidien de dimension 6, soit
G un sous-groupe cyclique irréductible de O(V'), d’ordre ¢ # 2 mod 4, et
soit A un G-réseau contenant au moins 3 orbites de couples £z de vecteurs
minimaux. Alors, A est extréme, et I’on est dans I’'un des deux cas suivants :

(i) g =17, et A est semblable a Ag ou & Fs ;
(i1) g =9, et A est semblable & Eg¢ ou a E§.

4.7 COROLLAIRE. Un réseau de dimension 6 invariant sous ’action d’un sous-
groupe cyclique d’ordre 7 de O(V') vérifie I'inégalité

212 64
v6(A)® < T3 < 11,942 (<78 = 3= 21,333...)
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En effet, on a v6(Ag)® = % < v6(Ps) = 2—7132-
Démonstration de 4.6. Soit A un réseau vérifiant les hypotheéses du théoreme.
En combinant les prop. 3.11 et 4.1, on voit tout de suite que le réseau A’
engendré par les vecteurs minimaux de A est égal a A lorsque ¢ = 7, et est
d’indice 1 ou 3 lorsque ¢ = 9. Pour faire la démonstration, on supposera
d’abord que A est engendré par ses vecteurs minimaux, ce qui est loisible
puisque A’ satisfait aussi aux hypotheses du théoréme.

Dans les deux cas ¢ = 7 et ¢ = 9, le corps Q({) est cyclique de degré 6
et posséde deux unités fondamentales e et f, que I’on peut prendre égales a
(+¢7 1 et (242 respectivement. Ce sont deux éléments conjugués du sous-
corps réel maximal K de Q(¢) ; on note g le conjuqué autre que f de e. On
ag=C'+(* (= +(3siqg=7). Les unités e, f, g vérifient les relations
efg=lete+f+g=—1lorsqueq=7,etefg=—1et e+ f+g=0lorsque
q=29.

Dans I’énoncé du lemme ci-dessous, lorsque g=9, on note m 1’élément { —( !
de Z[(] ; c’est un générateur de I'unique idéal premier au-dessus de 3 de Z[(].

4.8 LEMME. Il existe trois vecteurs minimaux z, y, z de A appartenant a des
orbites distinctes de G et des unitésn et 1’ de K telles I'une des conditions
suivantes soit vérifiée :

(i) y=nretz=n'c;
(i) y=nz et z =n'mzx ;
(iii) y = nrx et z = n'nx

Démonstration. On a vu que A posséde au moins trois orbites de vecteurs
minimaux. On prend pour z, y, z des représentants de ces orbites. On a vu
également que A est un module libre sur Z[(]. Soit a une Z[(]-base de A. Il
existe des éléments A, p et v de Z[(] tels que z = \a, y = pa et z = va. Quitte
a permuter z, y, z, on peut supposer A, u, v rangés par normes croissantes. La
proposition 4.1 montre que ces éléments sont de la forme € ou e, € désignant
une unité de ;. Vu les propriétés de Ky rappelées au début du §, ces unités
sont de la forme ('n ol 7 est une unité de K - 11 est alors clair que ’on est
dans le cas (i) si 7 divise 0 ou 3 des éléments A, p, v, dans le cas (ii) si 7 en
divise 2, et dans le cas 3 si 7 en divise 1.

Nous allons maintenant étudier de plus pres ce que peuvent étre n et 7’.

4.9 LEMME. Soient z et y deux vecteurs minimaux indépendants de A et soit
n une unité de K, telle que y = nx. Alors, £ ou +n~t € {e, f, g}
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Démonstration. Ecrivons = u 4 ve + wf, u, v, w € Z avec (v, w) # (0,0).
On sait (cf. § 3) que tous les déterminants formés par 2 composantes sur
la base (!, —2 < i < 3 de 2 vecteurs {7y, (¥y sont < 4. On vérifie que
l’on peut faire apparaitre les valeurs w?, v2, et u? — v? de ces déterminants.
Par exemple, si ¢ = 7, il suffit d’utiliser successivement (j,k) = (0,1) avec
i € {-2,3}, (1,3) avec i € {1,2} et (3,-3) avec ¢ € {1,3}. On en déduit
que les valeurs absolues de u, v, w sont < 2. Les triplets (u/,v’,w’) obtenus
a partir d’un triplet (u, v, w) en faisant opérer Gal(K,/Q) doivent vérifier les
mémes propriétés, ainsi que ceux obtenus par les transformations n +— 1!
(car = n~ly) et n — —n. Les triplets admissibles se répartissent donc en
orbites de 12 éléments sous I’action d’un groupe abélien de type (6,2). On
vérifie alors facilement que ces contraintes limitent les valeurs de n a deux
orbites, & savoir celles de e et de e?f, pour ¢ = 7 comme pour q¢ = 9.

Pour simplifier ’écriture des calculs qui vont suivre, nous normalisons A par
la condition ||A|| = 1. Nous allons calculer les normes de certains vecteurs de
A en fonction des produits scalaires a = z.(z, 3 = z.(?z et v = z.(*z (v =
z.(3z sig = 7). La somme o + 8 + v est égale & —% sig="7etalsi
g = 9 ; en outre, z.(3z = —% si ¢ = 9 : cela se voit simplement en utilisant
1’égalité ||z||> = 1. En écrivant les inégalités ||z|| > 1 pour z = z % (iz, on
obtient —3 < a,8,7 < 3, d’ou, pour ¢ = 7 (resp. 9), @ + 8 < 0 (resp.
-3 <a+f<g)

Occupons-nous maintenant du cas ¢ = 7. En calculant ||efz| par I’égalité
ef = —1—f, on obtient a—B < 1. On trouve enfin |le? fz||? = ||(1—e+f)z||* =
6—6a+88=6+28—6(c—B3)>3—28> 2, inégalité qui prouve que e fz
ne peut pas étre un vecteur minimal.

Lorsque ¢ = 9, on obtient par un calcul analogue |lefz|> = ||(1 — e)z||? =
3—4a+28 > 1, dou 2a — B < 1, puis |e2fz|> = ||(2 — e + f)z||® =
10— 14a+88 = 104+ 5-7(2a—3) > 3+ 3 > 2, ce qui acheve la démonstration
du lemme 4.9.

4.10 LEMME. Si A vérifie ’hypothése (i) du lemme 4.8, on peut choisir z, y, z
de fagon que (n,7') = (ef, f) ou (ef,e).

Démonstration. Ecrivons n = +e® f et 7 = +e®f%. En examinant Ueffet des
6 permutations de {z,y, 2z} sur le quadruplet (a,b,c,d), on voit tout de suite
que I'on peut se limiter aux cas ou 'onaa > ¢ > 0 et d > 0 lorsque ¢ = 0.
11 suffit alors de considérer les couples (n,7') = (ef,e), (ef, f), et (e, f). Or,
on a |lez||> = 2+ B et ||fz||*> = 2 + 7. Donc, si ex et fr sont minimaux, on
af=v= —%. Cela entraine ’égalité absurde o = 1 lorsque ¢ = 9 et, pour
g =T, l'égalité o = 1 qui entraine & son tour I'égalité absurde ||efz| = 0.

Fin de la démonstration de 4.6, (i). Il résulte du lemme 4.10 qu’un réseau
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vérifiant les hypotheses du th. 4.6, (i) est semblable a un réseau possédant
3 orbites de vecteurs minimaux de la forme z, efz, ex ou z, efz, fr. Ces
données fixent le systéme «, 8, v une fois que l'on a imposé ||z||. Donc, a
similitude pres, au plus 2 réseaux conviennent. Or, nous connaissons deux

réseaux acceptables, & savoir Ag et Ps. Ce sont donc certainement ces 2
réseaux, c.q.f.d.

(Pour ||z]| = 1, les valeurs respectives du triplet (a, 8, 7) sont (0, —%, 1)
et (3, —%, —%). La forme quadratique ¢ ~ 2||t||* étant entiére pour le premier

réseau mais non pour le second, le premier réseau est semblable a Ag et le
second & Fs.)

Nous devons maintenant examiner les autres possibilités prévues par
le lemme 4.8. Nous supposons donc que ¢ = 9. Toutefois, vu ’absence
d’application comparable au cor. 4.7, nous n’écrirons pas tous les détails.

4.11 LEMME. Si A posséde un couple de vecteurs minimaux (z, nnz), alors

n est 'une des unités +1, +e, (1 — e), pour lesquelles on a respectivement

— 1 1 1
,8—5,’)’—5,0/-—-2-.

Démonstration. On écrit n = u + ve + wf. Par des considérations analogues
a celles qui ont été utilisées dans la démonstration de 4.9, on montre les
majorations |u| < 3, |v| < 2, lw| < 1, et, en utilisant la conjugaison dans Ky,
on limite les triplets (u, v, w) & 4 orbites de 3 éléments (au signe pres). En
écrivant les inégalités ||t]| > 1 pour quelques vecteurs bien choisis, on trouve
finalement qu’une seule orbite convient, en 'occurence {1, +e, £(1 —e)} ;
la fin du lemme est évidente.

Fin de la démonstration de 3.6, (ii). On remarque d’abord que le cas (iii)
du lemme 4.8 ne se produit pas, car 2 des «, 3, v ne peuvent prendre la
valeur % a cause de la relation o + 8 + v = 0. On essaie alors les diverses
possibilités provenant du cas (ii) de ce lemme, et on constate que, compte
tenu des inégalités ||, |8, || < L et ||z — (' — (~'z|| > 1, les orbites de
vecteurs minimaux doivent étre de 1'une des formes

(z, efz, (1 —e)rz), (z, ex, erz), (z, fz, (1 — e)rx).

Dans les 3 cas, on retrouve le réseau rencontré dans le lemme 4.10, réseau qui
possede en fait 4 orbites de vecteurs minimaux.

On obtient donc un résultat analogue a celui que nous avons démontré dans
le cas g = 7 : il y a au plus 2 classes de similitude de G-réseaux engendrés
par leurs vecteurs minimaux. Or, on connait a priori deux réseaux de ce type,
a savoir Fg et son dual Eg. Ce sont donc ces deux réseaux que nous avons
trouvés. Comme le premier est critique, et que le quotient des discriminants
de E} et Eg (ramenés & la norme 1) est < 2, il n’existe pas pour ¢ = 9 de
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G-réseau qui ne soit pas engendré par ses vecteurs minimaux. Cela acheéve la
démonstration du th. 4.6.

4.12 REMARQUE. Pour n=8, les groupes cycliques irréductibles sont d’ordre
15 (ou 30), 16, 20, 24. En examinant la table des caractéres donnée par
I'Atlas ([8]) pour les groupes liés & OF(2), on voit que Fg fournit des
représentations Q-irréductibles pour les groupes cycliques d’ordre 15, 20 et 24,
ce qui résulte aussi du travail d’Eva Bayer ([3], exemple 5.8). En revanche, Eg
ne possede pas d’automorphisme d’ordre 16 ; en conséquence, la classification
des G-réseaux possédant un tel automorphisme permettrait d’améliorer la
G-constante d’Hermite correspondante.

Une remarque analogue peut étre faite en dimension 10 avec un groupe
cyclique d’ordre 11, le réseau conjecturalement critique ne possédant pas
d’automorphisme d’ordre 11 (les vecteurs minimaux de son dual engendrent
un réseau plan hexagonal, cf. [4], rem. 4.8).

Nous reviendrons sur les réseaux de dimension 8 dans un article ultérieur.
(Voir aussi ’appendice (§ 6) ci-dessous.)

5. Autres groupes cycliques. Dans ce §, pour lequel nous conservons les
notations des § précédents, nous étudions quelques exemples dans lesquels le
groupe G est un sous-groupe cyclique de O(V') dont la représentation associée
n’est pas irréductible, et classons complétement les réseaux G-parfaits lorsque
G est cyclique d’ordre 3 ou 5 et V' de dimension égale & ’ordre de G . Toutefois,
comme les réseaux critiques font partie des listes que nous dressons, nous ne
reproduirons pas tous les détails des démonstrations.

Soit ¢ un nombre premier impair, et supposons que 'on ait CardG =
dimV = ¢. Une représentation rationnelle fidele de G est unique & isomor-
phisme pres, et le polynéme caractéristique d’un générateur o de G est alors
X*— 1. Notons toujours ¢ une racine de 'unité d’ordre ¢, et soit T € Z[G]
la “trace” Zf;é o'. L’algebre Q[G] s’identifie au produit @ x Q(¢), le pre-
mier facteur étant associé a 'idempotent e = % et le second a I'idempotent
orthogonal 1 — e. Plus précisemment, on identifie I’élément

Z a;o' de Q[G] au couple ( Z ai, Z a;¢') de Q@ x Q(().

7 mod £ 1 mod £ i mod £

L’espace V est somme directe de 'image de T, qui est une droite stable
notée D, et du noyau de T, qui est I’hyperplan H orthogonal a cette droite.

L’anneau Z[G] est contenu dans l'unique ordre maximal 9 de Q[G],
engendré par Z[G] et e. Le quotient M/Z[G] est un groupe cyclique d’ordre ¢.
Comme A est de rang 1, 'une des deux conditions suivantes est réalisée : ou
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bien A posséde une structure de 9-module, ou bien il est projectif sur Z[G],
et donc libre pour £ < 19.

5.1 PROPOSITION. Si A est un 9M-module, ses vecteurs minimaux sont dans
l'image ou le noyau de e.

Démonstration. Soit « € S(A). Si oz = z, on a ex = z. Sinon, on a
|z £ oz|| > 1, dou |z.0z| < i, ce qui entraine || Y o'z||2 < LN don
llez||? < % < 1. (On a normalisé A par ||A]| = 1.) Cette somme est donc

nulle, c.q.f.d.

La représentation de G définie par V est somme de -Z—"i'l représentations
R-irréductibles (une de dimension 1, la droite D, et e;_1 de dimension 2). Il
en résulte (cf. 2.4) que, si A est G-parfait, S(A) contient au-moins £ orbites
de couples {+z} de vecteurs minimaux, formées de ¢ vecteurs sauf au plus
une qui peut étre réduite & un élément. Nous allons voir que pour £ = 3 ou 5,

cette condition est suffisante. Le cas ¢ = 3 est facile :

5.2 THEOREME. Si G est d’ordre 3 et opére fidélement sur V, les réseaux A
possédant deux orbites de vecteurs minimaux sont G-extrémes, et semblables
a A1 1 Ag, A3 ou A;

Démonstration. Le cas d’un réseau réductible est une conséquence immédiate
du th. 3.6. Par ailleurs, si les orbites de vecteurs minimaux ont 3 éléments,
le th. 3.8 montre que A est semblable & A3. Il reste & considérer le cas
olt S(A) contient un vecteur z fixe par G et une orbite Gy non contenue
dans H. Alors, 'orbite de y engendre V, donc aussi A (prop. 3.11). Ecrivons
z = ay + boy + co?y, avec a,b,c € Z. On aa = b = ¢ (car ox = z), puis
a = %1 (car z est minimal). Les produits scalaires y.0%!y sont égaux, et
valent —%, comme on le voit en calculant ||y||. On reconnait alors le réseau
Aj3. On vérifie sans peine 'indépendance de ¢, et de ¢, ce qui prouve que le
réseau est G-parfait. Comme les réseaux A} sont eutactiques ([9], 12.7), A%
est G-extréme. Les deux autres le sont également (th. 3.6 pour 4; L A, et
th. 3.8 pour 4;), c.q.f.d.

Passons maintenant au cas ou ¢ = 5.

5.3 THEOREME. Si G est d’ordre 5 et opére fidélement sur V, et si S(A)
contient 3 orbites de vecteurs minimaux, A est G-extréme, et semblable & I'un
des 5 réseaux suivants : Dy, A}, As, As ou A, L A4, ot As, normé par
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|As]|? = 10, a pour déterminant 19602 et est défini par la matrice de Gram

10 -5 1 1 -5
-5 10 -5 1 1
1 -5 10 -5 1
1 1 -5 10 -5
-5 1 1 -5 10

Démonstration. Rappelons (prop. 3.11) que le sous-réseau de A engendré par
P’orbite d’un vecteur minimal qui n’est ni dans D ni dans H est d’indice 1 ou
2, et que sa projection sur H engendre la projection de A sur H (cf. prop.
4.1).

5.4 LEMME. Soient z et y deux vecteurs minimaux d’un G-réseau A engen-
drant des orbites distinctes, avec © ¢ H. Alors, quitte & remplacer y par
I’un des vecteurs o'y, on peut supposer que I’une des relations suivantes est
vérifiée :

(i) Gz et Gy engendrent des réseaux de méme indice dans A, y =
(6+0 ' —1)z ouy = (02402 — 1)z (on passe d’un cas & I’autre en
échangeant z et y) ;

(ii) Gy engendre un réseau d’indice 2 et Gz un réseau d’indice 1, y =
(14 o%)z, aveci = 1 ou 2 (& I’échange prés de x et de y) ;

(iii) y € H, y = (0—1)z, (02—1)z, (1—0+0~1—02)z ou (1—0—0"140?)z.

Démonstration (indications). (i) En utilisant ’isomorphisme de Z[G]/TZ sur
Z[¢), on montre que les unités de Z[G] sont de la forme +o'(c+0~1=1)™, m €
Z. Un argument d’indice déja utilisé montre que I’on doit choisir m pour que
les coefficients de y sur la base {o’z} soient bornés par 2, ce qui impose
m = %1. Pour (ii), on montre de méme que les éléments de Z[G] de norme
+2 sont de la forme +0'(0 + 071)(0 + 0~ — 1)™, et on limite les valeurs de
m a 0, —1 par un argument d’indice. Pour (iii), on écrit y = Az, avec A dans
l'idéal d’augmentation de Z[G]. Un argument d’indice montre encore que les
coefficients de A sont bornés par 1, ce qui permet de conclure facilement.

Soit maintenant A un G-réseau avec 3 orbites de vecteurs minimaux.
Comme un réseau de dimension 4 a au plus 12 vecteurs minimaux, une au
moins de ces orbites n’est pas contenue dans H. On note z, y, z des vecteurs
engendrant chacune de ces orbites, en supposant que x n’est pas dans H, et
I’on discute selon le nombre d’orbites contenues dans H. On pose a = z.0x
et 8= xz.0%2.

Si y et z sont dans H, on utilise 5.4, (iii). On trouve a priori pour (c, 3) ou
(B, ) 'une des possibilités (1,1), (3,0) et (3,2). La dernitre est clairement
impossible, et les deux premieres correspondent pour le réseau engendré par les
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orbites de z, y, 2 & As et Ds respectivement. L’indice 2 est alors impossible,
les discriminants de As et de Dj étant trop petits. On a donc A ~ A5 ou
A ~ D5.

Si z est dans H mais non y, on utilise 5.4, (i) et (iii) si Gz et Gy engendrent
le méme réseau, et 5.4, (ii) et (iii) sinon. En échangeant éventuellement o et
$3, on se rameéne & o = —3 et B € {0, 1,1}. L’inégalité ||z|| > 1 ne laisse plus
que la possibilité a = —%, B =0, qui correspond & D5, Gz et Gy engendrant
toutes les deux A.

(Compte tenu des échanges de a et de 3, D5 est apparu quatre fois, ce qui
correspond & ’existence pour ce réseau de 4 orbites de vecteurs minimaux,
dont 2 dans H.)

Enfin, si A ne posséde aucune orbite dans H, on peut, compte tenu du
lemme 5.4, supposer que Gz engendre A et que Gz engendre un sous-réseau
d’indice 2, Gy étant d’indice 1 ou 2 dans A. Un trés petit nombre d’essais
permet de voir que le réseau cherché peut étre défini par o = ——% et 8= 1.
L’unique réseau que nous avons trouvé ne peut &tre alors que le réseau A3, ce
qui qui n’est pas difficile a vérifier directement.

Ainsi, lorsque le nombre de vecteurs minimaux du G-réseau A est un
multiple de 5, A est semblable & I'un des 3 réseaux extrémes qui existent
en dimension 5.

Nous étudions maintenant le cas ou s(A) est congru & 1 modulo 5. Il y a
alors un vecteur minimal stable par G, que nous notons z, et deux vecteurs
minimaux y et z ayant des orbites a 5 éléments. Si y et z sont dans H, les
vecteurs minimaux engendrent un réseau semblable & A; 1 A4, qui est égal a
A tout entier vu son discriminant, et qui est G-extréme d’apres le th. 3.6.

Sinon, on suppose que y n’est pas dans H. L’indice @ = [A : Gy] vaut 1 ou
2, et on peut supposer que l'indice [A : Gz] est > @ si z n’est pas dans H.
On pose maintenant o = y.0y et 8 = y.02y. Du fait que z est minimal, on a
a+p8= Qi; 5. Nous avons alors examiné les trois possibilités z € H, z ¢ H
et [A:Gz] =Q, et enfin 2 ¢ H, Q@ =1et[A:Gz] =2, et avons éliminé les
réseaux de discriminant trop petit (ce qui signifie que z, y, z ne sont en fait
pas minimaux). Seule a subsisté la possibilité (o, 8) (ou (8,a)) = (-3, 15),
qui donne la matrice de Gram annoncée. Nous avons alors vérifié que z, y, z
sont effectivement des vecteurs minimaux, et contr6lé que I’équation

Tr = ap, + bpy + cp,
posséde pour unique solution le triplet (32, 33, 109),
L’unicité confirme que A5 est G-parfait, et A5 est méme G-extréme, puisque

a,b,csont > 0, c.q.f.d..

5.5 REMARQUE. L’étude du cas £ = 7 semble possible avec des calculs limités.
Toutefois, le réseau critique E7 possédant un automorphisme d’ordre 7, on ne
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peut pas espérer améliorer la majoration classique de 77(A) sur le@ G-réseaux
A. (6 des 33 réseaux parfaits figurant dans [7], & savoir p7 ~ E7, p? ~ EX, p ~
Dy, pi®, p30 et p33 ~ A7, possédent un automorphisme d’ordre 7. )
De méme, ’étude des automorphismes de polynéme minimal X2+ X +1 ou
X2 +1 en dimensions n =4, 6 ou 8 n’améliore pas 7, (A), les réseaux critiques
Dy, Eg et Eg possédant des automorphismes de ce type.

6. Compléments (mai 1990). Nous décrivons brievement dans ce § quelques
résultats concernant le degré 8 qui ont été obtenus postérieurement & 1’exposé
fait aux journées arithmétiques.

Nous avons déterminé les réseaux G-parfaits pour les groupes cycliques @-
irréductibles d’ordres 15,16 et 24, ce qui couvre trois des quatre possibilités en
dimension 8. (Le cas des groupes d’ordre 20 reste en suspeuns ; il est probable
(mais non démontré) que le seul réseau G-parfait est dans ce cas Es.) Ces
réseaux sont engendrés en tant que Z[G]-modules par un vecteur minimal
convenable x et sont déterminés & isométrie pres par les 4 produits scalaires
ai(z) = z.0%(x), i =0, 1, 2, 3. Pour les décrire, nous les normalisons de facon
que que ap(z) = ||z||? soit le plus petit entier qui rende le réseau entier. Pour

= 15 (resp. 16, resp. 24), on trouve & similitude pres 1 (resp. 3, resp. 2)
réseaux G-parfaits, qui sont tous G-extrémes, donc en particulier eutactiques,
mais seuls Dg (trouvé pour g = 16) et Eg (trouvé pour ¢ = 15 et ¢ = 24) sont
parfaits au sens usuel du terme.

Voici ces six réseaux, pour lesquels nous donnons «ayg, un triplet (a;, asz, az),
et le déterminant noté det.

g=15:2;(-1,0,0) ; det=1 (E3).

=16 : 8; (-2,-4, 3) ; det=(2.241)2.
qg=16:2; (-1,-0,-0) ; det=4 (Ds).
g=16:4;(-2,0,1) ; det=(2.17)2).

q=24:2; (-1,-0,-0) ; det=1 (Es).

gq=24:4;(0,-1,-2) ; det=5%.

Les constantes d’ Hermlte des trois réseaux G-parfaits trouvés pour |G| =
16, arrondies aux deux décimales les plus proches, sont respectivement 72,21 ;
64,00 et 56,69 . On en déduit :

THEOREME. Soit A un réseau d’un espace euclidien de dimension 8, invariant
sous D’action d’un groupe cyclique (Q-irréductible) d’ordre 16. Alors, la
constante d’Hermite de A vérifie I'inégalité

18(A)® < 22224172 = 72,214... (< ~§ = 256).

On peut également montrer (M. Laihem) que les seuls réseaux de dimension
8 parfaits pour le groupe quaternionien d’ordre 8 sont (& similitude pres) Dg
et Eg.
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Signalons enfin que Francois Sigrist a calculé les “G-voisins” d’un certain
nombre de G-réseaux considérés dans cet article pour ’adaptation naturelle
aux G-réseaux de l’algorithme classique de Voronoi. Bien que l'on n’ait pas
encore de résultats de connexité au sens de la remarque 3.13 qui permettraient
d’effectuer des classifications, on a des & présent un procédé intéressant de
construction de G-réseaux. En outre, les résultats de Sigrist corroborent ceux
de notre article dans le cas des groupe cycliques Q-irréductibles d’ordre 5 et
7 (th. 4.3 et 4.6) ainsi que dans le cas des groupes d’ordre 5 en dimension 5,
ot il y a une composante connexe de 4 classes de G-réseaux (correspondants
a ceux qui sont projectifs sur Z[G]) et une composante réduite a la classe de
A; L Ay, conformément & ce que laissait prévoir le th. 5.3. Enfin, dans le cas
|G| =n =17, 1l trouve a partir de A7 les 6 réseaux évoqués dans la remarque
5 et deux réseaux supplémentaires analogues au réseau As du th. 5.3.
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NOMBRES DE PERRON ET PROBLEMES DE RATIONALITE
par

Anne BERTRAND

1. Le Théoréme de Perron.

On dit qu’une matrice carrée B est primitive s’il existe un entier k tel que
B ait tous ses coefficients strictement positifs. Le Théoréme de PERRON, qui
date du siécle dernier, affirme que :

THEOREME DE PERRON : Toute matrice primitive B a coefficients positifs
ou nuls admet une valeur propre A strictement positive telle que pour toute autre
valeur propre y de B :

lul <A

Le nombre A est dit valeur propre strictement dominante de B.

Ceci est vrai en particulier pour les matrices a coefficients strictement
positifs, qui sont forcément primitives.

On dit qu’'une matrice carrée d’ordre B = (b;;) est réductible s’il existe
une partition de {1,...,n} en deux ensembles non vides I et J tels que

V(Z,])GIXJ b,'j=0.

Si cela n’est pas vrai B est dite irréductible. FROBENIUS a complété les résultats
de PERRON en établissant que :

THEOREME DE FROBENIUS : Soit B une matrice carrée irréductible
coefficients positifs ou nuls; alors B admet une valeur propre réelle positive A
telle que toute autre valeur propre u vérifie

[ul < A

2in/h

et si|p| = A, alors il existe une racine de l'unité e telle que p = e¥™/" ) ; le

spectre de B est invariant par rotation d’angle il

S.M.F.
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Ezemples : 1a matrice (i (1)) est primitive : son carré est ( % %) et ses

+2‘/5 (~1,6) et » ‘2‘/5

0

1
valeurs propres sont (~ —0,6).

11 110
La matrice [ 1 1 est irréductible, la matrice (1 1 0) ne lest
11

1
1 111
2

pas (b;; =0si (4,7) € {1,2} x {3}).

Dans le cas ou B est a coefficients dans N (c’est a& ce cas précis que
nous nous intéresserons), les valeurs propres de B sont des entiers algébriques
racines du polynome caractéristique de B ; si A est valeur propre strictement
dominante d’une matrice primitive B sur N, les conjugués de A sont aussi
valeurs propres de B et donc tous les conjugués de A distincts de A sont en
module strictement inférieur a A. Douglas LIND a baptisé Nombres de Perron
les entiers algébriques qui sont strictement supérieurs aux modules de leurs
conjugués. On peut se poser la question suivante : quels sont exactement les
nombres entiers algébriques qui sont valeur propre strictement dominante d’au
moins une matrice primitive a coefficients dans N 7 Et bien, ce sont exactement
les nombres de PERRON comme le montre le théoréme suivant :

THEOREME (LIND - HANDLEMAN, 1980-1984) : Soit A un nombre de
Perron ; alors il existe une matrice primitive B a coefficients dans N dont X est
la valeur propre strictement dominante.

1 . o
Ezemple : est un Perron, mais par v/2 dont le conjugué est —v/2.

Les démonstrations de LIND et HANDLEMAN sont de nature géométrique ; nous
voulons présenter ici la trame d’une preuve algébrique basée sur des problemes
de rationalité (de langages et de séries).

2. Langages.

Soit A un alphabet fini, c’est a dire un ensemble fini de symboles ; soit A*
I’ensemble des mots sur A, c’est & dire des suites finies sur A (y compris le mot
vide) ; on munit A* du produit de concaténation (le concatené de u; - - - uy et
vy - Vp €St up - ug V1 - - vp); on appelle langage une partie de A*.

Etant donné un langage L sur un alphabet A, on définit une relation
d’équivalence sur les mots de A* : u ~ v si et seulement si

Va,be A* aube L <= avbe L

(u et v ont les mémes contextes dans L).
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Le langage L est dit rationnel si le nombre de classes de A* modulo
cette relation d’équivalence est fini. Par exemple, si A = {0,1}, si L; est
I’ensemble des mots sur A dans lesquels n’apparaissent jamais deux 1 consécutifs
(L, = {0,1,00,01,10,000,001,010,100,101,...}) alors L, est rationnel car les
classes modulo L, ont pour systeme de représentants dans A* :

0 (alb € Ly sia,be L)
1 (aldb € Ly sia,b€ Ly,a finit et b débute par 0)
01 (a0lbe L, sia,b€ Ly,bcommence par 0)

10 (alObe L, sia,bé€ Ly et a finit par 0)
11 (allb n’est jamais dans Ly).

L’ensemble des langages rationnels est aussi la plus petite classe de langages
contenant les langages finis et stables pour la réunion, le “produit” L;L, =
{uv;u € Ly,v € Ly} et par Popération “étoile” : L* = LUL*U L3 U --- (ceci
constitue le Théoréme de Kleene).

Ezemple : si C = {0,10}, alors C* est ’ensemble des mots de L; finissant
par 0; on remarque que

L = C*U(C"1).

3. Matrices sur N et systémes dynamiques.

Un langage L est dit factoriel si, dés que uvw est dans L, v y est aussi; il
est dit prolongeable si pour tout u appartenant a L on peut trouver des mots
de A*, a et b, tels que aub soit dans L ; il est dit transitif si, des que u et v sont
dans L, on peut trouver un mot w de A* tel que uwwv soit dans L.

Le langage A*, le langage L, du §.2 possedent ces trois propriétés.

Systémes dynamiques symboliques. Considérons 1’ensemble AN =
{a1a2a3---; a; € A} des suites sur A, muni de la transformation T dite
shift : T'(ajasa3--+) = (azazas---). Etant donné un langage L factoriel et
prolongeable on appelle systeme dynamique symbolique S associé a L I’ensemble
S = {a1a2a3---;Vn,p, any1- - anyp € L} dont on vérifie qu'il est invariant par
T. Lorsque L est rationnel on dit que L est un systéme sofique ; le systéme
est dit transitif si le langage L est transitif et il est dit mélangeant s’il existe
un entier k tel que pour tout A > k et pour tout couple u,v de mots de L
(apparaissant donc dans les suites de S) on peut trouver un mot w de longueur
h (la longueur d’un mot est le nombre de lettres qui le composent) tel que uwv
soit encore dans L.

Si, par exemple, L = L;, S; est I’ensemble des suites de 0 et 1 dans
lesquelles on n’observe jamais deux 1 consécutifs.
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Les systemes de MARKOV sont un cas particulier des systémes sofiques :
soit P un ensemble fini de mots, et L le langage formé par les mots ne contenant
aucun mot de P il est facile de voir qu’il existe un entier k et un ensemble fini
M de mots de longueur k + 1 tel que le systéme dynamique associé a L soit
S ={a1az---;Yn, ap - anyr € M} :la connaissance des k lettres a, - - Gpix—1
détermine les valeurs possibles de a4 ; de tels langages sont bien sir rationnels.
Par exemple le systeme S; est un systeme de MARKOV mélangeant d’ordre 1
pour lequel M = {00,01,10}. On peut associer a ce systéeme dynamique la
matrice suivante :

boo b0 _ (1 1\ .[/lcar00e M 1lcarl0e M
bor b1/ \1 O lcar0le M Ocarlle M

Autre exemple : considérons le systeme d’ordre 2 dans lequel 111 n’apparait
jamais ; on peut lui associer la matrice d’ordre 4 sur N :

boooo  boo01  boo0  boo11 1100
boiio boior borio borii | _ 10 O 1 1
biooo bio0o1 o0 broar ] |1 1 0 O
biioo b1 biio b 0 010

dans laquelle b.,c, 4,4, = 1 'l existe un mot u;usus de LN A3 tel que ujus = ¢
et upus = didy; beicya,d, = 0 sinon. De méme, a tout systeme de MARKOV
d’ordre k sur un alphabet de p lettres on associe la matrice carrée d’ordre p*
b= (b61---ck,d1~~~dk) ou b61~--ck,d1~~-dk vaut 1sidy---dp_1 =co---cpetdy---dp €M
et 0 sinon. Lorsque le systéme est mélangeant la matrice B est primitive ; d’une
fagon générale et par un procédé plus sophistiqué (sic), @ tout systéme sofique
mélangeant on peut associer une matrice primitive B sur N.

Que représente pour le systeme la valeur propre A strictement dominante
de B? Remarquons que le nombre de mots de longueur k + 1 apparaissant
dans une chaine de MARKOV est égal & la somme des coefficients de la
matrice B; de méme, le nombre de mots de longueur k + n apparaissant
dans une chaine de MARKOV est égal a la somme des coeflicients de la

matrice B™; par exemple, pour le systéme L, avec la matrice B = <1 1),

10
Bt = (2 1) B =(32). ;1 des coefficients de B
=(71 1) = |9 1) ---; la somme des coe cients de vaut

3, celle de B2, 5, celle de B®, 8; or il y a trois mots de longueur deux
(00,01,10), cinq mots de longueur 3 (000,001,010,100,101) et huit mots de
longueur 4 (0000,0001,0010,0100,0101,1000,1001,1010). Les 2-mots sont ainsi
formés a partir des mots de longueur 1 :
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boo=1

0 — 00
ou bien
bo1=1
0 — 01
et
b1o=1

1 — 10

Les 3-mots sont obtenus comme suit :

boo=1 boo=1

0 00 » 000
ou bien - -
27,01 —— 010
et bro=1 boo=1
1 22510 2100
ou bien
b1o=1 bo1=1
1 — 10 —— 101
et

(1 1)(1 1\_(11+11 11
—\1 0 1 0/)~ 1.1 1.1
boo boo + bo1 bio boo boq + boa1 b
bio boo + bigx big bio bog + b1 bia

qui correspondent aux mots :

000 et 010 001
100 101

Or la somme des coefficients de B" est de l'ordre de A" ; il s’ensuit que si w,
désigne le nombre de mots de longueur n du langage associé a S alors

lim Yw,=X\.

n—oo

VAl
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Dans notre exemple ou L = Ly, A =

1+v5
2 et (wl,wg,w3...)=(2,3,5,8...)
ou l’on retrouve la suite de FIBONACCI : w,, peut se mettre sous la forme

(55 o (55) ()

Le nombre Log A est dit entropie du systeme dynamique ; on définit de méme
I’entropie de tout systéeme dynamique symbolique.

Pour terminer ce paragraphe, donnons I’exemple d’un systéme sofique qui
n’est pas un systeme de Markov : soit

Sy ={aay... ; a; € {0,1,2} ; Vi,j:a;...a;4; #211...12}

sur l’alphabet {0,1,2}. Ce n’est pas un systéme de Markov car le nombre de
mots exclus (les 211...12) ne peut étre fini et si l’on voit arriver 11...1, il
faut aller regarder vers la gauche, a une distance qui peut étre aussi grande
qu’on veut, le premier terme différent de 1 pour savoir si apres on peut mettre
2 ou si l'on doit se limiter a 0 ou 1. Par contre il est sofique (les classes
modulo L, sont représentées par (0,1,21,20,121,02,12). L’entropie du systéme

est Log (3 +2\/5).

Bien entendu, si Log A est ’entropie d’un tel systéme, alors A est toujours
un nombre de Perron et pour prouver le théoréme de Lind, il suffit de montrer
qu’a tout nombre de Perron on peut associer un systéme sofique S dont
Uentropie est Log A : A sera alors valeur propre strictement dominante de la
matrice primitive B associée a S.

4. Séries N-rationnelles.

Considérons ’ensemble E des séries rationnelles ZanX” a coefficients
n>0
dans C ; on dit qu’une série est propre si le coefficient ay est nul et on définit
) p
alors I’“étoile” S* de la série propre S = ZanX " comme :
n>1

o1 _ 2 ST
5_1—3_1+S+S+ +S"+

Définissons maintenant ’ensemble des séries N-rationnelles : on l’obtient a
partir des polynomes (séries “finies”) sur N comme Pensemble des langages
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rationnels & partir des langages finis : I’ensemble des séries N-rationnelles est
par définition le plus petit sous-ensemble de E contenant les polynomes a
coefficients dans N, stable par addition, par multiplication et par 1'opération
“étoile” appliquée aux séries propres.

Remarque : si dans la définition ci-dessus on remplace N par C on obtient
I’ensemble des fractions rationnelles habituelles sans pole en 0 ; si on remplace N
P(X)
Q(X)
@ dans Z[X] et Q(0) = 1. Une série entiére a coefficients dans Z est rationnelle
si et seulement si ses coefficients vérifient une relation de récurrence linéaire a
coefficients dans Z.

avec P et

par Z on obtient ’ensemble des fractions rationnelles s’écrivant

Une série N-rationnelle est forcément Z-rationnelle et & coefficient dans
N ; mais toutes les séries Z-rationnelles & coefficients dans N ne sont pas N-
rationnelles :

THEOREME (SOITTOLA) : Une série Z-rationnelle a coefficients dans N
est N-rationnelle si et seulement si elle est l’emboitement de séries rationnelles
possédant une racine strictement dominante

Quelques explications : on dit que la série V = vy + v; X + v, X% + - --
est I'emboitement des séries Sp,...,S,—1 si pour tout m, vpmpy; est le mme
coefficient de S; : par exemple 'emboitement de 1 + 3X + 9X?% + --- et

144+2X +2X2 4+ - est 1 + 14X +3X2+2X3 4+9X*+2X5+...

. . P
Mettons une série Z-rationnelle V' sous la forme — ou P et () sont des
polynomes de Z[X] premiers entre eux avec Q(0) = 1; soit A le rayon de

convergence de la série : alors — est racine de @) et est inférieur ou égal aux

A
. .1 . e
modules des autres racines ; si — est strictement inférieur aux modules des autres

racines de ) on dit que la série admet A comme série strictement dominante ;
A est alors un nombre de Perron!

En plagiant la preuve de ce théoréme on peut montrer que :

LEMME : Soit A un nombre de Perron; alors il existe une série N-

. ay Qa9 an
rationnelle E a, X" telle que 1 = —+ = +-- -+ —
0 1 YRttt

supposer que le PGCD des entiers n tels que a, # 0 vaut 1.

+ -+, de plus on peut

Comme les a; sont > 0 et le PGCD égal & 1, A est racine strictement
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dominante de la série 1

1- (a1 X +aX2+--)

Ezemples de séries N-rationnelles : si L est un langage rationnel, si a,
désigne le nombre de mots de longueur n de L (la longueur d’un mot est par

définition le nombre de mots qui le composent) alors la série Y a, X" est N-
n>1
rationnelle.

5. Codes et systemes dynamiques.

On appelle code sur un alphabet A un ensemble C' de mots de A* tels
que si m,p, g, sont des mots de C alors mp = ¢r implique m =g et p=r (C
engendre par concaténation un monoide libre). Par exemple {0,10} est un code ;
C, = {0,1,20,210,2110,...,21111...10,...} en est un aussi; {a,ab,ba} n’en
est pas car aba = (ab)a = a(ba). Soit C* = {m,my...m;k=1,2...;m; € C}.
Soit L(C') I'ensemble des mots facteurs de mots de C* (un mot g est facteur
d’un mot r s’il existe deux mots u et v sur A tels que r = uqv); L(C) est un
langage factoriel prolongeable et transitif ; & ce langage on peut associer comme
au §3 un systeme dynamique symbolique S(C') ; par exemple si C' = {0,12} , C*
est ’ensemble des mots commencant et finissant par 0 et ne comportant jamais
deux 1 consécutifs ; L(C) est le langage L; du §2. On peut montrer que si C est
un langage rationnel le langage L(C') est rationnel et S(C') est sofique; s’il est
fini c’est un systéme de Markov (conditions suffisantes mais non nécessaires) ;
soit ¢, le nombre de mots de longueur n du code C : si le PGCD des entiers n
avec ¢, # 0 est 1, le systéme S(C') est mélangeant (c’est le cas pour C' = {0, 10} ;
si C = {00,11} le nombre de 0 entre 10 et 01 est toujours pair dans L(C) :
il n’y a pas mélange). La série ¢, X" est N-rationnelle si le code est rationnel.
L’entropie du systéme est égale a Log A ou A est le seul réel > 0 tel que

G G

1=+

car le nombre de mots de longueur n de L(C) est comparable au nombre de

mots d,, de longueur n de C* et

1
d, X" = )
,;, l-(aX+cX?2+cX3+--+)

Si le systéme est mélangeant, A est racine strictement dominante de Y d,X™.
Selon le §3 il existe une matrice primitive B dont A est la valeur propre
strictement dominante.
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Pour prouver le Théoréme de Lind, nous allons donc associer a tout nombre

de Perron A un code C' de PGCD 1 tel que si ¢, est le nombre de mots de
longueur n de C' alors 1 = 07\1_ + % +- - - Pour cela il suffit de prouver le lemme :

LEMME : A toute série propre N-rationnelle Ec"X " on peut associer un
n>1
code rationnel C' comportant ¢, mot de longueur n.

Ceci se montre en prouvant que ’ensemble des séries “génératrices” des codes
Ech " contient les polynomes sur N (par exemple pour 3X +2X? + X? pren-
n>1

dre un alphabet de 10 lettres q; ... qio et le code {ay, as, a3, asas, agar, agagaso}
est stable pour I’addition (prendre la réunion de deux codes sur deux alpha-
bets différents), par multiplication (concatener deux codes sur deux alphabets
distincts) et par l'opération étoile (au coefficient constant pres!).

Or la plus petite classe possédant ces propriétés est celle des séries N-
rationnelles propres.

6. Trame de la preuve du théoréme.

Prenons un nombre de Perron A ; trouvons une série N-rationnelle Z X"

n>1
telle que 1 = c—/\l +- 4 % +- - - et telle que le PGCD des entiers n avec ¢, # 0
soit 1; a cette série associons un code C rationnel, a ce code associons un
systeme dynamique sofique mélangeant S ; a ce systéme associons une matrice

primitive B sur N ; X est alors valeur propre strictement dominante de B. =

N.B. Remarquons qu’on peut choisir B a coefficient 0 ou 1; par ailleurs les
conjugués de A sont valeurs propres de B mais en général B en a d’autres : ces
“parasites” sont-ils toujours les mémes ? y-a-t-il des “conjugués” sur N ? Quelle
est la taille minimale de B 7 autant de questions sans réponse.
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LE PROBLEME DE WARING POUR
LES CORPS DE FONCTIONS

Mireille CAR

Soit F, le corps fini a ¢ éléments. L’analogie entre ’anneau Z et ’anneau
F,[X] a conduit & l’étude de nombreux probléemes additifs dans Fy[X] et
notemment a ’étude du probleme de Waring. Sous sa forme la plus générale,
le probleme de Waring peut étre posé dans un anneau A quelconque. Il
s’énonce ainsi. Soit un entier k > 2. Soit W(k, A) le plus petit entier m, s’il
existe, tel que pour tout a € A, I’équation

k k
a=ay+ - +a,

admette une solution (ay,---,an) € A™. Récemment, L.N. VASERSTEIN
a donné une majoration des nombres W (k, A) pour différents anneaux A et
pour des algebres A sur un corps fini Fy, [6], [7]. Cette majoration est de
’ordre de k® pour un entier k non divisible par la caractéristique du corps
F, lorsque A est une algebre sur F;. Cette majoration est valable lorsque
A est 'anneau F,[X] ou lorsque A est 'anneau des S-entiers d’un corps de
fonctions algébriques sur Fy, objet de ce travail.

Toutefois, les problemes qui m'intéressent sont d’une nature différente
comme le montre le cas simple ou 4 = F,[X].

1 Le probleme de Waring pour F,[X]

Pour A € F,[X], on s’intéresse aux solutions (A, -, An) € F,[X]™ de
’équation
(I11) A=AF4+... 4 4%

S.M.F.
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réalisant les conditions de degré les plus restrictives possibles, c’est & dire
telles que

(1.2) degA; <n  si k(n — 1) < degA < kn.

On désigne par g(k), resp. G(k), le plus petit entier m s’il existe, tel que
pour tout A € F,[X], 'équation (I.1) ait une solution vérifiant (I.2), resp. tel
que pour tout A € F,[X] de degré assez grand, (I.1) ait une solution vérifiant
(1.2).

Par une méthode analogue a la méthode du cercle on établit une esti-
mation asymptotique du nombre r,,(A) de solutions de I’équation (I.1) as-
sujetties aux conditions (I.2) valable pour des entiers k < p, p désignant la
caractéristique du corps F,. On obtient alors pour k < p :

(1.3) G(k) < k241 ,ef-[1],13],

(I4) G@2)<4 et G(2)=3 si ¢>53,¢f 2

On a peu de renseignements sur g(k). Jean-Pierre SERRE a établi que
g(2) = 3 pour ¢ > 5. Ce résultat n’a pas été publié.

2 Le probleme de Waring pour les anneaux
d’entiers des corps de fonctions algébriques
sur Fj.

Soit L une extension algébrique finie séparable du corps F(X).

L’analogie entre corps de nombres et corps de fonctions algébriques sur
F, laissait espérer que les méthodes introduites par C.L. SIEGEL, cf.[4], [5],
pour I’étude du probleme de Waring dans les corps de nombres pouvaient
étre adaptées a I’anneau B fermeture intégrale de F[X] dans L. Cet espoir
était raisonnable. La seule difficulté, en dehors des difficultés techniques,
était de bien poser le probleme. Bien poser le probleme consiste a avoir des
conditions faisant intervenir tous les prolongements a L de la valuation a
Uinfini v de F,(X) définie par v(A/B) = degB — degA si A et B sont des
polynémes non nuls.
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Pour exploiter I’analogie entre L et les corps de nombres, on fait une
distrinction entre valuations P-adiques de L et valuations prolongeant la
valuation a l'infini v. Cette distinction est artificielle. En effet, soit S un
ensemble fini non vide de valuations de L, soit Os ’ensemble des S-entiers
de L, i.e. ’ensemble des a € L tels que w(a) > 0 pour toute valuation w ¢ S.
Les résultats établis pour ’anneau B se généralisent a ’anneau Os.

On s’intéresse aux représentations de b € Og comme somme

(I11)  b=bk+ ...+,
telles que
(11.2) w(b;) > [w(b)/k]

pour tout j € {1,---,m}, tout w € S.

On note r,,(b) le nombre de ces représentations et on désigne par G(k)
le plus petit entier m, s'il existe tel que r,(b) > 0 pour tout les b € Og pour
lesquels la somme

(I1.3)  h(b) = fuw(b)

weS

est assez petite, f,, désignant le degré de la place w.

Dans le cas ou L = Fy(X) et S est réduit a la seule valuation a I'infini
v, Os = F,[X], la condition (I.2) se réduit a la condition (I.2) et h(d) =
—deg(b). On retrouve le probleme de Waring posé au paragraphe I. Dans
le cas ou S est I’ensemble {wy,--,w,} de tous les prolongements de w a L,
Os = B, et, pour b € B, la condition (I1.2) s’écrit aussi

(]]2)/ - w;(bj) < N; si k(}V; - 1) < —w,-(b) < le,',

ce qui est une généralisation de la condition (I.2).
On a le théoreme suivant :

Théoreme 2.1 Pour2<k<p, ona

(I14)  G(k) <1+ k2*1Card(S) .
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La démonstration de ce théoréme est basée sur la méthode du cercle. Elle
est tres longue. J'indique seulement les étapes importantes. Tout d’abord on
démontre qu’il existe y € L possédant la propriété suivante : Fy[y] est inclus
dans l'anneau de valuation de w si et seulement si w & S, ce qui prouve
que y est transcendant sur Fy, que L est une extension algébrique de Fy(y)
nécessairement finie et que Og est la cléture entiere de ’anneau F[y]. Il suffit
donc de faire la démonstration lorsque S = {w, -, w,} et que Os = B.

On se place dans le cas ou Og = B. Si N = (N1,---,N,) € Z",si A € B,
on désigne par R(m,N,A) le nombre de solutions (A;,---,A,) € B™ de
I’équation

A=Af+-+ AL,

telles que
——w,-(Aj) S IV,',

pour toutz=1,---,7r, tout y =1,---,m. Si N € 77 et A € B vérifient
(11.5) k(N; = 1) < —w;(A) < kN,

on a
Pour N € Z", soit
(11.8)  s(N) =Y fuNi.
=1

On note que lorsque A € B et N € Z" sont liés par (IL5) s(V) tend
vers 400 si et seulement si h(A) tend vers —oco. Pour démontrer le théoreme
on fixe un entier m > 1 + k2¥~'Card(S) et on montre que pour tous les
A € B pour lesquels la somme 3(1\7) est assez grande, on a R(m,1\7,A) >
0,N et A étant toujours liés par (I1.5). On ne sait pas obtenir d’estimation

asymptotique des nombres R(m, N, A) pour tous les éléments A de B, mais
seulement pour les éléments A vérifiant la condition supplémentaire

1 =
|fw.‘Ni - ;S(JV)I
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borné pour tout z lorsque 3(1\7 ) tend vers +co. Pour de tels éléments, on
obtient 1’estimation suivante, valable pour tout nombre réel a > 0,

(II7) R(m,N,A) — Cm(A)q(m—k)s(ﬁ)+0(qs(1\7)(l+m—k-—m/2k)+qms(1\7)(l+a—21"‘r'1),

ot C,(A) définie par une série singuliére est uniformément minorée par
une constante strictement positive, les constantes impliquées par le symbole
O dépendant de a.

De cette estimation, on déduit que R(m, N, A) > 0 lorsque s(IV) est assez
grand et que A vérifie la condition supplémentaire exigée.

A laide du théoréeme de unités, on montre qu’il existe des constantes
ay,--+,a, ne dépendant que du corps L telles que pour tout b € B il existe
une unité U de B possédant la propriété suivante : si Y € Z7 et bU* sont
liés par la relation (IL.5) , on a

1 -
|fw.‘Yi - ;S(Y)l < fw.‘ai'

La relation (I1.7) s’applique a bU* et Y. Mais si B et N sont aussi liés
par (II.5), la formule du produit donne I’égalité

s(Y) = s(N),
on a aussi
R(m,N,b) = R(m,Y,bU*)
et on a R(m,N,b) > 0 dés que 5(1\7) = s(Y) est assez grand, d'ou le
résultat annoncé.
Pour obtenir ’estimation (I1.7) on majore des sommes de caracteres par

la méthode de Weyl. Cette méthode fait appraitre un facteur k! qui conduit
a la majoration triviale lorsque & > p, d’ou la restriction & < p.
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SOMMES D’EXPONENTIELLES CUBIQUES DANS
L’ANNEAU DES POLYNOMES EN UNE VARIABLE
SUR LE CORPS A 2 ELEMENTS, ET APPLICATION

AU PROBLEME DE WARING

par

Jorgen CHERLY

En 1770, Waring a énoncé que tout nombre entier (positif) est somme
de 4 carrés, 9 cubes, 19 bicarrés. Quelques années plus tard, il a étendu son
affirmation au cas des puissances supérieures; c’était le début d’une longue
succession de variations sur le theme.

Bien que la touche finale du probleme original ait été donnée - encore
est-ce tout récemment en 1986, par les efforts conjoints de Balasubramanian,
Deshouillers et Dress que le probleme de Waring pour les bicarrés a été résolu
- de nombreuses questions restent encore en suspens.

L’une des variantes consiste a étudier I’ensemble des sommes de puissances
k-iemes dans ’anneau F,[X] des polynomes en une indéterminée sur le corps
fini F,, anneau qui partage de nombreuses propriétés arithmétiques avec Z.
Les travaux de Matthews (1966), Kubota (1971) et Car (1971) conduisent a
des résultats dont nous citons le dernier en date, qui est le meilleur possible
concernant les restrictions imposées aux degrés des termes.

Tout élément M de F,[X] de degré suffisamment grand peut s’écrire sous
la forme

M=M+. . + M
1

ot s = min(k2*1 +1,2[k(k — 1) log 2] + 2k + 3) et deg M; < :

condition que k soit inférieur a la caractéristique de F,.

degM+1, ala

S.M.F.
Astérisque 198-199-200  (1991)
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Ce travail a pour but d’apporter une premiére pierre & 1’étude du cas ou
le degré est supérieur a la caractéristique de F,. Nous montrons le résultat
suivant :

THEOREME I : Tout élément M de Fy[X| de degré assez grand qui est
congru & 0 ou 1 modulo 1+ X + X? est somme d’au plus 18 cubes de polynémes

de degré inférieur a %deg M +1.

On remarque que la condition de congruence est indispensable, car toute
somme de cubes dans F,[X] est congrue & 0 ou 1 modulo 1+ X +X?2. Le résultat
a surtout une importance qualitative (nombre de termes finis) la valeur 18 n’est
siirement pas la meilleure possible.

La démonstration s’effectue en deux étapes; la premiere partie, qui nous
semble avoir un intérét intrinseque est ’estimation de sommes trigonométriques.
La seconde partie est plus standard. On y met en oeuvre la “méthode du cercle”
adaptée a ’anneau F,[X] en suivant Carlitz. Pour cela, on introduit un caractére

1
E sur le complété Fq((i)) de F,;[X]; le nombre de représentations de M en
somme de s cubes prend une expression intégrale

Ry(M) = /( Y E(B*)) E(-Mt)dt

deg B<n

1
étendue a la boule unité de Fq((-k—)).

Le traitement traditionnel des “arcs mineurs” par la méthode de Weyl
s’avere inefficace, car il repose sur des différentiations successives et introduit
un facteur 3! qui est nul dans F,. On a recours au traitement suggéré par
Vaughan en 1977 dans le cas archimédien. La difficulté que 1’on rencontre dans
le cas présent est 'impossibilité d’utiliser une quelconque variété de la méthode
de la phase stationnaire ; en effet, les termes résiduels qui interviennent dans la
formule sommatoire de Poisson, loin d’étre négligeable, peuvent avoir un ordre
de grandeur maximal, comme nous le montrons. Dans la premieére partie nous
prouvons également que peu de ces termes sont en fait non nuls. On obtient
ainsi ’équivalent du lemme de Weyl.
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THEOREME II : Il existe un réel K tel que, pour tout couple de polynérlrzes
G et H premiers entre euz (H # 0), pour tout entier n et tout u € IFz((Y))
vérifiant n + deg H < v(u) < 2n + deg H on ait

) E(B"(—g +u))| < K.2%"
BEF;[X),deg B<n H

ot v(u) désigne la valuation de u.
Commentaire.

La constante K peut étre explicitée : K = 22 convient. La méthode
e . o . 19
utilisée ne permet pas d’obtenir I’exposant 1 du cas archimédien au lieu de 20
I L . . 5
sa limite théorique, atteinte dans plusieurs cas, est 5 :

Remarque : L’intérét du résultat provient de ce que tout élément t de

Fz((f)) peut s’écrire sous la forme

1) t=% +u. avec (G,H)=1,0<degH <n
(et v(u) > n +deg H)

et que la somme

> BB G +w)

BeF3[X],deg B<n

notée Sy,(t) peut étre calculée explicitement si v(u) > 2n + deg H.

PREMIERE PARTIE : Une inégalité du type de celle de Weyl pour

les sommes trigonométriques cubiques dans F2((E))

a) Notation

1
On note F2((Y)) le complété du corps F3(X) des fractions rationnelles

< 1. ., . . A
en une indéterminée sur F,, pour la valuation 0-adique v telle que U(E) =
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deg B — deg A lorsque A et B sont des polynéomes non nuls. Un élément non nul
u de Fg((—X;)) peut étre représenté comme un série de Laurent

—v(u) :

Z Up X™ , ol u,, € F,.

m=-—00
A la valuation v est associée la valeur absolue |.| telle que pour tout u dans

FQ((%)), on ait [u] = 2.

On note E le caractére du groupe additif F5((=)), défini par

my __ 1 si U_1 = 0
B umX™) = {-1 siug=L
Pour tout entier n, on note P, le groupe additif compact des éléments de

1
F2((=)) de valuation supérieure a n.

On note dt la mesure de Haar normalisée sur la boule unité Py ; que ’on notera
également P.

1
b)Un lemme sur les sommes trigonométriques cubiques dans Fg((y))

Pour un entier positif k, notons g ’ensemble des polynomes de degré au
plus égal a k.

1
LEMME 1 : Soient o, o, a, a3 € Fg((-f)) et p(y) = ay® + a1y® + awy +
as , Y€ F2((%)) nous obtenons la relation

4

> 3 E(e(R*Q + RQY)).

Regr QEgk

> E(¢(B))

Begi

> E(¢(B))

Begy

c)Formule sommatoire de Poisson et sommes de Gauss

Soit t = %+ u un élément de F2((%)) satisfaisant (1) et la condition (2)
suivante

(2) v(u) < 2n+deg H .
On définit la fonction f par la relation
_J{Em*H) siv(n)>degH —n
(3) f(n) { 0 sinon.
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La formule sommatoire de Poisson implique que 1’on a

(4) S.t)= Y. Ff(K)S(G,H,K)

K€eFq[X]

ol f(K) désigne la transformée de Fourier de f en K et ot la somme de Gauss
S(G, H, K) est définie par

SG,HK) = ¥

3
B [GR + KR] ‘
R(mod H)

H

Il résulte du lemme 1 que si une somme de Gauss est non nulle, le carré de son
module est égal a la somme double

G(R’Q + RQ*)
H

dl
R(mod H) Q(mod H)

que nous noterons T(G, H). Il résulte alors de (4) que I'on a

(5) 1S.OI <TG, H): Y (K.

KeF,[X]

Nous terminerons cette section en mentionnant la majoration suivante pour
les sommes de Gauss; on a

(6) T(G,H) < 2% |H|}

ou l’exposant de |H|, ainsi que la constante sont les meilleurs possibles. Cette
majoration s’obtient en remarquant que 'on a

T(G, H,H,) = T(GHZ, H,)T(GH?, Hy)

des que H; et H, sont premiers entre eux; on calcule alors explicitement
T(G, P'), ou P est irréductible et ¢ entier.

d)Evaluation d’une transformée de Fourier

PROPOSITION 1 : La fonction f étant définie par la relation (3), on a pour
tout K dans Fy[X] :

(7) 7)) € {0,200t/

87



CHERLY ]J.

Démonstration : A seule fin de simplifier les calculs, on se placera dans le cas
ot v(u) est divisible par 3. Soit {w;};c; un systéme de représentants de

Pdeg H—n—l/Pdeg H—-v(u)/3-
On peut alors écrire :
FK) =Y a;I; ot aj = E(w}Hu+ Kw;) et
j€J

I = E((n*w; + nwi)Hu + Kn)dn

v(n)>1- ﬂaﬁl+deg H
L’intégrale I; vaut 0 ou 2°(7*%)/3 et si f(K) est non nul, il existe un et un seul
indice k € J tel que pour tout j € J

on a
I = {2v(m“m sij=k
’ 0 sij#k
d’ou la proposition.
e) Démonstration du théoréme II dans le cas ot v(u) > 3deg H

On indique comment établir une version forte du théoréme, dans le cas ou

I’élément t = I + u est tel que ’on ait :

max(n + deg H,3deg H) < v(u) <2n+degH (G,H)=1,0<degH <n.
THEOREME A : Sous les conditions précisées ci-dessus, on a :
Sn (% + u)

Démonstration : D’apreés les relations (5) (6), et (7) nous avons :

< 2t9% .

1S, < 25|H|F S e/
KeF[X]
Fo#0

Il ne nous reste plus qu’a majorer le cardinal des K tels que f(K) 5 0.
Les ensembles B+ P ot B € F3[X], deg B < n—deg H forment une partition
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de PdegH——n—l-
Nous avons donc d’apres la condition v(u) > 3deg H :

~

fK) = E(n’ H*u)E(Kn)dn =

/v(n)zdeg H-n

S E(B*Hw) / E((n*B + nB%) H + Kn)dy .
deg B<n—deg H P

On peut donc majorer le cardinal des K tel que 7([() soit non nul par le nombre
des polynomes K tel qu’il existe

B € F4[X], deg B < n— deg H avec /P E((n*B + nB*)H*u + Kn)dy

non nulle.

Or ce nombre peut étre évalué explicitement. II vaut 27~des H+1-[((H?u)+1)/2]

Le théoréme A en résulte.

f) Démonstration du théoréme II dans le cas ol v(u) < 3deg H

G 1
On considére dans toute cette section un élément ¢t = 7 T de Fz((f))

tel que l'on ait

(8) {n+degH<v(u)§3degH

(G,H)=1,0<degH <n

Introduisons maintenant la fonction arithmétique multiplicative ® de F[X]
dans lui-méme, tel que, pour P irréductible, on ait

(e+1)/3] &
9) <I>(P£)={P sif#2
P? sil=2

Cette fonction s’introduira de fagon naturelle dans notre étude (cf. Propo-

sition 3). Notre but dans cette section est d’établir le résultat suivant :
THEOREME B : Sous les conditions (8), on a pour

n>2 S, (1) <2 2%n .
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Démonstration : Nous allons distinguer deux cas :
ler cas :|®(H)| < |H|3
et
2eme cas : |®(H)| > |H|3
Démonstration du Ier cas :

Nous partons de la relation (5). D’apres la condition v(u) < 3deg H il
découle du théoreme de Plancherel

Z |J?(K)|2 — 2n+1—degH .
KeF,[X]

D’ou

(10) 1S ()] < T(G, H)} . 2n+1-[0(+2)/3]

Pour majorer T(G, H) dans la relation (10) nous avons besoin du résultat
suivant di a Georges Rhin.

LEMME 2 : Soit Q € F3[X] de degré x > 2. Le nombre r = r(Q) de
polynomes wrréductibles qui divisent @), vérifie l’'inégalité

3x log 2
11 <L L2 .
() "= Tlogx

Par des méthodes purement arithmétiques, en appliquant :

* d’une part, la définition de ®(H) et les résultats concernant le module des
sommes de Gauss S(G, H, K),

* d’autre part, le résultat (11) de Georges Rhin,
nous obtenons la proposition suivante :
PROPOSITION 2 : Soient H € Fy[X] et |®(H)| < |H|'/® alors :

6log 2

T(G,H) < 2% |H|5 *reies 7 -

Ainsi, pour |®(H)| < |H|3 le théoréme B résulte de la relation (10) et de la
proposition 2.
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Démonstration du 2¢éme cas :

La somme S,(t) peut s’écrire

(12) Sut) = Y E(I*H%W) ¥ E(R3 (%Jru)) E(R’LHu)E(RL*H)

deg L<n—deg H deg R<deg H

D’apres le lemme 1 nous avons la majoration suivante :

(13) |Sa(8)] < 2198 BT (G, H,u)t
(14 TG Huw= Y Y E ((% + u) (RQ + RQZ)) .

deg R<deg H degQ<deg H

Nous allons majorer T'(G, H,u) en considérant séparément les trois cas suivants.
En fait nous avons divisé l'intervalle n + deg H < v(u) < 3deg H en trois
intervalles distincts qui varient en fonction du degré de ®(H). Les intervalles
considérés peuvent étre vides.

cas (a) n+degH <v(u) < 3deg®(H)
cas (b) 3deg®(H)+1<v(u)<2degH +deg®(H) — 2
cas (¢c) 2degH +deg®(H)—2 < v(u) < 3degH

on obtient :
'yTJGzI%—/?] si (a)
(15) 76 Hoo) < { s 0)
|«I|>I<{f|12)| si (9

La relation (15) se démontre & l’aide de la proposition suivante :

PROPOSITION 3 : Soient (G,H) =1 et R un polynéme de F4[X] alors :

(G(R2Q + RQ?)
E H
Q(mod H)

>=|H|=><I>(H)|R
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ou @ désigne la fonction arithmétique multiplicative définie par la relation (9).

Il résulte alors de (13) et (15) que 'on a

1/2
n+1 lHl 3
2" e si (a)
1/2
16 Sp(t)] < K gn+1 |H| .
(16) IS0 < ¢ 2 (o) +deg S(H)+1)/21/2 O (b)
2"“——1 si (c)
9deg ®(H)/2

Ainsi, pour |®(H)| > |H|3, le théoréme B résulte de la relation (16).

DEUXIEME PARTIE : Méthode du cercle dans F,[X] (Application au
probléme de Waring)

a) Méthode du cercle dans F,[X]

Soit M un polynéme de F;[X] de degré deg M €]3(n — 1),3n]. Alors le
nombre de représentations de M, noté R,(M), comme somme M = M; +
M+ 4+ M3 oupouri=1,2,...5,M; € F3|X] avec deg M; < n est égale a
Pintégrale

/P Si(OE(Mt)dt ot Su(t) = S E(B%).

deg B<n
BeF,[X]

On a une partition de P analogue & une dissection de Farey du segment [0, 1].

P = U U Mg/H ou

HEeF,[X]  GeF,[X]
0<deg H<n degG<degH
(G,H)=1

G
MG/H={t€’P|v(t—E)>n+degH} .

Notons qu’il n’y a que des arcs majeurs.

Posons

n

m=J (U {teplt=%+U,n+degH<v(u)§2n+degH})
(G,H)=1

HeF,[X)
deg H=0 deg G<deg H

M=P\m
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On obtient :

Ry(M) = /M S° (1) E(Mt)dt + /m S°(8) E(Mt)dt .

b) Un équivalent de l'intégrale /M sur I'ensemble M

L’intégrale / sur I’ensemble M se calcule a I’aide du résultat suivant :
M

LEMMES:Pourt=%+u€M ona:

S(G, H).2v(w)/3—deg H si v(u) = 0(3) et v(u) < 3n+1
E;—+'u)= 0 siv(u) =1(3) et v(u) < 3n+1

Sh( i
S(G, H).2wwiD/3-deg H & 4(y) = 2(3) et v(u) < 3n +1

S (—+u) S(G,H).2m 1= H o y(u) > 3n+2

G
S(G,H) = z E(ﬁR3) .
R(mod H)

Ona:

[ swBMmat =@ ) Yy BM AN
M 0<deg H<n (G,H)=1 |H|*
deg G<deg H

. {O si deg M = 3n
oue=
1 sidegM =3n—1ou degM =3n — 2.

L’intégrale fait apparaitre les premiers termes d’une série singuliére notée

Gs(M). On montrera le lemme suivant :

LEMME 4 : Soit pour s € N, pour M € Fy[X] :

GM)= Y HT Y IS@GHE(ME)

HEF,[X] GeF,[X]
H#0 degG<degH
(G,H)=1
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Pour s > 7, pour M un polynéme congru & 0 ou 1 modulo 1+ X + X2 on a :
a(s) =2(1—27)3(1 — 22-*/3

a1(s) € G4(M) < ay(s) avec 1(6) ( A )
a2(3) — 2(1 + 24—3)3(1 _ 23—23/3)/1 _ 22-—3/3

A Taide du lemme 4 on démontre pour s > 7, pour M congru & 0 ou 1 modulo
1+ X+ X?

an) [, SOEQMMDd = 20D @ - )G, (M) + 0,27 5),

¢) Majoration de ’intégrale sur m

L’intégrale / sur ’ensemble m est majorée & ’aide du théoréme II,

I’équivalent du lemme de Weyl et I'identité de Parseval.

Ona:

(18)

/ S;(t)E(Mt)dtl < max

St (0)| [ Satyde = 0,(2ne=5-23%)

d) Un équivalent de R,(M)

On obtient ainsi d’apres (17) et (18) un équivalent de R,(M) pour s > 43
et M congru a 0 ou 1 modulo 1 + X + X2

8—42

R (M) =279 (2571 _ )G,(M) + O,(2"¢~3-"m)).
Démonstration du Théoréme I :

On désigne par Ky,_1 'ensemble des polynémes U € F,[X] du degré
(£ 3(n—1)) de la forme

U=A+. . 4+ A} degAi<n—-1,i=1,2,...0.

On a la minoration "
card Ky n_q > b(£).22r0-(3))

ou
b([) — 23—2l—2(%)l_1 .

Soient M € F,[X] tel que 3(n — 1) < deg M < 3n et congru & 0 ou 1 modulo
14+ X + X2,

Rppa(t)= 3 E(tU) et Joo(M) = /P S:(t)R2,,_ () E(Mt)dt .

uE’Cl,n—l
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SOMMES D'EXPONENTIELLES CUBIQUES

L’intégrale J, (M) est égale au nombre de représentations de M sous la forme
M=M+. . + M4+ A3+...4+ A2+B}+...B}

avecdeg M; < npouri=1,2,...5 deg Ay <n—1pourk=1,2,...¢ deg B; <
n—1pourj=1,2,...L

Le nombre de cubes dans cette présentation de M est inférieur ou égal a
s+ 24.
Il suffit donc de minimaliser s + 2¢ sous la condition : Jy (M) strictement
positive.
Les calculs se font de la méme maniére que pour obtenir un équivalent de
R,(M).
On obtient la condition supplémentaire s > sup(6,10.2¢+1/2¢1). Il ne nous
reste qu’d minimaliser s + 2¢ sous cette condition, ce qui donne pour résultat
18. D’oui le théoreme.

Je tiens & remercier Monsieur Jean-Marc Deshouillers de 1’Université de
Bordeaux I qui par ses nombreux conseils et encouragements m’a permis de
mener a bien ce travail.
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MONODROMIE DES FONCTIONS D’APPELL,
VARIETES ABELIENNES ET PLONGEMENT MODULAIRE

par

Paula COHEN et Jiirgen WOLFART

1. Les groupes de Picard-Terada-Mostow-Deligne

Soient 0 < pg,...,ps < 1 des nombres rationnels avec le dénominateur
plus petit commun d > 2 satisfaisant a la condition

1) D=2

Alors pour tout z #y , z,y € C— {0,1} ,

wi=uu—1)""(u—z)"(u—y) du= % .

définit une différentielle holomorphe sur une courbe projective non-singuliéere
X(z,y) dont un modele affine s’écrit

(2) w? = o (u — 1)1 (u — z)*2 (u — y)¥a.

Comme fonction de z et y, chaque période de w satisfait a un systéme
d’équations différentielles partielles linéaires dont on peut choisir les trois
solutions de base comme des périodes de w, par exemple

/w’/w,/wa
Y0 st 72

ot les +y; sont des cycles sur X (z,y) , décrits par leurs projections sous (u,w) +—
u (ramifié en 0,1, z,y,00) comme des cycles de Pochhammer autour des paires
1 et oo,1et0,]1 et x respectivement, en évitant des points de ramification. En

S.M.F.
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effet, & un facteur cyclotomique et un dénominateur B(1— p1,1— p4) pres, / w

est une fonction hypergéométrique Fi(z,y) d’APPELL [AK]. Le systéme d’EBP
a ses singularités (réguliéres, voir e.g. [Y]) dans les surfaces caractéristiques
z =yetz,y=0,100. Le prolongement analytique suivant les cycles dans
Pespace des points réguliers définit par représentation du groupe fondamental
sur I’espace des solutions le groupe de monodromie affine Ag C G L3C et projectif
A C PGL;C. Sous ces hypothéses on obtient le

THEOREME ([P], [TE 1,2],[DM],[M], [Y]). L application

P! x P! —{(z,y) |z =y ouz,y=0,1,00} — P,

@) — ([, [ v [ )

définit une application localement biholomorphe et PG LsC-multivalente sur une
partie dense d’une boule projective B C P2, donnée par ;21 |* + |az22|? < |2|?
avec des constantes algébriques a;,ay # 0. Le groupe de monodromie A opére
sur B, et si l’on a pour tout i # j € {0,1,2,3,4}

(3) (1—%‘-#1)_1{2 2 LU{oo} sipi=p;

y 4 sinon,

A opére comme groupe discontinu sur B.

A des permutations des p; prés, on obtient comme cela 49 groupes
discontinus A que nous appelons les groupes de Picard-Terada-Deligne-Mostow
(PTDM) en tenant compte du fait qu'une version faible du Théoréeme déja
formulée par PICARD est démontrée sous cette forme faible par TERADA et en
cette version-ci par DELIGNE-MOSTOW et MOSTOW. Une autre démonstration
-utilisant des travaux de HIRZEBRUCH et HOFER sur les revétements des
surfaces algébriques, sous une condition plus restrictive que (3)- est donnée par
YOSHIDA. Parmi ces 49 groupes, il y en a 15 qui ne sont pas arithmétiquement
définis. Il existe une extension du Théoréme & la situation en plus de deux
variables (les fonctions de LAURICELLA), mais nous nous bornons ici aux
groupes de PTDM A C PGL;C.

Par continuité, ¥ s’étend sur les surfaces caractéristiques hors de leurs
intersections ; cette extension contracte e.g. la surface z = 0 (pour y # 0) en
des points de la boule si po + p2 > 1 et en des points au bord de la boule (des
pointes de A) si po + pp = 1. Mais ¥ ne s’étend pas e.g. au point £ =y = 0
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si pio + p2 + p3 > 1, donc espace naturel pour la définition de ¥ n’est pas
P! x P!, D’autre part, on peut traiter les points de ramification 0,1,z,y,co de
facon équivalente en les remplagant par o, Z1, 2, T3, 24 € C, la différentielle w
par

4
[(u—z;) ™ du=:u"
iy

Finalement, le bon espace de définition pour ¥ sera donc l’espace des points
stables [DM]

Qst = {(xO»xl’x‘A”xiivx‘i) € (Pl)s}
— {(z0y...,%4) | Fi # j avec z; = x; et p; + p;j > 1}
—{(x0,...,24) | 3i,j,k deuz d deux distincts
avec T; =x; =Tk et pi + p; + pe > 1}
— {(zo,...,24) | quatre coordonnées coincident }
modulo action diagonale de PSLyC sur (P')°.

L’espace @, porte une structure complexe naturelle, et méme apres ’adjonction
d’un nombre fini de points semsi-stables correspondant aux pointes de A, la
structure d’une variété algébrique projective (plus précisément, d’un P, éclaté
en au plus quatre points en position générale). Localement, on peut normaliser
Qst par Paction de PSL,C de telle facon que trois des r; prennent les valeurs
0,1,00 ; si ’on désigne les deux autres par z et y, on retrouve donc les définitions
données au début. Mais globalement, on considére maintenant dix surfaces
caractéristiques S(ij) données par z; = z;; si p; + p; < 1, nous désignons
par Ss(ij) la partie stable S(ij) N Q4 , tandis que S, (ijk) désigne le point
z; = z; = xp de Qu si i + pj + pr < 1. Dans tous les cas, ¥ s’étend par
continuité comme application PG L3C-multivalente de @, sur B. L’extension
sera appelée encore V.

Remarquons enfin que la restriction de ¥ a une surface caractéristique
stable Sy (ij) est essentiellement composée de deux solutions de 1’équation
différentielle hypergéométrique de Gauss en une variable pour les périodes
de W'|;;=¢;, dont le quotient est une application triangulaire. Le groupe de
monodromie A;; de cette application triangulaire est déterminé, comme A,
par les périodes de w : il ne faut que remplacer le quintuplet (p;);=o,.. 4 par un
quadruplet en remplacant la paire p;, p; par la somme p; + p;. Ce procédé cadre
avec les formules classiques pour la restriction des fonctions d’Appell Fi(z,y)
aux surfaces caractéristiques.
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2. Le plongement modulaire dans les points réguliers

Le résultat principal de ce travail-ci dit que méme les groupes de PTDM
non-arithmétiques sont étroitement liés a certains groupes arithmétiques :

THEOREME 1. Soit A un groupe de PTDM. Alors il existe un groupe arithmé-
tique I' agissant sur une puissance B™ de la boule et un plongement modulaire
qut consiste en une injection analytique
F:B<— B™
compatible a une injection de groupes
h:A—T
tel que F(y7) = h(y)F(7) pour tout v € A et T € B. Si l'on munit les espaces
quotients compactifiés de leur structure naturelle de variétés projectives définis
sur Q, Uapplication induite par F
A\ B —-T\B™
est un morphisme défini sur Q.

Nous publierons les détails de la démonstration ailleurs, mais nous in-
diquons ici les idées principales pour expliquer le lien avec les variétés abéliennes
et pour expliciter la construction de F'. Pour les ¥-images des points réguliers
dans B, c’est une extension de la troisieme construction dans [COWO0,§3]. Na-
turellement, pour les A arithmétiques on obtient m = 1 et des identités respec-
tives pour F' et h (e.g. dans le cas traité par [HO]).

A chaque point régulier (z,y) € Qs — US(ij) on associe une variété
abélienne T'(z,y) principalement polarisée contenue dans la Jacobienne
J(X(z,y)). Les morphismes naturels de X (z,y) sur des courbes X;(z,y) avec
des modéeles

wf = ud""(u - 1)d“1(u - x)d"’ (u— y)d“3,

f un diviseur propre de d, induisent des morphismes my de J(X(z,y)) sur
J(Xf(z,y)), et on prend pour T(z,y) la composante connexe de 0 du noyau
commun de ces my.

L’automorphisme y : (u,w) +— ({Flu,w) , (4 = ¥/ de X(z,y)
entraine K = Q((4) C Endp T'(z,y) = Q®End T(z,y) , donc T(z,y) admet des
multiplications complexes par K avec un type de CM généralisé

> 740n, 0, les plongements K < C avec (g — ( ,
nG(l/dZ)*

qui contient des informations sur l’action induite par K sur lespace
H*(T(z,y),) des différentielles de premiére espece : r,, = dim V,, pour l'espace

100



FONCTIONS D'APPELL VARIETES ABELIENNES ET PROLONGEMENT MODULAIRE

K-propre V,, des w € H*(T(z,y), ) sur lesquels K agit comme multiplication
par 0,K. Autrement dit, r, est la multiplicité de la valeur propre (7 pour
'automorphisme x* de H°(X(z,y),) induit par x ; une formule classique de
CHEVALLEY et WEIL [CW] permet de le calculer (soit < a > la partie frac-
tionnaire a — [a] du nombre a € R) sous la forme

(4) rn=—1+z<n;l,j>,
J

d’oli résulte r, + r_, = 3 pour tout n, donc dimT(z,y) = 3®(d) avec la

u
fonction d’Euler ®. En particulier, la différentielle w = = ¢ trouve dans V;
et (1) entraine r; = 1.

Or, d’apres les travaux de SIEGEL [SIE] et SHIMURA [SHI 1], la famille de
toutes les variétés abéliennes T' avec multiplication complexe par K et du méme
type de CM que cette sous-famille des T'(z,y) est paramétrisée par le domaine
symétrique complexe B™, ou ’exposant m est le nombre de sous-espaces propres

V. avec 1, = 1, et les points de B™ qui correspondent a T sont donnés par des
m-tuplets

(5) (/wn,/wna/wn) *
Yo 7 72 n€(Z/dZ) avec rp=1

de triplets (a des facteurs algébriques prés) € B C P, ou les v sont
des générateurs du Z[(4]-module des cycles H;(T,Z) et les w, sont certains
générateurs de V,,. Pour T = T'(z,y) on peut choisir

(6) Wy = u—<nllo>(u _ 1)—<nu1>(u _ x)—<ny2>(u _ y)"<""3>du

d
(donc w; = w = _u) et les cycles de Pochhammer +; du §1 s’identifient & des

Z[(4]-générateurs de H,(T'(z,y),Z). Dans (5), tout triplet définit une application
localement biholomorphe de I’espace des points réguliers (z,y) dans B, donc
hors des singularités et a des facteurs algébriques pres,

B — B™

PN Lo Lo Lo fons [n) s
Yo 7 V2 Yo " Y2 n€(Z/dZ)

est une injection analytique.

avec ro,=1

Quant & la compatibilité avec les actions de A et I', on remarque que le

prolongement analytique des / wy le long des cycles dans ’espace des points
-
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réguliers change les cycles d’intégration -; en une autre base du Z[(4]-module
Hy(T,Z), mais ne change ni la courbe ni les différentielles. Comme cela, tout
v € A définit un élément h(7y) du groupe modulaire associé a cette famille des
variétés abéliennes T'. En effet, h est une injection de groupes.

3. Singularités et points CM

Pour compléter la démonstration du Théoréme 1 il faut 1°) étendre F' dans
les ¥-images des singularités stables et 2°) prouver la rationalité de I’application
quotient. Ces deux points reposent sur une extension de la famille T'(z,y) aux
surfaces caractéristiques stables dont nous résumons ici quelques résultats.

Soit 7 # j et p; + p; < 1, donc S (ij) # 0. Alors la famille T'(z,y) s’étend
continiiment sur Sy (ij) comme somme directe

- d’une variété abélienne A;; avec multiplication complexe par K au sens
strict de SHIMURA-TANIYAMA [ST], de dimension 3®(d) et avec le type

o (<np >+ <npp > — < n(gi + p5) >)on,
ne(z/dz)*

uniquement caractérisé a isogénie prés [WW] par sa période de

premiére espece B(ui, pj)
deuxiéme espéce B(1 — pi,1 — pj)

- et une variété abélienne de dimension ®(d) avec multiplication complexe
par K et un type de CM généralisé

Yo (= (< >+ <npy > = <n(p + pg) >))0,
ne(@/dn)*

qui dépend d’un seul parametre complexe.

Si par exemple : =0, j =2, S(ij) est donné par z = 0, et sur Sg(7j) la
famille T'(z,y) prend la forme Ay ® T (y), out T(y) désigne la famille de variétés
abéliennes introduite et étudiée dans [COWO], §3 sous le nom de T; 14, cette
famille joue le méme role pour une construction d’un plongement modulaire
du groupe triangulaire Agz (introduit & la fin du §1) que la famille T'(z,y)
pour A ici. Comme on sait bien que ce T'(y) méme se casse en deux facteurs
avec multiplication complexe pour y = 0,1 et co dont on connait les types, on
obtient un certain nombre de points CM : Ce sont des points dans soit Qs
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soit B soit B™ auxquels correspondent des variétés abéliennes T'(z,y) isogeénes
4 un produit de facteurs de type CM. Si l'on note par “~” une égalité dans

C* mod@Q’, et si {i,5,k,1,s} = {0,1,2,3,4}, on a le

THEOREME 2. Sur chaque surface caractéristique stable Sy (ij)(pui+p; < 1) on
a au moins trois points C M, soit de la forme Sy (ijk) avec p;+pj+pe < 1 dont
la variété abélienne se casse en un facteur avec période B(1— p,1— p,) et deux
facteurs isogénes d& A;;=Au=Ajr avec des périodes B(pi,p;) ~ B(pi, pr) ~
B(pj, p), soit de la forme Sy (i5)NS,e(kl) dont les trois facteurs ont les périodes
respectives B(pi, ), B, ) et B(1 — pi — pj 1 — pe — ).

Dans ces points CM, on peut choisir les cycles d’intégration 7, pour

les solutions fondamentales | w du systéme d’EDP de telle maniere que ces
Tv

solutions ont des développements dans Q[[¢,7]] pour des variables locales £, 7

convenables fois des puissances rationnelles de ¢ et 7 et des facteurs ¢, qui sont

simplement les périodes B(a;,,) mentionnées dans le Théoréeme 2 ou bien
™

les périodes de deuxiéme espece -B—(—IB——) correspondantes. Ceci entraine un
al/, 14

résultat sur la nature arithmétique des coefficients de Taylor des fonctions
A-automorphes dans les points CM de B :

THEOREME 3. Supposons que le point CM
a) S,t(l]k)

b) Sst(15) N St (K1)
Alors les composantes (A-automorphes) du revétement B — A\ B ont des
Q% Co%
c120’ 220
Z.% qut sont des quotients de

} € Qs soit appliqué par ¥ dans le point (1,0,0) € B.

C
” avec des “rayons” transcendants 2 oet

développements dans Q H
Co

a) co~B(l—p,1—ps), co~eca~B(l—pi,1—p5) et
b) co~ B(l—pi—pj,1—pe—pm), oo ~ B(l—pi,1-p;) , ¢ ~ B(1—pug, 1—pu)
respectivement.

Ces quotients sont la généralisation naturelle aux surfaces @, du rayon de
revétement de certaines courbes comme dans la discussion de [COWO] et [WW].
Leur transcendance résulte de [WW]. Pour les A arithmétiques, le Théoréme 3
résulte aussi bien du travail de SHIMURA [SHI 2] ; pour les A non-arithmétiques,
la comparaison avec ces résultats de SHIMURA (sur T', cette fois!) est possible
a l'aide du plongement modulaire du Théoréme 1.
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SUR LA LONGUEUR DU DEVELOPPEMENT
EN FRACTION CONTINUE DE /f(n)

par

E. DuBois ET R. PAysaNT-LE Roux

Introduction

On considére un polynéme f(X) de degré pair a coefficients entiers dont le
terme de plus haut degré est un carré et l'on s’intéresse & la longueur ¢p(v/f(n))
de la période du développement en fraction continue de \/f(n) lorsque n est
un entier rendant f(n) positif non carré. SCHMIDT [1948] a considéré le cas
f(z) = X% + h; ScHINZEL [1961] pour f(X) = a?X? + bX + ¢, a introduit
I’ensemble

E ={n € Z| (¥* - dac) ne divise pas 4(2a*n + b)}
et a montré que :

(1) Pour les entiers n n’appartenant pas a E, la longueur de la période de

Vf(n) est bornée ;
(2) Pour les entiers n de E, la limite de ¢p(y/f(n) tend vers 'infini avec n.

SCHINZEL [1962] a généralisé ce résultat pour un polyndéme a coefficients
entiers dont le terme de plus haut degré est un carré. LOUBOUTIN [1987]
a donné une version effective de (2). Nous nous proposons de généraliser ce
résultat & un polynéme f(X) du type précédent et nous pourrons en déduire
si le développement en fraction continue formelle de v/f(X) est périodique.
Signalons que dans le cas d'un polynéme f(X) = aX? + ... avec d impair et
a positif ou avec d pair et a positif non carré, SCHINZEL [1961] a montré que
la limite supérieure de p(1/f(n) est infinie. Dans une autre direction, on peut
citer les résultats de COHN [1977] : pour m entier non carré on a avec une
constante effective :

tp(v'm) < v/m log m.

S.M.F.
Astérisque 198-199-200  (1991) 107



DUBOIS E. & P.-LE ROUX R.

1. Le cadre des meilleures approximations

1.1. les fractions continues formelles

Un élément o = ) a; X~ du corps des séries de Laurent Q((1/X)) se
—h

décompose en E(a) + F(a) ot E(a) = a_p X" + ... + a_; X + ay joue le réole
de la partie entiere, ou partie polyndémiale ; on pose deg a = h si a_j est non
nul. A partir de @9 = a on détermine la suite (o)) par o = F(ax_1)~!. En
posant u, = E(ay) on obtient le développement en fraction continue formelle
[uo, U1, ..., Uk, ...] de & auquel on associe les réduites Ay /B par les formules de
récurrences habituelles provenant de Ay /By, = [ug, u1,. .., uk].

PROPOSITION 1. — Soit W € Q((1/X)) avec W2 € Z[X]. Si le
développement en fraction continue formelle de W est périodique, la prépériode
est de longueur 1 et la période posséde une symétrie. St

W = [’U,o,_’lil,.. .,ut],

on a
ue(X) = 2uo(X),u;(X) = ue—j(X) pour 1 < j <

VRN

Cette proposition semble classique mais tous les résultats bien connus du
cas réel ne se prolongent pas toujours au cas formel. Par exemple on sait que le
développement d’un nombre quadratique n’est pas toujours périodique.

Démonstration (schéma). Si
B=(AX)+BXW)D(X) ! =cg X +ca1 X1+ ...
dans Q((1/X)) avec ¢4 # 0 on pose

d = degB, 8 = (A(X) - B(X)W)D(X)"".

On dit que S est spécial si deg (3) > 1 et deg (') < 0. On montre
facilement les points suivants :

- si la fraction continue formelle de 3 est purement périodique alors 3 est
spécial ;

- le successeur d’un nombre spécial est spécial ;
b
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LONGUEUR DU DEVELOPPEMENT EN FRACTION CONTINUE

- parmi les prédécesseurs possibles d’un nombre spécial, il y a un seul nombre
spécial ;

- si la fraction continue de W, avec W? = f(X), est périodique, alors le
développement de « = W + E(W) est purement périodique.

Soit maintenant W = [ug, uy, . ..] périodique ; alors

a = [2u0,u1, ceey Uk y Upg 1y oeey Uk+L—1]

est aussi périodique. Posons 8 = [k, Ukt1, .-, Uk+e-1)- Le nombre o étant spécial
tous ses successeurs le sont. Pour k > 1 les nombres v = u;_; 37! sont deux
prédécesseurs spéciaux de . Il sont donc égaux et on a ug_; = Ugqe-1. De
proche en proche on obtient a = [2ug, u1, ..., %,-1]. En remarquant que

“1/0/ =0 = ﬁ‘lau2a"'»u£—172u0]7

on obtient la symétrie annoncée et la proposition.

1.2. Meilleures approximations et fractions continues

Soit f(X) = a?X? + ... € Z[X] avec a entier positif. On considére
W = aX%+ .. € Q((1/X)) vérifiant W? = f(X). Pour tout entier n rendant
f(n) positif non carré, on pose w = \/f(n). On note O, 'anneau Q[X]+Q[X]|W
et O, 'anneau Z + Zw.

Nous définissons ici les meilleures approximations de w et de W et nous
donnons rapidement, le lien avec les fractions continues réelles ou formelles, et
la maniere de lire les propriétés classiques des fractions continues (voir [2] et

[7)-

Traitons d’abord le cas réel. Pour ( = p — quw, avec (p,q) € Z?, on pose
| ¢ h=| (| et | ¢ |a=| p+ qw |. On dit que { est une meilleure approzimation
de w si et seulement si pour tout § € O, = Z + Zw, vérifiant | § |;<| ¢ |1 et
| 6 |2<| € |2 on a 6 = 0. Ces meilleures approximations sont définies au signe
pres. L’ensemble des meilleures approximations de w dans ]0,1] forment une
suite 1,(;,(s, ... ordonnée par | { | décroissant et tendant vers 0. Cette suite
est en bijection avec la suite des réduites pi/qr du développement en fraction
continue de w par la relation (4+1 =| px — qrw | pour ¥ > 0. De méme les
meilleures approximations supérieures a 1 sont rangées par | ( |; croissant :

1, C—I,C—%
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On note € 'unité fondamentale dans ]0,1[ de I'ordre O,. La périodicité
du développement en fraction continue s’exprime par (x4, = x&() pour tout
k € Z. D’autre part, la définition montre que si { = p — qw est une meilleure
approximation de w, son conjugué ¢’ = p + qw 'est aussi. On obtient alors la
suite des meilleures approximations positives :

'Cé I’ICé—l IaalC{ l71’CIaC23"'a<l—la<(=6?"'

Pour tout entier k,on a | (j, |= (¢ et avec la périodicité on a (; = ¢ | (;_; |
pour j = 1,2,...,¢. Ceci exprime la propriété de symétrie de la période du
développement w = [ag, a1, g2, - . . a2, a1, 2a¢]. Si la longueur £ est paire, il y a
un terme médiant aj avec h = %, et on a (, = £(;,. En résumé :

PROPOSITION 2. — Awec les définitions et notations précédentes, les
metlleures approzimations positives de w forment une suite ((x) vérifiant (o, =
LG =cetCe=eC;onali=c|(;|pourj=1,2,... L Le lien avec les

réduites s’exprime par (ry1 =| pr — gew | pour k > 0.

Revenons au cas formel. Pour f = A(X) + B(X)W € O, on définit les
deuz valeurs absolues | B |1= e%9 et | B |2=| B' |. On peut prendre la méme
définition que dans le cas réel : B est une meilleure approzimation de W si
et seulement si pour tout vy de O, tel que | v 1<| B |1 et | v |2<| B |2 on a
v = 0. Ces meilleures approrimations sont définies a un facteur multiplicatif
rationnel non nul prés. Les meilleures approrimations de W de degré négatif
forment une suite 1,03, (s, ... qui est en bijection avec la suite des réduites de
W par la relation fri1 = Ar — BrW modulo Qx. La périodicité (de longueur
¢) du développement en fraction continue de W se traduit par lezistence d’une
unité € de O, telle que

Br+e = €0k (modulo Qx)

pour tout k > 0, mais contrairement au cas réel € n’est pas toujours 'unité
fondamentale de O,, méme si £ est minimale. Nous précisons cette particularité
au paragraphe suivant.

Signalons que toute unité ¢ de O, est une meilleure approzimation, que si
¢ est une meilleure approzimation, il en va de méme pour €, et que comme
dans le cas réel la notion de meilleure approrimation ainsi exprimée donne une
démonstration élégante de la propriété de symétrie de la période de W et de la
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LONGUEUR DU DEVELOPPEMENT EN FRACTION CONTINUE

propriété de conjugaison

(B; = €By_jmoduloQx,1 < j < £).

1.3. Groupes d’unités de O,

Un élément n € O, est une unité si et seulement si sa norme N(n) = 0y
est un nombre rationnel non nul. Si n est une unité de O, An U’est aussi pour
tout A € Qx. On considére donc le groupe G des unités modulo Q*. On sait [3]
que le rang de ce groupe est soit 0 soit 1. Il est de rang 1 si est seulement si la
fraction continue de W est périodique. Puisque nous supposons le développement
en fraction continue de

W = [uo,u1,...,u-1,2U)

périodique de longueur £ minimale, nous savons que € = Aj_1(X) — Bi_1 (X)W
est une unité de G de norme £1. Le groupe G, des unités de norme x1 sera
donc ausst de rang 1.

Nous établissons maintenant le lien entre € et les générateurs de G et de G,
que nous notons respectivement ¢ et . Montrons d’abord que la premiére unité
dans la suite des meilleures approximations, de degré négatif, est située soit d la
fin de la période du développement en fraction continue de W, soit au milieu et
dans ce cas £ = 2 mod 4. St parmi les £— 1 premiéres meilleures approzimations
de degré négatif de W, 31, 0s,...,08e-1, il y a une unité B, = Ap_1 — Bp_1W de
G écrivons, pour k > 0 :

Wk = [uk,uk+l,‘ . ] = (Pk + W)Cl—l7

alors

Cr = (=D)"(A_, - Bi_1 f(X))
est de degré nul. De U’égalité

Wi = (P, + EW))C;" + (W = EW))C?!

on déduit Wy = CyW; puis Wiy = WoCil, etc. Si h est impair on a
Waon = CoWy = Py + W, Wapyy = Wy et donc £ = 2h. Si h est pair Wy, =
WiW;it , Way, = WiCi2,..., ce qui conduit a une infinité de quotients partiels
distincts et le développement de W ne serait pas périodique contrairement
Uhypothése. Si € est impair on peut prendre p = VU = € = (Ay_1 — Be1 W)
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comme générateur de G et de Gy. Si maintenant { est pair, notons h = £/2,
considérons B, = Ap_1 — Ba_1W et notons C = N(B) = A2_, — B:_, f(X).
Il faut ensuite discuter suivant C. Si C est de degré non nul, B, n’est pas dans
G et on peut prendre € comme générateur de G modulo Qx et de G au signe
prs. Si C = £ avec c rationel, By est dans G et Brc™! est dans Gy. Dans les
autres cas, By est dans G et B2C~! est dans G,. En résumé on a :

PROPOSITION 3. — Awec les notations précédentes, soit £ la longueur

de la période du développement en fraction continue de /f(X) et notons
€=y = A1 — B W.

1. Si ¢ est impair, € est un générateur de G modulo Q* et de G,.
2. Si € est pair, notons h =£/2 et C = N(B) ; alors :
a. St deg(C) est non nul, € est un générateur de G modulo Q* et de G,.

b. Si deg(C) =0 avec C = £c? et ¢ rationnel, B, est un générateur de
G modulo Q* et Byc™! est un générateur de G.

c. Sideg(C) =0 avec | C | non carré dans Q, B, est un générateur de
G modulo Q* et € = 3 est un générateur de G.

2 - Le résultat principal
2.2. Enoncé

THEOREME — Soit f(X) = a®?X?¥ +... un polynéme non carré dans Z[X)
tel que le développement en fraction continue d’un élément W = aX® + ...
vérifiant W2 = f(X), soit périodique. Notons W = [uy, U1, .-, U] et Ax/By les
réduites du développement en fraction continue de W et considérons ’ensemble :

E={n€Z|24,-1(n) ¢ Z, f(n) positif non carré }.

Alors il existe une constante C' ne dépendant que de f telle que pour toutn € E,
la longueur de la période du développement en fraction continue de |/ f(n) soit

minorée par 1 + 2[log 1/ f(n)/log C] ot [2] désigne la partie entiére de z.

L’idée de la démonstration est la suivante : on considére un générateur
@(X) du groupe des unités G et on montre que pour n € E et pour k =

1,2,...,kp = [logy/f(n)/logC] on peut associer aux ¢*(n) des meilleures

approximations de 1/ f(n) non congrues modulo les unités. La longueur de la
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LONGUEUR DU DEVELOPPEMENT EN FRACTION CONTINUE

période sera alors minorée par ko. On précise la minoration en utilisant les
propriétés particulieres des meilleures approximations de la racine carrée d’un
entier (positif non carré).

LEMME 1 — Soit ¢ = T + UW une unité fondamentale de G vérifiant
lpli < 1. Il existe une partition des entiers rationnels Z en un nombre fini de
classes Fj, j = 1,...,s et des polynomes TD ,UY) € Q[X] & valeurs entiéres
sur Fj tels que pour tout j € {1,2,...,s} :

a) le polynéme T (n) est premier ¢ UY(n) pour tout n € E; ;
b) la série p; = TY) + UOW est équivalente d ¢ (i.e. pjp~ € Q*);
¢) En posant C; = N (xwyax))(p;) on a Cj, # Cj, dés que ju # ja.

Démonstration. On se ramene & un représentant de ¢ tel que T et U
soient a valeurs entiéres sur Z en multipliant éventuellement par un rationnel.
Soit C = T?(X) — U*(X)f(X). Le nombre C est un entier non nul et pour
tout entier n le pged de T'(n) et de U(n) divise C. On obtient le lemme en
considérant les diviseurs d; de C' (en nombre fini) tels que

Fj ={n € Z t.q pged (T(n),U(n)) = d;}

soit non vide, en posant (TW,UW)) = (T,U)d;" et en remarquant que C =

C;d.

On peut montrer que les classes F} sont en fait des réunions de progressions
arithmétiques. Elles sont donc infinies.

Dans la suite, nous omettons 'indice j pour alléger ’écriture.

LEMME 2 — Soient (F,T,U,,C) l'une des classes du lemme 1 avec
p(n) =T(n)+Um)w (w?= f(n)) et C =T%(n) - U*(n)f(n).

Pour tout n € F'N E il existe un nombre premier p divisant C tel que
(3) 20p(2T (1)) < v,(C)

ot v, désigne la valuation p-adique. En notant o*(X) = Ti(X) 4+ Up(X)W les
puissances de ¢ on a :

(4) vp(f(n)) = v,(T*(n))
() (@) = (k= 1o,(2T(n)) + 0(T(n) pour k > 1
(6) U (Uk(n)) = (k — 1)v,(2T'(n)) pour k>1.
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Démonstration : D’apres le lien mis en évidence dans la proposition 3 entre
I'unité formelle génératrice de G et l'unité ¢ = A,y — B,y W provenant de
la fraction continue formelle, nous avons deux cas & considérer suivant que
€ est ou non un générateur de G. Si € engendre G on a ¢ = ac avec a
entier et donc 24,_1(n) = £2T(n) et C = +a®. Mais pour n € E, 24,_1(n)
n’est entier et il existe donc p vérifiant (3). Dans l'autre cas € = £p?C~! =
+(T? + U?f + 2TUW)C~! et on a 24,, = £2(T? + U2f)C~'. Pour n € E,
le nombre 2(T?(n) + U2(n)f(n))C~! n’est pas entier et en tenant compte de
T?—U?f = C on en déduit que 47%(n)C~! n’est pas entier et il existe p tel que
2v,(2T(n)) < v,(C). On peut considérer que p est indépendant de n dans F. En
effet, comme il n’y a qu’un nombre fini de p possibles, il suffit de partitionner
F.

Pour la deuxiéme partie du lemme, on écrit :
(7) T*(n) = U*(n)f(n) =C;

d’aprés (3), on a v,(U%(n)f(n)) = v,(T?(n) — C) = v,(T?%(n)) mais T(n) est
premier avec U(n) et donc v,(f(n)) = v,(T?(n)). Pour prouver (5) et (6) on
remarque que les entiers Tj(n) et Up(n) vérifient les relations de récurrence
linéaire
®) { Tiy2(n) =  2Tk41(n)T(n) — CTi(n)

Uis2(n) = 2Uk1(n)T(n) — CUk(n), k>1.

En effet, & partir de p**t! = ©*¢ on tire

(42)=( )(@)
T Uf

et en écrivant que M = <U T ) est racine de son polynéme caractéristique

M? — 2TM — CI = 0 on obtient la relation (8). On peut alors montrer
(5) et (6) par récurrence. En tenant compte de (7) on a Ti(n) = T(n) et
To(n) = T*(n) + U%(n)f(n) = 2T%(n) — C. Ce qui montre (5) pour k =1 et
k = 2. D’autre part, U;(n) = U(n) et on veut v,(U(n)) = 0. Si v,(T(n)) > 0
on a v,(U(n)) = 0 car T(n) et U(n) sont des entiers premiers entre eux. Si
maintenant v,(T'(n)) = 0 la relation (7)et v,(C) > 0 entraine v,(U(n)) = 0.
Puisque U (n) = 2T (n)U(n) on a donc (6) pour k =1 et k = 2. Pour k > 2 les
relations (5) et (6) se vérifient facilement par récurrence a partir de (8).

LEMME 3 — Awvec les notations du lemme 2, considérons pourn € FNE
le pgcd dy. . des entiers Ti(n), Ux(n) et posons

Tin =Tr(n)/din, Ukn = Uk(n)/di r
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Les entiers algébriques ¢ n = Tk n + Uk nw du corps quadratique Q(w) ont des
normes distinctes et sont donc non congrus deux & deuzr modulo les unités du
corps pour tout k > 1.

Démonstration : Soit n € F N E et p un nombre premier divisant
la norme C de p(n) tel que (n,p) vérifie (3). Il résulte de (5) et (6) que
Up(din) = (kK — 1)v,(2T(n)) et donc la norme C} de ¢y, vérifie

vp(Ch) = kup(C) = 2(k = 1)y (2T(n)) -
up(Ct,) = vp(C},) entraine (ky — ky)(v,(C) — 2v,(2T'(n))) = 0 et donc k; = ky.

Ce qui prouve le lemme 3.

LEMME 4 — Avec les notations des lemmes 2 et 3, sotent ¢ =T + UW
et n un entier de F N E. Si k est un entier vérifiant w > |C*|, la fraction
TinUip = Te(n)Ug ' (n) est une réduite du développement en fraction continue
de W. De plus, en notant @), , = Tin — Upaw le conjugué de @y n, le nombre
ChnPrin West pas une unité du corps K, = Q(w) quels que soient les entiers
k,ky etn dans FN E.

Démonstration : La premiere partie résulte directement de la proposition
2 et du chapitre 10 de Hua [1982] affirmant que si ¢ et u sont des entiers tels
que [t — wu?| < w alors t/u est une réduite de w. La seconde partie pour
k # k; résulte du lemme 3. Soient maintenant n € F N E et p un premier
divisant C' = N(p(n)) tel que (n,p) vérifie (3). Posons 2o = 2v,(2T(n)) et
supposons p # 2. Il résulte du lemme 2 que p?* divise exactement T?%(n) et f(n)
et que p?**! divise C. L’égalité T2 (n)p~2*— f(n)p~2*U?(n) = Cp~2* montre que
f(n)p~2* est un carré modulo p. Si on note Ok, P’anneau des entiers du corps
K, = Q(w), I'idéal (pOk,) est donc décomposé. On en déduit les égalités :

(T + UQU)OK" = paP7_2aQ,
(T - U?.U)O]{" = paPl7~2aQ/,
ou y = v,(C'), o P, P’ sont les idéaux premiers distincts au-dessus de p et ou

Q est un idéal étranger a P.

Dans le cas p = 2, le lemme 2 entraine que 2%*~1) divise exactement 72(n)
et f(n). D’autre part, vo(C) > 2v(2T(n)) = 2a et donc 8 divise C27 21,
L’égalité
T2(n)22—2a _ f(n)22—2aU2(n) — 022—2a
montre que l'idéal 20y est encore décomposé. On en déduit
(T + Uw)Og, = 2271 Pr2=1Q,
(T — Uw)Og, =221 P72,
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Il en résulte que les idéaux ¢}, Og. et ¢ ,,Ok. sont distincts, ce qui équivaut
q Sok,n I(n (p ) n ? q q
a dire ¢} .5, Dest pas une unité de Ok, .

Démonstration du théoréme : Considérons I'un des ensembles F; définis au
lemme 1. Posons F' = F},C = C; et pour n € F'N E, considérons ’entier

ko = [log (\/f(—n)) /logc] .

Avec les notations des lemmes précédents, il résulte des lemmes 3 et 4 que les
nombres

/ / /
(9) PLnsP2nse o Phons P1nr P2,ns+ - ) Phon

sont des meilleures approximations de w et qu’elles sont non congrues deux
a deux modulo les unités de 'anneau Ok, , on a donc €p(w) > 2k. Si fp(w)
est impair, on en déduit immédiatement ¢p(w) > 2k + 1. Si €p(w) est pair, on
va montrer que : {p(w) > 2ko + 2. En effet, la proposition 2 nous dit que la

. .. Ip(w )
meilleure approximation (, = |pr—1 — gr—1w| avec h = —Ii—)-, qui se trouve au

milieu de la période, vérifie (, = £(,¢ (¢ unité de Ok, ). Or, d’apres le lemme
4, les meilleures approximations (i n))i<ick, (¥} ,))1<i<k, que l'on consideére ne
peuvent étre associées modulo les unités de Ok, a (5. Alors fp(w) > 2ko+1 et
comme ¢p(w) est pair on a ¢p(w) > 2kg + 2.

2.2. Un exemple

Dans le cas f(X) = a®?X? + bX + ¢ le développement en fraction continue
formelle est toujours périodique de longueur 1 ou 2. On a :

b 8a’X + 4ab b
\/f(X) = [aX+% am, 2aX+'C'z'

L’exemple F(X) = X? 4+ 9X + 16 avec n = 17™ donné par LOUBOUTIN [1989]
montre que la minoration obtenue est optimale puisque €p(/f(17™)) =1+ 2m
et que m = k.

Nous donnons ci-dessous un exemple explicite, avec deg(f) = 4, dans lequel
la longueur du développement formel est £ = 10. Si

FX)=X*+4X° - 6X* +4X +1, et W(X) =X +2X —5+...,

on obtient facilement le développement en écrivant les quotients complets W,
sous la forme (B + W)C} ! car on a les formules de récurrence classiques :

ur(X) = E(By + W)C}', Biyr = wCi — By, Ciqn = (f(X) — Bi11)Ci
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La suite des quotients partiels est :

wp(X) = X2 +2X — 5, u(X) = (X +3)/12, up(X) = —6(X +2),
uz(X) = (X +2)/18, wy(X)=-9(X +3), us(X) = —(X? +2X — 5)/54,
Ug = Ug ... ulo(X) = QUO(X)

La suite des normes de la suite des meilleures approximations
,Bk = Ak—l - Bk_lw, k 2 1, est :
N(B) =1, N(£1)=—-24(X — 1), N(B2) = —-X/3, N(f3) = —36X,
N(Bs) = =2(X = 1)/9, N(fs) =108, N(fs) = N(B4),...,N(6,0) =1.

L’élément suivant :

O(X) =408 = (X® +12X5 4 45X* — 33X?% — 43)

—(X*4+10X° +30X% + 22X — 11)W
est un générateur de G ; nous posons ¢(X) = T(X) + U(X)W.
Déterminons I’ensemble E : Puisque C' = N(y) = 16.108 n’est pas un carré, on
a d’apres le paragraphe 1.3 :
g = ,810 = ﬁgC"l = Ag - BgW

et donc 24y(n) = £2(T* + U2f)C~L.

Pour tout entier n, 2A44(n) n’est jamais entier car n = 0 ou 1(mod 3)
implique 7% + U?f = 2 ou 1 (mod 3) et que n = 2 (mod 3) implique T2 + U%f
divisible par 9 mais non par 27. D’autre part, f(0) et f(1) sont carrés et f(n)
est négatif pour n = —1, -2,

—3,—4,—5. On a donc
E=7\{0,1,-1,-2,-3,—4,-5}.

En explicitant les résultats du lemme 1 pour ce générateur ¢ et en utilisant les
notations de ce lemme on a la partition suivante de F :

Fi={n€eE|n=0mod2etn=0o0ulmod3}

avec TV =T, UM =T, C, = 2°.3°
F,={n€eE|n=0mod2etn=2mod 3}

avec T® =T/3, UP =U/3, C, =283
Fs={n€eE|n=1mod2etn=0oulmod 3}

avec T® =T/2, U® =U/2, Cy = 2*.3°
Fy={n€E|n=0mod?2etn=2mod 3}

avec TW =T/6, UY =U/6, Cy = 2.3
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Le théoréme donne la minoration :

tp(y/f(n)) 2 1+ 2[log \/ f(n)/log C],

avec C' = maxC; = 253 mais la démonstration permet de 'améliorer suivant
que n appartient a Fy, F3 ou a F; en remplagant C par C,,C3 ou Cj.
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SUMS OVER PRIMES OF THE FOURIER COEFFICIENTS
OF HALF-INTEGRAL WEIGHT CUSP FORMS

W. DUKE* and H. IWANIEC

The following is a brief summary of work presented in detail in [1]. Our intention is to
expose main ideas and to compare and contrast our methods with more traditional ones used

in similar contexts.

We are concerned with certain properties of the Fourier coefficients of half-integral
weight cusp forms. More specifically we give non-trivial estimates for various bilinear forms
in these coefficients. These are then applied in Vinogradov’s method to give an estimate for

their sum over primes.

In general, given an arithmetic function f, one is often interested in the sum over primes

S(X)= pr .

p<X

If f, is normalized so that

Yol <X

n<X

then Cauchy’s inequality gives the trivial bound

X
5(X) <« —%
logz X

For most randomly oscillating f,, essentially the best bound one could hope for would be

S(X) < X3te |

For multiplicative functions f,, one traditionally considers the Dirichlet series

F(s)=gjlfnn-‘= II (m

p prime ‘m=

—
0

for Re(s) > 1. If F(s) may be continued to an entire function, satisfies a standard type of
functional equation relating F(s) to F(1 — s), and if F(s) # 0 for Re(s) > 6 > 1 then we
may deduce classically that

5(X) <. X0 .

* Research supported by NSF Grant No. DMS-8705939.
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Of course, this last condition is not known for 6 < 1 for any interesting F'(s). If, for example,
fn = x(n) is a non-trivial Dirichlet character or if n 7 fn is the ntt Fourier coefficient of a
cuspidal eigenform of weight k then the method of Hadamard and de la Vallée Poussin gives
only

S(X) < Xexp(—c Iog%'X)

for some ¢ > 0 depending on the “conductor” of f,.

For non-multiplicative f,, Vinogradov’s method may be applicable. This was first
applied by him in 1937 to f, = e(na). We apply it to the Fourier coefficients of certain
half-integral weight cusp forms. To define these, let x be a Dirichlet character modulo N,
where N =0 (mod 4), and k = } + [ where l € Z, | > 2. H is the upper half-plane acted on

by
az+b
cz+d

7= (Z 3) € SLy(R) where vz =

Sk(N,x) is the finite-dimensional Hilbert space of holomorphic functions on H which satisfy
f(v2) = v(7)(cz + d)* f(z) for vy € T =To(N)

and are such that y% |f(z)| is uniformly bounded on H. Here v(7) = x(d)(5)& where () is
the extended quadratic residue symbol (see [6]) and

_[1, ifd=1 (mod4),
€=\ 2k, ifd=—1 (mod 4).

The inner product on Si(N,x) is defined by

r dzdy
v

(f,9) = /r We:or

Any f € Sk(N,x) has a Fourier expansion
e ~
f(2) = fae(nz) .
n=1
Define f, = T fn. It is expected that for all € > 0, f, <. n, the best known estimate

being f, <. niTT¢ which follows from [3]. By the Rankin-Selberg method

DMl <5 X

n<X

so the trivial bound for S(X) is, as before,

X
S(X) <5 —
logz X
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We prove in [1] the following

THEOREM : For alle > 0

S(X)=pr<<Xﬁ%+€ as X > o00 ,
p<X

where the summation is over p prime and the implied constant depends only on € and f.

Vinogradov’s method reduces the estimation of S(X) to that of certain bilinear forms
in fpn for various ranges of m and n. We actually use a variant of this method given by
Vaughan in [7] which, among other things, simplifies the arguments. We shall consider here

only one of the required estimates, namely

3 > tmbafmn <ap (X + XEY)(XY) o]l 5] (1)
n<X m<Y

where the prime restricts the variable of summation to squarefree values, a,, and b, are any

complex numbers, and [|a||> = 3, <y lam/*.

The trivial bound for the left-hand side of (1) is (XY )*¢||a|/||8|| and this would
generally be best possible if f, were multiplicative. In this case we see that f, is not
multiplicative since (1) is non-trivial if X > Y?2+¢ > 1.

By Cauchy’s inequality the proof of (1) is reduced to

2
e (X +XFY?)(XY) o) . (2)

>

n<X

E ! amfmn

m<Y

We conjecture that the following self-dual form in fact holds :

2

Lot (X +Y)XY )l . (3)

Z ! amfmn

m<Y

Z '

n<X

This would be somewhat analogous to the self-dual inequality

2
e (X +Y)(XY)la]? (4)

Zu

n<X

(3

m<Y

where the double prime restricts the summation to squarefree integers congruent to 1
modulo 4. The possibility that an inequality of this type might hold was suggested orally
by Montgomery to the second author in 1984. Jutila has given results related to (4) (see [4]
and [5]) but (4) itself is unknown.
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For the proof of (2) we require the following estimate :

Z Frrfns€XP (—;—() Lef brs X + (rsX)%+€ (5)
n>1

where 7, s are squarefree integers congruent modulo 4 and prime to a number depending only
on f. Here 6., denotes the Kronecker delta. It is important to realize that the uniformity
of this estimate in r and s is its key feature. For its proof we may assume that f(z) is a
Poincaré series and then f,, may be evaluated as a sum of Kloosterman sums. We substitute
this evaluation of f,, into (5). Then we apply Poisson’s summation for f,, twisted by an
additive character (resulting from the Kloosterman sum) to obtain Gauss-Ramanujan sums.
These are estimated to give (5).

Our approach shares some features with the Rankin-Selberg method. However, we
avoided this because we had difficulty in establishing the required uniformity in r and s

through the functional equation of the Eisenstein series.

The estimate in our theorem should be compared with that of Heath-Brown and
Patterson for sums of cubic Gauss sums over prime moduli [2]. Their technique is, however,
rather different from ours since they use a kind of twisted multiplicativity of cubic Gauss
sums to estimate the relevant bilinear forms. Such multiplicativity does not exist in the case

of half-integral weight cusp forms.
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Distribution of supersingular primes
Noam D. Elkies

Let E be a fixed elliptic curve over Q without complex multi-
plication, and let jg be its j-invariant. A supersingular prime for E
is a rational prime p such that (i) £ has good reduction mod p, and
(ii) the reduced curve E, = E mod p is supersingular; observe that
condition (i) excludes only finitely many primes (those dividing the
discriminant of E), and condition (ii) depends only on jg. Follow-
ing [7] we define mo(z) to be the number of supersingular p < z, and
ask for the asymptotic behavior of my(x) as ¢ — oo. A naive heuris-
tic suggests that, since (for p > 5) E, is supersingular if and only if
it has p+ 1 points over F,, while in general its number of F,-points

1/2 each p is supersingu-

could differ from p + 1 by as much as +2p
lar with “probability” roughly p~!/2, and so (summing over p < z)
the expected value of mo(x) should be roughly z!/2/logx. Refine-

ments of this heuristic, together with numerical evidence gathered
for several curves F, led Lang and Trotter to make the
CONJECTURE(7]: wo(z) = (C + o(1))x/?/logx, for some explicit
C > 0 depending on jg.

But it is not even immediately obvious that either mo(z) =
o(m(z)) (that is, that the supersingular primes have density zero)
or that mo(x) # O(1) (i.e. that there are infinitely many such
primes). The former was proved by Serre in 1968 [8] by apply-
ing the Cebotarev Density Theorem to the number fields generated
by the coordinates of the torsion points of E; later [9] he com-

bined this idea with sieve techniques to obtain the upper bound

S.M.F.
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mo(z) < x/log®? ¢ (the exponent 3/2 — ¢ was recently improved
by D. Wan [10] to 2 — €), and further proved that under the Gen-
eralized Riemann Hypothesis (GRH) for these number fields the
same method would yield mo(z) < 2%4. The infinitude of super-
singular primes was proved by me in 1986, and generalized in my
thesis to curves defined over an arbitrary number field with a real
embedding [2, 3]. The main purpose of this report is to describe
recent progress on an upper bound for my(x). We start, however,
with a few remarks on the lower bounds that can be obtained from
the methods of [2], both to put the upper bounds in context and
to introduce some ideas that also figure prominently in these new

upper bounds.

For positive D = 0 or 3 mod 4, let Pp(X) be the minimal poly-
nomial of the algebraic integer j((D++/—D)/2). In [2] it was shown
that, if {p1,p2,...,pn} is a finite set of primes containing all of E’s
primes of bad reduction, and ! = 3 mod 4 a sufficiently large prime
of which all the p;, are quadratic residues (the existence of such [ is
guaranteed by Dirichlet’s theorem on primes in arithmetic progres-
sions), then one of P (jg) and Py(jg) is divisible by a prime p;,4;,
distinct from each of p;, ..., pn, which is a new supersingular prime
for E. Iterating this procedure we not only obtain the infinitude of
supersingular primes, but also an implicit upper bound on p,, and
thus equivalently a lower bound on my(z): Dirichlet’s theorem gives
an effective bound on the least admissible [, and the absolute value
of the numerator of Pp(jgr) (and thus also its factor p,41) is easily
bounded above by O(exp C'- DY/?1og? D). Unfortunately this bound
on p, is astronomical-—an n-fold iterated exponentiall—unless we
assume the GRH for real Dirichlet characters. Applying the stan-
dard explicit formulas for the number of primes in an arithmetic
progression, we then find that mo(z) > logloglogx; this bound,

since independently discovered by Brown [1], has been improved
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by R. Murty to mo(z) > (loglogz)/2. A better method is to as-
sume that the p;(1 <i<n) already comprise all the supersingular
primes less than z, and then use not only the first but all admissible
primes [ < z!/2, obtaining many new supersingular primes between
x and z’ < exp(Cz'*log? z), all distinct by [4]. Assuming again
the GRH, we find that either mg(z) > loga or there are enough
admissible | < x!/2 to ensure my(2') > log z'; either way we obtain

the bound (Theorem 2 in my thesis):

THEOREM A: Under GRH for real Dirichlet characters, mo(z) >
loglog x.

It occurred to me in 1987 that these ideas might be useful for
getting an upper bound on my(z); one version of this idea, mentioned

in my thesis, is the

OBSERVATION (with R. Murty): If, for some positive 8, each su-
persingular prime p of E divides Pp(jg) for some D < p’, then
mo(z) <K 2392 log x.

Indeed, by the above estimate on the size of Pp(jg), the product of
all of E’s supersingular primes less than z would divide the product
of the numerators of Pp(jg) over D < z?, which is bounded by
I exp(C - DY?log? D) < exp O(2%/%1og? x);
Dkt

so the sum of these primes’ logarithms would be < z%/21og? 2, and
their number O(z%/?logx). [Several remarks are in order here:
First, that for this Observation to be of any use we must have 6
strictly less than 2/3; second, that this proof fails only when FE
has complex multiplication, because that’s exactly when one of the
Pp(jg) vanishes (and fail it must in that case, since for a CM curve
mo(x) ~m(x)/2); third, that the bound mo(z) < 2%/? log 2 would be
unconditional, not depending on GRH or other unproved hypothe-

ses, provided the same was true of the proof of D < p’; and last,
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that we can save a factor of logz by more carefully estimating the
size of [1p«as Pp(jE), obtaining D < p? = mo(z) < 239/2 )]

Thus the problem of estimating @, which I raised in [2] in the
context of computing large supersingular primes, assumes a new
theoretical significance. Now p divides Pp(jg) if and only if the su-
persingular curve E, has complex multiplication by (D + +/—D)/2,
that is, if the quadratic order Z[1(D + +/—D)] imbeds into the
endomorphism ring A of E,, or equivalently if A contains an endo-
morphism o whose discriminant (o —&)? = Tr*(a) —4 deg(«) is —D.
Thus the least D such that p divides Pp(jg) is the smallest nonzero
value attained by the positive-definite quadratic form (4 deg —Tr?)
on the rank-3 lattice A; = A/Z. In [2] I used a simple geometry-
of-numbers argument to estimate this value: A; has covolume 2p
(this follows from Deuring’s theorem that A has reduced discrimi-
nant p), so it must contain a nonzero vector of norm at most 2].72/ 3.

Unfortunately this gives only 8§ = 2/3, the smallest useless value
of 6.

But computations suggested that this bound might not be best

possible. Indeed, recently Kaneko obtained [6]:

THEOREM: E, has an endomorphism of discriminant (—D) for
some positive D < 4\/'p_/_.§.

Sketch of proof: Note that while in general a supersingular j-
invariant in characteristic p need only lie in F., the j-invariant of
E, is necessarily in F,, (though most of its endomorphisms can only
be defined once we extend scalars to Fj2). Thus A contains a square
root ¢ of —p, namely the Frobenius endomorphism. Kaneko now
uses Ibukiyama’s classification [5] of such quaternion algebras A
to show that A/Z contains a rank-2 sublattice of determinant 4p,
whence the Theorem follows. This sublattice consists of the lattice

vectors orthogonal to the image of the Frobenius endomorphism ¢
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in A;. When Serre read this he remarked that the order of mag-
nitude of the determinant of the sublattice, and thus the bound
D < ,/p, could be easily obtained by “pure thought” without in-
voking the explicit classification in [5]: the Galois involution of F .
induces an involution ¢ of A (conjugation by ¢) whose invariant
subring A% is either Z[¢] or possibly Z[1(1+ ¢)] if p = 3 mod 4; let
A~ C A be the anti-invariant sublattice {« : «a« = —a} of rank 2.
Then AT @® A~ is of bounded index in A (the quotient is an elemen-
tary abelian 2-group of rank at most 4), so since A has determinant
p? and A* has determinant at least p, the determinant of A~ with
the quadratic form deg(-) is < p. Also A~ is orthogonal to A* and
so in particular to 1, whence any o € A~ has trace zero and de-
terminant —4 deg(«). Therefore the image of A~ in A/Z is again a

rank-2 lattice of determinant < p and we are done.
Either way we thus have § = 1/2 and conclude:
THEOREM B: 7(z) < 2%/4.

Note that this is exactly the bound obtained by Serre under GRH;

it is unclear what if any significance this coincidence has.

Details of the analytic estimates used in the proofs of Theo-

rems A and B will appear elsewhere.
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A SURVEY OF RECENT WORK ON THE SQUARE ROOT
OF THE INVERSE DIFFERENT

by

Boas EREZ

We will give a survey of recent work done by several authors on the Galois-
hermitian module obtained by restricting the trace form of a Galois extension
K/F to the ideal in K which -when it exists- is the square root of the inverse
different of K/F'. This is the only additive Galois module, apart from the ring
of integers, whose structure is now fairly well known.

Although the work exposed here has benefitted enormously by the tech-
niques developed by A. FROHLICH, M.J. TAYLOR et alia to study the structure
of the ring of integers, we will not suppose here that the reader is acquainted
with them, so that this paper can also serve as an introduction to their work.

We shall begin by fixing the notations which will be in force throughout
the paper and then we will define the object of our interest. Next an example
is given to try to motivate our subsequent discussion. In Section 2 we analyze
the situation for weakly ramified extensions, while in Section 3 we drop the
restrictions on ramification but consider only abelian extensions. We also give
some details concerning the proofs of several results discussed in Section 3 which
are not to be published elsewhere. These are to be found in two appendices due
to D. BURNS.
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1. The square root of the inverse different
Notations.

The arithmetic side. Let us denote by : K/F a finite Galois extension of
either number fields or finite extensions of a p-adic field @,, G = Gal(K/F) its
Galois group, Trg,r the bilinear trace form of K/F, Z;, the ring of integers in
L, D(K/F)™! the inverse different of K/F.

The algebraic side. We will have to consider : F'G (resp. ZrG) the group
algebra of G over F (resp. Zr), mg the multiplication form on FG for which
the elements in G form an orthonormal basis.

Recall that by a formula due to Hilbert (see e.g.[S1] Chap. IV.1, Prop.4)
we can compute the order of the different D(K/F) at any prime P in K by
means of the sequence {G; = G;(P, K/F)} of ramification sub-groups of G :

ordp(D(K/F)) = 3 (ord(Gs) — 1) . (1.1)

i>-1

As a consequence we have that for instance in an odd degree Galois extension
K/F there exists a unique ideal A(K/F') such that

A(K/F): = D(K/F)™" . (1.2)

We will call the ideal A satisfying (1.2) the square root of the inverse different
(of K/F).

Since G' acts on K as a group of isometries of the trace form Trg/p
and since the dual with respect to the trace form of an ideal B in K is the
ideal B-!D(K/F)~!, we see that by restricting the trace form to the square
root of the inverse different we get a self-dual integral ZyG-hermitian form
(A(K/F),Trg/r). One would like to have a description of this form up to
equivariant isometry (see [C-P] Question (V.4.3)). It is the aim of this survey
to summarize what is known on this problem.

1.1. Example

We show how one can use the results on the hermitian module
(A(K/F), Trg/r) to describe the structure of the module (Zg,Trg/F).
Observe that Zx < A(K/F) < D(K/F)™'. Suppose that K/F is tamely
ramified, that is all its first ramification groups are trivial. To ensure the
existence of A(K/F') suppose K/F is Abelian of odd degree and for simplicity
let F =Q.
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Since the degree of the extension K/Q is odd, we know that there is a QG-
equivariant isometry between (K, Trg,q) and (QG,mg) (see [B-L] for a proof
under more general hypothesis). So (Zk, Trg/r) is isometric to a ZG-ideal M
in QG which is locally free because we are supposing that K/Q is tame. We
shall now define one such ideal M = M(K/Q) by defining its localizations
M, =17, ® M for all primes p of . So fix a prime number p and a prime P
in K above p, then choose a uniformizing parameter 7 in Kp. Let 6, := 6, , be
the injective character of the inertia group I(p) := Go(P, K/F) defined by

0p(g) = g()/m mod P

(see [S1] Chap.IV.2 Prop.7). 6, generates the (cyclic) group of characters of I(p)
and to each integer ¢ between 0 and e(p) := ord(I(p)) we can associate in Z,G

the idempotent e;, = (1/e(p)) Tr(p) 05(9)g7"

Now form the sum E, = ey, + €1, + -+ + emp Where m = (e(p) — 1)/2.
Then we define M, to be M, := (p, E,)Z,G. Of course if p doesn’t ramify in
K/F (i.e I(p) = {1}), then M, = Z,G so M is well defined. The interest of M
stems from the following result -which is shown in [E-M].

THEOREM 1.3. Under the restrictions introduced above we have
(i) M(K/Q)AK/Q)=1k.
(i1)  The following conditions are equivalent

(a) (Zk,Trg/q) is ZG-isometric to (M(K/Q), mg)

(b) (A(K/Q),Trk/q) is ZG-isometric to (ZG,mg).

Now, under the hypothesis of this example one can show that (ii-b) is true
(see Theorem 2.9 and Remark 2.10 below), so that -in this particular case- we
have a more precise description of (Zx, Trx/q) than in [T1] (see [E-M] for more
details).

2. Weakly ramified extensions

Our next result will give necessary and sufficient conditions for the square
root of the inverse different A(K/F) to be locally isomorphic to Z G, in a way
completely analogous to what is known as E. NOETHER’s characterization of
tame extensions (see e.g. [F1] Theorem 3, p.26).

DEFINITION 2.1. The Galois extension K/F is weakly ramified if all its
second ramification groups (in lower numbering) are reduced to the identity.
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Instances of weakly ramified extensions are
(a) all tamely ramified extensions
(b) absolute Galois extensions of odd prime degree.

(c) the dihedral extension obtained as the compositum of @((—3)!/?) and the
(non-Galois) cubic field Q((2)'/3) (see e.g.[C](16.29) and (17.31)).

Observe that (Galois) sub-extensions of weakly ramified extensions are
weakly ramified, but that the compositum of weakly ramified extensions is not
necessarily weakly ramified : indeed if p is an odd prime, then the cyclotomic
field Q(p?) of p?-th roots of unity is not even weakly ramified over Q(p) although
it is the compositum of Q(p) and the unique subfield of degree p over @ which
it contains.

THEOREM 2.2. Suppose ord(G) is odd. Then A(K/F) is locally free over
ZpG if and only if K/F is weakly ramified.

The necessity of a condition on the second ramification groups for any
ambiguous ideal to be locally free over ZrG has been shown by S.ULLOM in
[U1], 2.1. The converse is shown in [E2] by using the results of [U2].

Remark. The computations in [Mil] et [Mi2] show that the characterization
of the first ramification group as “vertex of the ring of integers” has no
analog even for the second ramification group -as one would hope in light of
Theorem 2.2. (see also [F1] Note 3 to Chapter 1).

H1. HYPOTHESIS. In the rest of this section we will always suppose that
the order of G is odd and that K/F is weakly ramified.

To get more precise results in this situation - i.e., to investigate when
A(K/F) is globally free over ZpG - we are led to describe the class defined by
A(K/F) in the group CI(ZG) of stable isomorphism classes of locally free ZG-
modules (we will eventually have to restrict scalars from Zp to Z). Recall that
since the order of G is assumed to be odd, the stable isomorphism class defined
by A(K/F) completely determines its isomorphism class. We now recall the
description of CI(ZrG) in terms of Galois homomorphisms (see (2.3) below).
This description will allow us to express the class defined by A(K/F) in a way
relating it to the arithmetic of the extension K/F. For ease of notation let
R=7r ,A=72pG ,A = FG and C = center(FG). If M is a rank one locally
free module over A, then for every (finite) prime p in R there exists m, in M and
myq such that A,m, = R,®r M and Amy = F ®p M. So for every (finite) prime
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p there exists b, in (A,)® such that m, = b,m,. Note that since (Amy), and M,
coincide for almost all p, b, is a unit in A, for almost all p. It follows that M
is isomorphic over A to the ideal Ab in A defined at each local completion by
R, ® Ab = A,b,. These considerations lead to the idelic description of CI(A),
which generalizes the idelic description of class groups of number fields. Sending
b to the class (Ab) gives a surjective homomorphism from the ideles J(A) to
CI(A) whose kernel can be computed (see [C-R]Vol.II (49.22)). By taking the
reduced norm to the center nrd = nrd4/c (and taking into account the infinite
places) one obtains the isomorphism

CI(A) = J(C)/C*nrd(U(A))

where U(A) are the unit ideles of A (see[C-R]Vol.11(49.23)). Under this isomor-
phism the class defined by M corresponds to the class of the reduced norm of
b. The final step in the description consists in the following. Choose E to be
a “big enough” (finite) extension of F-at least Galois over F' and splitting A
and write R for the group of virtual characters of G. Recall that C' = IIF(x;),
product over a set of representatives of the orbits of absolutely irreducible char-
acters of G. We have an isomorphism f : C* = Homgr)(Rg, E®) defined by
F(@e)(x) = I f(e;)(x) and f(ci)(x) =1 unless x = x{ is in the orbit of x;, in
which case f(c;)(x) = ¢. This isomorphism then extends to the idele groups
and we only have to interpret the image of the reduced norm as so-called de-
terminant homomorphisms to obtain FROHLICH’s Hom-description :

CI(A) = Homa(r)(Ra, J(E))/Homa(r) (Ra, E*)Det (U(R))  (2.3)

(see[C-R] Vol.II (52.11), [F1] II.1). Here the class defined by M corresponds to
the Q-invariant homomorphism f which on an irreducible character x takes the
idelic value (f,(x))p, where -in EY = (F, ® E)*)-

fr(x) = dety(b,) (2.4)

is the determinant of the matrix in GL(E,) obtained by evaluating any
extension of an F-representation T' = T, with character x on the (invertible)
group algebra element b,.

Remark. Of course all this goes through for more general orders A than
group rings.

We will now proceed to give a representative homomorphism for the class
defined by A(K/F) in Cl(ZrG). Here E will also have to contain K and the
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values of arithmetic functions needed. So fix local normal generators m, of
A(K/F), over Zp,G and a normal generator my of K over F'G. Let b, be such
that b,mo = m,. Define the idelic resolvent (m|x) by letting its p-component
be (m|x), = (mplx) = det(XsT(g97')g(m,)) with T = T, as after (2.4).
Then Det, (b) = (m|x)/(mo|x) (see [F1] 1.4.1). Observe this is immediate for
abelian characters, for which we get the classical Lagrange resolvents. Already
because Zr need not be a principal ring we will restrict scalars from Zp to
Z and consider A(K/F) as a ZG-module ; this forces us to replace the above
resolvents with norm-resolvents N q(m|x) -which we will not define (see [F1]
Theorem 2 and (2.16)). We will make a full use of the Hom-description in
that we will need the (second) Adams operation ¥ = ¥, on Rg : this is the
endomorphism of Rg defined by ¥(x)(g9) = x(g°) (see e.g. [C-R] Vol. I, 12B,
[K]). Let 7(K/F,®) be the Galois-Gauss sum attached to the field extension
K/F and the character ® of G (= Gal(K/F')) (as in say [F1] 1.5 or [Ma]). We
now change the representative homomorphism above with the aid of the Gauss
sum and V.

PROPOSITION 2.5. ([E2] Theorem 3.6). Suppose (H1) is fulfilled, then
the class defined by A(K/F) in Cl(ZrG) is represented by the Galois ho-
momorphism vg/p which on the character x of Rg takes the idelic value

vi/r(X) = Nrjg(mlx)m(K/F,¥(x) — x)~".

The proof of this proposition follows -as in the study of rings of integers-
from the fact that AMp/q(mo|x) and 7(K/F, ¥(x) — x) behave in the same way
under Galois action (see[F1] IIL.3).

Remark 2.6. One is led to consider the representative homomorphism given
in the proposition after having noticed the decomposition in terms of the Jacobi
sums 7(x)?/7(x?) as given in [E1] for absolute Galois extensions of odd prime
degree.

Now that we have a nice representative homomorphism we can try to
show it lies in the denominator of the right hand side of (2.3). We have not yet
succeeded in doing this in general although it is true for tame extensions (see
Theorem 2.8 below), howewer in general we can prove the following. Let M be
any maximal order in QG containing ZG and let D(ZG) denote the kernel of
the (surjective) homomorphism from CI(ZG) to Cl(M) obtained by extending
scalars from ZG to M. We know that D(ZG) does not depend on M.
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THEOREM 2.7. ([E2] Theorem 2.) Suppose (H1) is fulfilled, then vk, r lies
in D(ZG), that is M ®z¢ A(K/F) is free over M.

As with FROHLICH in his proof of the Martinet Conjecture for tame
extensions (see [F1] Theorems 5 and 23), we show that the components of
the ideles Np/q(m|x) and 7(K/F,¥(x) — x) are the same up to units, so
that vk p actually lies in Homq(Rg,U(E)) and hence is zero in CI(M) (see
[F1] 1.2.19). By using the functorial properties of the ideal A(K/F) and of
the homomorphisms involved this amounts to a computation in local totally
ramified extensions analogous to the one in [F1], IIL.7 for the tame case, but
involving non-abelian local characters in the wild case (see [E2]).

THEOREM 2.8. ([E2] Theorem 3.) Suppose (H1) is fulfilled, but assume also
that K/F 1is at most tamely ramified, then A(K/F) is free over ZG.

Given Theorem 2.7 above and its proof (!), this is an almost formal
consequence of M.J. TAYLOR’s work on Galois-Gauss sums and on groups of
determinant homomorphisms together with his joint work with Ph. CAssou-
NOGUES on Adams operations (see [F1] Theorems 30, 31 and 10, [CN-T]
Théoreme 1’ and (2.7) or [T2] Theorems 8.1.2 and 9.1.2, [E2]). In the absolute
abelian case we have a complete picture for the hermitian structure as well.

THEOREM 2.9. ([E3] or [E-M] Theorem 4.1.) Suppose that F = Q and that
G = Gal(K/Q) is abelian of odd order. Then the following are equivalent :

(a) K/F is weakly ramified

(b) for every prime p in Z the order of the inertia group Go(K/Q,p) is either
equal to p or prime to p

(c) (A(K/Q), Trg/q) is isometric to (ZG, mg)
(d) A(K/Q) is free over ZG.

This is less involved than the previous results, the hardest part being
the proof that (b) implies (c). We exhibit explicit self-dual normal bases -
taken from [E1]- for special extensions K(p), one for each prime p ramified in
K/Q, so that : K is contained in the compositum L = IL,K(p), the K(p) are
arithmetically disjoint in pairs -hence (A(L/Q), Try,q) is the tensor product of
the (A(K(p)/Q), Trk()/q) -, and also A(K/Q) = Trp/x(A(L/Q)). (Of course
K(p) can be chosen to be the field corresponding to the group X,, of p-parts of
the Dirichlet characters associated to K (see [E-M]).)
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Recall that by Section 1.1 this theorem gives the structure of the hermitian
pair (Zx,Trg/q) in this special situation.

Remark 2.10. The recent paper [E-T] deals with the hermitian structure of
both the ring of integers Z x and the square root of the inverse different A(K/F)
in arbitrary odd degree tamely ramified Galois extensions K/F. It contains a
generalization of the results of [E-M]. In particular it generalizes the definition
of the “comparison” module M(K/F) of Example 1.1 above and it shows how
to use Theorem 2.8 to get a description of the class that A(K/F) defines in the
Grothendieck group of (locally free) hermitian modules over ZG.

3. Very wildly ramified extensions
Unless explicitly stated, in this section we will always assume.

H2 - HYPOTHESIS. F =Q , G = Gal(K/F) is abelian and K/F is such
that the square root of the inverse different A(K/F) exists.

According to the results above, if K/F is not weakly ramified then on
the one hand A(K/F') cannot even be locally isomorphic to ZG (Theorem 2.2)
and on the other hand the trace form on A(K/F) cannot be the standard one
(Theorem 2.9). To encompass these difficulties one compares A(K/F) to its
associated order A, that is the order A(A(K/F)) in FG of elements stabilizing
A(K/F). The local problem was considered by D. BURNS who showed

THEOREM 3.1. Under (H2) A(K/F) is locally free over its associated order
A(A(K/F)).

A proof of this theorem is given in Appendix A below.

Remark 3.2. There exist local cyclic extensions K/F/Q, in which no
fractional ideal is locally free over its associated order; for example if F is
absolutely unramified, then this is so for any totally ramified cyclic extension
K/F of degree rp? with r > p* (see [Bu2)).

BURNS predicted that the local isometry class would only depend on the
group structure of G together with its inertia subgroups. By using Theorem 3.5
below, he and the author were able to show

THEOREM 3.3. Let p be an odd prime and let K/Q, and K'/Q, be abelian
extensions in which the inverse different has a square root. Suppose K/Q, and
K'/Q, are such that there ezists an isomorphism between their Galois groups
which restricts to one between their inertia groups, then there is an equivariant

isometry between (A(K/Q,), Tri/q,) and (A(K'/Q,), Trki/q,).
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Proof. We refer to the notation introduced in Appendix A for the proof of
Theorem 3.1. By (A.2) the A decompose as

A=De(x)A=e(1)A® D(e(x) +e(x)A .

x#1

These are orthogonal sums with respect to the trace form. The summand
corresponding to the identity character is dealt with by Theorem 3.5 below : it
corresponds to a cyclic p-extension. We then observe that on the summands of
the form (e(x)+e(X))A the trace form is even, hyperbolic and self-dual. By [Bas]
(4.4), there is only one such form on a projective module over a commutative
ring, so we are done by Theorem 3.1.

]

Remark 3.4. It is shown in [E-M] that for two ZG-projective ideals in QG,
say L and M, the forms (L, mg) and (M, m¢g) are locally isometric everywhere if
and only if the “discriminant modules” L*/L and M* /M are isomorphic (here L*
is the dual of L with respect to mg). Theorem 3.3 would also be a consequence
of a result of this kind with ZG replaced by the associated order of the square
root of the inverse different.

The local structure is thus fairly well known, so let us consider global
extensions.

THEOREM 3.5. Suppose (H2) holds, and assume the order of G to be odd.
If for every prime p of Q either Go(K/Q,p) is a p-group or has order prime
to p, then there exists an equivariant isometry between (A(K/Q),Trg/q) and
(A(A(K/Q)),ng) where ng is a form on QG not depending on K.

The proof of this theorem was obtained in two steps. First in [B-E] the
Hermitian pair (A(K/Q), Trk/q) was studied in detail in the special case of
cyclic p-extensions totally ramified at p. For instance if the order of G is p"
with p # 3 and n even, we have that (A(K/Q),Trg/q) is ZG-isometric to
an orthogonal sum <1 > @B, ® By & ... ® B, where the B; = B;(p) are
indecomposable, even bilinear forms independent of K with a nice description ;
their root system is (p'~2 + p~1)A,_; (standard notation). Later C. BACHOC
observed that the results of [B-E] together with an explicit description of the
associated order A(A(K/Q)) were sufficient -via a construction like that given
for Theorem 2.9 above- to prove the theorem in the general case under the
stated restrictions. Details can be found in [Ba], where a description of ng is
also given.

Remark. We observe that in all the situations so far considered the form
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(A(K/F),Trg/r) always turned out to have a very “symmetric” system of
minimal vectors.

In light of Remark 3.2 one couldn’t hope for such a precise description
in the relative case (F # Q), but even for absolute extensions -and quite
unexpectedly- D. BURNS was able to prove the following

THEOREM 3.6. Given any integer n, there exist infinitely many abelian
extensions K = K, /Q with a square root of the inverse different satisfying the
following : let Gx = Gal(K/Q) and let M = Mg denote the mazimal order in
QGk. Write MA(K/Q) for the smallest M-module in K containing A(K/Q).
Then the order of the class of MA(K/Q) .in the locally free class group of M
18 greater than n. Moreover, given any odd prime p, one can even choose the
extensions K/Q to be of p-power conductor (and hence cyclic).

This theorem shows that the analog of LEOPOLDT’s Hauptsatz in [L] is
false for the square root of the inverse different. In Appendix B the reader will
find a complete proof - by BURNS - of the fact that the unique extension of

absolute degree 39 and conductor 13? is the smallest example of an extension
K/Q for which MA(K/Q) is not free over M.

In conclusion we can say that, although many results on the square root
of the inverse different we have discussed have perfect analogues concerning
the ring of integers, some have not and we hope that the parallels that can be
drawn will help to throw a different light on this area of research.

Appendix A. Sketch proof of Theorem 3.1

We follow D. BURNS. For the proof it will be sufficient to consider local
extensions and by functoriality properties (see e.g. [Be], 2.1) we can even restrict
our attention to totally ramified extensions. So let K/F be a local totally
ramified Galois extension over Q, with Galois group G = Gal(K/F). Let
A = A(K/F) and let A be its associated order in F'G. The strategy of the
proof is the following : we show that A is weakly self-dual, that is we show that
A is isomorphic to its linear dual A* = Hom(A,Zf). By [F2] Theorem 10 on
page 211, this will imply that A is isomorphic to A. To show the self-duality
of A we shall use Theorem 2 of [Bul] which relates local isomorphism to two
other equivalence relations on lattices : factor equivalence (also discussed in
[F3]) and G-o-equivalence. (To use this theorem we need to know that F is
absolutely unramified). To check these equivalence relations we will need a
precise description of the maximal order M in FG and of A.
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To begin with, G decomposes into a direct product G = P x C, where P
is the p-Sylow subgroup in G. Let r (resp. p") be the order of C' (resp. P). It is
well known that r divides p — 1.

Case I: p odd. Here G is cyclic and by Hypothesis (H2) r is odd. For i
between 0 and n, let H(i) be the subgroup of order p* in P and let e(7) be the
corresponding “trace” idempotent defined by

p‘e(i) = EH(,)h

(A.1) We record the fact that if £ > ! then e(k)e(l) = e(k). Let also
P=<g>and f=g-1.

(A.2) For any character x of C let :

e(x) = (Zex(c™)e)/r.

Observe that e(x) is in Z;C so any G-module M decomposes into M =
®e(x)M, with the sum taken over all characters x of C. In particular the
maximal order M decomposes in this way and by work of A.-M. BERGE a
basis of e(x)M is given by the set

{e()e() ) (A3)

where 0 < ¢ < n and j(¢) runs over a suitable range (see [Bu2]). Let us now
check that A = A*. Since G is cyclic in this case, A is factor equivalent to A*
and so by Theorem 2 of [Bul] it is sufficient to check G-o-equivalence. More
precisely, for all “trace” idempotents e corresponding to subgroups of G, we
must show that both (A*)¢ and A® have the same associated orders in FGe (see
[Bul] Section 2). But, for any lattice M, the associated order of M equals the
associated order of its linear dual M* and there is also a natural identification
(M*)® = (eM)*, and hence we must only check that for each “trace” idempotent
e:

eA equals the associated order of A® in FGe. (A4)

Now, if e belongs to A, then (A.4) is easily verified ; so (A.4) certainly holds for
all idempotents e corresponding to subgroups of C, since these are sums of the
idempotents e(x) and e(x)A < A by the above observation. Moreover, a simple
computation shows (or see [B-E] Proposition 2.3.4) that :

(A.5) for even ¢, the idempotents e() are in A,

(A.6) for all ¢, fe(¢) is in A.
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So we are left to check (A.4) for e = e(i) with odd 7. In view of the
description (A.3) and of (A.6) it suffices to consider elements m (in M) of the
form m = Xy5i1mee(x)e(k), but since m = e(i + 1)m by (A.1), m belongs to
the Lh.s. of (A.4) if and only if it belongs to the r.h.s. of (A.4).

Case I : p = 2. There really are two subcases here depending on whether
G is cyclic or not, but if G is cyclic, then we can argue as in Case 1. So let G be
non-cyclic. Then G is a 2-group of type (2"71,2) : G =< a > x < b > where a
is of order 2"~ ! and b of order 2. We can compute the valuation of the different

by means of Hilbert’s formula and results on the ramification sequence (see e.g.
[Le], page 147). We find that :

(A.7) if nis even, then A is Z pG-isomorphic to Z and so the result follows
from (4.2.7) of [Bu2];

(A.8) if n is odd, then A is isomorphic to X = ,(<° "4 /% Where Py denotes
the maximal ideal in Z .

Again we must consider G-o-equivalence : here, between X and its associ-
ated order A, this is easy so we will not go into it. In view of [Bu2] it suffices to
prove that the so-called factorisable quotient function is trivial on the character
group G° = Hom (G, C*) of G. By definition this means we have to check the
equality

[A : i(X)] = Ip f(A, X)(D) (A.9)

where here 7 is any injective homomorphism from X into A with finite cokernel,
D runs over all divisions in the character group G° , and f(A, X)(D) is the ideal
of F' defined by Mdbius inversion from the ideal f(A, X)(C) = [A%H : (iX)eH],
with C' the cyclic subgroup (G/H)° of G° (i.e. if f = f(A,X) and if u(D/C)
denotes the Moébius function of the order of < D > /C, then by definition
f(D) = Heepf(C)MPIO), Since we already know about G-o-equivalence,
Lemma (2.11) of [Bul] tells us that [A : i(X)] divides IIp f(A, X)(D). Also
by the (general) Theorem 7 in [F3], page 64, we know that Zx is always factor
equivalent to ZFG, SO [ZFG . ZK] = HDf(ZFG,ZK)(D)

Hence we are left to check that

[A :25G] = (Il (A, Z¢G)(D)) P5" (A.10)
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(the P;' comes from the factorisable quotient function f(Zg,X)). But the
product over divisions in (A.10) equals 2°™ G and one can show that here (n
odd) A contains the order { M(FG(2)),((1 — a)/2)eca2s>}ZrG where

G(2) =< a > and M(FG(2)) is the maximal order in FG(2). So (A.10) follows
since [M(FG(2)) : ZpG] = 2° ¢(-1,

Appendix B, by D. Burns : A surprising example

Let K be an abelian extension of @ such that in K there exists the square
root of the inverse different A(K) = A(K/Q). In Section 3, it was noted that
whilst A(K) is always locally free over its associated order (Theorem 3.1)
its global structure depends critically upon the ramification of the extension
K/Q. In particular, setting Gx = Gal(K/Q) with Mg the maximal Z-
order in the Q-algebra QG it was claimed - in Theorem 3.6 - that even the
lattice M A(K) may have a non-trivial structure in the very wildly ramified
case. In this appendix, rather than giving a proof of the full Theorem 3.6 we
reduce technicalities to a minimum by discussing an explicit example in which
Mg A(K) can be shown to have a non-trivial M g-structure. In fact, it is not
difficult to verify that amongst extensions in which M A(K) has a non-trivial
structure the example given here has the minimum possible absolute degree.

For simplicity we shall only consider extensions K/Q which possess a
unique ramified prime (which is therefore totally ramified in the extension
K/Q). For p an odd prime, n a positive integer and r an odd divisor of p—1 there
exists a unique abelian extension K = K (p,n,r) of @ of degree p™r in which p is
the only ramifying prime. Furthermore, since the degree of any such extension
K is odd, we know that the square root of the inverse different A(K) exists.
Now, by the Hom-description of the locally free class group Cl(My) of Mg
(see (2.3)), the global structure of a locally free M -module X is determined
by a function g = gx defined on the character group G} = Hom(Gg,C*) and
satisfying at each character 6 in G§%

gx(0) is an element of the ideal class group C1(Q(6)) of Q(6) (B.1)
with for each w in Gal(Q(6)/Q)

Now, if K = K(p, n,r) is such that Mg A(K) is not free, then by Theorem 3.5
we shall certainly require that r # 1. Since we also want C1(Q(6)) # 0 checking
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a table of class numbers now reveals that the smallest possible degree of such an
extension occurs with p = 13, n = 1, and r = 3. Indeed we know that C1(Q(39))
has order 2 whereas CI(Q(3)) and C1(Q(13)) are both trivial. In this appendix
we shall prove the

THEOREM B.3: For K = K(13,1,3) the class (Mg A(K))pm, has order 2.

Henceforth we shall write K = K(13,1,3) with O = Zg, G = Gk,
M = Mg and A = A(K). Now, by the above remarks one knows that if X is
any locally-free M-module and 6 is an element of G°, then gx () is trivial if the
order of 4 is not 39. On the other hand, any two elements of G° of exact order
39 are conjugate under the action of Gal(Q(39)/Q) and hence (by condition
(B.2)) give the same evaluation of gx. In this case we shall therefore refer
to the class (X)a as being represented by (the class of) a suitable fractional
ideal of Q(39). Set £ = Q(3). In E the rational prime ideal (13) splits as a
product (13)Z g = p1p. and we let P, (respectively P,) denote the unique prime
of Q(39) lying above p; (respectively p,). The numbering is to be understood
as follows. Let F' denote the local completion of K at the unique prime of
residue characteristic 13. We can and do identify G with the local Galois group
Gal (F/Qu3). Fix a character 6 of G° of exact order 39. Let ¢ be an embedding
of Q(39) into an algebraic closure Qf; of Q3. Composing 6 with t gives a 13-
adic character which we denote by 8(t). Decompose G as G = S x C where
S is the subgroup of G of order 13 and C' is the complementary subgroup of
order 3. Accordingly the character 6(t) decomposes as 6(t) = ¥ x ®. Let 7 be
any element in F' generating the maximal ideal of Zr. The map sending g in
G to g(m)/m gives an isomorphism 6, (independent of the choice of 7) from C
to a subgroup of the units of the residue field of Q3. Let x = x(F') denote
the element of the group of 13-adic characters C° that induces by passage to
the residue field the isomorphism 6. Since x generates C° we can define an
integer u(®) =1 or 2 by & = x*®), Then we choose our numbering in such a
way that, if the embedding ¢, (respectively ¢;) corresponds to the prime ideal
P, (respectively P,) and 6(t;) = ¥; x &;, then &; = y(F)' for i = 1 or 2. The
following lemma reduces the proof of Theorem B.3 to an exercise in explicit
class field theory.

LEMMA B.4 : The class (MA)p is represented by the ideal P;.

To prove the result of the lemma we first note that if we denote by AM
the largest M-lattice in K contained in A, then

(MA)pm = (AM)p . (B.5)
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Indeed by definition A is a self dual lattice from which it follows that MA
is a lattice dual to AM. But now, equation (B.5) follows as a consequence of
the general theory of the Hom-description (see for example [F1] Section 1.2,
Example 1) together with the fact that CI(Q(39)) admits no non-trivial
automorphism. On the other hand, Theorem 2 and Lemma (2.3) of [Bu3]
together imply that

oM~ M (B.6)

since O is known to be locally free over its associated order in QG. Now, from
(B.5) and (B.6) the explicit Hom-description of Cl1(M) implies that the class
(MA)p is represented by the ideal

1(8) = hoay(6) = ((Z[6) ®2 A : (Z[6] @2 0)’Jze) ™" (B.7)

It is immediate that h(#) has support only above the rational prime (13).
However, to compute expression (B.7) precisely, we go over to the local extension
F/Qi3. Let A’ = A(F/Qu3) and O' = Zp. Write Z)5 for the valuation ring of
the local field obtained by adjoining a primitive 13th root of unity 7 to Q3.
For any embedding ¢ of @(39) into QS5 one has

R(O(1)) = h(8) = (((Z3s ®zs AV : (T @215 O Vs, )"

If now 6(t) decomposes as 0(t) = ¥ x & and if e(6(¢)), e(¥) and e(®P) denote
the corresponding idempotents of Q13(n)[G], Qi13(n)[S] and Z,5C respectively,
then of course e(6(t)) = e(¥)e(®) in Qq3(n)[G]. Since ® is non-trivial, one
checks that both (Z); ®z,, A')’® = e(8(t))(Z}3 ®z,, A') and (Z); ®z,, O')°® =
e(0(t)) (25 ®z,5 O'). But, if ¢ is the identity character of S, then

(1—e(e))e(®) = e(6(t)) sum over w in Gal (Q13(n)/Q13)

w

and hence for the norm N from Q;3(n) to Q;3 we have the expression in terms
of Z,3-indices

N(h(0)") =[] ' (8(t)*) = [e(e)e(@)O' : e(e)e(®)A')/[e(R)O' : e(®)A']. (B.8)

To evaluate the expression (B.8) we recall that to every 13-character ® of C we
have associated an integer u(®) (= 1 or 2). Let = be a non-zero element in F.
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Of course, since e(®) is in Z;3C, one has for the valuation vp(z) of z
vr(e(®)z) 2 vr(2). (B.9)
The importance of the integer u(®) is that one has
vr(e(®)z) = vp(z) if and only if vp(z) = u(®) modulo (3). (B.10)

Let now F" denote the subfield of F' of degree 3 over Q;3, let O” denote its
valuation ring and P” the unique maximal ideal of O”. By Hilbert’s formula
one computes that 4’ = (13)7!P? so that e(®)A’ = e(®)(13)"'P? and
hence e(c)e(®)A’ = e(®)(13)"'P" = e(®)(13)"1P"“®)  where for the last
equality we have used (B.9) and (B.10). Similarly, one has e(¢)e(®)0 =
e(®)0" = e(®)P"® and hence [e(¢)e(®)O' : e(e)e(®)A)z,; = (13)7'Z;3.
Using the same type of argument one has e¢(®)(13)4’ = ¢(®)0' = e(®)P"?
if u(®) = 2, and e(P)(13)A’ = e(P)P"* and e(P)O' = e(P)P' if u(®) = 1. So
[e(@)O : e(®)Alz,; = (1371%)Z3 or (1371%)Z,3 according as u(®) is 2 or 1.
Finally therefore (B.8) becomes

N(h(8)) = (13'3)Z,5 if w(®) =2 and
= (13"M)2Z,3 if uw(®)=1. (B.11)

With the convention of the numbering of primes introduced before the state-
ment of the lemma, (B.11) implies that h(§) = (P,P,)"'2P,. Now P, P, is in-
flated from Q(13) and hence is a principal ideal so that in fact the class (MA) 4
is represented by the ideal P;. But this is precisely the statement of Lemma B.4.

Having proved Lemma B.4 we are reduced to a problem of explicit global
class field theory - namely to verify that P is not a principal ideal of Q(39).
In general of course, such problems are very difficult but in this case we are
saved by reinterpreting the Hilbert class field of Q(39) as a ray class field of an
imaginary quadratic subfield of class number one. To be more precise we write,
for each integral ideal J or E, E(J) for the ray class field of £ modulo the ideal
J. Writing H for the Hilbert class field of Q(39), one has a diagram of fields
and degrees
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E(13) H
4.
Q(39) P, B
EQ})Z) 12
E D1,p2
|
i /
Q (13)

The key to our computation is the observation that
E(13) = H. (B.12)

But Q(39) is the compositum of E and Q(13) and so is included in E(13)
and hence to prove (B.12) we need only to demonstrate that the extension
E(13)/Q(39) is unramified of degree at least two. Of course, one knows a priori
that F(13)/Q(39) can be ramified only at either P; or P,. We shall show that
there is no ramification above P, (with an exactly similar argument proving
the same for P,). Well, p; is unramified in the extension E(p,)/E and totally
ramified in the extension Q(39)/E which is of degree twelve. To conclude, we
shall merely compute the degrees |E(p;) : E| and |E(13) : E|. But E has class
number one and hence, for any integral Zg-ideal P, one has an exact sequence

s — (Ig/P)* — Gal(E(P)/E) — 0 (B.13)

where here up = (Zg)* and the second map is derived from the Artin reciprocity
law (by choosing a generator of each ideal of Zy that is coprime to P). In
particular, therefore one has

|E(P) : E| = card (cokernel (ug — (Zg/P)*)
= card ((Zg/P)") card (pp(P))/ card (ug)

where we have used the notation pg(P) for the set of elements in ug which are
congruent to one modulo P. From here one computes that |E(p;) : E| = 2 and
|E(13) : E| = 24 and it now follows that E(13)/Q(39) is an extension of degree

149



EREZ B.

two in which P; is unramified. A similar argument dealing with P, allows us to
deduce equality (B.12). We note that this argument also proves that any prime
ideal of E(P,) lying above p; is totally ramified in the extension E(13)/E(P,).

Now by (B.12) together with the prime decomposition law of class field
theory we have the equivalence of the following statements :

- P, is a principal ideal of Q(39)

P, is split in the extension E(13)/Q(39)

p1 is split in the extension E(p;)/E

if py = (7)Zg, then 7 is in the kernel of the Artin map (for P = p,)

7 is congruent modulo p, to an element in ug (B.14)

where for the last equivalence we have used the exact sequence (B.13)
with P = p,. Setting now z = —(1 + (—=3)/?)/2 we can take 7 = 1 — 3z
so that p, = (7 — 5)Zg. But card (ug) = 6 and modulo p, we have
7 = 5% = (-=1)® = —1 so that condition (B.14) cannot be satisfied. Finally
therefore one deduces that P, is not principal in @(39) as was to be proved.
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THE NUMBER OF ABELIAN GROUPS OF ORDER AT MOST x
by

D.R. HEATH-BROWN

1. Introduction

Let a(n) denote the number of isomorphism classes of Abelian groups of
order n. The arithmetic function a(n) is multiplicative, and has a generating
series

Y- a(n)n™ = ((s)¢(25)((3s) -+ -
n=1
We shall be concerned here with the counting function

Alz) =3 a(n),

n<z

first considered by ERDOS and SZEKERES [2]. One expects that A(z) will be
approximated by ¥ c;z'/7, where

ad k

¢ =[] ¢(=)
k=1 ]
k#j

Indeed, if we write

Az) = i ¢z + A(z), (1.1)

i=1

then it is known on the one hand that
A(a:) < 1.97/381 (log x)ss
(KOLESNIK [8]), and on the other, that

fl XA(a:)2dx = Q(X**1og X) (1.2)

S.M.F.
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(Ivié [7]; see also BALASUBRAMANIAN and RAMACHANDRA [1]). Thus
A(z) = Q(z'/*(log 2)'/?),
so that the extra terms in the sum (1.1) that would correspond to j > 6, cannot

be relevent. Note that

97 ]
g7 = 0:25459- - > 0.16666- - = = -

Our aim is to prove an upper bound corresponding to (1.2).

THEOREM 1. We have
X
/ Az)tdz < X*3(log X)*
1

for X > 2.

Apart from the exponent of log X this is, of course, best possible. IVI¢ [6]

has given a weaker estimate with exponent 29 in place of —. A result similar to

Theorem 1 was stated by BALASUBRAMANIAN and RAMACHANDRA [1], but it
appears that their claim cannot be substantiated. We have made no attempt
to obtain a good exponent for the power of log X in Theorem 1.

Our method is an elaboration of that used by the author [4] to estimate

/OTl<(§+it)8dt.

We take this opportunity to point out that exactly the same technique yields :

THEOREM 2. We have
T
I

[ e+

for T > 2. Hence, in the generalized divisor problem, one has (5 <

(55 +i)

10
50 dt < T3*(log T)

and 10
dt < T*(logT)>

50
These results (with the exponent 52 replaced by 50) have been given
without proof by ZHANG [11].
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Finally we observe that our method for proving Theorem 1 has a little to
spare. An examination of the proof shows that the key estimate (3.1) can be
obtained with a saving of a power of T', except when M and N differ only by a
factor of a small power of T'. In this latter case further arguments are available
covering all possibilities except that in which M and N are both small powers of
T. This argument suggests that one might actually hope to obtain an asymptotic
formula for the integral in (1.2).

2. Mean-Value Bounds

To estimate the average of A(z)? we shall use the analysis of IVIG [6;
pp-19-21]. After suitable modifications, this leads to

X
2 4/3 8 -1
/X Aafde < X105 X)* max Tz, 2.1)

where

Ir = /T 2 IC(1 = o + it)¢(1 — 20 + 2it)( (30 + 3it)( (40 + 4it)( (50 + 5it)[2dt ,

and
, L, 1
6 logX
In view of the inequality 2|ab] < a® + b2, we have
It < max(Jr,Jr) , (2.2)

where r

Jr = /T |00+ 3it)°C(40 + 4it)'¢ (50 + 5it)"|dt (2.3)
and

T
To= [ 1030 +3it)'C(1 = 0 +it)'C(1 - 20 + 2it)|dt

Since the estimation of Jr and Jr is similar, we shall henceforth restrict our
attention to Jr.

We replace the integral in (2.3) by a sum over well-spaced points t, €
[T'/2,T) for which
[tw —ta] 21 (m#n). (2.4)

Since

C(s)=>_n°+0(1) (T<KZ<2T)
n<K
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for

)

IIm (s)| < 5T , % < Re(s) <

ool =3

by TITCHMARSH [10, Theorem 4.11], we have, for example
¢(30 + 3it) < (logT) max |Ss(L, 3t)| , (2.5)

where L runs over powers of 2, and

S(L,3t)= ¥ ndeit

L<n<2L

Of course, for the value of L giving the maximum in (2.5) we will clearly have

|1Ss(L, 3t)| > [S5(1,3t)] > 1.

Similarly
((40 +4it) < (logT)max M~Y5|S,(M, 4t)|
with
Su(M,4t)y= Y MpTiomit (2.6)
M<n<2M
and
¢(50 +5it) < (logT)max N~Y385(N, 5t)| ,
with .
Ss(N,5t)= 5. NY3p7So-hit, (2.7)
N<n<2N

It follows that
Jr < (log T)* MY N=43 5" |S5(L, 3,)* Sa(M, 4t,.)* S5(N, 5t,,)*|
for certain fixed L, M, N with
|S3(L, 3t,)|, |Sa(M, 4t,)]|,|Ss (N, 5t,)| > 1.
We proceed to classify the points ¢, according to the ranges

U<|S|<2U, V<|S| L2V
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and
W< |55| < 2W

in which the relevent sums lie. Here U,V and W run over powers of 2 with

1<U<I} |, 1«V<«Mi | and 1< W N7, (2.8)

If there are N(U,V,W) such points t, for each triple (U, V,W) it follows
that

Jr < (logT)BM2AN~3 S UPV*WAN(U,V,W)
Uv,w
< (log T) M 2BN-*BUVAWAN(U,V,W) , (2.9)

for some particular triple (U, V,W).

In estimating N(U,V,W) we shall illustrate our methods by examining
S3. We begin by using the mean-value theorem for Dirichlet polynomials due
to MONTGOMERY [9; Theorem 7.3, with @ = 1,x = 1,6 = 1. When applied
to S3(L,t)* this yields

U*NU,V,W) < (L*+T)(logT) >  di(n)’n™*
Lk<n<(2L)F
< (IF + T)(log T)™*.
Similarly we have
VENU,V,W) < (M* + T)(log T)'+* (2.10)
and
WEN(U,V,W) < (N* +T)(logT)'+** . (2.11)

Notice that our purpose in making the somewhat peculiar definitions (2.6) and
(2.7) was to produce bounds for N(U, V, W) which are symmetric in S3, Sy and
Ss. Our second estimate uses the Haldsz method, in the form due to HUXLEY
[5; p.171] (with a trivial modification to allow for the weaker spacing condition
(2.4)). When applied to S3(L,t)? this yields

L2<n<4L?

N(U,V,W) <<L2U-4( ) d(n)zn‘s") (log T)

+TL2U“12( 3 d(n)zn's") (log T)®

L2<n<4L?
< (LU~ + TIAU2)(log T)"" .
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Similarly one finds
NU,V,W) <« (M*V™* + TM*V~"*)(log T)"" (2.12)

and

NU,V,W) < (N*°W™* + TN*W~1?)(log T)"" .

For our remaining estimates we start from Perron’s formula (see TITCHMARSH
[10; Lemma 3.19]), which yields

1 it )
Ss(L, 3t) = — /l . G5+ 30 + 3i)
2— 1

(2L)* - L*
57 — ds + 0(log X)

1 1-30+4iT . (2Ly - I*
= % '/%_36_4” <(8 + 30 + 3lt) —-—s— ds + O(IOgX)
dr

T 1
S tir)| ————— X,
< /—YT ’4(2 +ir) logIX + |7 — 3t +log

Thus
U4N(U, V,W) < Z |Ss(L, 3tn)|“

7T d ‘
< (log X)*Y" <1+{/_7T ‘C(%HT)' m} )
7 dr 3
< (log X)* (T“LZ/_;{HIT—%I}

T 4 dr
{f-n‘ 1+|T-—3t,,|})
) 7 T 1t 1 p
< log X) (T+/.7T4<<§+”) {Emﬁ} )

4
dr 4+ T(log X)" .

C(% +i7)

T

< (logX)P [ |o(G +ir)

In the final step above we have used the spacing condition (2.4). We can now
apply the fourth power moment estimate for the Riemann Zeta-function (see
TITCHMARSH [10; (7.6.1)] for example) to give

U'N(U,V,W) <« T(log X)"? . (2.13)

An entirely analogous argument based on twelfth power moments, and using
the bound

T 1 12
]0 l((§+z’t) dt < T*(logT)"”
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of HEATH-BROWN ([3], produces

UZN(U,V,W) < T?*(log X)* . (2.14)
Similarly we obtain

ViIN(U,V,W) <« T(log X)"?, (2.15)

VENU,V,W) < T*(log X)*' , (2.16)

WAN(U,V,W) < T(log X)"?,

and
WRN(U,V,W) < T*(log X)* .
3. Proof of Theorem 1
We now use our bounds for N(U,V, W) to show that

UVAWAN(U,V,W) < TM*3N*/3(log X )% . (3.1)

From (2.9) we will conclude that Jr < T(log X)®, and similarly for Jj. The
theorem will then follow from (2.1) and (2.2). Because of the symmetry in
our bounds for N(U,V,W) it will suffice to prove (3.1) when N < M, since
otherwise

MY3N23 < MR NA3

We shall therefore consider the following cases :

Casel N<M<TY®,
Case 2 N < MY* |
Case 3 M*N®>T3,
and
Case4 TY32 < N<TY*,

These are readily seen to exhaust all possibilities when NV < M. In what follows
we shall repeatedly use the principle that

min(A4;,...,Ar) < AP - Ak

for ;2 0, ;> 0and Y o; = 1.
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Case 1 : Here we use (2.10) and (2.11) with k = 8, together with (2.13).
Thus

NU,V,W) < (log X)® min((M® + T)V, (N8 + T)W 16, TU™)
< (log X)% min(TV~1, TW-16 TU)
< (log X)GS(Tv—16)1/4(Tw—16)1/4(TU—4)1/2
=TU2V*W*(log X)*
L TM*BN*BU-2V4W ~4(log X)% .

The bound (3.1) follows.

Case 2 : Here it is convenient to consider two subcases, in which V > T1/8
and V < TY8 If V > T8 then (2.12) yields

NU,V,W) <« M>V~*(log X)'" . (3.2)
From (2.15), (2.16) and (2.14) we therefore have

N(U,V,W) < (log X)* min(M?V~* TV, T?V~12, T2y~12)
< (IOg X)4l(M2v—4)1/4(Tv—4)1/2(T2v—12)1/12(T2U—12)1/6
= (log X)'TM2U-2v—* .

On the other hand, if V < T8, we deduce from (2.12) that
NU,V,W) < (log X)"TM*V~12 . (3.3)
Now (2.15) and (2.13) yield

NU,V,W) < (log X)'" min(TM?V~'2 TV~* TU™*)
< (log X)17(TM2V—12)1/4(TV—4)1/4(TU—4)1/2
= (log X)"TMV?U~2v—* .

In either case we conclude that

U*VAWAN(U,V,W) < (log X)' T M /?W*
< (log X)'T M2 N?
< (log X)'TM?*3N*/3 |

as required. Here we have used (2.8) together with the condition N < M4,
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Case 3 : Here we use (2.11) with k = 4, together with (2.14) and (2.16).
Then

N(U,V,W) < (log X)*! min(max(T, N )W =8 T?U~'2 T*V~1?)
< (log X)“(max(T, N4)w—8)1/2(T2U—12)1/6(T2V—12)1/3
= (log X)* max(T*?, TN)U VW .

However T%? < TM?*3N*/3 providing that M*N® > T3 and TN? <
TM?3N*3 since N < M. The bound (3.1) therefore follows in this case.

Case 4 : Again we shall consider seperately the cases V > TV® and
V < T8 1f V > T'® we have (3.2) just as in Case 2. Then (2.11), with
k = 8, together with (2.14), (2.15) and (2.16), yield

N(U,V,W) < (log X)® min(M?V~*, max(T, N )W ¢,
TZU-12 Tv—4 T2v—12)
< (lOg X)65(M2v-4)1/3(max(T, N8)w—16)1/4(T2U—12)1/6
X (TV—4)1/24(T2V_12)5/24
— (logX)65M2/3 max(T25/24,T19/24N2)U—2v—4w—4 .

On the other hand, if V' < T'8, then (3.3) holds, as in Case 2. The bound
(2.11), with k = 8, in conjunction with (2.13) and (2.14) now produces

N(U,V,W) < (log X)® min(TM?V =2, max(T, N*)W~16, TU~* T?U~1?)
< (IOg X)65(TM2v—12)1/3(max(T, NS)w—16)1/4(TU—4)3/8
x (T2U—l2)1/24
— (log X)65M2/3 max(T25/24, T19/24N2)U—2v—4w—4 .

We therefore get the same estimate whether V > T*/# or not. To prove (3.1)
it remains to observe that

max(T25/24,T19/24N2) < TN*3

when TV/32 < N < T4,

We have now proved (3.1) in each of the four cases. This completes the
treatment of Theorem 1.
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4. Proof of Theorem 2

To prove Theorem 2 we adopt the procedure of Section 2, using the sum

S(t) — Z Ml/20m—11/20—it , (1 <M< T) .
M<m<2M

We deduce that
T
L

for some V in the range 1 < V <« M3, where N(V) is the number of well
spaced points t, € [T/2,T] at which

10
dt < (logT)'M™2N(V)V?© (4.1)

(55 +it)

V<IS@)| <2V.
If V> T8 then (2.12) yields
N(V) < M*V~*(log T)" .
From (2.16), adjusted by replacing log X by log T', we therefore deduce that

N(V) < (logT)*" min(M?*V~* T?V~12)
< (log T)41(M2v—4)1/4 (T2v—12)3/4
= (log T)"'T3/2 M2V 10 (4.2)

Similarly, if V' < T'/# then (2.12) produces
N(V) < TM?*V-"2(logT)"" .
Hence (2.15) and (2.16) yield

N(V) < (logT)* min(TM*V~-12, TV~ T?V~12)
< (lOgT)4l(TM2v—12)1/4(Tv—4)l/4(T2v—12)1/2
= (log T)T3/2 M2V 10 (4.3)
The bounds (4.1), (4.2) and (4.3) lead to
T
o

11 ) 10
(g +it)| dt < T%%(log T)*? |
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which gives the first statement of Theorem 2. The second part needs only an
application of the functional equation, and the remark about g5 follows from
TITCHMARSH [10 ; Theorem 12.5].
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EXPONENTIAL SUMS AFTER BOMBIERI AND IWANIEC
by

M.N. HUXLEY

BOMBIERI and IWANIEC [BI1, BI2] obtained § = 9/56 for the Lindel6f
exponent (the least 6 for which the Riemann zeta function satisfies
C(1/2 4 it) = O(t*%) as t — 00.)

They remarked that their method might not be special to the Lindelof
problem ; in fact, as the saying goes, “they wrought [worked] better than they
knew”.

To show that one property is uniformly distributed with respect to another
property, one forms exponential sums

2M -1

S= 3 e(f(m), (1)

M

where
e(z) = exp2miz, f(m)=TF(m/M)

with F(z) in the function class C"[1 — 6,2 + 6] for some § > 0 and n > 4.
The case F(z) = logz gives Dirichlet series. If F(z) is a polynomial of degree
d with rational coefficients, denominator ¢, and if T = M¢, then the sum S is

approximately
M S q/ q,

where S; is a complete exponential sum with denominator ¢. One imposes
conditions to prevent F(z) from being well approximated by a polynomial for a
long interval of values of m. A sufficient condition is that F(z) be holomorphic
on a neighbourhood of the segment 1 < z < 2 of the real axis, and satisfies
there

F'(z) = (1 +0(1))z™"

S.M.F.
Astérisque 198-199-200  (1991) 165
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for some real s > 0. This condition is called the “virial” or “monomial”
condition. It holds in many applications.

There are three useful ideas for treating exponential sums :
O. Subdivide the range for m,
A. Cauchy’s inequality,
B. Poisson summation.
The name “Step A” is usually given to Weyl’s differencing lemma, which may
be analysed as subdivision, followed by Cauchy, followed by averaging. Van der
Corput’s method [see GK, I or K]consists of iterating these steps. The simplest
form of Van der Corput’s method, applying steps O, A, B (read from left to
right) gives

S = O(M*'Y*T1'/%)

The method can be applied to exponential sums in several variables, and it
becomes extremely complicated.

Bombieri and Iwaniec obtained
S = O(Ml/2TQ/56+e)

by taking the steps in the order O, B, A. The method is arithmetic, and is essen-
tially limited to one variable. Their subdivisions correspond to approximations
to f(m) by quadratic polynomials with rational coefficients. If the denominator
g of the leading coefficient is small, the short interval is a “major arc”, length
N say, and the sum over the short interval is approximately

NS,/q.

If ¢ is large, the short interval is a “minor arc”, and one expects the sum over
the short interval to be small. This behaviour is seen in computer studies of
exponential sums, notably those of DESHOUILLERS [D]. The Cauchy inequality
is employed to show that the minor arc contribution is small in L, norm (for
some suitable p). In some ways the treatment resembles applying Hardy and
Littlewood’s Farey dissection to

1 N
/0 ; e(f(n+ aM))da . 2)

If all arcs are treated as major (steps O,B alone), one gets

S = O(M1/2T1/6+€).
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This method is no worse than that of Van der Corput.

At the same time JUTILA [J1-8] has been considering sums

2M-1
> T(me(f(m)), (3)
M
where 7(m) is the divisor function or the Fourier coefficient of a modular form,
beginning with steps O, B where O is subdivision according to the rational
approximation to the first derivative, B is Voronoi or Wilton summation. In
this context the numbers 7(m)e(—am/q) are the coefficients of the modular

form twisted by the matrix 8 ~%1, and the Wilton summation formula is

still available. These ideas could extend to any motivic L-series characterised
by the three conditions :

D. An ordinary Dirichlet series with denominators n™*,
E. An Euler product,
F. Functional equations for the L-series and its twists.

One may fit Bombieri and Iwaniec’s ideas into this frame by taking 7(m)
to be the theta-function coefficients, 2 if m is a perfect square, 0 if not, and by
considering F(z) as a function of z2. This change of variable explains why the
derivatives do not correspond.

There are two successful applications of the Bombieri-Iwaniec method to
sums with an extra variable. The Weyl step O, A replaces the sum S of (1)
with double sums of the form

2H-1 2M-1

’;1 Z;We(f(m+h) — f(m)). (4)

This sum suggests the simpler sum

2H-1 2M -1

> 2 e(hf(m)). (5)
h=H m=M
The sum (5) was estimated by IWANIEC and Mo0zZOCHI [IM] using the
same method. The rational polynomial approximation to hf'(z) is found by
multiplying the approximation to f'(z) by h, so h must not be too large. HEATH-
BROWN and HUXLEY [HBH] estimated (4) - actually in the form

2H-1 2M -1

> 2 e(f(m+h)— f(m—h)). (6)

h=H m=M
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This in turn gives estimates for
U
[, 18T, + T)par, ()

where S(T) is the sum (1) considered as a function of T, if H goes up to T,/U
in size.

More general multiple exponential sums have not been treated, since one
cannot find a good approximation by a rational polynomial.

The Iwaniec-Mozzochi sum (5) is connected with numerical integration.
The prettiest case is the discrepancy for a circle (or more generally a smooth
closed curve), the number of integer points minus the area. For a circle radius
R, approximating the circle by a polygon whose sides lie along lattice lines z =
integer, y = integer shows that the discrepancy is O(R). Voronoi’s method,
applied by Sierpinski, approximates the circle by a polygon with rational
gradients. Sierpiniski obtained a discrepancy O(R??) if the centre of the circle is
at an integer point. The method can be modified [H2] to give O(R?*(log R)*/?)
in general.

Exponential sums are introduced by way of the row-of-teeth function

o) =l -t+12 =y L0

Ao 2mih

Thus
Y- p(V(R? —m?)

can be expressed in terms of terms of the sums (5). The subdivision in step O
corresponds to the sides of the Sierpinski polygon, with ¢ as the denominator
of the rational gradient a/q.

Minor arc contributions can be classified as follows.

El. The “main term”, estimated in L, norm,
E2. Edge effects from ends of ranges of summation,
E3. Approximation errors in each summand in each Poisson summation.

The O, B, A sequence is dangerous because the errors of types (E2) and
(E3) from each short sum in the subdivision must be added. For the sum S
of (1) there is a finite Poisson summation modulo ¢, followed by a Poisson
summation in m, giving an Airy integral. For the double sums (5) and (6)
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Poisson summation in m is followed by Poisson summation in h. The second
Poisson summation gives the Bessel function

Hip(t) =y [ 5] e,

with an (E3) error term because the Bessel function is given by an integral from
0 to co , and one only integrates over a bounded range.

The main term on a minor arc is a sum over vectors z of an exponential
e(T1y1 + Tay2 + T3ys + Tays)

For the sum (5)
£ = (6,6, 0/b, /)

summed over a range (depending on the minor arc) of the form
L, << Ly, max(Ky,cf?) <k < min(K,, cpf?).

The exponent is really a power series in 1/4/k, but the further terms can be
treated as type (E3) errors. The vector y is y(a/q) indexed by the gradient a/q

of the Sierpinski polygon :

y= aab v 1 K
~ e Vwe) V(wd)]

where a,b and ¢ are integers, @ being the inverse modulo ¢, and k, p and v are
real, all depending on the minor arc. The obvious technical difficulty, that the
ranges for k and ¢ are not independent and vary with the minor arc, can be
overcome. For this and other technical reasons the sum is squared, and the g
vectors are replaced by differences

g(kl’k""tl’l’) = (klel - k2€2, .. )
The treatment of the sum (6) is analogous but more complicated. The Bessel
integral is perturbed, with larger (E3) errors, and the third entry of the vector

1S

kv/E(1 + €2 /48K?).

The simpler sum (1) gives a very similar y vector and an g vector

Q(h) — (hz,h,h3/2,hl/2).
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One raises the sum to the r-th power and uses
Q(hly-")hr) — ;’!Z(hl) 4 £(hr)_

Cauchy’s inequality takes the form of the Large Sieve [B], generalised to be
symmetric between the “integer” z and the “rational” y vectors.

Moreover vectors of each type may coincide with one aTnother, so that instead
of the number of vectors, one counts the number of coincident pairs. For the z
vectors, this is like the Hilbert-Kamke problem. BOMBIERI and IWANIEC [BI2]
gave a bound for r = 4 using ingenious exponential sum arguments. WATT
[W1] gave an elementary argument based on the fact that the variety

B+l =k +- by
h1+"'+hr=hr+1+“'h2r

is an affine cylinder. One wants to show that most coincidences are the trivial
ones when h,4; to hy, are h; to h, permuted. This is easy for r = 3, but false
for r > 7. WATT [W3] has a weaker result for r = 5, combining elementary
and exponential sum methods. HUXLEY and KOLESNIK [HK] have essentially
settled the case r = 5. IWANIEC and M0ZZOCHI [IM] treated the corresponding
k., £, coincidence problem elementarily ; see also [W2]. For the sum (6) Heath-
Brown noticed that the perturbing factor (1 + ¢2/48k?) can be neglected in a
range of h in which the A® term in (6) cannot be neglected.

Bombieri and Iwaniec gave a bound for the number of coincident y vectors
in the case F(z) = logz only. HUXLEY and WATT [HW1] gave the same
bound for general F(z). KOLESNIK [GK] later found a simpler idea which
leads to the same bound. All five authors only assume that the entries y; and
ys coincide; this uses f” (as a/q) and the residual term in f®). The entries
y2 and y4 involve f' also, and are harder to use. The coincidence of y vectors
may be regarded as resonance between different arcs of the curve. The possible
resonances correspond to matrices in the modular group SL(2,Z). One would
like to show that most matrices of SL(2, Z) give no resonance. Further progress
may entail the use of “Kloostermania”, the Fourier theory of SL(2, Z).

The various sums (1) to (7) may be averaged over a family of related
functions f;(z). This is important in many of JUTILA’s applications [J3-8]. In
some cases [HW1,W4] one uses the second and fourth entries of the minor arc
vector y.

The latest results for the sum S of (1) are
S = O[M1/2T89/560+s]
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by WATT [W3], giving § = 89/560 in the Lindeldf problem, and a corresponding
bound for sums with an exponential and a Dirichlet character [W4], and

S = O[M1/2T11/70+e:]
for M near T'/? by HUXLEY and KOLESNIK [HK]. The latter result gives

only # = 17/108 in the Lindeldf problem (11/70 = 0.1571... < 17/108 =
0.1574... < 89/560 = 0.1589... < 9/56 = 0.1607...).

For the sum (5) IWANIEC and MozzocH!I [IM] and HUXLEY [H3] get

HT 1/10
1/44€ | 222
0 [HT [ = ] ,

which becomes O(M) for

H =O0(MT "),
and gives the discrepancy estimate O(R"/!1*¢) for the circle [IM] or a more
general smooth closed curve [H3]. The same bound for the sum (6) in [HBH]
estimates the integral (7) as O(MU) for

U > T7/22+e .

It leads indirectly to
T
A IC(1/2 4+ it)]> = T(log T/2m + 2y — 1) + O(T7/22+e) _

This implies § = 7/44 in the Lindelof problem, but 7/44 = 0.1590... is worse
than WATT’s 89/560 [W3].
JUTILA [J1-8] has many bounds for the sum (3). Two applications are

T+T12/3
>

x mod D

4
L [% it x] dt = O(DT**(DTY")

where 7(n) is the divisor function and

T+T2/3
h

2
dt = O(DT*3(DT)?)

ofvd

x mod D

7
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where 7(n) is the Fourier coefficient of a modular form, and ¢(s, x) is its Hecke
L-series, normalised to have critical line Re s =1/2.

FouvRry and IWANIEC [FI1] have also considered using steps B and
A without subdivision, but in several variables, provided that the monomial
condition holds in each variable. This idea should give new exponents in some
classical problems.

Finally, in the spirit of the Journées, some problems. If
y=f(z), M<z<2M

is a smooth curve, then there are connections between

a) the exponential sum S of (1) over the interval M to 2M — 1,
b) the rounding error sum ¥ p(f(m)) over the same interval,

c) the number of integer points within a distance 6 of the curve,
d) the number of integer points on the curve.

BOMBIERI and PILA [BP] have an upper bound O(T*) for problem (d).
For (a) there is the classical Van der Corput iteration, whilst for (c) there is an
analogous elementary iteration [H5], in which Step A is differencing, and Step

B is interchanging the variables z and y. Is there an iteration for the rounding
error (b) ?

What conditions ensure that the Diophantine approximations to f, f' and
f" at integer values of z are independent ? A quantitative result could allow
one to count coincidences among minor arc y vectors properly, or even to avoid

putting moduli round the minor arc sums.

Are there any counterexamples of curves which are not rational algebraic
curves of genus zero and of low degree, but for which the sums (a), (b) or (c)
are unexpectedly large ?
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CLASSIFICATION DES RESEAUX DANS R’
(via la notion de formes parfaites)

par

David-Olivier JAQUET

1. Introduction

On part d’une forme quadratique réelle a n variables, définie positive. On
peut écrire cette forme de la fagon suivante :

z) = 2t Az ou A est une matrice symétrique réelle définie positive.
Yy q p

Nous allons étudier la restriction de Q(z) a z € Z". Tout d’abord,
remarquons que A peut étre considérée comme la matrice des produits scalaires
d’une base de R". On montre facilement que cette base est unique a isométrie
prés. Restreindre @Q(z) & € Z™ revient a ne considérer que les combinaisons
linéaires entieres des vecteurs de cette base, c’est-a-dire les points du réseau
engendré par les vecteurs de cette base. @(z) nous donne alors le carré de la
distance euclidienne entre le point z du réseau et I'origine.

On appelle minimum de A, noté min A, le minimum sur 2"\ {O} de Q(z).
C’est donc le carré de la distance euclidienne a ’origine, du point du réseau le
plus proche de O.

Les paires de vecteurs v, € Z" (k =1,...,s), qui vérifient
v,!Avp = min A
s’appellent les vecteurs minimauz de A.

Dans le but de donner une classification des réseaux de R", on introduit
des relations “naturelles” d’équivalence entre réseaux :

— les isométries (pas d’influence sur A),

S.M.F.
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~ les changements de base dans GL,(Z),
~ les homothéties.
Un invariant important de cette classification est 'invariant d’Hermite p :

min A
A= ———

Cet invariant est borné pour n fixé. On rencontre, dans la littérature, diverses
inégalités relatives a la fonction . Je ne citerai que celle de MINKOWSKI, liée
a la géométrie des nombres, p(A) < n si n > 2. D’autre part, u atteint ses
maxima ; les formes correspondant a ces maxima sont dites eztrémes. On montre
que, modulo les homothéties, les maxima sont isolés et, qu’a équivalence pres, il
n’existe qu'un nombre fini de formes extrémes. Le maximum absolu est appelé

Tn-

On connait les valeurs de 7, pour n < 8 :

4
n=1 7= 3 W= V2 wu=v2

/64
’)’5=\5/§ Yo= 6? ’)’7=\7/@ Y= 2.

VORONOI, essentiellement & 1’aide des notions de formes parfaites et de do-
maines associés aux formes parfaites, donne une méthode de réduction des
formes quadratiques définies positives, de méme qu’un algorithme permettant
de calculer les maxima de la fonction u, donc en particulier y,. VORONOI donne
aussi un critére, maintenant classique, pour les formes extrémes et montre qu'’il
n’existe qu'un nombre fini de formes parfaites inéquivalentes en dimension n.

2. Formes parfaites

Pour comprendre ce qu’est une forme parfaite, il faut en quelque sorte
inverser le procédé de départ. Connaissant A, on a, tout d’abord, calculé les
vecteurs minimaux +v, € Z™ associés & A. Maintenant, connaissant les vy et
ayant effacé A, peut-on retrouver A? Ou encore, A est-elle I'unique solution
du systeme d’équations linéaires v,! Bvy, = min 4, (k = 1,...,s) ? Si oui, on dit
que A est parfaite.

Donc une forme est dite parfaite si la connaissance des coordonnées entiéres
de ses vecteurs minimaux dans une base du réseau permet de retrouver la
matrice des produits scalaires de cette base, c’est-a-dire A.
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Par contre, la connaissance des vecteurs minimaux considérés comme
points d’un réseau plongé dans R"™ ne caractérise pas la forme, ni méme le
réseau. On connait, en effet, des exemples de formes parfaites, non équivalentes,
pour lesquelles les vecteurs minimaux plongés dans R™ coincident.

On peut tout de méme faire la remarque évidente suivante : lorsqu’on
plonge un réseau dans R", les points correspondant aux vecteurs minimaux
sont sur une spheére centrée a l’origine. Les formes associées a ce réseau sont
parfaites si et seulement si le seul ellipsoide dans R"™ qui passe par ces points
est la sphere.

3. Domaine associé 4 une forme parfaite

Placons-nous, maintenant, dans I’espace des matrices symétriques réelles

. . . n(n+1 A \
n X n, qui est de dimension N = —(———) : on identifie cet espace & RN qu’on

rend euclidien via le produit scalaire A - B = Trace AB.

A chaque vecteur minimal v, on peut faire correspondre un point A, dans
cet espace : on pose A2 = v}, (On remarque, au passage, que \,2A = min A.)

A chaque )2, on associe alors la demi-droite qui part de l’origine et
contient A,Z. L’enveloppe convexe de ces demi-droites est appelée domaine
associé a A.

On peut montrer que A est parfaite si et seulement si son domaine est de
dimension maximale.

On appelle faces de dimension N — 1 du domaine, les intersections de ce
domaine avec ses hyperplans d’appui.

Une face de dimension d (d < N —1) est une variété de dimension d obtenue
en intersectant des faces de dimension N — 1.

Définissons, maintenant, une action de GL,(Z) sur I’ensemble des formes
quadratiques (définies ou non), en considérant tout élément de GL,(Z) comme
une matrice de changement de base. Cette action induit une action de GL,,(Z)
sur ’ensemble des domaines de VORONOI. On dira que deux domaines sont
équivalents s’ils appartiennent a la méme orbite.

On montre facilement que deux domaines sont équivalents si et seulement
si les formes parfaites correspondantes sont équivalentes.
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4. Quelques résultats dus a Voronoi

Deux domaines ne peuvent étre en contact que par leurs bords (faces de
dimension d < N —1).

Soit une face F' de dimension N — 1 appartenant & un domaine. Alors
F appartient également & un autre domaine. Géométriquement, ces deux
domaines se situent de part et d’autre de F. Ces deux domaines sont dits
V0181nS ou contigus.

Toute forme quadratique définie positive appartient au moins & un do-
maine.

Soient deux domaines quelconques. Il existe un chemin reliant ces deux
domaines qui, a chaque pas, ne fait que passer d’un domaine & un domaine
voisin.

A équivalence pres, il n’existe qu'un nombre fini de formes parfaites en
dimension n, donc qu’un nombre fini de domaines inéquivalents.

Le probléme actuel est d’obtenir la liste exhaustive des domaines inéquiva-

lents en dimension N, ainsi que leurs faces. Il est judicieux d’injecter, dans la
théorie comme dans la pratique, le groupe des automorphismes de chacune des
formes. Il faut comprendre automorphisme dans le sens d’isométrie de la forme
a coefficients entiers.

Tout automorphisme de la forme induit de maniére canonique une appli-

cation linéaire de R¥ — RY, qui laisse le domaine de la forme globalement
invariant.

5. Probléme en dimension n=7 (N=28)

Pourquoi s’intéresser particulierement a la dimension n = 77 La raison est

historique :

n =

3 Le probleme a été résolu par GAUSS en 1831. GAUSS a montré que

11 2
Par conséquent, le réseau cubique a faces centrées qui correspond a cette

forme est le seul réseau absolument extréme en dimension n = 3.

211
Az = ( 1 21 ) représente la seule forme parfaite & équivalence preés.
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n =4,

n = 5 Ces deux dimensions ont été traitées en 1877 par KORKINE et
ZOLOTAREFF.

n = 6 Il a fallu attendre 1957 pour que BARNES donne la liste exhaustive des
formes parfaites a 6 variables, toujours a équivalence pres.

n = 7 Jusqu’en 1971, on ne connaissait que 22 formes parfaites non équiva-
lentes en dimension n = 7. STACEY amena cette liste & 33 en employant
des méthodes dues & WATSON.

Dans le cadre de la thése de doctorat que je fais sous la direction du
Professeur Francois SIGRIST, je cherche & montrer que cette liste de 33 formes
en dimension n = 7 est exhaustive. Il suffit pour cela, d’apres 'algorithme de
VORONOI, de montrer que chacune des formes contigués a I’une de ces 33 formes
est équivalente justement a une de ces 33 formes.

La connaissance de la liste exhaustive des formes parfaites en dimension
n = T permettrait de calculer directement <;. Bien que la valeur de 77 soit
connue, les démonstrations de y; = V/64 restent trés longues. La premiere est
due & BLICHFELD en 1929. Plus récemment, en 1980, VETCHINKIN a confirmé
ce résultat. (Pour les références, voir la bibliographie de [1]).

Pour traiter une forme, il faut calculer I’ensemble des faces de son domaine,
les formes voisines correspondantes et, finalement, exhiber les changements de
base qui permettent d’identifier ces formes voisines avec une des 33 formes de
la liste.

Il faut remarquer que si 'on aborde le calcul des faces du point de vue
combinatoire, le probleme explose rapidement. Certes, le cas ou la forme posséde
28 vecteurs minimaux est trivial : on obtient 28 faces en éliminant & tour de
role chacun des vv," ; ceux qui restent déterminent une face ! L’algorithme que
j’al développé trouve son intérét quand le nombre s de vecteurs minimaux est
n(n+1)

"

Je construis tout d’abord un coéne de dimension maximale dans un espace
de dimension s, cone qui se projette dans un sous-espace de dimension N,
exactement sur le domaine de la forme.

supérieur & N =

En projetant ce cone successivement dans un sous-espace de dimension
n(n+1)

s — 1, puis s — 2, etc... jusqu’'a N = 5

, le temps de calcul est considé-
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rablement réduit.

L’identification des voisines, dans la phase finale, est une recherche en arbre
avec une trés forte heuristique (trés peu de “backtracking”). L’heuristique se
base principalement sur le spectre des vecteurs minimaux, c’est-a-dire sur leur
position relative.

Mon programme utilise, & plusieurs endroits, les données précieuses con-
tenues dans article de CONWAY et SLOANE [1], en particulier le recense-
ment des 33 formes connues ainsi que la description détaillée de leurs groupes
d’automorphismes. J’ai développé ce programme en LISP. Le calcul d’une ma-
trice de changement de base dans GL,(Z) qui identifie une forme & une des 33
formes connues demande, en moyenne, environ une dizaine de secondes.

CONWAY et SLOANE dans leur article [1] écrivent : “... the (some-
times putative) lists of neighbours given by STACEY (1973), P.R. ScoTT
(quoted in STACEY 1973) and SHUSHBAEV (1985), who together have studied
the VORONOI neighbours for 27 of the seven-dimensional perfect lattices...”.
Actuellement, j’ai réussi & énumérer les listes de toutes les voisines pour 32 des
33 formes connues. Pour chacune de ces formes, j’ai regroupé ses voisines en
orbites sous ’action de son groupe d’automorphismes.

Plus précisément, 31 formes ont pu étre entiérement traitées a ’aide de
mon programme.

Pour D7(z) = (z1—22)?+z32+- - -+z,2+(z1+ - - +27)? (la notation indique
que les vecteurs minimaux forment le systéme de racines correspondant), j’ai
utilisé, d’une part, ’article de VORONOI [3] qui donne une liste suffisante de
faces pour D, [2] et, d’autre part, mon programme pour engendrer les orbites
correspondantes, les voisines associées et pour faire finalement les identifications
nécessaires.

Pour E7(z) = (21 — 22)* + (21 — z3)2 + 2,2+ - + 2,2 + (21 + - + 27)?,
qui posséde 63 vecteurs minimaux (formant le systéme de racines de Ey), il
faut renoncer a énumeérer ezplicitement toutes les faces. La forme E; possede
77965804 voisines équivalentes a une des 32 autres formes. Je suis en train
d’élaborer un algorithme qui, se basant sur les résultats actuels, devrait éviter
cette énumération tout en caractérisant complétement les orbites des faces de
E; sous Paction du groupe des automorphismes de cette forme.

Prenons, pour conclure, 'exemple de P? (la notation est de CONWAY et
SLOANE dans [1]). P? posséde 36 vecteurs minimaux. Lorsqu’on normalise son
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. . , . 243 . )
minimum & 2, son déterminant vaut o Le nombre de faces possibles du point

de vue combinatoire vaut (g? = 94143280. Avec mon programme, il a fallu

moins de cinq heures pour énumérer les 3906 faces de P?, les regrouper en
23 orbites sous ’action du groupe des automorphismes dont 1’ordre est 2592,
calculer les formes voisines et finalement les identifier aux formes déja connues.
On obtient ainsi pour les voisines de P? :

6 orbites de voisines équivalentes 3 P},
3 orbites de voisines équivalentes a P?,
1 orbite de voisines équivalentes a Py,

3 orbites de voisines équivalentes a P¢,
3 orbites de voisines équivalentes a Py,
2 orbites de voisines équivalentes a P?,
1 orbite de voisines équivalentes a Py,

1 orbite de voisines équivalentes a P}7,
1 orbite de voisines équivalentes & P22,
1 orbite de voisines équivalentes a P25,
1 orbite de voisines équivalentes & P2 .

Le tableau annexé résume les liens de voisinages entre les 33 classes de
formes parfaites.

Actuellement, je peux donc déja affirmer que, s’il existe une nouvelle forme
parfaite en dimension n = 7, elle n’est reliée que par E; a la liste des formes
déja connues.
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a la mémoire de Georges POITOU

NOYAU UNIVERSEL ET VALEURS ABSOLUES
par
Jean-Francois JAULENT

L’objet de I’exposé est de présenter quelques unes des relations entre la
{—partie du noyau universel de la K -théorie pour un corps de nombres K
contenant les racines f-iémes de l'unité, et le noyau des valeurs absolues
principales définies sur le {- adifié du groupe des ideéles de K, et ce a la
lumiere des conjectures de Leopold et de Gross généralisées.

En fait, cette note trouve sa motivation dans de récents travaux de M.
Kolster (cf. [10]) et de K. Kramer (cf. [11]), qui recoupent des résultats
antérieurs de l’auteur (cf. [9]) et de T. Nguyen Quang Do (cf. [13]) obtenus
par d’autres voies, et mettent plus particuliéerement en valeur le réle non
explicité jusqu’ici d’'un novau remarquable que I’on peut construire trés
facilement en s’aidant des valeurs absolues {-adiques principales (c’est a dire
des valeurs absolues a valeurs (-adiques) attachées aux places non complexes
d’un corps de nombres quelconque.

Notre point de départ sera donc la théorie {-adique du corps de classes,
élaborée dans [9], et que nous allons briévement rappeler :

1 - Le {-adifié du groupe des idéles d’un corps de nombres.

Fixons une fois pour toutes un nombre premier £, et considérons un corps
de nombres K arbitraire (mais de degré fini sur Q).
Le groupe des idéles classique de K est défini depuis Chevalley comme le

produit restreint
res

k= [ K
pEPI(K)

S.M.F.
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des groupes multiplicatifs des complétés respectifs de K en ses diverses
places. Le facteur K,° désigne donc soit le groupe divisible C* si p est
complexe ; soit le groupe R* = {£1} x R_’l‘_, si p est réelle ; soit, si p est
ultramétrique au-dessus d’un premier p, le produit

X _ ,07rrl Z
K, = pp.Up.mp

du groupe fini up des racines de l'unité dans K, d’ordre étranger a p, du
sous groupe U, ; des unités principales de K, et du Z-module libre engendré
par une uniformisante arbitraire .

Dans aucun des cas K;‘ n’est donc un Z,-module. Aussi, pour construire
un Z;-module & partir de K¢, la solution la plus économique consiste-t-elle
a former la limite projective

. o
Ky =limK)K)

n

des quotients /-primaires de K;‘. Cela étant, le passage au quotient ayant
pour effet de tuer la partie {-divisible de K:, le groupe obtenu est évidem-
ment trivial lorsque p est complexe, et égal a (—1)1‘/ 2Z¢ Jorsque p est réelle,
donc encore trivial sauf pour £ = 2 auquel cas il est isomorphe a Z/2Z.
Enfin, si p est ultramétrique, deux cas se présentent :

- ou bien p est modérée (i.e. étrangere a £) et

z
Ky = pp.my*
s’identifie au produit du {-sous-groupe de Sylow p, de up et du Zg-module
libre engendré par l'image de I'uniformisante 7, (image que nous conti-
nuerons par abus a noter )

- ou bien p est sauvage (i.e. au-dessus de {) et

X _rrl_Z;
Ke =Upmy

est le produit du sous-groupe U, des unités principales de Ky et du Z,-
module libre engendré par I'image de mp (que nous écrirons encore ).

Dans tous les cas, IC;‘ est ainsi un Zp,-module noethérien (donc compact
pour sa topologie naturelle de Z,-module) et il est commode d’écrire

X __ Z,
ICP = uP.ﬂ'p
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en convenant de prendre 7, = —1, si p est réelle, lorsque £ vaut 2.
11 est alors naturel de définir le ¢-adifié Jk du groupe des idéles Jg comme

le produit restreint
res

Ik = H Ky

pEPI(K)

c’est-a-dire comme la réunion pour tous les ensembles finis S de places de

K
Ik = U Ug, avec Up = H Ky. Hup;
SCPUK) PES  pgS

et d’équiper Jx de la topologie limite inductive des topologies des Uy, ces
derniers étant regardés comme compacts en tant que produits de modules
compacts (de sorte que la topologie de Jk n’est pas la restriction & Jx
du produit des topologies des IC;‘, mais fait cependant de Jx une réunion
dénombrable de modules compacts).

Si maintenant on prend comme (-adifié du groupe des ideéles principaux

le tensorisé f-adique
Ri=1;®z K*

du groupe multiplicatif de & (qui joue donc le réle du rayon dans la théorie),
et qu'on envoie Ry dans Jx en s’aidant du plongement diagonal de K *
dans Jy, le résultat fondamental du corps de classes (-adique est le suivant
(cf. [9], th. 1.1.13) :

THEOREME 1. - Isomorphisme (-adique du corps de classes - Le groupe R ¢
des idéles principaux s’identifie canoniquement a un sous-groupe fermé du
groupe des idéles Jk, et le quotient topologique

Cx = Ik /Rk

est un groupe compact, isomorphe comme tel au groupe de Galois G =
Gal (Fb /K) de la pro-{-extension abélienne maximale de K.

Sans doute n’est-il pas inutile de rappeler, puisqu’elle intervient plus loin,
comment s’exprime dans ce contexte la conjecture de Leopoldt. Désignons
par pi le {-groupe des racines de I'unité dans K (i.e. le {-sous-groupe de
Sylow de K*), puis, pour toute place non complexe p de K, écrivons pup
son homologue dans K. Cela posé, nous avons (cf. [9], Ch. I) :
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CONJECTURE DE LEOPOLD GENERALISEE.- Les idéles principaux (i.e. les
éléments de R ), qui sont localement partout des racines de 'unité (dans
Jk) sont les racines globales de I'unité ; ce qui s’écrit :

Rk N H Hp = LK.
pePI(K)

Bien entendu, les ideles concernés étant trivialement des unités (i.e. des
éléments du tensorisé (-adique g = Z, ®z Fx du sous-groupe des unités
de K*), la conjecture précédente revient & affirmer que le rang (-adique
des unités de K est égal au nombre de Dirichlet, ce qui, lorsque K est
totalement réel, est exactement le postulat initial de H-W. Leopoldt.

2 - Définition des valeurs absolues (-adiques principales.

On sait que les valeurs absolues réelles (c’est-a-dire & valeurs dans R*)
attachées aux diverses places du corps K, définies sur le groupe des ideles
JK, sont telles que leurs restrictions & K * satisfont la formule du produit :

II lzle=1, VzeK*
pEPIUK)

Pour obtenir un analogue dans Jy, il est nécessaire de définir des valeurs
absolues & valeurs non plus dans R:, mais dans le groupe multiplicatif Z°,
en fait dans son sous-groupe principal U = 1 + £Z;. Pour cela, on peut
procéder comme suit : soit

< >|2f —U=1+1Z,
la surjection canonique de Z; dans U, qui a pour noyau le sous-groupe des
racines ({ — 1)-iémes de I'unité dans Z,.

DEFINITION 2. - Pour chaque place p de K, on définit sur Jx une valeur
absolue | |, & valeurs dans U = 1 + (Z,, qui se factorise via le complété
profini K, en posant pour tout r = (zp), de Jk:

(i) |tlp =1, si p est complexe ;
(i) [Elp =< sg(zp) >, si p est réelle ;
(iii) t|lp =< Np~» () > si p est ultramétrique, mais étrangére a £ ;

(iv) |tlp =< Nk, @.(zp)Np~2 (=) > enfin, si p divise L.
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Nous disons que | |, est la valeur absolue (-adique principale attachée a
la place p.

Remarque : La valeur absolue ainsi définie ne coincide pas exactement avec
celle donnée par J. Tate (cf. [15], Ch VI, déf. 1.1). Plus précisément elle
est égale au crochet < > de la valeur absolue de Tate.

Dans les trois premiers cas ((i) & (iii)) la définition donnée est la transposi-
tion de la définition réelle, le choix de la norme absolue Np correspondant a
une normalisation naturelle. La condition (iv) est alors dictée par la formule
du produit. En effet, avec les conventions précédentes, on a immédiatement

(cf. [9], prop. 1.1.8):

II lelb= II INk@@ls=1, Vz€Rx,
PEPIUK) pEPIQ)

comme attendu.

D’un autre cté, pour chaque place finie p, 'image |K, | est évidemment
un sous-module d’indice fini de U. En particulier, sauf peut-étre pour £ = 2,
c’est un Zp-module libre de rang 1, et, dans ce cas, le noyau K de | |, alors

un sous-module pur de K. De fait :

PROPOSITION 3. - Le noyau K dans K, de la valeur absolue {-adique
principale | |, est donné par les deux formules suivantes :

(i) Ky = Uy, pour p t L. Autrement dit, Ky est trivial si p est réelle ;

et égal au sous-groupe de torsion p, de K, si p est ultramétrique mais

modérée.

(ii) Ky = Ker(Logrw o Nk,/q.), ou Logr., est le logarithme d’Iwasawa
dans QJ, pour p | ¢, sous réserve d’imparité de £. Dans ce dernier cas, )C:
est le produit direct du sous-module de torsion , de K, et d’un Z,-module
libre de dimension [Kp : Q] ; et c’est encore un sous-module pur de K.

Démonstration. Le cas (i) étant immédiat, examinons plus attentivement
le cas (ii). Si p divise ¢, la condition |zp|, = 1 pour un z), de K, s’écrit :

< Nig,j@u(@p)Np~) >=1.

Elle affirme donc que la norme de z, s’écrit comme produit d’une puissance
de £ (qui est nécessairement N p”'(’”')) et d’une racine de 'unité. Mais cette
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propriété caractérise précisément le noyau du logarithme d’Iwasawa dans
Q¢, ce qui conduit a I’égalité annoncée.

Nota : Lorsque ¢ vaut 2, la condition |zp|, = 1 pour p | £ s’écrit :
Nk, /. (zp) € 27

Elle définit donc un sous-groupe d’indice 1 ou 2 du noyau de l’application
composée de la norme locale et du logarithme d’Iwasawa dans Q). Cet
indice s’interprete d’ailleurs trés simplement par la théorie locale du corps
de classes.

Considérons, en effet, I’extension abélienne, disons Ly, de K, qui est
associée & Ky par le corps de classes local : le groupe de Galois G, =

Gal (_I?;b /Kp) de la pro-f-extension abélienne maximale de K, s’identifiant
au groupe profini K = lim K v /K :e", le corps L, est tout simplement la
n

sous-extension de Ti’:b qui est fixée par Ky,

- si p est réelle (i.e. si K, = R), c’est R si £ est impair, et C si £ vaut 2,
et dans les deux cas c’est la f-extension cyclotomique de R ;

- si p est modérée, K} s’identifie au sous-groupe d’inertie de Gy, et Ly est
donc la pro-£-extension abélienne maximale non ramifiée de K, ; c’est-a-dire
sa Z-extension cyclotomique.

- sl p est sauvage et ¢ impair, K} est I'image réciproque par la norme
locale Nk, /Q¢ du noyau dans Q; du logarithme d’Iwasawa, noyau qui est
précisément constitué des normes cyclotomiques. De sorte que dans ce cas
encore Ly est exactement la Z,-extension cyclotomique de K, ;

- enfin, si p est sauvage et £ vaut 2, la méme description normique montre
que Ly est la 2-tour cyclotomique de Ky, c’est-a-dire que c’est une extension
au plus quadratique de la Z-extension cyclotomique de K.

3.- Le groupe des classes de valeurs absolues.

Nous avons vu dans la section précédente que les idéles principaux (i.e. les
éléments de R k) satisfont la formule du produit pour les valeurs absolues
¢-adiques :

lzll =qer I lzlo=1

pEPI(K)
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Désignons par Jx le sous-groupe fermé de Jx constitué de tous les ideéles
qui vérifient la formule du produit :

—_—

Jk = HpePl(K)K:: = {(zp)periro] lI(zp)sll = H |zplp = 1}.

pEPI(K)

C’est un sous-module fermé de Jx qui contient R, et il lui correspond
donc, par la théorie {-adique du corps de classes une extension abélienne,
disons Ko, de K. Pour la déterminer, il suffit de remarquer que Jk est
I'image réciproque par la norme arithmétique Nk, q de son analogue Jq
dans Jg. Maintenant, un calcul immédiat montre que jQ est engendré
par Rq et le produit I—[p;Jﬁ o Up. La pro-L-extension abélienne de @ associée
a j@ est donc celle /-ramifiée maximale, c’est-a-dire, tout simplement la
(-tour cyclotomique Q. de Q ; et celle associée a. Jk est ainsi la (-tour
cyclotomique Koo = Qoo de K.

DEFINITION 4. - Soit, comme plus haut Jx = ﬁpEPl(K)IC: le noyau dans
Ji de la formule du produit, et Ji = Hpe PI(K) Ky le noyau des valeurs
absolues. Nous disons que le quotient

Clyx = Jx /TR
est le (-groupe des classes logarithmiques du corps K.

L’appellation de classes logarithmiques se comprend comme suit : aux
places finies modérées, I’application composée de la valeur absolue £-adique
principale | |, sur K et de I'opposé du logarithme {-adique Log, (défini sur
le groupe multiplicatif 14£Z, par son développement en série —Log,(1+z) =

o0
> (=1)*z*) induit un isomorphisme du quotient K /K} sur le sous-module

n=1

de Z, engendrée par le logarithme f-adique de la norme absolue de 1’idéal
p:
Ky /Ky ~ Z; LogeNp.
Comme un résultat semblable (bien que plus compliqué) vaut pour les places
sauvages, le quotient Jx/J % représente en quelque sorte le {-groupe des
diviseurs logarithmiques du corps K ; et son quotient par le sous groupe
principal R g Jj /T est bien le {-groupe des classes logarithmiques de K.
Cela posé, nous avons :
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CONJECTURE DE GROSS GENERALISEE. - Le groupe C{y est fini.

Pour retrouver la conjecture initiale de Gross dans cette formulation,
considérons la suite exacte canonique (ou le tilde signifie que ’on se restreint
aux familles qui vérifient la formule du produit) :

—~

& — L K5 — Ctx  —  Ci

8}( - Hp]ZIC:/’C; — jK/J;&RK — JK/ H ’C:'HUP"R’K
pleoo pte

Dans celle-ci le terme de gauche £} = Z, ®z F' est le tensorisé (-adique
du groupe des {-urités de K ; le terme de droite Cl%, n’est rien d’autre que le
l-groupe des ¢-classes d’idéaux du corps K (i.e. le quotient du ¢-groupe des
classes d’idéaux au sens ordinaire par le sous-groupe engendré par les idéaux
premiers au-desus de £) ; le terme en [] est un Z,-module noethérien de
dimension {x — 1, si li est le nombre de places de K au-dessus de £ (qui est
libre si £ est impair) ; et le terme de gauche &} est simplement le tensorisé (-
adique du groupe des {-unités de K. Cela étant, affirmer la finitude de Ct K
équivaut donc a affirmer que le sous-module de f[ ol Ky s qui est engendré
par les valeurs absolues ¢-adiques des £-unités de K est encore de dimension
lg —1; ce qui, appliqué aux seules composantes imaginaires pour un corps
a conjugaison complexe (i.e. extension quadratique totalement imaginaire
d’un sous-corps totalement réel), est bien la premiére conjecture de B.H.
Gross.

Pour relier maintenant la conjecture de Gross a ses interprétations cy-
clotomiques, il est commode de réinterpréter le groupe Cly a l’aide de
la théorie £-adique du corps de classes : Nous avons vu plus haut que le
numérateur Jx est associé & la l-extension cyclotomique Ko de K. D’un
autre c6té, nous savons par le corps de classes local que le facteur K de Jx
est le sous-groupe de normes de IC:,< qui correspond a la {-extension cyclo-
tomique locale L, de K). L’extension globale associée au produit JzR
est donc la plus grande {-extension abélienne de K, qui est localement cy-
clotomique en chacune des places de K, autrement dit la pro-f-extension
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maximale Lo, de K qui est abélienne sur K et complétement décomposée
partout sur K. Naturellement, aux places modérées, la montée dans la (-
tour cyclotomique Ko,/ K ayant épuisé les possibilités d’inertie, la condition
de compléte décomposition est simplement une condition de non ramifica-
tion. Le corps Loo est donc aussi la pro-f-extension abélienne maximale de
K qui est non ramifiée et {-décomposée sur K, : c’est ce qu'’il est convenu
d’appeler le (-corps des (-genres de ’extension profinie Ko /K. Par suite,
lorsque K, est procyclique sur K (ce qui est toujours le cas lorsque £ est
impair), disons Koo = J,en {n, avec K, cyclique de degré {" sur K, le

groupe C/l s’identifie au quotient des genres
Cly =~ CIKC,O/C}E’ZO_I),
ot Cf% = lim Clj est le groupe de Galois de la {-extension abélienne
oo —n n

non ramifiée /- décomposée maximale de K, et 7 un générateur topolo-
gique du groupe profini I' = Gal(K/K). On retrouve ainsi I'interprétation
classique de la conjecture de Gross, qui consiste & postuler que le polyné-
me caractéristique P € Z,[y — 1] du Z,[[y — 1]}-module C},_ n’est pas un
multiple de (y — 1) (cf. [9]; p. 317).

4.- Le noyau des valeurs absolues.

Supposons, pour simplifier I’exposé, que la {-tour cyclotomique Koo /K
soit procyclique (ce qui est automatique lorsque ¢ est impair, mais peut
étre en défaut si £ vaut 2). Dans ce cas, lorsque £ vaut 2, le corps K est
nécessairement totalement imaginaire, de sorte que ’hypothese faite im-
plique en particulier que les valeurs absolues {-adiques attachées aux places
réelles n’interviennent plus (parce qu’elles sont triviales pour £ impair, parce
qu’il n’y en a plus pour £ = 2). Plus généralement, I'image |K) |, ~ K /K
du complété profini IC;‘ par la valeur absolue correspondante | |, est alors
un Z,-module libre quelle que soit la place p (de rang O si p est réelle, 1
sinon), et le noyau N = Rx N Jj: des valeurs absolues dans R contenu
dans le tensorisé £k = Z; @z E du groupe des {-unités de K.

Plus précisément, dans la suite exacte déja rencontrée :

1 — N — & — [, Jk5 s — Clyx — ClY,

le terme médian ﬁplellcg‘lp est alors un Zg,-module libre de rang I — 1
(ou I désigne le nombre de places sauvages de K), et £} le produit du
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sous-module de torsion pg de Rk (le £-groupe des racines de I'unité dans

K) par un Z,-module libre de dimension rx + cx + g — 1 (ol rx et ck

désignent respectivement les nombres de places réelles et complexes de K).
Nous pouvons donc énoncer :

PROPOSITION 5. - Le noyau Ng = RxNJj dans R des valeurs absolues
L-adiques principales est un Z,-module noethérien de dimension

"k +ckx + 6k

ou Tk est le nombre de places réelles de K, cy le nombre de places com-
plexes, et 6 = dimgz,Clk mesure le défaut de la conjecture de Gross dans
K.

C’est un sous-module pur de R i (contenu dans le groupe des {-unités £y, )
dés que la {-tour cyclotomique K, /K est procyclique (ce qui est toujours
le cas lorsque £ est impair).

ScOLIE 6. - Le groupe dual My = (Q¢/Z,) ®z, Nk est, lui, un Z,-module
divisible de codimension T + cx + 6.

On notera, en effet, que le produit tensoriel par Q;/Z; a pour conséquence
de tuer le sous-groupe de torsion ux de N.

Ce point acquis, le théoréme principal de [10] (th. 1.12) peut s’énoncer
comme suit : Désignons par $x le radical hilbertien attaché au corps K,
défini par

B ={*Qz € (Q/L)®1, R| z € TE T}

Nous avons :

THEOREME 7. - Lorsque l’extension cyclotomique K o, /K est procyclique,
il existe une suite exacte naturelle scindée

—~—tor

—~tor
ou Cly est le sous-smodule de torsion du groupe des classes de valeurs

absolues C? K (autrement dit Ct k lui-méme, sous la conjecture de Gross).
En particulier, My est le sous-module divisible maximal de .

Démonstration du théoréme : Remarquons d’abord que ANy étant un
sous-module pur de R g (comme expliqué & la proposition 5), son dual Ny
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est un sous-module de celui R = (Q¢/Ze) ®z, Rk ~ (Qe/Z;) @z K*
de Rk, et il est trivialement contenu dans ). Tout le probleme est donc
d’interpréter le quotient g /M.

Pour cela, considérons un élément /=% ® z de $Hx. Par définition, nous
pouvons écrire T = U£k3, avec 3 € Jx et y € Jk, en fait y € Tk, (puisque
z et 3 sont tous deux contenus dans le noyau de la fOI'mlilf du produit). En
associant & I’élément £=% ® z la classe cf(y) de y dans Clg = /TR,
nous définissons ainsi un morphisme de ) dans C{lx dont 'image est
exactement le sous-groupe de torsion de ct k- Quel est son noyau 7 Sup-
posons cl(y) = 1, i.e. § = 3'z’ avec 3’ € Ty et ' € Ri. Nous avons
alors £F @z = 6% @ (z/2"%"), et z/2"*" € Rk N T} = Nk ; ce qui établit
P’exactitude de la suite.

Interprétation du noyau hilbertien : Considérons l'image, disons £%, du
radical hilbertien $x dans le dualisé Jx = (Q¢/Z¢) ®z Jx du groupe des
ideles. Par définition les éléments de £ sont ceux construits a partir
des éléments de Jg c’est-a-dire, comme on I'a vu, & partir des normes
cyclotomiques locales. Maintenant, dans I’extension procyclique Ko, /K le
fait d’étre norme ou non se lit localement, en vertu du principe de Hasse.
Les éléments de Hx sont donc tout simplement les éléments du radical

Ri ~ (Qe/Ze) ®z K* qui sont représentés par les normes cyclotomiques :

k
Hr={*@z€RK|VneN ze€ KX N,(KX)},

si ’on désigne par N, la norme arithmétique dans la sous-extension K, /K
de degré (™ de I’extension cyclotomique Ko /K.

L’introduction du groupe f)i dans la théorie cyclotomique, sous une
forme naturellement tres différente, remonte en fait & F. Bertrandias et J.-
J. Payan qui I'ont utilisé dans [1] pour étudier une condition suffisante de
la conjecture de Leopoldt. Enfin I’appellation radical hilbertien que nous
préférons s’explique aisément : du point de vue de la K-théorie des corps
de nombres, les normes cyclotomiques sont caractérisées comme noyau des
symboles de Hilbert construits sur les racines de l'unité (cf. [9], Ch. 1.2).

5 - Noyau universel et radical des Z,-extensions.

Nous supposerons dans cette section que le corps K contient les racines 2/(-
iemes de I'unité (de sorte que la condition restrictive introduite au début de
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la section 4 sera en particulier remplie). Disons cependant que lorsque cette
hypothése n’est pas vérifiée, il est toujours possible de pallier cette difficulté
(au moins pour £ impair), en raisonnant sur le sur-corps K’ = K], puis
en redescendant certains résultats sur K en s’aidant de la décomposition
semi-locale de ’algébre Z,[Gal(K'/K)] donnée par les idempotents primitifs
associés aux caractére {-adiques irréductibles du groupe Gal(K'/K).

Commencons par fixer quelques notations : pour chaque naturel n écri-
vons K, l'extension K[(,n] engendrée sur K par les racines £"-iémes de
P'unité (de sorte que nous avons K = Ky = ... = K,,, jusqu’a un certain
rang m, puis [K,41 : K,] = £ pour n > m) ; notons I' le groupe de Galois
Gal(Ko/K) identifié & Z, par le choix d’un générateur topologique =y, puis
A = Z,[[y — 1]] P’algebre d’Iwasawa associée, et T, = T*"" " (pour n > m)
le sous-groupe Gal(K/Ky). Introduisons enfin le module de Tate :

Te = ]i{il/_],gn

n

limite projective des sous-groupes finis de ppe (qui est isomorphe a Z,
comme groupe abstrait), et

Te = Hom(peeo, Qe/Zs)

le module opposé, défini comme dual de Pontrjagin de la limite inductive
des pen (qui est encore Z, comme groupe abstrait, mais avec une action
galoisienne différente).

Cela posé, les résultats de [9) montrent que les radicaux respectifs

Ri, = (Qe/Ze) ®2 K* ~ (Qe/Z;s) @z, RK..,

associés aux corps K, vérifient la théorie de Galois dans Ko /K ; C’est &
dire que l'on a :

Ry, C Ri,, = (Qe/Le) @2 KX, enfait Ry, = R

(cf. [9], prop. 1.2.2) ; et qu’'un résultat analogue vaut pour les radicaux
hilbertiens :

k
Bk, = Difs o1 Ak, = {{T* @z € Ry, | z €Tk, Tk}
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(cf. [9], prop. 1.2.18).

Nous sommes plus particuliérement intéressés ici par trois sous-groupes
remarquables de Hi__ :

- le noyau Y., dans Rk, des symboles { , } & valeurs dans le groupe
universel K2(K) :

Ug, ={tF@z e Ri,| {(,z} =1, dans Ko(Ko)}-

- Le radical 3., attaché & la réunion Zo, = |J,en Zn des composées Z,
des Z,—extensions des corps K, :

3k ={t7*®2€RK| | Koo| &/ 2] C Zoo}.

- Le-radical 9  construit sur le noyau Nk dans Rg, = Z, @z KX des
valeurs absolues :

Ni. ={*RzeRk_| z€NKk, = U Nk, }-
neN

Avec ces notations, les résultats de J. Coates (cf.'[2], th. 4) et de M. Koster
(cf. [10], th. 2.6) peuvent étre présentés synoptiquement comme suit :

THEOREME 8. - En haut de la tour cyclotomique, on a les inclusions :

(i) Uk, C k., avec égalité si et seulement si le corps Ko, vérifie la
conjecture de Leopoldt.

(ii) Uk, C Nk, avec égalité si et seulement si le corps Ko, vérifie la
conjecture de Gross.

Démonstration. Désignons par X le dual de Pontrjagin de $x . La
théorie d’Iwasawa (cf. [7] §8) montre que le groupe & est un A-module
noethérien qui n’a pas de sous-module fini non nul, et plus précisément
qu’il existe une suite exacte de A-modules

l1— X — AT — F —1

ou c est le nombre de places complexes de K, F un A-module fini qui
sera précisé plus loin, et T une somme directe de quotients de A par des
puissances d’idéaux premiers de hauteur 1. Les produits tensoriels par T,
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et T, respectivement des divers termes de la suite fournissent alors deux
autres suites analogues pour T, ®z, X et T, Rz . X dans lesquelles le terme
A€ est inchangé.

Choisissons donc n assez grand pour que le générateur v, = v¢  de T,
opeére trivialement sur F et ses tensorisés T,®z, F et TRz . F; puis faisons
agir I’élément w,, = 7, — 1 sur chacun des termes des suites obtenues.

Partant par exemple de la suite courte écrite plus haut, nous obtenons
par le lemme du serpent la suite exacte a quatre termes :

1—F — X/X — (AJwp, A DT /w, T — F — 1,

qui nous montre que la dimension sur Z; du plus grand quotient de X'/A'“»
qui est un Z,-module libre (autrement dit la codimension du sous-module
divisible maximal de son dual de Pontrjagin £, = 5’)5("00 est égale a celle
cn = ™ du Zg-module libre (A/w,A)¢

augmentée de celle du plus grand quotient de T'/w, T qui est un Z;,— module
libre. Et un résultat analogue vaut naturellement pour les suites tensorisées.
Distinguons donc les trois cas :

(i) cas des valeurs absolues : le sous-module divisible maximal de Hg,
est le groupe Mg, dont la codimension a été calculée au scolie 6. Cela
montre que le défaut 8, de la conjecture de Gross dans K, est donné par
la formule :

5,, = dimzl T/wn T.

En d’autres termes, la conjecture de Gross dans K, postule donc sim-
plement que le polyndme caractéristique du A-module T n’a pas de facteur
cyclotomique. Lorsqu’elle est satisfaite, le sous-groupe Ny de Hi  est
donc exactement l’orthogonal du sous-module de torsion 7 = X' N T de A
dans la dualité de Pontrjagin ; il est strictement plus grand sinon.

(ii) cas des symboles : d’aprés la théorie de Tate (cf. [14]), la dimen-
sion du sous-module divisible maximal T, ®z, - est égale au nombre de
places complexes ¢, = cf™ de K,. Il en résulte par dualité que le polynome
caractéristique du A-module de torsion T, ®z, T n’a pas de facteur cy-
clotomique. Le noyau universel Uy est donc toujours 'orthogonal du
sous-module de torsion 7. En particulier il est contenu dans Mg __, et lui
est égal sous la conjecture de Gross.
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(iii) cas des Z¢-extensions : d’apres la théorie de Kummer (cf. [9], I.2.1§c),
le radical T; ®z, 3. correspondant & la composée des Z,- extensions du
corps K, est le sous-module divisible maximal du groupe des points fixes
(Te ®2, Hoo)'™ du tensorisé T, ®z, Hoo. 1l s’ensuit que le défaut & de la
conjecture de Leopoldt dans K, (qui mesure le nombre des Z,-extensions
en excés) est donné par la formule :

6y =dimz, (TeQ®z, T)/wn(Te®z, T)

n’a pas de facteur cyclotomique. Lorsqu’elle est vérifiée le sous-groupe
300 = Unen3n est donc exactement 1'orthogonal de 7 ; il est strictement

plus grand sinon.

SCOLIE 9. - Sous les conjectures de Leopoldt et de Gross, le radical 3,
des Z,-extensions de K, le noyau My, des valeurs absolues dans K, et le
noyau g des symboles universels & valeurs dans K»(K,), sont tous trois
des Z,-modules libres de dimension ¢, = c{*. En général cependant ils ne
coincident pas, car la descente galoisienne s’écrit :

(Te®3k,)=(Te®3x )i 5 (Te@Ug,) = (\Té ® U )in;

N, = (N )aiv

si ’on convient de désigner par Mg;, le sous-groupe divisible maximal d’un
Z,—module M.

Remarque. Sous la condition nécessaire et suffisante Ct k = 1, les trois
radicaux ci-dessus coincident pour tout n avec le radical hilbertien Hy, .
On retrouve ainsi la condition suffisante des conjectures de Leopoldt et de
Gross avancée dans [1] et discutée dans [8].

6 - La question de la capitulation

Conservons les hypothéses de la section 5, et supposons vérifiées en outre
les deux conjectures de Leopoldt et de Gross aux divers étages finis de la
tour cyclotomique Ko,/K. Dans ce cas, les résultats de R. Greenberg (cf.
[6]) montrent que la seule obstruction & I’égalité des trois radicaux définis
dans le scolie 9 ci-dessus réside dans le sous-quotient C' = A°/A¢(X' +T) du
groupe fini F' évoqué plus haut. Avant de préciser ce point, disons un mot
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sur le groupe C lui-méme. Les calculs d’Iwasawa (cf. [7], §5.4, 6.3, 8.4, et
8.5) prouvent implicitement que le dual de Pontrjagin C de C s’identifie a
la limite projective, disons

Capl,, = limCapi

des sous-groupes respectifs Capy, des {-groupes de {-classes des corps K,
formés des (-classes de C'¢ qui capitulent dans Cl}_, les groupes Caply,
étant d’ailleurs finis et stationnaires a isomorphisme canonique pres.

Pour retrouver directement ce résultat en termes de classes logarith-
miques, nous pouvons procéder comme suit : Désignons par N Ko, le dual de
Pontrjagin du noyau Mg_, et partons de la suite exacte courte qui définit
le groupe fini C :

1 —Ng,. —m A —C—1

oo

Faisant opérer I',,, en fixant n assez grand pour que ’élément w, = 7v*" —1
annule C, nous obtenons la suite exacte a quatre termes

1—C— ‘5?;(”/‘51‘}’{'; — (AJwpA) — C — 1,

qui nous prouve, puisque le quotient A/w,A est un Z; module libre, que C
est exactement le sous-module fini du quotient Nk, /N, autrement dit

que son dual de Pontrjagin C s’identifie au quotient du sous groupe NLn
Jag g Koo

de M par son sous-module divisible maximal.
Ecrivons maintenant la suite exacte naturelle donnée par le théoréme 7 :

1— Ny, — Hx, — Clx, — 1.

Passant & la limite inductive avec n, et prenant les points fixes par I',;, nous
obtenons la suite exacte longue de cohomologie

—~T
| T'n i
l1— m](w —"ﬁKm —_— C[Kao —__ ...

ou le terme médian f)I;{';o n’est autre que le radical hilbertien précédent
Hk,. Par le lemme du serpent, nous en concluons immédiatement que le
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quotient ‘ﬂl;{':x /N, s’identifie au noyau de l’application naturelle de Ct K.
dans C? Ko » C'est-a-dire précisément au sous-groupe C% K, de Ct K, formé
des (-classes logarithmiques qui capitulent dans ’extension Koo /K.

Bien entendu les mémes calculs conduits cette fois a partir des suites
exactes tordues

1-——»T£®1tﬂ1(°° ——>Te®llAc’ZAc—-—>Tg®zzC——+1

1—T,Qz, 3k, — Te@z A ~A° — T, ®7,C— 1

conduisent & des interprétations analogues faisant intervenir soit le noyau
de I'homomorphisme d’extension pour les noyaux hilbertiens Hy(K,) de
la K-théorie, soit le méme noyau pour les groupes Ho(K,) (cf. [9], ch.
1.2) définis comme les duaux de Pontrjagin respectifs des sous-groupes de
torsion des groupes de Galois Gal(H,/K,) attachés aux composées H,, des
(-extensions cycliques des corps K, qui sont localement Z,-plongeables (et
dans ce dernier cas, la “capitulation” en question traduit le fait banal qu’une
l-extension cyclique d’un K, qui est localement Z,-plongeable sur K, peut
Pétre globalement sur K,,, pour m assez grand, sans ’étre sur K,).

Résumons ces résultats qui prolongent ceux de J. Coates sur le noyau
régulier (cf. [2]) :

PROPOSITION 10. Sous les conjectures de Leopoldt et de Gross, le dual de
Pontrjagin du groupe fini C s’identifie comme module galoisien & chacun
des quatre modules suivants :

i) & la limite projective Cap,_ des sous-groupes de {-classes K, qui
capitulent dans K
i) & la méme limite Ecﬂo K., pour les groupes de classes logarithmiques
Clx, ;
iii) aux tensorisés T, ®z, Ker(H(K,) — Hz(Ko)), pour tout n assez
grand ;
iv) aux tensorisés T, ®z, Ker(Hy(K,) — H(K)), pour tout n assez
grand.

Il est alors possible de préciser comme suit les résultats de R. Greenberg

(ct. [6]) :
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THEOREME 11. Choisissons n assez grand pour que le groupe fini C soit
annulé par l'opérateur w, = v, — 1 comme par {*. Dans ce cas, sous
les conjectures de Leopoldt et de Gross, les trois propriétés suivantes sont
équivalentes :

(i) le groupe C est nul (autrement dit I’homomorphisme d’extension
Ct,, — Cl. est injectif.
(ii) il y a coincidence entre les sous-groupes de £™-torsion respectifs du
noyau universel Uy et du noyau des valeurs absolues Ny, .
(iii) II y a coincidence entre les sous-groupes de £™-torsion respectifs du
radical 3, des Zy-extensions de K, et du noyau Ny, des valeurs
absolues.

Et, lorsque ¢ est impair, I’équivalence s’étend & la condition :
(iv) e 3k, = Nk,

Remarque : L’intérét du théoréme 11 réside avant tout dans ’extréme
inégalité des complexités numériques des trois radicaux concernés : lorsque
le corps K, est connu numériquement, le calcul du noyau ¢ Nk est facile,
les normes cyclotomiques étant définies par des formules explicites ; la
détermination du radical initial des Z,-extensions ¢» 3k, est moins directe :
il faut utiliser par exemple le logarithme de Gras défini sur les groupes
de classes (cf. [5]) ; celle de pnilg, est beaucoup plus difficile encore en
présence de symboles exotiques.

Démonstration du théoréme : Les calculs qui précédent montrent que
le noyau ¢» Mg, est 'ensemble des éléments de {™-torsion du sous-module
divisible maximal du groupe des points fixes ‘JII;(’; Dans la dualité de

Pontrjagin entre g et N Ko C A€, son orthogonal, disons X, est donc
le sous-module w,A¢ + K"‘j’tI(m du groupe, noté additivement, ‘jIKw : En
effet, n ayant été choisi assez grand pour que w, annule C, nous avons
bien w,A° C N K., €t le quotient correspondant w,A° /wn‘j't K., est exacte-
ment le sous-groupe de torsion de N Koo /wn‘lew. Considérons donc le
quotient A°/X,. D’un cété, puisque c’est un quotient de A°/w,A® ~ Z;™,
sa décomposition comme produit de groupes cycliques fait intervenir au
plus ¢, facteurs. D’un autre coté, son sous module N Koo/ Xn, qui est le
dual de Pontrjagin de ¢» 9y, est lui un Z/£"Z-module libre de dimension
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cn ; et il vient donc :
A/ Xn = @2, 2/0F%T,  avec [] 15 = (A°: RNe) = |C-
=1

Le théoreme sera donc établi si nous prouvons que chacune des quatre
conditions énoncées équivaut a la nullité de tous les entiers naturels e;. Or
’équivalence avec (i) résulte directement de la proposition 10. Celle avec (ii)
ou (iii) s’établit comme suit : L’égalité de (» Mg, avec gnilg, (respective-
ment avec ¢= 3, ) signifie que X, reste inchangé lorsqu’on tord l’action de
T, sur A° par le caractére cyclotomique (respectivement anticyclotomique),
autrement dit que I',, agit trivialement sur

T, ®1[ (Ac/Xn)

(respectivement T,®z,(A°/X,)). Mais le groupe I';, étant engendré topologi-
quement par I’élément -, défini par l'identité

C'Vn — Cl“l‘f‘n,vc E /.l[co,

cela revient & dire dans les deux cas que 1+ (™ agit trivialement sur A¢/X,,
i.e que A°/X, est d’exposant {". Enfin, le cas (iv) se traite de facon ana-
logue & ceci prés qu’il convient de remplacer 1 + £* par (1 + (*)?2, ce qui
nécessite d’exclure le cas £ = 2.

ScOLIE 12. Sous les conjectures de Leopoldt et de Gross, il existe un entier
naturel k tel qu’on ait identiquement pour tout n assez grand :

cn—kﬂ]{n = en—km}(" = Z"‘—k3Kn-
Preuve. Il suffit, en effet, de choisir k tel que £¢ annule C.

Terminons par deux exemples pour lesquels le théoreme de Baker-Brumer
assure la validité des conjectures de Leopoldt et de Gross (cf. [8]).

EXEMPLE 1. - Prenons £ = 3 et K = Q[vd, v/—3d] biquadratique con-
tenant les racines cubiques de 'unité. Supposons 3 non décomposé dans
le sous-corps quadratique réel k = Q[V/d], et le 3-groupe de 3-classes C//,
trivial. Dans ce cas, la formule des classes ambiges (cf. [9], ch. IIL1),
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appliquée aux sous-extensions finies k,/k de la 3-tour cyclotomique sur k,
montre que l'on a identiquement C¢} = 1, pour tout n, donc qu’il n’y a
pas de 3-capitulation dans ko /k et, partant, dans K, /I. Dans ce cas, on
a donc pour tout n :

g, =en Ng, =¢n Ik, -

En particulier, le radical initial des Z,-extensions, pris dans K¢/KX t, tout
comme le noyau des symboles universels, sont F,-engendrés par les classes de
la racine j, du nombre 3, et de I'unité fondamentale € du corps quadratique
k.

Bien entendu, ce résultat est en défaut en présence de capitulation (cf.
[6])-

EXEMPLE 2. - Soit £ un nombre premier impair satisfaisant la conjecture
de Vandiver, i.e. ne divisant pas le nombre des classes du sous-corps réel
maximal K+ du {-iéme corps cyclotomique K = Q[(]. Dans ce cas, la
formule des classes ambiges montre que la méme propriété est encore vraie
a chaque étage fini de la {-tour cyclotomique K, = Q[(¢»]. Il vient alors
comme plus haut :

e, =em Npe, =4m 3,

Et le groupe Mg, n’est autre que le Z,-module divisible construit sur les
£-unités de K.

REFERENCES

[1] F. BERTRANDIAS et J.-J. PAYAN - I'-extensions et invariants cy-
clotomiques, Ann. Sci. Ec. Norm. Sup., 5 (1972), 517-543.

[2] J. COATES - On K and some classical conjectures in algebraic num-
ber theory, Ann. Math. 95 (1972), 99-116.

[3] L.J.FEDERER - The non-vanishing of Gross p-adic regulator Galois
cohomologically, Astérisque 147-148 (1987), 71-77.

206



NOYAU UNIVERSEL ET VALEURS ABSOLUES

[4] L. J. FEDERER et B.H. GROSS (avec un appendice de W. SINNOT)
- Regulators and Iwasawa modules, Inv. Math. 62 (1981), 443-457.

[5] G. GRAS - Plongements kummériens dans les Z ,-extensions, Compo-
sitio Math. 55 (1985), 383-396.

[6] R. GREENBERG - A note on K, and the theory of Z,-extensions,
Am. J. Math. 100 (1978), 1235-1245.

[7] K. IWASAWA - On Z;-extensions of algebraic number fields, Ann.
Math. 98 (1973), 246-326.

[8] J.-F. JAULENT - Sur les conjectures de Leopoldt et de Gross, Astérisque
147-148 (1987), 107-120.

[9] J.-F. JAULENT - L’arithmétique des {- extensions (Thése), Pub.
Math. Fac. Sci. Besancon, Théor. Nomb. 1984-85 et 1985-86, fasc.
1 (1986), 1-349.

[10] M. KOLSTER - An idelic approach to the wild kernel, Prépubli-
cation.

[11] K. KRAMER - On the Hilbert kernel of K-theory and the Gross
regulator, Prépublication.

[12] K. KRAMER et A. CANDIOTTI - On K, and Zs-extensions of
number fields, Am. J. Math. 100 (1978), 177-196.

[13] T. NGUYEN QUANG DO - Sur la torsion de certains modules ga-
loisiens II, Sém. Th. Nombres Paris 1986-87 ; Progress in Math. 75 (1988),
271-298.

[14] T. NGUYEN QUANG DO - Sur la torsion de certains modules
galoisiens p-ramifiés, Théorie des Nombres (Québec, PQ, 1987) 740-754
(1989), de Gruyter, Berlin-New York.

[15] J. TATE - Relations between K, and Galois cohomology, Inv. Math.
36 (1976), 257-274.

[16] J. TATE - Les conjectures de Stark sur les fonctions L d’Artin en
s = 0, Progress in Math. 47, Birkhauser (1984).

207



JAULENT J.F.

[17] J.-F. JAULENT - La théorie de Kummer et le Ko des corps de
nombres Sém. Th. Nombres Bordeaux Sér. 2, 2 (1990).

Jean-Francgois JAULENT

Université Bordeaux I

U.F.R. de Mathématiques et d’Informatique
351, cours de la Libération

TALENCE Cedex

208



Asterisque

MICHEL LAURENT
Sur quelques résultats récents de transcendance

Astérisque, tome 198-199-200 (1991), p. 209-230
<http://www.numdam.org/item?id=AST_1991__198-199-200__209_0>

© Société mathématique de France, 1991, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la collection « Astérisque » (http://smf4.emath.fr/
Publications/Asterisque/) implique I’accord avec les conditions générales d’uti-
lisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou
impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie
ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

NuMmbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=AST_1991__198-199-200__209_0
http://smf4.emath.fr/Publications/Asterisque/
http://smf4.emath.fr/Publications/Asterisque/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

SUR QUELQUES RESULTATS RECENTS DE TRANSCENDANCE
par

Michel LAURENT

1. Introduction

Cet exposé vise un double objectif : présenter en premier lieu les principaux
développements de la théorie des nombres transcendants griace a une série
d’exemples concrets et, d’autre part, illustrer une nouvelle méthode de trans-
cendance en redémontrant de facon détaillée un résultat classique, a savoir le
théoréme des six exponentielles. Il est devenu maintenant habituel de formuler
les résultats de transcendance en termes de groupes algébriques. Nous n’avons
ici suivi ce point de vue que partiellement, nous étant surtout attaché a décrire
les résultats concernant la fonction exponentielle usuelle. Aussi, commencerons
nous par rappeler 1’énoncé de la célébre conjecture de SCHANUEL, qui est censé
contenir tout ce qui est connu sur la transcendance de valeurs de la fonction
exponentielle.

CONIECTURE : Désignons par x,...,%,, soit des nombres complezxes, soit
des éléments de C, situés dans le disque de convergence de l’ezponentielle p-
adique. On suppose que les nombres z,,...,z, sont Q-linéairement indépen-
dants. Alors le degré de transcendance sur Q du corps

Q(z1,...,2,,€",...,€°)
est > n.

Il s’ensuit en particulier que si aj,...,0, désignent des nombres algé-
briques non nuls et multiplicativement indépendants, les n nombres z; =
log a;,1 < ¢ < n, sont algébriquement indépendants sur Q.

Nous avons fait jouer au théoréme des six exponentielles un réle privilégié,
'utilisant comme fil conducteur entre les §.2, 3, 4 et 6. Le plan de ’article
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est le suivant. On étudie dans le §.2 le rang de matrices dont les coefficients
sont des logarithmes de nombres algébriques, et on applique les résultats
obtenus a la conjecture de LEOPOLDT. Le §.3 est consacré & 'indépendance
algébrique ; on y examine notamment les différents outils de nature algébrique
qui ont été élaborés pour la circonstance. Dans les démonstrations modernes
de transcendance, les lemmes de zéros jouent un role fondamental. Nous
indiquons dans le §.4 I’énoncé le plus général actuellement connu en termes
de groupes algébriques. Cet énoncé présente une grande analogie formelle avec
une conjecture de géométrie diophantienne, due & S. LANG. On examine dans le
§.5 les diverses contributions récentes a cette conjecture, ainsi que leurs relations
avec certains résultats de transcendance et d’approximation diophantienne. Le
§.6 est enfin consacré a la nouvelle preuve déja mentionnée du théoréme des six
exponentielles.

2.1 Rang de matrices a coefficients logarithmiques

On se propose de minorer (ou si 'on est plus ambitieux de déterminer
exactement) le rang sur C ou sur C,, de matrices de la forme :

logai; ..., logay
A= : :
logagr ..., logau

ou les a;5,1 £ ¢ <d,1 £ j < ¢, désignent des nombres algébriques non nuls.
Comme exemple de résultats de ce type, citons le

THEOREME DES SIX EXPONENTIELLES : Il s’agit du cas particulier d =
2, £ =3. On suppose que les deuz lignes et les trois colonnes de A sont linéai-
rement indépendantes sur Q. Le rang de A est alors égal a deuz.

Signalons en passant la conjecture des quatre exponentielles, qui propose
d’établir ’énoncé analogue obtenu avec d = ¢ = 2. Dans le cas général, on
dispose de minorations du rang de la matrice A sous des hypothéses du méme
type. D’une maniére plus précise, les énoncés actuels prennent en compte les
éventuelles relations Q-linéaires entre les lignes de combinaisons Q-linéaires de
colonnes de A, relations qui ont évidemment pour effet de diminuer le rang d’une
telle matrice. Il faut cependant noter que des hypothéses de cette nature, comme
celles du théoréme ci-dessous, sont insuffisantes pour décrire completement le
rang de la matrice A, voir [32].

Considérons le rang de A comme celui de ses vecteurs colonnes y;,1 < j <
¢, et désignons par
Y=2Zy+--+1Zy
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le sous-groupe engendré dans C? ou Cﬁ. L’énoncé suivant, dont la formulation
m’a été indiquée par M. EMSALEM, se déduit du théoréme 4.1 de [34]. D’un
point de vue technique, on notera que les deux conditions de maximalité
considérées ici impliquent la maximalité du coefficient u* introduit dans [34].

THEOREME 1 : Soit V un sous-espace vectoriel de C* (resp. Cﬁ ) contenant
Y et soit W un sous-espace vectoriel de V. Supposons que W soit rationnel sur
Q (i.e. engendré par des points @ coordonnées algébriques) et que l'on ait :

rg(Y nT)| _rgY
max[ dmT |~ d

dm(WnT)|  dimW
XN dmT | T4

ou T décrit Uensemble des sous-espaces vectoriels Q-rationnels non nuls de C¢
(resp. C%). Alors
d(rgY + dim W)

(rgY +d)

dimV >

Lorsque W = {0}, on peut choisir pour V le C (resp. C,)-espace vectoriel
engendré par Y, et ’on obtient ainsi une minoration du rang A qui implique en
particulier le théoréme des six exponentielles.

A Popposé, lorsque le sous-espace V est rationnel sur @, le choix W =
V améne au célébre résultat de A. BAKER : des logarithmes de nombres
algébriques sont linéairement indépendants sur @, si et seulement si ils le sont

sur Q.
2.2. Application & la conjecture de Leopoldt

Soit K un corps de nombres et soit p un nombre entier. La conjecture
de LEOPOLDT affirme que le rang sur Z, de 'adhérence p-adique du groupe
des unités principales de K est égal au rang sur Z dudit groupe; et cette
assertion se raméne aisément au calcul du rang d’une matrice du type envisagé
précédemment (voir par exemple le §.2 de [21]). Lorsque le corps K est galoisien
sur Q, de groupe de Galois G, on dispose de plus d’une action de G sur
'adhérence p-adique, et l'utilisation de certains sous-espaces @-rationnels W
permet d’isoler les diverses composantes isotypiques associées a cette action.
On trouvera dans [20] une interprétation de cette construction en termes de
tores. De fagon précise, il est possible d’établir le résultat suivant.
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Pour tout caractére absolument irréductible ¢ du groupe G, désignons
par d, = ¢(1) le degré de la représentation linéaire p associée, et notons
ro = (p(1) + ¢(c))/2 la multiplicité de la valeur propre +1 dans la matrice
p(c) représentant une conjugaison complexe ¢ € G du corps K. On a alors le

THEOREME 2 (Cor.2 du th.1 de [21]) : Supposons que pour tout caractére
absolument irréductible ¢ du groupe G, on ait l'inégalité

ro(ry —1) < d, .

Alors le corps K vérifie la conjecture de Leopoldt pour tout nombre premier p.

On dispose ainsi de conditions suffisantes qui sont tres faciles & tester des
lors que I’on connait la table des caractéres du groupe G. Les inégalités ci-dessus
sont notamment vérifiées lorsque le groupe G est abélien, auquel cas on retrouve
le théoreme de BRUMER sur les corps abéliens [5], ainsi que pour certains
groupes résolubles G, comme le groupe symétrique &4, ou bien le groupe
GLy(F;) = 64, avec des valeurs convenablement choisies de la conjugaison
complexe c. On trouvera d’autres exemples dans [21].

3.1. Indépendance algébrique de valeurs de la fonction exponen-
tielle

Soient zi,...,z, des nombres complexes Q-linéairement indépendants,
et soient y,...,y, des nombres complexes qui sont eux aussi Q-linéairement
indépendants. On désigne par t,,%2,t; les degrés de transcendance sur @ des
corps

Q(e";1<i<m,1<j<n),
Q (z:,e"%;1<i<m,1<j<n),
Q (zi,y;,e"¥;1<i<m,1<j<n).

Plusieurs résultats classiques de transcendance se raménent a des minorations
des t, 1 < k < 3. On vérifiera par exemple dans le §.6 que le théoreme des
six exponentielles équivaut a la minoration ¢; > 1 lorsque m = 2, n = 3, et
que le théoréme bien connu de GEL’FOND-SCHNEIDER sur la transcendance de
ab équivaut quant  lui & t; > 1, pour m = 2, n = 1. Un grand nombre de
travaux (voir la bibliographie de [33]) ont donc été consacrés & ce probléme, et
le résultat suivant, extrait de [9], peut étre considéré comme optimal au vu des
méthodes utilisées. On notera aussi que ’on peut étendre cet énoncé au cas de
vecteurs z; et y; de C", r > 1, voir le §.12 de [35].
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THEOREME 3 : Sous réserve que les mesures ci-dessous d’indépendance
linéaire sur Q des x; et des y; soient satisfaites, on a les minorations suivantes :

iysim>2n>3,ousim>3,n>2, ¢t >[mn/(m+n),
i) sim > 2, t; > [(mn + m)/(m + n)),
iii) t3 > mn/(m + n).

Les mesures d’indépendance linéaire en question sont les suivantes. Dans
chacun des cas k = 1,2, 3, on suppose que les z; et les y; vérifient des inégalités
de la forme : m

long)\;xd > —max |\,

i=1

log| D sy;| > —(max|p;)™ ,

j=1
pour tout multi-entier (A1,...,Am) et (p1,..., tn) non nul, avec
__mn _mn+m _mn+m+n—1
"= om+n ' ™" omtn * BT 2m +n

Quelques remarques.

1) La conjecture des quatre exponentielles équivaut a I’assertion ¢; > 1, lorsque
m = n = 2. Autrement dit, la minoration i) devrait encore étre valable pour
m=n=2.

2) Posons
Ni=mn , Ng=mn+m , Ng3=mn+m+n ,
de telle sorte que Ni,1 < k < 3, désigne le nombre de générateurs des trois

corps introduits ci-dessus. Les minorations i)-iii) du théoréme 3 peuvent alors
s’écrire de maniére unique sous la forme

tr > [Nk/(m+n)] ,1<k<3,
sauf lorsque £k = 3 et que m + n divise mn; auquel cas, on obtient t; >
[N3/(m + n)] — 1. On peut évidemment conjecturer que cette exception n’a

pas lieu d’étre. Par exemple, 'inégalité t3 > 2 pour m = n = 2 impliquerait
entre autre chose I'indépendance algébrique des nombres 7 et e”.
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3) On peut probablement s’affranchir de toute hypothése de mesure d’indépen-
dance linéaire dans 1’énoncé du théoréme 3. Il en est notamment ainsi en degré
de transcendance 0 ou 1 (i.e. tx > 1 ou 2).

Pour apprécier la qualité du théoréme 3, indiquons simplement le

COROLLAIRE : Soit @ un nombre algébrique non nul, et soit log o une
détermination non nulle du logarithme de «. Soit B un nombre algébrique
de degré d > 2. Il existe alors au moins [(d + 1)/2] nombres algébriquement
indépendants parmi les d — 1 nombres o = ef'los> 1< j<d—1.

On notera que l'indépendance algébrique des d — 1 nombres ci-dessus
(probléme posé par GEL’FOND en 1949 et par SCHNEIDER en 1955) découle
aisément de la conjecture de SCHANUEL.

3.2. Outils d’indépendance algébrique

L’obtention de grands degrés de transcendance a nécessité 1’élaboration de
techniques sophistiquées, issues principalement de ’algébre commutative. On
peut schématiquement classer ces outils en deux groupes : ceux qui s’appuient
sur le théoréme des zéros de Hilbert, et ceux qui sont des généralisations
d’un critére d’indépendance algébrique di & GEL'’FOND. Les deux familles de
résultats devraient pouvoir s’utiliser de maniére équivalente, ce qui n’est pas
encore tout a fait le cas. A la suite de travaux de W.D. BROWNAWELL sur le
Nullstellensatz effectif (cf. [3] pour un historique du sujet), J. KOLLAR vient
d’obtenir le résultat optimal suivant :

THEOREME 4 (th.1.5 de [13]) : Soient P,...,P, des polynémes de
C[Xi,...,Xn), sans zéros communs dans C", et de degré total < D, avec
D > 3. Il existe alors des polynémes A, ..., Ay, de C[X1,...,X,] tels que :

S AP =1, deg(4;)<D™™™ 1<i<m.
i=1

Les critéres d’indépendance algébrique ont eux aussi suscité de nombreux
travaux dont on trouvera une analyse détaillée dans [3] et [33]. A titre d’exemple,
voici un énoncé qui est lui aussi essentiellement optimal, corollaire du théoréme
principal de [28].

THEOREME 5 : Soient 6 un point de C" et n un nombre réel > n+1. II
n’eziste aucune suite d’idéauz

INC_:C[Xla"',Xn]) NZNO’
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ayant les propriétés suivantes :

i) In est engendré par des polynémes Py; , 1 < j < Jn, de degré total
< N, a coefficients entiers rationnels de valeur absolue < eV,

N+l

ii) la boule de centre 0 et de rayon e~ ne contient gqu’un nombre fini

de zéros de Iy,
) —N?"
i) 0< lgg§N(|PN,(0)|) <e N,
4. Lemmes de zéros

Les lemmes de zéros constituent un des principaux ingrédients des
démonstrations actuelles de transcendance, cf. [1]. Dans le contexte des groupes
algébriques commutatifs, on dispose d’un résultat presque optimal, dii a
P. PHILIPPON [25], voir aussi [26], [27], [4]. Nous en proposons ici une formu-
lation un peu différente, qui met bien en évidence I’analogie avec la conjecture
de S. LANG du §.5.

La situation est la suivante. On se donne un groupe algébrique commutatif
connexe G, écrit sous forme de produit et plongé termes a termes dans un
produit d’espaces projectifs :

G=Gx--xGp—P=PY x...x PP |

Soit I' un sous-groupe de type fini de G(C), et soit W C tg un sous-
espace vectoriel du C-espace vectoriel tangent a 1’origine du groupe algébrique
G. On identifiera (par restriction a l'origine) tg & I'espace des champs de
vecteurs tangents & G(C) et invariants par translation. Associées & ces données,
introduisons les définitions et notations suivantes.

1) Soit {y1,...,7} un systéme générateur du groupe I'. Pour tout entier
’

S > 0, on désignera par I'(S) ’ensemble des combinaisons linéaires Z sivi, 0<
i=1
Si S S.
2) Soit f une fonction rationnelle sur G, et soit T un entier > 1. On notera

par (f)ow,r le lieu des points de G ol f s’annule avec une multiplicité > T le
long de W, c’est a dire I’ensemble des points v de G(C) tels que

of
awl.uawt (7)_07

pour tout 0 < ¢ < T, et tout élément wy, ..., w; dans W. On notera que (f)ow,r
est localement fermé pour la topologie de Zariski sur G.
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3) Soit f une fonction rationnelle sur G. On dira que f est de multidegré
< D = (Dy,...,D,), s’ existe un systétme de coordonnées multiprojectives
X = (X10,..., Xinm;- -3 Xp0,- .., Xpw,) dans P et un polynéme multihomogéne
F € C[X], de multidegré D, tel que f soit la restriction & G de la fonction

rationnelle sur P égale & (F(X)/XD!--- Xﬁ,”).

En d’autres termes, f se déduit de F' par déshomogénéisation relative &
une base multiprojective de P.

4) Soit V une sous-variété fermée de P, et soit D = (Dy,...,D,), un p-
uplet d’entiers > 0. On posera :
H(V,D) = ((dim V')!) { partie homogéne de plus haut degré du
polynome de Hilbert-Samuel multihomogéne de V/,
évaluée en D }.
Rappelons a ce propos que si I désigne I'idéal multihomogene de C [X] associé &
V, le polynome de Hilbert-Samuel de V', évalué en D, mesure la dimension sur
C de la partie multihomogéne de degré D de ’anneau multigradué C [X]/I, tout
au moins lorsque les entiers Dy,..., D, sont suffisamment grands. On notera
aussi que les coefficients de H(V, D), vu comme un polyndme en les variables
Dy,...,D, s’expriment classiquement en termes des degrés partiels de V, et
que la fonction H fournit ainsi une mesure des degrés de V.

THEOREME 6 (th.2.1 de [25]) : Soit f une fonction rationnelle sur G, non
identiquement nulle, de multidegré < D, soit n la dimension de G, et soient T
et S deuz entiers > 0, tels que :

I'(nS) C (f)ownr+1 -

Il existe alors un sous-groupe algébrique conneze G' de G, distinct de G et
vérifiant les deuz conditions suivantes :

i) U G+&)<Fowrn ,

~er(symod &’

i) (T:") card (E(ié,j_{?_') H(G,D) < cH(G, D),

ot la barre désigne l'adhérence de Zariski dans P, ¢ désigne une constante ne
dépendant que du plongement G — P, et ou

a=dmW — d.lm(W N tG/) = dlm((W + tG/)/tGl).

On notera que 'inégalité ii) ci-dessus est optimale & la valeur de la constante
c pres : il existe en effet une constante ¢;, 0 < ¢; < 1, ne dépendant elle aussi
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que du plongement G — P, telle que pour tout sous-groupe algébrique G’ de G,
connexe et distinct de G, pour tout p-uplet D d’entiers positifs suffisamment
grands, et pour tout T > 0, S > 0, vérifiant I'inégalité

(T 1— 01) card (%) H(G,D)< cH(G,D),

on peut construire une fonction rationnelle non nulle f € C(G), de multidegré
< D, et telle que I'inclusion i) ci-dessus soit satisfaite.

Dans le cas particulier d'un groupe G linéaire, la constante ¢ peut étre
choisie égale a 1, tout au moins si ’on se restreint aux plongements usuels dans
P! des facteurs additifs et multiplicatifs. Il serait alors intéressant (et probable-
ment trés utile) de remplacer dans I'inégalité ii) les termes H(G, D) et H(G , D)
H(G,D) . H(G,D)
(dim G)! ¢ (dimG)!
terme reste additif dans le membre de droite), avec pour hypothése initiale
l'inclusion moins restrictive I'(S) C (f)o,w.r+1. Un tel résultat serait optimal,
au terme reste pres, et ne semble pas connu méme dans les cas les plus simples.

par respectivement (en autorisant éventuellement un

On notera que le polynéme H(V,D)/(dim V')! fournit le terme principal
de la fonction de Hilbert-Samuel de la variété projective V, et mesure donc le
nombre de variables linéairement indépendantes disponibles, parametre fonda-
mental dans toute démonstration de transcendance. La remarque ci-dessus, con-
cernant I’optimalité du théoréme 6 & une constante multiplicative pres, se déduit

d’ailleurs aisément d’une comparaison entre la fonction de Hilbert-Samuel de
V et le polynéme H(V, D), cf.[6].

5. Géométrie diophantienne

Ce théme a fait ’objet de nombreux travaux récents, issus plus ou moins
directement de la théorie des nombres transcendants. On peut citer notamment
des questions de minoration de hauteur [8], [11], ou bien de formes linéaires de
logarithmes dans les groupes algébriques [29], [30], [12] ainsi qu’une approche
diophantienne du théoréme de FALTINGS sur les conjectures de MORDELL-
SHAFAREVITCH-TATE. [7] , [17], [23].

Nous nous proposons ici de faire le point sur une conjecture de S. LANG,
qui peut étre abordée par des techniques trés diverses.

CONJECTURE (p.221 de [14]) : Soit G un groupe algébrique commutatif,
ne contenant aucun sous-groupe ~ G,. Soit V une sous-variété algébrique de
G, et soit I un sous-groupe de rang fini (ie. contenu dans l’ensemble des points
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de division d’un groupe de type fini) de G(C). Alors VN T est réunion finie de
sous-ensembles de la forme v+(G'NT), ot G' désigne un sous-groupe algébrique
de G, et v un élément de V N T, tels que

vy+G CV.

Un tel groupe algébrique G est extension d’une variété abélienne A
par un groupe de type multiplicatif T'; autrement dit on a une suite exacte
0T —->G—>A—-0.

Lorsque G =T, la conjecture a été établie dans [19], en s’appuyant essen-
tiellement sur le théoréme du sous-espace de W. SCHMIDT. On obtient ainsi
d’intéressantes applications concernant les équations diophantiennes exponen-
tielles [15] , [16]. Le cas général reste encore largement ouvert. On dispose
cependant de résultats trés complets dans le cas particulier ou I' est égal au
groupe Giors des points de torsion de G, auquel cas on peut d’ailleurs étendre
la conjecture & un groupe commutatif quelconque (contenant éventuellement
des sous-groupes additifs). M. RAYNAUD avait considéré le cas d’une variété
abélienne (conjecture dite de Manin-Mumford) et ’avait résolue grace a des
arguments de géométrie algébrique [31]. En adaptant, entre autres choses les
idées introduites dans la preuve des lemmes de zéros, M. HINDRY a pu établir
le cas général et apporter de plus des informations précises sur les origines vy et
les directions G’ intervenant dans la conjecture ci-dessus.

Voici ’énoncé précis qu'’il obtient pour un produit
G=6G" xA—P=PH xP",

ou l'on a fixé un plongement projectif de A, et ou le groupe multiplicatif
G = P!\ {0,00} est naturellement plongé dans P'. La fonction H ci-dessous
est alors relative a ce plongement (cf.§4). Introduisons tout d’abord quelques
notations. Soit

m=dmV , h= [Z(Z—ZQ]
i=1 ‘

On supposera que la variété abélienne A et le plongement A — PV sont
définis sur un corps de nombres k. On désigne alors par ¢ un nombre réel > 0,
tel que pour tout point P € Ay, d’ordre exactement n dans Aiors, le degré d’un
corps de rationalité k(P) du point P soit > n'/9. En fait, d’aprés un résultat
de J-P.SERRE, tout réel > 1 convient. On a alors le

THEOREME 7 (th.1 de [10]) : Supposons que la variété V soit définie sur
k, et que Uadhérence de Zariski de V dans P soit définie par des polynémes
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de multidegré < D = (Dy,...,Du11). On peut alors choisir les couples (y,G')
intervenant dans la conjecture ci-dessus tels que :

ordre(y) < ¢ H(V,D)ihm+D)
H@G,D) < H(V,2D)"™,

ot ¢ désigne une constante ne dépendant que de A,k et q.

En ce qui concerne la constante ¢ ci-dessus, on peut aussi utiliser des
arguments diophantiens, qui ont le mérite d’étre entierement effectifs. On
trouvera dans [2] un exposé des problémes galoisiens qui peuvent étre abordés
par des arguments de transcendance. Voici un résultat di a D. MASSER, qui
montre en particulier que tout réel ¢ > dim A convient.

THEOREME 8 (th.4 de [2]) : Il emiste une constante ¢, effectivement
calculable en termes du degré [k : Q] et de la hauteur des équations de A dans
PN, telle que pour tout point P € Aiors, d’ordre ezactement n, on ait :

[k(P) : k] > ¢nt/dmA ) log n.

6.1. Principe de la nouvelle preuve du théoréme des six exponen-
tielles

La plupart des démonstrations de transcendance commencent par la
construction d’une fonction auxiliaire. Pour ce faire, on utilise souvent le lemme
de Siegel qui permet de trouver une “petite” solution & un systéme d’équations
linéaires. Nous allons procéder de maniere différente. Au lieu de chercher une
solution du systeme, nous consideérerons les déterminants des mineurs extraits
de la matrice correspondante. Il s’agit 1a de déterminants d’interpolation que
l'on peut majorer de maniére tout a fait générale (§3 de [18]). De facon
alternative, nous utiliserons ici un développement en série de Taylor de ces
déterminants, ce qui nous ameénera a étudier les polynomes de Schur.

Nous nous restreindrons a la version archimédienne du théoréme des six
exponentielles, le cas p-adique menant & des calculs similaires. Rappelons tout

d’abord I’énoncé du théoréme et fixons quelques notations légérement différentes
de celles du §2.

On se donne six nombres algébriques a;, as, as, by, by, b3 et on consideére la
matrice

A= loga; , loga, , logas
“\logh, , logb, , loghs ) °
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Il s’agit de montrer que le rang de A est égal & deux lorsque les deux
lignes et les trois colonnes de A sont linéairement indépendantes sur Q.
Raisonnons par I’absurde et supposons que

loghy _ logh,  logby
loga; log a, - log a3 -

De maniére équivalente, nous disposons de deux sous-groupes

X = 1916,
Y = Zloga,®Zlogay;®dZlogas ,
tels que
eXYg'Q*’

On remarquera incidemment que cette formulation des hypothéses nous raméne
a la situation envisagée dans le théoréme 3-i) avec m =2, n = 3.

Pour tout entier L > 0, M > 0, notons :

X(L) = {M+Mf;0<A <L},
Y(M) = {mlogai+ pzlogas + pslogas ; 0 < py,pa,pus < M},

et ordonnons les ensembles X (L) et Y (M) de maniére arbitraire.

On introduit alors la matrice

Ay =1|... e

z€X(L)
y€EY (M)

ou z désigne I'indice de ligne et y l'indice de colonne. La matrice Ay comporte
donc (L +1)? lignes et (M + 1) colonnes.

Le principe de la démonstration est le suivant : nous allons successivement
majorer et minorer le rang de la matrice Apy , et pour des valeurs conve-
nablement choisies des parameétres L et M, nous obtiendrons des estimations
incompatibles. De maniére imagée, on peut dire que la petitesse du rang de A
(par hypothese égal a 1) se prolonge analytiquement aux matrices Agy, tandis
qu’un argument de nature algébrique (le lemme de zéros) permet de minorer le
rang de Apy.
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6.2. Quelques calculs de déterminants

Commencons par indiquer quelques propriétés élémentaires des polynomes
de Schur, voir par exemple le §I-3 de [22].

Soit m un entier > 1, et soient Xj,..., X, des indéterminées. Désignons
par
V(Xl"'-)Xn)= H (XJ'—X")

1<i<j<n

le discriminant des n variables X; . Soit
k= (ki,...,kn)
un n-uplet d’entiers > 0. Le polynome

det (X+7)

1<i,j<n

ou ¢ désigne 'indice de ligne et j 'indice de colonne, est antisymétrique, et est
donc divisible par V(Xj,...,X,). Le quotient

Su(Xi, ..., Xn) = det( X777 (X, Xa)

s’appelle le polynome de Schur d’indice k. Ces polynoémes de Schur sont
clairement des fonctions symétriques des variables Xj,..., X, et peuvent ainsi
s’exprimer en termes de fonctions symétriques élémentaires. Voici un exemple
d’une telle écriture, via les polynémes symétriques P, du lemme suivant :

LEMME 1 : Pour tout n-uplet k = (ki,...,k,) d’entiers > 0 ,on a les

formules :
Si(X1y .00y Xn) = det(Pritizj)icij<n

= det(Qij)1<i,j<n,

ot les polynémes Py (L € Z) et Qi; (1 <14,j < n) sont définis par

— A1 A _ A A;
P= Y XM..XN, Q= Y XM.XM
2120,..,0,20 2120,...,4; >0
A+ A=t Mt =kii—j

(par convention, P, = 0,Q;; =0, lorsque £ <0 ou k; < j — i)

Preuve : L’égalité Sy = det(Py,4i—;) correspond & la formule 3.4 p.25 de
[22]. Pour la deuxiéme égalité, remarquons que le polyndme Q;; est égal a la
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partie du polynome F,;_; indépendante des variables X;1,...,X,. On vérifie
aisément l’identité :
Qij = Pericj — (), Xa)Peri-jm1+ (Y. XaXp)Priyijoz — -
j<aln j<a<f<n
d’ou s’ensuit ’égalité
det(Pr;+i-;) = det(Qi;)

par combinaisons linéaires de colonnes.

Comme alternative, on peut aussi établir directement I’égalité Sy =
det(Qi;) par des manipulations de lignes dans la matrice (X,'c i+3-1) ayant pour
but de faire apparaitre les facteurs (X;—X;) du discriminant exactement comme
pour la formule du déterminant de Vandermonde qui correspond d’ailleurs au
cas particulier k = 0.

La longueur L(P) d’un polynéme P & coefficients complexes désigne la
somme des valeurs absolues des coefficients de P. Notons enfin |k| = k1 +- - - +k,
la longueur du n-uplet d’entiers naturels k = (k,...,k,). Lorsque k; > j — 1,
le polynéme Q;; est homogene de degré total k; +¢ — j et 'on a

Hay = (M) s

On déduit alors aisément du lemme 1 le

COROLLAIRE : Pour tout n-uplet k d’entiers > 0, le polynome Sy est

homogéne de degré total |k| et de longueur < (n!)2/ki+(n*-n)/2,
Désignons par
Xx=(21,..,2n) , Y= (Y1,---,Yn)
deux suites de n nombres complexes. On s’intéresse maintenant au déterminant
A = det(e"¥ )1<i j<n -
LEMME 2 : On a les formules

det(z) det(y¥)
kpl- - k!

>

0<k1<-<kn

_ Sk(X)Sk(y)
=VOV®) Y T kri-D)

1<i<n
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Preuve : On commence par développer chacun des coefficients e®¥ en
série :
xkyk
Tiy; 1J) .
e _Z—kl , 1L, <n.
k>0 *:

Fixant I'indice i, la formule ci-dessus peut étre vue comme un développement
de la i-itme ligne de la matrice (€% )i<; < en une somme infinie de lignes.
Par multilinéarité du déterminant, on obtient :

A=Y (H ki [k;) det(yk')
k120,...,kp, >0 i=1
Dans la sommation ci-dessus, il est clair que I’on peut se restreindre aux
n-uplets (K1, ..., k,) d’entiers deux a deux distincts. Désignons par &,, le groupe
symétrique & n éléments, et par €(o) la signature de 0 € &,,. Ordonnons alors
les n-uplets considérés par ordre croissant, il vient

A = Z (H xfa(i)/ka(,')!) det(y;cc(i))
0<k1<-<kn \i=1
066,.

= (Z E(G)H (29 [kato)) )det(yf‘)

0<ki<<kn \oe G, i=1

det(z¥) det(y;*)
kylee k! ’

0<ky < <kn

d’ou la premieére égalité. La deuxiéme s’en déduit immédiatement en remplagant
k;park,-+i—1, 1<i<n.

6.3. Majoration du rang de Apy

Comme de coutume en transcendance, on désignera dans ce qui suit par
c1,Cg, -+ des constantes > 0, indépendantes des parametres L et M. On se
propose d’établir dans ce paragraphe la

PROPOSITION 1 : Supposons que le rang de A soit égal d 1. Alors
rg(ALM) S ClLM.

Il s’agit de montrer que pour tout entier n suffisamment grand devant LM, et
pour toute suite extraite a n éléments :

x={x1,...,m,.} QX(L) , Y= {yl,...,yn} QY(M),
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le déterminant
A = det(e™¥ )1<i j<n

est nul. Pour cela, nous allons successivement majorer et minorer (quand A # 0)
la valeur absolue de A. Nous obtiendrons ainsi deux inégalités incompatibles
lorsque n > ¢; LM.

LEMME 3 : Il existe deuz constantes cy et c3 telles que pour toutes sous-
suites x C X(L) , y CY(M) an > c;LM termes, on ait la majoration :

|A] < e,

Preuve : On utilise le développement de A fourni par le lemme 2 :

Sk (x)Sk(y)
A=V(x)V(y) :
os::g;s'cn I[ (ki+i-1)
1<i<n
Remarquons tout d’abord que

(k,-{-l—].)'Zk,'(l-—l)‘, 1<i1<n.

Il s’ensuit que

A| < V()| [V(y)l | Sk ()| 1Sk(¥)]
- I Y e, I R
1<v<n-1 1<ign

Posons
a =max(1,|z1],...,|za|) , B =max(1,|yil,...,|ynl)-

Le corollaire du lemme 1, joint & la majoration triviale
|z — 2| < 2, yi—y;| <28

des facteurs des discriminants V' (x) et V(y), implique alors l'inégalité

(n!)2(160ﬂ)(n2_n)/2 (4a/3)k1+"'+kn

H 2 051:,;.51% H k,-!

1<v<n-1 1<ikn

Al <

< (n|)2 (1601ﬂ)("2_n)/2 etabn

v!
1<v<n-1
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Utilisant maintenant la minoration v! > v”e™ | valable pour tout v > 1, ainsi

que la formule sommatoire d’Euler Mac-Laurin, il vient :

n2

n-l | -n 3,
log(JTv) = ( 5 Ylogn — ik 0(n) ,
v=1

d’ou il s’ensuit que :

(n?-n)/2
|A| < <160ﬂ) e4aﬂn+%n2+0(nlogn).
- n

11 suffit alors de remarquer que
a<clL, B<csM.

LEMME 4 : Il existe une constante cq telle que pour tout entier n et toutes sous-
suites x C X(L) , y CY(M) a n éléments, on ait :

oubien A=0

ou bien  |A| > e~ce(LM+logn)n

Preuve : A est le déterminant d’une matrice carrée n x n, dont les
coefficients sont des nombres algébriques de la forme :

e = (afaf el (BB,
siz = A1+ X0 et y = pyloga; + pplogas + pslogas .
D’apres I’expression ci-dessus, il est clair que

gmax, (s(c%)) < e,

ou ’on a noté, de fagon standard, s(«) la taille d'un nombre algébrique « (voir
par exemple le chapitre 1 de [36]). Il s’ensuit que

s(A) < (nl)es M,
11 suffit d’utiliser alors la classique inégalité de Liouville.

La proposition 1 se déduit alors immédiatement de la comparaison des
lemmes 3 et 4. Soit n un entier > 1, pour lequel il existe un déterminant extrait
A d’ordre n et non nul. On a alors :

csn? < cg(LM + logn)n,
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d’ou il s’ensuit que n < ¢; LM.
6.4. Minoration du rang de Ay,

Nous allons montrer que la matrice Apy est de rang maximal, sauf peut-
étre lorsqu’elle est de forme a peu prés carrée. De fagon précise, on a la

PROPOSITION 2 : Soient L et M deux entiers > 0. On suppose que
i) ou bien M?3 > 16L?,
ii) ou bien L% > 54M3,

alors
rg(Apm) = inf((L+1)" , (M +1)°).

Pour minorer de maniere générale le rang de la matrice Ay, il suffit d’en
extraire une sous-matrice du type Ar,p ou Apy, vérifiant les hypothéses i) ou
ii) ci-dessus. On obtient aisément le

COROLLAIRE : Pour tout entier L>0, M >0, on a

1.
Tg(ALM) Z gz 1nf(L2, Ma)
Nous allons déduire la proposition 2 du lemme de zéros énoncé dans le §4.
En fait, on peut remplacer essentiellement les constantes 16 et 54 par 2 et 16

respectivement ; voir pour cela les raffinements introduits dans le lemme de
zéros de [24].

Preuve de la Proposition 2 : Nous allons démontrer en premier lieu que
les vecteurs lignes de la matrice App sont linéairement indépendants lorsque
I'inégalité 1) est satisfaite.

On raisonne par I’absurde. Soit

L L
Z Z pf\v\z(a“l‘l(7"2120'53‘3))‘1(b?lbg?bgs)/\2 =0 ) 0< Hi, H2, 13 < M’
A1=0 A2=0

une relation non triviale entre les lignes de Apps. Introduisons le polynéme non

nul :
L L

FXY) = 33 pan XYM,

A] =0 /\2=0
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vu comme une fonction sur le groupe algébrique
Gm X G — P =P xP.

Par construction, la fonction f s’annule en tous les points de
K1 K2 B3

a*'a4a
(M) = {(b}‘b’i"bg:’) 3 0< pa,pa,p3 < M}

On applique alors le théoréme 6 avec S = [M/2]. La constante ¢ est ici égale
4 1. Il existe donc un sous-groupe algébrique connexe G' Z G2, tel que I'on ait
Pinégalité :
!
ard (%) H(G;L,L)< HP;L,L).
11 suffit alors de remarquer que :

card (E—(-%-'ﬁ—) =(S+1)?®, HG;L,L)>1, HP;L,L) = 2L?,

pour en déduire 1'inégalité voulue : M?® < 16L? .

Dans le cas ii), on procéde de maniére analogue avec les colonnes de la
matrice Ay . Les détails sont laissés au lecteur.

6.5. Preuve du théoréme des six exponentielles

Sous réserve que le rang de A soit égal a 1, nous avons obtenu ’encadrement
suivant du rang de la matrice Aps :

glzinf(L2,M3) <rg(Arm)<aLM ,  L>0,M>0.
Il suffit alors de choisir
L=T3 R M =T? , T €N,

pour obtenir une contradiction lorsque T est suffisamment grand.
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SUR LES BASES NORMALES D’ ENTIERS RELATIVES

par
R. MAssy

Soit N/E une extension galoisienne finie de corps quelconques, de
groupe de Galois A = Gal(N/E). On sait par le théoréeme de la base
normale ([1], AV70) que N est un module libre de rang 1 sur l’algebre du
groupe A sur E. Lorsque N et E sont des corps de nombres, d’anneaux
d’entiers respectifs On et Og, on peut se poser la question de savoir si
Op est un module libre, nécessairement de rang 1, sur ’algébre Og[A] du
groupe A sur Op ; autrement dit, existe-t-il un entier ¢ € Oy tel que Oy
soit un Og-module libre de base {§(¥)}sea ? Lorsqu’elle existe, une telle
base est dite “base normale d’entiers” (BNE' en abrégé) de N sur E.

Dans le cas absolu E = 0, la question est résolue depuis peu par la
théorie de Frohlich et son école [6], dont le point culminant est la preuve par
Taylor [15] de la conjecture de Frohlich liant la structure de 2[A]-module
de Opn au signe de la constante de ’équation fonctionnelle de la fonction L
d’Artin associée aux caracteres symplectiques de A.

En revanche, il n’y a pas actuellement de théorie satisfaisante dans
le cas relatif B # 0. La premiére étude systématique de ce cas est due
a Brinkhuis qui démontre dans sa these [2], ainsi que dans des articles
postérieurs ([3],[4]), des résultats de non-existence de BN E. A contrario,
nous énongons ici plusieurs conditions nécessaires et suffisantes d’existence
de BNE relatives, avec en outre, lorsqu’elles sont vérifiées, des formules
explicites permettant de calculer un générateur ¥. Ces formules assurent
la suffisance de nos conditions d’existence ; elles sont obtenues via celles de
[11]. Quant & la nécessité de nos conditions, elle procéde de la méthode
de [2] : on ajoute une condition de module au probléme de plongement
classique. Plus précisément, on se donne une extension galoisienne finie
de corps de nombres E/K, de groupe de Galois Gal(E/K) = T, et un
groupe abélien A considéré comme I'-module. A une classe de cohomologie
e € H*(I',A) donnée, on peut alors associer les problemes (E/K,¢) et
[E/K, €] définis comme suit.

S.M.F.
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Probléme (E/K,¢) : Existe-t-il au dessus de E un corps N, galoisien
sur K, de groupe de Galois sur E s’identifiant & A, qui induise une extension
de groupes 1 — A «— Gal(N/K) — T — 1 de classe € ? Lorsqu’elle existe,
I'extension N/K est appelée “solution du probléme résoluble (E/K,€)”.

Probléme [E/K,e] : Le probléeme (E/K,e) est-il résoluble, et dans
laffirmative admet-il, en outre, une solution N/K telle que 'on ait une
BNE de N sur E 7

Le but de cet article est de résoudre explicitement les problémes
[E/K,€| sans spécifier le corps de base K comme cela se fait d’habitude
(cf.[2] chap.8, (7], [14], [9], [10]...), ceci, pour une classe € décrivant une
extension cyclique d’ordre 4 ou diédrale (resp. quaternionienne) d’ordre
8. Dans toute la suite, le noyau A est d’ordre 2 : A = {1,8}, et le
groupe I' = Gal(E/K) est d’ordre 2 ou le groupe de Klein. Nos condi-
tions d’existence de BN E' sont obtenues sans rien supposer sur le corps
de nombres K. Pour les conditions suffisantes, on fait I’hypothése simpli-
ficatrice que K est de nombre de classe k(K) = 1, de fagon a obtenir une
formule de construction d’un générateur ¢ de la base existante.

Le détail des démonstrations, qui sont assez techniques, est donné en
[12].

1. Conditions nécessaires de résolubilité des problémes
[E/K,¢€]

Dans cette section, K est un corps de nombres quelconque.
- Si B = K(1/a)/K,a € K, est une extension quadratique, on note €_; la
classe non nulle de H2(T', A). Dire que le probléeme [E/K,e_1] est résoluble
signifie qu’au dessus de E, il existe un corps N, extension cyclique de degré
4 de K, et admettant une BNE sur E.
- Si B = K(\/a, \/I;)/K, a € K, b € K, est une extension biquadratique,
soient o, T les générateurs de I' définis par les égalités

o(Va)/Va = r(Vb)/Vb = —1, o(V})/Vb = 7(\/a)/\/a = 1.

On note € (resp. €) la classe de cohomologie d’une extension
1=+ A< G —=T — 1 de groupe G diédral d’ordre 8, d’unique sous-
groupe cyclique d’ordre 4 engendré par un relevement dans G du produit
o7 (resp. de groupe G quaternionien d’ordre 8). Dire que le probléme
[E/K,e€o] (resp. [E/K,e€1]) est résoluble signifie qu’au dessus de E, il existe
un corps N, cyclique sur K(v/ab), extension galoisienne de K de groupe
Gal(N/K) diédral (resp. quaternionien) d’ordre 8, et admettant une BN E
sur E.
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Remarque. Les classes €_1, €g, €; s’expriment au moyen de cup-produits
définis par a et b. Dans les notations de [11], on a

e-1=((a))e, € =(a,8)r, &1 = ((a0))p + (a,8) -

On note A le groupe des inversibles d’un anneau A.

THEOREME 1. (1) Pour que le probléme [B = K(\/a)/K,e_;] soit résolu-
ble, il faut que la condition (BN E_;) sutvante soit vérifiée :
(BNE_;) Il existe une unité de E : u € Oy, congrue ¢ 1 modulo 2 :
u = 1mod20E, de norme Np xu = —1.

La condition (BNE_,) est équivalente d la condition
(BNE_;)" Il existe un entier 1 € Ok tel que B = K(V1 + 412).
(2) Pour que le probléme [E = K(\/a,Vb)/K,e,] (n € {0,1} fizé) soit
résoluble, il faut que la condition (BN E,,) suivante soit vérifiée :
(BNE,) Il eziste des unités u € Op,v € Of, de E, telles que 'on ait

u = 1mod20g, uo(u) = (—1)"; v = 1mod20g, vr(v) = (-1)"

T(u)/u = —o(v)/v.

On voit donc que ces conditions ne s’expriment qu’en termes des unités
du corps E.

Idée de la démonstration. Etant donnée une extension de groupes
1 > A G-5T — 1declasse € € H?(T,A), on se place dans

“l’algébre de groupe tordue” ET@] de G sur E définie comme étant le
E-espace vectoriel de base les éléments de G muni de la multiplication
eg-€e'g = ex(g)(e')gg’ (e, € E;g,9' € G). Soit Og[A]*G le sous-
groupe multiplicatif de EF[E]X constitué des produits g ott 7 € Og[A]* et
g € G. La démonstration consiste a traduire les propriétés des cup-produits
définissant les classes €,(n € {—1,0,1}) (cf.[11]) au moyen de I'implication
suivante : si le probléme [E/K, ] est résoluble, la suite exacte

1 — Op[A]* < Op[A]*G =T — 1
ng — x(g)

est scindée, i.e., il existe un homomorphisme ¢ : I' — Og[A]*G tel que
z' oy = sdp.
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Si les problémes (E/K,e_1) et (E/K,€;) sont résolubles et admettent
une solution N/K telle que N/E soit modérément ramifiée, 1’extension
E/K est nécessairement modérément ramifiée (cf. [8] §39). Il n’en est
pas de méme en général lorsque [E/K, €] est résoluble. Cependant, pour
uniformiser et simplifier, nous supposons désormais ’extension de base
E/K modérément ramifiée lorsque la condition (BNEj) du théoréme 1
est vérifiée.

On est maintenant en mesure de répondre a la question naturelle de
savoir si les conditions nécessaires du théoréme 1 sont aussi suffisantes. La
réponse est oui sur un corps K de nombre de classe 1.

2. Formules de construction de bases normales d’entiers

Dans cette section, K est un corps de nombres de nombre de classe
h(K) = 1. Cette hypothése est avant tout calculatoire, et permet par
exemple de choisir les éléments a,b € K de fagon que ’on ait les discrimi-
nants D(K(/¢)/K) = cOk,c € {a,b}. On a alors le

THEOREME 2. (A) Pour qu’un probléme [E/K,e€,] soit résoluble, il faut
et il suffit que la condition (BNE,) du théoréme 1 soit vérifiée (n €
{-1,0,1}).

(B) On suppose qu’il en est ainsi. Soit U le groupe multiplicatif des élé-
ments k € K> tels que Uon ait ord,((k —1)/4) > 0 en tout idéal premier
p de K divisant 20, ou ord, désigne la valuation en p.

(1) Une solution du probléme [E = K(\/a)/K,€_1] est l’extension cyclique
N = E(\/z)/K définie par Uentier de E

z =p(21+ V1+412)\/a

obtenu comme suit. On prend pour i, un entier de K tel que B =
K(V1+4?) (¢f. condition (BNE_,)') ; et pour p, un irréductible de
Ok ne se ramifiant pas dans E (resp. une unité de K quand elle existe)
vérifiant

a(l-2)/peU
ot o est un entier de K tel que o’a = 1 + 412,
(2) Une solution du probléme [E = K(\/a,Vb)/K,¢,] (n € {0,1} fizé) est

Peztension N = E(\/z)/K, diédrale si n = 0, quaternionienne sin = 1,

définie par Uentier de E
_ Va [Vb "
SRR W W
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obtenu comme suit. On prend : pour A, un entier de K(\/a) divisant \/a
tel que A/a(A) = ur(u) ; pour , une unité de K(1/a) telle que A* = & ot
k est un entier de K divisant a ; pour d, un p.g.c.d. de a/k et de b ; et
pour p, un irréductible de Ok ne se ramifiant pas dans E' (resp. une unité
de K quand elle existe) vérifiant

d"kcfpeU avec c:=Trg/ (0/ (\/E(\/g)"/\v))

ot Trg/k est la trace de E sur K, et § un entier de E' de trace 1 sur K.
(3) Dans les notations précédentes, avec A = Gal(N/E), on a Oy =
Og[A]® et On = Og[¥] pour Uentier ¢ = (1 + /z).

Idée de la démonstration. On montre d’abord, par les théorémes de
[11], que si la condition (BNE),,) est vérifiée, le probleme (E/K,¢€,) est
résoluble (n € {—1,0,1}). On sait qu'un tel probléme admet nécessai-
rement une solution modérément ramifiée N'/K (cf.[13], Theorem(6-6)).
On affine ensuite les formules de [11] de fagon a ce qu’elles fournissent un
élément z' € E tel que N' = E(\/;) Puis ’on fait varier la solution
N'/K jusqu’a trouver un entier z = ke?z’ de E, k € K*,e € E*, congru a
1mod4Op, tel que 'idéal zOg soit un produit d’idéaux premiers distincts
ou Op lui-méme. L’extension N = E(1/z)/K est alors une solution du
probléme [E/K,€,].

Soulignons que les extensions du théoréme 2 sont de “bonnes” solu-
tions au sens de Frohlich (cf.[5] Theorem 3, [6] p. 230) : leur ramification
n’augmente que tres peu celle de ’extension de base. En effet,

COROLLAIRE. Quand h(K) = 1, les problémes [E/K,e,](n € {—1,0,1})
résolubles admettent toujours une solution N/K telle que les irréductibles
de O qui se ramifient dans N sotent ceuz qui se ramifient dans E, a
Uezception d’au plus 'un d’entre euz.

C’est clair par nos formules car la ramification n’augmente que si le
facteur p n’est pas une unité de K. L’existence des irréductibles p se prouve
par le corps de classes.

Signalons pour terminer que dans le cas particulier K = @, on retrouve
les résultats de plusieurs auteurs : Brinkhuis, Fréhlich, M-N. Gras,... .
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ON RECURRENCES FOR SOME HYPERGEOMETRIC
TYPE POLYNOMIALS
by
TAPANI MATALA-AHO

1. Introduction

A well-known result for Legendre type polynomials P, = ;F} (_"1’_" ’t) is the
recurrence relation nP, — (2n — 1)(1 + t)Pp—y + (n — 1)(1 — ¢)2P,—2 = 0. When t=-1

2m
this implies the known sum formula 3 (2,:")2(—1)" =(-)™(™) (m=0,1,2,..).

There are numerous extensions of this recurrence for special values of t. ASKEY and

n
WILSON [2] achieved three term recurrences for the sums EO ) ("','c'_‘l’_}'d) ("+,’:I:+°) ("+,':_':_';+f )
(a +d = b+ ¢) by contiguous relations for hypergeometric series. PERLSTADT [6] obtained

n
recurrences for sums Y (Z)r (r =2,...,6) by the method of telescoping series.
k=0

In the following we want to apply so called ’SISTER CELINE’s method’ to the
following kind of hypergeometric polynomials - say 3F3 (";:"‘1'3 ‘t), where (A,B) =
(-n,—n),(-n,1/2) or (—n,n + 1) and 4F3 (_'1',”:"1?1’0 ‘ t), where (A4,B,C) = (—n,—n, —n)
or (—n,n + 1,n 4+ 1). For the hypergeometric notation we refer to RAINVILLE [8]. These
polynomials satisfy four or five order recurrences and with special values of the param-
eter ¢t we shall obtain some three term recurrences like the APERY recurrences [1] con-
sidered in detail by VAN DEER POORTEN [7]. Also we shall get DIXON’s sum formula
2m
> (2,:")3(—1)’C =(=)"C™(E™ (m=0,1,2,..) (MACMAHON [5]). More references can

=0
be found from ASKEY and WILSON [2] and PERLSTADT [6].
2. Sister Celine’s method

From the remarks of BAILEY (3] it is clear that 3F,-polynomials satisfy at most four
term recurrences and 4 F3-polynomials satisfy at most five term recurrences. To obtain the

(1) ao(n)pn + (a1(n) + az(n)t)pa-1 + (az(n) + as(n)t + as(n)t*)pp—2 + ... = 0

for the polynomial p, = pnp(t) of degree n we shall use SISTER CELINE’s method, see
FASENMYER [4] or RAINVILLE [8]. Note that some of the coefficient polynomials of pp, pr—1, ...

S.M.F.
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may be zero e.g. in (4), (13) and (14). In these cases we shall rise the index n so that in all

cases our results have the form
A(n,t) pn + B(n,t) pooy + C(n,t)pp—2 +...=0.

n
Let us set p,(t) = 3 e(k,n)t*. In the case of the above mentioned polynomials it is easy to

write polynomials pp—1,tpn—1,Pn—2,tPn-2, t*pn_2,... in the form
p.

> o rilk,n)e(k,n)t* (i=1,2,..)

k=0

(see the proof of Theorem 1), where the r;(k,n)’s are certain rational expressions of k and n.
Now from (1) shall we obtain the identity

(2) ag(n) + ai(n)ri(k,n) + az(n)r2(k,n) + az(n)rs(k,n) +... = 0.

Thus it is straightforward to get enough equations to solve the unknowns a;(n) (: =0,1,...).
Let the number of a;’s be m. In all our cases it sufficied to set £k = 1,...,m to achieve a
solvable system of equations. In some cases due the symmetry it was possible to reduce

significantly the number of equations (see Theorem 1).
3. Theorems

In the following theorem we shall state recurrences for

-n,—n,—n _ -n,—n,—n,—n
Jn(t) = 3F2( 1’ 1 |t> and Hn(t) = 4F3< 1’ 1’ 1 |t).

Now due the relations J,(1/t) = (=1/t)*Ja(t) and Hn(1/t) = (1/t)"Ha(t) there are only

six unknowns a;(n) in the first case and 14 in the second case.

THEOREM 1. The recurrences for J,, and H, are given by
(3) (B3n —5)n%J, — (9n® = 24n® +17n —4)(1 — t)Jn—s
+ (3n — 4)(3n? — Tn + 3 4 (21n? — 49n + 24)t + (3n® — Tn + 3)t?)Ja—2
—3n-2)(n=-21=1t)%Ja3 = 0
and
(4)  (bo(n) + by(n)t 4 bo(n)t)Hy + (ba(r) + ba(n)t + bs(n)t? + ba(n)t*)Hpy +
(bs(n) 4 bs(n)t + bs(n)t? + bs(n)t® + by(n)t*)Ha—z +

(br(n) + ba(n)t + bo(n)t? + bo(n)t> + bs(n)t! + by (n)t>)Hp_s +
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(I)lo(n) + bll(n)t + I)]z(n)t2 + b13(n)t3 + blg(n)t4 + bu(n)tS + blo(n)tG)Hn_4 = 0,

where
bo(n) = (n—1)n3(64n* — 544n® 4 1697n? — 2303n + 1151),
bi(n) = (n—1)n3(272n* — 2312n% + 7231n* — 9859n + 4958),
by(n) = —(n —1)(256n" — 2560n° + 10212n° — 20844n* + 23317n°—
14341n? 4 4655n — 630),
b3(n) = —(n—1)(1344n" — 13440n° + 53688n° — 109816n* + 123098n°—

75804n? 4 24615n — 3330),
by(n) = 384n® —4800n" + 25318n° — 73416n° 4 127613n* — 135624n°+
85700n? — 29385n + 4230,

bs(n) = —6304n® + 78800n — 418938n° + 1237876n° — 2224383n" +
2489364n° — 169406512 + 640890n — 103320,

be(n) = —10(3296n°® — 41200n" + 218996n° — 646196n° + 1157126n*—
1286706n° + 867069n% — 323775n + 51462),

br(n) = —(n—2)(256n" — 3072n% + 15140n° — 39448n* + 58199n°—

48180n° + 20600n — 3555),

—(n — 2)(9024n" — 108288n° + 536320n° — 1412352n"* + 2119776n° —

1798290n2 + 793925n — 142335),

bo(n) = —5(n — 2)(8384n" — 100608n° + 498988n° — 1318024n* + 1987917n°—
1698342n? + 756763n — 137142),

o
®
~~

3
p——a

Il

bio(n) = (n—2)(n —3)3(64n* — 288n® + 449n? — 285n + 65),

bi(n) = (n—1)(n - 2)(n - 3)}(16n® — 56n% + 75n — 30),

bi2(n) = —5(n — 2)(n — 3)%(128n* — 576n> + 913n? — 597n + 141),

biz(n) = 10(n — 2)(n — 3)3(112n* — 504n® 4+ 797n? — 519n + 122),
respectively.

PROOF: We shall shortly describe the proof of the recurrence (4). For technical reasons we

shall lower the index n to n — 2 in the formula (4). When we denote

n
H, = Z e(k,n)t*,

k=0

where €(k,n) = (—n)}/(k!)*, then

n+i—j . 4
i (k—z-l-l),'(—n-}-k‘)j_,' k . .
t Hn—j = 6(’6,7l)t (l < )

; ( (=n); ) !
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so that r3 = ((k — n)(k —n+ 1)/n(n — 1))*, ry = (k(k — n)/n(n —1))%,.... Hence the left
hand side of (4) can be combined into one sum

s N(k,n) .
,;, (n(n — 1)(n — 2)(n — 3)(n — 4)(n — 5))* e(k,n)t*,

where
N(k,n) =
(n=2)*(n=3)*(n—4)*(n=5)*(((k—n)*(k—n+1)*4(k—1)*k*)bo(n—2)+(k—n)*k*b; (n—2))+...
+(k = n)*(k—n+1)*(k —n+2)*(k — 2)*(k — 1)*k*by3(n —2) = 0

identically on k and n. Counting this could have been quite tedious without the assistance

of some symbolic mathematical program system like Macsyma, Musimp or Reduce. 1

_ 33 -4)3r-2),

When t = 1 we get from (3) Jn n—2. So we have DIXON’s

2
2 (2m\® 2m (3m "
t —_ k =(=-1)" = .
resul kzﬂ ( i ) (-1)* =(-1) (m)(m) (m=0,1,2,...) (MACMAHON [5))
n
In the following corollary we shall state three term recurrences for j, = > (',:)3,
k=0

n n

hn = > (2)4 and gn, = Y, (2)4(—1)". The recurrences for numbers j, and h, are results
k=0 k=0

of FRANEL (PERLSTADT [6]), while the recurrence (7) for g, is perhaps new.

COROLLARY 1. The recurrences for jn, h, and g, are given by

(5) n%jn — (M? =T +2)ju_y — 8(n —1)%ju_y = 0,

(6) nh, — 2(2n—1)(3n* —3n+1)h,-1 —4(n—1)(4n —3)(4n —5)hs_y = 0

and
(M (n —1)(12n? — 63n + 83)n3g, +
4(408n® — 3774n° + 13760n* — 25203n® + 24465n? — 11970n + 2340)g,—2+
16(n — 2)(12n% — 15n + 5)(n — 3)3gn—4 = 0
respectively.

PROOF: We shall prove the first formula, the proof of second formula goes similarly. The

third formula is an immediate consequence of (4) with ¢t = —1.
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Let us define the operator E by Er,, = rp4;. As a consequence of formula (3) with

t=—1 we get
(8) (3n —5)n%j, — 2(9n® —24n? +17n — 4)juq —

(3n — 4)(15n® — 35n + 18)ja—y — 8(3n —2)(n — 2)’jn—3 = 0.
Then (8) is equivalent to
(9) P(n)jn-s =((3n —5n?E® — 2(9n® — 24n® + 17Tn — 4)E? —

(3n — 4)(15n? — 35n + 18)E — 8(3n — 2)(n — 2))jn_s = O,
where the operator P(n) factors in the following way
P(n) = ((3n — 5)E +3n — 2)((n — 1)2E? — (7(n = 1)(n — 2) + 2)E — 8(n — 2)?).

Let us denote
(10) snez = ((n = 1)?E* = (T(n = 1)(n = 2) + 2)E — 8(n — 2)*)jn—3s.
Thus (9) is equivalent to

(11) (3n —5)E+3n —2)sn—3 0

ie. (3n—5)sp—2 = —(3n —2)s,—3. From (10) one gets so = 2%j, —(7-2-1+2)j; —8j, = 0,

so s, =0 (k=0,1,2,...) and thus (10) implies (5).

In the second case one sets t = 1 in (4) and gets P(n)h,,—4 = 0, where the operator

P(n) factors in the following way
P(n) = ((n—1)(20n® —115n + 215n — 132)E + 2(2n —5)(20n® — 55n” + 45n — 12))
(n=1)°E? — 2(2n —3)(3n®> = 9n+ 7)E — 4(n —2)(4n — 7)(4n —9)).
Analogously to the first case one obtains the recurrence (6). 1

By similar method like in Theorem 1 we can achieve recurrences for

-n,—n,1/2 B —n,-n,n+1
Fa(t) = 3F2( - |t> B.(t) = 3F2( o ‘t)

—-n,—n,n+1n+1
An(t) = 4Fy ( ‘t)

1, 1,1
THEOREM 2. The recurrences for F,, B, and A, are given by

(12)  4(4n —T)n?F, — 2(6(4n — 11n% + 8n — 2) 4 (16n°® — 44n? + 34n — t)F,_, +

241



MATALA-AHO T.

(4(12n® — 45n% + 52n — 18) 4 2(2n — 3)t 4 (4n — 3)(2n — 3)%*)F,_,
—4(4n -3)(n—2)*(1—t)?F,—3 = 0
and
(13) (bo(n) + b1(n)t)Bn + (b2(n) + b3(n)t + by(n)t?)Bn-y +
(bs(n) + bs(n)t + br(n)t* + bs(n)t*)Bu—z + (bs(n) + bro(n)t + b11(n)t*)Bns = 0,

where

bo(n) = 3(9n — 14)n?, be(n) = —4(159n® — 567n* + 626n — 200),
bi(n) = —4(8n —13)n?, br(n) = 4(67n —40)(2n — 3)2,
ba(n) = —3(27n% — 69n? +47n — 10), bg(n) = —16(8n — 5)(2n — 3)?,
b3(n) = —10(12n® — 30n? 4 23n —6), be(n) = —3(9n — 5)(n — 2)?,
by(n) = 8(32n° —84n? +62n — 15), bio(n) = (59n — 35)(n —2)?,
bs(n) = 3(3n—5)(9n* —1Tn+6), byy(n) = —4(8n — 5)(n —2)?,
and
(14) (co(n) +e1(n)t)An + (c2(n) + ca(n)t + ca(n)t*) An—1 +

(cs(n) + co(n)t + cr(n)t? + ca(n)t*)An—2 + (co(n) + cr0(n)t + c11(n)t?)An_s +
(c12(n) + c13(n)t)An—y = 0,

where
co(n) = (n—1)(2n—3)(2n - 5)%n3,
ci(n) = —(n—1)(2n - 5)(4n — 7)(4n — 9)n®,
e2(n) = —(n—1)(2n —1)(2n — 5)(8n* — 40n> + 62n% — 33n + 6),
cs(n) = —(n—1)(2n —1)(2n — 5)(4n — 3)(8n® — 34n? + 41n — 18),
ca(n) = 4(n—1)(2n —1)(2n — 5)(4n — 9)(16n° — 44n? 4 34n — 9),

cs(n) = (2n —3)(24n® — 216n° + 754n* — 1284n° + 1101n? — 441n + 66),

cs(n) = —(2n — 3)(864n® — T776n° + 27514n* — 48444n> + 44169n* —
19485n + 3270),

cz(n) 4(2n — 1)(2n — 3)3(2n — 5)(64n% — 192n + 99),

cg(n) = —16(2n —1)(2n — 3)*(2n — 5)(4n — 3)(4n — 9),

co(n) = —(n—2)(2n —1)(2n — 5)(8n* — 56n° + 134n® — 123n + 33),

ci0(n) = —(n —2)(2n — 1)(2n — 5)(4n — 9)(8n® — 38n% + 53n — 15),

cii(n) = 4(n —2)(2n —1)(2n — 5)(4n — 3)(16n* — 100n? + 202n — 129),

cia(n) = (n=2)(n—-3)*(2n —1)%(2n - 3),

ci3(n) = —(n=2)(n ~3)°(2n — 1)(4n - 3)(4n - 5),

Il
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respectively.

n
In the following corollary we shall state three term recurrences for f, = 3 (:)2(2:),
k=0

AL n i n n z n 2 n 2
(= Z TGS b= SO ad an = 3 ()1’ The securrence

for the numbers fn is proved in STIENSTRA and BEUKERS [9], the recurrences for the APERY
numbers b, and a, can be found in APERY [1] and POORTEN VAN DEER A. [7].

COROLLARY 2. The recurrences for f,, €,, b, and a, are given by

(15) n’fa — (10n® =107 +3)fau1 + 9(n—1)fny = 0,
(16) 4n%e, — 2(10n? —10n +3)en—1 + (4n—3)(4n —5)ep—2 = 0,
(17) n?b, — (11n? = 11n43)bp—y — (R —=1)%b_p = 0

and

(18) nla, — (2n—1)(1Tn? =1+ 5)ap—1 + (n—1)%ap_2 = 0
respectively.

For example let a, = An(1) = 4+F; <_n’_17t"11,+11'n+1 } 1) then the formula (14) gives

P(n)ap—4 = 0, where
P(n) = ((n—=2)(2n —5)E? — (2n — 1)(2n = 5)E + (n — 1)(2n — 1))

((n—2)*E® — (2n — 5)(17(n — 2)(n — 3) + 5)E + (n — 3)°).

Again like in the proof of Corollary 1 we see that a, satisfies (18). R
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ELLIPTIC CURVES,
PRIMALITY PROVING
AND SOME TITANIC PRIMES

Abstract

We describe how to generate large primes using the primality proving algorithm of Atkin.

Figure 1: The Titanic*.

1. Introduction. During the last ten years, primality testing evolved at great speed. Motivated
by the RSA cryptosystem [3], the first deterministic primality proving algorithm was designed by
Adleman, Pomerance and Rumely [2] and made practical by Cohen, H. W. Lenstra and A. K. Lenstra
(see [9, 10] and more recently [5]). It was then proved that the time needed to test an arbitrary integer
N for primality is O((log N)°'°81°81°8 V) for some positive constant ¢ > 0. When implemented on a
huge computer, the algorithm was able to test 200 digit numbers in about 10 minutes of CPU time.

A few years ago, Goldwasser and Kilian [11], used the theory of elliptic curves over finite fields
to give the first primality proving algorithm whose running time is polynomial in log N (assuming a
plausible conjecture in number theory). Atkin [4] used the theory of complex multiplication to give

a practical version of this algorithm.

*Taken from Titanic, Destination disaster, The Legends and the Reality by J. P. Eaton and C. A. Haas, W. W.
Norton and Company, New York 1987.

S.M.F.
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The aim of this paper is to present some results the author has obtained using his own imple-

mentation of this algorithm in the search for large primes.

2. Elliptic curves. Let K be a field of characteristic prime to 6. An elliptic curve E over K is a
non singular algebraic projective curve of genus 1. It can be shown [7, 23] that E is isomorphic to a
curve with equation:

v’z = 2° + azx2? + b2°, (1)
where a and b are in K. The discriminant of E is A = —16(4a® + 27b?) and the invariant is

a3

4a® + 270%°
We write E(K) for the set of points with coordinates (z : y : z) which satisfy (1) with z = 1,

j = 2833

together with the point at infinity: Og = (0 : 1 : 0). We will use the well-known tangent-and-chord
addition law on a cubic [13] over Z/NZ (see [17] for a justification).

.

/s
\

Figure 2: An elliptic curve over R.

v

In order to add two points M; = (z1,y1) and Mz = (z2,y2) on E resulting in M3 = (z3,y3), the
equations are
{ T3 = M-z -1y
ys = Mz1—2z3)—wn
where
(y2—y1)(z2— 1) if 2y # x4

(3z2 + a)(2yy)™? otherwise.
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3. Primality testing. Let us recall one of the converses of Fermat’s theorem (see for example [6]).
Theorem 1 Let a be such that gcd(a, N) =1, q a prime divisor of N — 1. If

a¥'=1mod N andgcd(a™-V/7 -1, N) =1
then each prime divisor p of N satisfies: p =1 mod q.

Corollary 1 Under the conditions of Theorem 1, if ¢ > /N then N is prime.

A similar theorem can be stated for elliptic curves.

Theorem 2 ([11, 16]) Let N be an integer greater than I and prime to 6. Let E be an elliptic
curve over Z/NZ, m and s two integers such that s|m. Suppose we have found a point P on E that
satisfies m P = Og, and that for each prime factor q of s, we have verified that i # Og. Then if
p is a prime divisor of N, #E(Z/pZ) = 0 mod s.

Corollary 2 Under the conditions of Theorem 2, if s > (VN + 1), then N is prime.

4. Atkin’s algorithm. In order to use the preceding theorem, we need to compute the number
of points m. This process is far from trivial in general (see [22]). From a practical point of view,
it is desirable to use deep properties of elliptic curves over finite fields. This involves the theory
of complex multiplication and class fields and requires a lot of theory [18]. We can summarize the

principal properties:

Theorem 3 Let p be a rational prime number that splits as the product of two principal ideals in K
(i.e. (p) splits completely in the ring class field of K): p = nx' with = an integer of K. Then there
ezists an elliptic curve E defined over Z/pZhaving complez multiplication by the ring of integers of
K, whose cardinality ism = Nx(7—1) = (r—1)(n'—1) = p+1—t with |t| < 2,/p (Hasse’s Theorem)
and whose invariant is a root of a fired polynomial Hp(X) (depending only upon D) modulo p.

The computation of the polynomials Hp is dealt with in [18, 19] (see also [14, 15]).

We now explain how the preceding theorems are used in a factor and conquer algorithm similar
to the DOWNRUN process of [24]. The first phase of the algorithm consists in finding a sequence
No = N> N; > --- > N; of probable primes such that: N;; prime = N; prime. The second then

proves that each number is prime, starting from Ny.
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Procedure SearchN

2. find a fundamental discriminant —D such that (V;) splits as the product of two principal ideals

in Q(v-D);

3. for each solution of (N;) = (x)(#'), find all factors of m, = (7 — 1)(x’ — 1) less than a given
bound B and let N, be the corresponding cofactor;

4. if one of the N, is a probable prime then set N;;; := Ny, store {N;,D,7,m},i:=¢+1, and
go to step 2 else go to step 3.

5. end.

The second phase consists in proving that the numbers N; are indeed primes: For each ¢, find a
curve E whose invariant is a root of Hp,(X) modulo p and check the condition of theorem (2). For

technical details, we refer to [18].

5. Implementation and some timings. I have implemented Atkin’s algorithm on a SUN 3/60
(12 Mo) using the BigNum package described in {12]. For a comparison of my arithmetic with the
one used by Cohen and Lenstra, see [20].

We list in Table 1 the time needed to test a number of d words of 32 bits with my program, for
d = 2(2)20. Time are in seconds.

min | max | mean |st. dev. || d | min max mean | st. dev.
4.7 15.7 8.8 2.6 || 12| 485.7 | 1278.7 | 746.4 227.3
14.6 | 40.5| 25.5 7.1 14| 700.5 | 1413.0 | 1037.3 153.2

46.8 | 126.6 | 85.9 22.2 || 16 | 1106.6 | 3577.1 | 1909.6 668.0
102.4 | 266.7 | 159.1 43.8 || 18 | 1578.7 | 5164.7 | 2858.4 802.4
10 | 191.2 | 609.7 | 357.5 97.0 || 20 | 3233.8 | 9025.3 | 5252.6 | 1483.0

o O N |

Table 1: Time for testing a d word number for primality.

6. Titanic primes. Following Yates [25], a prime number with more than 1000 digits is called a
Titanic prime (see also [21]). Let us explain how the author found some Titanic primes with Atkin’s

algorithm.
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Let D be a squarefree integer congruent to 1 or 2 mod 4. Let ap = a+by/—D and oy = c+ev/—D
be two integers of K = Q(+/—D) (a, b, c, e are in Z). Let k be a positive integer. We define an Elliptic

Mersenne Number to be a number belonging to the following sequence of integers:
Mg(D, a,b,c,e) = Ng(aoek +1).

These numbers were first introduced by D. V. and G. V. Chudnovsky in [8]. They can be seen as
the analogous of the Mersenne primes when considering the N + 1 primality testing algorithm. As a
matter of fact, Atkin’s algorithm works fast for N as soon as we can find a D such that N = Ng(r)
in K and m = Nk(m — 1) is smooth. Here, we see that Mg(D, a,b,c, €) is trivially written as 7=’ in

K with 7 = apa¥ + 1 and moreover,
NK(W - 1) = NK(aoa’f) = NK(ao)NK(al)k,

which is smooth, provided the «;’s are of small norm.
Using some idle time from a network of Sun workstations, the author found that the numbers

given in Table 2 are primes: These are the first Titanic Elliptic Mersenne Primes.

7. Conclusions. We have seen that Atkin’s algorithm is a very powerful algorithm that can test
small numbers for primality in a very short time and also find some huge primes in a reasonable

amount of time.

D)a|blc|le| k |#digits||D|a|b|c|e| k | digits
1 |-1{-1(2(1]1631 1141 21 0(-1]1(1]3833 1830
1 1] 1(2(1]1636 1144 1]-1]-1(2]1]2786 1948
11-1]1]2]1]1812 1267 21 0]-111]1]4743 2264
1 1{-1{3[2]1179 1314t 1 [-1| 1]2(1]4414 3086
11-1]1]2]1]2062 1442
Table 2: Some Elliptic Mersenne Primes.
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ON THE MAGNITUDE OF THE LEAST PRIMITIVE ROOT
by

Leo MURATA

1. Let p be an odd prime number. We define

g(p) = the least positive integer which is a primitive root mod p,
G(p) = the least prime which is a primitive root mod p.

In most cases, g(p) are very small. For example, among the 19862 odd
primes < 223051, g(p) = 2 happens for 7429 primes (37.4 %), g(p) = 3 happens
for 4518 primes (22.8 %), and g(p) < 6 holds for about 80 % of these primes. And
we can support this fact by a probabilistic argument. In fact, for a given prime
p, there are p—1 invertible residue classes, among which ¢(p—1) residue classes
are primitive modulo p, where ¢ denotes Euler’s totient function. Therefore, on
the assumption of good distribution of the primitive residue classes mod p, we
can surmise that,

(1)  for almost all prime p, g(p) is not very far from (pp -1 1.

_—_ +
(r-1)
The function (p — 1)/¢(p — 1) fluctuates irregularly, but we can prove the
asymptotic formula :

-1 loglog z 1
@)t Y L =C+O< £ 08 ),C= <1+—)'=2.827.
( ) p<z SO(p—l) IOgiL‘ p:;:rl;i‘[me (P—1)2
p:prime

So, we can guess that

_p=1
p(p—1)

and, combining (1) and (2), we can expect that,

(2) for almost all prime p, is not very far from the constant C ,

S.M.F.
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(3)  for almost all p, g(p) is not very far from the constant C' +1 .

So, it seems very natural to conjecture that, for any monotone increasing
positive function ¥ (z) tending to +oco , we have an estimate

(4) {p <z ;5 9(p) > ¥(p)} = o(n(z)).
In this direction, we have already a lot of results :
- BURGESS [1] : g(p) < p'¥/*¢, for any € > 0,

- WANG [12] : under the assumption of the Generalized Riemann Hypo-
thesis (G.R.H.),

9(p) < (logp)’w(p —1)°,
where w(n) denotes the number of distinct prime divisors of n.

- If we take ¥(z) = C , the constant function, then we can prove, from
MATTHEWS’ result about ARTIN’s conjecture [10] that, under G.R.H. ,

{p <25 g(p) > C} = Acm(z) + o(n(z))

where A, is a positive constant depending on C, with 0 < 4, < 1.

The last result shows that our conjecture (4) does not hold for the constant
function. So, we are interested in the problem, when ¥(z) is a function tends
to +oo rather slowly, is our conjecture (4) true or not ?

Our first result shows that our conjecture is true, under the assumption of

G.R.H..

THEOREM 1. ([11]). We assume G.R.H.. Let ¢(x) be a monotone increas-
ing positive function with the properties

lim ¢(z) = +00,9(z) < (log z)* for some A > 0,9(z) < ¢(z(logz)™).
Then we have

{p < z; G(p) > 9(p)} < 7(x)(logy(x))™".

This is a result about G(p) , but the trivial inequality g(p) < G(p) implies
that the same estimate still holds for g(p) , which verifies (4).
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To clarify the contents of our theorem, we take, for example, ¥(z) =

m(z)
<
loglog z. Then we have g(p) < G(p) < loglogp, except for O (——log og log:v)
primes, whose density is zero.

2. Here we consider the average value of g(p).
It is already proved in 1967 by BURGESS-ELLIOTT (2] that

m(2)™ Y 9(p) < (log z)*(loglog z)"*.

p<z
We can improve this estimate, under G.R.H. , as follows :
THEOREM 2. ([8]). We assume G.R.H.. Then we have, for anye >0,

(@)™ Y gp) < m(2)” Y G(p) < (logz)(loglog z)'**.

p<z p<z

Making use of the same argument, we have the following corollary. Let n,(p)
be the least quadratic non-residue mod p, MONTGOMERY proved in 1971 that,
under G.R.H., ny(p) = Q((logp)(loglogp)).

(Remark. Very recently, GRAHAM and RINGROSE proved unconditionally that
na2(p) = Q((logp)(logloglogp)) cf.[9]). Since g(p) > n2(p), under G.R.H. we

have

(5) 9(») = Q((logp)(loglogp)) .

Now, we can prove that the primes which satisfy the inequality (5) are rather
exceptional :

COROLLARY. We assume G.R.H.. Let B be an arbitrary positive constant,
then we have, for any e >0,

[{p <z ; g(p) 2 B(logp)(loglogp)}| < m(z)(logz)"/**,

where the constant implied by the < -symbol depends only on B and ¢.

3. We want to think about our problem from a little different point of
view. We define

ni(p) = the least positive integer which is not a k-th power residue mod p,

Te(p) = the least prime which is a k-th power residue mod p,
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then, ni(p) and 7¢(p) have the similar property as g(p) and G(p), respectively.
In fact, among p — 1 invertible residue classes mod p, there are (1 —k~*)(p —1)
classes which are not k-th power residue mod p, and, on the assumption of good
distribution of these classes, we can expect that n.(p) is not very far from the
constant k(k — 1) + 1, etc. Concerning ni(p) and rx(p), more than twenty
years ago, ELLIOTT obtained the following asymptotic relations (cf.[3], [4] , see
also [5], [6],[7]) :

- If6 <4 exp(l — k1), then

m(2)™' Y nk(p)’ = Crs+o(1), asz— +oo,

p<z

where Cj s is a constant depending only on k and é.

- If 6 < 4, then

loglog z
-1 ] g log
= _p—s5"e” D
7(z) ngx r2(p) Ds+0 (exp ( Tog log log:v)) ,D>0,
where Djs is a constant depending on 6.

- If k > 3, then there exists a constant §(k) < 1, and for any é < 6(k),

(6) m(z)™ Y re(p)® = Dis+o(l), as z — +oo.
p<z
where Dy s is a constant depending only on k and 6.

Therefore it seems very natural to seek the same asymptotic formula for
the averages of g(p)® and G(p)°. And actually, we have

1
THEOREM 3. ([8]). We assume G.R.H.. If § < 2 then we can prove the
asymptotic relation :

m(2)7 3" g(p)* = Bs +o(1) ,

" m(e)™! Z—: G(p)’ = Es +o(1)

p<z

where Es and Ej are constants depending only on 6.
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So, in some sense, by Theorem 3 we arrived at the same stage with (6)

under the assumption of G.R.H..

The asymptotic relations (7) are likely to be true for § = 1, but it seems

very difficult to prove it, if we assume G.R.H. only.
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Duffin-Schaeffer Theorem of Diophantine
Approximation
for Complex Numbers

by
Hitoshi Nakada and Gerold Wagner

Let o(d) be the set of integers in Q(/d) for a square-free negative integer
d, that is, o(d) is the set

{n+mw:n,me Z}

with
" (14+vd)/2 ifd=1 (mod 4)
T Vd if d=2,3 (mod 4).
Weput I :={2:2=2z+yw,0 < z,y < 1} and consider the inequality
|z — %I < fl(T?, (a,r) =1, a,r € o(d) (1)

for z € I with a given non-negative function f defined on o(d). We assume
that f(r) = f(u-r) for all units in o(d). We denote by ®(r) the Euler function
of Q(+/d), which is equal to the number of reduced residual classes mod r and
is equal to the number of integers relatively prime to 7 in r - I.

By the Borel-Cantelli lemma, it is easy to see that (1) has only finitely
many solutions for almost all z € I (with respect to Lebesgue measure) if

> Fr) @)/l < co.
réo(d)
Here, we ask the converse of this : are there infinitely many solutions of (1)
for almost all z € I whenever

X i) - @(r)/Irf?

diverges? This is a complex version of Duffin-Schaeffer conjecture [1]. Al-
though the one-dimensional (original) Duffin-Schaeffer conjecture remains un-
solved, its higher dimensional analogues (which somehow correspond to our
situation) have very recently been settled by Pollington and Vaughan (see

S.M.F.
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[4]). In the sequel, we give a sufficient condition on f to having infinitely
many solutions of (1) for almost all z, which corresponds to Duffin-Schaeffer’s
theorem.

To prove our complex version, we do not follow the original Duffin and
Schaeffer’s proof but Sprindzuk’s one [5]. Then we also have a complex version
of Gallagher’s theorem [2].

Theorem 1 Let As be the set of z(€ I), for which (1) has infinitely many
solutions. Then we have
u(Af) =0 or 1

for any non-negative function f, where p denotes the normalized Lebesque
measure on I.

By using this theorem, we prove the complex Duffin-Schaeffer theorem :

Theorem 2 Suppose that

> fr) = o (2)

reo(d)

and there exist infinitely many R € N such that

Ar) < a0 ) -e)/Inf 3)

|rl<R , reo(d) |rl<R , r€o(d)

for some constant c¢; > 0. Then (1) has infinitely many solutions for almost
allzel

To prove Theoreml, first we note the following :

Lemma 1 For any z € o(d) and r € o(d),r # 0, there exists an integer
a € o(d) such that
(1) (ra)=1

and
(i) |r-z—a|l<c(e)-|r|

Here € > 0 is arbitrary and c(e€) is a positive constant depending on € only.

This lemma shows that if there exists a sequence of integers {r,} such
that f(rp,) > |rn|® for some € > 0, then (1) has always a solution for each
sufficiently large r,. Thus we can assume that

fir)y < |rff

for any € > 0.
It is easy to prove the following two lemmas (see [5]).
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Lemma 2 Let I}, k = 1,2,---, be a sequence of disks with u(I) — 0 as
k — oo, and let A, be a sequence of measurable subsets for which A, C I and

,u(Ak)>5'”(Ik)7 k=1’2""’
for some § > 0. Then we have
p(NF2y Uk Ii) = p(N2y Uy Aw).

Lemma 3 For every q and s in o(d) with |q| > 1, the transformation T : z —
q-z2+s/q (mod o(d)) of I onto itself is ergodic, that is, if a measurable subset
of I is T-invariant, then its Lebesque measure is 0 or 1 (in the normalized
sense).

Sketch of proof of Theorem 1 We consider a rational integer p which is prime
in o(d). Then we follow the proof of Theorem 7 of Sprindzuk[5]. Since there
are infinitely many prime integers, we have the desired result.

Now, to prove Theorem 2, we only need to show that

u(Af) >0
when (2) and (3) hold. For this, we use the following Lamperti-Rényi’s lemma.

Lemma 4 Let (0, B,P) be a probability space. Suppose that {A,} be a se-
quence of measurable subsets with

2. P(An) = o0 (4)
If there exists a subsequence {n,} such that
Nm Nm Nm 2
DI PANA) < [Z P(Ak)J as m — oo, (5)
k=11=1 k=1

then
P(ﬂf;l UZ‘.;I Ak) > 0.
Sketch of proof of Theorem 2 We assume that f is bounded. We put
A, :={z € I : there is an integer a € o(d) such that
(a,r)=1and |z —a/r| < f(r)/r}.

Since A, is the union of ®(r) open disks with the radii f(r)/|r|, intersected
with I, we see that

c2-®(r) - fAr)/Irl* < w(Ar) < ez ®(r)- F2(r)/Irf? (6)

261



NAKADA H. & WAGNER G.

for some constants ¢ > 0 and c3 > 0. Now we estimate p(A, N A,,) for
|r1] < |r2|]. Then we can show that

/L(Arl n AT2) <cg- f2(7‘1) ’ fz(TQ)
for a constant ¢4 > 0. From this inequality with (2),(3) and (6), we see
that {A,} satisfies (4) and (5). This proves Theorem 2 when f is bounded.
Because of the property (3), there exists a set A of integers such that on A
f(r) >0, ®(r)/|r|*> > c5 for a constant c5 > 0 and ¥ f2(r) = co where r runs
over A. Then it is easy to see that the above method holds for unbounded
case by cutting f and this completes the proof of Theorem 2.

Remark Let {a,/r,} be the sequence of solutions of (1) with
Iri] < ref < -
We suppose that f(r) = 6/|r| for a positive constant §. We put
N =12 - |2 — an/7al/0.

Then, by using a geometrical method (see [3]), we can show that { 7, } is
uniformly distributed in the unit disk for almost all z. In general, it is not
so hard to see that { arg (z — a,/r,) } is dense (mod 27) for almost all z
when p(Ay) > 0. One may ask whether this is uniformly distributed. If
we make some additional conditions on f (see [5]), then we may estimate
the asymptotic number of solutions of (1) and this gives the answer of this
question. We will discuss these facts in another occasion.

The first author would like to dedicate this paper to the memory of

G. Wagner, who was killed in March 1990, after this paper had been sub-
mitted for publication, by an avalanche while skiing in the Alps.
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SOME APPLICATIONS
OF UNIFORM p-ADIC CELL DECOMPOSITION

JOHAN Pas!?
K.U. Leuven

In this paper we summarize some applications of uniform p-adic cell
decomposition. The technique of p-adic cell decomposition was developed
by Denef [3,4], using ideas of Cohen [2]. Denef gave two applications of
his theorem. A first one was an elementary proof of Macintyre’s quantifier
elimination for p-adic fields; a second one was a proof of the rationality
of the Igusa local zeta function without using Hironaka’s resolution of
singularities.

Denef’s cell decomposition theorem holds for every p-adic field but
the decomposition procedure depends on the particular field. In [13]
and [14] we obtain cell decomposition theorems which are uniform in a
certain class of p-adic fields. In [13] we prove a cell decomposition for
a class of henselian valued fields of equicharacteristic zero. By the use
of an ultraproduct construction, this provides a decomposition which
is uniform, for almost all p, in the class {Qp}p prime of all fields of
p-adic numbers. The cell decomposition proved in [14] is uniform in
the class of all finite unramified extensions of the field Q, (with p a fixed
prime number). Macintyre [10] obtained independently a different cell
decomposition which is also uniform in these classes of fields.

The basic idea of cell decomposition is that, given a p-adic field K

and a polynomial f(z) with z = (x1,...,Zm), one can partition K™ into

! Research Assistant of the National Fund of Scientific Research (Belgium)

S.M.F.
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so-called cells, such that on each of these cells the function f(z) takes,
in a certain sense, a simpler form. The precise meaning of ‘simpler’
here is determined by the formalism (defined by a first order language
for p-adic fields) in which one proves the cell decomposition theorem.
The use of uniform cell decomposition allows one to simplify, uniformly,
formulas in the first order language and to obtain a quantifier elimination
in this language which is uniform in the class of fields. This is formulated
more precisely in section 1. A second application of cell decomposition
is the computation of certain p-adic integrals on definable sets. Cell
decomposition enables one to partition definable sets in simpler parts
for which the integral can be computed. The results here are stated in

section 2.

Section 1
Quantifier elimination

We define the first order language £, in which we prove the cell de-
composition for valued fields of equicharacteristic zero, and in which we
obtain quantifier elimination. The language £ is a language with three
sorts of variables, namely variables for the elements of the valued field,
variables for elements of the residue field and variables for elements of
the value group. The language contains symbols for the standard field
operations in the valued field and in the residue field, and symbols for the
usual operations in the value group. One also has a function symbol for
the valuation map from the field to the value group, and another function
symbol for an angular component map modulo P from the field to the
residue field. Such an angular component map modulo P is a multiplica-
tive morphism from the group of units of the valued field to the group
of units of the residue field, such that the restriction of this morphism to

the set of elements of valuation zero is the canonical projection onto the
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residue field.
Cell Decomposition Theorem 3.2 of [13] implies

THEOREM. ([13] Theorem 4.1) Let K be a henselian valued field of
equicharacteristic zero which has an angular component map modulo P.

Then K has elimination of field quantifiers in the language L.

Applying this to ultraproducts [] Q,/D where D is a non-principal ul-
trafilter on the index set of prime numbers we obtain a uniform quantifier

elimination for the fields of p-adic numbers.

COROLLARY. ([13] Corollary 4.3) Let ¢ be a formula in L. Then there
exists an L-formula 1 (which is independent of p) without field quanti-

fiers, such that, for almost all primes p, we have

pe— on Q.

Section 2
Poincaré series and Igusa local zeta functions

Let h(z) be a polynomial in m variables z = (z1,...,Z») over Z, and
let K be a finite field extension of Q, for some prime number p, such
that K is unramified over Q,, that is, p is a generator for the maximal
ideal of the valuation ring R of K. Suppose that the residue field of K
has cardinality q. The valuation on K is denoted by |.| and normalized
by |p| =1/q.

For every n € N we consider the number of solutions of the congruence
h(z) = 0 mod p" in R,

N(n,K) = Card{z mod p" | z € R™,h(z) = 0 mod p" }.
The generating function of this sequence

P(T,K) = f: N(n, K)T™

n=0
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is called a Poincaré series associated to the polynomial A. Borevich
and Shafarevich [1] conjectured that this series is a rational function
of T. This conjecture was first proved by Igusa [8,7] using Hironaka’s
resolution of singularities.

Another type of Poincaré series for h is the series associated to the

p-adic points on the variety h = 0. Put for n € N,
ﬁ(n,K) = Card{z mod p" |z € R™, h(z) =0},

and

P(T,K) = i N(n,K)T".

n=0
This series was studied by Oesterlé [12] and Serre [16]. Denef [3] proved
that P(T, K) is a rational function of T.

A first step in the rationality proofs for these Poincaré series, is to
relate the series to a certain p-adic integral. For the first series P(T, K)

this integral is the so-called Igusa local zeta function of h, which is defined

as

) Z(s,K) = /lh(a:)ls ldz|  fors€R, s> 0,
Rm

where |dz| is the Haar measure on K™ normalized on R™. The relation

of this integral with the Poincaré series P(T, K) is given by
1+ (T -1)P(g™7T)

(2) Z(s,K) = T for T = q~°.
For P(T, K) the corresponding integral is
I(s,K) = /|w|s |dz| |dw]| for se R, s> 0,

D

where

D={(z,w) ER"xR|Iy€R™ : z=ymodw and h(y) =0}
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Here we have
(3) I(s, K) = q——;—l-ﬁ(q-<'n+1>T, K)  for T =q~".

We now want to study the behaviour of these Poincaré series if the
field K varies in the class of all fields of p-adic numbers {Qp}p prime- BY
relations (2) and (3) it suffices to study the behaviour of p-adic integrals
of the form

75, K) = [In@)* ldal,
w
where W is the subset of K™ defined by a formula % in the language L.

For this kind of integrals we proved, using the uniform cell decomposi-
tion theorem, that if K varies in the class {Q,}p prime, the denominator
of J(s,K) as a rational function in p~° does not depend on p and the

degree of the numerator is bounded independently of p.

THEOREM. ([13] Theorem 5.1) Let h(z) € Z[z] with x = (1,...,ZTm)-
Let ¢ be an L-formula with free field variables x1,...,x,. Suppose that
W, = {z € Qp* | ¥(x) holds } is bounded for all p. Consider

I(5,Qp) = [Ih(@)I* dal.
WP

Then

J(s5,Qp) = % with T = p~°,

where (i) the denominator Q(p,T) is a rational function in p and T,
which is a product of factors of the form T, p, or 1 — p®T® (a,b € Z);

(ii) for every p, R,(T) is a polynomial in T such that deg R,(T) is
bounded independently of p.

The same result holds for the Poincaré series P(T, Q) and f’(T, Qp)
by (2) and (3).
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We were not able to obtain more information on how the numerators
R,(T) depend on the prime p. This problem is probably much more
difficult since the coefficients of R,(T") are related to the number of points

on a variety over the finite field F, (which is the residue field of Q).

We now consider the class of all unramified extension of Q, with p a
fixed prime number. Since for every d € N, d > 0, there is a unique
unramified extension Kg of Q, of degree d, we can denote this class by
{K4}deN,i>0- The first order language £’ used in this case is similar
to the language £, but here we have to include additional sorts for the
residue rings modulo p", due to the non-zero characteristic of the residue
fields. From Cell Decomposition Theorem 3.2 of [14], which is uniform
in the class {K4}4eN,d>0, We obtain a result for J(s,Ky4) (d € N, d > 0)
which is similar to the previous theorem for J(s, Q,) (p prime). However
the residue field of Ky is the field with p? elements F,a. Since the vari-
ation with d of the number of points on a variety over F,q« is known by
Dwork’s theorem [6], we are able to determine more precisely how the

numerator of J(s, K;) depends on d.

THEOREM. ([15] Theorem 2.3) Let h(z) € Z[z] with x = (Z1,...,Zm).
Let i be an L'-formula with free field variables x1,...,Z,,. Suppose that
Wy ={z € K" | Y(z) holds } is bounded for all d. Consider

J(s,Kq) = [ |h(z)|® |dz]|.
/

Then there exist a positive integer do, complex numbers Aq,...,A; and
polynomials G, H € Z[T, X,, ..., X.] such that, for d > dp,

G(T,pdAl 9 ,pdxt)
H(T,pdkl, " ’pd)\‘),

Meuser [11] calls such a function an invariant function of the sequence

J(s,Kq) = with T = p~9s.

{K4}deN,i>0- She proved the above theorem for the Igusa local zeta

function (see display (1)). In this case dp = 1.

270



10.

11.

12.

13.

14.

15.
16.

UNIFORM P-ADIC CELL DECOMPOSITION

REFERENCES

. S.E. Borevich, I.R. Shafarevich, “Zahlentheorie,” Birkhauser, Basel-Stuttgart,

1966.

. P.J. Cohen, Decision procedures for real and p-adic fields, Comm. Pure Appl.

Math. 22 (1969), 131-151.

. J. Denef, The rationality of the Poincaré series associated to the p-adic points

on a variety, Invent. Math. 77 (1984), 1-23.
__, p-adic semi-algebraic sets and cell decomposition, J. Reine Angew.
Math. 369 (1986), 154-166.

, On the degree of Igusa’s local zeta function, Amer. J. Math. 109 (1987),
991-1008.

. B. Dwork, On the rationality of the zeta function of an algebraic variety, Amer.

J. Math. 82 (1960), 631-648.

. J.-1. Igusa, Complez powers and asymptotic expansions I, J. Reine Angew. Math.

268/269 (1974), 110-130; 11, ibid. 278/279 (1975), 307-321.
Some observations on higher degree characters, Amer. J. Math. 99
(1977), 393—417.

. A. Macintyre, On definable subsets of p-adic fields, J. Symbolic Logic 41 (1976),

605-610.

— | Rationality of p-adic Poincaré series : uniformity in p, Ann. Pure
Appl. Logic (to appear).

D. Meuser, The meromorphic continuation of a zeta function of Weil and Igusa
type, Invent. Math. 85 (1986), 493-514.

J. Oesterlé, Réduction modulo p™ des sous-ensembles analytiques fermés de Z’:,
Invent. Math. 66 (1982), 325-341.

J. Pas, Uniform p-adic cell decomposition and local zeta functions, J. Reine
Angew. Math. 399 (1989), 137-172.

Cell decomposition and local zeta functions in a tower of unramified
extensions of a p-adic field, Proc. London Math. Soc. 60 (1990).

, Tgusa local zeta functions and Meuser’s invariant functions, preprint.
J.-P. Serre, Quelques applications du théoréme de densité de Chebotarev, Publ.
Math. THES 54 (1981), 123-202.

1980 Mathematics subject classifications: 03C10, 11S40, 11U09

Wiskundig Instituut
Katholieke Universiteit Leuven
Celestijnenlaan 200-B

3030 Heverlee

BELGIUM

e-mail : fgaba03 at blekulll.bitnet

271



Asterisque

ROLAND QUEME

On diophantine approximation by algebraic numbers
of a given number field : a new generalization of
Dirichlet approximation theorem

Astérisque, tome 198-199-200 (1991), p. 273-283
<http://www.numdam.org/item?id=AST_1991__198-199-200__273_0>

© Société mathématique de France, 1991, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la collection « Astérisque » (http://smf4.emath.fr/
Publications/Asterisque/) implique 1’accord avec les conditions générales d’uti-
lisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou
impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie
ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

NuMmbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=AST_1991__198-199-200__273_0
http://smf4.emath.fr/Publications/Asterisque/
http://smf4.emath.fr/Publications/Asterisque/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

ON DIOPHANTINE APPROXIMATION
BY ALGEBRAIC NUMBERS OF A GIVEN NUMBER FIELD :
A NEW GENERALIZATION OF
DIRICHLET APPROXIMATION THEOREM

by

Roland QUEME

Introduction

It is well known that for all & € R, o ¢ @ there are infinitely many p/q,
Ip|, ¢ € N such that |@ — p/q| < 1/¢* (Dirichlet theorem), and that for any
real algebraic number o ¢ Q and for any € € R, € > 0, there exist only finitely
many p/q, |p|, ¢ € N such that |o — p/q| < 1/¢**¢ (Roth theorem).

Let K be a number field of degree n, signature (r,s) and absolute value of
discriminant D.

Let B be the Minkowski constant of K (B = (4/7)° . (n!/n").+/D).

Let 0 : K — R" x C® be the embedding defined by :

U(p) = (Ul(p)a () af‘(p), OT+1(p)7 AR 0T+8(p))

where, as usually, K = o;(K).

For z,y € R” x C* we note ¢ = (z;, § = 1,...,r + 5). Then we note
r+y=(z;+y;, j=1,...,r+s)and z.y = (2;.y;, j=1,...,r +3).
We define, for z € R™ x C*, the distance function and the norm function :

d(z) = |za| + -+ - + |2 | + 2|Trpa | + -+ - + 2| Trys],

N(z) = [o1] -« |z [ zra [ - el -

Let A be the ring of integers of K.

S.M.F.
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Then we obtain the diophantine approximation theorems :

(i) For a € R" x C* — o(K), there exist infinitely many 8 = p/q, p,q € A
such that 0 < d(ao(q) — a(p)) < n?.B*"™/d(s(q)), with arbitrary large
distance d(o(q)).

(i) Fora € R"xC*, o5 ¢ 0;(K),j =1,2,...,7+s, there exist infinitely many
B =p/q, p,q € A such that 0 < N(a — o(p/q)) < (B/Nk/a(4))*.

We first summarize the state of the art with three types of generalizations
found in the quoted literature for diophantine approximation by numbers of a
given number field K. Let K be a number field of degree n, signature (r, s). For
B € K, let P(f3) be the field polynomial of 33,

P(B) =(z —01(8)) -
(.’L‘ - Ur(ﬂ))(x - 0r+l(ﬁ))($ - 01‘+1(ﬂ)) T (x - ‘77‘+8(:3))(x - 0’r+s(ﬁ)) .

Let C' € N such that P,(8) = CP(8) = b, + -+ + b13 + by is a polynomial
with integer coprime coefficients b;, ¢ = 0,1,...,n. Then we define the height
of 8 € K by Hk(8) = sup |bi.

i=0,...,n

The first generalization of Dirichlet theorem found in bibliography is :

Assume that » > 0 and choose a real embedding o7 : K — R. For
every @ € R — ¢1(K), then there exist infinitely many § € K such that
la — a1(B)| < C1(K) max(1,a?)/Hk(B)? where C;(K) is a constant depending
only on K (see SCHMIDT [8] p.253).

The second generalization of Dirichlet theorem is :

Assume that s > 0 and choose a complex embedding 0, : K — C. For
every @« € C — 02(K), then there exist infinitely many § € K such that
la — 02(B)] < Co(K)/Hk(B) where Cy(K) is a constant depending only on
K (see SCHMIDT (6] p.206).

The third generalization is :

Let f£y,...,0¢ € K; let b be the fractional ideal of K generated by
(13181) v ,ﬁl)'
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We define the generalized height of the ¢-tuple (B1,...,0) by :

bic(Br, .-, 0e) = Nisq(b) HlmaX(l, lo;(BL)I, - -5 |o;(Be)])
]:
r+s

[1 max(1,|o;(B0)l; -, lo; (Be))*.

j=r+1
(i) if r > 0, let 03 : K — R be a real embedding and oy, ...,o € R, not all
in 03(K); put in that case v =1

(i) if s > 0, let 03 : K — C be a complex embedding and oy,...,a, € C, not
all in 03(K) ; put in that case v = 2

then there is a constant C3(K, a4, ..., o) depending only on K, a4, ..., a, such
that there exist infinitely many 8 = (81,...,0), Bi € K, with

IOZ,' - 0'3(ﬂi)|u < 03(1(, A1,... ,ag).bK(,Bl, .o ,,3[)_1—1/[, = 1,2, vee ,é (1)
(see SCHMIDT |[7] p.2).

The main difference between the quoted formulation and our theorem are
summarized in the four next points :

1) In classical approximations above, |o — ] is obtained for one of the conju-
gates 8 = 01(83). On the other hand, our estimate involves simultaneously
all the conjugates of the same 3 € K,

for the distance function,

d(aa(q) — a(p)) = laror(q) — o1(p)| + - - - + |@r0.(g) — 0+(p)|
+2|0r410,41(q) = Ora(P)| + -+ + 2|t 450 45(q) — Ur+s(p)|

for the norm function,

N(a—oa(p/q)) = |a1 = o1(p/q))| - -~
lar — 0, (p/ )| |tr1 — 0r+1(P/‘1)|2 v Qs — 0r+s(P/¢1)|2-

2) Our approximation theorem cannot be immediately connected to usual
simultaneous approximation theorems, because in simultaneous approx-
imation |f(cz — B1)|,...,|f(2 — Be)| the simultaneous approximations
Bi, .- -, P are not conjugate of the same 3 € K (see for instance (1)).
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3) Our result contains not only effective but explicit constants with simple
relationship to the structure of the number fields (the Minkowski constant
for instance, with the distance function choosen).

4) Our proof is the exact generalization of the approximation by @ to
approximation by a given number field K, using geometry of numbers
properties of number fields embedding in R".

Acknowledgments are due to Professors DuBOIS, GYORY, LEUTBECHER,
SCHLICKEWEI and TOFFIN for helpful remarks which allowed me to write this
new version of this note.

Prerequisites-Notations

K : number field

n : degree of K

(r,s) : signature of K

z 2 €e€R xC o= (z;|j=1,...,r+59)

T4y rzty=(z;+y;|j=1,...,7r+59)

z.y rrzy=(zy; |j=1,...,7r+5s)

d(z) : for z € R™ x C?, the distance function is defined by :

d(z) = |z1] + - + |20 + 20Ersa] + - - + 2T
N(z) : for z € R” x C?, the norm form is defined by :
N(@) =l b el sl
U(o,7) :for 7 € Ry, convex body of R" defined by
U(o,7) ={z |z € R" x C*°,d(z) < nr}
where R” x C? is isomorphically identified to R™ by

Trai = (R I(@esi)) , i=1,...,5
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where R and I are the real and imaginary part.
The volume of U(o,7) is v(U(o, 7)) = 27(7/2)*n"1" /n!
(see for instance SAMUEL (5] p.70).

A : ring of algebraic integers in K.

o(A) : embedding of A in R™ x C* defined, for a € A, by

o(a) = (o1(a),...,0.(a),0041(a),...,004+s(a))

where R™ x C*® is isomorphically identified to R™ by
0r4i(a) = (R(0r+i(a)), I(0,4i(a))).

o(A) is a lattice.
D, : Let wq,...w, € Asuch that o(w;),...,0(w,) is a basis of the lattice
o(A).

we define classically the fundamental domain D, by :

Do={x|x€R'xC" ) x=ula(w1)+”'+una(wn)’ 05u1<1}

D(o(a)) :fundamental domain of o(A) deduced from the fundamental domain

D, by the translation 0 — o(a) :
D(o(a)) ={(y;) €R" x C° |(y; —0;(a))| j =1,...,7 +5) € Do}

Results

THEOREM 1. Let K be a number field of degree n, signature (r,s),
and absolute value of discriminant D. Let B be the Minkowski bound of K
(B = (4/7)*.(n!/n"™)./D). Let A be the ring of integers of K.

Let a € R" x C* — o(K). Then, for any m € R, m > 0, there are infinitely
many different 8 = p/q where p,q € A, such that d(a(q)) > m and

0 < d(e.0(q) — o(p)) < (n*.B*")/d(0(g)).
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Proof :
1) Let e €R, >0,

A= (1+2¢)".BY"[2 = (14 26)V/™.(n!/n™)?/" (4/7)2)/™.DY" /2.

Let m € Ry, arbitrary large and p = Am=/",

Consider the set E = U(o,m!™) N 0(A) where U and ¢ have the meaning of
notations paragraph. From v(U(o,m'/™)) = 27(n/2)*n"m/n! and v(D(0)) =
2“"\/5, we deduce

t = Card (E) = (2 (7/2)°n"m)/(n'27°V/D) + O(m!~/™).

Therefore, for m sufficiently large, we have t > {2"7*n"m/(nlv/D)}.{1 —¢}. For
any a € A, for all ¢; € A with o(g;) € E, it is possible to define p;(a) € A and
pi(a) € R"xC*® i =1,2,...,t, such that p;(a) = ao(g;)—0o(pi(a)),t =1,2,...,t
and p;(a) € D(o(a)). Notice that the approximation function d(z) is meaningful
because d(ag(q) — o(p)) = 0 leads to p = ¢ = 0 : from the definition of d(z),
d(ao(q) — o(p)) = O implies ay0;(q) — a5(p) = 0, j = 1,...,7 + s, and thus
a; =0j(p/q),j =1,...,7+s and therefore @ € o(K), which is in contradiction
with hypothesis. Thus the p;(a), ¢ =1,...,t, are different each others.

Consjder the set G = {U(pi(a),p/2) | i =1,2,...,t, Va € A}. G cannot
be a packing of R" (for packing definition, see for instance LEKKERKERKER (2]
p.169) because

to(U(o, p/2)) > {(1 — €)2"w*n"m/(n!VD)}.
{27(7/2)*n"™(1 4 2¢)(n!/n")?(4/7)* Dm™1 /(272" n!)}
to(U(o, 1/2)) > (1 — €)(1 4 2¢)27°*V/D > v(D(0)).

Therefore, for m sufficiently large, there exist p;(a) and py/(b) with
pi(a) = ao(g:) — o(pi(a)) (1)
pir(b) = ao(gir) — o (pu(b)) (2)
such that U(p;(a), u/2) 0 U(pir(b), u/2) # 0.

Then d(p;(a) — pi(b)) < np from the definition of the convex set

U(p(a), u/2).
Let p = pi(a) — pir(b), p € A and ¢ = ¢; — gir, ¢ € A. Then, from the value of 4,
we deduce

d(ao(q) - o(p)) < np = (n(1 +2¢)"/". B [2)m /", @)
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Consider the sequence of values of ¢ defined by €1 = 1, e = 1/2,...,&, =
1/k, ... Therefore, for m given, for any ¢ there exist p(ex), g(€x) € A such that

d(ao(g(er)) = o(p(er))) < (nBY"[2).m~V/". (1 + 2e)V/". (2")

From o(g(ex)) € 2E, we deduce that d(a(g(er))) is bounded above indepen-
dently of €. From inequality (2"”), we then deduce that d(o(p(ex)) is also
bounded above independently of €. Like o(A) is a lattice, it is possible to
take out an infinite subsequence k1, ko, ..., k; such that p(ex,) = p(ex,) =+ =
p(ex;) = p and gq(er,) = q(ex,) = - -+ = gq(ex;) = q and then

d(ao(q) — o(p)) < (nBY"/2)m™". (3)
From o(g; ) € E in (1), we have d(o(g; )) < nm!/™,

From o(gy) € E in (2), we have d(o(g)) < nm!/™,
and thus d(a(g)) < 2nm!/™ or m~'/" < 2n/d(o(q)).

We then have from (3)

d(ao(g) - a(p)) < (nB*"[2)(2n/d(o(q)))

d(ao(q) — o(p)) < n*B*"[d(a(g)) - (3)
2) We shall now prove that there are infinitely many different 8 = p/q with
d(ao(q) — o(p)) < n*B¥"/d(a(g)). (4)

Let m;, mg € Ry, m; given, my < my with mgy — +00. We have my; > m; and
p1 > po with the meaning of m and p above.
From (3') inequality, we have

d(eo(q1) — o(p1)) < n?BY"m; /", (5)
d(ao(gz) — 0(p2)) < n?BY"m; "™, (6)

If B2 = By then p3/ga = p1/q1 and 0j(p2/g) = oi(pm1/q1), j = 1,...,7 + 5.
@;0i(q2) — 0j(p2) = 0j(@)(e; — 0j(p1/q1)) and thus N(ao(g) — o(p2)) =
Ni/q(@)N(a — a(p1/q1)), N(ao(g) — o(p2)) > N(a — o(p1/q1)). From the
geometric mean inequality, d(ao(g2) — o(p2)) > nN(a — o(p1/q:1))/" and then
pa > N(a—0(p1/q1))/", which is possible only for m, bounded above. Then, for
any (1 = p1/q given which verify (5), there are finitely many couples (p;, g2)
such that By = ps/¢2 = p1/q1 and such that (2) is verified. Relation (4) is
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verified by infinitely many couples (p, q), because in (3) d(ao(g) — o(p)) can
be made arbitrary small for m sufficiently large. Therefore there are infinitely
many different 3 = p/q such that (4) is verified. 3) We shall prove that there
are finitely many different 3 = p/q for one value of ¢ given :

Let 1 =p1/q and B, = p2/q. If ¢1 = g2 = ¢ then
d(ao(q) — o(p1)) < n*B*"/d(a(q)) and d(ac(q) — o(ps)) < n*B¥"/d(a(g)).

Then, we deduce d(o(p; — p3)) < 2n?B*™/d(a(q)), which is possible only, for
p1 given, for a finite number of p,.

4) From 2) and 3), there are infinitely many different g, thus with arbitrary
large d(o(q)) such that

d(ao(g) - o(p)) < (n*B*")/d(0(q)), QE.D.

Remark : If « is such that a; = o = -+ = a@,4,, then an immediate
consequence of the Dirichlet approximation theorem is that there are infinitely
many p/q, p,q € Z C A such that d(as(q) — o(p)) < n/q = n?/d(o(q)) <
(n?B%™)/d(0(q)) : in that particular case, the theorem 1 is an immediate
consequence of Dirichlet theorem.

COROLLARY 2 : Let K be a number field of degree m, signature (r,s)
and absolute value of discriminant D. Let B be the Minkowski bound of I
(B = (4/7)*(n!/n")/VD). Let « € R" x C*, o; ¢ 0;(K), j =1,...,7+5. Then
there are infinitely many 8 =p/q, p,q € A such that

0 < N(a— a(p/q)) < (B/Nx/e(2))*-

Proof : From geometric mean inequality, we deduce from the theorem 1
n"N(ao(g) — o(p)) < n*"B*/d(0(q))".

From geometric mean inequality n"N(o(q)) < d(o(¢))", and then

N(a—o(p/q)) < (B/N(a(9))* = (B/Nk/a(9))*-

From «; ¢ 0;(K) we deduce |ojo;(q) — 0;(p)| > 0,j=1,...,7 + s, and then
N(a-oa(p/q)) >0, Q.E.D.
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COROLLARY 3 : Let K be a number field of degree n, signature (r,s)
and absolute value of discriminant D. Let A be the ring of integers of K. For
z € R" x C*, let da(x) be the distance function defined by

dz(x) = (|1;1|2 + 4 |1'r|2 +2|-'Er+1 |2 +o 2|-"3r+a|2)1/2-

(1) then, for every m € R, m > 0 and every o € R" x C* — o(K), there ezist
infinitely many different p/q with p,q € A such that

0 < dz(ao(g) — a(p)) < n{T(1 + n/2)(4/(wn))"/*VD}" [da(o(q))

with d2(a(q)) > m.
(11) then, for « € R" x C*, o; ¢ 0;(K), j =1,...,r + s, there exist infinitely
many § = p/q where p,q € A such that :

0 < N(a—a(p/q)) < {T(1 + n/2)(4/(7n))"*V'D/Nisq(a)}".

Proof : it is exactly of the same nature than the proofs of theorem 1 and
corollary 2 with function dy(z) instead of function d(z).

Some generalizations

It is possible to study some generalizations of preceding results : we
mention some obtained generalizations or problems to solve.

1) In the corollaries 2 and 3, it would be possible to search for a proof that
not only d(a(g)), but also Nk/q(g), can be choosen arbitrary large.

2) A “Roth type” theorem could have one of the formulations :

(i) Lete € R,e > 0,fora € R"xC°—0(K), aj,j = 1,...,r+s algebraic,
then there would be only finitely many § = p/q, p,q € A such that
d(ao(q) — a(p)) < 1/d(a(g))**.

(ii) if the assertion 1) is true (arbitrary large Nk/q(g)), then for ¢ € Ry,
for a € R" x C°, o5 ¢ 0;(K) j = 1,...,r + s, o; algebraic
J =1,...,r +s, there would be only finitely many norms Nx,q(q)
such that

0 < N(a—0a(p/q)) < 1/Ng/q(q)**".
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Compare to MAHLER [4] result (appendix C) : let € C*, let B € K
and Hk(B) the height of 3 as previously defined.
Let f(8) = [] min(1, |a; — o;(B))).
i=1
Let 6 € R, 6 > 0. There are only finitely many 3 in K with

£(B) < Hx(8)™*~".

Let @ € R™ x C* — ¢(K). It is always possible to find ¢; € A such that

d(ao(q) — o(p1)) < n*B" [d(a(q1))

and such that for all ¢ # ¢, ¢ € A with d(ao(¢) — o(p')) <
n?B?%" [d(a(q')) then d(a(q')) > d(o(q1)) : o(A) is a lattice, therefore

d(o(q1)) = min{d(o(q)) | g€ A, 3p, d(ao(q) - a(p)) < n*B*"/d(0(q))}

exists. It is always possible to find in the same way ¢2 € A such that

d(ao(g;) — o(p2)) < d(eo(q1) — o(p1)) with
d(o(g2)) = min{d(o(¢)) | d(ao(q) — o(p')) < d(ag(q) — o(p1))}.

It is then possible to comsider (o(p1),0(q1)),-..,(0(p:i),0(g)),... as a
sequence of best approximations of & € R"xC?*—o(K) by elements of o (K),
generalizing the concept of sequences of best approximations of elements
a € R — Q by elements of Q. This concept is studied in [10].

It is possible to generalize theorem 1 and corollaries 2 and 3 to simultaneous
approximation. For instance, let (a!,...,a%) € (R" x C*)¢ — ¢(K)’. Then,
there exist infinitely many ¢-tuples (¢1,...,q) € A* and p € A such that

0 <d(a'a(q)+- - +o(q) - o(p)) < n*' B! [d(0(gm))*

where d(0(gm)) = max (d(o(g))).
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ELEMENTS FIXES DU COMPLETE D’UNE
CLOTURE SEPARABLE SOUS L’ACTION
DE SON GROUPE DE GALOIS

par Philippe RAMBOUR

Soit R un anneau, ncethérien, normal, intégre de corps des fractions K, et
soit I un idéal de R qui ne soit pas confondu avec R tout entier.

On désigne par :

o R, anneau des entiers sur R d’une cléture séparable K de K ;
o G le groupe Gal(K/K);
o Ry le complété de R pour la topologie définie par IR;.

Le probléme est de déterminer RS qui est ’ensemble des éléments fixes du
complété de R, sous ’action de G.

J. AX a répondu a la question dans le cas ou le corps K est un corps local
de caractéristique 0 ou p, c’est-a-dire un corps muni d’une valuation & valeur
dans un groupe abélien et par laquelle K est hensélien [1]. Dans ce travail
nous allons établir le théoréme suivant :

THEOREME. — L’anneau R est séparé pour la topologie I-adique et s’in-
jecte donc dans R,. En caractéristique p, l’anneau R, contient une cloture
radicielle de R, notée VR, et Rf Vensemble des points fizes de Ry sous Uac-
tion de G n'est autre que l’adhérence de VR dans R;.

Pour obtenir la derniére assertion nous utiliserons des approximations d'un
élément de R, qui dépendront du diametre des conjugués, méthode misc au
point par J. Ax [1].

S.M.F.
Astérisque 198-199-200  (1991) 285
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I. — Séparation de R; pour la topologie I-adique

ProposITION 1. — Si I # R alors (), I"R, est réduite a 0 et R, est donc
séparé pour la topologie définie par IR;.

Démonstration : supposons d’abord que I est un idéal principal. Il existe
alors un élément z de R qui est un générateur de I. Puisque R est normal
et noethérien et I # R il existe une valuation v vérifiant v(z) > 0 et cette
valuation se prolonge & R,. D’ol si a appartient & [, I"R;, alors v(a) = +00
et donc a = 0.

Démontrons maintenant la propriété dans le cas ot I n’est pas forcément
un idéal principal.

Notons S le schéma affine Spec R et soit S le normalisé de I'éclaté S par
rapport au sous-schéma fermé Y = Spec(R/I). Montrons tout d’abord que
l’application canonique 7 : S — S est une application surjective. Pour cela
remarquons que l’on peut écrire 7 comme la composée 72 o m; ol m; est
I’application canonique de S dans S, m, 'application canonique de S dans S.
7 et o étant deux applications surjectives, il en est de méme pour 7.

7, est surjective : c’est le going down théoréme (voir MATSUMURA :
Commutative Algebra [2]).

Ty est surjective : si V = S — Y, alors 7y est un isomorphisme de 75 * (V)
sur V. Comme 7o est propre, me est fermé donc 7r2(5') est un fermé de S
contenant V. Comme S est intégre S est aussi irréductible donc on a forcément
o (S') == S

Soit maintenant U = Spec A un ouvert affine de S. On sait que A est un
anneau ncethérien normal et si U est choisi assez petit parmi les ouverts affines
vérifiant : 7=1(Y)NU # 0 alors I A est un idéal principal de A, distinct de A.
D’apres ce qui a été démontré dans le cas principal on sait que (), I" A, = {0}
avec A; cloture intégrale de A contenue dans K. Puisque R est contenu dans
A, alors R, est contenu dans A; et Q I"R; est réduite a 0.

II. — R, contient une cléture radicielle de R

PROPOSITION 2. — i R est de caractéristique p, Vanneau R, contient une
cloture radicielle de R, on la note VR.

Démonstration : soit 3 un élément de R et N un entier naturel. On va
- . . N 12
montrer que R, contient une solution de X?* = f3. Pour cela fixons un élément
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non nul de I, appelé a. Pour tout entier naturel m supérieur & N on définit
X,, comme étant une racine de ’équation :

x?" —a?" X = B(1).

Puisque cette équation est séparable X, est bien un élément de R,. Nous
allons montrer que la suite (X,;)m>n ainsi définie est une suite de Cauchy
dans R;. Elle sera alors convergente dans Rs, avec une limite X, qui vérifiera,
en faisant tendre m vers linfini dans (1), X} Y = B. Donc Xy sera donc une
racine pY-iéme de 3, ce qui démontrera le théoréme cherché.

Si m et m’ vérifient :m’ > m > N,on a :

N N m m'
P _
XP —-X), =a® Xp—af X
N
Xm—Xm/ P m/ m
(—N = X — " " X,

Cette derniere égalité prouve que (X, —Xpmr)/ a?" ™" est un élément entier sur
Rs, et puisque R, est un anneau normal (X, — Xom)/aP™ " est un élément
de R;. Si « cet élément, égalité X, — X,y = " "o permet de savoir que
X, — X est un élément de TP~ ce qui prouve que la suite (X )msy est
bien une suite de Cauchy, ce qui acheve la démonstration.

III. — Diameétre des conjugués
Dans tout le paragraphe on supposera la caractéristique de K égale a p.

DEFINITION 1. — Pour o élément de R, avec oo # 0, on pose :

6(a) = max{n/a € I"}.

DEFINITION 2. — Si K’ est une extension finie de K on pose, si « est un
élément de R, :

A = min{n/8(c(a) — a) € I", o € Gal(K,/K")}.

Remarque : si o est un élément de K’, on pose :
A Kl(a) = +400.

On remarque : Ag:(a) > §(a) pour toute extension finie K’ de K.
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PROPOSITION 3.. — Il existe deux réels a et b tels que pour tout o de Ry il
eziste B de VR vérifiant o — § € [10Ax(@+b  op o [K(a) : K] premier a p,
alors o — B € IAx(®),

Démonstration :

(a) Démontrons tout d’abord la proposition dans le cas ot
[K(c) : K] premier & p. On remarque alors que Trg(a)/k(c) appartient &
R puisque R est normal et donc Tri(q)/k (@) / [K(a) : K] est également un
élément de R et de plus :

(o) (@) /K@) : K1) — = 3 s

o' parcourant les K conjugués de a. Ce dernier terme est un élément de
I2k (a).

(b) Pour montrer la proposition dans ce cas nous allons avoir besoin
des lemmes suivants :

LEMME 1. — On se donne K' et K” deuz extensions finies séparables de
K avec K' contenu dans K” et vérifiant [K” : K'| = p. Alors si a est un
élément de Ry appartenant ¢ K” on a :

(i) on peut trouver 3 un élément de R', ot R est l’anneau des entiers
de K', qui soit tel que :

oP — /8 € IAK/(O‘)+‘5(0)(P-1)

(1) pour tout entier naturel n non nul on peut trouver un élément 3,
de R' avec :

B € IAR@PNA=a) o = (p—1)/p.

Démonstration du Lemme 1 :
Si o est un élément de K’ il n’y a rien & démontrer. Sinon [K'(a) : K']
vaut p et on peut faire la démonstration ci-dessous.

(i) Si g --- @, désigne les racines du polynéme minimal de o sur 4,
on pose 7; = a; — . Alors

Nii(ay (@) = H a; = H(a + i)

=1
=a”+b1a"_ ++bp
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En remarquant que le b; sont, au signe pres, les j-ieme fonctions symétriques
élémentaires de n; pour 1 < j < p, et que les 7; sont des éléments de I Agrla)
on obtient facilement que : Ny (o) k() — oP est un élément d’un [ N avec :

N> 1rsnjigp((p — é(a) + jAg () = Agr(a) + 6(a)(p — 1)

en utilisant que Ak (a) > 6(a).
Comme R’ est normal, on a Ngi(o)/x' () élément de R d’ol le résultat.

(ii) Démontrons d’abord par récurrence sur n que I’on peut trouver un
élément (3, de R’ vérifiant :

aP" — Bn € 2k (@)p™(1=a/p)")+(p—=1)"6(a)

La formule annoncée sera alors une conséquence immédiate de ce résultat.
Sin =1 c’est ce que l'on a obtenu au (i).
Montrons maintenant la formule pour n quelconque. D’aprés I’hypothese
de récurrence il existe un élément 3,_; de R’ vérifiant :

o™ By € [k (@ 1=k (p=1)" " ()

n-—1
posons Z,_1 =af  —[B,_1.

8(@nr) = Mg (@)p™ (1 = a™) + (p— 1)*6(a).

et
A (@n-1) = Agr(a)p™™?

grace au (i) on sait qu’il existe 3 un élément de R’ vérifiant

xfz—l -Be€ JAK (@n-1)+8(zn-1)(P—1)

ce qui implique, d’apres les remarques ci-dessus :

n

§(a? = pr_1 —B) > Agr(a)p™!
+(p - D)(Agr(@)(1=a" Hp" !+ (p—1)"6(a)).

C’est-a-dire que si 'on pose 37_, + 8 = 3, et que si l'on fait un petit calcul

pour transformer p"~! +p"~}(1 - (p—1/p)"V)(p—1) en p*(1 - (p—1/p)")
on obtient

5(c?" = B) > Agi(@)p™(1 - a™) + (p— 1)"6(a)
qui est le résultat annoncé.
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LEMME 2. — Soit H,, D Hp,—1 D --- D Hy D Hy une tour d’extensions
finies séparables de K avec [H; : H;_1] = p pour 1 < ¢ < m. On appelle Ry
lanneau des entiers de Hy par rapport ¢ R, et R; l'anneau des entiers de H;
sur Ry. Si o est un élément de H,, et si n est un entier naturel donné on
peut trouver un élément Bp,—; de R,,_; vérifiant :

o By € [Am(PM1=a™ iy

Démonstration : Démontrons ce lemme par récurrence.

Pour ¢ = 1 c’est une application jmmédiate du point (ii) du lemme 1
avec K’ = H,,_, en remarquant que puisque Hy est contenu dans H,,_i,
Awy(@) < Ap,,_, (@)

Démontrons maintenant le lemme pour un i quelconque 1 <7 < m.

D’apres ’hypothese de récurrence il existe §;—; élément de R;,_,,, avec

0" = Bruigs € [OH@RMTD=am ), (1)

on a
Apy(Bm—is1) > Ap, (@)p™i—(1 — a™)i-1)(1)

en effet si o un élément de Gal(K,/Hy), et si o/ = o(a), et si B),_,,, =

0(Bm—it1), alors :

m—it1 — Bm—it1 = Brp_iy1 — @

+ o
n(i—1) n(i—1)
+ of -af - ﬁm—i+1

,pn(i—l) /pn(i—l)

n(i—1) 1)

n(i- y
en remarquant que :3;, ;. —a'? et Bm—i41 —aP sont des éléments
de TAH ()P 7P(A-aM Y o comme o™ — o™ dans [AHe(@P"(I-1)
on obtient I'inégalité (1).

Si l’on applique maintenant le résultat (ii) du lemme 1 avec K’ = H,,,_; on
peut trouver un élément de R,,_; avec :

D i = Bmi € [ 27(1=0™) ()

et remarquant que A, (Br-is1) > Dy (B—ie1)
:;:—-i.'.l — Bm_z E IAHQ(ﬁm—i-fl)pn(l—an)'
Soit d’aprés I’inégalité (1) :

5:-1‘+1 — Broi € TAHo (P (1=a")" (IT")
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n(i—1)

D’autre part en élevant aP — Bm—i+1 & la puissance p" la relation (I)

donne : ) . _ .
8P = Brir1) 2 Amy(@)p™ (1 —a”)’ ().
d’olt en combinant (II’) et (I’) :

8(0"  Bm—i) 2 Any(@)p™(1 - a™)'.

ce qui est le résultat annoncé.

(c) Démonstration de la proposition 3 dans le cas [K : K] = p™.

Ou K désigne une extension galoisienne de degré minimale de K' contenant
a. En utilisant que Gal(K(«) : K) est résoluble on peut obtenir une tour
d’extensions séparables :

K=K,>K,_1D> DK >Ky=K.

On appelle R; 'anneau des entiers de K; sur R. Soit n un entier naturel. Si on
applique le lemme 2 avec i = m et H,, = K, Hy = K, on obtient I'existence
d’un élément By de R vérifiant :

""" = By € TAK@PTT (1 _ gmy™,
Si 'on choisit maintenant n tel que :

1-(p-1/p)" 21/2,

on obtient :
nm

" = By € TAK@PT/2]

Si 'on admet pour 'instant que z?’ e IV implique :
z € JIN/P'l-r+1

avec r désignant le nombre de générateurs de I, on obtient que si 3 vaut

Bé/ P"" alors
a— 3 € [1Ax@p™™/2)/p""]=r+1

En remarquant que I’on peut choisir encore n pour que :

B2/ 2 [FEY)

On obtient : a— 3 € IA@)/2=7 ce qui est le résultat voulu. Reste & démontrer
le lemme suivant :
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LEMME 3. — St A est un anneau de caractéristique p pour lequel x +— 2.?
est bijectif, si J un idéal de A engendré par r éléments de A, alors sin et N
sont deuz entiers naturels zP" € JN implique xz € JINV/P"1-r+1

Démonstration : démontrons ce lemme grace & une récurrence sur r, oi r
désigne le nombre des générateurs.

Si r = 1. Alors I est un idéal principal et la propriété x —— 2P bijectif
donne le résultat.

Montrons maintenant la propriété pour r quelconque. Posons
J = (y1,--,yr) et H = (y2,---,yr). Si z est tel que 2" € JV on peut
écrire :

o = Xy + Xy U4+ Xyl 4 Xy

avec X; élément de H* pour i vérifiant 0 < 7 < N. On obtient ainsi que :

x=X§/” N/p™ +X1/p N 1/p® _”+Xi1/p"y§N—i)/p"+ +X1/p (1),
Comme N_i N )

512 5] - -
yi 7P est donc un élément de JIN/PI=U/p"1=1 ot d’aprés hypothese de

récurrence appliquée a H on sait que Xil /P" est un élément de HI/P"1-7+2,
Donc  chaque terme de la sommation (1) appartient &
JINIPTI=[i/P71=14(1/p7]=742 egt-d-dire & : JINV/PI=T1 ce qui démontre le
lemme.
(d) Démonstration de la proposition 3 dans le cas général.

Soit donc o un élément de R; tel que [K () : K] n’est pas un entier premier
4 p. Si K désigne encore une extension galoisienne de K de degré minimal
contenant «, on a : [Ix K] = gp™ avec q premier a p.

Si G’ est un p-groupe de Sylow de Gal(K(a)/K). Soit H l’ensemble des
points fixes de G’ dans K. On sait qu’alors H est une extension finie de I
contenue dans K et telle que :

o K est une extension galoisienne de H.
. [f(0): H] = p
On appelle R’ I'anneau des entiers de H. Si n désigne un entier naturel on
peut appliquer & I{(a) et H ce qui a été fait au (b) avec H dans le role de K.
On peut donc obtenir vy avec v élément de R’ et :

a—7v€ I[AH(Q)/2]"7'_
D’apres a) on sait qu’il existe un élément By de R vérifiant v — By € I2x(7),
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Puisque K est contenu dans H, Ag(a) < Ag(a) d’ou
a—7 (= I[AI((Q)/zl—T (1)
et comme en (b) on peut montrer que :
Ak(7) 2 [Ak(e)/2] -

d’ou
v — By € [1Ax()/A-T, (2)
Les relations (1) et (2) donnent :

a— B € [1AxID/2=r

IV. — Eléments fixes sous I’action du groupe G = Gal(K,/K)

PROPRIETE 4. — Si K un corps de caractéristique p, on a, avec les notations
introduites au début de Uarticle :

RS = VR,
ol ﬁ désigne Uadhérence de R pour la topologie I-adique.

Démonstration : si x est un élément de RS pour tout entier IV il existe un
a qui est un élément de R, avec z — a éleément de IV R;. Si o est un élément
de G on a toujours z — o(a) élément de IV R,, et donc o — o(a) élément de
IR, ot Ag(a) > N.

Donc on peut trouver, d’aprés la proposition 3, un élément 8 dans VR
ol a — [ est un élément soit de IIV/21="R, Donc z — 3 est un élément de
IIN/2=mR 11 en résulte que z est un élément de l’adhérence de VR. La
réciprocité étant immédiate on obtient la propriété annoncée.
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QUELQUES PROBLEMES DE RATIONALITE LIES AU
THEOREME DE PONCELET

par

Ph. SATGE

§0. Introduction. Soit S une conique non singuliére du plan projectif
sur un corps algébriquement clos de caractéristique 0, soit ¢ un entier naturel,
et soit A un pinceau linéaire (i.e. un systéme linéaire de dimension 1) de
diviseurs effectifs de degré ¢ + 1 de la conique S; le théoréeme de Poncelet
affirme 'existence d’une, et d’une seule, courbe C' de degré ¢ possédant la
propriété suivante : pour chaque élément D de A, tous les points d’intersections
des tangentes & S issues des différents points du support de D sont sur la
courbe C. Récemment plusieurs auteurs ont donné des démonstrations trés
élégantes de ce théoréme et ont étudiés en détail les propriétés géométriques
des courbes C' que ce théoréme attache aux systémes linéaires (courbes que, dans
la suite, nous appellons courbes de Poncelet) ; on peut, par exemple, trouver
un résumé de ces travaux dans le papier de Trautmann [T'r]. Notons que ces
travaux sont essentiellement géométriques, c’est a dire qu’ils ne s’interessent
qu’aux propriétés et a la classification des courbes sur un corps de base
algébriquement clos. Ici, au contraire, nous fixons notre attention sur un corps
de base quelconque de caractéristique 0 (par exemple un corps de nombres) et
nous discutons les propriétés des courbes de Poncelet relatives a ce corps de
base k. Plus précisément nous supposons, dans le théoréme de Poncelet, que la
conique non singuliére S du plan projectif est définie sur k; nous nous interessons
alors aux deux problémes suivants : d’une part trouver les conditions & imposer
a un pinceau de S pour que la courbe de Poncelet qui lui est associée soit définie
sur k, et d’autre part classer les courbes sur k obtenues de cette maniere.
Curieusement, ces deux questions trés naturelles ne semblent pas avoir fait
l'objet d’une étude systématique ; c’est cette étude que nous commencons ici.
Ce travail est divisé en deux paragraphes. Dans le paragraphe 1 nous résolvons
le premier de ces problémes en montrant que la courbe de Poncelet associée a
un pinceau de S est définie sur £ si et seulement si le pinceau est invariant par

S.M.F.
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le groupe de Galois Gal(k/k) dans un sens que nous précisons ; nous discutons
ensuite quelques propriétés des pinceaux qui posseédent cette propriété. Dans
le paragraphe 2, nous abordons le deuxiéme probléme en nous limitant au cas
¢ = 2, donc au cas ou les courbes de Poncelet sont des coniques ; nous montrons
alors le résultat suivant : chaque fois qu’une telle conique de Poncelet est définie
sur k, elle est isomorphe sur le corps k a la conique de base S.

Nous avons cherché, dans ce papier, & rester le plus élémentaire possible du
point de vue du langage géométrique employé. Nous précisons assez longuement
au début du paragraphe 1 le vocabulaire et les notations que nous employons
dans la suite (principalement en ce qui concerne les corps de définition). Nous
nous sommes limité dans le second paragraphe & I’étude du cas ¢ = 2 qui
est particulierement simple ; signalons cependant que c’est le cas ¢ = 3 qui a
motivé notre étude ; dans ce cas les courbes de Poncelet sont des cubiques, donc
des courbes arithmétiquement beaucoup plus intéressantes que les coniques.
Techniquement 1’étude de ce cas, et plus généralement des cas ¢ > 2, est
beaucoup plus difficile ; nous comptons revenir sur ces questions dans un autre
travail.

Je remercie J.L. Colliot-Théléne pour ses nombreuses remarques (et en
particulier pour la démonstration du Lemme 2.5.)

§1. Les questions de rationalités. Commencons par préciser le cadre
géométrique dans lequel nous nous plagons et les notations que nous utilisons.
Nous désignons par k[Xy, X1, X2] 'anneau des polynomes a trois variables et &
coefficients dans %, et par P? P’ensemble des points du plan projectif & valeur
dans %, c’est  dire ’ensemble des classes d’homothétie de triplets non nuls
d’éléments de k. Par courbe nous entendons un fermé de Zariski de dimension
1 de P2 (i.e. un fermé de Zariski dont toutes les composantes irréductibles sont
de dimension 1); si X est une courbe, nous notons /(.X) l'ideal homogéne de
'anneau k[Xo, X1, Xz] formé des polynomes qui s’annulent sur X; enfin si la
courbe X est irréductible, i.e. si 'idéal I(X) est premier, nous notons k(X) le
corps des fonctions rationnelles sur X.

Le fait que l'on travaille en caractéristique 0 justifie les définitions et les
assertions qui suivent (celles ci résultent, par exemple, du Lemme 2 et du
théoréme 7 du chapitre 1, paragraphe 7 de [We]). Nous faisons agir le groupe de
Galois G = Gal(k/k) sur 'anneau de polynémes k[X, X1, X3], et sur ’ensemble
des points du plan, de la fagon suivante : I'image par ¢ € G du polynome P
est le polynome 7 P obtenu en remplagant les coefficients de P par leurs images
par o; le résultat de I’action de o € G sur le point £ de coordonnées projectives
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(29,71, Z2) est le point “z de coordonnées projectives (o(zo),0(x1),0(x2)). Si X
est une courbe et si o est un élément du groupe de galois G, on note °X I'image
de X par o (i.e. ’ensemble des (°z)zex) ; il est clair que “X est une courbe et

que I(°X) =°(I(X)) (i.e. I'ensemble des (°P)per(x))- Si X est irréductible, si

f est un élément de k(X) qui s’écrit % avec P et ) polynomes homogeénes de

méme degré de k[Xo, X1, X,), et si o est un élément de G, alors la fonction sur
?X représentée par le quotient % ne dépend que de f (et non des choix de P
et @) ; on la note °f. L’application qui & f associe °f est un isomorphisme du
corps k(X) sur le corps k(°X) (dont la restriction & k est ). On dira que X est
définie sur k si °X = X pour tout 0 € G, c’est a dire ([We], lemme 2, loc.cit.)
si 'idéal I(X') admet une base sur le corps k. Ainsi ([We], théoréme 7, loc.cit.),
si X est irréductible et définie sur k, le sous corps k(X) de k(X) formé des
fonctions qui peuvent s’écrire comme quotient de deux polynomes homogenes
de méme degré a coefficients dans k, est une extension réguliere de k; on sait
que cela implique que k(X) est le sous corps de k(X) fixé par l’action (semi
linéaire) de G. En plus du corps k, nous aurons & considérer des extensions
K de k contenues dans k; pour un tel corps K nous notons G le groupe de
galois Gal(k/K) (on a donc G = G}), et K(X) le sous corps de k(X) formé des
fonctions qui peuvent s’écrire comme quotient de deux polynomes homogénes
de méme degré a coefficients dans K’; comme ci dessus, K (X) est une extension
réguli¢re de K, et donc est le sous corps de k(X) fixé par le groupe Gk.

Un diviseur sur une courbe X sera un diviseur au sens de Weil, i.e. une
combinaison formelle & coefficients dans Z (I’anneau des entiers rationnels) de
points lisses de X. Si X est irréductible et si a est un diviseur sur X, on note
L(a) le sous espace vectoriel de k(X ) formé des fonctions f dont le diviseur (f)
vérifie (f)+a > 0. Si o est un élément de G et si Ao = ny(P:)+..+n,(P,) est un
diviseur de X (les n; sont des éléments de Z et les P; des éléments de X), alors
n1(°P1) + .. + n,.(°P.) est un diviseur de X que l'on note °a et que ’on appelle
Iimage de a par o; si X est irréductible, on a L(?a) =°?[L(a)] (i.e. 'ensemble
des (°f)fer(a))- Si X est définie sur k, et si K est une extension de k contenue
dans %, on dit que A est rationnel sur K si %a = a pour tout o de Gg. Ainsi,
si X est irréductible et définie sur k, et si a est un diviseur rationnel sur K, le
groupe Gk agit semi linéairement sur le k—espace vectoriel L(a); on note Li(a)
le sous ensemble de L(a) formé des éléments invariants par Gk. Les éléments
de Lk(a) sont les éléments de L(a) qui appartiennent & K(X), et la dimension
du K —espace vectoriel Li(a) est égale & la dimension du -E—espace vectoriel
L(a). Enfin, si A est un pinceau linéaire sur la courbe irréductible X et si a est
un diviseur sur X linéairement équivalent aux diviseurs du pinceau A, on note
Lj(a) le sous ensemble de L(a) formé des fonctions dont le diviseur est de la
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forme p — A avec D dans A; dire que A est un pinceau linéaire est équivalent
a dire que Lj(a) est un F—espace vectoriel de dimension 2. Si la courbe X
est définie sur k, et si K est une extension de k contenue dans k, on dit qu'un
pinceau linéaire A est un K —pinceau si l’on peut trouver un diviseur a rationnel
sur K, linéairement équivalent aux éléments de A, et tel que ’espace vectoriel
Lj(a) est défini sur K, i.e. admet une base formée d’éléments de Ly (a); il en
est ainsi si et seulement si Ly(a) est stable sous I'action de Gk. Notons que
cette propriété ne dépend pas du choix du diviseur rationnel a, linéairement
équivalent aux éléments de A, que 'on a choisi.

DEFINITION 1.1. Soit X une courbe définie sur le corps k, soit A un pinceau
linéaire sur X, et soit K une extension de k contenue dans k. On dit que le
pinceau A est G —invariant si, pour tout diviseur o de A et tout 0 € Gg,
It'mage de D par o est encore dans A.

Dans la suite la courbe de base est une conique; nous la notons S
plutot que X. Il est clair qu'un K —pinceau est un pinceau Gk —invariant ;
nous verrons qu’il existe des pinceaux Gk —invariants qui ne sont pas des
K —pinceaux. L’introduction de la notion de pinceau G g —invariant est justifiée
par la proposition suivante :

PROPOSITION 1.2. Soit S une conique non singuliére définie sur le corps k, A
un pinceau linéaire sur S, et K une ertension de k contenue dans k. La courbe
de Poncelet C associée a A est définie sur K si et seulement si le pinceau A est
G —invariant.

Démonstration : Soit ¢ un élément de G; par la définition des courbes de
Poncelet, la courbe ’C, transformée de la courbe de Poncelet attachée a A par o,
est la courbe de Poncelet attachée au pinceau °A, transformé de A par o (c’est
a dire au pinceau dont les éléments sont les transformés par o des diviseurs de
A). On a donc °C = C si et seulement si °A = A, et notre assertion en résulte
immeédiatement.

Etudions plus en détail les pinceaux Gk —invariants sur une conique non
singuliére définie sur k.

LEMME 1.3. Soit S une conique non singuliére définie sur le corps k, soit d > 0
un entier naturel, et soit K une eztension de k contenue dans k. Si la conique
S posséde un diviseur effectif de degré d rationnel sur K, alors tout pinceau
linéaire de degré d sur S qui est Gx—invariant est un K —pinceau.

Démonstration : Désignons par a un diviseur sur S qui est effectif, de degré
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d, et rationnel sur K, et par A un pinceau linéaire de degré d sur S qui
est Gg—invariant. Comme S est une courbe de genre 0, le diviseur a est
linéairement équivalent aux éléments de A; en conséquence, notre assertion
est équivalente a l’assertion suivante : ’espace vectoriel Lx(a) est défini sur
K. Comme on I’a rappellé plus haut, il suffit pour cela de prouver que cet
espace est stable sous l’action de Gk; soit donc f € Lx(a) et 0 € Gk, et
soit D I’élément de A tel que D — A est le diviseur de f; le diviseur de °f est
°p —%A =°D — A puisque le diviseur A est rationnel sur K; le pinceau A étant
Gk —invariant, le diviseur °D est un élément de A, donc ’f est dans Ly (a); cela
prouve I'invariance de L(a) sous l’action de Gk, ce que nous voulions.

Pour mémoire rappelons le lemme suivant :

LEMME 1.4. Soit S une conique non singuliére définie sur le corps k et d un
entier naturel ;

i) si d est pair la conique S posséde des diviseurs effectifs de degré d
rationnels sur k;

i1) si d est impair et si la conique S posséde un diviseur de degré d rationnel
sur k, alors S posséde des points rationnels sur k.

Démonstration : i) Il est clair que 'intersection d’une droite rationnelle sur
avec S est un diviseur sur S qui est effectif, de degré 2, et rationnel sur k; les
multiples de tels diviseurs donnent des diviseurs rationnels effectifs de n’importe
quel degré pair. i) Si d = 1 l’assertion est triviale; sinon on écrit d = 2d’ +1,
et on note D, un diviseur sur S qui est rationnel sur k et qui est de degré d;
on choisit alors sur S un diviseur D, rationnel sur k¥ de degré 2d’, diviseur dont
I’existence résulte de 7). Le diviseur D=D;-D, est un diviseur sur S rationnel sur
k et de degré 1. Le k—espace vectoriel Li(D) est de dimension 2, donc contient
des fonctions non nulles ; soit f une telle fonction, le diviseur (f) + D est un
diviseur sur S qui est effectif, de degré 1, et rationnel sur k; cela achéve la
démonstration.

Plagons nous maientenant dans le cas d impair ; la conjonction des deux
lemmes précédents montre que, soit la conique S est triviale (i.e. posséde des
points rationnels sur k) et alors tout pinceau G—invariant est un k—pinceau,
soit elle ne l’est pas et alors elle ne posséde pas de k—pinceau (puisque elle
ne posséde pas de diviseur de degré d rationnel sur k). Dans ce dernier cas les
pinceaux G—invariants se décrivent de la maniére suivante :

PROPOSITION 1.5. Soit S une conique non singuliére définie sur le corps k et qui
ne posséde pas de points rationnels sur k, soit d un entier naturel impair, soit K
une extension quadratique de k qui est contenue dans k et sur laquelle la conique
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S posséde des points, et soit a un diviseur effectif de degré d qui est rationnel
sur K; il existe un et un seul un pinceau linéaire G—invariant contenant a. De
plus tous les pinceaur G—1invariants sont obtenus de cette maniére.

Démonstration : Désignons par ¢ un élément de G qui n’est pas trivial sur K;
le diviseur A — A est rationnel sur K et de degré 0, donc est le diviseur d’une
fonction g définie sur K. Le transformé ’a de a par ¢ n’est pas égal & a puisque
(lemme 1.4. 49)) S ne posséde pas de diviseur rationnel de degré d sur k, donc
la fonction g n’est pas constante. Désignons par A le pinceau linéaire dont les
éléments sont les (o + B.g) + a ol @ et § sont dans k; ce pinceau contient
le diviseur °a puisque °a = (g) + a, donc c’est le pinceau engendré par les
deux diviseurs a et °a. Le diviseur de °g est a —%a, donc % =$ ou A est un
élément de K; ainsi, si (o + 3.9) + A est un élément de A, son image par o est
Ya+pB.9)+4] = (Ca+78.79) +°a = (Ca+78.3) +°a = (“a.g +7B.2) — (9) +°a =
(°a.g +°B.X) + A qui est encore dans A. Cela montre que A est invariant par o ;
comme il est aussi clairement invariant par Gal(k/K), il est G—invariant. Le
pinceau A est donc un pinceau G—invariant qui contient a; c’est le seul puisque
tout pinceau G—invariant contenant A contient aussi 4, et que A est engendré
par ces deux diviseurs. Enfin, si A est un pinceau G—invariant, alors c’est aussi
un pinceau Gk —invariant ; comme S posséde des points rationnels sur K, le
lemme 1.3. affirme que A est un K—pinceau; en conséquence A contient des
diviseurs rationnels sur K; si A est un tel diviseur, le pinceau A est donc 'unique
pinceau G—invariant contenant A dont on vient de prouver I’existence.

2. Le cas c=2. Dans ce paragraphe S est, comme précédemment, une
conique non singuliére, et A est un pinceau linéaire sur lequel nous faisons les
hypothéses suivantes : A est de degré 3 (i.e. ¢ + 1 avec ¢ = 2) et sans point
base. La premiére hypothése implique que la courbe de Poncelet C associée au
pinceau A est une courbe de degré 2; remarquons que la deuxieéme implique que
C est non singuliére, i.e. montrons le lemme suivant :

LEMME 2.1. Soit S une conique non singuliére et A un pinceau linéaire de degré
3 sans point base, alors la courbe de Poncelet associée a A est non singuliére.

Démonstration : On sait ([T'r], paragraphe 5, corollaire de la proposition 5.1.)
que la courbe de Poncelet associée au pinceau sans point base A est non
singuliére si et seulement si la condition suivante est réalisée : si n,(P,) + .. +
n,(P,) est un diviseur appartennant au pinceau A (les n; sont des entiers naturels
positifs et les P; sont des points de .S), alors tous les n; sont inférieurs ou égaux
a 3 et 'un d’eux au plus est différent de 1. Dans le cas qui nous interesse, si
ny(P1) + .. + n.(P,) est un élément de A, la somme des n; est égale & 3 donc la
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condition énoncée ci dessus est satisfaite.

En plus des hypothéses faites au début de ce paragraphe, supposons que
S est définie sur k et que le faisceau A est G—invariant ; la courbe de Poncelet
C' est alors une conique non singuliére (comme nous venons de le voir), qui est
définie sur k (comme nous I’avons vu au paragraphe précédent). On a :

PROPOSITION 2.2. Soit S une conique non singuliére définie sur k, et soit A
un pinceau linéaire de degré 3 sur S qui est G—invariant et sans point base. La
courbe de Poncelet C' associée a A est une conique non singuliére, définie sur
k, et qui posséde des points rationnels sur k si et seulement si S en posséde.

Démonstration : Les deux premiéres assertions ont déja été prouvées. Supposons
que la courbe S posséde des points rationnels sur k; elle possede alors des
diviseurs effectifs de degré 3 rationnels sur k, donc (lemme 1.3.) le pinceau A
est un k—pinceau, et donc il contient des diviseurs rationnels sur k. Soit D un tel
diviseur, et soient Q.,Q;,Q; les trois points d’intersections (non nécessairement
tous distincts) des trois tangentes a S issues des trois points du support de D
(si D contient un point avec une multiplicité m, on compte m-fois la tangente
correspondante) ; pour tout ¢ € G, on a D = D; en conséquence, pour tout
o € G,ona ("Q) + (“Q2) + (°Qs) = (Q)+(Q2)+(Qs) c’est & dire que le diviseur
(Q1)+(Q2)+(Qs) de la conique C' est rationnel sur k; on en déduit (lemme 1.3.
it)) que la conique C' admet des points rationnels. Réciproquement, supposons
que la conique C' admet des points rationnels sur k; rappelons ([T'r], b) de la
démonstration de la proposition 1.3.) que, pour tout point @ de C, il existe un
diviseur D de S et un seul appartenant au pinceau A tel que Q est 1'un des points
d’intersections des tangentes a S issues des points du support de p. Choisissons
pour Q un point de C rationnel sur k, et désignons par p 'unique diviseur de
S appartenant & A qui est associé a Q comme on vient de ’expliquer ; pour
tout 0 € G, on a °Q = Q, donc on a D = D, c’est & dire que le diviseur D est
rationnel sur k; on en déduit (lemme 1.3. i%)) que la conique S admet des points
rationnels ; cela acheéve la démonstration.

COROLLAIRE 2.3. Soit S une conique non singuliére définie sur le corps k et
soit K un corps contenant k (non nécessairement contenu dans k). Soit A un
pinceau linéaire de degré 3 sur S qui est G—invariant et sans point base. La
courbe de Poncelet C' associée a A est une conique non singuliére, définie sur
k, et qui posséde des points rationnels sur K si et seulement si S en posséde.

Démonstration : On introduit une cloture algébrique K de K; par extension
des scalaires, les données .S et A définissent une conique du plan projectif sur K
qui est non singuliére et définie sur K, et un pinceau Gal(K/K)—invariant sur
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cette conique. La courbe de Poncelet associée a cette conique et a ce pinceau est
la courbe obtenue a partir de C' par extension des scalaires & K. Notre résultat
est donc le résultat de la proposition précédente avec k remplacé par K.

Nous pouvons maintenant prouver le résultat annoncé dans I'introduction :

THEOREME 2.4. Soit S une conique non singuliére définie sur k, et soit A un
pinceau linéaire de degré 3 sur S qui est G—invariant et sans point base; la
courbe de Poncelet C' associée a A est isomorphe a S sur le corps k.

Démonstration : En vertu du corollaire 2.3. ce théoréme résulte du lemme
suivant :

LEMME 2.5. Deuz coniques non singuliéres définies sur le corps k sont isomor-
phes sur k si et seulement si les extensions de k dans lesquels elles ont des
points sont les mémes.

Démonstration : Désignons par C; et C, ces deux coniques ; par hypothese, ou
bien elles possédent toutes les deux des points sur le corps k, ou bien aucune
d’elles ne possédent de points sur ce corps. Dans le premier cas les deux coniques
sont triviales sur k, i.e. sont isomorphes, sur k, a la droite projective, donc elles
sont isomorphes sur k. Dans le deuxiéme cas nous considérons le corps k(C)
des fonctions rationnelles sur la conique C; qui sont définies sur k; c’est une
extension de k dans laquelle C) a des points ; par hypothése cela implique que C»
a des points dans cette extension. Notons [Cy] (resp. [C;]) les éléments du groupe
de Brauer Br(k) de k associés a la conique C) (resp. C;) par le dictionnaire
classique. Aucun des deux éléments [C}] et [C2] ne sont nuls puisque ni Cj, ni
C, n’ont de points rationnels sur k, et ces deux éléments sont dans le noyau de
l'inflation de Br(k) vers Br(k(C;)) puisque C; et C ont toutes les deux des
points dans k(Cj). Mais le noyau de 'inflation de Br(k) vers Br(k(C})) est,
comme nous le rappellons ci dessous (Lemme 2.6.), isomorphe & Z/2Z; on en
déduit que [Cy] et [C2] sont tous les deux égaux & 1’élément non nul de ce noyau,
donc que [C1] = [Cy]; cela signifie que les coniques C; et C, sont isomorphes
sur k et prouve le “si” du lemme ; le “seulement si” est trivial.

LEMME 2.6. Soit C' une conique plane, projective, non singuliére, définie sur k,
et sans point rationel sur k; le noyau de l’inflation du groupe de Brauer Br(k)
du corps k vers le groupe de Brauer Br(k(C) du corps k(C) est isomorphe a
Z/2Z.

Démonstration : On note Div(C) le groupe des diviseurs sur C, P(C) le
sous groupe de Div(C) formé des diviseurs principaux (i.e. des diviseurs des
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éléments non nuls de k(C)), et Pic(C) le groupe quotient Div(C)/P(C).
Comme nous ’avons rappelé au début du premier paragraphe, le groupe de
Galois G = Gal(k/k) agit sur les points et sur les fonctions de C; ces actions
induisent des actions naturelles de G sur les trois groupes Div(C'), P(C), et
Pic(C). L’application de k(C)* vers P(C) qui envoie une fonction non nulle sur
son diviseur est, par définition de P(C), surjective ; comme C est une courbe
projective, le noyau de cette surjection est %*. On a donc une suite exacte
de G—modules 0 — E* — k(C)* — P(C) — 0; de la suite exacte longue
de cohomologie associée, nous extrayons H'(G,k(C)*) — H'(G,P(C)) —
Br(k) — H?*(G,k(C)*). Rappelons que G s'identifie au groupe de Galois
de lextension k(C)/k(C); il en résulte d’une part que H'(G,k(C)*) = 0
(Théoréme 90 de Hilbert), et d’autre part que H?(G,k(C)*) s'injecte par
inflation dans le groupe de Brauer Br(k(C)) du corps k(C). Le composé de
cette inflation et de la fleche de Br(k) vers H?(G,k(C)*) de la suite exacte
longue de cohomologie est I'inflation de Br(k) vers Br(k(C)), donc le noyau
de cette inflation est isomorphe & H'(G, P(C)). Nous devons donc montrer
que HY(G, P(C)) est isomorphe a Z/2Z. Pour cela nous remarquons que, par
définition de Pic(C), on a une suite exacte de G—modules 0 — P(C) —
Div(C) — Pic(C) — 0; de la suite exacte longue de cohomologie associée on
extrait la suite exacte Div(C)¢ — Pic(C)¢ — HY(G, P(C)) — HY(G, Div(C)).
Rappelons que H!(G, Div(C)) = 0 : en effet, pour chaque orbite ¢ = {P,,...Pa}
de l’action de G sur les points de C, notons Div,(C') le sous groupe de Div(C)
formé des diviseurs dont le support est inclus dans I’ensemble {Pi,.Pa}; il est
clair que Div.(C) est un sous G—module de Div(C) et que Div(C) est la
somme directe @, Div.(C) ou ¢ décrit toutes les orbites de I’action de G sur C}
on a donc H'(G, Div(C)) = @, H'(G, Div.(C)), et on conclut en remarquant
que, pour tout orbite ¢, le G—module Div,(C) est induit au sens de [Se.1] (i.e.
coinduit au sens de [Se.2]), donc que H'(G, Div.(C)) = 0). La courbe C étant
de genre 0, un élément de Div(C) est dans P(C) si et seulement si il est de
degré 0; on en déduit d’une part que I’application “degré” de Div(C) sur Z
induit un isomorphisme de Pic(C) sur Z, et d’autre part que ’action de G sur
Pic(C) est triviale (en effet, si z est un élément de Pic(C') et si D est un diviseur
dont 'image dans Pic(C) est z, alors, pour tout o dans G, la classe de °D est
par définition I'image de z par o; mais le diviseur D — D est de degré 0, donc
les images de D et de D dans Pic(C) sont égales). Par hypothese la conique C
ne posséde pas de points rationnels, donc (lemme 1.4 ii)) elle ne posséde pas de
diviseurs de degré 1 rationnel sur k, c’est & dire qu’il n’y a pas de diviseur de
degré 1 dans le sous groupe Div(C)¢ de Div(C). Par contre, Div(C) contient
les diviseurs intersections de C' et des droites rationnels, et ceux ci sont de degré
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2. On déduit de ces deux derniers points que le quotient de Pic(C)“ par 'image
de Div(C)€ est isomorphe & Z/2Z, ce qu’on voulait.

REFERENCES

[Se.1] SERRE J.P., Cohomologie Galoisienne, L.N. n® 5, Springer-Verlag, (1965).

[Se.2] SERRE J.P., Corps locauz, Pub. Math. Université de Nancago, Hermann,
deuxiéme édition (1968).

[Tr] TRAUTMANN G., Poncelet curves and associated Theta characteristic,
Expositiones Mathematematicae, Band 6, Heft 1, (1988), pp.29-64.

[We] WEIL A., Foundations of algebraic geometry, A.M.S. Colloquium Publi-
cations, vol. XXIX, (1946).

Ph. SATGE

Université de Caen
Département de Mathématiques
Esplanade de la Paix

14032 CAEN CEDEX

FRANCE

304



Asterisque

NORBERT SCHAPPACHER
Les conjectures de Beilinson pour les courbes elliptiques

Astérisque, tome 198-199-200 (1991), p. 305-317
<http://www.numdam.org/item?id=AST_1991__198-199-200__305_0>

© Société mathématique de France, 1991, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la collection « Astérisque » (http://smf4.emath.fr/
Publications/Asterisque/) implique I’accord avec les conditions générales d’uti-
lisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou
impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie
ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

NuMbDAM
Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=AST_1991__198-199-200__305_0
http://smf4.emath.fr/Publications/Asterisque/
http://smf4.emath.fr/Publications/Asterisque/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Les Conjectures de Beilinson pour les courbes elliptiques

Norbert Schappacher

Table des Matiéres

Remarques préliminaires

La fonction L

Le centre de symétrie

. En sortant du centre

. Problémes de K-théorie

Construction d’éléments de I{3(E) ‘sur la courbe E’
Définition de ¢

Premier Cas: Courbes a multiplications complexes

Le cas général

© 0N oe W N O

Construction modulaire d’éléments de I3(E)

—
e

Comparaison entre les deux types de construction d’éléments de K2(E)

—
—

. Généralisation du théoréme modulaire

—
[\

. Le théoréme de Deninger

—
w

. Généralisation du travail de Bloch et Grayson.

S.M.F.
Astérisque 198-199-200  (1991) 305



SCHAPPACHER N.

0. Remarques préliminaires

Dans ce rapport qui se veut une introduction pour non-spécialistes, j'essaie de décrire ce
qu’on sait — et ce qu’on ignore — des conjectures de Beilinson relatives aux valeurs spéciales
aux points entiers de la fonction L d’une courbe elliptique sur Q. Quelques remarques
préliminaires s’imposent.

D’abord, force est de constater que le point de vue des courbes elliptiques proposé ici
n’est pas suggéré par la nature des conjectures et résultats en jeu, mais par le désir de rester
aussi concret que possible. En fait, nous verrons & plusieurs endroits que le formalisme de
Beilinson a tendance a nous faire sortir du cadre des courbes elliptiques.

Soulignons d’ailleurs que ‘courbe elliptique’ veut dire ici : ‘courbe elliptique définie sur
Q’. Ceci est essentiel; car dans toutes les conjectures motiviques sur des valeurs spéciales
de fonctions L, on traite une variété (plus généralement un motif) V définie sur un corps
de nombres K par l'intermédiaire de sa restriction des scalaires a Q, Rg/QV. Si V est une
courbe elliptique, alors Rj;/QV est une variété abélienne sur Q de dimension [K : Q}, ce qui
nous jetterait dans des eaux bien plus froides que celles du cas des courbes .....

Le cadre des courbes elliptiques sur Q — pour peu naturel qu’il soit — me permet d’éviter
dans cet exposé le formalisme général et abstrait des conjectures de Beilinson. Bien siir, le prix
qu’on paie est que les diverses méthodes présentées ici sembleront vraiment différentes. Le
lecteur intéressé pourra se rapporter aux premiers chapitres du livre [Rapoport, Schappacher,
Schneider 1988] pour la théorie générale. D’autre part, a la fin, on mentionnera briévement
quelques résultats obtenus depuis la rédaction de ce livre.

Derniére remarque préliminaire: I’approche qu’on prend ici retrace partiellement 1’évo-
lution historique des conjectures dont la version générale et actuelle est due & Beilinson.

1. La fonction L

Soit E une courbe elliptique sur Q. La fonction L de E est définie par le produit eulérien
suivant, convergent pour tout s € C, R(s) > 3/2.

(1.0) L(E,s) =[] Ly(E,s)7",
P

ol, pour tout nombre premier p de bonne réduction pour E — c’est-a-dire pour tout p tel
qu’on puisse trouver une équation pour E qui, lue modulo p, définit une courbe non-singuliére
E, sur le corps fini F, — le facteur eulérien en p est donné par

(1.1) Ly(E,s)=(1—ap™ +p' ™2); ap=p+1—|E,(F,)|

Nous ne précisons pas ici les facteurs eulériens aux mauvaises places p — mais voir (3.4).
De méme nous ne définissons pas ici le conducteur N de la courbe E. C’est un entier positif
divisible p.écisément par les nombres premiers ou E a mauvaise réduction.

Posons

A(E,s) = N*/?T'(s)(2x) " L(E, s).

On conjecture que cette fonction posséde un prolongement holomorphe & tout le plan complexe
satisfaisant & ’équation fonctionnelle suivante, valable pour tout s € C :

(1.2) A(E,s)=w A(E,2 —s),

avec un nombre réel w de valeur absolue 1, donc: w = £1.
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Cette conjecture est connue précisément dans les cas o1 on sait que L(E, s) est la trans-
formée de Mellin d’une forme modulaire parabolique sur I'o(V). Ceci s’exprime de fagon
géométrique en disant que E est paramétrée par une courbe modulaire X,(N). C’est-a-dire
qu’il existe une application non-constante ¢: Xo(N) — E définie sur Q. On conjecture,
d’apres Taniyama et Shimura, que toute courbe elliptique sur Q admet une telle paramétri-
sation, et, d’apres Weil, cette conjecture découlerait de certaines propriétés analytiques —
dont I’équation fonctionnelle ci-dessus — de certaines fonctions du méme type que la fonction
L(E,s).

Nous supposerons par la suite que E soit paramétrée par une courbe modulaire X,(M).
Nous disposerons donc du prolongement analytique de L(E,s); mais cette hypothése nous
permettra aussi de faire certaines constructions ‘modulaires’ ....

Choisissons en fait pour M Dentier positif minimal pour lequel une paramétrisation
¢: Xo(M) — E existe. Alors on sait, d’aprés une longue suite de travaux dont le plus récent
est dii & Carayol [Carayol 1983], que c’est le conducteur de E: M = N.

2. Le centre de symétrie

Le but des conjectures de Beilinson relatives & E est de prédire, a un facteur rationnel non
nul pres, la valeur L("(E, n) de la premiére dérivée non nulle de la fonction L(E,s) en tout
entier s. Le premier point qui vient & ’esprit — et dans un sens le plus critique — est s =1,
le centre de symétrie de I’équation fonctionnelle. Or, l’ordre r de L en s = 1 aussi bien que la
valeur L(")( E,n) font 'objet des conjectures de Birch et Swinnerton-Dyer. Ce ‘point central’
s = 1 est aussi traité par les conjectures générales de Beilinson. Mais il en représente un cas
limite. C’est d’ailleurs la raison pour laquelle les adaptations nécessaires dans le cadre de
Beilinson pour traiter le point central ne sont que briévement mentionnées dans [Rapoport,
Schappacher, Schneider 1988]. Soucieux de présenter les conjectures de Beilinson & I’état pur,
nous laisserons de méme de coté le point s = 1 dans la suite de cet exposé.

3. En sortant du centre

En dehors du centre s = 1, I’équation fonctionnelle (1.2), jointe & la convergence du produit
eulérien (1.0) aux entiers > 1, détermine déjal’ordre de L(E, s) aux points entiers: L(E,n) # 0
pourn > 2et L(E,m)=0% L'(E,m) pour m <0.

Le premier couple de nombres qu'il s’agit de caractériser a un multiple rationnel prés est
donc

(3.0) L'(E,0) et L(E,2).

Bloch — voir [Bloch 1978] — a formulé et développé la conjecture de Beilinson relative & ces
valeurs.!

D’apres Bloch, on conjecture que les nombres (3.0) sont liés & des régulateurs de certains
éléments du groupe K;(E). Nous ne reprenons pas la définition de ce K-groupe de Quillen.?
Mais nous allons en voir quelques éléments. Pour le moment, disons simplement qu’on con-
struit une application ‘régulateur’ sur I{3(F) que nous écrivons de fagon un peu naive en
choisissant une différentielle non nulle w € H°(E, Q') définie sur R;

(3.1) ro: Ko(E) — R.

! Avant on savait interpréter des valeurs spéciales de la fonction zéta d’un corps de nombres
de fagon K-théorique, grice au travail de Borel [Borel 1974] — cf. aussi les conjectures de
Lichtenbaum.

2 L’article fondamental reste, bien siir, [Quillen 1973].
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Le folklore du sujet dit que le noyau de ’homomorphisme r,, est précisément Kz(E)ors.®
Donc, si K3(E) est de rang 1 modulo torsion — cf. la conjecture [Bloch 1978, p. 512] —,
alors I'image de r,, serait un réseau dans R. Tensoriser par Q en ferait une Q-droite dans R,
dont on conjecture que c’est I'unique Q-droite dans R qui contient wy L'(E,0), ol

(3-2) wy = |/ w|
°(R)

est la période réelle de la différentielle choisie.

En fait, le rang de K»(E) ne vaut pas toujours 1, i.e., n’est pas toujours égal & I’ordre du
zéro de L(E,s) en s = 0. Ceci a été remarqué par Bloch et Grayson [Bloch, Grayson 1986],
a l’aide de calculs sur ordinateur, pour certaines courbes elliptiques. Pour comprendre ce qui
se passe, il faut considérer de plus prés I'arithmétique de la courbe E. Ecrivons une partie de
la suite exacte de localisation [Quillen 1973, §7, Prop. 3.1] du modéle régulier £ relative & sa
fibre générique E :*

(3.3) [ K(E) — Ka(€) — Ka(E) o=LL2 [ K:(€,) — (torsion 7)
P 4

Ici, le premier terme est de torsion et les conjectures générales de Beilinson impliquent que
le dernier terme est réduit a son sous-groupe de torsion. Mais les groupes K5 des fibres
spéciales du modéle régulier se calculent explicitement, mise & part la torsion : K{(&) ® Q
est non nul si et seulement si £ a mauvaise réduction multiplicative déployée en p. Autrement
dit, si la réduction E‘p en p est une courbe singuliére avec un point double dont les droites
tangentes sont déja définies sur le corps F, non seulement sur F,.. Dans ce cas on trouve
Ly(E,s)=1—p~* de sorte qu'on a

(3.4) dimq K{(£)® Q =1 =ord,=¢ Lp(E, s).
Les Conjectures de Beilinson relatives aux nombres (3.0) s’énoncent alors comme ceci:

3.5 Conjecture.
(i) dimq K2(£)®Q =1.
(1) ru(K2(8) ® Q) = wi.L'(E,0) Q.

4. Probléemes de K-théorie

En essayant de traiter cette conjecture on se heurte a deux difficultés contradictoires : d'une
part on ignore si K7(E) ® Q est un espace vectoriel de dimension finie; d’autre part on a du
mal a construire explicitement des éléments non nuls dans cet espace.

3 L’analogie avec le cas des corps de nombres est souvent appropriée. Ici on peut se souvenir
de I’application logarithmique sur les unités d’un corps de nombres qui définit son régulateur.
— Cf. la note suivante.

4 Voici I'analogie avec le cas d’un corps de nombres k: dans ce cas, le K-groupe correspon-
dant & ((k,0) et rése=; ((k,s) est K, et on a (k) = k*, mais K;1(Ok) = Of: les unités,
qui donnent le régulateur usuel.

5 Ce sont les groupes analogues aux I-groupes, mais définis en termes de modules cohé-
rents au lieu de modules projectifs. Les théories K’ et K coincident sur les schémas réguliers.
— Pour calculer les I{(&,), on se sert de dévissages du type indiqués dans [Quillen 1973, §7,
n° 3]. Il s’avere que, & torsion prés, on obtient I’homologie du graphe dual de €.
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Le premier probléme est le plus difficile. Posons J = H(E,K3)/ K2(Q), ol1 K3 est le fais-
ceau (de Zariski) sur E associé au préfaisceau qui & un ouvert U de E associe K»(I'(U, OE)).
On sait grace a Raskind [Raskind 1984] — le cas considéré ici remonte en fait & Bloch — que,
pour tout entier n > 0, le groupe J/n.J est fini. De plus — woir [Soulé 1985] — on sait que
H(E,K3) ® Q = K2(E) ® Q. Par conséquent, Ky(E)/nK3(E).K2(E)tors est fini, pour tout
n > 0. Mais ceci n’implique pas que K3(E)/K2(E)ors est de type fini. Faudrait-il construire
une espece de ‘hauteur’ sur Ko(E) .....7

Quant & la construction d’éléments de K(E)®Q, on dispose & présent de deux méthodes
différentes : soit on travaille ‘sur la courbe elle-méme’, soit on utilise la paramétrisation
modulaire. Chaque fois qu’on a ainsi construit des éléments non nuls dans K3(€) ® Q, on
cherche & comparer leurs régulateurs & L'(E,0) selon 3.5 (ii). On parle alors du probléme de
démontrer une conjecture de Beilinson faible relative au sous-espace des éléments construits.
Bien siir, si ’on savait démontrer 3.5 (i), toutes ces conjectures faibles seraient équivalentes
entre elles, et & la conjecture 3.5 (ii) tout entieére.

5. Construction d’éléments de K;(E) ‘sur la courbe E’

Cette premiére méthode pour se donner des éléments de K;(E) s’appuie essentiellement sur
les points de torsion de E.® En fait, pour tout d > 1, on construit une application

(5.0) ¢ =& Q[EJ° — Kx(E)® Q,

ol Q[E4]° est le Q-espace vectoriel des diviseurs a coefficients rationnels sur E qui sont définis
sur Q en tant que diviseurs, de degré zéro et a support dans les points de d-torsion de E.

Nous donnerons une esquisse de la construction de ¢4 dans le numéro suivant. Pour
linstant, caractérisons {4 par I'application r,, o £4.

Rappelons que w; est la période réelle de w. Choisissons w; tel que 7 = 2 ait une partie
imaginaire y = $(7) positive et tel que le réseau L = Z + Z1 C C soit le réseau rendant
(C/L,dz) isomorphe & (E, 2) sur C. Nous utiliserons des notations (1égérement modifiées)
de [We11 1976, chap. VIII]

y 7T -y
1 ALy =Y = 1T
(5.1) (L)= 1. (ne)=eap ()
Pour tout diviseur a = 37 ¢/, @x(x) sur E(C) et tout entier v > 0, on pose alors, pour tout
s tel que R(s) > £ +1:

(52) 0 a, -5 Z alZ 7» 77),

z€C/L YEL

Pour s € C quelconque, les valeurs de ces doubles séries de Kronecker sont définies par
prolongement analytique.

Avec ces notations, les éléments de Q[E,]° s'identifient sur C & des diviseurs a comme ci-
dessus sur E(C) = C/L. On normalise alors ¢ de telle fagon que, pour tout a =3, . az(z)
appartenant & Q[Eq]°, on ait

(5.3) ro(€a(a)) = —d?w, (%)21{,(0, a,2).

Cette méthode nous donne donc la conjecture de Beilinson faible suivante (utiliser I’équation
fonctionnelle (1.2) pour traduire (3.5) (ii) en un énoncé en s = 2) :

¢ Il y a quelques exemples d’éléments non nuls de IK,(E) obtenus & partir de points ra-
tionnels d’ordre infini —- voir [Mestre, Schappacher 1990, 1.3.3].
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5.4 Conjecture. Pour tout d > 1 et tout a € Q[E4]°; si £(a) € K2(E) ® Q C K2(E)®Q,
alors

y?K1(0,a,2) € L(E,2).Q.

Pour rendre cette conjecture vraiment explicite, il faut pouvoir décider :

(5.5) Pour quel a € Q[E;]°, I'élément £(a) de K(E) ® Q appartient-il &
K2(£)®Q?
(5.6) Pour quel a € Q[E,]°, la série I{;(0,a,2) est-elle non nulle ?

La réponse compléte & la premiére question est donnée par une formule calculant les
symboles modérés 9, de (3.3) & un facteur non nul prés. Voir [Bloch, Grayson 1986], [Mestre,
Schappacher 1990, 1.5.1 et 2.5.1] et [Schappacher, Scholl 1990]. La formule dépend des degrés
des réstrictions de a aux composantes irréductibles de la fibre spéciale &, et fait intervenir le
troisiéme polynoéme de Bernoulli.

En ce qui concerne (5.6), K;(0, a,2) ne devrait pas s’annuler ‘sans raison’. Malheureuse-
ment il y a en général de tres fortes raisons qui forcent la plupart des K;(0, a,2) a étre nulles.
En effet, la fonction  — I(a’,z,s) est impaire. Donc, si le diviseur a est invariant par
z — —z, alors K1(0,a,2) = 0. Or, si 'image de Galois par I’action sur les points de d-torsion
Gal(Q/Q) — Aut(Eq) contient —1, cette invariance est forcée par le fait que a est défini
sur Q.

Cette condition sur I'image de Galois est souvent satisfaite. Elle vaut systématiquement
pour tout d > 1, dés que I'image de Gal(Q/Q) dans Aut(Eiers) = GL2(Z) est aussi grand
que possible, c’est-a-dire d’indice deux — par exemple, si E est la courbe 74,7 discutée dans
[Serre 1972, exemple 5.5.0].

6. Définition de ¢

Une partie de la suite exacte de localisation de E par rapport & son corps de fonctions
rationnelles Q(E) s’écrit :

61) ][] K(Q(P)) — Ko(E) — Kr(Q(E)) o=l ]_[ Q(P)* — K\ (E)

PecE PEE

Ici, Q(P) est le corps de définition du point P de E. D’aprés un théoréme de Matsumoto, on
a, pour tout corps F',

(6.2) Ky(F) 2 F*®z F*/{(f®(1—f)| fe F—-{0,1}).

De plus, si F est un corps de nombres, alors K,(F') est un groupe de torsion. On obtient donc
une injection K2(E) @ Q — K2(Q(E)) ® Q.

Dans 6.2, le ‘symbole’ dans K5(F') correspondant & f ® g est noté {f,g}. Le symbole
modéré Op est donné par la formule bien connue

(-1 )omp(f)ordp(g)f"’d"(-")

(6‘3) {fiJ} Of‘dp(f)

7 On cite parfois des courbes par le nom qui leur est donné dans la “Table 1”7 de [Modular
Functions ... IV].
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Alors I'application &4 se construit en termes de symboles {f,g} € K2(Q(E)). Etant
donné a € Q[E,]°, choisissons des fonctions f,g € Q(E) de diviseurs (f) = da, resp. (g) =
2[d*(0)~ 3" 4 y=o(y)]- Par un lemme de Bloch [Bloch 1980, p. 8.6f], [Deninger, Wingberg 1988,
Lemma 5.2], quitte & modifier le symbole {f, g} € K2(Q(E)) par I’addition d’un symbole du
type {h,c}, h € Q(E)*,c € Q*, on tombe dans K3(E) ® Q; c’est ’élément {4(a) recherché.

Le régulateur sur K2(Q(E)) ® Q est normalisé par la régle : si ¢,9 € Q(E) avec (¢) =
Epl(z)a (1/’) = ZQI(:’;)» alors

(6.4) ro({6,9)) = — g1 ALY Y pegy (0,2 = ,2).

z,y

Ceci méne & la formule (5.3) ci-dessus (noter que les {h,c} ont un régulateur nul).
Remarquons que, si d,e > 1, alors on a

(6.5) €de = ezfd.

7. Premier Cas: Courbes & multiplications complexes

Dans ce cas, la conjecture faible 5.4 a été démontrée par Bloch, ¢f. [Bloch 1978], [Bloch 1980].
Un exposé de cette démonstration du point de vue des conjectures générales de Beilinson se
trouve dans [Deninger, Wingberg 1988]. Une présentation  la fois élémentaire et trés raffinée
a été donnée par Rohrlich, [Rohrlich 1987]. Voici son résultat.

7.1 Théoréme. [Rohrlich 1987] Soit E une courbe elliptique sur Q telle que End/?2 E soit
isomorphe & un idéal B = Z + Z7 du corps quadratique imaginaire K. Alors pour tout choix
de fonctions Q-rationnelles sur E : f,g € Q(FE) a support dans Er,, on trouve que

rllfug) _ r )
m - z,y;;',.,,.(o d:f) (ordyg) a(z —y),

avec des nombres rationnels a(z —y) qui ne dépendent que de 'orbite de (z,y) € Eiors X Etors
sous l’action diagonale de Gal(Q/Q) et qui peuvent étre calculés explicitement en termes
du caractére de Hecke x de I correspondant & E. De plus, pour un choix convenable de

f,9 € Q(E), on trouve que r({f,g}) # 0.

On démontre ce résultat grace au fait bien connu — di & Deuring — que la fonction L
d’une courbe elliptique définie sur Q & multiplications complexes par K (définies sur Q) est
une fonction L de Hecke du corps I : L(E,s) = L(x,s). Et la fonction L d’un caractére de
Hecke de K s’écrit comme combinaison linéaire de séries de Kronecker — c’est un exercice
sur la théorie du corps de classes de I.

Notons qu’une courbe a multiplications complexes a partout bonne réduction potentielle
— son invariant j est entier —, donc n’a jamais réduction multiplicative. Par conséquent, 8
dans 3.3 est identiquement zéro et la question 5.5 a une réponse triviale.

Le cas des courbes a multiplications complexes est donc trés favorable a la méthode du
§5 poue se donner des éléments de IV(E). Rappelons quand méme, du coté négatif, qu’on ne
sait ni la finitude de dimq K»(£)® Q = dimq K,(E)®Q, ni si les symboles { f, g} considérés
dans le théoréme engendrent un Q-espace fini.
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8. Le cas général

Les courbes sans multiplication complexe sont beaucoup moins bien adaptées a la méthode du
§5 — aussi bien pour des raisons théoriques qu’a cause de I'insuffisance de nos connaissances
actuelles.

D’abord nous avons déja remarqué & la fin du §5 qu’il peut trés bien arriver en général
que les images de toutes les applications £4 ne contiennent que des éléments de régulateurs
zéro. La méthode du §5 ne nous donne donc pas de conjecture faible non triviale.

Supposons donc pour le reste de ce numéro que l’action de Gal(Q/Q) est suffisamment
petite pour au'il existe des r,, o 4 d’image non nulle. Alors, si E n’a pas de multiplication
complexe, on ne sait pas démontrer la conjecture 5.4 — exception faite des rares cas ol une
comparaison de I'image des {4 aux éléments donnés par la méthode modulaire est possible:
voir §10 plus loin. Toutefois on a des résultats numériques trés convaincants, diis & Bloch et
Grayson [Bloch, Grayson 1986).8 Bien siir, ces calculs de quotients

y2 I{l (01 a, 2)
L(E,2)

ne peuvent jamais démontrer que ce sont des nombres rationnels dés que 9(€4(a)) = 0. Mais
le fait que Bloch et Grayson trouvent systématiquement et avec une excellente précision des
fractions sans facteur premier surprenant est trés rassurant. Tout ce qu’on peut démontrer
sur ordinateur est que certaines séries ' (0, a, 2) sont non nulles.

Il est intéressant de remarquer que ces vérifications numériques sont aussi un test, du
coté des séries de Kronecker, de la conjecture suivante, conséquence formelle de 3.3 et 3.5,(i)

(8.1) dimq K2(E)®@ Q = 1+ |{p | Lp(E.s) =1 —p~*}]
En fait, comme on ne calcule que des éléments de la forme £4(a), le test est méme plus fin :

Le phénomeéne des ‘relations exotiques’

La différence la plus importante entre le cas général et celui des courbes a multiplications
complexes est ’écart entre K»(€) @ Q et K3(E) ® Q, décrit selon 3.3 par le symbole modéré
0. Le comportement de 9 sur les éléments de la forme €4(a), joint & la conjecture 8.1, prédit
donc la dimension du Q-espace engendré par les £4(a). On cherche alors numériquement un
nombre correspondant de dépendances linéaires sur Q entre les nombre réels K;(0,a,2). On
appelle parfois relations ezotiques ces relations linéaires entre séries de Kronecker forcées par
le symbole modéré 9, et non expliquées par la seule dimension conjecturée de I’espace ambiant

Ky(E)® Q.

9. Construction modulaire d’éléments de K(E)

La deuxiéme méthode pour se donner des éléments de K7( E) repose sur ’hypothése — que
nous avons faite vers la fin du §1 — que E est paramétrée par une courbe modulaire. La
méthode est due a Beilinson [Beilinson 1985] — pour les détails on renvoie a [Schappacher,
Scholl 1988]. Voici I'idée principale.

Dans la construction de € au §6, on faisait appel a un lemme de Bloch qui permettait de
relever des symboles de IV2(Q(E)) a K2(E). En général, ce lemme s’applique a une courbe

8 En préparant notre travail [Mestre, Schappacher 1990], Mestre et moi avons refait quel-
ques-uns des calculs de Bloch et Grayson, et aussi traité d’autres courbes.
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(projective lisse) X sur un corps F et des fonctions rationnelles f,g € F(X) dont les diviseurs
sont & support dans un ensemble X de points de X(F') tels que, pour tous z,y € X, le
diviseur de degré zéro (z) — (y) soit un point de torsion de la jacobienne Jac(X). Alors quitte
4 modifier le symbole {f,¢} € K(F(X)) par un symbole du type {h,c}, h € F(X)*,c € F*,
on peut le relever dans K,(X) ® Q.

On applique ce lemme aux courbes modulaires X = X(T') relatives aux sous-groupes
de congruence I' de SLy(Z), avec pour X*° I’ensemble des pointes. Cet ensemble satisfait
I’hypothése du lemme d’aprés le théoréme de Manin et Drin’feld. Les fonctions f,g seront
alors celles dont les diviseurs sont concentrés aux pointes, autrement dit, ce sont des unités
modulaires.

Soit donc X = X(I') une courbe modulaire avec I' C I'c(N). Par conséquent on a un
morphisme propre ¢ : X — Xo(N) — E. Pour ce genre de morphisme, ¢, : Ko(X) —
K,(E) existe. Appelons P le sous-espace de K3(E)® Q engendré par tous les éléments de la
forme ¢.({f,9}), olt f,¢ sont des unités modulaires sur X(T') et I' décrit les sous-groupes de
congruence de I'o(N). Alors Beilinson démontre le

9.1 Théoreme. (i) r,(P) = wy L'(E,0).
(i) P C K2(€)® Q.

La démonstration part de la formule qui définit le régulateur d’un symbole {f,g}. La voici,
a un facteur normalisant * prés qu’il est inutile de préciser ici.

(92) rllhop == [ 1oglsl () ngre

Cette formule est générale, c’est-a-dire qu’elle est aussi valable dans le cadre de I’application
¢ construite au §6. Le fait qu’elle se traduit alors en une combinaison de séries de Kronecker
se démontre soit par une analyse harmonique — wvoir [Deninger, Wingberg 1988] — soit par
d’autres astuces analytiques — comme 'analogue de la méthode de Rankin et Selberg évoqué
dans [Rohrlich 1987).°

Pour déduire 9.1 (i) de la formule 9.2, on interpréte le terme log |f| comme une série
d’Eisenstein non holomorphe et le terme d log ¢ comme le conjugué complexe d’une série
d’Eisenstein holomorphe. Cette derniére se décompose selon des caractéres de Dirichlet pairs
X, et lintégrale qui en résulte se lit finalement comme une convolution de Rankin-Selberg.
Elle donne, a quelques facteurs moins essentiels pres, le produit L(E @ x,1).L(E,2) dont le
premier terme correspond & la période w;. — Nous renvoyons & [Schappacher, Scholl 1988]
pour tous les détails.

La démonstration de 9.1 (ii) était insuffisante dans [Beilinson 1985] et est donnée dans
[Schappacher, Scholl 1988, §7].

10. Comparaison entre les deux types de construction d’éléments de K,(E)

Ce qu’on sait démontrer dans cette direction est tellement piétre qu’il convient & peine d’y
consacrer un numéro de ce rapport. Le probléme est que les points de torsion de la courbe
E utilisés dans 'approche du §5 ne se rameénent que trés exceptionnellement aux pointes de
Xo(N). Plus exactement, soit P un sous-schéma en groupes fini de E défini sur Q. Afin de

® Pour ramener les expressions trouvées par Rohrlich aux séries de Kronecker que nous
utilisons, il faut encore faire intervenir I’équation fonctionnelle des doubles séries de Kronecker

[Weil 1976, p. 80, formule (32)].
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comparer directement r.,(€|p|(a)), pour tout a € Q[P]°, au régulateur d’un élément conven-
able de P, il faudrait que ¢~!(P) C X°°. Mais ceci n’arrive presque jamais : le degré de
Xo(N) — E croit déja plus vite avec N que le nombre des pointes.

Quelques exemples ol une comparaison peut quand méme étre effectuée se déduisent de
certaines courbes involutoires convenables : voir [Mestre, Schappacher 1990, 1.6]. Le premier
exemple, particulierement simple, est la courbe E = X;(11) dont la torsion rationnelle est
identique & l'ensemble des pointes.!® Sur ordinateur on vérifie que K;(0,a,2) # 0 pour un
choix convenable de a a support dans les points rationnels de E. X;(11) est donc une des
rares courbes E sans multiplication complexe pour lesquelles on sait démontrer la conjecture
5.4 pour les diviseurs a € Q[E(Q)¢ors]°-

En général, trouver de tels exemples revient & démontrer que certaines intersections de
groupes de congruence sont encore des sous-groupes de congruence. C’est souvent un probléme
épineux.

11. Généralisation du théoréme modulaire.

Dans [Beilinson 1986], Beilinson démontre une ‘conjecture de Beilinson faible’ pour les courbes
elliptiques (paramétrées comme toujours par une courbe modulaire) relative & tous les nom-
bres L'(E,m), L(E,n) avec m < 0, n > 2. Pour comprendre la difficulté de la chose, il faut

savoir d’abord que les conjectures de Beilinson lient L(E,n) aux régulateurs sur K ;ZZ_ 1)(E),

la partie graduée de poids n par rapport a la filtration v sur Ky(n—1)(E). Pour n > 2 cet
espace vectoriel est de nature assez différente de K> (E)QQ = K«_?)(E): les indices supérieurs

et inférieurs n’étant plus les mémes, on sort des K-groupes ‘a la Milnor’; K,L(,(",Z_I)(E) n’est
plus engendré par des ‘symboles’, i.¢., par des éléments obtenus par cup-produit a partir de
K. Aucun analogu€ des méthodes qu’on a vues plus haut n’est donc directement applicable
aux K-groupes en question.

Le reméde est de passer & une variété auxiliaire V. -5 E de dimension telle que
P’homomorphisme de Gysin . aboutissant a I\',_E?l_l)(E) provienne d’un K-groupe ‘sym-
bolique’ de V. Les variétés utilisées par Beilinson sont les variétés de Kuga-Sato d’ordre n —2
attachées aux courbes modulaires X — X (N) — E comme ci-dessus :

déf

V=A><x...><xA,

ou A est la courbe elliptique universelle au-dessus de X — on peut supposer N > 3 — et
on prend n — 2 fois le produit fibré. Alors V est de dimension relative n — 2 sur X et donc
sur E, et 9, : Ké?'(,n_';;))(V) — Ké?fi_”(E). Les fonctions sur V' qui remplacent les unités
modulaires du théoreme 9.1 sont encore celles dont les diviseurs sont concentrés au-dessus
des pointes de X.

C’est Scholl qui a récemment étendu la démonstration de Beilinson & toutes les valeurs
aux points entiers (non centraux) des fonctions L de formes modulaires f de poids > 2. Une
des difficultés de base de ce travail était de définir un vrai motif (au sens de Grothendieck,
découpé par des cycles algébriques ...) dont la fonction L est L(f,s). — Cf. [Scholl 1989].

Notons en passant que, en dehors de s = 0, s = 2, il n’y a conjecturalement pas de
différence entre Kéz': _H(E) et I\’;;',i _1)(€). Ceci découle d’une suite analogue a 3.3 et de
conjectures sur la I{-théorie de schémas sur les corps finis.

10 Noter que, pour la comparaison, il n’est pas suffisant de savoir que les pointes engendrent
la torsion rationnelle.
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12. Le théoréme de Deninger.

Dans [Deninger 1989], Deninger démontre une conjecture de Beilinson faible pour les courbes
elliptiques & multiplications complexes relative & tous les nombres L'(E,m), L(E,n) avec
m < 0, n > 2. Sa méthode est plus ou moins analogue & celle du §5, mais s’inspire aussi du
travail de Beilinson mentionné ci-avant. En fait au lieu des variétés de Kuga-Sato utilisées par
Beilinson, Deninger considere le motif Sym?"~3E. La clé de sa démonstration est 'observation
selon laquelle les multiplications complexes permettent de définir un morphisme de motifs

Sym?"—3E 2 H 1(E). En fait un des ingrédients de la définition de 9 est ’application
tdg x \/di: ExE — E,

ol K est le corps des multiplications complexes de E et 'élément \/di € K est identifié & un
endomorphisme de E. — Pour un peu plus de détails sur la méthode de Deninger, le lecteur
peut consulter ’exposé introductoire [Deninger 1988].

Mentionnons que la méthode s’étend assez naturellement & toutes les fonctions L de
Hecke des corps quadratiques imaginaires.

13. Généralisation du travail de Bloch et Grayson.

Si Von veut généraliser le travail de Deninger aux courbes elliptiques sans multiplication
complexe, on ne se heurté pas seulement aux difficultés — déja monstrueuses — rencontrées
lors du passage du §7 au §8, mais ’absence d’'un morphisme ¢ comme ci-avant change assez
fondamentalement les régles du jeu: Comme on ne peut plus redescendre a la courbe elle-
méme, on est amené a comparer de fagon numérique les valeurs spéciales L(Sym*E, k +1) &
des déterminants de valeurs spéciales de séries de Kronecker. Ici des obstructions provenant
du symbole symbole modéré resurgissent comme au §8, et on découvre numériquement des
‘relations exotiques’ entre séries de Kronecker.

Ainsi on a vérifié dans [Mestre, Schappacher 1990], pour un certain nombre de courbes
E sans multiplication complexe, que

4 » -
Yy 12(0,a,3) I(0,a,2) 2
3 dét (I\"Q(O,b,3) Ko(0.b.2) € L(Sym*E,3) Q

si les diviseurs a,b € Q[E;,,s]° échappent aux obstructions provenant du symbole modéré
— obstructions qui se calculent par une formule analogue a celle mentionnée au paragraphe
suivant 5.6, mais qui fait maintenant intervenir le quatriéme polynéme de Bernoulli. Le fait
que le régulateur est devenu un vrai déterminant tient a ce que la dimension du K-groupe en
question, Kés)(Sysz)z, est conjecturée d’&tre 2, tout comme 'ordre du zéro de L(Sym?E, s)
en s=0.

Au §8 on était amené & supposer que 'action de Gal(Q/Q) est suffisamment petite pour
admettre des 7, 0 {4 d'image non nulle. Maintenant, le fait qu’on veut avoir un déterminant
non nul a l'aide de diviseurs qui échappent aux obstructions provenant du symbole modéré
impose des conditions plus sévéres. Ainsi on démontre dans [Mestre, Schappacher 1990, 3.4]
que, & Q-isomorphisme prés, il n’y a qu’'un nombre fini de courbes elliptiques E sur Q
d’invariant j non-entier, munies d'un point rationnel T d’ordre fini, telles qu’il existe des
diviseurs a,b € Q[(T)]° qui échappent aux obstructions provenant du symbole modéré et
tels que le déterminant de la matrice

K2(0,2,3) Ko(0,a,2)
I\’2(0» b, 3) K0(07 b7 2)

soit non-nul.
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RESULTATS QUANTITATIFS EN
APPROXIMATION DIOPHANTIENNE

par

Hans Peter SCHLICKEWEI

1. Le Théoréme du Sous-espace quantitatif.

Rappelons le théoréme de Roth [12]: Soit o un nombre algébrique de degré
d > 2, soit 6 > 0. Alors il n’existe qu’un nombre fini de nombres rationnels ?y-
tels que

(1.1)

soit satisfait.

Il est bien connu que ce résultat est ineffectif dans le sens suivant: la
preuve ne permet pas d’obtenir des bornes supérieures pour les valeurs ab-
solues |z|,|y| des solutions de (1.1). En revanche on peut obtenir par la
méthode de Roth des bornes supérieures pour le nombre de solutions % de
(1.1). (cf. Davenport et Roth [3], et plus récemment Bombieri et van der
Poorten [1] et Luckhardt [8]). Remarquons que (1.1) est presque la méme
chose que

(1.2) lyllya — 2| < |x|°

ou x = (z,y) et |x| = v/22 + y2. Dans (1.2) nous avons deux formes linéaires
a coefficients algébriques L;(x) = y, L2(x) = ya — z qui sont linéairement
indépendantes. La généralisation & n dimensions est le fameux théoréme du
sous-espace de Wolfgang Schmidt [20] (1972):

S.M.F.
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Soient L1(x),... ,Ln(x) des formes linéaires linéairement indépen-
dantes a coefficients algébriques en x = (x1,... ,2,). Soit 6§ > 0.
Considérons Uinégalité

(1.3) |L1(x) - La(x)] < |x]7°
ot |x| = /a2 +---+z2. Alors il existe un nombre fini de sous-
espaces propres Uy,... ,U; de Q" tels que chaque solution x € ZI"
t

de (1.3) soit contenue dans UU,-.

i=1

Ce théoreme a été généralisé indépendamment par Dubois et Rhin [4] et
par Schlickewei [13] au cas des valeurs absolues p-adiques.

Dans un travail récent Wolfgang Schmidt a trouvé comment donner une
version quantitative de son théoréme du sous-espace [22]. Ceci a été généralisé
ensuite par Schlickewei aux valuations p-adiques [15] et aux corps des nombres
[18]. Nous allons citer ici le résultat principal de [18]. Mais d’abord il nous
faut introduire quelques notations.

Soit K un corps de nombres de degré d. Soit M(K) l’ensemble des
places de K. A chaque v dans M(K) nous associons la valeur absolue | |,
normalisée de la maniére habituelle: sur @ on a | |, =| | (valeur absolue
standard) si v est archimédienne et |p|, = p~! si v est au-dessus du nombre
premier p. Pour @ = (0y,... ,0,) € K™ et pour v € M(K) nous posons

o Vw2 + -+ ]an2  pour v archimédienne
al, =

max |o;l, pour v nonarchimédienne,
1<i<n
et nous écrivons
— Laldy/d
lallo = lals
ou d, = [K, : Q] est le degré local du complété K,. Finalement nous

définissons la hauteur (projective) de a par

H@= J[ lel.

vEM(K)

Etant donnée une forme linéaire L(x) = ayx; + - - - + ap, a coeflicients dans
K nous définissons

I Ll =llall, et H(L)=H).
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THEOREME 1. [18] Soit K une extension normale de Q de degré d. Soit
S un sous-ensemble de cardinalité s de M(K). Pour chaque v € S, soient
L(lv), ... L) des formes linéaires en x = (z1,... ,2n), & coefficients dans K,
linéairement indépendantes. Soit 0 < 6 < 1. Considérons I'inégalité

LB Nl
1.4 < H .
(4 gsH 2onsn

Alors il existe des sous-espaces propres Sy,...,St, de K™ avec
(1.5) t = c(n,d,5,6) = [(8sd)”" 565‘2]

t1

tels que chaque solution B € K™ de (1.4) ou bien soit contenue dans US,- ou
i=1

bien ait une hauteur satisfaisant

(16)  H(B) <max{(n!)%, H(Lg”))g_"f_d wesS;i=1,... ,n)}.

Le résultat quantitatif de W. Schmidt [22] traite le cas olt S contient une
seule valeur absolue archimédienne et ol les solutions B sont prises dans Q™.

La partie interessante dans le Théoréme 1 est le fait que la borne (1.5)
pour le nombre de sous-espaces ne dépende que du degré d de K, de la dimen-
sion n, du nombre des valeurs absolues intervenant, et de §. En particulier
la constante ne dépend pas du discriminant du corps, elle ne dépend pas des
formes Lgv) ni des idéaux premiers p correspondants aux valeurs absolues
nonarchimédiennes dans S. Nous allons voir plus bas que ce théoréme donne
des bornes supérieures uniformes pour le nombre de solutions d’une grande
classe d’équations diophantiennes.

2. Réduction du Théoréme 1 au cas rationnel.

Dans [15] nous avons démontré 1’énoncé suivant, que est une variante du
Théoréme 1 dans laquelle les solutions sont rationnelles.

THEOREME 2. [15] Soit K un corps de nombres de degré d. Soit R un sous-
ensemble de M(Q) de cardinalité r contenant la place a I'infini. Pour chaque

321



SCHLICKEWEI H.P.

v € R, on choisit une extension | |, de v & K, et on se donne des formes
linéaires Lgv), ... ,Lﬁ,") enx = (z1,... ,y) a coefficients dans K, linéairement
indépendantes. Soit 0 < € < 1. Considérons I’inégalité

@) [P LP), < (H | det (L(;’),... ,Ls,v>) |v) x|~

vES vES

Alors il existe des sous-espaces propres Ty,...T;, de Q™ avec
(2.2) t2 — [(Ssd!)226n 56 6_2]

t2
tels que chaque solution x € Z" de (2.1) ou bien soit contenue dans UT’ ou

bien ait une norme |x| = \/2? + - -+ + x2 vérifiant

(2.3) x| < max {(n!)g, HILY) (wesS, i=1,... ,n)}.

=1

Nous ne parlerons pas ici de la preuve du Théoréme 2. Nous remar-
quons seulement qu’elle a besoin de toute la machinerie de Thue-Siegel-
Roth—Schmidt. Au lieu de donner des détails sur cela nous nous contenterons
d’indiquer comment on peut déduire le Théoréme 1 du Théoreme 2.

Pour transformer (1.4) en une forme ressemblant a (2.1) nous remarquons
d’abord que pour chaque v € S nous avons

L - | ZD o < | det(LS7, ..., L) (|0 (H(LE) - - HLD))d.
On voit immédiatement que si
P
H(B)? > H" ot H =max{H(L$”)) (ves; i=1,...,n)}

alors (1.4) implique

(2.4)

@) (gy...L® T
[ L Boie Ol o (] aeezt?.....2) BECuat
vES v ves

Notons que (2.4) est homogene en . Par conséquent nous pouvons supposer
sans perte de généralité que le vecteur B dans (2.4) a des composantes entiéres
algébriques dans I.
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L’idée générale est maintenant d’utiliser une base entiére de K sur Q

disons 7;,... ,7q4 et d’exprimer B = (fi,...,B,) dans cette base c’est a dire
(2.5) Bi=zav1+ -+ TidVd
avec z;; € Z, puis de remplacer 8 par X = (Z11,... ,&1ds+++ s Znly--- ,Tnd) €

7™ et enfin d’utiliser le Théoréme 2. Grace A cette transformation, nous
pouvons simplifier la situation en supposant que pour tout v dans S, si p est
la place de M(Q) que divise v, S contient toutes les places de K au dessus de

p. Les formes L(v) L) avec v | p sont transformées par (2.5) dans des
formes Ml(f), M,(f;), ,Ml(s),...M,(f;) €N T11,.-+ yL1ds+-+ yTnlye-- s Tnds

et on voit aisement qu’on a

T 1Z0®) - LOB) [l = IMP) - ME )2
vES
vlp

En outre nous obtenons

TT 1l det(Z{?,...L 1o = |det(MD, ... “”)13 Dy %

vES
vlp

ou Dy dénote le discriminant de K sur Q. Pour appliquer le Théoréme 2
il suffira de remplacer H(B) par |x| = \/z%, + -+ + 22, avec z;; défini dans
(2.5).

Usuellement la procédure pour arriver a cette situation consiste a choisir
un multiple de B, disons A3, tel que AB ait des composants entiéres, et tel que

_1
II 1281 > |Dk|™%;

v€E Mo (K)

nous avons noté My(K) les places nonarchimédiennes de K. Alors un calcul
simple montre, que nous pouvons remplacer (2.4) par

[T 1MP)- MB ),

PES(Q)
(26) 4 4
< (M 1ae... ) Yiowe( T W)
pES V€M (K)
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ol My (K) désigne les places a l'infini de K, ou S(Q) désigne les places de Q@
qui sont au-dessous des places de S, et ol ¢ est une constante positive, qui ne
dépend que de n et de s. Pour remplacer

IT 18l par Ix|

vE Moo (K)

on choisit usuellement une unité £ dans K telle que

(2.7) Bl < e TT 181,

’UeMoo(K)

pour chaque valeur absolue archimédienne | |, de K, ou Ry est le régulateur
de K et ou c est une constante positive qui ne dépend que du degré d de K.
Mais on ne sait majorer e°?% que par une expression qui dépend exponen-
tiellement de D ; une telle borne donnerait finalement une inégalité du type
(2.8)

D, -4
II |M£f><x>---M,£';>(x>|,,<( II |det<Mf;’>,...,Mi';>>|,,)e “Ix|7%
PES(Q) PES(Q)

ol c¢; est une constante positive.

Pour obtenir un résultat qualitatif cette méthode suffit, et en effet elle

a été appliquée dans W. Schmidt [21] aussi bien que dans Schlickewei [14].

Dans le cas quantitatif la situation est plus compliquée. Pour appliquer le
c1

Théoréme 2 a (2.8) nous remarquons que le facteur ¢’ a une influence

dévastatrice: nous obtiendrons une valeur ¢; dans (1.5) qui dépendrait de
.DI{.

Une méthode pour éviter ce probléme est de choisir un multiple entier
algébrique de B, disons \B, avec |Ni,q(N)| < |Dk|? tel que (2.7) puisse étre
remplacé par

(2.9) max Ml <IDel® [ 1B

V€ Moo (K) e MoK
oo

ce qui est possible d’apres le théoreme de Minkowski. Si nous appliquons cette
procédure nous aboutissons finalement a

(2.10)

_$
II |Mfi’><x)---M£’;>(x)lp<( II Idet(Mﬁ’),---,Mf,'é))l,,)lDzchXI 1.
P€ES(Q) PES(Q)
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Il reste une difficulté: nous avons toujours le discriminant dans (2.10), mais
d’une maniére moins méchante que dans (2.8). Pour maitriser la situation,
le détour que nous prenons consiste & partager les solutions B8 de (1.4) en
classes de la maniére suivante: deux solutions B et ' appartiennent & la méme
classe Cp, si les composantes f3i,...,0, de Bet B,...,3, de B définissent
le méme corps intermédiaire L avec K O L D Q. Comme le nombre de corps
intermédiaires L est borné par 2%, il est clair que notre probléme est résolu si
nous savons traiter chaque classe C.

Maintenant pour la classe C'j, correspondant au corps L, nous procédons
comme ci-dessus, sauf que nous remplacons B par la transformation (en sup-
posant B € L")

Bi =Ty + -+ Tieve

ol vi,...,7¢ est une base entiére de L sur Q. Nous obtenons ainsi une formule
analogue & (2.10), mais avec des formes M), ..., M®) et avec Dy remplacé
par Dy pour les solutions # € Cr. D’aprés un théoréme de Silverman [25],

pour chaque vecteur B dans K™, qui définit L, nous avons la minoration

(2.11) H(B) > c(&)| D]/,

Revenons a (1.4) en nous limitant & des solutions 8 dans C'. En utilisant
la borne inférieure (2.11) nous pouvons montrer avec un “principe de trous”
que les solutions B € Cp de (1.4) avec H(B) < |Dr|® sont contenues dans
I'union d’un nombre de sous-espaces propres de K™, qui est plutot petit par
rapport a la borne (1.5). En tenant compte de cela nous pouvons en fait
supposer que H(f) est trés grand par comparaison & |Dg|, ce qui va impliquer
dans (2.10) que |x|%/® > |D|¢. Ainsi nous obtenons pour Cy une inégalité
du type

(2.12)
I :M§f><x>~--Mf,‘z><x>|p<( I |det<M£f>,...,M,i'?)l,,)mr&/s,
PES(Q) PES(Q)

a laquelle nous pouvons appliquer le Théoréme 2.

3. Equations en S-unités.

Une des conséquences principales du Théoréme 1 est le résultat suivant
sur les équations en S-unités.

325



SCHLICKEWEI H.P.

THEOREME 3. [19] Soit K un corps de nombres de degré d. Soit S un sous-
ensemble de M (K) de cardinalité s contenant toutes les places a I'infini. Nous
dirons qu’un élément z € K* est une S-unitési || z ||, = 1 pour chaquev ¢ S.
Soient ay, ... ,a, des éléments non nuls de K. Alors le nombre N(ay,... ,a,)
de solutions de I’équation

(31) a1+ taz, = 1

en S-unités x1,... , Ty, tels qu'aucune sous-somme propre a;, Z;, +- -+ +a;, T;,
s’annulle, satisfait

(3.2) N(ay,... ,an) < (4sd)2"" <

Le Théoréme 3 prouve une vieille conjecture de Siegel [24]. Rappelons
que Mahler [9] était le premier a étudier les équations en S-unités dans le cas
particulier n = 2, K = Q, a; = a; = 1. Il a montré que le nombre de solutions
est fini. Dans le cas n = 2 Evertse [5] en 1984 a obtenu un résultat beaucoup
plus précis que (3.2). En effet il a montré que

N(al,ag) S 3- 7d+23.

Pour n quelconque, van der Poorten et Schlickewei [10] en 1982 et indépen-
damment Evertse [6] en 1984 ont démontré, que (3.1) n’admet qu’un nombre
fini de solutions en S-unités. Ces résultats étaient obtenus par une application
du théoréme du sous-espace p-adique qualitatif de Schlickewei [14]. En 1988
Evertse et Gyory [7] ont démontré

N(ay,...,a,) < C(n,K,S),

c’est-a-dire qu’il existe une borne pour N(ay,... ,a,) qui ne dépend pas du
choix particulier de ay,... ,a, dans K. Mentionons que le cas rationnel du
Théoréme 3 a été démontré dans [16).

Ce qui est interessant avec la borne (3.2) n’est pas tellement la forme
explicite mais d’abord le fait que la borne ne dépend pas de a4, ... ,an, ensuite
que la dépendance en K ne fait intervenir que le degré d de I{, et enfin que la
borne dépend seulement de la cardinalité de S (et non pas des idéaux premiers
particuliers contenus dans S).
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La preuve du théoréme 3 se fait a partir du Théoréme 1 de la maniere
suivant. Au lieu de (3.1), nous étudions I’équation homogeéne

(3.3) 121+ + @nZp + An41Tp41 =0
en S-unités x1,... ,Ty41, OU AUCUNE SOUS-SOMINE PIOPre @;, Tj, +- - ~+a;, Tj, Ne
s’annulle, et nous prouvons que le nombre de solutions projectives (z1,... ,Zn41)

de (3.3) est borné par (3.2). Posons
(3.4) Bi=a;xz; (i=1,...,n+1) et B=(b1,-..,0n).

11 suffit de traiter 1’équation

(3.5) Bi+ -+ Bny1 =0.
Nous introduisons les formes linéaires

Li(B) = b
(3.6) :

Ln(B) = Bn

Ln+1(ﬂ) = ;81 + - +ﬁn
Notons que nous avons L,4+1(8) = —Bn+1 & cause de (3.5) et (3.4). Comme
les z; sont des S-unités nous obtenons grace a (3.4)
(3.7 [TIL:B - Lot:B) lo = T a1+~ ans1 [lo -
vES v€ES

Pour v ¢ S, nous avons || 53; ||, = || ai [|+. Choisissons pour chaque v € S un

indice #(v) avec
| Bicwy llo = max || Bj |l

1<j<n+1
et posons I(v) = {1,...,n+ 1}\{i(v)}. Alors (3.7) implique
69 I T1 120 = (T harom ) TT , gmax 16057
v€S i€l(v) veS ves 7=
Apres un calcul simple nous déduisons de (3.8) en posant

A= |t
(ILNar-anen )T max e 1)

| Li(B) || R
(39) — < c(n)AH(B)"" .
I 11 e,

327



SCHLICKEWEI H.P.

Si nous supposons que
(3.10) HB)? > c(n)A,

nous pouvons appliquer le Théoréme 1 a (3.9) avec 6 = % Par conséquent les
solutions de (3.5) avec (3.10) sont contenues dans la réunion de c(n,d, s, 3)
sous-espaces propres de 1'espace U de K™*! défini par (3.5).

Il reste a considérer les solutions petites, qui ne satisfont pas (3.10), c.a.d.
les solutions B telles que

(3.11) H(B) < c1(n)A%

Pour cela nous appliquons un “principe de trous”, qui utilise d’'une maniére
essentielle ’équation (3.5) et qui donne comme résultat que les solutions de
(3.5) satisfaisant

(3.12) B < H(B) < BAY/(»*~1))

sont contenues dans la réunion d’au plus (n + 1)2¢ 92n’s sous-espaces propres
de lespace U des solutions de (3.5). Comme lintervalle [1, A?] peut étre
couvert par au plus 4(n? — 1) intervalles du type (3.12), nous voyons, que les
petites solutions (satisfaisant (3.11)) sont contenues dans la réunion d’au plus
4(n? = 1)(n + 1)2322"23 sous-espaces propres de U.

Finalement toutes les solutions de (3.5) sont contenues dans la réunion
d’au plus ¢(n, d, s) sous-espaces propres de U. Le Théoréme 3 s’en détuit par
récurrence.

Il est bien connu, que le Théoréme 3 a beaucoup d’applications (suites
récurrentes, équations diophantiennes, théorie algébrique de nombres ...).
Indiquons pour terminer deux conséquences simples.

Dans la session de problémes aux Journées Arithmétiques de Luminy
1989 Bourgain a posé la question suivante: Soit & un nombre algébrique de
degré d, tel que pour tout n € N on a Q(a™) = Q(«). Existe-t-il une constante
¢ = ¢(a) ayant la propriété suivante: Pour chaque sous-espace linéaire propre
W de Despace vectoriel Q(c) sur Q Pensemble {n | n € N, o™ € W} a
une cardinalité inférieure a c(a)? Il avait besoin de cet énoncé dans [2]. En
appliquant le Théoreme 3 nous pouvons démontrer
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THEOREME 4. [11] Une telle constante c¢(«) existe; plus précisément on peut
prendre

() = (4(1 + w(a)))2 " (e’

ot w = w(a) est égal au nombre des idéaux premiers dans Q(«) divisant (c).

Une autre conséquence se situe dans le contexte d’un probléme, qui a
premiére vue peut paraitre plutét élémentaire. Soient by,bs deux nombres
naturels > 1. Soit ¢ > 1 une constante donnée. En 1973 Senge et Straus
[23] ont démontré: pour qu’il n’existe qu’un nombre fini de nombres naturels
n dont la somme des chiffres dans le développement en base b, et en base
by soit bornée par c, il faut et il suffit que b; et by soient multiplicativement
indépendants. Ils ont démontré cela en appliquant la version p-adique du
Théoréme de Roth. On peut formuler le probléme d’une maniere différente
en étudiant les solutions de ’équation exponentielle

a8 g OB P - oD =,
ou les agj ) sont les chiffres dans le développement b;-adique. Le Théoreme 3
en effet permet de traiter une question plus générale.

THEOREME 5. [17] Soit kK > 2. Soient by,...b; des nombres rationnels
supérieurs & 1. Soit ¢ > 1 une constante. Alors I’équation

tn; £ Enp=0

n’admet qu’un nombre fini de solutions en nombres naturels ny,... ,ny tels
que la somme des chiffres de n; dans le développement en base b; est bornée
par c si et seulement si pour chaque paire (i,j) avec i # j b; et b; sont
multiplicativement indépendants.

En outre, si cette hypothése est vérifiée, le nombre de solutions est borné
par

228kc wG

(8w) ;

ou w est le nombre de facteurs premiers différents de by - - - by.
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MOTIFS

Jean-Pierre SERRE

1. Introduction

Voici déja 25 ans que Grothendieck a eu l'idée de la théorie des motifs.
Dans I'introduction & “Récoltes et Semailles” ([9], p.xviii), il en dit ceci :

“Parmi toutes les choses mathématiques que j’avais eu le privilege de
découvrir et d’amener au jour, cette réalité des motifs m’apparait encore comme
la plus fascinante, la plus chargée de mystére - au coeur méme de l'identité
profonde entre la “géométrie” et I’ “arithmétique”. Et le “yoga des motifs”
auquel m’a conduit cette réalité longtemps ignorée est peut-étre le plus puissant
instrument de découverte que j’aie dégagé dans cette premiere période de ma
vie de mathématicien.”

Grothendieck lui-méme n’a & peu pres rien publié! sur le “yoga des motifs”,
a part de breves allusions dans [7] et [8]. La théorie est restée longtemps
confidentielle - tout en étant une source constante d’inspiration dans les
questions les plus diverses : structures de Hodge, conjectures de Weil, fonctions
L, sommes exponentielles, périodes, etc.

Le présent exposé n’est qu'une introduction. Pour plus de détails, on pourra
consulter les textes cités dans la Bibliographie, et notamment [1], [2], [4], [6],
(10], [11], [14], [15], [20]. Une Annexe reproduit la premiére lettre que j’aie
recue de Grothendieck sur les motifs (aotit 1964), ainsi que deux passages de
“Récoltes et Semailles” ([9], 206-207 et 209-211).

Il a fait un séminaire la-dessus & I'THES en 1967 (cité dans [6]), mais ce séminaire n’a pas été
rédigé. Il aurait également aimé en faire le sujet d’une série d’exposés au séminaire Bourbaki, mais il
réclamait pour cela un minimum de dix séances ; étant & I’époque responsable du séminaire, j’avais
refusé.

S.M.F.
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2. Méthodes topologiques en géométrie algébrique (groupes de
cohomologie)

L’usage de telles méthodes, dans le cas classique ou le corps de base est C,
remonte a Poincaré, et a été particulierement développé par Lefschetz, Hodge et
bien d’autres. Que cela puisse aussi se faire en caractéristique p a été pressenti
par Weil, & la fin des années quarante, lorsqu’il a énoncé les “conjectures de
Weil” (cf.[21]) aprés en avoir démontré le cas particulier de la dimension 1.
Une dizaine d’années plus tard, I'introduction par Grothendieck de la topologie
étale (SGA 4 et SGA 5) a permis de définir des groupes de cohomologie ayant
les propriétés voulues.

De fagon plus précise, soit X une variété algébrique sur un corps k;
supposons pour simplifier que X soit projective et lisse. Soit k une cloture
algébrique de k , et soit X la k-variété déduite de X par extension des scalaires
de k & k. Alors, pour tout nombre premier ¢ # caract.k , les groupes de
cohomologie étale H:,(X, Q,) sont des Q,-espaces vectoriels de dimension finie
ayant toutes les propriétés requises : dualité de Poincaré, formule de Kiinneth,
formule de Lefschetz, etc. De plus, le groupe de Galois Gal(k/k) opére de facon
naturelle sur ces espaces, ce qui donne naissance a des représentations ¢-adiques

particuliérement intéressantes, surtout lorsque k est un corps de nombres,
cf.[19].

D’autres groupes de cohomologie peuvent étre définis. Ainsi, si caract.k =
0, ’hypercohomologie du complexe des formes différentielles fournit des groupes
de cohomologie “de de Rham” Hpg(X,k); ce sont des k-espaces vectoriels
filtrés de dimension finie. Si de plus k est plongeable dans C, le choix d’un tel
plongement conduit & des groupes de cohomologie “de Betti” HL(X,Q) , qui
sont des Q-espaces vectoriels de dimension finie ; leurs produits tensoriels avec
C sont bigradués (structure de Hodge).

Pour X et ¢ fixés, tous ces espaces ont méme dimension : le i-eme nombre
de Betti de la variété X. Ils sont liés entre eux par des isomorphismes de
compatibilité variés ; par exemple, si k est plongé dans C, on a un isomorphisme
“de périodes” :

Hyp(X,Q) ®q C = Hpp(X,k) & C.

3. Motifs

La situation décrite ci-dessus n’est pas tout a fait satisfaisante. On dispose
de trop de groupes de cohomologie qui ne sont pas suffisamment liés entre eux

334



MOTIFS

- malgré les isomorphismes de compatibilité. Par exemple, si X et Y sont deux
variétés (projectives, lisses), et f : H%(X,Q,) — Hi,(Y,Q,) une application
Q,-linéaire, ot1 £ est un nombre premier fixé, il n’est pas possible en général
de déduire de f une application analogue pour la cohomologie ¢'-adique, ot ¢'
est un autre nombre premier. Pourtant, on a le sentiment que c’est possible
pour certains f, ceux qui sont “motivés” (par exemple ceux qui proviennent
d’un morphisme de Y dans X, ou plus généralement d’une correspondance
algébrique entre X et Y'). Encore faut-il savoir ce que “motivé” veut dire!

Une facon plus précise de poser cette question est de demander si I'on peut
construire une catégorie Q-abélienne M (k) ainsi qu’un foncteur contravariant

X—hX)=ahr(X) , K(X)eob(M(k),

ayant (entre autres) les propriétés suivantes :

a) Si A et B sont des objets de M (k) , Hom(A, B) est un Q-espace vectoriel de
dimension finie (i.e. les objets de M(k) se comportent comme des espaces
vectoriels de dimension finie).

b) 1l existe pour tout £ # caract.k un foncteur
T, : M(k) — G-Q, -représentations (ot G = Gal(k/k))

tel que H?,(X,Q,) se déduise de hi(X) par application du foncteur T}.

c) Enoncé analogue & b) pour la cohomologie de de Rham, lorsque caract.k =

0.

d) Enoncé analogue pour la cohomologie de Betti lorsque k est plongé dans
C.

Bref, h(X) devrait jouer le réle d’une cohomologie rationnelle dont les
autres cohomologies se déduisent.

Comment définir M(k) et le foncteur h 7 La premiére question que I’on se
pose est celle-ci : que sont les objets de M(k) ? En fait, ce n’est pas 13 un point
important ; comme Grothendieck nous I’a appris, les objets d’une catégorie ne
jouent pas un grand réle, ce sont les morphismes qui sont essentiels?. On peut
donc, comme premitre approximation, définir une catégorie M°(k) dont les

Exemple élémentaire : si I’on veut construire une catégorie équivalente & celle des k-espaces
vectoriels de dimension finie, on peut prendre pour objets les entiers >0 et définir Hom(m,n) comme
P’ensemble des matrices mxn & coefficients dans k ; c’est le point de vue “matriciel” en algébre linéaire.
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objets sont les variétés projectives lisses sur k, et définir 2~ comme le foncteur
qui, & une telle variété X, attache X elle-méme ; bien sir, il faut aussi dire ce
qu'est Hom(X,Y) dans la catégorie M°(k), et c’est 1a le point décisif.

Le premier choix fait par Grothendieck est le suivant (je 1’énonce en
supposant que toutes les composantes de X ont méme dimension - le cas général
se rameéne a celui-1a par additivité) :

Hom(X,Y) =Q®C(X,Y), ou C(X,Y) est le groupe des classes de cycles
algébriques de X x Y, de codimension égale a dim X, modulo I’équivalence
numérique®.

(Les éléments de C(X,Y) peuvent étre vus comme des correspondances
algébriques allant de Y vers X : le foncteur h est contravariant.)
La composition des morphismes se définit sans difficulté.

En fait, la construction ci-dessus n’est qu’une premiére étape dans la
définition de la catégorie des motifs. Il est nécessaire d’agrandir M°(k) :

a) En ajoutant (de facon purement formelle) les noyauz des projecteurs (un
“projecteur” est un élément idempotent d’'un Hom(X, X)).

On obtient ainsi la catégorie M/ (k) des motifs effectifs sur k. Ses objets
sont les couples (X, ), o X est un objet de M°(k) et 7 un idempotent de
End(X). Cette catégorie est munie de produits tensoriels; elle a un élément
unité 1 qui est h(X) pour X réduit a un point.

b) En ajoutant (de fagon également formelle) I'inverse L~! du motif L défini
par h(P1) =1@® L (i.e. L = h?(P,)).

Le motif L™! est le motif de Tate; il correspond, du point de vue galoisien,
aux caracteres cyclotomiques.

Soit M(k) la catégorie obtenue aprés les deux opérations a) et b). C’est la
catégorie des motifs cherchée (ou en tout cas I'une de ses incarnations). Si l'on
admet les “conjectures standard”, cette catégorie est une Q-catégorie abélienne
semi-simple (cf. [6],[11],[14] pour plus de détails); c’est méme une catégorie
tannakienne, au sens de [5] et [16] : les produits tensoriels et Hom internes ont
toutes les propriétés habituelles. Les foncteurs

T, : M(k) — G-Q,-représentations (¢ # caract.k)

3 Ala place de I’équivalence numérique, on pourrait prendre 1’équivalence linéaire, qui conduit
aux groupes de Chow ; cela donne une théorie plus fine, cf. [20].
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se définissent sans difficulté, et il en est de méme des foncteurs liés aux

cohomologies de de Rham et de Betti. Enfin, M (k) est graduée : tout élément

h a une décomposition canonique h = Zhi qui reflete celle de la cohomologie.
ieZ

Un élément h tel que b9 = 0 pour j # i est dit pur de poids ¢ ; ainsi, le motif

de Tate est pur de poids -2.

4. Autres définitions

La définition de M (k) donnée ci-dessus n’est réellement commode que si
'on admet les “conjectures standard” (cf. [7]) ainsi que la conjecture de Hodge
(et aussi celle de Tate, qui est son analogue ¢-adique). Malheureusement, aucun
progres n’a été fait sur ces conjectures depuis les années soixante. On ignore
par exemple si les projecteurs associés a la décomposition de Kiinneth

H' X xY)= @ H*X)®HY)

a+b=n

sont donnés par des cycles algébriques (ils sont pourtant aussi bien motivés
qu’on peut I’étre). Or Palgébricité de ces projecteurs est nécessaire si I'on veut
prouver que tout motif est somme directe de motifs purs, ce qui est I'une des
propriétés les plus importantes des motifs.

On est ainsi conduit (suivant les besoins) & changer la théorie en modifiant la
définition de Hom, c’est-a-dire la définition des fleches “motivées”. A T'heure
actuelle, la définition qui semble la plus commode est celle utilisée par Deligne
[3], basée sur les “cycles de Hodge absolus”, le corps k étant supposé de caracté-
ristique 0. Grosso modo (voir [3] pour des énoncés précis), cela revient a définir
Hom(X,Y) comme l’ensemble des familles de fleches

H)\(X) — H\(Y),
définies pour toutes les cohomologies Hy du n°2 ({-adique, de Rham, Betti) et
satisfaisant a toutes les compatibilités naturelles ; les projecteurs de Kiinneth
en sont des exemples. Pour les variétés abéliennes, Deligne a prouvé que
“Hodge = Hodge absolu”.
C’est la un résultat trés utile. I entraine (cf. (3], [19]) que les groupes de Galois

{-adiques attachés aux modules de Tate des variétés abéliennes sont contenus
dans les points ¢-adiques des groupes de Mumford-Tate correspondants.
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5. Exemples de décompositions de motifs

Je me borne a des cas simples, qui ne nécessitent aucune conjecture, comme
) J )
’a montré Manin [14].

- Espace projectif P,

La formule donnant le nombre de points de P, sur un corps a ¢q éléments :

[Po(F)l=1+q+---+4",

suggere la décomposition suivante du motif h(P,) :

h(P,)=1®0L®---oL",

et cela peut effectivement se démontrer (sur un corps de base quelconque).
- Eclatements

Soit Y une sous-variété fermée lisse de X, et soit Xy I’éclatée de X le long
de Y. Supposons que Y soit partout de codimension d dans X. On a alors :

MXy)=h(X)ohY)® (L L’ - @ L)

comme le suggere le calcul du nombre de points de Xy (k) lorsque k = F, :

[ Xy (Fo)| = [ X(Fo)| — [Y(Fo)| + Y (Fo)|.[Pasr(F,)]
=|X(F)l + Y (Fy)l(g+¢* +-- +¢"7).

- Courbes

Supposons que X soit une courbe projective lisse, géométriquement con-
nexe. On a

hX)=1@h(X)® L,

avec h'(X) = h'(Jac X), ot Jac X est la jacobienne de X.

(On peut presque écrire “h'(X) = Jac X" ; en effet, la catégorie des motifs
effectifs de poids 1 est équivalente & la catégorie des variétés abéliennes
a isogénie pres - ce qui explique le succes des méthodes de Weil en
dimension 1.)
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- Surfaces cubiques dans P3

Si X est une telle surface, supposée lisse, on a :

MX)=10R(X)®L* et W2(X)=L® (1 V),

ou V; est un motif de poids 0 et de rang 6, provenant d'une représentation
galoisienne Gal(k/k) — GLg(Q), & image contenue dans le groupe de Weyl
du systeme de racines de type FEg, cf. [14].

On pourrait multiplier les exemples, élémentaires ou non (hypersurfaces
cubiques de P4, surfaces K3,...). Dans chaque cas, la théorie des motifs
donne une décomposition en morceaux qui permet d’isoler les facteurs les plus
intéressants (tel le facteur V5 pour une surface cubique); et ces morceaux
eux-mémes peuvent se recombiner pour former d’autres motifs. Ce jeu de
construction (le meccano des motifs) se traduit, lorsque k est fini, par des
relations entre nombres de points, et, lorsque k est un corps global, par des
identités entre fonctions L. C’est I'un des charmes de la théorie.

6. Groupes de Galois motiviques

Admettons les conjectures standard, ainsi que la conjecture de Hodge, et
supposons k plongeable dans C. La catégorie M(k) est alors une Q-catégorie
abélienne semi-simple tannakienne. De plus, cette catégorie possede un foncteur
fibre sur Q, a savoir le foncteur de Betti relatif & un plongement fixé de k
dans C. Il en résulte (cf.[5],[16]) que M(k) est équivalente, comme catégorie
tannakienne, a la catégorie des représentations linéaires d’un groupe pro-
algébrique G, sur Q, le groupe de Galois motwvigue (cf.[9], p.206-207, reproduit
en Annexe). Ce groupe est réductif. A torsion galoisienne pres, il ne dépend
pas du plongement choisi de k¥ dans C. Le quotient de G} par sa composante
neutre Gy s’identifie au groupe de Galois usuel Gal(k/k), vu comme groupe
pro-algébrique de dimension 0.

Si k est un corps de nombres, le plus grand quotient abélien de G}, n’est

autre que la limite projective des groupes Sm définis et étudiés dans [18],
chap.II.

Lorsqu’on remplace M (k) par la sous-catégorie tannakienne M x (k) en-
gendrée par un motif X, le groupe pro-algébrique G}, est remplacé par un quo-
tient Gy x qui est un groupe linéaire réductif (algébrique, i.e. de type fini sur
Q) ; sa composante neutre Q(,:‘X est le groupe de Mumford-Tate de X. Ainsi,
si E est une courbe elliptique sans multiplications complexes, le groupe G, ¢
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est le groupe GLg2 ; il en résulte, vu la classification des représentations de ce
groupe, que tout objet de M g(k) est somme directe de motifs de la forme

L" ® Sym°FE , avecr € Z et s > 0.

Si £ est un nombre premier, et si X est un motif, 'action de Gal(k/k) sur la
cohomologie f-adique de X se fait par l'intermédiaire d’un groupe de Lie ¢-
adique qui est un sous-groupe compact du groupe Gy x(Q¢). Lorsque k est de
type fini sur Q, on conjecture que ce sous-groupe est ouvert, i.e. que ’action
de Gal(k/k) est “aussi grosse que possible” ; dans certains cas (voir [19], C.3.8
pour un énoncé précis), on conjecture méme que ce groupe est un sous-groupe
compact maximal de G x(Qe) pour presque tout £.

7. Motifs et formes automorphes

En 1967, Weil [22] énonce une conjecture (dite “de Weil”, ou “de Shimura-
Taniyama”, ou “de Taniyama-Weil”, suivant les auteurs) affirmant que toute
courbe elliptique sur Q est “modulaire”. Des cette date, il était clair (cf. par
exemple [17]) que cette conjecture devait s’étendre & tout motif sur tout corps
de nombres, a condition d’'utiliser des “formes automorphes” plus générales -
celles pour lesquelles Langlands [12] venait justement de définir des fonctions L
ayant les propriétés habituelles (avec Hecke remplagant Frobenius). En d’autres
termes, la catégorie des motifs sur un corps de nombres devrait étre plongeable
dans la catégorie des représentations automorphes des groupes réductifs (pour
des énoncés plus précis, voir [1] , [13]). C’est 13 l'un des aspects les plus
passionnants de ce que I'on appelle la “philosophie de Langlands”.

8. Motifs mixtes

Jusqu’a présent, nous n’avons considéré que des motifs associés a des
variétés projectives lisses. Que peut-on dire dans le cas général 7

Supposons pour simplifier que k soit de caractéristique 0. Soit X une k-
variété quelconque. On peut écrire X comme union disjointe de sous-variétés
localement fermées X, qui soient quasi-projectives et lisses ; d’apres le théoréme
de résolution des singularités, chaque X, est de la forme X, — D, , avec Xo
projective lisse et dim D, < dim X. En procédant par récurrence sur dim X, on
obtient une décomposition :

$=HK—HZ]',

ol les Y; et les Z; sont projectives et lisses. On est ainsi amené a définir le
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“motif virtuel”

h(X) = Y h(Y) — Y h(Z;),

la somme de droite étant prise dans le groupe de Grothendieck M (k) de la
catégorie M (k), cf. Annexe 1. Bien entendu, on doit vérifier que h(X') ne dépend
pas de la décomposition de X choisie, ce qui résulte des conjectures® sur les

représentations ¢-adiques mentionnées au n°6.

Exzemple. SiY est une variété projective lisse et si X est le cone affine de
base Y,ona h(X)=1+L ® h(Y)—h(Y).

La construction ci-dessus revient a faire une somme du genre “Jordan-
Holder”, ce qui est raisonnable dans la catégorie M(k) puisque celle-ci est
(conjecturalement) semi-simple. On peut cependant étre plus exigeant, et
vouloir définir des “Ext” non triviaux entre motifs. Cela revient a introduire une
nouvelle catégorie, celle des “motifs mixtes”. La définition que ’on doit adopter
n’est nullement évidente, cf. Deligne [4] et Jannsen [10]. Je n’en dirai rien, et je
me bornerai pour terminer a citer deux énoncés conjecturaux montrant 1'intérét
des Ext dans la catégorie en question :

- Si k est un corps de nombres, on a :

Ext!(1,L™") < Q ® Kon-i1(k) pour tout n > 1,

ce qui relie motifs et J-théorie.

- Si A est une variété abélienne sur k, on a :

Ext'(h!(A),1) = Q ® A(k).

Ce dernier énoncé est particuliérement satisfaisant; il montre que le
groupe de Mordell-Weil peut se lire dans la catégorie des motifs mixtes (plus
généralement, tous les termes figurant dans la formule de Birch et Swinnerton-
Dyer doivent avoir une interprétation motivique).

kkskokkskskokokk

Note : Une premiére rédaction de cet exposé, faite par Michel Waldschmidt,
m’a été tres utile. Je I'en remercie vivement.

4 R . . .
J'ignore si cette indépendance peut se démontrer sans utiliser aucune conjecture.
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ANNEXE
Quelques textes de Grothendieck sur les motifs

1. Extrait d’une lettre datée du 16.8.196)
“Cher Serre,

...Cette question est d’ailleurs liée a la suivante, sans doute bien hors
de notre portée. Soit k£ un corps, algébriquement clos pour fixer les idées, et
soit L(k) le “groupe K” défini par les schémas de type fini sur k, avec comme
relations celles qui proviennent d’un découpage en morceaux (l'initiale L est
suggérée bien siir par les liens avec les fonctions L). Soit M(k) le “groupe K”
défini par les “motifs” sur k. J’appelle “motif” sur ¥ quelque chose comme un
groupe de cohomologie ¢-adique d’'un schéma algébrique sur k, mais considéré
comme indépendant de ¢, et avec sa structure “entiére”, ou disons pour l'instant
“sur Q”, déduite de la théorie des cycles algébriques. La triste vérité, c’est que
pour le moment je ne sais pas définir la catégorie abélienne des motifs, bien que
je commence & avoir un yoga assez précis sur cette catégorie, disons M (k). Par
exemple, pour tout £ premier # p, on a un foncteur exact Ty de M(k) dans la
catégorie des vectoriels de dimension finie sur Q,, avec opérations du pro-groupe
(Gal(k;/k;)); dessus, ou k; parcourt les sous-extensions® de type fini de k et k; est
la cloture algébrique de k; dans & ; ce foncteur est fidéle, mais bien entendu pas
pleinement fidele. Si k est de caractéristique 0, il y a également un foncteur T,
de M(k) dans la catégorie des vectoriels de dimension finie sur k (le “foncteur
de De Rham-Hodge”, alors que T} est le “foncteur de Tate”). En tout cas, si on
admet les deux ingrédients que tu sais (Hodge-Kiinneth) de I’hyp. de Riemann-
Weil, je sais construire explicitement (en fait sur tout préschéma de base plus
ou moins, pas seulement sur un corps) la sous-catégorie des objets semi-simples
de M(k) (essentiellement comme des facteurs directs, définis par des classes de
correspondances algébriques, d'un H'(X,Z,), ot X est une variété projective
non singuliére). Il n’en faut pas plus pour construire le groupe M (k) (et je pense
qu’on pourrait en donner une description indépendante des conjectures que j’ai
dites, si on voulait). Ainsi, pour tout ¢, on a un homomorphisme de M(k) dans
le “groune K”, soit My(k), défini par les Q,-G-modules de type fini sur Q,,
ou G est le groupe profini défini plus haut, ou si tu préferes, la pro-algebre
de Lie associée (qui a I’avantage sur le groupe d’étre un pro-objet strict, i.e. a
morphismes de transition surjectifs). Ceci dit, prenant des sommes alternées de
cohomologies a support compact, cn trouve un homomorphisme naturel

L(k) — M(k),

5 Les k; sont les sous-corps de k qui sont de type fini sur le corps premier.
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qui est d’ailleurs un homomorphisme d’anneaux (pour le produit cartésien a
gauche, le produit tensoriel & droite). La question générale qui se pose est alors
de savoir ce qu’on peut dire sur cet homomorphisme, est-il tres loin d’étre
bijectif ? Note que les deux membres de cet homomorphisme sont munis de
filtrations naturelles, via la dimension des préschémas, et ’homomorphisme est
compatible avec ces filtrations. La question ci-dessus sur les jacobiennes® peut
encore se formuler ainsi : L) — M est-il surjectif ? (En effet, & un facteur
trivial Z preés, provenant de la dimension 0, M®) n’est autre que le groupe K
défini par les V A définies sur k).

Je ne me hasarde & aucune conjecture générale sur ’homomorphisme plus
haut, j’espére simplement par des considérations heuristiques de ce genre finir
par arriver & une construction effective de la catégorie des motifs, ce qui me
semble un point essentiel de mon “long-run program”. Par contre, il y a d’autres
conjectures en pagaille que je ne me prive pas de faire, pour préciser le yoga.
Par exemple, que M (k) — M,(k) est injectif, plus précisément que deux motifs
simples non isomorphes (je devrais peut-étre dire plutét : non isogénes) donnent
lieu & des composants simples ¢-adiques deux a deux distincts. La conjecture
de Tate se généralise en énoncant que, pour X projective non singuliere, la
filtration “arithmétique” des H'(X) (via la filtration de X par la dimension)
est déterminée par la filtration déja signalée de M(k), ou encore la filtration
de H(X,Z;) est déterminée par la structure de module galoisien (ou plutét
pro-galoisien) a l'aide de la filtration correspondante de M(k). Par exemple,
en dimension impaire, le morceau de filtration maximale de H*~1(X,Z())
est aussi le plus grand “morceau abélien” et correspond au module de Tate
de la jacobienne intermédiaire Ji(X) (définie par les cycles algébriquement
équivalents & 0 de codimension 7 sur X).

Je te signale d’ailleurs que j’ai bel et bien une construction de telles
jacobiennes intermédiaires (de dimension majorée par by;_1/2 comme il se doit).
Malheureusement, méme conjecturalement, je n’ai pas encore compris le lien
entre la positivité a la Hodge et la forme de Néron-Tate relative a I’autodualité
de J* pour dim X = 2i — 1, et j’aimerais en parler avec toi un jour avant ton
départ. Pour les surfaces, on obtient bien une démonstration du théoréme de
I'index de Hodge a ’aide des fourbis de Néron et Tate, essentiellement en se
ramenant a la positivité de I’autodualité d’une jacobienne d’une courbe; et je

6 s’agit de la question suivante : le groupe K des variétés abéliennes (2 isogénie pres) est-il
engendré par les jacobiennes ? (Note de J-P. Serre.)
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ne suis toujours pas convaincu que ce principe de démonstration par réduction
a la dimension 1 n’a pas une portée plus générale.

Bien a toi.
A. Grothendieck ”

2. Extrait de “Récoltes et Semailles”, p.206-207

“... Quand, il y a trois semaines a peine, je me suis étendu en une page
ou deux sur le yoga des motifs, comme un de mes “orphelins” et qui me tenait
a coeur plus qu’aucun autre, j’ai dii étre bien a c6té de la plaque ! Sans doute
ai-je révé, quand il me semblait me souvenir d’années de gestation d une vision,
ténue et élusive d’abord, et s’enrichissant et se précisant au cours des mois et
des années, dans un effort obstiné pour essayer de saisir le “motif” commun, la
quintessence commune, dont les nombreuses théories cohomologiques connues
alors étaient autant d’incarnations différentes, nous parlant chacune dans son
propre langage sur la nature du “motif” dont elle était 1’'une des manifestations
directement tangibles. Sans doute je réve encore, en me souvenant de la forte
impression que m’avait faite telle intuition de Serre, qui avait été amené a voir un
groupe de Galois profini, un objet donc qui semblait de nature essentiellement
discréte (ou, du moins, se réduisant tautologiquement a de simples systémes de
groupes finis), comme donnant naissance a un immense systéme projectif de
groupes f-adiques analytiques, voire de groupes algébriques sur Q, (en passant
a des enveloppes algébriques convenables), qui avaient méme une tendance a
étre réductifs - avec du coup l'introduction de tout ’arsenal des intuitions et
méthodes (a la Lie) des groupes analytiques et algébriques. Cette construction
avait un sens pour tout nombre premier ¢, et je sentais (ou je réve que j’ai
senti... ) qu’il y avait un mystére & sonder sur la relation de ces groupes
algébriques pour des nombres premiers différents ; qu’ils devaient tous provenir
d’un méme systeme projectif de groupes algébriques sur le seul sous-corps
commun naturel a tous ces corps de base, savoir le corps Q, le corps “absolu”
de caractéristique nulle. Et puisque j’aime réver, je continue & réver que je
me souviens étre entré dans ce mystére entrevu, par un travail qui sirement
n’était qu’un réve puisque je ne “démontrais” rien ; que j’ai fini par comprendre
comment la notion de motif fournissait la clé de ce mystére - comment, par
le seul fait de la présence d’une catégorie (ici celle des motifs “lisses” sur un
schéma de base donné, par exemple les motifs sur un corps de base donné),
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ayant des structures internes similaires a celles qu’on trouve sur la catégorie des
représentations linéaires d’un pro-groupe algébrique sur un corps k (le charme
de la notion de pro-groupe algébrique m’ayant été révélé précédemment par
SERRE également), on arrive & reconstituer bel et bien un tel pro-groupe (dés
qu’on dispose d’un “foncteur fibre” convenable), et & interpréter la catégorie
“abstraite” comme la catégorie de ses représentations linéaires.

Cette approche vers une “théorie de Galois motivique” m’était souffiée
par approche que j’avais trouvée, des années avant, pour décrire le groupe
fondamental d’un espace topologique ou d’un schéma (ou méme d’un topos
quelconque - mais la je sens que je vais blesser des oreilles délicates que “les
topos n’amusent pas”...), en termes de la catégorie des revétements étales sur
I’ “espace” envisagé, et les foncteurs fibres sur celle-ci. Et le langage méme des
“groupes de Galois motiviques” (que j’aurais pu aussi bien appeler “groupes
fondamentaux” motiviques, les deux genres d’intuitions étant pour moi la
méme chose, depuis la fin des années cinquante...), et celui des “foncteurs
fibres” (qui correspondent trés exactement aux “incarnations manifestes” dont
il était question plus haut, savoir aux différentes “théories cohomologiques”
qui s’appliquent & une catégorie de motifs donnée) - ce langage était fait
pour exprimer la nature profonde de ces groupes et suggérer a I’évidence leurs
liens immédiats avec les groupes de Galois et avec les groupes fondamentaux
ordinaires.

Je me rappelle encore du plaisir et de I’émerveillement, dans ce jeu
avec des foncteurs fibres, et avec les torseurs sous les groupes de Galois
qui font passer des uns aux autres en “twistant”, de retrouver dans une
situation particuliérement concrete et fascinante tout ’arsenal des notions de
cohomologie non commutative développée dans le livre de Giraud, avec la
gerbe des foncteurs-fibres (ici au-dessus du topos étale, ou mieux, du topos
fpgc de Q - des topos non triviaux et intéressants s’il en fiit!), avec le “lien”
(en groupes ou pro-groupes algébriques) qui lie cette gerbe, et les avatars
de ce lien, se réalisant par des groupes ou pro-groupes algébriques divers,
correspondant aux différentes “sections” de la gerbe, c’est-a-dire aux divers
foncteurs cohomologiques. Les différents points complexes (par exemple) d’un
schéma de caractéristique nulle donnaient naissance (via les foncteurs de Hodge
correspondants) & autant de sections de la gerbe, et & des torseurs de passage
de I'une a autre, ces torseurs et les pro-groupes opérant sur eux étant munis
de structures algébrico-géométriques remarquables, exprimant les structures
spécifiques de la cohomologie de Hodge ... ”
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3. Eztrait de “Récoltes et Semailles”, p.209-211

“... Puisil y a eu un troisieme “réve motifs”, qui était comme le mariage
des deux réves précédents - quand il s’est agi d’interpréter, en termes de struc-
tures sur les groupes de Galois motiviques et sur les torseurs sous ces groupes
qui servent a “tordre” un foncteur fibre pour obtenir (canoniquement) tout
autre foncteur fibre’, les différentes structures supplémentaires dont est munie
la catégorie des motifs et dont une des toutes premieres est justement celle de
la filtration par les poids. Je crois me souvenir que 14 moins que jamais il n’était
question de devinettes, mais bien de traductions mathématiques en bonne et due
forme. C’étaient autant “d’exercices” inédits sur les représentations linéaires de
groupes algébriques que j’ai faits avec grand plaisir pendant des jours et des
semaines, sentant bien que j’étais en train de cerner de plus en plus pres un
mystere qui me fascinait depuis des années ! La notion la plus subtile peut-étre
qu’il a fallu appréhender et formuler en termes de représentations a été celle de
“polarisation” d’un motif, en m’inspirant de la théorie de Hodge et en essayant
d’en décanter ce qui gardait un sens dans le contexte motivique. C’était 1a une
réflexion qui a di se faire vers le moment de ma réflexion sur une formula-
tion des “conjectures standard”, inspirées l'une et l’autre par l'idée de Serre
(toujours lui!) d’un analogue “kahlérien” des conjectures de Weil.

Dans une telle situation, quand les choses elles-mémes nous soufflent quelle
est leur nature cachée et par quels moyens nous pouvons le plus délicatement
et le plus fidéelement ’exprimer, alors que pourtant beaucoup de faits essentiels
semblent hors de la portée immédiate d’'une démonstration, le simple instinct
nous dit d’écrire simplement noir sur blanc ce que les choses nous soufflent
avec insistance, et d’autant plus clairement que nous prenons la peine d’écrire
sous leur dictée! Point n’est besoin de se soucier de démonstrations ou de
constructions completes - s’encombrer de telles exigences a ce stade-1a du travail
reviendrait a s’interdire ’acces de I’étape la plus délicate, la plus essentielle d’un
travail de découverte de vaste envergure - celle de la naissance d’une vision,
prenant forme et substance hors d’un apparent néant. Le simple fait d’écrire, de
nommer, de décrire - ne serait-ce d’abord que décrire des intuitions élusives ou
de simples “soupgons” réticents a prendre forme - a un pouvoir créateur. C’est
la 'instrument entre tous de la passion de connaitre, quand celle-ci s’investit en
des choses que l'intellect peut appréhender. Dans la démarche de la découverte
en ces choses-1a, ce travail en est ’étape créatrice entre toutes, qui toujours

" Tout comme les groupes fondamentaux m(z),71(y) de quelque “espace” X en deux “points”
z et y se déduisent ’'un de ’autre en “tordant” par le torseur = (z,y) des classes de chemins de z &
Yoo
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précede la démonstration et nous en donne les moyens - ou, pour mieux dire,
sans laquelle la question de “démontrer” quelque chose ne se pose méme pas,
avant que rien encore de ce qui touche l’essentiel n’aurait été formulé et vu.
Par la seule vertu d’un effort de formulation, ce qui était informe prend forme,
se préte a examen, faisant se décanter ce qui est visiblement faux de ce qui
est possible, et de cela surtout qui s’accorde si parfaitement avec I’ensemble des
choses connues, ou devinées, qu’il devient a son tour un élément tangible et fiable
de la vision en train de naitre. Celle-ci s’enrichit et se précise au fil du travail
de formulation. Dix choses soupgonnées seulement, dont aucune (la conjecture
de Hodge disons) n’entraine conviction, mais qui mutuellement s’éclairent et
se complétent et semblent concourir & une méme harmonie encore mystérieuse,
acquierent dans cette harmonie force de vision. Alors méme que toutes les dix
finiraient par se révéler fausses, le travail qui a abouti & cette vision provisoire
n’a pas été fait en vain, et ’harmonie qu’il nous a fait entrevoir et qu’il nous
a permis de pénétrer tant soit peu n’est pas une illusion mais une réalité, nous
appelant & la connaitre. Par ce travail, seulement, nous avons pu entrer en
contact intime avec cette réalité, cette harmonie cachée et parfaite. Quand
nous savons que les choses ont raison d’étre ce qu’elles sont, que notre vocation
est de les connaitre, non de les dominer, alors le jour ou une erreur éclate est
jour d’exultation - tout autant que le jour ou une démonstration nous apprend
au-dela de tout doute que telle chose que nous imaginions était bel et bien
Pexpression fidele et véritable de la réalité elle-méme. .. ”
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LETTRE A M. TSFASMAN

Jean-Pierre SERRE

Paris, le 24 Juillet 1989
Cher Tsfasman,

Voici une solution du probléme sur le nombre maximum de points d’une
hypersurface que vous avez posé a Luminy.

Notations
F, est un corps fini & ¢ éléments ;

P,.(F,) est 'espace projectif de dimension n sur F; ; son nombre d’éléments
est pp = ¢" +¢" 4+ +1;

f = f(Xo,...,X,) est un polynéme homogene # 0, de degré d < ¢+ 1, a
coefficients dans F ;

S = S(f) est le lieu des zéros de f dans P,(F,);
N = N(f) est le nombre d’éléments de S.

THEOREME - On a :

(1) N<dq""' +pas.

Démonstration

Le cas d = g+1 est trivial, car d ¢"~!+p,_» est alors égal a p,,. Je supposerai
donc d < q dans ce qui suit.

Je raisonnerai par récurrence sur n, les cas n = 0,1 étant faciles. On peut
donc supposer n > 2.

Soient g1, ..., gs les différents facteurs linéaires (& homothétie prés) de f
(sur le corps de base F,, bien entendu), et soient G, ..., Gs les hyperplans de
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