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Sur la transcendance de la série formelle II 

P A R J E A N - P A U L A L L O U C H E 

R é s u m é : Nous donnons une preuve élémentaire de la transcendance de la série formelle II, qui 

utilise le théorème de Christol, Kamae, Mendès France et Rauzy. 

Abs trac t : We prove by elementary means that the formal series' II is transcendental, using 

the theorem of Christol, Kamae, Mendès France and Rauzy. 

I . Introduct ion 

A la réception d'un paquet de tirés à part d'une note aux Compte-Rendus , nous nous 

sommes aperçu que quelques exemplaires d'une autre note s'étaient glissés dans notre tas : 

cette deuxième note, due à D a m a m m e et Hellegouarch [8], donne des résultats sur la fonction 

zêta de Carlitz. Notre attention, ayant été ainsi attirée, le fut une seconde fois par une faute 

d'impression dans une quantité notée II, annoncée c o m m e transcendante, et dont l 'expression 

(erronée) était clairement algébrique, ([8]) . Nous nous sommes donc lancé dans une quête 

bibliographique, puis avons obtenu des résultats que nous nous proposons de décrire ici. 

Dans deux articles, parus en 1935 et en 1942 ([5] et [6]), Carlitz définit, sur le corps 

des séries formelles sur un corps fini, une fonction qui j oue le rôle de l 'exponentielle, son 

inverse qui j o u e celui du logarithme, et une fonction appelée depuis fonct ion zêta de Carlitz. 

Il introduit en particulier une quantité notée £oo (actuellement plutôt notée II) qui j oue 

le rôle de 7r=3,14159. . . Quelques années plus tard, W a d e donne différentes propriétés de 

transcendance dont celle de cette série formelle II, ( [9] , [10]). 

Nous présentons ici une nouvelle démonstration de ce résultat, plus élémentaire et qui 

utilise le théorème de Christol, Kamae , Mendès France et Rauzy ([7]) . En conclusion nous 

indiquerons nos espoirs d'obtenir, par des moyens élémentaires analogues, d'autres résultats 

de transcendance. 

Ce texte est une version courte d'un article au titre identique accepté pour publication 

au Séminaire de Théorie des Nombres de Bordeaux (2ème série) [2], où on trouvera une 

bibliographie plus importante. 

S.M.F. 
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I I . L a série formelle II 

Dans ce qui suit F g est le corps fini de cardinal q = ps (et de caractéristique p). On 
note T = U m > i ^~g((x m ) ) î e* on litilise les notations traditionnelles : 

[k] = x*k - s , 

Fk = [k][k-l]<[k-2]'\..[l]'i-\ 

Lk = [k][k -!]...[!], 

FQ = Lo = 1. 

O n pose aussi : 

m 
+00 

E 
J = 0 

( - 1 V 

Fi 
(< e Л. 

n = e o o 

+00 

n 1 -
j 

[>' + i] 
[c'est un élément de F g ( ( x . * ) ) ] , 

E= (xq - x)1/q-1 E+00 

La fonct ion ^ est linéaire et j o u e un peu le rôle de l 'exponentielle ; l 'on a : 

V* G F V £ G F,[ar], ^ ( * 4- CE) = t/>(t) 

(autrement dit f j o u e le rôle de iri = (3 ,14159. . 

Enfin, la fonct ion £ (fonct ion zêta de Carlitz) est définie par : 

V m > 1 ((m) 
i 
E 
P 

p-m 

où signifie que la somme est prise sur l 'ensemble des po lynômes (dans F g [ x ] ) de coefficient 

directeur égal à 1. 

Notons que Carlitz a prouvé : 

si (q - l ) | m , alors f ( m ) = £ m r m , avec r m G F g [ s ] , 

et que W a d e a prouvé (entre autres) la transcendance (sur Fq(x)) de la série formelle II. 

I I I . Le théorème de Christo l , K a m a e , M e n d è s France et R a u z y 

Ce théorème, donné dans [7] (voir [1] pour un survol d 'applications en théorie des 

nombres) , donne en particulier une équivalence entre la transcendance sur F g ( # ) d 'une série 

formelle et une propriété combinatoire de ses coefficients : 
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THÉORÈME. La série formelle ^a(ra)x n , à coefficients dans F g , est algébrique sur F g ( x ) si 

et seulement si Vensemble de sous-suites : 

{n -+ a ( ? * n + r ) ; fc>0; 0 < r < qk - 1 } 

est uni. 

R e m a r q u e : cette propriété combinatoire équivaut à la reconnaissabilité par automate 

fini de la suite ( a ( n ) ) , voir [7] par exemple. 

I V . Preuve élémentaire de la transcendance de la série formelle II 

En utilisant le théorème de Christol, Kamae, Mendès France et Rauzy rappelé au 

paragraphe précédent, on peut donner une preuve élémentaire de la transcendance de 

n = 
m 

+ oo 

j=1 ( 1 -
[j] 

tf + L] 

et nous proposons ci-dessous les étapes d 'une telle preuve (les détails 

sont laissés au lecteur... ou peuvent être trouvés dans [2]). 

1. Posons a = 
+ oo 

n 
j=o 

1 -
xqj 

xqj+1 
, alors a est algébrique sur Fg(*) et a IH = 

+ oo 

E 
n=0 

a(n)x —n 
5 

où a(n) = 0 si n ne peut pas s'écrire E W - 1 ) pour un ensemble fini d'indices J, et 

a(n) = ( - 1 ) CardJ si n = E (qi - 1 ) (une telle écriture, si elle existe, est nécessairement 

unique) . 

2. Montrer que II est transcendant, ou ce qui revient au même que a/H est transcendant, 

équivaut à montrer que l 'ensemble de suites {n —» a(qkn + r ) ; k > 0, 0 < r <qk - 1 } 

est infini. Il suffit même de montrer que l 'ensemble de suites 

S == {n -> \a(qkn + r)\; k>0, 0 < r < qk - 1 } 

est infini. 

3. Soit bk(n) la suite définie (pour k > 2 ) , par 

ò f c ( n ) = \a(qkn + qk - k)\. 

Alors , toujours pour k > 2, on a : 

bk(n) = 

0 si 0 < n < 
a k - l 

q - 1 
- 1 

1 si n 
Qk - 1 

q - 1 
- 1 

les suites &*(n) sont donc toutes distinctes, et l 'ensemble S est infini. 

37 



ALLOUCHE J.P. 

V . Le cas q = 2 et la définition des entiers d'après von N e u m a n n 

Le cas q = 2 dans le paragraphe précédent montre un rapport inattendu entre la série 

formelle II et la définition de von Neumann des entiers. 

Soit en effet (An) la suite d'ensembles définie par : 

A o = 0 

Ai = {0} 

¿ 2 = {0 , {0}} 

… 

qui, on le sait, permet de définir les entiers ([4]) en appelant n le cardinal de An. 

Écrivons ces ensembles An à l 'aide des symboles { et } : 

A0 = {} 

Ai = {{}} 

M = {{}{{}}} 

... 

Alors la suite de "mots" (An) converge vers une suite infinie A, qui est point fixe de la 

substitution {{}{{}}} (voir [3]). 

Le lecteur vérifiera que si l 'on remplace dans la suite A les { par des 1 et les } par des 

0, on obtient une suite A' = u(0)u(l)u(2)... = 110..., qui est telle que, si l 'on écrit la série 

formelle a/11 dans le cas q = 2 (voir IV .1 ) : 

a 
n 

+ 00 

n E 
1 

x2i I 
-boo 

n 
> = 1 

1 

2> 

a r — X 

x 2 i + i -X 

+ 00 

E 

71=0 

a(n)x — n 

alors, | a ( n ) | = u(n) quel que soit l'entier n. 

V I . Espoirs 

En utilisant une propriété de la fonct ion zêta de Carlitz donnée dans l ' introduction et la 

transcendance de la série formelle II, on obtient sans mal la transcendance de C ( m ) pour les 

entiers m divisibles par q — 1. Y u a démontré récemment (voir [11], [12], [13]), via l 'étude des 

modules de Drinfeld, la transcendance de toutes les valeurs de la fonct ion zêta de Carlitz. Il 

serait donc très intéressant de donner une preuve élémentaire de ce résultat, via le théorème 

de Christol, Kamae , Mendès France et Rauzy. Nous n'avons pas encore une telle preuve, 

mais nous avons obtenu de cette façon d'autres résultats de transcendance, par exemple la 

transcendance sur Fq(x) de la "série des crochets" 
+ 00 

E 
k=l 

[k]-1 démontrée pour la première fois 

par W a d e ( [9] ) . 
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N o t e ajoutée en septembre 1 9 9 0 : G . D a m a m m e a obtenu récemment une preuve 

élémentaire (mais qui n'utilise pas les automates finis) de la transcendance de toutes les 

valeurs de la fonct ion zéta de Carlitz (Transcendance de la fonction zéta de Carlitz par la 

méthode de Wade, Université de Caen, 1990). 
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