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a la mémoire de Georges POITOU

NOYAU UNIVERSEL ET VALEURS ABSOLUES
par
Jean-Francois JAULENT

L’objet de I’exposé est de présenter quelques unes des relations entre la
{—partie du noyau universel de la K -théorie pour un corps de nombres K
contenant les racines f-iémes de l'unité, et le noyau des valeurs absolues
principales définies sur le {- adifié du groupe des ideéles de K, et ce a la
lumiere des conjectures de Leopold et de Gross généralisées.

En fait, cette note trouve sa motivation dans de récents travaux de M.
Kolster (cf. [10]) et de K. Kramer (cf. [11]), qui recoupent des résultats
antérieurs de l’auteur (cf. [9]) et de T. Nguyen Quang Do (cf. [13]) obtenus
par d’autres voies, et mettent plus particuliéerement en valeur le réle non
explicité jusqu’ici d’'un novau remarquable que I’on peut construire trés
facilement en s’aidant des valeurs absolues {-adiques principales (c’est a dire
des valeurs absolues a valeurs (-adiques) attachées aux places non complexes
d’un corps de nombres quelconque.

Notre point de départ sera donc la théorie {-adique du corps de classes,
élaborée dans [9], et que nous allons briévement rappeler :

1 - Le {-adifié du groupe des idéles d’un corps de nombres.

Fixons une fois pour toutes un nombre premier £, et considérons un corps
de nombres K arbitraire (mais de degré fini sur Q).
Le groupe des idéles classique de K est défini depuis Chevalley comme le

produit restreint
res

k= [ K
pEPI(K)

S.M.F.
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des groupes multiplicatifs des complétés respectifs de K en ses diverses
places. Le facteur K,° désigne donc soit le groupe divisible C* si p est
complexe ; soit le groupe R* = {£1} x R_’l‘_, si p est réelle ; soit, si p est
ultramétrique au-dessus d’un premier p, le produit

X _ ,07rrl Z
K, = pp.Up.mp

du groupe fini up des racines de l'unité dans K, d’ordre étranger a p, du
sous groupe U, ; des unités principales de K, et du Z-module libre engendré
par une uniformisante arbitraire .

Dans aucun des cas K;‘ n’est donc un Z,-module. Aussi, pour construire
un Z;-module & partir de K¢, la solution la plus économique consiste-t-elle
a former la limite projective

. o
Ky =limK)K)

n

des quotients /-primaires de K;‘. Cela étant, le passage au quotient ayant
pour effet de tuer la partie {-divisible de K:, le groupe obtenu est évidem-
ment trivial lorsque p est complexe, et égal a (—1)1‘/ 2Z¢ Jorsque p est réelle,
donc encore trivial sauf pour £ = 2 auquel cas il est isomorphe a Z/2Z.
Enfin, si p est ultramétrique, deux cas se présentent :

- ou bien p est modérée (i.e. étrangere a £) et

z
Ky = pp.my*
s’identifie au produit du {-sous-groupe de Sylow p, de up et du Zg-module
libre engendré par l'image de I'uniformisante 7, (image que nous conti-
nuerons par abus a noter )

- ou bien p est sauvage (i.e. au-dessus de {) et

X _rrl_Z;
Ke =Upmy

est le produit du sous-groupe U, des unités principales de Ky et du Z,-
module libre engendré par I'image de mp (que nous écrirons encore ).

Dans tous les cas, IC;‘ est ainsi un Zp,-module noethérien (donc compact
pour sa topologie naturelle de Z,-module) et il est commode d’écrire

X __ Z,
ICP = uP.ﬂ'p
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en convenant de prendre 7, = —1, si p est réelle, lorsque £ vaut 2.
11 est alors naturel de définir le ¢-adifié Jk du groupe des idéles Jg comme

le produit restreint
res

Ik = H Ky

pEPI(K)

c’est-a-dire comme la réunion pour tous les ensembles finis S de places de

K
Ik = U Ug, avec Up = H Ky. Hup;
SCPUK) PES  pgS

et d’équiper Jx de la topologie limite inductive des topologies des Uy, ces
derniers étant regardés comme compacts en tant que produits de modules
compacts (de sorte que la topologie de Jk n’est pas la restriction & Jx
du produit des topologies des IC;‘, mais fait cependant de Jx une réunion
dénombrable de modules compacts).

Si maintenant on prend comme (-adifié du groupe des ideéles principaux

le tensorisé f-adique
Ri=1;®z K*

du groupe multiplicatif de & (qui joue donc le réle du rayon dans la théorie),
et qu'on envoie Ry dans Jx en s’aidant du plongement diagonal de K *
dans Jy, le résultat fondamental du corps de classes (-adique est le suivant
(cf. [9], th. 1.1.13) :

THEOREME 1. - Isomorphisme (-adique du corps de classes - Le groupe R ¢
des idéles principaux s’identifie canoniquement a un sous-groupe fermé du
groupe des idéles Jk, et le quotient topologique

Cx = Ik /Rk

est un groupe compact, isomorphe comme tel au groupe de Galois G =
Gal (Fb /K) de la pro-{-extension abélienne maximale de K.

Sans doute n’est-il pas inutile de rappeler, puisqu’elle intervient plus loin,
comment s’exprime dans ce contexte la conjecture de Leopoldt. Désignons
par pi le {-groupe des racines de I'unité dans K (i.e. le {-sous-groupe de
Sylow de K*), puis, pour toute place non complexe p de K, écrivons pup
son homologue dans K. Cela posé, nous avons (cf. [9], Ch. I) :
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CONJECTURE DE LEOPOLD GENERALISEE.- Les idéles principaux (i.e. les
éléments de R ), qui sont localement partout des racines de 'unité (dans
Jk) sont les racines globales de I'unité ; ce qui s’écrit :

Rk N H Hp = LK.
pePI(K)

Bien entendu, les ideles concernés étant trivialement des unités (i.e. des
éléments du tensorisé (-adique g = Z, ®z Fx du sous-groupe des unités
de K*), la conjecture précédente revient & affirmer que le rang (-adique
des unités de K est égal au nombre de Dirichlet, ce qui, lorsque K est
totalement réel, est exactement le postulat initial de H-W. Leopoldt.

2 - Définition des valeurs absolues (-adiques principales.

On sait que les valeurs absolues réelles (c’est-a-dire & valeurs dans R*)
attachées aux diverses places du corps K, définies sur le groupe des ideles
JK, sont telles que leurs restrictions & K * satisfont la formule du produit :

II lzle=1, VzeK*
pEPIUK)

Pour obtenir un analogue dans Jy, il est nécessaire de définir des valeurs
absolues & valeurs non plus dans R:, mais dans le groupe multiplicatif Z°,
en fait dans son sous-groupe principal U = 1 + £Z;. Pour cela, on peut
procéder comme suit : soit

< >|2f —U=1+1Z,
la surjection canonique de Z; dans U, qui a pour noyau le sous-groupe des
racines ({ — 1)-iémes de I'unité dans Z,.

DEFINITION 2. - Pour chaque place p de K, on définit sur Jx une valeur
absolue | |, & valeurs dans U = 1 + (Z,, qui se factorise via le complété
profini K, en posant pour tout r = (zp), de Jk:

(i) |tlp =1, si p est complexe ;
(i) [Elp =< sg(zp) >, si p est réelle ;
(iii) t|lp =< Np~» () > si p est ultramétrique, mais étrangére a £ ;

(iv) |tlp =< Nk, @.(zp)Np~2 (=) > enfin, si p divise L.

190



NOYAU UNIVERSEL ET VALEURS ABSOLUES

Nous disons que | |, est la valeur absolue (-adique principale attachée a
la place p.

Remarque : La valeur absolue ainsi définie ne coincide pas exactement avec
celle donnée par J. Tate (cf. [15], Ch VI, déf. 1.1). Plus précisément elle
est égale au crochet < > de la valeur absolue de Tate.

Dans les trois premiers cas ((i) & (iii)) la définition donnée est la transposi-
tion de la définition réelle, le choix de la norme absolue Np correspondant a
une normalisation naturelle. La condition (iv) est alors dictée par la formule
du produit. En effet, avec les conventions précédentes, on a immédiatement

(cf. [9], prop. 1.1.8):

II lelb= II INk@@ls=1, Vz€Rx,
PEPIUK) pEPIQ)

comme attendu.

D’un autre cté, pour chaque place finie p, 'image |K, | est évidemment
un sous-module d’indice fini de U. En particulier, sauf peut-étre pour £ = 2,
c’est un Zp-module libre de rang 1, et, dans ce cas, le noyau K de | |, alors

un sous-module pur de K. De fait :

PROPOSITION 3. - Le noyau K dans K, de la valeur absolue {-adique
principale | |, est donné par les deux formules suivantes :

(i) Ky = Uy, pour p t L. Autrement dit, Ky est trivial si p est réelle ;

et égal au sous-groupe de torsion p, de K, si p est ultramétrique mais

modérée.

(ii) Ky = Ker(Logrw o Nk,/q.), ou Logr., est le logarithme d’Iwasawa
dans QJ, pour p | ¢, sous réserve d’imparité de £. Dans ce dernier cas, )C:
est le produit direct du sous-module de torsion , de K, et d’un Z,-module
libre de dimension [Kp : Q] ; et c’est encore un sous-module pur de K.

Démonstration. Le cas (i) étant immédiat, examinons plus attentivement
le cas (ii). Si p divise ¢, la condition |zp|, = 1 pour un z), de K, s’écrit :

< Nig,j@u(@p)Np~) >=1.

Elle affirme donc que la norme de z, s’écrit comme produit d’une puissance
de £ (qui est nécessairement N p”'(’”')) et d’une racine de 'unité. Mais cette

191



JAULENT J.F.

propriété caractérise précisément le noyau du logarithme d’Iwasawa dans
Q¢, ce qui conduit a I’égalité annoncée.

Nota : Lorsque ¢ vaut 2, la condition |zp|, = 1 pour p | £ s’écrit :
Nk, /. (zp) € 27

Elle définit donc un sous-groupe d’indice 1 ou 2 du noyau de l’application
composée de la norme locale et du logarithme d’Iwasawa dans Q). Cet
indice s’interprete d’ailleurs trés simplement par la théorie locale du corps
de classes.

Considérons, en effet, I’extension abélienne, disons Ly, de K, qui est
associée & Ky par le corps de classes local : le groupe de Galois G, =

Gal (_I?;b /Kp) de la pro-f-extension abélienne maximale de K, s’identifiant
au groupe profini K = lim K v /K :e", le corps L, est tout simplement la
n

sous-extension de Ti’:b qui est fixée par Ky,

- si p est réelle (i.e. si K, = R), c’est R si £ est impair, et C si £ vaut 2,
et dans les deux cas c’est la f-extension cyclotomique de R ;

- si p est modérée, K} s’identifie au sous-groupe d’inertie de Gy, et Ly est
donc la pro-£-extension abélienne maximale non ramifiée de K, ; c’est-a-dire
sa Z-extension cyclotomique.

- sl p est sauvage et ¢ impair, K} est I'image réciproque par la norme
locale Nk, /Q¢ du noyau dans Q; du logarithme d’Iwasawa, noyau qui est
précisément constitué des normes cyclotomiques. De sorte que dans ce cas
encore Ly est exactement la Z,-extension cyclotomique de K, ;

- enfin, si p est sauvage et £ vaut 2, la méme description normique montre
que Ly est la 2-tour cyclotomique de Ky, c’est-a-dire que c’est une extension
au plus quadratique de la Z-extension cyclotomique de K.

3.- Le groupe des classes de valeurs absolues.

Nous avons vu dans la section précédente que les idéles principaux (i.e. les
éléments de R k) satisfont la formule du produit pour les valeurs absolues
¢-adiques :

lzll =qer I lzlo=1

pEPI(K)
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Désignons par Jx le sous-groupe fermé de Jx constitué de tous les ideéles
qui vérifient la formule du produit :

—_—

Jk = HpePl(K)K:: = {(zp)periro] lI(zp)sll = H |zplp = 1}.

pEPI(K)

C’est un sous-module fermé de Jx qui contient R, et il lui correspond
donc, par la théorie {-adique du corps de classes une extension abélienne,
disons Ko, de K. Pour la déterminer, il suffit de remarquer que Jk est
I'image réciproque par la norme arithmétique Nk, q de son analogue Jq
dans Jg. Maintenant, un calcul immédiat montre que jQ est engendré
par Rq et le produit I—[p;Jﬁ o Up. La pro-L-extension abélienne de @ associée
a j@ est donc celle /-ramifiée maximale, c’est-a-dire, tout simplement la
(-tour cyclotomique Q. de Q ; et celle associée a. Jk est ainsi la (-tour
cyclotomique Koo = Qoo de K.

DEFINITION 4. - Soit, comme plus haut Jx = ﬁpEPl(K)IC: le noyau dans
Ji de la formule du produit, et Ji = Hpe PI(K) Ky le noyau des valeurs
absolues. Nous disons que le quotient

Clyx = Jx /TR
est le (-groupe des classes logarithmiques du corps K.

L’appellation de classes logarithmiques se comprend comme suit : aux
places finies modérées, I’application composée de la valeur absolue £-adique
principale | |, sur K et de I'opposé du logarithme {-adique Log, (défini sur
le groupe multiplicatif 14£Z, par son développement en série —Log,(1+z) =

o0
> (=1)*z*) induit un isomorphisme du quotient K /K} sur le sous-module

n=1

de Z, engendrée par le logarithme f-adique de la norme absolue de 1’idéal
p:
Ky /Ky ~ Z; LogeNp.
Comme un résultat semblable (bien que plus compliqué) vaut pour les places
sauvages, le quotient Jx/J % représente en quelque sorte le {-groupe des
diviseurs logarithmiques du corps K ; et son quotient par le sous groupe
principal R g Jj /T est bien le {-groupe des classes logarithmiques de K.
Cela posé, nous avons :
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CONJECTURE DE GROSS GENERALISEE. - Le groupe C{y est fini.

Pour retrouver la conjecture initiale de Gross dans cette formulation,
considérons la suite exacte canonique (ou le tilde signifie que ’on se restreint
aux familles qui vérifient la formule du produit) :

—~

& — L K5 — Ctx  —  Ci

8}( - Hp]ZIC:/’C; — jK/J;&RK — JK/ H ’C:'HUP"R’K
pleoo pte

Dans celle-ci le terme de gauche £} = Z, ®z F' est le tensorisé (-adique
du groupe des {-urités de K ; le terme de droite Cl%, n’est rien d’autre que le
l-groupe des ¢-classes d’idéaux du corps K (i.e. le quotient du ¢-groupe des
classes d’idéaux au sens ordinaire par le sous-groupe engendré par les idéaux
premiers au-desus de £) ; le terme en [] est un Z,-module noethérien de
dimension {x — 1, si li est le nombre de places de K au-dessus de £ (qui est
libre si £ est impair) ; et le terme de gauche &} est simplement le tensorisé (-
adique du groupe des {-unités de K. Cela étant, affirmer la finitude de Ct K
équivaut donc a affirmer que le sous-module de f[ ol Ky s qui est engendré
par les valeurs absolues ¢-adiques des £-unités de K est encore de dimension
lg —1; ce qui, appliqué aux seules composantes imaginaires pour un corps
a conjugaison complexe (i.e. extension quadratique totalement imaginaire
d’un sous-corps totalement réel), est bien la premiére conjecture de B.H.
Gross.

Pour relier maintenant la conjecture de Gross a ses interprétations cy-
clotomiques, il est commode de réinterpréter le groupe Cly a l’aide de
la théorie £-adique du corps de classes : Nous avons vu plus haut que le
numérateur Jx est associé & la l-extension cyclotomique Ko de K. D’un
autre c6té, nous savons par le corps de classes local que le facteur K de Jx
est le sous-groupe de normes de IC:,< qui correspond a la {-extension cyclo-
tomique locale L, de K). L’extension globale associée au produit JzR
est donc la plus grande {-extension abélienne de K, qui est localement cy-
clotomique en chacune des places de K, autrement dit la pro-f-extension
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maximale Lo, de K qui est abélienne sur K et complétement décomposée
partout sur K. Naturellement, aux places modérées, la montée dans la (-
tour cyclotomique Ko,/ K ayant épuisé les possibilités d’inertie, la condition
de compléte décomposition est simplement une condition de non ramifica-
tion. Le corps Loo est donc aussi la pro-f-extension abélienne maximale de
K qui est non ramifiée et {-décomposée sur K, : c’est ce qu'’il est convenu
d’appeler le (-corps des (-genres de ’extension profinie Ko /K. Par suite,
lorsque K, est procyclique sur K (ce qui est toujours le cas lorsque £ est
impair), disons Koo = J,en {n, avec K, cyclique de degré {" sur K, le

groupe C/l s’identifie au quotient des genres
Cly =~ CIKC,O/C}E’ZO_I),
ot Cf% = lim Clj est le groupe de Galois de la {-extension abélienne
oo —n n

non ramifiée /- décomposée maximale de K, et 7 un générateur topolo-
gique du groupe profini I' = Gal(K/K). On retrouve ainsi I'interprétation
classique de la conjecture de Gross, qui consiste & postuler que le polyné-
me caractéristique P € Z,[y — 1] du Z,[[y — 1]}-module C},_ n’est pas un
multiple de (y — 1) (cf. [9]; p. 317).

4.- Le noyau des valeurs absolues.

Supposons, pour simplifier I’exposé, que la {-tour cyclotomique Koo /K
soit procyclique (ce qui est automatique lorsque ¢ est impair, mais peut
étre en défaut si £ vaut 2). Dans ce cas, lorsque £ vaut 2, le corps K est
nécessairement totalement imaginaire, de sorte que ’hypothese faite im-
plique en particulier que les valeurs absolues {-adiques attachées aux places
réelles n’interviennent plus (parce qu’elles sont triviales pour £ impair, parce
qu’il n’y en a plus pour £ = 2). Plus généralement, I'image |K) |, ~ K /K
du complété profini IC;‘ par la valeur absolue correspondante | |, est alors
un Z,-module libre quelle que soit la place p (de rang O si p est réelle, 1
sinon), et le noyau N = Rx N Jj: des valeurs absolues dans R contenu
dans le tensorisé £k = Z; @z E du groupe des {-unités de K.

Plus précisément, dans la suite exacte déja rencontrée :

1 — N — & — [, Jk5 s — Clyx — ClY,

le terme médian ﬁplellcg‘lp est alors un Zg,-module libre de rang I — 1
(ou I désigne le nombre de places sauvages de K), et £} le produit du

195



JAULENT J.F.

sous-module de torsion pg de Rk (le £-groupe des racines de I'unité dans

K) par un Z,-module libre de dimension rx + cx + g — 1 (ol rx et ck

désignent respectivement les nombres de places réelles et complexes de K).
Nous pouvons donc énoncer :

PROPOSITION 5. - Le noyau Ng = RxNJj dans R des valeurs absolues
L-adiques principales est un Z,-module noethérien de dimension

"k +ckx + 6k

ou Tk est le nombre de places réelles de K, cy le nombre de places com-
plexes, et 6 = dimgz,Clk mesure le défaut de la conjecture de Gross dans
K.

C’est un sous-module pur de R i (contenu dans le groupe des {-unités £y, )
dés que la {-tour cyclotomique K, /K est procyclique (ce qui est toujours
le cas lorsque £ est impair).

ScOLIE 6. - Le groupe dual My = (Q¢/Z,) ®z, Nk est, lui, un Z,-module
divisible de codimension T + cx + 6.

On notera, en effet, que le produit tensoriel par Q;/Z; a pour conséquence
de tuer le sous-groupe de torsion ux de N.

Ce point acquis, le théoréme principal de [10] (th. 1.12) peut s’énoncer
comme suit : Désignons par $x le radical hilbertien attaché au corps K,
défini par

B ={*Qz € (Q/L)®1, R| z € TE T}

Nous avons :

THEOREME 7. - Lorsque l’extension cyclotomique K o, /K est procyclique,
il existe une suite exacte naturelle scindée

—~—tor

—~tor
ou Cly est le sous-smodule de torsion du groupe des classes de valeurs

absolues C? K (autrement dit Ct k lui-méme, sous la conjecture de Gross).
En particulier, My est le sous-module divisible maximal de .

Démonstration du théoréme : Remarquons d’abord que ANy étant un
sous-module pur de R g (comme expliqué & la proposition 5), son dual Ny
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est un sous-module de celui R = (Q¢/Ze) ®z, Rk ~ (Qe/Z;) @z K*
de Rk, et il est trivialement contenu dans ). Tout le probleme est donc
d’interpréter le quotient g /M.

Pour cela, considérons un élément /=% ® z de $Hx. Par définition, nous
pouvons écrire T = U£k3, avec 3 € Jx et y € Jk, en fait y € Tk, (puisque
z et 3 sont tous deux contenus dans le noyau de la fOI'mlilf du produit). En
associant & I’élément £=% ® z la classe cf(y) de y dans Clg = /TR,
nous définissons ainsi un morphisme de ) dans C{lx dont 'image est
exactement le sous-groupe de torsion de ct k- Quel est son noyau 7 Sup-
posons cl(y) = 1, i.e. § = 3'z’ avec 3’ € Ty et ' € Ri. Nous avons
alors £F @z = 6% @ (z/2"%"), et z/2"*" € Rk N T} = Nk ; ce qui établit
P’exactitude de la suite.

Interprétation du noyau hilbertien : Considérons l'image, disons £%, du
radical hilbertien $x dans le dualisé Jx = (Q¢/Z¢) ®z Jx du groupe des
ideles. Par définition les éléments de £ sont ceux construits a partir
des éléments de Jg c’est-a-dire, comme on I'a vu, & partir des normes
cyclotomiques locales. Maintenant, dans I’extension procyclique Ko, /K le
fait d’étre norme ou non se lit localement, en vertu du principe de Hasse.
Les éléments de Hx sont donc tout simplement les éléments du radical

Ri ~ (Qe/Ze) ®z K* qui sont représentés par les normes cyclotomiques :

k
Hr={*@z€RK|VneN ze€ KX N,(KX)},

si ’on désigne par N, la norme arithmétique dans la sous-extension K, /K
de degré (™ de I’extension cyclotomique Ko /K.

L’introduction du groupe f)i dans la théorie cyclotomique, sous une
forme naturellement tres différente, remonte en fait & F. Bertrandias et J.-
J. Payan qui I'ont utilisé dans [1] pour étudier une condition suffisante de
la conjecture de Leopoldt. Enfin I’appellation radical hilbertien que nous
préférons s’explique aisément : du point de vue de la K-théorie des corps
de nombres, les normes cyclotomiques sont caractérisées comme noyau des
symboles de Hilbert construits sur les racines de l'unité (cf. [9], Ch. 1.2).

5 - Noyau universel et radical des Z,-extensions.

Nous supposerons dans cette section que le corps K contient les racines 2/(-
iemes de I'unité (de sorte que la condition restrictive introduite au début de
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la section 4 sera en particulier remplie). Disons cependant que lorsque cette
hypothése n’est pas vérifiée, il est toujours possible de pallier cette difficulté
(au moins pour £ impair), en raisonnant sur le sur-corps K’ = K], puis
en redescendant certains résultats sur K en s’aidant de la décomposition
semi-locale de ’algébre Z,[Gal(K'/K)] donnée par les idempotents primitifs
associés aux caractére {-adiques irréductibles du groupe Gal(K'/K).

Commencons par fixer quelques notations : pour chaque naturel n écri-
vons K, l'extension K[(,n] engendrée sur K par les racines £"-iémes de
P'unité (de sorte que nous avons K = Ky = ... = K,,, jusqu’a un certain
rang m, puis [K,41 : K,] = £ pour n > m) ; notons I' le groupe de Galois
Gal(Ko/K) identifié & Z, par le choix d’un générateur topologique =y, puis
A = Z,[[y — 1]] P’algebre d’Iwasawa associée, et T, = T*"" " (pour n > m)
le sous-groupe Gal(K/Ky). Introduisons enfin le module de Tate :

Te = ]i{il/_],gn

n

limite projective des sous-groupes finis de ppe (qui est isomorphe a Z,
comme groupe abstrait), et

Te = Hom(peeo, Qe/Zs)

le module opposé, défini comme dual de Pontrjagin de la limite inductive
des pen (qui est encore Z, comme groupe abstrait, mais avec une action
galoisienne différente).

Cela posé, les résultats de [9) montrent que les radicaux respectifs

Ri, = (Qe/Ze) ®2 K* ~ (Qe/Z;s) @z, RK..,

associés aux corps K, vérifient la théorie de Galois dans Ko /K ; C’est &
dire que l'on a :

Ry, C Ri,, = (Qe/Le) @2 KX, enfait Ry, = R

(cf. [9], prop. 1.2.2) ; et qu’'un résultat analogue vaut pour les radicaux
hilbertiens :

k
Bk, = Difs o1 Ak, = {{T* @z € Ry, | z €Tk, Tk}
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(cf. [9], prop. 1.2.18).

Nous sommes plus particuliérement intéressés ici par trois sous-groupes
remarquables de Hi__ :

- le noyau Y., dans Rk, des symboles { , } & valeurs dans le groupe
universel K2(K) :

Ug, ={tF@z e Ri,| {(,z} =1, dans Ko(Ko)}-

- Le radical 3., attaché & la réunion Zo, = |J,en Zn des composées Z,
des Z,—extensions des corps K, :

3k ={t7*®2€RK| | Koo| &/ 2] C Zoo}.

- Le-radical 9  construit sur le noyau Nk dans Rg, = Z, @z KX des
valeurs absolues :

Ni. ={*RzeRk_| z€NKk, = U Nk, }-
neN

Avec ces notations, les résultats de J. Coates (cf.'[2], th. 4) et de M. Koster
(cf. [10], th. 2.6) peuvent étre présentés synoptiquement comme suit :

THEOREME 8. - En haut de la tour cyclotomique, on a les inclusions :

(i) Uk, C k., avec égalité si et seulement si le corps Ko, vérifie la
conjecture de Leopoldt.

(ii) Uk, C Nk, avec égalité si et seulement si le corps Ko, vérifie la
conjecture de Gross.

Démonstration. Désignons par X le dual de Pontrjagin de $x . La
théorie d’Iwasawa (cf. [7] §8) montre que le groupe & est un A-module
noethérien qui n’a pas de sous-module fini non nul, et plus précisément
qu’il existe une suite exacte de A-modules

l1— X — AT — F —1

ou c est le nombre de places complexes de K, F un A-module fini qui
sera précisé plus loin, et T une somme directe de quotients de A par des
puissances d’idéaux premiers de hauteur 1. Les produits tensoriels par T,
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et T, respectivement des divers termes de la suite fournissent alors deux
autres suites analogues pour T, ®z, X et T, Rz . X dans lesquelles le terme
A€ est inchangé.

Choisissons donc n assez grand pour que le générateur v, = v¢  de T,
opeére trivialement sur F et ses tensorisés T,®z, F et TRz . F; puis faisons
agir I’élément w,, = 7, — 1 sur chacun des termes des suites obtenues.

Partant par exemple de la suite courte écrite plus haut, nous obtenons
par le lemme du serpent la suite exacte a quatre termes :

1—F — X/X — (AJwp, A DT /w, T — F — 1,

qui nous montre que la dimension sur Z; du plus grand quotient de X'/A'“»
qui est un Z,-module libre (autrement dit la codimension du sous-module
divisible maximal de son dual de Pontrjagin £, = 5’)5("00 est égale a celle
cn = ™ du Zg-module libre (A/w,A)¢

augmentée de celle du plus grand quotient de T'/w, T qui est un Z;,— module
libre. Et un résultat analogue vaut naturellement pour les suites tensorisées.
Distinguons donc les trois cas :

(i) cas des valeurs absolues : le sous-module divisible maximal de Hg,
est le groupe Mg, dont la codimension a été calculée au scolie 6. Cela
montre que le défaut 8, de la conjecture de Gross dans K, est donné par
la formule :

5,, = dimzl T/wn T.

En d’autres termes, la conjecture de Gross dans K, postule donc sim-
plement que le polyndme caractéristique du A-module T n’a pas de facteur
cyclotomique. Lorsqu’elle est satisfaite, le sous-groupe Ny de Hi  est
donc exactement l’orthogonal du sous-module de torsion 7 = X' N T de A
dans la dualité de Pontrjagin ; il est strictement plus grand sinon.

(ii) cas des symboles : d’aprés la théorie de Tate (cf. [14]), la dimen-
sion du sous-module divisible maximal T, ®z, - est égale au nombre de
places complexes ¢, = cf™ de K,. Il en résulte par dualité que le polynome
caractéristique du A-module de torsion T, ®z, T n’a pas de facteur cy-
clotomique. Le noyau universel Uy est donc toujours 'orthogonal du
sous-module de torsion 7. En particulier il est contenu dans Mg __, et lui
est égal sous la conjecture de Gross.
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(iii) cas des Z¢-extensions : d’apres la théorie de Kummer (cf. [9], I.2.1§c),
le radical T; ®z, 3. correspondant & la composée des Z,- extensions du
corps K, est le sous-module divisible maximal du groupe des points fixes
(Te ®2, Hoo)'™ du tensorisé T, ®z, Hoo. 1l s’ensuit que le défaut & de la
conjecture de Leopoldt dans K, (qui mesure le nombre des Z,-extensions
en excés) est donné par la formule :

6y =dimz, (TeQ®z, T)/wn(Te®z, T)

n’a pas de facteur cyclotomique. Lorsqu’elle est vérifiée le sous-groupe
300 = Unen3n est donc exactement 1'orthogonal de 7 ; il est strictement

plus grand sinon.

SCOLIE 9. - Sous les conjectures de Leopoldt et de Gross, le radical 3,
des Z,-extensions de K, le noyau My, des valeurs absolues dans K, et le
noyau g des symboles universels & valeurs dans K»(K,), sont tous trois
des Z,-modules libres de dimension ¢, = c{*. En général cependant ils ne
coincident pas, car la descente galoisienne s’écrit :

(Te®3k,)=(Te®3x )i 5 (Te@Ug,) = (\Té ® U )in;

N, = (N )aiv

si ’on convient de désigner par Mg;, le sous-groupe divisible maximal d’un
Z,—module M.

Remarque. Sous la condition nécessaire et suffisante Ct k = 1, les trois
radicaux ci-dessus coincident pour tout n avec le radical hilbertien Hy, .
On retrouve ainsi la condition suffisante des conjectures de Leopoldt et de
Gross avancée dans [1] et discutée dans [8].

6 - La question de la capitulation

Conservons les hypothéses de la section 5, et supposons vérifiées en outre
les deux conjectures de Leopoldt et de Gross aux divers étages finis de la
tour cyclotomique Ko,/K. Dans ce cas, les résultats de R. Greenberg (cf.
[6]) montrent que la seule obstruction & I’égalité des trois radicaux définis
dans le scolie 9 ci-dessus réside dans le sous-quotient C' = A°/A¢(X' +T) du
groupe fini F' évoqué plus haut. Avant de préciser ce point, disons un mot
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sur le groupe C lui-méme. Les calculs d’Iwasawa (cf. [7], §5.4, 6.3, 8.4, et
8.5) prouvent implicitement que le dual de Pontrjagin C de C s’identifie a
la limite projective, disons

Capl,, = limCapi

des sous-groupes respectifs Capy, des {-groupes de {-classes des corps K,
formés des (-classes de C'¢ qui capitulent dans Cl}_, les groupes Caply,
étant d’ailleurs finis et stationnaires a isomorphisme canonique pres.

Pour retrouver directement ce résultat en termes de classes logarith-
miques, nous pouvons procéder comme suit : Désignons par N Ko, le dual de
Pontrjagin du noyau Mg_, et partons de la suite exacte courte qui définit
le groupe fini C :

1 —Ng,. —m A —C—1

oo

Faisant opérer I',,, en fixant n assez grand pour que ’élément w, = 7v*" —1
annule C, nous obtenons la suite exacte a quatre termes

1—C— ‘5?;(”/‘51‘}’{'; — (AJwpA) — C — 1,

qui nous prouve, puisque le quotient A/w,A est un Z; module libre, que C
est exactement le sous-module fini du quotient Nk, /N, autrement dit

que son dual de Pontrjagin C s’identifie au quotient du sous groupe NLn
Jag g Koo

de M par son sous-module divisible maximal.
Ecrivons maintenant la suite exacte naturelle donnée par le théoréme 7 :

1— Ny, — Hx, — Clx, — 1.

Passant & la limite inductive avec n, et prenant les points fixes par I',;, nous
obtenons la suite exacte longue de cohomologie

—~T
| T'n i
l1— m](w —"ﬁKm —_— C[Kao —__ ...

ou le terme médian f)I;{';o n’est autre que le radical hilbertien précédent
Hk,. Par le lemme du serpent, nous en concluons immédiatement que le
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quotient ‘ﬂl;{':x /N, s’identifie au noyau de l’application naturelle de Ct K.
dans C? Ko » C'est-a-dire précisément au sous-groupe C% K, de Ct K, formé
des (-classes logarithmiques qui capitulent dans ’extension Koo /K.

Bien entendu les mémes calculs conduits cette fois a partir des suites
exactes tordues

1-——»T£®1tﬂ1(°° ——>Te®llAc’ZAc—-—>Tg®zzC——+1

1—T,Qz, 3k, — Te@z A ~A° — T, ®7,C— 1

conduisent & des interprétations analogues faisant intervenir soit le noyau
de I'homomorphisme d’extension pour les noyaux hilbertiens Hy(K,) de
la K-théorie, soit le méme noyau pour les groupes Ho(K,) (cf. [9], ch.
1.2) définis comme les duaux de Pontrjagin respectifs des sous-groupes de
torsion des groupes de Galois Gal(H,/K,) attachés aux composées H,, des
(-extensions cycliques des corps K, qui sont localement Z,-plongeables (et
dans ce dernier cas, la “capitulation” en question traduit le fait banal qu’une
l-extension cyclique d’un K, qui est localement Z,-plongeable sur K, peut
Pétre globalement sur K,,, pour m assez grand, sans ’étre sur K,).

Résumons ces résultats qui prolongent ceux de J. Coates sur le noyau
régulier (cf. [2]) :

PROPOSITION 10. Sous les conjectures de Leopoldt et de Gross, le dual de
Pontrjagin du groupe fini C s’identifie comme module galoisien & chacun
des quatre modules suivants :

i) & la limite projective Cap,_ des sous-groupes de {-classes K, qui
capitulent dans K
i) & la méme limite Ecﬂo K., pour les groupes de classes logarithmiques
Clx, ;
iii) aux tensorisés T, ®z, Ker(H(K,) — Hz(Ko)), pour tout n assez
grand ;
iv) aux tensorisés T, ®z, Ker(Hy(K,) — H(K)), pour tout n assez
grand.

Il est alors possible de préciser comme suit les résultats de R. Greenberg

(ct. [6]) :
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THEOREME 11. Choisissons n assez grand pour que le groupe fini C soit
annulé par l'opérateur w, = v, — 1 comme par {*. Dans ce cas, sous
les conjectures de Leopoldt et de Gross, les trois propriétés suivantes sont
équivalentes :

(i) le groupe C est nul (autrement dit I’homomorphisme d’extension
Ct,, — Cl. est injectif.
(ii) il y a coincidence entre les sous-groupes de £™-torsion respectifs du
noyau universel Uy et du noyau des valeurs absolues Ny, .
(iii) II y a coincidence entre les sous-groupes de £™-torsion respectifs du
radical 3, des Zy-extensions de K, et du noyau Ny, des valeurs
absolues.

Et, lorsque ¢ est impair, I’équivalence s’étend & la condition :
(iv) e 3k, = Nk,

Remarque : L’intérét du théoréme 11 réside avant tout dans ’extréme
inégalité des complexités numériques des trois radicaux concernés : lorsque
le corps K, est connu numériquement, le calcul du noyau ¢ Nk est facile,
les normes cyclotomiques étant définies par des formules explicites ; la
détermination du radical initial des Z,-extensions ¢» 3k, est moins directe :
il faut utiliser par exemple le logarithme de Gras défini sur les groupes
de classes (cf. [5]) ; celle de pnilg, est beaucoup plus difficile encore en
présence de symboles exotiques.

Démonstration du théoréme : Les calculs qui précédent montrent que
le noyau ¢» Mg, est 'ensemble des éléments de {™-torsion du sous-module
divisible maximal du groupe des points fixes ‘JII;(’; Dans la dualité de

Pontrjagin entre g et N Ko C A€, son orthogonal, disons X, est donc
le sous-module w,A¢ + K"‘j’tI(m du groupe, noté additivement, ‘jIKw : En
effet, n ayant été choisi assez grand pour que w, annule C, nous avons
bien w,A° C N K., €t le quotient correspondant w,A° /wn‘j't K., est exacte-
ment le sous-groupe de torsion de N Koo /wn‘lew. Considérons donc le
quotient A°/X,. D’un cété, puisque c’est un quotient de A°/w,A® ~ Z;™,
sa décomposition comme produit de groupes cycliques fait intervenir au
plus ¢, facteurs. D’un autre coté, son sous module N Koo/ Xn, qui est le
dual de Pontrjagin de ¢» 9y, est lui un Z/£"Z-module libre de dimension
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cn ; et il vient donc :
A/ Xn = @2, 2/0F%T,  avec [] 15 = (A°: RNe) = |C-
=1

Le théoreme sera donc établi si nous prouvons que chacune des quatre
conditions énoncées équivaut a la nullité de tous les entiers naturels e;. Or
’équivalence avec (i) résulte directement de la proposition 10. Celle avec (ii)
ou (iii) s’établit comme suit : L’égalité de (» Mg, avec gnilg, (respective-
ment avec ¢= 3, ) signifie que X, reste inchangé lorsqu’on tord l’action de
T, sur A° par le caractére cyclotomique (respectivement anticyclotomique),
autrement dit que I',, agit trivialement sur

T, ®1[ (Ac/Xn)

(respectivement T,®z,(A°/X,)). Mais le groupe I';, étant engendré topologi-
quement par I’élément -, défini par l'identité

C'Vn — Cl“l‘f‘n,vc E /.l[co,

cela revient & dire dans les deux cas que 1+ (™ agit trivialement sur A¢/X,,
i.e que A°/X, est d’exposant {". Enfin, le cas (iv) se traite de facon ana-
logue & ceci prés qu’il convient de remplacer 1 + £* par (1 + (*)?2, ce qui
nécessite d’exclure le cas £ = 2.

ScOLIE 12. Sous les conjectures de Leopoldt et de Gross, il existe un entier
naturel k tel qu’on ait identiquement pour tout n assez grand :

cn—kﬂ]{n = en—km}(" = Z"‘—k3Kn-
Preuve. Il suffit, en effet, de choisir k tel que £¢ annule C.

Terminons par deux exemples pour lesquels le théoreme de Baker-Brumer
assure la validité des conjectures de Leopoldt et de Gross (cf. [8]).

EXEMPLE 1. - Prenons £ = 3 et K = Q[vd, v/—3d] biquadratique con-
tenant les racines cubiques de 'unité. Supposons 3 non décomposé dans
le sous-corps quadratique réel k = Q[V/d], et le 3-groupe de 3-classes C//,
trivial. Dans ce cas, la formule des classes ambiges (cf. [9], ch. IIL1),
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appliquée aux sous-extensions finies k,/k de la 3-tour cyclotomique sur k,
montre que l'on a identiquement C¢} = 1, pour tout n, donc qu’il n’y a
pas de 3-capitulation dans ko /k et, partant, dans K, /I. Dans ce cas, on
a donc pour tout n :

g, =en Ng, =¢n Ik, -

En particulier, le radical initial des Z,-extensions, pris dans K¢/KX t, tout
comme le noyau des symboles universels, sont F,-engendrés par les classes de
la racine j, du nombre 3, et de I'unité fondamentale € du corps quadratique
k.

Bien entendu, ce résultat est en défaut en présence de capitulation (cf.
[6])-

EXEMPLE 2. - Soit £ un nombre premier impair satisfaisant la conjecture
de Vandiver, i.e. ne divisant pas le nombre des classes du sous-corps réel
maximal K+ du {-iéme corps cyclotomique K = Q[(]. Dans ce cas, la
formule des classes ambiges montre que la méme propriété est encore vraie
a chaque étage fini de la {-tour cyclotomique K, = Q[(¢»]. Il vient alors
comme plus haut :

e, =em Npe, =4m 3,

Et le groupe Mg, n’est autre que le Z,-module divisible construit sur les
£-unités de K.
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