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RESULTATS QUANTITATIFS EN
APPROXIMATION DIOPHANTIENNE

par

Hans Peter SCHLICKEWEI

1. Le Théoréme du Sous-espace quantitatif.

Rappelons le théoréme de Roth [12]: Soit o un nombre algébrique de degré
d > 2, soit 6 > 0. Alors il n’existe qu’un nombre fini de nombres rationnels ?y-
tels que

(1.1)

soit satisfait.

Il est bien connu que ce résultat est ineffectif dans le sens suivant: la
preuve ne permet pas d’obtenir des bornes supérieures pour les valeurs ab-
solues |z|,|y| des solutions de (1.1). En revanche on peut obtenir par la
méthode de Roth des bornes supérieures pour le nombre de solutions % de
(1.1). (cf. Davenport et Roth [3], et plus récemment Bombieri et van der
Poorten [1] et Luckhardt [8]). Remarquons que (1.1) est presque la méme
chose que

(1.2) lyllya — 2| < |x|°

ou x = (z,y) et |x| = v/22 + y2. Dans (1.2) nous avons deux formes linéaires
a coefficients algébriques L;(x) = y, L2(x) = ya — z qui sont linéairement
indépendantes. La généralisation & n dimensions est le fameux théoréme du
sous-espace de Wolfgang Schmidt [20] (1972):

S.M.F.
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Soient L1(x),... ,Ln(x) des formes linéaires linéairement indépen-
dantes a coefficients algébriques en x = (x1,... ,2,). Soit 6§ > 0.
Considérons Uinégalité

(1.3) |L1(x) - La(x)] < |x]7°
ot |x| = /a2 +---+z2. Alors il existe un nombre fini de sous-
espaces propres Uy,... ,U; de Q" tels que chaque solution x € ZI"
t

de (1.3) soit contenue dans UU,-.

i=1

Ce théoreme a été généralisé indépendamment par Dubois et Rhin [4] et
par Schlickewei [13] au cas des valeurs absolues p-adiques.

Dans un travail récent Wolfgang Schmidt a trouvé comment donner une
version quantitative de son théoréme du sous-espace [22]. Ceci a été généralisé
ensuite par Schlickewei aux valuations p-adiques [15] et aux corps des nombres
[18]. Nous allons citer ici le résultat principal de [18]. Mais d’abord il nous
faut introduire quelques notations.

Soit K un corps de nombres de degré d. Soit M(K) l’ensemble des
places de K. A chaque v dans M(K) nous associons la valeur absolue | |,
normalisée de la maniére habituelle: sur @ on a | |, =| | (valeur absolue
standard) si v est archimédienne et |p|, = p~! si v est au-dessus du nombre
premier p. Pour @ = (0y,... ,0,) € K™ et pour v € M(K) nous posons

o Vw2 + -+ ]an2  pour v archimédienne
al, =

max |o;l, pour v nonarchimédienne,
1<i<n
et nous écrivons
— Laldy/d
lallo = lals
ou d, = [K, : Q] est le degré local du complété K,. Finalement nous

définissons la hauteur (projective) de a par

H@= J[ lel.

vEM(K)

Etant donnée une forme linéaire L(x) = ayx; + - - - + ap, a coeflicients dans
K nous définissons

I Ll =llall, et H(L)=H).
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RESULTATS QUANTITATIFS EN APPROXIMATION DIOPHANTIENNE

THEOREME 1. [18] Soit K une extension normale de Q de degré d. Soit
S un sous-ensemble de cardinalité s de M(K). Pour chaque v € S, soient
L(lv), ... L) des formes linéaires en x = (z1,... ,2n), & coefficients dans K,
linéairement indépendantes. Soit 0 < 6 < 1. Considérons I'inégalité

LB Nl
1.4 < H .
(4 gsH 2onsn

Alors il existe des sous-espaces propres Sy,...,St, de K™ avec
(1.5) t = c(n,d,5,6) = [(8sd)”" 565‘2]

t1

tels que chaque solution B € K™ de (1.4) ou bien soit contenue dans US,- ou
i=1

bien ait une hauteur satisfaisant

(16)  H(B) <max{(n!)%, H(Lg”))g_"f_d wesS;i=1,... ,n)}.

Le résultat quantitatif de W. Schmidt [22] traite le cas olt S contient une
seule valeur absolue archimédienne et ol les solutions B sont prises dans Q™.

La partie interessante dans le Théoréme 1 est le fait que la borne (1.5)
pour le nombre de sous-espaces ne dépende que du degré d de K, de la dimen-
sion n, du nombre des valeurs absolues intervenant, et de §. En particulier
la constante ne dépend pas du discriminant du corps, elle ne dépend pas des
formes Lgv) ni des idéaux premiers p correspondants aux valeurs absolues
nonarchimédiennes dans S. Nous allons voir plus bas que ce théoréme donne
des bornes supérieures uniformes pour le nombre de solutions d’une grande
classe d’équations diophantiennes.

2. Réduction du Théoréme 1 au cas rationnel.

Dans [15] nous avons démontré 1’énoncé suivant, que est une variante du
Théoréme 1 dans laquelle les solutions sont rationnelles.

THEOREME 2. [15] Soit K un corps de nombres de degré d. Soit R un sous-
ensemble de M(Q) de cardinalité r contenant la place a I'infini. Pour chaque
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v € R, on choisit une extension | |, de v & K, et on se donne des formes
linéaires Lgv), ... ,Lﬁ,") enx = (z1,... ,y) a coefficients dans K, linéairement
indépendantes. Soit 0 < € < 1. Considérons I’inégalité

@) [P LP), < (H | det (L(;’),... ,Ls,v>) |v) x|~

vES vES

Alors il existe des sous-espaces propres Ty,...T;, de Q™ avec
(2.2) t2 — [(Ssd!)226n 56 6_2]

t2
tels que chaque solution x € Z" de (2.1) ou bien soit contenue dans UT’ ou

bien ait une norme |x| = \/2? + - -+ + x2 vérifiant

(2.3) x| < max {(n!)g, HILY) (wesS, i=1,... ,n)}.

=1

Nous ne parlerons pas ici de la preuve du Théoréme 2. Nous remar-
quons seulement qu’elle a besoin de toute la machinerie de Thue-Siegel-
Roth—Schmidt. Au lieu de donner des détails sur cela nous nous contenterons
d’indiquer comment on peut déduire le Théoréme 1 du Théoreme 2.

Pour transformer (1.4) en une forme ressemblant a (2.1) nous remarquons
d’abord que pour chaque v € S nous avons

L - | ZD o < | det(LS7, ..., L) (|0 (H(LE) - - HLD))d.
On voit immédiatement que si
P
H(B)? > H" ot H =max{H(L$”)) (ves; i=1,...,n)}

alors (1.4) implique

(2.4)

@) (gy...L® T
[ L Boie Ol o (] aeezt?.....2) BECuat
vES v ves

Notons que (2.4) est homogene en . Par conséquent nous pouvons supposer
sans perte de généralité que le vecteur B dans (2.4) a des composantes entiéres
algébriques dans I.
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L’idée générale est maintenant d’utiliser une base entiére de K sur Q

disons 7;,... ,7q4 et d’exprimer B = (fi,...,B,) dans cette base c’est a dire
(2.5) Bi=zav1+ -+ TidVd
avec z;; € Z, puis de remplacer 8 par X = (Z11,... ,&1ds+++ s Znly--- ,Tnd) €

7™ et enfin d’utiliser le Théoréme 2. Grace A cette transformation, nous
pouvons simplifier la situation en supposant que pour tout v dans S, si p est
la place de M(Q) que divise v, S contient toutes les places de K au dessus de

p. Les formes L(v) L) avec v | p sont transformées par (2.5) dans des
formes Ml(f), M,(f;), ,Ml(s),...M,(f;) €N T11,.-+ yL1ds+-+ yTnlye-- s Tnds

et on voit aisement qu’on a

T 1Z0®) - LOB) [l = IMP) - ME )2
vES
vlp

En outre nous obtenons

TT 1l det(Z{?,...L 1o = |det(MD, ... “”)13 Dy %

vES
vlp

ou Dy dénote le discriminant de K sur Q. Pour appliquer le Théoréme 2
il suffira de remplacer H(B) par |x| = \/z%, + -+ + 22, avec z;; défini dans
(2.5).

Usuellement la procédure pour arriver a cette situation consiste a choisir
un multiple de B, disons A3, tel que AB ait des composants entiéres, et tel que

_1
II 1281 > |Dk|™%;

v€E Mo (K)

nous avons noté My(K) les places nonarchimédiennes de K. Alors un calcul
simple montre, que nous pouvons remplacer (2.4) par

[T 1MP)- MB ),

PES(Q)
(26) 4 4
< (M 1ae... ) Yiowe( T W)
pES V€M (K)
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ol My (K) désigne les places a l'infini de K, ou S(Q) désigne les places de Q@
qui sont au-dessous des places de S, et ol ¢ est une constante positive, qui ne
dépend que de n et de s. Pour remplacer

IT 18l par Ix|

vE Moo (K)

on choisit usuellement une unité £ dans K telle que

(2.7) Bl < e TT 181,

’UeMoo(K)

pour chaque valeur absolue archimédienne | |, de K, ou Ry est le régulateur
de K et ou c est une constante positive qui ne dépend que du degré d de K.
Mais on ne sait majorer e°?% que par une expression qui dépend exponen-
tiellement de D ; une telle borne donnerait finalement une inégalité du type
(2.8)

D, -4
II |M£f><x>---M,£';>(x>|,,<( II |det<Mf;’>,...,Mi';>>|,,)e “Ix|7%
PES(Q) PES(Q)

ol c¢; est une constante positive.

Pour obtenir un résultat qualitatif cette méthode suffit, et en effet elle

a été appliquée dans W. Schmidt [21] aussi bien que dans Schlickewei [14].

Dans le cas quantitatif la situation est plus compliquée. Pour appliquer le
c1

Théoréme 2 a (2.8) nous remarquons que le facteur ¢’ a une influence

dévastatrice: nous obtiendrons une valeur ¢; dans (1.5) qui dépendrait de
.DI{.

Une méthode pour éviter ce probléme est de choisir un multiple entier
algébrique de B, disons \B, avec |Ni,q(N)| < |Dk|? tel que (2.7) puisse étre
remplacé par

(2.9) max Ml <IDel® [ 1B

V€ Moo (K) e MoK
oo

ce qui est possible d’apres le théoreme de Minkowski. Si nous appliquons cette
procédure nous aboutissons finalement a

(2.10)

_$
II |Mfi’><x)---M£’;>(x)lp<( II Idet(Mﬁ’),---,Mf,'é))l,,)lDzchXI 1.
P€ES(Q) PES(Q)
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Il reste une difficulté: nous avons toujours le discriminant dans (2.10), mais
d’une maniére moins méchante que dans (2.8). Pour maitriser la situation,
le détour que nous prenons consiste & partager les solutions B8 de (1.4) en
classes de la maniére suivante: deux solutions B et ' appartiennent & la méme
classe Cp, si les composantes f3i,...,0, de Bet B,...,3, de B définissent
le méme corps intermédiaire L avec K O L D Q. Comme le nombre de corps
intermédiaires L est borné par 2%, il est clair que notre probléme est résolu si
nous savons traiter chaque classe C.

Maintenant pour la classe C'j, correspondant au corps L, nous procédons
comme ci-dessus, sauf que nous remplacons B par la transformation (en sup-
posant B € L")

Bi =Ty + -+ Tieve

ol vi,...,7¢ est une base entiére de L sur Q. Nous obtenons ainsi une formule
analogue & (2.10), mais avec des formes M), ..., M®) et avec Dy remplacé
par Dy pour les solutions # € Cr. D’aprés un théoréme de Silverman [25],

pour chaque vecteur B dans K™, qui définit L, nous avons la minoration

(2.11) H(B) > c(&)| D]/,

Revenons a (1.4) en nous limitant & des solutions 8 dans C'. En utilisant
la borne inférieure (2.11) nous pouvons montrer avec un “principe de trous”
que les solutions B € Cp de (1.4) avec H(B) < |Dr|® sont contenues dans
I'union d’un nombre de sous-espaces propres de K™, qui est plutot petit par
rapport a la borne (1.5). En tenant compte de cela nous pouvons en fait
supposer que H(f) est trés grand par comparaison & |Dg|, ce qui va impliquer
dans (2.10) que |x|%/® > |D|¢. Ainsi nous obtenons pour Cy une inégalité
du type

(2.12)
I :M§f><x>~--Mf,‘z><x>|p<( I |det<M£f>,...,M,i'?)l,,)mr&/s,
PES(Q) PES(Q)

a laquelle nous pouvons appliquer le Théoréme 2.

3. Equations en S-unités.

Une des conséquences principales du Théoréme 1 est le résultat suivant
sur les équations en S-unités.
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THEOREME 3. [19] Soit K un corps de nombres de degré d. Soit S un sous-
ensemble de M (K) de cardinalité s contenant toutes les places a I'infini. Nous
dirons qu’un élément z € K* est une S-unitési || z ||, = 1 pour chaquev ¢ S.
Soient ay, ... ,a, des éléments non nuls de K. Alors le nombre N(ay,... ,a,)
de solutions de I’équation

(31) a1+ taz, = 1

en S-unités x1,... , Ty, tels qu'aucune sous-somme propre a;, Z;, +- -+ +a;, T;,
s’annulle, satisfait

(3.2) N(ay,... ,an) < (4sd)2"" <

Le Théoréme 3 prouve une vieille conjecture de Siegel [24]. Rappelons
que Mahler [9] était le premier a étudier les équations en S-unités dans le cas
particulier n = 2, K = Q, a; = a; = 1. Il a montré que le nombre de solutions
est fini. Dans le cas n = 2 Evertse [5] en 1984 a obtenu un résultat beaucoup
plus précis que (3.2). En effet il a montré que

N(al,ag) S 3- 7d+23.

Pour n quelconque, van der Poorten et Schlickewei [10] en 1982 et indépen-
damment Evertse [6] en 1984 ont démontré, que (3.1) n’admet qu’un nombre
fini de solutions en S-unités. Ces résultats étaient obtenus par une application
du théoréme du sous-espace p-adique qualitatif de Schlickewei [14]. En 1988
Evertse et Gyory [7] ont démontré

N(ay,...,a,) < C(n,K,S),

c’est-a-dire qu’il existe une borne pour N(ay,... ,a,) qui ne dépend pas du
choix particulier de ay,... ,a, dans K. Mentionons que le cas rationnel du
Théoréme 3 a été démontré dans [16).

Ce qui est interessant avec la borne (3.2) n’est pas tellement la forme
explicite mais d’abord le fait que la borne ne dépend pas de a4, ... ,an, ensuite
que la dépendance en K ne fait intervenir que le degré d de I{, et enfin que la
borne dépend seulement de la cardinalité de S (et non pas des idéaux premiers
particuliers contenus dans S).
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La preuve du théoréme 3 se fait a partir du Théoréme 1 de la maniere
suivant. Au lieu de (3.1), nous étudions I’équation homogeéne

(3.3) 121+ + @nZp + An41Tp41 =0
en S-unités x1,... ,Ty41, OU AUCUNE SOUS-SOMINE PIOPre @;, Tj, +- - ~+a;, Tj, Ne
s’annulle, et nous prouvons que le nombre de solutions projectives (z1,... ,Zn41)

de (3.3) est borné par (3.2). Posons
(3.4) Bi=a;xz; (i=1,...,n+1) et B=(b1,-..,0n).

11 suffit de traiter 1’équation

(3.5) Bi+ -+ Bny1 =0.
Nous introduisons les formes linéaires

Li(B) = b
(3.6) :

Ln(B) = Bn

Ln+1(ﬂ) = ;81 + - +ﬁn
Notons que nous avons L,4+1(8) = —Bn+1 & cause de (3.5) et (3.4). Comme
les z; sont des S-unités nous obtenons grace a (3.4)
(3.7 [TIL:B - Lot:B) lo = T a1+~ ans1 [lo -
vES v€ES

Pour v ¢ S, nous avons || 53; ||, = || ai [|+. Choisissons pour chaque v € S un

indice #(v) avec
| Bicwy llo = max || Bj |l

1<j<n+1
et posons I(v) = {1,...,n+ 1}\{i(v)}. Alors (3.7) implique
69 I T1 120 = (T harom ) TT , gmax 16057
v€S i€l(v) veS ves 7=
Apres un calcul simple nous déduisons de (3.8) en posant

A= |t
(ILNar-anen )T max e 1)

| Li(B) || R
(39) — < c(n)AH(B)"" .
I 11 e,
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Si nous supposons que
(3.10) HB)? > c(n)A,

nous pouvons appliquer le Théoréme 1 a (3.9) avec 6 = % Par conséquent les
solutions de (3.5) avec (3.10) sont contenues dans la réunion de c(n,d, s, 3)
sous-espaces propres de 1'espace U de K™*! défini par (3.5).

Il reste a considérer les solutions petites, qui ne satisfont pas (3.10), c.a.d.
les solutions B telles que

(3.11) H(B) < c1(n)A%

Pour cela nous appliquons un “principe de trous”, qui utilise d’'une maniére
essentielle ’équation (3.5) et qui donne comme résultat que les solutions de
(3.5) satisfaisant

(3.12) B < H(B) < BAY/(»*~1))

sont contenues dans la réunion d’au plus (n + 1)2¢ 92n’s sous-espaces propres
de lespace U des solutions de (3.5). Comme lintervalle [1, A?] peut étre
couvert par au plus 4(n? — 1) intervalles du type (3.12), nous voyons, que les
petites solutions (satisfaisant (3.11)) sont contenues dans la réunion d’au plus
4(n? = 1)(n + 1)2322"23 sous-espaces propres de U.

Finalement toutes les solutions de (3.5) sont contenues dans la réunion
d’au plus ¢(n, d, s) sous-espaces propres de U. Le Théoréme 3 s’en détuit par
récurrence.

Il est bien connu, que le Théoréme 3 a beaucoup d’applications (suites
récurrentes, équations diophantiennes, théorie algébrique de nombres ...).
Indiquons pour terminer deux conséquences simples.

Dans la session de problémes aux Journées Arithmétiques de Luminy
1989 Bourgain a posé la question suivante: Soit & un nombre algébrique de
degré d, tel que pour tout n € N on a Q(a™) = Q(«). Existe-t-il une constante
¢ = ¢(a) ayant la propriété suivante: Pour chaque sous-espace linéaire propre
W de Despace vectoriel Q(c) sur Q Pensemble {n | n € N, o™ € W} a
une cardinalité inférieure a c(a)? Il avait besoin de cet énoncé dans [2]. En
appliquant le Théoreme 3 nous pouvons démontrer
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THEOREME 4. [11] Une telle constante c¢(«) existe; plus précisément on peut
prendre

() = (4(1 + w(a)))2 " (e’

ot w = w(a) est égal au nombre des idéaux premiers dans Q(«) divisant (c).

Une autre conséquence se situe dans le contexte d’un probléme, qui a
premiére vue peut paraitre plutét élémentaire. Soient by,bs deux nombres
naturels > 1. Soit ¢ > 1 une constante donnée. En 1973 Senge et Straus
[23] ont démontré: pour qu’il n’existe qu’un nombre fini de nombres naturels
n dont la somme des chiffres dans le développement en base b, et en base
by soit bornée par c, il faut et il suffit que b; et by soient multiplicativement
indépendants. Ils ont démontré cela en appliquant la version p-adique du
Théoréme de Roth. On peut formuler le probléme d’une maniere différente
en étudiant les solutions de ’équation exponentielle

a8 g OB P - oD =,
ou les agj ) sont les chiffres dans le développement b;-adique. Le Théoreme 3
en effet permet de traiter une question plus générale.

THEOREME 5. [17] Soit kK > 2. Soient by,...b; des nombres rationnels
supérieurs & 1. Soit ¢ > 1 une constante. Alors I’équation

tn; £ Enp=0

n’admet qu’un nombre fini de solutions en nombres naturels ny,... ,ny tels
que la somme des chiffres de n; dans le développement en base b; est bornée
par c si et seulement si pour chaque paire (i,j) avec i # j b; et b; sont
multiplicativement indépendants.

En outre, si cette hypothése est vérifiée, le nombre de solutions est borné
par

228kc wG

(8w) ;

ou w est le nombre de facteurs premiers différents de by - - - by.
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