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R E S U L T A T S Q U A N T I T A T I F S E N 
A P P R O X I M A T I O N D I O P H A N T I E N N E 

par 

Hans Peter SCHLICKEWEI 

1. Le Théorème du Sous-espace quantitatif. 

Rappelons le théorème de Roth [12]: Soit a un nombre algébrique de degré 
d>2, soit 6 > 0. Alors il n'existe qu'un nombre fini de nombres rationnels ^ 
tels que 

(1.1) a - * <y~2-6 

y 

soit satisfait 

Il est bien connu que ce résultat est ineffectif dans le sens suivant: la 
preuve ne permet pas d'obtenir des bornes supérieures pour les valeurs ab
solues \x\, \y\ des solutions de (1.1). En revanche on peut obtenir par la 
méthode de Roth des bornes supérieures pour le nombre de solutions ^ de 
(1.1). (cf. Davenport et Roth [3], et plus récemment Bombieri et van der 
Poorten [1] et Luckhardt [8]). Remarquons que (1.1) est presque la même 
chose que 

(1.2) \y\\ya-x\ < |x| 6 

où x = (x,y) et |x| = yjx2 + y2. Dans (1.2) nous avons deux formes linéaires 
à coefficients algébriques £i (x) = y, ^ ( x ) = y a — x qui sont linéairement 
indépendantes. La généralisation à n dimensions est le fameux théorème du 
sous-espace de Wolfgang Schmidt [20] (1972): 

S.M.F. 
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SCHLICKEWEI H.P. 

Soient L i ( x ) , . . . , L n ( x ) des formes linéaires linéairement indépen
dantes à coefficients algébriques en x = (#1,... , #n). Soit S > 0. 
Considérons Vinégalité 

(1.3) M x ) . . . I . ( x ) | < W - ' 

o-à |x| = \Jx\ H h ̂ n- -Afor̂  i/ existe ?m nombre fini de sous-
espaces propres Ui,... ,Ut de Qn £e/s g^e chaque solution x G Z n 

de ^ i . ^ contenue dans [JUi. 
i=i 

Ce théorème a été généralisé indépendamment par Dubois et Rhin [4] et 
par Schlickewei [13] au cas des valeurs absolues p-adiques. 

Dans un travail récent Wolfgang Schmidt a trouvé comment donner une 
version quantitative de son théorème du sous-espace [22]. Ceci a été généralisé 
ensuite par Schlickewei aux valuations p-adiques [15] et aux corps des nombres 
[18]. Nous allons citer ici le résultat principal de [18]. Mais d'abord il nous 
faut introduire quelques notations. 

Soit K un corps de nombres de degré d. Soit M(K) l'ensemble des 
places de K. A chaque v dans M(K) nous associons la valeur absolue | | v , 
normalisée de la manière habituelle: sur Q on a | | v = | | (valeur absolue 
standard) si v est archimédienne et \p\v = p"1 si v est au-dessus du nombre 
premier p. Pour or = ( a i , . . . , a n ) G Kn et pour v G M(K) nous posons 

\<x\v = 
л / Ы ? , + - - - + К 1 ? , pour v archimédienne 

max \a.i\v 

l<i<n 
pour v nonarchimédienne, 

et nous écrivons 

l l « l l » = Hì*ld 

où dv = [Kv : Q v] est le degré local du complété Kv. Finalement nous 
définissons la hauteur (projective) de a par 

H(a)= J ] I M I -
v€Af(/0 

Etant donnée une forme linéaire L(x) = OL\X\ H h anxn à coefficients dans 
K nous définissons 

Il L \\v = \\a\\v et H(L) = H(a). 
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RÉSULTATS QUANTITATIFS EN APPROXIMATION DIOPHANTIENNE 

THÉORÈME 1. [18] Soit K une extension normale de Q de degré d. Soit 
S un sous-ensemble de cardinalité s de M(K). Pour chaque v G S, l1(v)…soient 

... des formes linéaires en x = . . . ,xn), à coefficients dans K, 
linéairement indépendantes. Soit 0 < 6 < 1. Considérons l'inégalité 

(1.4) 
n 

n n 
vesi=i 

il WW n . 

Il \\v\\P\\v 
< H(p)-n-6. 

Alors il existe des sous-espaces propres Si,... , 5 ^ de Kn avec 

(1.5) ti = c(n, 5, (5) = 034n<2 „6 c —2 " 
(85d)2 s 6 

tels que chaque solution fi G Kn de (1.4) ou bien soit contenue dans [JSi ou 
¿=1 

bien ait une hauteur satisfaisant 

(i.6) H{ß) < т а з 
Г 9 

{(ni)1, наг: 
dnsd —г— 

(и G 5 ; i = 1 , . . . , n ) | . 

Le résultat quantitatif de W. Schmidt [22] traite le cas où S contient une 
seule valeur absolue archimédienne et où les solutions fi sont prises dans Qn. 

La partie intéressante dans le Théorème 1 est le fait que la borne (1.5) 
pour le nombre de sous-espaces ne dépende que du degré d de K, de la dimen
sion n, du nombre des valeurs absolues intervenant, et de S. En particulier 
la constante ne dépend pas du discriminant du corps, elle ne dépend pas des 
formes L\v^ ni des idéaux premiers p correspondants aux valeurs absolues 
nonarchimédiennes dans 5. Nous allons voir plus bas que ce théorème donne 
des bornes supérieures uniformes pour le nombre de solutions d'une grande 
classe d'équations diophantiennes. 

2. Réduction du Théorème 1 au cas rationnel. 

Dans [15] nous avons démontré l'énoncé suivant, que est une variante du 
Théorème 1 dans laquelle les solutions sont rationnelles. 

THÉORÈME 2. [15] Soit K un corps de nombres de degré d. Soit R un sous-
ensemble de M(Q) de cardinalité r contenant la place à l'infini. Pour chaque 
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v £ R, on choisit une extension \ \v de v à K, et on se donne des formes 
linéaires ,... , en x = (xi,... , xn) à coefficients dans K, linéairement 
indépendantes. Soit 0 < e < 1. Considérons l'inégalité 

(2.1) n i 4 B ) w - 4 w ) ( x ) L 
ves 

< ( n i D E T ( ^ - - ' ^ ) ) L J M " -

Alors il existe des sous-espaces propres T i , . . . Tt2 de Q n avec 

(2.2) " . _ „x 026n 06 e — 2" 
<2 = (8sd!) 2 s s 

*2 
tels que chaque solution x G Z n de ou bien soit contenue dans [ J T ; ou 

¿=1 bien ait une norme |x| = \Jx\ + h x\ vérifiant 

(2.3) Í -
|x| < max < (n!) e , 

H(L\v)) (veS, i = l , . . . , » ) J 

Nous ne parlerons pas ici de la preuve du Théorème 2. Nous remar
quons seulement qu'elle a besoin de toute la machinerie de Thue-Siegel-
Roth-Schmidt. Au lieu de donner des détails sur cela nous nous contenterons 
d'indiquer comment on peut déduire le Théorème 1 du Théorème 2. 

Pour transformer (1.4) en une forme ressemblant à (2.1) nous remarquons 
d'abord que pour chaque v G S nous avons 

II I U - - - I I 4 U ) | | . < | | det(L^\...,L^) И. ( Я ( 4 " > ) . - H(LW))D-. 

On voit immédiatement que si 

H{ß)^ > Hnds où H = max{H(L\v)) (v e S; i = 1, . . . , n)} 

alors (1.4) implique 
(2.4) 

n 
ves 

II L[v)(ß) ••L{nV\ß)\L 

II /* IIS <(m det(L[v\ , 4 e ) ) l l . H(p) n 

Notons que (2.4) est homogène en /?. Par conséquent nous pouvons supposer 
sans perte de généralité que le vecteur /3 dans (2.4) a des composantes entières 
algébriques dans K. 
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L'idée générale est maintenant d'utiliser une base entière de K sur Q 
disons 7 i , . . . ,7d et d'exprimer fi = (/?i, . . . ,/3 n) dans cette base c'est à dire 

(2.5) Pi = £fi7i H + #2d7d 

avec 6 Z, puis de remplacer fi par x = ( i n , . . . , . . . , x n i , . . . , xnd) £ 
Tnd et enfin d'utiliser le Théorème 2. Grâce à cette transformation, nous 
pouvons simplifier la situation en supposant que pour tout v dans S, si p est 
la place de M(Q) que divise v, 5 contient toutes les places de K au dessus de 
p. Les formes L[V\ . . . , avec v \ p sont transformées par (2.5) dans des 
formes M[*\ . . . , M ^ \ . . . , M X

( ^ , . . . M^J en £ n , . . . , x i d , . . . , x n i , . . . , x n d , 
et on voit aisément qu'on a 

H II L (/>(/J) • • • LtfW ||„ = IM^Cx) • • • Ai£?(x)|* . 

En outre nous obtenons 

T T II d e t ( L < e \ . . . 4"> | | „ = I d e t ( J K g > , . . . M¡¡)¿ \ D K \ ; À 

ves 
v\p 

où DK dénote le discriminant de K sur Q. Pour appliquer le Théorème 2 
il suffira de remplacer H(j3) par |x| = \J x\x + • • • + x\d avec xij défini dans 
(2.5). 

Usuellement la procédure pour arriver à cette situation consiste à choisir 
un multiple de disons A/?, tel que Xfi ait des composants entières, et tel que 

H \\Xfi\\v>\DKr; 

veMo(K) 

nous avons noté Mo (if) les places nonarchimédiennes de K. Alors un calcul 
simple montre, que nous pouvons remplacer (2.4) par 

п 
pes(Q) 

М Г ( х ) . . 

(2.6) 
< ( n | d e t ( M 1

( r ) , . . . , M i P

D

) ) | P ) | D ^ | C ( J ] | | 0 1 | „ ) d \ 
pes vEM (K) 

- 4 
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où Mco(K) désigne les places à l'infini de K, où 5(Q) désigne les places de Q 
qui sont au-dessous des places de 5, et où c est une constante positive, qui ne 
dépend que de n et de s. Pour remplacer 

J ] \\fi\\v par |X| 
v€Moo(K) 

on choisit usuellement une unité e dans K telle que 

(2.7) №\v<ecR«\ J ] Il 0 I L 
vEMooiK) 

pour chaque valeur absolue archimédienne | \ v de K, où R% est le régulateur 
de K et où c est une constante positive qui ne dépend que du degré d de K. 
Mais on ne sait majorer ecRl< que par une expression qui dépend exponen-
tiellement de Dk\ une telle borne donnerait finalement une inégalité du type 
(2 .8) 

п |м!Г(х)... M Í Í ( x ) | p < п | d e t ( J l í g \ . . . , J l í 2 > ) | ) e к\х\ * 
P€5(Q) 

xp€S(Q) 

où Ci est une constante positive. 

Pour obtenir un résultat qualitatif cette méthode suffit, et en effet elle 
a été appliquée dans W. Schmidt [21] aussi bien que dans Schlickewei [14]. 
Dans le cas quantitatif la situation est plus compliquée. Pour appliquer le 

DCL 

Théorème 2 à (2.8) nous remarquons que le facteur e K a une influence 
dévastatrice: nous obtiendrons une valeur t\ dans (1.5) qui dépendrait de 

Une méthode pour éviter ce problème est de choisir un multiple entier 
algébrique de /?, disons A/3, avec \Nk/q(\)\ < \Dk\j tel que (2.7) puisse être 
remplacé par 

(2.9) 
max lAjöL < \DK\ Д H ^ H«* veMoo(K) 

venali') 

ce qui est possible d'après le théorème de Minkowski. Si nous appliquons cette 
procédure nous aboutissons finalement à 

(2.10) 

J I | M 1

( f ( X ) - . . M i ï ( X ) | P < ( H | d e t ( M Î f ) , . . . , M i ï ) | P ) | Z ) / D C | X P . 
P€S(Q) 

4P€S(Q) 
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Il reste une difficulté: nous avons toujours le discriminant dans (2.10), mais 
d'une manière moins méchante que dans (2.8). Pour maîtriser la situation, 
le détour que nous prenons consiste à partager les solutions fi de (1.4) en 
classes de la manière suivante: deux solutions fi et 0 appartiennent à la même 
classe C L , si les composantes /3i,. . . ,/3n de fi et / ? [ , . . . ,/3'n de fil définissent 
le même corps intermédiaire L avec K D L D Q. Comme le nombre de corps 
intermédiaires L est borné par 2d, il est clair que notre problème est résolu si 
nous savons traiter chaque classe Ci. 

Maintenant pour la classe CL correspondant au corps L, nous procédons 
comme ci-dessus, sauf que nous remplaçons fi par la transformation (en sup
posant fieLn) 

fix = ztiTi H h x%at 

où 7 i , . . . , 7^ est une base entière de L sur Q. Nous obtenons ainsi une formule 
analogue à (2.10), mais avec des formes M&\ ... , M$, et avec D K remplacé 
par D L pour les solutions fi E CL- D'après un théorème de Silverman [25], 
pour chaque vecteur fi dans Kn, qui définit L, nous avons la minoration 

(2.11) H W Z C W I D L I 1 
(2l(l-1) 

Revenons à (1.4) en nous limitant à des solutions fi dans CL- En utilisant 
la borne inférieure (2.11) nous pouvons montrer avec un "principe de trous" 
que les solutions fi E CL de (1.4) avec H(fi) < \DL\C sont contenues dans 
l'union d'un nombre de sous-espaces propres de Kn, qui est plutôt petit par 
rapport à la borne (1.5). En tenant compte de cela nous pouvons en fait 
supposer que H(ß) est très grand par comparaison à \ D L \ , ce qui va impliquer 
dans (2.10) que |x|6/8 > \DL\C. Ainsi nous obtenons pour CL une inégalité 
du type 
(2.12) 

pES(Q) 

M11(p)(x) MS}(x)|p < 

P€S(Q) 

d e t ( M # \ . . . , Mnl(p)|v |x|-¿/8, 

à laquelle nous pouvons appliquer le Théorème 2. 

3. Equations en 5-unités. 

Une des conséquences principales du Théorème 1 est le résultat suivant 
sur les équations en 5-unités. 
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T H É O R È M E 3. [19] Soit K un corps de nombres de degré d. Soit S un sous-
ensemble de M(K) de cardinalité s contenant toutes les places à Vinûm. Nous 
dirons qu'un élément x G K* est une S-unité si \\ x \\v = 1 pour chaque v 0 S. 
Soient a i , . . . , a n des éléments non nuls de K. Alors le nombre N(ai,... , an) 
de solutions de Véquation 

(3.1) a i^i H Yanxn = 1 

en S-unités #1,... , xn, tels qu'aucune sous-somme propre a^x^ H \-a,ikXik 

s'annulle, satisfait 

(3.2) N(ax,... ,an) < (4sd\ 2 3 6 n d ! g6 

Le Théorème 3 prouve une vieille conjecture de Siegel [24]. Rappelons 
que Mahler [9] était le premier à étudier les équations en 5-unités dans le cas 
particulier n = 2, K = Q, ai = 02 = 1. Il a montré que le nombre de solutions 
est fini. Dans le cas n = 2 Evertse [5] en 1984 a obtenu un résultat beaucoup 
plus précis que (3.2). En effet il a montré que 

N{aua2) < 3 - 7 d + 2 5 . 

Pour n quelconque, van der Poorten et Schlickewei [10] en 1982 et indépen
damment Evertse [6] en 1984 ont démontré, que (3.1) n'admet qu'un nombre 
fini de solutions en 5-unités. Ces résultats étaient obtenus par une application 
du théorème du sous-espace p-adique qualitatif de Schlickewei [14]. En 1988 
Evertse et Gyôry [7] ont démontré 

N(au... , a n ) <C(n,K,S), 

c'est-à-dire qu'il existe une borne pour iV(ai , . . . , a n ) qui ne dépend pas du 
choix particulier de a i , . . . , a n dans K. Mentionons que le cas rationnel du 
Théorème 3 a été démontré dans [16]. 

Ce qui est intéressant avec la borne (3.2) n'est pas tellement la forme 
explicite mais d'abord le fait que la borne ne dépend pas de a i , . . . , a n , ensuite 
que la dépendance en K ne fait intervenir que le degré d de iïT, et enfin que la 
borne dépend seulement de la cardinalité de S (et non pas des idéaux premiers 
particuliers contenus dans S). 
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La preuve du théorème 3 se fait à partir du Théorème 1 de la manière 
suivant. Au lieu de (3.1), nous étudions l'équation homogène 

(3.3; aiXi + h anxn + an+ixn+i = 0 

en 5-unités x i , . . . , x n + i , où aucune sous-somme propre a^x^ H ha 2 f c£ î f c ne 
s'annulle, et nous prouvons que le nombre de solutions projectives ( # i , . . . , xn+i) 
de (3.3) est borné par (3.2). Posons 

(3.4) f3i = aiXi (i = 1 , . . . ,n + 1) et P=(/31,... ,/3n). 

Il suffit de traiter l'équation 

(3.5) /?! + ••• + Pn+i = 0. 

Nous introduisons les formes linéaires 

L1(P) = (31 

(3.6) 
Ln(P) = pn 

Ln+1(p) = / ? ! + •• - + /3„. 

Notons que nous avons Ln+i(J3) = —/?n+i à cause de (3.5) et (3.4). Comme 
les X( sont des 5-unités nous obtenons grâce à (3.4) 

(3.7) ni 
ves 

£i(0)"-£n + i(0)ll i - П 
ves 

II CLl * • - û n + l ||v • 

Pour v £ S, nous avons || /3, | | v = || az- | | v . Choisissons pour chaque v G S un 
indice 2(1;) avec 

Il Pi(v) h = 1 <

1 ^ + 1 II Pi \\v 

et posons I(v) = { 1 , . . . , n + l}\{i(v)}. Alors (3.7) implique 

(3.8) п п II L,(ß) И, = 
v£S i£l(v) 

( TT II « i • • • « " + ! \\v ) 
v£S 

П il ßs I i « 1 • m a x 
l < j < n + l 

II ßi V • 
ves 

Après un calcul simple nous déduisons de (3.8) en posant 

A = (U || a 1 - . - a n + 1 | | W ) ( II max || a, ||„" + 1) 
v€5 vgS l<z<n+l 

(3.9) п п 
ves iei(v) 

II Ljjß) \\v 

Il и IMI/9 H, < c{n)AH(ß)-n-1. 
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Si nous supposons que 

(3.10) #03)* > c(n)A, 

nous pouvons appliquer le Théorème 1 à (3.9) avec 6 = ~. Par conséquent les 
solutions de (3.5) avec (3.10) sont contenues dans la réunion de c(n,d, s, | ) 
sous-espaces propres de l'espace U de Kn+1 défini par (3.5). 

Il reste à considérer les solutions petites, qui ne satisfont pas (3.10), c.à.d. 
les solutions fi telles que 

(3.11) H(p)<Cl(n)A2. 

Pour cela nous appliquons un "principe de trous", qui utilise d'une manière 
essentielle l'équation (3.5) et qui donne comme résultat que les solutions de 
(3.5) satisfaisant 

(3.12) В < H(ß) < В А / ( 2 ( n 2 - l ) ) 

sont contenues dans la réunion d'au plus (n + l)2s 22n2s sous-espaces propres 
de l'espace U des solutions de (3.5). Comme l'intervalle [1,A 2] peut être 
couvert par au plus 4(ra2 — 1) intervalles du type (3.12), nous voyons, que les 
petites solutions (satisfaisant (3.11)) sont contenues dans la réunion d'au plus 
4(n 2 — l)(n + l ) 2 5 2 2 n 5 sous-espaces propres de U. 

Finalement toutes les solutions de (3.5) sont contenues dans la réunion 
d'au plus c(n,of, s) sous-espaces propres de U. Le Théorème 3 s'en détuit par 
récurrence. 

Il est bien connu, que le Théorème 3 a beaucoup d'applications (suites 
récurrentes, équations diophantiennes, théorie algébrique de nombres . . . ) . 
Indiquons pour terminer deux conséquences simples. 

Dans la session de problèmes aux Journées Arithmétiques de Luminy 
1989 Bourgain a posé la question suivante: Soit a un nombre algébrique de 
degré d, tel que pour tout n G N on a Q ( a n ) = Q(af). Existe-t-il une constante 
c — c(a) ayant la propriété suivante: Pour chaque sous-espace linéaire propre 
W de l'espace vectoriel Q(a) sur Q l'ensemble {n \ n G N, an G W} a 
une cardinalité inférieure à c(a)l II avait besoin de cet énoncé dans [2]. En 
appliquant le Théorème 3 nous pouvons démontrer 
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THÉORÈME 4. [11] Une telle constante c(a) existe; plus précisément on peut 
prendre 

c(a) = (4( l + u ; ( a ) ) ) 2 ^ + i ; ! ( 1 + ^ ) ° 

où oj = u(a) est égal au nombre des idéaux premiers dans Q(of) divisant (a). 

Une autre conséquence se situe dans le contexte d'un problème, qui à 
première vue peut paraître plutôt élémentaire. Soient bi, 62 deux nombres 
naturels > 1. Soit c > 1 une constante donnée. En 1973 Senge et Straus 
[23] ont démontré: pour qu'il n'existe qu'un nombre uni de nombres naturels 
n dont la somme des chiffres dans le développement en base 61 et en base 
62 soit bornée par c, il faut et il suffit que b\ et 62 soient multiplicativement 
indépendants. Ils ont démontré cela en appliquant la version p-adique du 
Théorème de Roth. On peut formuler le problème d'une manière différente 
en étudiant les solutions de l'équation exponentielle 

a [ % r + . . . + a ( i ) C l _ a ( 2 ) 6 r a g ) 6 r , = 0 ? 

où les dj- sont les chiffres dans le développement fy-adique. Le Théorème 3 
en effet permet de traiter une question plus générale. 

THÉORÈME 5. [17] Soit k > 2. Soient 61,...bk des nombres rationnels 
supérieurs à 1. Soit c > 1 une constante. Alors l'équation 

±ni ± • • • ± rtk = 0 

n'admet qu'un nombre fini de solutions en nombres naturels n i , . . . ,n^ tels 
que la somme des chiffres de rti dans le développement en base bi est bornée 
par c si et seulement si pour chaque paire avec i ^ j bi et bj sont 
multiplicativement indépendants. 

En outre, si cette hypothèse est vérifiée, le nombre de solutions est borné 
par 

( M 2 2 8 " " 6 , 

où u est le nombre de facteurs premiers différents de bi • • • 
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