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Séminaire BOURBAKI Novembre 1990
43éme année, 1990-91, n°730

GEOMETRIE DE LA COURBE BROWNIENNE PLANE

par Gérard BEN AROUS

INTRODUCTION :

Nous passous en revue quelques résultats récents sur la géométrie de
la trajectoire du mouveinent brownien plan. Nous avons choisi d’exposer
essentiellement les résultats de Pitman et Yor d’une part (sur le comporte-
ment en temps grand de certaines fonctionnelles browniennes, comme le
temps passé dans un ensemble, ou le nombre de tours autour d’un ou
plusieurs points) et les résultats sur la géométrie de la courbe brownienne
en temps fini d’autre part. résultats que nous avons tirés pour I’essentiel,
du cours de Le Gall [L12] & Saint-Flour. Nous invitons, bien sur, le lecteur

intéressé a se reporter a ce cours, extrémement riche et clair.

1. PROPRIETES ELEMENTAIRES DU MOUVEMENT
BROWNIEN PLAN :

Nous rappelons ici brievement quelques propriétés fondamentales.
Ici, et dans toute la suite. (B;) >0 désigne un mouvement brownien plan
issu de z9 € C, c’est-a-dire un processus aléatoire B, = B} + iB;l, indexé
par t € Ry, a trajectoires presque surement continues, tel que

a) By =2z p.s.
b) les processus réels (B});>q et (B?);>0 sont indépendants,

c) Pouri € {1.2} et tous 0 < t; <ty < --- < t, la variable aléatoire

B;, — Bj,_, est indépendante de (B} .---.B! ) et sa loi est gaus-
n n—-| (] l:.—]
sienne de moyennc nulle et de variance ¢, — ¢,_,.
S.M.F.

Astérisque 201-202 - 203 (1991) 7



G. BEN AROUS

1.1 Invariance conforme et skew-product :

I1 est clair que I'image par une isométrie d’'un mouvement brownien
est un mouvement brownien. Lévy a généralisé ce résultat de la fagon
suivante :

THEOREME 1.— Si f est holomorphe d’un ouvert U de C dans C
(avec zg € U), et si on pose Ty = inf(t > 0,B; ¢ U), alors il existe un
mouvement brownien ((;);>o tel que, pour tout t € [0, 7y[: f(By) = (v,
avec Uy = fot |f'(Bs)|%ds.

La preuve est simple : si f = g+1h, g et h sont harmoniques et g(By)
et h(B;) sont des martingales locales. La formule d’Ito et les équations
de Cauchy Riemann montrent que ces martingales locales ont le méme
processus croissant U;. et que le processus crochet (g(By), h(By)) est nul.
Ce qui implique l'existence de deux browniens réels indépendants 3; et

0, tels que : g(B;) = By, et h(By) =0y,, pour t € [0, 7y[ . ©

On déduit de ceci la représentation du brownien plan en “skew-
product” : Si 2o # 0 il existe un mouvement brownien complexe (; =
By + 16, issu de 0 tel que :

B, = zgexp(y,
avec
't ds , "
U, = / —— = inf(u > 0,/ exp(283,)dv > t).
Jo |Bs|? 0
Ainsi, si on note R, = |By| on a : R; = |z|exp By, et si ¢ désigne

la détermination continue de I'argument de By telle que ¢g) = arg zp €
|—m, ) (t) = 6:,. Ainsi ¢(t) est un mouvement brownien réel dont on
a changé le temps par une “horloge” (ici U;) indépendante.

On déduit trés simplement de cette représentation que :

a) le mouvement brownien plan est récurrent. C’est-a-dire que pour
tout ouvert D de C presque surement V¢ 3T >t Br € D.

b) Avec probabilité 1 : limsup ¢(t) = 400 et litm inf ¢(t) = —oc0.
—oc —©
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En effet |B,| = |z9]| exp Bu, et Ilim U; = +oc, par le fait que lim sup
= v—o00
By = +o0 et liminf 3, = —oc on a le résultat si D est une boule de centre
v—0C

0, ce qui suffit pour prouver le a). De plus ¢(t) = 6y, et U; tend vers

I'infini ce qui prouve le b).

Ces deux propriétés du mouvement brownien plan font naitre deux

questions essentielles.

D’une part le mouvement brownien plan revient infiniment souvent
visiter tout ouvert D de C. On peut se demander quelle proportion
de temps il y passe. De fagon plus précise, il s’agit de comprendre le
comportement asymptotique de fot 1p,epds lorsque t tend vers l'infini.
La réponse est connue depuis longtemps : ce temps d’occupation est de

I’ordre de logt.

Pour un énoncé plus précis de ce théoreme. di a Kallianpur et Rob-

bins voir plus bas. au 2.4. b).

D’autre part, par le h) ci-dessus nous savons que le mouvement
brownien “fait un nombre infini de tours autour de zéro lorsque t tend
vers l'infini”. On peut étudier aussi le comportement asymptotique précis
de ¢(t) lorsque ¢ tend vers l'infini. La réponse est fournie par le théoréme
de Spitzer : ¢(t) est de 'ordre de logt (voir plus bas au 2.4. a) pour un
énoncé plus précis).

Pitman ct Yor ont construit un outil extrémement souple pour mon-
trer que ces deux théorémes (de Kallianpur et Robbins et de Spitzer) sont
deux aspects d'un méme phénomene, et pour généraliser radicalement ces

énoncés. Nous donnons un aperqu de ces résultats au §2.
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1.2 Dimension de Hausdorff de la courbe brownienne

La mesure de la courbe brownienne : {Bs, s € [0.00[} est nulle. En
effet :

m({Bs.s € [0,00[}) = / dyP(T, < o0)

ou Ty = inf(s, B; = y).

Or P(T, < =) = 0 pour tout y # zo (i.e. les points sont pdlaires).
Néanmoins on peut vérifier que la dimension de Hausdorff de cette courbe

est 2. Pour un résultat plus précis, voir plus bas (au 3.2).

Lévy [Lé 4] explique ainsi la différence entre la courbe brownienne

(de mesure nulle) et la courbe de Péano :

“ Pour qu'une aire soit remplie sans que 'oscillation brownienne soit

infinie, il faut une exploration méthodique ¢ue le hasard ne peut réaliser”.

En particulier. la trajectoire hrownienue se recoupe beaucoup. On
sait depuis les travaux de Dvoretzky, Erdos et Kakutani qu’il existe des
points multiples de toute multiplicité (finie ou non). On donnera au §3
les progres récents sur cette question de 'auto-intersection de la courbe
brownienne plane. en insistant sur un outil essentiel : le temps local
d’auto-intersection : i.c. une mesure de Radon aléatoire portée par les
instants de multiplicité. Une question intimewment reliée a la précédente
est celle du volunce des voisinages tubulaires de la courbe brownienne.
Elle est abordée au §4. sans pourtant y faire mention des résultats de
grandes déviations (qui ont ¢té abordés par Sznitman dans son exposé
(Bourbaki ; Février 1987). voir aussi [DV]).

Enfin au §5 nous montrons a quel point la géométrie de la courbe
brownienne est complexe en dounant les résultats récents relatifs a I’enve-
loppe convexe. les composantes connexes du complémentaire et les points
de coupure de cette courbe. sur un intervalle de temps fini. Comme le dit
Lévy a ce propos (en citant Leibniz) “Notre imagination se lassera plutot

de concevoir que la nature de fournir”.

Fixons ici certaines notations pour la suite :
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Biy,) est la trajectoire brownienne entre les instants u et v
By ={B..s € [u.v]} powr 0<u<wv.

- m(A) est la mesure de Lebesgue de A.
- D(a,7) le disque dans C de centre a, de rayon r et D = D(0,1).
- Ty = inf(¢, B, € A) est le temps d’atteinte de A par le brownien

plan.

2. NOMBRE DE TOURS ET LOIS LIMITES :

Pitman et Yor ([PY1] et [PY2]) ont isolé, dans la preuve des deux
théoremes les plus importants pour le comportement en temps grand du
mouvement brownien plan (i.e. les théorémes de Spitzer et de Kallianpur-
Robbins), un argument commun et général, et en ont tiré une ligne de
conduite (brievement : “faire un changement d’échelle sur le mouvement
brownien en représentation “skew-product™™) qui leur a permis d’étendre
de fagon considérable les théoremes cités et de mettre au jour leurs liens.
Ils ont prouvé ainsi un trés grand nombre de résultats nouveaux et ouvert
un champ qui semble inépuisable. Il est impossible d’aborder ici tous les
aspects de leurs travaux. Nous allons seulement introduire le formalisme
unificateur des “limites en échelle logarithmique™ (traduction trés peu

satisfaisante de “log-scaling limit™) et donner quelques conséquences.

2.1 Limites en échelle logarithmique : Définitions

On note (C) T'espace des fonctions continues de [0, 00[ & valeurs
dans C.

Soit (¢(h,w) . h > 0.w € Q(C)) un processus et ¢ une fonction

mesurable sur Q(C).

Soit B nu mouvement brownien. issu de 9 # 0. On notera ( le
mouvement brownicn. issu de zéro. intervenant dans la décomposition de

B en “skew-product”™ et on posera.sih > 0 :
1
h __ l
w = h C/lz'u-

11
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On dira que le processus ¢ converge vers ¢ en échelle logarithmique (de
pole 0) si pour tout mouvement brownien B, issu de z9 # 0, ¥(h, B) —

(¢ (h)) converge en probabilité vers zéro, lorsque h tend vers I'infini.

I1 est clair que, si ¥'(h) converge en échelle logarithmique vers ¢,
alors 1 (h) converge en loi vers p. Mais, toutes les convergences en loi
obtenues ainsi sont valides conjointement. On pourrait aussi définir la
notion de limite en échelle logarithmique de pole différent de zéro. Toutes
les convergences en loi obtenues par limite en échelle logarithmique de

poles éventuellement distincts sont valides conjointement.

2.2 Quelques exemples :

On va douner ici des exeruples. utiles pour la suite, de temps aléa-
toires qui convergent cn éclielle logarithmicque. Ces temps seront tous de

la forme :

B 1

"/1 = ]L_'ZLTT"
a) Si on choisit T}, = inf(t. R, = e'™) avec v € R on voit que V, =
oo(CM), ot o, = inf(t. 3, = v). Et donc que V), converge en échelle

logarithmicue vers o,.. (cecl est une tautologie).

b) Si T, = e ot ¢ > 9. alors 17, converge en échelle logarithmique vers
Oy
Ce résultat. est la clef du théoreme de Spitzer. Il est néanmoins tres

simple et fondé sur une wéthode de Laplace (¢f. [L12] par exemple).

¢) Soit A, une fonctionnelle additive continue. croissante. de masse finie.

Siv >0, on pose T, = mf(t. 4, = vh). 1), = ,—";UT,, converge en échelle

logarithmicue vers inf(u. L, (13) = ||.2-\II'”)' Ici L, (/3) est le temps local en

0 du mouvement brownien unidimensionnel 3 = Re (.

Pour vérifier ceci. on commence par considérer le cas ou A; est le
temps local (; de log|B,] en 0. Daus ce cas V), = inf(u, L,(3"M) = v) et
il est trivial que 15, converge en ¢chelle logarithmique vers inf (u, L, (3) =

v).

12
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Dans le cas général, on se rameéne au cas particulier précédent au
moyen du théoreme ergodique pour les fonctionnelles additives
(Ito-Mc Kean [IMK] p.277) :

A [lAl

Hm =

2.3 Attracteurs logarithmiques :

Si G(t,B) est une fouction du temps et du brownien B, on peut
Pexprimer sous la forme : G(t. B) = I'(Uy, () pour un processus I'(u) =
I'(u, ). 1l suffit de poser :

[(u.¢) = G(U™H(u), 20 exp¢(U.))

On définit ") par changement d'échelle :
1 g

') = lI’(hzu).
h

La recette pour fabriquer T''") & partir de G' est donc la suivante : ex-
primer la fonctionnelle G en fonction du mouvement brownien ¢ (qui
intervient dans la représentation en “skew-product”), oublier 1'horloge
Uy i.e. remplacer t par u. puis faire le changement d’échelle en w.

Par exemple : Si o, désigne la détermination continue de I’argument
de By telle que oy = arg =g €] — m. 7] (i.e. le nombre de tours autour de

zéro) le processus ainsi fabriqué est
(o 1 >
r'u) = ]—H(lz“u) (avec 6 =TIm ().
)

DEFINITION : Ou dit que G oest attiré logarithmiquement par le pro-
cessus v si le processus T converge en échelle logarithmique vers 7 i.e. :
D) =~(¢™M) converge cn probabilité vers 0, au sens de la convergence

uniforme sur les compacts.

Remarque : Pitman-Yor [PY2] caractérisent parmi les processus conti-

nus les attracteurs logarithmiques : ce sont ceux qui commutent avec le

13
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changement d’échelle brownicn ie. ceux qui s’écrivent vy(u,() =
VuF (¢ V) ot 4 est une variable aléatoire.

Voici deux exemples d’attracteurs logarithmiques :

1) Pour i € {1.2,3} on pose

ol o U
Gi(t) = / Liperdos et vi(u) =/ 15,.e:d0,
Jo 0
avec
I =|r,oof, I =]0.r[, I3 =]0,00[ (et 7 >0)
et

Ji =]0.00[ . Jy =] = 00,0[, J3 =] — o0, 00].
alors G; est attiré logarithmicquement par ;.

2) Si G(t) = A4, est une fonctionnelle additive croissante continue,

. y . . A
de masse finie, alors G est attiré logarithmicquement par “f_,—W”Lu( B).
On a le théoreme trivial mais essentiel :

THEOREME 2.— 5Si(T},);,>0 est une famille de temps aléatoires telle
queV), = ,—IJ;U/-,, converge cn éehelle logarithmique vers le temps aléatoire
T, si G = (G(t).t > 0) est. par ailleurs, une fonctionnelle brownienne

I ; NIPON Dy A — [~ , « Loy .
attirée logarithmiquement par 5 = (y(w), u > 0), alors +G(T},) converge
en échelle logarithmique vers (7).

COROLLAIRE.— Si G est attiré logarithmiquement par 7 alors
2
log t

G(t) converge en loi vers v(oy) lorsque t tend vers Iinfini.

En effet le théoreme et U'exemple 2.2.2 montrent ue : I—ILG(eZ”) con-

. - y
verge en loi vers 7(a,). Il suffit de poser I = 254 powr conclure.

14



(730) GEOMETRIE DE LA COURBE BROWNIENNE PLANE

2.4 Nombre de tours et temps d’occupation :

a) Le théoréme de Spitzer
Si l'on considere ¢(t) la détermination continue de I’argument de B,
telle que ¢(0) = arg zp €] — 7. 7). On a vu (et c’est ici trivial) que ¢ est
attiré logarithmiquement par #(u) (la partie imaginaire du mouvement
brownien ¢ issu de 0). Par le corollaire du théoréme 2 et I’exemple 2.2.2
b), on a donc le théoreme de Spitzer [S1] :
2
log ¢

@(t) converge en loi vers 6(oy) lorsque t— oco.

Il suffit pour retrouver I'énoncé complet du théoréme de Spitzer de

rappeller que #(o,) a une loi de Cauchy standard, i.e.

_ " dy
o) <) "./_.x. "1+

11111 D log,f
b) Le théoréme de Kallianpur-Robbins :

Si 4y est une fonctionnelle additive croissante continue de masse

r ”;ruLu(ﬁ), que :

finie, le méme corollaire montre, puisque A4 est

2 . A v
—— 4, couverge cn loi vers ULC,l (3) lorsque t — oo .
log t 27

. . . 2 N . I . .
En particulier si 4, = .]n f(By)ds. ou f est positive, on a ainsi :

/ F(B.)ds ) Jfle+ 1';:/)([.’1:(ly!_4(71 )

2w

log t

Pour retrouver I'énoncé complet du théoreme de Kallianpur-Robbins [KR]
il suffit de rappeler que L, (.3) suit une loi exponentielle de moyenne 2.

On a ainsi par excple :

2 /! (d) m(D
— lp . epds —
logt J, T

\ 71 23 . N .
ou D est un borélien de R? de mesure finie, et ol e est une variable

exponentielle de parametre 1.

15
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Mais on obtient aussi le résultat

2 (d)
—VL(t.R,1 L
logt ( ) I (o] (ﬂ)
si L(t, R, 1) est le temps local en 1 de la semi-martingale R,(= |B;|) au
temps 1.
En effet L(t, R, 1) (qui compte le temps passé par le brownien sur le
cercle de centre 0 et de ravon 1) est une fonctionnelle additive croissante

continue, de masse 2.

c) Petits et grands tours :
Toujours par le corollaire du théoreme 2, on peut étudier le com-
portement du nombre de “grands tours” et du nombre de “petits tours”

autour de 0 : Si r > 0. posons

ol ol
640 = [ Lesidols) o o_<f>=/ 1, <rdd(s)
J0 J0

On a vu que ces processus sont attirés logarithmiquement par v, (u) =
u U
fo 1g,>0d0(v) et y_(u) = [, 13, <odf(v).

On sait donc que le couple ﬁ(q‘q_(f), ¢_(t)) converge en loi vers :
(W4, W_)avec Wy =4 (0,). W_ =~v_(01). Cest I'intérét de la présen-
tation suivic ici de n’avoir rien a prouver pour la convergence de la loi du

couple.
En fait Pitman et Yor précisent ce résultat en introduisant la variable
qui décrit la transition entre les petits et les grands tours, i.e. le temps

local L(t, R,1). Saus rien d’autre a prouver, on sait donc cue :

2 I
2 (o (t) b (). L(t. R 1)) L (W, WL, A)
log t

avec

‘/V+ = AI+(UI ) 1;1.~>()(191"

I
;\.
2

W_ = 7_(0‘1) = / 1fju<()(le“
J0

A=L, (3) : (tempslocalde 3 en 0 autemps o).

16
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La loi du triplet limite (7. TF_, A) est calculée dans [PY1] :

a) A est de loi exponentielle de parameétre 2
b) W, et W_ sont indépendants conditionnellement & A

c) conditionnellement & W et A, W_ suit une loi de Cauchy de

parametre A/2
d) la loi de T¥y est de densité [2 ch(mw)/2]™?

En fait. on a la formule. sia > 0 et b,c € R? :

E(exp(—aA + ibW_ +icW,) = f(2a + |b],¢)

flu.v) = (chv + ‘l—ts/w)'l si v#0

13

:(1+“)—1 si v=0.

On peut trouver dans [PY1] une description beaucoup plus éclairante
des variables (1W_, W, ) au moyen des excursions du brownien (; = 3,416,

dans les demi-plans supéricur ou inférieur.

d) Le nombre de tours autour de plusieurs points.

Soient n points zg.zy,---. s, distincts. Si (B,) est un brownien issu
de zg, on considere ici les enlacements ¢! (s), - - -, " (s) autour des n points
215"y 2n.

On va méme considérer directement les petits et les grands tours en

posant :
ol
C)i_(f):/() 1|HS__:J|>,.J(ld)J(S)
et

. ., .
q)f_m:/ 1150, 1<ny A9 (5)
0

ou les r; > 0 sont arbitraires.

On a alors, si A, est une fonctionnelle additive croissante de masse
2

17
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THEOREME 3.— Lorsque t tend vers I'infini, le (2n + 1)-uplet
2

10gt(¢i(t),d)£(1)21 < Jj €nA4y) converge en loi vers (TfV.,.,W'Z;l <j<

n ;A) o, pour chaque j, le triplet (W,, W2 A) a la loi de (W4, W_,A)
décrite au théoréeme précédent et ot les n+1 variables (W, WL ... Wn)

sont indépendantes conditionnellement & A.

Ainsi la loi limite est donnée par une limite commune W, décrivant
les “grands tours”. ceux qui sont dus au mouvement du brownien au voisi-
nage de l'infini, et n variables W7 décrivant les enlacements au voisinage
de chaque z;. Ces (n + 1) variables ne sont pas indépendantes ; elles
le deviennent si on conditionne par A, qui mesure la transition entre les
voisinages de zy,---, 2, et oc. La aussi, une description trés précise de la
loi du (2n + 1)-uplet limite est donnée en [PY1] (théoréme 6.2) au moyen

d’excursions.
Enfin ce théoreme cst généralisé en un “théoréeme des résidus”

THEOREME 4.— Soit (z,.---,2,) n points distincts de C. Soit f

une fonction a valeurs complexes telle que

(i) f est holomorphe dans D; \ {z;} ott D; est un voisinage de z;,

(ii) f est bornée sur le complémentaire de la réunion de ces voisi-

nages,

(111) f est holomorphe au voisinage de 'infini et lim f =0
z—o00

alors : ﬁ;—, jol f(By)dBg converge en loi, lorsque t tend vers ’infini, vers :
, A , A :
> Res(f. )5 + VL) + Res(f.00)(5 = 1+ iWy)
J

Dans le cas particulier ot f a un poéle simple en chaque z;, on retrouve
le résultat précédent. La preuve du théoréme consiste & se ramener a ce
cas particulier.

En guise de conclusion. il faut rappeler que nous avons seulement

effleuré ici le dowmaine (et les résultats) mis au jour par Pitman et Yor.

18
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3. POINTS MULTIPLES DE LA COURBE BROWNIENNE

3.1 Intersections de courbes browniennes indépendantes

Sip > 2etsi BY,---, B? sont p mouvements browniens indépendants
dans C? issus de 2!, ---. 2, existe-t-il un point commun aux trajectoires
de B',.--,B"?

La méthode la plus féconde pour répondre a cette question passe
par la construction du temps local d’intersection. De facon plus générale,
pour montrer quun ensemble aléatoire est non vide et, surtout, étudier
les propriétés des points “typiques” de cet ensemble, il suffit de construire

une mesure (aléatoire et judicieuse) portée par cet ensemble.

Ici cette mesure sera d’abord construite sur I’ensemble des temps de

multiplicité (plutét que des points multiples), i.e. sur
) 1
{(tl""'fp)eRl‘f':Bt]:"':B};},

Cette mesure, dite temps local d’intersection, est formellement définie
par :

a(dsy.---.ds),) = [/ 6y(Bs,) - -+ by(Bs, )dyldsy - - - dsy

On pose : 6;(z) = w—i?ll:—yls:‘ ot

ae(ds.---.ds),) = [/ 6.(Bs,) -+ 65 (Bs, )dyldsy - - - ds,,.

y

On a alors :

THEOREME 5.— Avec probabilité 1., il existe une mesure de Radon
a(dsy,---.ds)) sur R';_ telle que. pour tous boréliens A, .-, 4P de R,

et, pour tout n <

limag(4' x - - x A”) = a(4! x xA4P) (dans L™").

e—0

Le support de la mesure «v est inclus dans :

{(Sl v 'Sp) € Rngl, == B]s) }

Sp

19
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et, avec probabilité 1. pour tout j € {1---p} et tout t >0 :

a({s; =t})=0
et
a([0,¢]?) > 0.

Ce théoreme montre, bien siir, que les courbes B!, ... BP s’inter-

sectent ; plus précisément :
Ve >0 3(ty,---,t,) €]0,¢[ B}] =...= pr,

On peut décrire la mesure « plus précisément en calculant explicite-

ment tous les moments E(a(A' x -+ AP)") (cf. [L3], par exemple).

On verra plus loin une interprétation du temps local d’intersection
comme limite de la surface (normalisée) de l'intersection de p Saucisses
de Wiener indépendantes.

Le temps local d'intersection a été introduit par Wolpert [Wo)
Dynkin [Dy1] et [Dy2], étudié, entre autres, par Geman Horowitz et Rosen
[GHR], Rosen [R1] [R2] Yor [Y3], [Y4].

3.2 Temps local d’auto-intersection :

Considérons maintenant un seul mouvement brownien dans C, issu

de 0.
Pour étudier les points multiples de sa trajectoire. on construit le
temps local d’auto-intersection (de multiplicité p) comme la mesure aléa-

toire 3 sur
Ty =A{ti---t,) ERL Lty < < t,}

définie formellement par :
»

B(dsy---ds,) = ( / dy(By,) - 6,(By )dy)dsy -+ -ds,.

THEOREME 6.— Avec probabilité 1. il existe une mesure de Radon
B sur J, telle que. pour tout compact de J, de la forme Ay x -+ x A,

on ait, pour tout n < > :

Ay x-- x4, = _lin})d:.(Al X oo X Ap)
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en norme L". avec
Beldsy---ds,) =17,(s1--5) / H5 (Bs,)dy)ds; - -

La mesure 3 est portée par l'ensemble des temps de multiplicité p :
{(s1---sp) € Jp .Bs, = --- = B, }. Avec probabilité 1, pour tout
JE{l---p}ettoutt>0:

({sj =t}) =
De plus, pour tout 0 < a <b: 3(J, N[a,b]?) = +o0.

Comme corollaire de cc théoreme on obtient donc l’existence de
points multiples de la trajectoire brownienne, de multiplicité supérieure
ou égale a p (due initialement a Dvoretzky-Erdés-Kakutani [DEK2]).

Ce théoreme permet aussi de donner certaines propriétés des temps
typiques d’auto-intersection. comme la suivante (énoncée de fagon in-
formelle) : “entre deux points doubles typiques la portion de trajectoire
d’un mouvement brownien est celle d'un lacet brownien (i.e. d’un mou-

vement brownien conditionné pour revenir a son point de départ)”.

La phrase précécdente ne peut étre vraie pour tous les points doubles.
Le Gall [L6] donne une version “intégrée sur tous les points doubles”. Plus

précisément, notons, pour 0 < u<v<1:
'qu(” = Bu.+l -B, si 0 St{v-—u
=B,-B, si t>v—u.

Pour toute fonction borélienne ® sur ’espace des fonctions continues de
[0,1] dans R? :

dudv

E(/ q)(uB(v)-}"_)((]“.(Il‘)) = / —_—
0<u<r<l Jo<u<w<l 27‘(’(() —_ u)

E(®(Ll™Y))
ou L(® désigne un lacet brownien (un mouvement brownien issu de 0
conditionné & retourner en 0 & 'instant a), avec la convention Lga) =0si

t €la, 1].
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(Le Gall donne aussi la version naturelle de ce résultat valide pour

les points de p-multiplicité.)

La conséquence essenticlle d'une telle formule est que toute propriété
vraie prescue siirement pour les lacets browniens sera aussi vérifiée pour

« By pour Ba-presque tout (u,v).

Ainsi on montre facilement ue, pour 32 presque tout (u,v) le point
double B, = B, n'est pas un point triple.

Plus généralement. on a ainsi :

THEOREME 7.— Avec probabilité 1, pour 3, presque tout sy ---s

le point By, = -+ = B, n'est pas un point de multiplicité p + 1.

p

En particulier, il existe des points de multiplicité exactement p [AD].
Ce théoreme montre (ue les points de multiplicité p + 1 sont rares parmi
ceux de multiplicit¢ p. La mesure (). portée par 'ensemble des points
de multiplicité p. image de 3, par application (s;.---.s,) — By, est

étrangere a (4.

Pour apprécier la taille de I'ensemble des points de multiplicité p+1,

on peut aussi tenter de comparer les mesures de Hausdorff.

Le Gall [L9] montre que. si l'on pose :
o1 1
Zpla) = a7 (log - logloglog - )

la p,-mesure de Hausdorft est la ~“honne™ mesure pour les points de multi-
plicité p. Précisément. I'ensciuble des points de multiplicité p est réunion

dénombrable d'enscimbles de 2 ,-mesure finie et non nulle.

En particulier. la dimension de Hausdorff n'est pas suffisante pour
distinguer les points de multiplicité p ou p 4+ 1. cette dimension valant

toujours 2.
En fait les deux approches (temps local ou mesure de Hausdorft)
sont tres comparables car Le Gall montre qu’il existe deux constantes

~ s 2
Cyp, €}, telles que. presque stirement pour tout borélien F' de R” :

C'/;(/)(F) < Yp "”‘(Fn D})) < )l

p-P

(F)
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(ott Dy, est I'ensemble des points de multiplicité p + 1).

Enfin. signalous que. grace a la propriété donnée ci-dessus pour le
mouvement brownien entre deux points doubles, Le Gall a pu contourner
ce qui semble étre une utilisation abusive de la propriété de Markov dans
la preuve originale (due a Dvoretzky-Erdos-Kakutani) de ’existence de

points de multiplicité infinie. Il obtient ainsi le

THEOREME 8.— Si I est un compact totalement discontinu de R,
il existe avec probabilité 1 un point = de R? et un homéomorphisme

croissant ¢ de R tel que
o) ={t>0,B, = z}.

Ainsi il existe des points de multiplicité exactement dénombrable ou
de multiplicité la puissance du continu. Il ne semble pas que le temps

local d’auto-intersection correspondant ait été construit.
3.3 Renormalisation du temps local d’auto-intersection :

Le probleme ici est d'étudier la singularité de la mesure 3, sur la
diagonale. Cette uestion dite de la renormalisation du temps local pour
les points doubles a été résolue par Varadhan [V]. La question identique
pour les points de multiplicité p > 2 est nettement plus difficile ; voir
[Dy2], [Dy6], [R4]. [RY]. [L12]. [LJ].

Sik>0ct(€{0.---.2" =1} on pose

3k 20 2041 2041 2042
T ok41 9kl ok+1 ? 9k+1

les Aé‘” forment une partition de 7, N[0, 1]%. On sait que B2(J2N[0,1]?) =

400, mais on a :

THEOREME 9.— DPour tout borélien de J> N [0.1)? la série
x 2—1
Z (Z (4N -4?') - E(3:(4AN -‘1?‘)))
k=0 \(=0

converge (p.s et L?). La sommie de cette série est notée Y(A) et appli-

cation A — y(A) est appelée temps local d’auto-intersection renormalisé.
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4. LA SAUCISSE DE WIENER :

4.1 La surface d’une petite saucisse de Wiener :

DEFINITION : Si I est un compact non polaire de R?, on définit la

saucisse de Wiener (de base ') entre les instants u et v par :

Sw(u.v)={y € R*3s € [u,v] y — B, € K'}
= U (Bs + IV).

uls<v

Le cas le plus usuel est celui ot i est le disque unité, Sp(u,v) est alors
le voisinage tubulaire de la trajectoire du mouvement brownien entre les
instants u et v.

Il s’agit ici d’étudier le comportement asymptotique (lorsque € — 0)
de m(Scx(0,1)) on encore le comportement asymptotique (lorsque ¢ —
00) de m(Sx (0.1)).

Les deux questions sont reliées par I'invariance d’échelle : m(S(0, ¢
{ ’

a en effet la méme loi que ¢ m(S;-1/24(0,1)).

On a le théoreme suivant :

THEOREME 10.—
. 1
}111(1)(103‘ =)m(Sen(0.1)) =7

(la convergence étant L2, et presque stre si IC est étoilée)
COROLLAIRE.—

. logt

lim ———f—-—m(S,\'(O,t)) =27

g—nc

(la convergence étant L? et presque sire).

Preuve : Elle consiste a montrer que
) 1
(a) lim (log —)E(m(5:x(0,1))) = 7
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et que :
() (var m(S.1c(0, 1)) <.C(log 1),
Ce qui donne :
m(Sex(0,1)) \ _ 1
Equmen»”q>‘mmka

2
et donc la convergence L-.

Sicp=e* ona. par (a) et (b) :
- m(Se, 1(0,1)) ]2
E -1 < o0
I\'Z=:| ([E(,”(SS‘.I\'(OW 1))) )
et donc :

lim m(Sey k)

k—oo E(m(Se, k) =1ps

Si K est étoilé. m(S. y) est une fonction croissante de &, ce qui achévera

la preuve. une fois (a) et () prouvés.

Pour prouver (a) on a :

E(m(S:,(0.1))) = E(/ s, c+c0.)(y)dy)
=/Hnﬁksmw

ouTy_.n =inf(s. B, € y — =I\).

Or la théorie du potentiel permet d’estimer ces temps d’atteinte et
de vérifier que. si ¢ est une variable de loi exponentielle indépendante du
mouvement brownicn ct si G (', y) est la fonction de Green du Brownien

tué au temps ¢ on a (si A’ est non-polaire) :
. 1 ,
_llll(l)(l()}.’; f)P(Ty/—’_’l\' <()= 7FG,\(0, Y).
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C’est-a-dire que la transformée de Laplace de (log %)'ys(ds) (o . est la
loi de Ty _. ') converge vers la transformée de Laplace de mp4(0,y)ds. On
en déduit que :

a2

. 1
iny(log = )5.((0,€) =7 [ p.(0.9)ds
e— B 0

c’est-a-dire cue :

o1

1
li}}%(l()g;)P(Ty_E/\- <t)= 7r/ ps(0,y)ds .

0

De plus on mountre qu’il existe une constante C'(A, I¥') telle que :

1

<

P(T,-ci <€) S C(AR)GA(0.5)(log ).

d’ou :
P(Ty—sl\' < 1) < ('/\P(Ty—sl\' < ()
1 P
< ACAK)(log 2)G(0. 5)

Gy étant intégrable. par convergence dominée le (a) est prouvé.

La preuve du (b) est plus délicate, nous renvoyons a [L4].
Remarque : La limite de log L11(S. 1 (0.1)) est indépendante de K.

Ceci est spécifique a la dimension 2. En dimension d > 3 on prouve le
résultat suivant : lill(l) SIS (0.1)) = C(I) ot C(IY) est la capacité

newtoniennc de Iv.

4.2 Interprétation du résultat précédent en termes de conduc-

tion de la chaleur :

Le comportement asviuptotique du vohune de la saucisse de Wiener
est directement lié¢ an probleme de conduction de la chaleur suivant :

Si un compact A non polaire de R? est maintenu & température 1
lorsque le temps varie de 0 a 4+oc, alors que R? \ i est & température

nulle & 'instant initial + = 0. quel est le comportement asymptotique,
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lorsque t tend vers +oc, de la quantité de chaleur E K (t) transmise au
temps ¢t par k’ a R*\ k' ?
Si u est la solution de I'équation de la chaleur sur R2 \ K
Ju 1
_ = —Au
at 2

avec u(0,2) = 0 et lim u(f..x) = 1 pour tout ¢ > 0, et tout point régulier

£r—29

2o de la frontiére de L. on a :
En(t) = / u(t, x)dx
JRA\N
Orona: u(t.x)=P(T._, <t)et donc :

En(t) = / P(T,_y <t)dax = P(Tp_p < t)dz — m(K)
JR2\ I R2

et donc Ex(t) = E(m(Sn(0.1))) — m(RK).

Ainsi on a vu que : Ep () ~ 27r5~’g—( lorsque t — +o00.

En dimension > 3 Ey(t) ~ C(IV)t, si C(K) est la capacité newtoni-

enne de I\

Spitzer [S2] a prouvé ce théoréme et a méme donné le développement

asymptotique de E, (t). Nous reviendrons sur ce point au 4.4.

4.3 Intersections de Saucisses de Wiener indépendantes :

Considérons ici p monvements browniens indépendants B,... BP

2 - . ’ \ . AN
dans C* et ' un compact non polaire. Le théoréme suivant, (di a Le Gall
[L3]) permet d'interpréter le temps local d’intersection comme une mesure

de l'intersection des p saucisses S7,:(0,t) convenablement normalisée.

THEOREME 11.— DPour tout n < oo

Gy | =

) m(SH(0.1) NN SP (0, 1) = T a([0, t]P)

sh_l}(l)( l()g e\

en norme L".
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4.4 Fluctuations et renormalisation :

La renormalisation de Varadhan (exposé au 3.3) permet d’obtenir

un terme de plus dans le développement asymptotique de m(Se(0,1)) :

THEOREME 12.— Si I est non polaire

(l)lb—'

lim(log )2 (m(Se i (0.1)) = E(m(Sek(0,1))) = —72v(J2 N [0,1]%))

en norme L.

Comme corollaire de ce théoréme on peut obtenir un développement
asymptotique :

:logl/f + (log1/z)?

14 r—log2
2

m(Sen(0.1))

- 9 1.2
( + R(E) = 79(J2 1[0,1]) + 0((log 2))?
ou k est la constante d’Euler et R(L') est le logarithme de la capacité

logarithmique de Iy

Pour cela il suffit d'utiliser. outre le théoreme précédent, le dévelop-
pement asymptotique. lorsque & — 0. de E(m(S:x(0,1))) (ou, ce qui est
équivalent, du flot de chalewr Ef () lorsque t tend vers +00) donné par
Spitzer [S2].

On peut aussi inverser I'argument et obtenir ce développement asym-
ptotique avant celui de Spitzer. Ou peut ménie obtenir un développement
d’ordre plus éleveé mais a condition d'avoir développé la renormalisation
des temps locaux d'intersections de mmltiplicité supérieure a 2, ce qui
est beaucoup plus difficile. Pour cela renvoyvons & Dynkin [Dy3], Le Gall

[L10], ou Rosen et Yor [RY] (pour les points triples).

Esquisse de preuve : Si ( ot k sont des entiers tels que ¢ < 2% — 1 les

processus

1 1
(B;u:_l —B%‘H»_:.f € [()W]> ot (B%E%'H —B;;H-_;,te [O,W]>
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sont des browniens indépendants.

Le temps local d’auto-intersection

200 2041, 20+1 2042
;3([2/.:+1‘ k+1 [x] 2k+1 > "9k+1 )

suit la méme loi que le temps local d'intersection ([0, serr)?). Ainsi (en
notant, si U est une variable aléatoire, {U} = U — E(U) la variable U

centrée) on sait par le 4.3 que

1., 200 20+ 1 2041 2042
(log;)_m(ssl"(ﬁ’W)HSEA-(QICT’Q’CT))

converge dans L?. lorsque = tend vers zéro, vers 72 {3(A})} avec

200 2041, 2(+1 2042
[2A:+l’ 2k+1 [X] 2k+1 1 ok+1 ]

Lk
.'1( —_
Oron a:

{m(S:x(0.1))} = Z{m Sen( > 2,,))}

n—12%—

2/—|—1 2041 20+2
—Z Z{m Sen( Yo )ﬁSsl\’(qukT))}

A=0 (=0

Or par le théoréme 11 ot par invariance d’échelle

i c 1.,
Z{"' N 5D S Sorpllog =)™,
pour £ < go(n). Ainsi (¢f. [L12] pour les détails) :

L? 11111 ) {m(S.x(0.1))} = sz {B(A)}

= —1?y( T2 N 0. 1]%)
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5. GEOMETRIE DE LA COURBE BROWNIENNE :

5.1 Points cones :

Si B est un mouvement brownien le théoreme de Spitzer implique
que, pour t fixé, avec probabilité 1, les courbes (Bi4s,0 < s < 1) et
(Bi—s,0 < s < t) font un nowmbre infini de tours autour de By. II est
impossible de renforcer affirmation précédente pour la rendre vraie avec
probabilité 1. pour tout ¢. Il existe des temps exceptionnels (et aléatoires)
ot la courbe brownienne, loin de s’enrouler autour de By(w) demeure dans

un cone de sommet B, (w).
Par excmple si B, = B} + iB7 ct

T =inf(t>0. B = sup B!)
0<:<1

il est clair que les deux courbes (By—,.0 < s < T)et (Brys0< s <1-T)

sont contenues daus le demi-plan {+ < B}

Plus généralenient on définit :

DEFINITION : Si a €]0.2x[. on dit que B, est un point cone bilatere
(respectivement unilatere) d'angle a. 57l existe & > 0 et un cone fermé
d’angle a ct de sowet By qui contienne les deux courbes (respectivement

une des deux courbes) (Biy..0 < s < 8) et (B—.0 < s < 6).

Nous venons de voir qu'il existe des points cones bilateres d’angle .
Il s’agit d'un cas limite. en effet. si Ty, est Pensemble des points cones
bilateres d'angle a. Evans [EV] a prouvé le
THEOREME 13.— Avee probabilité 1 :
(1)sia€)0.z[ T,=10
(2)sia € [r. 27 dimD, =2 - 2L,

Par contre. Burdzy [B1] et Shimura [Sh2] ont constaté qu’il existe des
points cones unilateres d'angle €]Z, 7). On peut aussi en donner la dimen-
sion de Hausdorff. Le Gall [L7] a coustruit un temps local (une mesure

de Radoun portée par certains points cones unilatéres) et obtenu ainsi
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une description précise probabiliste de ces ensembles comme 1’adhérence
de la trajectoire de certains processus stables plongés dans le brownien,
généralisant ainsi les résultats de Spitzer [S1] relatifs au cas ot a = 7.

™

Pour le cas ot a < , il n’existe pas de points cones unilateres. Si o = 7,

la question est ouverte.

5.2. Enveloppe convexe de la courbe brownienne

Soit C'(t) I'enveloppe convexe de la trajectoire brownienne jusqu’au
temps t : {B,.0 < s <t} Quelle est I'allure de C(t), de 9C(t) ?

On sait que le périmetre moven de C(t) est de V8wt (Takacs [Ta)),
que l'aire moyennc de C(t) est de 5 (El Bachir [EB]).

On a méme la loi du log-itéré pour 'aire A(t) de C(t) due a P. Lévy

A(L)

— 1 e o
x TTTogTonl = 35 Dresque surement.

[Le3] : limsup,_
La frouticre 9C'(t) possede les propriétés suivantes :

THEOREME 14.—

1) Pour tout t > 0. avec probabilité 1, C'(t) n’a pas de coins, i.e. il
n'existe pas de cone dangle < © et de sommet sur OC(t) qui contienne
C(t).

Avec probabilité 1

.o

2) OC'(t) est nne conrbe C'. et n'est pas une conrbe C1 avec a > 0.

3) L'ensemble ¢(t) des points extrémanx de dC'(t) est de dimension

4) OC'(t) \ ¢(t) est une réunion dénombrable de segments de droite.

5) C'(t) n'a pas de points extrémaux isolés.

Le 1) est di a El Bachir [EB] : Cranston-Hsu-March [CHM] ont
étudié la régularité de 9C(#) et donuné un module de continuité précis qui
contient I'énoncé donné ici an 2). Voir aussi Burdzy-San Martin [BSM].

Evans [Ev] a prouvé les 3). 4). 5).
Preuve du 1) : (En suivant I'approche de Le Gall [L12]). Si on

suppose que C(f) a un coin en z. alors = est un point de la trajectoire

brownienne. cu fait on a méme = € {B,.s €]0.¢[} car By et B; sont
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intérieurs a C'(t) par le théoréme de Spitzer. Un tel = est un point cone
bilatere d’angle o < 7. On a vu u'il n'existe pas de tels points.
Le fait que OC(t) soit C'! est alors simple. Pour la non-régularité

ChH@ (i.e. la non-holdérianité de la tangente) on renvoie a Cranston-Hsu-

March [CHM].

Le 5) est trées simple : un point extrémal isolé est un coin, car C(t)
est aussi I’enveloppe convexe de {z} U C(t) \ D(2,8) (pour 6 assez petit,
par Krein-Milman).

Le 3) cst aussi tres simple : un point extrémal est un point cone
bilatere d’angle 7. On a vu que la dimension de I'ensemble de ces points

est nulle.

5.3 Points de coupure :

Est-il possible de déconnecter la conrbe brownienne en enlevant un

seul point ?

Un tel point sera alors dit point de coupure. La réponse est positive
(en dimension > 2) ct est due a Burdzy. Elle est triviale en dimension
> 4 puisque les trajectoires brownienunes n’ont alors pas de points doubles,
tous les points sont des points de conpure. En dimension 2 (et 3) la preuve
de Burdzy est délicate : il s’agit d'une approche “théorie du potentiel”.
On renvoie a [B4]. on citera ici sculement le résultat et quelques questions.
THEOREME 15.— Avece probabilité 1. pour tout ¢ > 0, il existe
t €]0, <[ tel que :

B, # B, Vse[0.1]\{t}
et
{B.0<s<t}N{Bot<s<1}=0.

Remarque : Burdzy utilise ce résultat pour infirmer une conjecture de
Mandelbrot : la conrbe bhrownicnne n'est pas homéomorphe au Tapis de
Sierpinski.

On ne sait presque rien sur U'cnsemble des points de coupure, si ce

n'est qu'il est non vide. Quelle est sa dimension ? Est-il non dénom-

brable ? Est-il inclus dans 1'cnsemble des points cones bilateres 7
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5.4. L’extérieur de la courbe brownienne : points spirales.

Soit F' la composaute connexe non bornée du complémentaire de la
courbe brownicune : C\ Bjg,j}. Burdzy [B3] a montré que la frontiére de
OF est tres complexe : “presque tout point de OF n’est atteignable par
une courbe continue venue de 'infini, qu'au prix d’un nombre infini de

tours dans les deux sens™.

Un point = est sur OF si et seulement si il existe une fonction continue
©[0,1] — C telle (ue :

(1) fls)eF Vsel0.1]

(2) 2(1) = =

On dira que = € JF est un point spirale si pour toute fonction ¢ vérifiant
(1) et (2) on a:

lim sup arg(e(s) — 2) = +¢
s—0l1

lim inf arg(o(s) — 2) = —oc

8§ —

Un point cone bilatere ne peut étre un point spirale. En fait les points
cones bilatéres d'angle 7 forment une partie dense de 9F. Néanmoins les

points spirales sont génériques sur OF au sens de la mesure harmonique.

THEOREME 16.— Avec probabilité 1. presque tout z € OF (au sens

de la mesure harnionique) cst un point spirale.

Preuve : Il existe une application analytique bijective f du disque unité
D sur F = FU{~}. On peut étendre f par continuité de D sur FUJF,
car les limites radiales existent pour tout 6 € [0. 27| (par le fait que C\ F
est connexe). Cette extension n'est pas injective du fait de I'existence de
points de coupure (cf. Pomcerenke [Po]). Soit 4 I'ensemble des points
¢ € 0D tels que f ait une dérivée angulaire non nulle en ¢. Le point clef

de la preuve est le leme suivant :

Lemme.— f(d/) est de dimensiou nulle.
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En effet f(4;) est inclus dans 'ensemble des points cones bilateres
d’angle, pour tout a > 7. Lestimation, donnée au 5.1. de la dimension de

Hausdorft de 1'cnsemble de ces points ¢ones montre donc que dim f(Ay) =

0.

Il faut ensuite remarcuer qu'il existe un 3 > 0 tel que si H C OF et
si dim H < /3 alors la mesurc harmonique de H est nulle. Ceci est une
conséquence du théoreme de NMakarov [Ma] qui affirme entre autres que

I’on peut choisir 3 = 1.

Mais la version faible du théoreme de Makarov utile ici peut étre
prouvée de facon probabiliste trés simplement (¢f. Le Gall [L12]). On
déduit donc que la mesure harmonicque de f(Ay) est nulle.

Pour achever la preuve il suffit d’utiliser le théoreme de Mac-Millan :
on dira que { € OF cst un f-point spirale si arg(f(z)— f(¢)) est non borné
supérieurement ct inféricurciment sur toute courbe de D aboutissant en
¢. On notera Sy l'enscmble des f points spirale.

Le théorcme de Mace Millan affirme que la mesure harmonique de
D\ (S; U Ay) est nulle, et donc aussi celle de f(OD \ Sy U Ay) (par
invariance conforme de la mesure harmonique).

Or il est clair d’apres les définitions que, si = € OF n’est pas un point
spirale il existe un point ¢ de D qui n'est pas un f-point spirale tel que
f(¢) = =. Ainsi le complémentaire de ensemble des points spirale de OF
est inclus dauns

fOD\ Spu AU f(dy)
qui est de mesure nulle o.

5.5. Les petites composantes connexes du complémentaire de la
courbe brownienne :
Combicn la conrbe brownicnue laisse-t-clle de “petits trous” dans le

plan ?

Mandelbrot [M] a conjecturé que le nombre N, de composantes con-

nexes du complémentaire de la courbe brownienne. d'aire supérieure a
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¢ est de 'ordre de L(:), ot L est une fonction a croissance lente telle

que fol ﬂuﬂdu < co. Mountford [Mo] a prouvé cette conjecture avec
L(e) = (Tj;fé?' Nous allons donner ici I’approche de Le Gall [L11] qui a
amélioré ces résultats : si u < v notons N[, ,[ le nombre de composantes
connexes du complémentaire de la courbe brownienne dont 1’aire appar-

tient & [u, v[ on a alors :

THEOREME 17.— Avec probabilité 1, pour tout 6§ > 0 :

(log w)* Nju,uf

—— =27 =0

lim sup |——=
u=0 > (146)u U —V

En particulier : lim,_,o e(loge)?N, = 2r.

Preuve : Si W, est la réunion de toutes les composantes connexes d’aire
inférieure ou égale a me?, il est clair que W, C S.p(0,1) (la saucisse de
Wiener de rayon €). Réciproquement on montre que, si y € Scp(0,1) la
composante connexe de y sera contenue dans le disque de centre y et de
rayon ¢ (et donc d’aire < me?), ceci avec probabilité proche de 1. Ainsi la

mesure de W, est de 'ordre de celle de S.p(0,1), i.e. de 'ordre de t—.

Si A€ [0,1] et si U} = W, \ W), on peut vérifier (c’est beaucoup
plus difficile) que :

s v

m(UsA) =m(W,) — m(W)e)

- [loge|  [log Ae|

ie. que m(U2}) ~ ?lgzi)'\gl. Ce qui permet de prouver le théoreme si on

remarque en outre que :

(M/\2n)—lm(U§‘n) < N["A2n+z,7r)\2n[ < (7()\2n+2)—1m(UA)\n).
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THEORIE DE L’INTERSECTION ET
THEOREME DE RIEMANN-ROCH ARITHMETIQUES

par Jean-Benoit BOST

Depuis la fin du dix-neuviéme siécle, I’analogie entre les corps de nom-
bres, c’est-a-dire les extensions de degré fini de Q, et les corps de fonctions
algébriques d’une variable, c’est-a-dire les corps de fonctions rationnelles
sur une courbe algébrique définie sur un corps, a joué un role crucial en
géométrie algébrique et en arithmétique. En témoignent par exemple les
travaux de Dedekind et Weber sur les courbes algébriques et le douziéme
probléeme de Hilbert.

Au cours du premier tiers de ce siécle, cette analogie s’est vue complétée
par la découverte que, pour la rendre plus satisfaisante, il convenait de
considérer les plongements d’un corps de nombres K dans les corps archimé-
diens R et C (les “places a l'infini de K”) sur le méme plan que les idéaux
premiers de ’anneau des entiers Ok de K et que les plongements de K dans
des corps p-adiques qui leur sont attachés. Cette découverte(!) intervient
crucialement dans la définition des adéles d’un corps de nombres et, par la,

a connu un immense succes.

(1) Hensel et son éleve Hasse semblent les premiers a avoir compris I'importance qu’il y
a a considérer simultanément toutes les places d’un corps de nombres, finies ou infinies.
Toutefois, la premiére mention explicite de résultats globaux, mettant en jeu toutes
les places d’un corps de nombres, analogues aux résultats classiques sur les surfaces de
Riemann est, & notre connaissance, I’article de Weil [W1] de 1939. Un peu plus tard, dans
une lettre  sa sceur ([W2], p. 252), ce dernier attribue 2 Hasse ou Artin la découverte

du role des places a 'infini.

S.M.F.
Astérisque 201-202 - 203 (1991) 43
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Par ailleurs, la transposition aux corps de fonctions de problemes dio-
phantiens, telle ’étude des points rationnels d’une variété définie sur un
corps de nombres, a conduit a s’intéresser aux variétés définies sur le corps
de fonctions d’une variable k(C') attaché & une courbe C définie sur un corps
k. Pour étudier de telles variétés V, on en choisit un modele au-dessus de
C, i.e. une variété V munie d’un morphisme plat ¥V — C, définis sur k, tels
que V soit isomorphe a la fibre générique de ce morphisme. Si V est de
dimension n sur k(C), alors V est de dimension n+1 sur k. C’est ainsi que
’étude des courbes sur k(C) conduit & utiliser la théorie des surfaces sur k

(Manin, Grauert, Samuel).

Cette démarche peut étre imitée dans I’étude des variétés V sur un
corps de nombres K : un modele de V' est alors un schéma V plat sur
Ok tel que V ® o, K soit isomorphe & V. Si, par exemple, V est une
courbe, alors V est un schéma de dimension (absolue) 2, ce que ’on ap-
pelle une surface arithmétique (Schafarevitch, Lichtenbaum). Arakelov a
découvert comment faire intervenir dans cette approche les places a I'infini
de K, du moins lorsque V est une surface arithmétique : en faisant ap-
pel & la géométrie hermitienne sur la courbe analytique complexe V(C).
C’est ainsi que, en munissant V(C) d’une métrique kahlerienne et les fibrés
en droites sur V (plus précisément, les fibrés en droites holomorphes sur
V(C) qui s’en déduisent) d’une métrique hermitienne, Arakelov puis Falt-
ings ont étendu aux surfaces arithmétiques les théoremes classiques de la
théorie des surfaces sur un corps (cf. [A1], [A2], [Fal], [Sz], [La2], et exposé
Bourbaki, n° 713). Les idées “arakeloviennes” ont joué aussi un grand role
dans la démonstration par Faltings de la conjecture de Mordell (cf. exposés
Bourbaki n° 616 et 619).

Dans cet exposé, nous présentons une introduction aux travaux de
Gillet et Soulé qui ont généralisé cette “géométrie d’Arakelov” aux variétés
de dimension arbitraire. Ils ont établi une théorie de l'intersection sur
les “variétés arithmétiques” générales, ainsi qu'une théorie des classes ca-
ractéristiques pour les fibrés vectoriels hermitiens sur celles-ci. Puis ils
ont démontré un “théoréme de Riemann-Roch arithmétique” ([GS10]), en

s’appuyant sur des travaux de Bismut et Lebeau ([BL1,2]). Dans les pages
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qui suivent, nous cherchons seulement a donner une idée de ces résultats,
sans les présenter sous leur forme la plus générale et sans en décrire les
démonstrations, qui présentent souvent des difficultés techniques considé-
rables. (La démonstration actuelle du théoreme 4.2 utilise les résultats
des articles de Gillet et Soulé [GS3 a 7], Bismut, Gillet et Soulé [BGS1 a
3], Bismut [Bil-2] et Bismut et Lebeau [BL1,2].) Nous mettons 1'accent
sur les définitions de base de la théorie de l'intersection et des classes
caractéristiques arithmétiques, et nous ne disons a peu pres rien sur les
résultats d’analyse “complexe hermitienne”, concernant la torsion analy-
tique, qui jouent un role crucial dans les démonstrations et mériteraient a

eux seuls un exposé.

La géométrie d’Arakelov en dimension supérieure a déja connu une
application spectaculaire : la nouvelle démonstration par Vojta [V] de la
conjecture de Mordell. La théorie de 'intersection arithmétique joue aussi
un role important dans les travaux récents de Faltings sur I’approximation
diophantienne dans les variétés abéliennes, ou celui-ci 'utilise pour attacher

une hauteur aux sous-variétés de l’espace projectif ([Fa2]).

Terminons cette introduction par quelques remarques historiques.

Les définitions des groupes de Chow arithmétiques et de leur struc-
ture multiplicative étendent les définitions introduites par Arakelov ([A1])
et Deligne ([De]) pour les surfaces arithmétiques. Des cas particuliers
“d’intersection arithmétique” en dimension relative > 1 ont été aussi con-
sidérés par Bloch ([Bl]) et Beilinson ([Bel], [Be2]). Quant au théoréme de
Riemann-Roch arithmétique, il généralise en dimension supérieure le travail

de Faltings ([Fal]) et Deligne ([De]) sur les surfaces arithmétiques.

Si I'on recherche les origines plus lointaines de la “géométrie arakelo-
vienne”, on peut les faire remonter aux travaux de Weil sur l'arithmétique
sur les courbes et sur les variétés algébriques, ou développant le point de
vue “kroneckerien” en géométrie arithmétique, il introduit “hauteurs” et
“distributions” (¢f. D'article [W3] et les références qui y sont citées). Les
travaux de Néron et Tate concernant les hauteurs sur les variétés abéliennes
et leur décomposition locale (¢f. par exemple [Lal]), qui sont longtemps

apparus comme ’archétype d’une théorie des hauteurs précisées, ont sans
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doute joué aussi un role déterminant. On ne saurait enfin sous-estimer celui
de I’école russe, autour de Schafarevitch, dont est issu Arakelov (voir a ce

propos les articles prospectifs de Pargin [P] et Manin [M]).

1. PRELIMINAIRES
1.1. Définitions et notations

DEFINITIONS 1.1.— On appelle variété arithmétique tout schéma in-
tégre régulier X plat et quasi-projectif sur Z. On note F linvolution
antiholomorphe de la variété compleze X(C) wnduite par la conjugaison
compleze.

On appelle fibré hermitien sur une variété analytique complexe V la
donnée E = (E, h) d’un fibré vectoriel holomorphe E sur V et d’un produit
scalaire hermitien h, de classe C*°, sur les fibres de E.

On appelle fibré hermitien sur une variété arithmétique X la donnée
E = (E,h) d’un Ox-module localement libre E sur X et d’un produit
scalaire hermitien h, de classe C™ et invariant par Fo,, sur le fibré vectoriel

holomorphe E(C) sur X(C).

On observera que tout schéma intégre régulier X plat et quasi-projectif
sur I’anneau des entiers d’un corps de nombres est une variété arithmétique.

SiE = (E,h)et E' = (E', 1) sont deux fibrés vectoriels hermitiens sur
une variété analytique complexe ou sur une variété arithmétique, on peut
former leur somme directe EQE' := (EQE', h®h') — ot hdh' désigne la
somme directe orthogonale des métriques h et h' — et leur produit tensoriel
EQF :=(EQE',h®h). On désigne par det E la puissance extérieure
maximale det E de E munie de la métrique det h. C’est un fibré en droites
hermitien. Enfin, on définit I'image inverse f*E de E par un morphisme
f de variétés complexeg‘}lde variétés arithmétiques comme f*E muni de la
métrique f*h qui fait des isomorphismes (f*E), ~ Ey(,) des isométries.

Dans la suite, nous définirons indifféremment une structure de fibré
vectoriel hermitien sur un fibré vectoriel E au moyen d’un produit scalaire

h ou au moyen d’une métrique hermitienne || ||, reliés par ||v|| = h(v,v)!/2.
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On note rg E le rang d’un fibré vectoriel E et on note a'® la com-
posante de degré k d’une forme différentielle, ou d’une classe de cohomolo-
gie, ou d’un cycle algébrique a.

Si K est un corps et E est un Z-module, on désigne par Ex le produit
tensoriel E @z K. Plus généralement, si F est un faisceau de modules sur
un Z-schéma X, on désigne par Xk et Fx le K-schéma et le faisceau sur

Xk qui s’en déduisent par le changement de base Spec K — Spec Z.

1.2. Degré arakelovien (c¢f. [W1], [A1] et [Sz], exposé 1)

L’importance des places a I'infini des corps de nombres dans ’analogie
avec les corps de fonctions se manifeste clairement lorsque, par exemple, on
cherche a transposer aux corps de nombres la notion de degré d’un fibré en
droites.

Soient en effet K un corps de nombres, Ok ’anneau des entiers de K,
et soient 0;, 1 < ¢ < ry, les plongements réels de K et 0;, 7, 11 +1 <
t < ry + 7o, les plongements complexes de K. Les 0y, 1 € 1 < 71 + 1y,
sont les places d l'infini de K, et 'on pose g; =1si1<i<r;eteg =2
siry <i<r +r. Soit L = (L] ||) un fibré en droites hermitien sur
X = SpecOg. La donnée de L est équivalente a celle du Og-module
projectif de rang 1 A = H°(Spec Ok; L). La structure hermitienne sur L
est la donnée d’une métrique hermitienne, invariante par Fi,, sur le fibré
Lc sur l'espace X(C), dont les points sont les [K : Q] morphismes de
K vers C ; elle se ramene a la donnée d’une ncrme hermitienne || ||; sur
chacune des droites vectorielles complexes A ® x Cq;, 1 <7 <1y + 7o,

Soit P I’ensemble des idéaux premiers de Q. Pour tout p € P, on

note
Np = # OK/p

sa norme et vy la valuation sur K qui lui est associée. Utilisant que, locale-
ment sur Spec Of, L est isomorphe au faisceau structural, on peut encore

définir vp(s) pour une section s de L. Il vient alors, pour tout s € A\{0}
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(1.2.1) #(A/sOk)~ > log ||s(a)]|

z€X(C)
T1+T2
= Z vp(s) log Np — Z &; log ||s]; .
peP =1

La formule du produit, qui affirme que pour tout z € K'\{0},

T1+72
H Npve(=) H loi(z)| " =1,
peP =1

montre que cette expression est indépendante de s. C’est le degré arakelovien
de L, noté d/égf.

Clairement, la partie algébrique de (1.2.1), formée du premier terme
de 'un ou I'autre membre, ne possede pas cette propriété d’invariance : il
faut “compactifier” le schéma affine Spec Ok par les places & I'infini de K
pour que les fibrés en droites y possédent un degré bien défini.

Plus généralement, si E est un fibré vectoriel hermitien sur Spec O,

on pose

degE = deg det E.

Lorsque K = Q, A := H%(SpecZ, E) est isomorphe & Z™ F et la structure
hermitienne sur E définit un produit scalaire invariant par conjugaison
complexe sur Ag, i.e. une structure euclidienne sur Ar ; de plus, d/(%E-
n’est autre que 'opposé du logarithme du covolume de A dans AR calculé
au moyen de cette structure euclidienne.

Lorsque X est une variété arithmétique et que L est un fibré en droites

hermitien sur X, on définit la hauteur relativement 4 I d’un élément gz -
Spec O — X de X(Ok) comme

Si X =PV = Proj Z[X,,- - - ,XnN] et si L est le ibré hermitien O(1) défini
comme O(1) muni de la métrique standard || || — la fibre de O(1) en
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P =[zg:-:2zn] € PV(C) est la droite Hom(C(zq,:-,zn),C) et par
définition
N N 2
IGosisn = 3 @il = (3 fail?)
=0 =0
alors la hauteur kg sur PV(Og) (= PY(K) par propreté) est la hauteur

logarithmique usuelle : si (zg,---,zn) € ORT1\{0}, on a

H:l;lrrz (E;V:O Ia,-(x].)|2)as/2
N (E;V—_—o T, OK) )

hm([.’l;g toeerxy]) =log

En particulier, si K = Q et si (zo,---,zn) € ZV*t1\{0} et sont premiers

entre eux dans leur ensemble, alors

N
h-o—(f)-([xo ieoerzy]) = log (Z w;)I/Z .

J=0
1.3. Le probléeme de Riemann-Roch

() Dans sa version la plus naive, le probleme de Riemann-Roch se
pose dans les termes suivants :

Etant donnés une variété projective compleze lisse V et un fibré vecto-
riel holomorphe E sur V, que vaut la dimension de Uespace H°(V; E) des

sections holomorphes de E sur V' 7

(B) On sait, au moins depuis Riemann, que cette question ne possede
pas de réponse simple a cause des phénomenes “d’irrégularité”, 7.e. de non-
annulation des groupes de cohomologie supérieure. Le “bon probléme” est
plutot :

Calculer la caractéristique d’Euler-Poincaré

x(V; E) = Z(—l)i dim H(V;E).
i>0
Une solution a ce probléme en termes d’invariants cohomologiques at-

tachés a V et E est apportée par la formule

(1.3.1) x(V;E) = /V(chE.TdTV)(Z")
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ou n = dimgV et ou TdTy désigne la classe de Todd du fibré tangent
3 V et chE le caractéere de Chern de E. Cette formule, dont diverses
variantes dans des cas particuliers ou V est une courbe ou une surface re-
montent & la fin du dix-neuviéme siecle, a été établie par Hirzebruch, puis
étendue par Washnitzer, puis Grothendieck (¢f. par exemple [Fu], chap.
15). Ces derniers auteurs travaillent dans un cadre purement algébrique en
utilisant la théorie de lintersection sur V : les fibrés vectoriels E et Ty
ont des classes caractéristiques ch E' et TdTy dans les groupes de Chow
CH*(V)q ; l'intégration sur la classe fondamentale [, des classes de coho-

mologie posséde une contrepartie algébrique, le degré
degy : CH"(V) — Z
[Z n,-P,'] — Z n;,
et la formule de Riemann-Roch peut s’écrire
X(V;E) = degy (ch E. Td Ty)™ .

(7) Sous des hypotheses convenables sur E (positivité,...), les groupes
de cohomologie supérieure H'(V;E), i > 1, s’annulent et la formule de
Riemann-Roch-Hirzebruch (1.3.1) permet de calculer dim H°(V; E). Il en
va en particulier ainsi lorsque E est de la forme Eq ® L™, ou £ est un fibré

en droites ample sur V, et que n est suffisamment grand.

1.4. Le probléeme de Riemann-Roch arithmétique

La théorie de Gillet et Soulé fournit un analogue arithmétique des
énoncés géométriques du paragraphe précédent.

(@) Une version arithmétique “naive” du probleme de Riemann-Roch
peut étre formulée comme suit :

Soit V une variété arithmétique, propre sur Spec Z, et soit E = (E, || ||)
un fibré vectoriel hermitien sur V. Combien eziste-t-il de sections s de E
sur V telles que, sur V(C), on ait ||s¢|| <17

On observera que le Z-module H°(V; E) des sections de E sur V est

libre et de type fini, et s’identifie & un réseau dans le Q-espace vectoriel de
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dimension finie

H(Vq; Eq) ~ H'(V;E) ®2Q.

Les sections cherchées sont les éléments de H’(Vq; Eq) qui satisfont a la
fois & des conditions d’intégralité (appartenir au réseau H°(V;E)) et a
une condition sur leur taille archimédienne, condition qui joue le rdle “aux

places a ’infini” des conditions d’intégralité.

(8) On peut deviner une forme plus cohomologique du probléme de
Riemann-Roch arithmétique grace a ’analogie entre corps de nombres et
corps de fonctions, en réécrivant la formule (1.3.1) lorsque la variété pro-
jective lisse V est munie d’un morphisme (plat) = : V' — C vers une courbe
projective lisse C.

La caractéristique d’Euler-Poincaré x(V; E) peut se calculer via le mor-
phisme 7 : -elle coincide avec la caractéristique x(C; Rn.E) de I'image di-
recte Rm,E de E (dans la catégorie dérivée de la catégorie des faisceaux

cohérents sur C). Or la formule de Riemann-Roch sur C s’écrit
(14.1) x(C;R7 E) = rgRm,E. / (TdTe)® + deg R, E .
c

De plus, le rang rg R7, E est donné par
(1.4.2) rig R E = x(7 "' (y); E)

pour tout y € C, et le degré degRm,E est aussi le degré du fibré en
droites “déterminant de l'image directe” (Grothendieck, Knudsen, Mum-

ford ; ¢f. [KM])
(1.4.3) ME) := detRm, . E
dont la fibre en y € C est naturellement isomorphe au produit tensoriel

&) [det Hi(x ™ (y); E)] 7"

i>0
Posons

(1.4.4) TdV/C =TdTy.(7* TdTc)™".
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La relation (1.4.2) et la formule de Riemann-Roch-Hirzebruch (1.3.1) ap-

pliquées aux fibres lisses de 7 montrent que, si n = dimg V', on a
rg R7.E. / (TdTe)® = / (chE.TdV/C)?"=? n* (Td Tc)®
C \4
La relation (1.4.1), jointe aux égalités

X(C;Rm.E) = x(V;E) et degRm,(E)=deg)(E),

montre alors que (1.3.1) est équivalente a
deg \(E) = / (ch E.TdTy)®™ — / (chE.TdV/C)?" D x, (Td Te)®
v 1%

ou encore, compte tenu de (1.4.4)

deg \(E) = /V (chE.TdV/C)®™.

Une formule analogue est valable, ol les classes caractéristiques sont cal-

culées dans le groupe de Chow de V' :
(1.4.5) deg \(E) = degy, (ch E. TdV/C)™ .

Cette formule est en fait un cas particulier du théoreme de Riemann-
Roch relatif de Grothendieck. Nous venons de montrer que, compte tenu
de la formule de Riemann-Roch dans la fibre générique de m, elle est essen-
tiellement équivalente & la formule de Riemann-Roch sur V' tout entier.

Dans la situation arithmétique, out V est une variété arithmétique telle
que 7 : V — Spec Z soit propre et ot E est un faisceau cohérent localement
libre sur V, la construction du déterminant de l'image directe det R, E
conserve un sens, et fournit un fibré en droite A(E) sur SpecZ, i.e. un

Z-module libre de rang 1, muni d’un isomorphisme canonique

AE) ©2Q =~ R)ldet H' (Vo, Eq) "

i>0
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Ce fibré en droites posseéde un degré arakelovien, pourvu qu’on 1’ait muni
d’une métrique. Lorsque V(C) est muni d’une métrique kahlerienne et Ec
d’une structure hermitienne, il y a pour cela une construction naturelle, due
a4 Quillen, qui fait appel a la torsion analytique de Ray et Singer (cf. [Q],
[RS]) et que nous décrirons plus loin (§4.1).

La discussion qui précéde conduit a poser le probleme de Riemann-
Roch arithmétique dans les termes suivants :

Calculer le degré arakelovien du fibré en droites A(E) muni de la
métrigue de Quillen déterminée par une métrigue hermitienne ||.|g sur
Ec et une métrique kihlerienne sur V(C).

Une formule pour ce degré a été conjecturée ([GST7]) puis récemment
démontrée ([GS10]) par Gillet et Soulé. Leur formule est analogue a la
formule de Riemann-Roch géométrique (1.4.5), mais fait appel & la théorie

de l'intersection et a la théorie des classes caractéristiques arithmétiques.

2. THEORIE DE L’INTERSECTION ARITHMETIQUE
(¢f. [GSS])

2.1. Courants de Green

Soit V' une variété analytique complexe.

On note AP4(V') (resp. DP4(V')) I’espace des formes différentielles C*®
(resp. des courants) de type (p,q) sur V. La différentiation extérieure d
se décompose en d = d' + d", ou d'APY(V) C APTHI(V) et d"API(V) C
AP9t1(V), et 'on pose

1
d°=—(d -d").
4m ( )
On a ainsi
dd® = —d°d = —-i_ dd".
2m
On pose

API(V) = APV /(d' AP (V) + d" APSTH(V))
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et
DPA(V) = DPY(V)/(dDP~1(V) + d"DPI~Y(V)).

L’application dd® : DP9(V) — DPT1L4+1(V) se factorise en une application
dde : DPI(V) — DPHLa+1(V),
On déduit alors des propriétés classiques de la d- et de la d”-cohomologie

sur une variété cemplexe :

PROPOSITION 2.1.— 1) L’application naturelle ZP"’(V) — ’5”"1(V)
est injective.

2) Pour tout p € DPI(V)
dd° ¢ € APPHIU(V) = o € AP9(V).

3) Lorsque V est compacte et kihlerienne, la restriction de l'application

canonique DPA(V) — DP4(V) d Vespace HPI(V) des formes harmoniques
de type (p,q) sur V est injective, son image est le noyau de dd°® et l'image
de dd° est formée des courants d-ezacts dans DPHHITL(V),

Si Z est une sous-variété analytique complexe de V' de codimension

p, on note &z le courant d’intégration sur Z, c’est-a-dire le courant dans

DP:P(V') défini par
/ 5Za=/ a.
v zZ

Le courant d’intégration 6z est encore bien défini lorsque Z est un sous-
ensemble analytique de V' de codimension p, méme si le lieu Z, des points
singuliers de Z n’est pas vide. C’est 'unique courant fermé d’ordre 0 dans
DPP(V), qui prolonge le courant §z\z, sur V\Z,. On étend par linéarité
la définition de 6z a tous les cycles analytiques Z sur V.

Si f est une fonction méromorphe non identiquement nulle sur un sous-
ensemble analytique irréductible Z de V' de codimension p — 1, la fonction
log |f|? est définie presque partout et est localement L! relativement a la
classe de mesures sur Z définie par 6z ; elle détermine donc un courant

log |f|?. 6z dans DP9+ (V). Ce courant satisfait a I’équation de Poinca-
ré-Lelong

(2.1.1) dd® [log |f|*.62] = baiv 5 ,
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ou div f désigne le diviseur de f (c’est un cycle analytique de codimension
pde V).

On appelle courant de Green pour un cycle analytique Z de codimen-
sion p sur V tout élément g € 5”‘1"1“1(V) tel que dd° g+ 6z soit une forme
C®. On appelle forme de Green pour Z tout courant g € DP~1471(V) lo-
calement L' sur V et C* sur le complémentaire du support |Z| de Z tel
que dd°¢ g + 6z soit une forme C*°.

La formule de Poincaré-Lelong montre que tout cycle de la forme div f
possede un courant de Green. On peut en fait montrer que tout cycle
algébrique sur une variété quasi-projective compleze lisse posséde une forme

de Green.

2.2. Groupes de Chow arithmétiques

Soit X une variété arithmétique.

Pour tout p € N, on note X (P) ’ensemble des sous-schémas intégres de
codimension p et Z?(X) le groupe des cycles de codimension p sur X, z.e.
le groupe abélien libre engendré par X(). On note k(z) le corps résiduel
d’un point z de X et, si £ € X~V et f € k(z)*, on note div f le diviseur
de f ; c’est un élément de ZP(X)

Le p-ieme groupe de Chow de X, CH?(X), est le quotient de Z?(X) par
le sous-groupe RP(X) engendré par les cycles div f, f € k(z)*, z € X1,

On note DPP(Xg) (resp. APP(Xg)) le sous-espace de DPP(X(C))
(resp. APP(X(C))) formé des courants réels T tels que FX T = (=1)?T ;
on note DPP(Xg ) et APP(Xg) leurs images respectives dans 5P’P(X(C)) et
APP(X(C)). On déduit aisément de la proposition 2.1 un énoncé analogue
avec Xg substitué a V.

On appelle cycle arithmétique de codimension p sur X tout couple
(Z,9) € ZP(X)® ﬁp—l”’"l(XR) tel que g soit un courant de Green pour le
cycle analytique Z(C) sur X(C). L’ensemble de ces cycles arithmétiques
sera noté ZP(X). Siz € XP D et f € k(z)*, on note div f le cycle
arithmétique (div f, [—log |fc| . 6-(c)))-

Le p-iéme groupe de Chow arithmétique de X, @'EP(X), est défini

comme le quotient de Z?(X) par le sous-groupe RP(X) engendré par les
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éléments div f, f € k(z)*, z € X»=1, On pose 6ﬁ*(X) = @p>0 @p(X).

On dispose de morphismes canoniques de groupes abéliens

¢:CH'(X)  — CH(X)
[(Z,9)] — [Z]

w: CH (X) — ker dNker d° (C APP(XR))
[(2,9)] — bz(c)+dd°g

a: APTLPTY(X) CHP(X)

[

n [(0, ).

Rappelons qu’au schéma X sont associés, outre les groupes de Chow
CHP(X), des groupes CH?(X) définis comme les termes E'"? d’une cer-
taine suite spectrale due & Quillen calculant la K-théorie algébrique de X

(cf. par exemple [Gil]). En particulier

CHP’p_l(X) _ ker (dp—l tBrexr-1) k‘(z)* — Drexr Z)
im (d?=2) : @, ¢ x0-2 K2 k() = @rexe-1 k(z)*)

ot d?~! envoie f € k(z)* sur div f et oit dP~2 est essentiellement le symbole

modéré. On définit alors un morphisme de groupes
p: CHPP~Y(X) — AP~1P~1(XR)

en posant

p([(fz)zGX(P—l)]) == Z log |f<13|2 0z(c)-

rzeXr-1

(Cette somme appartient bien a Ap—1p-1 (Xr) d’apres ’équation de Poinca-
ré-Lelong (2.1.1) et la proposition 2.1.2), puisque ) ¢ x,-1 div f* = 0. Le
morphisme p est étroitement lié au régulateur de Beilinson (cf. [Bel] et
[GS5], §3.5.)

On note enfin ZP? (Xg) le sous-espace de AP?(XRr) constitué des

formes fermées, HPP (Xgr) son image dans la cohomologie de de Rham de
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X(C), h l'application canonique de ZP? (Xg) sur HP? (XRr) et c 'applica-

tion naturelle des groupes de Chow vers la cohomologie de de Rham

¢: CHP(X) — HPP (XR)
(2] — [62(c)]-

Onaco( = how. Lorsque Xq est projective, HP'P (XR) s’identifie avec
limage de ZP? (Xg) dans APP (XRr) et avec I'espace HPP (Xg) des formes
harmoniques (relativement & une structure kihlerienne sur X (C)) dans
APP (XR).

On peut alors décrire le groupe de Chow arithmétique éﬁ*(X ) au

moyen de suites exactes & cinq termes :

THEOREME 2.2.— Le diagramme suivant est une suite ezacte
(22.1) CHPP~}(X) & 4P~1r~1 (Xg) - CH'(X) - CHP(X) — 0.

Lorsque Xq est projective, il en va de méme du diagramme

CHP?~!(X) £ HP~1#~(Xg) -2 CH'(X)

(2.2.2) Y cHP(X) @ 2PP(XR) S5 HPP(XR) — 0.

2.3. Fibrés en droites hermitiens et cycles arithmétiques de codi-

mension 1

Soit X une variété arithmétique. L’ensemble ].S-l\c(X ) des classes d’iso-
morphisme de fibrés vectoriels hermitiens de rang 1 est muni d’une structure
de groupe définie par le produit tensoriel. L’élément neutre de ce groupe
est Ox muni de la métrique triviale (||1]| = 1) et Popposé de la classe d’un
fibré en droites hermitien (L, k) est celle de L~! muni de la métrique duale
de la métrique A.

Rappelons que si F = (F, || ||) est un fibré en droites hermitien sur une
variété analytique complexe V| sa premiére forme de Chern est ’élément

de AM!(V) définie localement comme

(2.3.1) ¢1(F) = —dd® log lIs]1
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ou s désigne une section holomorphe locale non nulle de F' (le second mem-
bre de (2.3.1) est bien indépendant du choix de s, puisque le logarithme
du module d’une fonction holomorphe non nulle est pluriharmonique, z.e.
appartient a ker dd®).

Soit L = (L, || ||) un fibré en droites hermitien sur une variété arithmé-
tique X et soit s une section rationnelle non nulle de L. Cette section définit
une section méromorphe s¢ de Lg. La fonction log ||sc|| est localement
L' sur X(C) et définit donc un élément de D*°(Xg) (c¢f. §2.1). Soient
div(s) € Z'(X) le diviseur de s et ¢;(Lc) € AV'(Xgr) la premiére forme
de Chern de (Lg, || ||). Il découle alors de I'équation de Poincaré-Lelong
(2.1.1) et de égalité (2.3.1) :

dd® log ||sc||®* = ddiv(sc) — ci(Le).

Par conséquent, le couple div(s) := (div(s), — log ||sc||?) appartient & Z(X).
La proposition suivante étend aux variétés arithmétiques la correspon-
dance classique entre classes d’équivalence linéaire de diviseurs et classes

d’isomorphisme de fibrés en droites.

PROPOSITION 2.4.— 1) La classe & (T) de &v(s) dans CH (X) ne
dépend pas du choiz de s.

2 w(@ (D) = (@) ; (@) =al@). ®

3) Si|| || et || |I' = e?/?| || sont deuz métriques hermitiennes sur le

fibré en droites L sur X, alors
(2.3.2) a(L || D) = &L, | ') = alp)-

4) La “premiére classe de Chern arithmétique” ¢, détermine un 1so-

morphisme
& : Pie(X) =5 CH (X).

Compte tenu de cet isomorphisme, la suite exacte (2.2.1) devient,

lorsque p=1:

O(X)* -2 A% (Xg) - Pic(X) = Pic(X) — 0

(1) ¢,(L) désigne la premiére classe de Chern de L dans CH'(X), t.e. la

classe d’équivalence linéaire de div(s).
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p(f) = —log |fol*
a(9) = [(Ox, I l)] ot [|1]|g =€
b([Z)) = [L).

Lorsque X est le spectre de I'anneau Ok des entiers d’un corps de
nombres K, cette suite exacte devient, en notant r; et ry le nombre de
places réelles et complexes de K et C£ Ok le groupe des classes d’idéaux de
K,

0% -2 R+ —, Pic(Spec Ox) — CLOx — 0

et p s’identifie au régulateur de Dirichlet.
2.4. Fonctorialité et structure multiplicative

Nous pouvons résumer les résultats essentiels de l'article [GS5] en

I’énoncé suivant :

THEOREME 2.5.— 1) Image inverse. Tout morphisme f : X — Y
entre variétés arithmétiques détermine un morphisme de groupes abéliens
fr: éﬁ*(Y) — Gﬁ*(){). Sif: X —>Yetg:Y — Z sont des morphismes
de variétés arithmétiques, on a f*g* = (g o f)* ; jointe a la fonctorialité
des groupes CHPP™1 CHP, etc., cette fonctorialité fait des suites ezactes
(2.2.1) et (2.2.2) des suites ezactes naturelles.

2) Image directe par un morphisme propre. Tout morphisme propre

f: X =Y, de dimension relative d, telle que fc : X(C) — Y (C) soit lisse,
—% ——~x—d
détermine un morphisme de groupes abéliens f, : CH (X) - CH (Y).

La formule de projection est vérifiée :
fulz f*(y)) = fu(2) .y

3) Structure multiplicative. Le Q-espace vectoriel @*(X)Q est muni
d’une structure d’algébre unifére graduée et commutative. Cette structure
multiplicative est compatible, via (, avec la structure multiplicative sur
CH*(X)q définie par lintersection des classes de cycles algébriques, et,
via w, avec la multiplication extérieure des formes différentielles. Elle est

ausst compatible avec la fonctorialité par image inverse.
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La construction rigoureuse de ces fonctorialités et de cette structure
multiplicative présente de multiples difficultés techniques. Heuristique-
ment, ces opérations sont définies par les formules suivantes :

o f*(Z,9)] = [(F7Y(2),f&9)] si f rencontre Z proprement, t.e. si
codim f~!(]Z|) = codim |Z|.

o fl(Z,9)]=1[(fZ, fou9)].

o [(Z1,9U)(Z21,92)] = [Z21 N Z2, g1 * g2)] si Z1 et Z; se rencontrent
proprement, i.e. si codim |Z;| N |Z;| = codim|Z;| + codim|Z;|. Dans
cette formule Z;NZ; est le cycle de codimension codim |Z; |+codim | Z;|
supporté par |Z;| N |Z,|, dont les multiplicités sont données par la
“formule des Tor” de Serre (cf. [Se]), et g1 * g2 le “*-produit” de ¢
et go, t.e. le courant de Green pour Z; N Z; “défini” en termes de

représentants §; et j, de g, et g, par

(24.1) g1 * 92 = §18z,0) +w(Z1,01)§2  mod (imd' +imd").
On a en effet, formellement :

(2.4.2)  dd°(g1 * g2) = dd° g1 82,(c) + w(Z1,91) dd° g2
= (=8z,(c) +w(Z1,91))8z,(c)
+ w(Z1,91)(=6z2,(c) + w(Z2,92))
= w(Z1,91)w(Z2,92) — b2,(C)n2,(C) -

Pour donner un sens & ces formules, on est confronté a deux types de

difficultés :

o des difficultés analytiques : la formule (2.4.1) requiert, pour prendre
un sens, que ’on sache définir le produit de courants g, 07,(c)- En fait,
Gillet et Soulé montrent que 'on peut choisir comme représentant §, de
g1 une forme de Green telle que l'intégration contre la restriction de §; a
la partie lisse de Z(C)\|Z1(C)| définisse bien un courant et que le cal-
cul (2.4.2) soit valable. Pour cela, ils introduisent une classe de formes de
Green ayant de “bonnes” singularités (les formes de Green “de type log-
arithmique”), au moyen de laquelle ils établissent diverses propriétés du

#-produit telles que sa commutativité ou son associativité.
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o des difficultés algébro-géométriques : pour définir, par exemple, la
structure multiplicative de aﬁ*(X ) au moyen des formules ci-dessus, il
faudrait disposer d’'un “lemme de déplacement” qui assurerait que, quitte a
remplacer deux cycles sur X par des cycles rationnellement équivalents, on
peut supposer qu’ils se rencontrent proprement. Il en va ainsi sur la fibre
générique Xq, qui est une variété lisse quasi-projective sur Q a laquelle on
peut appliquer le classique lemme de déplacement de Chow. Malheureuse-
ment, pour des cycles de codimension > 1 sur une variété arithmétique, on
ne dispose pas d’un tel résultat.

Cette difficulté, qui apparait déja si l’on cherche a définir une structure
multiplicative sur CH*(X), peut étre résolue apres tensorisation par Q au
moyen d’une construction K-théorique (cf. [S1], [GS4]). Soient Z; et Z,
deux cycles sur X de codimension p; et p,, se rencontrant proprement dans
Xq. Pour tout sous-schéma fermé ¥ de X, notons K{ (X) la K-théorie de
X & support dans Y et KY (X)), j € N, la partie de K{ (X)q de poids
J pour les opérations d’Adams. Soit [Z;] € I((l,Z‘I(X)(Pi) la classe de Z;,
et soit Z € ZP**72(X)q un cycle & support dans |Z;| N |Z;|, dont I'image
dans I\"(I)lenlzzl(X )(P1+P2) coincide avec la composante de poids p; + ps du
produit [Z1].[Z,]. La classe du cycle Z dans CH?**7?(X)q définit alors le
“produit d’intersection” des classes dans CH*(X') de Z; et Z;, et si g; et
g2 sont des courants de Green pour Z;(C) et Z,(C), le cycle arithmétique
(Z,91 * g2) définit le produit dans CH*(X)q des classes dans CH*(X) de
(Z1,91) et (Z2,92).

Signalons que 'on peut définir dans (/Z-E*(X ) le produit de deux éléments

de CH (X), sans tensoriser par Q, lorsque 1'un d’entre eux est de degré 1
ou lorsque X est un schéma lisse sur le spectre d’un anneau d’entiers de
corps de nombres (en utilisant les constructions de Fulton [Fu]).

On notera enfin les formules :

(2.4.3) a(n)C = a(nw(C))
(244)  a(n)a(y') = a(dd®n.n")

=0 sinoun' estd-, d-oud’ —fermé.
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2.5. Degré arithmétique et hauteur des cycles

Lorsque K = Q, la suite exacte (2.3.3) devient 'isomorphisme
a:R—= G\HI(Spec Z).
On vérifie immédiatement que, compte tenu de 'identification
C/H\I(Spec YA ﬁi\c(Spec Z),

’isomorphisme inverse de 2a associe & la classe d’un fibré en droites hermi-

tien L sur Spec Z le degré arakelovien gf%f. On le notera
deg : CH!(SpecZ) = R.

Soit X une variété arithmétique tel que le morphisme f : X — SpecZ

soit propre, et soit d la dimension relative de f (X est donc de dimension

de Krull “absolue” d +1). On peut composer le degré arakelovien d/e\g avec

Papplication
—~d+1 —1
f«:CH (X)— CH (SpecZ).

On obtient ainsi le degré arithmétique
degx = dego fu: CH ' (X) — R,
qui est analogue arithmétique de I'application
degy : CHY(V) — Z

définie pour toute variété propre de dimension d sur un corps.

Lorsque X est le spectre de 'anneau des entiers d’un corps de nombres
K, degy coincide encore avec le degré d’Arakelov des fibrés en droites
hermitiens sur Spec Q. En général, un cycle arithmétique de codimension

d+1 sur X est de la forme (Ef\_]_zl n; P;, g), ot les P; sont des points fermés
de X etou g € Add (XR), et son degré arithmétique est donné par

— N N .
degx [(Z n; Pi,g)] = Z n; log # k(P;) + 5 /;( g.

=1 (©)
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Soit maintenant L un fibré en droites hermitien sur X. Si Y est une
sous-variété arithmétique de X, s.e. une variété arithmétique ¥ munie

d’une immersion fermée : : Y — X on pose
oo %2 (T +1
hz(Y) = degy i*c1(L) 1,

ou d' désigne la dimension relative de Y sur Spec Z. On généralise ainsi la
notion de hauteur d’un point de X(Z) (= X(Q)) relativement & L. Cette
définition peut étre étendue a des cycles Y dans X qui ne sont pas réguliers

(¢f. §2.5). Si Y est le diviseur d’une section rationnelle non identiquement

nulle s de L, alors il découle des définitions de (’iz:g x et ¢
hi(Y) = hg(X) +/ log ||sc|| e1(To)®
X(C)
Si ’on applique cette identité 4 X = PY et a L = O(1) (¢f. 1.2), on obtient,

en notant wrg la forme de Fubini-Study 01(5(1)0) = dd° log Ef-v:(, |2i]?
sur PN(C) :

hss y(PN) = b,y (PN 1 =/ lo 120} wy
e (P = FBn(PT0= foy6) 8 (ool o + e/ P

_ L 1+ + +1
2 2 N

et donc, par récurrence, que la hauteur de PV relativement 4 O(1) est égale

au N-ieme nombre de Stoll (¢f. [GS6] et [St]) :

1 1
N
@) = =1 3 L

On obtient aussi que si P € Z[Xo, -+, Xn] est un polynéme homogéne non

nul de degré d et si Y est le cycle sur P} définie par P = 0, alors

PCo, - 2n)|
by (V) = hgy (PY) + / log s,
OO ET fore) B (L )
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La hauteur h6(1) des variétés projectives intervient dans [Fa2] ainsi qu’en

théorie de la transcendance (cf. [S3], [Ph]).

2.6. Variétés d’Arakelov

Lorsque la fibre générique d’une variété arithmétique X est projective,
il est naturel d’utiliser la théorie des formes harmoniques dans I’étude des
courants de Green sur X(C). C’est ce que faisait Arakelov dans son travail

sur les surfaces arithmétiques. Plus généralement, cela conduit a poser :

DEFINITION 2.6.— Une variété d’Arakelov est un couple X = (X,w)
formé d’une variété arithmétique X de fibre générique Xq projective et
d’une forme de Kahler w sur X(C) telle que F w = —w.

(Cette condition exprime l'invariance sous Feo de la métrique rieman-

nienne définie par w).

Soit donc X une variété d’Arakelov. La projection harmonique de
AP?(X(C)) vers HP?(X(C)) se factorise en une application de APP(X(C))
vers HP?(X(C)). Nous noterons HLPP(Xg) lintersection avec APP(XR)
du noyau de cette application. On peut alors définir le p-iéme groupe de

Chow-Arakelov de X comme le sous-groupe
CHP(X) = w ' (HPP(XR))

de 6ﬁp(X). C’est en fait un facteur direct de éﬁp(X). On déduit en effet

du point 3)de la proposition 2.1 que l'on a un isomorphisme

CHP(X) @ HP~17~'(Xg) =5 CH (X)
cdn+— c+a(n).

La suite exacte (2.2.1) peut se réécrire sous la forme
CHPP1(X) — HP~1P~1(Xg) ~ CHP(X) <~ CHP(X) — 0.

On pose CH*(X) = ®,>0 CH?(X). Lorsque ®p>0 HPP(XR) est une

sous-algebre de ®p>0 APP(XR), par exemple si X (C) est une courbe, une
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variété abélienne ou un espace hermitien symétrique (tel qu’un espace pro-

jectif, ou une grassmannienne), alors CH*(X)q est une sous-algebre de

/éﬁ*(X )Q- On prendra garde que ce n’est pas le cas en général — par
exemple pour les espaces de drapeaux complets. Cette difficulté conduit
a considérer le “gros groupe” @*(X ) plutét que se limiter au groupe
CH*(X).

Soit ¥ un sous-schéma fermé de X, dont le support est de codimen-
sion > p, et soit [Y] € ZP(X) le cycle qui lui est associé. Soit gy €
HP~1P~1(Xg) l'unique courant de Green pour dv](c) de projection har-

monique nulle et tel que
dd® gy + by)(c) € HPP(XRr)

(¢f. Prop. 2.1, 3)). On définit la classe fondamentale [Y]4 de Y dans
CH?(X) comme la classe du cycle arithmétique ([Y], gv) (cf. [Fa2]).

Si L est un fibré en droites hermitiens sur X tel que la forme ¢; (-L_E)
et ses puissances soient harmoniques sur X (C), on peut définir la hauteur

relativement & L de ¥ comme
h(Y) = degx([Y]a- (D)),
et I'on étend ainsi la définition du §2.4.

Ezemples (cf. [GS6],I).— 1) Soit P" la variété d’Arakelov obtenue en mu-
nissant 1'espace projectif PV = ProjZ [Xy, - -- Xn] de la forme de Fubini-
Study wrs. Notons PF le sous-schéma, intégre de PN défini par

Xo=-=XN_k-1=0.
On a alors des isomorphismes
io: CH (P )~ 2Z
i, CHP(P )~Z®R  sil<p<N

iN+1 : CHN+1(-13N) ~ R
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définis par
ig'(n) = [(X,0)] = n[P"]4

i (n @A) =n[PYP4 + a(Mwhg)

iN+1 = degPN .

On a de plus, avec les notations de la fin du §2.5,si k=0,---,N :
P44 = @B - a(2on —or)wV ). (0SESN)

Ces relations, jointes aux identités (2.4.3), (2.4.4) et w([P*a) = whsk,

déterminent completement la structure multiplicative de CH*(T’_N).

2) Plus généralement, soit X une grassmannienne sur Z et soit K
un corps de nombres. Les anneaux CH*(X), CH*(Xq), et H*(X(C);Z)
sont canoniquement isomorphes : ils coincident avec ’anneau de polyndémes

tronqués engendré par les classes de Chern du fibré quotient canonique sur
X. Notons le M*(X).

L’espace X(C) posséde une structure d’espace hermitien symétrique
naturel, qui fait de X ainsi que de Xo, := X ®zSpecOk, une variété

d’Arakelov, et Pon a un isomorphisme de groupes abéliens gradués :

CH*(X o, ) ~ M*(X)® CH (Spec Ok).

3. CLASSES CARACTERISTIQUES ARITHMETIQUES

3.1. Classes de Bott-Chern

Soit V une variété analytique complexe (lisse). Pour tout fibré vecto-
riel hermitien E = (E, h) sur V, il existe une unique connexion Vg sur E
qui est unitaire et dont la composante antiholomorphe V%l coincide avec
I'opérateur de Cauchy-Riemann Ok de E (¢f [BC] Prop. 3.2, ou [GH]
Lemma p. 73). On notera encore K la courbure V% de cette connexion

. c’est une (1,1)-forme sur V & valeurs dans le fibré End(E) des endomor-

phismes de E.
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Soit ¢ € Q[[T1, - - - T»]] une série formelle symétrique en n variables, et
pour tout k > 0, soit () sa composante homogéne de degré k. On notera
©*) P'unique application polynémiale sur les matrices complexes n x n qui

soit invariante par conjugaison et qui vérifie
(M) = ® (A, An)

si M est la matrice diagonale de coefficients diagonaux A;,:--, A,. Plus
généralement, pour toute Q-algebre commutative 4, cette application poly-

nomiale “s’étend” en une application
o™ M, (4) — A.

Pour tout fibré vectoriel hermitien E sur V, de rang n, on définit

#(B)i= Y ¢®(—5= Kg) € DAV

k>0 k>0

en identifiant localement End(E) a M,(C), au moyen d’un repére C'*
de E, et en appliquant la discussion précédente a l’algebre des formes
différentielles de degré pair sur V. Notons ¢;(E) (€ H*(V;Z)) la i-ieme
classe de Chern de E et o; la i-ieme fonction symétrique élémentaire de
Ty, ,Ty. La théorie de Chern-Weil établit que ¢(E) est une forme fermée
et que si ¢ = ¢(0y,--+,0,), ou Y € Q[[X;,,--,X,]], alors la classe de co-

homologie de de Rham de ¢(E) coincide avec la classe caractéristique

Y(c1(E), - ea(E)) € QHM(V;Q) (C PH*(V;R)).

k>0 k>0

En particulier, la classe de cohomologie de ¢(E) ne dépend pas de la

métrique h. Plus généralement, si
£:0-S—-E— Q-0

est une suite exacte courte de fibrés vectoriels hermitiens sur V — c’est-a-
dire la donnée de trois fibrés vectoriels hermitiens S, E et ) sur V et d’une

suite exacte courte de fibrés vectoriels holomorphes

0=-S—FE—-Q—-0
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reliant les fibrés vectoriels sous-jacents — et si E est de rang n, alors les
formes différentielles p(SHQ) et ¢(E) sont cohomologues. Dans leur travail
sur la théorie de Nevanlinna, Bott et Chern ont montré qu’elles différent
en fait par une forme dans l'image de l'opérateur dd® (c¢f. [BC]). Plus

précisément, on peut montrer ([BGS1], Theorem 1.2.9, [GS6] ; voir aussi

[Do)) :

THEOREME 3.1.— Soit p € Q[[T1,: - -, Tx]] une série formelle symétri-

que. Il est possible, de fagon unique, d’assocter 4 toute suite ezacte courte
£:0— S LEL Q—0
de fibrés vectoriels hermitiens sur une variété analytique compleze V, telle
que rg E = n, une forme @(€) € A(V) de sorte que
i) dd° 3() = ¢(5 & Q) - »(E)
ii) pour toute application holomorphe f : W — V entre variétés ana-

lytiques complezes
e(f*(€)) = £(@(&))

iii) 8¢ € est scindée, i.e. si € est de la forme
0—S —1-> S G}@ N -Q -0

ot i(z) =z @0, plz Dy) =y, alors ?(€) = 0.

Indiquons une construction de la classe @. Soit O(1) le fibré en droites
de degré 1 sur P'(C), soit o une section holomorphe de O(1) s’annulant
seulement & l'infini et soient p; et p; les projections de X x P(C), respec-
tivement sur X et sur P;(C). On notera encore S, E,Q et O(1) les fibrés
ptS, prE, prQ et p3O(1) sur X x P}(C). Sur X x P!(C), considérons le
fibré

S1H)=S®01)
et le morphisme

id@o: S — S(1).

Le morphisme injectif

i9(ido): S— E®S(1)
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permet de construire le fibré quotient E = E® S(1)/S. Le noyau de la
projection E — E/S = @ s’identifie & S(1) et la suite exacte courte

O—+S(1)—+E—+Q——»0,
lorsqu’on la restreint & X x {oc}, s’identifie a
0 —S5—50Q—Q—0.
Soit % une métrique hermitienne sur E telle que les isomorphismes
E‘|x><{o}’l’E et E]Xx{co}':SGBQ

soient des isométries. On déduit facilement de I’équation de Poincaré-

Lelong que
F(E) = — / o(E, ) log |22
P71

satisfait aux conditions i), ii) et iii).
On appliquera ces constructions, outre aux fonctions symétriques ¢; =

oi(T1,---Tn), a la classe de Chern totale ¢ = Zizo ¢;, au caractére de

Chern

ch(Ty, - To) =) €T
=1

et a la classe de Todd

Td(Tl,-.-T,,)=H——

3.2. Classes caractéristiques arithmétiques

Le résultat principal de [GS6], I, est le théoréme suivant qui étend aux
fibrés hermitiens de rang > 1 les constructions du §2.3, en montrant que ’on
dispose d’une théorie des classes caractéristiques pour les fibrés vectoriels
hermitiens sur les variétés arithmétiques compatible avec la théorie des

classes caractéristiques sur les schémas (cf. [S1], [GS4]) et avec la théorie

de Chern-Weil :
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THEOREME 3.2.— 4 tout fibré wectoriel hermitien E de rang n sur

une variété arithmétique X et a toute série symétrigue o € Q[[Th, - -, Ty]],

on peut associer une classe caractéristique 3(E) € Eﬁ*(X)Q de maniére 4

satisfaire auz conditions suivantes :

I. Fonctorialité. Si f : ¥ — X est un morphisme entre variétés

arithmétiques et si E est un fibré vectoriel hermitien sur X, alors
F(@(E)) = o(f*(E)).

I1. Normalisation. Si E est la somme directe orthogonale de fibrés en

droites Ly, -+, L,, alors

@(E) = ‘P(al(fl)7 ) él(fn))'

IT1. Tensorisation par un fibré en droites. Posons

@Iy + T, To+T) = Z 0i(Ty, -+, Ta)T".
i>0

Si E (resp. L) est un fibré vectoriel hermitien (resp. un fibré en droites

hermitien) sur X, alors
$(EaL)=)_ ¢iE)a(T).
IV. Compatibilité aux classes caractéristiques. Pour tout fibré vectoriel
hermitien E sur X, on a, si ¢ = (01, 0n), 0t ¥ € Q[[X1, -+, Xx]]

IV.a Ww(@(E)) = ¢(Ec) dans @p>o APP(XR)
Vb (BN = p(er(B), - ca(E))  dans CH'(X)q.

V. Compatibilité aux suites exactes courtes. Pour toute suite ezacte

courte

E:0-8S>E—-Q—-0

de fibrés vectoriels hermitiens sur X, on a
$(SEPQ) - ¢(E) = a(3(€)).

70



(731) THEOREME DE RIEMANN-ROCH ARITHMETIQUE

De plus, les propriétés I, 11, 111 et IV.a caractérisent cette construction.

La démonstration de ce théoréme fait appel au calcul des groupes de
Chow arithmétiques des grassmanniennes (¢f. §2.5) et & un principe de
scindage qui en découle (cf. [GS6], §3 et §4). On pourra consulter aussi
[E1], [E2] pour une construction fondée sur la considération du fibré en
projectif Pg.

On dispose ainsi, dans le cadre arithmétique, de classes de Chern EP(E)

et ((E) = 2 p>0 Ep(E), du caractere de Chern (%(E’) et de la classe de Todd

ﬁ(ﬁ) Elles satisfont aux formules usuelles (¢f. [GS6], I, theorem 4.8 et
§4.9) :

THEOREME 3.3.— Si E et F sont deus fibrés vectoriels hermatiens sur
une variété arithmétique X, on a
(EDF)=¢E)éF) HWNE@F) = C’B(E) + (;I\I(F)
Td(E @ F) = Td(E) Td(F) h(E @ F) = ch(E) ch(F)
~ (1) — —_— — ——
&Y (E) = &,(F) = é1(det F) (¢ CH (X)),
De plus, si p > rg E, alors &,(E) = 0.

Ezemple.— Soit @ le fibré quotient universel sur PY. C’est un fibré de
rang N, que I'on munit de la métrique hermitienne faisant de ’application
Opn(c) ® CN*! — Q¢ une isométrie partielle lorsque CV*1 est munie de

la métrique hermitienne usuelle. On a alors

&(@) =[PV Pla+ a(2on — 0p-1 — on—p) whg')

=0 (0O(1)) — a(20,-; whs).

3.3. K-théorie

Soit X une variété arithmétique.
On note Ky(X) le groupe abélien engendré par les couples (E,7), ot

E est un fibré vectoriel hermitien sur X et ot n € /I(XR), soumis aux
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relations suivantes : pour tout (,n € Z(XR), et toute suite exacte courte

de fibrés vectoriels hermitiens sur X

on impose
(5,0)@ (@) = (B¢ +7+ch(®)).

On peut décrire le groupe I’\.’B(X ) au moyen du régulateur de Beilinson (cf.

[Bel)) ~
p: Ki(X) — PHZ (X, R(p)) C A(Xr).

p21

THEOREME 3.4 ([GS2], [GS6)] 11, [De]).— On dispose de la suite ezacte

naturelle
Ki(X) 25 A(XR) - Ko(X) 2 Ko(X) — 0

ol a et B sont définis par a(n) = [(0,n)] et A(I(E,n)]) = [E].
1l existe enfin dans le cadre arithmétique un caractére de Chern qui

établit un isomorphisme entre K-théorie et groupes de Chow rationnels :

THEOREME ([GS2], [GS6] 1I).— On définit un isomorphisme de Q-

espaces vectoriels

ch: Ko(X)q — CH (X)q

en posant, pour chaque générateur (E,n) de I/a)(X),

ch([(E,n)) = ch(E) + a(n).

4. LE THEOREME DE RIEMANN-ROCH ARITHMETIQUE

4.1. La métrique de Quillen

Soit V une variété analytique complexe compacte de dimension n, mu-
nie d’une forme de Kahler w, et soit E = (E, ||.||g) un fibré vectoriel her-

mitien sur V.
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La forme w détermine un produit scalaire hermitien ¢ sur le fibré tan-
gent holomorphe Ty de V, et donc sur les fibrés des formes différentielles

complexes sur V, ainsi qu’une forme volume g sur V, définis par

i v o 0

a,f=1

et

§= %w" .
On en déduit, par produit tensoriel, des produits scalaires hermitiens (, ) sur
les fibrés de formes différentielles & coefficients dans E, puis des “produits
scalaires L?” sur chacun des espaces A%(V; E) de formes différentielles de

type (0,1) & coefficients dans E, C* sur V, définis par

(s1,52) 12 = /V (51(2), 52(2)) p(z)

Le théoréme de Dolbeault fournit un isomorphisme canonique (au signe
pres) entre le i-éme groupe de cohomologie H'(V; E) et le i-iéme groupe de
cohomologie du complexe (A% (V; E),0g). La théorie de Hodge identifie

ce groupe de cohomologie au noyau de 'opérateur
Ag,i: A%(V;E) — A%(V;E)
o Ag; est défini comme la restriction a A% (V; E) de
Ap =0p0g + 05 05

ou 5;7 désigne I’adjoint de O, relativement aux produits scalaires L2.

En particulier, les produits scalaires L? sur les espaces A%!(V;E)
(%éterminent par restriction des produits scalaires hermitiens sur les groupes
de cohomologie H!(V; E), puis, par passage aux puissances extérieures et
aux produits tensoriels, un produit scalaire hermitien sur le déterminant de

la cohomologie de FE

ME) = é) [det H'(V; E))-D"

=0
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Chacun des opérateurs Ag ; est positif et elliptique. Soit (X; p)pen la

suite croissante de ses valeurs propres, répétées suivant leur multiplicité et

soit
o=
Ai,p#0
la série de Dirichlet qu’elle définit. On peut montrer qu’elle converge si
Re s > n et qu’elle se prolonge en une fonction méromorphe (; sur tout le
plan, qui est holomorphe au voisinage de 0. La torsion analytique de Ray

et Singer du fibré hermitien E est définie comme
T(V,w,B) =Y (=1)"i¢}(0)
1=0

(cf. [RS)). Enfin; on définit la métrique de Quillen || ||g sur A(E) par

(4.1.3) I1G = e V=B 13

La définition de la métrique de Quillen peut étre motivée par les re-

marques suivantes, concernant un “modele en dimension finie” de la théorie
de Hodge.

Soit

0—E 2Bt b E" 0

un complexe d’espaces vectoriels complexes de dimension finie. Si H*
désigne le i-ieme groupe de cohomologie de ce complexe, on dispose d’un

isomorphisme canonique (au signe pres)

I+ & (et HY D' ~ Q) (det B

i>0 i>0

Supposons de plus les E' munis de produits scalaires hermitiens. Ces
derniers déterminent par passage aux puissances extérieures et aux pro-
duits tensoriels une norme sur ®!_(det Ei)(‘l)i. Par ailleurs, ils per-
mettent de former I’adjoint b* de b, puis 'opérateur A = bb* + b*b. Le
noyau H' de A|g: est inclus dans Ker bjpi et s’envoie isomorphiquement

sur H*, et l'isomorphisme H' ~ H' ainsi défini détermine un produit
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scalaire hermitien sur H* par restriction & H' du produit scalaire sur E?,
puis, par passage aux puissances extérieures et au produit tensoriel, une
; i . .
norme sur ®7;(det H)(=V". On vérifie alors facilement que la norme de

Iisomorphisme I relativement 3 ces normes vaut
rp

171l = T (det’ az)(-07r2

=0

ot det’ A; désigne le produit des valeurs propres non nulles de Agi.
Formellement, exp (—(/(0)) est le produit des valeurs propres non nulles
de Ag,; ; en effet
=Ci(s)= > A7 log Aiy.
A,',p#O
Ainsi, la formule (4.1.3) montre que, toujours formellement, la métrique de
Quillen est la métrique L? naturelle sur A(E), compte tenu de I’“isomorphis-

”

me

AE) ~ ¢ é) (det A% (E))(-D"»

i=0

Ezemples.— 1) Soient V = PN(C) et w = wrs et soit E le fibré hermitien
trivial. Il vient _
H(V;E)=C si i=0
=0 si 1>0

et donc A(E) = C. Par ailleurs, les valeurs propres des opérateurs Ag
sont connues, et Gillet, Soulé et Zagier ont calculé la torsion analytique des

espaces projectifs et ont montré (cf. [GS7]) que, si I'on pose

€

l—e*

1
p(z) = P
et

¢($) — /0I p(t) — p(O) di,

t

la métrique de Quillen sur A(E) est donnée par

log ||1||2Q = coefficient de z"V dans
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(—="" [(N+‘1) >, (24’(—m)+C(—m)(1+%+“-+1))xm

m’m
meE2N+1 m m:
—20nyz" - 1/)(3”)]

ou ( désigne la fonction zéta de Riemann.

2) Soit E une courbe elliptique complexe et soit a une forme différentielle
holomorphe non nulle sur E. Soit

T'= {ﬂa;yGHl(M;Z)}

le réseau dans C des périodes de a et soient g, et g3 les invariants du réseau

T, définis par

g2 = 60 Z 44 et gz = 140 Z 8.

yer—{o} ver-{o}

Soit enfin A = g3 — 272 le discriminant de (M, ). Le déterminant de
la cohomologie A(Q) du fibré O sur M s’identifie (par dualité de Serre
algébrique) & la droite vectorielle des 1-formes holomorphes sur M. Lorsque
Twy et O sont munis de métriques invariantes par translation, la métrique
de Quillen || || sur A(O) qui s’en déduit vérifie

lallq = 1A] 7/,

Cela découle aisément de la formule limite de Kronecker appliquée au réseau

dual de T (voir par exemple [W4], formule (17), p. 75).

La métrique de Quillen sur le fibré déterminant associé a une famalle
de variétés analytiques compactes munies d’un fibré vectoriel holomorphe
satisfait & des propriétés remarquables : elle est C°, et sa courbure se
calcule au moyen d'une formule a la Riemann-Roch-Grothendieck. Par
ailleurs, la variation de métrique de Quillen sur A(E) par variation de la
métrique sur Ty et E se calcule au moyen des classes de Bott-Chern (cf. [Q],
exposé Bourbaki n® 676, [BGS1] et infra §4.2, exemples, 2)).
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4.2. Le théoréme de Riemann-Roch arithmétique

Soit X une variété arithmétique et soit w une forme de Kahler sur
X(C), invariante sous Fo.

Lorsque 7 : X — SpecZ est un morphisme lisse, on dispose du fibré
tangent relatif a m, T, qui est un fibré vectoriel bien défini sur X. La forme

de Kéhler w sur X (C) fait de T un fibré vectoriel hermitien, qui posséde
une classe de Todd 'f(\iT,, dans éﬁ*(X)Q.

En général, lorsque X n’est plus lisse sur SpecZ, T x est encore bien
défini comme “fibré vectoriel hermitien virtuel sur X”, 7.e. comme élément
de E)(X) et posséde toujours une classe de Todd Td Tx (¢f [GS10]). In-
diquons une construction de cette derniére. Soit : : X — Y une immersion
fermée de X dans une variété arithmétique Y lisse sur SpecZ (on peut
choisir par exemple ¥ = PJ avec N suffisamment grand). Notons N le

fibré normal & X dans Y et & la suite exacte canonique sur X(C)
0 —_ TX(C) —_— i*TY,C —_— NC —_ 0

Munissons T'x(c) de la métrique hermitienne définie par w, et Ty,c et N¢
de métriques hermitiennes. Ces métriques font de £ une suite exacte de

fibrés vectoriels hermitiens €. On a alors

N~

TdT, = *TdTy .(TdN)"" + a(Td(E). (TdN)™).

Avant d’énoncer le théoréeme de Riemann-Roch de Gillet et Soulé, il
nous faut encore introduire une définition (¢f. [GST7], [GS10]).

DEFINITION 4.1.— On pose

)]

)

Xm

1
m’! m!

(421)  RX)= Y [2('(—m)+€(—m)(]+%...+

me2N+1

et on note auss: R la classe caractéristique additive associée, a valeurs dans
la cohomologie @ coefficients réels.
Rappelons que cela signifie que R est 'unique classe caractéristique

qui associe a tout fibré vectoriel complexe E sur un espace topologique
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raisonnable T (par exemple un espace compact, ou un espace topologique
possédant le type d’homotopie d'un CW complexe fini) une classe R(E)
dans H*(T;R) d’une maniere fonctorielle, de sorte que :

e si E; et F, sont deux fibrés vectoriels sur T,

R(E; @ E;) = R(Ey) . R(E»).

e pour tout fibré L en droites sur T
R(L) = R(a (L))

ot le second membre est défini au moyen de la série (4.2.1).

Nous pouvons finalement énoncer :

THEOREME 4.2 ([GS7], [GS10)).— Soit X une variété arithmétique
propre sur SpecZ et soit E = (E, || ||g) un fibré vectoriel hermitien sur X.
On suppose X (C) muni d’une métrique kihlerienne invariante sous Fo et

M E) muni de la métrique de Quillen || || déduste de || || et de la structure
kdhlerienne de X(C). On a alors :

deg (\(E), || l@) = degx (chE . TdT)
4.2.2
( ) - % / Ch(Ec) . R(Tx(c)) . Td(TX(C)) .
X(C)

Si I’on définit la classe de Chern arithmétique de X comme :
TdA(X) = Td(Tx) (1 - o(R(Tx(c)))

on peut réécrire I'égalité (4.2.2) sous la forme
deg (ME), ||lg) = degx (¢chE.Td"X).

Gillet et Soulé démontrent en fait un théoréme plus général, valable
pour des “familles”, et qui permet de ne supposer X régulier que dans la
fibre générique Xq. Outre les résultats analytiques mentionnés plus haut
et le calcul de la torsion analytique des projectifs, leur preuve fait appel

3 létude du comportement des complexes de fibrés hermitiens lors de la
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“construction du graphe grassmannien” de Baum, Fulton et MacPherson.
Signalons aussi que Faltings a donné récemment une démonstration du

théoréme 4.2 plus simple quant a ’analyse.

Ezemples.— 1) Si on applique le théoreme 4.2 a Pg muni de wrg et au
fibré hermitien trivial, on retrouve la formule du §4.1, exemples, 1). De fait,
c’est le calcul de la torsion analytique des espaces projectifs qui a conduit
Gillet et Soulé a introduire la classe R. Celle-ci intervient par un autre
biais dans les travaux de Bismut ([Bi2]) et Bismut-Lebeau ([BL1,2]).
2)Si€:0— 8 = E — Q — 0 est une suite exacte de fibrés vectoriels
hermitiens sur X, on dispose d’un isomorphisme canonique (au signe pres)

entre déterminants de la cohomologie :
I:ME)~AS)®MNQ).
En appliquant le théoréme 4.2 a chacun des fibrés S, E et @, on

retrouve la formule d’anomalie (¢f. [BGS1]) qui exprime la norme de cet

isomorphisme relativement aux métriques de Quillen au moyen des formes
de Chern et de Bott-Chern :

log [[T]lq = deg(A(E), || llo) — deg(A(S), || llo) — deg(M(@), || llo)
= degx((chE — chS - ch Q). TdT)
= —degx(a(ch(€)) TdT,)

1 = —
-3 / (&) TdT x(cy-
X(C)

3) Soit E une courbe elliptique sur Q et soit X son modéle régulier
minimal sur Z. Supposons pour simplifier que E admet une réduction semi-
stable sur Z, choisissons une différentielle de Néron a sur X et notons A le
discriminant de E. Les nombres premiers ou X posséde mauvaise réduction
sont exactement ceux qui divisent A, et, si p est un tel nombre premier,
le degré (sur Fp) du cycle Z, des points singuliers de X, est la valuation
en p de A. Munissons T, de la métrique telle que |jag'|| =1 et Ox de la
métrique triviale. Le déterminant de la cohomologie A\(Ox) s’identifie au

Z-module Za, et donc

degx(A(Ox), || llo) = —log [|alle-
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Soit Wy le dualisant relatif de 7 muni de la métrique telle que ||a| = 1.
C’est un fibré en droites hermitien sur X trivialisé en tant que tel par a.
Par ailleurs, on montre, en explicitant 'isomorphisme entre Ty et w_! sur

la fibre générique de 7, que

TaTx = Taz;" + (X 2,,0)]
pla

On obtient ainsi :

d/egx [&l(o—x) . TdAX] = Ee\gx TdT, car Ox et Tx(c) sont triviaux

= degx (14 55 (3 2,0)])

rla
1
=13 Z log p.vp(A)
pla
1
= — A.
D log

Le théoréeme de Riemann-Roch arithmétique redonne ici la formule limite
de Kronecker (cf. §4.1, exemples, 2)).

4.3. Applications

Conservons les notations du théoréme et considérons en outre un fibré

en droites hermitien L sur X.

Bismut et Vasserot ont montré ([BV]) que lorsque la forme de cour-
bure ¢;(L) € A (X(C)) est partout strictement positive, on dispose de
I’évaluation asymptotique

(4.3.1)

—= _—=n 1
(X(C),w,EQ L") = mrgEA(c) er(L)? . n? log n + O(n%),

lorsque n — 400, o1 d désigne la dimension complexe de X(C).
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Par ailleurs, le théoréme 4.1 appliqué 3 E ® " donne®

deg(MEQ L™, || lo)
(4.3.2)

- (_d%)_' g E . degx & ()M . 0% 4 0(n?)’

lorsque n — +o00.

On déduit alors de (4.3.1) et (4.3.2) :

THEOREME 4.3 (¢f. [GS9]).— Conservons les notations du théoréme
et considérons un fibré en droites hermitien L sur X, ample relativement
au morphisme m : X — SpecZ et tel que ¢;(Lg) > 0. On a alors, en
notant d la dimension compleze de X et ||||z2 la norme L? la norme sur
H°(X;E ® L™) déduite de la métrige kihlerienne!® w sur X(C) et de la
structure hermitienne de E@TZ” :

(4.3.3)

deg (H*(X; E® L™), | [|z2) rg E . degy & (L)% . n+!

_ 1
T (d+ 1)
1 d . d d
+———rgE/ (L) .n" log n+ O(n
4(d - 1)! X(C) () (%)
lorsque n — +o00.
Rappelons que si V est une variété projective, disons pour simplifier

sur C, de dimension d, munie d'un fibré en droites ample L, son degré

relativement a L est défini comme
/ ei(L)?
v
et s’exprime aussi “a la Hilbert-Samuel” comme la limite

d!
lim 3 dim H°(V; L®").

n—+4oco

(1) Pour établir cette évaluation asymptotique, il n’est en fait pas nécessaire
de disposer du théoréme 4.2 dans toute sa force. Les résultats de [GS7]

suffisent.
() On remarquera que les deux premiers termes du membre de droite de

(4.3.3) sont en fait indépendants de w.
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La formule asymptotique (4.3.3) fournit une expression analogue pour la

hauteur d’une variété arithmétique :

COROLLAIRE 4.4.— Soit X une variété arithmétique propre sur Spec Z,
de dimension relative d (donc de dimension absolue d+1), et soit L un fibré
en droites hermitien sur X ample relativement au morphisme m : X —

SpecZ et tel que ¢;(Tc) > 0. La hauteur degx ¢,(T)*! de X relativement
a L est égale @

d !
lim 4D

n—too ndtl deg(HO(X;L®"), ” "L2)

ot || ||z2 désigne la métriqgue L? sur H°(X;L®") déterminée par une mé-
trique kihlerienne(!) sur X(C) et par la structure hermitienne de FA
Si 'on pose
h(n) = dimg H*(X(C); Ec ® Lg),
le théoréme de Minkowski appliqué au réseau H°(X; E ® L™) montre que
#{s €HU(X;E@ L") |22 <1}

(4.3.4) o
S ()

exp Ee\g(HO(X;E @ L"), || llz2)-

En combinant cette inégalité a ’estimation
(4.3.5) h(n) = O(n?),

qui découle par exemple de la formule de Riemann-Roch sur X(C), et &
’expression asymptotique (4.3.3), on obtient que, sous les hypotheses du

théoréme 4.3, lorsque de plus
degx &1 (D)™ > 0,

alors le fibré E® L™ sur X admet des sections de norme archimédienne L?

bornée par 1 lorsque n est grand.

(1) indépendante de n, mais arbitraire.
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En fait, toujours sous les hypothéses du théoréme, il est possible de
comparer la norme || ||z2 sur les sections de Ec ® Lg a la norme || ||z

définie par

(4.3.6) sl = sup |ls(2)lzgz~-
X(C)

z€

On montre qu’il existe une constante C > 0, indépendante de n telle
que, pour tout s € H'(X(C); E® L"), on ait

Isllze < Cntfls|lz.

Les relations (4.3.3) a (4.3.6) impliquent le théoréme suivant qui apporte

une réponse au “probléme de Riemann-Roch arithmétique naif” du §1.4 :

COROLLAIRE 4.5.— Soit X une variété arithmétique propre sur Spec Z

de dimension relative d, soit E un fibré vectoriel hermitien sur X et soit

J

L un fibré en droites hermitien sur X tel que L soit ample relativement a

m: X — SpecZ, et que
a(Tc) >0 et degey(T)4 > 0.
On a alors
log #{s € H(X;EQ L") |||s|lz= < 1}

> ( rg E.degy &1 (I)4 . ntt! 4+ O(n?).

1
d+1)!

Une variante de cet énoncé joue un réle crucial dans la nouvelle démons-
tration par Vojta de la conjecture de Mordell [V]. Lorsque X est une surface
arithmétique (z.e. lorsque d = 1), cet énoncé avait été démontré, dans une
version moins précise, par Faltings ([Fal]), et a été complété récemment

par Shouwu Zhang sous la forme d’un “critére d’amplitude arithmétique”

(ef. [Z]).
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ADDENDUM (septembre 1991)

Depuis ’exposé oral sont parues les publications suivantes :

[F3] G. FALTINGS - Lectures on the arithmetic Riemann-Roch theorem,
notes by S. Zhang, preprint, 1991.
[GS11] H. GILLET et C. SOULE - An arithmetic Riemann-Roch theorem,
preprint IHES, 1991.

L’article [GS11] précise et détaille les résultats des notes [GS9] et
[GS10]. En particulier, il développe la machinerie nécessaire pour énoncer
et établir ’analogue du théoréme 4.2 lorsque X n’est régulier que sur la
fibre générique Xq et compléte ainsi les résultats de [GS5-7], [BGS1-3]
et [BL2], qui suffisaient pour établir le théoreme 4.2, ou X est supposé
régulier (c¢f. [GS10], §3.4). En fait, comme dans la note [GS10], Gillet et
Soulé considérent une situation plus générale ou f : X — Y est un mor-
phisme projectif entre variétés arithmétiques tel que fq : Xq — Yq soit
lisse, et calculent au moyen de la théorie de l'intersection arithmétique la
classe & (A(E)) associéeau déterminant de l'image directe par f d’un fibré
vectoriel hermitien E sur X.

Faltings établit dans [F3] un théoréme relatif plus complet, qui calcule,
non seulement & (AM(E)), mais aussi les classes caractéristiques de degré
supérieur de I'image directe par f de E (c’est un élément de I/&'\O(Y), défini
au moyen de “torsions analytiques supérieures” ; voir aussi [GS3] et [GST7]).

Toutefois, il travaille en supposant X et Y réguliers.

Jean-Benoit BOST

IL.H.E.S.
35 route de Chartres
F-91440 BURES-sur-YVETTE
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43éme année, 1990-91, n°® 732

RAPPORT SUR LA THEORIE CLASSIQUE DES NGEUDS

(2éme partie)

par André GRAMAIN

Un neud (non orienté) est une sous-variété différentiable (ou PL) de
la spheére S; difféomorphe au cercle. Deux nceuds k et k' ont méme type
s'il existe un homéomorphisme h de S; sur S; tel que h(k') = k. Si deux
noeuds k et k' ont méme type, leurs complémentaires S3 — k et S3 — k' sont

homéomorphes. La réciproque vient d’étre démontrée par C. McA. Gordon

et J. Luecke [GL].

THEOREME 1.— Deuz neuds dont les complémentaires sont homéo-

morphes ont méme type.

La question se raméne a savoir si la donnée du complémentaire S; — k
détermine la classe d’homotopie du méridien du nceud & (prop. 1). La pro-
priété était connue pour diverses classes de nceuds, notamment les nceuds
composés (D. Noga [N], voir prop. 2) et pour les nceuds toriques (voir [BZ],
p. 274) ; évidemment aucun contre-exemple n’était connu. Un résultat
partiel avait été obtenu en 1987 [CGLS] selon lequel un complémentaire de
nceud ne pouvait provenir que de deux types de nceuds au plus.

Le groupe d’un nceud k est le groupe fondamental m;(S3 — k). C.D.
Feustel et W.Whitten avaient démontré en 1978 [FW] que le théoréme 1

implique le résultat suivant :

THEOREME 2.— Deuz neuds indécomposables dont les groupes sont

isomorphes ont des complémentaires homéomorphes.
Ce théoréme a été établi avant le théoréme 1 par W. Whitten ([Wh],
1987) en utilisant seulement les résultats partiels de [CGLS]. Pour un neceud

S.M.F.
Astérisque 201-202 - 203 (1991) 89



A. GRAMAIN

composé, la donnée du groupe ne détermine pas le type du nceud lui-
méme, mais elle détermine les types de ses composants indécomposables
dont ’assemblage avec des orientations différentes peut donner un groupe
isomorphe ([FW]).

Dans leur article [GL], C. McA. Gordon et J. Luecke donnent en 40
pages agréables a lire la démonstration compléte du théoréme 1. Nous en
donnons un apergu dans la deuxiéme partie de cet exposé. Pour commencer,
nous abordons la question de remonter du groupe a la variété du nceud.
Nous avons rassemblé en Appendice certains théorémes utilisés ; signalons
comme ouvrage de référence le livre bleu de G. Burde et H. Zieschang [BZ,

85] et, comme introduction rapide, un précédent exposé [Gr].

1. CHIRURGIE DE DEHN

Etant donné un nceud k dans Ss, on entoure k d'un voisinage tubulaire
fermé U(k). La variété du neeud est le complémentaire E(k) de l'intérieur
de U(k). Elle a ’homologie d’un cercle. Le bord commun de U(k) et E(k)
est un tore T'(k). Inversement, d’aprés un théoréme classique d’Alexander
[A], un tore plongé sépare la sphere S3 en deux composantes dont 'une est
un tore plein et 'autre, par conséquent, la variété d’un nceud. Sur le tore
T(k), on appelle méridien un cercle plongé m dont la classe d’homotopie

[m] est, & l'orientation pres, celle d’une fibre de la fibration du voisinage

¢ k
/ —
S
{
m
Figure 1

tubulaire. Un paralléle (ou longitude) est un cercle homotope a une section
de cette fibration et dont la classe d’homologie est nulle dans E(k). Le
groupe G(k) du neud k est le groupe fondamental 7;(E(k)) relatif & un

point-base * que nous supposons situé sur T'(k). Si le nceud k n’est pas
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trivial, ’homomorphisme canonique de 7;(7T'(k)) dans G(k) est injectif (voir
[Gr]) ; son image H(k) est appelée sous-groupe périphérique.

PROPOSITION 1.— Soient k et k' deuz neuds et ¢ un isomorphisme
de G(k') sur G(k).

(a) Il eziste une équivalence d’homotopie f de (E(K'), *) dans (E(k), *)
telle que m1(f) = .

(b) Si ¢ induit un isomorphisme de H(k') sur H(k), il eziste un
homéomorphisme h de E(k') sur E(k) tel que m(h) = ¢.

(c) Soient m et m' des méridiens de k et k', [m] et [m'] leurs classes
d’homotopie. Si l’hypothése (b) est satisfaite, pour que I’homéomorphisme
h se prolonge en un homéomorphisme de S3 sur Ss, i faut et il suffit que

o(Im']) = £[m].

La variété E d’un nceud a ’homotopie d’un 2-complexe. En outre, le
groupe m2(E) est nul : en effet, s'il n’était pas nul, il existerait une sphere
plongée différentiablement non homotope 4 0 (théoréme de la spheére) et
une telle sphére sépare S3 en deux boules fermées (théoreme d’Alexander-
Schonflies) dont l'une est contenue dans E, ce qui est contradictoire. Par
suite 1’isomorphisme ¢ se réalise par une équivalence d’homotopie f de
(E(k"),*) dans (E(k), ).

Notons m,m’, ¢, ¢ des méridiens et paralléles de k et k' aux points *.
Sous ’hypothese (b), par prolongement des homotopies, on peut déformer
I'application f pour qu’elle envoie m' et ¢' dans le bord bE(k) de E(k),
puis, comme m2(E(k)) = 0, pour que f induise un homéomorphisme de
bE(K') sur bE(k). Le théoréme de Waldhausen permet alors de déformer f
en un homéomorphisme et méme un difféomorphisme.

Les paralléles de k sont caractérisés comme générateurs du noyau de
H,(bE(k)) — Hi(E(k)). Sous I’hypothése (b), on a donc ¢([¢']) = %[¢],
donc ¢([m']) = £[m]+n[¢]. Pour que k se prolonge en un homéomorphisme
de S3 sur 53, il faut et il suffit que n = 0.

Remarque.— Un nceud k posséde la propriété (P) s’il y a une unique
maniere, a homotopie pres, d’obtenir une sphére d’homotopie en collant

un tore plein a E(k) le long de bE(k). Il revient au méme de dire que le
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sous-groupe distingué de G(k) engendré par [m][€]" n’est égal & G(k) que si
n = 0. Si les variétés de deux nceuds sont homéomorphes, et si 'un des deux
nceuds possede la propriété (P), les noceuds ont méme type. La propriété

(P) a été introduite par les chercheurs de contre-exemple a la conjecture de
Poincaré.

2. ANNEAUX ESSENTIELS

Posons A = §; x [0,1], b4 = S; x {0,1}. Un anneau singulier dans
une variété a bord V est une application f : (A4,04) — (V,bV). L’anneau
singulier f est essentielsi :

(a) Panneau f est incompressible (i.e. 71(f) est injectif),

(b) le chemin f|(*x [0,1]) n’est pas strictement homotope & un chemin
dans bV.

Supposons que le bord bV est incompressible (i.e. 71(bV;) — m1(V)
injectif pour chaque composante bV; de bV), que m3(V) = 0 et que 71(f) est
injectif. Alors, si’anneau f n’est pas essentiel, 'application f est homotope
relativement & bA & une application dont l'image est dans le bord bV'.

Le théoréme de Uanneau ([CF], [Ja], [Sc]) affirme qu’une variété de
dimension 3 qui contient un anneau singulier essentiel dont le bord est
plongé, contient un anneau essentiel plongé de méme bord.

Si E est la variété d'un nceud et f : A — E un anneau incompressible
plongé, 'image f(bA) du bord découpe deux anneaux B; et Bj sur le tore
bE. Les tores By U f(A) et By U f(A) séparent E en deux variétés a bord
torique qui sont soit des tores pleins, soit des variétés de nceud (théoreme
d’Alexander). Si Panneau f n’est pas essentiel, on peut démontrer a l'aide
du théoreme du lacet qu’il est paralléle au bord, c’est-a-dire qu’il existe un
plongement F : A x [0,1] — E tel que F(z,0) = f(z) pour tout z € A et
F((A x {1}) U (bA x [0,1])) C bE.

Ezemples.— 1) Si un nceud k est composé de deux nceuds k; et ko, la variété
E(k) est la réunion des variétés E(k;) et E(ky) recollées le long d’un anneau

dont le bord est constitué de méridiens pour les trois nceuds k1, k3 et k. Si
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aucun des nceuds k; ou k; n’est trivial, cet anneau est essentiel. Le groupe
G(k) est somme amalgamée G(k;) *z G(k2) ou les classes de méridiens

convenables [m;] et [m;] sont identifiées entre elles.

composé cable

Figure 2

2) Soient h un nceud, m et £ un méridien et un paralléle de h et (p, q)
un couple de nombres premiers entre eux. Un cercle k plongé dans le tore
T(h) = bE(h), dont la classe (d’homotopie ou d’homologie) est p[m] + ¢[¢],
est par définition un (p, ¢)-cable du nceud porteur h. Prenons un voisinage
tubulaire U(k) dont I'intersection avec T'(h) soit un anneau B. L’anneau
A = T(h) — int(B) sépare E(k) en un tore plein U(h) — int(U(k)) d’ame
h et une variété E(h) —int(U(k)) difféomorphe & E(h). Les composantes
de bA ont pour classe ¢[f] dans le tore plein U(h) — int(U(k)), p fois un
générateur dans Hy(E(h)) et pq fois un générateur dans Hq(E(k)). Sile
nceud h n’est pas trivial et si |¢| > 2, 'anneau A est donc essentiel. Si le
nceud k est trivial, le nceud k est le neeud torique de type (p,q) ; si [p| > 2

et |g| > 2, ce nceud n’est pas trivial et 'anneau A est essentiel.

PROPOSITION 2 (cf [FW], [Wh 74], [Si]).— Supposons que la variété
d’un neud k contienne un anneau essentiel plongé A. L’anneau A sépare
E(k) en deuz variétés Xy, X, et lon est dans l'un des deuz cas suivants
qui s’excluent :

(a) Aucune des variétés X; ou X, n’est un tore plein, le neud k est
décomposable, chagque composante de bA est un méridien de k.

(b) L’une au moins des variétés X, ou X, est un tore plein, le neud
k est un (p,q)-cable, |q| > 2, de ’'dme de ce tore, les composantes de bA
ont pour classe [m]"[€]*! dans G(k).
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On a déja vu que bA sépare le tore T(k) en deux anneaux By, B; et

que A sépare E(k) en deux variétés X; et X, dont les bords sont les tores

B1UAet BZUA
10

A

X

Figure 3

Supposons que ni X; ni X7 ne soient des tores pleins. Les variétés
X, UU(k) et X; UU(k) qui sont les adhérences de leurs complémentaires
dans S sont alors des tores pleins. (théoréme d’Alexander), leurs ames sont
des nceuds ky, ko et X; est la variété du nceud k;. D’apres le théoreme de

Van Kampen, le groupe (X, UU(k)) est somme amalgamée de m;(X1) et
m1(U(k)) le long de m1(By).

/ 7r1(X1)
Wl(Bl)z y/ \

N

(X1 UU(k) = Z.
m(U(k) =17

Si w1 (By) — 71 (U(k)) était injectif, m1(X:1) — m1(X1UU(k)) serait injectif,
ce qui est absurde car le nceud k; n’est pas trivial. Les homomorphismes
m(B1) — m(U(k)) et m(B1) — m1(X1 UU(k)) sont donc nuls ; les com-
posantes de bB; (= bA) sont des méridiens de k et k,, et similairement
de k,. Cette démonstration, diie a D. Noga [N], prouve aussi qu'un neceud
décomposable possede la propriété (P). En effet, si 'on attache & X; U X,
un tore plein V au lieu de U(k), de telle sorte que X; U X UV soit une
sphere d’homotopie, alors X; UV est un tore d’homotopie, et bA est encore
constitué de méridiens de V.

Supposons au contraire que X soit un tore plein. Remarquons d’abord
que X; U U(k) est un tore plein. Cela résulte du théoréeme d’Alexander si
X, est une vraie variété de nceud. Si X, est un tore plein, la variété
E(k) = X; U X, est la variété d'un neceud torique k'. Comme les nceuds

toriques ont la propriété (P) ([BZ], p. 274), les méridiens et paralléles pour
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k' et pour k sont les mémes sur bE(k), donc X; U U(k) est un tore plein
puisque X; UU(k') en est un. Appliquons alors le théoreme de Van Kampen
au calcul de m;(X; UU(k)).

7('1(X1) = Z
r1(By) = Z :< (X, UU(K)) = Z.
m(U(k)) =2

A

L’un des deux homomorphismes ¢ ou % est un isomorphisme ; comme
l’anneau A est essentiel, ’homomorphisme ¢ est injectif, mais pas bijectif ;
c’est donc la multiplication par un entier g tel que |g| > 2. Le nceud k est

alors un (p, ¢)-cable du nceud k3, ame du tore plein X;.

3. EQUIVALENCES D’HOMOTOPIE (d’aprés [FW])

Dans ce n°, nous admettons le théoréme 1 pour démontrer le résultat

suivant :

PROPOSITION 3.— Sozent k et k' deuz neuds dont les groupes sont
isomorphes. Si l'un est indécomposable, autre ausss et ils ont méme type.
St k est un composé ki# -+ #kmy1 de neuds indécomposables, k' est un
composé ki# - #k, ., de neuds tels que k; et k| aient méme type (non

orienté).

Le théoréme de Gordon-Luecke intervient pour le passage de la variété
au type du nceud dans le cas des nceuds indécomposables, mais aussi pour
démontrer que les variétés sont homéomorphes dans le cas particulier des

cables.

3.1. Si la variété E(k) ne contient pas d’anneau essentiel, un théoréme
profond de K. Johannson ([Jo], prop. 14.9) et C.D. Feustel ([F], th. 10)
(voir aussi [Ja], th. X.15) affirme que les variétés E(k) et E(k') sont
homéomorphes, et on conclut par le théoréme 1. Nous n’expliquerons pas

ici le théoréeme de Johannson-Feustel.
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3.2. Dans le cas contraire, nous utiliserons le lemme suivant (¢f. [Wal,

1967, lemma 1.1, [St)]) :

Lemme 1.— Soient g : E(k') — E(k) une application telle que m1(g) soit
injectif et A un anneau essentiel plongé dans E(k). L’application g est
homotope 4 une application différentiable f telle que :

(a) L’application f est transverse ¢ A, l'image réciproque A' = f~1(A)
est une surface compacte orientable sans bord relatsf.

(b) Toute composante A} de A' est un anneau essentiel dans E(k') et
f induit une injection de wi(A}) dans m(A).

(c) St m1(g) est un isomorphisme, A' n’est pas vide.

Par densité, on déforme g en une application différentiable f transverse
a A, d’ou (a). Soit A] une composante de A'. Si A} est une sphere, on peut
la supprimer purement et simplement car A} borde une boule dans E(k')
et f|A} est homotope & 0 dans E(k). Si m1(A}) — m1(A) n’est pas injectif,
il existe un cercle C' plongé non homotope a 0 dans A} et tel que f|C soit
homotope & 0 dans A. Ce cercle C est homotope a 0 dans E(k') ; d’apres le
lemme de Dehn, il borde un disque D plongé dans E(k'). On peut supposer
le disque D transversal & A’ ; en éliminant les composantes de A’ N D qui
sont homotopes & 0 dans A’, on peut trouver une composante Cy de A'N.D
non homotope & 0 dans A’ et bordant un disque Dy tel que A' N Dy = Cp.
On peut alors déformer f au voisinage de Dy de fagon que la composante
Al de A’ qui contient Cj subisse une chirurgie éliminant Cy (procédé de

Stallings [St]). Une telle chirurgie augmente de 2 unités la caractéristique

() - 6OA

Co
Figure 4

x(A'"), elle ne produit pas de sphere, elle augmente d’au plus une unité le
cardinal de mo(A’). Comme A’ ne contient pas de sphere, on a x(4') <
#mo(A'), et au bout d'un nombre fini d’opérations, on obtient I'injectivité

de 71(f) pour chaque composante de A'. Les composantes de A’ ont alors
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des groupes fondamentaux isomorphes a des sous-groupes de Z ; ce sont
des disques ou des anneaux. Si une composante est un disque D, son bord
bD est homotope & 0 dans E(k') donc dans bE(k') (car le noeud &' n’est
pas trivial) ; 8D borde un disque Dy dans bE(k') et la sphére DU Dy borde
une boule dans E(k') ; on peut déformer f au voisinage de cette boule pour
éliminer D. Si une composante de A' est un anneau non essentiel, comme
il est incompressible, il est parallele au bord et on peut aussi le supprimer,
d’ou (b).

Enfin, si f~'(A) est vide, 'image de f est contenue dans 'une des
sous-variétés de E(k) découpées par A, par exemple X;. Comme ’anneau
A est essentiel, 71(X;) est un vrai sous-groupe de w1 (E(k)) et m1(f) ne

peut étre un isomorphisme.

3.3. Supposons que la variété E(k) contienne un anneau essentiel. Le
nceud k est alors un cable ou un nceud décomposable (prop. 2) et ces deux
possibilités s’excluent mutuellement d’aprés un théoréeme de H. Schubert

([Schu], 21, Satz 2).

Supposons dans cette section que k soit un (p, q)-cable. Soient A un an-
neau essentiel comme dans la proposition 2,b et f une homéotopie de E(%')
dans E(k) satisfaisant aux conditions du lemme 1. Si une composante A’ de
A' séparait E(k') en deux variétés de nceuds non triviaux, les composantes
bA! seraient des méridiens de &' (prop. 2) et engendreraient H;(E(k')). Or
la classe d’une composante de bA est pq fois un générateur de H;(E(k)). Par
suite, 'anneau A} décompose E(k') en un tore plein V; et une variété W/,
et ’homomorphisme 7;(A}) — 71 (V}) n’est pas surjectif, sinon ’anneau A'
serait parallele au bord. Si W] est un tore plein, k¥’ est un nceud torique.
Ce cas est entierement résolu par un théoréme de G. Burde et H. Zieschang
[BZ, 66] : pour qu’un nceud k soit un nceud torique, il faut et il suffit que
le centre du groupe G(k) ne soit pas trivial, et le type d’un nceud torique

est déterminé par son groupe.

Ecartons le cas des nceuds toriques ; la variété W/ est alors la variété
d’un nceud non trivial A{, &me de V}, et le nceud &’ est un (p', ¢')-cable du
nceud porteur h{ (prop. 2). Comme ’homéomorphisme 7;(A4}) — m;(A4)

est injectif, pg divise p'q’. D’aprés un résultat de H. Schubert ([Schu], 21,
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Satz 5), la donnée d’un cable k détermine le porteur h et le couple (p, q)
aux signes pres. Appliquant ce qui précede a une homéotopie de E(k) dans
E(k"), on en déduit que p'q’ divise pg. Par suite pg = +p'q’ et f induit
une homéotopie de A} dans A. On peut donc supposer que f induit un
homéomorphisme de A} sur A, et ceci pour chaque composante A’ de A'.
S1 A} et A} sont deuz composantes de A', les variétés W et W) sont
emboitées et leur différence est un tore plein. En effet, les anneaux disjoints

Aj et A} séparent la variété E(k') en V] et W] d’une part, V, et W}, d’autre

14 v{ v' W; v
> > (——) (————)
Ay , ' Al ) ‘ Ay
vz' W2 W; v; Wy VY

(a) (b) (c)
Figure 5

part ; on a donc les possibilités suivantes : (a) W{NW, = 4, (b) V/ NV, = ¢,
(c) Wi C W) ou W] C W,.

Dans le cas (a), 'anneau A} étant incompressible dans E(%'), les ho-
momorphismes m;(A4]) — 7 (W]) et m1(A]) — m (V! N V) sont injectifs,
donc ’homomorphisme m(W]) — m1(Vy) est injectif (théoréme de van
Kampen), ce qui est absurde.

Dans le cas (b), 'anneau Af, décompose W] en le tore plein V et la
variété Y = W] N W) qui est soit un tore plein, soit la variété d’un nceud.
Dans les deux cas, 'anneau A/, est essentiel dans W] et les composantes de
bA, ont méme classe, dans le tore plein Sz — int(W]) que ame de ce tore
plein (prop. 2). Les composantes de bA sont paralleles a celles de bA) sur

le tore bW/ et ’homomorphisme 71(A}) — 71 (V) est donc surjectif, ce qui

est absurde.
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Figure 6

On est donc dans une des configurations de (c), par exemple W{ C Wj.
Le méme argument que dans le cas (a) montre alors que ’homomorphisme
m (W N V]) — m1(V]) est injectif et que Wj NV} est nécessairement un
tore plein.

D’apres ce qui précede, on peut numéroter les composantes A}, ---, A}
de A' de sorte que W] C W, C --- W}, . Démontrons que l’on peut déformer
Phoméotopie f pour rendre A' conneze. Pour i = 2,--- k, posons X! =
WinV,_,, et X;,, = V;. Notons X; et X, les variétés découpées par
l'annean A dans E(k). L’application f envoie chaque X! dans X; ou Xj,.

wi{ X3 X1

A4 A
Figure 7

Supposons par exemple f(W]) C X1, on a alors f(X]) C Xy, ot [i] = 1 ou
2, et ¢ = [i{Jmod.2. Soit * un point-base dans A, et pour i = 1,-- - k, soit |
I'image réciproque de * par f dans A]. Comme f est une homéotopie, le
théoréme général de van Kampen implique qu’il existe un indice i € [2, k]
et un chemin « reliant */_, a *; dans X! tel que f o a soit un lacet en *
homotope & 0 dans X[;;. Cet argument du “binding tie” de Stallings ([St])
est détaillé dans [BZ], p. 293. Comme X! est un tore plein, il existe deux

arcs 3 et  reliant *;_; a *; dans bX dont la réunion borde un disque
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Figure 8

méridien D de X et tels que les lacets f o B et f o~ soient homotopes &
0 dans X{;. Comme m3(X];)) = 0, on peut, par une déformation constante
hors d’un voisinage de X, déformer f de fagon que l'image de D soit
concentrée au point *. Puis, comme 73(X[;)) = 0, on peut déformer f pour
que f(X]) C A. Il reste alors a déplacer un peu f vers l'intérieur de Xliv1
pour supprimer les composantes A et A}, de f~'(A). Par récurrence, on
arrive donc a rendre A’ connexe.

On est alors dans la situation suivante : le nceud & est un (p, ¢)-cable,
E(k) est la réunion de la variété E(h) du nceud porteur h et d'un tore
plein V collés le long de 'anneau A. De méme le nceud &' est un (p/, ¢')-
cable, E(k') est la réunion d’une variété de nceud E(h') et d’un tore plein V'
collés le long de A'. L’application f : E(k') — E(k) est une homéotopie, elle
induit un homéomorphisme de A’ sur 4, et A' = f~}(A4). Comme 7, ( f) est
un isomorphisme de 71 (E(h')) *x, (anym1 (V") sur m(E(h)) *x,ay71(V), et
que les homomorphismes 71(A’) — 71 (V') et w1 (A4) — 71 (V) sont injectifs,
nécessairement ’application f induit une homéotopie de E(h') dans E(h)
et une homéotopie de V' dans V.

Soit B' l'anneau complémentaire de A’ dans bE(hL') ; la restriction
f|B' est un anneau incompressible dans E(h), mais pas essentiel car les
composantes de f(bB') = bA ont pour classe p[m] + ¢[€], |¢g| > 2, ot m
et ¢ sont un méridien et un parallele de A (prop. 2). Par suite, on peut
supposer f(B') C bE(h), donc f(bE(R')) C bE(h). D’apres le théoréme de
Waldhausen, on peut supposer que f induit un homéomorphisme de E(h'")

sur E(h) et une homéotopie de V' dans V. En regardant la classe des
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A A’

B’ B’

Figure 9

composantes de bA’ et bA dans V' et V, on voit que ¢' = +q, donc p' =
+p. L’homéomorphisme f de E(h') sur E(h) respecte les paralléles et les
méridiens de h' et h (théoréme de Gordon-Luecke). Les variétés E(k') et
E(k) sont donc homéomorphes. Les nceuds k et k' ont méme type d’apres

le théoréme de Gordon-Luecke.

3.4. Supposons enfin que le neud k soit décomposable et soit A un anneau
essentiel séparant E(k) en deux variétés de nceud non triviales X; et X,.
Soit f : E(k') — E(k) une homéotopie satisfaisant aux conditions du lemme
1. Alors f~!(A) est constitué d’anneaux essentiels dont les bords sont des

méridiens de k'.

X1

Figure 10

En effet, dans le cas contraire, k' serait un cable (prop. 2) donc &
serait aussi un cable d’aprés 3.3, ce qui est contraire & I’hypothese que k
est décomposable. Les anneaux Af --- A} qui composent f~1(A) partagent
E(k') en des variétés X| --- X} | qui sont des tores pleins ou des variétés

de neceud, et les homomorphismes de 71 (X}) dans 7;(X) induits par f sont
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injectifs car les homomorphismes de m;(X}) dans 7;(E(k")) sont injectifs
(théoréme de van Kampen).

Si le noeud k est un composé k1 # - - - #km+1 de nceuds indécomposables,
on peut supposer, par récurrence sur m, que la variété E(k) est partagée en
variétés E(k1), -, E(km+1) par des anneaux essentiels disjoints A1, -, Am,
que ’homéotopie f est transversale a la réunion A des anneaux A; et que
f(A) est constitué d’anneaux essentiels A} --- A}, dont les bords sont des
méridiens et qui partagent E(k') en variétés E}, 1 < j < n+1. La variété
E}, pour j #1, n+1, est bordée par des anneaux A}_;, Aj et deux an-
neaux Bj, C} de bE(k') ; la variété E| (resp. E! ,,) est bordée par A}
(resp. A!) et un anneau By (resp. Bny1) de bE(K"). L’application f envoie
E! dans une variété E(k;) et m(f|E}) est injectif. Les anneaux f1B; et
f|C} ne peuvent étre essentiels, sinon E(k;) contiendrait un anneau essen-
tiel plongé dont le bord est constitué de méridiens (théoréme de I'anneau)
ce qui contredirait I’hypothése que k; est indécomposable (prop. 2). Les
anneaux f|Bj et f|C} sont donc paralleles au bord de E(k;). Deux cas se
présentent :

(a) Le paralléle de E} est homotope a 0, la variété E} est un tore plein
et f|E; est homotope dans E(k;) & une application dont l'image est un
méridien. On peut alors supprimer au moins un des anneaux A’ ou Ay

(b) L’application f se déforme en une application telle que f |bE; soit
un revétement de bE(k;) respectant les méridiens. D’apres le théoréme de
Waldhausen, f |E; est homotope, relativement au bord, & un revétement de
E(k;).

Le raisonnement est analogue pour E{ et E; ..

Lorsqu’on met ensemble tous ces revétements, on doit obtenir une
homéotopie. Apres suppression des anneaux superflus de a), on a donc

m = n, tous les revétements sont des homéomorphismes et les variétés
E(k) et E(k'") sont homéomorphes.
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4. PRESENTATIONS FINES ET SURFACES PLANAIRES

Venons-en a la démonstration du théoreme de Gordon et Luecke.
Soient k& un nceud non trivial et, comme au n° 1, U un voisinage tubulaire
de k, T son bord et E = S3 —int(U). Si 7 est la classe d’homotopie d’un
cercle (non orienté) plongé dans T, on note K(w) la variété obtenue en
collant a F, le long de T, un tore plein V; de sorte que 7 borde un disque
dans V, (chirurgie de Dehn). Si v est la classe d’'un méridien de k, la variété
K (7) est isomorphe & S3. Soient 7 une autre classe et n = |my| le nombre
d’intersection arithmétique de 7 et 4. Il s’agit de démontrer que la variété
K (7) ne peut étre homéomorphe & S3 si n # 0. La démonstration procede

par I’absurde ; elle utilise des surfaces sphériques transversales au nceud.

PROPOSITION 4.— Si K(7) est homéomorphe 4 S3, il existe des sur-
faces planaires P et Q) (spheres trouées) proprement plongées dans E telles
que :

(a) bP (resp. bQ) est réunion de cercles de classe 7 (resp. 7).

(b) P et Q se coupent transversalement et chaque composante de bP
rencontre chaque composante de bQ) en n points.

(¢) PN Q ne contient pas d’arc paralléle au bord dans P ni dans Q.

Cette proposition a été démontrée indépendamment par David Gabai
et améliore un résultat antérieur ([Gal, 4.A).

Identifions la sphére S; privée de deux points oo 4 S, X R et no-
tons h : S3 — {£oo} — R la deuxiéme projection. Supposons que le
nceud k évite les points +oo et que la restriction h|k soit une fonction
de Morse (points critiques non-dégénérés, en nombre fini et & valeurs cri-
tiques distinctes). Une telle donnée est appelée présentation du nceud k.
Soient S1,--+,S, des spheres de niveau situées entre chaque couple de
valeurs critiques consécutives ; la complezité de la présentation est la somme
Y 1<i<m Card(S; N k). Une présentation fine est une présentation de com-
plex_itg minimale.

La surface @ de la proposition 4 est 'intersection avec E d’une surface
de niveau convenable pour une présentation fine A du nceud k, qui rencon-

tre V, suivant des disques méridiens. La surface P est obtenue de facon
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analogue a I’aide d’une présentation fine h, du nceud k., &me du tore plein
Vr dans K(m) & S3. La condition (a) est alors satisfaite ; la condition (b)
est réalisée aprés une déformation de h, constante au voisinage de k,. Il
reste a réaliser la condition (c).

Introduisons deux terminologies. Supposons que P N @ contienne un
arc a qui, avec un arc 3 de bP, borde dans P un disque A qui ne contienne
aucun arc de P N @ autres que o (mais qui peut contenir des composantes
circulaires de P N @). On dit que A est un disque haut ou bas pour Q

suivant que l'arc 3 est au-dessus ou en-dessous de @ (pour la fonction hau-

Figure 11

teur h). On peut donner une définition analogue pour P.

Désignons par I l'intervalle [0, 1]. Etant donné un plongement de @ x I
dans E, nous identifierons ) x I a son image, nous notons @(\) 'image de
@ x {\} et nous parlerons de famille plongée. Une famille plongée @ x I
de surfaces de niveau de h est une tranche médiane si h(Q x I) Cla, b[, ou
a et b sont deux valeurs critiques consécutives de h|k telles que a soit un

minimum local et b un maximum local.

Lemme 2.— Il existe des familles P x I et @ x I de surfaces planaires

proprement plongées dans E telles que :
(a) @ x I est une tranche médiane dans une présentation fine de k.

(b) P x I est isotope d une tranche médiane dans une présentation fine

de k.

(c) Toute composante de bP(\) rencontre toute composante bQ(p) trans-

versalement en n points.
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(d) Il eziste Ay €]0,1[ tel que P(\) contienne un disque haut pour
Q(1) et un disque bas pour Q(0).

(€) I existe po €]0,1[ tel que Q(po) contienne un disque haut pour
P(1) et un disque bas pour P(0).
(f) La fonction h|P x I est une fonction de Cerf.

On a déja vu comment réaliser la condition (). Choisissons A €]0,1]
et rendons P()g) transversal a Q(0) et Q(1) par une petite isotopie du
plongement de P x I fixe au voisinage de bP x I. La position de Q@ x I en
tranche médiane permet alors de réaliser la condition (d). Le méme raison-
nement peut s’appliquer & Q(y,), mais alors, on prolonge & E l'isotopie de
@ x I, et, en l'inversant, on obtient une isotopie de P x I qui donne le méme

résultat sans bouger Q x I.

La condition (f) a la signification suivante :

(i) les fonctions h|P()) n’ont pas de point critique au voisinage de
bP()),

(ii) la fonction k|P()) est une fonction de Morse sauf pour un nombre
fini de valeurs de ),

(iii) les singularités autorisées sont le croisement de deux valeurs cri-
tiques et les singularités de naissance ou de mort.
Cette condition est réalisée par une petite isotopie de P x I en raison de
la densité des fonctions de Cerf. Bien str, j’ai omis un certain nombre de
détails et notamment qu’il faut s’assurer que P a une forme convenable au

voisinage de bP.

Supposons la fonction h choisie de sorte que les surfaces Q(p) soient
les surfaces de niveau h=!(u). Le graphigue T de h|P x I est I'ensemble des
points (A, 1) de I x I tels que # soit la valeur de A en un point singulier de
h|P()) (voir figure 12). Pour un couple (A, 1) € I? — T, les surfaces P(X)
et Q(u) sont transverses. La proposition 4 sera démontrée si 1’on établit
I'existence d’un point (A, p) de I? — T tel que P(A) ne contienne pas de

disque haut ni de disque bas pour Q(p) et inversement.
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Q)
r
P(0) P(1)
Q(0)
Figure 12

On remarque que, si P()\) contient un disque haut pour Q(), pour tout N,
la surface P()\') ne peut contenir de disque bas pour @(u). La démonstration
de cette remarque utilise le fait que k n’est pas trivial et que h est une
présentation fine de k. On peut donc définir une fonction g\, p)sur I? =T
prenant pour valeur 'une des trois lettres H, L, N suivant que P()) contient
un disque haut pour Q(y), un disque bas ou aucun des deux. On définit
de facon symétrique une fonction p(),p). Ces fonctions sont localement
constantes. Les propriétés (d) et (e) du lemme 2 donnent des indications
sur p et ¢ au bord du carré I?. On démontre aussi que la traversée d’'un
arc de T’ ne peut produire que certains changements des valeurs de p et
g. Raisonnant a nouveau par I'absurde, les auteurs démontrent que, s’il
n’existe pas de point (), p) tel que p(A, p) = ¢(A, ) = N, il existe dans le
graphique I un croisement comme sur la figure 13, puis que cette éventualité

est impossible.
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5. GRAPHES LABELLES

Nous pouvons maintenant décrire le principe de la démonstration de
Gordon et Luecke. Au couple de surfaces P et @} de la proposition 4, on
associe deux graphes labellés Gp et G satisfaisant a une régle de parité
(voir ci-dessous). Vient alors un raisonnement combinatoire sur un tel
couple de graphes. Dans le cas n > 2, traité dans [CGLS], on conclut que
Pun des graphes contient une face d’un certain type (cycle de Scharlemann).
Dans le cas n = 1, traité dans [GL], on démontre que G contient un cycle
de Scharlemann ou que Gp posseéde une propriété (T) plus faible que la
précédente. Revenant alors a la situation topologique, on démontre que, si
Gp (resp. Gg) contient un cycle de Scharlemann, la variété K(vy) (resp.
K(~)) contient un espace lenticulaire percé. Un raisonnement plus élaboré
montre que la seule propriété (T) pour Gp implique la méme conclusion
pour K(7). Le groupe fondamental d’un espace lenticulaire, percé ou non,
est un groupe cyclique non nul et ne peut donc se plonger dans m1(.S3), d’ou
la derniére contradiction.

Nous définissons les graphes Gp et Gg dans ce n° ; dans le n° suivant,
nous définissons un cycle de Scharlemann et nous démontrons comment il lui
correspond un espace lenticulaire troué. Pour la démonstration compleéte,

nous renvoyons aux mémoires originaux [CGLS] et [GL].

Supposons, pour simplifier, que n = 1, c’est-a-dire que chaque com-
posante de bP rencontre chaque composante de b@ en un point unique.
Orientons arbitrairement les surfaces P et @ et numérotons de 1 a p,
consécutivement sur le tore T, les composantes de bP et de 1 a ¢ celles
de bQ). L’ensemble des sommets du graphe Gg est ’ensemble des com-
posantes de b@). Les sommets ne sont pas des points mais des disques.
Pour j € [1,¢], le sommet ¢; de Gg est représenté par un disque dont le
bord est la composante bQ);. Les arétes sont les arcs de PN Q. Les arétes
issues de g¢; ont pour points d’attache les p points bQ; N bP; ; l'indice i
est le label du point d’attache. Ces points d’attache se présentent en ordre
consécutif dans le sens direct ou rétrograde ; on associe au sommet gj le
signe + ou — suivant le cas. Le graphe Gp est défini de facon analogue.

Les signes des sommets ne sont pas indépendants. Notons (j,4) le point
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d’attache bQ; NbP; de label i au sommet ¢; de Gq ; le caractére de ce point
est char(j,) = (signegq;)(signe p;). Du fait que la variété E est orientable,
on vérifie que si une aréte joint deux points d’attache (de Gp ou de Gg),
les caracteres de ces points sont opposés (régle de parité).

Le graphe G g est tracé sur la surface Q a ’exception des disques @; que
l'on peut considérer comme disques méridiens de V,. Une face de G est
une composante du complémentaire dans () des arétes de Gg. On remarque
qu’on oublie complétement les composantes circulaires éventuelles de PNQ.
D’apres la proposition 4,c, les graphes Gp et Gg n’ont pas de face bordée
par une seule aréte.

De tels graphes labellés, a sommets épais, ont été utilisés et étudiés

par M. Scharlemann [Scha], D. Gabai [Ga] et [CGLS].

6. CYCLE DE SCHARLEMANN

Un cycle de Scharlemann ¥ dans Gg est un cycle d’arétes tel que :

(1) si lon imagine que les sommets de Gg sont ponctuels, ¥ est
homéomorphe & un cercle qui borde un disque A dans @ tel que Gg N
int(A) =0,

(2) si 'on oriente le cycle ¥, les queues de toutes les arétes ont méme

label,

(3) tous les sommets de G appartenant au cycle ¥ ont méme signe.

Figure 14

1l résulte de la définition que toutes les arétes de ¥ ont des origines

ayant un méme label z et des extrémités ayant le méme label voisin z'. A
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la fin du n° précédent, on a remarqué que les graphes Gp et Gg ne peuvent

contenir de cycle bordé par une seule aréte.

Lemme §.— S1 Gg contient un cycle de Scharlemann bordé par k arétes, la
variété K(m) contient un sous-espace homéomorphe d un espace lenticulaire

percé de deuz trous, dont le groupe fondamental est Z/kZ.

Soit ¥ comme ci-dessus un cycle de Scharlemann dans Gg. Les labels
z et z' sont des composantes de bP adjacentes dans T et de signes opposés
puisque tous les sommets de ¥ ont méme signe. Ces composantes bordent
des disques méridiens disjoints D et D' dans V. Soit C le cyclindre découpé
dans V; par D et D' qui ne contient dans son bord pas d’autres composantes
de bP que z et «'. Notons P la sphére contenue dans K (7) obtenue en

bouchant tous les trous de P par des disques méridiens de V. Soit enfin

Figure 15

R la réunion de P un peu épaissi et de 'anse C attachée 3 P en D et D'
L’espace R est homéomorphe a un tore plein percé d’un trou. Le disque A
de @) bordé par le cycle ¥ est attaché & R le long d’un cercle qui parcourt
k fois I'anse C' ; sa classe est k fois un générateur de m;(R). Par suite,
'espace réunion de R et du disque A un peu épaissi est homéomorphe &
un espace lenticulaire L(k, h) percé de deux trous. Plus simplement, son
groupe fondamental est isomorphe a Z/kZ (théoréme de van Kampen) et
son bord est réunion de deux spheres disjointes, ce qui suffit & lui interdire

d’étre un sous-espace de S3.

Indiquons maintenant quelle est la propriété (T) qui intervient dans la

démonstration du cas n =1 (¢f. n° 5). Un ¢-type est un élément de -}
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Soit E une face de Gp, homéomorphe a un disque. Ce disque touche un
sommet v du graphe suivant un intervalle joignant des points d’attache
dont les labels sont consécutifs. Pour k¥ € [1,q], notons Si(E) 'ensemble
des sommets de la face E pour lesquels ces labels sont k et k + 1 (avec la
convention g + 1 = 1). Le graphe Gp posséde la propriété (T) si, et pour
tout ¢-type 7, il existe une face E de Gp, homéomorphe a un disque et telle

que :

(1) pour tout k € [1, g], les sommets de I'ensemble Si(E) ont un méme
signe e(k),

(2) la fonction ¢ et la restriction de 7 & I'ensemble L(E) des entiers k

tels que Sk(E) # 0, sont égales ou opposées.

On remarque immédiatement qu'un cycle de Scharlemann représente

tout g-type.

APPENDICE

Les théorémes suivants sont des outils usuels de la topologie de dimen-

sion 3 et ont été utilisés dans ’exposé.

THEOREME (3.W. Alexander).— Une sphére différentiablement plongée
dans S3 sépare Sz en deuz variétés homéomorphes d des boules fermées.

Un tore différentiablement plongé dans S3 sépare Sz en deuz variétés
dont Uune est homéomorphe @ un tore plein. ([A], [M], [Schu] ; on peut

d’ailleurs lire “difféomorphe” au lieu de “homéomorphe”.)

THEOREME (C. Papakyriakopoulos).— Soit V une variété de di-
mension 3, de bord bV.

a) Si 11 (bV) — w1 (V) n'est pas injectsf, il exrste un cercle plongé dans
bV dont la classe d’homotopic est 0 dans V et # 0 dans bV (théoréeme du
lacet).

b) Soit C un cercle plongé dans bV, homotope a 0 dans V. Il existe
un disque D plongé dans V tel que C = D'N BV (lemme de Dehn).
¢) Si my(V) # 0, 1l existe une sphére plongée dans V qui n’est pas
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homotope d 0 (théoréme de la sphere). ([Pa), voir aussi [H] ou [Ja].)

DEFINITION.— Une variété V de dimension 3, de bord bV, est une
variété de Haken si elle est compacte, conneze, orientable, irréductible (une
sphére plongée dans V borde une boule), suffisamment grande (elle contient
une surface orientable proprement plongée S telle que m(S) — w1 (V) soit
injectif ).

Le bord bV est incompressible si, pour chaque composante conneze bV;
de bV, Uhomomorphisme w1 (bV;) — m1(V) est injectsf.

THEOREME (F. Waldhausen).— Soient V et V' deuz variétés de
Haken & bords incompressibles. Soit f : (V,bV) — (V',bV') une appli-
cation continue telle que ’homomorphisme m1(f) soit injectsf. Alors ou
bien Uapplication f est homotope, dans les applications de (V,bV) dans
(V',bV"), d un revétement, ou bien V est difféomorphe d un produst Sx[0,1]
et f est homotope & une application dont l'tmage est contenue dans le bord
bv'.

Si w1 (f) est un isomorphisme, f est homotope d un homéomorphisme.

([Wal, 1968, th. 6.1, voir aussi [Ja], X, [He], XIII et [L].)

Les propriétés analogues pour les surfaces sont connues depuis Nielsen.

Elles ont été utilisées tacitement dans cet exposé pour le tore.
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HOMOLOGIE ASSOCIEE A UNE FONCTIONNELLE
[d’aprés A. FLOER]
par Jean Claude SIKORAV

INTRODUCTION

Commencons par rappeler une présentation de la théorie de Morse sur
une variété M de dimension finie :

1) Toute fonction f : M — R peut étre perturbée pour n’avoir que des
points critiques non dégénérés.

Si M est compacte, les points critiques sont alors en nombre fini et
l’'on peut construire un complexe donnant I’homologie de M, de la facon
suivante :

2) C; est engendré librement sur Z par les points critiques d’indice .

3) L’opérateur bord 0 : C; — C;_; est défini par da = Y, m(a,d) b, o
a est un point d’indice z, b décrit les points d’indice : — 1 et m(a, b) compte
algébriquement le nombre de lignes de gradient descendant de a & b pour
une métrique générique.

L’existence du complexe est diie & R. Thom en 1949 [Th] et la des-
cription du bord a S. Smale en 1960 [S], mais sa compréhension a été
renouvelée en 1981 par E. Witten [Wil], motivé par des considérations
physiques. Ce dernier fait jouer le premier réle & 'espace M(a,b) des
lignes de gradient descendant de a & b. C’est génériquement une variété de
dimension ind(a) —ind(b), ce qui se voit classiquement en I’écrivant comme
intersection de la variété stable W°(a) et de la variété instable W*(b). Mais
Witten le considere comme un sous-ensemble de ’espace B(a, b) des chemins

v : R — M reliant a a b, formé des minima de I’énergie E(y) =

f+°° [|’7(t)|2 +|Vf (7(t)) |2]dt. Ces chemins sont aussi appelés “instantons”.

— 00

S.M.F.
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S.P. Novikov [N] a indiqué une généralisation de cette construction
pour une fonction a valeurs dans S! (ou plus généralement pour une forme
fermée non exacte). L’anneau de base du complexe est alors un complété
convenable de Z[t,t™*] (pour tenir compte des différents relevés des points
critiques sur le revétement d’intégration).

La présentation de Witten ouvrait la voie & une généralisation de ce
complexe de “Thom-Smale-Witten” & la dimension infinie, pour des fonc-
tionnelles dont les points critiques ont un indice et un co-indice infini. C’est
ce qu’a fait Floer en 1986-87 dans deux cas particuliers, intéressants a deux
titres tres différents : la fonctionnelle d’aire (ou d’action) en géométrie
symplectique [F2], dont nous dirons quelques mots au §6 (elle mériterait
beaucoup plus !), et la fonctionnelle de Chern-Simons, qui donne naissance
3 l’homologie d’instantons [F3], & laquelle cet exposé sera essentiellement
consacré.

Dans les deux cas, I'indice d’'un point critique est d’abord défini de
facon relative (différence d’indices entre deux points) en utilisant la notion
de flot spectral de [APS III). Un phénomeéne nouveau par rapport a la di-
mension finie apparait : cette différence dépend de la donnée d’une classe
d’homotopie de -chemins entre les deux points (voir 1.5 et 6.1). Pour la
fonctionnelle de Chern-Simons, qui est en fait & valeurs dans S, ceci im-
plique que le complexe est défini sur Z (& la différence de ’homologie de
Novikov), mais qu'il est gradué sur Z/8Z.

Le point sans doute le plus intéressant de la théorie est 'interprétation
des lignes de gradient. Pour la fonctionnelle de Chern-Simons, elles s’inter-
pretent comme des connexions (modulo jauge) autoduales sur R x M (voir
1.4). Une ligne de gradient joint deux points critiques si la connexion
associée est asymptotiquement plate. La fonctionnelle d’énergie est celle
de Yang-Mills : E(A) = [;.,|F(A)°. Rappelons que cette équation
d’autodualité, considérée sur une variété W* fermée, est & la base des
travaux de Donaldson [D1] [D2] [D3]. Son étude sur une variété ouverte a
été commencée par Taubes [Tall.

C’est cette généralisation de ’équation des lignes de gradient qui va
fournir les propriétés les plus intéressantes de I’homologie d’instantons, no-

tamment les propriétés de “Topological Quantum Field Theory” en dimen-
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sion (3+1) : voir [At1],[At2] et [Wi2].

Dans le cas symplectique, ’équation des lignes de gradient s’interpréte
comme celle des courbes pseudo-holomorphes au sens de M. Gromov [Gr]
(voir 6.1).

On se contentera ici d’exposer quelques résultats de cette théorie et
de donner une idée des démonstrations. La seule référence publiée pour
celles-ci reste l’article [F'3], mais nous avons aussi utilisé des préprints de
Jones-Rawnsley-Salamon [JRS] et de Fukaya [Fu]. Signalons que ce dernier
donne une extension des résultats de Floer pour une variété de dimension

trois quelconque.

1. LA FONCTIONNELLE DE CHERN-SIMONS

1.1. Rappels sur les connexions et I’action du groupe de jauge (cf.
[FU], [DK])

Soit M une variété et P — M un G-fibré principal, oi G est un groupe
de Lie. L’espace A(P) des connexions sur P est affine sur Q' (M, ad(P)).
On notera (M, ad(P)) = QL (M) ou @, s'il n’y a pas de risque de
confusion. La connexion a donne une dérivation covariante d, : Q; 4=
QZZI. Le composé d, o d, est la multiplication (en utilisant le crochet dans
'algeébre de Lie) par la courbure F(a) € Q2,. Le groupe d’automorphismes
de P ou groupe de jauge, noté G(P), agit naturellement sur A(P). Son
algebre de Lie s’identifie & Q2 et la différentielle de a — g.a est d, (en
prenant P’action a droite). On note B(P) = A(P)/G(P) le quotient : il
est séparé, et est une variété pres des classes de connexions irréductibles.
L’espace tangent Tj,)B*(M) est Q,/ im d,.

Soit ¢ une métrique riemannienne sur M. En utilisant le produit
scalaire naturel sur su(2) on peut définir opérateur de Hodge *, : 2}, —

Q77" et I'adjoint L2,d* = *d,*, ce qui permet d’ identifier
T B* (M) = ker d C Q5.

Le plus souvent, P sera trivial. Le choix d’une trivialisation permet

alors d’identifier A(P) = Q'(M,g) et l'on a dyw = dw + [a,w]. Le groupe
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G(P) = G(M) est formé des applications de M dans G, et il agit sur
A(P) = A(M) par: g.a = g~ 'dg+g~'ag. De plus, on supposera G = SU(2)
ou SO(3) de sorte que : a irréductible & G, = Z(G) (ou G, = {g € G(M) |
g -a = a} est le groupe d’isotropie et Z(G) le centre) & ker(d,) = 0.

Remarque.— 1l faut travailler avec des espaces de Sobolev pour avoir des
variétés banachiques auxquelles on peut appliquer le théoreme des fonctions
implicites. Par exemple on peut prendre pour A(P) des formes de classe
L? (une dérivée dans LP) et pour G(P) des applications de classe L¥ avec
p> %—dim M pour que G(P) soit formé d’applications continues. Au §2 on

aura besoin de prendre p > dim M pour que A(P) soit formé d’applications
continues.

1.2. Fonctionnelle de Chern-Simons [CS] [APS]

On suppose maintenant M de dimension trois, fermée, orientée, et
G = SU(2). La courbure définit alors une 1-forme sur A(M) : a(a)-u =
Jy tr(F(a) Au). Cette forme est fermée car da(u,v) = Sy tr(da(uAv)) =
i} md (tr(u Av)). Comme A(M) est un espace vectoriel, elle a une primitive
préférée qui est par définition la fonctionnelle de Chern-Simons. Si le fibré

est trivial, on trouve en utilisant la formule pour la courbure :
1 1
CS(a)= | tr(zaANda+-aAaAa).
M2 3

En utilisant Stokes, on trouve la définition originelle, issue de la théorie des

classes caractéristiques secondaires :

CS(a) = 5 /fotr(F(A) A F(4)),

ol A € QL,(M x I), est telle que A | M x {0} =0et A|M x {1} =a.
La courbure étant équivariante sous l’action du groupe de jauge, des-
cend en une 1-forme fermée sur B(M). Elle n’est alors plus exacte. Plus
précisément, en considérant un fibré convenable sur M x S, le fait que
si7tr(F(A) A F(A)) est Uintégrande donnant la deuxiéme classe de Chern

implique
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CS(g-a) = CS(a) + 4n’deg(g).

Donc, si I'on note G,(M) C G(M) la composante connexe de id, formé
des automorphismes de degré 0, et B(M) = A(M)/Go(M), on obtient un

diagramme commutatif

o CS
B(M) — R

I

CS
B(M) — R/4n’Z

Remarque. — Les espaces B(M) et B*(M) ont le type d’homotopie faible du
classifiant B(G(M)/{+id}), donc m;B(M) = ,(G(M)/{£1}) = Z, donné
par le degré, et B(M) est le revétement universel de B(M).

1.3. Points critiques

Par définition, les points critiques de C'S sur A(M) sont les connexions
plates. L’ holonomie donne une identification canonique entre ’espace des
connexions plates modulo jauge et 'espace R(M) = Hom(m M, SU (2))
/conjugaison. Cet espace a été étudié par de nombreux auteurs, en parti-
culier c’est lui qui figure dans la définition de l'invariant de Casson [AM]
[Ma]. Notons qu'’il est compact puisque m; M est de type fini. On note
de méme R*(M) correspondant aux connexions plates irréductibles, ce qui

équivaut a l'irréductibilité de la représentation d’holonomie.

1.4. Lignes de gradient

Si M est munie d’une métrique riemannienne, on peut considérer
*gF(a) € Qg 4(M) comme le gradient L? de C'S sur A(M). Par passage au
quotient, on obtient une section V,CS : B*(M) — TB*(M), ot TB*(M)
est un complété convenable du fibré tangent.

Soit ¢ — a(t) un chemin dans A(M). Notant A la connexion {a(t)} €

Q;4(R x M) (A est “en jauge temporelle”, c’est-a-dire sans terme dt),on a

F(A) = {F(a(t))} + 8a/8t A dt.
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On en déduit que I’équation des lignes de gradient descendantes da/0t +
*UF(a(t)) = 0 équivaut a l’équation d’autodualité
_ 1
F~(4) = 2 (F(4)  +F(4)) = 0,
ol A est la connexion {a(t)} € Q}4(R x M) et la métrique est le produit
dt? xo. Notons quetoute connexion sur Rx M est équivalente modulo G(R x
M) a une connexion A = {a(t)} sans terme dt, ou “en jauge temporelle”.
En effet, posant A = {a(t)} + {b(t) A dt}, il suffit de résoudre 1’équation
différentielle ordinaire g~* %‘tl + g~ 'bg = 0. Ceci prouve en fait qu’on a une

identification naturelle

B(R x M) = A(R x M)/G(R x M) = C®(R, A(M))/G(M)

A fortiori un élément de B(R x M) définit un chemin dans B(M). No-
tons que le caractere elliptique de ’équation d’autodualité modulo jauge
implique qu’il n’y a pas de solution locale & partir d’une condition initiale
arbitraire. Ceci est bien siir lié au fait que le gradient L? n’est pas un vrai

champ de vecteurs.

1.5. Indice d’un point critique [F3] [APS III]

Si M est munie d’une métrique riemannienne, le hessien de C'S en un
point critique [a] € R*(M) s’ identifie & H, = *d,|ker dj. Cet opérateur
est Fredholm d’indice 0 si on le considere de L? vers L}. Considéré comme
opérateur non borné sur L}, il est auto-adjoint & spectre discret et non
borné dans les deux sens.

Ceci empéche de définir 'indice d’un point critique comme le nombre
de valeurs propres < 0 du hessien, mais si [a(t)] est un chemin entre deux
points critiques, on peut définir le flot spectral SF (Hg(t)) comme le nombre
algébrique de valeurs propres qui passent de (< 0) & (> 0). Il ne dépend
que de la classe d’homotopie du chemin et pas de la métrique.

En fait, on aura besoin de traiter aussi les connexions plates réducti-
bles, ott B(M) n’est plus une variété. Pour cela, on remplace H, par le

“hessien équivariant”

D, € End(° @ Q"), (u,v) — (djv,dou + *dav).
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Un calcul simple montre que si a est plate on a ker D, = ker(dalﬂo) &)
ker Hp,). On définit ainsi SF(a, b) € Z pour a, b plates quelconques, nombre
ne dépendant que des classes de a et b dans }?(M ).

En revanche, SF(a,b) n’est défini que modulo 8 sur R(M). Plus

précisément :

PROPOSITION [APSIII].— Si a est plate et g € G(M) on a SF(ga,a) =
8 deg(g).

La preuve de cette proposition repose sur I'identification de SF(ga,a)
avec l'indice de I'opérateur d’autodualité sur le SU(2)-fibré P, — S* x M
défini par g. Rappelons que l'indice sur une variété fermée vaut 8cy(P) —
3(1 - b,(W)+ b, (W)) [FU] [DK].

On peut maintenant définir I'indice d’une (classe de) connexion plate

en utilisant la connexion triviale privilégiée 6 :

DEFINITION.— Si a est une connezion plate on pose ind([a]) = SF(a,b).
Ceci définit ind(a) € Z si o € R(M) et ind(a) € Z sz si o € R(M).

Précisons l'effet d’'un changement d’orientation de M. Comme
CS(—M,a) = -CS(M,a)ona SF(-M,a,b) = SF(M,b,a)—dim ker(D,)+
dim ker(Dy), d’ou

ind(—M,a) = —ind(M,a) — dim ker(D,) + dim ker(Dy) .

Notations Si a,b € R(M), on note B(a,b) € B(R x M) le sous-espace
correspondant aux chemins de a ‘a b dans B(M). Ses composantes connexes
B(a,b;) sont paramétrées par les entiers : dans la classe modulo 8 de
ind(a) — ind(b) (valeurs du flot spectral).

1.6. DEFINITION.— Un point critique [a] € R(M) est non dégénéré s
ker Hy, =0.
(C’est la notion naturelle pour une fonctionnelle équivariante.)

Cette propriété s’écrit ker(d,) N ker(d}) = 0 soit H*(*,d,) = 0 par
théorie de Hodge. Orona H'(Q*,da) = Hyy (M, su(2)) = Hy) (w1, M, su(2))

cohomologies a coefficients tordus par [a] : 7 M — SU(2) (définie modulo

conjugaison). L’espace Hi, (mM, su(2)) est l'espace tangent de Zariski &
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R(M). Donc si [a] est non dégénéré il est isolé dans R(M). Comme R(M)
est compact, il sera fini si tous ses points sont non dégénérés. Notons que,
si a est plate, on a ker(D,) = 0 si et seulement si a est irréductible et non
dégénérée.

La connexion triviale est non dégénérée si et seulement si H'(M;su(2)) =0
soit si M est une sphére d’homologie rationnelle. On a alors dim ker(Dg) =

dim ker(dg) = 3, donc'si a est un point critique non dégénéré on a :
ind (-M,a) =3 —ind(M,a) — dim G,.

Si M est de plus une sphére d’homologie entiére, le seul morphisme réductible
M — SU(2) est trivial : en effet, il prend ses valeurs dans un S C SU(2),
et Hom(m; M,S") = H'(M,S") = 0.

2. PERTURBATIONS [Tad]

2.1. Espace des perturbations

On fixe une 2-forme wq sur D?, & support compact, positive ou nulle et
d’intégrale 1. Pour un plongement S* x D? — M, on définit 7, : B(M) —
R:

7'7(a)=/D2 tr(ha(z))wo

ol hg(z) est Pholonomie de a le long des 4(S* x {z}). Une perturbation
sera de la forme 7 = Y, v;7,, ou v; € R. On définit ainsi un espace II
paramétré par (I',v) ou T est une famille (y1,---,7n) et v € RM. On a

alors la

PROPOSITION.— 1) La fonctionnelle perturbée a les mémes propriétés
que CS (perturbation ”compacte”). En particulier Uensemble critique reste
compact et chaque point critique a un indice dans Z/87Z.

2) §i M est une sphére d’homologie entiére, il eziste 1, -, YN tels que

pour presque tout v € RN les points critiques de C St , sont non dégénérés.

Démonstration.— 1) Clest essentiellement parce que 7, (donc 7), a un
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gradient L? qui est un vrai champ de vecteurs sur.B(M). Il est donné par :
Vo7y(@) = he - (*owo(2)) sur 7(S* x D?), 0 ailleurs.

2) L’hypothése sur M fait que [f] € R(M) est non dégénéré et R*(M) =
R(M) — {[6]}. De plus, la régularité elliptique donne la compacité de

’ensemble (que l'on veut rendre vide)
K= {(a, [u]) € TB*(M) |[a] € R*(M),Hy-u=0 et [ulzs = 1}.

Comme un élément de B(M) est défini par la trace de ’holonomie de tous les
lacets S' — M ayant un vecteur tangent fixe & 'origine, la compacité de K
implique qu'’il existe 71,- -, YN tels que, si 'on pose 7 = (7(,)) : B(M) —
RN, alors dr : TK — RY est injectif sur toute fibre de K. Il en résulte
que lapplication (v,[a]) — V(CS+ < v,7 >) (la]) de RN x B* dans
TB* est transverse a la section nulle, son hessien par rapport a la seconde
variable définissant un opérateur Fredholm d’indice N. Le théoréme de

Sard “classique” permet de conclure (pas besoin de Sard-Smale).

2.2. Interprétation de ’invariant de Casson en théorie de jauge

Rappelons la définition de l'invariant de Casson A(M) pour une sphere
d’homologie entiére de dimension 3 (¢f. [AM], [Ma]) : si M = M, Ug M, est
un scindement de Heegaard de M, c’est la moitié du nombre d’intersection
R*(My) - R*(M3) ou R*(M;) C R*(X) sont les espaces de représentations
non triviales de m; dans SU(2) (modulo conjugaison). Notons que R*(M;)N
R*(M,) = R*(M).

Pour une perturbation m € II générique au sens de 2.1, P’ensemble
R: = crit(CS+m | B*(M)) est fini. De plus & chaque point est associé un
indice indx([a]) € Z/sz, de sorte que (—1)""4=() est bien défini.

THEOREME.— [Tad] La “caractéristique d’Euler”

a(my= Y (-1 ()

[a]eRy
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ne dépend pas de 7, et est égale & 2X\(M). Dans le cas ot R*(M) est
non dégénéré, on a en fait Uénoncé plus précis (R*(My) - R*(Mg))[a] =
(_1)ind(a)”

2.3. Le gradient de CS, donne naissance a une application Fy : A(R x
M) — Q%7 (R x M) qui est une perturbation équivariante de F~. Pour
a,b dans R, on note Mn(a,b) C B(a,b) 'espace des modules de solutions
qui donnent un chemin de a & b. Il se décompose en M(a,b;i) pour

i = ind(a) — ind(b) mod. 8.

3. HOMOLOGIE D’INSTANTONS

3.1. Soit M une 3-sphére d’homologie entiére, munie d’une métrique rie-
mannienne o. Les objets introduits au §2 permettent maintenant de d’éfinir
I’homologie associée & la fonctionnelle de Chern-Simons. Pour cela, con-
sidérons les espaces M(a,b;i) = Myx(a,b;1) et M(a,b;i) = M(a,b;1)/R.
ol a,b € R: et 1 =ind(a) — ind(b)(mod.8). Si a = b on suppose i # 0.

THEOREME 1.— Pour une perturbation w € II générique on a les pro-
priétés suivantes :

a) L’espace M(a,b;i) est une variété lisse orientée de dimension i.
Donc M(a,b;1) est une variété orientée de dimension @ — 1.

b) Si ind(a) — ind(b) = 1 (mod 8), la variété orientée de dimension
zéro M(a,b;1) est compacte, donc on peut définir son nombre algébrique
de points m(a,b)
€z

c) Siind(a) —ind(b) = 2 (mod 8), la variété orientée de dimension un

M(a, b;2) se compactifie de fagon orientée par

OM(a,b;2) = | | M(a,c;1) x M(c, b3 1),
ot ¢ décrit les points d’indice ind(a)—1. Le bord algébrique étant nul, on a
3. m(a, c)m(c,b) = 0. Donc si l'on définit Cy,i € Z/8Z, comme le groupe

abélien libre engendré par les a € RE d’indice 1 et 0 : C; — Ci_y par la
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formule 8a = Y, m(a,b)b, on a &0 8 = 0. Done (C.,0) est un complege,
dont l’homologie est notée H(o,m).
d) Si (o,m) et (o',7') sont deuz choiz admissibles on a un isomor-

phisme canonique de H(o,n) sur H(o',n').
Ceci rend licite la

DEFINITION.— O appelle homologie d’instantons de M, et lon note
I, (M), le groupe abélien Z/sz—gradué H(o, ).
On déduit immédiatement du résultat de [Tad] (cf. 2.2) 1a

Propriété. La caractéristique d’Euler E:=0 (-1)'rg L;(M) est égale au
double de linvariant de Casson AMM).
La dépendance de I'indice envers I'orientation (1.5) donne immédiate-

ment la

Propriété. I,(—M) est dual ¢ I3_ (M) c’est-i-dire engendré par un com-
pleze dual. On a donc un accouplement L(M)® L_.(-M) — Z.
(Cette dualité n’est pas celle de Poincaré mais de la forme de Killing sur
SU(2).)

Dans le reste de cette section on donne quelques indications sur la

preuve du théoréme 1.

3.2. Propriété de variété

Pour prouver le a) du théoréme, on définit d’abord des espaces con-
venables B(a,b). Choisissant des représentants lisses a,b et une connexion
lisse Ag quelconque valant a pour ¢ < —1 et b pour ¢ > 1, on pose
A(a,b) = Aq + L{(QL,) (ou Qg = (R x M)). Cet espace admet une

action lisse de

G(RxM)=
{9 € L3 1o (R x M, 5u(2) | 3¢ € LY(92,) tel que g = exp(¢) si [t] > 1}.

Comme dans le cas fermé, le quotient B(a,b) = A(a, b)/G(R x M) est une

variété, d’espace tangent TiaB = ker d (remarquer que A est toujours
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irréductible). Il est clair qu’il ne dépend que des classes dans R(M) et est
la réunion des B(a, b;1).

Ensuite, Papplication F,. : A(a,b) — QZ:{ passe au quotient par
G(R x M) pour définir une section F : B(a,b) — L(a,b) d’un certain fibré
de fibre Qi’d_. La dérivée covariante DF_'[ 4 : TlgB — L4 s’identifie a la

restriction a ker d% de la différentielle dF,, : Ql, — Qi";.

PROPOSITION.— [APSIII] L’opérateur DF‘[A] est Fredholm, et son
indice est « sur la composante B(a,b;1).
Pour le démontrer supposons pour simplifier 7 = 0. Alors DF'[ A] @ mémes
noyau et conoyau que 9/t + Do) sur un espace de chemins de a a b.
Comme D, et Dj sont non dégénérés I'indice vaut SF(Dg(y)) (fait général).
On acheve la preuve du a) (sauf 'orientation) en montrant que pour
7 générique l'opérateur DF'[ 4] est surjectif, ce qui se fait de fagon analogue
a2.2.
En fait, on doit aussi considérer le cas a ou b sont réductibles, et
pour cela utiliser la théorie de [LM] pour les opérateurs elliptiques sur une
variété non compacte. Celle-ci fait intervenir des objets a décroissance

exponentielle vers les bouts. On obtient alors :

PROPOSITION.— Génériguement M(a, b;1) est une variété orientée s

st a ou b est irréductible, de dimension
dimM(a,b;1) = —dim Gy.

COROLLAIRE. On a M(a,b;i) =0 sii—dim Gy <0 sauf s1 ¢ =0 et
a=b.
(Le corollaire vient de 'action de R.)

On fixe maintenant une perturbation générique en ce sens. En fait
pour simplifier on supposera que m = 0 convient.

Disons quelques mots de 'orientation. L’orientabilité se prouve comme
dans [D1] : il suffit de voir que le fibré déterminant det(ker D F 4®@coker DF|4)
est trivial sur B(a,b). En stabilisant de SU(2) & SU(3), on montre que c’est
la restriction d’un fibré sur B(SU(3),a,b) (analogue de B(a,b) ou l'on a

remplacé SU(2) par SU(3)). Or ce dernier espace est simplement connexe,
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d’ot1 le résultat. Pour faire un choix “cohérent” pour les orientations des
divers espaces, on doit utiliser les constructions de recollement définis en

3.5.

3.3. Le gros morceau de la preuve est la compactification des M(a, b;1).
Celle-ci fait intervenir deux phénomenes distincts :

1) Interprétant les éléments comme des lignes de gradient non paramé-
trées de a a b, celles-ci peuvent “accrocher” des points critiques intermédiai-
res : une suite de telles lignes peut converger vers une réunion finie ¢4, ...4,
ou £; joint ¢; a ¢i+1, avec ¢g = a et ¢, = b. En dimension finie, c’est la
seule possibilité. Une construction de recollement de trajectoires permet
alors de décrire le complémentaire d’un compact dans M(a,b) comme la

réunion disjointe d’ouverts
O(a, ¢y, ...y tn—1,b) = M(a,c1) x Ry x M(c1,¢2)... X Ry X M(cp—1,0)

Les cas particuliers ou la différence d’indice est zéro ou un permettent de
définir le complexe de 'Introduction. Pour une fonctionnelle équivariante
on a des résultats analogues sur le quotient en tenant compte des groupes
d’isotropie des c;.

2) Revenant a M(a, b) et interprétant les éléments comme des (modules
de) connexions autoduales, on a le phénomene d’apparitions de “bulles”,
ou instantons découvert par K. Uhlenbeck [U2]. Pour une variété fermée,
Taubes et Donaldson ont montré que ceci suffit a décrire la compactification.
Sur une variété ouverte, il s’agit d'une compactification faible (convergence
sur tout compact).

Nous allons d’abord préciser le 2) puis montrer qu'’il ne se produit pas
si dimM(a, ) < 8. Pour cela, on considére 'espace M C B(R x M) onnées
par les connexions autoduales dont I'énergie e(A) = f g, s [F(An)|? est
bornée. Cela équivaut a dire que sur la ligne de gradient associée la varia-
tion de C'S(a(t)) reste bornée (rappelons que |F(A)[? = 2(d/dt)(CS(a(t))).
Donc M contient les M(a,b).

PROPOSITION.— 1) Soit [A,] une suite dans M telle que l’énergie

e(An) reste bornée. Alors, quitte & passer d ume sous suite, il existe un
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nombre fini de points xy,---,xr € R x M, des entiers positifs nq,---,ny et
un élément [B] de M tels que, en prenant des représentants convenables,
on ait :

a) A, — B dans C™ sur tout compact de R x M — {zq,---, s}

b) En z; apparait un instanton sur R* d’énergie 87%n;.

k
c) e(B) + 4n? Z n; < limsup e(Anr).
n—oo

=1
2) On a M = Uy 3 M(a,b). De plus, la topologie de chagque M(a,b;1) est

donnée par la convergence sur tout compact (convergence faible).

Démonstration. 1) Le lemme de compacité d’Uhlenbeck [U2] affirme 'exis-
tence de e > 0 tel que, si U C Rx M est un ouvert ot f;; |F(4,)|* < ¢, alors
(en passant a une sous-suite et dans une jauge convenable) A, converge
dans C* sur tout compact de U. En particulier |F(A,)| est uniformément

borné sur tout compact de U. Disons que x € R x M est un mauvais point

si lim inf/ |F(An)|> > € pour tout r > 0. Il est clair qu’il y a au
B(z,r)

n—oo
plus [%] tels points ou e est la borne sur 'énergie. Soient z1,---,z; ces
mauvais points. Alors sur R x M —{z1,---, 2}, |F(An)| est uniformément

borné sur tout compact done [U1] implique 'existence de B € A(R x M —
{1, -+, zk}) tel que a) soit vérifié. De plus on a ¢(B) < e < oo donc [U2]
implique que B se prolonge a R x M, et est clairement auto-duale.

Enfin, choisissons des boules disjointes By, - - -, B centréesen 1, - -, k.
La courbure |F((A,)| reste bornée sur chaque bord 0Bj, et on a M, =

sup |F(A,)| — 400 quand n — oo. Soit ¢, € B; un point ou |F(A,)|

J

est maximum, alors une “renormalisation” convenable transforme
An|B(%j,n,€5n) en une connexion Cjp sur B(0,Rjn) C R*, avec Rj, —
oo et |F(Cjn)| < |F(Cja)(0)] = 1. De plus C; , est autoduale. Donc [Ul]
et [U2] impliquent le b). Le c) est évident.

2) Considérons une suite A + t, ot t, — +oo. D’apres le 1), le
fait que I’énergie tend vers zéro sur tout compact implique qu’une sous-
suite converge faiblement vers une connexion B qui est nécessairement

plate, donc donne un chemin dans R(M). Comme R(M) est discret d’apres
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I’hypotheése de non-dégénérescence, ce chemin est constant. On en déduit

. lig_n a(t) = a € R(M). La propriété sur la topologie se prouve par “boot-
—+o0

strap” elliptique (cf. [FU]).

3.4. PROPOSITION.— On suppose a ou b irréductible et : < 8. Alors
st [A,] une suite dans M(a,b;i) on a les propriétés suivantes en passant
@ une sous-suste. Il eziste cg = a,cq,cq,..,cn = b et des lignes de gradient
Yo € M(ciyciqr) tels que [an(t)] s’approche uniformément de la réunion
des lignes de gradient im(vye) dans B(M). Sii < 4 les ¢ sont irréductibles
pour 1 <1< n—1.
Démonstration. L’énergie est bornée puisque e(Ay) = CS(a) — CS(b) pour
des relevés dans A(M) convenables, qu'on peut prendre fixes puisque ¢
est fixe. Donc on peut appliquer 3.3 ainsi qu’a toutes les suites translatées
[An+1,). Considérons toutes les limites [B] € M non triviales. En utilisant
la finitude du nombre de valeurs critiques dans [C'S(b), CS(a)], il est facile
de trouver une sous-suite ayant un nombre “maximal” de telle limites. Plus
précisément, pour une telle suite les limites se rangent en une suite finie
[Be] € M(ce,ce41),0 <L <n—1,avec fy = a et b, = b. De plus on
peut choisir les relevés c, de sorte que ¢y = a et ¢, = gb pour un certain
g € G(M).

Il faut aussi considérer tous les instantons sur R* qui apparaissent pour
les suites translatées : la borne sur 1’énergie fait qu’il y en a un nombre fini
c1,- - cg. Notons ny,--- ng leurs "charges”. Comme on a pris toutes les

limites possibles on a la formule d’énergie

n—1 k
CS(a) - CS(b) =) (CS(ce) — CS(ce-r)) + 4n? > n,.
(=0 Jj=1

En utilisant les formules CS(ga) — CS(a) = 4n’deg(g), ind(ga) —
ind(a) = 8 deg(g) et i = ind(a) — ind(b) — dim G, il vient la formule

d’indice
n—1 n—1 k
i=) e+ Y dimG, +8Y nj,
£=0 =1 J=1

ouz¢ = ind (c¢) —ind (cey1) —dimG,,. Or d’aprés 3.20onaip > 1 donci < 8

on a k = 0. La convergence de a,(t) est alors diie au fait qu’on apris toutes
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les limites possibles (raisonner par l’absurde). Si i < 4 lirréductibilité de
c¢ résulte de la formule d’indice.

Remarque Notre le role capital joué par la proportionnalité entre la différence
d’indice et la variation de la fonction (“monotonie”, pour employer le lan-
gage de [F4]). C’est ce qui fait que chaque bulle “coiite” de l'indice, donc

peut étre évitée sous certaines hypotheses.

3.5. Faisant ¢ = 0 dans la proposition 3.4, on a forcément n = 0 donc la
proposition 3.3.(2) donne la compacité. Pour prouver le ¢) du théoreme,
et plus généralement pour donner une description de l'infini de M(a,b)
analogue & la dimension finie (cf. 3.2), il faut définir une construction de
recollement de trajectoires donnant un difféomorphisme local (dans le cas

de deux trajectoires)
(%) M(a,c;1) x Ry x M(ce,by5) = M(a,b;i+ j).

Ceci se fait par une construction analogue & celle de Taubes [Tal] [Ta2] en
définissant d’abord une connexion “presque” autoduale puis en en utilisant

le théoreme des fonctions implicites pour la rendre autoduale.
3.6. Preuve du d)

Pour prouver l'indépendance de ’homologie par rapport aux choix, on
construit un morphisme C(a,7) — C(co’,7') en considérant une métrique
¥ sur R x M qui vaut o pour t < 0 et ¢' pour ¢ > 1. Supposant pour sim-
plifier 7 = 7' = 0 on définit 'espace de modules M,(a,a') des connexions
autoduales reliant a & a’, oi a,a’ € R*. Il se décompose en Mx(a,a’;1) ot
i est un relevé de ind (a) — ind (a').

Des raisonnements tout a fait analogues aux précédents montrent que
Ms(a,a';i) est génériquement une variété orientée de dimension iz, qui
est compacte si i = 0. Notons qu'il n’y a plus d’action de R, de sorte
que Mx(a,a';0) n’a pas de raison d’étre vide. Ceci permet de définir
ms(a,a') € Z et le morphisme ¢z : C(a) = C(c') par ¢(a) =
Y. ms(a,a)od'.

Reste a montrer :
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1) C’est un morphisme de complexes, soit 80 s — pw 0 8" = 0. Ceci

résulte de la compactification de Myx(a,a’;1) par

OM(W,a,d’;1) = L] M(a,b;0)x Mx(b,a')— I_I Ms(a, b )x M(¥',a).

bER: MER?,

2) Le morphisme induit en homologie est indépendant du choix de .
Pour cela, on considere une famille & un parametre £x,0 < A < 1 reliant £

a Y, et 'on pose
K(a,a') = {(A,X) | 4 € Ms, (a,a)} C BR x M) x [0,1]

Cet espace se décompose en /\;l(a, a';1). Génériquement ./\;l(a,, a';i). est une
variété orientée de dimension i + 1, compacte si i = —1. Donc M(a,a’; —1)
permet de définir un morphisme H : C — C’' de degré —1, de plus la
compactification de /\;i(a, a';0) donne une homotopie de chaines entre les
morphismes associés a ¥ et ¥'.

3) C’est un isomorphisme : ceci vient d’une formule de composition
YsSp = Pyes pour une métrique Lr qui vaut %(t + R) pour ¢ < 0 et
Y'(t + R) pour t > 0, R étant assez grand.

Remarques 1) En dimension finie cette méthode est nouvelle (me semble-t-
il) : d’habitude on prouve que ’homologie est celle de la variété sans com-
parer directement deux choix. Il serait intéressant de décrire le morphisme
en termes d’accidents (naissance ou mort de points critiques, attachement
d’anses). Elle devrait pouvoir s’appliquer a I’homologie de Novikov.

2) Cette construction se généralise pour associer a un cobordisme entre

deux spheéres d’homologie un morphisme de I, (M) vers I.(N) (voir 4.2).

4. THEORIE DE JAUGE SUR UNE VARIETE OUVERTE DE
DIMENSION QUATRE |[At1]

4.1. Espaces de modules

Soit W* une variété ouverte orientée connexe. On supposera toujours

que W est intérieur d’une variété compacte, de sorte que le “bout” de W
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a la forme ooy =0, +00[x W, otr OW est une réunion finie de variétés M?,
1 < j < N. On la munit d’'une métrique ow qui est un produit sur le bout.
On dira que la variété est “a bouts cylindriques”. Notons que Taubes [Ta3]

utilise la notion plus générale de variété a bouts périodiques.

On peut définir un espace Iy de perturbations G(W)-équivariantes
Fr: AW) — Q% (W) de l'opérateur d’autodualité qui étendent les per-
turbations déja définies sur les bouts. La construction est analogue a celle

de 2.3.

On va étudier I'espace des solutions de Fr(A) = 0 modulo l'action de
G(W). Pour avoir une théorie intéressante, c’est-a-dire trouver des espaces
de dimension finie, on se restreint aux solutions d’énergie finie. D’apres
3.3, cela revient a exiger que sur chaque bout le chemin de connexions

associé tende vers un point critique de C'Sy;. On définit ainsi des espaces

de modules

M(W,a) = M(W,ay,---,an)

ot aj € Ry;. Variante. Il est souvent conceptuellement important de
diviser le bout cow en une partie positive oo, =]0, +oo[xdtW et une
partie négative ooy, =] — 00,0[xd~ W., commme on 'a fait pour R x M.
En particulier si W et dTW sont non vides et connexes, W — ocow est
alors un cobordisme de 8~ W a 07 W. On définit alors de fagon évidente
les espaces M(W,a™,a"). Notons que 9~ W est munie d'une orientation

opposée a celle habituelle.

On suppose dorénavant que les ensembles critiques Rr; sont non dégéné-
rés. Rappelons que si les M sont des spheres d’homologie entiere cette
propriété des m; est générique. D’un autre coté, elle implique que les M;
sont des sphéres d’homologie rationnelle. Notons b(W) = dimH {(W;R)
et by (W) lindice de la forme d’intersection sur H?(W;R), qui est bien

définie dés que W est une réunion de spheres d’homologie rationnelle.

PROPOSITION.— On suppose que les Ry, sont non dégénérés et que
Vun des a; est irréductible. Alors pour une perturbation myw étendant (75)

et générique, Uespace M(W,a) se décompose en variétés lisses orientées
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M(W,a;1) de dimensions
N
dimM(W, a;i) = i +3(N =14+ by(W) = b7 (W)) = ¥ dimG,,
j=1

oui=— Ejvzl ind(a;) mod. 8.

Si 'on distingue un bout positif et un bout négatif, il faut pour trou-
ver la dimension se rappeler que les M. ;j sont des spheres d’homologie ra-
tionnelle, de sorte qu’on a ind(—Mj,a;) =3 —ind(Mj, a;)). En particulier,

si "W et 0TW sont non vides et connexes, on a
dimM(W,a™,a%;1) = 3(by (W) — by (W) — dim G,..).

Notation. On note M(W,a); la partie de dimension i de M(W, a) si elle

existe.

4.2. Définitions d’invariants. Foncteur sur les cobordismes

Des raisonnements tout a fait analogues a ceux du §3 donnent le

THEOREME 2. On suppose que les M; sont des sphéres d’homologie
entiére. Alors pour (ow,mw) générique on a les propriétés suivantes :
a) Chaque M(W,a)y est compacte. On peut donce définir m(W,a) € Z.
b) Chaque M(W,a), peut étre compactifiée comme variété orientée en

luz ajoutant

OM(W,a)y = || M(W,b)o x M(b,a),,
b

ou b = (b;) décrit HJ- Rr; et M(b,a)o = H]’ M(bj,a;).. Donc Uélément
2(W) de ®j:iv C(n;) défins par

2(W) = Z m(W,a)a; ® ... @ ay

a

est un cycle.
¢) La classe d’homologie de z2(W) ne dépend pas de ow, .
On définit ainsi z2(W) € L(OW) = ®j:iv L.(Mj). Si les homologies

I.(Mj) sont sans torsion (on n’a aucun exemple ol ce n’est pas le cas, cf.
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le §5), on ne perd rien par rapport au théoreme. Si 'on distingue un bout
positif et un bout négatif, la classe z(W) permet de définir un morphisme
ow : L(0"W) — I,(0"W). Si les deux bouts sont connexes, il est de degré
3(by(W)—b; (W). Une construction de recollement convenable donne alors :
THEOREME 3.— L’application W — ow est fonctorielle pour la com-
position des cobordismes : s W =UV on a pw = pveu.

4.3. Relations avec les variétés fermées

Considérons une variété fermée W* simplement connexe, admettant
une décomposition W = U Ups V out M est une sphere d’homologie entiere.
Un théoreme de Freedman et Taylor [FT] donne une telle décomposition
différentiable pour toute décomposition algébrique de la forme d’intersection.
Par ailleurs, un théoréme de Freedman dit qu’on a toujours (sous ’hypothese
algébrique) une décomposition topologique en somme connexe le long d’une
sphére. Donaldson [D4] a défini des invariants qui donnent une obstruction
3 lexistence d’une décomposition différentiable. Dans un travail en cours
(décrit par Atiyah dans [Atl]), il raffine ce résultat en décomposant ces
invariants dans I’homologie de Floer de M.

Les invariants sont toujours obtenus en comptant le nombre de points
d’un espace de modules de dimension zéro. Décrivons le plus simple, que
nous noterons z(W) (c’est I'extension naturelle du cas a bord). Pour cela,
rappelons que si P — W est un SU(2)-fibré, 'espace M(P) des modules de
connexions autoduales est génériquement une variété orientée de dimension
n(k) = 8k — 3(1 + by (W)) [FU] [DK]. S'il existe k tel que n(k) = 0, elle
est compacte ce qui fournit z(W) € Z qui est un invariant de W. Sinon on
pose z(W) = 0.

Le résultat suivant (implicite dans [F'4]) se démontre sans doute comme
le théoréme 4 : si W* (fermée simplement connexe) est la réunion U Up V

le long d’une sphére d’homologie entiere, on a
(W) =< 2(U), 2(V) >

ot1 'on utilise la dualité entre I, (M) et I(—M).
En général, Donaldson décrit un moyen de trouver des espaces de mo-

dules de dimension zéro en imposant des conditions supplémentaires sur
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les connexions. Il obtient ainsi, sous '’hypothése que b; (W) est impair
et > 1, des polynomes pw g : Hy(W;Z) — Z, de degrés d assez grands.
Pour une variété dont le bord est une sphére d’homologie, on obtient des
polynémes pwq a valeurs dans I,(OW). Pour une décomposition W =
U Upm V comme ci-dessus (et sous certaines conditions supplémentaires a

préciser), le résultat annoncé dans [Atl] est alors :

PW,d = Z PW,¢ - PW,d—¢,
¢

en utilisant la décomposition Hy(W) = Ho(U) @ Ho(V).

5. AUTRES RESULTATS [FS] [01] [F5]

5.1. Pour l'instant, les seules variétés pour lesquelles I.(M) a été calculé
sont les spheres d’homologie qui sont des fibrations de Seifert [F'S] [O1] :
pour ces variétés la fonctionnelle C'S|B*(M) est non dégénérée au sens de
Bott, donc R*(M) est une réunion finie de variétés connexes compactes. De
plus toute fonction de Morse f sur R*(M) permet de construire une pertur-
bation 7 telle que les points critiques de CS;|B*(M) sont non dégénérés,
en bijection avec ceux de f, avec une formule explicite reliant les indices
des points critiques des deux fonctions : cette formule est de la forme
indx(a) = inds(a) + (entier pair). (la preuve repose sur [APSIII)). Enfin
on peut montrer par diverses méthodes que R*(M) admet toujours une
fonction de Morse n’ayant que des points d’indice pair. En mettant ensem-
ble ces résultats, on obtient que I,(M) est concentré en les indices pairs
et est libre sur les points critiques. De plus tout est algorithmiquement

calculable.

5.2. Récemment Floer [F5] a indiqué une méthode qui semble donner un al-
gorithme de calcul de I, (M) sur le modéle de celui qui existe pour 'invariant
de Casson, c’est-a-dire en décrivant M comme obtenue par chirurgie sur
un entrelacs dans S°. En tout cas ses constructions expliquent de nou-
veau pourquoi la caractéristique d’Euler est paire, c’est-a-dire pourquoi

I'invariant de Casson est entier.
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L’idée de départ est de décrire le morphisme @w : [[M) — L (N) si N
est obtenue par chirurgie sur un nceud K C M. Floer décrit un diagramme

commutatif exact

I*(M) I I*(N)

I,(I=K)

Dans ce diagramme, M — K est 'unique variété ayant I’homologie de
S x S% que I'on peut obtenir en recollant un tore solide au complémentaire
du nceud. Le groupe I'(M — K) est une homologie d’instantons obtenue
& partir du S0(3)—fibré non trivial sur M — K. La construction de cette
derniere utilise 'inexistence de connexions réductibles. Elle est graduée sur
Z/4Z ( = 2Z/8Z dans le diagramme), ce qui implique la conservation de
la parité de la caractéristique d’Euler.

6. HOMOLOGIE SYMPLECTIQUE

Soient (V,w) une variété symplectique et L, L' C V deux sous-variétés
lagrangiennes. L’étude de l'intersection L N L' est motivée par les conjec-
tures faites par V.I. Arnold dans les années 60 (voir [Ar]). L’une d’elles
énonce qui si L et L' sont fermées et hamiltoniennement isotopes et sous
certaines hypotheses supplémentaires, par exemple [w] | m2(V, L) = 0 cette
intersection a au moins autant de points qu’une fonction sur L a de points
critiques : #(L U L") > ¢(L). En particulier, si (P,w) est une variété sym-
plectique compacte et ¢ € Dif f(P,w) un difféomorphisme hamiltonien,
Arnold conjecture que les points fixes de P, qui sont en bijection avec
ApN(tdxp)(Ap) ou A, C Px P est lagrangienne pour la structure w®(—w),
vérifient : #Fiz(P) > ¢(P). Les travaux de Floer [F2] et [F4] donnent a
ce jour les résultats les plus généraux connus sur ces questions. Comme
on va le voir, ils sont basés sur la définition d’une homologie sur le modele
mentionné dans I'Introduction. L’analogue de I’équation d’autodualité est

celle des courbes pseudo-holomorphes de M. Gromov [Gr].

136



(733) HOMOLOGIE ASSOCIEE A UNE FONCTIONNELLE

6.1. Définissons d’abord la fonctionnelle d’aire, dont les points critiques
seront les points de LN L'. En fait on va voir qu’on a en général une 1-forme
fermée, qui sous certaines hypotheéses admet une primitive a valeurs dans

R ou dans S?.

L’espace fonctionnel B = B(V, L, L') est celui des chemins v : (1,0,1) —
(V,L,L'"), et la 1-forme annoncée est définie par a(y) - € = fol w(&,7)dt.
Un vecteur tangent £ € T,B est bien sir un champ de vecteurs sur V le
long de 7. Cette 1-forme est fermée car elle admet une primitive locale
(v)= wa ou R est un petit rectangle quelconque entre vy et v : la prim-
itive est bien définie car w est fermée et L, L' lagrangiennes. Pour voir
si a est exacte, notons que le groupe fondamental de B est isomorphe a
[S! x I,8' x 0,5 x 1;V, L, L'], le morphisme [a] : 718 — R étant donné
par lintégration de w. On en déduit par exemple que « est exacte si L' est

hamiltoniennement isotope & L et si [w] | mo(V,L) = 0.

Les zéros de a sont les chemins constants dans LN L'. Si LN L' est
discret, ce qui est le cas si L et L' sont transverses, on a donc une bijection
crit(a) «— LN L'. De plus on peut toujours munir (V,w) d’une structure
presque kahlérienne, c’est-a-dire d’une métrique <,> et d’une structure
presque complexe J telles que w(X,Y) =< JX,Y >. 1l est alors clair que
le gradient L% est V(y) = —J4. Donc une ligne de gradient u — 7, est
donnée par ’équation 07, /0u = —J%., ce qui s’écrit OI'/0t = JOI'/Ou en
notant v,(¢) = I'(u, ). Autrement dit, I'(u + i) est pseudo-holomorphe sur
R +i[0,1] C C.

L’indice d’un zéro de a est encore donné par le flot spectral du hessien.
Cette fois il s’exprime en termes homotopiques : un chemin entre deux
points critiques donne naissance & une application D? — V qui envoie
le bord inférieur dans L et le bord supérieur dans L'. On obtient donc un
fibré symplectique sur D? muni de deux sous-fibrés lagrangiens sur les deux
moitiés du bord. Dans cette situation, on peut définir un indice de Maslov

[V] qui est justement le flot spectral [F1].

Par une construction analogue a celle exposée dans I'Introduction,
Floer construit une homologie I(V, L, L') sous certaines hypotheses [F2]
[F4]. Par exemple :
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THEOREME [F2].— i L' est hamiltoniennement isotope d L et s1
7o(V,L) =0, I.(V,L,L") est bien défins et est isomorphe 4 H.(L).

Remarque. Floer n’énonce ses résultats qu’avec des coefficients Z/2Z mais

il n’y a sans doute pas de difficultés & orienter les espaces de modules pour

avoir des coefficients Z.

6.2. Il y a une relation entre '’homologie d’instantons et ’homologie
symplectique, expliquée par Atiyah dans [Atl]. Si M3 est une sphére
d’homologie avec un scindement de Heegaard M = M; |Jg M2, on a vu
au 2.2 que R(M) = R(M;) N R(M;) C R(X). Or le fait que ¥ est une
surface implique que R(X) est une variété symplectique, non singuliére
prés des connexions irréductibles [Go]. De plus les R(M;) sont deux sous-
variétés lagrangiennes. Donc ’homologie d’instantons est basée sur les
points d’intersection de deux sous-variétés lagrangiennes (en supposant
pour simplifier que cette intersection est transverse). Le probléme est que
ces variétés sont singuliéres, et que si 'on enléve la singularité elles ne sont
plus compactes. Atiyah demande si I’homologie symplectique peut malgré
tout étre définie, et donner ainsi une nouvelle interprétation de ’homologie
d’instantons. Notons que les fonctionnelles de Chern Simons et d’action

symplectique ont les mémes points critiques mais que leurs lignes de gra-

dient sont différentes.
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POLYNOMES QUADRATIQUES ET
ATTRACTEUR DE HENON

par Jean-Christophe YOCCOZ

0. INTRODUCTION

Nous énongons (§1) trois résultats importants sur les systémes dy-
namiques démontrés ces derniéres années. Ces résultats sont, grosso modo,
du type suivant : dans certaines familles d’applications (polynémes quadra-
tiques, fractions rationnelles, famille de Hénon), on a, avec probabilité po-
sitive sur les parametres, une dilatation exponentielle (non uniforme) en

dépit de la présence d’une zone “critique” fortement contractante.

Nous indiquons ensuite (§2, 3, 4) le contexte dans lequel se situent ces

résultats.

La méthode de démonstration est commine aux trois résultats (bien
que les difficultés techniques soient de degré trés varié) : aprés avoir garanti,
par une bonne localisation des paramétres, une forte dilatation pour les pre-
miers itérés, on montre qu’avec forte probabilité dans la zone de paramétres
considérée, les retours dans la zone critique, qui sont inévitables, ne sont
ni trop précis ni trop fréquents pour détruire la dilatation acquise. C’est
une récurrence assez compliquée sur le nombre d’itérations, mais dont le
principe semble extrémement fécond, et devrait, une fois bien compris, ou-

vrir la voie a de nombreux autres résultats significatifs.

Nous esquissons au §5 une démonstration du résultat le plus simple,
et indiquons au §6 quelles sont dans les deux autres résultats les difficultés
supplémentaires rencontrées.

S.M.F.
Astérisque 201-202 - 203 (1991) 143
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1. LES RESULTATS

1.1. Pour a € R, nous considérons l’itération du polynéme quadratique
réel :

P,(z) = z? + a.

Pour a < %, nous notons f, le plus grand point fixe de P,.

THEOREME 1. [M. Jakobson] ([1], [2], [3], [4]).— Soient 1 < A < 2 et
6 > 0. Il existe ag €] — 2, %[ et un ensemble A C [—2,ao] possédant les
propriétés sutvantes :
a) |A| 2 (1 - é)(a0 +2) ;
b) Soita € A ;
(i) on a |DP}(a)| > A", pourn > 0 ;
(ii) pour presque tout x € [—f,,B,), i existe c(z) > 0 tel qu’on ast :

|DP}(z)| > e(z)\" pour n > 0;

(iii) le polynome P, posséde une (unique) mesure tmvariante ergodique
absolument continue par rapport d la mesure de Lebesgue.
La propriété b) (iii) implique qu’il existe une fonction positive h, €
LY([-Ba, Ba]) telle qu'on ait, pour —f, < s < t < B, et presque tout
z € [—fa, Ba] :

1 t
Lim 5 # (0 € 0N, PX@) €t} = [ hafuidu,

La propriété b) (ii) signifie que I’exposant de Lyapounov, et donc aussi
I'entropie métrique, de P, relatif & la mesure de (iii) est au moins égal a

Log A.

1.2. Pour d > 2, considérons ’espace R4 des fractions rationnelles irréduc-
tibles de degré d. C’est un ouvert de Zariski de CP(2d+1). Chaque fraction
rationnelle R € R, définit une application holomorphe de C = C U {oo}

dans lui-méme.
On dit qu’une fraction rationnelle R est strictement prépériodique si

tout point critique de R a une orbite finie mais n’est pas périodique.
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THEOREME 2. [M. Rees] ([5]).— Il eziste une partie A de Ry ayant les
propriétés survantes :

a) A est de mesure positive (pour la classe de la mesure de Lebesgue sur
Ra) et toute fraction rationnelle strictement prépériodique est un point de
densité de A ;

b) Soit R€ A ;

(i) il eziste A = A(R) > 1 et pour presque tout z € C un réel ¢(z) >0
tels que :

|7z R"|| = c(z) A" , Vn2>0;

(ii) R posséde une mesure invariante ergodique absolument continue

par rapport d la mesure de Lebesgue.

D’aprés b) (i), I'ensemble de Julia de R € A est égal a C.
1.3. La famille de Hénon ([6], [7]) est définie par :
Poy(z,y) = (z* +a+y,bz) , a,beR.

Pour b = 0, P, ; dégéneére en le polynéome quadratique P, sur R x {0}. Pour
b# 0, P, est un difffomorphisme de R?, de jacobien constant égal & —b.
Pour a < 1 (1 — b)?, notons @, la plus petite racine de 2% + a + (b —

1)z =0et pap = (Qayp, bagyp) le point fixe de P, correspondant.

THEOREME 3. [M. Benedicks, L. Carleson] ([8], [9]).— Soient 1 < A <
2, et & > 0. Il exsste ag € [—2,0], by > 0, et, pour 0 < |b| < by, un ensemble
Ap C [—2,a0] ayant les propriétés suivantes :
) [4s] 2 (1= 6)(ao +2)
b) Soient 0 < [b| < by, a € Ay ; notons A = Ay Uadhérence de la variété
instable du point fize hyperbolique p,p de Py ;
(i) on a A C [-3,3] x [-3b,+3b] ;

(ii) 1l existe un point zg € A, d’orbite dense dans A, vérifiant
IDPy(20]| 2 A" , Vn2>0;
(iii) sl eziste un owvert non vide U C R? tel qu’on ait :

Lim d(Py(z),A) =0

n—+oco
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pour tout ¢ € U.

Ce théoréeme représente un progreés majeur dans la compréhension des
difféo-morphismes dissipatifs des surfaces (¢f. §4). On aimerait obtenir
dans la partie b) une information plus complete, du type de celle contenue
dans les parties b) des théoremes 1 et 2.

2. POLYNOMES QUADRATIQUES

2.1. Pour @ > , on a Lim,_. 1 P;'(z) = +0o pour tout réel z.
Pour a < %, notons K, 'ensemble des réels  dont ’orbite par P, est

bornée. On a :
I{a - {ﬂnZO Pa_n([_lga’ ﬁa])} .

Pour a < —2, on a P,(0) = a < —f, ; il est élémentaire de voir qu’il
existe un homéomorphisme h, de {0,1}N sur K, qui conjugue le décalage
o & P, g, L’ensemble de Cantor K, est dilaté par P, :dc >0, A > 1 tels

que :

Ve € K, , Vn >0 |DP}(z)| > cA".

La dimension de Haussdorff de K, dépend analytiquement de a €
] — 00, —2[ ([10]) ; on contréle trés bien dans ce cas tous les aspects de la

dynamique de P,.

2.2. Sia € [—2,%] = J, on a K, = [—f4,3.). Notons D I'ensemble
dénombrable discret des valeurs de a pour lesquelles le point critique 0 est
périodique.

Soient ay € D, et r la période de 0 pour P,,. Il existe un intervalle
ouvert I(ag) =lag,af[C J, contenant ag, et une application analytique
a® : I(ag) — R vérifiant les propriétés suivantes :

(i) pour a € I(ag), a*(a) est un point périodique de Py, de période
n;

(ii) @*°(ag) =0 ;

(iii) lapplication a — DP?(a*°(a)) est un difféomorphisme analytique

croissant de I(ag) sur | — 1, +1[.
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Pour a € I(ag), posons

W, = {z € R, Limj_.oo P"(z) = a®(a)},
Vo="0 P7(Wa), Jo = Ko Vo

Les parties V,, W, sont ouvertes, les points 0 et a®°(a) appartiennent a la
méme composante connexe de W,, et le compact J, est dilaté par P,.

Au voisinage de l'orbite périodique de a®°(a), la famille P, présente
une bifurcation de type flip (doublement de période) en ay , et de type flip

ou selle-nceud en ag.

2.3. La conjecture principale concernant la famille quadratique réelle est :

CONJECTURE.— L’ouvert U, epI(ag) = H est dense dans J.

Pourae J,a ¢ Uaoe—DI(—aD, toutes les orbites périodiques de P, sont
répulsives. Mais K,, contenant le point critique, ne peut évidemment pas
étre dilaté par P, dans le sens de §2.1.

Le théoréme de Jakobson montre que H n’est pas de mesure de Lebesgue
pleine dans [—2, ﬂ

On dit que P, (avec a € J) vérifie la condition de Misiurewicz si l’orbite
postcritique (P;'(0))n>1 n’accumule pas 0. Le polynéme P, vérifie alors la
conclusion b) du théoréme 1 ([11]) (pour un certain A > 1). Cependant la

condition de Misiurewicz n’est presque jamais vérifiée par P,.

2.4. Soit ag € D, n la période de 0 pour P,,. Il existe un réel a; < ay,
une application continue B4, : J — RT et un homéomorphisme ¢,, :
J — J(ap) = [ay,af] tels que pour tout a € J, les restrictions Pk, et
P;'ao(a) J{=Bag (a),8ay (a)] SOI€NE topologiquement conjuguées ( [35]). Le réel ay
est déterminé par ces propriétés.

Une valeur a € J(ag) du parameétre est dite n-renormalisable. Une
valeur a du parametre est dite infiniment renormalisable (on note a € R*®)
si elle est n-renormalisable pour des entiers n arbitrairement grands. Elle
est infiniment renormalisable de type constant (on note a € R%) si elle est
ni-renormalisable pour une suite (nz)r>o d’entiers vérifiant Supgs nk+1

n,:1 < +o00.
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D’apres les travaux de Sullivan ([12], [13]), on posséde un bon contréle
de la dynamique de P, lorsque a € R. En particulier, tout point de RY®
est adhérent a H.

D’autre part, on sait ([14]) que H U R® = J. Pour démontrer la
conjecture 2.3, il reste a voir que toutes les composantes connexes de R*
sont des points.

Les questions suivantes semblent intéressantes : soit A = (J—R®Ugqep
m) : d’apres le théoréme 1, A est de mesure positive ; est-il vrai que, pour
presque tout a € A, P, posséde une mesure invariante absolument continue
par rapport a la mesure de Lebesgue 7 qu’on ait Liminf, 4o |DP ()Y >

1 pour presque tout = 7

[On conjecture par ailleurs que R* est de mesure nulle, ce qui impli-

querait évidemment la conjecture 2.3.]

2.5. Le théoréme 1 a été étendu a des familles d’endomorphismes plus
générales que la famille quadratique ([15]).

Dans une autre direction, M. Benedicks et L.S. Young ont prouvé une
version du théoréme 1 concernant litération de perturbations aléatoires

d’un polynéme quadratique [16].

3. FRACTIONS RATIONNELLES

3.1. Soient d > 2 et R : C — C une fraction rationnelle (irréductible)
de degré d. L’ensemble de Julia Jg est le complémentaire dans C du plus
grand ouvert Ug sur lequel la famille (R™)n>0 est normale.

C’est une partie compacte, non vide, totalement invariante (R~ '(Jr) =
JR), égale a C ou d’intérieur vide. Les points périodiques répulsifs de R y
sont denses.

L’ensemble de Julia joue, pour l'itération de J, le role de I’ensemble

limite d’un groupe kleinien. Rappelons la :
Conjecture 1.— Si Jr # C, Jr est de mesure nulle.

3.2. Une fraction rationnelle R € R4 est dite hyperbolique si aucun des
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points critiques de R n’appartient a Jg. L’ouvert Ug est alors constitué
des bassins des orbites périodiques attractives de R (celles-ci sont en nombre
fini, non nul) ; ensemble de Julia Jg est dilaté par R (¢f. §2.1), donc de
mesure nulle dans ce cas.

Pour la description des composantes connexes de Ug lorsque R n’est
plus nécessairement hyperbolique, voir[17], [18].

Une fraction rationnelle Ry est structurellement stable s’il existe un
voisinage U de Ry dans R4 tel que tout R dans U soit topologiquement
conjugué a Ry.

Une fraction rationnelle Ry est J-stable (ou Q-stable) s’il existe un
voisinage U de Ry dans R4 tel que, pour tout R dans U, R et Ry soient
topologiquement conjugués au voisinage de leurs ensembles de Julia.

Une fraction rationnelle hyperbolique est J-stable. La deuxieme con-

jecture importante dans le sujet est :

Conjecture 2.— Une fraction rationnelle J-stable est hyperbolique.

On sait qu’une fraction rationnelle R J-stable qui ne serait pas hyper-

bolique doit vérifier Jgp = C.

3.3. La conjecture précédente est a rapprocher du résultat fondamental de
Mané-Sad-Sullivan ([19]) : les fractions rationnelles structurellement stables
(ou J-stables) forment un ouvert dense de Rq.

Le théoreme de M. Rees implique que les fractions rationnelles qui
ne sont pas structurellement stables forment une partie de Ry de mesure
positive. On peut risquer la question (optimiste) suivante : est-il vrai que
presque toute fraction rationnelle R € Ry soit structurellement stable ou

vérifie la conclusion b) du théoréme 2 7

3.4. M. Rees obtient en fait la conclusion plus précise suivante (il existe
de méme une version analogue du théoréme de Mané-Sad-Sullivan). Soit
(Ra)aea une famille holomorphe de fractions rationnelles ; on suppose qu'’il
existe A\g € A tel que R, soit strictement prépériodique, et que la famille
(Rx) vérifie en Ag la condition de transversalité suivante :

Pour tout point critique ¢(\) de Ry, soient k,n des entiers > 0 tels que
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R, (e(M)) = RE™ (M) s on a

Dx(R§(e(A) = Ry (e(M)))ja=2o # 0-

Alors, Ay est point de densité d’une partie A C A de mesure positive

constituée de paramétres A € A pour lesquels Ry vérifie la conclusion b) du

théoréme 2.

3.5. Fornaess et Sibony ([20]) ont démontré une version du théoréme 2

concernant l'itération de perturbations aléatoires d’une fraction rationnelle.

4. LA FAMILLE DE HENON. BIFURCATIONS HOMOCLI-
NIQUES

Nous indiquons ci-dessous le réle de la famille de Hénon (et ses générali-
sations) dans I’étude des difféomorphismes polynémiaux de R?. Nous ex-
pliquons ensuite comment le résultat de Benedicks-Carleson (généralisé par
Mora-Viana) s’inscrit dans la compréhension de la dynamique des difféo-

morphismes (dissipatifs) des surfaces.

4.1. Difféomorphismes polynémiaux de R? [21]

Notons G le groupe des difféomorphismes polynomiaux de R2, Ale
sous-groupe des automorphismes affines, S le sous-groupe (résoluble) cons-

titué des difféomorphismes de la forme :

(z,y) — (az +p(y), BY +7),

avec (o, B € R*, v € R, p € R|z]).
Le groupe G est isomorphe au produit amalgamé de A et S le long de

AN S ([22)).

Une application de Hénon généralisée est un difféomorphisme polynémial

de la forme :
(z,y) = (p(z) +y,bz),

avec b € R*, p € R[z], d°p > 2.
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THEOREME (Friedland-Milnor).— Tout difféomorphisme polynémial de
R? est conjugué dans G a :

e ou bien un élément de AU S ;

o ou bien la composition Hyo---0 H,, (m > 1) d’applications de Hénon
généralisées Hi(z,y) = (y + pi(z), biz).

La dynamique des difféomorphismes de 4 U S est élémentaire et sans
grand intérét. Dans le second cas, la décomposition Hy o -+ o H,,, est
essentiellement unique : en particulier, 'entier m et les degrés d; des
polynémes p; sont parfaitement déterminés. L’étude dynamique de la
famille de Hénon constitue donc le premier cas non trivial de la dynamique
des difféomorphismes polynémiaux de R? : le cas général consiste en 'itéra-

tion cyclique d’'un nombre fini d’applications de Hénon généralisées.
ycliq PP g

4.2. Hyperbolicité ([23], [24])

Soit M™ une variété riemannienne compacte de classe C®, f : M — M
un difféomorphisme de classe C*°.

Une partie compacte K de M invariante par f est hyperbolique s’il
existe ¢ > 0, 0 < A < 1 et une décomposition TM;x = E° @ E" en

sous-fibrés invariants par T'f tels qu’on ait :

ITf" e
ITf~" jpu|| <A™, V¥n>0.

<el™,

Les variétés stables W*(z) = {y € M, Lim,_ 1 d(f"y, f"z) = 0} et
instables W*(z) = {y € M, Limpn_._ d(f™y, f*z) = 0} sont alors, pour
x € K, les images d’immersions injectives de E2, E* respectivement.

Une partie compacte invariante hyperbolique K de M est un ensemble
basique si f|k a une orbite dense et s’il existe un voisinage U de K tel que
K = Nupez f*(U). Les points périodiques de fix sont alors denses dans K.

Pour un ensemble basique K, définissons :
WK)={y € M, Lim_ d(f"y,K)=0},
WU(K)={y €M, Lim_d(f"y,K)=0}.
On a W¥(K) = Uzex W*(z), W*(K) = Uyex W¥(z). On dit que K est

un attracteur hyperboliqgue si W*(K) est ouvert.
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L’ensemble récurrent par chaines C(f) de f est constitué des points =
pour lesquels il existe, pour tout ¢ > 0, une suite finie z = z¢,z1,- -+, 2, =
(n > 1) avec d(f(z¢),ze41) < € pour 0 < £ < n. Cest la plus petite partie
compacte invariante contenant tous les phénoménes de récurrence de f.

On dit que f est C-hyperbolique si C(f) est hyperbolique. Si f est
C-hyperbolique, C(f) admet une partition (dite spectrale) en ensembles
basiques disjoints C, -, C, tels que W*(C;) N W*(C;) = 0 pour i < j et
W*(C:))NnW?*(C;) = C;.

Un difféomorphisme C-hyperbolique f a la propriété de transversalité
forte st W*(z) et W*(y) sont transverses pour tous z,y € C(f).

Si f est C-hyperbolique, alors f est C! C-stable : pour tout difféomor-
phisme g C'-voisin de f, il existe un homéomorphisme k : C(f) — C(g) C
M, proche de linjection canonique, conjuguant fic(s) & gc(y)-

Si de plus f a la propriété de transversalité forte, f est C1-structurelle-
ment stable : tout difféomorphisme C!-proche de f est topologiquement
conjugué a f ([25], [26]).

Un résultat remarquable de Mané ([27]) affirme qu’inversement la C!-
stabilité structurelle implique C-hyperbolicité et transversalité forte. Ceci
a été généralisé par Palis [28] (C' C-stabilité = C-hyperbolicité) et est

totalement ouvert pour la C2-stabilité structurelle.

4.3. Bifurcations homocliniques

Supposons que M soit une surface compacte. Méme dans ce cas, on ne
dispose pratiquement pas d’outils permettant d’étudier la dynamique du
difféomorphisme le plus général de M. Par exemple, on ne sait pas si les
difféomorphismes ayant au moins une orbite périodique forment une partie
dense de Diff°(T?) : c’est, sous sa forme la plus simple, le probleme du
“closing lemma” ; les seuls résultats généraux connus concernent la C*-
topologie (Pugh, [29)).

Pour contourner ce probleme (et d’autres), une approche qui s’est
avérée fructueuse est la suivante. On considére des familles lisses (f;)te[-1,1]
de difféomorphismes tels que f; soit C-hyperbolique pour ¢ < 0, mais f,
ne le soit pas. L’étude de la dynamique des f;, pour 0 < t < 1 a permis

d’exhiber des phénomeénes nouveaux et trés intéressants. La fagon proba-
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blement la plus intéressante de traverser la frontiére de 'ouvert formé par
les difféomorphismes C-hyperboliques est a travers une bifurcation homocli-
nique : le difféomorphisme fy présente une tangence homoclinique, c’est-a-
dire une intersection tangentielle (quadratique) entre les variétés stables et
instables d’un point périodique hyperbolique ; cette intersection n’existait
pas pour t < 0, et se déploie génériquement avec t (voir Figure 1).

A ce propos, Palis a formulé la :

Conjecture.— Tout difféomorphisme de la surface compacte M qui n’est
pas C-hyperboliqgue peut étre perturbé (dans la C*°-topologie) de fagon d

ezhiber une tangence homoclinique.

Les bifurcations homocliniques ne sont assez bien comprises que dans
le cas dissipatif : on demande par exemple, dans le cas le plus simple ou la
tangence se produit pour un point fize hyperbolique p, que |Det T}, fo| < 1.

Mentionnons quelques résultats obtenus (pour les familles génériques)
sur la dynamique des f; (0 <t < 1):

e Pour tout ¢ > 0, il existe un intervalle non trivial J C [0,¢], et une
partie R Gs-dense dans J, tels que pour t € R le difféomorphisme f;
ait une infinité d’orbites périodiques attractives (Newhouse [30], [31]) ;

e si ’ensemble basique qui contient p a une dimension de Haussdorff
strictement inférieure & 1, alors avec forte probabilité sur ¢t € [0,¢] le
difféomorphisme f; a de bonnes propriétés d’hyperbolicité (Newhouse-

Palis-Takens [32], Palis-Takens [33]).

Le role de la famille de Hénon (ou plutét de familles de “type Hénon”)
dans ce contexte est le suivant (voir Figure 2) : soit ¢ un point de tan-
gence pour fy, N un entier assez grand ; on s’intéresse aux points situés
au voisinage de ¢ qui reviennent pour la premiere fois dans ce voisinage
en N itérations de f;. Un calcul montre alors que, dans un systéme de
coordonnées approprié, et pour des valeurs du parameétre ¢ € [t;,,t"l\}],
I'application de retour F; = f/V a des propriétés semblables & celles des
applications de Hénon P, j (le parameétre a se déduisant de ¢ par une appli-
cation affine, et le parameétre b étant essentiellement constant de I’ordre de
[Det (T f0)])™) : voir [9] pour la définition précise de ces familles “de type

Hénon”.
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Mora et Viana ([9]) ont étendu le résultat de Benedicks et Carleson &
ce cadre : ils ont ainsi démontré qu’avec probabilité strictement positive
sur le parametre t € [0,¢], le difffomorphisme f; exhibe un “attracteur
étrange” : une partie compacte invariante A, possédant une orbite dense
O(20) d’exposant de Lyapounov positif (Liminf, 4o = Log || T%, f*| > 0),
et dont le bassin W*(A) = {y € M, Limp— 4o
d(f"(y),A) = 0} soit d’intérieur non vide. Il est a noter que A ne peut étre
un attracteur hyperbolique au sens de 4.1 (¢f. [34]). La démonstration,
adaptée de celle de Benedicks-Carleson, ne fournit malheureusement pas,

dans son état actuel, beaucoup d’informations sur la géométrie de A.

Figure 1
l
t<0 t=20
C(ft) = {31,52,33,]7} C(fO) = {3173235371)} U O(q)

S2

t>0
C(f)=7

S1
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Figure 2

5. ESQUISSE DE DEMONSTRATION DU THEOREME 1

5.1. Mise sous forme normale

Un changement linéaire de variable et un changement de paramétre

transforme la famille (P, )q,¢[—2,0] en la famille (133)36[0,1], avec :
Py(z) = 2¢> = 1+ s(1 — 22).
Notons h ’homéomorphisme z — sin § z de [—1, 1] dans lui-méme. Posons

Qs=h'oP,oh, 0<s<1.

Qo(z) = 2Jz| -1,

sin -72: Qs(z) = sin g Qo(z) + s cos® gw
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Nous nous intéressons a des valeurs du parameétre s > 0 trés voisines de 0.

En dehors d’un voisinage de lorigine, on a :

Qs(2) = Qo(z) + O(s)

en topologie C°°. Au voisinage de lorigine, on a :
8
(1+Qu(2))? = 42” + = + O(sa?) + O(a*).

On a aussi Qs(1) =1, DQ,(1) =2+ O(s).

5.2. Notons a(s) le point fixe de @, différent de 1 (on a a(s) = —1 +O(s)).
Pour s petit, la valeur critique ¢(s) de Q, appartient & [—1, a(s)[.

On suppose qu’on a Q7(0) # a(s) pour tout n > 0 ; ceci exclut un
ensemble dénombrable de valeurs de s.

Posons J(© = [a(s), —a(s)] ; pour n > 1, notons J™, J(=™ les deux
composantes de 'image réciproque par @, de J("~V avec J(® C [—a(s), 1].

On a
1= | o,

n€zZ

ces intervalles étant d’intérieurs disjoints.

Soit n > 2 ; les valeurs du paramétre s pour lesquelles ¢(s) € J(—™) forment
un intervalle K. On fixe dorénavant un entier ng, qu’on suppose assez
grand, et on considére uniquement les valeurs du paramétre s dans K (7).
Posons Jy = J; = J©®. Pour 2 < n < ng, notons J,(,_l), J,(,l) les deux

composantes de Q;1(J(1=™)), avec I ¢ [0,—a(s)]. Posons aussi :

Jn=JO = Q7! ( U Jél‘"’)) .

m>n

On a donc, pour 2<n < ng :
oo = ISV U IO U IW,

ces intervalles étant d’intérieurs disjoints.
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—_ n -1
Posons I"o = dnog+1 = J( nO)a Ino = Gno+1 = (Qa?fno) ) pour2 <n< no,

e € {—1,+1}, posons aussi :
-1
@ = (Q:/J,‘f’) '

5.3. Branches d’inverses critiques et résiduelles

On va définir une suite décroissante d’intervalles J contenant 0 et con-
sidérer certaines branches des applications multivaluées (Q7)™!, qui sont

définies sur un intervalle Ji, et dont I'image ou bien contient la valeur cri-

tique (branches critiques) ou bien est contenue dans Jy (branches résiduelles) ;

I’ordre d’une telle branche est n + k.
Pour 2 < n < ng, les branches résiduelles d’ordre n sont gﬁ,‘” et gﬁ.l).

Ce sont des difféomorphismes de Jy sur J,(,_l) et J,(,l) respectivement.
La branche critique d’ordre ng (ou ng + 1) est gn, = gno+1 : c'est un

difféomorphisme de Jy = Jy sur I,y = Iy 41.

bl

Définissons maintenant par récurrence les branches critiques et résiduelles

d’ordre n > ng + 1. On les définit, ainsi qu’une fonction ¢ : {n € N, n >
no} — N vérifiant #(n) < n, par les propriétés suivantes (figure 3) :
Figure 3

(-1
Jn+3

4=_
[

oo = T W( b
I }

' /———'_‘—f—-—*\.
c(s) 1 In_y

In-1
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1. La branche critique d’ordre n—1 (> nyg), notée g, est un difféomorphisme
de Jyny sur In_j.

2. On a une décomposition en intervalles d’intérieurs disjoints :

Jn = U J7(11-|)—1 )

—kn41<i<kn

avec un entier k,4; > 0; on pose J41 = J,(H_1 les branches résiduelles
d’ordre n + 1 sont des diffomorphismes yﬁ,ll (0 < |i| € kng1) de
Ji(n+1,i) (pour un certain entier t(n + 1,7) € [0, n[) sur Jn+1

3. La valeur critique ¢(s) appartient & I,_;. Soit ig € [—ke(n)+1, Ke(n)+1]
Pentier tel que ¢(s) € gn_l(Jt((ifgﬂ). Posons I,, = gn_l(Jt((lfl;H)
Tt = Q71 (L).
Siig=0,0n 2 gn = gn-1/J,n)4+ € t{n+ 1) =t(n)+1.
Siig #0,0nag, =gn-10 giz‘:l))_'_l, et t(n+1) =t(t(n)+1,2).

4. Posons § = +1 ou —1 suivant que g,—; préserve ou renverse l’orientation.
On a knyy = kynysr — Big. Pour 0 < i < kpyy, JT0 et JE,
sont les deux composantes de Q;l(gn_l(Jt((n)H)), avec J = 19 + 6t

et Jﬁ_l C [0,1]. On a

_Ez:ill = (Q1)* 0 gnia 0?5{31)4_1,75(71 +1,40) = t(t(n) + 1,5), sij #0,
—(&1) . s
£l+1 Q7)o In=1/Ji(ny41 0 tn+1,%i) = t(n) + 1, sij =0.

5.4. Restrictions sur le parameétre

On impose au parametre s de vérifier la propriété suivante : il existe
une suite d’entiers ng < ny < - - - satisfaisant a :

(i) nk + 2 < ngp1 < ng + (Logng)? 5

(ii) pour k > 1:

Z (ne —ne—1) < Q—Wnk ;

1<¢<k
nt—nz—1>%9-
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(i) ¢(nk + 1) =0, Vk > 0 ;
(iv) posons Ly = g;!(I,,,,) et notons g la branche de (Q5*** ™ "*)~!

qui est un difféomorphisme de Jy sur L (on a gn,,, = gn, 0g) ; alors

1
|[DLog Dg(z)| < — , Vz € Jo.
100
[On remarquera que cette condition est automatiquement vérifiée, pour n

assez grand, lorsque ngy, —ng < 22,
g ) q + 2

5.5. Branches réguliéres

Appelons branche admissible une composition

9=7u) 0 gh) ol
telle que t(mqg,i9) = 0, t(me,1¢) < me—; pour 1 < £ < r : les applications
sont donc composables, et g est un difféomorphisme de Jy sur son image.

Nous dirons que g est réguliére sion a :

1
Log D —_— .
D Log Dy(a)| < 7o+ Ve € Jo

L’ordre de g est 3 ;_, (me — t(me, ie)).

Lemme.— Supposons que le paramétre vérifie les hypothéses de 5.4 jusqu’a
Uordre ng. Soit m un entier dans [4,ng]. Les points de Jy qui n’appartien-
nent d limage d’aucune branche réguliére d’ordre < m forment une partie

dont la mesure de Lebesgue n’ezcéde pas 27 V™.

[On remarquera que, pour ny assez grand, les branches §${:), € €

{=1,41}, 2 < n < Z2, sont réguliéres.]

5.6. Fin de la démonstration

Pour presque tout point ¢ € Jy, on peut grace au lemme construire
une suite d’entiers mo(z) =0 < my(z) < -+ < mg(z) < - -- vérifiant pour
k assez grand (dépendant de z) les propriétés :

(i) mi(z) + 2 < maga(z) < ma(a) + (Log m(2))* ;
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(if) 2 (me(2) = me_y(2)) < 275Vmy(2);
1<e<k
ml(z)—ml_l(z)>ﬂ2l

(iii) le point QT'(I)(x) appartient, pour tout r > 0, a 'image d’une

branche réguliere d’ordre m,11(z) — m,(z).

Soit alors 1 < A < 2 ; pour ng assez grand, les branches régulieres §$f),
2<n < 22 vérifient :

DGOy < (V2™ |, Wyeldp.

Les conditions (i), (ii) ci-dessus impliquent alors, pour presque tout z € J,

et pour m assez grand (dépendant de z) :
1D Q% ()] = A™

(pour ng = ng(\) assez grand.

Les autres assertions du théoréme 1 (en particulier, le fait que I’ensem-
ble des valeurs du paramétre satisfaisant aux conditions de 5.4 soit de
mesure de Lebesgue positive) résultent aussi, avec un peu plus de travail,

de 'estimation de distortion donnée par le lemme de 5.5.

6. QUELQUES REMARQUES SUR LES DEMONSTRATIONS
DES THEOREMES 2 ET 3

6.1. La démonstration du théoreme 2 ne différe pas, dans son principe,
de cette théoreme 1. Il faut remplacer les arguments d’une variable réelle
(basés sur l'ordre de R) par des arguments d’une variable complexe (es-
sentiellement tirés de la théorie des fonctions univalentes). Par ailleurs, il
faut controler simultanément les orbites de plusieurs points critiques, ce qui

complique un peu la partie combinatoire de la démonstration.

6.2. Par rapport aux situations considérées dans les théoremes 1 et 2, celle

du théoreme 3 présente des difficultés supplémentaires considérables.
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6.2.1. Points “critiques”

Il s’agit des points (de la variété instable du point fixe p, ) dont on
veut éviter, par un choix adéquat des parametres, qu’ils reviennent trop
vite ou trop souvent prés d’eux-mémes, car cela impliquerait la présence
d’une orbite périodique attractive (ce qu’on cherche a éviter).

Dans le cadre des théorémes 1 et 2, ces points sont simplement les
points critiques de ’application considérée, donc définis a priori par les
propriétés locales de ces applications.

La famille de Hénon étant composée de difféomorphismes, une telle
définition a prior: n’existe pas pour le théoréme 3 : en fait, les points
critiques ne sont précisément définis par Benedicks et Carleson que pour
les valeurs du parametre qui satisfont a la conclusion du théoreme 3.

A une étape donnée de la récurrence (sur le nombre d’itérations n
considéré), on ne dispose que d’une approximation de ces points critiques :
par I'hypothése de récurrence, on a ||[DP},(z)|| > 1 (par exemple) aux
points considérés ; comme le jacobien de P,; est partout égal a —b, il
existe une direction contractée par DP,';(z) d’un facteur < [b|", et le point
z = (z,y) est une approzimation critiqgue d’ordre n si |z| < § K< 1 et la
direction contractée est tangente en z & W*(pqy ).

Le nombre d’approximations critiques d’ordre donné est fini, mais croit
avec I'ordre (exponentiellement) : on doit créer de nouvelles approximations
critiques pour contréler les retours dans la région {|z| < §} d’anciennes ap-

proximations critiques. Ceci se fait par une construction assez compliquée.

6.2.1. Plis

La figure 4 montre le point de départ de la construction.
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Bien que la récurrence ne donne pas beaucoup d’informations sur la
géométrie globale de W*(p, 3), il faut un minimum de contréle sur cette
géométrie pour que la récurrence puisse fonctionner : il faut controler
les plis dans les plis dans les plis... (Figure 5). En effet, ’hypothese de
récurrence garantit ’expansion des vecteurs horizontaux, mais un retour
dans la zone {|z| < 8} transforme un vecteur horizontal en un vecteur
“oblique”. La solution adoptée par Benedicks et Carleson consiste a casser
ce vecteur “oblique” en ses composantes verticales et horizontales, a les
itérer séparément un certain temps (au bout duquel la composante ho-
rizontale a augmenté tandis que la composante verticale a été fortement
contractée) puis les remettre ensemble ; mais entretemps, un autre retour

peut avoir lieu...
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LIMITES HYDRODYNAMIQUES

par Francis COMETS

On peut obtenir certaines équations de la mécanique des fluides &
partir de systemes de particules aléatoires évoluant selon une dynamique
markovienne avec lois de conservation. Aprés renormalisation en espace et
en temps (passage a la “limite hydrodynamique”), la mesure associée aux
quantités conservées converge vers la solution d’une équation aux dérivées
partielles non linéaire. Récemment, Guo, Papanicolaou et Varadhan ont
proposé une méthode générale pour montrer la convergence, en utilisant
des estimations a priori basées sur I'entropie (probabiliste) et la produc-

tion d’entropie.

Cet exposé présente les idées générales en se limitant & la dynamique
hors équilibre, certains développements & travers des exemples, et le schéma

de la nouvélle méthode.

1. INTRODUCTION

L’idée selon laquelle les équations régissant un fluide & I’échelle macros-
copique peuvent étre obtenues a partir d’'une dynamique microscopique
n’est pas neuve. Par exemple, dans le cas d’une dynamique déterministe,
Morrey tente dans [M] de déduire les équations d’Euler de la mécanique
statistique, et Sinai formule une condition de validité dans [Si]. Nous con-
sidérerons ici des dynamiques aléatoires.

Parmi les systemes dynamiques aléatoires, les modeles les plus étudiés
S.M.F.
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sont les systemes de particules disposées sur un réseau, évoluant selon
des échanges entre sites voisins avec lois de conservation (réseaux gazeux,
modele de Ginzburg-Landau,...). Ces systémes de particules ont été in-
troduits par Spitzer au début des années 70 ; Dobrushin fut le premier &
remarquer quelques années plus tard qu’ils permettaient de reproduire des
phénomenes hydrodynamiques et a étudier cette procédure de limite [DS).

A Déchelle microscopique, le systéme est localement a 1’équilibre, d’a-
pres la loi des grands nombres ; les équilibres sont paramétrés par les valeurs
moyennes des quantités (extensives) conservées. Ces parametres different
en général d’un point macroscopique & l'autre, et dans une échelle de temps
bien choisie, ils évoluent selon une équation aux dérivées partielles non
linéaire ; I’équation sera du premier ordre pour un systéme soumis & une
force extérieure, a une source ou un puits (“sink”), du second ordre pour
un systeme invariant par retournement du temps. Méme si le systéme ad-
met une description autonome au niveau macroscopique, les deux niveaux
ne sont pas indépendants : les équations possédant parfois plusieurs solu-
tions, I’étude microscopique nous indique en général quelle est la solution
signifiante.

La difficulté est que 'interaction (échange entre sites) de caractere local
ne conduit pas directement & des équations closes, mais & une hiérarchie
d’équations (hiérarchie BBGKY, des initiales de Bogolyubov, Born, Green,
Kirkwood, Yvon) : typiquement, ’équation régissant le moment d’ordre 1

contient celui d’ordre 2, dont la propre équation contient celui d’ordre 3,

etc.

Dans la partie II, nous décrivons les équations hydrodynamiques obte-
nues formellement & partir de la notion d’équilibre local utilisé comme un
ansatz, pour clore la hiérarchie d’équations. Cette partie, plutot heuris-
tique et générale, nous a semblé indispensable a la compréhension du sujet.
Ensuite, nous donnons des exemples de processus de saut attractifs ; puis
nous présenterons la méthode de preuve de la production d’entropie pour le
modele de Ginzburg-Landau (§4), et enfin d’autres exemples et développe-
ments (§5). Nous n’abordons ici que la dynamique de non-équilibre, laissant
de coté d’autres aspects importants comme les fluctuations a ’équilibre et

loin de I’équilibre, le théoréme de fluctuation-dissipation, ... Un point assez
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complet sur le sujet est fait dans le gros article de synthese de De Masi,
Ianiro, Pellegrinotti et Presutti [DIPP], et dans celui — tout récent — de

Spohn [Sp] consacré aux réseaux gazeux.

L’auteur remercie vivement C. Kipnis pour son aide durant la prépara-

tion de cet exposé.

2. LIMITES HYDRODYNAMIQUES : GENERALITES

2.1. Modéle aléatoire

Considérons des variables aléatoires Y = (Y(z));er, & valeurs entiéres
ou réelles indexées par un réseau L. L pourra étre le réseau Z¢ de dimension
d, ou au §4, le réseau torique (Z/nz)? avec N grand ; Y (?) représente
une quantité algébrique de charges, le nombre de molécules au point i, la

présence ou 'absence d’une particule en ¢ (réseaux gazeux, Y (i) € {0,1}),

La configuration Y évolue au cours du temps selon un processus de
Markov homogene dans le temps de générateur £ = Zi,i' L; i invariant
par translation, avec £;; f = 0 pour toute fonction test f ne dépendant
pas de (y(2),y(:")). Nous supposerons pour la simplicité de cet exposé que
les échanges ne s’effectuent qu’entre sites plus proches voisins, de sorte que
la somme ne porte que sur les paires de points z,i’ & distance 1. Nous
supposerons aussi que la masse totale, formellement ", y(i), est la seule
quantité conservée par le semi-groupe de générateur £. Si E est un es-
pace topologique, notons M(E) [resp., M (E)] ensemble des mesures de
Radon [resp., de probabilité] sur la tribu borélienne de E.

Un ingrédient essentiel au comportement hydrodynamique est lexis-
tence, liée a la loi de conservation, d’une famille paramétrique v, € MF(RD),
p € I intervalle réel, de mesures de probabilité invariantes par le semi-
groupe, qui soient invariantes par translation et ergodiques (analogue des
Maxwelliennes). Sous cette hypothese, on choisira le paramétrage comme

la valeur moyenne de la quantité conservée
(1) p=E"Y(i).
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Ces mesures v, different 'une de 'autre par la valeur de leur potentiel
chimique, variable duale de y.

Soit € un parametre de renormalisation en espace, que ’on fera tendre
vers 0 ; dans le cas du tore, ¢ = % Les échanges étant locaux, il faut
accélérer le temps par un facteur 1/a(e) avec lim._.g a(e) = 0 ; les variables
d’espace et de temps i,u au niveau microscopique seront notées r = ¢i,
t = a(¢)u au niveau macroscopique. La distribution initiale P§ dépendra de
¢ ; soit P¢ laloi du processus de générateur £ sur 'espace des trajectoires, et
P; = exp (uL*) P§ samarginale a 'instant u. Notons enfin 77 la translation

du vecteur ¢ sur ’espace des configurations (7y(i') = y(i 4+ ') pour tout
' € L).

2.2. Equilibre local

DEFINITIONS.— 1) La distribution initiale satisfait a I’ équilibre local

3817

Yz € R, Py oTl/d 20y, )

pour une fonction réguliére py ; po s’appelle le profil d’équilibre local (i>
désigne la convergence étroite des mesures de probabilité).
2) il y a alors conservation de 1'équilibre local s il eziste une fonction
régquliére p(t,z) telle que
t.
Ve € Rd7 vt 20 ’ Pte/a(r-:) o T[Z/E] — Vo(t,z)-

e—0

La définition 1 signifie que le systéme se trouve, au voisinage du site
microscopique ¢ = z /¢, dans ’état d’équilibre dicté par la moyenne locale
de la quantité conservée. On peut obtenir des distributions d’équilibre local
en imposant un “équilibre” avec potentiel chimique variant lentement dans
Pespace des sites : lorsque les v, sont des mesures produits, un exemple sim-
ple est ®;cz4 v, (i) (dy(z)). La définition 2 signifie quant a elle que la valeur
moyenne de Y évolue lentement (& cause du caractére local des échanges),
et que sur des intervalles de temps longs, ’ergodicité entraine localement
le systeme vers 1’équilibre possédant cette valeur moyenne. Les systémes
possédant une limite hydrodynamique conservent en général 1’équilibre lo-
cal ; nous rencontrerons deux exceptions, .celle de la courbe de choc (§3.5)
et celle de la transition de phase (§4.4).
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Introduisons deux vecteurs liés a la loi de conservation ; soit (e;,- - -, eq)
la base canonique de Z¢. Pour k < d, le fluz Ju,k(2) est le nombre algébrique
de charges ayant migré de ¢ vers ¢ + e; dans l'intervalle de temps ]0,u] ; on

a alors ’équation de bilan instantané

d

(2) dY,(i) = — Z [dJuk(3) — d Ju 1 (i — ex)).

k=1

Notons que J,, n’est défini en général que sur un espace plus gros que
Pespace des trajectoires du processus originel Y, par exemple un espace
contenant les processus de Wiener ou de Poisson sous-jacents a Y ; J, .
est fonction mesurable de tout le passé avant u. Le courant instantané
J(5y) = (Jr(3;y))k<a est défini comme la dérive (instantanée) du flux ;
c’est une fonction de la configuration courante ; 'invariance par translation

de £ entraine que j(i,y) = j(0,7'y). Avec (2), on a donc

(3) Yu(2) — / LY,(i)dv est une P° — martingale,
0
avec
d . .
LY (0) ==Y [x(0,T' Vo) = ju(0; T Y,,)].
k=1

La relation précédente lie au niveau microscopique la “dérivée tem-
porelle de la densité” a la divergence du courant. On la retrouve au niveau

macroscopique dans le premier des régimes suivants.

2.3. Forme générale des équations

On s’intéresse a la mesure Y7 € M(R?) associée a la quantité conservée

(mesure de charges, mesure d’occupation, - - -)
(4) Ve=e' )" Yyuei)bige.
i€Zd

Soit 7(p) = E¥» J(0;y) le vecteur de courant & I’équilibre v,.

DEFINITION 3.— Le systéme est dans le régime d’Euler s3 ; # 0.
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La bonne normalisation du temps est alors a(e) = ¢.

THEOREME 1 (th. 4.1 [DIPP]).— Si le systéme satisfait d la conserva-

trion de l’équilibre local avec a(e) = ¢, alors le profil d’équilibre local p(t, z)
est solution faible de

0 o~
5) b—tp+dIVJ(P) =0

p(0,.) = po(.).

La preuve, élémentaire, consiste a expliciter le terme de dérive d’une
martingale associée & Y, a l'aide de (3) et de ’hypothése de conservation
de I’équilibre local.

De plus, on voit aisément que sous les hypotheses de non-accumulation
de masse au voisinage d’un point et d’une majoration (linéaire en temps) du
processus croissant associé a J, la mesure ?f converge en probabilité vers
la limite déterministe p(t,z)dz pour tout ¢t > 0 (loi des grands nombres).
Comme nous le verrons, les preuves de limite hydrodynamique établissent
souvent simultanément la convergence de l”\'f et la conservation de I’équilibre
local.

L’équation hyperbolique non linéaire (5) admet en général plusieurs
solutions faibles, que l'on détermine par la méthode des caractéristiques.
Néanmoins, elle possede une solution naturelle unique, ou solution en--

tropique (cf. Smoller [Sm]), obtenue comme limite de la solution p, dite de

viscosité
g .o~
(5.b) i Pe T divi(pe) =€ Bpe

lorsque ¢ — 0. Dans tous les cas ou la convergence de )’;f a été établie, la
limite est la solution entropique de (5), voir §3.
DEFINITION 4.— Le systéme est en régime diffusif si j(p) = 0, Vp € I.

Alors ’équation (5) est triviale et la normalisation requise est a(e) =

e2. Le cas le plus simple est celui des systémes gradients, ou le courant

s’écrit comme gradient discrétisé d’une fonction U,

(6) Jk(05y) = (U o T* = U)(y).
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Soit U(p) = E** U.

THEOREME 2 (th. 4.1 [DIPP)).— Si le systéme satisfait & la conser-
vation de U'équilibre local avec a(e) = €2, alors le profil p(t,z) est solution
faible de ’équation de diffusion

. 2 o+ Al =0

p(0,.) = pol.).

Sous les mémes hypotheses supplémentaires que plus haut, ?’f converge
vers p(t,z)dz en probabilité.

L’équation parabolique non linéaire (7) ne pose pas de probléme d’uni-
cité ; la limite de ?f est continue en temps, on peut tirer des estimées
probabilistes une majoration de sa norme dans H_; [GPV], ou invoquer
I'unicité pour des équations d’évolution non linéaires gouvernées par un

opérateur accrétif ou maximal monotone ([Re 1]).

Pour les systemes diffusifs non gradients, ’équation conjecturée, a par-
tir de la loi de Fick de la Physique, est

(7.5) 2 p=div[D(p) V]

ou le coefficient de diffusion (bulk coefficient) D — intervenant aussi dans
les fluctuations & 1’équilibre — est donné par la formule de Green-Kubo
[Sp ] qui fait intervenir un terme dynamique ; dans le cas gradient, cette
équation coincide avec (7). Le cas général est moins bien connu, nous nous

limiterons au cas gradient, sauf au §5.2.

Pour introduire les équations limites (5), (7), nous avons utilisé la con-
servation de I’équilibre local comme un ansatz commode. Les démonstra-
tions traitent simultanément la convergence du champ vers la solution de
Iéquation et la conservation de ’équilibre local. Cependant, la distri-
bution initiale est le plus souvent supposée d’équilibre local, pour éviter
de considérer une période initiale courte a ’échelle macroscopique (mais
grande microscopiquement) nécessaire au systéme pour s’équilibrer locale-

ment (“initial layer”).
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3. PROCESSUS DE SAUT PUR

Ils décrivent des systémes de particules sur Z? qui peuvent sauter d’un
site a l’autre ; les variables Y(4) sont & valeurs entiéres. Nous nous limitons
encore aux sauts a distance 1. Pour ’existence et les propriétés des exemples

ci-dessus, voir Liggett [Li].

3.1. Des exemples

a) Processus d’exclusions simple (Y(z) € {0,1}, une particule au plus
par site). Au bout d’un temps aléatoire, indépendant d’une particule &
l'autre, de loi exponentielle de moyenne 1, une particule choisit le site voisin
dans la direction tex avec probabilité p+ (p+k > 0, ) (p+k +p—k) = 1).
Si le site est libre, elle y saute, elle reste & sa place sinon. Ce mécanisme
est ensuite réitéré.

Le générateur L est alors défini sur les fonctions f cylindriques de la

configuration y € {0, l}zd par (avec la notation e_; = —eg)

LI =Y > v —yG+e) pelf(y + bie, — ) — ()],

i€ze 1<[k|<d

Le processus est dit symétrique si px = p_, k =1, -+, d, asymétrique
sinon. Le cas symétrique est trivial, '’équation de la densité étant close ; &
la limite, on obtient une équation de diffusion linéaire [DIPP].

Ici, les mesures v, sont les mesures de Bernoulli produit, de moyenne
p € [0,1].

b) Processus d’exclusion simple avec vitesse : exclusion simple ou la
moyenne de la loi exponentielle dépend du nombre de sites voisins occupés.
Les v, sont des mesures de Gibbs, comme celle du modele d’Ising, que ’on

peut obtenir avec une vitesse de Kawasaki ou de Metropolis ([DIPP], [Sp]).

c) Processus d’interaction purement locale, dit de “zero-range” : plu-
sieurs particules peuvent occuper le méme site. La moyenne du temps
aléatoire au bout duquel une particule saute est fonction décroissante du
nombre d’occupants. Alors, elle choisit son nouveau site selon la probabilité

de transition p4j sans restriction. Comme dans I'exemple de ’exclusion
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simple a), les mesures invariantes v, sont des mesures produit, malgré
I'interaction dynamique entre particules, ce qui constitue une simplication

importante par rapport au cas général, e.g. I’exemple b).

3.2. Processus attractifs

Cette propriété de monotonie est un outil essentiel pour prouver des
théorémes limites pour des systémes de particules (¢f. [Li], p. 70). Les

exemples a) et c) ci-dessus la possédent toujours.

Définissons des relations d’ordre partiel : si y,y’ € de, on notera
y < y' si y(i) < y'(:) pour tout i € Z% Une fonction f : RZ - R
est croissante si elle préserve 'ordre. Enfin, si v,v' € M;" (de), on notera
v<v'si [ fdv < [ fdv' pour toute fonction f croissante. Un processus de

générateur L est attractifsi v < v/ = exp (u L*)v < exp (u L*)V', Vu > 0.

La propriété d’attractivité permet de comparer des profils d’équilibres
réalisés a l'instant ¢ par un méme processus partant de profils initiaux
ordonnés. Au-dela de cette comparaison stochastique, une comparaison
trajectorielle s’obtient alors par la technique du couplage dynamique, con-
sistant a construire simultanément sur un méme espace plusieurs versions
du méme processus partant de configurations arbitraires ; pour un proces-
sus attractif et deux distributions initiales ordonnées, il existe un couplage
préservant I’ordre des configurations a chaque instant. Enfin, la procédure
de priorité introduite par Andjel et Kipnis [AK] permet de tirer parti des

mesures invariantes.

3.3. Equation d’Euler pour les processus de saut en dimension

un

Commencons par ’exclusion simple asymétrique. En dimension d = 1,

la limite prévue (5) pour la densité d’occupation p est ’équation de Burgers

%P*‘(PH —P—l)%[l’(l‘/’)] =0

(dont la forme usuelle est obtenue pour u = p — 1). Définissons d’abord

la solution entropique. Nous supposerons que py; > p_; sans perte de

175



F. COMETS

généralité (déplacement libre “moyen” vers la droite). La plupart des

résultats mentionnés dans cette section sont obtenus pour la loi initiale
Q) Vau(en (d4(2)
i€Z

— voir la remarque aprés la définition 1 — avec profil initial

(8) po(l') =p lco+ P+ 11:207

ot pt,p~ € [0,1]. Deux cas se présentent : si p~ < pt, le choc (disconti-
nuité) se propage a vitesse v, = (p41—p-1)(1—p~—p™), d’apres la condition
de Rankine-Hugoniot ; si au contraire, p~ > pT, les caractéristiques corres-
pondant & p~ et p* sont séparées par un “éventail de raréfaction” ou la
solution entropique est linéaire dans la variable d’espace. Résumons ceci

par la représentation de p(t,z) :

t

~|a

=vC

'y
|
l
|

linéaire

D’abord Rost [Ro 1] dans un cas particulier, puis Benassi et Fouque
[BF 1] ont montré la convergence du champ }’;}5 vers la solution entropique
p de 'équation de Burgers ci-dessus, et la conservation de ’équilibre local

(sauf au choc, c’est-a-dire sauf dans le cas 1 lorsque = = vt).

La preuve traditionnelle (par opposition a la nouvelle méthode de
Guo, Papanicolaou, Varadhan de la production d’entropie, c¢f. §4), utilise
lattractivité du processus , la monotonie du profil initial et la connais-

sance de la solution de ’équation limite. Cette preuve fonctionne plus
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généralement pour les autres processus attractifs introduits dans cette sec-
tion ; elle comporte trois étapes :

e des arguments de couplage et priorité, un théoréme ergodique sous-
additif permettent d’abord de montrer la convergence de la mesure
d’occupation ?f vers une densité u(¢,z) déterministe, monotone en z
si le profil initial est ;

e par couplage et priorité on peut encore clore ensuite 1’équation de la

mesure de densité, en établissant la propriété de décorrélation limite
Pe T T 2
E )/tlr ([Z])K/, ([E] +1):3'U.(t,1') )

c’est-a-dire la propagation du chaos ; cette propriété suffit pour fermer
Péquation. A propos de ce modele de réseau gazeux, il est amusant
de noter que le mot “gaz” a été introduit au XVIIle siecle comme
traduction du mot latin “chaos” ;

e L’équation close obtenue exprime exactement que u est solution faible
de I’équation de Burgers. On prouve alors que u est égale 3 la solution
entropique p explicite en utilisant sa propriété de monotonie et des

comparaisons avec d’autres profils initiaux.

Pour le processus de zéro-range, Andjel et Vares [AVA] d’abord, puis
Andjel et Kipnis [AK], Benassi et Fouque [BF 2] pour des sauts & distance
plus que un, ont montré le méme type de résultat, avec une équation limite
pour la densité d’occupation p (a valeurs R cette fois) de la forme -(% p+
5‘9;}(,0) = 0 ; la fonction ; est une fonction réguliere de R dans R, soit

strictement convexe, soit strictement concave.

3.4. Cas de la dimension d

Méme si I’équation limite (5) se raméne par changement d’axes  celle
de la dimension un d’espace, ’étude microscopique est cependant bien plus
délicate. Landim [La 1] vient d’adapter la méthode au cas du zéro-range,
avec profil initial constant par morceaux, égal & p~ & I'intérieur d’un demi-
cone, pt & lextérieur ; lorsque le bord du cone est entierement diffusant ou

entierement propageant (i.e. : notant v le déplacement moyen d’une par-
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ticule libre, I'un exactement des deux vecteurs v et — %" pointe & 'intérieur
du demi-cone).

Plus récemment encore, Rezakhanlou [Re 2] montre la convergence de
?f pour l'exclusion simple asymétrique, vers la solution de (5) vérifiant les
conditions d’entropie de KruZzkov, sans restriction sur le profil initial. Cette

solution est par définition 'unique fonction p vérifiant
P q P

21— el + div {signe (p — ) (i(p) = 5(c)]} 0

au sens des distributions, pour toute constante réelle c. La preuve, tres
générale, combine attractivité du processus et certains des arguments de
production d’entropie (probabiliste) décrits au §4. Dans un couplage entre
le processus et celui partant de v, les configurations sont ordonnées locale-

ment d’apres P'attractivité, ce qui permet de traiter la non-linéarité die au

signe.

3.5. Etude microscopique du choc

Dans le cas d’un choc se propageant, deux questions naturelles se
posent, a propos de la structure fine au voisinage de la courbe de choc :

1) quelle est la loi des grands nombres en ces points ?

ii) peut-on trouver une échelle intermédiaire entre microscopique et macros-
copique, ou le profil devient régulier, ou reste-t-il au contraire rigide et
discontinu ?

Nous détaillons les résultats avec les notations de l’exclusion simple
asymétrique (cas a) du §3.1) partant de py donnée par (8), en dimension
d=1.

i) Andjel, Bramson et Liggett remarquent dans [ABL] que ’équilibre
local ne se conserve pas le long de la droite de choc z = v.t, mais que la
distribution locale est asymptotiquement une superposition de “Maxwel-

liennes” :

, 1
lim P& o 7lvetsel = 5 (Vp' + l/p+).

e—0 e

ii) D’abord dans un cas particulier (Wick [W 1]), puis plus généralement
(par De Masi, Kipnis, Presutti, Saada [DKPS], Ferrari, Kipnis, Saada
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[FKS]), on s’est apercu que seul le second cas se produisait :

(9) lim P; o7l FE = + (1= Ny
avec A = A(¢,r) = Probabilité (/v B; < r) out B; est un mouvement brown-
ien réel. L’interprétation pour p~ = 0 est liée a la position de X, de la par-
ticule la plus & gauche (l'interface), qui vérifie /& (X;,, —vc /. ):(;ﬁBt :
il n’y a bien sir pas de particule a gauche de l'interface X, tandis qu'a
distance d’ordre ¢7!/2 & droite, le systéme se trouve dans I’équilibre v,+
d’apres (9). Le choc est méme sensible a distance microscopique, a droite
de 'interface.

Par conséquent, la moyenne empirique locale (en z) de particules n’est
donc pas uniformément proche au voisinage du choc de la solution d’une
équation de viscosité faible comme (5b) ; pour obtenir une asymptotique
réminiscente de la correction de Navier-Stokes, il faut régulariser cette

moyenne en temps (W 1].

4. LE MODELE DE GINZBURG-LANDAU ET LA METHODE
DE LA PRODUCTION D’ENTROPIE

Le but de cette partie est de présenter la méthode remarquable de la
production d’entropie, introduite en 1988 par Guo, Papanicolaou et Vara-
dhan dans [GPV]. Elle dépend de maniére cruciale de la réversibilité du
systeme, a ’heure actuelle. Comme cadre de présentation, je reprends le
modele de Ginzburg-Landau discret utilisé dans [GPV].

4.1. Le modele de Ginzburg-Landau

Sur le tore discrétisé a une dimension Z/nz, vu comme l'intervalle
{0,1,---, N} avec ses extrémités identifiées, considérons le systeme différen-

tiel stochastique
dY,(i)=dJ,(: —1)=dJ,(:) , i€Z/nz

AJu(0) = =3 {#'1Yali + D] = $[Va(0)]} du + d Bu()
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ou les B(z), i € Z/Nz sont des mouvements browniens indépendants, et ot

¢ : R — R est une fonction de classe C! vérifiant
/ e~ %) dy =1

(10) a(A) = Log / MW dy  existe pour tout A € R

/ AW~ gy « 400 . VA€ER.

Le systeme est diffusif, gradient, avec

(1) U(w) = ~5 $1u(0)]

Rappelons que la normalisation dans (4) est alors ¢ = 1/N, a(¢) = 1/N2.
Soit Y le processus de Markov continu & valeurs dans R™, de générateur
infinitésimal

(12)

ou le hamiltonien Hy est donné par

N-1
(13) Hw (y(0),--+,y(N —1)) = — Z ¢y (2)).

Dans (12), I'exposant 2 signifie que 'on itére l'opérateur. La masse

totale Ei\;—ol y(2) est conservée. Introduisons la duale h de a au sens de

Legendre-Fenchel,

(14) h(p) = igg{ky -a(A)} ,peR.
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Alors h et a sont des fonctions convexes conjuguées, dont les dérivées sont
régulieres, strictement croissantes et inverses I’'une de ’autre. Les mesures
de probabilité invariantes pour le processus, invariantes par translation et
extrémales sont les uf,v e M{f(RN), peR

v} (dy(0),---,dy(N — 1))

15 N-1
(13 :exp{)\zy(i)—-Na()\)-l-'HN}dy(O)---dy(N——1)

1=0

ou l'on choisit le paramétrage A = h'(p) de sorte que E% y(0) = p, c’est-a-
dire (1). Le générateur Ly est formellement auto-adjoint dans Lz(r/},V ), et

le processus restreint a chaque hyperplan ) y(i) = constante est ergodique

N
P

a cet hyperplan (indépendante de p). Dans la suite, le tore T = R/Z est

avec pour unique probabilité invariante, la distribution v,' conditionnelle

muni de la mesure de Haar, notée dz.

THEOREME [GPV].— Supposons que la distribution initiale P)¥ satisfait
@ Uéquilibre local avec profil py € L°(T), Py absolument continue par

rapport 4 vl¥ de densité fl¥ vérifiant

(16) HV(FY) = / £ Log £ dvY < C.

Alors, il y a conservation de I’équilibre local avec profil p(t,z), z € T,

vérifiant

o 18
(17) %"= 352" p(0,2)=po(2)

(18) /h(p)deC , %//f[%h'(p)[%tdxsc.

D’aprés (11) et (15), U = —3 k', et donc I’équation (17) est celle atten-
due (7) ; elle admet une unique solution avec (18) dans I’espace H_;(T). La

condition (16) est un contrdle de I'entropie PV par rapport & une mesure
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invariante. Guo, Papanicolaou et Varadhan en déduisent les estimations a

priori (21.a et b, ci-dessous), qui seront les seuls ingrédients nécessaires a
la preuve.

4.2. Entropie

Si fV: RN — Rt est une densité de probabilité pour la mesure AR

notons
AY(E%) = [ 1Y Log N

'entropie (ou information de Kullback-Leibler) de la distribution fV dv}’
par rapport a v’ . Rappelons que H™ (fV) est positif, nul seulement si fy =
1. Il est commode ici de considérer, non pas des mesures de probabilité,
mais leurs densités par rapport & une mesure invariante arbitraire — ici, v’
—. Sous les hypotheses de 1’énoncé, la loi PV du systéme reste absolument

: N L . dPY
continue par rapport a v’ ; sa dérivée de Radon-Nykodim fN = —;}%@L
0

vérifie I’équation progressive de Kolmogorov
0
aftN = NZEthN

et on obtient facilement

(19) SHV(EN) =N TN <0

ou

(20) IN(f)=2§ / [(aj(i)- ay(f+1)) ﬁ]deN

est la valeur au point \/f de la forme de Dirichlet associée & l'opérateur
symétrique L. La décroissance de l'entropie dans (19) est connue sous le
nom de “théoréme H” de Boltzmann. Elle n’apporte pas de renseignement
direct sur la densité locale. Au contraire, la production d’entropie IV, qui
s’annule si f est I'une des densités invariantes, se décompose en une somme

sur les liens, ce qui est informatif.
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Soit fV la densité (sur RN) moyennée en temps fN = i fot fN ds.
Par convexité des fonctionnelles H" et IV, on déduit immédiatement
de (16), (19) et (20) les estimations a prior:

(21.q) HY(fMy<cN
(21.b) ™N(Ny<c/N

4.3. Les principales étapes de la preuve de Guo, Papanicolaou,
Varadhan [GPV]

Pour toute fonction test g réguliere sur T, la formule d’Ito appliquée

2y, N = N Z, 0 YNz,( 1) 6;/N s'écrit
t

(22) (0. 5N) (9,7 = / SN ds 4 MV
0

et deux calculs élémentaires montrent que la martingale MN converge vers

0 en probabilité, uniformément sur les intervalles de temps bornés, et que

N—-

;_.

1

() SN =Ln(g, TN = 5 Y ¢"(5) ¢ (V) (1 -+ 1),

=0

Sauf dans le cas gaussien ol ¢ est quadratique, ’équation résultant de
(22) n’est pas close, car (23) n’est plus fonction de 2N . Considérons au lieu
de ¢' dans (23), ¥(y) = (y(=k),- -+, y(k)) une fonction “locale” continue ;
Guo, Papanicolaou et Varadhan montre a I’aide de (21.a,b) que pour toute
fonction test ¢

t N-1
lim Tim EPN{—I-/ |
e—0 N—co N 0

> g%) [on"(Yst)

1=0
— / zj)dl/p( 2,0 ,[Ne])] Ids} =0

avec

(24) p(0,00) = 573 [l = ) -+ y(i 4 0)
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et ot v, € M (R?) est le prolongement naturel de z/f,v .

Soit PN o (Y¥)~! la mesure image de PV par (?tN)tZg. On peut
montrer (essentiellement & partir de (16)) que cette suite de probabilité sur
C(R*; M(T)) est compacte ; ses points limites @ se concentrent sur des
trajectoires déterministes p; d’apres (22), de la forme p,(dz) = p(¢,z)dz ;
(23) et (24) entrainent que

(o) =lgp0) =5 [ [ a"@W(ols,0))dods,

ce qui est la formulation faible de (17). L’unicité de la solution de (17)
assure alors la convergence des PV o (?N )™%, et donc celle de la mesure de

charges 17;5 vers p(t,z)dz.

Preuve de (24) : L’espérance dans (24) s’écrit en terme de fV = 1 fot N ds

comime

5

Les estimations a prior: (21.a et b) suffisent a assurer (24). Définissons

N-1

Z 9(1—1;) [1/;07"(@,) - / ¢de(y,i,[Ne])] lfN duy' .

=0

A(N,C) = {densités fsur RN : HN(f) < CN, IN(f) < CN7'};

N-1

lim lim sup /— g(—= [g{)oT’(y)
e—0 N—oo fEA(N,C) N (N)

- /va(y,z',ms])] lfd'féV =0

1=0

(25)

implique (24). La difficulté est que le nombre 2[N¢] + 1 de variables tend
vers l'infini, et semble échapper a tout controle. La premiére étape consiste
a remplacer le petit bloc macroscopique de taille Ne par un grand bloc

microscopique de taille ¢ dans (25):
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Estimée pour un bloc :

1 N1
lim Bim sup /ﬁ Z
=0

—o00 N—oo fEA(N,C)

1 i— i
ﬂ—-}-—l(’l/}OT £+"'+1/JOT+[)

_/'/’d”ﬂ(y,i,l)

L’intégrale figurant dans (26) porte sur la moyenne glissante de la fonction
by = ,ﬁiﬁ (YT 4. +9oTH~ 9 dvy(y,0,0| qui dépend de 2(k+£) +1
variables : elle est donc égale & [ by fedvlY ot fe est la moyenne glissante

des densités de 2(k + £) + 1 variables consécutives. L’intérét de fixer £ est

(26)
fdvdl =o.

que (21.a) assure la compacité de ces distributions sur R2(¢+%)+1 et Pon
peut remplacer limp_o sup e 4(N,c) dans (26) par le supremum sur les

points limites lorsque N — oo ; (21.b) assure que ces points limites sont
. . . 2(¢ 1
des combinaisons convexes des mesures invariantes l/p( o+
. - 2(0+k)+1 N
Il suffit donc de montrer lim;—.oc [ 3, du,,( th+ 0, c’est-a-dire que

2041
P

le méme comportement ergodique que vp+ ; ce point (substantiel) s’obtient

les mesures v conditionnées par p(y,0,€) = p* ont asymptotiquement

a l'aide de techniques de grandes déviations (théoreme 3.5 dans [GPV]).

Estimée pour deux blocs : les moyennes dans deux grands blocs micros-
copiques séparés par une faible distance macroscopique, sont proches :

lim lim lim sup sup

€=0 £—oo N—oo me(_Ne,Ne) fEA(N,C)

Im|>2(k+6)+1
(27)

N-1

1 . .

5 [ 3 w0 = ol +m. )] f i = 0
=0

Cette fois, l'intégrale s’exprime & 1’aide de la moyenne glissante de la dis-
tribution jointe de deux groupes de 2(k + €) 4+ 1 variables consécutives, 3
distance m ; en plus de I’étude des deux marginales menée pour établir
(26), il s’agit de controler les échanges entre les deux groupes a l'aide de
(21.b) et d’un générateur fictif (cf. théorémes 4.3 et 4.6 de [GPV)).

Par continuité de p +— [ 4 dv,, les relations (26) et (27) entrainent
(25).
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4.4. Les modeéles de Ginzburg-Landau gibbsiens

Sur le tore (Z/nz)? & d dimensions, considérons maintenant un généra-

teur de la forme (12) ou la somme porte sur les plus proches voisins, et ot

(28) HN=——Z(¢+F)0’T"

avec F' une fonction locale réguliére bornée. Les mesures invariantes extré-
males sont combinaisons convexes des mesures de Gibbs avec interaction

de portée finie

vy (dy) = Zy" exp{=A(p) D _ y(i) + Hn(y)} dy(0)---dy(N —1)
avec A choisi selon (1) ; contrairement au modele (12), les variables sont
dépendantes a ’équilibre. Le systeme est gradient avec U = %% Hn

(indépendant de N pour N assez grand). Définissons cette fois

(20) o) = Jim < LogE% exp (A 3 4())

1

et notons encore h sa duale. Rezakhanlou [Re 1] montre par la méthode de
production d’entropie, la convergence de }/’\'tN vers la solution de ’équation
(17) ainsi obtenue.

L’intérét du modele est ’existence de transition de phase, c’est-a-dire
Pexistence de plusieurs mesures de Gibbs v, € M (de) a volume infini
correspondant & un méme potentiel chimique A. Dans ce cas, la fonc-
tion convexe h n’est plus strictement convexe, et 1’évolution décrite par

I’équation de diffusion limite est dégénérée dans la région critique.

A cause de la transition de phase, la validité de (25) n’est pas établie
pour toute fonction test 1, mais seulement pour ¢ = U intervenant dans
lanalogue de (41).

Fritz [Fr 1] étudie des modeéles de Ginzburg-Landau gibbsiens et gaus-
siens. Dans [Fr 2], il étend la méthode de production d’entropie au cas du

volume infini au lieu du tore ; la difficulté est de contréler la production
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d’entropie au bord d’un volume fixe. Notons enfin la méthode plus ancienne
de la résolvante proposée par Papanicolaou et Varadhan [PV] : Fritz I'utilise

dans [Fr 1] en ’absence de transition de phase.

Tout récemment, Yau propose dans [Y] une simplification de la méthode
de la production d’entropie, en calculant I’entropie relative de la distribu-
tion instantanée f{¥ dv¥ non plus par rapport & I’équilibre global v¥ comme
au 4.2, mais directement par rapport a un équilibre local dont le profil varie
en temps et en espace : lorsque ce profil est solution de 1’équation hydro-
dynamique, il remarque qu’alors P’entropie reste o(N) a chaque instant, ce
qui permet d’établir la convergence de ?tN comme plus haut, mais sans
avoir recours a l’estimée pour deux blocs. La limitation essentielle de cette
simplification est de ne fonctionner que lorsque ’équation hydrodynamique

a une solution réguliere.

5. D’AUTRES DEVELOPPEMENTS

5.1. Modéeles a espace continu

Olla et Varadhan [OV] étudient dans l’espace des phases (avec posi-
tions dans R;z) un grand nombre de particules dont les vitesses sont des
processus d’Ornstein-Uhlenbeck couplés par une force répulsive ; ce systéme
est non réversible. La limite fait intervenir le formalisme canonique de la
mécanique statistique. Voir aussi Varadhan [V] pour des particules brown-
iennes sur le tore couplées comme ci-dessus, et Rost [Ro 2] pour le modéle
stochastique des spheres dures en dimension 1.

Funaki pose directement le modéle de Ginzburg-Landau sur la droite

réelle, c’est-a-dire comme une équation aux dérivées partielles stochastique

[Fu].
5.2. D’autres modeéles de réseau

Le modele du votant ne posséde pas de quantité conservée, mais son
comportement est tout a fait semblable a ceux étudiés ici ; la hiérarchie est

close, et il donne lieu & des équations linéaires (d > 3) [PS].
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D’autres modeles sans loi de conservation conduisent a des équations
de réaction-diffusion ou des équations cinétiques, en ajoutant a (5) ou a
(8) un terme non linéaire de degré 0 ; leur générateur est de la forme
L = Li+a(e) L 0u L, est du type considéré jusqu’a présent, et ot L, est un
générateur de saut ne possédant pas de quantité conservée. La dynamique
L, étant ralentie par le facteur a(e), le sytéme s’équilibre localement selon
la dynamique “hydrodynamique” £, entre les sauts, espacés dans le temps,
provoqués par L, ; le systéme reléve encore de méthodes hydrodynamiques.
De Masi, Ferrari et Lebowitz[DFL], dans le cas ou £, est exclusion simple
symétrique, £, la dynamique de Glauber, montrent que le profil limite
vérifie % p = ;—; p+ F(p) ou F est un polynome ; Caprino, de Masi,
Pulvirenti et Presutti obtiennent ’équation de Carleman (I’équation de

Boltzmann avec vitesse discréte) comme équation limite [CDPP)].
5.3. Cas diffusifs non gradients

Le seul systéme non gradient pour lequel la limite (7b) a été établie est
Pexclusion simple en milieu périodique (symétrique en moyenne) étudié par
Wick [W 2] ; la contribution dynamique au coefficient de diffusion se calcule
explicitement. Eyink, Lebowitz et Spohn envisagent le cas unidimensionnel

ou le courant est somme d’un gradient spatial et d’une dérivée temporelle

[EL‘S].
5.4. Grandes déviations

Le comportement hydrodynamique étant une loi des grands nombres,
I’étude des grands écarts & la limite hydrodynamique peut étre menée,
grosso modo avec les mémes ingrédients. Donsker et Varadhan [DV] pour le
modele de Ginzburg-Landau, Kipnis, Olla, Varadhan [KOV] pour P’exclusion
simple symétrique, procedent au recentrage exponentiel de la mesure ?f
par une perturbation, faible et a variation lente en espace et en temps, du

générateur. Dans le premier cas, I'intégrale d’action est la norme % p—

3 % h'(p) dans I’espace H_;(T) intégrée en temps. Dans le deuxieme, la

perturbation s’interpréte comme une asymétrie faible du processus d’exclu-

sion simple. Notons que la probabilité de grande déviation est exponentiel-
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lement petite pour la mesure Y associée a la quantité conservée, mais

superexponentiellement petite pour les autres mesures — lorsque ces dévia-

tions ne résultent pas de celles de ?,f ; ce phénomene rappelle les différentes

échelles de temps des fluctuations [DIPP]. Notons enfin que Landim [La 2]

a pu résoudre complétement le probleme des grandes déviations du temps

d’occupation d’un site pour le processus d’exclusion simple symétrique en

dimension un, en construisant la passerelle liant cette question a celle, plus

simple, concernant la mesure d’occupation Y.

[AVA]

[ABL]

[AK]

[BF 1]

[BF 2]

[BR]

[DKPS]

[DFL]

[DIPP]
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REPRESENTATIONS DES GROUPES REDUCTIFS
p-ADIQUES

par Guy HENNIART

1. INTRODUCTION, PRESENTATION DES RESULTATS ET
HISTORIQUE

1.1. Soient k un corps de nombres et G un groupe réductif connexe sur
k, par exemple le groupe GL,. Généralisant la notion classique de forme
modulaire, on est amené a considérer des représentations, dites automor-
phes, du groupe des points de G a valeurs dans ’anneau A des adeles de & ;
la situation classique correspond & G = GL; et k¥ = Q. Le groupe G(Ax)
est un produit restreint des groupes G(k,) olt v parcourt les places de k et
k, est le complété de k en v, ce qui conduit & étudier les représentations
de G(k,). Quand v est une place archimédienne, G(k,) est un groupe
de Lie et la théorie de ses représentations est extrémement élaborée (et
présente d’ailleurs d’autres motivations et intéréts). En particulier, on sait
les classifier en examinant la restriction & un sous-groupe compact maximal
K : c’est la théorie dite des K-types (c¢f. [Vo]). Lorsque v est une place
non archimédienne, de caractéristique résiduelle p, alors k, est une exten-
sion finie du corps Q, des nombres p-adiques, et le probléme se pose de
classifier ou construire les représentations irréductibles de G(k,) (la bonne
notion étant celle de représentation lisse, ¢f. 1.2), par exemple en termes

de restriction & des sous-groupes compacts maximaux.
Le présent exposé vise & présenter les résultats obtenus récemment sur
ce probleme, les plus complets et spectaculaires concernant le groupe GL,,.

S.M.F.
Astérisque 201-202 - 203 (1991) 193
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L’étude des représentations de G(k,) méne a bien des problémes autres
que la classification ou la construction de toutes ces représentations. Par
exemple, on se demande lesquelles de ces représentations sont unitarisables,
les représentations unitaires étant celles qui interviennent dans le cas global
des représentations automorphes pour les corps de nombres. On a aussi
toute une théorie duale des distributions, notamment les distributions in-
variantes (par conjugaison) sur G(k,). La aussi, les progres récents ont été
spectaculaires, mais les techniques sont tres différentes et, par manque de

place et de temps, nous n’avons pu présenter ici ces résultats.

1.2. Soit donc F un corps commutatif localement compact non archimédien.
Notons p sa caractéristique résiduelle. Si F' est de caractéristique nulle, F
est une extension finie du corps Q, des nombres p-adiques ; si F est de
caractéristique p, F' est isomorphe au corps des séries de Laurent formelles
a coefficients dans le corps résiduel de F', un corps fini.

Soit G un groupe algébrique réductif connexe défini sur F. Nous pen-
sons le plus souvent a l'’exemple G = GL,. Le groupe G = G(F) est
localement compact et totalement discontinu. Une représentation lsse =
de G est un homomorphisme 7 de G dans GL(V) ou V est un espace
vectoriel complexe, de sorte que chaque vecteur de V ait un stabilisateur
ouvert dans G ; elle est dite irréductible si tout sous-espace de V stable
par m(G) est {0} ou V. On sait que dans le cas ol 7 est irréductible, le
centre Z de G agit sur V par un caractére, i.e. un homomorphisme continu
dans C*, appelé caractére central de 7, et que 7 est admissible, c’est-a-dire
que, pour tout sous-groupe ouvert H de G, l’espace VI des points de V
fixés par n(H) est de dimension finie. Si H est en outre compact modulo
Z, la restriction de 7 a H est semi-simple et ses composants isotypiques
sont de dimension finie. Le plus souvent (c’est le cas en particulier pour
G = GL,, n > 1), les seules représentations lisses irréductibles de dimen-
sion finie de G sont de dimension 1, c’est-a-dire des caractéres, de sorte
qu’il s’agit en général ici de représentations de dimension infinie. Cepen-
dant, 'admissibilité entraine que 'on peut faire une étude algébrique du
dual admissible de G, c’est-a-dire de 'ensemble des classes d’isomorphisme

de représentations lisses irréductibles de G. Des références pour la théorie
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générale des représentations lisses de G sont [BZ1, Cas].

1.3. Un procédé général pour obtenir des représentations lisses de G est
celui d’snduction. Soit H un sous-groupe fermé de G et p : H — GL(W)
une représentation lisse de H. Soit I(p) ’espace des fonctions f de G dans

W vérifiant les conditions suivantes :

i) il existe un sous-groupe ouvert K de G tel que f(gk) = f(g) pour
ge€G, keK.
ii) il existe une partie compacte C de G telle que f soit nulle hors de HC.
iii) pour h € H et g € G, on a f(hg) = p(h)f(g).

Alors G agit par translations & droite sur 1'espace I(p) et on obtient une

représentation lisse de G dite induite compacte de p et notée indgp.

Cette construction est utilisée principalement dans deux cas. Le pre-
mier est celui ot H est un sous-groupe paraboligue P de G (dans le cas
de G = GLy, il s’agit simplement du stabilisateur d’un drapeau dans F™).
Alors P\G est compact de sorte que la condition ii) est vide. On prend pour
p une représentation lisse irréductible de P, triviale sur le radical unipo-
tent de P, de sorte que p provient d’une représentation d’un sous-groupe
de Lévi de G, qui dans le cas de GL, est un produit de groupes GL,,(F)
avec Y n; = n. Alors indgp est de longueur finie et ses sous-quotients
irréductibles donnent des éléments du dual admissible de G. On appelle
cuspidales les représentations lisses irréductibles de G qui ne peuvent étre
obtenues ainsi par induction a partir de sous-groupes paraboliques propres
de G. On voit donc que modulo la connaissance du dual admissible des
sous-groupes de Lévi propres de G (qui sont de dimension sur F' strictement
inférieure a celle de G) et I’étude de la décomposition des représentations
induites & G, on a réduit la détermination du dual admissible de G & celle
de sa partie cuspidale, i.e. formée des classes de représentations cuspidales.
Cette réduction est l'analogue pour F' de la classification de Langlands
des représentations des groupes réductifs réels. Noter que dans le cas ou
I'on considére en méme temps tous les groupes GL,(F'), pour n > 1, une
étude fine de 'induction parabolique donne naissance & une algébre de Hopf

extrémement intéressante, introduite par J. Bernstein et A. Zelevinski [BZ2,
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Ze] ; voir 'exposé de Rodier au Séminaire Bourbaki [Ro].

1.4. Le second cas ou le procédé d’induction est utilisé est celui ou H
est un sous-groupe ouvert de G, contenant le centre Z de G et compact
modulo Z. En ce cas, toute représentation lisse irréductible p de H est de
dimension finie et triviale sur un sous-groupe ouvert ; c’est donc a peu de
choses prés une représentation d’un groupe fini. De plus, la représentation
lisse 7 = indgp de G est admaissible si et seulement si elle est somme
directe d’'un nombre fini de représentations cuspidales de G [Bu2] ; et si
est irréductible, alors 7 est admissible et cuspidale. On dispose méme d’un
critere d’irréductibilité pour 7 qui s’exprime de la méme fagon que pour les
groupes finis : pour que 7 soit irréductible, il suffit que, pour ¢ € G—-H,
les restrictions & H N gHg™! des représentations p et p? : = — p(g~'zg)
n’aient aucun constituant commun.

On sait qu’une représentation cuspidale a ses coefficients matriciels a
support compact modulo Z ; méme plus, le caractére (trace) de 7 est a
support dans la réunion des sous-groupes compacts modulo Z [De]. Il est
donc raisonnable de conjecturer que toute représentation cuspidale de G
est obtenue comme composant d’une représentation admissible induite a
partir d’un sous-groupe ouvert compact modulo Z, voire méme est une
telle induite. Récemment, L. Corwin d’une part [Co4], et C. Bushnell et

Ph. Kutzko d’autre part [BK] ont annoncé une preuve du résultat suivant :

THEOREME 1.— Soit 7 une représentation (lisse irréductible) cuspidale
de GL,(F). Alors w est 'induite d’une représentation admissible d’un sous-

groupe ouvert compact modulo le centre.

En fait, le résultat ne se réduit pas a ce simple constat d’existence.
De manieére plus précise et plus intéressante, on sait dresser une liste de
paires (H, p) ou H est un sous-groupe ouvert de GL,(F'), compact modulo
le centre, et p une représentation lisse irréductible de H, de sorte que toute
représentation cuspidale de GL,(F') soit induite a partir de I'une des paires
(H, p) et 'on sait dire quand deux telles paires (H, p) et (H', p') induisent
a G des représentations cuspidales isomorphes. On peut donc parler d’une

véritable paramétrisation du dual cuspidal de G.
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On peut d’ailleurs exprimer le résultat d’'une maniére qui ressemble
plus a la théorie des K-types dans le cas des groupes de Lie : si 7 est
une représentation cuspidale de G, il existe une paire (H, p) dans la liste,
unique a conjugaison pres par les éléments de G, telle que la restriction =

a H contienne p (comme constituant), et 7 est alors l'induite de p.

Ces deux maniéres d’exprimer le résultat correspondent en fait & deux
méthodes d’approche différente, qui chacune sont 1’aboutissement d’une

série de travaux briévement rappelés au n° 1.7.

1.5. Dans la premiere méthode, qui est celle suivie par Corwin, la démons-
tration se déroule en deux étapes. On commence par construire des paires
(H, p) comme plus haut telles que l'induite de p & GL,(F) soit cuspidale,
et on détermine quelles paires (H, p) donnent la méme représentation. Le
probléme a ce stade est surtout de deviner suffisamment de paires (H, p).
Il s’agit ensuite de prouver qu’on obtient ainsi toutes les représentations
cuspidales de GL,(F'). Pour cela, on utilise un argument de comptage (qui
remonte a la these de J.B. Tunnell [Tu] pour n = 2) et la comparaison
avec les représentations des formes intérieures de GL,(F) . Un élément
7 du dual admissible de GL,(F') possede un invariant a(7) € N appelé
conducteur de 7, et on sait qu’a conducteur et caractére central donné, il
n’y a qu'un nombre fini d’éléments cuspidaux dans le dual. L’argument de
comptage consiste a prouver que les paires (H, p) fournissent bien le nombre

voulu d’éléments cuspidaux. Encore faut-il connaitre ce nombre !

Pour cela, on considére un corps gauche D de centre F et de degré n?
sur F. Le centre du groupe localement compact D* s’identifie au centre Z
de GL,(F') et de plus D* est compact modulo Z, ce qui fait que le dual
admissible DX de D* est formé de représentations de dimension finie. Si
on note Pp l'idéal de la valuation de D, tout élément 7 de DX est trivial
sur un groupe de la forme (1 + P}) N DX, ol i est un entier positif, et le
conducteur de T est l'entier j + n — 1, o1 j est le plus petit tel entier. Par
voie globale, utilisant une version de la formule des traces pour GL,, et ses

formes intérieures, on établit [Rg, DKV] I'existence d’une bijection entre le

dual admissible DX de D* et I'union disjointe des parties cuspidales des
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duaux admissibles des GL4(F), quand d parcourt les diviseurs de n, cette
bijection étant compatible avec les caractéres centraux et les conducteurs
au sens ol, si 7 est un élément cuspidal du cual de GL,(F) et si 7 € DX
correspond a 7 par cette bijection, alors 7 et 7 ont méme caractére central
et méme conducteur.

Or, de la méme facon qu’on a deviné des représentations cuspidales de
GL,(F), on devine et construit des éléments de DX et pour D* la situa-
tion est suffisamment simple pour que 1’on trouve ainsi tout DX, (A vrai
dire, on commence par analyser et construire 1/)—;, ce qui aide a deviner des
représentations cuspidales de GLn(F'), ¢f. la remarque ci-dessous.) Com-
parant le nombre de représentations des GL4(F') et de D* ainsi obtenues

(a conducteur et caractere central donnés), on voit qu’on a obtenu tout le

dual cuspidal de GL,(F) .

Remarque.— Dans les cas simples, par exemple si n est premier ou premier
a p, les parametres décrivant les paires (H, p) pour GL,(F') sont

— une extension E de degré n de F' contenue dans M, (F")

— un caractere additif de E

— un caractere multiplicatif de E*. (Ces données doivent vérifier

quelques compatibilités.)

Or le corps gauche D contient une extension de F isomorphe a E, unique a
conjugaison pres. On congoit donc bien qu’on puisse transférer les parame-
tres de GL,(F') & D* et vice versa. Il resterait a décrire explicitement en

ces termes concrets la bijection de [DKV].

1.6. On voit que cette méthode est assez contournée et n’explique pas au
fond la paramétrisation obtenue. Il est sans doute aussi dommage d’utiliser
une théorie globale difficile pour obtenir un résultat local.

D’autre part, la prépublication [Co4] est extrémement technique et
difficile a lire, et je ne prétends pas avoir réussi a suivre tous les calculs et
comprendre tous les détails, ou les compléter aux endroits obscurs.

Dans le §3, nous nous attacherons a décrire la méthode utilisée par

Bushnell et Kutzko, qui présente & mon avis les avantages suivants :
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e Elle est purement locale et n’utilise ni comparaison avec un autre
groupe, ni argument de comptage.

e Elle est conceptuellement claire, et partant susceptible de généralisa-
tions (cf. §4). En particuler, nous verrons comment le concept nouveau

de strate simple est la clef de la classification.

e Il s’agit a proprement parler non d’une détermination du dual cuspidal
de GL,(F') mais en fait d’une classification de tout le dual admissible
de GL,(F") al’aide de la restriction aux sous-groupes ouverts compacts
modulo le centre. Cette méthode est indépendante, dans sa majeure

partie, des techniques de Bernstein et Zelevinski mentionnés plus haut.

Par manque de place, nous ne pouvons au §3 que décrire ’enchainement
des idées et résultats et non pas donner une idée des démonstrations. Le
82 est consacré a des généralités et étude de cas simples et ’on essaie d’y

faire sentir en quoi le cas général est si compliqué.

1.7. Pour terminer cette introduction, un brin d’historique n’est pas su-

perflu.

Dans le cas p # 2, on savait depuis longtemps (c¢f. [GGPS, JL]) cons-
truire le dual cuspidal de GLy(F') grace a la représentation de Weil.

Dans les années 70, R. Howe a proposé d’attaquer le cas général en
examinant la restriction aux sous-groupes ouverts compacts modulo le cen-
tre [Hol], et il a décrit [Ho2], dans le cas dit modéré ot n est premier
a p, une construction de représentations cuspidales de GL,(F) & partir
de représentations de sous-groupes ouverts compacts modulo le centre, ces
dernieres représentations étant paramétrées par certains caractéres multi-
plicatifs d’extensions de degré n de F. Que I’on obtienne ainsi tout le dual
cuspidal de GL,(F) pour n premier & p fut prouvé ultérieurement par A.
Moy [Myl], par 'argument de comptage (introduit pour n = 2 par J.B.
Tunnell [Tu]). Entretemps, Ph. Kutzko [Kul] avait déterminé le dual ad-
missible de GL;(F') pour tout p, par une méthode locale et Carayol [Ca]
avait introduit la notion de représentation trés cuspidale des sous-groupes
compacts modulo le centre maximaux de GL, (F) (ces représentations sont

tres faciles a décrire explicitement) et montré que par induction, elles don-
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nent des représentations cuspidales de G ; de plus, il montrait, & nouveau
par comptage, que pour n premier, on obtenait tout le dual cuspidal de
GL,(F).

Il fallait pourtant attaquer le cas général. Dans [Wa], J.-L. Walds-
purger parvenait & trouver une généralisation commune aux constructions
de Howe et Carayol, et a analyser ainsi une bonne partie du dual admissible
de GL,(F), mais ses
constructions ne donnaient pas tout le dual. En 1985, A. Moy [My2] propo-
sait la notion de K-type minimal, dont I’existence était prouvée peu apres
par C. Bushnell [Bu2, ¢f. aussi HM1] qui en tirait une démonstration locale
du fait que pour n premier, les constructions de Carayol donnent tout le
dual cuspidal. Kutzko obtint ensuite une variante toujours locale mais plus
directe de ce résultat [Ku2].

Dans un autre ordre d’idées, R. Howe [Ho3]| avait introduit des isomor-
phismes d’algebres de Hecke dont nous verrons des exemples plus loin (de
tels isomorphismes interviennent aussi dans [Wal), et dans [HM2] R. Howe
et A. Moy tirent de la considération de tels isomorphismes une construction
locale de tout le dual cuspidal de GL,(F') quand n est premier ou premier
ap.

Enfin, le résultat de Corwin [Co4] est I’aboutissement d’une série d’arti-
cles [Col, Co2, Co3| traitant des cas de plus en plus généraux tant pour
GL(F) que pour D*, tandis que le travail de Bushnell et Kutzko [BK]
couronne ’ensemble [Bu2, Ku2, Wa, KM1, KM2].

2. GENERALITES ET QUELQUES CAS SIMPLES DE CONS-
TRUCTION

2.1. Dans ce §2, nous montrons comment analyser la restriction aux sous-
groupes compacts modulo le centre des représentations lisses de GL,(F),
de maniére de plus en plus fine et dans des cas de plus en plus compliqués.
Par commodité, nous utilisons la terminologie de [BK] qui servira au §3.
On note R I’anneau des entiers de F', P son idéal maximal, Fle corps

résiduel R/ P, ¢ le cardinal de F ; on fixe une uniformisante W de F' et un
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caractéere additif ¢ de F' trivial sur P mais non sur R.

On fixe un entier n > 2 et un espace vectoriel V de dimension n
sur F. On note A = Endp(V) Panneau des endomorphismes de V, G le
groupe des éléments inversibles de A, et Z son centre. Tout sous-groupe
de G compact modulo Z est contenu dans un sous-groupe de G compact
modulo Z et maximal pour ces propriétés. Cependant, contrairement au
cas archimédien, deux tels sous-groupes maximaux ne sont pas conjugués.
On peut les décrire a I’aide de chaines de réseauz dans V.

Un réseau L dans V est un sous-R-module de V| libre de rang n. Une
chaine de réseauz est une suite décroissante de réseaux £ = (L;);cz telle
qu’il existe un entier e € Z, appelé période de L, et vérifiant L;1, = & L;
pour ¢ € Z. Deux chaines de réseaux sont dites équivalentes si elles different
par une translation des indices et on note [£] la classe d’équivalence de L.

Soit £ une chaine de réseaux dans V. L’anneau
Ar = {9 € A|lgL; C L; pour i € Z} est un R-ordre héréditaire de A
[Re], de radical de Jacobson P, = {g € A|gL; C Liy,, pour i € Z} et
le stabilisateur He = {g € G|3j € ZgL; = Liyj pour i € Z}, de £ dans
G est un sous-groupe ouvert de G, compact modulo Z. Comme H,, A,
et Pz ne dépendent que de [£]. Soit e la période de £ ; pour tout i € Z,

L;/Li;e est un ﬁ-espa,ce vectoriel et la suite
O=Lite/Live C Lite-1/Liye C+++ C Liy1/Lite C Li/Lie

forme un drapeau de cet espace vectoriel. On dit que £ est uniforme si la
dimension sur F de L;/Li+1 ne dépend pas de i ; il revient au méme de
dire que A est un ordre principal, 1.e. que P est un Az-module & gauche
libre ; si on pose f = dimz(L;/Liy1), on a ef = n. Si L est uniforme, H
est un sous-groupe compact modulo Z maximal de G. Réciproquement,
tout sous-groupe compact modulo Z maximal H de G est de la forme H,
ou £ est une chaine de réseaux uniforme dont la classe d’équivalence est
déterminée par H. Des sous-groupes H et H.s, ot £ et £' sont uniformes,
sont conjugués si et seulement si £ et £’ ont méme période.

Etant donnée une représentation lisse irréductible 7 de G, le but du
Jeu sera de regarder la restriction de 7 & ces groupes H/ et de prouver que

pour H. bien choisi, cette restriction contient une représentation p d’un
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sous-groupe de H; d’un type bien particulier. La notion de “type bien
particulier” progresse par raffinements successifs, au point qu’au plus haut
degré de distillation, on sache notamment que si 7 est cuspidale, alors

est induite par p.

2.2. Soit £ = (L;)icz une chaine de réseaux dans V, de période e. On
dispose d’une filtration de H. par les groupes

Hg ={9€GlgL; = L pour i € Z} et, pour i > 1, Hi =1 + Pi. Toute
représentation lisse irréductible p de H. est triviale sur H: pour i assez
grand ; si ¢ est le plus petit entier > 1 tel que cela se produise, on appelle
i_Tl le niveau de p.

Le groupe H7 /H} est isomorphe au groupe fini [[{_; GLx(Li-1/L;)
dont les représentations sont connues depuis longtemps [Gr]. Pour des
entiers m et r vérifiant 2m > r > m > 1, le groupe H*/H7 est abélien,
isomorphe au groupe additif P} /P; par 'application 1+ z — z. Si p est
une représentation lisse irréductible de Hy triviale sur H%, sa restriction
a HT" se décompose en une somme de caractéres de H7'/HZ, conjugués
les uns des autres sous l’action de Hz/HJ. Ces caracteéres correspondent
donc & des caracteres de P7"/P. Mais le groupe des caractéres de P/ P}
s’identifie & P;~"/P;™™ : & tout élément b € P.~", on associe le caractére
Yy 1 T = Yo Tr(bz) de P/, qui est trivial sur P} et ne dépend que de b
modulo Pll.’_m. De plus, I'action par conjugaison de H. sur les caractéres

P7*[ P se transfere en I'action par conjugaison de Hy sur Pp~"/P; ™.

DEFINITION [BK].— Une strate dans A est un quadruplet ([C],r,m,b)
ot L est une chaine de réseauz dans V, r et m deuz entiers avec r > m,
et b un élément de P;". Deuz strates ([L],r,m,b) et [L],r,m,b') sont
équivalentes si on a b = b' modulo P, ™. Une strate de la forme

([£],r,r — 1,b) est dite fondamentale si 7 > 1 et si b+ P.~" ne contient

aucun élément nilpotent de A.

2.3. Soient 7 une représentation lisse irréductible de G et s = ([£],r, m, b)
une strate dans A avec 2m > r > 1. On dira que 7 contient s si la

restriction de 7 a H Zl“ contient comme constituant le caractére 1y corres-
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pondant & b. Les strates fondamentales ont été introduites par Moy [My2]

qui conjecturait le résultat suivant, prouvé peu apreés par Bushnell [Bul].

THEOREME 2.— Soit 7 une représentation lisse irréductible de G.
Alors, ou bien (cas a)) m contient une strate fondamentale ([£],r, 7 — 1,b),
ou bien (cas b)) il exziste une chaine de réseauz L telle que m | H2 contienne

une représentation triviale sur H} correspondant d une représentation cus-
pidale du groupe fini H) /H}.

Remarque.— Bien siir, les représentations cuspidales des groupes linéaires
sur les corps finis sont celles qu’on ne peut obtenir par induction & partir

des sous-groupes paraboliques propres. On les connait toutes (cf. [Md]).

Si ([£],r,r — 1,b) est une strate fondamentale et e la période de L,
alors b /W™ appartient & Az et on note ¢; la réduction modulo P de son

polynome caractéristique.

THEOREME 3.— Plagons-nous dans le cas a) du théoréme 2.

a) [Bul, HM1] Le niveau r/e et le polynéme ¢y ne dépendent pas de la
strate fondamentale ([L],r,r — 1,b) contenue dans m. Le niveau est le plus
petit niveau des strates contenues dans .

b) [Ku2] Si le polynéme ¢y est produit de 2 facteurs de degré > 1
premiers entre euz dans f’[X] (on dit alors que la strate est scindée) alors

m n’est pas cuspidale.

Le théoreme 2 se prouve (en trés gros) en partant d’une strate non
fondamentale ([£],r,r — 1,b) contenue dans 7 et en modifiant la chaine
de réseaux suivant des directions indiquées par le drapeau formé des no-
yaux des itérés d’un élément nilpotent dans b+ P;" ; cela donne aussi
'assertion concernant le niveau du théoréme 3 a). Pour le théoréme 3
b), on reléve la factorisation de ¢y en une factorisation fg dans R[X] du
polynéme caractéristique de y = b°/&w™, et utilisant la décomposition de V
en Ker f(y) @ Ker g(y), on prouve que 7 a un coefficient matriciel 4 support
non compact modulo Z. En fait, on peut montrer que 7 est ’induite d’une
représentation lisse irréductible du sous-groupe de Lévi de G' correspondant

a cette décomposition de V.
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Remarque.— On peut analyser aussi, c’est plus facile, les cas b) du théoréme

2.

2.4. Le jeu se poursuit en raffinant la notion de strate fondamentale.

DEFINITION.— Une strate ([£],r,r = 1,a) est dite alfalfa (cf. [KM1])
str>1et
i) ag P .
ii) E = Fla] est un corps et H contient E*.
iii) o est minimal, i.e. la valuation normalisée v(a) de a dans E est
premiere a lindice de ramification e(E/F) et le corps résiduel de E

est engendré sur F par la classe de a¢(B/F) G—v(e),

La strate est dite trés cuspidale (cf. [Cal) i elle est alfalfa et que E est de
degré n sur F.

Remarquons qu’une strate alfalfa est nécessairement fondamentale,

non scindée.

THEOREME 4 [Ca] .— a) Soit s = ([£],r,r — 1,a) une strate trés cus-
pidale et p une représentation de Hp contenant s. Alors Uinduite 4 G de p
est irréductible, donc cuspidale.

b) Soit L une chaine de réseauz de période 1 et p une représentation
de Hy triviale sur H} et correspondant a une représentation cuspidale de
HY/H) (isomorphe i GLo(F)). Alors Vinduite & G de p est irréductible,
donc cuspidale.

c) Soit m une représentation cuspidale de G obtenue par les procédés

de a) oub). Alors, le couple (Hp,p) est déterminé 4 conjugaison prés.

Ce résultat provient du critéere d’irréductibilité de 1.4. Par exemple
pour a), si p n’est pas irréductible, on voit qu’il existe ¢ € G—H tel que
Yo €t 1gqg-1 aient méme restriction & HzNg~! H} g. Mais pour une strate
tres cuspidale, cela implique facilement que g appartient & Hz. On prouve
b) et ¢) de maniére analogue. Les représentations p intervenant dans a)

et b) sont faciles a décrire explicitement. On peut donc les dénombrer a
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conducteur et caractére central donnés, et ’argument de comptage donne

le corollaire suivant :

COROLLAIRE.— Supposons n premier. Soit m une représentation cus-
pidale de G. Alors, il existe un caractére x de F* tel que m @ (x o det) soit

obtenu par les constructions a) ou b) du théoréme 4.

2.5. Si n n’est pas premier, on n’a pas fini, hélas.

PROPOSITION 1 [Ku2].— Soit s = ([£],r,r — 1,b) une strate fonda-
mentale non scindée. Alors, il eziste une strate alfalfa ([C],r,r — 1,0) qui

apparait dans toute représentation lisse irréductible de G contenant s.

La strate s étant non scindée, le polynéme ¢; est une puissance d’un
polynéme irréductible de f’[X ], et 'idée est de choisir a semi-simple tel que
$#a = ¢p. On est donc ramené, au moins si on s’intéresse au dual cuspidal
de G, a étudier les représentations lisses irréductibles de G contenant une
strate alfalfa.

Supposons un instant que n soit premier, et soit 7 une représentation
lisse irréductible de G contenant la strate alfalfa s = ([C],r,r — 1,a).
Alors, ou bien a € F, auquel cas il existe un caractére y de F'* tel que
a(m @ (x o det)) < a(7), ou bien F[a] est de degré n, auquel cas la strate
est tres cuspidale et m est cuspidale induite & partir de Hz. Procédant
par conducteurs croissants, on obtient la preuve locale [Ku2] du corol-
laire précédent. (Celle de [Bul] utilise la notion de strate fondamentale

et ’équation fonctionnelle des fonctions Zétas attachées a =.)

2.6. La situation se complique déja beaucoup quand n est le produit de p
par un nombre premier [KM2, Co2]. Cependant, la situation est favorable
dans le cas modéré ou n est premier a p. Décrivons brievement dans notre
langage les résultats de Howe et Moy [HM2].

Soit s = ([£],r,r — 1, a) une strate alfalfa dans V. Posons E = FJa]
et notons G' le centralisateur de o dans G, de sorte que G’ est isomorphe
a GL(m, E), avec m[E : F] = n. Alors, on peut trouver un sous-groupe

compact ouvert H de G contenant H. et un caracteére 1, de H prolongeant
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Yo tels que, d’une part, toute représentation lisse de G qui contienne s
contienne aussi (par restriction a H) le caractére ¥, et que, d’autre part,
l'algébre de Hecke H(G,v.) (¢f. 3.1) dont les représentations décrivent
les représentations lisses de G contenant 3!, soit isomorphe & ’algébre de
Hecke H(G’,1) dont les représentations décrivent les représentations lisses
de G' contenant la représentation triviale de H; N H. Comme, dans ce cas
modéré, le groupe H; N H est de la forme HJ}, ou L' est une chaine de
Rp-réseaux dans le E-espace vectoriel V', on dispose bien d’un procédé de
récurrence qui permet une description du dual cuspidal de G. (On traite

de la méme facon le cas b) du théoréme 2.)

2.7. Placons-nous dans le cas ou n est le produit de deux nombres pre-
miers [KM2] en suivant ici Pexposition de [BK], p.15-16. On part d’une

représentation lisse irréductible de G contenant une strate alfalfa

([£],r,r—1,a). On choisit une telle strate de sorte que 7 contienne la strate
([€],r,m, a) avec m/e(L) minimal. Supposons pour fixer les idées m > [£]
(il faut adapter le raisonnement pour m = [%]) Alors la restriction de
n a HF' contient un caractere 1, se restreignant a ¥, sur HZH'I, 1€
o' = a+bavec b€ P,™. Remarquons que la strate ([£],r,m —1,a + b)
n’est pas alfalfa. Posons E = Fla] e¢ B = Endg(V) C A ; alors £ est
une chaine de Rg-réseaux dans le E-espace vectoriel V ; notant H} le
stabilisateur de £ dans B>, on a HZ = H.NB* pour i > 0. La restriction
de i a HZ" définit une strate ([£],m,m —1,b") dans B. Le point (difficile)
prouvé dans [KM2] est qu’on peut s’arranger pour que cette strate soit
fondamentale dans B. Si elle est scindée, alors m n’est pas cuspidale (cf.
théoréeme 3.b)) et sinon, on peut supposer que la strate est alfalfa dans
B, et alors a + b engendre un corps. Si ce corps est de degré n sur F, la
situation redevient semblable au cas trés cuspidal : 7 est nécessairement
cuspidale induite & partir de Hz. Comme n est produit de deux nombres
premiers, on a gagné dés que [F[a + b] : F] > [Fla] : F] > 1. On pourrait
espérer que ce procédé reste valable pour n quelconque, i.e. que I'on puisse
travailler avec la strate ([£],m,m — 1,b') dans B. Mais ce n’est hélas pas

possible : on doit retourner & F' comme corps de base et travailler avec la
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strate ([£],r,m —1,a + b) dans A. Le méme phénomene se présente aussi
dans [Co4], ce qui explique pourquoi I'approche directe de [Co4] semble
plus compliquée que [Co2].

3. LE CAS GENERAL : STRATES SIMPLES ET ALGEBRES
DE HECKE

3.1. Abordons maintenant le cas de GL, ol n est quelconque, suivant [BK].
On étudie les algebres de Hecke attachées aux représentations des sous-
groupes ouverts compacts de G = GL,(F'), et en particulier I’entrelacement
de ces représentations ; cela méne a l'entrelacement des strates, et les
strates simples (concept fondamental dégagé dans [BK]) sont celles dont
I’entrelacement, plus facile a déterminer, permet d’effectuer 1’analyse dont
la difficulté a été soulignée en 2.7.

Commencons par définir les algébres de Hecke adéquates. On fixe une
mesure de Haar dg sur G (G est unimodulaire). On note H(G) l'algébre
des fonctions localement constantes & support compact sur G, munie de la

loi de convolution

$u(g) = /G o(h) w(h=g) dh.

Si 7 est une représentation lisse de G sur l'espace V, l'algébre H(G) agit
sur V par la formule 7(¢)(v) = [, ¢(h) w(h)(v)dh pour ¢ € H(G)etv € V.
Fixons un sous-groupe ouvert compact H de G et une représentation
lisse irréductible (donc de dimension finie) p : H — GL(W). (On a une
variante de tout ce qui va suivre pour les sous-groupes compacts modulo
Z.) On dispose alors d’un idempotent e, dans H(G) défini par
ep(z) = vol(K)~! dim(p)trp(z~') pour z € H et e,(z) = 0 pour z ¢ H.
Alors e, H(G) e, est une sous-algebre de H(G) et a e, pour élément unité.
Si m est comme plus haut, la restriction de 7 & H est semi-simple et m(ep)
est la projection sur le composant isotypique V(p), qui est donc un module
sur e, H(G)e,. On a une bijection naturelle, asociant V(p) & V, entre les
classes d’isomorphisme de représentations lisses irréductibles
m: G — GL(V) vérifiant V(p) # 0 et les classes d’isomorphisme de modules
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simples sur e, H(G) e,,.

3.2. Au vrai, il est commode d’utiliser une autre algebre H(G, p) attachée &
P, qui est équivalente a e, H(G) e, au sens de Morita. On Pappelle Valgébre
d’entrelacement de p. Notons pY la représentation contragrédiente de p ;
ona p¥(g) = *(¢7") pour g € G. L'espace H(G, p) est formé des fonctions
localement constantes & support compact de G dans Endg(W*), satisfaisant
a ®(hgh') = p¥(h) o ®(g) o p¥(R') pour h,h' dans H et g dans G. La loi
d’algebre est la loi de convolution

®d'(g) = /G ®(a)o®'(a™'g)dz.

Il existe un isomorphisme d’algébres de H(G, p)®@cEndc(W) sur e, H(G) €ep
associant a ® ® (wow*) pour ® € H(G, p), w € W et w* € W*) la fonction
g — dimp Tr(w @ ®(g)w).

Pour g € G, on note 9H le groupe gHg™! et 9p :9 H — GL(W) la

représentation = — p(g~'zg). On note Hom(9p, p) I'espace des endomor-

phismes ¢ de W vérifiant ¢ o9 p(z) = p(z) 0 ¢ pour z € HNI H. On dit
que g entrelace p (avec elle-méme) si cet espace est non nul. Le support

des fonctions de H(G, p) est donné par l’entrelacement de p.

PROPOSITION.— Soit g € G. On a un 1somorphisme canonique entre

Hom(9p, p) et l’espace des fonctions & de H(G, p") qui s’annulent hors de
HgH.

Remargue.— Le cas ou H est compact mod Z et ot Hom(9p, p) = 0 pour

g & H i.e. H(G,p") de dimension 1 est précisément celui oti ind$(p) est
irréductible et cuspidale cf. 1.4.

3.3. Grossierement dit, ’analyse d’un élément m du dual admissible de
G s’effectue en partant d’une paire (H, p) relativement simple intervenant
dans m, par exemple une paire correspondant (2.2) & une strate alfalfa
(2.4) ([£],7,7 —1,a) et en affinant 'observation, i.e. en grossissant H, par

exemple en passant a une strate ([£],r,m, () avecr/2 <m < r —1.

208



(736) REPRESENTATIONS DES GROUPES REDUCTIFS p-ADIQUES

La notion d’entrelacement se transporte aux strates de maniére com-
patible avec ’assignement b — 1, de 2.2. Un élément g de G entrelace la
strate Q = ([£],r,m,b) et la strate Q' = ([L'],r',m', V') si
g b+ P,™)gN (Y + Pz,m') est non vide ; on note Zg(2) ’ensemble des
éléments de G entrelagant 2 avec elle-méme.

On s’intéresse essentiellement, ¢f. 2.4, aux strates pures
Q = ([£],r,m, B), i.e. telles que ([L],r,r —1,3) vérifie les deux premieres
conditions de la définition 2.4 (si elle vérifie en outre la troisiéme,  sera
dite minimale). Fixons donc Q pure et notons E le corps F[(] et B le
sous-anneau Endg(V) de A. Les réseaux de la chaine £ sont stables par
l'action de I'anneau d’entiers Rg de E et on obtient ainsi une chaine L(E)
de réseaux dans le E-module V ; on utilisera pour cette chalne les notations
By, Pr(E), ete. de 2.2.

L’entrelacement de {2 ameéne & étudier I’application ag : z — Bz — zf3
de A dans A. Pour k € Z, on note Ni(f2) 'ensemble des éléments z de A,
tels que ag(z) appartienne a P} ; c’est un sous-anneau ouvert de A, qui
est aussi un bimodule sur B (g), et on a Ni(2) C B (g)+ P pour k assez
grand. On note ko(€2) le plus petit entier k tel que Nyy1(R2) C Be(gy + Pr.

L’intérét de ko(f2) vient de la propriété d’exactitude suivante. Fixons
une corestriction s relative a E/F, c’est-a-dire un morphisme de (B, B)-
bimodules de A dans B tel que s(Bg(g)) = Az N B pour toute chaine £’
de réseaux dans A stables par Rg (la corestriction refléte la restriction a B
des caracteres 1y définis par les strates ([L'],7',m’' ') de A).

Lemme.— Soit @ = ([£],r,m, B) une strate pure et E = F[B]. Soit k un

entier, k > ko(2). Alors la suite suivante est ezacte

0 — Ni(Q)/Bgpy 2 PF Pf gy — 0.

3.4. DEFINITION.— Une strate pure Q = ([L],r,m, ) dans A est dite
simple sz m < —ko(Q2).

Les strates minimales sont les strates simples Q = ([£],r,m, 3) telles
que ko(f2) < —r. Sim = r — 1, les strates simples ne sont autres que les
strates alfalfa.
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L’importance des strates simples est attestée par le résultat technique
fondamental suivant :

THEOREME [BK §2].— Soit Q = ([£],r,m, B) une strate pure dans A.

a) Parmi les strates pures ([L],r,m,w) équivalentes & Q, les strates
simples sont celles pour lesquelles [F[w] : F] est minimal.

b) Supposons 2 simple. 1 Q' = ([L],r',m', ') est simple et entrelacée
avec 2, alors ' est conjuguée de Q par un élément de Hy.

c) Supposons Q simple, et posons k = ko(R2), N = N(R2). Alors

Io(Q) = (1+ PPNy BX (14 PN,

On voit que a) donne une caractérisation simple des strates simples
et que c) détermine lentrelacement d’une strate simple d’une fagon qui
permet d’espérer une réduction a B.

Une strate simple Q = ([£],r,m, ) se comporte bien vis-a-vis du pro-
cessus de raffinement : Posons E = F[§], B = Endg(V) et fixons comme
plus haut une corestriction s relative & E/F. Prenons b € P;™ et con-
sidérons la strate raffinée Q' = ([£],r,m —1,8+b). On a une strate dérivée
dans B : (([L(E)],m,m—1,s(b)). Sila strate dérivée est scindée, alors une
représentation lisse irréductible de G qui contient la strate Q' est induite a
partir d’un sous-groupe parabolique propre et en particulier ne saurait étre
cuspidale. Si a 'opposé la strate dérivée est simple dans B (c’est-a-dire
alfalfa), alors Q' est équivalente a une strate simple dans A.

On montre aussi que les strates simples s’obtiennent par raffinements

successifs de ce genre & partir de strates alfalfa.

3.5. Cependant I’analyse du dual admissible de G est plus compliquée que
ce schéma de raffinement de strates. En effet, la strate Q = ([£],r,m, §)
ne saurait définir une représentation d’un sous-groupe de G que si m > 7 ;
passer au-dela impose de modifier la construction. La classification de [BK]
repose néanmoins sur les strates simples ([£],r,0, 3) dans A, mais le chemin
est plus contourné. Nous le décrivons briévement ci-apres. Pour une strate
simple Q = ([£],r,0,3), on définit en 3.6 des sous-anneaux filtrés j(2) et
h(Q) de A, des sous-groupes filtrés J(Q2) et H(2) de H. et des ensembles
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de caracteres C(Q, k) (pour 0 < k < r—1) des groupes H(2)**!. Ces objets
sont définis directement si  est minimal (z.e. ko(2) < —r) et par référence
a une strate (([£],r, —ko(£2),7) simple et équivalente & ([L],r, —ko(R), B)
sinon (la strate Q' = ([£],7,0,7) est alors simple elle aussi). On vérifie,
mais ce n’est pas évident, que ces objets existent et ne dépendent que de

() et non des choix effectués. En 3.6, nous considérons une strate simple

Q = ([£],r,0,08) et fixons un choix de Q'.

3.6. Gardons les notations E et B (cf. 3.4), et posons m = —ko(Q2). Si Q
est minimale, on pose h(Q2) = BL(E)—i—Pg/z]H et j(Q) = BL(E)+P[[:(T+1)/2].
Sinon, on pose h(2) = Be(gy + h(Q') N Pém/Z]H et
§(Q) = Be(my + () n PEmHD/A,
Ce sont des sous-anneaux de A filtrés par A™ = kAP et j™ = jNPR.
On pose H(Q) = h(2)*, J(2) =j(Q)* et H™ = 14+h™, j™ = 1+4;™ pour
m > 1.
Soit 0 < k <7 —1. Si Q est minimale, on note C(£2, k) I'ensemble des
caractéres 6 de H(Q)**! satisfaisant &
i) 6] (H(Q)H 0 HY M = gy
ii) 6|(H(Q)**1 N B> se factorise par le déterminant B* — EX.
Supposons {2 non minimale. Si k > m, on pose C(, k) = C(Q', k).
Sinon, C(€); k) est formé des caractéres 6 de H(Q)**! vérifiant ii) et
iii) 6 est normalisé par H.(g).
iv) Pour k' = max(k, [m/2]), la restriction de 6 & H(Q)* ! est de la forme
6o - Y5 avec Oy € C(V, k).

On peut facilement calculer I'entrelacement de 6, € C(£, k) [BK, Thm
4.7].

3.7. Soit 6 un caractere dans C(£2,0). Alors il existe une unique représenta-
tion irréductible n(6) de J'(£2) dont la restriction & H'(f2) contienne 6. De
plus, n(6) s’étend de maniére canonique (& torsion prés par x o detg ou X

est un caractére de R /1 + Pg) en une représentation (6) de J(2).

Remarque.— Dans les cas simples mentionnés au §2, et dans [Cod], de
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telles extensions s’obtiennent par la représentation de Weil. Cependant,
cela mene a des difficultés techniques, par exemple si p = 2. Dans [BK] est
utilisée une approche inspirée de [Wa).

On peut enfin définir la notion de type simple. On part d’une strate
simple @ = ([£],7,m,B) comme plus haut et on suppose £ uniforme.
Alors J(Q)/J*(Q) est isomorphe & Hg(E)/Hé(E), c’est-a-dire au produit
de e copies de GLj(Rg/Pg) (avec ef = dimg(V)). Etant donnée une
représentation cuspidale oy de GL¢(Rg/PE), on peut voir ¢ = 04 ®- - - Q g

comme une représentation de J(Q) triviale sur J(Q).

DEFINITION.— Un type simple est soit une représentation de J(Q)
de la forme k(0) ® 0 ou 6 € C(Q,0) et 0 comme ci-dessus, soit une
représentation de H ol L est uniforme, triviale sur H} et de la forme

o comme ci-dessus.

Remarque.— Dans le deuxieme cas de cette définition, on peut avoir f =1 ;

alors H est ce qu'on appelle un sous-groupe d’Twahori de G.

3.8. On peut enfin énoncer les résultats fondamentaux.
On prend une représentation de J(2) qui est un type simple. On fixe

un sous-corps L de A contenant E, non ramifié de degré f sur E, et on

pose C' = Endp (V).

THEOREME.— L ’algébre H(J(2),\) est canoniquement isomorphe d

Ualgebre d’entrelacement de la représentation triviale d’un sous-groupe d’Iwa-

hori de C*.

Remarquons que les représentations de ces algébres sont trés bien con-

nues [Bo, KL] et que cet isomorphisme peut se décrire par des conditions

de support.

COROLLAIRE.— Soit m une représentation lisse irréductible de G dont
la restriction ¢ J(Q2) contient A.

St [L: F) =n, alors w est cuspidale induite par une extension de \ au
normalisateur dans G de J(Q) (qui est compact modulo Z ).

Sinon m n’est pas cuspidale.
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On peut, enfin, décrire les représentations de G contenant un type
simple. On sait que [BZ1, Cas] si 7 est une représentation lisse irréductible
de G, il existe un sous-groupe de Lévi de G, L ~ [[;_; GL,,(F), et des
représentations cuspidales 7; de GL,,(F') pour i = 1,---, s, tels que 7 soit
une sous-représentation de I'induite parabolique de m; ®- - -®m,. L’ensemble
{m1 -+ 7y} est déterminé par 7 ; appelons-le le support de 7. Il est dit simple
si les n; sont tous égaux et si pour ¢ > 1, m; est équivalente & m ® (x; odet)

ou x; est un caractére non ramifié de F*.

THEOREME.— Une représentation lisse irréductible de G contient un

type simple s1 et seulement si son support est simple.

COROLLAIRE.— Toute représentation cuspidale m de G est induite a
partir d’un sous-groupe compact modulo Z. Plus précisément, © contient
un type simple A représentation d’un sous-groupe J et la paire (A, J) est
unique & conjugaison pres ; de plus, w est l'induite d’une unique extension

de A au normalisateur de J dans G.

4. GROUPES AUTRES QUE GL,

4.1. Parlons en premier des groupes proches de GL, et d’abord de ses
formes intérieures anisotropes. Si D est un corps gauche de centre F', Cor-
win a donné [Co3] une classification des représentations de D*, comme il
est inhérent a la méthode de comptage. Il est clair d’autre part (mais ce
n’est pas écrit) que les méthodes de [BK] s’appliquent dans le cas de D*,
qui est plus facile que celui de GL,(F), et fournissent une classification
analogue. En fait, certaines idées de [BK] ont été utilisées par E.W. Zink
pour compléter son approche originale [Zi], qui fournit une autre classifi-
cation du dual admissible de D* liée & une bonne connaissance des classes
de conjugaison dans U}, /UL pour i > 1, et sans doute plus proche de la
correspondance conjecturale [La, He] avec les représentations du groupe de
Galois absolu de F.

On devrait pouvoir traiter de méme le cas de GL» (D), mais cela reste

a écrire.
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Le cas de PGL,, se réduit immédiatement au cas de GL,, : les représen-
tations lisses de PGL,(F') sont celles de GL,(F) qui sont triviales sur
le centre. On peut étudier le cas de SL, en restreignant & SL,(F) les
représentations de GL,(F'), et Bushnell et Kutzko annoncent qu'ils savent
en particulier prouver que toute représentation cuspidale de SL,(F) est in-

duite a partir d’un sous-groupe compact ouvert ; voir [KS] pour le cas ot
n est premier.

4.2. Pour les groupes proches de GL; et certains autres groupes de petit
rang, la construction explicite des représentations est un probléme abordé
depuis longtemps. Parmi les travaux récents en petit rang, et sans préten-

tion d’exhaustivité, mentionnons les classifications de A. Moy [My3].

Prenons donc un groupe réductif connexe général G sur F. Alors la
structure des sous-groupes compacts maximaux de G(F) est élucidée dans
[BT], et dans [PR] sont introduites des filtrations, dites standard, sur ces
groupes et d’autres sous-groupes compacts de G(F'), les sous-groupes para-
horiques (pour G = GL,, ils correspondent aux stabilisateurs des chaines
de réseaux). L’analogue des représentations tres cuspidales de Carayol con-
duit a la notion de représentation P-cuspidale de G(F), due & L. Morris
[Mol, ¢f. aussi Hi].

Cependant, si l'on veut obtenir une généralisation aux groupes clas-
siques des résultats de R. Howe [Hol] pour GL, dans le cas modéré, on est
amené [Mo2] & définir des filtrations attachées aux tores modérés, qui ne
sont pas toutes des filtrations standard. Enfin, si I'on veut obtenir le cas
général, les tores modérés ne peuvent suffire et Morris a dégagé pour un
groupe classique G [Mo3] (en caractéristique résiduelle impaire) la bonne
notion de chaine de réseaux et de filtrations de 1'ordre héréditaire et des
sous-groupes compacts associés : les chaines de réseaux doivent, en gros,
étre union de deux chaines se déduisant I'une de 'autre par dualité par
rapport a la forme définissant G, et les filtrations refletent subtilement
cette décomposition. Morris définit aussi la notion de strate fondamentale
et prouve que toute représentation lisse irréductible de G(F') contient une

strate fondamentale. L’investigation devrait se poursuivre selon les lignes

de [BK].
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Si les isomorphismes d’algebres de Hecke de 3.7 s’avéraient généraux,
cela serait particulierement intéressant puisque, au moins pour G déployé
a centre connexe, les représentations de ’algébre de Hecke relative a la
représentation triviale d’un sous-groupe d’Iwahori ont été classifiées par
Kazhdan et Lusztig [KL] a l’aide de techniques de K-homologie.

4.3. Signalons enfin que, méme pour G = GL,, l'histoire n’est pas finie,
puisque les céleébres conjectures de Langlands [La, He|] impliquent un lien
trés précis entre les représentations de degré n du groupe de Galois ab-
solu de F' et le dual admissible de GL,(F'), les représentations galoisiennes
irréductibles correspondant au dual cuspidal. Seuls les cas n < 3 ont été
complétement traités jusqu’a maintenant, et ’on est en droit d’attendre

une correspondance explicite pour n quelconque.
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FIBRES DE HIGGS ET SYSTEMES LOCAUX

par Joseph LE POTIER

En 1965, Narasimhan et Seshadri établissaient [28] une correspondance .
bijective entre ’ensemble des classes d’équivalence de représentations uni-
taires irréductibles du groupe fondamental m d’une surface de Riemann
compacte X, et l’ensemble des classes d’isomorphisme de fibré vectoriels
stables de degré 0 sur X : ils associent a une représentation p : # — U(r)

le fibré vectoriel holomorphe E, défini par
E,=X x,C"

ott X — X est le revétement universel de X, et ot le produit ci-dessus est
le quotient de X x C"par l'action de 7 définie par (7, (z,v)) = (2771, yv)
pour ¥ € 7 et (z,v) € X x CT. La correspondance fut étendue récemment
sur toute variété projective lisse par Donaldson [6,7,9], et sur toute variété
kahlérienne compacte par Uhlenbeck et Yau ([36],[22], Séminaire Bourbaki
n° 683) ; le point essentiel est de montrer que sur tout fibré vectoriel stable,
il existe de bonnes métriques hermitiennes, dites suivant les auteurs, de

Yang et Mills, ou d’Hermite et Einstein.

L’objet des travaux de C. Simpson, auxquels est consacré 1’essentiel
de ce rapport, est de trouver un analogue pour les représentations linéaires
quelconques. On doit rajouter aux fibrés vectoriels holomorphes une donnée
supplémentaire pour obtenir une équivalence du méme type que celle de

Narasimhan et Seshadri. C’est la notion de fibré de Higgs, qui fut d’abord
S.M.F.
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introduite par Hitchin sur les courbes algébriques [19], et que nous ex-
pliquons dans la section 2. Pour définir le fibré vectoriel algébrique, muni
de sa structure de Higgs, associé & une représentation 7 — Gl(r,C) les
choses ne sont pas aussi simples que ci-dessus, et ’on doit faire intervenir
de bonnes métriques. La maniére dont nous avons choisi de présenter les
choses passe par l'intermédiaire des fibrés harmoniques (cf. section 1) no-

tion introduite par Simpson sous une forme voisine dans [32].

Le résultat essentiel de Simpson [29,30,31], reposant en partie sur des
résultats de Corlette [4], et surtout de Donaldson [6,7,8], est d’établir une
équivalence de catégories entre la catégorie des représentations linéaires
du groupe fondamental d’une variété projective lisse, celle des fibrés plats,
et celle des fibrés de Higgs semi-stables de classes de Chern nulles. Ceci
se traduit, quand on fixe le rang r, par l'existence de trois espaces de
modules grossiers Mp(r), Mpr(r) et Mpei(r) associés & de tels objets
ces variétés algébriques ont méme ensemble de points fermés, mais les
structures algébriques différent. Les deux premiers espaces de modules
ont cependant méme espace analytique sous-jacent : déja, pour r = 1, on
retrouve les exemples classiques de Serre de variétés algébriques analytique-
ment isomorphes, mais non isomorphes. La construction de ces variétés de
modules, esquissée dans la section 5, fait appel, comme on en a maintenant
I’habitude, a la théorie de Mumford, que nous rappellerons briévement. Sur
la variété Mp,i(r) le groupe C* agit de maniére naturelle ; les points fixes
de cette action correspondent & des représentations d’un type particulier,
appelées variations de structures de Hodge. Ces points fixes sont tres utiles
pour obtenir des renseignements sur la topologie de la variété de modules :

nous en donnons un exemple sur les courbes dans la section 7.

Nous n’aborderons pas ici toute la partie du travail de Simpson relatif
aux variétés kahlériennes éventuellement non compactes [29,34]. Dans ce
cadre, on rencontre bien sir des difficultés supplémentaires, alors que si
l’on se limite aux variétés projectives, il n’y a pas de problémes majeurs
pour étendre la méthode de Donaldson : on travaille essentiellement par
récurrence sur la dimension, a condition d’avoir au préalable généralisé les

théoremes de restriction de Mehta et Ramanathan (cf. section 4).
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N o Gte W

Dans tout I’exposé, variété algébrique signifie schéma de type fini sur
C ; par points, on entend les points fermés. Soit X une variété projective

lisse, de dimension 7, munie d’un fibré inversible tres ample O(1).

1. Fibrés harmoniques

On considére sur X un fibré vectoriel complexe E de classe C*° |,
de rang r, muni d’une métrique hermitienne <,>; on désigne par A'(E)
I’espace des formes différentielles de classe C*°, de degré : a valeurs dans
E. Une connexion de classe C*™ sur E est un opérateur C-linéaire D :
A°(E) — Al(E) satisfaisant a la régle de Leibniz D(fs) = (df)s + fDs
pour s € A°(E) et f fonction de classe C*° sur X. Etant donnée une telle
connexion D, on peut lui en associer une autre, notée D, de sorte que 'on

ait la formule, pour s et ¢ sections de classe C*° de E
d< s t>=<Ds,t>+<s, Dt >

ou, dans le membre de droite, <, > désigne 'extension aux formes différen-
tielles de la forme hermitienne. Les connexions constituent un espace affine
A modelé sur l'espace vectoriel A'(End(E)) des formes différentielles de
degré 1 a valeurs dans le fibré des endomorphismes de E, et ’application
D — D est une involution affine de A dont Papplication linéaire tangente
est donnée par w — —w*, ou w* est la forme différentielle adjointe de
w. La connexion D est dite hermitienne si elle est invariante par cette

involution. Toute connexion D s’écrit de maniére unique D =V + a ot V
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est une connexion hermitienne, et a une forme différentielle & valeurs dans

End(E) telle que @ = o*.

On appelle fibré harmonique sur X un triplet (E,D, <, >) formé d’un
tel fibré vectoriel, d’une connexion D et d’une métrique satisfaisant aux

deux conditions d’intégrabilité suivantes :
(1) la connezion D est intégrable .

Ceci signifie que la forme différentielle de courbure Fp € A%(End(E)),
définie par Fp(s) = D?(s) pour s € A’(E), est nulle. Au couple (E, D)
est alors associé un systéme local d’espaces vectoriels complexes de dimen-
sion r défini par le faisceau des sections locales (dans la topologie usuelle)
annulées par D ; c’est aussi ce qu’on appelle fibré vectoriel plat de rang r.
Un point = étant choisi dans X, ce fibré provient d’une représentation du
groupe fondamental 7;(X, z) de la variété X dans GL(r, C), bien définie a
conjugaison pres.

Pour énoncer la deuxieme condition d’intégrabilité, on décompose D
suivant la forme suivante : D = V + a , ou V est une connexion her-
mitienne, et ou «a est une forme différentielle de degré 1, & valeurs dans le
fibré des endomorphismes End(E), auto-adjointe par rapport a la métrique

hermitienne. On décompose V et a selon leur type :
V=040 ; a=6+6",

ot 8 et 0 sont de type (1,0) et (0,1) respectivement, et ou 8 est une forme
différentielle de type (1,0) & valeurs dans le fibré des endomorphismes de
E. A un tel couple (E, D) on associe I'opérateur différentiel D" : A°(E) —
A'(E) défini par D" = 8 + 6. La deuxiéme condition s’énonce :

(2) la forme différentielle G € A2 (End(E)) définie par G = D"? est

nulle .

En décomposant la forme différentielle G en types, on voit que cette
condition est équivalente a 3 = 0,00 = 0 et A6 = 0. Ainsi, 'opérateur 9

définit sur E une structure de fibré vectoriel holomorphe, et 8 est alors une
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forme différentielle holomorphe sur X, & valeurs dans End(E), satisfaisant
a la condition § A 6 = 0.

2. Fibrés de Higgs

On appelle fibré de Higgs sur X la donnée d’un couple (£, 6), ou E est
un fibré vectoriel algébrique sur X, et 6 une forme différentielle réguliere
de degré 1 a valeurs dans le fibré des endomorphismes End(FE), satisfaisant
a l'identité 6 A § = 0. On pourra, si I’on veut, considérer cette forme
différentielle comme un morphisme 6 : E — Q!(E) de E dans le fibré
Q! (E) des formes différentielles de degré 1 & valeurs dans E.

Puisque la variété X est projective, en vertu des théorémes de com-
paraison de Serre, il revient au méme de travailler avec les fibrés vectoriels
algébriques ou les fibrés vectoriels holomorphes sur X. Ainsi, a tout fibré
harmonique sur X on associe d’apres le paragraphe précédent un fibré de
Higgs de classes de Chern nulles. La question qui se pose immédiatement
est la réciproque : dans quelles conditions un tel fibré de Higgs de classes
de Chern nulles provient-il d’un fibré harmonique ? La réponse a cette
question est en fait un cas particulier d’un énoncé plus général, concernant

Iexistence de métrique de Yang et Mills sur le fibré de Higgs .

Etant donné un fibré de Higgs (E, #) de rang r et une métrique hermi-
tienne H =<,> sur E, il existe une unique connexion hermitienne V sur
E dont la partie de type (0,1) coincide avec ’opérateur 0 de Dolbeault, et
on pose a = 6 + 6*. On considére alors la connexion D = V + a , dont la
forme de courbure F = D? s’appellera forme de courbure de la métrique
hermitienne H. Bien entendu, si les classes de Chern sont quelconques, il
est hors de question d’espérer que ’on puisse obtenir par un choix conven-
able de H que la courbure F' soit nulle . Cependant, on peut essayer de
minimiser la courbure. Pour mesurer cette courbure, on munit le fibré des
endomorphismes End(E) de la métrique hermitienne (f,g) — trace fgx,
pour f et g appartenant a une méme fibre de End(F) . La forme quadra-

tique associée est notée f —| f |?; la norme L? de la courbure est alors
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définie par

wn
1= [ 1FP
X n:

Par hypothese, on dispose sur X d’un fibré tres ample O(1) ; on désigne
par h sa classe de Chern, et par w la forme de Chern d’une métrique her-
mitienne sur ce fibré . Comme sur toute variété kahlérienne, on dispose
sur l'algebre des formes différentielles extérieurs des opérateurs *,C, L, A ;

rappelons ( cf. A. Weil [37]) que C est définie par

Cp = (-1)"""

pour toute forme différentielle ¢ de type (a, b).
On décompose la forme de courbure F' de la connexion D associée sous

la forme

1
F = ~tr(F)idg + F*
T

ou tr( F') désigne la trace de F', et ot F'- est une forme différentielle de degré
2 a valeurs dans End(E) de trace nulle . On désigne par Fy (resp. Fy-) la
partie primitive de F' (resp. F'1), et on écrit la décomposition orthogonale
F = Fo+“A(F) (resp. F+ = Fg-+2A(F1)). Enfin, soient c; les classes de
Chern de E. Ces classes de Chern fournissent des contraintes topologiques

qui limitent les valeurs possibles de || F' ||, comme le montre la proposition

suivante :

Proposition 1. — On a les formules

C% n—2 1 2 1 2
(e = D)= = (| Fo I? = I ACF) |1

r

(e2 = o2 = (L FE P~ I AGES) )

Démonstration.  On traite seulement le cas n=2; les modifications a
apporter pour n supérieur sont mineures. Considérons la décomposition de
la forme de courbure D = V + a, ou V est la connexion hermitienne. La

courbure de D s’crit F = A+ B,avec A= Fy +aAaet B=V(a);la
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forme différentielle A est anti-hermitienne, et de type (1,1), tandis que B
est hermitienne (c’est-a-dire auto-adjointe), somme de formes différentielles
de type (2,0) et (0,2). Par définition des classes de Chern, on a dans
HYX,Z2)=12

1 * *
=§ﬁ/x tr(BB* — AA*)

Ecrivons A = Ag + A;, ou Aq est la partie primitive (donc anti-invariante
par *) et A; la partie orthogonale (donc invariante par *). Alors Fy = A+
B, et A; = %A(F) De la définition de la norme des formes différentielles
auto-adjointes || ¢ ||*= [, ¢ A *p on tire

2

cp— = =

1
2 8r2

1 2 1 2
=§p(ll Fo " == [ AE) %)

BI*+1 A0 I* = 1| 41 %)

La démonstration de la seconde formule est identique, en remplacant F' par

F1, compte-tenu de la formule

r—1,
Clz——2
2r 871' X

tr(FJ‘)Z.

Cy —

Métrigues de Yang et Mills

Une métrique hermitienne sur E est dite de Yang et Mills si

(1) la trace de F' est harmonique

(2) A(FL) =0.

La premiere condition est équivalente a A(tr(F')) = cte; dire que la
métrique est de Yang et Mills signifie donc que la forme de courbure F
s’écrit

F =iwidg + Fy
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ou Fy est la partie primitive de F', et A un réel. Dans Pespace des métriques
hermitiennes, la fonctionnelle || F' ||? est minimum aux points correspon-
dant aux métriques de Yang et Mills. Le proposition ci-dessus impose des

conditions topologiques pour l'existence de telles métriques :

Corollaire. — Soit (E,0) un fibré de Higgs sur X, muni d’une
métrique de Yang et Mills.
(1) on a
r—1 n—
(c2 = 5 ¢2).h""2 >0

(2) Siles classes de Chern c; et cy satisfont auz conditions suivantes :
2
Cl.hn_1 =0 3 (62 - El').hn_2 =0

la connezion associée D est plate. En particulier, toutes les classes de

Chern sont nulles.

L’assertion (1) est la généralisation de I'inégalité classique de Bogo-
molov (2] et de Liibke [21] pour les fibrés stables. Sous les conditions de
I'assertion (2), la métrique de Yang et Mills donnée définit sur (E, §) une
structure de fibré harmonique ce qui répond donc a la question posée en
début de section. Le résultat qui suit explique les relations entre fibré de

Higgs p-stables et métriques de Yang et Mills.
Faisceauz de Higgs

Pour tout faisceau algébrique cohérent F' sans torsion sur X, de rang

r et de classes de Chern ¢; on définit le degré et la pente de F par
deg(F
deg(F) = ey b () = SBLE)
r
Un faisceau de Higgs de rang r sur X est un couple (E, #) formé d’un
faisceau algébrique cohérent E et d’'un morphisme 6 : E — Q! ® E tel que
6 A6 = 0; bien entendu, a tout fibré de Higgs on associe un faisceau de

Higgs en considérant le faisceau des sections réguliéres. Un sous-faisceau
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cohérent E' C E sera dit sous-faisceau de Higgs si 6(E') C Q' ® E'. On dit
qu’un faisceau de Higgs (E, 0) est pu-semistable (resp. p-stable) si pour tout

sous-faisceau de Higgs F' de rang r', avec 0 < r' < r,on a

WE') S WE) 5 (resp. <)

Le résultat fondamental de C.Simpson donne une caractérisation des fibrés

de Higgs sur lesquels existent une métrique de Yang et Mills.

Théoréme 1 (Simpson).— Soit (E,0) un fibré de Higgs. Il exziste
sur (E,0) une métrique de Yang et Mills s1i et seulement si E est somme
directe de sous-fibrés de Higgs p-stable de méme pente p. Cette métrigue

est unique ¢ automorphismes prés.

Esquisse de démonstration

Soit (E,8) un fibré de Higgs, muni d’une métrique de Yang et Mills
H =<,>, et considérons un sous-faisceau de Yang et Mills E’ | dont
on se propose de majorer la pente. On peut supposer que le quotient
E" = E/E' est sans torsion, de sorte que sur un ouvert de Zariski U dont
le complémentaire est de codimension > 2 on a la suite exacte de fibrés

vectoriels algébriques
0—-FE -E—-E"-0 (1)

La métrique donnée sur E permet, sur I'ouvert U, de scinder cette suite
exacte, en tant que fibrés vectoriels de classe C®° : E = E' @ E" ; cette
somme directe est orthogonale, et dans cette décomposition, les opérateurs

0 et 6 s’écrivent sous forme matricielle

=_ (0 p* P
o= (% &) ¢ o=(5 &
ou B € AYY(U, Hom(E",E")) et vy € AYY(U, Hom(E', E")) sont des formes

différentielles de types (1,0) & valeurs dans le fibré des homomorphismes
Hom(E',E") et Hom(E", E') respectivement et ou §* désigne I’adjointe
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de . Désignons par Dg: et Dgv les connexions associées aux fibrés de
Higgs (E',6') et (E",6") respectivement, munis des métriques hermitiennes

induites sur l'ouvert U. La connexion sur E a alors pour matrice

D=( Dp ﬂ*+7)
-B+7v* Dg»

Désignons par F' et F" les formes de courbure des fibrés de Higgs E' et
E" ; la forme de courbure F' de la connexion D sur le fibré E est donnée

au-dessus de U par la matrice

F=(F’+(ﬁ*+7)/\(7*—ﬂ) D(B* +7) )
D(y* - B) F'+ (v =B)A(B*+7)

Dans cette formule, on a encore noté D les connexions induites sur les
fibrés d’homomorphismes Hom(E', E") et Hom(E", E') et leur prolonge-

ment aux formes différentielles. Puisque la métrique est de Yang et Mills,

: -1 _ 1 . . o . ,
onaz-Fuw'™ = muw"zd}; . De la matrice ci-dessus, il résulte que

]

2

(F'+y Ay =B AR ! pw™idp .

1
~ deg(X)

En prenant la trace, et aprés intégration sur l'ouvert U on obtient, r’

désignant le rang de E'

1 g * * n—
u'+—,/ztr('y/\7 —BAB) W =
2nr! Ju

l'intégrale figurant ci-dessus est celle d’une fonction positive; la formule
dit en particulier que cette intégrale a un sens . Il en résulte que p' < pu,
avec égalité si et seulement si 5 = v = 0. Dans ce cas, on obtient un
scindage holomorphe de la suite exacte (1), scindage qui, du fait que le
complémentaire de U est de codimension > 2 s’étend & X. Ainsi, le fibré
de Higgs (E, ) est somme directe de sous-fibrés de Higgs de méme pente
i, et chacun des facteurs porte encore une métrique de Yang et Mills, ce
qui permet de recommencer la construction jusqu’a obtenir des facteurs qui

soient p-stables.
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Formulaire

C’est bien entendu la réciproque qui est la partie la plus difficile. Nous
avons d’abord besoin d’un formulaire. Si (E, 6) est un fibré de Higgs, et K
une métrique hermitienne sur E, on note D = D la connexion associée,
et on écrit D = D' 4+ D". On pose D° = C~'D C, clest-a-dire D® =
i(D" — D'). Les identités classiques de géométrie kahlérienne s’étendent
a cette situation : on peut par exemple calculer I’adjoint formel pour les
opérateurs D, D', D" :

D* = — xDx
=[A, D°]
D* =i[A,D"] ; D™ =—i[A,D) ()

Considérons, sur le fibré vectoriel E, une autre métrique hermitienne
H; on écrit H = Kh, ou h est un automorphisme de E, hermitien par
rapport a K ; les opérateurs différentiels DY; et DY | relatifs aux deux

métriques H et K et leurs formes de courbures sont liés par les formules
n =Dy +h7' Dich (3)
Fy =Fg +h™(D"Dyh—D"h k1D h) (4)

Compte-tenu de la formule (2), le laplacien A associé a l'opérateur D'y

sur le fibré des endomorphismes de F, est donné par A4-(h) = DpD}-h =
tAD"D'%-h. De la formule (3) on tire alors

Ale(h) = ihA(Fy — Fi) + iA(D"h k= D/ h) (5)

Champs de Yang et Mills

On se place sur la “variété” Met(E) des métriques hermitiennes sur E,
et on considere la fonctionnelle de Yang et Mills, définie par H — || Fy|°.

Une métrique de Yang et Mills devant minimiser cette fonctionnelle, on est
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amené a en rechercher les points critiques. Si on identifie 'espace tangent
en H a l’espace vectoriel Hermp(E) des endomorphismes hermitiens de E
pour la métrique H, on voit que la dérivée de cette fonctionnelle est donnée,
en vertu de la formule (4) par 'application linéaire Hermpy(E) — R définie
par 7 — 2Re < D"Dyn,Fy >p, ot <,>pg désigne le produit scalaire
associé a la métrique L? définie sur A2(Hom(E, E)) par la métrique H.
Compte-tenu de la formule (2) et de I'identité de Bianchi D} (Fg) = 0,
on obtient que cette dérivée est donnée par n — Re < 7, 2iALAFy >p .
Ainsi, le “champ de vecteurs ” H — 2iA'y AFy joue le réle d’un champ de
gradient pour la fonctionnelle de Yang et Mills. On est amené 3 suivre les
trajectoires ¢ — H; du champ de de vecteurs H — —iA'y AFy, c’est-a-dire

a résoudre I’équation aux dérivées partielles

OH .
H'1—/—/— 4 zA'HAFH =0
ot
Cette fonctionnelle décroit le long de ces trajectoires. Cette équation est du
quatrieme ordre; tout comme Donaldson pour les fibrés stables, Simpson

choisit ici de la remplacer par ’équation de la chaleur

H‘l%g = —iAFy (6)

dont I’étude est plus facile.

L’équation de la chaleur

L’équation (6) se casse en deux dans la somme directe End(E) =
Cidg® Endy(E), ou Endy(E) est le fibré des endomorphismes de E de trace
nulle. Multiplier H par une fonction réelle strictement positive permet de
changer la partie centrale de Fi : on lui ajoute en effet une forme s’écrivant
00y, o1 ¢ est une fonction de classe C* ; la partie centrale de Fy étant de
type (1,1), par un choix convenable de cette fonction, on peut obtenir une
fonction harmonique pour la partie centrale de Fiy. On se contentera donc
d’étudier les trajectoires t — H; partant d’un point Hy = K, et telles que
det(H;K~') = 1. Pour de telles trajectoires, ’équation (6) s’écrit

H‘I%—Ij = —iAFg (7)
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Si on pose H; = Kh; , Péquation (7) est équivalente & ’équation suivante,

compte-tenu de (5)

% + A )h = —ih(AFE) +iD"h k™' Dk (8)

C’est une équation non linéaire, de type parabolique. Ni D’existence, ni
l'unicité des solutions de (7), avec conditions initiales imposées, ne sont
évidentes, et une part importante du travail consiste & montrer le résultat

suivant :

Proposition 2. — L’équation de la chaleur (7) a , sur [0,00[, une
solution et une seule t — Hy telle que det H,K™! =1 et Hy = K.

Posons e; = AFj; , et désignons par |e|? = —trace €? la fonction don-
nant le carré de la norme (relative & H;) en chaque point de X. Un calcul

facile ([29], lemme (6.1)) montre que le long de la trajectoire, on a
0 "N (.12 "2
(2 +a') et = ~|D"

Il en résulte que (?% + A') le|* £ 0. 1l résulte du principe du maximum
([16], p. 101) que ¢ — Supx|e;| décroit le long des trajectoires. Le point
essentiel du travail de Simpson consiste alors & construire une fonctionnelle
auxilliaire M : Met(E)x Met(E) — R sur Pespace des paires de métriques,

satisfaisant aux propriétés suivantes :

d
GM(HLK) = =2, (9)

S1(E, 6) est stable, il existe des constantes A et B strictement positives
telles que pour tout endomorphisme hermitien s (relativement d la métrique

" K) de trace nulle on ait la majoration

supx|s|x < A+ B M(Ke®, K) (10)

Il en résulte de (9) que la fonction ¢ — M(H;, K) est décroissante le

long des trajectoires, et de (10) qu’elle est bornée inférieurement. Si on écrit
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pour une telle trajectoire H, = Ke®, avec s; endomorphisme hermitien de
trace nulle les s; sont alors uniformément bornés d’apres (10) , et e; lest
d’apres ce que l'on a vu plus haut. Comme dans Donaldson ([7], lemme
19) s; reste bornée dans I’espace de Sobolev L. Le fait que M(H,, K)
est borné inférieurement entraine que l'on peut trouver une suite de réels
ti — oo telle que lim; . |les ||z = 0. On peut supposer que la suite s,
converge faiblement vers s,, dans L} ; on aura alors pour hy, = e’= |

d’apres la formule (5) :
Achoo = —hooeq +iA(D"hoo b3 Dihoo)
Par régularité elliptique, on obtient alors que h, est en fait de classe C*,

et définit une métrique hermitienne H,, = Ke*= telle que AF ﬁm = 0.
Ainsi, H, est de Yang et Mills.

La construction de M(H, K)

La construction de M(H, K) est analogue a celle de Donaldson [7] ; elle
est liée a la description des représentants des classes de Chern associés a des
métriques hermitiennes, die a Bott et Chern [3]. Donaldson construit des
classes caractéristiques, dites secondaires, R(H,K) € A»(X)/Im 0 +1Im 0
satisfaisant aux conditions suivantes
(a) R(H,H)=0,et R(H,K)= R(H,J)+ R(J,K) pour toutes métri-

ques hermitiennes H, J, K;

(b)  Pour tout chemin t — H, de classe C' dans ’espace des métriques,

on a

9 peH 1) 2ite (71O
aR(Ht,Ix) = 2itr (H Er Fy)
(¢) i00R(H,K) = tr(Fx?) — tr(Fy ?)

La forme différentielle R(H, K) s’obtient en intégrant la relation (b)
sur un chemin de classe C! joignant H & K ; la propriété (a) permet de
vérifier que le résultat ne dépend pas, modulo Im 8 + Im 3, du chemin
choisi. La fonctionnelle considérée est alors définie par
wn—1

M(H,K):/X R(H,I\")/\m
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Remarquons que méme si R(H, K) n’est définie que modulo Imd + Imd,
cette formule a bien un sens. Il résulte de la propriété (b) que le long d’une
trajectoire H, telle que det H; 'K =1 et Hy=K on a

wn—l

(n—1)!

—d-M(H,,K) =2 / tr(AF5 .Fy,)
dt X ‘

== 2|le,|*

Ceci donne la formule (9). La démonstration de l'estimation (10) est le
coeur du probléeme. Alors que la méthode de Donaldson [6,7] consistait &
se restreindre a une section hyperplane générale de degré assez grand, ce
qui conserve les propriétés de stabilité (voir section 4), Simpson s’inspire
des travaux de Uhlenbeck et Yau [36] : il construit directement, si cette
majoration n’était pas vraie, un sous-faisceau déstabilisant pour (E, 6) ([29],
section 5). Ceci lui permet d’obtenir une variante du théoréeme 1 pour

certaines variétés kahlériennes non compactes.
L’unicité

Soient (E,8) un fibré de Higgs, et H et K deux métriques de Yang et
Mills. Il résulte de la formule (5) que 'endomorphisme h = HK ~! satisfait

a I’équation

%A(trh) = —|D"h k¥ <0

Par conséquent, la fonction tr h est plurisousharmonique; le principe du
maximum montre qu’elle est constante et on a alors D'"h = 0 = D'h. Ainsi
h est un endomorphisme holomorphe de E qui commute avec I’opérateur 6 ;
il en est de méme de h? qui définit alors un isomorphisme entre les fibrés
harmoniques (E, 6, H) et (E, 6, K). Bien siir, si le fibré de Higgs (E, 6) est
p-stable, on trouve une homothétie de rapport constant. Ce raisonnement

figure déja, pour les fibrés stables sur une surface de Riemann, dans [9)].

235



J. LE POTIER

3. Fibrés plats

A tout fibré harmonique (E, D, <,>) on associe le fibré plat (E, D).
Réciproquement, étant donné un fibré plat (E, D) sur la variété X, & quelle
condition existe-t’il une métrique hermitienne H =<, > sur E telle le triplet
(E, D, <,>) soit harmonique, autrement dit que la condition d’intégrabilité
(2) (section 1) soit satisfaite ? La forme différentielle G = D"? s’appelle
pseudocourbure de la métrique hermitienne. Si la condition d’intégrabilité
G = 0 est satisfaite, on dira aussi que la métrique est harmonique. Cette
condition est en fait satisfaite dés que AG = 0, condition tout & fait ana-
logue a la condition exigée dans la section précédente des métriques de Yang

et Mills, comme le prouve le lemme suivant, di & Deligne :

Lemme 2 (Deligne).— Soit E un fibré vectoriel compleze sur X, muni
d’une connezion plate D .Une métrique hermitienne sur E est harmonique

deés que la pseudocourbure G satisfait a l’équation

AG) =0

Démonstration. On utilise les mémes notations que dans le formulaire
de la section (2) ; les formules (2) n’utilisent pas de condition d’intégrabilité.
Par hypothese, on a D? = (D¢)? = 0. Par définition, D" = 3(D —iD°),
d’ott il découle que G = —4(DD° + D°D). On a alors les identités de
Bianchi : D(G) = D°(G) = 0. Considérons la décomposition de D en types
(1,0) et (0,1) : D =d' +d", avec

dl___a+9 : d"=5+9*
Du fait que la connexion est plate, on tire d'? = d"? = d'd" + d"d' = 0.
D’autre part, si on pose § — 6* = 2if3, on a
D¢ = i(d" — d' +4if)

et par suite G = iD(f). Pour la métrique induite sur les formes différen-

tielles, on a alors

ler=i[ 0e.e%

=i [ Boe)G
8 |
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Or, l'identité de Bianchi et ’hypothése A(G) = 0 entrainent D*(G) =
[A, D°)(G) = 0. Par suite || G ||= 0. D’ot1 ’énoncé.

Le théoreme suivant, dii & Donaldson [8] et Corlette [4], est la générali-
sation d’un résultat de Eells et Sampson [10] sur les applications har-
moniques ; le lien se fait en observant que la donnée d’un fibré harmonique
de rang r sur X est équivalente & la donnée d’une représentation du groupe
fondamental de X dans GL(r, C) et d’une application harmonique du revé-
tement universel de X a valeurs dans GL(n,C)/U(n), équivariante sous
I'action du groupe de Poincaré . Un fibré plat est dit irréductible s’il ne con-
tient pas de sous-fibré plat non nul de rang strictement inférieur ; en termes
de représentation du groupe fondamental, ceci signifie que la représentation
associée est irréductible. Une somme directe de fibrés plats irréductibles

est dite semi-simple.

Théoréme 2.— Il eziste sur un fibré plat une métrigue harmonique

s1 et seulement 31 1l est semi-simple.

Cet énoncé se démontre par des méthodes voisines de celles du théo-
reme 1. Naturellement, on a aussi I'unicité & isomorphisme pres pour la

métrique.
Complezes de de Rham et de Dolbeault

Etant donné un fibré plat (E, D), on définit le complexe de de Rham
(4E), D) ..
0— A°(E)—AY(E)— - --

en prolongeant la connexion D aux formes différentielles ; sa cohomologie,
notée H},(E) s’identifie & la cohomologie de X & valeurs dans le faisceau
(pour la topologie usuelle) des sections localement plates de E. De méme,
étant donné un fibré de Higgs (E, 6) les espaces vectoriels de cohomologie

du complexe (4-(E),D"):

"

D" D
0— AY(E)—AY(E)— - --
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appelé complexe de Dolbeault, seront noté HL (E); si on considere le
complexe (A (E), D") des faisceaux de formes différentielles de classe C>
a valeurs dans E, on obtient une résolution fine du complexe (2(E),6)
des formes différentielles holomorphes & valeurs dans E ; par suite, les
groupes de cohomologie de Dolbeault H, ,(E) s’identifient aux groupes
d’hypercohomologie HY(X,(Q(E),6)) de X & valeurs dans le complexe
ci-dessus. Lorsque I’on dispose d’un fibré harmonique, on peut & la fois
considérer la cohomologie de de Rham et la cohomologie de Dolbeault.

L’énoncé suivant généralise un énoncé bien connu en géométrie kihlérienne :

Lemme 3.— Soit E un fibré harmonigue . On a un isomorphisme
canonique

HqDR(E) = qu)ol(E)

Démonstration. On considére les laplaciens A, A’ et A" associés aux
opérateurs différentiels D, D' et D" respectivement, opérant sur les espaces
de formes différentielles & valeurs dans E. Comme dans le cas des formes
différentielles scalaires sur une variété kahlérienne, les formules (2) et les
conditions d’intégrabilité définissant les fibrés harmoniques fournissent les
identités A = 2A" = 2A" . Le lemme résulte alors du fait que chaque classe

de cohomologie de H},,(E) (resp. H}, ,(E)) se représente par une forme
A—harmonique (resp. A" —harmonique).

Soient E' et E" deux fibrés harmoniques. Alors le fibré des homomor-
phismes Hom(E",E') est lui-méme un fibré harmonique, et on a d’apres
le lemme ci-dessus Hf,p(Hom(E",E")) ~ HY, ,(Hom(E",E")) . Si ¢ =0,
cette identité signifie que les morphismes plats s’identifient aux morphismes
de fibrés de Higgs. Si q=1, l'espace vectoriel Hp,p(Hom(E",E")) clas-
sifie les extensions de fibrés plats 0 — E'-——E—E" — 0 avec f et g
plats ; de méme, l’espace Hp,,;(Hom(E" E')) classifie les extensions 0 —
eLrle 0, ou F est un fibré de Higgs et ou 7 et j sont des mor-
phismes de Higgs. Plus généralement, si on considére un fibré plat E, il a

une filtration 0 C E, C E, C---C E; = E telle que chaque gr; = E;/F;_,
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soit un fibré plat irréductible. Chacun des fibrés gr; provient d’un fibré har-
monique d’apres le théoréme 2 ; une généralisation facile de ce qui précede
montre que la filtration ci-dessus peut étre considérée comme une filtration

de fibrés de Higgs. Ceci conduit finalement au résultat suivant :

Théoréme 3.— La catégorie des fibrés plats est équivalente @ celle des
fibrés de Higgs possédant une filtration dont le gradué est somme directe de
fibré de Higgs p-stables dont les classes de Chern satisfont auz conditions

sutvantes :
2

C].hn_l = 0 H ('C‘zl - Cg).hn_2 = 0

Dans la section suivante, on va en fait montrer que l’on obtient tous
les fibrés de Higgs p-semi-stables dont les classes de Chern satisfont aux

mémes conditions (cf. corollaire 1 du théoréme 4).

4. Restriction a une hypersurface

Il s’agit d’étendre aux fibrés de Higgs les théorémes de restriction de
Mehta et Ramanathan [25,26] . Rappelons d’abord qu’étant donné un
faisceau algébrique cohérent sans torsion F' sur X on peut trouver une
filtration de F':

OChCFKRC---CF,=F

telle que (i) F'/ F; soit sans torsion ; (ii) le gradué gr; = F;/F;_; soit p-semi-
stable, de pente p; strictement décroissante. Cette filtration est unique et
s’appelle la filtration de Harder-Narasimhan de F. Dans la suite, on notera
1 = Pmaz(F), €t pig = fimin(F). Il résulte du théoréme de restriction de
Mehta et Ramanathan [25], que 'on peut choisir d, aussi grand que 1’on
veut, et une hypersurface lisse Y € |Ox(d)| telle que F'|y soit sans torsion
et que la filtration de Harder-Narasimhan de F'|y coincide avec F,|y
Etant donné un faisceau de Higgs (F,6) , avec F' sans torsion, on peut
encore définir une filtration comme ci-dessus 0C Fy C F, C--- C F, = F,

satisfaisant aux conditions (i) et (ii) ci-dessus, ol 'on impose & F; d’étre
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un sous-faisceau de Higgs, et ou la semi-stabilité doit étre prise au sens
des faisceaux de Higgs. Cette filtration est encore unique, et sera appelée
filtration de Harder-Narasimhan du faisceau de Higgs (F, 6).

Etant donnés un faisceau de Higgs (F, ) et une sous-variété lisse Y de

X, on définit un faisceau de Higgs (F'|y, fy) induit sur ¥ en considérant le
morphisme composé

8ly
FIY—)‘Q}(ly ® Fly—bQ}Y K F|y

L’énoncé qui suit étend aux faisceaux de Higgs le théoreme classique de
Mehta et Ramanathan :

Proposition 3.— Soient (F,6) un faisceau de Higgs p-semi-stable
sur X, et dy un entier. Il exziste un entier d > dy et une hypersurface
Y € |Ox(d)| tels que (Fly,0y) soit p-sems-stable .

On a aussi bien sir le méme énoncé pour les faisceaux de Higgs p-

stables. La démonstration repose sur le lemme suivant :

Lemme 4.— Soient Y € |Ox(d)| une hypersurface générale et 0 C
G, C G2 C -+ C Gg la filtration de Harder-Narasimhan du faisceau de
Higgs G = F|y. Alors G; est invariant par Uopérateur fly : G — Q% ly ®G,

pourvu que d soit assez grand.

Démonstration. En vertu de la suite exacte 0 — Oy (—d) — Qk|y —
Q3 — 0il suffit de vérifier que Hom(G:,G/G: (—d)) = 0si d est assez grand.
Soit F; la fitration de Harder-Narasimhan (ordinaire) de F, et supposons
d et Y choisis en sorte que Fj|y soit la filtration de Harder-Narasimhan
(ordinaire) de G = Fly. On a alors fimaz(G) = Aptmaz(F) et pmin(G) =
d pimin(F) et d’autre part un calcul élémentaire de barycentres montre que,

r désignant le rang de F,

ﬂmin(Gi) - ﬂmaz(G/Gi) > T(umin(G) - ﬂmaz(G))

Or, u(Oy (1)) = ddeg(X). On voit donc que si d > r(fmaz(F) — pmin(F)),
on aura Hom(Gi, G/G; (—d)) = 0; d’ott le lemme .
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Dés lors, la démonstration de la proposition 3 se termine comme dans
le cas classique de Mehta et Ramanathan [25;11;18] : si d est assez grand
et Y suffisamment générale, la filtration de Harder-Narasimhan du faisceau
de Higgs G = F|y s’étend en une filtration de F par des sous-modules
cohérents (F})i=1,...k de F, croissante et telle que F/F; soit sans torsion :
le seul point qui reste a vérifier est de constater que les sous-faisceaux F;
sont des sous-faisceaux de Higgs, pourvu que d soit assez grand. D’apres
la suite exacte 0 — Q%(—d) — Q% — Qk|y — 0, et le lemme 4, il
suffit de vérifier que Hom(F;, Q% (—d) ® F/F;) = 0. Cet espace vectoriel
sera nul dés que d > pmar(F/F;) — pimin(Fi) + fmaz (). Comme ci-
dessus, ptmaz(F/F;) — prmin(Fi) < (ftmaz(F) — pmin(F')) de sorte que cette
condition sera réalisée si I’on prend d > r(ftmaz(F)— pmin(F))+ tmaz ().
On a u(G;) = du(F;); ainsi le fibré de Higgs F' ne peut étre p-semi-stable

que si k = 1; par suite, F'|y est u-semi-stable.

Etant donnés deux faisceaux de Higgs F' et G, ’espace vectoriel des
morphismes de Higgs de F' dans G sera noté Hompg;ggs(F, G). Par des argu-

ments semblables a ceux que nous venons d’utiliser on obtient également :

Lemme 5.—Sotent d un entier, Y € |Ox(d)| une hypersurface lisse
et F' et G deuzx faisceauz de Higgs sans torsion sur X. Si d est assez grand,

le morphisme de restriction
Hompiggs(F,G) — Hompiggs(Fly,Gly)
est injectif ; 31 en outre G est réflexif, il est surjectsf.

Lorsque F' et G parcourent des familles limitées, on peut méme choisir
d aussi grand que l'on veut, indépendamment de F' et G. L’injectivité est
en fait déja vraie pour ’espace des morphismes de modules. Pour vérifier
la surjectivité, on releve un morphisme de Higgs u : F|ly — G|y en un
morphisme v : F' — G en utilisant le fait que Ext!(F,G(—d)) = 0 pour d
assez grand (lemme de Severi), et on constate que le morphisme relevé v est

en fait un morphisme de Higgs, par la méme méthode que ci-dessus. Nous
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allons utiliser ce résultat pour montrer que dans I’équivalence du théoréme

3, on obtient en fait tous les fibrés y-semi-stables de classes de Chern ¢; = 0.

Plus précisément :

Théoréme 4.— Soit (F,6) un faisceau de Higgs pi-semi-stable , dont

les classes de Chern c; satisfont auz conditions suivantes :

c2

k" =0 5 (F-e)h" =0

Alors

(1) le bidual F** est localement libre et posséde une filtration par des sous-
fibrés de Higgs dont le gradué est somme directe de fibrés de Higgs
p-stables de classes de Chern ¢; =0

(2) le morphisme canonique F' — F** est un isomorphisme en dehors d’un

fermé de codimension > 3.

Démonstration 1. Si X est une courbe, le résultat est trivial.

2. Si X est une s'urfa.ce, commengons par le cas ot le faisceau de Higgs
F est p-stable. Le bidual F** est alors localement libre et encore p-stable,
donc, d’apres I'inégalité de Bogomolov et Liibke (corollaire de la proposition

1), on a pour F** ¢;.h =0et ¢y — Tz_rl ¢ > 0. La forme d’intersection étant

2 2
négative sur 'orthogonal de h, on obtient ¢, — -8-21 > —3+ >0, et ’hypothese

2
entraine alors ¢y — 521 = 0 pour le fibré F**. D’apreés le théoréme 1, provient
d’un fibré harmonique; en particulier, ses classes de Chern sont nulles.

Alors F' ~ F** et F est localement libre.

Si F' est un faisceau cohérent de classes de chern ¢;, on pose selon

l'usage chqy(F) = 52: — ¢ ; si F' est un faisceau de Higgs p-stable de pente
p =0, on vient de voir que chy(F') < 0. Si F est seulement p-semi-stable il
a une filtration par des sous-faisceaux de Higgs F; tels que gr; = F;/F;_,

soit un faisceau p-stable de pente p; = 0, et on a alors

0 =chy(F) =) chy(gr:)

1
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Par suite, chy(gr;) = 0 : il résulte de la premiére partie que gr; est un fibré
de Higgs de classes de Chern ¢; = 0.

3. Dans le cas général on raisonne par récurrence sur la dimension. Par
restriction a une hypersurface lisse Y € |Ox(d)| convenable, on peut sup-
poser d’apres la proposition 4 que le faisceau de Higgs (F'|y, fy ) est encore
p-semi-stable et que F**|y ~ (F|y)**. D’aprés ’hypothése de récurrence
G = (Fly)** a une filtration dont le gradué est une somme directe de
fibrés de Higgs p-stables de classes de Chern ¢; = 0 , et le morphisme
canonique Fly — (F|y)** est un isomorphisme en dehors d’un fermé de
codimension > 3. Soit y un point de Y ; d’aprés le théoréme 3, G provient
d’une représentation du groupe fondamental 71(Y,y); comme dimX > 3,
d’apres le théoreme de Lefchetz, 'inclusion ¥ <« X induit un isomorphisme
m1(Y,y) >~ m1(X,y), ce qui permet d’étendre le fibré de Higgs G en un fibré
de Higgs H sur X. La famille des faisceaux de Higgs p-semi-stables de rang
et classes de Chern fixées est limitée (cf. section suivante) ; il résulte alors du
lemme 5 que, pour un choix convenable de d, I'isomorphisme F**|y ~ H|y
s’étend en un isomorphisme F** ~ H. Le lemme de Nakayama montre que
le support du conoyau du morphisme canonique F' — F** ne peut rencon-
trer ¥ que suivant un fermé de codimension > 3 : il est donc lui aussi de

codimension > 3. D’ou le théoreme.

Corollaire 1.— Soit F' un fibré de Higgs u-semi-stable, de classes de

Chern c; telles que

n-—1 C% n—2
Cl.h =0 3 (E—Cg)h =0

Alors F provient d’un fibré plat.

Corollaire 2.— Soit F' un faisceau de Higgs u-semi-stable, de classes

de Chern c¢; = 0. Alors le faisceau F est localement libre, et provient d’un
fibré plat.

L’hypothese implique en effet que les faisceau F' et F** ont méme
polynéme de Hilbert, et par suite, le morphisme canonique F' — F**  in-

jectif parce que F' est sans torsion, est en fait un isomorphisme.
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5. Les espaces de modules Mg, Mp,, Mpr

L’espace de modules de Bett:

Soit # € X ; le groupe fondamental 7 = m;(X,z) est un groupe de
type fini, par conséquent on peut mettre sur ’espace des représentations
R = Hom(m,GL(r,C)) une structure naturelle de variété algébrique affine.
Soit en effet {y1,---,7x} un systéme de générateurs pour 7 ; le groupe
m s’écrit L/N, ot L est le groupe libre a4 k générateurs, et A le groupe
des relations entre ces générateurs, qu’on supposera lui-méme engendré par
¢ générateurs. On voit que I'application R — GL(r,C)* définie par p —
(A; = p(7i))i=1,...  identifie R & la sous-variété fermée de GL(r, C)* définie
par 'image réciproque de I’élément neutre de GL(r,C)¢ par le morphisme
GL(r,C)* — GL(r,C)¢ associé a ces relations. On peut vérifier que la
structure ainsi définie est indépendante de la présentation de 7. Sur la
variété R, le groupe GL(r,C) agit par conjugaison, et puisque ce groupe
est réductif, I'algébre des invariants O(R)®L("C) est une algebre de type

fini d’apres Hilbert, ce qui définit une variété affine
Mp(r) = R/GL(r,C)

L’ensemble des points fermés de Mpg(r) correspond a I’ensemble des orbites
fermées de GL(r,C) : on vérifie que ces orbites fermées sont celles des
représentations semi-simples. L'inclusion O(R)“H"©) — O(R) définit un
morphisme R — Mp(r) qu'on peut décrire de la maniere suivante : toute
représentation p a une filtration croissante p; C py C -+ C pr = p telle
que gr;(p) = pi/pi—1 soit irréductible; on associe a p le point défini par la
représentation semi-simple gr(p) = ®%_, gri(p).

Remarquons que cet espace de module, dit de Betti, pourrait se définir
sur un espace topologique quelconque, pourvu que le groupe de Poincaré

soit de type fini.
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Géométrie projective invariante [27]

Soient G un groupe réductif opérant linéairement sur un espace vec-
toriel W, P(W) l'espace projectif des droites de W, A C P(W) un sous-
schéma fermé G-invariant. Un point z € A est dit semi-stable sous ’action
de G s’il existe un polynome homogéne G-invariant sur W non nul en z.
Les points ' € A semi-stables sous l'action de G constituent un ouvert
A®°. Un point ¢ € A*® est dit stable s’il est semi-stable et si le morphisme
g — gr : G — A®° est propre. On peut alors construire une variété pro-
jective B et un morpihisme m : A®® — B, G-équivariant et satisfaisant a
la propriété universelle attendue des quotients : pour tout morphisme G-
équivariant f : A°** — C dans une variété C, il existe un morphisme et un
seul g : B — (C tel que gon = f; de plus , cette propriété reste vraie par
changement de base. Ce morphisme 7 est surjectif, affine, et envoie deux
fermés G-invariants disjoints sur deux fermés disjoints. De plus, la réunion
A?® des orbites des points stables est I'image réciproque d’un ouvert B® de
B.

Il existe un critére commode pour déterminer quels sont les points
semi-stables et stables sous 'action de G. Soit A : C* — G un sous-groupe
a un parametre de G; on peut alors écrire W = @®pezW,o, ou W, est
le sous-espace vectoriel des vecteurs v € W, tels que A(t).v = t"v. Un
point x € P(W) se représente par un vecteur v = Y v, ; soit u(\,z) =

inf{n,v, # 0}. On a alors ’équivalence :
x est semi-stable (resp. stable) & pour tout A\, u(A,z) <0 (resp. < 0)

On peut par exemple utiliser ce résultat pour trouver les points semi-
stables de la grassmannienne Gr = Grass(H ® C", s) des espaces vectoriels
quotients K de dimension s de H ® C" sous l’action de SL(H) : il s’agit
des quotients K satisfaisant a la condition suivante : pour tout sous-espace

vectoriel H' 'image K' de H' ® C” dans K satisfait a l'inégalité

dim K' S dim K
dim H — dim H
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L’espace de modules des faisceauz cohérents

Un faisceau algébrique cohérent F' sur X est dit de dimension d si son
support est de dimension d. Un tel faisceau est dit équidimensionnel de
dimension d s’il n’a pas de sous-module cohérent de dimension < d. Pour
d = n, il s’agit des faisceaux sans torsion ; pour d = 1, il s’agit de faisceaux
de dimension un localement de Cohen-Macaulay. Le polynéme de Hilbert

d’un faisceau algébrique cohérent F' de dimension d s’écrit

d
Pp(m) = x(F(m)) = Z Crntio1 Xi

ou x; = X(F |y;) est la caractéristique d’Euler-Poincaré de la restriction
de F' 3 une intersection Y;-de ¢ sections hyperplanes en position générale.
Le coefficient r = x4 s’appelle la multiplicité. Dans le cas ot F' est sans

torsion, on a r = rang(F).deg(X) ; le nombre ¥¢=tdeg(X) ne differe de la

T

pente, définie dans la section 2, que par une constante indépendante de F.

On dit qu’un faisceau algébrique cohérent F' de dimension d , de multi-

plicité r est semi-stable (resp. stable ) si les deux conditions suivantes sont

satisfaites :
(a) le faisceau F est équidimensionnel

(b) pour tout sous-module cohérent non nul F' C F' de multiplicité ' <r

on a
— < Lr (resp. <)
r
Dans ces inégalités, les polynémes sont ordonnés par ordre lexicogra-
phique sur les coefficients, en commencant par le terme de plus haut degré.
On définit de méme la notion de faisceau p-semi-stable (resp. p-stable) en

remplacant le polynéme de Hilbert par le coefficient x4—1. On a évidem-

ment les implications

u — stable = stable

Y

i — semi — stable < semi — stable
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Pour les faisceaux cohérents sans torsion, on retrouve évidemment les défini-
tions de Gieseker [12] et Maruyama [24].

Lemme 6.— La famille des faisceauz p-semi-stables de polynéme de
Hilbert donné P est himitée.

Cet énoncé est classique [23] pour les faisceaux sans torsion. Dans
le cas général, on peut considérer F' comme un faisceau de modules sur
le sous-schéma S de X défini par ’annulateur de F'; ce sous-schéma est
équidimensionnel de dimension d et de degré borné. D’apres Chow, la
famille des sous-schémas ainsi obtenue est limitée.

On peut alors considérer, S étant maintenant fixé, une projection finie
7S — Py telle que 7*(Op,(1)) = Os(1). Le faisceau . (F') est alors un
faisceau de Op,-modules sans torsion de méme polynéme de Hilbert que
F. Ce faisceau n’est peut-étre pas u-semi-stable, mais la pente de ses sous-
modules est majorée. Ceci suffit en fait pour obtenir une famille limitée ; il

en résulte que la famille des faisceaux F' est elle-méme limitée.

Fixons un polynéme @ de degré d, et considérons la catégorie C(Q)
des faisceaux semi-stables F' tels que Ef- = @, ou r désigne la multiplicité
de F. 1l est facile de vérifier qu’on obtient ainsi une catégorie abélienne;
en plus elle est évidemment noethérienne et artinienne, ce qui permet de
définir dans cette catégorie la notion de filtration de Jordan-Holder : on

entend par la une filtration
OChCFRC---CF.=F

telle que le gradué gr;(F) = F;/F;_; soit stable; le gradué gr(F) =
@gri(F') est alors bien défini a isomorphisme prés. Deux faisceaux semi-
stables F' et G de C(Q) sont dit S-équivalent si les gradués gr(F') et gr(G)
sont isomorphes.

Soit P un polynéme de degré d. On considére le foncteur M y(P)
qui associe a la variété algébrique S l'ensemble M 5 (P)(S) des classes

d’isomorphisme de familles de faisceaux semi-stables sur X de polynoéme

de Hilbert P.
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Théoréeme 5.— 1. Il existe pour le foncteur M x(P) un espace de
modules grossier Mx(P), dont les points sont les classes de S-équivalence
de faisceauz semi-stables de polynome de Hilbert P.

2. La variété algébrique Mx(P) est projective.

3. Il existe un ouvert M5 (P) de Mx(P) dont les points correspondent

auz classes d’isomorphisme de faisceauz stables.

La propriété de module grossier de M x(P) signifie qu’il existe un mor-
phisme fonctoriel f : M x(P)(S) — Mor(S, Mx(P)) satisfaisant a la pro-
priété universelle suivante : pour toute autre variété algébrique N, et tout
morphisme fonctoriel g : M x(P)(S) — Mor(S, N) il existe un morphisme
et un seul ¢ tel que gr = ¢ o fr pour toute famille F' de M x(P)(S5).

Esquisse de démonstration. On choisit d’abord un entier N assez grand
pour que, n étant donné > N les propriétés suivantes soient vraies :

(i) tout faisceau semi-stable F' de polynéme de Hilbert P, F(n) est
engendré par ses sections, et on a HI(F(n)) = 0si ¢ > 0.

(ii) pour tout faisceau semi-stable F' de multiplicité r, de polynéme de

Hilbert Pr = P, et tout sous-module F' C F non nul et de multiplicité r’,

on a

0 ] 0 F Pr p
h (F,(n)) S h ( (n)) , et, en cas d’éga.llté _f'l_ — _E
T T r »

L’assertion a) résulte des théorémes A et B de Serre appliqués a la
famille limitée du lemme 6. L’assertion b), qui traduit la semi-stabilité,
n’est pas évidente, car la famille des sous-faisceaux F' qui intervient dans

cet énoncé n’est pas limitée.

L’entier N étant ainsi choisi, soit H un espace vectoriel complexe de
dimension P(N); on pose, pour tout entier k > 0,4; = H°(Ox(k)).
Considérons le schéma projectif de Hilbert et Grothendieck [15] Hilb =
Hilb (H ® Ox(=N), P) des Ox-modules cohérents quotients du faisceau
localement libre H @O x(—N) et de polynéme de Hilbert P. D’apres sa con-

struction, ce schéma se plonge, pour k assez grand, dans la grassmannienne

248



(737) FIBRES DE HIGGS ET SYSTEMES LOCAUX

Gr = Grass(H ® A, P(N +k)) des espaces vectoriels quotients de H ® Ay
de dimension P(N + k), en associant au faisceau quotient F' I’espace vecto-
riel H'(F(N +k)); ceci définit une polarisation de Hilb. Le groupe SL(H)
opere sur Hilb et sur Gr; l'action provient de la représentation linéaire
de SL(H) dans AP(N*¥)(H ® A)) , via le plongement de Pliicker. En
utilisant le critére du paragraphe précédent, il n’est pas difficile d’identifier
les points semi-stables pour I’action de ce groupe, pourvu que k soit assez

grand :

Lemme 7.— Pour une polarisation convenable de Hilb, on a l’équiva-
lence, pour un point F' € Hilb :
(a) le point F' est semi-stable sous laction de SL(H);
(b) Pour tout sous-espace vectoriel mon nul H' C H, on a, pour le sous-
faisceau F' de F engendré par H' @ Ox(—N):

Pp: > P
dm H' = dim H

On considere le quotient de Mumford M’= Hilb**/SL(H) de I'ouvert
Hilb®® des points semi-stables de Hilb sous ’action de SL(H) . A tout
couple (F, a) formé d’un faisceau semi-stable F' de polynéme de Hilbert P
et d’un isomorphisme a : H & H°(F(N)), on associe un point de Hilb. Si
on désigne par F' le sous-faisceau de F engendré par un sous-espace non
nul H' de H, on a alors dim H' < dim H°(F'(N)), d’ot il découle en
utilisant la propriété (ii) ci-dessus

dim H' < dim H i Pr

et en cas d’égalité
T r! r

r! - -
Il en résulte que
Pp Pr

>
dim H — dim H

D’aprés le lemme 7, ceci signifie que le point défini par (F),a) appartient

a Pouvert Hilb®’. 1l est clair que si on change l'isomorphisme «, on
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obtiendra un point dans la méme orbite, et par suite le méme point dans

le quotient M”. Il n’est pas difficile de voir que cette construction fournit

en fait un morphisme fonctoriel
M (P)(S) — Mor(S,M’)

Réciproquement, on pourrait espérer que si Ventier N et la polari-
sation sont bien choisis, les points F' de Hilb*® définissent des faisceaux
semi-stables, et que le morphisme d’évaluation H — H°(F(N)) est un iso-
morphisme. Si la deuxiéme assertion est claire, il n’en est pas de méme de
la premiére : on rencontrait déja ce genre de difficulté dans les travaux de
Gieseker et Maruyama pour les faisceaux sans torsion. Cependant, il est
possible de prouver que les points F' de Hilb correspondant a des faisceaux
semi-stables, et tels que le morphisme d’évaluation H — H°(F(N)) soit
un isomorphisme définissent un sous-schéma a la fois ouvert et fermé H**
de Hilb*’, invariant par SL(H). Le quotient de Mumford M = Mx(P) =
H*’/SL(H) a alors un sens; c’est une variété projective dont on vérifie

facilement la propriété de module grossier annoncée.

L’espace de modules de Dolbeault

Comme pour les faisceaux cohérents, on définit les notions de semi-
stabilité et de stabilité pour les faisceaux de Higgs en introduisant le poly-
néme de Hilbert : un faisceau de Higgs (F,6) de multiplicité r est semi-
stable s’il est équidimensionnel, et si pour tout sous-module de Higgs non

nul F' C F de multiplicité 7', on a

Pp: < Pr

;) -

T T

De méme, on définit la notion de filtration de Jordan-Holder et de S-
équivalence.

Pour simplifier, on se limite ici au cas des faisceaux sans torsion ; leur
polynéme de Hilbert P est donc de degré n. Par famille de faisceaux de
Higgs, de polynéme de Hilbert P, paramétrée par une variété algébrique S

, on entend la donnée d'un faisceau algébrique cohérent F' sur .S x X, et
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d’un morphisme 6 : F — Q% /s ® F, induisant au-dessus de chaque point
s € S un faisceau de Higgs (F5, 6,) de polyndéme de Hilbert P. (Le faisceau
QL x / s désigne, selon 'usage, le faisceau des formes différentielles relatives
de degré 1). On considére le foncteur M g, ,(P) qui associe a S ’ensemble
des classes d’isomorphisme de familles de faisceaux de Higgs semi-stables
sur X, de polynome de Hilbert P, paramétrées par S. Le résultat suivant

généralise le théoreme 5.

Théoréme 6.— Soit P un polyndme de degré n.

1. Il eziste, pour le foncteur My, . ,(P) un espace de modules grossier,
noté Myiges(P), dont les points sont les classes de S-équivalence de fais-
ceauz de Higgs semai-stables.

2. La variété Mpige,(P) est quasi-projective.

3. Dans Myiggs(P), 1l existe un ouvert dont les points sont les classes

d1somorphisme de faisceauz de Higgs stables.

Cet énoncé est en fait une conséquence du théoréme 5. Considérons
le fibré tangent T'(X), et le fibré en espaces projectifs associé (au sens
de Grothendieck) Z = P(T(X) @ Ox); c’est une complétion lisse de la
variété T*(X) des vecteurs cotangents; on désigne par 7 : Z — X la
projection canonique, et par D le diviseur a l'infini. Sur la variété Z, le fibré
inversible 7*(Ox(a)) ® O(D) est trés ample si a est un entier assez grand.
Pour simplifier nous supposerons a = 1, cas auquel on peut se ramener
en changeant au besoin la polarisation de X ; ceci modifie le polynéme de

Hilbert, mais non les notions de semi-stabilité et stabilité.

Lemme 8.— Il y a équivalence entre la catégorie des faisceauz de
Higgs semi-stables sans torsion sur X, et la catégorie des faisceauz semi-

stables de dimension n sur Z, dont le support ne rencontre pas le diviseur

d Uinfint D.

Démonstration : Soit A = Sym T(X) l'algebre symétrique associé au

faisceau des champs de vecteurs T(X); on a T*(X) = Spec A. Se donner
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un faisceau de Higgs sur X revient a se donner un A-module cohérent ; &

un tel module F on associe un faisceau cohérent G sur T*(X) en posant
G= ﬂ_l(F) Qr-14 O~

Le support du faisceau G est propre au-dessus de X ; si F' est sans torsion,
G est équidimensionnel de dimension n. Réciproquement, étant donné un
tel module cohérent sur T* on obtient un faisceau de Higgs F sans torsion
sur X en posant F' = m,(G). Les deux opérations sont inverses I'une de
Pautre ([17], exercice 5.17); les polynémes de Hilbert sont inchangés et les
sous-modules de Higgs de F' correspondent aux sous-modules cohérents de
G. Par suite, les notions de semi-stabilité se correspondent ; méme chose

pour la stabilité. D’oti le lemme.

Les modules cohérents sur 7* dont le support est propre sur X peuvent
étre considérés comme des modules cohérents sur Z dont le support ne
rencontre pas le diviseur a linfini D. Il en résulte que si 'on considere
Pouvert U de Mz(P) des classes d’équivalence de faisceaux semi-stables de
polynéme de Hilbert P dont le support ne rencontre pas Z, on obtient une
variété algébrique quasi-projective qui satisfait & la propriété de module

grossier demandée. On prendra donc Mpyiges(P)=U.

Désignons par Py le polyndme de Hilbert de Ox. Soit r un entier;
Pespace de modules M Higgs(TPo) contient comme sous-schéma a la fois
ouvert et fermé les classes de S-équivalence de faisceaux semi-stables de
rang r et de classes de Chern nulles. Comme Simpson, on désignera par
Mpei(r) cette composante. On sait d’apres le corollaire 2 du théoreme 4
que les points de cette composante sont en fait représentés par des somme

directe de fibrés de Higgs p-stables de classes de Chern ¢; = 0.

L’espace de modules de de Rham

Il s’agit de construire une variété algébrique qui parameétre les fibrés

plats sur X. Se donner un tel fibré revient & se donner un couple (E, D)
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formé d’un fibré vectoriel algébrique E et d’une connexion réguli¢re D :
O(E) — Q! ® E satisfaisant a la condition d’intégrabilité D? = 0. Une
connexion réguliere s’identifie & un scindage de la suite exacte de fibrés

vectoriels algébriques
0-QQE—-J'E-E—0

ou J'E désigne le fibré des jets d’ordre 1. Pour E fixé, on peut regarder
I’espace de ces connexions intégrables comme un sous-schéma fermé de
I'espace vectoriel Hom(J'E, Q! @ E) : les équations définissant ce sous-

schéma traduisent les conditions de scindage et d’intégrabilité.

Lemme 9.— La famille des fibrés vectoriels algébriques sous-jacents

auz fibrés plats de rang r est limitée.

Démonstration. Il suffit de montrer que la famille des fibrés plats
irréductibles est limitée. Soit (E, D) un tel fibré ; considérons la filtration
de Harder-Narasimhan (F})i=,...x de E, et désignons par p; la pente de

gr; = F;/F;_;. La connexion induit un opérateur O x-linéaire
F, - Q' ® E/F;

non nul si 1 < ¢ < k, car sinon F; serait un sous-module invariant par D,
donc localement libre d’apres Deligne ([5], théoréme 2.23), ce qui définirait
un sous-fibré plat, ce qui est contraire & notre hypothése d’irréductibilité.
On a alors fmin(F;) < pmaz(2') + tmaz(E/F;), cest-a-dire p; — piy; <
Pmaz (). Par suite, fimez(E) — fimin(E) < Tlimaz(Q1). Puisque le poly-
nome de Hilbert est fixé, une variante déja invoquée du lemme 6 suffit pour

conclure que la famille des fibrés E' est limitée.

Un fibré plat E sur X a une filtration croissante F; par des sous-fibrés
plats, telle que gr; = F;/F;_; soit irréductible; le gradué gr(E) = ®,gr;
est, a isomorphisme pres, indépendant de la filtration. Deux fibrés plats
E et F sont dits S-équivalents si les fibrés plats semi-simples gr(E) et

gr(F") sont isomorphes. Soit r un entier. On considére pour toute variété
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algébrique S, 'ensemble M pp(r)(S) des faisceaux algébriques cohérents F
sur §x X, munis d’une connexion relative D : F' — Q. / s @F satisfaisant

a la condition d’intégrabilité D? = 0 et tels que pour tout s € S, F, soit de
rang r.

Théoréme 7.— 1. Il .existe pour le foncteur M pp(r) un espace de
modules grossier Mpgr(r), dont les points sont les classes de S-équivalence
de fibrés plats.

2. La variété Mppr(r) est une variété quasi-projective.

3. Les classes d’isomorphismes de fibrés plats irréductibles s’identifient

a un ouvert de Mpg(r).

Esquisse de démonstration. Soient comme ci-dessus, P = rFPy, N un
entier assez grand, et H un espace vectoriel complexe de dimension P(N).
Considérons ’ensemble des triplets (E,a, D), formés d’un fibré vectoriel
algébrique E, d’un isomorphisme « : H — H°(E(N)) et d’une connexion
intégrable D sur E. On peut définir une variété algébrique quasi-projective

relative

A — Hilb(H ® O(=N), P)

qui parametre tous ces triplets. On va expliquer comment on peut munir
cette variété A d’une polarisation.

On désigne par D lalgebre des opérateurs différentiels scalaires sur
X ; elle est munie de deux structures évidentes de O x-modules. La donnée
d’une connexion intégrable sur le faisceau localement libre E équivaut a
celle d’une structure de D-module : étant donnée une telle structure, on
retrouve la connexion D en posant < Ds,{ >= £.s pour tout champ de
vecteurs local £ et toute section locale s de E; la compatibilité avec le
crochet fournit la régle de Leibniz et la condition d’intégrabilité.

Considérons le sous-Ox-module D; défini par les opérateurs différen-
tiels d’ordre < ¢ . FEtant donné un D-module E on a un morphisme
D; ®o, E — E, ot dans le produit tensoriel, D; est muni de la structure
de Ox-module & droite; en composant avec le morphisme d’évaluation,

ceci permet d’associer & tout point (E,a,D) de A un module quotient du
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module D; Qo (H ® Ox(—N)). On obtient ainsi un plongement
A — H; = Hilb(D; 90, (H® Ox(=N)), P)

Le groupe SL(H) opeére sur H; et A est un sous-schéma localement fermé
de H; invariant par SL(H) . Le lemme 7 permet encore de déterminer
(pour une polarisation convenable) 'ouvert H$* des points semi-stables
sous l'action de SL(H) : Simpson démontre que pour N et 1 > r, on a
A C H?® ([31], lemme 4.5). On obtient alors un morphisme

A — H*/SL(H)

Sous les mémes conditions, il démontre en fait que A est I'image réciproque
d’un sous-schéma localement fermé de H{*/SL(H) : ce sous-schéma satis-
fait a la propriété de module grossier demandée dans I’énoncé ; ceci fournit

donc la construction de ’espace de modules Mpg(r).

Comparaison des trois espaces de modules

Les trois variétés algébriques Mpg(r), Mp,i(r) et Mpg(r) ont méme en-
semble de points fermés ; cependant, elles different comme variétés algébri-

ques. C. Simpson démontre cependant le résultat suivant :

Théoréme 8.—(1) Soient Mg (r) et ME,(r) les espaces C-analy-
tiques sous-jacents @ Mp(r) et Mpe(r) respectivement . On a un isomor-
phisme

Mp"(r) = Mpg(r)

(2) Pour la topologie usuelle, les espaces topologiques sous-jacent &

Mpg(r) et Mpy(r) sont homéomorphes.

Un exemple : le cas r=1

Etudions le cas des fibrés de rang r = 1 sur une surface de Riemann
X. Ona Mg = HY(X,C*) = C*? . C’est donc une variété affine de
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dimension 2g. La variété Mppr se projette sur la jacobienne Jac(X) des
fibrés inversibles de degré 0; le morphisme Mpr — Jac(X) est le fibré en
espaces affines de fibre Q!(X), qu’on peut décrire de la maniére suivante :

considérons la suite exacte de groupes abéliens
0— QY(X)— H'(X,C*) = H'(X,0%)

La derniere fleche a pour image la jacobienne ; du point de vue C-analyti-
que, ceci permet de voir H'(X,C*) comme espace total d’un fibré en es-
paces affines au-dessus de Jac(X), de groupe structural Q!(X). La variété
Jac(X') étant projective, ce fibré est en fait algébrique d’aprés les théorémes
de comparaison de Serre, et Pespace total H!(X,C*) hérite ainsi d’une
structure de variété algébrique : c’est Mpr . Comme Serre ’avait re-
marqué, cette variété algébrique n’est pas affine bien qu’analytiquement
isomorphe a C*%9 : on a Mz # Mpoi.

Enfin si on écrit C* = U x R} , U désignant le groupe de nombres
complexes de module 1, I'inclusion H!(X,U) — H(X,C*) induit un iso-
morphisme H'(X,U) & Jac(X), et par suite un scindage

HY(X,C*) = Jac(X) x Q}(X)

La variété Mp, est la variété algébrique produit Jac(X) x Q'(X) et on
a M3l # Mg = My : en effet, MY, qui contient des sous-variétés

analytiques compactes de dimension > 0 n’est pas une variété de Stein.

Remarque.

On peut construire un morphisme plat de variétés algébriques W — A!
au-dessus de la droite affine, dont la fibre au-dessus du point A\ # 0 est
isomorphe a Mpg(r) et dont la fibre au-dessus de l'origine 0 isomorphe a
Mpoi(r), en introduisant pour un fibré vectoriel algébrique E la notion, diie
a Deligne, de A-connexion : il s’agit d’opérateurs C-linéaires E — Q! @ E
tels que D(fs) = Adfs + fDs pour f fonction réguliére locale, et s section
locale de E, et tels que D? = 0 : autrement dit, il s’agit d’opérateurs
différentiels d’ordre 1 de symbole Aidgigp. Ainsi, la variété de modules

Mpei(r) peut étre vue comme une spécialisation de Mpg(r).
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6. L’action de C°

Etant donnée une famille (Fy, 6,),cs de faisceaux de Higgs semi-stables
de polynémes de Hilbert P paramétrée par une variété algébrique S, on ob-
tient une nouvelle famille de faisceaux de Higgs semi-stables en considérant
(Es,t05)(1,s)ecxs ; ceci définit un morphisme C* x S — Mpig0,(P). La
variété Mpiggs(P) a été obtenue en quotientant par l’action d’un groupe
SL(H) un ouvert U d’un schéma de Hilbert paramétrant un faisceau de
Higgs universel (F,#); on peut donc prendre S = U : on obtient ainsi un
morphisme équivariant C* x U — Mpy;44,(P), qui donne par passage au

quotient un morphisme
C* X MHiggs(P) — Mpigqs(P)

On vérifie qu’on obtient ainsi une action du groupe C* sur Mpgq5(P).

Points fizes

Pour simplifier, on se limite & ’étude des points fixes de C* sur la

variété Mpo(r).

Proposition 4.— Un point p de Mp,(r) est fize sous laction de
C* s1 et seulement si on peut le représenter par un fibré de Higgs (E,6)
s’écrivant E = @®F_, F;, ot les F; sont des sous-fibrés algébriques de E tels
que

6(F;) Cc Q' ® Fi_y.

Démonstration. Rappelons que chaque point p de Mpe(r) peut se
représenter par une somme directe (E,6) = @;(E;,6;) de fibrés de Higgs
stables de classes de Chern nulles, et ceci de maniére unique a isomorphisme
pres. Si un tel point p est fixe sous Paction de C*, on doit avoir (E, §) =
(E,t6) pour tout t € C*; choisissons t non racine de 'unité, et désignons

par g un tel isomorphisme. Pour tout champ de vecteurs local ¢ au-dessus
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d’un ouvert U, considérons le morphisme 0 =< €,6 > .Sur U, on a un
diagramme commutatif

¢
F — FE
it
0,
F — E

Le polynéme caractéristique de g a évidemment ses coefficients constants ;
soit A une valeur propre de g, de multiplicité p, et Vi = Ker(g — \idg)®.
C’est un sous-fibré de rang p de E, et on a 6¢(V}) C V;z. Il en résulte que,
ou bien 6¢(Vx) = 0 pour tout champ de vecteurs local ¢, ou bien ¢\ est
encore valeur propre de g. Soit A l'ensemble des valeurs propres de g, et
A; C A lensemble des valeurs propres \ telles que tA,---, "1\ € A, et
telles que ¢'A ¢ A. On obtient ainsi une partition de A; on pose Fy = 0 et
pour ¢ > 0,

F; = @®xea Vi

Ona 6(F;) C Q' ®F;_1. Réciproquement, étant donnée une décomposition
E = &% F; telle que 6(F;) C Q' ® Fi_,, on prend g; |r,= t*~%idp,. Il est
clair que g; définit un isomorphisme (E, 6) = (E, t6).

Variations de structures de Hodge

On appelle variation (compleze) de structure de Hodge (de poids m)
sur X la donnée d’une somme directe V = @pyq=m VP! de fibrés vectoriels

de classe C*°, d’une connexion plate D sur V

AN(vPe) Al(Vp,q)@AI,O(Vp—l,qH)@AO,I(VPHM)
s — Ds = (Vs,0s,6%s)

et d’une forme hermitienne h sur V; ces données doivent satisfaire aux
conditions suivantes :
(1) la décomposition de V en somme directe est orthogonale par rap-
port a la forme hermitienne h;
(2) la forme hermitienne (—1)P h est positive non dégénérée sur VP4;

(3) la connexion D est compatible avec h.
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La notion de variation de structures de Hodge fut d’abord introduite
par P.A. Griffiths ([14]) qui imposait en plus des données précédentes
Vexistence d’une conjugaison sur le fibré vectoriel V. L’exemple fonda-
mental provient de ’étude des structures de Hodge associées aux familles
de variétés projectives lisses plongées dans Py. Plus précisément, soit
f:Y — X un morphisme lisse de variétés projectives, muni d’un plonge-
ment dans le projectif relatif X x Py ; on considére le fibré vectoriel V de
classe C* associé au systéme local R™ f,(C)g, partie primitive de I'image

directe ; la décomposition de Hodge fournit un isomorphisme
V= R‘mf*(C)o ®c C;(o = @p+q=quf*(QI;//X)0 ®(')x C?(o

(ott l'indice 0 indique la partie primitive, et C§¥ le faisceau des fonctions
de classe C* sur X). On désigne par w la forme kahlérienne relative as-
sociée au plongement dans le projectif relatif au-dessus de X. La forme

hermitienne h sur V est définie sur la fibre Y, par la formule

h(a, B) = i™ / aABAW™

Yz

pour a et B € Harm™(Y,)o, espace des formes harmoniques primitives de
degré m sur Y;, qu'on peut identifier avec la fibre au point z du systéme
local R™ f,(C)o. La connexion D est celle qui provient du systeéme local,
c’est-a-dire la connexion de Gauss-Manin, et la forme différentielle 6 est

celle qui est fournie par le théoréme de transversalité de Griffiths.

Théoreme 9.— Les points fizes de C* dans la variété Mpei(r) cor-
respondent auz fibrés de Higgs qui proviennent de variations de structures

de Hodge.

Démonstration (esquisse). Considérons une variation de structure de
Hodge (V = @p4q=m VP9, D, h), et la métrique hermitienne K donnée sur
VP4 par (—=1)? h. La connexion V est hermitienne pour K, et la forme
différentielle §* est ’adjointe de 6 pour cette métrique. On vérifie en
écrivant la condition d’intégrabilité D? = 0 dans la somme directe

AZ(V) =@ r4s=2 Ar,s(vp,q)

ptHg=m
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que Popérateur D" = V%! 4 § définit une structure de Higgs sur V, et
puisque §(VP4) C Q'(VP~14+1) d’apres la proposition 5 un point fixe
(V,8) pour l’action de C*.

Pour la réciproque, on se raméne d’abord au cas d’un point fixe sta-
ble (E,#); il s’agit de montrer qu’il existe alors une métrique de Yang et
Mills dans laquelle la somme directe E = ®%_, F; de la proposition 4 est
orthogonale. Il faut constater que dans 'équation de la chaleur (7)

H*%—Ij = —iAF5
si on part d’'une métrique hermitienne initiale K dans laquelle la somme
directe ci-dessus est orthogonale, il en est de méme de la solution ¢ — H,,
et de la limite He. On obtient ainsi un fibré harmonique, et en changeant
alternativement les signes de la métrique sur les facteurs F} on obtient une

variation de structure de Hodge de poids k£ — 1.

Le morphisme de Hitchin

Soit P un polynéme de degré n. On considére le morphisme, déja
envisagé par Hitchin ([19,20])

I MHiggs(P) - @I':lHO(SymZ(Q;())

construit en associant au faisceau de Higgs (E,6) les coeflicients s;(6) du
polynéme caractéristique t"+3._, s;(6)t"~*. En effet, E est sans torsion et
en dehors d’un fermé de codimension > 2, 6 peut étre vue localement comme
une matrice dont les coefficients sont des formes différentielles réguliéres ;
on peut alors calculer les coefficients s;(6) du polyndme caractéristique, qui

se prolongent évidemment en sections réguliéres sur X.

Proposition 5.— Le morphisme v est propre.

Démonstration. On considére une courbe lisse C, munie d’un point

marqué O, et on pose U = C — {O}. Il s’agit de montrer que si s — a(s) =
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(Es,0,) : U = Mpiggs, x(P) est un morphisme tel que yoa s’étend & C, il en
est de méme de a. Posons a; = s;(a) ; cette section s’étend a C ; considérons
la fonction a : C' x T — Sym"(Q) définie par a(s,t) ="+ 3|_, t"'a;.
D’apres le théoreme de Cayley-Hamilton, a(s,6,) est nul pour s # 0.
Considérons, avec les notations de la section 5, le faisceau semi-stable
F; sur Z défini par a(s) = (Es,a,); le morphisme Fy, — Sym™(Q%) ® F,
associé a a est nul comme on vient de le voir : il en résulte que le support
de F est contenu dans le fermé V(a) des zéros de a. Or, on sait que I’espace
de modules Mz(P) est propre : ainsi Fy = lim,_F}, existe. Par platitude,
le support de Fj est lui aussi contenu dans V(a). Puisque qu’en fait V(a) C
C x T*, le support de Fy ne rencontre pas le diviseur & 'infini D. Ainsi, le

morphisme « s’étend a C.

Corollaire 1.— Soit (F,0) un faisceau de Higgs semi-stable de poly-
nome de Hilbert P ; alors lim;_.o(F,t6) eziste dans Mp,g.5(P), et c’est un

point fize pour laction de C*.

Corollaire 2.— Toute représentation linéaire du groupe fondamental
de X peut étre déformée continiment en une représentation qui provient

d’une variation de structure de Hodge.

Démonstration. Topologiquement (pour la topologie usuelle), on a
Mp(r) & Mpo(r), et donc toute composante connexe de Mp(r) contient
un point qui provient d’une variation de structure de Hodge. Dans ’espace
des représentations R, les composantes connexes sont des fermés de Zariski
disjoints. Dans le quotient Mp(r), leurs images sont encore des fermés
disjoints, et ce sont obligatoirement les composantes connexes. Par suite,
dans chaque composante connexe de R, il y a des points correspondant &

des variations de structure de Hodge.

7. Fibrés de Higgs sur les courbes

Si X est une courbe, Hitchin calcule dans ([19]) les nombres de Betti
de l'espace de modules Mpygzq(P), pour les fibrés de Higgs de rang 2 et

de degré impair. Dans ce cas, tous les points sont stables, et cet espace
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de modules est lisse. Il utilise pour ceci 'action de C*; c’est une idée
classique, que reprend Simpson pour étudier 'irréductibilité de ’espace de

module Mp,i(r), bien que dans ce cas cette variété soit singuliére.

Théoréme 10.—Soit X une courbe de genre g > 2. Alors lespace de
modules Mp,i(r) est une variété irréductible de dimension 2(r%(g—1)+1).

On a aussi le méme résultat pour Mp(r) et Mpr(r). On aura besoin
des résultats suivants, qui sont vrais si la variété X est de dimension n.
Soient (E, 6) un fibré de Higgs de rang r, (E*, —8) le fibré de Higgs dual : §
est la forme différentielle réguliére a valeurs dans End( E*) obtenue a partir
de 6 par transposition.

(a) Ona H3,(Ox) = C; 'accouplement E x E* — Ox est compatible

avec les structures de Higgs et induit une dualité, dite de Poincaré-Serre
~ 2n— *
H;I)oz(E) = HDT:)I 1(E")

(b) La caractéristique d’Euler-Poincaré de E, définie par la formule
XDot(E) = 3 ;(=1)'dimH}, (E) est liée & la caractéristique d’Euler-Poin-
caré Xop(X) par la relation

XDot(E) = rxt0p(X)

La démonstration du théoréme 10 se décompose en deux : irréductibi-

lité locale, et connexité : c’est 'objet des propositions 6 et 7 qui suivent.

Proposition 6.— S5i X est une courbe, l’espace analytique MZ, (1)

est localement irréductible.

Cet énoncé est une conséquence de la description locale de Mp2;(r).
Soient (E,#) un fibré de Higgs sur la courbe X, somme directe de fibrés
de Higgs stables de degré 0, End(E) le fibré de Higgs des endomorphismes
de E, et Endy(E) le fibré des endomorphismes de trace nulle. On dispose

d’une forme quadratique ¢ : @ — a A a = 1[a, a]

Hpo(End(E)) — Hpo(Endo(E)).
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Considérons le cone I' C Hp,,,(End(E)) d’équation ¢(e) = 0. Le groupe
Aut(E) des automorphismes de Higgs est un groupe linéaire qui opére sur
I’ par conjugaison ; du point de vue analytique, au voisinage du point p
€ Mp(r) défini par (E,6), on a un isomorphisme de germes d’espaces

analytiques
¢ (T/Aut(E),0) = (Mpg(r), p)-

Ceci résulte de la théorie générale des déformations de Schlessinger et Stash-
eff, Deligne, Goldman et Millson ([13]). L’espace H},;,( Endy(E)) est, dans
la dualité de Poincaré-Serre, le dual de lespace des endomorphismes de
Higgs de E de trace nulle; en particulier, quand (E, 6) est stable, cet es-
pace est nul, et le groupe des automorphismes, réduit a C*, opére triv-
ialement. Ceci fournit la lissité de Mpei(r) au voisinage d’un point p sta-
ble ; de plus, la dimension au voisinage d’un tel point est donnée par dim
Hpy(End(E)) = —xpoa(End(E) + 2 = 2r%(g — 1) + 2. Si E est somme
directe de fibrés de Higgs stables de degré 0 :

E =@,E]"

le morphisme ¢ peut se calculer en termes de matrices en choisissant une
base de H}, ,(Hom(E;, E})) , et énoncé se raméne & prouver un résultat
du type suivant : siaj,---,ag, by, -, by sont des matrices carrées, la variété
algébrique définie par ’équation
k
> lai bl =0

i=1

est irréductible ([31]).

Proposition 7.— S1 X est une courbe, la variété Mpoi(r) est conneze.

C’est ici qu’intervient I’action de C*. Rappelons (cf. section 5) que
M = Mp,(r) se plonge dans un espace projectif P(W) (espace projectif des
droites d’un espace vectoriel W) et que ’action de C* s’étend en une action

linéaire C* — GL(W). Ecrivons W = @,W,, ot W, désigne le sous-espace
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propre relatif au caractére ¢ — t*. L’ensemble des points fixes de I’action est
la réunion disjointe des variétés linéaires P(W,). Pour z € P(W) désignons
par zq (resp. 2oo) la limite de tz quand ¢ — 0 (resp. t — o0) et ag(z) (resp.
@oo(2)) Punique entier a tel que 2z, € P(Wy) (resp. 260 € P(W,). On a
ag(2z) < aoo(2), 'égalité n'ayant lieu que si 2 est un point fixe. D’apres
le théoreme de propreté (proposition 5), zo appartient & M si z € M.
Considérons d’autre part le sous-schéma fermé A C M correspondant aux
classes de fibrés de Higgs (E,0), ot E est un fibré semi-stable de degré 0 :
il s’identifie a la variété de Narasimhan et Seshadri ([28]) et est donc propre

et irréductible. Chacun de ses points est évidemment invariant par C*.

Lemme 10.— Soit y € M un point fize . Siy ¢ N, il eziste z € M
distinct de y et tel que 2o, = y.

Voici comment cet énoncé entraine la connexité : supposons qu’il existe
une composante connexe M' de M qui ne rencontre pas . Soit o' le plus
petit des nombres ag(z'), pour 2’ € M'. Cette borne inférieure est atteinte
en un point fixe y € M'; ce point n’appartient pas & A/. D’aprés le lemme,
il existe donc 2z € M distinct de y et tel que zo0 = y. On a alors z € M/,

et ag(2) < ax(z) = @', ce qui fournit une contradiction. Par suite M est

connexe.

Démonstration du lemme 10. Soit (E,6) un représentant de y; on
peut supposer qu’il s’agit d’un fibré de Higgs stable. D’apres la proposition
4, il Sécrit E = @%_,F;, ol F; est un sous-fibré de E tel que 6(F;) C
Q' ® F,_1. Par hypothese, y ¢ N, donc 6 # 0; alors k¥ > 2. Puisque
(E,0) est stable, on a deg(Fy) < 0 et deg(Fx) > 0 . Par suite, le fibré
Hom(Fy, Fy) est de degré < 0, et il existe un élément non nul n dans
Ext'(Fk, F}). Considérons 'extension G, définie par I’élément t*n : on a

donc une suite exacte
0—-FL -G — F. — 0.

On munit le fibré vectoriel E; = Gy @ (®1<i<kF;) d’une structure de fibré

de Higgs en considérant le morphisme 6; : E; — Q! ® E; défini par les
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conditions suivantes : 6; |g, est le morphisme composé G; — Fr — Q! @
Fk_l‘—>91®EtetSi1<i<k, 0t|F.~=0|F,~-

Remarquons que pour ¢ = 0, on récupére le fibré de Higgs (E,6). La
stabilité étant une propriété ouverte, (E;,6;) est encore un fibré de Higgs
stable. D’autre part, si ¢ # 0, on construit un isomorphisme ¢, : (Ey, 6;) —
(E1, 161) en posant, pour 1 < i < k, @; |p,= t'idp, , et de sorte que ¢, |G,

rende commutatif le diagramme

0—- F —- Gy —» F, =0

T

0— F, - Gy - F. =0

Il en résulte que, dans M, lim,_o(Ey, 361) = (E, ). Il reste a vérifier que
(E,0) n'est pas S-équivalent a (E;,6;). Mais puisqu’il est stable, il suffit
de vérifier que ces deux fibrés de Higgs ne sont pas isomorphes. Ceci est
di au fait que (E,6) étant stable, il n’a pas d’autre automorphisme que
les homothéties : ainsi les sous-fibrés F; construits dans la proposition 4
sont intrinséquement attachés a (E,#). S’il existait un tel isomorphisme,
E, devrait contenir un sous-fibré Fj jouant le méme role que Fj. Vu la
définition de 6,, ce sous-fibré ; de méme rang que F}, devrait étre contenu
dans G, et tel que F} N F}, = 0. Il définirait donc un scindage de la suite

exacte définissant Gy, ce qui est absurde puisque 5 # 0.

L’un des objectifs de Simpson est de généraliser le calcul des nombres
de Betti de la variété My ig4,(P), fait par Hitchin en rang 2 et degré 1 sur
les courbes, au moins quand cette variété est lisse : comme pour la variété
de Narasimhan et Seshadri sur les courbes [1], on peut espérer obtenir des
formules de récurrence permettant théoriquement de calculer ces nombres
de Betti. Une tentative est faite dans ce sens dans [33]; ceci nécessite une
meilleure compréhension de la structure de la variété des points fixes, et du

comportement de ’action au voisinage des points fixes.
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