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GÉOMÉTRIE DE LA COURBE BROWNIENNE PLANE

par Gérard BEN AROUS

Séminaire BOURBAKI Novembre 1990

43ème année, 1990-91, n°730

INTRODUCTION :

Nous passons en revue quelques résultats récents sur la .géométrie de
la trajectoire du mouvement brownien plan. Nous avons choisi d’exposer
essentiellement les résultats de Pitnlan et Yor d’une part (sur le comporte-
ment en temps grand de certaines fonctionnelles browniennes, comme le
temps passé dans un ensemble, ou le nombre de tours autour d’un ou
plusieurs points) et les résultats sur la géométrie de la courbe brownienne
en temps fini d’autre part, résultats que nous avons tirés pour l’essentiel,
du cours de Le Gall [L12] à Saint-Flour. Nous invitons, bien sur, le lecteur
intéressé à se reporter à ce cours, extrêmement riche et clair.

1. PROPRIÉTÉS ÉLÉMENTAIRES DU MOUVEMENT
BROWNIEN PLAN :

Nous rappelons ici brièvement quelques propriétés fondamentales.
Ici, et dans toute la suite. désigne un mouvement brownien plan
issu de ~.p E C, un processus aléatoire Bt = Bl + indexé

par t E R+, à trajectoires presque sûrement continues, tel que
a) Bo = No 

b) les processus réels et sont indépendants,

c) Pour i E ~ 1. 2 } et tous 0  ...  tn la variable aléatoire

Bitn - Bitn-1 J (’st indépendante de (Bil1 .... , ) et sa loi est gaus-
sienne de moyenne nulle et de t’i, _ 1.

S.M.F. 
’
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1.1 Invariance conforme et skew-product :

Il est clair que l’image par une isométrie d’un mouvement brownien
est un mouvement brownien. Lévy a généralisé ce résultat de la façon
suivante :

THÉORÉME 1.- Si f est holomorphe d’un ouvert U de C dans C

(avec zo E U), et si on pose TU = inf (t > 0, Bt ~ U), alors il existe un
mouvement brownien (03B6t)t~0 tel que, pour tout t E (0, 03B6Ut
avec ~ô ~ 

’ 

La preuve est simple : si f = g+ih, 9 et h sont harmoniques et g(Bt)
et h(Bt) sont des martingales locales. La formule d’Ito et les équations
de Cauchy Riemann montrent que ces martingales locales ont le même

processus croissant et que le processus crochet (g(Bt),h(Bt)~ est nul.

Ce qui implique l’existence de deux browniens réels indépendants /3t et

(Jt tels que : g(Bt) = et = pour t E [0, TU[. o

On déduit de ceci la représentation du br ownien plan en "skew-

product" : Si 0 il existe un mouvement brownien complexe (t =

03B2t + i03B8t issu de 0 tel que :

Ainsi, si on note Rt, == ] on a : exp 03B2Ut et si 03C6(t) désigne
la détermination continue de l’argument de Bt telle que ~(o) = arg zo E

] - 7r, 7r] : = H~;, . Ainsi p( t ) est un mouvement brownien réel dont on
a changé le temps par une "horloge" (ici indépendante.

On déduit très simplement de cette représentation que :

a) le mouvement brownien plan est récurrent. C’est-à-dire que pour
tout ouver t D de C presque sûrement Vt 3T > t BT E D.

b) Avec probabilité 1 : lim sup 03C6(t) _ +00 et lim inf 03C6(t) = -00.
t--oo



En effet == |z0| exp 03B2Ut et lim L.r, = par le fait que lim sup

03B2v = +00 et lim inf 03B2v _ oll a le résultat si D est une boule de centre
z,_x.

0, ce qui suffit pour prouver le a). De plus = 9U~ et Ut tend vers
l’infini ce qui prouve le b).

Ces deux propriétés du mouvement brownien plan font naître deux

questions essentielles.

D’une part le mouvement brownien plan revient infiniment souvent
visiter tout ouvert D de C. On peut se demander quelle proportion
de temps il y passe. De façon plus précise, il s’agit de comprendre le

comportement asymptotique 1 Bs E Dds lorsque t tend vers l’infini.
La réponse est connue depuis longtemps : ce temps d’occupation est de
l’ordre de log t.

Pour un énoncé plus précis de ce théorème, dû à Iiallianpur et Rob-
bins voir plus bas. au 2.4. b).

D’autre part, par le b) ci-dessus nous savons que le mouvement

brownien "fait un nombre infini de tours autour de zéro lorsque t tend
vers l’infini". On peut étudier aussi le comportement asymptotique précis
de Ç( t) lorsque t tend vers l’infini. La réponse est fournie par le théorème
de Spitzer : ©( t ) est de l’ordre de log t (voir plus bas au 2.4. a) pour un
énoncé plus précis).

Pitman et Yor ont construit un outil extrêmement souple pour mon-
trer Cille ces deux théorèmes ( de Kallianpur et Robbins et de Spitzer) sont
deux aspects d’un même phénomène, et pour généraliser radicalement ces
énoncés. Nous donnons un aperçu de ces résultats au §2.



1.2 Dimension de Hausdorff de la courbe brownienne

La mesure de la courbe brownienne : {Bs , .5 E [0, ~[} est nulle. En

effet :

où Ty = inf ( s, BS = ~ ) .

Or  oc) = 0 pour tout (i.e. les points sont polaires).
Néanmoins on peut vérifier que la dimension de Hausdorff de cette courbe

est 2. Pour un résultat plus précis, voir plus bas (au 3. 2 ) .

Lévy [Lé 4] explique ainsi la différence entre la courbe brownienne
(de mesure nulle ) et la courbe de Péa.no :

" Pour qu’une aire soit remplie sans que l’oscillation brownienne soit

infinie, il faut une exploration méthodique que le hasarcl ne peut réaliser".

En particulier, la trajectoire brownienne se recoupe beaucoup. On
sait depuis les travaux de Erdös et Kakutani qu’il existe des

points multiples de toute multiplicité (finie ou non). On donnera au §3
les progrès récents sur cette question de l’auto-intersection de la courbe
brownienne plane, en insistant sur un outil essentiel : le temps local

d’auto-intersection ; i.e. une mesure de Radon aléatoire portée par les
instants de multiplicité. Une question intimement reliée à la précédente
est celle du volume des voisinages tubulaires de la courbe brownienne.
Elle est abordée au sans pourtant y faire mention des résultats de

grandes déviations (qui ont été abordés par Sznitman dans son exposé
(Bourbaki ; Février 1987). voir aussi ~D~’~ ).

Enfin au §5 nous montrons à quel point la géométrie de la courbe
brownienne est complexe en donnant les résultats récents relatifs à l’enve-

loppe convexe, les composantes connexes du complémentaire et les points
de coupure de cette courbe, sur un intervalle de temps fini. Comme le dit

Lévy à ce propos (en citant Leibniz) "Notre imagination se lassera plutôt
de concevoir que la nature de fournir".

Fixons ici certaines notations pour la suite :



est la trajectoire brownienne entre les instants u et v

- est la mesure de Lebesgue de A.
- D(a, r) le disque dans C de centre a, de rayon r et D = D(0,1).
- TA = illf(t, Bt E A) est le temps cl’atteinte de A par le brownien

plan.

2. NOMBRE DE TOURS ET LOIS LIMITES :

Pitman et ([PY1] et [PY2]) ont isolé, dans la preuve des deux
théorèmes les plus importants pour le comportement en temps grand du
mouvement brownien plan (i.e. les théorèmes de Spitzer et de Kallianpur-
Robbins), un argument commun et général, et en ont tiré une ligne de
conduite (brièvement : un changement d’échelle sur le mouvement
brownien en représentation qui leur a permis d’étendre
de façon considérable les théorèmes cités et de lettre au jour leurs liens.
Ils ont prouvé ainsi un très grand nombre de résultats nouveaux et ouvert
un champ qui semble inépuisable. Il est impossible d’aborder ici tous les
aspects de leurs travaux. Nous allons seulement introduire le formalisme
unificateur des "limites en échelle logarithmique" (traduction très peu
satisfaisante de "log-scaling limit") et donner quelques conséquences.

2.1 Limites en échelle logarithmique : Définitions

On note des fonctions continues de à valeurs

dans C.

Soit (03C8(h,03C9) . h > E un processus et 03C6 une fonction
mesurable sur f2 ( C ) .

Soit B un mouvement brownien, issu de z0 ~ 0. On notera ( le
mouvement brownien, issu de zéro. intervenant dans la décomposition de
B en et on posera, si h > 0 :



On dira que le converge VerS ~ en échelle logarithmique (de
pôle 0) si pour tout mouvement brownien B, issu de z0 # 0, 
03C6(03B6(h)) converge en probabilité vers zéro, lorsque h tend vers l’infini.

Il est clair clue, si converge en échelle logarithmique vers c~,

converge en loi vers c~. Mais, toutes les convergences en loi

obtenues ainsi sont valides conjointement. On pourrait aussi définir la
notion de limite en échelle logarithmique de pôle différent de zéro. Toutes
les convergences en loi obtenues par limite en échelle logarithmique de

pôles éventuellement distincts sont valides conjointement.

2.2 Quelques exemples :

On va donner ici des exemples, utiles pour la suite, de temps aléa-
toires qui convergent échelle logarithmique. Ces temps seront tous de
la forme :

a) Si on choisit Th = lllf’{t, Rt = avec v ~ R on voit que Vh =

03C303C5(03B6(h)), où aL’ = 03B2l = l’). Et donc que Vh converge en échelle

logarithmique vers ~T ~.. (ceci est une tautologie).

b) Si Th = e2vh où l’ > 0. alors Vh converge en échelle logarithmique vers

03C303C5.

Ce résultat, est la clef du théorème de Spitzer. Il est néanmoins très

simple et fondé sur une méthode de Laplace ( c,f. [L12] par exemple).

c) Soit At une fonctionnelle additive continue, croissante, de masse finie.

Si v > 0, on pose > T~, = = 1~11,). l ~, = converge en échelle

logarithmique vers Ici est le temps local en

0 du mouvement brownien unidimensionnel 03B2 = Re (.
Pour vérifier ceci. on commence par considérer le cas où At est le

temps local lt de |Bt I en 0. Dans ce c.as = Lu(03B2(h)) = v) et
il est trivial converge en échelle logarithmique vers inf( 21,, Lu (03B2) _

v).



Dans le cas général, on se ramène au cas particulier précédent au

moyen du théorème ergodiclue pour les fonctionnelles additives

(Ito-Mc Kean [IMK] p.277) :

2.3 Attracteurs logarithmiques :

Si G(t, B) est une fonction du temps et du brownien B, on peut
l’exprimer sous la forme : G’( t, B ) = T ( Z%i, ~) pour un processus F(u) =
0393(u,03B6). Il suffit de poser :

On définit .~ 
par (hautement 

La recette pour fabriquer a partir de G’ est donc la suivante : ex-

primer la fonctionnelle G en fonction du mouvement brownien ( (qui
intervient dans la représentation en oublier l’horloge
Ut i.e. remplacer f par 11. puis faire le changement d’échelle en ic.

Par exemple : Si () 1 désigne la détermination continue de l’argument
de B,~ telle que’ = e] - 7r. 7r] (i.(’. le nombre de tours autour de

zéro) le processus ainsi fabriqué est

DÉFINITION : Ou dit que G est attiré logarithmiquement par le pro-
cessus 03B3 si le processus converge en échelle logarithmique vers 03B3 i.e. :
0393(h)(03B6)-03B3(03B6(h)) converge en probabilité vers 0, au sens de la convergence
uniforme sur les compacts.

Remarque : Pitman-Yor [PY2] caractérisent parmi les processus conti-
nus les attracteurs logarithmiques : ce sont ceux qui commutent avec le



changement d’échelle brownien i.e. ceux qui s’écrivent ’~~ZG~ ~~ -
où  est une variable aléatoire.

Voici deux exemples d’attracteurs logarithmiques :
1) Pour E {1. 2, 3} on pose

alors i est attire logarithmiquement par 

2) Si G(t) = .4/ est une fonctionnelle additive croissante continue,
de masse finie, alors G est attire logarithmiquement par 

On a le théorème trivial niais essentiel :

THÉORÈME 2.- Si (Th )h>0 est une famille de aléatoires telle

que = 1 h2UTh converge ell logarithmique vers le temps aléatoire

T, si G = (G(t),t > 0) une fonctionnelle brownienne

attirée logarithmiquement par 03B3 = (03B3(u), tt 1. ) 0), alors 1 hG(Th) converge

en échelle logarithmique vers 03B3 ( r ) .

COROLLAIRE.- Si G est attiré logarithmiquement par 03B3 alors

en loi rer.s 03B3(03C31) lorsque t tend vers 

En effet le théorème et 2.2.2 montrent que : con-

verge en loi Il suffit de poser 1r = ~-~ pour conclure.



2.4 Nombre de tours et temps d’occupation :

a) Le théorème de Spitzer
Si considère p( t ) la détermination continue de l’argument de Bt

telle que 03C6(0) = arg z0 E] - 7r, 7r]. On a vu (et c’est ici trivial) que 03C6 est
attiré logarithmiquernent par (la partie imaginaire du mouvement
brownien ( issu de 0). Par le corollaire du théorème 2 et l’exemple 2.2.2
b), on a donc le théorème de Spitzer [Si] :

Il suffit pour retrouver l’énoncé complet du théorème de Spitzer de
rappeller 8(~~ ) a une loi de Cauchy standard, i.e.

b) Le théorème de Kallianpur-Robbins :
Si ~4./ est une fonctionnelle additive croissante continue de masse

finie, le même corollaire montre, puisque .4 est attiré par ~L~(/3), que :

Eu particulier si = t0 f(Bs)ds, où f est positive, on a ainsi :

Pour retrouver l’énoncé complet du théorème de Kallianpur-Robbins [KR]
il suffit de rappeler que suit une loi exponentielle de moyenne 2.
On a ainsi par exemple :

où D est un borélien de R2 de mesure finie, et où e est une variable

exponentielle de paramètre 1.



Mais on obtient aussi le résultat

si L(~,jR, 1) est le temps local en 1 de la semi-martingale Rs (= au

temps 1.

En effet L(t, R, 1) (qui compte le temps passé par le brownien sur le
cercle de centra 0 et de rayon 1 ) est une fonctionnelle additive croissante

continue, de masse 2~r.

c) Petits et grands tours :

Toujours par le corollaire du théorème 2, on peut étudier le com-

portement du nombre de "grands tours" et du nombre de "petits tours"
autour de 0 : Si r > 0. posons

On a vu que ces processus sont at tirés logarithmiquement par 03B3+(u) =

~ l~>o~(~) et ~(~) = ~ l~o~(~).
On sait donc que le couple 2 log t (03C6+(t),03C6-(t)) converge en loi vers :

(W+, W- ) avec W+ = 03B3+(03C31). W- = 03B3-(03C31). C’est l’intérêt de la présen-
tation suivie ici de n’avoir rien à prouver pour la convergence de la loi du

couple.
En fait Pitman et Yor précisent ce résultat en introduisant la variable

qui décrit la transition entre les petits et les grands tours, i.e. le temps
local 1). Sans rien d’autre à prouver, on sait donc 



La loi du triplet limite ( j-I +, l~‘~’_, est calculée dans 

a) A est de loi exponentielle de paramètre 2

b) et sont indépendants conditionnellement à A

c) conditionnellement à et A, suit une loi de Cauchy de

paramètre A/2

d) la loi de est de densité [2 

En fait. on a. la formule, U et b, c E R~ :

On peut trouver dans [PY1] une description beaucoup plus éclairante
des variables (tV-, H~ ) au moyen des excursions du brownien (t = 
dans les demi-plans supérieur ou inférieur.

d) Le nombre de tours autour de plusieurs points.
Soient y? points ~o. ,:~ ’... ~ distincts. Si (B/) est un brownien issu

de on considère ici les enlacements ~(5), ’ - ’, autour des n points
~i, ’ ’ ’, ~.

On va même considérer directement les petits et les grands tours en
posant :

où les r~ > 0 sont arbitraires.

On a alors, si .~, est une fonctionnelle additive croissante de masse
2~r :



THÉORÈME 3.- Lorsque t tend vers l’infini, le (2n + 1)-up1et
2 log t(03C6j+ (t), 03C6J- (t); 1 ~ J E ?2 ; At) converge en loi vers (W+, Wj-; 1 ~ j ~

n ; A) où, pour le triplet (W+, WJ-, A) a la loi de (W+, W-, A)
décrite au théorème précédent et où les n + 1 variables (W+, W1-,..., Wn-)
sont indépendantes conditionnellement à A.

Ainsi la. loi limir.(’ est donnée par une limite commune W+ décrivant

les "grands qui sont dus au mouvement du brownien au voisi-

nage de l’infini, et r variables décrivant les enlacements au voisinage
de chaque Ces ( n + 1 ) variables ne sont pas indépendantes ; elles

le deviennent si on conditionne par qui mesure la transition entre les

voisinages de z1,..., z,,, et x. Là aussi, une description très précise de la
loi du (2n + 1 )-uplet lirnite est donnée en (théorème 6.2) au moyen
d’excursions.

Enfin ce t.h(’Ol’(’l11(’ (’fit, en un "théorème des résidus"

THÉORÈME 4.- Soit (z1,..., z ", ) rz points distincts de C. Soit f
une fonction il complexes telle que

(i) f est holomorphe dans Dj B {zj} oÙ Dj est un voisinage de 

(ii) f (’sf sur I(’ complémentaire de la, réunion de ces voisi-

n ages,

(iii) f holomorphe au voisinage de I ’infini et lim f = 0

alors : t0 f (Bs)dBs converge c’l loi, lorsque t tend vers l’infini, vers :

Dans le cas particulier où /’ a un pôle simple en chaque on retrouve

le résultat précèdent. La preuve du théorème consiste à se ramener à ce
cas particulier.

En guise de conclusion, il faut rappeler cpie nous avons seulement
effleuré ici le domaine (et les résultats) mis au jour par Pitman et Yor.



3. POINTS MULTIPLES DE LA COURBE BROWNIENNE

3.1 Intersections de courbes browniennes indépendantes

Si p > 2 et si 131, ~ ~ ~ BP sont p mouvements browniens indépendants
dans C2 issus de ~n 1, ~ ~ ~ , a~l’, existe-t-il un point commun aux trajectoires

La méthode la plus féconde pour répondre à cette question passe

par la construction du temps local d’intersection. De façon plus générale,
pour montrer qu’un ensemble aléatoire est non vide et, surtout, étudier

les propriétés des points "typiques" de cet ensemble, il suffit de construire
une mesure (aléatoire et judicieuse) portée par cet ensemble.

Ici cette mesure sera d’abord construite sur l’ensemble des temps de

multiplicité (plutôt que des points multiples), i.e. sur

Cette mesure, dite temps local d’intersection, est formellement définie

par :

On a alors :

THÉORÈME 5.- probabilité 1 , il existe une mesure de Radon

03B1(ds1,...,dsp) sur R,+ telle (jll(’, j)()1II’ tous boréliens A1,..., Ap de R+
et, ]Jour tout n  x.

Le support de la mesure a est inclus dans :



et, avec probabilité 1. tout j ~ {1...p} et tout t > 0 :

Ce théorème montre, bien sûr, que les courbes B1,...,Bp s’inter-
sectent ; plus précisément :

On peut décrire la mesure a~ plus précisément en calculant explicite-
ment tous les moments E(a(.-~ 1 x ~ ~ ~ .~~’ ) ?~ ) ( cf . [L3], par exemple).

On verra plus loin une interprétation du temps local d’intersection
comme limite de la surface (normalisée) de l’intersection de p Saucisses
de Wiener indépendantes.

Le temps local cl’interscction a été introduit par Wolpert [Wo]
Dynkin [Dyl] et [Dy2], étudié, entre autres, par Geman Horowitz et Rosen
[GHR], R,osen [RI] ] [R2] Yor [Y3], [Y4].
3.2 Temps local d’auto-intersection :

Considérons maintenant un seul mouvement brownien dans C, issu
de 0.

Pour étudier les points multiples de sa trajectoire, on construit le

temps local d’auto-intersection (de multiplicité p) comme la mesure aléa-
toire /3 sur

définie formellement par :

THÉORÈME 6 .- Avec probabilité 1, il existe une mesure de Radon

j3 sur ~%h telle que. pour tout compact de Jp de la f01’Ille t~l x ... x Ap
on ait, pour tout n~ :



en norme L~" . avec

La mesure 03B2 est portée par l’ensemble des temps de multiplicité p :

~(sl ~ ~ ~ sp) E ,~~, , Bs, - ~ ~ ~ = Bs~,}. A vec probabilité 1, pour tout

De plus, pour tont 0 . a  b : ,,~3(,%, n ~r.c, ly~’) = +oo.

Comme corollaire de ce théorème on obtient donc l’existence de

points multiples de la trajectoire brownienne, de multiplicité supérieure
ou égale à p (due initialement à Dvoretzky-Erdös-Kakutani [DEK2]).

Ce théorème permet aussi de donner certaines propriétés des temps
typiques d’auto-intersection. comme la suivante (énoncée de façon in-

formelle) : deux points doubles typiques la portion de trajectoire
d’un mouvement brownien est celle d’un lacet brownien (i.e. d’un mou-
vement brownien conditionné pour revenir à son point de départ)".

La phrase précédente ne peut être vraie pour tous les points doubles.
Le Gall [L6] donne une version .-intégrée sur tous les points doubles". Plus
précisément, notons, pour 0  r~  ~c~  1 :

Pour toute fonction borélienne $ sur l’espace des fonctions continues de

[0, 1] dans R 2 :

où ~r~~’~ désigne uu lacet brownien (un mouvement brownien issu de 0
conditionné à retourner en 0 à l’instant a), avec la convention = 0 si

t l~.



(Le Gall donne aussi la version naturelle de ce résultat valide pour
les points de 

La conséquence essentielle d’une telle formule est clue toute propriété
vraie presque sûrement pour les lacets browniens sera aussi vérifiée pour

uBv pour 03B22-presque tout (u, v).
Ainsi on montre facilement (lue, pour /32 presque tout (u, v) le point

double Bu = Bz, n’est pas un point triple.
Plus généralement, on a. ainsi :

THÉORÈME 7.- Avec probabilité 1, pour presque tout s1... sp
le point Bs1 = ... = Bsp n’est pas un point de multiplicité p+1,

En particulier, il existe des points de multiplicité exactement p 
Ce théorème montre (pie les points de multiplicité p -)- 1 sont rares parmi
ceux de multiplicité ll. La portée par l’ensemble des points
de 121111t1I)11(’lt~(’ ~l. ,~~, ~.51 ~ ... , 5~~ ~ BSI est

étrangère ~l ~~~,+ l .

Pour apprécier la taille de l’ensemble des points de multiplicité ?7-f-1,
on peut aussi tenter de comparer les mesures de Hausdorff.

Le Gall [L9] montre que. si l’on pose :

la de Hausdorff la "bonne" mesure pour les points de multi-

plici té p. Précisément, l’ensemble des points de multiplicité p est réunion
dénombrable d’ensembles de ~-mesure finie et non nulle.

En pa.rticulier. la dimension de Hausdorff n’est pas suffisante pour

distinguer les points de multiplicité p ou p + 1. cette dimension valant

toujours 2.

En fait les deux approches (temps local ou mesure de Hausdorff)
sont très comparables car Le Gall montre qu’il existe deux constantes

telles presque sûrement pour tout borélien F de R2 :



(ou Dp est des points de multiplicité p + 1 ).

Enfin. signalons que. grâce à la propriété donnée ci-dessus pour le
mouvement brownien entre deux points doubles, Le Gall a pu contourner
ce qui semble être une utilisation abusive de la propriété de Markov dans
la preuve originale (due à Dvoretzky-Erdös-Kakutani) de l’existence de
points de multiplicité infinie. Il obtient ainsi le

THÉORÈME 8.- Si est un compact totalement discontinu de R,
il existe avec probabilité 1 un point z de R? et un homéomorphisme
croissant y de R trl que

~~~~)=~t>O,Bi=~~.
Ainsi il existe des points de multiplicité exactement dénombrable ou

de multiplicité la. puissance du continu. Il ne selnble pas que le temps
local d’auto-intersection correspondant ait été construit.

3.3 Renormalisation du temps local d’auto-intersection :

Le problème ici est d’étudier la singularité de la mesure (32 sur la
diagonale. Cette question dite de la renormalisation du temps local pour
les points doubles a été résolue par Varadhan [V]. La question identique
pour les points de multiplicité p > 2 est nettement plus difficile ; voir
[Dy2], [DvG] , [I~.~] , [L 12] , [LJ]. °

les A~ forment une partition dp n [0,1]’~. On sait que /?s(~ n [0,1]~) =
+oo, mais on a :

THÉORÈME 9.- Pour de [0,1]2 la série

converge et L2). La .somme de cette série est notée et l’appli-
cation A ~ 03B3(A) est appelé local d’auto-intersection renormalisé.



4. LA SAUCISSE DE WIENER :

4.1 La surface d’une petite saucisse de Wiener :

DÉFINITION : Si A’ est un compact, non polaire de R~, on définit la
saucisse de Wiener (de base h ) entr e les instants u et v par :

Le cas le plus usuel est celui où Ii est le disque unité, est alors

le voisinage tuhulaire de la trajectoire du mouvement brownien entre les
instants u et r.

Il s’agit ici d’étudier le comportement asymptotique (lorsque 6’ ~ 0)
de m(S~ I~ (0,1 ) ) on encore le comportement a~symptotique (lorsque t --~

oo) de m(S~, (0, t)).

Les deux questions sont reliées par l’invariance d’échelle : t))
a en effet la même loi ~rrt.(Si,-n~~ ~; (o,1)).

On a le théorème suivant :

THÉORÈME 10.-

(la étant L~-’ , c~r loro,sym sûre si Ii est étoilée)

COROLLAIRE.-

(la convergence étant L2 (’r 

Preuve : Elle consiste à montrer que



Si Il est K) osr. une fonction croissante de ~, ce qui achèvera
la preuve, une fois ( n ) c’t (b) prouvés.

Pour prouver (a) on a :

Or la théorie du potentiel permet d’estilner ces temps d’atteinte et
de vérifier clac, si ( est une variable de loi exponentielle indépendante du
mouvement brownien et si est la fonction de Green du Brownien
tué au temps ( on a (si Ii est non-polaire) :



C’est-à-dire que la transformée de Laplace de )03B3~ (ds) (où 03B3~ est la

loi de Ty-~K) converge vers la transformée de Laplace de 03C0ps (0, y )ds. On
en déduit que :

De plus on montre qu il existe une constante G’(~, h~ telle due :

G À étant intégrable, par convergence dominée le (a) est prouvé.

La preuve du ( 1 > ) est plus délicate, nous renvoyons à [L4].

Remarque : La limite de K ( 0,1 ) ) est indépendante de h.

Ceci est spécifique ~l la dimension 2. En dimension d i 3 on prouve le

résultat suivant : = C(K) où C(K) est la capacité

newtonienne de h .

4.2 Interprétation du résultat précédent en termes de conduc-
tion de la chaleur :

Le comportement asymptotique du volume de la saucisse de Wiener

est directement lié au problème de conduction de la chaleur suivant :

Si un compact A non polaire de R~ est maintenu à température 1

lorsque le temps varie de 0 u alors que R2 B h est à température
nulle à l’instant initial t = 1), quel est le comportement asymptotique,



lorsque t tend l vers de la quantité de chaleur EI;-(t) transmise au
temps t par Ii à R~-’ ~ 

Si ~tc est la solution de l’équation de la chaleur sur R~ B Il

avec u(0, x) = 0 et lim u(t, .r) = 1 pour tout t > 0, et tout point régulier-r2014.~o 
~ 

~o de la frontière de AB ou a :

Or on a : «.(~) = P(;T,_/,  t) et donc :

et donc E~; (t) = E(rrr(5~,~(0. t))) - 
Ainsi on a vu (111(’ : ( t ) - lorsque t ~ +oc.
En dimension ~ 3 EK(t) ~ C(K)t, si G‘( Ii ) est la capacité newtoni-

enne de h.

Spitzer [S2] a prouve ce théorème et a même donné le développement
asymptotique de (t). Nous reviendrons sur ce point au 4.4.

4.3 Intersections de Saucisses de Wiener indépendantes :
Considérons mouvements browniens indépendants B1, ... , BP

dans C2 et A’ un compact non polaire. Le théorème suivant, (dû à Le Gall
[L3]) permet le temps local d’intersection comme une mesure
de l’intersection saucisses Sy’>>.(0, t) convenablement normalisée.
THÉORÈME 11.- Pour tout n  x



4.4 Fluctuations et renormalisation :

La renormalisation de Varadhan (exposé au 3.3) permet d’obtenir
un terme de plus dans le développement asymptotique de m(SEh(0,1)) :

THÉORÈME 12.- Si A~ est non polaire

en norme L2 .

Comme corollaire de ce théorème on peut obtenir un développement
asymptotiqiie :

où K est la constante d’Enler et est le logarithme de la capacité
logarithmique de Ii .

Pour cela il suffit d’utiliser. outre le théorème précédent, le dévelop-
pement asymptotique. -~ (), de E( l~~ ( S~ ~,~ ( o,1 ) ) ) ( ou, ce qui est

écrivaient, du flot de chaleur ( t ) lorsque t tend vers +oo ) donné par

Spitzer [S2].
On peut aussi inverser l’argument et obtenir ce développement asym-

ptotique avant celui de On peut même obtenir un développement
d’ordre plus élevé mais v condition devoir développé la renormalisation
des temps locaux multiplicité supérieure à 2, ce qui
est beaucoup plus difficile. Pour cela renvoyons à Dynkin [Dy3], Le Gall

[L10], ou Rosen et (pour les points triples).

Esquisse de preuve : Si ~ et ~’ sont des entiers tels 2~’ -1 les

processus



sont des browniens indépendants.

Le temps local d’auto-intersection

suit la même loi (lll(’ le’ temps local cl’intersection 03B1([0, 1 2k+1]2). Ainsi (en
notant, si L’ c’ar. une variable aléatoire, {U} = la variable U

centrée) on sait par le 4.3 due

converge dans L2. lorsque ~ r.mul vers zéro, vers 03C02{03B2(Akl)} avec

Or par le théorème 11 et par invariance cl’échelle :



5. GÉOMÉTRIE DE LA COURBE BROWNIENNE :

5.1 Points cônes :

Si B est un mouvement brownien le théorème de Spitzer implique

que, pour t fixé. avec probabilité 1. les courbes (Bt+5, 0  s  1) et

 .s S t ) font un nombre infini de tours autour de Bt . Il est

impossible de renforcer l’affirmation précédente pour la rendre vraie avec

probabilité 1. pour tout t. Il existe des temps exceptionnels (et aléatoires)
où la courbe brownienne. loin de s’enrouler autour de B~, (w) demeure dans
un cône de sommet 

Par exemple si B, = B; J + ’l Br’ et

il est clair (111(’ les (1(’11)i (’OIII’Ï)(’S (BT-s, 0 ~ .S C T) et (BT+s 0  S ~ 1-T)
sont contenues dans 1C’ ~ B1T}.

Plus généralement ()11 

DÉFINITION : Si (1 E,(). 203C0[. on dit que y un point cône bilatère

(l, 03B4 > () et un cône fermé

d’angle (1 et (l(’ Bt qui contienne les deux courbes (respectivement
une des deux courbes) (Bt+s, 0  .5  03B4) et (Bt-s, 0  .5  03B4).

Nous venons (i(’ des points cônes bilatères d’angle 03C0.

Il d’un cas Illlllr(’. en effet, si 039303B1 est l’ensemble des points cônes

(l. ~E~ ] ~l 1(’

THÉORÈME 13.- .-~~r’c’ 1 :

Par contre. Burdzy [Bl] et Shimura [Sh2] ont constaté qu’il existe des

points cônes unilatères d’angle ~]03C0 2, 03C0]. On peut aussi en donner la dimen-
sion de Hausdorff. Le Gall [L7] a construit un temps local (une mesure
de Radon portée par certains points cônes unilatères) et obtenu ainsi



une description précise probabiliste de ces ensembles comme l’adhérence
de la trajectoire de certains processus stables plongés clans le brownien,

généralisant ainsi les résultats de Spitzer relatifs au cas où cx = vr.

Pour le cas où Cl  03C0 2, il n’existe pas de points cônes ullilatères. Si cx = 2 ,
la question est ouverte.

5.2. Enveloppe convexe de la courbe brownienne

Soit C’(t) convexe de la trajectoire brownienne jusqu’au
temps : {Bs, ()  .s  t}. Quelle est l’allure de G’(t), de aG’(t) ?

On sait que le périmètre moyen de C(t) est de 803C0t (Takacs [Ta]),
que l’aire moyenne de C’ ( t ) est ( El Bachir [EB]).

On a même la loi du log-itéré pour l’a.ire :4(t) de C’(t) due à P. Lévy

[Le3] : lim supt-~ A(t) 2t log log t 
= 1 203C0 presque sûrement.

La frontière possède les propriétés suivantes :

THÉORÈME 14.-

1) Pour tout t > 0. 1, G’(t) na pas de coins, i.e. il

n’existe de  7r rt de sommet sur ~C(t) qui contienne

C(t).
~~ Z’(’(’ I)I’()~)~l 1

2) (?G’( t ) une courbe C’’. une courbe C1,03B1 avec 0: > 0.

3 ) des est de dimension

0.

4 ) (’( t ) est lllle réunion dénombrable de seg’111ents de droite.

5 ) de extrémaux 1,SOI(’s.

Le 1) c’ar dû il El Bachir [EB] : Cranston-Hsu-March [CHM] ont
étudié 1;1. régularité de et (lt)1111(’ un 1I10(llll(’ de continuité précis qui
contient donné ici au 2). Voir aussi Burdzy-San Maltln [BSM].
EvallS [Ev] a prouvé les 3). 4). ~ ) .

Preuve du 1 ) : (En suivant l’approche de Le Gall [L12]). Si on

suppose que C’(t) a un coin alors = est un point de la trajectoire
brownienne. en fait on a même .: E {Bs. s ~]0, t[} car .Bp et Bt sont



illtérieurs à Cf (t) par théorème de Spitzer. Un tel est un point cône

bilatère n  03C0. On a vu qu’il n’existe pas de tels points.

Le fait (hl(’ soit C1 est alors simple. Pour la non-régularité

(i.e. la non-höldérianité de la tangente) on renvoie à Cranston-Hsu-
March 

Le 5) est très simple : un point extrémal isolé est un coin, car C(t)
est aussi l’enveloppe convexe de ~N} U D(x, b) (pour $ assez petit,

par 

Le 3) est aussi très simple : un point extrémal est un point cône

bilatère d’angle x. On a vu que la dimension de l’ensemble de ces points
est nulle.

5.3 Points de coupure :

Est-il possible de déconnecter la courbe brownienne en enlevant un

seul point ’?
Un tel point sera alors dit point de coupure. La. réponse est positive

(en dimension ~ 2) et est due u Burdzy. Elle est triviale en dimension

> 4 puisque les trajectoires browniennes n’ont alors pas de points doubles,
tous les points sont des points de coupure. En dimension 2 (et 3) la preuve
de Burdzy est délicate : il s’agit d’une approche .’théorie du potentiel".
On renvoie a [B4]. on citera ici seulement le résultat et quelques questions.

THÉORÈME 15.- Avec 1. pour tout E > 0, il existe

t 

Burdzy utilise ce résultat pour infirmer une conjecture de

Mandelbrot : la courbe brownienne pas homéomorphe au Tapis de

Sierpinski.

On ne sait presque rien sur des points de coupure, si ce

n’est du’il est non vide. Quelle est sa dimension ? Est-il non dénom-

brable ? Est.-il inclus dans l’ensemble des points cônes bilatères ?



5.4. L’extérieur de la courbe brownienne : points spirales.

Soit F la composante connexe non bornée du complémentaire de la
courbe brownienne : C B B[0,1]. Burdzy [B3] a montré que la frontière de

est très complexe : "lrosclue tout point cle 9.F n’est atteignable par
une courbe continue venue de l’infini, prix d’un nombre infini de

tours dans les deux sens".

Un point. -= est sur C~F si et seulement si il existe une fonction continue

c~~o, 1] -~ C tell(’ 

On dira E est un point spirale si pour toute fonction 03C6 vérifiant

(1) et (2) on a:

Un point cône ne peut être un point spirale. En fait les points
cônes bilatèrcs 7r forment une partie dense de Néanmoins les

points spirales sont génériques sur ~F au sens de la mesure harmonique.

THÉORÈME 16.- 1. presque tout z E ~F (au sens
de la. mesure harmonique) est un point spirale.

Preuve : Il existe une application analytique bijective f du disque unité
D sur F = F U ~~x~ ~. On peut étendre f par continuité de D sur 
car les limites radiales existent pour tout 0 E [0. 2x[ (par le fait que C B F
est connexe). Cette extension pas injective du fait de l’existence de

points de coupure (cf. hUllllll(’l’(’llli(.’ ~PO,). Soit .-~y l’ensemble des points
( E (~D tels f ’ ait une dérivée angulaire non nulle en (. Le point clef
de la preuve est le lemme suivant :

Lemme,- f(A) est de dimension nulle.



En effet f(Af) c’st inclus dans l’ensemble des points cônes bilatères

d’angle, pour tout tl > 03C0. L’estimation, donnée de la dimension de

Hausdorff (le (lo w’s l)()111tS montre donc que dim f (Af) =
0.

Il faut ensuite remarquer qu’il existe un 03B2 > 0 tel que si H C 8F et

si dim H  03B2 alors la. mesure harmonique de H est nulle. Ceci est une

conséquence du théorème de Makarov [Ma] qui a,ffirme entre autres que
l’on peut choisir ;~ = 1.

Mais la version faible du théorème de utile ici peut être

prouvée de façon 1)l’()1 )al )ilis r (’ t l’(’S simplement (cf. Le Gall [L12]). On
déduit donc que la mesure harmonique de f(Af) est nulle.

Pour achever lu preuve il suffit d’utiliser le théorème de Mac-Millan :

on dira E ~F eat un f -1)oilt spirale si arg( f z) - f (~)) est non borné

supérieurement et inférieurement sur toute courbe de D aboutissant en

(. On notera S,y f ’ points spirale.

Le théorème (l0 Mac Millan affirme que la mesure harmonique de

( S f U Af) (’st. nulle, et donc aussi celle de S f U A f ) (par
invariance conforme (le la I11(’5111’(’ harmonique).

Or il est clair les définitions que, si z E ~F n’est pas un point

spirale il c’llSt(’ un point 03B6 (1(’ ~D qui n’est pa.s un f-point spirale tel que

j’(() = . Ainsi 1(’ (1(’ points spirale de 8F

est inclus dans

ciui est de mesure nulle o.

5.5. Les petites composantes connexes du complémentaire de la

courbe brownienne :

Combien la courbe brownienne laisse-t-elle de "petits trous’’ dans le

plan ?

a conjecture que le nombre de composantes con-

nexes du complémentaire de 1;1. courbe brownienne. d’aire supérieure à



é est de l’ordre de L~~~, où L est une fonction à croissance lente telle

que 10 L(u) udu  oo. Mountford [Mo] a prouvé cette conjecture avec

L(é) = ~l g ~)2 . Nous allons donner ici l’approche de Le Gall qui a

amélioré ces résultats : si u  v notons le nombre de composantes

connexes du complémentaire de la courbe brownienne dont l’aire appar-
tient à [u, v on a alors :

THÉORÈME 17.. Avec probabilité 1, pour tout $ > 0 :

En particulier : lime-..o ~)21V~ = 2~.

Preuve : Si We est la réunion de toutes les composantes connexes d’aire

inférieure ou égale à ~r~2, il est clair que We C (la saucisse de
Wiener de rayon £). Réciproquement on montre que, si y E la

composante connexe de y sera contenue dans le disque de centre y et de

rayon £ (et donc d’aire  ~~~), ceci avec probabilité proche de 1. Ainsi la
mesure de We est de l’ordre de celle de i.e. de l’ordre de 

Si À E [0, 1[ et si U~ = on peut vérifier (c’est beaucoup
plus difficile) que :

i.e. que Ce qui permet de prouver le théorème si on

remarque en outre que :
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THÉORIE DE L’INTERSECTION ET
THÉORÈME DE RIEMANN-ROCH ARITHMÉTIQUES

par Jean-Benoît BOST

Séminaire BOURBAKI Novembre 1990

43ème année, 1990-91, n° 731

Depuis la fin du dix-neuvième siècle, l’analogie entre les corps de nom-

bres, c’est-à-dire les extensions de degré fini de Q, et les corps de fonctions

algébriques d’une variable, c’est-à-dire les corps de fonctions rationnelles
sur une courbe algébrique définie sur un corps, a joué un rôle crucial en

géométrie algébrique et en arithmétique. En témoignent par exemple les
travaux de Dedekind et Weber sur les courbes algébriques et le douzième

problème de Hilbert.

Au cours du premier tiers de ce siècle, cette analogie s’est vue complétée
par la découverte que, pour la rendre plus satisfaisante, il convenait de

considérer les plongements d’un corps de nombres !{ dans les corps archimé-
diens R et C (les "places à l’infini de K" ) sur le même plan que les idéaux

premiers de l’anneau des entiers de K et que les plongements de JC dans
des corps p-adiques qui leur sont attachés. Cette découverte(1) intervient
crucialement dans la définition des adèles d’un corps de nombres et, par là,
a connu un immense succès.

~ ~ l Hensel et son élève Hasse semblent les premiers à avoir compris l’importance qu’il y

a à considérer simultanément toutes les places d’un corps de nombres, finies ou infinies.

Toutefois, la première mention explicite de résultats globaux, mettant en jeu toutes

les places d’un corps de nombres, analogues aux résultats classiques sur les surfaces de

Riemann est, à notre connaissance, l’article de Weil [Wl] de 1939. Un peu plus tard, dans

une lettre à sa soeur ([W2], p. 252), ce dernier attribue à Hasse ou Artin la découverte

du rôle des places à l’infini.

S.M.F.

Astérisque 201-202 - 203 (1991)



Par ailleurs, la transposition aux corps de fonctions de problèmes dio-

phantiens, telle l’étude des points rationnels d’une variété définie sur un

corps de nombres, a conduit à s’intéresser aux variétés définies sur le corps
de fonctions d’une variable k(C) attaché à une courbe C définie sur un corps
k. Pour étudier de telles variétés V, on en choisit un modèle au-dessus de

C, i. e. une variété V munie d’un morphisme plat V -> C, définis sur k, tels

que V soit isomorphe à la fibre générique de ce morphisme. Si V est de

dimension n sur k(C), alors V est de dimension n ~ 1 sur k. C’est ainsi que
l’étude des courbes sur k( C) conduit à utiliser la théorie des surfaces sur k

(Manin, Grauert, Samuel).
Cette démarche peut être imitée dans l’étude des variétés V sur un

corps de nombres !{ : un modèle de V est alors un schéma V plat sur

tel que V soit isomorphe à V. Si, par exemple, V est une

courbe, alors V est un schéma de dimension (absolue) 2, ce que l’on ap-
pelle une surface arithmétique (Schafarevitch, Lichtenbaum). Arakelov a

découvert comment faire intervenir dans cette approche les places à l’infini

de Ii, du moins lorsque V est une surface arithmétique : en faisant ap-

pel à la géométrie hermitienne sur la courbe analytique complexe V(C).
C’est ainsi que, en munissant V(C) d’une métrique kàhlerienne et les fibrés
en droites sur V (plus précisément, les fibrés en droites holomorphes sur

V(C) qui s’en déduisent) d’une métrique hermitienne, Arakelov puis Falt-

ings ont étendu aux surfaces arithmétiques les théorèmes classiques de la

théorie des surfaces sur un corps ( c f . ~A 1~, ~A2~, ~Sz~, ~La2~, et exposé
Bourbaki, n° 713). Les idées "arakeloviennes" ont joué aussi un grand rôle

dans la démonstration par Faltings de la conjecture de Mordell ( c f . exposés
Bourbaki n° 616 et 619).

Dans cet exposé, nous présentons une introduction aux travaux de

Gillet et Soûle qui ont généralisé cette "géométrie d’Arakelov" aux variétés

de dimension arbitraire. Ils ont établi une théorie de l’intersection sur

les "variétés arithmétiques" générales, ainsi qu’une théorie des classes ca-

ractéristiques pour les fibrés vectoriels hermitiens sur celles-ci. Puis ils

ont démontré un "théorème de Riemann-Roch arithmétique" ([GS10]), en

s’appuyant sur des travaux de Bismut et Lebeau ([BL1,2]). Dans les pages



qui suivent, nous cherchons seulement à donner une idée de ces résultats,
sans les présenter sous leur forme la plus générale et sans en décrire les

démonstrations, qui présentent souvent des difficultés techniques considé-

rables. (La démonstration actuelle du théorème 4.2 utilise les résultats

des articles de Gillet et Soulé [GS3 à 7], Bismut, Gillet et Soulé [BGSI à

3], Bismut [Bil-2] et Bismut et Lebeau [BLI,2].) Nous mettons l’accent

sur les définitions de base de la théorie de l’intersection et des classes

caractéristiques arithmétiques, et nous ne disons à peu près rien sur les
résultats d’analyse "complexe hermitienne", concernant la torsion analy-

tique, qui jouent un rôle crucial dans les démonstrations et mériteraient à

eux seuls un exposé.
La géométrie d’Arakelov en dimension supérieure a déjà connu une

application spectaculaire : la nouvelle démonstration par Vojta [V] de la

conjecture de Mordell. La théorie de l’intersection arithmétique joue aussi
un rôle important dans les travaux récents de Faltings sur l’approximation
diophantienne dans les variétés abéliennes, où celui-ci l’utilise pour attacher
une hauteur aux sous-variétés de l’espace projectif ([Fa2]).

Terminons cette introduction par quelques remarques historiques.
Les définitions des groupes de Chow arithmétiques et de leur struc-

ture multiplicative étendent les définitions introduites par Arakelov ([Al])
et Deligne ([De]) pour les surfaces arithmétiques. Des cas particuliers
"d’intersection arithmétique" en dimension relative > 1 ont été aussi con-
sidérés par Bloch ([Bl]) et Beilinson ([Bel], [Be2]). Quant au théorème de
Riemann-Roch arithmétique, il généralise en dimension supérieure le travail
de Faltings ([Fal]) et Deligne ([De]) sur les surfaces arithmétiques.

Si l’on recherche les origines plus lointaines de la "géométrie arakelo-

vienne", on peut les faire remonter aux travaux de Weil sur l’arithmétique
sur les courbes et sur les variétés algébriques, où développant le point de
vue "kroneckerien" én géométrie arithmétique, il introduit "hauteurs" et

"distributions" (cf. l’article [W3] et les références qui y sont citées). Les

travaux de Néron et Tate concernant les hauteurs sur les variétés abéliennes

et leur décomposition locale (cf. par exemple qui sont longtemps
apparus comme l’archétype d’une théorie des hauteurs précisées, ont sans



doute joué aussi un rôle déterminant. On ne saurait enfin sous-estimer celui
de l’école russe, autour de Schafarevitch, dont est issu Arakelov (voir à ce
propos les articles prospectifs de Parsin [P] et Manin [M]).

1. PRÉLIMINAIRES

1.1. Définitions et notations

DÉFINITIONS 1.1.- On appelle variété arithmétique tout schéma in-

tègre régulier X plat et quasi-projectif sur Z. On note ~’~ l’involution

antiholomorphe de la variété complexe X(C) induite par la conjugaison
complexe.

On appelle fibré hermitien sur une variété analytique complexe V la
donnée E = (E, h) d’un fibré vectoriel holomorphe E V et d’un produit
scalaire hermitien h, de classe C°°, sur les fibres de E.

0n appelle fibré hermitien sur une variété arithmétique X la donnée
E = (E, h) d’un OX-module localement libre E sur X et d’un produit
scalaire hermitien h, de classe C°° et invariant par F~, sur le fibré vectoriel

holomorphe E(C) sur X(C).

On observera que tout schéma intègre régulier X plat et quasi-projectif
sur l’anneau des entiers d’un corps de nombres est une variété arithmétique.

Si E = (E, h) et E’ = (E’, h’) sont deux fibrés vectoriels hermitiens sur
une variété analytique complexe ou sur une variété arithmétique, on peut
former leur somme directe := (E ® E’ , h ~ h’ ) - où désigne la

somme directe orthogonale des métriques h et h’ - et leur produit tensoriel

E @ E’ := (E @ E’ , h ~ h’). On désigne par det E la puissance extérieure
maximale det E de E munie de la métrique det h. C’est un fibré en droites

hermitien. Enfin, on définit l’image inverse f * E de E par un morphisme

f de variétés complexes ou de variétés arithmétiques comme f * E muni de la

métrique f *h qui fait des isomorphismes Ef(x) des isométries.

Dans la suite, nous définirons indifféremment une structure de fibré

vectoriel hermitien sur un fibré vectoriel E au moyen d’un produit scalaire

h ou au moyen d’une métrique hermitienne ][ [[, reliés par = h(v,v)I/2.



On note rg E le rang d’un fibré vectoriel E et on note la com-

posante de degré k d’une forme différentielle, ou d’une classe de cohomolo-

gie, ou d’un cycle algébrique c~.
Si K est un corps et E est un Z-module, on désigne par EK le produit

tensoriel E 0z K. Plus généralement, si ,~’ est un faisceau de modules sur

un Z-schéma X, on désigne par X K et le K -schéma et le faisceau sur

Xh qui s’en déduisent par le changement de base Spec K --; Spec Z.

1.2. Degré arakelovien (cf. [Wl], [Al] et [Sz], exposé 1)

L’importance des places à l’infini des corps de nombres dans l’analogie
avec les corps de fonctions se manifeste clairement lorsque, par exemple, on
cherche à transposer aux corps de nombres la notion de degré d’un fibré en
droites.

Soient en effet K un corps de nombres, l’anneau des entiers de K,
et soient ai, 1  i  ri, les plongements réels de K et ai, ~~, ri + 1 
i  r1 + r2, les plongements complexes de K. Les ai, 1  i  r1 + r2,

sont les places à l’infini de K, et l’on pose ~i = 1 si 1  i  r1 et ~i = 2

si ri  i ~ ri + r2. Soit L = (L, ~) Il) un fibré en droites hermitien sur
X = Spec OK. La donnée de L est équivalente à celle du OK-module

projectif de rang 1 A = La structure hermitienne sur L

est la donnée d’une métrique hermitienne, invariante par sur le fibré

Le sur l’espace X(C), dont les points sont les [K : Q] morphismes de
K vers C ; elle se ramène à la donnée d’une norme hermitienne Il ~~z sur
chacune des droites vectorielles complexes A ® h~ CUi’ 1 ~ i ~ ri + r2 .

Soit P l’ensemble des idéaux premiers de Pour tout p E P, on
note

sa norme et vp la valuation sur K qui lui est associée. Utilisant que, locale-
ment sur Spec L est isomorphe au faisceau structural, on peut encore
définir vp(s) pour une section s de L. Il vient alors, pour tout s E 



La formule du produit, qui affirme que pour tout x E I~~~O~,

montre que cette expression est indépendante de s. C’est le degré arakelovien
de L, noté deg L.

Clairement, la partie algébrique de (1.2.1), formée du premier terme
de l’un ou l’autre membre, ne possède pas cette propriété d’invariance : il
faut "compactifier" le schéma affine Spec par les places à l’infini de K
pour que les fibrés en droites y possèdent un degré bien défini.

Plus généralement, si E est un fibré vectoriel hermitien sur Spec OK,
on pose

Lorsque I1 = Q, A := H0(Spec Z, E) est isomorphe à Zrg E et la structure
hermitienne sur E définit un produit scalaire invariant par conjugaison
complexe sur Ac, i. e. une structure euclidienne sur AR ; de plus, deg E
n’est autre que l’opposé du logarithme du covolume de A dans AR calculé
au moyen de cette structure euclidienne.

Lorsque X est une variété arithmétique et que L est un fibré en droites
hermitien sur X, on définit la hauteur relativement à L d’un élément x :

X de comme

Si X = P ~ = Proj Z ~Xo, ~ ~ ~ , XN] et si L est le fibré hermitien C’(l) défini
comme 0(1) muni de la métrique standard Il Il - la fibre de 0(1) en



alors la hauteur hL sur (= par propreté) est la hauteur

logarithmique usuelle : si (xo, ~ ~ ~ , x N) e C~h+11~0~, on a

En particulier, si Q et si et sont premiers
entre eux dans leur ensemble, alors

1.3. Le problème de Riemann-Roch

(a) Dans sa version la plus naïve, le problème de Riemann-Roch se

pose dans les termes suivants :

Étant donnés une variété projective complexe lisse V et un fibré vecto-
riel holomorphe E sur V, que vaut la dimension de l’espace H°(V; E) des
sections holomorphes de E sur V ?

(/3) On sait, au moins depuis Riemann, que cette question ne possède
pas de réponse simple à cause des phénomènes "d’irrégularité", i. e. de non-

annulation des groupes de cohomologie supérieure. Le "bon problème" est

plutôt :
Calculer la caractéristique d’Euler-Poincaré

Une solution à ce problème en termes d’invariants cohomologiques at-
tachés à V et E est apportée par la formule



où n = dimc V et où Td Tv désigne la classe de Todd du fibré tangent
à V et ch E le caractère de Chern de E. Cette formule, dont diverses

variantes dans des cas particuliers où V est une courbe ou une surface re-

montent à la fin du dix-neuvième siècle, a été établie par Hirzebruch, puis
étendue par Washnitzer, puis Grothendieck (cf. par exemple [Fu], chap.
15). Ces derniers auteurs travaillent dans un cadre purement algébrique en
utilisant la théorie de~ l’intersection sur V : les fibrés vectoriels E et T~r

ont des classes caractéristiques ch E et Td Tv dans les groupes de Chow

CH*(V)Q ; l’intégration sur la classe fondamentale Iv des classes de coho-
mologie possède une contrepartie algébrique, le degré

et la formule de Riemann-Roch peut s’écrire

(~y) Sous des hypothèses convenables sur E (positivité,...), les groupes
de cohomologie supérieure > 1, s’annulent et la formule de

Riemann-Roch-Hirzebruch (1.3.1) permet de calculer dim HO(V; E). Il en

va en particulier ainsi lorsque E est de la forme Eo 0 ,C’~, où £ est un fibré

en droites ample sur V, et que n est suffisamment grand.

1.4. Le problème de Riemann-Roch arithmétique

La théorie de Gillet et Soulé fournit un analogue arithmétique des

énoncés géométriques du paragraphe précédent.

Une version arithmétique "naïve" du problème de Riemann-Roch

peut être formulée comme suit :

Soit V une variété arithmétique, propre sur Spec Z, et soit E = (E, () ~~)
un fibré vectoriel hermitien sur V. Combien existe-t-il de sections s de E

sur V telles que, sur V(C), on a.it  1 ?

On observera que le Z-module H°(V; E) des sections de E sur V est
libre et de type fini, et s’identifie à un réseau dans le Q-espace vectoriel de



dimension finie

Les sections cherchées sont les éléments de qui satisfont à la

fois à des conditions d’intégralité (appartenir au réseau E)) et à
une condition sur leur taille archimédienne, condition qui joue le rôle "aux

places à l’infini" des conditions d’intégralité.

((3) On peut deviner une forme plus cohomologique du problème de
Riemann-Roch arithmétique grâce à l’analogie entre corps de nombres et

corps de fonctions, en réécrivant la formule (1.3.1) lorsque la variété pro-
jective lisse V est munie d’un morphisme (plat) 7r : V --~ C vers une courbe

projective lisse C.
La caractéristique d’Euler-Poincaré E) peut se calculer via le mor-

phisme 7r : elle coïncide avec la caractéristique x( C; R1f *E) de l’image di-
recte de E (dans la catégorie dérivée de la catégorie des faisceaux
cohérents sur C). Or la formule de Riemann-Roch sur C s’écrit

De plus, le rang rg R7f*E est donné par

pour tout y E C, et le degré deg R03C0*E est aussi le degré du fibré en
droites "déterminant de l’image directe" (Grothendieck, Knudsen, Mum-
ford ; c f . [KM])

dont la fibre en y E C est naturellement isomorphe au produit tensoriel



La relation (1.4.2) et la formule de Riemann-Roch-Hirzebruch (1.3.1) ap-
pliquées aux fibres lisses de 7r montrent que, si n = dimc V, on a

La relation (1.4.1), jointe aux égalités

montre alors que (1.3.1) est équivalente à

ou encore, compte tenu de (1.4.4)

Une formule analogue est valable, où les classes caractéristiques sont cal-

culées dans le groupe de Chow de V :

Cette formule est en fait un cas particulier du théorème de Riemann-

Roch relatif de Grothendieck. Nous venons de montrer que, compte tenu

de la formule de Riemann-Roch dans la fibre générique de 7r, elle est essen-

tiellement équivalente à la formule de Riemann-Roch sur V tout entier.

Dans la situation arithmétique, où V est une variété arithmétique telle

que 7r : V -~ Spec Z soit propre et où E est un faisceau cohérent localement

libre sur V, la construction du déterminant de l’image directe det R7r *E

conserve un sens, et fournit un fibré en droite À(E) sur Spec Z, i. e. un

Z-module libre de rang 1, muni d’un isomorphisme canonique



Ce fibré en droites possède un degré arakelovien, pourvu qu’on l’ait muni
d’une métrique. Lorsque V(C) est muni d’une métrique kàhlerienne et Ec
d’une structure hermitienne, il y a pour cela une construction naturelle, due
à Quillen, qui fait appel à la torsion analytique de Ray et Singer ( cf . [Q],
[RS]) et que nous décrirons plus loin (§4.1).

La discussion qui précède conduit à poser le problème de Riemann-
Roch arithmétique dans les termes suivants :

Calculer le degré arakelovien du fibré en droites ~(E) muni de la

métrique de Quillen déterminée par une métrique hermitienne sur

Ec et une métrique kàhlerienne sur V(C).
Une formule pour ce degré a été conjecturée ([GS7]) puis récemment

démontrée ([GS10]) par Gillet et Soulé. Leur formule est analogue à la
formule de Riemann-Roch géométrique (1.4.5), mais fait appel à la théorie
de l’intersection et à la théorie des classes caractéristiques arithmétiques.

2. THÉORIE DE L’INTERSECTION ARITHMÉTIQUE
(cf [GS5])

2.1. Courants de Green

Soit V une variété analytique complexe.
On note (resp. l’espace des formes différentielles C°°

(resp. des courants) de type (p, q) sur V. La différentiation extérieure d
se décompose en d = d’ + d", , où C et C

et l’on pose



On déduit alors des propriétés classiques de la d- et de la d" -cohomologie
sur une variété complexe :

PROPOSITION 2.1.- 1) L’application naturelle ~(V) -~ 
est injective.

3) Lorsque V est compacte et kählerienne, la restriction de l’application
canonique l’espace des formes harmoniques
de type (p, q) sur V est injective, son image est le noyau de ddc et l’image
de ddc est formée des courants d-exacts dans 

Si Z est une sous-variété analytique complexe de V de codimension

p, on note ~~ le courant d’intégration sur Z, c’est-à-dire le courant dans

défini par

Le courant d’intégration 03B4Z est encore bien défini lorsque Z est un sous-

ensemble analytique de V de codimension p, même si le lieu Zs des points

singuliers de Z n’est pas vide. C’est l’unique courant fermé d’ordre 0 dans

qui prolonge le courant sur On étend par linéarité

la définition de ~Z à tous les cycles analytiques Z sur V.

Si f est une fonction méromorphe non identiquement nulle sur un sous-

ensemble analytique irréductible Z de V de codimension p 2014 1, la fonction

log f ~2 est définie presque partout et est localement L~ relativement à la
classe de mesures sur Z définie par elle détermine donc un courant

log f ~2 . ~Z dans (V). Ce courant satisfait à l’équation de Poinca-

ré-Lelong



où div f désigne le diviseur de f (c’est un cycle analytique de codimension

p de V).
On appelle courant de Green pour un cycle analytique Z de codimen-

sion p sur V tout élément g E tel que dd~ g + hz soit une forme

C°°. On appelle forme de Green pour Z tout courant g E lo-

calement L~ sur V et C°° sur le complémentaire du support IZI de Z tel

que ddC 9 soit une forme C°°.

La formule de Poincaré-Lelong montre que tout cycle de la forme div f
possède un courant de Green. On peut en fait montrer que tout cycle

algébrique sur une variété quasi-projective complexe lisse possède une forme
de Green.

2.2. Groupes de Chow arithmétiques

Soit X une variété arithmétique.
Pour tout p E N, on note l’ensemble des sous-schémas intègres de

codimension p et ZP(X) le groupe des cycles de codimension p sur X, i. e.

le groupe abélien libre engendré par X~~~. On note k(x) le corps résiduel
d’un point x de X et, si x E et f E k(x)*, on note div f le diviseur
de f ; c’est un élément de ZP(X)

Le p-ième groupe de Chow de X, est le quotient de ZP(X) par
le sous-groupe RP(X) engendré par les cycles div f , f E 

On note (resp. le sous-espace de 

(resp. formé des courants réels T tels que F*~T = (-1)P T ;
on note Dpe(XR) et leurs images respectives dans et

On déduit aisément de la proposition 2.1 un énoncé analogue
avec XR substitué à V.

On appelle cycle arithmétique de codimension p sur X tout couple
(Z, g) E ® tel que g soit un courant de Green pour le

cycle analytique Z(C) sur X(C). L’ensemble de ces cycles arithmétiques
sera noté ZP(X). Si x E et f E k(x)*, on note le cycle
arithmétique (div f, [-log ~fC~2.~x(c)~).

Le p-ième groupe de Chow arithmétique de X, est défini

comme le quotient de ZP(X) par le sous-groupe RP(X) engendré par les



On dispose de morphismes canoniques de groupes abéliens

Rappelons qu’au schéma X sont associés, outre les groupes de Chow

des groupes définis comme les termes E2’-q d’une cer-
taine suite spectrale due à Quillen calculant la K-théorie algébrique de X

( cf. par exemple [Gil]). En particulier

où dP-1 envoie f E k(x)* sur div f et où dp-2 est essentiellement le symbole
modéré. On définit alors un morphisme de groupes

(Cette somme appartient bien à (XR) d’après l’équation de Poinca-

ré-Lelong (2.1.1) et la proposition 2.1.2), puisque i div fx = 0. Le

morphisme p est étroitement lié au régulateur de Beilinson ( c f . [Bel] et

[GS5], §3.5.)
On note enfin le sous-espace de (XR) constitué des

formes fermées, HP’P (XR) son image dans la cohomologie de de Rham de



X (C), h l’application canonique de (XR) sur (XR) et c l’applica-
tion naturelle des groupes de Chow vers la cohomologie de de Rham

On a c o Ç = h o ce. Lorsque Xq est projective, Hp,p (XR) s’identifie avec
l’image de Zp,p (XR) dans AP>P (XR) et avec l’espace Hp,p (XR) des formes
harmoniques (relativement à une structure kählerienne sur X(C)) dans
AP’P (XR).

-*On peut alors décrire le groupe de Chow arithmétique CH (X) au
moyen de suites exactes à cinq termes:

THÉORÈME 2.2.- Le diagramme suivant est une suite exacte

Lorsque X~ est projective, il en va de même du diagramme

2.3. Fibres en droites hermitiens et cycles arithmétiques de codi-
mension 1

Soit X une variété arithmétique. L’ensemble Pic(X) des classes d’iso-
morphisme de fibrés vectoriels hermitiens de rang 1 est muni d’une structure
de groupe définie par le produit tensoriel. L’élément neutre de ce groupe
est Ox muni de la métrique triviale ( ~) 1 ~~ = 1) et l’opposé de la classe d’un
fibré en droites hermitien (L, h) est celle de L-1 muni de la métrique duale
de la métrique h.

Rappelons que si F = (F, Il Il) est un fibré en droites hermitien sur une
variété analytique complexe V, sa première forme de Chern est l’élément
de A1 ~1 (V ) définie localement comme



où s désigne une section holomorphe locale non nulle de F (le second mem-
bre de (2.3.1) est bien indépendant du choix de s, puisque le logarithme
du module d’une fonction holomorphe non nulle est pluriharmonique, i. e.

appartient à ker ddC).
Soit L = (L, ~) ~~) un fibré en droites hermitien sur une variété arithmé-

tique X et soit s une section rationnelle non nulle de L. Cette section définit

une section méromorphe sc de Le. La fonction log lise Il est localement

LI sur X(C) et définit donc un élément de D°~°(XR) (cf. §2.1). Soient

dives) E Zl(X) le diviseur de s et ci(Lc) E la première forme

de Chern de (Le, Il 11). Il découle alors de l’équation de Poincaré-Lelong

(2.1.1) et de l’égalité (2.3.1) :

Par conséquent, le couple div(s ) : = (div(s), - log ~sC ~2) appartient à Z (X).
La proposition suivante étend aux variétés arithmétiques la correspon-

dance classique entre classes d’équivalence linéaire de diviseurs et classes

d’isomorphisme de fibrés en droites.

PROPOSITION 2.4.- 1) La classe ci(L) de div(s) dans CH (X) ne

dépend pas du choix de s.

4) La "première classe de Chern arithmétique" cl détermine un iso-

morphisme

Compte tenu de cet isomorphisme, la suite exacte (2.2.1) devient,

lorsque p = 1 :

~l désigne la première classe de Chern de L dans CHl(X), i.e. la

classe d’équivalence linéaire de div(s).



Lorsque X est le spectre de l’anneau OK des entiers d’un corps de

nombres .F~, cette suite exacte devient, en notant ri et r2 le nombre de

places réelles et complexes de h’ et ~.~ le groupe des classes d’idéaux de

K,

et p s’identifie au régulateur de Dirichlet.

2.4. Fonctorialité et structure multiplicative

Nous pouvons résumer les résultats essentiels de l’article en

l’énoncé suivant :

THEOREME 2.5.- 1) Image inverse. Tout morphisme f : X -~ Y
entre variétés arithmétiques détermine un morphisme de groupes abéliens
-* ,..._*

f* : CH (Y) -~ CH (X ). Si f : X -; Y et g : Y --~ Z sont des morphismes
de variétés arithmétiques, on a f* g* = (g o f )* ; jointe à la fonctorialité
des groupes etc., cette fonctorialité fait des suites exactes

(2.2.1) et (2.2.2) des suites exactes naturelles.

2) Image directe par un morphisme propre. Tout morphisme propre
f : X ~ .Y, de dimension relative d, telle que fc : X(C) - Y(C) soit lisse,
détermine un morphisme de groupes abéliens f * : CH (X) - H (Y).
La formule de projection est vérifiée:

-*

3) Structure multiplicative. Le Q-espace vectoriel CH est muni

d’une structure d’algèbre unifère graduée et commutative. Cette structure

multiplicative est compatible, via Çj avec la structure multiplicative sur

définie par l’intersection des classes de cycles algébriques, et,
via ce, avec la multiplication extérieure des formes différentielles. Elle est

aussi compatible avec la fonctorialité par image inverse.



La construction rigoureuse de ces fonctorialités et de cette structure

multiplicative présente de multiples difficultés techniques. Heuristique-

ment, ces opérations sont définies par les formules suivantes :

w f * ~(Z, g)~ - si f rencontre Z proprement, i. e. si

= codim 

~ f*~(Z~ g)~ _ ~(f*z~ fC* 9)~~
~ ~(Zl, g~~ ~(Z1, g2)~ - [Zl n Z2 , gl * g2)] si Zi et Z2 se rencontrent

proprement, i. e. si codim |Z1| ~ |Z2| = codim |Z1| + codim |Z2|. Dans
cette formule Zl nZ2 est le cycle de codimension codim. ~Z2 ~ ]
supporté par ] n ZZ ~, dont les multiplicités sont données par la

"formule des Tor" de Serre ( c f . [Se]), et gi * g2 le "*-produit" de g1
et g2, i. e. le courant de Green pour Zi n Z2 "défini" en termes de

représentants gl et 92 de gi et g2 par

On a en effet, formellement :

Pour donner un sens à ces formules, on est confronté à deux types de

difficultés :

2022 des difficultés analytiques : la formule (2.4.1) requiert, pour prendre
un sens, que l’on sache définir le produit de courants 91 En fait,

Gillet et Soulé montrent que l’on peut choisir comme représentant gl de

gl une forme de Green telle que l’intégration contre la restriction de 91 à

la partie lisse de définisse bien un courant et que le cal-

cul (2.4.2) soit valable. Pour cela, ils introduisent une classe de formes de

Green ayant de "bonnes" singularités (les formes de Green "de type log-

arithmique"), au moyen de laquelle ils établissent diverses propriétés du

*-produit telles que sa commutativité ou son associativité.



2022 des difficultés algébro-géométriques : pour définir, par exemple, la

structure multiplicative de CH (X) au moyen des formules ci-dessus, il

faudrait disposer d’un "lemme de déplacement" qui assurerait que, quitte à

remplacer deux cycles sur X par des cycles rationnellement équivalents, on

peut supposer qu’ils se rencontrent proprement. Il en va ainsi sur la fibre

générique XQ, qui est une variété lisse quasi-projective sur Q à laquelle on

peut appliquer le classique lemme de déplacement de Chow. Malheureuse-

ment, pour des cycles de codimension > 1 sur une variété arithmétique, on
ne dispose pas d’un tel résultat.

Cette difficulté, qui apparaît déjà si l’on cherche à définir une structure

multiplicative sur CH*(X), peut être résolue après tensorisation par Q au
moyen d’une construction [{-théorique (cf. [SI], [GS4]). Soient Zi et Z2
deux cycles sur X de codimension pi et p2, se rencontrant proprement dans

Pour tout sous-schéma fermé Y de X , notons k’ô (X) la K-théorie de
X à support dans Y et E N, la partie de de poids

j pour les opérations d’Adams. Soit [Zi] E la classe de Zi,
et soit Z E un cycle à support dans n (Z2 ~, dont l’image
dans coïncide avec la composante de poids pi +p2 du

produit ~Z1~ . ~Z2~. La classe du cycle Z dans définit alors le

"produit d’intersection" des classes dans CH*(X) de Zi et Z2, et si gl et

g2 sont des courants de Green pour et Z2(C), le cycle arithmétique
(Z, gi * g2) définit le produit dans CH*(X)Q des classes dans CH*(X) de

(Z2, g2).

Signalons que l’on peut définir dans CH (X) le produit de deux éléments
de CH (X), sans tensoriser par Q, lorsque l’un d’entre eux est de degré 1
ou lorsque X est un schéma lisse sur le spectre d’un anneau d’entiers de

corps de nombres (en utilisant les constructions de Fulton [Fu] ).
On notera enfin les formules :



2.5. Degré arithmétique et hauteur des cycles

Lorsque K = Q, la suite exacte (2.3.3) devient l’isomorphisme

On vérifie immédiatement que, compte tenu de l’identification

l’isomorphisme inverse de 2a associe à la classe d’un fibré en droites hermi-

tien L sur Spec Z le degré arakelovien deg L. On le notera

Soit X une variété arithmétique tel que le morphisme f : X - Spec Z

soit propre, et soit d la dimension relative de f (X est donc de dimension

de Krull "absolue" d + 1). On peut composer le degré arakelovien deg avec

l’application

On obtient ainsi le degré arithmétique

qui est l’analogue arithmétique de l’application

définie pour toute variété propre de dimension d sur un corps.

Lorsque X est le spectre de l’anneau des entiers d’un corps de nombres

K, degx coïncide encore avec le degré d’Arakelov des fibrés en droites

hermitiens sur Spec En général, un cycle arithmétique de codimension

d + 1 sur X est de la forme où les Pi sont des points fermés

de X et où g E Ad,d (XR), et son degré arithmétique est donné par



Soit maintenant L un fibré en droites hermitien sur X. Si Y est une

sous-variété arithmétique de X, i. e. une variété arithmétique Y munie

d’une immersion fermée i : X, on pose

où d’ désigne la dimension relative de Y sur Spec Z. On généralise ainsi la

notion de hauteur d’un point de X(Z) (= X(Q)) relativement à L. Cette
définition peut être étendue à des cycles Y dans X qui ne sont pas réguliers

( cf. §2.5). Si Y est le diviseur d’une section rationnelle non identiquement
nulle s de L, alors il découle des définitions de degX et ci :

Si l’on applique cette identité à X = PZ et à L = 0(1) ( c f . 1.2), on obtient,
en notant 03C9FS la forme de Fubini-Study = ddc log 03A3Ni=0 IZil2
sur 

et donc, par récurrence, que la hauteur de P N relativement à C~( 1 ) est égale
au N-ième nombre de Stoll (cf. [GS6] et [St]) :

On obtient aussi que si P E Z~.~’p, ~ ~ ~ , XN] est un polynôme homogène non
nul de degré d et si Y est le cycle sur PZ définie par P = 0, alors



La hauteur des variétés projectives intervient dans [Fa2] ainsi qu’en
théorie de la transcendance (cf. [S3], [Ph]).

2.6. Variétés d’Arakelov

Lorsque la fibre générique d’une variété arithmétique X est projective,

il est naturel d’utiliser la théorie des formes harmoniques dans l’étude des

courants de Green sur X(C). C’est ce que faisait Arakelov dans son travail

sur les surfaces arithmétiques. Plus généralement, cela conduit à poser :

DÉFINITION 2.6.- Une variété d’Arakelov est un couple X = (X, ce)
formé d’une variété arithmétique X de fibre générique XQ projective et

d’une forme de Kähler 03C9 sur X(C) telle que = -03C9.

(Cette condition exprime l’invariance sous Foc de la métrique rieman-

nienne définie par ~).

Soit donc X une variété d’Arakelov. La projection harmonique de

vers se factorise en une application de 

vers Nous noterons l’intersection avec 

du noyau de cette application. On peut alors définir le p-ième groupe de

Chow-Arakelov de X comme le sous-groupe

de CH~ ( X . C’est en fait un facteur direct de On déduit en effet

du point 3) de la proposition 2.1 que l’on a un isomorphisme

La suite exacte (2.2.1) peut se réécrire sous la forme



variété abélienne ou un espace hermitien symétrique (tel qu’un espace pro-
jectif, ou une grassmannienne), alors CH*(X)Q est une sous-algèbre de
CH (X)Q. On prendra garde que ce n’est pas le cas en général - par
exemple pour les espaces de drapeaux complets. Cette difficulté conduit

à considérer le "gros groupe" CH (X) plutôt que se limiter au groupe
CH*(X).

Soit Y un sous-schéma fermé de X, dont le support est de codimen-

sion ~ p, et soit [Y] E ZP(X) le cycle qui lui est associé. Soit gy E

l’unique courant de Green pour de projection har-

monique nulle et tel que

(cf. Prop. 2.1, 3)). On définit la classe fondamentale ~Y~A de Y dans
comme la classe du cycle arithmétique ( [Y] , gy ) (cf. [Fa2]).

Si L est un fibré en droites hermitiens sur X tel que la forme ci (LC )
et ses puissances soient harmoniques sur X(C), on peut définir la hauteur
relativement à L de Y comme

et l’on étend ainsi la définition du §2.4.

Exemples (cf. [GS6],I).2014 1) Soit P la variété d’Arakelov obtenue en mu-
nissant l’espace projectif PN = Proj Z ~Xo, ~ ~ ~ XN] de la forme de Fubini-
Study Notons Pk le sous-schéma intègre de PN défini par

On a alors des isomorphismes



définis par

On a de plus, avec les notations de la fin du §2.5, si k = 0, ... , N :

Ces relations, jointes aux identités (2.4.3), (2.4.4) et w (~P~~A) _ wf,sk,
déterminent complètement la structure multiplicative de CH*(P ).

2) Plus généralement, soit X une grassmannienne sur Z et soit [{

un corps de nombres. Les anneaux CH*(X), CH*(XQ), et H*(X (C); Z)
sont canoniquement isomorphes : ils coïncident avec l’anneau de polynômes

tronqués engendré par les classes de Chern du fibré quotient canonique sur

X. Notons le M*(X).
L’espace X(C) possède une structure d’espace hermitien symétrique

naturel, qui fait de X ainsi que de := X ~ZSpec OK, une variété

d’Arakelov, et l’on a un isomorphisme de groupes abéliens gradués :

3. CLASSES CARACTÉRISTIQUES ARITHMÉTIQUES

3.1. Classes de Bott-Chern

Soit V une variété analytique complexe (lisse). Pour tout fibré vecto-

riel hermitien E = (E, h) sur V, il existe une unique connexion sur E

qui est unitaire et dont la composante antiholomorphe coïncide avec

l’opérateur de Cauchy-Riemann aE de E (cf. [BC] Prop. 3.2, ou [GH]
Lemma p. 73). On notera encore la courbure ~É de cette connexion

; c’est une (1, l)-forme sur V à valeurs dans le fibré End(E) des endomor-

phismes de E.



Soit p e C~~~T1, ~ ~ ~ Tn]] une série formelle symétrique en n variables, et

pour tout k 2: 0, soit sa composante homogène de degré k. On notera

l’unique application polynômiale sur les matrices complexes n x n qui
soit invariante par conjugaison et qui vérifie

si M est la matrice diagonale de coefficients diagonaux ~tl, ~ ~ ~ , a~. Plus

généralement, pour toute Q-algèbre commutative A, cette application poly-
nômiale "s’étend" en une application

Pour tout fibré vectoriel hermitien E sur V, de rang n, on définit

en identifiant localement End(E) à Mn(C), au moyen d’un repère C°°
de E, et en appliquant la discussion précédente à l’algèbre des formes
différentielles de degré pair sur V. Notons (E Z)) la i-ième
classe de Chern de E et ai la i-ième fonction symétrique élémentaire de

Tl, ~ ~ ~ , Tn . La théorie de Chern-Weil établit que c~(E) est une forme fermée
et que si p = ~(Ti ? ’ ’ ’, an), où Ç e t~~~Xl, , ~ ~ ~ , Xn~~, alors la classe de co-
homologie de de Rham de p(E) coïncide avec la classe caractéristique

En particulier, la classe de cohomologie de ne dépend pas de la

métrique h. Plus généralement, si

est une suite exacte courte de fibrés vectoriels hermitiens sur V - c’est-à-

dire la donnée de trois fibrés vectoriels hermitiens S, E et Q sur V et d’une
suite exacte courte de fibrés vectoriels holomorphes



reliant les fibrés vectoriels sous-jacents - et si E est de rang n, alors les

formes différentielles et sont cohomologues. Dans leur travail

sur la théorie de Nevanlinna, Bott et Chern ont montré qu’elles différent

en fait par une forme dans l’image de l’opérateur ddc (cf. [BC]). Plus

précisément, on peut montrer ([BGS1], Theorem 1.2.9, [GS6] ; voir aussi

[Do]) :

THÉORÈME 3.1.- Soit p E C~[[Tl, ~ ~ ~ , une série formelle symétri-

que. Il est possible, de façon unique, d’associer à toute suite exacte courte

de fibrés vectoriels hermitiens sur une variété analytique complexe V, telle

que rg E = n, une forme E A(V) de sorte que

II) pour toute application holomorphe f : W --3 Ventre variétés ana-

lytiques complexes

iii) est scindée, i.e. si E est de la forme

où i(x) = x S 0, p(x EB y) = y, alors c~(~) = 0.

Indiquons une construction de la classe Soit 0(1) le fibré en droites

de degré 1 sur P1(C), soit a une section holomorphe de 0(1) s’annulant

seulement à l’infini et soient pi et p2 les projections de X x Pi(C), respec-
tivement sur X et sur Pi(C). On notera encore S, E, Q et 0(1) les fibrés

pE, pQ et p2CO(1) sur X x P1(C). Sur X x P1(C), considérons le

fibré

et le morphisme

Le morphisme injectif



permet de construire le fibré quotient E = E 0 ?(!)/5’. Le noyau de la

projection E --~ E /5 = Q s’identifie à S(1) et la suite exacte courte

lorsqu’on la restreint à X x {oo}, s’identifie à

Soit h une métrique hermitienne sur E telle que les isomorphismes

soient des isométries. On déduit facilement de l’équation de Poincaré-

Lelong que

satisfait aux conditions i), ii) et iii).
On appliquera ces constructions, outre aux fonctions symétriques ci =

~i(T1, ~ ~ ~ Tn), à la classe de Chern totale c = ci, au caractère de

Chern

et à la classe de Todd

3.2. Classes caractéristiques arithmétiques

Le résultat principal de [GS6] , I, est le théorème suivant qui étend aux
fibrés hermitiens de rang > 1 les constructions du §2.3, en montrant que l’on

dispose d’une théorie des classes caractéristiques pour les fibrés vectoriels
hermitiens sur les variétés arithmétiques compatible avec la théorie des
classes caractéristiques sur les schémas (cf. [SI], [GS4]) et avec la théorie
de Chern-Weil :



THÉORÈME 3.2.- Â tout fibré vectoriel hermitien E de rang n sur
une variété arithmétique X et à toute série symétrique p E (~~~T1, ~ ~ ~ , 

- ~*

on peut associer une classe caractéristique E CH de manière à

satisfaire au~ conditions suivantes :
I. Fonctorialité. Si f : Y --~ X est un morphisme entre variétés

arithmétiques et si E est un fibré vectoriel hermitien sur X, alors

II. Normalisation. Si E est la somme directe orthogonale de fibrés en
droites L1, ~ ~ ~ ; alors

III. Tensorisation par un fibré en droites. Posons

Si E (resp. ~~ est un fibré vectoriel hermitien (resp. un fibré en droites

hermitien ) sur X, alors

IV. Compatibilité aux classes caractéristiques. Pour tout fibré vectoriel

hermitien E sur X, on a, ~(~1, ~ ~ ~ (a~~Xl, ~ ~ ~ , Xn]]

V. Compatibilité aux suites exactes courtes. Pour toute suite exacte

courte

de fibrés vectoriels hermitiens sur X, on a



De plus, les propriétés I, II, III et IV.a caractérisent cette construction.

La démonstration de ce théorème fait appel au calcul des groupes de

Chow arithmétiques des grassmanniennes (cf §2.5) et à un principe de

scindage qui en découle (cf. [GS6], §3 et §4). On pourra consulter aussi

[El], [E2] pour une construction fondée sur la considération du fibré en
projectif PE.

On dispose ainsi, dans le cadre arithmétique, de classes de Chern ép (É)
et ê(E) = cp(E), du caractère de Chern ch(E) et de la classe de Todd

Td(E). Elles satisfont aux formules usuelles (cf. [GS6], I, theorem 4.8 et

§4.9) :

THÉORÈME 3.3.- Si E et F sont deux fibrés vectoriels hermitiens sur
une variété arithmétique X, on a

Soit Q le fibré quotient universel sur C’est un fibré de

rang N, que l’on munit de la métrique hermitienne faisant de l’application

OpN(e) 0 CN+1 --; Qc une isométrie partielle lorsque CN+1 est munie de
la métrique hermitienne usuelle. On a alors

3.3. K-théorie

Soit X une variété arithmétique.
On note Ko(X) le groupe abélien engendré par les couples (E, ~), où

E est un fibré vectoriel hermitien sur X et où 7y E Ã(XR), soumis aux



relations suivantes : pour tout ~, r~ E A(XR), et toute suite exacte courte
de fibrés vectoriels hermitiens sur X

On peut décrire le groupe h’o(X) au moyen du régulateur de Beilinson ( c f .

[Bel])

THÉORÈME 3.4 ([GS2], [GS6] II, [De]).- Dn dispose de la suite exacte
naturelle

où a et p sont définis par a(r~~ _ [(0, r~)~ et ,Q(~(E, r~~~~ = [E].
Il existe enfin dans le cadre arithmétique un caractère de Chern qui

établit un isomorphisme entre K -théorie et groupes de Chow rationnels :

THÉORÈME ([GS2], [GS6] II).- On définit un isomorphisme de Q-

espaces vectoriels

en posant, pour chaque générateur (E, r~~ de 

4. LE THÉORÈME DE RIEMANN-ROCH ARITHMÉTIQUE

4.1. La métrique de Quillen

Soit V une variété analytique complexe compacte de dimension n, mu-

nie d’une forme de Kähler 03C9, et soit E = (E, un fibré vectoriel her-

mitien sur V.



La forme w détermine un produit scalaire hermitien g sur le fibré tan-

gent holomorphe Tv de V, et donc sur les fibrés des formes différentielles

complexes sur V, ainsi qu’une forme volume Il sur V, définis par

On en déduit, par produit tensoriel, des produits scalaires hermitiens ( , ) sur
les fibrés de formes différentielles à coefficients dans E, puis des "produits
scalaires .L2" sur chacun des espaces A°e(~; E) de formes différentielles de
type (0, i) à coefficients dans E, Coo sur V, définis par

Le théorème de Dolbeault fournit un isomorphisme canonique (au signe
près) entre le i-ème groupe de cohomologie E) et le i-ième groupe de
cohomologie du complexe La théorie de Hodge identifie
ce groupe de cohomologie au noyau de l’opérateur

où est défini comme la restriction à E) de

où a~ désigne l’adjoint de ôE, relativement aux produits scalaires L~.
En particulier, les produits scalaires L2 sur les espaces E~

déterminent par restriction des produits scalaires hermitiens sur les groupes
de cohomologie H?(V; E), puis, par passage aux puissances extérieures et
aux produits tensoriels, un produit scalaire hermitien sur le déterminant dè
la cohomologie de E



Chacun des opérateurs est positif et elliptique. Soit la

suite croissante de ses valeurs propres, répétées suivant leur multiplicité et
soit

la série de Dirichlet qu’elle définit. On peut montrer qu’elle converge si

Re s > n et qu’elle se prolonge en une fonction méromorphe (i sur tout le

plan, qui est holomorphe au voisinage de 0. La torsion analytique de Ray
et Singer du fibré hermitien E est définie comme

( c f . [RS]). Enfin; on définit la métrique de Quillen ~ ~Q sur À(E) par

La définition de la métrique de Quillen peut être motivée par les re-

marques suivantes, concernant un "modèle en dimension finie" de la théorie

de Hodge.

un complexe d’espaces vectoriels complexes de dimension finie. Si Hi

désigne le i-ième groupe de cohomologie de ce complexe, on dispose d’un

isomorphisme canonique (au signe près)

Supposons de plus les Ei munis de produits scalaires hermitiens. Ces

derniers déterminent par passage aux puissances extérieures et aux pro-
duits tensoriels une norme sur Par ailleurs, ils per-

mettent de former l’adjoint b* de b, puis l’opérateur 0394 = bb* + b*b. Le

noyau de est inclus dans Kerb|Ei et s’envoie isomorphiquement
sur Hi, et l’isomorphisme Hi ainsi défini détermine un produit



scalaire hermitien sur Hi par restriction à xz du produit scalaire sur Ei,
puis, par passage aux puissances extérieures et au produit tensoriel, une
norme sur ®~ a ( det H~ ~ ~-1 ~ ‘ . On vérifie alors facilement que la norme de
l’isomorphisme I relativement à ces normes vaut

où det’ Ai désigne le produit des valeurs propres non nulles 
Formellement, exp (-~~ (0)) est le produit des valeurs propres non nulles

de ~E~~ ; en effet

Ainsi, la formule (4.1.3) montre que, toujours formellement, la métrique de
Quillen est la métrique L2 naturelle sur a(E), compte tenu de l’"isomorphis-
me"

Soient V = pN (C) et cv = 03C9FS et soit E le fibré hermitien
trivial. Il vient

et donc a(E) ^_-’ C. Par ailleurs, les valeurs propres des opérateurs 0394E,i
sont connues, et Gillet, Soulé et Zagier ont calculé la torsion analytique des
espaces projectifs et ont montré (cf. [GS7]) que, si l’on pose

la métrique de Quillen sur A(E) est donnée par



où ( désigne la fonction zêta de Riemann.

2) Soit E une courbe elliptique complexe et soit c~ une forme différentielle

holomorphe non nulle sur E. Soit

le réseau dans C des périodes de a et soient g2 et g3 les invariants du réseau

r, définis par

Soit enfin A = g2 - 27 g3 le discriminant de (M, a). Le déterminant de

la cohomologie À(0) du fibré 0 sur M s’identifie (par dualité de Serre

algébrique) à la droite vectorielle des 1-formes holomorphes sur M. Lorsque

TM et 0 sont munis de métriques invariantes par translation, la métrique

de Quillen ~ ~Q sur À(0) qui s’en déduit vérifie

Cela découle aisément de la formule limite de Kronecker appliquée au réseau

dual de r (voir par exemple [W4], formule (17), p. 75).

La métrique de Quillen sur le fibré déterminant associé à une famille

de variétés analytiques compactes munies d’un fibré vectoriel holomorphe

satisfait à des propriétés remarquables : elle est Coo, et sa courbure se

calcule au moyen d’une formule à la Riemann-Roch-Grothendieck. Par

ailleurs, la variation de métrique de Quillen sur Â(E) par variation de la

métrique sur Tv et E se calcule au moyen des classes de Bott-Chern ( c f . [Q],

exposé Bourbaki n° 676, [BGS1] et infra §4.2, exemples, 2)).



4.2. Le théorème de Riemann-Roch arithmétique

Soit X une variété arithmétique et soit ce une forme de Kâhler sur

X( C), invariante sous 

Lorsque 1r : X - Spec Z est un morphisme lisse, on dispose du fibré

tangent relatif à 7r, T1r, qui est un fibré vectoriel bien défini sur X. La forme

de Kahler w sur X(C) fait de un fibré vectoriel hermitien, qui possède
une classe de Todd Td T 1r dans CH 

En général, lorsque X n’est plus lisse sur Spec Z, T X est encore bien
défini comme "fibré vectoriel hermitien virtuel sur X", i. e. comme élément

de et possède toujours une classe de Todd TdTx ( cf. [GS10]). In-
diquons une construction de cette dernière. Soit i : X - Y une immersion

fermée de X dans une variété arithmétique Y lisse sur Spec Z (on peut
choisir par exemple Y = PZ avec N suffisamment grand). Notons N le

fibré normal à X dans Y et £ la suite exacte canonique sur X(C)

Munissons TX(C) de la métrique hermitienne définie par ce, et Ty,c et Ne
de métriques hermitiennes. Ces métriques font de E une suite exacte de
fibrés vectoriels hermitiens l. On a alors

Avant d’énoncer le théorème de Riemann-Roch de Gillet et Soulé, il

nous faut encore introduire une définition (cf. [GS7], [GS10]).

DÉFINITION 4.1.- 0n pose

et on note aussi R la classe caractéristique additive associée, à valeurs dans
la cohomologie à coefficients réels.

Rappelons que cela signifie que R est l’unique classe caractéristique
qui associe à tout fibré vectoriel complexe E sur un espace topologique



raisonnable T (par exemple un espace compact, ou un espace topologique
possédant le type d’homotopie d’un CW complexe fini) une classe R(E)
dans H*(T; R) d’une manière fonctorielle, de sorte que :

~ si Ei et E2 sont deux fibrés vectoriels sur T,

~ pour tout fibré L en droites sur T

où le second membre est défini au moyen de la série (4.2.1).
Nous pouvons finalement énoncer :

THÉORÈME 4.2 ([GS7], [GS10]).- Soit X une variété arithmétique
propre sur Spec Z et soit E = (E, Il unfibré vectoriel hermitien sur X.

On suppose X(C) muni d’une métrique kählerienne invariante sous Foe et

À(E) muni de la métrique de Quillen déduite de ~~ ~~E et de la structure

kiihlerienne de X(C). On a alors :

Si l’on définit la classe de Chern arithmétique de X comme :

on peut réécrire l’égalité (4.2.2) sous la forme

Gillet et Soulé démontrent en fait un théorème plus général, valable

pour des "familles", et qui permet de ne supposer X régulier que dans la

fibre générique XQ. Outre les résultats analytiques mentionnés plus haut

et le calcul de la torsion analytique des projectifs, leur preuve fait appel
à l’étude du comportement des complexes de fibrés hermitiens lors de la



"construction du graphe grassmannien" de Baum, Fulton et MacPherson.

Signalons aussi que Faltings a donné récemment une démonstration du
théorème 4.2 plus simple quant à l’analyse.

Exemples.2014 1) Si on applique le théorème 4.2 à PZ muni de 03C9FS et au
fibré hermitien trivial, on retrouve la formule du §4.1, exemples, 1). De fait,
c’est le calcul de la torsion analytique des espaces projectifs qui a conduit

Gillet et Soulé à introduire la classe R. Celle-ci intervient par un autre

biais dans les travaux de Bismut ([Bi2]) et Bismut-Lebeau ([BL1,2]).
2) Si E : 0 -~ S --; E --~ ~ --; 0 est une suite exacte de fibrés vectoriels

hermitiens sur X, on dispose d’un isomorphisme canonique (au signe près)
entre déterminants de la cohomologie :

En appliquant le théorème 4.2 à chacun des fibrés S, E et Q, on
retrouve la formule d’anomalie (cf. [BGS1]) qui exprime la norme de cet
isomorphisme relativement aux métriques de Quillen au moyen des formes
de Chern et de Bott-Chern :

3) Soit E une courbe elliptique sur Q et soit X son modèle régulier
minimal sur Z. Supposons pour simplifier que E admet une réduction semi-
stable sur Z, choisissons une différentielle de Néron a sur X et notons A le
discriminant de E. Les nombres premiers où X possède mauvaise réduction
sont exactement ceux qui divisent A, et, si p est un tel nombre premier,
le degré (sur Fp) du cycle Zp des points singuliers de Xpp est la valuation
en p de A. Munissons T7r de la métrique telle que ~~ = 1 et C?X de la
métrique triviale. Le déterminant de la cohomologie s’identifie au

Z-module Za, et donc



Soit W7r le dualisant relatif de 7r muni de la métrique telle que == 1.

C’est un fibré en droites hermitien sur X trivialisé en tant que tel par a.

Par ailleurs, on montre, en explicitant l’isomorphisme entre T7r et sur

la fibre générique de 7r, que

On obtient ainsi :

Le théorème de Riemann-Roch arithmétique redonne ici la formuie limite

de Kronecker ( c f . §4.1, exemples, 2)).

4.3. Applications

Conservons les notations du théorème et considérons en outre un fibré

en droites hermitien L sur X.

Bismut et Vasserot ont montré ([BV]) que lorsque la forme de cour-
bure cl (L) E A1 ~1 (X(C)) est partout strictement positive, on dispose de
l’évaluation asymptotique

lorsque n - +00, où d désigne la dimension complexe de X(C).



Par ailleurs, le théorème 4.1 appliqué à E @ Ln donne(1)

lorsque n - +oo.
On déduit alors de (4.3.1) et (4.3.2) :

THÉORÈME 4.3 (cf. [GS9]).- Conservons les notations du théorème
et considérons un fibré en droites hermitien L sur X, ample relativement
au morphisme X - Spec Z et tel que cl (LC) > 0. On a alors, en

notant d la dimension complexe de X et ~ ~L2 la norme L2 la norme sur

E ® Ln) déduite de la métriqe kählerienne(2) ce sur X(C) et de la
structure hermitienne de E ~ Ln :

(4.3.3)

lorsque n - +00.

Rappelons que si V est une variété projective, disons pour simplifier
sur C, de dimension d, munie d’un fibré en droites ample L, son degré
relativement à L est défini comme

et s’exprime aussi "à la Hilbert-Samuel" comme la limite

(1) l Pour établir cette évaluation asymptotique, il n’est en fait pas nécessaire
de disposer du théorème 4.2 dans toute sa force. Les résultats de [GS7]
suffisent.
(2) On remarquera que les deux premiers termes du membre de droite de

(4.3.3) sont en fait indépendants de ce.



La formule asymptotique (4.3.3) fournit une expression analogue pour la
hauteur d’une variété arithmétique :

COROLLAIRE 4.4.- Soit X une variété arithmét~iq~ue propre sur Spec Z,
de dimension relative d (donc de dimension absolue d+ 1~, et soit L unfibré
en droites hermitien sur X ample relativement au morphisme X -i

Spec Z et tel que > 0. La hauteur degX 1(L)d+1 de X relativement

à L est égale à

où ~) désigne la métrique LZ sur HO (X; déterminée par une mé-

trique kählerienne(1) sur X(C) et par la structure hermitienne de 

Si l’on pose

le théorème de Minkowski appliqué au réseau HO (X; E 0 L~) montre que

En combinant cette inégalité à l’estimation

qui découle par exemple de la formule de Riemann-Roch sur X(C), et à

l’expression asymptotique (4.3.3), on obtient que, sous les hypothèses du
théorème 4.3, lorsque de plus

alors le fibré E 0 Ln sur X admet des sections de norme archimédienne L2

bornée par 1 lorsque n est grand.

(1) indépendante de n, mais arbitraire.



En fait, toujours sous les hypothèses du théorème, il est possible de

comparer la norme ]] "L2 sur les sections de Ec 0 Lê à la norme ]( 
définie par

On montre qu’il existe une constante C > 0, indépendante de n telle

que, pour tout s E E ~ on ait

Les relations (4.3.3) à (4.3.6) impliquent le théorème suivant qui apporte
une réponse au "problème de Riemann-Roch arithmétique naïf du §1.4 :

COROLLAIRE 4.5.- Soit X une variété arithmétique propre sur Spec Z,
de dimension relative d, soit E un fibré vectoriel hermitien sur X et soit
Z un fibré en droites hermitien sur X tel que L soit ample relativement à
7r : X - Spec Z, et que

Une variante de cet énoncé joue un rôle crucial dans la nouvelle démons-
tration par Vojta de la conjecture de Mordell [V]. Lorsque X est une surface
arithmétique ( i. e. lorsque d = 1), cet énoncé avait été démontré, dans une
version moins précise, par Faltings ([Fal]), et a été complété récemment
par Shouwu Zhang sous la forme d’un "critère d’amplitude arithmétique"
(cf. [Z]).



BIBLIOGRAPHIE

[A1] S.J. ARAKELOV - Intersection theory for divisors on an arithmetic

surface, Math. U.S.S.R. Izv. 8, 1974, 1167-1189.

[A2] S.J. ARAKELOV - Theory of intersection on an arithmetic surface,
Proc. Int. Cong. of Math., Vancouver, vol. 1, 1978, 405-408.

[Be1] A.A. BEILINSON - Higher regulators and values of L-functions, J.

Soviet Math. 30,1985, 2036-2070.

[Be2] A.A. BEILINSON - Height pairings between algebraic cycles, Contemp.
Math. 67, 1-24.

[Bi1] J.-M. BISMUT - Superconnections currents and complex immersions,
Inventiones Math. 99, 1990, 59-113.

[Bi2] J.-M. BISMUT - Koszul complexes, harmonic oscillators and the Todd

class, Journal of the A.M.S. 3, 1990, 159-256.

[BGS1] J.-M. BISMUT, H. GILLET et C. SOULÉ - Analytic torsion and holo-

morphic determinant bundles. I. Bott-Chern forms and analytic tor-

sions ; II Direct images and Bott-Chern forms ; III Quillen metrics on

holomorphic determinants, Commun. Math. Phys. 115, 1988, 49-78,

79-126, 301-351.

[BGS2] J.-M. BISMUT, H. GILLET et C. SOULÉ - Complex immersions and
Arakelov geometry, Grothendieck Festschrift, Birkhäuser, 1990

[BGS3] J.-M. BISMUT, H. GILLET et C. SOULÉ - Bott-Chern currents and

complex immersions, Duke Math. J. 60, 1990, 255-284.

[BL1] J.-M. BISMUT et G. LEBEAU - Immersions complexes et métriques
de Quillen, Comptes rendus Acad. Sci. Paris 309, Série I, 1989, 487-

491.

[BL2] J.-M. BISMUT et G. LEBEAU - Complex immersions and Quillen
metrics, Preprint, Orsay, 1990, 386 p.

[BV] J.-M. BISMUT et E. VASSEROT - The asymptotic of the Ray-Singer
analytic torsion associated with high powers of a positive line bundle,

Commun. Math. Phys. 125, 1989, 355-367.

[B1] S. BLOCH - Height pairings for algebraic cycles, Proc. Luminy confer-

ence on algebraic K-theory, J. Pure Appl. Algebra 34, 1984, 119-145.

[BC] R. BOTT et S.S. CHERN - Hermitian vector bundles and the equidis-



tribution of zeroes of their holomorphic sections, Acta Math. 114,

1968, 71-112.

[De] P. DELIGNE - Le déterminant de la cohomologie in Current trends in
arithmetical algebraic geometry (K. Ribet ed.), Contemporary Math.
67, 1987, 93-177.

[Do] S. DONALDSON - Anti-self-dual Yang-Mills connections over complex
algebraic surfaces and stable vector bundles, Proc. London Math. Soc.

50, 1986, 1-26.

[E1] R. ELKIK - Fibrés d’intersection et intégrales de classes de Chern,
Ann. Sci. École Norm. Sup. 22, 4ème série, 1989, 195-226.

[E2] R. ELKIK - Métriques sur les fibrés d’intersection, Duke Math. J. 61,
1990, 303-328.

[Fa1] G. FALTINGS - Calculus on arithmetic surfaces, Annals of Math. 119,
1984, 387-424.

[Fa2] G. FALTINGS - Diophantine approximation on Abelian varieties, pre-
pint, 1989.

[Fu] W. FULTON - Intersection theory, Ergebnisse der Mathematik und
ihrer Grenzgebiete 3. Folge, Band 2. Springer-Verlag, Berlin-Heidel-

berg-New York, 1984.

[G1] H. GILLET - Riemann-Roch theorems for higher algebraic K-theory,
Adv. in Math. 40, 1981, 203-289.

[G2] H. GILLET - An introduction to higher dimensional Arakelov-theory,
Contemporary Mathematics, 67, 209-228.

[GS1] H. GILLET et C. SOULÉ - Intersection sur les variétés d’Arakelov,
Comptes rendus Acad. Sci. Paris, 299, Série I, 1984, 563-566.

[GS2] H. GILLET et C. SOULÉ - Classes caractéristiques sur les variétés
d’Arakelov, Comptes rendus Acad. Sci. Paris, 301, Série I, 1985,
439-442.

[GS3] H. GILLET et C. SOULÉ - Direct images of Hermitian holomorphic
bundles, Bull. A.M.S. 15, 1986, 209-212.

[GS4] H. GILLET et C. SOULÉ - Intersection theory using Adams operations,
Inventiones Math. 90, 1987, 243-277.

[GS5] H. GILLET et C. SOULÉ - Arithmetic intersection theory, preprint
I.H.E.S., 1988, à paraître aux Publications Mathématiques de l’I.H.E.S.



[GS6] H. GILLET et C. SOULÉ - Characteristic classes for algebraic vector
bundles with Hermitian metric, I, II, Annals of Math. 131, 1990, 163-

203.

[GS7] H. GILLET et C. SOULÉ - Analytic torsion and the arithmetic Todd

germs, preprint I.H.E.S., 1988, à paraître dans Topology.

[GS8] H. GILLET et C. SOULÉ - Differential characters and arithmetic in-
tersection theory in "Algebraic K-theory : connections with geometry
and topology", edited by J.F. Jardine and V.P. Snaith, NATO ASI
Series C, Vol. 279, Kluwer Academic Publishers, 1989, 29-68.

[GS9] H. GILLET et C. SOULÉ - Amplitude arithmétique, Comptes Rendus
Acad. Sci. Paris 307, 1988, 887-890.

[GS10] H. GILLET et C. SOULÉ - Un théorème de Riemann-Roch-Grothen-
dieck arithmétique, Comptes Rendus Acad. Sci. Paris 309, Série I,

1989, 929-932.

[GH] P. GRIFFITHS et J. HARRIS - Principles of algebraic geometry, John

Wiley and Sons, 1978.

[KM] F. KNUDSEN et D. MUMFORD - The projectivity of the moduli space
of stable curves, I, Preliminaries on "det" and "div", Math. Scand. 39,

1976, 19-55.

[La1] S. LANG - Fundamentals of diophantine geometry, Springer-Verlag,
New York-Heidelberg-Berlin, 1983.

[La2] S. LANG - Introduction to Arakelov theory, Springer-Verlag, New York-

Berlin-Heidelberg, 1988.

[M] Yu.I. MANIN - New dimensions in geometry in Arbeitstagung Bonn

1984, Ed. by F. Hirzebruch, J. Schwermer and S. Suter, Springer Lect.

Notes in Math. n° 1111, 59-101.

[P] A.N. PARSIN - Modular correspondences, heights and isogenies of

Abelian varieties, Trudy Mat. Inst. Steklov 132, 1973 = Proc. Steklov

Inst. Mat. 132, 1973, 243-270.

[Ph] P. PHILIPPON - Sur des hauteurs alternatives, preprint, 1989.

[Q] D. QUILLEN - Determinants of Cauchy-Riemann operators over a

Riemann surface, Funct. Anal. Appl. 14, 1985, 31-34.

[RS] D.B. RAY et I.M. SINGER - Analytic torsion for complex manifolds,
Annals of Math. 98, 1973, 154-177.



[Se] J.-P. SERRE - Algèbre locale, multiplicités, troisième édition, Lecture

Notes in Math. 11, Springer-Verlag, Berlin, 1975.

[St] W. STOLL - About the value distribution of holomorphic maps into

projective space, Acta Math. 123, 1969, 83-114.

[Sz] L. SZPIRO - Séminaire sur les pinceaux arithmétiques : la conjecture
de Mordell, Astérisque 127, 1985.

[S1] C. SOULÉ - Opérations en K-théorie algébrique, Can. J. Math. 37,

1985, 488-550.

[S2] C. SOULÉ - Théorie de Nevanlinna et théorie d’Arakelov,Astérisque

183, 1990, 127-135.

[S3] C. SOULÉ - Géométrie d’Arakelov et théorie des nombres transcen-

dants, preprint I.H.E.S., 1989.

[V] P. VOJTA - An extension of the Thue-Siegel-Dyson-Gel’fond theorem,
preprint, 1989.

[W1] A. WEIL - Sur l’analogie entre les corps de nombres algébriques et les

corps de fonctions algébriques, Revue scientifique 77, 1939, 104-106.

(= 0152uvres scientifiques, Springer-Verlag, New York-Heidelberg-Berlin,
volume I, 1980, [1939a], 236-240).

[W2] A. WEIL - Une lettre et un extrait de lettre à Simone Weil, [1940a]
in 0152uvres scientifiques, Springer-Verlag, New York-Heidelberg-Berlin,
volume I, 1980, 244-255.

[W3] A. WEIL - Number theory and algebraic geometry, Proc. Intern. Math.

Congress, Cambridge, Mass., vol. II, 90-10 (= 0152uvres scientifiques,
Springer-Verlag, New York-Heidelberg-Berlin, volume I, 1980, [1950b],
442-452).

[W4] A. WEIL - Elliptic functions according to Eisenstein and Kronecker,
Ergebnisse der Mathematik und ihrer Grenzgebiete 88, Springer-Ver-
lag, Berlin-Heidelberg-New York, 1976.

[Z] S. ZHANG - Ample Hermitian line bundles on arithmetic surfaces,
Preprint, october 1989 and may 1990.



88

ADDENDUM (septembre 1991)

Depuis l’exposé oral sont parues les publications suivantes :

[F3] G. FALTINGS - Lectures on the arithmetic Riemann-Roch theorem,
notes by S. Zhang, preprint, 1991.

[GS11] H. GILLET et C. SOULÉ - An arithmetic Riemann-Roch theorem,
preprint IHES, 1991.

L’article [GS11] précise et détaille les résultats des notes [GS9] et

[GS10]. En particulier, il développe la machinerie nécessaire pour énoncer

et établir l’analogue du théorème 4.2 lorsque X n’est régulier que sur la

fibre générique XQ et complète ainsi les résultats de [GS5-7], [BGS1-3]
et [BL2], qui suffisaient pour établir le théorème 4.2, où X est supposé
régulier ( c f . [GS10], §3.4). En fait, comme dans la note [GS10], G illet et
Soulé considèrent une situation plus générale où f : X ~ Y est un mor-

phisme projectif entre variétés arithmétiques tel que fQ : YQ soit

lisse, et calculent au moyen de la théorie de l’intersection arithmétique la

classe Ci(À(E)) associéeau déterminant de l’image directe par f d’un fibré
vectoriel hermitien E sur X.

Faltings établit dans [F3] un théorème relatif plus complet, qui calcule,
non seulement c1(~(E~), mais aussi les classes caractéristiques de degré

supérieur de l’image directe par f de E (c’est un élément de défini

au moyen de "torsions analytiques supérieures" ; voir aussi [GS3] et [GS7]).
Toutefois, il travaille en supposant X et Y réguliers.

Jean-Benoît BOST

I.H.E.S.

35 route de Chartres

F-91440 BURES-sur-YVETTE
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RAPPORT SUR LA THÉORIE CLASSIQUE DES N0152UDS

(2ème partie)

par André GRAMAIN

Séminaire BOURBAKI Novembre 1990

43ème année, 1990-91, n° 732

Un n0153ud (non orienté) est une sous-variété différentiable (ou PL) de
la sphère S3 difféomorphe au cercle. Deux noeuds k et k’ ont même type
s’il existe un homéomorphisme h de S3 sur S3 tel que h(k’) = k. Si deux

noeuds k et k’ ont même type, leurs complémentaires S3 - k et S’3 - k’ sont

homéomorphes. La réciproque vient. d’être démontrée par C. McA. Gordon
et J. Luecke [GL].

THÉORÈME 1.- Deux n0153uds dont les complémentaires sont homéo-
morphes ont même type.

La question se ramène à savoir si la donnée du complémentaire S3 - k
détermine la classe d’homotopie du méridien du noeud k (prop. 1). La pro-
priété était connue pour diverses classes de noeuds, notamment les noeuds

composés (D. Noga [N], voir prop. 2) et pour les noeuds toriques (voir [BZ],
p. 274) ; évidemment aucun contre-exemple n’était connu. Un résultat

partiel avait été obtenu en 1987 [CGLS] selon lequel un complémentaire de
noeud ne pouvait provenir que de deux types de noeuds au plus.

Le groupe d’un noeud k est le groupe fondamental 7!-i(S3 2014 ~). C.D.

Feustel et W.Whitten avaient démontré en 1978 [FW] que le théorème 1
implique le résultat suivant :

THÉORÈME 2.- Deux noeuds indécomposables dont les groupes sont
isomorphes ont des complémentaires homéomorphes.

Ce théorème a été établi avant le théorème 1 par W. Whitten ([Wh],
1987) en utilisant seulement les résultats partiels de [CGLS]. Pour un noeud
S.M.F.
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composé, la donnée du groupe ne détermine pas le type du noeud lui-

même, mais elle détermine les types de ses composants indécomposables
dont l’assemblage avec des orientations différentes peut donner un groupe
isomorphe ([FW]).

Dans leur article [GL], C. McA. Gordon et J. Luecke donnent en 40

pages agréables à lire la démonstration complète du théorème 1. Nous en
donnons un aperçu dans la deuxième partie de cet exposé. Pour commencer,
nous abordons la question de remonter du groupe à la variété du noeud.

Nous avons rassemblé en Appendice certains théorèmes utilisés ; signalons
comme ouvrage de référence le livre bleu de G. Burde et H. Zieschang [BZ,
85] et, comme introduction rapide, un précédent exposé [Gr].

1. CHIRURGIE DE DEHN

Etant donné un noeud k dans S3, on entoure k d’un voisinage tubulaire
fermé U(k). La variété du noeud est le complémentaire E(k) de l’intérieur
de U(k). Elle a l’homologie d’un cercle. Le bord commun de U(k) et E(k)
est un tore T(k). Inversement, d’après un théorème classique d’Alexander

[A], un tore plongé sépare la sphère S3 en deux composantes dont l’une est
un tore plein et l’autre, par conséquent, la variété d’un noeud. Sur le tore

T(k), on appelle méridien un cercle plongé ni dont la classe d’homotopie
est, à l’orientation près, celle d’une fibre de la fibration du voisinage

tubulaire. Un parallèle (ou longitude) est un cercle homotope à une section
de cette fibration et dont la classe d’homologie est nulle dans E(k). Le

groupe G(k) du k est le groupe fondamental relatif à un

point-base * que nous supposons situé sur T(k). Si le noeud k n’est pas



trivial, l’homomorphisme canonique de ~rl (T(k)) dans G(k) est injectif (voir
[Gr]) ; son image H(k) est appelée sous-groupe périphérique.

PROPOSITION 1.- Soient k et k’ deux n0153uds et 03C6 un isomorphisme
de G(k’ ) sur G(k).

(a) Il existe une équivalence d’homotopie f de (E(k’), *) dans (E(k), *)
telle que = p.

(b) Si ~p induit un isomorphisme de H(k’) sur H(k), il existe un

homéomorphisme h de E(k’) sur E(k) tel que p.

(c) Soient m et m’ des méridiens de k et k’, ~m~ et [m’] leurs classes

d’homotopie. Si l’hypothèse (b) est satisfaite, pour que l’homéomorphisme
h se prolonge en un homéomorphisme de S3 sur S3, il faut et il suffit que

~P(fm l) _ ~ f m].

La variété E d’un noeud a l’homotopie d’un 2-complexe. En outre, le

groupe est nul : en effet, s’il n’était pas nul, il existerait une sphère

plongée différentiablement non homotope à 0 (théorème de la sphère) et
une telle sphère sépare S3 en deux boules fermées (théorème d’Alexander-

Schônflies) dont l’une est contenue dans E, ce qui est contradictoire. Par
suite l’isomorphisme c~ se réalise par une équivalence d’homotopie f de

(E(k’), *) dans (E(k), *).
Notons m, m’, ~, .~’ des méridiens et parallèles de k et k’ aux points *.

Sous l’hypothèse (b), par prolongement des homotopies, on peut déformer

l’application f pour qu’elle envoie m’et I!’ dans le bord bE( k) de E(k),
puis, comme 7r2(E(k)) = 0, pour que f induise un homéomorphisme de

bE(k’) sur bE(k). Le théorème de Waldhausen permet alors de déformer f
en un homéomorphisme et même un difféomorphisme.

Les parallèles de k sont caractérisés comme générateurs du noyau de

H1(E(k)). Sous l’hypothèse (b), on a donc y~(~.~’~) = ~~.~~,
_ ~ ~m~ + n ~.~~ . Pour que h se prolonge en un homéomorphisme

de S3 sur S’3, il faut et il suffit que n = 0.

Remarque.- Un noeud k possède la propriété (P) s’il y a une unique
manière, à homotopie près, d’obtenir une sphère d’homotopie en collant
un tore plein à E(k) le long de bE(k). Il revient au même de dire que le



sous-groupe distingué de G( k) engendré par ~m~ ~.~~’~ n’est égal à G( k) que si
n = 0. Si les variétés de deux noeuds sont homéomorphes, et si l’un des deux
noeuds possède la propriété (P), les noeuds ont même type. La propriété
(P) a été introduite par les chercheurs de contre-exemple à la conjecture de
Poincaré.

2. ANNEAUX ESSENTIELS

Posons A = Si x [0,1], bA = Si x {0,1}. Un anneau singulier dans
une variété à bord V est une application f : (A, bA) -~ (V, bV). L’anneau

singulier f est essentiel si :

(a) l’anneau f est incompressible ( i. e. 7r1 (f) est injectif ),
(b) le chemin f ~(* x [0, l~) n’est pas strictement homotope à un chemin

dans bV.

Supposons que le bord bV est incompressible ( i. e. -~ 7ri(V)
injectif pour chaque composante bVz de bV), que 7r2(V) = 0 et que est

injectif. Alors, si l’anneau f n’est pas essentiel, l’application f est homotope
relativement à bA à une application dont l’image est dans le bord bV.

Le théorème de l’anneau ([CF], [Ja], [Sc]) affirme qu’une variété de
dimension 3 qui contient un anneau singulier essentiel dont le bord est

plongé, contient un anneau essentiel plongé de même bord.

Si E est la variété d’un noeud et f : A - E un anneau incompressible

plongé, l’image f(bA) du bord découpe deux anneaux Bi et B2 sur le tore
bE. Les tores BI U f (A) et B2 U f(A) séparent E en deux variétés à bord

torique qui sont soit des tores pleins, soit des variétés de noeud (théorème
d’Alexander). Si l’anneau f n’est pas essentiel, on peut démontrer à l’aide

du théorème du lacet qu’il est parallèle au bord, c’est-à-dire qu’il existe un

plongement F : A x [0,1] --~ E tel que F(x,O) = f(x) pour tout x E A et

F((A x {1}) U (bA x [0,1])) C bE.

Exempt.2014 1) Si un noeud k est composé de deux noeuds ~i et k2 , la variété

E( k) est la réunion des variétés E( k1) et E(k2) recollées le long d’un anneau
dont le bord est constitué de méridiens pour les trois noeuds k1, k2 et k. Si



aucun des noeuds k1 ou k2 n’est trivial, cet anneau est essentiel. Le groupe

G(k) est somme amalgamée G(kl ) *z G(1~2) où les classes de méridiens
convenables [mi] et [m2] sont identifiées entre elles.

2) Soient h un noeud, m et £ un méridien et un parallèle de h et (p, q)
un couple de nombres premiers entre eux. Un cercle k plongé dans le tore

T(h) = bE(h), dont la classe (d’homotopie ou d’homologie) est p[m] + q~.~~,
est par définition un (p, q)-cable du noeud porteur h. Prenons un voisinage
tubulaire U(k) dont l’intersection avec T(h) soit un anneau B. L’anneau
A = T(h) - int(B) sépare E(k) en un tore plein U(h) - int(U(k)) d’âme
h et une variété E(h) - int(U(k)) difféomorphe à E(h). Les composantes
de bA ont pour classe q~.~~ dans le tore plein U(h) - int(U(k)), p fois un
générateur dans H1(E(h)) et pq fois un générateur dans Si le

noeud h n’est pas trivial et si Iql 2: 2, l’anneau A est donc essentiel. Si le

noeud h est trivial, le noeud k est le noeud torique de type (p, q) ; si ~p~ > 2
et q ‘ > 2, ce noeud n’est pas trivial et l’anneau A est essentiel.

PROPOSITION 2 (cf [FW], ~Wh 74~, [Si]).- Supposons que la variété
d’un n0153ud k contienne un anneau essentiel plongé A. L’anneau A sépare
E(k) en deux variétés X1, X2 et l’on est dans l’un des deux cas suivants

qui s’excluent:

(a) Aucune des variétés Xl ou X2 n’est un tore plein, le noeud k est

décomposable, chaque composante de bA est un méridien de k.

(b) L’une au moins des variétés Xl ou X2 est un tore plein, le noeud

k est un (p, q)-cable, ~q~ > 2, de l’âme de ce tore, les composantes de bA
ont pour classe dans G(k).



On a déjà vu que bA sépare le tore T(k) en deux anneaux BI, B2 et

que A sépare E(k) en deux variétés Xi et X2 dont les bords sont les tores

Bi U A et B2 U A.

Supposons que ni Xi ni X2 ne soient des tores pleins. Les variétés

X2 U U(k) et Xi U U(k) qui sont les adhérences de leurs complémentaires
dans 53 sont alors des tores pleins. (théorème d’Alexander), leurs âmes sont

des noeuds k1, k2 et Xi est la variété du noeud ki. D’après le théorème de

Van Kampen, le groupe U U(k)) est somme amalgamée de et

le long de 

Si ~1 (U(k)) était injectif, ~t1 (X1 ) - ~1 (X 1 U U(k)) serait injectif,
ce qui est absurde car le noeud ki n’est pas trivial. Les homomorphismes

7n(Bi) - et TTi(Bi) - U U(k)) sont donc nuls ; les com-

posantes de bB1 (= bA) sont des méridiens de k et k2, et similairement

de k1. Cette démonstration, dûe à D. Noga [N], prouve aussi qu’un noeud

décomposable possède la propriété (P). En effet, si l’on attache à Xi U X2
un tore plein V au lieu de U(k), de telle sorte que Xi U X2 U V soit une

sphère d’homotopie, alors Xi U V est un tore d’homotopie, et bA est encore

constitué de méridiens de V.

Supposons au contraire que Xi soit un tore plein. Remarquons d’abord

que Xi U U(k) est un tore plein. Cela résulte du théorème d’Alexander si

X2 est une vraie variété de noeud. Si X2 est un tore plein, la variété

E(k) = Xi U X2 est la variété d’un noeud torique k’. Comme les noeuds

toriques ont la propriété (P) ([BZ], p. 274), les méridiens et parallèles pour



k’ et pour k sont les mêmes sur bE(k), donc Xi U U(k) est un tore plein
puisque Xi U U( k’ ) en est un. Appliquons alors le théorème de Van Kampen
au calcul de U U(k)).

L’un des deux homomorphismes cp ou Ç est un isomorphisme ; comme

l’anneau A est essentiel, l’homomorphisme p est injectif, mais pas bijectif ;
c’est donc la multiplication par un entier q tel que Iql > 2. Le noeud k est
alors un (p,.q)-cable du noeud k2, âme du tore plein Xl.

3. ÉQUIVALENCES D’HOMOTOPIE (d’après [FW])

Dans ce n°, nous admettons le théorème 1 pour démontrer le résultat

suivant :

PROPOSITION 3.- Soient k et k’ deux n0153uds dont les groupes sont

isomorphes. Si l’un est indécomposable, l’autre aussi et ils ont même type.
Si k est un composé k1#...#km+1 de n0153uds indécomposables, k’ est un

composé k1# ~ ~ ~ #km+1 de noeuds tels que ki et ki aient même type (non
orienté).

Le théorème de Gordon-Luecke intervient pour le passage de la variété

au type du noeud dans le cas des noeuds indécomposables, mais aussi pour
démontrer que les variétés sont homéomorphes dans le cas particulier des
câbles.

3.1. Si la variété E(k) ne contient pas d’anneau essentiel, un théorème
profond de K. Johannson ([Jo], prop. 14.9) et C.D. Feustel ([F], th. 10)
(voir aussi [Ja], th. X.15) affirme que les variétés E(k) et E(k’) sont
homéomorphes, et on conclut par le théorème 1. Nous n’expliquerons pas
ici le théorème de Johannson-Feustel.



3.2. Dans le cas contraire, nous utiliserons le lemme suivant ( c f . [Wa],
1967, lemma 1.1, [St]) :

Lemme 1.- Soient g : E(l~’) -~ E(k) une application telle que soit

injectif et A un anneau essentiel plongé dans E(k). L’application g est

homotope à une application différentiable f telle que :

(a) L’application f est transverse à A, l’image réciproque A’ = f -~(A)
est une surface compacte orientable sans bord relatif.

(b) Toute composante A~ de A’ est un anneau essentiel dans E(k’) et

f induit une injection de dans 

(c) Si 7r1 (g) est un isomorphisme, A’ ’n’est pas vide.

Par densité, on déforme g en une application différentiable f transverse
à A, d’où (a). Soit Ai une composante de A’. Si A1 est une sphère, on peut
la supprimer purement et simplement car Ai borde une boule dans E(k’)
et f (A~ est homotope à 0 dans E(k). Si --~ 7r1(A) n’est pas injectif,
il existe un cercle C plongé non homotope à 0 dans A1 et tel que soit

homotope à 0 dans A. Ce cercle C est homotope à 0 dans E(k’) ; d’après le
lemme de Dehn, il borde un disque D plongé dans E( k’) . On peut supposer
le disque D transversal à A’ ; en éliminant les composantes de A’ n D qui
sont homotopes à 0 dans A’, on peut trouver une composante Co de A’ n D

non homotope à 0 dans A’ et bordant un disque Do tel que A’ n Do = Co.
On peut alors déformer f au voisinage de Do de façon que la composante

Aô de A’ qui contient Co subisse une chirurgie éliminant Co (procédé de

Stallings [St]). Une telle chirurgie augmente de 2 unités la caractéristique

x(A’), elle ne produit pas de sphère, elle augmente d’au plus une unité le
cardinal de 7ro(A’). Comme A’ ne contient pas de sphère, on a x(A’) 

et au bout d’un nombre fini d’opérations, on obtient l’injectivité
de 7r1 (f) pour chaque composante de A’. Les composantes de A’ ont alors



des groupes fondamentaux isomorphes à des sous-groupes de Z ; ce sont
des disques ou des anneaux. Si une composante est un disque D, son bord
bD est homotope à 0 dans E( k’ ) donc dans bE(k’) (car le noeud k’ n’est
pas trivial) ; bD borde un disque Do dans bE(k’) et la sphère D U Do borde
une boule dans E(1~’) ; on peut déformer f au voisinage de cette boule pour
éliminer D. Si une composante de A’ est un anneau non essentiel, comme
il est incompressible, il est parallèle au bord et on peut aussi le supprimer,
d’où (b).

Enfin, si f -1 (A). est vide, l’image de f est contenue dans l’une des
sous-variétés de E(k) découpées par A, par exemple Xi. Comme l’anneau
A est essentiel, est un vrai sous-groupe de et 7f1 (f) ne
peut être un isomorphisme.

3.3. Supposons que la variété E(k) contienne un anneau essentiel. Le

noeud k est alors un cable ou un noeud décomposable (prop. 2) et ces deux
possibilités s’excluent mutuellement d’après un théorème de H. Schubert

([Schu], 21, Satz 2).
Supposons dans cette section que k soit un (p, q)-cable. Soient A un an-

neau essentiel comme dans la proposition 2,b et f une homéotopie de E(k’)
dans E(k) satisfaisant aux conditions du lemme 1. Si une composante Az de
A’ séparait E(k’) en deux variétés de noeuds non triviaux, les composantes
bAâ seraient des méridiens de k’ (prop. 2) et engendreraient H1(E(k’)). Or
la classe d’une composante de bA est pq fois un générateur de Hl (E(1~)). Par
suite, l’anneau Az décompose E(k’) en un tore plein Y’ et une variété Wâ,
et l’homomorphisme 2014)’ ~r1 (Y~’) n’est pas surjectif, sinon l’anneau Ai
serait parallèle au bord. Si W’ est un tore plein, k’ est un noeud torique.
Ce cas est entièrement résolu par un théorème de G. Burde et H. Zieschang
[BZ, 66] : pour qu’un noeud k soit un noeud torique, il faut et il suffit que
le centre du groupe G(k) ne soit pas trivial, et le type d’un noeud torique
est déterminé par son groupe.

Ecartons le cas des noeuds toriques ; la variété W’ est alors la variété
d’un noeud non trivial hi, âme de V/, et le noeud k’ est un (p’, q’ )-cable du
noeud porteur h~ (prop. 2). Comme l’homéomorphisme - 

est injectif, pq divise p’q’. D’après un résultat de H. Schubert ([Schu], 21,



Satz 5), la donnée d’un cable k détermine le porteur h et le couple (p, q)
aux signes près. Appliquant ce qui précède à une homéotopie de E(k) dans
E(k’), on en déduit que p’q’ divise pq. Par suite pq = ~p’q’ et f induit
une homéotopie de Ai dans A. On peut donc supposer que f induit un
homéomorphisme de Ai sur A, et ceci pour chaque composante Ai de A’.

Si A1 et A2 sont deux composantes de A’, les variétés W1 et W2 sont
emboîtées et leur différence est un tore plein. En effet, les anneaux disjoints
A1 et A2 séparent la variété E(k’) en Vr et W1 d’une part, V2 et Wz d’autre

part ; on a donc les possibilités suivantes : (a) W{ = ~, (b) Yi flY2 = f,

Dans le cas (a), l’anneau Ai étant incompressible dans E(k’), les ho-
momorphismes --~ et - n Y2 ) sont injectifs,
donc l’homomorphisme est injectif (théorème de van

Kampen), ce qui est absurde.
Dans le cas (b), l’anneau A2 décompose W{ en le tore plein YZ et la

variété Y = W1 ~ W2 qui est soit un tore plein, soit la variété d’un noeud.
Dans les deux cas, l’anneau A2 est essentiel dans W{ et les composantes de

bA2 ont même classe, dans le tore plein 53 - int(Wi) que l’âme de ce tore

plein (prop. 2). Les composantes de bAi sont parallèles à celles de bA2 sur
le tore bW{ et l’homomorphisme - est donc surjectif, ce qui
est absurde.



On est donc dans une des configurations de (c), par exemple VV1 C W2.
Le même argument que dans le cas (a) montre alors que l’homomorphisme

---~ 7r1 (V{) est injectif et que est nécessairement un

tore plein.
D’après ce qui précède, on peut numéroter les composantes A1, ~ ~ ~ , A~

de A’ de sorte que W{ C W2 c ... Démontrons que l’on peut déformer
t’homéotopie f pour rendre A’ connexe. Pour i = 2, ~ ~ ~ , k, posons Xz -

et X ~+1 - V~ . Notons Xi et X2 les variétés découpées par
l’anneau A dans E(k). L’application f envoie chaque Xi dans Xi ou X2.

Supposons par exemple f (W1 ~ C Xi, on a alors C Xm, où ri] = 1 ou
2, et i = ri] mod.2. Soit * un point-base dans A, et pour i = 1,... k, soit *§
l’image réciproque de * par f dans Ai. Comme f est une homéotopie, le
théorème général de van Kampen implique qu’il existe un indice i E [2, ~]
et un chemin a reliant *z_1 à *1 dans XI tel que f o a soit un lacet en *
homotope à 0 dans X[,j. Cet argument du "binding tie" de Stallings ([St])
est détaillé dans [BZ], p. 293. Comme Xi est un tore plein, il existe deux

arcs /3 et 03B3 reliant *i_1 dans bXi dont la réunion borde un disque



méridien D de XI et tels que les lacets f et f soient homotopes à
0 dans Comme = 0, on peut, par une déformation constante
hors d’un voisinage de Xâ, déformer f de façon que l’image de D soit
concentrée au point *. Puis, comme = 0, on peut déformer f pour
que C A. Il reste alors à déplacer un peu f vers l’intérieur de 

pour supprimer les composantes Ai et de f -1 (A). Par récurrence, on
arrive donc à rendre A’ connexe.

On est alors dans la situation suivante : le noeud k est un (p, q)-cable,
E(k) est la réunion de la variété E(h) du noeud porteur h et d’un tore
plein V collés le long de l’anneau A. De même le n0153ud k’ est un (p’, q’)-
cable, E(k’) est la réunion d’une variété de noeud E( h’ ) et d’un tore plein V’
collés le long de A’. L’application f : E( k’ ) - E( k) est une homéotopie, elle
induit un homéomorphisme de A’ sur A, et A’ = f -1 (A). Comme est

un isomorphisme de sur 7Ti(E’(h)) *~1~A~~1(V), et
que les homomorphismes - 7r1(V’) et 7ri(V) sont injectifs,
nécessairement l’application f induit une homéotopie de E(h’) dans E(h)
et une homéotopie de V’ dans V.

Soit B’ l’anneau complémentaire de A’ dans bE( h’ ) ; la restriction

flB’ est un anneau incompressible dans E(h), mais pas essentiel car les

composantes de f(bE’) = bA ont pour classe p[m] + q[£], > 2, où m

et £ sont un méridien et un parallèle de h (prop. 2). Par suite, on peut

supposer f (B’) C bE(h), donc f(bE(h’)) C bE(h). D’après le théorème de
Waldhausen, on peut supposer que f induit un homéomorphisme de E( h’ )
sur E(h) et une homéotopie de V’ dans V. En regardant la classe des



composantes de bA’ et bA dans V’ et V, on voit que q’ = ~q, donc p’ =
~p. L’homéomorphisme f de E(h’) sur E(h) respecte les parallèles et les
méridiens de h’ et h (théorème de Gordon-Luecke). Les variétés E(k’) et

sont donc homéomorphes. Les noeuds k et k’ ont même type d’après
le théorème de Gordon-Luecke.

3.4. Supposons enfin que le noeud k soit décomposable et soit A un anneau
essentiel séparant E(k) en deux variétés de noeud non triviales Xi et X2.
Soit f : E(k’) --> E(k) une homéotopie satisfaisant aux conditions du lemme
1. Alors f -1 (A) est constitué d’anneaux essentiels dont les bords sont des
méridiens de k’.

En effet, dans le cas contraire, k’ serait un cable (prop. 2) donc k
serait aussi un cable d’après 3.3, ce qui est contraire à l’hypothèse que k
est décomposable. Les anneaux A’1 ... A’k qui composent f -1 (A) partagent
E(k’) en des variétés X1 ~ ~ ~ qui sont des tores pleins ou des variétés
de noeud, et les homomorphismes de 7r1 (Xi) dans ~1 induits par f sont



injectifs car les homomorphismes de dans Jri(E(k’)) sont injectifs
(théorème de van Kampen).

Si le noeud k est un composé k1# ~ ~ ~ de noeuds indécomposables,
on peut supposer, par récurrence sur m, que la variété E(k) est partagée en
variétés E( kl ), ~ ~ ~ , E( par des anneaux essentiels disjoints A1, ~ ~ ~ , Am ,

que l’homéotopie f est transversale à la réunion A des anneaux Ai et que

f -1 (A) est constitué d’anneaux essentiels A1 ~ ~ ~ An dont les bords sont des
méridiens et qui partagent E(k’) en variétés E~, 1  j  n + 1. La variété

E~, pour j =1= 1, n + 1, est bordée par des anneaux Aj-1’ Aj et deux an-
neaux Bj, Cj de bE(k’) ; la variété E1 (resp. est bordée par A1

(resp. A~) et un anneau Bi (resp. Bn+1) de bE(k’). L’application f envoie

Ej dans une variété E(ki) et est injectif. Les anneaux f|B’j et
ne peuvent être essentiels, sinon E(ki) contiendrait un anneau essen-

tiel plongé dont le bord est constitué de méridiens (théorème de l’anneau)
ce qui contredirait l’hypothèse que ki est indécomposable (prop. 2). Les

anneaux flBj et sont donc parallèles au bord de E(ki). Deux cas se

présentent :
(a) Le parallèle de Ej est homotope à 0, la variété Ej est un tore plein

et est homotope dans E(ki) à une application dont l’image est un

méridien. On peut alors supprimer au moins un des anneaux Aj ou 

(b) L’application f se déforme en une application telle que flbEj soit
un revêtement de bE(ki) respectant les méridiens. D’après le théorème de

Waldhausen, est homotope, relativement au bord, à un revêtement de

Le raisonnement est analogue pour E1 et 

Lorsqu’on met ensemble tous ces revêtements, on doit obtenir une

homéotopie. Après suppression des anneaux superflus de a), on a donc

m = n, tous les revêtements sont des homéomorphismes et les variétés

E( k ) et E( k’ ) sont homéomorphes.



4. PRÉSENTATIONS FINES ET SURFACES PLANAIRES

Venons-en à la démonstration du théorème de Gordon et Luecke.

Soient k un noeud non trivial et, comme au n° 1, U un voisinage tubulaire

de k, T son bord et E = S3 - int(U). Si 7r est la classe d’homotopie d’un

cercle (non orienté) plongé dans T, on note la variété obtenue en

collant à E, le long de T, un tore plein Vn. de sorte que 1r borde un disque
dans V7r (chirurgie de Dehn). Si, est la classe d’un méridien de k, la variété

est isomorphe à 53 . Soient ~r une autre classe et n = nombre

d’intersection arithmétique de 7r et ~y. Il s’agit de démontrer que la variété

.h’(~r) ne peut être homéomorphe à 53 si n =1= 0. La démonstration procède
par l’absurde ; elle utilise des surfaces sphériques transversales au noeud.

PROPOSITION 4.- Si est homéomorphe à 53, il existe des sur-

faces planaires P et Q (sphères trouées) proprement plongées dans E telles

que :

(a) bP (resp. bQ) est réunion de cercles de classe ~r (resp. q).
(b) P et Q se coupent transversalement et chaque composante de bP

rencontre chaque composante de bQ en n points.

(c) P n Q ne contient pas d’arc parallèle au bord dans P ni dans Q.

Cette proposition a été démontrée indépendamment par David Gabai
et améliore un résultat antérieur ([Ga], 4.A).

Identifions la sphère S3 privée de deux points à S2 x R et no-
tons h : S3 - {±~} ~ R la deuxième projection. Supposons que le
noeud k évite les points ±~ et que la restriction hlk soit une fonction
de Morse (points critiques non-dégénérés, en nombre fini et à valeurs cri-
tiques distinctes). Une telle donnée est appelée présentation du noeud l~.

Soient Si ; .. , Sm des sphères de niveau situées entre chaque couple de
valeurs critiques consécutives ; la complexité de la présentation est la somme

Card(Si n k). Une présentation fine est une présentation de com-
plexité minimale.

La surface Q de la proposition 4 est l’intersection avec E d’une surface
de niveau convenable pour une présentation fine h du noeud 1~, qui rencon-
tre V.y suivant des disques méridiens. La surface P est obtenue de façon



analogue à l’aide d’une présentation fine h7r du noeud âme du tore plein
V7r dans 53 . La condition (a) est alors satisfaite ; la condition (b)
est réalisée après une déformation de h7r constante au voisinage de k7r’ Il

reste à réaliser la condition (c).
Introduisons deux terminologies. Supposons que P n Q contienne un

arc a qui, avec un arc f3 de bP, borde dans P un disque A qui ne contienne
aucun arc de P n Q autres que a (mais qui peut contenir des composantes
circulaires de P n Q). On dit que A est un disque haut ou bas pour Q
suivant que l’arc f3 est au-dessus ou en-dessous de Q (pour la fonction hau-

teur h). On peut donner une définition analogue pour P.

Désignons par I l’intervalle [0,1]. Etant donné un plongement de Q x I
dans E, nous identifierons Q x I à son image, nous notons Q(A) l’image de
Q x ~~} et nous parlerons de famille plongée. Une famille plongée Q x I
de surfaces de niveau de h est une tranche médiane si h(Q x I) c]a, b[, où
a et b sont deux valeurs critiques consécutives de telles que a soit un

minimum local et b un maximum local.

Lemme 2.- Il existe des familles P x I et Q x I de surfaces planaires
proprement plongées dans E telles que :

(a) Q x I est une tranche médiane dans une présentation fine de k.

(b) P x I est isotope à une tranche médiane dans une présentation fine
de k7r’

(c) Toute composante de bP(À) rencontre toute composante trans-

versalement en n points.



(d) Il existe Ào G]0,l[ tel que P(Ào) contienne un disque haut pour
Q(l) et un disque bas pour Q(0).

(e) Il existe po l~ [ tel que Q(po) contienne un disque haut pour
P(1) et un disque bas pour P(0).

(f) La fonction h~P x I est une fonction de Cerf.

On a déjà vu comment réaliser la condition (c). Choisissons Ào ~]0,1[ [
et rendons P(Ào) transversal à Q(0) et Q(1) par une petite isotopie du
plongement de P x I fixe au voisinage de bP x 7. La position de Q x I en
tranche médiane permet alors de réaliser la condition (d). Le même raison-
nement peut s’appliquer à Q(po), mais alors, on prolonge à E l’isotopie de
Q x I, et, en l’inversant, on obtient une isotopie de P x I qui donne le même
résultat sans bouger Q x I.

La condition (f) a la signification suivante :
(i) les fonctions n’ont pas de point critique au voisinage de

bP(À),
(ii) la fonction hIP(À) est une fonction de Morse sauf pour un nombre

fini de valeurs de À,
(iii) les singularités autorisées sont le croisement de deux valeurs cri-

tiques et les singularités de naissance ou de mort.
Cette condition est réalisée par une petite isotopie de P x 1 en raison de
la densité des fonctions de Cerf. Bien sûr, j’ai omis un certain nombre de
détails et notamment qu’il faut s’assurer que P a une forme convenable au
voisinage de bP.

Supposons la fonction h choisie de sorte que les surfaces soient
les surfaces de niveau Le graphique r de x I est l’ensemble des
points (À, ~) de I x I tels que soit la valeur de h en un point singulier de

(voir figure 12). Pour un couple ( a, ~C ) E I2 - r, les surfaces P(À)
et Q(p) sont transverses. La proposition 4 sera démontrée si l’on établit
l’existence d’un point (À, p) de r tel que P(À) ne contienne pas de
disque haut ni de disque bas pour Q(p) et inversement.



On remarque que, si P(À) contient un disque haut pour pour tout À’ ,
la surface P( À’ ) ne peut contenir de disque bas pour La démonstration

de cette remarque utilise le fait que k n’est pas trivial et que h est une

présentation fine de k. On peut donc définir une fonction q( À, fl) sur 12 - r

prenant pour valeur l’une des trois lettres H, L, N suivant que P(À) contient

un disque haut pour un disque bas ou aucun des deux. On définit

de façon symétrique une fonction p(À, Ces fonctions sont localement

constantes. Les propriétés (d) et (e) du lemme 2 donnent des indications

sur p et q au bord du carré I2. On démontre aussi que la traversée d’un

arc de r ne peut produire que certains changements des valeurs de p et

q. Raisonnant à nouveau par l’absurde, les auteurs démontrent que, s’il

n’existe pas de point (À, ~c~ tel que p(À, = q(À, ~c~ = N, il existe dans le

graphique r un croisement comme sur la figure 13, puis que cette éventualité

est impossible.



5. GRAPHES LABELLÉS

Nous pouvons maintenant décrire le principe de la démonstration de

Gordon et Luecke. Au couple de surfaces P et Q de la proposition 4, on

associe deux graphes labellés Gp et GQ satisfaisant à une règle de parité
(voir ci-dessous). Vient alors un raisonnement combinatoire sur un tel

couple de graphes. Dans le cas n > 2, traité dans [CGLS], on conclut que
l’un des graphes contient une face d’un certain type (cycle de Scharlemann).
Dans le cas n = 1, traité dans [GL], on démontre que GQ contient un cycle
de Scharlemann ou que Gp possède une propriété (T) plus faible que la

précédente. Revenant alors à la situation topologique, on démontre que, si

Gp (resp. GQ ) contient un cycle de Scharlemann, la variété (resp.
K( 7r)) contient un espace lenticulaire percé. Un raisonnement plus élaboré
montre que la seule propriété (T) pour Gp implique la même conclusion
pour I~(~y). Le groupe fondamental d’un espace lenticulaire, percé ou non,
est un groupe cyclique non nul et ne peut donc se plonger dans d’où

la dernière contradiction.

Nous définissons les graphes (?p et GQ dans ce n° ; dans le n° suivant,
nous définissons un cycle de Scharlemann et nous démontrons comment il lui

correspond un espace lenticulaire troué. Pour la démonstration complète,
nous renvoyons aux mémoires originaux [CGLS] et [GL].

Supposons, pour simplifier, que n = 1, c’est-à-dire que chaque com-

posante de bP rencontre chaque composante de bQ en un point unique.
Orientons arbitrairement les surfaces P et Q et numérotons de 1 à p,

consécutivement sur le tore T, les composantes de bP et de 1 à q celles
de bQ. L’ensemble des sommets du graphe GQ est l’ensemble des com-
posantes de bQ. Les sommets ne sont pas des points mais des disques.
Pour j E [1, q], le sommet q~ de G~ est représenté par un disque dont le
bord est la composante Les arêtes sont les arcs de P n Q. Les arêtes
issues de qj ont pour points d’attache les p points bQj n bPi ; l’indice i

est le label du point d’attache. Ces points d’attache se présentent en ordre
consécutif dans le sens direct ou rétrograde ; on associe au sommet le
signe + ou - suivant le cas. Le graphe Gp est défini de façon analogue.
Les signes des sommets ne sont pas indépendants. Notons ( j, i) le point



d’attache n bPi de label i au sommet de GQ ; le caractère de ce point
est char( j, 1) = (signe q~ )(signe Pi). Du fait que la variété E est orientable,
on vérifie que si une arête joint deux points d’attache (de Gp ou de GQ),
les caractères de ces points sont opposés (règle de parité).

Le graphe GQ est tracé sur la surface Q à l’exception des disques Qj que
l’on peut considérer comme disques méridiens de Vy. Une face de GQ est
une composante du complémentaire dans Q des arêtes de GQ. On remarque
qu’on oublie complètement les composantes circulaires éventuelles de 

D’après la proposition 4,c, les graphes Gp et GQ n’ont pas de face bordée
par une seule arête.

De tels graphes labellés, à sommets épais, ont été utilisés et étudiés

par M. Scharlemann [Scha], D. Gabai [Ga] et [CGLS].

6. CYCLE DE SCHARLEMANN

Un cycle de Scharlemann £ dans GQ est un cycle d’arêtes tel que :
(1) si l’on imagine que les sommets de GQ sont ponctuels, £ est

homéomorphe à un cercle qui borde un disque A dans Q tel que GQ n

int(A) = 0,
(2) si l’on oriente le cycle E, les queues de toutes les arêtes ont même

label,

(3) tous les sommets de GQ appartenant au cycle £ ont même signe.

Il résulte de la définition que toutes les arêtes de £ ont des origines

ayant un même label x et des extrémités ayant le même label voisin x’. A



la fin du n° précédent, on a remarqué que les graphes G p et GQ ne peuvent
contenir de cycle bordé par une seule arête.

Lemme 9. - Si GQ contient un cycle de Scharlemann bordé par k arêtes, la
variété contient un sous-espace homéomorphe à un espace lenticulaire

percé de deux trous, dont le groupe fondamental est Z/kZ.

Soit £ comme ci-dessus un cycle de Scharlemann dans GQ. Les labels
:r et x’ sont des composantes de bP adjacentes dans T et de signes opposés
puisque tous les sommets de E ont même signe. Ces composantes bordent
des disques méridiens disjoints D et D’ dans Soit C le cyclindre découpé
dans V7r par D et D’ qui ne contient dans son bord pas d’autres composantes
de bP que x et x’. Notons P la sphère contenue dans obtenue en

bouchant tous les trous de P par des disques méridiens de V7r. Soit enfin

R la réunion de P un peu épaissi et de l’anse C attachée à  en D et D’.
L’espace R est homéomorphe à un tore plein percé d’un trou. Le disque A
de Q bordé par le cycle E est attaché à R le long d’un cercle qui parcourt
k fois l’anse C ; sa classe est k fois un générateur de 7rl(R). Par suite,
l’espace réunion de R et du disque A un peu épaissi est homéomorphe à
un espace lenticulaire L(k, h) percé de deux trous. Plus simplement, son
groupe fondamental est isomorphe à Z /kZ (théorème de van Kampen) et
son bord est réunion de deux sphères disjointes, ce qui suffit à lui interdire
d’être un sous-espace de 53 .

Indiquons maintenant quelle est la propriété (T) qui intervient dans la
démonstration du cas n = 1 (cf n° 5). Un q-type est un élément de ~+, ~q.



Soit E une face de Gp, homéomorphe à un disque. Ce disque touche un

sommet v du graphe suivant un intervalle joignant des points d’attache

dont les labels sont consécutifs. Pour k E [1, q], notons l’ensemble

des sommets de la face E pour lesquels ces labels sont k et k + 1 (avec la
convention q + 1 = 1). Le graphe Gp possède la propriété (T) si, et pour
tout q-type T, il existe une face E de Gp, homéomorphe à un disque et telle

que :

(1) pour tout k E [1, q~, les sommets de l’ensemble ont un même

signe ~(k),
(2) la fonction e et la restriction de T à l’ensemble L(E) des entiers k

tels que 0, sont égales ou opposées.

On remarque immédiatement qu’un cycle de Scharlemann représente
tout q-type.

APPENDICE

Les théorèmes suivants sont des outils usuels de la topologie de dimen-

sion 3 et ont été utilisés dans l’exposé.

THÉORÈME (J.W. Alexander).- Une sphère différentiablement plongée
dans 5’3 répare 5’3 en deux variétés homéomorphes à des boules fermées.

Un tore différentiablement plongé dans 53 sépare 53 en deux variétés

dont l’une est homéomorphe à un tore plein. ([A], [M], [Schu] ; on peut
d’ailleurs lire "difféomorphe" au lieu de "homéomorphe".)

THÉORÈME (C. Papakyriakopoulos).- Soit V une variété de di-

mension 3, de bord bV.

a) Si 03C01 (bV) ~ 03C01 (V) n’est pas injectif, il existe un cercle plongé dans

bV dont la classe d’homotopie est 0 dans V 0 dans bV (théorème du

lacet).
b) Soit C un cercle plongé dans bV, homotope à 0 dans V. IL existe

un disque D plongé dans V tel que C = D’n bV (lemme de Dehn).

c) Si ~r2(V ) ~ 0, il existe une sphère plongée dans V qui n’est pas



homotope à 0 (théorème de la sphère). ([Pa], voir aussi [H] ou [Ja].)

DÉFINITION.- Une variété V de dimension 9, de bord bV, est une

variété de Haken si elle est compacte, connexe, orientable, irréductible (une
sphère plongée dans V borde une boule), suffisamment grande (elle contient
une surface orientable proprement plongée S telle que soit

injectif).
Le bord bV est incompressible si, pour chaque composante connexe bV

de bV, l’homomorphisme - est injectif.

THÉORÈME (F. Waldhausen).- Soient V et V’ deux variétés de

Haken à bords incompressibles. Soit f : (V, (V’, bV’) une appli-
cation continue telle que l’homomorphisme soit injectif. Alors ou

bien l’application f est homotope, dans les applications de (V, bV) dans

(V’, bV’), à un revêtement, ou bien V est difféomorphe à un produit 
et f est homotope à une application dont l’image est contenue dans le bord
bV’ .

Si est un isomorphisme, f est homotope à un homéomorphisme.

([Wa], 1968, th. 6.1, voir aussi [Ja], X, [He], XIII et [L].)

Les propriétés analogues pour les surfaces sont connues depuis Nielsen.
Elles ont été utilisées tacitement dans cet exposé pour le tore.
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HOMOLOGIE ASSOCIÉE À UNE FONCTIONNELLE

[d’après A. FLOER]
par Jean Claude SIKORAV

Séminaire BOURBAKI Novembre 1990

43ème année, 1990-91, n° 733

INTRODUCTION

Commençons par rappeler une présentation de la théorie de Morse sur
une variété M de dimension finie :

1) Toute fonction f : M - R peut être perturbée pour n’avoir que des
points critiques non dégénérés.

Si M est compacte, les points critiques sont alors en nombre fini et
l’on peut construire un complexe donnant l’homologie de M, de la façon
suivante :

2) Ci est engendré librement sur Z par les points critiques d’indice i.

3) L’opérateur bord â : Ci-1 est défini par âa = 2: m(a, b) b, où
a est un point d’indice i, b décrit les points d’indice i - 1 et m(a, b) compte
algébriquement le nombre de lignes de gradient descendant de a à b pour
une métrique générique.

L’existence du complexe est dûe à R. Thom en 1949 [Th] et la des-
cription du bord à S. Smale en 1960 [S], mais sa compréhension a été
renouvelée en 1981 par E. Witten [Wil], motivé par des considérations
physiques. Ce dernier fait jouer le premier rôle à l’espace M( a, b) des
lignes de gradient descendant de a à b. C’est génériquement une variété de
dimension ind(a) - ind(b), ce qui se voit classiquement en l’écrivant comme
intersection de la variété stable WS(a) et de la variété instable Mais

Witten le considère comme un sous-ensemble de l’espace B( a, b) des chemins
7 R - M reliant a à b, formé des minima de l’énergie ~(y) _

,~±~ ~~~(t)~2 + ~~ f (-y(t)) ~2~ dt. Ces chemins sont aussi appelés "instantons".
S.M.F.

Astérisque 201-202 - 203 ( 1991 )



S.P. Novikov [N] a indiqué une généralisation de cette construction
pour une fonction à valeurs dans SI (ou plus généralement pour une forme
fermée non exacte). L’anneau de base du complexe est alors un complété
convenable de Z[t, (pour tenir compte des différents relevés des points
critiques sur le revêtement d’intégration).

La présentation de Witten ouvrait la voie à une généralisation de ce

complexe de "Thom-Smale-Witten" à la dimension infinie, pour des fonc-
tionnelles dont les points critiques ont un indice et un co-indice infini. C’est
ce qu’a fait Floer en 1986-87 dans deux cas particuliers, intéressants à deux
titres très différents : la fonctionnelle d’aire (ou d’action) en géométrie
symplectique [F2], dont nous dirons quelques mots au §6 (elle mériterait

beaucoup plus ! ), et la fonctionnelle de Chern-Simons, qui donne naissance
à l’homologie d’instantons [F3], à laquelle cet exposé sera essentiellement
consacré.

Dans les deux cas, l’indice d’un point critique est d’abord défini de

façon relative (différence d’indices entre deux points) en utilisant la notion
de flot spectral de [APS III]. Un phénomène nouveau par rapport à la di-
mension finie apparaît : cette différence dépend de la donnée d’une classe

d’homotopie de -chemins entre les deux points (voir 1.5 et 6.1). Pour la

fonctionnelle de Chern-Simons, qui est en fait à valeurs dans ceci im-

plique que le complexe est défini sur Z (à la différence de l’homologie de

Novikov), mais qu’il est gradué sur Z/8Z.
Le point sans doute le plus intéressant de la théorie est l’interprétation

des lignes de gradient. Pour la fonctionnelle de Chern-Simons, elles s’inter-

prètent comme des connexions (modulo jauge) autoduales sur R x M (voir
1.4). Une ligne de gradient joint deux points critiques si la connexion

associée est asymptotiquement plate. La fonctionnelle d’énergie est celle

de Yang-Mills : E(A) = R M |E(A)|2. Rappelons que cette équation

d’autodualité, considérée sur une variété W4 fermée, est à la base des

travaux de Donaldson [Dl] [D2] [D3]. Son étude sur une variété ouverte a
été commencée par Taubes [Tal].

C’est cette généralisation de l’équation des lignes de gradient qui va

fournir les propriétés les plus intéressantes de l’homologie d’instantons, no-

tamment les propriétés de "Topological Quantum Field Theory" en dimen-



sion (3+1) : voir [Atl],[At2] et [Wi2].
Dans le cas symplectique, l’équation des lignes de gradient s’interprète

comme celle des courbes pseudo-holomorphes au sens de M. Gromov [Gr]
(voir 6.1).

On se contentera ici d’exposer quelques résultats de cette théorie et

de donner une idée des démonstrations. La seule référence publiée pour
celles-ci reste l’article [F3], mais nous avons aussi utilisé des préprints de

Jones-Rawnsley-Salamon [JRS] et de Fukaya [Fu]. Signalons que ce dernier
donne une extension des résultats de Floer pour une variété de dimension

trois quelconque.

1. LA FONCTIONNELLE DE CHERN-SIMONS

1.1. Rappels sur les connexions et l’action du groupe de jauge (cf.
[FU], [DK])

Soit M une variété et P - M un G-fibré principal, où G est un groupe
de Lie. L’espace A(P) des connexions sur P est affine sur S~1 (M, ad(P)~.
On notera ou s’il n’y a pas de risque de
confusion. La connexion a donne une dérivation covariante da : 

Le composé da o da est la multiplication (en utilisant le crochet dans
l’algèbre de Lie) par la courbure F(a) E Le groupe d’automorphismes
de P ou groupe de jauge, noté ~(P), agit naturellement sur A(P). Son

algèbre de Lie s’identifie à et la différentielle de a )2014~ g.a est da (en
prenant l’action à droite). On note B(P) = ,A(P)~~(P) le quotient : il

est séparé, et est une variété près des classes de connexions irréductibles.

L’espace tangent 1[a]B*(M) est im da.
Soit a une métrique riemannienne sur M. En utilisant le produit

scalaire naturel sur s~c(2) on peut définir l’opérateur de Hodge *0’ : 
l’adjoint = *da*, ce qui permet d’identifier

Le plus souvent, P sera trivial. Le choix d’une trivialisation permet
alors d’identifier A(P) = et l’on a da03C9 = d03C9 + [a, 03C9]. Le groupe



Q(P) = Q(M) est formé des applications de M dans G, et il agit sur

A(P) = A(M) par: g.a = De plus, on supposera G = SU(2)
ou SO(3) de sorte que : a irréductible = Z(G) (où Ça = {g E ~(M) ~ ]
9 . a = a~ est le groupe d’isotropie et Z(G) le centre) ~ ker(da) = 0.

Remarque. - Il faut travailler avec des espaces de Sobolev pour avoir des

variétés banachiques auxquelles on peut appliquer le théorème des fonctions

implicites. Par exemple on peut prendre pour A(P) des formes de classe

Li (une dérivée dans LP) et pour Q(P) des applications de classe ~2, avec

p > z dim M pour que Q(P) soit formé d’applications continues. Au §2 on
aura besoin de prendre p > dim M pour que A(P) soit formé d’applications
continues.

1.2. Fonctionnelle de Chern-Simons [CS] [APS]

On suppose maintenant M de dimension trois, fermée, orientée, et

G = SU(2). La courbure définit alors une 1-forme sur A(M) : a(a). u =

f M A u). Cette forme est fermée car v) = f M tr ( da ( u A u)) =
f M d(tr(u A v)). Comme ,A(M) est un espace vectoriel, elle a une primitive
préférée qui est par définition la fonctionnelle de Chern-Simons. Si le fibré

est trivial, on trouve en utilisant la formule pour la courbure :

En utilisant Stokes, on trouve la définition originelle, issue de la théorie des

classes caractéristiques secondaires :

La courbure étant équivariante sous l’action du groupe de jauge, des-

cend en une 1-forme fermée sur B(M). Elle n’est alors plus exacte. Plus

précisément, en considérant un fibré convenable sur M x S1, le fait que
n F(A)) est l’intégrande donnant la deuxième classe de Chern

implique



Donc, si l’on note Qo(M) C la composante connexe de id, formé
des automorphismes de degré 0, et = on obtient un

diagramme commutatif

Remarque.- Les espaces 8(M) et B* (M) ont le type d’homotopie faible du
classifiant donc ~ro(~(M)~~~1~) = Z, donné
par le degré, et est le revêtement universel de B(M).

1.3. Points critiques

Par définition, les points critiques de CS sur A( M) sont les connexions
plates. L’ holonomie donne une identification canonique entre l’espace des
connexions plates modulo jauge et l’espace R(M) = SU(2))
/conjugaison. Cet espace a été étudié par de nombreux auteurs, en parti-
culier c’est lui qui figure dans la définition de l’invariant de Casson [AM]
[Ma]. Notons qu’il est compact puisque 7rlM est de type fini. On note

de même R*(M) correspondant aux connexions plates irréductibles, ce qui
équivaut à l’irréductibilité de la représentation d’holonomie.

1.4. Lignes de gradient

Si M est munie d’une métrique riemannienne, on peut considérer
E comme le gradient L2 de CS sur A(M). Par passage au

quotient, on obtient une section~03C3CS : B*(M) ~ TB*(M), où 
est un complété convenable du fibré tangent.

Soit t ~ un chemin dans A(M). Notant A la connexion ~ a(t) } E
Q)d(R X M) (A est "en jauge temporelle", c’est-à-dire sans terme dt), on a



On en déduit que l’équation des lignes de gradient descendantes +

*03C3F(a(t)) = 0 équivaut à l’équation d’autodualité

où A est la connexion ~a(t)~ E x M) et la métrique est le produit
dt2 Notons quetoute connexion sur RxM est équivalente modulo 

M) à une connexion A = ~ a(t) } sans terme dt, ou "en jauge temporelle".
En effet, posant A = ~a(t)} + {b(t) A dt}, il suffit de résoudre l’équation
différentielle ordinaire g-1 â + = 0. Ceci prouve en fait qu’on a une

identification naturelle

A fortiori un élément de B(R x M) définit un chemin dans ~3(M). No-

tons que le caractère elliptique de l’équation d’autodualité modulo jauge

implique qu’il n’y a pas de solution locale à partir d’une condition initiale

arbitraire. Ceci est bien sûr lié au fait que le gradient L2 n’est pas un vrai

champ de vecteurs.

1.5. Indice d’un point critique [F3] [APS III]

Si M est munie d’une métrique riemannienne, le hessien de CS en un

point critique [a] E R*(M) s’ identifie à Ha = *da|ker dâ. Cet opérateur
est Fredholm d’indice 0 si on le considère de Li vers L6. Considéré comme

opérateur non borné sur L6, il est auto-adjoint à spectre discret et non

borné dans les deux sens.

Ceci empêche de définir l’indice d’un point critique comme le nombre

de valeurs propres  0 du hessien, mais si [a(t)] est un chemin entre deux

points critiques, on peut définir le flot spectral SF’(Ha(t~) comme le nombre

algébrique de valeurs propres qui passent de ( 0) à (> 0). Il ne dépend

que de la classe d’homotopie du chemin et pas de la métrique.

En fait, on aura besoin de traiter aussi les connexions plates réducti-

bles, où B(M) n’est plus une variété. Pour cela, on remplace Ha par le

"hessien équivariant"



Un calcul simple montre que si a est plate on a ker Da = 

ker On définit ainsi SF(a, b) E Z pour a, b plates quelconques, nombre

ne dépendant que des classes de a et b dans R(M).
En revanche, SF(a, b) n’est défini que modulo 8 sur R(M). Plus

précisément :

PROPOSITION [APS III].- Si a est plate et 9 E SF(ga, a) =
8 deg(g).

La preuve de cette proposition repose sur l’identification de SF(ga, a)
avec l’indice de l’opérateur d’autodualité sur le SU(2)-fibré Pg - SI x M
défini par g. Rappelons que l’indice sur une variété fermée vaut 8c2 (P) -
3(1- b1(W)+ b-2(W))[FU][DK].

On peut maintenant définir l’indice d’une (classe de) connexion plate
en utilisant la connexion triviale privilégiée 8 :

DÉFINITION.- Si a est une connexion plate on pose ind([a]) = SF(a, 8).
Ceci définit ind(a) E Z si a E R(M) et ind(a) E si a E R(M).

Précisons l’effet d’un changement d’orientation de M. Comme

CS(-M, a) _ -CS(M, a) on a SF( - M, a, b) = SF(M, b, a)-dim 
dim ker(Db), d’où

Notations Si a, b E R(M), on note B(a, b) E B(R x M) le sous-espace
correspondant aux chemins de a ‘a b dans B(M). Ses composantes connexes
B( a, b; i) sont paramétrées par les entiers i dans la classe modulo 8 de

ind(a) - ind(b) (valeurs du flot spectral).

1.6. DÉFINITION.- Un point critique [a] E R(M) est non dégénéré si
ker H[a] = 0.
(C’est la notion naturelle pour une fonctionnelle équivariante.)

Cette propriété s’écrit n = 0 soit = 0 par
théorie de Hodge. .F~~a~ (,M, su(2)) = 
cohomologies à coefficients tordus par [a] : sU(2) (définie modulo
conjugaison). L’espace su(2)) est l’espace tangent de Zariski à



R(M). Donc si ~a~.est non dégénéré il est isolé dans R(M). Comme R(M)
est compact, il sera fini si tous ses points sont non dégénérés. Notons que,
si a est plate, on a = 0 si et seulement si a est irréductible et non

dégénérée.
La connexion triviale est non dégénérée si et seulement si su(2)) = 0
soit si M est une sphère d’homologie rationnelle. On a alors dim 

dim = 3, donc’ si a est un point critique non dégénéré on a :

Si M est de plus une sphère d’homologie entière, le seul morphisme réductible

SU(2) est trivial : en effet, il prend ses valeurs dans un SI C SU(2),
et Hom(03C01 M,S1) = Hl (M, = 0.

2. PERTURBATIONS [Ta4]

2.1. Espace des perturbations

On fixe une 2-forme Wa sur .D2, à support compact, positive ou nulle et

d’intégrale 1. Pour un plongement 51 x D2 -i M, on définit T~ : ~(~~ -;
R:

où ha(z) est l’holonomie de a le long des X ~z~~. Une perturbation
sera de la forme 03C0 = 03A3i vi03C403B3i où vi E R. On définit ainsi un espace II

paramétré par (r, v~ où r est une famille (~yl, ~ ~ ~ , ~y~~ et v E RN. On a

alors la

PROPOSITION.20141) La fonctionnelle perturbée a les mêmes propriétés

que CS (perturbation "compacte"). En particulier l’ensemble critique reste

compact et chaque point critique a un indice dans 

2) Si M est une sphère d’homologie entière, il existe 03B31 , ..., 03B3N tels que

pour presque tout v E RN les points critiques de CS0393,v sont non dégénérés.

Démonstration.- 1~ C’est essentiellement parce que (donc ~r~, a un



gradient L2 qui est un vrai champ de vecteurs sur .B(M). Il est donné par :

2) L’hypothèse sur M fait que [9] E R(M) est non dégénéré et R* (M) =
~(~VI ) - ~ ~8~ } . De plus, la régularité elliptique donne la compacité de

l’ensemble (que l’on veut rendre vide)

Comme un élément de B( M ) est défini par la trace de l’holonomie de tous les
lacets M ayant un vecteur tangent fixe à l’origine, la compacité de K

implique qu’il existe ~1, ~ ~ ~ , ~yN tels que, si l’on pose T = (T~,yt~) : B(M) -
RN, alors dr : TIi - RN est injectif sur toute fibre de K. Il en résulte

que l’application (v, ~a~~ -  v, T >~ (~a~) de RN x ~* dans
T 8* est transverse à la section nulle, son hessien par rapport à la seconde

variable définissant un opérateur Fredholm d’indice N. Le théorème de

Sard "classique" permet de conclure (pas besoin de Sard-Smale).

2.2. Interprétation de l’invariant de Casson en théorie de jauge

Rappelons la définition de l’invariant de Casson A(M) pour une sphère
d’homologie entière de dimension 3 ( c, f . [AM], [Ma]) : si M = Mi UE M2 est

un scindement de Heegaard de M, c’est la moitié du nombre d’intersection

R* ( Ml ) ~ R* ( M2 ) où R* ( Mi ) C ~* ( E ) sont les espaces de représentations
non triviales de 7r1 dans SU(2) (modulo conjugaison). Notons que R*(M1)n
~*(M2) = R*(M).

Pour une perturbation 7r E II générique au sens de 2.1, l’ensemble

R; = crit (CS + ~3*(M)) est fini. De plus à chaque point est associé un
indice ind1r([a]) E Z/8Z, de sorte que est bien défini.

THÉORÈME.- [Ta4] La "caractéristique d’Euler"



ne dépend pas de 7r, et est égale à 2~(~l). Dans le cas où R*(M) est

non dégénéré, on a en f ait l’énoncé plus précis (R*(Mi) . R* (M2 )~ ~a~ =
( -1 ) i nd( a) ..

2.3. Le gradient de donne naissance à une application F7r : 1 A(R x

M) -i (R x M) qui est une perturbation équivariante de F-. Pour
a, b dans R7r on note b) C B(a, b) l’espace des modules de solutions

qui donnent un chemin de a à b. Il se décompose en b; i) pour
i = ind(a) - ind(b) mod. 8.

3. HOMOLOGIE D’INSTANTONS

3.1. Soit M une 3-sphère d’homologie entière, munie d’une’ métrique rie-
mannienne a. Les objets introduits au §2 permettent maintenant de d’éfinir

l’homologie associée à la fonctionnelle de Chern-Simons. Pour cela, con-

sidérons les espaces M (a, b; 1) = b; i) et M (a, b; i) = M (a, b; i) jR.
où a, bER; et i = ind(a) - ind(b)(mod.8). Si a = b on suppose i fl 0.

THÉORÈME 1.- Pour une perturbation ~r E II générique on a les pro-
priétés suivantes : 1

a) L’espace M(a, b; i) est une variété lisse orientée de dimension i.

Donc M(a, b; i) est une variété orientée de dimension i -1.

b) Si ind(a) - ind(b) - 1 (mod 8), la variété orientée de dimension
zéro Jtil(a, b;1) est compacte, donc on peut définir son nombre algébrique
de points m(a, b)
E Z.

c) Si 2 (mod 8), la variété orientée de dimension un

,lV((a, b; 2) se compactifie de façon orientée par

où c décrit les points d’indice ind(a) - 1 . Le bord algébrique étant nul, on a
= 0. Donc si l’on définit E comme le groupe

abélien libre engendré par les a E R*03C0 d’indice i et a : Ci - Ci-1 par la



formule ~a = Et m( a, b )b, on = 0. Donc (C*,~) est un complexe,
dont l’homologie est notée .H’(r,7r).

d) Si (7’,7r) et (T’,7r’) sont deux choix admissibles on a un isomor-
phisme canonique de F(T,7r) 

Ceci rend licite la

DÉFINITION.- On appelle homologie d’instantons de M, et l’on note
I*(M), le groupe abélien Z/8z-gradué 

On déduit immédiatement du résultat de [Ta4] (cf. 2.2) la

Propriété. La caractéristique d’Euler ~~ est égale au
double de l’invariant de Casson Â(M).

La dépendance de l’indice envers l’orientation (1.5) donne immédiate-
ment la

Propriété. I*( -M) est dual à 73_.(M) c’est-à-dire engendré par un com-
plexe dual. On a donc un accouplement I*(M) 0 ~.(-M) -~ Z.
(Cette dualité n’est pas celle de Poincaré mais de la forme de Killing sur
~(2).)

Dans le reste de cette section on donne quelques indications sur la
preuve du théorème 1.

3.2. Propriété de variété

Pour prouver le a) du théorème, on définit d’abord des espaces con-
venables ~(c,6). Choisissant des représentants lisses a,b et une connexion
lisse Ao quelconque valant a pour t ~ -1 et b pour ~ ~ 1, on pose

= Ao + (où Hi, = M)). Cet espace admet une
action lisse de

Comme dans le cas fermé, le quotient b) = A(a, b)jQ(R x M) est une
variété, d’espace tangent = ker dÂ (remarquer que A est toujours



irréductible). Il est clair qu’il ne dépend que des classes dans R(M) et est
la réunion des B(a, b; i ) .

Ensuite, l’application A(a, b) ~ passe au quotient par

Q(R x M) pour définir une section F : B(a, b) - £(a, b) d’un certain fibré
de fibre La dérivée covariante s’identifie à la

restriction à ker dÂ de la différentielle dF(T7r : -; 

PROPOSITION.- [APSIII] L’opérateur DF[A] est Fredholm, et son

indice est i sur la composante B(a, b; i).
Pour le démontrer supposons pour simplifier 7r = 0. Alors a mêmes

noyau et conoyau que ~/~t + sur un espace de chemins de a à b.

Comme Da et Db sont non dégénérés l’indice vaut SF(Da(t~) (fait général).
On achève la preuve du a) (sauf l’orientation) en montrant que pour

7r générique l’opérateur DF[A] est surjectif, ce qui se fait de façon analogue
à 2.2.

En fait, on doit aussi considérer le cas a ou b sont réductibles, et

pour cela utiliser la théorie de [LM] pour les opérateurs elliptiques sur une
variété non compacte. Celle-ci fait intervenir des objets à décroissance

exponentielle vers les bouts. On obtient alors :

PROPOSITION.- Génériquement M(a, b; i) est une variété orientée si
si a ou b est irréductible, de dimension

COROLLAIRE. On a M( a, b; i) = 0 si i - 0 sauf si i = 0 et

a = b.

(Le corollaire vient de l’action de R.)
On fixe maintenant une perturbation générique en ce sens. En fait

pour simplifier on supposera que 7r = 0 convient.
Disons quelques mots de l’orientation. L’orientabilité se prouve comme

dans [Dl] : il suffit de voir que le fibre déterminant det(kerDF[A]~cokerDF[A]
est trivial sur b~. En stabilisant de SU(2) à SU(3~, on montre que c’est
la restriction d’un fibré sur ~i(SU(3), a, b) (analogue de B(a, b) où l’on a
remplacé SU(2) par SU(3~~. Or ce dernier espace est simplement connexe,



d’où le résultat. Pour faire un choix "cohérent" pour les orientations des

divers espaces, on doit utiliser les constructions de recollement définis en

3.5.

3.3. Le gros morceau de la preuve est la compactification des ,M(a, b; z).
Celle-ci fait intervenir deux phénomènes distincts :

1) Interprétant les éléments comme des lignes de gradient non paramé-
trées de a à b, celles-ci peuvent "accrocher" des points critiques intermédiai-

res : une suite de telles lignes peut converger vers une réunion finie ....en
où fi joint Ci à Ci+1, avec co = a et cn = b. En dimension finie, c’est la

seule p.ossibilité. Une construction de recollement de trajectoires permet
alors de décrire le complémentaire d’un compact dans b) comme la
réunion disjointe d’ouverts

Les cas particuliers où la différence d’indice est zéro ou un permettent de
définir le complexe de l’Introduction. Pour une fonctionnelle équivariante
on a des résultats analogues sur le quotient en tenant compte des groupes
d’isotropie des ci.

2) Revenant à M( a, b) et interprétant les éléments comme des (modules
de) connexions autoduales, on a le phénomène d’apparitions de "bulles",
ou instantons découvert par K. Uhlenbeck [U2]. Pour une variété fermée,
Taubes et Donaldson ont montré que ceci suffit à décrire la compactification.
Sur une variété ouverte, il s’agit d’une compactification faible (convergence
sur tout compact).

Nous allons d’abord préciser le 2) puis montrer qu’il ne se produit pas
si  8. Pour cela, on considère l’espace M C B(R x M) onnées
par les connexions autoduales dont l’énergie ’ est

bornée. Cela équivaut à dire que sur la ligne de gradient associée la varia-
tion de CS(a(t)) reste bornée (rappelons que = 

Donc M contient les M(a, b).

PROPOSITION.- 1) Soit une suite dans telle que l’énergie
e(An) reste bornée. Alors, quitte à passer à une sous suite, il existe un



nombre fini de points x1, ~ ~ ~ , x~ E R x M, des entiers positifs n1, ~ ~ ~ , nk et
un élément [B] de M tels que, en prenant des représentants convenables,
on ait :

a ) An - B dans C°° sur tout compact de R x M - {x1, ~ ~ ~ , xk~
b ) En ~~ apparaît un instanton sur R4 d’énergie 

2) On a M = De plus, la topologie de chaque est

donnée par la convergence sur tout compact (convergence faible).

Démonstration. 1) Le lemme de compacité d’Uhlenbeck [U2] affirme l’exis-
tence de 6 > 0 tel que, si U C R x M est un ouvert où  6, alors

(en passant à une sous-suite et dans une jauge convenable) An converge
dans C°° sur tout compact de U. En particulier IF(An)1 est uniformément
borné sur tout compact de U. Disons que x E R x -M est un mauvais point

si lim inf > ~ pour tout r > 0. Il est clair qu’il y a au

plus [e ~] tels points où e est la borne sur l’énergie. Soient x1, ..., xk ces

mauvais points. Alors sur R x M - {~1, ~ ~ ~ , est uniformément

borné sur tout compact donc [Ul] implique l’existence de B E A(R x M -
{x1 , ..., xk}) tel que a) soit vérifié. De plus on a e(B)  e  oo donc [U2]
implique que B se prolonge à R x M, et est clairement auto-duale.

Enfin, choisissons des boules disjointes B1, ~ ~ ~ , Bk centrées en ~l, ~ ~ ~ , 
La courbure ~F(An)~ reste bornée sur chaque bord et on a =

sup --; +00 quand n --~ oo. Soit E -Bj un point où 
B. ) 

’

est maximum, alors une "renormalisation" convenable transforme

en une connexion sur C R4, avec R;,n -
0o et = 1. De plus est autoduale. Donc [Ul]
et [U2] impliquent le b). Le c) est évident.

2) Considérons une suite A + tn où tn -~ +00. D’après le 1), le

fait que l’énergie tend vers zéro sur tout compact implique qu’une sous-

suite converge faiblement vers une connexion B qui est nécessairement

plate, donc donne un chemin dans R(M). Comme R(M) est discret d’après



l’hypothèse de non-dégénérescence, ce chemin est constant. On en déduit
lim a(t) = a E R(M). La propriété sur la topologie se prouve par "boot-

strap" elliptique (cf. [FU]).

3.4. PROPOSITION.- On suppose a ou b irréductible et i  8. Alors

si [An] une suite dans M(a, b; i) on a les propriétés suivantes en passant
à une sous-suite. Il existe co = a, cl, c2, .., cn = b et des lignes de gradient
’y~ E tels que [an(t)] s’approche uniformément de la réunion

des lignes de gradient dans ,~(M). Si i  4 les c~ sont irréductibles

Démonstration. L’énergie est bornée puisque e(An ) = CS(a) - CS(b) pour
des relevés dans A(M) convenables, qu’on peut prendre fixes puisque i

est fixe. Donc on peut appliquer 3.3 ainsi qu’à toutes les suites translatées
[An +tn]. Considérons toutes les limites [B] E M non triviales. En utilisant
la finitude du nombre de valeurs critiques dans [CS(b), CS(a)], il est facile
de trouver une sous-suite ayant un nombre "maximal" de telle limites. Plus

précisément, pour une telle suite les limites se rangent en une suite finie
E 0 G ,~  n -1, avec a et bn = b. De plus on

peut choisir les relevés Cf de sorte que co = a et cn = gb pour un certain
9 E 9(M).

Il faut aussi considérer tous les instantons sur R4 qui apparaissent pour
les suites translatées : la borne sur l’énergie fait qu’il y en a un nombre fini
c1, ~ ~ ~ Notons n1, ~ ~ ~ , n k leurs "charges". Comme on a pris toutes les
limites possibles on a la formule d’énergie

En utilisant les formules CS(ga) - CS(a) = ind(ga) -
ind(a) = 8 deg(g) et i = ind(a) - ind(b) - dim gb, il vient la formule
d’indice

où il = ind (cl) - ind (cl+1) - dimgcl. Or d’après 3.2 on a il > 1 donc i  8
on a k = 0. La convergence de an (t) est alors dûe au fait qu’on apris toutes



les limites possibles (raisonner par l’absurde). Si i ~ 4 l’irréductibilité de

c~ résulte de la formule d’indice.

Remarque Notre le rôle capital joué par la proportionnalité entre la différence

d’indice et la variation de la fonction ( "monotonie", pour employer le lan-

gage de [F4]). C’est ce qui fait que chaque bulle "coûte" de l’indice, donc

peut être évitée sous certaines hypothèses.

3.5. Faisant i = 0 dans la proposition 3.4, on a forcément n = 0 donc la

proposition 3.3.(2) donne la compacité. Pour prouver le c) du théorème,
et plus généralement pour donner une description de l’infini de M(a, b)
analogue à la dimension finie (cf. 3.2), il.faut définir une construction de

recollement de trajectoires donnant un difféomorphisme local (dans le cas

de deux trajectoires)

Ceci se fait par une construction analogue à celle de Taubes [Tal] [Ta2] en

définissant d’abord une connexion "presque" autoduale puis en en utilisant

le théorème des fonctions implicites pour la rendre autoduale.

3.6. Preuve du d)

Pour prouver l’indépendance de l’homologie par rapport aux choix, on

construit un morphisme - C(Q’, en considérant une métrique

03A3 sur R x M qui vaut a pour t  0 et (j’ pour t > 1. Supposant pour sim-

plifier 7r = 7r’ = 0 on définit l’espace de modules a’) des connexions

autoduales reliant a à a’, où a, a’ E R*. Il se décompose en ME( a, a’; i ) où

i est un relevé de ind (a) - ind (a’).
Des raisonnements tout à fait analogues aux précédents montrent que

est génériquement une variété orientée de dimension i, qui

est compacte si i = 0. Notons qu’il n’y a plus d’action de R, de sorte

que n’a pas de raison d’être vide. Ceci permet de définir

mE(a, a’) E Z et le morphisme ~~ : C(o~) -; C(~’) par c~(a) _

~a~ mE (a , a’)oa’.
Reste à montrer :



1) C’est un morphisme de complexes, soit a o ~o - ~y~ = 0. Ceci

résulte de la compactification de Jt~f E (a, a’;1 ) par

2) Le morphisme induit en homologie est indépendant du choix de E.

Pour cela, on considère une famille à un paramètre Ea, 0  ~ _ 1 reliant £

à E’, et l’on pose

Cet espace se décompose en a’; i). Génériquement JVi(a, a’; i). est une
variété orientée de dimension i + 1, compacte si i = -1. Donc M(a, a’; -1)
permet de définir un morphisme H : C --> C’ de degré -1, de plus la

compactification de a’; 0) donne une homotopie de chaînes entre les

morphismes associés à E et E’.

3) C’est un isomorphisme : ceci vient d’une formule de composition

pour une métrique ER qui vaut E(t + R) pour t  0 et

+ R) pour t > 0, R étant assez grand.

Remarques 1) En dimension finie cette méthode est nouvelle (me semble-t-

il) : d’habitude on prouve que l’homologie est celle de la variété sans com-

parer directement deux choix. Il serait intéressant de décrire le morphisme
en termes d’accidents (naissance ou mort de points critiques, attachement

d’anses). Elle devrait pouvoir s’appliquer à l’homologie de Novikov.

2) Cette construction se généralise pour associer à un cobordisme entre
deux sphères d’homologie un morphisme de I*(M) vers ~*(N) (voir 4.2).

4. THÉORIE DE JAUGE SUR UNE VARIÉTÉ OUVERTE DE
DIMENSION QUATRE [Atl]

4.1. Espaces de modules

Soit W4 une variété ouverte orientée connexe. On supposera toujours

que W est l’intérieur d’une variété compacte, de sorte que le "bout" de W



a la forme oow =]0, +oo[x(W, où 9tV est une réunion finie de variétés Nh,
1  j  N. On la munit d’une métrique ~~ qui est un produit sur le bout.

On dira que la variété est "à bouts cylindriques". Notons que Taubes [Ta3]
utilise la notion plus générale de variété à bouts périodiques.

On peut définir un espace IIw de perturbations g(W)-équivariantes
F~ : ~4(tV) -~ de l’opérateur d’autodualité qui étendent les per-
turbations déjà définies sur les bouts. La construction est analogue à celle

de 2.3.

On va étudier l’espace des solutions de F7r(A) = 0 modulo l’action de

~(tV). Pour avoir une théorie intéressante, c’est-à-dire trouver des espaces
de dimension finie, on se restreint aux solutions d’énergie finie. D’après

3.3, cela revient à exiger que sur chaque bout le chemin de connexions

associé tende vers un point critique de On définit ainsi des espaces

de modules

où a; E Variante. Il est souvent conceptuellement important de

diviser le bout oow en une partie positive ~+W =]0, +~[ ~+W et une

partie négative ~W =] - ~, 0[ ~-W., commme on l’a fait pour R x M.

En particulier si et sont non vides et connexes, W - oow est

alors un cobordisme de à a+w. On définit alors de façon évidente

les espaces M(W, a-, a+). Notons que ~-W est munie d’une orientation

opposée à celle habituelle.

On suppose dorénavant que les ensembles critiques R7rj sont non dégéné-
rés. Rappelons que si les M; sont des sphères d’homologie entière cette

propriété des 7fi est générique. D’un autre côté, elle implique que les Mj,
sont des sphères d’homologie rationnelle. Notons bi(W) = dimHz(W; R)
et l’indice de la forme d’intersection sur H2(W; R), qui est bien

définie dès que ~W est une réunion de sphères d’homologie rationnelle.

PROPOSITION.- On suppose que les sont non dégénérés et que

l’un des ai est irréductible. Alors pour une perturbation 03C0W étendant 

et générique, l’espace M(W, a) se décompose en variétés lisses orientées



M(W, a; i) de dimensions

où z == - mod. 8.

Si l’on distingue un bout positif et un bout négatif, il faut pour trou-
ver la dimension se rappeler que les My sont des sphères d’homologie ra-
tionnelle, de sorte qu’on a = 3 - ~)). En particulier,
si et sont non vides et connexes, on a

Notation. On note M(W, a~i la partie de dimension i de M(W; a) si elle
existe.

4.2. Définitions d’invariants. Foncteur sur les cobordismes

Des raisonnements tout à fait analogues à ceux du §3 donnent le

THEOREME 2. On suppose que les Mj sont des sphères d’homologie
entière. Alors pour 03C0W) générique on a les propriétés suivantes :

a~ Chaque M(W, a)o est compacte. On peut donc définir m(W, a) E Z.
b ) Chaque M(W, a~l peut être compactifiée comme variété orientée en

lui ajoutant

est un cycle.

c) La classe d’homologie de z(W) ne dépend pas de 
On définit ainsi e I*(ôW) = 0~~.(M,). Si les homologies

I*(Mj) sont sans torsion (on n’a aucun exemple où ce n’est pas le cas, cf.



le §5), on ne perd rien par rapport au théorème. Si l’on distingue un bout

positif et un bout négatif, la classe z(W) permet de définir un morphisme
~* ( a- W) --~ I * ( a+ W ) . Si les deux bouts sont connexes, il est de degré

3(bl(W)-b2 (W). Une construction de recollement convenable donne alors :

THÉORÈME 3.- L’application W H c~w est f onctorielle pour la com-

position des cobordismes : 1 si W = UV on a ~y~ = 

4.3. Relations avec les variétés fermées

Considérons une variété fermée W4 simplement connexe, admettant

une décomposition W = U UM V où M est une sphère d’homologie entière.

Un théorème de Freedman et Taylor [FT] donne une telle décomposition
différentiable pour toute décomposition algébrique de la forme d’intersection.

Par ailleurs, un théorème de Freedman dit qu’on a toujours (sous l’hypothèse

algébrique) une décomposition topologique en somme connexe le long d’une

sphère. Donaldson [D4] a défini des invariants qui donnent une obstruction
à l’existence d’une décomposition différentiable. Dans un travail en cours

(décrit par Atiyah dans [Atl]), il raffine ce résultat en décomposant ces

invariants dans l’homologie de Floer de M.

Les invariants sont toujours obtenus en comptant le nombre de points

d’un espace de modules de dimension zéro. Décrivons le plus simple, que

nous noterons z(W) (c’est l’extension naturelle du cas à bord). Pour cela,

rappelons que si P - W est un SU(2)-fibré, l’espace M (P) des modules de

connexions autoduales est génériquement une variété orientée de dimension

n(k) = 8k - 3(1 + b2 (W)) [FU] [DK]. S’il existe k tel que n(k) = 0, elle

est compacte ce qui fournit z(W) E Z qui est un invariant de W. Sinon on

pose z(W) = 0.
Le résultat suivant (implicite dans [F4]) se démontre sans doute comme

le théorème 4 : si W 4 (fermée simplement connexe) est la réunion U UM V

le long d’une sphère d’homologie entière, on a

où l’on utilise la dualité entre I*(M) et 1*( -M).
En général, Donaldson décrit un moyen de trouver des espaces de mo-

dules de dimension zéro en imposant des conditions supplémentaires sur



les connexions. Il obtient ainsi, sous l’hypothèse que b2 (W) est impair
et > 1, des polynômes H2 ( W ; Z) ~ Z, de degrés d assez grands.
Pour une variété dont le bord est une sphère d’homologie, on obtient des

polynômes à valeurs dans Pour une décomposition W =

U U M V comme ci-dessus (et sous certaines conditions supplémentaires à

préciser), le résultat annoncé dans [Atl] est alors :

en utilisant la décomposition H2(W) = H2 (V).

5. AUTRES RÉSULTATS [FS] [O1] [F5]

5.1. Pour l’instant, les seules variétés pour lesquelles I*(M) a été calculé
sont les sphères d’homologie qui sont des fibrations de Seifert [FS] [O1] :
pour ces variétés,la fonctionnelle est non dégénérée au sens de

Bott, donc 7!*(Af) est une réunion finie de variétés connexes compactes. De
plus toute fonction de Morse f sur R*(M) permet de construire une pertur-
bation 7T telle que les points critiques de C S1[" sont non dégénérés,
en bijection avec ceux de f, avec une formule explicite reliant les indices
des points critiques des deux fonctions : cette formule est de la forme

= + (entier pair). (la preuve repose sur [APSIII]). Enfin
on peut montrer par diverses méthodes que R*(M) admet toujours une
fonction de Morse n’ayant que des points d’indice pair. En mettant ensem-
ble ces résultats, on obtient que I*(M) est concentré en les indices pairs
et est libre sur les points critiques. De plus tout est algorithmiquement
calculable.

5.2. Récemment Floer [F5] a indiqué une méthode qui semble donner un al-
gorithme de calcul de I* (M) sur le.modèle de celui qui existe pour l’invariant
de Casson, c’est-à-dire en décrivant M comme obtenue par chirurgie sur
un entrelacs dans S3. En tout cas ses constructions expliquent de nou-
veau pourquoi la caractéristique d’Euler est paire, c’est-à-dire pourquoi
l’invariant de Casson est entier.



L’idée de départ est de décrire le morphisme pw : I~ M) -; I* (N) si N
est obtenue par chirurgie sur un noeud K C M. Floer décrit un diagramme
commutatif exact

Dans ce diagramme, M - K est l’unique variété ayant l’homologie de
5’~ x S2 que l’on peut obtenir en recollant un tore solide au complémentaire
du noeud. Le groupe 1*(M - K) est une homologie d’instantons obtenue
à partir du SO(3)-fibré non trivial sur M - K. La construction de cette
dernière utilise l’inexistence de connexions réductibles. Elle est graduée sur

Z/4Z ( = 2Z/8Z dans le diagramme), ce qui implique la conservation de
la parité de la caractéristique d’Euler.

6. HOMOLOGIE SYMPLECTIQUE

Soient (V, cv) une variété symplectique et L, L’ C V deux sous-variétés
lagrangiennes. L’étude de l’intersection L n L’est motivée par les conjec-
tures faites par V.I. Arnold dans les années 60 (voir [Ar]). L’une d’elles

énonce qui si L et L’ sont fermées et hamiltoniennement isotopes et sous
certaines hypothèses supplémentaires, par exemple [w] I ~r2(V, L) = 0 cette
intersection a au moins autant de points qu’une fonction sur L a de points
critiques : ~(L U L’) > c(L). En particulier, si (P, cv) est une variété sym-
plectique compacte et ’{J E un difféomorphisme hamiltonien,
Arnold conjecture que les points fixes de P, qui sont en bijection avec

c PxP est lagrangienne pour la structure 
vérifient : c(P). Les travaux de Floer [F2] et [F4] donnent à
ce jour les résultats les plus généraux connus sur ces questions. Comme
on va le voir, ils sont basés sur la définition d’une homologie sur le modèle
mentionné dans l’Introduction. L’analogue de l’équation d’autodualité est
celle des courbes pseudo-holomorphes de M. Gromov [Gr].



6.1. Définissons d’abord la fonctionnelle d’aire, dont les points critiques
seront les points de Ln L’. En fait on va voir qu’on a en général une 1-forme

fermée, qui sous certaines hypothèses admet une primitive à valeurs dans

R ou dans SI.

L’espace fonctionnel B = B(V, L, L’) est celui des chemins 03B3 : (7, 0,1) ~

(V, L, L’), et la 1-forme annoncée est définie par c~(~y) ~ ~ = 
Un vecteur tangent g E T’YB est bien sûr un champ de vecteurs sur V le

long de ~y. Cette 1-forme est fermée car elle admet une primitive locale

(~y) = où R est un petit rectangle quelconque entre la prim-
itive est bien définie car west fermée et L, L’ lagrangiennes. Pour voir

si a est exacte, notons que le groupe fondamental de B est isomorphe à

[SI X I, S1 x 0, Sl x 1; V, L, L’], le morphisme [a] : 03C01 03B2 - R étant donné

par l’intégration de c~. On en déduit par exemple que a est exacte si L’est
hamiltoniennement isotope à L et si ~cv~ ~ = 0.

Les zéros de a sont les chemins constants dans L n L’. Si L n L’est

discret, ce qui est le cas si L et L’ sont transverses, on a donc une bijection
crit(a) ~ L n L’. De plus on peut toujours munir d’une structure

presque kählérienne, c’est-à-dire d’une métrique , > et d’une structure

presque complexe J telles que W(X, Y) = JX, Y >. Il est alors clair que

le gradient L2 est ~(03B3) = -J03B3. Donc une ligne de gradient u ~ 03B3u est

donnée par l’équation = -J03B3u, ce qui s’écrit ~0393/~t = J~0393/~u en
notant qu (t) = h(u, t). Autrement dit, est pseudo-holomorphe sur

L’indice d’un zéro de a est encore donné par le flot spectral du hessien.
Cette fois il s’exprime en termes homotopiques : un chemin entre deux

points critiques donne naissance à une application D2 -~ V qui envoie
le bord inférieur dans L et le bord supérieur dans L’. On obtient donc un
fibré symplectique sur D~ muni de deux sous-fibrés lagrangiens sur les deux
moitiés du bord. Dans cette situation, on peut définir un indice de Maslov

[V] qui est justement le flot spectral [Fl].
Par une construction analogue à celle exposée dans l’Introduction,

Floer construit une homologie I*(V, L, L’) sous certaines hypothèses [F2]
[F4]. Par exemple :



THÉORÈME [F2].- Si L’ est hamiltoniennement isotope à L et si

L) = 0, 1*(V, L, L’) est bien défini et est isomorphe à H*(L).

Remarque. Floer n’énonce ses résultats qu’avec des coefficients Z/2Z mais
il n’y a sans doute pas de difficultés à orienter les espaces de modules pour
avoir des coefficients Z.

6.2. Il y a une relation entre l’homologie d’instantons et l’homologie
symplectique, expliquée par Atiyah dans [Atl]. Si M3 est une sphère

d’homologie avec un scindement de Heegaard M = Mi U~ M2, on a vu
au 2.2 que = R(Mi) n R(M2) c R(E). Or le fait que E est une
surface implique que R(E) est une variété symplectique, non singulière
près des connexions irréductibles [Go]. De plus les R(Mi) sont deux sous-
variétés lagrangiennes. Donc l’homologie d’instantons est basée sur les

points d’intersection de deux sous-variétés lagrangiennes (en supposant
pour simplifier que cette intersection est transverse). Le problème est que
ces variétés sont singulières, et que si l’on enlève la singularité elles ne sont

plus compactes. Atiyah demande si l’homologie symplectique peut malgré
tout être définie, et donner ainsi une nouvelle interprétation de l’homologie
d’instantons. Notons que les fonctionnelles de Chern Simons et d’action

symplectique ont les mêmes points critiques mais que leurs lignes de gra-
dient sont différentes.
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POLYNÔMES QUADRATIQUES ET
ATTRACTEUR DE HÉNON

par Jean-Christophe YOCCOZ

Séminaire BOURBAKI novembre 1990

43ème année, 1990-91, n° 734

0. INTRODUCTION

Nous énonçons (§1) trois résultats importants sur les systèmes dy-
namiques démontrés ces dernières années. Ces résultats sont, grosso modo,
du type suivant : dans certaines familles d’applications (polynômes quadra-
tiques, fractions rationnelles, famille de Hénon), on a, avec probabilité po-
sitive sur les paramètres, une dilatation exponentielle (non uniforme) en
dépit de la présence d’une zone "critique" fortement contractante.

Nous indiquons ensuite (§2, 3, 4) le contexte dans lequel se situent ces
résultats.

La méthode de démonstration est commune aux trois résultats (bien
que les difficultés techniques soient de degré très varié) : après avoir garanti,
par une bonne localisation des paramètres, une forte dilatation pour les pre-
miers itérés, on montre qu’avec forte probabilité dans la zone de paramètres
considérée, les retours dans la zone critique, qui sont inévitables, ne sont
ni trop précis ni trop fréquents pour détruire la dilatation acquise. C’est

une récurrence assez compliquée sur le nombre d’itérations, mais dont le

principe semble extrêmement fécond, et devrait, une fois bien compris, ou-
vrir la voie à de nombreux autres résultats significatifs.

Nous esquissons au §5 une démonstration du résultat le plus simple,
et indiquons au §6 quelles sont dans les deux autres résultats les difficultés

supplémentaires rencontrées.

S.M.F.
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1. LES RÉSULTATS

1.1. Pour a E R, nous considérons l’itération du polynôme quadratique
réel :

Pour a  4 , nous notons !3a le plus grand point fixe de .Pa .

THÉORÈME 1. [M. Jakobson] ([1], [2], [3], [4]).- Soient 1  a  2 et

~ > 0. Il existe ao E] - 2, 4 ~ et un ensemble A C ~-2, ao] possédant les
propriétés suivantes :

(iii) le polynôme Pa possède une (unique) mesure invariante ergodique
absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue.

La propriété b) (iii) implique qu’il existe une fonction positive ha E

La propriété b) (ii) signifie que l’exposant de Lyapounov, et donc aussi

l’entropie métrique, de Pa relatif à la mesure de (iii) est au moins égal à

LogÀ.

1.2. Pour d > 2, considérons l’espace Rd des fractions rationnelles irréduc-

tibles de degré d. C’est un ouvert de Zariski de CP(2d+1). Chaque fraction
rationnelle R E Rd définit une application holomorphe de C = C U 

dans lui-même.

On dit qu’une fraction rationnelle R est strictement prépériodique si

tout point critique de R a une orbite finie mais n’est pas périodique.



THÉORÈME 2. [M. Rees] (~5~).- Il existe une partie A de Rd ayant les

propriétés suivantes :

a) A est de mesure positive (pour la classe de la mesure de Lebesgue sur

R,d~ et toute fraction rationnelle strictement prépériodique est un point de
densité de A ;

b) Soit REA;
(i) il existe a = > 1 et pour presque tout x E C un réel > 0

tels que :

(ii) R possède une mesure invariante ergodique absolument continue

par rapport à la mesure de Lebesgue.

D’après b) (i), l’ensemble de Julia de R E A est égal à C.

1.3. La famille de Hénon ([6], [7]) est définie par :

Pour b = 0, Pa,b dégénère en le polynôme quadratique Pa sur R X ~ 0 } . Pour
b fl 0, Pa,b est un difféomorphisme de R2, de jacobien constant égal à -b.

Pour a ~ 1 4 (1- b)2, notons aa,b la plus petite racine de x2 + a + (b -
l)x = 0 et pa,b = (aa,b , baa,b) le point fixe de Pa,b correspondant.

THÉORÈME 3. [M. Benedicks, L. Carleson] ([8], [9]).- Soient 1  A 

2, et fJ > 0. Il existe ao E ~-2, 0~, bo > 0, et, pour 0  ~b~  bo, un ensemble

Ab C [-2, ao] ayant les propriétés suivantes :

b) Soient 0  ~b~  bo , a E Ab ; notons A = Aa,b l’adhérence de la variété
instable du point fixe hyperbolique de Pa,b ;

(ii) il existe un point zo E A, d’orbite dense dans A, vérifiant

(iii) il existe un ouvert non vide U C RZ tel qu’on ait :



Ce théorème représente un progrès majeur dans la compréhension des

difféo-morphismes dissipatifs des surfaces (cf. §4). On aimerait obtenir

dans la partie b) une information plus complète, du type de celle contenue
dans les parties b) des théorèmes 1 et 2.

2. POLYNÔMES QUADRATIQUES

2.1. Pour a > 4, on a +00 pour tout réel x.

Pour a  4, notons Ka l’ensemble des réels x dont l’orbite par Pa est
bornée. On a :

Pour a  -2, on a Pa(0) = a  -/3a ; il est élémentaire de voir qu’il
existe un homéomorphisme ha de sur qui conjugue le décalage
(j à L’ensemble de Cantor !(a est dilaté par Pa : 3c > 0, À > 1 tels

que :

La dimension de Haussdorff de Iia dépend analytiquement de a E

] - oo, -2[ ([10]) ; on contrôle très bien dans ce cas tous les aspects de la

dynamique de Pa .

2.2. Si a E ~-2, 4 ~ = J, on a = Notons D l’ensemble

dénombrable discret des valeurs de a pour lesquelles le point critique 0 est

périodique.
Soient ao E D, et r la période de 0 pour Il existe un intervalle

ouvert I(ao) =~a~ , aô ~C J, contenant ao, et une application analytique

I (ao ) -~ R vérifiant les propriétés suivantes :

(i) pour a E I (ao ), est un point périodique de Pa, de période

n ; ,

(ii) = 0 ; 0

(iii) l’application a ~ DPna(aa0(a)) est un difféomorphisme analytique

croissant de I( ao ) sur ] - 1, +1[.



Pour a E I(ao ), posons

Les parties Va, Wa sont ouvertes, les points 0 et appartiennent à la

même composante connexe de Wa, et le compact Ja est dilaté par Pa.
Au voisinage de l’orbite périodique de la famille Pa présente

une bifurcation de type flip (doublement de période) en a~ , et de type flip
ou selle-noeud en aj .

2.3. La conjecture principale concernant la famille quadratique réelle est :

CONJECTURE.- L’ouvert UaoEDI(ao) = H est dense dans J.

Pour a E toutes les orbites périodiques de Pa sont

répulsives. Mais Ka, contenant le point critique, ne peut évidemment pas
être dilaté par Pa dans le sens de §2.1.

Le théorème de Jakobson montre que H n’est pas de mesure de Lebesgue
pleine dans ~-2, 4 ~ .

On dit que Pa (avec a E J) vérifie la condition de Misiurewicz si l’orbite

postcritique n’accumule pas 0. Le polynôme Pa vérifie alors la
conclusion b) du théorème 1 ([11]) (pour un certain A > 1). Cependant la
condition de Misiurewicz n’est presque jamais vérifiée par Pa.

2.4. Soit la période de 0 pour Pao. Il existe un réel âô  a~ ,
une application continue ,Qa° : J --~ R+ et un homéomorphisme 1

J - J(ao) = tels que pour tout a E J, les restrictions et

soient topologiquement conjuguées ([35]). Le réel aa
est déterminé par ces propriétés.

Une valeur a E J(ao ) du paramètre est dite n-renormalisable. Une

valeur a du paramètre est dite infiniment renormalisable (on note a E ROO)
si elle est n-renormalisable pour des entiers n arbitrairement grands. Elle

est infiniment renormalisable de type constant (on note a E R°°) si elle est
nk-renormalisable pour une suite d’entiers vérifiant nk+1

nk -1  +00.



D’après les travaux de Sullivan ([12], [13]), on possède un bon contrôle
de la dynamique de Pa lorsque a E R~. En particulier, tout point de R7
est adhérent à H.

D’autre part, on sait ([14]) que U R°° = J. Pour démontrer la

conjecture 2.3, il reste à voir que toutes les composantes connexes de R°°

sont des points.
Les questions suivantes semblent intéressantes : soit A = 

I(ao)) ; d’après le théorème 1, A est de mesure positive ; est-il vrai que, pour

presque tout a E A, Pa possède une mesure invariante absolument continue

par rapport à la mesure de Lebesgue ? qu’on ait Lim >

1 pour presque tout x ?

[On conjecture par ailleurs que R°° est de mesure nulle, ce qui impli-

querait évidemment la conjecture 2.3.]

2.5. Le théorème 1 a été étendu à des familles d’endomorphismes plus

générales que la famille quadratique ([15]).
Dans une autre direction, M. Benedicks et L.S. Young ont prouvé une

version du théorème 1 concernant l’itération de perturbations aléatoires

d’un polynôme quadratique [16].

3. FRACTIONS RATIONNELLES

3.1. Soient une fraction rationnelle (irréductible)
de degré d. L’ensemble de Julia JR est le complémentaire dans C du plus

grand ouvert UR sur lequel la famille (Rn)no est normale.

C’est une partie compacte, non vide, totalement invariante (R-1(~I~) _
JR), égale à C ou d’intérieur vide. Les points périodiques répulsifs de R y
sont denses.

L’ensemble de Julia joue, pour l’itération de J, le rôle de l’ensemble

limite d’un groupe kleinien. Rappelons la :

Conjecture 1.- Si JR ~ C, JR est de mesure nulle.

3.2. Une fraction rationnelle R E Rd est dite hyperbolique si aucun des



points critiques de R n’appartient à JR. L’ouvert UR est alors constitué

des bassins des orbites périodiques attractives de R (celles-ci sont en nombre

fini, non nul) ; l’ensemble de Julia JR est dilaté par R (cf. §2.1), donc de
mesure nulle dans ce cas.

Pour la description des composantes connexes de UR lorsque R n’est

plus nécessairement hyperbolique, voir[17], [18].
Une fraction rationnelle Ra est structurellement stable s’il existe un

voisinage U de Ro dans Rd tel que tout R dans U soit topologiquement
conjugué à Ro .

Une fraction rationnelle Ro est J-stable (ou 03A9-stable) s’il existe un

voisinage U de Ro dans Rd tel que, pour tout R dans U, R et Ro soient

topologiquement conjugués au voisinage de leurs ensembles de Julia.

Une fraction rationnelle hyperbolique est J-stable. La deuxième con-

jecture importante dans le sujet est :

Conjecture 2.- Une fraction rationnelle J-stable est hyperbolique.

On sait qu’une fraction rationnelle R J-stable qui ne serait pas hyper-
bolique doit vérifier JR = C.

3.3. La conjecture précédente est à rapprocher du résultat fondamental de
Mané-Sad-Sullivan ([19]) : les fractions rationnelles structurellement stables
(ou J-stables) forment un ouvert dense de Rd.

Le théorème de M. Rees implique que les fractions rationnelles qui
ne sont pas structurellement stables forment une partie de Rd de mesure

positive. On peut risquer la question (optimiste) suivante : est-il vrai que

presque toute fraction rationnelle R E Rd soit structurellement stable ou

vérifie la conclusion b) du théorème 2 ?

3.4. M. Rees obtient en fait la conclusion plus précise suivante (il existe
de même une version analogue du théorème de Mané-Sad-Sullivan). Soit

une famille holomorphe de fractions rationnelles ; on suppose qu’il
existe Ao G A tel que soit strictement prépériodique, et que la famille

(Ra ) vérifie en ao la condition de transversalité suivante :
Pour tout point critique c(A) de RA soient k, n des entiers > 0 tels que



Alors, Ao est point de densité d’une partie A C A de mesure positive
constituée de paramètres .1 E A pour lesquels Ra vérine la conclusion b) du
théorème 2.

3.5. Fornaess et Sibony ([20]) ont démontré une version du théorème 2
concernant l’itération de perturbations aléatoires d’une fraction rationnelle.

4. LA FAMILLE DE HÉNON. BIFURCATIONS HOMOCLI-

NIQUES

Nous indiquons ci-dessous le rôle de la famille de Hénon (et ses générali-
sations) dans l’étude des difféomorphismes polynômiaux de R2. Nous ex-

pliquons ensuite comment le résultat de Benedicks-Carleson (généralisé par
Mora-Viana) s’inscrit dans la compréhension de la dynamique des difféo-

morphismes (dissipatifs) des surfaces.

4.1. Difféomorphismes polynômiaux de R2 [21]

Notons G le groupe des difféomorphismes polynômiaux de R2, A le

sous-groupe des automorphismes affines, S le sous-groupe (résoluble) cons-
titué des difféomorphismes de la forme :

avec E R* , ’Y E R, p E R[~] ~ .
Le groupe G est isomorphe au produit amalgamé de A et S le long de

A n S ([22]).
Une application de Hénon généralisée est un difféomorphisme polynômial

de la forme :



THÉORÈME (Friedland-Milnor).2014 Tout difféomorphisme polynômial de
R2 est conjugué dans G à :

~ ou bien un élément de A U S ;
~ ou bien la composition H10 ... o Hm (m > 1) d’applications de Hénon

généralisées 
La dynamique des difféomorphismes de A U S est élémentaire et sans

grand intérêt. Dans le second cas, la décomposition .Hi o ... o Hm est
essentiellement unique : en particulier, l’entier m et les degrés di des

polynômes Pi sont parfaitement déterminés. L’étude dynamique de la
famille de Hénon constitue donc le premier cas non trivial de la dynamique
des difféomorphismes polynômiaux de R2 : le cas général consiste en l’itéra-
tion cyclique d’un nombre fini d’applications de Hénon généralisées.

4.2. Hyperbolicité ([23], [24])
Soit Mn une variété riemannienne compacte de classe C°°, f : ~ -; M

un difféomorphisme de classe Coo.
Une partie compacte K de M invariante par f est hyperbolique s’il

existe c > 0, 0  ~  1 et une décomposition = ES EB Eu en
sous-fibrés invariants par T f tels qu’on ait :

Les variétés stables t~~(~) = {y E 0} et

instables ~Yu(x) _ ~y E M, = 0} sont alors, pour
x E K, les images d’immersions injectives de Ex, Ex respectivement.

Une partie compacte invariante hyperbolique K de M est un ensemble
basique si a une orbite dense et s’il existe un voisinage U de K tel que
K = ~n~Z fn(u). Les points périodiques de sont alors denses dans K.

Pour un ensemble basique K, définissons :

On a = ~x~K Ws(x), W"(K) = ~x~K Wu(x). On dit que K est
un attracteur hyperbolique si est ouvert.



L’ensemble récurrent par chaînes C( f ) de f est constitué des points x
pour lesquels il existe, pour tout é > 0, une suite finie x = xo, ~1, ~ ~ ~ , X n = r

(n > 1) avec ~e+1)  E pour 0  .~  n. C’est la plus petite partie
compacte invariante contenant tous les phénomènes de récurrence de f.

On dit que f est C-hyperbolique si C( f ) est hyperbolique. Si f est

C-hyperbolique, C( f ) admet une partition (dite spectrale) en ensembles
basiques disjoints Ci , ... , Cr tels que 0 pour i  j et

= C~.
Un difféomorphisme C-hyperbolique f a la propriété de transversalité

forte si et WU(y) sont transverses pour tous x, y E C(f).
Si f est C-hyperbolique, alors f est Cl C-stable : pour tout difféomor-

phisme g C1-voisin de f, il existe un homéomorphisme h : C( f ) H C(g) C
M, proche de l’injection canonique, conjuguant 

Si de plus f a la propriété de transversalité forte, f est C1-structurelle-
ment stable : tout difféomorphisme C1-proche de f est topologiquement
conjugué à f ([25], [26]).

Un résultat remarquable de Mané ([27]) affirme qu’inversement la C1-
stabilité structurelle implique C-hyperbolicité et transversalité forte. Ceci

a été généralisé par Palis [28] (C~ C-stabilité =~ C-hyperbolicité) et est
totalement ouvert pour la C2-stabilité structurelle.

4.3. Bifurcations homocliniques

Supposons que M soit une surface compacte. Même dans ce cas, on ne

dispose pratiquement pas d’outils permettant d’étudier la dynamique du

difféomorphisme le plus général de M. Par exemple, on ne sait pas si les

difféomorphismes ayant au moins une orbite périodique forment une partie
dense de DiffOO(T2) : c’est, sous sa forme la plus simple, le problème du

"closing lemma" ; les seuls résultats généraux connus concernent la Cl-

topologie (Pugh, [29]).
Pour contourner ce problème (et d’autres), une approche qui s’est

avérée fructueuse est la suivante. On considère des familles lisses 

de difféomorphismes tels que ft t soit C-hyperbolique pour t  0, mais f o
ne le soit pas. L’étude de la dynamique des f t, pour 0  t « 1 a permis
d’exhiber des phénomènes nouveaux et très intéressants. La façon proba-



blement la plus intéressante de traverser la frontière de l’ouvert formé par
les difféomorphismes C-hyperboliques est à travers une bifurcation homocli-

nique : le difféomorphisme f o présente une tangence homoclinique, c’est-à-
dire une intersection tangentielle (quadratique) entre les variétés stables et
instables d’un point périodique hyperbolique ; cette intersection n’existait

pas pour t  0, et se déploie génériquement avec t (voir Figure 1).
A ce propos, Palis a formulé la :

Conjecture.- Tout difféomorphisme de la surface compacte M qui n’est

pas C-hyperbolique peut être perturbé (dans la C~-topologie) de façon à
exhiber une tangence homoclinique.

Les bifurcations homocliniques ne sont assez bien comprises que dans
le cas dissipatif : on demande par exemple, dans le cas le plus simple où la

tangence se produit pour un point fixe hyperbolique p, que IDet Tpfo  1.

Mentionnons quelques résultats obtenus (pour les familles génériques)
sur la dynamique des ft t ( 0  t « 1 ) :

. Pour tout £ > 0, il existe un intervalle non trivial J C [0, ~~, et une

partie R Gb-dense dans J, tels que pour t G R le difféomorphisme ft t
ait une infinité d’orbites périodiques attractives (Newhouse [30], [31]) ;

. si l’ensemble basique qui contient p a une dimension de Haussdorff
strictement inférieure à 1, alors avec forte probabilité sur t E [0, ~~ le
difféomorphisme ft a de bonnes propriétés d’hyperbolicité (Newhouse-
Palis-Takens [32], Palis-Takens [33]).
Le rôle de la famille de Hénon (ou plutôt de familles de "type Hénon" )

dans ce contexte est le suivant (voir Figure 2) : soit q un point de tan-

gence pour fa, N un entier assez grand ; on s’intéresse aux points situés
au voisinage de q qui reviennent pour la première fois dans ce voisinage
en N itérations de f t. Un calcul montre alors que, dans un système de
coordonnées approprié, et pour des valeurs du paramètre t E tN~,
l’application de retour Ft = a des propriétés semblables à celles des

applications de Hénon Pa,b (le paramètre a se déduisant de t par une appli-
cation affine, et le paramètre b étant essentiellement constant de l’ordre de

[Det (Tpfo)]N) : voir [9] pour la définition précise de ces familles "de type
Hénon" .



Mora et Viana ([9]) ont étendu le résultat de Benedicks et Carleson à
ce cadre : ils ont ainsi démontré qu’avec probabilité strictement positive
sur le paramètre t E [0, ~~, le difféomorphisme f t exhibe un "attracteur

étrange" : une partie compacte invariante A, possédant une orbite dense

O(zo ) d’exposant de Lyapounov positif Log ~Tz0 f n Il > 0),
et dont le bassin {y E M, 

= 0~ soit d’intérieur non vide. Il est à noter que A ne peut être
un attracteur hyperbolique au sens de 4.1 (cf. [34]). La démonstration,
adaptée de celle de Benedicks-Carleson, ne fournit malheureusement pas,
dans son état actuel, beaucoup d’informations sur la géométrie de A.



5. ESQUISSE DE DÉMONSTRATION DU THÉORÈME 1

5.1. Mise sous forme normale

Un changement linéaire de variable et un changement de paramètre
transforme la famille (Pa)aE[-2,O] en la famille avec :

Notons h l’homéomorphisme x H sin 03C0 2 x de [-1,1] dans lui-même. Posons



Nous nous intéressons à des valeurs du paramètre s > 0 très voisines de 0.
En dehors d’un voisinage de l’origine, on a :

en topologie C°°. Au voisinage de l’origine, on a :

On a aussi Qs(1) = 1, = 2 + O(s).

5.2. Notons a(s) le point fixe de Qs différent de 1 (on a c~(s) _ -3 +0(s)).
Pour s petit, la valeur critique c(s) de Qs appartient à [-1, c~(s)~.

On suppose qu’on a ~9 (o) ~ a(s) pour tout n 2:: 0 ; ceci exclut un
ensemble dénombrable de valeurs de s.

Posons J(O) = [a(s), -a(s)] ; pour n > 1, notons J~’~~, J~-’~~ les deux
composantes de l’image réciproque par Qs de J(n-1), avec c ~-c~(s), 1].
On a

ces intervalles étant d’intérieurs disjoints.
Soit n > 2 ; les valeurs du paramètre s pour lesquelles c(s) E J~-’~) forment
un intervalle I~~’~) . On fixe dorénavant un entier no , qu’on suppose assez

grand, et on considère uniquement les valeurs du paramètre s dans h’O~) .

Posons Jo = Ji = J~°). Pour 2  n  no, notons J~ 1), les deux

composantes de ~91(J~1-~‘)), avec C ~0,-~x(s~~. Posons aussi :

ces intervalles étant d’intérieurs disjoints.



5.3. Branches d’inverses critiques et résiduelles

On va définir une suite décroissante d’intervalles Jk contenant 0 et con-
sidérer certaines branches des applications multivaluées (~~ ~-1, qui sont
définies sur un intervalle Jk, et dont l’image ou bien contient la valeur cri-

tique (branches critiques) ou bien est contenue dans Jo (branches résiduelles) ;
l’ordre d’une telle branche est n + k.

Pour 2 ~ n  no, les branches résiduelles d’ordre n sont g~ 1~ et 
Ce sont des difféomorphismes de Jo sur J~ 1~ et J~1} respectivement.

La branche critique d’ordre no (ou no + 1) est g~o = c’est un

difféomorphisme de Jo = Ji sur Ino = Ino+1.
Définissons maintenant par récurrence les branches critiques et résiduelles

d’ordre n > no + 1. On les définit, ainsi qu’une fonction t : {n E N , n >
no } - N vérifiant t(n)  n, par les propriétés suivantes (figure 3) :



1. La branche critique d’ordre n-l (> no), notée gn-1 est un difféomorphisme
de Jt(n) sur In-1.

2. On a une décomposition en intervalles d’intérieurs disjoints :

5.4. Restrictions sur le paramètre

On impose au paramètre s de vérifier la propriété suivante : il existe

une suite d’entiers no  ni  ... satisfaisant à :

(i) nk + 2 _ nk + 3

(ii) pour k > 1 :



[On remarquera que cette condition est automatiquement vérifiée, pour no
assez grand, lorsque 

5.5. Branches régulières

Appelons branche admissible une composition

telle que t(mo, io) = 0, ie)  me_1 pour 1  .~  r : les applications
sont donc composables, et g est un difféomorphisme de Jo sur son image.
Nous dirons que g est régulière si on a :

Lemme.- Supposons que le paramètre vérifie les hypothèses de 5.4 jusqu’à
l’ordre nk. Soit m un entier dans [4, nk]. Les points de Jo qui n’appartien-
nent à l’image d’aucune branche régulière d’ordre  m forment une partie
dont la mesure de Lebesgue n’excède pas 

[On remarquera que, pour no assez grand, les branches E

~-l, +1}, 2  n  sont régulières.]

5.6. Fin de la démonstration

Pour presque tout point x E Jo, on peut grâce au lemme construire
une suite d’entiers mo(x) = 0  m1(x) ...  mk(x)  ... vérifiant pour
k assez grand (dépendant de x) les propriétés :



(iii) le point appartient, pour tout r > 0, à l’image d’une
branche régulière d’ordre m r+ 1 ( x ) - mr( x).

Soit alors 1  A  2 ; pour no assez grand, les branches régulières g~~~,
2  n  vérifient :

Les conditions (I), (ii) ci-dessus impliquent alors, pour presque tout x E Jo
et pour m assez grand (dépendant de x) :

(pour no = assez grand.
Les autres assertions du théorème 1 (en particulier, le fait que l’ensem-

ble des valeurs du paramètre satisfaisant aux conditions de 5.4 soit de

mesure de Lebesgue positive) résultent aussi, avec un peu plus de travail,
de l’estimation de distortion donnée par le lemme de 5.5.

6. QUELQUES REMARQUES SUR LES DÉMONSTRATIONS
DES THÉORÈMES 2 ET 3

6.1. La démonstration du théorème 2 ne diffère pas, dans son principe,
de cette théorème 1. Il faut remplacer les arguments d’une variable réelle

(basés sur l’ordre de R) par des arguments d’une variable complexe (es-
sentiellement tirés de la théorie des fonctions univalentes). Par ailleurs, il

faut contrôler simultanément les orbites de plusieurs points critiques, ce qui
complique un peu la partie combinatoire de la démonstration.

6.2. Par rapport aux situations considérées dans les théorèmes 1 et 2, celle
du théorème 3 présente des difficultés supplémentaires considérables.



6.2.1. Points "critiques"
Il s’agit des points (de la variété instable du point fixe pa,b) dont on

veut éviter, par un choix adéquat des paramètres, qu’ils reviennent trop
vite ou trop souvent près d’eux-mêmes, car cela impliquerait la présence
d’une orbite périodique attractive (ce qu’on cherche à éviter).

Dans le cadre des théorèmes 1 et 2, ces points sont simplement les

points critiques de l’application considérée, donc définis a priori par les

propriétés locales de ces applications.
La famille de Hénon étant composée de difféomorphismes, une telle

définition a priori n’existe pas pour le théorème 3 : en fait, les points
critiques ne sont précisément définis par Benedicks et Carleson que pour
les valeurs du paramètre qui satisfont à la conclusion du théorème 3.

A une étape donnée de la récurrence (sur le nombre d’itérations r~

considéré), on ne dispose que d’une approximation de ces points critiques :
par l’hypothèse de récurrence, on a 1 (par exemple) aux
points considérés ; comme le jacobien de Pa,b est partout égal à -b, il

existe une direction contractée par d’un facteur::; et le point
z = (x, y) est une approximation critique d’ordre n si |x|  b « 1 et la

direction contractée est tangente en z à W"(pa,b).
Le nombre d’approximations critiques d’ordre donné est fini, mais croît

avec l’ordre (exponentiellement) : on doit créer de nouvelles approximations
critiques pour contrôler les retours dans la région  ~} d’anciennes ap-
proximations critiques. Ceci se fait par une construction assez compliquée.

6.2.1. Plis

La figure 4 montre le point de départ de la construction.





Bien que la récurrence ne donne pas beaucoup d’informations sur la

géométrie globale de Wu(pa,b), il faut un minimum de contrôle sur cette

géométrie pour que la récurrence puisse fonctionner : il faut contrôler

les plis dans les plis dans les plis... (Figure 5). En effet, l’hypothèse de
récurrence garantit l’expansion des vecteurs horizontaux, mais un retour
dans la zone {|x| (  03B4} transforme un vecteur horizontal en un vecteur
"oblique". La solution adoptée par Benedicks et Carleson consiste à casser
ce vecteur "oblique" en ses composantes verticales et horizontales, à les
itérer séparément un certain temps (au bout duquel la composante ho-
rizontale a augmenté tandis que la composante verticale a été fortement

contractée) puis les remettre ensemble ; mais entretemps, un autre retour
peut avoir lieu...
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LIMITES HYDRODYNAMIQUES

par Francis COMETS

Séminaire BOURBAKI Février 1991

43ème année, 1990-91, n° 735

On peut obtenir certaines équations de la mécanique des fluides à
partir de systèmes de particules aléatoires évoluant selon une dynamique
markovienne avec lois de conservation. Après renormalisation en espace et
en temps (passage à la "limite hydrodynamique"), la mesure associée aux
quantités conservées converge vers la solution d’une équation aux dérivées
partielles non linéaire. Récemment, Guo, Papanicolaou et Varadhan ont
proposé une méthode générale pour montrer la convergence, en utilisant
des estimations a priori basées sur l’entropie (probabiliste) et la produc-
tion d’entropie.

Cet exposé présente les idées générales en se limitant à la dynamique
hors équilibre, certains développements à travers des exemples, et le schéma
de la nouvelle méthode.

1. INTRODUCTION

L’idée selon laquelle les équations régissant un fluide à l’échelle macros-
copique peuvent être obtenues à partir d’une dynamique microscopique
n’est pas neuve. Par exemple, dans le cas d’une dynamique déterministe,
Morrey tente dans [M] de déduire les équations d’Euler de la mécanique
statistique, et Sinaï formule une condition de validité dans [Si]. Nous con-
sidérerons ici des dynamiques aléatoires.

Parmi les systèmes dynamiques aléatoires, les modèles les plus étudiés
S.M.F.
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sont les systèmes de particules disposées sur un réseau, évoluant selon
des échanges entre sites voisins avec lois de conservation (réseaux gazeux,
modèle de Ginzburg-Landau,...). Ces systèmes de particules ont été in-
troduits par Spitzer au début des années 70 ; Dobrushin fut le premier à

remarquer quelques années plus tard qu’ils permettaient de reproduire des
phénomènes hydrodynamiques et à étudier cette procédure de limite [DS].

À l’échelle microscopique, le système est localement à l’équilibre, d’a-
près la loi des grands nombres ; les équilibres sont paramétrés par les valeurs
moyennes des quantités (extensives) conservées. Ces paramètres diffèrent
en général d’un point macroscopique à l’autre, et dans une échelle de temps
bien choisie, ils évoluent selon une équation aux dérivées partielles non
linéaire ; l’équation sera du premier ordre pour un système soumis à une
force extérieure, à une source où un puits ( "sink" ), du second ordre pour
un système invariant par retournement du temps. Même si le système ad-
met une description autonome au niveau macroscopique, les deux niveaux
ne sont pas indépendants : les équations possédant parfois plusieurs solu-

tions, l’étude microscopique nous indique en général quelle est la solution

signifiante.
La difficulté est que l’interaction (échange entre sites) de caractère local

ne conduit pas directement à des équations closes, mais à une hiérarchie

d’équations (hiérarchie BBGKY, des initiales de Bogolyubov, Born, Green,
Kirkwood, Yvon) : typiquement, l’équation régissant le moment d’ordre 1
contient celui d’ordre 2, dont la propre équation contient celui d’ordre 3,
etc.

Dans la partie II, nous décrivons les équations hydrodynamiques obte-
nues formellement à partir de la notion d’équilibre local utilisé comme un

ansatz, pour clore la hiérarchie d’équations. Cette partie, plutôt heuris-

tique et générale, nous a semblé indispensable à la compréhension du sujet.
Ensuite, nous donnons des exemples de processus de saut attractifs ; puis
nous présenterons la méthode de preuve de la production d’entropie pour le
modèle de Ginzburg-Landau (§4), et enfin d’autres exemples et développe-
ments (§5). Nous n’abordons ici que la dynamique de non-équilibre, laissant
de côté d’autres aspects importants comme les fluctuations à l’équilibre et
loin de l’équilibre, le théorème de fluctuation-dissipation, ... Un point assez



complet sur le sujet est fait dans le gros article de synthèse de De Masi,
Ianiro, Pellegrinotti et Presutti [DIPP], et dans celui - tout récent - de
Spohn [Sp] consacré aux réseaux gazeux.

L’auteur remercie vivement C. Kipnis pour son aide durant la prépara-
tion de cet exposé.

2. LIMITES HYDRODYNAMIQUES : GÉNÉRALITÉS

2.1. Modèle aléatoire

Considérons des variables aléatoires Y = à valeurs entières

ou réelles indexées par un réseau L. L pourra être le réseau Zd de dimension

d, ou au §4, le réseau torique (ZI avec N grand ; Y(i) représente
une quantité algébrique de charges, le nombre de molécules au point i, la
présence ou l’absence d’une particule en i (réseaux gazeux, Y(i) E {0,1~~,

La configuration Y évolue au cours du temps selon un processus de
Markov homogène dans le temps de générateur ,C = 03A3i,i’ /-,. invariant
par translation, avec f = 0 pour toute fonction test f ne dépendant
pas de (y(i), y(i’)). Nous supposerons pour la simplicité de cet exposé que
les échanges ne s’effectuent qu’entre sites plus proches voisins, de sorte que
la somme ne porte que sur les paires de points i, i’ à distance 1. Nous

supposerons aussi que la masse totale, formellement Li y(i), est la seule
quantité conservée par le semi-groupe de générât~ ,C. Si E est un es-

pace topologique, notons M(E) [resp., l’ensemble des mesures de

Radon [resp., de probabilité] sur la tribu borélienne de E.
Un ingrédient essentiel au comportement hydrodynamique est l’exis-

tence, liée à la loi de conservation, d’une famille paramétrique vp E 
p E I intervalle réel, de mesures de probabilité invariantes par le semi-
groupe, qui soient invariantes par translation et ergodiques (analogue des
Maxwelliennes). Sous cette hypothèse, on choisira le paramétrage comme
la valeur moyenne de la quantité conservée



Ces mesures vp diffèrent l’une de l’autre par la valeur de leur potentiel
chimique, variable duale de y.

Soit $: un paramètre de renormalisation en espace, que l’on fera tendre
vers 0 ; dans le cas du tore, £ = §. Les échanges étant locaux, il faut

accélérer le temps par un facteur 1 la(£) avec lime-o a(E) = 0 ; les variables
d’espace et de temps i, u au niveau microscopique seront notées x = ~z,
t = a( é)U au niveau macroscopique. La distribution initiale Pô dépendra de
é ; soit P~ la loi du processus de générateur £ sur l’espace des trajectoires, et

Pû = exp (u,C*) Pô sa marginale à l’instant u. Notons enfin Ti la translation
du vecteur i sur l"espace des configurations (Tiy( i’) = y((i + i’) pour tout
i’EL).

2.2. Equilibre local
DÉFINITIONS.2014 1) La distribution initiale satisfait à l’ équilibre local

pour une fonction régulière po ; po s’appelle le profil d’équilibre local ~~
désigne la convergence étroite des mesures de probabilité).

2) il y a alors conservation de l’équilibre local si il existe une fonction
régulière p(t, x) telle que

La définition 1 signifie que le système se trouve, au voisinage du site

microscopique i = ~/6:, dans l’état d’équilibre dicté par la moyenne locale
de la quantité conservée. On peut obtenir des distributions d’équilibre local
en imposant un "équilibre" avec potentiel chimique variant lentement dans

l’espace des sites : lorsque les vp sont des mesures produits, un exemple sim-

ple est 0iEZd La définition 2 signifie quant à elle que la valeur

moyenne de Y évolue lentement (à cause du caractère local des échanges),
et que sur des intervalles de temps longs, l’ergodicité entraîne localement
le système vers l’équilibre possédant cette valeur moyenne. Les systèmes
possédant une limite hydrodynamique conservent en général l’équilibre lo-

cal ; nous rencontrerons deux exceptions, .celle de la courbe de choc (§3.5)
et celle de la transition de phase (§4.4).



Introduisons deux vecteurs liés à la loi de conservation ; soit (e1, ~ ~ ~ , ed)
la base canonique de Zd. Pour k  d, le flux fu?k(i) est le nombre algébrique
de charges ayant migré de i vers i + ek dans l’intervalle de temps ]0, u] ; on
a alors l’équation de bilan instantané

Notons que Ju,. n’est défini en général que sur un espace plus gros que
l’espace des trajectoires du processus originel Y, par exemple un espace
contenant les processus de Wiener ou de Poisson sous-jacents à Y ; Ju~,
est fonction mesurable de tout le passé avant u. Le courant instantané

~(Z~ y) - est défini comme la dérive (instantanée) du flux ;
c’est une fonction de la configuration courante ; l’invariance par translation
de ,C entraîne que j(i, y) Avec (2), on a donc

La relation précédente lie au niveau microscopique la "dérivée tem-

porelle de la densité" à la divergence du courant. On la retrouve au niveau

macroscopique dans le premier des régimes suivants.

2.3. Forme générale des équations

On s’intéresse à la mesure Yt~ E M(Rd) associée à la quantité conservée
(mesure de charges, mesure d’occupation, ...)

Soit ~ (/)) = E~ y) le vecteur de courant à l’équilibre vp.

DÉFINITION 3.- Le système est dans le régime dEuler 



La bonne normalisation du temps est alors a(~~ _ ~.

THÉORÈME 1 (th. 4.1 [DIPP]).- Si le système satisfait à la conserva-
tion de l’équilibre local avec a(E~ _ ~, alors le profil d’équilibre local 
est solution faible de

La preuve, élémentaire, consiste à expliciter le terme de dérive d’une
martingale associée à à l’aide de (3) et de l’hypothèse .de conservation
de l’équilibre local.

De plus, on voit aisément que sous les hypothèses de non-accumulation
de masse au voisinage d’un point et d’une majoration (linéaire en temps) du
processus croissant associé à J, la mesure Y/ converge ’en probabilité vers
la limite déterministe p(t, x) dx pour tout t > 0 (loi des grands nombres).
Comme nous le verrons, les preuves de limite hydrodynamique établissent
souvent simultanément la convergence de Yt et la conservation de l’équilibre
local.

L’équation hyperbolique non linéaire (5) admet en général plusieurs
solutions faibles, que l’on détermine par la méthode des caractéristiques.
Néanmoins, elle possède une solution naturelle unique, ou solution en- -

tropique ( c, f . Smoller [Sm]), obtenue comme limite de la solution dite de
viscosité

lorsque 6 -~ 0. Dans tous les cas où la convergence de Yt~ a été établie, la
limite est la solution entropique de (5), voir §3.

DÉFINITION 4.- Le système est en régime diffusif si j(p) = 

Alors l’équation (5) est triviale et la normalisation requise est a( 6) =
6~. Le cas le plus simple est celui des systèmes gradients, où le courant
s’écrit comme gradient discrétisé d’une fonction U,



THÉORÈME 2 (th. 4.1 [DIPP]).- Si le système satisfait à la conser-
vation de l’équilibre local avec a(E) = E2, alors le profil p(t, x) est solution

faible de l’équation de diffusion

Sous les mêmes hypothèses supplémentaires que plus haut, Yt~ converge
vers p(t, x) dx en probabilité.

L’équation parabolique non linéaire (7) ne pose pas de problème d’uni-

cité ; la limite de Yt~ est continue en temps, on peut tirer des estimées
probabilistes une majoration de sa norme dans J9-i [GPV], ou invoquer
l’unicité pour des équations d’évolution non linéaires gouvernées par un

opérateur accrétif ou maximal monotone ([Re 1]).
Pour les systèmes diffusifs non gradients, l’équation conjecturée, à par-

tir de la loi de Fick de la Physique, est

où le coefficient de diffusion (bulk coefficient) D - intervenant aussi dans
les fluctuations à l’équilibre - est donné par la formule de Green-Kubo

[Sp ] qui fait intervenir un terme dynamique ; dans le cas gradient, cette
équation coïncide avec (7). Le cas général est moins bien connu, nous nous
limiterons au cas gradient, sauf au §5.2.

Pour introduire les équations limites (5), (7), nous avons utilisé la con-
servation de l’équilibre local comme un ansatz commode. Les démonstra-
tions traitent simultanément la convergence du champ vers la solution de
l’équation et la conservation de l’équilibre local. Cependant, la distri-

bution initiale est le plus souvent supposée d’équilibre local, pour éviter
de considérer une période initiale courte à l’échelle macroscopique (mais
grande microscopiquement) nécessaire au système pour s’équilibrer locale-
ment ( "initial layer" ~.



3. PROCESSUS DE SAUT PUR

Ils décrivent des systèmes de particules sur Zd qui peuvent sauter d’un
site à l’autre ; les variables Y(i) sont à valeurs entières. Nous nous limitons
encore aux sauts à distance 1. Pour l’existence et les propriétés des exemples
ci-dessus, voir Liggett [Li].

3.1. Des exemples

a) Processus d’exclusions simple (Y(i) E {0,1}, une particule au plus
par site). Au bout d’un temps aléatoire, indépendant d’une particule à
l’autre, de loi exponentielle de moyenne 1, une particule choisit le site voisin
dans la direction avec probabilité p+k (p~k > 0, ~~ (p+k + p-k) = 1).
Si le site est libre, elle y saute, elle reste à sa place sinon. Ce mécanisme
est ensuite réitéré.

Le générateur ,C est alors défini sur les fonctions f cylindriques de la

configuration y E par (avec la notation e-k = -ek)

Le processus est dit symétrique si pk = p- k , k = 1, ~ ~ ~ , d, asymétrique
sinon. Le cas symétrique est trivial, l’équation de la densité étant close ; à
la limite, on obtient une équation de diffusion linéaire [DIPP].

Ici, les mesures vp sont les mesures de Bernoulli produit, de moyenne

b) Processus d’exclusion simple avec vitesse : exclusion simple où la

moyenne de la loi exponentielle dépend du nombre de sites voisins occupés.
Les v p sont des mesures de Gibbs, comme celle du modèle d’Ising, que l’on
peut obtenir avec une vitesse de Kawasaki ou de Metropolis ([DIPP], [Sp]).

c) Processus d’interaction purement locale, dit de "zero-range" : plu-
sieurs particules peuvent occuper le même site. La moyenne du temps
aléatoire au bout duquel une particule saute est fonction décroissante du
nombre d’occupants. Alors, elle choisit son nouveau site selon la probabilité
de transition p~~ sans restriction. Comme dans l’exemple de l’exclusion



simple a), les mesures invariantes vp sont des mesures produit, malgré
l’interaction dynamique entre particules, ce qui constitue une simplication
importante par rapport au cas général, e.g. l’exemple b).

3.2. Processus attractifs

Cette propriété de monotonie est un outil essentiel pour prouver des
théorèmes limites pour des systèmes de particules (cf. [Li], p. 70). Les

exemples a) et c) ci-dessus la possèdent toujours.

Définissons des relations d’ordre partiel : si y, y’ E R Zd, on notera
y  y’ si ?/(z) ~ y’(i) pour tout i E Zd. Une fonction f : R

est croissante si elle préserve l’ordre. Enfin, si v, v’ E on notera

v  v’ si J f dv’ pour toute fonction f croissante. Un processus de

générateur £ est attra,cti f si v  v’ ~ exp(u£*)v  exp(u£*)v’, 0.

La propriété d’attractivité permet de comparer des profils d’équilibres
réalisés à l’instant t par un même processus partant de profils initiaux
ordonnés. Au-delà de cette comparaison stochastique, une comparaison
trajectorielle s’obtient alors par la technique du couplage dynamique, con-
sistant à construire simultanément sur un même espace plusieurs versions
du même processus partant de configurations arbitraires ; pour un proces-
sus attractif et deux distributions initiales ordonnées, il existe un couplage
préservant l’ordre des configurations à chaque instant. Enfin, la procédure
de priorité introduite par Andjel et Kipnis [AK] permet de tirer parti des
mesures invariantes.

3.3. Equation d’Euler pour les processus de saut en dimension
un

Commençons par l’exclusion simple asymétrique. En dimension d = 1,
la limite prévue (5) pour la densité d’occupation p est l’équation de Burgers

(dont la forme usuelle est obtenue pour u = p - 2 ~. Définissons d’abord

la solution entropique. Nous supposerons que p-j-i > p-i sans perte de



généralité (déplacement libre "moyen" vers la droite). La plupart des
résultats mentionnés dans cette section sont obtenus pour la loi initiale

- voir la remarque après la définition 1- avec profil initial

où p+, p- E [0,1]. Deux cas se présentent : si p-  p+, le choc (disconti-
nuité) se propage à vitesse vc = ( p+1- p_1 ) ( 1- p- - p+ ), d’après la condition
de Rankine-Hugoniot ; si au contraire, p- > p+, les caractéristiques corres-
pondant à p- et p+ sont séparées par un "éventail de raréfaction" où la
solution entropique est linéaire dans la variable d’espace. Résumons ceci
par la représentation de p(t, x) :

D’abord Rost [Ro 1] dans un cas particulier, puis Benassi et Fouque
[BF 1] ont montré la convergence du champ Yt vers la solution entropique
p de l’équation de Burgers ci-dessus, et la conservation de l’équilibre local

(sauf au choc, c’est-à-dire sauf dans le cas 1 lorsque x = vct).
La preuve traditionnelle (par opposition à la nouvelle méthode de

Guo, Papanicolaou, Varadhan de la production d’entropie, cf. §4), utilise
l’attractivité du processus , la monotonie du profil initial et la connais-
sance de la solution de l’équation limite. Cette preuve fonctionne plus



généralement pour les autres processus attractifs introduits dans cette sec-
tion ; elle comporte trois étapes :

2022 des arguments de couplage et priorité, un théorème ergodique sous-
additif permettent d’abord de montrer la convergence de la mesure

d’occupation YtE vers une densité u(t, x) déterministe, monotone en x
si le profil initial l’est ;

~ par couplage et priorité on peut encore clore ensuite l’équation de la
mesure de densité, en établissant la propriété de décorrélation limite

c’est-à-dire la propagation du chaos ; cette propriété suffit pour fermer
l’équation. A propos de ce modèle de réseau gazeux, il est amusant

de noter que le mot "gaz" a été introduit au XVIIIe siècle comme
traduction du mot latin "chaos" ;

~ L’équation close obtenue exprime exactement que u est solution faible
de l’équation de Burgers. On prouve alors que u est égale à la solution
entropique p explicite en utilisant sa propriété de monotonie et des
comparaisons avec d’autres profils initiaux.

Pour le processus de zéro-range, Andjel et Vares [AVA] d’abord, puis
Andjel et Kipnis [AK], Benassi et Fouque [BF 2] pour des sauts à distance
plus que un, ont montré le même type de résultat, avec une équation limite
pour la densité d’occupation p (à valeurs R+ cette fois) de la forme +

= 0 ; la fonction j est une fonction régulière de R+ dans R+, soit
strictement convexe, soit strictement concave.

3.4. Cas de la dimension d

Même si l’équation limite (5) se ramène par changement d’axes à celle
de la dimension un d’espace, l’étude microscopique est cependant bien plus
délicate. Landim [La 1] vient d’adapter la méthode au cas du zéro-range,
avec profil initial constant par morceaux, égal à p- à l’intérieur d’un demi-
cône, p+ à l’extérieur ; lorsque le bord du cône est entièrement diffusant ou
entièrement propageant (i. e. : notant v le déplacement moyen d’une par-



ticule libre, l’un exactement des deux vecteurs v et - v pointe à l’intérieur
du demi-cône).

Plus récemment encore, Rezakhanlou [Re 2] montre la convergence de
Yt~ pour l’exclusion simple asymétrique, vers la solution de (5) vérifiant les
conditions d’entropie de Kruzkov, sans restriction sur le profil initial. Cette
solution est par définition l’unique fonction p vérifiant

au sens des distributions, pour toute constante réelle c. La preuve, très

générale, combine attractivité du processus et certains des arguments de
production d’entropie (probabiliste) décrits au §4. Dans un couplage entre
le processus et celui partant de lie, les configurations sont ordonnées locale-
ment d’après l’attractivité, ce qui permet de traiter la non-linéarité dûe au

signe.

3.5. Étude microscopique du choc

Dans le cas d’un choc se propageant, deux questions naturelles se

posent, à propos de la structure fine au voisinage de la courbe de choc :

i) quelle est la loi des grands nombres en ces points ?
ii) peut-on trouver une échelle intermédiaire entre microscopique et macros-

copique, où le profil devient régulier, ou reste-t-il au contraire rigide et
discontinu ?

Nous détaillons les résultats avec les notations de l’exclusion simple
asymétrique (cas a) du §3.1) partant de po donnée par (8), en dimension
d= 1.

i) Andjel, Bramson et Liggett remarquent dans [ABL] que l’équilibre
local ne se conserve pas le long de la droite de choc x = vet, mais que la
distribution locale est asymptotiquement une superposition de "Maxwel-
liennes" :

il) D’abord dans un cas particulier (Wick [W 1]), puis plus généralement
(par De Masi, Kipnis, Presutti, Saada [DKPS], Ferrari, Kipnis, Saada



[FKS]), on s’est aperçu que seul le second cas se produisait :

avec À = À(t, r) = Probabilité  r) où Bt est un mouvement brown-
ien réel. L’interprétation pour p- = 0 est liée à la position de Xu de la par-
ticule la plus à gauche (l’interface), qui vérifie Ve 

il n’y a bien sûr pas de particule à gauche de l’interface tandis qu’à
distance d’ordre ~-1~2 à droite, le système se trouve dans l’équilibre x/p+
d’après (9). Le choc est même sensible à distance microscopique, à droite
de l’interface.

Par conséquent, la moyenne empirique locale (en x) de particules n’est
donc pas uniformément proche au voisinage du choc de la solution d’une

équation de viscosité faible comme (5b) ; pour obtenir une asymptotique
réminiscente de la correction de Navier-Stokes, il faut régulariser cette

moyenne en temps [W 1].

4. LE MODÈLE DE GINZBURG-LANDAU ET LA MÉTHODE
DE LA PRODUCTION D’ENTROPIE

Le but de cette partie est de présenter la méthode remarquable de la

production d’entropie, introduite en 1988 par Guo, Papanicolaou et Vara-
dhan dans [GPV]. Elle dépend de manière cruciale de la réversibilité du
système, à l’heure actuelle. Comme cadre de présentation, je reprends le
modèle de Ginzburg-Landau discret utilisé dans [GPV].

4.1. Le modèle de Ginzburg-Landau

Sur le tore discrétisé à une dimension vu comme l’intervalle

~0, l, ~ ~ ~ , ~V~ avec ses extrémités identifiées, considérons le système différen-
tiel stochastique



où les B(i), i E sont des mouvements browniens indépendants, et où

~ : R - R est une fonction de classe C~ vérifiant

Le système est diffus if, gradient, avec

Rappelons que la normalisation dans (4) est alors e = 1 /N, a( é) = 1/~V~.
Soit Y le processus de Markov continu à valeurs dans RN, de générateur
infinitésimal

où le hamiltonien H N est donné par

Dans (12), l’exposant 2 signifie que l’on itère l’opérateur. La masse

totale ~N o1 y(i) est conservée. Introduisons la duale h de fi au sens de

Legendre-Fenchel,



Alors h et fi sont des fonctions convexes conjuguées, dont les dérivées sont

régulières, strictement croissantes et inverses l’une de l’autre. Les mesures
de probabilité invariantes pour le processus, invariantes par translation et
extrémales sont les ï/~ E p E R

où l’on choisit le paramétrage À = h’(p) de sorte que E"ô = p, c’est-à-

dire (1). Le générateur ,CN est formellement auto-adjoint dans L2 ( UP ), et
le processus restreint à chaque hyperplan ~ y(1) = constante est ergodique
avec pour unique probabilité invariante, la distribution conditionnelle

à cet hyperplan (indépendante de p). Dans la suite, le tore T = R/Z est
muni de la mesure de Haar, notée d.r.

THÉORÈME [GPV].- Supposons que la distribution initiale satisfait
â l’équilibre local avec profil 03C10 ~ L°°(T), absolument continue par

rapport à v/ de densité /o~ vérifiant

Alors, il y a conservation de l’équilibre local avec profil p(t, x~, ~ E T,
vérifiant

D’après (11) et (15), U = - 2 h’, et donc l’équation ( 17) est celle atten-
due (7) ; elle admet une unique solution avec (18) dans l’espace H-1(T). La
condition (16) est un contrôle de l’entropie par rapport à une mesure



invariante. Guo, Papanicolaou et Varadhan en déduisent les estimations a

priori (21.a et b, ci-dessous), qui seront les seuls ingrédients nécessaires à
la preuve.

4.2. Entropie

Si fN : RN --> R+ est une densité de probabilité pour la mesure vr,
notons

l’entropie (ou information de Kullback-Leibler) de la distribution f N du/
par rapport à v/ . Rappelons que est positif, nul seulement si f N =

1. Il est commode ici de considérer, non pas des mesures de probabilité,
mais leurs densités par rapport à une mesure invariante arbitraire - ici, v/
-. Sous les hypothèses de l’énoncé, la loi Pô du système reste absolument

continue par rapport à sa dérivée de R.adon-Nykodim = dPNN2t d03BDN0
vérifie l’équation progressive de Kolmogorov

et on obtient facilement

est la valeur au point v7 de la forme de Dirichlet associée à l’opérateur
symétrique La décroissance de l’entropie dans (19) est connue sous le
nom de "théorème H" de Boltzmann. Elle n’apporte pas de renseignement
direct sur la densité locale. Au contraire, la production d ’entropie IN, qui
s’annule si f est l’une des densités invariantes, se décompose en une somme
sur les liens, ce qui est informatif.



Soit f N la densité (sur RN) moyennée en temps f N = t fat f 9 ds.
Par convexité des fonctionnelles HN et IN, on déduit immédiatement

de (16), (19) et (20) les estimations a priori

4.3. Les principales étapes de la preuve de Guo, Papanicolaou,
Varadhan [GPV]

Pour toute fonction test g régulière sur T, la formule d’Ito appliquée
1 03B4i/N s’écrit

et deux calculs élémentaires montrent que la martingale Mf converge vers
0 en probabilité, uniformément sur les intervalles de temps bornés, et que

Sauf dans le cas gaussien où § est quadratique, l’équation résultant de
(22) n’est pas close, car (23) n’est plus fonction de Considérons au lieu

de §’ dans (23), 9(y) = ~(y(-k), ... ~ y(k)) une fonction "locale" continue ;
Guo, Papanicolaou et Varadhan montre à l’aide de (21.a,b) que pour toute
fonction test g



et où vp E est le prolongement naturel de 

Soit P~ o (YN)-1 la mesure image de PN par On peut
montrer (essentiellement à partir de (16)) que cette suite de probabilité sur
C(R+; M(T)) est compacte ; ses points limites Q se concentrent sur des
trajectoires déterministes t d’après (22), de la forme = p(t, 
(23) et (24) entraînent que

ce qui est la formulation faible de (17). L’unicité de la solution de (17)
assure alors la convergence des PN o et donc celle de la mesure de

charges ~t~ vers p(t, x) dx.

Preuve de (24) : L’espérance dans (24) s’écrit en terme de f N = t J; f ~ ds
comme

Les estimations a priori (21.a et b) suffisent à assurer (24). Définissons

implique (24). La difficulté est que le nombre 2[Né] + 1 de variables tend
vers l’infini, et semble échapper à tout contrôle. La première étape consiste
à remplacer le petit bloc macroscopique de taille Né par un grand bloc

microscopique de taille £ dans (25).



Estimée pour un bloc :

L’intégrale figurant dans (26) porte sur la moyenne glissante de la fonction
~~ _ ~ qui dépend de 2(k+.~) + 1
variables : elle est donc égale dvr où f ~ est la moyenne glissante
des densités de 2(k + £) + 1 variables consécutives. L’intérêt de fixer £ est

que (21.a) assure la compacité de ces distributions sur R2~~+k~+l, et l’on
peut remplacer dans (26) par le supremum sur les
points limites lorsque N - oo ; (21.b) assure que ces points limites sont
des combinaisons convexes des mesures invariantes vP~~+~~+1. .

Il suffit donc de montrer lim~~~ ~ ~e = 0, c’est-à-dire que
les mesures vp~+1 conditionnées par p( y, 0, .~) = p* ont asymptotiquement
le même comportement ergodique que vp* ; ce point (substantiel) s’obtient
à l’aide de techniques de grandes déviations (théorème 3.5 dans [GPV]).

Estimée pour deux blocs : les moyennes dans deux grands blocs micros-
copiques séparés par une faible distance macroscopique, sont proches :

Cette fois, l’intégrale s’exprime à l’aide de la moyenne glissante de la dis-
tribution jointe de deux groupes de 2(k + f) + 1 variables consécutives, à
distance m ; en plus de l’étude des deux marginales menée pour établir
(26), il s’agit de contrôler les échanges entre les deux groupes à l’aide de
(21.b) et d’un générateur fictif (cf. théorèmes 4.3 et 4.6 de [GPV] ).

Par continuité de p H ~’ les relations (26) et (27) entraînent
(25).



4.4. Les modèles de Ginzburg-Landau gibbsiens

Sur le tore (Z/NZ)d à d dimensions, considérons maintenant un généra-
teur de la forme (12) où la somme porte sur les plus proches voisins, et où

avec F une fonction locale régulière bornée. Les mesures invariantes extré-
males sont combinaisons convexes des mesures de Gibbs avec interaction

de portée finie

avec À choisi selon (1) ; contrairement au modèle (12), les variables sont
dépendantes à l’équilibre. Le système est gradient avec U = 2 a ~a) HN
(indépendant de N pour N assez grand). Définissons cette fois

et notons encore h sa duale. Rezakhanlou [Re 1] montre par la méthode de

production d’entropie, la convergence de vers la solution de l’équation

(17) ainsi obtenue.
L’intérêt du modèle est l’existence de transition de phase, c’est-à-dire

l’existence de plusieurs mesures de Gibbs vp E Mt(RZd) à volume infini
correspondant à un même potentiel chimique À. Dans ce cas, la fonc-

tion convexe h n’est plus strictement convexe, et l’évolution décrite par

l’équation de diffusion limite est dégénérée dans la région critique.

A cause de la transition de phase, la validité de (25) n’est pas établie

pour toute fonction test ~, mais seulement pour ~ = U intervenant dans

l’analogue de (41).

Fritz [Fr 1] étudie des modèles de Ginzburg-Landau gibbsiens et gaus-
siens. Dans [Fr 2], il étend la méthode de production d’entropie au cas du

volume infini au lieu du tore ; la difficulté est de contrôler la production



d’entropie au bord d’un volume fixe. Notons enfin la méthode plus ancienne
de la résolvante proposée par Papanicolaou et Varadhan [PV] : Fritz l’utilise
dans [Fr 1] en l’absence de transition de phase. ,

Tout récemment, Yau propose dans [Y] une simplification de la méthode
de la production d’entropie, en calculant l’entropie relative de la distribu-
tion instantanée dvô non plus par rapport à l’équilibre global v/ comme
au 4.2, mais directement par rapport à un équilibre local dont le profil varie
en temps et en espace : lorsque ce profil est solution de l’équation hydro-
dynamique, il remarque qu’alors l’entropie reste o(N) à chaque instant, ce

qui permet d’établir la convergence de comme plus haut, mais sans
avoir recours à l’estimée pour deux blocs. La limitation essentielle de cette

simplification est de ne fonctionner que lorsque l’équation hydrodynamique
a une solution régulière.

5. D’AUTRES DÉVELOPPEMENTS

5.1. Modèles à espace continu

Olla et Varadhan [OV] étudient dans l’espace des phases (avec posi-
tions dans R/z) un grand nombre de particules dont les vitesses sont des
processus d’Ornstein-Uhlenbeck couplés par une force répulsive ; ce système
est non réversible. La limite fait intervenir le formalisme canonique de la

mécanique statistique. Voir aussi Varadhan [V] pour des particules brown-
iennes sur le tore couplées comme ci-dessus, et Rost [Ro 2] pour le modèle
stochastique des sphères dures en dimension 1.

Funaki pose directement le modèle de Ginzburg-Landau sur la droite

réelle, c’est-à-dire comme une équation aux dérivées partielles stochastique
~Fu~ .

5.2. D’autres modèles de réseau

Le modèle du votant ne possède pas de quantité conservée, mais son

comportement est tout à fait semblable à ceux étudiés ici ; la hiérarchie est

close, et il donne lieu à des équations linéaires (d > 3) [PS].



D’autres modèles sans loi de conservation conduisent à des équations
de réaction-diffusion ou des équations cinétiques, en ajoutant à (5) ou à

(8) un terme non linéaire de degré 0 ; leur générateur est de la forme
£ = ,C1 +a( é) £2 où ,C1 est du type considéré jusqu’à présent, et où £2 est un
générateur de saut ne possédant pas de quantité conservée. La dynamique
£2 étant ralentie par le facteur a(~~, le sytème s’équilibre localement selon
la dynamique "hydrodynamique" ,C1 entre les sauts, espacés dans le temps,
provoqués par £2 ; le système relève encore de méthodes hydrodynamiques.
De Masi, Ferrari et Lebowitz[DFL], dans le cas où ,C1 est l’exclusion simple
symétrique, £2 la dynamique de Glauber, montrent que le profil limite

vérifie tt p = ~- p + F(p) où F est un polynome ; Caprino, de Masi,
Pulvirenti et Presutti obtiennent l’équation de Carleman (l’équation de
Boltzmann avec vitesse discrète) comme équation limite [CDPP].

5.3. Cas diffusifs non gradients

Le seul système non gradient pour lequel la limite (7b) a été établie est
l’exclusion simple en milieu périodique (symétrique en moyenne) étudié par
Wick [W 2] ; la contribution dynamique au coefficient de diffusion se calcule

explicitement. Eyink, Lebowitz et Spohn envisagent le cas unidimensionnel
où le courant est somme d’un gradient spatial et d’une dérivée temporelle

[ELS].

5.4. Grandes déviations

Le comportement hydrodynamique étant une loi des grands nombres,
l’étude des grands écarts à la limite hydrodynamique peut être menée,

grosso modo avec les mêmes ingrédients. Donsker et Varadhan [DV] pour le
modèle de Ginzburg-Landau, Kipnis, Olla, Varadhan [KOV] pour l’exclusion

simple symétrique, procèdent au recentrage exponentiel de la mesure Yt~
par une perturbation, faible et à variation lente en espace et en temps, du

générateur. Dans le premier cas, l’intégrale d’action est la norme â p -
! ~2 ~x2 h’( p) dans l’espace H-1(T) intégrée en temps. Dans le deuxième, la
perturbation s’interprète comme une asymétrie faible du processus d’exclu-

sion simple. Notons que la probabilité de grande déviation est exponentiel-



lement petite pour la mesure Yt associée à la quantité conservée, mais
superexponentiellement petite pour les autres mesures - lorsque ces dévia-
tions ne résultent pas de celles de Yt~ ; ce phénomène rappelle les différentes
échelles de temps des fluctuations [DIPP]. Notons enfin que Landim [La 2]
a pu résoudre complètement le problème des grandes déviations du temps
d’occupation d’un site pour le processus d’exclusion simple symétrique en
dimension un, en construisant la passerelle liant cette question à celle, plus
simple, concernant la mesure d’occupation 
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REPRÉSENTATIONS DES GROUPES RÉDUCTIFS
p-ADIQUES

par Guy HENNIART

Séminaire BOURBAKI Février 1991

43ème année, 1990-91, n° 736

1. INTRODUCTION, PRÉSENTATION DES RÉSULTATS ET
HISTORIQUE

1.1. Soient k un corps de nombres et G un groupe réductif connexe sur

k, par exemple le groupe GLn. Généralisant la notion classique de forme
modulaire, on est amené à considérer des représentations, dites automor-
phes, du groupe des points de G à valeurs dans l’anneau A k des adèles de k ;
la situation classique correspond à G = GL2 et k = Q. Le groupe G(Ak)
est un produit restreint des groupes G(kv) où v parcourt les places de k et
kv est le complété de k en v, ce qui conduit à étudier les représentations
de G(kv). Quand v est une place archimédienne, G(kv) est un groupe
de Lie et la théorie de ses représentations est extrèmement élaborée (et
présente d’ailleurs d’autres motivations et intérêts). En particulier, on sait
les classifier en examinant la restriction à un sous-groupe compact maximal
K : c’est la théorie dite des K-types ( c f . [Vo]). Lorsque v est une place
non archimédienne, de caractéristique résiduelle p, alors kv est une exten-
sion finie du corps Qp des nombres p-adiques, et le problème se pose de
classifier ou construire les représentations irréductibles de G(kv ) (la bonne
notion étant celle de représentation lisse, cf. 1.2), par exemple en termes
de restriction à des sous-groupes compacts maximaux.

Le présent exposé vise à présenter les résultats obtenus récemment sur
ce problème, les plus complets et spectaculaires concernant le groupe GLn.

S.M.F.
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L’étude des représentations de G(kv) mène à bien des problèmes autres
que la classification ou la construction de toutes ces représentations. Par

exemple, on se demande lesquelles de ces représentations sont unitarisables,
les représentations unitaires étant celles qui interviennent dans le cas global
des représentations automorphes pour les corps de nombres. On a aussi
toute une théorie duale des distributions, notamment les distributions in-
variantes (par conjugaison) sur G(kv). Là aussi, les progrès récents ont été
spectaculaires, mais les techniques sont très différentes et, par manque de
place et de temps, nous n’avons pu présenter ici ces résultats.

1.2. Soit donc F un corps commutatif localement compact non archimédien.
Notons p sa caractéristique résiduelle. Si F est de caractéristique nulle, F
est une extension finie du corps Qp des nombres p-adiques ; si F est de

caractéristique p, F est isomorphe au corps des séries de Laurent formelles
à coefficients dans le corps résiduel de F, un corps fini.

Soit G un groupe algébrique réductif connexe défini sur F. Nous pen-
sons le plus souvent à l’exemple G = GLn. Le groupe G = G(F) est
localement compact et totalement discontinu. Une représentation lisse 03C0

de G est un homomorphisme 1r de G dans GL(V) où V est un espace
vectoriel complexe, de sorte que chaque vecteur de V ait un stabilisateur
ouvert dans G ; elle est dite irréductible si tout sous-espace de V stable

par est {0~ ou V. On sait que dans le cas où 1r est irréductible, le
centre Z de G agit sur V par un caractère, i. e. un homomorphisme continu
dans C x , appelé caractère central de ~, et que ~r est admissible, c’est-à-dire

que, pour tout sous-groupe ouvert H de G, l’espace V H des points de V
fixés par 1r( H) est de dimension finie. Si H est en outre compact modulo

Z, la restriction de 1r à H est semi-simple et ses composants isotypiques
sont de dimension finie. Le plus souvent (c’est le cas en particulier pour
G = GLn, n > 1), les seules représentations lisses irréductibles de dimen-
sion finie de G sont de dimension 1, c’est-à-dire des caractères, de sorte

qu’il s’agit en général ici de représentations de dimension infinie. Cepen-
dant, l’admissibilité entraîne que l’on peut faire une étude algébrique du
dual admissible de G, c’est-à-dire de l’ensemble des classes d’isomorphisme
de représentations lisses irréductibles de G. Des références pour la théorie



générale des représentations lisses de G sont [BZ1, Cas].

1.3. Un procédé général pour obtenir des représentations lisses de G est
celui d’induction. Soit H un sous-groupe fermé de G et p : H - GL(W )
une représentation lisse de H. Soit I( p) l’espace des fonctions f de G dans
W vérifiant les conditions suivantes :

i) il existe un sous-groupe ouvert K de G tel que f(gk) = I(g) pour

ii) il existe une partie compacte C de G telle que f soit nulle hors de HC.

iii) pour h e H et g e G, on a = p(h)f(g).
Alors G agit par translations à droite sur l’espace I(p) et on obtient une
représentation lisse de G dite induite compacte de p et notée 

Cette construction est utilisée principalement dans deux cas. Le pre-
mier est celui où H est un sous-groupe parabolique P de G (dans le cas
de G = GLn, il s’agit simplement du stabilisateur d’un drapeau dans Fn).
Alors jPBG est compact de sorte que la condition ii) est vide. On prend pour
p une représentation lisse irréductible de P, triviale sur le radical unipo-
tent de P, de sorte que p provient d’une représentation d’un sous-groupe
de Lévi de G, qui dans le cas de GLn est un produit de groupes GLn; (F)
avec £ ni = n. Alors indGH03C1 est de longueur finie et ses sous-quotients
irréductibles donnent des éléments du dual admissible de G. On appelle
cuspidales les représentations lisses irréductibles de G qui ne peuvent être
obtenues ainsi par induction à partir de sous-groupes paraboliques propres
de G. On voit donc que modulo la connaissance du dual admissible des

sous-groupes de Lévi propres de G (qui sont de dimension sur F strictement
inférieure à celle de G) et l’étude de la décomposition des représentations
induites à G, on a réduit la détermination du dual admissible de G à celle
de sa partie cuspidale, i. e. formée des classes de représentations cuspidales.
Cette réduction est l’analogue pour F de la classification de Langlands
des représentations des groupes réductifs réels. Noter que dans le cas où

l’on considère en même temps tous les groupes GLn(F), pour n > 1, une
étude fine de l’induction parabolique donne naissance à une algèbre de Hopf
extrèmement intéressante, introduite par J. Bernstein et A. Zelevinski [BZ2,



Ze] ; voir l’exposé de Rodier au Séminaire Bourbaki [Ro].

1.4. Le second cas où le procédé d’induction est utilisé est celui où H
est un sous-groupe ouvert de G, contenant le centre Z de G et compact
modulo Z. En ce cas, toute représentation lisse irréductible p de H est de
dimension finie et triviale sur un sous-groupe ouvert ; c’est donc à peu de

choses près une représentation d’un groupe fini. De plus, la représentation
lisse 7r = indGH03C1 de G est admissible si et seulement si elle est somme

directe d’un nombre fini de représentations cuspidales de G [Bu2] ; et si 7r
est irréductible, alors 7r est admissible et cuspidale. On dispose même d’un
critère d’irréductibilité pour 7r qui s’exprime de la même façon que pour les

groupes finis : pour que 7r soit irréductible, il suffit que, pour g E G-H,
les restrictions à H n des représentations p et p9 : x H 
n’aient aucun constituant commun.

On sait qu’une représentation cuspidale a ses coefficients matriciels à

support compact modulo Z ; même plus, le caractère (trace) de 7r est à

support dans la réunion des sous-groupes compacts modulo Z [De]. Il est

donc raisonnable de conjecturer que toute représentation cuspidale de G
est obtenue comme composant d’une représentation admissible induite à

partir d’un sous-groupe ouvert compact modulo Z, voire même est une

telle induite. Récemment, L. Corwin d’une part [Co4], et C. Bushnell et
Ph. Kutzko d’autre part [BK] ont annoncé une preuve du résultat suivant :

THÉORÈME 1.- Soit 7r une représentation (lisse irréductible) cuspidale
de GLn(F) . Alors ~r est l’induite d’une représentation admissible d’un sous-

groupe ouvert compact modulo le centre.

En fait, le résultat ne se réduit pas à ce simple constat d’existence.

De manière plus précise et plus intéressante, on sait dresser une liste de

paires (H, p) où H est un sous-groupe ouvert de GLn(F) , compact modulo
le centre, et p une représentation lisse irréductible de H, de sorte que toute

représentation cuspidale de GLn(F’~ soit induite à partir de l’une des paires
(H, p) et l’on sait dire quand deux telles paires (H, p) et (H’ , p’) induisent
à G des représentations cuspidales isomorphes. On peut donc parler d’une
véritable paramétrisation du dual c’uspidal de G.



On peut d’ailleurs exprimer le résultat d’une manière qui ressemble

plus à la théorie des K-types dans le cas des groupes de Lie : si 7r est

une représentation cuspidale de G, il existe une paire (H, p) dans la liste,
unique à conjugaison près par les éléments de G, telle que la restriction 7r
à H contienne p (comme constituant), et 7r est alors l’induite de p.

Ces deux manières d’exprimer le résultat correspondent en fait à deux
méthodes d’approche différente, qui chacune sont l’aboutissement d’une
série de travaux brièvement rappelés au n° 1.7.

1.5. Dans la première méthode, qui est celle suivie par Corwin, la démons-
tration se déroule en deux étapes. On commence par construire des paires
(H, p) comme plus haut telles que l’induite de p à GLn(F) soit cuspidale,
et on détermine quelles paires (H, p) donnent la même représentation. Le
problème à ce stade est surtout de deviner suffisamment de paires (H, p).
Il s’agit ensuite de prouver qu’on obtient ainsi toutes les représentations
cuspidales de GLn{F). Pour cela, on utilise un argument de comptage (qui
remonte à la thèse de J.B. Tunnell [Tu] pour n = 2) et la comparaison
avec les représentations des formes intérieures de GLn(F) . Un élément
7r du dual admissible de GLn(F) possède un invariant N appelé
conducteur de ~r, et on sait qu’à conducteur et caractère central donné, il

n’y a qu’un nombre fini d’éléments cuspidaux dans le dual. L’argument de
comptage consiste à prouver que les paires (H, p) fournissent bien le nombre
voulu d’éléments cuspidaux. Encore faut-il connaître ce nombre !

Pour cela, on considère un corps gauche D de centre F et de degré ,,!-2
sur F. Le centre du groupe localement compact D X s’identifie au centre Z
de GLn(F) et de plus D" est compact modulo Z, ce qui fait que le dual
admissible D X de D" est formé de représentations de dimension finie. Si

on note PD l’idéal de la valuation de D, tout élément T de D X est trivial
sur un groupe de la forme (1 + n D", où i est un entier positif, et le
conducteur de T est l’entier j + n - 1, où j est le plus petit tel entier. Par
voie globale, utilisant une version de la formule des traces pour et ses

formes intérieures, on établit [Rg, DKV] l’existence d’une bijection entre le
dual admissible D X de D x et l’union disjointe des parties cuspidales des



duaux admissibles des GLd(F), quand d parcourt les diviseurs de n, cette
bijection étant compatible avec les caractères centraux et les conducteurs
au sens où, si 7r est un élément cuspidal du dual de GLn(F) et si T E Dx

correspond à 03C0 par cette bijection, alors 7r et T ont même caractère central
et même conducteur.

Or, de la même façon qu’on a deviné des représentations cuspidales de

GLn(F), on devine et construit des éléments de D X et pour D X la situa-
tion est suffisamment simple pour que l’on trouve ainsi tout -nx. (À vrai
dire, on commence par analyser et construire D x, ce qui aide à deviner des

représentations cuspidales de GLn(F), cf. la remarque ci-dessous.) Com-
parant le nombre de représentations des GLd(F) et de D" ainsi obtenues
(à conducteur et caractère central donnés), on voit qu’on a obtenu tout le
dual cuspidal de GLn(F) .

Remarque.- Dans les cas simples, par exemple si n est premier ou premier
à p, les paramètres décrivant les paires (H, p) pour GLn(F) sont
- une extension E de degré n de F contenue dans Mn(F)
- un caractère additif de E

- un caractère multiplicatif de E" . (Ces données doivent vérifier

quelques compatibilités.)

Or le corps gauche D contient une extension de F isomorphe à E, unique à

conjugaison près. On conçoit donc bien qu’on puisse transférer les paramè-
tres de GLn(F) à D" et vice versa. Il resterait à décrire explicitement en
ces termes concrets la bijection de [DKV].

1.6. On voit que cette méthode est assez contournée et n’explique pas au
fond la paramétrisation obtenue. Il est sans doute aussi dommage d’utiliser
une théorie globale difficile pour obtenir un résultat local.

D’autre part, la prépublication [Co4] est extrémement technique et
difficile à lire, et je ne prétends pas avoir réussi à suivre tous les calculs et

comprendre tous les détails, ou les compléter aux endroits obscurs.

Dans le §3, nous nous attacherons à décrire la méthode utilisée par
Bushnell et Kutzko, qui présente à mon avis les avantages suivants :



~ Elle est purement locale et n’utilise ni comparaison avec un autre

groupe, ni argument de comptage.
~ Elle est conceptuellement claire, et partant susceptible de généralisa-

tions ( c f . §4). En particuler, nous verrons comment le concept nouveau
de strate simple est la clef de la classification.

~ Il s’agit à proprement parler non d’une détermination du dual cuspidal
de GLn(F) mais en fait d’une classification de tout le dual admissible
de GLn(F) à l’aide de la restriction aux sous-groupes ouverts compacts
modulo le centre. Cette méthode est indépendante, dans sa majeure
partie, des techniques de Bernstein et Zelevinski mentionnés plus haut.

Par manque de place, nous ne pouvons au §3 que décrire l’enchaînement
des idées et résultats et non pas donner une idée des démonstrations. Le

§2 est consacré à des généralités et l’étude de cas simples et l’on essaie d’y
faire sentir en quoi le cas général est si compliqué.

1.7. Pour terminer cette introduction, un brin d’historique n’est pas su-
perflu.

Dans le cas p =1= 2, on savait depuis longtemps (cf. [GGPS, JL]) cons-
truire le dual cuspidal de GL2(F) grâce à la représentation de Weil.

Dans les années 70, R. Howe a proposé d’attaquer le cas général en
examinant la restriction aux sous-groupes ouverts compacts modulo le cen-
tre [Hol], et il a décrit [Ho2], dans le cas dit modéré où n est premier
à p, une construction de représentations cuspidales de GLn(F) à partir
de représentations de sous-groupes ouverts compacts modulo le centre, ces
dernières représentations étant paramétrées par certains caractères multi-
plicatifs d’extensions de degré n de F. Que l’on obtienne ainsi tout le dual
cuspidal de GLn(F) pour n premier à p fut prouvé ultérieurement par A.
Moy [Myl], par l’argument de comptage (introduit pour n = 2 par J.B.
Tunnell [Tu]). Entretemps, Ph. Kutzko [Kul] avait déterminé le dual ad-
missible de GL2(F) pour tout p, par une méthode locale et Carayol [Ca]
avait introduit la notion de représentation très cuspidale des sous-groupes
compacts modulo le centre maximaux de GLn (F) (ces représentations sont
très faciles à décrire explicitement) et montré que par induction elles don-



nent des représentations cuspidales de G ; de plus, il montrait, à nouveau

par comptage, que pour n premier, on obtenait tout le dual cuspidal de

GLn(F).
Il fallait pourtant attaquer le cas général. Dans [Wa], J.-L. Walds-

purger parvenait à trouver une généralisation commune aux constructions
de Howe et Carayol, et à analyser ainsi une bonne partie du dual admissible
de GLn(F), mais ses
constructions ne donnaient pas tout le dual. En 1985, A. Moy [My2] propo-
sait la notion de K-type minimal, dont l’existence était prouvée peu après
par C. Bushnell [Bu2, cf. aussi HM1] qui en tirait une démonstration locale
du fait que pour n premier, les constructions de Carayol donnent tout le
dual cuspidal. Kutzko obtint ensuite une variante toujours locale mais plus
directe de ce résultat [Ku2].

Dans un autre ordre d’idées, R. Howe [Ho3] avait introduit des isomor-
phismes d’algèbres de Hecke dont nous verrons des exemples plus loin (de
tels isomorphismes interviennent aussi dans [Wa]), et dans [HM2] R. Howe
et A. Moy tirent de la considération de tels isomorphismes une construction
locale de tout le dual cuspidal de GLn(F) quand n est premier ou premier
à p.

Enfin, le résultat de Corwin [Co4] est l’aboutissement d’une série d’arti-
cles [Col, Co2, Co3] traitant des cas de plus en plus généraux tant pour
GLn(F) que pour D", tandis que le travail de Bushnell et Kutzko [BK]
couronne l’ensemble [Bu2, Ku2, Wa, KM1, KM2].

2. GÉNÉRALITÉS ET QUELQUES CAS SIMPLES DE CONS-
TRUCTION

2.1. Dans ce §2, nous montrons comment analyser la restriction aux sous-

groupes compacts modulo le centre des représentations lisses de GLn(F),
de manière de plus en plus fine et dans des cas de plus en plus compliqués.
Par commodité, nous utilisons la terminologie de [BK] qui servira au §3.

On note R l’anneau des entiers de F, P son idéal maximal, F le corps
résiduel R/P, q le cardinal de F ; on fixe une uniformisante w de F et un



caractère additif ~ de F trivial sur P mais non sur R.
On fixe un entier n > 2 et un espace vectoriel V de dimension n

sur F. On note A = Endp(V) l’anneau des endomorphismes de V, G le
groupe des éléments inversibles de A, et Z son centre. Tout sous-groupe
de G compact modulo Z est contenu dans un sous-groupe de G compact
modulo Z et maximal pour ces propriétés. Cependant, contrairement au
cas archimédien, deux tels sous-groupes maximaux ne sont pas conjugués.
On peut les décrire à l’aide de chaînes de réseaux dans V.

Un réseau L dans V est un sous-R-module de V, libre de rang n. Une
chaîne de réseaux est une suite décroissante de réseaux £ = telle

qu’il existe un entier e E Z, appelé période de £, et vérifiant L;+e = i~ Li
pour i E Z. Deux chaînes de réseaux sont dites équivalentes si elles dînèrent
par une translation des indices et on note [£] la classe d’équivalence de £.

Soit £ une chaîne de réseaux dans V. L’anneau

~~ == {g E C Li pour i E Z} est un R-ordre héréditaire de A
[Re], de radical de Jacobson P~ _ {g E C Li+1, pour i E Z} et
le stabilisateur jH~ = {g E G 13j E Z g Li = Li+i pour i E Z}, de £ dans
G est un sous-groupe ouvert de G, compact modulo Z. Comme HL:, AL:
et P~ ne dépendent que de [£]. Soit e la période de £ ; pour tout i E Z,

est un F-espace vectoriel et la suite

forme un drapeau de cet espace vectoriel. On dit que £ est uniforme si la
dimension sur F de Li/ Li+1 ne dépend pas de i ; il revient au même de

dire que A est un ordre principal, i. e. que P est un A-module à gauche
libre ; si on pose f = on a e f = n. Si £ est uniforme, H~
est un sous-groupe compact modulo Z maximal de G. Réciproquement,
tout sous-groupe compact modulo Z maximal H de G est de la forme .H~,

est une chaîne de réseaux uniforme dont la classe d’équivalence est
déterminée par H. Des sous-groupes H~ et H~~, où £ et ,C’ sont uniformes,
sont conjugués si et seulement si £ et £’ ont même période.

Etant donnée une représentation lisse irréductible 7r de G, le but du
jeu sera de regarder la restriction de 7r à ces groupes H,~ et de prouver que
pour bien choisi, cette restriction contient une représentation p d’un



sous-groupe de He d’un type bien particulier. La notion de "type bien
particulier" progresse par raffinements successifs, au point qu’au plus haut

degré de distillation, on sache notamment que si 7r est cuspidale, alors 7r

est induite par p.

2.2. Soit ,C = (Li)iEZ une chaîne de réseaux dans V, de période e. On
dispose d’une filtration de He par les groupes

Toute

représentation lisse irréductible p de He est triviale sur HÉ pour i assez

grand ; si i est le plus petit entier > 1 tel que cela se produise, on appelle
z-1 le niveau de p.

Le groupe H21 Hl est isomorphe au groupe fini ~i=1 
dont les représentations sont connues depuis longtemps [Gr]. Pour des

entiers m et r vérifiant 2m > r > m > 1, le groupe est abélien,
isomorphe au groupe additif par l’application 1 + .r ~ x. Si p est
une représentation lisse irréductible de He triviale sur Hg, sa restriction
à H,~ se décompose en une somme de caractères de conjugués
les uns des autres sous l’action de Ces caractères correspondent
donc à des caractères de Mais le groupe des caractères de P~ 
s’identifie à à tout élément b E P~-’’, on associe le caractère
b : o de P~ , qui est trivial sur P~ et ne dépend que de b
modulo P~-m . De plus, l’action par conjugaison de He sur les caractères

se transfère en l’action par conjugaison de He sur 

DÉFINITION [BK].- Une strate dans A est un quadruplet (~,C~, r, m, b)
où ,C est une chaîne de réseaux dans V, r et m deux entiers avec r > m,

et b un élément de Deux strates ([], r, m, b) et [], r, m, b’ ) sont

équivalentes si on a b == b’ modulo Une strate de la forme
(~,C~, r, r - l, b~ est dite fondamentale si r > 1 et si b + ne contient

aucun élément nilpotent de A.

2.3. Soient 7r une représentation lisse irréductible de G et s = (~,C~, r, m, b)
une strate dans A avec 2m > r > 1. On dira que 7r contient s si la

restriction de 7r à contient comme constituant le caractère ~b corres-



pondant à b. Les strates fondamentales ont été introduites par Moy [My2]
qui conjecturait le résultat suivant, prouvé peu après par Bushnell [Bul].

THEOREME 2.- Soit 7r une représentation lisse irréductible de G.

Alors, ou bien (cas a~~ ~ contient une strate fondamentale ([£], r, r -1, b),
ou bien (cas b~~ il existe une chaîne de réseaux ,C telle que contienne

une représentation triviale sur H~ correspondant à une représentation cus-
pidale du groupe fini 

Remarque.- Bien sûr, les représentations cuspidales des groupes linéaires
sur les corps finis sont celles qu’on ne peut obtenir par induction à partir
des sous-groupes paraboliques propres. On les connaît toutes (cf. [Md]).

Si ([£], r, r - 1, b) est une strate fondamentale et e la période de £,
alors appartient à A~ et on note la réduction modulo P de son

polynôme caractéristique.

THEOREME 3.- Plaçons-nous dans le cas a ) du théorème 2.
a) [Bul, HM1] Le niveau rie et le polynôme ne dépendent pas de la

strate fondamentale ([£], r, r -1, b) contenue dans ~r. Le niveau est le plus
petit niveau des strates contenues dans ~r.

b) [Ku2] Si le polynôme est produit de 2 facteurs de degré > 1

premiers entre eux dans F[X] (on dit alors que la strate est scindée) alors
7r n’est pas cuspidale.

Le théorème 2 se prouve (en très gros) en partant d’une strate non
fondamentale ([£], r, r - 1, b) contenue dans 7r et en modifiant la chaîne
de réseaux suivant des directions indiquées par le drapeau formé des no-
yaux des itérés d’un élément nilpotent dans b + P~ r ; cela donne aussi

l’assertion concernant le niveau du théorème 3 a). Pour le théorème 3

b), on relève la factorisation de en une factorisation f g dans R[X] du
polynôme caractéristique de y = et utilisant la décomposition de V
en Ker f(y) ® Ker g(y), on prouve que ~r a un coefficient matriciel à support
non compact modulo Z. En fait, on peut montrer que 7r est l’induite d’une
représentation lisse irréductible du sous-groupe de Lévi de G correspondant
à cette décomposition de V.



Remarque.- On peut analyser aussi, c’est plus facile, les cas b) du théorème
2.

2.4. Le jeu se poursuit en raffinant la notion de strate fondamentale.

DÉFINITION.- Une strate (~,C~, r, r - l, a) est dite alfalfa (cf. [KM1])
si r 2: 1 et

ii) E = F[a] est un corps et H£ contient EX.
iii) a est minimal, i. e. la valuation normalisée v(a) de a dans E est

première à l’indice de ramification e(E/F) et le corps résiduel de E

est engendré sur F par la classe de 

La strate est dite très cuspidale ( c f . [Ca]) si elle est alfalfa et que E est de
degré n sur F.

Remarquons qu’une strate alfalfa est nécessairement fondamentale,
non scindée.

THÉORÈME 4 [Ca] .- a) Soit s = (~,C~, r, r - 1, a) une strate très cus-
pidale et p une représentation de H~ contenant s. Alors l’induite à G de p
est irréductible, donc cuspidale.

b) Soit une chaîne de réseaux de période 1 et p une représentation
de ~f~ triviale sur H~ et correspondant à une représentation cuspidale de

(isomorphe à GLn(F) ). Alors l’induite à G de p est irréductible,
donc cuspidale.

c) Soit 7r une représentation cuspidale de G obtenue par les procédés
de a) ou b). Alors, le couple (H~, p) est déterminé à conjugaison près.

Ce résultat provient du critère d’irréductibilité de 1.4. Par exemple
pour a), si p n’est pas irréductible, on voit qu’il existe 9 E G-H£ tel que

et i aient même restriction à H~ H~ g. Mais pour une strate
très cuspidale, cela implique facilement que g appartient à ~f~. On prouve
b) et c) de manière analogue. Les représentations p intervenant dans a)
et b) sont faciles à décrire explicitement. On peut donc les dénombrer à



conducteur et caractère central donnés, et l’argument de comptage donne
le corollaire suivant :

COROLLAIRE.- Supposons n premier. Soit ~r une représentation cus-

pidale de G. Alors, il existe un caractère ~ de F" tel que 03C0 ® (X o det) soit
obtenu par les constructions a ) ou b~ du théorème 4.

2.5. Si n n’est pas premier, on n’a pas fini, hélas.

PROPOSITION 1 [Ku2].- Soit s = ([£], r, r - 1, b) une strate fonda-
mentale non scindée. Alors, il existe une strate alfalfa (~,C~, r, r -1, a) qui
apparaît dans toute représentation lisse irréductible de G contenant s.

La strate s étant non scindée, le polynôme est une puissance d’un

polynôme irréductible de F~X~, et l’idée est de choisir a semi-simple tel que
f/Jo = On est donc ramené, au moins si on s’intéresse au dual cuspidal
de G, à étudier les représentations lisses irréductibles de G contenant une
strate alfalfa.

Supposons un instant que n soit premier, et soit 1r une représentation
lisse irréductible de G contenant la strate alfalfa s = (~,~~, r, r - 1, c~).
Alors, ou bien a E F, auquel cas il existe un caractère X de FX tel que

a(7r 0 (~ o det))  ou bien F[ a] est de degré n, auquel cas la strate
est très cuspidale et 1r est cuspidale induite à partir de H~. Procédant

par conducteurs croissants, on obtient la preuve locale [Ku2] du corol-
laire précédent. (Celle de [Bul] utilise la notion de strate fondamentale
et l’équation fonctionnelle des fonctions Zêtas attachées à 7r.)

2.6. La situation se complique déjà beaucoup quand n est le produit de p
par un nombre premier [KM2, Co2]. Cependant, la situation est favorable
dans le cas modéré où n est premier à p. Décrivons brièvement dans notre

langage les résultats de Howe et Moy [HM2].
Soit s = ([£], r, r - 1, a) une strate alfalfa dans V. Posons E = F[a]

et notons G’ le centralisateur de a dans G, de sorte que G’ est isomorphe
à GL(m, E), avec m[E : F] = n. Alors, on peut trouver un sous-groupe
compact ouvert H de G contenant H,~ et un caractère de H prolongeant



tels que, d’une part, toute représentation lisse de G qui contienne s
contienne aussi (par restriction à H) le caractère et que, d’autre part,

l’algèbre de Hecke H(G, (cf. 3.1) dont les représentations décrivent
les représentations lisses de G contenant ~â soit isomorphe à l’algèbre de
Hecke H(G’, 1) dont les représentations décrivent les représentations lisses
de G’ contenant la représentation triviale de Hg n H. Comme, dans ce cas

modéré, le groupe Hg n H est de la forme où £’ est une chaîne de

RE-réseaux dans le E-espace vectoriel V, on dispose bien d’un procédé de
récurrence qui permet une description du dual cuspidal de G. (On traite
de la même façon le cas b) du théorème 2.)

2.7. Plaçons-nous dans le cas où n est le produit de deux nombres pre-
miers [KM2] en suivant ici l’exposition de [BK], p. 15-16. On part d’une
représentation lisse irréductible de G contenant une strate alfalfa

(~,C~, r, r - 1 , a ) . On choisit une telle strate de sorte que 7r contienne la strate

(~~C~, r, m, a) avec minimal. Supposons pour fixer les idées m > ~2~
(il faut adapter le raisonnement pour m = [~]). Alors la restriction de

7r à H"E contient un caractère se restreignant à sur i. e.

a’ = 0+ b avec b E Remarquons que la strate ( ~,C~, r, m - l, a + b)
n’est pas alfalfa. Posons E = F[a] et B = EndE(V) C A ; alors £ est
une chaîne de RE-réseaux dans le E-espace vectoriel V ; notant H~ le
stabilisateur de £ dans B x , on a Hl = HÉ n B x pour i > 0. La restriction
de ~b à définit une strate (~,C~, m, m -1, b’) dans B. Le point (difficile)
prouvé dans [KM2] est qu’on peut s’arranger pour que cette strate soit

fondamentale dans B. Si elle est scindée, alors ~r n’est pas cuspidale (cf.
théorème 3.b)) et sinon, on peut supposer que la strate est alfalfa dans

B, et alors a + b engendre un corps. Si ce corps est de degré n sur F, la

situation redevient semblable au cas très cuspidal : 7r est nécessairement

cuspidale induite à partir de Comme n est produit de deux nombres

premiers, on a gagné dès que [F[a + b] : F] > [F[a] : F] > 1. On pourrait
espérer que ce procédé reste valable pour n quelconque, i. e. que l’on puisse
travailler avec la strate (~,C~, m, m -1, b’) dans B. Mais ce n’est hélas pas
possible : on doit retourner à F comme corps de base et travailler avec la



strate ( ~,C~, r, m 2014 1, a + b) dans A. Le même phénomène se présente aussi
dans [Co4], ce qui explique pourquoi l’approche directe de [Co4] semble
plus compliquée que [Co2].

3. LE CAS GÉNÉRAL : STRATES SIMPLES ET ALGÈBRES
DE HECKE

3.1. Abordons maintenant le cas de GLn où n est quelconque, suivant [BK].
On étudie les algèbres de Hecke attachées aux représentations des sous-

groupes ouverts compacts de G = GLn (F) , et en particulier l’entrelacement
de ces représentations ; cela mène à l’entrelacement des strates, et les

strates simples (concept fondamental dégagé dans [BK]) sont celles dont
l’entrelacement, plus facile à déterminer, permet d’effectuer l’analyse dont
la difficulté a été soulignée en 2.7.

Commençons par définir les algèbres de Hecke adéquates. On fixe une
mesure de Haar dg sur G (G est unimodulaire). On note H(G) l’algèbre
des fonctions localement constantes à support compact sur G, munie de la
loi de convolution

Si 7r est une représentation lisse de G sur l’espace V, l’algèbre H(G) agit
sur V par la formule 7!-(~)(~) = J G f/;( h ) pour § E H(G) et v E V.

Fixons un sous-groupe ouvert compact H de G et une représentation
lisse irréductible (donc de dimension finie) p : ~f 2014~ GL(W ). (On a une
variante de tout ce qui va suivre pour les sous-groupes compacts modulo

Z.) On dispose alors d’un idempotent ep dans H(G) défini par
ep(x) = dim(p)trp(x-1) pour x E H et ep(x) = 0 pour x tf. H.
Alors ep H(G) ep est une sous-algèbre de H(G) et a ep pour élément unité.
Si 7r est comme plus haut, la restriction de 7r à H est semi-simple et 7r(ep)
est la projection sur le composant isotypique V(p), qui est donc un module
sur e p H(G) e p. On a une bijection naturelle, asociant V (p) à V, entre les
classes d’isomorphisme de représentations lisses irréductibles
7r : G - GL(V) vérifiant 0 et les classes d’isomorphisme de modules



simples sur e p H( G ) e p .

3.2. Au vrai, il est commode d’utiliser une autre algèbre H(G, p) attachée à
p, qui est équivalente à e p H(G) e p au sens de Morita. On l’appelle l’algèbre
d’entrelacement de p. Notons p" la représentation contragrédiente de p ;
on a pV(g) = pour g E G. L’espace H(G, p) est formé des fonctions
localement constantes à support compact de G dans Endc ( W* ) , satisfaisant
à ~(hgh’) = o (g) o pour h, h’ dans H et g dans G. La loi
d’algèbre est la loi de convolution

Il existe un isomorphisme d’algèbres de H( G, sur e p H( G) ep
associant (w o w* ~ pour $ p), w E W et w.* E W* ) la fonction
g - dim p Tr(w 0 

Pour g E G, on note 9H le groupe gHg-1 et 9p :9 H - GL(W) la
représentation x ~ 03C1(g-1xg). On note Hom(9 p, p) l’espace des endomor-
phismes ~ de W vérifiant § 09 p(x~ = p( x) 0 f/; pour x E H n9 H. On dit
que g entrelace p (avec elle-même) si cet espace est non nul. Le support
des fonctions de H(G, p) est donné par l’entrelacement de p.

PROPOSITION.- Soit g E G. 0n a un isomorphisme canonique entre

Hom(9 p, p) et l’espace des fonc~ions ~ de qui s ’annulent hors de
HgH.

Remarque.- Le cas où H est compact mod Z et où Hom(9p, p) = 0 pour
9 fi- H i.e. de dimension 1 est précisément celui où est

irréductible et cuspidale c f . 1.4.

3.3. Grossièrement dit, l’analyse d’un élément 7r du dual admissible de

G s’effectue en partant d’une paire (H, p) relativement simple intervenant
dans 7r, par exemple une paire correspondant (2.2) à une strate alfalfa
(2.4) ([£], r, r - l, a) et en affinant l’observation, i. e. en grossissant H, par
exemple en passant à une strate (~,C~, r, m, /3) avec r~2  m  r - 1.



La notion d’entrelacement se transporte aux strates de manière com-

patible avec l’assignement b - ~b de 2.2. Un élément g de G entrelace la
strate = ([£], r, m, b) et la strate f!’ = ([£’], r’, m’, b’) si

+ pZm) 9 n (b’ + P~,~‘~) est non vide ; on note l’ensemble des

éléments de G entrelaçant H avec elle-même.

On s’intéresse essentiellement, c f . 2.4, aux strates pures
f! = ( ~,C~, r, ~n, p), i. e. telles que ( ~,C~, r, r -1, ,Q) vérifie les deux premières
conditions de la définition 2.4 (si elle vérifie en outre la troisième, S~ sera
dite minimale). Fixons donc Q pure et notons E le corps et B le

sous-anneau EndE(V) de ..4. Les réseaux de la chaîne ~C sont stables par
l’action de l’anneau d’entiers RE de E et on obtient ainsi une chaîne £( E)
de réseaux dans le E-module V ; on utilisera pour cette chaîne les notations

B,~(E), P~(E), etc. de 2.2.
L’entrelacement de H amène à étudier l’application a~ : .r t-~ .r/3

de A dans A. Pour k E Z, on note l’ensemble des éléments ~ de ~4~
tels que c~(.r) appartienne à c’est un sous-anneau ouvert de qui
est aussi un bimodule sur et on a [ + P~ pour k assez

grand. On note le plus petit entier k tel que Nk+1(f!) C -B/:(E) +-P/;-
L’intérêt de ko(f!) vient de la propriété d’exactitude suivante. Fixons

une corestriction s relative à E/F, c’est-à-dire un morphisme de (B, B)-
bimodules de A dans B tel que = B pour toute chaîne £’
de réseaux dans A stables par RE (la corestriction reflète la restriction à B
des caractères définis par les strates (~,C’~, r’, m’, b’) de A).

Lemme.- Soit H = ([£], r, m"Q) une strate pure et E = F~~3~. Soit k un

entier, k > Alors la suite suivante est exacte

3.4. DÉFINITION.- Une strate pure n == ([£], r, m,/3) dans A est dite
simple si m  

Les strates minimales sont les strates simples ~ _ (~,C~, r, m, p~ telles
que -r. Si m = r - 1, les strates simples ne sont autres que les
strates alfalfa.



L’importance des strates simples est attestée par le résultat technique
fondamental suivant :

THÉORÈME [BK §2].- Soit H = ([£], r, m,/3) une strate pure dans A.
a) Parmi les strates pures ([£], r, équivalentes à Q, les strates

simples sont celles pour lesquelles F] est minimal.

b) Supposons S~ simple. Si S~’ _ ([£], r’, m’, b’) est simple et entrelacée
avec ~, alors !l’est conjuguée de n par un élément de H~.

c) Supposons Q simple, et posons k = N = Alors

On voit que a) donne une caractérisation simple des strates simples
et que c) détermine l’entrelacement d’une strate simple d’une façon qui
permet d’espérer une réduction à B.

Une strate simple H == (~,C~, r, m, p~ se comporte bien vis-à-vis du pro-
cessus de raffinement : Posons E = F~~~, B = End E(V) et fixons comme

plus haut une corestriction s relative à E/F. Prenons b E et con-

sidérons la strate raffinée ni = (~,C~, r, m 2014 1, ~ + b). On a une strate dérivée
dans B : ((~,C(E~~, m, m - l, s(b~~. Si la strate dérivée est scindée, alors une

représentation lisse irréductible de G qui contient la strate n’est induite à

partir d’un sous-groupe parabolique propre et en particulier ne saurait être

cuspidale. Si à l’opposé la strate dérivée est simple dans B (c’est-à-dire
alfalfa), alors n’est équivalente à une strate simple dans A.

On montre aussi que les strates simples s’obtiennent par raffinements

successifs de ce genre à partir de strates alfalfa.

3.5. Cependant l’analyse du dual admissible de G est plus compliquée que
ce schéma de raffinement de strates. En effet, la strate Q = ( ~,C~, r, m, j~~
ne saurait définir une représentation d’un sous-groupe de G que si 

passer au-delà impose de modifier la construction. La classification de [BK]
repose néanmoins sur les strates simples (~,C~, r, 0, /3) dans A, mais le chemin
est plus contourné. Nous le décrivons brièvement ci-après. Pour une strate

simple H === ([],r,0,03B2), on définit en 3.6 des sous-anneaux filtrés j(03A9) et
de A~, des sous-groupes filtrés J(n) et H(n) de ~f~ et des ensembles



de caractères C(H, k) (pour 0  h  r-1) des groupes H(S~)~+1. Ces objets
sont définis directement si H est minimal (i. e. -r) et par référence
à une strate (( ~,C], r, -ko (~), ~y) simple et équivalente à ( ~,C~, r, -ko (S~), ~)
sinon (la strate S~’ === (~,C], r, 0, ~) est alors simple elle aussi). On vérifie,
mais ce n’est pas évident, que ces objets existent et ne dépendent que de
H et non des choix effectués. En 3.6, nous considérons une strate simple
H = ( ~,C], r, 0, /3) et fixons un choix de S~’.

3.6. Gardons les notations E et B (cf. 3.4), et posons m = Si H

est minimale, on pose = B~{E) +P,~’’~2~+1 et = B~ { E ) +p~{T+1 )I2~.
Sinon, on pose = B~{E) + p!:m/2]+1 et
.i(~) = + ~(~’) n PG{~‘+1)12J.

Ce sont des sous-anneaux de A~ filtrés par hm = et jm = j nP~ .
On pose = h(S~)", J(H) = j (S2) X et Hm =1 ~ h’~, j m = 1 + j m pour
m ~ 1.

Soit 0 ~ 1~  r - 1. Si H est minimale, on note k) l’ensemble des
caractères 8 de H(S~)~+1 satisfaisant à

i) 8 I (H(~)k+1 n H~nl2~+1 = 
ii) 8 (H(~)~+1 ~ ~ X se factorise par le déterminant B x - EB

Supposons H non minimale. Si k > m, on pose C(Q, k) = C(S~’, k).
Sinon, C(H, k) est formé des caractères 8 de ~f(H)~~~ vérifiant ii) et

est normalisé par H~{E).
iv) Pour k’ = max(k, ~m~2]), la restriction de 8 à H(S2)~~+1 est de la forme

~p_.y avec 80 E C(S~’, k’).
On peut facilement calculer l’entrelacement de 8o E k) [BK, Thm

4.7].

3.7. Soit 8 un caractère dans 0). Alors il existe une unique représenta-
tion irréductible 1]( B) de J1 (~) dont la restriction à H1 (Q) contienne B. De
plus, ~(03B8) s’étend de manière canonique (à torsion près par ~ o detB où x
est un caractère de + PE) en une représentation K(8) de J(H).

Remarque.- Dans les cas simples mentionnés au §2, et dans ~Co4~, de



telles extensions s’obtiennent par la représentation de Weil. Cependant,
cela mène à des difficultés techniques, par exemple si p = 2. Dans [BK] est
utilisée une approche inspirée de [Wa].

On peut enfin définir la notion de type simple. On part d’une strate
simple H = ([£], r, m, ~) comme plus haut et on suppose £ uniforme.
Alors est isomorphe à H,~(E~~H~(E~, c’est-à-dire au produit
de e copies de (avec e f = dimE(V)). Étant donnée une
représentation cuspidale o-o de on peut voir 0" == ~o ® ~ ~ ~ ®Qo
comme une représentation de J(H) triviale sur J1(!l).

DÉFINITION.- Un type simple est soit une représentation de 
de la forme ~(B) ~ ~ où 8 E et 0" comme ci-dessus, soit une

représentation de H~ où £ est uniforme, triviale sur Hi et de la forme
(7 comme ci-dessus.

Remarque.- Dans le deuxième cas de cette définition, on peut avoir f == 1 ;
alors H~ est ce qu’on appelle un sous-groupe d ’Iwahori de G.

3.8. On peut enfin énoncer les résultats fondamentaux.

On prend une représentation de J(f!) qui est un type simple. On fixe
un sous-corps L de A contenant E, non ramifié de degré f sur E, et on
pose C = End L(V).

THÉORÈME.- L’algèbre À) est canoniquement isomorphe à

l’algèbre d’entrelacement de la représentation triviale d’un sous-groupe d’Iwa-
hori de C" .

Remarquons que les représentations de ces algèbres sont très bien con-
nues [Bo, KL] et que cet isomorphisme peut se décrire par des conditions
de support.

COROLLAIRE.- Soit 1f une représentation lisse irréductible de G dont
la restriction à contient À.

Si [L : F] = n, alors 1f est cuspidale induite par une extension de À au
normalisateur dans G de J(S2) (qui est compact modulo Z~.

Sinon 1f n’est pas cuspidale.



On peut, enfin, décrire les représentations de G contenant un type
simple. On sait que [BZ1, Cas] si 7r est une représentation lisse irréductible
de G, il existe un sous-groupe de Lévi de G, L ^~ et des

représentations cuspidales 7r, de pour i = l, ~ ~ ~ , s, tels que ~r soit
une sous-représentation de l’induite parabolique de ~1 ~ ~ ~ ~ ® ~9. L’ensemble

{7r1 ... est déterminé par 7r ; appelons-le le support de ~r. Il est dit simple
si les ni sont tous égaux et si pour i > 1, 7r est équivalente à 7r1 0 (Xi o det)
où xi est un caractère non ramifié de 

THEOREME.- Une représentation lisse irréductible de G contient un
type simple si et seulement si son support est simple.

COROLLAIRE.- Toute représentation cuspidale ~r de G est induite à

partir d’un sous-groupe compact modulo Z. Plus précisément, ~r contient

un type simple À représentation d’un sous-groupe J et la paire (À, J) est

unique à conjugaison prés ; de plus, 03C0 est l’induite d’une unique extension
de À au normalisateur de J dans G.

4. GROUPES AUTRES QUE GLn

4.1. Parlons en premier des groupes proches de GLn et d’abord de ses
formes intérieures anisotropes. Si D est un corps gauche de centre F, Cor-
win a donné [Co3] une classification des représentations de D" , comme il
est inhérent à la méthode de comptage. Il est clair d’autre part (mais ce
n’est pas écrit) que les méthodes de [BK] s’appliquent dans le cas de D",
qui est plus facile que celui de GLn(F), et fournissent une classification
analogue. En fait, certaines idées de [BK] ont été utilisées par E.W. Zink
pour compléter son approche originale [Zi], qui fournit une autre classifi-
cation du dual admissible de Déliée à une bonne connaissance des classes
de conjugaison dans U1D/UiD pour i > 1, et sans doute plus proche de la
correspondance conjecturale [La, He] avec les représentations du groupe de
Galois absolu de F.

On devrait pouvoir traiter de même le cas de mais cela reste

à écrire.



Le cas de PGLn se réduit immédiatement au cas de GLn : les représen-
tations lisses de PGLn(F) sont celles de GLn(F) qui sont triviales sur

le centre. On peut étudier le cas de SLn en restreignant à SLn(F) les

représentations de GLn(F), et Bushnell et Kutzko annoncent qu’ils savent
en particulier prouver que toute représentation cuspidale de SLn(F) est in-
duite à partir d’un sous-groupe compact ouvert ; voir [KS] pour le cas où
n est premier.

4.2. Pour les groupes proches de GL2 et certains autres groupes de petit
rang, la construction explicite des représentations est un problème abordé
depuis longtemps. Parmi les travaux récents en petit rang, et sans préten-
tion d’exhaustivité, mentionnons les classifications de A. Moy [My3].

Prenons donc un groupe réductif connexe général G sur F. Alors la

structure des sous-groupes compacts maximaux de G(F) est élucidée dans
[BT], et dans [PR] sont introduites des filtrations, dites standard, sur ces
groupes et d’autres sous-groupes compacts de G(F), les sous-groupes para-
horiques (pour G = GLn, ils correspondent aux stabilisateurs des chaînes
de réseaux). L’analogue des représentations très cuspidales de Carayol con-
duit à la notion, de représentation P-cuspidale de G(F), due à L. Morris
[Mol, c f . aussi Hi].

Cependant, si l’on veut obtenir une généralisation aux groupes clas-
siques des résultats de R. Howe [Hol] pour GLn dans le cas modéré, on est
amené [Mo2] à définir des filtrations attachées aux tores modérés, qui ne
sont pas toutes des filtrations standard. Enfin, si l’on veut obtenir le cas

général, les tores modérés ne peuvent suffire et Morris a dégagé pour un
groupe classique G [Mo3] (en caractéristique résiduelle impaire) la bonne
notion de chaîne de réseaux et de filtrations de l’ordre héréditaire et des

sous-groupes compacts associés : les chaînes de réseaux doivent, en gros,
être union de deux chaînes se déduisant l’une de l’autre par dualité par

rapport à la forme définissant G, et les filtrations reflètent subtilement

cette décomposition. Morris définit aussi la notion de strate fondamentale
et prouve que toute représentation lisse irréductible de G(F) contient une
strate fondamentale. L’investigation devrait se poursuivre selon les lignes
de [BK].



Si les isomorphismes d’algèbres de Hecke de 3.7 s’avéraient généraux,
cela serait particulièrement intéressant puisque, au moins pour G déployé
à centre connexe, les représentations de l’algèbre de Hecke relative à la

représentation triviale d’un sous-groupe d’Iwahori ont été classifiées par
Kazhdan et Lusztig [KL] à l’aide de techniques de K-homologie.

4.3. Signalons enfin que, même pour G = GLn, l’histoire n’est pas finie,
puisque les célèbres conjectures de Langlands [La, He] impliquent un lien
très précis entre les représentations de degré n du groupe de Galois ab-
solu de F et le dual admissible de GLn(F), les représentations galoisiennes
irréductibles correspondant au dual cuspidal. Seuls les cas n  3 ont été

complètement traités jusqu’à maintenant, et l’on est en droit d’attendre
une correspondance explicite pour n quelconque.
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FIBRÉS DE HIGGS ET SYSTÈMES LOCAUX

par Joseph LE POTIER

Séminaire BOURBAKI Février 1991

43ème année, 1990-91, n° 737

En 1965, Narasimhan et Seshadri établissaient [28] une correspondance.
bijective entre l’ensemble des classes d’équivalence de représentations uni-
taires irréductibles du groupe fondamental 7r d’une surface de Riemann

compacte X, et l’ensemble des classes d’isomorphisme de fibré vectoriels
stables de degré 0 sur X : ils associent à une représentation p : 7r 2014)’ U(r)
le fibré vectoriel holomorphe Ep défini par

où JY 2014~ X est le revêtement universel de X, et où le produit ci-dessus est
le quotient de X x C’’par l’action de 7r définie par (~y, (x, v)) ~ 

pour G 7T et (~, v) E X x La correspondance fut étendue récemment
sur toute variété projective lisse par Donaldson [6,7,9], et sur toute variété
kählérienne compacte par Uhlenbeck et Yau ([36], [22], Séminaire Bourbaki
n° 683) ; le point essentiel est de montrer que sur tout fibré vectoriel stable,
il existe de bonnes métriques hermitiennes, dites suivant les auteurs, de

Yang et Mills, ou d’Hermite et Einstein.

L’objet des travaux de C. Simpson, auxquels est consacré l’essentiel
de ce rapport, est de trouver un analogue pour les représentations linéaires

quelconques. On doit rajouter aux fibrés vectoriels holomorphes une donnée

supplémentaire pour obtenir une équivalence du même type que celle de
Narasimhan et Seshadri. C’est la notion de fibré de Higgs, qui fut d’abord
S.M.F.
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introduite par Hitchin sur les courbes algébriques [19], et que nous ex-

pliquons dans la section 2. Pour définir le fibré vectoriel algébrique, muni
de sa structure de Higgs, associé à une représentation 7r - Gl(r,C) les
choses ne sont pas aussi simples que ci-dessus, et l’on doit faire intervenir
de bonnes métriques. La manière dont nous avons choisi de présenter les
choses passe par l’intermédiaire des fibrés harmoniques (cf. section 1) no-
tion introduite par Simpson sous une forme voisine dans [32].

Le résultat essentiel de Simpson [29,30,31], reposant en partie sur des
résultats de Corlette [4], et surtout de Donaldson [6,7,8], est d’établir une
équivalence de catégories entre la catégorie des représentations linéaires
du groupe fondamental d’une variété projective lisse, celle des fibrés plats,
et celle des fibrés de Higgs semi-stables de classes de Chern nulles. Ceci

se traduit, quand on fixe le rang r, par l’existence de trois espaces de

modules grossiers MB(r), MDR(r) et associés à de tels objets ;
ces variétés algébriques ont même ensemble de points fermés, mais les

structures algébriques différent. Les deux premiers espaces de modules
ont cependant même espace analytique sous-jacent : déjà, pour r = 1, on
retrouve les exemples classiques de Serre de variétés algébriques analytique-
ment isomorphes, mais non isomorphes. La construction de ces variétés de

modules, esquissée dans la section 5, fait appel, comme on en a maintenant

l’habitude, à la théorie de Mumford, que nous rappellerons brièvement. Sur
la variété le groupe C* agit de manière naturelle ; les points fixes
de cette action correspondent à des représentations d’un type particulier,
appelées variations de structures de Hodge. Ces points fixes sont très utiles

pour obtenir des renseignements sur la topologie de la variété de modules :
nous en donnons un exemple sur les courbes dans la section 7.

Nous n’aborderons pas ici toute la partie du travail de Simpson relatif
aux variétés kählériennes éventuellement non compactes [29,34]. Dans ce
cadre, on rencontre bien sûr des difficultés supplémentaires, alors que si

l’on se limite aux variétés projectives, il n’y a pas de problèmes majeurs
pour étendre la méthode de Donaldson : on travaille essentiellement par

récurrence sur la dimension, à condition d’avoir au préalable généralisé les
théorèmes de restriction de Mehta et Ramanathan (cf. section 4).
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Dans tout l’exposé, variété algébrique signifie schéma de type fini sur

C ; par points, on entend les points fermés. Soit X une variété projective
lisse, de dimension n, munie d’un fibré inversible très ample 0(1).

1. Fibrés harmoniques

On considère sur X un fibré vectoriel complexe E de classe 
de rang r, muni d’une métrique hermitienne , > ; on désigne par A2(E)
l’espace des formes différentielles de classe C°°, de degré i à valeurs dans

E. Une connexion de classe C°° sur E est un opérateur C-linéaire D :

A°(E) -~ satisfaisant à la règle de Leibniz D( fs) = (df)s + f Ds
pour s E A°(E) et f fonction de classe C°° sur X. Etant donnée une telle
connexion D, on peut lui en associer une autre, notée J9, de sorte que l’on
ait la formule, pour s et t sections de classe C°° de E

où, dans le membre de droite, , > désigne l’extension aux formes différen-
tielles de la forme hermitienne. Les connexions constituent un espace affine

A modelé sur l’espace vectoriel A1(End(E)) des formes différentielles de
degré 1 à valeurs dans le fibre des endomorphismes de E, et l’application
D ~ D est une involution affine de A dont l’application linéaire tangente
est donnée par c~ ~ -c~*, où cv* est la forme différentielle adjointe de
cv. La connexion D est dite hermitienne si elle est invariante par cette

involution. Toute connexion D s’écrit de manière unique D = V + a où V



est une connexion hermitienne, et a une forme différentielle à valeurs dans

End(E) telle que 03B1 = 03B1*.

On appelle fibré harmonique sur X un triplet (E, D, , >) formé d’un
tel fibré vectoriel, d’une connexion D et d’une métrique satisfaisant aux
deux conditions d’intégrabilité suivantes :

(1) la connexion D est intégrable.

Ceci signifie que la forme différentielle de courbure FD E A 2 (End( E)),
définie par FD(s) = D2(s) pour s E est nulle. Au couple (E, D)
est alors associé un système local d’espaces vectoriels complexes de dimen-
sion r défini par le faisceau des sections locales (dans la topologie usuelle)
annulées par D ; c’est aussi ce qu’on appelle fibré vectoriel plat de rang r.
Un point x étant choisi dans X, ce fibré provient d’une représentation du

groupe fondamental x) de la variété X dans GL(r, C), bien définie à
conjugaison près.

Pour énoncer la deuxième condition d’intégrabilité, on décompose D
suivant la forme suivante : D = V + a , où V est une connexion her-

mitienne, et où a est une forme différentielle de degré 1, à valeurs dans le
fibré des endomorphismes End(E), auto-adjointe par rapport à la métrique
hermitienne. On décompose V et a selon leur type :

où 9 et 9 sont de type (1,0) et (0,1) respectivement, et où 03B8 est une forme
différentielle de type (1,0) à valeurs dans le fibré des endomorphismes de
E. A un tel couple (E, D) on associe l’opérateur différentiel D" : A0(E) ~
A1(E) défini par D" == 8 + 8. La deuxième condition s’énonce :

(2) la forme différentielle G E A2(End(E)) définie par G = D"2 est

nulle .

En décomposant la forme différentielle G en types, on voit que cette

condition est équivalente à 9 = 0, a8 = 0 et 8 I18 = 0. Ainsi, l’opérateur 9
définit sur E une structure de fibré vectoriel holomorphe, et 8 est alors une



forme différentielle holomorphe sur X, à valeurs dans End(E), satisfaisant
à la condition 8 A 8 = 0.

2. Fibrés de Higgs

On appelle fibré d e Higgs sur X la donnée d’un couple (E, 8), où E est
un fibré vectoriel algébrique sur X, et 8 une forme différentielle régulière
de degré 1 à valeurs dans le fibré des endomorphismes End(E), satisfaisant
à Fidentité  A 8 = 0. On pourra, si l’on veut, considérer cette forme

différentielle comme un morphisme B : E - S~1 (E) de E dans le fibré

des formes différentielles de degré 1 à valeurs dans E.

Puisque la variété X est projective, en vertu des théorèmes de com-

paraison de Serre, il revient au même de travailler avec les fibrés vectoriels

algébriques ou les fibrés vectoriels holomorphes sur X. Ainsi, à tout fibré

harmonique sur X on associe d’après le paragraphe précédent un fibré de

Higgs de classes de Chern nulles. La question qui se pose immédiatement
est la réciproque : dans quelles conditions un tel fibré de Higgs de classes
de Chern nulles provient-il d’un fibré harmonique ? La réponse à cette

question est en fait un cas particulier d’un énoncé plus général, concernant
l’existence de métrique de Yang et Mills sur le fibre de Higgs .

Etant donné un fibré de Higgs (E, 8) de rang r et une métrique hermi-
tienne H =, > sur E, il existe une unique connexion hermitienne V sur
E dont la partie de type (0,1) coïncide avec l’opérateur ~ de Dolbeault, et
on pose a = 8 + 6*. On considère alors la connexion D = V + a , dont la

forme de courbure F = D~ s’appellera forme de courbure de la métrique
hermitienne H. Bien entendu, si les classes de Chern sont quelconques, il

est hors de question d’espérer que l’on puisse obtenir par un choix conven-
able de H que la courbure F soit nulle . Cependant, on peut essayer de
minimiser la courbure. Pour mesurer cette courbure, on munit le fibré des

endomorphismes End(E) de la métrique hermitienne ( f , g) - trace f g*,
pour f et g appartenant à une même fibre de End(E) . La forme quadra-
tique associée est notée f ~; la norme L~ de la courbure est alors



définie par

Par hypothèse, on dispose sur X d’un fibré très ample 0(1) ; on désigne
par h sa classe de Chern, et par w la forme de Chern d’une métrique her-
mitienne sur ce fibré. Comme sur toute variété kählérienne, on dispose
sur l’algèbre des formes différentielles extérieurs des opérateurs *, C, L, A ;
rappelons ( cf. A. Weil [37]) que C est définie par

pour toute forme différentielle c~ de type (a, b).
On décompose la forme de courbure F de la connexion D associée sous

la forme

où tr(F) désigne la trace de F, et où Fl.. est une forme différentielle de degré
2 à valeurs dans End( E) de trace nulle. On désigne par Fo (resp. la

partie primitive de F (resp. -F ), et on écrit la décomposition orthogonale
F = Fo +  A( F) (resp. Fl.. = Fô + ~ 11(F1)). Enfin, soient ci les classes de
Chern de E. Ces classes de Chern fournissent des contraintes topologiques
qui limitent les valeurs possibles de Il comme le montre la proposition
suivante :

Proposition 1. - On a les formules

Démonstration. On traite seulement le cas n=2 ; les modifications à

apporter pour n supérieur sont mineures. Considérons la décomposition de

la forme de courbure D = V + a, où V est la connexion hermitienne. La

courbure de D s’écrit F = A + B, avec D(c~~ ; la



forme différentielle A est anti-hermitienne, et de type (1,1), tandis que B
est hermitienne (c’est-à-dire auto-adjointe), somme de formes différentielles
de type (2,0) et (0,2). Par définition des classes de Chern, on a dans

H4(X, Z) = Z

Ecrivons A = Ao + Ai , où Ao est la partie primitive (donc anti-invariante
par *) et Al la partie orthogonale (donc invariante par * ). Alors Fo = Ao +
B, et Ai = ~ A(F). De la définition de la norme des formes différentielles
auto-adjointes Il p 112 == J X c.p on tire

La démonstration de la seconde formule est identique, en remplaçant F par
Fl.., compte-tenu de la formule

Métriques de Yang et Mills

Une métrique hermitienne sur E est dite de Yang et Mills si

(1) la trace de F est harmonique
(2) t1(F1) = 0.

La première condition est équivalente à A(tr(F)) = cte ; dire que la

métrique est de Yang et Mills signifie donc que la forme de courbure F
s’écrit



où Fo est la partie primitive de F, et a un réel. Dans l’espace des métriques
hermitiennes, la fonctionnelle ~~ F II2 est minimum aux points correspon-
dant aux métriques de Yang et Mills. Le proposition ci-dessus impose des
conditions topologiques pour l’existence de telles métriques :

Corollaire. - Soit (E,8) un fibré de Higgs sur X, muni d’une
métrique de Yang et Mills.

(2) Si les classes de Chern CI et c2 satisfont aux conditions suivantes :

la connexion associée D est plate. En particulier, toutes les classes de

Chern sont nulles.

L’assertion (1) est la généralisation de l’inégalité classique de Bogo-
molov [2] et de Lübke [21] pour les fibrés stables. Sous les conditions de

l’assertion (2), la métrique de Yang et Mills donnée définit sur (E, 8) une
structure de fibré harmonique ce qui répond donc à la question posée en
début de section. Le résultat qui suit explique les relations entre fibré de

Higgs p-stables et métriques de Yang et Mills.

Faisceaux de Higgs

Pour tout faisceau algébrique cohérent F sans torsion sur X, de rang
r et de classes de Chern ci on définit le degré et la pente de F par

Un faisceau de Higgs de rang r sur X est un couple (E, 8) formé d’un
faisceau algébrique cohérent E* et d’un morphisme 03B8 : E ~ nI 0 E tel que
8 A 8 = 0 ; bien entendu, à tout fibré de Higgs on associe un faisceau de

Higgs en considérant le faisceau des sections régulières. Un sous-faisceau



cohérent E’ C E sera dit sous-faisceau de Higgs si 8(E’) ç nI 0 E’. On dit
qu’un faisceau de Higgs (E, 8) est -semistable (resp. -stable) si pour tout
sous-faisceau de Higgs E’ de rang r’, avec 0  r’  r, on a

Le résultat fondamental de C.Simpson donne une caractérisation des fibrés
de Higgs sur lesquels existent une métrique de Yang et Mills.

Théorème 1 (Simpson).- Soit (E, 8) un fibré de Higgs. Il existe

sur (E, 8) une métrique de Yang et Mills si et seulement si E est somme
directe de sous-fibrés de Higgs -stable de même pente p. Cette métrique
est unique à automorphismes près.

Esquisse de démonstration

Soit (E, 8) un fibré de Higgs, muni d’une métrique de Yang et Mills
H =, >, et considérons un sous-faisceau de Yang et Mills E’ , dont
on se propose de majorer la pente. On peut supposer que le quotient
E" = E / E’ est sans torsion, de sorte que sur un ouvert de Zariski U dont
le complémentaire est de codimension > 2 on a la suite exacte de fibrés
vectoriels algébriques

La métrique donnée sur E permet, sur l’ouvert U, de scinder cette suite

exacte, en tant que fibrés vectoriels de classe C°° : E = E’ E8 E" ; cette
somme directe est orthogonale, et dans cette décomposition, les opérateurs
a et 8 s’écrivent sous forme matricielle

où 03B2 E A1,0(U, Hom(E", E’)) et q E Hom(E’, E")) sont des formes
différentielles de types (1,0) à valeurs dans le fibré des homomorphismes
Hom(E’, E") et Hom(E", E’) respectivement et où ~* désigne l’adjointe



de /3. Désignons par DE, et DE" les connexions associées aux fibrés de

Higgs (E’, 8’) et (E", 8" ) respectivement, munis des métriques hermitiennes
induites sur l’ouvert U. La connexion sur E a alors pour matrice

Désignons par F’ et F" les formes de courbure des fibrés de Higgs E’ et
E" ; la forme de courbure F de la connexion D sur le fibré E est donnée
au-dessus de U par la matrice

Dans cette formule, on a encore noté D les connexions induites sur les
fibrés d’homomorphismes et et leur prolonge-
ment aux formes différentielles. Puisque la métrique est de Yang et Mills,
on a De la matrice ci-dessus, il résulte que

En prenant la trace, et après intégration sur l’ouvert U on obtient, r’

désignant le rang de E’

l’intégrale figurant ci-dessus est celle d’une fonction positive ; la formule

dit en particulier que cette intégrale a un sens . Il en résulte p,

avec égalité si et seulement si p - ~y = 0. Dans ce cas, on obtient un

scindage holomorphe de la suite exacte (1), scindage qui, du fait que le
complémentaire de U est de codimension > 2 s’étend à X. Ainsi, le fibré
de Higgs (E, 8) est somme directe de sous-fibrés de Higgs de même pente
p, et chacun des facteurs porte encore une métrique de Yang et Mills, ce

qui permet de recommencer la construction jusqu’à obtenir des facteurs qui
soient p-stables.



Formulaire

C’est bien entendu la réciproque qui est la partie la plus difficile. Nous
avons d’abord besoin d’un formulaire. Si (E, 8) est un fibré de Higgs, et K
une métrique hermitienne sur E, on note D = DK la connexion associée,
et on écrit D = D’ + D". On pose De = C-1D C, c’est-à-dire De =

i(D" - D’). Les identités classiques de géométrie kählérienne s’étendent
à cette situation : on peut par exemple calculer l’adjoint formel pour les

opérateurs D, D’, D" :

Considérons, sur le fibré vectoriel E, une autre métrique hermitienne
H ; on écrit H = Kh, où h est un automorphisme de E, hermitien par
rapport à K ; les opérateurs différentiels DH et Dh. , relatifs aux deux

métriques H et h’ et leurs formes de courbures sont liés par les formules

Compte-tenu de la formule (2), le laplacien Oh. associé à l’opérateur Dh
sur le fibre des endomorphismes de E, est donné par = =

De la formule (3) on tire alors

Champs de Yang et Mills

On se place sur la "variété" Met(E) des métriques hermitiennes sur E,
et on considère la fonctionnelle de Yang et Mills, définie par H - IIFH 112.
Une métrique de Yang et Mills devant minimiser cette fonctionnelle, on est



amené à en rechercher les points critiques. Si on identifie l’espace tangent
en H à l’espace vectoriel des endomorphismes hermitiens de E
pour la métrique H, on voit que la dérivée de cette fonctionnelle est donnée,
en vertu de la formule (4) par l’application linéaire R définie

par 7? ~ 2?Re  D"Dzq, FH >H, où , >H désigne le produit scalaire
associé à la métrique L2 définie sur A2(H om(E, E)) par la métrique H.
Compte-tenu de la formule (2) et de l’identité de Bianchi DH(FH) = 0,
on obtient que cette dérivée est donnée par ~ - Re  q, 2iA%AFH >H .
Ainsi, le "champ de vecteurs " H - 2i0394’HFH joue le rôle d’un champ de
gradient pour la fonctionnelle de Yang et Mills. On est amené à suivre les

trajectoires t - Ht du champ de de vecteurs H - c’est-à-dire

à résoudre l’équation aux dérivées partielles

Cette fonctionnelle décroît le long de ces trajectoires. Cette équation est du

quatrième ordre ; tout comme Donaldson pour les fibrés stables, Simpson
choisit ici de la remplacer par l’équation de la chaleur

dont l’étude est plus facile.

L’équation de la chaleur

L’équation (6) se casse en deux dans la somme directe End(E) =
CidE~End0(E), où Endo (E) est le fibré des endomorphismes de E de trace
nulle. Multiplier H par une fonction réelle strictement positive permet de

changer la partie centrale de FH : on lui ajoute en effet une forme s’écrivant

~~03C6, où 03C6 est une fonction de classe C°° ; la partie centrale de FH étant de

type (1,1), par un choix convenable de cette fonction, on peut obtenir une
fonction harmonique pour la partie centrale de FH. On se contentera donc

d’étudier les trajectoires t - Ht partant d’un point Ho = I1, et telles que
= 1. Pour de telles trajectoires, l’équation (6) s’écrit



Si on pose Ht = Kht , l’équation (7) est équivalente à l’équation suivante,
compte-tenu de (5)

C’est une équation non linéaire, de type parabolique. Ni l’existence, ni

l’unicité des solutions de (7), avec conditions initiales imposées, ne sont
évidentes, et une part importante du travail consiste à montrer le résultat
suivant :

Proposition 2. - L’équation de la chaleur (7) a, sur ~0, une

solution et une seule t H Ht telle que det HtK-1 =1 et Ho = K.

Posons et =1~~’Ht, et désignons par = -trace e2 la fonction don-
nant le carré de la norme (relative à Ht) en chaque point de X. Un calcul
facile ([29], lemme (6.1)) montre que le long de la trajectoire, on a

Il en résulte que + A’) lel2 :5 0. Il résulte du principe du maximum
([16], p. 101) que t ~ Supxletl décroît le long des trajectoires. Le point
essentiel du travail de Simpson consiste alors à construire une fonctionnelle
auxilliaire M : Met(E) x Met(E) - R sur l’espace des paires de métriques,
satisfaisant aux propriétés suivantes :

Si (E, 8) est stable, il existe des constantes A et B strictement positives
telles que pour tout endomorphisme hermitien s (relativement à la métrique

~ 

I~~ de trace nulle on ait la majoration

Il en résulte de (9) que la fonction t - M(Ht, K) est décroissante le
long des trajectoires, et de (10) qu’elle est bornée inférieurement. Si on écrit



pour une telle trajectoire Ht = avec st endomorphisme hermitien de
trace nulle les st sont alors uniformément bornés d’après (10) , et et l’est
d’après ce que l’on a vu plus haut. Comme dans Donaldson ([7], lemme
19) st reste bornée dans l’espace de Sobolev L~. Le fait que M(Ht, I~)
est borné inférieurement entraîne que l’on peut trouver une suite de réels

ti - oo telle que limi~~~eti~L2 = 0. On peut supposer que la suite sti
converge faiblement vers s~ dans L2 ; on aura alors pour hoo == 
d’après la formule (5) :

Par régularité elliptique, on obtient alors que hoo est en fait de classe C°°,
et définit une métrique hermitienne H 00 = telle que 0.

Ainsi, 7?oo est de Yang et Mills.

La construction de M(H, k’~

La construction de M(H, est analogue à celle de Donaldson [7] ; elle
est liée à la description des représentants des classes de Chern associés à des

métriques hermitiennes, dûe à Bott et Chern [3]. Donaldson construit des
classes caractéristiques, dites secondaires, (X~~Im a+ Im ô
satisfaisant aux conditions suivantes

(a) R(H, H) = 0, et = R(H, J) + R(J, Ii) pour toutes métri-

ques hermitiennes H, J, 7B";

(b) Pour tout chemin t - Ht de classe Cl dans l’espace des métriques,
on a

La forme différentielle R(H, Ii ) s’obtient en intégrant la relation (b)
sur un chemin de classe C~ joignant H à K ; la propriété (a) permet de
vérifier que le résultat ne dépend pas, modulo Im 9 + Im 9, du chemin
choisi. La fonctionnelle considérée est alors définie par



Remarquons que même si R(H, K) n’est définie que modulo Imlil + Ima,
cette formule a bien un sens. Il résulte de la propriété (b) que le long d’une
trajectoire Ht telle que det Ht-1 K = 1 et Ho = K on a

Ceci donne la formule (9). La démonstration de l’estimation (10) est le
coeur du problème. Alors que la méthode de Donaldson [6,7] consistait à
se restreindre à une section hyperplane générale de degré assez grand, ce

qui conserve les propriétés de stabilité (voir section 4), Simpson s’inspire
des travaux de Uhlenbeck et Yau [36] : il construit directement, si cette

majoration n’était pas vraie, un sous-faisceau déstabilisant pour (E, 8) ([29],
section 5). Ceci lui permet d’obtenir une variante du théorème 1 pour

certaines variétés kählériennes non compactes.

L’unicité

Soient (E, 8) un fibré de Higgs, et H et K deux métriques de Yang et
Mills. Il résulte de la formule (5) que l’endomorphisme h = H K-1 satisfait
à l’équation

Par conséquent, la fonction tr h est plurisousharmonique ; le principe du
maximum montre qu’elle est constante et on a alors D"h = 0 = D’h. Ainsi
h est un endomorphisme holomorphe de E qui commute avec l’opérateur 03B8 ;
il en est de même de h Z qui définit alors un isomorphisme entre les fibrés

harmoniques (E,fJ,H) et Bien sûr, si le fibré de Higgs est

p-stable, on trouve une homothétie de rapport constant. Ce raisonnement

figure déjà, pour les fibrés stables sur une surface de Riemann, dans [9].



3. Fibres plats
A tout fibré harmonique (E, D, , >~ on associe le fibré plat (E, D).

Réciproquement, étant donné un fibré plat (E, D). sur la variété X, à quelle
condition existe-t’il une métrique hermitienne H =, > sur E telle le triplet
(E, D, , >~ soit harmonique, autrement dit que la condition d’intégrabilité
(2) (section 1) soit satisfaite ? La forme différentielle G = D~~2 s’appelle
pseudocourbure de la métrique hermitienne. Si la condition d’intégrabilité
G = 0 est satisfaite, on dira aussi que la métrique est harmonique. Cette

condition est en fait satisfaite dès que AG = 0, condition tout à fait ana-

logue à la condition exigée dans la section précédente des métriques de Yang
et Mills, comme le prouve le lemme suivant, dû à Deligne :

Lemme 2 (Deligne).- Soit E un fibré vectoriel complexe sur X, muni
d’une connexion plate D. Une métrique hermitienne sur E est harmonique
dès que la pseudocourbure G satisfait à l’équation

Démonstration. On utilise les mêmes notations que dans le formulaire

de la section (2) ; les formules (2) n’utilisent pas de condition d’intégrabilité.
Par hypothèse, on a D2 = (D~)2 = o. Par définition, D" - 2 (D - 
d’où il découle que G = - 4 (DD~ + D~D). On a alors les identités de

Bianchi : D(G) = = 0. Considérons la décomposition de D en types
(1,0) et (0,1) : D = d’ + d", avec

Du fait que la connexion est plate, on tire d’2 = d"2 = d’d" + d"d’ = 0.
D’autre part, si on pose 8 - 6* = 2if3, on a

et par suite G = Pour la métrique induite sur les formes différen-

tielles, on a alors



Or, l’identité de Bianchi et l’hypothèse A(G) = 0 entraînent D*(G) =
[A, = 0. Par suite Il G ~~= 0. D’où l’énoncé.

Le théorème suivant, dû à Donaldson [8] et Corlette [4], est la générali-
sation d’un résultat de Eells et Sampson [10] sur les applications har-
moniques ; le lien se fait en observant que la donnée d’un fibré harmonique
de rang r sur X est équivalente à la donnée d’une représentation du groupe
fondamental de X dans GL(r, C) et d’une application harmonique du revê-
tement universel de X à valeurs dans GL(n, C)/U(n), équivariante sous
l’action du groupe de Poincaré . Un fibré plat est dit irréductible s’il ne con-
tient pas de sous-fibré plat non nul de rang strictement inférieur ; en termes
de représentation du groupe fondamental, ceci signifie que la représentation
associée est irréductible. Une somme directe de fibrés plats irréductibles
est dite semi-simple.

Théorème 2.- Il existe sur un fibré plat une métrique harmonique
si et seulement si il est semi-simple.

Cet énoncé se démontre par des méthodes voisines de celles du théo-

rème 1. Naturellement, on a aussi l’unicité à isomorphisme près pour la

métrique.

Complexes de de Rham et de Dolbeault

Etant donné un fibré plat (E, D), on définit le complexe de de Rham
(A.(E), D) :

en prolongeant la connexion D aux formes différentielles ; sa cohomologie,
notée s’identifie à la cohomologie de ~C à valeurs dans le faisceau
(pour la topologie usuelle) des sections localement plates de E. De même,
étant donné un fibré de Higgs (E, B) les espaces vectoriels de cohomologie
du complexe ( A~ ( E), D" ) :



appelé complexe de Dolbeault, seront noté si on considère le

complexe (,y(E), D") des faisceaux de formes différentielles de classe C°°
à valeurs dans E, on obtient une résolution fine du complexe (S~~(E), 8)
des formes différentielles holomorphes à valeurs dans E ; par suite, les

groupes de cohomologie de Dolbeault Hbol(E) s’identifient aux groupes
d’hypercohomologie Hq(X, (S~~(E), 6)~ de X à valeurs dans le complexe
ci-dessus. Lorsque l’on dispose d’un fibré harmonique, on peut à la fois
considérer la cohomologie de de Rham et la cohomologie de Dolbeault.
L’énoncé suivant généralise un énoncé bien connu en géométrie kàhlérienne :

Lemme 3.- Soit E un fibré harmonique. 0n a un isomorphisme
canonique

Démonstration. On considère les laplaciens ~, ~’ et 0" associés aux
opérateurs différentiels D, D’ et D" respectivement, opérant sur les espaces
de formes différentielles à valeurs dans E. Comme dans le cas des formes

différentielles scalaires sur une variété kählérienne, les formules (2) et les
conditions d’intégrabilité définissant les fibrés harmoniques fournissent les
identités 0394 = 2A’ = 2A" . Le lemme résulte alors du fait que chaque classe
de cohomologie de (resp. se représente par une forme

0-harmonique (resp. ~"-harmonique).

Soient E’ et E" deux fibres harmoniques. Alors le fibré des homomor-
phismes Hom(E", E’) est lui-même un fibré harmonique, et on a d’après
le lemme ci-dessus 

° Si 9 = 0,
cette identité signifie que les morphismes plats s’identifient aux morphismes
de fibrés de Higgs. Si q=1, l’espace vectoriel HDR(Horrz(E", E’)) clas-

sifie les extensions de fibrés plats 0 - E’ ~E~E" -~ 0 avec f et g
plats ; de même, l’espace HDoi(Horrz(E", E’)) classifie les extensions 0 --~
E’-;~’-~E" -~ 0, où F est un fibré de Higgs et où i et j sont des mor-

phismes de Higgs. Plus généralement, si on considère un fibré plat E, il a
une filtration 0 C Ei C E2 C ~ ~ ~ C El = E telle que chaque ~ = Ei /Ei-1



soit un fibré plat irréductible. Chacun des fibrés gri provient d’un fibré har-

monique d’après le théorème 2 ; une généralisation facile de ce qui précède
montre que la filtration ci-dessus peut être considérée comme une filtration

de fibrés de Higgs. Ceci conduit finalement au résultat suivant :

Théorème 3.- La catégorie des fibrés plats est équivalente à celle des

fibrés de Higgs possédant une filtration dont le gradué est somme directe de

fibré de Higgs p-stables dont les classes de Chern satisfont au~ conditions
suivantes :

Dans la section suivante, on va en fait montrer que l’on obtient tous

les fibrés de Higgs p-semi-stables dont les classes de Chern satisfont aux
mêmes conditions (cf. corollaire 1 du théorème 4).

4. Restriction à une hypersurface

Il s’agit d’étendre aux fibrés de Higgs les théorèmes de restriction de
Mehta et Ramanathan [25,26] . Rappelons d’abord qu’étant donné un
faisceau algébrique cohérent sans torsion F sur X on peut trouver une
filtra.tion de F :

telle que (i) F/Fi soit sans torsion ; (ii) le gradué gri = Fil Fi-l soit p-semi-
stable, de pente pi strictement décroissante. Cette filtration est unique et

s’appelle la filtration de Harder-Narasimhan de F. Dans la suite, on notera

pi = et _ Il résulte du théorème de restriction de

Mehta et Ramanathan [25], que l’on peut choisir d, aussi grand que l’on
veut, et une hypersurface lisse Y E IOx(d)1 telle que Fly soit sans torsion
et que la filtration de Harder-Narasimhan de Fly coïncide avec Fi ~Y.

Etant donné un faisceau de Higgs (F, B) , avec F sans torsion, on peut
encore définir une filtration comme ci-dessus 

satisfaisant aux conditions (i) et (ii) ci-dessus, où l’on impose à Fi d’être



un sous-faisceau de Higgs, et où la semi-stabilité doit être prise au sens
des faisceaux de Higgs. Cette filtration est encore unique, et sera appelée
filtration de Harder-Narasimhan du faisceau de Higgs (F, 8~.

Etant donnés un faisceau de Higgs (F, B) et une sous-variété lisse Y de

X, on définit un faisceau de Higgs induit sur Y en considérant le

morphisme composé

L’énoncé qui suit étend aux faisceaux de Higgs le théorème classique de

Mehta et Ramanathan :

Proposition 3.- Soient (F, 6) un faisceau de Higgs -semi-stable
sur X, et do un entier. Il existe un entier d > do et une hypersurface
y E IOx(d)1 tels que soit -semi-stable .

On a aussi bien sûr le même énoncé pour les faisceaux de Higgs J-l-

stables. La démonstration repose sur le lemme suivant :

Lemme 4.- Soient Y E une hypersurface générale et 0 C

Gi C G2 C ~ ~ ~ C Gk la filtration de Harder-Narasimhan du faisceau de

Higgs G = Alors Gi est invariant par l’opérateur G -3 

pourvu que d soit assez grand.

Démonstration. En vertu de la suite exacte 0 - C~y (-d) - ~X Iy ~

S~~ -~ 0 il suffit de vérifier que Hom(Gi, G / Gi (-d)) = 0 si d est assez grand.
Soit Fi la fitration de Harder-Narasimhan (ordinaire) de F, et supposons
d et Y choisis en sorte que Fi|Y soit la filtration de Harder-Narasimhan

(ordinaire) de G = F~y. On a alors = et 

d et d’autre part un calcul élémentaire de barycentres montre que,

r désignant le rang de F,

Or, p(Oy(1)) = ddeg(X). On voit donc que si d > 
on aura Hom(Gi, GIGi (-d)) = 0; d’où le lemme .



Dès lors, la démonstration de la proposition 3 se termine comme dans
le cas classique de Mehta et Ramanathan [25 ;11 ;18] : si d est assez grand
et Y suffisamment générale, la filtration de Harder-Narasimhan du faisceau
de Higgs G = F~Y s’étend en une filtration de F par des sous-modules
cohérents de F, croissante et telle que F/Fi soit sans torsion :
le seul point qui reste à vérifier est de constater que les sous-faisceaux Fi
sont des sous-faisceaux de Higgs, pourvu que .d soit assez grand. D’après
la suite exacte 0 - S~~(-d) --~ S~X ~ 0, et le lemme 4, il

suffit de vérifier que Hom(Fi, ® FI Fi) = 0. Cet espace vectoriel

sera nul dès que d > J-lmin(Fi) + Comme ci-

dessus, de sorte que cette

condition sera réalisée si l’on prend d > 
On a = ainsi le fibré de Higgs F ne peut être p-semi-stable
que si k = 1 ; par suite, Fly est -semi-stable.

Etant donnés deux faisceaux de Higgs F et G, l’espace vectoriel des

morphismes de Higgs de F dans G sera noté HomHiggs(F, G). Par des argu-
ments semblables à ceux que nous venons d’utiliser on obtient également :

Lemme 5.-Soient d un entier, Y E une hypersurface lisse
et F et G deux faisceau~ de Higgs sans torsion sur X. Si d est assez grand,
le morphisme de restriction

est injectif ; si en outre G est il est surjectif.

Lorsque F et G parcourent des familles limitées, on peut même choisir
d aussi grand que l’on veut, indépendamment de F et G. L’injectivité est
en fait déjà vraie pour l’espace des morphismes de modules. Pour vérifier
la surjectivité, on relève un morphisme de Higgs u : Gly en un
morphisme v : F - G en utilisant le fait que Extl(F, G(-d)) = 0 pour d
assez grand (lemme de Severi), et on constate que le morphisme relevé v est
en fait un morphisme de Higgs, par la même méthode que ci-dessus. Nous



allons utiliser ce résultat pour montrer que dans l’équivalence du théorème
3, on obtient en fait tous les fibrés -semi-stables de classes de Chern ci = 0.
Plus précisément :

Théorème 4.- Soit (F, 03B8) un faisceau de Higgs -semi-stable , dont
les classes de Chern Ci satisfont aux conditions suivantes :

Alors

(1 ) le bidual F** est localement libre et possède une filtration par des sous-
fibrés de Higgs dont le gradué est somme directe de fibrés de Higgs
p-stables de classes de Chern ci = 0

(2 ) le morphisme canonique F - F** est un isomorphisme en dehors d’un
fermé de codimension > 3.

Démonstration 1. Si X est une courbe, le résultat est trivial.
2. Si X est une surface, commençons par le cas où le faisceau de Higgs

F est p-stable. Le bidual F** est alors localement libre et encore p-stable,
donc, d’après l’inégalité de Bogomolov et Lübke (corollaire de la proposition
1), on a pour F**, cl.h = 0 et c2 - 0. La forme d’intersection étant

négative sur l’orthogonal de h, on obtient c2 - c21 2 ~ -c21 2r ~ 0, et l’hypothèse
entraîne alors c2 - 2 = 0 pour le fibré F**. D’après le théorème 1, provient
d’un fibré harmonique ; en particulier, ses classes de Chern sont nulles.

Alors F ~ F**, et F est localement libre.
Si F est un faisceau cohérent de classes de chern ci, on pose selon

2

l’usage ch2(F) = -~ 2014 c2 ; si F est un faisceau de Higgs p-stable de pente
~c = 0, on vient de voir que ch2(F)  0. Si F est seulement p-semi-stable il
a une filtration par des sous-faisceaux de Higgs Fi tels que gri = 
soit un faisceau p-stable de pente pi = 0, et on a alors



Par suite, ch2(gri) = 0 : il résulte de la première partie que grz est un fibré
de Higgs de classes de Chern ci = 0.

3. Dans le cas général on raisonne par récurrence sur la dimension. Par
restriction à une hypersurface lisse Y E IOx(d)1 convenable, on peut sup-
poser d’après la proposition 4 que le faisceau de Higgs est encore

p-semi-stable et que F** (F~Y)**. D’après l’hypothèse de récurrence
G = (Fly)** a une filtration dont le gradué est une somme directe de
fibrés de Higgs p-stables de classes de Chern ci == 0 , et le morphisme
canonique (Fly)** est un isomorphisme en dehors d’un fermé de
codimension ~ 3. Soit y un point de Y ; d’après le théorème 3, G provient
d’une représentation du groupe fondamental comme dimX > 3,
d’après le théorème de Lefchetz, l’inclusion Y - X induit un isomorphisme
7r1 (Y, ~r1 (X, y), ce qui permet d’étendre le fibré de Higgs G en un fibré
de Higgs H sur X. La famille des faisceaux de Higgs p-semi-stables de rang
et classes de Chern fixées est limitée (cf. section suivante) ; il résulte alors du
lemme 5 que, pour un choix convenable de d, l’isomorphisme Hly
s’étend en un isomorphisme H. Le lemme de Nakayama montre que
le support du conoyau du morphisme canonique F - F** ne peut rencon-
trer Y que suivant un fermé de codimension > 3 : il est donc lui aussi de

codimension ~ 3. D’où le théorème.

Corollaire 1.- Soit F un fibré de Higgs -semi-stable, de classes de
Chern ci telles que

Alors F provient d’un fibré plat.

Corollaire 2.- Soit F un faisceau de Higgs -semi-stable, de classes
de Chern ci = 0. Alors le faisceau F est localement libre, et provient d’un

fibré plat.

L’hypothèse implique en effet que les faisceau F et F** ont même

polynôme de Hilbert, et par suite, le morphisme canonique F - F**, in-

jectif parce que F est sans torsion, est en fait un isomorphisme.



5. Les espaces de modules 

L’espace de modules de Betti

Soit x E X ; le groupe fondamental 1f = x) est un groupe de
type fini, par conséquent on peut mettre sur l’espace des représentations
.R = GL(r, C)) une structure naturelle de variété algébrique affine.
Soit en effet {~yl, ~ ~ ~ , un système de générateurs pour le groupe

1f s’écrit où ~C est le groupe libre à k générateurs, et N le groupe
des relations entre ces générateurs, qu’on supposera lui-même engendré par
£ générateurs. On voit que l’application R -; GL(r, C)k définie par 
(Ai = identifie R à la sous-variété fermée de GL(r, C)k définie
par l’image réciproque de l’élément neutre de GL(r, C)~ par le morphisme
GL(r, C)k --~ GL(r, C)~ associé à ces relations. On peut vérifier que la
structure ainsi définie est indépendante de la présentation de 1f. Sur la

variété R, le groupe GL(r, C) agit par conjugaison, et puisque ce groupe
est réductif, l’algèbre des invariants est une algèbre de type
fini d’après Hilbert, ce qui définit une variété affine

L’ensemble des points fermés de MB(r) correspond à l’ensemble des orbites
fermées de GL(r, C) : on vérifie que ces orbites fermées sont celles des

représentations semi-simples. L’inclusion - O(R) définit un

morphisme R - MB(r) qu’on peut décrire de la manière suivante : toute

représentation 03C1 a une filtration croissante pi C p2 ~ ... C Pk = p telle

que gri(p) = 03C1i/03C1i-1 soit irréductible ; on associe à p le point défini par la

représentation semi-simple gr(p) = gri(p).

Remarquons que cet espace de module, dit de Betti, pourrait se définir

sur un espace topologique quelconque, pourvu que le groupe de Poincaré

soit de type fini.



Géométrie projective invariante [27]

Soient G un groupe réductif opérant linéairement sur un espace vec-
toriel W, P(W) l’espace projectif des droites de W, A C P(W) un sous-
schéma fermé G-invariant. Un point x E A est dit semi-stable sous l’action
de G s’il existe un polynôme homogène G-invariant sur W non nul en x.
Les points x E A semi-stables sous l’action de G constituent un ouvert

Un point x E A~~ est dit stable s’il est semi-stable et si le morphisme
g - gx : G - A ss est propre. On peut alors construire une variété pro-

jective B et un morphisme 7r : A9~ --~ B, G-équivariant et satisfaisant à
la propriété universelle attendue des quotients : pour tout morphisme G-

équivariant f : C dans une variété C, il existe un morphisme et un

seul g : B - C tel que g o 7r == f ; de plus , cette propriété reste vraie par
changement de base. Ce morphisme 7r est surjectif, affine, et envoie deux
fermés G-invariants disjoints sur deux fermés disjoints. De plus, la réunion
A S des orbites des points stables est l’image réciproque d’un ouvert B~ de
B.

Il existe un critère commode pour déterminer quels sont les points
semi-stables et stables sous l’action de G. Soit À : G* 2014~ G un sous-groupe
à un paramètre de G ; on peut alors écrire W = où Wn est

le sous-espace vectoriel des vecteurs v E Wn tels que À(t).v = tnv. Un
point x E P(W) se représente par un vecteur v = L:n vn; soit ~C(a, x) _

0}. On a alors l’équivalence :

x est semi-stable (resp. stable ) ~ pour tout À, p(À, x)  0 (resp.  0)

On peut par exemple utiliser ce résultat pour trouver les points semi-
stables de la grassmannienne Gr = Grass(H ® Cr, s) des espaces vectoriels
quotients K de dimension s de H 0 cr sous l’action de SL(H) : il s’agit
des quotients I1 satisfaisant à la condition suivante : pour tout sous-espace
vectoriel H’ l’image I~’ de H’ Q9 Cr dans k’ satisfait à l’inégalité



L’espace de modules des f aisceau~ cohérents

Un faisceau algébrique cohérent F sur X est dit de dimension d si son

support est de dimension d. Un tel faisceau est dit équidimensionnel de
dimension d s’il n’a pas de sous-module cohérent de dimension  d. Pour

d = n, il s’agit des faisceaux sans torsion ; pour d == 1 , il s’agit de faisceaux
de dimension un localement de Cohen-Macaulay. Le polynôme de Hilbert
d’un faisceau algébrique cohérent F de dimension d s’écrit

où xi = X( F est la caractéristique d’Euler-Poincaré de la restriction
de F à une intersection Ya de i sections hyperplanes en position générale.
Le coefficient r = xd s’appelle la multiplicité. Dans le cas où F est sans

torsion, on a r = rang(F).deg(X) ; le nombre deg(X) ne diffère de la

pente, définie dans la section 2, que par une constante indépendante de F.

On dit qu’un faisceau algébrique cohérent F de dimension d , de multi-

plicité r est semi-stable (resp. stable ) si les deux conditions suivantes sont
satisfaites :

(a) le faisceau F est équidimensionnel

(b) pour tout sous-module cohérent non nul F’ c F de multiplicité r’  r

on a

Dans ces inégalités, les polynômes sont ordonnés par ordre lexicogra-

phique sur les coefficients, en commençant par le terme de plus haut degré.
On définit de même la notion de faisceau p-semi-stable (resp. -stable) en

remplaçant le polynôme de Hilbert par le coefficient xd-i . On a évidem-

ment les implications



Pour les faisceaux cohérents sans torsion, on retrouve évidemment les défini-

tions de Gieseker [12] et Maruyama [24].

Lemme 6.- La famille des faisceaux -semi-stables de polynôme de
Hilbert donné P est limitée.

Cet énoncé est classique [23] pour les faisceaux sans torsion. Dans

le cas général, on peut considérer F comme un faisceau de modules sur
le sous-schéma S de X défini par l’annulateur de F ; ce sous-schéma est

équidimensionnel de dimension d et de degré borné. D’après Chow, la

famille des sous-schémas ainsi obtenue est limitée.

On peut alors considérer, S étant maintenant fixé, une projection finie

1r : S - Pd telle que = C~s(1~. Le faisceau est alors un

faisceau de OPd -modules sans torsion de même polynôme de Hilbert que
F. Ce faisceau n’est peut-être pas -semi-stable, mais la pente de ses sous-
modules est majorée. Ceci suffit en fait pour obtenir une famille limitée ; il
en résulte que la famille des faisceaux F est elle-même limitée.

Fixons un polynôme Q de degré d, et considérons la catégorie C(Q)
des faisceaux semi-stables F tels que -~- = Q, où r désigne la multiplicité
de F. Il est facile de vérifier qu’on obtient ainsi une catégorie abélienne ;
en plus elle est évidemment noethérienne et artinienne, ce qui permet de
définir dans cette catégorie la notion de filtration de Jordan-Hôlder : on
entend par là une filtration

telle que le gradué gri(F) = Fil Fi-l soit stable; le gradué gr(F) =
est alors bien défini à isomorphisme près. Deux faisceaux semi-

stables F et G de C(Q) sont dit S-équivalent si les gradués gr(F) et gr(G)
sont isomorphes.

Soit P un polynôme de degré d. On considère le foncteur Mx(P)
qui associe à la variété algébrique S l’ensemble Mx(P)(S) des classes
d’isomorphisme de familles de faisceaux semi-stables sur X de polynôme
de Hilbert P.



Théorème 5.- 1. Il existe pour le foncteur M x(P) un espace de
modules grossier Mx(P), dont les points sont les classes de S-équivalence
de faisceaux semi-stables de polynôme de Hilbert P.

2. La variété algébrique Mx(P) est projective.
3. Il existe un ouvert de Mx(P) dont les points correspondent
classes d’isomorphisme de faisceau~ stables.

La propriété de module grossier de Mx (P) signifie qu’il existe un mor-
phisme fonctoriel f : MX(P)(S) --~ Mor(S, Mx(P)) satisfaisant à la pro-
priété universelle suivante : pour toute autre variété algébrique N, et tout

morphisme fonctoriel g : MX(P)(S) --> Mor(S, N) il existe un morphisme
et un seul (~ tel que gF = p o f F pour toute famille F de M x(P)(S).

Esquisse de démonstration. On choisit d’abord un entier N assez grand
pour que, n étant donné ~ N les propriétés suivantes soient vraies :

(i) tout faisceau semi-stable F de polynôme de Hilbert P, F(n) est

engendré par ses sections, et on a Hq(F(n)) = 0 si q > 0.

(ii) pour tout faisceau semi-stable F de multiplicité r, de polynôme de
Hilbert PF = P, et tout sous-module F’ C F non nul et de multiplicité r’,
on a

L’assertion a) résulte des théorèmes A et B de Serre appliqués à la
famille limitée du lemme 6. L’assertion b), qui traduit la semi-stabilité,
n’est pas évidente, car la famille des sous-faisceaux F’ qui intervient dans

cet énoncé n’est pas limitée.

L’entier N étant ainsi choisi, soit H un espace vectoriel complexe de

dimension P(N) ; on pose, pour tout entier k > 0,Ak = 
Considérons le schéma projectif de Hilbert et Grothendieck [15] Hilb =

Hilb (H 0 O x(-N), P) des Ox-modules cohérents quotients du faisceau
localement libre H ~ C~x(-N) et de polynôme de Hilbert P. D’après sa con-

struction, ce schéma se plonge, pour k assez grand, dans la grassmannienne



Gr = des espaces vectoriels quotients de H Q9 Ak
de dimension P(N + k), en associant au faisceau quotient F l’espace vecto-
riel HO(F(N + 1~~~; ceci définit une polarisation de Hilb. Le groupe SL(H)
opère sur Hilb et sur Gr ; l’action provient de la représentation linéaire
de SL(H) dans AP(N+k)(H Q9 A~)) , via le plongement de Plücker. En

utilisant le critère du paragraphe précédent, il n’est pas difficile d’identifier
les points semi-stables pour l’action de ce groupe, pourvu que k soit assez

grand :

Lemme 7.- Pour une polarisation convenable de Hilb, on a l’équiva-
lence, pour un point F E Hilb :

(a ) le point F est semi-stable sous l’action de SL(H);
(b ) Pour tout sous-espace vectoriel non nul H’ C H, on a, pour le sous-

faisceau F’ de F engendré par H’ ® Ox(-N) :

On considère le quotient de Mumford M’= de l’ouvert

Hilbss des points semi-stables de Hilb sous l’action de SL(H). A tout
couple (F, c~) formé d’un faisceau semi-stable F de polynôme de Hilbert P
et d’un isomorphisme c~ : on associe un point de Hilb. Si
on désigne par F’ le sous-faisceau de F engendré par un sous-espace non
nul H’ de H, on a alors dim H’  dim HO(F’(N)), d’où il découle en

utilisant la propriété (il) ci-dessus

D’après le lemme 7, ceci signifie que le point défini par (F, a) appartient
à l’ouvert Hilbss. Il est clair que si l’on change l’isomorphisme a, on



obtiendra un point dans la même orbite, et par suite le même point dans
le quotient M’. Il n’est pas difficile de voir que cette construction fournit
en fait un morphisme fonctoriel

Réciproquement, on pourrait espérer que si l’entier N et la polari-
sation sont bien choisis, les points F de Hilbss définissent des faisceaux

semi-stables, et que le morphisme d’évaluation H - HO(F(N)) est un iso-
morphisme. Si la deuxième assertion est claire, il n’en est pas de même de

la première : on rencontrait déjà ce genre de difficulté dans les travaux de

Gieseker et Maruyama pour les faisceaux sans torsion. Cependant, il est

possible de prouver que les points F de Hilb correspondant à des faisceaux

semi-stables, et tels que le morphisme d’évaluation H - soit

un isomorphisme définissent un sous-schéma à la fois ouvert et fermé H~~

de Hilbss, invariant par SL(H). Le quotient de Mumford M = Mx(P) =
a alors un sens ; c’est une variété projective dont on vérifie

facilement la propriété de module grossier annoncée.

L’espace de modules de Dolbeault

Comme pour les faisceaux cohérents, on définit les notions de semi-

stabilité et de stabilité pour les faisceaux de Higgs en introduisant le poly-
nôme de Hilbert : i un faisceau de Higgs (F, 8) de multiplicité r est semi-
stable s’il est équidimensionnel, et si pour tout sous-module de Higgs non

nul F’ C F de multiplicité r’, on a

De même, on définit la notion de filtration de Jordan-Hôlder et de S-

équivalence.
Pour simplifier, on se limite ici au cas des faisceaux sans torsion ; leur

polynôme de Hilbert P est donc de degré n. Par famille de faisceaux de

Higgs, de polynôme de Hilbert P, paramétrée par une variété algébrique S

, on entend la donnée d’un faisceau algébrique cohérent F sur S X X, et



d’un morphisme 8 : F’ -3 n1xx/s Q9F, induisant au-dessus de chaque point
s E S un faisceau de Higgs (Fs , Os) de polynôme de Hilbert P. (Le faisceau

selon l’usage, le faisceau des formes différentielles relatives

de degré 1). On considère le foncteur qui associe à S l’ensemble
des classes d’isomorphisme de familles de faisceaux de Higgs semi-stables
sur X, de polynôme de Hilbert P, paramétrées par S. Le résultat suivant

généralise le théorème 5.

Théorème 6.- Soit P un polynôme de degré n.
1. Il existe, pour le foncteur M Higgs( P) un espace de modules grossier,

noté dont les points sont les classes de S-équivalence de fais-
ceaux de Higgs semï-stables.

2. La variété MHiggs(P) est quasi-projective.
3. Dans il existe un ouvert dont les points sont les classes

d’isomorphisme de faisceaux de Higgs stables.

Cet énoncé est en fait une conséquence du théorème 5. Considérons

le fibré tangent T(X), et le fibré en espaces projectifs associé (au sens
de Grothendieck) Z = P(T(X) (B Ox) ; c’est une complétion lisse de la
variété T * (X ) des vecteurs cotangents ; on désigne par 7r : Z --~ X la
projection canonique, et par D le diviseur à l’infini. Sur la variété Z, le fibré
inversible ® O(D) est très ample si a est un entier assez grand.
Pour simplifier nous supposerons a = 1, cas auquel on peut se ramener
en changeant au besoin la polarisation de X ; ceci modifie le polynôme de

Hilbert, mais non les notions de semi-stabilité et stabilité.

Lemme 8.- Il y a équivalence entre la catégorie des faisceau~ de

Higgs semi-stables sans torsion sur X, et la catégorie des faisceaux semi-
stables de dimension n sur Z, dont le support ne rencontre pas le diviseur
à l’infini D.

Démonstration : Soit A = Sym T(X) l’algèbre symétrique associé au
faisceau des champs de vecteurs T(X) ; on a T*(X) = Spec A. Se donner



un faisceau de Higgs sur X revient à se donner un A-module cohérent ; à
un tel module F on associe un faisceau cohérent G sur T*(X) en posant

Le support du faisceau G est propre au-dessus de X ; si F est sans torsion,
G est équidimensionnel de dimension n. Réciproquement, étant donné un
tel module cohérent sur T* on obtient un faisceau de Higgs F sans torsion
sur X en posant F = Les deux opérations sont inverses l’une de
l’autre ([17], exercice 5.17) ; les polynômes de Hilbert sont inchangés et les
sous-modules de Higgs de F correspondent aux sous-modules cohérents de
G. Par suite, les notions de semi-stabilité se correspondent ; même chose
pour la stabilité. D’où le lemme.

Les modules cohérents sur T* dont le support est propre sur X peuvent
être considérés comme des modules cohérents sur Z dont le support ne
rencontre pas le diviseur à l’infini D. Il en résulte que si l’on considère

l’ouvert U de Mz(P) des classes d’équivalence de faisceaux semi-stables de
polynôme de Hilbert P dont le support ne rencontre pas Z, on obtient une
variété algébrique quasi-projective qui satisfait à la propriété de module
grossier demandée. On prendra donc = U.

Désignons par Po le polynôme de Hilbert de Ox. Soit r un entier ;
l’espace de modules MHiggs(rPo) contient comme sous-schéma à la fois
ouvert et fermé les classes de S-équivalence de faisceaux semi-stables de
rang r et de classes de Chern nulles. Comme Simpson, on désignera par

cette composante. On sait d’après le corollaire 2 du théorème 4
que les points de cette composante sont en fait représentés par des somme
directe de fibrés de Higgs p-stables de classes de Chern ci = 0.

L’espace de modules de de Rham

Il s’agit de construire une variété algébrique qui paramètre les fibrés
plats sur X. Se donner un tel fibré revient à se donner un couple ( E, D )



formé d’un fibré vectoriel algébrique E et d’une connexion régulière D :

O(E) - QI Q9 E satisfaisant à la condition d’intégrabilité D2 = 0. Une

connexion régulière s’identifie à un scindage de la suite exacte de fibrés
vectoriels algébriques

où J1 E désigne le fibré des jets d’ordre 1. Pour E fixé, on peut regarder
l’espace de ces connexions intégrables comme un sous-schéma fermé de

l’espace vectoriel nI ® E) : les équations définissant ce sous-
schéma traduisent les conditions de scindage et d’intégrabilité.

Lemme 9.- La famille des fibrés vectoriels algébriques sous-jacents
aux fibrés plats de rang r est limitée.

Démonstration. Il suffit de montrer que la famille des fibrés plats
irréductibles est limitée. Soit (E, D) un tel fibre ; considérons la filtration
de Harder-Narasimhan (Fi)i=i,...,k de E, et désignons par pi la pente de
gri = La connexion induit un opérateur Ox-linéaire

non nul si 1  i  k, car sinon Fi serait un sous-module invariant par D,
donc localement libre d’après Deligne ([5], théorème 2.23), ce qui définirait
un sous-fibré plat, ce qui est contraire à notre hypothèse d’irréductibilité.
On a alors + c’est-à-dire pi - 

Par suite, Puisque le poly-
nôme de Hilbert est fixé, une variante déjà invoquée du lemme 6 suffit pour
conclure que la famille des fibrés E est limitée.

Un fibré plat E sur X a une filtration croissante Fi par des sous-fibres

plats, telle que gri = Fil Fi-l soit irréductible ; le gradué gr(E) = ~igri
est, à isomorphisme près, indépendant de la filtration. Deux fibrés plats
E et F sont dits S-équivalents si les fibrés plats semi-simples gr(E) et
gr(F) sont isomorphes. Soit r un entier. On considère pour toute variété



algébrique S, l’ensemble M DR(r)(S) des faisceaux algébriques cohérents F
sur S x X, munis d’une connexion relative D : F - n1xx/sQ9F satisfaisant
à la condition d’intégrabilité D2 = 0 et tels que pour tout s G S, Fs soit de

rang r.

Théorème 7.- 1. Il.existe pour le foncteur MDR(r) un espace de
modules grossier MDR(r), dont les points sont les classes de S-équivalence
de fibrés plats.

2. La variété MDR(r) est une variété quasi-projective.
9. Les classes d ’isomorphismes de fibrés plats irréductibles s’identifient

à un ouvert de MDR(r).

Esquisse de démonstration. Soient comme ci-dessus, P = rPo, N un

entier assez grand, et H un espace vectoriel complexe de dimension P(N).
Considérons l’ensemble des triplets (E, ~, D), formés d’un fibré vectoriel

algébrique E, d’un isomorphisme 03B1 : H ~ HO(E(N)) et d’une connexion
intégrable D sur E. On peut définir une variété algébrique quasi-projective
relative

qui paramètre tous ces triplets. On va expliquer comment on peut munir

cette variété A d’une polarisation.
On désigne par D l’algèbre des opérateurs différentiels scalaires sur

X ; elle est munie de deux structures évidentes de OX-modules. La donnée

d’une connexion intégrable sur le faisceau localement libre E équivaut à

celle d’une structure de D-module : étant donnée une telle structure, on

retrouve la connexion D en posant  >_ ~.s pour tout champ de

vecteurs local g et toute section locale s de E ; la compatibilité avec le

crochet fournit la règle de Leibniz et la condition d’intégrabilité.
Considérons le sous-Ox-module Di défini par les opérateurs différen-

tiels d’ordre  i . Etant donné un D-module E on a un morphisme

Dj 00x E - E, où dans le produit tensoriel, Di est muni de la structure

de Ox-module à droite ; en composant avec le morphisme d’évaluation,
ceci permet d’associer à tout point (E, a, D) de A un module quotient du



module Di (H Q9 C~X(-~V )). On obtient ainsi un plongement

Le groupe SL(H) opère sur Hi et A est un sous-schéma localement fermé
de Hi invariant par SL(H) . Le lemme 7 permet encore de déterminer

(pour une polarisation convenable) l’ouvert His des points semi-stables
sous l’action de SL(H) : Simpson démontre que pour N et i ~ r, on a

A ç His ([3l], lemme 4.5). On obtient alors un morphisme

Sous les mêmes conditions, il démontre en fait que A est l’image réciproque
d’un sous-schéma localement fermé de ce sous-schéma satis-

fait à la propriété de module grossier demandée dans l’énoncé ; ceci fournit
donc la construction de l’espace de modules MD R(r).

Comparaison des trois espaces de modules

Les trois variétés algébriques MB (r), et MD R(r ) ont même en-
semble de points fermés ; cependant, elles diffèrent comme variétés algébri-
ques. C. Simpson démontre cependant le résultat suivant :

Théorème 8.-(1 ) Soient et les espaces C-analy-
tiques sous-jacents à MB( r) et MDol( r) respectivement . Cn a un isomor-
phisme

(2) Pour la topologie usuelle, les espaces topologiques sous-jacent à

MB(r) et MDol(r) sont homéomorphes.

Un exemple : le cas r=1

Etudions le cas des fibrés de rang r = 1 sur une surface de Riemann

X. On a C*~ - C*2g . C’est donc une variété affine de



dimension 2g. La variété MDR se projette sur la jacobienne Jac(X) des
fibrés inversibles de degré 0 ; le morphisme Jac(X) est le fibré en
espaces affines de fibre qu’on peut décrire de la manière suivante :
considérons la suite exacte de groupes abéliens

La dernière flèche a pour image la jacobienne ; du point de vue C-analyti-
que, ceci permet de voir comme espace total d’un fibré en es-

paces affines au-dessus de Jac(X), de groupe structural La variété

Jac(X ) étant projective, ce fibré est en fait algébrique d’après les théorèmes
de comparaison de Serre, et l’espace total hérite ainsi d’une

structure de variété algébrique : c’est MDR. Comme Serre l’avait re-

marqué, cette variété algébrique n’est pas affine bien qu’analytiquement
isomorphe à C*29 : on a MB =1= MDol.

Enfin si on écrit C* = U x R+ , U désignant le groupe de nombres
complexes de module 1, l’inclusion C* ) induit un iso-
morphisme Jac(X ), et par suite un scindage

La variété MDol est la variété algébrique produit Jac(X) x 03A91(X) et on
a B = en effet, Dol’ qui contient des sous-variétés
analytiques compactes de dimension > 0 n’est pas une variété de Stein.

Remarque.

On peut construire un morphisme plat de variétés algébriques W - A~
au-dessus de la droite affine, dont la fibre au-dessus du point À =1= 0 est
isomorphe à MDR(r) et dont la fibre au-dessus de l’origine 0 isomorphe à

en introduisant pour un fibré vectoriel algébrique E la notion, dûe
à Deligne, de À-connexion : il s’agit d’opérateurs C-linéaires E - nI Q9 E
tels que D( f s) = Àdfs + f Ds pour f fonction régulière locale, et s section
locale de E, et tels que D~ = 0 : autrement dit, il s’agit d’opérateurs
différentiels d’ordre 1 de symbole Ainsi, la variété de modules

MDol(r) peut être vue comme une spécialisation de MDR(r).



6. L’action de C*

Etant donnée une famille (Fg, de faisceaux de Higgs semi-stables
de polynômes de Hilbert P paramétrée par une variété algébrique S, on ob-
tient une nouvelle famille de faisceaux de Higgs semi-stables en considérant

xs ; ceci définit un morphisme C* X S - MHiggs(P). La
variété MHiggs(P) a été obtenue en quotientant par l’action d’un groupe
SL(H) un ouvert U d’un schéma de Hilbert paramétrant un faisceau de
Higgs universel (F, 8) ; on peut donc prendre S = U : on obtient ainsi un
morphisme équivariant C* x U - qui donne par passage au

quotient un morphisme

On vérifie qu’on obtient ainsi une action du groupe C* sur MHiggs(P).

Points fixes

Pour simplifier, on se limite à l’étude des points fixes de C* sur la
variété 

Proposition 4.- Un point p de est fixe sous l’action de
C* si et seulement si on peut le représenter par un fibré de Higgs (E, 6~
s’écrivant E = où les Fi sont des sous-fibrés algébriques de E tels
que

Démonstration. Rappelons que chaque point p de peut se

représenter par une somme directe (E, B~ _ de fibrés de Higgs
stables de classes de Chern nulles, et ceci de manière unique à isomorphisme
près. Si un tel point p est fixe sous l’action de C*, on doit avoir (E, B} ^_-’
(E, t8~ pour tout t E C* ; choisissons t non racine de l’unité, et désignons
par g un tel isomorphisme. Pour tout champ de vecteurs local ç au-dessus



d’un ouvert U, considérons le morphisme = g, 0 > . Sur U, on a un
diagramme commutatif 

~

Le polynôme caractéristique de g a évidemment ses coefficients constants ;
soit À une valeur propre de g, de multiplicité p, et VA = Ker(g - ÀidE)P.
C’est un sous-fibré de rang p de E, et on a C Il en résulte que,
ou bien = 0 pour tout champ de vecteurs local ~, ou bien tÀ est
encore valeur propre de g. Soit A l’ensemble des valeurs propres de g, et

Ai C A l’ensemble des valeurs propres À telles que ta, ~ ~ ~ , tz-1 a E A, et
telles que A. On obtient ainsi une partition de A; on pose Fo = 0 et
pour i > 0,

On a B(Fi ) C nI Réciproquement, étant donnée une décomposition
E = telle que B(Fi) C nI ® Fi-l, on prend gt Il est

clair que gt définit un isomorphisme (E, 8) ^-_’ 

Variations de structures de Hodge

On appelle variation de structure de Hodge (de poids m)
sur X la donnée d’une somme directe V = de fibrés vectoriels

de classe Cex;), d’une connexion plate D sur V

et d’une forme hermitienne h sur V ; ces données doivent satisfaire aux

conditions suivantes :

(1) la décomposition de V en somme directe est orthogonale par rap-
port à la forme hermitienne h;

(2) la forme hermitienne (-1)p h est positive non dégénérée sur 

(3) la connexion D est compatible avec h.



La notion de variation de structures de Hodge fut d’abord introduite
par P.A. Griffiths ([14]) qui imposait en plus des données précédentes
l’existence d’une conjugaison sur le fibre vectoriel V. L’exemple fonda-
mental provient de l’étude des structures de Hodge associées aux familles
de variétés projectives lisses plongées dans PN. Plus précisément, soit

f : Y - X un morphisme lisse de variétés projectives, muni d’un plonge-
ment dans le projectif relatif X x PN ; on considère le fibré vectoriel V de
classe Coo associé au système local R~‘ f*(C)o, partie primitive de l’image
directe ; la décomposition de Hodge fournit un isomorphisme

v = Rm f *(C)0 ®C C~X~~p+q=mRqf*(03A9pY/X)0 ~OX CX

(où l’indice 0 indique la partie primitive, et Cx le faisceau des fonctions
de classe Coo sur X). On désigne par ce la forme kählérienne relative as-
sociée au plongement dans le projectif relatif au-dessus de X. La forme

hermitienne h sur V est définie sur la fibre Yx par la formule

pour a et /3 E espace des formes harmoniques primitives de
degré m sur Yx, qu’on peut identifier avec la fibre au point x du système
local Rm f*(C)o . La connexion D est celle qui provient du système local,
c’est-à-dire la connexion de Gauss-Manin, et la forme différentielle B est
celle qui est fournie par le théorème de transversalité de Griffiths.

Théorème 9.- Les points fixes de C* dans la variété cor-

respondent au~ fibrés de Higgs qui proviennent de variations de structures
de Hodge.

Démonstration (esquisse ). Considérons une variation de structure de

Hodge (V = D, h), et la métrique hermitienne h’ donnée sur
par (-1)P h. La connexion V est hermitienne pour K, et la forme

différentielle B* est l’adjointe de 03B8 pour cette métrique. On vérifie en

écrivant la condition d’intégrabilité D2 = 0 dans la somme directe



que l’opérateur D" = ~°~1 + 0 définit une structure de Higgs sur V, et
puisque C d’après la proposition 5 un point fixe
(V, 0) pour l’action de C*.

Pour la réciproque, on se ramène d’abord au cas d’un point fixe sta-
ble (E, B) ; il s’agit de montrer qu’il existe alors une métrique de Yang et
Mills dans laquelle la somme directe E = Fi de la proposition 4 est

orthogonale. Il faut constater que dans l’équation de la chaleur (7)

si on part d’une métrique hermitienne initiale K dans laquelle la somme
directe ci-dessus est orthogonale, il en est de même de la solution t - Ht,
et de la limite On obtient ainsi un fibré harmonique, et en changeant
alternativement les signes de la métrique sur les facteurs Fi on obtient une
variation de structure de Hodge de poids k -1.

Le morphisme de Hitchin

Soit P un polynôme de degré n. On considère le morphisme, déjà
envisagé par Hitchin ([19,20])

construit en associant au faisceau de Higgs (E, B) les coefficients si(0) du
polynôme caractéristique En effet, E est sans torsion et
en dehors d’un fermé de codimension ~ 2, B peut être vue localement comme
une matrice dont les coefficients sont des formes différentielles régulières ;
on peut alors calculer les coefficients si (8) du polynôme caractéristique, qui
se prolongent évidemment en sections régulières sur X.

Proposition 5.- Le morphisme, est propre.

Démonstration. On considère une courbe lisse C, munie d’un point
marqué 0, et on pose U = C - {0~. Il s’agit de montrer que si s - Q(s) ==



(Es, B9) : U - est un morphisme tel que s’étend à C, il en
est de même de a. Posons ai = sz(c~) ; cette section s’étend à C ; considérons
la fonction a : C x T * --; définie par a(s, t) = t’’ + ~i 1 
D’après le théorème de Cayley-Hamilton, a(s, est nul pour 0.

Considérons, avec les notations de la section 5, le faisceau semi-stable
Fs sur Z défini par Q(s) == (Es,Qs); le morphisme Fs - Q9 Fs ,
associé à a est nul comme on vient de le voir : il en résulte que le support
de Fs est contenu dans le fermé V(a) des zéros de a. Or, on sait que l’espace
de modules Mz(P) est propre : ainsi Fo = lims~0Fs existe. Par platitude,
le support de Fo est lui aussi contenu dans V(a). Puisque qu’en fait V(a) C
C x T*, le support de Fo ne rencontre pas le diviseur à l’infini D. Ainsi, le
morphisme 0. s’étend à C.

Corollaire 1.- Soit (F, B) un faisceau de Higgs semi-stable de poly-
nôme de Hilbert P; alors t8) existe dans et c’est un

point fixe pour d’action de C*.

Corollaire 2.- Toute représentation linéaire du groupe fondamental
de X peut être déformée continûment en une représentation qui provient
d’une variation de structure de Hodge.

Démonstration. Topologiquement (pour la topologie usuelle), on a
MB(r)  et donc toute composante connexe de MB(r) contient
un point qui provient d’une variation de structure de Hodge. Dans l’espace
des représentations R, les composantes connexes sont des fermés de Zariski
disjoints. Dans le quotient MB(r), leurs images sont encore des fermés
disjoints, et ce sont obligatoirement les composantes connexes. Par suite,
dans chaque composante connexe de R, il y a des points correspondant à
des variations de structure de Hodge.

7. Fibres de Higgs sur les courbes

Si X est une courbe, Hitchin calcule dans ([19]) les nombres de Betti
de l’espace de modules pour les fibrés de Higgs de rang 2 et
de degré impair. Dans ce cas, tous les points sont stables, et cet espace



de modules est lisse. Il utilise pour ceci l’action de C* ; c’est une idée

classique, que reprend Simpson pour étudier l’irréductibilité de l’espace de
module bien que dans ce cas cette variété soit singulière.

Théorème 10.-Soit X une courbe de genre g > 2. Alors l’espace de
modules MDol(r) est une variété irréductible de dimension 2(r2(g -1~ + 1).

On a aussi le même résultat pour MB(r) et MDR(r). On aura besoin
des résultats suivants, qui sont vrais si la variété X est de dimension n.

Soient (E, 9) un fibré de Higgs de rang r, (E*, -8) le fibré de Higgs dual : 8
est la forme différentielle régulière à valeurs dans End(E* ) obtenue à partir
de 03B8 par transposition.

(a) On a = C ; l’accouplement E x E* - C~X est compatible
avec les structures de Higgs et induit une dualité, dite de Poincaré-Serre

(b) La caractéristique d’Euler-Poincaré de E, définie par la formule
est liée à la caractéristique d’Euler-Poin-

caré par la relation

La démonstration du théorème 10 se décompose en deux : irréductibi-

lité locale, et connexité : c’est l’objet des propositions 6 et 7 qui suivent.

Proposition 6.- Si X est une courbe, l’espace analytique 
est localement irréductible.

Cet énoncé est une conséquence de la description locale de 

Soient (E, 0) un fibré de Higgs sur la courbe X, somme directe de fibrés
de Higgs stables de degré 0, End(E) le fibré de Higgs des endomorphismes
de E, et Endo (E) le fibré des endomorphismes de trace nulle. On dispose
d’une forme quadratique q : fi ’2014~ rx A a = 2 ~cx, fi]



Considérons le cône r C d’équation q(a) = 0. Le groupe
Aut(E) des automorphismes de Higgs est un groupe linéaire qui opère sur
r par conjugaison ; du point de vue analytique, au voisinage du point p
E défini par (E, 8), on a un isomorphisme de germes d’espaces
analytiques

Ceci résulte de la théorie générale des déformations de Schlessinger et Stash-
eff, Deligne, Goldman et Millson ([13]). L’espace est, dans
la dualité de Poincaré-Serre, le dual de l’espace des endomorphismes de
Higgs de E de trace nulle ; en particulier, quand (E, 0) est stable, cet es-
pace est nul, et le groupe des automorphismes, réduit à C*, opère triv-
ialement. Ceci fournit la lissité de au voisinage d’un point p sta-
ble ; de plus, la dimension au voisinage d’un tel point est donnée par dim

-xDot(End(E) + 2 = 2r2(g - 1) + 2. Si E est somme
directe de fibrés de Higgs stables de degré 0 :

le morphisme q peut se calculer en termes de matrices en choisissant une
base de et l’énoncé se ramène à prouver un résultat

du type suivant : si al, ~ ~ ~ , ak , b1, ~ ~ ~ , bk sont des matrices carrées, la variété

algébrique définie par l’équation

est irréductible ([31]).

Proposition 7.- Si X est une courbe, la variété MDol(r) est connexe.

C’est ici qu’intervient l’action de C*. Rappelons (cf. section 5) que
M = se plonge dans un espace projectif P(W) (espace projectif des
droites d’un espace vectoriel W) et que l’action de C* s’étend en une action
linéaire C* ~ GL(W ). Ecrivons W = ~03B1W03B1, où Wa désigne le sous-espace



propre relatif au caractère t ~ ta. L’ensemble des points fixes de l’action est
la réunion disjointe des variétés linéaires P(Wa). Pour z E P(W) désignons
par zo (resp. la limite de tz quand t - 0 (resp. t -i oo) et (resp.
Goo(z)) l’unique entier a tel que zo E P(Wa) (resp. zoe e P(Wa). On a

l’égalité n’ayant lieu que si z est un point fixe. D’après
le théorème de propreté (proposition 5), zo appartient à M si z E M.
Considérons d’autre part le sous-schéma fermé N c M correspondant aux
classes de fibrés de Higgs (E, 0), où E est un fibré semi-stable de degré 0 :
il s’identifie à la variété de Narasimhan et Seshadri ([28]) et est donc propre
et irréductible. Chacun de ses points est évidemment invariant par C*.

Lemme 10.- Soit y E M un point Si y  existe z E M
distinct de y et tel que zoe = y.

Voici comment cet énoncé entraîne la connexité : supposons qu’il existe
une composante connexe M’ de M qui ne rencontre pas N. Soit rx’ le plus
petit des nombres pour z’ E M’. Cette borne inférieure est atteinte
en un point fixe y E M’ ; ce point n’appartient pas à N. D’après le lemme,
il existe donc z E distinct de y et tel que = y. On a alors z E M’,
et Go (z)  = a’, ce qui fournit une contradiction. Par suite M est
connexe.

Démonstration du lemme 10. Soit (E, 0) un représentant de y ; on
peut supposer qu’il s’agit d’un fibré de Higgs stable. D’après la proposition
4, il s’écrit E = où Fi est un sous-fibré de E tel que 0(Fi) ç
nI Q9 Par hypothèse, y ~ N, donc 6 ~ 0 ; alors 1~ > 2. Puisque
(E, B) est stable, on a deg( FI)  0 et deg(Fk) > 0 . Par suite, le fibré

Hom(Fk, F1) est de degré  0, et il existe un élément non nul q dans

Ext1(Fk, Fl ). Considérons l’extension Gt définie par l’élément on a

donc une suite exacte

On munit le fibré vectoriel Et = Gt 0 d’une structure de fibré

de Higgs en considérant le morphisme Bt : Et - nI 0 Et défini par les



conditions suivantes : 03B8t IGt est le morphisme composé Gt - Fk - nI Q9

Remarquons que pour t = 0, on récupère le fibré de Higgs (E, B). La
stabilité étant une propriété ouverte, (Et, Bt) est encore un fibré de Higgs
stable. D’autre part, si t ~ 0, on construit un isomorphisme pt : (Et, Bt) -
(Ei, en posant, pour 1  i  k, IFi= et de sorte que pt IGt
rende commutatif le diagramme

Il en résulte que, dans M , limt--+o( El, tBI) = (E, 8). Il reste à vérifier que
(E, B) n’est pas S-équivalent à (E1, 81 ). Mais puisqu’il est stable, il suffit

de vérifier que ces deux fibrés de Higgs ne sont pas isomorphes. Ceci est

dû au fait que (E, B) étant stable, il n’a pas d’autre automorphisme que
les homothéties : ainsi les sous-fibrés Fi construits dans la proposition 4
sont intrinsèquement attachés à (E, 8). S’il existait un tel isomorphisme,
El devrait contenir un sous-fibré Fk jouant le même rôle que Fk. Vu la
définition de ce sous-fibré , de même rang que Fk, devrait être contenu
dans Gi, et tel que F1 ~ F’k = 0. Il définirait donc un scindage de la suite
exacte définissant G1, ce qui est absurde puisque ~ ~ 0.

L’un des objectifs de Simpson est de généraliser le calcul des nombres
de Betti de la variété MHiggs(P), fait par Hitchin en rang 2 et degré 1 sur
les courbes, au moins quand cette variété est lisse : comme pour la variété
de Narasimhan et Seshadri sur les courbes [1], on peut espérer obtenir des
formules de récurrence permettant théoriquement de calculer ces nombres
de Betti. Une tentative est faite dans ce sens dans [33] ; ceci nécessite une
meilleure compréhension de la structure de la variété des points fixes, et du
comportement de l’action au voisinage des points fixes.
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LE FLOT GÉODÉSIQUE DES VARIÉTÉS RIEMANNIENNES
À COURBURE NÉGATIVE

par Pierre PANSU1

Séminaire BOURBAKI Février 1991

43ème année, 1990-91, n° 738

1. INTRODUCTION

Sur une variété riemannienne V, la distance entre deux points est,

par définition, la borne inférieure des longueurs des courbes qui les relient.
Pour deux points assez proches, cette borne inférieure est atteinte pour
une unique courbe. On appelle géodésique une courbe paramétrée qui
réalise ce minimum entre deux quelconques de ses points (assez proches),
et qui est parcourue à vitesse constante. Les géodésiques sont les solutions
d’une équation différentielle du second ordre. Autrement dit, ce sont les

projections des orbites d’un champ de vecteurs X sur le fibré tangent TV.
On dit que V est complète si ce champ est complet, i.e., s’il s’intègre en
un groupe à un paramètre de difféomorphismes de TV, défini pour
tout temps.

Ainsi, les géodésiques peuvent être vues sous deux angles. Le point
de vue variationnel - la géodésique est solution d’un problème de Dirichlet
- a joué un rôle essentiel dans le développement interne de la géométrie rie-
mannienne. Le point de vue dynamique - la géodésique est solution d’un

problème de Cauchy - a donné naissance à une branche particulièrement
riche en interactions avec les disciplines voisines.

~ L’auteur est partiellement soutenu par le contrat CEE GADGET n°
SC1-0105-C.
S.M.F.

Astérisque 201-202 - 203 (1991)



Dans cet exposé, on rappellera quelques-unes des propriétés globales
du flot lorsque la courbure est négative. La plus saisissante est sans doute
le fait que les géodésiques, au comportement apparemment irrégulier,
s’organisent collectivement suivant une loi codée dans le groupe fonda-
mental (stabilité structurelle). L’apport de la théorie ergodique, notam-
ment la notion d’entropie, soulève de nombreux problèmes de rigidité du

genre : telle propriété est caractéristique de tel exemple. On présentera
notamment trois résultats récents qui vont dans ce sens :

. caractérisation du flot géodésique des espaces localement symétriques
par la différentiabilité du feuilletage stable ;

. caractérisation des espaces localement symétriques comme minima

de l’entropie normalisée par la courbure ;
. détermination d’une surface par son spectre marqué des longueurs.

Je tiens à remercier Patrick Foulon et les participants du séminaire

de Géométrie Ergodique de l’Ecole Polytechnique qui m’ont initié aux

mystères du flot géodésique.

2. INSTABILITE INFINITESIMALE

2.1. Un flot hamiltonien. Une géodésique parcourue à vitesse constante
est un point critique de l’énergie

Depuis Hamilton, on sait que le champ de vecteurs X, dont les orbites se

projettent sur les géodésiques, vit plus naturellement sur le fibre cotan-

gent que sur le fibré tangent.
La métrique définit une fonction H - la moitié du carré de la norme

des covecteurs - sur le cotangent. Or celui-ci porte une 1-forme canonique

a, dont la différentielle extérieure da est symplectique. La relation



définit le champ de vecteurs hamiltonien Y, dont le flot préserve cx. La

métrique définit aussi un difféomorphisme (linéaire sur les fibres) de TV
sur T*V. Ce difféomorphisme applique le champ hamiltonien Y sur le

flot géodésique X, la forme Of sur une 1-forme A et la fonction H en une

fonction - la norme des vecteurs - invariante par X. Le flot géodésique est

tangent aux surfaces de niveau - les fibrés en sphères, et on considérera

désormais sa restriction au fibré unitaire TI V. La restriction de A au fibré

unitaire est une forme de contact, qui détermine entièrement le champ

X, via les relations

On dit que X est le champ de Reeb de la forme de contact A. On voit

que .J’y préserve l’élément de volume

(où n est la dimension de V) que l’on appelle souvent la mesure de Liou-
ville.

2.2. Intervention de la courbure.

Pour évaluer la différentielle du difféomorphisme cet, on doit résoudre

l’équation aux variations des géodésiques. C’est l’équation de Jacobi. Elle

porte sur des champs de vecteurs tangents J le long d’une géodésique

c(t), et s’écrit, en fonction de la dérivée covariante D de la métrique
riemannienne,

où R est le tenseur de courbure riemannien. La courbure apparaît donc
à travers l’endomorphisme symétrique

nul sur c, et dont les autres valeurs propres sont des courbures section-

nelles.

De cette équation vectorielle, tirons une équation satisfaite par la
norme du champ de vecteurs J :



On voit qu’il est plus aisé d’interpréter l’équation de Jacobi quand on
se donne une borne supérieure sur la courbure sectionnelle plutôt qu’une
borne inférieure. On suppose désormais que J est orthogonal au vecteur
vitesse c.

Si la courbure sectionnelle est négative ou nulle, la fonction t - 1 J (t) (
est convexe. Cela annonce le fait que localement la fonction distance entre

deux géodésiques est convexe.

Si de plus la courbure sectionnelle I( est majorée par une constante

négative, par exemple A"  -1, alors en général, la fonction ] tend
vers l’infini au moins comme et lorsque t tend vers +00 ou -oo. Cela

indique qu’en général deux géodésiques infiniment voisines divergent ex-

ponentiellement.
Il y a toutefois des exceptions : certaines solutions tendent vers

0 en +00 ou en -oo. L’espace E des champs de Jacobi le long de c

orthogonaux à c est de dimension 2n - 2. Les solutions qui tendent vers

0 en +00 (resp. -oo) forment un sous-espace vectoriel Es (resp. EU) de
dimension moitié n - 1. En effet, pour chaque t, la condition J(t) = 0
définit un sous-espace E(t) de E, de dimension n - 1, et ES est la limite
des E(t) lorsque t tend vers +00. Clairement, ES n EU = 0. Revenant

au fibré unitaire tangent, en chaque point p E TiV, on interprète jE~ et

Ep comme des sous-espaces de TpTIV. En termes dynamiques, Ep est
candidat à être 1’espace tangent en p à la variété stable de p.

Conclusion. La courbure négative se manifeste de trois manières

différentes :

(1) la convexité de la fonction distance ;

(2) l’instabilité des géodésiques ;



(3) l’existence de variétés stable et instable transverses et de dimension

n-1.

3. L’ESPACE DES GEODESIQUES

3.1. Le plan hyperbolique
Le plan hyperbolique, noté H2, découvert par Lobatchevsky et Bol-

yai vers 1828, est une géométrie où l’axiome des parallèles est en défaut.

On le représente traditionnellement comme l’intérieur d’un disque plan.
Les géodésiques sont les arcs de cercle orthogonaux au bord (appelé le
cercle à l’infini et noté car il se trouve à distance infinie). On voit

que, étant donnés une géodésique c et un point x, il existe une infinité de

géodésiques passant par x et ne rencontrant pas c (voir figure).

Toutefois, par deux points distincts du cercle à l’infini passe exacte-
ment une géodésique. L’espace des géodésiques G(H2) du plan hyper-
bolique est donc

Les variétés stables du flot géodésique sont aussi aisées à décrire.
Les cercles géodésiques (lieu des points équidistants d’un point donné)



sont représentés par des cercles euclidiens mais décentrés (le centre hy-
perbolique est plus près du bord que le centre euclidien). A la limite, les
cercles euclidiens tangents au bord s’appellent horocycles. Leurs trajec-
toires orthogonales sont des géodésiques convergeant exponentiellement
dans une direction. Il y a donc bien, pour chaque p = (x, u) du fibré
unitaire, une variété stable. On l’obtient comme suit. L’orbite de p est
une géodésique orientée aboutissant en un point ~ du cercle à l’infini. Un

point q = (y, v) de la variété stable de p a sa projection y sur l’horocycle
passant par x et q, et le vecteur v est la normale dirigée vers q (voir
figure) ..

Les variétés stables s’identifient aux horocycles

3.2. Les quotients du plan hyperbolique.
Dans les années 20, E. Artin, G.D. Birkhoff, J. I:oebe s’intéressent

à la dynamique du flot géodésique sur un quotient du plan hyperbolique.
Ces variétés s’imposent en raison du dictionnaire - issu du théorème

d’uniformisation de Riemann-Poincaré-Koebe : chaque surface de Rie-

mann, i.e., variété complexe de dimension 1, de caractéristique d’Euler

négative s’écrit uniquement comme un quotient de ce plan hyperbolique

par un groupe discret sans point fixe d’isométries préservant l’orientation.

D’autre part, la complexité de la dynamique a été mise en évidence

dès 1898 par J. Hadamard. Suivant la voie indiquée par H. Poincaré, on

étudie les orbites fermées. Puis, sous l’impulsion de G. D. Birkhoff, les

questions de transitivité. Petit à petit, les résultats seront étendus à la



courbure variable et aux dimensions supérieures. Voir à ce sujet l’article

de revue de G. A. Hedlund [He2].

Si V est le quotient de H2 par un groupe discret r d’isométries de

H2, sans point fixe, alors l’espace des géodésiques de V est le quotient de

l’espace des géodésiques du revêtement universel V = H2 par l’action de
r. Comme l’action de r se prolonge au bord, on a

Les propriétés du flot géodésique de V se traduisent par des pro-
priétés de l’action de F sur H2 ( 00) et sur G(H2).

Une géodésique fermée dans V correspond à un axe de I‘, i.e. une

paire de points de V(oo), qui sont des points fixes (une source et un puit)
d’un élément de F. On a un dictionnaire :

3.3. Généralisation

La discussion précédente s’étend aux variétés simplement connexes à
courbure négative (et même, pour certains aspects, courbure négative ou

nulle). La convexité de la distance entre géodésiques joue un grand rôle :
elle garantit l’unicité de la géodésique joignant deux points et la convexité
des boules. Etant donné une géodésique c, la famille des boules passant
par x et centrées en c(t) est croissante, sa réunion définit une horoboule,
dont le bord est une horosphère. Deux géodésiques c et c’ définissent



la même famille d’horosphères si et seulement si la distance d(c(t) , c’(t))
reste bornée lorsque t tend vers +00. Deux telles géodésiques sont dites
asymptotes, et les classes d’équivalence de géodésiques asymptotes for-
ment la sphère à l’infini de V, notée V(oo) (si l’idée de cette relation
d’équivalence remonte à M. Morse [M2], J. Hadamard [Hl] mettait déjà
en évidence l’invariance de "l’ordre circulaire" des géodésiques).

Lorsque la courbure est strictement négative, deux géodésiques a-
symptotes se rapprochent l’une de l’autre exponentiellement, et les horo-
sphères, relevées dans le fibré unitaire par leur vecteur normal rentrant,
sont les variétés stables. De plus, chaque horosphère est une sous-variété

plongée, aussi régulière que la métrique donnée. Enfin, par deux points de
la sphère à l’infini passe une unique géodésique. Par conséquent, lorsque
V est simplement connexe à courbure strictement négative, l’espace des

géodésiques G(V) s’identifie aux paires de points distincts de la sphère à
l’infini.

En général, pour une variété V à courbure négative, non simplement
connexe, de revêtement universel V, l’espace des géodésiques G(V) est
le quotient par l’action du groupe fondamental de l’ensemble des

paires de points distincts de V(oo), et le dictionnaire s’étend, P. Eberlein
et G. ° O’Neill [EO], [E]. °

4. GEODESIQUES FERMEES

Dans ce paragraphe, on explique pourquoi, en courbure négative, il y
a tant de géodésiques fermées. Le principe dégagé vers 1924 par E. Artin,
J. Nielsen, M. Morse (voir [He2]) est que, près de chaque géodésique
presque fermée, il y a une géodésique fermée. Cela résulte du fait suivant :
dans l’espace euclidien, si on se déplace en rega,rdant le ciel, l’aspect de la
voûte étoilée ne change pas (l’angle entre les étoiles ne varie pas). Dans
le plan hyperbolique, au contraire, lorsqu’on se déplace, on voit les étoiles
s’écarter les unes des autres. Plus précisément,



Lemme.- Soit V une variété simplement connexe à courbure majorée

par une constante négative -K. Soit S un secteur de sommet x, d’ou-

verture a, déterminant un ouvert 0 sur la sphère à l’infini. Si y E S et

d(x, y) > 1, alors 0 est vu de y sous un angle au moins égal à a’(~, a) >
a.

Théorème. (Closing Lemma).- Soit V une variété à courbure négative.
Pour tout f petit et T grand, il existe avec la propriété suivante :

pour tout p E Tl V tel que d(p, ~T(p))  ~, il existe q E Tl V et un

T’ E [T - E, T + 6] tel que ~T~ (q) - q et  E pour tout

t E [o, T ~ .

En effet, passons au revêtement universel. Il existe une isométrie

q E xi (M) telle que

Il faut montrer que q laisse invariante une géodésique proche de p.

Pour E petit et T grand, 1(P) est contenu dans un secteur S(p, a) de
petite ouverture. D’après le lemme, ce secteur est envoyé dans lui-même

par 1. Par symétrie, le secteur opposé S(-~~(p), a) est envoyé dans
lui-même par ~y-1. La famille décroissante de convexes

a une intersection vide, donc leurs adhérences dans II U V (oo) ont un seul

point commun, fixé par 1. On trouve de même un point fixe de 1-1. La
géodésique qui les joint est invariante par 1 et proche de p.



Corollaire.- Soit V une variété simplement connexe à courbure ma-
jorée par une constante négative. Toute géodésique récurrente (i.e., qui
s’accumule sur elle-même dans Tl V ) est limite de géodésiques fermées.
En particulier, si le volume de V est fini, les points périodiques du flot
géodésique sont denses dans Tl V .

Il y a d’autres manières de mesurer la richesse d’un flot en orbites

périodiques : compter le nombre de géodésiques fermées de longueur
inférieure à T, étudier leur répartition "en mesure" (voir au paragraphe
11), étudier finement la répartition des longueurs à travers les propriétés
de la fonction zeta (voir [PP]). La méthode consiste à établir une cor-
respondance entre le flot et un flot symbolique, décrit en termes finis.
L’idée de départ - coder chaque orbite par une suite infinie de symboles -
se trouve en germe dans [Hl] et s’est développée en une riche théorie que
M. Morse [Ml] a baptisée dynamique symbolique.

5. TRANSITIVITE

L’instabilité des géodésiques, mise en évidence en 2.2, donne à penser
que, sur une variété compacte, une géodésique typique va visiter toute
la variété. C’est ce que l’on entend par transitivité. Par exemple, J.
Hadamard [Hl] montrait que, étant donnée une surface à courbure néga-
tive plongée dans l’espace euclidien, qui a par conséquent des branches
infinies, après une perturbation arbitrairement petite, on peut faire partir
toute géodésique dans n’importe laquelle des branches infinies.

La transitivité topologique affirme l’existence de géodésiques denses.
C’est une conséquence assez directe de la densité des orbites périodiques,
voir [He2].

Dans la catégorie mesurable, la transitivité s’appelle ergodicité. Elle
affirme que les seules fonctions mesurables invariantes sont les fonctions

constantes presque partout. Activement recherchée - l’histoire de l’ergo-
dicité remonte à Maxwell et Boltzmann, mais peu d’exemples de systèmes



dynamiques ergodiques existent avant les années 30, - elle est prouvée par
Hedlund en 1934 [Hel] pour les surfaces d’aire finie, à courbure constante.

En 1938, E. Hopf propose l’argument suivant, qui s’étend au cas de

la courbure variable [Hop]. Il s’agit de prouver l’ergodicité de l’action du

groupe 7Ti(V) sur les paires de points du cercle à l’infini. Un lemme de
G. Birkhoff permet de se ramener aux fonctions obtenues comme limites

temporelles de fonctions continues à support compact sur V (les limites

temporelles

existent pour presque tout x et sont presque partout égales). Or claire-
ment la limite f+ est constante sur les variétés stables, i.e., sur les tranches
ç x V(oo), f- est constante sur les variétés instables.

Dans cet argument intervient un point technique : le mesure na-

turelle sur G(V) est-elle absolument continue par rapport à la mesure
produit ? Cela découle de la différentiabilité de l’homéomorphisme entre

l’espace des géodésiques G(V) et VT(oo) x Y(oo) -Diag, liée à la régularité
du feuilletage stable lVs. E. Hopf savait montrer seulement en dimension

2 que le feuilletage stable est de classe Cl. En dimensions supérieures, le

problème de l’ergodicité du flot géodésique des variétés compactes à cour-

bure négative non constante est resté ouvert jusqu’en 1962. D.V. Anosov

le résoud en montrant que le feuilletage stable est absolument continu

[Al]. On reviendra sur cette question de régularité au paragraphe 8.

6. STABILITE STRUCTURELLE

Dans une variété compacte à courbure négative, chaque classe d’ho-

motopie libre de courbes fermées contient une unique géodésique (à trans-
lation du paramètre près). Cela résulte du principe variationnel (exis-
tence) et de la convexité (unicité). Par conséquent, si on perturbe la

métrique, on peut suivre chaque géodésique fermée. En est-il de même

pour les géodésiques non fermées ? La réponse remonte à M. Morse



[Ml] : l’espace des géodésiques G(V) est essentiellement indépendant
de la métrique à courbure négative particulière. Cela résulte de la car-

actérisation de la sphère à l’infini du revêtement universel au moyen de

quasigéodésiques, due à G.A. Margulis.

6.1. Invariance de l’espace des géodésiques
Une courbe cr dans if est une quasigéodésique si

( 1 ) sa vitesse est bornée ;

(2) le rapport est borné.

On montre que, dans une variété simplement connexe à courbure

majorée par une constante négative, toute quasigéodésique est contenue
dans un voisinage tubulaire de largeur bornée d’une unique géodésique.
Par conséquent, la sphère à l’infini s’identifie aux classes d’équivalence de

quasigéodésiques asymptotes.
En fait, la notion de quasigéodésique garde un sens dans un groupe

discret de type fini. Si V est compacte, V(oo) est attaché intrinsèquement
au groupe discret F = 7Ti(V), et

La sphère à l’infini devient un outil pour l’étude du groupe F : des

propriétés de l’action de F sur r(oo), on déduit la structure des sous-

groupes abéliens, l’existence de sous-groupes distingués libres, la finitude

du nombre de sous-groupes isomorphes à un groupe donné, la finitude de

etc...

Ce point de vue, inauguré par A. Preissmann [P], a été développé par
M. Gromov [Gr2]. Celui-ci généralise les propriétés des groupes fonda-

mentaux liées à la courbure négative à la classe des groupes hyperboliques,

qui contient "la plupart" des groupes discrets de type fini, voir l’exposé

[Gh3].

6.2. Stabilité structurelle des flots d’Anosov

Soit V une variété compacte, X le flot géodésique d’une métrique rie-

mannienne à courbure négative, vu comme un champ de vecteurs sur TiV.



On vient de voir que, si on perturbe X parmi les champs géodésiques at-
tachés à des métriques riemanniennes, l’espace des orbites reste inchangé.
Qu’en est-il pour des perturbations plus générales ’? C’est le problème de

la stabilité structurelle.

D.V. Anosov [A2] a formulé ses résultats sous l’hypothèse suivante
sur un champ de vecteurs différentiable X, de flot sur une variété M :

il existe une décomposition

où RX, et sur ES, (resp. EU) la dérivée (resp. est

uniformément contractante.

Depuis, un champ de vecteurs ayant ces propriétés est appelé flot

d’Anosov. La définition correspondante pour un difféomorphisme est

évidente (supprimer la partie E° ) .
Théorème [D.V. Anosov], ([A2]).- Sur une variété compacte, un

champ de vecteurs d’Anosov X est C1-structurellement stable, j.e., si

X’ est un champ de vecteurs suffisamment CI-proche de X, il existe
un homéomorphisme (dépendant différentiablement de la perturbation )
envoyant les orbites du flot de X sur les orbites du flot de X’.

D.V. Anosov fait remonter la méthode qu’il emploie à J. Hadamard,

[H2].

Peut-on faire mieux ? On ne peut certainement pas transformer cette

équivalence d’orbites en conjugaison (même mesurable), car les longueurs
des orbites fermées, par exemple, seraient alors conservées.

Du côté de la régularité, on peut affirmer que l’équivalence d’orbites
n’est pas absolument continue en général. En effet, il résulte de la preuve
du théorème de rigidité de G.D. Mostow [Mos] que, pour des surfaces
à courbure -1 homéomorphes mais non isométriques, la correspondance
entre cercles à l’infini n’est pas absolument continue.

Enfin, on peut se demander si, pour deux variétés à courbure négative
ayant même type d’homotopie, l’homéomorphisme entre fibrés unitaires



tangents implique un homéomorphisme entre variétés. C’est vrai en

grande dimension, mais on ne peut pas aller jusqu’à un difféomorphisme,
[FJ].

6.3. Universalité de l’hyperbolicité
L’instabilité du comportement individuel des trajectoires entraîne la

stabilité de leur comportement collectif. Ce principe paradoxal, mis en
évidence par D.V. Anosov dans le contexte des flots géodésiques, a été ob-
servé simultanément par S. Smale sur son fameux "fer à cheval". S. Smale

[S] a dégagé l’idée que l’hypothèse (U) d’Anosov, satisfaite seulement le
long d’un compact invariant A suffit pour assurer la stabilité de A et une
description symbolique. Un tel compact invariant est dit hyperbolique.

Il émerge de ces travaux une méthode d’investigation d’un système
dynamique : partant du fait que les ensembles invariants hyperboliques
sont compris, on doit décrire comment le comportement du système se
rattache ou diffère du comportement hyperbolique. Ce point de vue est
toujours d’actualité, voir par exemple [Y].

7. COURBURE NEGATIVE OU NULLE ET ERGODICITE

Certains aspects de la courbure négative s’étendent au cas où on
autorise la courbure à s’annuler tout en restant non positive. En quelque
sorte, il suffit qu’une géodésique rencontre un peu de courbure négative
pour que son comportement soit conforme au modèle hyperbolique. Cette

généralisation fait l’objet de l’article de revue de Ya. Pesin [Pes].
La question de l’ergodicité du flot géodésique a conduit W. Ballmann

à l’hypothèse suivante.

Définition.-- Soit vT une variété à courbure négative on nnlle. Le rang
d’une géodésique c est la dimension de l ’espace vectoriel des champs de Ja-
cobi parallèles le long de c. Le rang de la variété V est la borne inférieure
des rangs des géodésiques de V.



L’hypothèse de rang égal à 1 entraîne probablement l’ergodicité du
flot géodésique. Malheureusement, ce point n’est pas encore complète-
ment éclairci. Toutefois, on a

Théorème [W. Ballmann et M. Brin], ([BB]).- Soit V une variété à
courbure négative ou nulle, de rang un. Si le volume de V est fini, alors
il existe dans Tl V un ouvert invariant sur lequel le flot géodésique est

ergodique.

Voici deux classes de variétés de rang supérieur ou égal à 2 :
. les produits riemanniens : le rang d’un produit est la somme des

rangs des facteurs ;
. les espaces symétriques de rang supérieur ou égal à 2 ; un espace

symétrique est le quotient d’un groupe de Lie semi-simple par son

compact maximal ; le rang est la dimension des sous-espaces plats
totalement géodésiques maximaux, et ne vaut 1 que pour une courte
liste d’exemples décrits au paragraphe suivant.
Le flot géodésique sur un produit (resp. sur un espace localement

symétrique de rang supérieur à 2) a des intégrales premières invariantes

par isométries. Il s’agit de l’angle que fait un vecteur tangent avec les
facteurs (resp. avec les murs de sa chambre de Weyl).

Suite aux efforts conjugués de W. Ballman, M. Brin, K. Burns, P.

Eberlein, R,. Spatzier, on sait maintenant que les variétés compactes,
à courbure négative ou nulle, de rang supérieur ou égal à deux, sont
essentiellement les variétés localement symétriques de rang supérieur ou

égal à deux.

Théorème. ([Bal], [BBE], [BBS], [BS]).- Soit 11 une variété compacte
à courbure négative, de rang au moins égal à 2. Alors le revêtement

universel de V est, ou bien un produit, ou bien un espace symétrique de

rang supérieur ou égal à 2.

La preuve consiste à reconstruire un à un les éléments de la géométrie
des espaces symétriques : sous-espaces plats totalement géodésiques max-



imaux, chambres de Weyl, intégrales premières. W. Ballmann montre que
les intégrales premières sont invariantes par holonomie et conclut avec un
théorème fameux de M. Berger. K. Burns et R. Spatzier préfèrent utiliser
la rigidité des immeubles de Tits sphériques.

Le théorème est maintenant connu sous l’hypothèse suivante : tout
point de Tl V est récurrent [EH].

8. LES ESPACES SYMETRIQUES DE RANG 1

Ce sont les espaces symétriques dont la courbure est strictement

négative. Il y a le plan hyperbolique décrit en 3, et ses généralisations,
en dualité avec les espaces projectifs. Il y a un exemple, noté KHm sur
chacun des corps K = R, C, H, Ca, pour chaque dimension m (seulement
m = 2 pour les octaves de Cayley Ca) . Par exemple, le plan hyperbolique
est à la fois RHZ et 

Dans un espace symétrique, le tenseur de courbure est parallèle,
l’équation de Jacobi est à coefficients constants. En rang un, le groupe
d’isométries est transitif sur le fibre unitaire, et les valeurs propres non
nulles de l’opérateur

ne dépendent pas de c. Elles valent -1 (dans le cas réel), -1 et -4 dans
les autres cas, avec les multiplicités (m - 1)A-, et k - 1 respectivement
(k = dim K). Voici pourquoi : est un ouvert dans le projectif

Chaque géodésique est contenue dans une K-droite unique, qui
est totalement géodésique à courbure -4, et responsable des k - 1 valeurs

propres -4. Chaque vecteur propre de valeur propre -1 est tangent à
un Rp2 C KP~’~ totalement géodésique à courbure -1, qui contient la

géodésique.
Il est clair que, dans ces exemples symétriques, les directions stables

ES, qui sont déterminées par le tenseur de courbure, sont différentiables.
Comme on l’a vu au paragraphe 5, la question de la régularité du

feuilletage en variétés stables est délicate. D.V. Anosov a montré que, en



dimension supérieure à 3, le feuilletage n’est pas toujours de classe Cl.
On arrive à C~ à condition de faire une hypothèse sur les exposants de
contraction uniforme du flot (M. Hirsch et C. Pugh [HP], B. Hasselblatt

[Has]), qui correspond au pincement 1/4 pour la courbure sectionnelle.

En dimension 2, S. Hurder et A. Katok [HK] sont allés plus loin :
il obtiennent assez de régularité (une dérivée dans la classe de Zyg-
mund) pour pouvoir définir et calculer l’invariant de Godbillon-Vey (c’est
heureux, car ces feuilletages sont les principaux exemples où l’invariant
de Godbillon-Vey est non trivial, voir par exemple [Gh2]). En fait, leur
résultat s’étend aux flots d’Anosov de contact en dimension 3. Un flot

d’Anosov est de contact si le champ de plans Es ~ Eu forme une structure .
de contact de classe C°° ; c’est automatique pour une flot géodésique.

Il est probable que le feuilletage stable n’est de classe C°° que pour
les espaces localement symétriques de rang 1. Dans cette voie, Y. Benoist,
P. Foulon et F. Labourie ont obtenu le résultat suivant, qui constitue une
sorte de pendant à la caractérisation des espaces symétriques de rang
supérieur à 1 évoquée au paragraphe précédent.

Théorème. [Y. Benoist, P. Foulon et F. Labourie], ((BFL~).- Tout flot
d’Anosov de contact sur une variété compacte, dont les directions stables

et instables sont de classe Coo est obtenu à partir du flot géodésique d’une
variété localement symétrique de rang 1 par les opérations suivantes :

passage à un revêtement ou à un quotient fini, cltang.ement de paramètre
de classe Coo.

En fait, les seuls changements de paramètre possibles sont de la forme
X changé en X/(1 + est une 1-forme fermée dont seule la

classe de cohomologie joue un rôle.

Remarques. Le résultat en dimension 3 est dû à E. Ghys, [Ghi].
Il est probable que le théorème reste vrai si les feuilletages sont sup-

posés seulement de classe C?. Cela a été établi en dimension 3 par S.

Hurder et A. Katok [HK].



La preuve : l’idée initiale est due à M. Kanai [Kan]. Soit A la forme
de contact. Sur le noyau de A, la forme symplectique dA, les sous-espaces
lagrangiens EU et ES déterminent une forme quadratique ~ de signature
nulle, invariante par le flot. Par conséquent, q + A2 est une métrique
pseudoriemannienne invariante par le flot. Ceci constitue une structure

géométrique rigide.
Y. Benoist, P. Foulon et F. Labourie utilisent un résultat de M.

Gromov [Gr3] sur les pseudogroupes d’isométries locales pseudorieman-
niens : une orbite dense d’un tel pseudogroupe est automatiquement
ouverte. Ils obtiennent une algèbre de Lie 9 d’isométries locales. La

condition d’Anosov entraîne qlle Q est semi-simple donc l’orbite ouverte
et dense porte une structure modelée sur un espace homogène G/H. Un
argument dynamique montre que cette structure est complète, donc V
est un quotient V = F B G/H.

Il reste à trier les paires G/H possibles. On étudie une "sphère à
l’infini généralisée" (G/H)(oo) = G/P où P est parabolique maximal.
La condition d’Anosov entraîne qu’au moins un élément de F agit sur

G/P comme en courbure négative, i.e., avec un puit et une source.
Ceci conduit à une restriction sur le groupe de Lie G : si P- est un

parabolique maximal opposé à P (par le flot géodésique JY E C), alors
P- a exactement deux orbites dans G/P, dont l’une est réduite à un
point. La théorie des groupes algébriques montre que, dans ce cas, G est
de rang 1.

Remarques.
Le problème plus vaste où le flot n’est pas supposé de contact est

ouvert.

Si on part du flot géodésique de V, on trouve un difféomorphisme
de T1V sur le fibré unitaire T1V’ d’un espace localement symétrique qui
échange les flots (le changement de paramètre est exclu dans ce cas). Ce
difféomorphisme provient-il d’une isométrie de V sur 1/’ ? La réponse est

positive lorsque dim V = 2, [Kat] (voir aussi le paragraphe 10) mais la
question reste ouverte en dimension supérieure.



9. ENTROPIES

Ce sont des nombres qui mesurent l’instabilité exponentielle des or-
bites d’une transformation. Ils ont été inventés par A.N. Kolmogorov
[I~] .

9.1. Entropie topologique Il s’agit de compter, étant donné une ré-
solution f, le nombre d’orbites de longueur n qu’on peut distinguer.
Autrement dit, soit ~ une transformation d’un espace compact M. No-
tons On C Mn l’ensemble des orbites de longueur n, muni de la distance
sup. On compte le nombre maximal N(n, f) de boules 2 à 2 disjointes de
rayon E/2 dans l’espace métrique On.

L’entropie topologique est la limite

Le nombre ne dépend pas de la distance choisie lorsque M est com-

pact.
Pour un flot on définit l’entropie comme étant celle de ~i.

Pour un flot géodésique, l’entropie topologique est reliée à l’exposant
de croissance du volume des boules.

Théorème. [A. Manning] , (~Man~).- Soit le flot géodésique d’une
variété riemannienne compacte V. Pour r > 0 et .1: un point du revête-
ment universel V, notons B(.x, r) la boule de rayon n° de centre .~ dans V.
Alors pour tout x,

et régalé a lieu en courbure négative.

En particulier, l’entropie du flot géodésique de 1." ne dépend que du
revêtement universel V de V, et on parlera librement de l’entropie de V.
Par exemple, l’entropie de l’espace symétrique KH1n vaut À;vn, + k - 2.

En fait, en courbure négative, on a un développement asymptotique



Théorème. [G.A. Margulis], ([Mar]).- Si V est compacte à courbure
négative, alors, pour tout fi E V,

On peut aussi penser à l’entropie comme à la dimension de Hausdorff
de la sphère à l’infini. Suivant U. Hamenstâdt [Hal], définissons une
distance doo sur chaque variété instable comme suit. Si p, q sont sur la

même variété instable, on pose

où t est le réel tel que = E .

Dans le revêtement universel, chaque variété instable s’identifie à la

sphère à l’infini (privée d’un point). Les distances obtenues ainsi sur la
sphère à l’infini sont deux à deux localement équivalentes.

Comparons la distance sur l’espace On des orbites de longueur n
avec doo. On peut voir On comme T1V muni d’une distance dn. La boule
de rayon E centrée en p pour la distance dn est le produit de boules de

rayon E dans les directions du flot et de la feuille stable de p, par la boule

de rayon e-n pour doo dans la feuille instable. Par conséquent, l’entropie
topologique du flot géodésique est la dimension de Hausdorff de d~.

Dans le cas des espaces symétriques de rang 1, la distance doo est

explicite. Le groupe d’isométrie est transitif sur chaque sphère, et par
conséquent sur chaque horosphère. Une horosphère peut-être vue comme
une orbite d’un sous-groupe de Lie nilpotent d’isométries - un dans

le cas réel, un groupe de Heisenberg dans le cas complexe. La distance
doo est la distance euclidienne dans le premier cas. Dans le second, c’est
une métrique de Carnot invariante, i.e. les courbes de longueur finie sont

tangentes à un champ de plans non intégrable (qui correspond à l’espace
proprc -1 de la courbure).



On s’attend à ce que la mesure de Hausdorff h-dimensionnelle pour

doo joue un rôle important. C’est le cas : cette mesure a été inventée en
fait par G.A. Margulis, qui en a donné les caractéristiques suivantes.

Théorème [G.A. Margulis], ([Mar]).- Il existe une unique mesure qui
se décompose localement en

est une famille de mesures sur les variétés stables, multipliée ex-
actement par eht par le flot. La famille dt dJ-Ls est une mesure transverse
invariante pour le feuilletage instable.

Cette mesure a été redécouverte par R. Bowen (d’ 011 la notation

Théorème. [R. Bowen], ([B]).- La mesure est la limite de la

moyenne des mesures de Dirac le long des géodésiques fermées de longueur
inférieure à t, lorsque t tend vers l’infini.

Autrement dit, les géodésiques fermées sont équiréparties dans T1V,
mais par rapport à une mesure qui ne coïncide pas, en général, avec la
mesure de Liouville.

Enfin, cette mesure J-LBAI apparaît comme solution d’un problème
variationnel. Etant donné une transformation cjJ, une mesure invariante

J-L donne une autre façon de compter les orbites distinctes, d’où émerge
un autre nombre, l ’entropie probabiliste de 03C6 relativement à la. mesure p,
notée h.~(~).

E.I. Dinaburg [D] a montré que, en général, ~(~) est la borne su-
périeure des entropies des mesures invariantes. Il s’établit un parallèle
avec la thermodynamique : étant donné une transformation ~, pensons
à une mesure invariante comme décrivant l’état thermodynamique d’un
système ; l’état d’équilibre est celui où l’entropie est maximale. Dans le
cas des flots géodésiques à courbure négative, cette borne supérieure est



atteinte pour une unique mesure de probabilité, appelée mesure d’entro-
pie maximale qui n’est autre que 

La comparaison des entropies du flot géodésique entre elles et avec
les invariants traditionnels de la géométrie riemannienne donne lieu à
toute une série de problèmes, dont voici trois échantillons.

9.3 Cas d’égalité des entropies.
Par unicité de la mesure d’entropie maximale, l’égalité h = hLiouville

entraîne que mesure d’entropie maximale et mesur e de Liouville sont

égales, et que leurs conditionnelles le long des feuilles stables sont absol-
ument continues les unes par rapport aux autres. C’est tout un faisceau

de conditions. Peuvent-elles être remplies pour une métrique non symé-
trique ?

La réponse n’est connue qu’en dimension 2, où elle est due à A.
Katok. Dans ce cas, toute métrique ~ est conforme à une métrique go à
courbure constante, 9 = j2 go, de même aire que g. On peut mesurer la
distance qui sépare / de go par le nombre

Théorème. [A. (~hat~).-- On a les inég’alités

Voir aussi Ch. Croke et A. Fathi, [CF].

9.4. Entropie contre volume.
M. Gromov [Grl] a posé le problème suivant : Soit Vo un quotient

compact de l’espace hyperbolique réel. Est-ce la métrique à courbure
constante qui, à volume donné, minimise l’entropie topologique ?

La réponse est positive en dimension deux. Celà résulte du théorème
d’A. Katok ci-dessus.

En dimension supérieure à 3, on a ce résultat partiel.



Théorème. [M. Gromov], ([Grl]).- Soit vo une variété compacte à
courbure -1, d’entropie ho = ~ 2014 1’ Si V est une variété riemannienne

homéomorphe à Vo, de même volume, alors l’entropie de V satisfait h >

c(n) ho où c(n) est une constante ne dépendant que de la dimension n.

La preuve repose sur le concept de volume simplicial, un invariant

topologique des variétés qui, pour les variétés à courbure constante - 1 ,
est proportionnel au volume. Le facteur c(n) dans l’inégalité est lié au

rapport entre volume d’une boule et volume d’un simplexe.
Récemment, G. Besson, G. Courtois et S. Gallot [BCG] ont tenté de

remédier à cette perte en introduisant une variante du volume simplicial.
Ce nombre est majoré sans perte par l’entropie, il reste à l’évaluer pour
les variétés à courbure constante. Cette dernière étape n’est accomplie
pour l’instant qu’en dimension 2.

Noter que, grâce aux formules de [KKK] pour les dérivées première
et seconde de l’entropie, une approche variationnelle de ce problème est

peut-être envisageable.

9.5. Elltropie contre courbure
Si on reprend l’interprétation de l’entropie comme dimension de

Hausdorff de la sphère à l’infini du revêtement universel, et si on se sou-
vient que la normalisation -1 est nécessaire pour que la distance

d’U. Hamenstâdt satisfasse l’inégalité tria,ngulaire, le problème de savoir

quelle métrique donne une dimension de Hausdorff minimale se pose assez
naturellement comme suit.

Théorème. [Il. Hamenstâdt], ([Ha2]).- Soit V~ un espace localement
symétrique compact, à courbure non constante et comprise entre -4 et

-1, d’entropie ho. Soit V une variété riemannienne compacte, à courbure
sectionnelle I~  -l, d’entropie h, qui a même type d’homotopie que Vo,
alors h > ho, et si l’égalité a lieu, toute équivalence d’homotopie de V
sur Vo est homotope à une isométrie.

Remarque. L’il1égalité h  h,o apparaît dans [Pan].



La preuve. Le théorème généralise le théorème de rigidité de G.D.
Mostow en rang 1 [Mostow], qui couvre le cas où l’on sait déjà que V
est symétrique, et la preuve, dans sa première étape, emprunte la voie
tracée par Mostow. On utilise l’homéomorphisme f entre sphères à l’infini
évoqué au paragraphe 6. L’égalité des entropies entraîne que f est absol-
ument continu sur presque toute courbe de V(oo). L’hypothèse I~  -1
garantit que doo majore la distance riemannienne, donc les courbes doo-
rectifiables ont presque partout une dérivée, qui engendre le long des

géodésiques un champ de Jacobi de direction parallèle, mais satisfaisant
J" + J = 0.

On est en présence d’une condition qui rappelle la définition du rang
en courbure négative ou nulle, et la seconde partie de la preuve consiste
à reconstruire pas à pas la géométrie symétrique de rang un : métrique
de Carnot, sous-groupes d’isométries nilpotents.

10. LE PROBLEME ISOSPECTRAL

On se pose la question suivante (cf. fin du paragraphe 8) : si deux

variétés riemanniennes compactes ont des flots géodésiques conjugués,
sont-elles isométriques ? Le réponse est négative dans cette généralité :
il existe des déformations de la sphère à géodésiques toutes fermées de

longueur 27r, voir [Bes], mais la question reste ouver te en dimension plus
grande que 3, dans le contexte de la courbure négative.

Elle est liée à un autre problème favori de la géométrie riemanni-

enne, celui des variétés isospectrales : deux variétés qui ont même spec-
tre du laplacien sont-elles isométriques ? Le lien passe par le spectre
des longueurs, i.e. l’ensemble des longueurs des géodésiques fermées. En
courbure négative, cet ensemble est déterminé par le spectre du laplacien,
voir [Ber] à ce sujet.

Contrairement au spectre du laplacien, le spectre des longueurs peut
être enrichi d’une information supplémentaire : chaque géodésique a une
classe d’homotopie. C’est le spectre marqué des longueurs, i.e. la fonction



qui, à une classe d’homotopie libre, associe la plus petite longueur d’une

géodésique dans cette classe, qui est invariant par conjugaison.

Sachant qu’il existe des surfaces non isométriques ayant même spec-
tre du laplacien, le problème se pose de savoir si la donnée plus riche

du spectre marqué détermine la métrique. Ce problème a été résolu en

dimension 2, par Ch. Croke et J. P. Otal indépendamment (on trouvera
une généralisation de leur résultat dans [CFF]).

Théorème. [C. Croke], ([C]) ; [J.P. Otal], ([O]).- Soient V, V’ des
variétés riemanniennes de dimension 2, à courbure négative. Si une

équivalence d’homotopie de V sur V’ préserve le spectre marqué des

longueurs, alors elle est homotope à une isométrie.

La preuve est très élégante. L’équivalence d’homotopie induit une

correspondance entre géodésiques (paragraphe 6). Il s’agit de montrer

que la concourance est préservée. Si ce n’est pas le cas, l’erreur est

mesurée par le défaut angulaire dans un triangle, un nombre toujours
positif - d’après le théorème de Gauss-Bonnet - dont la moyenne fait
intervenir les deux mesures images des mesures de Liouville de V et V’
dans G(V) = G(V’). On montre que ces mesures sont égales en utilisant
la notion d’intersection, due à F. Bonahon, [Bon]. C’est un accouplement
entre mesures sur G(V) qui a les propriétés suivantes :

. sur le sous-espace dense des masses de Dirac le long de géodésiques
fermées, il coïncide avec l’intersection ordinaire des courbes fermées ;

. il est "non dégénéré", i.e. une mesure positive est déterminée par
son intersection avec les géodésiques fermées ;

. l’intersection de la mesure de Liouville avec une géodésique fermée
vaut sa longueur.

En dimensions supérieures, un résultat infinitésimal existe. La mé-

thode, inaugurée par V. Guillemin et D. Kazhdan en dimension 2, a été
été étendue par Min Oo.



Théorème. [V. Guillemin et D. Kazhdan], ([GK]) ; [Min Oo], ([Min]).-
Si V a un opérateur de courbure négatif, alors les déformations isospec-
trales infinitésimales sont toutes triviales.

Une déformation infinitésimale est une forme quadratique, i.e. une
fonction h sur Tl Y quadratique sur les fibres. La condition d’isospectra-
lité est que l’intégrale de h sur toute orbite périodique du flot X est nulle.
D’après A. Livsic [L], l’équation h = L xq a une solution. Un argument
inspiré de l’analyse harmonique sur SL(2, R) montre que q est linéaire
sur les fibres, i.e. h est la dérivée de Lie de la métrique par un champ de
vecteurs.
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APPROCHE DE LA CONJECTURE DE NOVIKOV

PAR LA COHOMOLOGIE CYCLIQUE
[d’après A. Connes, M. Gromov et H. Moscovici]

par Georges SKANDALIS

Séminaire BOURBAKI Février 1991

43ème année, 1990-91, n° 739

0. INTRODUCTION

Toutes les variétés que nous considérons dans cet exposé sont supposées
compactes (sans bord), orientées de classe C°°.

La formule de Hirzebruch [24] calcule la signature d’une variété orientée
V de dimension n = 4k, c’est-à-dire la signature (différence entre le nombre
de signes + et le nombre de signes -) de la forme quadratique associée à
la forme d’intersection sur H2k(V; R)). On obtient :

où [V] E Hn(V; Z) désigne le cycle fondamental de la variété orientée V
et L(V ) E H*(V; Q) est un polynôme en les classes de Pontrjagin de V,
parfois appelé "classe caractéristique de Pontrjagin-Hirzebruch". En parti-
culier, le nombre (L(V), [V]) est un invariant d’homotopie. Dans le cas des
variétés simplement connexes, la signature est la seule classe caractéristique
invariante d’homotopie.

Supposons à présent que la variété V n’est pas simplement connexe.
Notons r le groupe fondamental de V et f : V - Br l’application classi-
fiante du revêtement universel. Pour une classe de cohomologie rationnelle
x E H*(Br; Q), appelons "haute signature" de V le nombre
(L(V)Uj*(x), [V] ) . La conjecture de Novikov ( [39] ) énonce l’invariance par
homotopie de toutes les hautes signatures, c’est-à-dire l’égalité

S.M.F.
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pour toute équivalence d’homotopie g : W - V de variétés compactes
orientées.

A l’aide de la dualité de Poincaré, on trouve qu’une manière équivalente
d’énoncer cette conjecture est l’invariance par homotopie de la classe d’ho-
motopie f *(L(V ) n [V]) E ~(BF; Q).

Enfin, l’énoncé le plus naturel de cette conjecture a lieu dans la K-
homologie à supports compacts (la théorie homologique duale de la K-
théorie - c f. [30]) de Br : l’opérateur de signature de V a une classe notée
av dans le groupe de K-homologie Ko (V) dont l’image par l’isomorphisme
de Chern Ch : Ko(V) 0 Q - H*(V; fa) est L(V ) n [V]. La conjecture
de Novikov énonce donc l’invariance par homotopie de l’image de av dans
Ko (Br) (g) Q, c’est-à-dire l’égalité, modulo la torsion, de ( f o 9 )*( aw) avec
f*(av), pour toute équivalence d’homotopie g : W --3 V de variétés com-
pactes orientées.

Cette conjecture reste ouverte après une vingtaine d’années. Cepen-
dant, grâce aux efforts conjugués de nombreux mathématiciens ( c f . [7,
15, 25, 29, 30, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 40, 41, 43, 44...]), cette conjecture
est maintenant établie pour de nombreuses classes de groupes r. La con-

jecture de Novikov a récemment connu de nombreux développements con-
nexes (variétés lipschitziennes, cas équivariant pour une action de groupe
compact, variétés à bord...). Citons surtout un analogue en K-théorie
algébrique de la conjecture de Novikov qui vient d’être démontré par Bok-
stedt, Hsiang et Madsen [4]. On consultera à propos des principaux dévelop-
pements récents l’article d’exposition [45] de Weinberger.

Dans cet exposé, nous examinerons une approche nouvelle de cette

conjecture à l’aide de la cohomologie cyclique de Connes. Les résultats que
nous discuterons s’énoncent :

THÉORÈME A [13].- La conjecture de Novikov est vraie pour les grou-
pes hyperboliques de Gromov.

THÉORÈME B [12].- Tout "fibré presque plat" détermine un invariant
d’homotopie.



Le théorème B permet de redémontrer la conjecture de Novikov dans

tous les cas précédemment connus, ainsi que le théorème A.

De plus, cette approche est intéressante à plus d’un titre :

a) elle est basée sur des théorèmes de l’indice très puissants et esthéti-

ques ;

b) les méthodes développées peuvent certainement démontrer la con-

jecture de Novikov dans de nombreux autres cas et, en tous cas, posent des

questions intéressantes ;

c) enfin, la même démarche s’applique à la conjecture de Gromov-

Lawson et se transpose dans le cas où les groupes discrets sont remplacés

par des feuilletages.

NOTATIONS

Soient r un groupe et A un anneau. Rappelons que l’ensemble des

sommes finies ~9Er agg (ag E A) est muni d’une structure d’anneau pour
laquelle on a (ag)(bh) = (ab)(gh) (a, b E A et g, h E r). L’anneau ainsi

obtenu est noté ~[Fj.
On note f2(r) l’espace hilbertien formé des applications g - ag de

F dans C telles que ~9Er lag 12  +00. À l’opération de r par transla-

tion (à gauche) dans l’espace hilbertien f2(r) correspond une opération de
l’anneau C[r] dans le même espace ;; la C*-algèbre C*(r) du groupe F est
l’adhérence (normique) de C[F] dans la C*-algèbre des opérateurs continus
de .~Z(r).

Signalons que l’algèbre que nous notons C*(r) dans cet exposé est la

C*-algèbre réduite du groupe r qui se note traditionnellement 

1. LES INVARIANTS DE MISHCHENKO ET KASPAROV

a) L’invariant de Mishchenko

Un outil essentiel dans toutes les constructions liées à la conjecture de

Novikov est la signature symétrique de Mishchenko :



Soit V une variété compacte (sans bord) orientée de classe C°° de
dimension 4n de groupe fondamental r ; alors V est naturellement munie

d’un fibré plat E de fibre C[r] obtenu par linéarisation du revêtement
universel. Donnons-nous une triangulation de V. Mishchenko a montré

que la forme d’intersection sur les simplexes de dimension 2n, à coefficients
dans le fibré plat E, définit un élément d’un groupe de Wall L(C[F]) de
l’anneau C[r] appelé signature symétrique de V et a prouvé que cet élément
est invariant par homotopie ([34]).

b) L’indice dans c f . [13]

Notons R = am,n E C + m +

n)k  +oo} l’algèbre des matrices infinies à décroissance rapide.

Soit V une variété compacte (sans bord) de classe C°°. L’algèbre
des noyaux régularisants sur V est l’espace C°°(V x V) des fonctions de
classe C°° sur V x V muni du produit de convolution (h * k)(x,y) =
f pour h, k E C°°(V x V), V. Cette algèbre
est isomorphe à R. En particulier, elle est indépendante de la variété V. Si
E est un fibré vectoriel complexe de classe C°° sur V, on forme de même

l’algèbre des noyaux régularisants à coefficients dans les endomorphismes
de E, qui est encore isomorphe à R.

Soient F le groupe fondamental et V le revêtement universel de V. Le

groupe F opère librement et proprement sur V x V par l’action diagonale ;
notons W la variété quotient V x V/F et p : V x V - W l’application
quotient. L’espace C°°(W) des fonctions de classe C°° à support compact
sur W est naturellement muni d’une structure d’algèbre : pour h, k E

et x, y E V, on pose (h * k)(p(x,y)) = J h(p(~~ z))~(p(z~ y)) 
Il n’est pas difficile de démontrer que l’algèbre des noyaux régularisants

F-invariants C°°(W ) est isomorphe à l’algèbre R~h~ - R 0 C[F]. Cet

isomorphisme n’est pas canonique. Cependant, on peut construire une

(1) L’intégrale est prise sur V et dz désigne une mesure régulière sur V.
(2) L’intégrale est prise sur V et dz désigne une mesure régulière F-invariante
sur V.



équivalence de Morita canonique entre les algèbres C~(W) et 7~[r]. De ce
fait, les groupes et sont canoniquement isomorphes.

Si E est un fibré vectoriel complexe de classe C°° sur V, on forme de

même l’algèbre des noyaux régularisants r-invariants à coefficients dans les

endomorphismes de E, qui est encore isomorphe à 

Soient E+ et E- deux fibrés vectoriels complexes de classe C°° sur la

variété V et D : C°°(V; E+) - C°°(V; E-) un opérateur pseudodifférentiel
elliptique, où Coo(V; E~ ) désigne l’espace des sections de classe C°° du
fibré E±. On peut alors relever D et sa parametrix Q en des opérateurs r-

invariants D et Q agissant sur le revêtement universel V de V ( c f . [1, 13]).
Alors D et Q sont inverses l’un de l’autre modulo l’algèbre des noyaux
régularisants r-invariants à coefficients dans les endomorphismes de E~.
On associe alors à D l’élément de = représenté par
l’idempotent

et A désigne l’algèbre avec une unité adjointe. Rappelons que si

l’algèbre A est obtenue en adjoignant une unité à une algèbre sans unité J,
A’o(J) est le quotient de Ko(A) par l’image de Ko(C).

Remarque : Les relevés D et Q ne sont uniquement déterminés que si D et

Q sont "suffisamment locaux". En général, ils ne sont déterminés qu’à un

noyau régularisant r-invariant près. L’addition d’un tel noyau ne change
pas la classe de l’idempotent PD dans Ko(R[r]).

c) Le théorème de l’indice de Kasparov et Mishchenko

Rappelons que le spectre d’un élément autoadjoint d’une C*-algèbre A
est inclus dans R. Il s’ensuit que les groupes de L et K-théorie coïncident

i.e. L(A) = h’o(A).



L’algèbre R est une sous-algèbre de la C*-algèbre K des opérateurs
compacts d’un espace de Hilbert séparable. Or, pour toute C*-algèbre A,
le produit tensoriel C*-algèbrique K @ A a la même K-théorie que A.

L’image par inclusion i : C~r~ --~ C*(r) de l’idempotent PD associé
à l’opérateur de signature définit un élément av E Ko(C 0 C*(r)) =
Ko(C*(r)).

THÉORÈME 1.1.-Soit V une variété compacte orientée de groupe fon-
damental r. Notons tv E Ko(C*(r)) = L(C*(r)) l’image par inclusion
i : C~r~ --~ C*(r) de l’invariant de Mishchenko et av E C*(I‘)) _
Ko(C*(r)) l’image par l’inclusion i : C~I‘~ -i C*(I‘) de l’idempotent PD
associé à l’opérateur de signature. On a av = tv.

Ce théorème est énoncé dans [29] et démontré dans [30]. L’égalité
av = tv modulo la torsion est aussi énoncée dans [36] et démontrée dans

[37]. Pour une démonstration directe, cf. [27].

Rappelons que l’opérateur de signature de V détermine un élément
noté f*(av) du groupe de K-homologie à supports compacts Il

existe un homomorphisme naturel f3 : Ko(C*(r)) ("assembly
map" en K-théorie topologique) tel que ,Q( f*(w)) = av. Comme par le
théorème 1.1, l’élément av est un invariant d’homotopie, il en résulte :

COROLLAIRE 1.2.- Si l’homomorphisme f3 : Ko(C*(r))
est rationnellement injectif, la conjecture de Novikov est vérifiée pour le

groupe f.

On dit que le groupe satisfait à la "conjecture de Novikov forte" (termi-
nologie de J. Rosenberg [42]) si l’homomorphisme f3 est rationnellement in-

jectif. Signalons que tous les groupes pour lesquels la conjecture de Novikov
est établie satisfont à la conjecture de Novikov forte.

Il est aussi clair que tout homomorphisme § : Ko(C*(r)) --3 C déter-
mine un invariant d’homotopie. C’est en grande partie cette remarque qui a
conduit Kasparov à construire la K-théorie bivariante pour les C*-algèbres.



2. COHOMOLOGIE CYCLIQUE ET COHOMOLOGIE DE
GROUPES

Cohomologie cyclique

Pour une exposition de la cohomologie cyclique, nous renvoyons à [9],
[16], [8]. Contentons-nous ici de rappeler les définitions qui nous seront
utiles.

Soit A une algèbre sur C. Rappelons qu’une n-cochaîne sur A est
une application multilinéaire § : - C. Le bord de Hochschild d’une

n-cochaîne 03C6 est la n + 1-cochaîne bcjJ donnée par la formule

DÉFINITION.- Soit A une algèbre sur C. Une n-cochaîne cyclique sur
A est une application multilinéaire 03C6 : An+1 - C telle que :

On note l’espace des n-cochaînes cycliques sur A.
Un n-cocycle cyclique sur A est une n-cochaîne cyclique ~ telle que b~ = 0.

On note Zâ (A) l’espace des n-cocycles cycliques sur A.
On vérifie sans peine que le bord de Hochschild d’une cochaîne cyclique

est un cocycle cyclique. La cohomologie cyclique de A est la coho-

mologie du complexe des cochaînes cycliques muni du bord de Hochschild,
autrement dit Hf(A) = 

Accouplement avec la K-théorie

Soit n un nombre pair et § un n-cocycle cyclique sur une algèbre A.
Soit B l’algèbre obtenue à partir de A en adjoignant une unité. Rappelons
que B est isomorphe à A x C comme C-espace vectoriel et que le pro-
duit est défini par (a, À)(b, ~c) = (ab + Àb + pa, Àp) (a, b E A, À, p E C).



Alors § définit un cocycle cyclique encore noté § sur B par la formule

4~((a0~ ~0)~ (a1~ ~1), ~ .. (an~ ~~~1 = ~(a0~ al ... , 
Notons Mk(B) l’algèbre des matrices k x k à coefficients dans B. En

utilisant la trace de Mk(C), on étend le cocycle cyclique § à Mk(B). Soit
e un idempotent de Mk(B). Le nombre ~(e, e, ~ ~ ~ , e~ ne dépend que de
la classe de e dans h’o(A) et de celle de § dans On définit un

accouplement entre Ko(A) et en posant

où Cn E C est une constante de normalisation (C2m = ~~~~~,).

Normalisation des cocyles de groupes

Soit r un groupe. Un n-cocycle de groupe c sur r sera dit normalisé si

c~gl ~ ... ~ 9~ ) - 0 si gi ... gn = 0.
Par un argument de résolution projective, on démontre sans peine ( c f .

[6], [13]) :

PROPOSITION 2.1.- Dans toute classe de cohomologie de C),
il y a au moins un cocycle normalisé.

Soit c un cocycle normalisé sur le groupe F. On associe à c un cocycle
cyclique ~~ sur C[r] qui est décrit sur la base F de C[r] par :

Remarque : En fait, on a un plongement de C) dans La

cohomologie cyclique de C[r] a été calculée par Burghelea ( c f . [6]).

Extension à R~r~. Premier théorème de l’indice

DEFINITION 2.2.- Soit c un n-cocycle normalisé sur le groupe F. On

définit le cocycle cyclique ~~ sur en posant :



pour ( l~o k1... , kn ) E et (go, gl , ... , gn) E où Tr désigne la trace
sur l’algèbre R.

Les .éléments de la forme kg (k E R, g E F) engendrent 7Z~r~ ; on étend
oc à par linéarité. On vérifie sans peine que ~~ est un cocycle
cyclique. La trace Tr est donnée par la formule 

an,n. °

Connes et Moscovici ont démontré le théorème de l’indice suivant :

THÉORÈME 2.3 (cf. -[13]).-Soient V une variété compacte, h son
groupe fondamental, f : V - Br l’application classifiante et D un opéra-
teur pseudodifférentiel elliptique sur V. Notons [D] la classe de D dans le
groupe de K-homologie h’o(V ), Ch[D] son image dans H*(V ) par l’isomor-
phisme de Chern et [PD] l’indice de D dans Soit c un n-cocycle
normalisé sur le groupe r ; notons x sa classe dans C) = C).
0n a alors (~~~~, = dn( f*(x), Ch~D~~.

Ici, dn est une constante non nulle (d2m = . m , ) .
Dans le cas du 0-cocycle c = 1, on retrouve comme cas particulier le

théorème de l’indice à valeurs dans l’algèbre de von Neumann de F de ( [1] ).
La démonstration de ce théorème utilise les étapes suivantes :

a) Au cocycle de groupe c, on associe un cocycle d’Alexander-Spanier q
sur V dont la classe de cohomologie est f *(x). En utilisant l’isomorphisme
local entre les groupoïdes W et V x V, on associe à tout cocycle ( d’Alexan-
der-Spanier un homomorphisme f03B6 : K0(V) ~ C de sorte qu’on ait

b) On calcule l’homomorphisme f17 ci-dessus associé au cocycle d’Alex-
ander-Spanier q en utilisant le calcul symbolique de Getzler ([17]).

La classe [PD] n’est a priori pas un invariant d’homotopie. Pour

démontrer l’invariance par homotopie de la haute signature associée à ~,
il suffit de démontrer que le nombre ( ~~~~~, [PD]) ne dépend que de l’image
de PD dans Ko(C*(r)), puisque, par le théorème 1.1, cette image est un
invariant d’homotopie.

Or il n’est pas raisonnable d’espérer que le cocycle cyclique ~c s’étende
en un cocycle cyclique de C*(F). On peut cependant dans certains cas



étendre ce cocycle cyclique à une sous-algèbre de Banach de C*(F) ayant la
même K-théorie que C*(F). Pour cela, on dispose du résultat "classique"
(et simple) suivant :

Lemme 2.4 (cf. e.g. [28], p. 109, exerc. 6.15).-Soit p : A - B un
homomorphisme d’algèbres de Banach unifères. Si l’image de p est dense
dans B et que A-1 = alors p induit un isomorphisme en Ii.
théorie.

Si l’homomorphisme p vérifie les conditions du lemme et est de plus
injectif, on dit parfois que A est une sous-algèbre pleine de B.

Un cas où cette méthode s’applique est :

THÉORÈME 2.5 ([13]).-La conjecture de Novikov est vraie pour les

groupes hyperboliques de Gromov.

Nous renvoyons à [20] et [19] pour une description des groupes hyper-
boliques de Gromov. Deux propriétés de ces groupes sont utilisées dans le
théorème 2.5 :

a) Gromov a démontré ( c f . ~20~ ) que, si r est un groupe hyperbolique,
toute classe de cohomologie x E Hn(r, C) (n > 2), est représentée par un
cocycle (normalisé) borné.

b) P. de la Harpe ([22]) a généralisé aux groupes hyperboliques un
estimé sur la norme de C*(r)~3~ obtenu par Haagerup pour les groupes
libres puis par Jolissaint pour les sous-groupes discrets des groupes de Lie
de rang 1. On en déduit ( c f . ~2ô~ ) :

PROPOSITION 2.6.-Soit r un groupe hyperbolique. Le complété de

C[r] pour la norme N donnée par agg) = Il |ag|g~ est une

sous-algèbre pleine A de C*(r).

Ici, Ilaii désigne la norme de a dans C* ( r ) .
Soient n un nombre pair et c un n-cocycle normalisé borné sur F.

Posons § = ~c’

(3) Rappelons que C*(I‘) désigne ici la C*-algèbre réduite du groupe F.



Il s’ensuit que ~~(a°, al, ... ~ a~)I  ~ 
N(an). Donc le cocycle § s’étend en un cocycle cyclique sur l’algèbre

A ; il définit donc un homomorphisme de Ko (A) = A’o(C*(F)) dans C, d’où
le théorème 2.5.

L’importance de ce théorème vient de l’abondance des groupes hyper-
boliques ( c f . [20]).

La méthode de démonstration soulève aussi de nombreuses questions :

Question 1 : L’inclusion A - C*(F) induit-elle un isomorphisme en K-
théorie pour tout groupe F ?

Une réponse positive à cette question impliquerait la conjecture de
Novikov pour tous les cocycles de groupe bornés. Cependant, l’égalité
A-1 = semble liée au "rang 1". La réponse à la question
1 est néanmoins positive pour les groupes résolubles comme l’a montré
Bost ([5]). Remarquons que, pour un groupe moyennable, la norme N est
la norme Il de sorte que A est l’algèbre de Banach ~l(r).

En fait, l’estimé de [22] permet de montrer que, si le groupe r est

hyperbolique, le complété An de C[F] pour la norme lV~ donnée par
Il 03A3g~0393 |ag|(1 + I9I)ngll est une sous-algèbre pleine de

C*(F), pour tout n E N. Ici, ici désigne la longueur de g relativement à un
système de générateurs de r.

Question 2 : L’inclusion An - C*(F) induit-elle un isomorphisme en
K-théorie pour tout groupe r ?



Comme on peut toujours étendre les cocycles à croissance polynomiale
à l’algèbre An , une réponse positive à la question 2 impliquerait la conjec-
ture de Novikov pour tous les cocycles de groupe à croissance polynomiale.

Une façon plus générale de procéder peut être la suivante ( c f . [10]) :
étant donné un cocycle de groupe normalisé c, construire une sous-algèbre
A (pouvant dépendre de c) de C*(F), ayant la même K-théorie que C*(f)
à laquelle le cocycle 03C6c s’étend. Par exemple, à l’invariant de Godbillon-

Vey, correspond un 2-cocycle (cocycle de Bott-Thurston) de tout groupe
F agissant sur le cercle par difféomorphismes préservant l’orientation ( c f .
[18]). Connes a montré ([10]) que ce cocycle définit un homomorphisme
de la K-théorie de C*(r) dans C d’où un invariant d’homotopie. De la

même manière sont traitées toutes les classes "secondaires" de cohomologie
de groupe.

3. "FIBRÉS PRESQUE PLATS"

A proprement parler, il n’y a pas de fibrés presque plats, mais des
éléments de K-théorie presque plats :

DÉFINITION 3.1 ([12]).-Soient a > 0 un nombre réel, V une variété

riemannienne compacte et E un fibré hermitien sur V. Soit V une con-nexion unitaire sur E et 8 = V2 sa courbure. La connexion ~ est dite a-

plate si 11611  a. S’il existe une connexion unitaire a-plate V sur E, nous
dirons que E est un fibré a-plat. Un élément de K-théorie x E K°(Y) est
dit presque plat si, pour tout a > 0, il existe des fibrés vectoriels a-plats E±
tels que x soit égal à la différence des classes de E+ et E- dans K°(Y).

La courbure 6 est une deux forme à valeurs dans les endomorphismes
de E. Comme la dimension du fibré E croît quand a tend vers 0, il est

important de préciser quelle est la norme de 8 considérée : si X et Y

sont deux vecteurs tangents en un point x de V, la courbure définit un

endomorphisme 6x,Y de l’espace hilbertien Ex ; désignons par 116x,yll sa
norme. On pose alors 11611 = Sup {118x,yll 1 1 et 1}.

On peut formuler une définition analogue pour un élément de



est dit presque plat si, pour tout a > 0, il peut être représenté par
une section u du fibré des automorphismes unitaires d’un fibré unitaire E

muni d’une connexion unitaire a-plate V tel que IIVull  a.

Il est clair que le produit de deux éléments presque plats de K-théorie

est presque plat : si Xi i E K*(V;) ( i = 1, 2) est presque plat, le produit
tensoriel xi 0 x2 E K*(Vi x V2) est presque plat.

3.2 Exemple :Il est facile de décrire des éléments de K1 presque plats :
Munissons le fibré trivial de dimension N sur le cercle T = R/Z

de la connexion unitaire pour laquelle le transport parallèle le long
du segment orienté ~s, t~ de R soit donné, sur la base (bo, ~ ~ ~ , bN_1 ), par

Pour t E notons ut l’opérateur uni-

taire de CN qui agit sur la base par utbk = bk-i 0,

utbo = e2i7rtbN-l. Alors la section t - ut représente le générateur de

Ii 1 (T) ; or, pour tout t, on a e-2i7rt/N Ut donc la section
t - ut est presque invariante par la connexion.

Il en résulte que l’élément de Bott sur T~ est un élément de K-théorie

presque plat.

Les éléments de K -théorie presque plats proviennent du groupe fonda-
mental. En effet, on démontre assez facilement :

PROPOSITION 3.3.-Soit V une variété riemannienne simplement con-
nexe. Toute classe de K -théorie presque plate de V est triviale. Plus

précisément, il existe a > 0 tel que tout fibré a-plat sur V soit trivial.

THÉOREME 3.4 ([12]).-Soient V une variété compacte orientée et
x E K*(V ) un élément de K-théorie presque plat. Alors, pour toute équiva-
lence d’homotopie f : W - V, on a (av, x) = (aw, f*(x)) où av (resp.
aw ) désigne la classe de l’opérateur de signature de V (resp. W ) dans le
groupe de K-homologie K*(V ) (resp. K*(W) ).

Il est possible de donner une démonstration directe de ce théorème :
si f : W - V est une équivalence d’homotopie préservant l’orientation
et E un fibré suffisamment plat sur V, on peut comparer directement les

opérateurs de signature de V et W à coefficients dans les fibrés E et f *E



et démontrer qu’ils ont même indice ( c f . [23]).
La démonstration originale de ce théorème décrite dans [12] est moins

directe, mais développe des idées très intéressantes :
- à un fibré presque plat, on associe une "presque représentation" du

groupe fondamental F ;
- on définit l’image par une presque représentation de la signature

symétrique de Mishchenko : c’est une matrice inversible autoadjointe ;
- on démontre enfin un théorème de l’indice qui stipule l’égalité entre la

signature à coefficients dans le fibré presque plat du départ et la signature
de cet opérateur autoadjoint.

Expliquons brièvement chacune de ces idées :

Presque représentation associée à un fibré presque plat

Soit V une variété riemannienne. Choisissons un point base x de V

et, pour chaque élément du groupe fondamental r de V, un lacet qui le

représente. Donnons-nous un fibré unitaire E sur V, muni d’une connexion
unitaire V. Le transport parallèle le long de ces représentants donne une

application u de F dans le groupe des transformations unitaires de Ex.
Si la connexion V est plate, l’application u est une représentation. Si la

connexion V est a-plate, avec a suffisamment petit, l’application u est

presque une représentation : étant donnés £ > 0 et une partie finie F de

r, il existe a > 0 tel que si u est l’application associée à une connexion

a-plate, on ait pour tout x,y E F, lIu(xy) -  ~. On dit alors

que l’application u est une (F, ~~-représentation.
Pour des raisons qui vont apparaître ci-dessous, on considère des pres-

que représentations telles que u(g-l) = u(g)* pour tout g E r. Pour cela,
on remplace u par l’application g -~ 2 (u(g) + )* ). Alors u n’est plus
unitaire mais reste une presque représentation (donc est presque unitaire).

Remarque : Réciproquement, on peut facilement construire une partie finie

F de F possédant la propriété suivante : pour tout a > 0, il existe ~ > 0

tel que, à toute (F, ~)-représentation, on peut associer un fibré a-plat. On
obtient ainsi une autre façon de démontrer que l’élément de Bott de T2 est



presque plat. Enfin, soit u la (F, ~)-représentation associée à un fibré a-plat
E. Alors le fibré associé est isomorphe à E. (Ceci généralise la proposition
3.3. )

Image de l’invariant de Mishchenko par une "presque représen-
tation"

L’invariant de Mishchenko est un élément du groupe de Wall L(C[r])
et est donc représenté par un élément autoadjoint inversible x E Mn(C[r]).

Soit u une application de r dans MN(C) telle que u(g-1 ) - u(g)*
pour tout g E r. On déduit de u une application linéaire encore notée u de

C[f] dans MN(C) en posant agg) = agu(g). Remarquons
que u est autoadjointe i.e. que u(x*) = u(x)* pour tout x E C[r]. Enfin,
on étend u aux matrices ; on obtient ainsi une application linéaire encore
notée u de Mn(C[r]) dans Mn N(C).

On démontre sans peine le résultat suivant :

Lemme 3.5.- a) Soit x un élément autoadjoint et inversible de 
n existe une partie finie F de r et un nombre réel ~ > 0 tel que l’image
u(x) par toute (F, ~)-représentation u soit inversible dans MnN(C).

b) Soient x et y deux éléments autoadjoints et inversibles de 
Si x et y définissent le même élément de L(C~r~), il existe une partie finie
F de r et un nombre réel ~ > 0 tel que u(x) et u(y) ont même signature
par toute (F, ~)-représentation u.

Le a) résulte de ce que est proche de 1. Le b) résulte sans
difficulté de la définition du groupe L(C[r]). (Ici, il s’agit de la signature de
l’élément autoadjoint inversible u(x) E Mn N(C), i. e. le nombre de valeurs

propres positives moins le nombre de valeurs propres négatives.)
Le théorème 3.4 résulte alors du théorème suivant :

THEOREME 3.6 (~12~).-Soient V une variété riemannienne compacte
orientée, T son groupe fondamental. Notons av la classe de l’opérateur
de signature V dans le groupe de K-homologie Ko(V). Soit x E un

représentant de l’invariant de Mishchenko. Il existe a > 0 tel que pour



tout fibré a-plat E, on ait (~Y, ~E~~ = Signature (u(x)), où u désigne la
presque représentation associée à E.

Ici, [E] désigne la classe du fibré E dans 
Ce théorème est un cas particulier d’un théorème de l’indice plus

général où l’opérateur de signature est remplacé par n’importe quel opéra-
teur elliptique E. On regarde alors l’indice de D dans le groupe 
au lieu de L(C[r]). On peut encore définir l’image de x E Ko(R[r]) par
une presque représentation comme dans le lemme 3.5. La démonstration
de ce théorème est analogue à celle du théorème 2.3 ci-dessus. On utilise
ici la cohomologie cyclique entière, qui est une généralisation naturelle de
la cohomologie cyclique.

Importance du théorème 3.4.

D’après [12], on peut construire suffisamment de fibrés presque plats
pour redémontrer la conjecture de Novikov dans les cas suivants :

a) si r est un sous-groupe discret d’un groupe de Lie connexe ou le

groupe fondamental d’une variété complète de courbure sectionnelle néga-
tive ou nulle [30] ;

b) si F est un sous-groupe discret d’un groupe algébrique sur un corps
local ([32]).

De plus, ce théorème permet de donner une nouvelle démonstration de

la conjecture de Novikov pour les groupes hyperboliques.

Remarques : La construction de tous les fibrés presque plats utilisés pour
établir les corollaires du théorème 3.4 passe par des applications lipschitzi-
ennes propres de F dans Rn. Or on peut faire correspondre à une telle

application un élément de K-homologie de C*(r)~4~, donc lui associer un
invariant d’homotopie. L’avantage de cette façon de procéder, outre sa

simplicité est qu’elle établit en plus la conjecture de Novikov forte.

(4) Cette construction m’a été signalée par A. Connes. Elle n’est pas

encore publiée, mais devrait faire partie de la version "détaillée" de [12].



4. COMPLÉMENTS

Conjecture de Gromov-Lawson.

Commençons par énoncer cette conjecture :

Conjecture (cf. [21]) : Soit V une variété compacte spinorielle de cour-
bure scalaire strictement positive. Notons r te. groupe fondamental de V et

f : V - Br l’application classifiante. Alors, pour tout x E H*(Br; C),
(av, f*(x)) = 0 où av E H*(V; Q) désigne le genre Â de V, i.e. l’image de
la classe de K-homologie de l’opérateur de Dirac de V par l’isomorphisme
de Chern.

On a :

a) La conjecture de Gromov-Lawson est vraie pour les groupes hyper-
boliques.

b) Soient V une variété compacte spinorielle de courbure scalaire stricte-
ment positive. L’indice de l’opérateur de Dirac à, coefficients dans une classe
de K -théorie presque plate est nul.

En fait, la conjecture de Gromov-Lawson est une conséquence de la

conjecture de Novikov forte (cf. [42]), d’où le a). Le b) est presque

immédiat.

Feuilletages : Conjecture de Baum-Connes

On peut transposer les méthodes décrites ci-dessus dans d’autres cadres

( c f . [2]). Dans le cas des feuilletages par exemple, on s’intéresse à la
généralisation suivante de la conjecture de Novikov ( c f . [3]) :

Soit (V, F) une variété compacte feuilletée de classe Coo. Le groupoïde
d’homotopie de (V, F) est le groupoïde différentiable des classes d’homoto-
pie des chemins tracés dans les feuilles de (V, F). Rappelons qu’une homo-
topie feuilletée est une homotopie 1 W -~ V telle que pour tout

point x E W, ht(x) reste sur une même feuille de V.

Soient ( V, F) et ( W, H ) deux variétés compactes feuilletées de classe
Coco



Une application f : W - V de classe C°° est appelée une équivalence
d’homotopie feuilletée s’il existe une application g : V - W telle que :

a) l’image par f (resp. g) de toute feuille de W (resp. V) est contenue
dans une feuille de V (resp. W ) :

b) Il existe des homotopies feuilletées reliant g 0 f et f 0 g à l’identité
de V et W.

La conjecture de Baum-Connes s’énonce :

Conjecture (cf. [3]) : Soient V une variété compacte orientée, de di-

mension paire et F un feuilletage sur V ; notons BG l’espace classifiant
du groupoide d’homotopie G de (V, F) et h : V - BG l’application clas-

sifiante. Alors l’image par h de av dans h’o(BG) ® Q est un invariant

d’homotopie feuilletée.

Rappelons que av désigne la classe dans le groupe de Ii -homologie

Ko(V) de l’opérateur de signature de V. Cette conjecture signifie que si

f : (W, H~) --> (V, F) est une équivalence d’homotopie feuilletée préservant
l’orientation, on a l’égalité de (h o avec h*(av) modulo la torsion.

Les deux méthodes décrites ci-dessus s’appliquent à ce cadre :

a) Un élément de H*(BG; C) définit un cocycle cyclique sur une algè-
bre (notée C°°(G)) qui joue dans ce cadre le rôle de R[F]. On obtient

une démonstration de cette conjecture pour les cocycles qui peuvent être

étendus à une sous-algèbre pleine de la C*-algèbre du feuilletage. Cette

méthode est développée dans [10] où de nombreuses classes de cohomologie
sont traitées (en particulier les classes de cohomologie de Gel’fand Fuchs).

b) Soient (V, F) et (W, H) deux variétés riemanniennes feuilletées orien-
tées. Soit f : tV 2014~ V une équivalence d’homotopie feuilletée préservant
l’orientation. Alors il existe a > 0 tel que pour tout fibré hermitien E sur

Va-plat le long de F, les signatures de V à coefficients dans E et de W à

coefficients dans f *E sont égales (cf. [23]).
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STABILITÉ PAR DÉFORMATION NON-LINÉAIRE
DE LA MÉTRIQUE DE MINKOWSKI

[d’après D. Christodoulou et S. Klainerman]

par Jean-Pierre BOURGUIGNON

Séminaire BOURBAKI Juin 1991

43ème année, 1990-91, n° 740

On doit à Henri Poincaré ( c f . [38]) et à Hermann Minkowski ( c f . [32]
et [33]) la formulation de la Relativité Restreinte comme géométrie d’un
espace vectoriel de dimension 4 muni d’une forme bilinéaire de signature
(- + ++), d’où le nom d’espace de Minkowski donné à cet espace, et de
groupe de Poincaré* à son groupe d’invariance affine.

La Théorie de la Relativité Générale, introduite par Albert Einstein
dans une série d’articles dont la publication commença en 1913 ( c f . [18])
et culmina en 1916 ( c f . [17]), interprète la Gravitation comme une modifi-
cation de la géométrie locale de l’espace-temps. Elle identifie le champ de

gravitation à une métrique lorentzienne, et les équations d’Einstein, qui
sont les équations de la théorie, égalent une partie de la courbure de cette

métrique (le tenseur d’Einstein, c f . 1.3) au tenseur d’impulsion-énergie
qui se déduit des autres interactions qui ont lieu dans l’espace-temps.
Ces équations sont un système d’équations aux dérivées partielles non
linéaires du second ordre dont tout covecteur est caractéristique. Il peut
être rendu hyperbolique par choix approprié de coordonnées. Résoudre
exactement ce système est un problème mathématique ardu.

* Auparavant, pour expliquer les effets de contraction sur les électrons aux
grandes vitesses, Hendrik A. Lorentz avait introduit dans [31] les transforma-
tions de l’espace-temps portant aujourd’hui son nom dont Poincaré montre
dans [38] qu’elles forment le groupe d’invariance de la géométrie pré-citée.
S.M.F.

Astérisque 201-202 (1991)



Dans R4, toute métrique invariante par translation est une solution
(triviale) de ces équations, et on peut identifier l’espace-temps à l’espace
de Minkowski. Dimitri Christodoulou et Sergiu Klainerman ont donné
en 1989 dans [15] une solution rigoureuse au problème de la perturbation
de cette solution triviale.

THEOREME (cf. [15]).- Toute donnée initiale de Cauchy suffisam-
ment proche de la donnée triviale de l’espace de Minkowski et fortement
asymptotiquement plate sur R3 se développe en une unique métrique
lorentzienne sur R4, solution des équations d’Einstein du vide, qui est

régulière, complète et globalement hyperbolique.

L’objet de ce rapport est de présenter ce résultat (en commençant
par les différentes notions apparaissant dans le théorème). Cet énoncé

est souvent interprété comme la preuve de la stabilité non-linéaire de la

métrique de Minkowski : "stabilité" parce que la topologie de l’espace-
temps n’est pas modifiée et qu’aucune singularité n’y apparaît, et on

ajoute l’adjectif "non-linéaire" pour insister sur le fait que c’est bien le

système des équations d’Einstein que l’on résout, et non pas une version
linéarisée.

Les difficultés pour parvenir au résultat sont assez formidables, et
il faut mêler de façon complexe des estimées analytiques et des idées

géométriques. Comme la preuve, rédigée soigneusement dans [15], fait
près de 600 pages, dans ce rapport il ne peut être question que de relever

quelques-unes des idées nouvelles (tant géométriques qu’analytiques) né-
cessaires pour commencer le travail. En fait ce théorème fournit un

prétexte pour présenter quelques-unes des tendances actuelles les plus
intéressantes de la Géométrie Différentielle : outre le passage du local

au global (mentionné ici seulement pour mémoire), l’étude de conditions

asymptotiques sur des espaces non compacts, les propriétés particulières
des espaces de basse dimension, la réémergence de la géométrie conforme,
l’étude de singularités, et bien sûr les stimulations venant de problèmes
de la Physique mathématique.



1. LE CADRE MATHEMATIQUE DE LA RELATIVITE GE-
NERALE*

1.1.. Pour nous, un espace-temps désignera une variété lorentzienne (E, y)
de dimension 4 est un champ de formes bilinéaires symétriques de

signature (- + ++) supposé suffisamment régulier. Les vecteurs v E TE
tels que > 0 sont dits de type espace, ceux tels que g(v, v) = 0 du
type lumière (on dit aussi isotropes), et ceux tels que g(v, v)  0 du type

temps. De la même façon, une courbe sera dite causale si son vecteur-
vitesse est du type temps ou lumière, une hypersurface M C E du type
espace si tous les vecteurs (non nuls) de TM sont du type espace.

Pour que £ puisse modéliser un espace-temps, nous supposerons que
~ est orientée et temporellement orientée. Sur une telle variété nous par-
lerons d’une courbe causale (identifiée à la trajectoire d’un observateur)
orientée vers le futur (resp. orientée vers le passe~ si son vecteur-vitesse a
une orientation temporelle positive (resp. négative) ou est adhérent à des
vecteurs ayant une telle orientation. Pour écarter aussi d’autres patholo-
gies de nature causale, nous ne considérerons que le cas où l’espace-temps
(E, y) est globalement hyperbolique, i.e. nous supposerons qu’il existe dans
~ une hypersurface M qui n’est coupée qu’une seule fois par toute courbe
causale. Ceci signifie en particulier que £ est difféomorphe à M x R.

1.2. D’un point de vue tensoriel, la géométrie lorentzienne se développe
de façon tout à fait parallèle à la géométrie riemannienne. Aussi les nota-
tions que nous introduisons maintenant valent aussi bien pour les variétés

riemanniennes (qui apparaîtront dans la suite) que pour les variétés lo-
rentziennes. Dans un espace-temps (E, ~y), il existe une et une seule

dérivation covariante V’ qui soit métrique et sans torsion comme la
dérivation covariante de Levi-Civita sur une variété riemannienne. Nous

notons la courbure de Riemann-Christoffel de ~’~ (rappelons que, pour

* Les introductions à la Relativité Générale accessibles à un mathématicien
sont nombreuses, par exemple [22], [34], [39], et aussi [44] qui vieillit bien.



où U, V et W désignent des extensions au voisinage de p de u, v et w

respectivement). Nous notons Ric’ la courbure de Ricci de y obtenue à
partir de R’~ en prenant la trace de la façon suivante

Nous notons enfin Scal’ = Tr,Ric’ la courbure scalaire de 03B3 qui est la
trace de Ric’ par rapport à y.

Toutes les intégrations que nous aurons à faire sur E seront faites

par rapport à la mesure canonique définie par la métrique y.

1.3. Les équations d’Einstein sont des équations intrinsèques qui s’écri-
vent alors

où le membre de gauche est le tenseur d’Einstein de 03B3 (qui ne dépend que
de la géométrie), et où T désigne le tenseur d’impulsion-énergie déterminé
par le contenu physique de l’espace-temps. Dans le cas d’un champ
électromagnétique par exemple, représenté par une 2-forme différentielle
extérieure w, le tenseur impulsion-énergie TW s’écrit TW = c~.~,c~ - 4 (c~~,2y ~
(où ., désigne le produit une fois contracté utilisant la métrique lorentzi-
enne 7 et [ [, la norme déduite de y). Dans le cas du vide, nous avons
bien évidemment T - 0, et les équations d’Einstein prennent une forme

plus simple puisqu’en prenant la trace de (1.4) nous obtenons Ric’ = 0 :
les espaces-temps vides sont donc les espaces-temps à courbure de Ricci

nulle. Une des approches possibles des équations d’Einstein du vide (due
à David Hilbert, c f . [24]) est de les considérer comme l’équation aux vari-
ations à support compact de la fonctionnelle y - S(y) = L Scal’ v,
(souvent appelée potentiel de gravitation de l’espace-temps).



1.5. Dans £ = R4 rapporté au système global de coordonnées linéaires

(t, x, y, z), la métrique de Minkowski s’écrit E = -dt2 +dx2 +dy2 +dz2 (on
notera que (R4, E) est un modèle d’espace-temps dans lequel les unités
ont été choisies de telle sorte que la vitesse de la lumière soit égale à 1).
On constate trivialement que la dérivation covariante associée à E est la

dérivation ordinaire dans R~, et que la courbure de cette variété lorent-
zienne est identiquement nulle. L’espace-temps de Minkowski est donc
bien une solution globalement définie dans R4 des équations d’Einstein
du vide.

Les courbes causales issues d’un point p de l’espace-temps de Min-
kowski remplissent les nappes futures et passées du cône issu de p trans-
laté du cône quadratique défini par la métrique E de sommet l’origine 0,
soit CO = {v 1 v E R4, E(v, v) = 0~. Cette distribution de cônes car-

actérise la classe conforme de la métrique de Minkowski, i.e. la détermine
à multiplication près par une fonction.

L’espace de Minkowski admet le groupe de Poincaré comme groupe
de symétrie : c’est le produit semi-direct du groupe de Lorentz qui est
de dimension 6 par le groupe des translations de R~ ce qui porte sa
dimension à 10 (le maximum pour le groupe des isométries d’une variété
lorentzienne de dimension 4). Le groupe des transformations conformes

(quelquefois appelé groupe de Poincaré conforme) est, lui, de dimension
15 et contient en plus les homothéties et les inversions. Une base de son

algèbre de Lie est fournie par les champs de vecteurs de R4 suivants : les 4

champs de vecteurs constants (du type temps futur), a/ax, 8 /8y et
(tous trois du type espace) ; les 6 champs de vecteurs engendrant les

transformations de Lorentz, soit Oxt(= + Ozt (dont
le type dépend du point où on les considère), y 8/8z),
et encore Oxz et Oyz (tous de type espace) ; le champ de Liouville L =
t + x c)/9:r + y cV9?/ + z 8/8z (de type variable) et les inverses des
translations It(= 2 t L + (x2 + y2 + z2 - t2) (du type temps futur),

-2xL + (x2 + y2 + z2 - Iy et Iz (tous trois de type
espace).



1.6. La fonction t : (R4, E) - R est (comme sa dénomination le
suggère) une fonction du type temps ce qui signifie que ses surfaces de
niveau sont du type espace ou que, ce qui est équivalent, sa différentielle
dt vérifie  0 (pour une métrique ~y, ~y-1 désigne la métrique
naturellement induite sur les covecteurs en se souvenant que sa matrice

dans un système de coordonnées soit (~y~" ), est la matrice inverse
de la matrice de ~y).

Il est utile de donner l’expression de la métrique de Minkowski E en
introduisant les coordonnées sphériques habituelles (r, 0, p) sur l’espace
Mo = ~0~ x R3 et les fonctions u = t - r et v = t + r. Nous avons

6 = -du dv + r2 (d82 + sin2 8 d~p2 ). Notons (pour un usage futur) que les
fonctions u et v vérifient l’équation eikonale E-1 (du, du) = E-1 (dv, dv) = 0
(c’est pourquoi on les appelle souvent des fonctions optiques), et aussi la
normalisation E-1(du, dv) = -2. Les surfaces de niveau de u sont les

nappes orientées vers le futur des cônes de lumière et celles de v les

nappes orientées vers la passé des mêmes cônes.
Il est à noter que les sphères pour la métrique euclidienne et sur Mt

centrées en Ot E Mt pour t > 0 peuvent être obtenues comme intersection
des cônes de lumière centrés en Otf E MI, autrement dit comme les
feuilles du feuilletage de codimension 2 défini par la fonction optique u
et la fonction t.

1.7. Revenons à la description d’un espace-temps général. Pour mieux

comprendre la nature des équations d’Einstein, il est utile d’écrire ex-

plicitement ce système en ayant choisi un système de coordonnées locales

(Xll) au voisinage d’un point p, soit

où les symboles de Christoffel sont reliés aux coefficients de



la métrique par la formule (classique)

Il ressort de la formule (1.8) que toute direction cotangente ~ est ca-
ractéristique puisque le symbole principal de l’opérateur qui à une métri-

que lorentzienne y associe sa courbure de Ricci Ric’ = p s’annule pour
toutes les formes bilinéaires symétriques ~ 0 1] est une 1-forme ar-

bitraire et o le produit symétrique). Ces directions de dégénérescence
sont la trace analytique de l’action du groupe des difféomorphismes de

l’espace-temps sur l’espace des métriques lorentziennes. En effet la ver-
sion infinitésimale de la relation de naturalité ~*(Ric~’) valable
pour tout difféomorphisme 03C8 dit que, pour tout champ de vecteurs X,
l’image par le linéarisé de la courbure de Ricci de est Lxp, donc un

opérateur différentiel du premier ordre dans le champ de vecteurs X.

Cependant, si les coordonnées sont reliées à la métrique par la con-
dition d’ harmonicité ~â -o gap 0 (exprimant que la carte vue
comme application d’un ouvert U de (~, y) dans (R4, E) est harmonique),
alors on voit facilement* que le seul terme contenant des dérivées secon-

des qui reste dans (1.8) est le premier terme dont le symbole princi-
pal s’identifie à -~y-1 (~, ~). Dans un tel système de coordonnées, les

équations d’Einstein forment un système hyperbolique sous forme dia-

gonale. C’est Yvonne Choquet-Bruhat qui a établi en 1952 (cf. [11])
l’existence de solutions locales du problème de Cauchy (à données sur
une hypersurface du type espace) pour les équations d’Einstein en mon-
trant justement l’existence de systèmes de coordonnées harmoniques et
en s’appuyant sur la théorie des équations hyperboliques mise au point
par Jean Leray ( c f . [29]).

Cette nécessité d’imposer aux coordonnées des conditions impliquant
la métrique (qui est l’inconnue) est une des principales difficultés dans ce

* L’idée avait déjà été formulée par Einstein.



problème. L’autre vient de ce que, pour estimer des quantités vectorielles
ou tensorielles, il est nécessaire d’utiliser un produit scalaire et que celui-
ci est justement défini au fur et à mesure que nous résolvons l’équation.
Ceci impose d’obtenir sur la solution un contrôle extrêmement strict. Ces
difficultés sont communes aux problèmes ayant trait à la courbure de Ricci

(cf. [8] pour un rapport sur les progrès récents dans le cas riemannien).
La spécificité du problème lorentzien traité ici est de ne prendre tout son
sens que dans le cas d’un espace non compact, le champ cherché ayant
un comportement asymptotique fixé ( c f . 4.).

2. METRIQUES DE SCHWARZSCHILD

2.1. Il y a seulement un petit nombre de familles de solutions exactes
des équations d’Einstein. Elles ont toutes des symétries particulières ou
se déduisent de métriques spéciales par des constructions géométriques
simples. La première famille de ces solutions à avoir été trouvée est celle
des métriques de Schwarzschild Em introduite par Karl Schwarzschild en
1916 dans [42] pour modéliser le champ de gravitation à l’extérieur d’une
étoile sphérique. Dans les coordonnées déjà introduites dans R~, elles
sont définies par

où m est une constante positive ou nulle. Bien sûr, Eg = E.
La métrique est a priori définie sur ~m = R x (R3 - B2m) où Br

désigne la boule ouverte de rayon r centrée à l’origine de R3.
En fait est aussi une solution des équations d’Einstein dans le

domaine intérieur Em = R x (B2m - ~0~). La géométrie (lorentzienne)
de cette région diffère de celle de ~m car les courbes du type temps
y atteignent la singularité r = 0 en un temps fini ce qui signifie que
cet espace-temps n’est pas complet (voir 2.4. pour une discussion de ce
point).



2.3. Les métriques de Schwarzschild ont les propriétés de symétrie sui-
vantes :

- elles sont statiques, Le. elles admettent un champ de vecteurs de

Killing (nom traditionnel des isométries infinitésimales) du type temps
dont la distribution orthogonale est intégrable. Ce champ est le gra-
dient (pour de la fonction t (il est même parallèle pour la dérivation
covariante de Levi Civita de Em ) ;

- elles sont à symétrie sphérique, Le. elles sont invariantes par l’action
du groupe S03 sur les variables spatiales (x, y, z) de R4 dont les orbites
sont les sous-variétés à r et t constants.

Ces propriétés les caractérisent comme l’a établi George D. Birkhoff.

THEOREME (cf. [5]).- Tout espace-temps vide statique à symétrie
sphérique tel que la fonction mesurant l’aire des sphères orbites du groupe
S03 soit régulière est un espace-temps de Schwarzschild.

2.4. Mais le phénomène le plus intéressant a trait aux singularités de
ces métriques (pour une discussion historique, cf. [25] pages 231-239).
L’expression (2.2) de la métrique de Schwarzschild présente a priori
deux singularités : l’une pour r = 0, l’autre pour r = 2m. Lorsque
r - 0 dans ~m, est bien singulière en r = 0 car la norme du tenseur
de courbure tend vers l’infini dans cette limite.

La singularité que l’on rencontre pour r = 2m est, elle, seulement
apparente, et n’est qu’une singularité du système de coordonnées. Il est

possible de compléter l’espace-temps en une extension maximale de

comme cela a été mis en évidence par Martin D. Kruskal dans [28]
(pour une discussion détaillée, voir [22]). Comme ~m contient aussi bien
~m que ~m, les espaces-temps de Schwarzschild (~m, Em) ne sont donc
pas géodésiquement complets.

On peut accomplir une partie de cette extension comme suit : en
définissant les coordonnées optiques u = t - r * et v = t + r * après avoir
posé r* = r + 2m log(r - 2m), on peut introduire deux régions dans
lesquels l’expression de dans les variables (u, r, 9 p) d’une part et



(v, r, 8, ~p) d’autre part s’étend pour toute valeur de r. Dans ces deux

régions, la sous-variété r = 2m joue un rôle spécial : elle permet aux
courbes du type lumière ou temps de passer de la région r > 2m à la

région r  2m lorsqu’elles sont dirigées vers le futur dans le premier
cas, et lorsqu’elles sont dirigées vers le passé dans le second cas. C’est

la formulation précise du phénomène de trou noir et de son symétrique
temporel le trou blanc. La surface séparant ces différentes régions (qui
fonctionne comme une membrane semi-perméable) est appelée un horizon
apparent.

2.5. La dernière propriété des métriques de Schwarzschild qu’il convient
de mettre en évidence est leur comportement à l’infini spatial. En effet,
pour tout m > 0, Em est asymptotiquement plate ce qui signifie que la
métrique riemannienne gm induite sur les hypersurfaces du type espace

~t~ x R3 vérifie, lorsque r - +00, la propriété suivante : il

existe une métrique euclidienne e sur Mt telle que gm - e = D (r-1 ) ; la
différence Dgm - De des dérivations covariantes de Levi-Civita de gm et

e est O(r-2 ) ; enfin la courbure de gm vérifie |Rgm|e = O(r-3).

En étudiant le comportement à l’infini, il est aussi possible de don-
ner une interprétation de la constante m qui apparaît dans la définition
de Em. Lorsqu’on considère une géodésique radiale s - (r(s)) de cette
métrique, son comportement pour r assez grand est donné par l’équation
différentielle d2r /ds2 = -m/r2 +0(r-3) analogue à celle d’une particule-
test dans le champ de gravitation newtonien d’un corps de masse m. La
constante m s’identifie donc à la masse de l’étoile dont nous modélisons

le champ de gravitation*. Nous revenons sur le fait que la constante m
doit être prise positive dans la section 4.

* Le fait que m semble exprimée dans une unité de longueur tient à nos
choix d’unités.



3. LES EQUATIONS D’EINSTEIN COMME EQUATIONS
D’EVOLUTION

3.1. Pour étudier le système hyperbolique non-linéaire des équations
d’Einstein dans un espace-temps (E, ~y) supposé globalement hyperboli-
que, il est naturel de considérer le problème de Cauchy pour des données
non caractéristiques, i.e. sur une hypersurface du type espace. Ce point
de vue a été introduit par André Lichnerowicz ( c f . [30]), mais sa systéma-
tisation est souvent attribuée à Robert Arnowitt, Stanley Deser et Charles
W. Misner.

Sur (E, ~y), prenons donc une fonction du type temps, soit t, dont le
gradient pour y est noté F, et notons it : Mt ---~ E le feuilletage de E par
les sous-variétés des points de date t que nous appellerons un feuilletage
temporel. Notons encore gt = it (y) la première forme fondamentale de Mt
qui est une métrique riemannienne, et kt = - 2 sa seconde forme

fondamentale. La dérivation covariante de Levi-Civita de gt sera notée
Dt, son tenseur de courbure de Riemann-Christoffel Rt, sa courbure de
Ricci Rict et sa courbure scalaire Scalt. Nous omettrons de mettre l’indice
0 pour tout ce qui a trait à la date t = 0.

Le feuilletage temporel (Mt) permet de construire un difféomorphis-
me de E avec R x M de telle sorte que y = dt2 + 9t. Il est traditionnel

d’appeler la fonction définie sur Mt (-y(F, F))-1~2, le

décalage associé à la fonction t ( "lapse function" en anglais). Il est facile

de voir que kt = - 2 

3.2. Dans cette approche, il importe de traduire la géométrie de (E, ~y) en
celle de la courbe t t2014~ (gt, kt, tracée dans le produit du fibré tangent
de l’espace des métriques riemanniennes sur M par un fibré trivial.

Une partie de cette traduction exprime les équations générales de
structure d’une hypersurface qui donnent les composantes de la courbure
de (E, y) dans la décomposition TE = R.F Q) TM. Les équations de
Gauss proviennent des composantes de R’~ ne contenant pas F, celles de
Codazzi des composantes contenant F une seule fois. Hormis le tenseur



de courbure de ~E, y), ces deux familles d’équations ne font intervenir
que des quantités définies sur M en termes de g et de k. Une dernière
famille d’équations exprime les composantes de R’ contenant deux fois
F. Celle-là fait intervenir le 1-jet de t H kt.

3.3. Comme, par les équations d’Einstein, nous ne connaissons que
la trace de R’, il nous faut prendre la trace des équations générales
précédentes sauf pour la dernière qui ne faisait intervenir que Ric’. Les
équations que l’on obtient ainsi peuvent se regrouper en deux familles :
celles de la première, généralement appelées équations d’évolution, s’écri-
vent

celles de la seconde, appelées équations de contrainte, s’écrivent

où 89 désigne la codifférentielle des champs de formes bilinéaires symé-
triques qui est la trace de la dérivation covariante de la métrique g.

Cette terminologie mérite une explication :
- les équations d’évolution déterminent l’évolution de la courbe

t ~ (gt, kt) en définissant son vecteur-vitesse pour chaque temps t ;
- les équations de contrainte portent ce nom car on peut montrer

que, si elles sont satisfaites sur M = Mo, alors elles sont satisfaites sur

Mi pour tout t dans le domaine de définition de la courbe t ’2014~ kt).

3.5. Arthur M. Fischer et Jerrold E. Marsden montrent dans [19] que
cette approche peut s’interpréter plus ou moins comme la recherche de

géodésiques dans l’espace des métriques riemanniennes sur M avec des

contraintes, d’où le nom de formalisme hamiltonien quelquefois donné à
ce point de vue.



Ils en tirent une preuve différente du théorème d’existence locale

( c f . [20]). C’est cette approche que Klainerman et Christodoulou mettent
en oeuvre dans [15].

3.6. Il est à noter que les équations d’évolution contiennent 13 inconnues

(6 pour gi, 6 pour kt et 1 pour 4» alors que nous n’avons écrit que 12

équations. Il nous reste seulement la liberté de fixer la fonction du type

temps t.

La donnée du feuilletage par les hypersurfaces Mt ne définit la fonc-
tion t qu’à un changement de variables au but près. Il semble a priori
que le choix le plus naturel soit ~ = 1. C’est celui (habituel en géométrie
riemannienne) qui correspond à prendre l’exponentielle normale à une

hypersurface M comme carte pour un voisinage tubulaire de M. Ici il

faut prendre garde que des équations (3.4) avec ~ = 1 découle

ce qui aboutit à une explosion en un temps fini dès que Trgtkt est positive
en au moins un point de M par le lemme de Gronwall.

Ceci conduit à faire jouer un rôle particulier aux sous-variétés M
dont la seconde forme fondamentale k est à trace nulle (en géométrie
lorentzienne on parle de sous-variétés maximales, le pendant des sous-
variétés minimales de la géométrie riemannienne). Notons qu’il ressort
de la deuxième équation de contrainte qu~une sous-variété maximale d’un

espace-temps vide est nécessairement à courbure scalaire positive.
Christodoulou et Klainerman travaillent avec des sous-variétés maxi-

males ce qui revient à choisir une fonction du type temps particulière. La

possibilité de feuilleter l’espace-temps avec des hypersurfaces maximales
de type espace, établie dans [2], permet donc de lever l’indétermination
qui demeurait sur la formulation des équations d’Einstein du vide. Dans
la situation qui est la leur, à savoir une perturbation de l’espace de

Minkowski, il convient d’ajouter une condition à l’infini qui rend ellip-
tique le problème dont la fonction de décalage (~ est solution. On prend
en général ~ - 1 à l’infini de l’hypersurface M supposé difféomorphe



à l’extérieur d’une boule dans R3. Ceci revient à demander que la fonc-
tion t tende vers l’abscisse curviligne des courbes intégrales du champ
de vecteurs F issues de points s’éloignant indéfiniment dans M. Nous
développons ce point dans la section 4.

PROPOSITION (espace-temps vide à partir d’une hypersurface maxi-
male).- Etant donnée une variété riemannienne (M, g) de dimension 3
et un champ de formes bilinéaires symétriques k défini sur M et vérifiant
les équations de contrainte,

résoudre les équations d’Einstein du vide à partir des conditions initiales

(M, g, k) revient à trouver un développement de ces données initiales, i. e.

une courbe t H, et une courbe de fonctions t H ~t solutions des
équations d’évolution

(où Og désigne l’opérateur de Laplace-Beltrami d’une métrique g ).

L’espace-temps recherché, solution des équations d’Einstein du vide,
feuilleté par des hypersurfaces maximales, s’écrit (I x M, dt2 + gt)
où I désigne l’intervalle d’existence de l’équation d’évolution.



4. METRIQUES ASYMPTOTIQUEMENT PLATES

4.1. L’espace-temps vide recherché par Christodoulou et Klainerman est
une perturbation (finie) de l’espace de Minkowski, mais ils exigent en
plus de lui qu’il soit asymptotiquement plat. Nous avons introduit cette
notion dans la section 2 à propos des métriques de Schwarzschild. En fait
c’est une version un peu plus forte qu’ils utilisent dans leur travail (voir
4.5). Cette restriction est justifiée par les considérations suivantes.

Pour un espace-temps asymptotiquement plat (modélisant un systè-
me isolé), il est possible (après Arnowitt-Deser-Misner, cf. [1]) de définir
sa masse*. Par définition un espace-temps asymptotiquement plat (E, ~y)
admet une hypersurface du type espace, soit (M, g), dont une partie non
compacte est difféomorphe par un difféomorphisme 03C8 avec l’extérieur
d’une boule dans (R3, e) et y vérifie les estimations suivantes pour tout
champ de vecteurs constant X dans R~ :

en ce qui concerne sa première forme fondamentale g, et

en ce qui concerne sa seconde forme fondamentale k. Ces conditions

de décroissance assurent que les tenseurs de courbure de g et de , sont

0 (r -3 ) le long de M.

4.2. On définit la masse mg d’un espace-temps (~, y) supposé asympto-
tiquement plat en posant

* Il peut paraître paradoxal que dans une théorie de la Gravitation comme
la théorie de la Relativité Générale la notion de masse soit difficile à définir.
En fait la seule notion de masse connue est globale et non additive, et ne

vaut que pour les systèmes isolés. La recherche d’une définition de masse qui
soit quasi-locale est toujours un des thèmes actifs de recherche en Relativité
Générale.



où N désigne le champ des normales à la sphère euclidienne Sr et ae
son élément d’aire. Il est facile de voir que la masse de la métrique de
Schwarzschild est précisément m.

Il existe d’autres notions de masse en Relativité Générale comme la

masse de Bondi. Elle s’évalue aussi de façon asymptotique, mais cette
fois le long de 2-sphères propagées le long de surfaces isotropes.

Une des questions majeures dans la théorie des espaces-temps asymp-
totiquement plats vides ou vérifiant la condition d’énergie positive (i.e.
T (v, v)  0 pour tout vecteur v du type temps) a été de décider si la masse
était nécessairement une quantité positive. Ce problème a été résolu par
Richard Schoen et Shing Tung Yau en 1978 (pour un rapport, cf. [26]).

THEOREME (de la masse positive [40], [41]).- Si une variété rieman-
nienne (M, g) de dimension 3 asymptotiquement plate est à courbure

scalaire positive, alors mg > 0 et mg = 0 si et seulement si (M, g) est

isométrique à (R3, e).

La preuve contenue dans [40] et [41] s’appuie sur un raisonnement
par l’absurde utilisant les résultats récents sur l’existence de surfaces

minimales stables dans les variétés de dimension 3 à courbure scalaire

positive ou nulle. Dans [45] (rigorisé dans [36]), une preuve constructive
est donnée. Il y est montré que la masse peut s’identifier à l’énergie (i.e.
l’intégrale de Dirichlet) d’un champ de spineurs vérifiant des conditions

asymptotiques convenables.

Une conséquence très importante de ce théorème est l’impossibilité
d’imposer à un espace-temps vide des conditions de platitude à l’infini

trop fortes sans le réduire à l ’espace de Minkowski.

4.3. Suite à l’équivalence, habituelle en Relativité, entre énergie et masse,

mg est quelquefois appelée une énergie ce qui est justifié par les con-
sidérations suivantes.

Il est possible de définir, de façon analogue à mg, un moment à

l’infini P’"’{ pour tout espace-temps vide asymptotiquement plat, vivant
naturellement dans le dual de l’algèbre de Lie du groupe des déplacements



de (R3, e), en posant pour tout champ de Killing X

L’existence des limites est une conséquence directe des hypothèses
de décroissance mises dans la définition d’un espace-temps asymptotique-
ment plat, et de la transformation de la différence des intégrales prises sur
des sphères de rayon différent en une intégrale de volume dont l’intégrand
est contrôlé par les équations de contrainte (3.8).

Il est traditionnel de distinguer dans ce moment à l’infini sa partie
linéaire jF~ (qu’on évalue contre les champs de vecteurs constants dans R~
qui engendrent les translations) et sa partie angulaire PÎ (qu’on évalue
contre les rotations infinitésimales de (R3, e)). On regroupe alors mg et

P,~ en un quadrivecteur après s’être assuré que les définitions que nous
avons données qui semblent dépendre du choix d’une carte euclidienne à
l’infini n’en dépendent en fait pas à cause des hypothèses de décroissance
à l’infini*. Il est à remarquer que les conditions de décroissance n’excluent

pas des comportements oscillatoires de g et k à l’infini à condition qu’ils
ne soient pas trop forts.

On montre, en utilisant la formulation d’évolution (3.8) des équations
d’Einstein, que dans un espace-temps vide asymptotiquement plat les
conditions de décroissance à l’infini persistent sur les hypersurfaces Mt
et que mg et P, sont conservés.

4.4. Dans [15], Christodoulou et Klainerman introduisent la définition
suivante.

DEFINITION.- Des données d’espace-temps (M, g, k) sont dites forte-
ment asymptotiquement plates s’il existe un nombre positif m et un dif-

féomorphisme 03C8 du complémentaire d’un ensemble compact dans M avec

* Une formulation mathématique intrinsèque nécessiterait l’introduction de
champs de vecteurs sur M asymptotiquement de Killing.



l’extérieur d’une boule euclidienne dans (R3, e) tel que, pour tout champ
de vecteurs constant X dans R 3 ,

Il suit trivialement de la définition que, pour des données forte-
ment asymptotiquement plates (M, g, k), alors mg et P.~ (où -y désigne le
développement de (M, g, k)) sont bien définis et que mg = m et P,~ = 0.
En fait cette dernière condition distingue un feuilletage temporel maximal
dont la signification physique est d’être un système "à centre de gravité
fixé" .

5. LA GEOMETRIE CONFORME

5.1. Dans cette section, nous rassemblons un certain nombre de faits
ayant trait à des propriétés de la géométrie des espaces-temps qui ne
font intervenir que la classe conforme de la métrique. Ces propriétés
sont importantes du point de vue physique à cause de l’interprétation
d’invariance dimensionnelle des quantités invariantes conformes.

Nous avons déjà remarqué que la partie de la géométrie qui n’a
trait qu’aux cônes de lumière ne dépend que de la classe conforme de
la métrique lorentzienne.

Dans les espaces-temps asymptotiquement plats, il est devenu tra-

ditionnel depuis les travaux de Penrose d’ajouter à l’infini une com-

pactification conforme qui pour être régulière a l’inconvénient d’exiger
une décroissance de la courbure qui semble plus stricte que ce qu’il est
raisonnable de demander.

5.2. Une partie de la courbure de Riemann-Christoffel R’~ d’une métrique
y ne dépend en fait que de la classe conforme de cette métrique.

Pour l’introduire, il est commode de commencer par des considéra-

tions de pure algèbre linéaire. Sur un espace vectoriel fixe V de dimen-



sion n lorentzien (ou euclidien), que nous identifions bien sûr à l’espace
tangent en un point d’une variété riemannienne ou lorentzienne, on con-
sidére l’espace RV des tenseurs vérifiant toutes les symétries algébriques
d’un tenseur de courbure. A cause des antisymétries de la courbure et
de la première identité de Bianchi, il est maintenant devenu classique
de voir RV comme l’orthogonal de A4V* dans S2A2V *, et donc de con-
sidérer la courbure de Riemann-Christoffel comme un endomorphisme sur

l’espace des 2-formes. Sous l’action du groupe orthogonal (ou de Lorentz),
RV se scinde en trois sous-espaces irréductibles (dès que n > 4), d’où
la décomposition du tenseur de courbure de Riemann-Christoffel R’ en
Ru = S’Y + Z’Y + wu où

i) S’ désigne la composante correspondant à la représentation triviale
qui est la courbure d’un espace à courbure constante ayant même
courbure scalaire que R’~, donc un multiple de IdA2 v ;

ii) Z’ désigne la composante correspondant à une représentation iso-
morphe à l’espace des tenseurs symétriques à trace nulle de V
et qui est complètement déterminée par la partie à trace nulle de la
courbure de Ricci (identiquement nulle si la dimension est 2) ;

iii) W’ désigne la composante "restante", i.e. celle qui est dans le noyau
de la contraction envoyant la courbure de Riemann-Christoffel sur la

courbure de Ricci, appelée courbure conforme de Weyl. Les éléments
de cet espace sont appelés des tenseurs de Weyl. Cette composante
n’existe pas en dimensions 2 et 3.

En conséquence, on peut donc dire que dans un espace-temps vide,
la courbure de Riemann-Christoffel se réduit à la courbure de Weyl.

Le point de vue précédent ne permet pas de voir pourquoi W’ mérite
le nom de courbure conforme*. Pour cela il faut faire un changement de
métrique conforme, i.e. remplacer la métrique, par la métrique a2 y,

* Il est à noter qu’Hermann Weyl avait introduit le tenseur qui porte son
nom lors d’une tentative ( c f . [44]) d’unification de la Gravitation et de l’Electro-
magnétisme en généralisant la Géométrie Lorentzienne, cadre de la Relativité
Générale, à une Géométrie Lorentzienne Conforme. Cette tentative a avorté.



où a est une fonction positive, et constater que = W’ , calcul
qui suppose d’évaluer un certain nombre de dérivées et n’est donc pas
purement algébrique*. Notons que cette formule n’est valable que pour
la courbure de Weyl naturellement définie, qui est de type (3,1), et non
pour ses variantes obtenues en contractant avec la métrique ou son in-
verse ; des puissances de a apparaissent alors. De cette propriété découle
évidemment le fait qu’en dimension 4 ou plus, une métrique 03B3 est lo-
calement conforme à une métrique plate si et seulement si sa courbure
conforme W’ est identiquement nulle.

5.3. Dans un espace vectoriel orienté V de dimension n muni d’une

métrique lorentzienne y, une autre quantité géométrique a d’intéressantes

propriétés conformes : c’est l’ opérateur de Hodge *"Y : ----+ A n-kv*

défini, pour a, f3 E AkV* , par

Lorsque la dimension est 4, *, est un automorphisme orthogonal de
de carré -Id, donc y définit une structure complexe. (Pour une

métrique euclidienne, * est au contraire une involution qui permet de
définir les notions de 2-forme positive et négative fondamentales dans les
théories de jauge sur les variétés de dimension 4.) En fait *,IA2V* ne

dépend que de la classe conforme de y.
Il est possible de définir les tenseurs de Weyl en dimension 4 comme

les éléments de s2A2V* à trace nulle qui commutent à *, , toutes condi-
tions invariantes conformes.

5.4. Il y a une autre façon de considérer les tenseurs de courbure reposant
encore sur l’exploitation de leur symétries : on peut en effet plonger RV

* Un raisonnement purement algébrique permet cependant de prévoir le

résultat. En effet la fonction a devrait être présente dans par l’intermé-

diaire de son 2-jet qui appartient à S2V, or il n’existe pas d’application équiva-
riante sous le groupe orthogonal entre s2 V et l’espace des tenseurs de Weyl.



dans S2S2V* en associant à R E RV l’endomorphisme R : h - R(h)
qui sur deux vecteurs v et w vaut R(h)(v, w) = ~i ~=1 hlm v2 w~

(cf. [10]).
De cette approche, nous tirons les deux constructions suivantes utiles

pour la preuve du théorème de Christodoulou et Klainerman (à partir de
maintenant, nous identifions V avec l’espace tangent d’un espace-temps).

Si f est un vecteur tangent (pris du type temps orienté vers le futur

pour représenter le vecteur d’univers d’un observateur), toute 2-forme
w (modélisant un champ électro-magnétique) se décompose en ses par-
ties électrique E et magnétique B définies respectivement par EW = i iw
et = Par extension, on définit la décomposition électro-

magnétique d’un tenseur de Weyl W relativement à f comme la paire
de tenseurs symétriques à trace nulle (EW, HW) avec EW = W ( f 0 f)
et HW = (*W )( f 0 f). On vérifie facilement que f est dans le noyau de
Ej’j’ et de HW , que l’on peut voir comme portées par l’espace normal à
f ; par ailleurs ces formes déterminent W.

A tout tenseur de Weyl W, il est possible d’associer son tenseur de
Bel-Robinson Qw défini (cf. [4]) par

On voit facilement que QW E S4 V et est à trace nulle comme il est
montré dans [14]. De plus, pour tous vecteurs fi et f 2 du type temps
futur, on a f 2, fi , f2) > 0. Il est à noter que la construction qui
à un tenseur de Weyl W associe son tenseur de Bel-Robinson QW est
complètement analogue à celle qui à une 2-forme extérieure 03C9 associe
son tenseur d’impulsion-énergie TW (cf. 1.3), et cette analogie sera ex-
ploitée ultérieurement ; de plus, si W est pris de variance (3, 1), cette
construction ne dépend que de la classe conforme de la métrique.

5.5. La courbure de Riemann-Christoffel R’ d’une métrique 03B3 quel-
conque vérifie aussi une identité différentielle, la deuxième identité de
Bianchi, qui s’écrit



où désigne la différentielle extérieure des 2-formes à valeurs dans
les 2-formes. Rappelons qu’il est nécessaire d’avoir choisi une dérivation
covariante pour que cette notion ait un sens (d’où l’exposant D~), et
notons que dD’Y n’est pas un opérateur de cobord exact puisque son carré
fait intervenir la courbure de la métrique,.

Il suit des équations d’Einstein du vide que

Comme la codifférentielle 6’""1 sur l’espace des 2-formes différentielles ex-
térieures s’écrit ~’~ = - *, o d o *’""1’ cette condition, combinée avec la
deuxième identité de Bianchi, dit que la courbure d’un espace-temps vide
est harmonique. Elle n’implique pas en général les équations d’Einstein*.
Elle a cependant un double avantage sur elles : elle est un analogue
non-linéaire des équations de Maxwell du vide (qui expriment que le
champ électromagnétique 03C9 vérifie dw = 0 et d(*03C9) = 0) ; elle suit de

W’ = 0, car un champ de Weyl W fermé en ce sens est automa-
tiquement cofermé ( c f . [7]), ce qui équivaut à dire que *,W est aussi
fermé.

Cette formulation souligne l’importance dans notre contexte de l’opé-
rateur dD"Y intervenant dans la deuxième identité de Bianchi dont Klain-
erman et Christodoulou se servent abondamment. Ils s’appuient notam-
ment sur deux propriétés des champs de Weyl fermés (pour liées

aux changements conformes de métriques :
- si W est un champ de Weyl fermé, alors QW est à divergence nulle

(i.e. 6’""1 Q W = 0) ;
- si W est un champ de Weyl fermé, et est une transformation

conforme de (E, ~y) telle que = a2 ~, alors a-1 est un champ
de Weyl fermé (noter que la dépendance non-linéaire de l’opérateur
dD"Y par rapport intervient ici).

* mais, dans le cas riemannien, elle lui est quelquefois équivalente sous des
hypothèses topologiques globales ( c f . par exemple [7]).



5.6. De plus les conditions de contrainte (3.7) pour des données initiales

(M, g, k) sont conformément covariariantes au sens suivant : pour toute
fonction b positive sur M, 9 = b4 g, k = b-2 k sont solutions des deux
premières équations de contrainte exprimées avec Dg ; cela permet de
satisfaire la troisième, à partir de données initiales qui ne la satisferaient

pas, en prenant b solution de l’équation scalaire

en prenant des conditions asymptotiques sur b qui garantissent que la

métrique reste asymptotiquement plate.

5.7. Il est aussi utile de voir les champs de 2-tenseurs symétriques comme

des 1-formes à valeurs dans le fibré tangent. Ainsi, sur une hypersurface
M du type espace, il est classique de considérer la 2-forme sur M à

valeurs dans TM, appelée tenseur de Bach, Bg = dDy (Ric9 - 4 Scalg g),
qu’il est commode de voir (comme M est de dimension 3) comme une
2-forme bilinéaire symétrique. Cette forme est en fait à trace nulle à

cause des conséquences sur la courbure de Ricci de la deuxième identité
de Bianchi. La nullité de 89 caractérise les métriques g conformément

plates sur un espace de dimension 3. Ce champ est un autre exemple
de champ conformément covariant, ce qui implique par exemple que le

champ de Bach B9t des métriques induites sur les sous-variétés Mt par
une métrique de Schwarzschild s’annule à un ordre beaucoup plus
élevé à l’infini que les dérivées de gt.

6. LES LOIS DE CONSERVATION APPROCHEES

6.1. Le théorème d’Emmy Noether affirme que toute symétrie d’un

système dont les équations de champ expriment qu’une fonctionnelle est
extrémale donne lieu à une loi de conservation.

En Relativité Générale, un premier exemple d’application de ce théo-
rème (donné par Einstein, cf. [17]) se présente ainsi : l’invariance par



difféomorphisme du potentiel de gravitation y - f ~ Scary v, implique

Cette propriété (qui suit aussi de la deuxième identité de Bianchi) traduit
l’inclusion de l’espace tangent à l’orbite d’une métrique sous les difféomor-
phismes dans le noyau de la différentielle du potentiel de gravitation sur
l’espace des métriques puisque 26’"’1 est l’adjoint de l’opérateur X - 
qui décrit l’action infinitésimale des difféomorphismes.

D’après les équations d’Einstein, (6.2) implique que le tenseur d’im-
pulsion-énergie T est lui aussi à divergence nulle. Il est possible d’exploi-
ter ce fait ainsi : si X est un champ de Killing de la métrique, (i.e. vérifie

= 0 ou, ce qui est équivalent, a la partie symétrique de sa dérivée
covariante nulle), alors la 1-forme différentielle ixT est à divergence nulle,
ce qui implique que, si Mt désigne le développement d’une hypersurface
de Cauchy M, ~M~ T (X, F) v9t est indépendant de t.

Cette loi de conservation permet une estimation en fonction des données
initiales. C’est précisément de cette façon, en prenant pour X le champ
de Killing conforme It, que les estimées L~ de décroissance des ondes
électromagnétiques, solutions des équations de Maxwell dans l’espace de
Minkowski, ont été obtenues par Cathleen Morawetz ( c f . [35]). Ce point
de vue est systématiquement employé pour les équations linéaires dans

[14]. Le projet est ici d’en faire une extension non-linéaire.

6.3. Comme nous étudions des espaces-temps vides (i.e. nous prenons

T - 0), les considérations précédentes ne s’appliquent pas telles quelles.
Une des idées importantes de Christodoulou et Klainerman est de sub-
stituer à T le tenseur de Bel-Robinson QW d’un champ de Weyl W fermé.
Ils utilisent la nullité de sa codifférentielle pour déduire des estimations

sur le champ étudié. Pour produire une 1-forme différentielle dont le dual

(par l’opérateur de Hodge) est intégrable sur une hypersurface, il faut le
contracter avec trois champs de vecteurs. Le fait que QW soit à trace
nulle permet d’utiliser des transformations infinitésimales conformes X,
encore appelées champs de Killing conformes, (i.e. telles que est un



multiple de 03B3 ce qui équivaut à annuler la partie à trace nulle de D03B3X).
Par suite, pour tout champ de Weyl W fermé, et pour tous champs de

Killing conformes Xi, X2 et X3, fMt *9t iX2iX3W) est indépendant
de t. De plus, si les Xi sont de type temps futur, il suit des propriétés de

positivité de QW que l’intégrale sera positive.
Pour mettre en oeuvre ces résultats dans notre problème, sont encore

nécessaires deux idées supplémentaires que nous introduisons maintenant.

6.4. Il faut d’abord engendrer suffisamment de champs de Weyl fermés

pour obtenir les estimations souhaitées. Christodoulou et Klainerman

ont recours à une modification de la dérivation de Lie L augmentant sa

compatibilité avec une métrique y. Ils donnent de cette dérivation de Lie

métrique L’une définition calculatoire*. La propriété fondamentale de

L’est de préserver toutes les quantités intrinsèquement définies par la

métrique 03B3 : ainsi, pour tout champ de vecteurs X , L03B303B3 = 0, L03B3*03B3 = 0,
L’ commute aux contractions faisant intervenir y, etc. Il suit que ,CX
préserve l’espace des champs de Weyl (qui est défini par des conditions
de symétrie et de nullité de contraction) pour tout champ de vecteurs X
ce qui n’était pas le cas de la dérivation de Lie ordinaire 

6.5. Nous pouvons aussi exploiter la covariance conforme de l’espace des

champs de Weyl fermés, mentionnée en 5.6, en remarquant que, si W

est un champ de Weyl fermé, alors L1 West encore un champ de Weyl
fermé dès que X est un champ de Killing conforme. En présence d’un

grand groupe de transformations conformes, ceci permet d’engendrer un

grand nombre de champs de Weyl fermés à partir d’un. Ainsi sur un

espace-temps vide (E, y), pour tous champs de Killing conformes Xl, ...,

Lkt est un champ de Weyl fermé. On trouve ainsi un grand
nombre de quantités conservées en suivant le développement de données

* mais une définition géométrique conceptuelle s’appuyant sur un procédé
universel de comparaison des bases orthonormées de deux métriques se trouve
dans [9].



initiales, par exemple

où les Xi (i = 1,2,3,4,5) sont des champs de Killing conformes.

6.6. L’espace-temps vide (E, ~y) que nous voulons étudier n’a aucune rai-
son d’avoir un groupe de transformations conformes non trivial, mais nous
supposons qu’il est une perturbation de l’espace de Minkowski (R4, E) qui,
comme nous l’avons vu, a un groupe de transformations conformes de di-

mension 15. Ceci garantit que, si nous parvenons à définir sur (~, ~y) des
champs qui soient proches des champs de Killing conformes X de l’espace
de Minkowski, leur tenseur de déformation sera suffisamment petit.

Il reste alors à remarquer que toutes les considérations que nous

avons développées précédemment en supposant que les champs étaient
des champs de Killing conformes, donc solutions d’une équation ho-
mogène, peuvent être étendues sous formes d’estimations à des champs
dont le tenseur des déformations est contrôlé. Les lois de conservation

établies auparavant deviennent des lois de conservation approchées, qu’il
convient peut-être d’appeler des lois de comportement, contrôlant les

intégrales sur des hypersurfaces du type espace de certaines 1-formes
déduites d’un champ de Weyl W par contraction de son tenseur de Bel-
Robinson avec des champs X approximativement de Killing conformes
en termes d’intégrales dans l’espace-temps de quantités quadratiques en
W et linéaires en Il faut trouver des champs dont le tenseur des
déformations décroît suffisamment vite à l’infini pour que les quantités
dont nous étudions le comportement au cours du temps aient leur crois-
sance contrôlée par leur propre taille.

7. LA GEOMETRIE ISOTROPE

7.1. Pour des raisons physiques évidentes, la structure causale d’un

espace-temps (~, ~y) est fondamentale. Un sous-ensemble S C ~ définit



un sous-ensemble d’influence futur I+(S) formé de toutes les courbes
causales orientées vers le futur issues de points de S. De la même façon,
on définit I - (S) le sous-ensemble d’influence passé. Les bords des sous-
ensembles d’influence d’une sous-variété sont des hypersurfaces isotropes
qui sont les surfaces de niveau d’une fonction optique. Les sous-ensembles
d’influence d’un point p E E représentent les cônes de lumière CP issus
de ce point. Si E est feuilleté par des hypersurfaces du type espace Mt,
alors, si p E Mto , pour t voisin de to, CP UMt est une sphère différentiable.

Inversement, à partir d’une sphère S dans Mt, on peut construire les hy-
persurfaces isotropes qui coupent Mt suivant S.

Nous avons vu dans l’espace de Minkowski que les notions introduites

précédemment sont définies par des équations algébriques.

7.2. L’approche la plus facile à mettre en oeuvre consiste à travailler avec
les hypersurfaces de niveau d’une fonction optique u et de considérer le

feuilletage de E par des surfaces définies par les deux fonctions t et

u. Ce feuilletage remplace les sphères euclidiennes, qui étaient les orbites
de l’action de S03 dans l’espace de Minkowski.

L’outil de base pour développer la géométrie isotrope est le choix
d’une base du fibré normal à après avoir constaté que la métrique
sur le fibré normal est de signature (-+). On prend une base de vecteurs
isotropes (J, K) de ce fibré dont les composantes suivant F (le gradient
de t par rapport à ~y) soient 1.

Il devient dès lors possible de définir les ingrédients fondamentaux

pour contrôler les solutions de l’équation des ondes par analogie avec ce

qui se passe dans l’espace de Minkowski, à savoir la fonction distance r

pour laquelle on pose r = une deuxième fonction optique
v définissant les cônes du passé en posant v = u + 2 r, et deux champs de
vecteurs très importants : l’analogue du champ de Liouville dans l’espace
de Minkowski engendrant les dilatations L = 2 (v J+u K), et l’inverse des
translations temporelles 1t = !(v2 J + u2 K). Pour mémoire, le champ
de vecteurs engendrant les translations temporelles F est relié à J et l~



7.3. On peut aussi raffiner la décomposition de la courbure R’ adaptée au
feuilletage de E par les hypersurfaces Mt en une décomposition adaptée
aux sous-variétés En contractant Rï avec les vecteurs J et ~~, on
peut définir deux champs de formes bilinéaires symétriques portées par
l’espace tangent à (qui sont à trace nulle à cause de la nullité de la
courbure de Ricci), deux 1-formes différentielles tangentes à et deux

fonctions.

Toutes ces quantités peuvent être reliées aux expressions de la cour-
bure adaptées au feuilletage Mt. L’importance de ce raffinement dans
la décomposition tient aux taux de décroissance à l’infini différents que
présentent ces différentes composantes.

8. LE THEOREME DE CHRISTODOULOU ET KLAINER-

MAN

8.1. La stratégie de Christodoulou et Klainerman pour prouver leur
théorème consiste à se donner les instruments de comparaison avec l’espa-
ce de Minkowski, donc à construire
- un feuilletage par des hypersurfaces du type espace maximales,
- les cônes de lumière dans la direction du futur comme surfaces de

niveau d’une fonction optique,
- des champs approximativement de Killing conformes pour déduire

des estimations sur la courbure.

Une fois ces instruments construits, la preuve s’appuie alors sur une
méthode de continuité : après avoir établi un théorème d’existence lo-
cale en temps mais globale en espace, on suppose que l’espace-temps
a été défini jusqu’à un temps too au-delà duquel il ne peut être pro-

longé sans que des estimations sur certaines quantités géométriques soient
violées. Christodoulou et Klainerman montrent qu’il n’en est en fait rien
en établissant que les intégrales temporelles de quantités faisant inter-
venir le tenseur de Bel-Robinson de dérivées bien choisies de la courbure

Rï peuvent être contrôlées en fonction de leur valeur pour t = 0 ce qui
produit une contradiction.



Des difficultés de plusieurs sortes apparaissent dans la mise sur pied
de ce programme. Nous les passons en revue dans les paragraphes qui
suivent * .

8.2. Evoquons d’abord la difficulté liée à la nécessité de travailler

dans des systèmes de coordonnées particuliers pour rendre le problème an-

alytiquement bien posé. L’approche la plus naïve consisterait à chercher
à étendre la construction de solutions locales par résolution du problème
de Cauchy hyperbolique dans des coordonnées harmoniques faite dans

[11] en une construction locale en temps mais globale en espace le long
d’une hypersurface. Malheureusement, Choquet-Bruhat montre dans [12]
qu’une telle approche conduit à une instabilité parmi les espaces-temps
asymptotiquement plats proches de l’espace de Minkowski.

Christodoulou et Klainerman ne travaillent pas dans un système de

coordonnées particuliers mais fixent seulement une fonction de type temps
t dont les hypersurfaces de niveau Mt sont maximales. Ils adoptent alors
le point de vue des équations d’évolution développé dans la section 4.

8.3. La courbure de Riemann-Christoffel d’un espace-temps vide (E, ~) se
réduit à sa courbure de Weyl W’ qui est donc fermée. Si nous possédons
des estimations de W’, les données initiales (g, k, ~~ sur l’hypersurface
(M, g) peuvent s’en déduire par le biais du système elliptique

combiné avec l’équation satisfaite par la fonction de décalage 03C6. Christo-

* Bien évidemment pour les surmonter, des calculs explicites, longs et (pour
certains d’entre eux) fastidieux, sont indispensables. Il n’est pas possible de
même en donner une idée dans un rapport comme celui-ci. Le lecteur devra

donc se reporter à [15].



doulou et Klainerman établissent les estimations elliptiques sur les varié-
tés de dimension 3 nécessaires pour déduire du contrôle de W’ celui

des conditions initiales sur (M, g). Ainsi il est possible de contourner le
problème du choix des coordonnées.

8.5. Pour obtenir les estimations nécessaires sur W’~, Christodoulou et
Klainerman s’appuient sur l’analyse détaillée du comportement asympto-
tique des solutions des équations de Bianchi dans l’espace de Minkowski

qu’ils ont faites dans [14], qui est la version linéarisée du système qu’il
faut étudier.

Pour cela il faut disposer d’une action d’un groupe analogue au

groupe de Poincaré conforme. On fait les constructions mentionnées dans

la section 7 sur la géométrie isotrope en partant de l’hypersurface Mtoo
supposée terminale. Grâce à la fonction optique qui doit vérifier des es-
timations très strictes (dont la vérification prend plus de 70 pages), on

peut construire à partir d’une sphère à l’infini une action du groupe S03
dont les orbites sont les intersections des hypersurfaces Mt et les cônes
de lumières orientés vers le passé s’appuyant sur cette sphère qui sont les
surfaces de niveau de la fonction optique, puis finalement étendre cette

action sous la forme d’une action du groupe de Poincaré conforme. Cette

action n’a aucune raison d’être isométrique ou conforme.

Le contrôle des tenseurs des déformations des champs des vitesses

associés à cette action se ramène au contrôle de la géométrie des hyper-
surfaces Mt et Cu. C’est là qu’apparaît une des difficultés techniques

majeures (mais dont la signification physique est considérable), à savoir
la divergence logarithInique des cônes de lumière. En effet, alors que dans

l’espace de Minkowski, la variable r liée à l’aire des sphères orbites du

groupe des rotations reste à distance bornée de t sur le cône Cu , dans une

perturbation fortement asymptotiquement plate de masse m, nous avons

Ce phénomène est particulier à la dimension 4. Il est directement lié au

fait que le flux d’énergie qui est rayonné à l’infini est non nul. Ce flux

peut se mesurer par la non-ombilicité des surfaces 



8.6. Les quantités dont la croissance doit être contrôlée font inter-

venir de façon fondamentale les idées développées dans la section 6 sur
les lois de conservation approchées. La courbure R’ de l’espace-temps
vide est un champ de Weyl fermé, et donc le champ de Weyl 
a une norme contrôlée par les tenseurs de déformations de X que nous

prenons comme champ de Killing conforme approché. La 1-forme dont
l’estimation s’avère cruciale est la 1-forme P définie par

où 03A9 désigne un champ de vecteurs défini par l’action de SO3.

Les deux quantités numériques cruciales à estimer dans la bande

d’espace-temps étudiée sont El = supt ~~~ et E2 = sUPu ~Cu 
Il est possible de montrer que ces quantités peuvent être contrôlées par
une fonction affine d’elles-mêmes dont le terme constant est déterminé

par les conditions initiales. Si ce terme est pris suffisamment petit, alors

on arrive à une contradiction.

8.7. Mais il faut aller plus loin et tenir compte du fait que le système
étudié est vraiment non-linéaire. En particulier les estimées, qui donnent
la décroissance des ondes dans l’espace de Minkowski, font maintenant
intervenir des termes d’erreur qui dépendent linéairement des tenseurs de
déformation des champs de Killing approchés et quadratiquement de la
courbure et de ses dérivées.

L’annulation cruciale qui se produit alors est liée à la non-linéarité
très particulière des équations d’Einstein qui a pour effet de faire dis-

paraître les termes a priori dominants (qui demeurent dans d’autres
équations comme celles de l’Elasticité non-linéaire ou celles des Fluides

compressibles). Ce calcul est analogue à des calculs se trouvant dans [27].



8.8. Terminons cet aperçu de la preuve par quelques détails sur la con-
dition de petitesse des conditions initiales (M, g, k) qu’utilisent Christo-
doulou et Klainerman. Elle contient la norme uniforme (à poids) de la
courbure de Ricci, la norme H3 sur M à poids de la partie seconde forme
fondamentale k de la donnée initiale, et la norme Hl sur M (à poids)
du tenseur de Bach Bg de la partie première forme fondamentale g. Ces
diverses normes sont prises en privilégiant un point p E M et une unité de

longueur particuliers. La mesure finale de la donnée initiale est faite en

prenant la borne inférieure de ces normes sur ces paramètres particuliers,
ce qui fournit une quantité sans dimension.

9. PROBLEMES OUVERTS ET CONSEQUENCES PHYSI-

QUES

9.1. Très modestement, Klainerman et Christodoulou disent dans l’in-

troduction de [15] que le résultat qu’ils obtiennent est d’une difficulté très
relative si on le compare aux conjectures qui ont trait à la distribution

des singularités dans un espace-temps.

La notion de singularité ne va pas de soi en Relativité Générale

( cf. [21] et le chapitre 8 de [22]). Un espace-temps peut présenter divers

types d’incomplétude, et il n’est pas sûr que les singularités du type
"trou noir" ou "trou blanc" soient les seules qu’il faille répertorier. Le

point de vue intrinsèque est suffisamment établi aujourd’hui pour que
les singularités du seul système de coordonnées ne soient plus prises en

compte (cf. 2.4). Un critère pour avoir une vraie singularité peut être
le fait que certaines quantités scalaires formées avec la courbure tendent

vers l’infini.

Même en se limitant à des singularités "géométriques", il est néces-

saire de comprendre comment celles-ci apparaissent dans l’espace-temps.
Stephen W. Hawking et Roger Penrose ont donné des critères assurant

l’existence d’une singularité, desquels nous extrayons le suivant.



THEOREME (cf. [23]).- Dans un espace-temps vide globalement hyper-
bolique, toute surface du type espace dont les vecteurs normaux isotropes
déterminent une évolution future qui n’accroît pas l’aire a une géodésique
causale incomplète.

Du théorème précédent suit notamment la persistance de singularités
par perturbation alors que l’on avait cru un moment qu’elles étaient liées
à une trop grande symétrie provoquant une focalisation vers celles-ci.

9.2. Obtenir une description de la façon dont les singularités apparaissent
en Relativité Générale (classique) est considéré comme un des problèmes
majeurs du sujet. Il existe de nombreuses versions de la conjecture dite
de la "censure cosmique" ( c f . [3], [37], [46]), nom générique donné à di-
verses formulations de l’hypothèse selon laquelle ce qui a été constaté
sur les métriques de Schwarzschild serait en fait un comportement uni-
versel dans les espaces-temps vides (ou non vides à condition que les
interactions "physiques" qui s’y passent vérifient certaines conditions de

positivité physiquement raisonnables). Nous en formulons une version

dont le contenu géométrique est facile à appréhender.

CONJECTURE (de la "censure cosmique").- Tout espace-temps vide
présentant une singularité admet une perturbation dans laquelle cette sin-

gularité est entourée par un horizon apparent.

Il n’est pas possible d’énoncer cette conjecture sans laisser la possi-
bilité de perturber l’espace-temps considéré car la métrique de Taub-NUT

(décrite dans [22] pages 170-178) a une singularité "nue" que la conjecture
exclut. Cette métrique est spatialement homogène, et ce haut degré de
symétrie est censé être responsable de la singularité de cet espace-temps
vide.

9.3. Une autre partie de [15] a trait au rayonnement de l’énergie gravi-
tationnelle dans les perturbations de l’espace de Minkowski construites.
Cette question est d’un intérêt physique fondamental car on ne dispose



encore aujourd’hui que de très peu d’expériences mettant en évidence des
phénomènes qui pourraient être considérés comme de bons tests de cette
théorie. Les tests dont nous disposons sont :

- l’avance du périhélie de Mercure (expérience qui a joué un grand
rôle dans la reconnaissance de la théorie par un public plus large
que celui des spécialistes),

- la déviation des rayons lumineux dans le champ de gravitation
d’une étoile massive,

- la déviation vers le rouge du rayonnement de certaines étoiles

s’éloignant de notre galaxie.

La détection des ondes gravitationnelles qui sont prévues par la
Théorie de la Relativité Générale ( c f . [6]) en serait une vérification sup-
plémentaire. Cette théorie prévoit que ces ondes se déplacent à la vitesse
de la lumière, et sont transversales et portées par un champ de formes
bilinéaires symétriques à trace nulle. La dualité onde-particule amène à
associer une particule à ces ondes, le graviton de spin 2 (en effet, en dimen-
sion 4, le complexifié de l’espace S20R4 des formes bilinéaires symétriques
à trace nulle sur R4 est isomorphe au complexifié de A+R4 Q9 A-R4,
or A:f:R4 Q9R C ~ où S+ désigne l’espace des demi-spineurs). La
recherche de ces ondes a fait l’objet de plusieurs tentatives jusqu’ici in-
fructueuses (cf. [16] et [43] pour des rapports sur ces tentatives). Le fait
de pouvoir embarquer du matériel expérimental à bord de satellites offre
évidemment de nouvelles perspectives. Il est donc très important de pou-
voir disposer d’une bonne prédiction de ces ondes. H. Bondi a développé
une théorie sur leur propagation que Christodoulou et Klainerman jus-
tifient dans le cas des espaces-temps vides qu’ils considèrent. Dans [13],
Christodoulou donne des arguments s’appuyant sur [15] pour justifier
que les effets non-linéaires doivent être suffisamment importants même
à grande distance pour ne pouvoir être négligés devant les effets d’une
théorie linéarisée ce qui souligne une nouvelle fois la nature fortement
non-linéaire des équations d’Einstein.
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REPORT ON IGUSA’S LOCAL ZETA FUNCTION

BY JAN DENEF

Séminaire BOURBAKI Juin 1991

43eme annee, 1990-91, n° 741

Igusa’s local zeta functions are related to the number of solutions of congru-
ences mod pm and to exponential sums mod pm. This report is a survey on

what is known about these zeta functions. There are several conjectures and

intriguing connections with topology and singularity theory. They will be em-

phasized throughout the paper (especially sections 2 and 4). The case of curves
is well-understood and is explained in section 5 without any calculations. Much
less is known in higher dimensions, although there is by now a lot of experimen-
tal evidence (section 6) for the monodromy conjecture which relates the poles
of Igusa’s zeta functions to local monodromy. Relative invariants of prehomo-
geneous vector spaces are discussed in section 7. They provide very interesting
examples which motivated the conjectures. The adelic situation is only men-
tioned briefly in 7.7. We will not treat the connection with Siegel-Weil formulas,
but refer for this to Igusa’s book [30, Chap. 4] and his survey paper [34]. At

the end we briefly discuss the theory of p-adic subanalytic sets which yields very
general rationality results.
1. FIRST PROPERTIES OF LOCAL ZETA FUNCTIONS

1.1 Local zeta functions

(I.I.I) Let I1 be a p-adic field, i.e. ~K: Qp]  oo. Let R be the valuation

ring of I~, P the maximal ideal of R, and I( = R/P the residue field of ~~. The
cardinality of I~ is denoted by q, thus A = Fq. For z E ~~, ord z E Z U { +00 }
denotes the valuation = and ac(z) = where ~r is a fixed

uniformizing parameter for R.

(1.1.2) Let f (x) E ~~(x~, x = (xl, ... , xn), f ~ I~. Let ~ : -~ (C be a Schwartz-

Bruhat function, i.e. a locally constant function with compact support. Finally,
S.M.F.
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let x be a character of R" , i.e. a homomorphism x : R" --~ ~" with finite image,
where RX denotes the group of units of R. We formally put x(0) = 0.
(1.1.3) To the above data one associates Igusa’s local zeta function

for s E C, Re(s) > 0, where Idxl denotes the Haar measure on Kn so normalized
that Rn has measure 1. These zeta functions were introduced by Weil [83] and
their basic properties for general f were first studied by Igusa [28], [30]. We will
see below that Z~ (s, x) is rational in q-S, so that it extends to a meromorphic
function on C.
We will write Z, resp. Zo, instead of when $ is the characteristic function

of Rn, resp. PRn . Throughout this paper, we put t = Note that 

is a power series in t. The coefficient of tm in a power series P(t) is denoted by
CoefftmP(t). We denote the trivial character by xir;v and the support of $ by
Supp ~.

(1.1.4) Remark. Note that ac(f(x)) and hence also x, h, f) depend on the
choice of the uniformizing parameter 7r. More canonically one introduces

as a function of a quasicharacter w of (i.e. a continuous homomorphism
w : I~" --~ (C" ). Every quasicharacter w of I~" is of the form ~(~/) = 
Thus studying is equivalent with studying x, ~~, f ).

Sometimes it is also helpfull to think of Z~ as a distribution $ ’2014~ ZI>.

1.2 Number of solutions of congruences

(1.2.1) Suppose f(x) has coefficients in R. Let Nm be the number of solutions of

f(x) == 0 mod Pm in and put P(t) := The Poincaré

series P(t) is directly related to Z(s, xtriv) by the formula

Indeed, since q-nrnNm equals the measure of {x E Rnlord f (x) > m}, this
follows directly from



To verify this last equality note that the left-hand side equals

1.3 Rationality of local zeta functions

(1.3.1)Resolutions. Put X = Spec I~~x~ and D = Spec K~xJ~( f (x)). Choose an
(embedded) resolution (Y, h) for over K, meaning that Y is an integral
smooth closed subscheme of projective space over X, h : Y -~ X is the natural

map, the restriction h : isomorphism, and the reduced
scheme associated to has only normal crossings (i.e. its

irreducible components are smooth and intersect transversally, cf. [25]). Let

Ei, i E T, be the irreducible components of (h-1 (D))red. These consist of the
components Ei, i E Ts, of the strict transform of D, and the exceptional divisors

Ei, i E For each i E T let Ni be the multiplicity of Ei in the divisor of f o h
on Y and let vi -1 be the multiplicity of Ei in the divisor of h*(dxl A ... A dXn).
The (Ni, vi) are called the numerical data of the resolution. For i E T and I ~ T
we consider the schemes

When I = 0, we put Y. Finally let C f C X be the singular locus of

(1.3.2) Theorem (Igusa [28],[30]). Assume the notation of l. I and 1.3.I, then
(i) is a rational function of q-s. Its poles are among the values s =

-vi/Ni + 203C0-1k/Ni loge q with k E Z and i E T such that the order of x
divides Ni.

(ii) If C j n Supp $ C f -1 (0), then = 0 for almost all x.

Proof of (i). Consider the set Y(K) of K-rational points of Y as a I(-analytic
manifold. We have



where E and r~ are analytic in a neighbourhood U of band E(b) =f 0, ~ 0.
Note that ~r~~ and x(ac E) are constant on U when U is small enough. Because

~) is compact, we see that is a finite ~-linear combination

of products of factors of the form C Z, 
But this last integral is zero unless the order of x divides Ni, in which case it is
a rational function of q-S with denominator 1- This proves (i). For

(ii), see [30, p. 91-96].

Remark. The rationality of Z~ (s, x) can also be proved without the use of res-
olution of singularities, see [10] and section 8.

1.4. Exponential sums and integration on fibers

(1.4.1) Let 03A8 be the standard additive character on K, thus, for z E K,
= where Tr denotes the trace. Weil [83] introduced

the following two functions

for z E K and y VI, where VI = f (C f). The function Ecp (z) is locally
constant and bounded on K. One is interested in its behaviour for z ( --~ oo. The

simplest case is when 0, then = 0 for Izllarge enough. The
function Pcp (y) is locally constant on K B V f and has compact support. One is
interested in its behaviour when y tends to a point of Vf. For a nice introduction,
see Serre [73].

We will write E, F, resp. Eo, Fo, instead of when $ is the characteristic

function of Rn, resp. PRn.

(1.4.2) Suppose f (x) E R~x~, m E I~~~O~. If u E R", then obviously E(u7r-m) =
which is a classical exponential sum mod 

Let a E and denote by Nm (a) the number of solutions in R/Pm of the

congruence a mod Prn. Then one verifies that F(a) = 
for m big enough (depending on a). This stable quotient F(a) is classically
known as the local singular series associated to f and a, and plays an important
role in the circle method.



(1.4.3) Note that = fK is the Fourier transform of 

on K and that K, f ) = fK is the Mellin transform of (1 -
q-1 on This gives the relation between exponential sums and local
zeta functions. By decomposing $ and translation one reduces to the case where
GI n Supp $ C f -1 (0). Then, due to 1.3.2 (i) and (ii), the following are related
by formulas (see [28], [30]):

(i) Principal parts of the Laurent expansions of the X) around their
poles,

(ii) Terms of an asymptotic expansion of as Izl -> oo,
(iii) Terms of an asymptotic expansion of as y -~ 0.

Still more information is provided by the following.

(1.4.4) Proposition. Let u E R" and m E Z. Then equals

where c(x) denotes the conductor of x, i.e. the smallest c ~ 1 such that x is
trivial on 1 + P~, and gx denotes the Gaussian sum

Proof. Replacing f by u f we see that it suffices to prove the theorem for u = 1.
We introduce for any e E N B f 0} the integral

Direct verification shows

The proposition follows now from 1.2.2, since Fourier transformation on 
yields Z~ (s~ X).



(1.4.5) Corollary (Igusa [28], [30]). Suppose that Cf ~ Supp 03A6 C f -1 (0).
Then for Izl [ big enough a finite C-linear combination of functions of the

form with coefficients independent of z, and with A E C
a pole of (s + xtriv) or of x), x ~ xtriv, and with 03B2 E N,03B2 
(multiplicity of pole ~) -1. Moreover all poles ~ appear effectively in this linear
combination.

Proof. This follows from 1.3.2 (i), (ii) and 1.4.4, by writing in partial
fractions.

1.5 Igusa’s conjecture on exponential sums
Let F be a number field, f(r) E ~0~ a homogeneous polynomial and a E I~.
Suppose 1  (7  min where the minimum is taken over all i except those
with Ni = vi = 1 and the (Ni, vi) are the numerical data of a fixed resolution
of (0) over F. By 1.4.5, for each p-adic completion I( of F there exists

E R satisfying I~, f) (  for all z E I~.

Conjecture (Igusa [30]). In the above inequality one can take c(I() independent
of I~.

This is related to the validity of a certain Poisson formula, see [30, p. 122,
170]. Igusa [27] proved the conjecture when C f = {0~, by using Deligne’s bound
[8] for exponential sums over Fq, which in turn depends on the Riemann hy-
pothesis for varieties over Fq. He also verified it for certain relative invariants
of prehomogeneous vector spaces [26], [29], [30, p. 123-127]. Recently Sperber
and Denef proved the conjecture for polynomials f(r) which are non-degenerate
with respect to their Newton polyhedron 0( f ) (see 5.3) assuming that ~( f ) has
no vertex in ~0, l~n (and only considering toric resolutions).
1.6 The Archimedean case

Replacing I( by I~ or C and $ by a C°° function with compact support, one
defines

for s E C, Re (s) > 0, where 6 = 1 if Ii = R and 6 = 2 if 7f = C. One

proves that Z~ (s, ~1, f ) extends to a meromorphic function on C whose poles are
rational, either by resolution of singularities [2],[5] or by the theory of Bernstein
polynomials [4].



2. MONODROMY AND BERNSTEIN POLYNOMIALS

2.1 Monodromy
(2.1.1) Let f : non constant polynomial map and fix b E (C’~ with

f(b) = a. Let B C cn be a small enough ball with center b. Milnor [63] proved
that the restriction is a locally trivial C°° fibration over a small enough
pointed disc A C C B ~a~ with center a. Hence the diffeomorphism type of the
so called Milnor fiber Fb := n B of f around b does not depend on t E A
and the counter clockwise generator of the fundamental group of A induces an

automorphism T of H.(Fb, C) which is called the local monodromy of f at b.

It is well known that the eigenvalues of T are roots of unity (see [22, Expose
I]). When b is an isolated critical point of f , a result of Milnor [63] states that
Hi (Fb, cC) = 0 for i ~ 0, n - 1, and H° (Fb, (C) = C with trivial monodromy
action.

(2.1.2) Theorem (A’Campo’s formula [1]). Suppose b is an isolated critical
point of f , with I(b) = 0, ?7 ~ 2. We adopt the notation of 1.3.1 with K = C.
Then the characteristic polynomial of the monodromy action on (Fb, C)
equals

where x denotes the Euler characteristic with respect to singular cohomology.
In particular for > 1, is an eigenvalue of the local

__ 

0

monodromy at b if and only if EklNi x(Ei n h-1 (b)) ~ 0.
2.2 The Bernstein polynomial
I.N. Bernstein [4] has proved for any polynomial f(x), x = (xl, ... , xn), over
a field I( of characteristic zero, that there exist P E I~~~, ax, s], and b(s) E
J{[s] B ~0~ which satisfy the functional equation = The monic

polynomial b(s) of smallest degree which satisfies this functional equation is
called the Bernstein polynomial of f and will be denoted by b f(s). If f is not
constant, then s + 1 divides b f(s). If further f = 0 has no singular points over
the algebraic closure of K, then = s + 1. A basic theorem of Kashiwara

states that all roots of b j (s) are negative rational numbers. When K = I~ or C
one easily verifies, using the functional equation and integration by parts, that



the poles of K, f) are among the values s = a - j with a a root of b f(s)
and j E N. Note however that this integration by parts does not make sense in
the p-adic case.

The roots of bf(s) are related to the geometry of f. Indeed by Malgrange [58],
if a is a root of b j (s) then is an eigenvalue of the local monodromy
of f at some point of (0), and all eigenvalues are obtained in this way. (Note
that b I ( s) is the least common multiple of all local Bernstein polynomials, see

e.g. [23, Lemma 2.5.2~.)
Thus, in the Archimedean case if s is a pole of K, f) then 

is an eigenvalue of monodromy. (For a direct proof in the isolated singularity
case, see Malgrange [57].) Moreover, Barlet [3] has proved that each eigenvalue
is obtained in this way, when K = C. We refer to Loeser [50] for information on
the exact location of the poles and to Loeser [51] for an estimate on the largest
pole.

2.3 The monodromy conjecture
Motivated by the situation in the Archimedean case 2.2 and the study of concrete

examples, it is natural to propose the following conjectures for any polynomial
f (x) over a numberfield FCC.

(2.3.1) Conjecture (Igusa [36]). For almost all p-adic completions K of F , if
s is a pole of Z(s, x, K, f), then Re(s) is a root of b f(s).

This conjecture has been verified in special cases, see 5.2.5, 5.3, 7.3 and 7.4

below.

(2.3.2) Monodromy conjecture (Igusa). For almost all p-adic completions
K of F, if s is a pole of Z(s, x, Is, f ), then exp(203C0-1 Re (s)) is an eigenvalue
of the local monodromy of f at some complex point of 

Note that the first conjecture implies the second by what we said above. But

for the second one there is by now a massive amount of experimental evidence,
see section 6. Both conjectures might be true for all p-adic completions and for

Z replaced by Z~. In most numerical examples, theorem 1.3.2 yields a very big
list of candidate poles. However, due to miraculeous cancellations, usually many
of these candidates are no pole. This strange phenomenon would be explained
by the monodromy conjecture.



Loeser [53] studied zeta functions J Kn of several

variables and formulated a conjecture on the existence of certain asymptotic
expansions (generalizing 1.4.3 (iii)). Surprisingly this conjecture implies a re-
lation between the polar locus of these zeta functions and the geometry of the
discriminant of f 1, , .. , f k . Moreover there are connections with the monodromy
conjecture.

3. EXPLICIT FORMULAS

We continue to use the notation of 1.1 and 1.3.1. Reduction mod P is denoted

by - .
(3.1) We call a Schwartz-Bruhat function $ residual if Supp ~ C R and ~(x)
only depends on x mod P. Such $ -~ C.

(3.2) We say that the resolution (Y, h) for (0) has good reduction modP if
Y and all Ei are smooth, UiETEi has only normal crossings, and the schemes

Ei and Ej have no common components whenever i (cf. [12]). Here the

reduction mod P of any closed subscheme Z of Y is denoted by Z and defined
as the reduction mod P of the closure of Z in projective space over Spec R[x].
If in addition N; / P for all i E T then we say that the resolution has tame

good reduction. When f and (Y, h) are defined over a number field .F, we have
good reduction for almost all completions K of F. When the resolution (Y, h)

_ _ o _ _

has good reduction we have EI = ~i~IEi and we put EI = EI 1 Uj~TBIEj and
o _ _ _ _ _

Ei = Ei B Finally let C- be the singular locus of f : Kn -~ I~.
3.3 Theorem [14]. Let f E R~x~, f ~ 0. Suppose that has a resolution

with tame good reduction mod P and that ~ is residual. If x is not trivial on 1+P
then ~) is constant as function of s. If moreover C- n Supp 03A6 c f 1 0 ,
then = 0.

3.4 Theorem [12], [14]. Let f E R~x~, 0. Suppose that (Y, h) is a resolution
for f !1 (o) with good reduction mod P, and that ~ is residual. Let x be a

character of RX of order d which is trivial on 1 + P. Then



o

Here is defined as follows: If a E and dlNi for all i E I then we
can write f o h = uwd with E Oy,a and we put := x(u(a)).
We will write resp. instead of when $ is the characteristic

function of Rn, resp. P Rn. To denote the dependence on jFC, we will sometimes
write 

3.5 Cohomological interpretation. Assume the hypothesis of 3.4 and choose
a prime f with f f q. Note that x induces a character of Fq which we denote
again by x. Let Lx be the Kummer ~~-sheaf on {0~ associated to this
last character (see [9, Sommes Trig.]). Put U = Y ~ ( f o h) 1 (o). Let v be
the open immersion v : U ~ Y and a : U - ~0~ the map induced by
1 o h. We define := It is easy to verify that is lisse of rank

one on Ud := Y B UdlNaEi. Moreover, if a E Ud(Fq) then the action of the
geometric Frobenius on the stalk of at a is multiplication by Hence

Grothendieck’s trace formula yields

where F denotes the Frobenius and Fq the algebraic closure of Fq. For further
use we still mention

3.6 Lemma. The higher direct images are zero outside Ud for all
0 _

j > 0. The same holds also for the open immersion vI : E I -~ E I .

(3.7) We should also mention that Langlands [47] has given a formula, in terms
of principal-value integrals, for the principal parts of the Laurent expansions of

x) around its poles.

4. CONSEQUENCES OF THE EXPLICIT FORMULAS
Unless stated otherwise, we keep the notation of 1.1 and 1.3.1. When x is

a character of I~" we denote the induced character of R" also by x. We say a
property holds for almost all P if it holds for almost all completions of a number



field F (all data being defined over F). For any scheme V of finite type over a
field L C C, we denote by x(V) the Euler characteristic of V(C) with respect to
singular cohomology.
4.1 Degree of local zeta functions

(4.1.1) Because x) is a rational function of q-S we can consider its degree
which is defined as the degree of the numerator minus the degree

of the denominator (as polynomials in q-S ). If the hypothesis of theorem 3.4
holds, then it is clear from the explicit formula that 0. Clearly
the degree is  0 if and only if x) = 0.

(4.1.2) Proposition [12]. For almost all P, deg Zo (s, Xtriv) = 0. If moreover f
is homogeneous, then deg Z(s, deg f.

Proof. From theorem 3.4 it follows that

Hence 0. This proves the first assertion. The second

assertion follows from the first by the formula Z(s, x) - 

(4.1.3) When f(0) = 0 we proved [15], using the method of vanishing cycles
[22], that for almost all P and any character x of of order d we have

where Fo is the Milnor fiber of f at 0, Hi(Fo, denotes the component of
the cohomology on which the semi-simplification of the local monodromy acts
like x, and Frob is a suitable lifting of the Frobenius. In particular this implies
that deg Zo(s, x)  0 when there is no eigenvalue of the local monodromy of f
at 0 with order d.

4.2 The functional equation
(4.2.1) We denote by h’~e~ the unramified extension field of 7~ of degree e, and
put

where N denotes the norm. D. Meuser [61] has shown that Z(s, e, xtriv), as
function of sand e, is a rational function of q-es, al, ... , for some al, ... , ar E



C. In case of good reduction, 3.4 and 3.5.1 directly imply that this remains true
for Z(s, e, x) where x is any character of I(x. Because of this rationality we can
canonically extend Z(s, e, x) to a function on C x ZB ~0~. With this notation we
can state the following result of Meuser and Denef [17] (see also [62]).

(4.2.2) Theorem [17]. If f is homogeneous, then for almost all P we have the
functional equation Z(s, -e, x) - E ZB ~0~.

Idea of the proof. For a homogeneous polynomial it is possible to give an explicit
formula for Z(s, x) in terms of an embedded resolution of singularities (with good
reduction) of Proj I~ ~x~ ~ ( f (x) ) . This has the advantage that the EI become
proper. Then we can use the functional equation for the Weil zeta function of
the varieties EI to obtain the theorem when x is trivial. In the general case
we have to use Poincare duality for the sheaf Fx on EI n Ud (notations as in
3.5). This works since its cohomology equals compactly supported cohomology
because’ of lemma 3.6.

(4.2.3) The above functional equation takes an interesting form if Z(s, is

universal, meaning that there exists Z(u, v) E Q(u, v) with 
= for all e E l~ 1 {0~. This happens often when f is a relative

invariant of a reductive group (see 7.6). Note that the functional equation 4.2.2
takes the form = whenever is universal. It

was this form of the functional equation which was first conjectured by Igusa
[38]. His conjecture was based on extensive calculations with relative invariants
of prehomogeneous vector spaces.
4.3 Topological zeta functions

(4.3.1) To any f E C[x] and ~0~ Loeser and Denef [16] associate the
"topological zeta function"

where the notation is as in 1.3.1 (for a resolution of over It is a

remarkable fact that this expression does not depend on the chosen resolution.
Untill now the only known proof of this uses local zeta functions. To simplify,
assume f has coefficients in a number field F. Then, for almost all P, formulas



3.4 and 3.5.1 yield

when x is a character of K" of order d. This shows that is indeed

intrinsic. The limit for e --~ 0 makes sense because one can radically interpolate
Z(s, e, x~ as a function of e (for e divisible by a suitable number, see [16]). In

particular, we have

for almost all P, where Xc denotes the Euler characteristic with respect to f-adic

cohomology with compact support (cf. [41]). From (4.3.1.2) one also gets the
following.

(4.3.2) Theorem [16]. If p is a pole then for almost all P and all

characters ~ of of order d there exist infinitely many unramified extensions
L of !( for which p is a pole 

Thus conjecture 2.3.1 would imply that the poles of are roots of the

Bernstein polynomial b I( s). However, even the relation with local monodromy
(implied by conjecture 2.3.2) is not yet proved.
(4.3.3) Because 1, formula 4.3.1.2 yields 1. A local

version of this fact together with M. Artin’s approximation techniques yields the

following application to analytic geometry.

(4.3.4) Theorem [16]. Let h : Y --~ X be an analytic modification of compact
analytic manifolds. Suppose the exceptional locus E of h has normal crossings
~ 

0

in Y. Let Ei, i E T, be the irreducible components of E and let Ei, v2 be as in
1.3.1. Then

Where nI = I1iEI Vi.

It would be interesting to find a proof of this theorem which does not use
local zeta functions.



4.4 Holomorphy of x) and monodromy
(4.4.1) By 1.3.2, x) is holomorphic on C when the order of x divides no
Ni . The Ni are not intrinsic, but the order (as root of unity) of any eigenvalue
of the local monodromy on divides some Ni. Being very optimistic, we

propose the following conjecture:

(4.4.2) Conjecture [15]. For almost all P, when 4$ is residual, x) is

holomorphic unless the order of x divides the order of some eigenvalue of the
local monodromy of f at some complex point of 

In fact, this might be true for all P and for any &#x26;. The following proposition
shows that the conjecture is the best possible.

(4.4.3) Proposition [15]. Suppose 0 is an isolated singularity of the hypersur-
face f (x) - 0. For almost all P if the order d ~ 1 of the character x of Kx
divides the order of some eigenvalue of the local monodromy of f at 0, then

Zo(s, x 0 is not holomorphic on C, for infinitely many unramified
extensions L of ~~.

Proof. From 3.4, 3.5.2 and a variant of 4.3.1.3 we get
(4.4.3.1)

for all m E NB ~0~. The hypothesis on d and A’Campo’s formula 2.1.2 imply the
__ 

0

existence of a minimal m satisfying dim and ~"~(0)) 7~ O. Then
this last sum equals the right-hand side of 4.4.3.1. Hence for infinitely many e
the zeta function over I~ ~e~ is not constant, and hence not holomorphic since its

degree is ~ 0.

4.5 L-functions of exponential sums mod Pm

(4.5.1) The L-function of the exponential sum mod Pm of f E R[x] is defined
by

for m E I~~{0}. By adapting Dwork’s method [21] one can show that f )
is a rational function of t. In case of tame good reduction, this can also be derived

directly from 1.4.4 and section 3 (if m ? 2). The next theorem expresses the

degree of these L-functions in terms of monodromy.



(4.5.2) Theorem. Suppose f has only isolated critical points in n > 2.

Then for almost all P and all m ~ 2 we have

where a runs over all eigenvalues (counting multiplicities) of the monodromy
action on at all critical points b of f (notation of 2.1.1).

Proof. Clearly deg Lm(t, K, f ) If f (0) - 0, then
1.4.4, 3.3, 4.4.3.1 and the Hasse-Davenport relation yield

By A’Campo’s formula 2.1.2 the right side of the above equals (-1)n Eo 
where a runs over all eigenvalues of (Fo, ~). The theorem follows now from
remark 4.5.3 below.

For m = 1 the theorem remains true if f has a compactification g : Y --> Al
with Y B ~~‘ a divisor with normal crossings over AI, but it fails in general.

(4.5.3) Remark. Note the following completely elementary fact: If 03A6 is residual,
f E R[x] and Cf~Supp 03A6 = 0, then = 0 when |z| > q.

4.6 Non-contribution of certain Ei

Theorem [14]. Assume good reduction. Let x be a character of order

d, and io E T. Suppose Eio is proper, and Eio intersects no Ej with
0

io. If = 0, then Eio does not contribute to Z(s, x), meaning
that in formula 3.4 we can restrict the summation to I C T 1 {io ~.

This is a direct consequence of 3.5.1 and a lemma stating that in the above
o 0

situation H(Eio @ Fq , = 0 for all i ~ n -1. In the special case that E~o is
affine this lemma follows from Poincaré duality because the cohomology of Fx

o

on Eio @ F: equals compactly supported cohomology by 3.6. The general case
requires more work, see [14].



5. SPECIAL POLYNOMIALS

5.1 Polynomials of the form f(x) + g(y)
Let f(x) E .K~x~~ 9(y) E = (xl, ... , xn), y = (y, ... , y~,,), and ~1, ~2
Schwartz-Bruhat functions on Put A(s,X) = s + 1 if x = ~triv and

A(s,X) = 1 otherwise. Suppose C f n Supp ~l C f -1 (0) and Cg n Supp ~2 C
(0). Then the poles of A(s, (s, x, K, f (x)+g(y)) are of the form s1+s2

with si resp. s2, a pole of A(s, (s, x’, I~, f ), resp. A(s, (s, x", I~, g),
for some x’x" - x. Indeed, this follows directly from 1.4.5 and the obvious
fact that E03A61 03A62 (z, Ii, f (x) + g(y)) = E03A61 (z,K,f)E03A62 (z, K, g). Concerning the
monodromy conjecture, note that this is in complete agreement with the result
of Thom and Sebastiani [76] on the monodromy of f(x) + g(y).
5.2 Polynomials in two variables
Now we will see that conjecture 2.3.1 on the relation between Z(s, x) and bl(s)
is true for any f E k’(xl, x2~. For this we use the canonical embedded resolution
(Y, h) of over the algebraic closure I~a of Ii, and we keep the notation of
1.3.1. In particular Ej is a projective line over ~~a when j E The following
theorem was first proved for analytically irreducible singularities and almost all
P by Strauss [74], and further extended by Meuser [60], Igusa [32] and Loeser
[52] towards the general case.

(5.2.1) Theorem. Let f E x2~. If s is a pole of Z(s, x), then Re(s) =
0

-vj /Nj for some JET, with |Ej B Ej|  3 or j ~ Ts.
0

For a converse see [79]. Usually, most consist of no more than two points.
This explains why so many candidate poles do not appear. All known proofs of
theorem 5.2.1 are based on the following lemma.

(5.2.2) Lemma. Fix j ~ T B Ts. Let ai, i E J, be the geometric points of
0

Ej B E j. For i E J denote by Ni, vi the numerical data of the unique 
which contains ai, and put c~~ = vi - Nivj/Nj. Then

The first proofs of this lemma were computational. Loeser [52] found a con-
ceptual proof of the first formula, noting that the degree of w in 5.2.4 below



equals -2. We will outline in 6.1.2 a simple conceptual proof of both formulas,
which is due to Veys [82].

(5.2.3) A proof of theorem 5. ~.1 (in case of tame good reduction ). For simplicity
we suppose everything is defined over !(. Consider the set S of all Ej with

0

Re(s) = -vj/Nj. Suppose the theorem is false. Then IEj B 2 and j ~ TS,
for all Ej E S. Different E~2 E S are disjoint, otherwise (applying the last
lemma twice) there would be another Ej3 E S intersecting Ej2. Iterating this
would contradict the finiteness of S. Let Ej E S with Nj a multiple of the order
d of x. It suffices to show that Ej does not contribute to the pole s. Suppose

0

Ej B Ej consists of two points al, a2 (similar argument for one point). If d t Nl,
then d ~ N2 by the last lemma, and Ej does not contribute because of 4.6. Thus
suppose d~N2. Then the sheaf from 3.5 is locally constant and hence

geometrically constant on E j. Thus the explicit formula of section 3 implies that
the contribution of Ej to the residue of Z(s, x) at s equals (up to a factor)

Since ai + a2 = 0 by the last lemma, Ej does not contribute.
o

(5.2.4) Theorem (Loeser [52]). Let f E and j E 3,
then - vj /Nj is a root of the Bernstein polynomial of f.

Idea of the proof. Assume the notation of 5.2.2 and put S = E J~. We sup-
pose 0 for all i E J. (Otherwise a different but easier argument is needed.)
The residue of ( f o h* (dx 1 I1 dx2 ) on Ej = I~1 defines a meromorphic
differential form w with coefficients in a suitable rank one local system L on

pI B S. We have (i) 3, (ii) w has no zeros or poles outside S, and (iii) at
each point of S the multiplicity of w is not integral. Indeed a local calculation
shows that the multiplicity of w at ai equals c~ 2014 1 and Loeser proved by a diffi-
cult combinatorial argument that ~ai ~  1. Then a result of Deligne and Mostow
assures that w defines a non-zero cohomology class in S, L). Hence there
is a cycle q E S, L) 0. Considering a suitable etale cover of

S and a lifting of for a suitable m ~ N B {0}, one constructs a family of
cycles E Hl (t), C), t ~ 0, with



appears as the dominating term in the asymptotic expansion
of (dx A dy) / df. Since 1 (see ~32~), it is well known that this implies
that -vj/Nj is a root of b f(s).

(5.2.5) Combining theorems 5.2.1 and 5.2.4 we obtain Loeser’s result that for
any f E if s is a pole of Z(s, x), then Re(s) is a root of 
5.3 Non-degenerate polynomials
We treat this topic only very briefly. For the notion of a polynomial which is
non-degenerate with respect to its Newton polyhedron at the origin, we refer to
Varchenko [78]. For such polynomials there is a very explicit embedded resolu-
tion, which is called "toric". However, this yields a set of candidate poles for
Z(s, x) which is much too big. Lichtin and Meuser [48] have determined the
actual poles in case of two variables. In general, a reasonable set of candidate
poles (one value of Re(s) for each facet of the polyhedron) was obtained by Denef
(unpublished, see [ 54, Thm 5.3.1]) (the method is the same as in the real case
[18, I~). Loeser [54] proved that these candidate poles are indeed roots of b f(s), if
some weak additional conditions are satisfied. For several results and intriguing
open problems about the largest pole (~ -1), we refer to [18, II].

6. THE WORK OF VEYS

6.1 Relations between numerical data

Let f E C[x] and h : Y - cn an embedded resolution of (0) over C, con-
structed as in [25]. Thus in particular h is a composition of blowing-up maps.
Veys [80], [81] has developed a general theory about relations between the nu-
merical data of resolutions, generalizing lemma 5.2.2.

Consider a fixed exceptional divisor E = keeping the notation
0

1.3.1. Let E J, be the irreducible components of E B E. For i E J denote

by Ni, vi the numerical data of the unique E~ ~ E which contains Ei, and put
ai = Veys’ starting point is the following.

(6.1.1) Lemma [80] [81]. Let be the canonical divisor on E and EZ the
self-intersection divisor of E in Y. Then

where Pic denotes the Picard group.



Proof. By definition of the numerical data we have EiET Ni Ei = 0 and Ky =
in PicY. Thus NjE = - NiEi and the formula for NjE2

is obtained by intersecting with E. Moreover Ky + E = vjE 
Replacing vjE by - we get KY + E = The

expression for follows now from the adjunction formula I(E = (Ky + E) ~ E.

(6.1.2) Proof of Lemma 5. 2. 2. This follows directly from the above lemma by
taking degrees, since deg KE = -2.

(6.1.3) We now describe some of Veys’ results. There are Basic Relations (B1
and B2) associated to the creation of E in the resolution process, generalizing
5.2.2. And there are Additional Relations (A) associated to each blowing-up
of the resolution that "changes" E. More precisely: the variety E in the final
resolution Y is in fact obtained by a finite succession of blowing-ups

with irreducible nonsingular center Vi C Ei and exceptional variety C 

for z = 0, ... , m - 1. The variety E° is created at some stage of the global
resolution process as the exceptional variety of a blowing-up with center D and
is isomorphic to a projective space bundle II: jE~ -~ D over D. Let E Jo,
be the irreducible components of intersections of E° with previously created
exceptional divisors in the global resolution process or with the strict transform
of Then the Ei, i E J, are precisely the strict transforms of the Ci, i E
Jo U ~1, ... , m~. So we put J = Jo U ~1, ... , m~, Ei = strict transform of Ci. The
relations A express ai, resp. Ni mod Nj , for i = 1, ... , m, in terms of a~, resp.
N~ mod Nj, for f E Jo U ~ 1, ... , i -1 }, see [80], [81]. The relations B 1 are

where k = n - dim D and di is the degree of the intersection cycle F on F for
a general fibre F ~ of n: EO --+ D. The relations B2 hold in Pic D and are
more difficult to state. They are vacuous when D is a point. When n = 3 and D
is a projective curve of genus g, the relation B2 for the a; becomes a numerical
relation by taking degrees in Pic D, namely



where r~i is the self-intersection number of Ci in E°. The proof of B1 depends
on lemma 6.1.1 taking the degree of the intersection with F of the direct image
in PicE° of the divisors in PicE. The proofs of relations B2 and A require more
work, but are also based on 6.1.1.

6.2 Applications to the monodromy conjecture
0 0

In section 5.2 we saw two configurations E = Ej which do not contribute to
poles, namely minus one or two points. Using his relations 6.1, Veys extended
this to higher dimensions (mostly surfaces, n = 3), producing a long (but not

0

exhaustive) list of configurations E which do not contribute to poles of Z(s, Xtriv)
(meaning that in the calculation of the residue at s = by the explicit

0

formula, one can omit all El with EI C E , assuming good reduction and K big
0 0

enough). When x(E) = 0 and E C h-l (0), there is no contribution in A’Campo’s
formula 2.1.2. Thus in view of the monodromy conjecture, one expects that
such an E usually does not contribute to poles. For n = 3, Veys searched for

0 0

configurations E with x(E) = 0, and proved for all but two of the ones he found
that they do not contribute to poles. I consider this as very convincing evidence
for the monodromy conjecture. Here are two examples of such non-contributing

0

configurations with E° = I~2. Example 1: E = I~2~ (at least two lines through
0

the same point P and another line not through P). Example 2: E = I~2, (the
curves x = 0, y = 0, z = 0, and yk z = with k  2.

7. PREHOMOGENEOUS VECTOR SPACES

(7.1) We consider a regular prehomogeneous vector space (G, X) over h, consist-
ing of a connected reductive algebraic subgroup G of GLn defined over acting
transitively on the complement U of an absolutely irreducible K-hypersurface V
in X = An. Let f E be an equation for V. Then f is homogeneous and

f(gx) = v(g) f (x) for all g in G where v is a rational character of G. Thus f is a
relative invariant of G. We have (detg)2 = V(g)2K where K = n~ deg( f ), 2K E N.
Moreover the Bernstein polynomial b f(s) has degree deg( f ). For all this we refer
to [70]. (Actually equals the Sato polynomial, see [23, Cor. 2.5.10].)

We will see below that the local zeta functions of such relative invariants f
have very remarkable properties. This was first discovered in the Archimedean
case by M. Sato and Shintani [70]. The p-adic case was first investigated by



Igusa [31]. In what follows I( is p-adic field and for 7.4 and 7.5 we make the
additional assumption that V has only a finite number of orbits under the action
of ker v. We first give an easy example.

(7.2) Example. Take for X the space of all (m, m) matrices, and G = SLm x GLm
with action of (gl, g2) E G on x E X given by g1xgt2. Then f(x) = det x, b(s) =
(s + 1)(s + 2)... (s + m), and Z(s, (1 - q ~)~(1- One has
also examples with f the determinant (resp. Pfaffian) on the space of symmetric
(resp. antisymmetric) (m, m) matrices, or with f the discriminant on the space
of binary cubic forms.

(7.3) M. Sato and Kimura [69] have given a complete classification in 29 types of
all ]{-split irreducible (as representation) regular prehomogeneous vector spaces,
and Kimura [42] has determined their Bernstein polynomial. For 20 out of these
29 typesB Igusa [26],[29],[31],[37] has explicitly calculated Z(s, Xtrzv). These

are tabulated in [36]. His calculations don’t use resolution of singularities, but
exploit the symmetry of the group structure. In all these cases the formulas
show that the real parts of the poles are indeed roots of b I ( s ). This was the first
evidence for conjecture 2.3.1. Also it was on the basis of these formulas that

Igusa conjectured proposition 4.1.2 on the degree of Z(s, 
(7.4) Igusa [31] has found a finite list of candidate poles for Z~ (s, x) which only
involves group theoretical data associated to (G, X ). A weakened version of his
result is the following.

Theorem (Igusa [31]). If s is a pole of x), then tilere exists a E V(I()
such that for all h E H where H is the fixer of a in G .K
and ~H the modulus of H (i.e. d(h-1uh) = H(h)du for any Haar measure du
on H).

More recently Kimura, F. Sato and Zhu [46] proved (using microlocal analysis)
that the real parts of the above candidate poles are roots of when (G, X)
is irreducible and reduced (in the sense of [69]).
(7.5) By a theorem of Borel and Serre, U(I{) splits into a finite number of
G(I() orbits, say Ul, ... U~. For i = 1, ... , .~ one defines the functions (s, x)
in the same way as x) but integrating now over Ui instead of These

1 Very recently Igusa [40] calculated Z(s, ~triv) for 4 more types.



are rational functions of q-S (see section 8) and satisfy the following functional
equations.

Theorem (Igusa [31]). For i =1, ... , .~ and we have

where ~* is a Fourier transform of $ and the 1ij are rational functions of q-S
which are independent of$. Moreover, 7.4 holds also for the Zi and 

In this theorem we have tacitly assumed that there exists an involution of End(X)
defined over K under which G is stable (one can often take transposition). For a
generalization of this result, see Kimura [44]. When f = 1 the above functional
equation takes a nice form. Igusa has classified the (G, X) with f == 1 when G is
irreducible and K-split, and has calculated 1ll explicitly in these cases [33]. In
the Archimedean case much more is known about the see (70~ .
(7.6) For the 20 types of prehomogeneous vector spaces mentioned in 7.3, Igusa
[38] found that Z(s, xtriv) is universal in the sense of 4.2.3. This led him to the
following conjecture.

Conjecture. If (G, X) is defined over a number field F, then Z(s, xtriv, f, K)
is universal for almost all completions I( of F, provided G splits over Ii .

We recall from 4.2.3 that universality implies the functional equation 
= udeg v), which was first proved by Igusa [38] for the above mentioned 20
types by explicit calculation. For some more conjectures, see Gyoja [24].
(7.7) Ono [65] has shown, for any non-constant absolutely irreducible polynomial
f over a number field F, that the product of over all

p-adic completions K of F is convergent and holomorphic for Re(s) > 0. In

the case of irreducible regular prehomogeneous vector spaces with only finitely
many adelic open orbits, Igusa [35] proved that this product has a meromorphic
continuation to the whole s-plane and satisfies a functional equation (assuming a
mild condition which was removed in [44], [45]). However, it seems very unlikely
that this remains always true when there are infinitely many adelic open orbits.
For some other adelic results, see Datskovsky and Wright [7].



8. INTEGRATION OVER SUBANALYTIC SETS

Igusa’s result on the rationality of x) can be much generalized. We
briefly survey some of the results. As always, we assume that K, R and Pare
as in 1.1.

A subset S of is called semi-algebraic if it can be described by a finite
Boolean combination of conditions of the form g(x) = 0, ord ord h(x),
or 3y E K : g(x) = ym, with g, h E The subset S is called semi-

analytic if locally at each point of it can be described by such conditions
where we allow now g, h to be analytic functions.

Macintyre’s remarkable theorem [55] states that the projection (from 
to Kn) of a semi-algebraic set is again semi-algebraic. His proof is based on
results from mathematical logic and the work of Ax-Kochen-Ersov. For different
proofs, see the references in [19, (0.14)]. Iterating the operations of projection
and complementation, one sees that many sets, which arise in practice, are semi-
algebraic. For example, the p-adic orbits of a p-adic algebraic group action are
semi-algebraic.

Using Igusa’s method 1.3 one shows that Is is a rational function

of q-S whenever S is semi-algebraic and bounded and f E I([x], see [10] (this
extends [59]). However, this can also be proved without resolution of singu-
larities, using p-adic cell decomposition [10] instead. This method is based on

partitioning S in semi-algebraic "cells" on which has a simple description
so that the integral can be evaluated using separation of variables and induction
on n. For other applications of this method, see [11] and [68].

We now return to the analytic case. The projection of a bounded semi-
analytic set is not semi-analytic in general. This motivates the following defini-
tion. A subset S of is called subanalytic if locally at each point of it is

the projection of some bounded semi-analytic set. If we replace I( by R then
this agrees with the classical notion of real subanalytic sets, introduced by Lo-
jasiewicz, Gabrielov and Hironaka [75]. Van den Dries and Denef [19] developed
the theory of p-adic subanalytic sets. Some of their ideas were inspired by math-
ematical logic. A first basic theorem is that the complement of a subanalytic
subset of is again subanalytic. Another basic result is the following.

8.1 Theorem (Uniformization of p-adic subanalytic sets [19]). Let S C I{n be
subanalytic and bounded. Then there exists a I(-analytic manifold M and an



analytic map h: M -~ K’~, which is a composition of finitely many blowing-up
maps with respect to closed submanifolds of codimension > 2, such that 
is semi-analytic in M.

Since integrals over semi-analytic sets can be evaluated by using Igusa’s
method, the above theorem yields the following.

8.2 Theorem. Let S C Kn be subanalytic and bounded, and f : I~’~ --~ K

analytic. Then, is a rational function of 

Actually this remains valid when f is any function whose graph is subanalytic
[13]. A first application of theorem 8.2 is the following.

8.3 Corollary [19]. Let f be a power series over K which converges on Rn. For
mEN, denote by Am the cardinality of the reduction mod P’~ of V = {x E

= 0~. Then R(t) := Amtm is a rational function of t.

This corollary was conjectured by Serre and Oesterlé [72],[64] and was our
main motivation to investigate p-adic subanalytic sets. Corollary 8.3 follows
from 8.2 by expressing R(t) in terms of the integral ID where D =

~(x, w) E [ distance from x to V is  Note that D is indeed the

projection of a semi-analytic set. We refer to Oesterlé [64] for fundamental
results on the asymptotics of Am. When f has only two variables, R(t) has been
explicitly calculated by Bollaerts [6].
Another application of theorem 8.2 is the following remarkable result of du

Sautoy [20].

8.4 Theorem. Let G be a compact p-adic analytic group. For m ~ N denote

by Cm the number of open subgroups of index pm in G. Then Cmtm is
rational in t.

Finally we mention some further developments. The main results about p-
adic semi-algebraic and subanalytic sets are not uniform in p. Uniform versions
have been obtained by Pas [66], [67] and Van den Dries [77]. Subanalytic sets in
the context of rigid analytic geometry have been studied by Lipshitz [49] and
Schoutens [71].
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POLYTOPES SECONDAIRES ET DISCRIMINANTS

par François LOESER

Séminaire BOURBAKI Juin 1991

43ème année, 1990-91, n° 742

INTRODUCTION

Le but de cet exposé est d’expliquer pourquoi dans 4p3 + 27q2 on a
4 = 22 et 27 = 33. A la suite de leurs travaux sur les fonctions hy-
pergéométriques associées à des variétés toriques [G-K-Z 1], Gelfand,
Kapranov et Zelevinsky ont introduit un nouvel objet combinatoire as-
socié à un ensemble fini de n points A dans R~ : le polytope secondaire

QQ(A), décrit à l’aide des triangulations * de A et plongé dans Rn. Un
de leur résultat principal [G-K-Z 2], que nous allons décrire dans cet
exposé, est que QQ(A) est le polyèdre de Newton d’un discriminant as-
socié à A. De plus ils donnent une formule explicite pour les coefficients
des monômes extrémaux de ce discriminant. En particulier ce sont tou-

jours, au signe près, des produits d’entiers de la forme NN. Récemment,
Kapranov, Sturmfels et Zelevinsky [K-S-Z] ont donné une présentation
plus conceptuelle de ces résultats en terme de dégénérescences toriques
et de formes de Chow.

Le plan est le suivant. La section 1 est consacrée à la description
du polytope secondaire, de ses sommets et de ses arêtes. Dans la sec-

tion 2 on énonce les principaux résultats sur les polyèdres de Newton
des discriminants. On donne quelques exemples classiques (pour lesquels

* de telles triangulations avaient été considérées antérieurement par
0. Viro, en géométrie algébrique réelle (cf. [V]).
S.M.F.
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les résultats sont cependant nouveaux) en 3. Dans la section suivante,
plus technique, on donne une interprétation géométrique du discriminant,
qui permet dans la section 5 de présenter la démonstration de Gelfand,
Kapranov et Zelevinsky. On expose brièvement (section 6) le lien avec
les fonctions hypergéométriques. Les sections suivantes sont consacrées à
l’approche récente de Kapranov, Sturmfels et Zelevinsky. Dans la section
7, on expose des généralités concernant les dégénérescences toriques et les
polytopes de Chow, et dans la suivante les résultats de Sturmfels sur les
idéaux toriques et les éventails de Grôbner. Ceci nous permet de présenter
dans la section 9 les résultats de Kapranov, Sturmfels et Zelevinsky con-
cernant le polytope de Chow d’une variété torique, desquels on déduit,
dans la section 10, une autre démonstration des résultats principaux.

N.B. La théorie de l’élimination, des résultants et des formes de Chow
a une longue histoire. Faute de compétence nous ne tenterons pas de
la retracer ici. C’est donc par choix délibéré que les références données

sont exclusivement modernes. Signalons cependant que l’interprétation
du résultant comme déterminant d’un complexe de Koszul (cf.7.5) semble
remonter, au moins en partie, à Cayley, et qu’elle a été développée dans un
cadre général par E.Fischer (Über die Cayley’sche Eliminations-methode,
Math. Z. 26 (1927), 497-550).

0. CONVENTIONS ET NOTATIONS

Pour k > 1, on note [k] _ ~l, 2, ~ ~ ~, k~. Si X C R~, on note Q(X)
l’enveloppe convexe de X.

Si M est un réseau de rang r dans Rn, la forme volume associée à
M sur M 0z R est la mesure de Lebesgue normalisée de telle sorte que
le volume d’une maille du réseau soit r !, c’est-à-dire que le volume d’un

simplexe standard soit 1.



1. POLYTOPES SECONDAIRES

1.1 Rappelons qu’un éventail dans Rn est une famille finie (Ca)aE j de
cônes

polyédraux telle que :

(i) Si C est une face de Ca, on a C = C~ pour un ~i E I.

(ii) Quels que soient a et ~i dans I, Ca n C/3 est une face de Ca et C/3.

Un éventail (Ca)aEI est complet si ~03B1~IC03B1 = Rn. A un polytope
I~ dans Rn on associe un éventail complet F(K) de la manière suivante.
Pour tout point p de I~, soit

(( , ) désignant le produit scalaire euclidien usuel). Si T est une face

de Il, on définit C(I~, T) comme étant égal à pour p un point
de l’intérieur relatif de T. L’éventail F(K) est la famille des C(I(, T), T
décrivant l’ensemble des faces de ~~.

1.2 Soit A = ~al, ~ ~ ~, an} un ensemble de n points distincts de Rk et
Q(A) l’enveloppe convexe de A, que l’on suppose de dimension k - 1.
Une triangulation de A est par définition une triangulation simpliciale T
de Q(A), telle que les sommets des simplexes de T appartiennent à A.
On notera T(A) l’ensemble des triangulations de A. Plus précisément
on voit un élément T de T(A) comme une famille (a)aET d’applications
strictement croissantes, ~ : : [k] -~ (n~ . On associe à a le simplexe à
enveloppe convexe des Que T soit une triangulation de Q(A) est
équivalent aux deux conditions suivantes :

(i) 

(ii) Si a et ~’ appartiennent à T, l’intersection a n a’ est soit vide, soit
une face de (7 et 7~.

Plus loin on sera parfois amené, par abus de langage, à appeler les
a (et les a) des simplexes de dimension maximale et les faces des 03C3 (et
des a) des simplexes.



1.3 A une triangulation T E T (A) on va associer, suivant [G-K-Z 2], un
cône polyédral dans Rn de la façon suivante. On identifie tout d’abord
Rn à RA (~1, ~ ~ ~ , lbn) E Rn, on écrit donc Tout

vecteur 1/; de Rn détermine une fonction continue gT,~ : : i~(A) -~ R,
affine sur chacun des simplexes E T, et telle que si ai est sommet
d’un simplexe r, g~~~(ai) _ ~(ai). On définit le cône C(A, T ) comme
l’ensemble des 03C8 tels que :

(i) La fonction soit convexe.

(ii) Pour tout ai E A, gT~~,(ai)  2~(ai).
(Un point de A n’est pas nécessairement un sommet de T.) On vérifie

que .~’(A) _ (C(A, est un éventail complet.

1.4 On définit les subdivisions polyédrales de Q(A), ayant leurs som-
mets dans A de façon similaire aux triangulations; ce sont des complexes
polyédraux au lieu d’être des complexes simpliciaux. A tout vecteur ~ de
Rn associons une subdivision polyédrale de Q(A), ayant ses sommets
dans A, comme suit. Soit P1j; l’enveloppe convexe des points (ai, dans

on obtient Q~ en projetant l’ensemble des faces compactes du
convexe P~ + ~0}~ x R+ sur Rk. Une telle subdivision polyédrale est
dite régulière. Pour ~ général, Q,~ est une triangulation. Si T est une

triangulation régulière, il est clair que l’ensemble des 03C8 tels que Q03C8 = T
est égal à l’intérieur du cône C(A, T ). On vérifie que, réciproquement,
si C(A, T) est d’intérieur non vide, T est régulière. En général une sub-
division polyédrale est régulière si et seulement si il existe une fonction
continue sur Q(A), affine sur chacun des polytopes de la subdivision et
strictement convexe (en un sens évident).

On notera T° (A) l’ensemble des triangulations régulières de A.

1.5 Tous les éventails complets ne sont pas nécessairement de la forme

F(K), avec I( un polytope. Nous allons voir que c’est cependant le cas
de l’éventail .~’(A). Notons (el, ~ ~ ~ , en) la base canonique de Rn. On
va définir, suivant [G-K-Z 2], un nouvel objet associé à A : le polytope
secondaire QQ(A).



DÉFINITION 1.5.1 [G-K-Z 2].-
(i ) Si T E T(A), on note 03C6T le vecteur

(ii ) On définit QQ(A) comme l’enveloppe convexe des T E T(A).
THÉORÈME 1.5.2 [G-K-Z 2].-

Les deux éventails F(QQ(A)) et sont égaux. Plus précisément,
si T E T(A), on a

Démonstration. Comme les deux éventails sont complets, il suffit de
montrer que pour tout T E T(A~,

(Remarquons en passant que cette inclusion donne directement que 
est un éventail.) Il faut montrer que si 1/J E C(A,T), (~ , ~~ , 
pour tout T’ E T(A). Pour cela on remarque que, par définition même
de C(A,T), on a gT ~(x)  gT, ~(x) si T’ E T(A) et x E Q(A). On a
donc

D’autre part on a

la même égalité valant pour T’. Ceci donne bien  o

On déduit de 1.5.2 le corollaire suivant :

COROLLAIRE 1.5.3.- Les sommets de QQ(A) sont les 
T E 



Remarque 1.5.4. On peut étendre 1.5.3 aux faces de dimension quel-
conque de QQ(A) : les faces de QQ(A) sont en bijection (en fait on a un
isomorphisme d’ensembles partiellement ordonnés) avec les subdivisions
polyédrales régulières de A. Si P est une subdivision polyédrale de A
on lui associe une cône C(A, P) défini comme pour les triangulations, et,
quand P est régulière, C(A, P) coïncide avec le cône normal de la face de

QQ(A) correspondant à P ([G-K-Z-2], [B-F-S]).

1.6 Nous donnons ici une construction de QQ(A) due à Billera, Filliman
et Sturmfels ([B-F-S]).

A l’ensemble A on associe la matrice (n, k) dont la i-ème ligne est

composée des coordonnées de ai. Soit ~ E AkRn le produit extérieur
des colonnes. Si a : : [k] 2014~ [n] est strictement croissante on pose ea =

11 ~ ~ ~ I1 ea(k) E AkRn. On étend ( , ) à et on pose ~(cr) =
signe (r~ , ea). Si T E T(A) on pose

On note U(A) l’enveloppe convexe des T E T (A). Si T et T’ sont

deux triangulations distinctes, on a

ce qui prouve que les sommets de U(A) sont exactement les 

T E T(A).

Considérons 7r :

le produit intérieur H étant défini par (a A b, c) = (a, b H c). Le lien entre

U(A) et QQ(A) est donné par :



PROPOSITION 1.6.1 [B-F-S] .2014
On a régalé QQ(A) = 03C0(U(A)) .

1.7 Description des arêtes de QQ(A)
Les parties de A minimales parmi celles qui sont linéairement dépen-

dantes sont appelées des circuits. Si Z est un circuit, T(Z) a exactement
deux éléments notés, non canoniquement, T+ (Z) et T_ (Z). En effet, soit

une relation linéaire non triviale entre les points de Z,
Z+ = {p E Z ; ap  0}. On définit T+(Z),
resp. T_ (Z), comme formée des simplexes Q(Z 1 {p~) , p E Z+, resp.
Z- .

DÉFINITION 1.7.1.2014
Soient T E T(A), Z un circuit. On dit que T s’appuie sur Z si

(i) Les sommets de T appartenant à Q(Z) appartiennent à Z.

(ii) Le polytope Q(Z) est union de faces de simplexes de T.

(iii) Soit un simplexe de dimension maximale de l’une des deux

triangulations de Q(Z). Si il existe J C ~4 B ~ tel que Q(I U J) soit un
simplexe de dimension maximale de T, alors pour tout autre simplexe de
dimension maximale l’ de la même triangulation de Q(Z) , Q(I’ U J) est
un simplexe de T.

Si T s’appuie sur Z, T induit une triangulation de Z, disons T+(Z).
On obtient une nouvelle triangulation de A, sz(T), de la facçn suivante :
on remplace les simplexes de la forme Q(7UJ) avec I E T+ (Z) , J C 
par les simplexes U J) avec 7’ E T (Z). On a sz(sz(T)) = T. Les
dessins suivants fournissent des exemples.



Le résultat suivant décrit les arêtes de QQ(A) :

THÉORÈME 1.7.2 [G-K-Z 2].- Soient T et T’ deux triangulations
régulières de A. Les sommets de QQ(A) sont reliés par une
arête si et seulement si il existe un circuit Z C A sur lequel s’appuient T
et T’ tel que T’ = sz(T).

On aura besoin en 2.5 de la définition suivante.

DÉFINITION 1.7.3.- Si T’ = s z(T), on note S(T, T’) l’ensemble
des parties J de ~4 B Z telles qu’il existe I C Z, avec Q(I) simplexe de
dimension maximale d’une triangulation de Z et Q(I U J) simplexe de
dimension maximale de T.

2. POLYÈDRES DE NEWTON DE DISCRIMINANTS

2.1. Dans cette section et dans les suivantes on suppose A = {al, ~ ~ ~ , an~
C Zk. Les hypothèses suivantes seront de plus supposées satisfaites par
défaut.

(*1) Il existe une forme linéaire h : Zk -~ Z à coefficients entiers

telle que A C h-1 (1).

(*2) Le groupe additif M(A) engendré par A est égal à Zk.

On notera S(A) le semi-groupe engendré par A, et M le réseau Zk.



2.2. Le discriminant DA

On note V l’espace vectoriel Cn muni de coordonnées (ci , ... , cn).
On identifiera V à l’espace vectoriel des polynômes f = cixai E

C~xl, ~ ~ ~, Soit V A l’adhérence de Zariski du lieu des f E V tels qu’il
existe xo E (C*)~ vérifiant :

Par définition le discriminant ~A E Z~cl, ~ ~ ~ , cn] est le polynôme irréduc-
tible, défini au signe près, dont le lieu des zéros est égal à la réunion des

composantes irréductibles de codimension 1 de V A . Cette définition sera

inchangée si les conditions (*) ne sont pas vérifiées.

2.3. Interprétation pro jective de DA

L’interprétation d’un discriminant comme équation de variété duale
est tout à fait classique. Nous allons la détailler dans le cas présent.

Nous noterons VV le dual de V et (yl, ~ ~ . , yn) les coordonnées duales.

On a un morphisme :

Les hypothèses (*) garantissent que iA est une immersion. On note XÂ
le tore iA((C*)k) et X A l’adhérence de Zariski de XÂ dans V ~ . C’est une
variété torique (non normale en général). En effet l’action de ( C * ) ~ sur
XA définie par (y1,...,yn) ~ (x03B11y1, ... , xan yn) si x E (C*)k prolonge
l’action naturelle de (C*)~ sur XÂ par multiplication. Algébriquement
on peut voir X A comme étant égale à Spec C ~S(A)~, le plongement de
XA dans V~ étant donné par :



La normalisée XÂ de XA est donnée par X~ = Spec C ~R+S(A) n M].
On notera IA le noyau de LA. C’est l’idéal définissant XA dans Y~.

Comme XA est conique d’après (*1), elle possède une variété duale
XÂ C V. L’énoncé suivant est essentiellement tautologique :
PROPOSITION 2.2.1.- On a régalé XA = V A .

2.4. Le discriminant EA

Dans la situation générale, les résultats de [G-K-Z 2] concernent les
discriminants EA que nous allons définir et non les ~A. Nous donnons
ici une définition combinatoire des EA. Une description géométrique en
sera donnée dans la section 4. En 2.6 on expliquera comment passer de

EA à ~A.

2.4.1. Soit T une face de Q(A). Dans l’espace vectoriel RT il y a deux
réseaux naturels contenus l’un dans l’autre : le réseau M(S(T)) engendré
par le semi-groupe S(A) n RT et M n RT. On note i(T, S(A)) l’indice du
premier dans le second.

Si S ~ M est un semi-groupe de type fini contenant l’origine, tel que
R+ S soit strictement convexe, engendrant un réseau M ( S), et tel que
5’ -~ M(S) soit injectif, on note I~_ (S) = R+S 1 ~?(S 1 ~0~). On définit
l’entier u(S) comme le volume de I~_(S) relativement au réseau M(S).

Si T est une face de Q(A), on note S(A)/T l’image de S(A) dans
et M(S(A) /T) le réseau engendré. On définit S(A)) comme

étant égal à u(S(A)~T).
2.4.2 DÉFINITION.-

(i ) Si T est une face de on pose

(ii ) Le discriminant EA est le produit, défini au signe près,

T parcourant l’ensemble des faces non-vides de Q(A) (parmi
lesquelles figure Q(A)~).



2.5. Le résultat principal

On rappelle que si F E C[cl, ~ ~ ~ , cn] est un polynôme, F = EpENn
apcP , le polyèdre de Newton de F, noté Nw(F), est par définition l’enve-
loppe convexe dans Rn des p tels que 0. Le résultat principal de

[G-K-Z 2] est le suivant.

THÉORÈME 2.5.1 [G-K-Z 2] .-
1 ) Le polyèdre de Newton du discriminant EA, Nw(EA), est égal au

polytope
secondaire QQ(A) .

2) Si’ T E TO(A), le coefficient du monôme dans EA est égal à
± 03A003C3~T(vol03C3)vol03C3.

Ce résultat a le corollaire suivant, a priori assez surprenant : les

coefficients des monômes extrémaux de EA sont des produits d’entiers de
la forme NN avec N entier. Ceci généralise le fait que dans 4p3 + 27q2,
4 = 22 et 27 = 33 (cf. §3).

En fait Gelfand, Kapranov et Zelevinsky ont même déterminé les

changements de signe des coefficients des monômes extrémaux reliés par
une arête. Avec les notations de 1.7, on a :

THÉORÈME 2.5.2 [G-K-Z 2] .- Si on choisit un signe pour EA, on

peut écrire dans le 2) du théorème précédent

avec p(T) E vérifiant la propriété suivante : si T et T’ appartiennent
à ?’°(A), et si ~T et sont reliés par une arète de QQ(A), alors

avec Z le circuit sur lequel s’appuient T et T’ et k~J U Z) l ’indice dans
Zn du réseau engendré par J U Z.



Remarque : Dans [G-K-Z 2] la formule pour p(T’) - p(T) n’est pas
correcte telle qu’elle est donnée ; en suivant la démonstration de [G-K-Z
2] on obtient la formule ci-dessus.

2.6. Passer de EA à ~A

Si S est un semi-groupe comme en 2.4.1, on définit, suivant [K],
l’entier v(S) - TU(S n T) , T décrivant les faces du cône

R+S. D’après. [K], on a toujours v(S) > 0, et v(S) = 0 si et seulement si
le semi-groupe S est isomorphe à 1. Rappelons (cf. [D]) qu’une
variété torique affine de la forme X = Spec C[C n Z’’], avec C un cône
polyédral de dimension r, ayant l’origine comme unique sommet, est lisse
si et seulement si C est de la forme R+vi +... + R+ vr avec ( v 1, ~ ~ ~ , vr )
une base de Z’’. On déduit de cela immédiatement l’énoncé suivant :

PROPOSITION 2.6.1 [G-K-Z 2].- Si la variété torique XA C Vv
est un cône sur une variété lisse (i.e. P(XA) C P(VV) est lisse ), alors les
m(7’, S(A)) définis en 2.4 sont tous égaux à 1. Autrement dit :

EA = 

T parcourant l ’ensemble des faces non-vides de Q(A).
Ce résultat va permettre, quand P (XA ) est lisse, de déterminer ex-

plicitement à partir de 2.5.

Si T est une face de Q(A), on note volT la forme volume sur l’espace
affine engendré par T, normalisée par la trace du réseau Z’~ .

Si T E T(A), on note Fj(T) l’ensemble des simplexes a de dimension
j de T tels que Q soit contenu dans une face de dimension j de Q(A),
notée T(a).

On pose

Ainsi coïncide avec ~T défini précédemment. On pose



DÉFINITION 2.6.2.- On note T(A) le quotient de T(A) par la
relation d’équivalence T ~ T’ si et seulement si ~T = et on note

C T(A) 1’ensemble des classes d’équivalence de triangulation régu-
li ères.

On déduit de la proposition précédente et du théorème 2.5.2, le

résultat suivant :

THÉORÈME 2.6.3 [G-K-Z 2].- Si P(XA) est lisse alors

1 ) est l’enveloppe convexe des ~T , T E T(A) et les som-
mets de sont les $T , T E 

2) Si T E le coefficient du monôme c’T dans DA est égal à

3. EXEMPLES

Dans tous ces exemples P (XA ) est lisse.

3.1 Discriminant d’un polynôme à une variable

Soit P = crxr + + ... + co un polynôme d’une variable. Le
discriminant D(P) est défini classiquement comme

al, ~ ~ ~ , ar étant les racines de P dans une clôture algébrique. C’est un

polynôme à coefficients entiers en les ci.
Soit A = {ao, ... , ar~ avec ai = (i, 1) E R2. Il est clair (exercice) que

D(P) = ~~A. On voit que toutes les triangulations de A sont régulières
et qu’elles sont décrites par les parties de { l, ~ ~ ~ , r -1 ~. Si T est décrite
par Q = {il,..., C ~1, ~ ~ ~ , r - 1} avec il  ...  is , ~T est le point
de coordonnées dans 

avec la convention que io = 0 et r.

D’après la proposition 2.6.1, EA = Les théorèmes 2.5.1 et

2.5.2 donnent maintenant directement le résultat suivant :



THÉORÈME 3.1.1 [G-K-Z 3].- Les sommets du polyèdre de New-
ton de D(P) sont les points de coordonnées .ro = il - 1, 
is -1 , xik = = 0 sinon, avec il  ...  is décrivant
l’ensemble des parties de ~l, ~ ~ ~ , r 2014 1}. Le coefficient du monôme associé
à ... °  is est avec ik, en
convenant que et ls = r - is.

Le lecteur trouvera dans l’article [G-K-Z 3] une description plus
détaillée de

Nw(D(P)). Le cas de polynômes "creux" est tout à fait similaire : nous
laissons le lecteur s’amuser à retrouver que le discriminant de x3 + px + q
est -(4p3 + 27q2). Remarquons qu’une formule générale simple pour les
coefficients des monômes non extrémaux de D(P) ne semble pas connue.

3.2. Résultant de deux polynômes à une variable

Soient m et n > 1, et P(x) = Q(x) = 
deux polynômes à une variable. Le résultant R(P, Q) est par définition
égal à ~~ ), les ai (resp. ~i~ ) étant les racines de P (resp. Q)
dans une clôture algébrique. C’est un polynôme à coefficients entiers en
les ai, bj .

On pose A = {( i, 0) , (j,1) ; i E {0, ~ ~ ~, m~ , j E ~0, ~ ~ ~, n}~.
On vérifie aisément que R(P, Q) = ±0394A. La relation d’équivalence ~
introduite en 2.6.2 sur les triangulations admet la description suivante
dans le cas présent : c’est la relation d’équivalence engendrée par T N T’
si T’ est obtenue à partir de T en subdivisant un triangle en deux tri-

angles. De plus on vérifie que toutes les triangulations sont régulières.
Une triangulation est dite basique si la réunion de deux triangles n’est

pas un triangle. Chaque classe d’équivalence dans T° (A) a donc un
unique représentant basique. Notons B(A) l’ensemble des triangulations
basiques. Si T E B(A), on vérifie que le vecteur ~T est égal à (p(T), q(T))
avec p(T) E q(T) E définis comme suit : pi (T ) = ~b - c) s’il

existe un triangle de T de sommets (i, 0) , (b,1) et (c, 1) ; sinon pi(T) = 0.
Demêmeqj(T) = s’il y a un triangle de T de sommets ( j,1 ) , (b, 0)



et (c, 0) ; sinon qj (T) = 0. On déduit du théorème 2.6.3 le résultat suiv-
ant :

THÉORÈME 3.2.1 [G-K-Z 3].-
L’application T ~ (p(T), q(T)) est une bijection entre B(A) et

l’ensemble des sommets de Nw(R(P, Q)). Les coefficients des monômes

correspondants sont égaux à ~1.

On peut voir l’ensemble des (p(T), q(T)) , T E B(A) comme l’en-
semble des "chemins monotones" sur le réseau Z2 reliant (0,0) à (m, n)
(cf [G-Z-K 3]). On peut calculer les signes des coefhcients des monômes
extrémaux de R(P, Q) : d’après ([G-K-Z 3] prop. 15) le coefficient du
monôme associé à T est (-1)pl+2p2+w+~p~, si p(T) = (po, ~ ~ ~, ,Pm). On
peut déduire ce résulat du théorème 2.5.2, mais la preuve dans [G-K-Z 3]
est directe. En fait dans [G-K-Z 3] est donnée une formule pour tous les
coefficients des monômes de R(p, q) en terme de fonctions combinatoires
associées au groupe symétrique.

A titre d’illustration traitons explicitement le cas m = n = 2. On a

Excepté le dernier, tous les monômes sont des sommets de Nw(R(P, Q)).
Il y a exactement six triangulations basiques de A qui correspondent re-

spectivement aux monômes aôb2, aoalblb2, a21b0b2 ,

ala2bobl et a0a2b21 (voir la figure).



3.3. Déterminants

Notons (ei,..., em ) la base canonique de (/i,..., f n) celle de
Soit A = ~ e M}. On vérifie facilement que le

polynôme EA(f) est égal au signe près au produit des mineurs de tout
ordre de la matrice si f = C C~i,... ~~,?/i,..., Si

m = n , est égal (au signe près) au déterminant de la matrice
carrée Cette remarque permet de définir, à la suite de Cayley,
"l’hyperdéterminant d’une matrice de dimension cT [G-K-Z 5] : si A

est la famille des (E ~ [~] , 
étant la base canonique de et C = on pose Det

C = dLA~(/c’) , fc étant la forme multilinéaire associée à C. On montre
(cf 5]) que 7~ ±1 si et seulement si 
pour tout k.



4. INTERPRÉTATION GÉOMÉTRIQUE DE EA

4.1. Rappels sur det et Div [Kn-M]
Dans cette section on rappelle brièvement des constructions déve-

loppées dans l’article [Kn-M], dans un cadre moins général que celui de
l’article, mais plus que sufhsant pour le présent exposé.

DÉFINITION 4.1.1.2014 Un complexe parfait sur un schéma X est un

complexe de Ox-modules qui est, localement sur X, quasi-isomorphe à
un complexe borné de O x-modules libres de type fini. On note Parf x
la sous-catégorie pleine de la catégorie dérivée de la catégorie des O x-
modules dont les objets sont les complexes parfaits.

D’après Grothendieck, Ferrand et Knudsen-Mumford [Kn-M], il ex-
iste un foncteur "déterminant" naturel qui à un objet .~’ de Parfx associe
un Ox-module libre de rang 1 noté det (.~’’~.

On suppose dans ce qui suit que X est irréductible et régulier.
Soit un morphisme de complexes bornés de 0 x-modules

libres de type fini. On suppose que A est un quasi-isomorphisme au

point générique de X et on note l’ouvert sur lequel À est un quasi-
isomorphisme. En choisissant des bases des E2 on obtient des isomor-
phismes

En composant avec det(A) : --~ on obtient un morphisme
O x - ~x qui est un isomorphisme sur U (.1) . Il détermine donc une

section s de et s = 0 définit un diviseur de Cartier sur X,
noté Div (A), indépendant des choix.

Cette construction s’étend aux morphismes À : .~’ --~ ~’ dans Parfx
qui sont des quasi-isomorphismes au point générique de X. En particulier
si .~’’ E Parf x est exact au point générique de X, en appliquant ce qui
précède à l’application nulle 0 --~ .~’, on obtient un diviseur Div .~’’ =

Div(0 -~ .~’’). Les propriétés de Div sont détaillées dans [Kn-M] . Une des
plus importantes est la suivante :



PROPOSITION 4.1:2 [Kn-M].2014
Soit F un complexe parfait de Ox-modules, exact au point géné-

rique de X. Pour tout diviseur irréductible D dans X notons 

l’anneau localisé de X en D et iD : 1 Spec X. L’anneau Ox,D
est un anneau de valuation discrète de rang 1 , et les iD (Hi (.~’’ )) sont des
OX,D-modules de torsion ; notons leur longueur et mD(F) =

~(-1)zmD(,~’’). On a E 

4.2. On assouplit ici les hypothèses (*) de 2.1. On se donne un sous-
ensemble fini A de Zk, A = (al,...,an). On suppose qu’il existe une
forme Q-linéaire h : Q k -~ Q telle que A C h-1 ( 1 ) . On se donne un
semi-groupe S C Z~, de type fini contenant l’origine tel que :
(i) Si s E S est non nul h(s) > 1.

(ii) A est contenu dans S n et R+A = R+S.

(iii) Le réseau M(S) engendré par S est tel que soit libre.

On notera Si = S n et M le réseau Pour i entier positif et

p E Z on note

Si a E A, on a une différentielle da : Ai (p) -~ définie par

avec la convention ~y(u - Si f 

appartient à V, on pose d f Pour chaque p, on a ainsi

un complexe borné de Gv-modules libres de type fini A’ (p) v sur V. En
fait, comme on a une structure entière sur A2(p) en posant 

on définit de même un complexe borné de OVz-modules
libres de type fini, sur Vz = Spec Ces complexes dépendant
de A, S, M, on les notera A’(p)(A, S, M)vz, ..., si besoin est.

4.3 Dans cette section on interprète géométriquement EA comme l’é-

quation d’un Div associé à A’ (p) :



THÉORÈME 4.3.1 [G-K-Z 2].-
Supposons que A vérifie les conditions (*). Alors, pour p grand,

A’ ( p) (A, S(A), M)Vz est exact au point générique de Vz, et Div(A’ (p)
(A,. S(A), M) vz ) est le diviseur d’équation EA = 0.

Démonstration :

1) On montre que pour p grand, A’(p)(A, S(A), M)v est exact au
point générique de V et que son Div a pour équation EA = 0. (Cette
partie de la démonstration est valide même si A ne vérifie pas (*), en
remplaçant M par le réseau engendré M(A).) On peut voir Ai = 
comme un module sur l’anneau C[S(A)]. Il lui est donc associé un

faisceau 0(A’) sur XA = Spec C[S(A)]. Soit 7r : XÂ -~ XA la nor-
malisation de XA (XÂ - Spec C[R+S(A) n M]). Notons Z le fermé

XA B x1 (c’est la réunion des ( C * ) ~-orbites de codimension > 1) et

Z’ = ~r-1 (Z). Sur la variété torique normale XÂ on dispose du fais-
ceau des i-formes différentielles (algébriques) à pôles logarithmiques le
long de Z’ (défini par exemple dans [D]) noté (log Z’). On pose

A 
(log Z’). D’après la description de 

A 
(log Z’)

donnée dans [D] on trouve que (log Z) est canoniquement isomor-
phe à F(Ai) sur XA B {0~ et que la graduation sur les sections de 
correspond à celle sur (log Z) provenant de la structure conique de
XA. De plus la différentielle d f correspond au produit extérieur par df.
Comme on voit directement que si EA( f ) ~ 0, (OXA (log Z), df A) est acy-
clique sur X B ~0~, on obtient que pour p grand, A’(p)(A, S(A), M)v est
exact au point générique de V et que le Div associé est indépendant de p.
De plus ceci donne que les composantes irréductibles du Div sont de la
forme AnT avec T une face de Q(~4). On peut donc écrire pour p grand : °

Il reste à montrer que = Pour cela on voit 

comme un complexe de faisceaux sur V~ x V, que l’on note S~’. A
toute face T de Q(A) est associée une sous-variété torique X(T) dans
X A C Vv définie par les équations yi = 0 si ai ~ T. On note T;



son espace conormal contenu dans le cotangent T*V~ (par définition
T; est l’adhérence du conormal aux points lisses de X(T)). On voit

T: comme contenu dans V~ x V en identifiant V~ x V à T *V ~. Des

considérations standard de multiplicités, jointes à la proposition 4.1.2,
permettent de montrer que est égal à la somme alternée des mul-
tiplicités des au point générique de L’étape finale consiste à
utiliser les D-modules. Notons Dvv l’anneau des opérateurs différentiels

algébriques sur V~ et F la filtration par l’ordre des opérateurs. On peut
munir (log Z) D~~ d’une différentielle naturelle d qui prolonge
la différentielle extérieure d : OXA (log Z) - 03A9+1XA(log Z). On munit

03A9XA (log Z) DVv de la filtration

La remarque cruciale est que (log Z) Dvv) s’identifie na-
turellement au complexe S~’. Ceci donne que est égale à la multi-

plicité de T; dans le cycle caractéristique du complexe de Dvv -modules
à droite (log Z) Dvv, que l’on notera M’. D’autre part le

complexe de De Rham analytique DRM’ s’identifie naturellement au

complexe 03A9XA (log Z) qui est quasi-isomorphe au faisceau

pervers RiA* On vérifie que le complexe M’ est à cohomologie
holonome régulière. On en déduit que le cycle caractéristique de Af’
est égal à celui de RiA* Pour calculer le cycle caractéristique de

RiA* on emploie la méthode des cycles évanescents (cf J.-L. Brylin-
ski, Séminaire Bourbaki, exposé n°585, th.4.2.8 ou V. Ginsburg, Invent.
math. 84, 327-402 (1986)). La multiplicité J-l(r) s’obtient comme suit :
on prend g : : Y~ -~ C linéaire qui s’annule sur X(T) (la restriction
de g à XA est de la forme avec ci = 0 si T) ; alors p(T)
est égale à la caractéristique d’Euler de la fibre du faisceau des cy-
cles évanescents au point général de X (T). Le fait que- 

A

(T) = m(T, S(A)) est alors essentiellement conséquence du théorème
de D.Bernstein, Kouchnirenko et Hovansky (cf [K]) exprimant la car-
actéristique d’Euler d’une hypersurface en position générale dans une
variété torique en fonction de volumes de polytopes.



2) Pour passer du résultat sur C au résultat sur Z, il reste à montrer
que Div (t1’ ( p) (A, S(A), M)vz) n’a pas de composante au-dessus d’une
place finie pour p ~> 0. Pour cela il suffit de montrer que, avec des nota-
tions évidentes, pour tout corps fini F, A’(p)(A, S(A), est acyclique
pour p ~> 0 au point générique de VF. La démonstration est la même

que celle sur C donnée au début de 1) (on utilise cependant ici de façon
essentielle que A vérifie les conditions (*)). a

4.4 Nous aurons besoin dans la section 5 des propriétés suivantes de
Div (t1’ (p) (A, S, quand on change S ou M.

PROPOSITION 4.4.1.- Pour p » 0, on a :

Démonstration :

1) Si on filtre AiM par Fm(A’M) = ~ mM on trouve

que

où [m] désigne un décalage du complexe de m à droite, et le résultat
découle de

2) Il suffit de calculer directement l’influence du changement de
réseau.

COROLLAIRE 4.4.2.2014 Si A = (03B11, ... , ak) est l’ensemble des som-
mets d’un simplexe de volume v, et si S engendre M, alors l’équation de
Div(A’(p)(A, S, pour p » 0, est ci; .



5 PREMIÈRE DÉMONSTRATION DU THÉORÈME 2.5.1

Dans cette section on expose la preuve du théorème 2.5.1. donnée

dans [G-K-Z 2]. Le point essentiel est la proposition suivante :

PROPOSITION 5.1.- Soient T E T°(A) A -~ Z appartenant
à l’intérieur du cône C(A,T). Soient f = cixai E V, et ft =

note EA,u l’équation, définie au signe près, de
cr, S(A) n R+a , M)vz) pour p » 0. Alors

Expliquons comment on déduit le théorème de la proposition. D’après le
corollaire 4.4.2, on a

quels que soient les ci et quel que soit ~ appartenant à l’intérieur de

C(A, T). On en déduit que si U(T) = {(ci,..., cn) ; (log ICI ~, ~ ~ ~ , log ICnD
E C(A, T)}, quand (CI,..., cn) tend vers l’infini dans le domaine U(T ), le

a pour limite ±1. Ceci entraîne directement

que 03C6T est un sommet de Nw(EA), de coefficient + et

que C(A,T) est contenu dans C(Nw(EA), ~T). Mais comme la réunion
des cônes C(A, T) , T E T°, est égale à Rn, nécessairement Nw(EA) =
QQ(A).



Démonstration de la proposition 5.1 : On considère l’anneau des
séries de Laurent formelles Z((t)) = avec l’en-

semble des séries ait2 ,
ai E Z. On a grFZ((t)) = Z~t, t-1~. Soit A’(p)(A, S(A), M)((t)) =
A~(p)(A, S(A), M) 0 Z((t)) muni de la différentielle tordue cjdaj
0 Le Div du complexe de faisceau correspondant sur est

égal à On note GT,~ : R-}-j4 ~ R la fonction homogène de

degré 1 qui coïncide avec gT,1/J sur Q(A). On filtre Ai(p)(A, S(A), M)((t))
par

Cette filtration est compatible avec la différentielle.

D’après (une variante d’) un théorème de Kouchnirenko ([K]), le com-
plexe de Z[t, t-1]-modules grF(n’(p)(A, S(A), M)((t))) a une résolution
dont le d-ième terme est la somme sur tous les simplexes or de codimen-
sion d de T, non contenus dans une face de Q(A) de la même dimension,
des R+a n S, M) [t, munis de la différentielle dft/A~03C3. On

en déduit, en utilisant 4.4.1. 1) et l’additivité de Div, que le Div associé à

S(A, M) ((t))) est égal à M)
pour p grand, les A. étant munis des différentielles Avec un peu

de réflexion on en tire l’énoncé de la proposition. a

6. RELATION AVEC LES FONCTIONS

HYPERGÉOMÉTRIQUES

6.1 Il semble que la découverte du polytope QQ(A) et de son lien

avec les discriminants trouve son origine dans l’article [G-K-Z 1], où
à une triangulation régulière de Q(A) est associée une base de fonc-
tions hypergéométriques, plus précisément une base de l’espace des so-
lutions Ov) pour 1 général, étant le D-module hy-
pergéométrique défini en 6.2.



6.2 Soit A vérifiant les conditions (*). On note L(A) C Zn le réseau
des relations linéaires entières entre les éléments de A. Si a E L(A) est
une relation non triviale, 03B1iai = 0, on lui associe l’opérateur
différentiel

a~ étant la i-ème coordonnée de a~ .

DÉFINITION 6.2.1.- Pour, = (yl, ... , e Ck, le système hy-
pergéométrique associé à A et est le D-module H03B3,A = Dv/I, où I
est l’idéal engendré par les ra , a E L(A), et les Zi - ~y2 , i E [k].

6.3 Au vecteur, on associe un système local ,C_.~ sur le tore (C*)~
de monodromie -~i autour de Xi = 0, pour i E [k]. Un des résultats
principaux de l’article [G-K-Z 4] est que pour, générique, le complexe des
solutions holomorphes de H.~ ~A , coïncide avec les

solutions usuelles Gv) et est égal au transformé de Fourier-
Sato de iA!L-03B3. On en déduit (cf [G-K-Z 4]) que le cycle caractéristique
de Hï,A, pour, générique, coïncide avec celui calculé en 4.3.



7. DÉGÉNÉRESCENCES TORIQUES ET POLYTOPES DE
CHOW

(diaprés [K-S-Z])

7.1. Soit H le tore ( C * ) n . On considère une représentation linéaire
rationnelle p : : H - GL(V), avec V un espace vectoriel de dimension
finie. On suppose que p(H) contient les homothéties. Si v E V est

un vecteur non nul, on note v son image dans la projectif P (V ), Hv
l’adhérence de l’orbite de v et Hv l’image de Hv dans P(v). On identifie
Z’~ au groupe des caractères de H de telle sorte que a = (al, ~ ~ ~ , an)
corresponde à (tl, ~ ~ ~, tn) -~ L’espace V est somme directe des
Va - {v E V ;V EH, p(t)v = Pour v E V, on note A(v)
l’ensemble des poids a tels que v ait une composante non nulle sur Va.
Comme A(v) ne dépend que de v on peut écrire 

7.2. Un point w de P(V) est une dégénérescence torique de v s’il existe
un sous-groupe à un paramètre À : C* 2014~ ~ tel que, avec des abus
de notation évidents, w = limt~~03C1(03BB(t))v. Identifions a au vecteur

(03BB1, ... , 03BBn) E Zn, avec À(t) = (t03BB1,..., t03BBn), et notons  : Q(A(v_)) --> R
la forme linéaire ÀiXi. On peut alors décrire les dégénérescences
toriques de v de la façon suivante. Si a est une face de i~(A(v_)), on relève
Q en v = définit v03C3 comme l’image de 03A3a~A(v)~03C3 va
dans P(V). On a alors v03C3 = limt~~03C1(03BB(t))v si et seulement si la forme

linéaire A atteint son maximum sur la face cr. De plus l’ensemble des Q".,
a décrivant l’ensemble des faces de Q(A(v_)), est exactement l’ensemble
des dégénérescences toriques de v. On dit qu’une dégénérescence torique
est maximale si elle correspond à un sommet de 

Exemple 7.2.1 Le groupe GLn (C) agit naturellement sur l’espace V =
des polynômes homogènes de degré d en n variables. On en

déduit une action de (C * )’~ sur V pour n’est autre que
le polyèdre de Newton de f.



7.3 Soit G(k, d, n) l’ensemble des cycles effectifs (purement) de dimen-
sion k - 1 et de degré d dans Pn-1C. On munit G(k, d, n) d’une structure
de variété algébrique projective (variété de Chow). On note G(n - k, n)
la grassmannienne des sous espaces linéaires de dimension ~ 2014 ~ 2014 1 dans

pC 1. Si X C est irréductible de dimension k - 1 , on note

Z(X) C G(n - k, n) la variété des sous espaces linéaires qui intersectent
X. C’est une hypersurface irréductible dans G(n -1~, n). Considérons

le plongement de Plücker G(n - k, n) ~ P(V) avec V = 

qui à un plan de codimension k associe le produit extérieur de k formes
linéaires le définissant. Soit B l’anneau des coordonnées homogènes de

G(n - k, n) plongé dans P(V). L’application C[V] - B est surjective,
autrement dit, B est engendrée comme algèbre graduée par les crochets
de Plücker ~2122 ~ ~ ~ ik] avec 1  il  i2  ...  i~  n. La forme de

Cayley de X est l’équation Rx E B de Z(X), définie à une constante
non nulle près. Si X = niXi est un cycle, les Xi étant irréductibles, on
définit R x par R x = 

On va définir maintenant le polytope de Chow de X E G(k, d, n).
De l’action naturelle de GLn(C) sur on déduit une action de H =

(C*)’~ sur G(k, d, n). D’autre part GLn(C), et donc H, agit également
sur B. Le morphisme X --~ Rx étant H-équivariant, on peut définir

A(R x) comme en 7.2. Le polytope de Chow de X est par définition le
polytope Ch(X) = Q(A(Rx)).

Exemples 7.3.1.

1) Si X est une hypersurface définie par une équation f = 0 de degré
minimal, Ch(X) coïncide (à translation près) avec Nw( f ).

2) Si X est le point de coordonnées homogènes (x1, ~ ~ ~ , xn~ , Ch(X)
est l’enveloppe convexe des vecteurs de base ei tels que xi ~ 0.

On déduit directement de 7.2 l’énoncé suivant :

PROPOSITION 7.3.2.- L’ensemble partiellement ordonné des faces
de Ch(X) est isomorphe à celui des dégénérescences toriques de X dans

d, n).



7.4 Pour 03C3 = (il,...,il) avec 1  il  ...  il ~ n, on note La le plan
engendré par les vecteurs de base eij dans Cn et L = On vérifie

facilement l’énoncé suivant (cf. [K-S-Z]).

LEMME 7.4.1.- Une sous-variété irréductible X C pn-l vérifie

dim Ch(X) = 0 si et seulement si X est de la forme X = L .

Compte-tenu de 7.3.2 on en déduit directement la proposition suiv-
ante.

PROPOSITION 7.4.2.- Soit X E G(k, d, n). Les sommets du poly-
tope de Chow Ch(X) sont en bijection avec les dégénérescences toriques
de X de la forme ~ ~~ (_~

Le sommet de Ch(X) correspondant à un tel cycle est égal à

De plus, la composante de R x associée à a , R x,a , est de la forme

Cx,a étant une constante non nulle, et [a] le crochet de Plücker [il... ik],

Remarque 7.4.3. On peut voir (cf. [K-S-Z] Th.2.8) que les variétés
irréductibles X de dimension k - 1 avec dim Ch(X) = 1 sont de la forme
suivante : il existe a = (il’...’ ik+1), des entiers al, ... , premiers
entre eux dans leur ensemble, vérifiant

= 0, tels que X soit une hypersurface dans L~ d’équation

avec C une constante non nulle.



7.5. Formes de Chow et résultants

7.5.1. Notons Mn,k les matrices complexes (n, k) et celles de

rang k. On a une application naturelle p : G(~ 2014 ~ k)
qui à une matrice associe le sous-espace linéaire défini par les équations
associées aux colonnes. Notons (Cij) les coordonnées sur On a

alors p*[i1... ik] = On note Rx = p*R x . Les auteurs de [K-
S-Z] appellent Rx le X-résultant ; nous l’appellerons forme de Chow.
Il est facile de voir que Rx = 0 est l’équation de la variété duale de
X x (via le plongement de Segre). Dans [K-S-Z] Rx est exprimé
comme définissant le Div d’un certain complexe de Koszul. Nous allons
faire le lien avec une construction de Knudsen-Mumford [Kn-M].

7.5.2. Si Y est un schéma noethérien régulier, E un Oy-module locale-
ment libre de rang n, P le fibré projectif associé, 7r : P - Y la pro-

jection, P~ le fibré dual, (resp le fibré tautologique sur
P (resp P~) , H C P Xy P~ l’hyperplan universel défini par l’annulation
de 6 où 6 E f(Y, E 0 EV) = r(P x y Pv , p(Op(1) ® p*2OPv (1)) corre-
spond aie r(0y) via le morphisme Oy - E 0 E~ Sur P x y P", le
complexe K~ 1 ) :

normalisé par K{ 1 ~ = Opxpv, est une résolution de OH.
Sur P x y (P~)~ on considère le complexe

avec la i-ème projection sur P x Y P~. Soit X un sous-schéma

irréductible de dimension k - 1 de P et plat sur Y. Le faisceau d’idéaux
définissant X, Ix, est un complexe parfait. On pose ~’’(r) = Lpl Ix (r)
®L K~~~. On voit facilement que pour tout r les sont

définis et sont égaux. Ils définissent un diviseur sur (P ~ ) ~ noté Chow



(X ). Quand Y = Spec C, l’image inverse d’une équation de Chow

(X) par le morphisme P(M°~~) ~ coïncide (à constante près)
avec Rx. On retrouve ainsi la description donnée dans [K-S-Z] : Notons
C[X]r = HO(X, Ox(r)) et posons Ka(r) = 0 Ai+kCk. Etant
donnés ~1, ~ ~ ~ , fk E = C[X]l, on munit K’ (r) de la différentielle

On associe à ce complexe un complexe de faisceaux sur (resp.
(pV)k) dont le Div a pour équation Rx (resp. est égal à Chow (X)).

8. IDÉAUX TORIQUES ET ÉVENTAILS DE GRÔBNER
(d’après Sturmfels [S])

8.1 Soit A vérifiant les conditions (*) de 2.1. Rappelons que l’on note
IA l’idéal définissant la variété torique XA dans VV. C’est le noyau de

Rappelons également que L(A) désigne le réseau des relations linéaires
entières entre les ai . Il est important d’observer que si a et f3 appartien-
nent à E IA si et seulement si a - f3 E L(A).

Si a E Rn on écrit £1’ = a+ - a- avec a+ et a- des vecteurs à

coefficients positifs et à supports disjoints. Le lemme suivant est classique
(cf [S] lemme 2.5)

LEMME 8.1.1.2014 L’idéal IA est engendré par les ya+ - E

L(A).



8.2 A tout vecteur non nul 03C8 E Rn est associé un préordre ~03C8 sur

C~yl, ~ ~ ~~, yn] : si P E C~y~, on note ~(P) la borne supérieure des produits
scalaires (~ , m), m décrivant l’ensemble des exposants des monômes
de P. On convient que P ,~ Q si et seulement si ~(P)  ~(~).
D’autre part si P E C[y], init03C8P est la somme des monômes de P dont

l’exposant m vérifie (~ , m) = ~(P). On note l’idéal engendré par
les init~P , Enfin on note C(IA,~) _ ~~’ E R’~ ; = IA,~~~.

A partir de ces cônes ouverts on obtient un éventail complet, l’éven-
tail de Grôbner, noté Le résultat suivant, dû à B.Sturmfels, mon-
tre que l’éventail 0(IA) est plus fin que 

THÉORÈME 8.2.1 [S].- Soit T E TO(A) une triangulation ré-
gulière, et IT l’idéal monomial (de Stanley-Reisner) associé à T : par
définition IT est engendré par les monômes y03C41 ... y03C4l tels que (03C41,..., 03C4l)
ne soit pas une face d’un simplexe de T, Tl  ~ ~ ~  T,~. Alors, pour tout

vecteur ~ appartenant à l’intérieur du cône C(A, T ), IT est égal au radical
de l’idéal lA,1/;.

Démonstration : Montrons que IT est contenu dans le radical de IA,.~.
Considérons T = (Tl, ~ ~ ~ , T~) qui n’est pas face d’un simplexe de T. Il

existe alors une face d’un simplexe de T , a = (~1, ~ ~ ~ , ap) telle que
0 0

(7 n T ~ 0, où les o désignent les intérieurs relatifs. Par conséquent il

existe des entiers strictement positifs, al, ~ ~ ~ , Àp et ~cl, ~ ~ ~ , tels que

Àiaai = Le binôme y~ appartient donc à IA.
Comme a est face d’un simplexe de T, et non T, on a

car 03C8 appartient à l’intérieur de C(A, T ), et donc yT = init03C8 f, ce qui
prouve que yT appartient au radical de 

De même, pour tout binôme y 03C42014y03BB03C3 dans IA, si y03BB03C3 03C8 yT , T ne peut
être face d’un simplexe de T. On obtient ainsi, en utilisant le lemme

8.1.1, l’inclusion réciproque. o



Remarque 8.2.2. En général 0(IA) est strictement plus fin que 
Ceci est lié à ce que en général les monômes engendrant sont de la

forme avec des mi > 1.

9. FORMES DE CHOW DES VARIETES TORIQUES

Soit A c Zk vérifiant les conditions (*) de 2.1. On note XA la variété
torique associée à A dans Vi’ = Spec C~yl, ~ ~ ~ , En remplaçant C par
Z, on définit XA sur Z de la même façon dans YZ = Spec Z~yl, ~ ~ ~ , 
On rappelle que XA est un cône sur P(XA) C PZ-1. On note YA =
P(XA). La forme de Cayley RYA et la forme de Chow RYA sont main-
tenant définies au signe près.

Le résultat suivant décrit le polytope de Chow de YA :

THÉORÈME 9.1 [K-S-Z].2014
1) Ch(YA) = QQ(A)

2) Les dégénérescences toriques maximales (sur C) de YA sont les

3) La composante de RYA associée à T E est le monôme

± 03A003C3~T[03C3]vol03C3.

Démonstration : 1) est conséquence directe de 2). Quant à 2) c’est
une conséquence directe de 7.4.2 et 8.2.1, compte-tenu du lemme (facile)
suivant.

LEMME 9.2.2014 Soit ~ un idéal mon omial (engendré par des monômes)
de Les composantes irréductibles de dimension

p - 1 de Spec C~yl, ~ ~ . , sont les L avec ~Q~ ] = p. Soit T =

{1,...,n} - 03C3, et 03B3 : --> C[yi]i~03C4 obtenu en envoyant
E a, sur 1. La multiplicité de L dans Spec 

égale au nombre de monômes en les yi , i E T, qui n’appartiennent pas à
~(I).

D’après 2), la composante de RYA associée à T E TO(A) est de la
forme



10. DEUXIEME DÉMONSTRATION DU THÉORÈME 2.5.1.

Dans cette section on explique, suivant [K-S-Z], comment retrouver
les résultats de la section 2 en utilisant ceux de la section précédente sur
la forme de Chow.

En comparant les complexes de Koszul des sections 4 et 7, on trouve

que

(en fait, on peut retrouver cette relation directement). Maintenant re-
marquons que la matrice (n, k) des coefficients de (x1 â , ~ ~ ~ , a

pour lignes les vecteurs ciai. A un crochet de Plücker [il... ik] dans RYA
correspond via p* le mineur det (Citj) dans RYA et donc le terme det

(a21, ~ ~ ~ , aik ) ci, ~ ~ ~ cik dans EA. Comme det (ai, , ~ ~ ~ , aik ) est le volume
du simplexe ~, avec a = (il, ~ ~ ~ , i~), on obtient On a ainsi

une explication du coefficient dans EA : l’exposant intervient
comme multiplicité, l’autre volume provenant d’un crochet de Plücker !
On obtient comme ceci le théorème 2.5.1 comme corollaire du théorème

9.1. Avec un peu plus de travail on peut obtenir le théorème 2.5.2 de

façon similaire en utilisant la remarque 7.4.3.
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BASES DES REPRÉSENTATIONS
DES GROUPES SIMPLES COMPLEXES

[d’après Kashiwara, Lusztig, Ringel et al.]

par Olivier MATHIEU

Séminaire BOURBAKI Juin 1991

43ème année, 1990-91, n° 743

0. INTRODUCTION

Soit g une algèbre de Lie simple de dimension finie sur C et soit V
un g-module simple de dimension finie. Il est naturel de chercher à obtenir

une base explicite et canonique de V. Cherchons à poser correctement ce

problème. Soit G le groupe des automorphismes de la structure (g, V). La
composante connexe G° de G est le produit du groupe adjoint Ad de g
par le groupe C* des homothéties de V. Un tel groupe continu ne peut
laisser stable une base de V. Il est donc nécessaire d’ajouter des données

supplémentaires () à la structure (g, V ) pour pouvoir espérer obtenir une
base explicite B de V. Une telle base B mérite d’être appelée canonique
si, d’une part, la donnée supplémentaire 6 est uniquement définie (à un
automorphisme près) et si, d’autre part, le sous-groupe F de G des auto-

morphismes qui stabilisent 8 permute les éléments de B. Ces conditions

peuvent s’écrire G = F tx G° et F.B = B.

Dans ce Séminaire, nous exposerons principalement les travaux de M.
Kashiwara et de G. Lusztig. La donnée supplémentaire () qui consiste essen-
tiellement en une présentation de g et la donnée d’un vecteur de plus haut

poids x de V sera décrite dans le premier paragraphe. Puis nous donnerons
les trois constructions de la base B :

1) la construction élémentaire de Lusztig (voir §3),
2) la construction topologique (suivant Lusztig, §5),
3) la construction élémentaire de Kashiwara (ou base cristalline, §6).
La construction élémentaire de Lusztig utilise de manière cruciale la

S.M.F.
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théorie des groupes quantiques (ou plus précisément la théorie des algèbres
enveloppantes quantiques de Drinfeld. et Jimbo). Elle est basée sur un

théorème d’existence et d’unicité dont l’énoncé (mais non la preuve) est
élémentaire. Avec la seule connaissance de ce théorème, il est certaine-

ment difficile d’imaginer à quoi ressemble cette base. La construction

topologique, basée sur la théorie des représentations des carquois (rappelée
au §2) est complètement explicite. Cette construction donne également des
bases des représentations des groupes quantiques, mais elle n’utilise pas de
manière essentielle la théorie quantique. La construction élémentaire de

Kashiwara présente des points communs avec celle de Lusztig. Cependant,
les preuves de Kashiwara sont tout à fait élémentaires.

Enfin, nous verrons que ces bases ont un bon comportement par pro-
duit tensoriel et sont liées à de nouvelles formules de multiplicités (voir
§5 et §6). Par ailleurs, ces bases sont intéressantes pour la théorie des

représentations des groupes algébriques en caractéristique finie.
Le problème de trouver des bases explicites de représentations des

groupes simples est un problème classique qui a donné lieu à de très nom-
breuses contributions remarquables. Afin de contenir cet exposé dans un
format raisonnable, il ne sera possible que de les mentionner très briève-
ment. Sans que cela soit un catalogue exhaustif, je voudrais mentionner les
travaux de Hodge (bases pour SL(n)), la théorie monomiale standard de
Lakshmibai, Musili et Seshadri [LSM] (bases pour les groupes classiques),
les réseaux de Gelfand-Tselin (pour SL(n)), les bases combinatoires de de
Concini et Kazhdan [CK] (pour SL(n)), la construction de bonnes bases
(Gelfand et Zelevinski pour SL(n) (voir [BZ]), Retah et Zclevinsky pour
Sp(4), [M] en général), les constructions de bases pour les algèbres en-

veloppantes (Beilinson, Ginzburg [Gi], Lusztig, McPherson [BLM], Ringel)
et les bases liées à la combinatoire de Kazhdan et Lusztig pour SL(n)
(Grojnowsky et Lusztig).

Mentionnons également que les bases canoniques sont définies aussi

pour les algèbres de Kac-Moody symétrisables. Rappelons que la recherche
de bases explicites pour les représentations des algèbres affines avaient fait

l’objet de travaux nombreux liés à la théorie des opérateurs de vertex

(travaux de Frenkel, Kac, Kazhdan, Lepowsky, Misra, Primc, Wilson).



1. PRÉSENTATIONS DES ALGÈBRES DE LIE SIMPLES

Soit I un graphe non orienté, c’est-à-dire la donnée d’un ensemble fini
I et d’un ensemble A de paires d’éléments de I. Les éléments de I sont

appelés les sommets du graphe et les paires de A les arêtes du graphe.
Pour simplifier, nous supposerons désormais que le graphe I est connexe.
Introduisons une algèbre de Lie g(I) engendrée par les éléments ei , fi et hi
(où i parcourt 1) et définie par les relations suivantes :

1) [hz, h~~ = 0,
2) ei] = 2.ei et [hi, fi] = -2. f i,
3) lorsque i et j sont distincts et {i, j ~ n’est pas une arête, alors on a

[x, y] = 0 si x = ei, hi ou fi et y = ej, fj ou hj,
4) lorsque i, j sont les deux sommets d’une arête, on a [hi, ej] = -ej,

~hi, f j~ = fj , = 0 et = 0, pour tout i, j dans I.

L’algèbre de Lie g(l) est en général de dimension infinie. Elle est de

dimension finie si et seulement si le graphe I est de l’un des types suivants :



Ces graphes particuliers sont appelés graphes de Dynkin. Lorsque I
est de type An, l’algèbre de Lie g(I) est isomorphe à sl(n + 1). Lorsque I
est de type Dn, l’algèbre de Lie g(I) est isomorphe à so(2n) . Enfin, lorsque
I est de type En, pour n = 6, 7 ou 8, l’algèbre de Lie g(I) est l’une des
algèbres de Lie exceptionnelles de type E. La présentation précédente est

appelée présentation de Serre. N’importe quel automorphisme T du graphe
I induit un automorphisme encore noté T de l’algèbre de Lie y(-T). Par cet
automorphisme, les éléments ei , fi, hi sont envoyés sur les éléments ej, f ~,
hj, si j = T(i). Il est connu que les algèbres de Lie simples sur C sont
classifiées par les paires (I, T) , où I est un graphe de Dynkin et où T est un
automorphisme de 7 ayant au moins un point fixe. La classification associe
à la paire (I, T) l’algèbre de Lie des points fixes de l’automorphisme T de
l’algèbre de Lie g(I).

Pour simplifier, nous ne considérerons ici que le cas non tordu, c’est-à-
dire le cas où l’automorphisme T est l’identité. Cette restriction n’est pas
essentielle car les bases canoniques seront invariantes sous T dès que celui-ci
stabilise la représentation donnée.

Par la théorie de Cartan et Weyl, les représentations simples de di-
mension finie de g(I) sont classifiées par les fonctions de I dans N. Pour
une telle fonction v, il existe une unique représentation simple V = L(v)
de dimension finie qui possède un vecteur non nul x tel que ei.x = 0 et

hi.x = v(i).x pour tout élément i de I. De plus, le vecteur x est unique à

un scalaire près. Le vecteur x est appelé vecteur de plus haut poids.
Soit g+ (respectivement g°, g-) la sous-algèbre de Lie de g(I) en-

gendrée par les éléments ei (respectivement par les éléments hi, fi) et soit
U+ (respectivement UO, U-~ son algèbre enveloppante. Notons U l’algèbre
enveloppante de g(I ~. Alors, on a :

Soit d une application de I dans N. On dénote par gd le sous-espace
de g- formé des combinaisons linéaires de crochets de fi où chaque élément

f i apparaît avec la multiplicité d(1) de sorte que l’on a une décomposition



g- = Lorsque l’espace vectoriel gi est non nul, il est de dimension

exactement 1, et d est alors appelé une racine négative de g(I ). On note 03A6-
l’ensemble des racines négatives. De même, on dénote par U-d le sous-espace
de U- formé des combinaisons linéaires de produits de f où chaque élément

fi i apparaît avec la multiplicité d(i), de sorte que l’on a une décomposition
U- = eU[ . Notons ~+ l’ensemble des fonctions d : I -~ Z telles que -d

appartient à ~-. Alors, on a de même g+ = L’ensemble ~+ est

appelé ensemble des racines positives et on note ~ l’ensemble de toutes les
racines.

Définissons maintenant une application 7r v : U- --~ L(v) par la formule
= u.x. Il résulte du théorème de Poincaré, Birkhoff et Witt que

l’application 7r v est surjective. La base canonique de L(v) construite par
Lusztig provient d’une base de U-. Plus précisément, Lusztig a construit
une base canonique B de ~7" qui satisfait à la propriété (*) suivante :

(*) Posons Bv = {u E B tel que 7rv(u) =f 0~. Alors, pour tout v,
est une base de L(v).

Le travail de Lusztig consiste à décrire une base canonique B de U-

qui satisfait à la propriété (*). Le point essentiel est d’en donner une

description explicite.

2. CARQUOIS

Un carquois C est la donnée d’un quadruplet (I, F, s, b) où I et F sont
des ensembles et s et t sont des applications de F dans 7. Les éléments de
I sont appelés les sommets du carquois, les éléments de F les flèches et,
pour tout f E F, s( f ) et b( f ) sont appelés la source et le but de la flèche
f. Soit k un corps. Une k-représentation E du carquois est la donnée
d’une collection de k-espace vectoriel et pour chaque flèche f une

application linéaire = E~~ f) - Nous supposerons toujours que
le carquois C est fini et nous ne considérerons que des représentations de
dimension finie. Par définition, la dimension de E est la fonction d : I --> N
donnée par d( i ) = dim Ei.



Un exemple de carquois avec 4 sommets et 6 flèches

Soit (I, A) un graphe. Une orientation du graphe est la donnée de deux
applications s, b : A -; I telles que l’on ait a = {s(a~, b(a~~ pour tout arête
a du graphe. Ainsi, un graphe orienté est un cas particulier de carquois.

Un exemple d’orientation du graphe A4

Soit C un carquois. On définit de manière naturelle la notion de mor-

phisme de représentation. La catégorie Rep~(C) des représentations (de
dimension finie) du carquois C est une catégorie abélienne. Une représenta-
tion E du carquois est dite indécomposable si elle ne peut pas s’écrire

comme la somme directe de deux représentations non nulles. Il est connu

que toute représentation E est somme directe de représentations indécompo-
sables et une telle décomposition est unique, à isomorphisme près. On dit

que le carquois C est de type de représentation finie si C n’admet qu’un
nombre fini de représentations indécomposables. Rappelons le théorème de

Gabriel.

THÉORÈME 2.1 (Gabriel).- Le carquois C est de type de représentation
finie si et seulement si C est un graphe de Dynkin orienté.

De plus, il est possible de décrire dans ce cas toutes les représentations



indécomposables de C.

THÉORÈME 2.2 (Gabriel).- Soit C = (A, I) un graphe de Dynkin
orienté et soit d une fonction de I dans N. Si d est la dimension d’une

représentation indécomposable de C, alors d est une racine négative de

g(I). Réciproquement, si d est une racine positive de g(I), alors C admet
une unique représentation indécomposable de dimension d.

Ainsi, lorsque C est le carquois d’un graphe de Dynkin orienté I,

l’application E ~ dim E détermine une bijection de l’ensemble des classes

d’isomorphisme de représentation indécomposable de C sur l’ensemble des
racines positives de g(I).

Exemple 2.3.- Considérons l’orientation suivante du graphe de Dynkin An

Les racines négatives de g(I) sont exactement toutes les fonctions

non nulles d : I --~ N dont les valeurs sont 0 ou 1 et dont le support
J = {i tel que 0~ est connexe. Soit d une telle fonction et soit

{r,r + 1, ... , s~ son support. L’unique représentation indécomposable de
dimension d est un espace vectoriel E = (B-E’! où les espaces vectoriels

Ei sont de dimension 1 si i E [r, s] et 0 sinon et la donnée d’injections
... 

Exemple 2.4.- Considérons l’orientation suivante du graphe de Dynkin D4 :



La plus grande racine négative est la fonction d telle que d(0) = 2 et que
ses autres valeurs sont 1. La représentation indécomposable correspondante
est la donnée d’un espace vectoriel Eo de dimension 2 (correspondant au
sommet 0) et de trois droites distinctes de Eo. C’est l’unique représentation
indécomposable de dimension d car il est connu que GL(2, k) agit trois fois
transitivement sur la droite projective.

3. LA CONSTRUCTION ÉLÉMENTAIRE DE LUSZTIG

Dans ce paragraphe, nous allons décrire très brièvement la construc-
tion élémentaire de Lusztig. Cette section étant indépendante du reste
de cet exposé, nous ne rappellerons pas toutes les définitions concernant
les groupes quantiques, pour lesquelles nous pouvons renvoyer le lecteur à

l’exposé de M. Rosso à ce Séminaire.
Soit I un graphe de Dynkin. On lui associe une matrice de Cartan

A = (Ai,j) par les règles suivantes. Les coefficients diagonaux ai,i sont

égaux à 2. Les coefficients non diagonaux ai,j sont égaux à -1 si i et j
sont les sommets d’une même arête et à 0 sinon. L’algèbre enveloppante
quantique de Drinfeld et Jimbo est une algèbre associative U sur le corps
Q(v) engendrée par des générateurs Ei, Fi, Ki et Kil et complètement
définie par les relations suivantes :



Soit a l’involution de la Q-algèbre U qui envoie Ei sur Ez, Fi sur Fi, Ki sur
et v sur On notera U- la Q[v, v-1]-sous-algèbre de U engendrée

par les éléments F~~~ où = FiN j[N!] et [N!] = v-h)j
v - v-1 ). Puis Lusztig définit certains automorphismes T(i) de U, pour
chaque i E I.

Soit ce le plus grand élément du groupe de Weyl W de l’algèbre de Lie

y(7), et soit N la longueur de w. Choisissons une décomposition réduite
r de w. Cela fournit une suite il,... , iN d’éléments de I. Pour une suite

ci , ... , cN d’entiers positifs, Lusztig pose

Les éléments F~ forment une base, dite de Poincaré, Birkhoff et Witt,
de la Q[v, v-1]-algèbre U-. Comme cette base dépend du choix d’une

décomposition réduite r de w, cette base sera notée Br. Soit ,Cr le 
module engendré par Br.

PROPOSITION 3.1 (Lusztig).- (1) Le £,r, vu comme

sous-espace de U+ est indépendant d’un choix d’une décomposition réduite.
On pourra poser ,Cr = ,C.

(2) Soit 1f : ,C -~ projection canonique. Alors est une

base ,Q de indépendante de la décomposition réduite r.

Bien que l’énoncé du théorème suivant soit élémentaire, la preuve
utilise la théorie des carquois.

THÉORÈME 3.2 (Lusztig).- (1) La restriction de ,C -~ ,~ v-1 L
induit un isomorphisme p : ,C ~ a~,C -; ,Cw-1 ~C.

(2) Posons B = p-1(,Q). Alors B est une base du ,C.

Formellement, on obtient les relations définissant l’algèbre envelop-
pante de g(I) en faisant v = 1 dans la présentation de l’algèbre enveloppante
quantique de Jimbo et Drinfeld. Donc la base globale B de U- définit une
base B de U-.



4. LES BASES DE RINGEL

Soit I un graphe de Dynkin. Choisissons une orientation de 7, ce qui
permet de lui associer un carquois C (voir §2). Soit k un corps et soit n

l’ensemble des classes d’isomorphisme de k-représentations de C. Notons

Z~- le Z-module libre engendré par ~-. Le théorème de Gabriel (voir §2)
signifie que l’on a un isomorphisme naturel En particulier, H
est indépendant de k. Notons en l’espace vectoriel sur C avec base H.

Supposons maintenant que k soit un corps fini avec q éléments, et soit V,
V’, V’~ E S~. Notons le nombre de sous-représentations de V qui
sont isomorphes à V" et dont le quotient correspondant est isomorphe à V’.

Ringel [Ri] a défini une structure d’algèbre associative sur CH en posant :

On notera que la somme ci-dessus est en fait finie. En effet, si le coefficient

gy~ v’ V est non nul, alors dim V = dim V’ + dim V", de sorte que, pour
V’ et V" donnés, seulement un nombre fini de ces coefficients sont non nuls.

THÉORÈME 4.1 (Ringel).- soient V, V’, V" E S~. Alors gç y~ Y», vue
comme une fonction de q, est un polynôme en q à coefficients entiers.

Ainsi, il est possible de définir une nouvelle structure d’algèbre asso-

ciative sur CQ en posant :

Soit i E I. Notons Fi l’élément de 03A9 qui correspond à la racine simple di
définie par di( j) = où est le symbole de Kronecker. Un calcul aisé

prouve que l’on a :

Donc, il existe un unique morphisme d’algèbre R : U- --. CQ tel que

R(fi) = Fi.



THEOREME 4.2 (Ringel).- Le morphisme R est un isomorphisme.
Expliquons le principe de la preuve. Soit d : I -~ N et choisissons

un espace vectoriel F muni d’une décomposition F = telle que l’on

ait dim Fi = d(i). Posons Ed = ~Hom (Fi, Fj), où la somme porte sur les
couples (i, j ) qui sont des arêtes orientées de I. Posons Gd 

L’espace Ed s’identifie à l’espace des représentations du carquois C associé
au graphe orienté I et l’ensemble quotient Ed /Gd est l’ensemble des classes
d’isomorphisme de représentations de dimension d. Il existe une relation

d’ordre partiel sur les représentations de dimension d : si V, V’ sont deux
telles représentations, on pose V  V’ si l’orbite sous Gd de V dans Ed est
incluse dans l’adhérence de l’orbite de V’. La preuve de la surjectivité de
.R repose sur une induction sur d et sur l’ordre partiel précédemment défini

(voir Lusztig section 5).
Il existe une application naturelle, la symétrisation, , : U- ~ Sg-

uniquement définie par la condition 03B3(xn) = xn (cette application est en
fait définie pour n’importe quelle algèbre enveloppante). L ’application q est
un isomorphisme d’espace vectoriel. Notons -K~(d) la fonction partition de
Kostant, c’est-à-dire le nombre de manières d’écrire d comme une somme à
coefficients entiers positifs de racines négatives. Utilisant la symétrisation
03B3, on obtient dim K(d). Notons Qd le sous-ensemble de 03A9 formé
des classes de représentations indécomposables. Comme les représentations
indécomposables correspondent aux racines négatives (théorème de Gabriel),
le nombre d’éléments de Qd est également Ainsi, les espaces Cf!d et

!7~ ont même dimension. Donc R est un isomorphisme.

Ainsi, l’isomorphisme de Ringel identifie U- avec une algèbre CQ qui
a une base naturelle, à savoir H. Cette base n’est pas canonique au sens de

Lusztig, car elle dépend du choix d’une orientation du graphe de Dynkin. La
construction de Lusztig est une modification de la construction précédente,
comme nous allons le voir au paragraphe suivant.

Exemple 4.3.- Calculons la base de Ringel dans le cas où I est de type
Ai (cas où I est réduit à un point). L’algèbre de Lie g( 1) est isomorphe à
sl(2) et a pour base les éléments e, f et h (comme il n’y a ici qu’un seul
indice, nous l’avons omis des notations). Pour chaque entier d l’espace



nd est réduit à un élément. Notons F(d) l’élément de U- correspondant.
Notons gd,a,b(q) le nombre de sous-espaces vectoriels de dimension b dans
kd dont le quotient est de dimension a. Ce nombre est toujours nul, sauf

lorsque d = a + b, relation que nous supposerons vérifiée désormais. Alors

gd,a,b(q) est le nombre de k-points de la Grassmanienne G(d, b) des espaces
vectoriels de dimension b dans kd. La décomposition de Bruhat est une

décomposition de la variété G(d, b) dont les strates sont isomorphes à des

espaces vectoriels. On a donc gd,a,b(q) = ’E an q~‘ où an est le nombre
de strates de dimension n. Comme le nombre de strates de dimension n

est indépendant de la caractéristique, on voit dans ce cas que gd,a,b(q) est
un polynôme en q. Les formules explicites pour les coefficients an sont

compliquées, mais il est connu que le nombre total de strates est 

(c’est le nombre d’éléments de Sd/ Sa x Sb). Donc on a gd,a,b(1) = d!/ a!b!.
De là on déduit que la base de Ringel est formée des éléments 

Remarque 4.4.- Ici, nous avons spécialisé les polynômes de Ringel

gy, ~~ ~~~ (q) à q = 1. En fait, le théorème de Ringel est plus précis. Le

théorème 4.1 permet de définir une structure d’algèbre sur CH 0 C[q].
Ringel a identifié cette algèbre à une sous-algèbre remarquable de l’algèbre

enveloppante quantique de Jimbo et Drinfeld.

5. LA CONSTRUCTION TOPOLOGIQUE DE B

Dans ce paragraphe, on reprend les notations du paragraphe précédent.
On suppose donné un graphe de Dynkin I muni d’une orientation, et on

note C le carquois correspondant. La construction de B dépend du choix

d’une orientation, mais non la base elle-même. Ici, le corps de base est

C et non un corps fini k. Soit d : ~ -~ N, et soit r E Ed. Rappelons

que le groupe Gd agit sur Ed. Notons Gd(r) le stabilisateur sous Gd du

point r. Il résulte de la simple connexité de I que le groupe Gd(r) est
connexe. Soit X la fermeture d’une orbite 0 de Gd dans Ed. Le complexe
de cohomologie d’intersection IC(X) est un faisceau pervers irréductible et

Gd- équivariant de Ed. Réciproquement, il résulte de la finitude du nombre



de Gd-orbites dans Ed et de la connexité des stabilisateurs que tout faisceau

pervers équivariant sur Ed est la cohomologie d’intersection de la fermeture
d’une orbite.

Notons Pd l’ensemble des faisceaux pervers équivariants irréductibles
de Ed, et posons P Pd. Soit CP l’espace vectoriel de base P. Suivant

Lusztig, il existe une structure naturelle d’algèbre associative sur CP. Pour
définir la multiplication, fixons d, d’, d" E NI, et considérons le diagramme
suivant :

défini comme suit. Rappelons que nous avons choisi une fois pour toutes
des espaces vectoriels F, F’, F", [-gradués, de dimension respectivement d,
d’, d". Un point de Ed est par définition une représentation de C sur F. Un

point de E" est la donnée d’une représentation de C sur F et d’une sous-

représentation V" de dimension d". Un point de E’ est la donnée d’une

représentation de C sur F, d’une sous-représentation V" de dimension d" et,
de deux isomorphismes d’espaces vectoriels ~c" : Y" .~ F" et p’ : 
F’. Les applications /3, {3’, ,~" sont naturelles. Le groupe Gd x Gd’ X Gdr~
agit naturellement sur les variétés du diagramme précédent et on a :

(a) l’application {3’ est un fibré principal de groupe Gd~ x Gd~~,
(b) l’application 03B2 est une fibration localement triviale à fibre lisse,
(c) l’application /3~ est propre.
Soit P’ E Pd’ , 7~~ E Pd~~ . Il provient des assertions (a) et (b) qu’il existe

un faisceau pervers Q de E" tel que ~~‘ ~ _ ,û* (~’ 0 Le théorème de

Beilinson, Bernstein, Deligne et Gabber implique alors que l’on a

où ?~ parcourt Pd et où les ~4~ sont des espaces vectoriels gradués. La

multiplication de Lusztig sur CP est alors définie par la formule suivante :

Pour tout i E I, notons encore Fi l’unique élément de P correspondant
à la racine simple di .



THEOREME 5.1 (Lusztig).- Il existe un isomorphisme d’algèbres L :
U- --~ CP, qui envoie les générateurs fi sur Fi.

Comme l’algèbre CP a une base naturelle (à savoir P), le théorème

précédent fournit une base B de U-. La preuve du théorème précédent re-

pose sur des arguments similaires à ceux du théorème de Ringel. La preuve
du théorème suivant est de nature complètement différente. Elle est fondée
sur les résultats de Deligne sur la transformée de Fourier géométrique.

THEOREME 5.2 (Lusztig).- La base B est canonique, i, e. elle ne

dépend pas du choix d’une orientation du graphe de Dynkin I.

La dimension d’un espace vectoriel est un entier positif. Le théorème

suivant, qui est un corollaire immédiat de la formule définissant la multi-

plication dans CP montre que l’approche topologique est plus précise que
l’approche élémentaire :

THEOREME 5.3 (Lusztig).- Le produit b.b de deux éléments de la

base canonique B est une combinaison linéaire à coefficients entiers positifs
d’éléments de B.

En fait, Lusztig prouve également un résultat analogue pour le copro-
duit [Lu3]. De plus, les espaces vectoriels AP dans la formule définissant
le produit sont Z-gradués. Il est donc possible de définir une structure

d’algèbre sur CP @ C~q, q-1~. En fait, les résultats de Lusztig sont plus

précis, car il identifie cette algèbre sur C~q, avec une sous-algèbre re-

marquable de l’algèbre enveloppante quantique.

Soit v : I --~ N, et soit x un vecteur de plus haut poids de L(v).
Soit 1r v : U- --~ L(v) l’application définie par la formule u.x,

pour u E U-. Il résulte du théorème de Poincaré, Birkhoff et Witt que

l’application 1rv est surjective. Posons Bv = {u E B tel que 0~, de
sorte que engendre l’espace vectoriel L(v).

THÉORÈME 5.4 (Lusztig).- Pour tout v, 03C0v(Bv) est une base de L(v).

Dans la suite de cet exposé, on notera encore Bv la base Soient

V, V’ deux g(I)-modules simples de dimension finie. Le produit tensoriel
V 0 V’ est semi-simple. Décomposer ce produit tensoriel équivaut donc à



déterminer l’espace 0 V’, L(v)) pour tous les v. Il existe une

unique fonction u : I -3 N et un vecteur non nul y de V tel que ez . y = 0
et hi.y = u(hi).y pour tout i E I (le vecteur y, qui est un vecteur de plus
haut poids, est unique à un scalaire près). De même, il existe une unique
fonction w : I -~ Z- et un vecteur non nul z de V tel que f i.z = 0 et

hi.z = w(hi).z pour tout i E 1 (le vecteur z, qui est dit "vecteur de plus
bas poids" est unique à un scalaire près). Posons L(v)~u + w, u] le sous-
espace de L(v) formé des éléments m de L(v) tels que hi .m = (u+w)(hi).m
et = 0. Le lemme suivant est bien connu :

Lemme 5.5 .- L’application ® V’, L(v)) -~ L(v)[u + w, u~ qui
envoie B sur B(y ® z) (évaluation en y ~ z ) est un isomorphisme.

On voit donc l’intérêt de trouver des bases A des modules L(v) telles
que, pour tout u : I - N et w : I - Z-, A n L(v)[u + w, u] soit une

base de L(v)~u + w, u]. Par le lemme 5.5, de telles bases fournissent des

décompositions des produits tensoriels. Une base A qui vérifie la condi-
tion ci-dessus est appelée une bonne base. L’existence des bonnes bases en

général est prouvée dans [M], mais avant les travaux de Lusztig la construc-
tion explicite de bonnes bases n’était connue que pour SLn par de Concini
et Kazhdan 

THEOREME 5.6 (Lusztig).- La base Bv est bonne.

Enfin, Lusztig obtient une description combinatoire des ensembles
A n L(v)~u + w, u], ce qui lui permet de donner de nouvelles formules

combinatoires pour les multiplicités des produits tensoriels et de décrire
combinatoirement l’espace des covariants d’un produit tensoriel de trois
modules.

6. BASES CRISTAL DE KASHIWARA ET GRAPHES COLO-

RÉS

Soit g une algèbre de Lie simple de dimension finie. Pour la simplicité
de l’exposé, nous allons supposer que l’algèbre de Lie est l’une des algèbres
g(I) de la section 1. En fait, la théorie de Kashiwara est définie pour toute



algèbre de Lie de Kac-Moody symétrisable, il n’y a pas de différence es-
sentielle entre le cas particulier expliqué ci-dessous et le cas général. Dans

[Kal] [Ka2], Kashiwara donne la construction de bases de représentations
simples de dimension finie de g(I). Comme pour construction élémentaire
de Lusztig, la construction de Kashiwara est basée de manière cruciale sur
l’utilisation des algèbres enveloppantes quantiques de Drinfeld et Jimbo.
Lusztig a d’ailleurs ,montré que les bases de Kashiwara et celles qu’il avait
obtenues sont les mêmes [Lu2]. Il faut noter que les constructions et les

preuves de Kashiwara sont élémentaires. Nous n’allons pas indiquer cette
construction. En revanche, nous allons expliquer comment Kashiwara a
utilisé ces bases pour donner une remarquable formule combinatoire pour
décomposer les produits tensoriels de représentations (ces formules reposent
sur une combinatoire complètement différente de la combinatoire des for-
mules de Lusztig).

Un graphe coloré est la donnée :

1) d’un ensemble G, appelé ensemble de sommets,

2) d’un ensemble A de paires d’éléments de G. L’ensemble A est appelé
ensemble des arêtes du graphe,

3) de deux applications, appelées source et but s, b : A --~ G, telles que
l’on ait a = ~s(a), b(a)} pour tout a E A,

4) d’un ensemble I, dit ensemble de couleurs, et d’une application
c : ~4 2014~ I. Une arête a est dite de couleur i si c(a) = i.

Une ficelle est un graphe non coloré et orienté du type suivant :

(exemple de ficelle de longueur 4, i. e. avec 5 points)

Suivant Kashiwara, on peut définir le produit tensoriel de certains

graphes colorés de la manière suivante. Tout d’abord, considérons deux
ensembles Gi et G2 munis d’une structure de graphe non coloré orienté.

Supposons que CI et G2 soient des ficelles. Alors, on définit sur le produit



G1 x G2 une structure de graphe orienté non coloré. Indiquons la formule

générale sur un exemple :

(produit de deux ficelles.
La première ligne représente un graphe à 4 points G1.

La première colonne représente un graphe à 6 points G2)

Soit G un graphe I-coloré. Disons que G est admissible si, pour toute
couleur i E I, les graphes orientés obtenus en ne conservant que les arêtes
de couleur i sont des unions de ficelles. Soient G1, G2 deux graphes colorés
admissibles. Alors la formule précédente permet de définir une structure
de I-graphe coloré sur le produit G1 x G2.

Exemple 6.1.- Dans cet exemple, nous considérons des graphes avec deux
couleurs a et b. Nous représenterons les arêtes de couleur a avec des traits
pleins et les arêtes de couleur b avec des traits discontinus. Soit G le graphe
à trois éléments de type suivant :

Si l’on ne retient dans G que les arêtes de couleur a, le graphe se
décompose en deux ficelles :



De même, si l’on ne conserve que les arêtes de couleur b, le graphe se
décompose en deux ficelles :

Posons G1 = G2 = G. Alors le produit Gi = G2 est le graphe à 9
points suivant :

Exemple 6.2.- Avec les mêmes conventions, le produit des graphes sui-
vants :

est le graphe



Revenons aux représentations. Soit v : I --> N. Soit L(v) la représenta-
tion de g(I) définie au §1, soit x un vecteur de plus haut poids et soit Bv
sa base canonique. Kashiwara a défini de manière naturelle une structure
de graphe 7-coloré sur Bv. Voici une liste de propriétés du graphe de
Kashiwara :

(1) Le graphe Bv est connexe.

(2) x est un point source de Bv, i. e. x n’est le but d’aucune arête du
graphe et de plus x est l’unique point source du graphe.

(3) Le graphe est admissible.

(4) La ficelle de couleur i de source x est de longueur v(i).
En fait, les assertions (1) et (2) précédentes peuvent être exprimées

différemment : pour tout élément y de Bu, il existe un chemin orienté

allant de x à y. On remarquera que la propriété (4) permet de retrouver v
à partir du graphe.

Soit u, v : 1 -r N. Rappelons que toute représentation de g(I) de
dimension finie est semi-simple, somme directe de certains L(w). En parti-
culier, le produit tensoriel L(u) 0 L(v) est semi-simple.

THÉORÈME 6.3 (Kashiwara).- Le graphe produit Bu x Bv est une

union disjointe de graphes En outre, le nombre de composantes con-
nexes de Bu x Bv isomorphes à Bw est exactement la multiplicité de L(w)
dans L(u) 0 L(v).

Le théorème de Kashiwara fournit donc un procédé combinatoire et

algorithmique pour calculer les multiplicités des produits tensoriels. En

effet, supposons connus les graphes Bu et Bv. Pour obtenir les multiplicités
du produit tensoriel L(u) 0 L(v), il suffit donc de faire les calculs suivants :

(1) calculer le graphe Bu x Bu à l’aide des formules précédents,
(2) décomposer Bu x Bv en composantes connexes,
(3) pour chaque composante connexe, chercher l’unique sommet qui est

une source (l’unicité de la source est affirmée par le théorème de Kashiwara),
(4) pour chaque sommet source s d’une composante connexe, associer

une fonction wa : I - N. La fonction ws est définie comme suit : est

la longueur de la ficelle de couleur i dont la source est s.



Par exemple, soit V la représentation naturelle de sl(3). L’exemple 6.1
calcule la décomposition de V0V, et l’exemple 6.2 calcule la décomposition
de V @ V*. Bien entendu, ces deux exemples sont très faciles, mais il est
remarquable que la méthode puisse s’appliquer à toutes les algèbres de Lie
simples.

La formule de Steinberg [S] qui calcule les multiplicités des produits
tensoriels est une formule générale de grande importance théorique. Cepen-
dant, cette formule contient à la fois des termes positifs et des termes

négatifs. C’est pourquoi de nombreux auteurs ont cherché des formules
combinatoires pour calculer les décompositions des produits tensoriels. Ici

"formule combinatoire" signifie une formule qui décrit les multiplicités com-
me le nombre d’éléments d’un certain ensemble, mais non comme la différen-
ce du cardinal de deux ensembles. Par exemple, pour le groupe SL(n), la
formule de Littlewood et Richardson exprime ces multiplicités en termes
de tableaux de Young. Littleman [L] a récemment généralisé cette con-
struction pour tous les groupes classiques. Il est donc remarquable que
la formule de Kashiwara soit valable pour toutes les algèbres de Lie semi-
simples (y compris les algèbres de Lie exceptionnelles et en fait pour toutes
les algèbres de Kac-Moody symétrisables).

(Ajout septembre 1991) Dans des travaux en préparation, six auteurs
(Kashiwara, Kang, Misra, Miwa, Nakashima, Nakayashiki) décrivent com-
binatoirement les bases crystal des représentations des algèbres affines à
l’aide de "chemin de diagrammes" [KMN1], [KMN2].
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REPRÉSENTATIONS DES GROUPES QUANTIQUES

par Marc ROSSO

Séminaire BOURBAKI Juin 1991

43ème année, 1990-91, n° 744

1. INTRODUCTION

1.1. L’équation de Yang-Baxter est une équation portant sur des fonc-
tions -R(À, ~C~ de variables complexes à valeurs dans les endomorphismes du
produit tensoriel d’un espace vectoriel de dimension finie V par lui-même.
Elle a été introduite par Yang [Yg] comme condition de factorisation de la
matrice S de dispersion dans le contexte du problème quantique à n corps
en dimension 1, et par Baxter [Bal, Ba2] pour obtenir une formule explicite
pour la fonction de partition de certains modèles exactement résolubles en

Mécanique Statistique (méthode de la matrice de transfert). Elle joue aussi
un rôle important dans les travaux sur le "scattering inverse" en théorie des
systèmes complètement intégrables quantiques, principalement dûs à Fad-
deev et à son école de Léningrad [Fa].

Cette équation s’écrit, pour R(a, ~c~ à valeurs dans End(V ® V) :

égalité dans End(V 0 V 0 V).
Soit l’opérateur de symétrie : P(x 0 y) = y 0 x

pour x, y E V. On réserve souvent le nom d’équation de Yang-Baxter à
l’équation satisfaite par P.R(À, ~c). La convention ici adoptée tient à ce que
les solutions de (1) qui sont constantes en (À, ~u) donnent directement des
S.M.F.
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représentations du groupe de tresses dans les puissances tensorielles de V, et

qu’elle permet une interprétation en termes d’opérateurs d’entrelacement.

On appellera R-matrice toute solution de (1). ~, p sont appelées para-
mètres spectraux.

Il y a au moins deux façons de voir comment certaines algèbres de

Hopf et leurs représentations jouent un rôle dans la recherche de solutions
de l’équation de Yang-Baxter.

1.2. Le schéma suivant a été proposé par Jimbo et a été utilisé par

Chari-Pressley 

C-P2], Date-Jimbo-Miki-Miwa [DJMM] entre autres.

Considérons une algèbre de Hopf U et supposons que l’on ait une

famille de représentations (V, indexée par une partie S de Cn et

satisfaisant aux propriétés suivantes :

(i) Pour (03BE, 03BB, ) générique, (V ®V ®V, est indécomposable.
(ii) Pour 03BE, p E S, il existe un opérateur d’entrelacement

(iii) ~) = id d~ E S.

Alors, ) satisfait à l’équation de Yang-Baxter.

1.3. Un autre point de vue est celui de la "R-matrice universelle", qui
s’inscrit dans le cadre des algèbres de Hopf quasitriangulaires introduites

par Drinfeld [D2] comme suit :

DÉFINITION 1.3.- La donnée d’une algèbre de Hopf quasitriangu-
laire est celle d’un couple (A, R) constitué d’une algèbre de Hopf A et d’un
élément inversible R de A ® A, soumis aux conditions suivantes :

où A désigne le coproduit de A et 0’ le coproduit opposé.



Alors, si (V, 03C103BB)03BB~S est une famille de représentations de A dans le
même espace vectoriel de dimension finie V, R(À, ~c) = P(pA ® 
satisfait à l’équation de Yang-Baxter.

De façon très générale, on pourrait définir, avec Drinfeld [D2], la

catégorie des groupes quantiques comme la catégorie duale de la catégorie
des algèbres de Hopf avec unité, coünité et antipode inversible.

On s’intéresse en fait à certaines classes d’exemples qui, par l’un ou
l’autre point de vue, sont reliés à l’équation de Yang-Baxter.

1.4. Kulish-Reshetikhin [Ku-R] et Sklyanin [Sk], pour le cas Sl(2), puis
indépendamment Drinfeld et Jimbo [Dl, J2, J3] pour le cas général, ont
introduit des déformations des algèbres enveloppantes d’algèbres de Lie

simples, ou d’algèbres de Kac-Moody symétrisables, qui sont des algèbres
de Hopf quasitriangulaires.

Elles sont reliées aux solutions dites trigonométriques de l’équation de

Yang-Baxter (i. e. R( À, J1) est une fonction rationnelle de a~~C).
Une autre classe très importante est celle des Yangiens, introduite par

Drinfeld et étudiée, entre autres, par Cherednik [Chl, Ch2], Drinfeld [D3,
D4], Kirillov-Reshetikhin [K-R1], Olshanskii [0], Chari-Pressley [C-P2, C-
P3].

Elles sont reliées aux solutions rationnelles de l’équation de Yang-
Baxter ( i. e. qui dépendent rationnellement de À - J1).

1.5. Woronowicz a proposé une autre approche à la théorie des groupes
quantiques, complètement indépendante des motivations données ici, dans
un cadre de C* -algèbres [W1] ] [W2] [W3].

Il s’agit ici de déformer l’algèbre des fonctions sur un groupe de Lie.
Certaines complétions des duaux restreints des algèbres enveloppantes

quantifiées ci-dessus fournissent de tels exemples.
Ce point de vue sera (brièvement) évoqué au numéro 5.

1.6. Faddeev, Reshetikhin et Takhtajan, s’inspirant des formules de la
méthode du "scattering inverse" ont adopté une autre formulation, où l’on
construit l’algèbre de Hopf et sa duale à partir de la donnée de la R-matrice

[F-R-T].



1.7. Manin a proposé un point de vue en termes d’algèbres quadratiques,
où le groupe quantique apparaît comme le "groupe d’automorphismes" d’un
espace quantique [Ma].

1.8. Cet exposé sera essentiellement consacré aux représentations des

algèbres enveloppantes quantifiées de Drinfeld et Jimbo.
Dans le point de vue de Drinfeld, l’anneau de base est l’algèbre des

séries formelles C ~~h~~ (ce qui permet d’exprimer la R-matrice universelle),
et dans celui de Jimbo, on considère une algèbre de Hopf sur C(q), ou sur
C et dépendant d’un nombre complexe non nul q.

Lusztig a montré que l’on peut aussi définir cette déformation sur

Z~q, (en construisant un analogue de la Z-forme de Kostant). Lorsqu’on
spécialise q en une racine de l’unité, on obtient une modification de la
définition de Jimbo. Ceci a permis à Lusztig de mettre en évidence une

analogie entre la théorie des représentations modulaires d’un groupe semi-
simple sur un corps algébriquement clos de caractéristique p et celle des

représentations de dimension finie du groupe quantique correspondant, en
une racine p-ième de l’unité. Il conjecture que, dans une large mesure, ces
théories sont identiques.

L’étude des représentations aux racines de l’unité dans la définition de
Jimbo présente un intérêt en physique. En effet, De Concini et Kac ont
montré que, dans ce cas, l’algèbre enveloppante quantifiée a un centre très

gros, et que ses représentations irréductibles de dimension maximale sont

paramétrées par une variété algébrique affine de dimension égale à la dimen-
sion de l’algèbre de Lie associée. En gros, ces paramètres supplémentaires,
après imposition de certaines restrictions, sont utilisés comme paramètres
spectraux dans le point de vue évoqué en 1.2. (Il faut en fait considérer
l’algèbre de Kac-Moody affine associée ; voir, pour plus de précisions, [B-S]
[DJMM].)

Ces représentations ont aussi suscité beaucoup d’intérêt en liaison avec
les théories des champs conformes rationnelles (interprétation des règles de
"fusion" et des représentations de monodromie en termes de représentations
de groupes quantiques à une racine de l’unité(*) ). Dans [T-K], [Koh], [D6]



est établie l’équivalence entre deux représentations du groupe des tresses :
celle donnée par la monodromie des équations de Knizhnik-Zamolochikov
et celle donnée par la R-matrice.

2. ALGÈBRES ENVELOPPANTES QUANTIFIÉES : VALEURS
GÉNÉRIQUES DU PARAMÈTRE

2.1. Notations

On omettra l’indice d lorsque d = 1.

2.1.2. Soit (ai j une matrice irréductible n x n à coefficients entiers

tels que : aii = 2, 0 pour i et il existe d1, d2, ~ ~ ~ , dn relativement
premiers entre eux dans {1, 2, 3~ tels que la matrice (di aij) soit symétrique
définie positive.

(aij) est donc la matrice de Cartan d’une algèbre de Lie simple de
dimension finie g.

On pose : qi = 

2.1.3. Soit P un groupe abélien libre de base oei, i = 1, ~ ~ ~ , n. Posons

définit sa hauteur par ht /3 = Li ki.
On introduit un ordre partiel sur P défini par : a > ~C ~ ~ - ~ E Q+.
On définit un accouplement bilinéaire P x Q - Z par : a j ) = di.

Soit ri l’automorphisme de P défini par Ti(Wj) = Wj - 6ij ai (i, j =
1 , ... , n). Alors Ti(aj) = aj - aij ai .

Soit W le sous-groupe de GL(P) engendré par r1, ~ ~ ~ , Tn. Alors Q est
invariant par W, et l’accouplement ci-dessus aussi.



Posons II = ~o~l, ... , et R = R+ = R ~ ~+. R est donc un
système de racines correspondant à (aij), W son groupe de Weyl.

2.2. Définitions (Drinfeld [D2], Jimbo [J1] [J2] [J3])
2.2.1. Soit k un corps de caractéristique nulle.

?.I est la k(q)-algèbre définie par les générateurs Ei, Fi, Ki, 1 

i  n et les relations :

U est l’algèbre enveloppante quantifiée, ou groupe quantique, associée
à la matrice (aij ).

U est en fait une algèbre de Hopf, pour le coproduit A, la coünité ~ et

l’antipode inversible S définis par :



On dispose de l’antiautomorphisme de k-algèbre c~ et de l’automorphisme
de k-algèbre 03C6 définis par :

Introduisons enfin les analogues des puissances divisées :

2.2.2. Soit U+ la sous-algèbre de U engendrée par les Ei, U- celle en-
gendrée par les Fi et celle engendrée par Ki, 1  i  n.

On a alors (voir et [Ro5]) un k(q)-isomorphisme d’espaces vec-
toriels

2.2.3. Pour chaque 6: E k* tel que 1 pour tout i = 1, ~ ~ ~ , n, on

peut considérer la k-algèbre Ue définie par les générateurs Ei, Fi, Ki, 
(i = 1, ~ ~ ~ , n), avec les mêmes relations que ci-dessus où l’on a remplacé q
par e.

On peut la voir comme "spécialisation" de la façon suivante : soit

U’ la q-1]-sous-algèbre de U engendrée par les éléments Ei, Fi, k’z,
Ki 1, [Ki ; 0]. Il est immédiat d’obtenir une présentation par générateurs et
relations pour U’ , et de voir que c’est une algèbre de Hopf (voir [DC-K]).

Alors Ue = U’ /(q - 
On définit u+~ , u-~ , u° de façon évidente. On a encore une "décompo-

sition triangulaire" comme en 2.2.2.



Cette définition par spécialisation a encore un sens pour $: = 1 ; les

éléments Ki sont centraux et le quotient de Ui par l’idéal bilatère engendré
par les Ki - 1 (i = 1, ~ ~ ~ , n) est isomorphe à l’algèbre enveloppante uni-
verselle de la k-algèbre de Lie simple associée à la matrice (aij).

On déduit de là que U’ et U n’ont pas de diviseurs de 0 [DC-Kl] [J-L1].
2.2.4. Voici enfin la définition de Drinfeld, que nous utiliserons au n° 3.

L’anneau de base est l’algèbre des séries formelles k[[h]].
Uh est la k[[h]]-algèbre engendrée au sens h-adique par Ei, Fi, Hi

(1  i  n) et les relations

et des relations (2.2.4.3), (2.2.4.4), (2.2.4.5) que l’on déduit respectivement
de (2.2.1.3), (2.2.1.4) et (2.2.1.5) en remplaçant Âi par exp (- 2 di Hi ) et q

Uh est une algèbre de Hopf topologique pour un coproduit,’ ’ - obtenus
à partir de ceux de 2.2.1 par les mêmes substitutions. Le coproduit est à
valeurs dans le produit tensoriel complété pour la topologie h-adique.

2.2.5. Pour simplifier l’exposé, on s’est limité au cas des matrices de Cartan
non dégénérées. On peut aussi associer un groupe quantique à toute ma-
trice de Cartan généralisée symétrisable et un certain nombre des résultats

évoqués ci-dessous (considérant des représentations intégrables) sont encore
vrais. Voir [J-L1].

2.3. Modules de Verma et modules irréductibles de dimension

finie ([L1], 
La décomposition 2.2.2 permet de développer la théorie de façon ana-

logue à la théorie classique.

2.3.1. Soit ~i2 le groupe des homomorphismes de Q dans {JL1}.
8 E Q; et À E P définissent un homomorphisme d’algèbre À6 : ?~!° --~ l~

par ab(k’z) - s(CL’i) . q’~’ai’ .



On peut donc considérer la représentation de dimension 1 de la sous-

algèbre de U où Ei agit par 0 et Ki par et grâce à 2.2.2
l’induire à U. On notera M(À)6 le module correspondant, appelé module
de Verma de plus haut poids À et type b.

Si M est un U-module, 6 E Q; et À E P, on définit le sous-espace de

poids = {v E = pour i =1~ ... ~ n~.
Un vecteur v de M est dit primitif s’il est non nul, appartient à un

certain sous-espace de poids et est annulé par les Ei.
Un module est dit de plus haut poids s’il est engendré par un vecteur

primitif. Un tel module est alors le quotient d’un module de Verma, et est
somme directe de ses sous-espaces de poids, qui sont de dimension finie.

M(À)6 admet un unique quotient irréductible, noté L(a)~.
Quitte à tensoriser par une représentation de dimension 1, on peut

supposer que 6( ai) = 1 pour tout i = l, ~ ~ ~ , n, ce que l’on fera désormais.
On écrira L(A) et M(À) au lieu de L(a)1 et ll~(a)1. 

-

2.3.2. Le module irréductible L(À) est de dimension finie si et seulement
si le poids À est dominant, i. e. (~1, ai) > 0 pour tout i.

2.3.3. On a des résultats analogues à 2.3.1 et 2.3.2 pour Ue si e n’est pas
racine de l’unité.

2.3.4. Soit M un U-module de plus haut poids À E P, engendré par vo .
On peut définir son caractère, dans l’algèbre de groupe Z[P], par la

formule habituelle : ChM = dim M~ . 

On se propose de déterminer ce caractère, suivant Lusztig L5].
Soit M’ le sous-U’-module de M engendré par vo. On a alors :

i) M’ est somme de ses intersections avec les sous-espaces de poids, qui
sont des k[q, q-1]-modules libres de rang fini. Soit = M’.

ii) k(q) ®k~4’a9-1~MI ~ M et dimk(q) Mil = 

iii) Pour ê E k*, soit Me = ~l’ ® k~9~9-y (k~q, q-1~~(q - E)). C’est un

Ue-module, dont on définit le caractère de façon analogue à ci-dessus :



et on obtient Ch M~ = Ch M.

iv) En particulier, pour é = 1, par extension des scalaires Ki agit par
1 et on obtient un module de plus haut poids sur l’algèbre enveloppante
de l’algèbre de Lie sur k associée à la matrice (ai j). Si, de plus, M est de
dimension finie, alors ce dernier module est nécessairement irréductible et
son caractère est donné par la formule d’H. Weyl.

On en déduit immédiatement que M était lui-même irréductible (puis-
que Ch M = Ch L(~)).

Remarque.- Joseph et Letzter obtiennent Ch L(À) en montrant que, pour
tout i = 1, ~ ~ ~ , n, est un sous-module de M(À) (si . À = si(À +
p) - p) et que LL()) est isomorphe au quotient de M(À) par la somme

~ À) (~J-L1~)~

2.3.5. Au vu de la proposition suivante, on déduit de 2.3.4 que tout U-
module de dimension finie sur k(q) est complètement réductible.

PROPOSITION ([Ro3]).- Les assertions suivantes sont équivalentes:
i) Tout U-module de dimension finie est complètement réductible.

ii) Tout U-module de plus haut poids et de dimension finie est irréductible.

En effet : i) =~ ii) est classique.
Pour ii) ===~ i), suivant une idée d’Armand Borel, on se ramène, en

raisonnant par l’absurde, au cas d’une suite exacte

où M est indécomposable et À  p. Mais alors M est un module de

plus haut poids de dimension finie et 2.3.4 indique qu’il est irréductible.

Contradiction.

Remarques. - i) On indiquera plus bas ( c f . 2.8.5) une démonstration du fait

que dès que é n’est pas une racine de l’unité, tout Ue-module de dimension

finie sur k est complètement réductible.

Une preuve cohomologique de ce résultat a été donnée dans [A-P-W1].
Dans [J-L1], Joseph et Letzter ont obtenu un théorème de complète

réductibilité pour certaines catégories de modules sur U où U est associée



à une matrice de Cartan généralisée symétrisable (et le corps de base est

k(q)).

ii) Dans son approche sur C[[h]], Drinfeld a montré dans [D5] qu’il
existe un isomorphisme d’algèbres p : !7~ 0 C[[h]], qui est l’identité
modulo h et dont la restriction au sous-espace fi engendré par ~1, ~ ~ ~ , Hn
est l’identité.

De là résulte que la classification des Uh-modules qui sont des C[[h]]-
modules libres de type fini est la même que celle des UG-modules de di-

mension finie sur C, et on obtient en particulier la formule des caractères

pour les Uh-modules irréductibles.

2.4. Action du groupe de tresses (Voir Lusztig [L4], [L5])
Rappelons que le groupe de Weyl W est engendré par ri , ... , rn, et

que les relations suivantes constituent un ensemble complet de relations

où, dans la dernière équation, il y a 2, 3, 4 ou 6 termes dans chaque membre
selon que ai j aji est égal à 0, 1, 2 ou 3 respectivement.

Le groupe de tresses associé B est défini par des générateurs T1, ~ ~ ~ , Tn
et les relations

comme ci-dessus, mais on ne suppose plus que T2 vaut 1.

2.4.1. Afin de construire (voir 2.5 ci-dessous) une base à la Poincaré-
Birkhoff-Witt pour U, il est commode d’introduire des analogues des vec-
teurs de racine dans U+ et U-.

Dans la situation classique, un revêtement fini de W agit dans l’algèbre
de Lie (par des automorphismes élémentaires) et on peut construire les
vecteurs de racine en appliquant ces automorphismes aux vecteurs de racine
simple.

Lusztig a introduit une représentation de B par automorphismes d’al-

gèbre de U (mais ne préservant pas la structure de cogèbre, ceci sera im-
portant au n° 3), qui permet de suivre la même démarche. Une autre



construction a été donnée dans Kirillov-Reshetikhin [K-R3] et Soibelman-
Vaksman [So-V], Soibelman [So2, So3].

La proposition suivante se montre par calculs.

PROPOSITION.- i) Pour chaque i = l, ~ ~ ~ , n, il y a un unique auto-

morphisme d’algèbre Ti de U tel que :

Cet automorphisme satisfait à :

ü~ Ces automorphismes satisfont aux relations du groupe de tresses B,
si bien que si w E W et w = r~l ’ ’ ’ r~k est une expression réduite de w,
alors l’automorphisme Tw = Tik de U est indépendant du choix de

l’expression réduite de w.

2.5. Une base à la Poincaré-Birkhoff- Witt

On suppose ici k = Q. On pose A = Z[q, q-l].
Soit UA la A-sous-algèbre de U engendrée par les éléments 

Ki, (1 ~ i  n, ~V > 0). Soit U1 (resp. UA) la A-sous-algèbre de UA
engendrée par les éléments E N) (resp. pour ~V ~ 0, z = 1, ... , n, et

° la A-sous-algèbre de UA engendrée par les éléments 

z = 1,-",~, ~V ~ 0.
Lusztig a construit une A-base de UA, qui est un analogue de la Z-

forme de Kostant, de la façon suivante :



Soit wo l’élément de plus grande longueur de W, et soit v cette longueur.
Soit X l’ensemble des expressions réduites de wo, i. e. l’ensemble des suites

i = (il, ... , iv) d’entiers compris entre 1 et n telles que wo = 
Une telle suite détermine un ordre total sur R+ par :

On introduit alors les analogues des vecteurs de racine par :

On a alors :

PROPOSITION (Lusztig [L5], Dyer-Lusztig [D-L]).2014 i) Pour chaque i

dans X, les éléments c e N~ sont dans Uj. 7~ forment une 
de ~/~ et une Q(q)-base de U.

ii) De même, les éléments c e N" forment une de UÀ et
une Q(q)-base de U.

iv) La multiplication définit un isomorphisme de A-modules

De plus, UA est une A-algèbre de Hopf et on a :



La démonstration de la proposition utilise, pour prouver l’indépendance
linéaire sur Q(q), la spécialisation en q = 1 de modules irréductibles de plus
haut poids assez grand (cf. 2.3.4).

Remarques.- (i) Lorsqu’on considérera U ou on préférera parfois con-
sidérer les éléments E~â - Ti1 1 ’ ’ ’ Tz a -1 ( Ez s ), El = et =

au lieu des puissances divisées.

(ii) Si maintenant k est un corps de caractéristique nulle, la proposition
fournit des bases de U sur k(q) et pour chaque e E k* tel que 1 pour

tout i une base de Ue sur k. (On utilise, pour u~, les éléments Ef et le
lemme 2.6 ci-dessous.)

(iii) Les bases ci-dessus dépendent d’une expression réduite de wo.
Lusztig [L6] et Kashiwara [Ka] ont construit une base "canonique" ou
"cristalline" qui ne dépend pas d’un tel choix et qui possède des propriétés
très remarquables. Je renvoie pour cela à l’exposé d’Olivier Mathieu à ce
même Séminaire.

(iv) Une conséquence immédiate de la proposition est que le caractère
d’un module de Verma M(Â) sur U est donné par la même formule que
dans le cas classique.

Convention.- On fixera désormais une expression réduite i de wo et on

omettra l’indice i.

2.6. Les analogues des vecteurs de racine Ep satisfont aux relations de

quasicommutation suivantes (pour chaque expression réduite i de wo ) : 1

Lemme ([L-S1]).- Avec les conventions de 2.5 pour l’ordre total sur R+,
on a, pour i  j : "

où ac est dans et ac = 0 à moins que cp = 0 pour p  i ou p > j.
De Concini et Kac [DC-K] introduisent alors une filtration sur U (res-

pectivement sur Ue) telle que l’algèbre graduée associée soit une algèbre
de quasi-polynômes (c’est-à-dire une algèbre définie par des générateurs



x1,...,xn et des relations xixj = 03BBijxjxi pour 03BBij non nul dans le corps
de base respectif).

De ceci, ils déduisent que U et Ue sont des algèbres sans diviseurs de
zéros et intégralement closes au sens suivant (voir [DC-K-P], Remarque c),
6.4).

DÉFINITION ([DC-K]).- Soit A une algèbre sans diviseurs de zéros, Z
son centre, Q(Z) le corps des fractions de Z. Posons Q(A) = Q(Z) ®ZA.
On dit que A est intégralement close si pour tout sous-anneau B de Q(A)
tel que A C B C pour un certain z non nul dans Z, on a B = A.

Remarque.- Si A est commutative, ceci implique la définition usuelle.

2.7. On peut, en utilisant l’antihomomorphisme cv, introduire comme dans
le cas classique, sur chaque module de Verma M(À) (on prend.6 = 1 pour
simplifier les notations), une forme hermitienne contravariante au sens suiv-
ant.

Désignons par - l’involution k-linéaire de k(q) qui envoie q sur 
Une forme k-bilinéaire H sur un k(q)-espace vectoriel V est dite hermi-

tienne si H(av, w) = iâi H(v, w), H(v, aw) = a H(v, w), H(v, w) = H(w, v)
pour a E k(q), v et w dans V.

Soit va un vecteur de plus haut poids de M(À). Il y a sur M(À) une
unique forme hermitienne H telle que :

H(va, va) =1, H(Xv, w) = pour X dans U , v, w dans M(À).

Alors, comme d’habitude, des sous-espaces de poids distincts sont or-
thogonaux, le noyau de H est l’unique sous-module maximal propre et on va
s’intéresser à la restriction Hl1 de H au sous-espace de poids À - yy E Q+ .
Soit le déterminant de Hl1 dans la base introduite en 2.5, où
c parcourt l’ensemble = ((ci , ... , N" ; L ci03B1i = ~},

Notons qu’on peut interpréter chaque élément de comme fonction

sur P à valeurs dans k(q), par : I~p(~) = pour ,~ E Q, À E P.
Utilisant les formules de caractères 2.3.4, 2.5 et la connaissance de la

formule de Shapovalov pour le déterminant dans le cas classique, De Concini
et Kac ont obtenu la formule suivante :



PROPOSITION ([DC-K]).- On a

où, pour f3 E R+, on pose d{3 = di si f3 est dans l’orbite de az sous l’action
du groupe de Weyl W.

Ils obtiennent aussi les critères usuels d’inclusions entre modules de

Verma, critères aussi obtenus dans [A-P-W1] par des méthodes cohomolo-
giques.

2.8. Centre et homomorphisme d’Harish-Chandra

T. Tanisaki a établi un analogue de l’isomorphisme d’Harish-Chandra
sur k[[h]] dans [Ta]. Dans [Ro3], il est prouvé un analogue du critère
d’Harish-Chandra pour les caractères centraux sur k(q). L’isomorphisme
d’Harish-Chandra sur k(q) est établi dans [DC-K] et 

On suivra ici De Concini et Kac, car leur construction permet une

spécialisation à Ue , pour k = C et c E C* lorsque c n’est pas une racine de
l’unité.

2.8.1. Soit Z le centre de U. Tout élément de Z s’écrit :

L’application z )2014~ est un homomorphisme h : Z -~ u° appelé
homomorphisme d’Harish-Chandra.

2.8.2. Soit, : T,l° ~ u° l’homomorphisme défini par = qi .k’i. Si on

voit (/? E u° comme fonction sur P, on obtient :

Le groupe ~ agit sur ~ par : ~(~) = ~(/3)J~ ~ ~ 0~, ~ G Q et on
obtient une action du produit semi-direct W x (~ sur ~.

Soit W le sous-groupe de ce groupe engendré par les a ~ ~
et ~ Vw G tV}.



THÉORÈME ([DC-K] [J-L1])2014 L’application ~-~o~ envoie Z 
et définit un isomorphisme de Z 

2.8.3. Idée de la preuve

a) Le fait que ~~ o soit dans pour z dans Z se prouve en

considérant les inclusions entre modules de Verma.

b) De Concini et Kac construisent en fait l’isomorphisme inverse :
partant de p dans on cherche z ~ Z sous la forme donnée en 2.8.1 avec

03C600 = 03C6. On cherche donc à déterminer, par récurrence sur ~, la matrice
:= On considère le module de Verma M(A)~ et, pour

chaque, dans Q~, la matrice de l’opérateur ~~ ~~ dans la

base G du sous-espace de poids A 2014 yy, soit ~~(Â). Utilisant
que si z G Z, il doit agir dans ce sous-espace par le scalaire ~(A), on obtient
une équation entre fonctions à valeurs matricielles :

et les  r~ sont supposés connus.
Utilisant la formule en 2.7 pour le déterminant de Hr" on voit que si

S désigne l’ensemble des produits d’éléments ~~’~; (p,,Q) - 2 (/?,/?)] pour
,Q E Q+, m E N*, les cherchés sont nécessairement dans 5’"~ u.

De Concini et Kac montrent alors que les pk,m sont en fait dans U si

et seulement si y-1 (~) E Des considérations de degré (en les Ki)
montrent que est nul pour k et m assez grands.

De plus, comme le z ainsi construit agit par un scalaire dans chaque
module de Verma, il est dans le centre. On le notera z~.

2.8.4. Supposons 6 E k* non racine de l’unité. Alors pour (~ E on

peut "spécialiser" l’élément z~ construit ci-dessus et on obtient, avec des
notations évidentes, un isomorphisme d’Harish-Chandra



2.8.5. Remarque : Complète réductibilité des représentations de dimension
finie de Ue

En utilisant la proposition donnée en 2.3, il s’agit de montrer que le
caractère d’un module de plus haut poids de dimension finie est donné par
la formule de H. Weyl.

On peut recopier l’argument donné dans [Ro3] pour U car 2.8.4 donne
le critère d’Harish-Chandra sur les caractères infinitésimaux dès que é n’est

pas une racine de l’unité, et on connaît grâce à 2.5, remarque iv), les ca-
ractères des modules de Verma.

2.8.6. Considérons par exemple le cas Ç = sl(2). Alors l’élément central

C = + FE, introduit par Jimbo dans [J2], engendre le centre
de U.

2.8.7. Utilisant la structure quasitriangulaire de Uh (on va revenir plus en
détail là-dessus au n° suivant), Drinfeld a construit dans [D5] des analogues
des éléments de Casimir quadratiques. Voici comment.

Supposons pour commencer que (A, R) est une algèbre de Hopf qua-
sitriangulaire, et R = ~ az ~ bi. Posons u = ~ S(bi) az. Alors uS(u) _
S(u)u est dans le centre de A, et le carré de l’antipode 52 dans A est

l’automorphisme intérieur défini par u.

Supposons de plus A = Uh. Alors SZ est aussi l’automorphisme
intérieur défini par exp( hp), où on voit p comme élément de la sous-algèbre
de Cartan grâce à l’accouplement ( , ).

Ainsi exp(-hp)u = u exp(-h p) est dans le centre de Uh, et Drinfeld
montre qu’il agit, dans tout Uh-module de plus haut poids À, par multipli-
cation par : exp 2014 ~ (À, À + 2~) .

3. LA R-MATRICE UNIVERSELLE POUR Uh

Dans ce numéro, on adopte la définition de Drinfeld et on se propose
d’expliquer la construction de la R-matrice universelle. La formule a été
obtenue pour sl(2) par Drinfeld, puis pour sl(N) dans [Ro2], et enfin le



cas général est dû à Kirillov-Reshetikhin [K-R3], Levendorskii-Soibelman
[L-S1 ].

Ceci repose sur la construction du double quantique indiquée ci-dessous.

Uh (ou sa sous-algèbre de Hopf topologique Uh b+ engendrée h-adique-
ment par les Ei, Hi,1  i  n) est ce que Drinfeld appelle une Q UE- algèbre,
c’est-à-dire une algèbre de Hopf topologique sur k[[h]], munie de la topologie
h-adique, qui est un k[[h]]-module topologiquement libre et dont la "limite
classique" est isomorphe à une algèbre enveloppante universelle sur
k.

On peut définir le dual d’une QUE-algèbre dans la catégorie des QUE-
algèbres, et c’est en ce sens qu’on l’entendra ci-dessous. Tous les produits
tensoriels sont complétés au sens h-adique.

3.1. THÉORÈME ET DÉFINITION (Drinfeld [D2]).- Soient A une
algèbre de Hopf et A° l’algèbre de Hopf duale munie de la comultiplication
opposée. Alors, il existe une unique algèbre de Hopf quasitriangulaire (cf.
définition 1.3~ (D(A), R) telle que :

(i) D(AA) contient A et A° comme sous-algèbres de Hopf.

(ii) R est l’image de l’élément canonique de A ® A° par le plongement
A ® A° -i D(A) ® D(A).

(iii) L’application linéaire D(A), a ® b H ab, est un isomor-
phisme de cogèbres.

3.2. La méthode de construction de .R consiste à déduire la structure

quasitriangulaire de Uh de celle du double de Uh b+ : on montre que

(Uh b+)O est isomorphe, comme QUE-algèbre, à Uh b- (la sous-algèbre de
Hopf topologique engendrée h-adiquement par les Fi, Hi pour 1  i 

n), et que ceci permet de construire un épimorphisme d’algèbres de Hopf
D(Uh b+) --3 Uh. La R-matrice universelle de Uh est alors l’image par celle
de D(Uh b+ ).



3.3. La formule de Drinfeld [D2] pour sl(2) est (avec q = e- 2 ~

3.4. Cas général
Notons que l’on peut construire, comme en 2.5, des bases à la Poincaré-

Birkhoff-Witt pour Uh b+ ou Uh b_, via des automorphismes Ti.
Pour établir la dualité entre Uh b+ et Uh b- et calculer l’élément cano-

nique, on peut partir d’une telle base pour Uh b+ et chercher la base duale.
Ceci nécessite de connaître pour chaque f3 dans R+ . Or, on a déjà
dit que les automorphismes d’algèbre Ti ne préservent pas la structure de

cogèbre!
Cependant, en se fondant sur une autre interprétation des Ti, Kirillov-

Reshetikhin et Levendorskii-Soibelman (voir aussi [So2] [So3] [So-V]) ont
obtenu la formule suivante :

3.4.1. Lemme ([K-R3] [L-S1]).- Pour tout x dans Uh, on a :

L’idée est de considérer le produit croisé de Uh par l’action du groupe de
tresses et d’implémenter les automorphismes Ti dans chaque représentation
de Uh.

Soit T l’antiautomorphisme d’algèbre défini par = Fi, T(Fi) =
Ei, r(Hi) = Hi.



Pour sl(2), si p est une représentation de dimension finie (1. e., ici,
dans un k[[h]]-module libre de type fini), alors p o T o S est isomorphe
à la contragrédiente, et Kirillov et Reshetikhin construisent, dans chaque
représentation irréductible de dimension finie, un opérateur qui implémente

Notons que ceci revient à se donner une certaine forme linéaire w sur

l’espace des coefficients des représentations de dimension finie (dual
restreint).

Utilisant les relations entre les coefficients de Clebsch-Gordan pour
le produit tensoriel de deux représentations irréductibles et l’image de la
R-matrice dans ce même produit tensoriel, ils en déduisent :

L’élément implémentant l’automorphisme T est alors w = w Exp (~ H2).
Vaksman et Soibelman construisent directement la forme linéaire + comme

coefficient d’une certaine représentation de dimension infinie de 
Dans le cas général, soit Uh,i la sous-algèbre de Hopf de Uh engendrée

par Ei, Fi, Hi (isomorphe à Uh sl(2)). Composant la surjection naturelle
(u~)res ~~ avec la forme linéaire + ci-dessus, on obtient des formes
linéaires +j , et on montre que la conjugaison par Wi coïncide sur Uh avec

l’automorphisme Ti. (Cette conjugaison a un sens dans le dual de 
De la formule ci-dessus pour 0(w), on déduit immédiatement le lemme

et on a de plus construit le produit croisé évoqué au-dessus comme sous-

algèbre du dual de (u~ )res .
3.4.2. On obtient alors que la duale de la base à la Poincaré-Birkhoff-Witt

de Uh b+ est, à un scalaire près, la base à la Poincaré-Birkhoff- Witt de

Uh b_, et la méthode du double quantique donne :

THÉORÈME ([K-R3], ~L-Sl~).- On a

où le produit est effectué suivant l’ordre total de R+ donné par la décompo-
sition réduite de wo, qa = qi si a est dans l’orbite de c~i sous l’action du

groupe de Weyl et (Bi j) est la matrice inverse de la matrice (diaij).



4. THÉORIE QUANTIQUE DES INVARIANTS

Revenons à l’algèbre Ue , avec k = C, é non racine de l’unité.
Supposons que (aij) soit la matrice de Cartan d’une algèbre de Lie

simple classique (i. e. de type A, B, C, D). La représentation fondamentale
de plus haut poids wl est donnée par les mêmes formules que dans le cas
classique (avec la traduction évidente pour les 

L’image de la R-matrice dans cette représentation a été donnée par
Jimbo bien avant que l’on connaisse la R-matrice universelle ([Jl] ; en fait,
il donne même les formules pour R avec paramètre spectral et on obtient
R constante par un procédé de limite convenable). Notons-la encore R.

Par exemple, pour de type AN, on a (Eij désignant les unités
matricielles) :

On peut alors considérer les puissances tensorielles de la représentation
fondamentale et étudier le commutant de Ue. Ce commutant contient tou-

jours les translatées de R : Ri = I ® ~ ~ ~ ® I ® R ® I ~ ~ ~ ® I (R agit dans les
positions (i, i + 1)), qui définissent une représentation du groupe des tresses
de type A. Cette représentation se factorise à travers certaines algèbres de
dimension finie et les Ri engendrent en fait tout le commutant.

DÉFINITIONS.- 1) L’algèbre de Hecke est la C-algèbre associa-
tive et unitale engendrée par les éléments g1,..., gp-1 et les relations :

2) L’algèbre de Birman-Murakami- Wenzl (~B-V~~, ~Mu~~ est la C-algèbre
Cp(r, ~~ associative et unitale engendrée par les éléments gl, ’ ’ ’ , gp-1, sup-
posés inversibles, et les relations :



(Hl), (H2) comme ci-dessus

Ces deux algèbres peuvent être munies de traces ayant la propriété
dite de Markov ([Jo], [Re1], [Tu], [We]) et jouent un rôle important dans la
théorie des invariants polynomiaux d’entrelacs (polynôme HOMFLY pour
la première et polynôme de Kauffman pour la deuxième).

Le résultat suivant est dû à Jimbo pour (aij) de type A ([J3]) et à
Reshetikhin pour (ai j ) de type B, C ou D 

THÉORÈME.- (i) Soit (ai j ) de type A et (p, V) la représentation fon-
damentale de Alors les opérateurs ~Ri (1  i  p -1), agissant dans

V®~, y définissent une représentation de l’algèbre de Hecke et les

images de et dans sont exactement commutant l’une

de l’autre.

(ii) Soit (aij) de type B, C ou D, et (p,V) la représentation fonda-
mentale de Alors les opérateurs Ri (1  i  p-1), agissant dans V®~,
y définissent une représentation de l’algèbre avec r = si (aij)
est de type Bn, r = (aij) est de type Dn, r = -~-~2’~+1 ~ si

(aij) est de type Cn.
Les images de Cp(r, ~2) et Ue dans sont, dans chaque cas,

exactement commutant l’un de l’autre.

5. GROUPES QUANTIQUES COMPACTS DE MATRICES

Ici k = n’est pas une racine de l’unité.

On a déjà évoqué plus haut l’algèbre de Hopf des coefficients

des représentations de dimension finie. On peut y penser comme au substi-
tut de l’algèbre des fonctions régulières sur le groupe algébrique complexe
correspondant. Dans la situation classique, c’est exactement l’algèbre des



fonctions représentatives sur le groupe compact associé, et cette algèbre est
dense dans la C*-algèbre des fonctions continues sur le groupe compact.

5.1. Woronowicz a introduit les groupes quantiques compacts de matrices
comme suit [W2]) :

DEFINITION.- Un groupe quantique compact de matrices est la donnée
d’une C*-algèbre A ’ et d’une matrice N x N d’éléments de A : u = 

satisfaisant aux conditions suivantes :

(i) La sous-algèbre involutive A engendrée par les éléments ui~ est

dense dans A.

Il existe un morphisme de C*-algèbres 0394 : A - A ~ A tel que :

(iii) u est inversible et il existe une application linéaire antimultiplica-
tive S : A ~ A, telle que :

et la matrice est inverse de u.

Woronowicz a montré, dans ce cadre, l’existence et l’unicité d’une

mesure de Haar (i.e. d’un état h E A*, tel que = = pour

tout q E A* ) [W2].
Il a développé la théorie générale des représentations (unitaires) de

dimension finie (i. e. des A-comodules) et obtenu une caractérisation à la
Tannaka-Krein de cette catégorie [W3].

Ceci permet, à partir des duaux (u~ )res, ~ > 0, de construire des

groupes quantiques compacts de matrices ([Ro4], [So2], [An]).
L’algèbre Ue agit alors par "opérateurs différentiels tordus" dans l’algè-

bre A.

Les représentations de l’algèbre A correspondante sont étudiées en
détail dans [Sol, So2, L-S].

5.2. Ces groupes quantiques ont donné un cadre géométrique à la théorie
des q-analogues des fonctions spéciales, en particulier des polynômes or-

thogonaux. Par exemple, les "q-petits polynômes de Jacobi" apparaissent



naturellement comme coefficients matriciels des représentations unitaires
irréductibles du groupe quantique SU(2), et les coefficients de Clebsch-

Gordan s’expriment en terme des q-polynômes de Hahn.
Les équations aux différences finies satisfaites par ces polynômes sont

données par l’action de l’opérateur de Casimir 2.8.6.
La mesure de Haar s’exprime grâce à l’intégrale de Jackson de q-

dénombrement, et les relations d’orthogonalité des polynômes s’interprètent
comme celles des coefficients de représentations par rapport à la mesure de
Haar.

Voir, par exemple, [K-K], [Koo], [K-R2], [MMNNU], [So-V].

6. SPÉCIALISATION ARITHMÉTIQUE (OU RESTREINTE)

Dans ce numéro, .~ est un entier impair, premier avec tous les coeffi-
cients de la matrice de Cartan.

k = Q, et on pose A = Z~q, 
Rappelons ( c f . 2.5) que l’on dispose de bases à la Poincaré-Birkhoff-

Witt de la ,,4-algèbre U A .
Pour toute A-algèbre A, on peut appliquer et obtenir une A-

algèbre UA, en particulier pour A = Z ou Q, où q agit par 1.
Soit B l’anneau quotient de A par l’idéal engendré par le R-ième poly-

nôme cyclotomique. On dispose des B-algèbres UB, uf, ug.
De même, si l’on considère le quotient B de Q[q, par ce même

polynôme cyclotomique (B C B), on obtient UB, Z(B , 
Notons encore U Q l’algèbre enveloppante sur Q de la Q-algèbre de

Lie simple associée à (aij), et Ei, Fi, Hi ses générateurs satisfaisant aux
relations habituelles. Soit Uz sa Z-forme de Kostant, engendrée par les

puissances divisées : E(N)i = ENi N| , F(N)i = FN pour 1  z  n N > p.

Si p est un nombre premier impair, soit Fp le corps à p éléments.

U F p = UZ ~ ZFp est l’hyperalgèbre du groupe algébrique simple sur Fp
associé à (ai j).

6.1. On a = 1 dans UB ou UB et les KI sont centraux. On notera UB



et UB les quotients respectifs par l’idéal bilatère engendré par les 1,
1 ~ z ~ n.

De même ~ est central dans Uz ou Uq et on définit les algèbres Uz,
UQ.

PROPOSITION ([L4], [L5]).- (i) ~q et ~q (resp. Uz et Uz ) sont
isomorphes comme algèbres de Hopf.

(ii) Supposons l = p. On peut identifier B/(q - 1)S à Fp, ce qui fait
de Fp une B -algèbre, et former Fp = UB Alors UF p et UFp sont
isomorphes comme algèbres de Hopf.

6.2. Soit ~’ la sous-algèbre de !7Fp engendrée par Ei, Fi, 1 ~ z ~ n. C’est

une algèbre de Hopf de dimension sur Fp. L’idéal bilatère de !7p
engendré par le noyau de l’augmentation de u n’est autre que le noyau de
l’application de Frobenius Fr : !7pp 2014~ (transposée de l’application de
Frobenius usuelle sur l’algèbre de coefficients du groupe simple sur Fp) :

p divise N et 0 sinon ; Fr(F(N)i) = F(N/p)i si p divise
N et 0 sinon.

Considérons parallèlement la B-sous-algèbre u de UB engendré par Ei ,
Fi, Ki, 1 ~ z ~ n, et son quotient X par l’idéal bilatère engendré par les

1. Alors u est un B-module libre de rang ~~.

Nous allons voir qu’elle admet une interprétation analogue à u en ter-
mes d’une "application de Frobenius en caractéristique nulle".

6.3. L’application de Frobenius en caractéristique nulle (Lusztig
[L5])

THÉORÈME.2014 Il existe un unique morphisme de B-algèbres Fr : 

~Q 8)Q-B tel que :



Il se restreint en un morphisme de B-algèbres

et se factorise à travers les quotients UB et ~.

Soit u’ la B-sous-algèbre de UB engendrée par ~,, Kj pour

1 ~ z ~ n, et u’ + sa B-sous-algèbre engendrée par les Ei.
La preuve de l’existence de Fr repose sur une interprétation de ZY~

comme "produit croisé" de M ~ par l’algèbre enveloppante agissant
sur u’ + via certaines dérivations. Plus précisément : soit ~, (resp. ~)
la dérivation de UB définie par : = E~ ~ 2014 (resp. ~(~) =

Alors ~ laisse u et u+ stables, 6: laisse u et ~" stables.
On montre alors qu’il existe une unique structure de B-algèbre sur
0 B) 0~~ ~, qui coïncide avec les structures connues sur Z~Q 0 B et

u’+ et telle que : Ei :r = .r Ei + ~(.r), pour tout ~ dans M’~. Cette algèbre
est isomorphe à Z~ par un isomorphisme, envoyant Ei G Z~Q 0 QB sur

G ~~ et y G ~ ~ sur lui-même. Fr est alors défini sur ~/~ en utilisant
~ et en envoyant (~Q 0QB) 0B~ ~ sur ~Q 0QB grâce à l’augmentation
de M ~.

6.4. Le noyau de Fr : UB ~ UZ~ZB n’est autre que l’idéal bilatère engendré
par l’idéal d’augmentation de l’algèbre de Hopf  introduite en 6.2.

6.5. Supposons ici l = p.
Appliquons le fondeur ~BFp àUB et Par 6.1, on obtient UFp

pour chacun des deux, et Fr devient l’application de Frobenius de 6.2.
De plus, ~BFp est isomorphe à il comme algèbre de Hopf sur Fp.
Soit = 

PROPOSITION (Lusztig [L4]).- (i) Les simples sont para-
métrés par 

(ii) Si M est un ’-module simple, alors il contient un Mo
qui est Un et tel que Mo ~BFp ait pour quotient le u-module
simple de même paramètre que M dans 



Lusztig conjecture en fait que u et 11: ont des théories des représentations
identiques (pour p pas trop petit). En particulier, le u-module simple as-
socié à M ci-dessus devrait avoir la même dimension que M.

6.6. Revenons à ~ non nécessairement premier et considérons la catégorie
C des UB-modules de dimension finie, sur lesquels les Kz agissent par 1 (on
peut toujours se ramener à ce cas). (Voir Lusztig [L2]).
6.6.1. Les objets simples sont classifiés par les poids dominants. En effet, si
À est un poids dominant, on dispose du U-module simple L( À) de dimension
finie sur Q(q) et d’un vecteur de plus haut poids v. Soit L(À) A le sous-UA-
module engendré par v et N(À) = L(À) A C’est un uB-module qui a
un unique quotient simple, ,C(a). L’application A - ,C(~) est une bijection
de P+ sur l’ensemble des classes d’isomorphisme d’objets simples de C.

6.6.2. Si M est un UB-module dans C et À E P, À = ~ Lusztig
définit son sous-espace de poids À par

M est somme de ses sous-espaces de poids et si M = N(À), la dimen-
sion des sous-espaces de poids est donnée par la formule d’H. Weyl.

Ces dimensions, pour ,C(a), ne sont pas connues.
De façon très analogue à ses conjectures pour les modules rationnels

simples sur les groupes algébriques simples sur un corps algébriquement
clos de caractéristique non nulle, Lusztig a conjecturé une formule pour les
dimensions des sous-espaces de poids de ,C(a~, en terme des polynômes de
Kazhdan-Lusztig du groupe de Weyl affine associé à (aij) ([L2]).

6.7. On est en fait ramené au cas où les coordonnées ki du poids dominant
À sont telles que 0  1~z  ~ -1 grâce à un analogue du théorème du produit
tensoriel de Steinberg (Lusztig [L2]).

En effet, un poids dominant A s’écrit de façon unique À = À’ + lÀ"
avec À" dominant et les coordonnées de À’ comprises entre 0 et .~ - l. Alors

£(À)  ,C(a’) @ ,C(.~a") comme UB-module. En fait u’ agit trivialement
dans ,C(.~a"~ et la représentation de UB dans ,C(.~a") se factorise à travers



l’application de Frobenius Fr : UB - U Q 0QB, si bien que la structure des
sous-espaces de poids de ,C(~~"~ est connue. Par ailleurs, la restriction de
,C(a’~ à u’ reste irréductible, et tout u’-module irréductible sur lequel les Kf
agissent par 1 est obtenu une fois et une seule comme une telle restriction.

6.8. La théorie des représentations de UB est étudiée en détail dans [A-P-
Wl], [A-P-W2], [A-W], et [P-W] pour le cas où (aij) est de type A.

Andersen, Polo et Wen introduisent une "algèbre de coordonnées" pour
U, qui est un Z[q]-module libre, et l’utilisent pour développer une théorie
générale de l’induction. En particulier, ils obtiennent des analogues du
théorème de Serre, du théorème d’annulation de Kempf pour les caractères
dominants et de la formule des caractères de Demazure, et définissent des
filtrations à la Jantzen. Ils vérifient la conjecture de Lusztig lorsque le

système de racines est de rang 2 et lorsque (ai j ) est de type A3.
Je renvoie à leurs articles pour plus de précisions.

7. SPECIALISATION NON RESTREINTE

Les résultats de ce numéro sont dûs à De Concini et Kac [DC-K].
k = est une racine primitive £-ième de l’unité. On pose £’ = £ si

~ est impair et £’ = 2.~ si £ est pair. On suppose que £’ > max ~di }.

7.1. Les éléments E~, satisfont aux relations suivantes :

Par conséquent, les éléments Eâ, Fâ, Kp (c~ E R+, f3 E Q) sont dans
le centre Ze de Ue et, dans le module de Verma M(A), Ff’ va engendre un
sous-module de plus haut poids propre, pour chaque Q E R+.

On définit le Ue-module diagonal M(A) comme le quotient de M(A)
par le sous-module engendré par tous les Ff’ va, a E R+.



Il est immédiat que les va, où 0  mi  .~’ forment une

base sur C de Af(À).
De plus, en considérant le déterminant de la forme hermitienne con-

travariante (que l’on peut spécialiser lorsque ] £ = 1), on voit que si 

1 pour tout fi dans R+, alors M(À) est irréductible.

7.2. Pour chaque-a dans R+, soit xa - E~, Fâ et pour Q dans
Q, zp = K~. On s’intéresse à la sous-algèbre Zo de Ze engendrée par ces
éléments, et à ses sous-algèbres Zo, zg engendrées respectivement par
les xa, ya et On pose zi = za; . zg est l’algèbre des polynômes de
Laurent en zi 1.

PROPOSITION.- (i) Zo 0 Z8 0 Z~ .
(ii) zt (resp. est une algèbre de polynômes en les xa (resp. 

(iii) Ue est un Zo-module libre de base Fk K~1 ~ ~ ~ où

(iv) u~ n Ze = zô .
(v) Zo est invariante par les automorphismes Ti.

7.3. Ue est donc un Zo-module noethérien, par conséquent son sous-module

Ze est finiment engendré sur Zo, donc est entier sur Zo. Par le théorème

de la base de Hilbert, Ze est une algèbre finiment engendrée.
On peut donc considérer son spectre Spec Ze , i. e. la variété algébrique

affine des homomorphismes d’algèbre de Ze vers C. De même pour Zo. On

a : Spec Zo "~ C2v x (C*~n (non canoniquement).
Soit Rep Ue l’ensemble des classes d’équivalence de représentations

irréductibles de dimension finie sur C de Ue . On a une suite d’applications

canoniques

où X associe à chaque représentation irréductible son caractère central et

T est induite par l’inclusion Zo C Ze. Comme ZE est entière sur Zo , T est



finie et surjective (théorème de Cohen-Seidenberg). X est surjective car si
X E Spec Ze et si I x est l’idéal de Ue engendré par le noyau de x, l’algèbre
LIÉ = Ue /IX n’est pas réduite à ~0} (lemme de Nakayama).

7.4. On va utiliser la théorie des algèbres associatives de dimension finie

pour déterminer la dimension maximale des représentations irréductibles
de Ue et le degré de T.

Rappelons que Ue n’a pas de diviseurs de 0. On peut donc considérer
le corps des fractions Q(Ze) de Z~ et Q(Ue) := Q(Ze) ® C’est une

algèbre à division, de dimension finie sur son centre. Soit F un sous-corps
commutatif maximal de il contient nécessairement Q(Ze) et si m

est sa dimension sur Q(Ze), alors la dimension de sur est m2

est isomorphe à l’algèbre des matrices m x m sur F. On
appellera m le degré de Ue .

Ce qui précède permet de considérer le polynôme caractéristique, la
trace tr, la norme d’un élément de Ue et la forme bilinéaire (x, y) = 
Comme Ue est intégralement clos, Ze l’est aussi et les coefficients du poly-
nôme caractéristique d’un élément de Ue sont dans ’Ze. On définit l’idéal
discriminant de Ue comme l’idéal (non nul) de Ze engendré par les éléments
det ((ui, 1  i, j  où ul, ~ ~ ~ sont dans Ue. L’ensemble des

zéros de cet idéal est une sous-variété fermée propre D de Spec Ze appelée
sous-variété discriminante.

On peut alors énoncer le résultat principal.

THEOREME.- Soient .~ un entier impair, ~ > max ~di ~ et e une racine
primitive de l’unité.

(i) Spec Ze est une variété algébrique a,,~ine normale et l’application
T : Spec Zo est finie de degré .~~‘.

(ii) si X E Spec alors consiste en une unique (classe de )
représentations irréductibles de de dimension é",

7.5. Voici les étapes de la démonstration.
Utilisant les techniques d’algèbres associatives de dimension finie, De

Concini et Kac commencent par montrer que, si x n’est pas dans D, alors

l’algèbre U~~ (notation 7.3) est isomorphe à Mm(C), et que si X est dans D,



alors la dimension de U; est supérieure ou égale à m2 mais la dimension
de chacune de ses représentations irréductibles est strictement plus petite
que m.

Il s’agit donc de déterminer m et le degré de T.

Rappelons que l’on dispose des représentations diagonales M(À), de
dimension .w et que si 1 Va E R+, alors M(À) est irréductible.
Fixons un tel À.

Soit Ho C Spec Zo défini par 0, 0 et 1. Alors

T o E Ho, et l’image réciproque par T o x de cet élément contient
éléments. Par ailleurs, R2v+n (proposition 7.2 (iii)),

donc = m2.deg T, et m > .w.

On va introduire un groupe d’automorphismes G d’une complétion u~
deUe, qui agit dans Rep Ue , Spec Ze, Spec Zo (X et 7- étant équivariantes)
et tel que l’orbite GHo contienne un ouvert métrique non vide de SpecZo.
(Cette orbite est formée des images de représentations diagonales irréduc-
tibles, tordues par G, de dimension .w. Chaque point de cette orbite a
exactement antécédents.)

On en déduit alors deg T > d’où deg T = Rn et m = .w.
La construction de G se fait ainsi (il faut, ici, que R soit impair) :
a) Rappelons que, dans la spécialisation à la Lusztig, on a introduit des

dérivations données par le commutateur par les analogues des puissances di-
visées. On peut bien entendu considérer de telles dérivations pour l’algèbre
U sur C(q), et il est très remarquable que ces dérivations descendent à Ue .

Notons ea, fa, les dérivations associées à et

posons ei = fi z = Alors, si a = w w E W on a e a = T w e ~ 
f a = Tw fi ei , f i, sont donnés par des formules explicites.

b) On considère l’algèbre de Lie  sur Zo de dérivations de Ue engendrée
par les ea, fa, kxa. Elle est normalisée par les Ti et Zo est invariante par
.

c) Afin de pouvoir envisager le groupe d’automorphismes correspon-
dant, il est commode de compléter Zo ainsi : Zo est l’algèbre des séries
formelles en Xa, (a e R+ ), zi et qui convergent vers une fonction

holomorphe sur C2v x (C*)". On pose Ûe = Zo @zoUe et Ze = 20 



Alors, pour tout t E C, les séries exp te03B1, exp tf03B1, exp tk03B2 convergent
vers des automorphismes (sur C) de l’algèbre u~, et on peut considérer

le sous-groupe G du groupe des automorphismes de uE engendré par les
automorphismes exp te03B1, exp tf03B1, exp tk03B1, a E R+.

Ze et Zo sont invariantes par G, si bien qu’il agit par transformations
holomorphes sur Spec Ze et Spec Zo.

d) De formules explicites pour l’action de ea, f a dans Zo, on déduit

que l’orbite GHo contient un ouvert métrique non vide de Spec Zo.

7.6. L’action de G sur Spec Zo est étudiée davantage dans [DC-K-P].

7.7. Les représentations irréductibles de dimension maximale évoquées au
théorème 7.4 ont été explicitées pour (aij) de type A, dans [Ar], [Ar-ChI],
[DJMM3]. Voir aussi [Ar-Ch2], [DJMM1], [DJMM2], [DJMM4].

ADDENDUM

Entre le moment où ce texte a été rédigé et celui de l’exposé oral, D.
Kazhdan et G. Lusztig ont établi dans "Affine Lie algebras and quantum
groups", Intern. Math. Research Notes 2 ( 1991 ), 21-29, une équivalence de
catégories tensorielles entre une catégorie de représentations d’une algèbre
de Lie affine et la catégorie des représentations de dimension finie d’une
algèbre enveloppante quantifiée.

Ceci implique, grâce aux travaux de L. Casian et S. Kumar sur les

conjectures de Kazhdan-Lusztig pour les représentations de niveau négatif
des algèbres de Kac-Moody affines, la conjecture de Lusztig sur le caractère
des modules simples d’une algèbre enveloppante quantifiée à une racine de
l’unité (voir 6.6.2).
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FORMES DE MAASS

ET REPRÉSENTATIONS GALOISIENNES
[d’après Blasius, Clozel, Harris, Ramakrishnan et Taylor]

par Guy HENNIART

ERRATUM À L’EXPOSÉ n° 711

Le théorème de BLasius, Clozel et Ramakrishnan, énoncé au §1 de
l’exposé, et annonçant l’algébricité des valeurs propres des opérateurs de
Hecke pour les formes de Maass de type galoisien, ne peut à l’heure actuelle
être considéré comme démontré. Leur preuve, rapportée dans l’exposé, est
en effet erronée en un point subtil mais fondamental. J’ai été averti de

cette erreur par une lettre, datée du 9 avril 1991, de D. Blasius et D.
Ramakrishnan. Dans la suite de cet erratum, nous expliquons brièvement
où se situe la faute, mais nous précisons aussi quelle part des travaux cités
n’est pas touchée par cette erreur.

Rappelons le principe de la méthode utilisée : on part d’une représen-
tation de Maass de type galoisien 7r (non de type diédral) et on choisit un
corps quadratique imaginaire Ii et un caractère de Hecke algébrique (assez
régulier) X de A~. jh’". Par changement de base de Q à ~i, torsion par x,
puis induction automorphe de K à Q, on obtient une représentation auto-
morphe cuspidale II = II(7r, X) de qui provient d’une représenta-
tion II = n(7r, ~) de GSp4(AQ). Le problème est que le composant à l’infini
Iloo de II n’est jamais du type annoncé, car il appartient à un L-paquet
qui ne contient aucune limite de série discrète. (Nous expliquons ce point
plus bas avec plus de détails.) Les théorèmes 1, 2 et 4 de l’exposé sont
donc non démontrés. Le théorème 3 (transfert de GSp4 à GL4, annoncé par
Jacquet, Piatetski-Shapiro et Shalika) n’est pas affecté, mais dans notre cas,
il ne fournit pas une représentation adéquate de GSp4(AQ). Le théorème
5 (algébricité des représentations de GSp4(AQ) qui sont limites de séries
discrètes à l’infini, annoncé par Blasius, Harris et Ramakrishnan) n’est pas
S.M.F.
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affecté lui non plus, mais ne s’applique pas à la situation des formes de
Maass.

La méthode de Blasius et Ramakrishnan exposée de 5.1 à 5.5, toujours
pour la même raison, ne s’applique pas aux formes de Maass. Cepen-
dant, R. Taylor annonce qu’en suivant une méthode analogue à celle men-
tionnée en 5.7-5.10, il obtient des représentations galoisiennes attachées à
certaines formes automorphes sur des corps quadratiques imaginaires, où
un procédé d’induction automorphe permet d’obtenir des représentations
de GSp~ ayant le bon composant à l’infini.

Les résultats de 6.1 à 6.4 ne sont pas affectés, mais le programme
mentionné en 6.5 semble entaché d’une erreur, pour les groupes unitaires,
analogue à l’erreur pour GSP4.

Pour terminer, expliquons plus précisément d’où vient l’erreur dans le
calcul de Iloo. On a donc une représentation automorphe cuspidale II de

GSp4(AQ), puisqu’il existe un caractère ~ de tel que la fonction

0 qb, s) ait un pôle en s = 1. Le composant 03A0~ de II corres-

pond, par la classification de Langlands, à une (classe d’équivalence de)
représentation de WR dans GL4(C). Comme IIce provient de Iloo, o-oo
est la représentation linéaire attachée à une représentation 1 WR -

(qui détermine le L-paquet de Iloo par la classification de Lang-
lands). Mais pour il y a deux représentations et "~ de WR dans

GSP4(C), inéquivalentes, qui sont équivalentes à comme représentations
dans GL4(C). On a donc a priori deux L-paquets possibles pour 03C0~ et un
seul d’entre eux contient des limites de série discrète. Ces deux paquets
sont distingués par leur similitude symplectique Mais cette

similitude est donnée par le composant à l’infini du caractère 1jJ-l. Ce ca-
ractère peut se calculer, et on trouve que dans tous les cas on tombe sur le
mauvais L-paquet à l’infini !


