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THÉORIE DE L’INTERSECTION ET
THÉORÈME DE RIEMANN-ROCH ARITHMÉTIQUES

par Jean-Benoît BOST

Séminaire BOURBAKI Novembre 1990

43ème année, 1990-91, n° 731

Depuis la fin du dix-neuvième siècle, l’analogie entre les corps de nom-

bres, c’est-à-dire les extensions de degré fini de Q, et les corps de fonctions

algébriques d’une variable, c’est-à-dire les corps de fonctions rationnelles
sur une courbe algébrique définie sur un corps, a joué un rôle crucial en

géométrie algébrique et en arithmétique. En témoignent par exemple les
travaux de Dedekind et Weber sur les courbes algébriques et le douzième

problème de Hilbert.

Au cours du premier tiers de ce siècle, cette analogie s’est vue complétée
par la découverte que, pour la rendre plus satisfaisante, il convenait de

considérer les plongements d’un corps de nombres !{ dans les corps archimé-
diens R et C (les "places à l’infini de K" ) sur le même plan que les idéaux

premiers de l’anneau des entiers de K et que les plongements de JC dans
des corps p-adiques qui leur sont attachés. Cette découverte(1) intervient
crucialement dans la définition des adèles d’un corps de nombres et, par là,
a connu un immense succès.

~ ~ l Hensel et son élève Hasse semblent les premiers à avoir compris l’importance qu’il y

a à considérer simultanément toutes les places d’un corps de nombres, finies ou infinies.

Toutefois, la première mention explicite de résultats globaux, mettant en jeu toutes

les places d’un corps de nombres, analogues aux résultats classiques sur les surfaces de

Riemann est, à notre connaissance, l’article de Weil [Wl] de 1939. Un peu plus tard, dans

une lettre à sa soeur ([W2], p. 252), ce dernier attribue à Hasse ou Artin la découverte

du rôle des places à l’infini.

S.M.F.
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Par ailleurs, la transposition aux corps de fonctions de problèmes dio-

phantiens, telle l’étude des points rationnels d’une variété définie sur un

corps de nombres, a conduit à s’intéresser aux variétés définies sur le corps
de fonctions d’une variable k(C) attaché à une courbe C définie sur un corps
k. Pour étudier de telles variétés V, on en choisit un modèle au-dessus de

C, i. e. une variété V munie d’un morphisme plat V -> C, définis sur k, tels

que V soit isomorphe à la fibre générique de ce morphisme. Si V est de

dimension n sur k(C), alors V est de dimension n ~ 1 sur k. C’est ainsi que
l’étude des courbes sur k( C) conduit à utiliser la théorie des surfaces sur k

(Manin, Grauert, Samuel).
Cette démarche peut être imitée dans l’étude des variétés V sur un

corps de nombres !{ : un modèle de V est alors un schéma V plat sur

tel que V soit isomorphe à V. Si, par exemple, V est une

courbe, alors V est un schéma de dimension (absolue) 2, ce que l’on ap-
pelle une surface arithmétique (Schafarevitch, Lichtenbaum). Arakelov a

découvert comment faire intervenir dans cette approche les places à l’infini

de Ii, du moins lorsque V est une surface arithmétique : en faisant ap-

pel à la géométrie hermitienne sur la courbe analytique complexe V(C).
C’est ainsi que, en munissant V(C) d’une métrique kàhlerienne et les fibrés
en droites sur V (plus précisément, les fibrés en droites holomorphes sur

V(C) qui s’en déduisent) d’une métrique hermitienne, Arakelov puis Falt-

ings ont étendu aux surfaces arithmétiques les théorèmes classiques de la

théorie des surfaces sur un corps ( c f . ~A 1~, ~A2~, ~Sz~, ~La2~, et exposé
Bourbaki, n° 713). Les idées "arakeloviennes" ont joué aussi un grand rôle

dans la démonstration par Faltings de la conjecture de Mordell ( c f . exposés
Bourbaki n° 616 et 619).

Dans cet exposé, nous présentons une introduction aux travaux de

Gillet et Soûle qui ont généralisé cette "géométrie d’Arakelov" aux variétés

de dimension arbitraire. Ils ont établi une théorie de l’intersection sur

les "variétés arithmétiques" générales, ainsi qu’une théorie des classes ca-

ractéristiques pour les fibrés vectoriels hermitiens sur celles-ci. Puis ils

ont démontré un "théorème de Riemann-Roch arithmétique" ([GS10]), en

s’appuyant sur des travaux de Bismut et Lebeau ([BL1,2]). Dans les pages



qui suivent, nous cherchons seulement à donner une idée de ces résultats,
sans les présenter sous leur forme la plus générale et sans en décrire les

démonstrations, qui présentent souvent des difficultés techniques considé-

rables. (La démonstration actuelle du théorème 4.2 utilise les résultats

des articles de Gillet et Soulé [GS3 à 7], Bismut, Gillet et Soulé [BGSI à

3], Bismut [Bil-2] et Bismut et Lebeau [BLI,2].) Nous mettons l’accent

sur les définitions de base de la théorie de l’intersection et des classes

caractéristiques arithmétiques, et nous ne disons à peu près rien sur les
résultats d’analyse "complexe hermitienne", concernant la torsion analy-

tique, qui jouent un rôle crucial dans les démonstrations et mériteraient à

eux seuls un exposé.
La géométrie d’Arakelov en dimension supérieure a déjà connu une

application spectaculaire : la nouvelle démonstration par Vojta [V] de la

conjecture de Mordell. La théorie de l’intersection arithmétique joue aussi
un rôle important dans les travaux récents de Faltings sur l’approximation
diophantienne dans les variétés abéliennes, où celui-ci l’utilise pour attacher
une hauteur aux sous-variétés de l’espace projectif ([Fa2]).

Terminons cette introduction par quelques remarques historiques.
Les définitions des groupes de Chow arithmétiques et de leur struc-

ture multiplicative étendent les définitions introduites par Arakelov ([Al])
et Deligne ([De]) pour les surfaces arithmétiques. Des cas particuliers
"d’intersection arithmétique" en dimension relative > 1 ont été aussi con-
sidérés par Bloch ([Bl]) et Beilinson ([Bel], [Be2]). Quant au théorème de
Riemann-Roch arithmétique, il généralise en dimension supérieure le travail
de Faltings ([Fal]) et Deligne ([De]) sur les surfaces arithmétiques.

Si l’on recherche les origines plus lointaines de la "géométrie arakelo-

vienne", on peut les faire remonter aux travaux de Weil sur l’arithmétique
sur les courbes et sur les variétés algébriques, où développant le point de
vue "kroneckerien" én géométrie arithmétique, il introduit "hauteurs" et

"distributions" (cf. l’article [W3] et les références qui y sont citées). Les

travaux de Néron et Tate concernant les hauteurs sur les variétés abéliennes

et leur décomposition locale (cf. par exemple qui sont longtemps
apparus comme l’archétype d’une théorie des hauteurs précisées, ont sans



doute joué aussi un rôle déterminant. On ne saurait enfin sous-estimer celui
de l’école russe, autour de Schafarevitch, dont est issu Arakelov (voir à ce
propos les articles prospectifs de Parsin [P] et Manin [M]).

1. PRÉLIMINAIRES

1.1. Définitions et notations

DÉFINITIONS 1.1.- On appelle variété arithmétique tout schéma in-

tègre régulier X plat et quasi-projectif sur Z. On note ~’~ l’involution

antiholomorphe de la variété complexe X(C) induite par la conjugaison
complexe.

On appelle fibré hermitien sur une variété analytique complexe V la
donnée E = (E, h) d’un fibré vectoriel holomorphe E V et d’un produit
scalaire hermitien h, de classe C°°, sur les fibres de E.

0n appelle fibré hermitien sur une variété arithmétique X la donnée
E = (E, h) d’un OX-module localement libre E sur X et d’un produit
scalaire hermitien h, de classe C°° et invariant par F~, sur le fibré vectoriel

holomorphe E(C) sur X(C).

On observera que tout schéma intègre régulier X plat et quasi-projectif
sur l’anneau des entiers d’un corps de nombres est une variété arithmétique.

Si E = (E, h) et E’ = (E’, h’) sont deux fibrés vectoriels hermitiens sur
une variété analytique complexe ou sur une variété arithmétique, on peut
former leur somme directe := (E ® E’ , h ~ h’ ) - où désigne la

somme directe orthogonale des métriques h et h’ - et leur produit tensoriel

E @ E’ := (E @ E’ , h ~ h’). On désigne par det E la puissance extérieure
maximale det E de E munie de la métrique det h. C’est un fibré en droites

hermitien. Enfin, on définit l’image inverse f * E de E par un morphisme

f de variétés complexes ou de variétés arithmétiques comme f * E muni de la

métrique f *h qui fait des isomorphismes Ef(x) des isométries.

Dans la suite, nous définirons indifféremment une structure de fibré

vectoriel hermitien sur un fibré vectoriel E au moyen d’un produit scalaire

h ou au moyen d’une métrique hermitienne ][ [[, reliés par = h(v,v)I/2.



On note rg E le rang d’un fibré vectoriel E et on note la com-

posante de degré k d’une forme différentielle, ou d’une classe de cohomolo-

gie, ou d’un cycle algébrique c~.
Si K est un corps et E est un Z-module, on désigne par EK le produit

tensoriel E 0z K. Plus généralement, si ,~’ est un faisceau de modules sur

un Z-schéma X, on désigne par X K et le K -schéma et le faisceau sur

Xh qui s’en déduisent par le changement de base Spec K --; Spec Z.

1.2. Degré arakelovien (cf. [Wl], [Al] et [Sz], exposé 1)

L’importance des places à l’infini des corps de nombres dans l’analogie
avec les corps de fonctions se manifeste clairement lorsque, par exemple, on
cherche à transposer aux corps de nombres la notion de degré d’un fibré en
droites.

Soient en effet K un corps de nombres, l’anneau des entiers de K,
et soient ai, 1  i  ri, les plongements réels de K et ai, ~~, ri + 1 
i  r1 + r2, les plongements complexes de K. Les ai, 1  i  r1 + r2,

sont les places à l’infini de K, et l’on pose ~i = 1 si 1  i  r1 et ~i = 2

si ri  i ~ ri + r2. Soit L = (L, ~) Il) un fibré en droites hermitien sur
X = Spec OK. La donnée de L est équivalente à celle du OK-module

projectif de rang 1 A = La structure hermitienne sur L

est la donnée d’une métrique hermitienne, invariante par sur le fibré

Le sur l’espace X(C), dont les points sont les [K : Q] morphismes de
K vers C ; elle se ramène à la donnée d’une norme hermitienne Il ~~z sur
chacune des droites vectorielles complexes A ® h~ CUi’ 1 ~ i ~ ri + r2 .

Soit P l’ensemble des idéaux premiers de Pour tout p E P, on
note

sa norme et vp la valuation sur K qui lui est associée. Utilisant que, locale-
ment sur Spec L est isomorphe au faisceau structural, on peut encore
définir vp(s) pour une section s de L. Il vient alors, pour tout s E 



La formule du produit, qui affirme que pour tout x E I~~~O~,

montre que cette expression est indépendante de s. C’est le degré arakelovien
de L, noté deg L.

Clairement, la partie algébrique de (1.2.1), formée du premier terme
de l’un ou l’autre membre, ne possède pas cette propriété d’invariance : il
faut "compactifier" le schéma affine Spec par les places à l’infini de K
pour que les fibrés en droites y possèdent un degré bien défini.

Plus généralement, si E est un fibré vectoriel hermitien sur Spec OK,
on pose

Lorsque I1 = Q, A := H0(Spec Z, E) est isomorphe à Zrg E et la structure
hermitienne sur E définit un produit scalaire invariant par conjugaison
complexe sur Ac, i. e. une structure euclidienne sur AR ; de plus, deg E
n’est autre que l’opposé du logarithme du covolume de A dans AR calculé
au moyen de cette structure euclidienne.

Lorsque X est une variété arithmétique et que L est un fibré en droites
hermitien sur X, on définit la hauteur relativement à L d’un élément x :

X de comme

Si X = P ~ = Proj Z ~Xo, ~ ~ ~ , XN] et si L est le fibré hermitien C’(l) défini
comme 0(1) muni de la métrique standard Il Il - la fibre de 0(1) en



alors la hauteur hL sur (= par propreté) est la hauteur

logarithmique usuelle : si (xo, ~ ~ ~ , x N) e C~h+11~0~, on a

En particulier, si Q et si et sont premiers
entre eux dans leur ensemble, alors

1.3. Le problème de Riemann-Roch

(a) Dans sa version la plus naïve, le problème de Riemann-Roch se

pose dans les termes suivants :

Étant donnés une variété projective complexe lisse V et un fibré vecto-
riel holomorphe E sur V, que vaut la dimension de l’espace H°(V; E) des
sections holomorphes de E sur V ?

(/3) On sait, au moins depuis Riemann, que cette question ne possède
pas de réponse simple à cause des phénomènes "d’irrégularité", i. e. de non-

annulation des groupes de cohomologie supérieure. Le "bon problème" est

plutôt :
Calculer la caractéristique d’Euler-Poincaré

Une solution à ce problème en termes d’invariants cohomologiques at-
tachés à V et E est apportée par la formule



où n = dimc V et où Td Tv désigne la classe de Todd du fibré tangent
à V et ch E le caractère de Chern de E. Cette formule, dont diverses

variantes dans des cas particuliers où V est une courbe ou une surface re-

montent à la fin du dix-neuvième siècle, a été établie par Hirzebruch, puis
étendue par Washnitzer, puis Grothendieck (cf. par exemple [Fu], chap.
15). Ces derniers auteurs travaillent dans un cadre purement algébrique en
utilisant la théorie de~ l’intersection sur V : les fibrés vectoriels E et T~r

ont des classes caractéristiques ch E et Td Tv dans les groupes de Chow

CH*(V)Q ; l’intégration sur la classe fondamentale Iv des classes de coho-
mologie possède une contrepartie algébrique, le degré

et la formule de Riemann-Roch peut s’écrire

(~y) Sous des hypothèses convenables sur E (positivité,...), les groupes
de cohomologie supérieure > 1, s’annulent et la formule de

Riemann-Roch-Hirzebruch (1.3.1) permet de calculer dim HO(V; E). Il en

va en particulier ainsi lorsque E est de la forme Eo 0 ,C’~, où £ est un fibré

en droites ample sur V, et que n est suffisamment grand.

1.4. Le problème de Riemann-Roch arithmétique

La théorie de Gillet et Soulé fournit un analogue arithmétique des

énoncés géométriques du paragraphe précédent.

Une version arithmétique "naïve" du problème de Riemann-Roch

peut être formulée comme suit :

Soit V une variété arithmétique, propre sur Spec Z, et soit E = (E, () ~~)
un fibré vectoriel hermitien sur V. Combien existe-t-il de sections s de E

sur V telles que, sur V(C), on a.it  1 ?

On observera que le Z-module H°(V; E) des sections de E sur V est
libre et de type fini, et s’identifie à un réseau dans le Q-espace vectoriel de



dimension finie

Les sections cherchées sont les éléments de qui satisfont à la

fois à des conditions d’intégralité (appartenir au réseau E)) et à
une condition sur leur taille archimédienne, condition qui joue le rôle "aux

places à l’infini" des conditions d’intégralité.

((3) On peut deviner une forme plus cohomologique du problème de
Riemann-Roch arithmétique grâce à l’analogie entre corps de nombres et

corps de fonctions, en réécrivant la formule (1.3.1) lorsque la variété pro-
jective lisse V est munie d’un morphisme (plat) 7r : V --~ C vers une courbe

projective lisse C.
La caractéristique d’Euler-Poincaré E) peut se calculer via le mor-

phisme 7r : elle coïncide avec la caractéristique x( C; R1f *E) de l’image di-
recte de E (dans la catégorie dérivée de la catégorie des faisceaux
cohérents sur C). Or la formule de Riemann-Roch sur C s’écrit

De plus, le rang rg R7f*E est donné par

pour tout y E C, et le degré deg R03C0*E est aussi le degré du fibré en
droites "déterminant de l’image directe" (Grothendieck, Knudsen, Mum-
ford ; c f . [KM])

dont la fibre en y E C est naturellement isomorphe au produit tensoriel



La relation (1.4.2) et la formule de Riemann-Roch-Hirzebruch (1.3.1) ap-
pliquées aux fibres lisses de 7r montrent que, si n = dimc V, on a

La relation (1.4.1), jointe aux égalités

montre alors que (1.3.1) est équivalente à

ou encore, compte tenu de (1.4.4)

Une formule analogue est valable, où les classes caractéristiques sont cal-

culées dans le groupe de Chow de V :

Cette formule est en fait un cas particulier du théorème de Riemann-

Roch relatif de Grothendieck. Nous venons de montrer que, compte tenu

de la formule de Riemann-Roch dans la fibre générique de 7r, elle est essen-

tiellement équivalente à la formule de Riemann-Roch sur V tout entier.

Dans la situation arithmétique, où V est une variété arithmétique telle

que 7r : V -~ Spec Z soit propre et où E est un faisceau cohérent localement

libre sur V, la construction du déterminant de l’image directe det R7r *E

conserve un sens, et fournit un fibré en droite À(E) sur Spec Z, i. e. un

Z-module libre de rang 1, muni d’un isomorphisme canonique



Ce fibré en droites possède un degré arakelovien, pourvu qu’on l’ait muni
d’une métrique. Lorsque V(C) est muni d’une métrique kàhlerienne et Ec
d’une structure hermitienne, il y a pour cela une construction naturelle, due
à Quillen, qui fait appel à la torsion analytique de Ray et Singer ( cf . [Q],
[RS]) et que nous décrirons plus loin (§4.1).

La discussion qui précède conduit à poser le problème de Riemann-
Roch arithmétique dans les termes suivants :

Calculer le degré arakelovien du fibré en droites ~(E) muni de la

métrique de Quillen déterminée par une métrique hermitienne sur

Ec et une métrique kàhlerienne sur V(C).
Une formule pour ce degré a été conjecturée ([GS7]) puis récemment

démontrée ([GS10]) par Gillet et Soulé. Leur formule est analogue à la
formule de Riemann-Roch géométrique (1.4.5), mais fait appel à la théorie
de l’intersection et à la théorie des classes caractéristiques arithmétiques.

2. THÉORIE DE L’INTERSECTION ARITHMÉTIQUE
(cf [GS5])

2.1. Courants de Green

Soit V une variété analytique complexe.
On note (resp. l’espace des formes différentielles C°°

(resp. des courants) de type (p, q) sur V. La différentiation extérieure d
se décompose en d = d’ + d", , où C et C

et l’on pose



On déduit alors des propriétés classiques de la d- et de la d" -cohomologie
sur une variété complexe :

PROPOSITION 2.1.- 1) L’application naturelle ~(V) -~ 
est injective.

3) Lorsque V est compacte et kählerienne, la restriction de l’application
canonique l’espace des formes harmoniques
de type (p, q) sur V est injective, son image est le noyau de ddc et l’image
de ddc est formée des courants d-exacts dans 

Si Z est une sous-variété analytique complexe de V de codimension

p, on note ~~ le courant d’intégration sur Z, c’est-à-dire le courant dans

défini par

Le courant d’intégration 03B4Z est encore bien défini lorsque Z est un sous-

ensemble analytique de V de codimension p, même si le lieu Zs des points

singuliers de Z n’est pas vide. C’est l’unique courant fermé d’ordre 0 dans

qui prolonge le courant sur On étend par linéarité

la définition de ~Z à tous les cycles analytiques Z sur V.

Si f est une fonction méromorphe non identiquement nulle sur un sous-

ensemble analytique irréductible Z de V de codimension p 2014 1, la fonction

log f ~2 est définie presque partout et est localement L~ relativement à la
classe de mesures sur Z définie par elle détermine donc un courant

log f ~2 . ~Z dans (V). Ce courant satisfait à l’équation de Poinca-

ré-Lelong



où div f désigne le diviseur de f (c’est un cycle analytique de codimension

p de V).
On appelle courant de Green pour un cycle analytique Z de codimen-

sion p sur V tout élément g E tel que dd~ g + hz soit une forme

C°°. On appelle forme de Green pour Z tout courant g E lo-

calement L~ sur V et C°° sur le complémentaire du support IZI de Z tel

que ddC 9 soit une forme C°°.

La formule de Poincaré-Lelong montre que tout cycle de la forme div f
possède un courant de Green. On peut en fait montrer que tout cycle

algébrique sur une variété quasi-projective complexe lisse possède une forme
de Green.

2.2. Groupes de Chow arithmétiques

Soit X une variété arithmétique.
Pour tout p E N, on note l’ensemble des sous-schémas intègres de

codimension p et ZP(X) le groupe des cycles de codimension p sur X, i. e.

le groupe abélien libre engendré par X~~~. On note k(x) le corps résiduel
d’un point x de X et, si x E et f E k(x)*, on note div f le diviseur
de f ; c’est un élément de ZP(X)

Le p-ième groupe de Chow de X, est le quotient de ZP(X) par
le sous-groupe RP(X) engendré par les cycles div f , f E 

On note (resp. le sous-espace de 

(resp. formé des courants réels T tels que F*~T = (-1)P T ;
on note Dpe(XR) et leurs images respectives dans et

On déduit aisément de la proposition 2.1 un énoncé analogue
avec XR substitué à V.

On appelle cycle arithmétique de codimension p sur X tout couple
(Z, g) E ® tel que g soit un courant de Green pour le

cycle analytique Z(C) sur X(C). L’ensemble de ces cycles arithmétiques
sera noté ZP(X). Si x E et f E k(x)*, on note le cycle
arithmétique (div f, [-log ~fC~2.~x(c)~).

Le p-ième groupe de Chow arithmétique de X, est défini

comme le quotient de ZP(X) par le sous-groupe RP(X) engendré par les



On dispose de morphismes canoniques de groupes abéliens

Rappelons qu’au schéma X sont associés, outre les groupes de Chow

des groupes définis comme les termes E2’-q d’une cer-
taine suite spectrale due à Quillen calculant la K-théorie algébrique de X

( cf. par exemple [Gil]). En particulier

où dP-1 envoie f E k(x)* sur div f et où dp-2 est essentiellement le symbole
modéré. On définit alors un morphisme de groupes

(Cette somme appartient bien à (XR) d’après l’équation de Poinca-

ré-Lelong (2.1.1) et la proposition 2.1.2), puisque i div fx = 0. Le

morphisme p est étroitement lié au régulateur de Beilinson ( c f . [Bel] et

[GS5], §3.5.)
On note enfin le sous-espace de (XR) constitué des

formes fermées, HP’P (XR) son image dans la cohomologie de de Rham de



X (C), h l’application canonique de (XR) sur (XR) et c l’applica-
tion naturelle des groupes de Chow vers la cohomologie de de Rham

On a c o Ç = h o ce. Lorsque Xq est projective, Hp,p (XR) s’identifie avec
l’image de Zp,p (XR) dans AP>P (XR) et avec l’espace Hp,p (XR) des formes
harmoniques (relativement à une structure kählerienne sur X(C)) dans
AP’P (XR).

-*On peut alors décrire le groupe de Chow arithmétique CH (X) au
moyen de suites exactes à cinq termes:

THÉORÈME 2.2.- Le diagramme suivant est une suite exacte

Lorsque X~ est projective, il en va de même du diagramme

2.3. Fibres en droites hermitiens et cycles arithmétiques de codi-
mension 1

Soit X une variété arithmétique. L’ensemble Pic(X) des classes d’iso-
morphisme de fibrés vectoriels hermitiens de rang 1 est muni d’une structure
de groupe définie par le produit tensoriel. L’élément neutre de ce groupe
est Ox muni de la métrique triviale ( ~) 1 ~~ = 1) et l’opposé de la classe d’un
fibré en droites hermitien (L, h) est celle de L-1 muni de la métrique duale
de la métrique h.

Rappelons que si F = (F, Il Il) est un fibré en droites hermitien sur une
variété analytique complexe V, sa première forme de Chern est l’élément
de A1 ~1 (V ) définie localement comme



où s désigne une section holomorphe locale non nulle de F (le second mem-
bre de (2.3.1) est bien indépendant du choix de s, puisque le logarithme
du module d’une fonction holomorphe non nulle est pluriharmonique, i. e.

appartient à ker ddC).
Soit L = (L, ~) ~~) un fibré en droites hermitien sur une variété arithmé-

tique X et soit s une section rationnelle non nulle de L. Cette section définit

une section méromorphe sc de Le. La fonction log lise Il est localement

LI sur X(C) et définit donc un élément de D°~°(XR) (cf. §2.1). Soient

dives) E Zl(X) le diviseur de s et ci(Lc) E la première forme

de Chern de (Le, Il 11). Il découle alors de l’équation de Poincaré-Lelong

(2.1.1) et de l’égalité (2.3.1) :

Par conséquent, le couple div(s ) : = (div(s), - log ~sC ~2) appartient à Z (X).
La proposition suivante étend aux variétés arithmétiques la correspon-

dance classique entre classes d’équivalence linéaire de diviseurs et classes

d’isomorphisme de fibrés en droites.

PROPOSITION 2.4.- 1) La classe ci(L) de div(s) dans CH (X) ne

dépend pas du choix de s.

4) La "première classe de Chern arithmétique" cl détermine un iso-

morphisme

Compte tenu de cet isomorphisme, la suite exacte (2.2.1) devient,

lorsque p = 1 :

~l désigne la première classe de Chern de L dans CHl(X), i.e. la

classe d’équivalence linéaire de div(s).



Lorsque X est le spectre de l’anneau OK des entiers d’un corps de

nombres .F~, cette suite exacte devient, en notant ri et r2 le nombre de

places réelles et complexes de h’ et ~.~ le groupe des classes d’idéaux de

K,

et p s’identifie au régulateur de Dirichlet.

2.4. Fonctorialité et structure multiplicative

Nous pouvons résumer les résultats essentiels de l’article en

l’énoncé suivant :

THEOREME 2.5.- 1) Image inverse. Tout morphisme f : X -~ Y
entre variétés arithmétiques détermine un morphisme de groupes abéliens
-* ,..._*

f* : CH (Y) -~ CH (X ). Si f : X -; Y et g : Y --~ Z sont des morphismes
de variétés arithmétiques, on a f* g* = (g o f )* ; jointe à la fonctorialité
des groupes etc., cette fonctorialité fait des suites exactes

(2.2.1) et (2.2.2) des suites exactes naturelles.

2) Image directe par un morphisme propre. Tout morphisme propre
f : X ~ .Y, de dimension relative d, telle que fc : X(C) - Y(C) soit lisse,
détermine un morphisme de groupes abéliens f * : CH (X) - H (Y).
La formule de projection est vérifiée:

-*

3) Structure multiplicative. Le Q-espace vectoriel CH est muni

d’une structure d’algèbre unifère graduée et commutative. Cette structure

multiplicative est compatible, via Çj avec la structure multiplicative sur

définie par l’intersection des classes de cycles algébriques, et,
via ce, avec la multiplication extérieure des formes différentielles. Elle est

aussi compatible avec la fonctorialité par image inverse.



La construction rigoureuse de ces fonctorialités et de cette structure

multiplicative présente de multiples difficultés techniques. Heuristique-

ment, ces opérations sont définies par les formules suivantes :

w f * ~(Z, g)~ - si f rencontre Z proprement, i. e. si

= codim 

~ f*~(Z~ g)~ _ ~(f*z~ fC* 9)~~
~ ~(Zl, g~~ ~(Z1, g2)~ - [Zl n Z2 , gl * g2)] si Zi et Z2 se rencontrent

proprement, i. e. si codim |Z1| ~ |Z2| = codim |Z1| + codim |Z2|. Dans
cette formule Zl nZ2 est le cycle de codimension codim. ~Z2 ~ ]
supporté par ] n ZZ ~, dont les multiplicités sont données par la

"formule des Tor" de Serre ( c f . [Se]), et gi * g2 le "*-produit" de g1
et g2, i. e. le courant de Green pour Zi n Z2 "défini" en termes de

représentants gl et 92 de gi et g2 par

On a en effet, formellement :

Pour donner un sens à ces formules, on est confronté à deux types de

difficultés :

2022 des difficultés analytiques : la formule (2.4.1) requiert, pour prendre
un sens, que l’on sache définir le produit de courants 91 En fait,

Gillet et Soulé montrent que l’on peut choisir comme représentant gl de

gl une forme de Green telle que l’intégration contre la restriction de 91 à

la partie lisse de définisse bien un courant et que le cal-

cul (2.4.2) soit valable. Pour cela, ils introduisent une classe de formes de

Green ayant de "bonnes" singularités (les formes de Green "de type log-

arithmique"), au moyen de laquelle ils établissent diverses propriétés du

*-produit telles que sa commutativité ou son associativité.



2022 des difficultés algébro-géométriques : pour définir, par exemple, la

structure multiplicative de CH (X) au moyen des formules ci-dessus, il

faudrait disposer d’un "lemme de déplacement" qui assurerait que, quitte à

remplacer deux cycles sur X par des cycles rationnellement équivalents, on

peut supposer qu’ils se rencontrent proprement. Il en va ainsi sur la fibre

générique XQ, qui est une variété lisse quasi-projective sur Q à laquelle on

peut appliquer le classique lemme de déplacement de Chow. Malheureuse-

ment, pour des cycles de codimension > 1 sur une variété arithmétique, on
ne dispose pas d’un tel résultat.

Cette difficulté, qui apparaît déjà si l’on cherche à définir une structure

multiplicative sur CH*(X), peut être résolue après tensorisation par Q au
moyen d’une construction [{-théorique (cf. [SI], [GS4]). Soient Zi et Z2
deux cycles sur X de codimension pi et p2, se rencontrant proprement dans

Pour tout sous-schéma fermé Y de X , notons k’ô (X) la K-théorie de
X à support dans Y et E N, la partie de de poids

j pour les opérations d’Adams. Soit [Zi] E la classe de Zi,
et soit Z E un cycle à support dans n (Z2 ~, dont l’image
dans coïncide avec la composante de poids pi +p2 du

produit ~Z1~ . ~Z2~. La classe du cycle Z dans définit alors le

"produit d’intersection" des classes dans CH*(X) de Zi et Z2, et si gl et

g2 sont des courants de Green pour et Z2(C), le cycle arithmétique
(Z, gi * g2) définit le produit dans CH*(X)Q des classes dans CH*(X) de

(Z2, g2).

Signalons que l’on peut définir dans CH (X) le produit de deux éléments
de CH (X), sans tensoriser par Q, lorsque l’un d’entre eux est de degré 1
ou lorsque X est un schéma lisse sur le spectre d’un anneau d’entiers de

corps de nombres (en utilisant les constructions de Fulton [Fu] ).
On notera enfin les formules :



2.5. Degré arithmétique et hauteur des cycles

Lorsque K = Q, la suite exacte (2.3.3) devient l’isomorphisme

On vérifie immédiatement que, compte tenu de l’identification

l’isomorphisme inverse de 2a associe à la classe d’un fibré en droites hermi-

tien L sur Spec Z le degré arakelovien deg L. On le notera

Soit X une variété arithmétique tel que le morphisme f : X - Spec Z

soit propre, et soit d la dimension relative de f (X est donc de dimension

de Krull "absolue" d + 1). On peut composer le degré arakelovien deg avec

l’application

On obtient ainsi le degré arithmétique

qui est l’analogue arithmétique de l’application

définie pour toute variété propre de dimension d sur un corps.

Lorsque X est le spectre de l’anneau des entiers d’un corps de nombres

K, degx coïncide encore avec le degré d’Arakelov des fibrés en droites

hermitiens sur Spec En général, un cycle arithmétique de codimension

d + 1 sur X est de la forme où les Pi sont des points fermés

de X et où g E Ad,d (XR), et son degré arithmétique est donné par



Soit maintenant L un fibré en droites hermitien sur X. Si Y est une

sous-variété arithmétique de X, i. e. une variété arithmétique Y munie

d’une immersion fermée i : X, on pose

où d’ désigne la dimension relative de Y sur Spec Z. On généralise ainsi la

notion de hauteur d’un point de X(Z) (= X(Q)) relativement à L. Cette
définition peut être étendue à des cycles Y dans X qui ne sont pas réguliers

( cf. §2.5). Si Y est le diviseur d’une section rationnelle non identiquement
nulle s de L, alors il découle des définitions de degX et ci :

Si l’on applique cette identité à X = PZ et à L = 0(1) ( c f . 1.2), on obtient,
en notant 03C9FS la forme de Fubini-Study = ddc log 03A3Ni=0 IZil2
sur 

et donc, par récurrence, que la hauteur de P N relativement à C~( 1 ) est égale
au N-ième nombre de Stoll (cf. [GS6] et [St]) :

On obtient aussi que si P E Z~.~’p, ~ ~ ~ , XN] est un polynôme homogène non
nul de degré d et si Y est le cycle sur PZ définie par P = 0, alors



La hauteur des variétés projectives intervient dans [Fa2] ainsi qu’en
théorie de la transcendance (cf. [S3], [Ph]).

2.6. Variétés d’Arakelov

Lorsque la fibre générique d’une variété arithmétique X est projective,

il est naturel d’utiliser la théorie des formes harmoniques dans l’étude des

courants de Green sur X(C). C’est ce que faisait Arakelov dans son travail

sur les surfaces arithmétiques. Plus généralement, cela conduit à poser :

DÉFINITION 2.6.- Une variété d’Arakelov est un couple X = (X, ce)
formé d’une variété arithmétique X de fibre générique XQ projective et

d’une forme de Kähler 03C9 sur X(C) telle que = -03C9.

(Cette condition exprime l’invariance sous Foc de la métrique rieman-

nienne définie par ~).

Soit donc X une variété d’Arakelov. La projection harmonique de

vers se factorise en une application de 

vers Nous noterons l’intersection avec 

du noyau de cette application. On peut alors définir le p-ième groupe de

Chow-Arakelov de X comme le sous-groupe

de CH~ ( X . C’est en fait un facteur direct de On déduit en effet

du point 3) de la proposition 2.1 que l’on a un isomorphisme

La suite exacte (2.2.1) peut se réécrire sous la forme



variété abélienne ou un espace hermitien symétrique (tel qu’un espace pro-
jectif, ou une grassmannienne), alors CH*(X)Q est une sous-algèbre de
CH (X)Q. On prendra garde que ce n’est pas le cas en général - par
exemple pour les espaces de drapeaux complets. Cette difficulté conduit

à considérer le "gros groupe" CH (X) plutôt que se limiter au groupe
CH*(X).

Soit Y un sous-schéma fermé de X, dont le support est de codimen-

sion ~ p, et soit [Y] E ZP(X) le cycle qui lui est associé. Soit gy E

l’unique courant de Green pour de projection har-

monique nulle et tel que

(cf. Prop. 2.1, 3)). On définit la classe fondamentale ~Y~A de Y dans
comme la classe du cycle arithmétique ( [Y] , gy ) (cf. [Fa2]).

Si L est un fibré en droites hermitiens sur X tel que la forme ci (LC )
et ses puissances soient harmoniques sur X(C), on peut définir la hauteur
relativement à L de Y comme

et l’on étend ainsi la définition du §2.4.

Exemples (cf. [GS6],I).2014 1) Soit P la variété d’Arakelov obtenue en mu-
nissant l’espace projectif PN = Proj Z ~Xo, ~ ~ ~ XN] de la forme de Fubini-
Study Notons Pk le sous-schéma intègre de PN défini par

On a alors des isomorphismes



définis par

On a de plus, avec les notations de la fin du §2.5, si k = 0, ... , N :

Ces relations, jointes aux identités (2.4.3), (2.4.4) et w (~P~~A) _ wf,sk,
déterminent complètement la structure multiplicative de CH*(P ).

2) Plus généralement, soit X une grassmannienne sur Z et soit [{

un corps de nombres. Les anneaux CH*(X), CH*(XQ), et H*(X (C); Z)
sont canoniquement isomorphes : ils coïncident avec l’anneau de polynômes

tronqués engendré par les classes de Chern du fibré quotient canonique sur

X. Notons le M*(X).
L’espace X(C) possède une structure d’espace hermitien symétrique

naturel, qui fait de X ainsi que de := X ~ZSpec OK, une variété

d’Arakelov, et l’on a un isomorphisme de groupes abéliens gradués :

3. CLASSES CARACTÉRISTIQUES ARITHMÉTIQUES

3.1. Classes de Bott-Chern

Soit V une variété analytique complexe (lisse). Pour tout fibré vecto-

riel hermitien E = (E, h) sur V, il existe une unique connexion sur E

qui est unitaire et dont la composante antiholomorphe coïncide avec

l’opérateur de Cauchy-Riemann aE de E (cf. [BC] Prop. 3.2, ou [GH]
Lemma p. 73). On notera encore la courbure ~É de cette connexion

; c’est une (1, l)-forme sur V à valeurs dans le fibré End(E) des endomor-

phismes de E.



Soit p e C~~~T1, ~ ~ ~ Tn]] une série formelle symétrique en n variables, et

pour tout k 2: 0, soit sa composante homogène de degré k. On notera

l’unique application polynômiale sur les matrices complexes n x n qui
soit invariante par conjugaison et qui vérifie

si M est la matrice diagonale de coefficients diagonaux ~tl, ~ ~ ~ , a~. Plus

généralement, pour toute Q-algèbre commutative A, cette application poly-
nômiale "s’étend" en une application

Pour tout fibré vectoriel hermitien E sur V, de rang n, on définit

en identifiant localement End(E) à Mn(C), au moyen d’un repère C°°
de E, et en appliquant la discussion précédente à l’algèbre des formes
différentielles de degré pair sur V. Notons (E Z)) la i-ième
classe de Chern de E et ai la i-ième fonction symétrique élémentaire de

Tl, ~ ~ ~ , Tn . La théorie de Chern-Weil établit que c~(E) est une forme fermée
et que si p = ~(Ti ? ’ ’ ’, an), où Ç e t~~~Xl, , ~ ~ ~ , Xn~~, alors la classe de co-
homologie de de Rham de p(E) coïncide avec la classe caractéristique

En particulier, la classe de cohomologie de ne dépend pas de la

métrique h. Plus généralement, si

est une suite exacte courte de fibrés vectoriels hermitiens sur V - c’est-à-

dire la donnée de trois fibrés vectoriels hermitiens S, E et Q sur V et d’une
suite exacte courte de fibrés vectoriels holomorphes



reliant les fibrés vectoriels sous-jacents - et si E est de rang n, alors les

formes différentielles et sont cohomologues. Dans leur travail

sur la théorie de Nevanlinna, Bott et Chern ont montré qu’elles différent

en fait par une forme dans l’image de l’opérateur ddc (cf. [BC]). Plus

précisément, on peut montrer ([BGS1], Theorem 1.2.9, [GS6] ; voir aussi

[Do]) :

THÉORÈME 3.1.- Soit p E C~[[Tl, ~ ~ ~ , une série formelle symétri-

que. Il est possible, de façon unique, d’associer à toute suite exacte courte

de fibrés vectoriels hermitiens sur une variété analytique complexe V, telle

que rg E = n, une forme E A(V) de sorte que

II) pour toute application holomorphe f : W --3 Ventre variétés ana-

lytiques complexes

iii) est scindée, i.e. si E est de la forme

où i(x) = x S 0, p(x EB y) = y, alors c~(~) = 0.

Indiquons une construction de la classe Soit 0(1) le fibré en droites

de degré 1 sur P1(C), soit a une section holomorphe de 0(1) s’annulant

seulement à l’infini et soient pi et p2 les projections de X x Pi(C), respec-
tivement sur X et sur Pi(C). On notera encore S, E, Q et 0(1) les fibrés

pE, pQ et p2CO(1) sur X x P1(C). Sur X x P1(C), considérons le

fibré

et le morphisme

Le morphisme injectif



permet de construire le fibré quotient E = E 0 ?(!)/5’. Le noyau de la

projection E --~ E /5 = Q s’identifie à S(1) et la suite exacte courte

lorsqu’on la restreint à X x {oo}, s’identifie à

Soit h une métrique hermitienne sur E telle que les isomorphismes

soient des isométries. On déduit facilement de l’équation de Poincaré-

Lelong que

satisfait aux conditions i), ii) et iii).
On appliquera ces constructions, outre aux fonctions symétriques ci =

~i(T1, ~ ~ ~ Tn), à la classe de Chern totale c = ci, au caractère de

Chern

et à la classe de Todd

3.2. Classes caractéristiques arithmétiques

Le résultat principal de [GS6] , I, est le théorème suivant qui étend aux
fibrés hermitiens de rang > 1 les constructions du §2.3, en montrant que l’on

dispose d’une théorie des classes caractéristiques pour les fibrés vectoriels
hermitiens sur les variétés arithmétiques compatible avec la théorie des
classes caractéristiques sur les schémas (cf. [SI], [GS4]) et avec la théorie
de Chern-Weil :



THÉORÈME 3.2.- Â tout fibré vectoriel hermitien E de rang n sur
une variété arithmétique X et à toute série symétrique p E (~~~T1, ~ ~ ~ , 

- ~*

on peut associer une classe caractéristique E CH de manière à

satisfaire au~ conditions suivantes :
I. Fonctorialité. Si f : Y --~ X est un morphisme entre variétés

arithmétiques et si E est un fibré vectoriel hermitien sur X, alors

II. Normalisation. Si E est la somme directe orthogonale de fibrés en
droites L1, ~ ~ ~ ; alors

III. Tensorisation par un fibré en droites. Posons

Si E (resp. ~~ est un fibré vectoriel hermitien (resp. un fibré en droites

hermitien ) sur X, alors

IV. Compatibilité aux classes caractéristiques. Pour tout fibré vectoriel

hermitien E sur X, on a, ~(~1, ~ ~ ~ (a~~Xl, ~ ~ ~ , Xn]]

V. Compatibilité aux suites exactes courtes. Pour toute suite exacte

courte

de fibrés vectoriels hermitiens sur X, on a



De plus, les propriétés I, II, III et IV.a caractérisent cette construction.

La démonstration de ce théorème fait appel au calcul des groupes de

Chow arithmétiques des grassmanniennes (cf §2.5) et à un principe de

scindage qui en découle (cf. [GS6], §3 et §4). On pourra consulter aussi

[El], [E2] pour une construction fondée sur la considération du fibré en
projectif PE.

On dispose ainsi, dans le cadre arithmétique, de classes de Chern ép (É)
et ê(E) = cp(E), du caractère de Chern ch(E) et de la classe de Todd

Td(E). Elles satisfont aux formules usuelles (cf. [GS6], I, theorem 4.8 et

§4.9) :

THÉORÈME 3.3.- Si E et F sont deux fibrés vectoriels hermitiens sur
une variété arithmétique X, on a

Soit Q le fibré quotient universel sur C’est un fibré de

rang N, que l’on munit de la métrique hermitienne faisant de l’application

OpN(e) 0 CN+1 --; Qc une isométrie partielle lorsque CN+1 est munie de
la métrique hermitienne usuelle. On a alors

3.3. K-théorie

Soit X une variété arithmétique.
On note Ko(X) le groupe abélien engendré par les couples (E, ~), où

E est un fibré vectoriel hermitien sur X et où 7y E Ã(XR), soumis aux



relations suivantes : pour tout ~, r~ E A(XR), et toute suite exacte courte
de fibrés vectoriels hermitiens sur X

On peut décrire le groupe h’o(X) au moyen du régulateur de Beilinson ( c f .

[Bel])

THÉORÈME 3.4 ([GS2], [GS6] II, [De]).- Dn dispose de la suite exacte
naturelle

où a et p sont définis par a(r~~ _ [(0, r~)~ et ,Q(~(E, r~~~~ = [E].
Il existe enfin dans le cadre arithmétique un caractère de Chern qui

établit un isomorphisme entre K -théorie et groupes de Chow rationnels :

THÉORÈME ([GS2], [GS6] II).- On définit un isomorphisme de Q-

espaces vectoriels

en posant, pour chaque générateur (E, r~~ de 

4. LE THÉORÈME DE RIEMANN-ROCH ARITHMÉTIQUE

4.1. La métrique de Quillen

Soit V une variété analytique complexe compacte de dimension n, mu-

nie d’une forme de Kähler 03C9, et soit E = (E, un fibré vectoriel her-

mitien sur V.



La forme w détermine un produit scalaire hermitien g sur le fibré tan-

gent holomorphe Tv de V, et donc sur les fibrés des formes différentielles

complexes sur V, ainsi qu’une forme volume Il sur V, définis par

On en déduit, par produit tensoriel, des produits scalaires hermitiens ( , ) sur
les fibrés de formes différentielles à coefficients dans E, puis des "produits
scalaires .L2" sur chacun des espaces A°e(~; E) de formes différentielles de
type (0, i) à coefficients dans E, Coo sur V, définis par

Le théorème de Dolbeault fournit un isomorphisme canonique (au signe
près) entre le i-ème groupe de cohomologie E) et le i-ième groupe de
cohomologie du complexe La théorie de Hodge identifie
ce groupe de cohomologie au noyau de l’opérateur

où est défini comme la restriction à E) de

où a~ désigne l’adjoint de ôE, relativement aux produits scalaires L~.
En particulier, les produits scalaires L2 sur les espaces E~

déterminent par restriction des produits scalaires hermitiens sur les groupes
de cohomologie H?(V; E), puis, par passage aux puissances extérieures et
aux produits tensoriels, un produit scalaire hermitien sur le déterminant dè
la cohomologie de E



Chacun des opérateurs est positif et elliptique. Soit la

suite croissante de ses valeurs propres, répétées suivant leur multiplicité et
soit

la série de Dirichlet qu’elle définit. On peut montrer qu’elle converge si

Re s > n et qu’elle se prolonge en une fonction méromorphe (i sur tout le

plan, qui est holomorphe au voisinage de 0. La torsion analytique de Ray
et Singer du fibré hermitien E est définie comme

( c f . [RS]). Enfin; on définit la métrique de Quillen ~ ~Q sur À(E) par

La définition de la métrique de Quillen peut être motivée par les re-

marques suivantes, concernant un "modèle en dimension finie" de la théorie

de Hodge.

un complexe d’espaces vectoriels complexes de dimension finie. Si Hi

désigne le i-ième groupe de cohomologie de ce complexe, on dispose d’un

isomorphisme canonique (au signe près)

Supposons de plus les Ei munis de produits scalaires hermitiens. Ces

derniers déterminent par passage aux puissances extérieures et aux pro-
duits tensoriels une norme sur Par ailleurs, ils per-

mettent de former l’adjoint b* de b, puis l’opérateur 0394 = bb* + b*b. Le

noyau de est inclus dans Kerb|Ei et s’envoie isomorphiquement
sur Hi, et l’isomorphisme Hi ainsi défini détermine un produit



scalaire hermitien sur Hi par restriction à xz du produit scalaire sur Ei,
puis, par passage aux puissances extérieures et au produit tensoriel, une
norme sur ®~ a ( det H~ ~ ~-1 ~ ‘ . On vérifie alors facilement que la norme de
l’isomorphisme I relativement à ces normes vaut

où det’ Ai désigne le produit des valeurs propres non nulles 
Formellement, exp (-~~ (0)) est le produit des valeurs propres non nulles

de ~E~~ ; en effet

Ainsi, la formule (4.1.3) montre que, toujours formellement, la métrique de
Quillen est la métrique L2 naturelle sur a(E), compte tenu de l’"isomorphis-
me"

Soient V = pN (C) et cv = 03C9FS et soit E le fibré hermitien
trivial. Il vient

et donc a(E) ^_-’ C. Par ailleurs, les valeurs propres des opérateurs 0394E,i
sont connues, et Gillet, Soulé et Zagier ont calculé la torsion analytique des
espaces projectifs et ont montré (cf. [GS7]) que, si l’on pose

la métrique de Quillen sur A(E) est donnée par



où ( désigne la fonction zêta de Riemann.

2) Soit E une courbe elliptique complexe et soit c~ une forme différentielle

holomorphe non nulle sur E. Soit

le réseau dans C des périodes de a et soient g2 et g3 les invariants du réseau

r, définis par

Soit enfin A = g2 - 27 g3 le discriminant de (M, a). Le déterminant de

la cohomologie À(0) du fibré 0 sur M s’identifie (par dualité de Serre

algébrique) à la droite vectorielle des 1-formes holomorphes sur M. Lorsque

TM et 0 sont munis de métriques invariantes par translation, la métrique

de Quillen ~ ~Q sur À(0) qui s’en déduit vérifie

Cela découle aisément de la formule limite de Kronecker appliquée au réseau

dual de r (voir par exemple [W4], formule (17), p. 75).

La métrique de Quillen sur le fibré déterminant associé à une famille

de variétés analytiques compactes munies d’un fibré vectoriel holomorphe

satisfait à des propriétés remarquables : elle est Coo, et sa courbure se

calcule au moyen d’une formule à la Riemann-Roch-Grothendieck. Par

ailleurs, la variation de métrique de Quillen sur Â(E) par variation de la

métrique sur Tv et E se calcule au moyen des classes de Bott-Chern ( c f . [Q],

exposé Bourbaki n° 676, [BGS1] et infra §4.2, exemples, 2)).



4.2. Le théorème de Riemann-Roch arithmétique

Soit X une variété arithmétique et soit ce une forme de Kâhler sur

X( C), invariante sous 

Lorsque 1r : X - Spec Z est un morphisme lisse, on dispose du fibré

tangent relatif à 7r, T1r, qui est un fibré vectoriel bien défini sur X. La forme

de Kahler w sur X(C) fait de un fibré vectoriel hermitien, qui possède
une classe de Todd Td T 1r dans CH 

En général, lorsque X n’est plus lisse sur Spec Z, T X est encore bien
défini comme "fibré vectoriel hermitien virtuel sur X", i. e. comme élément

de et possède toujours une classe de Todd TdTx ( cf. [GS10]). In-
diquons une construction de cette dernière. Soit i : X - Y une immersion

fermée de X dans une variété arithmétique Y lisse sur Spec Z (on peut
choisir par exemple Y = PZ avec N suffisamment grand). Notons N le

fibré normal à X dans Y et £ la suite exacte canonique sur X(C)

Munissons TX(C) de la métrique hermitienne définie par ce, et Ty,c et Ne
de métriques hermitiennes. Ces métriques font de E une suite exacte de
fibrés vectoriels hermitiens l. On a alors

Avant d’énoncer le théorème de Riemann-Roch de Gillet et Soulé, il

nous faut encore introduire une définition (cf. [GS7], [GS10]).

DÉFINITION 4.1.- 0n pose

et on note aussi R la classe caractéristique additive associée, à valeurs dans
la cohomologie à coefficients réels.

Rappelons que cela signifie que R est l’unique classe caractéristique
qui associe à tout fibré vectoriel complexe E sur un espace topologique



raisonnable T (par exemple un espace compact, ou un espace topologique
possédant le type d’homotopie d’un CW complexe fini) une classe R(E)
dans H*(T; R) d’une manière fonctorielle, de sorte que :

~ si Ei et E2 sont deux fibrés vectoriels sur T,

~ pour tout fibré L en droites sur T

où le second membre est défini au moyen de la série (4.2.1).
Nous pouvons finalement énoncer :

THÉORÈME 4.2 ([GS7], [GS10]).- Soit X une variété arithmétique
propre sur Spec Z et soit E = (E, Il unfibré vectoriel hermitien sur X.

On suppose X(C) muni d’une métrique kählerienne invariante sous Foe et

À(E) muni de la métrique de Quillen déduite de ~~ ~~E et de la structure

kiihlerienne de X(C). On a alors :

Si l’on définit la classe de Chern arithmétique de X comme :

on peut réécrire l’égalité (4.2.2) sous la forme

Gillet et Soulé démontrent en fait un théorème plus général, valable

pour des "familles", et qui permet de ne supposer X régulier que dans la

fibre générique XQ. Outre les résultats analytiques mentionnés plus haut

et le calcul de la torsion analytique des projectifs, leur preuve fait appel
à l’étude du comportement des complexes de fibrés hermitiens lors de la



"construction du graphe grassmannien" de Baum, Fulton et MacPherson.

Signalons aussi que Faltings a donné récemment une démonstration du
théorème 4.2 plus simple quant à l’analyse.

Exemples.2014 1) Si on applique le théorème 4.2 à PZ muni de 03C9FS et au
fibré hermitien trivial, on retrouve la formule du §4.1, exemples, 1). De fait,
c’est le calcul de la torsion analytique des espaces projectifs qui a conduit

Gillet et Soulé à introduire la classe R. Celle-ci intervient par un autre

biais dans les travaux de Bismut ([Bi2]) et Bismut-Lebeau ([BL1,2]).
2) Si E : 0 -~ S --; E --~ ~ --; 0 est une suite exacte de fibrés vectoriels

hermitiens sur X, on dispose d’un isomorphisme canonique (au signe près)
entre déterminants de la cohomologie :

En appliquant le théorème 4.2 à chacun des fibrés S, E et Q, on
retrouve la formule d’anomalie (cf. [BGS1]) qui exprime la norme de cet
isomorphisme relativement aux métriques de Quillen au moyen des formes
de Chern et de Bott-Chern :

3) Soit E une courbe elliptique sur Q et soit X son modèle régulier
minimal sur Z. Supposons pour simplifier que E admet une réduction semi-
stable sur Z, choisissons une différentielle de Néron a sur X et notons A le
discriminant de E. Les nombres premiers où X possède mauvaise réduction
sont exactement ceux qui divisent A, et, si p est un tel nombre premier,
le degré (sur Fp) du cycle Zp des points singuliers de Xpp est la valuation
en p de A. Munissons T7r de la métrique telle que ~~ = 1 et C?X de la
métrique triviale. Le déterminant de la cohomologie s’identifie au

Z-module Za, et donc



Soit W7r le dualisant relatif de 7r muni de la métrique telle que == 1.

C’est un fibré en droites hermitien sur X trivialisé en tant que tel par a.

Par ailleurs, on montre, en explicitant l’isomorphisme entre T7r et sur

la fibre générique de 7r, que

On obtient ainsi :

Le théorème de Riemann-Roch arithmétique redonne ici la formuie limite

de Kronecker ( c f . §4.1, exemples, 2)).

4.3. Applications

Conservons les notations du théorème et considérons en outre un fibré

en droites hermitien L sur X.

Bismut et Vasserot ont montré ([BV]) que lorsque la forme de cour-
bure cl (L) E A1 ~1 (X(C)) est partout strictement positive, on dispose de
l’évaluation asymptotique

lorsque n - +00, où d désigne la dimension complexe de X(C).



Par ailleurs, le théorème 4.1 appliqué à E @ Ln donne(1)

lorsque n - +oo.
On déduit alors de (4.3.1) et (4.3.2) :

THÉORÈME 4.3 (cf. [GS9]).- Conservons les notations du théorème
et considérons un fibré en droites hermitien L sur X, ample relativement
au morphisme X - Spec Z et tel que cl (LC) > 0. On a alors, en

notant d la dimension complexe de X et ~ ~L2 la norme L2 la norme sur

E ® Ln) déduite de la métriqe kählerienne(2) ce sur X(C) et de la
structure hermitienne de E ~ Ln :

(4.3.3)

lorsque n - +00.

Rappelons que si V est une variété projective, disons pour simplifier
sur C, de dimension d, munie d’un fibré en droites ample L, son degré
relativement à L est défini comme

et s’exprime aussi "à la Hilbert-Samuel" comme la limite

(1) l Pour établir cette évaluation asymptotique, il n’est en fait pas nécessaire
de disposer du théorème 4.2 dans toute sa force. Les résultats de [GS7]
suffisent.
(2) On remarquera que les deux premiers termes du membre de droite de

(4.3.3) sont en fait indépendants de ce.



La formule asymptotique (4.3.3) fournit une expression analogue pour la
hauteur d’une variété arithmétique :

COROLLAIRE 4.4.- Soit X une variété arithmét~iq~ue propre sur Spec Z,
de dimension relative d (donc de dimension absolue d+ 1~, et soit L unfibré
en droites hermitien sur X ample relativement au morphisme X -i

Spec Z et tel que > 0. La hauteur degX 1(L)d+1 de X relativement

à L est égale à

où ~) désigne la métrique LZ sur HO (X; déterminée par une mé-

trique kählerienne(1) sur X(C) et par la structure hermitienne de 

Si l’on pose

le théorème de Minkowski appliqué au réseau HO (X; E 0 L~) montre que

En combinant cette inégalité à l’estimation

qui découle par exemple de la formule de Riemann-Roch sur X(C), et à

l’expression asymptotique (4.3.3), on obtient que, sous les hypothèses du
théorème 4.3, lorsque de plus

alors le fibré E 0 Ln sur X admet des sections de norme archimédienne L2

bornée par 1 lorsque n est grand.

(1) indépendante de n, mais arbitraire.



En fait, toujours sous les hypothèses du théorème, il est possible de

comparer la norme ]] "L2 sur les sections de Ec 0 Lê à la norme ]( 
définie par

On montre qu’il existe une constante C > 0, indépendante de n telle

que, pour tout s E E ~ on ait

Les relations (4.3.3) à (4.3.6) impliquent le théorème suivant qui apporte
une réponse au "problème de Riemann-Roch arithmétique naïf du §1.4 :

COROLLAIRE 4.5.- Soit X une variété arithmétique propre sur Spec Z,
de dimension relative d, soit E un fibré vectoriel hermitien sur X et soit
Z un fibré en droites hermitien sur X tel que L soit ample relativement à
7r : X - Spec Z, et que

Une variante de cet énoncé joue un rôle crucial dans la nouvelle démons-
tration par Vojta de la conjecture de Mordell [V]. Lorsque X est une surface
arithmétique ( i. e. lorsque d = 1), cet énoncé avait été démontré, dans une
version moins précise, par Faltings ([Fal]), et a été complété récemment
par Shouwu Zhang sous la forme d’un "critère d’amplitude arithmétique"
(cf. [Z]).
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ADDENDUM (septembre 1991)

Depuis l’exposé oral sont parues les publications suivantes :

[F3] G. FALTINGS - Lectures on the arithmetic Riemann-Roch theorem,
notes by S. Zhang, preprint, 1991.

[GS11] H. GILLET et C. SOULÉ - An arithmetic Riemann-Roch theorem,
preprint IHES, 1991.

L’article [GS11] précise et détaille les résultats des notes [GS9] et

[GS10]. En particulier, il développe la machinerie nécessaire pour énoncer

et établir l’analogue du théorème 4.2 lorsque X n’est régulier que sur la

fibre générique XQ et complète ainsi les résultats de [GS5-7], [BGS1-3]
et [BL2], qui suffisaient pour établir le théorème 4.2, où X est supposé
régulier ( c f . [GS10], §3.4). En fait, comme dans la note [GS10], G illet et
Soulé considèrent une situation plus générale où f : X ~ Y est un mor-

phisme projectif entre variétés arithmétiques tel que fQ : YQ soit

lisse, et calculent au moyen de la théorie de l’intersection arithmétique la

classe Ci(À(E)) associéeau déterminant de l’image directe par f d’un fibré
vectoriel hermitien E sur X.

Faltings établit dans [F3] un théorème relatif plus complet, qui calcule,
non seulement c1(~(E~), mais aussi les classes caractéristiques de degré

supérieur de l’image directe par f de E (c’est un élément de défini

au moyen de "torsions analytiques supérieures" ; voir aussi [GS3] et [GS7]).
Toutefois, il travaille en supposant X et Y réguliers.
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