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Séminaire BOURBAKI Février 1991
43éme année, 1990-91, n° 739

APPROCHE DE LA CONJECTURE DE NOVIKOV
PAR LA COHOMOLOGIE CYCLIQUE
[d’aprés A. Connes, M. Gromov et H. Moscovici]

par Georges SKANDALIS

0. INTRODUCTION

Toutes les variétés que nous considérons dans cet exposé sont supposées
compactes (sans bord), orientées de classe C*.

La formule de Hirzebruch [24] calcule la signature d’une variété orientée
V de dimension n = 4k, c’est-a-dire la signature (différence entre le nombre
de signes + et le nombre de signes —) de la forme quadratique associée a
la forme d’intersection sur H2¥(V;R)). On obtient :

sign(V) = (L(V), [V])
ou [V] € H,(V;Z) désigne le cycle fondamental de la variété orientée V
et L(V) € H*(V;Q) est un polyndme en les classes de Pontrjagin de V,
parfois appelé “classe caractéristique de Pontrjagin-Hirzebruch”. En parti-
culier, le nombre (L(V'),[V]) est un invariant d’homotopie. Dans le cas des

variétés simplement connexes, la signature est la seule classe caractéristique

invariante d’homotopie.

Supposons a présent que la variété V n’est pas simplement connexe.
Notons I' le groupe fondamental de V et f : V — BT l'application classi-
fiante du revétement universel. Pour une classe de cohomologie rationnelle
z € H*(BT;Q), appelons “haute signature” de V le nombre
(L(V)U f*(z),[V]). La conjecture de Novikov ([39]) énonce I'invariance par

homotopie de toutes les hautes signatures, c’est-a-dire 1’égalité

(LW) U (fog)*(2),[W]) = (L(V)U f*(=),[V])

S.M.F.
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G. SKANDALIS

pour toute équivalence d’homotopie g : W — V de variétés compactes
orientées.

A Taide de la dualité de Poincaré, on trouve qu’une maniere équivalente
d’énoncer cette conjecture est I'invariance par homotopie de la classe d’ho-
motopie f.(L(V)N[V]) € H.(BT; Q).

Enfin, ’énoncé le plus naturel de cette conjecture a lieu dans la K-
homologie a supports compacts (la théorie homologique duale de la K-
théorie - ¢f. [30]) de BT : l'opérateur de signature de V a une classe notée
oy dans le groupe de K-homologie Ko(V) dont 'image par I'isomorphisme
de Chern Ch : Ko(V)® Q — H,(V;Q) est L(V) N [V]. La conjecture
de Novikov énonce donc I'invariance par homotopie de I’image de oy dans

o(BI') ® Q, c’est-a-dire 1’égalité, modulo la torsion, de (f o 9)«(ow) avec
f«(ov), pour toute équivalence d’homotopie g : W — V de variétés com-

pactes orientées.

Cette conjecture reste ouverte aprés une vingtaine d’années. Cepen-
dant, grace aux efforts conjugués de nombreux mathématiciens (cf. 7,
15, 25, 29, 30, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 40, 41, 43, 44...]), cette conjecture
est maintenant établie pour de nombreuses classes de groupes I'. La con-
jecture de Novikov a récemment connu de nombreux développements con-
nexes (variétés lipschitziennes, cas équivariant pour une action de groupe
compact, variétés a bord...). Citons surtout un analogue en K-théorie
algébrique de la conjecture de Novikov qui vient d’étre démontré par Bok-
stedt, Hsiang et Madsen [4]. On consultera a propos des principaux dévelop-

pements récents 'article d’exposition [45] de Weinberger.

Dans cet exposé, nous examinerons une approche nouvelle de cette
conjecture a l’aide de la cohomologie cyclique de Connes. Les résultats que

nous discuterons s’énoncent :

THEOREME A [13].— La conjecture de Novikov est vraie pour les grou-
pes hyperboliques de Gromov.

THEOREME B [12].— Tout “fibré presque plat” détermine un invariant
d’homatopie.
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(739) CONJECTURE DE NOVIKOV ET COHOMOLOGIE CYCLIQUE

Le théoréeme B permet de redémontrer la conjecture de Novikov dans

tous les cas précédemment connus, ainsi que le théoréme A.

De plus, cette approche est intéressante a plus d’un titre :

a) elle est basée sur des théorémes de l'indice trés puissants et esthéti-
ques ;

b) les méthodes développées peuvent certainement démontrer la con-
jecture de Novikov dans de nombreux autres cas et, en tous cas, posent des
questions intéressantes ;

c) enfin, la méme démarche s’applique a la conjecture de Gromov-
Lawson et se transpose dans le cas ou les groupes discrets sont remplacés

par des feuilletages.

NOTATIONS

Soient I' un groupe et A un anneau. Rappelons que I’ensemble des
sommes finies Y ger 499 (ag € A) est muni d’une structure d’anneau pour
laquelle on a (ag)(bh) = (ab)(gh) (a,b € A et g,h € T'). L’anneau ainsi
obtenu est noté A[T'].

On note £2(T) ’espace hilbertien formé des applications ¢ — a4 de
I' dans C telles que )5 lag]? < 400. A lopération de I' par transla-
tion (& gauche) dans l’espace hilbertien £%(T") correspond une opération de
I'anneau C[I'] dans le méme espace ;; la C*-algeébre C*(I") du groupe I' est
I’adhérence (normique) de C[I'] dans la C*-algébre des opérateurs continus
de £2(T).

Signalons que l’algébre que nous notons C*(I') dans cet exposé est la

C*-algebre réduite du groupe I' qui se note traditionnellement C}(T").

1. LES INVARIANTS DE MISHCHENKO ET KASPAROV

a) L’invariant de Mishchenko

Un outil essentiel dans toutes les constructions liées a la conjecture de

Novikov est la signature symétrique de Mishchenko :
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Soit V' une variété compacte (sans bord) orientée de classe C™ de
dimension 4n de groupe fondamental I' ; alors V' est naturellement munie
d’un fibré plat E de fibre C[I'] obtenu par linéarisation du revétement
universel. Donnons-nous une triangulation de V. Mishchenko a montré
que la forme d’intersection sur les simplexes de dimension 2n, & coefficients
dans le fibré plat E, définit un élément d’un groupe de Wall L(C[I]) de
I’anneau C[I'] appelé signature symétrique de V' et a prouvé que cet élément

est invariant par homotopie ([34]).

b) L’indice dans Ko(R[T)), ¢f. [13]

Notons R = {(am,n)m,nENxN, Am,n € C/Vk € N’ Zm,n(]‘ +m+

1n)¥ |am,n| < 400} 'algebre des matrices infinies & décroissance rapide.

Soit V une variété compacte (sans bord) de classe C*°. L’algebre
des noyaux régularisants sur V est ’espace C°(V x V) des fonctions de
classe C*® sur V x V muni du produit de convolution (h * k)(z,y) =
[ h(z,2)k(z,y)dz®) pour h,k € C®(V x V), z,y € V. Cette algtbre
est isomorphe a R. En particulier, elle est indépendante de la variété V. Si
E est un fibré vectoriel complexe de classe C* sur V, on forme de méme
lalgebre des noyaux régularisants & coefficients dans les endomorphismes

de E, qui est encore isomorphe a R.

Soient I' le groupe fondamental et V le revétement universel de V. Le
groupe I' opére librement et proprement sur VxV par action diagonale ;
notons W la variété quotient V x 17/1" et p: VxV oW Papplication
quotient. L’espace C°(W) des fonctions de classe C*° a support compact
sur W est naturellement muni d’une structure d’algebre : pour h,k €
C&(W) et 2,y € V, on pose (hx k)(p(z,y)) = [ h(p(z, 2))k(p(z,y)) d=?)

1l n’est pas difficile de démontrer que ’algébre des noyaux régularisants
[-invariants CS°(W) est isomorphe & lalgebre R[I'] = R ® C[I']. Cet

isomorphisme n’est pas canonique. Cependant, on peut construire une

(1) L’intégrale est prise sur V et dz désigne une mesure réguliere sur V.
(2) L’intégrale est prise sur V et dz désigne une mesure réguliére '-invariante
sur V.
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équivalence de Morita canonique entre les algebres C°(W) et R[I']. De ce
fait, les groupes Ko(C°(W)) et Ko(R[I']) sont canoniquement isomorphes.

Si E est un fibré vectoriel complexe de classe C*° sur V', on forme de
méme |’algeébre des noyaux régularisants I'-invariants a coefficients dans les
endomorphismes de E, qui est encore isomorphe a R[I'].

Soient E, et E_ deux fibrés vectoriels complexes de classe C* sur la
variété Vet D : C°(V; E;) — C°°(V; E_) un opérateur pseudodifférentiel
elliptique, ou C*°(V; E4) désigne ’espace des sections de classe C*° du
fibré E4. On peut alors relever D et sa parametrix ¢} en des opérateurs I'-
invariants D et @ agissant sur le revétement universel VdeV (cf. [1,13)).
Alors D et @ sont inverses I'un de l'autre modulo 'algébre des noyaux
régularisants I-invariants a coefficients dans les endomorphismes de Ey.
On associe alors & D I’élément de Ko(C>®(W)) = Ko(R[[]) représenté par
I'idempotent

(1-QD)* (1-@D)2-QD)¢ 10
Pp=| _ . s =L L' € My(A)
D(1-@D) 1-(1-DQ)? 0 0
ou

1 -Q][1 0] [1 -Q

o 11| |D 1|0 1

L=

et A désigne l'algébre R[I'] avec une unité adjointe. Rappelons que si
Palgébre A est obtenue en adjoignant une unité a une algebre sans unité J,
Ky(J) est le quotient de Ko(A) par 'image de Ko(C).

Remarque : Les relevés D et @ ne sont uniquement déterminés que si D et
Q sont “suffisamment locaux”. En général, ils ne sont déterminés qu’a un
noyau régularisant I'-invariant pres. L’addition d’un tel noyau ne change
pas la classe de I'idempotent Pp dans Ko(R[T']).

c) Le théoréme de ’indice de Kasparov et Mishchenko

Rappelons que le spectre d’un élément autoadjoint d’une C*-algébre A

est inclus dans R. Il s’ensuit que les groupes de L et K-théorie coincident

ie. L(A) = Ko(A).
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L’algebre R est une sous-algebre de la C*-algébre K des opérateurs
compacts d’un espace de Hilbert séparable. Or, pour toute C*-algébre A,
le produit tensoriel C*-algebrique K @ A a la méme K-théorie que A.

L’image par inclusion ¢ : C[['] = C*(I") de I'idempotent Pp associé
a l'opérateur de signature définit un élément ay € Ko(K ® C*(I")) =
Ko(C*(T))-

THEOREME 1.1.—Soit V une variété compacte orientée de groupe fon-
damental T'. Notons ty € Ko(C*(T)) = L(C*(T")) l'image par inclusion
i : C[I'] = C*(T') de linvariant de Mishchenko et ay € Ko(K ® C*(T)) =
Ko(C*(T')) Vimage par Vinclusion i : C[I'] —» C*(T') de l’idempotent Pp
associé d lopérateur de signature. On a ay = ty.

Ce théoreme est énoncé dans [29] et démontré dans [30]. L’égalité
ay = ty modulo la torsion est aussi énoncée dans [36] et démontrée dans

[37]. Pour une démonstration directe, cf. [27].

Rappelons que l'opérateur de signature de V détermine un élément
noté f.(oy) du groupe de K-homologie a supports compacts Ko(BT'). Il
existe un homomorphisme naturel 3 : Ko(BI') — Ko(C*(T')) (“assembly
map” en K-théorie tc;pologique) tel que B(fu«(ov)) = ay. Comme par le

théoréme 1.1, I’élément ay est un invariant d’homotopie, il en résulte :

COROLLAIRE 1.2.— Si ’lhomomorphisme § : Ko(BI') — Ko(C*(T))
est rationnellement wnjectif, la congecture de Novikov est vérifie pour le

groupe I'.

On dit que le groupe satisfait & la “conjecture de Novikov forte” (termi-
nologie de J. Rosenberg [42]) si ’homomorphisme J est rationnellement in-
jectif. Signalons que tous les groupes pour lesquels la conjecture de Novikov
est établie satisfont a la conjecture de Novikov forte.

Il est aussi clair que tout homomorphisme ¢ : Ko(C*(T")) — C déter-
mine un invariant d’homotopie. C’est en grande partie cette remarque qui a

conduit Kasparov a construire la K-théorie bivariante pour les C*-algebres.
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2. COHOMOLOGIE CYCLIQUE ET COHOMOLOGIE DE
GROUPES

Cohomologie cyclique

Pour une exposition de la cohomologie cyclique, nous renvoyons a [9],
[16], [8]. Contentons-nous ici de rappeler les définitions qui nous seront
utiles.

Soit A une algébre sur C. Rappelons qu’une n-cochaine sur A est
une application multilinéaire ¢ : A®*! — C. Le bord de Hochschild d’une

n-cochaine ¢ est la n + 1-cochaine b¢ donnée par la formule

b¢(ag, a1, -+, an,an41) = Z (—1)j ¢(a0,"',ajaj+1,"',an+1)
0<j<n

+ (—1)n+1 ¢(an+1a07 az,: -, a")'

DEFINITION.— Soit A une algébre sur C. Une n-cochaine cyclique sur

A est une application multilinéaire ¢ : A" — C telle que :
V(007a17"')an)€An+l ) ¢(ala"'7anaa0)=(_1)n ¢(a0>ala"'7an)'

On note C}(A) lespace des n-cochaines cycliques sur A.
Un n-cocycle cyclique sur A est une n-cochaine cyclique ¢ telle que bp = 0.

On note Z}(A) Uespace des n-cocycles cycliques sur A.

On vérifie sans peine que le bord de Hochschild d’une cochaine cyclique
est un cocycle cyclique. La cohomologie cyclique Hy(A) de A est la coho-
mologie du complexe des cochaines cycliques muni du bord de Hochschild,

autrement dit H}(A) = Z3(A)/bCy ! (A).

Accouplement avec la K-théorie

Soit n un nombre pair et ¢ un n-cocycle cyclique sur une algébre A.
Soit B l’algebre obtenue & partir de 4 en adjoignant une unité. Rappelons
que B est isomorphe & A X C comme C-espace vectoriel et que le pro-

duit est défini par (a,A)(d, #) = (ab + Ab+ pa, Ap) (a,b € A, A\, p € C).
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Alors ¢ définit un cocycle cyclique encore noté ¢ sur B par la formule
B((00, o), (a1, A1), (s An)) = (0,01 -+, an).

Notons M (B) l'algebre des matrices k x k & coefficients dans B. En
utilisant la trace de M(C), on étend le cocycle cyclique ¢ a My(B). Soit
e un idempotent de My(B). Le nombre ¢(e,e,---,€) ne dépend que de
la classe de e dans Ko(A) et de celle de ¢ dans HY(A). On définit un
accouplement entre Ky(A) et Hy(A) en posant

([d’]v [e]> =cnp(e, €, ,€)

ou ¢, € C est une constante de normalisation (sz = (—273)1—,,,7!—,)

Normalisation des cocyles de groupes

Soit I' un groupe. Un n-cocycle de groupe ¢ sur I' sera dit normalisé si
c(g1,+,9n) =0si g1+ gn =0.

Par un argument de résolution projective, on démontre sans peine (cf.

[6], [13])

PROPOSITION 2.1.— Dans toute classe de cohomologie de H™(T', C),

il y a au moins un cocycle normalisé.

Soit ¢ un cocycle normalisé sur le groupe I'. On associe a ¢ un cocycle
cyclique ¢, sur C[I'] qui est décrit sur la base I' de C[I'] par :

?c(90, 91, gn) = (g1, - gn)sigog1 - - gn = let #c(go, 91, - - gn) = Osinon.

Remarque : En fait, on a un plongement de H™(T',C) dans H}(C[I']). La
cohomologie cyclique de C[T'] a été calculée par Burghelea (cf. [6]).

Extension & R[I']. Premier théoréme de l’indice

DEFINITION 2.2.— Soit ¢ un n-cocycle normalisé sur le groupe I'. On
définit le cocycle cyclique v, sur R[] en posant :

1/Jc(k'ogo, k‘lgl, te kngu) = Tr(k(lkl s k'n) ¢c(90,91, e -gn)

306



(739) CONJECTURE DE NOVIKOV ET COHOMOLOGIE CYCLIQUE

pour (koky -+, kn) € R™? et (90,91, **,9n) € T 04 Tr désigne la trace
sur l’algébre R.

Les éléments de la forme kg (k € R, g € ') engendrent R[I'] ; on étend
pe & R[[]**! par linéarité. On vérifie sans peine que 1, est un cocycle
cyclique. La trace Tr est donnée par la formule Tr((Gm,n)m neNxN) =
Y neN Gnpn-

Connes et Moscovici ont démontré le théoreme de ’indice suivant :

THEOREME 2.3 (¢f. [13]).—Soient V une variété compacte, T' son
groupe fondamental, f : V — BT Uapplication classifiante et D un opéra-
teur pseudodiﬁérentiel elliptigue sur V. Notons [D] la classe de D dans le
groupe de K-homologie Ko(V), Ch[D] son image dans H,(V) par I'isomor-
phisme de Chern et [Pp] lindice de D dans Ko(R[[]). Soit ¢ un n-cocycle
normalisé sur le groupe T ; notons x sa classe dans H*(BI'; C) = H*(T; C).
On a alors ([1.], [Pp]) = dn{f*(z), Ch[D]).

Ici, d, est une constante non nulle (dgm = W@m)')

Dans le cas du 0-cocycle ¢ = 1, on retrouve comme cas particulier le

théoréme de I'indice a valeurs dans 1’algébre de von Neumann de T de ([1]).

La démonstration de ce théoréme utilise les étapes suivantes :

a) Au cocycle de groupe ¢, on associe un cocycle d’Alexander-Spanier 7
sur V dont la classe de cohomologie est f*(z). En utilisant I'isomorphisme
local entre les groupoides W et V x V, on associe a tout cocycle ¢ d’Alexan-
der-Spanier un homomorphisme f¢ : Ko(V) — C de sorte qu’on ait
(el [Pp]) = fn([D])

b) On calcule ’homomorphisme f, ci-dessus associé au cocycle d’Alex-

ander-Spanier 7 en utilisant le calcul symbolique de Getzler ([17]).

La classe [Pp] n’est a priori pas un invariant d’homotopie. Pour
démontrer l'invariance par homotopie de la haute signature associée a z,
il suffit de démontrer que le nombre ([1c],[Pp]) ne dépend que de I'image
de Pp dans Ko(C*(T)), puisque, par le théoréme 1.1, cette image est un
invariant d’homotopie.

Or il n’est pas raisonnable d’espérer que le cocycle cyclique ¢, s’étende

en un cocycle cyclique de C*(I'). On peut cependant dans certains cas
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étendre ce cocycle cyclique & une sous-algebre de Banach de C*(T') ayant la
méme K-théorie que C*(I'). Pour cela, on dispose du résultat “classique”

(et simple) suivant :

Lemme 2.4 (c¢f. e.g. [28], p. 109, exerc. 6.15).—Soit p : A — B un
homomorphisme d’algébres de Banach uniféres. Si l'image de p est dense
dans B et que A™' = p~}(B7Y), alors p induit un isomorphisme en K-

théorie.

Si ’homomorphisme p vérifie les conditions du lemme et est de plus
injectif, on dit parfois que A est une sous-algebre pleine de B.

Un cas ou cette méthode s’applique est :

THEOREME 2.5 ([13]).—La conjecture de Novikov est vraie pour les

groupes hyperboliques de Gromov.

Nous renvoyons & [20] et [19] pour une description des groupes hyper-
boliques de Gromov. Deux propriétés de ces groupes sont utilisées dans le

théoréme 2.5 :

a) Gromov a démontré (¢f.[20]) que, si I est un groupe hyperbolique,
toute classe de cohomologie + € H*(I',C) (n > 2), est représentée par un

cocycle (normalisé) borné.

b) P. de la Harpe ([22]) a généralisé aux groupes hyperboliques un
estimé sur la norme de C*(I')®) obtenu par Haagerup pour les groupes
libres puis par Jolissaint pour les sous-groupes discrets des groupes de Lie
de rang 1. On en déduit (cf.[26]) :

PROPOSITION 2.6.—Soit ' un groupe hyperbolique. Le complété de
C[I'] pour la norme N donnée par N(Xger a99) = || 2 ger lagl gl est une
sous-algébre pleine A de C*(T).

Ici, ||a]| désigne la norme de a dans C*(T).

Soient n un nombre pair et ¢ un n-cocycle normalisé borné sur T.
Posons ¢ = ¢..

(®) Rappelons que C*(T') désigne ici la C*-algebre réduite du groupe T'.
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Pour a' = EgEl" a;g (:=0,1,---,n),on a
0,1 0 1
d’(a,a,"'van): Z agoa91"'ag,,c(gla"'1g")‘
gogl...gn=]
Donc

a’ al ... a")| <k a [lal |---la® | = kr(b°b'-..b"
lp(a”,a’,---,a™)| < > lad,llad -+ lap | ( )

gn
9091 gn=1

ou b? = Y ger la}lg et T (Egel" agg) = a;.

Il s’ensuit que |[¢(a’,al,---,a")| < k||bb!---b"|| < kN(a’)N(al)---

N(a™). Donc le cocycle ¢ s’étend en un cocycle cyclique sur I’algébre
A ; il définit donc un homomorphisme de Ko(A) = Ko(C*(T")) dans C, d’ou
le théoréme 2.5.

L’importance de ce théoréme vient de ’abondance des groupes hyper-
boliques (cf. [20]).

La méthode de démonstration souléve aussi de nombreuses questions :

Question 1 : L’inclusion A — C*(I') induit-elle un isomorphisme en K-
théorie pour tout groupe I' 7

Une réponse positive a cette question impliquerait la conjecture de
Novikov pour tous les cocycles de groupe bornés. Cependant, ’égalité
A7l = p71(C*(I")™!) semble liée au “rang 1”. La réponse & la question
1 est néanmoins positive pour les groupes résolubles comme 1’a montré
Bost ([5]). Remarquons que, pour un groupe moyennable, la norme N est

la norme || ||;, de sorte que A est lalgebre de Banach ¢!(T").

En fait, 'estimé de [22] permet de montrer que, si le groupe T' est
hyperbolique, le complété A, de C[I'] pour la norme N,, donnée par
Nu(3ger @99) = |1 2 er lagl(l + |g))"gl| est une sous-algébre pleine de
C*(T'), pour tout n € N. Ici, |g| désigne la longueur de g relativement & un

systeme de générateurs de T'.

Question 2 : L’inclusion 4, — C*(T') induit-elle un isomorphisme en

K-théorie pour tout groupe I' ?
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Comme on peut toujours étendre les cocycles a croissance polynomiale
a l'algebre A,, une réponse positive a la question 2 impliquerait la conjec-
ture de Novikov pour tous les cocycles de groupe a croissance polynomiale.

Une fagon plus générale de procéder peut étre la suivante (cf. [10]) :
étant donné un cocycle de groupe normalisé ¢, construire une sous-algebre
A (pouvant dépendre de ¢) de C*(I'), ayant la méme K-théorie que C*(T)
a laquelle le cocycle ¢, s’étend. Par exemple, & l'invariant de Godbillon-
Vey, correspond un 2-cocycle (cocycle de Bott-Thurston) de tout groupe
I' agissant sur le cercle par difféomorphismes préservant l'orientation (cf.
[18]). Connes a montré ([10]) que ce cocycle définit un homomorphisme
de la K-théorie de C*(I') dans C d’ou un invariant d’homotopie. De la
meéme maniere sont traitées toutes les classes “secondaires” de cohomologie

de groupe.

3. “FIBRES PRESQUE PLATS”

A proprement parler, il n’y a pas de fibrés presque plats, mais des

éléments de K-théorie presque plats :

DEFINITION 3.1 ([12]).—Soient & > 0 un nombre réel, V une variété
riemannienne compacte et E un fibré hermitien sur V. Soit V une con-
nezion unitaire sur E et § = V? sa courbure. La connezion V est dite a-
plate 1 ||6]| < a. S’il existe une connezion unitaire a-plate V sur E, nous
dirons que E est un fibré a-plat. Un élément de K -théorie z € K°(V) est
dit presque plat 31, pour tout @ > 0, 1l existe des fibrés vectoriels a-plats E4
tels que T soit égal a la différence des classes de E, et E_ dans K°(V).

La courbure 6 est une deux forme & valeurs dans les endomorphismes
de E. Comme la dimension du fibré E croit quand a tend vers 0, il est
important de préciser quelle est la norme de 6 considérée : si X et YV
sont deux vecteurs tangents en un point z de V, la courbure définit un
endomorphisme fx y de 'espace hilbertien E, ; désignons par ||fx,y| sa
norme. On pose alors ||6|| = Sup {||0x,v||/ | X]| < 1et ||Y| <1}

On peut formuler une définition analogue pour K! : un élément de
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K'(V) est dit presque plat si, pour tout a > 0, il peut étre représenté par
une section u du fibré des automorphismes unitaires d’un fibré unitaire E
muni d’une connexion unitaire a-plate V tel que ||Vu| < a.

Il est clair que le produit de deux éléments presque plats de K-théorie
est presque plat : si z; € K*(V;) (+ = 1,2) est presque plat, le produit
tensoriel z; @ z2 € K*(V; x V3) est presque plat.

3.2 Ezemple :1l est facile de décrire des éléments de K! presque plats :
Munissons le fibré trivial de dimension N sur le cercle T = R/Z
de la connexion unitaire pour laquelle le transport parallele v, 4 le long
du segment orienté [s,t] de R soit donné, sur la base (bg,---,bn—_1), par
V,q(bk) = e2i(k/N)m(t=3)p, ~ Pour t € R/Z, notons u; l'opérateur uni-
taire de CN qui agit sur la base (bg,---,bn—1) par usbg = bp_y si k # 0,
uby = €*™by_;. Alors la section ¢ — u, représente le générateuf de

—2int/Ny . donc la section

K'(T) ; or, pour tout ¢, on a vjg juov,e = €
t — u; est presque invariante par la connexion.
Il en résulte que ’élément de Bott sur T? est un élément de K-théorie

presque plat.

Les éléments de K-théorie presque plats proviennent du groupe fonda-

mental. En effet, on démontre assez facilement :

PROPOSITION 3.3.—So0:t V une variété riemannienne ssmplement con-
neze. Toute classe de K-théorie presque plate de V est triviale. Plus

précisément, il existe a > 0 tel que tout fibré a-plat sur V soit trivial.

THEOREME 3.4 ([12]).—Soient V une variété compacte orientée et

z € K*(V) un élément de K -théorie presque plat. Alors, pour toute équiva-
lence d’homotopie f : W — V, on a {oy,z) = (ow, f*(z)) ot oy (resp.
ow ) désigne la classe de lopérateur de signature de V (resp. W) dans le
groupe de K-homologie K.(V) (resp. K.(W)).

Il est possible de donner une démonstration directe de ce théoréme :
si f: W — V est une équivalence d’homotopie préservant ’orientation
et E un fibré suffisamment plat sur V| on peut comparer directement les

opérateurs de signature de V et W a coeflicients dans les fibrés E et f*E
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et démontrer qu'’ils ont méme indice (cf. [23]).

La démonstration originale de ce théoréme décrite dans [12] est moins
directe, mais développe des idées trés intéressantes :

- a un fibré presque plat, on associe une “presque représentation” du
groupe fondamental I ;

- on définit I'image par une presque représentation de la signature
symétrique de Mishchenko : c’est une matrice inversible autoadjointe ;

- on démontre enfin un théoreme de I'indice qui stipule I’égalité entre la
signature a coefficients dans le fibré presque plat du départ et la signature

de cet opérateur autoadjoint.

Expliquons briévement chacune de ces idées :

Presque représentation associée a un fibré presque plat

Soit V une variété riemannienne. Choisissons un point base z de V
et, pour chaque élément du groupe fondamental I' de V', un lacet qui le
représente. Donnons-nous un fibré unitaire £ sur V, muni d’une connexion
unitaire V. Le transport parallele le long de ces représentants donne une
application u de I' dans le groupe des transformations unitaires de E,.
Si la connexion V est plate, 'application u est une représentation. Si la
connexion V est a-plate, avec a suffisamment petit, 1’application u est
presque une représentation : étant donnés € > 0 et une partie finie F' de
T, il existe > 0 tel que si u est 'application associée a une connexion
a-plate, on ait pour tout z,y € F, |[u(zy) — u(z)u(y)|| < €. On dit alors
que l'application u est une (F,¢)-représentation.

Pour des raisons qui vont apparaitre ci-dessous, on considére des pres-
que représentations telles que u(g™') = u(g)* pour tout g € I'. Pour cela,
on remplace u par 'application ¢ — 1 (u(g) + u(g™")*). Alors u n’est plus

unitaire mais reste une presque représentation (donc est presque unitaire).

Remarque : Réciproquement, on peut facilement construire une partie finie
F de T possédant la propriété suivante : pour tout a > 0, il existe ¢ > 0
tel que, a toute (F,¢)-représentation, on peut associer un fibré a-plat. On

obtient ainsi une autre facon de démontrer que I’élément de Bott de T? est

312



(739) CONJECTURE DE NOVIKOV ET COHOMOLOGIE CYCLIQUE

presque plat. Enfin, soit u la (F, ¢)-représentation associée a un fibré a-plat
E. Alors le fibré associé est isomorphe & E. (Ceci généralise la proposition

3.3.)

Image de ’invariant de Mishchenko par une “presque représen-

tation”

L’invariant de Mishchenko est un élément du groupe de Wall L(C[I'])
et est donc représenté par un élément autoadjoint inversible z € M,(C[I)).

Soit u une application de I' dans My(C) telle que u(g~!) = u(g)*
pour tout g € I'. On déduit de u une application linéaire encore notée u de
C[I'] dans Mn(C) en posant u(} cr ag9) = > cr agu(9). Remarquons
que u est autoadjointe 1.e. que u(z*) = u(z)* pour tout z € C[I']. Enfin,
on étend u aux matrices ; on obtient ainsi une application linéaire encore
notée u de M,(C[I']) dans M,n(C).

On démontre sans peine le résultat suivant :

Lemme 3.5.— a) Soit x un élément autoadjoint et inversible de M,(C[I)).
Il existe une partie finte F' de I’ et un nombre réel € > 0 tel que l’image
u(z) par toute (F,€)-représentation u soit inversible dans M,n(C).

b) Soient x ety deuz éléments autoadjoints et inversibles de M, (C[T)).
Si z ety définissent le méme élément de L(C[I')), il eziste une partie finie
F de T et un nombre réel € > 0 tel que u(z) et u(y) ont méme signature

par toute (F,¢)-représentation u.

Le a) résulte de ce que u(z~!)u(z) est proche de 1. Le b) résulte sans
difficulté de la définition du groupe L(C[I']). (Ici, il s’agit de la signature de
I'élément autoadjoint inversible u(z) € M,n(C), i.e. le nombre de valeurs

propres positives moins le nombre de valeurs propres négatives.)

Le théoréme 3.4 résulte alors du théoréme suivant :
THEOREME 3.6 ([12]).—Soient V une variété riemannienne compacte
orientée, I' son groupe fondamental. Notons oy la classe de Uopérateur

de signature V dans le groupe de K-homologie Ko(V). Soit z € C[I] un

représentant de linvariant de Mishchenko. Il eziste o > 0 tel que, pour

313



G. SKANDALIS

tout fibré a-plat E, on ait (ov,[E]) = Signature (u(z)), ot u désigne la

presque représentation associée d E.

Ici, [E] désigne la classe du fibré E dans K°(V).

Ce théoréme est un cas particulier d’'un théoréeme de l’indice plus
général ou l'opérateur de signature est remplacé par n’'importe quel opéra-
teur elliptique E. On regarde alors l'indice de D dans le groupe Ko(R[I'])
au lieu de L(C[I']). On peut encore définir 'image de z € Ko(R[[]) par
une presque représentation comme dans le lemme 3.5. La démonstration
de ce théoréme est analogue a celle du théoréme 2.3 ci-dessus. On utilise

ici la cohomologie cyclique entiére, qui est une généralisation naturelle de

la cohomologie cyclique.
Importance du théoréme 3.4.

D’apres [12], on peut construire suffisamment de fibrés presque plats

pour redémontrer la conjecture de Novikov dans les cas suivants :

a) si I' est un sous-groupe discret d’un groupe de Lie connexe ou le
groupe fondamental d’une variété complete de courbure sectionnelle néga-

tive ou nulle [30] ;

b) si I est un sous-groupe discret d’un groupe algébrique sur un corps

local ([32)).

De plus, ce théoréeme permet de donner une nouvelle démonstration de

la conjecture de Novikov pour les groupes hyperboliques.

Remarques : La construction de tous les fibrés presque plats utilisés pour
établir les corollaires du théoréme 3.4 passe par des applications lipschitzi-
ennes propres de I' dans R™. Or on peut faire correspondre a une telle
application un élément de K-homologie de C*(I'))| donc lui associer un
invariant d’homotopie. L’avantage de cette facon de procéder, outre sa

simplicité est qu’elle établit en plus la conjecture de Novikov forte.

(4) Cette construction m’a été signalée par A. Connes. Elle n’est pas

encore publiée, mais devrait faire partie de la version “détaillée” de [12].
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4. COMPLEMENTS

Conjecture de Gromov-Lawson.

Commencgons par énoncer cette conjecture :

Conjecture (cf. [21]) : Soit V une variété compacte spinorielle de cour-
bure scalaire strictement positive. Notons I' le groupe fondamental de V et
f 'V — BT lapplication classifiante. Alors, pour tout ¢ € H*(BI;C),
(ay, f*(z)) = 0 ot ay € Hy(V; Q) désigne le genre A de V, i.e. Uimage de
la classe de K-homologie de lopérateur de Dirac de V par lisomorphisme

de Chern.
On a:

a) La conjecture de Gromov-Lawson est vraie pour les groupes hyper-
boliques.

b) Soient V' une variété compacte spinorielle de courbure scalaire stricte-
ment positive. L’indice de 'opérateur de Dirac & coefficients dans une classe

de K-théorie presque plate est nul.

En fait, la conjecture de Gromov-Lawson est une conséquence de la
conjecture de Novikov forte (¢f. [42]), d’ou le a). Le b) est presque

immédiat.

Feuilletages : Conjecture de Baum-Connes

On peut transposer les méthodes décrites ci-dessus dans d’autres cadres
(¢f. [2]). Dans le cas des feuilletages par exemple, on s’intéresse & la
généralisation suivante de la conjecture de Novikov (¢f. [3]) :

Soit (V, F) une variété compacte feuilletée de classe C*°. Le groupoide
d’homotopie de (V, F) est le groupoide différentiable des classes d’homoto-
pie des chemins tracés dans les feuilles de (V, F). Rappelons qu’une homo-
topie feuilletée est une homotopie (ht)iepo,1) : W — V telle que pour tout

point z € W, hy(z) reste sur une méme feuille de V.

Soient (V, F') et (W, H) deux variétés compactes feuilletées de classe

ce.
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Une application f: W — V de classe C™ est appelée une équivalence
d’homotopie feuilletée s’il existe une application g : V. — W telle que :

a) image par f (resp. g) de toute feuille de W (resp. V') est contenue
dans une feuille de V (resp. W) :

b) Il existe des homotopies feuilletées reliant g o f et f o g & I'identité

de VetW.

La conjecture de Baum-Connes s’énonce :

Conjecture (cf. [3]) : Soient V une variété compacte orientée, de di-
mensiton paire et F' un feuilletage sur V ; notons BG lespace classifiant
du groupoide d’homotopie G de (V,F) et h : V — BG lapplication clas-

sifiante. Alors l'image par h de oy dans Ko(BG) @ Q est un invariant
d’homotopie feuilletée.

Rappelons que oy désigne la classe dans le groupe de K-homologie
Ky(V) de Popérateur de signature de V. Cette conjecture signifie que si
f:(W,H) — (V,F) est une équivalence d’homotopie feuilletée préservant

'orientation, on a 1’égalité de (ho f).(ow) avec h.(ov) modulo la torsion.

Les deux méthodes décrites ci-dessus s’appliquent a ce cadre :

a) Un élément de H*(BG; C) définit un cocycle cyclique sur une alge-
bre (notée C(G)) qui joue dans ce cadre le role de R[[']. On obtient
une démonstration de cette conjecture pour les cocycles qui peuvent étre
étendus & une sous-algeébre pleine de la C*-algebre du feuilletage. Cette
méthode est développée dans [10] ol de nombreuses classes de cohomologie
sont traitées (en particulier les classes de cohomologie de Gel’fand Fuchs).

b) Soient (V, F) et (W, H) deux variétés riemanniennes feuilletées orien-
tées. Soit f : W — V une équivalence d’homotopie feuilletée préservant
Porientation. Alors il existe @ > 0 tel que pour tout fibré hermitien E sur
V a-plat le long de F, les signatures de V & coefficients dans E et de W a
coefficients dans f*E sont égales (cf. [23]).
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