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Introduction

Les difféomorphismes de 1’anneau qui dévient la verticale se retrouvent dans un
certain nombre de syst¢mes dynamiques, conservatifs ou dissipatifs. Un probleme
important est la recherche d’orbites périodiques ou d’orbites ayant d’autres pro-
priétés dynamiques bien déterminées. Différentes méthodes ont été mises en oeuvre ;
certaines sont variationnelles (la théorie d’Aubry-Mather) et conviennent au cas
conservatif, d’autres sont topologiques et conviennent également au cas dissipatif.
Dans le premier chapitre nous donnerons un panorama de ces méthodes. Dans le
second chapitre, nous montrerons que certaines idées de la théorie d’ Aubry-Mather
se généralisent naturellement aux composées d’applications déviant la verticale,
méme dans le cas dissipatif, et permettent de retrouver voir d’améliorer certains
résultats sur les difféomorphismes de 1’anneau qui n’ont pas cette propriété de dévier
la verticale, ou alors sur les difféomorphismes du tore de dimension deux .

Voici quelques années que Michel Herman m’a proposé d’étudier les attracteurs
de Birkhoff, il m’a ensuite posé beaucoup de questions et j’ai tenté de répondre a
certaines d’entre-elles; je tiens a le remercier ici pour tout ce qu’il m’a appris.

Je remercie également Alain Chenciner et John Mather pour 1’intérét constant
qu’ils ont porté€ a mes travaux, pour leurs explications, et pour leurs encouragements.

Je remercie aussi tous ceux, en particulier Rapha&l Douady, Albert Fathi, Jean-
Marc Gambaudo, Lucien Guillou, Jean-Claude Sikorav et Jean-Christophe Yoccoz,
et tous les membres du laboratoire de Topologie et Dynamique d’Orsay, avec qui j’ai
eu des discussions profitables et chaleureuses.

Enfin je remercie le “referee” pour sa lecture attentive du manuscrit original, pour
ses nombreuses remarques et pour ses propositions de modifications du texte.

Merci enfin 2 Bernadette Barbichon pour m’avoir gentiment et patiemment ex-
pliqué le syst¢tme SweetTEX de Larry Siebenmann avec lequel a été composé ce
texte.






Chapitre 1
Présentation et comparaison des différentes approches
de la théorie des difféomorphismes de I’anneau
déviant la verticale

L’étude qualitative d’un certain nombre d’équations différentielles se déduit, uti-
lisant une section de Poincaré, de celle d’un difféomorphisme de 1’anneau ou d’une
partie de I’anneau, pouvant avoir des propriétés supplémentaires, comme celles de
préserver ou de diminuer les aires, par exemple. Nous nous intéresserons princi-
palement a une autre propriété, définie dans le premier paragraphe, la propriété
de déviation de la verticale. Cette propriété, que Poincaré avait déja rencontré, est
remarquable a deux points de vue. D’une part un certain nombre de systémes dyna-
miques sont définis par des applications vérifiant cette propriété, comme par exemple,
I’étude d’un point fixe elliptique générique d’un difféomorphisme du plan préservant
I’aire (nous donnerons d’autres exemples dans le premier paragraphe). D’autre part
I’criture d’un difféomorphisme quelquonque de I’anneau comme composée de ces
applications permet d’étudier celui-ci. Nous verrons dans ce chapitre que la dyna-
mique des difféomorphismes qui dévient la verticale peut étre comprise de fagcon
assez précise et a plus d’un point commun avec celle des endomorphismes du cercle
de degré un, qui sont d’ailleurs des cas dégénérés de ces applications.

Le paragraphe 2 sera consacré a des définitions et a quelques rappels. Dans
les paragraphes 3 et 4, nous nous intéresserons aux difféomorphismes qui dévient
la verticale et préservent 1’aire et appliquerons les résultats obtenus a 1’étude des
points fixes elliptiques génériques des difféomorphismes conservatifs du plan. Nous
connaissons déja la théorie de Kolmogorov, Arnold, Moser, qui est elle-méme une
conséquence de la déviation de la verticale, et qui donne 1’existence de courbes
invariantes au voisinage du point fixe. Dans le paragraphe 3, nous exposerons une
partie de la théorie d’ Aubry-Mather, qui est variationnelle et qui donne 1’existence
d’orbites périodiques ou ayant un nombre de rotation donné ; celle-ci nous permet,
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en particulier, de dire ce qu’il est advenu des courbes invariantes manquantes. Dans
le paragraphe 4, nous exposerons la théorie de Birkhoff, qui est topologique et qui
permet, dans notre exemple, de préciser la dynamique entre les courbes invariantes.

Dans le paragraphe 5, nous ne supposerons plus aucune condition d’aire, et nous
donnerons des résultats li€s uniquement a la propriété de déviation. Nous commen-
cerons a voir les analogies avec les endomorphismes du cercle. Nous énoncerons
également certains résultats, que nous généraliserons dans le second chapitre avec
des méthodes complétement différentes.

Dans le paragraphe 6, nous étudierons le cas des difféomorphismes déviant
la verticale et diminuant 1’aire. Nous verrons comment préciser les résultats du

paragraphe précédent, pour définir, puis étudier ce qu’on appelle les attracteurs de
Birkhoff.

1. Exemples.

Les équations, dites de Van der Pol, apparaissent parmi les premiéres équations
différentielles de type dissipatif oi se rencontrent des phénoménes dynamiques
compliqués : on trouve en particulier un attracteur qui posséde un fer a cheval.
Considérons 1’équation

et + p(x)& + ex = bp(t) ,
ol £ > 0 est un petit parameétre, ¢ une fonction négative pour |z| < 1, positive
pour |z| > 1, p une fonction périodique de période 7' et b un parameétre variant
dans un intervalle borné [bg, b1]. Ces équations ont commencé a étre étudi€es au
début des années 1940 pour décrire entre autres les oscillations du courant dans
certains circuits électriques. Dans le cas ou b = 0 le systéme est autonome €t son

comportement connu depuis longtemps. Par contre, dés que & est non nul, celui-ci
est beaucoup plus compliqué. Le changement de variable

{y=:ﬁ+‘1’(ﬂ«‘),
Y=t,

P(z) = / e(u)du ,
0
transforme 1’équation initiale en un systéme qui définit un champ de vecteurs sur
R? x R/TZ :
&= ¢(y— (),
y = —ex +bp(v) ,

.

=1



PRESENTATION DES RESULTATS

Enongons les résultats que des expériences, puis peu de temps apres, les recherches
de M. L. Cartwright et J. E. Littlewood d’abord, et de N. Levinson ensuite, mirent
en évidence (voir [CL], [Li1], [Li2], [Ln], [Lv]).

Soit F' I’application de premier retour de la section de Poincaré d’équation
1 = 0 identifiée au plan R2, qui, 2 2z associe sa position 2T autemps T.

-
7 —

= )
-/ / F(A)
A

On peut trouver un anneau fermé A d’épaisseur ~ C'e qui attire tous les points du
plan, a I’exception d’un point fixe zo de F', correspondant a une orbite périodique
répulsive du systéme, et qui est envoy€ dans son intérieur par F'.

L’ensemble A = nkZOF’“(A) est alors compact, connexe et de mesure nulle, il
sépare le plan en deux régions, est frontiere de chacune d’elles et attire tous les points
du plan a I’exception de zo, c’est-a-dire limg_, 400 d(F’“(z), A) =0, si z# 2.

Le graphe de @ est I’ensemble des points ou la premiére coordonnée du champ
s’annule, celle-ci est d’autant plus grande que 1’on s’éloigne de ce graphe. En
particulier tous les points d’une orbite de F' contenue dans A restent trés longtemps
dans les co6tés de droite et de gauche de I’anneau, ce qui, vu les propriétés de ¢
donne le caracteére dissipatif du probléme; de plus la largeur de ces cOtés est trés
petite (< e~€/¢),

L’intervalle [bg, b;] se décompose ainsi :

pour chaque valeur de ¢ on peut écrire [bg,b;] comme une réunion finie
d’intervalles de trois types A;, B; et g;, alternés comme sur le dessin qui suit; un
intervalle A; est suivi d’un intervalle g;, puis de I'intervalle B;, de g;41, enfin
de A;4, (la décomposition peut commencer également par un B; ou par un g; ).

40 % By 9t | A {2 By
1 I I 1 l I |
bo b1

Cette décomposition vérifie les propriétés suivantes :
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i) lasomme totale des longueurs des intervalles g; est une fonction de € qui tend
vers 0 quand ¢ tend vers 0;

i) si b appartient a un intervalle A;, le syst¢me a deux solutions périodiques de
période (2n; + 1)T', I’une attractive, 1’autre de type selle;

ili) si b appartient a un intervalle B;, le syst¢me a en plus des deux solutions
périodiques de période (2n;+1)T, deux autres solutions périodiques de période
(2n; — 1)T, 1a encore un puits et une selle;

iv) ona n;;; =n; — 1, etles nombres n; sont tous équivalents & 1/¢.

Cartwright et Littlewood remarquérent que 1’existence d’orbites périodiques de
périodes distinctes obligeait A 2 étre différent d une courbe et donc topologiquement
plus compliqué, ils exhibérent également dans ce cas, une famille de solutions ayant
un comportement stochastique. Résultat que précisera un peu plus tard Levinson qui,
analysant la situation ou 1’équation est linéaire par morceaux, associera a toute suite
formée de 0 et de 1, une solution avec un comportement dynamique déterminé
par la suite, associant en particulier une orbite périodique a une suite périodique, et
obtenant ainsi une infinité de telles orbites. C’est d’ailleurs cette analyse de Levinson
qui ameénera S. Smale 2 introduire le fer a cheval (voir [Sm2], page 775).

Enfin, en 1978, M. Levi obtint une analyse qualitative compléte de 1’équation de
Van der Pol, en réécrivant les résultats précédents sous une terminologie moderne et
en en donnant une description plus précise. Il faut imposer certaines conditions sur
¢ et p, mais qui sont vérifiées si, par exemple, ¢ et p sont proches respectivement
des fonctions z +— sgn (22 — 1) et t — sgn (sin 27¢/T). Enongons les résultats
de Levi ([Lv]).

- Si b appartient a un intervalle A;, le difféomorphisme F' est de type Morse-
Smale et structurellement stable. L’attracteur A est alors formé de I’orbite
attractive et de la variété instable de I’orbite de type selle (voir la figure qui
suit).
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- Si b appartient a un intervalle B;, le difféomorphisme est de type Axiome A
et structurellement stable. L’attracteur est formé des deux orbites périodiques
attractives, d’un ensemble fermé hyperbolique X contenant les orbites de type
selle, et de la variété instable de cet ensemble. Presque tous les points de R?
sont attirés par 1’une des deux orbites attractives. Enfin, dans ce cas, I’ensemble
de rotation de F' est l’intervalle [1/(2n; + 1),1/(2n; — 1)] au sens suivant:

si zp est le point fixe répulsif de F, si # : R? — R2\ {20}, (0,7) —
20+ (€" cos B, e sin 0) est le revétement universel de R?\ {20} et f lerelévement

de F a R x R défini naturellement par le flot, alors le réel p appartienta [1/(2n; +

1),1/(2n; — 1)] si et seulement s’il existe z tel que limy— oo p1(f*(2))/k = p

ou p; : R2 > R, (0,r) — 6 est la premilre projection.

- Dans chaque intervalle de bifurcation g; il existe au moins une valeur du
paramétre b ou l’on trouve une tangence homocline non dégénérée, et on
retrouvre alors au voisinage de cette valeur différents types de comportement
liés aux bifurcations tangentielles (existence de valeurs du parametre ou il y a
une infinité€ de puits, cascades de doublements de périodes, existence de valeurs

du paramétre ou F' admet des attracteurs étranges de type Hénon (voir [N1],
[N2], [NPT], [PT], [AY], [MV])).

La démonstration de ces résultats est basé€e sur 1’idée suivante. On peut construire
un rectangle, dessiné ci-dessous, délimit€ par quatre petits arcs i, 72, 3 €t
~v4 = F(y2), rencontrant I’orbite positive de tout point distinct de zo. La dynamique
de F' se déduit alors de la dynamique de premier retour définie sur ce rectangle,
c’est-a-dire de la dynamique d’un difféomorphisme F* défini sur I’anneau A*
obtenu en recollant les cotés -y, et 4 du rectangle, a valeurs dans cet anneau.

y = &(x)

Ainsi, par exemple, quand b est dans un intervalle B;, le difféomorphisme F™*
a deux points fixes attractifs et un ensemble de Cantor hyperbolique obtenu par
une figure du mé€me type que celle du fer a cheval et topologiquement conjugué a
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un sous-décalage de type fini de {0,1,2, 3}Z ; ce sous-décalage contient toutes les
suites formées de 0 ou de 3, les orbites correspondantes sont exactement les orbites
de Levinson.

En fait, I’anneau est extrémement fin et le difféomorphisme F™*, représenté
schématiquement ci-dessous, est trés proche d’un endomorphisme g, de T! (n’ou-
blions pas que ¢ est petit), dépendant régulicrement de b. Le fait d’augmenter b
correspond pour F'* acomposer la figure de gauche par une rotation d’angle décrois-
sant et donc a translater le graphe de droite vers le bas. Les phénomeénes observés
(décomposition de [bg, b;], différents types de dynamiques) se déduisent alors de
résultats de méme sorte pour la famille d’endomorphismes translatés.

F*(A*)
A*

On remarque donc une certaine ressemblance avec les endomorphismes du
cercle. En particulier la complexité de la dynamique provient de 1’existence d’un
intervalle de rotation et de la présence d’une infinité d’orbites périodiques obtenues
en conséquence.

En fait, dés 1932, G.D. Birkhoff avait construit un attracteur du type précédent
ayant deux nombres de rotation et une topologie compliquée dans une classe d’ap-
plications qu’il étudiait particuliérement et que Poincaré avait déja rencontré dans
I’étude du probleéme restreint a trois corps : les difféomorphismes qui dévient la ver-
ticale (voir [Bi5]). Ce sont les difféomorphismes de I’anneau dont les relevements au
revétement universel ont la propriété d’envoyer chaque verticale sur une courbe qui
rencontre toute verticale au plus en un point (nous donnerons une définition plus ri-
goureuse au paragraphe suivant) ; ce sont ces difféomorphismes que nous étudierons
dans ce chapitre. Nous pouvons noter que le difféomorphisme F' défini plus haut ne
vérifie pas cette propriété mais que ses propriétés dynamiques sont trés proches de
celles de ces difféomorphismes.

Par contre, dans les exemples qui vont suivre, les difféomorphismes construits
auront cette propriét€ de dévier la verticale.

i) Etude de la dynamique d’un difféomorphisme générique du plan préservant
I’aire au voisinage d’un point fixe elliptique.

10
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Soit f un difféomorphisme de classe C°° défini au voisinage de (0,0) € R2,
préservant la forme dz A dy, et tel que les valeurs propres A et A’ de Df(0,0)
soient sur le cercle unité et vérifient \™ # 1 pour n € {1, ...,¢}. On peut alors
écrire f sous une forme normale, la forme normale de Birkhoff (voir [Bi2] ou
[SM)).

Théoreme. Il existe un difféomorphisme h de classe C°°, défini au voisinage de
(0,0), laissant fixe ce point, préservant la forme dx A dy et tel que h o f o h™1
ait la forme suivante, en utilisant la coordonnée complexe z :

hoo f o h™l(2) = Aze?™PU) o[22y
oi P(X)=a1 X+ ...amX™ estun polynome réel de degré m < (q — 1)/2.

Les réels aq, ...a, ne dépendent que de la fonction f et sont génériquement

. . ; 2 . . .
non nuls. Si c’est le cas, la fonction z — Aze2i™PUzI") 1aisse invariant chaque cercle

|z| = r et induit sur celui-ci une rotation dépendant de fagon monotone de r au
voisinage de 0. Encoordonnées polaires z = re2:™? ,lafonction g =h o f o A1
est définie dans un voisinage de R/Z x {0} dans R/Z x [0, +oo[ et s’écrit

g0,r)=(0+a+air®+ ... +anr®™ +pu1(6,7), r+ pa2(6,1)),

ot u; et py sontdes o(|r|*™), etoil A = e2i™; elle dévie la verticale. Remarquons
que c’est cette propriété de déviation de la verticale qui permet d’obtenir le théoréme
de Kolmogorov, Arnold, Moser, c’est-a-dire 1’existence de courbes invariantes au
voisinage de (0,0) (voir J. Moser [Mol], voir également M. Herman [Hm2] et R.
Douady [Do]).

ii) Exemple du billard convexe.

L’étude du billard convexe est due initialement & G. D. Birkhoff [Bi4], pour plus
de détails on peut lire [Do].

Considérons une courbe simple orientée convexe I' de classe C*, k > 2, etde
longueur 1, définie par une paramétrisation par longueur d’arc

7:R/Z - R?, s v(s) ;
et définissons une application
F:R/Z x [0,7] - R/Z x [0, 7]
de la fagon suivante :

si s € R/Z et 6 € [0, 7] , on considére la demi-droite passant par y(s) et qui
fait avec la tangente orientée en 7(s) un angle 6, elle rencontre I' en un second

11
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point ~(s") (égal a2 y(s) si &# = 0 ou 7); on note alors 8’ 1’angle que fait la
tangente en -y(s’) a cette demi-droite.

y(s’)
9/

7(s)

L’application ainsi définie est un homéomorphisme de R/Z x [0, 7], dont la
restriction 8 R/Zx]0, [ est un difféomorphisme qui dévie la verticale a droite et
préserve la forme w = sinf ds A df. Cet homéomorphisme se prolonge en un
difféomorphisme de R/Z x [0, 7] dans le cas ou la courbure ne s’annule pas.

iii) Le pendule amorti entretenu.

L’étude d’un grand nombre d’équations différentielles se déduit de celle de
la composée d’applications déviant toutes la verticale a droite. Il en est ainsi,

par exemple, du pendule amorti entretenu dont 1’équation est la suivante (voir
M. Casdagli [Ci2]) :

6 + ab + sin270 = p(t) ,

oll p est une application de classe C*, k > 3, et de période T > 0, et oll « est
un réel strictement positif.

Cette €quation se rameéne par le changement de variable r = 6 , ¢y =t, au
champ de vecteurs sur R/Z x R x R/TZ suivant :

é:')" ’
7 = —ar — sin278 — p(Y) ,
b=1

Ce champ est transverse a chacune des sections R/Z x R x {¢} ; il est rentrant sur
le cylindre R/Z x [—7o,7r0] X R/TZ dés que ro est assez grand; enfin il est de
divergence négative.

12
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L application de premier retour F' définie sur la section R/Z x R x {0} peut
s’écrire ' =F,_, o ... o Fp, ou F; estl’application de passage de la section
R/Z x R x {iT/n} ala section R/Z x R x {(¢ + 1)T'/n}. On peut montrer
facilement que les applications F; dévient la verticale a droite sur R/Z x [—rq, 0]
deés que n est assez grand, et qu’ainsi F' est la composée d’applications diminuant
I’aire, envoyant I’anneau R/Z x [—7r¢,7¢] dans lui-méme et déviant la verticale a
droite sur cet anneau.

L’équation d’ou provient la propriété de déviation de la verticale est 1’égalité

triviale § = r, on retrouvera donc ce type de propri€tés pour d’autres équations
différentielles du second ordre a coefficients périodiques en ¢.

iv) Les endomorphismes du cercle.

Les endomorphismes du cercle R/Z de degré 1 apparaissent comme des cas
limites de difféomorphismes dissipatifs de 1’anneau déviant la verticale.

En effet, soit ¢ : R — R une application de classe C' et de période 1 et
g : R — R TI'application qui a2 z associe z + ¢(z). Pour tout A > 0, I’application

fri(z,y) = (2 +y Az + o(z +y))
releve un difféomorphisme de la variété R/Z xR, dévie la verticale a droite, préserve
Iaire si A =1 etladiminuesi A < 1.
Quand A\ tend vers 0, I’application f, tend en topologie C! vers I’application

fo:(z,y) = (z+y,0(z+y)) -

Celle-ci n’est plus inversible, son image est le graphe de ¢ et sa restriction a ce
graphe induit une application conjuguée par p; a g. Nous verrons au paragraphe 6
comment retrouver certaines propriét€s des endomorphismes du cercle de degré 1
a partir des propri€tés des difféomorphismes dissipatifs de 1’anneau qui dévient la
verticale.

2. Définitions et notations : applications déviant la verticale,
nombres de rotation.

Nous noterons T' = R/Z le tore de dimension 1, et plus généralement T" =
R"™/Z" le tore de dimension n.

Sur le tore T?, I’anneau T! x R ou le plan R? nous donnerons le méme nom
aux projections p; : (z,y) — x et ps : (z,y) — y, a valeurs dans T' ou dans R
suivant le cas.

13
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Nous définirons également
T :RxR— T xR, (2,y) = (z+2,y) ;
w2 : T' x R — T?, (z,y) — (z,y +Z) ;

T =mg o m : RZ2 — T? .

Enfin, nous écrirons 73 et 7> pour les translations de vecteurs respectifs (1,0)
et (0,1) définies sur R2.

Si M est une variété, nous noterons C¥(M,R™), k € N, m € N, I’ensemble
des fonctions de classe C* 2 valeurs dans R™, nous noterons Diff* (M), k€N,
I’ensemble des difféomorphismes de M de classe C*, et Diff(M) I’ensemble
des difféomorphismes isotopes 2 I’identité. Ces ensembles seront munis de la C*-
topologie, définie de la fagon suivante :

«lasuite (fn)n>o de C¥(M,R™) (resp. Diff*(M), resp. Diffg(M) )converge
vers I'élément f de C*(M,R™) (resp. Diff*(M), resp. Diffs(M)) si et seule-
ment si les différentielles jusqu’a I’ordre & de f,, convergent uniformément vers
cellede f surtout compact; dans les deux derniers cas la suite (f;!),>0 converge
également vers f~! uniformément sur tout compact, ainsi que ses différentielles
jusqu’al’ordre k ».

Nous noterons D*(T?) la partie de Diff5(R?) formée des relevements & R?
d’éléments de Difff(T?); de méme, si I est un intervalle de R, nous noterons
D*(T' x I) la partie de DiffS(R x I) formée des relévements 2 R x I d’éléments

de Diff¥(T! x I). Chacun des ensembles D*(T2) et D*(T! x I) est contractile
(voir [Sm3], voir également [EE]). Notons également que 1’ensemble des éléments
de D*(T! x [0,1]) oude D*(T?) qui préservent I’aire est connexe par arcs (voir
[CZ)).

Si £ est un champ de vecteurs lipschitzien sur une variété M etsi z € M, on
notera (z!),cs la courbe intégrale de ¢ telle que z° = z.

Enfin, on désignerarespectivement par X, Int X et Fr X 1’adhérence, I’intérieur
et la frontiére d’une partie X d’un espace topologique.

Nous dirons que f € Diff’(IR2) dévie la verticale si, pour tout z € R, les
applications y — p, o f(z,y) et y — p1 o f~(z,y) sont des difféomorphismes
de R.

Ainsi, par exemple, les applications

[*i(z,y) = (2 +y,y) et f*:(z,y)— (y,—2)
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N

f(D)

// (D)

D={z}xR

dévient la verticale.

Si f dévie la verticale, il existe une application G = (g,g’) € C*(R?,R?) telle
que

f(z,y) = (2",y) & (,¥) = G(z,2") = (9(z,2'),4'(z,2)) 5 (%)
et les quantités dg/0z'(z,z') et —0g'/Oz(x,z') ne s’annulent pas.

Plus précisément, il existe un homéomorphisme entre 1’ensemble des difféomor-
phismes déviant la verticale et I’ensemble des fonctions G = (g,g’) € C*(R?,R?)
vérifiant :

i) pourtout (z,z') € R?, 9g/0x'(z,2’')dg’ /Oz(x,z') # O,
ii) pourtout z € R, lim|./|— 4 |g(x,2")| = 00,

iii) pourtout z’ € R, limjzj—4o0 |9'(z,2")| = 400,

cet homéomorphisme est donn€ par la relation (*).

Le second ensemble est formé de quatre parties convexes qui sont déterminées
par les signes de 9g/0z'(z,z’) et Og'/Oxz(z,z’); ainsi I’ensemble des difféo-
morphismes déviant la verticale a quatre composantes connexes par arcs. Nous
nous intéresserons par la suite exclusivement aux difféomorphismes qui préser-
vent I’orientation et noterons DV (R?) I’ensemble des difféomorphismes déviant
la verticale et ayant cette propriété. Celui-ci a deux composantes connexes, les
difféomorphismes qui dévient la verticale a droite, pour lesquels les applications
y+— p1 o f(z,y) et y— p; o f~1(z,y) sont respectivement croissante et décrois-
sante, et ceux qui dévient la verticale a gauche pour lesquels ces applications sont
respectivement décroissante et croissante. Dans le premier cas 9g/dz'(z,z') > 0
et 8¢9’ /8z(z,z’) < 0, dans le second 9g/8z'(z,z’) < 0 et 89’ /Ox(x,z’) > 0.

On peut joindre tout élément de DV (R?) a I’identité par une isotopie dans
DV (R?) U {Id}, il suffit en effet de le montrer pour les applications f* : (z,y) —
(r +y,y) et f*~1, et c’est alors évident si on considére la famille de difféomor-
phismes f; : (z,y) — (z+ ty,y), t € R.
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Nous définirons également les ensembles DV (T?) = D!(T?) N DV (R?) et
DV (T! x R) = D}(T! x R) n DV (R?).

Plus généralement, si I est un intervalle de R, nous dirons que f € D(T! x I)
dévie la verticale a droite si, pour tout z € R, les applications y — p; o f(z,y) et
y +— p1 o f~1(=,y) sontdes difféomorphismes de I sur son image, respectivement
croissants et décroissants, et si elles admettent une limite finie (resp. infinie) quand
y tend vers une borne finie (resp. infinie) de I. Nous définirons de méme des
éléments de D'(T* x I) qui dévient la verticale 2 gauche. Enfin, nous dirons que
F € Diff)(T* x I) dévie la verticale a droite (ou i gauche), si c’est le cas d’un
relévement de F'.

Si f € D}(T! x I) dévie la verticale a droite, il existe deux fonctions g et g’,
de classe C, définies sur une partie de R2, telles que :

fz,y) =(2",y) & y=g(z,2') et y = ¢'(z,2") ,
glz+1,2"+1) =g(z,2’), ¢@+1,2"+1) =g (z,2"), (P)
dg/0z'(z,z') > 0, O¢'[/0x(x,2") <O .

Or, si I est fermé et distinct de R, on peut toujours prolonger g et ¢’ a R2,
vérifiant les deux derniéres conditions de (P), avec des conditions a I’infini, de telle
fagon que la premiére relation de (P) définisse un difféomorphisme de D(T! x R)
prolongeant f et déviant la verticale a droite. Montrons-le par exemple dans le cas
ou I estl’intervalle [0, 1]. On peut trouver deux réels o < —1 et 3 > 2 telsquele
domaine de définition de g et de g’ soit une bande délimitée par les graphes de deux
applications 3~ et 7t, relevant chacune un difféomorphisme de T! préservant
I’orientation, et vérifiant, pour tout x € R, la relation:

z+a<yp (z)<yvt(z)<z+0.

On peut alors prolonger sans problémes les applications g et g’ 2 R? avec les
propriétés de périodicité demandées, de telle fagon que les applications z — g(z, z’)
et 2’ — ¢'(z,z’) soient strictement monotone, la premiére croissante et la seconde
décroissante, et que 1’on ait :

g(z,2")=g'(z,2')=2'—z si 2’ —z<aouz' —u>p.

Les relations (P) définissent un prolongement de f qui coincide avec I’application
(z,y) = (z+y,y) ddsque y < ou y > .

Remarquons pour finir que si f € D!(T! x [0,1]) dévie la verticale a droite,
il existe un chemin (f):ep0,1; dans D'(T! x [0,1]), joignant I’identité a f, et
formé, sauf pour ¢t = 0, d’applications déviant la verticale a droite. En effet, comme
D(T! x [0,1]) est localement connexe par arcs, comme D>(T! x [0,1]) est
dense dans D*(T* x [0,1]), et comme toute application de D*(T* x [0, 1]) proche
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de f dévie également la verticale, on peut supposer que f € D> (T! x [0,1]).
L’équation f(z,0) = (u(x),0) définit un difféomorphisme p de R; I'image par
f de la verticale {z} x [0, 1] est alors la courbe intégrale issue de (u(z),0) du
champ de vecteurs A(z) = Df(f~%(z)).(1,0). Notons a(z) I’angle compris entre
0 et m que font A(z) et le vecteur (0,1) et définissons le vecteur A;(z) de
norme 1 — ¢t + t||A;(z)|| qui fait un angle ¢ta(z) avec (0, 1), on obtient ainsi une
famille de champs de vecteurs (A%);c[o,1) de classe C'*°. Si t €]0,1[, la courbe
intégrale de \! issue de (z,0) est comprise entre les courbes intégrales de A°
et A\! issue du méme point. Elle doit donc atteindre R x {1}. Il est alors trés
facile, en normalisant convenablement les champs \!, de construire une isotopie
(ft)ieo,1] dans D>=(T* x [0,1]) joignant ’identité & f, de telle fagon que I’image
de {z} % [0,1] par f; soitlacourbe intégrale de \' issue de ((1— ¢)z +th(z),0),
et donc que f; dévie la verticale a droite si ¢ # 0.

Fonctions génératrices.

Il existe un homéomorphisme entre 1’ensemble des éléments de DV (R?) qui
préservent I’aire et ’ensemble des fonctions h € C?(R2,R) vérifiant

i) pourtout (z,z') € R?, 8?h/0z0z'(z,z’) #0,

ii) pourtout z € R, lim|y/|— 40 |P1 © Oh/Oz(z,2")| = 400,
iii) pourtout z € R, limj;|— 4o |p1 © Oh/I2'(z,2")| = 400,
iv) 4(0,0) =0,

cet homéomorphisme est donné par la relation :

o _ Ok O
f(m’y)_(x7y)¢:>y—_ax ety—aw, . (**)

La fonction h est la fonction génératrice de f.

De méme, si f € D!(T! x I) préserve 1’aire, il existe une fonction h de classe
C?, définie sur une partie de R2, telle que:

{ g(z,2') = —0h/0x(z,2") et g'(z,2") = Oh /O (z, ') ,

8%h/8z8zx'(z,2') < 0O @

Si le difféomorphisme de I’anneau F' relevé par f a un flux de Calabi égal a
z€éro, c’est-a-dire si la forme F*(ydx) — yda est exacte, la fonction h vérifie la
relation de périodicité h(z + 1,2’ + 1) = h(z,z’). La encore, on peut prolonger h
a R2, de telle fagon que 8%2h/3z0z'(z,z’) ne s’annule pas, et que les relations (Q)
et (P) définissent un prolongement de f appartenant a3 D!(T! x R) ayant méme
propriétés (voir [Hm2], [Ma4]).
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Rappels sur les homéomorphismes du cercle, définition des nombres de rota-
tion.

Nous nous intéresserons par la suite aux orbites périodiques et aux nombres de
rotation. Il est utile de rappeler la définition du nombre de rotation d’un homéomor-
phisme du cercle (voir [Hm1]).

Soit G un homéomorphisme de T? préservant I’orientation et g un relévement
de G a R. Il existe alors un réel p tel que

1< gf(z)—z—-kp< 1,

pour tout x € R ettout £k € Z. Le réel p s’appelle le nombre de rotation de g, la
classe p + Z est un élément de T! indépendant du relévement g, c’est le nombre
de rotation de G.

Si p estrationnelets’écrit p = p/q, ou p € Z et ¢ € N\{0} sont premiers entre
eux, il existe € R telque g9(x) = =+ p. L’ orbite de ce point définit par projection
une orbite de G de période g. Si z est un point quelconque de T!, I’ensemble
w-limite (i.e. I’ensemble des valeurs d’adhérence de la suite (G™(x))n>0 ) €st une
orbite périodique du type précédent, qui peut dépendre de z. Il en est de méme de
I’ensemble «-limite de x, c’est-a-dire de 1’ensemble des valeurs d’adhérence de la
suite (G™"(x))n>o0.

Si p est irrationnel, il existe une partie fermée X qui est soit T!, soit un
ensemble de Cantor, telle que larestrictionde G' 2 X soit minimale, c’est1’ensemble
a-limite et I’ensemble w-limite de n’importe quel point. Dans ce cas, il n’existe
qu’une mesure borélienne de probabilité u invariante par G (on dit que G est

uniquement ergodique) ; son supportest X et p = / (g — Id) dp.
'[[‘.'l

Si DO(T!) représente I’ensemble des relevements d’homéomorphismes de T
préservant 1’orientation, c’est-a-dire 1’ensemble des applications strictement crois-
santes et commutant avec les translations enti¢res, 1’application qui, 2 g € D°(T?)
associe son nombre de rotation p(g), est continue pour la C°-topologie. De plus, si
g et g’ vérifient g(z) < ¢g’(x) pourtout z € R, alors p(g) < p(g’). Sila premiére
inégalité est stricte pour tout z et sil’un des nombres p ou p’ est irrationnel, alors
p(g) < p(g').

Enfin on peut définir également un nombre de rotation, c’est-a-dire un réel p
vérifiant la double-inégalité écrite plus haut, pour une application commutant avec
les translations entiéres mais seulement croissante.

Définition des nombres de rotation des mesures invariantes.

On peut, d’aprés une idée de Schwartzman [Sc], définir également le nombre de
rotation d’une mesure invariante d’un élément de D°(T! x I) oude D°(T?).
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Soit I unintervalle de R et f = Id + ¢ unélémentde D°(T* x I). Si p est
une mesure de probabilité borélienne invariante par ’homéomorphisme F' relevé,
etsi p; o ¢ est u-intégrable (ce qui est le cas si le support de p est borné), on peut
définir le réel

p(u)=/ p1 e pdu ,
TixTI

que 1’on appelera nombre de rotation de la mesure .
Si p est ergodique, alors pour presque tout point z, on aura:
o f*(z
lim 2°7 %) f ()=p.
n—+oo n
Si O est une orbite périodique de F' de période ¢, il existe un entier p € Z tel

que f9(z) = TP(z), pourtout z € m; *(O). Le nombre de rotation de la mesure de
Dirac associée naturellement a 1’orbite O est alors égal & p/q ; on dira que z est
un point de type (p,q) et que O est une orbite de type (p,q).

Si I est compact, I’ensemble M (F') des mesures boréliennes de probabilité
invariantes par F' est une partie convexe non vide de I’ensemble des mesures
boréliennes complexes, compacte pour la topologie vague. L’ensemble

R(f) ={o(p) | n € M(F)}

est alors un segment non vide de R que I’on appelera I’ensemble de rotation de
f. Ilen est de méme, si X est une partie compacte non vide invariante par F', de
I’ensemble Rx(f) des nombres de rotation des mesures invariantes a support dans
X.

Notons pour finir, que si p et g sont deux entiers, alors
R(fPeI7)=qR(f)+p -

De méme si f = Id + ¢ est un élément de D°(T?) et F 1’homéomorphisme
de T? relevé, I’ensemble M (F') des mesures de probabilité sur T? invariantes par
F', est une partie convexe non vide, compacte pour la topologie vague. On définit le
nombre de rotation

p(u)=f1r2s0du

d’une mesure u € M (F'), qui appartient 2 R?, puis I’ensemble de rotation

R(f) =A{p(p) | p € M(F)}

qui est une partie compacte et convexe du plan. On définit également le nombre de
rotation (p;/q,p2/q) € Q? etle type (p1,p2,q) d’une orbite périodique de F'. On
définit aussi, si X est une partiec compacte non vide invariante par F', 1’ensemble
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Rx(f) des nombres de rotation des mesures a support dans X. Enfin, on a la
relation suivante, si p;, p; et ¢ sont trois entiers :

R(f? o TP o T*) = qR(f) + (p1,P2) -

On peut définir également, si f appartient 2 D°(T! x [0,1]) ou a D°(T?),
I’ensemble R.(f) des nombres de rotation des mesures ergodiques. Utilisant la
caractérisation des mesures ergodiques comme points extrémaux de M (F'), on
montre sans difficultés que cet ensemble contient les points extrémaux de R(f).

3. Etude variationelle des difféomorphismes déviant la verticale
et préservant I’aire : 1a théorie d’Aubry-Mather.

Nous allons voir comment des méthodes variationnelles introduites indépendamment
par S. Aubry [AL] et J. Mather [Ma2] permettent d’obtenir des orbites périodiques
pour un difféomorphisme de I’anneau T* x [0,1] qui dévie la verticale et préserve
I’aire. Commengons par illustrer ce type de résultat dans le cas du billard convexe,
la démonstration dans ce cas remontant déja a Birkhoff [Bi4].

Soit I’ un billard convexe,image de v : T! — R2, et p € Z, g € N\ {0} deux
entiers premiers entre eux, tels que 0 < p/g < 1 . Soit S la partie de T'? formée
des g-uplets zg, ...,z4—1 tels que les g arcs zoz1, 2122, ..., 2q—22g—1, 2q—1%0
orientés positivement, recouvrent la courbe exactement p fois.

A chaque élément (2o, ...,24—1) de S on peut associer un polygéne, réunion
des segments D; joignant z; & z;41, si ¢ € {0, ...,q9 — 1}, etde D,_; joignant
Zg—1 a zo. Parmi tous les polygdnes ainsi obtenus, il en existe au moins un de
longueur maximale. En utilisant le fait que dans un quadrilatére convexe, la somme
des longueurs des diagonales est strictement plus grande que la somme des longueurs
de deux cotés opposés, on peut montrer que pour un polygéne (zg, ...zq—1) de
longueur maximale, tous les z; sont distincts et qu’ils s’ordonnent sur I' comme
les éléments de la suite ip/q + Z sur T'. De plus, les segments D; et D;i,
font un méme angle 6; €]0,w[ avec la tangente & I' en 2;41, et Dg_; et
Dy un méme angle 6y avec la tangente & ' en zo. Ainsi, si z; = v(s;), la
réunion des (s;,0;),t € {0, ...,q — 1}, est une orbite périodique de période q de
I’homéomorphisme F de T! x [0, 1] défini au paragraphe 2.

[Voir figure au sommet de la prochaine page.]

On obtient une deuxiéme orbite périodique de F' par un procédé de type minimax
en partant de notre polygdne P = (zq, ..., %4—1) de longueur maximale et en

essayant de maximiser parmi tous les chemins dans S joignant (zg, ...,2¢—1) 2
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p/qa=1/3
(205 --+»>2q—1), OU 2] estle premier sommet de P a gauche de z;, le minimum de
la longueur le long du chemin. On obtient la figure suivante :

p/q=1/3

Les résultats décrits ci-dessus se généralisent ainsi.

Théoreme. Soit F' un difféomorphisme de T! x [0,1] déviant la verticale a droite
et préservant I'aire, et f un relévement de F a R x [0,1] dont les nombres de
rotation induits sur R x {0} et R x {1} sont notés respectivement p~ et p*. Si
P EZ et g € N\ {0} sont deux entiers premiers entre eux tels que p/q € [p~, pT],
il existe un ensemble = formé de deux orbites périodiques de F' de type (p,q) tels
que :

i) larestrictionde p1 a = est injective,
i) pourtous z,2' € 77 H(E), pi(2) < p1(2') = pi(f(2)) < P1(f(2")).

Démonstration. Donnons les grandes lignes de la démonstration que 1’on trouve
dans [MaS5].

Puisque f dévie la verticale a droite, il existe deux fonctions g et g’ de classe
C!, définies sur une bande

A= {(z,2') eR*|0< g(z,2') <1} = {(z,2') € R* | 0 < ¢'(z,2") < 1} ,
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homéomorphe & [0,1] x R qui prennent simultanément les valeurs 0 ou 1 surla
fronti€re, et qui vérifient :
f(z,y)=(z",y) & y=g(z,2') et y = g'(z,2') ,
glz+1,2" +1) =g(z,2'), ¢(z+1,2"+1) =g (z,2"), (P)
29 (z,2') >0, %(z,2')<0.
Puisque F' préserve I'aire, la forme différentielle F*(ydz) — ydx est fermée
et puisque [F' laisse invariant les deux bords, elle est exacte. Dans le syst¢me de

coordonnées (z,z’) cela signifie qu’il existe une application h de classe C? ,
définie sur A, telle que:

9(z,2") = —§L(z,2') et ¢'(z,2') = & (z,2") ,
h(z 4+ 1,2" + 1) = h(z,z') , (Q)

soger(,7') <0

On considére sur I’ensemble
S ={(zi)icz | Tivq =i +p et (x4, Ti41) € A},

I’application
qg—1

H:8 >R, (2:)iez — Zh(l’i,l’i+1) )

=0
qui est invariante par
7:8 =8, (%i)iez — (zi + 1)iez

et définit de fagon naturelle une application A : § = S/ — R sur I’espace
quotient. Celle-ci est, au signe pres, 1’analogue de la longueur du polygéne dans le

cas du billard. Cette fonction est continue et elle atteint son minimum car S est
compact. La encore, en utilisant la relation

h(xl’xll) + h(.’L‘o,.’L‘f)) - h(wlaxa) - h(":o’x’l)
T :L"

=/ / 1 8%h/0z0z' (z,2') dzdz' <0
To zy

si
To < T1 ,TH < x) et[xo,z1] X [z, 2] C A,

on montre d’une part que les points ou A atteint son minimum sont situés dans
I’ensemble W™ = W*/7, ot

W* = {(z:)iez | ip/qg+ 37 <iplg+i =>zi+j<zi+j},
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et d’autre part, qu’ils ne sont pas sur le bord de S; ce sont donc des points critiques
de H.
Or, si z € S est un point critique de H, alors
OH/dzi(z) = ¢'(zi—1,2:) — g(Ti, Tiy1) =0,
ainsi
f(zi,g(xi,zig1)) = (Tig1, 9" (i, Tig1)) = (Tit1, 9(Tit1, Tiv2))s
et donc
fU(z0,9(z0,Z0+1)) = (To + P, g(T0. To+1)) -

Pour finir la démonstration du théoréme, on considére un point critique z* = (z});ez
de W* ou H atteint son minimum, on considére deux entiers r et s vérifiant
pr + gs = 1 et on définit le point z** = (z}*);ez = (2}, + 5)icz qui est
également un point ou H atteint son minimum correspondant & la méme orbite
de F', puis on construit par un procédé de type minimax un autre point critique
Z = (Z;)iez dans I’ensemble

V = {.'27 = (xi)iGZ I III: <z < .’L‘;* et (.171',1‘,'4.1) € A}

Les points z§ = (3, g(xg,x})) et Zo = (To, g(To,T1)) se projettent dans T! x
[0,1] en deux points périodiques de F' et la réunion des orbites de ces deux points
vérifie les conditions du théoréme.

Remarques. Nous pouvons faire plusieurs remarques. La premiére est que le
résultat se généralise au cas des homéomorphismes qui préservent 1’aire et dévient
la verticale (on impose dans ce cas que les applications « +— p; o f(x,y) et
z — pr o f~l(wu,y) sont strictement monotones). Il existe alors des fonctions
continues g et g’ vérifiant la propriété (P), ot I’on remplace la troisi€éme condition
par une condition de monotonie, et une application h de classe C! vérifiant les
deux premiéres conditions de la relation (@) et I'inégalité h(zy,2]) + h(xo,25) —
h(zxy,zq) — h(xo,2}) < 0. Nous nous limiterons cependant par la suite au cas des
difféomorphismes.

La seconde remarque concerne une autre interprétation possible de la démonstra-
tion du théoréme, plus topologique, et qui sera le point de vue que nous regarderons
au chapitre 2.

Les ensembles S et (W*N.S)/7 sont homéomorphes a T! x [0,1]*~! et le
champ de gradient de H est sortant sur la frontieére de chacun de ces ensembles,
ainsi H a au moins deux valeurs critiques ou un ensemble infini de points critiques.
Ce qui permet d’obtenir deux orbites distinctes de F'. De plus, le champ est sortant
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sur I’adhérence de V, excepté en z* eten z** , ce qui permet d’obtenir le point

o~

xT.

L’ensemble = trouvé dans le théoréme est ce qu’on appelle un ensemble bien
ordonné, c’est-a-dire qu’il vérifie les conditions suivantes :
i = est invariant par F';

—

ii) larestrictionde p; a = est injective;
iii) pour tout couple (z,z’) d’éléments de = '(Z),
r(z) < ;m(Z") = pi(f(2)) < 1 (f(2)) .

Les propriétés suivantes (voir A. Katok [Ka2], [D], [Hm2]), qui sont des
conséquences de la propriété de déviation de la verticale et des résultats sur les
homéomorphismes du cercle, ainsi que le théoréme précédent, permettent d’obtenir
également des points ayant un nombre de rotation irrationnel. On suppose que
= est un ensemble bien ordonné, autrement dit, qu’il vérifie les trois conditions
précédentes.

Propriétés.

i) L’ensemble = est borné, et I’inverse de la restriction de p; a =, définie sur
p1(E), est lipschitzienne.
ii) L’adhérence de = est bien ordonnée.

iii) Il existe un homéomorphisme G de T! tel que le diagramme suivant soit
commutatif.

F

—_—

(1

m

— 1]

2

— . T?

G

L’application GG n’est généralement pas unique, mais son nombre de rotation,
élément de T!, ne dépend que de =.

=

T

iv) Il existe un relévement g : R — R de G tel que le diagramme suivant soit
commutatif.
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Le nombre de rotation de g, élément de R, ne dépend que de = et du relevement

choisi f, onle note p=, il vérifie la propriété suivante :

V)

vi)

vii)

pour tout z € 7; *(Z), et pour tout k € Z,

—1<pi e ff2)—p1(2) —kp= < 1.

L’ensemble, noté X(F') ou X(f), des parties fermées bien ordonnées de F' est
fermé dans 1’ensemble des parties compactes de T! x R muni de la topologie
de Hausdorff.

Un relevement f étant fixé, ’application qui & = € X(F') associe p=, est
continue et propre ; par conséquent, I’ensemble image est fermé dans R. Nous
noterons Ro(f) cet ensemble.

Un nombre rationnel p = p/q, o p € Z et ¢ € N\ {0} sont premiers entre
eux, appartient a Ro(f) siet seulement s’il existe une orbite périodique de type
(p, g) bien ordonnée.

viii) Soit (fn)n>0 une suite d’éléments de D (T! x I) qui dévient la verticale a

ix)

X)

xi)

xii)

droite et qui converge, pour la C°-topologie, vers un élément f de D(T! x I)
qui dévie la verticale. Si (2,)n>0 est une suite formée, pour tout n, d’un
élément de X(f,) de nombre de rotation p, etsi (pn)n>o0 est bornée, il en
est de méme de (Z,)n>0 . De plus, si (E,)n>0 converge vers =, alors =
appartient 2 X(f) etla suite (p,).>0 converge vers le nombre de rotation de

—
—

Tout graphe d’une fonction continue de T! dans R, invariant par F' est un
ensemble bien ordonné, la fonction est alors lipschitzienne de rapport

max (max |6~ (2)a(2)| , [d(2)67" ()])

pre= (i3 a)

L’ensemble de ces graphes est une partie fermée de X(F'); I’ensemble des
nombres de rotation de ces graphes une partie fermée Rg(f) de Ro(f).

Si = est un graphe invariant de nombre de rotation p, les ensembles bien
ordonnés de nombre de rotation p’ > p (resp. p’ < p) sont situés strictement
au-dessus de = (resp. strictement au-dessous de p).

Si p estirrationnel et si f préserve I’aire, il existe au plus un graphe invariant
de nombre de rotation p.

Si = et =/ sont deux graphes invariants disjoints et si f préserve 1’aire, les

nombres de rotations des deux graphes sont distincts.
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Reprenons les hypothéses du théoréme. Chacun des ensembles trouvés est un
ensemble bien ordonné de nombre de rotation p/q ; en prenant des limites de ces
ensembles on en déduit que pour tout nombre irrationnnel p entre p— et pt, il
existe un ensemble bien ordonné dont c’est le nombre de rotation. Soit c’est un graphe
invariant, soit il contient un ensemble de Cantor minimal ou la dynamique est celle
d’un contre-exemple de Denjoy, ce qu’on appelle un ensemble d’ Aubry-Mather.

Dans le cas d’un anneau infini, le théoréme s’énonce ainsi.

Théoréme. Si F € Diffg(T! x R) dévie la verticale a droite et si F*(ydz) — ydx
est une forme exacte, alors Ro(f) = R pour tout relévement f de F.

Remarques sur la théorie d’Aubry-Mather. Nous n’avons exposé qu’une partie
de la théorie d’ Aubry-Mather. De fagon plus générale, on peut définir sur I’ensemble

L = {(zi)iez | (zi,zi+1) € A},

la notion de configuration minimisante. Une configuration z* = (z});ez € ¥ sera
dite minimisante si, pour tout couple pour tout couple d’entiers 7o < ¢;, la fonction
H;, ;,, définie sur

Binis =1 = (%i)iez € | x4, = ], Ti, = T},

par

i1—1

Hio,il (.’L‘) = Z h(xiaxi+1) 5

i=’io
atteint son minimum en z*. Ces configurations ont alors les propriétés suivantes
(voir par exemple A. Chenciner [Che2] pour les détails).

i) Si (2;)iez estune configuration minimisante, alors pour tout i € Z,
f (i, 9(2i, Tit1)) = (Tit1, 9(Tit1, Tit2)) -

ii) Si (z:)iez et (y:i)icz sont deux configurations minimisantes, il existe ip €
Z U {—o0,+>} tel que les suites (z; — y;)i<i, €t (z; — Ysi)i>i, ontchacune
un signe constant strict, opposé 1’un 1’autre.

iii) Si z = (z;)iez est une configuration minimisante, il existe un réel p., le
nombre de rotation de z tel que, pour tout couple d’entiers (z,j) ona:

—1<a:,~—:cj—(i—j)pz<1.

iv) L’ensemble des configurations minimisantes est fermé pour la topologie produit
définie sur X, et I’application = — p, continue sur cet ensemble.
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v) Les configurations minimisantes de nombre de rotation p/q, ou p € Z et
g € N\ {0} sont premiers entre eux, sont formées des configurations minimales
construites dans le théoréme, et également de configurations correspondant a
certaines orbites homoclines aux orbites périodiques ainsi construites.

vi) Si z est une configuration minimisante de nombre de rotation p irrationnel,
I’adhérence de 1’orbite de F' correspondant est un ensemble d’Aubry-Mather
ou un graphe invariant et ne dépend pas de la configuration choisie.

On peut également construire des orbites minimisantes du type extrema lié, sur
des parties de 1’espace de configurations définies par certaines relations, ce qui
permet d’obtenir des orbites ayant des propriétés dynamiques bien déterminées (voir
[Ma9)).

Cette théorie a plusieurs origines. En effet, J. Mather s’intéressait aux applications
de I’anneau et commenga par montrer 1’existence des orbites de nombre de rotation
irrationnel, alors que S. Aubry et A. Le Daeron travaillaient en physique des solides
sur le modele discret de Frenkel-Kontorova et s’intéressérent d’abord aux orbites
périodiques. Les problémes variationnels auxquels ils furent confrontés se retrouvent
curieusement dans un vieux travail de géométrie riemannienne de 1936 de G. A.
Hedlund [H1]. On peut d’ailleurs donner une démonstration commune de chacun de
ces résultats (voir V. Bangert [Ball).

Hedlund étudiait les géodésiques de classe A d’untore T? muni d’une structure
riemannienne, c’est-a-dire des courbes qui, dans le revétement universel minimisent
la longueur entre deux de ces points. Pour toute droite passant par (0,0), il existe au
moins une géodésique minimisante restant a distance bornée de la droite (dans le cas
d’une métrique plate ce sont les paralléles). Quand cette droite est rationnelle, I’en-
semble des géodésiques minimisante obtenues se projette dans T? en un ensemble
fermé de géodésiques, contenant des géodésiques fermées et des géodésiques homo-
clines a celles-ci. Quand la droite a une pente irrationnelle, 1’ensemble se projette
sur T? en un feuilletage (qui correspond & une courbe invariante pour la théorie
d’ Aubry-Mather) ou en une lamination géodésique minimale (qui correspond & un
ensemble de Cantor).

Une autre fagon de voir le lien entre ces théorie est de considérer la remarque
suivante due a J. Moser (voir [Mo2], [Mo3]).

Un difféomorphisme F' de I’anneau qui préserve 1’aire et dévie la verticale a
droite est I’application de premier retour d’une section de Poincaré d’un champ Ha-
miltonien H(q, p,t) définisur T*(T') x R/Z satisfaisant a larelation 82H/8p? >
0. La convexité de I’hamiltonien permet alors de ramener ce flot, par une transfor-
mation de Legendre, a un flot d’Euler-Lagrange associ€é a une fonction lagran-
gienne L(z,%,t) définie sur T(T!) x R/Z vérifiant la condition de Legendre
8?L/8%? > 0. Les orbites minimisantes de F correspondent a des orbites ()
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131
qui minimisent 1’action / L(~v(t),7'(t),t) dt entre deux points quelquonques de
to

I’ orbite.

Cette interprétation de la théorie d’Aubry-Mather a permi a J. Mather d’en
donner une généralisation en dimension supérieure, les orbites minimisantes étant
remplacées par des mesures minimisantes. Considérons une variété compacte M et
une fonction lagrangienne L : T(M) x T! — R vérifiant L;; > 0 et a croissance
super-linéaire, c’est-a-dire vérifiant

Jm L& 0)/ ||é]l = +oo si € T(M) et t €T,

ou ||&|| estla norme associée & une métrique riemannienne quelconque sur M.

Pour toute mesure borélienne de probabilité invariante par le flot on peut définir
une action A(u) € R U {+oc0}, puis un nombre de rotation p(u) € H,(M,R)
si A(p) < +oo. 11 existe alors deux fonctions convexes conjuguées A croissance
super-linéaire

o: H'(M,R) - R, B:H;(M,R)— R,
définies ainsi :
B(u) = min {A(p) | p € X, p(n) = u},
—a(v) = min {A(p)— < wv,p(p) > | pe X},

ou X est]l’ensemble des mesures boréliennes de probabilité invariantes, ou H! (M, R)
est le premier groupe de cohomologie de De Rham de M et H;(M,R) le premier
groupe d’homologie. En particulier si M = T", les fonctions « et 3 sont définies
sur R™.

On obtient alors les résultats suivants.

Si (u, B(u)) estun point extrémal de I’ensemble des points au-dessus du graphe
de B (il y aunnombre infini de tels points puisque 3 est a croissance super-linéaire),
alors il existe une mesure ergodique de rotation wu.

Si X, est I’ensemble des mesures ot p — A(p)— < v,p(p) > atteint son
minimum, alors le support de X, est compact, la projection de ce support sur
M x R/Z est injective et la réciproque est lipschitzienne. Dans le cas ou M = T?
les fonctions « et 3 sont strictement convexes, il existe une mesure ergodique pour
tout nombre de rotation u € R. L’ensemble X, est formé des orbites minimisantes
de rotation u, ou v est une sous-différentielles de 3 en w. Si § estrationnel, X,
contient des mesures portées par des orbites périodiques correspondant aux orbites
maximales étudiées plus haut; si 3 est irrationnel, X, se réduit a un point. Le
support se projette soit sur T? soit sur une lamination .
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On a des résultats du méme type pour le probléme de recherche des géodésiques
de classe A sur le tore T™ muni d’une structure riemannienne. Il existe une norme
sur H,(T™) = R™, appelée la norme stable définie par un ensemble convexe, qui
correspond aux fonctions « et (3. Pour tout point extrémal de la boule, il existe
une géodésique minimisante dont c’est la direction. Quand n = 2, la boule est
strictement convexe, quand n > 3 ce n’est plus nécéssairement le cas, il y a des
directions qui ne correspondent & aucune géodésique minimisante (voir [Ba2]).

4. Etude topologique des difféomorphismes déviant la verticale et
préservant I’aire : la théorie de Birkhoff.

On peut commencer a expliquer la dynamique d’un difféomorphisme de classe
C> générique F', préservant ’aire, au voisinage d’un point fixe elliptique. La
forme normale, qui dévie la verticale, admet une courbe invariante r = (6) pour
chaque nombre de rotation dans un intervalle o, o] si elle la dévie a droite, dans
un intervalle [0/, si elle la dévie & gauche (voir les notations plus haut). Le
difféomorphisme aura au voisinage du point fixe un ensemble fermé formé de graphes
invariants indexés et ordonnés par leur nombre de rotation. Cet ensemble est non vide
car il contient toutes les courbes données par le théoreme de Kolmogorov, Arnold,
Moser, c’est-a dire un ensemble de mesure non nulle, ayant le point fixe comme
point de densité, et formé de graphes invariants, ou F' est conjugué a une rotation de
nombre de rotation diophantien, mais il contient beaucoup d’autres courbes obtenues
comme limites de celles-ci. Par ailleurs J. C. Yoccoz (commun. personnelle, voir
aussi [Hm4]) montre qu’un graphe invariant générique n’est pas un graphe donné
par le théoréme de Kolmogorov, Amold, Moser, et plus précisément a un nombre de
rotation qui est un nombre de Liouville. On peut montrer également que 1’ensemble
des nombres de rotation des graphes invariants est génériquement formé uniquement
de nombres irrationnels et qu’il est donc totalement discontinu (voir [Hm2]). Ainsi,
il existe des régions annulaires délimitées par deux graphes invariants et ne contenant
aucun autre graphe invariant, que 1’on appelle des régions annulaires d’instabilité
(voir [Bi6]). A un nombre de rotation compris entre les deux nombres de rotations
des bords correspond un ensemble bien ordonné, réunion de deux orbites périodiques
dans le cas rationnel, ensemble de Cantor dans le cas irrationnel.

[Voir figure au sommet de la prochaine page.]
Le but de ce paragraphe est 1’étude des régions d’instabilité et 1’outil principal
sera ce qu’on appelle la théorie de Birkhoff (voir [Bi5] ou pour une terminologie

plus moderne [Hm2] et 1’appendice d’A. Fathi ), qui, dans la situation ci-dessus
s’énonce ainsi :
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orbite périodique
ensemble de Cantor

courbe invariante

« si U est une partie ouverte, connexe, simplement connexe, invariante par F',
contenant le point fixe, et contenue dans un certain voisinage de celui-ci, alors la
frontiere de U est un graphe invariant »;

et qui s’énonce dans le cas général sous la forme suivante.

Théoréme. Si F € Diffg(T! x [0,+oc]) dévie la verticale a droite et préserve
I'aire, et si U est ouvert, borné, homéomorphe a T x [0, +oo|, invariant par F et

contient T! x {0}, alors lafrontiérede U est le graphe d’ une fonction lipschitzienne
Y : T - R.

Idée de la démonstration. On note U° 1I’ensemble des points de U radialement
accessibles, c’est-a-dire :
U°={z=(z,y) €U | {z} x [0,y]} C U}.
On peut alors construire des parties ouvertes U~ et Ut de U vérifiant:
U-nut=U° FU*t)cUY, FY(U")CU".

La construction de tels ensembles n’est pas unique, on peut prendre par exemple
Ut = Up>oF"(U®%), U™ = U,<oF™(U°) (mais il faut alors montrer la premiére
relation), on peut également construire des ensembles U~ et Ut de fagon topolo-
gique ne faisant pas intervenir F' (voir [Hm2] ou [L6]).

[Voir figure au sommet de la prochaine page.]

Comme F préserve I’aire, on en déduit que U~ \U° et U\ U° sont vides, on
en déduit ensuite, parce que F' dévie la verticale, que U = U®, puis que la frontiere
de U estun graphe.
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NYERSY,

U+ U-
N~ N~

Supposons que F' appartienne a Diffy(T" x I), ou I est un intervalle de R,
dévie la verticale a droite, préserve 1’aire et ait une région délimitée par deux graphes
invariants C~ et Ct et ne contenant aucun autre graphe invariant. Le théoréme
admet alors le corollaire évident suivant.

Proposition. Si X est une partie fermée connexe de C, qui sépare I’anneau et qui
est invariante par F, alors X estégala C—, estégala Ct, ou contient les deux
bords.

Nous allons voir comment cette proposition appliquée un certain nombre de fois
permet de préciser la dynamique de F', restreinte a C'. Commengons par la propriété
suivante, qui est due a Birkhoff [BiS], et qui justifie le nom de région d’instabilité
donnée a C.

Proposition. Si V= et V't sont deux voisinages respectifsde C~ et C, il existe
z€V™ et ne€Ntelque F*(z) e VT,

Démonstration. On peut toujours supposer dans les hypothéses, que V~ et V¥
sont ouverts et connexes. Le fait que F préserve 1’aire permet de dire que les
ensembles ouverts U,en (V™) et Urezf*(V ™) ont méme aire et donc méme
adhérence. La proposition précédente nous dit que celle-ci contient C't,

Une application répété€e de la proposition précédente permet de préciser ce résultat
et d’obtenir une démonstration rapide (voir [LL2]) d’un théoréme de Mather dont la
démonstration originale (voir [Ma8]) utilise les méthodes variationnelles expliquées
plus haut.

Théoreme. i) Il existe x € C tel que

Jim d(F(2),C7) = lim d(F"(z),C*)=0.
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ii) Pour tout voisinage V de C*, il existe x € V tel que
lim d(F*(z),C™)=0.
n—=oo

Idée de la démonstration. La proposition précédente exprime en particulier que les
deux bords ne sont pas stables au sens de Liapounoff, ni pour F, ni pour F~!. Un
argument topologique simple et astucieux de Birkhoff (voir [Bi2], [Bi7]), permet
alors de construire, si on se fixe un voisinage annulaire compact V- de C—,

disjoint de C'*, un ensemble fermé et connexe A, , contenu dans V, contenant
C~, rencontrant la frontieére de V, ettel que f~1(Ag ) soitinclus dans Ay

e

-V
La suite (A )rez, o A, = f¥(Agy), est alors croissante et la premiére
proposition nous dit que
mA_— -, C+C(UA;:) . (%)
kEZ kEZ

On construit de méme une suite décroissante de fermés connexes (2 )rez
vérifiant également (*), puis, en se fixant un voisinage annulaire compact V+
de C*, deux suites (A} )kez et (QF )kez, la premiére croissante, la seconde
décroissante, vérifiant la condition (*) en intervertissant C~ et Ct.

Le fait que F dévie la verticale permet de montrer (voir [L2] ou [L6]) que les

ensembles Ay, Af, Qp et Qf “s’enroulent” quand k est assez grand de la fagon
suivante.

RN

Ainsi, si k est assez grand, Ap et Qf serencontrent; de méme Ay et Q,: se
rencontrent dans un voisinage fixé V de C*.
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Nous allons préciser la dynamique dans la région d’instabilité, mais en supposant
maintenant et jusqu’a la fin du paragraphe que F' vérifie des conditions génériques,
et nous considérerons un relevement f de F'.

Nous dirons que F € Diffg(T? x I) vérifie la propriété (G) si:

i)  pour tout point périodique z de plus petite période ¢ > 1, le réel 1 n’est pas
valeur propre de DFY ;

ii) pourtout couple de points périodiques z et z’ de type hyperbolique, les variétés
stables et instables W*°(~) et W*(z’) s’intersectent transversalement.

La propriété (G) est générique dans Diff' (T x R), elle est également générique
parmi les éléments de Diff! (T* x R) qui préservent I’aire (voir [Kul, [Sm1], [Ro]).

Si F € Diff§(T! x I) dévie la verticale 2 droite, préserve I’aire et vérifie la
propriété (G), elle n’a pas de graphe invariant de nombre de rotation rationnel, en effet
une telle courbe impliquerait 1’existence d’une connexion homocline ou hétérocline
((Hm2]). Supposons maintenant que I soit égal 3 R et que F*(ydz) — ydux
soit exacte, il existe alors, pour tout nombre de rotation rationnel p = p/q, un
ensemble bien ordonné = de nombre de rotation p, formé d’une orbite périodique
correspondant au minimum de la fonction H définie au paragraphe 3, et d’une orbite
correspondant a un point critique de type minimax. Un calcul (voir R. Mac Kay et
J. Starck [MS]) montre que la trace de I’application DF'? sur I’orbite périodique et
la matrice hessiene D?H (x) de H au point critique @ = (x;);ez correspondant
sont liées par la relation :

—1)¢det D*H(x
trace DI'] — 2 = —(1 yde @) ’
12, 82h/0xda'(2i, xi4)

Ainsi, si F' vérifie la condition (G), la signature de la matrice hessienne de H
est (¢,0) au maximum et (¢ — 1,1) au second point critique. En particulier, la
premicre orbite est d’indice —1, elle est du type hyperbolique sans réflexion. En
d’autres termes, la différentielle D f? a deux valeurs propres réelles A et p vérifiant
0 < A <1 < u. La seconde orbite est d’indice +1, elle est soit elliptique, avec
des valeurs propres de module 1, soit hyperbolique avec reflexion, avec des valeurs
propres réelles A et g vérifiant 0 < —1 < A < 0.

Le résultat qui suit (voir [ L4]), qui ne suppose pas que F' préserve I’aire, montrera
deux choses : d’une part que c’est la seconde alternative pour I’orbite minimax que
I’on rencontre le plus souvent, d’autre part qu’un ensemble d’Aubry-Mather est
génériquement hyperbolique, c’est-a-dire admet deux champs continus de droites
invariants, I’'un dilatant et I’autre contractant. La construction d’un difféomorphisme
dont les ensembles bien ordonnés sont hypcerboliques avait déja été faite par D.
Goroff [Go] et M. Herman (commun. pers.).
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Théoreme. Si f € DY (T! x I) dévie la verticale a droite et vérifie la condition
(G), il existe une partie ouverte et dense U de R telle que tout ensemble bien
ordonné, dont le nombre de rotation est dans U est hyperbolique. De plus, I’en-
semble des rationnels, qui sont nombre de rotation d’ un ensemble bien ordonné non
hyperbolique, n’a que des points isolés.

Idée de la démonstration. 11 suffit de montrer que pour tout nombre rationnel p, il
existe € > 0 tel que tout ensemble bien ordonné, dont le nombre de rotation est dans
le — €, p + €[\{p}. est hyperbolique. On raisonne par 1’absurde et on suppose qu’il
existe une suite (=,),>0 d’ensembles bien ordonnés non hyperboliques, dont les
nombres de rotation soient tous distincts de p et tels que la suite (p=,, )nZO converge
vers p. En utilisant les résultats du paragraphe 3 , on peut toujours supposer que
la suite (Z,)n>0 converge vers un ensemble bien ordonné = de f de nombre de
rotation p et que la suite (p=,_ ), >0 est toujours du méme coté de p, par exemple
a droite de p. N

Le fait que F' vérifie la condition i) implique alors que = a un nombre fini
de points périodiques, tandis que le fait que la suite (p=,)n>0 est formée de réels
strictement plus grands que p implique qu’il existe au moins un point entre deux
points périodiques consécutifs, dont I’orbite (F*(z))rez se rapproche de celle du
point situé a gauche quand k tend vers —oo et de celle du point situé & droite quand
t tend vers +oo. La condition (G) implique alors que les points périodiques sont
hyperboliques sans réflexion et en nombre fini, puis qu’il n’y a également qu’un
nombre fini d’orbites hétéroclines dans =. Cet ensemble est donc hyperbolique et il
doit donc en étre de méme pour =,, désque n est grand ; on a ainsi une contradiction.

Remarques. La démonstration nous dit également que si F € Diffg(T! x R)
dévie la verticale a droite, préserve 1’aire, vérifie (G), et si F*(ydx) — ydx est
exacte, il existe pour tout rationnel p/q une orbite bien ordonnée avec des intersec-
tions homoclines comme celles figurées ci-dessous, résultat que 1’on peut montrer
également par les méthodes variationnelles.

La réunion des ensembles bien ordonnés hyperboliques est cependant de mesure
de Lebesgue nulle (voir [Ka2]) et également de dimension de Hausdorff zéro (voir
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[Fa3]). Comme conséquence, I’application qui, & un point de cette réunion, associe
son nombre de rotation, n’est pas holdérienne (voir [Fa3]).

Supposons maintenant que F € Diffy(T! x I) dévie la verticale a droite,
préserve 1’aire, vérifie (G) et admet une région d’instabilité C' délimitée par deux
graphes invariants C~ et C*. On peut préciser la dynamique de F sur cette
région, en utilisant encore un certain nombre de fois la premiére proposition de ce
paragraphe (voir [L2]).

Théoreme. Il existe une partie X de C fermée, connexe et invariante par F' telle
que :

i) l'adhérence des ensembles
A* ={z| lim d(F"(z),C*) =0}

et

QF ={z| lim d(F™(z),C*) =0}

est égalea X ;
i) pour tout nombre rationnel p compris entre les nombres de rotation des deux

bords, il existe une orbite périodique bien ordonnée hyperbolique O(z), dont
c’est le nombre de rotation, ayant une intersection homocline, et telle que

X = (W*(0(z2))) = (W=(0O(2))) ;
iii) rous les ensembles bien ordonnés de nombre de rotation irrationnel sont conte-
nus dans X ;

iv) si U est une composante connexe de C \ X, alors U est simplement connexe
et son adhérence ne sépare pas I’anneau ; de plus, il existe M € R, r € Z et

s €N\ {0} tels que, pour tout z € 77 *(U) ettout k € Z, ona
—M < pi(f¥(2)) —p1(2) —k r/s < M .

Idée de la démonstration. Fixons un nombre rationnel p entre les nombres de
rotation des deux bords. On peut trouver une orbite périodique hyperbolique O(z)
bien ordonnée de nombre de rotation p, avec une intersection homocline du type
décrit plus haut, et construire une courbe fermée simple I' séparant 1’anneau et
formée de morceaux de variété stables et instables de cette orbite. Toute partie
fermée, connexe, invariante par F', séparant 1’anneau, et distincte de chaque bord
doit rencontrer cette courbe. On peut montrer, grice au fait que F' préserve 1’aire,
qu’il contient en fait les variétés stables et instables toutes entiéres de 1’orbite. Les
adhérences de chacune de ces variétés étant connexes, séparant 1’anneau et n’étant
pas réduite a un bord, elles sont égales et I’ensemble X ainsi construit ne dépend pas
de p. Si U est une composante connexe de C'\ X, elle est simplement connexe ;
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de plus elle est périodique puisque F' préserve 1’aire. On note s la période. Comme
U est disjoint de X, il est au-dessus ou en-dessous de I', ainsi son adhérence
ne rencontre pas I’'un des deux bords et il en est de méme de 1’adhérence X de
UU ... UFs~1(U). Ce demier ensemble, qui est fermé invariant et d’intérieur non
vide, est disjoint de ’un des deux bords, par exemple de R x {1}. S’il séparait
I’anneau, la fronti¢re de la composante connexe de son complémentaire qui contient
T!' x {1} serait invariante et connexe, séparerait 1’anneau et ne se réduirait pas 2
T! x {0} ; on aurait donc une contradiction. Ainsi, on peut construire un arc joignant
les deux bords sans rencontrer X et donc sans rencontrer U. Le méme raisonnement
appliqué a la réunion de X et de T! x {0} nous dit que ces deux ensembles sont
disjoints. Toute composante connexe U’ de 77 *(U) est donc bornée et a une
distance non nulle des bords, de plus il existe un entier r tel que f*(U') =T"(U’);
on en déduit facilement iv), puis i) et iii).

L’ensemble X apparait comme le squelette de la région d’instabilité, il contient
la dynamique la plus intéressante, qui se retrouve d’ailleurs dans les flots elliptiques
contenus dans le complémentaire de X.

Remarques sur la théorie de Birkhoff. La théorie de Birkhoff nous donne en
particulier les résultats suivants, pour un difféomorphisme préservant 1’aire et déviant
la verticale.

- Si ¢ : T! — R est une application continue dont le graphe T',, est invariant
par F', alors vy est lipshitzienne de rapport

s (max(B (Ja2)| [ (D),

or= (45 &)

- Si I' est une courbe de Jordan invariante séparant 1’anneau, c’est le graphe
d’une fonction continue ) : T! — R.

La théorie de Birkhoff écrite sous cette forme admet une généralisation que nous
allons expliquer en partie (voir [Hm3]).
Considérons sur la variété T™ x R"™ la forme de Liouville v = E;;l y;dx; et

la forme symplectique w = —dv. On dit qu’un difféomorphisme F' de classe C"
de T™ x R™ est exact symplectique si la forme F*v — v est exacte. Si on écrit

or= (43 43)
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les matrices b~1(z)a(z) et d(z)b~1(z) sont alors symétriques. On dit que F' est
monotone si le déteminant de b(z) est non nul, pour tout z. On dit que F' est
monotone positif si 1’une des relations suivantes est vraie :

pour tout z € T® x R", b~ !(z)a(z) est définie positive,
pour tout z € T" x R™, d(z)b~!(z) est définie positive.

Le graphe ', d’une fonction ¢ : T® — R" de classe C' est lagrangien
(i.e. la restriction de w a la sous-variété I'y, est nulle) si et seulement si la forme
S vidz; est fermée, on peut dire par extension que le graphe d’une fonction
continue ¢ : T™ — R™ est lagrangien si la forme Z?=1 Y;dx; est fermée au sens
des distributions. On a alors le résultat suivant qui généralise la premiére partie du
théoréme de Birkhoff.

Théoreéme. Si F est un difffomorphisme de classe C' exact symplectique et
monotone positif, et si 1 : T™ — R™ est une fonction continue dont le graphe Ty,
est lagrangien, alors ) est lipschitzienne de rapport

max (max((| (2)a()|, la=~ )]

ou || || est la norme définie sur M,(R) associée a la norme euclidienne sur R™.

Quand n estégala 1 tout graphe est lagrangien. Ce n’est plus le cas quand n est
plus grand, et la théorie est fausse pour les graphes invariants non lagrangiens: iln’y
a pas d’inégalit€ a priori pour ceux-ci, méme dans le cas intégrable. De méme il n’
y a pas, en général, d’inégalité a priori pour les graphes invariants lagrangiens dans
le cas ol les matrices symétriques b~1(z)a(z) et d(z)b~1(z) ne sont ni définies
positives, ni définies négatives, par exemple quand elles sont inversibles et indéfinies.

Si F' est monotone de classe C'*° et proche d’une application intégrable, (méme
dans le cas indéfini) on a beaucoup de tores donnés par le théoréme de Kolmogorov,
Armold, Moser. Ceux-ci sont de classe C'*° et lagrangiens, et F' est conjugué sur
chaque tore a une translation ergodique diophantienne. Si F' est défini positif, on
en déduit a cause des inégalités a priori, qu’il y a comme en dimension un beaucoup
plus de tores, obtenus comme limites de ceux-ci; on a alors des résultats génériques
trés surprenants sur ces tores (voir [Hm4]).

On peut également obtenir pour les tores lagrangiens dans le cas défini positif,
une version perturbative de la seconde assertion de la théorie de Birkhoff ( [Hm3]).
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S. Le cas général des difféomorphismes déviant la verticale

Dans ce paragraphe nous nous intéresserons aux difféomorphismes de 1’anneau
qui dévient la verticale mais qui n’ont pas de propriétés relatives a 1’aire. Nous
verrons quelles informations sur la dynamique de F' nous donne la connaissance de
I’ensemble Ro(f) défini au paragraphe 3.

Commengons par énoncer un résultat de G. R. Hall ([Hall), sur lequel nous
reviendrons au chapitre 2.

Théoreéme. Si I est un intervalle de R et si f € D'(T' x I) dévie la verticale
a droite et a une orbite de type (p,q), on p € Z et g € N\ {0} sont premiers
entre eux, alors f a une orbite de type (p,q) bien ordonnée; en d’ autres termes

p/q € Ro(f).

Ainsi pour montrer 1’existence d’une orbite périodique bien ordonnée, il suffit de
montrer I’existence d’une orbite périodique de méme type. Or il existe des critéres
simples d’existence d’une orbite de type (p,gq) pour une application déviant la
verticale (voir D. Bernstein [Bel, Casdagli [Call, [L1]). La proposition suivante est
le critére de Casdagli.

Supposons que f € D (T! x I) dévie la verticale a droite, fixons p € Z et
g € N\ {0} deux entiers premiers entre eux, et définissons les ensembles

Cra={2 ER XTI |pi(f(2)) = p1(2) + p} et Cpq = 71(Cp,q) -

Proposition. L’ensemble des points de type (p,q) de f est I'intersectionde C,p 4
etde f(Cpq).

Démonstration. Pourtout 2 € Rx I, notons V, laverticale passant par z. Puisque
f dévie la verticale, les ensembles f(V;-1(,)) et V, s’intersectent uniquement au

point z. Ainsi,si z € C, N f(Cp,,), alors:
{f4(2)} = f(Via-1(2)) N Via(z)
= f(Viv o -1(2)) N V1(e)
= f(Vi-1 o 1(2)) N Vo) = {T7(2)} -

Réciproquement, il est évident que si z est de type (p,q) il appartient a la fois
aCpgqeta f(Cpo)
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Remarques.

i) Si f € DY(T! x[0, 1]) préserve I’aire et dévie la verticale, et si p/q est compris
entre les nombres de rotation induits sur les bords, I’ensemble C), , est fermé
et sépare 1’anneau (voir [L1]), il rencontre donc son image par 1’application
F relevée par f et on a ainsi un point de type (p,q). Cette remarque et le
théoréme de Hall permet donc de retrouver une démonstration topologique du
théoréme d’ Aubry-Mather (on obtient cependant qu’une seule orbite périodique
par cette démonstration).

ii) Si f € DY(T! x R) n’a pas de point de type (p,q), I’ensemble C, , sépare
I’anneau et ne rencontre pas son image par F. On peut trouver dans tout
voisinage de C), , une courbe fermée simple non homotope a zéro; si le
voisinage est assez petit, cette courbe ne rencontrera pas son image par F'.
Nous allons chercher a améliorer ce résultat pour préciser la dynamique de F'.
Nous chercherons d’abord a étudier la forme des ensembles C), 4, puis nous
verrons comment construire des filtrations de F', a partir de 1’ensemble de
rotation (voir [Bo2], [L1], [L5])).

Fixons f € D'(T' x R) déviant la verticale 2 droite, relevant un difféomor-
phisme F' de T! x R et fixons également deux entiers p € Z et ¢ € N\ {0}
premiers entre eux. L’ensemble C, , est alors compact et sépare ’anneau. On
peut montrer plus précisément que si (z,u~(z)) et (z,ut(z)) sont les points de
({z} x R)NCp,, d’ordonnées respectivement minimales et maximales, les applica-
tions p~ et put alors définies admettent une limite A droite et une limite A gauche
en chaque point, et sont respectivement continue a gauche et continue a droite (voir
[L1]). De mémesi (z,v~(z)) et (z,v*(z)) sontlespointsde ({z} xR)NfI(Cp.q)
d’ordonnées respectivement minimale et maximale, 1’application v~ est continue a
droite et a une limite a gauche en chaque point, alors que v+ est continue a gauche
et a une limite a droite en chaque point. Enfin, on a les égalités :

Fi(z,u™(z)) = (z,v(2)) , Fa,u*(2)) = (z,v7(z)) -
[Voir figure au sommet de la prochaine page.]

En particulier, si f n’a pas de point de type (p, ¢), il existe une fonction continue
de T' dans R dont le graphe sépare les ensembles C, , et F4(Cp ,), on a deux
cas possibles dessinés ci-dessous.

[Voir figure au sommet de la prochaine page.]
Notons maintenant U, , et V, , les composantes respectivement inférieure et

sup€rieure du complémentaire de C, 4, et plagons nous dans le premier cas, le cas
ou Cj, , monte sous I’action de F9.
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(z,v*(z))

(z,v™(z))

O)F4Chp,q) (Cp.,q)

O\ . o

F9(Cp.q)
Les ensembles |J,,5o F"(Up,q) €t U,>o F9"(Up,q) sont égaux. Si on note

U, , I'ensemble ainsi obtenu, on obtient une partie ouverte, invariante par F' et

homéomorphe 2 T! x R . Si ce n’est pas T! x R , on peut considérer, pour tout
z € T?, le point (z,v'(z)) le plus bas de la verticale {z} x R qui ne soit pas dans
U, .- On obtient ainsi une application ' 2 valeur réelle, définie sur T', continue
a droite et ayant une limite & gauche en chaque point, ceci parce que F' dévie la

verticale a droite.

P.q

Si z estun point du graphe de v’ noté I' et méme de son adhérence, I’image par
F~! de z appartienta I'. De plus, I’application F'~! définie sur ce graphe, préserve
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I’ordre donné par la premiére projection. En particulier, il existe un ensemble fermé

bien ordonné sur T, il suffit de prendre M,>oF ~"(I"). Notons alors p’ le nombre
de rotation de cet ensemble. On a le résultat suivant :

si p/, +00[NRo(f) = ¢, alors UL, =T' xR,
si ]p/q, +oo[NRo(f) # ¢, alors U, , # T x R et p' = inf (Jp/q, +-00[NRo(f)) -

On peut faire la méme chose pour V), ,. L’ensemble

Vz:,q = U F(Vp,q) = U F™"(Vp,q)

n2>0 n>0

est invariant par F', homéomorphe 2 T! x R ; il est distinct de cet ensemble si et
seulement si | — oo, p/q[ N Ro(f) # ¢. Dans ce cas, sionnote (z, u'(z)) le point le

plus hautde la verticale {x} xR quine soit pas dans V,, _, on obtient une application

u#’ continue a droite et ayant une limite & gauche en chaque point, dont le graphe
est positivement invariant par F', et contient un ensemble bien ordonné de nombre

de rotation p’ = sup (] — o0,p/g[ N Re(f)). Lensemble W, = V,; N T, ,,

homéomorphe 2 T! x R, est formé de points errants qui montent le long de I’anneau.

S - Wo.q
==
®<— Cp,q

Fixons maintenant p’ € Z et ¢ € N\ {0} premiers entre eux tels que
P’'/q’ soit dans la méme composante connexe J du complémentaire de Ro(f).
L’ensemble C, o est alors contenu dans W, ;. On en déduit d’abord que Cl ¢

monte également sous 1’action de F'¢' puis que W, o estcontenudans W, ,. Par
symétrie, on en déduit que ces deux ensembles sont égaux et onnote W; ’ensemble
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obtenu. Sionécrit J =]p~, p*[, ot —co < p~ < pt < 400, on obtient facilement
les inégalité suivantes :

o n
lim inf br° J %) Tf () > p+

n—+4 o0

, limsup pmer Rz OT]: (2) <p

n——00

2

pour tout z € W .

Si on est dans le second cas, c’est-a-dire dans le cas ou C}, 4 descend sous1’action
de F'9, on définit les ensembles

U, = U F™™(U,y), Vi, = U F™"(Vpq) et W, o =U, NV,

P,q
n>0 n<0

ce dernier ensemble est formé de points errants qui descendent sous 1’action de F'.

NS T~ o
—— F'YCpq)
///ﬁz__—————”‘<'_————_—_-C}ﬂ

Ainsi, a toute composante connexe J de R\ Ro(f), on peut associer une partie
W de I’anneau formée de points errants. On peut construire I’ensemble W de la
facon suivante. On fixe p/q € J, puis on considére une courbe fermée simple I';
non homotope a zéro, suffisament proche de C, , pour étre disjointe de son image :
I’ensemble W est le plus petit ensemble invariant contenant I’anneau bord€ par
I'; et sonimage. Si J et J’' sont deux composantes connexes de R\ Ro(f), la
premiére de type montant, la seconde du type descendant, les courbes I'; et I';- sont
disjointes. Ainsi, a toute famille ordonnée (Jx)o<k<kx de composantes connexes de
R\ Ro(f), alternativement montantes et descendantes, est associée une filtration de
F définie par le famille (T';, Jo<k<x -

Des remarques précédentes, on peut facilement déduire les résultats suivants.
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\/4\_'J Ly _-I
JN FII ﬂzo(f) ——I,
/—_V PIII T I’

i) Si F n’apas d’ensemble bien ordonné, deux cas sont possibles :
pour tout z € T x R, 1i1’-|1:1 jo) OFn(z) = 400, hIP P2 an(z) = —00 ,

pour tout z € T! x R, 1irf p2o F"(z) = —oco, lim po o F™(z) = 400 .
n— 4+ 00 n— — OO0

ii) Si z € R?, I’intervalle

R(z) = [liminf 1%11(2)) lim sup ’-’L—in(—z—))] NR

n—+o0 n—+oo

est contenu dans Ro(f).

iii) L’ensemble Ro(f) estl’ensemble des nombres de rotation des mesures boréliennes
de probabilité invariantes ergodiques a support compact.

iv) Si = est un ensemble transitif par chaine (i.e. si pour tout z et 2z’ dans Z, il
existe une suite (z,)o<n<n Vérifiant: zo = z, 2y = z et d(F(zn), 2n+1) < €
pour tout n € {0, ..., N — 1} ), I'ensemble R=(f) des nombres de rotation
des mesures de probabilité invariantes, a support compact contenu dans =, est
contenu dans Ro(f). En particulier si = contient une orbite de type (p,q) et
une orbite de type (p’,q’), I’ensemble Ro(f) contient I’intervalle borné par

ces nombres.

La décomposition que 1’on vient de faire permet également de montrer les divers
résultats qui suivent.

Le premier précise en quelque sorte le théoréme de Hall énoncé au début (voir
[Bo2], voir également [BH]).

Théoreme. Si f € DY(T! x R) dévie la verticale et a une orbite de type (p,q)
mal ordonnée, alors Ro(f) contient I'intervalle de Farey [p~/q—,p* /q*] de p/q
défini ainsi :
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p~/q =sup{r/s|reZsse{l,...,q-1},r/s <p/q} ,
pt/gt =inf {r/s|r€Z,se{1,...,q—1},7/5s > p/q} .

—

Démonstration. Considérons 1’orbite mal ordonnée = dans T! x R et posons
T1(Z). On peut définir deux applications croissantes sur R, commutant avec

—_ = T

les translations entiéres par les relations :
f(z) =inf {p1°f(2) | 2 €5, p1(2) > 2},
fr(@)=sup {pio f(2) | €&, pi(2) < 2} .
Ces applications ont donc un nombre de rotation, et on peut montrer les inégalités

p(f7) <p~/a~ <pt/a* < p(fF) .
On peut montrer d’autre part que

p(f7) = p' =sup (] — oo, p/q[ N (R\ Ro(f))),

en raisonnant par 1’absurde et en comparant alors f~ avec la fonction p; o f oula
fonction p; o f~! surle graphe des fonctions u/ oude v’, définies plus haut, tout
dépendant si on monte ou on descend.

Le second qui utilise également une version de la théorie de Birkhoff dans
I’anneau infini T! x R, est un résultat de perturbation (voir [L5]).

Théoréme. Soit F € Diffy(T! x R) déviant la verticale a droite, préservant I aire
et telle que F*(ydz) — ydx soit exacte, et f unrelévement de F. Alors pour toute
partie compacte Z C R\ R,(f), il existe un voisinage W de f dans D'(T! x R)
tel que si f' € W alors Z C Ro(f') \ Ro(f').

Ainsi, dans le cas conservatif, les ensembles bien ordonnés qui ne sont pas des
graphes “persistent” en un certain sens quand on perturbe 1’application, sans garder
nécessairement la conservation de 1’aire. En particulier, si 1’application a une région
d’instabilité, 1’application perturbée continue a avoir un grand intervalle de rotation.
C’est bien sir faux pour les graphes. Si g : R — R reléve un homéomorphisme
du cercle isotope a I’identité et a un nombre de rotation p irrationnel, le nombre de
rotation de g + # est différent de p, si 7 est un réel non nul (voir [Hm1]). Par
une démonstration analogue a celle de ce résultat, on montre sans difficultés que si
p € Ry(f) estirrationnel, alors f o h, n’apas d’ensemble bien ordonné de nombre
de rotation p. La méme conclusion subsiste si p appartient a la frontiere de Ro(f),
pour toute valeur de n dans ’intervalle | — oo, 0[ ou alors pour toute valeur de 7
dans ]0, +ool.

Le troisieme résultat est un “closing-lemma” pour les difféomorphismes qui
dévient la verticale (voir [L8]).
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Théoreme. Soit f € D(T? x R) déviant la verticale et p un nombre irrationnel
appartenant a Ro(f). Pour tout € > 0, il existe un réel n €] — ¢,¢[ tel que le
difféomorphisme f o h,, ou hy: (z,y) — (z,y+ 1), a un ensemble bien ordonné
de nombre de rotation rationnel p’' €lp — €, p + €.

Pour conclure ce paragraphe, énongons un résultat de Boyland [Bol] qui a une
interprétation trés simple dans la théorie de classification des difféomorphismes des
surfaces de Thurston que nous verrons dans le second chapitre, mais qui admet aussi
une démonstration par une méthode plus proche de celle vue au paragraphe 3, due
a S. Angenent [An], ou il construit directement un sous-décalage de type fini du
difféomorphisme. Ces méthodes lui permettent également de retrouver le théoréme
de Hall énoncé plus haut.

Théoreéme. Si F € Diffy(T! x [0,1]) dévie la verticale a droite et a une orbite de
type (p,q) mal ordonnée, ou p € Z et q € N\ {0} sont premiers entre eux, alors
I’entropie topologique de F' est strictement positive.

6. Etude du cas dissipatif : les attracteurs de Birkhoff.

Nous allons préciser les résultats du paragraphe précédent dans le cas particulier des

difféomorphismes dissipatifs (voir [Bi5], [LL1], [L3]). Nous supposerons donc dans

ce paragraphe que f € D(T! x R) dévie la verticale & droite et vérifie la propriété

(D) suivante :

i) si U est un ensemble ouvert borné non vide de T! x R, et si F est le
difféomorphisme relevé par f, alors I'aire de F'(U) est strictement inférieure
acellede U,

ii) ilexiste M € R tel que F(T! x [-M,M]) C T* x [-M, M].
C’est le cas, par exemple, des applications

f)\ : (.’B,y) = ($+yaAy+(P(x+y))’

définies au paragraphe 1,si A < 1 etsi ¢ : R — R est de classe C! et de période
1.

Commengons par écrire certaines propriétés qui n’utilisent d’ailleurs aucunement
le fait que f dévie la verticale. Si X est une partie compacte de T! x R qui sépare
I’anneau, notons Ux et Vx les composantes connexes non bornées respectivement
inférieure et supérieure de X .

L’ensemble X(f) des parties compactes, connexes, séparant 1’anneau et inva-
riantes par F' est non vide, puisqu’il contient M,>oF"™(T! x [-M, M]). Si X
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et X' sont deux parties de cet ensemble, I’intersection de Ux et de Vx: est vide
puisqu’elle est ouverte, bornée et invariante par F', et que F' diminue les aires. Les
ensembles

U= U Ux et V= U Vx
XeX(f) XeX(f)

sont donc disjoints. Il est facile de voir que le complémentaire de leur réunion est
un élément B de XK(f), le plus petit élément de cet ensemble, et qu’il est frontiere
commune de U etde V, les deux composantes connexes de son complémentaire.
On I’appelle I’attracteur de Birkhoff de F' (ou de f); on l’obtient en prenant un
élément quelquonque X de X(f), par exemple X = ()5, F™(T* x [-M, M])

et en ne gardant que les points adhérents 3 Ux eta Vi, eneffet B=Ux NVx.
On écrira B(f) quand on fera varier f.

~ —
X %B
~ ~

Définissons maintenant les nombres de rotation extérieurs d’un élément X de
XK(f), obtenus par la théorie des bouts premiers.

Le difféomorphisme F peut étre prolongé en un homéomorphisme F de la
sphére (T! x R)U {/V, S} obtenue en compactifiant T! x R par les bouts N et S,
et celui-ci fixe les deux bouts. On munit alors cette sphére d’une structure complexe.

Si X estunélément de K(f), alors U x = Ux U {S} est ouvert et simplement
connexe, il existe donc un difféomorphisme analytique © envoyant Ux sur D =
{z € C| |z|] < 1}. La théorie des bouts premiers permet de montrer que le
difféomorphisme ® = ©~! o F o © se prolonge au bord en un homéomorphisme
de D* = {z € C| |z| < 1} (voir [Mall). La restriction de & a D* \ D est
donc un homéomorphisme du cercle préservant 1’orientation; on peut, choisissant
I’orientation usuelle, lui associer un nombre de rotation, élément de T!. Celui-ci
est indépendant du choix de O, il ne dépend que des valeurs de F' au voisinage
de X et indique comment s’ordonnent les itérés d’un chemin a valeurs dans Ux
aboutissant en un point de X.

Notons D" le revétement universel de D* \ {©(S)}, et D ¢ D" celui de
D\ {O(S)}, et considérons un relevement 6 : 77 (Ux) — D de la restriction
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~

F(v)

F? ~
de © a Ux. 1l existe un uniqpe)difféomorphisme @ de D tel que le diagramme
suivant soit commutatif

771 (Ux) —L—s n7H(U)
el le
D 5 D

Celui-ci se prolonge en un homéomorphisme de D", qui restreint 3 D° \ D a
un nombre de rotation, cette fois-ci réel, qui ne dépend que de f et qui indique
comment s’ordonnent les itérés d’un chemin 2 valeurs dans 77! (Ux) et aboutissant
en 7 1(X).

AT 1)

Onnotera p,. ce nombre de rotation, on peut définir de la méme fagon un nombre
de rotation p%. Remarquons que la différence entre ces deux nombres ne dépend
pas de f mais seulement de F'. Remarquons également que cette définition des
nombres de rotation extérieurs peut étre généralisée a n’importe quel élément f de
D°(T! x R) sans aucune condition de différentiabilité ou de propriété sur les aires.

Revenons maintenant a la propri€té de déviation de la verticale. Les résultats du
paragraphe précédent nous permettent déja d’affirmer qu’il existe un intervalle fermé,
composante connexe de Ry(f), tel que toute composante connexe de R\ Ro(f)
est du type montant si clle est a gauche de celui-ci et du type descendant si elle est a
droite. Nous allons montrer des résultats plus précis sur cet ensemble de rotation.

Intéressons nous d’abord a la forme des éléments de K( f). Comme nous I’avons
fait dans le paragraphe 3 pour la théorie de Birkhoff,nous pouvons construire, pour

tout /’el/’ement X de K(f) deux parties Uy et U¥ de Uy vérifiant
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UxNUX=U%, FUY) cUL , F-Y(Uy) c Uy ,
X X X X X X

ol U% est I’ensemble des points radialement accessibles. Le fait que F' diminue

les aires nous dira que Ux \ U% est vide. Sinous notons (z, u%(z)) et (z, u%(z))
les points de ({z} x R) N X d’ordonnées respectivement minimale et maximale,
nous aurons le résultat suivant, qui est 1’analogue de la théorie de Birkhoff dans le
cas dissipatif.

Théoreéme. i)Si X € K(f), I'application px est continue a droite et a une limite

a gauche en chaque point, alors que p} est continue a gauche et a une limite a
droite en chaque point.

ii) L'image par f~' de I'adhérence du graphe de Uy (resp. ,u} ) est contenue
dans le graphe de ;15 (resp. p% ).

iii) 1l existe sur le graphe de px (resp. p} ) un ensemble fermé bien ordonné
de nombre de rotation p3 (resp. p¥% ).

iv) L’image par f~' d’un point de Ux ou de Vx radialement accessible est
encore radialement accessible.

~

Co2A

Ainsi, les nombres de rotation extérieurs py et p% appartiennent a3 Ro(f). Il

est facile de montrer que py < p% etque px: < px < p%k < p% si X’ estun
autre élément de KX (f) qui contient X. De plus, I’ensemble «-limite d’un point
du graphe de p est un ensemble bien ordonné minimal; si py est irrationnel, il
ne dépend pas du point; si p est rationnel, c’est une orbite périodique, qui n’est
attractive que si le point est lui-méme sur une orbite périodique attractive, et qui peut
dépendre du point choisi.

Les deux nombres de rotation py et pt peuvent étre distincts comme le
montre la figure suivante, ol I’ensemble X est la réunion d’un graphe invariant
de nombre de rotation irrationnel et d’une branche de la variété instable d’un point
fixe hyperbolique.
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Dans cet exemple, 1’attracteur est un graphe et n’a qu’un nombre de rotation. En
fait Birkhoff a montré en 1932 que I’attracteur lui-méme pouvait avoir deux nombres
de rotation (voir [Bi5]).

Théoreéme. 1/ existe f € D(T! x R) déviant la verticale a droite, vérifiant la
propriété (D) tel que pg < pt.

Idée de la démonstration. Donnons les grandes lignes de la démonstration originale
de Birkhoff. On part d’un difféomorphisme f, € D'(T! x R) déviant la verticale,
préservant 1’aire et ayant une région d’instabilité C' délimitée par deux graphes C'~
et Ct. On considére une application v : T! — R de classe C> dont le graphe
divise la région en deux parties d’aires égales et on définit une famille d’applications
fe = fohe, ot h(x,y) = (x,(1—€)y+eyp(x)). Chacune de ces applications dévie
la verticale, vérifie la propriété (D) et a son attracteur de Birkhoff B. contenu dans
C et séparant cet ensemble en deux parties d’aires égales. On considére maintenant
une suite (€,)n>0 convergeant vers 0, telle que la suite (B.,)n>0 converge vers
un certain ensemble B pour la topologie de Hausdorff. Celui-ci est connexe, sépare
I’anneau, et est invariant par fo; de plus, il ne se réduit pas a un des deux bords a
cause de la propriété d’aire énoncée plus haut. La théorie de Birkhoff nous dit qu’il
contient les deux bords; on en déduit facilement que les deux suites formées des
nombres de rotation extérieurs de B., convergent vers les nombres de rotation des
graphes C~ et C* et sont distincts quand n est grand.

On peut trouver €galement des difféomorphismes explicites (méme analytiques !)
ayant cette propriété (voir [L3]) en choisissant ¢ : R — R de période 1 et de classe
C?!, vérifiant

1
/ p(z)dz =0, miny'(z) < -2.
0
L’application fo : (z,y) — (z + y,z + ¢(z + y)) dévie la verticale a droite et
préserve ’aire, le difféomorphisme Fp de I’anneau relev/’e par f, n’aaucun graphe

invariant, et la forme Fj(ydz) — ydx est exacte. L’application fy : (z,y) —
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(z +y, Az + p(x + y)) dévie également la verticale & droite et vérifie (D). Si on
note p, et p}' les nombres de rotation de 1’attracteur de Birkhoff, on montre que

lim p7 = —c0 lim p7 = 400 .
,\—»1’0)‘ ’ ,\—»1p’\

Les attracteurs de Birkhoff avec deux nombres de rotation sont probablement
les premiers attracteurs rencontrés ayant des propriétés topologiques et dynamiques
compliquées. Ils ne sont pas homéomorphes a des cercles; ce sont précisément des
continus indécomposables : ils ne s’écrivent pas comme réunion de deux compacts
connexes propres. La démonstration de ce résultat de 1934 est due a Marie Charpen-

tier, la preuve qu’elle en donne montre en fait le résultat plus général suivant (voir
[Chr1)).

Théoreme. Si F € Dif‘fg(’]I‘1 xR) etsi X estune partie compacte, connexe, sépa-
rant I’anneau, invariante par F, qui est la frontiére commune des deux composantes
non bornées de son complémentaire et qui n’ est pas un continu indécomposable, alors
pour tout relévement f de F a R?, il existe deux réels p et M tels que, pour tout

z € 77 Y(X) et tout entier k, ona
—M <pio ff2)—p(2) —k<M ;
de plus px = p% = p.

Le fait d’avoir un attracteur de Birkhoff avec deux nombres de rotation n’est pas
exceptionnel, comme le prouve le résultat suivant (voir [L3]).

Proposition. Les applications f +— PBs) € f — p'l';( 5 Sont respectivement

semi-continue supérieurement et semi-continue inférieurement sur I’ensemble des
éléments de D'(T! x R) déviant la verticale et vérifiant (D), muni de la C°-

topologie. En particulier, I’ ensemble des difféomorphismes tels que PE(f < pE( £

est ouvert pour la C°-topologie.

Cette proposition est un corollaire du fait que 1’application f +— B(f) est semi-
continue inférieurement. Cette derni¢re application, par contre, n’est pas continue et
on a méme le résultat plus fort suivant (voir [L3]).

Proposition. Les applications f +— pp ; et f pg( sy définies sur I'ensemble
des éléments de D'(T! x R) déviant la verticale et vérifiant (D), ne sont pas

continues pour la C' -topologie.
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L’ensemble invariant dessiné plus haut ne contient que deux ensembles bien
ordonnés, 1’'un de nombre de rotation irrationnel, 1’autre de nombre de rotation 0,
et le difféomorphisme n’a aucun ensemble bien ordonné dont le nombre de rotation
soit compris entre ces deux nombres. Nous allons voir qu’une telle situation est
impossible pour ’attracteur de Birkhoff (voir [L.1].

Théoréme. Pour tout nombre p € [pg, pL], il existe un ensemble bien ordonné de
nombre de rotation p contenu dans B.

Démonstration. Puisque Ro(f) et B sont fermés, il suffit de montrer le résultat
pour p €]pz,pE[ N Q. Onécrit p=p/q, ot p € Z et g € N\ {0} sont premiers
entre eux, et on considére les ensembles Cp 4, Up 4 €t V, o définis au paragraphe
précédent. Supposons que p n’appartienne pas 2 Ro(f), dans ce cas, I’'une des des
deux inclusions suivantes est vraie :

UP’Q C F(UP,Q) ’ VP,q C F(Vpaq) *

Supposons que ce soit la premiére. Puisque pz < p/q, I’ensemble U, , contient
les ensemble bien ordonnés qui sont formés de points radialement accessibles par
le bas, c’est-a-dire les points du graphe de g, il rencontre donc B ; il rencontre
également Vp puisque il est ouvert et puisque B est frontiere de V. L’ensemble
Up,qNVp est donc une partie non vide, ouverte, bornée, et contenue dans son image
puisque F (U, 4NVp) = F (U, ,)NVp. Cecicontredit le fait que f diminue I’aire.
On aboutit a une contradiction du méme type avec la deuxi¢me inclusion.

Il reste a démontrer que les orbites obtenues sont dans 1’ensemble B. C’est une
conséquence du résultat plus général qui dit qu’un ensemble bien ordonné de nombre
de rotation p €]p%, p%[ appartienta X, pour toute partie X de K(f). On montre
en effet, en utilisant le fait que F' dévie la verticale a droite, qu’un tel ensemble est
disjoint de U% et de V2, ensembles des points radialement accessibles de Ux et

de Vx, puis que son nombre de rotation est py s’il rencontre U \ U°, ceci grice
a I'interprétation de p% en termes de bouts premiers.

On voit I’analogie qui existe entre la dynamique de F sur un attracteur de
Birkhoff et celle d’une région d’instabilité, analogie provenant d’une propriété
d’intersection, due dans le premier cas au fait que F' préserve I’aire, et dans le
second casau fait que f diminue 1’aire et que B est fronti¢re des deux composantes
connexes de son complémentaire. L’analogie avec le cas conservatif ne s’arréte pas
13, et on montre de la méme fagon le résultat générique suivant (voir [L4]).

Théoréme. Si f € D(T! x R) dévie la verticale a droite et vérifie les propriétés
(D) et (G), alors :
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i) il existe une partie ouverte et dense U de |pg, pf| telle que tout ensemble bien
ordonné dont le nombre de rotation est dans U est un ensemble hyperbolique ;

i) [’ensemble des nombres rationnels pour lesquels il existe une orbite périodique
bien ordonnée attractive dont c’est le nombre de rotation n’a que des points
isolés ;

iii) pour tout nombre de rotation rationnel p €)pg, p‘g [, il existe une orbite =
périodique hyperbolique bien ordonnée dont ¢’ est le nombre de rotation, avec
des intersections homoclines, et on a alors B = W*(=).

Remarque. Si le cas conservatif apparait comme un cas limite du cas dissipatif
quand le coefficient de dissipation tend vers 1, le cas des endomorphismes de T! de
degré un apparait également comme un cas limite, cette fois-ci quand le coefficient
tend vers 0. Ainsi on peut retrouver ’existence d’un intervalle de rotation, pour
une application g = Id + ¢ oi ¢ : R — R est de classe C! et de période 1,
(voir [NPT], voir également [CGT]) & partir de celle d’un intervalle de rotation pour
I’attracteur de Birkhoff B) del’application f) : (z,y) — (z+y, Az+p(z+y)). On
montre en effet que I’ensemble B, converge vers le graphe de ¢ et que I’intervalle
de rotation [pg , pF ] converge vers celui de g, quand A tend vers 0.

Remarques sur les attracteurs. Si (X,d) est un espace métrique compact et
f : X — X un homéomorphisme, C. Conley (voir [Co2]) définit la notion
d’attracteur de la fagon suivante :

«une partiec A est un attracteur, s’il existe un voisinage fermé€ N de A tel que
f(N) C N ettelque A= Nix>ofF(N) ».

Un attracteur est alors fermé et invariant. L.’ensemble
Va={z € X |w(z)N A# ¢}

estouvert, invariant par f, ets’écritégalement V4 = Ug>of —k(N). Soncomplémen-
taire est alors un répulseur A*, c’est-a-dire un attracteur de f =1 et on a alors les
propriétés suivantes :
Va={z€ X |w(x)C A},
(Val\AUA"={z€e X |a(z) C A"} .
L’intersection de deux attracteurs est un attracteur, de méme que la réunion. Par contre

une intersection non finie d’attracteurs n’est pas nécéssairement un attracteur ; un tel
ensemble est appelé un quasi-attracteur.

On peut définir I’ensemble récurrent par chaine; c’est I’ensemble des points
x tels que, pour tout € > 0, il existe une suite (rn)o<n<n, N > 0, tel que
d(f(zn),Tnt+1) < € €t zNx = 2o = z. Le complémentaire de cet ensemble est la
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réunion des ensembles V4 \ A quand A décrit I’ensemble des attracteurs. On dit
d’autre part qu’une partie Y est transitive par chaine, si pour tout points = et y de
Y, et pour tout ¢, il existe une suite (z,)o<n<n ayant les propriétés que I’on vient
de décrire, avec z9 = x et )y = y. Il n’y a pas toujours d’attracteur transitif par
chaine, par contre il y a toujours un quasi-attracteur ayant cette propriété (on peut
prendre un élément minimal pour 1’inclusion parmi ces ensembles)

Remarquons que, contrairement a 1’attracteur de Van der Pol, 1’attracteur de
Birkhoff n’est pas toujours un attracteur ni méme un quasi-attracteur au sens de
Conley. Une telle propriété impliquerait en effet que 1’application f +— B(f) soit
continue, ce qui n’est pas le cas. D’autre part, comme pour I’attracteur de Van der
Pol, B(f) peut posséder des orbites périodiques attractives, et méme une infinité de
telles orbites, ce n’est pas un ensemble transitif par chaine.

11 existe différentes notions d’attracteurs (voir par exemple [Co2], [Hu]l, [M],
[R]), qui se complétent et permettent d’englober un grand nombre de situations.
On demande généralement a un attracteur d’étre fermé (et souvent compact), d’étre
invariant, d’attirer tous les points d’un ouvert ou au moins d’un ensemble de mesure
non nulle, enfin de vérifier une propriété d’indécomposabilité plus ou moins forte
comme 1’existence d’une mesure ergodique supportée par 1’ensemble, 1’existence
d’une orbite dense (i.e. la transitivité topologique), ou plus faiblement la transiti-
vité par chaine. Rappelons pour mémoire trois types intéressants d’attracteurs de
difféomorphismes de surfaces.

L attracteur de Plykin (voir [P1]) d’un difféomorphisme de S?, est compact,
connexe, topologiquement transitif et sépare la sphére en quatre parties. Il est
hyperbolique et attire tous les points de la sphére a 1’exception d’un point fixe répulsif
dans chacun des composantes du complémentaire. Il faut noter qu’un attracteur
hyperbolique transitif de la sphére divise celle-ci en au moins quatre composantes
connexes, on ne peut pas avoir de tels attracteurs pour un élément de Diffg(T! x R)
vérifiant la condition (D).

L’attracteur de Handel (voir [Hd1]) est défini pour un difféomorphisme F
envoyant T! x [0,1] en son intérieur, I’ensemble A = (5, F"(T! x [0,1])
est un pseudo-cercle qui sépare 1’anneau et qui est minimal; il existe un nombre
irrationnel p tel que lim,—, 4oo p1 © f*(2)/n = p pourtout z € 7y *(A).

L attracteur de Hénon de I’application F(z,y) = (y + 1 — az?,bx), ol |b| est
petitet ol a est proche de —2 et supérieur a cette valeur est la variété instable d’un
des points fixes (qui sont hyperboliques) , il attire tous les points d’un certain ouvert
et, pour chaque b, contient une orbite dense pour un ensemble de mesure non nulle
du parameétre a (voir [BC]). On retrouve cet attracteur, quand on a des bifurcations
tangentielles non dégénérées (voir [MV]), en particulier dans les intervalles de
bifurcation de 1’équation de Van der Pol étudiée au tout début.
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Chapitre 2
Phases génératrices des difféomorphismes
du tore et de ’anneau

1. Présentation des résultats.

Nous nous sommes intéressés dans le chapitre précédent aux applications déviant
la verticale. Nous verrons dans ce chapitre ce qui subsiste des résultats rencontrés
quand cette propriété n’est plus vérifiée.

Commengons par rappeler 1’énoncé du théoréme de Poincaré-Birkhoff ([Bil]).

Théoréme. Soit f € D°(T! x [0,1]) un homéomorphisme qui préserve I’aire et
qui vérifie la relation suivante :

pourtout € R, p; o f(z,0) <z <p; o f(z,1) .

1l existe alors au moins deux points fixes de f dont les projections dans T! x [0,1]
sont distinctes.

On déduit de ce théoreme qu’un homéomorphisme de 1’anneau relevé par un
élément f € D°(T! x [0,1]) a une orbite périodique de type (p,q) d&s que le
nombre rationnel p/q est compris entre les nombres de rotation induits par f
sur les deux bords. Le théoréme d’ Aubry-Mather apparait donc comme une version
forte du résultat précédent dans le cas d’une application déviant la verticale, puisqu’il
donne des précisions sur les orbites obtenues.

Supposons que f dévie la verticale, considérons une suite de nombres rationnels
(Pn = Pn/q@n)n>0 convergeant vers un nombre irrationnel p, et choisissons pour
tout n > 0, une orbite bien ordonné de type (p.,q.) donnée par le théoreme
d’Aubry-Mather : toute valeur d’adhérence de la suite obtenue est alors un ensemble
bien ordonné de nombre de rotation p. Par contre, on ne peut rien dire des valeurs
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d’adhérence de cette suite si les orbites de type (pn, gn) ne sont pas bien ordonnées.
Ainsi, si f ne dévie pas la verticale, on ne pourra rien dire des valeurs d’adhérence
des suites formées d’orbites de type (pn,g,) données par le théoréme de Poincaré-
Birkhoff. En particulier, on ne sait toujours pas s’il existe, pour chaque nombre
irrationnel p compris entre les nombres de rotation induits sur les bords, un ensemble
compact non vide invariant = tel que R=(f) = {p}. Cependant M. Handel [Hd3]
a montré qu’un tel ensemble existait, sauf pour un ensemble discret éventuel de
valeurs du nombre p; il a montré également le résultat suivant.

Théoréme. Si f € D°(T! x [0,1]), I’ensemble
R*(f)={p € R |ilexiste z € R x [0,1], lil‘_{_l p1 ° f*(2)/n = p}

est fermé.

Il peut donc étre utile de généraliser la notion d’orbite bien ordonnée au cas ou
f ne dévie pas la verticale, en distinguant certaines orbites de type (p,q) parmi
d’autres. La caractérisation suivante, due a P. Boyland [Bo1] et qui ne suppose pas
le caracteére conservatif de f, permet de le faire.

Soit f unélémentde D°(T! x [0, 1]), soit F I’homéomorphisme de T! x [0, 1]
relevé par f, soit z € R x [0,1] un point de type (p,q) de f, ou p € Z et
g € N\ {0} sont premiers entre eux, et O(z) C T! x [0,1] P’orbite de type
(p,q) de F associée. La restriction de I’homéomorphisme F' a T! x [0,1]\ O(z)
est irréductible comme homéomorphisme de cette derni¢re surface, au sens de la
théorie de Nielsen-Thurston (voir [CB], [FLP], [T]) et donc isotope, soit a un
difféomorphisme périodique, soit a un difféomorphisme pseudo-Anosov. Dans le
premier cas on dira que 1’orbite est non-enlacée, dans le second cas qu’elle est
enlacée. Il existe plusieurs fagons de distinguer les deux cas.

i) Dans le premier cas, on peut trouver une isotopie (fi)iep,1] dans D°(T! x
[0,1]) joignant fo = f a fy : (v,y) — (« + p/¢,y) et un chemin continu
(Zt)telo,l] partant de z et formé pour tout ¢ d’un point de type (p,q) de f: ;
dans le second cas on ne le peut pas.

ii) Si on considere une isotopie (fi).cpo,1] joignant fo = Id a f, = f, et
Iisotopie (F}),[0,1] correspondante dans Diffg(T? x [0, 1]), I’ensemble
[ ={(F:(2),t),z7 € O(2),t € [0,1]}

estune tresse dans T* x [0, 1] [0, 1] qui se referme en un noeud dans I’ensemble
(T! x [0,1]) x [0,1]/0 =~ 1 homéomorphe a T! x [0,1] x T', ot on identifie
(z,0) et (z,1), pourtout z € T! x [0,1]. L’ensemble D°(T! x [0,1]) étant
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contractile, la classe d’isotopie de ce noeud est alors indépendante de I’isotopie
(ft)teqo,1) choisie et ne dépend que de O(z). Ce noeud est isotope au noeud

I* = {k/g+tp/q | k € {0, ...,q—1},t € [0,1]} C (T"x[0,1])%[0,1]/0 = 1,
si et seulement si 1’orbite est non-enlacée.

iii) L’application F' induit un isomorphisme F* du groupe fondamental de T! x
[0,1]\ O(2); celui-ci est périodique dans le premier cas et a un coefficient de
dilatation A > 1 dans le second cas, ¢’est-a-dire que si (si)OSiS [ estune partie
génératrice du groupe fondamental et si v(s) estlalongueur du mot le plus court

écrit dans les lettres s; et s;*, i € {0, ...,I}, représentant s, alors, pour

tout €lément s du groupe fondamental, on a lim,, ., 4 (V(F*"(s)))”" = A

A toute orbite de type (p,q) on peut associer un entier qui est le nombre d’auto-
enlacement de I" (voir par exemple [Bm]). Si cette orbite est non enlacée, ce nombre
est nul; par contre il peut étre nul méme si 1’orbite est enlacée. Or dans le cas ou
f dévie la verticale a droite, on peut choisir I’isotopie (f:):ejo,1] de ii) parmi les
difféomorphismes qui dévient la verticale a droite, sauf pour ¢t = 0. On en déduit
que le noeud est déterminé, 2 isotopie pres, par ’ordre des points p; o fi(z) + 7,
ou ¢ et j décrivent Z. En particulier, si I’orbite est mal ordonnée, le nombre
d’auto-enlacement du noeud est strictement négatif et 1’orbite est donc enlacée.

Dans le cas ou I’orbite est enlacée, on sait que 1’entropie topologique de F' est
strictement plus grande que In A (voir R. Bowen [Bw]), on a ainsi 1’explication du
résultat énoncé a la fin du paragraphe 5 du chapitre 1 . Rappelons pour mémoire le
résultat suivant de Katok [Kal]: si F est de classe C1t¢, ¢ > 0, et d’entropie
topologique strictement positive, il existe des orbites périodiques hyperboliques avec
des intersections homoclines transverses.

Le théoréme de Poincaré-Birkhoff dans le cas d’un difféomorphisme peut étre
précisé sous la forme suivante (voir [L7]).

Théoreéme. Si f € D (T! x [0,1]) préserve 'aire, et si p € Z et g € N\ {0}
sont deux entiers premiers entre-eux, tels que p/q soit compris entre les nombres de
rotation induits sur les bords, il existe au moins deux points de type (p,q) définissant
deux orbites périodiques distinctes non-enlacées.

L’ensemble des couples (f,z) € D°(T! x [0,1]) x (R x [0,1]), tel que z soit
un point de type (p,q) de f correspondant a une orbite non enlacée, est une partie
ouverte et fermée de ’ensemble des couples (f,z) € D°(T! x [0,1]) x (R x [0,1]),
tel que z soit un point de type (p,q) de f Comme tout homéomorphisme de
I’anneau préservant 1’aire est limite d’une suite de difféomorphismes ayant méme
propriété, on en déduit 1’existence d’une orbite non enlacée si 1’on suppose dans les
hypothéses du théoréme que f est seulement un homéomorphisme.
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Dans le cas non conservatif, on a le résultat plus général suivant de Boyland
[Bo3] qui généralise un théoréme énoncé au paragraphe 5 du chapitre 1 .

Théoréme. Si f € D°(T! x [0,1]) a un point de type (p,q), on p € Z et
g € N\ {0} sont premiers entre eux, correspondant & une orbite enlacée, alors
f a un point de type (p',q’) correspondant a une orbite non enlacée, pour tout
nombre p'/q' appartenant a Iintervalle de Farey [p~—/q~,p% /qt] de p/q défini
au chapitre 1 .

Dans ce chapitre nous verrons comment les arguments de [L7], qui s’inspirent
beaucoup de I’article d’ Angenent [An] peuvent s’appliquer également dans le cas
non conservatif, ce qui était déja vrai dans [An].

Il existe deux types de démonstration du théoréme de Poincaré-Birkhoff. Un de
ceux-ci convient aux difféomorphismes et utilise le fait que F' est un difféomor-
phisme symplectique. La méthode a été introduite par C. Conley et E. Zehnder (voir
[CZ]) et consiste & démontrer le résultat plus général suivant sur le tore T2.

Théoreéme. Si f = Id + ¢ € DY(T?) préserve Iaire et si / p(z,y)dzdy = 0,
T2

alors f a au moins trois point fixes, correspondant a des points distincts dans T?.

La méthode de Conley-Zehnder, qui se généralise en dimension supérieure
pour minorer le nombre de points fixes d’un difféomorphisme symplectique F'
(plus précisément d’isotopies hamiltoniennes) sur une variété symplectique M,
est le point de départ d’une branche active de la géométrie symplectique actuelle.
Rappelons les grandes lignes de ce type de méthode. On construit une fonction H
sur un espace de la forme M x R”, qu’on appelle une phase génératrice : les
points fixes de F' correspondent alors aux points critiques de H. Pour minorer ce
nombre, on exhibe des ensembles ouverts bornés U, appelés des blocs isolants, dont
la fronti¢re se décompose ainsi :

FrU=UYUuU-UU°,

Ut ={ze FrtU |3 >0, Vt€l0,e[, s' €U etz t ¢ U},
U ={z€FU|3>0, Vt€|0,e[, 27" €Ueta’ ¢ U},
U={ze FrU |3e>0, Vt€|0,el, ' ¢ U etz t ¢ U},

et oll z' est la position du point = au temps t sous I’action du flot de gradient de
H.
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o -

AN 4

N Ut U°

Le cas particulier ou la frontiére de U se limite & U *+ (resp. 2 U™ ) étant
le cas ou I’ensemble est attractif (resp. répulsif). L’ensemble invariant maximal A
par le flot, contenu dans U est compact. Si on connait précisément les ensembles
U, U-, Ut et U°, on peut minorer le nombre de points critiques de H par la
théorie de Ljusternik-Schnirelmann (ou de Morse dans le cas générique). Si on ne
les connait pas précisément, on peut utiliser alors la théorie de I’indice de Conley
(voir [Col], [CE)) dont nous allons rappeler une petite partie. Le type d’homotopie
pointé de I’espace U/(U~ UU® ~ z,), ou la partie fermée U~ U U° est réduite a
un point zo, pointé en zg, ne dépend que de A ; en d’autres termes, si V' est un
bloc isolant admettant une décomposition de sa frontiére: Fr(V) = V- uV+tuVv?,
du méme type que celle de U, et ayant A comme ensemble maximal invariant, les
types d’homotopie [U/(U~ UU® ~ z4),z0] et [V/(V™ UV? ~ yo),y0] sontles
mémes. On appelle ce type d’homotopie pointé, I’'indice de Conley de U (ou de
A). Parmi les propriétés de cet indice, rappelons que s’il est non nul (i.e. différent
de [{z0},z0]), alors A estnon vide et H a au moins un point critique.

La démonstration du théoréme d’Aubry-Mather expliquée au chapitre 3 du
paragraphe 1, s’apparente a ce type de méthodes. En effet, nous avons cherché
le minimum d’une fonction A sur un espace compact S et avons montré qu’il était
atteint en un point d’un ouvert W . Or si I’application f avait été prolongée a
I’anneau T! x R, la fonction H aurait été définie sur T! x R?~!, les ensembles
Int(S) et Int(S) N W™ étant des ouverts répulsifs et donc des blocs isolants du
gradient de H d’indice de Conley non nul (pouvant d’ailleurs étre calculés). Ainsi,
le premier bloc isolant nous donne le théoréme de Poincaré-Birkhoff, alors que le
second, plus petit, nous donne le théoréme d’ Aubry-Mather.

Dans le cadre plus général du théor¢me de Poincaré-Birkhoff ou de Conley-
Zehnder, il y a plusieurs fagons de construire une phase génératrice. Ainsi Conley
et Zehnder commencent par construire une fonctionnelle, la fonctionnelle d’action,
sur un espace de lacets (donc de dimension infinie) dont les points critiques cor-
respondent aux points fixes, et par un procédé de Liapounoff-Schmidt, raménent
le probléme a la dimension finie et & I’étude d’une phase génératrice. Un peu plus
tard M. Chaperon (voir [Chp1], [Chp2]) montra comment construire directement
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une phase génératrice, par une méthode de géodésiques brisées. Nous verrons dans
ce chapitre comment construire une telle fonction, en utilisant les applications qui
dévient la verticale. Nous utiliserons pour cela les résultats suivants.

Proposition 1.1. Tout élément f € D'(T' x[0,1)]) s’écrit f = fn—1° ... ° fo, ok
chaque f;, i € {0, ...,n — 1}, appartient a D'(T! x [0,1]) et dévie la verticale.
De plus si f préserve I’aire, on peut supposer qu’il en est de méme de chaque f;,
i€ {0, ...,n—1}.

Démonstration. L’application f* : (z,y) — (z + y,y) appartient 3 D'(T?! x
[0,1]), dévie la verticale a droite et préserve 1’aire. 1l existe donc un voisinage V
de f* dans D'(T* x [0,1]) telquesi f € V alors f o f*~! dévie la verticale a
gauche. Tout élément f = (f o f*~1) o f* de V est donc la composée de deux
applications déviant la verticale. L’ensemble D(T! x [0,1]) étant connexe, il est
formé d’applications composées d’éléments de 'V et donc composées d’applications
déviant la verticale. L’ensemble des difféomorphismes de D!(T! x [0,1]) qui
préservent 1’aire étant également connexe, la seconde partie de la proposition est
également vraie.

La méme démonstration permet d’obtenir le résultat suivant sur le tore.

Proposition 1.2. Tout élément f € D'(T?) s’écrit f = fon—1 © ... ° fo,
on chaque f;, i € {0, ...,2n — 1}, appartient a D'(R?), dévie la verticale,
et reléve un difféomorphisme du tore isotope au difféeomorphisme F* relevé par
f*:(z,y) — (z+vy,y) siiestpair, isotopea F*~' si i estimpair.Si f préserve
I’ aire, on peut supposer qu’il en est de méme de chaque f;, i € {0, ...,2n — 1}.

Nous utiliserons également la version avec parameétre suivante.

Proposition 1.3. Soit (f*)aca une famille d’ éléments de D'(T?) dépendant
continiiment d’un paramétre o dans un espace topologique compact A. On peut
alors écrire f* = f§. _, o ... o f§&, ou chaque f&, i € {0,...,2n — 1},
appartient a D'(R?), dévie la verticale, et reléeve un difféomorphisme du tore
isotope au difféomorphisme F* relevé par f* : (z,y) — (z + y,y) si iest pair,
isotope a F*~1 si i est impair, et tel que la famille (f&)aca dépende continiiment
de «, pourtout i € {0, ...,2n — 1}.

Démonstration. L’ensemble D!(T?) est contractile (voir [EE], [Sm3]), il existe
donc une famille continue (f**),e a,te(0,1] d’€léments de D*(T?), telle que, pour
tout o € A,

f=1d et f@l = f>.
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Grice a la compacité de A4, on peut trouver un entier n > 0, tel que, pour tout
couple (t,t') de [0,1] et tout élément o de A,

lt—t|<1/n=(fo) 1o f¥' eV,
ol 'V est un voisinage de I'identité tel que si f € V, alors f o f*~! dévie la
verticale a gauche.
On définit alors, pour ¢ € [0,1/n],

ft = f* si i estpair ,

f°0 = f*71 si i est impair et inférieur 2 2n — 2,

e = ft e frTN
puis pour ¢ € [1/n,2/n],
Y = f* si 4 estpair ,

fft = f*71 si i est impair et inférieur 2 2n — 4 ,

a,t _ poul/n
2n—1 — J2n-—1
2017;1_3 — (fa,l/n)—l o fa,t o f*—l :

et ainsi de suite. On pose alors f& = !

" pour avoir la décomposition désirée.

Rappelons ce qui a été fait dans [L7]. En écrivant un élément f € D*(T' x [0, 1])
comme composée de difféomorphismes déviant la verticale, puis en prolongeant
chacune des ces applications en un élément de D'(T! x R), on va construire
un champ de vecteurs sur un espace T! x R”, de type gradient si chacune des
applications préserve 1’aire, dont les singularités seront en bijection avec les points
de type (p,q) de f, modulo T7. Si p/q estcompris entre les nombres de rotation
induits par f sur chacun des bords, on construira un bloc isolant U dont on
calculera I’indice de Conley; on obtiendra ainsi des points de type (p,q) dans
le cas conservatif. Comme dans la théorie d’ Aubry-Mather, on définira également

=y ¥ . P .
un ensemble ouvert W avec les propriétés suivantes :

i) toute orbite de type (p,q) qui correspond 2 une singularité appartenant 3 W~
est non-enlacée,

ii) 1’ensemble U N W " est un bloc isolant de méme indice de Conley que U.

Pour comprendre la situation, revenons au cas de la théorie d’ Aubry-Mather. Les

orbites minimisantes ne minimisent pas seulement la fonction A, mais également
le nombre d’enlacement (en fait 1’opposé de ce nombre quand 1’application dévie la
verticale a droite), en effet les orbites bien ordonnées sont les seules orbites de type

61



P. LE CALVEZ

(p, g) dont le nombre d’enlacement soit nul. Toutes les orbites dont les singularités

correspondantes n’appartiennent pas 2 W ont un nombre d’enlacement strictement
négatif. En fait, il exite une fonction a valeurs enti¢res, définie sur un ouvert W
de I’ensemble de configurations qui a la propriété d’étre définie sur chaque orbite,
a I’exception d’un ensemble discret de valeurs du temps, de décroitre le long de
I’ orbite, et d’avoir un saut a chaque passage par une mauvaise valeur du temps ; cette
fonction représente le nombre d’enlacement de la configuration au sens suivant :
appliquée a un point critique, elle est égale au nombre d’enlacement de la courbe T’
de T! x [0,1] x T! définie plus haut par 1’orbite périodique associée. En particulier
I’ensemble W™ des points ou cette fonction s’annule, qui est une composante
connexe de I’ensemble de définition, est un répulseur.

Dans le cas ot I’on a une composée de difféomorphismes déviant la verticale,
il existe également une phase génératrice discréte ayant les propriétés énoncées

plus haut, I’ensemble W~ est une certaine composante connexe bien définie de
I’ensemble de définition de cette fonction.

Si on se fixe maintenant un autre nombre rationnel p’/q’, la recherche des orbites
de type (p’,q’) se rameéne a I’étude des singularités d’un champ de vecteurs sur un
espace de configurations analogue (mais de dimension différente). On peut définir
sur un ouvert du produit des deux espaces de configurations une fonction continue a
valeurs entiéres ayant mémes propriétés de décroissance sous 1’action du flot produit
et définissant cette fois-ci le nombre d’enlacement de deux configurations : appliquée
sur un couple de singularités, elle est égale au nombre d’enlacement des deux courbes
fermées définies par ces orbites.

Pour mieux comprendre la signification de ceci, on peut remarquer la chose
suivante : si F' préserve 1’aire, on peut écrire F'*(ydz) — yda = dh, ou h estune
fonction de classe C? valant O sur T! x {0}. La phase génératrice a la propriété
d’étre égale en un point critique a la somme des valeurs de h sur 1’orbite périodique
associée et peut se définir géométriquement comme la somme algébrique de 1’aire de
certains ensembles définis par la configuration, le fait qu’elle décroisse le long des
orbites est alors une conséquence géométrique de la préservation de I’aire. Si I’on
remplace maintenant la mesure de Lebesgue par une autre mesure invariante, on va
retrouver une fonction décroissant au sens large le long des orbites. Si celle-ci est
la mesure de Dirac, de masse ¢, associée a une orbite périodique de type (p,q), la
fonction qu’on définit ainsi sur I’ensemble de configuration associée a (p’,q’) n’est
rien d’autre que le nombre d’enlacement des deux configurations; en particulier, si
la seconde est une singularité, c’est le nombre d’enlacement des deux courbes de
T! x [0,1] x T! définies par les orbites périodiques associées. Le résultat énoncé plus
haut exprime qu’on peut définir un nombre d’enlacement pour deux configurations
qui ne sont pas des singularités.
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Nous démontrerons dans le paragraphe 2 le résultat-clé de cette étude (proposition
2.1) qui nous permettra ensuite de définir les fonctions d’enlacement. Nous utiliserons
ces fonctions dans le chapitre 3 pour reprendre les démonstrations de [L7] et
les généraliser. Nous démontrerons ainsi que si F' est un difféomorphisme qui
préserve 1’aire, il existe une orbite de type (p,gq), pour tout rationnel p/g entre
les deux nombres de rotation induits sur les bords, telle que 1’entrelacs défini sur
T! x [0,1] x T* par toutes ces orbites est isotope a I’entrelacs obtenu dans le cas ol
f est une application affine (Théoréme 3.1).

Le deuxiéme type de démonstration du théoréme de Poincaré-Birkhoff est topolo-
gique et convient plus généralement aux homéomorphismes (voir par exemple [B1],
[BN], [Cr], voir également [B3], [Chel]). La propriété de préservation des aires
est alors remplacée par une propriété d’intersection : toute courbe fermée simple non
homotope 2 zéro rencontre son image. En fait, comme le remarque J. Franks (voir
[Fr1)), ce théoréme apparait sous sa forme faible (existence d’un seul point fixe),
comme une conséquence d’un théoréme plus puissant, le théoréme de translation de
Brouwer (voir [Bwr], [Br], [Fal, [Gu]).

Théoreéme. Si f est un homéomorphisme de R? qui préserve I’ orientation et qui
n’a pas de point fixe, alors, par tout point z € R? passe une courbe C, image
orientée d’un plongement propre de R, telle que f(C) soit strictement a gauche
de C et f~1(C) strictement a droite (une telle courbe sera appelée une courbe de
Brouwer). En particulier, tout point est errant.

f(C)

f7HO)

En effet, supposons que f € D°(T! x [0, 1]) releve F € Diffg(T! x [0,1]) qui
vérifie la condition d’intersection énoncée plus haut, et que les nombres de rotation
p~ et pt induits sur les bords vérifient p~ < 0 < p*. Pour tout £ > 0, on peut
construire une pseudo-orbite de taille ¢, allant d’un bord a un autre, c’est-a-dire une
suite (z)o<n<n telle que
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zo € R % {0} y
zy €ER x {1},
”f(zn) - zn+1” <é€.

En effet I’ensemble des points U que 1’on peut atteindre par une pseudo-orbite de
F detaille ¢, issue de T! x {0}, est ouvert, et tout disque de rayon & centré en un

point de f(U) est contenu dans U. On a un résultat analogue pour la composante
connexe V de U qui contient T! x {0}; on en déduit, en utilisant la propriété
d’intersection, que V' rencontre T! x {1}, de méme que V puisque f(V) C V.
D’autre part, on peut construire une pseudo-orbite de taille £ joignant un point z de
R x {0} (resp. R x {1})a T¥(z) ol k estun réel négatif (resp. positif), on peut
d’ailleurs prendre une orbite périodique quand le nombre de rotation est rationnel. En
utilisant une pseudo-orbite allant de T* x {0} a T* x {1}, une pseudo-orbite allant
de T* x {1} a T x {0} et une pseudo-orbite sur chaque bord avec les propriétés
indiquées, on peut construire, pour tout ¢, une pseudo-orbite (z,)o<n<ny de f de
taille € qui soit fermée (i.e. telle que zxy = z¢ ). Or on peut fermer cette orbite, tout
en restant proche de f dans D°(T?! x [0,1]). Ainsi dans tout voisinage de f, on
peut trouver une application ayant une orbite périodique, donc un point fixe par le
théoréme de translation de Brouwer. Ceci implique que f a un point fixe (pour plus
de détails voir [Fr1]).

Dans ce qui précéde on applique le théoréme de translation de Brouwer a une
application proche de f. En fait dés 1928, B. de Kerekjarto [Ke] s’était demandé
si le théoréme de Poincaré-Birkhoff n’était pas un cas particulier du théoréme de
translation de Brouwer appliqué aux €éléments de D°(T! x R) ou de D°(T?)
avec des propriétés d’équivariance. Suivant ces idées, L. Guillou a obtenu une
démonstration équivariante du théoréme de translation de Brouwer qui lui permet de
montrer entre autres ce qui suit (voir [Gu]).

Théoreme. Si F € Diffg (']I‘1 x R) n’a pas de point fixe, alors, deux cas sont
possibles :

1) il existe une courbe simple séparant I’anneau et ne rencontrant pas son image
par F,

ii) il existe un arc joignant les deux bords ayant méme propriété.

Nous avons indiqué dans le paragraphe 5 du chapitre 1, que les méthodes varia-
tionnelles du type Aubry-Mather permettent, méme dans un cas non conservatif, de
retrouver des démonstrations simples de résultats topologiques sur les applications
déviant la verticale (voir Angenent [An]). Nous verrons dans le paragraphe 4 com-
ment la décomposition d’un élément de D*(T?) en application déviant le verticale
permet, grice aux fonctions d’enlacement, d’obtenir un théoréme de translation de
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Brouwer équivariant pour les difféomorphismes du tore, et méme d’avoir une version
avec parametre de ce théoréme (théoréme 4.1).

Nous utiliserons ensuite ce théoréme dans le paragraphe suivant pour retrouver
une démonstration rapide dans le cas des difféomorphismes de résultats sur les
ensembles de rotation des homéomorphismes du tore (théorémes 5.1 et 5.2).

Enfin, dans le dernier paragraphe, toujours par les mémes méthodes, nous re-
gaderons les propriétés d’enlacement des orbites périodiques des difféomorphismes
du tore (théoréme 6.1). Dans le cas conservatif, nous préciserons le théoréme de
Conley-Zehnder et montrerons 1’existence d’au moins trois orbites périodiques non-
enlacées sous les hypothéses adéquates ; dans le cas non conservatif nous montrerons
I’analogue du résultat de Boyland énoncé au début de cette introduction.

2. Composition de difféomorphismes du plan déviant la verticale.

Soit f un difféomorphisme de R? qui s’écrit comme composée d’éléments de
DV (R?), c’est-a-dire de difféomorphismes déviant la verticale :

f=Ffacr o ... 0 fo

Condidérons la suite (f;).ez de difféomorphismes définie par la relation de pério-
dicité f;4+, = f;, notons G; = (gi,9g’;) ’application associée & f; par la relation
(*) définie au paragraphe 2 du premier chapitre, et posons ¢; = 1 ou —1 suivant
que f; dévie la verticale a droite ou a gauche.

Définissons sur 1’espace de configurations
S ={(zi)iez | Tiyn = z;} =2 R"
un champ de vecteurs € : z — (€;(z));ez par les équations
&i(z) =g'im1(wicr, ) — gi(s, Tig1)

etnotons ¢;, ¢';, p; et p’; les applications de S dans R? définies par les relations
suivantes :

qi(z) = (2, gi(xs,xig1))
q'i(z) = (xz‘,gl"(wi—laxi))

i) = (€0 @ T o, 1) + Eova (D) T (o 20) )

Pi(a) = (fz(w) 610 22 oy, ) 4+ @) 2L o l,z,))
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De la relation :
fi(xa y) = (xlay,) Y= gi(.'L',.’E’) et y, = g:(:c,x') >
on déduit 1’équation suivante :
= %% (z,2")X + 8% (z,2") X’
Dfi(z,y).(X,Y)=(X"YV) & og!
Y’ = ml(a:,x’)X + a—z}(a:,x')X'
puis celle-ci:

fi(ai(z)) = ¢'iv1(z) ,  Dfi(qi(x)).pi(z) = p'is1(x)

Ainsi a chaque orbite z* du flot défini par £ correspondent 2 x 2n arcs de
classe Ct, 2! = g;(z?), 2! = ¢’;(a*) vérifiant

d — ¢ d ;o1
dtz pi(z') , EZ = pli(z?)

E gi(z*)

git1(x?)

]
q;'+1(-73t)
P:'+1(xt)

Si z est une singularité de &, alors g¢;(z) = g¢}(z) pour tout entier ¢, ainsi
zo = go(x) est un point fixe de f. Réciproquement, si zo est un point fixe de
f et si on définit la suite (z;);ez par la relation z;41 = fi(2;), la configuration
(p1(2i))iez est alors une singularité de &£.

Notons pour finir que si chaque f; préserve 1’aire et si (h;);ez est la suite de
fonctions définies par la relation (*x*) définie au paragraphe 2 du premier chapitre, le
champ & est alors le champ de gradient de la fonction

H:S—R, (riiez— Y hi(wizis1)

=0
Fonctions d’enlacement.
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Nous allons construire une fonction a valeurs entiéres décroissante le long des
orbites.

Posons o(z) = 1 (resp. —1 )si = estunréel strictement positif (resp. strictement
négatif) et définissons sur la partie ouverte de S

V ={2 = (2:)icz € S | z; # 0 pourtout : € Z}
la fonction
n—1
K:V—o{-n,...,n}, 22— Zeia(:ri)a(xi_,_l)
i=0

et la fonction
n—1
L:uwr (K(z)- Z €;)

1=0

Cette fonction s’€crit également

n—1
L(x)=% —Z&-+Z€i—z€i

1
- iy
(€T,
ou
I, =={i (S {0,,...,n-—-1} | TiTig1 < 0} ;

le cardinal de cet ensemble étant pair, c’est une fonction a valeurs entiéres comprises
entre —n/2 et n/2.

La fonction K (et donc la fonction L ) se prolonge par continuité sur la partie
ouverte

W = {:E = (.’L‘i)iez €S I z; =0= e,-_leicr(x,-_l)a(xi+1) < 0} ,

et elle ne se prolonge par continuité sur aucun ensemble plus grand. En effet, on
remarque que la quantit€¢ ¢;_,0(z;—1)o(z;) + €;0(z;)o(xi+1) ne dépend pas de
o(z;) etvaut 0 si €;-16;0(xi—1)o(zi+1) < 0.

Considérons 1’application
6: xS -85, (z,z)y—a—2a |,
et définissons la partie ouverte Wy = 6~ 1(W) de S x S et la partie ouverte
Wy =&~ Y(W) de S.
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La fonction Lo = L o 4 est alors définie sur Wy et symétrique; la fonction
Ly = L o & est par contre définie sur W;.Ces deux fonctions sont liées par la
propriété évidente qui suit :

«si x € Wi etsi t est petit et non nul, alors (z,z!) € Wy et Lo(z,z?) =
Li(x) ».

En effet, si &;(x) estnonnul, il en est de méme de z! — x;, pour ¢ petit et non nul,
et o(zt — z;) = o(t)o(&:()).
On a le résultat fondamental suivant :

Proposition 2.1.

i) Six et 2’ sont deux points distincts de S et si (z,z') ¢ Wy, il existe € > 0
tel que pour tout t €]0, ¢|,

(z7h ' e Wy, (2h,2) e Wy et Lo(z',2') < Lo(z™% 2"t

en particulier, (z=%,z'~') et (x',z'*) appartiennent a deux composantes

connexes distinctes de Wy.

il) Si x € S n’est pas une singularité de & et si x ¢ W, il existe € > 0 tel que
pour tout t €]0, ¢,

z~t e W, y xt eW; et Ll(.'lit) < Ll(a:_t) ,
(xax_t) € WO et Lo(.’l,‘,$_t) = Ll(x_t) ’
(z,z') € Wo et Lo(x,2') = Li(z') ;

t

enparticulier, ™' et z' appartiennent a deux composantes connexes distinctes

de Wl.

Démonstration. Commengons par montrer i). Puisque = — z’ est non nul et
n’appartient pas a W)y, il existe une partition de Z en intervalles I,. et J,., r € Z,
avec I, < J,. < I.4; tels que z; — x; soit nul si et seulement si ¢ est dans un
intervalle de la forme I,..

Considérons un tel intervalle et supposons d’abord qu’il se réduise a un point 2.
Ecrivons les équations

d
7%= g i—1(ziz1,%i) — gi(zi, Tig1)

d
ax; = g,i—l(x:'—la :L‘i) - gi(xé’$;+1) s

et souvenons-nous de ce que Jg;_,/0r et Jg;/Oz’ ont les signes respectifs de
—&;—1 etde g;.
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Si g;_1€i(xic1 — xi_1)(xi41 — o}, ,) est négatif, on ne peut rien dire du signe
de 4z; — 4z}, mais de toute fagon la quantité
- i t i 1 i It t 1t
gi—10(xi_y — 2'i_1)o(ai — a'}) + €io(ziyy — 'iyy)o(zi — o'5)
sera toujours nulle, pour ¢ petit, dés qu’elle sera définie.

Par contre, si €;_1€i(zi—1 — z;_,)(Ti41 — z;,,) est positif, le signe de %xi -
<Lz estle méme que celuide —¢;_10(zi—1 — z)_,) = —&;0(xiy1 — Tiy,). Ainsi
la quantité écrite plus haut est bien définie pour ¢ petit et non nulle, elle vaut 2 pour
t négatif et —2 pour t positif.

Supposons maintenant que I, = {k, ...,l} ait au moins deux éléments. On
peut alors montrer par une récurrence simple le résultat suivant (voir [L7]).

Lemme. Si m € {-1,...,[(¢ -k —1)/2]}, alors
Thym — T hpm ~ Ant™ et b, — ', ~ Bnt™t! |
ou A,, ale méme signe que
()" lep_1 .. ehtm—1(Th-1 — Th_1)
et B,, le méme signe que
(1) Hep. . pmm(Tepr — Thy1)

de plus, si € — k = 2/ est pair et Si €pymi—1Ami—1 € €p—py By ont méme
signe, il existe C de signe contraire, tel que

’
'Ti;-l-m' - J:,}C_le ~ Ctm +1 .

Démonstration. Considérons les | — k + 3 fonctions &; : t — 6! = z! — 2/,

t € {k—1,...,1l + 1}, définies sur R. Montrons par récurrence sur m €
{-1, ...,[(l = k —1)/2]} la propriété (Qy,) suivante :

. 6'fn+k: ~ Amfm-i-l,
- 6}, ~ B,tmt!,
- m+1<m' <[(I-k+1)/2]= 68, =o(™!) et §_,.. = o(t™*1),

ou A,, et B,, ontles signes indiqués dans I’énoncé du lemme.

La propriéi€é (Q_;) est évidente. Supposons que (Q,,) soit vraie, o m €
{-1, ..., [(I = k— 3)/2]}. Sion écrit les équations
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d
dt
d 14 / 4 !/ / 14

axi =g i—1(zi_y, ) — g’i(xivxi+1) )

z; =g ic1(xic1, ) — gi(xi, Tig1)

pour ¢ = k+ m + 1 , on en déduit d’abord que

d t d t agli—l

—x — —z ~ ——(x T Apt™mt?
dt k+m+1 dt k+m+41 oz ( k+m k:+m+1) m

’

au temps ¢ = 0, puis que

1 099'i—1

t 1t m-+42
Thtm+1 = T ktm41 ™~ m+2 oz —5—(Tktm> Thtm+1) Amt .

Puisque 0¢’i—1/0x(Zk4m, Ti+m+1) €t €,—1 ont des signes contraires, on a montré
la premiére partie de (Qm+1); on montre de méme la seconde partie.

Pour finir la démonstration du lemme, on suppose que ! — k est pair et que

Ekt+m'—1Amr—1 et €/_,, By —; ont méme signe. Quand on écrit les équations
d ,
a—tﬂlz g 7‘—1(wi—1, £Ly) — gi(~7«‘i,$i+1) ’
/ 14
%;L' g 1—-1(1':—1, ) g,(:c,,xH_l) >

pour 7 = k + m/, on trouve

t 1 (39 m!—
xr — P~ xr 11, 1) Amr—1—
k+m/’ k+m m + 1 ( k+m'—15Lk+m ) m’'—1
OGm' '+1
oz (xk+m” Tk+m! +]) B — tm + ) )

ce qui est exactement ce que 1’on veut.

. . sy 2 £ t 1t i 1t :

En particulier, la quantité¢ »°;_, , cio(zf — 2'})o(xf,, — 2'},,) est toujours
bien définie, sauf dans le cas olt k— ¢ estpairet ol €x4m/—1Am/—1 €t Eg—mr By —
ont des signes contraires, mais on peut alors la calculer si Zg4m' — &) 4+ €Stnon
nul.

La différence entre les valeurs de cette fonction pour ¢ négatif et pour ¢ positif
vaut —2(k — £+ 1) si k — £ estimpair; si k — £ est pair, elle vaut +2(k — £ + 2)
Si Eptm/—1Amr—1 €t €¢—m By, ont méme signe, et +2(k — ¢) dans le cas

contraire . Dans tous les cas, c’est un multiple de 4.

Ainsi, pour ¢ petit et non nul, pratiquement toutes les égalités z! = z'}

disparaissent. Les seules qui restent €éventuellement correspondent exactement aux
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égalités qui permettent de définir W. Ainsi (z¢,z’*) appartient 2 Wy, et comme
(z,z’) n’appartient pas a W, la fonction Ly aeuunsauten O :

Lo(z™%2'7%) > Lo(z?,2'") si t est petit et positif

Pour montrer ii) et iii) on reprend mot & mot la démonstration de i). Il existe une
partition de Z enintervalles I, et J., r € Z, ou I, < J. < I.4; etou &;(z) =0
si et seulement si ¢ appartient & un intervalle I...

Si I ={k,...,¢}, on peutécrire

d
a—t-x;c+m ~ Amtm+1 ’ _xz— ~ B’mtm+1 ’

pour m € {0, ...,[({ — k—1)/2]}, ou A,, a méme signe que

(=)™ Hep_q ... erpm-1&k-1(z) ,

et B,, mé€me signe que

(—1)m+15p ce EZ—1)L££+1(1')

De plus, si £ — k = 2m’ estpair et si €x4m/—1Amr—1 €t €7 Bpr—1 ont méme
signe, il existe C' de signe contraire tel que

d

— Ty ~ Ct™

On en déduit que, si ¢ est petit et positif,

A= Wiy, z b e W, et L1($_t) > Ll(.’L't)

De méme, on en déduit que

A B
t m_ . m+2 t m_m+2
T - ~ 4 T — T ~ ——=1
pour ¢ € {0, ...,[££=1]} et, dans le cas éventuel, que
C '
4
Thopm! = Thpmt ~ ——st™ 2

m! + 2

Comme z!—z; ~ £;(z)t si i appartient 2 un intervalle de la forme J,, z!—z;
a méme signe que ;i‘it-a:f pour t petit et positif, le signe contraire pour ¢ petit et
négatif dés qu’on peut déterminer ce signe. Les autres cas correspondant aux égalités
définissant W7, on peut conclure.
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Remarques.

i)

ii)

iii)

Si z et 2’ sont deux points distincts de S etsi z! et z’* sont définis pour tout
t dans un certain intervalle, il existe au plus n/2 valeurs de ¢ pour lesquelles
(z*,z’*) n’appartient pas 3 W. De plus, la fonction qui 2 ¢ associe L(z?,z'?)
est décroissante sur son domaine de définition. On a un résultat du méme type
avec Wi, pour un point z qui n’est pas une singularité.

Si (z,2') € Wy etsi i € Z, les couples (z;,zit1) et (x},z;,,) sont
distincts; il en est donc de méme d’une part de g;(z) et g;(z’), d’autre part
de ¢},,(x) etde g} ,(z’). De fagon analogue, si z € W1, alors les vecteurs
(&i(x),&iv1(x)), pi(x) et pi ,(x) sont non nuls.

Soit z et z’ deux points de S tels que (z,z’) € Wy et tels que z; = zi,
pour un entier i. Les points ¢;(z), qi(z), q:(z’) et ¢i(z’) sont alors sur la
méme verticale. Dire que (z,z') € W) signifie que les vecteurs g¢;(z) — ¢i:(z’)
et gi(z) — qi(z') ont méme sens, en d’autres termes, que 1’on peut construire
un homéomorphisme de la droite « = z;, préservant I’orientation, envoyant
gi(z) sur gi(z) et gi(z’) sur g;(z').

ACH
g;(=) |

@) s 4i(@)
gi(z') :\ pi(z")
gi(2) i

\ pi()

Remarquons également que si ¢;(z’) (resp. g;(z2’)) appartient au segment

lgi(z), gi(z)[, le point ¢!(z’) (resp. g;(z’)) n’appartient pas a ce segment, et que
&i(x') = —gi(a’, &' y) + gi_, («i_,, 2%), qui est la premiére coordonnée de p;(z’)
etde p}(z’), estnon nulle. Plus précisément, I’angle que fait le vecteur g.(z)—g;(z)
avec p;(z’) ouavec pj(z’) est compris strictement entre —7 et 0.

iv) Dans le cas ou toutes les applications f; dévient la verticale a droite, I’ensemble

L7'({0}) est répulsif : la position z! de tout point x de I’adhérence de
L7'({0}) est contenue dans Lj*({0}), pour toute valeur de ¢ < 0. Si z
est sur la frontiere de L;*({0}), alors z' n’appartient pas a ’adhérence de
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L7'({0}) pour ¢ > 0. Cet ensemble est formé des configurations z telles que
(&i(z))iez aun signe constant strict, ce sont celles que S. Angenent appelle les
sur-solutions et les sous-solutions ; on peut rapprocher la proposition précédentes
aux propriétés de ces configurations remarquées par celui-ci (voir [An]).

v) On a vu au paragraphe 2 du chapitre 1 que 1’on pouvait choisir, pour tout
i € {0, ...,n — 1}, une isotopie (f})ie[o,1] joignant I’identité a f; a valeurs
dans DV (R?) sauf en f? = Id. On obtient une isotopie (f*):c[o,n)» de
I’identité & f, en posant

frrt=flo fr_10 ... 0o fy si k€{0,...,n—1} et te[0,1]

Soit = (z;)iez et z* = (z})iez deux singularités distinctes de &, soit
z0 = qgo(x) et z3 = qgo(z*) les points fixes de f correspondants. Le couple (z,z*)
appartient & Wy, d’apres la proposition précédente.

Proposition 2.2. Le nombre Lo(x,xz*) est exactement le nombre d’ enlacement des
courbes T = {(f%(20),1),t € [0,n]} et T* = {(f(25),t),t € [0,n]} de

R? x [0,n]/(2,0) ~ (z,n) ~ R? x T*

Demonstration. En effet, les courbes T" et IV se décomposent chacunes en n
arcs I'; et T, I’arc I'; joignant z; = g¢;(z) & 2;41 = ¢i+1(z) et T'; joignant
z; = qi(z') a z{_; = gqi+1(2"). A chaque changement de signe des quantités z; —z;
et ;1 — x;,,, les courbes se croisent, celle de gauche passant au dessus de celle
de droite si €; > 0, en-dessous si £; < 0. La somme de ces changement de signes
affectés du coefficient ¢; est €gal au nombre d’enlacement des deux courbes, au
facteur multiplicatif —2 prés.

La fonction L, représente le nombre d’enlacement de deux configurations.

Exemples. ¢y =¢; =1, g2 = -1, N(x,2') = —1.

[Voir figure au sommet de la prochaine page.]

Nous finissons ce paragraphe par un résultat infinitésimal analogue a la proposi-
tion 2.1 que nous utiliserons au paragraphe 4 ; nous notons || || la norme euclidienne
sur S.

Proposition 2.3. Soit £ € S et £ > 0 tel que x* soit défini pour t € [—¢,¢€]. 1l
existe alors deuxréels 1 > 0 et § > 0 tels que les relations suivantes :

DX <n IX < m,
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214~ ’
. A I

i) ((z+ X)) (z+ X)) € Wy, pour t € [—¢,¢€],
impliquent que “%“_%:“ soit a une distance au moins 6 de I'ensemble K formé
des points de S\ W de norme 1, qui est compact (puisque W est ouvert).

Démonstration. Considérons le champ de vecteurs linéarisé
E(X) =D{(z)- X

c’est le champ de vecteurs associé 2 la famille (Df;(g:(z)))icz d’éléments de
DV (R?). Appliquons la proposition 2.1.

Si X* € K, ilexiste t € [¢/2,¢€] tel que
ePE@tX e W | e PE@X e W et L(eP¢®X) < e DX |
ou I’endomorphisme e =), ., u"/n! est’exponentielle de u.

Comme K est compactet W ouvert, il existe «« > 0 et § > 0, tels que, pour
tout X 2 une distance inférieure ou égale 2 § de K, il existe t € [¢/2,¢] tel que

“X' — eD'S("')tX” <a, “X" — e“Ds(")tX“ <«
= X' eW, X"eW et L(X') < L(X") .
Il existe n > O tel que les relations
X#X, I X|l<n, IXN<n ,
impliquent :

(z+X)' — (z + X')* _ oDt X-X
X — X X — x|l

/

<n
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Ainsi, si X — X'/ ||X — X’|| est a une distance plus petite que 6 de K, il
existe t € [e/2,€] telque (z+ X))t —(z+ X')! et (z+ X)~" — (z+ X’)~* sont
dans deux composantes connexes distinctes de W. Il existe donc t’' entre —t et ¢
tel que (z + X)* — (z + X')* n’appartient pasa W.

3. Existence d’orbites non enlacées pour les difféomorphismes
conservatifs de 1’anneau.

Nous fixons dans ce paragraphe un difféomorphisme F € Diffg(T* x [0,1])
qui préserve l’aire, et un relevement f € D'(T! x [0,1]). Nous notons p~
et pt les nombres de rotation définis par f sur les bords respectifs R x {0}
et R x {1}, et nous supposons que p~ < p*. Nous considérons 1’application
fo i (z,y) — (x+ p~ + y(p* — p7),y), qui est I’application affine, élément de
D'(T! x [0,1]), dont les nombres de rotation induits sur les bords sont les mémes
que ceux de f. L’application f. dévie la verticale a droite et préserve 1’aire.

Théoreéme 3.1. Pour tout nombre rationnel p € [p~—, p*] qui s’écrit p = p/q, oi
p EZ et g € N\ {0} sont premiers entre eux, il existe z, € R x [0,1] de type
(p, q) vérifiant la propriété suivante :

pour tous po. ...,pm € QN [p~,p*], il existe une isotopie (f*)ici0,1 dans
D(T* x [0,1]) joignant f a f. et m + 1 chemins continus (z}):cf0,1], k €

{0, ...,m}, tels que 29 = z,,, et tels que z} soit un point de type (p,qr) de f*,
si pr S écrit pr/qr, o pr € Z et gr, € N\ {0} sont premiers entre eux.

Remarques.

i)  Si (fi)iefo,1) est une isotopie joignant 1’identité & f dans D°(T! x [0,1]), si
(Ft)te[o,1] est I'isotopie correspondante dans Diffg(T! x [0,1]), etsi O, est
I’orbite périodique de F' définie par z,, chaque ensemble

T, = {(Fi(2),t),t €[0,1],z € O,}
de
T! x [0,1] x [0,1]/(2,0) ~ (2,1) ~ T* x [0,1] x T*
est une courbe fermée simple. On obtient ainsi une famille infinie de courbes I,
telle que toute sous-famille finie soit un entrelacs indépendant, & isotopie pres,
de I’isotopie (f:):e[0,1], conséquence de la contractilité de D°(T* x [0, 1]). Le
théoréme exprime que 1’on peut choisir les z, de telle fagon que cette famille

soit la plus simple possible, a savoir que toute sous-famille finie définisse le
méme entrelacs que celui obtenu pour une application affine.
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i) Dans le cas ol f dévie la verticale & droite, les orbites minimisantes de la
théorie d’Aubry et de Mather vérifient la propriété énoncée par le théoreme
(voir S. Angenent et C. Golé [AG]); on peut généraliser ainsi, bien faiblement
cependant, la notion d’orbite minimisante.

iii) Chaque orbite O, est en particulier une orbite de Birkhoff généralisée, définie
dans I’introduction. Nous verrons dans la démonstration qu’il en existe au moins
deux pour chaque p € QN [p~, p*].

Nous allons commencer la démonstration du théoréme. On a vu au paragraphe 1
de ce chapitre que I’on pouvait écrire f comme composée d’applications déviant la
verticale et préservant I’aire. On peut étre encore plus précis.

Lemme 1. [l existe n isotopies (f})ief0,1;, 0 < i < n—1, dans D'(T* x [0, 1]),
telles que :

i)  f! dévie la verticale et préserve I aire,

ii) f? = fr est une application affine,

i) fo=fo_1° ... o fg,

iv) f=fa_1°...0fg,

V) le nombre de rotationde f' = fl_| o ... o fl restreint au bord supérieur
(resp. inférieur) est p* (resp. p~ ).

Démonstration. La démonstration est identique a celle de la proposition 1.3.
Choisissons une isotopie (f*),c[0,1] joignant f, a f parmi les applications de
D(T?! x [0,1]) qui préservent I’aire. Grice aux propriétés des homéomorphismes
du cercle, on montre facilement, quitte & composer f! par une application affine
a! dépendant continiment de ¢, que 1’on peut supposer constants les nombres de
rotation induits sur chaque bord. Puisque [0,1] est compact, il existe un entier
m > 0 tel que

1< — = (P9 e SO = (e )T e (e eV

ou le voisinage V a été défini dans la proposition 1.1. On définit alors 2m familles
( fit)tG[O,l] , 0 <1< 2m-—1, d’applications déviant 1a verticale de la fagon suivante :
si t €[0,1/m)]

fl = f* si i estpair ,

fE = f*1 si i est impair et inférieur & 2m — 2,

— -1 .
f2tm—1=f*1°ft°f* ’
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si t €[1/m,2/m],
fl = f* sii estpair,
fi = f*~! si ¢ est impair et inférieur 2 2m — 4 ,

ft _ fl/m
2m=—1 7 J2m-—1

Fom—a = (™) e froft
et ainsi de suite. On obtient la décomposition voulue
f'=F"° famor o oo o fo -

Ecrivons f = f,_; o ... o fo comme composée de difféomorphismes déviant
la verticale, ot f; = f} et prolongeons chaque f; enun élément de DV(T! x R)

)

préservant I’aire. Définissons la famille (f;);ez parlarelation de périodicité f;, =
fi, et posons €; = 1 si f; dévie la verticale a droite et £; = —1 si f; dévie la
verticale a gauche. Enfin, notons h; 1’application associée & f; par la relation (*x),
et écrivons g; = —0h;/0x, g; = Oh;/0z’.
Si pe Z et g € N\ {0} sont fixés premiers entre eux, on peut définir sur
S ={z = (2i)iez | Ti+ng = zi + p} =~ R™
un champ de vecteurs £ : x — (&;(x));ez par larelation
&i(z) = gi_q1(@iz1, i) — gi(Ti, Tig1)
tel qu’aux singularités de ¢ correspondent les points de type (p,q). Ce champ de
vecteurs est le gradient de la fonction

ng—1

H:S >R, z+— z hi(zi, zip1)
=0

et il est invariant par les fonctions

T:5S—S5, (®i)iecz— (zi+1)iez ,
et

p:8 =8, (zi)iez = (Titn)iez

Puisque le difféomorphisme F; relevé par f; laisse invariant la courbe T! x {0},
son flux de Calabi est nul et la forme F;*(ydz) — ydz est exacte; ceci signifie que
hi(z + 1,2’ + 1) = h;i(z,2’) pour tout (z,z’) € R%. Ainsi H commute avec 7
et .

On peut donc définir sur 1’espace quotient

S = S/ ~ T! x R"2~2
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un champ & vérifiant £ o IT = &, gradient de la fonction H : § — R définie par
Holl=H,oulIl: S — § estlaprojection canonique. Puisque ¢ commute avec
T, on définit également @ : S — S parlarelation § o II=1I o ¢.

Construction des fonctions d’enlacement de .

D’apres la proposition 2.1, il existe une fonction continue L a valeurs entiéres,
définie sur

W = {(z:)iez | z: = 0= €ir1€izip12: < 0}

telle que
1 ng—1 ng—1
L(z) = Z( Z gio(z:)o(xit1) — Z é‘i) )
=0 i=0

si z appartient a
V = {(zi)iez | zi # 0 pourtout ¢ € Z}

L’application Lo = L o § définie sur I’ouvert Wy = §~1(W) de S x S, ou
6:85%x85— S, (z,2") — x — 2’, vérifie I’assertion 1 de la proposition 2.1.

Si (z,z') € Wy, les couples (7(z),7(z')) et (¢(z),p(z’)) appartiennent
également a Wy, et la fonction Lo, a méme valeur en chacun de ces couples
(rappelons que 7 et ¢ ont été définies plus haut). De plus, il existe € > 0 et
M >0 telque,si =* € S, »'* € S et k € Z vérifient

lz—z*|<e, |2/ —2*|<e, |k|=>M ,

alors, la suite (x} — =’ — k)iez a un signe constant strict, le couple (z*,7%(z’*))
appartient a Wy et Lo(z*,7%(z'*)) = 0.
L’ensemble

Wi ={(z,y) € S x S| (z,7%(y)) € Wy pourtout k € Z}

est donc ouvert, et 1’application

Ly:(z,2') — ELo(x,Tk(x')) ,

kEZ

qui est une somme finie, est bien définie sur W. 1l existe alors une application Lo,
symétrique, continue, a valeurs entiéres, définie sur I’ouvert

Wy =T(Ws) = {(x,2") € §x 5 | T7'({z}) x T ({z'}) C Wo}

de S x S et rendant commutatif le diagramme suivant,
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WicSxS—22 ,wyc3x3

L
Lj 10

Z

I :SxS—8x8, (z,2) — (II(z), II(z"))

Celle-ci vérifie 1’assertion i) de la proposition 2.1 ol I’on remplace £ par &.
Définissons maintenant la fonction

q—1
L, Wy »Z, 2+ Zzo(«’0>§5e(z))

k=1
sur

W= {r €5 | (z,7(x)) € Wo pourtout £€ {1, ...,q—1}}

Gréce 2 la proposition 2.1 et au fait que $(z*) = @(z)?, on a le résultat suivant (en
remarquant que z # p%(z) pour £ € {1, ...,9 — 1} si p et ¢ sont premiers entre
eux).

Proposition 3.1. Si x n’appartient pas @ W, il existe € > 0 tel que pour tout
t €]0, ¢,
z7t e Tvz s zt € WQ et Ez(l‘t) < Eg(x_t) ;

! et x' appartiennent @ deux composantes connexes distinctes de

en particulier ©~
Wa.

On peut interpréter également la fonction L, de la fagon suivante. Soit =z =
(zi)iez € I™Y(Wy), ily aégalité entre z; et x;+k si (1—j)p = ngk, d’aprésla
définitionde S. Sionsuppose que z;#z;+k désque i—j € nZ et (i—j)p#nqk,
la valeur de L,(z'), o z’ = II(z), est donnée par la formule

Lyz)= > &

(i,5,k)€El,

~

ou
I, ={(i,5,k) € {0, ..., nq— 1} x Z? | i — j € nZ,
:I?,'—.’I:j——k>0 et .’L‘i+1—-:l:j+1—k<0}.
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C’est le nombre d’enlacement de la configuration z; si ce point est critique
c’est le nombre d’enlacement de la courbe simple de T! x R x T! construite dans
I’introduction a partir de 1’ orbite périodique associée a x.

Remarque.

On peut comprendre la propriété de décroissance comme une propriété€ du méme
type que celle de croissance de H et qui a d’ailleurs la méme raison géométrique.

Eneffet, si (x;):ez estune configuration dans W, on peut construire une famille
de triangles (A;);ez définis ainsi:
A;={ze€Rx[0,1] | pi(2) < ziet py o fi(2) > xig1} sie; =—1,
et par

A;={2z€Rx[0,1] | p1(z) > z; et p1 o fi(z) < zip1}sie;i=1.

La valeur de H en (z;);ez s’écrit alors

D> En(di),

0<i<ng—1
ou u est la mesure de Lebesgue, alors que celle de L, s’écrit
- D> (B,
0<i<ng-1
ou u; estla mesure de Dirac associ€e a I’ensemble

{(frz'+n_7’ + k, g'i(xi+nj,xi+nj+1))’ (J’ k) € Z2} .

Soit p’ € Z et ¢’ € N\ {0} deux autres entiers premiers entre eux tels que
p'/q # p/q; notons S’ et § les ensembles de configurations, I : S’ — 3 1a

projection, et &’ et EJ les champs de vecteurs associés. Si z € S et 2’ € S’ sont
tels que z; # z’; + k pour tout triplet d’entiers (3, j, k) tel que i — j € Z, on peut
définir de la méme fagon

Li(z,z") = Z €;
(i’j’k)elz,z'
ou
I..o={(,j,k) €{0,...,ng—1} x Z% | i — j € nZ,

:L‘i—.”l};-—k>0 et xi+1—x;+1—k<0}.
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Cette fonction symétrique se prolonge par continuité sur la partie ouverte
Wi ={(z,2") e Sx S | zi=z;+k et i—je€nZ
= gi18i(xim1 — Tiy — k)(Tiy1 —ziy, — k) <0}
Ayant défini
M : S xS - 8x 8, (z,2") — (I(z), I (z") ,

on obtient une fonction Lz : W3 = II(W3) — Z vérifiant Ly = L3 o II,.
La méme démonstration que celle de la proposition 2.1 nous donne cette fois-ci le
résultat qui suit.

Proposition 3.2. Si (z,2') € § x § n’appartient pas a Ws, il existe € > 0 tel
que, pour tout t €]0, [,

(z7t 'Y e W3, (ah,2') e W3 et Li(azt,z2'') < Lz(z™4 2%
en particulier (z=%,2'~%) et (z*,2'*) appartiennent a deux composantes connexes
distinctes de W s.

Existence de points critiques.

Le théoréme de Poincaré-Birkhoff exprime que f a au moins deux orbites de
type (p,q) dans T!x]0,1[, si p/q estentre p~ et pt, et donc que £ a au moins
deux singularités dans ’ensemble U = U/7 ou

U= {(z:)iez | 0 < gi(z;,wi41) < 1, pour tout entier ¢}

Nous allons utiliser les fonctions précédentes pour montrer que £ a des singularités
dans une partie plus petite de 1’espace de configurations, le fait d’étre dans cette
partie impliquant le caractére non enlacé de 1’orbite correspondante.

Commengons par définir cette partie.

Le champ £ associé 2 la suite ( f)icz défini sur S est un champ de gradient
linéaire ; sa dynamique est donc trés simple. L’ensemble des points critiques est
normalement hyperbolique, et comme chaque point critique correspond a un point

de type (p, q), cet ensemble est une courbe simple non homotope & zéro de S. Plus
précisément, si f(z,y) = (¢ + \;y + w4, y), alors £* s’écrit

E5 (@) = = A7 H(@ipr — @i — i) + A (@6 — wica — pic1)
c’est le champ de gradient de

ng—1
H:S—R, $H1/2Z>\i(mi+l_$i_ﬂi)

=0
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D’aprés la proposition 3.1 appliquée 2 &, cette courbe est dans une composante

o~ o~ % . o .
connexe de W,. Nous noterons W cette composante connexe particulieére qui
correspondra a des orbites non enlacées et que nous reverrons souvent par la suite.
Nous allons commencer par montrer la proposition suivante.

Proposition 3.3. L’ensemble W™ N U contient au moins deux singularités de €
correspondant a des orbites distinctes.

Si z est un point de la frontitre de U, I’ensemble des entiers ¢ tels que
gi(zi,z;+1) = 0 ou 1 estnonvide. Si €; = 1 pour tous les entiers de cet ensemble,
ondiraque z € Uy, si €; = —1 pour tous les entiers, on diraque =z € U_, etdans
le cas restant on dira que z € Uy.

Lemme 2.

-  SizeU,, ilexiste ¢ > 0 tel que, pour tout t €]0,e[, 2"t €U et 2t ¢ U;
- si x € U_, il existe € > 0 tel que, pour tout t €]0,e[, z' ¢ U et s~ € U ;
- si z € Uy, il existe € > 0 tel que, pour tout t €]0,e[, 2=t ¢ U et 2t ¢ U.

Démonstration. Ladémonstration est du méme genre que celle de 1a proposition 2.1.
Supposons par exemple que

gi-1(Ti—1,%:) >0, gi(xi,Zix1) =0, Git1(Tit1,Zig2) >0 ,
et étudions, au temps ¢ = 0, le signe de

d d , 0gi d 0g;
—gi(zl, ziy,) = =} T} z+1) + =zt ,($37$5+1)
dt dt (9 dt

= ( gi + gz——l ) a

Puisque la courbe R x {0} est invariante par f; et puisque g; = 0, il en est
de méme de g;. De plus, le signe de 9g;/dz est contraire & Jg;/0z’, c’est celui
de —e;. En effet, il existe un difféomorphisme croissant ¥ de R de classe C?, tel
que g;(z,z’) = 0 sietseulement si ' = ¢(x), ainsi

ggl( )+¢() (ma:)—O si gi(x,x')=0_

Nous venons de montrer que & gi(z}, i, ;) est strictement positif si &; = —1,
strictement négatif si €; = 1.

Pour montrer rigoureusement le lemme, il faut maintenant étudier la situation
générale ou il y a plusieurs valeurs de ¢ pour lesquelles g;(zi,z;+1) = 0 ou 1.
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Puisque p/q appartienta |p~, p*[, on peut trouver une partition de Z en intervalles
(I+)rez avec

< Iy <y < ...,
tels que, pour ¢ € I., g;(xz;,x;4+1) sOit toujours nul, toujours égal 2 1 ou alors
toujours contenu dans ]0,1[, et tel que I, et I.;; correspondent & deux cas
différents. Si g;(zi,z;+1) = 0, pour tout ¢ € I, = {k, ...,l}, une démonstration
identique a celle du lemme de la proposition 1.1 nous dit que

gk+m(x;c+m’x;c+m+l) ~ Apt™th gf—m(wz—m"vé—m+1) ~ Bnt™
pour m € [(k — £)/2], ou
A, alesignede (—1)™tlek ... ex4m
et
B,, le signede (—=1)™%'e,...c0m ,
etde plus,si £ — k = 2m/' estpairetsi A4,,,—; et B,,_; ont méme signe, alors

1 t m'+1
Jk+m! (xlc-i—m,’ ) ‘rk:+m,’+1) ~Ct )

ou C alesignede —egymrAmr—1.

Dans le cas out g;(x;,x;+1) = 1 pour ¢ € I,., on obtient les mémes développe-
ments limité€s avec 1 — g;, ceux-ci impliquent exactement 1’énoncé du lemme.

On peut donc écrire 1a frontiére de U comme réunion de ’ensemble des points
rentrant U_ = II(U-), de I’ensemble des points sortant U, = II(U;) et de
I’ensemble des points « tangents extérieurement » Uqg = II(Up). Ceci implique que
le plus grand ensemble invariant par le flot de £ contenu dans U est le méme que
celui contenu dans son adhérence et donc qu’il est compact. En d’autres termes, U
est un bloc isolant de £ (voir Conley [Col]).

A unblocisolant B d’unchamp de vecteurs, c’est-a-dire 2 un ouvert relativement
compact tel que le plus grand ensemble A invariant par le flot contenu dans B soit
compact, on peut associer son indice de Conley, qui est un type d’homotopie pointé.
Si B’ estunautre bloc isolant ayant A comme ensemble maximal invariant, les deux
indices de Conley correspondent. Enfin, si on peut écrire la frontiere de B comme
union de I’ensemble des points rentrants B_, des points sortants By et des points
tangents extérieurement By (c’est-a-dire correspondant aux trois cas définis par le
lemme), I’indice de Conley est le type d’homotopie pointé [B/B4 U Bo, B4 U By
de I’espace quotient B/B, U By, ot I’ensemble fermé B, U B, est réduit 4 un
point. Si ’ensemble A est vide, I’indice de Conley est égal a 0 = ([{z}, z]) (voir
Conley [Col], Conley-Easton [CE]).
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On suppose qu’il y a d applications (fi)o<i<n—1 qui dévient la verticale a
droite et g = n — d applications qui la dévient & gauche ; remarquons que d > 1
car p~ < pt. Le lemme qui suit, qui utilise pour la premiére fois 1’hypothese
p~ < p/q < pt, vanous permettre de calculer I’indice de Conley de U.

Lemme 3. 1! existe un homéomorphisme & entre
K =T{z € 5|0<gi(zi,ziz1) <1}) et T' x D¥ x D41 |
ou D" = {z € R" | ||z|| < 1} envoyant
T4 sur T' x Int(D%) x Fr(D%1) |
U_ sur T' x Fr(D%) x Int(D%"1) |
Uo sur T' x Fr(D%) x Fr(D%%"1) |
U sur T* x Int(D%) x Int(D"1) .

ou, rappelons-le, Int(D") et Fr(D") représente I'intérieur et la frontiére de D".

Démonstration. Définissons
D={i€Z|ei=1} et G={i€Z|e; = -1} ,
et écrivons
DnNA{0,...,ng—1} = {io,%1, - --na—1}
GN{0,...,ng — 1} = {indrind+1s -- - > Ing=1} >

0 <11 < o0 <ipdge1 6 tnd < lpd41 < ... <inq_1

Définissons, pour tout i € Z, des applications 69 et 6} par les relations :
sii €D, fi(x,0)=(8(2),0), fi(z,1)=(6;(2),1) ,
sii €@, fi(z,0)=(8}(z),0), fi(z,1)=(62(z),1) ,
puis une famille (6}').¢[o,1] de difféomorphismes de R par la relation :
0% = (1 — u)8? + ub}
On va construire une application continue ¥ de

K ={z €5 |67(zi) < wiy1 < 0;(z:)} ,
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dans [0,1]9 (constante dans le cas ou G est vide), faisant apparaitre K comme

un fibré trivial de base [0, 1]"9 et de fibre R x [0,1]"¢~! etles ensembles U, Uy,
U_ et Uy comme des fibrés triviaux de bases respectives

10,1[*¢, ]0,1[* , Fr([0,1]*7) et Fx([0,1]") ,
et de fibres respectives
Rx]0,1[** | R x Fr([0,1]"¢"%) , Rx]0,1[*¢"!) et R x Fr([0,1]**"")
On définit ¥ ainsi:
Y((x:)iez) = (U1)nd<i<ng—1 € Tip41 = 0,/ (z4,)
Si u = (W)nd<i<ng—1, I'ensemble ¥ ~!(u), est défini par les équations
62 (z;,) < i1 < 0} (xi,) ,sile{0,...,nd -1} ,
Ti41 =03 (z5,) , sil € {nd,...ng -1} ,
c’est-a-dire par les équations
Al (z,) < zqp,, < BP(zi,) , sile{0,...,nd -1} ,

Apa—1(@ina_y) S 2ip < Bpg_1(Tina_y)

Al =06 o ... o 6" oﬁg et B =60} o ... o Or 00}, ,
etou i, ...,%ts sontles éléments de G situés entre ¢; et 7,41 (aprés ipqg—1 €t
avant i pour / égala nd —1).
On peut écrire 1’équation précédente sous la forme suivante
Af(zi) < iy, < Bi(z,)
-1 —1 -1 -1 \
(Biy1)™ © -v o (Bra—1) 7 (@i +9) S @iy, S (A1) 0 v 0 (ARa) ™ (230 + 1)

pour tout ! € {0, ...,nd — 1};

ou encore
R (2, i) £ @iy, <SP (ZiorTi)
avec
R;L(xio’xil) = max (Ar(xn)’ (Blu+1)_1 ° ... ° (B:z‘d—l)_l(xio +p)) ’
et
Slu(wio’xiz) = min (Blu(xiz)’(A;‘+1)_l ° ... © (A::.d—l)_l(xio +p))

Des résultats suivants :
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- les fonctions A} et Bj}* dépendent continiment de u pour la topologie
uniforme,

- ona A} < B}, pourtout { € {0, ...,nd — 1},

- pourtout u € [0,1]™9, ona

Angoro - o AJ(@) S A¥G 0 .. o AY (2) <z +p
Bl yo... o By(z)2 By ... o By (2)>z+p

ou u*=(1,...,1) et u** = (0, ...,0), ce quiest une conséquence de I’hypothése
p~ < p/q < pt qui apparait ici pour la premiére fois,
on peut déduire les assertions :

- si(zg, ..., xi_,) vérifie les | premilres doubles-inégalités
R} (i, 24,) < S} (x40, x;,) pourtout j € {0, ..., 0 -1}
alors R} (xiy,xi,) < SH @iy, Ti))-

On comprend maintenant comment est construit ¥ ~!({u}). On choisit z;,
quelquonque, puis z;, dans un intervalle borné, puis z;, dans un autre intervalle, et
cecijusqu’a x;,,_,. En particulier ¥~1({u}) est homéomorphe 2 R x [0, 1]?¢~1,
et comme cette construction peut étre faite globalement, Z-équivariante, et de fagon
continue pour tous les u, I’application ¥ définit nos ensembles K, U, U,, U_

et Up comme des fibrés triviaux dont les bases et les fibres sont celles indiquées
plus haut.

On en déduit que I’indice de Conley de I est égal a I’ensemble S™?~! v S"9,
c’est-a-dire a la réunion de deux spheres ayant un point en commun, pointé en ce
point si nd — 1 > 0, pointé au point isolé de S°® V S! si n = d = 1. Il n’est nul
dans aucun cas, ainsi I’ensemble maximal invariant contenu dans U n’est pas vide,
et comme & est un champ de gradient, il a une singularité. En fait le lemme 3 nous
dit mieux : la projection p de ®(A) sur T! est surjective, il y a soit une infinité
de points critiques, soit deux valeurs critiques, il y a donc au moins deux orbites
périodiques de type (p,q).

La proposition 3.1 nous dit que I’ensemble W " NU est également un bloc isolant

de £, mais le calcul de I’indice de Conley est alors plus difficile, car ’ensemble w*
se définit de fagon compliquée. Nous allons utiliser les propriétés de continuation de
cet indice ainsi que le lemme 1.

=t e . < .
Nous notons & le champ de vecteurs associé 2 la suite (f});ez définie par le
lemme 1, qui dépend continiment de ¢ en C!-topologie, et définissons de méme
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desensembles K°, U, U f,_ , etc ... Ladémonstration du lemme 2 implique en fait
qu’il existe un homéomorphisme (t,z) — (¢, ﬁ;t(:z;)) entre M = {(t,z) |z € I?t}
et [0,1] x T! x D™ x D"¢~1 envoyant (t,K') sur {t} x T x D" x D"41;
(¢, 0% sur {t} x T! x Int(D"9) x Int(D"¥-1); etc...

Chaque U N W™ est donc non seulement un bloc isolant de ', mais aussi un
bloc isolant de ? ' si ¢’ est proche de t. Les propriétés de 1’indice de Conley, nous

disent que I’indice de Conley de U ‘nw* pour ft ne dépend pas de ¢t. Or on peut
le calculer pour ¢t = 0, en effet, la courbe des points critiques étant contenue dans

= A e . 0 TR
W™, c’est le méme indice que celui de U . En particulier, il est non nul et on a

donc au moins une singularité de & dans U NW ™. On a en fait deux points critiques
correspondant a des orbites distinctes ; en effet, les propri€té€s de continuation nous

disent que I’action p* : H*(T') — H*(&'(A)) de la projection p sur T!, induite
sur les groupes de cohomologie d’Alexander est injective quelque soit ¢ et que
p(3'(A)) = T! (voir [FI).

Fixons maintenant po, ..., pm € QN[p~, p*] o0 pk = pr/qk, avec pr € Z et
gr € N\ {0} premiers entre eux. Pour chaque k € {0, ..., m}, onnote £* (resp.
£° ) e champ de vecteurs défini sur I’espace S* (resp. 5° ) associé 2 (pk, qx), eton
considere IT* : S¥ — 3*. Onnote ¢ (resp. &) le champ de vecteurs produit défini
sur S=5%x ... xS™ (resp. $=5"x ... x§")et I: S — 5 la projection
naturelle. Sur ’ouvert W de S formé des points (z°, ...,z™) pour lesquels les

quantités Ly (x*) et Lsz(x*, z%) sont définies pour tout & et £ de {0, ...,m — 1}
distincts ; on peut considérer la fonction

L:z— Z Ly(z®) + Z Ls(z*, z%)
0<k<m 0<k<t<im

qui est le nombre d’enlacement de la configuration totale, elle vérifie donc le résultat
suivant :

Proposition 3.4. Si = ¢ W, il existe € > 0 tel que, pour tout t €]0, ¢,
z=teW, 2teW , L(z')< L(z™Y) ;

i 4

en particulier x~" et z* appartiennent a deux composantes connexes distinctes de

w.

Définissons, pour tout k € {0, ..., m}, I’ensemble U* des points = € S* tels
que 0 < gi(z},zi ;) < 1, puis I’ensemble 0" = II*(U*) qui est relativement
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o~ 0 o . . -~
compact, et enfin, posons U = U x ... x U qui est un bloc isolant de £.

Les points critiques de £ contenus dans U correspondent 4 une famille d’orbites
périodiques dans T! x [0, 1]. Nous pouvons montrer, exactement de la méme fagon

I’existence d’une singularité de £ appartenant 2 la fois 2 U et 2 la composante

connexe W* de W qui contient le tore de dimension m + 1 formé des singularités
du champ de vecteurs associ€ a la suite (f);ez, en calculant I’indice de Conley de

UOnw.
Il reste 2 montrer ce qui suit.

Proposition 3.5. Si z est un point critique de € appartenant a W* N U, il existe
n isotopies (f})iej0,1), ¢ € {0, ...,n — 1}, dans DV (T! x R) joignant f; a
fi, et un chemin continu (x{);c[0,1) dans S partant de z et tel que x; soit une

singularité du champ de vecteur 24 défini par la suite (f})iez, pour tout t € [0, 1].

Démonstration. Nous raisonnons dans le revétement universel. L’ensemble V C
W =TI"1(W) despoints z = (z°, ...,2™) de S tels que
xf’—x§¢Z si t—j€EnZ et k#¢C
k
1

¥ — 2% ¢Z si i—j€eEnZ et i—j¢ngZ

est ouvert, et chaque composante connexe est convexe et définie par des inégalités
entre les z¥ + j, (4,5) € Z%, k€ {0, ...,m}.

Nous dirons que deux composantes v et v’ de V' sontadjacentes si les inégalités
qui les définissent sont les mémes, a4 1’exception d’une qui est inversée ; 1’intersection
de leur adhérence contient alors une partie ouverte d’un hyperplan E, ..

Soit x € W* = II"1(W") une singularité. Définissons pour i € {0, ...,n—1}

I’ensemble
Z; =T ({(z%,g;(z¥ 25, ), 0<k<m , j—ienZ})
correspondant aux orbites périodiques de F' associées a x.

On construit facilement n isotopies (®!)ec(0,1)» ¢ € {0, ...,n — 1}, dans
DY(T?! x [0,1]), proches de I'identité, telles que ®? soit I’identité, telles que p;
soit injectif sur &; (Z;), ot &, est le difféomorphisme de T! x R relevé par ®, et
telles que ff = @, ; o fi o (®4)~! déviela verticale. On obtient alors naturellement
un chemin ( xt)m[o)ﬂ dans S formé de singularités du champ de vecteurs th défini

. cr a1y ~t vy a- e .
par la suite (f});cz, associées a’ensemble $,(Z;) formé d’orbites périodiques de

l 1o ... o ft, telque zo soitégala z ettel que z; appartiennea V.
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On peut donc supposer que = appartient & une composante v, de V. On peut
joindre II(x) a un point de A* par un chemin a valeurs dans W™, on peut donc
joindre = aunpoint z* de II"1(A*) par unchemin & valeurs dans W*, et on peut
toujours supposer que z* € V; on note alors v~ la composante connexe de V'
qui le contient. La réunion dénombrable des espaces de codimension 2, intersections
de deux hyperplans E, ., ne sépare aucun ouvert de .S; d’autre part, la famille
(Ey,)v, est localement finie : seul un nombre fini d’hyperplans rencontre un
compact donné. On en déduit qu’il existe une famille (v¢)o<e<z de composantes
de V contenues dans W* telles que vy soit égala v,, vy & vy« ettelle que ve
et vgy1 soient adjacentes pour ¢ € {0, ...,L — 1}. La proposition est alors une
conséquence des deux lemmes suivants.

Lemme 4. La proposition 2.5 est vraie si x appartient @ vy«.

Lemme 5. Si v et v’ sont des composantes adjacentes de V appartenant a la
méme composante connexe de W, et si x appartient a v, il existe n isotopies
(fHtero1), ¢ € {0,...,n — 1} dans D'(T* x [0,1]), formées d’ applications
déviant la verticale et partant de f;, et un chemin (z);c[0,1] formé de singularités

du champ de vecteurs £t défini par (f})icz, telles que z°

z' appartienne a v'.

soit égal a x et tel que

Démonstration du lemme 4. Puisque z et z* sont dans la méme composante
connexe de V, ilexiste n isotopies (¢1)¢¢cfo,1]» ¢ € {0, ...,n—1} dansl’ensemble
des difféomorphismes de R commutant avec les translations entieres, telles que
@) = Id, @i(z¥) = zt*, pour tout i € Z et pour tout k£ € {0, ...,m — 1}. Si
onnote G; = (g:,9:) et Gf = (g7, 9'7) les applications associées respectivement
a f; eta f par larelation (x) définie au paragraphe 1 du premier chapitre, on peut
définir G par I’égalité
Gi(z,2") = (gi(z,2"),¢'i(z,2")) = Gi(pi(z), pi(z"))

et obtenir ainsi, toujours grice 2 (), une isotopie (ff)ic,1) dans D*(T* x [0, 1]).

Le chemin (®}(x)) est formé de points critiques du champ de vecteur &, associé,
il part de = et aboutiten z*.

BN

Le segment joignant G} a G} permet de définir, toujours par la méme relation,
une isotopie (ff):c[1,2] joignant f! a f¥; le point z* est une singularité commune
=t =1 N
de chaque champ de vecteurs § = (2 — t)§ + (¢t — 1)3‘k associ€ & (f})iez. On
obtient ainsi une isotopie explicite vérifiant presque les conditions du lemme, mais
malheureusement cette isotopie ne laisse pas invariants les bords.

SiI’on veut construire une isotopie laissant invariant chaque bord, on commence
par construire n isotopies (®!);ef1,2), ¢ € {0, ...,n — 1}, dans D'(T* x [0, 1]),
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partant de 1’identité, telles que P! laisse fixe chaque verticale, de telle fagon que si

s . . ... ot
Z} est’ensemble défini par z*, qui est un point critique de chaque de vecteurs £,
1 <t <2, associ€ a la suite (f})iez, ou ff =@t , o f} o (®})~1, alors, pour
t = 2, cet ensemble soit le méme que celui défini par z* et (f*)iez. Les images
par f? et f des feuilletages verticaux, définissent le méme ordre sur I’ensemble
Z?%,,, il n’y a aucune difficulté a construire n isotopies entre f? et f* envoyant
Z? sur ZZ,,, et formées d’applications déviant la verticale.

Démonstration du lemme 5. Supposons que v et v’ soient définies par le méme
systeme d’inégalités, & ’exception de la relation z¥ < z% +r, i — j € nZ quiest

inversée. Le fait que v et v’ sont dans la méme composante de W, exprime en
particulier que la quantité

gimro(zh_ | — zh_y —r)o(zf - ah —7) +eio(af - xg —r)o(z¥, — 375‘+1 —r)

est la méme dans la composante v et dans la composante v’, et donc que la quantité

€i—-1 Ei(xi'c—l - xf’—l - r)(a::?_,_l - x§+1 - T)

est négative dans chacune des composantes.

Plusieurs cas sont & envisager et se traitent de la méme fagon. Nous supposerons
par exemple que

Ei—1 = -1 5 & = 1 )
xf_l < xf_l +r ,
k e
a:f’ < xf- +r
Nous notons pour simplifier
— (oK ) k k
zu = (Tipus Gitu(Tipus Titus1))

Z; = (mg-!-u +r, gj+U(x§+u +, w§+u+1 + 7‘))

Rappelons que fi(zu) = Zu+1» fi(zf,) = 2{4+1-
Nous avons la figure

et voulons aboutir de fagon continue a celle-ci
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Zz-_l " fl ./ f1—1
Zs_ e z
1—1 - 1 "
A
23 - 41
Zi+1
L] o 1 z. 1
Z2i— ’ i 7 i—1
-t Ziy Y .
7 z"
1+1
[
Zi41

Nous allons modifier les applications f, de fagon a ne toucher a aucun ensemble
Zs, si s # 1, et a aucune application f,, si s est différentde ¢ — 1 et de . Plus

précisément, nous allons modifier f;Z} et f; surlerectangle A dessiné ci-dessous
(et ses translatés par 77 )

\?\_,- =\

)
|
A

ll AII

Les feuilletages sur A’, définis par des graphes y = v (z) sont de trois types,
suivant que la feuille passant par z_; est & gauche, a droite ou est la méme que celle
qui passe par z’ ;.

NS SN

De méme, les feuilletages sur A" définis par des graphes y = () se divisent
en trois types. Les feuilletages F_ et F, définis sur A’ et A” respectivement
comme image par f{;ll et par f; du feuilletage vertical de A sont tous deux du
premier type.
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On peut construire deux familles continues de feuilletages (F°.) et (¥4 ) partant
de F_ etde F,, du premier type pour ¢ < %, du troisi¢me type pour ¢t = %, etdu
second type pour ¢ > 1.

On peut trouver également deux chemins de classe C*, disjoints, (2§):¢[o,1] et
(Zlé)telo,l], partant de 2o etde zj, tels que
p(z4) <m(Z§) sit< i |
p1(25) = p1(2'5) et pi(zg) > pi(zgt) sit =35
p1(28) > p1(2'§) sit > %

Ve

Il n’y a aucune difficulté a construire deux chemins (f’i_;) et (f!) partant

respectivement de f_' et de f;, formés d’applications de classe C'! définies de

A dans A’ par la premiére famille, de A dans A’ par la seconde, envoyant le
feuilletage vertical sur F_ et sur F; et de ce fait déviant la verticale a droite, et
telles que :

f,:-l(z(t)) =2-1 , f,:'—l(zgt) = z:]_ B
fi(z0) =21, fi(zgh) ==,

et on peut faire les constructions des feuilletages et des applications de telle fagon
que les applications restent de classe C' quand on les prolonge en dehors de A.

Démonstration du théoréme 3.1. Commengons par indexer les éléments de Q N
[p~,p*] enune suite (pi)r>o0. Pour chaque entier m > 0, on a un point critique

z™ = (2™, ..., z™™) du champ (ZO,...,?n) défini sur §° x ... x §™,

appartenantad U’ x ... x U™ etal’ensemble W, construit plus haut (qui dépend
de m mais qui n’est pas un produit).

Le point (%™, ...,z™™') appartient égalementa W' si m’ > m. Comme

Lk . . .
chaque U est relativement compact, on peut construire une suite (m 1)120 conver-
geant vers +oo, telle que, pour tout k € Z, la suite (z*™!);>¢ converge vers
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un élément z* de S. Le m + 1-uplet (2%, ...,z™) appartient a 1’adhérence de

- o . . .. =0
WmﬂUO x ... xU™ etestunesingularitéde £ x ... x Em Comme cet ensemble
est un bloc isolant, en fait il contient la singularité.

Ainsi la famille (O(2z*))r>0 des orbites périodiques associées aux (x*)i>o
vérifie I’assertion du théoreme.

Remarques.

i)  On peut montrer que tout élément de D°(T! x [0,1]) qui préserve I’aire est
limite d’éléments de D!(T! x [0,1]) ayant méme propriété, et les nombres
de rotation induits sur les bords convergent vers les nombres de rotation de
I’homéomorphisme. En utilisant la caractérisation des orbites obtenues, en
termes d’entrelacs, on en déduit, par un passage a la limite, qu’il y a un théoréme
analogue au théoré¢me 3.1 pour les homéomorphismes.

e
o
N’

Dans la démonstration, on a utilisé une décomposition f = f,—; ¢ ... ° fo
provenant d’une isotopie f! = f!_, o ... o fi pourappliquer les propriétés de
continuation de 1’indice de Conley. Si 1’on connait a priori une décomposition
f = fa—i o ... o fo quine provient pas d’une isotopie, on peut montrer

directement qu’il existe des singularités dans 1’ensemble W™ défini par la
décomposition, il faut pour cela prolonger par continuité les f; a R? de fagon
convenable, ceci nécessite des lemmes assez techniques. Si tous les f; dévient

la verticale a droite, W est répulsif, et contient donc des points critiques.
L’ensemble W* = II-1(W") se définit ainsi
W* = {(z:)iez | jp/a+k < j'p/la+ Kk = Tiynj +k < zignjy +k'}

onretrouve les orbites de Birkhoff d’une composée d’applications déviant la ver-
ticale a droite (voir Mather [Ma9] qui les appelle des applications « positivement
“tle” »).

4. Un énoncé équivariant du théoreme de translation de Brouwer.

La démarche que nous venons de suivre, a savoir écrire un difféomorphisme f de
D*(T* x [0,1]) qui préserve I’aire comme composée d’applications qui dévient la
verticale et qui préservent 1’aire, prolonger ces applications 3 R2, puis construire

. =k . " o
un champ de gradient £ pour chaque nombre rationnel pj, peut étre faite si f
p s s pes k.,
ne préserve pas 1’aire, avec comme seule différence que le champ ¢ n’est plus un

. . . . k - k
champ de gradient. En particulier, on obtient deux blocs isolants U~ et W NnT",
mais les ensembles maximaux invariants correspondants, qui ne sont pas vides, n’ont
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pas nécessairement de singularité. Nous verrons que 1’absence de singularité signifie
I’existence d’une courbe essentielle (i.e. non homotope a zéro) ne rencontrant pas
son image. En fait nous allons voir un résultat analogue pour les difféomorphismes
du tore, et pour cela nous allons donner, avec la méthode utilisée dans le paragraphe
précédent, une version équivariante du théoréme de translation de Brouwer, avec de
plus une dépendance par rapport a un parameétre.

Théoréme 4.1. Soit A un espace topologique compact, (f*)aca une famille
d’éléments de D' (T?), dépendant continiment de o, telle que f. n’aitjamais de

point fixe. 1l existe alors une famille (Zﬂ )aca de champs de vecteurs continus sur
T2, uniquement intégrables, sans singularités, dépendant continiiment de o pour
la C°-topologie, telle que chaque courbe intégrale du champ (© relevé a R? soit
une courbe de Brouwer de f°.

Remarque. Le théoré¢me appliqué au cas ou A se réduit a un point nous dit que
si f € D'(T?) n’a pas de point fixe, on peut trouver un champ de vecteurs continu
¢ sur T? , uniquement intégrable, dont toute courbe intégrale est une courbe de
Brouwer de f. Si ¢’ estun champ de de vecteurs proche de ¢ en topologie C?, il
vérifiera également cette propriété. Or on peut choisir ¢’ de classe C'* par exemple,
on peut également supposer que ¢’ ades orbites fermées. Ainsi, il existe une courbe
fermée simple du tore qui se reléve en une courbe de Brouwer. Remarquons que
cette courbe peut rencontrer son image par le difféomorphisme F de T? relevé par
f. Drailleurs, M. Handel et M. Betsvina ont construit un difféomorphisme du tore
isotope a 1’identité et sans point fixe, tel que toute courbe fermée non homotope a
zéro rencontre son image. La situation est tout 2 fait différente dans 1’anneau ot 1’on
a le résultat de Guillou énoncé dans le paragraphe 1 de ce chapitre.

Avant de prouver ce théoréme, nous allons voir comment associer a un élément
f de D(T?) (ayant des points fixes ou non) un champ de vecteurs sur un espace
de configurations, dont les singularités éventuelles correspondent aux points fixes de
f.

L’application f* : R? — R?, (z,y) — (z + y,y), est un difféomorphisme de
R? qui dévie la verticale a droite, qui reléve un difféomorphisme de T? non isotope
a I’identité. Nous notons G 1’application associée 2 f* par la relation (x) et G_
I’application associée & f*~1. Ces applications vérifient les propriétés suivantes.

f*°T1=T1°f*a f*°T2=T1°T2°.f* ’ (PO)
G+°T1=T1_1°T2_1°G+, G+°T2=T1°T2°G+ ) (Qo)
f*—l o Ty =T o f*—l , f*—l ° T2=T1_1 oTp o f*—l ’ (Pl)
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G_°T1=T1°T2°G__, G_°T2=T1_1°T2_10G_ . (Ql)

D’apres la proposition 1.2 on peut écrire f = fop—1 © ... ° fo, ou f; déviela
verticale a droite (resp. a gauche) si ¢ est pair (resp. impair), et vérifie la propriété
Py (resp. P1), I’application G; = (g, g:) associée vérifiant Qo (resp. Q1).

Chercher les points fixes de f revient a chercher, d’aprés le paragraphe 2, les
singularités du champ de vecteurs & : z +— (&;(z))iez défini sur

S = {z = (2:)iez | Tivan = i} = R®"
par les équations
&i(z) = gi_1 (i1, i) — gi(Ti, Tig1) -

Considérons maintenant le champ de vecteurs £* associ€ a la suite (f*);ez ou
p i
fr=f*siiestpairet ff = f*~! si ¢ estimpair; il s’écrit

£ (z) = (-1)"(%im1 — Ti41)

Les conditions Qo et Q; impliquent que le champ de vecteurs 3 = £ — £* est
invariant par chaque translation entiére, et qu’il est donc borné. Le champ de vecteurs
&* étant invariant par les translations

1 )
Tp :S — S, (x:)icz — (z;: + 5(1 +(=1)*))iez
1 )
71 :S — S, (%i)iez — (zi + 5(1 + (-1)"*))iez

il en est de méme de £. Ceux-ci relévent donc deux champs de vecteurs & et 3
définis sur

S=8/<7p, 71 >~ T? x R?"2

Etudions la dynamique de £ . Le champ de vecteurs &* est le gradient de la
fonction H* : S — R définie par

2n—1
H*(z) = Z (—1)*lziziyy
=0
n—2
= Z(Cﬂzn—1 — T2j41)(T25 — T2j42)
Jj=0

Cette fonction est invariante par 7p et 77, ainsi & est également un champ de
gradient.
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La fonction H* est une forme quadratique de signature (2,n — 1,n — 1); on
peut écrire
S=8*pS st ,

S* = {(-’Fi)iez | r;, =; ,Si i—j est pair}

est le noyau de H*, et o St (resp. S~ ) est la somme des sous espaces propres
associé€s aux valeurs propres strictement positives (resp. négatives). L’ensemble S*
est alors invariant par 7p et 7 et le groupe S se décompose donc ainsi :

S=A"®HS St ,
ol A* = S/ < 7p, 71 > estletore normalement hyperbolique formé des singularités

de £ . Chaque élément « de S s’écrit de fagon unique =z = z* + 2z~ + =+ ol
z* € A*, z— € S—, zt € ST et chaque ensemble

Br={z el | sup(”a:"'“,”:z:_”)<R}, R>0 ,

ott || || est la norme euclidienne sur S, est un bloc isolant de &".

‘*S"’

Y Vg
Deés que R est assez grand, chaque point de la frontiere de Bp, sortant, rentrant
ou tangent extérieurement pour ¢ , a la méme propriété pour € et méme pour les
champs de vecteurs &, = X + t(£ — X), t € [0,1], ceci parce que £ est propre et
parce que 3 est borné; en particulier, By est un bloc isolant de &,. D’autre part la

projection r : § — A*, z +— z*, estune rétraction de S sur A*. On en déduit les
assertions suivantes (voir [Coll, [CE], [F1]):

- I’ensemble A formé des orbites bornées de & est compact, c’est I’ensemble
maximal invariant contenu dans Bpr, dés que R est grand;

- A a mé€me indice de Conley que A*;

- l’application r* : H*(A*) — H*(A), surles groupes de cohomologie d’ Alexan-
der, est injective;
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- larestrictionde r a A est surjective;
- la“cup-length” de A est supérieure ou égale a deux.

Remarque. Si on suppose que f préserve 1’aire, alors f est isotope a I’identité
parmi les éléments de D'(T?) qui préservent 1’aire (voir [CZ]). On peut donc
trouver une décomposition f = fa,—1 © ... o fo du type précédent, mais en
supposant, de plus, que les applications préservent l’aire. Si h; : RZ — R est la
fonction de classe C? associée 2 f; par la relation (**) du paragraphe 2 de ce
chapitre, le champ £ est le gradient de la fonction

2n—1

H:(z)iez— D hi(zi, zig1) -
=0

Si on suppose de plus que / (f — Id) dzdy = 0, on montre sans difficultés que
'[[‘2

cette fonction est invariante par 7p et 77, et donc que £ est également un champ
de gradient, la fonction A associée est une phase génératrice. En effet, soit T' le
segment qui joint un point =z de S A 7p(z), et T’ lacourbe simple de § définie par
projection de ce segment. Posons C; = ¢;(T") et C} = ¢}(T"). Lacourbe C; définit
la transformation de revétement Tl_1 o T si 7 est pair, 75 si ¢ est impair, et se
projette en une courbe fermée C; de I’anneau A; = R2 /Tl'1 o Ty, si i est pair,
A; = R?/T" si i estimpair. Chaque f; estun relévement d’un difféomorphisme
7: de A; dans A;y1 quienvoie C; sur C, ,, qui préserve I'aire et 1'orientation.
On peut écrire

2n—1

Hrp(@) = H@) = [ dh= [ 3 ~gi@e i) + ghos(@ior, 2:) da

2n—1

= Z —/ ydx + ydz
7'=0 C.‘ Cl

Ainsi cette intégrale est la somme algébrique des aires comprises entre C; et CA’;,

c’est donc 1’aire comprise entre Cy et f(Cy), ot f est le difféomorphisme de A

relevé par f. Le fait que / (f — Id) dady soit nul implique que cette aire est
T2

également nulle, on montre de méme que H(77(z)) estégala H(x).
Puisque la “cup-length” de A est supérieure ou égale a deux, on en déduit que

€ a au moins trois singularités dans cet ensemble, et donc que f a au moins trois
points fixes de projection distincte dans T?. On retrouve ainsi une démonstration du
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théoréme de Conley-Zehnder, analogue a la démonstration du théoréme de Poincaré-
Birkhoff donnée au paragraphe 3 ; c’est une méthode trés proche de la méthode des
géodésiques brisées donnée par M. Chaperon [Chp2].

Dans le cas ot f ne préserve pas 1’aire, £ n’a pas nécessairement de fonction
de Liapounoff. Nous allons voir cependant que ce champ de vecteurs admet une

phase génératrice discréte. Nous notons IT : S — S la projection naturelle. Dans le
paragraphe 2, nous avons construit une fonction L sur

W ={(zi)icz€ S |zi=0= z;_1zi41 > 0} ,

une fonction Lo = L o 61 surl’ouvert Wy = 6~1(W) de S x S, etune fonction
Li =L o & sur W, = £~1(W). L’ensemble ouvert W, est invariant par 7p et
71, de méme que la fonction L, ; ondéfinit L, : W, = II(W,) — Z de telle fagon
que le diagramme suivant soit commutatif.

I
Z

Si (z,z’) appartient & Wy, les couples (7p(z),Tp(z')) et (7r(zx),7r(z"))
appartiennent également a Wy, et Ly a méme valeur en chacun de ces couples. De
plus, il existe ¢ > 0 et M > 0 telsque,si z* € S, 2’* €S, ke Z et k' €Z
vérifient

/

lz —z*|<e, |¢'—z*|<e, max(lk|+|K|)>M ;
alors, 1’'une des suites
(z3; — 2'3; — k)iez ou (23,41 — 231 —k)iez
a un signe constant strict. Le point (z*,75 o 7F (2'*)) appartient alors 2 Wy et
Lo(z*,75 o 7F (2'*)) = 0. On peut donc définir une fonction Lj sur
Wi ={(z,2') € Sx S| (z,78 o 7F (z') € Wo, V(k,K') € Z*},

par la relation

Ly(z,2') = > Lo(z,7¢ o 77 (2)) ,
(k,k")ez?

puis une fonction L, continue, symétrique, a valeurs enti¢res sur 1’ouvert

Wo = Io(Wo) = {(z,2) € §x § | I '({z}) x I~ 1({z'}) C Wo} ,
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MI:SxS—-8x8, (z,2') — (II(z), [I(z')) ,

telle que le diagramme suivant soit commutatif.

WicSxS—2 ,Woc3x5

L) lz"
Z
On a alors une proposition analogue 2 la proposition 2.1 en remplagant £, Wo,

W1, Lo, L, respectivementpar &, Wy, W, Ly, L;. Onpeutdéfinirégalement,
comme dans le paragraphe 1, des applications

7, @;: 85— T et p;, pi:5 - R
par les relations
gioM=mog ,giol=nog,, piol=p;, p; e M=p}.

Nous savons que si le couple (z,y) appartient 3 Wy, alors g;(z) # ;(y) et
7.(z) # @.(y) pour tout entier 7; de méme si x € W, alors p,(x) # 0.

Définition. Une partiec X de S, bornée et invariante par le flot induit par £ est un
bon ensemble si et seulement si elle vérifie les deux propriétés suivantes :

i) toutcouple (z,z’) de points distincts de X appartient 2 W,

ii) tout point x de X qui n’est pas une singularité appartienta W, .

Remarque. La condition ii) est une conséquence de la condition i). En effet, si z €
X n’est pas une singularité et si z n’appartient pas 3 W, alors pour ¢ > 0 petit,
les couples (z~t,z) et (z,z?) sontdans Wy et vérifient Lo(z 7%, z) < Lo(z,z?),
d’apres la proposition 2.1. On en déduit que 1’un des couples (z~+%, z°), s €]0,1[,
n’est pas dans Wy, et donc que X ne vérifie pas la condition i).

Nous allons donner des propriétés des bons ensembles, remarquons les ressem-
blances avec celles des ensembles bien ordonnés des applications déviant la verticale
énoncées au paragraphe 3 du chapitre 1 .
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Proposition 4.1.
i) Si X estun bon ensemble, son adhérence aussi.

ii) La partie formée des bons ensembles fermés non vides est fermée pour la
topologie de Hausdorff.

Démonstration. L’adhérence d’un bon ensemble X est bornée et invariante par le
flot. Si z et z’ sont deux points distincts de X, et si (z,z’) n’appartient pas a
W, alors pour ¢ > O petit, les couples (z?,z't) et (z~%,z'~t) sont dans W et
Lo(zt,2't) < Lo(z~t, z'~). On peut trouver z, et z’, dans X, distincts et assez
proches de z et de z’, pour que Lo(zt,z't) < Lo(z;%, 2';?). Ceci contredit le
fait que (z2,z’¢) appartient 2 W pour tout s € [—t,t]. L’assertion ii) s¢ montre
comme 1’assertion i).

Proposition 4.2. Si X est un bon ensemble, et si i est un entier, alors :
i) lesrestrictions de q; etde q; a X sont injectives,

il) les applications q; et §; induisent des homéomorphismes bilipschitziens entre
X et sonimage,

iii) les applications p; et P ne s’annulent sur X qu’aux singularités éventuelles.

Démonstration. D’apres la proposition précédente, on peut se limiter au cas ou
X est fermé. Les assertions i) et iii) sont des conséquences de la définition de

Wo et de W;. Pour montrer I’assertion ii) il suffit de montrer que (g; | x)71 et
(@ | )~ ! sont lipschitziennes, et comme X est compact par hypothése, qu’elles
sont localement lipschitziennes en tout point. Limitons nous a 1a premiére application
et raisonnons par 1’absurde en nous plagant dans le revétement S. Supposons qu’il
existe deux suites z*¥ = (z¥);cz et ' = (2'%);ez dans II7!(X) convergeant
vers z € II74(X), telles que z* # =’* pour tout entier k, et telles que I’on ait
N e
kmpeo [ — 2% T T

o zF = gi(z*) et 2’* = gi(a’*). La quantité ||z¥ — 2’*|| est équivalente 2
||(z¥, 2%, 1) — («'%,2'%,,)|| & un facteur multiplicatif pres, ainsi les deux compo-
santesderang ¢ et t+ 1 de ﬁf:—:—f:—:ﬂ convergent vers z€ro et ﬂ%’::—:::ﬂ s’approche
de I’ensemble des points de S \ W de norme 1 défini a la fin du paragraphe 2. Ceci

contredit le fait que ((z*)?, (2'*)!) est contenu dans Wy pour ¢t € [—1, 1], d’apres
la proposition 2.2.
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Proposition 4.3. Soit X un bon ensemble.Si x et x' sont deux points de I171(X)
etsi g;(z') (resp. qi(z') ) appartient au segment |q;(x), q:(x)[, alors I’angle orienté
que font les vecteurs q.(z) — q:(z) et pi(z') (resp. pi(x') ) est compris strictement
entre —m et 0.

Démonstration. C’est une conséquence, remarquée dans le paragraphe 2 , du fait
que le couple (z,z’) appartient a Wy.

La proposition exprime en un certain sens que les segments orientés ]g;(z), ¢;(z)[
(ou les arcs orientés si on se place dans le tore), sont transverses aux champs de
vecteurs p; o (g; | m-1(x))”" et p} o (g} | m-1( X))‘l définis respectivement sur

g:(II71(X)) etsur g/(II71(X)) et intersectent ces champs de vecteurs toujours de
droite & gauche. On peut déduire deux corollaires de cette propriété.

Corollaire 1. Si A est un bon ensemble et si f n’a pas de points fixes, le champ
de vecteurs { = P, ° (q, | A) 7Y défini sur Gy(A) = T? n’a pas de singularité, et
toute courbe intégrale du champ ( relevé a R? est une courbe de Brouwer de f.

Démonstration. Définissons, pour tout entier i, les champs de vecteurs (; =
P o (@ A)" 1 et d = p; o (¢ | A)"t, etnotons (; et ¢! les champs relevés a

R?. La proposition 4.2 nous dit qu’ils n’ont pas de singularités. Soit z € II71(A),
la courbe intégrale C; de (; (resp. C} de (/) qui passe par g;(z) (resp. gi(z))
est I’image par g; (resp. q;) de la courbe intégrale de £ passant par z, et on a
fi(Ci) = C},,; c’est un plongement propre de R. Chacune de ces courbes divise
le plan en deux parties, 1’'une strictement a droite et 1’autre strictement a gauche.
Puisque le segment [g;(x),¢}(x)] est transverse & (; et a (! si gi(z) et qgi(z)
sont distincts, g.(z) est alors strictement a gauche de C;, et g¢;(x) strictement a
droite de Cj. Ainsi f;(C;) est a gauche de Cj4;, pour tout entier . Comme les
applications f; préservent I’orientation, on en déduit que f(Co) est a gauche de
Co. De plus, pour qu’un point z = go(z!) appartienne & la foisa Co eta f(Cp), il
faut avoir I’égalité g¢;(z') = g/(z') pour toutentier i, ce qui est impossible puisque
z' n’est pas une singularité, et f(Cy) est donc strictement 2 gauche de Cy (en
fait on ne peut pas avoir ’égalité g¢;(z?) = ¢!(z*) pour deux entiers consécutifs car

z' € W1 ). On démontre de méme que f~1(C,) est strictement 2 droite de Cj.

Corollaire 2. Si X est une orbite fermée homotope a zéro dans S qui est un bon
ensemble, alors la courbe Cy = §y(X) est une courbe fermée simple, homotope a

zéro dans T?. Si Co est un relévement de Co dans RZ, alors I'une des images
F(Co) ou f=1(Cy) est contenue dans la composante connexe bornée de R? \ Cy ;
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on en déduit que f a au moins deux points fixes dont les projections dans T? sont
distinctes.

Démonstration. Chacune des courbes C; = g;(X) et C; = 7:(X), it € Z, est
une courbe fermée simple, homotope a zéro. Fixons z € II71(X), l’orbite de =
est fermée et I’'image de cette orbite par g; (resp. par ¢.) est une courbe fermée
simple C; (resp. C}) de R? relevant C; (resp. C;), etona f;(C;) = Cly,

Chacune de ces courbes divise le plan en deux parties, 1’'une strictement a gauche,
I’autre strictement a droite, et 1’une d’elle est bornée. Le segment [g;(z?), ¢i(z?)]
étant transverse aux courbes C; et C] et les intersectant de droite a gauche si
gi(z') # qi(z?), onen déduit, comme les courbes sont fermées, qu’il ne rencontre la
premiére courbe qu’au point g;(z*) et la seconde qu’au point ¢i(z?!). Ainsi, C;} est
agauche de C;, et C; adroite de C]; comme dans le corollaire 1, on montre ensuite
que f(Cp) est strictement a gauche de Cp et f~1(Cp) strictement a droite. Une
propriété d’indice nous dit alors que f aun point fixe dans la composante intérieure
a Cy et un autre point fixe en dehors de cette composante et de ses translatés.

Nous verrons dans la proposition suivante qu’une orbite fermée est toujours
un bon ensemble. Plus précisement, nous verrons comment construire de bons
ensembles.

Nous notons O(z) D’orbite d’un point z de S ou de S sous I’action du flot
correspondant, et nous notons «(z) et w(z) les ensembles «a-limite et w-limite de
ce point. Nous écrivons de méme oz, z’) et w(z,z’) pour les ensembles a-limite
et w-limite d’un couple (z,z’) sous1’action du flot produit. Nous notons également

A (resp. A)ladiagonalede S x S (resp.de § x §).

Proposition 4.4. Soit (z.,z!,) un couple de A x A, et (z,2') un élément de
w(au,w,) oude a(wy,a’,). Nous avons alors les propriétés suivantes :

i) ladhérence de O(xz)U O(z’') est un bon ensemble ;
ii) si lensemble O(z) x O(z') \ A est non vide, I'application Lo, qui est bien
définie sur cet ensemble, est constante ;

iii) si O(z) x O(z’) \ A est non vide, et si la fonction précédente est non nulle,

les ensembles O(x) et O(z') contiennent chacun soit une singularité, soit une
orbite fermée homotope a zéro.

Démonstration. On n’étudiera que le cas o (z,z’) appartient & w(z.,z),
I’autre cas se traitant de facon analogue. Pour montrer i) il suffit de montrer que
O(z) U O(z') est un bon ensemble. Cette réunion est bornée et invariante par le

flot. Si z! et z’'" sont distincts et si (z,z'") n’appartient pas a3 W, alors, pour
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s > 0 petit, (z+s,2't'+%) et (zt%,2't=°) sontdans W, et Lo(a?te, 2/t %) <
Lo(at=, 2"t —).

Le couple (x!,z’!") appartenant 2 w(zi,z’t), on peut trouver deux réels to et
t1, avec tg < t;, tels que:

(mi+to,x'i’+to) € WO ’(mi+tx,xli’+t1) c WO :
~ ’ ~ ’
LO(xi-Ho,mli +to) — Lo(xt+s,wlt +s) ;

Lo(z¥h o/t +1) = Lo(zt*,2't %) .

Ceci contredit la décroissance de L le long des orbites du flot produit.

Puisque (2,z) € w(x.,2,) et puisque (z',z') € w(z), '), on en déduit de
méme qu’un couple formé de deux points distincts de O(z) ou de deux points
distincts de O(z’), appartient a2 Wy. Ainsi O(z) U O(z’) est un bon ensemble.

Pour démontrer ii) il suffit de remarquer que 1’application L, est continue, a
valeurs entiéres, que O(z) x O(z’) \ A est connexe si les orbites O(z) et O(z')
sont distinctes; vide si elles sont égales a la méme singularité ; connexe encore si
elles sont égales a la méme orbite fermée; enfin que cet ensemble a au plus deux
composantes connexes et qu’elles sont symétriques dans le cas restant. Il est facile
de voir que la fonction t — Lo(2, ') est constante pour ¢ assez grand et que L,
est égale a cette constante sur O(z) x O(z') \ A.

Si z* € II71(O(z)) et z’* € I~1(O(z’")) sontdistincts, alors (z*,z'*) € Wo.
Si la fonction Ly est égale a une constante non nulle, on peut choisir z* et z'*
pour que Lo(z*,z’*) soit non nul. Par un raisonnement identique a celui fait dans

S, onmontre que Lo est constante sur O(z*) x O(z'*) \ A. Sil’un des ensembles
O(z*) ou O(z'*) n’est pas borné, on fixe un élément dans 1’autre, on choisit alors
un élément dans 1’ensemble non borné suffisament éloigné; comme la projection

dans S de ces ensembles est bornée, la différence entre les coordonnées paires ou
les coordonnées impaires de ces deux €léments sera alors de signe constant strict, la
valeur de Lg sur le couple ainsi formé sera nulle. Ceci contredit le fait que Lo est
une fonction constante non nulle.

Prolongeons le champ de vecteurs 7, © (g, | (Yﬁ)‘l en un champ continu sur
T?. Puisque |’orbite relevée O(z*) est bornée, le théoréme de Poincaré-Bendixson
nous dit que ce champ de vecteurs a une singularité ou une orbite fermée homotope
a zéro sur I’adhérence de §,(O(z)), on en déduit la méme chose pour £ sur O(z).

On peut maintenant démontrer le théoréme.
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Démonstration du théoréme 4.1. Si f € D'(T?) n’a pas de point fixe et si & est

le champ de vecteurs défini plus haut sur un espace de configurations S, par une
décomposition en applications déviant la verticale, alors A est un bon ensemble. En
effet, dans le cas contraire, il existe deux points distincts z, et z/, de A tels que

(z«, ) n’appartiennent pas & W. D’aprés la proposition 3.2, deux cas sont alors
possibles :

pour t > 0 assez grand, (z’,z' ) € Wy et Lo(zl,z'l) <0,
pour t < 0 assez petit, (z,2'Y) € Wy et Lo(zl,z't) >0 .
Limitons-nous au premier cas et choisissons (z,z’) € w(z.,z)). Puisque, par
hypothése, £ n’a pas de singularité, I’ensemble O(z) x O(z’) \ A n’est pas vide,
la fonction L, est alors strictement négative sur cet ensemble. Or O(x) ne peut
posséder, ni singularité, ni orbite fermée homotope a zéro puisque f n’a pas de point
fixe ; on a donc une contradiction.
Soit maintenant (f*),c.4 unefamilled’élémentsde D*(T?) dépendant continiiment

d’un parameétre o dans un espace topologique compact et n’ayant jamais de point
fixe. On a construit au paragraphe 1 une décomposition

fo=fon1° fomave ... o f5,
du type étudi€ dans ce paragraphe, mais ou chaque f& dépend continiment, en

C!-topologie, de «. La famille de champs de vecteurs associée (fa )aca, définis
sur le méme espace de configurations, dépend continiment en C!-topologie de

a. D’aprés ce que ’on vient de voir, I’ensemble des solutions bornées de Zﬂ est
un bon ensemble A®. Si R est assez grand, I’ensemble ouvert By défini au

début du paragraphe, est un bloc isolant pour chaque £~, ainsi la famille (A%®),ea
est uniformément bornée. On en déduit que (A%),ca dépend continiment de
a pour la topologie de Hausdorff, puis que chaque fonction 7; o (g; ae) "t et

P o (T; | A«)" Y, © € Z, dépend continiment en C°-topologie de <. Ainsi la

famille (Ea =P ° (T | Aa)—l)aeA vérifie toutes les conclusions du théoréme.

5. Etude des ensembles de rotation des difféomorphismes du tore.

Les résultats du paragraphe précédent permettent de retrouver, dans le cas des
difféomorphismes, quelques théorémes sur les ensembles de rotation qui sont vrais
plus généralement pour les homéomorphismes du tore, et dans certains cas de les
améliorer.
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Rappelons deux propriétés simples des nombres de rotation des mesures de
probabilités invariantes de F'. Soit g une telle mesure.
i) Si ¢ : R?2 - R est une fonction borélienne, et si o et 3 sont deux réels tels
que, pour tout z € R?,

Y(T1(2)) = ¥(2) + o, P(T2(2)) =¥(2)+ 8 ,

alors ¢ o f — 1 et ¢ — ap, — Bp. sont en fait des fonctions définies sur TZ.
Si la seconde appartient 3 L!(y), il en est de méme de la premiére et

[ £ =vdu=ap(w+Boai)

ceci, parce que
[ —op = e o fdu= [ w6 api—pps dus.

ii) S’il existe une courbe essentielle C de T! x R disjointe de son image par
’application f € Diffo(T* x R) relevée par f, etsi u’ estla mesure obtenue
sur T! x R enrelevant y, la mesure de I’anneau, ferméen C, ouverten f(C),
défini par ces deux courbes, est égal & po(u) si f(C) estau-dessusde C, eta
—p2(p) si F(C) est en-dessous.

L’application, quia f € D°(T?) associe I’ensemble de rotation R( f), est semi-
continue supérieurement. Plus précisément, supposons données, pour tout entier
n, une application f, € D°(T?) et une mesure p € M(f,) de nombre de
rotation p,, telles que les suites (frn)n>0 €t ( Pn)n>0 cCoOnvergent respectivement
vers f € D°(T?) etvers p € R, alors toute valeur d’adhérence p de (gn)n>0 pour
la topologie vague appartienta M (f) et aun nombre de rotation égal 2 p. Par contre
elle n’est pas continue, comme le montre 1’exemple suivant (voir [MZ1]), ou f est
le temps 1 d’un champ de vecteurs qui n’a que des orbites fermées, a 1’exception de
deux composantes de Reeb séparées par une orbite fermée. L’ensemble de rotation
de f estun segment [a,b] x {0} ; si on perturbe f en composant par une petite
translation verticale vers le bas au voisinage de la courbe de séparation, I’ensemble
de rotation se réduit au point (b, 0).

[Voir figure au sommet de la prochaine page.]
Si X est une partie fermée de T? invariante par F', onrappelle que Rx(f) est

I’ensemble des nombres de rotation des mesures invariantes de F' a support dans
X.

Nous allons donner une démonstration, dans le cas des difféomorphismes, de
résultats qui sont vrais plus généralement pour les homéomorphismes. Le premier
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résultat est dd a J. Llibre et R. Mac Kay ([LM]) et a J. Franks ([Fr2]) et utilise
le théoré¢me de translation de Brouwer, le second & M. Misiurewicz et K. Zieman
(IMZ2)) et utilise la théorie des difféomorphismes des surfaces de Thurston.

Théoréme 5.1. Soit f un élément de D'(T?) sans point fixe. Alors, (0,0)
n’appartient pas @ R.(f). De plus, ce point n’ appartient pas a I’ intérieur de R(f),
et si il est sur la frontiére de R(f), ce n’est pas un point extrémal et son support est
a pente rationnelle.

Théoréme 5.2. Les élémentsde D'(T?) dont I’ ensemble de rotation est d’ intérieur
non vide forment une partie ouverte. L’ application qui a un élément de celle-ci associe
son ensemble de rotation est continue.

Démonstration du théoréme 5.1. Puisque f n’a pas de point fixe, on peut

appliquer le théoréme 4.1. Le champ de vecteurs { alors défini n’ayant pas de
singularité, il est de type rationnel ou irrationnel, précisons ce que cela signifie.

1. Cas irrationnel. C’est le cas ot { n’a pas de courbe intégrale fermée. Il
existe alors une courbe fermée simple essentielle C' transverse a Z, et le flot est une
suspension d’un homéomorphisme § de C de nombre de rotation irrationnel ; on
note {2 I’ensemble minimal de ce flot.

On oriente C de telle fagon que ( soit pointé vers la gauche, on considére la
translation de revétement 1" définie par cette courbe orientée et on choisit une autre

translation 7’ engendrant avec T le groupe fondamental. L’ensemble 7—1(C) est
formé de courbes (C;);ez vérifiant C;41 = T'(C;), et rencontrant chaque courbe
intégrale de ¢ en un point ~y; (dépendant bien siir de la courbe) ; on choisit 77 de
facon que C;y, soita gauche de C;. Il existe alors un relévement g de § a Cp tel

que v; = T"(g'(70)).

106



PHASES GENERATRICES DES DIFFEOMORPHISMES

Co
72
r
C
C
%  9(70) g%(70) 0

On supposera, pour simplifier 1’écriture, que 7' et 7" sont les translations
canoniques 77 et T5.

Il existe une application continue A de Cp dans R et un nombre irrationnel o
tel que

AMTi(2)) = AM2)+1, Mg(2)) = A(2) + o
On peut prolonger A\ de fagon continue 3 R? en considérant, pour tout z € R, le
point d’intersection yo(2) de Cj et de la courbe intégrale de ( passant par z, et
en posant A(z) = A(7yo(z)). Cette application vérifie
A(T1(2)) = M10(T1(2))) = MT1(70(2))) = A(1(2)) +1=A(z) +1 ,
MTa(2) = g™ (2)) = Az) —

Ainsi § = X\ o f — X\ est une fonction continue sur T2, la propriété du champ
de vecteurs ¢ décrite par le théoréme 4.1 exprime que 6(z) est toujours positif. De
plus, 6(z) est nulsi et seulement si z et f(z) sont dans 1’adhérence d’une méme
composante connexe de R? \ 7~1(Q).

Si 1 est une mesure de probabilité invariante, alors
p1(p) — ap2(p) = /Tz fdp >0 .

Montrons, par I’absurde, que cette intégrale est strictement positive. Si elle est
nulle, le support de  est contenu dans 6~1({0}); il est donc disjoint de 2 puisque
tout point z de Q2 vérifie (z) > 0 ou H(T_l(z)) > 0. Soit z € m~!(supp p).
La suite (f*(2))r>0 reste dans la méme composante connexe U de R2?\ 7~ 1(Q)
puisque la suite (6(f*(2))),,, est constamment nulle; de plus, cette composante
se projette homéomorphiquerﬁent sur son image dans le tore, et 1’image d’un point

qui tend vers 1’infini se rapproche de €2. Puisque le support de p est a une distance
strictement positive de €2, on en déduit que la suite (f¥(z))x>0 est bornée. On peut

donc minorer la distance entre vo(f*(2)) et 7o (f*+1(z)) par un nombre strictement
positif indépendant de k; ceci est clairement impossible.
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L’ensemble de rotation est donc contenu dans le demi-plan d’équation x — ay > 0.

2. Cas rationnel. C’est le cas ou il y a des orbites fermées, qui sont toutes, au
signe pres, dans la méme classe d’homotopie. La réunion de celles-ci est un ensemble
fermé X, et chaque composante du complémentaire est un anneau délimité par des
orbites périodiques, orientées dans le méme sens ou dans le sens contraire ; dans ce
cas, on a une composante de Reeb, celles-ci sont en nombre fini. La encore, pour
simplifier I’écriture, on supposera que les orbites fermées sont homotopes a T* x {0}

eton notera f le difféomorphisme de T! x R relevé par f.

W

T

W—»_ﬂ/'//\
~———~_ r"/’://\

Chaque orbite périodique du champ ¢ alors défini sur T x R est envoyé au-
dessus ou en-dessous d’elle-méme par f. Si V est une composante connexe de
T2\ X etsi V est une composante connexe de 7, (V) C T! x R, I’ensemble

: . . = 2k o . ..
maximal invariant Ep = Nkez f (V) contenudans V' est compact. La projection

Zv=m (EV’) est indépendante de ¥, c’est un ensemble qui est non vide pour un
nombre fini de composantes V, en particulier pour les composantes de Reeb qui
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sont des ouverts attractifs ou répulsifs, ceci car les distances entre les orbites fermées
de C et leurs images sont minorées par un nombre strictement positif.

Lemme. Si Sy est non vide, I’ensemble Rz, (f) est situé sur R x {0}, a droite
ou a gauche strictement de (0, 0).

. . , . . ~t
Démonstration. Seule la deuxieéme assertion n’est pas triviale. Notons ¢ le champ
de vecteurs obtenu 2 partir de { par une rotation d’angle +x/2. Soit il posséde

une orbite périodique essentielle C' dans V (c’est le cas, par exemple, pour une
composante de Reeb), soit il définit un feuilletage vertical de V.

Dans le premier cas, on choisit un homéomorphisme X : ¢’ — T! préservant
I’orientation, ou 1’orientation de C’ est déterminée par 7). La courbe intégrale de
¢ passant par un point z de V coupe C' enun unique point y(z). On peut donc
prolonger X par continuité sur V, enposant X(z) = X(y(z)), puis prolonger X en
une fonction mesurable de T? dans T! en posant A\(z) = p;(z) si z ¢ V. Cette
application se reléve en une application mesurable X : R? — R vérifiant

A(Ti(2)) = A(2) + 1, MT2(2)) = A(2)

Le théoréme 4.1 exprime que A o f — A garde un signe constant strictement positif
ou strictement négatif sur =y et donc que p; () esttoujours strictement positif, ou
alors toujours strictement négatif, quand p est une mesure a support dans =y, .

Dans le second cas, on choisit un morceau C' de courbe intégrale de ZJ contenu
dans V et joignant les deux bords. Il existe alors un homéomorphisme i de ol
sans point fixe tel que la courbe intégrale de { passant par z € V coupe C' enun
ensemble de points z, ¢ € Z, tels que z;,, = ¥(2;). On a ainsi une application
continue naturelle de V' dans I’ensemble quotient ol /¢ qui est homéomorphe a
.

En choisissant une bonne orientation sur C' /v, puis un homéomorphisme
A:C /¥ — T! préservant I’orientation, on peut refaire le raisonnement précédent.
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Finde ladémonstration du théoréme. Supposonsd’abord que  aitune composante
de Reeb. Chaque orbite périodique de { délimite avec son image un anneau errant
pour F'. Ainsi les supports des mesures ergodiques sont contenus dans les ensembles
Zy. Dans ce cas, I’ensemble de rotation est contenu dans R x {0} et I’ensemble
Re(f) est a une distance strictement positive de (0, 0).

Si, par contre, f n’a pas de composante de Reeb, toutes les orbites fermées de ¢

sont envoyées du méme coté par f. Si p est une mesure ergodique dont le support
n’est pas dans un ensemble =y, la mesure 7i doit charger I’anneau délimité par une

orbite périodique C' de T! xR correspondant 2 un bord de V, et son image par f,
etdonc pe(p) > 0, ou po(p) < O suivant la situation de f(C) par rapporta C.

L’ensemble de rotation appartient dans chacun des trois cas a un demi-plan fermé,
défini par une droite passant par (0,0), et dans le cas irrationnel, & un demi-plan
ouvert. L’origine n’appartient jamais a 1’ensemble des mesures ergodiques R.(f),
ni a intérieur de R(f). Si elle appartient a R(f), on est dans le cas rationnel, ce
n’est pas un point extrémal et sa droite d’appui est la droite passant par (0,0) et
définie par la classe d’homotopie des orbites fermées.

On peut également montrer ce qui suit.

Proposition 5.1. Soit f unélémentde D'(T" x[0, 1)) sans pointfixeet T le difféo-
morphisme de T' x [0,1] relevé par f. Il existe une famille finie, éventuellement
vide, de courbes essentielles de T'x)0, 1|, disjointes deux & deux, ne rencontrant
pas leur image par ¥, et telles que I’ ensemble maximal invariant contenu entre deux
courbes consécutives ne soit pas vide et ait son ensemble de rotation, strictement a
droite ou strictement a gauche de 0.

Démonstration. On peut facilement prolonger f a R? de telle fagon qu’il releve
un difféomorphisme F' de T! x R/2Z =~ T? isotope a I’identité, et cela sans ajouter
de points fixes. On note également f le difféomorphisme de T! x R relevé par f.

L’ensemble de rotation de f estcontenu dans R = R x {0}. S’il est & gauche ou
a droite de 0, le théoréme est vrai avec la famille vide. Sinon, le champ de vecteurs
¢ construit par le théoréme 4.1 sur le tore est de type rationnel et les orbites fermées
homotopes a T! x {0}.

On reprend les notations de la démonstration précédente. L’ ensemble des courbes
intégrales fermées est fermé pour la topologie de Hausdorff ; de plus, pour des raisons
de compacité et de périodicité, il existe un réel € > 0 tel que tout point de I’image
d’une courbe intégrale fermée C soit 2 une distance au moins € de C. On en

déduit qu’il n’existe qu’un nombre fini de composantes annulaires V', contenues

dans une partie bornée donnée, telles que EV ne soit pas vide. En particulier, il n’y
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a qu’un nombre fini de composantes V' qui rencontre T! x [0, 1] et telles que EV
ne soit pas vide. Ainsi le théoréme est vrai si aucune des orbites fermées C de ¢ ne
rencontrent les bords de T! x [0, 1], et, plus généralement, il est vrai si, pour toute
composante ¥ qui rencontre un bord de T x [0, 1], telle que R= v (f) ne soit pas
vide, cet ensemble est du méme c6té de 0 que le nombre de rotation induit par f
sur ce bord.

Si cela n’est pas vrai, il n’existe aucun point de ce bord dans E‘V’ et par

conséquent, pour tout point z, il existe deux entiers k; < 0 < ko tels que f*1(z2)
et f*2(z) ne soient pas dans V. La seule situation possible est la suivante : la bord

de I’annean rencontre les deux bords de V' et celle-ci n’est pas une composante de
Reeb. Plusieurs cas se présentent qui sont tous équivalents, nous allons étudier le cas

ol le bord est le bord supérieur de I’anneau C; = T! x {1}, ot les deux bords de
V sont envoyés vers le haut, et ot EV rencontre U(C;), nous notons C 1le bord
inférieur de V.

Puisque C; et C se rencontrent, le premier étant invariant et le second en-
voyé au-dessus, les ensembles V(C') et U(C) s’intersectent et, par conséquent,

. A1 ~ . , .

I’adhérence de U(C") N V(C) ne sépare pas 1’anneau. Ainsi, les composantes
connexes de ce dernier ensemble ont un diamétre uniformément borné quand on les
reléve a R%. Soit W une telle composante connexe qui rencontre EV' La suite

ke o 1

(F (W¥))k>o est formée d’ouverts connexes contenus dans U(C ) N V(C), la
suite des diametres est donc uniformément bornée dans le revétement universel. Or
I’adhérence de W rencontre C;, on en déduit qu’il existe M € R tel que, pour

tout = € 77} (W) et pour tout k > 0,

—M < pi(f*(2)) —p1(2) —kpr < M
et donc que p;, appartient a REV_.
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On en déduit le corollaire suivant qui est déja une conséquence de [Hd3], et
méme plus précisément une conséquence de [Fr2].

Corollaire. Si f estun élément de D'(T' x [0,1]) sans point fixe, il existe € > 0
tel que f n’a pas de point de type (p,q), si |p/q| < €.

Montrons maintenant le théoréme 5.2 . Grace a la semi-continuité supérieure de
I’application f — R(f), alaconvexité des ensembles de rotation et a la densité de
Q dans R, il suffit de montrer la proposition suivante.

Proposition 5.2. Soit f € D'(T?) et p un point de Iintérieur de R(f) a
coordonnées rationnelles. Alors, si f' € D(T?) est suffisamment proche de f,
le point p appartient également a R(f").

Démonstration. Quitte a remplacer f par IT7' o T2? o f? ou p;, p2, g sont
des entiers, on peut toujours supposer que p est nul. On va raisonner par 1’absurde
et supposer qu’il existe une suite (f(*));>o d’éléments de D!(T?) sans point fixe
convergeant vers f. L’ensemble formé des termes de la suite (f (k ))kzo etde f est
compact, on peut donc trouver une décomposition de f en produit d’applications

déviant la verticale f = fa,-1 ° fon—2 © ... o fo et, pour tout £ > 0, une
décomposition du méme type f*) = &) o 8 o o 58, o la suite
(f,-(k))kzo converge vers f;, pourtout ¢ € {0, ...,2n — 1}.

Le paragraphe 4 permet de définir une suite de champs de vecteurs (Z(k))kzo
sur le méme ensemble de configurations S, convergeant en C'-topologie vers le
champ £ défini pour f. De plus, on peut trouver un bloc isolant By suffisamment
grand pour contenir chacun des ensembles A(¥) formé des orbites bornées de E‘(k).
En particulier, la suite (A¥)),>, est bornée et on peut supposer qu’elle converge

vers un ensemble fermé borné A’ de S, invariant par le flot induit par E .

Puisque f(*) n’a pas de point fixe, chaque A(¥) est un bon ensemble. Montrons
qu’il en est de méme de A’. Si z et z’ sont deux points distincts de A’, et si
(z,z') ¢ Wo, ilexiste ¢t > 0 tel que

(z7h2' ) e Wy, (z2')e Wy, Lo(zt,2') < Lo(z™t2'™%)

On peut approximer x et z’ par deux points z* et x'* distincts de A(K), si k
est assez grand, et obtenir une relation analogue avec z* , z'* et le flot défini par

3

%) Ceci contredit le fait que A®) soit un bon ensemble.
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On peut donc définir des champs de vecteurs ; = P; o (g; | ar)”" et G =
pi o (T} A) "1 sur T2. Ce sont les limites, pour la C°-topologie, des champs de
vecteurs Z(,-k) et ? Ek) définis au paragraphe 4.

Comme on I’a vu prédédemment, au champ de vecteurs Zf,k) est associé une

droite orientée A(*) passant par (0,0) (dans le cas rationnel avec composantes de
Reeb, la droite n’est pas orientée, on choisit une orientation arbitraire), et I’ensemble
de rotation R(f(*)) est a gauche de cette droite. On peut toujours supposer que
la suite (A(®)),>o converge vers une droite orientée A’. L'un des points (1,0),
(0,1), (—1,0) ou (0,—1) est strictement a droite de A’; on supposera que c’est
le premier et qu’il est strictement a droite de tous les AF),

Puisque (0,0) est contenu dans I’intérieur de R(f), on peut trouver, d’apres le
théoréme 5.1, un entier m > 0 et un point zo € R? tel que f™(z0) = 20 + (1,0).
Il existe un unique point = € II71(A’) tel que go(z) = z¢. Puisque zo n’est pas
fixe, z n’est pas une singularité de ¢, c’est un élément de W; et 1'un des nombres
&o(x) ou &;(x) n’est pas nul. On supposera d’abord que c’est le second.

Définissons z; = g;(z) et z. = ¢i(z), pour toutentier . Puisque &;(z) estnon
nul et puisque A’ est un bon ensemble, le segment [z;, z7] n’est pas trivial et est
transverse au champ de vecteurs (i, relevé de {, 4 R?. Définissons maintenant,
pour tout entier k£ > 0, le point z(¥) de TI~!(A¥) tel que go(z(®) = 2z, et
posons 2% = g;(2(®), 2! = ¢/(z(®), pour tout entier i. Si C¥) est la courbe
intégrale de C,gk) passant par zgk), alors f "(C,gk)) est a gauche de C,(f_)l d’apres le
paragraphe 4.

Les suites (zz(k) Ji>o et (2 Ek) )k>0 convergent respectivement vers z; et z;.

Ainsi dés que k est grand, 2% et 2/{¥ (k) 210

sont distincts et le segment [z
est transverse a Cgk). De facon plus précise, il existe € > 0 tel que, si k est assez
grand, tout point z’ qui est & une distance au plus ¢ de z] = 2z’ (1'°) = fo(z0) peut
étre joint a zgk) par un chemin v transverse 4 (¥ et se trouve donc a gauche de
c®,

[Voir figure au sommet de la prochaine page.]

Puisque f™(z0) = T1(20), le point

2 =T e o fanma o (f5n 1) o (F)T™H(Ty(20))
= fo o (f*)™™(f™(20)
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— 21

1

est proche de 2] = fo(z0), si k est grand, ainsi il est & gauche de Cgk) . On en
déduit que

Ti(z0) = (F)™ " o f32ly @ fan-z o ... o fil&)
est & gauche strictement de C¥. Or (1,0) étant a droite de A*, ceci n’est possible
que dans un cas: Ef,k) a une composante de Reeb et z(¥) appartient & une orbite
fermée de £ dont la projection CS*) définit I’orientation opposée a A,

Mais dans ce cas, le chemin qui joint 2] a zgk) et qui est transverse a 5§’°), ne

traverse aucune composante de Reeb de Z(lk) ; il existe donc une courbe intégrale
c’ (1k) entre C&k) et T, (Cgk) ) correspondant a une orbite fermée de ~(1k) définissant
I’orientation de Aj. Le point z’ est donc a gauche de C'gk). Ainsi T3(z0) =
(fRYym=1 o f$B) o o f1(2') estagauche delacourbe C’$¥ correspondant a
la mé€me orbite périodique de Z(k) que C’ (1"’) , et donc finalement a droite strictement
de T1(Co), on a encore une contradiction.

Dans le cas ol c’est le vecteur &, qui est non nul, on peut faire le méme
raisonnement en utilisant 1’égalité f~™(zo) = T, (o).

6. Orbites périodiques des difféomorphismes du tore.

Nous avons montré ’existence d’orbites périodiques non enlacées, sous les hy-
pothéses du théor¢me de Poincaré-Birkhoff appliqué & une itérée d’une application
de I’anneau. Nous allons montrer de méme 1’existence d’orbites périodiques non
enlacées, sous les hypothéses du théoréme de Conley-Zehnder. Nous verrons éga-
lement comment retrouver la premilre partie du théoréme de Boyland, et méme sa
généralisation au cas des difféomorphismes du tore.
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Soit f un élément de D°(T?2) et z un point de type (p1,p2,9), ou p1 € Z,
p2 € Z et g € N\ {0} sont premiers entre eux. S’il existe une isotopie (ft):[o,1]
joignant f a f.: (z,y) — (= + p1/q, y + p2/q) etunchemin (2¢):cjo,1) dans
R2, tel que z; soit un point de type (p1,p2,9) de f*, nous dirons que z est un

point de type (pi1,p2,q) non enlacé, nous dirons de méme que I’orbite O(z) de
I’homéomorphisme du tore F' relevé est non enlacée. Si (f*):¢j0,1) st une isotopie

joignant I'identité a f et (F*);epo,1) 1’isotopie correspondante dans Diffg(T?),
alors la courbe simple

T = {(F!(z*),t), z* € O(z),t € [0,1)}

de T? x [0,1]/(2z*,0) ~ (2*,1) =~ T3 est isotope a la courbe

r* = {(t%+Z, t%+Z,t—[t]),t€ [0,q]} .

Théoreéme 6.1. Soit py € Z, ps € Z et q € N\ {0} trois entiers premiers entre
eux :

i) si f € DY(T?) préserve la mesure de Lebesgue p et si / f9 o TP o
T2

T, 7 du = 0, alors f a au moins trois orbites de type (pi,p2,q) non
enlacées ;

ii) si f € D'(T?) a une orbite de type (p1,p2,q), alors [ a une orbite de type
(p1,Pp2,q) non enlacée.

Démonstration. On considére une décomposition f = fo,_1 ¢ ... o fo donnée
par le paragraphe 1. On définit ensuite, sur 1’espace de configurations

S ={(x:)iez | Tit2nq =i+ ai} ,

a; = p; Si ¢ est pair, a; = p; + p2 si ¢ est impair,
le champ de vecteurs € : z — (&;(z))iez, défini par:

Ei(m) = _gi(xia xi+1) +g£_1($i_1,.’17i) .

Ce champ de vecteurs est invariant par les trois applications suivantes, qui
commutent deux & deux :
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Tp:S =S, (2i)iez — (‘”l"’ gL+ (=1 )>z€Z

R e )
i€EZ

¢:8— S8, (zi)iez — (Tiy2n)iez
On peut définir un champ de vecteurs € sur
§=58/<m,m>=T? xR>™"2 |

vérifiant £ o II = £, ot IT : § — S est la projection naturelle, et une application
@:8 — § vérifiant 3 o II = ¢ et laissant invariant &.

On peut écrire £ = & + B ol 73 est un champ de vecteurs borné et ou € estle
champ de vecteurs associ€ a la suite (f});ez définie comme suit

iz, y) = (2 +y,y) si ¢ estpair ,
fz*3(37>y)H($—y+L,y+L) si ¢ estimpair

C’est un champ de gradient, relévement du champ de vecteurs linéaire £ défini par:

€1 (e) = (-1 (mims — zan + 222

qui est le gradient de la fonction

ng—1
+
H:S—>R,z+— Z (xq“q__l — T2j41 +]p1 qu) (a:QJ — Toj42 + z;) )
7j=0

et celle-ci commute avec 7p et 7y.

On peut alors écrire § = A* @ S~ d ST, ou
*={z €S | zip2—zi=a;/ng}/ <7Tp,TI >

est I’ensemble normalement hyperbolique formé des singularités de £". On sait que

I’ensemble A des solutions bornées de £ est compact et que c’est le plus grand
ensemble invariant contenu dans le bloc isolant

Br={ze€§ | sup(”x"'" , ”m_”) < R}

quand R est grand, ol =z~ et T sont les composantes dans S~ et St d’un point
z de S.
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On peut définir, comme dans le paragraphe 4, une fonction Ly continue & valeurs
entiéres sur la partie ouverte

Wo = I(Wg) = {(2,2") € §x § | I~'({z}) x I"'({2'}) C Wo}

N

ol
Wi ={(z,2") € S |V, k, k') € Z°,
z; —x; =k = (zi-1 — zi_y — k') (@ig1 — x4, — k') > 0}
et
Iy : SxS—8x5, (z,y)— ((z),I(y)) ,

puis une fonction I sur
Wy={ze8|(z,8"(x) e Wo, si ke{l,...,g—1}) ,

quia z associe 3, <y Lo(z, (2)).

Puisque p;, p. et ¢ sont premiers entre eux, les &* (), 1<k<n-1, sont
tous distincts et on a donc le résultat suivant.

Proposition 6.1. Si x ¢ W, il existe € > 0 tel que, pour tout t €]0, €[,
z ¢ € W2 , x! € I/Trg et ZQ($t) < Ez(x—t) ;

t et xt appartiennent a des composantes distinctes de W o.

en particulier r—
L’ensemble A*, qui est connexe et formé de singularités de Z* , se trouve donc
dans une composante connexe de W, d’apres la proposition précédente, on la note
wS.
Pour R suffisamment grand, I’ensemble Br N W, est un bloc isolant de &,

et méme plus précisément de tous les champs de vecteurs tX + (1 - t)g , quand ¢
décrit [0, 1]. De plus, les points rentrants, sortants et tangents extérieurement sont
les mémes pour chacun de ces champs de vecteurs. On en déduit que 1’ensemble
maximal invariant A’ de & contenu dans Br N W, a méme indice de Conley
que A*, que ’application r* : H*(A*) — H*(A') induite sur les groupes de
cohomologie par la projection r sur A* est injective, que la projection de A’ sur
A* est surjective, et finalement que la “cup-length” de A’ est supérieure ou égale a
deux, comme c’était le cas pour A.

Une démonstration analogue a celle du lemme 2 de la proposition 3.6 nous donne
le résultat suivant.
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Proposition 6.2. Si z est un point critique de &€ qui appartient a W s, il existe 2n
isotopies (f})iej0,1) dans DV (R?) formées de relévements de difféomorphismes

du tore, joignant f; a f¥ et un chemin (ﬂ?t)te[o,u partant de x et tel que z; soit

une singularité du champ de vecteur £ associé a la suite ( ff)te[D,l]-

Si f vérifie les hypothéses de i) , alors le champ £ est un champ de gradient qui
commute avec @, ainsi il a au moins trois singularités dans A’ qui correspondent
a des orbites distinctes; ces orbites sont non enlacées, d’aprés la proposition qui
précede.

Montrons la condition ii) du théoréme 6.1 maintenant. Si A’ posséde une
singularité, le probléme est terminé. On supposera dorénavant qu’il n’y a pas de
singularité sur cet ensemble.

Si A’ était un bon ensemble, on pourrait trouver un champ de vecteurs { sur
T? vérifiant les conditions du théoréme 4.1. pour I’application f9 o T} P* o T, P2,
Comme f a par hypothése un point de type (p1,p2,q), ce n’est pas le cas, ainsi
A’ n’est pas un bon ensemble et il existe deux points z* et z’* de A’ distincts,

tels que (z*,z’*) ne soit pas dans W,. On a vu au paragraphe trois qu’il existait
alors un bon ensemble formé d’une orbite fermée I' homotope a zéro dans o(z*)
ou dans w(z*).

Posons C; = @;(T'), on sait que C( délimite un ouvert simplement connexe
attractif ou répulsif et contenant un point z’ = g,(z’), ot '’ € A est une singularité
de £. On va montrer que ’orbite de type (p;,p2,q) associée est non enlacée.

On montre facilement que les ensembles
X = Uo<i<q-1¢'(T) , X' =Uogicq-1{zi} et XUX' ,

sont également des bons ensembles. La raison étant que X* x X’* est formé de
points récurrents pour le flot produit, si X* et X’* sont choisis parmi les ensembles
©*(T) et {x'}. De plus, les orbites ©*(T'), 0 < i < g — 1, sont distinctes car p;,
p2 et g sont premiers entre-eux.

La projection g;(XUX') estforméedes ¢ courbes C;42kn, k € {0, ...,q—1},
qui sont disjointes deux a deux, et des points F*(z’), k€ {0, ...,qg— 1}.

Lemme. Pour tout entier 1, il existe une famille (h%);cj0,1] d’homéomorphismes

de R2, laissant fixe chaque verticale, commutant avec T, et T, et dépendant
continiiment de t telles que :

i) hi=ht,sii—j€ 2z,
) RY=1d,
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ii) Rr}(¢i(z)) = q:i(z), pour tout z € II71(X),
iii) hi(z) = z, pour tout z € ¢;(II71(X")).

Démonstration. Pour tout z € II71(X), et pour tout € > 0, on définit le segment
I;(z) joignant g¢;(z) a g¢i(z), et le segment If(zx) de méme milieu et dont la
longueur est 1+ ¢ fois celle de I;(z). Dans le corollaire 2 du paragraphe 4 , on a vu
que les segments I;(z) et I;(z’) étaient disjoints si z et z’ étaient distincts. Si ¢
est petit, If(z) et If(z’') sontégalement disjoints si = est différent de z’. En effet,
si cette assertion était fausse, on pourrait trouver deux suites (Zn)n>0 €t (Z7,)n>o0

telles que I;/™(z,) et I}/™(z!) se rencontrent. On peut supposer que nos suites
convergent, elles ont alors la méme limite z, etona £;(z) = 0. Onnote g;(z') = y*
et ¢i(z') = y'*. On peut écrire z, = '~ et &/, = z'», ol (tn)nez €t (t))nez
tendent vers 0. Il existe alors ¢ entre t, et t,, tel que &;(z'=) = 0, et donc tel
que yf "= Yy :”" (dans le cas le plus simple ¢/ est €gal a 0, mais on peut imaginer
des situations plus compliquées). Puisque r € Wi, les vecteurs p;(z) = (0,a) et
pi(z) = (0, B) ne sont pas nuls et ont méme signe (ils sont méme égaux dans les cas
compliqués). On a les égalités suivantes :

yir — y;'n' = atp —t")+o0 (tn —t) ,
ViR = Bl =) o (b= th)

v = all )b (G-t
y'in — gt = Bt —t!) +o (¢, —t)

Ceci implique que la somme des longueurs des intervalles I;(z)) et I;(z,)
est majorée par une expression de la forme |a — 3| |t, — t,,| + o (t, — t},), alors
que la distance entre les intervalles est minorée par une quantité équivalente a

inf(|o, |B) |tn — t,|, etceci contredit le fait que I./"(z,) et I}/™(z!)) serencon-
trent, pour tout entier n.

[Voir figure au sommet de la prochaine page.]
Si e est assez petit, chaque I$(z), = € II7!(X) est disjoint de II"}(X’). Il
n’y a aucune difficulté a construire, pour tout ¢, une famille (h});[o,1) Vérifiant les

conditions du lemme et étant égale a I’identité en dehors des I°(z), on peut méme
donner une formule explicite et obtenir des difféomorphismes en dehors des points
gi(z) correspondant aux points z ou &; s’annule.

Considérons I’isotopie dans D°(T?) définie par
ft =h%n—-1 ° f2n—1 °© ... ©° h:) [ fO
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Tout point z € go(II~1(X’)) est un point de type (p;,p2,q) de f!, pour tout
t € [0,1], ettout point de go(II~*(X)) un point de type (pi,p2,q) de f1.

On peut construire une isotopie dans D°(T?) joignant f! 2 une application f2
constante sur go(IT~1(X U X")), et telle que tout point des composantes simplement
connexes délimitées par les courbes C'; soit de type (pi1,p2,q) pour f2.

Le noeud défini par le couple (f2,2') ou 2/ € go(II"1(X’)) est le méme (a
isotopie pres) que celui défini par (f?,z) ot z € go(II7*(X)). Onen déduit que le
noeud défini par (f!,z) est le méme que celui défini par (f, 2’). Il reste 2 montrer
que z = go(x) est une orbite non enlacée de f1.

On peut toujours approximer h} par un difféomorphisme h; € D! (T?) tel que:
D hi(git2kn () = Git26a(z), pourtout k € Z,
ii) h; o f; dévie la verticale.

Les noeuds définis par (f!,z2) et (f’,z) ou

fl=hon_1 o fon—10 ... o hgo fo
sont alors les mémes. Or z est une singularité appartenant & W* du champ de

vecteurs EJ défini sur S par la décomposition de f’ en applications déviant la
verticale f! = h o f;, le point z est donc un point de type (pi1,p2,q) non enlacé
de f’.
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Summary

In the first chapter of this monography, we give a survey of the theory of monotone
twist maps of the annulus, most of them related to the problem of the existence of
periodic orbits, or more generally, or orbits with a given number of rotation. At the
beginning we look at the conservative case : we give a short survey of the Aubry-
Mather theory and we explain what is the Birkhoff theory, then we give some criteria
of existence of periodic orbits without the area-preservation property and we apply
them in the area-decreasing case and recall the properties of the Birkhoff attractors.

A diffeomorphism of the closed annulus which is isotopic to the identity can be
written as the composition of mononone twist maps. In chapter 2, we try to generalize
some points of the Aubry-Mather theory to such maps. We obtain a version of the
Poincaré-Birkhoff theorem where the periodic orbits have the braid type the most
simple as possible : the same as for the linear case. A diffeomorphism of the torus
isotopic to the identity is also a composition of twist maps and we can get a proof of
the Conley-Zehnder theorem, with the same kind of conclusions about the braid type,
in the case we are looking for periodic orbits. In fact the method can be used even if
the map is not area-preserving to get the following result : if a diffeomorphism f of
the plane which is a lift of a diffeomorphism of the torus isotopic to the identity is
fixed point free, there is a continuous vector field on the torus, uniquely integrable
and without singularity, such that every integrable curve lifted to the plane separates
its image and its inverse image. So we obtain an equivariant version of the Brouwer
translation theorem which permit us to get new proves of some results about the
rotation set of diffeomorphisms of the torus.
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