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LES CORPS p-ADIQUES DONT LES GROUPES
DE GALOIS ABSOLUS SONT ISOMORPHES

Wolfgang JENKNER

Soit p un nombre premier quelconque. Pour toute extension finie K/Q,,
soit K°/Q, la sous-extension abélienne maximale de K/Q,. De plus, on
désignera par Q, une cloture algébrique de Q,, et par Gk le groupe de
Galois Gal(Q,/K).

THEOREME.— Soient K/Q, et L/Q, deux extensions finies. Alors
Gk ~ G entraine K° =1°.

Dans [3] M. Jarden et J. Ritter ont donné une démonstration de 1’énoncé
du théoréme en faisant I’hypotheése supplémentaire que K et, par conséquent,
L contiennent une racine de 1’unité d’ordre 2p. C’est 1a une restriction que
J. Ritter a su enlever lorsque p # 2 ([6]).

D’un autre cdté, tout en restant trés proche des idées exposées dans [3],
on peut montrer que le résultat reste encore vrai si I’extension de K engen-
drée par une racine de I'unité d’ordre 2p n’a pas de ramification sauvage
(sur K), ce qui permet d’obtenir les résultats de [6] d’'une maniére quelque
peu différente et, en méme temps, d’aller un peu plus loin si p = 2.

D’ailleurs, c’est en supposant vérifiée cette condition-la que U. Jannsen,
K. Wingberg ([2]) et V. Diekert ([1]) ont donné une description de Gk, &
partir de laquelle on déduit les résultats susmentionnés d’'une maniére assez
directe.

Or, pour ce qui concerne le but de cet article, les écueils de la ramification
sauvage (dans le cas p = 2) seront tournés dans la proposition 2.

D’abord, fixons quelques notations: Pour toute extension finie K/Q, , soit
nk le degré, fx le degré résiduel et ex l’indice de ramification de cette
extension. Si K’'/K est une extension finie, on pose f(K'/K) = fx'/fx et
de méme e(K'/K) =ek:/ex .
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Pour tout m € N, on désigne par (,, une racine de 'unité d’ordre m
(contenue dans Q).

De plus, soit 7x = max{v € N | {p» € K({2p)} et soit
dg = max{v € N | K((yrx+v)/K((2p) est non ramifiée }.
On voit facilement que fx = fgo, Tk =Tgo et dg =dgo (cf. [3]).
PROPOSITION 1.- Soit K/Q, une extension finie telle que (3p € K . Alors
Qp(C(pr-1)p) C K°C Qp(C(pfp‘_l)prw) = K°(Cpr+a)
ot f,d et r désignent respectivement fx,dk et rk.

Preuve. — On utilisera des résultats de la théorie du corps de classes local ( [7]
XI, §4 ). Pour toute extension finie K'/Q,, soit NK' le groupe de normes
(dans Q). Alors il est bien connu que NQy(((pr—1)pr) = (pF) x U™, ott
U® =2% et UM =1+p"Z, pour r>1.

Soient k€ No et u €N tels que ptu et p*u=[K°: Qu({(pr—1)pr)]-
Alors on a aussi p*u = (NQp({(p7-1)pr) : NK?). On en déduit que

k
NE® 5 ((pf) x UDYP"* = (pfP") x UHE) = NQp(Cpsomu_yyprin)-

Il s’ensuit que le corps K° est contenu dans Qp(((p,,k,,_l)p,+ +) . Etant donné
que

P = e(Qp(C(pfp"u_ner)/QP(C(pf—l)p')) = Pk“e(Qp(C(pfp"u_l)pr+k)/Ko)a

on obtient u =1, donc K° C QP(C(pf,» _1)pr++) - De plus, il en résulte que
Qp({(pro* _1)pr+#)/K° mlest pas ramifiée.
Puis on a
Pt = [QP(C(pfp* _1)pr+h) : Qp(Cpr—1)pr)]
= [QP(C(pr" —1)pr+h) : K°[K° : Qp(C(pr-1)pm)]5

ce qui donne [Qp({(pspk _yyprsn)  K°] = p*.
Evidemment, le corps K ({pr+x) est contenu dans Qp({(pron _1)p,+,,).
Comme toutes les sous-extensions de Qp({yr++)/Qp(Cpr) sont de la forme

Qu(Cpr++)/Qp(Cpr) » il S’emsuit [KO((prin) @ KO = p¥, donc K°((pr+n) =
Qp({(pro* _1)pr+s) - Puisque K°(Cpr++)/K® est non ramifiée, on a k < d.

D’autre part, comme K°((pr+t+1) = Qp({(pso* _1)pr+s+1) €st une extension
ramifiée de KO((pr+r) = Qp({(pro* —1)pr++)sona k2d. O

Pour lier ’action de Gg sur des racines de I'unité a la structure méme
du groupe, on se servira du lemme suivant.
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LEMME 1.— Soit k wun corps et soit D le corps de décomposition du
polynéme z™ — a € k[z], que 'on suppose irréductible sur K = k((,) .

Soit le caractére x : Gal(K/k) — Z/(n)* donné par o((n) = X Alors
pour tout o € Gal(K/k) et pour tout T € Gal(D/K), ona 1° = 1X(),

Preuve. —Tous les caractéres de Gal(D/K) sont de la forme ¢: 7 — ﬂaﬂl
pour tout 7 € Gal(D/K), ot a est une racine de z" —a. On voit aussitot
que ¢(77) = o¢(7). Il suffit de choisir ’automorphisme 7 et le caractére ¢ tels

que ¢(7) = (. O

Remarque. On peut prouver un résultat plus général: Soit D/k une extension
galoisienne finie et K/k une sous-extension galoisienne telle que D/K soit

abélienne. Soient G = Gal(D/k) et H = Gal(D/K). Alors
(D*/K*)¢ — Homg(H,K*)
aK* — (1 +— 1-OQ)
a
est un isomorphisme.
Esquissons briévement une preuve de cette proposition: La suite exacte

de Hochschild-Serre, appliquée au G-module K* donne un isomorphisme
HY(G,K*) = H'(H,K*)® = Homg(H, K*), tandis que

1-K*—>D*—-D*X/K* -1
donne lisomorphisme (D*/K*)¢ % HY(G,K*). O

Donc, pour appliquer le lemme, il faudra construire des extensions appro-
priées.

PROPOSITION 2.— Soit K/Q, une extension finie et soit m un élément
premier de K . Alors, pour tout n € N, on a

K@ )N K((pr+e) = K .

(IciwP™" désigne une racine dans Q, du polynéme XP'—m,etr=rg,d=dg.)

Prewve. — Si p # 2, il suffit de comparer les indices de ramification:
e(K(w? ")/K) = p", alors que e(K((pr+a)/K)|p—1.
Si p=2, on s’appuie sur les deux propositions auxiliaires suivantes:
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(i) On a toujours /7 ¢ K((4).
(ii) Si d>1,0na /7 ¢ K((ar+1).

Preuve de (i). Supposons (4 ¢ K etsoienta, b € K tels que {4 = a+b\/7,
alors —1 = a2 + b%*w + 2ab\/7 et, par conséquent, a? = —1 ou b’m = -1,
ce qui est une contradiction.

Preuve de (ii). Si K(y/7) C K((ar+1), extension K((4)/K doit &tre
ramifiée, puisque K (({zr+1)/K((s) ne ’est pas. Alors, il se trouve trois sous-
extensions ramifiées de ’extension K ({3~+1)/K de degré 4, que voici:

K(G)/K, K(Vm)/K, K(GV)/K.

Ces extensions de degré 2 sont différentes deux & deux grace a ’assertion (i
)
pourtant il en existe une autre non ramifiée. Cela n’est pas possible.

Maintenant, pour prouver la proposition, on pourrait procéder par induc-
tion, mais il est plus facile d’utiliser un critére connu ([4], ch. VIII, 9). O

Revenons aux données du théoréme. Soient K/Q, et L/Q, deux exten-
sions finies. Soit ¢ : Gx — G un isomorphisme de groupes topologiques.

Pour tout ce qui suit on fait la supposition que K'/K et L'/L sont des
extensions finies telles que Gp = ¢(Gkr).

Les hypothéses entrainent que ’on a un isomorphisme G% o~ G}f' des
groupes quotient abéliens maximaux. Du fait qu’un tel groupe est isomorphe
au produit direct de Z avecle groupe des unités du corps, on déduit facilement
que fx = fr, rk =rL, dx =d et,deplus,si K' = K({,) ona L' = L({,)
(13])-

LEMME 2~ S’il eziste des extensions K' = K(a) et L' = L(B) de
degré n respectivement sur K et sur L telles que a™ € K, B™ € L et que
K(a)NK({,) = K, alors, quel que soit 0 € Gk, on a ¢(0)((n) =0(Cn) -

Preuve. — C’est une conséquence du lemme 1 (compte tenu du fait que I’on a

aussi L(B)NL((,)=L). O

PROPOSITION 3.— Soit n € N tel que p{n. Alors, pour tout o € Gk,

ona 9(0)(Gn) = 0(G)-

Preuve. — Soit wg un élément premier de K et soit a une racine n-iéme
quelconque de 7k . Alors K’ = K(a) est une extension modérément et
totalement ramifiée de K et, par conséquent, L' 1’est aussi de L. Comme
une telle extension peut étre engendrée par une racine n-iéme d’un élément
premier de L, toutes les conditions du lemme précédent sont satisfaites. [
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Rappelons que les éléments du groupe de Weil W2® sont les automor-
phismes appartenant a G?{b dont les restrictions 4 ’extension non ramifiée
maximale de K sont des puissances (& exposant entier) de ’automorphisme
de Frobenius associé a K .

COROLLAIRE 1.~ (W) =Wgb.

Preuve. — L’extension non ramifiée maximale est engendrée par toutes les
racines de l'unité (, telles que p{n. O

On désigne par @k la restriction ¢ |w,,: W — Wgb. De méme, si
¥ = 7!, on a un isomorphisme ¥ k', de sorte que Yr: g = (‘PK',L')_I .
En utilisant I'isomorphisme de réciprocité ([7] XIII, §4)

('aKab/K):Kx_) Ia{b’

et de méme pour L, on obtient un isomorphisme @k, : K* — L* défini
par @xr = (,L%®/ L) opxro(,K® K) (et de méme pour K’ et L').

PROPOSITION 4.— (i) ¢x',1' |kx= @k,L -
(i) Yok = (px,0)7".
(iii) Soit M C QF tel que K'=K(M). Alors L' = L(¢k,r/(M)) .
(iv) Soit mg un élément premier de K . Alors gk r(wk) est un élément

premier de L.

Preuve. — L'assertion (i) résulte de propriétés connues du transfert ([7] XI,
§3 et XIV, §6 Ex 1.). La propriété (ii) est banale, alors que (iii) n’est qu'une
conséquence de (i) et (ii). Pour ce qui concerne (iv), il suffit de remarquer
que (mx,K°/K) est un prolongement de ’'automorphisme de Frobenius ([7]
XIII, Prop.13). O

COROLLAIRE 2.— Si g est un élément premier de K tel que K' = K({/7k),
alors il y a un élément premier 7y, de L tel que L' = L({/7L), quel que soit
n €N.

PROPOSITION 5.— Posons r =rg =rp, d =dg = dr . Alors, pour tout
0 € Gk ona @(0)(Cpr+a) = 0(Cpria).
Preuve. — C’est 1a une conséquence immédiate des lemme 2, corollaire 2 et
proposition 2. [

Achevons la démonstration du théoréme: Soit F' = Q,(( p!r"-l)p*H)' On
obtient un isomorphisme Gal(K ({,r+2)/K) — Gal(L({yr+2)/L) et, par consé-
quent, un isomorphisme Gal(F/K°) — Gal(F/L°) donné par o|F s ¢(0)|F
pour tout 0 € Gk (Prop. 1); mais ces restrictions sont identiques d’aprés la
prop. 3 et la prop. 5. O
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