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LES PAIRES DUALES DANS LES ALGEBRES DE LIE
REDUCTIVES

HuBERT RUBENTHALER

INTRODUCTION

Ne t’attarde pas a l’orniére des résultats.
René Char

Si g est une algebre de lie réductive complexe, un couple (a, b) de sous-algebres
réductives dans g est appelé paire duale si a est le commutant de b dans g et
vice versa.

Soit G le groupe adjoint de g. L’objet de cet article est de donner une
classification des paires duales & conjugaison par G prés (sous une certaine
condition d’irréductibilité). '

La notion de paire duale dans le groupe symplectique a été introduite par Roger
Howe [H1] en liaison avec la correspondance ou conjecture qui porte son nom.
Rappelons briévement, et sans étre trop précis, I’énoncé de cette conjecture. Soit
G = Sp(n, k) le groupe symplectique habituel sur un corps local k. Soient G
et Gy deux sous-groupes réductifs de G qui forment une paire duale (i.e. dont
I'un est le commutant de I’autre...). Soit w la représentation métaplectique de G
construite par Shale et Weil ; le spécialiste saura qu’il vaut mieux se placer sur un
revétement de G. Soit 7y une représentation irréductible de G qui apparait dans
w, c’est & dire telle que Homg, (w, m1) # 0. La conjecture de Howe dit alors qu'il
existe une unique représentation 7, de G telle que Homg, xg, (w, 71 @ m2) # 0
et la correspondance m; — 7y s’appelle la correspondance de Howe.

Cette conjecture, qui a aussi son analogue dans le cadre global, a suscité de
trés nombreux et souvent difficiles travaux qu’il est impossible de citer ici
(mentionnons Particle de Howe ([H2]) dans le cas réel et ’exposé de Waldspurger
([Wa]) sur la question au séminaire Bourbaki).

Howe domnna la classification des paires duales de Sp(n,k) dans [H1], sans
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détailler les démonstrations. On pourra trouver une démonstration détaillée pour
les groupes classiques dans [M-V-W].

L’intérét d’une classification des paires duales dans le cadre des algébres de Lie
réductives trouve ces derniéres années une motivation supplémentaire avec la
construction ezplicite par Kazhdan et Savin ([K-S],[S]) d’une représentation w
qui devrait jouer le role de la représentation métaplectique pour tout groupe
semi-simple. De ce fait il nous semble intéressant de donner cette classification
ne serait ce que pour fournir de nombreux exemples. Les travaux récents de
Rallis et Schiffmann ([Ra-Sch]) qui utilisent certaines de nos constructions et
qui obtiennent des correspondances ”géométriques” entre orbites co-adjointes
nous confortent dans cette idée. Nous pensons d’autre part que, méme dans le
cas classique, notre construction donne une image nouvelle des paires duales.

Dans cette étude nous nous plagons donc au niveau des algebres de Lie.
La classification dans les algebres classiques était ”connue”, mais utilisait de
maniere essentielle le fait qu'une algebre de Lie classique est une algebre de
forme, c’est & dire qu’elle laisse invariante une forme bilinéaire.

Dans les faits, les paires duales des algébres classiques apparaissent surtout
comme produits tensoriels (d’algebres) de formes. Cette vision des choses ne
se transpose évidemment pas aux cas exceptionnels. Il fallait donc trouver une
maniére de fabriquer des paires duales, qui se réduise essentiellement au produit
tensoriel dans le cas classique.

Pour cela, nous introduisons la notion de sous-algeébre admissible que nous avions
décrite dans [Ru4]. Grosso modo une sous-algébre admissible d’une algebre g
semi-simple est obtenue de la maniére suivante. Soit p = [® n la décomposition
de Levi d’une sous-algebre parabolique p. Soit Z([) le centre de [ et k la
dimension de Z(I). Soit R I’ensemble des racines restreintes & Z([). Une sous-
algebre g admissible de g est une sous-algebre semi-simple dont Z([) est une
sous-algebre de Cartan et qui est engendrée par k sly-triplets (X_5,, Hy,, X5,)
ot les éléments Hx, forment une base de Z(!), ou les racines ; sont les racines
simples définissant p (la ”barre” désigne la restriction & Z(I)) et o X7 est un
vecteur propre de Z(l) pour la valeur propre @.

Alors, dans beaucoup de cas, le couple (g, Z4(g)), ou Z4(g) désigne le central-
isateur de @, est une paire duale dans g.

Cette construction est justifiée par le théoreme principal de cet article qui
dit que, sous une certaine hypotheése d’irréductibilité que nous appelons S-
irréductibilité, toute paire duale est du type précédent (& deux exceptions pres,
parfaitement controlées).

Ce résultat, long & obtenir, ne surprend pas, vu que 'on démontre d’abord
facilement , que si (@, b) est une paire duale semi-simple alors les sous-algebres de
Cartan de a et b sont des centres de sous-algebres de Levi de g (Th. 5.4.). D’autre
part, dans les cas classiques, cette construction correspond assez fidelement a la
notion de produit tensoriel (§7).
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La notion de S-irréductibilité évoquée précédemment est la suivante. Nous dirons
qu'une paire duale (a, b) semi-simple est S-irréductible si la sous-algebre adb est
une S-sous-algébre au sens de Dynkin ([D]), c’est a dire qu’elle n’est incluse dans
aucune sous-algebre propre qui est invariante par l'action adjointe d’une sous-
algebre de Cartan. On montre que dans le cas de l'algébre symplectique cette
notion de S-irréductibilité, pour des paires semi-simples, coincide exactement
avec la notion d’irréductibilité donnée par Howe ([H1]).

Les résultats de cet article ont été annoncés dans [Ru6].

Indiquons & présent le contenu des paragraphes.

Les paragraphes 1,2, et 3 fixent les notations et donnent la classification des
sous-algebres admissibles et C-admissibles (les algébres C-admissibles étant des
algeébres admissibles d’un type particulier).

Dans le paragraphe 4 nous montrons que toute sous-algebre C-admissible fournit
une paire duale. Les démonstrations et résultats du paragraphe 4 constituent
la clé de votite de notre construction. Trés curieusement, on remarquera que ce
sont les espaces préhomogeénes commutatifs (ou encore si ’on préfere les espaces
hermitiens symétriques) qui fournissent les objets élémentaires qui servent a
construire la plupart des paires duales.

Dans le paragraphes 5 nous donnons de nombreux procédés généraux pour
construire des paires duales. Nous y démontrons aussi que si (a, b) est une paire
duale semi-simple non S-irréductible, alors il existe une sous-algebre réguliere
de rang maximal dans laquelle (a, b) est S-irréductible.

Le paragraphe 6 est consacré a la détermination des sous-algebres admissibles
non C-admissibles, qui fournissent des paires duales. On y étudie aussi la S-
irréductibilité des paires construites. La table 5 du paragraphe 6 résume alors
tous les résultats obtenus.

Dans le paragraphe 7, nous donnons la classification des paires duales S-
irréductibles dans les cas classiques. Dans ces cas tout était ”connu”, mais
rien n’était vraiment écrit. Nous avons cru bon de donner des démonstrations
détaillées, d’autant plus qu’il nous fallait travailler avec la S-irréductibilité et
comparer a tout moment avec l'irréductibilité classique. Bien entendu, notre
exposé dans ce paragraphe paraphrase souvent, dans le cadre des algebres,
I’exposé analogue dans le cadre des groupes de [M-V-W].

Le paragraphe 8 est consacré a 1’énoncé et a la démonstration du théoreme
. baragraplie . crionStIe .
principal qui dit que "presque toute” paire duale S-irréductible provient d’une
sous-algebre admissible.

L’exception la plus marquante au théoréme principal se produit dans le cas D,,.
Nous en donnons dans le paragraphe 9 une étude détaillée.

La notion de tour duale que nous introduisons dans le paragraphe 10, n’est
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qu’une évidente généralisation de la notion de "see-saw pair” introduite par
Kudla ([Ku]). Nous indiquons des procédés systématiques pour construire
(surtout dans les cas exceptionnels) des tours ”trés hautes”.

Enfin, dans le paragraphe 11, nous donnons une construction qui associe des
paires duales a toute orbite des espaces préhomogenes commutatifs. Dans le
langage équivalent et sans doute plus connu des espaces hermitiens symétriques,
nous associons une paire duale & toute Kc-orbite de p* (dans les notations
traditionnelles).

Remerciements. Cet article doit beaucoup a l'enthousiasme manifesté par
David Ginzburg, Stephen Rallis, Gérard Schiffmann et Robert Stanton lors d’un
séjour stimulant que j'ai effectué a Ohio State University, Columbus, en juin
1991. Je les en remercie chaleureusement.



Sauf mention expresse du contraire toutes les algebres de Lie considérées dans
cet article sont complexes.

1. Notations et généralités.

1.1. Paires duales, sous-algébres de Howe.

Soit g une algébre de Lie semi-simple et soit G le groupe adjoint de g.
Si E et F sont des sous-espaces vectoriels de g, nous désignerons par Zg(F') le
centralisateur de F' dans F, c’est a dire :

Zg(F)={X € E, [X,Y]=0VY € F}.

Pour toute sous-algeébre s nous noterons Z, ou Z(s) le centre de s et ' = [s, 5]
son algebre dérivée.

Définition 1.1.1. — Soit g une algébre de Lie réductive. Un couple (a,b) de
sous-algébres de g est appelé paire duale s1 :

1) les sous-algébres a et b sont réductives dans g.

2) le centralisateur de & dans g est b et vice-versa.

Notons que la deuxieme condition de la définition précédente dit simplement
que les sous-algebres a et b sont leur propre bicommutant.

Définition 1.1.2. — §i une sous-algebre a réductive dans g est un des membres
d’une paire duale (v.e. est égale d son bicommutant), nous dirons que a est une
sous-algébre de Howe de g (en accord avec la notion de sous-groupe de Howe

introduite dans [M-V-W]).

Le but de cet article est de classifier les paires duales & conjugaison par G prés.
1.2. Sous-algebres paraboliques.

Soit g une algebre de Lie simple sur C . Choisissons une fois pour toute une
sous algebre de cartan f de g. On désigne par R le systeme de racines de la
paire (g,b). Soit ¥ = (aq,...,a,) une base de racines de R ; on désigne alors
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par Rt (resp. R™) les racines positives (resp. négatives) relatives au choix de

la base W.

Pour o € R, on désigne par g® ’espace radiciel correspondant & . Nous
désignerons par X, un élément non nul de g% et par H, la coracine habituelle
de o dans h. Quand cela sera utile nous choisirons X, et X_, de sorte que
(X—o,Hy, Xq) soit un sly-triplet.

Pour une partie I' C R on pose

En posant n¥* = gRi , on a la décomposition triangulaire classique :
g=n"@hont
et b = h @ nt est la sous-algébre de Borel standard associée a (g, b, ¥).

Pour une partie 8 de ¥ on désigne par < 6 > l’ensemble des racines de R qui sont
combinaisons linéaires d’éléments de 6. On pose également < § >FT=< § > NR*.
Soit

he={H €bh, a(H) =0Vo € 0}

et soit Hy I'unique élément de h (en fait de hg) défini par les équations
a(Hg) =0sia€b
a(Hg)=2siae U\ 6

On pose également

h(6) = (P CH...

a€l

Posons alors, pour p € Z :
dp(0) ={X € g, [Ho, X] = 2pX}.
On obtient la Z-graduation suivante :

o=, (0).

p€L

Les sous-espaces d,(0) sont les diagonales définies par 6 (ou par Hy).
Dans la suite nous noterons dy,(6) le sous-espace dp,(#) non réduit a {0} dont
I'indice p est maximal et par d_;,,(#) celui dont I'indice est minimal.
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L’algebre [y = do(6) est réductive (c’est ce qu’on appelle la sous-algebre de
Levi standard associée a 6). Le centre de Iy est by et son algebre dérivée [} est
égale & h(0) @ g<> (h(0) est une sous-algébre de Cartan de I}).

L’algebre
+ +
ng =P dy(6) = g%\
p>0

est nilpotente et est le plus grand idéal nilpotent de la sous-algébre parabolique
standard pgy associée a 0 qui est définie par

po =P dp(6) = lh @ ny.

p2>0

= . =t = _
Nous noterons R (respectivement R, R ) ’ensemble des restrictions non
nulles des éléments de R (respectivement R™, R~) a hy et pour une racine
a € R nous désignerons par @ sa restriction a hy.

Nous poserons
=P
B=a

On a alors la décomposition en blocs de g :
g=Tlo P o
@ER
Notons également que si w désigne la plus grande racine de R relativement & ¥

ona: _
g* = deop(0)






2. Les espaces préhomogénes de type parabolique.

Soit G le groupe adjoint de g et Ly le sous-groupe analytique de G qui
correspond a ly. Le sous-groupe Ly est aussi le centralisateur de Hy dans G.
Posons N; = exp(n;') et Py = Lg.N;’ . Le sous-groupe Py est alors le sous-
groupe analytique de G' correspondant a py.

D’apres un théoreme de Vinberg [Vi], la représentation naturelle de Lg dans
dy(6) posséde un nombre fini d’orbites, donc une orbite ouverte pour la topologie
de Zariski. Il s’agit donc d’un espace préhomogene au sens de Sato. Nous
renvoyons le lecteur a l'article de Sato et Kimura ([S-K]) pour tout ce qui
concerne la théorie générale des espaces préhomogenes.

Puisque la notion d’espace préhomogene est essentiellement une notion in-
finitésimale, nous parlerons aussi bien de ’espace préhomogeéne (Lg,d;(0)) que
de ’espace préhomogene (lg,d;(8)).

Ces espaces sont appelés espaces préhomogenes de type parabolique ([Ru
1]). Ils sont donc simplement en bijection avec les sous-algebres paraboliques
standards de g, c’est a dire avec les parties 6 de la base ¥. Autrement dit
un tel espace préhomogene est entiérement caractérisé par le diagramme de
Dynkin de g, o, par convention on a encerclé les sommets correspondant auz
racines de W\ 0. Dans ce cas les racines non encerclées sont celles du diagramme
de Dynkin de la partie semi-simple [, = [lg,[g] de Iy, le nombre de racines
encerclées étant égal a la dimension du centre hg de lp. Un tel diagramme de
Dynkin & poids sera simplement appelé le diagramme (ou le graphe) de Dynkin
de ’espace préhomogene (ou encore le diagramme (graphe) de Dynkin de (¥, 6)).
Par exemple pour le diagramme suivant :

Dy o—@——@——o—@—o—I—o

lalgebre [, est de type A; x A; x Dy et le centre de Iy est de dimension
3. La proposition suivante est bien connue (voir par exemple [Rul] pour une
démonstration).

11
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Proposition 2.1. —  La représentation (Lg,d1(6)) est irréductible si et
seulement st Card(¥ \ 0) = 1.

Remarque 2.2.. —
Calcul du poids dominant de la représentation (lg,d—1(0)) dans le cas irréductible.
Supposons que ¥ \ # = ~; est réduit & une seule racine. Soit h(f) =
DaeyCH, une sous-algebre de Cartan de [j, = [, lg]. Alors le poids dominant de
(tg,d—1(0)) (qui est la représentation contragrédiente de (g, d;(6))) par rapport
a la base 6 du systeme de racines Rg de (I}, h(8)) est —77 ol F7 désigne la
restriction de v; a h(@). Le calcul de ce poids dominant comme combinaison
linéaire de poids fondamentaux est aisé & partir du graphe de Dynkin de g. On
procede comme suit. Soient wy (o € ) les poids fondamentaux de [}, : ce sont
les éléments de la base duale des H, (o € 6). Soient «; (7 = 1,2 ou 3) les racines
de 0 reliées a 7, c’est a dire telles qu'il existe au moins une aréte entre a; et v,
dans le graphe. On a =97 = ) €q; Wa; €t co; = —¥1(Haq, ). Rappelons comment
on calcule v;(Hq,;) & partir du graphe de Dynkin :

- si 7, et o; sont reliés par au moins une aréte et si [[y1|| < [|es||, on a
7 (He,) = —1.

- sl 7y et a; sont reliés par j arétes (1 < j < 3) et si ||y1]| > ||asl|, on a
71(Ho) = —J.

Soit 6% la composante connexe de @ contenant «; et soit [y la sous-algebre
de Iy engendrée par 6'. Alors [y o~ C x [, lp: et la représentation (I}, d_1(6))
est isomorphe & ®;(—v1(Hy; )wq; ), le centre de [y opérant par un caractére que
nous ne précisons pas.

Notons également que le poids dominant de la représentation (lg,dsp(6)),
qui est la restriction de la plus grande racine & hg, se calcule en fonction des
poids fondamentaux par la méme régle appliquée au diagramme de Dynkin
complété, ou l'on prendra garde toutefois aux questions de signe puisque le
sommet supplémentaire du graphe complété correspond a l’opposé de la plus
grande racine.

Une notion importante de la théorie des espaces préhomogenes est celle de
régularité. Rappelons (voir [S-K]) qu'un espace préhomogeéne dont le groupe est
réductif (ce qui est toujours le cas ici puiqu'il s’agit de Ly) est régulier si 'orbite
ouverte est le complémentaire d’une hypersurface.

Les espaces préhomogenes irréductibles de type parabolique qui sont réguliers
sont caractérisés par le théoréme suivant :

Théoréme 2.3. — voir [Rul] ou [Ru2]

Suposons que Card(V \ §) = 1 (c’est & dire que la représentation (Lg,d1(0))
est irréductible).

Alors espace préhomogéne (Lg,d1(0)) est régulier si et seulement si il existe
X €dyi(0),Y €d_y1(0) tel que le triplet (Y,Hy, X) est un sly—triplet.
(Rappelons que cela signifie que [Hg, Y] = —2Y, [Hyp, X] = 2X et [V, X] = Hy;

12
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les éléments X et Y sont alors dans l'orbite ouverte respective de dy(6) et d—1(6)
et on peut montrer que tout élément X de cette orbite ouverte peut étre mis
dans un tel sl,-triplet.)

Les classes de conjugaison de sly-triplets ont été classifiés par Dynkin
([Dy],[Bo 2]). Rappelons le principe de cette classification. Si (y, h, z) est un sl,-
triplet dans g on peut supposer modulo conjugaison par G que a(h) = 0,1, ou 2
pour a € ¥, ce qui permet d’attacher & chaque sly-triplet un diagramme de
Dynkin & poids qui le caractérise (le poids de la racine o étant a(h) = 0,10u2).
Bien entendu (malheureusement !) toutes les combinaisons de 0,1 ou 2 ne corre-
spondent pas & un sly-triplet ; la liste complete des diagrammes qui classifient
les sly -triplets se trouve dans le travail de Dynkin ([Dy], pour les groupes ex-
ceptionnels la liste est explicite : ce sont les tables 16 & 20 p. 176-185).

Le théoréme 2.3. ci-dessus ramene la classification des espaces préhomogenes
irréductibles de type parabolique a la classification de certains sl;-triplets, plus
précisément ceux qui correspondent & un diagramme de Dynkin ol une seule
racine (la racine y; qui est 'unique élément de ¥ \ #) a un poids égal a 2 et
ol toutes les autres racines (celles de 6) ont un poids égal a 0. La liste qu’on
obtient ainsi figure dans [Rul] et [Ru3] et on y retrouve de maniére surprenante
la plupart des espaces préhomogenes irréductibles réguliers de Sato et Kimura.

Cette liste étant importante pour la suite, nous l'insérons pour la commodité

du lecteur.

TABLE 1 : Espaces préhomogénes irréductibles réguliers de type
parabolique

].) A2n+1 @——@ - ¢ v v oo ._@__. ......... o——o
(03] Opn41 on41

2) Bn O——@ + oo o—(O)—e .-t [—y Y n 2 2, 3k S 2n +1
(03] (077 Qnp

3) Cn O——@ + - oo v o—()—e@ - r—a«» n Z 3, 6k S 2n
o ok (e7%)

4) Cn O—@: - O—@——@: e —eex) n>3
(03] (o7

5) Dn O—@: « o —()—e - 0—0—0—0 n24,3k§2n

o ]
6) ng.__. .......................... o—o—o—() m 2 2

13
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7) Es o——o—T—o—o 8) Es o—0o—0—0—0
9) E; O—eo——0—0—0—0 10) E; Q—Q—I-—o—o—o
11 ) E; O—O—T—O—Q—O 1 2) E; *—0—0—0—0—0

13) E; o—o—I—-@—-—o————o 14) E; o—o—-I—o—Q—o

15) Ex ._.T—Q—O—G)

16) Eg ———0 —0—0—0 1 7) Ey o —o— o0 —0 —0
I I

18) Eg o—o—I—Q——o——o———o 19) Es o—o—I——o——@——o——o

20) Ej o—o—I—o——-—o——@——o 21) By o—o—0—0—0—0—(

22) F, O—ees—0 23) Fy o—(Ir>»—eo
24) Fy — >0

25) Gy =

Une classe particuliérement importante pour la suite est celle des espaces
prehomogenes irréductibles de type parabolique qui sont commutatifs. Ils sont
appelés ainsi parce que le plus grand idéal nilpotent ne de pgy est commutatif

(dans ce cas donc, d; () = nj). Soit w la plus grande racine de R ; les espaces
préhomogenes irréductlbles de type parabolique commutatifs (nous dirons plus
simplement les espaces préhomogenes commutatifs) sont obtenus en imposant a
la racine v; (qui constitue ’ensemble ¥ \ 8) d’avoir un coefficient 1 dans w. On
obtient la liste suivante, ou la racine encerclée est la racine ;.
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Table 2 : espaces préhomogénes commutatifs

g ty, = [lg, lg] régularité
Ay o0 0—(—0-0—o Ap_1 X Ap_p régulier si n=2p-1
Qy Qp Qn
Brn (@i o— o —&>» DBn_1 régulier
Cri 0@ eerrennennen o—o—ax1») An_1 régulier
Dni (O—@covvnennen. .___._I__. D,_; régulier
Dpno eo—@-cvivvneennns .__.__I__@ An—1 rég. sin pair
Es .__.__I_.__@ Dy non régulier

E7 .__..__I__.__.___® E6 régulier

Remarque 2.4. —

a) On pourra trouver une étude plus détaillée des espaces préhomogeénes commu-
tatifs dans [M-R-S] et [R-S]. Certains résultats de ces deux articles seront décrits
au début du paragraphe 11. Les articles récents de Howe et Umeda [H-U] et de

Wallach [W] concernent aussi ces objets.

b) Soit g une algebre de Lie simple. Dans le cas d’'un espace préhomogene
commutatif la décomposition g = n; ®lg@®n] est une Z-graduation courte, c’est
a dire une Z-graduation de la forme g = g1 @ go @ 81 et il est facile de voir que
toute Z-graduation courte (ot 'action de go sur g; est irréductible) correspond
a un espace préhomogeéne commutatif. Autrement dit les espaces préhomogenes

commutatifs ne sont rien d’autre que les Z-graduations courtes.
q
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c) Désignons par X = G/K un espace symétrique hermitien irréductible ([He],
chap. 8). Ici G est est un groupe de Lie semi-simple réel et K un sous-groupe
compact maximal de G possédant un centre Z(K) non trivial. Ecrivons la
décomposition de Cartan classique g = ¢ @ p de 'algebre de Lie réelle g; le
centre de ¥ possede alors un unique élément H dont le carré de ’action adjointe
sur p est —Idp.

Soient gc, tc, pc les complexifiés respectifs de g, ¢, p. On a alors classiquement
la décomposition gc = p~ @ tc ® pt ou pT (resp. p~) est 'espace propre de
adH pour la valeur propre i (resp. -i). Cette décomposition est une Z-graduation
courte, donc (¢, pt) est un espace préhomogeéne commutatif et on peut montrer
qu’inversement tout espace préhomogeéne commutatif est ainsi obtenu & partir
d’un espace hermitien symétrique. On peut également montrer que dans ce
contexte la régularité est équivalente au fait que l’espace hermitien symétrique
est de type tube.

Nous n’avons jusqu’a présent considéré que le cas ou la représentation (lg, d(9))
était irréductible. Nous allons maintenant considérer le cas général. La décomposition
de (lg,d1(0)) en composantes irréductibles s’obtient de la maniére suivante.
Désignons par 71,...,7 les racines de ¥ \ 6. Pour chaque ¢ € {1,...,k} on
désigne par ¥; la composante connexe de ¥ U {v;} qui contient ;. On désigne
par D; le graphe de Dynkin de ¥; (c’est un sous-graphe du graphe de Dynkin

D de T) ol on a encerclé la racine +;.

Donnons un exemple. Si D est le diagramme de Dynkin & poids suivant :

o——@_—.__._@_._I_.

alors les sous-diagrammes D; sont les suivants :

D, —(H)—eo—o D, o—o—@—o—I——o

Les espaces préhomogénes iréductibles de type parabolique correspondant a ces
sous-diagrammes sont naturellement plongés dans g (voir Remarque 2.6. ci-
dessous).

Posons encore 6; = U; \ {7;} et désignons par I'; 'ensemble des racines o de
R* de la forme a = 7; + 7 ou 7 est une combinaison linéaire d’éléments de 6;
et définissons :

di(9) =g,

La proposition suivante est alors facile & démontrer.
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Proposition 2.5. — La décomposition dy(0) = ®%_,di(0) est la décomposition
de d1(0) en lg-modules irréductibles.

Remarque 2.6. —

On constate facilement (c’est implicite dans la démonstration de la proposition
précédente) qu’en général, seule une partie de [y agit de maniére non triviale
sur di (6).

Soyons plus précis. Posons b; = 3 .y, CH,, 8; = hi+g<Vi> et [y, = h;@g<ti>.
Alors [y, est une sous-algebre de Levi d’une sous-algebre parabolique maximale
de g; (elle est maximale car Card(¥;\6;)=1). Désignons par H; 'unique élément
de b; tel que y(H;) =0siy € 0; et v;(H;) = 2. Il est clair que Ef:o CH; = by
et on voit facilement que la diagonale d’indice 1 (cf. §1.2.) de g; définie par 6;
ou H; est di(6).

Posons [t = Z#i CH; @ E; ou E; désigne I'orthogonal de [y, @ E#i CH;
dans [g pour la forme de Killing. La sous-algebre [? est réductive dans lg, on a
lp = lp, ® I' (somme directe d’algebres de Lie) et I* n’agit pas sur d}(6) puisque
[V, di(8)] = 0.

De plus (lp,,d:(6)) est un espace préhomogene irréductible de type parabolique
dans g; dont le diagramme de Dynkin a poids est D;.

Pour des raisons qui sont maintenant évidentes nous dirons que les diagrammes
de Dynkin @ poids D; sont les composantes irréductibles du diagramme D.

2.7. Eléments génériques, isotropie générique, isotropie partielle.

Un élément dans I'orbite ouverte de ’espace préhomogene (Lg, d;(6)) (ainsi que
de tout espace préhomogene) sera appelé élément générique.

Le sous-groupe d’isotropie (resp. la sous-algébre d’isotropie) d’un élément
générique sera appelé sous-groupe d’isotropie générique (resp. sous-algebre
d’isotropie générique). Nous dirons parfois simplement ”isotropie générique”
pour désigner 1'un de ces objets. .

L’isotropie générique de ’espace préhomogene (lp,d%(8)) (i = 1,...,k) sera
appelée ”isotropie partielle”.
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3. Les sous-algébres admissibles et C-admissibles.

Définition 3.1. —  Le couple (V,0) est dit admissible si les composantes
irréductibles D; du diagramme D associé d (U, 60) figurent tous dans la Table 1
(c’est ¢ dire que les espaces préhomogénes (lg,,di(6)) sont tous réguliers). Dans
ce cas le diagramme & poids D de (¥,0) sera également dit admissible.

Définition 3.2. —

Le couple (V,0) est dit C-admissible si les composantes irréductibles D; du
diagramme D associé a (U, 60) sont tous réguliers dans la Table 2 (c’est a dire
que les espaces préhomogénes (lg,,di(0)) sont tous commutatifs réguliers). Dans
ce cas le diagramme & poids D de (¥,0) sera également dit C-admissible.

Notons que puisque la Table 2 est incluse dans la Table 1, un diagramme C-
admissible est admissible.

Supposons & présent que le couple (¥,0) est admissible. Rappelons que nous
notons 71, ...,k les racines de (U, 8). Pour ¢ € {1,...,k}, posons, comme dans
la Remarque 2.6., b; = zvew; CH,. La sous-algebre h; est une sous-algebre
de Cartan de g; = b; + g<¥>. Rappelons également que H; désigne I'unique
élément de b; défini par les équations :

vi(H;) =2, a(H;) =0sia €0;.

Puique (¥,6) est admissible, 'espace préhomogene (lp,,d:(6)) est un espace
préhomogene irréductible régulier de type parabolique dans g;, pour chaque
i€ {1,...,k}.

D’aprés le Théoreme 2.3. il existe X; € di(6),Y; € d°;(0) tels que (Yi, Hi, X;)
est un sly-triplet.

Théoréme 3.3. — ([Ru 4])
Si le couple (U, 0) est admissible, la famille des sly-triplets (Y;, H;, X;) engendre
une sous-algébre simple gy dans g.

Il est facile de voir que le centre by de ly est une sous-algébre de Cartan de g.
Les racines de la paire (gy, hy) sont alors des restrictions de racines de (g, b).
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Soit Rra l’enscznble des racines non divisibles de R (i.e. 'ensemble des v € R
tels que 1 ¢ R pour n=2,3,...). Soit d’autre part R, le systéeme de racines

de (g6,H6). On a montré dans [Ru 4] que Ry, = Rua. On remarquera que
di(6) = o™

Définition 3.4. —

a) Si le couple (U, 0) est admissible, la sous-algébre gy sera appelée sous-algébre
admissible associée d (T, 0).

b) Si le couple (V,0) est C-admissible, nous dirons que gg est une sous-algébre
C-admissible .

Exemple 3.5. —

a) Il ressort de la définition 3.1. que les diagrammes de la Table 1 sont
admissibles. La sous-algebre admissible correspondante étant simplement la
sous-algebre isomorphe a sl; engendrée par le sly-triplet décrit dans le Théoréme
2.3.

b) L’exemple suivant, pour trivial qu’il soit nous semble important car il montre

que dans un certain sens, les élément X;,Y; et leurs crochets généralisent les
sous-espaces radiciels habituels. Soit g une algébre de Lie simple quelconque et
considérons la partie # = . Dans le diagramme de Dynkin correspondant toutes

les racines sont encerclées, ce diagramme est donc admissible (d’ailleurs méme
C-admissible) puisque les sous-diagrammes irréductibles sont tous égaux a ©

qui figure dans la Table 2.

Les sly-triplets correspondants sont simplement les sl;-triplets usuels (Yo, Ho, Xo)aey
donc gy = g. L’algebre g elle méme est donc admissible.

¢) Considérons le diagramme D suivant dans Ej :

O—OH—o—o—o—0—(9

I

Les composantes irréductibles de D sont :

Dy ® D, @—I—o—o—o D3 o—o—0—0—0—0

Les diagrammes D; et Dy sont dans la Table 1; par contre le diagramme Dj
n’y figure pas. Le diagramme D n’est donc pas admissible.

Etant donné la description combinatoire des parties admissibles (& savoir que
les sous-diagrammes irréductibles D; de D doivent appartenir a la Table 1) il
est facile de donner la liste des parties admissibles. La détermination du type
de lalgeébre admissible nécessite un calcul dont les résultats ont été publiés

20



PAIRES DUALES

dans [Rud]. Signalons aussi que d’autres propriétés des algebres admissibles
(paramétrisation d’orbites dans certaines nappes de Dixmier) ont été obtenues
dans [Rub].

Pour la commodité du lecteur nous reproduisons dans la Table 3 ci-dessous la
liste des parties admissibles et des sous-algeébres admissibles correspondantes.

Donnons quelques explications concernant la Table 3. Dans la premiere colonne
de cette Table se trouve le diagramme de Dynkin & poids associé aux données
(¥,6) (on rappelle que les sommets encerclés sont ceux correspondants aux
racines de ¥ \ ), dans la deuxiéme colonne on trouve le type de la sous-
algebre admissible g4 associée au diagramme, la troisiéme colonne mentionne
éventuellement si la partie 6 est C-admissible. Cette Table ne mentionne pas en
général le cas ”trivial” de ’Exemple 3.5.a) ou l'algébre g est une sous-algebre
admissible d’elle méme (cas ol toutes les racines sont encerclées).

Table 3 : Sous-algébres admissibles.

Type A, in=(k+1)p—-1,k>1,n>1,p>1

—0: - - 0—()—0: - 0—()—@ -t —(—eo---0—0 Ak C-admissible
a Qap Q2p Qkp (e70)

Type B, :n>kp, (2k+1)p<(2n+1),p>1.

*—0: - 0—()—0: - 0—(D)—@ -t o—(—e - €>» Bk C.'a«dn}iS'

ay op azp Qkp on siblesip=1
Type Cy, :
1) p pair, (2k + 1)p < 2n.

._.....__@_....._@_. ............ —(—e - & Bk

aq Qyp Q2p Okp (879

2)n=(k+1)p, k>0,p>1.

—0: - - 0—()—0 - - 0—()—@ i —(—eo - & Ck+1 Q-admis—
0y olp 0igp Qkp an sible
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Type D, :
1)n2>kp+2, (2k+1)p < 2n.
—0: - 0—()—0 - - 0—()—@ - —(—eo - --0—0—0 Bk C-admis-
o ay Qap Qkp sible si p =1
2) n=(k+1)p, p pair, p > 1,
0—0 - 0—(D)—0 - 0—()—@ i —(>—e:--0—0—() Ck+1 C-admis-
a4 o P azp o kp I sible
Type FEg :
1) o—-—o—?——o———o Ay
2) .-.—r.————. Al
3) @__.__I_.__@ Ay C-admissible
4) ._.T._. Gy  C-admissible
Type Er :
1 ) @_Q—I——o—-o—o Aq
2) ._Q-——I—-O—O—. Al
3) o—o———i}—o——o—o Ay
4) ._._._—JD——Q—O——O Al
5) o—eo—0—(H—o—0 Al
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6) o-—o——I——.—@_o Ay
7) .__.__I___.___.__@ Ay C-admissible
8) Q—o—I—o-—@——o B,
9) @__@___I_._._. G,  C-admissible
10) o—o—c—e—0—e G2
11) ¢—e—e—e—o—@ Cs C-admissible

I

12) @_Q_T_._Q_. Fy,  C-admissible

1 ) @—Q—I—o—o—o—o Ay

5) o——o——I—o—o-—Q———o Ay

*—e
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8) .._.._I_.__.__@__Q G 2 C-admissible
9) @—o——I——o——@—o——o G,

10) @_._I_._@_@_@ F, C-admissible

1) o—ess—e A
2) e—r>»—e A
3 —es—0 A
4) ©—c>»—e Gz C-admissible

Type G, :

1) = Ay

Terminons ce paragraphe par deux résultats utiles par la suite.

Proposition 3.6. —

Si go est une sous-algébre C-admissible on a R = Rpq (= Rie ), ¢’est a dire que
toutes les racines restreintes sont des racines de la sous-algébre C-admissible.
Démonstration. — Soit @ un élément divisible de R. Alors @ = n¥ ou 7 € Rpq
et ou n est un entier > 1. D’aprés la théorie générale des systémes de racines,
il existe w € W(R; ) (le groupe de Weyl de R ) et i € {1,...,k} tels que
w¥ = %;. Donc wa = n¥,. 1l existe donc une racine 3 € R tel que 8 = ny;
modulo < 6 > et ceci est en contradiction avec 'hypothése de C-admissibilité. []
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La démonstration ci-dessus contient celle de la proposition suivante.

Proposition 3.7. — o
Soit §¢ une sous-algébre admissible non C-admissible de g. Soit @ € R \ Rna-
Alors il eziste w € W(R7 ), i € {1,...,k} et un entier n > 1 tels que wa = n7y,.
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4. Paires duales associées aux sous-algébres C-admissibles.

Le but de ce paragraphe est de démontrer le résultat suivant.

Théoréme 4.1. —  Soit U\ 0 un couple C-admissible et gg la sous-algébre
C-admissible correspondante, alors Gy est une sous-algébre de Howe de g (c’est
a dire, rappelons le, que (8¢, Z4(8s)) est une paire duale).

Remarque 4.2. —

a) Désignons comme précédemment par (Y;, H;, X;) la famille des sly-triplets
construits & partir de la famille {v;};=1,..x = ¥ \ 6. Posons Xy = Zf___l X;.
Alors Xy est un élément de l'orbite ouverte de l’espace préhomogeéne (non
irréductible) (Lg,d;1(6)) et on voit facilement, en utilisant le fait que pour chaque
i€{1,...,k} on a Z,(X;)=2Z,(Y:), que Zy(89))=2Z1,(Xp).

Cela signifie trés exactement que le deuziéme membre de la paire duale con-
struite dans le théoréme 4.1. est simplement l’isotropie générique de [’espace
préhomogéne (lg,d1(6)).

b) Si on prend § = @ (i.e. tous les sommets sont encerclés) le Théoréme 4.1.
fournit simplement la paire duale triviale (g, {0}).

La démonstration du théoréme 4.1 est assez longue. Nous allons la développer
ci-dessous. Le point clé est le théoreéme suivant qui en est un cas particulier.

Théoréme 4.3. — Soit (Ig,d1(0)) un espace préhomogéne irréductible régulier
de type paraboliqgue commutatif (¢’est ¢ dire un élément régulier de la Table 2).
Sott (Y, Hy, X ) un des sly-triplets associés d (lg,dy(0)) par le Théoréme 2.3. Soit
8o la sous-algebre admissible 1somorphe ¢ sly engendrée par ce triplet. Alors g
est une sous-algébre de Howe.

Démonstration. —
Posons w = exp(adX)exp(adY )exp(adX), on sait alors ([Rul],[Ru2]) que si
o =w|,, on aoc’ = Id cest a dire que la restriction de w a Iy est une
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involution dont ’ensemble des points fixes est exactement 1’isotropie générique
Z,(X) = Zi,(Y). Notons aussi que d’aprés la remarque 4.2. cette isotropie
générique est le deuxieme membre présumé de la paire duale, c’est a dire Z4(gy).
Pour simplifier nous poserons s = {X € lp,0(X) = X} = Z4(gy) et
q={X €Iy, 0(X) = —X} et nous aurons alors la décomposition Iy = s @ q.
Rappelons que puisque (lg,d;(0)) est commutatif on a la décomposition g =
d_1®leDdi(0). Soit  un élément de g qui commute a s. Nous devons montrer
que z € gg. Ecrivons z = 2_y + 2o + 21, (x—1 € d—1, 29 € g, 21 € dy(9)).
Puisque s C [y, il est clair que si  commute & s, chacun des éléments z_; , z¢
et 1 commute & $.
Puisque [lg, X] = d;(6) (c’est la version infinitésimale de I’existence de ’orbite
ouverte), on a [q,X] = di(6). Plus précisément il existe un unique élément
q1 € q tel que [g1, X] = ;.
On a alors (en utilisant I'identité de Jacobi) :

0 = [s,21] = [s,[q, X]] = [[s,&a], X].

Donc [s,q1] € Zi,(X) = s, d’autre part on a [s,q] C q. On en déduit que
[s,41] = 0. Donc, si B désigne la forme de Killing de g, on a :

B([q,s],q1) = B(4,[s,¢1]) = B(q,0) = 0.

C’est & dire que ¢; est orthogonal a [s, q]. Or

[lo, 1] =ty = [s+ 0,5+ 4] = [q,9] +[s5,5] + [q,5].

Puisque [q, q] et [s,s] sont dans s et que [q, s] est dans g, on déduit de ce qui
précede que g; est orthogonal a [y, donc que ¢ = AHg (A € C). On a alors
z1 = [q1,X] = 2)AX. Ainsi z; est bien proportionnel & X, comme il fallait le
démontrer. Un argument similaire montrerait que z_; = pY (p € C).

Il ne reste plus alors qu’a démontrer que zy = vHy. Puisque le crochet de
deux éléments qui commutent & s est un élément qui commute & s, on a, au
vu de ce que l'on vient de démontrer que [z¢,X] = aX (o € C). Mais alors
rg — 5 Hy commute & X et est dans [y, donc zg = §Hp+ 7 ou 7 € 5. Mais
[s,20] = 0 = [s, 7], donc 7 appartient au centre de s. On conclut en remarquant
que les cas Ap,Bn,Cpn,Dp1,D2n2,E7 de la Table 2 qui nous coneernent ici
correspondent respectivement aux cas n° 1,15,2,15,3,27 de la classification des
espaces préhomogeénes réguliers irréductibles de Sato et Kimura ([S-K],par.
7, Table p.144). Dans ce travail les auteurs ont calculé toutes les isotropies
génériques et on pourra constater que ces isotropies sont semi-simples, donc
n’ont pas de centre (& vrai dire le calcul est trivial sauf dans le cas E; ou
apparait le groupe Eg et sa représentation de dimension 27, dont lisotropie
générique est de type Fy).

En tout cas cela montre que 7 = 0 et donc que zp = §Hy. (]
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suite de la démonstration du Théoréme 4.1.

Pour simplifier les notations, nous allons toujours désigner par (a,b) les paires
duales.

Nous allons prouver que si @ = gg et b = Z;(gg) = Zi,(Xp), alors (a, b) est une
paire duale.

D’apres la Remarque 2.6. on décompose [y comme suit :

lg = Iy, @El

Nous allons d’abord démontrer le théoréme sous I’hypothese restrictive suivante :

Hypotheése (H;) : .
Pour tout i € {1,...,k}, pour tout u € Z,, (X;),ilexiste v € (* telsqueu+v € b
(cf. la décomposition (4-1)).

Les sous-algebres admissibles qui ne vérifient pas (H;) constituent la Table 4
ci-dessous et nécessiterons des démonstrations spécifiques.

Lemme 4.4. —  Soit a = gy une sous-algébre C-admissible qui vérifie
Phypothése (Hy) et soit b = Zg(@g). Alors Zg,(9)(b) = BF_,CX;.
Démonstration. — 1l est clair qu'il suffit de démontrer que Z;i (4 (b) = CX.

Soit X € Zgi () (b) En utilisant Ihypothése (Hy) et le fait que [¢',di(8)] =0 (cf.
Remarque 2.6.), on voit que X € Zyi (4)(Z\,, (Xi)), donc d’aprés le théoréme 4.3.
onaX=M)X;, eC. []

Lemme 4.5. — Sous les mémes hypothéses que celles du Lemme 4.4., on a
Zi,(b) = ®F_,CH; = by.
Démonstration. —  Soit Xo € Zi,(b). Puisque les éléments X; commu-

tent & b, I’élément [Xo, X;] commute & b et appartient & di(8). D’apres le
Lemme précédent, il existe des constantes A; € C telles que [Xo, X;] = XX
(i =1,...,k). Puisque les H; forment une base de by, il existe une unique com-
binaison linéaire ZLI riH; = Hy telle que [Hy, X;] = A X ( les formes linéaires
¥; constituent une base de b}). Mais alors 79 = X — Hy € Zy,(Xg) = b.
Puisque X et Hy commutent & b, I’élément 7y appartient au centre de b. Pour
tout ¢ € {1,...,k} on écrit :

: ?
To = Up, + Vpys

ot ul € lg,, vi € (.
Soit également X € b et écrivons la décomposition correspondante :

X =ul +vk.
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Puisque [79,X] =0, 0n a:

[uT()?uX] = { To’U' ] = [w‘zro’w.z}{] = O
L’hypothese (H;) implique alors notamment que [ul ,Z;, (X;)] = 0. D’aprés
le théoreme 4.3. cela implique que u = 0 pour tout i € {1,...,k}, donc que
T € it = {0}. []

Lemme 4.6. — Sous les mémes hypothéses que celles du Lemme 4.4. on a

Zdj(g)(b)=dj(9)ﬂa VjelL.

Démonstration. — Rappelons que nous avons posé Xy = ZZ —o X;. Posons

encore Yy = Z Y;. Alors (Yy, Hg, Xg) est un sly-triplet (c’est un sly-triplet
principal de a (cf B0 2], [K])
Soit

wg = exp(adYy)exp(adXg)exp(adYy).

alors
we : d_]-(9) na — d](9) Na

est une bijection qui commute & adb.
11 suffit donc de démontrer le lemme pour j > 0. Pour j = 1 c’est le Lemme 4.4.
Supposons donc j > 2. Avec les notations introduites au §1.2. on a :

@)= Y o

a(Hp)=2j

Désignons par R, le systeme de racines de la paire (a, bg). Rappelons que, vu
I'hypothese de C-admissibilité, on a R = R, (Prop. 3.6.). Soit alors @ € R telle
que a(Hg) = 2j. 1l existe donc w € W(Ra) (le groupe de Weyl de Rq) tel que
wa@ = @; pour un indice i € {1,...,k}. Mais alors wg® = = g% Cela signifie que

dim(Z = (b)) = dim(Z =7(b)) —'1. Donc Zga(b) = Cw“]X U

Nous avons donc démontré le Théoréme 4.1. dans le cas d’une sous-algébre
C-admissible qui vérifie U'hypothése (Hy).

Nous allons maintenant étudier les cas restants dont la liste constitue la Table
4 ci-dessous. Dans cette Table, a la suite du diagramme C-admissible nous
indiquons le type de la sous-algébre admissible a = gy correspondante (i.e.
la premiere sous-algebre de Howe de la paire), puis nous indiquons le type de
b = Z4(gs) (i.e. la deuxiéme sous-algebre de Howe de la paire).

La justification du tyvpe de b dans cette Table se trouvera dans la suite de la
démonstration.
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Table 4 : Parties et sous-algébres C-admissibles qui ne vérifient pas
I’hypothése (H,).

1) Type Cpyn=(k+1)p, k>0,p > 1.

—0 00— )—0 - 0—()—@ - —()—eo - &0 Ck+1 0(p)
94! Yp Y2p Ykp Y(k+1)p

2) Type Dy, n = (k + 1)p, p pair, p > 1.

—0 00— )—0 0—()—@: i o—()—eo . - 0— —0 Ck+1 C%
94! Tp Y2p Yikp I
3) Type Es

O—eo—o—0—( Ay G

4) Type E;

@——O—I—O—@—@ Cs G,

5) Type Eg

O—o—o—o—0—0—0 Fi G

Fin de la démonstration du Théoréme 4.1.

Remarquons que, d’aprés argument développé dans la démonstration du
Lemme 4.6., il suffit de prouver que Z,(b) = @5 CH; et que Zy, 5 (b) =
@k CX;. Nous allons étudier I'un apreés l'autre les différents cas de la Table 4.

1) —0: - 0—()—0: - 0—()—@ —()—e . - &)
71 Yp Y2p Ykp Y(k+1)p

Notons qu’ici le nombre de racines encerclées est k + 1.
On a Iy = gl(p) x gl(p) x ... x gl(p)

/

(k+1)x
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et di(0) = My x My x...x M, xS, ou M, désigne l'espace des matrices

kx
complexes de type (p,p) et ou S, désigne l'espace des matrices symétriques
complexes de type (p,p).
L’action de (g1,...,9k+1) € g sur (21,...,%k, s) € d1(0) est la suivante :
(915> Gr41)(T1, ., Zky 8) = (G121 — X192, - - -, GkThk — TkGk+1, Gk+15 + ST G 41)-
L’élément Xg = (Id,, ..., Id,) € di(8) est générique et son isotropie est b = o(p)
plongé diagonalement dans Iy = (gl(p))*¥*+!. La représentation naturelle de o(p)
dans CP étant irréductible, le Lemme de Schur implique immédiatement que

Zi,(b) = (CId,,...,CId,) = &t} CH,;
(ici les H; sont les matrices scalaires) et que

Za, 0y (8) = {(MIdp, ..., Mep11dy), My, Aegs € C} = B CX;.

2) 0 - 0—()—0 - 0—()—@ - —(—eo - 0—o—( P pair.
M Yp Yep Ykp I

La démonstration pour ce deuxiéme cas est similaire au cas précédent. L’algebre
[¢ est encore (gl(p))**1, 'espace d; () de la représentation est (M,)* x AS, o
AS), est lespace de matrices antisymétriques de type (p,p) (rappelons que p est
pair ). Si on prend pour élément générique I'élément Xy = (Idp,...,Idp, Jp)
ot J, est la matrice antisymétrique classique (associée a sp(£)), l'isotropie
générique est sp(%) plongé diagonalement dans [y.

La représentation naturelle de sp(%) dans C% étant irréductible, le Lemme de
Schur donne le résultat.

o oy o
3)  o—elet el o
g l 72
Xy

Il ressort de la Table 3 que dans ce cas @ = gy = A,. Commencons par montrer
que b = Zﬁa = (. Ici [y >~ Dy@C?. Soient wy,ws, w3, wy les poids fondamentaux
de D4 correspondant respectivement aux racines g, s, a3,y ainsi qu’elles
sont indiquées sur le diagramme ci-dessus. La représentation de g sur dq(6)
est la représentation w; @ ws. Le groupe Ly est alors nécessairement de type
Spin(8) x C*? car 'une des deux représentations w; et w3 ne s’intégre pas sur

SO(8).
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Quitte a choisir la projection
Spin(8)——S0(8)

on peut supposer que w; s’intégre sur SO(8) (si ce n’était pas le cas on peut
transformer x par un automorphisme non trivial du graphe Dy).
Donc, puisque l'isotropie générique de (SO(8) x C*,C8®) (représentation na-
turelle) est SO(7), lisotropie générique de (Lg,d](6)) est Spin(7) x C*. La
restriction de (Spin(8) x C*,ws), qui est la représentation spin, a Spin(7), est
la représentation spin de Spin(7) ([S-K] p.114).
Finalement b est 'isotropie générique de Spin(7) x C* et cette isotropie est G
d’apres [S-K] (Prop. 25, p.116).
Nous allons maintenant prouver que Zg, (4)(G2) = CX; ® CX, (X; et X, ayant
été choisis génériques dans di(0) et d?(6) respectivement ).
Soient

I = {Z € (9»[2,d%(9)] = 0}

et
I ={z€ly, [z’d?(e)] =0}.

11 est immédiat que I; et I, sont des idéaux de Iy qui sont inclus dans [}, = Dy.
Donc I = I, = {0}.

Supposons que Zg, (4(G2) # CX; @ CX,. Alors on peut supposer qu'il existe
Y1 € Zy1(4)(G2) tel que Y1 ¢ CX; (dans le cas olt un tel élément Y; existerait

dans d?(6) le raisonnement serait le méme que celui qui suit).

La plus petite représentation non triviale de Gy étant de dimension 7 ([S-K]
p.21) et di(6) étant de dimension 8, I'existence d'un élément Y; différent de X7,
commutant & Gy, implique que d}(#) est un lp-module trivial, ce qui contredit
le fait que I; = {0}.

Il reste encore a démontrer que Z,(Gy) = CH; ®CH,. Soit X, € Z,(G>), alors
(X0, X1] € Z4,(6)(G2) et [Xo, Xa] € Zy,(6)(G2). 1l existe donc, d’apres ce que
nous venons de voir, A1, Ay € C tels que [Xo, X1] = M X5 et [Xo, Xa] = A2 X,
Mais alors il existe i1 et p1o uniques tels que Xo—p1 Hy —poHy € Zy, (X1+X3) =
G,. D’autre part, clairement, [Xo — uy Hy — paH2,G3] = {0} ; or G2 n’a pas de
centre donc Xo = pi1 Hy + poHo.

4) O—e—0——0—0
24! I Y2 3

Icily=DydCH, & CH, & CHj; et il est clair que Dy & CH; @ CH, est inclus
dans la sous-algebre Eg définie par le sous-diagramme correspondant.

Il est clair également que d3(6) est de dimension 1 et que seul CH, @ CHj agit
sur cet espace. L'isotropie générique de (lg,d;(6)) est donc la méme que dans le
cas précédent, c’'est Gy ("tout se passe dans le diagramme Fg”). Puisque d}(6)
et di(0) sont toujours les mémes représentations de dimension 8 de Dy, on en
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déduit que Zgi(ggaz(s)(G2) = CX1 ® CX,. Puisque dj(d) est de dimension 1,
on a que Zg, (6)(G2) = CX; & CX,; ® CX;. La démonstration se termine alors
comme dans le cas précédent.

5) @—.—I—-—@—Q—Q

La démonstration est analogue a celle de 4).

Le Théoreme 4.1. est démontré. []

Remarque 4.7. —

L’espace préhomogene (Spin(7), spin) fait partie des quelques exemples de la
liste de [S-K] qui n’apparaissent pas commes espaces préhomogenes paraboliques
réguliers irréductibles ([Rul], [Ru2]). L’exemple 3) de la démonstration précédente
montre que (Spin(7),spin) apparait comme ’isotropie partielle” d’un es-
pace préhomogene irrégulier de type parabolique ayant deux composantes
irréductibles.
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5. Principes de classification.

Les notations sont celles de 1.1.
Quelques remarques faciles sont résumées dans les Lemmes suivants .

Lemme 5.1. — Ecrivons g = Zyg'. Si(a,b) est une paire duale dans g alors
a=Zy®a; et b=2Z5;®by ot (ar,by) est une paire duale dans g'. Inversement
toute paire duale dans g' fournit ainsi une paire duale dans g.

On est donc ramené & chercher les paires duales dans les algebres semi-simples.

Lemme 5.2. —  Soit g semi-simple et soit (a,b) une paire duale dans g.
Si a posséde un centre Zg non trivial, alors anNb = Z, = Zy = Z. Posons
z = Z4(Z). L’algébre Lz est une sous-algébre de Levi de g dont le centre est Z.
Sionécritlz =2, a=2Z@a etb=2Zdb', alors (a’,b") est une paire
duale dans I'y. Inversement toute paire duale d’une sous-algébre de Levi de g est
une paire duale de g.

Démonstration. —  L’assertion concernant 1'égalité des centres est facile.
Ecrivons alors a = Z @ a' et b = Z ® b’ (a et b sont réductives). Pour que
[z soit une sous-algebre de Levi, il faut que Z soit constitué d’éléments semi-
simples dans g, ce qui est le cas car a et b sont réductives dans g d’apres la
définition des paires duales. Soit Z; le centre de [z ; on a a priori Z C Z;. Mais
Z1 commute & b, donc Z; C Z. On a donc bien Z = Z;. Les assertions suivantes
du Lemme sont alors évidentes. []

On est donc ramené a chercher les paires duales semi-simples dans les algebres
semi-simples.

Lemme 5.3. —  Soit g une algébre de Lie semi-simple et soit g = g1 X
g2 X ... X @n sa décomposition en idéauz simples. S1 on se donne pour chaque
i € {1,...,n} une paire duale (a;,b;) dans g;, alors ([[i_, a;, [}, bi) est une
paire duale dans g et toute paire duale de g est obtenue de cette maniére.

Démonstration. — L’assertion directe est évidente. Soit (a, b) une paire duale
dans g. Montrons par exemple que @ = aNgy X ... X aNg,. Puisque a = Z;(b)
on a, pour (aj,as,...,a,) € a:
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[(a1,a2,...,az),(b1,ba,...,by)] = [a1,b1]+. . .+ [an, bpn] =0 V(by,by,...,b,) €D
ce qui implique que
[a1,b1] = [az,b2] = ... =[an,bu] =0  V(b1,ba,...,by) € b.
D’ou :
[(0,...,0,a;,0,...,0),(b1,ba,...,b,)] = [ai,bi] =0 V(b1,ba,...,bn) € b,

ce qui implique que (0,...,0,a;,0,...,0) € Z4b) = a, ce qui donne le
résultat. []

Tout ceci montre qu'il suffit de chercher les paires duales (ou les sous-algebres
de Howe) semi-simples dans les algebres simples. Sauf mention expresse du
contraire, nous supposerons donc désormais que g est simple et que a et b
sont semi-simples.

Nous avons vu au Paragraphe 4 que toute sous-algebre C-admissible était une
sous-algebre de Howe et nous déterminérons au Paragraphe 5 quelles sont les
sous-algebres admissibles non C-admissibles qui sont des sous-algébres de Howe.
Les sous-algebres admissibles de g sont, par construction, des sous-algebres dont
les sous-espaces de Cartan sont des centres de sous-algebres de Levi de g. Ceci
est une propriété générale des sous-algebres de Howe semi-simple comme le dit
le Théoreme suivant.

Théoréme 5.4. — Soit a une sous-algébre de Howe semi-simple de ¢ et soit
ba une sous-algébre de Cartan de a. Alors b, est le centre d’une sous-algébre de
Levi de g.

Démonstration. — 11 suffit de prouver que ho = Z(Zg(ha)). Il est clair
que hy C Z(Z4(ha)). D’autre part les éléments de Z(Zy4(ha)) sont dans le
bicommutant de a, on a donc :

hae C Z(Zg4(ha)) C a.

On a donc
Z(Zg(ha)) C Za(ha) = Ba.

Ce qui implique by = Z(Z4(ha)). [
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Remarque 5.5. —

Le but de cette Remarque est de montrer (grace au Théoréme précédent) que
les sous-algebres de Howe semi-simples sont des sous-algebres de nature proche
de celle des sous-algebres admissibles.

Soit a une sous-algebre de Howe et soit fj, une sous-algebre de Cartan de a.
D’aprés ce que nous venons de voir f, est le centre d’une sous-algebre de Levi
de g. Soit alors h une sous-algebre de Cartan de g qui contient bh4. Soit R le
systéme de racines de (g, 1), il existe une base ¥ de R et une partie § de ¥
telles que by = by et Zg(ha) = lp ([Bo2] VI, par.1, 7, Prop.20). Posons comme
d’habitude ¥\ 6 = {71, 72,...,7x} et reprenons les notations du paragraphe 1.2.
Soit R, le systéme de racines de (a, bg). On a évidemment R, C R et on pose
RE =T NRa
La partition

ot Ry = —R{, définit classiquement une base B1,8B2,- -, B de Rq (on pourra
noter qu’on a également Ry = {8 € Rq, B(Hg) > 0}).
Pour chaque ¢ € {1,...,k}, notons (X——E-’HF’XF> le slp-triplet dans a

classiquement associé & ;. Posons §; = @nezg™¥ ou on a posé g’ = I,.
L’algebre g; est réductive et est naturellement Z-graduée. On voit sans peine
que la Z-graduation de g; est définie par 1’élément Hﬁs qui joue donc le méme
role que ’élément Hy défini au paragraphe 1.2.

Comme pour (lg,d;()), le Théoréme de Vinberg ([Vi]) nous dit alors que
(g° = I, g%) est un espace préhomogene qui est par ailleurs irréductible. Le
Théoréme 2.3. s’applique alors (avec pour slp-triplet le triplet (X B HE; , Xﬁ.- ).

Tout ceci montre qu’une sous-algebre de Howe a a pour sous—algébfe de Cartan
le centre by d’une sous-algebre de Levi [4 et que les espaces radiciels a” de a
par rapport a hg sont des droites engendrées par des éléments réguliers des
espaces préhomogenes (lg, 7). La seule différence est que, contrairement au cas
admissible, ol les racines de la base de R, sont les racines 7; oit ; € ¥\ 6 (c’est
a dire sont en ”position minimale”), les racines 3; de Ro peuvent étre dans les
”diagonales supérieures” d;(0) (avec ¢ > 1).

Nous allons maintenant rappeler les notions de sous-algebre réguliere, de R-
sous-algebre et de S-sous-algebre dues & Dynkin ([Dy], voir aussi [T}]).

Définition 5.6. — Soit g une algébre de Lie semi-simple. Une sous-algébre u
de g est appelée réguliére s’il existe une sous-algébre de Cartan Yy de g telle que
u soit invariante par adgh (i.e. [h,u] Cu).
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5.7. Construction des sous-algébres réguliéres, d’aprés Dynkin.

Soit g une algebre de Lie simple, soit D son graphe de Dynkin et soit D
son graphe de Dynkin complété. Le graphe D n’est pas le graphe d'une algebre
semi-simple, mais des qu’on enléve un sommet s; a D et toutes les arétes qui y
aboutissent, on obtient un graphe de Dynkin Dy, , non nécessairement connexe.
La sous-algebre de g engendrée par les espaces radiciciels g** (o € Dy, ) est une
sous-algebre gy, réguliere de rang maximal (c’est a dire égal au rang de g) et de
graphe Dy, .

L’opération passant de g a g,, que nous venons de décrire s’appelle une
opération élémentaire. On peut alors refaire une opération élémentaire sur Dy,
(ou plutdét sur une composante connexe de Dy, ) et ainsi de suite. Dynkin a
alors montré que toute sous-algebre réguliére semi-simple de rang maximal est
obtenue (& conjugaison preés) par un nombre fini d’opérations élémentaire ([Dy]
Th. 5.3. et Tables 9 et 10, [T] Th. 3.4.)

Les sous-algebres régulieres maximales sont toutes obtenues au moyen d'une
seule opération élémentaire et a quelques exceptions pres la réciproque est vraie
(voir le Th. 5.5. de [Dy] et la remarque qui suit le Th 3.5. de [T]). Une explication
rationnelle pour ces exceptions est fournie par [Bo2] (exercice 4, par.4, p.229)
et par [Bo3] (exercice 2, par.3, p.222).

Signalons pour terminer qu’une sous-algebre réguliére semi-simple quelconque
de g est la partie semi-simple d’une sous-algebre de Levi d’'une sous-algebre
réguliere de rang maximal ([Dy], Th 5.1. et Th. 5.2) (cette derniere étant donc
obtenue par un nombre fini d’opérations élémentaires) .

Définition 5.8. — ([Dy]) Soit g une algébre de Lie semi-simple. Une R-
sous-algébre de g est une sous-algébre contenue dans une sous-algébre réguliére
propre.

Définition 5.9. — ([Dy]) Soit g une algébre de Lie semi-simple. Une S-sous-
algébre de g est une sous-algébre qui n’est pas une R-sous-algébre.

Remarque 5.10. —

a) De maniére générale le centralisateur d’une S-sous-algébre est réduit a {0}
([Dy] Th 7.4.).

b) Si g est de type Ay, les S-sous-algebres de g sont exactement les sous-algebres
irréductibles, c’est a dire les sous-algebres s pour lesquelles la restriction de
la représentation naturelle de g a s est irréductible. Pour le voir considérons
une sous-algebre s qui est irréductible. Si elle n’était pas S-irréductible, elle
serait contenue dans une sous-algébre réguliere propre maximale de A,. Mais
la considération du graphe de Dynkin complété de A, et la description des
opérations élémentaires dans le §5.7. ci-dessus montre que A, ne possede pas de
sous-algebre réguliere propre de rang maximal.
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Définition 5.11. — Soit (a,b) une paire duale semi-simple d’une algébre sema-
simple g. Nous dirons que la paire (a,b) est S-irréductible si l’algébre a ® b est
une S-algébre.

Théoréme 5.12. — Soit (a,b) une paire duale semi-simple non S-irréductible
dans g. Il existe alors une sous-algébre semi-simple réguliére u de rang mazimal
de g telle que a@ b C u C g et telle que a @ b est une S-sous-algébre de u.

Démonstration. — 1l existe, d’apres le Th 7.7. p.161 de [Dy], une sous-algebre
semi-simple réguliere propre u de g telle que a ® b C u. On choisit u minimale
pour ces propriétés.

Montrons qu’alors a @ b est une S-sous-algebre de u. Si ce n’était pas le cas,
toujours d’apres le Th.7.7. p.161 de [Dy], il existerait une sous-algébre semi-
simple réguliére propre u; de u telle que a @b C u; C u.

Mais alors u; est réguliere dans g., comme nous allons le voir. Puisque u est
réguliere dans g il existe une sous-algebre de Cartan f de g, une sous-algebre de
Cartan by de u, telle que by C b, et une partie close et symétrique I' du systéme

de racines de (g, ) tels que :
u=hy® @ g°.

a€l

Puisque u; est réguliere dans u, il existe une sous-algeébre de Cartan b, de u,
une sous-algeébre de Cartan by, de u; telle que by, C b et une partie close et
symétrique I du systeme de racines de (u, h},) tels que :

U = bul @ @uﬂa
B

er’

ot les espaces u® sont les espaces radiciels par rapport a b/,.
Soit U le sous-groupe du groupe adjoint G de g correspondant a u. Il existe
g € U tel que g.h), = by. On aura donc :

g(adb)Cgu Cu.

Mais alors g.u; est réguliere dans g car

gu=gby, ® P v

~€Eg.TV

ol les espaces u” sont les espaces radiciels de u par rapport a g.§, = by. Puisque
u? = g7, lalgebre g.u; est bien réguliere, il en est donc de méme pour u,.

Et ceci contredit la minimalité de u. Donc a@ b est bien une S-sous-algebre de
u. Mais d’apres ce que ’on a vu en 5.7., l'algebre u est la partie semi-simple d’une
sous-algebre de Levi d’une sous-algebre semi-simple réguliere de rang maximal.
Si ce Levi était propre, alors la sous-algebre u commuterait a son centre (non-
trivial) et (a, b) ne serait pas une paire duale semi-simple (Lemme 5.2.).

Donc u est semi-simple réguliere de rang maximal. []
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Remarque 5.13. —

Dans le cas bien connu de I’algebre symplectique ([H1],[M-V-W]) la classification
classique des paires duales utilise une notion d’irréductibilité qui semble a
priori différente. Si W est un espace symplectique et si on se donne une
décomposition orthogonale W = Wy @ Wy, il s’en déduit des plongements des
algebres symplectiques sp(Wy) et sp(W3) dans sp(W) et une paire duale (a,b)
dans sp(W) est dite réductible si elle est incluse dans sp(W7) @ sp(Ws). La
considération du graphe de Dynkin complété de C,,, montre facilement que pour
les paires semi-simples dans sp(W) les deux notions d’irréductibilité coincident.

Remarque 5.14. —

La réciproque du Théoréme 5.12. est cependant fausse. Il se peut qu’une paire
duale dans une sous-algebre réguliere de rang maximal de g ne soit soit pas une
paire duale dans g. En voici un exemple. Plagons nous dans F; et considérons
le graphe de Dynkin complété :

(5-1) v—o-——-—o—l—o-—o—o

Le symbole 17 désigne 'opposé —w de la plus grande racine et le sommet barré x
indique le sommet enlevé dans 'opération élémentaire. La sous-algebre réguliére
de rang maximal de E7 est donc ici de type A7 ~ sl(8). Dans A7 on considere
la sous-algebre C-admissible définie par le diagramme :

o—eo—0—(H)—eo—o—o0

La sous-algébre admissible a est ici de type A; et b est isomorphe a si(4) plongé
diagonalement dans [g ~ sl(4) x sl(4). Mais sl(4) x sl(4) tout entier centralise
Pespace radiciel correspondant au sommet barré (car il n’y a pas d’aréte entre x
et les sommets correspondant a sl(4) x sl(4) dans le diagramme (5-1) ci-dessus).
On en déduit que le centralisateur de b dans g est strictement plus grand que
a.

La proposition suivante fournit une construction de paires duales liée a certaines
opérations élémentaires.

Proposition 5.15. — Soit g une algébre de lie simple. Soient gy et gy deux
sous-algébres semi-simples de g (en particulier non réduites ¢ {0}) telles que
g1 X g2 soit une sous-algebre réguliére mazimale de g. (g1 X g2 est donc obtenue
par une seule opération élémentaire). Alors (81,92) est une paire duale.

Démonstration. —  On a évidemment g, C Zg4(g1). Il s’agit de montrer
I'inclusion inverse. Soient by et b, des sous-algebres de Cartan respectives de g4
et go. Puisque g; X g2 est de rang maximal la sous-algebre § = by x b est une
sous-algebre de Cartan de g.
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L’algebre Z4(g1) est stable par adh. En effet pour X € Zg(gq), pour
H=(H,,H)eh(H;€h;, i=1,2)etpourY € g ona:

[[HaX]vY] = [[H?Y]»X] + [H’ [X’Y]] =0

car [H,Y] = [Hy,Y] € g; et [X,Y] = 0. Cela montre bien que Z4(g;) est stable
par adh. Puisque g; est semi-simple on a g; N Z4(g1) = {0}.

L’algeébre g1 & Zg4(g1) est donc une sous-algebre adb-invariante contenant
strictement g; X go si et seulement si Zg(g1) contient strictement go. Si cela
était le cas la maximalité de gy X g, impliquerait que g; + Z4(g1) = g. Mais
alors g; serait un idéal propre, ce qui est impossible puisque par hypothése
lalgebre g est simple. []

Nous allons maintenant décrire une nouvelle construction de paires duales. Cette
construction va fournir une classe de paires duales non S-irréductibles.

5.16. Nous supposons g simple et utilisons les notations habituelles. Soit w la
plus grande racine du systéeme de racines R de la paire (g,h) relativement a
une base ¥. Considérons le diagramme a poids (au sens du paragraphe 2) ou les
sommets encerclés (correspondant donc aux racines de ¥\ 6) sont ceux qui sont
reliés par au moins une aréte au sommet correspondant a —w dans le graphe de
Dynkin complété. Notons que dans ce cas Card(¥ \ 8)=1 sauf dans le cas ou g
est de type A, auquel cas Card(¥ \ #)=2. Il est connu que dans ce cas l'algébre
n; est une algebre d’Heisenberg de centre dyop(8) = d2(6) = g* ([J],Corollary
2.3. et [K-S], par. 3).

On a donc une Z-graduation de la forme :

g=d_2(0)Bd_1(0) ® Iy D d1(0) ® d2(6).

Appelons a,, la sous-algébre isomorphe a sl; engendrée par (X_.,, H,, X,).

Proposition 5.17. — Supposons que g ne soit pas de type A,. La paire (a,, [y)
est alors une paire duale non S-irréductible.

Démonstration. — Une premiére démonstration consiste a appliquer la Propo-
sition 5.15. Nous en donnons ici une deuxieme démonstration.
Puisque d3(8) = g“ est de dimension 1, ainsi que d_2(6), on a :

(19, d2(0)] = [fy, d—2(6)] = {0},

On en déduit que a,, et I} commutent, ce qui implique que H,, = %Ho puisque
le centre hy est de dimension 1. Puisque a, contient Hy, le commutant de a,,
est donc [j.

Si le commutant de [} était plus grand que a,,, il existerait un élément X non
nul de dq(6) ou de d—1(#) qui commute a [j. Mais comme nous avons supposé que
nous n’étions pas dans le cas A,, les représentations (1}, d;(6)) et (lp,d—1(0))

sont irréductibles, d’ou la premiére assertion.
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Cette paire duale n’est pas S-irréductible puisque
a, B Iy Cd_y(0) ® g D da(6)

et que d_5(8) @ [p ® d2(6) est une sous-algebre réguliere de g. []

Remarque 5.18. —

Supposons toujours que g n’est pas de type A,. Alors, en illustration du
Théoréme 5.12, on constate sans peine que a,, @[} est la sous-algebre réguliere de
rang maximal obtenue par l'opération élémentaire consistant & enlever 1'unique
racine reliée a —w dans le graphe de Dynkin complété. De plus, bien que ce soit
évident, signalons que la paire duale (a,, [}) dans a, ® [}, est du type de celles
construites dans la Proposition 5.15.

Voici encore une autre construction de paires duales, qui permettra notamment

d’utiliser les listes des S-sous-algebres des algebres exceptionnelles données par
Dynkin ([Dy]).

Proposition 5.19. —  Supposons que g soit simple. Soient a et b des sous-
algébres semi-simples de ¢ telles que a x b soit une S-sous-algébre mazimale.
Alors (a,b) est une paire duale (évidemment S-irréductible).

Démonstration. — Supposons que (a, b) ne soit pas une paire duale. On peut
alors supposer que l'inclusion

bC Zg(a)
est stricte. Puisque a est semi-simple on a aN Zy(a) = {0}. Donc, puisque g est
simple, on a la suite d’inclusions strictes :
axbCaxZga)Cg.

L’algebre a x Z4 ne peut étre un S-sous-algebre & cause de la maximalité de
a x b. Mais a X Zg ne peut pas non plus étre une R-sous-algebre, car dans ce

cas, 'algébre ax b serait une R-sous-algebre, ce qui est contraire a 'hypothese. []

Voici un critére pour obtenir des paires duales S-irréductibles utile par la suite.

Proposition 5.20. — Soit a une sous-algébre admissible. Soit b = Zg(a) et
supposons que b soit une S-sous-algébre de [, alors (a,b) est une paire duale
S-irréductible.

Démonstration. — Commencons par montrer que nous avons bien une paire
duale. D’apreés la généralisation du Lemme de Schur pour les S-sous-algebres

([Dy],Th. 7.4. p. 160) on a :
ce qui signifie en d’autres termes que
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Z(a(b) =lgNa.

Supposons que (a,b) ne soit pas une paire duale. Alors il existe X ¢ a tel que
[X, b] = 0. On peut supposer que X est "homogene”, c’est a dire que X € d;(0)
pour un entier ¢ # 0 et par la suite nous supposerons également que 7 > 0.

Soit (Yy, Hg, Xg) le sly-triplet principal ([K]) de a relativement a by et & la base
T Fas- - Vi de Rq (cest & dire que Xp = Y., X;, ou X; € g7i Na et que
Yo=>,Y,ouY; € g~ 7 N a). Désignons par sl,(6) la sous-algébre engendrée
par ce triplet.

L’algebre Zg4(b) est un a-module, donc un sl3(#)-module. On aurait donc une
décomposition

Zg(b)=a@@vé

les espaces V; étant des sly(6)-modules irréductibles, et on peut supposer que
X € di(6)NVs.

Mais alors (adY)'X € ;N Z;,(b) = {0}, ce qui impliquerait X = 0. Donc (a, b)
est bien une paire duale.

Montrons & présent que cette paire est S-irréductible. Pour cela nous montrons
que si a @ b était une R-sous-algebre de g, alors b serait une R-sous-algebre de
[,, ce qui est contraire a 'hypothese.

Si a @ b est une R-sous-algebre, il existe une sous-algebre réguliere semi-simple
propre u contenant a @ b ([Dy], Th. 7.7. p. 161).

Alors Hy € u et u se gradue en u = Gu™ par rapport aux valeurs propres de
Hy. On a les inclusions

b C u® = Z,(Hp) C ly.

On a nécessairement u® # [y. Car si on avait égalité de ces deux espaces, 1’algébre
u contiendrait a et [y. Or la sous-algébre engendrée par [y et a est g, on aurait
donc u = g ce qui contredit le fait que u soit propre.

Lemme 5.21. — Soit u une sous-algebre réguliére sems-simple de g. Soit u®
une sous-algébre de Levi de u. Alors u est une sous-algébre réguliére de g.

Démonstration du Lemme 5.21. — Soit h; une sous-algeébre de Cartan de g
par rapport & laquelle u est réguliere. D’apres [Bo 3] (Prop. 2, chap. 8, par. 3,
n° 1) on a

u=h@g”

ol P est une partie close et symétrique du systeme de racines de (g,h) et ou
e = 5 acp CHo (les H, étant définis par rapport a ce dernier systeme de
racines).

Soit by une sous-algebre de Cartan de u par rapport a laquelle u® est ”déployée”
(c’est & dire que by est aussi une sous-algebre de Cartan de u° et que Z(u%) C b).
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Il existe alors u € U (le sous-groupe de G correspondant & u) tel que u(h¥) = b,.
dans ce cas u(hy) = b est une sous-algébre de Cartan de g telle que [h,u] C u
(car [b,u] = ul[bhy, u] C u(u) = u).

Donc h est une sous-algebre de Cartan de g par rapport a laquelle u est réguliére.
Dans les notations déja utilisées ci-dessus on a

u=h"qg"

ol P’ est une parties close et symétrique du systéme de racines de (g, h). Puisque
u® est déployée par rapport & b, on en déduit le Lemme. []

Lemme 5.22. — Soit ly une sous-algébre de Levi de g et soit u® C Iy une
sous-algebre réguliére de g contenant Hg. Alors u® est réguliére dans lg.

Démonstration du Lemme 5.22. —  Soit by une sous-algebre de cartan de g
telle que [y, u’] C u’. Puisque Hy C u® on a

[bl?HG] g uO g [0

et cela implique facilement que h; C ly. donc by est aussi une sous-algébre de
Cartan de [y, ce qui implique que u® est réguliere dans lg. []

Fin de la démonstration de la proposition 5.20.

D’apres ce qui précede u® est une sous-algebre réguliere propre de [y contenant b.
On en déduit que b est une R-sous-algebre de [}, contrairement & ’hypothese. []

Nous allons maintenant décrire une condition nécessaire de S-irréductibilité. Soit
(a, b) une paire duale dans une algebre simple g. Nous reprenons les notations de
la Remarque 5.5. Soit 4 une sous-algebre de Cartan de a et soit R, le systéme
de racines de la paire (a, f4). Soit f une sous-algebre de Cartan de g qui contient
Be. Soient R le systéme de racines de (g,h), ¥ une base de R et 6 une partie
de U tels que ho = bhy. Comme d’habitude on pose ¥\ 0 = {v1,72,...,7}- En
posant R¥ = ’Ri N R on définit une base 3;, 3,,..., B de Ra.

Considérons le réseau I' de b} = b défini par

k
=1

et posons

k
=1

On a I C T et les racines de R, sont des éléments de I''. D’autre part on a
Pégalité I =T si et seulement si
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det{“/lﬁz,---,‘m}(ﬁl?ﬁ%"'7Bk) = =1

ol det{.,lﬁz,_“'.,k}(ﬁl,32, ..., f3;) désigne le déterminant de 8;,8,,...,0B; dans

la base {y1,72, Yk}
Si I est strictement inclus dans T, alors l'algebre

g o= D¢
ser!
est une sous-algebre réguliere propre de g qui contient a@® b (car b C g C grl).

Nous avons donc prouvé la proposition suivante :

Proposition 5.23. — (On utilise les notations précédentes) Si (a,b) est une
paire duale S-irréductible alors det(y, v, . 43(B1,B9,---,B;) = £l

Corollaire 5.24. — Soit (a,b) une paire duale S-irréductible. Supposons que
a soit de type Ay. Alors a est admissible.

Démonstration. — On a 3, = n7¥,, avec n € N. La condition sur le déterminant
qui figure dans la proposition précédente dit que 3; = %, ce qui donne le
résultat []

Malheureuseument cette condition sur le déterminant n’est pas tout a fait assez

forte pour impliquer la S-irréductibilité, comme le montreront les exceptions au
théoreme principal de cet article (§8).
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6. Détermination des sous-algébres admissibles qui sont
des sous-algébres de Howe. Etude de la S-irréductibilité.

Nous avons vu dans le paragraphe 4 (Théoréme 4.3.) que toute sous-algébre
C-admissible est une sous-algeébre de Howe. Nous allons maintenant déterminer
(malheureusement par un calcul cas par cas) quelles autres sous-algebres admis-
sibles sont de Howe.

Comme nous examinons aussi la S-irréductibilité, nous reprendrons néanmoins
les cas C-admissibles.

Comme précédemment nous désignerons par a la sous-algebre admissible et par
b son centralisateur dans g.

Nous désignerons par M, I'espace des matrices carrées de type p x p, par Mp 4
I'espace des matrices de types p x g, par S, I'espace des matrices symétriques
de type p x p, et par M AS(p) I'espace des matrices anti-symétriques de type
p X p, étant entendu qu’il s’agit ici de matrices & coefficients complexes.

Nous désignerons également par gl(n) 'algébre de Lie de toutes les matrices
complexes de type n x n, par sl(n) la sous-algebre de Lie des matrices de
trace nulle, par o(n) la sous-algebre de Lie des matrices orthogonales (i.e.
antisymétriques) et par sp(n) l'algébre de Lie des matrices symplectiques de
type 2n X 2n.

6.1. Convention.

Commencons par fixer quelques notations utiles pour la suite. Soient g1, g2,
<y Bk, Bk+1 une famille de £+ 1 algebres simples. Nous aurons a considérer des

représentations de C¥ x gy X g2 X ... X gk X gr+1 qui se décomposent en somme
de k représentations irréductibles V1, V5, ..., Vi de sorte que seules les algebres
g X @i+1 agissent sur V; par la représentation p; @ o; ou p; (respectivement
0;) est une représentation irréductible de g; (respectivement g;, ) ; le centre C*
agissant scalairement dans chaque composante V; par un caractere que nous ne
préciserons pas en général. Nous noterons une telle représentation par :

(P1®@01)B(p2®02) D ... D (pk @ o)
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6.2. Diagrammes en dualité.

Nous dirons que deux diagrammes admissibles correspondant & des paires duales
respectives (a,b) et (a’,b’) sont en dualité si a est conjuguée & b’ et b est
conjuguée a a', autrement dit si la sous-algébre admissible correspondant & 1'un
des diagrammes est 'isotropie générique de l'autre.

On prendra garde cependant au fait que les sous-algebres a et b ne sont pas
réalisées simultanément comme sous-algébres admissibles et qu'un diagramme
admissible n’admet pas forcément un diagramme dual.

6.3. Type A,

n=(k+1)p-1,k>1,n>1p>1

—0 - 0—()—0: - 0—()—@ -t —(O—eo: - - 0—eo a~ Ag
(03] Qayp Q2p Qkp (o7
C-admissible

Nous savons déja que (a,b) est une paire duale. On vérifie facilement que la
sous-algebre b ~ si(p) est réalisée dans g ~ sl((k + 1)p) par le plongement

z ... O
boz— o -. o] €sl((k+1)p)
0O ... x

est une S-sous-algebre de [;. Donc d’apres la proposition 5.20., (a,b) est une
paire duale S-irréductible.
Le diagramme ci-dessus est en dualité avec le diagramme analogue ou on a
échangé les roles de p et k.

6.4. Type B,

n>kp, 2k+p < @n+1),p> 1.
._....._G___......_@_. ............ —()—eo .  €=» aﬁBk
(03] ap Qap Oy (679

C-admissible si p =1

Puique le diagramme est C-admissible si p = 1, nous supposons d’abord que
p>1.
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Nous avons lg = gl(p)* x 0(2(n — kp) +1) et d1(8) ~ (Mp)* ™1 X My o(n—rkp)+1-
Désignons par A; (¢ = 1,...,p — 1) la représentation fondamentale de sl(p)
correspondant a 'indice ¢ dans la numérotation traditionnelle des racines dans
le systéme A,_,, et désignons aussi par A; la représentation naturelle de B, ¢,
(cet abus de notation ne prétera pas a confusion).
La représentation (lp,d;(6)) est alors (dans les notations de 6.1.) :

(Ap—1 @A) D ... D (Ap—1 @ A1) B(Ap_1 @ Ay).

(k—-1)x

La sous-algeébre d’isotropie générique b du préhomogene (lp,d;(6)) (qui est égal
a Zg(a) d’apres la remarque 4.2.) a été calculée dans le cas irréductible (i.e.
k = 1) dans [S-K] (exemple 15 p.145). Ici le calcul est quasiment le méme et on
trouve que b ~ o(p) X o(2(n — kp) + 1 — p) est réalisé dans [y comme suit :

(6—1) o(p) x o(2(n — kp) +1—p) 5 (a,b) — (a,...,a,a,b) € Iy
kx

le dernier couple (a,b) étant plongé naturellement dans o(2(n — kp) + 1).

Nous examinons d’abord le cas p > 2. Commengons par montrer que dans ce
cas Zdl(g)(b) = CX]@CXQ@ . .@CXk-]EBCXk ol Xl = X2 =...= Xk—l = Ip,
I, étant la matrice unité de type (p,p), et ot Xy = (I, 0) € M, 2(n—kp)+1 -
Il est facile de voir qu'il suffit pour cela, de démontrer que si X € M} o(n—kp)+1

vérifie aX = X g 2) pout tout couple (a,b) € o(k) x o(2(n — kp) + 1 — p)

alors X = CXj, ce qui ressort d’un simple calcul.
Montrons a présent que

(6—-2) Zdj(g)(b) = Clndj(e).

La méme démonstration que celle figurant dans le Lemme 4.6. montre qu’il
suffit de démontrer (6-2) dans le cas ou j est strictement positif. Autrement

dit,il suffit de prouver que si & € R alors :

(6 —3) Zg=(b) = ang®.

Toujours d’apres la démonstration du Lemme 4.6. la relation (6-3) est vérifiée
si @ n’est pas divisible. Si @ est divisible il suffit, d’apres la proposition 3.7.,
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de prouver que la relation (6-3) est vraie pour @ = n%; (o, comme toujours
7vi est une des racines encerclées du diagramme). Remarquons que dans le cas
que nous considérouns ici, la seule racine 7; qui possede un multiple positif non
trivial dont la restriction a by est non nulle est vz = agp.

Nous sommes ainsi ramenés au probleme de prouver la relation (6-3) dans le
cas du (sous)-diagramme irréductible (correspondant & k = 1) :

Bn O—@ - o—()—e - —» n 2 2, 3p S 2n + 1, p> 2
(e7] ap (677

La consultation de [Bo2] (Planche II p.252) montre alors que le seul multiple
de @, qui soit une racine restreinte est 2a,. Dans ce cas la représentation

(g, g?%») a pour plus haut poids (relativement & 6...) la plus grande racine
w de R relativement a U. La considération du diagramme complété :

ou le symbole ¥y désigne comme précédemment 1’'opposé —w de la plus grande
racine, montre que seul gl(p) agit sur g>*» (parce que nous supposons p > 2!)
et que la représentation correspondante est la représentation A, qui est la
représentation "naturelle” de gl(p) dans M AS(p).

Lorsqu’on restreint cette représentation a b, seul o(p) agit sur M AS(p) : c'est
la représentation adjointe de o(p) qui est simple. On a alors :

Zym, (b) = {0}

ce qui démontre la relation (6-3).
Il reste encore a montrer que :

k
Z,,(b) = hy = P CH..
=1

Cela se fait de maniére analogue & la démonstration du Lemme 4.5. On
prend X, € Zy,(b). Il existe alors des constantes 7; € C telles que 1'élément

T = Xg — Zle v:H; appartient au centre de b qui est réduit a {0}.

Finalement nous avons trouvé dans ce cas une paire duale de type (By,o(p) X
o(2(n —kp) —p+1)).
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Considérons a présent le cas ou p = 2. Regardons alors ce qui se passe dans
le sous-diagramme irréductible (complété) :

La racine encerclée est celle qui est connectée a —w. Nous avons considéré cette
situation en 5.16. et dans la proposition 5.17. Il résulte de ce qui a été dit en 5.16.
que l'espace g**2 est de dimension 1 (c’est le centre de l'algebre d’Heisenberg),
et donc que Daction de [} sur g**2 est triviale.

On en déduit que :

_ 2«
Zg2a2(b)_g 2»

ce qui prouve que dans le cas p = 2, la sous-algeébre admissible n’est pas une
sous-algebre de Howe.

Remarquons qu’on aurait aussi pu dire que dans le cas p = 2, la sous-algebre
b~ 0(2) x o((n — 2p) — 1) est réductive de centre non trivial, puisque o(2) est
commutative, et que d’aprés les considérations générales vues au paragraphe 1,
si une sous-algebre réductive est de Howe alors ’autre membre de la paire (i.e.
a) a le méme centre. Cela montre également que dans ce cas (a, b) n’est pas une
paire duale puiqu’ici a =~ A;.

Examinons maintenant les paires duales obtenues du point de vue de la S-
irréductibilité.

Nous avons vu précédemment que l'isotropie générique de X = (X1, Xy, ..., Xk—1,
Xi) = Ip, Iy, ..., Ip,(I,,0)) est b = o(p) x o(2(n — kp) + 1 — p) réalisée comme
en (6-1).

Si (2k+1)p = 2n+1 (”position limite & droite pour les racines encerclées”) alors
b est une S-sous-algebre de [j. On en déduit que dans ce cas (a, b) est une paire
duale S-irréductible. Si on pose p = 2¢ + 1, alors on a une paire duale de type
(o(2k 4+ 1),0(2¢ + 1)) et on verra grace au §7 qu’il s’agit du produit tensoriel de
deux formes symétriques en dimension 2k + 1 et 2£+ 1. Le diagramme considéré
ici est en dualité avec le diagramme analogue olt on a échangé les roles de p et
L.

Si (2k +1)p < 2n + 1, considérons la sous-algebre uy = gl(p)* x o(p) x o(2(n —
kp)+1—p) de [y réalisée par le plongement naturel de o(p) X o(2(n—kp)+1—p)
dans o(2(n — kp) + 1).

Le ug-module u; engendré par ug et X est isomorphe a (]\/Ip)k, donc est distinct
de di(6). De méme si on choisit Y € d_;(8) de sorte que (Y, Hg, X) est un sly-
triplet, le ug-module u_; engendré par ug et Y est distinct de d_;(0). Comme le
rang de ug est égal au rang de [g, c’est & dire au rang de g, on en déduit que la
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sous-algébre engendrée par ug ,u; et u_; est une sous-algebre réguliére propre de
g = B, qui contient a (car les X; et les Y; sont dans u; et u_; respectivement)
et b (car b € up).

En conclusion (a, b) n’est pas S-irréductible lorsque (2k + 1)p < 2n + 1.

Remarque 6.5.

Notons I’argument général utilisé ci-dessus. Si on se ramene, pour décider si une
sous-algebre admissible a est une sous-algebre de Howe , & un sous-diagramme
irréductible qui n’est pas de type A, et ou la partie ¥ \ 6 est 'unique racine
de ¥ qui est connectéee & —w dans le graphe de Dynkin complété, alors on sait
d’apres 5.16. que 'action de [ sur d5(6) est triviale et on en conclut que a n’est
pas une sous-algebre de Howe .

6.6. Type C,
1) p pair, (2k + 1)p < 2n.
—0 - 0—()—0:  0—()—@ i, —(—eo - € aﬁBk
(6731 ayp Qap Ukp Oy

Iciona:

lo = (gl(p))* x sp(n — kp),

ou sp(n — kp) désigne l'algébre de Lie des matrices symplectiques de type
(2n — 2kp) x (2n — 2kp). Dans la convention 6.1. la représentation de [y sur
dq(0) est :

(Apm1 @A) D ... B (Apm1 @A) B(Ap1 ® Ay).

S

(k—1)x

ou le dernier A; désigne ici la représentation naturelle de sp(n — kp) dans
C2n—2kp'

Comme dans le cas précédent le calcul de b se ramene au cas irréductible (k = 1)
qui a été fait par Sato et Kimura ([S-K], exemple 13 p.145). Finalement on trouve
que b ~ sp(L) x sp(n — kp — &) est réalisé dans [y comme suit :

sp(

RS

) X sp(n — kp — ]2) 5 (a,b) — (a,...,a,a,b) € Iy
2 —_——
kx
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le dernier couple (a,b) étant plongé naturellement dans sp(n — kp).

A nouveau, en utilisant comme dans le cas précédent la Proposition 3.7.,
on démontre qu'on a une paire duale si et seulement si le sous-diagramme
irréductible (complété)

v:z_._. ceeen .._@_. ...... —a«»

(a3 Un

correspond lui aussi & une paire duale. Or ici on a : dyp(60) = d2(8) = g* ol w
désigne la plus grande racine. La considération du graphe complété précédent
montre que dans la représentation (lg,d2(6)) , seul gl(p) agit dans dy(6) par la
représentation 2A; (Remarque 2.2.) qui est la représentation classique de gl(p)
dans 'espace S, des matrices symétriques de type (p,p). On en déduit que dans
la restriction de cette représentation a b, seul sp(%) agit sur dy(0) ~ S, et cette
représentation est encore irréductible (elle est équivalente a la représentation
adjointe de sp(£)). On a donc Zy,4)(b) = 0. On démontre alors comme dans

les cas précédents qu'on a une paire duale de type (B, Cz;_ X Cp_ kp_zzz).

Comme dans le cas By, on démontre que cette paire duale n’est S-irréductible
que si les racines encerclées sont dans la ”position limite a droite”, c’est a dire
s1 (2k + 1)p = 2n. On a alors une paire duale de type (o(2k + 1),sp(%)) dans
sp((2k+1)%) et on verra grace au § 7 qu'’il s’agit du produit tensoriel d'un forme
symétrique en dimension 2k + 1 et d’une forme alternée en dimension p.

Dans ce cas le diagramme considéré ici est en dualité avec le diagramme suivant
ot on a posé k41 = & et p = 2k + 1 (dans ces égalités le premier entier
correspond au diagramme suivant et le deuxieéme au diagramme considéré ici).

2)n=(k+1)p, k>0,p>1

—0: - 0—()—0@ - - 0—()—@ —()—e . &
Qa1 Qp Q2p Akp Qn

a ~ Cry1 C-admissible

Comme le diagramme est C-admissible on sait que (a,b) est une paire duale.
La sous-algebre b ~ o(p) (plongée diagonalement) est une S-sous-algebre de [,
Donc (a,b) ~ (Cky1,0(p)) est S-irréductible (Prop. 5.20.). On verra grace au
87 qu'il s’agit du produit tensoriel d'une forme alternée en dimension 2k + 2 et
d'une forme symétrique en dimension p.

Lorsque p = 2¢+1 le diagramme considéré ici est en dualité avec le précédent ol
on a posé k = ( et p =2k + 2 (dans ces égalités le premier entier correspond au
diagramme précédent et le deuxiéme correspond au diagramme considéré ici).
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6.7. Type D,
1)n > kp+2, (2k+1)p < 2n.
—0 - 0—()—0 -  0—()—@ - —()—eo - -0—o—0 A Bk C—aclmis—
q Qayp 0l2p Qkp I sible
sip=1

Pour décider si (a, b) est une paire duale on traite ce cas de maniere totalement
analogue au cas 6.4. et on trouve :

- une paire duale de type (B, o0(p) x o(2n — 2kp — p)) si p # 2.

- il n’y a pas de paire duale si p = 2.

En ce qui concerne la S-irréductibilité, le méme argument que pour B, montre
que (a,b) n’est pas S-irréductible si p est pair et si (2k + 1)p < 2n.

Si (2k + 1)p = 2n, ce qui implique que p = 2¢ et qui constitue le cas
"limite & droite” pour les racines encerclées, on montre comme dans le cas
By, que b est S-irréductible dans [ ce qui implique la S-irréductibilité de
(a,b) ~ (o(2k + 1),0(21)) dans o((2k + 1)2¢).

Nous verrons grace au §7 qu’il s’agit du produit tensoriel de deux formes
symétriques en dimensions 2k + 1 et 24.

Ce diagramme n’admet pas de diagramme dual puisque D, n’apparait jamais
comme sous-algeébre admissible.

Suppsons a présent que p = 2¢ + 1 est impair. Un calcul direct montre que b
est isomorphe & 0(2¢ + 1) X o(2n — 4k¢ — 2¢ — 1) et que la projection de b sur le
”dernier” facteur o(2n —4k() de [, est encore 0(20+1) x 0o(2n — 4kl —2¢—1). Ce
plongement de b dans o(2n — 4k¢) correspond & une décomposition orthogonale
de type

C2n—4kl — C2Z+l fa C2n—4kl—2l—l

et on sait d’apres [Dy] (Th. 7.2. p 159) que ce plongement est une S-sous-algebre.
On en déduit alors facilement que b est une S-sous-algebre de [}, donc que (a, b)
est une paire duale S-irréductible (Prop. 5.20.).

Dans le cas p = 1, le diagramme précédent est en dualité avec le diagramme ou
p=1cetoules k' =n —k — 1 premiers sommets sont encerclés (cela découlera
du §7).

Le lemme suivant sera utilisé dans le paragraphe 10.

Lemme 6.7.1. — Considérons deuzr diagrammes du type précédent avec p =1
et ot les k et k+ 1 premiers sommets sont encerclés. Alors on peut choisir les
générateurs des sous-algébres admissibles, qui sont respectivement de type By et
Bk+1, de sorte que Bk C Bk+1.
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Démonstration. — Posons d; = Zp_(B;) i = k,k + 1. Il s’agit de montrer que
¥r41 C Ok. Or 0y est engendré par les vecteurs Xiq,,. ..y Xtap_1s Xdtap + X+
ol & est la plus grande racine du sous-systéme D,_r4+1 (cela résulte de la
classification des orbites dans I’espace préhomogene commutatif de type D,
(cf. Table 2) que l'on trouve dans [M-R-S]). Il s’agit donc de montrer que dx41
commute avec ces vecteurs. Comme 0y C Dp_g—1, il est clair que x4
commute aux vecteurs Xig,,...,X4q,. Comme d’autre part la racine & est
uniquement connectée & a1, la sous-algebre 0;4; commute aussi & Xia&. []

2) n = (k+1)p, p pair, p > 1.

e—0 - 0—()—0 - 0—()—@ - —(—e-0—0—() &= Ck+1 C-admissible
(631 Qyp Q2p Qkp

Le diagramme étant C-admissible on sait que (a,b) ~ (Ck11,Cz) est une paire
duale dans C;1),. Ici encore on montre que b est une S-sous-algébre de {, ce
qui implique que (a, b) est S-irréductible.
Nous verrons grace au §7 qu’il s’agit du produit tensoriel de deux formes
alternées en dimension 2(k + 1) et p = 2¢.

Considérons a présent le cas des algebres exceptionnelles.

6.8. Type Es
1) o—o—T—o——o a~ A

Ici g ~ sl(3) x sl(3) x gl(2) et la représentation (lg,d;(6)) est Ay @ Ay @ Ay
(cf. Remarque 2.2.). D’apres [S-K] (Proposition 16 p.100) 'isotropie générique
infinitésimale est isomorphe & C?, donc réductive & centre non trivial. D’aprés
le Lemme 5.2. le couple (a, b) ne peut donc étre une paire duale.

Un autre argument consiste a dire que d’apres le graphe complété (Planche V
p.260 de [Bo2]) on a [sl(3) x sl(3),d3(8)] = {0} et que b ~ C? est inclus dans
sl(3) x sl(3) d’apres les calculs effectifs de Sato et Kimura ([S-K] p.99), ce qui
implique que Zg,(4)(b) = d3(8) et cela prouve bien qu'il n’y a pas de paire duale.

2) o— o o o o QA
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Ici Iy >~ gl(6) et la représentation (lg,d;(8)) est A3. D’apres [S-K] (Exemple
5, p. 145) l'isotropie générique b est semi-simple et isomorphe & sl(3) x sl(3). Ici
encore l'unique racine encerclée est celle sur laquelle se connecte la plus grande
racine dans le graphe de Dynkin complété. On déduit de la Remarque 6.5. que
(a,b) n’est pas une paire duale.

3) Q_Q__I__.._@ a~ A2

Ce diagramme étant C-admissible, nous savons d’apreés les calculs du §4 qu'il
correspond & une paire duale (Az,G3). Prouvons que b = G3 est une S-sous-
algebre de Dy = [},. Si ce n’était pas le cas elle serait incluse dans une sous-
algebre réguliere maximale propre de Dy. Or par des opérations élémentaires
(cf. 5.4.) a partir du graphe complété de Dy, la seule sous-algebre propre qu’on
obtienne est A; x A; X Ay X A;. Or G5 n’est pas inclus dans 4; x A; X A; x A;.
D’apres la Proposition 5.20. la paire duale considérée est S-irréductible.

Le diagramme considéré ici est en dualité avec le suivant F¢4) car d’apres [Dy]
(p 233) il n’existe qu'une seule S-sous-algebre de Eg qui est de type Ay x G4 ce
qui implique que cette algebre est conjuguée a (a, b) dans les deux cas.

4) ._o—i—o—. a~ Gy

Le diagramme est C-admissible et d’apres les calculs du §4 on obtient ici une
paire duale de type (G2, Az).
Vu la configuration, l'isotropie générique est la méme que celle du diagramme

o—eo——()—eo——o

Clest a dire que b = A, est plongé diagonalement dans [}, = A; x A,, ce qui
montre, en utilisant la Remarque 5.10.b), que b est une S-sous-algébre de .
D’apres la proposition 5.20., la paire duale (a,b) ~ (G2, A2) est S-irréductible.

Nous avons déja vu que le diagramme considéré ici est en dualité avec le
diagramme Eg, 3) précédent.
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6.9. Type E;

Ici encore I'unique racine encerclée est celle qui est connectée a la plus grande
racine dans le graphe complété.
D’apres la Remarque 6.5. il n’y a pas de paire duale. Notons que la représentation
(lg,d1(0)) est une représentation Spin de 0(12) et que d’apres [S-K], exemple
23 p. 146, on a b ~ sl(6).

2) o—@—I—o—o—o ax~ A

Ici [p ~ gl(2) x sl(6) et la représentation (lg,d;(6)) est Ay x Ay (Convention
.1.). Il s’agit de lexemple 9 p.145 de [S-K] et lisotropie générique b o~
sl(2) x sl(2) x sl(2). Le calcul explicite fait par Sato et Kimura ([S-K] p.92-
93) prouve que b est inclus dans sl(6). La considération de la liste de racines de
E7 qu'on trouve dans la Planche VI p.264 de [Bo2] prouve que ds,(6) = d3(8)
est de dimension 2 et surtout que [sl/(6),d3(0)] = {0}, ce qui prouve que (a,b)
n’est pas une paire duale.

On a [y ~ sl(3) x sl(2) x gl(4) et la représentation (lg,d;(0)) est Ao @ A; @ Ay.
L’espace préhomogene correspondant a ce diagramme n’est pas réduit au sens
de Sato et Kimura ([S-K], 2 p.35). Il est donc dans la méme ”castling class”
([S-K], p.39) qu’'un espace préhomogene réduit que nous allons calculer. On a :

sl(3) x sl(2) x gl(4) < sl(3) x sl(2) x gl(6 — 4) < gl(3) x sl(2) x sl(2)
< gl(3 —2) x sl(2) x sl(2) < gl(2) x sl(2),

ot le signe < désigne une ”castling transform”. Le dernier espace préhomogene
(gl(2) x sl(2),A; ® A1) a pour isotropie générique l'algebre sl(2) et, puisque
d’apres la Proposition 7 p.37 de [S-K] les ”transformations de castling” ne
changent pas l'isotropie générique, il en est de méme pour (lg,d;(6)). Donc
b~ sl(2) ~ Ay.
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Nous allons montrer que (a,b) ~ (A;, A;) est une paire duale S-irréductible.
L’argument n’étant pas tres direct nous introduisons d’abord la notion d’index
d’une sous-algebre due & Dynkin [Dy].

6.9.1. Index et notations de Dynkin.

Soient g; et g, deux algebres de Lie simples telles que g, C g, et soient By et
B; leur formes de Killing respectives. Soit Bj la restriction de B, & ¢g;. On a
évidemment B3 = j; 2B ou j est un entier ([Dy], Th. 2.2.) appelé l'index de g;
dans g2, qui caractérise presque toujours la classe de conjugaison de g; dans g,
lorsque g, est de type exceptionnel (la conjugaison étant entendue au sens du
groupe adjoint de g3). Dans le cas d’une suite d’inclusions g; C go C g3 'index
vérifie la propriété multiplicative suivante :

(6—4) J1,3 = J1,2J2,3

Dans l'article [Dy], Dynkin note lindex en exposant de g; (par exemple
A C E; désigne lumque sous-algebre de type A; et d’index 24 dans Er).
Sl I'index ne suffit pas a préciser la sous-algébre en question (ce qui n’arrive que

rarement), Dynkin rajoute des ”prime” (par exemple By, By ou B, dans Fy).

Revenons d notre cas.

Dans la table ([Dy] p.233) des S-sous-algébres de E; figure A3* x Al5 et de plus
cette algebre est maximale dans Fy;. Or la description de Az4 qu’on trouve dans
[Dy] (p 180) montre que A?* n’est autre que notre algebre admlss1ble a. D’apres
la proposition 5.19., la paire (A?“,A”’) est une paire duale S-irréductible. On
en déduit que (a, b) est une paire duale S-irréductible.

Nous verrons que le diagramme correspondant est en dualité avec E75).

o—o——é——-o———o——o a= A4

Il s'agit de l'exemple 6 de [S-K] (p. 144-145). L’isotropie générique b est de
type Gy et le plongement Gy C [y ~ gl(7) fournit la représentation irréductible
de dimension 7 de G (p. 20 et 83 de [S-K]). Ici b = G5 est une sous-algebre
irréductible de [y = sI(7), elle est donc S-irréductible (Remarque 5.10. b)), donc
d’apres la proposition 5.20., (a,b) ~ (41, G2) est une paire duale S-irréductible.

Nous verrons que le diagramme considéré ici est en dualité avec E;10)
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5) o—o——I—@—o—o a=A;

1l s’agit de I'exemple 10 p. 145 de [S-K] . On y trouve le calcul de b qui est ici
de type A;. Nous avons vu en 3) ci-dessus que (434, A{®) (notations de Dynkin)
était une paire duale S-irréductible dans E7. D’apres le Corollaire 5.24. les sous-
algeébres A?* et Al® doivent chacune apparaitre comme sous-algébre admissible.
Or le diagramme considéré ici est le seul (mis & part E73) ou le couple (a,b)
est de type A; x A;. Donc on a que (a,b) = (A5, A3*) est une paire duale S-
irréductible et le diagramme considéré ici est bien en dualité avec celui considéré
en 3).

6) o—o—I—o—-Q——-o a=A4

D’apres [S-K], exemple 20 page 146, 'isotropie générique b est de type G x A;.
Nous allons montrer que (a,b) est une paire duale S-irréductible. Ici encore
largument n’est pas tres direct.

Commencons par considérer les tables des S-sous-algebres des algebres excep-
tionnelles fournies par Dynkin (p. 233). On y voit les inclusions suivantes :

n "
1 8 3 1 3

G} x A% — F}

chaque sous-algébre étant une S-sous-algebre dans les suivantes , G} x A} étant
maximale dans F,} et F} x A} étant maximale dans E7.

D’apreés la Proposition 5.19. (G1, A$) est alors une paire duale dans F} et
F} x A} est une paire duale dans E;

On en déduit que Zg, (G} x A} ) = Zp,(G}) = AS.

On a aussi A3 x G} C Zg,(A%). On en déduit la suite d’inclusions :

A? c ZE7(ZE7(A§)) C ZE7(G% x A?) = All3
L’algebre A% est donc une sous-algebre de Howe. Montrons que Zg,(A$) =

1"
Gl x A} .
On a les inclusions :
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A} x Gy x A} C A8 x Zg,(A%) C B,

(on notera que puisque (A%, Zg,(A%)) est une paire duale dont la premiére sous-
algebre de Howe est simple, on a bien A% N Zg,(A$) = {0}, ce qui justifie la
notation A} x Zg,(A3?)).

Puisque, d’aprés Dynkin ([Dy], p. 233), la sous-algébre A% x G} x A?H est
maximale parmi les S-sous-algebres de E; contenant le facteur A, on a bien

1"
Zg,(A}) = G} x A3 . Nous avons ainsi mis en évidence une paire duale S-

irréductible (A$,G3 x A3 ).

D’aprés le Corollaire 5.24. 'algebre A} est admissible. Or parmi les sous-algebres
admissibles de type A;, celle que nous considérons ici est la seule dont I'isotropie
générique b est de type G2 X A; (cela nécessite de regarder toutes les sous-
algebres admissibles de type A; dans E7, y compris celles considérés ci-dessous).

Finalement (a,b) = (4%, G} x A‘I’”) est une paire duale S-irréductible dans E7.

7) o—o—I———o—o-——Q a=A4

Nous savons qu'il s’agit 1a d’un diagramme C-admissible et par conséquent (a, b)
sera une paire duale (Théoréme 4.1.); Il s’agit de 'exemple 27 p. 147 de [S-K],
on y trouve le calcul de b qui est ici de type Fy (la représentation (I, d;(6)) est
ici la fameuse représentation de dimension 27 de Es).

En compulsant & nouveau les tables de Dynkin ([Dy], p. 233) on trouve la S-sous-

algébre maximale F} x A3 déja utilisée précédemment. D’apres la Proposition
5.19. on en déduit que (A} ,F}) est une paire duale S-irréductible. Mais

d’apres le Corollaire 5.24. lalgebre A} est alors admissible. Or l'algebre a
que nous considérons ici est la seule sous-algebre admissible de type A; dont

le centralisateur b est de type Fy. Donc (a,b) = (A3 | F}) est une paire duale
S-irréductible.
Nous verrons que le diagramme considéré ici est en dualité avec E; 12).

8) O—eo—e—0—(>H—eo G = B,

|
La représentation (lg,d;(6)) n’est plus irréductible puisque le diagramme com-

prend deux racine encerclées . Il y a deux composantes irréductibles di(6) et
d3(8) (Proposition 2.5.) et Ij ~ Dy x A; ~ 0o(8) x Ay. La représentation

60



PAIRES DUALES

(12,d}(8)) est la représentation naturelle de o(8) (A; n’agit pas sur dj(6)) et
la représentation (I}, d?()) est Spin @ A; ot Spin désigne une représentation
spinorielle de o(8) et ot A; désigne comme d’habitude la représentation naturelle
de A.] .

L'isotropie générique de la premiere est o(7) x A; x C et la représentation
(o(7) x Ay,d%(0)) est (o(7) x Ay, Spin X A1) ot Spin désigne ici la représentation
spinorielle de o(7). Cette derniere représentation figure dans la liste de Sato-
Kimura (exemple 17 p. 146 de [S-K]). On y trouve le calcul de I'isotopie générique
qui est ici b ~ Ay x C. L’algebre b est donc réductive non semi-simple.

D’apreés le Lemme 5.2. la paire (a,b) n’est donc pas une paire duale.

Remarque 6.9.2.

L’espace préhomogene (Spin(7) x gl(2), Spin®A;) qui apparait comme isotropie
partiel d'un espace préhomogene de type parabolique non irréductible fait partie
des quelques exemples d’espaces préhomogenes de la liste de Sato-Kimura qui
n’apparaisent pas comme espaces préhomogenes paraboliques irréductibles, c’est
a dire qui ne figurent pas dans la Table 1.

9) @————@—-—I—-—-o—o—o a=Gy

Nous savons, puisque le diagramme est C-admissible, que (@, b) va étre une paire
duale. Le calcul de b est aisé, on trouve b ~ C; ~ sp(3). Mais sp(3) est une sous-
algebre irréductible de I ~ slI(6). Elle est donc S-irréductible dans I d’apres
la Remarque 5.10. b). La paire duale (a,b) ~ (G2, C}3) est alors S-irréductible
d’apres la proposition 5.20.

Nous verrons que le diagramme considéré ici est en dualité avec le diagramme
E7 11) ci-dessous.

Nous savons (Théoreme 3.3.) que la sous-algebre admissible G2 est engendrée par
les triplets (Y7, Hy, X1) et (Y, Hy, X5) ot X € di(6) et X, € d?(6). Considérons
les sous-diagrammes irréductibles du diagramme considéré :

e s
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L’isotropie générique du deuxiéme (qui correspond & d?()) est A; plongé
diagonalement dans [j, =~ A; x A;. De ce fait 'action de I'isotropie partielle
de (lg,d2(6)) sur di(6) est simplement l'action de (lp,,d}(6) qui se lit sur le
premier sous-diagramme irréductible. Dans ce premier sous-diagramme on a
ly, =~ Az X Ay X Ay =~ sl(3) x o(4) (car A; x A; =~ o(4)). La représentation
(Y5,,d1(8)) est alors la représentation Ay @ Ay de sl(3) x o(4), ot A; désigne les
représentations naturelles de sl(3) et o(4).

L’isotropie générique de (lg,,d}(8)) est isomorphe & o(3) plongé comme suit dans
ly, =~ sl(3) x o(4) :

0(3) 3 A (A, (‘3 ?)) € sI(3) x o(4)

On voit ainsi que cette isotropie est une S-sous-algebre de (},1 (le fait que le
plongement o(3) < o(4) est une S-sous-algebre découlera du §7 ).
Considérons a nouveau l'algebre [, comme étant Ay x A; x Ay xA;. Vu ce qui
N —’
o(4)
précede l'algeébre d’isotropie générique b est (ou est Lg-conjuguée) a 'algébre
isomorphe a A; obtenue par le plongement

Ay 9AH(KXA,A,A)€A2XA1XA1XA1

ou A — A est l'isomorphisme classique entre si(2) et o(3).

On en déduit que b est une S-sous-algebre de [},. On en déduit par la Proposition
5.20. que (a,b) ~ (G2, A1) est une paire duale S-irréductible.

Toujours en utilisant les tables de la p. 233 de [Dy] et la Proposition 5.19. on
constate que dans E7 il n’y a qu’une seule paire duale de type (Ay,G3) (il s’agit
de (A7,G1) dans les notations de Dynkin). On en déduit que le diagramme
considéré ici est en dualité avec celui de E7, 4).

1) o—e—e—o—0—0 a=0Cs

C’est un diagramme C-admissible que nous avons étudié en détail dans la
démonstration du Théoréme 4.1. Nous savons que (a, b) ~ (C3, G3) est une paire
duale. En fait I'isotropie générique b est la méme que celle du sous-diagramme
irréductible Eg 3) :
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O—o—o—0—(

Nous avions alors montré que b ~ G, est une S-sous-algebre de [} ~ Dy.

La Proposition 5.20. implique alors que (a,b) ~ (Cs,G3) est une paire duale
S-irréductible. Toujours d’apres [Dy] p.233 et la proposition 5.19. on constate
qu’il n'y a qu'une seule paire duale S-irréductible de type (C3,G2) (dans les

"
notations de Dynkin c’est la paire (C3 ,G1))). En conséquence le diagramme
considéré ici est bien en dualité avec celui de E7 9).

12) @—(D—lf——o——@—o a=F,

Le diagramme est C-admissible, nous savons donc (Th. 4.1.) que nous avons
affaire & une paire duale. L’isotropie générique se calcule facilement et on trouve
b ~ A; plongé diagonalement dans [, = 4; x A; X A;. On déduit de la Remarque
5.10.b) que b est une S-sous-algebre de [, puis, grace a la proposition 5.20.,
que (a,b) ~ (Fy,A;) est une paire duale S-irréductible dans E7. Les mémes

arguments que précédemment permettent de l'identifier avec la paire (F}, A3 )
dans les notations de [Dy] et, parce qu’il n’y a qu’une seule S-sous-algebrede type
F,; x A, dans Fr, on peut affirmer que le diagramme étudié ici est en dualité
avec E7 7).

6.10. Type Eg

Il s’agit de I’exemple 25 p. 146 de [S-K], d’ol on tire que b ~ G5 X G3. La table
20 p. 182 de [Dy] montre que la sous-algebre admissible a est la sous-algébre A%
de Dynkin.

La table 39 p. 233 de [Dy] indique les inclusions suivantes :

Gy x Gy x A} — G} x F} — Ejg
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G} x A% — F}

chacune de ces algebres étant une S-sous-algebre maximale de la suivante. On
en déduit que b = G} x Gj. La proposition 5.19. permet de dire que (G3, F})
est une paire duale (S-irréductible) dans Ej.

On a alors :

Zp,(Gy x Gy) = Zp,(G}) = A,

Finalement (a,b) = (A}, G} x G}) est une paire duale S-irréductible dans Ej.

2) ._._i_‘.—_._._. ax~ Ay

C’est ’exemple 7 p. 145 de [S-K], d’ot l'on tire que b ~ A,. Le plus simple est
ici encore d’utiliser les résultats de Dynkin. D’apres la table 20 p. 183 de [Dy]

on voit que a = Aj®. De plus la table 39 p.233 de [Dy] indique que A% x Ag'
est une S-sous-algébre maximale. On déduit alors de la Proposition 5.19 que

(a,b) o~ (Al6) AS ) est une paire duale S-irréductible.

C’est I'exemple 11 p. 145 de [S-K]. Il ne correspond pas & une paire duale puisque

b = {0}.

4) o—e—0—0—(—o—eo QA

En fait d’apres [Dy] (p. 183) on peut préciser : a = A2* .

D’autre part il s’agit ici de ’exemple 21 p. 146 de [S-K], d’out 'on tire que
b~ A1 X Al.

Il n’existe pas dans Eg de S-sous-algébre de type A?* x A; x A; dans la liste
de Dynkin ([Dy] p. 233), Donc (a, b) n’est certainement pas une paire duale S-
irréductible. Mais nous allons montrer qu’il s’agit quand méme d’une paire duale
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et nous allons indiquer comment elle se plonge dans une sous-algebre réguliere
maximale de Eg (cf. Théoréme 5.12.) .
Considérons 'opération élémentaire sur Eg décrite par le diagramme suivant :

o—o—I—o—o—o—-ﬂ———V

ot, comme dans la Remarque 5.14., le symbole 37 désigne 'opposé —w de la
plus grande racine et ou le sommet barré » indique le sommet enlevé lors de
I'opération élémentaire.

On obtient la sous-algeébre réguliere maximale dont le diagramme de Dynkin
(non connexe) est :

O—O——-I—o———-._-. [ ]
Ey; Ay

Il s’agit donc d’une sous-algebre réguliere de type E7 x A;.
Or nous avons vu que Af* est déja dans E;, c'est en fait la sous-algébre
admissible correspondant au diagramme E7 3). Le diagamme suivant

e e

correspond alors & une sous-algébre admissible (a,b) de E7 ot a = A?* et dont
le centralisateur est b = Al® x A;. Le facteur A}® correspond au centralisateur
de a dans E; et le facteur A, est le facteur correspondant a la racine isolée dans
le diagramme ci-dessus. Mais en se rappelant que cette racine isolée,vue dans
Eg, est opposé —w de la plus grande racine, la table 20 p. 182 de [Dy] montre
que cette algébre A; est A] dans Es.

Puisque A}° x Al commute & A2?* et que nous savons déja que le centralisateur de
A% est de type A; x Aj, on a Zg,(A#*) = Al5 x Al. Mais d’aprés la Proposition
5.17., la paire (Al, E7) est une paire duale dans Eg. On a donc

ZES(Ai X A%s) = ZE7(Ai5) = A?‘l .

La paire (a,b) = (A2, A}® x Al) est donc bien une paire duale non S-irréductible.
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C’est I'exemple 28 p. 147 de [S-K] dont l'isotropie générique b est de type Dy ~
0(8). Or on sait (par exemple d’apres [S-K] ou [Bo 3]) que les représentations
fondamentales de Dy sont trois représentations non-équivalentes de dimension
3 et la représentation adjointe de dimensin 28. Or ici I'espace d¢op(0) = d3(0)
est de dimension 2. On en déduit que [b, ds(8)] = {0}, donc que (a, b) n’est pas
une paire duale.

6) o—o—I—o—o—o—Q a=A4

C’est I'exemple 29 p. 147 de [S-K] et on a b ~ Fg. Mais ici I'unique racine
encerclée est celle qui est connectée a la plus grande racine dans le diagramme
complété. On déduit de la Remarque 6.5. que (a, b) n’est pas une paire duale.

On a Iy ~ 0(12) x C et la représentation de [y sur d; () est Ay @ Spin(12) ou Ay
désigne la représentation naturelle de o(12) et o Spin est une représentation
spinorielle de 0(12). L’isotropie générique de Ay est o(11) et la restriction de
Spin(12) a o(11) est Spin(11) (voir [S-K] p.114). On retombe ainsi sur I’exemple
22 p. 146 de [S-K] dont l'isotropie générique, qui est notre b, est de type
sl(5) ~ A4. D’apres la table 39 p. 233 de [Dy] il n’existe pas de S-sous-algebre
de type By x A4 dans Eg. Donc si (a,b) est une paire duale alors elle serait une
paire duale dans une sous-algebre réguliere de rang 8 dans Fg (cf. Th. 5.12.). Le
Lemme 5.3. implique que cette sous-algebre réguliere doit nécessairement étre
connexe. Les seules possibilités sont alors Ag et Dg. Il ressortira du §7 ci-dessous
qu’il n’y a de paire duale S-irréductible de type (B2, A4) ni dans Dg ni dans As.
Le couple (a,b) = (B2, A4) n’est donc pas une paire duale dans Eg.

Remarque 6.10.1.

Notons ici encore que, ci-dessus, I’espace préhomogene o(11) x C, Spin(11)) qui
apparait comme isotropie partielle fait partie des quelques exemples d’espaces
préhomogenes de la liste de Sato et Kimura qui n’apparaissent comme espaces
préhomogénes paraboliques.

——o0—()—() a~G 2
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S'agissant d'un diagramme C-admissible, nous savons déja que (a, b) sera une
paire duale. On a [y ~ Eg x C et la représentation de [y dans d;(0) est la
représentation de dimension 27 de Eg dont l'isotropie générique est Fy (exemple
27 p. 147 de [S-K]). Nous avons donc une paire duale (G3, Fy). D’aprés [Dy] p.233
il existe dans Fg une unique S-sous-algeébre de type G2 x Fy. Il s’agit, toujours
dans les notations de Dynkin, de G} x F}. On déduit de la Proposition 5.19.
que (G3,F}) est une paire duale. Le plongement de F; dans Eg étant unique,
on a que (a,b) = (G}, F}) est une paire duale S-irréductible. Nous verrons que
le diagramme considéré ici est en dualité avec Eg, 10).

On a lp ~ 0(8) x sl(3) x C? et la représentation sur d; (0) est A; & [Spin(8) @ A4]
ol, comme d’habitude A; désigne les représentations naturelles de o(8) et si(3).
L’isotropie de la représentation naturelle de o(8) est o(7) et la restriction de
Spin(8) & o(7) est Spin(7). La représentation de l'isotropie de d}(8) sur d3(6)
est donc (o(7) x gl(3), Spin(7) @ A;. Il s’agit 1a de I'exemple 18 p.146 de [S-K]
d’ot 'on tire que b~ A; x A;.

Le couple (a,b) ~ (G3,A; X A;) n’est certainement pas une paire duale S-
irréductible dans Ejg, puisque la seule sous-algeébre de type G, qui apparait
comme facteur dans la liste des S-sous-algebres de Eg ([Dy] p. 233) est G2 dont
le centralisateur est F}. Nous allons montrer qu'il s’agit cependant bien d’une
paire duale. Commencons par identifier la sous-algébre a ~ G5 en terme d’index
(voir 6.8.1). D’apres la page 184 de [Dy], le sly-triplet principal du G, admissible
que nous avons ici est d’index 56 dans Eg, or ce sly-triplet est d’index 28 dans
G (|[Dy] p. 176). On déduit alors de la relation (6-4) que notre G est d’index
2 dans Eg. C’est donc G3 dans les notations de Dynkin.

Toujours d’apres [Dy] p. 233, G2 x A7 est une S-sous-algeébre maximale de Ex.
D’apres la Proposition 5.19., (G2, A7) est alors une paire duale S-irréductible
dans E7. Mais vu que que le diagramme non connexe suivant

e :

correspond a une sous-algebre réguliere maximale de Fg, on a ainsi une paire
duale de type (E7, Ay) (voir Prop. 5.15. ou 5.17.).

Mais alors, puiqu’on sait par le calcul de b que Zg,(G2) ~ A; X Ay, on sait qu'un
des facteurs A; de b est forcément le facteur correspondant a la racine isolée du
diagramme précédent et que 'autre est A] qui correspond au centralisateur de
G3 dans E;7. Alors on a :
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ZES(Al X Al) = ZE7(A'{) = Gg :

Donc (a,b) ~ (G%, Al x Al) est bien une paire duale non S-irréductible.
L’identification du dernier facteur comme étant Al provient du fait que la racine
isolée dans le diagramme précédent est 'opposé —w de la plus grande racine.

Remarque 6.10.2 L’espace préhomogene (o(7) x ¢l(3),Spin(7) @ Ay) qui
apparalt comme isotropie partielle dans l’exemple précédent fait partie des
quelques exemples d’espaces préhomogenes de la liste de Sato et Kimura qui
n’apparaissent comme espaces préhomogeénes paraboliques.

10) @—O—I——O—@—Q—@ a=F

Il s’agit d'un diagramme C-admissible considéré dans la démonstration du
Théoreme 4.1. On en tire que b ~ G5. D’apres [Dy] p. 185 le sl,-triplet principal
de a ~ Fy est d’index 156 dans Fg. Comme d’autre part ce sly-triplet est aussi
d’index 156 dans Fy ([Dy], p. 177), on tire de (6-4) que notre algebre a est F}
dans les notations de Dynkin. Comme (F}, G}) figure parmi les S-sous-algeébres
de Eg ([Dy] p.233), on en déduit ici que (a, b) est une paire duale S-irréductible.
Comme Ejg ne possede qu’'une seule S-sous-algebre de type Fy X G2 on en déduit
que ce diagramme est en dualité avec Fg8) ci-dessus.

6.11. Type F,

) o—es»—e a4

11 s’agit de 'exemple 14 p. 145 de [S-K]. On en tire que b ~ A,. Mais ici la
racine encerclée est 'unique racine connectée a ’opposé de la plus grande. Nous
avons déja vu (en utilisant la Prop. 5.17.) que dans cette situation (a,b) n’est
pas une paire duale.

2) — (r>e o a~ A,
C’est 'exemple 8 p. 145 de [S-K], d’ott l'on tire que b = {0}. Donc (a,b) n’est
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pas une paire duale.

3) —eso—() a~ A]

D’apres la table des sly-triplets de Fy ([Dy] p.177) on voit que a est d’index
8 dans Fy. D’apres [Dy] p. 233, il existe une S-sous-algebre de type (A%, G1)
dans F;. On en déduit, en utilisant la Prop. 5.19., que (@, b) ~ (A}, G1) est une
paire duale S-irréductible. Le diagramme considéré ici est en dualité avec Fy 4)
ci-dessous.

4)  o—cose—e a=Gh

La représentation (lg,d;(0)) est la représentation classique de gl(3) dans les
matrices symétriques dont 'isotropie générique b est isomorphe a o(3) ~ A;. La
restriction de la représentation naturelle de [, ~ sl(3) a o(3) étant irréductible,
on conclut & partir de la Remarque 5.10. b) et de la Proposition 5.20 que
(a,b) ~ (G3,A}) est une paire duale S-irréductible. Le diagramme considéré
ici est donc bien en dualité avec le précédent.

6.12. Type G,

1) = a~ A

La représentation (lg,d;(8)) est la représentation 3A; de gl(2) (exemple 4 p.144
de [S-K]) dont I'isotropie b est réduite & {0}. Le couple (a, b) n’est donc pas une
paire duale.
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6.13. Table 5. Tableau récapitulatif.

Type A, :n=(k+1)p-1,k>1,n>1,p>1.

o—o:---0—()—eo--- OU—(D)—@ vt o—(—eo:---0—o0

(831 Qayp Qsgp Qkp Qp

Paire duale (Ag, A,_1), S-irréductible, en dualité avec lui méme par échange de
k et p, produit tensoriel.

Type Bn :n>kp, 2k+1)p<(2n+1),p> 1.

—0 - - 0—()—0 - 0—()—@ —()—eo - - «€>»
Qa1 Qp Qap Qgp Qn

Paire duale (0(2k 4+ 1),0(p) X o(2(n — kp) + 1 — p)) si p # 2, S-irréductible si et
seulement si p = 20+ 1 et (2k + 1)p = 2(n + 1), est alors en dualité avec lui
meéme par échange de £ et k; ce cas correspond aussi a un produit tensoriel.

Type C,, :
1) p pair, (2k + 1)p < 2n.

._....._Q_....._Q__. ............ —()—eo - €
a Qap Qap Qkp CQn

paire duale (o(2k + 1),sp(%) x sp(n — kp — £)), S-irréductible si et seulement
si (2k + 1)p = 2n, est alors en dualité avec le diagramme suivant et correspond
alors & un produit tensoriel.

2)n=(k+1)p,k>0,p>1.

0—0 - - - 0—()—@ - 0—()—@ i o—()—e - &«

o orp Qigp Okp o

Paire duale (sp(k + 1),0(p)), toujours S-irréductible, en dualité avec le dia-
gramme précédent si p est impair, produit tensoriel.

70



PAIRES DUALES

Type D, :
1)n > kp+2, (2k+1)p < 2n.

—0 - 0—()—@ - 0—(—@ o—()—e - 0—e—o
1 ayp Qap Ukp

Paire duale de type (0o(2k + 1),0(p) X o(2n — 2kp — p)) si p # 2

non S-irréductible si p est pair et (2k 4+ 1)p < 2n

paire duale S-irréductible de type (o(2k 4 1),0(2¢)) si 20 =p et (2k+ 1)p = 2n
("position limite & droite”), correspond a un produit tensoriel dans ce cas.
paire duale S-irréductible de type (o(2k+1),0(20+1) x o(2n — 4kl —2k—2(—1))
sip=2¢+1 est impair et si (2k 4+ 1)p < 2n.

Pour p = 1, les diagrammes ayant respectivement les k et n — k — 1 premieres
racines encerclées, sont en dualité.

2) n= (k+ 1)p, p pair, p > 1.
*—o - ._®_. . ._@_.. ............ ._Q_. e @— __@
Qi Qap Qgyp Okp I

paire duale S-irréductible de type (sp(k + 1),sp(%)), le diagramme considéré
ici est en dualité avec lui méme par échange des réles de & et (k + 1), produit
tensoriel.

Type Ejg :

1) o—o——T———o—-—o

Pas de paire duale ((a,b) ~ (A;,C?)).

2) —o—0¢—0—o

Pas de paire duale ((a,b) ~ (A1, A; X A3)).

3) O—eo——0—0—(

I

Paire duale S-irréductible de type (A,,G;), diagramme en dualité avec Eg4)
ci-dessous.
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4) ._._i;.—.

Paire duale S-irréductible de type (G2, A;), diagramme en dualité avec E43)
ci-dessus.

Pas de paire duale ((a,b) ~ (A1, A5)).

2) .__@_—I—o-—o—o

Pas de paire duale ((a,b) ~ (4;, 4; x 41 X Ay)).

3) o-—o——T——o—o—o

Paire duale S-irréductible de type (A1, A;) , diagramme en dualité avec E75).

4) e—o—¢—0—0—o

Paire duale S-irréductible de type (A1, G3), diagramme en dualité avec E;10).

5) eo—eo—0—(—o—0

Paire duale S-irréductible de type (A1, A1), diagramme en dualité avec E73).
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6) o—o—I—o—Q—o

Paire duale S-irréductible de type (A1, G2 X Aj).

7) o——o—I—o—o—@

Paire duale S-irréductible de type (A1, Fy), diagramme en dualité avec E;12).

8) (—e—0—0—(—e

Pas de paire duale ((a,b) ~ (B, A; x C)).

9) O—(O—eo—0—0—0

I

Paire duale S-irréductible de type (Gq,C3), diagramme en dualité avec E;11).

10) ._._gla_—.—@—o

Paire duale S-irréductible de type (G2, A;), diagramme en dualité avec Er4).

11) @—O—I—o———@———@

Paire duale S-irréductible de type (C3,G2), diagramme en dualité avec E;9)
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12) Q_Q_T_._G_.

Paire duale S-irréductible de type (Fy, A;), diagramme en dualité avec F;7).

Paire duale S-irréductible de type (41,G2 x Gs).

2) ._._CI;._._..__.

Paire duale S-irréductible de type (A1, Az).

Paire duale non S-irréductible de type (A1, 41 x Ap).

5) e—e—0—0——o (—o
I

Pas de paire duale ((a,b) ~ (Ay, Dy)).
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6) o—o—0—0—0—0—(»

I

Pas de paire duale ((a,b) ~ (A1, Eg)).

Pas de paire duale ((a,b) ~ (B2, A4))

8) o—o—o—o0—0—(H—()
I

Paire duale S-irréductible de type (G, Fy), diagramme en dualité avec Eg10).

9) O—o—0—0—(—0—0

I

Paire duale non S-irréductible de type (G2, 41 x Aj).

10)  o—e—e—e—0—0—0

I

Paire duale S-irréductible de type (Fy, G3), diagramme en dualité avec Eg8).

Type Fy :

1) o—ess—e
Pas de paire duale ((a,b) ~ (A;, 42)).

2)  e—(r=s—e
Pas de paire duale ((a,b) ~ (A4;,{0})).
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3) e—e=»—0

Paire duale S-irréductible de type (A1, G2), diagramme en dualité avec Fy4).

4)  O—Co=e—e
Paire duale S-irréductible de type (Gg, A;), diagramme en dualité avec Fy3).

Type G, :

1) ==
Pas de paire duale ((a,b) ~ (4;,{0})).
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7. Les paires duales S-irréductibles dans les algebres de Lie
classiques.

Les paires duales ont été classifiées dans les groupes classiques par différents
auteurs (voir notamment [H1] et [M-V-W]). Nous donnons ici une classification
dans le cadre des algebres de Lie (paires S-irréductibles) qui est proche de celle
de [M-V-W]. On mettra ainsi en évidence la presque coincidence des notions
d’irréductiblité et de S-irréductibilité dans le cas classique.

7.1. Les paire duales dans le cas A,.

Théoréme 7.1.1. — Soit (a,b) une paire duale S-irréductible dans une algébre
de type A,. Alors a et b sont admassibles.

Démonstration. — On peut supposer que a est simple. Si ce n’était pas le cas,
et si @ =dy X ay X ... X a, était la décomposition de a en idéaux simples alors
on pourrait considérer la paire duale (a;,d2 X ... X @, x b) dont la premiere
sous-algebre de Howe est simple.

Les notations sont celles de la Proposition 5.23. Pour chaque élément f3,
(i = 1,...,k) de la base de R, on définit le support Supp(3;) de B3, comme
étant l’ensemble des ¥, qui interviennent effectivement dans la décomposition
de 3; dans la base (7;,...,7x)-

On a:

k
{71’ tee ’Vk} g U SUPP(B,’)

=1

car si 7;, ¢ Uf__,l Supp(B;), alors la sous-algeébre parabolique maximale de
g construite a partir de +;, contiendrait a et b, ce qui contredirait la S-
irréductibilité.

Considérons alors 3 = 3y + 35 + ... + ;. La forme linéaire 3 est dans R,. car
nous avons supposé a simple.

D’apres ce qui précede on a :
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B=%1+...+7 +p

ott p # 0 si et seulement si il existe une racine restreinte 3, qui n'est pas une
des formes linéaires ;. Mais si p # 0 alors 7; + ...+ %, + p n’est jamais une
restriction de racine dans un systeme A, (la restriction de la plus grande racine
étant justement J, + ...+ 7).

Donc {7;,..., 7%} = {B1,---, Bk}, ce qui signifie exactement que a est admissi-
ble. Mais il est facile de voir que si a est admissible dans A,,, alors b est simple.
Les algeébres a et b jouent donc des roles symétriques. []

Notons End(V') l'algebre des endomorphismes d’un espace vectoriel complexe
V. Si F est un sous-ensemble de End(V'), nous dirons que F est irréductible
s’il n’existe pas de sous-espace vectoriel propre de V stable par F. Rappelons
(cf. Remarque 5.10. b)) que pour une sous-algebre de Lie de End(V') les notions
d’irréductibilité et de S-irréductibilté coincident.

On obtient alors le corollaire suivant qui est évidemment bien connu par d’autres
démonstrations (voir par exemple [M-V-W], Prop. 18, chap. 1).

Corollaire 7.1.2. — Soit (a,b) une paire duale irréductible de End(V'). Il
eziste alors des espaces vectoriels Vi et Vo tels que V = Vi @ Vy et tels que
a = End(V;y) et b = End(V2).

Inversement pour toute décomposition V =V @ V5 de V en produit tensoriel,
la paire (End(Vy), End(V2)) est une paire duale.

7.2. Deux résultats.

Soit g une sous-algébre de Lie réductive de End(V'). Soit (a, b) une paire duale
de g telle que a + b soit irréductible. Notons que sous ces hypotheses ’algebre
a+b est une S-sous-algebre (Remarque 5.10. b)),elle est donc semi-simple d’apres
le Théoréme 7.3. de [Dy] et on en déduit que anb = {0}.

On pose :

bl = Enda(V) ay = Endbl (V)

ot Endy (V) (resp. Endy, (V') désigne les endomorphismes qui commutent a a
(resp. by).
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Proposition 7.2.1. — Sous les hypothéses précédentes, le couple (a;,by) est
une paire duale irréductible dans End(V) etayNg=a etb;Ng=0>b.

De plus il eziste des espaces vectoriels Vi et Vy tels que V =V @ Vs, et tels que
a; = ETLd(Vl) et b] = End(‘fg)

Démonstration. — Il est clair que par construction (a;, b;) est une paire
duale dans End(V). On a aussi de maniére évidente que by Ng = b et que
a C a;. Puisque a + b est irréductible, 'algébre a; + by 'est aussi. D’apres
le Corollaire 7.1.2., il existe Vi et V, tels que V = V; @ V; et a3 = End(V}),
by = End(V;). Pour des raisons évidentes b est irréductible dans End(V3).
Cela implique, comme on va le voir, que a; = Endp, (V) = Ende(V). Soit f;
une base de End(V;) et g; une base de End(V;). En écrivant qu'un élément
h = > Xijfi ® g; € Ends(V) commute a tout élément b = 1 ® b € b on
obtient I'égalité ()_; Aijgj)b = b(3_; Aijg;). Puisque b est irréductible sur V3,
le Lemme de Schur implique que (3°;A;jg;) = &.1(& € C), cest & dire que
h=3.&fi®1€ End(Vh) = ay.

On a donc bien a; = Endp, (V) = Endy(V'), ce qui implique que a; N g = a. []

Un automorphisme o de End(V) est un endomorphisme bijectif o de End(V)
qui vérifie o(zy) = o(z)o(y) Vz,Vy € End(V).

Une involution de End(V) est un endomorphisme bijectif 7 de End(V) qui
vérifie 7(zy) = 7(y)r(z) Vz,Vy € End(V) et 72 = Id.

Proposition 7.2.2.. — Soient 7y et 75 deuz involutions de End(V'). Il existe
alors 3 € GL(V) vérifiant B~ 1(B) = £Id tel que 72(z) = B 'mi(z)B Vz €
End(V).

Démonstration. — Considérons ’application 7375 qui est un automorphisme.
D’aprés le Théoréeme de Skolem-Noether ([Sc]), il existe o € GL(V) tel que
n7(z) = aza™! Vz € EndgV). Dot 7p(z) = () n(z)mi(a) Vz €
End(V), c’est a dire 72(z) = 7 71(x)3 en posant 8 = 71(«). On a alors

z = 7(z) = B (B)en(B)"1B V€ End(V).
D’ou
Bin(B)=Xd XeC,

c'est & dire que 71(8) = A3, ce qui donne 8 = 7(8) = An(8) = A2, d’od
A=+1. []

79



H. RUBENTHALER

7.3. Description en termes d’algébres unitaires des paires duales
S-irréductibles des algébres de Lie classiques.

Dans ce paragraphe on suppose que ’espace vectoriel V est muni d’une forme
bilinéaire non dégénérée notée <,> qui est supposée étre soit symétrique, soit
antisymétrique.

On considere alors l'algebre de Lie unitaire de V' qui est définie par :

u(V)={z € End(V), < zu,v > + < u,zv >=0,Yu € End(V), Vv € End(V)}.

Les trois possibilités sont donc les suivantes (n étant un entier > 0) :

- <, > est symétrique et dim(V') = 2n, alors u(V') ~ o(2n) ~
- <,> est symétrique et dim(V) = 2n + 1, alors u(V) ~ o(2n + 1) B,
- <, > est antisymétrique et dim(V') = 2n, alors (V') ~ sp(n) ~ C.

7.3.1. Un cas trés particulier.

Supposons que la forme soit symétrique et que dim(V') = 2n = 2p + 2¢ + 2. On
a alors I'inclusion suivante :

o(2p+1) x 0(2g+ 1) C o(2n)

qui correspond & une décomposition orthogonale V- =V, &V, ot dim(V;) = 2p+1
et dim(V2) = 2g + 1.

Alors d’apreés Dynkin ([Dy] Th. 7.2. p. 159) les assertions suivantes sont vérifiées :

- Palgebre o(2p+1) X 0(2g+1) ~ B, X B, est une S-sous-algebre de o(2n) ~ D,
et il est facile de voir que (B,, By) est une paire duale dans D,.
- Mieux encore (cf. [Dy], loc.cit.), une sous-algébre de (o(2p+ 1) X o(2q + 1)) est

une S-sous-algebre de D,, si et seulement si elle est irréductible dans V; ~ C2P+1
et dans V, ~ C29+1,

Cela permettra ultérieurement (voir la Proposition 7.3.3. ci-dessous) de détermi-
ner les paires duales S-irréductibles de D,, qui sont contenues dans o(2p + 1) X
o(2¢ +1).
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Théoréme 7.3.2. — Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur C qu’on
suppose muni d’une forme bilinéaire <,> non dégénérée qui est soit symétrique,
so01t antisymétrique.

Soit u(V) Ualgébre unitaire de cette forme. Soit (a,b) une paire duale S-
irréductible (ce qui impliqgue semi-simple) de u(V'). Alors, sauf dans le cas ou
(a,6) Co(2p+1) x0(2¢+ 1) C Dy >~ u(V) considéré en 7.3.1., il eziste des
espaces vectoriels Vi et V; et des formes <,>1 et <, >3 sur ces espaces respectifs
tels que :

-V=roWh
- >=<>1 0 <, >,
-a=u(Vy), b =u(V3).

Inversement, pour toute décomposition V. = Vi @ Vo telle que <,>=<,>;
®<,>2, la parre (w(V1),u(V2)) est une paire duale S-irréductible dans u(V').

Démonstration. — Supposons d’abord qu’il existe une décomposition orthog-
onale (pour <,>) V. = V; @& V, qui est invariante par a @ b . Mais alors
adb Cu(Vy) xu(Wa).

Supposons par exemple que <,> soit une forme alternée, c’est a dire que
dim(V) = 2n = 2n;42n, ol 2n; = dim(V;) et 2ny = dim(V3) et que u(V') ~ Ci,.
Donc u(V;) ~ Cy, et u(Vy) >~ Cy,. Mais alors Cp, X Cp, ~ u(V7) x u(V3) est une
sous-algebre semi-simple de méme rang que u(V'). Elle est donc nécessairement
réguliére et cela implique (a, b) n’est pas S-irréductible.

On peut appliquer le raisonnement précédent & tous les cas (sauf un), ou
(a,b) C u(Vq) x u(Vz) C w(V) (V = V; @ V, étant une décomposition
orthogonale) et en déduire que (a, b) n’est pas S-irréductible. La seule exception
étant le cas ot dim(V) = 2n et dim(V;) = 2p+ 1 et dim(V2) = 2¢ + 1 car alors
la sous-algebre u(V;) x u(Vz) ~ B, x By n’a plus le méme rang que u(V). Ce
cas est exactement celui évoqué en 7.3.1. et il est écarté par hypothese.

Il n’y a donc pas de décomposition orthogonale propre invariante par & @ b.
Mais il pourrait y avoir un sous-espace E C V invariant par a @ b tel que
ENEL = E° # {0}. Donc E° est un sous-espace totalement isotrope propre
invariant par a @ b. Soit p(E?) le stabilisateur de E° dans u(V'). On sait ([Bo3]
ch. 8 §13) que p(E®) est une sous-algebre parabolique maximale. La sous-algebre
a ® b est une sous-algébre semi-simple incluse dans p(E°®) On sait alors ([Bol]
86, n. 8, Corollaire 1) que a ® b est contenue dans une sous-algebre de Levi de
p(E°), donc n’est pas S-irréductible.

Finalement, nous avons prouvé qu’il n’y a pas de sous-espace propre invariant
par a @ b donc que a @ b est irréductible.

D’apres la proposition 7.2.1. il existe une décomposition V = V; ® V; telle que

a=uw(V)NEnd(V;) b=u(V)n End(V,)

End(V1) = Ende(V) End(Vz) = Enda(V).
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A partir de <, > on définit classiquement une involution 7 sur End(V') en posant

<zu,v> = <u,7(x)v> Yu,v €V Vo € End(V).

On peut remarquer que

wV)={z € End(V)|r(z) = —z}

ce qui implique notamment que toute sous-algebre de u(V') est stable par 7.
Nous allons maintenant montrer que End(V;) et End(V;) (plongés respective-
ment dans End(V') par £ — 2®1 et y — 1®y) sont invariants par 7. Montrons
le par exemple pour le premier de ces espaces. Soit « € End(Vy) = Endp(V).
On a:

zb=bzx VbE b
d’ou :

7(b)7(z) = 7(x)7(b) VD E b

c’est & dire br(z) = 7(2)bVb € b. Donc 7(z) € Endy(V).

Notons 7; la restriction de 7 a V; (¢ = 1,2). Choisissons maintenant des bases
de V; et V, et définissons t; et t3 comme étant les transpositions ordinaires de
u(V1) et u(Vy) définies par ce choix de base (autrement dit on munit V; et V;
de formes quadratiques non dégénérées).

D’apreés la Proposition 7.2.2. il existe 8; € GL(V;) tel que B; 't1(B1) = £1 et
tel que 71 (z) = By 't1(2)B) Vo € End(V}).

On en déduit que, si on pose < u,v >; = ‘uB;v (u et v étant des vecteurs de V;
écrits dans les bases précédentes et 3; désignant par abus de notation la matrice
de f3; dans ces bases), alors <, >; est une forme linéaire non dégénérée sur V;
(symétrique ou antisymétrique selon que 7;(3;) = £03;) dont I'involution associée
est 7;. Posons (,) =<,>1 ® <,>3. Il est facile de voir que l'involution associée
a (,) est égale & 7. On en déduit classiquement que (,) = A <,> ,A € C.
Quitte & modifier par des scalaires les formes <, >; et <, >3, on peut supposer
que <,> = <,>1 Q@ <, >q.

On a alors

a=u(V)NEnd(V1) =u(V;) b=uV)NEnd(Vz)=u(Vz).
La partie directe du Théoréme en découle.
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Inversement, il est facile de voir que sous les hypotheses du Théoreme la paire
(u(V1),u(V3)) est une paire duale. Cette paire est S-irréductible, car I'algebre
u(V7) + u(Vy) est irréductible sur V, alors que si c’était une R-sous-algebre elle
serait réductible ([Dy], Th. 7.1. p 159). []

Si (a,b) est une paire duale correspondant a un produit tensoriel nous la
noterons (a,b) ~ u(V) @ u(Vz)

Nous allons maintenant étudier de plus prés le cas trés particulier vu en 7.3.1.

Proposition 7.3.3. — Soit (a,b) une paire duale S-irréductible de D, incluse
dans B, x By (notations de 7.8.1., p+q+1=n).

Alors a = a; X ay et b = by x by ou (ay,by) (resp. (az,b2) ) est une paire duale
S-irréductible de B, (resp. By).

Dans ce cas il existe des entiers py et ps tels que 2p+ 1= (2p; +1)(2p2 + 1) et
(a1,b1) > By, ® By, et des entiers g, et qa tels que 2¢+ 1 = (2¢q; +1)(2¢2 + 1)
et (02, bz) ~ Bq1 ® qu.

Inversement, si (a1,b1) ~ By, ® By, est une paire duale S-irréductible de B,
(avec 2p+1 = (2p1 +1)(2p2 +1)) et 81 (az,by) ~ By, @ By, est une paire duale
S-irréductible de By (avec 2q 4+ 1 = (2¢; +1)(2g2 + 1)), alors (a; x az, by x by)
est tougours une paire duale S-irréductible dans Dptqq1.

Démonstration. — D’apres le Lemme 5.3., une paire duale incluse dans B, X By
est bien de la forme (a; X ag, by X by). Mais a; X by est une S-sous-algebre de
By, car si a; @ b; était une R-sous-algebre de B, elle serait réductible sur C?P+1
([Dy] Th. 7.1. p 158). De méme (a, by) est S-irréductible dans B,. La premiere
assertion du Théoréme en résulte.

La deuxieéme est immédiate puisque l’on sait, d’apres le Théoreme 7.3.2.
précédent, que toutes les paires duales S-irréductibles de B, sont des produits
tensoriels. Démontrons & présent la partie inverse du Théoréme. Le plongement
de B, x By dans D, correspond a une décomposition orthogonale

C2n — C2p+1 @ C2q+l )
Soit

(a, b) = ((11 X dg, bl X bg) ~ (_Bp1 X qusz X qu)

une paire duale S-irréductible de B, x B,. Etant donné que dans ce cas
(a1 X az) @ (by x by) est toujours une S-sous-algebre de D, puisque les deux
termes de cette somme directes sont irréductibles sur C?P*! et sur C?¢*!
(respectivement) ([Dy] Th. 7.2. p. 159), il ne s’agit que de démontrer que le
commutant de B,, X By, (et de By, x By,) est inclus dans B, x B,. Si ce
n'était pas le cas il existerait un élément X € Hom/(C?P*1, C24+1) qui vérifierait
AX = X B pour tout élément A € B,, et tout élément B € By, ce qui implique

notamment que AX est toujours nul et donc que X = 0. []
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Remarque 7.3.4.

Notons qu’ on sait, par ce qui précede, que les paires duales S-irréductibles
des algebres classiques sont les produits tensoriels (sauf dans le cas D, ou la
situation est un peu plus compliquée) et que d’autre part on connait par le
86 et la Table 5 des paires duales S-irréductibles de méme type provenant de
sous-algebres admissibles. Ceci permet de les identifier et justifie les mentions
”produit tensoriel” de la Table 5.
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8. Enoncé et démonstration du Théoréme Principal.

Théoréme 8.1. (Théoréme Principal). —
Soit g une algébre de Lie simple et (a,b) une paire duale S-irréductible de g.
Considérons les cas sutvants :

a.— @ est de type D, et (a,b) est le produit tensoriel de deux formes
symétriques en dimensions paires.

b.— g est de type Dy et (a,b) ~ (a3 X ag,by X by) est une paire duale
S-irréductible propre de B, x By (i.e. a® b # By x By). Ici le plongement de
B, x By dans Dy, est celur de 7.3.1. (donc p+q+2=n).

b’.— g est de type D, et (a,b) ~ (a3 X a3,b; X by) est une paire duale
S-irréductible propre de B, X By (ici encore le plongement est celui de 7.9.1.)
ot les quatre sous-algébres ay, as, by et by sont distinctes de {0}, B, et B,.

c.— g est de type Er et (a,b) ~ (A;,Gy x Ay) (cas Eq 6) de la table 5).
d.— g est de type Eg et (a,b) ~ (A1,G2 x G3) (cas Eg 1) de la table 5).
e.— g est de type Fg et (a,b) ~ (Ay, Ay) (cas Eg 2) de la table 5).

Alors

— Ualgébre a et Ualgébre b sont des sous-algébres admissibles sauf dans
les cas a.,b.,c., d., e. ci-dessus.

— lune des deuz algébres a ou b au moins est admissible sauf dans les
cas a., b’. ci-dessus.

Démonstration. —
Commencons par les algebres classiques.
Le Théoréme est vrai dans le cas A,, d’aprés le Théoreme 7.1.1.

Dans le cas B,, on sait d’apres le Théoreme 7.3.2. que les seules paires duales
S-irréductibles sont les produits tensoriels. On trouve ces paires comme algebres
admissibles en consultant la Table 5.

Dans le cas C, également, toutes les paires duales S-irréductibles sont les

85



H. RUBENTHALER

produits tensoriels (qui sont forcément les produits tensoriels d'une forme
symétrique et d’une forme antisymétrique). On retrouve ces paires sous formes
d’algebres admissibles dans les deux diagrammes de type C), figurant dans la
Table 5.

Venons en au cas de D, qui est un peu plus compliqué. En tous cas on
sait (§7) que les produits tensoriels sont des paires duales S-irréductibles.
Comme D, =~ o(2n) il faut considérer les cas du produit tensoriel de deux
formes symétriques en dimension paires (Dy ® Dy, — D, avec n = 2km),
du produit tensoriel d’une forme symétrique en dimension impaire et d’une
forme symétrique en dimension paire (Bx ® Dy, — D, avec n = (2k + 1)m)
et du produit tensoriel de deux formes antisymétriques (Cy ® C,, — D, avec
n = 2km).

Dans le premier cas aucune des sous-algebres Dy et Dy, ne sont admissibles
puisque d’apres la Table 3 le type D n’apparait jamais comme sous-algebre
admissible.

Dans le deuxiéme cas, d’aprés ce qui vient d’étre dit, seule la sous-algébre
By peut éventuellement étre une sous-algebre admissible. Et elle apparait
effectivement d’apres la Table 5 (Type D, 1), position ”limite & droite”).

Dans le troisiéme cas les deux sous-algebres de Howe C} et C,, apparaissent
effectivement d’apres la Table 5 (Type D,2)).

Considérons maintenant le plongement By X By, <— D,, avecn = k+m + 1
correspondant & une décomposition orthogonale d’un espace de dimension paire
en deux sous-espaces de dimensions impaires (voir 7.3.1.) et plus spécialement
le cas des paires duales (a,b) C By X By, (voir Prop. 7.3.3.)

Le cas ou (a,b) = (B, By,) correspond au diagramme D, 1) ou 'on a pris
= 1. Les algébres By et B, jouant des roles symétriques, les deux sous-
algebres de Howe de la paire apparaissent comme sous-algebres admissibles.

Considérons le cas ou (a1, ay) est une paire duale propre de By et ou b >~ B,.

Alors on sait que (aj,a2) ~ B, ® By, avec (2k; + 1)(2k; + 1) = (2k + 1);

on a donc une paire duale S-irréductible de type (B, , Bk, X Bp). On trouve
alors I'algébre By, comme sous-algébre admissible dans la Table 5 (D, 1) avec p
impair # 1). Dans ce cas la deuxiéme sous-algebre de Howe By, x B ne peut
étre une sous-algeébre admissible puisque ces derniéres sont toujours simples (Th.
3.3.).

Ce dernier argument exclus également le cas b'. de I’énoncé.

Nous avons démontré le résultat voulu dans le cas des algebres classiques.

Supposons maintenant que g soit une algebre exceptionnelle Nous allons encore
nous servir de la Table 39 de Dynkin ([Dy] p. 233) qui donne la liste des S-sous-
algebres des algebres exceptionnelles ainsi que les inclusions entre elles. Dans
la suite de la démonstration nous dirons simplement [Table Dy] lorsque nous
utilisons cette référence.
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cas Fg

D’apres [Table Dy], la seule S-sous-algebre maximale non-simple de FEjg est

1"

G @ A2 et on sait d’aprés la proposition 5.19. que dans ce cas (G}, A3 )
est une paire duale S-irréductible. D’autre part il n’y a qu’une seule S-sous-
algebre de Fg qui est de type G X A;. Comme nous obtenons des paires duales
S-irréductibles de ce type ou G (6.8.4)), resp. A, (6.8.3)) est admissible on en

déduit que G} et A2 sont admissibles.

On constate [Table Dy] que les S-sous-algébres non maximales de Eg qui ne sont
pas simples sont toutes produit de deux algebres simples dont I'une au moins est
de type A;. Si elles correspondaient & une paire duale, la sous-algébre A; serait
admissible d’apres le Corollaire 5.24. Or nous avons vu au §6 (voir la Table 5)
qu’il n’y avait pas de sous-algebre admissible de type A; qui est une sous-algebre
de Howe.

cas Fr

Les S-sous-algebres maximales de E7 qui ne sont pas simples sont les suivantes :

Gy®Cs , FloAl, GoA, Al'eAl.

Les algebres simples écrites ci-dessus sont des sous-algebres de Howe (Prop.
5.19.), que nous avons toutes décrites comme sous-algebres admissibles au §6
(voir 6.9. cas 9),11), 12), 7), 10), 4),3), 5) respectivement).

D’aprés [Table Dy], parmi les S-sous-algebres non maximales de E; figurent
AB x A8 x A} et GIx A§x A3 . Nous avons vu ci-dessus que Zg, (G3) était C1

ce qui signifie que si la S-sous-algeébre G x A% x A3 correspond effectivement a
une paire duale, on peut prendre a ~ A;. Comme les autres S-sous-algebres non
maximales de E7 sont produits de deux algebres simples dont l'une au moins
est de type Ay (cf. [Table Dy]), on en déduit par le Corollaire 5.24. que si une
S-sous-algebre non maximale correspond & une paire duale, alors un des facteurs
de type A, est admissible. En consultant la Table 5, on trouve 'unique cas qui

"
manquait & savoir (A%, G x A3 ) qui correspond & I’exception c. de I’énoncé.

cas Fy

Les S-sous-algebres maximales non simples de Eg sont (cf. [Table Dy]) :

!
1 1 6 16
G, x Fy, A3 x AP° .

D’aprés la Prop. 5.19. ces couples correspondent a des paires duales S-
irréductibles.
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Les algébres G} et F} ont été décrites comme sous-algebres admissibles au

§6 (voir 6.10 cas 8) et 10) respectivement). Pour la paire (AS , A1%) seule la
deuxiéme algebre apparait comme sous-algebre admissible (voir 6.10. cas 2)); il
s’agit de l’exception e. de 1’énoncé.

Comme dans le cas E7 précédent la lecture attentive de [Table Dy] montre que
si une S-sous-algébre non maximale de Eg correspond & une paire duale, alors
I'une de ses sous-algebres de Howe est de type A; et est donc admissible (Cor.
5.24.) La consultation de la Table 5 nous donne le seul cas (4%, G} x G3) (voir
6.10. cas 1)) qui correspond a l'exception d. de ’énoncé. Notons que l’algebre
G3 x G} ne peut étre admissible puisqu’elle n’est pas simple.

Les cas Fy et G2 sont analogues. Seule l'algebre Fj contient une (unique)

paire duale S-irréductible de type (A;,G3) dont les deux sous-algebres de Howe
sont admissibles). []
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9. Le cas du produit tensoriel de deux formes symétriques
en dimensions paires : étude détaillée.

Nous avons vu dans le Théoréme 5.4. que si a était une sous-algebre de Howe
semi-simple, alors toute sous-algebre de Cartan §, de a était le centre d’une
sous-algebre de Levi de g.

Le Théoreme 8.1. (Théoréme principal) dit que sous I’hypotheése de S-irréductibi-
lité "presque toute” paire est constituée de sous-algebres admissibles, qui sont
des cas particuliers de sous-algébres vérifiant la condition précédente.

Le méme Théoréme 8.1. nous apprend qu'une exception majeure est la paire
(o(2n),0(2p)) ~ (Dn,D,) dans o(4np) ~ D,,p, qui correspond au produit
tensoriel de deux formes symétriques en dimensions paires. Dans ce cas aucune
des deux sous-algébres de Howe n’est admissible, puisque le type D n’apparait
jamais parmi les sous-algebres admissibles.

Nous allons indiquer dans ce paragraphe, de maniére précise, comment D,, et
D, se réalisent dans Djy, et comment la paire (Dy,D,) est reliée a la paire
(Chn,Cp), correspondant au produit tensoriel de deux formes alternées, qui est
S-irréductible et dont les deux sous-algeébres de Howe sont admissibles.

Cette derniere paire correspond dans Djy;, au diagramme C-admissible suivant

(9 - ].) 0U—0 -  0—()—@ - O—(D)—@ ._@_. PR Y— _@
aq Qi Ol4p Q(n—1)2p I Q2np

Nous commencons par réaliser Dyy,, comme 1 ’algebre de Lie des matrices de
dimension 4np de la forme suivante :

A Y
Z -'A
ou A € gl(2np) et o Y et Z sont antisymétriques de dimension 2np. Dans une

telle matrice on note A = (a;5), Y = (yi;), Z = (z;j) les coeflicients des blocs
correspondants.
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Nous réalisons C, comme ’algebre de Lie des matrices de dimension 2n de la
forme suivante :

B VvV

W -'B

ou B € gl(n) et ou V et W sont des matrices symétriques de dimension n.

Dans une telle matrice on note B = (b;;), V = (v;;), W = (wi;) les coefficients
des blocs correspondants.

Considérons alors le plongement C), < Djy, réalisé par

o= an(y )= (L) ) e

0 I
-I, 0
sorte que les quatre blocs qui figurent dans la matrice de droite de (9-2) sont de
dimension 2np.

ou I, désigne la matrice identité de dimension 2p et ot Jop = , de

En se rappelant aussi que C, = {4 € gl(2p), AJsp + Jop'A = 0} on voit
facilement que

ZD2np (Cn) 9 A € Cp} ~ Cp.

Il
—
I(*

S

—tA
Nous avons ainsi réalisé le plongement (Cy,Cp) < Dsynp, correspondant au
diagramme (9-1).
Dans 'exemple précédent une sous-algebre de Cartan de C), est la sous-algebre

hg, centre de la sous-algebre de Levi [4 correspondant au diagramme (9-1). Elle
est constituée des matrices diagonales de la forme
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)‘1 I2p

Anlsp
_)‘1I2p

_AnI2p

La sous-algebre D,, que nous allons construire aura pour sous-algebre de Cartan
la méme sous-algebre by. Rappelons que I'algebre D, peut réalisée comme suit :

D, = {(? ——}:A> , A€ gl(n),Y et Z antisymétriques}.

Le plongement est alors le suivant :

A Y (aijl2p)  (yijl2p)
Pn 2 (Z —tA)H ((Zij12p) (~taiipy) ) € Pme-

11 est facile de voir que

A
ZD2np(‘Dn>={ .'. €D2np,A€Dp}
A

et qu'inversement Zp,, (Zp,,,(Dn)) = Dn.

La paire duale (D, D,) ainsi construite posséde la propriété qu’aucune de ses
sous-algebres de Howe n’est admissible. Neanmoins l’algébre by associée au
diagramme (9-1) est une sous-algebre de Cartan de Dy, la méme que celle de
C,, dans la paire duale admissible (Cy,, D,) associée au méme diagramme, ce qui
illustre le Théoreme 5.4.

Remarque 9.1. — Plongement faible

11 est bien connu que le systéme de racines D, n’est pas un sous-systeme de C',,
c’est & dire un sous-ensemble clos et symétrique, ce qui revient a dire qu’on ne
peut pas plonger une algebre de type D,, comme une sous-algebre réguliére dans
une algebre de type Cy,.

La description précédente des plongements de (Dy, Dp) et (Cpn,Cp) dans Day,
met en évidence une espece de plongement faible de D,, dans C,,, au sens ou 1l
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existe une algebre g ~ Dj,, qui contient D, et C,, un centre hy d’'une sous-
algebre de Levi de g, tels que by soit une sous-algébre de Cartan de D,, et C,, et
tels que les systemes de racines correspondants vérifient R(Dy, bg) C R(Chr, be).
sans bien siir, que le premier systéme soit clos dans le second.
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10. Constructions de tours duales.

10.1. Définitions

Soit g une algeébre de Lie simple. Rappelons que deux paires duales (a1, b;)
et (az,by) de g sont dites ”"see-saw” ou "balangoire” si a; C a; et by C b,.
Autrement dit on obtient la "tour duale” a deux étages suivante :

[+ 51 bz
T T
[+ 5} bl

ou les fleches sont des inclusions et ol les traits obliques indiquent la dualité.

La notion de paires "see-saw” a été introduite par S. Kudla ([Ku]). La traduction
"paires balangoire” se trouve dans [M-V-W].

Nous nous proposons ici d’indiquer quelques procédés qui fournissent des suites

(a;,0;) (i = 1,...,n) de paires duales telles que a; C a;,—y et b,y C b;. En
terme de diagramme ces suites correspondent a la tour duale :

93



H. RUBENTHALER

/ g\
aq bn
T T
az br_1
an‘_ 5.2
T T
Qn b1

10.2. Quelques remarques concernant la plus grande racine.

Nous reprenons les notations habituelles : g (simple), b, R, ¥, R* qui ont été
définies en 1.2. Soit w la plus grande racine de R relativement a .

Dans ce paragraphe nous supposerons de plus que g n’est ni du type A,, ni du
type Chp.

Dans ce cas nous désignerons par o 1'unique racine simple qui est connectée 3
—w dans le diagramme de Dynkin complété.

Dans les cas ou g est de type exceptionnel on note o; I'unique racine simple qui
est connectée a g dans le diagramme de Dynkin.

Dans les cas B, et D, il y a deux racines simples connectées a «g, que nous
notons o} et o?.

Proposition 10.2.1. — Soit D le diagramme de Dynkin de g ot on a encerclé
les racines a et ay dans les cas exceptionnels et les racines o, ol et o? dans
les cas B, et D,,.

Alors le diagramme D est un diagramme C-admissible.

Démonstration. — La démonstration la plus courte est certainement celle qui
procede cas par cas, en regardant si les diagrammes obtenus sont C-admissibles
dans la table 3.

Le cas de G est de toute fagon trivial puisque la diagramme obtenu est celui
ol on a encerclé toutes les racines et qui correspond au cas trivial 6 = ().
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Nous donnons néanmoins une démonstration a priori de cette proposition pour
Es, E7, Eg et Fy (qui pourrait étre modifiée pour traiter les cas By, et D,).
Cette démonstration a aussi le mérite de mettre en évidence une polarisation
canonique de l’algébre de Heisenberg assciée a w (voir la Remarque 10.2.4. ci-
dessous).

Lemme 10.2.2. — Le coefficient de oy dans la plus grande racine w est 3.

Démonstration du Lemme. — Posons 6 = ¥\ {«ay, o }. Ecrivons la plus grande
racine sous la forme w = 2ag + may + v ot v €< 0 >. Le coefficient 2 pour aq
est une conséquence du fait que si on pose 8y = ¥\ {a } alors dyop(6o) = da(6o)
(on a vu en 5.16. que dq(6p) + d2(6o) est une algébre d’Heisenberg).

Désignons par ( , ) la forme bilinéaire sur h* induite par la forme de Killing.
On a

(w, ) = 2(av,p) + m(a1,0) > 0

car (v,00) = 0 et (w,) > 0 (g et —w sont reliées dans le diagramme

complété...). D’autre part n(ay, ) = 2((:;’&“

reliées par une aréte simple dans le diagramme de Dynkin. On en déduit que

= —1 puisque «; et o sont

m
2(ag,ap) + m(ay, ) = 2(ap, ) — 7(0&0,@0) >0

ce qui implique que 2 > & > 0, donc m = 1,2 ou 3.

Montrons que m ne peut pas étre égal a 1.

Si c’était le cas on aurait donc w = 2ap + a3 + 7. Considérons la racine
6 = oy + ;. Alors puisque (w,6) = (w,ap) > 0 on a que w—86 = o + 7y
est une racine. Ceci n’est pas possible car le support Y (oo + ) de ap + v n’est
pas connexe ([Bo2] chap. 6 §1.6 Corollaire 3).

Montrons que m ne peut pas étre égal a 2.

Si c’était le cas on aurait donc w = 20 + 20 +. On sait que (w, o) = 3 (w,w)
([J] Lemma 2.2.). Cela implique que w — g € R et on a alors (w — g, ) =
1(w,w) — (@, ap) < 0 car ||w|| = || || dans les cas étudiés.

D’autre part (w — ap,00) = (201 + @ + 7,00) = 2(a1,0) + (a0, ) =
— (a0, ) + (a0, ) = 0 ce qui est contradictoire avec ce qui précede.
Le Lemme 10.2.2. est donc démontré.

Soit H ’ensemble des racines intervenant dans d; (6y). L’ensemble H est réunion
des deux ensembles disjoints H; et Ho définis de la maniére suivante :

le{éeHlé—a0€R+U{0}} H2={6€H|6—00¢R+U{0}}
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Lemme 10.2.3. —

1)6 € Hy <= (6,00) >0
2)6€Hy = (6,00) <0
3)567'(1 <= w-6€H,

Démonstration du Lemme. —  Les assertions 1) et 2) sont évidemment
équivalentes.

a) Montrons que si 6 € Hs, alors w — 6§ € H;. Notons d’abord que w — 6
est une racine, puisque (w,6) = 1(w,w) ([J] loc. cit). La condition 6§ € H,
implique que (ay,6) < 0. Mais alors (w — §,a9) = (w,ap) — (8,9) > 0. Donc
w—6— o ER+U{O}, d'out w—6 € H;.

b) Inversement supposons que (@, 6) < 0 et que § € Hy. Alors §—ap € RTU{0}
et (6 — ag,a9) = (6,00) — (g, 09) < 0, ce qui implique que § — 2cp € R
(Phypotheése 6§ — 2cg = 0 étant ecartée car 2 n’est pas une racine).

Mais 6 — 2 est une racine dont le coefficient suivant g est —1 et qui comprend
certainement une autre racine de ¥ avec un coefficient > 0, ce qui est impossible.
Nous avons ainsi prouvé les assertions 1) et 2) du Lemme.

c) Il reste & montrer que si § € H; alors w — é € H,. Supposons donc que 6 et
w—©6 € Hjy.On aalors (6,a9) > 0 et (w—26,p) > 0 d’apres les deux premieres
assertions du Lemme. On a :

1 — 2(w, ) S 2(6,a9) S5 0
(010,010) (Olo,ao)

(la premiere égalité traduisant le fait que —w et oy sont reliées par une racine
simple), ce qui impliquerait que n(6,ag) n’est pas un entier !
Le Lemme 10.2.3. est ainsi démontré.

Suite de la démonstration de la Proposition 10.2.1.

La Proposition est équivalente a dire que le coefficient de o; dans la plus grande
racine de < 6y > est 1. Supposons le contraire, alors il existe une racine de
< 6y > de la forme 2a1 + p ot p €< 8 >.

On a donc (201 + p,9) = (201,09) < 0. Mais alors v = 203+ o+ €R,
mais par construction v — g € R, ce qui signifie que v € H;.

Regardons w — v. On a, d’apres le Lemme 5.2.1.,

w—v =30 +2x) — (201 + @) + 4 = 149+

ou p' €< 6 >. D’apres le Lemme 10.2.3., w — v € Hj, c’est & dire que
w—v—ay ¢ RtU{0}. Or

(O‘O’ao)

2 +(010,010) > 0.

(w=v,a9) = (01 +x,00) = —
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Cela serait équivalent a w — v € Hy, ce qui serait en contradiction avec v € H;
d’apres le Lemme précédent. []

Remarque 10.2.4. —

Considérons ’algébre de Heisenberg H,, = d1(6o) ® d2(6) = d1(6y) ® g* dont le
centre est g*. Les constructions précédentes indiquent une polarisation naturelle
de d1(90) H

di(6o) = g™ @ g2,
ce qui signifie que dimg*t = dimg*z = %dimdl(eg), [g7, g1 ] = [g"2,gM2] =0
et [g™1, 7] = gv.
Plus précisément si X, désigne un élément non nul de g*, on peut choisir des
éléments X, € g7 pour v € H; et des éléments X,_, € g*77 pour w —y € H,
tels que

[Xy Xoy] = by X .
Une description un peu différente de cette polarisation est donnée (sans
démonstration) dans [K-S].

Dans tous les cas exceptionnels sauf G, nous posons § = ¥\ {ag, a1} et dans
les cas B,, et D,, nous posons § = ¥\ {ag,a],a?}. Convenons aussi de désigner
par of la premiére racine dans les numérotations usuelles des racines de B, et
D,, (par exemples celles de [Bo2]). Avec ces notations on a :

Proposition 10.2.5. — Dans tous les cas exceptionnels sauf Gy et dans les cas
B, et D,, en définissant la partie 8 de ¥ comme précédemment, la sous-algébre
[, est une sous-algébre de Howe dont le commutant est

- la sous-algébre de type Ay engendrée par —w et cg dans les cas exceptionnels
(sauf G3).

- la sous-algébre de type Az engendrée par —w, o et ol dans les cas By, et Dy,

Démonstration. —  Les sous-algébres a x b décrites dans 1’énoncé sont des
sous-algebres réguliéres de méme rang que g qui sont obtenues par une seule
opération élémentaire (5.7.). Le résultat se déduit alors de la proposition 5.15.
Notons qu’on ne peut pas appliquer ce résultat au cas G car la sous-algebre [}

est réduite a {0}. ]

10.3. Un premier ensemble de tours duales.

Soient les parties 0y et 8 (6 C 6p) de ¥ comme elles ont été définies dans le
paragraphe précédent. D’apres la proposition 5.17., la sous-algebre [ est une
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sous-algebre de Howe, le centralisateur de [ étant la sous-algeébre de type A;
engendrée par (X_, H,, X,).

D’apres la Proposition 10.2.5. ci-dessus, la sous-algebre [ (qu1 est incluse dans
[y,) est également une sous-algebre de Howe D’autre part, d apres la proposition

10 2.1. et le théoreme 4.1., la sous-algebre d’isotopie générique de (lg, d1(6)) est
également une sous-algebre de Howe. En définitive, nous avons construit les
tours duales suivantes.

/ / D"\
Ay x Bn 2 \ Ay X Dp_y \Bs
(10-3-1) 10-3-2) 1 T
Dn_g AS
T T
Bn_4 Al
FEg ) E;

N . N,

(10-3-3) 1 1 aw-3-9 T\ 1

Ay x Ay Ay A— KA,

T
Ay A Cs \41
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Es F,
N /N
E; e C3 Go
(10-3-5) | T (10-3-6) T T

Es A, A, Ay
T T T T
Fy Ay Ay Ay
Gs
7N

(10-3-7) Al Gs

T T

{0} Ay

10.4. Ou l’on agrandit la premiére tour duale dans Es.

Partons de la tour duale (10-3-3) dans Eg. Dans cette tour la construction
évoquée au début de 10.3. donne l'algébre G comme la sous-algébre admissible
associée au diagramme ou on a encerclé les racines o et a;. Pour continuer
la construction on considere cette fois-ci G2 comme !’isotropie générique du
diagramme C-admissible suivant :

Y1 Y2

ou 'algebre admissible est de type A (cela est possible d’apres la table 5 ou
'on voit que les deux constructions sont en dualité).

Dans ce cas la représentation (lg,d;(6)) n’est pas irréductible, les composantes
irréductible du diagramme précédent étant (voir les notations précédent 2.5.) :

(10-4-1) ®—0—I—0—®

(HO—eo—0—0 o—eo—o—(
M1 Y2
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et l'isotropie générique de ces deux diagrammes est de type B3 d’apres le §4.
Elles contiennent évidemment la sous-algébre G5. On notera cependant que ces
deux sous-algebres de type B; sont conjuguées dans Eg par 1’élément de plus
grande longueur du groupe de Weyl.

Notons aussi que chacun des diagrammes ci-dessus correspond & une paire duale
de type (A1, B3) dans la partie semi-simple (Ds) d’une sous-algebre de Levi de
Es. D’apres le Lemme 5.2. on obtient une paire duale de type (4; x C, B3 x C)
dans Eg. En rajoutant des paires duales évidentes correspondant & des sous-
algebres de Levi, on obtient la tour duale suivante.

/\

As x C Dy x C
T T
As Dy x C?
T T

AzxAz B3 x C

(10— 4-2) \/T
7aN

A; xC
T T
C? A
T T
C C

On peut noter que les algébres de type B; précédemment décrites ne sont
pas des sous-algébres de Howe. En effet on a Zg,(Bs) C Zg,(G2) = Aj, et
la considération du diagramme complété de Eg montre que la représentation
(Bs, g*) est irréductible et non triviale, donc ne contient pas de vecteur Bj-
invariant. On en déduit que lalgébre Zg,(Bs) est isomorphe a 'algebre de type
A; engendrée par l'un des sly-triplets (Y3, Hi, X;) (i = 1,2, selon le choix de
B3, notations du Théoréme 3.3.). On en déduit que l'algebre Zg,(A;) contient
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lalgébre Z4,(A1) qui est non réduite & {0} et non contenue dans Bj, donc Bs
n’est pas de Howe.

10.5. Ou 'on agrandit la premiére tour duale dans F»

Considérons la tour duale (10-3-4) de E;. Dans cette tour, comme précédemment
dans Eg, nous allons considérer 1’algebre G, comme le centralisateur de la sous-
algebre C-admissible de type Cs décrite par le diagramme

(10-5-1) O—o—o—0—(O—0

g I Y2 3
Cela est possible du fait de la dualité du diagramme précédent avec le diagramme
E; 9) de la Table 5.
On montre par un calcul que parmi les racines restreintes 7, ,7,, 75 qui sont les
racines de Cj3, c’est la racine 7; qui est la racine longue. Dans cette situation,
contrairement au cas Fg, les racines v, et 7, ne jouent pas des roles symétriques,
ce qui nous ameéne & distinguer deux cas, chacun de ces cas donnant naissance
a une ou plusieurs tours duales.

10.5.1.

Il est clair que l'isotropie partielle de (lg,d?(#)) du diagramme (10-5-1) est de
type Bs (voir la fin de la démonstration du Th. 4.1.) et que cette algébre B; est
aussi l'isotropie générique du sous-diagramme C-admissible suivant de Dg :

(10-5-2) -— e 0

I REINE
la sous-algébre admissible (de D) correspondante étant de type B;. Comme ce
sous-diagramme correspond a la partie semi-simple d’une sous-algebre de Levi
maximale de E7, on obtient ainsi une paire duale (B x C, By x C).
Puisque Bj est une isotropie partielle du diagramme (10-5-1), on a G C Bs,
donc Zg,(Bs) C Zg,(G2) = C;. Mais il est facile de voir a partir du diagramme
complété de E7 que la sous-algebre réguliere maximale de C3 de type A; X Bs,
ol By correspond a {¥,,7¥;} vérifie Ay x By C Zg,(Bs) C Cs. On en déduit que
Zg,(Bs) = A1 X By. Pour montrer qu’inversement on a aussi By = Zg, (A1 X By)
considérons 'opération élémentaire décrite par le diagramme :

—A—eo—o—0—0—0
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Cela donne une paire duale de type (A4, Dg) dans E7 (Prop. 5.15.) et on voit
(en comparant avec le diagramme complété du diagramme Cj correspondant &
1,72, 73) que la sous-algebre A, de cette derniére paire duale est la sous-algebre
qui figure dans Zg,(B3) . On en déduit que Zg,(Ay X By) = Zp,(B,) = B3. On
a ainsi mis en évidence une paire duale (Bs, A; x B;).

Il y a alors trois manieres de plonger B; dans une sous-algébre de Howe.

La premiére est simplement le plongement B3 C B; x C ou B3 X C est la
sous-algebre de Howe décrite précédemment. Ici B; est l'isotropie générique du
diagramme (10-5-2). Mais ce diagramme est en dualité avec le méme diagramme
D¢ ol on a encerclé les trois premiéres racines dans la numérotation habituelle
de Bourbaki (voir Table 5,type D, 1)), ce qui permet de considérer B; comme
une sous-algebre admissible. Mais alors on a un plongement Bz «— By par le
Lemme 6.7.1., ce qui fournit la suite B3 x C < By xXxC < Dg X C de sous-algebres
de Howe.

Pour la seconde maniére, considérons la paire duale (Ds, A1) correspondant a
une opération élémentaire déja décrite précédemment. On a bien sar l'inclusion
B3 C Dg. L’algébre Dg étant la partie semi-simple d’une sous-algeébre de Levi
correspondant & un parabolique maximal on obtient aussi une paire duale
(D¢ x C,C) (Lemme 5.2.) ou, bien entendu, C désigne aussi la sous-algebre
de Cartan de ’algebre A;.

Le troisitme plongement est Bs C Fy ou l'algebre Fy est la sous-algebre
d’isotropie de la sous-algébre C-admissible de type A; correspondant au dia-
gramme

( 10 -5 - 3) o—o—I——o—o—@

Il s’agit pour cela de montrer que B3 commute a un élément générique de
la représentation (lg,d;(0)) correspondant au diagramme précédent qui est un
espace préhomogene de type commutatif régulier (Table 2, Remarque 2.4.). Un
tel élément générique a été calculé dans [M-R-S]. Il s’écrit X = X, + Xg + X,
oll y3 est la racine définissant (lp,d;(f)), c’est a dire la racine encerclée du
diagramme (10-5-3), ot 3 est la plus petite des racines fortement orthogonales
a v; dont l'espace radiciel est dans n;’ et ou w est la plus grande racine.
Cela provient du fait que dans ce cas le nombre maximal de racines fortement
orthogonales dans nj est trois ([M-R-S]). Un calcul simple montre que dans les
notations des Planches de Bourbaki [Bo2]
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On remarquera que 3 est la plus grande racine de ’algebre réguliere D¢ définie
par le support de 3. Soit D4 'unique sous-algébre réguliere de type Dy de Dg,
elle contient Bs. La considération des diagrammes complétés de Dg et de Ey
montre que [Dy4, Xg] = [D4, X,] = 0. D’autre part, ’égalité [B;, X.,] = 0 est
claire . Ainsi on a bien B; C Fy.

L’inclusion Fy C Eg x C, ou l'algébre Eg x C est une sous-algébre de Levi est
évidente (Eg x C étant en dualité avec C d’apres le Lemme 5.2.).

Finalement on a obtenu les tours duales suivantes :

E;

/ \ B,
Ds xC Dg x C /

T \ T Dg x C \De x C
Dg By xC T T
T Al D¢ D¢
As \ B; x C T 1
T\ / T As /
(10-5—4) Cs Bs  (10-5-5) | T
ey ¢ ¢
T T

/l( \G2 3
/ \\ T By x A As
\ A T T
/ \x\T A ',
4 T T
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Er
/

D¢ x C E¢ xC
T )
Dsg F,
T T
As B3

0-5-9 T\ 1
Cs 2
T T

B, xAl/ A,y
T T
Ay Ay
T T
C C

10.5.2.

Considérons maintenant la sous-algeébre de Levi [y ~ Ds x A; x C associée au
diagramme

e

et dans la partie semi-simple [y ~ Ds x A; considérons le diagramme C-
admissible (non connexe)

@_.‘I_. ©

qui correspond a une paire duale (4; X 4; X C, B3 x C) dans Ey.

Ici B3 est a nouveau une isotropie partielle du diagramme (10-5-1). On a donc
G, C Bz ou G; est l'isotropie totale de ce diagramme, donc Zg,(B3) C
Zp,(G2) C Cs. Mais il est facile de voir & partir du diagramme complété
de E7 que la sous-algebre réguliere maximale de C3 de type A; x Bj, ou B,
correspond & {w,7;} vérifie A; x By C Zg,(B3) C C;. On en déduit que
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Zg,(Bs) = A; X By. Pour montrer qu’inversement on a aussi Zg, (A4 X B) = Bs,
considérons 'opération élémentaire décrite par le diagramme

V—e —o—I—o— »—e

qui donne une paire duale de type (Ds,A;) dans E7. On en déduit comme
en 10.5.1. que Zg,(A; x By) = Zp,(B2) = Bs, ce qui donne une paire duale
(A1 X By, B3). Comme en 10.5.1. on poursuit la construction de tours duales soit
en plongeant B; dans B3 X C, soit dans Dg, soit dans Fy. Mais les deux derniers
plongements ne fournissent pas de nouvelles tours duales car les deux sous-
algebres de type Bs, a savoir l'isotropie générique de d3(6) étudiée en 10.5.1. et
celle correspondant & lisotropie générique de d1(6) étudiée ici, sont conjuguées
dans le groupe adjoint de E; par ’automorphisme qui provient de l'unique
automorphisme non trivial du graphe de Dynkin complété. On obtient la tour
duale suivante.

/ E7
Ds X C \1)5 % A; x C
Dy Ds x C
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10.6. Ou Pon agrandit la premiére paire duale dans FEjy

Considérons la tour duale (10-3-5) de Eg. Dans cette tour, comme précédemment
dans F;, nous allons maintenant considérer ’algebre G5 comme le centralisateur
de la sous-algebre C-admissible de type Fy associée au diagramme

(10-6-1) O—o—¢—0—(O—0O—0
gs! I Y2 Y3 Y4

(cela est possible du fait de la dualité du diagramme précédent avec le diagramme
Es 8) de la Table 5)

On montre par un calcul que, parmi lfes racines restreintes 3y, ¥, ¥3, 74 qui
forment une base de Fj, ce sont les racines 7, et 7, qui sont longues.

Dans cette situation, comme dans Fy, les racines y; et 7, ne jouent pas le méme
role, ce qui nous ammene a distinguer deux cas, chacun donnant naissance a
plusieurs tours duales.

10.6.1.

Commencons par regarder la sous-algebre de Levi [ ~ D7 x C associée au
diagramme admissible suivant :

S

Dans cette sous-algebre [ on a une paire duale (B3 x C, B3 x C) (qui est aussi
une paire duale dans Ejg) associée au diagramme C-admissible suivant de Dy :

(10-6-2) —o—o—(O—0O—0

*—e

L’algebre B3 qui correspond a l'isotropie générique du diagramme précédent est
aussi l'isotropie partielle (I, d?(#)) du diagramme (10-6-1). On a donc G, C Bj,
d’ott Zg,(Bs) C Zg,(G2) = Fy.

On voit & partir du diagramme complété de Eg que la sous-algebre réguliere
maximale de type By de Fj vérifie By C Zg,(Bs) C Zgy(G2) = F4. On en
déduit que Zgy(Bs) = Bs.
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Pour montrer qu’inversement on a aussi B3 = Zgy(Bs) on commence par
remarquer que les sous-algébres B, et F; ont une méme sous-algebre de Cartan
he ~ C* qui est le centre de la sous-algébre de Levi associée au diagramme
(10-6-1). On en déduit que Zg,(By) C Zgs(h9) = Dy x C*, ot D, désigne la
sous-algeébre réguliere de Fy engendrée par les racines non encerclées de (10-6-1).

Donc

Zps(Bs) = Zp,(Bs) = Bs..

Nous avons ainsi mis en évidence une paire duale de type (Bs, By).
Comme pour F; on a alors trois maniére de plonger B; dans une sous-algebre
de Howe.

La premiére est simplement le plongement B; C B; x C évoqué précédemment.
Ici B; est obtenu comme isotropie générique du diagramme (10-6-2). Mais
comme ce diagramme est auto-dual (Table 5, type D, 1)), on peut aussi
considérer B3 comme la sous-algébre admissible de D; associée au méme
diagramme (10-6-2) et poursuivre par les inclusions suivantes de sous-algebres
de Howe :

Bs CB3xCCByxCCBsxCCD;xC

ou Bs, By, Bs sont les sous-algeébres C-admissibles de D; correspondant
aux diagrammes ou on a encerclé les trois,quatre ou cing premieéres racines
(numérotation traditionnelle). Les inclusions sont justifiées par le Lemme 6.7.1.

La deuxiéme maniére d’agrandir la tour est de considérer la suite de sous-
algébres de Howe

B3 CDs CEs CE; CE;xC,

ou les sous-algébres de Howe Ds, Eg, E7 sont uniquement déterminées par le
fait qu’elles apparaissent lors d’une seule opération élémentaire.

Le troisieme plongement est By C Fy ou F, est lisotropie générique du
diagramme

e

correspondant & une algébre admissible de type G5. Cette inclusion se démontre
comme dans le cas E; (10.5.1).
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Finalement on construit les tours duales suivantes :
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(10— 6 —5)

10.6.2.

Commencons par considérer la sous-algebre de Levi maximale [ ~ Ds x 4, x C
associée au diagramme admissible suivant

s

Dans cette algébre [ on ahpaire duale (A; x A2 xC, B3 xC) associée au diagramme
C-admissible (non connexe) suivant de ' ~ Dg x A, :

(10—-6—06) @—Q—I-—-o O0—0
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L’algebre B; qui correspond a l'isotropie générique du diagrammie (10-6-6) est
aussi l'isotropie partielle (lg,di(6)) du diagramme (10-6-1). On a donc G, C Bs.
Donc Zg,(Bs) C Zgs(G2) C Fy. On voit a partir du diagramme complété de
Eg que la sous-algebre réguliere de type A; x Az de la sous-algebre admissible
Fy vérifie Ay x A3 C Zg,(Bs) C Fy. Mais cette sous-algebre réguliére n’est pas
maximale dans Fy et, en utilisant 1’élément du groupe Eg qui échange 1'isotropie
partielle considérée ici avec celle considérée en 10.6.1 on voit que Zg,(B3) = By.
Inversement,comme en 10.6.1. on montre que Zg,(B;) = Bj; et on les trois suites
d’inclusions de sous-algebres de Howe :

B; C B3 xCCDsxCCFEgCE,

BgCD5 CEe CE7,

Bs CF,C Es C Er

qui donnent les tours duales suivantes.

Ejq
\ Es
E7 x C FE; x C /
T T E; XC Er x C
E; Er i T
T T E7 E7

T T Ey 6
Fy s x C T T
T \ 1 F, Ds
(10— 6—7) B, xC (10-6-8)] T
» > -
A x Ay x C B; T T
T T As \Gz
A, xC G, T T
T T Ay Ay
A M, T T

T
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Eq
E; xC/ E; x C
T T
E E
T T
Es Es
T T
Fy Fy
—6-9) 1
(10 -6 —9) 34\ / ;3
T
G/ \gz
T T
A; As
) T
A A
T T
C C

Remarque 10.6.2.1. —
Pour construire, comme nous ’avons fait, ces tours dans Eg, nous avons utilisé

le passage isotropie-admissible correspondant a deux diagrammes en dualité,
parfois & deux reprises comme dans la partie droite de (10-6-3).
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11. Paires duales associées aux orbites des espaces
préhomogénes commutatifs

Nous avons introduit les espaces préhomogenes commutatifs au paragraphe 2.
Rappelons qu’il s aglt des espaces préhomogenes de type parabolique correspon-
dant a la situation ot n} = dy,p(6) = d1(6) est commutatif.

La classification de ces espaces constitue la Table 2. Notons que nous partons
ici d’un tel espace préhomogene commutatif non nécessairement régulier.

Nous allons attacher une sous-algebre de Howe a chaque Lg-orbite de n;’. Dansla
notation traditionnelle des espaces hermitiens symétriques, nous aurons attaché
une sous-algébre de Howe & chaque K¢-orbite de p* (voir Remarque 2.4.6.).

Nous commengons par rappeler brievement la classification de ces orbites. Les
démonstrations se trouvent dans [M-R-S] et [R-S]. Nous utilisons les notations
des paragraphes 1 et 2.

Soit «ap la racine encerclée du diagramme de départ. Soit R; l’ensembles
des racines fortement orthogonales & g (c’est aussi l’ensemble des racines
orthogonales & ag). L’ensemble R est un systéme de racines dans le sous-espace
qu’il engendre. Posons

f)1=ZCHa 91=Zga

a€R a€Ry

Alors g est une sous-algebre semi- s1mp1e de g, b1 est une sous-algébre de Cartan
de g; et Ry est le systéme de racines de (g;, ;). Posons &} = (R*\ < 6 >*

JNRy et 6 =TNR;. Si <I>;r = (), alors #; est une base de Rl et la construction
que nous sommes en train de décrire est terminée. Si @f' # 0, on montre qu'il
existe une unique racine ;; € ®7 telle que toute racine de ®; soit la somme de
oy et d’une combinaison linéaire d’éléments de 6.

Il en résulte que ¥y = {1} UB; est la base de R telle que les racines positives
correspondantes soient les éléments de R = Ry NR*.

La situation (g1, b1, ¥y, 1) est alors analogue a la situation (g, b, ¥, ap). Avec
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des notations évidentes on obtient un nouvel espace préhomogene commutatif
(g, , nj ) et on poursuit jusqu'a ’arrét de la construction. La derniére étape sera

notée (g, , "9 ) et Pentier n joue un réle important dans cette théorie.

Posons

Zo=0,21 = Xap,Z2 = Xeo + Xerys -+, Zni1 = Xag + Xay + .. + Xa, .

Théoréme 11.1. — ([M-R-S] Th. 2.8.)
Les éléments ZO,Zl, ,Zn constituent un systéme de représentants des Lg-
orbites dans n L lement Zpy1 est le représentant de Uorbite ouverte.

Pour p=0,...,n, introduisons les notations suivantes :
_ 0 _ P - P
X+ P o Xai Xy =)o Ha Xy Y im0 X—ay
+ — 0 _ n - —
Y ZJ P+1X YP - Zj=p+1 H%’ Yp Z] =p+1 X"“:

Le choix des éléments radiciels sont faits de sorte que [X_q,;, Xqo;] = Hq, pour
t =0,...,n. Puisque les racines oy, a1,...,a, sont fortement orthogonales les
triplets (X, , Xp, X;5) et (Y,7,Y,,Y,") sont des 5l,-triplets qui commutent. On
notera que les éléments X 1‘," = Zp+1 forment un systéme de représentants des Lg-

orbites de ng' et que les deux précédents sly-triplets apparaissent ainsi comme
étant associés a l'orbite de Z,4.

Introduisons également ’élément Hy = X) = Xp @Y, (p=0,...,n—1). On
sait qu’on a l’égalité Hy = Hj si et seulement si l’espace prehomogene (Tg, "o)
est régulier ([R-S] Prop. 2.2.).

Soit V un sous-espace adf-stable de g. Nous notons V?, I’espace propre de Hy
pour la valeur propre i. On a la décomposition suivante ([R-S] Prop. 2.2.).

(11-1) nf=nflon? L=G'oGelf' ny =n"dn,’
. . .- —-1
(aﬁn de ne pas alourdir les notations, nous avons posé ny' = nj et
-2
ny2=ny ).

On remarquera que les espaces propres impairs sont réduits a {0} dans le cas
régulier (et seulement dans ce cas).
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Posons d’autre part pour i,5 € Z :
K(i,j) ={X € g, [X),X] =iX,[Y),X] = jX}.

La méme démonstration que celle de la relation (3-2) p.113 de [M-R~S] montre
que nécessairement [i| + |j| < 2.

On en déduit les décompositions suivantes :

2= K(-2,0)® K(-1,-1)® K(0,-2)
l;l@no =K(-1,0)® K(0,-1)
(11-2) 9 =K(1,-1)® K(0,0) ® K(-1,1)
' enf! = K(1,0)® K(0,1)
72 =K(2,0)® K(1,1) ® K(0,2)

Désignons (pour p =0,...,n) par gg“" la sous-algebre

gRiT = Z4(Ho — Ho) = K(—2,0) @ K(0,-2) ® K(0,0) & K(2,0) & K(0,2).

La sous-algebre gg“" est réductive et nous notons 3, son centre. Soit a, la sous-
algebre de type A; engendrée par le triplet (X7, XI?, X]‘," ). Le résultat principal
de ce paragraphe est alors :

Théoréme 11.2 . — L’algébre a, @ 3, est une sous-algébre de Howe de g.

Remarque 11.3 .
Supposons que (g, nj ) soit régulier et considérons 'orbite ouverte de cet espace

préhomogene. Alors Hy = Hg = X,. 0. Dans cette situation le Théoréme 11.1.
précédent se ramene exactement au Théoréme 4.3.

Démonstration du Théoréme 11.2. —

Puisque X;,’ € a, et que Hy — Hy € 3p, on a 'inclusion :

(11 -3) Zy(a, ®3,) C K(0,-2) @ K(0,0) ® K(0,2)

Soit a? la sous-algebre de type A; engendrée par le triplet (Y, YPO, Yp+).
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On a aussi :

(11-4). a? B sp C Zg(ap ® 3p)

Mais les algebres aP et a, jouant des roles symétriques on a aussi :

(11 -5). Zg(Z4(ap  3,)) C K(—2,0) & K(0,0) & K(2,0)

Posons §2%" = K (-2,0) & K(0,0) & K(2,0). L’inclusion (11-5) donne :

(11-6)  Zs(Zg(ap B 3p)) = Zgpeir (Zg(0p © 3p)) C Zgpair (Zgpair (dp ® 3p))

(la derniére inclusion étant purement ensembliste).
D’autre part la décomposition triangulaire

g% = K(0,-2) @ 2" @ K(0,2)
prouve que E’;“" est une sous-algebre de Levi de gg“" et de plus, l'action
adjointe de &% sur K(0,2) (ce dernier est commutatif) est irréductible (voir la
démonstration page 100 de [M-R-S]).
La sous-algeébre gh**" @ K (0, 2) est donc une sous-algeébre parabolique maximale
de ggair.

Le centre de §2%" est alors égal & 3, ®CY)? (il est clair que Y;) commute & g5*").
Donc

(11 _ 7) E};air = 3y D CYPO D [ﬁgair”g’gair] )
Posons S, = [g5ei, §2*"]. On a alors
(11-8) Zggair(zg;air(ap D3p)) =3 @ CYpO ® ng(ng’p(ap)) .

Soit maintenant z € Zg(Z4(a, ® 3p)) C Zggair(Zggair(ap @ 3p)) (relation (11-6))
et écrivons cet élément dans la décomposition (11-8) :
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_ 0 '
x—x3p+cYp + 2z

ou z;, €jp,cECet ' € ng(ng(ap)).

D’apres le Théoreme 4.3. on a

ng (ng(ap)) =0p.

Donc z' € a,. Puisque Y, € Zy(a, ® 3,), on déduit de 'égalité [z,Y,] = 0 que
c=0.
Nous venons de montrer que

Zg(Zg(ap D 3p)) = ap D 3p -
[

Proposition 11.4. — Ona :
Zg(ap @ 3p) = K(0,-2) @ Zk(0,0)(ap D 3p) © K(0,2).

Démonstration. — D’apres la relation (11-3), il suffit de prouver que K (0, —2)
et K(0,2) commutent a a, @ 3p. La commutation avec 3, est évidente d’apres
la définition de 3,. Pour prouver que, par exemple, 'espace K(0,2) commute a
a,, il suffit de prouver que K(0,2) commute a X;,’ ce qui releve de la définition

de K(0,2), et que K(0,2) commute & X\ € K(0,2), ce qui découle de ’égalité
[K(0,2), K(0,2)] = {0}. []

Remarque 11.5. (sur la dimension de 3,). —

Commencons par introduire une Z-graduation sur g en posant

(11-9) §=0-1900D

ou

ga=n'®lft g=nt@len®  gi=nllol.

On vérifie facilement qu’il s’agit bien d’une Z-graduation, donc notamment que
g_1 et g; sont des algeébres commutatives.

En fait la graduation (11-9) est non triviale (i.e. g; # {0}) si et seulement si
(g, n7) est non régulier. Dans ce cas cette graduation correspond & une sous-
algeébre parabolique maximale, ce qui fait que le centre Z(go) de go est de
dimension 1. Par ailleurs, l'inclusion Z(gq) C gg“" C go prouve que Z(go) C 3p-
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Ainsi 3, est au moins de dimension 1 si (lg, n}) est non régulier.

On en déduit que, quitte & se restreindre a [go, go] et & considérer la graduation
induite par la graduation go = n;z oo n;”, qui correspond & une situation
réguliére, on peut supposer que ’espace préhomogene ([, nj) est régulier.
Considérons dans ce cas la Z-graduation suivante de g :

(11 - 10) =9 2P9-1D gD %1 D 9o

ou

(0, -2)

((1,-1)® K(-1,-1)
= K(-2,0) @ K(0,0) ® K(2,0)

(-L,1) e K(1,1)

(

Il s’agit d’une Z-graduation a deux crans et on remarque que

gp“" =g 2B g D2

Si la graduation (11-10) de g correspond a une sous-algébre parabolique max-
imale, il est facile de voir que 3, = {0}. Si par contre la graduation (11-10)
correspond & une sous-algébre parabolique non maximale (on 6te deux racines
de la base...), alors gy a un centre de dimension 2, et en écrivant qu’un élément

de ce centre commute a gy, il reste un centre 3, de gh*'" de dimension 1.

Un calcul montre que (dans le cas régulier) seules les situations ou g ~ A,
fournissent un centre 3, non réduit a {0}.
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