
PÉRIODES p-ADIQUES

ASTÉRISQUE 223

Société Mathématique de France 2020



Astérisque est un périodique de la Société Mathématique de France

Numéro 223

Comité de rédaction

Marie-Claude ARNAUD
Christophe BREUIL
Damien CALAQUE
Philippe EYSSIDIEUX
Christophe GARBAN
Colin GUILLARMOU

Fanny KASSEL
Éric MOULINES
Alexandru OANCEA
Nicolas RESSAYRE
Sylvia SERFATY

Nicolas BURQ (dir.)

Diffusion

Maison de la SMF
B.P. 67

13274 Marseille Cedex 9
France

christian.munusami@smf.math.fr

AMS
P.O. Box 6248

Providence RI 02940
USA

www.ams.org

Tarif

Vente au numéro : 65 e /$ 97
Des conditions spéciales sont accordées aux membres de la SMF.

Secrétariat
Astérisque

Société Mathématique de France
Institut Henri Poincaré, 11, rue Pierre et Marie Curie

75231 Paris Cedex 05, France
Tél : (33) 01 44 27 67 99 • Fax : (33) 01 40 46 90 96

asterisque@smf.emath.fr • http://smf.emath.fr/

© Société Mathématique de France 2020

Tous droits réservés (article L 122–4 du Code de la propriété intellectuelle). Toute représentation
ou reproduction intégrale ou partielle faite sans le consentement de l’éditeur est illicite. Cette
représentation ou reproduction par quelque procédé que ce soit constituerait une contrefaçon
sanctionnée par les articles L 335–2 et suivants du CPI.

ISSN 0303-1179 (print) 2492-5926 (electronic)

ISBN 978-2-85629-924-1

DOI 10.24033/ast.1122

Directeur de la publication Fabien DURAND



ASTÉRISQUE 223

PÉRIODES p-ADIQUES

Société Mathématique de France 2020



Séminaire de Bures, 1988

Classification mathématique par sujets (2010). — 11G10, 11G25, 11S20, 14F20,
14F30, 14F40.

Mots clefs. — Anneau des périodes p-adiques, représentation galoisienne, re-
présentation cristalline, représentation semi-stable, représentation de de Rham,
(ϕ,N)-module filtré, cohomologie étale `-adique, cohomologie étale p-adique,
cohomologie de de Rham, cohomologie cristalline, cohomologie log-cristalline,
théorème de comparaison, schéma abélien, 1-motif.

Key words and phrases. — p-adic period ring, Galois representation, crystal-
line representation, semi-stable representation, de Rham representation, filte-
red (ϕ,N)-module, `-adic étale cohomology, p-adic étale cohomology, de Rham
cohomology, crystalline cohomology, log-crystalline cohomology, comparison
theorem, abelian scheme, 1-motive.

DOI. — 10.24033/ast.1122.





Jean-Marc Fontaine (1944–2019)



v

Préface à la deuxième édition

Ce volume est la réédition de l’ouvrage Astérisque 223 : Périodes p-adiques,
publié en 1994 et contenant la rédaction des exposés du séminaire sur la théorie
de Hodge p-adique et les périodes p-adiques organisé à l’IHÉS par Jean-Marc
Fontaine entre février et mai 1988.
Le texte original est inchangé, mais complété par une liste d’errata et d’ad-
denda (résumant brièvement certains des nombreux développements du sujet
depuis) , ainsi que par une bibliographie additionnelle. Cette liste et cette bi-
bliographie sont issues du travail de relecture et des nombreuses remarques
d’Olivier Brinon, Pierre Colmez, Kazuya Kato, Luc Illusie, Bernadette Perrin-
Riou et Tamás Szamuely (et de Christophe Breuil, éditeur). Qu’ils soient tous
chaleureusement remerciés ici.
Merci aussi à Ahmed Abbes, Luc Illusie, Yukiyoshi Nakkajima, Atsushi Shiho
et Takeshi Tsuji pour leur aide précieuse.
Depuis la première édition de 1994, plusieurs contributeurs de ce volume ne
sont plus avec nous. Michel Raynaud nous a quittés en mars 2018, puis Jean-
Pierre Wintenberger et Jean-Marc Fontaine en janvier 2019.
Cette réédition était un projet particulièrement cher à Jean-Marc Fontaine.
L’édition originale était dédiée à la mémoire d’Osamu Hyodo. Que cette réédi-
tion le soit en plus à celles de Jean-Marc, de Michel et de Jean-Pierre, comme
un humble hommage à leurs travaux.

1. Chaque numéro dans la marge renvoie à un erratum ou un addendum dans la liste.
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Résumé. — Soit K un corps de caractéristique 0, complet pour une valuation
discrète à corps résiduel parfait k de caractéristique p > 0 et K une clôture
algébrique deK. Ce volume est centré sur l’étude des représentations p-adiques
de Gal(K/K), des différentes cohomologies p-adiques associées aux variétés
propres et lisses sur K et des comparaisons entre elles. Il contient notamment :

— la construction du corps BdR des périodes p-adiques et de certains de ses
sous-anneaux (B+

dR, Bcris, Bst, . . . ) ;
— la définition des représentations p-adiques semi-stables et leur classifica-

tion au moyen de (ϕ,N)-modules filtrés ;
— la définition et l’étude de la cohomologie cristalline à pôles logarithmiques

pour les log-schémas log-lisses sur k ;
— la comparaison entre la cohomologie cristalline à pôles logarithmiques et

la cohomologie de de Rham pour une variété propre et lisse X sur K ayant
réduction semi-stable, ce qui permet d’associer à X un (ϕ,N)-module filtré ;

— pour X comme ci-dessus, un théorème de comparaison p-adique per-
mettant de fabriquer la cohomologie étale p-adique de X ⊗K à partir de ce
(ϕ,N)-module filtré, lorsque la dimension de X est ≤ 1

2(p− 1) ;
— une version relative du théorème de comparaison p-adique sur un schéma

abélien, moyennant des hypothèses assez générales ;
— l’étude de la monodromie et les réalisations `-adiques des 1-motifs sur K.

La présente réédition de l’Astérisque 223 de 1994 comprend une liste d’errata
et d’addenda, ainsi qu’une bibliographie additionnelle.

Abstract (p-adic periods). — Let K be a field of characteristic 0 which is
complete with respect to a discrete valuation with perfect residue field k of
characteristic p > 0, and K an algebraic closure of K. This volume is focused
on the study of p-adic representations of Gal(K/K), of different p-adic co-
homologies associated to smooth proper varieties over K and of comparisons
between them. It notably contains:



vii

— the construction of the field BdR of p-adic periods and of some of its
subrings (B+

dR, Bcris, Bst,...);
— the definition of semi-stable p-adic representations and their classification

in terms of filtered (ϕ,N)-modules;
— the definition and study of crystalline cohomology with logarithmic poles

for log-smooth log-schemes over k;
— the comparison between crystalline cohomology with logarithmic poles

and de Rham cohomology for a smooth proper variety X over K with semi-
stable reduction, which allows to associate a filtered (ϕ,N)-module to X;

— for X as above, a p-adic comparison theorem which allows to recover the
p-adic étale cohomology of X ⊗K from this filtered (ϕ,N)-module when the
dimension of X is < (p− 1)/2;

— a relative version of the p-adic comparison theorem for an abelian scheme
under quite general assumptions;

— the study of the monodromy and of the `-adic realizations of 1-motives
over K.

The present reedition of Astérique 223 of 1994 includes a list of errata and
addenda, and an additional bibliography.
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Introduction 

Ce volume contient essentiellement la rédaction des exposés du séminaire 
sur les périodes p-adiques organisé à l'I.H.E.S., à Bures-sur-Yvette, en 19881 
et je voudrais commencer par présenter mes plus plates excuses pour le délai 
ridiculement long qui se sera écoulé entre ce séminaire et sa parution, délai 
dont je suis en très grande partie responsable. 

Je renvoie à [3] et [5] pour un historique du sujet mais je voudrais faire 
ici un bref historique du séminaire lui-même, qui trouve son origine dans une 
conjecture de Jannsen. 

Soient K un corps de caractéristique 0, complet pour une valuation discrète, 
à corps résiduel parfait k de caractéristique p > 0, Ko le corps des fractions 
de l'anneau des vecteurs de Witt à coefficients dans k et K une clôture 
algébrique de K. J'avais conjecturé (cf. [2], conj. CdRJ l'existence, pour toute 

1 Le programme de ce séminaire avait été le suivant : 
1. (2/2/88) J.-M. Fontaine : Exposé introductif. 
2. (16/2/88) J.-P. Wintenberger : Le corps des périodes p-adiques. 
3. (23/2/88) B. Mazur : Monodromie p-adique pour les formes modulaires. 
4. (1/3/88) J.-M. Fontaine : Représentations p-adiques semi-stables et monodromie. 
5. (8/3/88) L. Illusie : Autour du théorème de monodromie f-adique. 
6. (15/3/88) B. Perrin-Riou : Représentations p-adiques ordinaires. 
7. (22/3/88) J.-M. Fontaine : Décomposition de Hodge-Tate pour les 1-motifs. 
8. (12/4/88) et 9. (19/4/88) L. Illusie : Variétés semi-stables ordinaires, d'après Hyodo. 
10. (26/4/88) et 11. (3/5/88) K. Kato : On Fontaine's "de Rham conjecture". 
12. (10/5/88) M. Raynaud : Réalisation de de Rham des 1-motifs. 
13. (17/5/88) J.-R Wintenberger : Variation de structures de Hodge p-adiques. 
14. (17/5/88, à Orsay) J.-M. Fontaine : Représentations galoisiennes potentiellement semi-
stables. 

S. M. F. 
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variété X projective et lisse sur K, d'un isomorphisme de comparaison entre 
la cohomologie étale p-adique H]£(X-JT, Qp) et la cohomologie de de Rham 
H™R(X/K), i.e. d'un isomorphisme canonique, fonctoriel et compatible avec 
toutes les structures 

BDR®QPH£(XW,QP) BDR ®KH?R(X/K), 

où BdR est le "corps des périodes p-adiques". J'avais conjecturé aussi que dans 
le cas de bonne réduciton, on devait pouvoir faire mieux (conj. Ccris), c'est-
à-dire récupérer la cohomologie étale p-adique à partir de la cohomologie 
cristalline de la fibre spéciale - considérée comme un A^-espace vectoriel D 
muni d'un Frobenius et d'une filtration sur K ® K0 D grâce à la comparaison 
avec la cohomologie de de Rham - et vice versa. 

Après des résultats partiels dus à divers auteurs, Faltings [1] prouvait les 
conjectures Ccris et CdR - Peu de temps auparavant, Jannsen [6], motivé par 
ses recherches sur la cohomologie galoisienne des représentations ^-adiques 
associées aux variétés algébriques sur les corps de nombres, suggérait que, dans 
le cas de mauvaise réduction, il devait exister des structures supplémentaires, 
en particulier un opérateur de monodromie comme dans le cas ^-adique. 
Ceci m'amena à construire l'anneau Bst qui contient l'anneau Bcris utilisé 
pour formuler Ccrî5. La conjecture de Jannsen se reformule alors (conj. Cst) 
en affirmant l'existence, pour une variété X comme ci-dessus, lorsqu'elle a 
"réduction semi-stable", d'une cohomologie qui généralise la cohomologie 
cristalline et d'un isomorphisme de comparaison entre cette cohomologie et la 
cohomologie étale p-adique. En utilisant les théorèmes de comparaison dans 
le cas de bonne réduction et le théorème de réduction semi-stable, je pus 
prouver Cst pour les variétés abéliennes (et même pour les 1-motifs). 

Ceci nous conduisit à mettre sur pieds un séminaire autour de CdR-> Ccris et 
Cst et nous eûmes la chance de voir le sujet se développer au fur et à mesure 
que le séminaire avançait. En particulier, 

- la conjecture Cst fut confortée par les travaux de Mazur, Tate et 
Teitelbaum [7] sur la représentation p-adique associée à une forme modulaire 

2 Du moins dans le cas de bonne réduction. Il y a un point obscur dans la preuve de CdR 
et il n'est pas clair que la démonstration s'applique sans hypothèse restrictive. 

4 
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de poids > 2 dont le niveau est exactement divisible par p : on comprenait 
comment cette représentation de dimension 2 pouvait être irréductible, malgré 
l'existence d'un opérateur de monodromie qui semblait décomposer l'espace 
de la représentation en somme directe de deux droites, on découvrait aussi 
une interprétation galoisienne conjecturale du nouvel invariant qu'ils avaient 
mis en évidence3 ; 

- nous fûmes conduit, B. Mazur et moi, à conjecturer que les 
représentations ^-adiques de Gal(Q/Q) qui "proviennent de la géométrie 
algébrique" sont exactement celles qui sont non ramifiées en dehors d'un nom-
bre fini de places et sont potentiellement semi-stables en p = £ (cf. [4] pour un 
énoncé précis et pour une discussion de quelques travaux récents qui semblent 
étayer cette conjecture) ; 

- mais surtout, alors que nous venions d'expliquer, Luc Illusie et moi, 
à Kazuya Kato qui se trouvait être à Orsay, ce qu'était la conjecture C^, son 
élève, Osamu Hyodo, resté à Tokyo, lui écrivait pour lui dire comment, en 
utilisant un "complexe de de Rham-Witt à pôles logarithmiques", il pensait 
pouvoir construire une cohomologie qui s'avéra être celle que nous cherchions. 
Dès lors, on travailla dur, à Bures-Orsay et à Tokyo, et on aboutit aux 
exposé V et VI du présent volume qui, sans démontrer Csi en général, donnent 
toutefois des résultats substantiels sur la question. 

Voici maintenant un très bref aperçu du contenu de chacun des exposés 
rédigés : 

- Dans l'exposé I, Luc Illusie décrit quelques aspects, tournant autour 
du théorème de monodromie locale de Grothendieck, des analogues ^-adiques 
et analytiques complexes de certains des problèmes qui sont abordés dans la 
suite dans le cadre p-adique. 

- Dans l'exposé II, on construit et on étudie quelques propriétés du 
corps des périodes p-adiques B^R et de quelques-uns de ses sous-anneaux (en 
particulier B^[R, Bcris et BST). Dans un appendice, Pierre Colmez montre que 

3 
L'exposé de B. Mazur sur ce sujet n'a pas été rédigé. On ne sait toujours pas prouver 

que la représentation associée à une telle forme modulaire est bien semi-stable. 

5 
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la clôture algébrique K de K est dense dans BjR. 

- L'exposé III a pour but l'étude des représentations p-adiques de 
Gal(KIK) : on introduit une hiérarchie entre ces représentations : cristallines 

semi-stables = > potentiellement semi-stables de Rham Hodge-
Tate; on explique quel genre de structure algébrique est associé à une telle 
représentation (par exemple, dans le cas semi-stable, on obtient ce qu'on 
appelle un (9?, iV)-module filtré) ; on montre que lorsque la représentation est 
potentiellement semi-stable, elle est déterminée par cette structure. 

- Dans l'exposé IV, Bernadette Perrin-Riou définit les représenta-
tions p-adiques ordinaires, montre qu'elles sont semi-stables et déterminent 
les (<£, AQ-modules filtrés auxquelles elles correspondent. Dans un appendice, 
Luc Illusie explique les résultats de Bloch et Kato (cas de bonne réduction) 
et de Hyodo (cas de réduction semi-stable) qui montrent que la cohomologie 
étale p-adique d'une variété propre et lisse sur K "ayant réduction ordinaire" 
est ordinaire. 

- Dans l'exposé V, Osamu Hyodo et Kazuya Kato définissent la 
cohomologie cristalline à pôles logarithmiques. Ceci leur permet en particulier 
d'associer à une variété propre et lisse X sur K munie d'un modèle sur les 
entiers à réduction semi-stable et à tout entier m > 0 un (<£, AT)-module 
filtré D qui dans le cas où le modèle a bonne réduction n'est autre que le 
m-ième groupe de cohomologie cristalline de la fibre spéciale munie de la 
filtration fournie par la comparaison entre cette cohomologie et la cohomologie 
de de Rham de la fibre générique. 

- Dans l'exposé VI, Kazuya Kato démontre la conjecture Cst pour une 
variété X comme ci-dessus lorsque sa dimension est < (p — l ) / 2 ; autrement 
dit, il montre que le module D ci-dessus détermine une représentation p -
adique semi-stable de Gal(K/K) (via la recette expliquée dans l'exposé III) 
et que celle-ci s'identifie à Hg{(Xj7, Qp). 

- Dans l'exposé VII, Michel Raynaud étudie les 1-motifs sur le 
corps K. Il montre que, du point de vue rigide analytique, tout 1-motif est 
canoniquement quasi -isomorphe à un 1-motif dont la variété semi -abélierme 
sous jacente a potentiellement bonne réduction. Ceci lui permet d'étudier la 

6 
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monodromie de ce 1-motif ainsi que ses réalisations ^-adiques. 

- L'exposé VIII donne une représentation unifiée de l'étude des 
représentations ^-adiques potentiellement semi-stables de Gal(K/K) (avec 
£ = ou ^ p). En particulier, on explique comment, lorsque le corps résiduel 
est fini, on peut associer à une telle représentation une représentation du 
groupe de Weil-Deligne de même lorsque £ = p. 

- Dans l'exposé IX enfin, Jean-Pierre Wintenberger donne une ver-
sion relative du théorème de comparaison entre cohomologie étale p-adique et 
cohomologie de de Rham pour un schéma abélien, moyennant des hypothèses 
assez générales. Sa construction utilise une version relative de l'anneau BjR 
construit dans l'exposé IL 

RÉFÉRENCES 

[1] G. FALTINGS. — Crystalline cohomology and p-adic Galois representations, 
Algebraic Analysis, Geometry and Number Theory, The Johns Hopkins 
University Press, 1989, 25-80. 
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of Maths, 115 (1982), 529-577. 
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Dehli (1993), 57-93. 

[4] J.-M. FONTAINE and B. MAZUR. — Geometric Galois Representations, en 
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Je voudrais remercier tous ceux qui m'ont aidé à la mise au point de ce 
séminaire et tout particulièrement Luc Illusie. Il est peu de dire que ce volume 
n'aurait jamais vu le jour sans son aide efficace, constante et généreuse. 

Mes remerciements vont également à Mmes Bonnardel et Le Bronnec qui 
ont assuré avec leur compétence habituelle et une patience infinie la frappe 
des différentes versions des différents manuscrits. 

Je ne peux pas terminer cette introduction sans évoquer la mémoire 
d'Osamu Hyodo. Peu de temps après la fin du séminaire, il vint passer quelques 
temps à Orsay et nous eûmes le plaisir de faire sa connaissance. C'était l'un des 
plus brillants mathématiciens de sa génération mais c'était surtout quelqu'un 
de très ouvert, curieux de tout et toujours souriant. Malgré les différences d'âge 
et de culture, je le considérais comme un ami. Le 22 avril 1989, il décidait de 
mettre fin à ses jours. Près de cinq ans après, c'est toujours avec la même 
émotion que nous évoquons son souvenir. 

A Orsay, le 30 mars 1994 

Jean-Marc Fontaine 

8 

8 INTRODUCTION

ASTÉRIQUE 223



Exposé I 

AUTOUR DU THÉORÈME DE 
MONODROMIE LOCALE 

par Luc Illusie 

0 . Introduction. 

Cet exposé ne contient aucun résultat original. On se borne à décrire 
quelques aspects du théorème de monodromie locale, qui, à des titres divers, 
ont inspiré les constructions de Hyodo-Kato (exp. V) et Fontaine (exp. VIII). 
On rappelle d'abord très brièvement, au n° 1, l'énoncé et les principaux 
corollaires du théorème de monodromie locale Sadique de Grothendieck, en 
suivant de près la présentation de Deligne dans (SGA 7 1) et [11, 1.7]. Au n° 
2, on travaille sur C. On explique la démonstration géométrique de la variante 
du théorème de monodromie locale pour les espaces analytiques complexes, 
puis l'on étudie en détail le cas de la réduction semi-stable. Pour S un disque 
ouvert de centre 0 dans C et / : X —> S un morphisme projectif d'espaces 
analytiques complexes, lisse en dehors de 0, et ayant réduction semi-stable en 
0 (2.1.1), l'unipotence de la monodromie T de H*(XUC) (t e S* = S - {0})) 
a une interprétation classique en termes de la connesion de Gauss-Manin sur 
la cohomologie de de Rham relative i?*/*^x*/5* (où X* = /_1(5*)). On 
rappelle plus précisément comment, d'après Steenbrink, peuvent se calculer, à 
l'aide de complexes de de Rham à pôles logarithmiques relatifs, le complexe des 
cycles évanescents iN/(C) et le logarithme N de T. La théorie de Steenbrink 
fournit de plus une structure de Hodge mixte HQ, limite, en un certain sens, 
pour t —• 0, des structures de Hodge pures des H*(Xt), et dont N est un 
endomorphisme nilpotent de type (—1,-1). On explique en 2.3 le principe 
de la construction. Sur HQ on dispose alors, a priori, de deux filtrations : 
la filtration par le poids (de la structure de Hodge mixte) et la filtration de 
monodromie (déduite de N). Leur coïncidence est le résultat le plus profond de 

S. M. F. 
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la théorie. On en donne quelques corollaires, dus à M. Saito [23], généralisant 
notamment le théorème local du cycle invariant ([2], [5]). Au n° 3, on explique 
certains analogues de la théorie précédente sur un trait S de caractéristique 
résiduelle p > 0. Pour / : X —» S propre et à réduction semi-stable (3.1.1), 
et t premier ^ p, on commence par résumer le calcul, dû à Grothendieck 
(SGA 7 I), complété par Rapoport-Zink [19], des cycles évanescents Rlty(JLi), 
munis de l'action de la monodromie : un point important, prouvé dans [19], 
est que l'inertie agit trivialement. On décrit ensuite l'analogue, construit par 
Rapoport-Zink (loc. cit.), du complexe utilisé par Steenbrink dans [27], auquel 
on a fait allusion plus haut. Cette construction donne naissance à une "suite 
spectrale des poids" ((3.6.9), (3.8.2)), aboutissant à la cohomologie de la 
fibre générique géométrique. La coïncidence entre la filtration aboutissement 
et la filtration de monodromie est ici conjecturale. On fait le point sur ce 
qui est connu. On reformule également, sous une forme un peu plus précise, 
certaines questions d'indépendance de déjà soulevées par Serre-Tate [26]. 
La perversité du complexe R^(Qe), convenablement décalé, est en filigrane 
dans toute cette étude. Elle découle du théorème d'Artin sur la dimension 
cohomologique des schémas affines (SGA 4 XIV 3.1) et du fait (bien connu, 
semble-t-il) que le foncteur R^v commute à la dualité. Nous en donnons une 
démonstration au n° 4, calquée sur celle des théorèmes de finitude de Deligne 
dans (SGA 4 1/2 Th. finitude). 

Je suis heureux de remercier P. Deligne, J.-M. Fontaine, K. Kato, N. Katz 
et M. Raynaud pour d'utiles discussions dans la préparation de cet exposé, 
ainsi que M. Rapoport pour ses remarques sur une première version de ce 
texte et sa suggestion d'inclure le complément (4.7). Je suis particulièrement 
reconnaissant à O. Gabber de m'avoir communiqué la preuve de (4.2) et 
signalé une erreur dans la démonstration initiale de (4.6). Mes remerciements 
les plus chaleureux vont, enfin, à G. Laumon pour sa lecture minutieuse du 
manuscrit final, ses nombreux commentaires, et son aide dans la mise au point 
de la démonstration de (4.6). 
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1. Le théorème de monodromie locale f-adique. 

1.1. On fixe, dans ce numéro, un anneau de valuation discrète hensélien 
i?, de corps des fractions K et de corps résiduel k. On note p l'exposant 
caractéristique de k. On choisit une clôture algébrique K de iïT, on note R 
le normalisé de R dans K, et k le corps résiduel de R (qui est une clôture 
algébrique de k). On note I le groupe d'inertie, donné par la suite exacte 

1 - » / - » Gâi(K/K) -» Galífc/Jfc) -* 1 

Il s'insère dans une suite exacte canonique ([25] et [8, §2]) 

1 _ > P _ > J J . Z , „ M ( 1 ) - 1 

où P est un pro-p-groupe et Z(p/)(1) 
l#p 

2e(l) est le groupe d'inertie 

modéré (Z^(l) = lim/̂ n(fc)) Soit t un nombre premier ^ p. On note 

TLJ->Z*(1) 

le ^-composant de t; le noyau de te est un groupe profini d'ordre premier à L 
Une représentation l-adique de Gsl(K/K) (ou plus généralement, d'un 

groupe profini G) est un homomorphisme p : G —» GL(V), où V est un Q^-
espace vectoriel de dimension finie (Q^ étant une clôture algébrique de Q^), tel 
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qu'il existe une extension finie E de contenue dans et une E'-structure 
VE sur V telles que p se factorise en un homomorphisme continu G —> GL(VE) 
(GL(VE) étant muni de sa topologie naturelle de groupe de Lie Sadique). 

Soit G = Gal(K/K). On dit qu'une représentation Sadique p de G 
est quasi-unipotente s'il existe un sous-groupe ouvert /1 de I tel que la 
restriction de p k Ii soit unipotente (i.e. telle que p(g) soit unipotent pour 
tout g £ /1). Un résultat fondamental de Grothendieck affirme que cette 
propriété est automatique dès que k n'est pas trop gros : 

THÉORÈME 1.2 (Grothendieck) [26, Appendice]. — On suppose qu'aucune 
extension finie de k ne contient toutes les racines de l'unité d'ordre une 
puissance de £. Alors toute représentation Sadique de G est quasi-unipotente. 

1.3. Soit X un schéma séparé de type fini sur K. D'après (SGA 4 XIV) 
(resp. (SGA 4 1 /2 Th. finitude)), les groupes de cohomologie H^(X-jr,Qi) 
(resp. Hn(Xj7,Qe)) sont de dimension finie sur Q^. Le groupe de Galois G y 
opère par transport de structure, d'où une représentation Sadique 

(1 .3 .1 ) p : G GL(H) , 

où H est l'un des groupes précédents. 

THÉORÈME 1.4. — La représentation p (1 .3 .1 ) est quasi-unipotente. 

Comme il est expliqué dans (SGA 7 1 1 ) , Grothendieck a déduit ce résultat 
d'une variante de 1.2 par un passage à la limite utilisant la méthode de 
lissification de Néron (voir [3, 3.1 theorem 3 + 3.6 lemma 5]). 

Il est plausible que la conclusion de 1.4 est encore vraie si l'on remplace le 
faisceau constant sur X par un Q^-faisceau "d'origine géométrique" (cf. [2, 
6.2]). 

1.5. Soit p : G —> GL(V) une représentation quasi-unipotente. Il existe 
alors un unique morphisme nilpotent 

(1 .5 .1 ) N : V(l) -» V 

caractérisé par le fait que, si I\ est un sous-groupe ouvert de / tel que la 
restriction de p à /1 soit unipotente, alors 

(1 .5 .2 ) p(g) = exp(Nt£(g)) pourtout g e h 

L'unicité est en effet claire. Pour l'existence, il suffit d'observer que, le 
noyau Pi de t? étant un groupe profini d'ordre premier à l'image par p de 
Pi est finie (on peut supposer que p se factorise à travers GL(VE) comme 
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ci-dessus; si L est un réseau de VE stable par G, le noyau K de la flèche de 
réduction GL(L) —» GL{L/V&EL) est un pro-^-groupe, donc KC\p(Pi) = {1}). 
Comme les éléments de p(P^nJi) sont unipotents, on a donc p(Penli) = {1}. 
La restriction de p à I\ se factorise donc à travers ^ ( i i ) , et, quitte à rapetisser 
/ 1 , logp(tt(g)) est défini pour g G I\. 

L'endomorphisme N s'appelle le logarithme de la partie unipotente 
de la monodromie locale. Il résulte de la caractérisation (1.5.2) que 
N : Q^(l) —• End(V) est invariant par Galois : pour z G Q£(l), x G V, g G G, 
on a 

(1.5.3) p(g)N{zx) = N(x(9)z-P(g)x) , 

où x : G —• Z£ est le caractère cyclotomique. En particulier, si A; est le corps 
fini Fq et F £ G relève le Frobenius géométrique (a H-• a«) de Gal(^//c), 
on a 

N(zFx) = qFN{zx) , 

relation qu'on écrit parfois, par abus, 

(1.5.4) NF = qFN 

Le couple (p,N) détermine alors une représentation du groupe de Weil-
Deligne 'W(K/K) [8, §8]. 

L'endomorphisme N permet de définir la filtration de monodromie 
locale de V : c'est l'unique filtration finie croissante (séparée et exhaustive) 
• • • C MiV C Mi+1V C ••• telle que JVM,-V(1) C M,-_2V et que Nk induise 
un isomorphisme grjfV(k) gr^kV. Si l'on désigne par K.V (resp. IV la 
filtration noyau (resp. image) définie par 

KkV = KeiNk+1 (resp. IkV = lmNk) 

la filtration de monodromie est "produit de convolution" des nitrations K et 
I : 

(1.5.5) Mi jk—i—j r n Kk , 

cf. [28, 2.3]. Nous examinerons, au n° 3, quelques problèmes concernant ces 
filtrat ions. 
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2. Réduction semi-stable et structure de Hodge limite. 

Dans tout ce numéro, nous travaillons exclusivement sur C. 
2.1. La démonstration géométrique du théorème de monodromie 

locale. 
2.1.1. Soit / : X —• S un morphisme propre d'espaces analytiques 

complexes. On suppose que S est un disque ouvert, et que / est lisse hors 
de 0 G 5. Comme la restriction de / à S* = S — {0} est un fibre localement 
trivial au sens C00, le générateur positif de 7Ti(5*) induit, pour t £ 5*, un 
automorphisme de iï"*(Xt,Z), noté Tt (ou T s'il n'y a pas de confusion à 
craindre), et appelé automorphisme de monodromie locale (voir (SGA 7 
XIV 1.1) pour les conventions de signes). Le théorème de monodromie locale 
affirme que cet automorphisme est quasi-unipotent. Plus précisément : 

THÉORÈME 2.1.2. — Sous les hypothèses de 2.1.1, il existe un entier a > 1 
tel que 

(Ta -1 ) ,+1 \H\XUZ) 0 pour tout i . 

2.1.3. Plusieurs démonstrations ont été données de ce théorème. Rappelons 
brièvement celle de Grothendieck (historiquement la première, à ma connais-
sance) (cf. (SGA 7 I 3.3)). Utilisant la résolution des singularités de Hironaka, 
on peut supposer que X est lisse et que la fibre spéciale X0 est un diviseur 
à croisements normaux (i.e. que / est donné, au voisinage d'un point de XQ, 
par (21,. . . , zn) i-» z*£ - - - z%T, où ( z i , . . . , zn) sont des coordonnées locales 
sur X ) . Comme / est propre, on dispose de la suite spectrale des cycles 
évanescents 

(2.1.3.1) E\q = Hp(X0,RqV(Z)) -H*(XUZ) , 

qui est T-équivariante (cf. SGA 7 XIV (1.3.3.2))) (rappelons que les faisceaux 
de cycles évanescents RQI$(Z) sur XQ sont définis par 

iFtf (Z) = i*RQ]*Z 

où i : X0 —• X est l'inclusion, X* l'espace déduit de X* = X\S* par le 
changement de base par un revêtement universel S —• 5*, et j : X —• X 
la flèche canonique). Il suffit donc de prouver qu'il existe un entier a > 1 
tel que Ta\Rq^f(Z) = Id pour tout q. Il suffit de prouver qu'il existe un 
tel entier localement sur XQ. On peut donc ôter l'hypothèse de propreté sur 
/ , et supposer que X est un voisinage ouvert de 0 dans Cn, et que / est 
donné par ( z i , . . . , zn) i—• z^1 --z^. Alors X0 = Y^i=ieiDi, où Di est le 
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diviseur (z{ = 0). Montrons que a = ppcm(ei) convient. Soit x G X0, et soit 
J = {i E G D{}. Il suffit de montrer que, si e = pgcd(ei,i G I) , alors 

Te\RqV(Z)x = 

pour tout g. Quitte a remplacer zt-, pour z G i , par ou est une 
unité convenable, on peut supposer que / , au voisinage de est donné par 
z 

iei 

z€i i Changeant les notations, on peut supposer que x = 0 et / = [1, r]. 

Appliquant la définition des cycles évanescents, on trouve que 

i?^(Z)0 = tf9(F,Z) , 

où F est le sous-espace analytique de C*rx (Im u > 0) d'équation 

zGl • • • z€r exp(27rm) 

la monodromie T agissant par u v-> u + 1. Cet espace est réunion disjointe des 
Fk (0 < k < e — 1) d'équations 

ci 
* * * <2f 

Cfcexp(2 •ïïiu/e) 

où £ = exp(27Tî'/e), = e^/e. Il s'identifie (analytiquement) à (Z/eZ) x i<o, et 
(homotopiquement) à (Z/eZ) x F , où V est le tore défini par la suite exacte 

1 V -» (S1)7* -» S1 1 

(zi) ziei 

la monodromie agissant par n i—• n + 1 sur le facteur Z/eZ. En particulier, 
Te = 7d sur H*(F, Z). On trouve plus précisément : 

(2.1.3.2) 

RqV(l)o = l[2/el] ® JÏ«(V, Z) , 

i î ^ K Z ) = A'fTHViZ) 

^ ( V . Z ) = Coker(Z -» Zr 1 " « ) ) 

(T agissant par + 1 sur Z/eZ). 
Par les théorèmes de comparaison entre cohomologie étale et cohomologie 

classique, ainsi qu'entre groupe fondamental algébrique et groupe fondamental 
classique, on déduit de 2.1.2 : 
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COROLLAIRE 2.1.4. — Soit K le corps des fractions du hensélisé, en un point 
fermé, d'une courbe lisse sur C (voire un corps de caractéristique nulle), et 
soit X un schéma propre et lisse sur K. Avec les notations de 1.1, il existe 
alors un sous-groupe ouvert I\ du groupe d'inertie I (~ ZA(1)) tel que l'on 
ait, pour tout g E I\ et tout i, 

(p(g)-l)i+1\Hi(XT,2e) = 0 

(où p est la représentation de monodromie locale, cf. 1.3). 

Ce résultat est à la fois moins général et plus précis que 1.4. Nous verrons 
plus loin que l'exposant i + 1 peut être amélioré. Nous examinerons d'autre 
part, au n° 3 , les variantes de ceci en caractéristique mixte ou positive. 

2.1.5. Soit S comme en 2 .1 .1 , et soit / : X —> S un morphisme d'espaces 
analytiques, lisse hors de 0, et ayant réduction semi-stable en 0 (i.e. donné, 
au voisinage de tout point de Xo, par (zi, • • •, zn) i—• z\ • • • zm, où (zi, • • •, zn) 
sont des coordonnées locales sur X, X étant lisse). La fibre spéciale Y = Xo 
est alors un diviseur à croisements normaux réduit. Supposons de plus que ce 
diviseur soit globalement somme de diviseurs lisses Y{ (1 < i < r) (se coupant 
transversalement). On peut alors expliciter les faisceaux de cycles évanescents 
RqSb(Z) globalement sur Y (et non plus seulement ponctuellement, comme en 
(2 .1 .3 .2 ) ) : on a des isomorphismes canoniques : 

(2 .1 .5 .1 ) 

(i) RqV(Z) = Z 

(ii) RqV(Z) = AqR1V(l) (q > 0 ) 

(iii) = Coker(Zr - ®i<i<rlYt , n » (n\Yi))(-l) 

où ( — )(k) désigne le "twist à la Tate" habituel en théorie de Hodge, 
(-)® (27ri)k2. 

Il résulte immédiatement de (2 .1 .3 .2) que les flèches naturelles Z —» 
i?°*(Z), A9iî1*(Z) -> Rq$(l) sont des isomorphismes. Donnons la définition 
de l'isomorphisme (iii). Notons jm : X — Ym —> X l'inclusion. On sait que 
la classe cl(Ym) G Hym(X, Z)(l) du diviseur Ym fournit (par pureté) un 
isomorphisme 

(a)  1?' zm   . zm 

Si j : X — Y = X* —» X est l'inclusion et j : X* —> X est la flèche définie en 
(2 .1 .3 .1 ) , on a des flèches naturelles 

(b)  1?' z m   . z m -»  1?' z m 
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De (a) et (b) on déduit une flèche de faisceaux sur Y 

(c) 
1 <m<r 

lYm-+R^(l)(l). 

Il découle de (2.1.3.2) que (c) identifie (0Zym)/Z à i21*(Z)(l) : c'est 
l'isomorphisme (iii). 

Pour q > 1, on a A*(©Zy.) 
il <---<iq 

Zy^n-ny^. Le produit extérieur 

gauche par v = ( ! , . . . , ! ) fournit une suite exacte 

(2.1.5.2) 
0 -> ly A ®lYi ^ Y> ly A ®lYi iC\Yi 

¿1 <-"<iq 
ZV-  ...  : —•> ' 

qui n'est autre que le complexe de Cech augmenté du recouvrement de Y par 
les Y{. Si l'on note C' ce complexe (C° = ©Zy), on a donc, d'après (2.1.5.1) 
(h) : 

(2.1.5.3) Ker(C9 -+ Cq+1) Coker(C-2 ^C'1) : Ker(C9 -+ Cq+1) ( 9 > 1 ) 

On peut encore interpréter ces formules de la façon suivante. Les flèches 
(a) ci-dessus donnent un isomorphisme 

l<i<r 
iYi^Rswss4Mi) 

(dont (c) se déduit par composition avec i?1j.Z(l) —• RliS(Z)(l)). On en 
déduit, pour q > 1, un isomorphisme 

(2.1.5.4) cq-i iYi^R4Mi 

(avec la notation de (2.1.5.3)). Pour éviter des confusions, notons G plutôt 
que Z, le groupe fondamental de S*. Le complexe .R^Z) est sous-jacent à un 
objet (noté encore R9(l)) de D+(Y,Z[G\), et l'on a 

(2.1.5.5) RT(G,R*(l)) = Rj*l\Y 

En particulier, on a une suite spectrale 

E™ H'(G,R>9(l))=dddïR*jJZ)\Y , 
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qui fournit des suites exactes courtes 

(2.1.5.6) 0 H\GiR"-^{l){q)) R"J*Z(q)\Y H0(G,RqV(2)) 0 

(G étant de dimension cohomologique 1). Or les hypothèses sur / entraînent, 
d'après (2.1.3.2), que G opère trivialement sur les faisceaux R'ty(Z). On a 
donc 

H°(G,RqV(l)) = Rq<Ü(l) 

et un isomorphisms canonique 

H°(G,RqV(l)) = Rq R4-XV(2)(q- 1) 

(déduit de H\G,1) = HX{S\1) = Z ( - l ) ) La suite (2.1.5.6) se récrit donc 

(2.1.5.7) 0 -+ Rq-1^(2)(q - 1) Rqj*2(q)\Y -> Rq^(2){q) 0 

compte tenu de (2.1.5.4), c'est (à un signe près peut-être) la suite déduite 
de (2.1.5.3). Cette interprétation est due à Rapoport-Zink [19], nous y 
reviendrons au n° 3.6. 

2.2. Monodromie locale et connexion de Gauss-Manin. 
2.2.1. Soit f : X —> S comme en 2.1.1. On suppose que X est lisse sur C, 

et que la fibre spéciale Y = Xo est un diviseur à croisements normaux (non 
nécessairement réduit). Pour tout le système local Rqf*(C) = Rqf*(2) ® C, 
de fibre Hq(Xt, C) en t G 5*, est le sous-faisceau des sections horizontales de 
la connexion de Gauss-Manin V sur Rqf*Q'x*/S+ (où X* = X — Y). Comme 
le montre Steenbrink dans [27], la géométrie de la situation permet d'exhiber 
un "prolongement canonique" (au sens de Deligne-Manin, cf. [6]) de cette 
connexion, et par suite de donner une autre description de la monodromie T 
de Hq(XuC). 

Notons wx = Qx(logY) le complexe de de Rham de X (sur C) à pôles 
logarithmiques le long de Y, et de même ws = fì^logO) celui de S à pôles 
logarithmiques le long de 0 ([6], [7]). Le 0x-module 

(2.2.1.1) UX/S ' H\GiR"-^{l){q)) 

(noté QlX/S (log y ) dans [27]) est localement libre de type fini (admet-
tant localement pour base dz\/z\,... ,dzr/zr, dzr+\,. • •,dzn avec la rela-
tion Heidzi/zi = 0, au voisinage d'un point de Y où Y a pour équation 
z\1 • • • zerr — 0 dans un système de coordonnées locales ( z i , . . . , zn)). La 
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différentielle de ux donne, par passage au quotient, une différentielle sur 
wXiS := A'CJX/S, et l'on a une suite exacte de complexes 

(2.2.1.2) 0 -> u)\ <g> u)'xfs -*wx-> ux/s -> 0 

(où la flèche de gauche est a (g) b h-> f*a A b). L'opérateur bord qui s'en déduit, 

(2.2.1.3) V : Rqf*ux/§ > "s ® Rqf*wx/S , 

prolonge la connexion de Gauss-Manin (cf. [N.M. Katz, The regularity theo-
rem in algebraic geometry, Actes Congrès Int. Math. 1970, tome 1, 437-443, 
Gauthier-Villars, 1971]). Steenbrink prouve le résultat suivant : 

THÉORÈME 2.2.2 [27, 2.18, 2.20]. — (a) Les faisceaux Rqf^'X/s sont 
localement libres de type fini, de formation compatible à tout changement de 
base ; en particulier, 

Rqf^'x/s ®os c{o] H*(Y,u>y) 

où Von a posé 

(2.2.2.1) LO'Y := UJx/s ®os C{0} • 

(b) Soit N le résidu en 0 de la connexion (2.2.1.3). Alors, si a est une 
valeur propre de N, on a a € Q et 0 < a < 1. 

Le fibre vectoriel Rqf*0JX/S, muni de V (2.2.1.3), est donc le prolongement 
canonique de Rqf*Çï'x*/S+, muni de la connexion de Gauss-Manin, au sens de 
Deligne [6, II 5.4] (relativement au choix (II 5.3.1) de r ) . D'après [6, II 1.17] 
et [6, II 5.6], il en résulte : 

COROLLAIRE 2.2.3. — (a) Les automorphismes de monodromie Tt de 
Hq(Xt,C) (t 6 S*) sont les fibres d'un automorphism,e T du fibre Rqf*u>X/S, 
dont la fibre en 0 est donnée par 

T0 = exp(-27rt'JV) 

(avec N comme en 2.2.2(6)^. 
(b) Si Von identifie Hq(Xt,C) et Rqf*ux/S ®os C{0} (= Hq{Y,Uy) 

d'après 2.2.2(a)) à un même espace vectoriel V, Tt et Tb sont conjugués dans 
GL(V). 

Compte tenu de 2.2.2 (b), cet énoncé établit à nouveau la quasi-unipotence 
de T.. 
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2.2.4. D'après Deligne ([6] ou [7]), le complexe wx "calcule" Rj*C, i.e. on 
a un isomorphisme 

(2 .2 .4 .0 ) CJx ^ RjX (dans D(X, C)). 

Steenbrink déduit 2.2.2 d'un résultat plus fin, selon lequel le complexe Uy 
(2 .2 .2 .1 ) calcule R$(C) (dans D(Y, C)). Plus précisément, choisissons une 
uniformisante t : S —> C, un revêtement universel p : S —» S*, et un 
logarithme, i.e. une fonction logt sur S telle que exp(logt) = p*t. Steenbrink 
construit un isomorphisme dans D(Y, C) (dépendant de ces choix) 

(2 .2 .4 .1 ) at : cjy i2*(C) . 

L'homomorphisme de degré 1 déduit de la suite exacte (2 .2 .1 .2 ) 

u'xis^us®u'xis 
donne, par composition avec le résidu en 0, Res0 : uls —> C{0}, un homomor-
phisme 

(2 .2 .4 .2 ) N : ujy —y LO'y 

de Z?(Y, C). Steenbrink montre de plus (cf. 2 .3 .3) que l'automorphisme de 
monodromie T de i?\I>(C) correspond, par (2 .2 .4 .1) , à exp(—2iziN). L'assertion 
(a) de 2 .2.2 découle de (2 .2 .4 .1 ) et de l'isomorphisme H*(Y, jR*(C) ) = 
H*(Xi,C), et, par un calcul explicite de N sur 7{*u)y, la formule 
T = expf—2-KÎN) entraîne (b). 

Pour la dépendance de (2 .2 .4 .1 ) par rapport aux choix, voir [27, 4.24] (du 
moins dans le cas où Y est réduit). 

Expliquons la définition de (2 .2 .4 .1) , en nous plaçant, pour simplifier, dans 
le cas où Y est réduit. Notons i~l le foncteur image inverse par i : Y —> X 
pour les faisceaux abéliens. Il résulte de la définition de i?\P(C) que l'on a 

(a.)  ( ) Vv[log/] (dans D(y,C)) 

(avec les notations de (2 .1 .3 .1) ) . Le complexe i lwx (= i 1Qx(logY)) 
s'identifie de façon naturelle à un sous-complexe de J O X Plus générale-
ment, i~lj*ÇlL-+ contient le sous-complexe i~lwx]^ogt\ formé des sections 
s'écrivant localement ^20<j<:<s(^ogt)kLJk^ °ù uk es^ une section de wx. Steen-
brink montre que l'inclusion 

(b) i Vv[log/] -» i l3*&1x* 
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et rhomomorphisme 

(c) i lwx\[ogt] UJ'y 

associant à Y2o<k<sfl°&t)kuJk â classe de uo dans UJ'Y sont des quasi-
isomorphismes (pour (c), voir la remarque suivant 2.3.2.5 ci-dessous). 
L'isomorphisme (2.2.4.1) est défini par (b) et (c), compte tenu de (a). 

Signalons l'interprétation suivante de ces isomorphismes, due à Navarro-
Aznar (communication personnelle). Le complexe i"""1^[logtf] est un module 
différentiel gradué sur l'algèbre différentielle graduée ws. On peut l'écrire 
comme un produit tensoriel 

i 1(J'x\log t] i 1(u's\log t] 0 ^ UJ'X). 

Notons ¿0 : {0} —• 5 et jo : S* —» S les inclusions. Le cj^-module différentiel 
gradué iô"1^[logt] est une résolution de C{0} (cas particulier de (c)), dont on 
vérifie facilement qu'elle est acyclique pour le foncteur (g)̂ - . On a donc 

i 1u'x[log t] L 
C{0} ®us u'x 

Compte tenu de (a) et (b), et comme wx (resp. ws) calcule Rj*C (resp. 
Rjo*C), on peut récrire cette formule (toujours dans le cas où Y est réduit) 
sous la forme plus frappante 

(2.2.4.3)   ( ) 
L 

c{o} ®flj0.c Rj*C , 

qu'on peut considérer comme une sorte d'inversion de (2.1.5.5). 
2.3. Complexe de Steenbrink et structure de Hodge limite. 
2.3.1. Soit S comme en 2.1.1. On suppose, dans ce numéro, que f : X —* S 

est project if, avec X lisse sur C, et que / est lisse hors de 0, de dimension 
relative d, et a réduction semi-stable en 0, la fibre spéciale Y = Xo étant 
somme de diviseurs lisses Y{. L'un des résultats principaux de Steenbrink 
([27], complété par [28]) est que i?\I/(Z) est sous-jacent à un complexe de 
Hodge mixte cohomologique sur Y, (i?^(Z), (i2*(Q), W), (i (C), W, F)) au 
sens de Deligne [10]. En particulier, les groupes de cohomologie iJn(y, i?\£(Z)) 
sont munis de structures de Hodge mixtes naturelles. De plus, l'opérateur 
de monodromie T est unipotent, et N := (—l/27ri) logT est un morphisme 
de structures de Hodge mixtes Hn(Y,R$(Q)) -> Hn(Y,/2*(Q))(-l). Ces 
résultats avaient été annoncés par Deligne dans (P. Deligne, Théorie de Hodge, 
I, Actes, Cong. int. math., I, Gauthier-Villars (1971), 425-430). La théorie de 
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Morihiko Saito [20], [21] en offre une meilleure formulation : RS&(l)[d] est 
sous-jacent à un module de Hodge mixte sur Y (en particulier, Rty(Q)[d] est 
un faisceau pervers), dont TV est (au twist près) un endomorphisme nilpotent. 

2.3.2. Nous nous bornerons à esquisser la construction de Steenbrink [27] 
d'un représentant de (iîtf(C), W, F). Pour celle de (R$(Q),W), qui n'est 
pas traitée correctement dans [27], nous renvoyons à [28] (où la construction 
est inspirée de Rapoport-Zink [19]). On suppose choisis comme en 2.2.4, une 
uniformisante t et un logarithme log t. L'observation de base est la suivante 
(cf. [27, 4.6] - qui, à la lettre, n'a pas de sens • • •) : 

LEMME 2.3.2.1. — Soient i :Y —• X l'inclusion, et6 — f*dt/t. La suite de 
complexes 

.—i r 11 o A .—i . oA —i . m i wY[-l] —* i u'x —-> i Vv[ l ] 

est exacte, ainsi que la suite de faisceaux qui s'en déduit par application de 
W. 

La vérification de la première assertion est immédiate (complexe de 
Koszul). La seconde résulte du calcul standard des 7ïqcj\= Rqj*C (où 
j : X - Y -» X est l'inclusion), cf. (2.1.5.5) et [7, 3.1.8]. 

La suite exacte de 2.3.2.1 définit un bicomplexe 

M = ( v r V Y [ - i ] d" d" 
-!-> r V v —> *~VY[i] - • • • • ) , 

de différentielle verticale d" déduite de 0, dont les colonnes sont acycliques. 
Ce complexe est concentré dans la bande oblique 0<i + j<d+l = dim X 
(et mal placé, car sur une diagonale i + j = pour 0 < n < d + 1, 
toutes les composantes sont non nulles). Certains complexes déduits de M 
par troncation sont particulièrement intéressants. Nous noterons cr<a, cr>a les 
troncations naïves, r<a, r>a les troncations canoniques (si L est un complexe, 
a<aL = ( • La - 0), a>aL = (0 -> La -> • • •), r<aL = ( • La~l 
Za 0), T>aL = (0 — La/iJ0 -» Z,0+1 -» • • •))• Dans le cas d'un bicomplexe, 
si t est une troncation, nous noterons ihor (resp. i') la troncation relative à la 
différentielle horizontale (resp. verticale). Posons 

(2.3.2.2) M' =  ^<0   " = < ^ ^ )[  ] 

(où [/>,(/] désigne le decalage pour les biconiplcxes). Par exemple, si d = 1. A/ 
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est le bicomplexe 

0 O u ; i ->u r i -» 0 

0 -+0 -+uolx-> u2x -+0 

0 ->0 u;^ ->u;^->0 

ligne de degré 0 , 0 en degré 0 

M' le bicomplexe 

0 —• 0 —• ZCJI -> 0 

n Z° _> n 
(= C{o} 

ligne de degré 0, O en degré 0 , 

et M" le bicomplexe 

0 U\/B2 0 

0 -» u^ / f l1 u;^ -> 0 ligne de degré 0, wlx/Bl en degré 0 

(on a omis le i 1 pour abréger). On a des homomorphismes naturels de 
bicomplexes 

(2.3.2.3) M' M" , 

induit par d" : M 0 -+ AT1, et 

(2.3.2.4) M' —• (Jy , 

induit par T<dU\ —• Uy. 
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LEMME 2.3.2.5. — Les morphismes (2.3.2.3) et (2.3.2.4) induisent des quasi-
isomorphismes sur les complexes simples associés. 

En effet, les colonnes W ôr son^ ^cycliques d'après (2.3.2.1) et le calcul 
direct des Wujy (cf. [27, 1.14]). 

On peut observer aussi que, pour les mêmes raisons, l'inclusion M' —• 
cr<0M induit un quasi-isomorphisme sur les complexes simples associés, et que 
le complexe simple associé à cr<0M n'est autre que le complexe i"~1u'x[log t] 
considéré en 2.2.4 (b) et (c) : le fait que (c) soit un quasi-isomorphisme découle 
donc de 2.3.2.5. 

Le complexe wx est muni de la filtration par le poids 0 C WoWx C W\wx C 
••• [7, 3.1.5], et l'on a une inclusion T<ncdx C Wnwx- On sait [7, 3.1.8] que 
l'identité de CJ'X donne un quasi-isomorphisme de complexes filtrés 

(2.3.2.6) Ux/Wn-xU'x .ssdd 

On a donc, pour tout n, des quasi-isomorphismes 

(2 .3 .2 .6V T>nWx <- u'x/T<n-iu'x Ux/Wn-xU'x . 

Steenbrink considère le bicomplexe A = (Apq,d' ,d") défini par 

(2.3.2.7) Ux/Wn-xU'x .ddddn-xU'x . 

A ( ^ / W i ^ ) [ 2 

(ux/W0ux)[l} ligne de degré 0, UJx/W0UJX en degré 0 , 

de différentielle d' (resp. d") induite par la différentielle extérieure (resp. 
0A) : pour x G Apq, d!x = ( — \)q+ldx (d = différentielle extérieure), d"x = 
( — 1)p0AX. Ses lignes sont reliées à celles de M " par les auasi-isomorphismes 
(2.3.2.6)' : la q-ième ligne de A correspond à w'x[(i\/T<o(wx[q\) ^ Wx[q]/(T<q 
(^'X)[Q\ — (^g+i^x)!?]- Par construction, A est à support dans Y, et le 
complexe simple sA associé à A est une autre "incarnation" de wY (donc 
de i?\&(C)) dans D(Y, C) : on a des isomorphismes canoniques de D(Y,C) 

(2.3.2.8) RV(C) ~ cjv - sA . 
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Noter que le bicomplexe A est concentré dans le triangle (p > 0, q > 0, 
p + q < d = dim y ) ; par exemple, pour d = 1, A est le bicomplexe 

"2x/Wiu,2x 

LU1x/W0COX y U2x/WQU2X ligne de degré 0 

Steenbrink définit comme suit les filtrations (W, F) sur le bicomplexe A. La 
filtration (décroissante) F est la filtration par le premier degré : FPA = 0>°rA 
(= A-P,m). La filtration (croissante) W est donnée par 

WrA™ W2q+r+ssssslVx 'Wqup+q+1 

La filtration W est une "filtration de monodromie" (voir 2.3.3). Observer que, 
par (2.3.2.6), la q-ième ligne de WrA correspond à T<q+r((jj'x[q\)/T<O(UJ'X[CJ\) = 
(r<2q+rUx)[q}/(T<qu;xx)[q] T<q+r((r>q+1(j'x)[q]) 

Q WrA 

0 r P 

Les gradués associés se calculent aisément. Pour W, notant que gv^A est 
à différentielle d" nulle, et tenant compte de (2.2.4.0) et de la remarque 
précédente, on trouve que grjf A est cohomologiquement concentré sur la 
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droite j — i = r, somme des i?r+1+2<7j*C placés en bidegré (r + g, g), et donc 
que 

(2.3.2.9) ^ s A 
9>0 

<H-r>0 

Rr+W<ij^Q[-r -2q] 

Rappelons que, d'après (2.1.5.4), on a aussi, si Y = Ui<2</iYi, 

Rmj*C = ®CYiin...nYim 

somme étendue aux 1 < ¿1 < • • • < im < h. En ce qui concerne F, Steenbrink 
montre que l'on a 

(2.3.2.10) grpFsA = UJY[-P) 

Il prouve plus précisément que 0A induit un morphisme de complexes u>Y —* 
A0, et que la suite de complexes 

(2.3.2.11) 0 - u;Y dd A0 sd A1 s d • • -A-" - C • • • 

est exacte. 
2.3.3. L'endomorphisme v de A, de bidegré ( — 1,1), égal à ( —1)P+^+1 (pro-

jection canonique) sur Apq', commute à d' et dndonc induit un endomor-
phisme 

(2.3.3.1) v : sA —> sA . 

Notant W (resp. F) la filtration de sA déduite de la filtration W (resp. F) de 
A, on a 

u(WrsA) C Wr-2sA , /y(FnsA) C Fn_1s,4 

On vérifie de plus que, pour r > 0, vr induit un isomorphisme (de complexes) 

(2.3.3.2) vr : gr^sA ^ gr^rsA 

de sorte que W est la filtration de monodromie de v. Steenbrink prouve 
enfin que, par risomorphisme (2.3.2.8), v correspond à l'endoriiorphisme 
N = Res0 V (2.2.4.2). En fait, on a les résultats plus précis suivants, qui 
expriment l'essentiel de la théorie : 
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THÉORÈME 2.3.4. — Sous les hypothèses de 2.3.1, avec t et logt choisis 
comme en 2.3.2 : 

(a) Le complexe R^f(Z) G D(Y, Z) est sous-jacent à un complexe de 
Hodge mixte cohomologique (Ätf(Z), (i (Q), W), (Ä*(C), W,F)) [10,8.1.6], 
dont la composante (i?\I/(C), W, F) est isomorphe à (sA, W, F) dans la 
catégorie dérivée bifiltrée D+F2ÌY,C). 

(b) L'endomorphisme T de Rty(C) est unipotent, et — (l/27ri)logT est 
sous-jacent à un morphisme de complexes de Hodge mixtes 

N:RV{Q)^RV(Q){-1) , 

dont la composante sur (R9(C),W,F) est donnée par v (2.3.3.1). Pour tou\ 
r > 0, Nr induit un isomorphisme 

Nr : gr^i?tf(Q) - grîTrA*(Q)(-r) 

(c) On a un isomorphisme canonique dans DCY, C) 

g A i î t f ( C ) ~ u £ [ - p ] 

Rappelons que, comme / est propre et f\S* lisse, on a (SGA 7 XIV 
(1.3.3.2Ì). 

H* (Y, m A) H*{X ,A) H*(XUA) 

pour tout point t £ S* (ces identifications étant compatibles à l'action de la 
monodromie T). De 2.3.4, on déduit donc : 

COROLLAIRE 2.3.5. — Sous les hypothèses de 2.3.4, pour tout n, Hn(X ,Z) 
est muni d'une structure de Hodge mixte, et l'endomorphisme (nilpotent) 
N = ( — \/2-KI)logT de Hn(X , C ) est un morphisme de structures de Hodge 
mixtes Hn(X*,Q) -+ Hn(X*,Q)(-l). 

On peut considérer cette structure de Hodge mixte comme "limite" des 
structures de Hodge pures des Hn(Xs, Z), s G 5*, "quand s tend vers 0". Elle 
dépend des choix de (£,log£) (le réseau Hn(X ,Z) et la filtration par le poids 
W sont fixes, mais la filtration F varie, cf. [27, 4.24] et [24]). 

Par la théorie de Hodge mixte, la suite spectrale des poids 

(2.3.6) wEvq = H^(Y,gvZR^(Q)) =* Hp+q(X\Q) 

dégénère en E2, et la suite spectrale de Hodge 

(2.3.7) FE\q = Hp+q(Y,gTpFR$(C)) Hp+q(X*,C) 
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dégénère en E\. Les filtrations aboutissements de (2.3.6) et (2.3.7) sont 
respectivement la filtration par le poids W et la filtration de Hodge F de 
H*(T). 

On peut expliciter les termes initiaux de ces suites spectrales. Tout d'abord, 
la formule (2.3.2.9) se raffine en un isomorphisme de complexes de Hodge 

(2.3.8) (ar+i+2<7 
q>0 

r+g>0 

(ar+i+2<7)*Qy(r+i+2g)(-r - q)[-r - 2q] 

où 
y(m) 

1<»1< —<»m<fc 
y ; -1n- - -n^m, 

et 
am : y(m) -> Y 

est la projection. En d'autres termes, grvyiî^f(Q) est le complexe simple 
associé au complexe double, de différentielles d'et d" nulles 
(2.3.8.1) 

«2*Q 

«2*Q 

«2*Q 

«2*Q 

N 

a«U-i.Q(-d+l) 

a3.Q(- l ) 
N 

Û2.Q(-1) 

a«U-i.Q(-d+l) 

ad*Q(-d+l) 
v 

ad+i*Q(-d) ; 

le grr est la somme des termes sur la diagonale j — i = r,iN: grr —• grr_2(—1) 
est donné par les flèches obliques identiques. Par suite, le terme initial de 
(2.3.6) se récrit 

(2.3.9) Tri — r.n + r 
q>0 

r+g>0 

jyn-r-2*,y(r+l+2,) qw r _ ) b 

Il est pur de poids n + r. Les poids de Hn(X*) sont donc dans l'intervalle 
[n — d, n + d]. On peut aussi décrire la différentielle d\ de (2.3.6) : on a 
di = d[ + d", où d[ (resp. d'[) est une somme alternée d'homomorphismes 
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de Gysin (resp. restriction) (cf. [19, 2.10] et [15]). Quant au terme initial de 
(2 .3 .7 ) , compte tenu de (2 .3 .2 .10) , il est donné par 

(2 .3 .10) FE™ = H*(Y,u>l) 

Par un argument de comptage, la dégénérescence en E\ de (2 .3 .7) entraîne 
donc : 

COROLLAIRE 2 .3 .11 . — Pour tout (p,q), le faisceau Rqf*(JX/S est locale-
ment libre de type fini, et commute à tout changement de base. Si hpq désigne 
son rang, on a 

hpq = dimgrpFHp+q(X\C) dïmHq(XunpXt) diraHq{Y,ujpy) (teS*) . 

Le fait que N soit un morphisme de structures de Hodge mixtes fournit 
d'autre part une borne pour son exposant de nilpotence, meilleure que 2 .1.4. 

COROLLAIRE 2.3 .12. — Posons 

hn = sup{6 - a | Vî e [a, 6], h^-1 Ï 0 } , 

où les hpq sont les nombres de Hodge considérés en 2 .3 .11 . Alors 

Nhn+1\Hn(x\q) = o. 

Cela résulte en effet de ce qu'il existe une bigraduation Hn(X*, C ) = ®Hpq 
telle que N(Hpq) C H^1^"1 et E .d imt f^ = hp'n~p, cf. [27, 3 .2] . 

2.4. Poids et monodromie. 
2 .4 .1 . On reprend les hypothèses de 2 .3.4. Le fait qu'on ait supposé / non 

seulement propre, mais projectif, ne sert pas réellement dans la construction 
de la structure de Hodge limite : il suffirait de supposer Y algébrisable. Par 
contre, la projectivité de / intervient de manière essentielle 1 (par le biais de 
polarisations) dans la démonstration du résultat suivant : 

THÉORÈME 2.4.2. — Pour tout r > 0 et tout n, Nr : Hn(X*,Q) -» 
Hn(X , Q)(—r) induit un isomorphisme de structures de Hodqe fpures) 

Nr:^+rHn(X\Q) SvZrHn(x*,q)(-r). 

1 Voir cependant 2.4.7 (b) 
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En d'autres termes, la filtration par le poids sur Hn coïncide avec la 
filtration de monodromie (centrée en n), caractérisée par N(Wr) C 
et N* : grJJL ^ gr™. 

Une preuve erronée de 2.4.2 est donnée par Steenbrink dans [27, 5.9]. Une 
correction, également erronée, est apportée par El Zein dans [14]. A notre 
connaissance, la seule démonstration publiée correcte est celle de Morihiko 
Saito [20, 4.2.2] ; à quelques détails de rédaction près, celle-ci est reprise par 
Guillen et Navarro Aznar [15]. Morihiko Saito signale (loc. cit.) que Deligne 
lui a indiqué une autre démonstration de 2.4.2. 

2.4.3. Indiquons seulement où est la difficulté. D'après 2.3.4 (b), N induit 
un endomorphisme de la suite spectrale des poids (2.3.6), et, pour r > 0, Nr 
est un isomorphisme de wE^r'n^~r sur wE\'n~r. Comme wE2 = wE^^ il 
suffit donc de prouver que A^R induit encore un isomorphisme de wE2r'n*r 
sur wE^n~~r. Mais Nr n'est pas un automorphisme du terme E\ : dans le 
morphisme de complexes 

jjj—r—l,n+r 

NR 

2jr—l,n+r 

s 

d. 

771— r,n+T 
Ei 

NR 

£r,n+r 

di 

v 

^r+l,n+r 

7VR 

^r+l,n+r 

seule la flèche verticale médiane est un isomorphisme, celle de droite (resp. 
gauche) n'est que surjective (resp. injective). Pour analyser E2, il est commode 
(cf. (2.3.8.1)) de considérer E\ comme le complexe simple ©Cr (= ©C~r) 
associé au bicomplexe ©C/ (= ©C-1'-7), 

(2.4.3.1) 
c1 @Cq+ (a>0,r + q>0) 

cqr+q i / * (y ( r+1+2^ ,Q) ( - r -g ) 

avec les notations de (2.3.9), la différentielle d[ : C\ —> C\_x (resp. d" : 
C\ -+ C/+1) étant "de type Gysin" (resp. "Cech"). Comme N : C{ ^ c£î 
(i — 1 > 0, j > 0), la décomposition (2.4.3.1) s'interprète d'ailleurs comme 
une décomposition primitive de l'espace vectoriel gradué C sous l'opérateur 
(nilpotent) N : 

cqr+q NrPCr+Oq Î PCr+2q W+2g 

où PCj est la partie primitive Ker A^+1 C Cj. L'hypothèse de projectivité sur 
/ permet de construire un opérateur de Lefschetz L : Cf —• , commutant 
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à N et d, et un accouplement < , > : C x C —» Q(—d) (d = dimY), ayant 
certaines propriétés de positivité, et pour lequel d, L, iV sont (au signe près) 
des dérivations. M. Saito en déduit formellement que la cohomologie ®Hr(C) 
du complexe (C, d = d' + d") admet une décomposition primitive analogue à 
(2.4.3.1), donc en particulier que Nr : H~r(C) ^ Hr(C). 

Il prouve également, à partir de là, le théorème de dégénérescence suivant 
[ 2 3 ] : 

THÉORÈME 2.4.4. — Sous les hypothèses de 2 .3 .4, la suite spectrale dei 
cycles évanescents 

(2 .4 .4 .1 ) Epq = Hp(Y,R<«b(Q)) >Hp+q(X*,Q) (= Hp+q(xt,q),t e s*) 

dégénère en Es, et la filtration aboutissement est définie par les noyaux des 
itérés de N : Fn'pHn(X*,Q) = KeiNp+1. 

A un renumérotage près, cette suite spectrale coïncide avec celle définie par 
la filtration canonique r<2- de i?\I/(Q) : 

(2.4.4.2) 771— kyïl+k Hn(Y,grl (q)) Hn(Y,RkV(Q)) Hn(X\Q) . 

Il résulte aisément de 2.3.2.1 et (2.3.2.6) que le quasi-isomorphisme u)'Y —> sA 
déduit de (2.3.2.11) définit des quasi-isomorphismes filtrés 

(uy,T<)^(sA,T$»)^(sA,K), 

où T<°r (resp. Kr) est la filtration obtenue en appliquant r<r (resp. Wr+q+\) 
à la q-ieme ligne de A. Or on a 

(2.4.4.3) KrA = KeiNr+1 : A A , 

ce qui explique (mais ne démontre pas) la deuxième assertion de 2.4.4. Celle-ci 
avait été vérifiée, antérieurement à [23], par Zucker [29]. 

Un cas particulier de 2.4.4 est le théorème du cycle invariant (cf. [5] et 
[2, 6.2.91) : 

COROLLAIRE 2.4.5. — Sous les hypothèses de 2.4.4, la suite 

Hn(Y,Q) sp Hn(X*,Q) pi Hn(X*,Q) , 

où sp est le morphisme de spécialisation, est exacte pour tout n. 

(La flèche de spécialisation est l'homomorphisme latéral 
E$>° —» E^° C Hn de la suite spectrale (2.4.4.1).) 
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Exemple 2 .4.6 : Si d = 1 (i.e. Y est une courbe), la suite spectrale 
(2 .4 .4 .1 ) se réduit à la suite exacte de spécialisation définie par le triangle 
Q -+ CY.QHfJÏ$(Q) (SGA 7 XIV 1.3), 

(*) O ^ C Y . Q H f T ^ Q ) 
R^(q)x 

R^(q)x ->H2(Y, Q) -+H2(X\ Q) ^ 0 

(y(2) est l'ensemble des points doubles de y , et R1^(Q)X ~ Q). Dans 
des bases duales (6'x),(6x)(x G y(2)) de iï0(y<2\Q) - e f l ^ Q ) * et 
^ ° ( y ( 2 ) , Q ) ( - l ) ~ 0 ^ ( y , i J * ( Q ) ) ( - l ) , N = - ( l / 2 7 r i ) ( T - 1 ) est alors 
donné par 8'x \—• <5X (formule de Picard-Lefschetz (SGA 7 XIV 3 .2 .11) ) . Donc, 
si V = 0i21\&(Q)x, Vv = 0 ^ ( y , i 2 * ( Q ) ) ( - l ) , N : F -+ Vv correspond à 
une forme quadratique définie positive sur V. Par la suite spectrale des poids, 
on a 

      ,Q) Ker(V -» F2(y,Q)) 

gr0^1(^,Q)(-l) Coker(iî0(y(1),Q)(-l) -f Fv) , 
et le fait que N induise un isomorphisme de g r ^ sur grg (—1) (2.4.2) vient de 
ce que la restriction d'une forme définie positive à un sous-espace est encore 
définie positive. Quant au théorème du cycle invariant 2.4.5, il résulte de la 
suite exacte (*) et de la factorisation de TV en 

   \ ) 

N 

Hi(X*,Q)(-l) 

©JR1*(Q)X 

©JV, 

e fr i (Y,Q)( - i ) 

S', 

q2 

Pour des variations sur ceci, voir l'exposé de Grothendieck (SGA 7 IX § 1 2 ) , 
et [16]. 

REMARQUES 2.4.7. (a) Par la théorie de M. Saito ([20], [21]), RV(Q)[d] = F 
est un faisceau pervers, autodual, et N : F —> F(—1) est un homomorphisme 
nilpotent. La perversité de F résulte d'ailleurs de celle des grjf iî^(Q)[d], 
conséquence de (2 .3 .8 ) . De plus, la filtration W de s A est (à [d] près) une 
filtration de F dans la catégorie des faisceaux pervers, et la propriété 2.3.4 
(b) montre que c'est la filtration de monodromie associée à N. D'autre part, 
la filtration K de sA définie par (2 .4 .4 .3 ) est aussi (à [d] près) une filtration 
dans la catégorie des faisceaux pervers, de même que la filtration I de sA 
définie par le deuxième degré, ou, ce qui revient au même, par les images des 
itérés de N : 

(2 .4 .7 .1 ) IksA = ®q>kApq = Im Nk : sA -> sA 
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(cela résulte de la perversité de giwgiK et gr^gr7, via (2.3.8)). On a donc 

KisA[d] = KeriV2'+1 : F -+ F IksA[d] = Im Nk : F -+ F 

(noyaux et images dans la catégorie des faisceaux pervers), et 

W = K * I 

avec la notation de [28, 2.3], cf. (1.5.5). Parallèlement à la suite spectrale 
(2.4.4.2), qui est associée à la filtration K, on peut considérer la suite spectrale 

(2.4.7.2; ffn(y,G ffn(y,GRJI2*(Q)) Hn(X*,Q) 

associée à la filtration / , où 

grfÄ*(Q) (7>fc+iÄj.Q(fc+l))[l] . 

Parallèlement à 2.4.4, M. Saito [23] montre que (2.4.7.2) dégénère en E2 et 
que la filtration aboutissement est la filtration Ik = Im Nk. Il observe de plus 
que, par l'autodualité de F , / et K se correspondent, ce qui permet de mettre 
en dualité les suites spectrales (2.4.4.2) et (2.4.7.2). 

(b) Les résultats énoncés dans ce numéro sous les hypothèses de 2.3.4 
valent en fait sous des hypothèses beaucoup plus générales (il suffit de supposer 
/ propre et X biméromorphiquement équivalent à une variété kâhlérienne) 
[23]. 

3. Réduction semi-stable : cas de la caractéristique positive ou 
mixte. 

3.1. On reprend les notations de 1.1. On pose S = Speciî, s = Specfc, 
s = Spec A;, 77 = Spec/f, rj = Spec if, G = Gaì(K/K). On suppose p > 1. On 
désigne par A un anneau de torsion où p est inversible, ou une extension finie 
de 7-i ou Q^, voire Q^. Soit f : X —+ S propre. La suite spectrale des cycles 
évanescents (SGA 7 I 2.2.3 et XIII §3) 

(3.1.1)  \   \  ,&  )) =>  '+1( *, ) 

est G-équivariante. Lorsqu'on sait calculer les faisceaux de cycles évanescents 
i?J\I>(A), avec l'action de G dont ils sont munis, elle fournit des renseignements 
sur la représentation de monodromie locale (cf. (1.3.1)) 

p.G-^GL iT(X*,A) . 
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Nous supposerons dans ce qui suit / semi-stable par quoi Ton entend que, lo-
calement pour la topologie étale, X est 5-isomorphe à S[tfi,..., tn]/(ti • • • tr — 
7R), où 7R est une uniformisante de R. La fibre générique Xv est alors lisse, X 
est régulier, et la fibre spéciale Y = Xs est un diviseur à croisements normaux 
dans X. Nous supposerons de plus que Y est (globalement) somme de diviseurs 
lisses Y{ (1 < i < h). On peut alors, comme en 2.1.5, calculer explicitement 
les faisceaux Rqty(A). Avant d'énoncer les résultats, fixons quelques notations. 
Considérons le diagramme commutatif 

Y 

Y 

Y 

i 

i 

i 

X 

X 

X 

3 

j 

3 

Xfj 

Xfj 

Xv 

au-dessus de 

s 

s 

s 

S 

S 

S 

n 

n 

V 

où fj est le spectre de l'extension maximale non ramifiée de A', S (resp. S) 
le normalisé de S dans fj (resp. 77), z, j sont les inclusions, et i (resp. z), j 
(resp. j) s'en déduisent par extension des scalaires à S (resp. S). Le complexe 
i?\&(A) est défini par 

(3.1.2) m (A) = i*Rj*A 

C'est un objet de D(Y xs 77, A), avec la notation de (SGA 7 XIII) ("catégorie 
dérivée des A-modules sur Y munis d'une action de G compatible avec celle 
sur Y" ; cf. [11], [13] pour le cas où A n'est pas de torsion). Par définition, on 
a donc 

(3.1.3) i*Rj*A = RT(G,RV(A)) ~i*R]*A = RT(I,R*(A)) . 

D'autre part, pour E C [1, /?], nous poserons Y E -
ieE 

Yi, et noterons, comme 

en (2.3.8) 
y (M) _ 

CARD ( E) = m 
Y E , 

et am : y(m) —> Y la projection. 
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THÉORÈME 3.2. — (a) La conjecture de pureté de Grothendieck fSGA 5 l) 
est vérifiée pour les inclusions des Y\ dans X : on a 

Rla[A = 0 pour i / 2 , 

et un isomorphisme canonique, donné par les classes des Y{ (SGA 4 1 /2 Cycle) 

R2al1A = a{A(-l) 

(b) Pour tout q > 1, on a des isomorphismes canoniques 

i*AqR1j^A i*Rqj*A = aq*Rq+laqA = aq*A(-q) . 

(c) (i) On a R°^(A) = A. 
(ii) La flèche i*Rlj*A Rl^(A) (déduite de (3.1.3)) induit un 

isomorphisme 
(©A t t /A diagonalïï-l) ^ Rl^(A) 

(iii) On a 

AqRlV{A) ^ RqV(A) 
pour tout q > 1. Si C' désigne le complexe de Cech augmenté (acyclique) 
défini par â\ :Y^ —> Y, 

C = (0 —• Ay —> auA —• a2*A —> • • • -> aq*A —••••) 

ZoA ATT est en dearé — 1 J, on a fvour a > 1J 

fl**(A)(g) :Coker(C9-2 ^ C 9 " 1 ; Ker(C9 ^ C 9 + 1 ) 

(comparer avec (2.1.5.3)). Les isomorphismes de (i), (ii), (iii) sont des 
isomorphismes de G — A—faisceaux sur Y. En particulier, Vinertie I opère 
trivialement sur Rq^(A) pour tout q. 

La dernière assertion de (c) entraîne, via (3 .1 .1 ) : 

COROLLAIRE 3 .3 . — Pour tout gel, (p(g) - 1)7+1 = 0 sur iT(A^, A). 

COROLLAIRE 3.4. — Soit X^ un schéma propre et lisse sur r] ayant 
potentiellement réduction semi-stable (i.e. tel qu'il existe une extension finie 
r]' de r\ telle que Xv> admette un m,odèle propre et semi-stable sur le normalisé 
S' de S dans Ï]'). Alors, il existe un sous-groupe ouvert V de I tel que 
(p(g) - = 0 sur H^X^A), pour tout g e /'. 
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D'après le théorème de réduction semi-stable ([1], [12], [18]), l'hypothèse 
de 3.4 est vérifiée si dimX = 1, et, si l'on est optimiste, on peut conjecturer 
qu'elle l'est toujours. 

3.5. Puisque J opère trivialement sur les Rqi$(A), a fortiori le sous-groupe 
d'inertie sauvage P aussi (cf. 1.1), donc 

(3.5.1) m(A) = RT(pe,m(A)). 

où Rqtyt(A) est le faisceau de cycles évanescents modérés défini dans (SGA 7 
I 2.7), i.e. Rq$i(A) = Rq^(A)p. Moyennant 3.2 (a) et (3.5.1), le calcul des 
fibres géométriques des Rqi$(A) est effectué dans (SGA 7 I 3.3), et il est aisé 
d'en déduire, comme en 2.1.5, les assertions (b) et (c). La difficulté est de 
prouver (a) et (3.5.1). C'est ce qui est fait par Rapoport-Zink [19], par une 
méthode inspirée de celle utilisée par Deligne dans (SGA 4 1/2 Th. Finitude). 
L'assertion 3.2 (a) découle également, du moins pour A = et moyennant 
quelques hypothèses supplémentaires sur 5, du résultat de Thomason 4.18 
dans [R.W. Thomason, Algebraic A'-theory and étale cohomology, Ann. Sci. 
ENS, 4ème série, t. 13 (1985), 437-552, et Erratum, Ann. Sci. ENS, 4ème série, 
t. 22 (1989), 675-677] ; voir aussi [R.W. Thomason, Absolute cohomological 
purity, Bull. SMF 112 (1984), 397-406]. 

3.6. Rapoport et Zink (loc. cit.) construisent aussi, dans cette situation, 
un analogue du complexe de Steenbrink (2.3.2.7) et de la suite spectrale des 
poids (2.3.6). 

Expliquons brièvement leur construction. On supposera, pour simplifier, 
k algébriquement clos (donc s = s = s dans le diagramme de 3.1, 5 = 5, 
X = X). Soit Pi défini par la suite exacte (cf. 1.1) 

1^Pe^IJU 2e(l) - 1 

Comme Pe est d'ordre premier à £ et que / , donc Pe, opère trivialement sur 
les iî9#(A), on a 

(3.6.1) m(A) = RT(pe,m(A)). 

Cela permet de considérer R^>(A) comme objet de Db(Y, A[Ze(l)]) (avec 
opération triviale de Z^(l) sur ses faisceaux de cohomologie). Notons K un 
complexe de A[Z£(l)]-moclules sur Y, borné et à degrés > 0, représentant 
RV(A). D'après (3.1.3) et (3.6.1), on a 

(3.6.2) i'RjtA = RT(lt(l), (A)) 
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donc, si T désigne un générateur topologique de Z^(l), i*Rj*A est représenté 
par 

T-l 
L = s(K • if) 

T-l 
le bicomplexe K • K étant concentré sur les lignes de degré 0 et 1 (cf. [8, 
10.71). Notons 

0 : A,, —• Aî?(l)[l] 
l'opposée de la classe fondamentale du point fermé s dans S (SGA 4 1/2 Cycle 
2.1), considérée comme élément de 

HomD(7)iA)(A^,A^(l)[l]) iJ1(//,A(l)) = rJR1i.A(l) . 

(la dernière égalité provenant de ce que k a été supposé algébriquement 
clos). C'est la classe des torseurs des racines ^n-ièmes d'une uniformisante 
de R. En tant qu'élément de fl'1(/,A(l)) (où J opère trivialement sur A(l)), 
c'est donc le composé de la projection J —• Z/(l), et de la flèche naturelle 
Z/(l) = Z*(l)(Jfc) = Z£(1)(K) -> A(l) = A ® 2e(l)(K). C'est aussi la classe 
de l'extension de faisceaux sur r\ correspondant à la suite exacte triviale de 
groupes abéliens 

O - > A ( 1 ) - > A ( 1 ) 0 A - > A - * O 
munis de l'opération triviale de Z^(l) sur les extrêmes, et de l'opération de 
Z^(l) sur le terme central donnée par g.(x, y) = (x + gy, y). Par fonctorialité, 
0 fournit une flèche de D(Y, A) 

(3.6.3) 0:i*Rj*A-*i*Rj*A(l)[l] 

(analogue de celle définie par 0A dans 2.3.2.1). On vérifie [19], à l'aide de la 
description ci-dessus de 0, que (3.6.3) est représentée, au niveau des complexes, 
par le morphisme de complexes simples associé au morphisme de complexes 
doubles 

K{\) 
T-l 

K(l) 

1<8>T 

K 
T-l K 

(dans la flèche verticale 1 ® T, T est considéré comme le morphisme le —• 
Z^(l), a i-» Ta). Notons encore 

0:L-+L(l)[l] 
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le morphisme (de complexes de A-modules sur Y) ainsi défini. On obtient 
alors une suite exacte de complexes 

(3.6.4) . . . _ » L ( - l ) [ - l ] - ^ L - i . X ( l ) [ l ] - . . . 

Comme T opère trivialement sur les Ti'K, on voit de plus que, pour tout 
i € Z, la suite déduite de (3.6.4) par application de W, 

(3.6.5) • -» n^Li-l) -U WL ni+1L(l) 

est exacte. C'est l'analogue de 2.3.2.1. On peut observer encore que (3.6.5) 
s'obtient par recollement des suites exactes courtes 

(3.6.6) 0-ff1(Z / ( l ) ,W , ' -1 /O 0-ff1(Z/(l),W,'-1/O 
analogues à (2.1.5.6), qui se récrivent 

0 -» tf"1* (A)(- l ) -> TtfS'.A #*'*(A) -h. 0 

(cf. (2.1.5.7)) ; ces suites sont fournies par la suite spectrale 

E;s = Hr(le{l),HsK) => Hr+SL . 

Notant M le bicomplexe défini par (3.6.4), on définit le bicomplexe 

(3.6.7) A = (allT^M)[0,l] > 

avec les notations de (2.3.2.2) (c'est l'analogue du M"). En d'autres termes. 
A est le bicomplexe 

(T>I£(1))[1] 

0 

f) (r>2L(2))[2] 

1 

o n (=  (A)) . 

j-1 

0e 

(où 0 , 1 , . . . , j — 1 , . . . indiquent le numéro de la ligne). On construit, comme 
en (2.3.2.5), un isomorphisme (dans D(Y, A[Z^(1)])) 

(3.6.8) sA ^ L (=  (A)) . 

A partir de là, il est aisé de paraphraser, dans ce cadre, les définitions 
données en 2.3.2 d'une filtration par le poids et d'un relèvement de la 
monodromie au niveau de A. Soit 

(3.6.9) 0 C - - C l U C ^ + i i C - - C i 
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la filtration (finie, croissante) de A telle que WrA soit obtenu en appliquant 
T<r+g à la g-ième ligne de A, et notons W.sA la filtration induite sur le 
complexe simple associé. Il résulte de 3.2 (a) qu'on a, dans D(Y, A[Z^(1)]) 

(3.6.10) giwsA = giwsB , 

où B est le complexe double, à différentielles nulles, 

a<*+i*A 

ad-i*A ad*A(-l) 

ai*A a2*A(-l) ad+i.A(-d) 

(d désignant la dimension de y ) , muni de la filtration W définie par la même 
formule que pour A (comparer avec (2.3.8.1)). Appelons suite spectrale des 
poids la suite spectrale 

(3.6.11)  *   Hi+i(Y,grZR*(A))  *    ) 

définie, grâce à (3.6.8), par la filtration W de s A. D'après (3.6.10), son terme 
initial se récrit 

(3.6.12) 771 — r,n+r 
q>0 

r+q>0 

Hn-r-2«(Y(r+1+2q\A)(-r-q) , 

et il est encore possible de décrire, comme en (2.3.9), la différentielle di comme 
d[ où d[ (resp. d") est une somme alternée d'homomorphismes de Gysin 
(resp. de restriction). 

Rapoport et Zink montrent d'autre part que, si T désigne le générateur 
de T-i{—1) dual de T (i.e. tel que T ® f = 1), alors l'homomorphisme de 
D(Y,A[le(l)]) 

(T - 1) ® t : RM (A) -* i2*(A)(- l ) 
est réalisé, après passage aux complexes simples associés, par l'homomor-
phisme de bicomplexes 

1/: A - >  *   - 1 , 1 
donné par (—l)1+i+1 fois la projection canonique de A13 (A)(-l) sur En 
particulier, (T — 1) ® T est sous-jacent à un homomorphisme de la catégorie 
dérivée filtrée envoyant Wr dans Wr-2(—1), et, pour r > 0, ((T — 1) ® T)r 
induit un isomorohisme 

(3.6.13) ( ( T - l ) ® f ) r gr^fl*(A) - grìTri?*(A)(-r) 
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(correspondant, via (3.6.10), à l'application Tr de grj?B dans gr^rJ3). De 
plus, comme on peut choisir K à degrés G [0,d], donc L à degrés G [0,d + 1], 
on a 

(3.6.14) {(T-l)®T)d+l 0 : A t t ( A ) - > i  ( A ) ( - d - l ) 

3.7. Par les mêmes considérations qu'en 2.4.7, la structure de complexe 
filtré (x) sur R^(Qi) définie en 3.6 à partir de (sA, W) peut se reconstituer 
intrinsèquement de la façon suivante. La formule (3.6.10) montre que gr^s^lfd] 
(pour A = Qi) est pervers. Le complexe R$(Qe)[d] est donc pervers (2), et 
la filtration W de R^(Qe)[d] est une filtration par des sous-faisceaux pervers. 
L'homomorphisme (T-l)®f : RV(Q£)[d] R$(Q£)(-l)[d] envoie Wr dans 
Wr-2(—1)5 et est nilpotent. L'homomorphisme 

(3.7.1) iV = log ® ? : (Qe)[d] R$(qe)(-i)[d\ 

est donc défini, et ne dépend pas du choix de T. On a 

N(Wr) C Wr.2(-1) , iVd+1 = 0 

et, pour r > 0, 

(3.7.2) 7Vr : gi?R*(Qe)[d} gr!TPÄ*(Q/)(-r)[dl • 

La filtration W est donc la filtration de monodromie du faisceau pervers 
R^(Qi)[d] associée à l'opérateur N. La connaissance de cette filtration (dans 
la catégorie des faisceaux pervers) suffit à définir la suite spectrale des poids 
(3.6.11). 

3.8. Reprenons les hypothèses de 3.1 : S hensélien, / propre et semi-stable 
de dimension relative d, de fibre spéciale somme de diviseurs lisses (on ne 
suppose plus k algébriquement clos). Le complexe i?^(Q^)[d] (sur Y) est un 
faisceau pervers, et l'homomorphisme N = logT <g) T, 

(3.8.1) N:R*(Qt)[d\^R*(Qe)(-l)[d\ 

est défini, et commute à l'action de G = Gal(K/K). Il est nilpotent (7Vd+1 = 
0), donc définit une filtration de monodromie W', caractérisée par N(Wr) C 

(*) ou, plus exactement, quasi-filtré, au sens de [20, 5.2.17] 
(2) (cas particulier de 4.5) 
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Wr-2(—1) et Nr : grjf grîfr(—r) pour r > 0. On en déduit une "suite 
spectrale des poids" (analogue à (3 .6 .11) ) , 

(3.8.2; wE[j = Hi+j(Y,gr™i (tye)) •H*(Xn,Qe) 

équivariante sous G. De plus, l'isomorphisme g r ^ i î ^ Q ^ ) = gvwB de (3 .6 .10) 
est fonctoriel (par rapport aux isomorphismes de traits strictement locaux), 
donc le terme E\ de (3 .8 .2) se récrit 

(3.8.3; 7-» — r,n+T 
q>0 

r+g>0 

Hn-r-2q(^r+1+2q)qe){_r_qh 

l'isomorphisme étant équivariant sous G. Enfin, N opère sur la suite spectrale 
(3 .8 .2) (de façon compatible à G), et, au niveau E\, induit, pour r > 0, un 
isomorphisme 

(3 .8 .4 ) Nr : wE~r>n+r ^ wE[>n-r{-r) 

Les résultats du cas complexe suggèrent la conjecture suivante : 

CONJECTURE 3.9. — Sous les hypothèses de 3.8 : 

(a) La suite spectrale (3 .8 .2) dégénère en E2. 
(b) Pour tout r > 0 et tout n, Nr induit un isomorphisme (G-

équivariant) 

Nr:gr^Hn(Xn,qe) gr™Hn(Xn,Qe)(-r) 

où la filtration W sur H*(Xfj,Qi) est la filtration aboutissement de (3 .8 .2 ) . 

Cette conjecture est appelée parfois conjecture de monodromie-poids. 
Supposons A; fini. Alors (a) est conséquence des conjectures de Weil [9] : 
pour s > 2, la source et le but de dlJ sont de poids différents, donc 
dlJ = 0. Pour tout s > 1, wE~r'n+r est pur de poids n + r, donc aussi 
ff^Hn(Xn,qt) = WE^n+r = WE-^n+r. La filtration W..n de Hn{X^t) 
est donc la filtration par le poids, au sens de [11, 1.7.5]. Soit M la 
filtration de monodromie (centrée en 0 ) de i7N(X^,Q^), caractérisée par 
NMi(l) C Mi-2 et N* : gif1 ^ gr^-(-z). La partie (b) équivaut donc à : 

(b') M. = W._n, i.e. (par l'unicité de la filtration par le poids (loc. cit.)), 
grM es^ pUr j e poids i 

Compte tenu de (a), (b) équivaut aussi à : 
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(b") Pour tout r > 0 et tout n, Nr induit un isomorphisme 
wE-r,n+r ^ wEr*-r(_r\ 

Si 5 est le hensélisé en un point fermé d'une courbe lisse sur un corps fini, 
(b) est vérifiée d'après Deligne [11,1.8.4] : Hn(Xfj,Qe) est en effet la fibre 
en fj d'un faisceau pur de poids n d'après les conjectures de Weil. En inégale 
caractéristique (k toujours supposé fini), Rapoport et Zink ont vérifié (b) pour 
dimY < 2 [19, 2.12, 2.13]; le cas de dimension relative 1 est déjà traité par 
Grothendieck dans (SGA 7 IX 12.5), comme conséquence de la formule de 
Picard-Lefschetz (modulo la vérification de quelques compatibilités, cf. [16]) 
(on peut aussi procéder comme Deligne dans (SGA 716)) . On peut d'ailleurs 
considérer (b") comme une sorte de généralisation de la formule de Picard-
Lefschetz au cas semi-stable de dimension supérieure. 

La démonstration de 2.4.4 donnée par M. Saito [23] est formelle à partir 
du fait que Nr induit un isomorphisme de vy-E'2~r,n+r sur \yE2n~r (et de 
l'interprétation de la suite spectrale des cycles évanescents comme provenant 
(à une renumérotation près) de la filtration de Rty par les noyaux des itérés 
de N). Dans la situation de 3.8, on dispose de la même interprétation : cela 
résulte de la réalisation de (T — 1) (g) T au niveau du complexe de Rapoport-
Zink-Steenbrink expliquée en 3.6. Par suite, les arguments de Saito fournissent 
le résultat suivant : 

PROPOSITION 3.10. — Si X/S vérifie 3.9 (a) et (h), la suite spectrale des 
cycles évanescents (3.1.1) (pour A = Qe), 

E*2j =  *'(  ,E*2J =  *'(  ,=• Hi+i(Xn,qe) 

dégénère en E%, et la filtration aboutissement est définie par les noyaux des 
itérés de N : Fn-rtfn(A^, Q/) = Ker JVr+1. 

En particulier ("théorème local du cycle invariant") : 

COROLLAIRE 3.11. — Si X/S vérifie 3.9 (a) et (b), la suite 

Hn(Xë,Qe) s s   (  ,  ) dd Hn(Xn,qe) 

est exacte pour tout n. 

(Comme en 2.4.5, sp désigne le morphisme de spécialisation, défini comme 
homomorphisme latéral de (3.1.1), ou encore, plus simplement, comme 
l'homomorphisme induit par = i?°^(Q£) —> R^(Qe)). 

En égale caractéristique p, plus précisément si S est le hensélisé d'une 
courbe lisse sur un corps de caractéristique p, de sorte qu'on dispose de 3.9 
(a) et (b), une démonstration directe de 3.11 est donnée par Deligne dans [11, 
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3.6] (sous des hypothèses d'ailleurs plus générales : X essentiellement lisse sur 
k et Xfj lisse). 

REMARQUES 3.12. (a) Comme en 2.4.7 (a), la filtration J du faisceau pervers 
R^(Qf)\d] définie par Ir = ImNr donne naissance à une suite spectrale 

(3.12.1; r,n_r = Hn,x   ,  )) ^ Hn(Xñ,Qe) , 

où 
griiîtf (Q«) = (T>R+1RLQe(r + 1))[1] 

On prouve de même que (3.12.1) dégénère en E2 et définit sur l'aboutissement 
la filtration F = ImNr. 

(b) La perversité de R^(Qi)[d] vaut plus généralement dès que X est 
plat, de dimension relative d, et génériquement lisse (cf. 4.5). On peut sans 
doute prouver, sous ces seules hypothèses, que la monodromie de R^(Qi) est 
quasi-unipotente, et définir un logarithme N de sa partie unipotente. D'où 
une suite spectrale de type (3.8.2) et une conjecture généralisant 3.9. 

Quand le corps résiduel de S est fini, la quasi-unipotence en question se 
ramène au théorème de Grothendieck 1.2. On a en effet, plus généralement, 
le résultat suivant : 

LEMME 3.12.2. — Soient S comme en 3.1, avec k fini, Y/s de type fini, 
et L £ Dbc(Y xs 77, A), avec les notations de 3.1 et (SGA 7 XIII) (on peut 
donc interpréter L comme un complexe de A-faisceaux sur Y, à cohomologie 
constructible, muni d'une action de G = Gzl{K/K) compatible avec celle de G 
sur Y, à travers Gal(fc/fc)). // existe alors un sous-groupe ouvert I\ du groupe 
d'inertie I et un entier N tel que, pour tout g E I\, (g — 1)^ soit nul sur L. 

Les détails de la vérification sont laissés au lecteur : on peut se ramener 
successivement à supposer L concentré en un seul degré (troncation), puis lisse 
(récurrence sur la dimension de y ) , puis Y spectre d'une extension finie de 
k (prendre la "fibre" de L\Y en une orbite de Frobenius), puis Y = s (image 
directe), auquel cas le théorème de Grothendieck s'applique. 

Quand S est le hensélisé en un point fermé d'une courbe lisse sur un corps 
fini, on peut dire plus. Pour X séparé de type fini sur 5, et K pervers pur sur 
AT, R^(K) est pervers (cf. 4.5), et mixte d'après les résultats fondamentaux 
de [2]. D'après 3.12.2, on peut définir la filtration de monodromie M. de 
Rty(K) (dans la catégorie des faisceaux pervers) : celle-ci coïncide, d'après 
un théorème de Gabber, avec la filtration par le poids (cf. [J.-L. Brylinski, 
Cohomologie d'intersection et faisceaux pervers, Séminaire Bourbaki, 34e 
année, 1981/82, n° 585, Astérisque 92-93, 1982, 129-157, th. 3.2.9]). L'un des 
ingrédients est la formule de Kùnneth pour Rty (4.7). (NB. Dans (loc. cit.), 
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p. 144, 1. 9, 10, 13 et p. 148, 1. -4, il convient de remplacer le groupe d'inertie 
J par le sous-groupe Pu noyau de ta : / —• Z^l) .) 

3.13. Soient Xrj un schéma séparé et de type fini sur 77, et H l'un des groupes 
de cohomologie ifn(Xfj,Q^), H^iX^^Qi). On sait (1.4) que la représentation 
de monodromie p : G —» GL(H) est quasi-unipotente. Supposons que k est 
le corps fini Fq, et soit Fq G Gal(fc/fc) le "Frobenius géométrique", x \-> xt. 
Rappelons la question de Serre-Tate [26, Appendix, Problem 2] : 

Question 3.13.1. Soit g un élément du groupe de Weil W{K/K) (i.e. 
un élément de G d'image F™ dans Gdl{k/k), avec m G Z). Est-il vrai que 
le polynôme caractéristique det(l — gt,H) G Q ^ ] est à coefficients G Q, 
indépendant de £ ? S'il en est ainsi, et si de plus X^ est propre et lisse, et 
H = Hn, est-il vrai que les inverses des racines de det(l — gt,H) sont de 
poids mw, avec 0 < w < 2n ? 

Supposons que X^ soit la fibre générique de X sur S satisfaisant aux 
hypothèses de 3.8, et soit M la filtration de monodromie de Hn(Xfj1 Q^), 
centrée en n (i.e. telle que Nr : gr^_r gr^_r). On peut raffiner la question 
3.13.1 en la suivante : 

Question 3.13.2. Soit g G W(K/K) d'image Fq dans Gal(fc/fc). Est-il vrai 
que det(l — gt,gr^_rHn(X^, Q^)) G Qe[t] est à coefficients G Z, indépendant 
de t, et que tout inverse a d'une racine est de poids n + r ? 

Ces deux questions ont des réponses positives si X est propre et lisse sur 
S (grâce à Deligne [9]), ou si dimX < 1, d'après le théorème de réduction 
semi-stable (SGA 7 IX 4.3), ou si X provient, par localisation, d'un schéma 
propre sur une courbe lisse sur un corps fini, d'après Deligne [8, 9.8], [9] et 
[11, 1.8.4]. En dehors de ces cas, elles restent ouvertes. Supposons que 3.9 (b) 
soit vérifiée. Alors, pour tout plongement t de dans C, tout g comme en 
3.13.2 est de ^-poids n + r, mais on ignore si det(l — gt, gr^_r) est à coefficients 
rationnels, cf. la discussion du problème 3.2.2 p. 55 dans Katz [17]. 

4 . Appendice : cycles évanescents et dualité en cohomologie étale 

Le résultat principal de cette section (4.2) est bien connu, mais ne figure 
pas, semble-t-il, dans la littérature. La démonstration, décalquée de (SGA 4 
1/2 Th. finitude §3), a été communiquée au rédacteur par O. Gabber. Une 
variante en théorie de Hodge a été développée par M. Saito [22]. Elle raffine 
des résultats de Brylinski [4]. Nous donnons également un complément de 
même nature (4.7), qui nous a été suggéré par M. Rapoport. 

4.1. Soient (5, 5, r/, 5,5,77, G) comme en 3.1. On désigne par A un anneau 
commutatif noethérien, annulé par un entier inversible sur S. Pour X/S, on 
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dispose du foncteur 

 v : D+{X„ A) - D+(XS xs rj, A) 

M h-> i*Rj*Mfj 

(où D(XS x5 77, A) désigne, comme dans (SGA 7 XIII) la catégorie dérivée des 
faisceaux de A-modules sur Xë munis d'une action (continue) de G compatible 
avec celle de G sur Xë). Quand X est de type fini sur S, R^v envoie, d'après 
(SGA 4 1 / 2 Th. finitude § 3 ) , Dci f dans Dctf, où Dct/ désigne la sous-catégorie 
pleine formée des complexes à cohomologie bornée, constructible et qui sont 
de tor-dimension finie (cf. SGA 5 III). 

THÉORÈME 4.2. — Soit X séparé et de type fini sur S et soit M G 
Dctf(Xrj, A). La flèche de Dctf(Xs xs 77, A) définie en (4 .3 .6 ) , 

(*) RVJDM) -+ D(RVJM)) , 

est un isomorphisme (dans le membre de gauche (resp. droite), D(-) désigne 
le foncteur R7ïom(—, a1 A) a étant la projection sur r\ (resp. s xsrj = r))). 

(La méthode de (SGA 4 XVIII 3 . 1 ) permet de définir a1 : D+(r),A) -+ 
D+(XS xs 77, A), et plus généralement fl : D+(YS x5 77, A) —» D+ (Xs xsrj,A) 
pour / : X —• Y avec XetY séparés de type fini sur S. D'après (SGA 4 1 /2 , 
loc. cit.), D envoie Dcif dans Dctf.) 

4.3. Définissons la flèche (*). 

(a) Pour L, M, N dans Dctf(Xrì,A) et u : L <g> M —• AT, on a une 
flèche associée 

(4 .3 .1 ) RV(L) I (M) -+ RV(N) , 

déduite de la flèche canonique 

L _ L 
Rj*Lfj <g> Rj^Mfj -> Rj+(Lfi <g> Mfj) 

(Ici, et dans la suite, on abrège R^rj en i?\£.) 
L F 

En particulier, si u : M ® D M —• a* A est l'accouplement canonique, (4 .3 .1 ) 
donne un accouplement 

(4 .3 .2) RV(M) è RV(DM) -F i2*(a!A) , 
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d'où une flèche 

(4.3.3)  (DM) -* KHom( M,ddd (ak)) 

(b) Soient X et Y séparés de type fini sur 5 et / : X —> Y un 5-
morphisme. Pour K G D+(Y„,A) on a une flèche (cf. (SGA 7 XIII 1.3.9)) 

(4.3.4) R9(flK) - f (K) 

définie de l'une des manières équivalentes suivantes : 
(i) On a un morphisme canonique (où les R sont omis, pour abréger) 

   * ) ^      ) f  ( K ) 

(provenant, par adjonction, de j*f\ = ffjij* et de j*j* —• Id) Comme (par 
changement de base pour f\\ z*/» = fë\i*, on en déduit une flèche 

îxR*UXK) - R*(f<f'K) 

d'où, en composant avec —> /d, 

f\R*{?K) -> i î * (X) , 

d'où finalement (4.3.4) se déduit par adjonction. 
(ii) D'après (SGA 4 XVIII (3.1.12.3)), on a 

J*fnKn = T'3*Kf, ; 

composant avec la "flèche de changement de base" (SGA 4 XVIII (3.1.14.2)) 

? F -» fit* . 

on obtient (4.3.4). La vérification de l'équivalence de (i) et (ii) est laissée en 
exercice : utiliser le langage des catégories fibrées (ou cofibrées) de (SGA 4 
XVII 2) (cf. aussi (SGA 5 III).) 

(c) On a (trivialement) 

(4.3.5)   ( ! „) -»  ! , , 

Appliquant (4.3.4) et (4.3.5) pour a : X —> 5, on trouve une flèche 

  ( ! „) -»  ! , , 
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d'où, par composition avec (4 .3 .3) , une flèche (de Dctf(Xs xs 77, A)) 

(4 .3 .6) m (DM) -» D(RV(M)) 

pour M G Dctf(Xv,A), qui est la flèche (*) annoncée. 
Par construction, (4 .3 .6) est compatible aux images directes propres : pour 

/ : X -» Y propre, on a ^ * / „ (SGA 7 XIII 2.1.7) et f*D ^ Dft 
(dualité globale) SGA XVIII), et le carré qui s'en déduit 

(4.3.7) 

f^(DM) 

VDf*M 

(4.3.6) 

(4.3.6) 

f*DVM 

DVf*M 

est commutatif (on a omis les R). La vérification est laissée au lecteur : comme 
pour l'équivalence de (i) et (ii) ci-dessus, il est commode d'utiliser le langage 
de (SGA 4 X V I I 2) . 

Prouvons que (4 .3 .6) est un isomorphisme. La démonstration est 
entièrement parallèle à celle de l'invariance des cycles évanescents par change-
ment de traits dans (SGA 4 1 /2 Th. finitude 3 .7) . On peut supposer S stricte-
ment local. On procède par récurrence sur dimA^. On suppose que (4 .3 .6) est 
un isomorphisme pour dimX^ < n. Pour dimXv = n, on se ramène à sup-
poser X projectif, et l'on note C le cône de (4 .3 .6) . On vérifie les conditions 
(A) et (B) de (loc. cit.), à savoir : 
(A) le support des sections locales des faisceaux de cohomologie de C est fini 
(B) RT(Xa,C) = 0. 

Pour (A), on procède comme en (loc. cit.) : (4 .3 .6) commute au passage 
aux invariants par un pro-p-groupe. Pour (B), on applique (4 .3 .7) . 

VARIANTE 4.4. — Si A est une extension finie de 1¿ ou Q¿, la flèche analogue 
à (4 .3 .6) (pour M G Dç(Xv, A)), définie par passage à la limite à partir des 
flèches (4 .3 .6) (cf. [13]), est un isomorphisme. En particulier : 

COROLLAIRE 4.5. — Soit A une extension finie de Q¿. Si M e D*(X^h) 
est pervers, il en est de même de R$f(M) (en tant qu'objet de D^(Xg^A)), les 
perversités considérées étant les perversités auto-duales [ 2 , 2 . 1 . 16 et § 4 ] . 

D'après [2, 4 .4 .2] , le foncteur R^v est en effet ¿-exact à droite. L'isomor-
phisme (4 .3 .6) entraîne donc qu'il est ¿-exact. 

COROLLAIRE 4.6. — Soit A une extension finie de Q¿. Si K G Dj(X,A) est 
pervers, il en est de même de i?$(A')[—1] G D^(Xë,Ae), où R$(K) est défini 
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par le triangle distingué canonique (SGK 7 XIII 2.1.2) 

(4.6.1) {i*K)s  {j*K) -*  (K) -» 

Par définition, pour X € D^(X, A), "pervers" signifie relativement à la t-
structure obtenue par recollement (au sens de [2, 1.4.10]) de la ^-structure t 
associée à la perversité autoduale pi/2 sur Xs [2, 4.0] et de la t-structure t' 
sur Xv définie par (P.D--1, pD-~l), où p — pi/2- Cette ^-structure sur X est 
donc définie par 

K e PD^°(X) (j*K e pD^-l(Xr,) et i*K e pD^°(Xs)) 

K e PD^°(X) (j*K e PD^~\X11) et ÏK e pD^°(Xs)) 

Par suite, si 6 est la fonction de dimension rectifiée introduite par Artin 
dans (SGA 4 XIV 2.2) relativement à l ^ 5 , i.e. 

6(x) = dim {y} + deg .ti.k(x)/k(y) 

pour x dans Xd'image y dans 5, ou encore (loc. cit.) 

6(x) 
dim {x} 

I dim {x} + 1 

si ix\ PI X, =é 0 

si W n l s = 0 

A' G -D^X, A) est pervers si et seulement si, pour tout x G X, on a 

«z*^ = 0 pour q > -6(x) et HqixK 0 pour g < —S(x) 

Si X / 5 se déduit d'un schéma séparé de type fini Z sur une courbe lisse C 
sur un corps par localisation en un point fermé de C, la perversité pi/2 sur Z 
induit celle considérée ici sur X. 

Le corollaire 4.6 est dû à Gabber. Ce n'est pas une conséquence immédiate 
de 4.5. Noter que, si K est pervers, i*K[— 1] ne l'est pas en général, comme le 
montre déjà le cas où X = S et K = As. Voici l'argument de Gabber (présenté 
par Laumon). 

(a) Il est clair que le foncteur z* est t-exact. Il en est de même des 
foncteurs j * et j \ de D^X^, A), munie de t1', dans Dbc(X, A). Pour j * , comme 
dans [2, 4.1.1], cela résulte aisément du théorème d'Artin (SGA 4 XIV 3.1) via 
le calcul des fibres (Rqj*F)x en x G Xs comme limite inductive de Hq(Vr]^F)^ 
V parcourant les voisinages étales de x, et de la suite spectrale de Leray pour 
Vfj —• Vv. Le cas de j \ s'en déduit par dualité. 
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(b) Grâce à (a), le triangle distingué 

vi*K —» K —> Li*K —> 

montre que 
i*K[-i]epD^(xs,\) 

(i.e. pTïn(i K[—1J) = 0 pour n 7C 0, 1) et qu on a une suite exacte de faisceaux 
pervers sur X 

0 iSH°{nK[-\}) j,j*K - -» . / W 1 (* .#[- I l ) - 0 . 

Comme R9(j*K\—i\) est pervers (4.5), on en déduit, par le triangle distingué 
(4.6.1), 

(i*K[-l])s -  (j*K[-l}) - > - , (j*K[-l}) ->- , 
que 

(*) R$(K)[-l]ePDl-lfil(Xs,A) 
et qu'on a une suite exacte de faisceaux pervers sur Xë 

(**)   "  - ^     - ) ! - ! ] ) pw°(t*ü:[-i])s    7*  - [ -1] ) 

- pw°(i?$(/0[- i]) -> ^ ( r / f [ - i ] ) 5 - 0 . 

Il s'agit de prouver que 

(***) pH-1( (K)[-l]) = 0 . 

On va établir (***) par dévissage. 
(c) Pour K pervers sur AT, il existe une filtration (dans la catégorie des 

faisceaux pervers sur X) 
0 C K' C K" C K 

telle que K' et K/K" soient à support dans Xs (i.e. annulés par j * , ou encore 
de la forme t.Af pour M G D£(X5,A)), et A ' " / ^ ' ~ jî*j*A\ Considérons 
en effet le carré commutatif dans la catégorie abélienne des faisceaux pervers 
sur X : 

K 

3\3* K 

" C K 

" C Kw 

où, par définition, j\*j*K est l'image de j\j*K dans j*j*K. Il suffit de prendre 
pour K" l'image de j\j*K dans A\ et pour K' le noyau de K" —• j\*j*K. On 
est donc ramené à prouver (***) dans les deux cas suivants : 
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(i) K est à support dans Xs, 
(ii) K = juj*K . 

Cas (i). Alors i*K = rK est pervers, en particulier pH°(i*K[-l])s = 0, donc 
PH-^miK^-l]) = 0 grâce à (**). 
Cas (ii). Soit K = j\*L avec L pervers sur Xv (pour t'). On a une suite exacte 
de faisceaux pervers sur X 

0 —» 7i*L —• ?*L —• j*L/ji*L —> 0 , 

donc, d'après (*), on a une injection 

p H - 1 ( ^ ( i ! . L ) [ - l ] ) - ^ ( ^ ( j . L H - l ] ) 

Il suffit donc de prouver que 

pH-1(R$(J*L)[-l]) = 0 . 

Par définition, il revient au même de prouver que la flèche 

t"H°(i*j*L[-l])s - >"H0(R9(L[-1])) 4.5 R9(L[-1]) 

est un monomorphisme de faisceaux pervers. On peut supposer S strictement 
local. Soit J le groupe d'inertie. La flèche de Db(Xs xs rj,A) (= Db(Xs, A[/]), 
"c" voulant dire à cohomologie constructible en tant que complexe de A-
modules), 

z*j . (L[- l ] ) ->Ätt (L[- l ] ) 
se récrit comme la flèche canonique associée h I { 1 } 

ÄT(J ,ß*(L[- l ] ) ) i?*(L[-l]) 

Il suffit donc de montrer que, pour M G Db(Xs, A[J]), pervers en tant qu'objet 
de D*(XS,A), 

(1) RT(I,M) - • M 

induit une injection sur p7v\ Soit P^ comme en 3.6. Le foncteur T(Pe,— ) 
(invariants sous P^) étant exact sur la catégorie des A[/]-faisceaux con-
structibles, pour E dans Dbc(Xs,A[I]) et x E Xs, on a nqi*xRT(Pe,E) = 
RT(Pe,7ïqixE) = T(Pi,TiqixE), et similairement avec vx ; de plus, si C est le 
cône de RT(Pe, E) £ , les suites 0 -» HqixRT(Pe, £ ) -> W»t*£; W«t'*C 
0 (et similairement avec r_) sont exactes et scindées. Par suite, pour M pervers 
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comme ci-dessus, RT(Pe,M) et le cône C de RT(Pz,M) —» M sont pervers, 
et l'on a une suite exacte de faisceaux pervers 

0 RT(Pe,M) —> M —• C —• 0 . 

Comme 
RT(I,M) = RTCIAI),RT(PZ,M)) 

on est donc ramené à montrer que pour N dans DC\XS, A[Z£(l)j), pervers (en 
tant que complexe de A-modules), 

RT(le(l),N)-^ N 

induit une injection sur pTi°. Si T, comme en 3 .6 , est un générateur 
topologique de Z^(l), RT(Ze(l),N) est le complexe simple associé au com-
plexe double 

T-l 
N • N 

sur les lignes de degré 0 et 1, et (2) est la projection figurant dans la suite 
exacte 

0 N[-l] -+ s{N N) -> N 0 

La suite exacte de cohomologie perverse correspondante fournit l'injection 
désirée. Ceci achève la démonstration de 4.6. 

Dans la même veine que 4 .2 , on a le résultat suivant, qui m'a été signalé 
par M. Rapoport : 

THÉORÈME 4.7. — Soient X et Y de type fini sur S. Pour L G Dd/iX^, A ) , 
M E Dctf(Yn.A), la flèche de Dctf((X XQ Y)S XS T?, A) définie ci-après, 

(4 .7 .1 ) RVJL) cL R9JM) R^V(L en M) , 

L L 
est un isomorphisme (®« et &)„ désiqnent des produits tensoriels externes 

L 
pr\ ® pr%). 

Ce résultat, attribué à Gabber, figure dans un preprint de A. Beilinson 
et J. Bernstein, A proof of Jantzen conjectures. Voir aussi [M. Schröter, 
Diplomarbeit, Bonn, 1990]. 

On définit la flèche (4 .7 .1 ) comme déduite, par application de z*, de la 
flèche de Künneth 

Rj*L ®s Rj*M R]*(L ®v M) 
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définie pax les inclusions j de X^, 1^, (X x Y)^ dans X-g, Yg-, (X x Y)-g 
resp ec t i vement. 

Tout comme (4.3.6), (4.7.1) est compatible aux images directes propres : 
pour f : X —> X1, g :Y —>Y' propres, et h = f x s g, on a un carré commutatif 

(4.7.2) 

  (£) ®  5. ( ) 

(3) 

 /.L) <8>ä   * ) 

(D 

(2) 

L 
h^(L ®rj M) 

(4) 

Vh+(L e v M) 

où (1) est composé de l'isomorphisme de Kùnneth  /.L) ®s g*^(M) 

h*(*(L) ès *(Af)) (SGA 4 XVII 5.4.3) et de (4.7.1), (2) est composé de 
(4.7.1) (pour /*L et g*M) et de l'isomorphisme de Kûnneth, et (3) et (4) sont 
définis par les isomorphismes canoniques (SGA 7 XIII 2.1.2) (comme dans 
(4.3.7) on a abrégé R v en Rty et omis les R). La vérification est laissée en 
exercice. 

Prouvons que (4.7.1) est un isomorphisme. La démonstration est analogue à 
celle de 4.2. On peut supposer S strictement local. On raisonne par récurrence 
sur dimZrç, où Z = X XsY. On suppose que (4.7.1) est un isomorphisme pour 
dimZrç < n. Pour dimZrç = n, on se ramène à supposer X et Y projectifs, et 
l'on note C le cône de (4.7.1). Il suffit de vérifier les conditions (A) et (B) : 
(A) le support des sections locales des faisceaux de cohomologie de C est fini ; 
(B) RT(Zs,C) = 0. 

La validité de (B) résulte de (4.7.2). Pour (A), on procède encore comme 
dans (SGA 4 1/2 Th. finitude 3.7). On peut supposer Xv (resp. Yv) dense 
dans X (resp. Y). Si n = 0, (A) est alors automatiquement satisfaite, on peut 
donc supposer n > 0. Quitte à se localiser, on peut supposer qu'on dispose de 
morphismes quasi-finis X A | , Y A A£, avec q + r = n. Supposons q > 0, et 
notons fi : X —» A ^ le composé de b et de pri : A | —> A^. Comme dans (loc. 
cit.), introduisons le localisé strict Sf de A ^ en un point générique géométrique 
s' de A*, notons r/ le point générique de S', rj[ = Spec(fc(r?) ®k(ri) k(r)')) le 
point générique du localisé strict de A en s', et fj' un point géométrique 
au-dessus de rj[. On a alors un diagramme commutatif à carrés cartésiens, où 

52 

52 L. ILLUSIE

ASTÉRIQUE 223



EXPOSÉ I : AUTOUR DU THÉORÈME DE MONODROMIE LOCALE 

X' —> S1 est déduit de fi : X —• A .̂ par le changement de base S' —• A^ : 

(*) 

X' 

s' 

s 

X' 

S' 

S 

x'v, 

n 

y 
I 

x'v, 

il 

n 

p 

X'r}> 

fi' 

Notons i" = Ga\(fj/rj) et V = Gai(fjf/rif) les groupes d'inertie de S et S'. On 
a Gal(r7i/7y/) = J, et, comme Deligne l'observe dans (loc. cit.), dans la suite 
exacte 

1 -f p -* I' -> / -» 1 

P est un pro-p-groupe, car I' —> I induit un isomorphisme sur les quotients 
modérés, une uniformisante de 5 étant une uniformisante de Sf. Notons L' 
l'image inverse de L sur X^,. Le diagramme (*) montre (cf. (loc. cit. 3.4)) que 

(i) R9„(L)a. = n>(L')p , 

où (—)P = I?R(P, — ) désigne le foncteur "invariants sous P" . Posons d'autre 
part 

Y' = Y xsS' , Z' = X' xS'Y' , 
et notons M' l'image inverse de M sur Y^. Par la compatibilité des cycles 
évanescents aux changements de traits (loc. cit. 3.7), on a 

(2) R^n(M)sl = R*„,(M') 

Enfin, du diagramme analogue à (*) relatif à Z', on déduit que 

(3) R<$r,(L ®r, M)s. = R^r,'(L' ®V' M')p 

Comme dimA^, < q et dimY^', < r, l'hypothèse de récurrence s'applique à 
(X'/S'Y'/S',L',M') : la flèche (4.7.1) 

(4) m AL') ®s> m AM') R^n,{L' ®v, M') 

est un isomorphisme. D'après (2), P opère trivialement sur R}bni(M'). donc 

R^rji(M') = R^V>(M')P 
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Donc, appliquant à (4 ) le foncteur (—)p, on obtient un isomorphisme 

R^^(Lf)p ®8, I M V ( M ' ) ^ R^n'{L' ® M')p . 

Via (1 ) , (2 ) et (3 ) , celui-ci s'identifie à la fibre en s' de (4 .7 .1 ) . Par suite, le 
cône C est cohomologiquement concentré sur l'image inverse, par le composé 

bXc 
(X x Y)s • A9 x A£ —» A£, de la réunion d'un nombre fini d'hyperplans 
fermés de A 9 parallèles à p r~1(0) . Comme ceci vaut pour toute projection 
pri : A9 —• A1 et que (X, L) et (Y, M) jouent des rôles symétriques, on 
conclut que C est concentré sur l'image inverse par b x c de la réunion d'un 
nombre fini de points fermés de A^xAJ, i.e. que le support de Tï*(C) est fini, 
ce qui prouve (A) et achève la démonstration de 4.7. 

COROLLAIRE 4.8. — Sous les hypothèses de 4.7, supposons que Rty^L) = 
Rtyrjj(L) ou RÏÏ^M) = R^rj^M), où R^rj^(-) désigne le foncteur "cycles 
évanescents modérés" (= i? r̂7?(—)p, où P est l'inertie sauvage). Alors la 
flèche analogue à (4 .7 .1 ) 

(4 .8 .1 ) RVrjAL) ®s R*r,AM) - R*VAL ®v M) 

est un isomorphisme. Si de plus, R^lv = R^v,t pour L et M c'est aussi le cas 
L 

pour L <S)V M. 
Il suffit en effet d'appliquer le foncteur (—)p à (4 .7 .1) . 
En particulier, compte tenu de (3 .5 .1) : 

COROLLAIRE 4.9. — Si X ou Y a réduction semi-stable sur S, alors la 
flèche naturelle 

(4 .9 .1 ) R*T,A*XJ ê>. R*vA*Yn)t - R*v, (xxsY)„) 

est un isomorphisme. 

REMARQUE 4.10. Si AT et Y ont réduction semi-stable, les Rltyv(A(xxsY)v) 
sont donc modérés. En général, X Xs Y n'a plus réduction semi-stable. 
Néanmoins, X Xs Y est log-lisse sur S au sens de Kato (S muni de sa 
log-structure canonique), cf. [K. Kato, Logarithmic structures of Fontaine-
Illusie, Algebraic Analysis, Geometry and Number Theory, The Johns Hopkins 
University Press (1989) , 191-224] , et les exposés de Kato et Hyodo-Kato dans 
ce séminaire. On peut espérer que le résultat de Rapoport-Zink (3 .5 .1) s'étend 
au cas log-lisse. 
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Exposé II 

LE CORPS DES PERIODES p -ADIQUES 

par Jean-Marc Fontaine (avec un appendice par Pierre Colmez) 

0 . — Introduction 

0 . 1 . — Notations 

Dans cet exposé, K est un corps, complet pour une valuation discrète, 
à corps résiduel parfait k de caractéristique p > 0. On note W l'anneau 
des vecteurs de Witt à coefficients dans /c, Âo son corps des fractions, a le 
Frobenius absolu opérant sur /J, W et A"o- Si K est de caractéristique 0, on 
pose e = [K : Ko]. 

On note K une clôture séparable fixée de K et A; son corps résiduel. On 
pose G = Gal(K/K). On désigne par C le complété de K. On note Oc 
(resp. OK, ®~K) l'anneau des entiers de C (resp. A', A'). 

0 . 2 . — Le plan de ce texte est le suivant : 

- Au § 1, on rappelle la définition de l'anneau B^R et de son corps des 
fractions BdR (le "corps des périodes p-adiques") introduits dans [Fo82a], § 2. 
L'exposition diffère de op. cit. en ce sens que l'on donne une caractérisation 
de BjR par une propriété universelle : cela nous amène à introduire (n° 1.1) 
la notion d'épaississement pro-infinitésimal p-adique universel d'une algèbre 
séparée et complète pour la topologie p-adique et à montrer (n° 1.2 et 1.3) 
son existence dès que le Frobenius est surjectif sur la réduction modp. 

On donne aussi (n° 1.4) une description de l'anneau quotient B^R/Fil2B^R 
à l'aide des (^'-différentielles de Kàhler de O-^. Celle-ci joue un rôle essentiel 
dans l'appendice. Elle est aussi utile pour donner une construction élémentaire 
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des périodes p-adiques des variétés abéliennes (Fontaine-Messing, travail non 
publié, voir aussi l'exposé de Wintenberger, [Exp. IX], dans ce volume). 

Au n° 1.5, on explique comment les anneaux filtrés BjR et BdR se 
construisent à partir de l'épaississement pro-infinitésimal universel p-adique 
de Oc- On rappelle aussi la définition de l'anneau BHT des "périodes de 
Hodge-Tate", qui est le gradué associé à l'anneau filtré BdR-

- Au §2, on rappelle la définition des anneaux Acris (souvent noté 
WDP(R)), B+ris et Bcris introduits dans [Fo83] et [FM87] : on définit ici B+ris 
comme solution d'un problème universel : c'est l'anneau obtenu en rendant p 
inversible dans le complété p-adique de l'épaississement à puissances divisées 
universel de la VF-algèbre Oc-

- Au § 3, on définit les anneaux Bft et Bsi à partir de B*ris et Bcris 
comme étant les anneaux obtenus en "agrandissant de façon universelle le 
domaine de définition du logarithme". 

- Au §4, on explique comment Bcris se plonge dans BdR et comment 
le choix d'un prolongement du logarithme p-adique usuel définit un plonge-
ment de Bsi dans BdR. 

- Dans le §5, on donne quelques compléments sur la structure de 
Acris et Bcris. On en déduit, en particulier, l'exactitude de la suite 

0 • Qp • Bcris H B^JI > Bcris ¥ 0 

qui joue un rôle important dans les travaux de Bloch et Kato ([BK90]). 
Enfin, dans l'appendice, Pierre Colmez montre que K est dense dans 

(cf. [Co90]). Si l'on définit inductivement cÇ} pour r G N par = OT et 

0{-fi - Ker((9<Ti: 0{-fi - Ker((9<Ti:0{-fi - Ker((9<Ti: r > 1 , 

le théorème de Colmez permet d'identifier D^R au séparé complété de K pour 
la topologie obtenue en prenant comme système fondamental de voisinages de 
a G A' les ensembles de la forme a + pMO-— , pour m, r G N. 
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1 . — Epaississements pro-infinitésimaux universels 

1 . 1 . — Généralités 

Soient A un anneau et V une A-algèbre. 

1 . 1 . 1 . — Un A-épaississement pro-infinitésimal de V est un couple 
(D,0) formé d'une A-algèbre D et d'un homomorphisme surjectif de A-
algèbres 

6D = 6:D —• V 

tel que, si Ip = I désigne le noyau de 0, alors D est séparé et complet pour 
la topologie 7-adique. 

Les A-épaississements pro-infinitésimaux de V forment une catégorie : un 
morphisme 

a : Di —• D2 

est un homomorphisme des A-algèbres sous-jacentes qui vérifie 

0£>, =0D2°a • 

Si cette catégorie admet un objet initial, celui-ci est unique a isomorphisme 
unique près et s'appelle le A-épaississement pro-infinitésimal universel 
de V. 

1 . 1 . 2 . — Si D est un A-épaississement pro-infinitésimal de V et si Ij) 
est nilpotent, on dit que D est un A-épaississement infinitésimal de V'; 
si m est un entier tel que = 0, on dit que l'épaissement est d'ordre < m. 

Pour tout m G N, les A-épaississements infinitésimaux d'ordre < m de 
V forment une sous-catégorie pleine de celle des A-épaississements pro-
infinitésimaux. Si elle admet un objet initial, on l'appelle le A-épaississe-
ment infinitésimal universel d'ordre < m de V. 

Bien sûr, si le A-épaississement pro-infinitésimal universel D de V existe, 
alors D/Ip*1 est un A-épaississement infinitésimal universel d'ordre < m 
de V. 

1 . 1 . 3 . — Soit p un idéal de A et supposons V séparé et complet 
pour la topologie p-adique. On définit de manière évidente la notion de 
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A-épaississement pro—infinitésimal (resp. infinitésimal d'ordre < m) 
formel p-adique de V et les objets universels éventuels correspondants. Ces 
notions ne dépendent que de la topologie définie par les puissances de et 
non de l'idéal p lui-même. 

Bien sûr, si D est un A-épaississement pro-infinitésimal (resp. infinitésimal 
d'ordre < m) formel p-adique universel de V et si n G N, D/pnD est 
un (A/pn)-épaississement pro-infinitésimal (resp. infinitésimal d'ordre < m) 
universel de V/pnV. 

1 . 2 . — Existence d'épaississements pro-infinitésimaux formels 
p-adiques universels 

1.2.1. THÉORÈME. — Soient A un anneau et V une A-algèbre séparée et 
complète pour la topologie p-adique. On suppose que, pour tout a G V, il existe 
x,y G V tels que a — xv + py. Alors Vanneau V admet un A-épaississement 
pro-infinitésimal formel p-adique universel. 

Démonstration : Nous allons construire (n° 1.2.2) un A-épaississement pro-
infinitésimal formel p-adique A-m{(V/A) de V et montrer (n° 1.2.3) que cet 
anneau convient. 

1 . 2 . 2 . — Soient V = V/pV et Ry la limite projective du diagramme 

Vi— V <— V < <— V < 

les applications de transition étant l'élévation à la puissance p. 
Un élément x G Rv peut donc être considéré comme une suite (xn)n€N 

déléments de V vérifiant x^+1 = xn, pour tout n. Si, pour un tel x, on choisit, 
pour tout n, un relèvement xn de xn dans V, alors, pour tout m G N, la suite 
des x^+m converge pour n i—• +oo vers un élément x ^ G V qui ne dépend 
pas du choix des relèvements. L'application 

X ^ - (*(m))m€N 

définit une bijection de Ry sur l'ensemble des familles (x^m^)me^ d'éléments 
de V vérifiant (#(m+1))p = x^ pour tout m ; et nous l'utilisons pour identifier 
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Ry à l'ensemble de telles familles. Si x = (x̂ m )̂mGN, y = (^m')m€N £ Ry, on 
axy = (x^y^)meN etx + y = (z^)meN avec = limn^+00(x(m+n) + 
y(rn + n)yn ^ 

Soit W(Ry) l'anneau des vecteurs de Witt à coefficients dans Ry. Pour 
tout x G on note 

[x] = (x,0,0,...,0,...)eW(Rv) 

son représentant de Teichmùller dans W(Ry). 
On voit que Ry est un anneau parfait (i.e. le Frobenius x i—• xp est un 

automorphisme) et que W(Ry) est séparé et complet pour la topologie p -
adique. 

On note 
9 : W(Rv) —> V 

l'application qui envoie (x0, x\,..., xn, . . . ) sur ySpnx^l\ 
On vérifie que 9 est un homomorphisme surjectif d'anneaux. On note encore 

9: A®z W(Rv) —>V 

l'homomorphisme de A-algèbres déduit par extension des scalaires. 
Notons A[nf(V/A) le séparé complété de A ®z W(Ry) pour la topologie 

définie par l'idéal engendré par p et le noyau de 9 (et encore 9 : A-m{(V/A) —• 
V l'application induite). 

Comme A-m{(V/A) et les A\nf(V/A)/(Ker#)m+1 sont séparés et complets 
pour la topologie p-adique, A-m{(V/A) a une structure de A-épaississement 
pro-infinitésimal formel p-adique de V. 

1.2.3. — Il reste à vérifier que A\n{(V/A) est universel. Pour cela, 
considérons un A-épaississement pro-infinitésimal formel p-adique (D,0D) 
de V. Prouver l'existence et l'unicité d'un morphisme de A-épaississements 
pro-infinitésimaux formels p-adiques de A-m{(V/A) dans D revient à vérifier 
l'existence et l'unicité d'un homomorphisme continu d'anneaux p-adiques 

a : W(Ry) —• D 
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tel que 0D o a = 0. 
Si ID désigne le noyau de 0D et si I'D = ID +pD, l'anneau D est séparé et 

complet pour la topologie J^-adique. 
Soit x G Ry. Pour tout m G N, choisissons un relèvement £m dans D de 

x(m) £ y Comme = £m moddonc a fortiori mod I'D, la suite des 
tend vers une limite p(x) dans D indépendante du choix des relèvements. 

On voit que Ton doit avoir 

a([x\) = p(x), pour tout x G Ry. 

L'unicité de a est alors claire, car il faut 

a((x0,xi , . . . ,xn, . . . )) PNP«~N) 

et l'existence résulte de ce que l'application a ainsi définie est bien un 
homomorphisme continu qui commute aux applications 9. 

1.2.4. — Remarques : Soient V comme dans le théorème et V = V/pV. 

a) L'application évidente de Ry dans Ry est un isomorphisme. 

b) On voit que le A-épaississement pro-infinitésimal formel p-adique 
de V ne dépend que de V i.e. l'homomorphisme naturel de A\nf(V/A) dans 
A\nf(V/A) est un isomorphisme. La filtration naturelle de A-m{(V/A) (par les 
puissances de l'idéal noyau de 0) en revanche dépend en général du choix du 
relèvement V de V. 

c) Supposons que A soit une PF-algèbre (où, rappelons-le, W = 
W(k)). L'application de k dans Ry, qui à s associe (^m))mGN, où désigne 
l'image dans V du représentant de Teichmûller dans W de ep , permet 
d'identifier à un sous-anneau de Ry. L'anneau W(Ry) devient une VF-
algèbre, l'application 

0 : W(RV) —• V 

est W-linéaire et s'étend en une application A-linéaire 

0 : A&w W(Rv) —• V, 

ce qui fait que A\n((V/A) s'identifie au séparé complété de A®w W(Ry) pour 
la topologie définie par l'idéal engendré par p et le noyau de 0. 
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d) Supposons que V soit tel que le noyau Ke r / de Pendomorphisme 
de Frobenius (élévation à la puissance p) soit un idéal de type fini et 
soient #1, #2 , . . . , av des éléments de Ry tels que les images des dans 
V engendrent Ker / . Si / désigne l'idéal de Ry engendré par les X{, on voit 
que Ry est séparé et complet pour la topologie J-adique et que J est le noyau 
de la projection naturelle de Ry sur V (i.e. l'application x —• x^). En 
particulier, pour tout corps parfait k contenue dans V, Ry — Ry s'identifie à 
Ain{(V/k) 

e) On déduit facilement des remarques c) et d) que, si W est comme 
ci-dessus, alors, lorsque Ker / est de type fini sur V et lorsque A = W (resp. 
l'anneau des entiers d'une extension finie totalement ramifiée du corps des 
fractions de W), l'anneau A-m{(V/A) s'identifie à W(Ry) (resp. K®wW(Ry)). 

f) Ces constructions peuvent aussi se faisceautiser : de façon précise, 
soient A un quotient de W ou de OK (avec W et OR comme ci-dessus) par un 
idéal non trivial, Y — Spec A, Ysyn le petit site syntomique de Y (cf. [FM87], 
II, n° 1) et Oy le faisceau structural (si U est un schéma syntomique sur Y, 
on a donc Oy(U) = T(U,Ou)). Alors, pour tout m G N, on peut définir un 
faisceau Oyini de A-algèbres sur Ysyn, muni d'un épimorphisme de faisceaux 
de A-algèbres 

  : OÎ?inf —>    

dont le noyau a sa puissance (m + l)-ième nulle et qui est universel pour ces 
propriétés. En outre, si V est une A-algèbre, limite inductive de A-algèbres 
syntomiques, telle que l'élévation à la puissance p soit surjective sur V/pV, le 
A-épaissement infinitésimal universel d'ordre < m de V s'identifie à la limite 
inductive des Oyinf(5), pour S parcourant les A-algèbres syntomiques dont 
V est la limite inductive. 

1.3. — Le cas de l'anneau des entiers d'un corps local 

Dans toute la suite de ce paragraphe, les hypothèses et notations sont 
celles du n° 0.1. 

1.3.1. — Nous posons R = RQC. Si v est une valuation de AT, et si l'on 
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note encore v son unique prolongement à C, on obtient une valuation VR de 
R en posant 

vR((x^)meN) = v(x^) , 

Il est facile de voir que le corps des fractions de R est un corps complet 
pour cette valuation, algébriquement clos et que R est l'anneau de ses entiers. 

1.3.2. — Si K est de caractéristique p, l'application 

X — s<°> 

définit un isomorphisme de R sur Oc compatible avec la valuation. 
En outre, A\n{(Oc/A) s'identifie à R , donc aussi à Oc, si A = k où OK et 

à W(R) (ou W(OC)) si A = W. 

1.3.3. — Dans t ou t e la fin du §1, on suppose que K est de car-
actéristique 0. 

S'il n'y a pas de risque de confusion, on écrit A-MF au lieu de A\n{(Oc / O K) 
(qui s'identifie - cf. la remarque (e) du n° 1.2.4 - à WQK(R) := OK®WW(R)). 

Pour tout m G N, on note FilmA\n{ la puissance m-ième du noyau de 
0 • A-MF —• Oc et, pour tout m G N, 

Ä£{ = A%{(OC/OK) = AM/FU^AM , 

le C?A'-épaississement infinitésimal formel p-adique universel d'ordre < m 
de 0C-

1.4. — Epaississement du 1° ordre et différentielles de Kahler 

1.4.1. — Fixons quelques notations : Pour tout groupe abélien T, on 
note TP(T) le Zp-module Hom(Qp/Zp, T) et on pose VP(T) = Qp ®np Tp(T). 
Le Zp-module Zp(l) = TP(K*) est libre de rang 1 ; pour tout Zp-module M, 
on pose M(l) = M IRAD. 

1.4.2. — Notons fi = fiL le module des différentielles de Kâhler de 

0^ relatives à OK. 
Rappelons ([Fo82b], thm. 1') que fi est un OK module de p torsion, p 

divisible. Soient A'o le corps des fractions de \V(k), PK/K() la différente de 
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l'extension K/Ko, e = (^M^)M€N un générateur de Zp(l) (autrement dit, 
pour tout m G N, (^(M+1))P = et est une racine primitive p-ième de 
l'unité dans K). Alors, si a est l'idéal fractionnaire de O-g inverse de l'idéal 
engendré par (e^ - 1 ) • VK/KQ, on a une suite exacte 

0 —• a(l) —• K(l) —• Q —• 0 

où l'application de K(l) dans Q est celle qui, à p ma ® £, avec m G N et 
a G O-^, associe 

a • dìogs(m) = a • ds{7n)/e{rn) . 

Ceci permet d'identifier Q à (AT/a)(l) (= (C/â)(l) , si a désigne l'adhérence 
de a dans C), TP(Q) à â(l) et Vp(fi) à C(l) . 

1.4.3. PROPOSITION. — Soient O'— le sous-anneau de O-g noyau de 

d:0Y —• Q , 

A[nf /e séparé complété de O'— pour la topologie p-adique et 

6' : A[nt — Oc 

l'application déduite, par passage aux séparés complétés, de Vinclusion de O1— 
dans Ojç. Alors A[nf, muni de 9', est un OK~épaississement infinitésimal 
universel du premier ordre de Oc-

Autrement dit, il existe un unique OK-homomorphisme /3 de l'anneau Aln{ 
construit au n° 1.3.3 dans A[n{, tel que 9 = 9' o /3 et cet homomorphisme est 
un isomorphisme. 

1.4.4. — Commençons par vérifier que A[nf est bien un (9^—épaississe-
ment infinitésimal du premier ordre de Oc ' 

LEMME. — Les applications d : O-^ — • Q et 9' : A[NF — • Oc sont 
surjectives et le noyau de 9' est un idéal de carré nul qui s'identifie à 
Tp(ft) = â(i). 
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Preuve : Soient a, b G O-j^. Montrons qu'il existe c G Oj? tel que de — a-db : 
choisissons des entiers r, 5 > 0 tels que prda = p5c/fr = 0, ainsi que 
x G G-;? solution de xpr+* + prx = b] on a pr(l + psx?r+s~1)dx = d&, d'où 

prd:r = (1 + p ^ ^ ' - 1 ) - 1 ^ = d& et 

a - db = pra • = d(prax) , 

puisque d(pra) = prda = 0. 
On a donc une suite exacte courte 

0 — > ö ^ —>0-JÎ —> Q —• 0 

Si, pour tout groupe abélien T et pour tout n G N, on pose Tn = T/pnr, 
on obtient une autre suite exacte courte 

0 —• Qpn —• C%- —• o« w —• 0 

qui fait de C*^n une 0 /^-a lgèbre extension de O-g n par un idéal de carré 
nul identifié à Qpn. En passant à la limite sur n, on obtient alors la suite 
exacte courte 

0 — TP(Q) — A[nf0 — TP(Q) — A[nf 

1.4.5. LEMME. — Soient L une extension algébrique de K et B une OK~ 

algèbre, extension de OL par un idéal J de carré nul. Alors la suite 

0 — J —> OL ®B Q1B/GL< —> toloLioK — 0 

est exacte. 

Preuve : Il s'agit de vérifier l'injectivité de l'application canonique de J dans 

OL® ^B/OK ê  ^ es^ c ^ r °lue ^on Peu^ supposer l'extension L/K finie. 
Soit a un élément de OL qui engendre en tant que O/c-algèbre (un tel 

élément existe, cf. [Se68], chap. III). Si P désigne le polynôme minimal de a 
sur K, OL s'identifie au quotient OK[X]/(P(X)). Soient a un relèvement de 
a dans B et b = P(a) G J. 
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Soit B = J © vue comme une algèbre, extension (triviale) 
de [X] par l'idéal de carré nul J (vu comme un (9/f[X]-module via la 
projection de 0 [AT] sur OL). Alors B s'identifie au quotient de B par l'idéal 
engendré par (—6,P(X)). 

On a OK[X] ® n1B/0i< = J © £>A'[AT] • et OL ® = J © £>LdAT, 

somme directe de J et du 0/,-module libre de rang 1 de base dX = 1 (g) dAT. 
Enfin, 0£ ® est ê quotient de J © C?LdX par le sous-O^-module 

M engendré par (—&, P'{a)dX). Comme P'(a) ^ 0 et comme OL est intègre, 
l'homomorphisme de J dans ( J © O^dX^jM est bien injectif. 

1.4.6. — Fin de la preuve de la proposition 1.4.3. : Il reste à 
démontrer que, si (S, 6s) est un (9épaississement infinitésimal du premier 
ordre de (9c, il existe un et un seul homomorphisme continu de algèbres 

a : A[a{ —. S , 

tel que 6' = 0S o a. 
Notons Df (resp. Sf) l'image inverse de O-g par 6' (resp. 6 s)- Il est clair 

qu'il suffit de vérifier qu'il existe un unique homomorphisme de O/^-algèbres 
af : Df —• S/ tel que 6' = 6s o &f (où l'on a encore désigné par 6s et 6' 
leurs restrictions k Sf et Df). 

Unicité : Si af et a'r sont deux telles applications, on a 

a'f = af + 6odf. 

où 6 est une OK-dérivation de O-g dans / = ker 6s ; comme Q est divisible et 
/ est séparé pour la topologie p-adique, on a 6 = 0. 

Existence : Comme O^- est dense dans A[NI, donc a fortiori dans Df, il 
suffit de montrer l'existence d'une application 

0 — TP(Q) — A[nf 

telle que 6s o a0 soit l'identité sur G'—. 
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On a un diagramme commutatif : 

0 J Sf OK 0 

0 J 0 — TP(Q) — A[nf fi 0 

dont les lignes sont exactes grâce au lemme précédent. On en déduit que 
tout a G O'— a un unique relèvement a^a) G Sf tel que 1 ® dao(a) — 0 
(dans O-jç ® ^ ^ / O k ) * L'unicité de ce relèvement implique que OFO est un 
homomorphisme de (9#-algèbres. 

1.4.7. — Remarque : Soit A = C(l) © O-g = VP(Q) © O^ , vu comme 
0#-algèbre, extension triviale de O-^ par un idéal de carré nul identifié à 
VP(Q). 

On voit que VP(Q) peut s'identifier au O^-module des u = (u;n)nçN, avec 
ujn G fi et puin+i = Soit alors Ao le sous-anneau de A formé des (cj,a) 
tels que u;o = rfa. 

On a une suite exacte 

0 — Tp(fi) — > A0 — O F — 0 , 

qui fait du séparé complété Ao de Ao pour la topologie p-adique un OK~ 
épaississement infinitésimal du premier ordre de Oc- On en déduit un homo-
morphisme de Alni = A[ni dans Ao dont on voit tout de suite que c'est un 
isomorphisme et qu'il identifie Df et A0. Ceci implique en particulier 

i) que O-j^® IQK s'identifie à VP(Q) = C(l) (via la dérivation de 

Df = Aq dans Vp(fi) qui envoie (a;, a) sur UJ) ; 

ii) que l'extensioi 

0 — VJQ) —* Df[l/p] —• K —• 0 

est scindée; en particulier, K s'identifie à un sous-corps de Df[l/p], donc a 
fortiori de Alni[l/p]. 
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1.4.8. — Autres remarques : a) Les constructions ci-dessus s'étendent 
à des situations plus générales (cf. [Exp. IX], § 1). 

b) Ces constructions peuvent aussi se faisceautiser, moyennant quel-
ques précautions : par exemple, si X est un schéma syntomique sur OK, à 
fibre générique lisse et si XSYN_£T désigne le petit site syntomique-étale de 
X (cf. [FM87], un morphisme U —• V de X-schémas est "syntomique-
étale" s'il est syntomique et s'il devient étale lorsque l'on rend P inversible), 
alors les différentielles de Kâhler relatives VT/X (par définition, T(U, TÏ/X) = 
T(U, ÇLU/X)-, pour tout schéma U syntomique-étale sur X) forment un faisceau 
de C?x-modules sur ce site. C'est un faisceau de p-torsion, p-divisible et la 
différentiation 

D : OX —> Q,X 

est un épimorphisme de faisceaux. Si 7R est une uniformisante de OK, si l'on 
note O'X le faisceau (de T(X, C?x)_algèbres) qui est le noyau de d, si N G N, et 
si A = R(X,OX)/'KNR(X,OX), alors le faisceau conoyau de la mutiplication 
par 7rn dans 0'X est un A-épaississement infinitésimal du premier ordre du 
faisceau conoyau de la multiplication par 7RN dans OX-

1.5. — Les anneaux B^R, BdR, B^T et BUT 

1.5.1. — Soit A-MFJ{ = K ®OK Ainf = Ainf[l/p]. L'application 6 : 
AIN{ —• OC s'étend de manière unique en un homomorphisme de A^-algèbres 

0 : A[NF,K — • C 

qui est surjectif. Son noyau JK est un idéal principal maximal. Comme dans 
[Fo82a], n° 2.8, on note BJR le séparé complété de A\NF,K pour la topologie 
J^—adique. 

1.5.2. L'anneau B^R est un anneau de valuation discrète, complet, 
contenant AM{J{ comme sous-anneau dense et dont l'idéal maximal est 
l'adhérence JK de JK dans A\N{J(. Son corps résiduel B^R/ J K = A\NIJ{/JK 

s'identifie à C. Pour tout entier M > 0, BJR/(JA')M+1 s'identifie à A^{K = 

K ®OK A™f = A™f[l/pL rappelons-le, AJJJf désigne le CV-épaississement 
infinitésimal formel p-adique universel d'ordre < M de OC> 
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1 . 5 . 3 . — On a 

Bla = ]ìmAZtr 

Si, au lieu de munir chaque K de la topologie discrète, on le munit de 
la topologie induite par la topologie p-adique sur A ^ (topologie pour laquelle 
A™f est séparée et complet), la topologie limite projective ainsi obtenue sur 
•BdR es^ m°ins fine Que sa topologie d'anneau de valuation discrète; nous 
l'appelons la topologie canonique. 

1 . 5 . 4 . — On dispose d'un plongement naturel v de Zp(l) dans le 
groupe multiplicatif de A^i que l'on peut décrire de (au moins) deux manières 
différentes : soit e = (£n)n£N (avec en G Oc,£o = 1, ^n+i == £n) un élément 
de Zp(l) : 

i) si, pour tout n, an est un relèvement de en dans A-mf, la suite 
a^1 converge dans A\N{ vers un élément u(e) indépendant des choix des 
relèvements ; 

h) si l'on identifie A\N{ à WQK{R) = OK ®W W(R), on peut identifier 
s à un élément de R (en posant = en) et l'on a v(e) = 1 ® [s] (où 
[e] = ( e ,0 , . . . , 0 , . . . ) ) . 

Pour tout s G Zp(l), on a 6(v(e)) = 1 et la série 

log(i/(e)) 
n>l 

; ( - l ) n + 1 - M e ) - l ) n / « 

converge dans l'idéal maximal de B^R. L'application 

e i—• log(i/(e)) 

est un homomorphisme injectif et on l'utilise pour identifier Zp(l) à un 
sous—groupe du groupe additif de BjR. 

Dans [Fo82a], on démontre par un calcul explicite un peu pénible 
(prop. 2.17) qu'un élément non nul de Zp(l) est une uniformisante de B^R, i.e. 
n'est pas contenu dans le carré de l'idéal maximal de B^R. Cela peut se voir 
directement en remarquant que, si l'on utilise la description de A\ni = A[n{ 
donnée au n° 1.4, alors le noyau de la projection de Aln{ K sur C s'identifie à 
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Vp(iï) et l'image de s dans VP(Ù) est (sn1 • dsn)n^ qui est un générateur de 
ce C-espace vectoriel de dimension 1. 

1.5.5. — Rappelons enfin que l'on définit BdR comme étant le corps des 
fractions de B^R. Comme n'importe quel corps muni d'une valuation discrète, 
il est muni d'une filtration naturelle décroissante indexée par Z : si VdR désigne 
la valuation de BdR normalisée par VdR(B^R) = Z, on a 

FUmBdR = {be BdR\vdR(b) > m} pour tout m E Z 

(en particulier Fil0BdR = B^R et Fil1 BdR est son idéal maximal). 
Rappelons que, pour tout m G N, on note Zp(m) la m-ième puissance 

tensorielle du Zp-module Zp(l) et 1P(—m) son dual; rappelons aussi que si 
M est un Zp-module et si m G Z, on pose M (m) = M ®ip 2p(m). 

Il résulte alors du n° précédent que, pour tout m G Z, grmBdR(c= 
Fil™BdR/Fil171*1 BdR) s'identifie à C(m). Autrement dit, l'algèbre graduée 
associée à l'algèbre filtrée BdR s'identifie à l'algèbre 

BHT = ®mezC(m) = C[t,t-1] 

anneau des polynômes de Laurent en si t est n'importe quel élément non 
nul de Zp(l) (ici HT signifie Hodge-Tate). 

1.5.6. — La construction de BdR est fonctorielle. De façon précise, 
donnons-nous deux corps K et L de caractéristique 0, complet pour une 
valuation discrète, à corps résiduel parfait de caractéristique p, des clôtures 
algébriques K de K et L de L et un homomorphisme continu v : K —v L 
envoyant K sur un sous-corps fermé de L. Alors, avec des conventions 
évidentes, v induit un homomorphisme continu 

BdR(u) : BdR(K,K) — BdR(L,L) 

qui est "non ramifié", au sens que l'image d'une uniformisante du premier 
corps est une uniformisante du second, et qui, sur les corps résiduels, n'est 
autre que le plongement du complété de K dans le complété de L induit par 
v. Par conséquent BdR{y) est un isomorphisme si et seulement si v induit un 

73 

EXPOSÉ II : LE CORPS DES PÉRIODES p-ADIQUES 73

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2020



J.-M. FONTAINE 

tel que 0D o a = 0. 
Si ID désigne le noyau de 0D et si I'D = ID +pD, l'anneau D est séparé et 

complet pour la topologie J^-adique. 
Soit x G Ry. Pour tout m G N, choisissons un relèvement £m dans D de 

x(m) £ y Comme = £m moddonc a fortiori mod I'D, la suite des 
tend vers une limite p(x) dans D indépendante du choix des relèvements. 

On voit que Ton doit avoir 

a([x\) = p(x), pour tout x G Ry. 

L'unicité de a est alors claire, car il faut 

a((x0,xi , . . . ,xn, . . . )) PNP«~N) 

et l'existence résulte de ce que l'application a ainsi définie est bien un 
homomorphisme continu qui commute aux applications 9. 

1.2.4. — Remarques : Soient V comme dans le théorème et V = V/pV. 

a) L'application évidente de Ry dans Ry est un isomorphisme. 

b) On voit que le A-épaississement pro-infinitésimal formel p-adique 
de V ne dépend que de V i.e. l'homomorphisme naturel de A\nf(V/A) dans 
A\nf(V/A) est un isomorphisme. La filtration naturelle de A-m{(V/A) (par les 
puissances de l'idéal noyau de 0) en revanche dépend en général du choix du 
relèvement V de V. 

c) Supposons que A soit une PF-algèbre (où, rappelons-le, W = 
W(k)). L'application de k dans Ry, qui à s associe (^m))mGN, où désigne 
l'image dans V du représentant de Teichmûller dans W de ep , permet 
d'identifier à un sous-anneau de Ry. L'anneau W(Ry) devient une VF-
algèbre, l'application 

0 : W(RV) —• V 

est W-linéaire et s'étend en une application A-linéaire 

0 : A&w W(Rv) —• V, 

ce qui fait que A\n((V/A) s'identifie au séparé complété de A®w W(Ry) pour 
la topologie définie par l'idéal engendré par p et le noyau de 0. 
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b) On renvoie à Faltings ([Fa89]) et à Wintenberger ([Exp. IX], §T 
pour une définition de BdR dans un contexte plus général. 

2. — Pd-épaississements universels : Panneau B*ris 

2.1. — Généralités 

2.1.1. — Rappelons que, si D est un anneau, un pd-idéal J de B 
est un idéal muni de puissances divisées, i.e. d'une famille 7 = (7m)m€N* 
d'applications de J dans lui-même vérifiant les propriétés que l'on obtient en 
pensant que, "moralement" jm(x) = xm/m\ (cf. par exemple, [BO], § 3, pour 
un énoncé précis et pour plus de détails sur les puissances divisées) ; il est 
commode de poser 7o(#) = 1, pour tout x £ J. 

2.1.2. — Soient A un anneau, p = (ir) un idéal principal de A muni de 
puissances divisées et V une A-algèbre. 

Un A-épaississement à puissances divisées p-adique de F , ou encore un A— 
pd-épaississement 7R-adique de V est la donnée d'un triplet formé d'une 
A-algèbre £>, d'un homomorphisme surjectif de A-algèbres 9 : D —• V et 
d'une structure 7 de pd-idéal sur le noyau de 0, compatible avec les puissances 
divisées jp de p, i.e. telle que, si a G D vérifie an G J, alors 

lm{a-K) = arn •7m(7r) pour tout m G N . 

Les A-pd-épaississements 7r-adiques de V forment, de manière évidente, 
une catégorie. Si cette catégorie admet un objet initial, celui-ci est unique 
à isomorphisme unique près et s'appelle le A-pd-épaississement 7R-adique 
universel de V. 

Si V est séparé et complet pour la topologie p-adique, un A-pd-épaississe-
ment formel 7R-adique de V est un A-pd-épaississement 7R-adique de V qui 
est séparé et complet pour la topologie p-adique. Ici encore, on a une notion 
évidente d'objet universel. 

Bien sûr, si D est un A-pd-épaississement formel 7R-adique universel de V 
et si n G N, D/-KnD est un (A/pn)-pd-épaississement 7r-adique universel de 
V/irnV. 
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2.2. — Existence de pd-épaississements formels p-adiques uni-
versels 

2.2.1. THÉORÈME. — Soient A un anneau et V une A-algèbre séparée et 
complète pour la topologie p-adique. On suppose que, pour tout a G V, il existe 
x, y G V tels que a = xp+py. Alors Vanneau V admet un A-pd-épaississement 
formel p-adique universel. 

2.2.2. — Preuve : Soient Ry, W(Ry) et 

0 :A®Z W(Ry) —• V 

comme au n° 1.2.2. Notons Acris(V/A) le séparé complété pour la topologie 
p-adique de l'enveloppe à puissances divisées de A ®z W{Ry), relativement 
à l'idéal noyau de 0, compatibles avec les puissances divisées canoniques sur 
l'idéal engendré par p ; notons encore 

e : ACris(V/A) — V 

l'application induite. 
Il est clair que Acris{V/est un A—pd—epaississement formel p—adique de 

V et nous allons montrer qu'il est universel. 
La démonstration est essentiellement la même que dans le cas. pro-

infinitésimal. De façon précise, soit (£),#£>, 7) un autre A-pd-épaississement 
formel p-adique de V. Prouver l'existence et l'unicité d'un morphisme de A-
pd-épaississements formels p-adiques de Acris(V/A) dans D revient à vérifier 
l'existence et l'unicité d'un homomorphisme continu d'anneaux p-adiques 

a : W(Ry) —> D 

tel que Op o a = 6 (car un tel morphisme s'étend de façon unique en 
un morphisme de A-algèbres de A ®i W(Ry) dans D, puis en un pd-
homomorphisme continu de Acris{V/A) dans D). 

Soit alors 3D le noyau de Si c/i, d2 G D vérifient di = d2 mod J/), on 
a d\ = eK? modpJc). Il en résulte que, si x G Ry et si, pour tout m G N, on 
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choisit un relèvement £m dans D de x^m) G V, la suite des £^ tend vers une 
limite p(x) dans D indépendante du choix des relèvements. On voit que l'on 
doit avoir 

a((x0= p(x), pour tout x G Ry 

L'unicité de a est alors claire, car il faut 

a((x0,xi,... ,xn, . . . ) ) 'Pnp« ) 

et l'existence résulte de ce que l'application a ainsi définie est bien un 
homomorphisme continu qui commute aux applications 9. 

2.2.3. — Remarques : a) Dans la suite, on note Acris(V/A) le A-pd-
épaississement formel p-adique universel de V. 

b) Cette construction est fonctorielle. En outre Acris(V/A) ne dépend 
que de la réduction modulo p de V, i.e. si V = V/pV, l'homomorphisme 
évident Acris(V/A) —• Acris(V/A) est un isomorphisme. 

c) Dans le cas où l'anneau A considéré ci-dessus est l'anneau W des 
vecteurs de Witt à coefficients dans le corps parfait k (resp. l'anneau OK 
des entiers d'une extension finie totalement ramifiée du corps des fractions de 
W), on voit que Acris(V/A) s'identifie à l'enveloppe à puissances divisées de 
W{Ry) (resp. WoK(Ry) = OK ®W W(Ry)) relativement à l'idéal noyau de 
9, compatibles avec les puissances divisées canoniques sur l'idéal engendré par 

p. 
d) Si A = W, on écrit Acris(V) au lieu de Acris(V/W); c'est une 

^-algèbre et le Frobenius absolu x i—• xp sur V induit par fonctorialité 
un endomorphisme tp de l'anneau Acris(V) = Acris(V)] on voit que (p est 
semi-linéaire par rapport au Frobenius absolu agissant sur W. 

e) Ces constructions peuvent aussi se faisceautiser : dans le cas où 
A = W, ceci est fait dans [FM87], part II. 

2.3. — Les anneaux B*ris et Bcris 

On reprend les notations du n° 1. On note 

Acris — Acris(0 c) 
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le W-pd-épaississement formel p-adique universel de Oc et 

6 : Acris —• Oc 

l'homomorphisme canonique. 

2.3.1. — On note KQ le corps des fractions de W et on pose 

Btris = Qp ®Zp Acris = K0 ®W Acris-

C'est donc une KQ-algèbre, sur laquelle opère le Frobenius (p (semi-
linéairement par rapport au Frobenius absolu a agissant sur Ko). Par fonc-
torialité, on a aussi une action linéaire de G = Gal(K/K) qui commute à 
l'action de (p. 

2.3.2. — Si K est de caractéristique p, R = Roc s'identifie à Oc 
(n° 1.3.2), on a Acris = W(R) = W(Oc) (car le noyau de la projection de 
W(R) sur Oc est le pd-idéal engendré par p) et B*ris = W(Oc)\\lp\-

2.3.3. — Si K est de caractéristique 0, W(R) est un anneau intègre et 
le noyau de 

9 : W(R) —> Oc 

est un idéal principal (un élément (#o, . . . ,xn , . . . ) du noyau de 0 est un 
générateur si et seulement si x\ est une unité). Si £ est un générateur de cet 
idéal, Acris (qui est l'anneau noté WDP(R) dans [Fo83]) s'identifie au séparé 
complété pour la topologie p-adique de la sous-VF(iî)-algèbre de W(R)[l/p] 
engendrée par les jm(0 = £m/m! et B+ris = Acris[l/p]. 

2.3.4. — Supposons encore K de caractéristique 0. On a vu au n° 
2.4 comment on pouvait identifier Zp(l) à un sous-groupe additif de B^R. 
La même construction [i.e. l'application s = (e^n^)n^ I—> log(v(e)) où 
V(é) - \e] E W(R) C Acris et \og(u(e)) = V (-l)n+1 • Me) - l)n/n)} 

n>l 
permet d'identifier Zp(l) à un sous-groupe (et même un sous-Zp-module) 
du groupe additif de Acris. Si t est un générateur de Zp(l) C Acris, on Pose 
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Bcris = B*ris[l/t] (indépendant du choix de t). Comme t appartient au pd-
idéal de Acris qui est le noyau de 6, on a tp G pAcris (par un calcul plus précis, 
on peut vérifier que E pAcris) et on a aussi Bcris = Acris[l/t]. 

On voit en outre que (pt = pt. Ceci permet d'étendre le Frobenius à Bcris 
en posant (pt~l — p~lt~l. 

3. — L'anneau Bsi 

Dans toute la suite de cet exposé, on conserve les hypothèses et notations 
qui précèdent ; en particulier, on suppose toujours K de caractéristique 0. 

3.1. — Construction de Bft et Bst 

3.1.1. — Pour tout groupe commutatif T, on pose V^(T) = 
Hom(Z[l/p],r). Si l'on note T multiplicativement, V^(T) s'identifie à l'en-
semble des (o^n))n€N avec x^ £ T vérifiant (x^n+1^)p = x^n\ On a une suite 
exacte 

0 — TP(T)—>V{p)(T)—.r, 

où Tp(r) est le Zp-module Hom(Qp/Zp, T). Si T est p-divisible, l'application 
V(p)(r) > T est surjective; si de plus T est sans p-torsion, cette application 
est un isomorphisme. 

3.1.2. — Pour tout anneau F , soit V* le groupe de ses unités. Si 
(resp. Oç~*~) désigne le sous-groupe de R* (resp. 0*c) formé des unités 

congrues à 1 modulo l'idéal maximal, on a des identifications naturelles 

0 £ = fc*xC>*'+, R* = k* xi?*'+, V{p)(0*c) = R*, V{p)(C*) = (Fr RY , 

où Fr R désigne le corps des fractions de R. Si v est une valuation de C et si 
VR est la valuation de Fr R qui lui est naturellement associée (cf. n° 1.3.1), 
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on a un diagramme commutatif 

0 0 

0 Z„(l R* uc 0 

0 zP(i) (Fr c* 0 

VR 

Q 

o 

v 

Q 

0 

dont les lignes et les colonnes sont exactes. 

3.1.3. — Pour tout y G on note [y] G W(R) (C Acris C B+Hs) son 
représentant de Teichmùller. 

Soit x = 1 + y G . Pour n » 0, [y]n/rz G Acrî-5, et la suite [y]n/n tend 
p-adiquement vers 0. La série 

n>0 
:(- i)B+i[y]7« 

converge donc vers un élément X(x) G B^ris. L'application 

A : iT<+ - , Btris 

est un homomorphisme injectif que l'on étend à R* en posant X(x) = 0, si 
x G k . 

3.1.4. — Considérons les couples (5, Xs) où S est une ^-algèbre et 

Xs : (Fr Ä)* — S 

est un homomorphisme qui prolonge À. Avec une définition évidente pour les 
flèches, ces couples forment une catégorie. Il est clair que celle-ci a un objet 
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initial, unique à isomorphisme unique près. On note Bft la J3^,2-5-algèbre ainsi 

obtenue et 
A : (Fr R)* —. Btt 

l'homomorphisme correspondant. 

3.1.5. — On a don 

Btt = Sym((Fr RY) ®sym(R*) ̂  cris 

En fait Bt est un anneau de polynômes à une variable à coefficients dans Btris. 
Plus précisément, comme JB*^ est une Q-algèbre et comme (Fr R)*/R* est 
un Q-espace vectoriel de dimension un, si l'on choisit un élément b G (Fr R)* 
qui n'appartient pas à R*, l'homomorphisme de B+2-5-algèbres 

B t r i s \ X } ^ B t t – > ^ B t 

qui envoie X sur \(b) est un isomorphisme. En outre, pour tout élément 
x G (Fr i?)*, il existe un entier r > 1 tel que l'on puisse écrire xr = 6ma, avec 
m G Z et a G R* ; on a alors 

X(x) = r"1 • X(xr) r'1 - (\(a) + m - \(b)) 

3.1.6. — On pose enfin 

Bst = Bcris ® J9+ Btt 
cris 

C'est donc un anneau de polynômes en une variable à coefficients dans Bcr{s 
et c'est aussi J5^[l/t]. 

Grâce à la propriété universelle qui définit Bt l'action de G s'étend de 
manière unique à Bt et à Bsi. 

3.2. — Frobenius et monodromie 

3.2.1. — Le Frobenius s'étend de manière canonique à Bt et Bsi. 
En effet, dans Btris, on a ip(\(x)) = p • A(x), pour tout x E R*. On voit donc 
qu'il y a une manière et une seule d'étendre ip en un endomorphisme de Bt 
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de sorte que (p(\(x)) = p • \(x), pour tout x G (Fr R)*. Bien sûr, (p s'étend 
aussi à Bst et commute à l'action de G. 

3.2.2. — On a des isomorphismes (Fr R)*/R* ~ C*/0*c ~ K*/ö^(~ 
Q) et l'application 

  : Bst ®Q (  /<%) —  ^/     

qui envoie b ®x sur b • d(\(x)) où 2? est l'image de # G (Fr ij)* est un 
isomorphisme. 

Choisissons une valuation v sur à valeurs dans Q, et notons encore 
v son prolongement à C. On peut considérer v comme le choix d'un isomor-
phisme 

(Fr R)*/R* = C*/0*c = K*/0$? ~ Q 

Par extension des scalaires, v fournit un isomorphisme 

v:Bst ®Q (K*/0^) —> 5S< 

donc une dérivation 

N := vo K'1 od: Bst —• 5st 

que nous appelons l'opérateur de monodromie associé à v. C'est l'unique 
Bcris -dérivation de Bsi à valeurs dans Bst telle que N(X(b)) = vR(b) pour 
tout b G (Fr R)* (où est la valuation de Fr R associée à v). 

3.2.3. — On voit que N commute à l'action de G et, comme cp(X(b)) = 
p\(b), pour tout b G (Fr i?)*, que 

N o (p = p(p o N . 

En outre, on a des suites exactes courtes de Bfris-modules 

0 B+. 
cris 

Bit 
N 

Bt 0 et 

0 BCri& Bst 
N 

Bst 0 

82 

82 J.-M. FONTAINE

ASTÉRIQUE 223



EXPOSÉ II : LE CORPS DES PÉRIODES P-ADIQUES 

3.2.4. — Remarque : Un choix naturel pour v est la valuation 
vo normalisée par vo(p) = 1. Nous appelons "canonique" l'opérateur de 
monodromie correspondant. 

4. — Comparaisons 

4.1. — Le plongement de Bcris dans BdR 

4.1.1. — Posons WKO(R) = W(R)[l/p] = Ko ®w W(R) et WK(R) = 
K ®w W(R) = K ®A'0 WK0(R). On a des inclusions naturelles W(R) C 
WKo(R)CWK(R). 

Choisissons, comme au n° 2.3.3, un générateur £ du noyau de 6 : W(R) —> 
Oc- Si m G Z et si (an)n>m est une suite d'élément de WK(R), la série 
]C an£n/™! converge, dans BdR vers un élément de Fil™BdR et tout élément 

n>m 
de Fil™BdR peut s'écrire (de manière non unique) sous cette forme. Pour 
qu'un tel élément n'appartienne pas à Film+1BdR, il faut et il suffit que 
#(am) ^ 0 (où l'on désigne encore par 6 : WK{R) —• C l'homomorphisme de 
iïT-algèbres déduit de 0 : W(R) —• Oc par extension des scalaires). 

Par ailleurs, W(R) est séparé et complet pour la topologie £-adique et 
s'identifie donc à un sous-anneau de BdR. 

4.1.2. — Si maintenant (an)n^ est une suite d'éléments de W(R) 
tendant p-adiquement vers 0, la série anÇn/n\ converge dans Acris et tout 

?i>0 
élément de Acr{s peut s'écrire (de manière non unique) sous cette forme. On 
voit que l'on peut choisir les an de façon que, si an ^ 0 alors 6{an) ^ 0. 

On en déduit en particulier que l'application naturelle de Acris dans B^R 
est iniective. 

4.1.3. — De même, si (an)n€N est une suite d'éléments de WK0(R) 

(resp. WK(R)) tendant p-adiquement vers 0, la série V an£nln\ converge 
n>0 

dans Bçris (resp. K ®/v'0 Bçris) et tout élément de cet anneau peut s'écrire 
(de manière non unique) sous cette forme. Ici encore, on peut choisir les an 
de façon que, si an ^ 0 alors 0(an) ^ 0. Il en résulte que les applications 
naturelles Acrift —• B+ris —• A' ®A0 Bfris —• BJR sont injectives. Il en est 
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de même des applications Bcris —• K ®Kq Bcris —• BdR que l'on en déduit 
en rendant inversible un élément non nul de Zp(l). 

Dans la suite nous utilisons ces injections pour identifier tous ces anneaux, 
ainsi que W(R), à des sous-anneaux de BdR-

4.1.4. — Remarque : Dans [Fo82a], au lieu de Bcris, on utili-
sait d'autres sous-anneaux de BdR> les anneaux notés Ba et B. Rappelons 
brièvement comment on les construit : Notons a0 l'idéal de R formé des 
éléments x tels que VR(X) = v0(x^) > 1 (où vo est la valuation de C 
telle que VQ(P) = 1). Pour tout idéal a de R contenu dans ao, on note SA 
la sous-VF (iî)-algèbre de WKQ(R) = W(R)[l/p] engendrée par les éléments 
de la forme [x]/p, avec x G a, SA le séparé complété de SA pour la topolo-
gie p-adique et Ba = 5fl[l/p]. Alors l'inclusion de SA dans WK0(R) C BjR 
se prolonge par continuité en un plongement de 5a, donc aussi de Ba dans 
B^R, On a B+, C Bf si a' C a et on note B+ l'intersection des B+. On a 
Zp(l) = ïv-tC B+ et on pose Ba = B+[l/t] et B = B+[l/t]. 

On vérifie facilement que Sap (Z Acris C S p-i, donc que 
o ao 

B+, C B+RIA C B+P et Bap C 5crisC B+P 
0 

On voit aussi que <p(Sa) = 5flP, <p(B+) = BIP et <p(BA) = BAP. En 
particulier, on a B~*~ = 

nEN 
<pN(B+IA) et S 

nEN 
cris/• 

4.2. — Construction d'un plongement de BST dans B^R 

4.2.1. — Soit 
log :C%—>K 

le logarithme p-adique usuel (si a G 0^- est de la forme a = [w] • a+, où 

[ÎX] est le représentant de Teichmùller d'un élément de k et où a+ G 0^-+ = 

0±-C\ log(a) = V (-l)"+1n"1(a+ - 1)"). 
71 >0 

On choisit un prolongement du logarithme à K , i.e. un homomor-
phisme 

log : K* —• K , 
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dont la restriction à est le logarithme p-adique usuel, commutant à 
l'action de G = GBHÇK/K). 

Faire un tel choix revient à choisir un élément c G K et à décider que 

log(p) = c ; 

en effet, pour tout x G A'*, il existe r, s G Z, avec r > 0 tels que xr/ps G 0-^-
et on a alors 

log(x) = r 1 (se + log(xr /ps)) . 

On voit aussi qu'il revient au même de choisir un prolongement du 
logarithme p-adique usuel à K ou à C*. 

4.2.2. — Le choix que l'on vient de faire permet de définir un homo-
morphisme de J3^t-s-algèbres 

t+ : B+ — B+R. 

D'après la propriété universelle servant à définir Bft (n° 3.1.4), il suffit en 
effet de définir un homomorphisme 

XdR : (Fr R)* — B+R 

prolongeant À. 
Commençons par définir \<IR(X) lorsque x G (Fr R)* vérifie x^ G K*. 

Comme BJR D 7f, [x]/x^ G BJR; comme 0([x]/x^) = 1, y = [x]/x^ - 1 
appartient à l'idéal maximal de BjR et la série 

log([x]/x<°>) 
n>0 

( —l)n+1n-1 • yn 

converge dans B^R et on pose 

\dR(x) = log([x]/xW) + log(xW) . 

Dans le cas général, remarquons que tout .T G (Fr R)* peut s'écrire (de façon 
non unique) sous la forme x = a6, avec a G R* et &<°> G K ; si 1 on pose 

Adß(x) = X(a) + XdR(b) 

85 

EXPOSÉ II : LE CORPS DES PÉRIODES p-ADIQUES 85

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2020



J.-M. FONTAINE 

on voit que le résultat obtenu est indépendant du choix de l'écriture de x sous 
cette forme et que l'application XdR, ainsi définie, convient. 

4.2.3. — En rendant un élément non nul de Zp(l) inversible, l'application 
induit un homomorphisme de 5crî-5-algèbres 

i : Bsi —• BdR 

Par extension des scalaires, l'application (resp. t) induit un homomor-
phisme de (K®K0 £+HJ-algèbres (resp. (K ®K0 J3cri5)-algèbres) 

i \ : K ®A'0 Bft —• BdR(resp. iK : K ®Ko Bst —• BdR) . 

4.2 .4 . THÉORÈME. — Les applications 

i\ : K ®Ko B+t —> BdR et iK : K&Ko Bst —• BdR 

sont invectives. 

La preuve est l'objet du n° 4 .3. 

4.2.5. — Remarques : a) Dans la suite, nous utilisons les applications ¿ 
et IK pour identifier Bst et K®K0 Bst à des sous-anneaux de BdR. On prendra 
garde toutefois que cette identification dépend du choix de l'application 
log prolongeant le logarithme p-adique usuel. 

b) On voit facilement que l'image de K 0AO Bst dans BdR est 
indépendante du choix du logarithme. En particulier, lorsque e = 1, 
l'application £ dépend du choix du logarithme mais pas son image; en re-
vanche, l'action de p sur cette image, déduite par transport de structure de 
l'action de (p sur Bsi en dépend. 

c) Pour l'application log, il y a un choix "naturel" consistant à choisir 
log(p) = 0. Nous appelons l'application i (resp. A A) correspondante le 
plongement canonique de BHi (resp. A' 0AO Bsi) dans BdR. 

d) Tout comme celle de BdR, les constructions de Bcr{s et de Bst et 
leurs plongements dans B(JR sont fonctoriels. De façon précise, si A', L. K. 
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L et v : K —• L sont comme au n° 1.5.6, v induit des homomorphism.es  
continus 

BCris(y) • Bcris(K,K) . Bcris(L,L) et Bai{y) : B8i(K,K) Bsi(L,L) , 

compatibles avec l'action de (p et avec celle de A7", du moins si l'on choisit 
l'opérateur TV associé à une valuation v sur L et à sa restriction à K. 

Les morphismes Bcris(v) et BdR{v) commutent aux plongements naturels 
de chaque Bcris dans chaque BdR- Si l'on choisit un logarithme log sur K* et si 
l'on note L(K, K) (resp. t(L/L)) le plongement de BSI(K, K) dans BdR(K, K) 

(resp. de Bsi(L,L) dans BdR(L,L)) qui lui est associé (resp. associé au 
prolongement à L* de log), on a 

1(1, L) o Bai(v) = BdR(v) o L(K, K) 

Les applications Bcris(v) et Bsi(v) sont injectives et Bsi(L,L) s'identifie à 
Bcris(L,L) ®Bcris^Kj<) Bsi(K,K). Ici encore Bcris(v) et B8i(v) sont des 

isomorphismes si et seulement si v induit un isomorphisme du complété de K 
sur celui de L. 

4.3. — Preuve du théorème 4.2.4 

4.3.1. — Commençons par énoncer un lemme. Pour cela, choisissons 
u0 e R tel que = p. Alors [uQ] - p G W(R) C B^R et 9([u0] - p) = 0, ce 
qui fait que la série 

log(M/p) 
N> 

(-l)n+1 1 
npn ( M - P ) n 

converge dans B^R. Par ailleurs, l'inclusion de Bcris dans BdR permet 
d'identifier le corps des fractions Fr(Bcris) à un sous-corps de BdR. 

LEMME. — U élément u = log([i/0]/p) G B^R n'appartient pas à Fr(Bcr{s). 

4.3.2. — Preuve du lemme : On voit que £ = p— [u0] est un générateur 
du noyau de 9 : W(R) —• Oc, donc que £ et /3 = Ç/p sont dans FifiB^ et 
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pas dans Fil2BjR. Si (an)nG^ sont des éléments de WK0(R) = W(R)[l/p], la 
série ^2 an(5n converge dans B^R. Notons S = W(R)[(3] le sous-anneau de 

B^R formé des éléments qui peuvent s'écrire sous la forme Yln>o anfln avec 
les an G W(R). Si, pour tout i G N, on pose FiPS = S fl FillBdR, on voit 
que Fil1 S est l'idéal principal engendré par j3l. En particulier, si on note 

6{ : FiVS —• Oc 

l'application qui envoie /3*a sur 0(a), on a 0t(FillS) = Oc-
Comme Acris est le sous-anneau de Bt™ formé des ^ an£n/n' = 

n>0 
^2 (pn/n\) • an/3n avec les an G W(R) tendant p-adiquement vers 0 (cf. n° 
n>0 
4.1.2), Acris C 5. On a Fr(Bcri8) = Fr(Acris) C JFV(S) et il suffit de vérifier 
que, si a G S est non nul, alors au fi S. 

Comme S est séparé pour la topologie p-adique, il suffit de vérifier que, si 
r G N et si a G 5 - pS, alors prau fi S. Si a G W(i?) vérifie 0(a) G pOc, 
alors a appartient à l'idéal de W(R) engendré par p et £ = p/3, donc a G pS\ 
On en déduit que l'on peut trouver un entier i > 0 et des bn G W(R) tels que 

0(6.0 g P0c et 

a = p 
0<n<i 

bnßn 
n>i 

bnßn 

Mais w = — ]Cn>o ßnln- Soit j un entier > r tel que p-7 > Si prau G 5, on 

aurait a • ( £ pj-l(3m/m) G 5, donc a • / ^ ' / p G 5 + Fil2p3 BdR, donc 
n>0 

biß^/peS + FiP+^+'BdR. 

On devrait donc avoir 0i+p3 (bi(3i+pJ /p) = 0i+pJ (bi/3i+pJ )/p G 0i+pj (Fili+p3 S) = 

O c ; mais 0i+pJ(bi(3i+pJ/p)=0°(bi)/p fi Oc, d'où une contradiction. 

4 . 3 . 3 . — Montrons enfin le théorème : Il suffit de prouver l'injectivité 
de tj{. Il est clair qu'il existe u G K ®K0 Bsi tel que K ®Kq Bsi = 
(K®KQ Bcris)[u] et IK(U) =  ¿. Il suffit donc de prouver que u est transcendant 
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sur le corps des fractions Fr(K ®A0 Bcris) de K ®K0 Bcris (vu comme sous-
corps de Bdn). Comme Fr(K®K0 Bcris) est une extension finie de Fr(Bcris), 
il suffit de vérifier que u est transcendant sur Fr(Bcris). 

Sinon, soit c0 + c\X H h Cd-iXd 1 + Xd le polynôme minimal de u sur 
Fr{Bcris). 

Soit e = (£(n))n€N G R , avec = 1, ± 1 et * = log(i/(e)) (cf. n° 
1.5.4), de sorte que Zp(l) s'identifie au-sous-Zp-module libre de rang 1 de 
BdR engendré par t. Soit Go = Gal(K/KQ)- H existe une application continue 

: G0 —• 2p 

telle que, dans WK0 (R), g([uo]/p) = ([uo]/p) ' [ê]77^ pour tout g G Go, et donc 
que 

gu = u + rj(g)t . 

Le corps Fr (Bcris) est stable par Go et pour tout g G Go, 

g(co) + g(ci)(u + rj(g)t) •+ f g{cd-i)(u + vigW'1 + (u + rj(g)t)d = o 

L'unicité du polynôme minimal de u sur Fr(Bcris) implique que, pour tout 
g £ Go, g(cd-i) + d • r](g)t = Cd-i. Si c = cd-\ + du, on a g(c) = c, d'où 
c G (BdR)G° = Ko C Beri* • On aurait donc u = d_1(c - cd_i) G Fr(Bcris), 
ce qui contredit le lemme 4.3.1. 

5. — Quelques propriétés de Bcris 

5.1. — Quelques idéaux de W(R) 

5.1.1. — Pour tout sous-anneau A de BdR (en particulier, pour 
A = W(R), WKO(R), WK{R), ACris, Bcris, B+ris), et tout r G Z, on pose 
FilTA = A fi FilrBdR- En particulier, on a Fil0A — A fl UJ^ et on note 
0 : Fil0A —• G la restriction de la projection de B^R sur G. 

Si est un sous-anneau de Bcris stable par (p et si r G Z, on pose 
/HA = {a G A | ^n(a) G Fil1'A, pour tout n G N}. Si 7[0U = A (c'est 
le cas, par exemple, si A — W(R), WK0(R), Acr{s ou B+ris) les /MA, pour 
r G N, forment une suite décroissante d'idéaux de A ; on pose aussi  A = IA. 

89 

EXPOSÉ II : LE CORPS DES PÉRIODES p-ADIQUES 89

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2020



J.-M. FONTAINE 

5.1.2. — On choisit s = (£{n))neN € tel que ew = 1 et / 1, 
et on pose t = log([e]). On a donc [e] = ( £ , 0 , 0 , . . . , 0 , . . . ) G W(-R) 
tandis que Zp(l) s'identifie au-sous-Zp-module libre de rang 1 de Acr2-5 
engendré par t. On pose aussi tt£ = [s] — 1 G W(-R). Le Frobenius est 
bijectif sur W(i2) et, pour tout x G W(-R), on pose x' = (f"1(x). On pose 
£ = 1 + [£'] + [ê']2 + • • • + [ S ^ " 1 . On a donc 7Te = < • £. 

On note uq la valuation de C normalisée par vo(p) = l et vr la valuation 
de R définie par VR((x^)ne^) = v0(x^). Pour tout x G W(R), on note 
x G i? sa réduction modulo p. 

On vérifie facilement qu'un élément x G iriz71W(i?) engendre cet idéal 
principal de W(R) si et seulement si vr(x) = 1. C'est le cas de £, car 

ö(0 
0<i<p-l 

(e^Y = 0 et £ = 1 + e' + ef2 + • • • + ^P"1 = - l)/(e' - 1) 

(e - l)/(e' - 1) et Vä(0 = (1 - P"1 ) • M * - 1) = ((p - l)/p) • vÄ(e - 1) = 1 
puisque VR (S — 1) = vn( lim (e^ - l)p ) = »/(»—!). 

ni >-oo 
5.1 .3 . PROPOSITION. — Pour tout r G N, 

i) l'idéal I^W(R) est l'idéal principal engendré par 7r£ (en particu-
lier,  W(R) est la puissance r-ième de IW(R)) ; 

ii) pour qu'un élément a G  W(R) engendre cet idéal, il faut et il 
suffit que vR(a) = rp/(p - 1 ) . 

5.1.4. — Commençons par le cas r = 1, qui consiste à préciser un 
résultat de [Fo82a] (cf. démonstration du lemme 4 .16) : 

LEMME. — i) l'idéal IW(R) est principal, engendré par 7r£ ; 

ii) pour qu'un élément a = (ûq, • • • •> an7 • • •) G IW(R) soit un 
générateur de cet idéal, il faut et il suffit que vr(ciq) = p/(p — 1) et on a 
alors VR(an) = p/(p — 1) pour tout n G N. 

Démonstration : Commençons par rappeler (c'est le résutat de loc. cit.) que 
si a = (a0, ax , . . . , an, . . . ) G IW(R), alors VR(an) > p/(p — 1) , pour tout n 
[Cela peut se voir ainsi : si l'on pose an — «nn\ on a 

0(<^ma) p» • a f =af+---+ pma£ + pm+1a£"+1 + • • • ; 
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on est ramené à prouver que pour tout couple (r, m) G N x N, on k 
^ii(^m) > p~m(l + p"1 + ••• + p~r)> ce qui se fait par récurrence sur les 
couples (r, m) ordonnés lexicographiquement, en comparant les valuations des 
termes dominants dans ^2pn • a£m ; cette comparaison montre aussi que, si 
vo{&o) =p/{p~ 1), alors vR(arn) = v0{a£) = p/(p - 1), pour tout m]. 

Par ailleurs, on a 0((pn(7r£)) = 0([e]Pn - 1) = (e^)pn - 1 = 1 - 1 = 0 et 
7T£ G IW(R). Comme 7r£ = e — 1 et vr(s — 1) = p/(p — 1), ce qui précède 
implique que 

IW(R) C (ire,p) 

Comme (0c)N est sans p-torsion, si px G 7W(i2), alors x G IW(R); et le 
lemme résulte de ce que W (R) est séparé et complet pour la topologie p -
adique. 

5.1.5. — Prouvons la proposition 5.1.3 : Pour tout i G N, soient 
griW(R) = FiliW(R)/Fili^1W(R) et 0l la projection de FiliW(R) sur 
grlW(R). Alors FillW(R) est l'idéal principal engendré par et grlW(R) 
est un Oc-module libre de rang 1 engendré par 0l(C) — ̂ (O*-

On a 7rF = 7rl£, d'où, 

Vn(jre) = < -e1+v+-+v pour tout n G N . 

Pour t > 1, 0 ( ^ ( 0 ) = P et on a donc ^ ( ^ ( T T J ) = p n ( ^ - 1) • ̂ ( 0 -
Montrons l'assertion i) : L'inclusion 7r^W(R) C I^W(R) est claire. 

L'inclusion dans l'autre sens se fait par récurrence sur r, le cas r = 0 étant 
trivial. Supposons donc r > 1, et soit a G I^W(R) ; on peut supposer 
a = Trp1^ avec b GI^W(R On doit avoir 9r~l((pn{a)) = 0, pour tout n G N. 
Mais 

er-1ÍVnía))=oí(pn(b)).í01ÍVnÍ7re)))r-1 :(pn(e(1)-l))r-1^(^n(b))-01(Or"1 • 

Comme 01(£)r~1 est un générateur de grr~1W(R) et comme pn(e^ — 1 ) ^ 0 , 
on doit avoir 0((pn(b)) = 0, pour tout n ; donc b G JW(iî) , et d'après le lemme 
précédent, il existe c G W(R) tel que b — tt£c. On a bien a G 7rJW(i2). 

L'assertion ii) résulte trivialement de ce que vr(1xI) = r • vr(s — 1) = 
rp/(p — 1) et de ce qu'un élément x G W(R) est une unité si et seulement si 
x est une unité de R, i.e. si vr(x) — 0. 
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5.2. — Une description de Acris 

5.2.1. Pour tout entier n > 1, soit Kn = K0(e^) et soit = UKn. 
Posons Go = Gal(7T/Jfo), H0 = G a l ( Z / A ^ ) , T0 = G0/H0 = G a l ( A V ^ o ) , 
r̂ or le sous-groupe de torsion de r0 et T = To/Ttor (qui est donc un groupe 
isomorphe à Zp). 

5.2.2. Pour toute indéterminée X, on note W{< X >} le séparé complété 
pour la topologie p-adique de l'enveloppe à puissances divisées de l'anneau 

des polynômes (ou de l'anneau W[-X"| des séries formelles, cela revient 
au même) en une variable X à coefficients dans W', relativement à l'idéal 
engendré par X. La VF-algèbre W{< X >} est donc l'ensemble des éléments 
de la forme 

amlm(X), avec les am G W tendant p—adiquement vers 0 

la multiplication étant induite par jr(X) • JS(X) — r + 
s 

7r+s(X). 

5.2.3. Le séparé complété pour la topologie t-adique de l'anneau 
Ao ®QP SyrriQpQp(l) s'identifie à l'anneau AoÎ J des séries formelles à co-
efficients dans K0 en la variable t (et ne dépend pas du choix du générateur 
t de Zp(l)). 

Cet anneau et son corps des fractions K0((t)) sont munis d'une action 
naturelle de Go qui se factorise à travers r0. On les munit d'un Frobenius, en 
posant 

<p(Zamtm) = Ea(am)pmtm, si les ci™ G Ko 

Notons A£ = W[tf]{< tp~l jp >} le séparé complété pour la topologie p-
adique de l'enveloppe à puissances divisées du sous-anneau W[t,tp~l /p] de 
Kohi relativement à l'idéal engendré par tp~l/p. Si, pour tout n G N, on pose 
n — r(n) + (p — l)g(n), avec r(n), q(n) G N, 0 < r(n) < p — 1, et 

<{n} = *Kn)7,(„)(*p-7p) p-7p• g(n)!)-1 • tn 

alors, AÊ s'identifie au sous-anneau de Koft] formé des éléments qui peuvent 
s écrire <p(Zamtm) avec les an G W tendant p-adiquement vers 0. Il est 

ecN 
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indépendant du choix de t et stable par FQ et (p. Lorsque p — 2, on a aussi 
A£ = W{< t/2 >}. 

5.2.4. Notons S£ l'adhérence de la sous-VF-algèbre de W(R) engendrée 
par [s]. On voit que S£ s'identifie à l'anneau W[7r£] des séries formelles en 
l'indéterminée 7R£ = [s] — 1 à coefficients dans W. On peut identifier S£ à une 
sous-VF-algèbre de A£ en posant 

TT£ = é - 1 
n>l 

tn/n\ 
n>l 

cntN 

où cn = pq(n)q(n)\/n\ (si s (m) désigne la somme des chiffres de l'entier 
m écrit en base p, un petit calcul montre que, si q = q(n), vp(cn) = 
(q — s(q) + s((p — \)q))/(p — 1) est > 0 et tend vers l'infini avec n). 

Il est clair que cette identification est compatible avec l'action de IV 
Comme, dans A£, ^(e1) = epi = (e*)p, elle est aussi compatible avec l'action 
de (p. 

Remarquons également que l'idéal de A£ qui est l'adhérence de l'idéal 
engendré par les ^n^, avec n > 1, est un pd-idéal, séparé et complet pour 
la topologie p-adique. Comme 7r£ appartient à cet idéal, la série 

log(M) 
n>\ 

Y-nn-1n-17Tn 

converge dans A£ et sa somme est t. On voit qu'il existe une unité de A£ 
telle que TT£ = v0t. 

5.2.5. Le sous-corps de K0((t)) fixe par Ttor est le corps A'o((^p_1)) si 
p ^ 2 (resp. K0((t2)) si p = 2) . Il en résulte que le sous-anneau A de A£ 
fixé par I\or est le sous-anneau W{< tp~l/p >} (resp. W{< t2/S >}) formé 
des Ean/{n} tels que an = 0 si p — 1 ne divise pas n (resp. si 2 ne divise pas 
n) et l'application X I—• tp~l/p (resp. t2/8) induit un isomorphisme - de 
VF-algèbres topologiques - de W{< X >} sur A. 

Soit 7T0 la trace, de Ko((t)) à 7i0((^p~1)) (resp. A^o((^2))), de TT£ ; on a 

7   = -V + 
aefp 

[ep = (p-l). 
n>l,(p—l)\n 

tn/n\ 
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resp. -KQ = -2 + [e] + [e}-1 = 2 
n>l,2|n 

tn/n\). 

On voit que le sous-anneau 5 de S£ formé des éléments fixes par Ytor 
s'identifie à l'anneau W [̂7r0] des séries formelles en 7TQ à coefficients dans W. 
Un calcul facile montre que 7r0 G pA (resp. 4A) et qu'il existe une unité v de 
A telle que 

no/p = v • (t^/p) (resp. 7T0/8 = v • (t2/8)) . 

En particulier, on a A = W{< 7r0/p >} (resp. W{< 7r0/8 >}), completion 
p-adique de la pd-VF-algèbre en "l'indéterminée" 7r0/p (resp. 7r0/8). 

On voit également que l'application évidente de S£ ®s A dans Ae est un 
isomorphisme. 

5.2.6. PROPOSITION. — Avec les notations qui précèdent, 

(i) Vêlement 7To est un générateur de I^P~^W(R) si p ^ 2 (resp. de 
 W(R) sip = 2). 

(ii) si q = p + ir0, il existe une unité u G 5 telle que 

<£>7T0 = U7Toqp 1 si p ^ 2 (resp. U7r0q2 si p = 2) 

Démonstration : Les cas p ^ 2 et p = 2 sont très proches et nous ne traitons 
que le cas p ^ 2. 

Prouvons (i). La norme 7Ti, de ATo((*)) à A'0((£p 1)), de 7re est un élément 
de S. On a 7Ti 

<£>7T0 
/I(TT. 

7Toqp 1 
([Ê]'"' — 1 ) ; comme chaque [s]!0' — 1 est 

un générateur de IW(R), TTI est un générateur de (iW(i?))p-1 = J^"1 ! 
(prop. 5 .1 .3) . On a donc (loc. cit.) VR(TTI) — (p — 1) • v(e — 1) = p = VRÇTTQ), 

ce qui prouve que W[7To] = W[7Ti], et que si l'on écrit 

7T0 = £am7r™, avec les am G W , 

alors ai est une unité. Il suffit alors de vérifier que ao est nul, ce qui résulte 
de 0 = 0(7ro) = a0. 

Prouvons (ii) : On remarque que a' et £ = V FÊT sont tous deux 
0<2*<p-l 

des générateurs de l'idéal noyau de la restriction de 6 à S'e = (p 1(S£) = 
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Wl^e l - On a donc 7Te = (p7Tf£ = 7 T ^ = u[7rf£q', où u[ est une unité de 

S' ou encore <̂ 7r£ = Ui7r£q, où ?/i est une unité de 5£. Par conséquent, 

M-1) = DK = (DK comme 7r0 et 7r£ sont tous deux des générateurs 
de S£ H /fp ^WYU) , il existe une unité u de 5£ telle que (fTTo — U7r0qp 1. 

L'unicité de u et le fait que S = (S£)rtor impliquent que u et u-1 e S. 

5.2.7. Si Ao est un anneau commutatif, si Ai et A2 sont des Ao-algèbres 

et si Ao, Ai et A2 sont séparés et complets pour la topologie p-adique, on 

note AI®A0A2 le séparé complété de Ai ®AQ A2 pour la topologie p-adique. 

T H É O R È M E . — Il existe des homomorphismes de W(R)-algèbre s, continus 

pour la topologie p-adique, 

a : W(R)®s^ —> Acris et a£ : W{R)®s£Ae * ACris • 

Chacun de ces homomorphismes est unique et est un isomorphisme. 

5.2.8. — Remarques : i) Supposons p ^ 2 et soit 

&cris = W(R)i<tp-1/p>] W(R) [< *o/p>} W(R)®WA. 

L'application (am)meN I > DK = (DK >o/P) définit une bijection entre 

l'ensemble des suites d'éléments de W(R) tendant p-adiquement vers 0 et 

acrîs. Le théorème précédent signifie que acris s'envoie surjectivement sur 

Acris et que le noyau est l'adhérence de l'idéal engendré par C — 7T0®1 -

P ® ( W P ) > i.e. l'idéal des DK = (DK ino/p) tels qu'il existe une suite (£>m)meN 

d'éléments de W(R) tels que 

a0 = 7T06o et DK = (DKDK = (DK pour tout m > 1 . 

On voit que le fait que la suite des am tende p-adiquement vers 0 implique 

qu'il en est de même de celle des bm. Autrement dit Acris — t^cris /C&cris ï O U 
encore on a une suite exacte 

0 * &cris 
X c 

* &cris > Acris * 0 • 

On a un résultat analogue pour p = 2 en posant &cris = W(R){< t/2 >} = 

W(Ry {< «e/2 >} = W(R)®WA£ et c = 7iv (R) 1 — 2 8>(îr,/2). 
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il) L'application de A (resp. Ae) dans W <tp-1/p>] (resp. W(R)®s&e), 

qui à x associe l(g):r, est injective et le théorème nous permet d'identifier A et 

aI à des sous-anneaux de A 
s^cris • 

5.2.9. — Prouvons le théorème pour p ^ 2 (la preuve pour p = 2 est 

analogue) : Tout d'abord, W(R)®SeAe ^ W(R)®STSE ®s A ~ W(R)®S& et 

les assertions concernant a£ résultent de celles concernant a. 

Prouvons donc les assertions concernant a. Dans W(R), si q' E = 
aGFp 

[e'p{a=], 

on a 7r0 = <p(q') = q'p (mod p) ; comme 6{q') — 0, Jp(q') G Acris et q,p = 

P^'IPW) £ pAcris donc 7To G pAcris. On doit donc avoir a ( l (g) (TTO/P)) = tto/p-

Comme 0(7To) = 0, 0(TTQ/P) = 0, et 7r0/p G FillAcris. L'existence et l'unicité 

de a en résulte : avec des notations évidentes, on doit avoir 

aÇEam ® 7m(7To/p)) = = W(R)i<] (Wp) • 

Il reste à s'assurer que a est un isomorphisme. Comme source et but sont 

des anneaux séparés et complets pour la topologie p-adique, sans p-torsion, 

il suffit de prouver que a induit un isomorphisme sur les réductions mod p. 

Mais la réduction modulo p de Acris s'identifie à l'enveloppe à puissances 

divisées de R relativement à l'idéal engendré par q1 et l'on en déduit que 

c'est un module libre sur R/q,p de base les images des 'Ypmiq'), ou encore les 

lm{q'p/p). D'après la proposition 5.2.6, il existe une unité u de W(R) telle 

que <̂7To = U7r0qp 1. On a donc 7r0 = uf7Tf0qrp 1 = u'(q'p — pq,p 1), ou encore 

7Co/p = u (p lqp — qp x). On en déduit que R/qp = R/TTQ et que la réduction 

mod p de Acris est aussi le module libre sur cet anneau de base les images des 
= W(R)i<] Il est clair qu'il en est bien de même de la réduction m o d p de 

W(R)®s&A. 

5.3. — La filtration par les j H et les anneaux WR(R) 

5.3.1. PROPOSITION. — Pour tout r E N , posons 

T[r\ _ r[rj A . _ 
-*• — •*• -^cris — 

{ci G Acris (pna G Fil' Acris, pour tout n G N j . 

Si r > 1, / M est un pd-idéal de Acris ; c'est Vadhérence du-sous-W(R)-

module (qui est aussi Vidéal) engendré par les nsK pour s > r. 
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Preuve : Soit I(r) l'adhérence du W (R)-module engendré par les t^s\ avec 

s > r. Il est clair que I(r) C /'r' et que, si r > 1, c'est un pd-idéal. 

L'assertion revient à vérifier que 1^ C I(r) pour tout r, ce que nous allons 

faire par récurrence sur r, le cas r = 0 étant trivial. 

Supposons donc r > 1 et soit a G /'r'. L'hypothèse de récurrence nous 

permet d'écrire a sous la forme 

a = E 
s > r — 1 

= W(R)i<] 

où les as G W(R) tendent p-adiquement vers 0. Si b = a r - i , on a a = 

bt^-^+a', avec a' G I(r) et on doit avoir bt^"1^ G I[r]. Mais y?n(6^r"1>) = 

p(r-i)n . (pn(b) • t^r~1^ = cr,n - (fn(b) • tr_1, où cr,n est un nombre rationne 

non nul. Comme tr~l G Fil7"1 - Filr', on doit avoir 6 G I [1] fi W(-R), qui est 

d'après la proposition 5.1.3, l'idéal engendré par 7re. Donc bt^r~1^ appartieni 

à l'idéal de Acris engendré par 7r£t^r~2}. Mais, dans Ae, donc a fortiori dans 

ACris, t et 7T£ engendrent le même idéal. Donc bt^r~1^ appartient à l'idéa 

engendré par t • t^r~1^ qui est bien contenu dans I{r). 

5.3.2. — Remarques : i) La proposition dit en particulier que / M est h 

r-ième puissance divisée du pd-idéal 1^. Dans toute la suite, on pose I = j ' 1 ' 

et, pour tout sous-anneau A de Acris>> on pose IA = Ani et I^A = A f ì / ' r ' 

Ces notations sont compatibles avec celles que l'on avait utilisées pour W(R) 

ii) Le fait que / soit un pd-idéal n'est pas surprenant. Si l'on note 

W(Oc) l'anneau des vecteurs de Witt à coefficients dans Oc, l'idéal V • 

W(Oc) est muni de puissances divisées canoniques, il existe un unique pd-

homomorphisme 

P • ACris > W(Oc) 

tel que, pour tout a G W(R), les composantes fantômes de p(a) soient les 

6((pna) et / est le noyau de p. 

5.3.3. — Le corps résiduel de l'anneau local R s'identifie au corps résiduel 

k de O-JT- La projection de R sur k induit par fonctorialité un homomorphisme 

v : W(R) B26 W(k) 
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et nous notons W+(R) son noyau. Comme v est l'identité sur W(k), on a 

W(R) = W(k)@W+(R). Comme uCker 0) est le pd-idésl pW(k), v s'étend 

en un pd-homomorphisme de Acris sur W(fc), dont nous notons Acris + le 

noyau. 

5.3.4. — On note N l'ensemble qui est l'union disjointe de N et de 

l'ensemble des r+ pour r E N. On munit N d'une relation d'ordre total en 

convenant que, pour tout r E N, r < r+ < r + 1. 

Si r E N, on pose j ' r ' = / M • Acrî^+. Si A est un sous-anneau de Acris, 

on pose / I r + U = AH /!r+l. En particulier, /[r+]PT(iî) = I^W(R) •W+ (R). 

On a ainsi obtenu une filtration décroissante, indexée par N, de Acris 

et de ses sous-anneaux par des idéaux = W(R)i<] (resp. ( / M A ) - ) . 

Pour tout r E N, on pose 

Ar 
^cris 

— A-cris t / / M et Wr(R) = W ( Ä ) / / l r W ( Ä ) . 

5.3.5. PROPOSITION. — f W r tout r E N, les W-alqèbres = i<] et Wr(R) 

sont sans p-torsion. L'application naturelle 

tr : Wr(R) Ar • 
^cris 

est injective et son conoyau est de p-torsion, annulé par pTnm\^ si m est le 

plus grand entier tel que (p — l)m < r. 

Preuve : Pour r E N, l'anneau Acris/FUrAcris est sans torsion. Il en 

est de même de Arcris qui est le quotient de Acris par l'idéal noyau de 

l'homomorphisme 

Acris > (ACris/FU ACris) 1 

envoyant x sur ((pnx modFz7r)nG(^. Le fait que Arcris soit sans torsion résulte 

alors facilement de ce que W(k) est sans torsion. 

Par construction, ¿  et ir+ sont injectives (et, en particulier, Wr(R) et 

Wr (R) sont sans /^-torsion). 

On voit que, comme W(i?) -module , Arcris (resp. Arcris) est engendré par 

les images des js(p 1 7 r 0 ) , pour 0 < (p — l)s < r (resp. 0 < (p — l)s < r). La 
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fin de la proposition résulte de ce que la suite des vp(pss\) est croissante et de 

ce aue pss\ 7s W(R)i<] e W(R). 

5.3.6. — Pour tout sous-anneau A de Acris et tout r G N, on pose 

FilrA = AD FilrAcris et FiEA = {xe FUrA I <+>x G prA} . 

PROPOSITION. — i) Pour tout r G N, la suite 

0 sqsd 
= W(R) 

— > Fil r 
P 

A-crii 
= W(R) 
6 A 

> 
0 

est exacte 

U) L'idéal Fil1!Acris est l'adhérence du sous-W(R)-module (ou de 

l'idéal, cela revient au même) de Acris engendré par les q'jnn{p ltp-1)> pour 

j + (p — l ) n ^ r'• 

iii) Soit m le plus grand entier tel que (p — l ) m < r. 

Pour tout x G FilrACris, pmm! • x G FilpAcris 

Preuve : Posons v — p r(p— 1. Il est clair que 2pt^ C Ker v. Inversement, 

si x £ Keri/, x G Pr* et peut s'écrire 

x = y 
5 > r 

= W(R) avec les as G W(R) tendant p-adiquement vers 0. 

On voit que, pour tout n G N, (p r(p)n(x) = an(ar)t^ (modpnAcris) et on 

en déduit que x peut s'écrire x = c= W(R)i<]avec b G W(R). On doit avoir alors 

ab = 6, i.e. b G Zp. 

Si j , n G N, on a 

MhnW-'/p)) = g V ( p _ 1 ) 7 n = W(R)i<] p j + n ( p - l ) = W(R)i<] = W(R)i<] 

En particulier, si A7" est l'adhérence du sous-VF(i?)-module de Acris engendré 

par les q'hnip-'t"-1), avec ? + 77 (P - 1) > r, NC F?1r A • 
± Il pj-\CriS' 

Comme 2pt^r^ C iV, pour prouver les deux premières assertions, il suffit 

de vérifier que, pour tout a G Acris, il existe x G N tel que v(x) = a. Comme 

N et Acris sont séparés et complets pour la topologie p-adique, il suffit de 
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montrer que, pour tout a G Acris, il existe x e N tel que v(x) = a (modp) . 

Si a = E 
i>r/(p-l ) 

a(ií) = [p ltp -1 avec les an G W(R), il n'y a qu'à prendre 

x = —a. 
On est alors ramené à vérifier que, pour tout i G N tel que (p — l)t; < r 

et tout b G W (R) il existe x E N tel que z/(x) — &7i(p_1^p_1) appartient à 

l'idéal M engendré par p et les 7n(p~1*p~1)> avec n > i. Il suffit de prendre 
x = yq'r-(P-v; SiP"1^"1) avec y G W ( i î ) solution de l'équation 

G F¿/rW / r - ( p - i ) ¿ = 6 e 

Montrons enfin ( m ) . Soit x G FilrAcris. D'après la proposition 5.3.5, on 

peut écrire 

pmm! • x = y + z, avec y e w(R) et z G I[r] . 

Comme 1^ C FilrAcris, on doit avoir ?/ G Fz7rty(i î) = q,rW(R) C iV. 

/ M C N. L'assertion résulte de ce que l'on a aussi 

5.3.7. T H É O R È M E . — i) Soit 

Dcris { x G Bcris I ipnx G Fil°Bcris, pour tout n G N } . 

Alors (p B' cris) c B+. 
cris 

c H' 
^— ^cris 

sip^2et^{B'cris) C £+B cris ^—B cris sip — 2. 

¿i) Poîxr ¿OÍ¿¿ r G N , /a s t ó e 

0 • Qp (r) — > FilrB+ 
Fi(ií) = 

• E s 
cris y 0 

e*£ exacte. 

iii) Pour tout r G Z, /a sm'ie 

0 > sd .(r) sqdf Fil Bcris 
p-rlp-l 

26 Bcris y 0 

est exacte. 
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Preuve : Montrons (i). L'inclusion B*ri8 C B'cris est triviale. Inversement, 

soit x G B'cris. Il existe r, j G N et y G Acr{s tels que x = t~rp~Jy. 

Si n G N, ipn{x) = p~nr~jt-r(pn(ij), et on doit avoir (pn(y) G FilrAcris 

pour tout rc, donc y G J^ . D'après la proposition 5.3.1, on peut écrire 

V = E 
ra>0 

ixmt { m+ r}, avec les am G W(R) tendant p-adiquement vers 0. On 

a donc x = P E E 
m > 0 

ami 
{ r a + r } — r et (px = p 3 E 

m>0 
<fi(am)pm+r (ií) =(ií) = 

Un calcul simple montre que (ií) = p-J-r (ií) 
m > 0 

(ií) =(ií) = -f-Tïl 

1 î 
où cm est un 

nombre rationnel vérifiant 

v»(cm) > (ra + r) ( L - ( p - L ) - i (ií) =(ií) =(ií) = 

Si p = 2, c'est donc un entier et cp x 6 p J rW R)\t\ C p-'-pilcril C J5+ . 
^- C7*2S 

Pour p = 2, la démonstration est analogue. 

L'assertion (n) résulte de la proposition 5.3.6. 

Montrons enfin ( m ) . D'après (zz), pour tout entier i tel que r + i > 0, on 

a une suite exacte 

0 y Qv(r + i) Fil' > d A 
cris > L >+ 

cris O , 

qui, en tensorisant par QD(—¿1, donne naissance a une autre suite exacte 

0 (ií) = ) t-'Filr+t E d 
zris 

(ií) = B T-
cris 0 ; 

le résultat cherche s en déduit par passage a la limite. 
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Appendice 

LES N O M B R E S A L G É B R I Q U E S S O N T D E N S E S D A N S B+dr 

par Pierre Colmez 

Dans cet appendice, nous montrons que B ^ est le complété de K pour une 

topologie que nous décrivons explicitement (théorème 1). La démonstration 

diffère légèrement de celle employée dans [Co90]. Nous donnons ensuite une 

formule permettant d'écrire explicitement un élément de K comme élément 

d e BÎA. 

§ A 1 . Calcul différentiel sur les nombres algébriques. 

Les hypothèses et les notations sont celles des paragraphes 1.3, 1.4 et 1.5. 
Notons que K et A{nj = Wqk(R) s'identifient canoniquement à des sous-

anneaux de B j ^ . Soit I le noyau de l'homomorphisme 8 de B ^ dans Oc 

et J+ = I Cl A{nf. Si k G N, posons A^nj = Ainf/Ik++1. Définissons par 

récurrence une suite de sous-anneaux Oj? de O-g et de (9-^-modules fi^ en 

posant Olp = OT et, si k > 1, ft(Ar) = D-jT® fi i 
s k-1) 

K / ok 
et en prenant pour 

P (k) 
K le noyau de la derivation canonique dSk!) de O (k-i) 

K a valeurs dans n<*>. 

T H É O R È M E 1. sd (i) Si k G N , alors O 
(k) 

K = Kn(Ainf + Ik'{'1) et, pour tout 

n G N,l'inclusion de O^ dans Ainf + Ik+l induit, par passage aux quotients 

un isomorphisme Akinf/pnAkinf d C df 
K 

df 
d 

d df 
K 

(ii) Si k > 1,, d(k) est surjective et si a est l'idéal de Oj? défini en 1.4-2, 

i î^) s'identifie à K/3ik(k). 

Remarquons que (i) implique comme corollaire : 

(iii) K est dense dans BJ^ et B ^ , est le séparé complété de K pour la 

topologie définie en prenant les pnO(k) / k avec n, A; G N pour base de voisinages 

de 0. 
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Remarque : Une autre démonstration des points (i) et (ii) pour k = 1 se 

trouve exposée au paragraphe 1.4 (dans lequel O(1)/Kst noté O1— et Q (1) est 

note II). 

Soient vp la valuation de K normalisée par vp(p) = 1, Knr l'extension 

maximale non ramifiée de K contenue dans i f , w une uniformisante de K 

et e = l/vp(w) l'indice de ramification absolu de K. Soient x E C ^ , P le 

polynôme minimal de x sur Knr et r E N vérifiant r > vp(Pf(x)). Soit r& E N 

défini par récurence par VQ = 0 et r&+i = Zrk + r (i.e. rk = (3fc — l ) r / 2 ) . Si 

a E N et k E N , posons r&(a) = inf(rfc, i>p(a)) et zk,a = prk~Vk 5A° x A 

L E M M E 2. — Pour tout k E N et tout a G N on a zk,a E C K . 

Démonstration : Le résultat est trivial pour k = 0. Supposons le vrai 

pour k. Utilisant la relation 

1 Vkxvc [a] 
¿k,a =d dsf sfgf (a-1 prk~Vk 

on demontre par recurrence sur a, la relation 

V rk + rk(a) d<*+l) Zk,a) = pVkax a-l prk~Vkpr {ZkA), (1) 

d'où nour tout A G Knr\X] à coefficients entiers : 

prkd(k+1)(prkA(x)) CV prkA'(x)d<-k+1)\ DGG 

En particulier, si on prend pour A le polynôme minimal P de x, on obtient : 

pr"P'(x) k~Vk k~Vk VC 0 FFG FD DF F f(fc+i] (*fc,i) DF 0, 

et utilisant le fait que rk(a) < r^, on obtient, en multipliant (1) par pr : 

Va E N , SD ,2rfc + r S k~Vk Ufc,a) = 0. (2) 

Deux cas se ürésentent alors. Si vAa) < ru. on a ZK+1„a = p2rk+rZk,a et donc 

zk+1q E CJ (k+1) 
A' 

car (2) imolioue d (k+1 ̂
f c + i fl) = 0. Si Vp(a) > rk, écrivons 

a = prkb et posons yk = zk,prk. On obtient alors 

d(k+1) 
(*M- l ,a ) 

_ p r f c + i - r f c + 1(a)^(fc+l) (j/t) = 6prt+,-rt+l(a)y¿-1íf (k+1= (î/fc) = o 
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car vJb) + rfc+i — rfc+i(a) > 2r& + r. Ce qui permet de terminer la 

demonstration. 

Notons (provisoirement) Ok = K fl (Ainf + Ik+l). Nous allons maintenant 

démontrer le (i) du théorème 1 par récurrence sur k. Il n'y a rien à démontrer 

si k = 0. Supposons donc que k > 1, que 0 (k-l) 
K = Dk~l = K H {Ainf + Ik) 

et que A dsdd 
inj 

sd E sd 
inj 

sd ds dsds 
K lpn O. 

[k-i) 
K . 

T,F.MMF. 3 On a d df 
K 

C ok. 

Démonstration : Si x G ö^k-1) soit x G Ainf tel que x — x G Ik. Notons 

d^k\x) l'image de x - x dans le O^-module Ik/(Ikf + Ik+1). Alors D(k)(x) ne 

dépend pas du choix de i et Qk est une dérivation de O( k-1)> à valeurs dans 

un (9^r-module dont le noyau est Ok. On démontre alors le lemme en utilisant 

la propriété universelle satisfaite par A(k) 

Notons que ce lemme nous permet de considérer 0-£ comme un sous-

anneau de Ak 
^inf 

L E M M E 4. — Pour tout A: G N , O^) (et donc à fortiori Ok) est dense dans 

Ak 

Démonstration : Si a G O-^, soit i?a = {x G R \ x^ = a}. Soient 

a G O(k) / k x = (x(n)) G Ra P le polynôme minimal de a sur Knr, k e N 

et /(&) le plus grand entier / tel que p1 < k. Soient m un entier > 1 et 

Sm(X) = Xpm +wX. Soit xn,m G 0 ^ vérifiant (xn,m)pm + tuxn,m = x(n). Le 

polynôme minimal de xn,m sur ifnr divise le polynôme Pn,m = P ( 5 m ( X ) p ) . 

On a i*>ro = p*S'mS£-1P'{(Sm)Pn) et « „ ( / * , „ , ( * „ , „ > ) ) = n + 1/c + (1 -

p~n)vp(a) + vp(P'(a)) est indépendant de m ; nous le noterons un. Utilisant le 

lemme 2, on voit que si m > (3k — l)(un +1)/2, alors yn,m = (xniTn)pm G d s 
K ds 

On a de plus 0(yn m sd k~Vk d fd 71,171? et donc 

Vn,m = k~Vk 
moc p*S'mS£-1p* fd . 
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Elevant cette congruence à la puissance pn, on obtient 

V m > ( 3 f c - l ) ( u n + l ) / 2 , l U n . m ) 
v — (xnrn\ 

p n + m 
= [x] mod p*S'mS£-1 Ainf +Ik+1), 

ce qui implique que si <p(n) est une suite d'entiers vérifiant l im„^oo <p{n)/n = 

oo, alors y„,0(„) G O(k)/k pour n assez grand et la suite ( y „ ^ ( „ ) ) p " tend vers 

[x] dans Akinf. On en déduit que l'adhérence de O(k)/k dans Akinf contient la 

sous-Ctf-algèbre de Akinf engendrée par les [x] pour x e Ra et a e O^, et 

comme celle-ci est de toute évidence dense dans Akin f, cela démontre le lemme. 

L E M M E 5 — Vti f N , C •k 
K /pn 0 (k 

K 
et 0k I y x Qk sont des 0K/pnOK 

épaissis s ements infinitésimaux d'ordre k de Oc pnOc. 

Démonstration : La démonstration étant la même dans les deux cas (remplacer 
xxc pardfg dans la démonstration suivante), nous ne la ferons que pour 
<sdf La densité de O-— dans A% f implique que l'application naturelle de 

0{±) 
K 

dff 0W 
K 

dans Aknf/pnAknf est surjective. Composant avec la surjection 

de Aknf/pnAkinfsurOc/pnOc, on en déduit une surjection 6 de O df 
DK 

df 
d 

0 df 
K 

sur Oc/pnOc> H reste à vérifier que ker 9 est de puissance k + 1-ième nulle. 

On peut écrire 9 comme le composé d'un morphisme 9\ de O (k) 
K 

I pn O. ,(*0 
K sur 

A, k-i 
inf I P'1 A k-i 

inj df n [k-l) 
K ip n o. 

(k-l) 
K et d'un morphisme 02 de Ö (k-l) 

K 
f fd df o (k-l) 

K 

sur Oc/pnOc — O0/pnöo. On sait déjà que ker 92 est de puissance fc-ième 

nulle ( et donc que (ker 9)k C ker 9\), il suffit donc de montrer que si x G ker 9 

et y E ker 0\, alors xy = 0. Mais on a .x G O. (k) 
K Pivn Oo et y G sdf df 

K 
Hp sff [k-l) 

K d 
Donc p ny G Ö Xk-l) 

K 
et d (k) (xp-nij) = xSk)(p-ny) = 0 car pnd^(p-ny) = 0 

et x G pnOo, ce qui implique p nxy G a (k) 
K et donc xy = 0. 

C O R O L L A I R E 6. df Ak lrin Ak c :*0 
K lpn o (k) 

K 
et Qk I pn O f sont canonique-

ment isomorphes. 

Démonstration : Aknf/pnAknf est l'objet initial dans la catégorie des 

oK/pnoK épaississements infinitésimaux d'ordre k de Oc/pnOc et par suite, 

les applications naturelles O (k) 
K I fs O [k) 

K df Ok IpUQk df Aìnf/pnAinf sont deS 
isomorphismes. 
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C O R O L L A I R E 7. O (k) 
K = Qk 

Démonstration : On a O(k)/k C Ok et O(k)/k /pO^' ~ Ok/pOk. On en déduit 

que la multiplication par p dans Ok/O(k))/K est un isomorphisme, et comme ce 

module est de p-torsion, il est nul; d'où le résultat. 

Remarque : Les corollaires 6 et 7 permettent de terminer la démonstration 

du (i) du théorème 1. Passons maintenant à la démonstration du (ii). 

L E M M E 8. —Qk est surjective. 

Démonstration : On a une suite exacte courte 

0 df dsfg C dsggd 
K dsfd Im(d(k)] 

— > o, 

d'où l'on déduit une autre suite exacte courte 

0 — • Im{d{k))vn > A^nf/p7lAknf —t <wp*S'mS£-1 
xcw o, 

et passant a la limite sur n, on voit que Tp(Im(d{ ))) s identifie au noyau de la 

projection de Aknj sur Ak~^ ; en particulier, il est non nul. Soit alors une suite 

d'éléments xn de 0^~1} vérifiant d^k\xn) = pd^k\xn+1) et Q(K) (x1) =^ 0. Soit 

y G Ik/lX + Ik+1. Il existe alors n G N et a G Ojj> tels que y = ad{k)(xn). 

Soit r G N tel que pra G Ok. On obtient d^k\praxn+r)=prad^k)(\xn+r) = y, 

ce qui permet de conclure. Comme O(k)/K = Ok, ceci permet de terminer la 

démonstration du (ii). 

Remarque : L'égalité O(k)/k= = Ok permet d'identifier SK^ et Dk ainsi que 

fî<*> et Ik/Ik + Ik+1 * (I/I+)k S K/a.k(k); la dernière égalité venant de 

l'identification entre Q(1) et i i V a ( l ) démontrée au paragraphe 1.4. 

§ A 2 . K comme sous-anneau de B+ DR 

Soient F un corps commutatif de caractéristique 0, P G F[X] un polynôme 

irréductible, F [ X ] p le complété du localisé de F[X] en l'idéal engendré par 

107 

APPENDICE À L’EXPOSÉ II 107

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2020



P. COLMEZ 

P, L = F[X]/P le corps résiduel de cet anneau de valuation discrète complet 

et 7T l'image de X dans L. Alors Y = X — ir est une uniformisante de F [ A ] p 

qui s'identifie donc à £[[1^]]. Notons que si D = dP^x^ est l'unique dérivation 

de F [ A ] p de noyau L vérifiant D(P) = 1, si y G L et si Q G F[X] vérifie 

QM = », alors l'application y —• Qy = X^^Lo ^ fcV Dk(Q)Pk est la section 

de la projection de F [ A ] p sur L. En effet, D(Qy) = 0, ce qui implique Qy € L 

et de plus, QyM = y. 

Tout élément de P [ X ] p s'écrit de manière unique ^2^=0 QkPk avec Qk G 
F[x ) et deg(Qfc) < deg(P) . Une telle écriture sera dite minimale. Si y G £ , on 

note p*S'mS£-1dsgj son écriture minimale. On peut d'ailleurs calculer sgfgg 

en utilisant l'algorithme suivant : il existe une unique suite de couples de 

polynômes (Qk,Rk) vérifiant 

(i) Qo = Q et ilo = 0, 

(ii) deg(i?fc) < deg(P ' ) et deg(Qfc) < deg(P) , 

(iii) Qu + Rk + (k + 1) P'Qk+i = PRk+i. 
On a alors SM (y) = Qk pour tout k G N , comme on peut le constater en 

calculant D (E 8k=0 QkPk). 

Nous allons appliquer les résultats précédents à F = Knr. Soient y G 

A , L ï= Knr une extension finie de Knr contenant ?/, 7r une uniformisante de 
L et P le polynôme minimal de 7T sur Knr. 

L E M M E 9. — Si TT G A,-N/ est te/ g^e 0(7r) = ir, alors P ( 7 r ) est un générateur 

de J+. 

Démonstration : Soit u E R tel que t^°) = 7r. On a 7r = [u] + a avec 

a G / + et si / = [L : A'nr], alors P([w]) = [v>f] mod wAinf. Comme 

vR(uf) = 1 et P([u]) G / + , ceci implique ([Fo82a Prop.2.4]) que P ( [u ] ) est 

un générateur de J+. On peut donc écrire a = /3P([u]) avec (3 G Ainf et on 

a P(îr) = P([u])(l + Pf([u])/3) mod I+. Pour conclure, il suffit de remarquer 

que 0(l + P'([u])P) = 1 + P/(TT)I9(/3) est une unité de Oc car L est totalement 

ramifiée et donc i + p'([u])ßeA*nf. 

Si x G BJß, soit sk (x)= supjra G Z | x G wmAinf + i''"1"1}. On appelle 

écriture minimale de x toute série XlfcLo x& dont la somme est x et telle que 
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xk G ws^Ik (notons que cette condition implique la convergence de la série). 

PROPOSITION 10. sdsd y 
o o 

k=0 
6kP(y)(ï)P(ri)k est une écriture minimale de y. 

Démonstration : C'est une écriture car P(TT) G I — I2 implique que le 

morphisme Q —> Q(7r) est une injection de Knr[X]p dans B+dR et donc 

que Qy(7t) = y. Elle est minimale car P(7r) est un générateur de / + et 

deg(SkP(y)) < deg(P). 

Remarque 1 : On peut définir sk(y) sans recours à B j ^ : en effet, sk(y) 

n'est rien d'autre que le minimum de vp(6p(y)) pour 0 < i < k. De plus, 

cette proposition nous donne une description explicite de O(k)/k comme étant 

l'ensemble des x G K vérifiant sk(x) > 0. 

Remarque 2 : Une fois que l'on a identifié Q(k) avec i l / a (A;), et que l'on 

a choisit un générateur e = (e^) G -R de Z p ( l ) , on peut utiliser la proposition 

10 pour donner une formule explicite pour d^k\ Supposons y G O^"1^ dans 

la proposition 10, et soit tk l'image de ([e] — l)k) modulo Jfc+1, alors on a 

d(k\y) 6kP{y){*)6 
( 
((( 

P(n)k 

([e] - l)k 

) 
) 
) 

tk. 
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Exposé III 

R E P R É S E N T A T I O N S p - A D I Q U E S S E M I - S T A B L E S 

par Jean-Marc Fontaine 

0. — Introduction 

0.1. — On garde les notations de l 'exposé précédent. En particulier, 

GK = G a l ( A / A ) . Nous notons k le corps résiduel de K, Ko le corps des 

fractions des vecteurs de Witt à coefficients dans A: et a le Frobenius absolu 

opérant sur k (par x i — • xp) et sur Ko par fonctorialité. 

Nous notons Rep(G/f ) la catégorie des représentations p—adiques (de 

GK), i.e. la catégorie dont les objets sont les Qp-espaces vectoriels de 

dimension finie munis d'une action linéaire et continue de GK et les flèches 

les applications Qp-linéaires qui commutent à l'action de GK-

Le but essentiel de cet exposé est d'introduire certaines sous-catégories 

pleines de Rep(GA-). Ces catégories sont stables par les opérations "usuelles" 

de l'algèbre linéaire, i.e. par sous-objet, quotient, somme directe, produit 

tensoriel, contragrédiente, et contiennent la représentation unité. Ce sont 

- la catégorie RepHT(GK) des représentations de Hodge-Tate, 

- la catégorie RepHT [GK) des représentations de de Rham, 

- la catégorie Rep . 
=-cris 

(GK des representations cristallines ou a bonne 

réduction, 

- la catégorie RepHT GK) des représentations semi-stables, 

- la catégorie Rep . i 
—pens 

(GK) des représentations potentiellement cris-

tallines, ou ayant potentiellement bonne réduction, 

- la catégorie RepHT GK) des représentations potentiellement semi-

stables. 

s. M. F. 
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On a des "inclusions", représentées ici par des flèches 

Rep 
Si 

(GK) 

Rei 
cris (GK) 

Rep 
pcrts 

(GK) 

Rep 
-psi 

.(GK. = RepHTRepHTRepHT RepHTRepvReGk 

qui sont toutes strictes, sauf peut-être Rep .(GK) C Rep ( G A - ) ; en outre 
P o t •••• • 'CL i l 

les représentations cristallines sont celles qui sont à la fois semi-stables et ont 

potentiellement bonne réduction. 

0.2. — A chacune de ces catégories, on associe un foncteur additif, 

exact et fidèle, compatible avec le produit tensoriel, de cette catégorie dans 

une catégorie de structures algébriques convenables, tout à fait élémentaires, 

mais éventuellement un peu compliquées : soit V une représentation p-adique 
de dimension d; alors, 

- si V est de Hodge-Tate, il lui correspond un iïT-espace vectoriel 

gradué, DHT(V), de dimension d; 

- si V est de de Rham, un A-espace vectoriel filtré DdR(V), de 

dimension d; 

- si V est cristalline, DdR(V) est muni d'une K0-structure Dst(V) 

(notée aussi D_cris(V)) et d'un Frobenius <p (automorphisme a-semi-linéaire 

de Dst(V)), avec des relations de compatibilité, le tout formant ce que nous 

avons appelé dans [Fo79] un (^-module filtré faiblement admissible ; 

- si V est semi-stable, la situation est la même que dans le cas 

cristallin, à ceci près que l'on a en plus un opérateur de monodromie qui est 

un endomorphisme nilpotent iV de Dst(V), vérifiant Ncp = ptpN (et qui agit 

aussi bien sûr sur D_HT(V)) ; on a N = 0 si et seulement si V est cristalline; 

on obtient ainsi un (cp, AO-module filtré faiblement admissible ; 
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- enfin si V est potentiellement semi-stable, et si pour simplifier on 

suppose k algébriquement clos, la situation est assez voisine : on a un KQ-

espace vectoriel D_VSI{V)^ de dimension d, muni, non seulement d'une action 

de (p et de iV, mais aussi d'une action linéaire de GK, discrète (i.e. à travers le 

groupe de Galois d'une extension finie galoisienne convenable de K contenue 

dans Jf), commutant à (p et à N et on a DDR(V) = (K ®K0 DPSI(V))GK. 

0.3. — L'un des intérêts de cette construction c'est que le foncteur DPST 

qui va de Rep (G/r) dans une catégorie de "(<£>, iV, G/^ -modules filtrés" est 

pleinement fidèle. Autrement dit, les propriétés de V se "lisent" sur DPST(V) ; 

même si les (^ , JV, G/^-modules filtrés sont des objets un peu lourds, ils sont 

beaucoup plus "concrets" que les représentations p-adiques. 

En outre, on a une description conjecturale de l'image essentielle du 

foncteur D.pSf> et on dispose de résultats partiels, qui fournissent des exemples 

hautement non triviaux de représentations p-adiques potentiellement semi-

stables. 

0.4. — Bien sûr, on s'attend à ce que la cohomologie étale p-adique 

fournisse des exemples de représentations p-adiques de tous les types con-

sidérés ci-dessus et que les différents foncteurs correspondent à des théorèmes 

de comparaison avec les autres cohomologies p-adiques que l'on peut con-

sidérer. Nous terminerons cet exposé (§ 6) , en énonçant des conjectures et 

en discutant des résultats (dûs aux efforts de Bloch, Faltings, Fontaine, Gab-

ber, Hyodo, Illusie, Kato, Messing, Raynaud, Tate, . . . ) dont nous avons eu 

connaissance. 

Dans l 'exposé VIII, on reviendra sur les questions liées à la cohomologie 

étale p-adique dans la situation "arithmétique", i.e. lorsque l'on s'intéresse 

aux extensions finies de Qp ou de Q. On discutera aussi des relations entre les 

cohomologies étales ^-adiques lorsque le nombre premier l varie. 

0.5. — Donnons maintenant une idée du contenu des cinq premiers 

paragraphes de cet exposé : 

0.5.1. — Le § 1 contient quelques rappels et compléments sur les 

catégories tannakiennes : Soient G un groupe (abstrait) et E un corps. Les 
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représentations liMmeaires de G de dimension finie forment une catégorie 

abélienne. On montre comment associer à une E'-algèbre B, munie d'une 

action de G, vérifiant des propriétés convenables, une sous-catégorie pleine de 

la catégorie des représentations ^-linéaires de G de dimension finie, stable par 

les opérations usuelles, la catégorie des représentations B-admissibles. 

On discute diverses variations sur ce thème dont nous aurons besoin dans 

la suite, principalement ce qui se passe lorsque l'on remplace B par un sous-

anneau et la possibilité, dans certains cas, de définir aussi la catégorie des 

représentations potentiellement B—admissibles. 

On montre aussi que, dans ce formalisme, on a une égalité, plus ou moins 

tautologique entre le degré de transcendance du corps engendré par 

certaines "périodes" et la dimension de certains groupes algébriques. 

0.5.2. — Dans le § 2, on donne quelques exemples de représentations 

jB-admissibles. 

0.5.3. — A partir du § 3, les notions introduites au § 1 sont utilisées dans 

la situation où G = GK etE = Qp. 

Pour la commodité du lecteur, on rappelle au § 3 la définition des 

représentations de Hodge-Tate (cf. [Se67] et [Ta67]) et de de Rham (cf. 

[Fo82a]) qui, avec les notations de [Exp.II], n° 1.5, correspondent à prendre 

3 = BJIT et B = BdR. 

0.5.4. — Au §4, on étudie les (<p, iV, C?A')-modules filtrés et leurs 

variantes. On regarde d'abord ces modules "sans filtration", ce qui permet 

de travailler dans des catégories qui ont de bonnes propriétés (elles sont 

abéliennes et même tannakiennes). 

On rajoute alors une filtration et on est amené à introduire la condition 

d'admissibilité faible qui exprime la dépendance souhaitée entre les actions de 

ip, N et G K d'une part et la filtration d'autre part et qui permet de récupérer 

de nouveau une catégorie abélienne (malheureusement, on ne sait prouver la 

stabilité par produit tensoriel que dans des cas particuliers). 

0.5.5. — Les représentations cristallines (cf. [Fo82a] et [Fo83]) sont 

celles qui sont Bcris-admissibles, tandis que les semi-stables sont celles qui 
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sont Bsi-admissibles (cf. [Exp.II], n° 2.3 et 3.1 pour la définition de Bcris et de 

Bst) ; elles sont introduites au § 5. On discute aussi à la fin de ce paragraphe 

les représentations potentiellement semi-stables (ce sont celles qui deviennent 

semi-stables après une extension finie du corps de base). 

1. — Représentations ^-admissibles 

Ce paragraphe contient essentiellement des variations sur le thème des 

catégories tannakiennes neutres (cf. [Sa72], [DM82] et [De90]), à deux nuances 

près : 

i) il faut penser au point de vue "inverse" du point de vue habituel, 

i.e. à celui qui consisterait, partant d'un groupe algébrique, à s'intéresser à 

la catégorie de ses représentations ; ou partant de l'algèbre affine d'un torseur 

pour un certain quotient de ce groupe algébrique, à s'intéresser au foncteur 

fibre qu'il définit ; 

ii) au lieu de partir d'une situation algébrique, on part d'un groupe 

abstrait G et d'un anneau B muni d'une action de G. 

La première nuance rend la situation plus concrète et la deuxième oblige à 

certaines précautions. Deux bonnes raisons pour donner des démonstrations 

complètes1, ce que nous avons essentiellement fait. Ceci étant les résultats qui 

vont suivre sont certainement bien connus des experts et leurs démonstrations 

ne présentent pas de difficulté. 

Rappelons ([DM82], Intr.), qu'une sous-catégorie strictement pleine 

d'une catégorie est une sous-catégorie pleine qui, si elle contient un objet, 

contient aussi tous les objets qui lui sont isomorphes. 

1.1. — Rappels sur les groupes algébriques affines 

Soient G un schéma en groupes affine sur un corps F et A son algèbre 

affine. 

1.1.1. — ([DM82], prop. 2.2) Se donner une représentation linéaire de G 

dans un espace vectoriel V sur F , i.e. un morphisme, défini sur F , de G dans 

1 modulo les courts rappels sur les groupes algébriques affines qui sont l'objet 

du n° 1.1. 
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G L y , (ou encore un morphisme des foncteurs en groupes qu'ils représentent), 

revient à se donner une structure de A-comodule sur F , i.e. une application 

F-linéaire 

A : V —>V®A 

telle que (en notant e : A —> F la co-unité et A : A —> A ® A le coproduit) 

(idy ® e)X : V —> V ® A —> V ® F = V soit l'identité sur V et que 

(idv ® A)A = (\® idA)\. 

Si R est une F-algèbre et si g : A —• R est un élément de G( i î ) , 

l'automorphisme du i î-module V ® R induit par g est l'application composée 

V®R 
\®idR 

V ® A® R 
idv®g®idR 

V iïRïï 1 
idv ®prod 

V®R . 

1.1.2. — ([DM82], prop. 2.20) Le groupe G admet une représentation 

linéaire fidèle de dimension finie V si et seulement s'il est algébrique, i.e. si A 

est une F-algèbre de type fini. S'il en est ainsi, si V est une telle représentation 

et si L désigne la représentation duale de de t (F) , toute représentation linéaire 

de G est isomorphe à un sous-quotient d'une somme directe de représentations 

de la forme V O V ® A® avec r, s G N. 

Dans toute la suite du paragraphe 1, G est un groupe (abstrait) 

et E est un corps. On choisit une sous-catégorie strictement pleine, que 

l'on note Rep(G) de la catégorie des représentations F-linéaires de dimension 

finie de G, stable par sous-objet, quotient, somme directe, produit tensoriel 

et dual, non triviale (i.e. contenant au moins une représentation de dimension 

non nulle). Pour fixer les idées, on peut penser soit au cas où Rep(G) est la 

catégorie de toutes les représentations F-linéaires de G de dimension finie, 

soit au cas où G et E sont munis d'une topologie et où l'on se restreint aux 

représentations de dimension finie qui sont continues. 

1.2. — La catégorie Rep(G) et ses sous-®-catégories 

1.2.1. — On renvoie à [De90] (§2) pour la définition de ce qu est une 

catégorie tannakienne sur un corps k. Rappelons seulement que c'est une 

catégorie abélienne fc-linéaire, munie d'un produit tensoriel, d'un objet-unité 
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et d'une dualité vérifiant des propriétés convenables. En particulier, si D\ et 

D2 sont deux objets de cette catégorie, on peut définir H o m f £ > i , D*?), le "hom 

interne" de D\ dans D2, comme étant D\®D2 (où D* désigne le dual de D\). 

Rappelons surtout que la catégorie Rep(G) est une catégorie tannakienne sur 

E. 

Rappelons aussi qu'un ®-foncteur entre deux catégories tannakiennes est 

un foncteur muni d'isomorphismes de "commutation au produit tensoriel" 

compatible aux contraintes d'associativité, de commutativité, et d'unité (op. 

cit. n° 2 . 7 ) ; qu'une (^-équivalence entre deux catégories tannakiennes sur 

k est un ®-foncteur /z-linéaire qui est une équivalence de catégories; qu'un 

foncteur fibre d'une catégorie tannakienne C sur k sur une extension k' de 

k est un (g)-foncteur fc-linéaire et exact de C dans la catégorie des fc'-espaces 

vectoriels de dimension finie (un tel foncteur est automatiquement fidèle) ; et 

qu'une catégorie tannakienne sur k est neutre si elle admet un foncteur fibre 

sur k. 

Dans cet exposé, si C est une catégorie tannakienne sur un corps, une 

sous—catégorie tannakienne de C est une sous-catégorie strictement pleine 

de C contenant un objet de dimension non nulle et stable par sous-objet, 

quotient, somme-directe, produit tensoriel et dual (elle l'est donc aussi par 

hom interne). 

1.2.2. — Pour tout objet V de Rep(G) de dimension non nulle, notons 

Pv :G —+ GLV(E) 

l'homomorphisme structural et G y l'enveloppe algébrique de l'image de py, 

i.e. le plus petit sous-groupe algébrique de G L y tel que py(G) C Gy(E). 

Son algèbre affine est le quotient de celle de G L y par l'idéal des fonctions / 

telles que f(py(g)) = 0, pour tout g E G. On note R e p ( G y ) la catégorie des 

représentations F-linéaires de dimension finie de G y . 

On note aussi Rep v (G) la plus petite sous-catégorie tannakienne de 

Rep(G) contenant V. 

1.2 .3 . PROPOSITION. — Avec les hypothèses et notations qui précèdent, le 

oncteur 

11 : Rep ( G v ) V Rep(G) , 
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qui, a la representation W, associe W muni de I action de G induite par py, 

induit une (^-équivalence entre Rep(Gy et Repu (G). 

(autrement dit, le foncteur iy - qui est visiblement un ®-foncteur E-

linéaire - est pleinement fidèle et son image essentielle est R e p y ( G ) ) . 

1.2,4. — Preuve : a) Montrons d'abord la pleine fidélité, i.e. que, si 

V\ et V2 sont deux représentations E'-linéaires de dimension finie de G y , la 

flèche 

HomGv (VUV2) HomG {Vi,V2) 
est surjective (l'injectivité est évidente). 

Si l'on pose W = V* ® V2, on voit que l'on est ramené à montrer que, si un 

élément w G W est fixe par G, alors il est fixe par G y. Si A désigne l'algèbre 

affine de G y , si 

A : W W ®EA 

est la structure de A-comodule sur W qui définit l'action de G y sur W (n 

1.1.1), et si (ei)iç.i est une base de W sur E, on peut écrire 

\(w) = i o 0 l 4 Y. 
iei 

e{ ® ai, avec les ai G A . 

Comme l'application naturelle de A dans l'anneau des fonctions sur G à 

valeurs dans E est injective, s'il existait ¿0 G I tel que a2o 7= 0 , il existerait 

g E G tel que a>i0(pv(g)) ^ 0 ; on aurait alors g(w) = (idw ® pv(g))(^(w)) = 

w + Ea,-(pv(flf)) • e,- ^ w. On doit donc avoir X(w) = w ® 1 et w est fixe par 

G, 

b) Montrons que l'image essentielle est Repy(G). Il résulte de 1.1.2 

que l'image essentielle de R e p ( G y ) est contenue dans Kepy(G) et que la seule 

chose à vérifier est que, si W est une représentation ^-linéaire de G y , et si 

W est un sous-E-espace vectoriel de W', pour que W soit stable par G y , il 

suffit qu'il soit stable par G. Ceci se démontre essentiellement comme le a). 

Il faut voir que si \(W) (JL W (g) A, alors W n'est pas stable par G. Mais 

alors, si (ei)içLT est une base de W contenant une base (ei) ie/ . de W (ici, J' 

est donc un sous-ensemble de / ) , et si w G W est tel que X(wf) £W'®A, 
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on a 

X(w') = T. 
iei 

?i <8> a» , 

avec a{0 ^ 0, pour un z'o convenable n'appartenant pas à V ; si l'on choisit 

g E G tel que cii0(pv(g)) ^ 0, on voit que g V ® A® R 

1.2.5. — Soit &aig l'enveloppe pro-algébrique de l'image de G (rela-

tivement à la catégorie de représentations choisies), i.e. la limite projective 

des G y , pour V parcourant les objets de Rep(G) . La proposition 1.2.3 per-

met, par passage à la limite, d'identifier Rep(G) à la catégorie Rep(Ga/p) des 

représentations F-linéaires de dimension finie du groupe pro-algébrique &aig 

[Dans le langage tannakien, c'est une catégorie tannakienne neutre (cf. par 

exemple [DM82], def. 2.19), munie du foncteur libre qui, à une représentation 

V de G associe l'espace vectoriel sous-jacent et le groupe Gaig s'identifie au 

groupe des ®-automorphismes de ce foncteur (op. cit., th. 2.11)]. En outre, on 

obtient une bijection entre les quotients de Gaig et les sous-catégories tannaki-

ennes de Rep(G) = Rep(Ga/^) en associant à un tel quotient H la catégorie 

Rep(H) de ses représentations linéaires de dimension finie. 

1.3. — Le foncteur DR 

1.3.1. — Nous appelons (E, G)-anneau la donnée d'un anneau com-

mutatif B muni d'une structure de F-algèbre et d'une action de G (i.e. d'un 

homomorphisme de G dans le groupe des F-automorphismes de l'anneau B). 

1.3.2. — Si B est un (E, G)-anneau, pour tout objet V de Rep(G) , on 

pose 

aB(v) = (B ®E Vf 

et, si F désigne la E-algèbre BG, on note 

aB(V) :B®FDB(V) B®EV 

l'application 5-linéaire déduite, par extension des scalaires, de l'inclusion de 

DB(V) dans B®EV. 
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On peut considérer D_B comme un foncteur additif (et même F-linéaire) 

de Rep(G) dans la catégorie des F-modules et aB est une transformation 

naturelle. 

1.3.3. — Remarque : On peut, si l'on préfère, adopter un point de vue 

contravariant et noter D*B(V) le F-module des applications F-linéaires de V 

dans B qui commutent à l'action de G. On voit que, si V* désigne le dual de 

V, alors D%i{V) s'identifie à V ® A® R 

1.3.4. — Si Vi et V2 sont deux objets de Rep(G) , la structure d'anneau 

de B induit une application naturelle 

DB{Vl)®FDB(V2) — > DB{Vy ® Va) , 

(et le foncteur D_B vérifie les propriétés d'associativité, de commutativité et 

de compatibilité avec un objet-unité que l'on pense (cf. [DM82], conditions 

a), b ) , c) de la défmtion 1.8). 

Si V est un objet de Rep ( G ) , en appliquant ce qui précède à V et à sa 

duale y * , et en composant avec l'application naturelle de DB(V (g) V*) dans 

DB(E) = F, on obtient une application F-bilinéaire 

DB(V) x DB(V) 
> 

F 

que l'on peut interpréter comme une application F-linéaire de D_B(V*) dans 

le F-module (DR(V)Y dual de DB(V). 

1.4. — Anneaux G-réguliers 

1.4.1. — Soit B un (F , G)-anneau. Nous disons que B est G-régulier 

s'il est non nul et vérifie les trois conditions suivantes : 

- (G-Ri) l'anneau B est réduit, 

- (G • R2) pour tout objet V de Rep(G) , l'application aB(V) est 

injective, 

- (G • R3) tout élément b non nul de B tel que la F-droite engendrée 

par B est stable par G est inversible. 

Remarquons que (G-i?3) implique en particulier que F = BG est un corps. 
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1 .4 .2 . PROPOSITION. — Soit B un (E,G)-anneau G-régulier. Alors 

i) pour tout objet V de Rep(G) , on a 

âimFDB(V) < dimEV . 

ii) si d im/rDn(V) = dirn/rT, l'application a^iV) est un isomor-

phisme. 

1.4.3. — Preuve : Soient r la dimension de V et v\, v2,..., vr une base 

de V sur F , donc aussi de B®EV sur B (en identifiant v E V kl®v E B®V). 

Remarquons d'abord que l'injectivité de aB(V) implique que, si di , d2 , . . •, dr 

sont des éléments de D_B(V), linéairement indépendants sur F , et si 

di = YidijVj, avec les azj E B , 

alors le déterminant a de la matrice des a2j n'est pas nul. Si, dans KRB(B®V), 

on pose d = di A d2 A • • • A dr et v = V\ A v2 A • • • A vr, on a d = av et, pour 

tout g £ G, d = gd = ga • gv = ga • v(g) • où v est un caractère de G à 

valeurs dans E* ; d'où ga — v~x(g) • a, pour tout g E G et (G • # 3 ) implique 

que a est inversible dans B. 

L'assertion (ii) est alors claire. L'assertion (i) aussi car elle revient à vérifier 

que, si di , d 2 , . . . , dr sont des éléments de DB(V), linéairement indépendants 

sur F , alors ils engendrent D_B(V) comme F-espace vectoriel. Mais l'argument 

qui précède montre qu'ils forment une base du B-module libre B ® V. Pour 

tout d E HR(V), on peut donc écrire, de façon unique 

d = E 
l<z<r 

bidi avec les b{ E J5 . 

Pour tout g E G, on a alors, 

d = g(d) = Xg(bi) • aldi) = Zg(bi) • di , 

donc g(bi) = 6j- ; et les òz- sont bien dans F . 
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1.5. — Représentations B-admissibles 

1.5.1. DEFINITION. — Soit B un (E,G)-anneau, G-reguher. On dit qu un 

objet V de Rep(G) est B-admissible si as(V) est un isomorphisme (si 

F = BG, cela revient donc à dire que dim/r DB(V) = d im^ V). 

1.5.2. PROPOSITION. — La sous-catégorie pleine Repfî(G) de Rep(G) dont 

les objets sont ceux qui sont B-admissibles est une sous-catégorie tannakienne 

de Rep(G) ; la restriction de DB à cette catégorie est un foncteur fibre. 

Rappelons d'abord que la dernière assertion signifie que la restriction de 

D_B à cette catégorie est un foncteur exact, ^-linéaire, tel que, si V1 et V2 

sont des objets de R e p ^ ( G ) , l'application naturelle 

DBiVl®EV2)DBi dssf DBiVl®EV2) 

est un isomorphisme, compatible aux contraintes d associativite, commuta-

tivité et unité (il en résulte que ce foncteur est fidèle et que, si V est un 

objet de Rep ( G ) , l'application naturelle de DB(V*) dans (DB(V))* est un 
isomorphisme). 

1.5.3. — Preuve : La stabilité par somme directe est claire. Si 

0 — • V" > V —• V" v 0 

3ST une suite exacte de Rep(G) , on a une suite exacte de F-espaces vectoriels 

0 — DR (V)—> DB(V) —> DB(V") 

et des considérations sur les dimensions montrent que, si V est 5-admissible, 

il en est de même de V et de V" et la suite 

0 — • Db(V) ^DB(V) —» DB(V") —y 0 

est exacte. D ' o ù la stabilité par sous-objet et quotient et l'exactitude de D_B. 

Soient V\ et V2 des représentations ^-admissibles et soit Ai (resp. A2) 

la matrice dont les colonnes sont les composantes d'une base { d i } de Di = 
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DB(Vi) sur une base {vi} de V\ (resp. d'une base {d'-} de D2 = DB(V2) sur 

une base {v'j} de V2). Avec des conventions évidentes, les V{ ® vfj forment une 

base du 5 -modu le libre B ®E (Vi ®EV2) = (B ®EV\) ®B (B ®e V2). Le 

déterminant de la matrice dont les colonnes sont les composantes des di ® d'-

sur la base des vi®v'- est de t (Ai) x det(^2) qui est inversible dans B puisque 

de t (Ai ) et àet(A2) le sont. On en déduit que l'application 

£ i , ( V i ) ® F j D B ( F 2 ) 
> 

DB(V1®EV2) 

est injective. Des considérations sur les dimensions impliquent alors que c'est 

un isomorphisme et que V\ ®E V2 est B-admissible. 

La stabilité par dualité résulte de la stabilité par produit tensoriel et de la 

stabilité par dualité pour les représentations de dimension 1 (qui, elle, n'est 

autre que la condition ( G - f l a ) ) . 
Les autres assertions sont immédiates. 

1.6. — Exemples d'anneaux G—réguliers 

1 .6 .1 . PROPOSITION. — Tout (E, G)-anneau qui est un corps est G régulier. 

1.6.2. — Preuve : La seule chose qui n'est pas évidente est que, si B 

est un (E, G)-anneau qui est un corps et si V est un objet de Rep(G) , alors 

l'application aB(V) est injective. 

Sinon, soit r le plus petit entier > 1 tel qu'il existe r éléments de DB(V) qui 

sont linéairement indépendants sur F = BG mais pas sur B\ choisissons des 

éléments d\,d2,... ,dr de DB(V) et des éléments non tous nuls &i, b2,..., br 

de B tels que les d{ soient linéairement indépendants sur F, mais T,bidi = 0 . 

La minimalité de r implique qu'aucun des bi n'est nul et, quitte à diviser par 

&i, on peut supposer b\ = 1. Pour tout g G G, on a donc 

E 
2<i<r 

(g(bi)-bi).di = Q , 

et la minimalité de r implique que, pour tout z, g(b{) = bi. On a donc b{ G F\ ce 

qui contredit l'indépendance linéaire des d{ sur F et aB(V) est bien injective. 
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1 .6 .3 . PROPOSITION. — Si B est un (E,G)-anneau qui est un produit de 

corps, alors B est G-régulier si et seulement si F = BG est intègre. 

1.6.4. — Preuve : Il est clair que la condition est nécessaire. Montrons 

qu'elle est suffisante. On peut écrire B = Yi ^ A > où les B\ sont des corps. 
AGA 

Le groupe G opère sur l'ensemble A et g(B\) = Bg\ si g E G et À E A. 

Choisissons un élément Ào E A, notons H le stabilisateur de À0, et posons 

C = B\0. Soit B' l'algèbre des fonctions sur G à valeurs dans C qui sont 

H-équivariantes (sur laquelle G opère par (jf)(g) = / ( 5 7 ) , si 7 et g E G). 

On dispose d'un homomorphisme 

Ç:B—>B 

qui commute à l'action de G : c'est celui qui à b = (&A)AÉA associe la fonction 

Ç:B—>BÇ:B 
Le fait que BG soit intègre implique que G opère transitivement sur A (si 

e\ est l'idempotent primitif correspondant à À et si A' est une orbite de A 

sous l'action de G, e' = Y2 EA et e' — 1 sont des idempotents orthogonaux 
AGA; 

stables par G ) . On peut alors définir une application 

rj : B' — • B 

par rj(f) — (&A)AGA, avec b\ = g(f(g ) ) si g est un élément quelconque de G 

tel que g(Xo) = À. 

On vérifie que £ et rj sont des bijections inverses l'une de l'autre et nous 

utilisons £ pour identifier B h B'. Alors F = BG s'identifie à l'ensemble des 

fonctions constantes de G dans G qui sont i î -équi variant es, donc CH = F. 

Pour tout G-espace vectoriel M muni d'une action semi-linéaire de H, 

soit IndftM le J5-module des fonctions définies sur G à valeurs dans M qui 

sont iï"-équivariantes (sur lequel G opère par la même formule que pour B'). 

La proposition résulte alors de ce que, avec des notations évidentes, DB(V) 

s'identifie à D = DC(V), B ®E V s'identifie à IndG(C ®EV) et aB(V) 

s'identifie à 

Ind G 
H [ac(V)) : Ina •H (C®FD) —> Ind G 

H (C®EV) . 
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1.6.5. PROPOSITION. — Soit B un (E1, G)-anneau G-régulier et soit B' une 

sous-E-algèbre de B stable par G. On pose F = BG, F' = B'G on suppose 

que B' vérifie (G • R3) et que Vapplication naturelle 

F ®F> B' B 

est injective. Alors B est G-régulière et, si V est une représentation B -

admissible, elle est aussi B-admissible et Vapplication naturelle 

F®F' DB,{V) — » DB(V) 

est un isomorphisme. 

C'est évident. 

1 .6 .6 . C O R O L L A I R E . — Soient B' un (E,G)-anneau intègre et B son corps 

des fractions. Si B' vérifie (G • # 3 ) et si B'G = BG, alors B' est G-régulier. 

1.7. — Anneaux G-reguhers, périodes et torseurs 

Soient B un (E, G)-anneau G-régulier et F — BG. 

1.7.1. — Soient V une représentation ^-admissible et D* = DB(V*) = 

D*B(V) = HomG(V,B). Nous disons que b G B est une période de V s'il 

existe v G V et d G D* tels que b = d(v). 

1.7.2. — Soit V une représentation 5-admissible. Il est clair que la 

catégorie Kepy(G) (qui s'identifie elle-même à R e p ( G y ) , cf. prop. 1 . 2 . 3 ) 

est une sous-catégorie de R e p ^ ( G ) , i.e. que tout objet de R e p y ( G ) est in-

admissible et nous notons By le sous-ensemble de B formé de toutes les 

périodes de toutes les représentations de Gy. Il est clair que By est stable 

par G. 

Si V\ et V2 sont des représentations inadmissibles et si bi (resp. b2) est 

une période de V\ (resp. V2), alors bi + b2 est une période de V\ © V2 et b\b2 

une période de V\ ® V2 ; par conséquent, By est une sous-F-algèbre de B. 

On voit que By est une (E1, G)-algèbre G-régulière, que les représentations 

By-admissibles sont exactement les objets de R e p y ( G ) et que D_By s'identifie 

à la restriction de DB à Rep (G ) = R e p ( G y ) . 
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Posons Tb,v = SpecUy . C'est donc un schéma affine de type fini sur F , 

muni d'une action à droite du groupe G. 

Nous nous proposons de montrer que cette action est "algébrique", i.e. que 

cette action est induite par une action du groupe algébrique G y sur T b , v -

On a en fait un résultat plus précis : Notons 

Lu Rep (G) —> VectE 

le foncteur "oubli de l'action de G" et 

77 : R e p y ( G ) — • VectjT 

le foncteur "restriction de DB à R e p y ( G ) " . Ce sont des foncteurs fibres ( 1 . 5 . 2 ) . 

Notons Hom®(uj, n) (resp. Isom(8)(a;, 77)) le foncteur, sur la catégorie des F -

algèbres, des ®-homomorphismes (resp. ®-isomorphismes) de uj sur 77 (si R 

est une F-algèbre, un élément de H o m ® ( i J , w)(R) (resp. I s o m ^ f c j , r))(R)) est 

donc la donnée, pour chaque objet W de R e p ^ ( G ) , d'une application R-

linéaire (resp. d'un isomorphisme) 

u\y :W ®E R DB(W) ®FR, 

les applications uw commutant, en un sens évident, aux morphismes des 

catégories en présence, aux produits tensoriels et vérifiant u\E = idji (où 

1 E désigne E muni de l'action triviale de G et où l'on a identifié, de façon 

évidente 1 E ® E R et DBI [lE)®FRà>R). 

1.7 .3 . T H É O R È M E . — Conservons les hypotheses et les notations du n 

précédent et notons 

Pv :G—• G y ( F ) 

rhomomorphisme naturel. Alors, 

i) il existe une unique action à droite du groupe algébrique Ç:B—> 
G y ®E F sur JB,V 

T r v X Gy ,F > T # , y 

qui induit Vaction donnée de G (i.e., pour tout g E G, g agit sur TB y comme 

pvig)); 
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ii) muni de cette action TB,V ^ un Gy-torseur sur F qui représente 

le foncteur Hom®(a;, rf) ; en outre I s o m ® ( c i ; , rj) — • Hom®(a;, rj) est un iso-

morphisme. 

1.7.4. — Remarques 

i) Une fois l'assertion (i) vérifiée, tout devient algébrique : on peut 

voir D_B et D*B comme des foncteurs sur la catégorie Rep (G y ) définis par 

DB(W) = (W®EBV)G^ et D*B(W) = Konrv(W,Bv) . 

Le théorème n'est alors qu'une traduction "concrète", dans la situation 

envisagée ici de résultats bien connus. En particulier, le fait que Hom® (a;, rf) 

est égal à Isom® ( u ; , rj) et est un torseur est classique ([DM82], thm. 3.2) ; nous 

allons le retrouver ici, où ce qui nous intéresse vraiment est le fait que S p e c B y 

représente ce torseur. 

ii) Ce théorème implique que le groupe HB,V des (g)-automorphismes 

de rj s'identifie au groupe algébrique déduit de Gy,E par torsion par TB,V-

iii) Il implique aussi que la dimension de T ^ y , ou, ce qui revient au 

même, celle de By est égale à la dimension de Gy. Dans le cas où B est 

intègre, cela revient à dire que le degré de transcendance du corps des 

fractions de la sous—F—algèbre de B engendrée par les périodes de 

V est égale à la dimension de G y . 

1.7.5. — Preuve du théorème : il est clair que Gy,F est la clôture 

Zariskienne de l'image de G dans GLy^p. 

Posons r = dimEV, D = DB(V), notons /3+ la F-algèbre SymF(V®ED*); 

soit d un élément non nul de ArEV ® ArFD* identifé, de façon évidente à une 

droite du F-espace vectoriel SymrF(V ® D*) et soit B = B+[l/d\. On fait 

opérer GLy,F = GLy ®E F sur le F-espace vectoriel V ®E D* via l'action 

naturelle de G L y sur V et l'action triviale sur jD*. Cette action s'étend en une 

action sur B+ et sur B. Si l'on pose T# = Spec/5, on obtient un morphisme 

Jß x G L y F B—>B 

qui fait de T « un GLy-torseur sur F. 
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Montrons i) : L'unicité de l'action de G y F sur J B v résulte de la proposi-

tion 1.2.3. 

L'application des périodes induit une application F-linéaire 

V®D* Bc 

qui s étend en un homomorphisme v de F-algèbres de B dans By. 

Comme Rep(Gy) est la plus petite sous-catégorie strictement pleine d'elle-

même, qui est stable par sous-objet, quotient et somme directe, et contient 

les puissances tensorielles de V et l'inverse de la représentation déterminant 

de V (n° 1.1.2), By est engendré par les coefficients d'une matrice de passage 

d'une base de y à une base de D et par l'inverse du déterminant de cette 

matrice, et l'application v est surjective. 

Autrement dit, By s'identifie à un quotient de B. Comme l'action de G sur 

By est induite par son action sur B (via py et l'action de Gy C G L y sur /3), 

la proposition 1.2.3 montre que l'action de G sur By est bien algébrique. 

Montrons ii) : Soit u G Hom® (u; , rj)(R). Si W est un objet de Rep (G y ) de 

dimension d, et si (cij) est la matrice de l'application linéaire 

uw ' R ® W — • R®DB(W) 

relativement à des bases choisies de W et D_B(W)^ on voit que, par rapport 

aux bases correspondantes de L = det(W) et de DB(det(W)) = det(DB(W)), 

la matrice de UL est le scalaire det((czj)) ; si c' est le scalaire qui est la 

matrice de L* relativement aux bases duales, on voit que l'on doit avoir 

d • det((czj)) = 1, ce qui montre que de t ( ( c^ ) ) est inversible dans i?, donc 

que uw est un isomorphisme; par conséquent Isom®(6<A rj) — • Hom®(aA rj) 

est un isomorphisme. 

Si R est une F-algèbre, t : By — • R un élément de T B , V ( R ) i et W ui 

objet de Rep.7(G), on a une application a{t)w • 

R®EW->R®FBV ®EW=R®FBX/ -®FDB(W)^. R®FR®FDB [W)-+R®FDB(W), 

ou les flèches sont celles que 1 on imagine. On verme que ji(t) G Hom > , r / ) ( Ä ) 
et que l'on définit ainsi un morphisme li : 1B,V Hom® (cj, r}). 
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Construisons un morphisme dans l'autre sens. Si u E Horn® (u,T])(R), 

l'application 

u\/ : R CR) V — > R®DB(V) = R®D 

induit une application F-linéaire de V ® D* dans R qui s'étend en un 

homomorphisme de la F-algèbre B~*~ dans i?, et même en un morphisme 

t : B — • i?, grâce au fait que uy est un isomorphisme. Il nous faut voir 

que t se factorise à travers un homomorphisme t de By dans R, i.e. que son 

noyau contient l'idéal J noyau de la projection de B sur By ; il sera alors clair 

que ¡1 est un isomorphisme, l'application u i — • t induisant l'isomorphisme 

réciproque. 

Il est clair que l'on peut appliquer "la S-construction" à G L y et B i.e. 

que, pour toute représentation F-linéaire de dimension finie W de G L y , on 

peut poser 

DJW) = Ç:B—>B GL v et DUW) = Horn1 GL v (W,B) , 

que l'application naturelle 

yB{W) :B®FDB(W) ) B®EW 

est un isomorphisme, que D_B est un foncteur fibre de la catégorie R e p ( G L y ) 

des représentations F-linéaires de dimension finie dans celle des F-espaces 

vectoriels de dimension finie et que D&(W) ^D-BÇW*) s'identifie à (D&(W))*. 

Toute représentation linéaire W de G L y est munie d'une action du sous-

groupe G y de G L y et la projection de B sur By induit une application 

F-linéaire de D_5(W) dans DB(W). Mais on a un diagramme commutatif 

B®DJW) B®W 

B®DB(W) B® w 

où les flèches horizontales sont des isomorphismes, tandis que la flèche verticale 

de droite est surjective; la flèche verticale de gauche l'est donc aussi, ce qui 
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implique, pour des raisons de dimension, que la flèche de Dn(W) dans DB(W) 

est un isomorphisme. 

Revenons alors a notre application t et montrons que si b G J alors 

t(b) — 0. Il est clair que b, tout comme n'importe quel élément de B, est 

une période pour G L y , i.e. qu'il existe une représentation linéaire W de G L y 

et des éléments w G W et d G D*3(W) tels que d(w) = b. En revanche, si d 

désigne l'image de d dans D*B(W), on a d(w) = 0. Donc w appartient au sous-

espace vectoriel W de W noyau de d qui est stable par G y . En particulier, 

l'application 

uw : R ® W R®DB{W) 

doit envoyer R ® W dans i? ® DB(W) ! en particulier, si l'on note encore d 

la forme i?-linéaire sur R® DB(W) déduite par extension des scalaires de d, 

on doit avoir d (uw(l®w)) = 0. 

Mais, l'application uw est l'application composée 

R®W —> R®B®W = R®B®DB(W) 
— > 

R®R®DB(W) > 

R®DB(W) R®DB(W) 

où la flèche du milieu est id ® t ® id. On voit que d(uw(l ® w)) — ¿(6), qui 

doit donc bien être nul. 

Il reste à prouver que TB,V est un torseur. Il suffit pour cela de vérifier que, 

pour toute F-algèbre R, si t, t' G TB,V(R), il existe un unique g G Gy(R) tel 

que t' = tg. Mais, pour toute représentation W de G y , n(t')w et fi{t)w sont 

des isomorphismes de R ® W sur R ® D_B(W) ; donc g doit agir sur R ® W 

comme p(t')w 0 {p{t)w)~l et cela définit bien un élément de G y ( i ? ) . 

1.7.6. — Rappelons que l'on a défini au n° 1.2.5 le schéma en groupes 

affine Gaig enveloppe pro-algébrique de G relativement à la catégorie Rep(G) . 

On définit de la même façon l'enveloppe pro-algébrique G B de G relativement 

à la catégorie R e p ^ ( G ) , qui s'identifie donc à un quotient de Gaig. 

Par passage à la limite, la proposition 1.2.3 montre que la catégorie 

R e p ( G # ) des représentations F-linéaires de dimension finie de GB s'identifie 

à la catégorie RepB(G) 

On voit que le sous-ensemble Baig de toutes les périodes pour toutes les 

représentations J3-admissibles est une sous-F-algèbre de S , stable par G. Si 
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l'on pose T B — Speci?^, le théorème 1.7.3 implique que l'action de G sur 

Baig est (pro-)algébrique, i.e. provient d'une action de Gjç, que l'action à 

droite de G # sur T B ainsi définie fait de ce schéma affine un G #-torseur sur 

F , qui représente le foncteur des ®-isomorphismes du foncteur fibre "oubli de 

l'action de G" (ou de G # si l'on préfère) sur le foncteur fibre "restriction de 

—B fqui est aussi le foncteur V i — • (Balg ®E V)G°). 

Pour toute représentation £?-admissible V , on a bien sûr D_B(V) = 

—Balg(y)i e ^ Baig est le plus petit anneau jouissant de cette propriété (de 

façon précise, pour qu'une sous-F-algèbre B' de B, stable par G, soit telle 

que DB,(V) = D_B(V), il faut et il suffit que B' contienne Baig). 

Enfin, on remarquera, que si V est une représentation F-linéaire de 

dimension finie de G, V est S-admissible si et seulement s'il existe une 

application F-linéaire injective G-équivariante de V dans Baig (alors que 

les anneaux que nous rencontrerons dans la suite fourniront des exemples 

de situation où une telle application existe sans que V soit pour autant in -

admissible) ; lorsque la représentation V est simple, V est B-admissible si et 

seulement si Ç:B—>B 

1.8. — Représentations potentiellement 5-admissibles 

1.8.1. — Soit B un (F , G)-anneau. On se donne un ensemble non vide 

H de sous-groupes de G vérifiant i i i fi i /2 E TL si i i i , H2 G 7i. On pose 

F = lim.: iiidnenB H, 

et on suppose que, pour tout H E H, B est ii-régulier (ce qui implique que 

F est un corps). 

Pour tout obiet V de Rep(G) , on pose 

n S-[V) = lim .mdHen {B®EV)H , 

et on note 

a H 
B [V):B®F 

Tk H 
R (V) B®E v , 

l'application B-linéaire déduite par extension des scalaires de l'inclusion de 

D h 
h 

V) dans B ®E V. 

1.8.2. — Par passage à la limite, la proposition 1.4.2 implique : 
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P R O P O S I T I O N . — Avec les hypothèses et notations qui précèdent, 

i) pour tout objet V de Rep(G) , on a à\mp DjnÇV) < dimjç V ; 

ii) si d i m / r D j b ( V ) — d im^V^ Vapplication ^(V) est un isomor-

phisme 

1.8.3- — On dit que V est (i?,7Y)-admissible, ou potentiellement in-

admissible relativement à 7Y, si oPq{V) est un isomorphisme. Par passage 

à la limite, la proposition 1.5.2 implique : 

PROPOSITION. — La sous-catégorie pleine R e p ^ ( G ) de Rep(G) dont les 

objets sont ceux qui sont potentiellement B-admissibles relativement à H, 

est une sous-catégorie tannakienne de Rep(G) ; la restriction de D^j à cette 

catégorie est un foncteur fibre. 

1.8.4. — Remarque : Conservons les notations et hypothèses qui 

précèdent; pour tout H E G notons Bh l'anneau des fonctions sur G à 

valeurs dans B qui sont iJ-équivariantes et posons 

BH = l i m . i n d h e n B h • 

On voit que le (£", G)-anneau B-j-t est G-régulier, que (B-h)g = F et que, 

pour tout objet V de Rep(G) , D^(V) s'identifie à DBN(V); en particulier, 

V est potentiellement JB-admissible relativement à Ti si et seulement si V est 

iJ-H-admissible. 

1.8.5. — Nous nous intéresserons particulièrement à cette situation 

lorsque G = Ga l (A/A") est le groupe de Galois d'une clôture séparable K 

d'un corps K et lorsque H est l'ensemble des sous-groupes fermés de G. Nous 

disons alors "potentiellement ^-admissible" au lieu de "potentiellement 

B-admissible relativement à 7ï", et nous écrivons ]DPB au lieu de m -
Soient L une extension finie de K contenue dans A , H = G a l ( A / L ) et 

FL = BH. Pour tout objet V de Rep(G) , on pose 

DB^V) = {B®EV)H , 

et on dit que V devient ^-admissible sur L si dim^r HB L(Y) = d im^ V. 
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Pour que V devienne B-admissible sur L, il faut et il suffit que V soit 

potentiellement 5-admissible et que l'on puisse trouver une base de DB°\V) 

sur F formée d'éléments de (B ® V)H. On a alors 

DPB°\V) = F®FLDB^V) et DBAV) = m \ v ) ) H 

. 

En particulier, pour qu'un objet V de Rep(G) soit potentiellement in-

admissible, il faut et il suffit qu'il existe une extension finie L de K contenue 

dans K sur laquelle V devienne £?-admissible. Si V devient S-admissible sur 

L, V devient a fortiori 5-admissible sur toute extension finie de L contenue 

dans A \ et alors DBr,(V) = Fu ®FL DB,L{V). 

1.8.6. — Gardons les hypothèses et notations du n précèdent. Soient 

L C L' des extensions finies de K contenues dans A , H = Gal(iïT/L), 

H' = G<i\(K/L'), FL = BH et Fv = BH'. Supposons l'extension L'/L 

galoisienne et soit J = Gal(L'/L) = H/H'. Le groupe fini J opère sur Fl', 

{Fl'Y — Fl et Fi'/Fi est une extension finie galoisienne de groupe de Galois 

un quotient J de J. Si J = J, i.e. si J opère fidèlement sur F^/, on voit 

que toute représentation de G qui devient B-admissible sur L' était déjà 
B-admissible sur L. 

En particulier, si B est une J\-algèbre, et si F = K, alors 

toute représentation potentiellement B-admissible est en fait in-

admissible. 

1.9. — Structures supplémentaires 

1.9.1. — Soit B un (F , G)-anneau G-régulier. Supposons B muni de 

"structures algébriques supplémentaires" (action de certains endomorphismes, 

donnée d'une filtration, d'une graduation, . . . ) compatibles avec l'action de G. 

Alors, pour tout objet V de Rep(G) , DB(V) "hérite" de ces structures 

supplémentaires. On peut alors considérer D_B comme un foncteur de R e p ^ ( G ) 

dans une certaine catégorie de F-espaces vectoriels équippés de structures 

supplémentaires. 

Nous verrons dans la suite de nombreux exemples de cette situation. En 

particulier, dans certains cas le foncteur obtenu sera pleinement fidèle et l'on 
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pourra reconstituer la representation V a partir de la seule connaissance de 
DB(V) (muni des structures en question). 

1.9.2. — Revenons à la situation envisagée dans le n° 1.8.5. On voit 

que G agit, de manière discrète, sur F et que, pour toute représentation V 

de G, le F-espace vectoriel DP

B\V) est muni d'une action semi-linéaire 

et discrète de G. Il y a alors lieu d'ajouter aux structures sur D^l(V) 

"héritées" de B cette action de G. 

2. — Exemples 

2 .1 . — Autour du théorème H1 (G, G L n ( i f ) ) = 1 : la clôture sepa-

rable d'un corps 

2.1 .1 . — Soient Ii un corps, Ii une cloture separable de i f et G = 
G a l ( i f / i f ) . Si E est un sous-corps de if , i f est un (F , G)-anneau G régulier 

q 

(prop. 1.6.1), le corps F = i f n'est autre que i f et les représentations E-

linéaires B-admissibles ne sont autre que les représentations de dimension 

finie discrètes, i.e. les représentations qui sont continues lorsque l'on munit G 

de la topologie de Krull et F de la topologie discrète. En outre Kaig = K-

2.1.2. — Dans la suite du n° 2.1, on suppose que i f est de caractéristique 

p > 0 et F est un corps fini ayant q = pf éléments. 

Notons a le Frobenius agissant sur K (via x i — • xq). Soit EIS ei 
•K.o- la. 

catégorie suivante : 

- les objets sont les if-espaces vectoriels D de dimension finie munis 

d'un Frobenius, i.e. d'une application 

cp : D—>D 

a-semi-linéaire, injective; 

- les morphismes sont les applications if-linéaires qui commutent à 

l'action de (p. 

C'est une catégorie abélienne F-linéaire. 

2.1.3. — Le Frobenius a sur K se prolonge de manière unique en un 

136 

136 J.-M. FONTAINE

ASTÉRIQUE 223



EXPOSÉ III : REPRÉSENTATIONS P-ADIQUES SEMI-STABLES 

automorphisme (p de K et l'action de (p commute à celle de G. Ceci nous 

permet de considérer D-jt comme un foncteur de la catégorie Rep£,(G) des 

représentations E-linéaires discrètes et de dimension finie de G dans Q m rét 
A , < 7 

Il est classique et facile à voir que DK induit une équivalence entre ces 

deux catégories (cf. par exemple, [Fo91], prop. 1.2.6), un foncteur quasi-

inverse étant obtenu en associant à tout objet D de $M/<- A â représentation 
(K®KD) 

= (K®KD) cp =1 

2.1.4. — La catégorie §MetK a est de manière naturelle une catégorie 

tannakienne (le produit tensoriel D\ (g) D2 de deux objets est le produit 

tensoriel des if-espaces vectoriels sous-jacents, avec <p(di ®d2) = <pdi ® (pd2) 

et DK est une (^-equivalence. 

2.2. — Un exemple stupide : l'anneau des fonctions sur G 

2.2.1. — Supposons que G soit un groupe topologique, E un corps 

topologique et Rep(G) la catégorie des représentations E-linéaires continues 

de dimension finie de G. 

Soit B = TCON(G, E) l'anneau des fonctions continues sur G à valeurs dans 

E. Le groupe G opère sur B (on a (gf)(h) = f(g~lh) si / G 5 , g, h G G) et 

B est un (E1,G)-anneau G-régulier (prop. 1.6.3). On a BG = E et tous les 

objets de Rep(G) sont B-admissibles. L'anneau Baig est le sous-anneau de 

B formé des fonctions / telles que le sous-E-espace vectoriel de B engendré 

par les g / , pour g G G, est de dimension finie. 

C'est un exemple stupide parce que le foncteur D_B est naturellement 

isomorphe à l'identité : soit e : B — • E l'application qui envoie / sur / ( 1 ) . 

Pour toute représentation V de G, le composé de e ® idy avec l'inclusion de 

DB(V) dans B ® V est une application E-linéaire 

Ey •DB(V) —• V , 

qui est un isomorphisme, fonctoriel en V et compatible avec le produit 

tensoriel. 

2.2.2. — C'est encore plus stupide si l'on remarque que l'on dispose 

d'une autre action de G sur B : à tout / G B et tout g G G, on peut 
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associer la fonction g Xd f définie par (g xd f)(h) = f(hg). Cette action 

commute à l'action de G donnée initialement, ce qui fait que pour toute 

représentation y de G, G opère de façon naturelle sur DB(V) = (B®V)G (on 

a gXd(Y,bi®Vi) = E(g x ^ ) ® ^ ) - On voit qu'alors, pour toute représentation 

V', ey commute à l'action de G. 

2.2.3. — Remarque : Soit Gaig l'enveloppe pro-algébrique de l'image 

de G relativement à Rep(G) (cf. n° 1.2.5). On voit que Ba\g s'identifie à 

l'algèbre affine de Gaig (sur laquelle G opère via l'homomorphisme naturel de 

G dans Gaia(E)). 

2.3. — Représentations unipotentes d'un groupe cyclique 

2.3 .1 . — Supposons que G soit cyclique d'ordre infini, E de car-

actéristique 0 et que Rep(G) soit la catégorie de toutes les représentations 

linéaires de dimension finie de G. Choisissons un générateur h de G. Soit 

B = E[X] l'anneau des polynômes en l'indéterminée X à coefficients dans 

E. Munissons la F-algèbre B de l'unique structure de (F , G)-anneau pour 

laquelle h(X) = X + 1. Alors B est G-régulier (cf. cor. 1.6.6) et BG = E. 

La sous-catégorie tannakienne R e p ^ ( G ) des représentations B-admissibles 

est la catégorie Rep^(G) des représentations unipotentes de G et on a 

Baig = B. L'enveloppe pro-algébrique de l'image de G dans la catégorie 

Rep^(G) s'identifie au groupe additif G a sur E et B k son algèbre affine. 

2.3.2. — Notons Nil(E) la catégorie des F-espaces vectoriels de 

dimension finie munie d'un endomorphisme N nilpotent. C'est de manière 

évident une catégorie tannakienne (le produit tensoriel de deux objets D\ et 

D2 est le produit tensoriel des espaces vectoriels sous-jacents, avec N(di ® 

d2) = dx®Nd2 + d2®Nd1). 

Si l'on désigne aussi par iV l'unique F-dérivation de B telle que N(X) = 1, 

N commute à l'action de G, ce qui fait que, pour toute représentation V de 

G, DB(V) devient un objet de Nil(E). 

On voit que DB induit une ^-équivalence entre la catégorie ™2n (G) = 

R e p ( G a ) et la catégorie Nil(E). Un quasi-inverse s'obtient en associant à tout 
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obiet D de Nil(E) la représentation 

V(D) = (B®ED N=0 > 

2.3.3. — Pour tout sous-groupe H de G, B est iJ-régulier, ce qui nous 

permet de parler de la sous-catégorie tannakienne Rep^°*(G) = R e p ^ ( G ) 

de Rep (G) formée des représentations potentiellement J5-admissibles (rela-

tivement à l'ensemble 7i de tous les sous-groupes de G) : c'est la catégorie 

des représentations potentiellement unipotentes, i.e. des représentations pour 

lesquelles il existe un entier m > 0 tel que l'action de hm est unipotente. 

Pour toute représentation V de G, 22£°*(G) = D?g(G) est, de manière 

naturelle, un objet de la catégorie tannakienne Nil(E, G) des E-espaces vec-

toriels de dimension finie munis d'un endomorphisme nilpotent et d'une action 

finie de G commutant avec N. Le foncteur Dj^1 induit une (^-équivalence entre 

la catégorie Rep^ 0 *(G) des représentations de G potentiellement unipotentes 

et Nil(E.G), 

3. — Représentations de Hodge-Tate et de de Rham 

Dans toute la suite de cet exposé, K est un corps de caractéristique 0 , com-

plet pour une valuation discrète, à corps résiduel k parfait de caractéristique 

p > 0 . On note K une clôture algébrique de K et on pose G = Gal(K/K). 

On note Rep-. (G) ou Rep(G) la catégorie des représentations p— 

adiques de G, i.e. des représentations Qp-linéaires de G de dimension finie 

qui sont continues pour la topologie p-adique. 

3.1 . — Rappelons (n° 2.1) que K est un ( Q p , G)-anneau G-régulier et 

que les représentations p-adiques K-admissibles sont les représenta-

tions p—adiques discrètes, i.e. celles sur lesquelles G opère à travers le 

groupe de Galois d'une extension finie galoisienne de K contenue dans K (et, 

comme on l'a vu au n° 1.8.6, les représentations p-adiques potentiellement 

K-admissibles sont déjà K-admissibles). 

3.2. — Soit G le complété de K pour la topologie p-adique. C'est 

encore un ( Q p , G)-anneau qui est G-régulier puisque c'est un corps. Comme 
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C contient i f , les représentations potentiellement C-admissibles sont déjà 

C-admissibles. 

Le résultat suivant avait été conjecturé par Serre [Se67] et a été démontré 

par Sen ([Sen73], voir aussi [Sen80]) : 

P R O P O S I T I O N . — Pour qu'une représentation p-adique soit C-admissible, 

il faut et il suffit que l'image de l'inertie soit finie. 

3.3. — Remarques : i) Soient P le complété de l'extension maximale 

non ramifiée de K contenue dans K et P la fermeture algébrique de P dans C . 

On voit qu'une représentation p-adique V est C-admissible si et seulement 

si elle est P-admissible (et alors D_C{V) — D_-p(V) ; avec les notations du 

n° 1.7.6, Caig C P) ou encore si et seulement si elle est potentiellement P -

admissible ; en outre V est P-admissible si et seulement si elle est non ramifiée. 

ii) En fait, le résultat de Sen est plus général : on peut, dans l'énoncé 

de la proposition, remplacer le corps des coefficients E = Q p par n'importe 

quel sous-corps fermé de i f . 

En particulier, lorsque le corps résiduel de i f est algébriquement clos, si 

l'on applique ce résultat aux K-représentations de dimension 1, on trouve que 

tout sous-if-espace vectoriel de dimension 1 de C stable par GK est contenu 

dans i f . 

3.4. — Soient GradK la catégorie des if-espaces vectoriels munis d'une 

graduation indexée par Z et FilK la catégorie des if-espaces vectoriels munis 

d'une filtration décroissante, exhaustive et séparée, indexée par Z. 

La première est abélienne et la seconde n'est qu'additive, mais certains 

de ses morphismes sont plus gentils que d'autres, à savoir ceux qui sont 

strictement compatibles aux filtrations (i.e. les morphismes / : D\ —• D2 

tels que f(FiliDi) = f(D1) fi FiliD2, pour tout i G Z ) . Une suite de 

morphismes dans FilK est dite exacte si la suite d'applications i f -

linéaires sous-jacentes est exacte et si chaque morphisme est strictement 

compatible aux filtrations. 

Sur ces deux catégories, on a des notions de produit tensoriel et de dual, 

qui vérifient toutes les bonnes propriétés que l'on peut imaginer. Enfin, on 
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dispose d'un foncteur additif évident 

gr k 'LAK GradK , 

qui est K-linéaire, exact et fidèle, et "commute aux produits tensoriels et au 

dual. 

3.5. — On renvoie à [Exp. II], n° 2 .5 pour la définition du corps BdR 

et de l'anneau Bht> Rappelons (loc. cit.) que (BdR)G = (Bht)G = K et 

que, plus généralement, pour tout sous-groupe ouvert H de G, (BdR)H = 

(BHT)H = KH. 

3 . 6 . PROPOSITION. — Les ( Q 0 , G)-anneaux BdR et B u t sont G-réquliers. 

Preuve : C'est clair pour BdR puisque c'est un corps (prop. 1 . 6 . 1 ) . 

Soit t un élément non nul de Q p ( l ) ; alors Bht = C[t,t~l] est un sous-

anneau du corps Bht = C((t)). Comme Bht est G-régulier et comme 

(BHt)G = (BHt)G = K, il suffit (prop. 1 . 6 . 5 ) de vérifier la condition (G.i?3), 

i.e. que, si b est un élément non nul de Bht et r/ : G — • Q* est un caractère 

tel que gb = rj(g) • 6, pour tout g G G, alors b est inversible dans Bht- Si 

b = E6 i1 i avec les b{ G G , 

et si x désigne le caractère cyclotomique, on doit avoir 

gbi = (rix l)(g)'bi, pour tout i G Z et tout g G G , 

ce qui implique, d après la proposition 3 . 2 , que, pour tout i tel que b{ ^ 0 , 

la restriction de rjx~l au groupe d'inertie doit être d'ordre fini; on en déduit 

qu'il existe un et un seul i tel que b{ ^ 0 , et b est bien inversible. 

3.7. — Pour toute représentation p-adique F , on pose 

dht(v)=dBht (K®KD)(K®KD)(K G etDdR(V)=DBdR( V)=(BdR ®Qp V) G 
. 

On obtient ainsi des foncteurs additifs (et même Q„-linéaires) 

B-HT : Rep(G) > GradK Ri DdR:RMG) 
— > 

Fil K, 
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et 1 égalité gr AB^R) = BHT induit une inclusion naturelle 

SLK 
(K®KD) fg RHT(V) . 

On dit que V est de de Rham (resp. de Hodge-Tate) si V est I n -

admissible (resp. B/zT-adimissible). On note Rep/ /T(G) (resp. KepdR(V)) la 

sous-catégorie pleine de Rep(G) dont les objets sont les représentations de 

Hodge-Tate (resp. de de Rham). 

3.8. — Compte-tenu du théorème 1.5.2, le résultat suivant est alors 

immédiat (voir aussi [Fo82a], § 1 et 3) : 

T H É O R È M E . — i) Si V est une représentations de de Rham, alors V est de 

Hodge-Tate ; Visomorphisme BDR®K DdR(V) —• BdR®Qp V est strictement 

compatible aux filtrations (i.e., pour tout i G 1, l'image de Fill(BdR ®K 

DdR{V)) est (FiïBiR) (K®KD) et DHT(V) syidentifie à gr (DdR(V)). 

ii) La catégorie R e p ^ T ( G ) (resp. R e p ^ ( G ) ) est une sous-categorie 

tannakienne de Rep(G) et la restriction de D_HT (resp. D_dR) à cette catégorie 

est une ®-foncteur exact et fidèle. 

La dernière assertion signifie en particulier que : 

i) si V\ et V2 sont de de Rham, V\ ® V2 l'est aussi et l'isomorphisme de 

if-espaces vectoriels D_dR(V\) ®K U_dR(V2) — • DdR(Vi ® V2) est strictement 

compatible aux filtrations ; 

ii) si V est de de Rham, la représentation duale V* l'est aussi et 

DdR(V*) s'identifie, en tant que A'-espace vectoriel filtré, au dual de DdR(V) ; 

iii) si 

0 —> V ' —>V —>vn — • Ü 

est une suite exacte courte de representations p-adiques et si V est de de 

Rham, V et V" le sont aussi et, dans la suite exacte courte 

0 —> DdR(V) — » üdR(V) DdR(V") — + 0 , 

les morphismes sont strictement compatibles aux filtrations. 
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3.9. — Remarques 

i) Le fait que BHT est G-régulier peut se voir directement : la 

condition (G-Ri) (BHT est réduit) est claire; la condition (G-R2) (injectivité 

de &B{V)) se démontre (cf. [Se67], § 2) comme dans le cas où l'anneau B est 

un corps (n° 1.6.2); pour (G • # 3 ) , on voit, comme au n° 3.6, que l'on est 

ramené à vérifier que l'image de l'inertie est finie dans toute représentation 

C-admissible de dimension 1, ce qui est plus facile que le cas général (cf. 

[Sen73] et [Sen80]). 

ii) Comme BHT et BdR sont des if-algèbres, toute représentation qui 

est potentiellement de Hodge-Tate (resp. de de Rham) est de Hodge-Tate 
(resp. de de Rham). 

iii) Il existe des représentations qui sont de Hodge-Tate sans être de de 

Rham. La différence entre ces deux types de représentations est bien comprise 

dans le cas "ordinaire" : voir [Exp.IV]. 

iv) Une représentation p-adique V de dimension 1 est de Hodge-Tate 

si et seulement si elle est de de Rham, ou encore si et seulement s'il existe 

i G Z et un sous-groupe ouvert J du groupe d'inertie tel que tout g G J opère 

sur V par multiplication par (K®K 

v) Avec les notations utilisées ci-dessus, on voit qu'une représentation 

p-adique V est i?#x-admissible si et seulement si elle est de Hodge-Tate, i.e. 

que (BnT)aig = (BHT)aig- On voit aussi qu'il existe un sous-anneau CHT de C 

tel que (BnT)aig = CHT[^ ^ - 1 ] ; °n prendra garde que l'inclusion CHT 3 Caig 

est stricte (i.e., il existe des représentations de Hodge-Tate qui en sont pas 

isomorphes à des sommes directes de tordues par des puissances du caractère 

cyclotomique de représentations C-admissibles). 

4. — Les (<p, iV, G r )-modules filtrés 

4 .1 . — Les (E, r ) - m o d u l e s 

4 .1 .1 . — Soient E un anneau commutatif et T un groupe (noté 

multiplicativement) opérant sur E (de façon compatible avec la structure 

d'anneau). 
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On appelle (1?, r ) -module la donnée d'un F-module M muni d'une action 

semi-linéaire de T. Autrement dit, notons E[F] la F-algèbre qui est le E-

module libre de base les 7 , pour 7 E T, la multiplication étant définie par 

( E a 7 7 ) • ( E & 7 7 ) = E ( S 7 l 7 2 = 7 a 7 l 7 i ( 6 7 2 ) ) • 7 . 

Alors un (E, r ) -modu le n'est rien d'autre qu'un £7[r]-module à gauche et ces 

modules forment une catégorie abélienne (lorsque T opère trivialement sur E, 

celle-ci n'est autre que celle des représentations ^-linéaires de T). 

4.1.2. — Dans cette catégorie, on a des notions de produit tensoriel 

et de hom interne (qui, en général, dépendent vraiment du couple (E,T), et 

pas seulement de l'anneau E[T]) : soient M et N deux (J51, r ) -modules , 

i) le E'-module sous-jacent au produit tensoriel M ®N est le produit 

tensoriel des l î-modules sous-jacents, l'action de T étant donnée par 

1{d ® d') = yd® 7<i', s i 7 G T, d e M, d'e N . 

ii) le .E-module sous-jacent à H o m ( M , N) est celui des applications 

2?-linéaires de M dans N, l'action de T étant donnée par 

(iri)(d) = iMy-Hd))).. S I 7 e T, 77 G Hom ( M , i V ) , deM. 

4.1.3. — Le produit tensoriel et le hom interne satisfont les propriétés 

"usuelles". En particulier, E, muni de l'action structurale de T, est un ob je t -

unité (i.e., pour tout (E,T)-module M , M <g> E ~ E ® M ~ M ) ; en 

outre, si M * = HomfM, E) est le contragrédient ou dual de M , alors 

Hom ( M , TV = M*®N. 

4.1.4. — Lorsque E est un corps, on note R e p £ , ( r ) la catégorie des 

(1?, r ) -modules dont le E'-espace vectoriel sous-jacent est de dimension finie. 

C'est une catégorie tannakienne E^-linéaire, qui n'est pas neutre en général. 

4.2. — Les ((p, A ,̂ G/v)-modules 

On note A"o le corps des fractions des vecteurs de Witt à coefficients 

dans le corps résiduel k de K. On se donne une extension galoisienne (pas 
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nécessairement finie) L de K contenue dans K ; on note kL son corps résiduel, 

L0 l'extension maximale non ramifiée de K0 contenue dans L et a le Frobenius 

absolu sur LQ (i.e. l'unique automorphisme continu induisant x i — • xp sur 

ki) ; on pose GL/K = Gsl(L/K) et GL = Gal(K/L). 

4.2.1 . — On appelle (<£>, AT, G ^ / ^ - m o d u l e la donnée d'un L0_espace 

vectoriel D muni 

i) d'une application injective, a-semi-linéaire 

ccp : D —• D , 

ii) d'un endomorphisme Lo~linéaire 

N : D—• D , 

m ) d'une action semi-linéaire de GL/K-

On impose entre ces données les relations de compatibilité suivantes : 

a) on a N(p = pcpN ; 

b) pour tout q G Gt ik, on a q<p = et gN = Ng. 

Les (y?, A7", G^ / /^ -modules forment, de manière évidente, une catégorie Qp-

linéaire. 

4.2.2. — On appelle dimension d'un (<p, AT, Gj^/^)-module la dimen-

sion du Lo-espace vectoriel sous-jacent. 

On dit qu'un ((p, N,GL/K)-module est discret si l'action de GL/K est 

discrète (i.e., si, pour tout d G D, {g G GL/K \ gd = d} est ouvert dans 

GL/K) 

On note Mod(y>, A^G/-,/fr-) la sous-catégorie pleine de la catégorie des 

(y>, AT, G /^ / f )-modules dont les objets sont les modules discrets de dimension 

finie. On voit que c'est une catégorie abélienne Qp-linéaire. 

Si D est un objet de cette catégorie, la fmitude de la dimension de D 

sur Lo et la relation N(p = p(pN impliquent que l'action de N sur D est 

nilpotente. 

4.2.3. — Remarque : Soient r0 le groupe engendré par deux éléments (p 

et U avec la relation Ucp = (pUp et YL/K le produit direct T0 x GL/K 5 celui-ci 

opère sur LQ (si r,s G Z, g G GL/K et À G L0, on a (Ur(ps,g)(\) = as(g\)). 
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On voit, avec les notations du n° 4.1.4, qu'en posant U = exp(iV), 

on peut identifier la catégorie Mod((^, N,Gt./K) a la sous-catégorie pleine 

de Rep^. (TL/K) dont les objets sont ceux sur lesquels l'action de U est 

unipotente et celle de GL/K est discrète. 

4.2.4. — La catégorie Mod(y?, JV,Gr/k-) est une sous-catégorie tan-

nakienne de Rep^ (TL/K)> Concrètement, Lo, sur lequel ip opère comme cr, 

N comme O et GL/K de façon naturelle est un objet-unité; si Di et D2 

sont deux ((p,N,Gr/K)-modn\es discrets, le Ln-espace vectoriel sous-iacent 

à Di ® D2 (resp. H o m f P i , D<>)) est Dx ®Lo D2 (resp. CLo(DuD2)) et, si 

di G Du d2 e D2, (K®KD)(K®KD)FD ( L > I , £ > 2 ) , alors 

(p(di<S)d2 )=(pdi ® c?d2, N(d1®d2)=Nd1®d2 + d1®Nd2, g(d1®d2) =gd1®gd2, 

tandis que 

(¥»7)(di)=¥> (K®KD)WXV ( i V i / ) ( d 1 ) = i V ( f / ( d 1 ) H (Nd1Ugr,)(d1)=g^ wv(K®KD) 

4.2.5. — Soient L' une extension galoisienne de A" contenant L, 

GL'/L = Gal(Lf/L) et / l ' / l le groupe d'inertie 

Si D est un (y?, AT, G£/A-)-module discret, D' = L'0 ®L0 L> a une structure 

naturelle de (<p, AT, G/-,//<-)-module discret : avec des notations évidentes, on a 

(p(X ® d) = aX® (pd, N(X ® d) = À (8) iVd, (/(À ® d) = gX® gd . 

On voit que Di—• D définit un <g)-foncteur de Mod((^, iV, GL/K) dans 

Mod(<^, iV,G£/ /A)- On vérifie facilement que ce foncteur est pleinement fidèle 

et induit une (^-équivalence entre Modf^,N%GLjK) et son image essentielle; 

et que cette dernière s'identifie à la sous-catégorie pleine de Modfy , AT, GLt/K) 

formée des D' sur lesquels ïv /L opère trivialement (un quasi-inverse est donné 

par (K®KD) (D, )Gl ' / l ) -
En particulier, si VIL est non ramifiée, le foncteur D i — • D' est une 

(^-équivalence. 

4.2.6. — Lorsque L = A', on a GL/K — 1, il n'y a Pas d'action de Galois, 

et on dit "(c?, AH-module relatif à IC (ou même "(c?, N)-module") au lieu 
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de u(<p,N,GL/K\ -module ; on remarque que cette notion ne depend que de 
k (et non de K). 

On s'intéresse particulièrement aux (<£>, N, G K) -modules, i.e. au cas où 

L = K. Soit Ii le groupe d'inertie de l'extension K/L. Un ( i p , N,GK)~ 

module semi-stable sur L est un (92, iV, C?A')-module discret sur lequel 

IL opère trivialement2. Le foncteur D 1—• D°L induit une (^-équivalence 

entre la catégorie des (9?, N, G K) -modules semi-stables sur L et celle des 

(<P,N,GL/K) -modules discrets. 
Comme l'action du groupe d'inertie IK sur un (y?, N, G/f)-module discret 

D de dimension finie, est discrète et linéaire, elle se factorise à travers un 

quotient fini; on en déduit qu'il existe une extension finie galoisienne L de 

K contenue dans K sur laquelle D est semi-stable. Autrement dit, en un 

sens naturel, la catégorie Mod(<p, N,Gk) s'identifie à la limite inductive des 

Mod((/?, N,Gr./k). pour L parcourant les extensions finies galoisiennes de K 

contenues dans K. 

4.2.7. — Un (92,G^/^)-module discret est un (<£>,TV,Gx/^-module 

discret sur lequel N = 0; les (<p, G^ / /^ -modules discrets de dimension finie 

forment une sous-catégorie tannakienne de celle des (92, iV, G^ /^ ) -modu les 

discrets de dimension finie. Lorsque L = K, on parle de (^-module relatif à 

K (ou tout simplement de (^-module). On dit qu'un (<£>, GA-)-module discret 

a bonne réduction sur L s'il est semi-stable sur L (et on a donc une ® -

équivalence entre (<£>, GA-)-modules discrets de dimension finie ayant bonne 

réduction sur L et (</?, GL/K)-modules discrets de dimension finie). 

4.3. — Modules filtrés 

On conserve les notations du n° précédent. 

4.3 .1 . — Si D est un ((p, iV, G^ /^ ) -modu le , l'action de TV (resp. GL/K) 

se prolonge par linéarité (resp. semi-linéarité) à DL = L®L0 D. On note DK 

le sous-A'-espace vectoriel de DL formé des éléments fixes par GL/K (qui est 

2 cette notion garde un sens lorsque l'on ne suppose plus l'extension L de K 

contenue dans K galoisienne. 
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donc muni d'une action naturelle de TV). 

Il résulte du théorème 90 de Hilbert que l'application naturelle de L®KDK 

dans DL est toujours injective et est bijective si et seulement si l'action de 

GL/K sur D est discrète (ce qui est bien sûr le cas si L/K est finie). 

4.3.2 . — Nous appelons (</?, TV, G£/A)-module filtré la donnée d'un 

(9?, TV, Gx/A-)-module D et d'une filtration (FilîDL)iez, indexée par Z , de DL 

par des sous-L-espaces vectoriels stables par GL/K, décroissante (FUÎ+1DL C 

FWDL), exhaustive {\jFiVDL = DL) et séparée (DFÎVDL = 0) . 

Cette filtration en induit une autre, (Fi^Dj^ieii sur DK- Lorsque l'action 

de GL/K est discrète, on a FÎPDL = L®K FU%DK ; autrement dit, la donnée 

d'une filtration stable par GL/K sur DL équivaut à la donnée d'une filtration 

sur DK-

4.3.3. — Les ((£>, TV, G£/A-)-modules filtrés forment une catégorie : un 

morphisme 

n : Di —>D2 

est un morphisme des (y>, TV, G^ / /x)-modules sous-jacents tel que, si l'on note 

VL :DuL —^D2,L 

l'application L-linéaire déduite de 77 par extension des scalaires de LQ à L, 

alors 77£< [FU'DUL) C FillD2r. 

On note MFLfK(cp, N) la catégorie des (y>, TV, G^//^ )-modules filtrés 

discrets de dimension finie (i.e. la sous-catégorie pleine de la précédente 

dont les objets sont ceux dont le (<£>, TV, Gx /A) -modu le sous-jacent est discret 

de dimension finie). 

Cette catégorie est additive et même Qp-linéaire, mais n'est pas abélienne. 

Elle a des noyaux et des conoyaux : le (92, TV, G^/A')-module sous-jacent 

au noyau (resp. conoyau) de 77 est le noyau D' (resp. le conoyau D") du 

morphisme des (<£>, TV, G £ / /^-modules sous-jacents; en particulier DFL (resp. 

D'I) est le noyau (resp. conoyau) de T\L et la filtration sur D'L (resp. DF[) est la 

filtration induite par celle de D\^L (resp. D2,L)- On voit que Coimrj — • I m 7 7 

est un isomorphisme si et seulement si TJL est strictement compatible aux 
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filtrations, i.e. si 

r¡(FiVD1%L) = ri{DUL)n FillD2,L, pour tout i G Z . 

En particulier, on a des notions naturelles de suite exacte courte, de 

sous-objet et de quotient. Si D est un objet de MFLjK((p, AT), si D' est un 

sous-objet de D dans la catégorie des (y>, N, G£ /# ) -modules et si D" = D/D', 

alors D' et D" ont une structure naturelle de (<£>, A7", G £ / /^ -modules filtrés : 

le L-espace vectoriel DFL = L ®L0 D' (resp. D"L — L ®£0 D") s'identifie à 

un sous-L-espace vectoriel (resp. un quotient) de DL et on le munit de la 

filtration induite par celle de DL- La suite 

0 — • D' —> D—• D" — + 0 

est exacte (i.e. D' est un noyau de D —D" et Z } " un conoyau de D' —> D). 

Toute suite exacte courte est "isomorphe" à une suite de ce type. 

4.3.4. — La catégorie MFLjK(ip< N) est munie d'un produit tensoriel 

et d'un hom interne : si D et D' sont deux objets de cette catégorie, le 

(<£>, AT, G£/A-) -module sous-jacent à D®D' (resp. Hojn(Z}, £) ' ) ) est le produit 

tensoriel (resp. le hom interne) des (92, AT, G^/^-)-modules sous-jacents; on a, 

bien sur, (D®D')L = DL ® L D'L (resp. (Hom(L> ,L> ' ) )L = CL(DL,D'L)) et 

Fiï(D®D')L = E 
i+j' = i 

Fil1 D L 2>FiV D'L, 

Fili(E.om(D,D'))T. = {ri:DL v D'L I t}(Fil>DL) C Fil*+3D'r, Vj € Z } . 

Ces notions vérifient les propriétés "usuelles" (se méfier cependant que 

l'on n'est pas dans une catégorie abélienne). En particulier Lo, vu comme un 

objet-unité dans la catégorie des (99, A7', G^//( ')-modules, porte une structure 

d'objet-unité dans MFLjK(ip, N) : il suffit de définir la filtration sur L ®£0 

Lq = L par 

FiVL = fi 

L si i < 0, 

0 si ¿ > 0. 

On peut également définir le contragrédient ou dual d'un (<P,N,GL/K)-

module filtré D comme étant D* = iom( D,L0). 
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4.4. — Modules filtres faiblement admissibles 

4 .4 .1 . — Soit D un objet de MFLtK(<p,N) de dimension 1 : 

i) si v est la valuation de LQ normalisée par v(p) = 1, si d est un 

élément non nul de D et si <pd = Àd, alors v(X) est indépendant du choix de 

d ; on le note (K®KD) 

ii) on note tjj(D) le plus grand z G Z tel que FillDi ^ 0. 

Soit D un (</?, TV, G^ / A ' ) -modu le filtré discret de dimension finie. Si r = 

d i m D , ArD est un facteur direct de la puissance tensorielle r-ième de Z? et a 

donc une structure naturelle d'objet de MFLj/(-(y?, N). On pose 

tN(D) = tN(ArD) et tH(D) = tH(ArD) 

Bien sur, le premier entier ne dépend que de 1 action de (p sur D tandis que 

le second ne dépend que de la filtration sur DK-

Si, pour tout a G Q, on note DA la partie de D de pente a pour l'action 

de (p (cf., par exemple, [Be75], p. 316), on a 

tiv(D) = E 
dfdf 

d i m L o Da) • Q 

tandis que 
(K®KD) E 

z'ez 
(dimA-gr'DA') • ¿ • 

Il en résulte que TN et tfj sont additives, i.e. si 

0 — • D' — • D —.£>" — • 0 

est une suite exacte courte de MF Il K (K®KD)² on a 

tN(D) = tN(D') + tN(D") et (K®KD) = tH(D') + tH(D") • 

4 . 4 . 2 . PROPOSITION. — Soit D un objet de MFLjK{y*N). Les conditions 

suivantes sont équivalentes : 
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i) on a tfj(D) = tN(D) et, pour tout sous-objet D' de D, tH(D') < 

tN(D') : 

ii) on a t}j{D) = tN(D) et, pour tout quotient D" de D, tH{ D") > 

tN(D"). 

Preuve : Cela résulte immédiatement de ce que tjj et tjy sont additives. 

4.4.3. DEFINITION. — Un ((p,N, GL/K)-module filtré faiblement admissible 

est un ( cp, N, GL i K)-m°dule filtré discret de dimension finie qui vérifie les con-

ditions équivalentes de la proposition précédente. Nous notons MFf L/ K ((p,N) 

la sous-catégorie pleine de la catégorie de MF Lj K(<p, N) dont les objets sont 

ceux qui sont faiblement admissibles. 

4.4.4. PROPOSITION. — La catégorie MFf

L^K((p,N) est abélienne et le 

noyau (vesp. le conoyau) d'un morphisme dans cette catégorie coïncide avec le 

noyau fresp. le conoyau) de ce morphisme dans la catégorie des (<p,N\GL/K)~ 

modules filtrés. En outre 

i) le dual D* d'un (<p, iV \GL/K)~ m °dule filtré faiblement admissible 

est faiblement admissible ; 

ii) pour qu'un sous-objet D' fresp. un quotient D"), dans la catégorie 

des ((p, N,GL/K)~m°dules filtrés, d'un objet D de MF^K(cp, N) soit faible-

ment admissible, il faut et il suffit que tjj(D') = tj\f(Df) (vesp. que tff(D") = 

tN(D")); 

m) si 

o — > D' —y D (K®KD) —>0 

est une suite exacte de (< ,̂ iV, Gl/K)~m°dules filtrés discrets, et si deux d'entre 

eux sont faiblement admissibles, il en est de même du troisième. 

Il s'agit d'une généralisation de la proposition 4.2.1 de [Fo79], et la même 

démonstration, qui est très facile, s'applique. 

4.4.5. CONJECTURE. — Le produit tensoriel de deux ((c+p,N,GL/K)~m°dv>les 

filtrés faiblement admissibles est faiblement admissible. 
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S il en est ainsi, MFJ

L^K(}p, N) est une catégorie tannakienne. Cette con-

jecture est impliquée par la conjecture 5.6.9 (cf. infra qui dit essentiellement 

que tout objet de cette catégorie "provient d'une représentation galoisienne"). 

Dans le cas particulier où iV = 0 sur les deux modules considérés, cette conjec-

ture a été démontrée par Laffaille ([La80]) lorsque p est une uniformisante de 

L et par Faltings sans hypothèse sur L. Il est probable que la démonstration 

de Faltings s'étend au cas général. 

4.4.6. — Remarque : Si D est un (<£>, iV, Gy2/A')-module filtré discret 

de dimension finie, on peut définir le polygone de Newton PN(D) de D 

comme le polygone de Newton du F-iso-cristal sous-jacent et le polygone 

de Hodge PH(D) de D comme le polygone associé à la filtration de D/ , 

(cf., par exemple, [Fo79], n° 4.3). On peut montrer (même démonstration que 

la prop. 4.3.3 de op. cit.) que D est faiblement admissible si et seulement 

si d'une part PH(D) et PN(D) ont mêmes extrémités et d'autre part, pour 

sous-objet D' de D (dans la catégorie MFLfK(<p*N))% le polygone PH{D') 

est au-dessous de PN(D'). 

4.4.7. — Soit L' une extension galoisienne de K contenant L. 

Les constructions du n° 4.2.5 s'étendent sans difficulté : l'extension des 

scalaires définit un ®-foncteur de MFLjK((cp, N) dans MFL,jx(cp* N), qui 

induit une 0-équivalence entre MFL/K(cxp. N) et la sous-catégorie pleine de 

MFL,/K(CP, N) formée des D' sur lesquels le groupe d'inertie Ij^i/L opère triv-

ialement; l'image par ce foncteur d'un objet D de MFL/K(<p,N) est faible-

ment admissible si et seulement si D l'est déjà. 

4.4.8. — Lorsque L — K, on dit (^ , iV)-module filtré (relativement 

à K s'il y a risque de confusion) au lieu de (99, N, l ) -module filtré et on 

pose MFK{<p,N) = M£K/K(<p,N) et MFjK(<p,N) = MFf

K/K(<p,N); on 

appelle (<£>, iV)-modules filtrés faiblement admissibles (sous-entendu : 

relativement à K) les objets de cette dernière catégorie. 

De même, un (^-module filtré (relatif à K) est un (<£>, iV)-module filtré 

pour lequel N = 0. On note MFK(np) = MFK/K(cv) (resp. MFf

K(<p)) la 

sous-catégorie pleine de MF_K(<p, N) (resp. MFfK(<p, N)) dont les objets sont 
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ceux sur lequels N = 0. Les objets de MJrK(ip) sont les (^-modules filtrés 

faiblement admissibles3. 

On dit qu'un objet D de MFjK/K (ip,N) est semi-stable sur L4 si le 

{<ptN)~ module sous-jacent l'est. Lorsque N = 0, on dit aussi que D a bonne 
réduction sur L. 

4.4.9. PROPOSITION . — Supposons L/K finie. Soient D un objet de 

MFLjK(cp, N) et A l'objet de MFL((p< N) que Von obtient en oubliant l'action 

de GL/JÇ. Alors D est faiblement admissible si et seulement si A l'est. 

Preuve : Notons M la classe des objets M de MFL(<p, N), de dimen-

sion finie, tels que pour tout sous-objet M' de M , tff(D') < tw(Df). 

L'appartenance à M est stable par sous-objet et somme directe finie. 

Il est clair que la condition est suffisante. Montrer qu'elle est nécessaire 

revient à vérifier que si D est un objet de MF LjK(}p* N) tel que, pour 

tout sous-Lo-espace vectoriel D' de D stable par (p, N et GL/K-, ON A 

tti{D') < tjv(D'), alors la même propriété est vraie pour tout sous-Lo-espace 

vectoriel stable par (p et A7', mais peut-être pas par GL/K-

Sinon, soit D' un contre-exemple minimal (on a donc ttf^D') > tiv(D'), 

mais tout sous-objet propre de Df dans MFL(ip% N) appartient à M). 

Soit D'sat = E 
iecL/K 

g(D'). Il est clair que D'sat est stable par y?, N et GL/KJ 

d'où tn(Dfsat) < t]s[(D'sai). Soient gl5 g2,..., gr des éléments de GL/K tels que 
(Ksat = Z 

l<i<r 
9i (Df) et que l'entier r soit minimal. Soit D\ (resp. D2) le noyau 

(resp. la coimage), dans la catégorie MFL(<p< AQ, du morphisme naturel 

®i<i<r9iD') 
— > 

(Ksat 

On a une suite exacte courte 

0 —• Di V ®\<i<rgi i<r9iD') £ > 2 ^ 0 , 

3 la catégorie MFfK((p) est notée MFfK dans [Fo79], n° 4.1.4. 
4 cette notion garde un sens lorsque l'on ne suppose plus l'extension L de K 

contenue dans K galoisienne. 
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et on a tw(D2) = tN(D'sai), tandis que tjj(D2) < tH{D'sai), ce qui fait 

que tn{D2) < t?j(D2). D'autre part, pour 1 < i < r, notons D'1 le plus 

petit sous-objet de gi(D') (dans MFL((p,N)) contenant l'image de Di (via 

la projection de ®gj(D') sur gi(D')). La minimalité de r implique que 

D- ^ ff.(D') donc, puisque gi(D') ~ D7 (en tant qu'objet de MFL(<p,N))< 

que Di G A l ; on a donc ®D'{ e M et Di e M, d'où tH(D1) < tN(Di). Les 

propriétés d'additivité de tu et tN implique d'une part que tu{®gi{D')) = 

M - D i ) + < ^ ( £ > 2 ) < M A ) + tN(D2) = tN(®gi(D')) et d'autre part que 

tH(®9i(D')) = r-tH(Df) > r-tN(D') = tN(®gi(D')), d'où une contradiction. 

4.4.10. — Remarque : Soient P le complété de l'extension maximale 

non ramifiée KNR de K contenue dans K et P la fermeture algébrique de P 

dans le complété de K. Alors le corps des fractions Po de l'anneau des vecteurs 

de Witt à coefficients dans le corps résiduel k de K est aussi le complété de 

l'extension maximale non ramifiée A'o de A ô contenue dans K. 

Si D est un objet de MFj7fK(<p< N), D = Pq OKO D est muni, d'une 

manière évidente, d'une action de y?, N et Gk et D-p — P ®pQ D est muni 

d'une filtration. Si D est discret, on peut le récupérer à partir de D : c'est le 

sous-Ko -espace vectoriel de D formé des d qui sont fixés par un sous-groupe 

ouvert de Gk- La condition d'admissibilité faible peut se lire sur D aussi bien 

que sur D , et l'on obtient ainsi une (^-équivalence entre MF^^^(cp^N) et 

une catégorie convenable d'objets tels que D. Lorsque l'on se restreint aux 

objets pour lesquels N = 0, cela fourni une (^-équivalence entre MF^^K((p) 

et la catégorie notée MPFFK dans [Fo79], n° 7.3.4. 

5. — Représentations semi-stables et potentiellement semi-

stables 

Dans le cas particulier des représentations cristallines et potentiellement 

cristallines (qui correspondent du côté (</?, iV)-modules filtrés au cas où N = 0) 

la plupart des résultats de ce paragraphe sont contenus dans [Fo79]. Les 

démonstrations dans le cas général étudié ici sont souvent pratiquement 

identiques. Nous les reproduisons ici pour la commodité du lecteur. 
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Dans toute la suite, on pose G = GK. 

5.1. — Les foncteurs ]Dcris et D_si 

5.1.2. — On renvoie à [Exp.II] pour la définition des anneaux Bcr{s 

fn° 2.3) et Bst (n° 3.1). On choisit 

i) (cf. loc. cit., n° 3.2.2) une valuation v : K —» Q et on note N 

l'opérateur de monodromie sur Bst associé à v ; 

ii) (cf. loc. cit., n° 4.2) un prolongement G-équivariant log : K* —• K 

du logarithme usuel sur le groupe des unités de l'anneau des entiers de K et 

on note t : Bsi —• BdR le i?crî-5-plongement qui lui est associé. Sauf mention 

explicite du contraire, on utilise i pour identifier Bsi à une sous-£crî-5-algèbre 

de BdR. 

Rappelons que l'homomorphisme de if-algèbres, 

tk :K®K0 Bst BdR , 

déduit de i par extension des scalaires est injectif ([Exp.II], n° 4.2.4). 

Plus généralement, pour toute extension finie L de K contenue dans K, 

l'homomorphisme de L-algèbres IL : L®Lq Bst —» BdR déduit de £ par exten-

sion des scalaires est injectif (il suffit d'appliquer ce qui précède en remplaçant 

K par L). 

5.1.2. PROPOSITION. — i) On a (Bcris)G = (Bst)G = K0. 

ii) Les ( Q o , G)-anneaux Bcris et Bst sont G-réquliers. 

Preuve : Il est clair que A"0 C (Bcris)G C (Bst)G C (BdR)G et on sait 

([Exp.II], n° 1.5.7) que (BdR)G = K. L'égalité K0 = (Bcris)G = (Bst)G 

résulte de l'injectivité de LK. 

Comme BdR est G-régulier, cette injectivité, compte-tenu de la proposi-

tion 1.6.5, ramène la démonstration de (ii) à vérifier que, si b G Bcris (resp. 

Bsi) est un élément non-nul tel que la Qp-droite engendrée par b est stable 

par G, alors b est inversible, ce qui résulte du lemme suivant : 

5.1.3. L E M M E . — i) Le corps des fractions PQ de Vanneau des vecteurs de 

Witt à coefficients dans le corps résiduel k de K s'identifie à un sous-corps 

de Bcr{s. 
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ii) Soit t G Bcris un générateur de Z p ( l ) . Pour qu'un sous-P0-espace 

vectoriel A de dimension 1 de Bsi soit stable par G, il faut et il suffit qu'il 

existe i G Z tel que A = Pot* 

Preuve : Avec les notations utilisées dans [Exp.II], on voit que k s'identifie 

au corps résiduel de R; donc W(R) contient W(k) et le sous-anneau 

W(R)[l/p] de Bcris contient W(k)[l/p] = P0. 

Quitte à remplacer K par son composé avec Po, on peut pour prouver (ii) 

supposer le corps résiduel de K algébriquement clos, i.e. que Po = Ko (on a 

aussi Lo = Ko pour toute extension L de K contenue dans K). 

Soit b un générateur de A . Quitte à multiplier b par t~\ pour un entier i 

convenable, on peut supposer que b G B+dR et b 0 FillB+dR. Soit 6(b) l'image 

de b dans C. Le Ao~espace vectoriel 6( A ) engendré par 0(b) est de dimension 1 

et stable par G et il est donc contenu dans K (cf., par exemple, 3.3, remarque 

(ii)). L'action de G sur 0(A) se factorise donc à travers Ga l (L /A ' ) où L est 

une extension finie galoisienne convenable de A , donc une extension finie de 

Ko- Comme la restriction de 0 à A est injective, il en est de même de l'action 

de G sur A , donc aussi sur la sous-A'o-algèbre Po(b) de Bst. Mais alors Ko(b) 

doit être isomorphe à une extension de Ko contenue dans L et le fait que 

L ®Kn Bst (C BdR) soit intègre implique que b G A q . 

5.1.4. — Pour toute représentation p-adique V de G, on pose 

Vieris^ y)=ÜBcris1 V)=(Bcris ®Qp V)G et Dst(V)=DBJB) (V)=DBJB)gfg+ 

On dit que V est cristalline (resp. semi-stable) si V est J5crîS-admissible 

(resp. P5t~admissible). On note Rep (G) (resp. Rep^f (G) ) la sous-catégorie 

pleine de Rep(G) dont les objets sont les représentations cristallines (resp. 

semi-stables). C'est une sous-catégorie tannakienne de Rep(G) (prop. 1.5.2). 

5.1.5. — Soient k le corps résiduel de A , k et Po comme au n° 5.1.3, P 

le complété de l'extension maximale non ramifiée de K contenue dans A^, P 

la fermeture algébrique de P dans le complété G de K. Alors P est un corps 

complet pour une valuation discrète et P une clôture algébrique de P. Le 

groupe G a l ( P / P ) n'est autre que le groupe d'inertie IK de l'extension A / A . 

156 

156 J.-M. FONTAINE

ASTÉRIQUE 223



EXPOSÉ III : REPRÉSENTATIONS P-ADIQUES SEMI-STABLE: 

En outre, les anneaux Bcris et Bsi relatifs à l'extension P/P s'identifient aux 

anneaux du même nom relatifs à K/K ([Exp.II], rem. (d) du n° 4.2.5). 

Si Gk = Gal(&/&), pour tout entier n > 1, H°(Gk,k) = k et 

H1(Gk,GLn(k)) est trivial; on en déduit facilement (cf., par exemple, [Se89], 

lemma, p . 111-33) que H°(Gk,P0) = Ko et Hlcont(Gk,GLn(Po)) est trivial. 

Autrement dit, pour tout P0~espace vectoriel de dimension finie A muni d'une 

action semi-linéaire et continue de G*., l'application naturelle 

Po ®K0 A gk > A 

est un isomorphisme. 

La proposition suivante en résulte : 

PROPOSITION. — Pour qu'une représentation p-adique V de GK soit 

cristalline fresp. semi-stable), il faut et il suffit que V le soit en tant que 

représentation du groupe d'inertie IK = G a l ( P / P ) . 

5.1.6. — Soit V une représentation p-adique de G. L'action de <p sur 

Bcris munit Dcris(V) d'une structure de y-module relatif à K (n° 4.2.7), 

tandis que celle de (p et de N sur Bst munit Dst(V) d'une structure de ( y , N)-

module relatif à K (n° 4.2.6). L'inclusion de Bcris dans Bst identifie DcrijV) 

au noyau de la multiplication par N dans DST(V). 

L'injectivité de l'application LK • K ®K0 Bsi —> BdR permet d'identifier 

DSÎ(V)K = K ®K0 DST(V) à un sous-A-espace vectoriel de DDR(V). On 

peut donc munir DSI(V)K de la filtration induite par celle de DDR(V), ce 

qui permet de considérer DST comme un foncteur de la catégorie Rep(G) 

dans MFK((p<N) (n° 4.4.8). De la même façon D_CRIS est un foncteur de la 

catégorie Rep(G) dans MFK(w) (et, pour toute représentation V, DCRIS(V) 

s'identifie au sous-objet de DST(V) dans MF_K(ip, N) qui est le noyau de N). 

5.1.7. — Si V est une représentation p-adique de G de dimension d, 

on a dimA-0 Dst(V) (resp. dim/^ DdR(V)) < d) et V est semi-stable (resp. de 

de Rham) si et seulement si l'on a l'égalité. Si V est semi-stable, on a donc 

D_ST{V)K = D_DR(V) et V est de de Rham. De la même manière, on voit que 

si V est cristalline, alors V est semi-stable, on a DST(V) = DCRIS(V) (avec 

N = 0) et Dcris(V)K = DDR(V). 
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Compte tenu du théorème 3.8, le résultat suivant est alors évident : 

T H É O R È M E . — On a les inclusions 

Rep cru 
(G)C Rep 

st 
[G) C Rep 

dR 
G) C Rep(G) 

ou chaque catégorie est une sous-categorie tannakienne de la suivante. En 

outre, 

i) si V\ et V2 sont deux représentations semi-stables fresp. cristal-

line), Visomorphisme naturel de Ko-espaces vectoriels D_st(V\)®KQD_st(V2) —• 

RM ® V2) {xeSV.Dcris{V1,) ®Ko Dcris{V2) -> Dcris(V1i ® V2)) induit un 
isomorphisme des objets de MFK(cp, N) (resp. MF K((p)) correspondants; 

ii) si V est une représentation semi-stable (vesp. cristalline), Viso-

morphisme naturel de K0-espaces vectoriels Dst(V*) —> (D_st(V))* induit un 

isomorphisme des objets de MF_K(ip,N) (vesp.MF((p)) correspondants; 

iii) si 

0 —+ V —• V — V" — • u 

est une suite exacte courte de representations p-adiques et si V est semi-

stable /resp. cristalline) la suite exacte courte de K^-espaces vectoriels 0 —» 
(V)=DBJB) Dst(V) - Dst(V") - 0 (resp. 0 —• Dcris(V) (V)=DBJB) 

RcrisiV") - 0) induit une suite exacte courte des objets de MFK(<p,N) 

(vesp. MEK((p)) correspondants. 

5.2. — L'influence du choix de la valuation et du logarithme 

5.2.1 . — La structure de ((p, N)-module filtré sur Bst dépend du choix 

d'une valuation sur K et de celui d'un logarithme sur K*. Soient v et vq deux 

valuations de K à valeurs dans Q, v0 étant la valuation telle que Vo(p) = 1, 

et log et log0 deux logarithmes sur K*, G-équivariant s, log0 étant tel que 

logo(p) = 0. 
La A'o-algèbre Bsi munie de l'action de G et de (p ne dépend pas des choix 

faits. L'action de N et le plongement de K®KQ Bsi dans BdR en dépendent : 

- Posons v(p) — a(e Q) et notons N (resp.iVo) l'opérateur de 

monodromie sur Bst associé à v (resp. vq). On a N — a • Nq. 
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- Posons log(p) = c(G K) et notons i (resp. ¿0) le plongement de 

K <S>K0 Bsi dans BdR induit par log (resp. log0). Notons encore NQ l'unique 

K ®KQ PCr25_dérivation de K ®K0 Bsi qui prolonge NQ. L'application 

v : K ®Kq Bsi • 
(V)=DBJB) 

qui envoie b sur E 
ddx0 

[cn/n\) - No(b), est un automorphisme de la K <S)K0 Bcris~ 

algèbre K (&K0 Bst qui commute à l'action de G. On vérifie facilement que 

¿ = ¿001/. On en déduit que si, pour tout r G Z, on pose 

Filr0{K®KoBst) = iôx(FilrBdR) et FiV(K®KoBst) = r\FiVBdR) , 

on a Filr(K®Ko Bst) = v-1(Filr0(K®KoBst)). 

5.2.2. — Si V est une représentation p-adique de G?, la structure de 

(y , AQ-module filtré sur Dst(V) dépend aussi du choix de la valuation et du 

logarithme, i.e. des éléments a G Q* et c G K définis ci-dessus. 

Si Do (resp. D) est le (y , iV)-module filtré Dsi(V) correspondant au choix 

de vo et log0 (resP- v et log), il est facile de décrire D à partir de Do : en tant 

que A-espace vectoriel, D s'identifie à D0 (et donc DK = K®K0 D s'identifie 

aussi à K ®K0 DQ) et, avec des conventions évidentes, 

- on a <p = (po et N = clNQ ; 

- si l'on note encore NQ l'endomorphisme du -espace vectoriel DK 

déduit de NQ par extension des scalaires et si l'on appelle v l'automorphisme 

t . 
n>0 

(cn/n!) • Nn de DK, pour tout r G Z, on a FilrDK = v'1 (Filr0DK). 

5.2.3. — Si V est comme ci-dessus, la structure de ( y , A ) - m o d u l e de 

D = Dst(V) ne fait par intervenir le choix de log et ne dépend donc que du 

choix de v. La classe d'isomorphisme de D comme ( y , iV)-module est 

indépendante de ce choix. En effet, pour tout n G Z, soit J 0 [ n ] la partie 

de D qui est la somme directe des parties de D de pente G [n,n + 1 [ (pour 

l'action de (p). On a 

D (V)=DBJB) 

si, avec des notations évidentes, / est l'endomorphisme du A^-espace vectoriel 

D qui est la multiplication par a n sur D[nj, on voit que / commute a (V)=DB 
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tandis que, comme N(D[n]) C £>[n_i], foN0 = Nof; l'application / est done 

un isomorphisme de Do sur D pour la structure de (cp) iV)-modules. 

En revanche, il est facile de voir que la classe d'isomorphisme de Dst(V) 

comme (<£>, iV)-module filtré dépend en général aussi bien du choix de la 

valuation que de celui du prolongement du logarithme usuel. 

5.2.4. — Soient V une représentation p-adique de G qui est de de 

Rham et DK le i f-espace vectoriel filtré DdR(V). Supposons V semi-stable. 

Le choix de v et de log permet de munir DK d'un opérateur de monodromie 

N : DK DK qui est K-linéaire nilpotent et d'une K0-structure D stable 

par N et munie d'un Frobenius (p. Si l'on change v et log, on voit que, 

avec des conventions évidentes, on aJV = aNo et, si v est l'automorphisme 

y 
n>0 

( c " /n ! ) • Nfî de DK, on a D = u(D()) et •p = V O (f0 O V . 

5.3. — Le foncteur V_st 

5.3.1. — L'anneau BST a une structure naturelle de (cp, N, G)-module 

filtré (la filtration sur (BSÌ)K — K ®K0 BST est celle qui est induite par 

l'inclusion IK de (BSÌ)K dans BdR)-
Si V est une représentation p-adique de G, Bsi ® Q P V est de manière 

naturelle un ((p, N, G)-module filtré : si b G Bst et v G V , on a N(b (g v) = 

Nb (g v, (p(b (g v) = (pb (g v, #(& (g) v) = gb ® gv pour tout g G G ; on a 

(Bst(g K)AT = (Bst)K ®Qp F et F*7»"(BA< (g y)A- = (FU^Bs^K) ® Q P V , pour 

tout i G Z. 

5.3.2. —Si D est un (y>, AQ-module filtré, le produit tensoriel Bst®D dans 

la catégorie des (99, A7")-modules filtrés est de façon naturelle un ((p,N,G)~ 

module filtré (on a g(b®d) = gb®d pour # G G, b G Bsi, d E D) et on peut 

définir 

(V)=DB = H o m ^ ^ - m o d .fil. [K0,Bst®D) 

(où i£o est vu comme Pobjet-unité de MFK(ap,N)). On voit que Vst(D) 

s'identifie au sous-Qp-espace vectoriel de Bst ®Ko D formé des v tels que 

Nv = 0, <pv = v et 1 (g i; G Fil°(Bst ®D)K. Il est stable par G. 

On peut considérer Vst comme un foncteur de la catégorie des (cp,N)-

modules filtrés dans celle des Qp[G]-modules. 
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5.3.3. — Disons qu'un (y , 7V)-module filtré D est admissible s'il 

existe une représentation semi-stable V et un isomorphisme de Dst(V) sur D. 

Notons MF^((p, N) la sous-catégorie pleine de MF_K(ip,N) dont les objets 

sont ceux qui sont admissibles. 

5.3.4. — Reprenons les notations du n° 5 . 1 . 5 . Si D est un (cp,N)-

module filtré relatif à K, A = Po ®K0 D a une structure naturelle de ( y , i V ) -

module filtré relatif à P . Compte-tenu du n° 5 . 1 . 5 , la proposition suivante est 

immédiate : 

PROPOSITION. — Soit D un ((p, N)-module filtré relatif à K de dimension 

finie. Alors D est admissible si et seulement si PQ ®K0 D Vest. 

5 . 3 . 5 . T H É O R È M E . — ï) Soit V une représentation p-adique semi-stable. 

L'isomorphisme naturel de Bsi-modules 

Bst »Ao Dst(V) Bst ® Q P V 

induit un isomorphisme des structures de (y , N)-modules filtrés sous-jacentes. 

ii) Comme sous-catégorie pleine de MF,A<P,N), MFar?(<p,N) est 

stable par facteur direct, somme directe, produit tensoriel, dual; c'est une 

catégorie tannakienne sur Qp. 

iiï) La restriction du foncteur Dst à la catégorie R e p ^ ( G ) est pleine-

ment fidèle et induit une ^-équivalence entre R e p ^ ( G ) et MF^((p, N) ; la 

restriction de V^si à MFa^((p, N) est un quasi-inverse. 

iv) Dans la catégorie MFaK (cp, N), tout morphisme est strictement 

compatible aux filtrations. 

Preuve : L'assertion (i) résulte facilement de l'assertion (z) du théorème 3 . 8 . 

Les autres assertions se déduisent facilement du fait que, si V est une 

représentations p-adique semi-stable et si D = Dst(V)^ alors V_st(D) 

s'identifie à V. Pour le voir, on utilise (ï) pour identifier le (y , iV, G ) -

module Bst ® D à Bsi ® V. Mais {BSI)N=o — Bcris ([exp.IIl, n° 3 . 2 . 3 ) , donc 

(Bst®D)N=0 = [Bst®V)N=0 = Brri*®V: on a aussi Bcris) LÛ=1 H. Fil°BdR = 
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cp ([Exp.II], th. 5.3.8) done 

Vst (D) = ({Bcris) tp=l ®V)n (Fil BdR ® V) = V . 

5.3.6. PROPOSITION. — Soit D un ((p,N)-module filtre de dimension finie. 

Les assertions suivantes sont équivalentes : 

(i) D est admissible ; 

(ii) l'application naturelle 

ßü : Bsi 
(V)=DBJB) (D) _> B s t ®Ko D 

est un isomorphisme de (<P,N,G) -modules filtres. 

Preuve : (i) => (ii) car, si l'on identifie D à Dst(V), pour une 

représentation semi-stable V convenable, alors V_st(D) s'identifie à V et /3p 

est l'inverse de l'isomorphisme naturel de Bst (g) D_st(V) sur Bsi (g V (cf. th. 

ci-dessus). 

(a) = • ( i) car si l'on pose V = V_st(D), (3d induit, en prenant les éléments 
fixes par G, un isomorphisme de (<p, N, G)-modules de D_si(V) sur D. Mais 

alors, la dimension sur K0 de Dsi(V) est égale au rang du B ^ - m o d u l e libre 

Bst®QpV , c'est-à-dire à dimq V , donc V est semi-stable et D est admissible. 

5.3.7. — Il est parfois commode d'utiliser une description contravariante 

de cette équivalence de catégories. Si, pour toute représentation p-adique V 

de G, on pose D_li(V) = HOÏÏIQ p [ (2](V,B s t ) , on voit que D*t(V) s'identifie à 

UstiV*); de même, si, pour tout (y>,7V)-module filtré D , on pose V_*si(D) = 

Hom^jvj-mod.fiiX-Dï-Bfit), ¥.*st(D) s'identifie à V_st(D*). En particulier, la 

restriction du foncteur D*st à R e p ^ ( G ) induit une anti-équivalence entre cette 

catégorie et MF"*bp, N) et la restriction de V*8i à MF°£(<p, N) est un quasi-

inverse. 

5.4. — A d m i s s i b i l i t é et admiss ibi l i té faible 

5.4.1. — Soit x GK —> Z* le caractère cyclotomique. 
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PROPOSITION. — i) Soit V une representation p-adique de G de dimension 

1. Les conditions suivantes sont éauivalentes : 

a) V est cristalline : 

b) V est semi-stable ; 

c) il existe i £ l tel que le groupe d'inertie 1% opère sur V via x% • 

ii) Soit D un (cp^N)-module filtré de dimension 1. Les conditions 

suivantes sont équivalentes : 

a) D est admissible, 

b) D est faiblement admissible, 

c) on a tfj(D) = ttf(D). 

Preuve : Les propositions 5.1.5 et 5.3.4 ramènent la démonstration au cas 

où le corps résiduel k de K est algébriquement clos, ce que nous supposons 

dans la suite. L'assertion (i) résulte alors de la partie (ii) du lemme 5.1.3. 

Quant à l'assertion ( n ) , il est clair que (b) et (c) sont équivalents. D'après (z), 

si D est admissible, il existe i G Z tel que D ~ Dst(Qp(i)) = D_cris(Qp(i)). 

Si t est un élément non nul de Q p ( l ) , Dst(Qp(i)) est le A"o~espace vectoriel 

de dimension 1 engendré par d = t~l ® t1. On a (pd = p~ld, Nd = 0 et 

1 (8) d G Fil'1 - Fil-**1, donc tN(D) = tH(D) = -t", d'où (a) (c ) . Enfin, 

on vérifie facilement que, pour tout z G Z, tout (y , A r ) -module filtré D de 

dimension 1 vérifiant ^ A T ( D ) = tn(D) = — i est isomorphe à Dst(Qp(i)), d'où 

(c) = > (a). 

5.4.2. PROPOSITION. — i) Tout (y , N)-module filtre admissible est faible-
ment admissible. 

ii) Si D est un (tp,N)-m,odule filtré admissible, les sous-objets de L 

dans MF^((p, N) sont les sous-objet de D dans MF^((p, N) (autrement dit, 

les sous-(y , iV)-modules filtrés admissibles de D sont les sous-Ko -espaces 

vectoriels D' stables par (p et iV, avec D'K muni de la filtration induite, tels 

que (V)=DBJB)fhjk² 

Preuve : Montrons (z) : Soit D un (y , iV)-module filtré admissible. Il résulte 

facilement du théorème 5.3.5 que, pour tout entier r > 0, le ( y , iV)-module 
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filtré ArD est admissible. Si m est la dimension de D , l'admissibilité de A m D 

implique que tjj(D) = tpf(D). Si maintenant D' est un sous-(</?, AQ-module de 

D , de dimension r, alors A r D ' est une droite de A r D , stable par (p et N (en fait 

contenu dans le noyau de AT) ; si l'on munit D'K de la filtration induite par celle 

de DK, on &tH(ArD') = tH(D') et tN(ArD') = tN(D'). Posons j = tN(D') et 

supposons que tjj(D') > j . Soit A le ((p, A^)-module filtré de dimension 1 dont 

le (cp, Af)-module sous-jacent est ArD', avec FiPAK = AK et FiP+lAK = 0. 

L'identité sur A 7 1 ! ) ' induit un morphisme de (<p, AQ-modules filtrés admissibles 

A — • A r D . 

Celui-ci doit être strictement compatible aux filtrations (th. 5.3.5) et on doit 

donc avoir tjji D')=j. 

L'assertion (ii) résulte facilement du lemme élémentaire suivant déjà énoncé 

dans [Fo79] (lemme 4.5.3) : 

5.4.3. L E M M E . — Soient B un anneau commutatif et E un sous-corps de B. 

Soient V un E-espace vectoriel et X = B ® £ V . Soit X' un sous-B -module 

libre de rang fini r de X. Pour que X' soit rationnel sur E (i.e. pour que X' 

provienne par extension des scalaires d'un sous-E-espace vectoriel de V), il 

faut et il suffit que Ar

BX'', identifié à un sous-B-module libre de rang 1 de 

Ar

BX soit rationnel sur E. 

5.4.4. — Conjecture : Il me semble raisonnable de conjecturer 

que tout (<£>, A^-module filtré faiblement admissible est admissible, i.e. que 

MFax((p<N) = MFf

K((p<N). Lorsque AT = 0, on retrouve la conjecture que 

tout (^-module filtré faiblement admissible est admissible ([Fo79], n° 5.2.6, 

question 1). 

On dispose de résultats partiels en faveur de cette conjecture : soit D un 

(V)=DB -module filtré faiblement admissible. On sait que D est admissible en 

particulier dans chacun des cas suivants : 

i) D est "ordinaire" et ou bien le corps résiduel k est fini, ou bien 

K = Ko (cf. fExp.IVl), 

ii) K = K0, N = 0 et il existe i tel que FIÏDK = DK, Fili+VDK = 0 

([FL82]), 
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iii) \K : K<A < v - 1, N = 0 et il existe i tel que FÍVDK (V)=D 

Fili+2DK = 0 ([La80]). 

5.5. — Le cas des représentations cristallines 

5.5.1. — L'anneau Bcris est le noyau de l'opérateur N : Bsi —-• Bst et 

les représentations cristallines sont les représentations semi-stables V telles 

que N = 0 sur J2 s t (V) . En faisant N = 0, les résultats des n° 5.4 et 5.5 se 

transposent au cas particulier des représentations cristallines. 

C'est ainsi que l'anneau ^3cris est de manière naturelle un (y , G)-module 

filtré. De même, pour toute représentation p-adique V et tout y-module filtré 

Z), Bcris ®QP V et Bcris ®Ko D ont une structure naturelle de ( y , G)-modules 

filtres. 

On définit un foncteur V_cris de la catégorie des y-modules filtrés dans celle 

des Qp[G]-modules en posant, pour tout y-module filtré D 

V • 
— c r i s 

(D) = Hom^-mod .fil [K0,Bcris®D) = 

{v G Bsi <g) D I (fiv = v et 1 ® v e Fil0 (Bcris ® D)K} . 

Si D est un «^-module filtré, on peut le considérer comme un (<a, JV)-module 

filtré avec TV = 0 et V.-Ì-(D) = Vsi(D). 

5.5.2. — Disons qu'un y-module filtré D est admissible s'il est 

admissible en tant que (y , 7V)-module filtré avec N = 0. Cela équivaut à dire 

qu'il existe une représentation cristalline V et un isomorphisme de Dst(V) sur 

D. Notons MFax((p) ou MF!K la sous-catégorie pleine de MFK((p) dont les 

objets sont ceux qui sont admissibles. 

Il résulte du théorème 5.3.5 que 

i) si V est une représentation p-adique cristalline, l'isomorphisme 

naturel de Bcris-modules 

Bcris ®A'o D-cris (V) ¥ BCris (V)=D y 

induit un isomorphisme des structures de (y , G)-modules filtrés sous-

jacent es; 
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ii) que, comme sous-catégorie pleine de MFK((p), MFadk^((p) est stable 

par facteur direct, somme directe, produit tensoriel, dual; c'est une catégorie 

tannakienne sur Qp ; 

iii) que la restriction du foncteur D_cris à la catégorie Repc^(G) est 

pleinement fidèle et induit une (^-équivalence entre R e p c ^ ( G ) et MF^((p), 

la restriction de V_cris à MF^((p) étant un quasi-inverse; 

iv) que, dans la catégorie M F " / ( y ) , tout morphisme est strictement 

compatible aux filtrations. 

5.5.3. — De même, il résulte de la proposition 5.4.2 

i) que tout ^-module filtré admissible est faiblement admissible ; 

ii) que, si D est un (^-module filtré admissible, les sous-objets de D 

dans MFaft((p) sont les sous-objets de D dans MF •K M . 

5.6. — Représentations potentiellement semi—stables 

5.6 .1 . — Lorsque l'on remplace le corps K par une extension finie L 

de K contenue dans A", les notions et l'étude des représentations p-adiques 

de GK qui sont de de Rham, cristallines ou semi-stables se transposent aux 

représentations p-adiques de GL- Le corps BdR (resp. l'anneau Bcr{s, resp. 

Bst) relatif à l'extension K/L n'est autre que le corps BdR (resp. l'anneau 

Bcris, resp. Bst) relatif à l'extension K/K (cf. [Exp.II], n° 1.5.6 et le (d) du 

n° 4.2.5). En particulier, en appliquant 5.1.2 à l'extension L/K, on voit que 

(Bst)GL = Lo et que le (Qp, G^-anneau Bcris est G^-régulier. 

On peut donc appliquer les résultats du n° 1.8 en prenant pour Ti l'ensemble 

des sous-groupes ouverts de G. On dit qu'une représentation p-adique y de G 

est potentiellement semi-stable si elle est potentiellement J35*-admissible 

relativement à 7ï. On note Rep^ (G) la sous-catégorie pleine de Rep (G) 

dont les objets sont les représentations potentiellement semi-stables. C'est 

une sous-catégorie tannakienne de Rep 
dR 

(G). 

5.6.2. — Remarque : Je ne connais pas d'exemple de représentation 

p-adique F de G qui est de de Rham sans être potentiellement semi-stable 

(voir n° 6.2.2 ci-dessous). 
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5.6.3. — Soit L une extension finie de K contenue dans K. Toute 

représentation p-adique V de G définit par restriction, une représentation 

p-adique de GL et on peut définir 

Q.dR,L (V) = (BdR®Qv V)°L, D BJB)cv xvc (Bcris ®Qv V) LK 
et 

üsUL 
fV) = (Bst ®an V) GL 

L'inclusion naturelle de L®LQD_stL(V) dans DdR(V) permet de considérer 

DstL(V) comme un (y , 7V)-module filtré sur X, et DcrisL(V) s'identifie au 

y-module filtré sur L qui est le noyau de N agissant sur DstLAV). 

Lorsque l'extension L/K est galoisienne, le groupe GL/K opère sur la si-

tuation. Le A-espace vectoriel filtré D_dR(V) s'identifie à DdRL(V)GL^K et 

DstL(V) devient un (y , iV, G^/A ' ) -module filtré (n° 4.3.2). On peut con-

sidérer, de manière naturelle, D_st L comme un foncteur additif de Rep (G) 

dans MLL/K(<p,N). 

5.6.4. — Pour toute représentation p-adique V de G, on note D_psi(V) 

la limite inductive des D_si ^ ( V ) , pour L parcourant les extensions finies de 

K contenues dans K. On peut considérer D t comme un foncteur additif de 

Rep(G) dans la catégorie MF-^^K((p, N) des (y , iV, G)-modules discrets de 

dimension finie. 

Si V et L sont comme ci-dessus, o n a Dst,L (V) = L 
•psi 

(V)G^. 

5.6.5. — Soit L une extension finie galoisienne de K contenue dans K. 

Pour tout objet D de MFLjK(}p,N), le groupe G opère sur Bst ®Lq F> (on a 

g(b ®b) = gb® gd, si g G G, b G Bst et d G D) et 

¥-st,L (D) = {v G Bst ®Lo D Nv = 0, <pv = v et l®veFil°(Bst®D)L} 

est stable par G. On peut donc considérer V_si L comme un foncteur additif 

de MFL/K(cp<N) dans la catégorie des Q p [G]-modules. 

On dispose de même d'un foncteur additif de MF^jK(ip,N) dans la 

catégorie des Q p [G]-modules : si D est un objet de MF-j?,K((p,N)< G opère 

sur Bst ® â „ D et 

Vvst(D) = {v e Bai ®Yn D I Nv = 0, LOV = v et 1 ® v G Fil°\ Bst ® D)w] 
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est stable par G. 

5.6.6. — On dit qu'un objet D de MF-jy/K((f:N) est admissible 

s'il existe une représentation p-adique V potentiellement semi-stable et un 

isomorphisme de Dpsi(V) sur D. On note MF$/K(ViN) la sous-catégorie 

pleine de MF^jK(v>,N) dont les objets sont ceux qui sont admissibles. 

5.6.7. — L'énoncé suivant est une conséquence immédiate des résultats 

des n° 5.1, 5.3 et 5.4 : 

T H É O R È M E . — i) Si V est une représentation p-adique de G, on a 

dim-^ Dpst(V) < dimQp V avec l'égalité si et seulement si V est potentielle-

ment semi-stable ; 

ii) si V est une représentation p-adique potentiellement semi-stable, 

V est de de Rham et le K-espace vectoriel filtré D^niV) s'identifie à (-K"®#0 

Dpst(V))G. 

iii) si V est une représentation p-adique potentiellement semi-stable, 

Visomorphisme naturel de Bsi-modules 

Bst ®T<0 Dps (V) > BJB) V 

induit un isomorphisme des structures de (<£>,iV, G) -modules filtrés sous-

jacentes ; 

iv) comme sous-catégorie pleine de MF-^jK((p, N), MFj£jK(<p, N) est 

stable par facteur direct, somme directe, produit tensoriel, dual; c'est une 

catégorie tannakienne sur Qp ; 

v) la restriction du foncteur D_pst à la catégorie R e p ^ ( G ) est pleine-

ment fidèle et induit une ®-équivalence entre R e p ^ ( G ) et MFadK/K((p,N), 

la restriction de V_pst à MF^.JC((p, N) étant un quasi-inverse ; 

vi) tout (y?, TV, G)-module filtré admissible est faiblement admissible ; 

vii) si D est un ((p, N, G)-module filtré admissible, les sous-objets de D 

dans MF_^/K((p,N) sont les sous-objets de D dans M F L K / K Jy,N). 
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5.6.8. — Remarques : i) Soit L une extension finie de K contenue dans 

K. Disons qu'une représentation p-adique y de G est semi—stable sur L si 

dim£,0 DSTL(V) = dimQp V et notons Rep5/ L(G) la sous-catégorie pleine de 

Rep(G) formée des représentations semi-stables sur L. On voit que, si V est 

semi-stable sur L, V est semi-stable sur toute extension finie L' de L contenue 

dans K et que Rep (G) est la réunion des R e p ^ L(G) Pour L parcourant les 

extensions finies de K contenues dans A . 

ii) De même, si L/K est de plus galoisienne, disons qu'un objet D de 

MFLjK(ip,N) est admissible s'il existe un objet V de R e p ^ £ (G) et un 

isomorphisme de D_SIL(V) sur D. Notons MFaLd/K((p, N) la sous-catégorie 

pleine de MFL/K((p, N) dont les objets sont ceux qui sont admissibles. Alors 

MFaLd/K((p,N) est stable par produit tensoriel et se trouve être une sous-

catégorie stable par sous-objet et quotient de MF^K((p, N). La restriction 

de Dst,L a ^eP5* L ( ^ ) mcmit une (^-équivalence entre cette catégorie et 

MF?LiK(ip,N) et la restriction de YLst,L est un quasi-inverse. 

Si V est une représentation p-adique potentiellement semi-stable, V est 

semi-stable sur L si et seulement si DPST(V) est semi-stable sur L (cf. n° 4.2.6). 

Il s'identifie alors à A"0 ®L0 Sisi L(V). Le foncteur 

D l • K0 ® L 0 D 

induit une équivalence entre la catégorie MFaLd id^P* ^) et la sous-catégorie 

pleine de MF^^K(cp,N) formée des D tels qu'il existe une représentation 

p-adique V semi-stable sur L et un isomorphisme de DPST(V) sur D. 

iii) En remplaçant BSI par Bcris, on obtient la notion de représentation 

potentiellement cristalline : pour tout représentation p-adique V de G, on pose 

DCRISL(V) = (Bcris ® Q P V)GL si L est une extension finie de K contenue 

dans K et D ris(V) = \im .ind.DcrisL(V). On dit qu'une représentation 

p-adique V de GK a bonne réduction sur L (resp. est potentiellement 

cristalline si dimLo DCRISL(V) (resp. dim^o DPCRIS(V)) = dimQp V. Il revient 

au même de dire que V est une représentation semi-stable sur L (resp. 
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potentiellement semi-stable) telle que N = 0 sur DsiL(V) (resp. D_pst(V)). 

Pour qu'une représentation V soit potentiellement cristalline, il faut et il 

suffît qu'il existe L tel que V ait bonne réduction sur L. La sous-catégorie 

pleine Keppcris(G) de Rep(G) formée des représentations potentiellement 

cristallines est une sous-catégorie tannakienne ; le foncteur Dpcris induit une 

^-équivalence entre R e p ^ ^ ( G ) et la sous-catégorie pleine MF^^K(<p, N) 

de MF-^iK((p, N) formée des (9?, G)-modules filtrés admissibles (qui 

sont les (9?, N, G)-modules filtrés admissibles sur lesquels N = 0). Tout 

((p, G)-module filtré admissible est faiblement admissible. La restriction du 

foncteur V_ cris qui, à tout (9?, G)-module filtré D associe le sous -Qp[G]-

module de Bcris <S>j^0 D formé des d tels que <pd = d et dont l'image dans 

BdR ®7f0 D = BdR ®K ®-^o D)G est dans le Fil0, est un quasi-inverse. 

iv) On prendra garde (cf. n° 5 . 2 . 3 ) que, si V est une représentation 

p-adique potentiellement semi-stable, la structure de (99, AT, G)-module filtré 

sur D_psi{V) dépend, en général, du choix de la valuation v et du prolongement 

log du logarithme usuel. Il en est de même de sa classe d'isomorphisme, ce 

qui fait qu'il se pourrait que la catégorie MF^^K((p, N) aussi (voir toutefois, 

la conjecture ci-dessous). 

En revanche, il résulte facilement des considérations développées au n° 5 . 2 . 3 

que la classe d'isomorphisme de D t(V)9 en tant que (<p,N,G)-

module, est indépendante de ces choix. 

5 . 6 . 9 . C O N J E C T U R E . — On a MF^/K(<p*N) = MFLK/K(cj^N), autrement 

dit tout (ip,N, G)-module filtré faiblement admissible est admissible. 

La validité de cette conjecture équivaut à celle du n° 5 . 4 . 4 non seulement 

pour K mais pour toute extension finie L de K contenue dans K. 

6. — Applications à la cohomologie 

Nous ne donnons ici qu'un très bref aperçu. Outre les articles originaux, 

le lecteur souhaitant avoir une idée des techniques utilisées consultera avec 

profit l 'exposé [1190] 
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6.1. — Théorèmes de comparaison p-adique 

6.1.1. — Si X est une variété propre et lisse sur K, les groupes 

d'hypercohomologie (H'DLR(X))RN^M du complexe de de Rham ft'X/K ONT 

une structure naturelle de if-espaces vectoriels filtrés de dimension finie; 

tandis que les groupes de cohomologie étale p-adique (H^X-JT, Q P ) ) M Ç N (où 

XT = X®Kz H%{XY,qv) = qv ® l p l i m . p r o j ,neNHXt(X^2/pnl)) sont 

munis d'une action naturelle de G = Gal(K/K) qui en font des objets de 

Rep(G) . 

6.1.2. — Conjecturé dans [Fo82a], le résultat suivant a été prouvé par 

Faltings ([Fa89])5 : 

T H É O R È M E . — Pour tout m G N et toute variété propre et lisse X sur K, 

m peut définir un isomorphisme de BdR-espaces vectoriels, compatible avec 

]a filtration et Vaction de G, 

BDR ®K H m 
dR (X) ~ BdR ® Q P H ni 

et 
BJB)BJB) 

Autrement dit, la représentation p-adique H^AX-JT. Qv) est de de Rham et le 

K-espace vectoriel filtre et H^iX) s identifie a DdR( BJB)BJB)g,j 

En outre l'isomorphisme construit par Faltings est fonctoriel en X et en 

K; il commute aux cup-produits, aux applications cycles et à la dualité de 

Poincaré. 

6.1.3. — L'isomorphisme ci-dessus induit un isomorphisme sur les 

gradués associés. Celui-ci s'énonce : 

T H É O R È M E . — Pour tout m G N et toute variété propre et lisse X sur K, 

on peut définir un isomorphisme de BHT -espaces vectoriels, compatible avec 

la araduation et Vaction de G, 

BHT ®K h Tí HO DEE (X) ~ BHT ® Q P H m 
d BJB)BJB) 

5 du moins dans le cas de bonne réduction. Il y a un point obscur dans 

la preuve de CdR et il n'est pas clair que la démonstration s'applique sans 

hypothèse restrictive. 
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(où Hft0àge(X) = © o < z < m ^ ï m l(X,QlXjK)). Autrement dit, la représentation 

p-adique H^AX-r?, Q p ) est de Hodge-Tate et le K-espace vectoriel gradué 
U m 
^Hodee 

(X) s'identifie à D_HT(. (X,QlXjK)) . 

Tout comme le précédent, cet isomorphisme est fonctoriel (en X et en 

A ) et commute aux cup-produits, aux applications cycles et à la dualité de 

Poincaré. 

Conjecturé par Tate ([Se68]), ce résultat a été démontré dans de nombreux 

cas particuliers ([Ta67], Raynaud in [B08O], [Fo82b], [BK86], [FM87], [Hy88]) 

puis par Faltings ([Fa88])6. 

6.1.4. — Pour toute variété propre et lisse X sur A', appelions modèle 

entier de X ou modèle de X sur OK la donnée d'un schéma propre X sur 

l'anneau des entiers OK de K muni d'un isomorphisme de X ® K sur X. 

On dit que X a bonne réduction s'il existe un modèle entier X de X qui 

est lisse sur OK. Etant donné un tel modèle, on peut, pour tout m E N, 

considérer le A"0-espace vectoriel H™is(Xk) qui est le m-ième groupe de 

cohomologie cristalline de la fibre spéciale Xk = X®k. Il est muni d'une action 

semi-linéaire de (p et le théorème de comparaison entre cohomologie cristalline 

de Xk et cohomologie de de Rham de X ([Be74], [B078]) permet d'identifier 

A ®K0 H™is(Xk) à H™R(X) et munit donc H™ris(Xk) d'une structure de <p-

module filtré. Celle-ci est indépendante du choix du modèle lisse X de X sur 

OK ([GM87] ; autrement dit la A0-structure sur HmdR(X) qui est H™is(Xk) est 

indépendante du choix de X', ainsi que l'action de cp sur cette KQ-structure), 

ce qui nous permet, sans ambiguïté, de noter H™is(X) l 'objet de MFK(ip) 

obtenu. 

Conjecturé dans [Fo82a], démontré dans [FM87] lorsque K = A"0 et 

m < p — 1, le résultat suivant a été prouvé en toute généralité par Faltings 

([Fa89]) : 

T H É O R È M E . — Pour tout m G N et toute variété X propre et lisse sur K 

ayant bonne réduction, on peut définir un isomorphisme de Bcris-modules, 

compatibles avec l'action de (p, celle de G, et, lorsque l'on étend les scalaires 

6 voir la note précédente. 
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à BdR, avec la filtration 

Bcris <8>K0 n cris (X) ~ Bcris (H^(X^,Qp (H^(X^,Qp 

Autrement dit, la représentation p-adique H^(X^-^QP) est cristalline et 

H™IS(X) s'identifie à Dcris(H^(X^,Qp)), ou encore le (p-module filtré 

H™RIS(X) est admissible et H%(XT,QP) s'identifie à Vcris(H™IS(X)). 

Ici encore, cet isomorphisme est fonctoriel (en X et en A^) et commute aux 

cup-produits, aux applications cycles et à la dualité de Poincaré. Lorsque l'on 

étend les scalaires à BdR on retrouve l'isomorphisme du n° 6.1.2. 

6.1.5. — Disons qu'une variété X propre et lisse sur K a potentielle-

ment bonne réduction s'il existe une extension finie L de K telle que 

XL = l 0 l a bonne réduction. S'il en est ainsi, les résultats de Berthelot-

Ogus et Gillet-Messing rappelés ci-dessus nous permettent d'associer à X 

un (92,G)-module filtré H™RIS(X), discret et de dimension finie (si X est un 

modèle lisse de X®L sur l'anneau des entiers d'une extension finie galoisienne 

L de K contenue dans AT, le A'0-espace vectoriel sous-jacent à H™RIS(X) est 

Ko <S>L0 H™is(X ® o ù X ® & l est la fibre spéciale de X). Les propriétés 

de fonctorialité de l'isomorphisme du théorème précédent impliquent alors : 

T H É O R È M E . — Pour tout m £ N et toute variété X propre et lisse sur K 

ayant potentiellement bonne réduction, on peut définir un isomorphisme de 

Bcris-modules, compatible avec l'action de (p, celle de G, et, lorsque l'on étend 

les scalaires à BdR, avec la filtration, 

Bcris fkm ^pcris , A ) — BCris ®QPHTt(Xw,QP) . 

Autrement dit, la représentation p-adique H*£(X-jf,Qp) est potentiellement 

cristalline et H™ris(X) s'identifie à D is(H%(X-x, Qp)), ou encore le 
fdghmd -module filtré H™ris(X) est admissible et H%(X-rT,Qp) s'identifie à 

V 
J—vcris 

(H^(X^,Qp)), 

Comme les précédents, cet isomorphisme est fonctoriel et commute aux 

cup-produits, aux applications cycles et à la dualité de Poincaré. 
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6.2. — La conjecture de monodromie p-adique 

6 . 2 . 1 . C O N J E C T U R E Ç_PSI. — Soient m £ N et X une variété algébrique 

propre et lisse sur K. Alors la représentation p-adique i ï^(A-^r, Qp) est 

potentiellement semi-stable. 

C'est l'analogue p-adique du "théorème de monodromie ^-adique" de 

Grothendieck qui dit que, si £ est un nombre premier ^ p, alors l'action de 

l'inertie sur H^(X-JT, QP) est quasi-unipotente, i.e., il existe un sous-groupe 

ouvert du sous-groupe d'inertie IK de G qui agit de façon unipotente sur 
(H^(X^,Qp)), cf. [Exp.I], [Exp.VIII]). 

6.2.2. — Supposons le corps résiduel k de K fini. Comme on l'a vu dans 

l 'exposé I, le théorème de monodromie Sadique résulte simplement dans ce 

cas de ce que l'action de l'inertie est quasi-unipotente sur toute représentation 

^-adique de G. Grâce à Faltings, on sait que H^(XJT^QP) est de de Rham 

et on peut se demander s'il est vrai que toute représentation de de Rham 

est potentiellement semi-stable. Dans cette direction, Hyodo (non publié) a 

prouvé que si 

0 (H^(X^,Qp)), V —t V" —+0 

est une suite exacte courte de représentations de de Rham et si V et V" sont 

potentiellement semi-stables, alors V l'est aussi. Autrement dit, si la question 

posée a une réponse positive, il suffit de le vérifier pour les représentations de 

de Rham qui sont simples. 

Il se peut même que le fait que toute représentation de de Rham soit 

potentiellement semi-stable soit vrai sans supposer le corps résiduel fini. Je 

n'ai aucune raison sérieuse d'y croire ni de n'y pas croire! 

6.2.3. — Encore grâce à Faltings, on voit que, si la conjecture Ç_PST 

est vraie, il existe sur le A'-espace vectoriel H™R(X-JT) = K ®K Hdk(X) une 

Ko-structure H™T(X) munie d'une structure de (y , TV, G)-module discret de 

dimension finie. Il est tentant de conjecturer l'existence d'une théorie 

de cohomologie ( H ^ S I ( X ) ) M EM à valeurs dans les ( y , N , G ) - m o d u l e s 

discrets de dimension finie et d'un isomorphisme de comparaison, 
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G—équivariant 

K dsfg = m 
psi (X)~ H m 

dE ̂ ,Qp)), 

induisant la structure de {<p, iV, G)-module filtré sur H™si(X), l'isomorphisme 

de Faltings entre DdR{H^{X^r^Qp)) et H™R(X) induisant un isomorphisme 

de {<p,N,G)-modules filtrés entre Dpai(H^(X^Qp)) et H™st{X) (et donc 

aussi un isomorphisme G-équivariant entre y^pst{H™t{X)) et H*£(X-jç, Qp)) . 

L'objet de la fin du n° 6.2 est de donner une forme plus précise à cette 

conjecture et de discuter des cas connus. 

6.2.4. — Rappelons ([Ka88a]) qu'un log-schéma est un triplet formé 

d'un schéma Y , d'un faisceau en monoïdes commutatifs 5 sur Yét et d'un 

morphisme de S sur le monoïde multiplicatif sous-jacent au faisceau struc-

tural, le tout assujetti à vérifier des propriétés convenables. 

A tout schéma X sur Spec OK, on peut associer un log-schéma X\OG : 

le schéma sous-jacent est X et le monoïde est le sous-monoïde du monoïde 

multiplicatif sous-jacent à Ox formé des sections qui deviennent inversible 

dès que l'on rend p inversible. On a une notion de morphismes log-lisses de 

log-schémas {loc. cit.). 

Disons qu'un schéma X propre et lisse sur K a bonne log—réduction s'il 

existe un modèle entier X de X tel que le morphisme structural 

X\og> (Spec 0K)\og 

soit log-lisse. 

S'il en est ainsi, soit X\og^ la fibre spéciale de X\og au sens des log-schémas 

(de façon précise, si X\og = (X,Sx,p), si Xk est la fibre spéciale de X et si 

i : Xk —> X est l'immersion fermée correspondante, X\ogik est Ie log-schéma 

associé au pré-log-schéma {Xk, i*S#, i*(p)), cf. {loc. cit.) pour la notion de 

pré-log-schéma et de log-schéma associé). 

Le morphisme de log-schémas X\ogjk —» (Spec Ojï)\ogik est log-lisse (remar-

quer que le schéma sous-jacent à (Spec Oji)\og^k est Spec A:) et on peut alors 

définir la cohomologie cristalline à pôles logarithmiques du (Spec 0A')log,fc~ 

schéma à coefficients dans A'0 (cf. [Exp. V] ) . Pour tout m G N, H™crisjog(X\ogik) 

est un ifo-espace vectoriel de dimension finie qui a une structure naturelle de 
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(<P,N) -module. On dispose en outre d'un isomorphisme de comparaison 

(H^(X^,)), H m 
cris,log (<*íog,fc) ^ = m 

dR (X= 

qui permet de munir H™IS iog(^iog , fc) d'une structure de ( y , iV)-module filtré 

sur K . Il nous permet aussi de voir H™- X (^iog,Ar) comme un sous-KQ-espace 

vectoriel de H m 
dti 

.(X). 

6.2.5. — Remarque : Disons que X , variété propre et lisse sur K, a 

réduction semi-stable s'il existe un modèle X de X sur OK qui est semi-

stable, i.e. qui est, localement pour la topologie étale, isomorphe à 

Spec OK \t\, to, • • . , ts QpQpQpQpvvbfhjffh 

où r < s sont des entiers et 7r est une uniformisante de OK- Dans ce 

cas, X\OR —> (Spec0A')ioK est log-lisse et les techniques de Hyodo et Kato 

s'appliquent. 

6.2.6. — Il est raisonnable de conjecturer que l'analogue du résultat de 

Gillet-Messing rappelé au n° 6.1.4 reste vrai : 

CONJECTURE. — Soit X une variété algébrique propre et lisse sur K ayant 

bonne log-réduction et soient X et X' deux modèles entiers \og-lisses de 

X. Vus comme sous-Ko-espaces vectoriels de  m 
dR dsgfd H m 

cris, log r(-*Ìog,fc) = 
H m crzs,log v QpQpQp et cette identification est compatible avec Vaction de y et de 

N 

Lorsque cette conjecture est vérifiée, le (y , iV)-module filtré 

H rm 
crzs,log 

(̂ fiotr k) est indépendant du choix du modèle entier log-lisse et on 

le note H™(X). 

6.2.7. CONJECTURE. — Soient m G N; X une variété propre et lisse sur 

K ayant bonne log-réduction et X un modèle entier log-lisse de X. On peut 

définir un isomorphisme de Bst-modules, compatible avec Vaction de (p et de 

N, et, lorsque Von étend les scalaires à BdR, avec la filtration, 

QpQpQp H m 
cris, log ('flog,*:) = Bst <cd H m 

et 
QpQpQpQp 
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La véracité de cette conjecture pour tout modèle entier log-lisse X de X 

implique la conjecture précédente. On souhaite bien sûr, que l'isomorphisme 

obtenu lorsque l'on étend les scalaires à BdR soit celui construit par Faltings. 

Cela revient à dire que, lorsque l'on utilise l'isomorphisme de Faltings pour 

identifier H?R(X) à DdR( Hm ét(Xmét(XK,Qp))> HTAX) s'identifie, comme (<p,N)-

module, à (Bst ® Q P H^t(X^Qp))G. Autrement dit, la représentation 

i7^ (Aj - r , Qp) devrait être semi-stable et le (y>, iV)-module filtré 

H%(X) devrait s'identifier à D^H^XK^Qp)) (et par conséquent 

H?ÀXK,QP%) devrait s'identifier à vst (x))). 
6.2.8. — Un tel isomorphisme a été construit par Kato ([Exp.VI]) lorsque 

la dimension de A est < (p — l ) / 2 , du moins lorsque le modèle X est semi-

stable. 

6 . 2 . 9 . C O N J E C T U R E . — Soit X une variété propre et lisse sur K. Il existe 

une extension finie L de K telle que Xl = X ® L a bonne log-réduction. 

Une forme plus forte de cette conjecture consisterait à demander que X 

soit potentiellement semi-stable, i.e. qu'il existe une extension finie L de K 

telle que Xl ait réduction semi-stable. C'est vrai si X est une courbe ou 

une variété abélienne (cf. [ S G A 7 ] ) . Outre le fait que cette forme est peut-être 

trop optimiste, elle ne paraît pas très maniable car, si X est un modèle entier 

semi-stable de Xl sur Ol et si V est une extension finie de L, X ® Oy n'est 

en général pas semi-stable sur Ol1 (mais (X ® 0 L ' ) i o g (SpecOL')\og est 

log-lisse). 

6.2.10. — Si X est un modèle entier de A x , log-lisse sur (Spec 0z,)iog7 

et si V est une extension finie de L, alors (X ® Ol')\O% est log-lisse sur 

(SpecO^Oiog et H™ISXOG((X ® 0L) iog , fc ) s'identifie au ((p, iV)-module filtré 

sur V déduit par extension des scalaires de H™IS]OG(X\OG^)- Ceci joint aux 

conjectures 6 . 2 . 6 (pour toute extension finie de K) et 6 . 2 . 9 doit permettre 

d'associer à toute variété algébrique X propre et lisse sur K et à tout entier m 

un (<£, JV, G)-module filtré i J ^ ( A ) , discret et de dimension finie (si L est une 

extension finie galoisienne de K telle que Xl a bonne log-réduction, le groupe 

Gt/k opère de façon naturelle sur H™(Xl) qui devient un (<P,N,GL/K)-

177 

EXPOSÉ III : REPRÉSENTATIONS p-ADIQUES SEMI-STABLES 177

III.8

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2020



J.-M. FONTAINE 

module filtré et H™ST(X) est le (9?, TV, G)-module filtré déduit par extension 

des scalaires). 

En appliquant les discussions du n° 6 . 2 . 7 à une extension finie galoisienne 

L de K convenable, on voit donc que l'isomorphisme de Faltings devrait 

induire un isomorphisme de( cp iV, G ) -modules 

Bst ®K0 H m 
vst > {X) ~ BST ® Q „ {X) ~ BST ®Q„ 

autrement dit, la représentation H™T(X-jr, QP) devrait être poten-

tiellement semi-stable et H™T(X) devrait s'identifier à 

DPST(H%(XT,QP)) (ou encore le (^ ,7V,G ) -module filtré H£T(X) 

devrait être admissible et H^ÀX-TT, ©„) devrait s'identifier à 

V.t< (Tjm 
^pst (X))). 

6.2.11. — Remarque : Soient m G N et X une variété propre et lisse 

sur K. L'existence conjecturale du (y>, iV)-module filtré i î ™ t ( X ) , muni de 

l'identification de H^R(X) à ( Â O k o H ™ T ( X ) ) G K < implique, puisque l'action 

de N sur H^^X) est linéaire et commute à l'action de GK que N opère 

sur H™R(X). On voudrait pouvoir définir "directement" cet endomorphisme 

nilpotent du /^-espace vectoriel H™R(X) ; on devrait pouvoir y arriver eu 

utilisant des techniques rigides analytiques. On prendra garde toutefois que 

cet opérateur N dépend du choix d'une valuation v de K (cf. n° 5 . 2 . 4 ) . 

6.3. — Le cas des motifs 

6.3.1. — Il n'est pas dans notre intention de tenter de donner ici une 

définition de la catégorie des motifs (mixtes) sur K (cf. [De89], [Ja90] pour 

des commentaires généraux à ce sujet). 

A un tel motif mixte doit être associé (entre autres) sa réalisation p-adique 

HP(M) qui est un Qp-espace vectoriel de dimension finie muni d'une action 

linéaire et continue de G K et sa réalisation de de Rham qui est un A^-espace 

vectoriel filtré de dimension finie. On s'attend 

i) à ce qu'il existe un isomorphisme de comparaison 

BdR ® HdR ( M ) ~ BdR ®QP HP(M) , 
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compatible à l'action de G et à la filtration, autrement dit à ce que HP(M) 

soit de de Rham et à ce que HdR(M) s'identifie à DdR(Hp(M)) ; 

ii) mieux, à ce qu'il existe une "réalisation" Hpst{M) de M dans 

la catégorie des (<£>, JV, GR^-modules filtrés discrets de dimension 

finie, le i f-espace vectoriel filtré H H ni M) s'identifiant à {X) ~ BST„ HPst(M)] GK7 
et un isomorphisme de comparaison 

Bst Hpst(M) ~ Bst ® Q P HP(M) , 

compatible avec toutes les structures, autrement dit à ce que la représentation 

HP(M) soit potentiellement semi-stable et à ce que Hpst(M) s'identifie 

à D t(Hp(M)) (donc à ce que Hpsi(M) soit admissible et à ce que Hp(M) 

s'identifie à Vpsi (M))). 

Ceci conduit en particulier à la notion de motif "potentiellement semi-

stable" (resp. "semi-stable", "ayant bonne réduction", "ayant potentiellement 

bonne réduction" sur K) : il s'agit d'un motif M tel que la représentation 

Hp(M) est potentiellement semi-stable (resp. semi-stable, cristalline, poten-

tiellement cristalline) (conjecturalement, tout motif est donc potentiellement 

semi-stable). On prendra garde que, si X est une variété propre et lisse sur K 

qui a bonne réduction (resp. potentiellement bonne réduction, réduction semi-

stable), alors le motif M = H*(X) a bonne réduction (resp. potentiellement 

bonne réduction, réduction semi-stable (au moins conjecturalement dans ce 

dernier cas)), mais qu'il devrait être facile de construire des exemples mon-

trant que la réciproque est fausse en général. 

6.3.2. — L'isomorphisme de comparaison pose déjà un problème pour un 

"motif pur". Quitte à faire une "torsion à la Tate", les différentes réalisations 

de ce motif M apparaissent chacune comme un morceau de la réalisation 

cohomologique correspondante d'une variété propre et lisse convenable X sur 

K. Par exemple, Hp(M) s'identifie à un facteur direct de la représentation 

p-adique H^X-JT, Qp) et HdR{M) s'identifie à un facteur direct de HDR(X). 

Grâce à Faltings, Hp(M) est donc de de Rham et la question est de 

savoir si, dans l'isomorphisme de comparaison de Faltings, DdR(HJM)) C 
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®Q ®Q ®Q ®QV ®QV ®Q ®Q ®Q ®Q est bien HdR(M). 

Lorsque le motif est défini "à la Grothendieck" cela résulte de la compati-

bilité de l'isomorphisme de Faltings aux applications cycles. Dans la pratique, 

ce n'est pas toujours le cas et on est conduit soit à prouver que le motif donné 

est bien obtenu à partir de correspondances, soit à trouver un argument di-

rect. Ces deux approches ont été menées à bien dans le cas du motif associé 

à une forme modulaire ([Sc90], Faltings, non publié, voir cependant [Fa87], 

[Fa92a] et [Fa92b]), 

Plus généralement, si l'on sait que H^X-j-?, Qp) est potentiellement 

semi-stable, si l'on sait définir Hpst(X) et un isomorphisme Hpst(X) ~ 

D_psi(H£t(Xj7, QP)), on voudrait savoir dire quel est le morceau du (</?, iV, G)-

module Hpst(X) qui est Dpsi(Hp(M)). Dans le cas d'un motif associé à une 

forme modulaire de niveau premier à p les techniques de Scholl et de Faltings 

dont on vient de parler permettent de le faire. Un travail récent de Faltings 

([Fa92b]) doit permettre de s'affranchir de cette restriction sur le niveau. 

6.3.3. — Dans le cas général, si l'on veut être précis, on manque 

d'une bonne définition de la catégorie des motifs mixtes sur K. Toutefois 

certains résultats de Faltings sur la cohomologie des variétés ouvertes et 

sur la cohomologie "à coefficients" ([Fa90], [Fa92a], [Fa92b]) fournissent des 

exemples de représentations p-adiques qui sont de de Rham (et probablement 

aussi potentiellement semi-stables) et qui devraient être associées à des motifs 

mixtes sur K, mais pas toujours à des motifs purs. 

Enfin, les 1-motifs de Deligne ([De74]) sur K forment une catégorie bien 

définie, qui devrait être une sous-catégorie pleine de la catégorie des mo-

tifs mixtes sur K. Pour un tel 1-motif M , on sait définir sa réalisation 

Hntti(M) (cf. [Exp.VII], [Fo93]) et on dispose de l'isomorphisme de compara-

ison souhaité entre Vpst (Hpst(M)) et HJM) ([Fo93]). 
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Exposé I V 

R E P R É S E N T A T I O N S p - A D I Q U E S O R D I N A I R E S 

par Bernadette Perrin-Riou (avec un appendice par Luc Illusie) 

1. — Présentation 

1.1. — Soient k un corps parfait de caractéristique p , KQ un corps local 

complet de caractéristique 0 de corps résiduel fc, non ramifié sur Q p et K 

une extension finie de A ô totalement ramifiée sur Ko. On choisit une clôture 

algébrique K de K, une clôture algébrique k de k et on note GK le groupe 

de Galois de K/K. Soit IK le sous-groupe d'inertie de GK- On note a 

l'endomorphisme de Frobenius absolu sur KQ et sur k. On note Po le corps 

des fractions de W(k). 

Nous sommes intéressés ici dans un certain type de représentations p -

adiques de GK dites ordinaires et en leur description complète en termes de 

certains (9?, iV)-modules filtrés. Ces représentations p-adiques interviennent 

en géométrie algébrique. Bloch-Kato puis Hyodo ont en effet montré que sous 

certaines hypothèses sur la variété A , les représentations p-adiques données 

par la cohomologie étale de la variété X sont ordinaires (cf. l'appendice de 

L. Illusie). D'un autre point de vue, Greenberg [G89] a élaboré une théorie 

d'Iwasawa pour les représentations p-adiques ordinaires qui généralise celle 

déjà connue pour les variétés abéliennes ordinaires et pour le module de Tate 

cyclotomique. Nous n'en dirons pas plus ici dans ces deux directions. Tous les 

résultats du texte qui suit sont dus à J.-M. Fontaine. 

1.2. — Notons x le caractère cyclotomique, c'est-à-dire le caractère à valeurs 

dans Z * donnant l'action de GK sur les racines de l'unité d'ordre une puissance 

de p. Une représentation p-adique V de GK est dite ordinaire s'il existe une 

S. M. F. 
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filtration (Fil*V)i£i de V , décroissante exhaustive et séparée, par des sous-

espaces FillV stables par GK et telle que le groupe d'inertie IK agit sur 

FilîV/Fill+1V par x1- Remarquons que V est ordinaire si et seulement si sa 

restriction à IK est ordinaire. 

Pour la commodité du lecteur, nous reprenons quelques définitions tirées 

des exposés II et III de ce volume. Un (<£>, iV)-module filtré sur K est un A 0 -

espace vectoriel D muni d'un isomorphisme cr-linéaire (p, d'un endomorphisme 

N vérifiant 

N(p = ptpN 

et tel que le i f-espace vectoriel DK = K ®K0 D soit muni d'une filtration 

par des A-sous-espaces vectoriels (DK)1 qui soit décroissante, exhaustive et 

séparée. Les nombres de Hodge d'un (<p, 7V)-module filtré D de dimension 

finie sont les nombres de Hodge de la filtration 

hH(D,i) = dimiKM7(ZW+1 • 

Les nombres de Newton du (92, iV)-module filtré D sont ceux du cp-

isocristal sous-jacent, c'est-à-dire que si a = r/s est un rationnel et si D[a] 

est le sous-Ko -espace vectoriel de Po ®K0 D engendré par les x vérifiant 

msx = prx, on a 

hN(D,a) = dim K0 D[a)] 

Posons 

tN(D) = E d 
a h^(D,a) 

et 
tH(D) = E df 

i hH(D,i) 

Un (<p, iV)-module filtré D de dimension finie est dit faiblement admis-

sible si 

tN(D) = tH(D) 

et si pour tout sous-Ao-espace vectoriel D' de D stable par (p et par TV, on a 

tH(D') < tN(D') 

où D'K = K ® A 0 D' est muni de la filtration induite par celle de DK- Un 
®Q ®Q -module filtré est dit ordinaire s'il est faiblement admissible et si ses 
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nombres de Hodge et de Newton coïncident. Une manière concrète de décrire 

un (cp iV)-module filtré ordinaire est la suivante. Posons D = P$ ®Kq D, 

D[r] = P0 ®Kq D[r]- Alors, = D(lD[r] est un Ko-sous-espace vectoriel de 

D dont la dimension est égale à h^{D, r) et qui est stable par (p : en effet, D 

est un P 0 -espace vectoriel muni d'une action naturelle de Gk et D[ r ] en est un 

sous-espace vectoriel dont on vérifie facilement qu'il est stable par Gk ; on en 

déduit par descente galoisienne [S68] qu'il provient d'un Ao~espace vectoriel 

qui est D^. On montrera en 2.6 que le ((p, iV)-module filtré D est ordinaire 

si et seulement si les nombres de Newton de D sont des entiers et si l'on a 

(i) DK = (DKy 
( 
' 

®Q ®Q 

j<i ) 
pour tout entier i. Cela signifie aussi qu il existe un reseau M de D, c 'est-a-

dire un sous-VF(k)-module libre de D de rang maximal, et une décomposition 

de M en somme directe 
M = ®mW 

telle que p *(p induise sur M[i] un automorphisme (cr-linéaire) et telle que, si 
M = ®mWcM = M [ 2 ' ] , on ait 

DK = (DKY 
( 
( 
( y<1 

M = ®mW ) . 
Il est clair que le ((p, iV)-module filtré D est ordinaire si et seulement si le 

(<p,N)- -module filtré P 0 ® Kq D déduit par extension des scalaires est ordinaire 

1.3. — On renvoie à l 'exposé II pour la définition des anneaux de périodes 

p-adiques BdR, Bcris et Bsi. Choisissons une valuation v de K à valeurs 

dans Q. Rappelons que Bst contient Bcris, est muni d'une action de GK, 

d'une structure de A 0 ~espace vectoriel, d'un endomorphisme (p a-linéaire 

commutant à l'action de Gft-, d'une filtration décroissante, d'une Bcris-

dérivation N telle que N(p = ptpN (Exp. II, 3.2). Il existe un élément t de 

Bcris engendrant Z p ( l ) tel que ipt = pt et un élément u de Bst tel que Bst 

est une algèbre de polynômes sur Bcris en u, N est alors la jBc r 2-5-dérivation 
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tel que Nu = 1 et on a (pu = pu. Enfin, le choix d'un logarithme de K* 

prolongeant le logarithme usuel permet de definir un plongement 

K ®Ko Bst BdR 

(Exp. II, 4.2.4). On note encore u l'image de u dans BdR. 

1.4. — Si V est une représentation p-adique, on pose 

d:av) = HomQp (V,Bst)G". 

Le Kn-espace vectoriel D*Qi(V) est muni d'une structure naturelle de (<P,NY 

module filtré induite par celle de Bst et on a dim© V > dimK0 DUV). Si L 

est un (cp iV)-module filtré, on pose 

v*st (D) = bvM = ®mWM = ®mW t.q. <px = x, Nx — 0, 

i ® x e (K ®Ko Homjf0 (D,Bst))0} 

(le A-espace vectoriel K®KQ HomA-0 ( D , Bst) est muni de la filtration naturelle 

(K ®K0 HomK0(D,Bs t )y ) . C'est aussi le Qp-espace vectoriel des homomor-

phismes de D dans Bsi dans la catégorie des ((p, 7V)-modules filtrés. Le groupe 

de Galois GK agit sur V_*t(D) et cette action en fait une représentation p-

adique de GK-

Une représentation p-adique V est dite semi—stable si 

dim® V = dimKo mt(v) 

Le (<p, AH-module filtré D est dit admissible s'il existe une représentation 

p-adique semi-stable V telle que D = D*st(V). 

Dn pose de même M = ®mW cvc HOITLQ (V, Bcris)GK. C'est un (^-module 

filtré (N = 0) . La représentation p-adique V est dite cristalline si 

dmiQp V = dimKo M = ®mW 

Le (^-module filtré D est dit admissible s'il existe une représentation p -

adique cristalline V telle que D = D*cris(V). Une représentation p-adique 

cristalline (resp. un (^-module filtré admissible) est semi-stable (resp. un 

(<p,N )-module filtré admissible). 
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1.5. T H É O R È M E . — Supposons que K est une extension finie de Qp. Il existe 

une anti-équivalence de catégories entre la catégorie des représentations p-

adiques ordinaires de dimension finie de Gk et 'a catégorie des (<£>, i V ) -

modules filtrés ordinaires de dimension finie donnée par 

D = Dit (v° V = V*st(D). 

En particulier, toute représentation p-adique (resp. ((p, iV)-module filtré) 

ordinaire de dimension finie est semi-stable (resp. admissible). 

Nous démontrons dans le paragraphe 2 que tout (ip, iV)-module filtré 

ordinaire est admissible et ceci sans restriction sur le corps K. Dans le 

paragraphe 3, nous étudions les extensions semi-stables de Qp par Qp(j) 

pour tout entier j lorsque K est une extension finie de Qp et de Qp par 

Qp( l ) sans restriction sur K. Dans le paragraphe 4, nous démontrons que 

toute représentation p-adique ordinaire est semi-stable. 

2. — ((p, 7V)-modules filtrés ordinaires 

2.1 . — Soit i G Z. Posons Qp(i) la représentation p-adique de dimension 

1 donnée par le caractère x% - Si V est une représentation p-adique, on pose 

V{i) = V ® Q P Qp(i). On note Ko[i] le (9?,iV)-module filtré donné par Ko, 

<p(l) = p{ • 1, (KoWkY = Ko\i], (Ko^kY*1 = 0. Si D est un (v>,7V)-module 

filtré, on pose D[i] = D®Ko[i] où le produit tensoriel est pris dans la catégorie 

des ((p, 7V)-modules filtrés. 

2.2. L E M M E . — Si V est une représentation p-adique, V est semi-stable si 

et seulement si V(i) est semi-stable. Si D est un (tp, N)-module filtré, D est 

admissible si et seulement si D[i] est admissible. On a de plus 

mt(v(i)) =mt(v)[(\ et Ylt(D[{\) = rst(D)(i). 

Demonstration. Les deux premieres affirmations sont claires : on a 

* e viri* (D\i\) <=ï x e Horn (D\i],Bcrisf et (px = x 

et on écrit x = t ly avec y G Hom(Z), Bcris)° et (py = pxy. On montre de 

même l'autre égalité. 
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2.3. — Regardons d'abord le cas particulier facile et bien connu où D a un 

seul nombre de Hodge non nul (voir Exp. III, 5.4.1). La propriété N(p = p<pN 

implique que N est nul. 

L E M M E . — Soit D un (p-module filtré tel que (DK)* = DK et (DK)I+1 = 0. 

Alors D est faiblement admissible si et seulement s'il existe un réseau de D sur 

lequel p~l(p agit comme un automorphisme. Il est alors admissible et Vinertie 

IK agit sur V*RIS(D) par x1- Réciproquement, si V est une représentation p-

adique sur laquelle IK agit comme x\ alors dim/r0 D*crjs(y) = dimq V et 

D.:ris(vyR dd LTrriÂV) K, LTr.ris (V) dfdf 
K = 0. 

Démonstration. On se ramène par twist au cas où i = 0. Dire que D est 

faiblement admissible est équivalent à dire que D a u n seul nombre de Newton 

non nul hj\r(D,0). Il existe donc une base d i , . . . , d r de D et des éléments 

ai,... ,a<2 de W(k) tels que 

(f(aj ® dj) = cij ®dj ( j = l , . . . , d ) . 

On en déduit facilement que (p est un isomorphisme du sous-VTfA;)-module 

de D engendré par d i , . . . ,dr. 

Calculons V_lris(D) ; on a 

M = ®mWM = ® 4=̂ > x e UomKo(D, Bcris)° et (fx = x . 

Il existe une base {di,... ,d r j de D telle que 

<p-l)(dk) = 
r 

E 
3 = 1 

a kj dj 

où la matrice A = ((ahi)) appartient à GL(W(k)). Les équations 

(<px)(dk) x(dk) 

se traduisent alors par 

r E 
j = l 

4M<dj)) = x[dk), 
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c'est-à-dire si X = t(x(di),..., x(dr)) par AaX(T = X. On regarde alors 

l'équation B~1AaBa = 1 pour B G Mr(Fil0Bcris). Elle admet une solution 

dans Glr(Po) grâce à la nullité de H1(Pq/Kq,Glr(Po)) ([S68]) puisque la 

restriction de (p à Po est l'homomorphisme de Frobenius; deux solutions 

diffèrent d'une élément de G7r(Qp) . On en déduit que l'espace des solutions de 

B~1A<TBa = 1 est un Qp-espace vectoriel de dimension r et que si x G 

V^CRIS(D), les valeurs de x appartiennent à Po. Il est alors clair que, si r G Ik, 

r(x) = x, ce qu'il fallait démontrer. 

2.4. L E M M E (Exp. I l l , 4.4.4). — Soit une suite exacte de ((p, N)-modules filtrés 

0 — > Di —>D —>D2 —>0 

dont deux d'entre eux sont faiblement admissibles, alors le troisième l'est 

aussi. 

2.5. L E M M E . — Soit D un ((p, N)-module filtré ordinaire et soit r le plus grand 

entier tel que DRK = Dk- Alors est un sous-objet de D dans la catégorie 

des (cp, N)-modules filtrés. Il est ordinaire. Le quotient de D par Dr est un 

(<p,N)- -module filtré ordinaire. 

Démonstration. Par hypothèse, les polygones de Hodge et de Newton de D 

sont égaux. En particulier, les nombres de Newton de D sont des entiers et 

on a 

dimA:0 £>M = dimA- [DK)R - dim* (DK)R+1. 

L'endomorphisme (p de D laisse stable le A"0~espace vectoriel D^R\ l'endomor-

phisme N est nécessairement nul sur D^R\ En effet la propriété p(pN = N<p 

implique que l'image de Dre par N est contenue dans D^R~^ et D^R~^ est 

nul. Montrons que 

DK D iH-l 
sd © ( £ > [ r ] k 

Supposons que cela n'est pas vrai; Z)'rl est un sovls-Kq-espace vectoriel de 

D stable par (p et par N ; lorsqu'on munit (D^)k de la filtration induite par 
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celle de Z), on a 

hN(D[r],r) hN(D[r],r) hN(D[r],r)hN(D[r = 0 pour tout j > 0 , 

xcw (DW,r + j) > o pour un j > 0 . 

On en déduit que 

hN(D[r],r)hN(D[r],r) D[r] 
b vE 

bvb 
(i-r)hH(D^,i)>tN(Dr) = r dimKo hN(D[ 

ce qui contredit l'hypothèse de faible admissibilité de D. 

La filtration de (D^)K induite par celle de DK en fait un (<p,N)-

module filtré faiblement admissible et le quotient est un (<p5 iV)-module filtré 

faiblement admissible. Il est clair alors que les nombres de Hodge et de Newton 

de Z>M (resp. de D/D^) sont égaux, c'est-à-dire que Z}H et D/D^ sont 

ordinaires. 

2.6. — Montrons que le (9?, 7V)-module filtré D est ordinaire si et seulement 

si les nombres de Newton de D sont des entiers et si l'on a 

(i) DK = (DK) ( 
3<t 

¹DK = (DK 

pour tout entier i. Soit D un (</?, 7V)-module filtré ordinaire. Les nombres de 

Newton de D sont des entiers et on montre facilement par récurrence à l'aide 

de 2.5 que l'on a (1) pour tout entier i. Réciproquement, l'égalité (1) implique 

que les nombres de Hodge et de Newton de D sont égaux. En particulier, on 

a tiï(D) = tji(D). Si D' est un sous-espace vectoriel de D stable par (p et iV, 

on a une injection de (D'W)K dans D3K/D3jfl. La filtration de D'K étant la 

filtration induite par celle de D1on en déduit facilement que les nombres de 

Newton de D' sont inférieurs ou égaux aux nombres de Hodge de D' et donc 

que tjsf(D') < tn(D'), ce qui montre que D est faiblement admissible. 

2.7. — Notons Ext1MFGT(D,BST) le Jvo-espace vectoriel des classes d'isomor-

phismes d'extensions de ((p, N)-modules filtrés de D par BSI. 
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L E M M E . — 

i) On a Ext]^F (K0[i],Bst) = 0 pour tout i. 

ii) Si D est un (cp, N)-module filtré faiblement admissible ayant un 

seul nombre de Hodge non nul, toute extension de (ip,N) -modules filtrés de 

D par Bsi est scindée, i.e. 

Ext MFST D,Bst) = 0. 

Démonstration. Remarquons d'abord que (ii) se déduit facilement de (i) 

(nullité de H1(Po/Ko,GLd(W(k)))). Pour (i), on se ramène par twist au cas 

où i = 0. On a besoin des propriétés suivantes de Bst et Bcris : 

a) l'application (p - 1 : Bst — > Bst est surjective; 

b) l'application N hN(D[r],r)hN hN(D[r],r) est surjective; 

c) l'application <p-l: Fil0Bcris • Bcris est surjective. 

Pour (b ) , on écrit a G (Bst) (p=p 1 sous la torme a = sds 
n > 0 

anun; les an vérifient 

pn+1(pan <x cwc Alors, /3 = E 
n > 0 

anun+1/(n + 1) appartient à (BstT=l et 

vérifie N(3 = a. L'assertion (c) est démontrée dans Exp. II, théorème 5 . 3 . 7 . 

Pour (a), on remarque que (c) implique que pour tout entier n, l'application 

(pncp - 1) : Bcris -+ Bcris est surjective. On en déduit (a) en remarquant que 

xhN(D[r],) xc E 
n > 0 

ynUn 
xc 
xc xx y . 

n > 0 

(pn(p - l)anun . 

Soit X une extension de ((p, 7V)-modules filtrés de K0 par Bst- Montrons 

qu'elle est scindée. Soit 1 un relèvement dans A de 1 G KQ. D'après (a), il 

existe a G Bst tel que 

(ip - l)a = hN(D[r],r) Bst • 

Posons 1^ = 1 - a. C'est un relèvement de 1 dans X tel que v?(l<^) = 1^ et 

X est scindée en tant que Ko[<p]-module. Soit /3 = N(1^). C'est un élément 

de Bst vérifiant pcpfi = ¡3. D'après (b) , il existe 7 G B st tel que 9?7 = 7 , 
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Nj = (3. Donc, \<p,N — l<p~7 est un relèvement de 1 vérifiant (p(l^^) = l^ jv , 

N(1^^) = 0, c'est-à-dire que X est scindée en tant que Ko[p, A^]-modules. 

La filtration de XK est alors donnée par un élément 6 de K ®K0 Bst tel que 

lip,N + 6 appartienne à (XK)°. Comme K®Ko BST C FU°(K®K0 BST) + Bcris, 

on peut supposer que 6 G Bcris. Pour montrer que X est scindé en tant que 

(cp, N) -module filtré, il suffit de démontrer qu'il existe e G FirBcris tel que 

<p(6 + e) = 6 + e, ou encore tel que ((p — l)e = ((p — 1)6, ce qui se déduit de (c ) . 

2.8. — Soit D un ((p, AO-module filtré. Notons 

0D'-Bai ®Qp Vst(D) wf Bst ®K0 D 

l'application canonique (Exp. III, 5.3), où V_si(D) sd H o m G / ^ (V:t(D),Qp). 

L E M M E . — Le (<p,N)-module filtré D est admissible si et seulement si (3D 

est invective et si d im# 0 D = dim<Qp V^st(D) = dim<Qp V_lt(D). 

Démonstration. Le ((p, iV)-module filtré D est admissible si et seulement 

si (3D est un isomorphisme (Exp. III, 5.3.6), ce qui est encore équivalent à 

ce que l'application (3'D déduite de /3D par passage au corps des fractions de 

Bst est un isomorphisme. Cela se démontre comme 3.5.2 dans [F79] (on peut 

se ramener d'abord au cas de dimension 1 car une puissance extérieure de 

((p,iV)-module filtré faiblement admissible est faiblement admissible; D est 

alors admissible et si d est un générateur de D, il existe un élément a de 

P0 et un entier i tel que at1 ® d soit un générateur de V_*st(D)', comme at1  

est inversible dans Bst, cela termine la démonstration). On en déduit que le 

((p, iV)-module filtré D est admissible si et seulement si (3D est injective et si 

d i m Q p Bst ® Q p Z f i t ' (D) = àimKo D. 

2.9. L E M M E . — Si D est un (<p,N)-module filtré ordinaire, (3D est injective. 

Remarque : on peut démontrer que l'application (3D est injective pour 

tout ((p, iV)-module filtré faiblement admissible D. 

Démonstration. Si 0 —» Dx —> D2 —• D3 —• 0 est une extension de ((p, N)-

modules filtrés faiblement admissibles tels que les applications canoniques /3/^ 

sont injectives pour i = 1 et 3, alors, (3D2 est injective. Par récurrence sur la 

dimension du (<p, iV)-module filtré D ordinaire, on en déduit le lemme. 
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2.10. LEMME. — Soit 0 Di -+ D2 -+ D3 -> 0 une extension de ((p,N)-
modules filtrés faiblement admissibles. On suppose que D\ est admissible et 
que D% n'a qu'un seul nombre de Hodge non nul. Alors, D2 est admissible. 

Remarquons que le lemme est encore vrai si on échange les rôles de D\ et 
Ds en prenant la suite exacte duale. 

Démonstration. Appliquons le foncteur V_*st à la suite exacte. On obtient la 
suite exacte de représentations p-adiques 

0 — VUDs) — Y_:t(D2) — Y_:t(D2)- E x t ì , F „ (D3, Bst). 

Grâce au lemme 2.7, E x t ^ F s t ( I ? 3 , 2 ? 5 * ) est nul. L'admissibilité de Ds et de 
D\ implique les égalités 

d i m Q p V_*st(Di) = dimKo Di pour i = 1 et 3 

et on a donc la même égalité pour i = 2 grâce à l'exactitude de la suite 
précédente. D'où l'admissibilité de D2. 

2.11. — Soit maintenant D un 7V)-module filtré ordinaire. Par récurrence 
sur le cardinal des pentes de Hodge non nulles de D et en utilisant les lemmes 
précédents, on démontre facilement que V?8i(D) est une représentation p-
adique ordinaire semi-stable. On obtient une filtration FiPV de V = V_*si(D) 
stable par GK par 

FiPV = Vs*t [D 
j<i 

— Y_:t(D2) 

et le quotient FillV/Fill~lV est isomorphe à — Y_:t(D2) 

3. — Extensions galoisiennes de V\ par V2(i) 

3.1. — Dans tout ce qui suit, V\ et V2 sont deux représentations p-adiques 
non ramifiées de GK et V une représentation p-adique de GK, extension de 
V2(j) Par VUi). 

Soient A = D^t(Vi) et D2 = D*st{V2) les (y>,iV)-modules filtrés admissi-
bles associés. Lorsque i < j , on a E x t ^ F (Di[i],D2\j]) — 0 : en effet, tout 
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(<£>, iV)-module filtré extension de D\[i] par D2[j] est une extension triviale. Un 
tel objet D est scindé en tant que /^ [^-module . On a d'une part — Y_:t(D2)= 0, 
donc DJ

K = D2\J)K et DJ

K fl Di[ï\K = {0}, d'autre part D{

K = DK, donc 
DL

K fl D\[Ï\K = DI[I\K. Enfin, N est nécessairement nul sur Di[i] (à cause 
de la relation N(p = ptpN). Donc, D\{i] muni de la filtration induite est un 
sous-(<y9, iV)-module filtré de D et D est scindé en tant que (y>, iV)-module 
filtré. Il n'y a donc pas de représentation cristalline, extension non triviale de 
V2(j) par Vi(t). 

Lorsque i > j' + 1, toute extension de (<£>, Ar)-modules filtrés D de D\ [i] par 
D2[j] est admissible et V = D*st(D) est une représentation p-adique ordinaire 
semi-stable extension de V2(j) par V\{i) (par exemple, lemme 2.10). On en 
déduit une application linéaire injective de Qp-espaces vectoriels 

$ij : Ext)» F(D^DtW) —> Extl

GJV2(j), Vi(*)) 

PROPOSITION. — Supposons que k est fini1. Soient V\ et V2 deux représen-
tations p~adiques non ramifiées. Soit V une représentation p-adique de GK, 
extension de V2(j) par V\(i). Si i > j + 2, la représentation p-adique V est 
cristalline. Si i = j + \, la représentation p-adique V est semi-stable. 

La proposition signifie donc que si i > j + 1, &ij est un isomorphisme et 
que si de plus i > j + 2, Extl

M ^(Dili], D2\j]) et Extl

MF(Di[i],D2[j]) sont 
égaux. En tordant la représentation V par \ 3 , on se ramène au cas où j = 0, 
ce que nous supposons maintenant. On notera alors 

: Ext\tMFJD>[i],D2) -Exth^(V2,V1(i)). 

La démonstration consiste à calculer les dimensions de ces deux Qp-espaces 
vectoriels (3.2. 3.3. 3.4). Le cas i = j + 1 se déduit de 3.5. 

3 . 2 . — On note d\ (resp. <7_>) lu dimension dr la représentation V\ (resp. V2). 

^ Depuis, il est montré <lritis [T] que lu proposit ion <"st encore v r- : « i < ' si A est l'extension «1<* A () 

obtenue «MI ni joti t riut les liiciiMs p" i-fMiM's (!<• I" 11 n i t * ' Srins hypothse de finitude sur A (). 
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LEMME. — Supposons i > 0. Les classes d'isomorphismes des extensions de 
(p-modules filtrés faiblement admissibles de Di[i] par D2 forment un espace 
vectoriel sur K de dimension d\d2. 

Démonstration. Tout Ko[<^]-module D extension de D\[i] par D2 est scindé. 
Il existe donc une base de D sur W 

{e , - ( l ) , E J (2 ) pour i = l,...,d1?j = l , . . . , d 2 } 

telle que l'action de ip sur cette base soit donnée par 

<p(ek(l)) =pl 

di 

j=i 
bkj(l)ej(l) 

<p(ek(2)) = 
d2 

j = l 
bk3{2)e3{2) 

où les matrices ((bij(£))) pour £ = 1 et 2 appartiennent à Gldt(W). Un <p-
module filtré faiblement admissible est alors caractérisé par la donnée d'un 
if-sous-espace vectoriel {DK)% de DK de dimension di dont l'image dans 
{DI[I\)K par la projection est (DI[Ï\)K. Un tel sous-espace est entièrement 
caractérisé par la donnée d'une base du type 

bk3{2)e3{2 
d2 

k=l 
bk3{2)e3{2 

pour j =l,...,d1 .On en déduit que Ex t 1

M F (D 1 [z], D2) est un K-espace 
vectoriel de dimension d\d2. 

3 .3 . LEMME. — i) On a un isomorphisme canonique de Dp-espaces vectoriels 

E x t ^ ( F 2 , V i ( 0 ) = H'i(GK^HomQ^V^i))) 

ii) Si i ± 0 , 1,(GK^H Homn„(V2,Vi(t))) est un Qp-espace vectoriel de 
dimension [A' :Q p ]did 2 . 
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Démonstration. Choisissons L\ (resp. L2) un réseau de V\ (resp. V2) stable 
par GK- On a 

Ext^(L2/pBL2, (Li/pnL1)(i)) = H1(GK,RomZp(L2/pnL2,(L1/pnL1)(i)). 

En passant à la limite projective sur n, on en déduit (i). 
Posons C = Homz (L2jLi(i)) et Cn = homz,(L2/pnL2,(L1/pnL1)(i)). 

En tant que représentation galoisienne, C est isomorphe à Ls(i) où L3 est 
une représentation non ramifiée. On commence par calculer la caractéristique 
d'Euler-Poincaré de Cn [Mi86] 

2 

DGF 
(-iy oidp(H'(GK,Cn)) = -[K : Q„]did2n. 

On calcule d'autre part f P ( G # , C n ) pour jf = 0 et 2 : lorsque i ^ 0, 
H°(GK,CN) est d'ordre borné par rapport à n; si Kn = K(fipn) où / / p n 

est le groupe des racines pn-ièmes de l'unité, la flèche de restriction 

H2(GK,Cn) —» # 2 (G f /<-„ ,C ' n ) G a l ( A ' " / A ' ) 

est à noyau et conoyau bornés par rapport à n. On a ensuite 

0 —> H1(GK,C)/pnH1(GK,C) —> H\GK,Cn) —. H2(GK,C) = 0. 

(-iy oidp(H'(GK,Cn)) = 

(théorie du groupe de Brauer, on peut aussi utiliser les théorèmes de dualité 
locale). Pour i ^ 1, H2(GK,CN) est donc d'ordre borné par rapport à n. On 
en déduit que pour i ^ 0 et i ^ 1 et pour n assez grand, 

(-iy oidp(H'(GK,Cn)) = -[K : Q„]did2n. 

ou c est une constante et que H2{GK,C) est nul. On a la suite exacte de 
Zp-modules 

0 —> H1(GK,C)/pnH1(GK,C) —>H\GK,Cn)—.ssss H2(GK,C) = 0. 
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Comme H1(GR.)C) est un Zp-module de type fini, on en déduit que 
Q P ®TLPH\GK,C) est un Qp-espace vectoriel de dimension [  : Qpjdidz. 

3.4. — Lorsque K est une extension finie de Q p et i > 1, les deux Q p -
espaces vectoriels Ext1

MF(Di[i],D2) et Ext1

Dj<(V2, V\{i)) sont de dimension 
did2[K : Q p ] , L'homomorphisme injectif de Qp-espaces vectoriels <ï>2 de 
Ext1

MF(Di[i],D2) dans ExtQK(V2,Vi(i)) est donc un isomorphisme. 
Nous allons maintenant décrire explicitement l'application 

Q1: Ext1

MFKo[I],Ko) —> E x t ^ ( Q p , Q p ( 0 ) 

sans hypothèse de finitude sur k. 
Soit D\ le (f-module filtré muni d'une base {eo,ei} telle que 

(pe0 = e 0 , (pei = p  ,-

et telle que la droite (D\YK soit engendrée par   - —     avec   G  . Calculons 
V_lris(D\). Il s'agit donc de trouver tous les A"0-homomorphismes / de D\ 
dans Bcris tels que 

¥>(/(e0)) = / ( e 0 ) , *> «•))= PVfc) 

f ( e i -   0) G      , / ( e 0 ) G 2 ^ 7 ° , 

Une première solution est donnée par 

   = 0, fi(ei) = f 

Une deuxième solution est donnée par 

/ 2 (  0 ) = 1, / 2 (  , ) =   +   

où   vérifie 

  € FiïBdR,   +   e S c ™ et <̂ (  + A) -   '(  +  ), 
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(l'existence d'un tel A se déduit de 2.7, c). Le Qp-espace vectoriel engendré 
par fi et / 2 est muni d'une action de GK donnée par 

g(h) = x\g)fi 

9(f2) = f2 + t-i(gA-A)f1 

(il est facile de vérifier que t l(gA — A) appartient à Q p : on a en effet 

gk - A = g(A + A) - (A + A) G FirBcris 

<p(gA-A)=p>(gA-A), 

ce qui implique que g A — A appartient à Qpï1). La représentation p-adique 
obtenue est une extension de Qp par Qp(z) dont l'image par <ï>2 dans 
H1(GR^ Q p ( 0 ) es^ ̂ a classe du cocycle g 1—> t~l(gA — A). 

Remarque : la connaissance de A implique celle de À ; par exemple, si À 
est dans A q , on a cpnA = pM(A + À) — anÀ, donc si aa laisse fixe A"0, on a 

A = - limn_^0 0 (panA. 

3.5. — Le cas i = 1 se traite sans hypothèse sur ce qui permet de supposer 
que V\ = V2 = Q p . Nous allons comme en 3.4 construire explicitement 
l'application 

: E x t ^ C ^ o t l ] , / ^ ) —• E x t ^ ( Q p , Q p ( l ) ) . 

Par la théorie de Kummer, H1 (GK, Z P ( 1 ) ) est canoniquement isomorphe à 
]imK*/K*p . On en déduit que l'on a un isomorphisme 

RK: H1(GK, Qp(1)) - KxQp 

a: 1—» (logpx,v(x)). 

(rappelons que l'on a choisi une valuation v de K à valeurs dans Q et un 
prolongement logp du logarithme p-adique à A^). Cet isomorphisme dépend 
du choix du logarithme et de la valuation choisis. 
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Décrivons maintenant un (9?, iV)-module filtré D extension de Ko[l] par 
Ko. On fixe une base e 0 , e\ de D vérifiant 

<peo = e0 , (pei = pe i . 

La relation N(p = p(piV implique que Ne\ = a e 0 , Neo = 0 avec a G Qp. La 
filtration est déterminée par une droite K(e\ — Ae0) avec À G K. On en déduit 
facilement que Ton a un isomorphisme 

LK : Ext^^(/ i" 0 [ l ] , / i 'o) * K x Q p 

£ > i — • ( A , a ) . 

On note -D(A,a) l'image réciproque de (A, a) . 

PROPOSITION. — L'application 

q1: E x t 1

M F a t ( K O [ l ] , Jfo) —» H1(GK,QP(1))) 

est un isomorphisme et on a le diagramme commutatif suivant 

E x t ^ ^ ^ o W ^ v o ) 

LK 

KxQp 

^ ( G a ' , Q P ( 1 ) ) 

RK 

K x Q p . 

En particulier, l'image de Extx

MFst(Ko[l], Ko) est égal à Q p ®zp UK si UK 
est le groupe des unités de K congrues à 1 modulo Vidéal maximal. 

Démonstration. Nous allons ici construire explicitement l'application réci-
proque de $ 1 . Soit x ( n ) élément de Kx et soit x(n) une suite d'éléments 
de Oj-r vérifiant x ( n ) p = ( n - 1 ) x ( 0 ) = x Alors (x^)n est un élément de 
R (Exp. II, 1.2.2 et 1.3.1) et donc par l'application de Teichmuller définit 
un élément [ ( ^ n ) ) n ] de W(R). Si x est une unité de K, le logarithme de 
[(#(n))] existe dans Acris = WDP(R); en particulier, si x = 1 et x^ = (n, 
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on a t = log([(£n)]) ; dans le cas général, on définit le logarithme de [ ( a^ ) ] 
dans K®Ko Bst plongé dans BdR par \dR([(x(n))]) = log([(x^)]/x)+ l o g ( x ) 

(Exp. III, 4.2.2). Notons abusivement LOG(x) = \dR([(x(n))]) qui n'est bien 
défini qu'à un élément de ïpt près. Les propriétés suivantes (dans K®KQ Bst) 
sont faciles à vérifier : 

^ ( L O G ( r r ) ) = pLOG(x), 7V(LOG(x)) = v(x) (Exp. II, 3.2.2) 

L O G ^ - l o g ^ E F z / 1 ^ . 

De plus, comme gx — x pour g G G K, on a 

<7(LOG(z)) - L O G ( x ) = log(</[(x(»))]/[(x<n))]) = log[ö(x(B))/x<")] = a 9 G Z p ( l ) 

où ag est un cocycle à valeurs dans Zp(l) dont la classe dans H1(GK, Qp(l)) 
est x. Montrons que V*(-D(i0g(a;),ordp(a;))) est isomorphe à y en tant qu'exten-
sion de Qp par Qp(l). Un élément / de Z * ( - ö ( i o g ( x ) , o r d p ( x ) ) ) est un K0~ 

homomorphisme de -O ( i0g(x) ,ordp(x)) dans Bsi vérifiant 

( f( /( e o)) = f ( e 0 ) , Y(f(e1)) = pf (e1) , 

JV(/(e0)) = 0, iV(/(ei)) = v(x)f(e0), f(el)-log(x)f(e0) E Fil BdR. 

Une première solution est fi(ei) = t, fiieo) = 0 ; une deuxième solution 
indépendante est donnée par 

/ 2 ( eo ) = l , / 2 ( e i ) = LOG(x). 

Le Qp-espace vectoriel W engendré par / i et f2 est muni d'une action de 
Galois et est naturellement une extension de Q p par Q p ( l ) . Le cocycle associé 
dans H1(GK,QP(1)) est alors g \—> g(LOG(x)) — LOG(:r) = ag. Les classes 
de W et de y dans H1 (GK,Qp(1)) sont donc égales. 

Nous avons pris x £ K ; le cas général s'en déduit facilement par continuité 
et tensorisation par Q p . Ce qui termine la démonstration des propositions 3.1 
et 3.5. 
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4. — Fin de la démonstration 

4.1. — On utilise maintenant la proposition 3.1 pour montrer que toute 
représentation p-adique ordinaire est semi-stable. On raisonne par récurrence 
sur le nombre r(V) des quotients FillV/Filî+1V qui sont non triviaux. 
Supposons qu'il y en a au moins 3. On a donc une suite exacte de GK~modules 

0 — > V 2 ^ V —+V5—+ 0 

où Vs(—j) est une représentation p-adique non ramifiée pour un entier j tel 
que les pentes de Hodge de V2 soient strictement supérieures à j : on a donc 
r(y2) = r(V) — 1. Comme r(V2) est encore supérieur ou égal à 2, on peut de 
nouveau écrire une suite exacte de G^—modules 

0 —• Vi —• V2 —• V3 —• 0 

où Vs(—i) est une représentation p-adique non ramifiée pour un entier i tel que 
les pentes de Hodge de V\ soient strictement supérieures à i. Avec V4 = V/V\, 
on a donc un diagramme commutatif et exact de G /^-modules 

(*) 

0 0 

Vi = Vi 

0 —> v2 —* V —* vs —> 0 

0 —f v3 — v4 —» v5 —» 0 

0 0 

De plus, les V, sont des représentations ordinaires telles que r(Vï) < r(V) ; 
par hypothèse de récurrence, elles sont donc semi-stables. 
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Nous allons maintenant montrer qu'il existe une représentation p-adique 
V1 semi-stable rendant le diagramme (*) commutatif et exact (avec V à la 
place de V). Pour cela, on passe aux (<p, 7V)-modules filtrés en appliquant le 
foncteur Dst (avec Dst(V) = H O I Ï I M F S 1 ( ^ ( ^ ) , ^ O ) ) aux suites exactes de 
représentations semi-stables 

0 —• Vi —• V2 —> V3 —• 0 

O ^ V z — t V i - ^ V s — ï O . 0 

A cause de la semi-stabilité, les suites restent exactes. En posant D{ = 
D_si{Vi), on a donc les suites exactes de AQ-modules filtrés admissibles 

0 —> Dx —> D2 —> D3 —> 0 

0 —> D3 —• DA —> D5 —• 0. 

4.2. LEMME. — Il existe un ((p, N)-module filtré admissible rendant commu-
tatif et exact le diagramme suivant 

(**) 

0 0 

D1 = D1 

0 —> D2 —• D —> D5 —> 0 

0 —> D3 —> DA —> D5 —> 0 

0 0 
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Démonstration. Remarquons qu'il suffit de construire un (</?, iV)-module 
filtré D rendant commutatif et exact le diagramme précédent. En effet, D 
sera alors faiblement admissible car D2 et D 5 le sont (lemme 2.4) et même 
admissible car D2 et Ds le sont et Ds a une seule pente de Hodge non nulle 
(lemme 2.10). 

Les pentes de Hodge de Ds étant différentes de celles de D3, on peut scinder 
la suite exacte de KQ [^-modules 

0 —> D3 —• L>4 —> D5 —• 0. 

On considère donc un tel scindage D4 = D3 0 Ds avec <pD3 C D3 et 
(pD$ C -D5. La filtration de D±K est alors déterminée à partir de celles de 
A3 A' et de DSK par un homomorphisme de if-espaces vectoriels / de DSK 
dans D*K : 

(D4Ky)= (D3K)({(f(d),d) pour dE (D5K)}. 

Soit u un homomorphisme de D3 dans D2 qui est un scindage de la suite 
exacte 

0 —Y D1 —> D2 —> D3 —• 0. 

Posons / = / o u. Alors le 7i"o~espace vectoriel D = D2 0 Ds est muni d'un 
endomorphisme cr-linéaire induisant ceux de D2 et de Ds et si l'on munit D K 
de la filtration 

(DK)i=(D2K)i®{(f(d),d) pour d e ( £ > 5 A - n , 

le diagramme (**) est commutatif et formé de suites exactes de (^-modules 
filtrés. Il reste à construire N. La restriction de N à Ds s'écrit N3 0 N5 où Ni 
est un endomorphisme de D$ dans Di. On a alors pour x G Ds 

p<pN(x) = p(pN3(x) +p(pNs(x) 

= Nip(x) = N3(ipx) + Ns(tpx) 

car (pDs C Ds> Comme cp préserve aussi D 3 , on en déduit que pour x £ Ds 

p(pN3(x) = N3((px) 

p(pNs(x) = Ns((px). 
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On considère alors l'endomorphisme de D défini sur D2 par l'opérateur iV de 
D2 et sur D5 par u o N3 © N5. Vérifions que pcpN = Ntp. Cela est vrai sur 
D2. Sur D5, on a 

p<^(u o N3 © iV5)(x) = pcpuNs(x) + p<pNb(x) = pu(pN3(x) + pcpN5(x) 

= uN3(p(x) + N$<p(x) = pN(p(x) 

car u commute avec cp. 

4.3. — De la suite exacte 

0 —> Vi —• V2 —• V3 — > 0 , 

on déduit la suite exacte 

Ext^CVs.Vi) —•Extk J f (V 5 ,V 2 ) — . E x t ^ ^ V s ) . 

Soit c(V) (resp. c(V')) la classe de l'extension V (resp. V) de V5 par V2 
dans Ext^ K (V5, V2). Par hypothèse, c(V) et c(V) ont la même image dans 
ExtGK(Vs, V3). On en déduit que c(V) — c(V) est l'image d'une extension V& 
de V5 par Vi. Par définition de la somme de deux extensions, on a donc une 
suite exacte 

0 — • — • V © V5 — • V — > 0 . 

Posons VF = y 7 © V5. Pour montrer que V est semi-stable, il suffit de montrer 
que 

dim Q p V- = dimA-o :D:t(V~) 

(on a toujours l'inégalité dimq p V > dimx0 D*st(V)). En appliquant le fonc-
teur D*st, on obtient la suite exacte 

0 — D*st(V) — D*st{W) —. ^ ( V O 

d'où l'inégalité 
dimA-0 £S,(V) > dim*. D*st{W) - dim*. ^ ( V i ) 

= dimQp W — dimQ?) V\ = dimQp V. 

Donc, V est aussi semi-stable, ce qui termine la démonstration du théorème. 

Depuis l'exposé et la rédaction de ce texte, d'autres articles ont été écrits 
sur le sujet : citons principalement [Ne93]. 
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Appendice 

RÉDUCTION SEMI-STABLE ORDINAIRE, 

COHOMOLOGIE ÉTALE p-ADIQUE ET 

COHOMOLOGIE DE DE RHAM 

D'APRÈS BLOCH-KATO [BK] ET HYODO [H] 

par Luc Illusie 

1. Réduction semi-stable ordinaire. 
1.0. Soient A un anneau de valuation discrète complet, de corps des fractions K 
de caractéristique zéro et de corps résiduel k parfait de caractéristique p > 0. 
On note W = W(k) l'anneau des vecteurs de Witt de fc, a son automorphisme 
de Frobenius. Soit X —• S = Spec A un morphisme propre, à réduction semi-
stable (ce qui signifie que, localement pour la topologie étale sur X et sur 5 , il 
existe des entiers 1 < r < n tels que X soit isomorphe au sous-schéma fermé 
de S[ti,.. ,tn] d'équation t\ ...tr = 7r , où 7r une uniformisante de A). Le 
schéma X est régulier, plat sur 5 , sa fibre générique XK est lisse, et sa fibre 
spéciale Y = X ®A k est un diviseur à croisements normaux dans X. 
On sait alors définir (cf. [HK, 2.5, 1.1, 4.1]) un complexe de de Rham 

( 1 . 1 ) U'X/S 

et un complexe de de Rham- Witt 

(1.2) WuJ'y — liniproj WnLJy 

qui, dans le cas où X est lisse, coïncident respectivement avec le complexe 
de de Rham usuel de X / S et le complexe de de Rham-Witt usuel de Y. Les 
composantes de ( 1 . 1 ) sont localement libres de type fini, et wlXjS = AZCJ^5 ; 

S. M. F. 
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pour X d'équation ti...tr = 7r dans S[ti,... tn], u>x/S est le 0x-module 
engendré par les dti/ti (1 < i < r) et dti(i > r) soumis à l'unique relation 
^i<i<rdti/ti = 0. On a wXjS = u+Çly/g où u : U > X est l'ouvert de 
Ussite de X/S. En particulier, wXjS induit sur la fibre générique le complexe 
de de Rham usuel. D'autre part, la composante de degré zéro de WnwY est 
WnOY, et 

(1.3) W1wy=wy 

où Uy := ^x/s ®^ Toutefois, contrairement à ce que la notation peut 
suggérer, le complexe (1.2) ne dépend pas uniquement de Y, mais de Y muni 
de sa "log structure naturelle" [HK]. Comme dans le cas usuel (Y lisse), il 
est muni d'opérateurs F et V en chaque degré vérifiant FV = VF = p et 
FdV = d . 
Le VF-module gradué H*(Y,Ww) est de type fini sur W ; il s'identifie à la 
cohomologie cristalline du log schéma Y relativement aux vecteurs de Witt 
du log point Spec k (loc. cit.). Il est muni d'un endomorphisme cr-linéaire 
3>, le Frobenius, tel que $ ® Q p soit bijectif ; cet endomorphisme est induit 
par l'endomorphisme de Ww défini par plF en degré i. Il est également muni 
d'un endomorphisme VF-linéaire iV, appelé monodromie, qui est relié à $ 
par la formule N$ = p<&N (et est donc tel que iV ® Q p soit nilpotent). La 
monodromie jouera peu de rôle dans cet appendice. 

DÉFINITION 1.4. — Sous les hypothèses de (1.0), on dit que X a réduction 
ordinaire si 

Hj{Y,Bu;i) = 0 

pour tout i et tout j . 

Quand X/S est lisse, cette condition ne dépend que de Y et signifie que Y est 
ordinaire au sens de [BK, 7.3] ou [IR, 4.13], i.e. vérifie Hj(Y,BQl) = 0 pour 
tout i et tout j . 

PROPOSITION 1.5. — Sous les hypothèses de 1.0 : 

(a) les conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) X a réduction ordinaire ; 
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(ii) pour tout i et tout j l'endomorphisme F de HJ(Y,Wul) est bijectif. 
Si de plus Hn{Y,Ww) est sans torsion pour tout elles sont aussi 
équivalentes à chacune des conditions suivantes : 

(iii) pour tout n, le F-cristal (Hn(Y,Wu'),§) est ordinaire, i. e. a mêmes 
polygones de Newton et de Hodge ; 

(iv) pour tout n, le polygone de Newton du F-cristal (Hn(Y, Wum), $) 
coïncide avec le polygone de Hodge construit sur les nombres à\mHn~l(Y,uj%), 
0<i<n. 

(b) Si X a réduction ordinaire, alors, pour tout n, le F-module 
(Hn(Y,Wuj'),F) admet une décomposition canonique 

(1.5.1) Hn(Y,Wu-) ~ 
i+j=n 

i F ( y , W ) ( - i ) , 

où, pour un F-module M, M(—i) désigne le F-module (M,plF). 

La démonstration est analogue à celle de [BK, 7.3] ou [IR, 4.13]. 
Le critère ci-après, dû à Hyodo [H] (cf. [12] pour quelques détails sur la 
démonstration), est souvent commode pour reconnaître une réduction ordi-
naire : 

PROPOSITION 1.6. — Sous les hypothèses de 1.0, supposons que le diviseur Y 
dans X soit somme de composantes Y{ lisses sur k, 1 < i < n. Si I est une 
partie de [ l ,n] ; notons Yj Vintersection des Y{ pour i £ F C'est un schéma 
propre et lisse sur k. Si, pour tout I,Yi est ordinaire, alors X a réduction 
ordinaire. 

En particulier, si d i m X / 5 = 1, et si les composantes irréductibles de Y sont 
lisses, X a réduction ordinaire si la normalisée Y~ de Y est ordinaire (en fait, 
l'hypothèse de lissité sur les composantes est inutile, et l'ordinarité de Y~ 
équivaut au fait que X ait réduction ordinaire, [12, loc. cit.]). Par exemple, si 
X est une courbe elliptique à mauvaise réduction de type multiplicatif, X a 
réduction ordinaire. 
A partir du critère 1.6, ou plutôt de sa variante en égale caractéristique, on 
peut montrer [12] qu'une intersection complète générique de multidegré donné 
dans une espace projectif fixé sur un corps est ordinaire. 
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2. Les résultats de Bloch-Kato [BK] et Hyodo [H]. 
Dans la situation de 1.0, avec X à réduction ordinaire, Hyodo [H], généralisant 
des résultats de Bloch-Kato [BK], met en relation la cohomologie de de 
Rham de X / S , H*(X,wx/s), la cohomologie de de Rham-Witt H*(Y, WwY), 
et la cohomologie étale p-adique de la fibre générique géométrique de X , 
au moyen des cycles évanescents p-adiques et des faisceaux de Hodge-Witt 
logarithmiques. Expliquons d'abord ce que sont ces objets. 

2.1. Commençons par les cycles évanescents. Soient K une clôture algébrique 
de K, Â le normalisé de A dans K, qui est donc un anneau de valuation, dont 
le corps résiduel k est une clôture algébrique de k. Soit X/S un schéma à 
réduction semi-stable, qu'on ne suppose pas propre pour l'instant. Posons 

XR = X®K, X = X ® A, Y = X <g> k = Y ® Jfc, 

notons i : Y —> X,j : XT< — X les immersions canoniques. Les cycles 
évanescents p-adiques (modp n ) sont les faisceaux étales sur Y définis par 

(2.1.2) ^s

n :=i*RsUl/pnZ). 

Ce sont les faisceaux de cohomologie du complexe des cycles évanescents 

mn := l*RUl/pnl). 

Si X/S est propre, on a un isomorphisme naturel 

H*(Y,R*n)~H*(XR,l/pnV, 

d'où une suite spectrale, dite suite spectrale des cycles évanescents, 

(2.1.3) E i j

2 = H i ( Y , Y j

n = > H*(XR,Z/pnl). 

Le groupe de Galois 
G= GaifK/K) 

opère sur H2(XK,Z/pnZ). Il opère aussi sur les Ys

n de manière compatible à 

son action sur Y, et la suite spectrale des cycles évanescents est equivariante. 
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Contrairement à ce qui se passe dans le cadre Sadique (£ ^ p), si X/S est 
lisse, les faisceaux pour s > 1, ne sont pas nuls en général. Bloch et Kato 
[BK] ont été les premiers à étudier leur structure. Leurs résultats ont ensuite 
été généralisés par Hyodo au cas semi-stable [H]. 
Un point essentiel est la construction de générateurs locaux des \I> .̂ Si x est 
une section locale de i*j*0*, il lui est associé, par la suite exacte de Kummer, 
une section {x} d e ^ ( l ) ( = 7 * i î 1 j . ( Z / p » Z ) ( l ) ) . .Si X\,..., x¿ sont des sections 
locales de 7*iî1j le cup-produit {xi}...{x8} est une section locale de Ys

17*i 
notée 

{x\,..., xs} 

et appelée symbole. Hyodo montre que \ ^ ( s ) est localement engendre par les 
symboles (il établit même le résultat analogue à chaque cran fini, K étant 
remplacé par une extension finie de K). Il en résulte notamment que la suite 
exacte 

0 —> Z/pZ —> l/pnl —> l/p71-1! —• 0 

induit des suites exactes 

(2 .1 .4) o —Ys

1—Ys

1 —Ys

n-1 —»Ys

1 o. 

Il découle de ces suites exactes et d'un dévissage délicat de Ys

1(s) [H 1.7] que, si 
X/S est propre, les H1 (Y, ^J

n) sont de longueur finie, et que, par conséquent, 
la limite projective des suites spectrales (2 .1 .3 ) est une suite spectrale {G-
équivariante), notée 

(2 .1 .5 ) E2

ij =H(Y,Yj)=>H*(XR,ZP) 

2.2. Bien que X/S (où S = SpecA) n'ait plus en général réduction semi-
stable, J l , muni de sa log structure naturelle, est log lisse sur 5 , et la fibre 
spéciale Y (munie de la log structure induite) est de type de Cartier, cf. [HK]. 
On sait donc encore définir un complexe de de Rham-Witt [HK, n° 4] 

( 2 . 2 . 1 ) Wüü'y — limproj WnLü'y. 

On a 
Wiuj'y = (j'y = cjy ®k k, 
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et plus généralement, 

Wnu'y = Wncjy ®Wn W(k). 

On dispose d'un homomorphisme canonique [HK, 4.6] 

(2 .2 .2 ) i i o g : ?*].o* — > Wn^y 

(dans le langage des log structures, la source est My*). On note 

(2 .2 .3 ) Wnu'y Wnu'y Wnu'y 

le sous-faisceau étale de (lL/pnï)-modules de WnLoly localement engendré 
par les dlog^i . . . dlog x ï. C es faisceaux sont les faisceaux de Hodge-Witt 
logarithmiques de Y . On a une définition analogue pour Y, ou pour Y' , 
fibre spéciale de X' = X ® A!, A1 l'anneau des entiers d'une extension finie 
K' de K . Dans le cas où X est lisse, on retrouve la notion étudiée dans [II], 
[IR], [BK]. Ces faisceaux jouissent de propriétés analogues à celles développées 

dans (loc. cit.) . Pour n variable, les faisceaux Wnuj\og forment un système 
projectif, le pro-objet correspondant W.u\ est sans p-torsion, coïncide avec 
le noyau de 1 — F sur le pro-objet W.u\ et Wnuj' = W.u< ® Z / p " Z . On a 
le résultat suivant (cf. [IR] ou [BK] dans le cas lisse) : 

PROPOSITION 2 .3 . — Si X/S est propre et a réduction semi-stable ordinaire, 
alors, pour tout i, Vhomomorphisme 

( 2 . 3 . 1 ) H*{Y,wnu>\, u®wn(k) — i r ( y , w n < 4 ) 

déduit de ( 2 . 2 .3 ) est un isomorphisme. 

On a même un résultat un peu plus précis. Les inclusions (2 .2 .3 ) définissent 
un homomorphisme de complexes 

(2 .2 .4) ©W n c4 , l o g H] —> WnUJy. 

i 
La théorie n'est toutefois pas écrite, elle mériterait de l'être. 
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Sous les hypotheses de 2.3, l'homomorphisme correspondant 

(2.3.2) 0 i í * - ¿ ( y , W V 4 , i o g ) ® Wn(k) —> H*(Y, Wnu-y) 

est compatible aux filtrations naturelles des deux membres (à gauche, par le 
degré, et à droite, par les tronqués naïfs), et induit un isomorphisme sur les 
gradués associés. Par passage à la limite projective, les isomorphismes (2.3.2) 
fournissent un isomorphisme 

(2.3.3) 0 i í * - ¿ ( y , W 4 í l o g ) ® W(k) —> H*(Y,Wu>r), 

où H*-i(Y,Wu>y¿J := limproj F*-¿(Y, W„<4 J o g ) ; qui n'est autre que celui 
déduit, par extension des scalaires, de la décomposition (1.5.1) et de (2.3.1). 

2.4. Les deux homomorphisme s fondamentaux. Généralisant [BK], Hyodo [H 
montre que, sous les hypothèses de 2.1 : 

(a) Il existe un homomorphisme 

(2.4.1) 0ií*-¿(y,WV4,iog)Wn(k) —> H*(Y 

tel que ot({xi,... ,Xi}) = dlogxi .. .dlogxi pour toutes sections locales 
X\,.. . , X{ de avec les notations de 2.1 et (2.2.2). Comme (y,WV4,iog) 

est engendré par des symboles, cet homomorphisme est donc unique, et il 
est surjectif par définition de Wncjy j . Les homomorphismes a forment un 
homomorphisme de systèmes projectifs. 

(b) Il existe un homomorphisme 

(2.4.2) 0ií*-¿(y, WV4,iog) ® Wn(k) —> H*(Y, Wnu-y) 

tel que ß({xi,..., Xi}) = dlogxi A . . . A dlogxi pour toutes sections locales 
# i , . . . ,X{ de i*j*ö*. Pour la même raison qu'en (a), cet homomorphisme 
est unique, et les homomorphismes /3 forment un morphisme de systèmes 
projectifs. Noter que l'image de (3 est contenue dans le noyau de la différentielle 
d du complexe de de Rham, de sorte que les homomorphismes /3 définissent 
un homomorphisme de complexes 

(2.4.3) e* j , ( t ' ) [ - t ] <g> Än —-» u-X/§ <8> l/pn2. 
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Les homomorphismes A et (3 , étant uniques, sont compatibles à Galois ; il en 
est de même de (2 .4 .3 ) . 

Nous pouvons maintenant énoncer le résultat principal de Hyodo [H] : 

THÉORÈME 2 .5 . — Soit X/S propre, à réduction semi-stable ordinaire. Alors : 

(i) Pour tout n et tout i, l'homomorphisme 

( 2 . 5 . 1 ) H*(Y,¥n(ï))—>H*(y,Wssnu,^0i) 

induit par a est un isomorphisme. 

(ii) Posons An = A/pnA, Sn = SpecAn,Xn = X <S>â An (de sorte que 
w 3 r . / s . = w J r / s ® z / p B Z ) - Pour tout n et tout i, l'homomorphisme 

(2 .5 .2 ) H*{Xn,wXn)(1)) ssssssssssH*{Xn,wXn) 

déduit de /3 est un isomorphisme. 

Par les suites exactes (2 .1 .4 ) , on se ramène à n = 1. L'assertion (i) résulte 
d'un dévissage délicat de L'assertion (ii) se ramène alors à l'assertion 
(i) grâce à ( 2 . 3 ) pour n = 1. 

COROLLAIRE 2.6. — Sous les hypothèses de 2.5 : 

(a) Pour tout n, la suite spectrale de Hodge vers de Rham de Xn/Sn, où 
Xn = X®An,An = A/pnA, 

E[j = Hi{Xn^)cn) => H*{Xn,wXn) 

dégénère en E\. 

(b) L'homomorphisme 

( 2 . 6 . 1 ) m*-i{Y^i

n(ï))®Ân — H\xn,u>-XnlSn) 

déduit de ( 2 . 4 .3 ) est compatible aux filtrations naturelles des deux membres 
(à gauche, par le degré, et à droite, par les tronqués naïfs), et induit sur les 
gradués associés Visomorphisme (2 .5 .2) (compte tenu de (a)j. 
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(c) II existe un unique isomorphisme A-linéaire 

(2.6.2) H*(Y,Wu>y) ®wA-^ H*{X,u-x/s), 

caractérisé par la propriété suivante : pour tout n, Visomorphisme déduit de 

(2.6.2) par extension des scalaires àÂ = limproj Ân rend commutatif le carré 

H*(Y,Wuy)®wÂ H*(X,wx/s) ® A 

H*(Y,Wu-y)®w Än H*(XN,,wx/sn) 

où la flèche horizontale inférieure est Visomorphisme défini par les décomposi-
tions (2.3.2) et (2.6.1), au moyen de Visomorphisme (2.5.1). L'isomorphisme 
(2.6.2) induit un isomorphisme sur les suites spectrales (des pentes, et de 
Hodge) correspondantes, associées aux filtrations naïves. En particulier, il 
munit HDR(XK/K) d'une structure de ^-module filtré ordinaire au sens de 
[PR, 1.2], i. e. la filtration de Hodge Fil* de HQR(XK/K) est opposée à la 
filtration par les pentes croissantes U. de HQ := H*(Y, Wcüy) ® wKo (où 
KQ = FracW) : 

(C7.-1 ® K) © Fit = H*DR(XK/K) 

pour tout i, où Fil1 = H*(XK,Q$K), etUj est la partie de pente < j de HQ, 
i.e. (®r<jH^-r(Y,Wcjr))®K0. 

Les homomorphismes (2.4.3) induisent un homomorphisme de suites spec-
trales, qui, d'après 2.5 (ii), est un isomorphisme au niveau E\, d'où (a) et (b). 
Dans (c), l'unicité est claire. Les isomorphismes inférieurs du carré définissent, 
par passage à la limite projective, l'isomorphisme supérieur. Ce dernier est G-
équivariant, où G = Gal(K/K). Comme, d'après Tate [T, 3.3],ÂG = A, on 
en déduit (2.6.2) en prenant les invariants sous G . La dernière assertion est 
immédiate. 
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COROLLAIRE 2.7 . — Sous les hypothèses de (2 .5 ) ; 

(a) La suite spectrale des cycles évanescents (2 .1 .5 ) dégénère enE2 modulo 
torsion. Si F' désigne la filtration correspondante de H*(Xj(,Qp), on a des 
isomorphismes canoniques, G-équivariants, 

( 2 . 7 . 1 ) ffr>-'iî*(X/?,Qp) ~ H*-\Y,W<40.) ® Q p ( - 0 -

En particulier, la représentation p-adique H*(XR,QP) est ordinaire au sens 
de [PR, 1.21. 

(b) Soit C =K . Il existe un isomorphisme C-linéaire, G-équivariant 

(2 .7 .2 ) m*-\XK, WXK) ®K C(-i) ~ H*(XR, Qp) ® C 

"décomposition de Hodge-Tate"). 

Posons bm = àimKHy}R(X/K), tii = dimK HHXJCW). On a bm = 

2-h 7 = 771 

ji (dégénérescence de la suite spectrale de Hodge vers de Rham, qui, 
ici, est d'ailleurs conséquence de 2.6 (a)). D'autre part, par le théorème de 
comparaison d'Artin-Grothendieck entre cohomologie de Betti et cohomologie 
étale, on a bm = d i m Q p Hm(XR, Qp). D'après 2 .5 , hij = dimHj(Y, Wu\og) ® 
Qp = dimHJ(Y,^l)<g)Qp. L'assertion de dégénérescence en résulte. L'isomor-
phisme ( 2 . 7 . 1 ) se déduit alors de (2 .5 .1 ) . Le théorème de Tate [T, 3.3] entraîne 
l'existence d'un scindage G-équivariant de la filtration de Hrn(XfC^Qp) ® C 
déduite par extension des scalaires, d'où (b), grâce à 2.5 (ii). 

Remarque 2.8. La décomposition (2 .7 .2) n'est pas canonique : chaque 
scindage G-équivariant de la filtration de Hm(Xf<, Qp)(g)C envisagée ci-dessus 
fournit une telle décomposition, i. e. un isomorphisme entre 
QH^^XK^XK) ®K C(-i) et le facteur (canonique) de H*(XR,Qp) ® C 
correspondant au caractère x ~ \ °ù X e s ^ I e caractère cyclotomique. Toute-
fois, Faltings [Fa] a construit une décomposition de Hodge-Tate canonique 
pour tout schéma propre et lisse Z sur K . 

Problème 2.9. Dans [HK], Hyodo et Kato définissent, pour X/S propre, 
à réduction semi-stable (non nécessairement ordinaire) (et même sous des 
hypothèses plus générales), un isomorphisme canonique 

P i r : K®Ko H*(Y,Wv) -=U HhR(XK/K), 
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dépendant d'une uniformisante 7r de A . Quand X a, de plus, réduction 
ordinaire, comment se compare cet isomorphisme à celui déduit de (2.6.2) ? 

Problème 2.10. Sous les hypothèses de 2.5, la structure de (</>, iV)-module 
filtré (ordinaire) définie sur HpR(Xx/K) par (2.6.2) est-elle associée à 
la représentation p-adique (ordinaire) i f* (X^ ,Q p ) par la correspondance 
de Fontaine [F] (cf. aussi [PR])? Si p (resp. p') désigne la représentation 
H*(Xf(,Qp) (resp. la représentation associée à HQR(XK/K)), on dispose 
sur p (resp. p') de la filtration de la suite spectrale des cycles évanescents 
(resp. de la filtration associée à la filtration par les pentes), et tout au moins 
peut-on affirmer que les gradués associés sont (canoniquement) isomorphes. 
Par ailleurs, si dim X / S < (p — l) /2, Kato montre dans [K], sans hypothèse 
d'ordinarité, que la structure de (</>, 7V)-module filtré déduite de pn est associée 
à la représentation p-adique, donc une réponse positive à 2.10 permettrait de 
répondre à 2.9 sous les mêmes restrictions de dimension. On espère, bien 
entendu, que, sans hypothèse d'ordinarité ni restriction de dimension, la 
structure de (cf), iV)-module filtré définie par pn est associée à la représentation 
p-adique (conjecture Cst)-
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Exposé V 

SEMI-STABLE REDUCTION A N D CRYSTALLINE 
COHOMOLOGY WITH LOGARITHMIC POLES 

by Osamu Hyodo and Kazuya Kato 

Introduction 
The results of this paper were obtained by the collaboration with J.-

M. Fontaine and L. Illusie. 
We say a scheme X over a discrete valuation ring A is with semi-

stable reduction if etale locally on X , there is a smooth morphism X —> 
Spec(A[Ti,... ,T r]/(Ti • • -Tr — 7r) for some r > 0, where TT is a uniformizing 
parameter. This condition is equivalent to the condition that X is regular, the 
generic fiber of X is smooth, and the closed fiber of X is a reduced divisor 
with normal crossings on X . 

Let A be a complete discrete valuation ring with field of fractions K and 
with residue field k such that char (A') = 0, char(fc) = p > 0, and k is perfect, 
and let KQ be the field of fractions of the ring W = W(k) of Witt vectors. Let 
X be a proper scheme over A with semi-stable reduction, and let Y = X ® A & -

Then, the crystalline cohomology group H™ys(Y/W) ®w Ko (m £ Z) is not 
a "good cohomology" when Y is singular. However U. Jannsen conjectured 
in [J] that there is a "new crystalline cohomology group" D , which is a finite 
dimensional A'0-vector space endowed with 

- a bijective frobenius-linear operator (p : D —» D called the frobe-
nius, 

- a nilpotent operator M : D —• D called the monodromy operator, 
satisfying J\f(p = p(pAf, 

S. M. F. 
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- a K-isomorphism with the de Rham cohomology 

p : D ®Ka K HBR(XK/K) (Xk = X®a K). 

This space D is a mixed characteristic analogue of the limit Hodge 
structure [S]. 

The triple (D, AT) is constructed in Hyodo [H2] by using some de Rham-
Witt complex with logarithmic poles. In this paper, we give another construc-
tion of (D,(p,J\f) using the crystalline cohomology theory with logarithmic 
poles and give the isomorphism p. The 4-ple (JD, <p,Af, p) has the following 
further properties. 

- (D,(p,J\f) depends only on the scheme X (gu A/m2

A over A/m2

A 

where denotes the maximal ideal of A (cf. (1.7)). 

- The isomorphism p depends on a choice of a prime element TT of A. 
If we indicate the choice of 7r as p^, we have 

PTTU = Pn o exp(log(u)A/") 

for u G Ax, where we denote the if-linear operator on D ®/̂ 0 K induced b> 
J\f by the same letter J\f. The K-linear operator pnoAfop~x on H Q R ( X K / K ] 

is independent of the choice of 7r (cf. Thm. 5.1)). 

- As is shown in [H2], the triple (D,(p,AT) is ®wKo of a triple 
( H , <p,N) with H a canonically defined (A;)-module of finite type. L. Illusie 
has proposed a method to show that the operator J\f : H —> H is already 
nilpotent before ®wKo- This has been carried out by A. Mokrane, see [M]. 

The theory of crystalline cohomology with logarithmic poles used in this 
paper is based on the theory of "logarithmic structures" of Fontaine-Illusie 
reported in [Kl] (cf. §2 for a summary of this theory). In fact, by using 
this theory of logarithmic structures, we construct (D,(p,Af, p) in this paper 
not only for X as above, but also for a scheme over A with a "smooth 
logarithmic structure whose reduction is of Cartier type" (for example, a 
product of schemes with semi-stable reduction is such a scheme). We give 
also the detailed study of the de Rham-Witt complexes with logarithmic 
poles associated to such general situation (§4). 
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In [J], Jannsen presented a conjecture on the relation between the 4-ple 
(D,(p,Af,p) and the p-adic etale cohomology H™(X ®A if,Qp), which was 
formulated in a more precise form and proved in the case of abelian variety 
by Fontaine [Fol]. We discuss this conjecture in another paper [K2]. 

The subject of this paper is studied independently by Faltings [Fa] § 4, and 
a different formulation of logarithmic structure is given in [Fa] §2. The triple 
(D,(p,J\f) is obtained also from his theory. The study of the de Rham-Witt 
complex of this paper is not contained in [Fa]. 

A different approach to this subject using syntomic sheaves is given in 
[Fo2]. The authors heard that P. Deligne considered a mixed characteristic 
analogue of the limit Hodge structure in rather old days (unpublished). Some 
related topics are discussed in [112], [113], [114]. 

The authors thank especially Professors J.-M. Fontaine and L. Illusie for 
their collaboration, stimulating discussions and suggestions. Professor Illusie 
made many improvements of the manuscript. They also thank Professors 
P. Berthelot, B. Mazur and M. Raynaud for their help. They thank Université 
de Paris-Sud for its support and its hospitality. 

1. — A fast construction of (D,<p,J\f) 
Before we start the use of the crystalline cohomology theory with logarith-

mic poles, we remark in this section that it is possible to construct (D,(p,J\f) 
in the semi-stable reduction case without using such theory, but using only 
the classical theory of the de Rham-Witt complexes. The proofs of some state-
ments are not given in this section. However proofs using the theory of log 
structures are given in later sections for generalized versions of the statements. 
Proofs without using the theory of log structures exist, but we do not discuss 
them. 

In this section, let A be a discrete valuation ring with field of fractions K 
and with residue field k, and assume that A: is a perfect field of characteristic 
p > 0. Let X be a scheme over A with semi-stable reduction, and let 
Y = X®Ak. 

All sheaves considered in this section are those on small etale sites. 

(1.1). — We define a complex Wnu'Y on Yet as follows. This complex is 
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nothing but the de Rham-Witt complex in [H2], but the construction here is 
different and more elementary. Though this complex in fact depends in general 
on the scheme X ®A A/m2

A over A/m2

A, not only on Y, we use the notation 
Wnujy for simplicity. 

Take a dense open subscheme U of Y which is smooth over k, and let 
u : U —• Y be the inclusion map. We define Wnu;Y as a subcomplex of 
u*WnSl\j where WnVt\j is the usual de Rham-Witt complex ([111]) of U. Let 

Y - U X J- XK 

be the inclusion maps. Then i-\OX) - R'MO^) is injective and the 

restriction of i~1j*(Ox )/R'MO^) to U is isomorphic to the constant sheaf 
K*/Ax. From this we see that there exists a unique homomorphism 

dlog : i~1j*(Ox ) —• u*WnÛ\j 

which induces on u-H-'(Ox) the composite map 

D L O G 

u-LR\O*X) — O* — • WNNH 

and induces the zero map on Kx . Define Wncj'Y to be the iyn(CV)-subalgebra 
of u+WRSL'u generated by dWn{Oy) and d l o g ^ " 1 j+{0$K)). Then WnuY 

becomes a subcomplex of u*WnSl)j. As it is easily seen, WnuY is independent 
of the choice of U. 

(1.2). — One can check the following facts easily. The operators 

induce 
F : Wn+1u,Y — Wnu>Y ,F : Wn+1u,Y , 

F : Wn+1u,Y — Wnu>Y , 

V : u.WnQq

v —Wnu>Y ,Wnu>Y , 

F : Wn+1u,Y — Wnu>Y ,F : Wn+1u,Y 

respectively, satisfying IV=p,VF = p, dF = pFd, vD = pdV, FdV = d 
The absolute frobenius of Y induces an endomorphism of the differential 
algebra 

(p : Wnu'Y —> WnLJY 

which induces pqF on WnuJY. 
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(1.3). — Now fix m E Z and let 

Dn = Hrn(Y,WnujY), DOQ = Y}mHrn(Y,Wnüüy), D = D00®w K0 . 

If Y is proper over k, it can be shown that each Dn is a Wn(k)-modnle of finite 
length and is a finitely generated W(A;)-module (cf. (3 .2 ) ) . The frobenius 
if on Wnujy (1 .2 ) induces Dn —• Dn, —• £>oo and D —> D, which we denote 
also by (p. The map (p \ D ^ D is bijective as is seen from the existence of the 
endomorphism of complexes g = (pr~qV : Wnujy —• W^ n ^y)gGZ for r bigger 
than the dimension of Y which satisfies (pg = g(p = p r + 1 . 

(1.4). — To obtain the monodromy operator J\f, we define a complex Wnuj'Y 

on Y (which also depends on X (&A A/m1^. ^ • ^ —̂  ^ be as in (1 .2) , 

and consider the graded differential algebra 

A = u*(Wnnu)[8]/(62) 

where 6 is an indeterminate in degree one satisfying 

6a = {-l)qa6 (a G W n f î£) , d9 = 0. 

We are going to define Wnuj'Y to be a ì/Fn(CV)-subalgebra of A'. Let 

dlos:i-1j,(0$K)-+A1 

be the unique homomorphism which induces on dlos:i-1j,(0$K) the composite 
map 

dlos:i-1j,(0$K)(a G Wnfî£),dg 

and induces on Kx the map a —• ordA-(a)# (here ord^- is the normalized 
additive discrete valuation of K). We define Wnuj'y to be the Wn(Oy)-
subalgebra of A' generated by dWn(Oy) and the image of dlog. Then Wnuiy 
becomes a subcomplex of A\ and is independent of the choice of U. 

PROPOSITION (1 .5 ) . — The sequence 

0 —> Wnu'y[-1] —+ Wnuy —> Wnujy —> 0 

a —>a0, 6 —• 0 
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is exact. 

This will be proven in (4.20). 

(1.6). — Define N= Dn Dn as the connecting homomorphism of the 
exact sequence (1.5). The commutative diagram of exact sequences 

0 —> Wnu'Y[-l] —> WnZ'y —+ Wnu'y — 0 

y y y 

0 —> Wnu)'Y[-\] — • Wr&y —> WnujY —> 0 

where the middle ip is induced from the ring homomorphism A' —• A' which 
extends (p of u^WnQ'u by 6 \—> p6, proves Aftp = ptpAf. If Y is proper over k, 
this equation and the bijectivity of (p show that J\f : D —• D is nilpotent. 

(1.7). — One can check that the complexes Wncjy and Wnu)'Y depend only 
on the scheme X®AA/m2

A over A/m2

A, and hence (Dn,(p,Af) (n > 1) depends 
only on X ®A A/m2

A over A/m2

A. This last fact can also be seen, by using 
the theory of log structures, from the fact that (Dn,(p,Af) is determined by 
certain log structures on Y and on Spec(fc) (cf. §3) which depend only on the 
scheme X ®A A/m2

A over A/m2

A. 

2. — Crystalline cohomology with logarithmic poles 
In this section, we give a summary of the paper [Kl] on the logarithmic 

structures of Fontaine-Illusie, and add a logarithmic version (2.24) of a result 
[B02] (1.6) of Berthelot-Ogus. 

In this section, monoids are assumed to be commutative and have a unit 
element, and homomorphisms of monoids are assumed to preserve the unit 
elements. For a monoid P , let P9P be the associated commutative group 
{ab~l',a,b G P } . We call a monoid integral if P —* Pgp is injective (i.e. if 
«ab = ac=>b = c" holds). 

(2.1). — For a scheme X, a pre-logarithmic structure on X is a sheaf of 
monoids M on the etale site Xet, endowed with a homomorphism a : M —y Ox 
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with respect to the multiplicative law on Ox- A pre-logaxithmic structure is 
called a logarithmic structure (or a log structure) if 

(a G Wnfî£),(a G Wnfî£), 

For example, the sheaf M = 0\ with the inclusion map 0\ —• Ox is a log 
structure which we call the trivial log structure. If M is a log structure, we 
identify Ox with the subsheaf a~l{Ox) of M via a. 

A morphism between schemes with log structures is defined in the evident 
way. 

(2.2). — For a pre-log structure M on I , the log structure Ma on X 
associated to M is defined as the push out of 0\ <— a~l(0^) —• M in the 
category of sheaves of monoids. That is, 

Ma = (0% 0 M)/ ~ 

where ~ is the equivalent relation 

(u,a) ~ (v,b) there exist (locally) c, d G cx l{O^A such that 

a(c)u = a(d)v and ad = be 

(the map Ma —» Ox is the sum of M —• Ox and the inclusion map 
Ox —> Ox). The natural morphism M —• M° is universal among morphisms 
from M to log structures on X. 

(2.3). — For a morphism of schemes f : X —>Y and a log structure M on Y, 
the inverse image f*M of M is defined to be the log structure on X associated 
to the pre-log structure / "^ (M) (endowed with f~x{M) -+ f~~l{0Y) -> OX). 

(2.4). — The category of schemes with log structures has finite inverse limits. 
For a finite inverse system (X\,M\)\, its inverse limit (X,M) is described 
as follows. The scheme X is the inverse limit of the inverse system (X\)\. If 
PA • X —• X\ denote the projections and M' denotes the inductive limit of 
the system (p^1(M\))\ in the category of sheaves of monoids on Xet, M is 
the log structure associated to the pre-log structure M'. 
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(2.5). — For a morphism of schemes with log structures / : (X,M) —> 
(Y, iV), we define an Ox-module C J ^ X M)/(YN)>

 w h ich is called the sheaf of 
differential forms with logarithmic poles relative to f and is often denoted 
simply as ^ X / Y , to be the quotient of $l^/y0(Ox®z^^ p ) divided by the Ox~ 
submodule generated by local sections of the forms (da(a), 0) — (0,a(a) ® a) 
(a e M) and (0,1®a) (a G f~L(N)). The class of (0,1®a) (a G M) i n a ^ / y is 
denoted by dlog(a). Define (^x/y = ^X/Y f ° r 9 ^ ^- Then with the map 

^ : ^ x / y UXIY d(adlog(bi) A - • • Adlog(6g)) = da Adlog(bi) A • • -dlog(bg) 

(a G € Ox, b1.....bq EM), (u'x/Y,d) becomes a complex. 

(2.6). — We say a log structure M on a scheme X is fine if etale locally 
on X, there is a finitely generated integral monoid P and a homorphism 
h : Px —-> Ox where Px denotes the constant sheaf defined by P , such 
that M is isomorphic to the log structure associated to the pre-log structure 

(Px,<x). 
A standard example of a fine log structure is the following. Let X be a 

regular scheme and D a reduced divisor with normal crossings on X. Let 

(a G Wnfî£),(a G Wn (j:U = X-D^X) 

with the inclusion map a : M —» Ox • Then M is a fine log structure which is 
associated etale locally to 

N x —> °x : {mi)\<i<r 
II rm

i 

  

where 7r2- G O x define regular subschemes of X whose union is D. The reason 
why we work with the etale topology in the theory of log structures is that 
the definition of "normal crossing" is etale local. 

(2.7). — For a morphism / : (X, M) —• (Y, N) between schemes with fine log 

structures, a chart of / is a system [Px -L* M, Qy -UN,Q-!UP) where P 

and Q are finitely generated integral monoids and s,t,h are homomorphisms 
satisfying the following conditions : s and t induce isomorphisms (Px)a —+ M 
and (Qy)a AT, respectively (here P x is regarded as a pre-log structure 
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via Px —M —• Ox, and Qy similarly), and (/, h) commutes with (s, t) in 
the evident sense. A chart of / exists etale locally. 

In the following (2.8)-(2.12), let / : (X,M) (Y,JV) be a morphism 
of schemes with fine log structures. We give definitions of several types of 
morphisms (cf. [Kl] §3 and §4). 

(2.8). — We say / is a closed immersion (resp. an exact closed immersion) 
if the underlying morphism / : X —» Y is a closed immersion and the map 
f*N —> M is surjective (resp. bijective). 

(2.9). — It can be proven that the following two conditions (i) and (ii) (resp. 
(i)' and (ii)') are equivalent. We say / is smooth (resp. etale) if the equivalent 
conditions (i) and (ii) (resp. (i)' and (ii)') are satisfied. 

(i) (resp. (i)')- The underlying morphism X —• Y is locally of finite 
presentation, and for any commutative diagram of schemes with fine log 
structures of the form 

(T',L') - i + (X,M) 

(T,L) —> (Y,N) 

where i is an exact closed immersion such that the ideal of T' in T is 
nilpotent, there exists etale locally on T a morphism (resp. there exists a 
unique morphism) g : (T, L) —» (X, M) such that gi = s and fg — t. 

(ii) (resp. (ii)'). Etale locally on X and on Y, there exists a chart 

(Px —> M, Qy —• AT, Q A P) of / such that the kernel and the torsion part of 
the cokernel (resp. the kernel and the cokernel) of the induced homomorphism 
h9P : Q9P —> P9P are finite groups whose orders are invertible on X, and such 
that the induced map X —• Y xS p e c( 2[g])Spec(Z[P]) is etale in the usual sense. 

We have : 

(2.9.1). — If / is smooth, the (9x-module u^/y l s locally free of finite type 
for any q. 
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(2.9.2). — If X is locally of finite type over Y, there exists etale locally 

on X a factorization (X,M) (Z,L) JU (Y,N) with L fine, i a closed 
immersion and g smooth. This follows from the existence of local charts of / 
[Kl, 2.9 (2)] ( 1 ) 

(2.9.3). — If / is a closed immersion, there exists etale locally on X a 

factorization (X,M) -U (Z,L) (Y,JV) with L fine, i an exact closed 
immersion and g etale [Kl, 4.10]. 

(2.10). — It can be proved that the following conditions (i) and (ii) are 
equivalent. We say / is integral if there equivalent conditions are satisfied. 

^ By [Kl, 2.9 (2)] we may assume X and Y are affine and we have a global 
chart of / : Spec(A) -> Spec(B) given by (P -> A, Q -+ B, u : Q P) . 

We thus have a factorization (X,M) ^ (X1,L)—>(Y,iV) where X x = 
^ xSpec(Z[Q])Spec(Z[P]) and L\ is the log structure associated to P —* Z[P] —> 
P x = A ®z[Q] ^[P]. Moreover, M = i*1L1 Now, choose a surjective map 
v : N r —• P , and consider the factorization of n given by Q —• Q © N r —» P 
where the first map sends a to (a, 0) and the second one (a, 6) to u(a) + v(b). 
Taking the pull-back by Y ^ Spec(Z[Q] of Spec(Z[P]) -> Spec(Z[Q©Nr]) -+ 

Spec(Z[P]), we get a factorization (Xi,Li) (X2,L2) —• (Y,N) where i2 

is a closed immersion and (X2,L2) —> (Y, iV) is smooth. Here X 2 = Spec(P2), 
with B2 — A ®z[Q] Z[Q © N r ] . Finally, choose a surjective map of B\-
algebras B\\t\,..., tn] —• B and endow Z\ = Spec(Pi[£i, . . . , tn]) (resp. 
Z2 = Spec(P2[^i, • • • ?*n])) w ^ h the inverse image log structure of X\ (resp. 
X2). We thus get a factorization (X,M) (Zi ,Mi) (Z2,M2) -> (V,iV) 
where (X,M) —> (Z 2 ,M 2 ) is a closed immersion and ( Z 2 , M 2 ) —• (Y,iV) is 
smooth, as desired. 
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(i) For any scheme Y' with a fine log structure N' and for any mor-
phism (X',N') - (Y,N), the log structure of the fiber product 

(X,M x (Y,N) (Y',N') is fine. 

(ii) Etale locally on X and on Y, there exists a chart (Px ^M,QY^ 

N,Q±P) of / such that the ring homomorphism AQ) - Z[P] induced by 

h is flat. 
We have (cf. [Kl] §4) : 

(2.10.1). — The morphism / is integral if f*N M or if Ny/O^-

generated by one element for any y G Y (( )y denotes the stalk at a geometric 
point dominating y). 

(2.10.2). — If / is smooth and integral, the underlying morphism X —• Y 
is flat. 

(2.11). — We say / is exact if the diagram 

/-i(AT) —-> M 

f-i(N)°P — • Mgp 

is cartesian (then a closed immersion (2.7) is exact if and only if it is an exact 
closed immersion in the sense of (2.7)). 

(2.12). — For a prime number p and a scheme S over Fp with a fine log. str. 
L, the absolute frobenius F^S,L) : (5, L) —> (5, L) is defined to be the pair of the 
absolute frobenius Fs : S —• 5 and the p-th power map FgX(L) = L L 
where we used the natural isomorphism F^1^) = T of any sheaf T on Sef. 
In the case X and Y are schemes over F p , we say / is of Cartier type if / 
is integral and the morphism g in the following commutative diagram with a 
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cartesian square is exact. 

(2.12.1) 

F(X,M) 

(X,M) (X',M') (X,M) 

(Y,N) 
Y,N) 

(Y,N) 

If / is smooth and of Cartier type, we have a Cartier isomorphism 

(2.12.2) C-1: wq

x'/Y —> Hq (wx/Y) (gel) 

characterized by 

C-1(adlog(/z*(61)) A • • • A d\og(h*(bq))) = ^*(a)dlog(b1) A • • • A dlog(69) 

(a G O * , . . . , G M ) . 

(2.13). — We give remarks on smooth morphisms and morphisms of Cartier 
type. 

(2.13.1). — Let A be a discrete valuation ring. Then, we call the log 
structure on Spec( A) corresponding to the closed point (regarded as a reduced 
divisor with normal crossings) in the sense of (2.6) the canonical log structure 
of Spec(A). If A' is a discrete valuation ring which is finite over A and N', Nf 

denote the canonical log structures on Spec(A) and Spec(A'), respectively, 
the following three conditions on / : (Spec(A'),N') —> (Spec(A),Ar) are 
equivalent, (i) / is etale. (ii) / is smooth, (iii) A' is tamely ramified over A. 

(2.13.2). — Let A be as in (2.13.1) and X be a scheme over A with semi-
stable reduction. Let Y — X ®A k where k is the residue field of A, let 
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M be the log structure on X corresponding to Y (regarded as a divisor 
with normal crossings on X), and let N be the canonical log structure 
on Spec(A). Then, the morphism (X, M) —» (Spec(A),iV) is smooth (and 
it is integral by (2.10.1)). If k is of positive characteristic, the morphism 
(Y, M) —» (Spec(fc), iV), where M and AT denote the inverse images of M and 
iV, respectively, is smooth of Cartier type. 

(2.13.3). — Let be a field and j : U ^ I be a toroidal embedding 
of a smooth fc-variety U into a normal fc-variety X. Then if M denotes the 
log structure Ox H * j P x

u , ( X , M) is smooth over Spec(fc) where Spec(&) is 
endowed with the trivial log structure (2.1). The equivalence between (2.9) (i) 
and (2.9) (ii) in the case Y = Spec(fc) and N is the trivial log structure says 
that the notion of toroidal embeddings over k is essentially equivalent to the 
notion of a scheme with a fine log structure which is smooth over Spec(fc). 

(2.13.4). — Smooth integral morphisms are stable under base changes, 
compositions, and under taking fiber products. The same is true for smooth 
morphisms of Cartier type in characteristic p > 0. For example, for X and 
A as in (2.13.2) with Y singular and for a discrete valuation ring A' which 

def 

is finite with ramification index > 1 over A, X' = X <S>A A' is not regular. 
However from the view point of log structures, X' is not so ugly : with the 
log structure M' as the fiber product, (X' ,M') is smooth over (Spec(yl/), N') 
with Nf the canonical log structure on Spec(A'). 
(2.14). — The theory of crystalline cohomology is generalized to schemes 
with fine log structures as follows. As a base, we take a 4-ple (5, L, J, 7) 
where 5 is a scheme such that Os is killed by a non-zero integer, L is a fine 
log structure on 5, J is a quasi-coherent ideal on 5, and 7 is a PD (= divided 
power) structure on i". Let (AT, M) be a scheme with fine log structure over 
(5, L) such that 7 extends to X. We keep these notations in (2.15)—(2.17) and 
in (2.19)-(2.22). 

(2.15). — We define the crystalline site ((X, M) / (5 , L, 7 , 7 ) ) c r y 5 (which 
we abbreviate as ((X,M)/(S,L))cry8 or as (X/S)^r

g

ys) as follows. An object 
is a 5-ple (/7, T, Mj,z,^) where U is an etale scheme over X, (T, Mr) is a 
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scheme with a fine log structure over (S, L), i is an exact closed immersion 
(U, M\u) —• (T, Mr) over (.S, L), and <5 is a PD-structure on the ideal of Î7 
in T which is compatible with 7. Morphisms are defined in the evident way. 
A family of morphisms 

gx : (Ux,Tx,MTx,ix,8x) —> (U,T,MT,i,8) 

is a covering if the morphisms of schemes g\ : T\ —> T are etale and form a 
covering for the etale topology, and U\ ~T\ XTU for all A. 

The structure sheaf Ox/s of (X/S)l^ys is defined by 

Oxls(U,T,MT,i,ô) = T(T,0T). 

(2.16)- — Let i : (X,M) —• (X' ,M') be a closed immersion over (5 ,L) 
with M' fine. Then, the PD-envelope (D ,MD) of (X,M) in (X ' ,M' ) is 
defined having the following characterization. Etale locally on I , i factors 

as (X,M) - U (X",M") (X ' ,M') with M " fine, t' an exact closed 
immersion and g etale, and D is the usual PD-envelope of X in X " with 
the inverse image M D of M ' . This ( D , M D ) has the desired universality as 
in the classical case. If i is an exact closed immersion, then D is the usual 
PD-envelope of X in X ' and Mp is the inverse image of M' . 

For example, let X = Spec(fc[t]) with k a field and t an indeterminate, 
and let M be the log structure on X associated to the divisor H = 0". 

Let (X ' ,M' ) =f (X,M) xSpec(fc) (X,M) where Spec(fc) is endowed with the 
trivial log structure (2.1) and let i : (X,M) —• (X ' ,M' ) be the diagonal 
morphism. Then, X ' = Spec(k[ti,t2]), M' is the log structure corresponding 
to the divisor Hi = 0" U H2 = 0", i is a closed immersion but not exact. As 
(X", M"), we can take X " = Spec(fc[£i, £2,MJ1, ^ ^ 2 ] ) with the log structure 
M " corresponding to the divisor Hi = 0" (= H2 = 0)". Hence the P D -
envelope of (X,M) in (X ' ,M') is Spec(fc[£i] < v >) where v = M J 1 - 1 
regarded as an indeterminate endowed with the log structure associated to 
N —» ¿[¿1] < v > ; 1 —> ¿1. (< > means the PD-polynomial ring.) 

(2.17). — The theory of crystals is generalized to schemes with fine log 
structures as follows. A sheaf of (9x/£-niodules T on (X/S)l°fys is called a 
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crystal if the map 

Or* ®OT FT —• ? 

is an isomorphism for any morphism T' —• T in (v;°g - nj where F 

and TT> denote the sheaves on TET and TET induced by T, respectively. If 
( x , M ) - U ( z , i V ) is a closed immersion over (5, L) with N fine and (Z,N) 

smooth over (o, L), the following two categories (a) (b) are equivalent. Let 
(D,MD) be the PD-envelope (2.16) of (X,M) in (Z, N). 

(a) The category of crystals on (v;°g - nj 

(b) The category of Op-modules K on DEI = X E T endowed with 

V : K —• K®Qz u l

z / s 

satisfying the following conditions (i)-(iii). 

(i) V is additive and 

V(ara) = aV(ra) + m ® da (a G OD , m G /C). 

(ii) The composite 

V(m) ACÜ + m ® dcj .—V(m ® u;) 

is zero where we extend V to 

K ®0z uq

z/s K ®oz uq+\ ; V(m ® u;) = V(m) ACÜ + m ® dcj . 

(iii) If x G D and y denotes the image of x in Z, and if ¿ 1 , . . . ,£ r are 
elements of iV^p such that (d log(£2))2- is a basis of the free öz;y-module ^Z/s y-> 
then for any m G /C^ we have 

TT 
l<i<r 

n (v;°g - nj) (m) = 0 

for some c, > 0, rij G Z. Here V1"8 is defined by 

V(m) = 

l<t<r 
V£ g (m)®dlog (* f 0 (m G /Cx) • 
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The definition of the functor giving the equivalence of categories follows 
faithfully the classical case. In particular, K = To as an Op-module. 

Remark (2.17.1). — Under the conditions (i) and (ii), (/C ®oz uz/s,V) 

becomes a complex. 

Remark (2.17.2). — Under the conditions (i) and (ii), if (iii) is satisfied 
for one choice of (tz)2-, then it is satisfied for any choice of (ti){. 

(2.17.3). — Let {Z',N') be the fiber product of two copies of (Z,N) 
over (S, L) in the category of schemes with fine log structures (2.13.5), 
let (D',MD>) be the P£>-envelope of (X,M) in (Z' , iV), and let pu 

P2 : D' —• D be the two projections. Assume £ i , . . . , £ r as above are 
given globally. Then, OD' is isomorphic via p2 to the PD-polynomial ring 
OD < 5 i , . . . , 5 r > with 5 i , . . . , 5 r indeterminates, and the isomorphism is 
given b;y si*—> PÌWPÌÌU)-1 - 1. The composite 

(*) KB — > P*ICD — K DI = p*2 IC D — 
(V£6-J) 

n (V£6-J)(m)) 

is given by 

(**) m i — > n 
l<2<r 

(V£6-J) 

1 <2<r l<j <72i 
n n ( V £ 6 - J ) ( m ) ) 

(V£6-J) 

A similar fact holds for crystals in the sense of derived categories ([B] V 3.6.1) : 
if K is a crystal in the derived category and V ^ s denotes the s'1'-component 
of KD —> KD1 then (*) is given by (**). 

(2.18). — To give an explicit description of the crystalline cohomology 
of crystals (2.20), we give here a preliminary definition. For a morphism of 
schemes with fine log structures / : (X, M) —• (5, L) (at this point we don't 
need any PjD-structure) such that the underlying morphism X —• S is locally 
of finite type, an embedding system for / is a pair of simplicial objects (X\M') 

and (Z\ N') in the category of schemes with fine log structures endowed with 
morphisms 

(X-,M-)-*(X,M), ( X , M - ) — > { Z \ N % (Z\N-)-^(S,L) 
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(here (X, M) and ( 5 , L) are regarded as constant simplicial objects) satisfying 
the following conditions (i)-(iv). 

(i) The diagram 

(X\M-) (Z-.N-) 

(X,M) (S,L) 

is commutative. 

(ii) The morphism X —• X is a hyper-covering for the etale topology, 
and Ml (i > 0) is the inverse image of M on X1 for each i. 

(iii) Each (Z\N{) - » (5 ,L) is smooth. 

(iv) Each ( X \ M 2 ) —• (Z\Nl) is a closed immersion. 
It is easily seen that embedding systems for / exist. 
Let (X')~t be the topos whose object is a system which associates to each 

i > 0 a sheaf Tl on Xl

ei, and to each increasing map s : { 0 , . . . , t } - f { 0 , . . . , j } 
a morphism ps S-1 (F') —>Fj where s denotes the morphism X> X* 

corresponding to 5 , satisfying pid. =  d. and = /95 • s_ (pi). 
The obvious morphism of topoi 0 : (X)et—X~t (X~t denotes the topos of 

sheaves on XPi) satisfies 
F—> RO.O-1(F) 

for any abelian sheaf T on Xet ([SD]). For a complex T' in (X')~t bounded 
below, R6^(T') is computed as follows. By replacing T' with a complex which 
is quasi-isomorphic to T\ we assume i ? 9 0 2 * ( J r u ) = 0 for any q > 0 and any 
z, j , where 9{ denotes X1 —> X and T%3 denotes the degree j part of the 
complex on X1 defined by T'. Then RO^T') is represented by the double 
complex ( M ^ ' j ) ) u ( [SD]) . 

DEFINITION (2 .19) . — With notations as in (2 .14 ) , assume X is locally 
of finite type over S. Fix an embedding system ((X',Mm), (Z',N')) for 
(X,M) ( 5 , L ) , and let (D\MDi) be the PD-envelope of (X\Ml) in 
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(Z^N*). For a crystal T on (X/S)x?fys, define the complex CX/s,r in (X')~t 

bv 

Cx/s,r = (FD- FD- ®Oz. ^Z'is FD ®OZ. V2

Z./S • • •), 

and call it the crystalline complex of T . If T = Ox/s we denote Cx/s ,T 
simply by CX/s-

PROPOSITION (2 .20) . — Let the situation be as in ( 2 . 1 9 ) . Let u^s be the 

canonical morphism from (X/S)l^ys to Xei. Then there exists a canonical 
isomorphism 

Ru^/s.(T)^R9t(Cx/s^). 

(2.21). — In (2 .19) , crystalline complexes associated to two different 
embedding systems E, E' are related to each other as follows. There is an 
embedding system E" having morphisms E" —• E and E" —• E' of embedding 
systems. Denote the crystalline complex associated to E (resp. El', resp. E") 

by 'X/sj? (resp. C'XIST, resp. C £ / 5 ~). Then the canonical morphisms 

R0*(CX/s,r) — • RÛ"{C'XISÎT) I— R0*(cx/s,r) 

with 0, 6" the evident morphisms of topoi, are isomorphisms, and compat-
ible with the isomorphism of (2 .20) . 

The following lemma on crystalline complexes is used frequently in this 
paper. 

LEMMA (2 .22 ) . — In (2 .19) , iff: (X,M) — ( 5 , L ) factors as (X,M) 

( 5 , L ) —1-+ ( 5 , L) with f smooth integral and i an exact closed immersion 

such that the ideal of S in S is a sub-PD -ideal of I, then Cx/s is fla^ o v e r 

0~l f~l(Os) for any choice of an embedding system. 

PROOF. It is enough to show that Dl is flat over S. First, we show that 
it is sufficient to prove (2 .22) for one choice of an embedding system. If 
((X', Af"), (Z', N')) is an embedding system, (Z',N') is integral over ( 5 ' , L ' ) 

238 

238 O. HYODO, K. KATO

ASTÉRIQUE 223



EXPOSÉ V : CRYSTALLINE COHOMOLOGY WITH LOGARITHMIC POLES 

on a neighbourhood of X in Z. So we may assume (Z',N') is integral 
over (S,L). Assume we have two embedding systems ((X',M'), (Z',N')), 
((X-)',(M-)'), ((Zy,(NJ)) with ( Z \ i V ) and ((Zy,NJ) integral over 
(5, L), and let (((X)", (My), ((Z')", (iV')") be the third embedding system 
defined by (Xy = X* x x (Xj and ((Z8)", (AT*)") = (Z'',JV') x ( s , x ) 

((Z*')',(Ni)').If (D\MDi) (resp. ((£>*)',M( Z ) < ) ,)) denotes the PD-envelope 
of (A^AP') in (ZSJV) (resp. ((X 1 ) ' , (M')') in ((Z*)', (iV1)')), and similarly 
((£>*')">M(/?')") denotes the PD-envolope of (X%M J ) in (Z 1 )", (N')") then 
etale locally 

(£>*)" 2 Spec(0o< < < ! , . . . , <r >) 

(£>«')" ^ S p e c ( 0 ( 0 . y < * ! , . . . , * ^ >) 

where ¿ 1 , . . . , tr, ..., t'r, are indeterminates and < > means the PD poly-
nomial ring (same proof as in [Kl] (6.5)). Hence the flatness of Dl over S is 
equivalent to that of (D1)'. We may work locally on X, so we can choose an 
embedding system such that X1 = X for any z, (Z\Nl) is a constant simpli-
cial object (Z,N), X = Z X 5 S and (Z,N) —> (5, L) is smooth and integral. 
Then, Dl = Z for any i and Z is flat over S by (2.10.2). 

The base change theorem for crystalline cohomology ([B] V 3.5) is general-
ized to log structures (cf. [Kl] (6.10)). We shall use the following special case 
of the generalization. 

PROPOSITION (2.23). — Let 

(X'M') (X,M) 

(S\Lf) (5,L) 

(s', L',I',y) (5 ,X, / ,7) 

be a commutative diagram of schemes with fine log structures such that : 
f : (X,M) —• (5,L) is smooth integral and the upper square is cartesian, the 
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lower two vertical arrows are exact closed immersions, S (resp. S ) is defines 

in S (resp. S') by a PD-subideal of I (resp. I'), and S' —» S is radicial Then 

for a flat crystal T on (X/S)lc°^ys, we have 

Os>\x> ®ês |x , Ru%.{?)\X, ^ Rux*/S,(g*crys(f)). 

Here for a sheaf Q on X , S or 5 ' , G\x' denotes the inverse image of G on X'. 

This is proved by using 

0S'\X' ®oslx, (CX/S,F\X')CX'IS>,g*crys(T) 

and the flatness of CXJS,T over @s (2.22). 
The following result (2.24) is the log structure version of the result of 

Berthelot-Ogus [B02] (1.4) on the bijectivity of the relative frobenius map 
(g)Q on the relative crystalline cohomology. 

P R O P O S I T I O N ( 2 . 2 4 ) . — Let p be a prime number and let f : (X,M) —• 

( 5 , L) be a smooth morphism of Cartier type ( 2 . 1 2 ) between schemes over Fp 

with fine log structures. Assume we are given schemes with fine log structures 

(Tn,Ln) ; n > 1 with exact closed immersions 

{S,L)^{TuLy)^{T2,Ldddd2)sd^--' 

and a PD-structure on the ideal of S in Tn for each n, and assume that the 

following (i)-(iv) are satisfied. 

(i) Each Tn —> Tn+i is a PD-morph i sm. 

(ii) Tn is a flat scheme over l / p n 2 and Tn Tn+i ® 2 / p n l . 

(iii) {rankx (u;^5)}x€x i>s bounded. (Remark : the condition (Hi) is 

satisfied ij X is quasi-compact). 
Consider the diagram (2.12.1) and let 

Os>\x>®ês|x,Ru%.{?)\X,^ Rux*/S,(g*crys(f)) 

be the morphism of projective systems induced by g in (2.12.1), where 

we identify XPi and XL via the canonical equivalence. Then, if r = 
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maxj rank^fc jL / - ) ; x G X\, there exists a homomorphism of projective sys-

tems xj) : Ru^ (Ox/Tn) Ru^/T.(Oxl/Tn) satisfying (pip = pr and 

w y = v 2 

P R O O F . We follow faithfully the method in [B02]. 
There exist an etale covering U —> X , schemes with fine log structures 

(Zn,Nn) and (Z'n,N'n) over 2/pn2 (n > 1), smooth integral morphisms 
(Zn,Nn) —> (Tn,Ln) and (Z'n,N'n) —> (Tn,Ln), exact closed immersions 
(Zn,7Vn) (Zn+i,iVn+i) and (Z; ,JV;) (Zn+i,iVn+i) over (Tn+1, Ln+i) 
which induce Zn Zn+i ®2/pn2 and Z'n Z'n+X ®2/pn2, respectively, 
morphisms (Zn, ATn) —> Z'n,N'n) over (Tn,Ln) which are compatible with the 
above closed immersions, and exact closed immersions {U,M\u) —» (Zi,N\) 
and ( [ / ' , M ^ , ) —• (Z{, N[) where V — V x ^ I ' such tha t the two squares in 
the diagram 

(U,MW) (U',M'1u') (S,L) 

(Z1,N1) (Z,N'1) (Z,L'1) 

are commutative and cartesian. We identify (X')~t and (X'')~v We consider 
the crystalline complex Cx/rn (resp. Cx'/Tn) defined with respect to the em-
bedding system ((*«', M«'), (Z^N^)) (resp. {{X'n)\ {M'J), {{Z'n)\ (KY))) 

where X1 (resp. (X7)2 is the fiber product of i + 1 copies of U (resp. U') over 
X (resp. X') and (Z£, A^) (resp. ((Z') j . , (iV;)j.) is the fiber product of t + 1 
copies of (Zn,Nn) (resp. (Z^N^)) over (Tn, Ln). Note that Cx/Tn is flat over 
Z/pnZ (2.22) and CX/rn+1 ® Z/pnZ CX/rn, and the same things hold for 
Cx'lTn' We define the complex En on (X')e* as follows. Let 

El = {ae PqC«Y/Tn; da € Pq+1CY/Tn} C C * / T N , 

El = E<JpnEll (or m>n + q. 

Then £ ^ is independent of the choice of m > n + q, and with d : E^ -+ E^1 

induced by d : —> C^+1 for ra > + g + 1, (En,d) becomes a complex. As 
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is seen easily, the image of TO • CQ —• CQ is contained in and thus 

y> : CqXi/Tm —• Cx /TM for ra > n + g defines <p : CQXC'/TS —>EQN 

LEMMA (2.25). 99 defines a quasi-isomorphism of complexes 
TO • CQ—> (EN,D) 

The proof of (2.25) is identical with the classical case given in [B01] §8, 
[B02] § 1 and we omit it. 

Now we finish the proof of (2.24). For any complex C and for i G Z 
let r<t-C be the subcomplex of C whose degree q par t is Cq (resp. 0 
resp. Ker(d : Cq —• Cq+1)) for q < i (resp. q > i, resp. q = i) . Lei 
r = max{rankx(u ;^5 )} . Then, the canonical morphism r < r C —• C is a quasi-
isomorphism if C = Cx/ rn ? C*x'/Tn or since 7ïq(C) = 0 if g > r for these C 
Let V7' : T<rCx/Tn —> T<rEn be the map induced from T<rCx/Tm ~* T<rE'm 
a 1—• p ra with m > n + r, and define ^ to be the composite map in the 
derived category 

Ru^/T,(Ox/Tn) 
by v' 

Ro.En 
bv 

i ? 4 ? / T . ( o X 7 T n ) . 

It is easy to see tha t (pip = pr and i/jcp = pr . 

3 , — Crysta l l ine cons truc t ion of (D,ip,N) 
We construct (D,(p,J\f) using the theory of crystalline cohomology with 

logarithmic poles in a more general situation than § 1. 

DEFINITION (3.1). — Let p be a prime number and let S be a scheme over 

Fp with a log structure M. Let n > 1, and let Wn(S) = Spec(Wn(0 s)) • We 

define the log structure Wn(M) on Wn(S) called the canonical lifting of M 

to be M 0 Kev(Wn(Os)x —• 0$) which is endowed with the homomorphism 

to Wn(Os) induced by M —» Wn(Os) / a 1—• ( a ( a ) , 0 , . . . ,0). The morphism 

(Wn(S), Wn(M)) -+ (Wn(S), Wn(M)) defined by the usual frobenius F : 

Wn(S) - Wn(S) and by F-l(Wn(M)) * Wn(M) - Wn(M) ; (p on M) 0 
(F* on Kei(Wn(Os)x -> C7|) is called the frobenius of (Wn(S),Wn(M)). 

(3 .2 ) . — Let be a perfect field of characteristic p > 0 and fix a fine 
log structure L on Spec(fc). Let Wn = Spec(Wn(k)). Then we have the log 
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structure Wn(L) on Wn. Let Y be a scheme with a fine log structure M and 
with a smooth morphism / : (Y,M) —• (Spec(fc), L). Take m G Z and let 

Dn = Hm(((Y,M)/(Wn,Wn(L)))crys, Oy/Wn) 

be the m - t h crystalline cohomology group of (Y, M ) over (Wn, Wn(L)), where 
Wn is endowed with the usual PZ)-structure on pWn. In particular, it follows 
from (2.20) that 

(3.2.1) Dl^Hm(Y,uY) where iüy — ^(y,M)/(Spec(Ar),L) ' 

The absolute frobenius of (Y, M) and that of (Wn, Wn(L)) induce 

<p : Dn —• Dn . 

Let = l imDn, D = Doo ® Q. 

If / is smooth and integral and if Y is proper over (3.2.1) and the exact 
sequence of crystalline complexes 

p 
0 > CY/(Wm9Wm(L)) • CY/{Wrn+niWm+niL)) > CY/(Wn,Wn(L)) • 0 

(2.22) (here Y is endowed with M ; we do not abbreviate W.(L) since 
sometimes we shall consider also the trivial log structure on W) show that 
Dn is of finite length over Wn(k) and is finitely generated over W(k). If 
/ is smooth and of Cartier type, (p : D —• D is bijective by (2.23) and (2.24). 
(Here, (2.23) is applied by taking the frobenius (Wn,Wn(L)) -+ (Wn, Wn(L)) 
as ( 5 ' , L ' ) ( 5 ,L ) of (2.23), and the frobenius (Spec(fe),L) -> Spec(fc),L) 
as (S*,L') —> ( 5 , L ) . We then obtain 

0 > CY/(Wm9Wm(L)) • CY/{Wrn+niWm+niL)) > CY/(Wn,Wn(L)) • 0 CY/(Wn,Wn(L)) 

The bijectivity of <p : D —• D is proved also using the de Rham-Wi t t 
complex of §4, by the same argument as in (1.3). 

Without the Cartier type assumption, the bijectivity of (p need not hold as 
in the simple example (3.3) below. 
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The monodromy operator will be discussed in (3.4)-(3.6). In the situation 
of semi-stable reduction, we will see in (4.20) that this (Dn,<p,J\f) coincides 
with tha t of § 1. 

(3 .3 ) . — Consider the case Y = Spec(k[t]/(tr)) with t and indeterminate, 
(p,r) = 1,L ( resp .M) is the log structure on Spec(k) ( resp .Y) associated 
to N —• Ospec(fc); 1 »—• 0, (resp.N OY\ 1 .—• t), and / : (Y,M) -
(Spec(fc),L) is induced from N —> N; 1 i—> r. Such (Y,M) -+ (Spec(fc),L) 
appears as the reduction of a tamely ramified extension of a discrete valuation 
ring (2.13.1). Then, / is smooth and integral, but if r > 1, it is not of Cartier 
type. The crystalline cohomology of degree m of (Y, M) over (Wn, WN(L)) 

vanishes for m ^ 0, and for m = 0 we have Dn — Wn[t)/(tr) with the 
frobenius (p which extends the usual frobenius of Wn(k) by ip(t) = tp. Hence 
(p : D —y D is not bijective if r > 1. 

(3 .4 ) . — Now we define the monodromy operator. 
Let / : (Y ,M) —> (Spec(fc),L) and (by fixing m) DN be as in (3.2), and 

assume that / is smooth and L is the log structure associated to N —* k; 

1 i • 0. We define the m,onodromy operator J\f : DN —• DN in two ways 
(3.5) (3.6). 

(3 .5 ) . — Let (D,LD) be the PD-envelope of (Spec(fc), L) in the fiber 

product of two copies of (WN, WN(L)) over WN where the last WN is endowed 

with the trivial log structure, and let pi : (D,LD) —> (WN, WN(L)) be the two 

projections. Let e be any section of L whose image in L/Gm = N is 1 £ N, 

and regard it as a section of WN(L) via the embedding L C WN(L). Then, 

D = Spec(Wn < u - 1 >) where u is the image of pKeJp^e)"1, which is 

independent of the choice of e and which is regarded as an indeterminate in 

this isomorphism. Let 

K - i?r(((Y,M)/(Wn,Wn(L)))ery3,0Y,wn) 

K! - i?r(((y, M ) / ( D , LD))CRYS, OYID) • 
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Then we have a morphism 

(3.5.1) / C — > L p J ( k ) = k ' = Lp*2(lC) 
ieN 

(u-1)Q K 

where the first and the second isomorphisms are by the base change theorem 
(2.23). We define the endomorphism Af : Dn = Hm(IC) -> Dn to be the map 
induced from the (u - l ^ l - c o m p o n e n t /C —• K of the morphism (3.5.1) (then, 
(3.5.1) is given by 

i>0 
((« - i )w 

0<j<i 
W-j)))-

The property J\f<p = p<pAf is easily verified. 

(3 .6 ) . — Another construction of M is as follows. Consider the exact closed 
immersion (Wn,Wn(L)) -> (Spec(Wn[t]), C) where C is the log structure 
associated to N —• Wn|Y]; 1 i—• t (here t is an indeterminate) defined by 
Wn[t) —• Wn 5 11—• 0 and C Wn(A) ; 1 G N i—• 1 G N. Take an embedding 
system ( (Y ' ,M- ) , (Z\N')) of (Y,M) -+ (Spec(Wn[t]), C). Let Cr/Vyn, where 
Wn is endowed with the trivial log structure (resp. Cy/ Spec(wn<t>), where 
Wn < t > is the PD polynomial ring over Wn in one variable t and Spec(iyn < 
/ > ) is endowed with the inverse image of £ ) , be the crystalline complex 
associated to the embedding system ( (Y ' ,M") , (Z',N')) ( resp.((Y",M') , 
(Z'xSpec(wn[t]) Spec(Wn < t >), (N')f)) where (NJ is the inverse image 
of N'). We obtain an exact sequence 

0 > Cy/ Spec(Wn<i»[-l] • Cy/Wn > Cy/ Spec(Wn<t» • 0 

where the second arrow is a i—• aAdlog( t ) . Since Wn®wn<t>Cy/ Spec(W„<t>) 

with respect to Wn < t >—> Wn ;   —> 0 (i > 1) is the crystalline 

complex Cy/(vyn,vyn(L)) with respect to the embedding system ( ( Y ' , M ' ) , 

(Z ' XsPec(VKn[̂ ]) Wn, (N'Y')) where (N')ff is the inverse image of AT, we obtain 

an exact sequence 

0 > Cy/(Wn,Wn(L)) —> Wn ®wn<t> CY/wn —• Cyi{wn,wn{L)) — • 0. 
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We define J\f to be the connecting homomorphism of this exact sequence. 
The coincidence of the two definitions of J\f given in ( 3 . 5 ) and ( 3 . 6 ) is 

proved by the method of [B] V 3 . 6 . 

4. — D e R h a m - W i t t c o m p l e x e s 
In this section, k denotes a perfect field of characteristic p > 0, and Y 

denotes a scheme with a fine log structure M and with a smooth morphism 
of Cartier type / : (Y ,M) -+ (Spec(fc).L). 

We consider in this section the de Rham-Wi t t complex of (Y, M ) over 
(Spec(fc),L) generalizing [HI] [H2] which treated the semi-stable reduction 
case. We give the definition (4.1), descriptions of the structure of the de R h a m -
Wit t complex in (4.4)-(4.7), relation with the crystalline cohomology in (4.19), 
and the relation with § 1 in (4.20). 

In this section, we shall consider the two log structures Wn(L) and 0$yn 
on Wn. We do not abbreviate Wn(L) when Wn is endowed with Wn(L), and 
abbreviate Oxwn when Wn is endowed with Oxwn . For example, in the notation 

^ y / ( w n wn(L)) (resP-^wy/vKn)' ^ *s endowed with M and Wn is endowed 

with Wn(L) ( r e s p . C ^ ). 

(4 .1 ) . — We define the de Rham-Wi t t complex as follows. Let 

wn^Y = Rqu^(WntWn(L)).(oY/Wn). 

We define the operators 

d : WnuY - WnuqY+1, F : Wn+1uqY - WnuY , V : WnuqY -+ Wn+1uqY 

satisfying 

( 4 . 1 . r d2 = 0 , FV = VF = p, dF = PFd, Vd = pdV, FdV = d 

as below, following the classical case [IR]. Wnuj'Y becomes a complex with 
respect to the differential d. 

In this section, we choose embedding systems {{Y\M%(ZlNi)) as in 

the proof of 2.24 (with X replaced by Y and (Tn;Ln) by (Wn,WJL))) , and 
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denote the corresponding crystalline complexes CY/(wn,wn{L)) simply by Cn. 

Note Cn is flat over Wn and Cn ®Z/P™2 Z/pmZ -=U Cm for m < n. 

First, d is defined to be the connecting homomorphism in the exact 

sequence of cohomology sheaves associated to the exact sequence of crystalline 

complexes 

o ^ c n - ^ c 2 n ^ c n ^ o . 

Next, F (resp. V) is the map induced by Q + i -» Cn (resp.p : Cn C;+1). 
The relations (4.1.1) are proved easily. For n = 1, we have the Cartier 

isomorphism 

(4.1.2) C : W i < 4 = nq(cüy) ¿ 4 (cf. (3.2.1) and (2.12.2)). 

(4 .2 ) . — We define a canonical homomorphism 

TTn : Wn+iuY — • Wnu'Y 

as follows. Wi th the notations of the proof of 2.24, the map p9 •• cqn+1 
: Wi<4 sends Ker : Wi<4 : Wi<4 into Ken (Fq Et1 and induces 

Cn ®Z/P™2 Z/pmZ -=U CmCn ®Z/P™2 Z/pmZ -=U Cm : Wi<4 where the last isomorphism 

is by (2.25). 
We call this map 7rn and its composite Wm^Y —• Wnulr (m > n) the 

canonical projection. 

DEFINITION (4.3). — Define a chain of sub sheave s of LUY 

0 = DQLÜ^ C BIU)\r C B2cOy C • • • C Z2ujy C ZXUJY C Z0u;^ = 

by the formulas 

B0<4 = 0 , 

Cn ®Z/P™2 Z/pmZ 

Bnujy 
c-1 

BN + \UYLBXLü\r 

ZOÜJY — Lüy , 

Zicjy = Ker(d : UJY —• OJY * ) , 

ZNUY 
c-1 

Zn+iUy J Z\Lüy 
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and by induction on n (cf. Illusie [J71]0.(2.2.2)). 

We can generalize the structure theorem for the de R h a m - W i t t complexes 
[111] I §3B to the case with log structures. 

T H E O R E M (4.4). — The map 7rn WxuqY 0 W^y1WxuqY 0 W^y1 is surjective and the 

composite map 

WxuqY 0 W^y1 
c-1 

WxuqY 0 W^y1 
{Vn,dVn) 

WxuqY 0 W^y1 

induces an isomorphism 

0—>Rqn—> Bn+luqY WxuqY 0 W^y1WxuqY 0 W^y el +d1d ds 

where is defined by the exact sequence 

0—>Rqn—> Bn+luqY 7 i ,q~l 
(Cn,dCn) 

B^y — > 0 . 

P R O O F . The problem is local and hence we consider the crystalline com-
plexes for embedding systems consisting of constant simplicial objects. The 
facts tha t Image(Vn,dVn) C Ker(7rn) and R% dies in Ker(7rn) are easy 
and left to the reader. The suriectivity of 7rn follows from the surjectiv-
ity of pq : WxuqY 0 W^y1 Eq which is checked easily. The surjectivity of 

(Vn,dVn) : Wxu\ W^y1 - Ker(7rn)dfg is proved also easily. Indeed, if 
WxuqY 0 W^y1 and the class of a in WxuqY 0 W^y1 is annihilated by WxuqY 0 W^y1 then 

pqa = d(pq~lb) + pn(pqc) in WxuqY 0 W^y1 for some b WxuqY 0 W^y1 and for some 

WxuqY 0 W^y1 such that dc WxuqY 0 W^y1 If b (resp. c) denotes the class of b 

(resp. c) in WiUy 1 (resp. WiuY), we obtain a = dVn(b) + Vn(c) mWn+^y. 

Finally we prove that the kernel of the map in problem s WxuqY 0 W^y1 
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Ker(7rn) coincides with Rn. The commutative diagram 

WxuqY 0 W^y1WxuqY 0 W^y1 (Vn,dVn) 
Wn+1u;qy 

pr2 

W^y1 
dVn~1 

WnuqY 

F 

and induction on n show that if (a, b) £ Ker(s), then b £ ZnuJy~X. Hence 
(a, b) = (a', 0) m o d i t ^ for some a' £ uY. Since the kernel of V : WNUJY —> 
Tyn+ia;y comes from the boundary map Wiuiy"1 —> WnuY which coincides 
with dV*1"1 as is easily seen, we have Fn_1C~1(a/) = dyn~1C~1(c) for some 
c £ cjy-1. Therefore, by induction on n, o! belongs to BnuoY (= Ke rCn : 
Bn+xulr S ic j^) and hence (a ' ,0) £ Q.E.D. 

By the method as in the classical case [111], we can deduce the following 
facts from (4.4). 

COROLLARY (4.5). — (1) If m > n, pn : WxuqY 0 W^y1 factors 
through the canonical projection WxuqY 0 W^y1 The induced map pr : 

WxuqY 0 WWxuqY 0 W^y11 is injective and WxuqY 0 W^y1WxuqY 0 W^y1 WNUJY is a 
quasi-isomorphism. 

(2) limWncjy 
n 

is torsion free for any q. 

We give two presentations (4.6) (4.7) of WnUY. 

PROPOSITION (4.6). WnuY is canonically isomorphic to 

(4.6.1) {{WnOY®Az M9Pirl{L°v)) (WnOY® Ai M9P/f~1(L9P)))/Jr 

where T is the subsheaf of the direct sum generated by local sections of the 
forms 

(ei(a(ai)) ® (ai A • • • A aq),0) - pl(0, e,-(a(ai)) <g) (a2 A • • • A aq)) 

( a i , . . . , a 9 e M , 0 < i < n). 
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Here for b E O y , we denote ( o , . . . , o , M o ) e W ) by Ei{b). 

i times 

P R O P O S I T I O N (4.7). — (1) There exists a canonical isomorphism of graded 
differential algebras 

qez. 
lUJWn(Y)/(Wn,Wn(L)) II ^ 

yEZ 
0(T) ®Wn(k) 

where Wn(Y) is endowed with the canonical lifting Wn(M) (3.1) of M and! 
is the graded subideal of the algebra generated locally by local sections of the 
forms ^*,i,a,6 and drjij^a^ (0 < j < i < n, a E Oy, b E M) where 

Wd,a,b = €i(a)d£j(a(b)) - 6i(aa(b)p )d log(6) . 

(2) For each q and each x E Y, coincides with the image of 

(^SpeciWiOy-))/Spec(W(fc)) ^x.tor UWn(Y)/(Wn,Wn(L)),x 

where Spec(Wn(Oy^)) (resp. Spec(W(k))) is endowed with the log struc-
ture associated to —> W(Oy^) (resp. r(Spec(&), L) —» W(k)); a i—• 
( a ( a ) , 0 , 0 , . . a n d tor denotes the torsion part. 

P R O P O S I T I O N (4.8). — Let T be an object of ((Spec(k),L)/Wn)cryS (Wn 
is endowed here with the trivial log structure). Then, there exists a functorial 
homomorphism between graded G(T)-algebras 

(4.8.1) 
q>0 

0(T) ®Wn(k) WnuqY 
q>0 

0(T) ®Wn(k)0(T) 

which is an isomorphism ifT is flat over Wn. 

(4 .9 ) . — We prove (4.6)-(4.8) together. We may work etale locally, and 
hence we can take in (2.24) Y' = Y, (Z',N') to be a constant simplical object 
(Z, iV). Consider the crystalline complex for this system. We define a ring 
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homomorphism r wn{oY) - n°{cYIT), an additive map 6 wn(oY) 

H\CYIT) which is a derivation with respect to r and a homomorphism 

d log : 0(T) ®Wn(k)0(T) ®Wn(k) by 

r : ( a 0 , . . . , a n - i ) 
n- l 

i=c 
0(T) ®Wn(k) 

6 : ( a 0 , . . . , a n - i ) 
n- l 

¿=0 
0(T) ®Wn(k) 

dlog : b I—• dlog(b) , 

(a{ e Oy, be M) where a2- is any lifting of a2- to OD and b is any lifting of b 

to the log structure N of Z . The map r (resp. <5, resp. dlog) is well defined by 

virtue of the following fact : for a E O D and h E Kex(On —• O y ) , 

pHa + hY" * =piapn ' in OD 

(resp. for a e OD and h £ Kei(0D -> OK), 

(a + fr)p" ' " ^ ( a + h)- ap" i~lda = d 
0(T) ®Wn(k) 

0(T) ®Wn(k) 

in O p ®oz ulz/1 where Cj = bn~2')!((Pn~1' - Ì ) ! ) " V ' " n e Zp, resp. for a e E N 

and tx E Ker(£>* -> 0 * ) , 

dlog(aw) - dlog(a) G Ö d ®oz ^Z/T LS image of log(u) E Öd 

under d : OD -+ OD ®0Z "Z/T)-

In the case T = WN, r is a ring homomorphism Wn(C?y) —• Wnu;y, and 6 

coincides with the composite Wn(Oy) — • WUUJY WUUY. It is not difficult 

to see that there exists a Wn((9y)-homomorphism LJwn(Y)/(wn w (L)) 

V}(CYIT) which sends da (a E Wn(Oy)) to 6(a) and dlog(6) (b E M ) 
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to dlogffr), tha t this map induces a homomorphism of Wn(Oy)-ale:ebias 
0(T) ®W 

q>0 
UWN(Y)/(WN,WN(L)) 

q>0 
W{CYIT) and that the last map annihilates 

0(T) ®Wn(k) lenotes the sheaf (4.6.1) and lq denotes the degree q part of 

J , we have a commutative diagram 

(4.9.1) 

0(T) ®Wn(k) 

t 
0(T) ®Wn(k)0(T) ®Wn(k) 

W(CY/T) 

by yb 

where s (resp. t) sends [w (g) (61 A • • • A bq),0) to r(w)dlog(Di) • • • dlog(6q) 
(resp. wdlog(bi) A ••• A dlog(&g)) and (0,w ® (61 A ••• A &<?-i)) to 
<5(w)dlog(&i) • • • dlog(6q_i) (resp. dw A dlog(6i) A • • • A dlog(6q_i)) . 

We prove s is bijective in the case T = Wn. 
Let FilHlWnul)') be the image of 

(VHWJOY))® A*z M9P) 0 (VHWJOY))® az M9P 0(T) ®Wn(k) 

Then, s sends Fil' into the kernel of the canonical projection 0(T) ®Wn(k)0(T) 

and the isomorphism (4.4) (V^dV^C-1 : < 4 ©a;?,"1 K e r f a ) factors as 

a # 0 uqyl FiV/FiV*1 K e r f a ) , 

where the first map is a surjection defined by 

(adlog(òi) A • • • A dlog(6q),0) »—• (e,-(a) <g> (&i A • • • A 6q),0) 

(0, adlog(bi) A • • • A dlog(69_i) 1—• (0,e,-(a) ® (61 A • • • A 6q_i)) 

which is well defined as is checked easily. This shows that s is an isomorphism 

and proves (4.6). 

Next we show tha t t in (4.9.1) is surjective. This will prove (4.7)(1). We are 

reduced to the case q = 1. As a sheaf of abelian groups, LUwn(Y)/(Wn,wn(L)) 
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is generated locally by Si(a)dsj(b) (a, b G Oy, 0 < i, j < n) and wà\og(b) 

(w G Wn(Oy), b G M ) . If i > j , ei(a)dej(b) clearly belongs to X\ + Image(tf). 

If i < ?, ei{a)dsj(b) = d(ej(a)e?-(6)) - eAbideAa) Eli + Image(t), 

We prove (4.7.) (2). Let G = JSpec(W(0Y^))/ Spec(W(k))x- First, 

[mage(G^or) C Tx follows from the fact tha t hm 
n 

-y'£t(a^)c/eo is torsion free. 

Next we show that r\ij,aj> is> when regarded as an element of G1, a tor-

sion element. Let (p : Gq —> Gq be the map induced by the frobenius of 

W(Oyjc) and W(k) and the p-ih power maps on and r(Spec(fc), L). 
Then, cp : Gq ® Q —• ® Q is bijective. Indeed, this is reduced to the 

case q < 1. For # = 0, (p : G ° ® Q —> G° ® Q has the inverse map 

(a0,ai,...) i—• P_1(0, a0, a i , . . . ) and hence is bijective. For q = 1, the in-

verse map is given by 

adb i—• ¥?-1(a)d¥?"1(6) (a, 6 G W(OY,X) ® Q ) , 

adlog(ò) h—4 p - V ' ^ d ^ f c ) (a G W(öy ,* ) ® Q, b G MF) 

(cf. [Ill] I (4.3)). On the other hand, the 2 j - t h iteration of (p : G1 -+ G1 

annihilates r/2*,j,a,6 since 

<P24mj,a,b) = e¿(ap J)d£j(a(lfJ)) -  ,-( " 'a(by'+')dlog(ò^) 

=      ? ')deMV>')) -      ? ')  ( (  )à\oz(V>3) = 0 . 

Finally we prove (4.8). We define the 0 (T) -homomorph i sm in (4.8) to be 

the one induced from 

WnuY 
(4.6) 

[WnulY -±> HHCY/T) 

where s is as in (4.9.1). The bijectivity statement in the case T is flat over 

Z/pn2 is reduced to the case n = 1 by using the long exact sequence of 

cohomology sheaves associated to the exact sequence 

0 — • CY/(T®Z/P1\ 
n- 1 
V -y'£t(a^)c/eo(«(^)) -^^(ap2i)eo(a(t)p0dlog( 
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In the case n = 1, by working locally, we may assume tha t Y = Z XT Spec(fc). 

Then, D = Z and our task is to prove 

OCT) ®k Wiuy) ^ W V Z / T ) • 

By Cartier isomorphism (2.12), this map is rewritten as 

0(T) 
F 

k Uy 0(T) 
F 

0{T) UZ/T 

where (p : a i—• ap. Since ip : 0(T) —> C?(T) factors through the canonical 

surjection 0(T) —• fe and ® o ( T ) ^ ^ / T = we are done. 

R e m a r k ( 4 . 1 0 ) . — The existence of the canonical homomorphism Wnu)y —> 

RqulyJT+(OY/T) m (4-8) is not an evident fact, for we do not have a morphism 

(T, LT) —• (WN,WN(L)). The authors do not know if this homomorphism 

comes from a homomorphism in the derived category 

(*) RuY*(Wn,Wn(L))*(°r/Wn) RU^T.{OY/T). 

The meaning of (4.8) is tha t WnUy grows "neglecting" log structures when we 
take PJD-thickenings of Spec(fc). To see how the problem is delicate, assume 
only tha t / is smooth integral but not tha t / is of Cartier type. Then we have 
the following counterexample of (4.8). 

Let L be the log structure associated to N —• fc; 1 i—• 0, y = 
Spec(fc[£]/(fr)), (p , r ) = 1, M is the log structure associated to N —• k[t]/(tr); 

1 i—• t, and ( y , M ) -+ (Spec(fc),L) induced by N -+ N; 1 i—• r. Then, 
r ( y , Wnu^) = Wn(k)[t]/(tr). If we take T = Spec(Wn{k) < s > ) with s an 
indeterminate and endow T with the log structure associated to N —» Wn(k) < 

s > ; 1 i—y s and with the usual PD-s t ruc tu r e , 

r (T, i2°nJ« (Or/T)) = Wn(k) < s > [t]/(tr - s). 

But Wn(k) <s> ®wn(k)Wn(k)[t]/(tr) and Wn(k) <s> [t]/(tr - s) are not 

isomorphic as Wn(k) < s >-algebras if r > 2. 

The following (4.13) says tha t a good homomorphism (*) desired in (4.10) 

exists at least "modulo torsion which is bounded independently of n" under 

a certain assumption. This (4.13) will play a key role in §5 in the definition 

of Ptt-
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DEFINITION ( 4 . 1 1 ) . — For a sequence of functors between categories 

C A n  -» 
n+1 • yn-1 •   , 

let ps(C.) be the category of systems {(An, sn)}n>i where An is an object of 
Cn and sn is a morphism An(An+i) —• An. We often abbreviate {(An, sn)}n>i 
as {An}n. 

DEFINITION ( 4 . 1 2 ) . — For an additive category C, we denote by Q ® C the 

category whose set of objects is the same as C but whose set of morphisms 
between objects A, B is Q ® Home (A, B ) . An object A of C is denoted by 
Q ® A when it is regarded as an object of Q ® C. 

PROPOSITION ( 4 . 1 3 ) . — Assume we are given for each n > 1 an object Tn of 
((Wn,Wn(L))/Wn)crys with the log structure Ln, a morphism F : (Tn,Ln) —> 
(Tn,Ln) and an exact closed immersion (Tn,Ln) —• (Tn+i,Ln+i) which are 
compatible with PD-structures and have the following properties (i)-(iii). 

(i) With respect to the morphisms (W.,W.(L)) —• (T.,L.) —• W. (the last 
W. is endowed with the trivial log structure), F commutes with the frobenius 
of (Wn,Wn(L)) and that ofWn, and (Tn,Ln) —• (Tn+i, Ln+i) commutes with 
F, with (Wn,Wn(L)) - (Wn+UWn+1(L)) and with Wn -+ Wn+1. 

(ii) Tn is flat over Wn and Tn Tn+i (g) Z/pnZ for each n. 
(in) For each n > 1, the ideal Xn ofWn in Tn is generated etale locally by 

local sections of the form 

aw (i > 1 ) with a E Image(Ln — • 0Tn) n l n • 

For n > 1 , define 

Kn = RuyJT*(OY/Tn), K'N= RUY*(WN,WN(L))*(°Y/WN) 

and let /3n : Kn -+ K'n be the canonical morphism. Then, in the category 

Q (g)ps(D(Yet,0(T.))), there exists a unique isomorphism 

h:Q® {0(Tn) ®Wn Kin — • Q ® {/Cn}n 
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satisfying the following (4.13.1) (4.13.2). 

(4 .13 .1 ) . — (Ai)n 0 h coincides with the morphism induced by 0(Tn) —• 

WJk). 

(4 .13 .2 ) . — / / we denote the morphisms 0(Tn) —• 0(Tn), Kn —• Kn and 

K'n —• K'n induced by the frobenius morphisms by the same letter <p, then h 

commutes with (p ® (p on Q ® {0(Tn) <g>wn fcn}n and <P on Q ® {^n}n-

The rough idea of the proof of ( 4 . 1 3 ) is that the frobenius on KJn is near to 

an isomorphism and the frobenius on I n is near to zero, and this forces the 

morphism {/Cn}n —> {JC'n}n to split in Q ® ps(D((X.)ei, W.(k))). 

To Drove ( 4 . 1 3 ) . we use the following lemma. 

LEMMA ( 4 . 1 4 ) . — LetC be a triangulated category and : C —> C be an exact 

functor. Assume we are given a distinguished triangle (si+is~1)(pi+i = (p$((pi) 

A[l] and morphisms (pA : &(A) —> A, (pB : &(B) —> B, <pc - $(C) —» C, in C 
(we denote all of them simply by (p) such that 

aip = <p$(a), FIIP = (P$(P), j(p = ¥ > [ 1 ] * ( 7 ) • 

Let p be a prime number, sq = 1, s\, S2,... be integers such that sI|si+1 for 

all i > 0 and l im^oo oidp(si+isi ) = oo, let r > 0 6e an integer, and assume 

the following (i)-(iii) are satisfied. 
(i) There exist morphisms cpi : Ql(A) -A For i > 0 such tsuchhat Yo = Id A , 

YQ(p) • • • $z"1(^) = s^,-for all i> 1 , and (si+is~1)pi+i = (p$((pi) for all 

i > 0 . 

(ii) There exists vb : C —> $ ( C ) s^c/i £Aa£ (resp. ipip) is the multiplication 

by pr on C (resp. 9(C)). 

(iii) T%e set of homomorphisms from C to A is annihilated by a power of p. 

Take an integer c > 0 such that prc*l\sc, and an integer d > 0 such that 

pr{i+l)\siPd for all i > 0 . Then the kernel (resp.cokernel) of 

[C,B]^-^[C,C]^:h^ (3h 

is annihilated byp2cr (resp.pcr+d), where [C, B]^ denotes the set of morphisms 

h : C —> B such that h(p = (p$(h), and [C, C]^ is defined similarly. 
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PROOF. For X = A or C, denote (p$((p) • • •Qi-1(&):Qi(x) -> X by 
and denote $ 2 ' - 1 (^) • • • $(</>)</> : X $*(X) by We show first [C, A\v is 
annihilated by p c r . Indeed, for h G [C, A)^, we have 

prcÄ = prca^c$c(/i)</>(c) = prca2ipc$c(<pc)<f>2c(h)^2c) prcÄ = prca^c$c(/i)</>(c) = prca2 

for some a G pZ. Hence 

pr cÄ = p r c a^ c $ c (/ i)</> ( c ) = prca2ipc$c(<pc)<f>2c(h)^2c) = • • • = 0. 

This proof shows also [C,,A[1]]&= 0. In particular, we have pcrj = 0. 
Next we show that the kernel of [C, 2?]^ —> [C, C]^ is killed by p2cr. 

Indeed, let h be an element of this kernel. Then, there exists h! : C —• A 
such that h = a/i'. Since a((p$(hf) — h'tp) = (p$(h) — hip = 0, there exists 
/*" : $(C) C[ - l ] such that yQ(h')- h'<p = j[-l]h". By pcrj = 0, we have 
pcrti G [C, A]^ and hence p2crti = 0 and p2crh = 0. 

Finally we show the cokernel of [ C , ^ -+ [C,C]<p is killed by p c r + d . Let 
ft G [C,C]^. Since p c r 7 = 0, we have j(pcrh) = 0 and hence there exists 
ti :C—>B such that fih' = pcrh. We have P((p$(h') - h'<p) = 0. Hence there 
exists h" : $(C) -+ A such that <p$(ft') - h'(p = aft7'. Define * : C -+ 5 by 

* = pdti -f 
2>0 

( p r f - * i + 1 > * 0 « w * , ^ , > ( , ' + 1 ) • 

Then < e [C, B]v and /ft = p c r + d / i . 

(4.15). — To prove (4 .13) , we apply (4 .14) by taking 

A — In ®Q(TN) Kr. where J„ = Ker(C?(Tn)—>Wn(fc)), 

B = Kn c=ic'n. ß = ßn, * = WJk) 
& 

^n(A:)( ? ) ^n(A:)(?) 

and ipi as follows. For m > 1, we have (pl(Im) C pMJm. Indeed, if a G Lm and 
a(a) G /m (here a : L m —• Oxm is the canonical map), 

^(a(a)W) € ( a ( a ) ' ' ) % T m = « , - j a ( a ) ^ 0 T m 

257 

EXPOSÉ V : CRYSTALLINE COHOMOLOGYWITH LOGARITHMIC POLES 257

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2020



Q HYODO, K KATO 

where Uij = (pij!(j!)-1 and U{j G £>MZP if j > 1. Hence we have a map 

of projective systems (pM)_1<£> : I- —• !<> which defines <pi : In —> In. We 
define <pi : $%(A) —* A as (y>,- on /,•) ® ((p on /Cn). Then, the assumptions (i) 
(iii) in (4.14) are satisfied clearly and (ii) is satisfied by (2.24). Note when 
n varies, we can take the same r, c and d independently of n. Hence we 
have the uniquements of h stated in (4.13). We show the existence of such 
h as follows. By (4.14), we find h'n g [K'nXn]<p such tha t /3nh'n = pcr+d. 
Now when we vary n, the morphism p2crh'n coincides with the morphism 
induced by p2crh'n+1. Thus (p2crh'n)n is a morphism {/C^}n —• {/Cn}n in 
ps(D(YeU W.(k))). Define h" = p"3cr"d® (p2cr/i'n) : Q®{/C^}n -> Q®{/Cn}n 
and let /i : Q ® {(9(Tn) ®wn ^n}n —• Q ® {/Cn}n be the morphism induced by 
h". It remains to prove that h is an isomorphism. By lemma (4.17) below, it 
suffices to show that the morphism induced by h 

(4.15.1) Q ® {0(Tn) ®Wn WnuqY}n — • Q ® {Rqu°*T.(0Y/Tn)}n 

is an isomorphism in Q®ps(0(T. ) -modules )) for each q. But this follows from 

LEMMA (4.16). — The morphism (4.15.1) coincides with the one induced 
by the isomorphism in (4.8). 

P R O O F . By a similar argument to tha t in ( 4 . 1 4 ) we can show tha t there 
exists a unique morphism whose composite with 

Q ® {R^T.(OY/TJ} — Q ® {WNU>Y}N 

coincides with the morphism induced by 0{Tn) —• Wn(k) and which 

conunutes with frobenius. The morphism induced by (4.8) also has these 

properties. 

In (4.15) we have used 

LEMMA (4.17). — Let C{ (i > 1) be abelian categories, D(Ci) their derived 

categories, and let 

D(Cn+1) yn D(Cn) —> U D(d) 
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be exact functors. Let {An}n and {Bn}n be objects of ps(D(C.)) and let 
h : {An}n — • {Bn}n be a morphism. Assume there exists r > 0 such that 

#{<? G Z ; H"(AN) + 0 or H"{BN) ± 0} < r 

for all n. Then, the following two conditions are equivalent. 
(i) Q ® {An}n —* Q ® {Bn}n is an isomorphism in Q (g)ps(D(C.)). 
(ii) There exists a non-zero integer m such that the kernel and the cokernel 

of Hq(An) —• Hq(Bn) are killed by m for any q and any n. Here Hq : D(Cn) —> 
Cn is the canonical cohomology functor. 

P R O O F . The implication (i) (ii) is easily seen. We prove (ii) = > (i). 

For each n > 1, take any distinguished triangle An A Bn —> Cn —>. 
If (ii) is satisfied, Hq(Cn) is killed by m2 for any q and for any n. By 
(4.18) below, this shows that Cn is killed by M = m4r for any n. By the 
exact sequence Hom(i?n, An) —> Hom(Bn,Bn) H o m ( 5 n , C n ) , there exists 
gn : .Bn —> An such that /in^n = M. We see easily that (Mgn)n>i is a 
morphism {jBn}n —> {An}n in ps(D(C.)) and satisfies 

hn(Mgn) = M2 , (Mgn)hn = M2 for any n . 

LEMMA (4.18). — £e£ C 6e an abelian category, A an object of the derived 
category D(C), S a finite subset of 2, mq (q £ S) integers, and assume that 
Hq(A) = 0 for q £ S, and that Hq(A) is killed by mq for q G S. Then A is 
killed by 

GES 
mq. 

P R O O F . The case # ( 5 ) < 1 is clear. Assume # ( 5 ) > 2, let r = max(5) , 
and consider the distinguished triangle 

r<r_! A —> A — > TyrA —> 

By induction on # ( 5 ) , r<r_!A is killed b n 
GES 
q<r 

mq and T>rA is killed by mr. 

By the exact sequence 

Hom(A, r<r_i A) —> Hom(A, A) —> Hom(A, r > r A ) , 

we see that the identity morphism of A is killed by f i Wa-
GES 
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T H E O R E M ( 4 . 1 9 ) . — {cf. [Ill] II § 1 in the case without log structures). In 

the derived category, we have a canonical isomorphism 

WnuY S Ru^{WniWn{L)Y{üY,Wn) 

compatible with frobenius and with the transition maps when n varies. 
Here the transition map Wn+iOJY —• Wnuj'Y means the canonical projection. 

P R O O F . The proof is the same as in the classical case [111] I I § 1 (cf. also 
[Bl] I I I § 2 ) . Take an embedding system ( ( Y \ M ) , (Z\N')) for ( Y , M ) 
Wnj Wn(L)) such that there exists a morphism (Wn(Y') , Wn(M')) -> (Z\ N') 

for which the diagram 

( y , M - ) 

(Wn(Y-), Wn(M-)) 

(Z;N-) 

(Wn,Wn(L)) 

is commutative, and consider the crystalline complex CN with respect to 

this system. We define a homomorphism of complexes CN —» 6~1(WUUJY), 

where 8 : (Y')~T —> Ye7, as follows. Let (D',MD) be the PD-envelope of 

( Y ' , M ) in (Z',N'). By the universal property of the PZ>-envelope and the 

usual P D - s t r u c t u r e on the ideal of Y in WN(Y) (which is characterized by 

et.(a)M = (p- l)!-1eip_1(a',i(P"1)) for a G Oy, % > 1 ) we have (Wn(Y% 

WN(M')) —> (D',M'D), and this morphism gives a homomorphism of com-

plexes CN -> uWn(Y-)/(Wn,Wn(L),[}) where 
q>0 

Ru^ {Y)l{Wn,Wn{L))\) is the quo-

tient of 
q>0 

,jJWn(Y)/(Wu,Wn(L)) by the ideal generated locally by local sections 

of the form 

( 4 . 1 9 . 1 (l(ali])-ali-i]da (aeKei(Wn(Oy)—+Oy •), />!)• 
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SiTifp thf* irriRP-p of (4.19.1 Ì in W„ujh is 7,pro fthis is seen for examnle. bv the 

fact tha t lim 
n 

WnUy is torsion free and 

i\(d(aM) - a^-^da) = d(ai) - ia^da = 0 ) , 

we have UWn(Y)l{Wn(L)),{] Wnuy = 6-HWnujY) Thus we obtain 

the desired map Wnuy = 6-HWnujY) By applying RO. we have 

RuYttWn,Wn(L))*(°y/Wn) ~* WnUY The fact that this is an isomorphism 

is reduced to the case n = 1 by (4.5)(1). For n = 1, if we take Y' = Z' = Y', 

< 4 = C? -+ Wia;^ coincides with the Cartier isomorphism C 1. 

( 4 . 2 0 ) . — We show that in the semi-stable reduction case treated in §1 , 

the de Rham-Wi t t complex in § 1 is canonically isomorphic to the de R h a m -

Wit t complex of this section. Let the situation be as in § 1 and define the log 

structures on Y and on Spec(/c) as in (2.13.2). Let Wncjy T (resp. Wnu'YIt) 

be the de Rham-Wi t t complex of §1 (resp. §4). Let U be a dense open 

subscheme of Y which is smooth over k, and let u : U —• Y be the inclusion 

map. Then, Wn<jj'jj r = WjSl'y = Wnu)'v n by the reduction to the classical 

case [IR], and hence Wnuj'Y j and Wnu>'YII are regarded as subcomplexes of 

the same complex u*Wn(jj\jj = u^Wnoj'uH (here use (4.4) to see the map 

Wncj'YtI —• u*Wn(jo\j It is injective). By the presentation (4.6) of Wncj'YII, we 

see that these subcomplexes are the same. Q .E .D. 

We give a proof of the exactness of (1.5). Let (WnuY) be the sheaf obtained 

by replacing /~1(Lfifp) in (4.6.1) by the trivial group sheaf, and let (WNULR)F 
be the sheaf (4.6.1). Then we have an evident surjection (wnzYy - WnZY 
which sits in a commutative diagram 

= 6-HWnujY) (wnùqYy (WNLJY)' 0 

n Wniüy'1 WnùY Wniüy 0 

Here the upper row is exact, the left and the right vertical arrows are 
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isomorphisms by (4.6), and the lower row is exact except possibly at Wnüy. 
This shows the exactness of the lower row. 

In the above, we obtained (WnuY)' WnuY. From this we obtain also 

9>0 
UWN(Y)LIWN) P 

q>0 
wnzY where Wn(Y) is endowed with WN(M), 

WN is endowed with the trivial log structure, and T is the ideal generated 
locally by 7/z',j,a,6 and dr)IJ^A^ (4.7) regarded as local sections of UO'W (YyWn-

Finally the coincidence of the monodromy operator of § 1 and that of § 3 
follows from the commutative diagram of exact sequences 

0 CJ-1] WN ®wn<t> CY/WN CN 0 

o _ + e-\wnuY)\-\\ 8~\WNUY) e-^WNUJY) 0 

where the upper row is the exact sequence in (3.6), the left and the right 
vertical arrows are as in the proof of (4.19), and the midlle vertical arrow is 
defined in the same way as the left and the right ones. 

5. — de R h a m c o h o m o l o g y 
The aim of this section is to prove 

T H E O R E M (5.1). — Let A be a complete discrete valuation ring with field 

of fractions K and with perfect residue field k such that char(K) = 0 and 

char(k) = p > 0, and let N be the canonical log structure on Spec(A) (2.13). 
Let X be a scheme with a fine log structure M and with a smooth morphism 

f : (X, M) —» (Spec(A), N) and let Y = X Denote the inverse image of 

M (resp. N) on Y (resp. Spec(fc)) by M ( resp.L) . Assume that X is proper 

over A and the morphism (Y, M) —• (Spec(fc), L) is of Cartier type. Fix m e l , 

and let 

D = Q lim 

n 
Hm(((Y, M)/(Wn, Wn(L)))crys, Oy/wJ • 
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Then, to each prime element tt of A, we can associate a canonical K-

isomorphism 
PN:K®KODSSSSSS^H%SSDDDR(XK/K) 

(KQ denotes the field of fractions ofW(k), Xj< = X®AK endowed with the log 

structure induced bu M. and H%R(XK/K) = H™{XK,UXKIK)), satisfying 

PTTU = PTT exp(log(u W ) for ue A* . 

In particular, the linear operator Wnuy = 6-HWnujY) on H%R(XK/K) is independent 

of 7T. 

We shall use the following notations. Lei An = A®l/pn2, Xn = X®l/pn2. 

We endow Spec(An) (resp. Xn) with the inverse image of N ( resp .M) . We 

denote fiA simply by [*/*']. 

LEMMA (5.2). — Fix a prime element 7r of A, and let Spec(i?n) be the PD-

envelope of Spec(An) in Spec(Wn[t]) with respect to the closed immersion 

t i—y 7T. Endow Spec(i?n) with the log structure associated to N —» Rn ; 

1 i—• t. Then, we have a canonical isomorphism in Q ® ps(D((X.)ei, R.)) 

he:Q R{Rn [Y/(Wn, Wn(L))]}n>i = Q ® {[XJSpec(Än)]}n>!. 

P R O O F . Note [Xn/Spec(i?n)] = [Xi/Spec(i2n)] . Take r > 0 such tha t 
(mA)Pr C pA. We define hn to be the composite of 

(5.2.1) 

Q ® {Rn ® i „ [Y/(Wn, Wn(L))]}n 

l<8)<Pr 
Q ® { A , 

d 
ïvn[Y/(Wn,Wn(L))]}n (2.24) 

Q ® { f i n 
9 

wn<t>[Y/Spec(Wn < t >)]}„ (4.13Ì 

Q ® { [ X i / Spec(fin)]}n = Q ® {XJ Spec(fin)]}„ 

where (jp are the frobeniuses, SvedWn < t >) is endowed with the log 

structure associated to N -+ Wn < t > ; 1 i—> t, g : Wn < t >-+ Rr> is 
the homomorphism 

/ i—• tpr , a i—• <£>r(a) for c Wn; 
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and the arrow (*) is induced by the left big square of the commutative diagram 
below. Though the log structures are abbreviated for simplicity, this diagram 
is a commutative diagram of schemes with log structures. In this diagram the 
composites of the horizontal arrows are the r - t h iteration of the frobenius. 

X1 

S p e c h i ) 

Spec(i?n) 

Y 

Spec(fc) 

Spec(Wn < t >) 

X1 

(**) 

Spec(Ai) 

Spec(i?n) 

It is easily seen tha t is i?n-linear and is independent of the choice of r. 
The following ( 5 . 3 ) shows that hn is an isomorphism. 

LEMMA ( 5 . 3 ) . — The arrow (*) in ( 5 . 2 . 1 ) is an isomorphism. 

P R O O F . 

Q®{Rn 
9 

®wn<t>[y/Spec(Wn <t>)]}n*ÉQ®{Rn £m[Xi/Spec(Än)]}n 

(by ( 2 . 2 3 ) since (**) is cartesian) 

[Xi/ Q{[Xi/Spec(Än)]}n 

by ( 2 . 2 4 ) . 

(5 .4 ) . — The isomorphism hn induces an isomorphism in 

ps(D((X.)et,A.)) 

Q ® { ^ „ ® ^ „ [Y/(Wn,Wn(L)))}n Q ® {An ®£n [XJ Spec(i?n)]}n 

and the last object is isomorphic to Q®{[Xn/Spec(^ln)]}n by the base change 

theorem (2.23). Since 

Q lim 
n 

Hm(Xn,[Xn/Spec(An)]) H7}B(XK/K), 
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we obtain an isomorphism 

PN : K ®W lim if "*(((Y, M) {WN, WN(L)))CRYS, OY,WJ 

n 
{WN, WN(L)) 

(5 .5 ) . — Finally we prove the relation between and p^u s tated in 
(5.1). Since Ax is generated by 1 + tua and the image of the multiplicative 
representative A : kx —* Ax, it is sufficient to consider the case u = 1 mod rriA 
and the case u = A(c) for c £ kx. 

We consider first the case u = 1 m o d r a ^ . Let r be as in the proof of (5.2). 
Consider the morphism 

®®{[Y/(Wn,Wn(L))}}n 
gdf 

%®{[Y/(Wn,Wn(L))]}n 

^Q®{[Y/Wn <t >]} ,hg Q ® { [ X i M „ ] } „ 

(i = 1, 2), where s is the morphism induced by h in (4.13) by taking 
Tn = Spec(VFn < t > ) whose log structure is as in the proof of (5.2), and 
the arrow fi (resp. /2) is induced by 

9i :Wn <t>—• An] t I • 7TP V 

(resp. g2 : Wn < * > — • ^-n ; * 1—• ?rpr). Then the map p™ (resp. p^) : D —> 
Hm(XK/K) coincides with Hm(fl oso ip~r) ( r e sp .#m( / 2 0 5 0 <p~r)). Let 
(D'n,MDin) be the PD-envelope of Spec(VFn < t > ) in Spec(VTn < *i,*2 > ) , 
where Spec(Wn < t > ) is endowed with the log structure associated to 
N — • Wn < t > ; 1 1—• t and Spec(Wn < ¿1,^2 > ) is endowed with the 
product log structure. Let pi : D' — • Spec(Wn < t > ) (i = 1, 2) be the 
i - th projection. Since g\ m o d p and g2 m o d p coincide (as morphisms of log 
schemes), we have by (2.17.3) 

PI = 
i>0 

( M J 1 - ! ) 1 ^ 
0<j<i 

{WN, WN(L)) 

as morphisms ; [Y/Wn <t>}^ [Y/D'n]., where {WN, WN(L)) and p* denotes the 
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pull back by pi. From this we obtain 

f1 
i>0 

{UPR - l)W/2 O 
0<i<i 

(N-j) 

i>0 
l o g K yl]f2oAfl. 

Hence we have 

pru = Hm 
i>0 

log(upr)[i]f2oAfi oso<p-r) 

= Hm 
i>0 

log(up r*f2osotp-r)o(p-rAry 

(by Af o s = s o J\f which is easily seen, and by Ny> = pipJ\T) 

i>0 
(z!)-1(log(U))V*<>.A/\ 

Next assume u E \(kx). Then, the PD-morph i s m over Wn 

f:Wn<t >—> Wn<t> t 1—• ut 

preserves the frobenius, and this fact and the characterization of the isomor-
phism (4.13) show tha t the diagram 

®®{[Y/(Wn,Wn(L))]}n 

by (4.13) 

Q ® { [ Y / S p e c ( W n < * > ) ] } „ 
by / 

Q®{[Y/Spec(Wn <<>)]}„ 

by (4.13) 

is commutative. The fact pn = puv follows from this easily. 
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Exposé VI 

SEMI-STABLE REDUCTION A N D 
P -ADIC ETALE COHOMOLOGY 

by Kazuya KATO 

1. — In troduc t ion 
This paper is a result of joint study with J . -M. Fontaine. I learned from 

him the main ideas in the study in this paper. 
Let A be a complete discrete valuation ring with field of fractions K and 

with residue field k, such that char(K) = 0, char(k) = p > 0 and k is perfect. 
Let X be a proper scheme over A with semi-stable reduction ( that is, X is 
regular and X ®A & is a reduced divisor with normal crossings on X). The 
purpose of this paper is to give a partial solution to a conjecture of Fontaine-
Jannsen on the p-adic etale cohomology 

Hmet(Xk;Qp) 

(X-jrj? = X ®A K with K an algebraic closure of K). 
We recall the conjecture (cf. Jannsen [J] §5 for the first form of the 

conjecture; the final precise form of the conjecture introduced here was 
formulated in Fontaine [Fo3]). Let K0 be the field of fractions of the ring 
W(k) of Wi t t vectors. Let D be the " m - t h crystalline cohomology with 
logarithmic poles in the semi-stable situation" defined in [H2] [HK], which 
is a A^o-vector space endowed with a frobenius <p : D —> D, a monodromy 
operator N : D —> D, and an isomorphism with the de Rham cohomology 

pw : K ®IU D H%R(XK/K) 

S. M. F. 
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(pw is defined canonically once one fixes a prime element 7r of A). The 

conjecture says tha t the Qp-vector space V = H™(Xj7,QP) endowed with 

the action of Gal(K/K), and the Ko-vector space D endowed with J\f, 

and pw, can be reconstructed from each other. To state the precise form of 

the conjecture, one needs a ring Bsi of Fontaine ([Fo3]), which is defined also 

by fixing a prime element of A. Cf. (2.2) for the review of the definition of 

Bst. It is related to his older rings Bcrys and BDR (cf. [Fol]; we review also 

these rings in (2.2)); Bst is a subring of BDR containing Bcrys. Properties of 

Bsi used in the statement of the conjecture are tha t Bst is endowed with the 

frobenius <p : Bst —> Bsi, a monodromy operator J\f : Bst —> Bsi, and a natural 

action of Gal(K/K). We also have to recall tha t BDR is a complete discrete 

valuation field with valuation ring BjR and hence filtered by the valuation. 

The conjecture is the following. 

C O N J E C T U R E (1.1). — There exists a canonical isomorphism 

Bst ®QP V * Bsi ®K0 D 

with preserves cp, N\ the action of Gal(K/K), and the filtration after taking 

BDR®BST-

Here (p on the left (resp. right) hand side in (1.1) is cp ® 1 (resp. <p®(p),Af 

on the left (resp. right) hand side is Af ® 1 (resp. N ® 1 + 1 ® Af), the action 

of a G Gal( i f /K) on the left (resp. right) hand side is a ® a (resp. a ® 1), the 

filtration on BDR ®Qp V is f il'BDR ®Qp V, and the filtration on 

BDR ®K0 D = BDR ®K H%R(XK/K) (via Pir), 

where we use the same prime élément ir in the définitions of BSI and p^, 

is the tensor product of the filtrations on BDR and the Hodge filtration on 

HQR(XK/K). Since the Gal(K/K)-invariant par t of Bst is Ko and {x G Bst ; 

(p(x) = x, M(x) = 0, x G B~pR} = Qp ([Fo3]), one will have as a conséquence 

of the conjecture, 

D = {x e Bst ®QP V; a(x) = x for ail a G Gal (A7/^)} 

V * {x G BAT ®K. D: <p(x) = x , Af(x) = 0 , x G fil0(BDR ®KN D)} . 
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This conjecture is the "semi-stable reduction version" of the crystalline 
conjecture of Fontaine [Fol] on H^(Xjç, Qp) for the case X is smooth over A, 
which was studied and proved by Fontaine, Messing and Faltings ([FM], [Fa2]). 
A new phenomenon in the semi-stable reduction case is tha t the monodromy 
operator is involved. In [Fo3], Conjecture (1.1) was proved in the case of 
abelian varieties. 

Our result is the following 

T H E O R E M (1.2). — The conjecture (1.1) is true if p > 2 d i m ( X # ) + 1. 

In the "ordinary semi-stable reduction" case, H^(X-j^,Qp) was studied by 
Hyodo [HI] without any assumption on p (cf. also [P], Appendix by L. Illusie). 

In §2 we give preliminaries. In §3 and §4, we give interpretations of the 
ring BST and the space {x £ BST ® D ; J\f = 0} by the theory of crystalline 
cohomology with logarithmic poles, respectively. In §5, we state a result, 
whose proof will be given elsewhere, on the relation between p-adic vanishing 
cycles and a certain complex s^s(r ) related to crystalline cohomology with 
log poles (in the good reduction case, this result is proved in Kurihara [Ku]). 
By combining §3 - §5, we prove Thm. (1.2) in §6. 

I thank Professor J . -M. Fontaine without whose help, I could do nothing 
about the subject of this paper. I also thank Professors L. Illusie and 
W. Messing for advice. The method in § 6 is a modification of the method 
in the joint paper [KM] of W. Messing and the author which treated the good 
reduction case. 

2. — Pre l iminar ies 
In this §2, we fix notations, review the definitions of the rings BCRYS, 

BOR and BST, and give some comments on the crystalline cohomology with 
logarithmic poles. 

(2 .1 ) . — We use the following notations. Let A, K, k and K be as in § 1. 
Let A be the integral closure of A in K, and let 

An = A ®z l/pnl, An = A ®z l/pnl, 

S = Spec(A), Sn = Spec(An), S = Spec(A), Sn - Spec(An). 
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(2 .2 ) . — We review the definitions of the rings BCRYS, BOR and BSI (cf. [Fol], 

[Fo3], [Fo4], [FM]). For n > 1, let 

Bn =T(Sn/Wn) crys, OSn/Wn kjsd +sjz+ 

i.e. the ring of global sections of the structure sheaf of the crystalline site of 

Sn over Wn = Spec(Wn(k)). Then the canonical homomorphism Bn —• An is 

surjective. We denote by Jn the kernel of this surjection, and by jlr' the r - t h 

divided power of Jn. For a sequence s = (sn)n>o of elements of A such tha t 

(sn+i)p = sn for all n > 0 , let e(s) = ((?n)pn)n G lim j5n where for a £ A, 

we denoted by a any element of Sn whose image in An coincides with tha t of 
a (then a?n depends only on a, and is independent of the choice of a ) . This 
map e defines an injective homomorphism 

Bn =T(Sn/Wn) crys, OSn/Wn) 
n 

Let 

Bn =T(Sn/Wn) crys, OSn/Wn)Bn =T(Sn/Wn) crys[t-1], 

n 

^ f t = l i m ( Q ® i i ™ S « / J n r l ) , Bn =T(Sn/Wn) crys, OSn 

r n 

where t is any non-zero element in the image of Q ® £ : Qp(l ) —* B+RYS. Then 

BCRYS has a frobenius endomorphism by the crystalline cohomology theory, 

BDR has a filtration by the fact tha t it is a complete discrete valuation field 

with valuation ring B L (the residue field is Cv = Q (g) l imAn, and the t 
n 

as above is a prime element), and BCRYS and BQR are endowed with natural 

actions of GdliKIK). 
Now fix a prime element 7r of A. 

For a sequence s = (sn)n>o of elements of A such that 

.s-o = 7T, (*„.+ i)p = *„ for r> > 0 , 
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we have Bn =E Kor(Sn/Wn) crys, O—Cxp) and hence 

ua = log(£(s)7T ) E B+DR 

is defined. Fontaine defines Bft and Bst by 

Btt = Btrys[us) Bst — -ßcrys[^s] 

as subrings of BDR- It was shown by Fontaine [Fo3] that us is transcendental 
over Bcrys and hence Bft (resp. Bst) is a polynomial ring in one variable 
over B+rys (resp. Bcrys). The rings Bft and Bst depend on the prime element 
7T, but do not depend on the choice of s. The frobenius <p : Bst —> Bst is 
defined by extending the (p of Bcrys by (p(us) = pus, and the monodromy 
operator J\f : Bst —• is defined to be the unique i?cr2/5-derivation such 
that Af(us) = 1. These operators ip and Af are also independent of the choice 
of s. Finally Bst is Gal(A'/A'')-stable in BDR and hence Gal(AT/AT) acts on 
Bst-

(2 .3 ) . — In this paper we use freely the terminologies concerning log 
structures introduced in [HK] and [Ka2], without explaining the definitions of 
them. We just mention here that a logarithmic structure on a scheme X in the 
sense of Fontaine-Illusie is, by definition, a sheaf of commutative monoids with 
a unit on the etale site Xe± which is endowed with a homomorphism cx : M —• 
Ox with respect to the multiplication on Ox satisfying a - 1 ( ( 9 £ ) —> 0 \ via 
a (cf. [Fa3] for another formulation of logarithmic structures). 

We make the following conventions. 

(2 .3 .1) A scheme X with a log structure M is denoted as (X, M). If M is the 
trivial log structure (that is, M = 0 \ with the inclusion map 0 \ —• Ox), 

we abbreviate (X, M) as X. 

(2 .3 .2) If X is a scheme and M is a log structure on X, and if the inverse 
image of a E F(X, Ox) in T(X, M) consists of a single element b, we sometimes 
identify b with a. 

(2 .3 .3 ) . — For a scheme X and a E T(X,Ox), we denote by C(a) the fine 
log structure on X associated ([HK] (2.2)) to N —> Ox ; 1 1—• Q>- F°r example, 
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and the arrow (*) is induced by the left big square of the commutative diagram 
below. Though the log structures are abbreviated for simplicity, this diagram 
is a commutative diagram of schemes with log structures. In this diagram the 
composites of the horizontal arrows are the r - t h iteration of the frobenius. 

X1 

S p e c h i ) 

Spec(i?n) 

Y 

Spec(fc) 

Spec(Wn < t >) 

X1 

(**) 

Spec(Ai) 

Spec(i?n) 

It is easily seen tha t is i?n-linear and is independent of the choice of r. 
The following ( 5 . 3 ) shows that hn is an isomorphism. 

LEMMA ( 5 . 3 ) . — The arrow (*) in ( 5 . 2 . 1 ) is an isomorphism. 

P R O O F . 

Q®{Rn 
9 

®wn<t>[y/Spec(Wn <t>)]}n*ÉQ®{Rn £m[Xi/Spec(Än)]}n 

(by ( 2 . 2 3 ) since (**) is cartesian) 

[Xi/ Q{[Xi/Spec(Än)]}n 

by ( 2 . 2 4 ) . 

(5 .4 ) . — The isomorphism hn induces an isomorphism in 

ps(D((X.)et,A.)) 

Q ® { ^ „ ® ^ „ [Y/(Wn,Wn(L)))}n Q ® {An ®£n [XJ Spec(i?n)]}n 

and the last object is isomorphic to Q®{[Xn/Spec(^ln)]}n by the base change 

theorem (2.23). Since 

Q lim 
n 

Hm(Xn,[Xn/Spec(An)]) H7}B(XK/K), 
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If (Y, N) is a scheme with a fine log structure over (T, L) and the (X\, M\) —• 
(T, L) factor through morphisms f\ : (X\,M\) —» (Y, TV) which are compati-
ble with the transition morphisms, we have 

Rqfcrys*(Ox/s) ljmRq(fx)crys*(0Xx/s) 

where / is the limit of f\. These facts follow from [SGA4] (tome 2) Expose VI. 

(2 .5 ) . — In [FM], a morphism of schemes which is flat and locally of complete 
intersection is called syntomic and syntomic morphisms behave well in their 
theory. We shall use the logarithmic version of this notion. 

We say a morphism / : (X, M) —• (Y, N) of schemes with fine log structures 
is syntomic if / is an integral morphism [HK] (2.10), the underlying morphism 
X —• Y is flat and locally of finite presentation, and if etale locally on X there 

is a factorization of / : (X, M) (Z, L) (Y, N) with (Z, L) a scheme with 
a fine log structure satisfying the following conditions : i is an exact closed 
immersion [HK] (2.8), h is smooth [HK] (2.9), and the ideal of X in Z is 
generated at each point of X by a regular sequence. 

Just as in the case of the original definition, we can show 

(2 .5 .1 ) . — If / is syntomic and we have another factorization (J\T, M) —> 

(Zf,Lf) —> (XiN) of / with L' fine, i' an exact closed immersion and bl 
smooth, then the ideal of X in Z1 is defined at each point of X by a regular 
sequence. Furthermore, if we have such a factorization of a syntomic morphism 
and if we are given a quasi-coherent ideal J of Oy and a divided power 
structure on J, the divided power envelope of X in Z* is flat over Y (cf. [FM] 
for the case without log structures). 

(2 .5 .2 ) . — We have the base change theorem of crystalline cohomology for 
syntomic morphisms (cf. [BBM] (2.3.5) and [B] V 3.5.1 for the case without 
log structures) : 
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Assume we have a commutative diagram of shemes with fine log structures 

(X',M') 
g' 

(X,M) 

(Y',N') 
9 

(Y,N) 

(T',Lf) V (T,L) 

such tha t the upper square is cartesian, / is syntomic, the underlying 
morphism / : X —> Y is quasi-compact and quasi-separated, and OT is 
annihilated by some non-zero integer. Assume T and T' are endowed with 
quasi-coherent PD- idea l s and v : T' —• T is a PD-morph i sm . Then, for any 
quasi-coherent flat crystal of 0x/T~mo(hi les on ((X, M ) / ( T , L))crys, we have 
a canonical isomorphism 

LQcrysBfcrys*(F)=Rjcrys+dcrysi-?7) ' 

(2 .6 ) . — For a scheme over the discrete valuation ring A, we define the 

canonical log structure as the sheaf of regular functions which are invertible 

on the generic fiber. 

In what follows, we denote the canonical log structure on S = Spec(A) 

(resp. 5 = Spec(A)) by N (resp.iV) and the inverse image of N on Sn — 

Spec(An) by Nn (resp. of N on Sn = Spec(^4n) by Nn). Then N is the 

inductive limit of inverse images of the canonical log structures on Spec(A'), 

where A' ranges over all discrete valuation rings in A which are finite over A, 

and iVn is the inductive limit of the inverse images of the log structures on 

Spec(A'/pnA') defined in the way above. 

We shall denote the inverse image of N on Spec(fc) by L. 

For a G A — {0}, the images of a in any of the log structures introduced 

here are denoted by class (a). 
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3 . — A crysta l l ine interpretat ion of Bsi 
We give an interpretation ( 3 . 7 ) of the ring Bsi by the theory of crystals 

with logarithmic poles. Let 

h:(Sn,Nn)—>(Sn,Nn) 

be the canonical morphism (cf. ( 2 . 6 ) for the notation), and let hcrys : 
((SmNn)/Wn)?rys -+ ((Sn,Nn)/Wn)-rys be the induced morphism ( 2 . 4 . 2 ) . 

In this section we compute the higher direct images of the structure sheaf 
for this morphism 

Rqhcrys*{0 sn/wn) 

and show tha t hcrys> OSn/Wn) is closely related to Bst. 

PROPOSITION ( 3 . 1 ) . Rqhcrys*(0 sn/wn) = 0 forq#O and ^crys'iOsn/wJ 
is a quasi-coherent flat crystal of Osn/wn ~modules on ((^m ^n)/^^n)crys • 

(3 .2 ) . — We give a description ( 3 . 3 ) of the crystal hcrys*(0-gn/Wn). To 
describe a crystal by a connection just as in the usual theory (without 
log structures) of crystals, we embed (Sn,Nn) in a smooth object. Fix a 
prime element 7r of A, let Zn = Spec(W"n[tf]) with t an indeterminate, let 
En = Spec(i?n) be the P£)-envelope of Sn in Zn with respect to the closed 
immersion Sn —> Zn ; t \—• 7r, and endow Zn (resp. En) with the log structure 
C(t) (cf. ( 2 . 3 . 3 ) ) . Since (Zn,C(t)) is smooth ([HK] ( 2 . 9 ) ) over Wn, a quasi-
coherent crystal of C?5n/vyn~m°dules T on ( ( 5 N , Nn)/Wn)crys is characterized 
by the i?n-module T{En) and the connection with log poles 

V : H E n ) — • H E ? B ) d l o g ( t ) 

([HK] ( 2 . 1 7 ) ) . Here JF(£n)dlog(f) means F(En) wn[t) T(Zn,u;1Zn/Wn) with 

uj1 the differential module with log poles [HK] ( 2 . 5 ) thenr(Z„ ,<4 ,w ) is a 

free W„[f]-module of rank one with base dlog(t)) . Let 

( 3 . 2 . 1 ) Pn = T(En) with T = hcrys*(0~sn/Wn) 

Note the homomorphism Bn —y An factors canonically as Bn —> Pn —> An 

and the kernel of Pn —> An has a natural P-D-structure. 
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P R O P O S I T I O N (3.3). — ( 1 ) To eachpn-th root (3 of it in A, there exists a 

canonically defined element vp of Kei(P* —• An) such that we have a PD-

isomorvhism 

Bn<V>^Pn; V i—y vp-l 

where Bn < V > denotes the PD-polynomial ring over Bn in one variable V. 
/ / £ G A and = 1 , then v^p = " vp where £ is any element of Bn whose 
image in An coincides with that of£. 

(2) The connection V : Pn —• Pnd\og(t) is the unique Bn-linear map 
satisfying 

V((W/J - 1)W) = (vp - \f-%^\og{t) for all i. 

(in particular, V(v^) = vpdlog(t)). 
(3) Let cp : Pn —• Pn be the frobenius, which is induced by the frobenius 

(Zn,C(t)) —> (Zn,C(t)) defined by the usual frobenius ofWn and by 11—• tp. 
Then, cp is the unique PD-homomorphism which extends the frobenius of Bn 
and satisfies ipivs) = (vrY. 

(4) The natural action ofGal(K/K) on Pn is characterized by the following 
properties. It extends the natural action ofGai(K/K) on Bn, it preserves the 
PD-structure, and satisfies cr(vp) = v^p^ (a G Gal(K/K)). 

DEFINITION (3.4). Define J\f : Pn —> Pn by 

7(a) = «Af(a)dlog(<) for a G Pn • 

Then J\f is a Sn-derivat ion 

DEFINITION (3.5). — For a primitive pn-th root (3 of it in A, define 

up = log(vp) G Pn 

where log is defined by the PD-structure on Ker(Pn —• An). 
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COROLLARY (3.6). — The map Af : Pn —> Pn is surjective, 

{a e Pn ; AT* (a) = 0} 
0<j<2 

Rm(uß)[j] 

{a e Pn ; MHa) = 0 for some i} = Bn < up >, 

a.nd ua is transcendental over B„. 

From (3.3) and (3.6), we have 

T H E O R E M (3.7). — There exists a canonical Bjrys-isomorphism between 

the ring Bft of Fontaine and 

{a E Q l imPn; Afi(a) = 0 

n 

for some i > 0} 

where B~£t and Pn are defined using the same prime element n, which preserves 

(p, Af and the action ofGdl(K/K). 

Indeed, the isomorphism is given by sending u& e Bft for s = (sn)n {sn £ A, 

so = 7T, (sn+i)p = sn) (cf. (2.2)) to (uSn)n e l imPn. 
n 

The inverse map is 

induced from l imPn —> BDR; 
n 

((usn-1)[j])n (IL)-1 (EH)*-1 - IV'. 

(3 .8 ) . — We prove (3.1). We follow the argument of Fontaine [Fol] §3 . Let 

F be any object of ((SN,NN)/Wn)crys and let NF be the log structure of F. 

By (2.4.3) we have 

(3.8.1) R9hcryS*(0-gn/Wn)(F) ljmH\(S'N,N'n)/(F,NF)) 
A' 

where A' ranges over all discrete valuation ring in A which are finite over 

A, S'n = Spec(A'/pnA') and N'n is the inverse image of the canonical log 

structure on Spec(A') (2.6). For such A', take a prime element nf of A! and 

write 7r = (7r')2a for i > 1 and a G (Af)x. Let 5f be a section of Np whose 

image in Nn is class(7r) (2.6). Let 

Z' = S p e c ( 0 F [ * > ± 1 ] / ( ( O 2 u - <*(*))} (a:NF-> OF) 
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where t' and u are indeterminates. Then the morphism (S'n,Nn) —• (F,NF) 
factors as (S'n,N'n) -> (Z',C(f)) (F,NF) where the first arrow is an 
exact closed immersion defined by Oz> —• (9s^ ; 1—• tt', ^ i—• a and by 
C(t') —• iV^; i—• class(7r/), and the second is a smooth morphism defined 
by NF -+ £ (* ' ) ; 5r i—• (t'Yu. Let F' be the PD-envelope of S'n in Z'. Then 
([HK] (2.20)) 

(3.8.2) Hq((S'ni N'n)/(F, NF)) - Hq(F', Of, ®0z, u>z.,F) • 

Note wlz,,F is a free C?^/-module with basis d log( t ' ) . To pass to lim, let 
A' 

A " = A'[k") where tt" is a p n - t h root of tt', S" = Spec(A"/pNA"), N'n' 
on 5 ^ the inverse image of the canonical log structure of Spec(^4/r), Z" = 
Spec(Oz'[t"]/((t")pn — t')), and form the commutative diagram 

(Z",C(t")) 
(Z",C(t")) 

(Z",C(t")) 
(Z ' , £(*')) 

with Oz» -> Os» ; t" h—> tt", £(*") iV": t" i—> c W t t " ) , £(*') -* a * " ) ; 
(Z",C(t")) 

Then r,1 —W L1 
^Z'/F ^Z"/F 

annihilates dlog(tf') and hence is the zero map. This 
shows tha t 

lim 
A' 

H"{(S'n,K)/(F,NF)) = 0 for q#O. 

We have shown Rhcrys*(oSn,Wn) — hcrys*(0Sn jWn) This and the base 

change theorem (2.5.2) shows that hCrys*(0 sn/wn) is flat. The fact tha t 

hcrys*(0Sn/Wn) is quasi-coherent is shown easily. 

(3 .9 ) . — We prove (3.3). The following proof is due to the sugges-
tion of W. Messing (my original proof was a direct computation using 
(3.8.1) and (3.8.2) and was long). Fix a p n - t h root /3 of 7r in A, and 
regard Spec(Z?n < V >) (V an indeterminate) as an object of 
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((Sn,Nn)/(En,NEn))crys as follows : Bn < V >—• An is V i—• 0, the 
P D - s t r u c t u r e on Ker(Pn < V >—> An) is the usual one, the log structure of 
Spec(Pn < V > ) which we denote by C is associated to A — {0} —• Bn < V > ; 
a i—• apU where a denotes any lifting of a to Bn (we will denote by rj the 

induced map A - {0} —• £ ) and (Spec(Pn < V > ) , £ ) -> (En,NEn) is given 

by the PD-homomorph ism P n Pn < V > : t i—• (1 + V)"1/?*" and 

by ^n—>L; t—• (1 + F ) - 1 / ? ^ ) . Then, Spec(J3n < V > ) is a termi-

nal object in ((Sn,Nn)/(EniNEn))crvs, and this fact implies Sn < V 

H°((SnìNn)/(EnìNEn)) = Pn. 
Indeed, for any object F of (5n, Nn)/(En, iV^n))cry5 with the log structure 

iV>, the unique morphism P —> Spec(Pn < V > ) in ((Sn,Nn)/(En, NEn))Crys 

is given as follows. Let /3 be any section of NE whose image in iVn is the class 
of (3. Then (3pn is independent of the choice of (3. Since the images of (3pn 
and t under NE —> Nn coincide, there exists a unique section vp of Op such 
that J3pn = tvp in NF- Define the PD-homomorphism Bn < V >^ 0(F) by 
V i—• vp — 1, and extend this morphism to the log structures by 77(a) 1—• ap" 
(a G A — {0}) where a is any lifting of class(a) G A n̂ to NE (then ap" is 
independent of the choice of a) . It is easily checked tha t this construction 
yields a unique morphism in ((SniNn)/(En^NEn))crys- The properties of Pn 
in (3.3)(l)-(4) (with vp defined as in the above argument) are checked easily. 

4. — Crysta l l ine interpretat ion of (Bst^D)^=° 
In this section, let S = Spec(A), TV and L be as in (2.6), and let (X, M) be a 

scheme with a log structure over (5 , N) satisfying the following conditions (i), 
(ii), (iii) : 

(i) (X, Af) is smooth over (5,iV). 

(ii) The underlying morphism X —• S is proper. 

(iii) Let Y = X ®A k and let My be the inverse image of Af on Y. Then 
the induced morphism (Y, My) —• (Spec(fc).L) is of Cartier type [HK] (2.12). 

For example, if (X, M) is a fiber product over (5 , N) of a finite family of 
proper A-schemes with semistable reduction with the canonical log structures 
(2.6), then (X, Af) satisfies the conditions above. Moreover the conditions 
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above are stable under base changes ( S ' , i V ) —> (S,N) where S' is the 
spectrum of a complete discrete valuation ring with perfect residue field 
dominating S and N' is the canonical log structure of S'. 

Fix m > 0 and let 

Dn = Hm((Y,MY)/(WniWn(L))) (n>l) 

Da lim Dn 
n 

D = Q®DOQ, 

where Wn(L) is the canonical lifting of L to Wn defined in [HK] (3.1). Then 
as in [HK], Dn is a Wn(fc)-module of finite length, D8 is a W(&)-module of 
finite type, and we have a frobenius-linear operator ip : Dn —> Dn called the 
frobenius and a linear operator Af : Dn —> Dn called the monodromy operator 
which induce —> and D —• D denoted by the same letters (p and jV, 
respectively. 

Fix a prime element tt of A to define dvr The aim of this section is to 

prove 

T H E O R E M (4.1). — The kernel of 

Dn = Hm((Y,MY)/(WniWn(L)))Dn = Hm((Y,MY)/ 

is canonically isomorphic to 

Q KmHm 
n 

{(Xn,Mn)/Wn) 

where {Xn,Mn) = (X,M) x(SiN) (Sn,Nn) forn>\. 

For n > 1, let Xn = X ® Z/pnZ, let Mn be the inverse image of M on Xn, 
and let the notations be as 

( X „ , M „ ) 
7n 

(Sn,Nn) 

9n 

(Xn,Mn) 
fn 

(Sn,Nn). 

hn (cartesian diagram) 
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Let Zn = Spec(Wn[t]) and En = Spec(f?n) be the PJ5-envelope of Sn in Zn 

with the log structure NFn as in (3.2), where we use the same prime element 

7T to define Sn c—• Zn : 11—• 7T. 

LEMMA (4.2). — There exists a long exact sequence 

>Hm((Xn,Mn)/Wn) 

Pn®Rn (Rm(fn)cryS*(0Xn/Wn))(En) Pn®Rn (Rm(fn)crys(0Xn/Wn))(En) 

Hm+1((Xn,Mn)/Wn) —> 

P R O O F . Let {(X\M~), (Z\MZ-)) be an embedding system [ H K ] ( 2 . 1 8 ) 

for (X,M) -* (Spec(W[*]), £(*)), * •—• TT. Let (Fln,MFi~) be the PD-

envelope [ H K ] ( 2 . 1 6 ) of (X^M^) in (Z^,Mz.n). Then, for any crystal T on 

((Xn,Mn)/Wn)crys, we have an exact sequence of complexes in the topos 

(Xn)e~ ([HK] (2.18)) 

(4.2.1) 0 — C ' ( [ - l ] 
dlog(f) 

C —• C — • 0 

where C (resp. C) is defined on each XN as the complex 

TFin ®ozi UzU (resp. TFin ®ozi UzUSpec(Wn[i)))' 

Consider the case F — R(9n)crys*(Oxn/Wn)' By taking the inductive limit of 

the base change theorem (2.5.2) and by (3.1), we see 

? — (fn)trys(hn)crys* (O/Wn). We have 

Hm((X»)eUC) = H m ( ( X n i M n ) / W n ) , 

H ™ { { X n ) e U C ) = H ™ ( ( X N ) ~ , P N ®A(EN) 0Fn ®oZn ^ z j s p ^ W M ) ) 

= Pn ®Ö{En) Hm((Xn)e t ,öFn ®oZn VZn/Spec(Wn[t])) 

where the last equation follows from the flatness of PN over 0(En). Hence 

(4.2) is obtained by taking the long exact sequence of cohomology groups 

associated to the exact sequence (4.2.1). 
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LEMMA (4.3). — For any Wn(k)-module T having a nilpotent Wn(k)-linear 
operator N : T —» T, the map 

A f ® l + l ® A f : P n ® T — > P n ® T 

is surjective. 

P R O O F . This is reduced to the case T = Wn(k) and Af :T —• T is the zero 
map, i.e. to (3.6). 

DEFINITION (4.4). — (1) For a category C, let ps(C) be the category of 
projective systems in C with index set N. 

(2) For an additive category, letQ®C be the category with the same objects 
as C but with morphisms H o m q ^ c = Q ® Home- An object T of C is denoted 
by Q ® T when it is regarded as an object of Q ® C. 

(4 .5 ) . — Now we prove (4.1). By [HK] (5.2), we have an isomorphism in 
Q ®ps(Ab) (Ab denotes the category of abelian groups) 

Q ® {(Rm{fn)crys*(0Xn/Wn)(En)}n = Q ® {i?n ®wn Dn}n . 

By this and (4.2) (4.3), we have an exact sequence in Q <g) ps(Ab) 

0 —>Q ® {Hm((Xn, Mn)/Wn)}n 

Q ® {Pn ®wn Dn}n -^U Q ® {Pn ®Wn Dn}n —> 0 . 

Furthermore this map A f i s A ^ l + 1 ® ^ with the first Af : Pn -* Pn and 
the second Af : Dn —> Dn the monodromy operator. Hence we have 

Q ® l i m f f m ( ( X n , M n ) / W n ) ^ 

Kei(AT : (Q®l imPn)®A'0 D (Q ® l imPn) ®Ko D)-
n n 

Since Af is nilpotent on D , we can replace Q lim 
n 

Pn by the par t of it on 

which Af is nilpotent, i.e. by Bft (3.7 
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5. — T h e c o m p l e x snlog(t) 

Let (X, M) be a scheme with a fine log structure which is syntomic over 

W. For 0 < r < p, we define an object sl°gx(r) of the derived category 

D(Xet,2/pn2) supported on (X ®z 2/p2)ei. We state a result (5.4) on the 

relation between s°\(r) and p-adic vanishing cycles whose proof will be given 

elsewhere. This sl°gx(r) is the log pole version of the complex Rv*(S^x) 
studied in [Kal] and [Ku] where S£ x is the sheaf on the syntomic site defined 
in [FM] and v is the canonical morphism from the syntomic site to the etale 
site. 

(5 .1 ) . — Take an embedding system ( ( X \ M ' ) , ( Z \ TV')) for ( X , M ) W 
with a lifting of frobenius F : (Z\Nm) -> (Z\Nm). Let Xn = X{ <g> Z/pnZ, 
Zn = Zi®2/pn2, Mln (resp. Nln) the inverse image of M{ on Xln (resp. Ni on 
Zln). Here F is a lifting of frobenius means tha t the morphisms on (Z{, N{) 
induced by F are the absolute frobeniuses [HK] (2.12) and F commutes with 
the canonical frobenius of W. Let (Fn, MFi) be the P£>-envelope [HK] (2.16) 

of [XlMn) in (Zin, Nin and lei 7M C 0Fi 
n 

be the r - t h divided power of 

Jn = Kev(On^Oxit). 

For 0 < r < p, we dehne a complex n,(. X-,M-);(Z-,N-) ( ' ) in (XXt (denoted 

simply by Sn,X (r)) as follows. 

First, denote by Ä ( 0 the complex in (A)et which gives on each X1 the 
familiar complex 

tM d [r-1] Jn = Kev(On^Oxit) -d2J[r-q]in]®oz, u>li/w 

Let <£> : 0Fi -* oF> 
n n 

be the homomorphism induced by F : (Z- ,Mz-) 

( z - , m z . ) . Assume 0 < r < p. Then J Fi c prOn We define the map 

— r 
p V 

J Fi J Fi by the law (p r<p)(a modpn) = fe modpn for a £ J Fi 

and 6 G 0 F . 
n + r 

such that 92(a) = prb. This map is well defined by the flatness 

of F^ over Wn (2.5.1). We have a homomorphism of complexes 

Jn = Kev(On^Oxit)Jn = Kev(On^Oxit) 
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whose degree q part is ( ( p « - > on j[;rq]) (p V on uqzi/w). Finally we 

define Jog 
Sn,X (r) as the mapping fiber of 

^-P-W:f:&x(r)—Jngddddddx(0). 

Here for a homomorphism h : C —> C" of complexes, by the mapping fiber 
of h we mean the complex whose degree q part is Cq © (C")9_1 and whose 
differential is given by 

Cq © (Cy-1 —• C«+1 © (C')9 ; (a, 6) . — (dar, - dy). 

Let (9 : Jn = Kev(On^Oxit) be the canonical morphism, and define 

Jn = Kev(On^Oxit)Jn = Ke 

Note 

• R ö . ( Ä - ( r ) ) = ßu(x„ ,Mn) /w„ . (^x /wn) 

where u is the canonical morphism {{XniMn)/Wn):rys - Xe~ and j"Wn is 

the r - t h divided power of Jx/wn = K e r ( O x n / ^ „ - O x J - Thus we have a 
distinguished triangle 

Jn = Kev(On^Oxit) ^(Xn,Mn)/Wn. (J[r] 
v(On^Oxit) 

Ru(xn,Mn)/wn* {0Xn/wn) • 

This shows tha t the object (On^Oxit) in D(Xei,2/pnl) is independent of the 
choice of an embedding system with a lifting of frobenius. 

This definition of Sn,X (r) s iust to add log poles to the complex Rv ßn,x) 
(cf. [Kal]). Hence, if ( X , M ) and X are syntomic over W, "to add log poles" 

defines a canonical morphism 

Jn = Kev(On^Oxit)hj 

The same method as in [Kal] (which treated the case without log struc-

tures) defines a product structure 

4 w 
Jn = Kev(On^Oxit) «!&(»•+ r') (0 < r, r ' , r + r'<p). 
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T H E O R E M (5.4). — Let A be as before and let X be a scheme over A with 
semi-stable reduction endowed with the canonical log structure. Let 

X®Ak^xdddddJ-Xx 

be the inclusion maps and consider the sheaf of p-adic vanishing cycles 
i±i*Rj^(JL/pn~L{r)), where (r) means the Tate twist. Then for 0 < r < p — \, 
we have a canonical isomorphism 

sx:*x{r) = sddddT<rïXR3À* i P n A r ) ) . 

Here sl°gx(r) is defined to be the inductive limit of the inverse images 

°f 5n x<guA,(r) w^ere A' ranges over all discrete valuation rings in A which 
are finite over A and X ®A A' is endowed with the log structures as fiber 
products where X , Spec(A) and Spec(A') are endowed with the canonical log 
structures (2.6). 

The "without log pole" version of (5.4) was proved in [Ku] (cf. also [Kal]). 
The method of the proof of (5.4) is similar to tha t in [Ku]. The key point is 
tha t , in the place where the result of [BK] on p-adic vanishing cycles in the 
good reduction case is used in [Ku], we can use the generalization by Hyodo 
[HI] of the result of [BK] to the semi-stable reduction case. 

COROLLARY (5.5). — Let X be a proper scheme over A with semi-stable 
reduction. Then if m < r < p — 1 or i /d im(X/^) < r < p — 1, there exists a 
canonical isomorphism 

Hm(X,s^(r))-^HZdddddddd(Xw,l/pnl(r)). 

This follows from (5.4) and the proper base change theorem for the etale 
cohomology HZ(Xw,Z/p»l) Sé H%(X,ÌJ Rj*l/Pn2). 

The isomorphism in (5.5) has the following properties as will be shown 
elsewhere, which we shall use in § 6. 

(5 .6 .1 ) . — It is compatible with the action of Gal(K/K). 
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(5-6 .2) . — The isomorphism H°(X, sl£*(l)) ^ H°(X, Z /pnZ( l ) ) is inverse 

to the map Z/pnZ( l ) ^ { x G J^1]; p " V W = ^ } c B n induced by £ in (2.2). 

(5 .6 .3 ) . — When m and r vary satisfying m < r < p — 1, the isomorphisms 
of (5.5) are compatible with the product structures. 

(5 .6 .4 ) . — For a line bundle C on X , the Chern class of C in the 
syntomic cohomology H2(Xsyn,5*) [FM] is sent to the Chern class of C in 
Hl(XT,l/pn2(l)) by the composite map H*(Xsyn,Srn)^H2(X,sddddddddd^(r))^ 

H*t(XT,Z/pnl(l))-

6. — C o n j e c t u r e of Fontaine—Jannsen 
In this section we prove Thm. (1.2). The following is the logarithmic version 

of the method in [KM] in which the good reduction case was considered. Let 
X be a proper scheme over A with semi-stable reduction. Let 

V™ = H%(X-F,QP), D171 = Q lim 
n 

df ((Y,MY)/(Wn,Wn(L))), 

where My is the inverse image on Y of the canonical log structure M on 
X (2.6). 

(6 .1 ) . — We define a canonical Bsi-linear homomorphism 

( 6 . 1 . 1 ) Bst ®qp Vm — Bst ®K0 Dm 

for m < p— 1 , which is compatible with the action of Gal(K/K) and with the 

frobenius ID and the monodromy operator Af. The canonical homomorphism 
Jn = Kev(On^Oxit)Jn = Kev induces 

Hm(x,sx^(r)) — i r " ( ( x „ , M n ) , w „ r = p r 

where (p = pr means the part on which the frobenius acts by pr. By (4.1) and 

(5.5), we obtain by taking Q lim 
n 

Vm(r) — • ( £ + ® £)^)^=o^=Pr / o r m < r < p — 1. 
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By tensoring with Qp(—r) and using the canonical map B7i®QP(-r)-+BaU 

we obtain 
Jn = Kev(On^Oxit)Jn = Kev(On^Oxit) 

For a fixed m such that m < p — 1, this map is independent of the choice of 

r such tha t m < r < p — 1. This defines the desired homomorphism (6.1.1). 

(6 .2 ) . — Assume XK is geometrically connected and of dimension d. Then 
we have trace maps 

^ qp(-d), 

K ®Ko D2d S H2DdR(XK/K) ^ K 

In the latter isomorphism, by replacing K by a finite extension which is Galois 
over Â o and by taking the Gal(A/K'o)_invariant part , we obtain the trace map 

D2d ^ K0 

(this isomorphism also follows from the Poincaré duality of the de R h a m -

Wit t complex WnUy proved in Hyodo [H2] and the isomorphism Dm = 

Q lim 
n 

Hm(Y,WnuJY)). 

Assume 2d < p — 1. Then the following diagram is commutative. 

Jn = Kev(On^Oxit) Bst{-d) S Bst 

by (6.1.1) 

Bat ®K0 D2d 

id 

Jn = Kev(On 

Indeed, this follows from the compatibility (5.6.4) with the Chern class of line 

bundles (cf. [FM] §6.3). 

(6 .3 ) . — We prove that the homomorphism (6.1.1) is an isomorphism if 

2 dimiXjA < V— 1. We may assume X is geometrically connected and m < 2d 
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where d = diim^Xx). Consider the commutative diagram 

BST ® VM x BST ® F2d"m B5< ® F2d S 

BST ® VM x BST ® F2d"m BST ® VM x BST 

id. 

induced by cup products. The Poincaré duality shows tha t the horizontal 
pairings are perfect pairings of free J3^-modules of finite ranks. From this, we 
see tha t the map (6.1.1) is an injection and its image is a 2?s<-direct summand. 
Since 

dimQp(Fm) = dimK(H%R(XK/K)) = dim*. (£>"»), 

we have the surjectivity of (6.1.1). 

(6 .4 ) . We show that the isomorphism 

(6.4.1) BDR ®q„ VM -Z* BDR ®K H%R(XK/K) 

induced by (6.1.1) preserves the filtrations. We prove first : 

(6 .4 ,2 ) . — The isomorphism (6.4.1) sends fil1 of the left hand side into fil1 
of the right hand side for any i G Z. 

It suffices to prove this for one choice of i, and so take i = r with m < r < 
p—1. Our task is to show that the image of l i m i J m ( X n , sl£g(r)) —» BDR®HDR 

is contained in filr. This will follow if we show that the map 

(6.4.3) lim 
n 

Hm((Xn, Mn)/Wn)) —+ BDR ® H%R 

sends the image of lim 
n 

Hm(((Xn,Mn)/Wn)crys, fg 
fg 

into filv. In [KM], 

it is proved tha t for any proper syntomic scheme X over A with smooth 
generic fiber, we have a canonical isomorphism 

Q lim 
n 

Hmdddd((XjWn) °XNIWN> 
J[r] 

XN/WN-
(B+R®H%R(dddXK/K))/filr 
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(here all things are without log structures). In the situation of this section, 
the same method shows that there is an isomorphism 

Q lim 
n 

H" (((Xn,Mn)/Wn) 
cry S ; 

°xn/w„ 
jlr] 
Jx» /wn 

*{BlR®H%Rsssss{XKlK))lfiV 

which is compatible with (6.4.3). Thus we obtain (6.4.2). 
Once we have (6.4.2), the fact tha t (6.4.1) is an isomorphism of filtrations 

is reduced to the injectivity of the maps 

(6.4.4) gx\BDR ® Vm) —+ gr\BDR ® Dm) 

induced by (6.4.1). Since gr*(J3£>#) — Cp(i), this map is rewritten as 

(6.4.5) C„(t) ® Vm 
JEI 

Cp{i-j)®ssssHm-i(XK,W). 

The bijectivity of (6.4.4) is proved by using the Poincaré duality by the 
argument as in (6.3). 

(6 .5 ) . — By (6.4), we have proved the de Rham conjecture of Fontaine [Fol] 
in the semi-stable reduction case under the assumption 2dim(X/^) < p — 1. 
However this conjecture is already proved by Faltings [Fa2] with no such 
assumption by a different method. We obtained in (6.4) (the bijectivity 
of (6.4.4) with i = 0) a new proof of the existence of the Hodge-Tate 
decomposition ([Fal]) under the assumption of Thm. (1.2). 
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Exposé VII 

1-MOTIFS ET MONODROMIE GÉOMÉTRIQUE 

par Michel Raynaud 

§1. — Introduction. 

Soit K le corps des fractions d'un anneau de valuation discrète complet R. 
Dans cet exposé on considère un /^-l-motif MK = [UK ' YK ~* GK], au sens 
de Deligne [5] et on étudie sa monodromie sur i?, c'est-à-dire son défaut de 
bonne réduction. La situation est analogue à celle des variétés abéliennes. On 
trouve d'une part une monodromie finie qui conduit à une réduction semi-
bonne de MK. Lorsque cette réduction semi-bonne n'est pas bonne, il apparaît 
d'autre part une monodromie infinie. En utilisant une uniformisation rigide 
partielle "à la Tate" de GK on peut modifier la réalisation de MK dans une 
catégorie convenable, de façon que GK ait maintenant potentiellement bonne 
réduction. La monodromie de MK se lit alors sur le défaut de spécialisation 
de la flèche UK et conduit à la monodromie géométrique. 

On montre ensuite comment la connaissance de la monodromie géométrique 
permet de retrouver la monodromie dans sa réalisation en cohomologie étale 
^-adique (£ nombre premier distinct de la caractéristique résiduelle). 

§2. — 5-1-Motifs . 

Soit S un schéma. Suivant la notion introduite par Deligne dans [5] 10.1, 
nous appelions 5-1-motif la donnée suivante : 

a) Un 5-schéma en groupes Y qui, localement pour la topologie étale 
sur 5, est isomorphe à un groupe constant Zr. 

b) Un 5-schéma en groupes (commutatif ) G, extension d'un S-schéma 
abélien A par un tore T. 

c) Un 5-homomorphisme u : Y —• G. 
Notons M le 1-motif [u : Y —• G], que l'on considère comme un complexe 

de 5-schémas en groupes avec Y en degré —1 et G en degré 0. Alors 
M définit canoniquement un objet M de la catégorie dérivée D6(fppf) des 
complexes bornés de faisceaux pour la topologie fidèlement plate localement 
de présentation finie, sur le petit site de base S. Ainsi M s'insère dans un 
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triangle distingué : 

M 
\dd 

u Y[l] 
+ 1 

G 

Supposons S connexe et soit s un point géométrique de S. Si S est 
géométriquement unibranche, la donnée de Y équivaut à la donnée d'une 
représentation finie du groupe fondamental IIi(5', s) dans Zr. Dans le cas 
général, Y correspond à la donnée d'une représentation du groupe fondamental 
élargi de S dans Zr. 

2.1. — Exemple (cf. Deligne [5] 10.3). 

Prenons pour S le spectre d'un corps K. Soit C une if-courbe séparée de 
type fini, géométriquement réduite. Notons C la compactification de C qui 
est normale aux points de C — C. Pour tout point fermé x de C, soit Cx le 
spectre d'une hensélisé strict de C en x. 

On fait les hypothèses suivantes : 
i) Pour tout point fermé x de C, les composantes irréductibles C%*{ 

de C^s sont essentiellement lisses sur K et C*' se déduit des C**. par 
identification des corps résiduels (autrement dit les singularités de C sont, 
localement pour la topologie étale, des réunions d'axes de coordonnées). 

ii) Les corps résiduels aux points de C — C sont étales sur K (en 
particulier C est lisse sur K à l'infini). 

Alors la jacobienne G de C est une extension d'une variété abélienne par 
un tore [4] Chap. 9 § 2. Soit Y le faisceau étale engendré par les diviseurs D à 
support dans C — C, dont le degré sur chacune des composantes irréductibles 
géométriques de C est nul. L'application D \—• Cl(Oç(D)) fournit un 
morphisme u : Y —> G. D'où un 1-motif M qui est naturellement associé 
à la courbe (ouverte) C. 

2.2. — La filtration par le poids. 

De par sa définition, un 1-motif M admet une filtration croissante naturelle 
en 3 crans : 

Wi(M) = 0pour i < - 3 , 
W.2{M) = T , 
W-!(M) = G , 
W{(M) = M pour i > 0 . 
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On a donc 
Gr_2(M) = T, le cran torique 
Gr-i(M) = A, le cran abélien 
Gr0(M) = Y[l], le cran étale. 
Gri(M) = 0 sinon. 

Cette filtration sera appelée la filtration en 3 crans du motif M. 
2.3. — Morphismes de 1-motifs. 
PROPOSITION 2.3.1. — Soient M = [u : Y -+ G] et M' = [u' : Y' -* G') des 

S-l-motifs. Alors tout morphisme a : M ' —» M dans Db(fppf) provient d'un 
unique morphisme de complexes : 

u' 
Y' —• G' 

a-i 
Y U 

aa 

G 

Démonstration (d'après L. Illusie). La filtration naïve des complexes M et 
M' donne naissance à une suite spectrale : 

E*q = ©D9_„1=DExt«(M'p\MP2) Ext*(M7, M) . 
Elle est concentrée dans la région — l < p < l , g > 0 e t l'on s'intéresse au 

degré total 0. Pour les lignes q = 1 et q = 0, on a les diagrammes 

Ext1 (G7, y ) Ext1 (G', G') 0 Ext1 (Y', Y) Ext1 (Y', G) , 

Hom(G,,y) Hom(G, ,G)0Hom(y/ ,y) Hom(y,,G) , 

avec les flèches évidentes (au signe près!). 

LEMME 2.3.2. — On a Hom(G', Y) = Ext^G' , Y) = 0. 
La nullité de Hom résulte du fait que G' est à fibres connexes tandis que Y 

est étale. Prouvons que Ext1 (G', Y) = 0. Soit E une extension de G1 par Y. 
Par descente fppf des schémas étales séparés, on voit que E est représentable 
par un 5-schéma en groupes, nécessairement lisse sur S. Alors la composante 
neutre E° de E fournit un scindage canonique de l'extension E. 

Du lemme, on déduit que Ext°(M/,M) = E%° = Ker(Hom(G', G) 0 
Hom(Y/, Y) - Hom(Y/,G)) = Homcomp/exe5(M/, M). 
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COROLLAIRE 2.3.3 . — Deux S-l-motifs isomorphes dans Z)6(fppf) sont 
isomorphes. 

2.4.1. — Motif dual, description symétrique. 

Soit Y* le groupe des caractères du tore T, de sorte que Y* est un schéma 
en groupes étale de même nature que Y. L'extension G de A par T est 
canoniquement associée à un morphisme h* : Y* —• A*, où A* est le schéma 
abélien dual de A. Notons h : Y —• A le composé de u : Y —• G et de la 
projection G —• A. Soit V le faisceau inversible rigidifié de Poincaré sur AxA*. 
Il lui correspond une biextension canonique, notée encore V de A x A* par 
G m. 

Partant de l'extension G de A par T, associée au morphisme de groupes : 

h* : Y* A* , 

on en déduit une application biadditive : 

h x h* : Y x Y* -+ A x A* . 
La donnée du relèvement u de Y à travers G équivaut alors à la donnée 

d'un diagramme commutatif : 

y x y* s V 

hxh* can. 

Ax A* 

tel que s soit une application biadditive ce qui a un sens grâce aux lois 
de composition partielles sur la biextension V). Il revient au même de dire 
que s est une trivialisation de l'image réciproque de la biextension V par 
hxh*. Cette image réciproque s'identifie canoniquement à un élément de 
Extx(y ®z y*, Gm) ([8] SGA 7 .1 , exposé VII 3 .6 .5) et la donnée de s équivaut 
à une trivialisation de cette extension. 

L'isomorphisme de bidualité r : A « (A*)* s'étend en un isomorphisme des 
biextensions V et V* relatives à A et A*. Si alors on échange A et A*, y et 
Y*, h et h*, on obtient le 1-motif dual M* = [u* : Y* -+ G*], où G* est 
l'extension de A* par T* = Hom(y*, Gm) définie par h et u* est le relèvement 
de h* défini par s. 
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3.1. — Réalisation ^-adique. 

Soient S un schéma et M = [u : Y —• G] un S — 1—motif, avec G extension 
d'un 5-schéma abélien A par un tore T. 

Soit n un entier. Pour tout faisceau F en groupes commutatifs, on note nF 
(resp. Fn) le noyau, (resp. conoyau) de la multiplication par n dans F. 

Notons C(M, n) le cône de la multiplication par n dans le motif M, c'est-
à-dire le complexe : 

M"1 -+ M-L®M°->M° 

x i—• (—rc#, — u(x)) 

(x,y) i-> u(x) - ny , 

en degrés respectifs —2, —1, 0. 
Comme la multiplication par n est injective dans M"1 = Y et est un 

épimorphisme fppf dans M° = G, C(M, n) a une cohomologie concentrée 
en degré - 1 . Posons TN(M) = H~l\c{M,n)). Alors C(M,n) est quasi-
isomorphe à Tn(M)[l]. Et l'on a une suite exacte : 

0 - NG ^ TN{M) - yB -> 0 . 

Ainsi Tn(M) est représentable par un 5-schéma en groupes fini et plat sur 
5, qui est étale, si de plus n est inversible sur 5. 

Soit £ un nombre premier. Lorsque n parcourt les puissances de £, le système 
inductif des T^n(M) conduit à un 5-groupe ^-divisible noté Î£oo(M), qui est 
la réalisation ^-adique du 1-motif M. La filtration en trois crans de M conduit 
à une filtration en trois crans de Tioo(M) : 

0 7>oo(T) ^ ï>oo(G) <-+ 7>oo(M) , 

dont les quotients successifs sont T^oo(T), Ttoo(A), T£oo(Y) = Y ® (Q^/Z^). 

§4. — 1-Motifs et Monodromie. 
Dans la suite, 5 désigne le spectre d'un anneau de valuation discrète 

complet R. On note k le corps résiduel, p > 0 sa caractéristique, if le corps 
des fractions, 7r une uniformisante. On désigne par K une clôture algébrique 
de K. 

Bonne et semi-bonne réduction d'un 1-motif. 
Soit MK = [UK : YK ~* GK] K — 1-motif. On dit que MK a bonne 

réduction sur R, si MK se prolonge en un i ? - l motif M = [u : Y —• G], Pour 
que M # ait bonne réduction, il faut et il suffit que les conditions suivantes 
soient réalisées : 
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i) Le groupe localement constant YK est non ramifié sur i?, c'est-à-
dire est donné par une représentation finie non ramifiée de Gal(K/K) dans 
Zr où r est le rang de YK. Alors YK se prolonge en un 5-schéma en groupes 
localement constant Y. 

ii) Le tore TK de GK a bonne réduction T sur R. Il revient au même 
de dire que TK a un groupe de caractères Y£ = HomfTV, Gm) non ramifié au 
sens précédent. 

iii) Le quotient abélien AK de GK a bonne réduction sur i?, c'est-à-dire 
se prolonge en un iî-schéma abélien A . 

Notons que dès que les conditions ii) et iii) sont satisfaites, GK se prolonge 
canoniquement en une extension G de A par T. En effet, une telle extension 
est décrite par un morphisme du groupe des caractères de TK dans la variété 
duale A*K de A et cette application se prolonge canoniquement sur i?, par 
propreté de A*. 

iv) Le morphisme UK : YK —• GK se prolonge en un morphisme 
u:Y ^G. 

Notons que si MK a bonne réduction M, celle-ci est unique à isomorphisme 
unique près. 

On dit que le 1-motif MK a potentiellement bonne réduction, s'il ac-
quiert bonne réduction après extension finie de K, c'est-à-dire après remplace-
ment de R par son normalisé dans une extension finie de K. Les conditions i) 
et ii) ci-dessus sont toujours satisfaites après extension finie étale de K ; pour 
que MK ait potentiellement bonne réduction, il faut et il suffit donc que les 
conditions iii) et iv) soient réalisées après extension finie de K. 

Rappelons qu'une K-variété abélienne AK a une réduction semi-abélienne 
sur i?, si AK se prolonge en un i?-schéma en groupes lisse A, dont la fibre 
spéciale est extension d'une variété abélienne par un tore. 

On dit que le 1-motif MK a semi-bonne réduction si YK a bonne 
réduction Y (condition i) ci-dessus) et si GK se prolonge en un 5-schéma 
en groupes G lisse, dont la fibre spéciale est extension d'un schéma abélien 
par un tore. Cette condition équivaut aux conditions suivantes : 

ii) Le tore TK a bonne réduction T. 
iii) Le schéma abélien A K a réduction semi-abélienne A sur R. 

Pour établir cette équivalence établissons le lemme suivant : 

LEMME 4.1.1. — Soit GK une extension d'une variété abélienne AK par 
un tore TK- Pour que GK s'étende en un S-schéma en groupes lisse G, dont 
la fibre spéciale est extension d'une variété abélienne par un tore, il faut et il 
suffit que TK ait bonne réductionT et que AK ait réduction semi-abélienne A . 
De plus G est extension de A par T\ G est unique et commute aux extensions 
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finies de K. 

Démonstration : Supposons que GK se prolonge en G, i?-schéma en groupes 
lisse dont la fibre spéciale est extension d'une variété abélienne par un tore. Le 
quotient de G par l'adhérence schématique TK de TK dans G est un schéma 
en groupes A, lisse sur R à fibre spéciale extension d'une variété abélienne par 
un tore, donc AK a réduction semi-abélienne. 

Examinons d'abord le cas où TK est un tore déployé, donc se prolonge en 
un 5-tore T. Montrons que l'extension GK de AK par TK se prolonge en une 
extension de A par T. On est ramené au cas où TK = Gm. Alors GK est 
un torseur de base AK-, de groupe (GM)A-; il se prolonge en un torseur de 
base A , de groupe Gm, comme il résulte du prolongement de AK à A des 
faisceaux inversibles. Comme A est à fibre spéciale connexe, ce prolongement 
est essentiellement unique. Le même raisonnement appliqué à A x A, montre 
que la structure de groupe s'étend au torseur prolongé ; d'où l'existence d'un 
schéma en groupes G, extension de A par T, qui prolonge GK-

Notons G' un schéma en groupes extension de A par T qui prolonge GK et 
montrons que l'identité GK ~ G'K se prolonge en un isomorphisme G « G'. 
Pour cela, considérons dans G x G' l'adhérence schématique Y du graphe 
de l'identité sur la fibre générique. Notons que A est la composante neutre 
du modèle de Néron 21 de AK- Soit n un entier premier à p et à l'ordre du 
groupe des composantes connexes de Alors nG' est étale sur 5 et est le 
prolongement étale séparé maximal de nG'K. Par suite l'identité UGK & nG'K 
se prolonge en un morphisme nG —> nG' et donc la première projection r —• G 
induit un isomorphisme : nT « nG. Lorsque n parcourt les entiers permis, 
la famille des groupes nG& est schématiquement dense dans G&, car Gk est 
extension d'une variété abélienne par un tore. On conclut alors que la première 
projection T —» G est quasi-finie, puis, par le "main theorem de Zariski" ([7] 
4.4.9), que la première projection r —» G est un isomorphisme. D'où une flèche 
G —• G' qui est nécessairement plate, comme on le voit en utilisant encore les 
points de torsion. Par suite G —» G' est un isomorphisme. 

Dans le cas gérai où TK n'est plus nécessairement déployé, il est immédiat 
par descente, de voir que si G existe, alors TK a bonne réduction T et G est 
extension de A par T. 

Revenons à la situation générale d'un K — 1-motif MK- Alors YK et TK 
acquièrent bonne réduction après extension finie étale de K. De même, d'après 
un résultat fondamental de Grothendieck, ([8] SGA 7.1 th. 3.6) la variété 
abélienne AK admet réduction semi-abélienne après extension finie de K et 
on peut choisir cette extension de K étale (confer [6] th. 5.15). Il en résulte que 
tout K — l— motif MK acquiert une réduction semi-bonne après extension finie 
étale de K. En particulier, MK a potentiellement semi-bonne réduction. 
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Nous reviendrons plus loin (4.7) sur la monodromie finie qui conduit à la 
réduction semi-bonne. 

4.2. — Considérations de géométrie rigide. 
Nous allons maintenant expliquer comment on peut remplacer un K — 

1—motif MK, par un K — 1—motif M'K = [u'K : Y'K —> G'K], sans changer 
son image dans une catégorie dérivée convenable, de façon que Gfjç ait 
potentiellement bonne réduction. 

Plaçons-nous en géométrie analytique rigide sur le corps local K. 
On dispose d'une foncteur du type "GAGA", qui associe à tout if-schéma 

localement de type fini X, un iJT-espace rigide analytique XT-LG. Ce foncteur 
est plat, transforme suite exacte de if-schémas en groupes (pour la topologie 
fppf, resp. étale) en une suite exacte de K-groupes rigides (pour la topologie 
fppf resp. étale). 

En particulier, partant d'un K — 1—motif MK — [U>K '• YK —> GK], Ie 
foncteur "GAGA" lui associe un K — 1 —"motif rigide" : 

MT\g = [Urig • r̂ig * "̂rig] • 

Ce foncteur est compatible avec la filtration en 3 crans du 1-motif. 
Pour tout entier n, le cône de la multiplication par n dans M : Tn(Mx) est 

un Â"-schéma en groupes fini, donc est inchangé par passage à la géométrie 
rigide. Il en résulte que le foncteur M h-• MTlg induit un isomorphisme 
canonique sur les réalisation ^-adiques : 

(*) T£oo(MK) = T£oo(MT[g) . 

Rappelons que l'on dispose également d'un foncteur "fibre générique" qui 
à un iî-schéma formel X, topologiquement de type fini, complet pour la 
topologie 7r-adique (où 7r est une uniformisante de i?), associe un /f-espace 
rigide Xrig. Si X est affine d'algèbre A topologiquement de type fini, il lui 
correspond l'affinoïde XT\G d'algèbre de Tate A <S>R K [13]. 

Ceci étant, partons d'un K — 1—motif MK = [UK • YK —> GK], OÙ GK 
est extension d'une variété abélienne AK par un tore TK- Supposons d'abord 
que MK ait une réduction semi-bonne. En particulier GK se prolonge en G 
extension d'un schéma semi-abélien A par un tore T (4.1). 

Les assertions suivantes sont énoncées (lorsque G = A) dans [12] et 
démontrées dans [1] et [2], voir aussi [14]. Elles s'étendent sans difficulté au 
cas où G est extension de A par un tore T : 

i) Soit T'k le tore maximal de la fibre spéciale Gk de G ; il contient Tk 
et se relève canoniquement en un 5-tore T' contenant T. 
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ii) Le complété formel G de G le long de la fibre spéciale Gk est 
canoniquement extension d'un schéma abélien formel A' par T'. 

iii) Le schéma abélien formel A' s'algébrise canoniquement en un S-
schéma abélien A'. L'extension de A' par T" de ii) s'algébrise canoniquement 
en une extension G' de A' par T'. En particulier le complété ̂ formel G' de G', 
le long de sa fibre fermée, est canoniquement isomorphe à G. On a donc un 
isomorphisme canonique de schémas formels en groupes : 

h: G' « G 

(pour ii) et iii) confer [8] SGA 7.1 Lemme 7.2.1). 
En particulier, les fibres génériques G'T-LG et GT-LG sont des sous-groupes 

rigides ouverts de GFTÏG et Grig et la fibre générique de h est un isomorphisme 
hT[g ' Grig ~ Grig. 

iv) hTlg s'étend en un morphisme rigide / : G'TÏG —> Grig étale surjectif 
de noyau un réseau A, de rang s = dim(T') — dim(T). 

Dans le cas général, GK n'a plus nécessairement une réduction semi-bonne 
sur i?, mais acquiert réduction semi-bonne après extension étale galoisienne 
K' de K. Par descente galoisienne, on peut encore construire canoniquement, 
un 7f-schéma en groupes G'/0 extension d'une variété abélienne A'K ayant 
potentiellement bonne réduction par un tore T'K, et un morphisme 
rigide / : G'KR[G —> G ^ g étale surjectif, de noyau un À"-groupe A qui est 
maintenant une forme tordue par une représentation finie de Gal(K/K) du 
groupe constant Ts (conf. [12]). 

Considérons alors la suite exacte : 

0->A->G'Ar>rigiGA:)rig->0 

et l'image réciproque de cette extension de G/^ng par le morphisme î/AVig • 
Yh\ng —> Gx,T\g qui intervient dans la définition du 1-motif MTlg. On obtient 
alors une extension Y/̂  rig de YXvig Par A et un diagramme commutatif à 
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colonnes exactes : 

(**) 

0 0 

A = A 

Y' 
A>ig 

yA',rig 
yA',rig 

yA',rig 
yA',rig yA',rig 

0 0 

Le groupe rigide étale Y'Kllg s'algébrise canoniquement en un groupe Y'K 
qui, localement pour la topologie étale, est isomorphe à Zr+S, où r est le 
rang de YR. Comme Y'K est localement fini sur jftT, le morphisme rigide U'KY^ 
s'algébrise canoniquement en un Ii -morphisme u^ : Yj^ —• G'K • 

On obtient ainsi un nouveau K — 1—motif M'K, canoniquement associé 
au motif MK- Par construction G'K a maintenant potentiellement bonne 
réduction et même bonne réduction si MK a semi-bonne réduction. 

THÉORÈME 4.2 .2 . — La construction précédente associe canoniquement et 
fonctoriellement à un K — 1 —motif M K = [UK : YK —• GK], un K — 1 —motif 
M'K = [u'K : Y'K —» G'K\ tel que G'K ait potentiellement bonne réduction. De 
plus, on a un morphisme canonique de 1-motifs rigides : 

(* * *) can : M'KR[G -+ MA>ig , 

qui est un isomorphisme dans la catégorie dérivée 2}^ (fppf). Il entraîne des 
isomorphismes canoniques : 

Tt(M'K) « TI(MK)I pour tout nombre premier £ . 
(on a noté DTlg(ipip{), la catégorie dérivée des complexes bornés de faisceaux 
pour la topologie fidèlement plate localement de présentation finie sur le petit 
site rigide de base Spec(A^)) 

La fonctorialité de la construction de M'K à partir de MK résulte, d'une 
part, du fait que tout morphisme de 1-motifs se réalise par un morphisme 
de complexes (2 .3 .1 ) , d'autre part, du fait que la construction de l'extension 
G'K rjg de G/v̂ rig est fonctorielle par rapport à G. 

Le morphisme can. se lit sur le diagramme (**) et est clairement un 
isomorphisme dans . Les assertions sur les réalisations Sadiques résultent 
alors de (*). 
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DÉFINITION 4.2.3. — Nous dirons que le 1-motif M K = [UK : YK —• GK] 
est strict si GK & 'potentiellement bonne réduction. 

Nous avons ainsi associé canoniquement et fonctoriellement à un K — 
1—motif M#, un K — 1—motif strict M'K et ces deux motifs sont isomorphes 
dans Djig(fppf). 

La proposition suivante est l'analogue en géométrie rigide de 2.3.1. Elle ne 
sera pas utilisée dans la suite. 

PROPOSITION 4.2.4. — Soient Mi = [ui : Y{ —• d], i = 1,2 des 
K — 1 —motifs. 

i) On suppose que M\ est strict. Alors tout morphisme a : Mx rig —• 
Mo ri£, dans Dj?ig(fppf) provient d'un morphisme de complexes : 

d 
Ui 

^l,rig 

b+0 

Y2 
U2 

Ĵ2,rig 

rr 

ii) Si M\ et M<i sont stricts, tout morphisme de complexes Miîrig —• 
M2,rig est algébrisable et donc provient d'un morphisme M\ —» Mo.. 

L'assertion i) se démontre comme 2.3.1 une fois établi que 
Hom(Gi)rig,Y2) = Ext1(Gîiîrig, Y2) = 0. La première assertion est claire, 
puisque G\,T\G est connexe tandis que Y2 est étale. La nullité du Ext1 est 
plus délicate. Donnons tout au plus une esquisse de démonstration. 

Nous considérons la catégorie des /^-espaces rigides de type fini XK comme 
équivalente à celle des i?-schémas formels X topologiquement de type fini, 
localisée par les éclatements admissibles, c'est-à-dire, dont le centre est à 
support dans la fibre spéciale (confer [13] et [10]). Nous dirons que X est 
un modèle formel de l'espace rigide XK et que XK est la fibre générique du 
schéma formel X. Ainsi la catégorie des if-espaces rigides de type fini apparaît 
comme une certaine pro-catégorie de schémas formels. 

PROPOSITION 4.2.5. — Soit X un schéma formel de type fini, dont la fibre 
générique XK est normale. Soit aj{ un élément de H 1{XK^Î, Z). Alors il 
existe un éclatement admissible X1 —> X', tel que QLK se prolonge en un élément 
a de HL(X'et,l.). En particulier QLK est représentable par un torseur sous Z, 
de base XK, localement trivial pour la topologie étale. (En d'autres termes, 
après changement éventuel du modèle formel X, aj{ s'étend en un torseur 
formel a de base X, de groupe Z, localement trivial pour la topologie étale). 
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Démonstration : A défaut de fondements écrits de la théorie, nous con-
sidérerons que, par définition, il existe un morphisme d'espaces rigides UK ' 
Zj{ —» XK, fidèlement plat, de type fini, qui trivialise a^. Par platification 
([3] ou [10]), on peut alors, quitte à faire un éclatement admissible de X', sup-
poser que UK est la fibre générique d'un morphisme de type fini, fidèlement 
plat de i?-schémas formels u : Z —• X. En prenant une quasi-section, on se 
ramène au cas où, de plus, u est quasi-fini. Après localisation étale X' —• X, 
on peut alors supposer que u est fini et plat. Par descente finie fidèlement 
plate on voir alors que l'image réciproque a!K de OLK sur X' est maintenant 
représentable par un A^-torseur yfK sous Z. 

Comme l'espace rigide XK est supposé normal, on peut, quitte à normaliser 
X par un éclatement admissible, supposer X normal. Alors X' est normal. Le 
torseur y'K se prolonge canoniquement en un A"-schéma formel y' localement 
fini normal, et l'action de Z sur y'K se prolonge en une action de Z sur y'. 
A priori, cette action est ramifiée, mais le sous-groupe d'inertie en un point 
est un sous-groupe de Z qui est fini, donc nul. Par suite y' est un torseur 
sous Z, de base X1, localement trivial pour la topologie étale. Finalement, par 
descente étale relativement au morphisme X' —• X, il existe un torseur y 
sur X, de groupe Z, localement trivial pour la topologie étale, dont la fibre 
générique 3^- représente OLK- D'OÙ la proposition. 

PROPOSITION 4.2.6. — Soit X un R-schéma formel de type fini, régulier. 
Alors tout élément <XK de HL(XK,{Pp{, Z) se prolonge en un torseur formel, 
de base X de groupe Z. 

Pour tout entier n > 0, soit aN^K l'image de Q>K dans H1(XK,ÎWÎ, Z/nZ) 
de sorte que an?# est représenté par un revêtement étale fini ynj< de XK, 
galoisien de groupe Z/nZ. D 'après 4.2.5, il existe un éclatement admissible 
X' —> X, que l'on peut supposer normal tel que OLK se prolonge en un torseur 
formel y1 —> X', de groupe Z, localement trivial pour la topologie étale. 
Pour tout entier n, yN,K se prolonge donc en un revêtement fini étale y'n 
de X'. Comme X est régulier, donc normal, l'éclatement X' —• X est un 
isomorphisme au-dessus d'un ouvert dense de la fibre fermée X'k. Par suite le 
revêtement étale fini ynj{ de XK est non ramifié aux points génériques de Xk-
Comme X est régulier, il résulte alors du théorème de pureté de Zariski ([8] 
SGA 2 th. 3.4) que ynj< s'étend en un revêtement formel fini étale y'n. Comme 
ceci est vrai pour tout n. on en déduit que le revêtement étale yfk —• X'k se 
descend en un revêtement de Xk, puis que y1 lui-même se descend en un 
revêtement formel étale y de X. 

COROLLAIRE 4.4.7. — Soit XK un espace rigide lisse. Alors H1(XK,IWÎ,Z) 
est nul dans chacun des cas suivants : 

i) XK admet un R-modèle formel lisse X de type fini. 
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ii) XK admet un R modèle formel tel que Xk soit une courbe géométri-
quement réduite, ayant pour seules singularités des points doubles ordinaires 
et dont le graphe est un arbre. 

iii) XK est le groupe multiplicatif rigide Gmîng-
Le cas i) résulte de 4.4.6 et du fait qu'un k schéma lisse est géométriquement 

unibranche, donc n'admet pas de revêtement étale de groupe Z non trival. 
Dans le cas ii), quitte à faire un éclatement admissible de X qui introduit 

des chaînes de droites projectives, on peut supposer de plus que X est régulier 
et que les composantes irréductibles de Xk sont lisses. Un revêment étale 
de groupe Z, de Xk est alors localement trivial pour Zariski et admet une 
description combinatoire au moyen du graphe de Xk, en particulier, un tel 
revêtement est trival si le graphe est un arbre. 

Dans le cas iii), on recouvre Gm?rig par les couronnes de coordonnée de 
Laurent t : 

XN,K ' —n < valuation (t) < n, qui admet comme modèle formel, 
le schéma formel affine d'équation R{x,y}/xy — 7r2n. Par le cas ii), on 
conclut que iî1(A'n,A',fppf, Z) = 0, puis, par passage à la limite sur n que 
^(Gm^fppf jZ) = 0. 

Ceci étant, revenons à la démonstration de 4.2.4 et prouvons que 
Ext1(Gfiîrig,Î2) = 0 lorsque G\ a potentiellement bonne réduction. Comme 
Hom(Giîrig, Y2) = 0, il suffit de le démontrer après extension finie galoisienne 
de K. On peut donc supposer que I2 = Zr et que G\ est extension d'un 
schéma abélien AK ayant bonne réduction A, par un tore déployé TK- Par 
dévissage, on est ramené au cas où I2 = Z et au cas où G\ — AK OÙ GM,K et 
il suffit clairement d'établir que ^1(G?i5rig, Z) = 0. La conclusion résulte donc 
de 4.2.7 i) et iii). 

Prouvons maintenant l'assertion ii) de 4.2.4. Il suffit de montrer que tout 
morphisme de Gi^ig —• G2,rig est algébrisable. Par descente finie, on peut 
supposer que Gij( a bonne réduction G{ extension d'un schéma abélien Ai 
par un tore déployé T{ (i = 1,2). 

Soit G{ le complété formel de Gi le long de la fibre spéciale et soit G^ng 
l'espace rigide fibre générique de Gi. 

LEMME 4.2.8. — Tout morphisme rigide uTlg : Gi^ig G^rig provient d'un 
morphisme formel u : G\ —> G2. 

Considérons successivement : 
- le graphe de uTlg, 
- son intersection avec l'ouvert Gi,rig x K G^rig, 
- l'adhérence schématique T de cette intersection dans le schéma 

formel produit G\ x#G2- Alors T est un iî-schéma formel en groupes, plat et 
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la première projection induit une immersion ouverte sur les fibres génériques. 
L'étude de uTlg sur les points de n-torsion (n,p) = 1, entraîne que la première 
projection r —» G\ est un isomorphisme, d'où l'existence de u. 

Si on réduit u suivant les puissances de l'uniformisante 7R, on trouve que u 
induit un morphisme entre les tores formels T2 et un morphisme a entre les 
schémas abéliens formels À,-. Alors t s'algébrise uniquement en un morphisme 
t : Ti —> T2, provenant d'un morphisme sur les groupes de caractères 
t* : Y£ —> Y£, tandis que par ([7] 5.4.1), a s'algébrise en un morphisme 
a : Ai —• A2. Finalement uTlg s'algébrise en un morphisme u : G\ —» G2, 
décrit par un diagramme commutatif : 

Y* can A* 

br 

Yï 
can 

a* 

Al 

4.3. — Monodromie Géométr ique . 
Soit MK = [uK • YK —• GK] un JST - 1-motif strict (4.2.3). GK est donc 

extension d'une variété abélienne AK ayant potentiellement bonne réduction 
par un tore TK- On note A*K la variété abélienne duale de AK, Y£ le groupe 
des caractères de TK-

Si VK est la biextension de Poincaré de AK X A \ , on rappelle (2.4.1) que la 
donnée du 1-motif MK équivaut à la donnée des morphismes HK • YK —» AK, 
h*K : YK —• A*K et d'une trivialisation SK ' YK X Y£ —> TV de la biextension 
image réciproque de VK par HK X : Y# x Yj^ —» AK X A*K. 

Supposons d'abord que GK et YK aient bonne réduction ; alors AK a bonne 
réduction A , et 'PA' s'étend en une biextension V de A x A* par GM, ce qui 
définit une structure entière sur VK- Prenant la valuation de SK, on obtient 
une application bilinéaire canonique 

Ho : YK x Y£ - Z , 

compatible avec l'action de Galois (ici non ramifiée) sur YK et Y£. 
Si l'on pose ZK = Y/c ® Y}*-, //G s'interprète aussi comme un morphisme de 

ZK —> Z, noté encore 
Dans le cas général où YK et GK ont seulement potentiellement bonne 

réduction, on prolonge canoniquement la valuation de K à K, avec groupe de 
valeurs Q. En prenant la valuation de s, on obtient une application biadditive 
canonique : 

fi : YK x Yt -> Q . 
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Cette application JJ, est compatible avec les actions de Galois, et se factorise 
à travers Z en redonnant ji0 lorsque YK et GK ont bonne réduction. On peut 
aussi associer à /J, un morphisme : ZK = YK ®Yfc —• Q (noté encore /i). Nous 
dirons que fi est la monodromie géométrique du 1-motif MK-

PROPOSITION 4.3 .1 . — Soit MK = [UK '> YK —• GK] un K - 1-motif strict 
(4 .2 .3 ) 

i) Pour que MK ait potentiellement bonne réduction, il faut et il suffit 
que la monodromie géométrique fi de MK soit nulle. 

ii) Supposons que YK et GK aient bonne réduction. Pour que MK dit 
bonne réduction il faut et il suffit que ji0 soit nulle. 

Démonstration : Il suffit d'établir ii). Soient 7 et G les bonnes réductions 
sur R de YK et GK. Alors le K — 1—motif MK a bonne réduction si et 
seulement si UK se prolonge en u de Y —• G, c'est-à-dire si et seulement 
si la trivialisation SK : YK X Y7* —» VK, se prolonge en une application 
s : Y x Y* —» c'est-à-dire si et seulement si \iQ est nulle. 

Enfin notons que si l'on remplace K par une extension finie iîf', d'indice de 
ramification e sur K, la monodromie géométrique de MK ®K K' devient efi. 
En particulier, si YK et G K acquièrent bonne réduction après extension finie 
de K d'indice de ramification e, alors e/i est à valeurs dans Z. 

4.4. — Filtration par la monodromie. 
Soit MK = [uK ' YK -> GK] un K - 1-motif strict (4 .2 .3) . 
Notons qu'il existe un plus grand quotient Y/v' de 1^', et un plus grand 

quotient Yj£* de Y£, tels que la monodromie \i : YK ® Y£ —> Q se factorise à 
travers JJL" : Y£ ® Y£* -> Q. De plus, Y£ et Y£* sont sans torsion et fi" est 
non-dégénéré des deux côtés (i.e. Y[[ et Y//* ont même rang et l'application 
canonique Y7" —+ Homz(Y//*,Q), déduite de / / ' , est injective). 

Soit YK = Ker(Y/(- —> Y7̂ ) et soit T£ le sous-tore du tore maximal TK de 
GK dont le groupe de caractères est Yj£*. Notons : Y# —» GK la restriction 
de IZA'. Clairement MK = [UK ' YK —> GK] est le "plus grand" sous-1-motif 
de MK dont la monodromie est nulle, c'est-à-dire le plus grand sous-motif qui 
a potentiellement bonne réduction. Le motif quotient MK/MK s'identifie au 
groupe étale Y7^[l]. 

4.5. — Monodromie et choix d'une uniformisante. 
Partons d'un K - 1-motif strict (4 .2 .3) MK = [UK • YK —• GK]> NOUS 

allons maintenant étudier des décompositions éventuelles de u K : YK —> GK 
en une somme UK = ulK + u2K telle que : 

- le motif Mj{ = [ulK : YK —* GK] ait potentiellement bonne 
réduction. 
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- u2K : YK —• GK se factorise à travers le tore TK de GK-
Supposons que la monodromie fi : YK X Y£ —> Q se factorise à travers Z 

et choisissons une uniformisante 7r de i?. Si alors on modifie la section 
SK YK x Y% —• associée au 1-motif M^ , en la section : 

4 : YK X Y£ - TV 

( y , » * ) ^ ^ ( v , w ^ ( y , » * ) , 

il lui correspond un if — 1—motif : = [̂ #?7r '> YK —» G/r], dont 
la monodromie est clairement nulle et donc qui a potentiellement bonne 
réduction. 

Si alors on pose u2K n = UK — ulK n, on obtient un morphisme de YK —• G*: 
qui se factorise à travers TK et a pour expression : 

« A T , * ^ YK ^TK = Hgm(Y£, Gm) 

(*) y (y* T/«(V.W*)) . 

En fait, avec les notations introduites dans 4 .4 , u2K v se factorise même en 
YK —• Yj£ —» T/[ —> TR-, OÙ les applications extrêmes sont les surjections et 
injections canoniques et où l'application centrale est : 

AT,* ^ YK ^TK = Hgm(Y£, Gm) 

On a ainsi établi le résultat suivant : 

PROPOSITION 4 .5 .1 . — Soit MK = [U<K >YK —> GK] un K — 1—motif strict 
dont la monodromie fi se factorise à travers Z. Alors, à tout choix d'une 
uniformisante TT de R on associe canoniquement une décomposition 

UK = u\ + u2K 

où u2K n se factorise à travers le tore TK de GK et est donnée par la formule 
(*) tandis que le K — 1 — motif MXK w = [ulK w ' YK —» GK] & potentiellement 
bonne réduction. 

REMARQUES 4.5 .2 . — 

i) Supposons que YK et GK aient bonne réduction respective Y et 
G. Alors n est évidemment à valeurs dans Z et le 1-motif Mj{7r, considéré 
ci-dessus, a bonne réduction M\ = [u\ : Y —• G]. 

ii) Le 1-motif M\ dépend de 7r. Quand 7r varie, on peut regrouper 
les diverses réalisations obtenues dans une construction universelle de la façon 
suivante : 
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Soit U le schéma formel en groupes des unités de i?, c'est-à-dire le complété 
(Gm) de Gm le long de sa fibre fermée. Les uniformisantes n de R sont les 
sections sur i?, d'un torseur II sous U. Au-dessus de [/, on peut appliquer 
à "l'uniformisante universelle", les constructions ci-dessus. Ainsi au-dessus 
de l'espace rigide nrig, fibre générique de II, on obtient une décomposition 
canonique de UK X A'IIrig en ul+u2, où u2 se factorise à travers le tore TK et est 
donné par la formule (*) où 7r désigne maintenant l'uniformisante universelle, 
tandis que u1 correspond à un 1-motif sur IIrig qui a potentiellement bonne 
réduction M1 sur II. 

iii) Cherchons maintenant, indépendamment du choix d'une 
uniformisante 7r, à quelle condition on peut écrire UK = ulK + u2K de façon que 
le K — 1—motif Mj^ = [ulK : YK —• GK] ait potentiellement bonne réduction 
et que u2K se factorise à travers le tore TK-

Pour cela, il nous faut préciser les structures entières en jeu. Supposons 
d'abord que la partie abélienne AK ait bonne réduction A . On dispose alors 
d'une biextension de Poincaré V de A x A* par Gm. Par complétion le long 
de la fibre fermée, puis passage à la fibre générique on obtient une biextension 
VTLG de AK,rïg x A*Kj par le groupe des unités UT\g. Dans le cas général où 
AK a seulement potentiellement bonne réduction, il existe encore une telle 
extension canonique VTLG, comme on le voit par descente. La biextension de 
Poincaré VK se déduit alors de VVLG en la poussant de UTLG à (Gm)rjg, puis en 
algébrisant. 

Par image réciproque de VTLG par le morphisme 

hK x h*K : YK X Y£ -> AK x A*K , 

on obtient une biextension de YK X Y£ par UT'LG, soit encore une extension £vlg 
de ZK = YK ®Z YK Par ^ng (confer 2.4.1). En composant avec l'immersion 
ouverte canonique UT\G —> (Gm)rig, on obtient une extension ETLG de ZK par 
(Gm)rig. 

Ceci étant, la donnée du 1-motif MK = [UK - YK —• GK] équivaut à 
une trivialisation GK • ZK ET\G de l'extension ETLG et le 1-motif MK a 
potentiellement bonne réduction si et seulement si O~K se factorise à travers 
ong. 

On en déduit immédiatement la proposition suivante : 

PROPOSITION 4.5.3. — Les décompositions UK = ulK + u\ correspondent 
canoniquement aux trivialisations r : ZK —• £T\g de Vextension Ex\g. Le 
morphisme u2K : YK —> TK correspond alors au morphisme différence O~KT~1 • 
ZK —• (Gm)rig; (qui est automatiquement algébrisable). 

Notons que les points à valeur dans K du quotient (Gm)T\g/UT'lg s'identifient 
canoniquement à Q, via la valuation (avec action triviale de Galois(if/if )). 
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On obtient alors la suite exacte : 

Hom(ZA-Gm) - Hom(J^ ,Q) - Ext(ZA-, Ur{g) -> Ext(Z*,Gm) . 

L'élément £T\g de Ext(Z#, UT\g) est l'image de la monodromie ji élément de 
Hom(Z/f,Q). Si <?rig est triviale, /i provient d'un élément de Hom(Z/^,Gm) = 
Hon^Y/^Tk) qui correspond au facteur u2K. 

4.6. — Monodromie et réalisation Sadique. 
Soit MK = [UK • Yk —> GK] un ^ ~~ 1—motif strict (4.2.3) et soit n un 

entier > 1. On a donc (3.1) une suite exacte de iïT-schémas en groupes finis : 

0 -> NGK - NMK - YK/TIYK -> 0 . 

Passant à la limite projective sur les n qui sont des puissances d'un nombre 
premier £, on obtient une suite exacte de groupes f-divisibles : 

0 -> T£(GK) -> TAMK) - YK ® ZE ^ 0 . 

Supposons d'abord que YK et GK aient bonne réduction et soit n un entier 
> 1 premier à la caractéristique résiduelle p de i?. Nous allons décrire l'action 
sur UMK du sous-groupe d'inertie I de Gal(K/K). 

Supposons d'abord R strictement hensélien, de sorte que I = Gal(K/K). 
Il existe alors une unique sous-extension Kn de K, de degré n : l'extension 
modérée de degré n. Elle est galoisienne de groupe /in(/C), le groupe des 
racines rcèmes de 1 dans K. Plus précisément, si vn est la valuation de Kn, de 
groupe Z, il existe un morphisme canonique surjectif tn : I —> /J,n = /j,n(K), 
tel que, pour tout x G Kn et tout a G i" on ait : 

(*) AT,* ^ YK ^TK = Hgm(Y£, Gm) 

pour tout x de Kn tel que xn G K. 
Lorsque R n'est plus supposé strictement hensélien, et que Kn désigne 

l'extension modérée de degré n de l'extension maximale non ramifiée Knr 
de K, la formule ci-dessus reste valable pour x dans Kn et a dans I. De 
plus, le morphisme tn est équivariant sous l'action de gal(fc/fc) opérant par 
automorphismes intérieurs sur 7, et par son action naturelle sur fin(K) = 
Hn(k). 

Un point de UMK devient rationnel sur KN et est représentable par un 
couple (y, g), y G Y(Kn), g G G(KN), tels que u(y) = ng. Le point de UMK est 
nul si et seulement si (y, g) est de la forme (nz,u(z)), z G Y(Kn). L'application 
{Vi9) h"> Vi induit l'application canonique NM —• Y/nY. 
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Soit a dans le groupe d'inertie Gal(Kn/Knr). Alors 

(1) "(y, g) = (y, = (y, g) + (o, "g-g). 

Choisissons une uniformisante r de Kn telle que rn = 7r. Pour tout entier 
ra, on a alors d'après (*) : 

(2) a(rm) = rmtn(a)m . 

Notons Rn l'anneau des entiers de Kn. 
Soit H le sous-groupe de T(Kn) formé des points /i, tels que x(h) s°it une 

puissance de r, pour tout caractère x du tore T. Alors T(Kn) = H © T(iîn), 
et 

G = H ®G(Rn) . 
On peut donc décomposer g en : 

g = h + a , avec h dans i ïet a dans G(Rn) . 

Comme = ng, et = y, ag — g est un élément de G(Kn) annulé par 
n. 

Par ailleurs, vu le choix de H et (*), ah — h est un élément de T(Kn) qui 
est annulé par n. Comme ag — g — ah — h + aa — a, on voit que aa — a est lui 
aussi annulé par n. Mais l'élévation à la puissance n-ème est un morphisme 
étale dans G et aa — a a une image nulle dans G(fe), donc aa — a = 0. Par 
suite 

(3) "g - g = °h - h . 

Soit alors x un caractère de T. Le caractère composé avec la valuation 
de Kn, donne une application additive de T(Kn) dans Z. Celle-ci s'étend 
en une application additive vn^x : G(Kn) —» Z, qui s'annule sur G(i2n). En 
particulier : 

(4) VnM = Vn,x(h) . 

D'après (*) et le choix de h, on a alors x(°~h) = x(^nW",x'A'> et donc, 
compte-tenu de (3) et (4) : 

(5) x(ag -g) = x(ah -h) = tn(ay-*w = tn(o)v-* (9) 
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Il résulte de la définition de la monodromie géométrique JJLQ (4.3), que pour 
tout y dans Y(K) et tout x caractère de T, on a : 

(6) vUiX(u(y)) = n/i0(y ® x) , 

l'entier n qui figure à droite provenant de la ramification de Kn par rapport 
kK. 

Avec les notations précédentes, on a u(y) = ng et il vient donc : vUiX(g) = 
W)(y <S> x). 

Finalement, on trouve : 

(7) X(°9 ~9) = tn{cj)v"^9) = *»Mo(!/®x) • 

Nous sommes alors en mesure d'expliciter l'action de Galois sur les points 
d'ordre n du motif M, en fonction de la monodromie géométrique. 

La donnée de la monodromie géométrique 

li0:Y®Y*^l , 

équivaut à la donnée d'une application linéaire : 

Y-+Hom(Y*,Z) 

y*-+ bc*-+ Vo(y,x)] • 

Par tensorisation avec les racines n-èmes de l'unité, on obtient une appli-
cation canonique : 

vn : Y ® fin -> Hom(Y*, /in) = nT . 

Pour tout £ premier inversible sur i?, on obtient de même une application 
canonique : 

veoo : Y(l) = Y®T£oo(l)->T£oo(T) . 
Les formules (1) et (7) obtenues ci-dessus entraînent alors : 
Pour tout point x de nM, d'image y dans Y/nY, on a 

ax = x + vn(y®tn(a)) . 

Si l'on considère l'application composée 

ATn:nM®iin-> Y/nY (g) pn nT -+ nM , 

comme un "endomorphisme" nilpotent de carré nul, on peut écrire 
ax = Exp(J\fn(x ® tn(a))) qui est la formule usuelle pour la monodromie. 
En résumé : 
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PROPOSITION 4 .6 .1 . — Soit MK = [UK • YK —• GK] un K — 1—motif, 
tel que YK et GK aient bonnes réductions respectives Y et G. Notons T le 
sous-tore de G et soit £ un nombre premier inversible sur R. 

A l'entier £ et à la monodromie géométrique 

/ i0 :y-*Hom(Y*,Z) , 

on associe canoniquement l'opérateur de carré nul : 

(M)(l) -+y®Z£œ ( l ) - ^ o o ( T ) -+T£°o(M) 

où les flèches extrêmes sont les surjections et injections canoniques et où la 
flèche médiane est , déduite de la monodromie géométrique. 

Alors l'action de l'inertie / sur J. poo (M) se factorise à travers le caractère 
modéré t̂ oo et est donnée par la formule : 

°x = Exp(A/̂ oo (x ® teoo (a))) . 

De plus, cette formule est compatible avec l'action de Gal(K/K) sur les 
deux membres. 

4.7. — Monodromie finie. 
Soit de nouveau R un anneau de valuation discrète complet, de corps des 

fractions de corps résiduel k de caractéristique p > 0. Soit K (resp. k) une 
clôture algébrique séparable de K (resp. k). On note Q = Gal(K/K) qui est 
extension de G&\(k/k) par le groupe d'inertie / . 

Soit MK = [UK YK —• GK] UN K — 1—motif strict (4 .2 .3) . Reprenons les 
notations de 4.4 : 

- le plus grand sous-motif MK = \UK • YK —» GK] de MK ayant 
potentiellement bonne réduction. 

- Y'K = YK/YK, YJI* , T'K et l'application non dégénérée : 

/i0:y-*Hom(Y*,Z) , 

La discussion qui suit est directement inspirée de [16] . 
Soit KF une extension finie étale galoisienne de K de groupe de Galois Q' 

et soit RF la clôture intégrale de R dans K1. Supposons que YK1 et GK1 aient 
respectivement bonne réduction Y' et G' sur R'. Alors (MK) ®K K' = MK1 
se^réalise comme sous-motif UK> • YK> —* GK' de MK1 et a bonne réduction 
M' = [u' : Y' G'] sur R ' _ _ 

Pour tout a e G', soit M\°) (resp. M/(or)) le motif déduit de MK' (resp. 
M') par l'automorphisme de K' (resp. R') induit par a. Comme MK1 provient 
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de MK, on a un isomorphisme canonique de descente ot(a) : MK1 ~ qui 
satisfait à la condition de cocycle : a(ar) = AA(T)A(CR). Ces isomorphismes se 
prolongent en des isomorphismes a(o) : M' —• M'^G\ vérifiant également la 
condition de cocycle a(ar) = a a ( r )a(cr) . En particulier, si Ton restreint a à 
la fibre fermée de M'K, au-dessus du corps résiduel k' de R et si l'on restreint 
a au sous-groupe d'inertie V de G', on obtient un morphisme de groupes : 

J ' ->Aut (A§, ) 
G —> OÙ(G) . 

PROPOSITION 4.7.1. — 
i) // existe une extension finie étale K' de K, telle que MK' dit semi-

bonne réduction. 
ii) Si R est strictement hensélien, il existe une plus petite extension 

K' de K telle que MK> ait semi-bonne réduction. Cette extension est étale 
galoisienne et, avec les notations précédentes, son groupe de Galois est Vimage 
de V dans Aut(M&'). 

Soit n un entier > 3 et premier à p caractéristique de k. 
iii) Pour que MK ait semi-bonne réduction il faut et il suffit que Vaction 

de Galois sur TU(MK) soit non-ramifiée, en particulier il suffit que Faction 
de Galois sur TU(MK) soit non ramifiée. 

Démonstration : L'assertion i) a déjà été notée et résulte du fait que si YK 
(resp. GK) acquiert bonne réduction après extension radicielle de AT, il a déjà 
bonne réduction, comme il résulte du critère de Néron-Ogg-Shafare vie (confer 
[16] th. 1). 

Prouvons ii). Supposons R strictement hensélien. Si MK a semi-bonne 
réduction, alors MK a bonne réduction et donc l'image de V dans Aut(MfcO 
est nulle. Réciproquement, si l'image de V dans Aut(M&') est nulle, pour £ 
premier distinct de p, l'action de G sur TI(MK) est non ramifiée et il résulte 
encore du critère de Néron-Ogg-Shaf are vie que MK a bonne réduction. En 
particulier, le sous-tore T'^ (4.4) a bonne réduction et donc l'action de Galois 
sur Y^* est non ramifiée. Comme JJL" est non-dégénérée, il en résulte que 
l'action de Galois sur Y\[ est aussi non ramifiée. Après tensorisation par Q, 
l'action de Galois sur YK devient semi-simple. Comme les actions de Galois 
sur YK et sur Y'K sont non ramifiées, il en est de même de l'action de Galois 
sur YK et donc YK a bonne réduction. D'où ii). 

Quant à l'assertion iii), elle résulte de l'analogue du critère de Serre [15]. 
On obtient ainsi un morphisme canonique p : I —• Aut(M&'), d'image finie 

H : la monodromie finie du motif MK-
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Soit MK un K — 1 —motif strict et supposons R strictement hensélien. Alors 
tout a G Gal(K/K) opère sur Y'K, sur le groupe des caractères Y% du tore 
TK et sur la réduction A'k du quotient abélien A K' • On obtient dans les trois 
cas, des polynômes caractéristiques à coefficients dans Z. Soit P(G) le produit 
de ces trois polynômes. 

PROPOSITION 4.7.3. — Soit £ premier, distinct de la caractéristique rési-
duelle p. Alors pour tout G dans le groupe d'inertie I, le polynôme car-
actéristique de G opérant sur TIOO(MK) est P(G) et est à coefficients entiers. 

Par dévissage, on se ramène au cas d'une filtration à un cran. Le cas torique 
et le cas étale sont immédiats; le cas abélien se déduit de Weil (confer [11] 
chap. IV th. 4). 

PROPOSITION 4.7.4. — Soit MK un K -1-Motif strict (4.2.3) et supposons 
que le corps résiduel k soit fini à q éléments. Notons G un élément du groupe 
de Weil de K qui relève le Frobenius de k et soit £ premier, distinct de la 
caractéristique résiduelle de k. Alors le polynôme caractéristique de G opérant 
sur TI(MK) est à valeurs dans Z et est indépendant de £. Les valeurs absolues 
des racines sont respectivement 1, q, qll2 sur les crans étales, toriques et 
abéliens du motif. 

Démonstration : On procède par dévissage pour se ramener à une filtration 
en un seul cran et on termine comme dans ([16] th. 3). 
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Exposé VIII 

REPRÉSENTATIONS S A D I Q U E S 
POTENTIELLEMENT SEMI-STABLES 

par Jean-Marc Fontaine 

Introduction 
Dans tout cet exposé, K est un corps complet pour une valuation discrète, 

de caractéristique 0, à corps résiduel parfait k de caractéristique p > 0. On 
choisit une clôture algébrique K de K. Pour toute extension L de K contenue 
dans K, on note GL le groupe de Galois de l'extension K/L et II son groupe 
d'inertie (i.e. le sous-groupe qui opère trivialement sur le corps résiduel). 

Le but de cet exposé est de donner un traitement unifié des représentations 
f-adiques potentiellement semi-stables de GK, que le nombre premier £ soit 
ou non égal à p. C'est ainsi que, lorsque k est fini, on peut associer à une telle 
représentation une représentation du groupe de Weil-Deligne de GK1-

Au paragraphe 1, on introduit la notion de ^-module de Deligne. Pour 
£ 7̂  p, c'est une variante de la notion de représentation du groupe de Weil-
Deligne de K qui est commode pour étudier les représentations ^-adiques 
potentiellement semi-stables lorsque l'on ne fait aucune hypothèse sur k. 
Pour £ = p, c'est essentiellement la notion de iV, G#)-module introduite 
dans [Exp. III] également pour l'étude des représentations semi-stables. Au 
paragraphe 2, on s'intéresse à ces représentations, on introduit un foncteur, 

1 Ceci jouera un rôle essentiel dans [FM94] où nous étudierons les représentations £— 
adiques géométriques du groupe de Galois d'un corps de nombres (i.e. les représentations 
-̂adiques potentiellement semi-stables en toute place et non ramifiées en dehors d'un nombre 

fini d'entre elles). Cf. aussi [BK90] et [FP94]. 

S. M. F. 
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pour £ 7̂  p, qui permet de passer des ^-modules de Deligne aux représentations 
de GK et qui doit être compris comme l'analogue de ce qui a été fait 
dans [Exp. III] pour £ = p. On termine en énonçant des conjectures sur la 
cohomologie étale f-adique. 

Conventions 
On note Z^(l) le Z^-module libre de rang 1 qui est la limite projective des 

M»(K), Q*(l) = ®z£ Z/(l), pour tout i G N, Q£(i) = Symjj£ Q*(l) et 
i) le dual de Si V est un Q^-espace vectoriel muni d'une action 

de GK, on pose V(i) = V ®Q£ pour tout i G Z. 
Si G est un groupe profini, une représentation £-adique de G est un 

Q^-espace vectoriel de dimension finie muni d'une action linéaire et continue 
de G. On note Rep^ (G) la catégorie de ces représentations. 

Comme dans [Exp. III], si T est une catégorie tannakienne sur un corps, 
une sous—catégorie tannakienne de T est une sous-catégorie strictement 
pleine de T contenant un objet de dimension non nulle et stable par sous-
objet, quotient, somme-directe, produit tensoriel et dual. 

1. — Modules de Deligne 

1.1. — Généralités 

1.1.1. — Supposons £ ^ p. Nous appelons ^-module de Deligne (relatif 
à K/K) la donnée d'un Q^-espace vectoriel A muni d'une action linéaire de 
GK et d'une application Q^-linéaire Gj(—équivariante 

N : A — • A ( - l ) . 

Notons Po le corps des fractions de l'anneau des vecteurs de Witt à 
coefficients dans le corps résiduel k de K. Le corps PQ est muni d'une 
action naturelle de GK, l'action du groupe d'inertie 1K étant triviale, et d'un 
Frobenius a (induit par x i—• xp sur k). Appelons p-module de Deligne 
(relatif à K/K) la donnée d'un P0~espace vectoriel A muni d'une action semi-
linéaire de GK, d'un Frobenius, i.e. d'une application injective, a-linéaire, 

(f : A —• A , 
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commutant à l'action de GK, et d'une application Po-linéaire, GK~ 
équi variante 

N:A—• A 

vérifiant N<p = ptpN. 

1.1.2. — Posons Qf£ = Qe si £ = p et Q'e = Po. La dimension d'un ^-module 
de Deligne est la dimension du Q^-espace vectoriel sous-jacent. Les ^-modules 
de Deligne forment une catégorie : un morphisme est une application Q^-
linéaire qui commute à l'action de GK, à celle de N et, si £ = p, à celle de (p. 
On note De\e(Gk) la sous-catégorie pleine de la catégorie des ^-modules de 
Deligne dont les objets sont les A qui sont de dimension finie et vérifient 

(*) l'action de GK est continue et IK opère à travers un quotient fini, 

(**) l'opérateur de "monodromie" N est nilpotent (lorsque £ ^ p, 
cela signifie que, si l'on note encore N : A(—i) —» A(—i — 1) l'application 
N ® idQ^-i), l'application 

iVr : A —• A ( - r ) 

est nulle pour r suffisamment grand). 

1.1.3. — Remarque. Soit A un f-module de Deligne de dimension finie : 

i) Si £ = p, l'application <p : A —» A est bijective car, si A' désigne le 
jPo-espace vectoriel déduit de A par l'extension des scalaires cr, on peut voir 
(p comme une application P0~linéaire injective de A' dans A et A et A' ont 
la même dimension. 

ii) Toujours si £ = p, A vérifie la condition (**) car, si r est suffisam-
ment grand, il n'y a pas d'application P0-linéaire non nulle Â0 de A dans 
lui-même telle que No<p = pr(pN0. 

iii) Supposons maintenant £ ^ p et supposons aussi que le caractère 
donnant l'action de GK sur Q^(l) ne soit pas d'ordre fini (ce qui revient à 
dire que, si £ 2 (resp. = 2) et si k' est un corps obtenu en adjoignant 
au corps résiduel k les racines ^-ièmes (resp. quatrièmes) de l'unité, alors k' 
ne contient qu'un nombre fini de racines de l'unité d'ordre une puissance de 
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£); alors A vérifie (**) car, pour r assez grand, il n'y a pas d'application 
Q^-linéaire Géquivariante non nulle de A dans A(—r). 

1.1.4. — Si Ai et A2 sont deux ^-modules de Deligne, le produit tensoriel 
Ai® A2 est le produit tensoriel des Q^-espaces vectoriels sous-jacents, muni de 
son action naturelle de GK, avec N défini par N(ai<S>ci2) = Nai®a2+ai<g)Na2 
(en identifiant, lors £ ^ p, Ai ® Qe(—1) (g) A2 à Ai (g) A2 ® Q^(—1)) et, lorsque 
£ = p, (p défini par 92(01 ® 02) = ^ 1 ® ^a2-

On a aussi un objet-unité qui est avec action naturelle de GK (triviale 
si £ ^ p), N = 0 et, si £ = p, (p = a ; lorsque Ai et A2 sont de dimension finie, 
on a aussi une notion de hom interne : le ^-module de Deligne Hom(Ai, A2) 
est le Q^-espace vectoriel des applications Q^-linéaires de Ai dans A2, muni 
de l'action naturelle de GK, l'opérateur N étant défini par (avec des notations 
évidentes) 

(Nr,)(a) = N(r,{a))-r,(N(a)), 

et, si £ = p, on a ((prj)(a) = (p(rj((p~l(a)). 
En particulier, ces opérations font de Dele(Gk') une catégorie tannakienne 

sur (au sens, par exemple, de [De90], n° 2.8); lorsque £ ^ p, celle-ci est 
neutre. 

1.2. — Modules de Deligne et (y>, N, GA-)-modules 

1.2.1. — Soit KQ7* l'extension maximale non ramifiée de K0 = Fi8icW(k) 
contenue dans K. Si, dans la définition de la catégorie Delp(G K), on remplace 
P0 par KQV, on obtient la catégorie Mod(<p,JV,GK) des ((p,N,GA')-modules 
discrets de dimension finie définie dans [Exp.III], n° 4.2. 

En fait, on a une équivalence naturelle entre ces deux catégories : losque k 
est algébriquement clos, P0 = K%R et Delp(Gk-) = Modfg?, JV,GK)- Dans le 
cas général, Po s'identifie au complété de KQ R pour la topologie p-adique. Si 
D est un objet de Mod(<p, JV.G/r), l'action de GK (resp. (p, N) s'étend par 
semi-linéarité (resp. semi-linéarité, linéarité) à Po®K£rD qui devient ainsi un 
objet de Del (GK) que nous appelons le complété de D et notons Co(D). 
On peut considérer Co de manière naturelle comme un ®-foncteur 

Qo = Mod(v?,7V,GA-) —> Delp(GK) • 
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PROPOSITION 1.2.2. — Le foncteur 

Co : Modf(^ N, G h-) —> Delp(Gv) 

induit une 0-équivalence entre ces deux catégories 

Preuve : considérons la catégorie Moà(Ghr) (resp. Mod(GftQ) des Kç];r-
espaces (resp. Po-espaces) vectoriels de dimension finie munis d'une action 
semi-linéaire discrète de GK (resp. continue de GK, avec action discrète de 
IK)* On dispose d'un foncteur de complétion que nous notons encore 

Co : Mod(Gy) —• ModfGV). 

Pour tout objet A de ModfGA-), notons Déco(A) le sous-ensemble de A formé 
des x dont le stabilisateur est ouvert dans GK- On voit que Déco(A) est un 
sous-À'oir-espace vectoriel de A et que cette construction est fonctorielle. La 
proposition est une conséquence immédiate du lemme suivant : 

LEMME 1.2.3. — i) Si D est un objet de ModfG^), Vinclusion de D dans 
Co(D) identifie Déco(Co(D)) à D ; 

ii) Si A est un objet de Mod(GV), Déco(A) est de dimension finie sur I^QR 
et la flèche naturelle Co(Déco(A)) —• A est un isomorphisme. 

Preuve : (i) Soit d1? e^,. • •, dr une base de D sur I{Q r. Si l'on identifie D à 
un sous-A"o r-espace vectoriel de A = Co(D), les d( forment aussi une base 
de A sur Po- Soit d = ^ À2-rf,- G A, avec les Xi G Po- Il s'agit de prouver 

l<z'<r 
que d G Deço(A) si et seulement si À2- G KQV pour tout i. Il est clair que 
la condition est suffisante. Réciproquement, si d G Déco(A), le stabilisateur 
de d et celui de chaque d{ sont ouverts dans GK et il en est de même de 
l'intersection H de ces r + 1 sous-groupes de GK- Mais, si h G i ï , hd = d 
implique que h(\{) — À;, pour tout i. On a donc Àz G (PQ)H = (Kor)H C A"oir. 

(ii) Choisissons une base 6 = {(5i, <52,..., 6r} de A sur P0. Pour tout 
g G GK, notons p(g) la matrice dont la j- ième colonne est formée des 
composantes de p(6j) sur la base 6. Comme IK opère sur A à travers un 
quotient fini, on peut trouver une extension finie galoisienne L de K contenue 

325 

EXPOSÉ VIII : REPRÉSENTATIONS `-ADIQUES POTENTIELLEMENT SEMI-STABLES 325

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2020



J.-M. FONTAINE 

dans K telle que le groupe d'inertie II opère trivialement sur A. La restriction 
de p à GL se factorise à travers GL/IL = Gal(A:/fcx) (où est le corps résiduel 
de L) et définit un 1-cocycle continu de Gsl(k/kL) à valeurs dans GLr(Po). 
Comme Hloni(G^\{k/kL), GLr(P0)) est trivial (cf. [Se89], p. 111-33), on peut, 
quitte à changer la base <5, supposer que h8i = 62- pour tout i et tout h G GL-
Mais alors, pour tout g G GK et tout h G GL, il existe h' G GL tel que 
hg = et on doit avoir p(hg) = /9(/i) • h(p(g)) = h(p(g)) qui doit aussi être 
égal à p(gh') = p(g) • g(p(h')) = p(g) ; les coefficients de p(g) doivent donc 
être dans (Po)°L C On en déduit que le sous-i^Q r-espace vectoriel 
de A engendré par les èi est stable par GK et est un objet de Mod(G^). On 
a alors A = Ço(D) et l'assertion résulte alors facilement de (i). 

1.2.4. — Remarque. Le lemme montre que Déco est un quasi-inverse de 

Co : Mod(Gir) —• Mod(Gir). 

Si A est un objet de Delp(Gr^), le sous-if Jr-espace vectoriel Déco(A) de A 
est stable par GK, <P et N et devient un objet de Mod(y>, N,GK). On peut 
aussi considérer Déco comme un quasi-inverse de 

Co : Mod(v?, iV, GK) — Ddp{GK). 

1.3. — Modules de Deligne et groupe de Weil-Deligne 
Les numéros 1.3.1 à 1.3.3 sont, pour l'essentiel, une généralisation triviale 

mais naturelle de [De73], §8 (cas où k est fini) dont le but est de traiter 
simultanément les deux cas intéressants : celui où k est fini et celui où il est 
algébriquement clos. 

1.3.1. — On appelle groupe de Weil WK (relatif à K/K) le sous-groupe de 
GK formé des éléments dont l'image dans Gal(fc/fc) est une puissance entière 
du Frobenius absolu a; si w G WK, on note a(w) l'unique a G Z tel que w 
agit sur k comme aa. On voit donc que 

- si k est fini avec ph éléments, le Frobenius géométrique relatif à k 
est un générateur topologique de Gal(/c/fe) et s'identifie à a~h, de sorte que 
l'on a suite exacte 

1 —• IK —• WK —• 2 —• 2/hl —> 1 ; 
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- sinon on a WK — IK et OL{W) — 0 pour tout w G WK-
On considère WK comme un schéma en groupes sur Q, limite projective des 

schémas en groupes constants WK/H, pour H parcourant les sous-groupes 
ouverts de IK invariants dans GK-

On note 'WK le groupe de Weil-Deligne relatif à K/K, c'est-à-dire le 
schéma en groupes sur Q qui est le produit semi-direct de WK par le groupe 
additif Ga, sur lequel WK opère par 

wxw"1 = pa(w)x. 

Si k n'est pas fini, c'est donc le produit direct du groupe pro-algébrique 
constant IK par Ga ; dans ce cas, si P est le complété de l'extension maximale 
non ramifiée de K contenue dans /{ , on a 'WK = 'Wp. 

Pour tout corps E de caractéristique 0, on note Rep^('WK) la catégorie des 
représentations ^-linéaires de dimension finie de 'WK ® E. Un objet de 
cette catégorie peut être considéré comme un triplet (A, po,N) où A est un E-
espace vectoriel de dimension finie, p0 : WK —• Aut#(A) un homomorphisme 
dont le noyau contient un sous-groupe ouvert de IK et N : A —• A une 
application linéaire vérifiant 

p0(w) • N = p ^ • N • po(w), pour tout w G WK . 

On se propose de munir tout ^-module de Deligne d'une action Q^-linéaire 
de 'WK. 

1.3.2. — Dans la suite, si £ ^ p, on choisit t G Q^(l) non nul. Pour tout 
^-module de Deligne A, on note 

Nt : A —• A 

l'application définie par N6 = NtS ® Si w G WK et 6 G A, on a w(N6) = 
pa^ -Nt(w(6)). Autrement dit le triplet W ^ ( A ) = Wt(A) = (A,po,iV*)> où 
Po ' WK —• Aut#(A) est la restriction de l'homomorphisme donnant l'action 
de GK sur A, est une représentation Q^-linéaire de 'WK> 

Il est clair que l'on peut considérer W^j = W_t comme un (g)-foncteur exact 
(et donc fidèle) de Del^Gw) dans Rep^ÇW/r). Lorsqu'il n'y a pas de risque 
de confusion sur t, on écrit W_ (ou W^) au lieu de W_t (ou W^ t). 
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PROPOSITION 1.3.3. — Supposons £ ^ p. 

i) Si t et t1 sont deux éléments non nuls de Q^(l) et si A est un objet 
de Dele(Gk'), W_T(A) et W_T,(A) sont isomorphes; 

ii) si k est algébriquement clos, le foncteur W_T est pleinement fidèle et 
induit une <g)-équivalence entre Del^Gx) et Rep~ {'WK) ; 

iii) si k est fini, choisissons gQ G WK tel que go IK i le foncteur WT 
est pleinement fidèle et induit une (^-équivalence entre Dele(Gx-) et la sous-
catégorie tannakienne de Rep^ ÇWK) formée des A tels que les racines du 
polynôme caractéristique de po(go) (dans une clôture algébrique de Qt) sont 
des unités £-adiques. 

Preuve : L'assertion (i) résulte du lemme 1.3.4 ci-dessous et (ii) est triviale. 
Si k est fini, et si / désigne un relèvement dans WK du Frobenius géométrique, 
GK est engendré topologiquement par / et IK d'où (iii) lorsque / = g$. Le 
cas général s'en déduit en remarquant que, si A est un objet de Rep^( 'WV), 
il existe des entiers r, s ^ 0 tels que p(go)r = p{f)s-

LEMME 1.3.4. — Supposons k algébriquement clos ou fini et £ ^ p. 
Choisissons t G Q^(l) et a £ Qt non nuls. Soit A un objet de Dele(Gjc). 
Pour tout 6 G A , posons N6 = Nt(6) ® t~l. Il existe un automorphisme r du 
Qe-espace vectoriel A qui est G K -équivariant et vérifie N±r = arNf. 

Si k est algébriquement clos, l'action de GK = IK se factorise à travers 
un quotient fini et est donc semi-simple. Quitte à décomposer A en somme 
directe, on se ramène au cas où A est irréductible, et on voit qu'alors, il existe 
une représentation simple AQ de GK et un entier r tel que A ~ (Ao)r, avec 

Nt(6i,62,...,6r) = (62,63,. . . ,6r,0); 

on peut alors choisir r défini par 

r(6i,<52,...,<5r) = (<$i,a<î>2,-..,ar 16r). 

Si k est fini (cf. [De73]), lemme 8.4.3), pour tout g G GK, posons gt = Xe(9)t 
et notons 

Ai : GK — > Auto, (A) 
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l'homomorphisme qui donne l'action de GK sur A. Pour tout g G GK, il existe 
un entier n > 0 tel que po(gmu) = poiug™) pour tout u G GK dès que n divise 
m ; ceci nous permet de choisir #0 £ GK tel que Xe(9o) ne soit pas d'ordre fini 
et Po(gou) = po(ugo) pour tout u G GK- Choisissons une clôture algébrique 
Q>£ de et notons T l'ensemble des orbites de Gal(Q^/Q£) agissant sur Q^. 
Pour tout a G Q^, l'orbite de Xt(9o)a ne dépend que de l'orbite c de a et 
nous la notons v(c). Si, pour tout c G T, on note Ac le plus grand sous-
espace vectoriel de A stable par go sur lequel toutes les valeurs propres de 
Po(go) sont dans T, on a A = 0cejAc. Comme, pour tout 6 G A, on a 
9o(Nt6) = xe(go) • Nt(g06), on a Nt(Ac) C A„(c). Si, pour tout c G T tel que 
Ac ^ 0, on note r(c) le plus grand entier r tel que Au-r^ ^ 0, on voit que 
l'on peut choisir r défini par 

rS = ar^6 s i £ G A c . 

1.3.5. — Supposons maintenant t = p. Si A est un p-module de Deligne, 
on peut faire agir WK linéairement sur A en posant 

/i0:y-*Hom(Y*,Z) , 

on vérifie que le triplet Wp(A) = W(A) = (A,p0,N) est bien une 
représentation Po-linéaire de 1WK- On obtient ainsi un ®-foncteur Qp-linéaire 
exact 

W=W: DelP(GK) — RepPo('WK) 

1.3.6. — La première catégorie est tannakienne sur Qp et la seconde sur Po-
Le foncteur W_ n'est donc pas pleinement fidèle. On a : 

PROPOSITION. — Si Ai et A2 sont deux objets de Delp(Gh'), l'application 
naturelle 

Po ®QP Hom^ez (Gif)(Ai, A2) —• HomRep ('wK)(K(Ai),K(&2)) 

est injective; c'est un isomorphisme si k est fini. 
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Preuve : Si t (resp. i ' ) est l'objet unité de Delp(Gw) (resp. RepPo('Wj<-)), 

on a Hom_DeyG/c)(Ai,A2) = HomPe;f (G^(i , A? ® A2) et 

HomRep ((wK)(mAi),W:(A2)) = HomRep ( ^ ^ ( i ' , ^ ) * ® ^ ) ) . 
Po Po 

Comme W_ est un ®-foncteur, on est ramené, quitte à remplacer A2 par 
Ai (g) A2 au cas où Ai = i . On a alors les identifications 

Hom^ey A2) = {6 G A2 | <p6 = S, g6 = S si g G GK, NS = 0} et 

HomRep cwK)(t', A2) = {S G A2 | p o H ( « ) = <$, si w G , NS = 0} . 
Po 

Quitte à remplacer A2 par (A2)JV=O H (A2)//c, on peut supposer que IK opère 
trivialement et que N = 0. 

L'injectivité de l'application résulte de ce que, comme ip est cr-linéaire, si 
des éléments de A2 fixes par (p sont linéairement indépendants sur Po, ils le 
sont aussi sur (Po)a = QP. 

Si k est fini avec ph éléments et si l'on choisit go G GK tel que <x(go) = h, 
on a #o G W*-, po(<7o) = <p~hg et 

D := HomRep^ {,Wk)(1\ A2) = {<5 G A2 | g0S = <p*6} tandis que 

Homj2sip(Gif)(i, A2) = {6eA2\goS = (p6 = 6} = {6eD\ip6 = S}. 

La continuité de l'action de GK sur A2 implique l'existence d'un réseau A du 
Po-espace vectoriel A2 stable par go et g$l. Alors Ao = A fl D est un réseau 
de D stable par go et g~^ ; sur ce réseau ^ est bijectif ; ceci implique que A 
est "de pente 0" donc, puisque le corps résiduel de Po est algébriquement clos, 
que A est engendré par les éléments fixes par <y?, d'où la surjectivité. 

1.3.7. — Disons qu'un ^-module de Deligne A est semi-stable si IK opère 
trivialement sur A (ou sur W^A), cela revient au même). De même, si L est 
une extension finie de K contenue dans K, on dit qu'un ^-module de Deligne 
A devient semi-stable sur L si II opère trivialement. 

Si p = £ et si L/K est galoisienne, AST,L = AGl a une structure naturelle 
de (<£, iV, G£/#)-module (cf. [Exp. II, n° 4.2); il porte une structure de 
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représentation Lo-linéaire de dimension finie de 'WK (avec action triviale 
de II) et on le note alors W5IL(A). L'application naturelle de Po ®L0 ^styL 
dans A est injective et est un isomorphisme si et seulement si A devient semi-
stable sur L ; dans ce cas W_(A) s'identifie à la représentation Po-linéaire de 
'WK déduite de WSI ̂ (A) par l'extension des scalaires Lo C Po-

En particulier, lorsque A est semi-stable, la représentation Po-linéaire 
W_(GK) provient par extension des scalaires de la représentation JiTo-hnéaire 
KST(A) :=WST,K(A). 

2. — Représentations ^-adiques potentiellement semi—stables 

On conserve les hypothèses et notations du paragraphe précédent. 

2.1 . — Les différents types de représentations ^-adiques 
2.1.1. — On sait ce que signifie pour une représentation p-adique V de 
GK d'être cristalline, semi-stable, potentiellement cristalline, potentiellement 
semi-stable (cf. [Exp. III], n° 5.1.4, 5.6.1, 5.6.8). Au lieu de dire que V 
est (potentiellement) cristalline, on dira aussi que V a (potentiellement) 
bonne réduction. 

2.1.2. — Supposons £ ^ p. Nous disons qu'une représentation f-adique V 
de GK 

- a bonne réduction si elle est non ramifiée (i.e. si IK opère 
trivialement) ; 

- est semi—stable si l'action de IK est unipotente ; 

- a potentiellement bonne réduction (resp. est potentielle-
ment semi—stable) s'il existe une extension finie L de K contenue dans K 
telle que V, en tant que représentation ^-adique de GL a bonne réduction 
(resp. est semi-stable) ; cela revient à dire qu'il existe un sous-groupe ouvert 
de IK qui opère trivialement (resp. de façon unipotente) sur V. 

2.1.3. — Pour £ quelconque, la sous-catégorie pleine2 Rep^ J(GK) (resp. 

2 n 
La notation "/" pour les représentations qui ont bonne réduction est due à Kato qui y voit 

l'analogue, dans ce contexte, des représentations modulo £ que Serre appelle "finies". 
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RepQj rf(Gif), Rep^PF(GK), R e p ^ ^f (G/Q) de la catégorie Rep^(GK) 
des représentations f-adiques de GK dont les objets sont les représentations 
qui ont bonne réduction (resp. sont semi-stables, ont potentiellement bonne 
réduction, sont potentiellement semi-stables) est une sous-catégorie tanna-
kienne et on a un diagramme 

Rep, vre 
d+d1 

Rep Qt ,pf (GK) 

Rep d +d1 (GK) Rep (GK) 

Rep, Ut,*' 
REp 

où les flèches sont des "inclusions", toutes strictes, sauf la dernière lorsque 
l'on a simultanément 

i) e?p 

ii) si k' est un corps obtenu en adjoignant à k les racines ^-ièmes (resp. 
4-ièmes si £ = 2) de l'unité, le corps k' ne contient qu'un nombre fini de racines 
de l'unité d'ordre une puissance de £). 

Lorsque £ = p, on a Rep0 ÀGK) C Rep^ (GK) (catégorie des représen-
'«v p ̂ J)SZ CL ï\j 

tations de de Rham, cf. [Exp. III], n° 3.7). A notre connaissance, la question 
de savoir si cette inclusion est ou non stricte est un problème ouvert. 
2.2. — Les anneaux Bst,£ 

2.2.1. — Si £ ^ p, on pose Be = sur lequel on fait opérer GK trivialement. 
Si £ = p, on pose ^3 p B Q s ? e est une Po-algèbre (donc a fortiori une Qp-
algèbre) munie d'une action de GK et d'un Frobenius (p (cf. [Exp. II]). 

2.2.2. — Choisissons un élément q £ K qui n'est ni 0 ni une unité. Nous 
allons associer à q une P^-algèbre Bst,e munie d'une action de GK et d'une 
dérivation G/^-équivariante 

N : Bsi/ —» Bstd-l) 
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dont le noyau est Bi. 
Pour cela, posons V^q = Qe ®it Ti,q, avec 

Tt%q = YimjK/q^en. 
+d +d 

Si a = (an)n€N ^ T^^, et si, pour tout n, on choisit un relèvement àn 
de an dans A', on a = qrn avec rn G Z et la suite des rn converge £-
adiquement dans vers une limite v(a) qui est indépendante du choix des 
relèvements. L'application v se prolonge en une application Q£-linéaire, GK~ 
équivariante, de V^q sur Q^, dont le noyau s'identifie à Q£(l). Autrement dit, 
Vi^q est une représentation ^-adique de dimension 2 de G K et on a une suite 
exacte naturelle 

0 —• Q*(l) —+ V£,q —+ —- 0, 

qui, en tensorisant avec Q^(—1), donne naissance à la suite exacte 

0 —> Q£ —> Vt9q(-1) Qt(-1) —+ 0, 

et nous notons encore v la projection de V^(—1) sur Q^(—1). 

2.2.3. — Comme 1) est un Q^-espace vectoriel de dimension 2, la Qf-
algèbre S y m ^ V^q( —1) est isomorphe à une algèbre de polynômes en deux 
indéterminées. On note B^q le quotient de cette algèbre que l'on obtient en 
identifiant l'élément-unité de cette algèbre ("1 en degré 0") avec l'élément 
1 G Qe C Vi,q(-1) = Sym1 V ^ ( - l ) ("1 en degré 1"). Si v est un élément 
de V^q(— 1) qui n'est pas dans Q^, Be^q est donc l'algèbre des polynômes, à 
coefficients dans Q^, en l'indéterminée v. 

Le noyau de la projection de Sym<Q£ Vé,g(—1) " sur B^q est stable par 
GK qui opère donc sur B^^. En tant que Q^G^j-module, B^q s'identifie 
à lim^€N Symj^ V^g(-1), l'application de transition de Symn V^g(—1) dans 

Symn+1 Vtjq(—1) étant la multiplication par 1 G V ^ ( - l ) . 
On note N : B^q —> Bt,q(—1) l'unique Q^-dérivation qui envoie v G 

Vi,q(—1) sur 1 ® Il est clair qu'elle est G A—équi variante. 

2.2.4. — On pose alors BsiAq = B^q si £ / p et £5*,p,q = Bcris®QpBp,q. S'il 
n'y a pas de risque de confusion, on pose Bsi^ = Bsi^,q. On identifie, comme 
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on pense, Bcris et BPyQ a des sous-anneaux de BstiP. Ce dernier anneau est 
muni 

- d'une action de GK • on a g(b <g) c) = gb (g) gc si g G C?A', & G Bcr{s, 
c G Bp^q ; 

- d'une action du Frobenius y? : on a (g) c) = (g) c si 6 G Bcris, 
c £ ; 

- d'une dérivation iV : Bs^p —• BstiP(—1) : on a N(b(g)c) = b(g)Nc si 
G Bcr{S) c G Bp^q. 
On voit que l'action de y? et celle de N commutent à celle de GK- Si l'on 

fait agir cp sur BstiP(—l) par <p(d (g) a) = (g) a, si d G et a G Qp(—1), 
l'action de N commute à celle de (p. 

2.2.5. — Soient R et Fr R comme dans l'exposé II (n° 3.1). Choisissons une 
suite (an)neN d'éléments de K vérifiant ao = q et, pour tout n, a£+1 = an. 
Notons a (resp. a) l'élément de Fr R (resp. VPiq) qu'il définit. On peut 
considérer a comme un élément de Bsi,p : si t est un élément non nul de 
Qp(l) C Bcris, on a a (g) t~l G Vp^q(—1) et on peut écrire a = t (g) (a (g) tf""1). 
Il existe un unique homomorphisme Xq de (Fr R)* dans le groupe additif de 

^ i prolonge l'application 

À : R* —> Bcris (cf. [Exp. II], n° 3.1) 

et vérifie Xq(a) = a. L'application Xq est indépendante du choix de la suite 
des an. La propriété universelle de l'anneau Bsi (loc. cit.) implique qu'il existe 
donc un unique homomorphisme de la JBcris-algèbre Bsi dans Bsi,p envoyant 
À(a) sur a et que cette application est un isomorphisme. Nous l'utilisons pour 
identifier Bst,p et Bst. 

Cette identification est compatible à l'action de GK et à celle de (p. En ce 
qui concerne l'action de N, soit 

i : Bsi,p(-1) = Bat(-1) — Bst 

l'isomorphisme canonique qui envoie b (g) t"1 sur bt~l. Si v est la valuation 
normalisée par v(q) = 1 si q est entier (resp. v(q) = — 1 si q n'est pas entier), et 
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si Nv : Bst —> Bst est l'opérateur de monodromie qui lui est associé ([Exp. II], 
n° 3.2), on a 

Nv = i o N (resp. -i o N) 

(l'application i commute à l'action de GK mais pas à celle de cp (on a 
i((p(b (g) t~x) = (pb • t~l = p - (p(bt~l) = p • <p(i(b ® t"1), ce qui explique 
que N<p = <pN alors que Nv<p = p<pNv. 

2.2.6. — On voit donc que, si q et q' sont deux éléments de K qui ne sont ni 
0 ni des unités, les anneaux BsijPiq et BsiiPiq> sont canoniquement isomorphes 
(ils s'identifient tous deux à Bst), cet isomorphisme étant compatible avec 
l'action de GK et celle de (p (mais pas celle de N si q/q' n'est pas une unité). 

Pour tout corps E, posons Kumz(E) = ®it (limE*/(E*yn)(= 
Hl{E, Q^(l))). Lorsque £ =̂  p, pour qu'il existe un isomorphisme GK~ 
équivariant de Bst^^ sur Bst^,q, il faut et il suffit que les images q' et q de q' 
et q dans Kurri£(K) engendrent le même Q^-espace vectoriel (où le même Q-
espace vectoriel, cela revient au même). S'il en est ainsi, si q' = ag, avec a G Q, 
si l'on choisit t G Q^(l) non nul et si l'on fixe un relèvement a de q dans V ^ , les 
homomorphismes GK~équivariants tp : Bsi^,qi —• Bst^iq correspondent bijec-
tivement aux relèvements af de q dans V^qi (via tj) i—• xl)(a'®t~l) = aa^t"1) ; 
avec des notations évidentes, tpNf = aNt/j. 

Si q est choisi, Kumg{K) s'identifie à la somme directe du Q^-espace 
vectoriel engendré par l'image de q et de Kumg(k), ce qui fait que tous les 
Bst,£,q sont isomorphes si et seulement si Kurri£(k) = 0. C'est en particulier 
le cas lorsque k est algébriquement clos où lorsque k est fini. 

2.3. — Les foncteurs Dpst et V_psi 
Dans ce numéro, s'il n'y a pas de risque de confusion, on pose B = Bsi^. 

On note T~L l'ensemble des sous-groupes ouverts de IK-

2.3.1. — L'anneau B a une structure naturelle de ^-module de Deligne 
(lorsque £ = p, comme on l'a déjà remarqué au n° 2.2.5, on peut in-
différemment considérer N comme une application de B dans B(—1) com-
mutant à cp ou comme un endormorphisme de B vérifiant N<p — p<pN, via 
l'isomorphisme canonique de B(—l) sur B qui envoie b® a sur ba si b G B et 
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a G QP(-1) C B). 

2.3.2. — Pour toute représentation ^-adique V de GK, le Q^-espace vectoriel 
B®QE V a une structure naturelle de ^-module de Deligne : si b 6 B et v G V, 
on a, pour tout g G GK, g(b®v) = gb®gv, N(b®v) = Nb®v (en identifiant 
B(-l) ®q€ V k(B <g>Q, F ) ( - l ) si£^p) et, si ^ = p, <p(& ® v) = ® v. 

On pose 

I W ^ H 1 ^ ( 5 ® q £ V)H; 
HEU 

c'est de façon naturelle un ^-module de Deligne (sous-objet de B (g) V). On 
écrit D_pst au lieu de Dpstq s'il n'y a pas de risque de confusion. 

THÉORÈME. — Soient V une représentation £-adique de GK et A = 
Dpst(V). Alors 

i) on a dimQ^ A < dim.QE V et A est un objet de Delt{GiA ; 

ii) Vapplication naturelle 

CÏV : B A —• B ®q£ V 

est injective ; 

iii) les assertions suivantes sont équivalentes 

(a) dimQ^ A = dim<Q£ V, 

(b) ay est un isomorphisme, 

(c) la représentation V est potentiellement semi-stable. 
Preuve : Soit H e H. On & BH = Q'e (cf., si t = p, [Exp. III], prop. 5.1.2, 

JJ 

appliquée au cas où le corps de base est le complété de K ; le cas £ ^ p est 
immédiat). Par ailleurs, l'anneau B est i7-régulier (cf. [Exp. III], n° 1.4) : 

- si £ = p, c'est la proposition 5.1.2 de [Exp. III], appliquée au cas où 
JJ 

le corps de base est le complété de K ; 

- si £ ^ p, l'anneau B est intègre, on a BH = (FracB)H = Q^; si 
b G B est un élément non nul tel que la Q^-droite engendrée par b est stable 
par H, b G Qc et est inversible dans B et cela résulte du corollaire 1.6.6 
de [Exp. III]. 
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Les résultats de ce théorème sont alors immédiats (cf. [Exp. III], prop. 1.4.2 
et 1.8.2). 

2.3.3. — R e m a r q ue : Rappelons que Be = si £ ^ p et que Bp = Bcris. 

Pour toute représentation ^-adique, posons D^STQ(V) = DST(V) = (B (g) V)IK, 

D„R(V) = (Be ® V)IK et Ôp6r(F) = ^HeH(Be ® V)* . 
Soient V une représentation f-adique potentiellement semi-stable de GK 

etA = Dpst(V);alois 

(a) V est semi-stable si et seulement si IK opère trivialement sur A et 
alors A = DST(V), 

(b) V a potentiellement bonne réduction si et seulement si N = 0 sur 
A et alors A = Dpbr(V), 

(c) V a bonne réduction si et seulement si = 0 et IK opère 
trivialement sur A, auquel cas A = DBR(V). 

2.3.4. — Les représentations £-adiques (potentiellement) semi-stables sont 
donc les représentations qui sont (potentiellement) B-admissibles au sens de 
[Exp. III] (n° 1.5 et 1.8). En particulier, la restriction de D_psi à la catégorie 
R e p ^ V3JJQK) peut être considérée comme un ®-foncteur exact de cette 
catégorie dans Dele(Gj<r). 

Si A est un ^-module de Deligne, le produit tensoriel B ® A aussi (cf. n° 
1.1.4). 

PROPOSITION. — Supposons £ ^ p. 

i) Pour tout objet A de Dele(Gw), 

Y-pst(A) — {v e B ® A \ Nv = 0} 

est un objet de Rep^ ps i (^^) ' 

ii) Le Joncteur D_psi induit une ®-équivalence entre Rep^ PSÎ(GK) et 

Dele(GV). Le joncteur V_psi est un quasi-inverse. 

Preuve : On vérifie par récurrence sur la longueur de A que V^pst(A) est 
un Q^-espace vectoriel de dimension finie égale à celle de A, avec action de 
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IK potentiellement unipotente et que N est surjectif sur B (g) A (lorsque A 
est simple, de dimension d sur Q^, V_PST{A) = A tandis que B (g) A ~ Bd 
en tant que B -module avec action de N et le résultat est évident). D'où (i). 
On voit aussi que l'application naturelle de B (g) V_PSI(A) dans B (g) A est un 
isomorphisme de P-modules compatible aussi bien avec les actions de GK 
qu'avec les structures de ^-modules de Deligne. L'assertion (ii) résulte alors 
du théorème 2.3.2. 

2.3.5. — Remarque : Lorsque t = p, comme on l'a vu dans l'exposé III, il 
faut rajouter une filtration sur DPST(V) pour pouvoir retrouver V : de façon 
précise, si l'on note 

\ogq:T —>K 

l'unique prolongement du logarithme usuel qui vérifie \ogq(q) = 0, le choix 
de ce logarithme définit un plongement de B = P5*,p,q = Bst dans BdR 
([Exp. II]), n° 4.2) et permet, si V est une représentation p-adique poten-
tiellement semi- stable, d'identifier (K ®KO DPST(V))GL< à DDR(V) et donc de 
le munir d'une structure de if-espace vectoriel filtré ([Exp. III], th. 5.6.7). 

Rappelons que P = KP0 C C, complété de K et notons P la fermeture 
algébrique de P dans C. Si V est comme ci-dessus et si A = DPST(V)^ on a 
aussi (P®PQ A)GK = (K®K0 DPST(V))°K = DDR{V) et le P-espace vectoriel 
P (g)p0 A s'identifie à P ®K DDR(V) ; on le munit de la filtration déduite de 
celle de D_dR(V) par extension des scalaires. On voit alors que V s'identifie 
au sous-Qp-espace vectoriel V_PSI(A) de P (g) A formé des v vérifiant <pv = v, 
Nv = 0 et dont l'image dans BdR ®p0 A = BdR ®-p (P ® A) est dans le Fil0 
de ce P-espace vectoriel filtré). 

On laisse au lecteur qui en éprouverait le besoin le soin de traduire en 
termes de "p-modules de Deligne filtrés" le théorème 5.6.7 de l'exposé III : 
le foncteur DPST induit une (g)-équivalence entre représentaitons p-adiques 
potentiellement semi-stables et "p-modules de Deligne filtrés admissibles", le 
foncteur V_st étant un quasi-inverse. Lorsque k est algébriquement clos cette 
dernière catégorie n'est autre que la catégorie MF^jK((p, N) ; dans le cas 
général, le foncteur Déco induit une (g)-équivalence entre ces deux catégories. 
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PROPOSITION 2.3.6. — Soient q et q' deux éléments de K qui ne sont ni 
nuls ni des unités, V une représentation £-adique potentiellement semi-stable, 
A = D_psiq{V) et A' = Dpstql(V) : supposons que t — p ou bien que k est 
algébriquement clos ou encore que k est fini. Alors, les (-modules de Deligne 
A et A' sont isomorphes. 

Preuve : Lorsque £ — p, A et A' s'identifient en tant que Po-espaces vectoriels 
munis d'une action de GK ê  de (p. Si l'action de TV n'est pas, en général, la 
même, A et A7 sont des p-modules de Deligne isomorphes (cf. [Exp. III], n° 
5.2.3 et 5.6.8; en revanche A et A' ne sont en général pas isomorphes en tant 
que p-modules de Deligne filtrés). 

Supposons maintenant £ ^ p. Dans ce cas (n° 2.2.6), si r et s sont des 
entiers non nuls tels que q's = qr et si a = r/s E Q, il existe un isomorphisme 
xj) : Bst^^qi —• Bst^q commutant à GK mais vérifiant ipN = aNxp. Si on 
l'utilise pour identifier A et A', on est ramené à vérifier qu'il existe un 
automorphisme r du Q^-espace vectoriel A qui est G/<--équivariant et vérifie 
TN = aiVY, ce qui n'est autre que le lemme 1.3.4. 

2.3.7. — En composant avec le foncteur W_ (cf. n° 1.3.2 et 1.3.5), on obtient 
un foncteur 

WDns1 = WoDnst : RepQf(GAr) —> Rep%('WK) 

(ou, s'il y a risque de confusion, WDpsiqit si £ ^ p, WDpst q si £ = p), dont 
la restriction à la catégorie RePq^ pst^K) es^ un ®~foncteur exact. 

On peut le décrire "directement" en disant que 

WDpst(V)= Km(B'®Qe V)H , 
Hen 

où B' = B'st e est une Q^-algèbre munie d'une action Q^-linéaire de IK, d'une 
dérivation N commutant à l'action de IK et d'une action de WK via un 
homomorphisme 

Po : WK —> AutQ£,_algèbres(P') , 

tel que, si w G WK, on ait p0(w) • TV = pa^ • N • p0(w) et, si h E H e 
po(w~1)hp0(w) e H. 
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Si £ ^ p, on prend B' = B avec l'action naturelle de 1% C GK, N = Nf (si 
N : B —> B est l'opérateur déjà défini, on a Nb = Ntb^t"1, pour tout b G B) 
et po étant obtenu en composant l'inclusion de WK dans GK avec l'action 
naturelle de G/^. 

Si £ = p, c'est un tout petit peu plus subtil : on prend B' = f] <pn(B) (si 

v est comme au n° 2.2.3, on a B' = -B£ris = f! <pn{Bcris)) de sorte que y? est 

bijectif sur J3'. L'action de IK et celle de N sont induites par celles que l'on a 
sur B (on a g(B') = B' pour tout g G i > et iV(B') C £')• Enfin Po est défini 
par />o(w) = cp~a^w. 

On récupère alors les structures que l'on cherche sur chaque (B' ®Qe V)H 
en faisant agir IK, N et W sur B' ® V par 

g(b® x) = gb® gx, N(b® x) = Nb® x et po(w)(b® x) = po(w) ® w(x). 

Bien sûr, pour tout £, on a aussi 

WDvst(V)= }m(B®Ql V)H), 
Hen 

mais, si £ = p, seul les po(w) pour a(w) < 0 opèrent sur B ® V (sur chaque 
(B ®Q£ V")^, ils induisent des bijections et on peut donc définir po(w) pour 
a(w) > 0 par po(w) = (/?0(^~1)~1)-

2.3.8. — Supposons £ ^ p. Habituellement le dictionnaire entre représenta-
tions ^-adiques potentiellement semi-stables et ^-modules de Deligne se fait 
sans utiliser l'anneau Bsi^ (cf. [De73], lorsque k est fini) : choisissons un 1-
cocycle continu 

ceZlcont(GK,Qe(l)) 

dont la classe dans Hlont(GK,Qe{l)) est la classe d'isomorphisme de l'exten-
sion 

0 —+ Qj(l) —-> V£,q —>Qe—>0. 

Pour tout objet A de Del^Gw), N est un 0-cocycle continu de GK à 
valeurs dans le Q^G/^-module des applications Q^-linéaires de A dans A(—1) 
qui s'identifie à EndQ£(A)(-l). Le cup-produit Nue G Z\oni[GK, Endq€(A)); 
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comme son image est formée d'éléments nilpotents, on peut considérer le 1-
cocycle 

eNuc : GK —• AutQ£(A). 

Notons Y 5̂<?îC(A) le Q^-espace vectoriel A muni de l'action de GK 

P : GK —• AutQ,(A) 

définie par p(g) = goeNuc(g) = goe^Nuc^9\ Si l'on choisit t G Q*(l) non nul, si 
l'on pose c(g) = ct(g)t, pour tout g G GK, et si l'on note Nt l'endomorphisme 
nilpotent de A défini par N6 = Nt6 (G) t""1, on a p(g) = exp(ct(g)Nt). 

On peut considérer Y_£qc comme un foncteur de Dele(Gr<') dans 
RepQ<(G*). 

2.3.9. — Les foncteurs Y-i,q,c ê  ¥-i,pst son^ naturellement équivalents. Plus 
précisément, se donner c revient à se donner une section Q^-linéaire s : —• 
V£yq de la projection canonique de Vt,q sur (et alors c(g) = g(s(l)) — 5(1), 
pour tout g G GK)- Posons (3 = s(l) ® t-1 G Vijg(—1) (où t est comme 
ci-dessus). 

Soient A un objet de Dele(Gr<') et V = st(A). On peut voir A et 
V comme des sous Q^-espaces vectoriels de B (G) A = B ®V. Soit alors 
r] : A —» B (G) A l'application définie par 

r/(<5) = 
bd+ 

br 

i! •NÎ6. 

PROPOSITION. — Avec les notations ci-dessus, TJ est une bijection de A sur 
V. Si £ est la bijection réciproque, si g G GK et V EV, 

/i0:y-*Hom(Y*,Z) , 

Preuve : standard. 
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2.4. — Cohomologie étale £-adique 

2.4.1. — Rappelons, cf. [De73], n° 8.7) que si F est une extension d'un corps 
E de caractéristique 0 et si A est une représentation F-linéaire de 'WK, on dit 
que A est définie sur E si, étant donnés une ^-structure D de A et un corps 
algébriquement clos Q contenant F, la représentation fMinéaire de 'WK que 
l'on déduit de A par extension des scalaires est isomorphe à ses conjuguées 
sous Aut(n/£'), (agissant sur Q ®p A = Cl ®£ D via T(LJ ® d) = r(cj) (g) d) ; 
cette condition est indépendante des choix de D et Q. 

Si A est rationnelle sur E (i.e. s'il existe une représentation ^-linéaire 
D de 'WK telle que A soit isomorphe à F ®E D), A est définie sur E mais la 
réciproque n'est pas toujours vraie. 

2.4.2. — Soient E un corps de caractéristique 0. Rappelons que (cf. [De73], 
dans le cas particulier où k est fini) si (Ei)içj est une famille d'extensions 
de E et, pour chaque i, A2 est une représentation linéaire de 'WK, on dit 
que (Aj)j€/ est une famille compatibles de représentations de 'WK si 
chaque A,- est définie sur E et si, quelque soient z,j G I, si Q est un corps 
algébriquement clos contenant E{ et Ej les représentations îl-linéaires de 'WK 
déduites par extensions des scalaires de Ai et Aj sont isomorphes. 

2.4.3. — Choisissons q G K qui n'est ni 0 ni une unité et, pour chaque £ ^ p, 
un élément non nul ti G Q^(l). 

Soient X une variété algébrique propre et lisse sur K et m G N. Pour 
chaque L 

HZ(X-j?, Q*) = Qe ®z< Km H^(XT, l/inl) 

est une représentation ^-adique de GK- On pose (cf. n° 2.3.7) 

HZ^iX) = WDpstm(XW, Q,)) 

(ou, s'il y a risque de confusion, H™tiqM(X) si £ ± p, H™ipq(X) si £ = p). 

CONJECTURE CwD{X,m). — Supposons q et les te choisis comme ci-
dessus. Soient X une variété algébrique propre et lisse sur K et m E 
N. Alors les H™st e(X) pour £ premier, forment un système compatible de 
représentations de 'WK-
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Il résulte des propositions 1.3.3 et 2.3.6 que cette conjecture est indépen-
dante du choix de q et des t^. 

Remarquons aussi que si k n'est pas fini, cette conjecture ne donne des 
renseignements que sur l'action du groupe d'inertie sur la cohomologie étale. 
Autrement dit, elle est équivalente à celle que l'on obtient en remplaçant K 
par P , complété de l'extension maximale non ramifiée de K contenue dans 
K, et X par X (g) P . 

2.4.4. — On conjecture aussi que H™te est P-semi-simple (au sens de 
Deligne, [De73], n° 8.6), i.e. que l'action de WK sur H™t£(X) est semi-simple. 
Lorsque le corps résiduel n'est pas fini, WK opère à travers un quotient fini 
et ceci est automatique. Lorsque k est fini, cela peut s'énoncer ainsi : 

CONJECTURE C£iSS(X,m). — Supposons k fini et choisissons WQ E GK tel 
que WQ £ IK. Soient X une variété algébrique propre et lisse sur K et m £ N. 
Alors Vautomorphisme du ^-espace vectoriel H™te(X) donnant Vaction de 
WQ est semi-simple. 

2.4.5. — Rappelons ([De80], n° 1.6) que si A est une espace vectoriel sur 
un corps, muni d'un endomorphisme nilpotent iV, la filtration de Jacobson-
Morosov sur A est l'unique filtration finie croissante (FfM A)iç.j telle que, 
pour tout i E Z, N(F/MA) C F/J£ A et que N induise un isomorphisme 

N{ : GrfMA—• GrJJf A . 

CONJECTURE C V D ( X , m)faibie. — Sous les hypothèses de la conjecture 
CwD(X,m), pour tout i E 1, le caractère de la représentation de WK sur 
GrfMH™sii(X) est à valeurs dans Q et indépendant de L 

On vérifie (cf. [De73], prop. 8.9) que CWD(X, m)faibie = > CWDÇWI™) ET 

que l'on a l'implication inverse dès que l'action de WK sur les H™si £(X) est 
semi-simple, ce qui est automatique si le corps résiduel n'est pas fini. 

2.4.6. — Remarques : i) Hormis ce qui se passe pour £ = p, les conjectures 
ci-dessus sont "classiques" (cf. [De73] dans le cas où k est fini). 

ii) Le théorème de monodromie f-adique de Grothendieck (cf. [Exp. I]) 
nous assure que, si £ ^ p, la représentation ^-adique H^(X^Qi) est 
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potentiellement semi-stable; en particulier la dimension sur de H™te(X) 
est égale au m-ième nombre de Betti bm(X) de X et est indépendante 
de £\ cette conjecture implique donc que dimp0 H™stp(X) = bm(X) = 
diniQp H^(Xj^1 Qp) donc que la représentation p-adique iJj£(X^, Qp) doit 
être potentiellement semi-stable, ce qui est la "conjecture de monodromie 
p-adique" (cf. [Exp. III], n° 6.2). 

iii) Toutes ces conjectures sont connues lorsque X est une courbe ou une 
variété abélienne (cf. [Exp. VII] et [Fo94]). 

iv) Lorsque X a bonne réduction, C ^ D ( I , ra)faibie est connue : pour tout 
£, la représentation H^(X^^Qi) a bonne réduction et l'action de IK sur 
H™pst(X) est triviale tandis que N = 0; si k n'est pas fini, la conjecture ne dit 
rien de plus ; si k est fini, elle revient à affirmer que le polynôme caractéristique 
de Frobenius est à valeurs dans Q et indépendant de £ (cf. [De74] pour £ ^ p, 
[KM74] pour £ = p). 

v) Nous renvoyons à [Exp.I], §3 et [RZ82] pour les quelques résultats 
partiels connus dans le cas où X admet un modèle semi-stable sur l'anneau des 
entiers de K. Dans ce cas, IK agit trivialement sur les H™pst(X) pour £ ^ p. 
Si en outre dimX < (p — l) /2 , les résultats de Kato [Exp.VI] impliquent 
que l'action de IK est aussi triviale sur H™pst(X) et que dimp0 H™tp(X) = 
bm(X). 

vi) Utilisant la notion de "log-motif" sur un corps fini, nous reviendrons 
dans [Fo94] sur une version plus "motivique" des conjectures ci-dessus ainsi 
que sur des variantes avec poids et nous démontrerons ces conjectures pour 
les 1-motifs. 

2.4.7. — Comme dans [ExpIII], n° 6.3, faisons semblant de savoir ce qu'est 
un motif mixte sur K à coefficients dans Q. 

Pour chaque nombre premier £, un tel motif M a une réalisation ^-adique 
Hi(AI) de G K dont la dimension b(M) est indépendante de £. Il est raisonnable 
de conjecturer que celle-ci est potentiellement semi-stable; on dispose donc, 
pour chaque £, d'une représentation Q^-linéaire de dimension b(M) de 'WK 

HpstAM) = WDpst(He(M)). 

On conjecture encore que chaque Hpst^(M) est F-semi-simple, définie sur 
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Q et que les Hpst^(M) forment un système compatible de représentations de 
'WK> Bien sûr, ceci peut encore se réinterpréter comme au n° 2.4.4. 

Remarquons que ces conjectures sont des théorèmes pour les 1-motif s 
(cf. [Exp.VII] et [Fo94]). 
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Exposé IX 

THÉORÈME DE COMPARAISON p-ADIQUE 

P O U R LES SCHÉMAS ABÉLIENS 

I : CONSTRUCTION DE L'ACCOUPLEMENT DE PÉRIODES 

par Jean-Pierre Wintenberger 

Soit p un nombre premier. Soit A un schéma abélien sur Spec(R[l/p]), 
où R est un anneau intègre et normal de corps des fractions de caractéristique 
0, et soit A un schéma abélien sur Spec(R[l/p]). Notons H$dR(A/R[l/p]) la 
cohomologie de de Rham relative de A sur R[l/p]. Soit F le corps des fractions 
de R, F une clôture algébrique de F , $ = Spec(F), $ = Spec(F) et Tp(A$) 
le module de Tate de A$. Cette première partie a pour but de construire 
l'accouplement de périodes : 

HlR(A/R[l/p]) x Tp{An) - B+R{R/R). 

L'anneau B^R(R/R) est une version relative de l'anneau B^R introduit 
par J.-M. Fontaine comme coefficients pour les théorèmes de comparaison 
p-adiques (voir [Fo-Ill] et [111] pour des rapports sur le sujet) (R est une sous-
iî-algèbre de la fermeture intégrale R de R dans F , R devant vérifier certaines 
propriétés; voir 4). Dans la partie II, nous donnerons les propriétés que l'on 
est en droit d'attendre d'un tel accouplement (compatibilité à la dualité, à la 
connexion de Gauss-Manin) et nous en déduirons la compatibilité des cycles 
de Hodge absolus au théorème de comparaison p-adique pour les variétés 
abéliennes (compatibilité obtenue indépendamment par D. Blasius, par une 
autre méthode esquissée dans [Og]). 

S. M. F. 
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L'accouplement de périodes est un analogue p-adique de la version 
relative de l'accouplement : H\R(A/C) x iîi(A(C),Z) —> C, définie par 
l'intégration des formes différentielles, pour A variété abélienne sur le corps 
des nombres complexes C. 

La construction proposée suppose l'une des hypothèses suivantes : 

1) R est un trait (donc de corps des fractions de caractéristique 0; 
la théorie n'a d'intérêt que si la caractéristique résiduelle est p) ; 

2) A —> Spec(i?[l/p]) se prolonge en un schéma abélien 
G Spec(iî) ; 

3) A —» Spec(i?[l/p]) est muni d'une polarisation de degré premier 
à p et se prolonge en un schéma semi-abélien G —> Spec(iî) ( grâce à un 
argument de M. Raynaud, qui permet de se ramener au cas d'une polarisation 
principale, cf remarques 3) du 2.2.3. , et le lemme de Gabber, cf [De], après 
un changement de base propre et surjectif , on peut aussi faire la construction 
dans le cas où A est seulement supposé polarisé ). 

Sous la première hypothèse, la construction est entièrement due à 
J.-M. Fontaine et W. Messing. Elle utilise l'extension vectorielle universelle 
de A, reprenant en cela une idée de R.F. Coleman (note added in proof de 
[Col]). 

La construction utilise des structures entières (i.e. sur Spec(i?)) de A. 
Si A se prolonge en un schéma abélien G sur Spec(i?), on utilise G comme 
structure entière. Si R est un trait, J.-M. Fontaine et W. Messing utilisent un 
modèle propre et plat AQ de A sur Spec(iî), et le critère valuatif de propreté 
pour prolonger les sections de torsion de A à Spec(iî). Pour effectuer la 
construction sous l'hypothèse 3, nous dégageons la notion de section contrôlée 
par une famille finie de modèles entiers d'ouverts de A. Nous voyons cette 
notion comme une notion relative d'ensemble borné (remarque 2 du 2.1.3). 
Nous prouvons que toutes les sections de torsion de A sont contrôlées par la 
même famille finie de modèles entiers d'ouverts de A (th. 2.2.2. et remarque 
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3) du 2.2.3. ). Pour ce faire, nous utilisons que, grâce à G. Faltings, les 
restrictions de G à certains sous-schémas formels de Spec(iî) admettent une 
uniformisation à la Mumford ([Mum 72]) : nous contrôlons les dénominateurs 
des valeurs aux sections de torsion de fonctions rationnelles quotients de deux 
fonctions thêta. Pour une autre construction de l'accouplement de périodes, 
utilisant les fonctions thêta, dans le cas où la base est un trait, voir P. Colmez 
([Colm]). 

Une version relative du théorème de comparaison p-adique est donnée 
dans [Fa 90]. Pour le cas des modules des variétés abéliennes, voir [Fa Ch] 
p. 241 et [Fa 92] n° 5.1 : la relation entre ces derniers résultats et les nôtres 
n'est pas claire pour nous. 

Voici le plan de notre travail. Dans le 1, nous rappelons brièvement 
la construction des épaississements p-adiques universels et de B^R(R/R) 
(voir aussi [Fo]). Notre construction diffère de celle utilisée dans [Fa 90] 
en ceci que, d'une part elle suppose que l'élévation à la puissance p est 
surjective dans R/pR et que d'autre part, B^R(R/R) est naturellement une 
i?[l/p]-algèbre (remarques 2 et 3 du 4.2). Dans le 2, nous développons notre 
théorie des sections contrôlées dans un cadre plus général que celui dont 
nous avons besoin : G —» Spec(iî) est un schéma semi-abélien principalement 
polarisé qui est un schéma abélien au-dessus de Spec(i?[l/g]) (seul le cas où 
q = p est utilisé). L'objet du 3 est de nous fournir les outils pour remonter les 
sections de torsion de A en un sous-groupe borné de sections de l'extension 
vectorielle universelle de A : cela nous permet, dans le 4, de mettre en œuvre 
la construction de J.-M. Fontaine et W. Messing. 

Je remercie J.-M. Fontaine et W. Messing de m'avoir expliqué leur 
construction de l'accouplement de périodes dans le cas d'un trait. Je remercie 
aussi M. Raynaud pour les nombreuses conversations que nous avons eues. Il 
s'agit d'une version remaniée selon les conseils du référée que je remercie pour 
ceux-ci. Mes remerciements vont aussi à Mme Bonnardel qui s'est chargée de 
la frappe du manuscrit. 
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Dans tout ce qui suit, si G est un (schéma en) groupe(s) et n un entier, 
on note Gn le noyau de la multiplication par n dans G ; on désigne par Gfor 
le système inductif des Gn. 

Signalons que dans 2 et 3, nous notons q en indice du symbole d'un an-
neau ou d'un schéma, l'anneau localisé pour la partie multiplicative engendrée 
par q et le sous-schéma ouvert complémentaire du fermé q = 0. Dans 1 et 4, 
pour q = p, nous prenons la notation [1/p]. Cette incohérence provient de ce 
qu'il nous est difficile de noter Zp l'anneau Z[l/p] et de ne pas alléger nos 
notations dans les 2 et 3. 
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1. Epaississements p-adiques universels; B^R(R/R). 

2. Contrôle des sections de torsion d'un schéma abélien. 

2.1. Définitions. 

2.2. Enoncé du théorème. 

Démonstration du théorème : 

2.3. Construction des modèles entiers . 

2.4. Rappels sur l'uniformisation des schémas abéliens 
([Fa Ch]); évaluation des fonctions thêta aux sections de torsion. 

2.5. Contrôle des dénominateurs de valeurs de quotients de 
fonctions thêta en certaines sections de torsion. 

2.6. Fin de la démonstration du théorème. 

3. Relèvements de sections contrôlées. 

3.1. Cas des torseurs sous un schéma vectoriel. 

3.2. Cas d'une extension d'un schéma en groupes par un 
schéma vectoriel. 

3.3. Epaississement de la base. 

3.4. Epaississement de la base : cas des groupes. 

3.5. Cas mixte. 

4. Construction de l'accouplement de périodes. 
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1. Epaississements p-adiques universels ( voir aussi [Fo] ) ; 
Pn(xn)n sds 

1.1. 

1.1.1. Soit R un anneau (commutatif unitaire). On note TZ(R) 
l'anneau limite projective des (R/pR)n, n G N, où 
(R/pR)n = R/pR et où (R/pR)n+i —> (R/pR)n est l'élévation à la puissance 
p. L'anneau 7Z(R) est parfait de caractéristique p. 

Soit R le séparé complété de R pour la topologie p-adique. Si 
x = (ÔFN)NEN £ 1Z(R), et si, pour tout n, xn est un relèvement de x^[ dans 

iî, pour tout n, la suite (x^ )m£N converge vers un élément xn de i?, qui 
ne dépend pas du choix des relèvements. Si à x on associe la suite (xn)n^, 
on obtient un isomorphisme du monoïde multiplicatif (7Z(R), x) sur celui des 

suites (ÎN)NEN d'éléments de R vérifiant = xn. Comme R jp R~ i?/pi?, 

on aiTZ(R) c^TZ(R). 

Plus généralement, soit E —>R un épais sis sèment p-adique de R (d'ordre 

e), i.e. E est un anneau séparé et complet pour la topologie p-adique et E —>R 
un homomorphisme surjectif dont le noyau I vérifie 7e+1 = (0). On vérifie sans 
peine que, si (xn) G 7Z(R) et si xn est pour tout n, un relèvement de xn dans 
E, alors pour tout n, la suite (x^ n)m€N converge vers un élément de E qui 
ne dépend pas du choix des relèvements. On en déduit que l'homomorphisme 

naturel TZ(E) —» 1Z(R) ~ 7Z(R) est un isomorphisme. 

1.1.2. Soit W(1Z(R)) l'anneau des vecteurs de Witt à coefficients dans 
1Z(R). Comme 1Z(R) est parfait, si à x G Tl(R), on associe la suite des 
représentants de Teichmùller r(xl/pn) G W(ll(R)), on obtient un isomor-
phisme naturel de TZ(R) sur 1l(W(1l(R))). 

Si x = (xn)neN G W{TZ[R)), on pose 6(x) = 
ddv+1 

Pn(xn)n 
ddd1 
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L'application 0 : W(1Z(R)) —>R est un homomorphisme d'anneaux. En effet, 
pour tout n G N, 0 mod .pn+1 est le composé des deux homomorphismes 
d'anneaux : 

- W(1Z(R)) —> Wn(R/pR), qui à x = (xn)ne^ associe 
((̂ 0)715 • • • ? (^n)n)? 

- Wn(R/pR) —• R/pn~*~1R, qui à (x0,^"i,... ,xn) associe 
n „n-1 

XQ + px\ + • • • + pnxn, où x0, # i , . . . , xn sont des relèvements quelcon-
ques dans R/pn+1R de XO,X\,... ,xn. 

L'homomorphisme 0 est caractérisé par le fait qu'il induit 
l'isomorphisme naturel de 1Z(W(1Z(R))) sur 1Z(R). Il en résulte que, si E est un 

epaississement p-adique de i?, l'homomorphisme W(1Z(R)) W(1Z(E))) —» 
E1 est l'unique homomorphisme rendant commutatif le diagramme : 

w(n(R)) 

E 

E 

R 0 . 

Si l'élévation à la puissance p est surjective dans R/pR, Q est surjectif. 
On voit alors que le quotient de W(1Z(R)) par l'adhérence de (Ker ©)e+1 
dans W(7Z(R)) (pour la topologie p-adique) est un épaississement p-adique 

universel d'ordre e de R. 

Dans toute la suite du 1, on suppose que l'élévation à la 
puissance p est surjective dans R/pR. 

1.1.3. Soit R un anneau et supposons R muni d'une structure de 

R-algèbre. On appelle R-épaississement p-adique de R un épaississement 
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p-adique E —*R de i?, tel que E soit muni d'une structure de 

i?-algèbre et que E —>i2 soit un i?-homomorphisme. Le séparé complété de 
(W(TZ(R)) ® i?) / (Ker0 ® id)e+1 pour la topologie p-adique, muni du 

iî-homomorphisme sur R défini par 0 , est un i?-épaississement p-adique uni-

versel de R d'ordre e. 

1.1.4. Supposons R sans p-torsion. Notons We le quotient de 

(W(K(R)) ® R)/(Kei O ® id)e+1 par sa p-torsion et Je = Ker(We -+R) . 

Comme R est sans p-torsion, on a : 

Jc = K e r ( W e ^ ) [ l / p ] n W c ; 

De plus : (Je)e+1 = (0). 

Notons We et Je les séparés complétés de We et Je respectivement pour 

la topologie p-adique. Comme R est sans p-torsion, on a la suite exacte : 

0 ^ Je ^ We 0 , 

et (Je)e+1 = (0). On voit alors que We —>i2 est un objet universel dans 

la catégorie des iî-épaississement p-adiques de R d'ordre e qui sont sans 
p-torsion. On pose : 

B+R(R/R) = lim !6N(We[l/p]) • 

1.1.5. REMARQUES. 

1) Soit k un anneau parfait de caractéristique p. Notons W l'anneau 
des vecteurs de Witt à coefficients dans k et supposons donnée sur R une 
structure de W- algèbre. Alors, comme TZ(W) — k, il résulte du 1.1.2 que W 
est formellement étale (pour la topologie p-adique) sur l'anneau ïv des entiers 
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p-adiques. Si E est un épaississement p-adique de R, on voit alors que E est 
naturellement muni d'une structure de W-algèbre et dans le 1.1.3 et le 1.1.4, 
on peut remplacer W(TZ(R)) (g) R par W(1Z(R)) ®w R. 

2) Soit Rf une i?-algèbre formellement étale pour la topologie 
p-adique et supposons donnée sur R une structure de iî'-algèbre pro-
longeant sa structure de iî-algèbre. Alors les catégories des R et des 

i?'-épaississements p-adiques de R s'identifient. En particulier, 
B^R(R/R) = BJR(R/R'), (si R est sans p-torsion). 

3) Supposons R sans p-torsion. Soit R' une i?-algèbre finie telle que 
R'W/p] soit étale sur i?[l/p], et supposons donnée sur R une structure de 
iî'-algèbre prolongeant sa structure de iî-algèbre. Alors l'homomorphisme 
naturel B^R(R/R) —> B^R(R/R') est un isomorphisme. Soit, en effet, 
e un entier et notons YJER (resp. WERF) le iî-épaississement (resp. le 
iî'-épaississement) p-adique universel d'ordre e parmi ceux qui sont sans p-
torsion (1.1.4)). Construisons un homomorphisme VVejR'[l/p] —> VVcjj[l/p] 
inverse de l'homomorphisme naturel. Comme i?'[l/p] est étale sur i?[l/p], 

la structure de R'[l/p]-algèbre sur R [1/p] se remonte de manière unique à 
We#[l/p]. Pour tout entier a, notons VV^ le iî-épaississement p-adique de 

R : 
W $ = WER + P - F ^ R + '••+ p-AEFEWER , 

où, pour tout z, FLWER est l'adhérence pour la topologie p-adique dans WER 

de la puissance i-ème du noyau de WER —>R. Alors comme R' est finie sur iî, 
pour a suffisamment grand, l'image de R' dans WER est contenue dans W ^ . 

—(a) ~ 
Cela munit d'une structure de i?'-algèbre remontant celle de R et fournit 
un homomorphisme WER> —• , d'où un homomorphisme de BjR(R/R') 
dans B+R(R/R). On en déduit aisément que BJR(R/R) ~ B+R(R/R'). 
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2. Contrôle des sections de torsion d'un schéma abélien. 

Dans tout le 2, 5 est un schéma et q un élément de r ( 5 , Os) qui n'est 
pas diviseur de 0 dans Os- Pour tout 5-schéma 5 ' , on note Sq le sous-schéma 
ouvert de 5 ' complémentaire du fermé q = 0. 

2 .1 . Définitions. 

2 .1 .1 . Si X est un 5q-schéma séparé et de type fini, un S-modèle entier 
de X est la donnée d'un 5-schéma séparé et de type fini XQ tel que Oxa soit 
sans ç-torsion avec un isomorphisme (X0)q ~ X. 

2.1.2. Soit X un Sg-schéma séparé et de type fini. Soit (U\)\£\ une 
famille finie d'ouverts de X et pour chaque À G A, un 5-modèle entier de 
U\ (on ne demande pas que les U\$ se recollent en un 5-modèle entier de X). 
Si S' est un 5-schéma avec q non diviseur de 0 dans Os1, et si z : Sq —> X est 
une section de X, on dit que (U\^)\eA contrôle z s'il existe un recouvrement 
ouvert (S'X)\£A de 5 ' et, pour chaque À, une section Sx —+ Î7A,O de {7A,O qui 
prolonge la restriction de z à (Sfx)q. 

2.1 .3 . REMARQUES. 

1 ) a) Supposons que, pour chaque À, Ï7A,O = XQ pour un 5-modèle 
entier XQ de X. Alors, comme q est non diviseur de 0 dans O 5 / , on voit 
facilement que la section z : Sq —+ Xq est contrôlée par (U\$) si et seulement 
si elle provient d'une morphisme de Sf dans XQ. 

b) Comme q est non diviseur de 0 dans Os1 et que les U\$ sont 
séparés sur 5 , on voit facilement que la section S'x —» [/A,O est uniquement 
déterminée par sa restriction à (S'x)q. 

c) Comme les sont de type fini sur 5 , on voit facilement que 
z : Sq —• est contrôlée par ((7A,O)AGA, si et seulement si, pour tout s' G 5' , 
il existe À G A et un morphisme zs> : Spec(Os'55') —> ?7A,O tel que la restriction 
de 2 à Spec(0s',5/)g provienne de zs/ (on a noté Os*,s' l'anneau local de 5 ' 

358 

358 J.-P. WINTENBERGER

IX.6

IX.6

ASTÉRIQUE 223



EXPOSÉ IX : THÉORÈME DE COMPARAISON P-ADIQUE POUR LES SCHÉMAS ABÉLIENS 

359 

en s'). 

2) Soit V un anneau de valuation discrète. Notons K son corps des 
fractions, K une clôture algébrique de K et V la fermeture intégrale de V 
dans K. Prenons 5 = Spec(F), S' = Spec(y) et pour q une uniformisante de 
V. 

Soit A un sous-ensemble de X(K). Alors, pour qu'il existe (U\^)\EA 
contrôlant tous les éléments de A, il faut et il suffit que A soit borné dans 
X(K), au sens de [BLR] n° 1.1. 

Si X est la fibre générique d'un y-schéma propre et plat XQ, il résulte 
du critère valuatif de propreté que XQ contrôle tout élément de X(K). Si X 
est projectif, on peut prendre pour XQ l'adhérence schématique de X dans 
Xt-ïP^*-* PÇr. 

3) Avec V et q comme dans 2), prenons 5 = Spec(V[T]) et 
X = Sq x P1. Notons R = V[T], X = Spec(Rq[Z]) U Spec(i?{?[Z-1]), 
X = U\ U U2, et pour chaque entier a, 

U[°> = Spec(R[qaZ)), = SpeciRtfZ-1}) . 

Comme R est factoriel, on voit facilement que les sections Z de X qui sont 
contrôlées par (^°J)AGI,2 sont 0, 00, et les Z E Frac(iî) tels que Z = qa'Z\JZ<I 
avec —a<a'< a, Z\ et Z2 éléments de R non divisibles par g, et Z\ et Z<I 
fortement étrangers i.e. Z\R + Z2R = R. En particulier T/{T — q) définit une 
section de X qui n'est pas contrôlée par (^°Q)AGI,2 pour aucun a. 

4) Supposons 5 et X affines et soit A un ensemble de sections de 
X Sq. Alors, pour qu'il existe (î/A,O)AGA contrôlant tous les éléments de A, 
il faut et il suffit que l'on ait : 

(I) V/ G T(X, Ox) 3a G Z . V z e A, qaf(z) G T(S, Os). 

De plus, si c'est le cas, il existe (î7A,O)AGA réduit à un 5-modèle entier 
de X qui contrôle tous les éléments de A. 
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En effet, supposons d'abord qu'il existe (£7A,O)AGA contrôlant tous les 
éléments de A. On peut supposer que les U\$ sont affines, 
Uxfl = Spec(rA). 

Soit / G r(J\T, Ox)> H existe un entier a tel que, si f\u\ est la restriction 
de / à U\, on ait, pour tout À, qa f\Ux G TA- Soit z £ A. Comme Os est sans 
g-torsion et que qaf(z) G T(S\,Os) pour tout À, on a bien 
qaf(z)eT(S,Os). 

Réciproquement, supposons que l'on ait (I). Soit un ensemble fini 
de générateurs de la r ( 5 , Os)q-algèbre T(X, Ox)- Si, pour chaque i, a2- est 
un entier tel que qaifi(z) G T ( 5 , 0 5 ) pour tout z G A, on voit que la 
sous-algèbre de la r ( 5 , Os)-algèbre T(X,Ox) engendrée par les qai fi définit 
bien un modèle entier Xo de X qui contrôle tous les éléments de A. 

2.2. Enoncé du théorème. 

On suppose S normal et intègre. Soit A —• Sq un schéma abélien de 
dimension d. Soit 77 = Spec(F) le point générique de 5 , Faig une clôture 
algébrique de F et Saig le normalisé de S dans Spec(Fa/p). Comme, pour 
tout entier n, le noyau An de la multiplication par n dans A est fini sur 5G, 
toute section de torsion de A sur Spec(.Fa^) se prolonge à (Saig)q. Soient F la 
clôture séparable de F dans Faig et S le normalisé de 5 dans Spec(F). Comme, 
pour tout entier n premier à la caractéristique de F , An est génériquement 
séparable, toute section de torsion d'ordre premier à la caractéristique de F 
provient d'une section Sq —» A. 

2.2 .1 . REMARQUE. Si A se prolonge en un schéma abélien G sur 5 , (resp. 
si S est le spectre d'un trait et q en est une uniformisante), toute section de 
torsion se prolonge en une section Saig —» G (resp. une section de Saig dans un 
modèle propre et plat A0 de A sur 5 , cf. remarque 2 du 2 .1 .3) ; toute section 
de torsion d'ordre premier à la caractéristique de F se prolonge en une section 
S —» G (resp. S —» AQ). 
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2.2.2. THÉORÈME. — On suppose que : 

- S est noethérien, [rappelons que S est supposé normal et 
intègre) ; 

- 2 est inversible dans T(Sq,Os), 

- A est principalement polarisé et se prolonge en un schéma 
semi-abélien G sur S (à fibres connexes). 

On suppose donné un nombre premier £ inversible dans T (5 ,05 ) . 

Soit b un entier. Soit F\ une extension finie et séparable de F contenue 
dans F telle que les éléments de AS£b(F) soient rationnels sur F\. Notons S\ 
le normalisé de S dans Spec(Fi). 

Alors, pour b suffisamment grand, il existe une famille finie de 
Si-modèles entiers d'ouverts de Ax$q {Si)q qui contrôle toute section de tor-
sion de A sur Sq qui est tuée par un entier n premier à la caractéristique de 
F. 

2.2.3. REMARQUES. 

1) Sans l'hypothèse relative au nombre premier £, le théorème 
entraîne que, localement sur 5, pour la topologie définie par les morphismes 
étales et finis, il existe des modèles entiers contrôlant les sections de torsion 
d'ordre premier à la caractéristique de F. 

2) L'hypothèse que l'ordre des sections est premier à la car-
actéristique de F n'intervient qu'au 2 .4.8, lorsqu'on utilise la finitude d'une 
clôture intégrale dans une extension séparable. Il est possible qu'un examen 
plus soigneux de la démonstration permette de se débarrasser de cette hy-
pothèse. 

3) (argument dû à M. Raynaud). Soit A et S comme dans l'énoncé 
du théorème, sauf qu'au lieu de supposer A principalement polarisé, on 
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suppose seulement A muni d'une polarisation de noyau d'ordre m premier 
à la caractéristique de F. Soit F2 une extension finie et séparable de F 
contenue dans F telle que les éléments de Am(F) soient rationnels sur F2. 
Notons 52 la fermeture intégrale de S dans F2. Alors, si m est inversible dans 
O5, la conclusion du théorème reste vraie, après changement de base à S2. 
Si m est seulement supposé premier à la caractéristique de F , il existe S2 
normal avec S2 —• S2, propre, birationnel, S2 —* S2 isomorphisme au dessus 
de l'ouvert où m est inversible, tel que la conclusion du théorème reste vraie 
après changement de base à S2 ,S2 désignant le normalisé de S2 dans Spec(F). 

En effet, notons À : A —> A* la polarisation. Soit un faisceau 
inversible sur la fibre générique de A définissant À. Soit N un sous-groupe 
de Ker(À)(F2), qui est isotrope maximal pour l'accouplement défini par 
( [Mum 66] ). Soit Afv le quotient de par N. Alors provient d'un 
faisceau inversible L'^ sur A'^ et L'^ induit une polarisation principale sur 
A'v. Soit N l'adhérence schématique de N dans G XS S2. Le schéma N est 
quasi-fini sur S'2, puisque c'est un sous-schéma fermé du noyau (G XS S2)m 
de la multiplication par m dans G x s S2. Si m est inversible dans O5, il est 
étale sur S2, car (G XS S2)M est, en tant que schéma sur S2, isomorphe à 
une somme d'ouverts de S2. Sans hypothèse sur m, grâce à la platification 
par éclatement de [Ra-Gr], il existe un éclatement S2 —> S'2 de S2, qui est 
un isomorphisme sur l'ouvert où m est inversible, tel que le transformé strict 
N" de N par S2 —> S2 soit plat sur S2. Soit S2 le normalisé de S2 dans 
F2, et N' = N" XS'2F S2. Alors, N ( respectivement Nf ), est un schéma en 
groupes quasi-fini et plat sur S2 ( respectivement S2 ). La relation de passage 
au quotient fppf qu'il définit sur le morphisme d'élévation à la puissance m 
G XS S2 —• G XS S2 ( respectivement G XS S2 —• G XS S2 ) est effective 
d'après le 5) du théorème 1 de [Ra]. Notons G' le quotient; c'est un schéma 
semi-abélien sur S2 ( respectivement S2 ) qui prolonge A^ et A' = G'q est 
un schéma abélien sur (S2)q ( respectivement (S2)q ) qui est principalement 
polarisé car A!^ l'est. On peut donc lui appliquer le théorème. Pour b entier 
suffisamment grand, soit F3 extension finie et séparable de F2 contenue dans F 
telle que les éléments de A'8£b(F) soient rationnels sur F\ et désignons par S3 
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( respectivement S% ) le normalisé de S2 ( respectivement S2 ) dans Spec(i73). 
Il existe une famille finie {IA[) de S^-modèles ( respectivement Sg-modèles ) 
entiers d'ouverts de A', qui contrôlent les sections de A!— qui sont de torsion 
d'ordre premier à la caractéristique de F. Il est facile de voir que les (ZY;), 
normalisés des {U[) dans A'Fz, contrôlent bien les sections de torsion de Ay 
qui sont de torsion d'ordre premier à la caractéristique de F. 

Démonstration du théorème : 

Par un argument de passage à la limite, on se ramène au cas où R est 
de type fini sur Z, et donc excellent, ce que nous supposerons désormais. 

2.3. Contruction des modèles entiers . 

2.3.1. On peut clairement supposer S affine, S = Spec(iî), S = Spec(iî). 
Soit Fi une extension finie de F contenue dans F comme dans l'énoncé 
du théorème. Après extension des scalaires à Fi, A possède une structure 
symplectique de niveau 8^6, i.e., [Fa Ch] chap. 1. 1.8., un isomorphisme 
symplectique A8£b ~ (psib)d x Çl/8£b)d, les racines de l'unité d'ordre 8£b 
étant aussi rationnelles sur F\. Choisissons une telle structure de niveau. 
Soit Ri la fermeture intégrale de R dans F\ ; l'isomorphisme symplectique 
AUb ~ {nuh)d x (2/8£b)d se prolonge à Spec(i?i)9. Choisissons de même un 
isomorphisme fi8ib ~ Z/8£b sur Spec(i?i)9. 

Pour tout faisceau inversible relativement ample L'q sur A, on note 
H(L'q) le sous-groupe de A noyau de la polarisation A —> A' associée à L'q et 
Ç(Lq) le groupe des automorphismes de Lq au-dessus des translations par les 
sections de H(L'q) ([Mum 66] ou [MB 81]). On a donc la suite exacte : 

1 - Gm - G{L'q) - H(L'q) -> 1 . 

Notons À : A —• A' la polarisation principale de A. Soit Lq le faisceau in-
versible rigidifié sur A image inverse par (irf,À) du fibre de Poincaré sur 
A x A!. Le faisceau inversible Lq est donc totalement symétrique et H(Lq) ^ 
A2. L'isomorphisme symplectique, après extension des scalaires à 
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Spec(i?i)g, de As avec (n%)d x (2/82)d induit sur Lq une ^-structure 
symétrique ([Mum 66]), i.e. un isomorphisme de G{L'q), muni de l'automor-
phisme <5_i induit par la symétrie, sur le groupe thêta standard muni de son 
involution. Cette ^-structure permet de définir une section A2 —> G(L'q), dont 
l'image est formée de sections fixes par <5_i. Cette section permet de descendre 
Lq en Lq symétrique avec Lq ~ [2]*£q ^ L* ([MB 81]). D'après un théorème 
de Moret-Bailly, le faisceau inversible rigidifié symétrique Lq se prolonge de 
manière unique en un faisceau inversible rigidifié L sur G ([MB] th. 3.3 du 
chap. II). 

2.3.2. Soit & = f s i f ^ 2 e t A ; = 4 s i ^ = 2; supposons b choisi tel que 
£b > k. 

LEMME. — Après extension des scalaires à Spec(i?i)g, le G^-torseur 
G{Lkq) H{Lkq) = Ak est trivial. 

Démonstration. : Après extension des scalaires à Spec(i?i)g, on a un iso-
morphisme symplectique A4k ~ (fi>4k)d x (Z/4&Z)d. Cet isomorphisme définit 
une théta-structure symétrique sur le faisceau inversible rigidifié totalement 
symétrique L2q ([Mum 66]), donc une trivialisation du Gm-torseur G(L2k) sur 
A2k- Comme on dispose d'un homomorphisme r]2 : G(L2k) —• G(Lq) coiffant la 
multiplication par 2 ([Mum 66]), on voit que l'on peut trivialiser le Gm-torseur 
G{Lkq) - Ak. 

2.3.3. Après extension des scalaires à Spec(i?i)q, on a 
Ak ~ (l/kl)d x (iik)d ^ (I/kl)2d. Pour chaque £ G j4((i2i)9)fc, on note gç 
une section de G(Lq) au-dessus de £. Si 0 est un élément non nul de T(A, Lq), 
on pose : 

Xt = gt(ek)/ek. 

On définit ainsi une fonction rationnelle sur G XS Spec(i?i), qui ne 
dépend pas du choix de 0, et le choix de la définit à une unité de (Ri)q 
près. 
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2.3.4. Soit a un entier que nous choisirons suffisamment grand. Pour 
£' une section de A{(Ri)q)£b, notons tç,(Xç) la fonction rationnelle sur 
G XS Spec(i?i) déduite de Xç par translation par Notons la sous-
i?i-algèbre du corps des fractions rationnelles de G X 5 Spec(i?i) engendrée 
par les qatç,(Xç), £ décrivant A((i?i)g)fc. Comme Lkq est relativement très 
ample et que les g^(9k) engendrent T(A,Lkq) ([M 66] th. 2), Spec(rJ?))g 
s'identifie à l'ouvert A — ^I^/(0A)? °Ù 0 A est le diviseur thêta associé à Lq. 
La famille des S p e c ( r ^ ) forme une famille finie de modèles entiers d'ouverts 
de A XSQ Spec(i?i)g, indexée par les £' G A((Ri)q)eb. 

Nous nous proposons de prouver que, pour a et b assez grand, cette 
famille de modèles entiers contrôlent les sections de torsion d'ordre pre-
mier à la caractéristique de F. Pour ceci, nous montrons au prochain 
numéro comment évaluer aux sections de torsion les fonctions 0, à l'aide de 
leur développements de Fourier partiels, puis dans le numéro suivant, nous 
contrôlons les dénominateurs de certaines sections de torsion. 

Exemple : Soit E la courbe elliptique de Tate Gm\qz sur R = Z[[ç]]. 
Soient 0[£](z,r), a, b G {0, £}, les séries thêta usuelles : 

e a 
b\ 

d+dkd 

nez 

' g7ri(n+a)2T+27ri(n+a)(z+b) 

On voit facilement que le modèle entier engendré par les fonctions 9\ah. 
em 

a, b G {0, | } , (a, b) ^ (0,0), contrôle toute section de torsion provenant d'une 
puissance fractionnaire qa de g, avec ] ^ , Les translatés par les points de 
^6-torsion, b > 1 si £ ^ 2, b > 2 si ^ = 2, contrôlent toutes les sections de 
torsion. 

2.4. Rappels sur l'uniformisation des schémas abéliens 
([FaCh]) ; évaluation des fonctions thêta aux sections de torsion. 

2.4.1. Dans tout le 2.4. , on reprend les notations du 2.3. et on se donne 
de plus un idéal / de I = vT, et tel que Spec(i?/J) est connexe, tel que la 
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dimension des sous-tores maximaux des fibres de G aux points de Spec(i?/7) 
est constante (on note cette constante t). Comme Gq —• Spec(Rq) est un 
schéma abélien, si t ^ 0, on a Spec(Rq) H Spec(i?/J) = 0 et q G On note 
R le complété J-adique de i?, de sorte que R est encore intègre et normal, 
puisqu'on a supposé R excellent ( cf début de la démonstration du théorème 
). On note I = IR, r} le point générique de Spec(iî), et F le corps des fractions 
de R. 

On s'intéresse à des propriétés qui sont vraies après restriction à un 
voisinage étale de Spec(i?/7). Plus précisément, quand on localise, on remplace 
(i?,/) par (Rf,I'), R' étale de type fini sur R, R' intègre, V idéal de R', 
If = VI7 tel que Spec(J?////) est connexe d'image dans Spec(iî) contenue 
dans Spec(jR/7), et on peut trouver des (i?^-,/j)jGj, les [R'-^I1-) comme ci-
dessus, J ensemble fini d'indices, tel que Spec(i?/7) soit recouvert par les 
images des Spec(iî^//j). 

2.4.2. Après localisation ( au sens du numéro précédent ) , on peut 
supposer que la partie torique de la fibre de G sur Spec(R/I) est déployée. 
Soit Gfor le complété formel de G pour la topologie 7-adique. Le schéma en 
groupes formel Gfor s'algébrise en l'extension de Raynaud G —+ R ( [FaCh] 
chap. 2 §1 ) : 

1 - * T - > G - > A - > 1 . 

De même, pour le schéma semi-abélien G', qui prolonge le schéma abélien 
dual de Av ( [FaCh] chap.2 §2, [MB85] chap.4 th. 7.1. ) : 

1 -> Tf -+ G' -+ A' 1 , 

et A' s'identifie au schéma abélien dual de A. Notons X et Y les groupes 
de caractères de T et T' respectivement. La polarisation principale \i 
associée à L détermine une polarisation principale : A —> A' et un 
isomorphisme </> : Y -* X. On note c' : Y —• Â(R) et c : X —> A!{R) les 
homomorphismes opposés de ceux déterminés par les extensions de Raynaud 
G' et G respectivement ( nous prenons le même signe que dans [FaCh] chap. 
2 §5 ). 
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2.4.3. D'après [MB85] chap. 1 n. 7., après localisation, la restriction 
du torseur cubiste LfOT à Tfor est triviale. Choisissons en une trivialisation. 
Une telle trivialisation détermine un faisceau inversible Ai sur A tel que L{OT 
s'identifie au complété formel de 7*(.M), où on a désigné par 7 la projection : 
G A ([Br] ou [MB 85] chap. I n° 7). On pose L = y*(M). On a donc une 
action que l'on note t \-> T* du tore T sur L, relevant l'action de T sur G par 
translations. 

Soit m un entier > 1. Pour chaque x £ X, on note : 

r(G,Zm)x = {ee r (G ,Zm)|w e T, T;(8) = x(t)o}. 

Alors, pour tout x, Lm)x s'identifie au i?-module localement libre de type 
fini r(A,À4m®Ox), où Ox est le faisceau inversible sur A des fonctions / sur G 
telles que T;(/) = *(<)/ pour tout i G T. Le P-module L ) = T(G, 2m) 
s'identifie au complété I-adique de ©v^vIYG, Zm)Y. Pour 5 G T(G,Lm), on 
note 0 = 

xex 
9X la décomposition correspondante de 6. 

Après localisation , on peut trivialiser c'*M.. Choisissons une telle triv-
ialisation. Notons P4 le fibre de Poincaré sur A Xs A'. Comme la biextension 
(id, A~)*(P^) s'identifie à celle définie sur 
m*(M) ®p\(M~l) ®pl(M~l) ( [FaCh] chap. 2 §2 ), une telle trivialisa-
tion définit une trivialisation symétrique de (c' x c)*P^. Cette dernière triv-
ialisation définit un relèvement de c' : Y —> A(R) en c' : Y —> G(R). La 
trivialisation de c'*.M définit alors une action c7* de y sur L au-dessus de c7 
qui vérifie : <t>{y){t)3*Tî = T?c'* pour y G y et t G T. 

Rappelons que l'on a désigné par F le corps des fractions de R. Avec les 
simplifications d'écriture dues à ce que, comme la polarisation est principale, 
on a pu trivialiser c'*M et (c' x c)*P^ de façon compatible à le théorème 
5.1. du chap. 2 de [Fa Ch] dit qu'il existe une fonction a : Y F* et une 
forme bilinéaire b :Y x X —> F* telles que, pour tout 9 G T(G, Lm), on ait : 

0x+m<tv) = a(y)mKv,xffî(6x) 

De plus : 
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1) a(0) = 1, 

2) pour y et y' G Y, on a : 

o(y + y') = Kv* <Ky'))a(v)a(y')> 

3) 6(y,0(y/)) = 6(y/,^(y)), 

4) pour y ^ 0, b(y,(/)(y)) G 7 , 

5) pour n G N, a(y) G In pour presque tout y. 

La fonction a mod.iî* ne dépend pas du choix de la trivialisa-
tion de c'*M.. Elle dépend du choix de M : a.mod.iî* devient y i-> 
a(y)6(y, x) mod i2* si on remplace Ai par M ® Ox. 

2.4.4. Notons V l'ensemble des valuations de F associées aux idéaux 
premiers de hauteur IdeR.Sive V, on note av : Y —> Z et 6V : Y x X —• Z les 
fonctions y i—• v(a(y)) et bv(y,x) = v(6(y, x)) respectivement. Les propriétés 
des fonctions a et b rappelées ci-dessus entraînent que : 

1) (y,y') i—> bv(y,(j)(y')) est une forme bilinéaire symétrique posi-
tive ; notons qv la forme quadratique associée ; 

2) il existe une forme linéaire £v : Y —> Q telle que : 

av(y) = 1/2 ^ ( y ) + 4(y) 

3) on a qv(y) = 0 => £v(y) = 0 (cela résulte de ce que, grâce à 5) 
du numéro précédent, av(ky) est > 0 pour |fc| grand). 

2.4.5. Montrons que a et b sont à valeurs dans Rq*. Si t = 0, il n'y a 
rien à démontrer. Supposons donc t ^ 0 et donc q G / ( 2.4.1. ). Notons 
V(q) l'ensemble fini des z; G V telles que v(q) > 0. Il s'agit de prouver que 
av et bv sont identiquement nulles si v fi V(q). Soit v G V — V(q) et soit 
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l'idéal premier de hauteur 1 de R définissant v. On a s(v) G Spec(i?9), donc 
est un schéma abélien. On sait ([Fa Ch] cor. 5.11. du chap. III) que si 

s G Spec(iî), on a : 

1 (G,)tor -» (G,)tor ~> Q/Z ® Y. - • 0 

oùYs = {yeY,b(y,<f>(y))eRs*}. 

Pour tout entier n, on a : 

rg({Gs(v))n) = n2d 
rgUGa(v))n) = n2d"< , 

donc = 1 .̂ On voit que bv est bien identiquement nulle, et la propriété 
3) du numéro précédent entraîne que av Test aussi. 

2.4.6. Notons it le morphisme Y —* T(Rq) défini par fe : y x X —• Rq* 
et soit £ = it x c' : Y —» G(Rq). Soit n un entier. Alors (Gn)q s'identifie au 
noyau de la multiplication par n dans Gq/t(Y). 

Plus précisément, pour m grand , on peut associer à (G, Lm) un modèle 
relativement complet P —> Spec(iî), vérifiant entre autres propriétés ( cf [Fa 
Ch] chap. III § 3 ) : 

- P est localement de type fini (mais n'est pas de type fini) ; on a 
une immersion ouverte G «—• P , l'action de Y sur Gq définie par L se prolonge 
en une action de Y sur P que l'on note y 5y, Lm se prolonge h P et Sy 
se relève en une action S* sur Zm, les actions Ti et T* de T sur G et Zm se 
prolongent à P ; on a Gq = Pq (reprendre la démonstration du corollaire 4.2 
du chap. III de [Fa Ch] en remplaçant Spec(R)fj par Spec(i?)g) 

- une immersion ouverte G P , P propre sur P , un morphisme 
7r : Pfor —> Pfor qui identifie Pfor avec PfOT/Y et un isomorphisme 7r*(.Lfor) = 
Lfor ; on a Gq = Pq (cf. prop. 4.12 du chap. III de [Fa Ch]). 

Notons G* le schéma en groupes U Sy(G) C P et soit Zyn^ le produit 
y€Y 

fibre défini par le diagramme : 
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Zjy G* 

y : Spec(ï?) G* . 

Alors, on a un isomorphisme de Gn avec le quotient de JlyçyZy par l'action 
naturelle de Y ([Fa Ch] th. 5.9 chap. III). Comme (G*)q = Gq, cela justifie 
l'identification (Gn)q « (Gq/i(Y))n. 

Â ^ A 
2.4.7. Soit F une clôture séparable de F et R la fermeture intégrale 

^ Â A Â 
de i? dans F. Notons G(Rq)xovi le groupe des sections de G sur Rq qui sont 

^ ~ Â 
tuées par un entier premier à la caractéristique de F , G(Rq)y-d\v le sous-

~ Â _ 
groupe de G(Rq) formé des z tels qu'il existe y E Y et n £ n premier 

^ ~ Â 
à la caractéristique de F , avec nz = *,(?/). Si z G G(i2g)Y_DIV> on pose 
y (z) = n_12/ G Y ® Q. Il résulte de ce qui précède que l'on a un diagramme 
commutatif : 

0 Y 
~ A 
G(jRQ)Y_DIV 

A 
G(Rq)tor' 0 

0 

id 

Y 

y 

Y ®Q (y ® Q ) / y o 

On note z i-> y(z) la flèche G(Rq)tOT (Y ® Q ) / y . 

2.4.8. Soient 2 G G(i?q)t0r' et n un entier premier à la caractéristique 
— _ ~ Â _ Â 

de F tel que n2 = 0. Soit z G G(jRQ)Y-DIV relevant z. Soit zt G T(i2q) tel que 
nzt = tt(y(z)) et posons z/ — zz^1. On a rizf = c'(nyÇz)). Il en résulte que 
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Zf G G(R). Les images 7(2) et 7(2/) de z et Zf dans coïncident; on a 

donc 7(2) G A(JR). 

Soit F' une extension finie de F contenue dans F telle que z, z, Zf et zt 
soient définis sur F9. Notons R' la fermeture intégrale de R dans F'. Comme 
F'/F est finie et séparable, R! est fini sur R ([MAT] prop. 31.B) et est en 
particulier séparé et complet pour la topologie J-adique. 

PROPOSITION. — On a un isomorphisme naturel de R!q-modules : 
z*(Lq) ~ z}(L)q. Soit 6 G T(Gq,L™). Notons 
0(z) G z*(L™) (resp. 0x(zf) G 2}(Zm)) l'évaluation de 6 en z (resp. de 
0X en Zf, pour x G X). Alors il existe un entier a tel que 0(z) et les 
°x(*f)x(zt) G q-az}(Lm), et on a : 

6(z) = 
xex 

9x(zf)x{zt) 

la série convergeant pour la topologie ï-adique dans le R'-module inversible 
q-az*f(Lm). 

REMARQUE. L'image de Zf(L) dans z*(Lq) ne dépend pas du choix 
de la décomposition ZfZt de ? (mais dépend du choix de i ) . De même, les 
0x(5/)x(2t) ne dépendent pas du choix de la décomposition z = ZfZt. 

2.4.9. Démonstration de la proposition. Tout d'abord, il suffit de prouver 
la proposition pour m grand, et tout z : en effet, L étant symétrique, on a 
un isomorphisme de (Lm)m'2 sur [ra']*(Lm) et la proposition pour mm'2 et z' 
avec m'z' = z entraîne la proposition pour m et z. 

On peut donc supposer que l'on a un modèle relativement complet 
P -+ Spec(P) (cf. 2.4.6). On a alors ([CF] chap. III th. 5.9, [Mum 72] th. 4.10) : 

- un sous-schéma fermé ZN de jP, propre sur i?, avec 
(ZN)Q ~ (GVH(Y))N (2.3.7); 
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- un sous-schéma fermé Zn de P, avec (Zn)q = (Gn)q ; 

- le morphisme TT : Pfor —• Pfor induit par restriction un mor-
phisme (Zn){OT —• (Zn)for, qui s'algébrise en 7rn : Zn —> Zn, et 7rn induit 
l'isomorphisme (Gq/t(Y))n ~ (Gn)q. 

La restriction à (Zn)fOT de l'isomorphisme 7r*(Lfor) ~ Lfor s'algébrise, 
d'où un isomorphisme de TT*(L) sur la restriction à Zn de L. Grâce au 
diagramme commutatif : 

z : Spec(P'q) —• Zn 

Il 1 * . 
*:Spec(P'g) — Zn 

on en déduit un isomorphisme z*(Lq) ~ z*(Lq). D'autre part, T|t induit 
un isomorphisme z*(Lq) ~ (z*f(L))q, d'où l'isomorphisme z*(Lq) ~ (z^(L))q 
promis. 

Reste à prouver la formule donnant 9{z). Comme Gq — Pg, on peut 
supposer, quitte à multiplier 9 par une puissance de g, que 9 G T(P, L). Grâce 
à l'action de T sur le prolongement de L à P , on a une décomposition 7r*(0) = 
X}xex ^X' â série convergeant pour la topologie /-adique. Si on note ®x\zn 
la restriction de 9X à Zn, on obtient dans le P-module fini T(Zn,L) l'égalité 
7rn(̂ ) = Z^X€X ^x|Z„- a un en^er tel que l'image de T(Zn, L) dans ZF(L)q 
soit contenue dans q~az*f(L). On a donc 0(2), 0X(5) = 0x(2/)x(2i) G q~az*f(L) 
etO(z)= E *x(*/)x(*0-

X€X 

2.5. Contrôle des dénominateurs des valeurs de quotients de 
fonctions O en certaines sections de torsion. 

2.5.1. On reprend les hypothèses et les notations du 2.4. On note 0 ^ 
le diviseur de Gq associé à Lq et 0 ^ le diviseur de A associé à M. Soit 
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Xo le caractère trivial du tore de l'extension de Raynaud. Il résulte du 2 .3.3 
que 0 i—> 0Xo induit un isomorphisme des i?g-modules inversibles T(Gq,Lq) et 
T(Aq,À4q). On suppose qu'on s'est suffisamment localisé ( au sens du 2 .4 .1) 

pour que T(A,M) soit libre sur R et on note 0 un élément de T(Gq,Lq) tel 
que 0Xo soit un générateur de T(A, M). 

A ~ ~ A 
2.5.2. PROPOSITION. — 77 existe 8 G G(Rq)2, S G G(Rq)y-dw relevant 6 

et D un voisinage ouvert de y(6) dans Y (g) Q vérifiant : 

A 

1) Pour tout z G G(RQ)TOR d'ordre premier à la caractéristique de 

F et tout s G Spec(i? /I R) tels que : 

a) il existe un relèvement z G G(Rq)y-DIV de z avec y(z) G D, 

b) Vimage de 7(2) dans la fibre A(k(s)) n'appartient pas à Q^xk(s) 

(jÇz) appartient à A(R), cf. 2.4-8., ce qui donne bien un sens à son image 
dans A(k(~s))) , 

Â 
Alors, Vimage par z de Spec((Rj)q) ne rencontre pas QA-

2) Soit m un entier et 0' G T(Gq, L™). Alors, il existe un entier a 
tel que, pour tout z et s vérifiant a) et b) ci-dessus, on ait : 

qa(e'/em)(z) ek . 

Démonstration. 

2.5.3. Si z, z avec y(7) G D sont comme dans le 1) de la proposition 
et si z = JFZT est une décomposition de z comme au 2 .4.8, rappelons que 
l'on a un isomorphisme z*(Lq) ~ ZJ{L)q et que, avec cet isomorphisme, 
0(z) = £ 0x(zf)x(zt) et de même pour L™ et 0' (2 .4 .8) . 

xex 
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Spec(i?i)g, de As avec (n%)d x (2/82)d induit sur Lq une ^-structure 
symétrique ([Mum 66]), i.e. un isomorphisme de G{L'q), muni de l'automor-
phisme <5_i induit par la symétrie, sur le groupe thêta standard muni de son 
involution. Cette ^-structure permet de définir une section A2 —> G(L'q), dont 
l'image est formée de sections fixes par <5_i. Cette section permet de descendre 
Lq en Lq symétrique avec Lq ~ [2]*£q ^ L* ([MB 81]). D'après un théorème 
de Moret-Bailly, le faisceau inversible rigidifié symétrique Lq se prolonge de 
manière unique en un faisceau inversible rigidifié L sur G ([MB] th. 3.3 du 
chap. II). 

2.3.2. Soit & = f s i f ^ 2 e t A ; = 4 s i ^ = 2; supposons b choisi tel que 
£b > k. 

LEMME. — Après extension des scalaires à Spec(i?i)g, le G^-torseur 
G{Lkq) H{Lkq) = Ak est trivial. 

Démonstration. : Après extension des scalaires à Spec(i?i)g, on a un iso-
morphisme symplectique A4k ~ (fi>4k)d x (Z/4&Z)d. Cet isomorphisme définit 
une théta-structure symétrique sur le faisceau inversible rigidifié totalement 
symétrique L2q ([Mum 66]), donc une trivialisation du Gm-torseur G(L2k) sur 
A2k- Comme on dispose d'un homomorphisme r]2 : G(L2k) —• G(Lq) coiffant la 
multiplication par 2 ([Mum 66]), on voit que l'on peut trivialiser le Gm-torseur 
G{Lkq) - Ak. 

2.3.3. Après extension des scalaires à Spec(i?i)q, on a 
Ak ~ (l/kl)d x (iik)d ^ (I/kl)2d. Pour chaque £ G j4((i2i)9)fc, on note gç 
une section de G(Lq) au-dessus de £. Si 0 est un élément non nul de T(A, Lq), 
on pose : 

Xt = gt(ek)/ek. 

On définit ainsi une fonction rationnelle sur G XS Spec(i?i), qui ne 
dépend pas du choix de 0, et le choix de la définit à une unité de (Ri)q 
près. 
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Notons Q7 le sous-anneau de Q formé des rationnels dont le dénomina-
teur est premier à la caractéristique de F. On voit qu'il suffit de prouver : 

1) il existe un entier ao tel que Vx;, Vy G Y, Vy G D D (Y (g) Q7) : 

qa°am(y)b(y, Xi)b(y, Xi + m</>(y)) eR mod R * , 

( si ai est un entier tel que qai6'Xi G T(A,MXi), a = a0 + ai convient ), 

2) Vy G F , y ï 0 : 

a(y)Ky,<t>(y)) g V T ^ m o d P * . 

Clairement 1) est entraîné par 1') : 

1') Soit Z?7 C F (g) Q borné; alors il existe a7 tel que Vy G y , 
Vy G£>'n(Y®Q7) : 

qa'a™(y)b(y,<i>(y))b(y,Xi) Gi? mod. i? * . 

Montrons 1') et 2). 

2.5.7. Pour cela, pour toute valuation v de F associée à un idéal premier 
de hauteur 1 de i?, soit av,bv, qv et £v comme au 2.4.4 et soit, comme au 2.4.5, 
V(q) l'ensemble fini des v telles que v(q) > 0. Il est clair que si v désigne encore 

Â 
un prolongement quelconque de v à i?, et si on prolonge bv à (Y ® Q7) x X 
par bilinéarité, on a, pour y G 1" ® Q' et x 6 X : 

v(b(y,x)) = 6„(j/, x) . 

Comme D7 est borné, pour tout bv(D',Xi) es^ borné. Comme 6V est 
identiquement nul si v £ V(ç) (2.4.5), on voit qu'il existe ai tel que : 

Vy eD'D (Y <g> Q7), </ai&(& Xi) mod. R * . 
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Reste à montrer, pour prouver 1'), qu'il existe a2 avec : 

V y 6 r , V y GL> 'n (Y®Q' ) , qa2am(y)b(y,ct)(y)) eR modR* . 

Pour cela, il suffit de prouver que, pour chaque v G V(g), 
mav(y) + bv(y, <f>(y)), y G Y et y G £>', est minoré. 

Comme gv(y) = 0 entraîne ^r(y) = 0 ( 2.4.4. ), il existe y0 G Y ® Q tel 
que m£v(y) = &v(yo,^(y))- L'expression à minorer devient : 

(I) : W 2 9*(y) + Myb + y, <t>{y)) • 

Soit 6V = m3LXy£i)T(qv(yo + y)). (I) est minoré par : 

V 2 9v(y) - VQv(Y)VQv(YO + Y) 

et donc par mmue^+(m/2 u — y/h^y/u), ce qui prouve 1') donc 1). 

2.5.8. Prouvons 2). Tout d'abord, comme la fonction y i—• a(y) est bien 
déterminée à multiplication par 6(y, près, la symétrie de L entraîne 
qu'il existe Xi £ X tel que : 

a ( -y ) = a(y)b(y,XI) • 

Soit yi G 2-1Y tel que 2(/>(yi) = Xi et ^ G G(Rq)y~div tel que 

y(<5) = yx et tel que l'image 6 de 6 dans G(Rq)tor' appartienne à G(Rq)2 (un 
tel 6 existe puisque l'on a supposé que la caractéristique de F est différente 
de 2 ). Posons : 

ai(y) = a(y)b(yU(f)(y))mod. # * . 

Â 
On a donc ai (y) = ai (—y) mod. i? *, d'où : 

a1(!,) = 6(y>(y))1/2mod.Â* . 
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Prenant D — y\ + D\, on voit qu'il suffit de prouver qu'il existe un 
voisinage D\ de 0 dans Y ® Q tel que : 

Vy G Y, y î 0, Vy G D1 n (Y ® Q'), % , 4>(y))l,2b(y, <f>(y)) G V l l m o d . Â *. 

/ ^ 
Comme, pour y ^ 0, 6(y, ^(y))1'4 G V / jR, on voit qu'il suffit de trouver 

Z?i tel que : 

Vy e y ^ e ^ n i y ® q'), &(y, cf>(y))1/4b(y, <A(y)) efl mod. R *, 

autrement dit, pour v G V(q) et qv(y) = bv(y,</>(y)) : 

(II) : l/4ï„(v) + 6w(y,^(y))>0. 

On prend £>i tel que : Vy G -Di, Vv G V(g), on ait : 4y/qv(y) < 1. On a : 

l / 4 ^ ( y ) + 6v(y,0(y)) > 1 / 4 V ^ ( y ) ( v Q ^ ) - 4 \ / q M ) • 

On voit que si çv(y) = 0, (II) est claire. Si qv(y) ^ 0, on a qv(y) > 1 ET 
(II) est encore vraie car ^\fqv{y) < 1 < y/Qv(y)- Cela achève de prouver le 
lemme, et donc la proposition. 

2.6. Fin de la démonstration du théorème. 

2 .6 .1 . Choix de a et de b. 

Soit, pour tout entier t, St le fermé de S défini par s G St <=ï t(s) > t, 
où t(s) est la dimension du sous-tore maximal de la fibre Gs de G en s. On 
a donc S = S0 D 5i D • • • D Sd D = 0 (d = dim(G/5)). Pour chaque 
entier tf, 0 < t < d, notons S=t = St — St+\. 

Soit, pour chaque 0 < t < d, un ensemble fini d'indices et pour 
chaque j G , un morphisme étale de type fini Spec(iîj) —+ S et Jj un idéal de 
Rj tel que l'image de Spec(Rjflj) dans 5 soit contenue dans S=t ; on impose 
que : 
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- les Rj sont intègres et les Ij sont premiers ( pour t = 0, on prend 
/,• = (<>)); 

- les images des Spec(Rjflj), pour j G Jt recouvrent S=t ; 

- on a les trivialisations du 2.4. pour (Rj,Ij) et (G, L). Donc, on a 
un faisceau inversible M j sur la partie abélienne Aj de l'extension de Raynaud 
associée à G. On suppose de plus que le 

-module inversible F(Aj, Mj) (g)g" Rj/Ij est libre, ce qui entraîne que 

T(Aj,A/lj) est libre sur Rj. 

Pour chaque j , on choisit 9j G r(A,Lq) ®R RJ qui s'envoie sur un 
générateur de T(Aj,Mj). On choisit aj vérifiant le 2) de la proposition 2.5.2 
pour les gz(0j), f G sssss ( k = / si / ^ 2 et fc = 4 si / = 2, cf 2.3.2. ). 
Pour £ ^ 0, on choisit bj tel que, si Z?j est comme dans la proposition 2.5.2 
pour m = fc, on ait Y ® Q = £~bjY + Dj. On choisit a = sup(aj), 6 > sup(frj) 
et £b > k. 

2.6.2. Soit z G SSSSSSSSSSSSSSSSSSSSune section de torsion d'ordre premier à la 
caractéristique de F. Soit F' une extension finie de F contenue dans F 
contenant F\ telle que z G A(F'). Notons R' la fermeture intégrale de R dans 
F"; on a donc z G A(R'). Il suffit de prouver que, pour tout s' G Spec(iî'), 
il existe GSSSSSSSSSStel que la restriction de z à Spec(R')q provienne d'une 
section Spec(i?^) —> Spec (r^) (on a noté R's, le localisé de R' en sr) 
(1 c) du 2.1.3. ). 

Soit s l'image de sf dans Spec(iî). Soit j comme au numéro précédent 
et tel que S appartienne à l'image de Spec(Rjflj). Soit SJ G Spec(Rjflj) 
d'image s dans Spec(iî). Soit s'j G Spec(i?j ®R R') au-dessus de (SJ,S') 

( il existe un tel s'- d'après EGA1 prop. 3.4.7. ) et soit Spec(iî^) la com-
posante du schéma normal Spec(i?j ®R Rr) telle que S'J G Spec(j?j). Alors 
Spec(iîj) —•> Spec(iîj) est finie : en effet, comme F'/F est finie séparable, 
R'/R est finie d'après [Mat] prop. 31 B, et donc aussi donc R'j/Rj. De plus, 
Spec(iîj) —» Spec(7?j) est surjectif car Spec(i?j ®R R') —> Spec(iîj) est plat 
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au-dessus du point générique de Spec(iî) et donc le point générique de toute 
composante irréductible de Spec(i2j ®R R') s'envoie sur le point générique de 
Spec(iîj). Enfin, F'/F est finie séparable, il en est de même de l'extension 
des corps de fractions de R'- et Rj. 

Notons Rj le complété de Rj pour la topologie Jj-adique et soit s"j 
l'image de Sj dans l'isomorphisme Spec(Rj/Ij) ~ Spec(i?j/Ij). Notons Rj la 
composante du complété Jy-adique de R'j qui contient le point défini par 

SD 

Spec(fl') <- Spec(itt) «- Spec(É') 

Spec(iî) <— Spec(Rj) <— Spec(Rj) . 

On voit facilement comme ci-dessus que Spec(iî^) —» Spec(i2j) est fini surjectif 
et que l'extension de leurs corps des fractions est séparable. On peut donc 

^ Â _ Â 
supposer i?̂ - plongé dans Rj. Soit 5 E Spec(iîj) au-dessus de Ŝ . 

2.6.3. Soit D C y ® Q comme dans la proposition 2.5.2 (nous reprenons 
les notations du 2.3 et du 2.4. et nous omettons dans ce numéro l'indice j). 

~ -h ~ ~ X D'après le choix de 6, il existe y G ^ Y et z G G(iïg)y-div relevant 2 avec 

î/(2) - y e D. Soit f£ G G(iî<j)y-div tel que = y et que l'image Ç'o 

de £0 dans G(Rq) appartienne à G(Rq)£b. Comme £b est > 3 et premier à 
la caractéristique du corps résiduel fc(s), les complémentaires des translatés 

^u diviseur de A par les 6 G A(k('s))eb recouvrent A x Spec(&(s)) : 
cela résulte de ce que est relativement très ample et de ce que le groupe 
thêta Q(M£b) agit de façon irréductible sur T(Â,M£b) ([Mum 66] th. 2). 

Il existe donc 5 G A(i?)^> tel que l'image de 7(2 - £q) — 6 dans ^4(fc(s)) 

n'appartienne pas à Q^(k(s)). Soit £i relevant 6 dans G(R)£b et d'image 
Â _ _ _ _ 

dans G(R)ib et posons f = & + f = + f£. On a y(z - f j e f l et 
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l'image de y(z — £') dans À(k(s)) n'appartient pas à Q^(k(s)). La proposition 
2.5.2 dit alors que la restriction de z à Spec((JR/)j/)q provient d'une section 
Spec((E,)iO - S p e c ( r ^ ) . 

2.6.4. Soit R'. s, le localisé complété de R'j en s'j. L'homomorphisme 

R'- —• R'. , induit un homomorphisme R'- —> R'. , qui envoie s'- sur s'-. Il 

en résulte un morphisme Spec(.R'. s,) —• Spec((iî')p ) et la restriction de z à 
J' 3 3 

Spec(i?' , )q provient d'une section Spec(iî/. ,) —> Spec(rl?^). 

Notons R's, le localisé complété de R' en s'. Montrons que la restriction 
de z à Spec(i?^,)g provient d'une section Spec(i?^,) —• S p e c ( r ^ ) . En effet, 
comme R' —• i?̂ - est étale, R's, —> i?̂ . 5, est étale et fini ( SGA1 exp. 1 prop. 

2.1. et 4.2. ). Il est fidèlement plat et Spec(.R'. , ) —> Spec(i?'5,) est surjectif. 

On voit tout d'abord que la restriction de z à Spec(R's,)q se factorise à travers 
Spec( r^)g . L'image de dans (R's,)q est contenue dans R'j s, ; comme R's, 

est normal et que R'. , est fini sur R's,, on voit que l'image de dans 
^S3 

(Rfsi)q est contenue dans R's, et la restriction de z à Spec(i2^,)q provient d'un 
morphisme Spec(i?^,) —» S p e c ( r ^ ) . 

On en déduit enfin que la restriction de z à Spec(i^,)g provient 
d'une section Spec(i?'J —• S p e c ( r ^ ) . En effet, tout d'abord, comme 
Spec(R's,)q —» Spec(i?^)g est surjectif, on voit tout d'abord que la restric-
tion de z à Spec(i?^,)g se factorise à travers Spec(r^)q . Ensuite, comme 
R's, est normal excellent, R's, est intègre et dans son corps des fractions, 
on a R's, = (R'st)q nR's, (Bourbaki, Algèbre commutative chap. III §3 n° 
5 cor. 4 ). On voit alors que Spec(J?^)q —> Spec(r^)q se prolonge bien en 
S p e c ^ O - ^ S p e c ^ ) , ce qui achève de prouver le théorème. 
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3. Relèvements de sections contrôlées. 

Soient 5 , S', g, X —* SQ, (U\) et (U\$) comme au 2 .1 . Notons / le 
morphisme X —> SQ. On suppose de plus que 5 , S' et les C/A,O sont affines : 
5 = Spec(i?), S' = Spec(i?'), î7A,O = Spec(r,\). On suppose donné un 
ensemble A de sections z : S'Q —> X qui sont contrôlées par les £/A,O-

3 .1 . Cas des torseurs sous un schéma vectoriel. 

3 .1 .1 . Soient E un iîg-module localement libre de type fini et V —• SQ 

le fibre vectoriel dont le 5g-module des sections s'identifie au faisceau associé 
au dual E* de E. On se donne de plus un espace principal homogène P —* X 
sous f*V. Comme S'Q est affine, toute section z E A se relève en une section 
z:S'q-*P. 

Soit, pour chaque À, P\ la restriction de P à U\. Comme U\ est affine, 
P\ est trivial. Soit s\ : U\ —• P\ une trivialisation de P\. Soit z G A et 
soit î : iSJ ? un relèvement de z. Comme (U\$) contrôle z, il existe 
un recouvrement ouvert (S'X) de S' et des sections z\ : S'X —•>• £7A,O telles 
que la restriction de z à provienne de z\ (cf. 2 .1 ) ; quitte à raffiner le 
recouvrement ( 5 ^ ) , on peut supposer les S'X affines. 

Alors z et s\o z\ restreintes à (S'y)q définissent toutes deux une section 
de z\{P\) donc un élément de T(S'x,Os')<8>RE* que l'on note z — s\oz\. Soit 
Eq un sous-R-module de type fini de E* tel que E* = Eq Rq. 

Soit A un ensemble de sections S'q—^P relevant des éléments de A. On 
dit que A est borné s'il existe un entier a tel que, pour tout z E A d'image z 
dans A, qa(z - sx o zx) E T(Sfx,0S')E^ C T(S'X,0S') ®R E*. Cette définition 
ne dépend clairement pas du choix de Eq ; elle dépend à priori du choix des 
E/x,o, SX ET DES S\-

3.1.2 . PROPOSITION. — La définition ci-dessus ne dépend pas de ces 
choix. Il existe un ensemble borné A de relèvements des éléments de A. 
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3.1 .3 . REMARQUES. 

1 ) Supposons R noethérien et soit Eo un sous-7?-module de type 
fini de E qui engendre E en tant que 7?q-module. Identifions P\ à U\ XSQ V à 
l'aide de sx et soit, pour tout entier a, PJ[aJ le 5-modèle entier de P\ défini par 
SymR(qaEo)®RT\ modulo ^-torsion. Alors, comme R est supposé noethérien, 
EQ est de présentation finie et le dual EQ est de type fini et est compatible au 
changement de base. Il est alors facile de voir que A est borné si et seulement 
si il existe un entier a tel que les éléments de A sont contrôlés par (P^D)-

2 ) Soit X' un 5g-schéma séparé et de type fini et / un Sq-
morphisme de Xr dans X. Soit (Ux, 0) une famille finie de modèles entiers 
d'ouverts de X' et supposons que, pour tout À', il existe À tel que la restriction 
de / à U'x, provienne d'un 5-morphisme de U'x, 0 dans ï7A,O- Soit A' un 
ensemble de sections de X' qui est contrôlé par les U'x, 0 et A' un ensemble de 
relèvements des éléments de A' à f*(P). Alors, on voit facilement que / (A ' ) 
est contrôlé par les Ux^ et / (A ' ) est borné. 

Démonstration de la proposition. 

3.1.4. Soit (U'x, 0)A'GA' une autre famille finie de S-modèles entiers 
d'ouverts de X et soit s'x, une famille de sections de P au-dessus des ouverts 
Ux,. Pour prouver que la définition est indépendante des choix faits, il suffit 
de prouver le lemme suivant : 

LEMME. — 77 existe un entier ao tel que, si S' est un S-schéma avec 
Osf sans q-torsion, z : S'q —• X est une section contrôlée à la fois par (U\$) 
et par (Ux,0), zx : Sx —> U\,0 et zx, : Sx, —• Ux,0 sont comme au 2.1, 
? : S'Q —> P un relèvement de z, et a un entier tel que pour tout A , on ait 
qa(z SSSS sx o zx) SS G T(S'X,OS')EQ, alors, pour tout X', on a 
z-s'x,oze q<a+a^T{S'x,,Os<)E*. 

Pour cela : 
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3.1 .5. LEMME. — 77 existe un entier a\, un R-module libre de type fini 
L et deux morphismes de R-modules n : L —• EQ, S : EQ —• L, tels que 
7r o s = qaiidE* • 

Démonstration. : Soit L un iî-module libre de type fini avec n : L —• EQ 
surjectif. Comme E* est projectif, 7r (g)# Rq a une section s'. Comme EQ et L 
sont de type fini, il existe ai tel que gais'(£o) soit inclus dans L. On prend 
pour s la restriction de qaisf à EQ. 

3.1.6. LEMME. — Soit M un R-module sans q-torsion. Alors, la 
q-torsion de M ®R EQ est tuée par qai. 

Démonstration. : La g-torsion de M ®R EQ est tuée M ®R S, donc par 
(TT O S) ®R M, i.e. par qai. 

Montrons le lemme 3.1.4. Notons J7A,A',O l'adhérence schématique de 
U\ fi Ux, dans U\$ XS Uxf,o et I \ A ' son algèbre affine, de sorte que I \ A ' est 
l'image de TA <S)R IV dans T(U\ fl Ux,,Ox)- Soit a2 un entier tel que : 

qa2(sx - sy) e rA,A'£0* c r(ux n u'x,,ox) ®R E* . 

Alors : 

z-sx'ozy =z-sxozx + (s y - sx) o z G q^^T^x n S'x»0S')EZ . 

Fixons À' et notons tx l'image de q(a+a2)(z — sx> o z\t) dans 
T(SX fl SX,,OS')EQ. Alors, pour chaque (Ai,À2) les images de tXl et tX2 
dans T(SX fl SXi fl SX2,OS')EQ coïncident. Il résulte du lemme précédent 
que, si tx sont des relèvements de tx dans T(SX fl Sx,,Osf) ®R EQ, alors les 
qaHx définissent un 0-cocycle de Z°((SX fl SX,),EQ), OÙ EQ est le faisceau de 
Os>-modules associé à EQ <S)R R'• Les qaitx définissent donc un élément t de 
T(S'X,,OS')®REQ. Si a0 = ai +a2 et si t est l'image de t dans r (5^ , ,OS' )EQ, 

on a 

z- sx' o zx> = q - ^ h G a-(a+ao)r(S;,,OsO£0* , 
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ce qui prouve le lemme et donc la première partie de la proposition. 

Montrons l'existence de A . Pour ({7A,O) = (Ux, 0) soient U\,\>, {7A,A',O et 
I \ A ' comme ci-dessus et soit a2 tel que qa2(s\ — s\>) G T\^Eq. Si z G A , 
les qa2(s\ — s\>) o z définissent des éléments £A,A' de T(SX fl SX,,OS')Eq qui 
définissent un 1-cocycle de ZL((S'X)Q,Eq). Il résulte du lemme 3 .1 .6 que, si 
*A,A' est un relèvement de *A,A' dans r ( 5 ^ fl SX,, Os>) ®R Eq , alors les qait\^ 
définissent un 1-cocycle de ZL((S'X), E%). Comme S' est affine, HL(S', E$) = 0 

et il existe des t\ G T(S\,Os) <8>R Eq vérifiant t\> - t\ = qaiî\9\'. Si 
a = «2 + «iî et si on désigne par /A l'image de t\ dans T(SX,OS')Eq, on 
voit que s\ O Z\ +q~at\ définit une section ? : SQ —> P relevant z et qui vérifie 
qa(Jz — s\ o z\) = t\ G r ( 5 ^ , O S ' ) E q . Cela prouve l'existence de A . 

3.1.7. REMARQUE. Supposons que A soit réduit à un élément z, soit 2Q 

un relèvement de z, et soit A un ensemble de relèvements de z. Alors, il est 
facile de voir que A est borné si et seulement si il existe un entier a tel que, 
pour tout ? G A , on a z — 2b G q~aR'EQ. En effet, si A est borné, et si (SX) 
est un recouvrement de S' tel que les restrictions de z aux (SX)Q se prolongent 
comme ci-dessus en des sections de Ux 0, il existe un entier a tel que pour tout 
À on ait : z — £q G q~aT(Sx,Os')EQ, et on montre comme ci-dessus que l'on 
a bien : z - z0 G q~(a+a^r(S', 0S')E^. 

3.2 . Cas d'une extension d'un schéma en groupes par un schéma 
vectoriel. 

On reprend les hypothèses et les notations du 3 .1 . Supposons de plus 
que X et P soient des schémas en groupes commutatifs, P extension de X 
par V. On a alors une suite exacte : 

1 - E* ®Rq R'q - P{R'q) - X(R'q) - 0 . 

3 .2 .1 . PROPOSITION. — Supposons que A soit un sous-groupe de X(R'q). 
Alors : 
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1) il existe un sous-groupe A de P(R'q), qui est borné, et dont 
l'image dans A est A. Plus précisément, si A' est un sous-ensemble borné 
de P(Rfq) d'image A dans X(Rq), il existe un entier a tel que A + q~aR'EÎQ 
soit un sous-groupe borné de P(Rq) ; 

2) si A' est un ensemble de relèvements d'éléments de A qui est 
borné, il existe un entier a' tel que 

A' C A + q~a' R'EZ 

Â ' N ( £ * ® * G R'Q) C q~~a'R'EQ 

Démonstration. : 

3.2.2. LEMME. — Soit Ai et A2 deux sous-ensembles bornés de relève-
ments d'éléments de A. Alors Ai + A2 et —Ai sont bornés. 

Démonstration. : Soient ax un automorphisme du 5g-schéma X et 
ap un automorphisme de P au-dessus de ax, compatible avec un au-
tomorphisme du fibre vectoriel V. Pour chaque À, notons ax(U\$) le 
5-modèle entier de ax(U\) défini par : 

ax(Ux) ~ Ux — UXfi . 

Alors ax(Ai) est contrôlé par les ax(U\,o) et ap(Ai) est borné. Ap-
pliquant ceci avec ax = —idx et ap = —idp, on voit que —Ai est borné. 
Appliquant ceci h X Xsq X, P Xsq P et les automorphismes définis par 
(21,^2) »—• (zi + zo,Z2), on a que ap(Ai x A2) est un ensemble borné de 
relèvements de ap(Ai x A2) = Ai x A2. Si pi\ est la première projec-
tion P Xsq P —* P , il résulte facilement de la remarque 2) du 3.1.3. que 
pri(a(Ai x A2)) = Ai + A2 est borné, ce qui achève de prouver le lemme. 

Montrons la proposition. Soit a un entier suffisamment grand. Soit A 
et A' deux sous-ensembles bornés de relèvements des éléments de A avec A 
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s'envoyant surjectivement sur A. Comme À' fl (E* ®RQ Rq) est borné, on a 
bien A'D(E* ®RQ R'q) C q~~aR'El d'après la remarque 3.1.7.. De plus, comme 
A' - A est borné d'après le lemme, on a (A/ - A) H (E* ®Rq R'q) C q~aR,E^ 
donc A' C A + q~~aR'EQ. 

Cela prouve 2). Prouvons 1). Alors, comme d'après le lemme A + A et 
—A sont bornés, on a : 

A + A C A + q-aR'EZ , 

- A C A + q-aR'E^ . 

Il en résulte que A + q aR'EQ est bien un sous-groupe de P(Rq), et 
comme d'après le lemme, il est borné, la proposition est démontrée. 

3.3. Epaississement de la base. 

On suppose que S = Spec(iî) est noethérien et que X est lisse sur 
Sq. On se donne un iî-épaississement infinitésimal E de i?', i.e. E est une 
i?-algèbre avec un iî-homomorphisme E —> R' qui est surjectif et dont le 
noyau I est nilpotent. On suppose que q est non diviseur de 0 dans E. Pour 
tout entier a, on note E^ le i?-épaississement de R' défini par : 

£(a) = E + q~aI + q~2aI2 H C Eq . 

Comme X —> Sq est lisse et que Sfq est affine, tout élément z de A se 
relève en une section z : Spec(E)g —• X. On voit facilement que, pour chaque 
relèvement z d'un z contrôlé par (17a,o), il existe un entier a tel que ? soit 
contrôlé par les (£^,0)7 lorsqu'on prend E^ comme structure entière de Eq. 
On dit qu'un ensemble A de relèvements de sections de A est borné, s'il 
existe un entier a comme ci-dessus qui convient pour tous les ? G A. Cette 
définition dépend a priori du choix des (7a,o-

3.3.1. PROPOSITION. — Cette définition ne dépend pas de ce choix. Il 
existe A borné, avec A —> A surjectif. 
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Démonstration. : On se ramène immédiatement au cas où I2 = (0). 

Montrons l'existence de A. 

3.3 .2 . Supposons d'abord X affine et que la famille (J7A,O) est réduite 
à un modèle entier Spec(r) de X. Comme T est de type fini, il existe une 
i?-algèbre de polynômes P à coefficients dans R et à un nombre fini de 
variables telles que T = P/J. Comme Tq est lisse sur Rq, l'homomorphisme 
Jq/Jq ~* (^P/R ®P T)q admet une rétraction. Comme T est noethérien 
et que J/J2 est un T-module de type fini, sa g-torsion est tuée par une 
puissance de q. On voit alors facilement qu'il existe un entier a et un 
T-homomorphisme r : Vtp/R ®p T —• J/J2 tels que, si i désigne l'homomor-
phisme J/J2 —> Qp/R ®p T, on ait r o i = qaidj/j2. 

Si z G A, on commence par relever z en un point z' de Spec(P) à 
valeurs dans E et ses différents relèvements forment un espace principal ho-
mogène sous Homr(fîp/JR ®p T, / ) . Le point z' définit un homomorphisme 
de Homr(«//J2,/) qui doit être nul pour que z' définisse un relèvement dans 
Spec(r). Comme l'image de Homp(fîP/R®pT, q~aI) par l'homomorphisme in-
duit par i : Homr(£îp/jR<S)pr, I)q —» Homr(J/J2, / )g contient Homr(J / J2 , / ) , 
on voit que l'on peut bien relever z en 
î eHom r -a ig (r , 

3 .3 .3 . Passons au cas général. Soit, comme au 3 .1 , Spec(r,\,A') 
l'adhérence schématique de U\ fl U\> dans î7A,O XS Uy$-

Quitte à raffiner le recouvrement Sx de S', on peut supposer qu'il 
existe une famille finie (u\) d'éléments de R' avec S'x = Spec(Rf[l/u\]). 
Soient (û\) des relèvements des ux dans E. D'après le cas précédemment 
traité, il existe un entier ao tel que tout z e A possède un relèvement 
z\ : Spec(^a°^[l /SA]) —» (remarquer que, dans le numéro précédent, 
l'entier a ne dépend pas de E, mais seulement de T). Notons JA,A' l'idéal 
noyau de TA ®R T\t —> TA,A' définissant l'adhérence schématique dans 
Spec(rA®#rA') de l'intersection de la diagonale de X avec Spec(rA ®RT\/)q. 
La restriction de (z\,z\») à Sx fl 5^, se factorise à travers 
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Spec((r,\ T\')/I\,\'). Il en résulte que (z\,?\') définit un élément 
/a,a' G HomrA>A,(/A,v/-fAîA'j9"ao-f[l/2A2A']). Les /a,a' définissent un cocycle 
de Z1((Sx)q, Homos, {z*(ftx/sq)iIq))i °ù Iq est le faisceau de 
0s/-modules associé à Iq ®Rq R'q. Il suffit, pour prouver l'existence de A, 
de montrer qu'il existe un entier a i , indépendant de z, et une famille de 
/a G Komrx(Qrx/R,<l~aiI[l/û\]), de cobord /a,a'. Désignons par ( )0 le 
quotient d'un iî-module par sa g-torsion. Comme (Çïrx/R ®rA IVaOo et 
(7a,a,/^a,a,)o son^ tous deux des sous-Fa,a;-modules de type fini de (î^rA x,/R)q 
qui engendrent (^rAA,/#)<? en tant que 
(RA,A')<rm°dule, il existe ai tel que, pour tout À, À', on ait : 

<ZAI(TTIVFL®rA rA,A')o C (h,ssy/h,x-)o • 

Par suite, si a = ao + ai il existe un entier b tel que : 

fiv/A.v(nrw*)C9ai/[sssssl/eA] 

(on remarquera que b dépend de z). 

Si î;a sont des éléments de E tels que ^2v\îix = 1, on peut prendre 
F = 

A' 
v\'U\rf\,\'- Cela achève de prouver l'existence de A. 

3.3.4. Soit, comme au 3.1, (Ux, 0) une autre famille de modèles entiers 
contrôlant les éléments de A, soit A7 un ensemble de relèvements des éléments 
de A qui est borné relativement à (U\$) et montrons que A' est borné 
relativement à (U\$). Soient z G A et z1 G A' relevant z G A. Supposons 
que les (Sx) et les (Sx,) sont affines et que a convient pour A et A'. Fixons 
À. Les relèvements £ et ? définissent des : 

/a,A' Gddddddd UomrXA,(h,y/lly,q-ar(S'xnS'y,I)0) 

où Ja,A' est le noyau de Ta ®R T\> —> Fa,a', cf. numéro précédent. 

Si an est un entier tel que : 

qao{VrX/R®rx rA)V)o C ( IA,A' /^ ,V)O , 
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on a : 
/A,A<(OrA/*) cq-ssssss{a+ao)r(s'xns'xl,i). 

On en déduit que z et z7 définissent un élément f\ tel qu'il existe un 
entier a1 tel que pour tout À : 

fx(nrx/R)cq-assssss'T(s'x,i)0 

Donc max(a, a;) convient, relativement à (J7A,O), pour À ' . 

3.4. Epaississement de la base : cas des groupes. 

On reprend les hypothèses et les notations du 3.3. On suppose de plus 
que Rq est une Q-algèbre et que X est un schéma en groupes abéliens sur 
Sq. L'application exponentielle identifie le schéma formel vectoriel associé à 
Lie(X) au complété formel de X le long de la section nulle. Il en résulte la 
suite exacte 

0 - Lie(X)ssss®Rq Iq exp X(Eq) ssss- X(R'q) - 0 

PROPOSITION. — Supposons que A soit un sous-groupe de X(Rq). Soit 
Lo un sous-R-module de type fini de Lie(X) qui engendre Lie(X) en tant que 
Rq-module. Alors : 

1) il existe un sous-groupe A de X(E'q) qui est borné, et dont 
l'image dans X(Rq) est A. Plus précisément, si A' est un sous-ensemble borné 
de X(Eq) d'image A dans X(Rq), il existe un entier a tel que A'+q~~aILo soit 
un sous-groupe borné de X(Eq). De plus, si A' est un ensemble de relèvements 
d'éléments de A qui est borné, il existe un entier a' tel que : 

A' C À + sssssq-^ILo 

A'nÇLie(X)®R9Iq)Cq'a'lL0 • 
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Démonstration. : Elle est semblable à celle de la proposition 3.2.1. Il faut 
vérifier qu'un sous-ensemble A' de Lie(X) <g># Iq est borné si et seulement 
si il existe un entier a tel que A' C q~aILo ; cela résulte par exemple de la 
remarque 4 du 2.1.3. 

3.5. Cas mixte . 

Soit de plus P une extension de X comme au 3.2, de sorte que l'on a 
une suite exacte : 

0 -» E* Lie(P) Lie(X) -> 0 

Le diagramme suivant est commutatif et ses lignes et colonnes exactes : 

0 0 0 

0 E* ®Rq Iq Lie(P) ®Rq Iq Ue(X) ® K , Iq 0 

0 E* ®Rq Eq P{Eq) X{Eq) 0 

0 E* rd R'q P(R'q) X(R'q) 0 

0 0 0 

Notons (Lie(.P) ®R Eq)fi\ le sous-E'q-module de Lie(P) ®RQ Eq somme de 
Lie(P) ®R Iq et de E* ®RQ Eq. On déduit du diagramme ci-dessous la suite 
exacte : 

0 - (Lie(P) ®Rq Eq)m - P(Eq) X(#q) -> 0 . 

Soit A un sous-ensemble de X(R'q) qui est contrôlé par une famille (£7A,O) 
et soit, pour chaque entier a, des modèles entiers de l'image inverse de U\ 
dans P comme dans la remarque 1) du 3.1.3. Soit A C P(Eq) s'envoyant dans 
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A . On dit que A est borné s'il existe deux entiers a et a' tels que les éléments 
de A soient contrôlés par les PĴ Q lorsqu'on prend E^A'^ comme structure 
entière pour EQ. Les propositions du 3.2 et 3.4 entraînent la proposition : 

PROPOSITION. — Supposons que A soit un sous-groupe de X(R'q). 
Soit Lo un sous-R-module de type fini de Lie(P) qui engendre Lie(P) 
en tant que Rq-module et notons (Lo E^)fi\ le sous-E^ -module de 
(Lie(P)®RQEq)fi\ intersection de (Lie(P)®RQEq)fi\ et de l'image de L0®RE^ 

dans Lie(P) ®RQ EQ. Alors il existe un sous-groupe A de P(EQ) qui est borné 
et dont l'image dans X(R'q) est A . JTZ existe un entier a tel que 

Â n (Lie(P) Eq)m C q-a(L0 ®R £(A))FIL . 

Si A' est borné et s'envoie dans A il existe un entier a' tel que : 

Â' cA + q-a'(Lo®RE^)m . 
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Construction de l'accouplement de périodes. 

4.1. 

4.1.1. Soit p un nombre premier. Soit S = Spec(iî) un schéma affine, avec 
R intègre et normal, de corps des fractions de caractéristique 0. On suppose 
p non inversible dans R (sinon, la théorie p-adique qui suit est triviale) et 
que les nombres premiers £ ^ p sont inversibles dans R. Soit A —• S[l/p] un 
schéma abélien. On suppose que l'on est dans l'un des deux cas suivants : 

- S est le spectre un trait (de caractéristique (0,p)) ; 

- A —• S^l/p] se prolonge en un schéma abélien G —* 5 ; 

- A —> S[l/p] est muni d'une polarisation de degré premier à p et 
se prolonge en un schéma semi-abélien G —• S. 

Soit F = Frac(iî), F une clôture algébrique de F et Pp_étale l'extension 
maximale de F contenue dans F telle que la clôture intégrale de R[l/p] dans 
-Fp-étaie s°it ind-étale. Soit F une extension de Fp_étaie contenue dans F et 
telle que, si R est la fermeture intégrale de R dans F; 

- F contient Fp_étaie. 

- l'élévation à la puissance p est surjective dans R/pR. 

____ r^i 
Soit, comme au 1, VVe le iî-épaississement p-adique d'ordre e de i?, 

universel parmi ceux qui sont sans p-torsion. 

Soit E(A) l'extension vectoriel universelle de A ([Ma-Me], [Me]). On a 
donc une suite exacte : 

0 -> H o m o ^ ^ J î V . a i . O s i i / p ] ) - E(A) -> A -> 0 , 

et l'homomorphisme H]R(A/R[l/p]) —y HjR(E(A)/R[l/p]) induit un isomor-
phisme de H^R(A/R[l/p]) sur Ue(E(A)). 
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Comme au 3.5, on a une suite exacte 

(I) 0 - Homm1/PI_FL,(FFIA(A/J2[l/p]), We[l/p]) - £(A)(We[l/p]) 

- [1/p]) - , 0 . 

où fil signifie que l'homomorphisme envoie H°(A, Q\/R[i/P]) dans le noyau 

Xe[l/p] de l'homomorphisme We[l/p] —>i2 [VP]- Notons Apoo la 
torsion d'ordre une puissance de A . Comme F D -Fp-étaie? on a 
A(F)poo=A(R[l/p])poo. 

D'après le théorème 2.2.2 et la remarque 3) du 2.2.3. , il existe une 
extension finie F\ de F contenue dans Fp_étaie> et une famille finie de 
Spec(i?i)-modèles entiers d'ouverts de A {R\ désigne la clôture intégrale 
de R dans i<i), tels que les éléments de A(R[l/p])poo sont contrôlés par 
les (£/A,O)« Soit HQ un sous-i?-module de type fini de H^R(A/R[l/p]) 
qui engendre H^R(A/R[l/p]) en tant que i?[l/j9]-module et, pour tout 
entier a, ROÏTIR-^HQ, We^) le sous-i?-module de Hom#(iïo,VV^) des 
/ G Homfl(fl"^ W{ea)) qui envoient tf°(A, ^ / / ^ i / p ] ) n Ho dans ^ (où W{ea) 
est comme au 3) du 1.1.5). Comme, d'après la remarque 3 du 1.1.5, l'extension 
des scalaires de R à R\ ne change pas We[l/p], il résulte du 3.5 qu'il existe 
un sous-groupe A de E(A)(WE[\/p]) qui est borné, et qui est tel qu'il existe 
un entier a avec une suite exacte induite par (I) : 

0 - HOMA-fiKJJo1, WIFL)) - A - A{R[l/p])p~ •0 

A(F)poo 

Soit z = (zn)neN un élément du module de Tate de A . Si zn G A est un 
relèvement de zn dans A , et /n = pnzn, on a /n+i = fn modpn. Il en résulte 
que les fn convergent pour la topologie p-adique dans Hom#_fn(iïo, VV^) 
vers un élément / , qui ne dépend pas du choix des fn. Comme si A ' est un 
autre choix pour A , il existe a tel que : 

Â ' c£+p-aKomR..m(HlWia)) , 
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on voit que / ne dépend pas du choix de À. On a donc défini un homomor-
phisme : 

Tp(^)-,Hom^_fil(iï01,Wia)) 

d'où : 

Tp(An) - HomK[1/p]_fil(^fi(A/iï[l/p]), We[l/p}) , 

et passant à la limite projective sur e : 

TP(A,) x HldR(A/R[l/P}) - B+R(R/R) . 

On voit que cet accouplement envoie H°(A, iï\/R[i/p]) dans le noyau de 

l'homomorphisme de B^R(R/R) dans R [1/p]. 

4.2. REMARQUES. 1) On peut prendre F = F. Si R est lisse sur un anneau 
de valuation discrète complet à corps résiduel parfait V et petit au sens de 
[Fa 90], on peut prendre F = -Fp_étale [Fa 90]. Il me semble vraisemblable 
qu'on puisse déduire de [Fa 87] qu'on peut aussi prendre F = ^ . .^ ta le s* ^ 
est étale de type fini sur V[Ti,T2]/(TiT2 — ir) (pour V comme ci-dessus et TT 
uniformisante de V). 

2) Lorsqu'on suppose seulement R[l/p] lisse sur V[l/p], je ne sais 
pas si l'élévation à la puissance p est surjective dans #p_étale ' Faltings 
construit cependant un anneau B^R pour traiter le cas de mauvaise réduction, 
sans permettre de ramification sur Spec(i?[l/p]) ([Fa 90]). 

3) La présentation de G. Faltings est légèrement différente : il 
utilise ce que nous notons BjR(R/Z) et un relèvement de la structure de 
i?[l/p]-algèbre de R[l/p] à BJR{R/2). 

4) Si l'on suppose seulement A muni d'une polarisation, on peut 
faire la construction après un changement de base propre et surjectif, d'après 
le lemme de Gabber ( [De] ) et la remarque 3) du 2.2.3.. 
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ERRATA ET ADDENDA

Introduction

0.1 La conjecture de Fontaine-Mazur a finalement été publiée en 1995 [50].

Les premiers résultats vraiment significatifs à son sujet sont ceux de

Wiles [91], mais il y avait eu des travaux antérieurs ([22] par exemple).

Exposé I

I.1 Théorème 1.4 : il découle des théorèmes d’altération de de Jong qu’il

existe un sous-groupe ouvert I1 de I , indépendant de `, tel que ρ(g) soit

unipotent pour tout g ∈ I1 ([15, Prop. 6.3.2]).

I.2 « plus loin » : au Corollaire 2.3.12.

I.3 Remplacer t| par tvert.

I.4 Remplacer σ| par σvert.

I.5 La formule de loc. cit. est en réalité δ′x 7→ −δx.

I.6 Remplacer « définie positive » par « définie négative ».

I.7 Remplacer δx par −δx.

I.8 Plus correctement, « étale sur » plutôt que « S-isomorphe à ».

I.9 Remplacer Rq+1a!q par R
2qa!q.

I.10 Dans le cas des courbes relatives, voir [87] pour des raffinements et

généralisations du théorème de réduction semi-stable.

I.11 Cette conjecture est toujours ouverte. Une variante, plus faible, mais fort

utile, a été établie par de Jong [39].

I.12 La conjecture de pureté cohomologique absolue de Grothendieck a été

prouvée en général par Gabber en 1994. La démonstration a été rédi-

gée par Fujiwara [52]. Gabber a donné une autre démonstration, indé-

pendante de celle-ci, voir l’article de Riou [81]. Très récemment, une

nouvelle preuve indépendante des deux précédentes, a été donnée par

Česnavičius-Scholze [25].

I.13 Remplacer T − 1 par 1− T .

I.14 (3.6.7) : remplacer σ
|
≥1 par σ

vert
≥1 .



400 ERRATA ET ADDENDA

I.15 (3.6.8) : remplacer L parK.

I.16 Remplacer ad−1∗Λ ad∗Λ(−1) par ad∗Λ ad+1∗Λ(−1)

I.17 La conjecture 3.9(a) a été prouvée par Nakayama [75].

I.18 RemplacerW•−n parW•.

I.19 Remplacer « pur de poids i » par « pur de poids i+ n ».

I.20 Plus généralement, (b) est vérifiée si S est un trait hensélien d’égale

caractéristique, d’après Ito [60].

I.21 La conjecture de monodromie-poids, sous la forme (b
′
), peut être for-

mulée plus généralement pour une variété projective lisse Z sur η, in-

dépendamment de l’existence d’un modèle semi-stable sur S. Elle a été

démontrée par Scholze [83] pour Z géométriquement connexe, qui est

une intersection complète ensembliste dans une variété torique projec-

tive lisse sur η.

I.22 Supprimer la remarque « (NB. Dans [. . . ] Z`(1).) » : il n’y a pas de

modification à apporter au texte cité.

I.23 Les questions 3.13.1 et 3.13.2 sont toujours ouvertes dans le cas général.

Voir [82] et [71] pour des progrès.

I.24 Remplacer g par α.

I.25 Voir [70] pour une généralisation du Théorème 4.2 à des bases de di-

mension supérieure.

I.26 Corollaire 4.6 : il a été établi par Beilinson [7] que RΦ commute à la

dualité à une certaine torsion près. Voir [70] pour une démonstration,

indépendante, d’un résultat contenant celui-ci et le Théorème 4.2, p.45.

I.27 Remplacer « pour X » par « pourK ».

I.28 Théorème 4.7 : voir [59] pour une généralisation du Théorème 4.7 à des

bases de dimension supérieure.

I.29 Ce preprint a été publié [8].

I.30 La formule (3.5.1) est en effet valable siX/S est log lisse et la log structure

de la fibre générale Xη est triviale ([74, Th. 3.2]).

I.31 La publication [2] a récemment été rééditée [6].

I.32 Cet article est paru [55].
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Exposé II

II.1 La preuve du Corollaire 6 de cet appendice laisse à désirer. Pour une

version corrigée et une extension au cas relatif, voir [31].

II.2 Depuis les travaux de Scholze [83], les algèbresV vérifiant les conditions

du Théorème 1.2.1 sont dites perfectoïdes et l’anneau RV apparaissant

dans la preuve en 1.2.2 est appelé le basculé (en anglais tilt) de V et est

noté V [
en général.

II.3 Il vaut mieux supposer que l’idéal ker(Θ : Λ ⊗Z W (RV ) → V ) est de

type fini, ce qui suffit pour les applications. En effet, dans ce cas, la

limite projective lim←−n(Λ ⊗Z W (RV ))/(p, ker(Θ))n est complète pour la

topologie définie par l’idéal (p, ker(Θ)), et donc aussi pour la topologie

p-adique (sans cette hypothèse de finitude, tout cela n’est pas clair).

II.4 L’anneau Ainf a aussi un lien avec l’homologie de Hochschild topolo-

gique ([57] pour le cas de OC et [18] pour le cas général).

II.5 La preuve de l’unicité dans 1.4.6 semble utiliser implicitement le fait

que αf − α′f est identiquement nul sur ker θ′, ce qui n’est pas clair

a priori : si on part de S = k[T ]/T 2
comme épaississement infinitésimal

de k, on dispose de deux morphismes naturels S → S (l’identité et

celui envoyant T sur 0) dont la différence n’est pas nulle sur T . Ce n’est

pas vraiment un problème car la preuve de l’existence qui suit prouve

l’unicité en même temps.

II.6 Les arguments de 4.1.3 (et de 4.1.2) pour prouver l’injectivité de l’ap-

plication K ⊗K0 B
+
cris
→ B+

dR
sont un peu légers : ils marcheraient tout

aussi bien avec pnn! au lieu de n!. Ceci conduit à une contradiction car le

sous-anneau de B+
dR

des

∑
an

ξn

pnn! , avec an ∈ Ainf tendant vers 0 quand

n → ∞, contient pr si r est un rationnel avec vp(r) ≥ 0 (en effet, en

écrivant ξ = [p̃] − p, on a pr = [p̃r](1 + [p̃]−p
p )−r =

∑
[p̃r]
(−r
n

)
p−nξn). En

particulier, la clôture intégrale de K0 dans cet anneau est l’extension

modérément ramifiée maximale deK0, et pas l’extension non ramifiée.

Pour une preuve correcte, voir [45, § 4.7] ou bien [30] (les deux preuves

utilisent un anneau qui contient Acris au lieu de Acris).

II.7 Voir la note II.1.
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Exposé III

III.1 La Conjecture 4.4.5 est maintenant un théorème : elle a été prouvée de

manière directe par Totaro [88]. Comme il est expliqué p.152 dans le

texte, on peut aussi la déduire de la Conjecture 5.6.9 qui est elle-aussi

un théorème (cf. la note III.3).

III.2 La Conjecture 5.4.4 (« faiblement admissible implique admissible »)
a été démontrée par Colmez et Fontaine [35] par modifications suc-

cessives de la filtration d’un (ϕ,N)-module filtré pour se ramener

à un cas connu (par exemple celui considéré par Fontaine et Laf-

faille [49]). D’autres preuves, utilisant des outils variés, ont suivi (on

pourra consulter par exemple [32] pour une brève description des

différentes preuves et de leurs ingrédients) :

– Colmez [28] a déduit une preuve de sa théorie des Espaces de
Banach de dimension finie (ou espaces de Banach-Colmez).

– Berger [13] (cf. aussi [14]) a obtenu une preuve en combinant la

théorie des (ϕ,Γ)-modules et la théorie des pentes de Kedlaya [63, 64,

65] et une technique de modification de (ϕ,Γ)-module en une infinité

de points.

– La preuve de Berger a été transposée par Kisin [67] dans le cadre

des modules de Breuil-Kisin.

– Enfin, une preuve « géométrique » particulièrement satisfaisante

a été obtenue par Fargues et Fontaine grâce à l’étude des fibrés sur

la courbe qui porte leurs noms [44, § 10]. Cette approche donne une

nouvelle lumière sur les techniques des preuves précédentes : la plu-

part s’interprètent naturellement en termes demodifications de fibrés

sur la courbe de Fargues-Fontaine [44, § 11].

III.3 La Conjecture 5.6.9 est une conséquence facile de la Conjecture 5.4.4,

elle est donc aussi un théorème.

III.4 Note de bas de page 5 : déjà dans le cas de bonne réduction, il y a

une lacune dans la démonstration du théorème de presque pureté

3.1 dans [40]. Il est affirmé, p.264, ligne 17 : « The same holds after

division by t. » Ce point demande une justification, qui, jusqu’à au-

jourd’hui, n’a pas été apportée. Dans un fax du 4 mai 1998 adressé à

Gabber et Ramero, intitulé « Modified argument on p.264 », Faltings
écrit : « We show that S∞/tS∞ extends to an almost étale covering of

R∞/tR∞. » Cependant, l’argument présenté dans ce fax est erroné,
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pour une raison de profondeur, quand la dimension de R est 3. Dans

sa réponse à Ramero (25 mai 1998), Faltings en convient : « [. . . ] So

in the moment there is a gap which I can only close by my other by

my other method. However, there are still interesting problems with

this one, so if I make progress, I shall inform you. » Cette lacune rend

incomplète la démonstration des théorèmes de comparaison de [40]

et de [41] (qui dépend du théorème 3.1 de [40]). L’autre méthode, à

laquelle renvoie Faltings, et qui, elle, marche sans problème, est celle

de [43].

III.5 La Conjecture 6.2.1 (Cst) ainsi que la Conjecture 6.2.7 (version pré-

cise de Cst) sont maintenant des théorèmes. Il y a eu quatre lignes

d’attaques différentes :

– Faltings a raffiné son approche « presque étale » [40, 41] (voir

aussi la note III.4) et en a déduit une démonstration de Cst dans [43].

L’approche de Faltings a été décortiquée par Gabber et Ramero [53],

revisitée par Andreatta et Iovita [3, 4], et le résultat crucial (i.e. le théo-
rème de pureté de Faltings) a été simplifié et renforcé par Scholze [83].

– Kato (Exposé VI) a combiné les méthodes de Fontaine et Mes-

sing [51] utilisant le site syntomique avec les calculs de cycles éva-

nescents de son travail avec Bloch [20] démontrant la conjecture CHT

dans le cas de variétés avec bonne réduction ordinaire pour prouver la

conjecture Cst en dimension≤ 1
2(p− 1). Ses travaux ont été complétés

notamment par Tsuji [89, 90] qui a démontré le cas général deCst, voir

aussi [92].

– Nizioł [77, 78] a utilisé la cohomologie motivique pour démontrer

Ccris puis Cst.

– Enfin, Beilinson et Bhatt [16, 9, 10] ont utilisé des idées de géomé-

trie algébrique dérivée pour démontrer les conjectures CdR et Cst.

Notons par ailleurs que :

– Nizioł a vérifié que les isomorphismes de comparaison coïncident

([79] pour le cas de bonne réduction et [80] pour le cas général).

– Toutes les preuves ci-dessus utilisent la dualité de Poincaré, mais

Scholze [84] a trouvé une manière de s’en passer, ce qui lui a permis

de prouver les conjectures CHT et CdR pour les espaces analytiques

rigides propres. Colmez et Nizioł [36] ont combiné les résultats de

finitude de Scholze, les espaces de Banach-Colmez et un théorème

de comparaison local pour prouver Cst pour les variétés rigides non
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nécessairement propres mais ayant une compactification possédant

un modèle semi-stable.

– L’approche «presque étale»de Faltings permet de traiter aussi des

cas de systèmes locaux, et pas seulement des coefficients constants [43,

3, 4, 84].

– On peut espérer des théorèmes de comparaison pour les cohomo-

logies étale et proétale des variétés analytiques. On tombe alors sur

des espaces de cohomologie qui ne sont plus forcément de dimension

finie, même si on considère la cohomologie étale ([33, 34]).

– LaAinf -cohomologie de Bhatt, Morrow et Scholze ([17, 18] dans le

cas de bonne réduction, [24] pour le cas semi-stable) est une cohomo-

logie qui interpole les cohomologies étales, cristallines, de de Rham et

de Hodge-Tate. Elle permet d’obtenir des théorèmes de comparaison

au niveau entier. Voir aussi [19].

III.6 Lesphrases «onpeut sedemander s’il est vrai que toute représentation

de de Rham est potentiellement semi-stable » et « il se peut même que

le fait que toute représentation de de Rham soit potentiellement semi-

stable soit vrai sans supposer le corps résiduel fini » sont devenues la
conjecture demonodromie p-adique : «deRham implique potentiellement

semi-stable ». Elle a été prouvée en deux temps : Berger [12] a utilisé la

théorie des (ϕ,Γ)-module et sa technique (introduite à cette occasion)

demodification de (ϕ,Γ)-modules en un nombre infini de points pour

ramener la conjecture à une conjecture de Crew [37] sur les équations

différentielles p-adiques. Cela a donné l’impulsion décisive pour la

preuve de la conjecture de Crew puisque, peu après, trois preuves

(par André [1], par Mebkhout [73] et par Kedlaya [63]) sont apparues.

D’autres preuves, combinant des techniques variées, ont suivi :

—Colmez [29] a utilisé sa théorie des Espaces de Banach de dimension
finie et des calculs de cohomologie galoisienne pour fabriquer une

preuve.

— Fontaine [48] a modifié l’approche de [35] pour fabriquer une

démonstration en parallèle des deux conjectures « faiblement admis-

sible implique admissible » et « de Rham implique potentiellement

semi-stable ».
— Berger, en utilisant les mêmes techniques que pour ses preuves

[13, 14] de « faiblement admissible implique admissible », a fabriqué

des preuves supplémentaires de «de Rham implique potentiellement

semi-stable ».
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— Fargues et Fontaine [44, § 10] ont combiné certains éléments des

preuves précédentes et la classification des fibrés sur leur courbe pour

fabriquer une preuve « géométrique ».

III.7 Le texte de Hyodo a été publié [58].

III.8 La Conjecture 6.2.9 n’est toujours pas démontrée, mais on dispose

des altérations de de Jong [39] qui, pour beaucoup de questions, sont

suffisantes. Par exemple, Beilinson [10] a montré qu’on pouvait les

utiliser pour montrer que les schémas semi-stables forment une base

de la h-topologie, ce qui permet d’en déduire une preuve de la conjec-

ture Cpst (Conjecture 6.2.1 p. 174) dans le cas général, et même sans

hypothèse de propreté ni de lissité.

III.9 [Fo93] n’a jamais été rédigé.

Exposé IV

IV.1 C’est-à-dire(
K ⊗K0 HomK0(D,Bst)

)i
=
(
K ⊗K0 HomK0(D,Bst)

)
∩HomK(DK , BdR

)i

oùHomK(DK , BdR
)i = {f ∈ HomK(DK , BdR

), f((DK)j) ⊆ Fili+jB
dR
}.

IV.2 La théorie des (ϕ,Γ)-modules permet d’étendre ([11, Th. 0.6]) le Théo-

rème 1.5 au cas où le corps résiduel est simplement supposé parfait

(pas seulement fini) : l’un des ingrédients est la description de la co-

homologie galoisienne des représentations p-adiques en termes de

(ϕ,Γ)-modules [56].

IV.3 Pour avoir N nul, il faut supposer de plus que D est faiblement ad-

missible.

IV.4 C’est la même base que trois lignes au-dessus.

IV.5 Remplacer (ϕ− 1)(dk) par ϕ
−1(dk).

IV.6 RemplacerMr(Fil0Bcris) par GLr(Fil0Bcris).

IV.7 Deux solutions B et B′ sont telles que B−1B′ ∈ GLr(Qp) (et non pas

« diffèrent d’un élément de GLr(Qp) »).

IV.8 Plusprécisément, en changeant debase, l’équationAσXσ = X devient

AσBσXσ = BX , i.e. Xσ = X (puisque B−1AσBσ = 1), i.e. X est à

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2020



406 ERRATA ET ADDENDA

valeurs dans (Fil0Bcris)
ϕ=1 = Qp (Exposé II, Théorème 5.3.7 (iii)). De

tels X forment bien un Qp-espace vectoriel de dimension r.

IV.9 Il s’agit du quotient D/D[r]
, qui est faiblement admissible par le

Lemme 2.4.

IV.10 Remplacer HomGK (V ∗st(D),Qp) par HomQp(V
∗
st(D),Qp).

IV.11 Remplacer Bst ⊗Qp V st(D) par V st(D).

IV.12 On a aussi besoin du Lemme 2.5 et du Lemme 2.3 pour amorcer la

récurrence.

IV.13 Remplacer FiliV/Fili=1V par FiliV/Fili+1V .

IV.14 Ici et dans la suite, Ext
1
MF désigne les extensions comme ϕ-modules

filtrés (i.e. avec N = 0 partout).

IV.15 RemplacerW parK0.

IV.16 Plus précisément : lesH2(GKn , Cn)Gal(Kn/K)
, et donc lesH2(GK , Cn),

sont d’ordres bornés quand n varie.

IV.17 Remplacer H2(GK , C) = 0 par Qp ⊗Zp H2(GK , C) = 0 et supprimer

= 0 à la fin de la suite exacte p. 198 ligne -1.

IV.18 Si i = 1, la dimension est 1 + d1d2[K : Qp] au lieu de d1d2[K : Qp].

IV.19 Plus précisément, soit λ′ ∈ Bcris tel que λ
′ − λ ∈ FiliB

dR
(on utilise

l’isomorphisme Bcris/FiliBcris

∼→ B
dR
/FiliB

dR
) et soit Λ′ ∈ FiliBcris

tel que ϕ(Λ′ + λ′) = pi(Λ′ + λ′) (on utilise le Théorème 5.3.7 (iii) de

l’Exposé II), alors on peut prendre Λ = Λ′ + λ′ − λ ∈ FiliBcris.

IV.20 On utilise ici encore le Théorème 5.3.7 (iii) de l’Exposé II.

IV.21 Remplacer Ext1MFst(K0[1],K0) par Ext1MF (K0[1],K0).

IV.22 Si la ramification deK est> p−1, le logarithme de [(x(n))n] appartient

à Bcris mais pas forcément à Acris.

IV.23 Remplacer log(x) par logp(x).

IV.24 Remplacer Exp. III par Exp. II.

IV.25 Remplacer ordp(x) par v(x).

IV.26 Il s’agit d’un scindage en tant queK0[ϕ]-modules.

IV.27 Remplacer f ◦ u par u ◦ f .
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IV.28 La représentation V6 est donc semi-stable par l’hypothèse de récur-

rence.

IV.29 Remplacer V ′ ⊕ V5 par le produit fibré V ′ ×V5 V6, qui est semi-stable

car V ′ et V6 sont semi-stables (+ une sous-représentation d’une repré-

sentation semi-stable est semi-stable par Exposé III, § 5.1.7). Donc V

est aussi semi-stable (un quotient d’une représentation semi-stable est

semi-stable par loc.cit.).

Appendice à l’exposé IV

IV.30 Remplacer « isomorphe au » par « étale sur le ».

IV.31 Voir [69, Th. 4.1, Th. 4.3].

IV.32 Remplacer Spec A par Spec A.

IV.33 La log structure «naturelle»deX estOX∩̄∗O∗Xη ⊂ OX . La log structure

« induite » sur Y est la log structure image inverse de celle de X par

l’immersion fermée ı̄ (au sens de [61, (1.4)]). Les log schémasX et Y ne

sont pas fins, et a priori la notion classique de log lissité (telle qu’elle est

définie dans [61]) n’a pas de sens dans ce contexte. Cependant on peut

montrer que lemorphismede log schémasX → S (resp.Y → Spec(k))

est déduit de X → S (resp. Y → Spec(k)) par changement de base

de S à S (resp. de Spec(k) à Spec(k)) (voir [24, Claim 1.6.1] pour une

preuve récente de ce point), et les constructions et résultats relatifs au

complexe de de Rham-Witt gardent un sens dans ce cadre.

IV.34 La remarque entre parenthèses est fausse, déjà dans le cas où X = S.

Elle n’est pas utilisée dans la suite de l’appendice. On peut montrer

cependant queMgp

X
= ̄∗O

∗
(utiliser la note IV.33, la log régularité de

X ′ = X ⊗A′, et [54, Prop. 12.5.54]).

IV.35 Proposition 2.3 : ce résultat se déduit de [69, Th. 4.1], en se ramenant

d’abord au cas où k est algébriquement clos, puis par passage à la

limite sur les Y ′ comme après (2.2.3).

IV.36 Note de bas de page 1 : voir [69].

IV.37 Cet énoncé résulte du fait que le morphisme⊕
i

(
Wnω

i
Y ,log

⊗Wn[−i]
)
−→WnΩ•

Y
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induit un morphisme de suites spectrales, qui est un isomorphisme

en E1 d’après (2.3.1), donc un isomorphisme.

IV.38 Après « complexes», ajouter « (voir Théorème 2.5 (ii) pour la définition

de An) ».

IV.39 Voir la note III.4, ainsi que la note III.3.

IV.40 Problème 2.10 : il ne semble pas que la réponse soit connue. La conjec-

ture Cst a été démontrée en général, voir la note III.5.

Exposé V 1

V.1 Replace « (
∏

1≤i≤r
∏

1≤j≤ci(∇
log
ti
− nj)(m) = 0 for some ci ≥ 0 » by∏

0≤j≤ci−1
(∇log

ti
− j)(m) = 0 (1 ≤ i ≤ r) for some ci ≥ 0.

The samemistake appears in [61, Th. (6.2) (iii)] and should be corrected

in this way.

V.2 « with fine log structures (2.13.5) » : (2.13.5) is actually missing in the

text. Instead, we can refer to [61, (2.8)].

V.3 Replace CqY/Tn by CqX/Tn (twice) and pq+1CY/Tn by pq+1Cq+1
X/Tn

.

V.4 Replace d : Cqm → Cq+1
m by d : CqX/Tm → Cq+1

X/Tm
.

V.5 Replace « the map induced from τ≤rCX/Tm → τ≤rE
•
m » by « the map

induced from τ≤rCX/Tm → τ≤rẼ
•
m ».

V.6 The definition of the sheaf Fin Proposition (4.6) (and so the definition

of (Wnω
q
Y )′ at p.252, line 3) is incorrect. Indeed, as explained in [76, § 7

p.566–568], one needs to take a further quotient (which is denoted by

(WnΛqY )′′ in [76, § 7]) to have the isomorphism claimed in Proposition

(4.6). With this corrected version, a detailed proof of Proposition (4.6)

is given in [76, Th. 7.5].

V.7 The definition of the sheaf (Wnω̃
q
Y )′ should be modified to the sheaf

(denoted by (WnΛ̃qY )′′) defined in [76, (11.0.2)]. With this correction, the

construction of the commutative diagram p.261 line−4 is explained in

detail in [76, Th. 11.1].

1. Kazuya Kato is thankful to Y. Nakkajima, A. Shiho and T. Tsuji for finding the mistakes

in Exposé V and Exposé VI and suggesting how to correct them.
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Exposé VI 2

VI.1 Conjecture (1.1) was proved by Tsuji [89] improving the method of this

article (see also the note III.5).

VI.2 Replace {x ∈ Bst ⊗D; N= 0} by {x ∈ Bst ⊗D; N(x) = 0}.

VI.3 Replace∇((vβ − 1)[i]) = (vβ − 1)[i−1]vβd log(t) by

∇((vβ − 1)[i]) = −(vβ − 1)[i−1]vβd log(t).

VI.4 Replace ∇(vβ) = vβd log(t) by ∇(vβ) = −vβd log(t). (In p. 281, line 15,

vβ is defined by the formula β̃p
n

= tvβ in the log structure Lof Bn〈V 〉
(see also p.281, line 20). By taking d log, we obtain 0 = d log(t)+v−1β dvβ .)

VI.5 Theorem (3.7) : by the note VI.4, the isomorphism in Theorem (3.7) does

not preserve N. In [89], the operator N of Bst is replaced by −N (see

[89, Rem. 4.1.1]).

VI.6 Thedefinitionof the exact closed immersion (Sn, Nn)→ (Spec(Bn〈V 〉),L)

ismissing : it is definedby themorphismofmonoidsAr {0} → Ar {0} ;
a 7→ ap

n
.

VI.7 Replace (X•n)ét by (X•n) é̃t.

VI.8 Replace (dx, h(x)− dy) by (da, h(a)− db).

Exposé VII

VII.1 Pour le groupe fondamental élargi, cf. le § 6 dans l’Exposé X de Gro-

thendieck à SGA 3, tome II.

VII.2 Remplacer Ext1(G′, G′) par Ext1(G′, G).

VII.3 Pour une discussion plus approfondie de la dualité des 1-motifs, voir

[38, § 10.2] et [5, § 4].

VII.4 Remplacer « Dans le cas géral » par « Dans le cas général ».

VII.5 La référence précise dans SGA 7.1 est Exposé IX, Lemme 7.2.1.

VII.6 Remplacer Ext1(G1,rig, T2) = 0 par Ext1(G1,rig, Y2) = 0.

VII.7 Les schémas en groupes Y ′′K et Y ′′K
∗
sont, non pas les plus grands

quotients, mais les plus petits quotients avec les propriétés requises.

2. See the footnote on Exposé V.
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VII.8 Remplacer Hom(ZKGm) par Hom(ZK ,Gm).

VII.9 Remplacer YK ⊗ Z` par YK ⊗ Z`.

VII.10 Remplacer G = H ⊕G(Rn) par G(Kn) = H ⊕G(Rn).

VII.11 La formule (4) est plutôt la définition de l’extension de l’application

vn,χ de T (Kn) à G(Kn).

VII.12 Remplacer χ(σh) = · · · par χ(σh) = · · · .

VII.13 Proposition 4.7.1 : la généralisation de la formule de Néron-Ogg-

Shafarevich aux 1-motifs utilisée dans la preuve a été vérifiée dans

la thèse de Matev [72].

VII.14 L’article [3] a été publié [21].

Exposé VIII

VIII.1 Remplacer « si ` = p » par « si ` 6= p » et «Q′` = P0 » par «Q′p = P0 ».

VIII.2 Remplacer « lors ` 6= p » par « lorsque ` 6= p ».

VIII.3 Stricto sensu ∆ n’est pas irréductible car (∆0, 0, . . . , 0) est stable sous

GK et annulé par N .

VIII.4 Remplacer « dans T» par « dans c ».

VIII.5 Remplacer « linéairement indépendants sur P0 » par « linéairement

dépendants sur P0 ».

VIII.6 Remplacer ρ0(g0) = ϕ−hg par ρ0(g0) = ϕ−hg0.

VIII.7 Remplacer g−1O par g−10 .

VIII.8 Remplacer Exp. II par Exp. III.

VIII.9 Voir la note III.6 (et la note III.5).

VIII.10 Remplacer (K ⊗K0 Dpst(V ))H par (K ⊗Knr
0
Dpst(V ))H .

VIII.11 Remplacer V st par V pst.

VIII.12 Remplacer CWD(X,m)faible ⇒ CWD(X,m) par CWD(X,m) ⇒
CWD(X,m)faible.

VIII.13 Voir la note III.6.

VIII.14 [Fo94] n’a jamais été rédigé.
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VIII.15 Voir par exemple [82] pour d’autres résultats sur la Conjecture

CWD(X,m)faible lorsque ` 6= p et dimX ≤ 2.

VIII.16 Voir la note VIII.14.

VIII.17 [FM94] a été publié [50].

Exposé IX

IX.1 Supprimer « , et soit A un schéma abélien sur Spec(R[1/p]) ».

IX.2 La partie II n’a pas été écrite.

IX.3 Voir aussi [27].

IX.4 Un théorème de comparaison relatif pour les groupes p-divisibles (qui

inclut le cas des schémas abéliens) plus fin (utilisant un anneau de

périodes cristallin) que celui construit ici a été établi par Kim (cf. [66,

§5.2]), en établissant une classification (à la Breuil-Kisin) des groupes

p-divisibles, ainsi que par Chen (cf. [26, Th.4.1]), les deux s’inspirant

de calculs de Faltings [42, Th.7]. Ils supposent essentiellement que

l’anneau de base est une Zp-algèbre plate, noethérienne, p-adiquement

complète, intègre et normale (hypothèses nettement plus restrictives

que celles adoptées ici). Bien entendu, ce résultat est couvert, dans

des contextes plus ou moins généraux, par les travaux récents sur les

théorèmes de comparaison relatifs, notamment de Scholze [84] ou Tan-

Tong [86]. Voir aussi [85] et [68].

IX.5 Les anneaux de périodes relatifs ont été analysés et raffinés par la suite :

cf. par exemple [23, 31, 2, 84, 86].

IX.6 Remplacer z : S′q → Xq par z : S′q → X .

IX.7 Déplacer la phrase « Par un argument de passage à la limite [ . . . ] ce

que nous supposerons désormais. » juste après la phrase « On peut

clairement supposer [ . . . ] S = Spec(R). » de la ligne 11.

IX.8 Remplacer « contrôlent » par « contrôle ».

IX.9 RemplacerGm\qZ parGm/q
Z
.

IX.10 Remplacer « θ(z) et les θχ(z̃f )χ(z̃t) ∈ q−az̃∗f (L̃m) » par « θ(z) et les

θχ(z̃f )χ(z̃t) appartiennent à q
−az̃∗f (L̃m) ».

IX.11 Remplacer « vectoriel » par « vectorielle ».
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IX.12 Grâce aux travaux de Scholze, on peut prendre F̃ = Fp-étale dès que R

est une V -algèbre (où V est un anneau de valuation discrète complet à

corps résiduel parfait) telle que Fp-étale contient une sous-extension F1

telle que l’élévation à la puissance p est surjective dans R1/pR1, où R1

est le normalisé de R dans F1. En effet, quitte à remplacer F1 par⋃∞
n=0 F1(π

1/pn) (où π est une uniformisante de V ), l’anneau R̂1[p
−1] (où

R̂1 désigne le complété p-adiquedeR1) est alors une algèbre perfectoïde

sur le corps des fractions du complété de

⋃∞
n=0 V [π1/p

n
]. Si S est une

sous-R1-algèbre finie et normale de Fp-étale, alors Ŝ[p−1] est perfectoïde

en vertu de [83, Th. 7.9], de sorte que l’élévation à la puissance p est

surjective sur S/pS. C’est en particulier le cas lorsque R est étale et

de type fini sur V [T1, T2]/〈T1T2 − π〉, en prenant pour F1 le corps des

fractions de

⋃∞
n=0R[π1/p

n
, T

1/pn

1 ]. Signalons qu’il est facile de voir qu’on

peut prendre F̃ = Fp-étale lorsque R est séparé et complet pour la

topologie p-adique (cf. [23, Prop.2.0.1]).
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Soit K un corps de caractéristique 0, complet pour une valua-
tion discrète à corps résiduel parfait k de caractéristique p > 0
et K une clôture algébrique de K. Ce volume est centré sur
l’étude des représentations p-adiques de Gal(K/K), des diffé-
rentes cohomologies p-adiques associées aux variétés propres
et lisses sur K et des comparaisons entre elles. Il contient no-
tamment :

— la construction du corps BdR des périodes p-adiques et
de certains de ses sous-anneaux (B+

dR, Bcris, Bst, . . . ) ;
— la définition des représentations p-adiques semi-stables

et leur classification au moyen de (ϕ,N)-modules filtrés ;
— la définition et l’étude de la cohomologie cristalline à

pôles logarithmiques pour les log-schémas log-lisses sur k ;
— la comparaison entre la cohomologie cristalline à pôles

logarithmiques et la cohomologie de de Rham pour une variété
propre et lisse X sur K ayant réduction semi-stable, ce qui
permet d’associer à X un (ϕ,N)-module filtré ;

— pourX comme ci-dessus, un théorème de comparaison p-
adique permettant de fabriquer la cohomologie étale p-adique
de X ⊗K à partir de ce (ϕ,N)-module filtré, lorsque la di-
mension de X est ≤ 1

2
(p− 1) ;

— une version relative du théorème de comparaison p-
adique sur un schéma abélien, moyennant des hypothèses as-
sez générales ;

— l’étude de la monodromie et les réalisations `-adiques
des 1-motifs sur K.
La présente réédition de l’Astérisque 223 de 1994 comprend
une liste d’errata et d’addenda, ainsi qu’une bibliographie ad-
ditionnelle.


