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CICLI DI CODIMENSIONE 2 SU VARIETA
UNIRAZIONALI COMPLESSE

L. BARBIERI-VIALE

Premessa

Sia. X una varieta algebrica proiettiva e non-singolare. Un problema
generale in teoria dei cicli € quello di determinare la “struttura” dei
gruppi abeliani nell’estensione

0— A(X) - CHY(X) - NSY(X)—0

ovvero il gruppo di Chow CH*(X) dei cicli di codimensione ¢ modulo
equivalenza razionale, il suo sottogruppo A*(X) dei cicli che sono al-
gebricamente equivalenti a zero ed il gruppo di Néron-Severi N S*(X).
I metodi che affrontano tale problema hanno oggi in comune il fatto
d’interpretare i cicli mediante “classi di coomologia”; ad esempio, per
una varieta complessa, P.A. Griffiths ha definito un toro complesso
J{(X) ed un’applicazione #* : A}(X) — J*(X), inoltre si ha sempre
la mappa ciclo cf* : NS*(X) — H?' nel gruppo di Hodge delle classi
intere di tipo (z,¢), ma sfortunatamente queste applicazioni non sono
surgettive né iniettive, in generale. Per ¢ = 2 ed X wunirazionale o un
fibrato in coniche su una superficie S. Bloch [7, Prop.1.7 e Prop.1.9]
ha mostrato che 6% & un’isogenia: ma, come conseguenza del teorema
di Merkur’ev-Suslin in K-teoria, si ha (cf. [18, §1.3]) che 62 & iniet-
tiva sulla torsione quindi #% & un isomorfismo nelle ipotesi precedenti
e, come si vedra nel seguito, cf? & iniettiva.

S. Bloch e D. Quillen [26] hanno ottenuto una mappa ciclo CH(X) 5
H(X, K;) che identifica i gruppi di Chow alla coomologia di Zariski dei
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fasci associati ai gruppi di K -teoria algebrica; questo fatto, valido anche
per N S*(X ) mediante altre teorie coomologiche (si veda I'Introduzione),
permette “magiche” applicazioni (ad esempio che i 2-cicli di n-torsione
sono in numero finito per X definita su campi finiti o separabilmente
chiusi, si veda [14]).

Sez = 0,1,dimX ed X e definita su un campo algebricamente chiuso si
ha che (a parte il fatto generale che A*(X) & un gruppo divisibile): per
i =0, A%X)=0e CH’X)=NS°%X) = XZ; per : = dimX si ha
ancora N.Syp(X) =2 Z e Ao(X)tors = CHy(X )iors s’identifica alla tor-
sione della varieta di Albanese Alb(X) per un teorema di Roitman; se
inoltre X & unirazionale allora Ag(X) = Alb(X)=0e CHy(X) = Z.

Per 2 = 1 'estensione
0—- AY(X) - CHY(X)—> NSYX)—0

& tale che A'(X) & rappresentabile da una varieta abeliana, CH'(X) =
Pic (X) e NS'(X) & finitamente generato. Si pone dunque il problema
di ottenere il gruppo CH!(X) come estensione di una varietd abeliana
mediante un gruppo finitamente generato. Un tale risultato e falso, in
generale, per i > 2 ed i gruppi AY(X) e NS'(X) ma vi sono, ovvie
e meno ovvie, condizioni su X affinche cio sia vero. S. Bloch e J.
Murre [10] hanno posto il problema della “rappresentabilitd” di A*(X)
studiando alcuni esempi di varieta di Fano; il motivo della “semplicita”
di queste costruzioni & il risultato di S. Bloch [7, Prop.1.7] che A%(X)
¢ “rappresentabile” se X e unirazionale. Altrettanto semplicemente,
sotto questa ipotesi, si pud vedere che N S%(X) ¢ finitamente generato.

Introduzione

Sia X una varieta algebrica complessa. Sia X, lo spazio analitico asso-
ciato e consideriamo le teorie coomologiche H*(X) % H*(X,,, A) che
corrispondono ai fasci costanti A = Z, Q, Z /n, C ovvero la coomologia
singolare a coefficienti in A; ad esempio, per A = Qsiha H*(X,,, Q) =
H*(Xun,Z) ® Q mentre per A = Z/n si ottiene H*(X,,,Z/n) =
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CODIMENSION 2 CYCLES ON UNIRATIONAL COMPLEX VARIETIES

H*(X4,Z/n) la coomologia étale del fascio delle radici n-esime di 1.
Per una tale varieta X fissata, consideriamo inoltre i fasci H%(A) su
X con la topologia di Zariski, associati ai prefasci U ~» H*(Ugy,, A) .
L’obiettivo di questo testo e di raccogliere, sinteticamente, i princi-
pali risultati riguardanti i fasci H*, di esemplificare alcune applicazioni
allo studio dei cicli algebrici sulle varieta algebriche complesse proiet-
tive e non-singolari e di porre diverse questioni. Ad esempio, mentre i
gruppi di coomologia H*(X ) non sono in generale invarianti biraziona-
li, le sezioni globali dei fasci H% (A) hanno questa proprieta ed inoltre
sono nulle se X & razionale; questo suggerisce il loro impiego nello
studio di problemi di razionalita. Una costruzione di J.-L. Colliot-
Thélene ed M. Ojanguren [15, §3] permette di trovare varieta uni-
razionali di dimensione > 6, con invariante di Artin-Mumford nullo
ie. H3(Xun,Z)iors = 0, tali che H'(X,H3%(Z/2)) # 0 e quindi non-
razionali, ma sono sconosciuti tali esempi in dimensione inferiore a 6:
mostriamo qui (cf. Teorema 5.2) che non esistono in dimensione 3 se
la congettura di Hodge a coefficients interz & vera per le classi di tipo
(2,2) su X.

Grazie a Bloch ed Ogus [11, Cor.7.4] il gruppo H?(X, H%(A)) si iden-
tifica al gruppo di Néron-Severi NS?(X) ® A degli A-cicli di codi-
mensione p modulo equivalenza algebrica. Sfruttando l’esistenza di un
“misterioso” omomorfismo H(X, H%(Z)) & NS2(X) che ha come
immagine il gruppo di Griffiths G%(X), & possibile mostrare [3] che
8 # 0, ovvero G%(X) # 0, & una condizione sufficiente per la non
unirazionalita di X. Infatti, se X e unirazionale, si dimostra [3] che
H%(X,H%(Z)) = 0 per ¢ = 1,2,3 e si congettura tale annullamento
per ogni ¢ # 0 (§4, §7).

L’annullamento di H%(X,H%(Z)) ha diverse conseguenze in teoria
dei cicli. Ad esempio, implica la finitezza di CH?(X)/n; inoltre,
consente d’interpretare il gruppo H%(X,H%(Z/n)), per una varieta
3-dimensionale, mediante i 2-cicli trascendenti di n-torsione ovvero:
n(H*(Xan, Z)/N S?(X)); la non nullitd di H(X, H%(Z/n)) equivale
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all’esistenza di una classe ¢ di Hodge ntere di tipo (2, 2) non algebrica.
Discutiamo alcuni esempi di varieta di Fano in cui cio non puo avvenire
e mostriamo che H°(X,H3%(Z)) = 0 se X & un fibrato in coniche su
una superficie; in questo caso si ha pure H%(X,H3(Z/n)) = 0 per
ogni n. Si ha dunque, in questi esempi, che tutti i cicli di Hodge sono
algebrici. Infine, per X un fibrato in coniche su una superficie S tale
che A2(S) sia “rappresentabile” o una varieta unirazionale mostriamo
che la mappa ciclo

ety CH*(X) — Hp(X,Z(2))

in coomologia di Deligne-Beilinson ¢ iniettiva; inoltre, ha conucleo finito
se ad esempio dim X = 3 (§6).

Ben lontano dal risultare esauriente, questa esposizione si propone
di catturare l'interesse per le problematiche che nascono naturali e
promettenti attorno a tali metodologie.

Queste note si avvalgono di generose e corroboranti conversazioni con
S. Bloch, J.-L. Colliot-Thélene (che ha inoltre letto e commentato la
versione preliminare) e V. Srinivas ai quali rivolgo i miei piu sentiti
ringraziamenti. Sono infine debitore di oculati suggerimenti da parte
di P. Francia, C. Pedrini e S. Verra in occasione di un seminario “geno-
vese” .

Notazioni

Se G & un gruppo (o fascio) abeliano indichiamo: ,G e G/n rispet-
tivamente il nucleo ed il conucleo della moltiplicazione per n in G.
Indichiamo T'(G) il ‘modulo di Tate’ di G, ovvero il limite inverso
degli ,,G, e Gyors il sottogruppo di torsione, ovvero il limite diretto.
Indichiamo Z il completamento profinito di Z. Le varietd sono alge-
briche, irriducibili e sempre definite su C se non specificato altrimenti;
per una tale varieta X indichiamo X, lo spazio analitico con la topolo-
gia usuale e X¢ il sito étale di X. Denotiamo K (X)) il campo delle
funzioni razionali su X.
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CODIMENSION 2 CYCLES ON UNIRATIONAL COMPLEX VARIETIES

1 I fasci H*

Sia X una varieta algebrica complessa, ovvero uno schema integro di
tipo finito su C; lo spazio topologico soggiacente ha dunque la topologia
di Zariski. Sia w : X4, — X lapplicazione continua indotta dal
fatto che ogni aperto di Zariski € analitico. Sia A un fascio costante
su X4, e sia Riw,A per ¢ > 0 I'immagine diretta superiore di A
su X. La sua spiga in un punto x € X risulta essere il limite di
HY(U,,, A) al variare di U intorno aperto di Zariski di x; ad esempio,
per ¢ = 0, si ha w,A = A il fascio costante su X. Se ¢ > dimX
allora Riw,A = 0 poiche per U affine si ha che U,, € uno spazio di
Stein e quindi H4(U,,, A) = 0 se ¢ > dimU. Inoltre si ha la sequenza
spettrale di Leray

EPY = HP(X, Rlw, A)=H"1(X,,, A)

che risulta di tipo locale-globale; infatti, per quanto osservato, gli
Riw, A s’identificano ai fasci H% (A) associati ai prefasci (per la topolo-
gia di Zariski) U ~» H*(Ugy, A) su X e dunque

EPt = HP (X, H%(A))=H"(X) (1)
dove s'intende H*(X)% H*(X,,, A). Si hanno termini E§"? possibil-
mente non nulli per 0 < p,q < dimX.

Elenchiamo le principali proprieta dei gruppi H?(X, H%(A)) quando
X ¢ non-singolare (anche riducibile purché equidimensionale) e A =
Z,Q,Z/n,C nei seguenti:

Teorema 1.1 Nelle ipotest e notazion: precedenti si ha:

1. H (X, H%(A)) =0 se p > q.

2. Ogni morfismo f : X — Y induce una mappa d’itmmagine
mversa

[T HY(Y, Hy(A)) — HP (X, H%(A))
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.Se f : X — Y é un morfismo proprio tra varieta mon-
singolari allora f induce un omomorfismo d’immagine diretta

fo: HY(X, H%(A)) — HPHM(Y, HY™(4))
dove d = dimY — dimX.
. St ha un prodotto d’intersezione:
- HP(X, H%(A)) ® H'(X, Hy(A)) — H* (X, HE(4))
indotto dal prodotto “cup” sui fasct
HE(A) ® Hyx(A) — HE"(A)
Questo prodotto munisce il gruppo bigraduato
gHP(X,H_%((A))

di una struttura di anello commutativo con identita 1x la
sezione identita del fascio costante A = H%(A).

.Se f : X — Y é un morfismo proprio tra varietd mon-
stngolar: 31 ha una formula di proiezione

H(f(y)z) = y-fu(x)

dove z € HP(X,H%(A)) ey € H(Y,H5(A)). Se dimX =
dimY e d = [K(X) : K(Y)] ¢ il grado di f allora f.(lx) =
d-ly.

. Se Z C X & un chiuso non-singolare di codimensione pura c
Hy(X, H%(A)) = H™(Z,H7 “(A))
st ha dunque la sequenza esatta lunga
— H"Y X — Z,HY) — HP(Z,H" ) — HP(X,H?) — - --

. Sia w: A% — X la proiezione canonica. Allora ™ induce un
1somorfismo

r* . HP(X, H'(A)) = HP(A%, HY(A))

18



CODIMENSION 2 CYCLES ON UNIRATIONAL COMPLEX VARIETIES

8. Sia P lo spazio proiettivo su X:
H? (P, H(4)) = & H/(X, HE'(4))
i=0
Dimostrazione La I.(=[11, Cor.6.2]) si ottiene dalla risoluzione
aritmetica [11, (4.2.2)] di H?(A). La 2. ela 4. sono immediate. Le
restanti proprietd sono dimostrate in [4] (cf. [3]): 8. per [4, §5.3], 5.
per [4, §5.4], 6. =[4, Lemma 3.1] 7. =[4, Lemma 3.4] e 8. =[4, Theo-
rem 2]. °

Dalla teoria di Bloch-Ogus [11, §4] é possibile identificare — nella
categoria derivata — il fascio H%(A) ad una sua risoluzione fiacca (detta
di Gersten o aritmetica) di lunghezza ¢, ovvero il complesso di Cousin
di H?(A) (nella terminologia di [23, Def. p.238] il fascio H%(A) & di
Cohen-Macaulay rispetto alla filtrazione per codimensione); dunque
le proprieta elencate sono conseguenza delle analoghe proprieta delle
teorie coomologiche H* come restano indotte sul complesso di Cousin.
Ad esempio, sia HY(K (X)) ¥ (Rw.A), la spiga nel punto generico: il
fascio H% (A) & un sottofascio del fascio costante H?(K (X)), che & il
primo termine del complesso di Cousin. Ma inoltre: sia f : X — Y un
morfismo allora si ha un morfismo di fasci f% : HL(A4) — fiH%(A);
se f & proprio e d = dimY — dimX si ha pure un morfismo nella
categoria derivata f, : Rf.H%(A) — HLT(A)[d]. Sed = 0, ovvero f &
genericamente finito, allora fyo f " = degf (tra fasci). Se f & birazionale
HY(K(X)) = HI(K(Y)) e quindi:

Teorema 1.2 Se f : X — Y é un morfismo proprio e birazionale
tra varietd non-singolari allora f' induce l’isomorfismo

HY(A) = f HY(A)

ovvero: le sezioni globali des fasci HI(A) sono invariant: biraziona-
li per varieta proiettive non-singolari.

Dimostrazione Vedere [15, §1], [16, §1.3] peril caso A = Z/n e
[3], [4, §2] in generale. o
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Infine, poiche H?(X, H%(A)) = 0 per p > ¢, da un calcolo immedia-
to con la sequenza spettrale (1) si ha una “mappa ciclo”

HP(X, H%(A)) — H?(X)

Teorema 1.3 (Formula di Bloch) Se X é proiettiva e non-singolare
81 ha un isomorfismo

vP  HP( X, HE(A) =2 NSP(X)R A

dove NSP(X) é il gruppo di Néron-Severi dei cicli di codimen-
sione p modulo equivalenza algebrica. Il prodotto d’intersezione
coincide, via ¥P, con la “classica” intersezione dei cicli cosi come
la mappa ciclo s’identifica alla mappa ciclo cf? : NSP(X)® A —
H?(X).

Dimostrazione Vedere: [11, §7] per l'isomorfismo v e la com-
patibilita con ¢f e [4, Theorem 3] per la compatibilita tra i prodotti
d’intersezione. °

Analoghi risultati valgono per i gruppi di K-coomologia associati
alla K -teoria di Quillen [26] o per teorie coomologiche che soddisfano
gli assiomi in [4, §6.1-3] ovvero, in parole povere, soddisfino gli assiomi
di Bloch-Ogus [11, §1], siano munite di un prodotto “cup” e siano
omotopicamente invarianti (senza menzionare le compatibilita di rito).

2 Razionalita e unirazionalita

Consideriamo una varieta X proiettiva e non-singolare. Come semplice
e diretta conseguenza dei risultati del §1 si ha che gl'invarianti birazio-
nali (cf. Teorema 1.2) H%(X, H%(A)) sono nulli per le varieta razionali
(p # 0). Infatti, se X & razionale, HO(X, H5 (A)) = HOY(PZ, HP(A)) e
quest’ultimo, per il Teorema 1.1, risulta essere H?(Spec C,,,, A) ovvero
la coomologia dello spazio puntiforme.
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Proposizione 2.1 Siwa f : X-—Y wun’applicazione razionale do-
minante tra varietd liscie e proiettive della stessa dimensione.
Sia d = degf il suo grado. Se HY(Y,H5(A)) & senza d-torsione
allora
HO(Y, Hy(A)) C HY(X, H%(A))

Se H(X,H%(A)) = 0 allora HY(Y,H%(A)) é un gruppo di d-
torsione. Se HY(Y, HY (A)) é d-divisibile allora é un quoziente di
HO(X, H%(A))-

Dimostrazione In virtu dell’eliminazione dell’indeterminazione di
una applicazione razionale ed il Teorema 1.2 possiamo supporre che
f : X — Y sia un morfismo genericamente finito di grado d. Dalla
formula di proiezione (cf. Teorema 1.1) si ha che

HO(Y, H3(A)) & HOY(X, H%(A)) & HO(Y, HE(4))

e la moltiplicazione per d da cui la tesi (ad esempio, se & iniettiva allora
f* & iniettiva). °

Corollario 2.2 Se X ¢ unirazionale e p # 0 H'(X, H%(A)) ¢ un
gruppo di n-torsione per qualche n > 0.

Il precedente Corollario 2.2 vale anche per X dominata da Pg se
p > dimY ma Y non necessariamente razionale.
Come mi ha fatto osservare P. Francia il Corollario 2.2 stabilisce una
limitazione al grado delle mappe razionali dominanti P4™X__, X: ma
resta oscuro il suo significato geometrico.

3 Cicli trascendenti, gruppo di Brauer e invariante di
Artin-Mumford

Sia X una varieta liscia (eventualmente non completa) su C e conside-
riamo il fascio H%(A). Dalla sequenza spettrale locale-globale (cf.§1)
si ha che

HO(X’ H%((A)) = Hl(XamA) (2)
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¢ un’invariante globale ben noto.

A =Z Allora HY(X,,,Z) = Hom(m(Xun)as, Z) & senza torsione e
dunque pure HY(Z) & senza torsione; ’annullamento di questo
gruppo per X proiettiva unirazionale, come conseguenza del §2, e
in sintonia con il risultato di Serre [28] che infatti 71 (X,,) = 0.

A = Z/n Allora, dalla teoria di Kummer per X completa, si ha
HY (X an, Z/n) = ,Pic(X)
che si annulla se X ¢ unirazionale per Serre [28, ‘torsione di Severi’].

Dunque il passo successivo riguarda le sezioni globali di H%(A);

I

anche in questo caso ritroviamo fatti ben noti. Infatti H*(X,H!) = 0
se 7 > 1 e quindi abbiamo una sequenza esatta corta

0 — HYX,HY(A)) —» H¥(X) - HYX,H%(A) — 0 (3)

Se X & proiettiva e non-singolare si ha che H'(X, H}(Z)) = NS}(X)
per il Teorema 1.3 ed il “Teorema di Lefschetz” garantisce un isomor-
fismo

H'(X,Hx(Z)) = H,"

dove H}' = Ker(H*(Xun,2Z) — H*(X,Ox)) sono i cicli di Hodge di
tipo (1,1). Analogamente H'(X, HY(Z/n)) = Pic(X)/n. Sia

H2YIm(H*(Xn, Z) —» H*(X,Ox)) = H* (X4, Z)/NS'(X)

il reticolo dei ‘cicli trascendenti’ e H?(X¢, G,,) il gruppo di Brauer
coomologico [22, II. Remarque 2.7]. Per il seguente risultato si veda [5,
Cor.2] e [17, Lemma 1.1].

Proposizione 3.1 Sia X non-singolare. Si hanno 1somorfismi
HY(X,H*(Z/n)) = ,H*(Xx,Gm)
per ogni n # 0. Se wnoltre X é proiettiva st ha
HY (X, H*(Z)) = H?
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Dimostrazione Conseguenza della sequenza esatta (3), il Teorema
1.3 e — rispettivamente — la sequenza esponenziale e di Kummer. Ad
esempio per A = Z si ha un isomorfismo di sequenze esatte corte:

0 — NSHX) — H*(Xun,Z) — H? — 0
=] |
0 — H\(X,Hy(Z)) - HXn,Z) — H(X,H5(Z)) — 0
o

Dalla Proposizione 3.1 segue che H°(X, H?(Z)) & senza torsione, poiché
H?2 & un reticolo. In effetti si ha il seguente (vedi [5, Cor.3]).

Lemma 3.2 Sia X uno schema algebrico su C. Allora il fascio
H%(Z) ¢ senza torsione.

Dimostrazione Si consideri la sequenza esatta di fasci 0 — Z =
Z — Z/n — 0su X,,. Siottiene la sequenza esatta di fasci indotta,
dalle immagini dirette superiori rispetto a w : X4, — X

HY(Z) B H(Z/n) — “H*(Z) — 0

Occorre e basta provare che p € un epimorfismo. Si ha un morfismo
canonico 0% — H%(Z) indotto dalla sequenza esponenziale ed un iso-
morfismo H'(Z/n) = O%/n indotto dalla sequenza di Kummer (cf.
[5, §1]). Componendo con p si ottiene la proiezione O% — O%/n e
quindi la tesi. °

Mostriamo la seguente:

Proposizione 3.3 Sia X proiettiva e non-singolare. Per ogni
intero positivo n st ha una sequenza esatta

0— H2/n — H*(Xs,Gm) = nH3(X4n,Z) — 0

Dimostrazione Sia n un intero positivo; allora per la natura
topologica della prima classe di Chern (ad esempio cf. [SGA5 Exposé
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Vi1, 3.8]) si ha che il seguente
Pic(X) 5 H*(Xun,Z)
=l l
HY (X4,G,) — H*(Xu,Z/n)
& commutativo (dopo aver fissato una radice primitiva n-esima di 1).
Quindi si ottiene il diagramma commutativo:

0
!
0 - NSYX)/n — H*Xu,Z)/n — H2/n — 0
| !
0 - Pic(X)/n — H*Xa,Z/n) — H* X4, G,) — 0
1
nH3 (X an, Z)

!
0

dove: la riga superiore & esatta poiché H2 & senza torsione, mentre
quella centrale e ottenuta dalla sequenza esatta di Kummer su X;
I'isomorfismo verticale di sinistra e indotto per divisibilita, la sequenza
esatta verticale dal teorema dei coefficienti universali via ’isomorfismo
H?(Xan,Z/n) = H*(X4,Z/n). La sequenza esatta si ricava per cac-
cia al diagramma. °

Corollario 3.4 (Artin-Mumford) Il gruppo H3(Xan, Z)tors € un in-
variante birazionale dv X proiettiva e non-singolare ed é nullo se
X ¢ razionale.

Dimostrazione Dalle Proposizioni 3.3, 3.1 si ha che ,H3(X,,, Z)
e quoziente d’invarianti birazionali, nulli per le varieta razionali. °

La tesi del Corollario 3.4 compare nell’articolo di Artin e Mumford
[2, Prop.1] con un’altra dimostrazione e la versione ¢-adica & essenzial-
mente [22, I11.(8.9) p.146]; Artin e Mumford hanno mostrato I’esistenza
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CODIMENSION 2 CYCLES ON UNIRATIONAL COMPLEX VARIETIES

di una varieta unirazionale non-razionale poiche H3(X,,, Z)ors 7 O.
Considerando il fascio O, delle funzioni continue a valori complessi
si pud mostrare (utilizzando la sequenza esponeziale) un isomorfismo
H*(X,,,0) = H3Xu,2Z) (cf. [22, 1.p.49-50]) e inoltre, per un
teorema di Serre (si veda [22, I.Theor. 1.6]), si ha che il gruppo di
Brauer “topologico” Br.(Xg,) s’identifica a H?(X 5, OF)iors dunque:
H3(Xan7 Z)tors = Brc(Xan)-

Corollario 3.5 Sia X proiettiva e non-singolare e sia r il rango
di H2.
1. S ha un 1somorfismo:
Z%" = T(H*(X4, Gm))
2. Si har =0 se e solo se
Hz(Xét, Gm) = Brc(Xan)

Dimostrazione Passando al limite inverso nella sequenza esatta
della Proposizione 3.3, poiché T(H?(X,,,Z)) = 0 si ha la 1. Inoltre
H2/n & zero se e solo se 7 = 0 e passando al limite diretto nella se-
quenza esatta della Proposizione 3.3 si ottiene la 2. °

Osservazione:

1. Ricordiamo che se X ¢ liscia allora H?(X, G,,) & di torsione; si
ha H*(X4,G.,) = Br.X.) = 0 se X & razionale come con-
seguenza dei Teoremi 1.1, 1.2 (cf.§2). Inoltre, per ogni X, il fatto
che H?(X ¢, Gp)tors s'identifichi al gruppo di Brauer delle classi
di algebre di Azumaya su X¢; € stato recentemente annunciato da

0O.Gabber.

2. Se X e una superficie proiettiva e non-singolare su C la torsione
di H3(X 4, Z) s’identifica alla ‘torsione di Severi’ i.e. NS(X )sors.
Inoltre, la sequenza spettrale locale globale (1) ha tutti i differen-
ziali nulli ed i gruppi H?(X,H?(A)) sono completamente deter-

~S

minati mediante invarianti noti; ad esempio, H?(X, H?(A)) =
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NS2(X)® A = HYX) = A e H'(X,H2(4)) = HYX). Se
A = Z abbiamo che H3(X,,,Z)/n = H}(X4,Z/n) e

H3(Xon, Z) ® Q/Z = CHo(X )iors = AIB(X )iors

per il Teorema di Roitman-Bloch.

4 M3 e gruppo di Griffiths
Per ogni chiuso Z C X di codimensione > 1 si consideri la sequenza
esatta lunga della coppia (X, Z)

> H"Y(X — Z) > HY)X) - H(X) B H(X —Z) — ---
Denotiamo HP(K(X))¥ (RPw,A), = lim H?(X — Z). Passando al
limite diretto al variare di Z e sfruttandZo la formula di proiezione si
ha:
Teorema 4.1 (Grothendieck [22, I11.(9.7) p.157]) L’»mmagine d:

kp: HP(X) — HP(K(X))

é un’invariante birazionale di X proiettiva e non-singolare.

Inoltre, come abbiamo gia osservato nel §1 si ha: H(X, H%(4)) C
HP(K(X)) e considerando 'omomorfismo canonico p, : H?(X) —
H(X,H5%(A)) si ottiene una fattorizzazione

HY(X, H%(A)) — HP(K(X))

Pp ,\ / Kp
HP(X)

che identifica I'immagine di p, a quella di &,.

Corollario 4.2 Il conucleo di p, é un’invariante birazionale di
X proiettiva e non-singolare.
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Dimostrazione Conseguenza dei Teoremi 1.2, 4.1. °

Bisogna ricordare che p, e surgettivo per p = 0, 1,2 come abbiamo
mostrato nel §3, mentre non lo ¢, in generale, se p = 3. Infatti, dalla
sequenza spettrale locale-globale si ottiene una sequenza esatta (cf. [11,

(8.2)])

HY(X) 8 H'(X,H}A) - NSA(X)® A% HYX) (4)
avendo identificato H2(X,H?*(A)) = NS?(X) ® A per il Teorema
1.3. Quindi si ha che il conucleo di ps per A = Z ¢ il gruppo di Grif-
fiths G?(X) dei cicli omologicamente banali di codimensione 2 modulo
equivalenza algebrica.

Si ha il seguente risultato di Bloch-Srinivas [12, p.1240] (conseguenza
del Teorema di Merkur’ev-Suslin in K -teoria dei campi) :

Lemma 4.3 Sia X non-singolare. Il fascio H3*(Z) ¢ senza tor-
stone.

Dimostrazione Sfruttando la sequenza esatta di fasci (indotta
dalle immagini dirette superiori di 0 — Z - Z — Z/n — 0 rispetto
aw: Xg — X)

HX(Z) B H*(Z/n) — «H*(Z) — 0

ci si riduce a provare che p € un epimorfismo (cf. Lemma 3.2). Sfrut-
tando O% — H%(Z) indotto dalla sequenza esponenziale (cf. [5, §1])
si ha il diagramma commutativo

O% @ 0% — HX(Z)@HY(Z) — HA(Z)
sym | l»
Ko 4 Ks/n = HY(Z/n)
dove KC; € il fascio associato al funtore di K-teoria di Quillen-Milnor che
localmente & generato da ‘simboli’ ovvero sym & epi; q & la proiezione
canonica e res e l'isomorfismo di Merkur’ev-Suslin. Dunque la com-
posta di sym, q e res € epi e quindi p & epi. °
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Dal Lemma ed il Corollario 2.2 segue che le sezioni globali di H% (Z)
sono nulle se X & unirazionale (proiettiva e non-singolare su C) ovvero,
piu in generale, se X € dominata da P’ dove S ha dimensione < 2.

Corollario 4.4 Il gruppo di Griffiths G*(X) ¢é un invariante bi-
razionale ed é nullo se X é unirazionale.

Corollario 4.5 Se X ¢ unirazionale allora N S?(X) ¢ finitamente
generato e quindi CH?*(X)/n ¢é finito.

Osservazione: Analogamente, i precedenti Corollari 4.4 e 4.5 sono
validi per X /C dominata da P’ dove S ha dimensione < 2, ad esempio
i fibrati in coniche su superficie (vedi Esempio 2 nel §5). Il Corollario 4.5
estende facilmente ad X /k dove k € un campo algebricamente chiuso
di caratteristica zero (cf. §7.2). Infine, J.-L.Colliot-Théléne mi ha co-
municato che la finitezza di CH?(X)/n risulta ancora, con un altra
dimostrazione, se X e definita sui reali o 1 p-adici. Per la finitezza di
CH?*(X)/n ma dimX = 3 si veda inoltre [25, Prop.4.4].

5 Varieta di dimensione 3

In questo paragrafo consideriamo esclusivamente varieta proiettive non-
singolari di dimensione 3. Se X ha dimensione 3 allora la sequenza
spettrale locale-globale consente di identificare il conucleo della mappa
ciclo ovvero si ha una sequenza esatta

NS(X)® A% HYX) — H'(X,H%(A4) — 0

In effetti, a questo fine, & sufficiente che HY(X,H%(A)) = 0. Per
dimX = 3 si ha inoltre che (cf.[2, §1])

HYXan, Z)iors = H*(Xan, Z)tors

e che H(X,H%(Z)) = H5(X4n,Z) si annulla se X & semplicemente
connessa.
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Se H*(X,H%(Z)) = 0 allora NS?(X) C H*(X,, Z) ed in particolare
NS?(X)iors € H?*(Xan, Z)tors (5)

Diremo che l'invariante di Artin-Mumford ¢ algebrico se nella (5) vale
l'uguaglianza (cf. §7).

Se X & unirazionale allora H°(X, H3(Z)) = 0 (cf.§4) e si ha un criterio
puramente geometrico di non-razionalita:

Corollario 5.1 Se X ¢ unirazionale (proiettiva e non-singolare)
di dimensione 3 ed esistono: un ciclo C' di codimensione 2 non
algebricamente equivalente a zero, ed un intero n # 0 , tals che
nC ¢ algebricamente equivalente a zero allora X mnon é razionale.

Non mi sono noti, a parte I’esempio di Artin-Mumford, esempi nelle
ipotesi del precedente Corollario (cf. §7 e Esempio 2 per i fibrati in
coniche); e naturale domandarsi se la torsione del gruppo di Brauer nel
recente esempio di Dolgachev-Gross [19] sia algebrica.

Si consideri la mappa canonica e : H*( X4, Z) — H *(X4n, C). Ponia-
mo per definizione

H}P* S {a € HY(Xn, Z)/e(a) € H>?}

ovvero: H2? &il gruppo di Hodge delle classi intere di tipo (2,2) (nota:
H2? contiene anche la torsione).

Nell'ipotesi che H%(X, H%(Z)) = 0 (oppure G?(X) = 0) si ha effetti-
vamente N S?(X) C H2?2

Teorema 5.2 Sia X una varietd (proiettiva e non-singolare) di
dimensione 3 tale che

H(X,H%(Z)) =0
Allora (n #0):
H(X, HX(Z/n)) = o(H;? /N S*(X))

e un gruppo finito, nullo per quast tutti gli n € Z, ed esiste N
tale che
HY(X,H%(Z/N)) = H}?/N S?*(X).
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Dimostrazione Per dimX = 3 e valida la congettura di Hodge,
ovvero cf2 ® Q : NS?(X) ® Q — H2? ® Q & surgettiva e inol-
tre H2?/N S?(X) & finitamente generato, quindi: (H2??/NS?*(X)) ®
Q = 0 implica che H2??/N S?(X) & un gruppo finito. Dunque, basta
mostrare che per ogni n # 0 il sottogruppo degli elementi di n-torsione
di H2?2/N S?(X) s’identifica a H(X, H%(Z/n)) da cui Uesistenza di
N > 0 come sopra segue banalmente.

Lemma 5.3 Se X ha dimensione 3 e H(X,H3}(Z)) = 0 allora
HY(X, H%(Z/n)) = H'(X, H(Z))
Dimostrazione del Lemma. Poiche ,H%(Z) = H%(Z) = 0si ha

una sequenza esatta di fasci (cf. Lemma 4.3)
0 — HX(Z) ™ HX(Z) — HX(Z/n) — 0
Siccome H°(X,H%(Z)) = 0 si ha che in cooomologia,
0 — H(X,Hx(Z/n)) — H' (X, H(Z)) = H'(X, Hx(2Z))

Poiché HY(X,H%(Z)) = H*(X4n,Z)/N S?(X) dal Lemma segue che
la n-torsione del quoziente s’identifica a H%(X, H%(Z/n)); inoltre si
ha una sequenza esatta, indotta dalla fattorizzazione della mappa ciclo

0 — H2?/NS*(X) - H (X 4n,Z)/NS*(X) —» H*(Xun,Z)/H>*> > 0

Quindi basta mostrare che H*(X,,, Z)/H2? & senza torsione. Si con-
sideri la decomposizione di Hodge H*(X,,,C) = H'? @ H>?> ¢ H3!
e la mappa canonica ¢ : H*(X,,,Z) — H*(X.,C). In quanto
H?? = {a € H*(Xun,Z)/e(a) € H?>?} se o € H*(Xyn, Z) ¢ tale
che na € H2? allora e(na) = ne(a) € H*? e quindi le componenti in
H'3 e H3! di ne(a) sono nulle; ma H'? e H3! sono C-spazi vettoriali
da cui () € H?? ovvero o € H2?2. o
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Corollario 5.4 Nelle ipotesi del Teorema 5.2, la congettura d:
Hodge ¢é valida per il gruppo di Hodge H?? ovvero la classe ciclo
¢ l’isomorfismo
NS*(X) = H}”
se e solo se st ha che
H(X,H%(Z/n)) =0
per ogni n € 2.

Osservazione:  Atiyah-Hirzebruch [1] hanno mostrato esempi di
classi di torsione in coomologia pari che sono non-algebriche; una ques-
tione interessante per tali esempi € stabilire se si ha ’annullamento

di H°(X,H5(Z)). Infatti nelle ipotesi del Teorema 5.2, mediante il
sottogruppo

H4(Xan’ Z)tors
NS2(X)tors
si avrebbe una sezione globale non-nulla per qualche n. D’altra parte,
se l'invariante di Artin-Mumford & nullo i.e. H*(X.n,Z)tors = 0, si
potrebbe ancora avere H%(X, H%(Z/n)) # 0 per qualche n.

Se X & unirazionale di dimensione 3 allora si ha che H!3 = H31 =0
(cf. [2, 81]) e quindi H2? = H*(X,,,Z). Inoltre, il quoziente

HY(X o, Z) /(N SY(X))
s’identifica al gruppo finito H%(X, H5(Z/n)) per qualche n # 0.

C H(X, H%(Z/n))

Nei seguenti esempi si discutono casi in cui HY(X, H%(Z/n)) = 0;
sono sconosciuti, nelle ipotesi del Teorema 5.2, controesempi a questo
annullamento.

Esempio 1: (Varietd di Fano) Sia X una varieta di Fano (ovvero
con sistema anticanonico ampio) unirazionale di prima specie, cio
Pic X = HZ, con invariante di Artin-Mumford nullo. Abbiamo un
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diagramma commutativo

NS(X)® NSY(X) — NS}(X)~Z
1 =]
HY(Xan,Z) @ HX(Xan,Z) — H(Xoun,Z)=Z

indotto dai prodotti d’intersezione e le mappe ciclo. Dalle nostre
ipotesi segue che NSY(X) & H*(X,n,,Z) = HZ, NS*(X) = CZ
e H*(Xun,Z) = TZ; la mappa ciclo c€? : NS?*(X) — H*( X4, Z) &
dunque la moltiplicazione per un intero ovvero c€?(C') = nT. Diciamo
che C' & una “cicloretta” se C' - H = +1. Come mi ha fatto osser-
vare V. Srinivas, dalla commutativita del diagramma, ed il fatto che
T - H = ¥1 per dualita di Poincare, segue che cf? & un isomorfismo se
e solo se C' € una cicloretta. Questo, per il Teorema 5.2, risulta ancora
equivalente all’annullarsi di H%(X, H5(Z/n)).

Se H = —Kx ovvero X ha indice 1 allora esiste una cicloretta, ed
infatti una retta, per un teorema di Shokurov ( “Congettura di Fano”).
Restano le varieta di Fano di indice 2 (indice 4 e 3 sono razionali)
oppure con secondo numero di Betti > 2.

Esempio 2: (Fibrati in coniche) Nella terminologia di Bloch [7,
Def.1.8 p.10] un fibrato in coniche su una superficie S & una varieta
X ed una mappa razionale m : X---5 tale che la fibra geometrica
generica & isomorfa a P'. Ovvero, esiste un morfismo genericamente
finito (di grado 2) f : S’ — S tale che il prodotto fibrato X xg S’ &
birazionale a P%,. Si ha dunque una applicazione razionale dominante
¢ : PL—-~X. Mediante un numero finito di scoppiamenti possiamo
eliminare I'indeterminazione di (. Siccome si ha H(P},, H3(A)) =
HO(S",H3(A)) = 0 per questioni dimensionali, ne consegue che il
gruppo HO(X,H%(A)) & di 2-torsione. Se A = Z & quindi nullo. Per il
Teorema 5.2 si ha 'esistenza di N > 0 tale che H(X, H%(Z/N)) =
H2?2/NS?*X) ma 2H°( X, H3%(Z/N)) = 0 e quindi si pud porre
N = 2. Per quanto precede, il risultato di Colliot-Thélene [13] che
dimostra H%(X,H3(Z/2)) = 0 ci permette di concludere che (cf.
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Corollario 5.4)

NS*X) =~ HZ?
in particolare: l'invariante di Artin-Mumford e algebrico per i fibrati
in coniche.
L’iniettivita della mappa ciclo veniva dimostrata in una lettera di Bloch
a Beauville [8] per riduzione ad un aperto U di S e provando che
7 : V — U induce I'isomorfismo 7, : NS?(V) = NS (U); sarebbe
interessante stabilire se N.S%(X )iors = NS1(S)iors-
In generale, per m# : X-->S con fibra geometrica generica P" si ha
H%X,H3(Z)) = 0, analogamente.
Per un fibrato in coniche ordinario nel senso di A. Beauville [6, Def.1.3
p.322] si ha che H3(X,,, Z) non ha torsione [6, Theor.2.1.(i)]).

Esempio 3: Se 7 : X — Y e un morfismo piatto tale che esiste
un aperto denso U C Y per cui 7w : Pj; — U e la proiezione canonica
allora HY(X,H!(A)) =0 peri > dimY ed A = Z,Q, Z/n, C: infatti
si ha

H°(X,H'(A)) C H(Py, H!(A) = H(U, H'(4)) =0
se ¢ > dimU.

Esempio 4: Sia X una varieta di dimensione 3, possibilmente non-
unirazionale, che contiene una superficie S, chiusa e liscia, e supponia-

mo H?2(S,Os) = 0. Allora H°(S, H%(Z)) = 0 e quindi
HO(X, 1 (Z)) = HY(X — S, HY(Z))
(cf. §1, §3). Se inoltre U = X — S e affine allora la sequenza esatta
HY (X, H3%(Z)) 5 NS>(U) » HY(Uun,Z) =0

regala la proiezione p. Dunque, se NS?(X — S) # 0 allora X non
& unirazionale (esiste un tale esempio!?). In questa situazione si ha
comunque una sequenza esatta

NSY(S) - NS*(X) - NS} X —-85)—0
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ed un quadrato commutativo

NSY(S) — NS%*X)
cll | 1 cf?
H?(S) & H*'YX)

nel quale o e ¢! sono surgettive (poiche H4(X —5) = H?(S, Og) = 0)
e quindi cf? & surgettiva ovvero H4(X) = H??. Se X & unirazionale
allora c€? & un isomorfismo e si ha NS?(X —S) = HY (X, H%(Z/n)) =
0. Questa situazione si verifica per alcune varieta di Fano dove S &
infatti una superficie di Del Pezzo.

6 Coomologia di Deligne-Beilinson

Ricordiamo (vedere [20] e [24] per una esposizione dettagliata) che i
gruppi H5(X, Z(p)) di coomologia di Deligne-Beilinson sono definiti,
per X proiettiva e non-singolare su C, come l'ipercoomologia di X4,
a coefficienti nel complesso di De Rham troncato

0_*Z(P)—>(9Xan——>91—->---—>Qp_1—>0

dove Z(p) ¥ (2i7)PZ C C. Ad esempio, si ha HA(X, Z(1)) = Pic (X).
I gruppi HZ(X, Z(p)) estendono le jacobiane intermedie J?(X) me-
diante i cicli di Hodge H2"? ovvero si ha una sequenza esatta corta

0 — JP(X) — HF(X,Z(p)) — HEP — 0

La definizione di H5(X,Z(+)) si estende alle varietda quasi-proiettive
considerando una “buona”’ compattificazione ed il complesso di De
Rham logaritmico troncato; si ottiene (cf. [21], [24, Theor.1.19]) una
teoria di dualita di Poincaré con supporti nel senso di Bloch-Ogus [11,
§1]. Di conseguenza si hanno risultati analoghi a quelli del §1 per i
fasci H}(+) ed in particolare (cf. [21], 3], [4, A.3]):

1. Si ha HP(X, Hh(p)) = CHP(X).
2. Si ha una mappa ciclo ¢f5, : CH?(X) — HZ (X, Z(p)).
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3. I gruppi delle sezioni globali H%(X,H%(p)) sono invarianti bi-
razionali che, se X e razionale, s’identificano a

H%(SpecC, Z(p)) = HY(SpecC, Z(p) — C)

E inoltre:

Teorema 6.1 Sia X proiettiva e non-singolare su C. St ha un
morfismo di estensiont

0 - AP(X) - CH?(X) — NSP(X) — 0
w | o | |
0 — J/(X) — HF(X,Z(p)) - HEr — 0
dove 67 ¢ la mappa di Abel-Jacobi e cbP ¢é l'usuale classe ciclo.

Dimostrazione Ad esempio: [24, §1.21, Lemma 1.22] (cf. [20, §7]
e [21]). °

Corollario 6.2 Sia X proiettiva e non-singolare su C.

1. Il gruppo dei 2-cicli omologicamente nulli che hanno classe
di Abel-Jacobi nulla modulo equivalenza razionale (ovvero il
nucleo di ct% : CH*(X) — H}(X,Z(2))) é un invariante
birazionale.

2. Il sottogruppo dei 2-cicls algebricamente nulli che hanno classe

di Abel-Jacobi nulla modulo equivalenza razionale (ovvero il
nucleo di 6% : A%2(X) — J?(X)) é un invariante birazionale.

Questi invarianti birazionali sono nulli per le varieta unirazionali.
Infatti, sia X unirazionale oppure un fibrato in coniche su una superficie
S nel senso che: 7 : X--~S con fibra geometrica generica P! ed
inoltre assumiamo che A2(S) sia “rappresentabile” (cf. [7, Def.1.1])
ovvero 6% : A%(S) = J?(S) (si confronti ’Esempio 2); sotto queste
ipotesi S. Bloch [7, Prop.1.9] ha mostrato che la mappa 62 : A%2(X) —
J2(X) & surgettiva con nucleo finito. In effetti, si ha ([18, §1.3]) che
62 é iniettiva sulla torsione quindi 62 & un isomorfismo nelle ipotesi
precedenti. Utilizzando i risultati dei §4, §5 si ha:
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Corollario 6.3 Nelle ipotes: precedenti la mappa ciclo
ety CH*(X) — HAH(X,Z(2))

é intettiva. Inoltre la congettura di Hodge per le classi razionals
di tipo (2,2) é vera se e solo se c€% ha conucleo finito; in questo
caso st ha un isomorfismo

cdpRQ:CH*(X)® Q= Hp(X,Z(2) ® Q

Dimostrazione Per il Teorema 6.1 ed H’(X,H?(Z)) = 0 si ha
che cf? & iniettiva e quindi kercé?, = ker§? = 0. Inoltre, il conu-
cleo di cf% s'identifica a H2?/N S?(X) che & finitamente generato. Se
(H2?/NS?*(X)) ® Q = 0 allora la congettura di Hodge & vera e si ha,
che H2?/N S?(X) & un gruppo finito (e viceversa). °

Osservazione: Ogni varieta 3-dimensionale, come sopra, soddisfa
le ipotesi del Corollario 6.3. Se X e razionale di dimensione 3 allora
la mappa ciclo cf% & gia un isomorfismo su Z. Infatti, la nullita del
nucleo ed il conucleo di cf%, & birazionale in X.

Conformemente a Soulé-Beilinson (cf. [24, 3.5 p.343]), i gruppi di
coomologia motivica H 5\4 (X,Q()) ¥ K 52)_ ;(X) sono definiti come i Q-
autospazi K () associati alle operazioni di Adams sui gruppi K,(X)®
Q di alta K-teoria di Quillen [26]. Una definizione equivalente di
coomologia motivica, dovuta a Soulé, utilizza I'isomorfismo K ](-i)(X ) =
gr K;(X) ® Q (il graduato associato alla v-filtrazione). In particolare
(7 = 2¢) si ha H34(X,Q((¢)) & CHYX) ® Q da un calcolo diretto
con la sequenza spettrale di Brown-Gersten, infatti: grf{I{ 0(X)®Q =
griepKo(X) ® Q = CH'(X) ® Q dove ‘top’ indica la filtrazione per
codimensione del supporto. Inoltre Beilinson ha definito dei “regola-
tori” rp : Hiy(X, Q7)) — HhH(X, Q(2)) che s’identificano alla mappa
ciclo ¢fp @ Q per j = 2¢ (vedere [24, Lemma 3.8.b)]). Nelle ipotesi del
Corollario 6.3 si ha che, almeno nel caso X/C, il regolatore

rp : Hy(X, Q(2)) > Hp(X, Q(2))
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e un isomorfismo.

7 Alcune questioni

Si hanno in generale, per una varieta algebrica definita su un campo k
arbitrario, le seguenti questioni.

71 k=C

Sempre supponendo X proiettiva e non-singolare su C. Oltre al pro-
blema fondamentale di mostrare I’annullamento o meno dell’invariante
H°(X,H3(Z/n)) per le varieta 3-dimensionali unirazionali, e quindi di
discutere nuovi esempi (fibrati in Del Pezzo, in curve ellittiche, etc.),
sarebbe interessante stabilire se I'invariante di Artin-Mumford e sempre
algebrico. Per le varieta di dimensione > 4 si attende la seguente:

Congettura 1 Se X é unirazionale allora le sezioni globali di
H(Z) sono nulle anche per i > 4.

Infatti & ragionevole che i fasci H% (Z) siano sempre senza torsione (cf.
[9, p.50-51)).

Ad esempio, se X ha dimensione > 4 ed il fascio H%(Z) & senza
torsione allora, per X unirazionale, si ha analogamente al §5, che:
H°(X,H%(Z/n)) ¢ la n-torsione del quoziente H*(X4n, Z)/N S?(X).
Infine, & naturale domandarsi:

Problema 1 Quali grupp: di Griffiths G"(X) sono invariant: bi-
razionali? Per quali r st ha G"(X) =0 se X é unirazionale?

Gli esempi conosciuti sembrano indicare che G?(X) & non finitamente
generato o nullo. S. Bloch congettura che sia un gruppo divisibile
mentre vi sono esempi di C. Schoen [27] di ipersuperfici V' in P?" tali

che oG" (V') # 0.
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7.2 k=k

Sia X wuna varieta algebrica completa e non-singolare su un campo
k algebricamente chiuso arbitrario. Il gruppo di Griffiths G?(X;) &
definito (cf. [27], [12]) come quoziente dei cicli con classe ¢-adica nulla
(per ogni £ # chark) modulo equivalenza algebrica.

Congettura 2 G%*(X}) é un invariante birazionale che si annulla
per X wunirazionale su k (a meno forse di p-torsione per p =

chark > 0).

Per quanto riguarda la finita generazione di N S?(X) poco & conosciu-
to in generale; se X & unirazionale allora NV S?(X) & finitamente gene-
rato, almeno in caratteristica zero: infatti, la n-torsione di N.S?(X) &
un gruppo finito (infatti lo & la n-torsione di C H?(X) per Merkur’ev-
Suslin) ese f : Y — X & genericamente finito ed Y & razionale allora la
moltiplicazione per il grado di f in N S?(X) si fattorizza per N S?(Y")
che € finitamente generato.

In quanto N .S?(X)/n = C H?(X)/n dalla finita generazione del gruppo
N S?(X) si ottiene la finitezza di CH?(X)/n.

Per X unirazionale di dimensione 3 (se G?(X}) = 0) I'esistenza di cicli
di torsione in N.S?(X) implica la non-razionalita di X.

7.3 k qualunque

Al fine di controllare il gruppo C H?(X)/n ricordiamo il seguente pro-
blema posto da Colliot-Thélene [14, §3.3.2 p. 14], [16, Question 1) §3.1
p.92].

Problema 2 Se X (proiettiva non-singolare) ha un k-punto razio-
nale allora la mappa ciclo

CH(X)/n — H*(Xa, u?)

é iniettiva ?
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Il problema & aperto anche su C. Se X e definita su C, nelle ipotesi
del Teorema 5.2, si ha una parziale risposta al Problema 2. Infatti, se
ad esempio H 4(.X' ans L)tors = 0, si ha una sequenza esatta

0 — H2?/NS*(X) — CH*X)/n — H (Xa, pd°)
per qualche n > 0.

Per quanto concerne N S?(X ) sembra auspicabile trovare condizioni
su k affinche la seguente questione abbia risposta affermativa.

Problema 3 Se X ¢é geometricamente unirazionale (ovvero lo

\

diviene mediante una estesione algebrica di k) allora NS*(X) é
finitamente generato?

Ancora, dalla finitezza di A%(X)/n segue la finitezza di CH?*(X)/n.
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