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Introduction

L’objet de ce livre est d’offrir un texte qui démontre quelques résultats récents ou
nouveaux de mécanique des fluides. Ce texte se veut autocontenu pour un étudiant
de maitrise n’ayant point fui I’Analyse. Le premier résultat est le théoréme de J.-M.
Delort sur I’existence d’une solution aux équations d’Euler en dimension deux pour une
donnée initiale du type nappe de tourbillon. Les autres résultats sont des théorémes
affirmant la persistance de la régularité du bord d'une poche de tourbillon. Le texte
est divisé en neuf chapitres dont nous allons briévement résumer le contenu.

Le premier chapitre est une description succinte des concepts de base liés aux équa-
tions d’Euler relatives a un fluide parfait incompressible. Tout d’abord, nous définissons
un tel fluide en lui imposant d’évoluer le long d’une géodésique du groupe des difféo-
morphismes préservant la mesure.

Ensuite, traduisant cette définition lagrangienne en langage eulérien, nous établis-
sons les équations d’Euler vérifiées par le champ des vitesses des particules du fluide.
Puis, les quantités importantes liées & ces équations (pression, tourbillon) sont intro-
duites. La loi fondamentale de Biot-Savart reliant un champ de vecteurs de divergence
nulle & son rotationnel est démontrée. Enfin, la spécificité de la dimension deux d’espace
est mise en évidence : c’est la conservation du tourbillon le long des lignes de flot du
champ de vecteurs solution. Ce premier chapitre se conclut sur une formulation faible
des équations d’Euler qui est spécifique & la dimension deux.

Le deuxiéme chapitre a pour but de présenter les bases de la théorie de Littlewood-
Paley. Dans un premier temps, quelques inégalités simples sur les fonctions dont la
transformée de Fourier est & support compact sont démontrées. Ensuite, nous construi-
sons une partition de 'unité associée & un recouvrement de l'espace R? par des cou-
ronnes dyadiques.

Puis, nous utilisons cette partition de I'unité pour caractériser les espaces de Sobolev
et de Holder. Une certaine place est accordée a 1'étude des cas limites d’espaces de
Holder, essentiellement la classe de Zygmund C!. Les chapitres 5 et 9 en illustreront la
nécessité.

Ensuite, nous présentons une version trés rudimentaire du calcul paradifférentiel.
Les résultats que nous démontrons ici seront abondamment utilisés dans toute la suite
du livre.

Enfin, comme premier exemple d’application de ces techniques, nous démontrons
quelques propriétés de la pression et de son champ de gradient.

Comme son nom l'indique, le troisi¢me chapitre est dévolu & ’étude de la loi de Biot-
Savart. Il s’agit de savoir en quoi une information sur le tourbillon peut se traduire sur
le champ de vecteurs de divergence nulle associé.
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Apres la présentation de quelques cas trés simples, nous étudions I'action des opéra-
teurs du type 9;8;A7" sur les espaces LP, c’est-a-dire que nous exposons le théoreme
d’interpolation de Marcinkiewicz en contrélant précisément les constantes en fonction
de p. Les chapitres 5 et 9 montreront que ceci n’est pas une coquetterie.

Ensuite, le probleme de I'action des opérateurs 9;0;A~! sur 1'espace des fonctions
bornées est abordé dans le cadre de la dimension deux. Nous étudions tout d’abord
en détail deux exemples. Le premier montre qu’'un champ de vecteurs de divergence
nulle dont le tourbillon est une fonction bornée & support compact peut ne pas étre
lipschitzien. Le second exemple suggere que ce probléme n’est pas sans relation avec la
régularité tangentielle par rapport & une courbe suffisamment réguliere.

Ce troisiéme chapitre se termine par la démonstration d’'une inégalité relative a
'action des opérateurs 9;0,A~! sur I'ensemble des fonctions bornées. Cette inégalité
sera a la base des démonstrations des théorémes de persistance de la régularité du bord
d’une poche de tourbillon exposées aux chapitre 5 et 9.

Le quatrieme chapitre est consacré a la résolution des équations d’Euler pour des
données initiales réguliéres, c’est-a-dire dans une classe de Holder C™ avec r strictement
supérieur & 1. Dans un premier temps, nous résolvons un probléme modele. Nous
démontrons également une condition nécessaire pour que le temps d’existence maximal
de la solution soit fini. Au passage, nous établissons une estimation de propagation de
la régularité holderienne pour les champs de vecteurs de divergence nulle, lipschitziens.

Nous revenons ensuite aux équations d’Euler en vérifiant qu’elles sont bien un cas
particulier du modele précédent. Nous concluons alors le chapitre en démontrant une
condition de non existence globale dans les cas suivants : le cas d’'une donnée initiale
péricdique, le cas ou le gradient de la vitesse appartient & L? et, enfin, celui ol le champ
de vecteurs est une perturbation d’énergie finie d’une solution stationnaire.

Le cinquiéme chapitre a pour objet I’étude des solutions & tourbillon borné en di-
mension deux d’espace. En premier lieu, nous démontrons le théoreme de Yudovich
d’existence globale pour des données a tourbillon borné. Bien qu’a priori non lischipt-
zien, le champ de vecteurs solution est quasi-lipschitzien. On démontre alors un raffine-
ment du théoréme de Cauchy-Lipschitz. Un tel champ de vecteurs posséde un flot. La
régularité en espace de ce flot est exponentiellement décroissante en temps. On exhibe
ensuite un exemple montrant que le théoréeme de Yudovich est optimal.

Ensuite, nous présentons le probléme dit des poches de tourbillon. Puis, nous le
résolvons en démontrant un théoréme de persistance de la régularité tangentielle par
rapport & une famille de champs de vecteurs peu réguliers. La démonstration de ce
théoréme utilise le calcul paradifférentiel introduit dans le chapitre 2. Ce résultat doit
étre compris comme un théoréme de propagation de la régularité, jusqu’a un temps
quelconque, dans un systéme d’équations quasi-linéaires.

Le sixiéme chapitre est consacré au probléme dit des nappes de tourbillon. Apres
avoir présenté le probléme, nous énongons le théoréme de J.-M. Delort d’existence d’une
solution lorsque le tourbillon du champ de vecteurs de divergence nulle initial est une
mesure bornée de partie singuliére positive.

Ce probléme se réduit & un probléme de passage a la limite dans une intégrale grace
3 la formulation faible spécifique & la dimension deux établie a la fin du chapitre 1. La
démonstration se conclut au prix de quelques lemmes de théorie de I'intégration.
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INTRODUCTION

Le septieme chapitre est une digression sur le front d’onde. Aprés une présentation
élémentaire de ce concept de base de 'analyse microlocale, sont exposées les relations
étroites entre front d’onde, théorie de Littlewood-Paley et produit des distributions.
Ensuite, les concepts de front d’onde analytique et de front d’onde Gevrey sont in-
troduits. On démontre un résultat de type ”ellipticité microlocale” dans le cadre du
front d’onde analytique ou du front d’onde Gevrey pour des champ de vecteurs trés peu
réguliers. Ceci sera utilisé au chapitre suivant.

Le huitiéme chapitre expose un résultat de régularité analytique ou Gevrey en temps
sur le flot d’une solution pas trop singuliere du systéme d’Euler. L’idée essentielle
consiste & étudier I’action répétée, sur le gradient de la pression, de la dérivation le long
de lignes de flot. On déduit de cette étude une majoration du front d’onde analytique
(ou Gevrey) de la solution.

Le neuvieme et dernier chapitre revient sur 1’étude du probléme des poches de tour-
billon. On s’intéresse ici au cas ou le bord de la poche présente des singularités, par
exemple des coins ou des cusps. Les résultats, nouveaux, qui y sont démontrés, généra-
lisent ceux du chapitre 5 sur les poches de tourbillon & bord régulier. On démontre
que la régularité de la courbe persiste en dehors des points singuliers produits par ceux
existant & l'instant initial. Ce type de résultat montre que le systéme d’Euler rela-
tif & un fluide parfait incompressible, bien que non local, se comporte vis-a-vis de la
propagation des singularités, comme un systéme local.

Ce texte trouve sa source dans trois cours faits a I'Institut Nankai de Tian-Jin en
1991, a I’Ecole Polytechnique en 1992, et a I’Ecole Normale supérieure de Cachan en
1992-1993. Je tiens & remercier ici ces trois institutions. A ces diverses occasions, G.
Allain, N. Burq, B. Bidegaray, C. Cancelier, T. Colin, P. Gamblin, C. Guillopé, J. Hong,
G. Lebeau, L. Nedelec, X. Saint-Raymond, L. Robbiano et C.J. Xu ont manifesté pour
le sujet un intérét qui fit pour moi un puissant encouragement & la rédaction de ce
texte. Je leur exprime toute ma gratitude. Je remercie particulierement B. Bidegaray,
R. Danchin, T. Desjardins et P. Gamblin qui ont relu divers morceaux et versions
antérieures de ce texte et en ont extirpé force fautes.

Je remercie P. Gérard et D. Serre avec qui j’ai eu des discussions aussi amicales que
fructueuses a propos des résultats exposés ici.

Enfin, il est évident que nombre de résultats et techniques exposés dans ce texte
trouvent leur source dans les idées introduites en analyse non linéaire par J.-M. Bony
a la fin des années soixante-dix. J’ai eu avec lui de nombreuses, et 6 combien fécondes,
discussions a ce propos. Je lui exprime ma profonde reconnaissance.

Je voudrais conclure cette introduction en remerciant trés chaleureusement le rap-
porteur ; il m’a fait de nombreuses remarques et suggestions qui ont beaucoup amélioré
le texte initial.






Chapitre 1

Présentation des équations

1.1 Qu’est-ce-qu’un fluide parfait?

On cherche a décrire ’évolution d’un fluide parfait incompressible entre deux temps ¢y
et t;. Une particule de fluide située au point z & l'instant t, sera située au point 9, (z)
a l'instant t;. L’incompressibilité du fluide se traduit par le fait que I’application 1,
supposée étre un difféomorphisme, conserve la mesure, c’est-a-dire que son jacobien est
de déterminant 1.

Dans toute la suite, nous supposerons que le fluide est indéfiniment étendu dans
tout ’espace & d dimensions, d valant 2 ou 3. Ce choix provient d’une volonté de
simplification. En effet, on peut aussi formuler la mécanique des fluides sur un domaine
régulier (il faut alors introduire des conditions aux limites) ou encore sur une variété
compacte (la formulation est alors un peu plus délicate). Ici, nous devrons simplement,
en quelques endroits, prendre garde aux problémes a I’infini.

Nous allons maintenant préciser les espaces fonctionnels avec lesquels nous allons
modéliser un fluide parfait incompressible. Dans toute cette section, on se donne un
difféomorphisme 1; qui conserve le volume.

Définition 1.1.1 Nous désignerons par L l’espace des fonctions contindiment différen-
tiables de [to,t,] x R? dans R? telles que ¥(to) = Id et 9(t;) = 1y, telles qu’a chaque
instant t, la fonction ¢(t) soit un difféomorphisme de R? et enfin telles que dyb(t) soit
continue de [to, t,] dans L2.

Nous désignerons par L l’espace des fonctions de L telles qu’d tout instant t, le
difféomorphisme (t) préserve la mesure.

Une évolution, a priori possible, d’un fluide incompressible entre ’état & I’instant ¢,
et 'état décrit a l'instant ¢, par le difféomorphisme 1, est modélisée par une fonction 1)
de l'espace Ly.

Pour introduire un probléme variationnel, il convient de définir une fonctionnelle
dont les extrémales seront la clef du probléme. Nous allons ici introduire P’action.

Définition 1.1.2 On appellera action l’application A définie de L dans R, par

Aw) =3 [ [ 100(t,2)Pdsat.
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L’action est une forme quadratique. L’espace £ est inclus dans un espace affine. Le
calcul de la différentielle de I'action A est des plus élémentaires. On a

t
DAyh = /t ]R L O(t, ©)3,h(t, z)dtdz. (1.1)

L’idée est de définir un fluide parfait incompressible comme un fluide incompressible
évoluant suivant des extrémales de la fonctionnelle action A restreinte & 1'espace L.
Pour cela, il faut définir la notion d’accroissement infinitésimal sur cet espace Ly. Ce
dernier est une partie d'un espace affine. En s’inspirant de la définition usuelle de
I’espace tangent aux sous-variétés plongées dans un espace linéaire, on pose la définition
suivante.

Définition 1.1.3 On appellera accroissement infinitésimal en un point v de l’espace L,
la dérivée en 0 d’une quelconque fonction © continiment différentiable de [0, 1] dans L
telle que ©(0) = .

A cause de problémes de régularité, on ne peut décrire exactement ’ensemble des
accroissements infinitésimaux. De plus, tenter de trop s’appuyer sur l'intuition née de la
dimension finie doit étre réfréné par le fait que, toujours a cause de problémes de régu-
larité, on ne sait pas démontrer que 'ensemble Lq est localement homéomorphe a I’en-
semble des accroissements infinitésimaux tels que ’on vient de les définir. Cependant,
la proposition ci-aprés nous suffira. Etant donné un champ de vecteurs v = (v*,...,v%),
on posera

d
dive = Z vt

i=1
Proposition 1.1.1 Désignons par T [l’ensemble des champs de vecteurs T dont les
coefficients sont continiment différentiables sur [to,t,] x R?, tels que

T(to) =7(t1)) =0 et Vte [to,t], divr(t) =0.

Soit alors 6 un accroissement infinitésimal en un point ¢ de Lo ; il existe un champ
de vecteurs T de l’espace T tel que

8(t,z) = 7(t, (¢, z)).

Réciproquement, soient a une fonction indéfiniment différentiable a support compact
sur Uintervalle Jto, t1[ et T un champ de vecteurs de divergence nulle dont les composantes
appartiennent d l’espace S ; si

0(t,z) = a(t)T(¥(t, x)),
alors 0 est un accroissement infinitésimal au point .
La démonstration de cette proposition repose sur le treés facile lemme suivant :

Lemme 1.1.1 Si w € C'(I x R%R?) et si 0 est une fonction appartenant a C*(I x
R% RY) et vérifiant 9,0(s,z) = w(s, (s, 1)), alors, pour tout s € I, d;det D0(s) =0
st et seulement si div w(s) = 0 pour tout s € I.
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Il suffit d’appliquer la formule de composition des différentielles. On a
0sD.0(s,z) = D,w(s.0(s, x))D.0(s, ).

D’ou il vient, a nouveau en appliquant la formule de composition des différentielles,

d
dydet D,6(s,z) = 5 det(D,6",...,8,D,8",...,D,8%.

j=1

En développant le déterminant, on obtient

d
9y det D,0(s,z) = 5 det(D,8",..., 8w D6, ..., D,6%.

k=1
D’ou enfin
0y det D.0(s, z) = divw(s, 0(s, z)) x det(D.8(s, z)),
et ainsi le lemme.

Revenons a la démonstration de la proposition. Soit 6 un accroissement infinitésimal
au point 1. Par définition, il existe une fonction © continiment différentiable de [0, 1]
dans L, telle que

0s9(5,t,T)js=0 = 0(t,z) et O(0,t,z) =y(t, ).

Comme pour tout s et tout ¢, (s, t) est un difféomorphisme, on peut définir un champ
de vecteurs 7(s,t,x) par

7(s,t,x) = 8,0(s,t,07(s,t,1)).
D’apres le lemme 1.1.1 ci-dessus, on a
V(s,t) € [0,1] X [to, t1] , divT(s,t) =0

Vu que 9,0(0,t,z) = 7(0,t,6(¢t,z)), on a le premier point de la proposition en posant
T(t,z) = 7(0,t, 7).
Le second point est trés facile. Il suffit de résoudre I’équation différentielle autonome

suivante :
9,6(s,t,z) a(t)r(t, (s, t, 7)),
{ 0(0,t, ) ¥(t, ).

On peut maintenant définir de maniére précise ce qu'est un fluide parfait incom-
pressible.

Définition 1.1.4 On dit qu'un fluide incompressible est parfait s’il évolue entre le
temps to et l’état i, au temps t, suivant un élément ¢ de Ly tel que, pour tout ac-
croissement infinitésimal @ au point ¢, on ait

DA(®) -8 =0.

La définition donnée ci-dessus peut étre formulée de maniére heuristique en disant
qu’un fluide parfait incompressible évolue suivant les extrémales de la fonctionnelle
action, qui est définie sur I’espace des courbes de difféomorphismes préservant la mesure.

9
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1.2 De Lagrange a Euler

Nous nous sommes intéressés précédemment & la description de ’évolution d'un fluide
incompressible par une courbe tracée sur ’espace des difféomorphismes préservant la
mesure; c’est le point de vue lagrangien. Une autre facon de décrire un fluide est
d’étudier le champ des vitesses des particules du fluide ; c’est le point de vue eulérien,
qui d’ailleurs nous occupera jusqu'a la fin de cet ouvrage. Lorsque les champs de
vecteurs et les difffomorphismes considérés sont assez réguliers, 1'équivalence entre les
deux points de vue, modulo une perte de régularité en temps, n’est rien d’autre que la
théorie élémentaire des équations différentielles ordinaires.

En effet, considérons un élément ¥ de Ly. On définit alors le champ des vitesses
suivant :

v(t, ) = Oyb(t, v~ (¢, ). (1.2)

D’apres le lemme 1.1.1, pour tout t € [to, ¢1], divv(t, ) = 0. Réciproquement, si v est
un champ de vecteurs suffisamment régulier, le théoréme de Cauchy-Lipschitz permet
de définir un flot ¢ par

¥(0, ) z. (1.3)

On peut maintenant établir les familiéres équations d’Euler.

{6t¢(tvz) = v(tﬂﬁ(t,x))

Théoréme 1.2.1 Soient ¢ une évolution d’un fluide parfait incompressible et v le
champ de vecteurs de divergence nulle associé da ¥ par .( 1.2). Il existe alors une distri-
bution tempérée p telle que, si l'on pose v-V = ¥4 v*0;, on ait

Ow+v-Vv=-Vp.
Supposons que 1 soit une évolution d’un fluide parfait incompressible. D’aprés la

définition 1.1.3, la proposition 1.1.1 et la relation (1.1), on a, pour tout a € C§°(Jto, t1])
et tout champ de vecteurs de divergence nulle 7 € C®([to, t1]; S(R?; RY)),

t
[ fos 0t 2000017t 0t 2)))dtdz = 0.
Or, d’apres (1.3), il vient
t1
[ [ovt st o)aatrt vt 2)dtdz = o.
to Rd
Une intégration par parties en ¢t assure
t1
t = 0.
L Jre 0wt vl ey vt 2))dsdz = 0
Etant donné que 8;(v(t, ¥(t,z)) = (8w + v - Vv)(¢,%(t,z)), et que 3(t) est un difféo-
morphisme préservant la mesure, il vient, pour tout a € C§°(]to,t1[) et tout champ de

vecteurs de divergence nulle 7,

/tn /Rd(atv + v - Vo)(t, z)a(t)7(t, z)dtdr = 0. (1.4)

10
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Comme v + v - Vv est une fonction continue du temps, on a, pour tout champ de
vecteurs 7 de divergence nulle et pour tout temps ¢

/Rd(a,v +v - Vo)(t,z)7(t,z)dz = 0. (1.5)

La premiére partie du théoréme va maintenant résulter de la proposition suivante,
qui est des plus classiques en théorie des distributions.

Proposition 1.2.1 Soit w un champ de vecteurs d coefficients distributions tempérées.
L’existence d’une distribution tempérée p telle que w = Vp équivaut d la nullité du
rotationnel de w, c’est-d-dire auz relations d;w* = Gu’.

La démonstration de cette proposition est un exercice de théorie des distributions.
Donnons-nous une fonction fo indéfiniment différentiable & support compact de la va-
riable réelle d’intégrale 1. Supposons que la dimension d vaille 1. On définit alors, pour
¢ € C°(R),

2@)@ = [_(+w) - ([ #w)dy)1o(®)) dy.

Il est clair que ®(9,¢) = ¢ et que ®(¢) est une fonction indéfiniment différentiable a
support compact. Mieux, I'application ® définie ci-dessus est une application linéaire
continue de S(R) dans lui-méme. En effet, si z < — A, avec A strictement positif, alors,

e@)@) < [ lowldy+| [ 8wy

[ Iow)idy.

Si —x est strictement positif, on a donc, pour tout entier N plus grand que 2,

o N+1 N+1
@(@)o) < [ (RReRE LW g, 2R C TR gy
En posant
Nn(9) = |18l + sup |(1+ [y)¥*'é(w)l,
yeR?
il vient
|z|¥|@(¢)(2)| < CNn(9)-
Or, comme

= (560~ ([ s6)a9) o)) du =0,

le méme raisonnement est valide pour z strictement positif. Le fait que

00

2:2(6) =9~ o [ o(4)dy

achéve la démonstration de la continuité de ® sur S(R).
Soit w une distribution tempérée sur R ; on définit alors p par

<pp>=—<w 09 >.

11
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Comme @ est une application linéaire continue de S(R) dans lui-méme, p est une
distribution tempérée. De plus,
<opd> = —<p,0d>
< w,®(0:¢4) >
= <w,¢>.

D’ou le résultat en dimension d = 1.

Supposons maintenant le résultat vrai en dimension d < k — 1. Soit w un champ
de vecteurs a coefficients distributions tempérées sur R* vérifiant les hypothéses de la
proposition. Gréace a I’hypothése de récurrence, on définit alors la distribution tempérée
7 sur R¥"! par

<oml>=<u' fo00>.

On peut alors définir la distribution tempérée sur R* par
(> <]

<p¢>=— <uw, B(d) >+ < w,f d(y1)dy: >,
—00

avec Pi(9)(z) = ®(P(-, 22, ..., zk))(z1). 1l suffit maintenant de vérifier que 9;p = w'.
Tout d’abord,

00

< Op, ¢ > Oo3145(?/1)d211 >

< wlw(bk(al¢) >-< W’[_

= <uwh¢>.
Sii>2,ona
<0pd> = +<u'®dd) > - < [ aglu)du >
— < Gw!, B (4) > + < o, /_oo (1)dy, >

= — <, Bk(9) > + < w‘,f0®/_°° é(y1)dy, >

= <, BB(d) > + < W fo ®/_m $(y1)dy, >

= <uw¢é>

D’oli la proposition. On peut en déduire trivialement les deux corollaires suivants :

Corollaire 1.2.1 Soit w un champ de vecteurs a coefficients distributions tempérées
tel que, pour tout champ de vecteurs u de S(R% R?) de divergence nulle, on ait

<wu>=)y <w,u >=0.
i
11 existe alors une distribution tempérée p telle que w = Vp.
Corollaire 1.2.2 Soit w un champ de vecteurs de divergence nulle sur R? dont les

coefficients sont des distributions tempérées. Il existe une distribution tempérée f telle
que

w ¥ VLf = (~8f,8:f).

12



PRESENTATION DES EQUATIONS

Pour démontrer le premier corollaire, on considére une fonction ¢ de I’espace S(R?).
Lorsque 7 et j sont deux entiers positifs distincts inférieurs & d, on considére le champ
de vecteurs u dont la jéme composante est 0;¢, la iéme —0;¢, les autres étant identi-
quement nulles. Il est clair que u est un champ de vecteurs de divergence nulle. Donc
par hypothese

<wu> = <uw, 8i¢>-<w did>
= <6jw‘-8iu)j,¢>
0.

Il en résulte que d;w* — d;w’ = 0; d’ot le corollaire 1.2.1
Pour démontrer le second corollaire, on considére le champ de vecteurs de divergence
nulle @ = (—w?, w!). Il est clair que I'on a 8;@W? — &' = divw = 0. Il existe donc une

distribution tempérée f telle que W = (8, f, 2 f). D’ot le corollaire 1.2.2.

Revenons a la démonstration du théoréme 1.2.1. Il résulte clairement du corol-
laire 1.2.1 ci-dessus et de la relation (1.4) que si v est une évolution d'un fluide parfait
incompressible, alors le champ de vitesses associé a ¥(t) par (1.2) vérifie

Ow+v-Vu=-Vp. (1.6)

Réciproquement, soit v un champ de vecteurs vérifiant la relation (1.6) ci-dessus.
On considére alors le flot ¥ de v défini par (1.3) et # un quelconque accroissement
infinitésimal en 1. Alors, on a

131 t
/to /Rd 8z¢(t,:c)8t0(t,z)dtdx=_/to /Rdafw(t,x)a(t,z)dtda:.

La proposition 1.1.1 assure ’existence d’'un champ de vecteurs de divergence nulle 7 tel
que 0 = 7(¢,¢(t,z)). Il en résulte que

t

/t: /Ra e (t, 2)8,0(t, z)dtdz = /t0 /R,(Vp)(w(t, 2))r(t, ¥ (t, z))dtdz.

Pour tout temps ¢, le difféomorphisme 1(t) conserve la mesure, ce qui conclut la démons-
tration du théoréme.

Nous allons maintenant donner une formulation faible de 1'’équation (1.6). Cette
formulation sera équivalente & celle de la relation (1.6) lorsque le champ de vecteurs
solution sera suffisamment régulier. Néanmoins, il sera important d’avoir une formu-
lation dite faible des équations, notamment dans le chapitre 6. Si v est un champ de
vecteurs de divergence nulle continiiment différentiable, on a v - Va = div(av) pour
toute fonction a continiment différentiable. Il en résulte que

ov+v-Vv=0w+diviQu,

o divv @ v désigne le champ de vecteurs dont la iéme coordonnée est f=1 9 (v'?).
D’ot la formulation suivante des équations d’Euler.

ov+divi®v = —-Vp
(E) dive = 0
Yt=0 = Yo

13
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1.3 Le tourbillon, la pression et la dimension 2.

Le tourbillon est la quantité clef pour comprendre le systéme d’Euler. Sur le tourbillon,
transparait trés vite la différence capitale qu'il y a entre le cas ol la dimension d vaut
2 et celui ou elle vaut 3.

Définition 1.3.1 Le tourbillon d’un champ de vecteurs (ou vorticity en anglais) est le
rotationnel de ce champ de vecteurs.

Convention Lorsque la dimension est 2, on identifie les matrices antisymétriques avec
les réels. Ainsi, on note
w(v) = 81v° — Gy’

le tourbillon de v. En dimension supérieure, on note
Q(’U) = (Q;('U))lSi,jsd avec Q;(’U) = aj’l)i - 6,2)‘1

On omet de noter explicitement (v) en l'absence de toute ambiguité.

L’importance du tourbillon dans ’étude des solutions du systéme d’Euler incom-
pressible (E) vient du fait qu’il détermine le champ des vitesses. En effet, on a

8;‘.’11" = 3_79;(’0) + 8,6]’0]

Autrement dit, ‘ '
Avt = 3,d1vv+28,93 (17)
J

L’égalité ci-dessus entraine immédiatement la proposition suivante.

Proposition 1.3.1 Deuz champs de vecteurs dont les coefficients sont des distributions
tempérées et dont la divergence ainsi que le rotationnel coincident, différent d’un champ
de vecteurs dont les coefficients sont des polynémes harmoniques.

Dans le cas d’une solution du systéme (E), si ’on suppose en outre que le champ de

vecteurs est nul & I’infini, il est alors exactement déterminé par son tourbillon.
Considérons maintenant un champ de vecteurs v appartenant a l'espace S(R?).

Désignons par Ey la solution fondamentale du laplacien nulle & l'infini si d > 3, c’est-a-

dire

27T(d+1/2)

Eq(z) = Td+1/2)

Cd
_W avec Cq =

Si d = 2, E4(x) désigne la fonction (27)~* log |z]|.

On pose alors . .
7 =) OEq* Q(v).
k

Il vient alors

Q(’T))i~ Z{BkBjEd * (6,,1)‘ - 8.-v’°) - aka,'Ed * (a]c’lf7 - ij")}
k

J

Z{a,fEd * 8jv‘ - 6,~Ed * 8,-6kv'° - B:Ed * 8,v’ + 8,~Ed * Bic’?kv"}.
k

14
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D’ou Q(v) = Q(v). De plus, on a

dive = Z 8,-(% Ed * (ak’Ui - 8.-1}")
i,k
= 0.

Donc, en supposant par exemple que le champ de vecteurs v appartienne a S(R?) et
soit de divergence nulle, on retrouve la fameuse loi dite de Biot-Savart :

i _ z* - yk i
V@) =l [T E . (18)

Intéressons-nous maintenant a ’évolution du tourbillon. Pour cela, différentions le
systéme d’Euler (E). Il vient alors

d
B,iji + Z 3_,»6;,(11‘1}") = —a,'ajp. (19)
k=1

En prenant la partie antisymétrique de la matrice définie par les relations ci-dessus, il
vient

d
Bt(ajvi - 6,’0") +v- V(iji - 6,1)’) + Z(ajvk{'}kvi - c’hvkakvj) =0. (110)

k=1

Or, on a , ' . A 4 .
ijkakv' - Biv"akvj = (3j’Uk - Bkv’)akv’ + (8/;1)' - Biv")akv"

D’ou il vient A . '
08 +v- VU +(Q-Vo); =0

en posant

d
(- Vo) = 3 Qfoe’ — QFor.
k=1
Ainsi, en dimension quelconque,

0 +v-VQ+Q-Vu=0, (1.11)

Remarquons que la matrice Q- Vv n’est rien d’autre que la partie antisymétrique de la
matrice (Vv)2.
Mais, lorsque la dimension d vaut 2, il résulte de (1.10) que

Ow + v - Vw + 01v'010* + 81v20,0% — 00 010" — Bpv?ov! = 0.

Il vient alors
Ow+v-Vw+wdive = 0.

Comme ici la divergence du champ de vecteurs est nulle, on obtient la relation bien
connue

Ow+v-Vw=0. (1.12)

15



J-Y. CHEMIN

Cette relation est extrémement importante. C’est sur cette relation que se distingue la
dimension 2 de la dimension 3. Cette relation, associée & la nullité de la divergence du
champ de vecteurs v, assurera que toutes les normes L? sont conservées. Ceci sera la
clef de tous les résultats spécifiques & la dimension 2 que nous allons démontrer dans ce
livre. Remarquons pour conclure, qu’en dimension deux, la loi de Biot-Savart s'écrit

v=VY(E*uw). (1.13)

Aux chapitres 5 et 6, nous aurons besoin, contrairement aux chapitres précédents, du
concept d’énergie cinétique ; c’est-a-dire que nous aurons & estimer des normes L? liées
au champ de vecteurs solution du systéme d’Euler (E). Cependant, nous ne pourrons
pas supposer que les champs de vecteurs que nous étudions sont d’énergie cinétique finie.
Le bon cadre que nous précisons dés maintenant est ’étude de perturbation d’énergie
cinétique finie de solutions stationnaires particuliéres.

Définition 1.3.2 On appelle champ de vecteurs stationnaire et on note o, tout champ
de vecteurs de la forme

z? T ' o . o
o= (—-r-; /0 pg(p)dp, — /0 pg(p)dp) o g€ CE(R\{0}).
On a la proposition suivante :

Proposition 1.3.2 Tout champ de vecteurs stationnaire o est une solution indéfini-
ment différentiable du systéme (E) dont le tourbillon est g(r).

En effet, en posant .
£y =72 [ pg(p)dp,

par définition de o, on a

o-Vo = (‘x2f(r)31("12f(7”)) + Ilf(’”)az(—l’zf(r)))
—z2f(r)0y(zL £ (7)) + 2 f(r)Ba(z! £ (7))

-1 (%)
~V(h(r)) avec h(r)= [ pf(o)dp.

I

Remarque
Supposons que la fonction g soit positive, bornée, & support compact, et non identique-
ment nulle. Il est alors clair que si |z| est assez grand, on a

o@ = o
En particulier, le champ de vecteurs ¢ n’appartient pas a l'espace L*(R%*R?). Par
exemple au chapitre 6, nous considérerons systématiquement des perturbations d’éner-
gie cinétique finie de champ de vecteurs de type 0. Une telle classe de fonctions est
suffisamment vaste pour contenir les données initiales aussi peu réguliéres que celle du
type "nappe de tourbillon” (voir le chapitre 6). Nous allons en effet démontrer le lemme
suivant.
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Lemme 1.3.1 Considérons une mesure bornée pu telle que la mesure (1 + |z|)u le soit
aussi. Si en outre p appartient ¢ H~'(R?), alors il eziste un unique champ de vecteurs
de divergence nulle v appartenant a o + L*(R? R?) pour un certain champ de vecteurs
stationnaire o et tel que w(v) = .

L’unicité est tres facile & démontrer. Soient deux champs de vecteurs v et v’ ap-
partenant & un méme espace o + L?(R% R?) et ayant méme tourbillon w. Du corol-
laire 1.2.2 résulte 1'existence de deux distributions tempérées f et f’ telles que v = V* f
et v/ = V1 f'. La distribution tempérée f — f’ est harmonique, donc c’est un polynéme.
Les composantes du champ de vecteurs v — v’ sont donc des polynémes. Or v — v’ est
de carré intégrable, donc v = v'.

L’existence utilise I'hypothése de décroissance & l’infini faite sur la mesure y. On
considére ¢ un quelconque champ de vecteurs stationnaire tel que

/sz(a)=/mdu.

Par hypothése, i est une fonction continiiment différentiable dont la différentielle est
bornée. L’inégalité des accroissements finis assure que

14(€) — a(0)(§)| < Clél /R,(l + |z|)d|p|(z).
La fonction
EEI72(a(E) — @(0)(8))

est donc une fonction bornée sur R2. D’ou la définition suivante de v :
v =0+ F ((E)EEI(R(E) - (0)(€)) + (14 —x(€))ElE|2(@(E) - 5(0)(6)))-

Le fait que u appartienne a H~'(R?) assure clairement le lemme.

Grace a ce lemme, nous pouvons maintenant présenter la définition suivante.

Définition 1.3.3 Soit m un réel. On désignera par E,, l’ensemble des champs de vec-
teurs de divergence nulle v du plan tel qu’il existe un champ de vecteurs stationnaire o
tel que

/sz(a)=m et v—oe€ L’

Le lemme 1.3.1 ci-dessus assure en particulier que Eq = L2. Il en résulte que 1’espace
E., peut se représenter comme o + L*(R%; R?) et que, si ¢’ est un autre champ de vec-
teurs stationnaire tel que l'on ait

Jaw@) = [[Lul@),

alors on sait que o + L? = ¢’ 4+ L2. L’espace E,, est donc, pour tout réel m, un espace
affine dont ’espace vectoriel associé est L.
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Pour clore cette section introductive & la dimension 2, nous allons établir une for-
mulation plus faible que celle de la section 1.2. Cette formulation encore affaiblie, outre
son intérét propre, sera l'une des clefs de la démonstration du théoréme 6.1.1 sur les
nappes de tourbillon.

Pour cela, il nous faut calculer la pression. Utilisons la relation (1.9). En faisant la
somme pour ¢ = j dans (1.9), on obtient

d
—Bp= 3 8;0(v'"), (114)
k=1
cette formule étant bien entendu valable en toute dimension.

Nous avons choisi de supposer le fluide indéfiniment étendu dans tout ’espace a
d dimensions, c’est-a-dire de travailler avec des fonctions définies sur tout R%. Ainsi,
en imposant des conditions de (dé)croissance & l'infini sur la pression, nous pourrons
la déterminer & partir du champ de vecteurs solution des équations d’Euler. Nous
reviendrons sur ce probléme dans la section 2.5.

Plagons-nous & nouveau dans le cadre de la dimension 2 et considérons un champ
de vecteurs v dans L*®([0,T]; Ey,) solution du systéme d’Euler (E). Par définition de
I’espace E, les produits du type v*v’ appartiennent a L! + L2. Donc les distributions
Fz(v*v7) appartiennent & I'espace L=([0, T]; L2 + L*®). Soit p’ la fonction définie par

P=-F" 3 (I7%&F0)). (1.15)
1<i,j<2
Comme ’espace L? + L™ ne contient la transformée de Fourier d’aucune distribution
tempérée harmonique et non nulle, nous avons démontré I’assertion suivante :

Proposition 1.3.3 Soit (v,p) une solution du systéme (E) appartenant a l’espace
L>=([0,T); En) x L*°([0, T); F~Y(L% + L*)). Si (v,p') est aussi solution du systéme (E)
et appartient au méme espace, alors p = p’' et la pression p se déduit du champ de
vecteurs v par (1.15).

On peut maintenant énoncer le théoréme suivant :

Théoréme 1.3.1 Soient m un réel et v un champ de vecteurs de divergence nulle
appartenant & lespace L2.(R; E,,). Les trois conditions suivantes sont équivalentes.

(i) Il existe p € L2 (R S'(R?)) telle que Fpp € LE,(R; L? + L) et telle que (v,p)
soit solution du systéme (E).

(i3) Il eziste ¢ € LS,(R; S'(R?)) telle que Foq € LE,(R; L2 + L) et telle que (v,p)
soit solution du systéme

1\2 2)2
ow+z (% (V) = (1.16)

(i) Le champ de vecteurs satisfait
2\2
B+ A(D) ((” )v v(” ) ) 0 (1.17)

en définissant A(D) par

§EIEIT &6 - &)IEIT%N
Ag) =1 ( 866172 &i(& - §§)|§|_2)
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La démonstration du premier point du théoréme est trés simple. On commence par
remarquer que

1
divi@uv+Vp=divi®uv— —;—V(|v|2) + 5V(|v|2).

I est clair que F(|v|?) appartient a 'espace L2 + L™. La suite de calculs ci-apres suffit
a conclure.

2dive®@v —V(v|?) = 01 (v')? + 28,(v*v?) — 8, (v!)? - 81(v2)2)

(5 ) (W)

Pour démontrer le second point de ce théoréme, on utilise bien entendu la proposi-
tion 1.3.3 ci-dessus. Notons par A~! P’opérateur de multiplication de la transformée de
Fourier par —|¢ |~2. Cet opérateur définit un inverse a gauche du laplacien, c’est-a-dire
que 'on a A7'!A = Id. 1l suffit alors de démontrer que, si p est la fonction définie
par (1.15), alors

g 7 882 92— 2 1\2 _ (,2)2
Bd=efd1vv®v+Vp=A ‘(_5?52 gfgé_é,g)(w )vlv"gv) )

Par définition de la pression (1.15), il vient

B = (31(1)1)2 +62(v1v2)> _ (X é_lalaiaj(’vivj) .
T o) + 0 £y A78,00,010)

Comme A~'A = Id, le champ de vecteurs B vaut

A-1 (Ac% (v1)2 + Ady(v'v?) — B3 (v1)? — 2020, (v'v?) — 8,02 (v?)?
A8y (v?)? + Ad (v'v?) — 83(v?)? — 20,03 (v v?) — 81262(111)2) |

En écrivant que A = 92 + 82, on trouve que B vaut

A-1 (<913§(v‘)2 = 070y(v'v?) — 6,05(v*)* + B3 (v'0?) ) .
0,07 (v)? — 183 (v'0?) — 8,03 (v')” + B} (v'0?)

On en déduit immédiatement que

-5 (4 S0 ()

vv

D’ou le théoréme.
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1.4 Références et remarques

Les deux premieres sections de ce chapitre suivent les grandes lignes de la présentation
de la mécanique des fluides exposée par V. Arnold dans [5]. Cette approche a été reprise
par E. Ebin et J. Marsden dans [38]. Elle a connu récemment un regain d’intérét
sous I'impulsion des travaux de Y. Brenier et A. Shnirelman. Dans [18], Y. Brenier
généralise la notion de solution en relaxant le probléme variationnel posé. Dans [62],
A. Shnirelman étudie I’aspect ”variété riemannienne” du groupe des difféomorphimes
préservant la mesure. De plus, D. Serre utilise dans [61] cette démarche pour modéliser
les fluides compressibles.

Dans la troisiéme section, les propriétés exposées sont tout a fait classiques, a I’ex-
ception de la formulation faible spécifique a la dimension deux, clairement dégagée par
J.-M. Delort dans [34] et implicitement contenue dans [37] et [2].
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Chapitre 2
Théorie de Littlewood-Paley

2.1 Découpage dyadique

L’idée de base consiste a échantillonner les fréquences a I’aide d’un découpage de leur
espace en couronnes de taille 29, ¢ décrivant I’ensemble des entiers naturels. L’intérét de
cette technique réside dans le comportement vis-a-vis de la dérivation des distributions
tempérées dont la transformée de Fourier est & support compact. Si le support de @
est inclus dans une boule de centre 0 et de rayon A, alors une dérivation coiite au plus
A; si le support de 4 est inclus dans une couronne de centre 0, de petit rayon r;\ et
de grand rayon ry, notée C(0, 71\, 3), alors une dérivation colite exactement A. Plus
précisement, on a le lemme suivant :

Lemme 2.1.1 Soit (ry,73) un couple de réels strictement positifs tels que Ty < ro. Il
existe une constante C telle que, pour tout entier k, tout couple de réels (a,b) tel que
b>a>1 et toute fonction u de L%, on ait

Supp @ C B(0,1)) = sup||0%ull» < CEN*HE | o ;
a=k
Supp @ C C(0,717,72A) = C7¥X¥||ul| e < sup ||0%ul|ze < CENF|lu)|Lo.
a=k
Soit ¢ une fonction de C§° valant 1 prés de la boule de centre 0 et de rayon r, désignons

par g sa transformée de Fourier inverse. Il est clair que @(€) = #(A~1€)d(€). On en
déduit alors que

u(@) = M [ gO)ule - y)dy.

Par dérivation, il vient, pour tout multi-entier c,
ou(z) = X [(@°g)yulz - y)dy.

On utilise alors I'inégalité de convolution bien connue suivante :

1 1

1
< c a -_— = 1 ——
15 % glles < Ifllzcllgllze avee - =1+-—~—

Il vient alors .
0%l s < NIXH=2)18%g]| e u| .
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Or, on a les majorations suivantes :

16°gll e 10%gllL> + 118l 2x
(1 +1-1*)0%gll
ll(Id = A)*((-)*@)ls
C*.

IA N IN A

D’ou le premier point du lemme. Pour démontrer le second, nous allons utiliser, de
fagon trés élémentaire, les techniques de ’analyse microlocale. Nous allons considérer
des intersections de couronnes et de cones dans 1’espace des fréquences.

Soit (6;)1<i<d une suite de fonctions indéfiniment différentiables sur S4-1 vérifiant
les propriétés ci-aprés. Pour tout i, le support de 6; est inclus dans ’ensemble des &
tels que & # 0. La somme }; 6; vaut identiquement 1. On désignera toujours par 6;
la fonction homogene de degré 0 sur R? qui coincide avec 6; sur S!. On considére
maintenant une fonction ¢ de C3°(R?\{0}) valant 1 prés de C(0, 7, 7;). Désignons par
g sa transformée de Fourier inverse. Il est clair que @(€) = ¢(A~1€)@(€). Par définition
de la suite (6;)1<i<q, ON 2

d -1
- B(A
a9 = o)
i=1 i
Posons ¢; x(£) = &7%6,(€)p(€) ; il est clair que ¢; x est une fonction indéfiniment différen-
tiable dont le support est un compact ne contenant pas l'origine. Donc, si g; x = F ¢ x,
alors g;x € S(R%). D’ou

F(Dfu)(€)- (2.1)

d
Mulz) = S0 [ o) (Db - ) (2.2)

Il en résulte que N||ullze < T&, |Igikllz || DFullLs. Comme précédemment, on majore
lgi kllz: par C*. Le lemme est ainsi démontré.

Apres avoir justifié son introduction, définissons maintenant une partition de 'unité
dyadique. Nous ['utiliserons tout au long de ce livre.

Proposition 2.1.1 Désignons par C la couronne de centre 0, de petit rayon 3/4 et
de grand rayon 8/3.11 existe alors deux fonctions positives radiales x et ¢ appartenant
respectivement & C°(B(0,4/3)) et a C§°(C) telles que :

X&)+ p(27%) =1, (2.3)
q20
Ip— gl > 2= Supp ¢(27%) NSupp ¢(277:) =0, (2.4)
g>1= Supp xNSupp p(27%) =40, (2.5)
si C = B(0,2/3) +C, alors C est une couronne et l'on a

lp—g| >5=2°CN2C =0, (2.6)

1
3 SX°E)+ Y27 <L (2.7)

q20
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Fixons ensuite un réel a dans l'intervalle |1,4/3[ et notons C' la couronne de centre 0,
de petit rayon a~! et de grand rayon 2a. On choisit alors une fonction 6, radiale, &
valeurs dans l'intervalle [0, 1], indéfiniment différentiable, supportée dans C et valant 1
pres de C'.

Le point important est le suivant. Pour tout couple d’entiers (p, q) on a

lp—g|>2=2CN2°C =0. (2.8)

En effet, supposons que 2°C N 29C # @, et que p > ¢. Il en résulte que 2P x 3/4 <
4 x 29+1/3 ce qui oblige p — ¢ & étre inférieur ou égal & 1. Posons maintenant

SE) =3 627"

qeZ

D’apres (2.8), cette somme est localement finie sur 'espace R*\{0}. La fonction S est
donc de classe C*™ sur cet espace. Le réel o étant strictement supérieur a 1,

U 2°¢’ = R*\{0}.

q€Z

Comme 6 est positive et vaut 1 pres de C’, il résulte de la propriété de recouvrement
ci-dessus que la fonction S est strictement positive. On pose alors

p=3 (2.9)
Vérifions que ¢ convient. Il est évident que ¢ € C§°(C). La fonction 1 — ¥ 5 ¢(279)
est, d’apres (2.8), de classe C*. Or, vu le support de ¢, on a

HE 3:»Z<p %) = 1. (2.10)

q>0

D’ou les identités (2.3) et (2.4) en posant

) =1-Y 0(27%). (2.11)

920

L’identité (2.5) est une conséquence immédiate de (2.8) et de (2.10). Démontrons
maintenant I'identité (2.6), qui nous sera utile dans la section 2.4. Il est clair que la
couronne C est la couronne de centre 0, de petit rayon 1/12 et de grand rayon 10/3.
Alors, il vient
5 3 10 1 8
P 29l <op g 2w 9P < 9¢
2002"C7é(0=>(4x2 SPx5 ou xXPL2 3)

D’ou la relation (2.6).

Démontrons maintenant les inégalités (2.7). Comme x et ¢ prennent leurs valeurs
dans I'intervalle [0, 1], il est clair que

&)+ Y ¢*(27%) < (2.12)

q>0
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Minorons les sommes de carrés. La notation a = b(2) signifiant que a — b est paire, on a

1= (x(&) + Zo(€) + £1(€))* avec
o) = Y o(27%) et Ti(6)= > w(27%).

9=0(2),g>0 9=1(2).,g20

Il en résulte que 1 < 3(x%(&) + Z2(&) + £23(€)). Or, d’apres (2.8), il vient
THO = Y PA27%).

920,9=i(2)

D’oti la proposition.

Nous allons maintenant fixer les notations qui nous serviront dans toute la suite
de ce livrte. On choisit une fois pour toutes deux fonctions x et ¢ satisfaisant les
propriétés (2.3)-(2.7).

Notations
h=Flp et h=Fly,
A_yu= x(D)u = F~(x(£)u(§)),
si >0, Aqu=¢(27'D)u = 2""/h(2"y)u(z — y)dy,
si < -2, Aqu=
Su= Y Au= (2"Du-—/h2" —y)dy.

p<gq-1

Maintenant, nous allons faire opérer ce découpage sur les distributions tempérées, c’est-
a-dire voir en quel sens on peut écrire

=34,
q

Proposition 2.1.2 Soit u € S'(R?). On a alors, au sens de la convergence dans l’es-
pace S'(RY),
u = lim S,u.
qoo

Soit f € S(RY). On a < u—Syu, f >=<u, f — S;f >. Il suffit donc de démontrer que
l'on a, dans I'espace S(RY),
f= 13£ Sof.

La topologie usuelle de ’espace S(R?) peut étre définie par les semi-normes

Naa(f) = sup(1 +[¢])"16" F(E)l
D’apres la formule de Leibnitz, il vient

Noalf = Suf) < sup { (1 +16D" (11— x(279)| x |9 F(E))

éeR

+ 3 clr@@ ) x [ FE))) -

0<B<a
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Comme y vaut identiquement 1 prés de l'origine, il en résulte que

Nn,a(f - Sqf) < Caz_q lﬂslgf)an+l,ﬁ(f)'

D’ou la proposition.

2.2 Espaces de Sobolev

L’appartenance aux espaces de Sobolev va se traduire par des propriétés de décroissance
en g de la norme L? de Aju. Avant toute chose, nous allons rappeler la définition des
espaces de Sobolev.

Définition 2.2.1 Etant donné un réel s, l’espace de Sobolev d’indice s, noté H*(R?)
ou encore H*® en l’absence d’ambiguité, est I’ensemble des u appartenant a S'(R?) telles
que

g€ LL (RY) et (1+[E2)7%a(€) € L*(RY).
Cet espace est bien entendu un espace de Hilbert muni de la norme
Tul} = [+ IEP)la) s,
Proposition 2.2.1 L’application définie par
¢— (u—<u¢>)
est un anti-isomorphisme de (H®)' dans H™°.

En effet, on a

<ud>= (@0~ [ (1+EDiae)+1e) -

L’application du classique théoréme de représentation de Riesz conclut la démonstration
de cette proposition.

Lorsque s est un entier, le fait que la transformée de Fourier soit, & homothétie pres,
une isométrie de ’espace L?, assure que

H*={ue L’/ VYaeN?/|a| < s,d% € L?.
La norme T |s est alors équivalente & la norme

(X leeulta)t.

a/lal<s

Lorsque s est un réel positif non entier, on peut donner une autre définition de
I’espace H®. Elle repose sur la proposition suivante.
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Proposition 2.2.2 Si s est un réel de l'intervalle |0, 1], alors H® est l’ensemble des
fonctions u de L? telles que l'intégrale

lu(z) — u(z +y)|?
R x R? |y|d+2s

dzdy

soit finie. De plus, la norme

1

lu(z) — u(z + y)|? 1
(/Ra <R? ( Iy|d~(0-2s ) dzdy + |[ul|Z,

est équivalente d la norme | - |;.

La démonstration de cette proposition est simple. Posons Tu(z) = u(zr + y). La
transformation de Fourier étant, & une homothétie prés, une isométrie de L?, on a
déf [u(z) — u(z +y)[?
I(w) = RY x R [yld+2s dzdy

_ R 1 — e—i¥l§)|2
= (2m)™¢ e [a(6)[? /R,, L'I'y—lg:z,—l-dyd&

Pour tout £ non nul, le changement de variable z = |€|y assure que

1 — e—iwl&) ) 1 — e~y
/Ra [yla+es dy = [¢| S/Ra [2|d+2s dz.

L’intégrale apparaissant dans le terme de droite est une fonction homogene de degré 0,
invariante par rotation ; elle est donc indépendante de &. Il en résulte que

I(w) =<, [ 161a()dt.

La proposition 2.2.2 est ainsi démontrée.
Cette définition est commode pour étudier les propriétés d’invariance par difféomor-
phisme. On appelera k-difféomorphisme global une bijection 1 de R? dans lui-méme

dont les dérivées jusqu’a 'ordre k sont bornées et telle qu’il existe une constante C telle
que [¢(z) — ¥(y)| = Clz - y|.

Proposition 2.2.3 Soit ¢ un k-difféornorphisme global. Pour tout s tel que 0 < s < k,
Uapplication ¥ définie par

U(f)=foy
envoie continiment H® dans lui-méme.

D’apreés ce qui précede, il suffit de démontrer cela pour 0 < s < 1. Ceci résulte
simplement de l'identité

Jw €[, IU(w(;))——ylrﬁtf’(y))|
— 2
Joo s T ety 0)) 7 det (™ ()|

|u(z) — u()|?
¢ /R“ xR? |z —y|it+2s ddy.

2
dzrdy

IN
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D’ou la proposition.
Une autre proposition trés simple nous sera utile.

Proposition 2.2.4 Pour tout réel s et pour toute distribution u appartenant ¢ l’es-
pace H®, on a, au sens de la convergence en norme dans l’espace H®,

Ji_{lgo Spu=1u
Une fois remarqué que, pour tout & de R?,
Jim F(S,u - u)(€) =0
et que
(1 + [€1%)°1F(Snu — w) (€)1 < 2(1 + [€7)°[a(€) I,
le théoréeme de Lebesgue assure la proposition voulue.
Définissons maintenant une norme équivalente a la norme T |s en terme de décom-

position dyadique. Comme le support de la transformée de Fourier de Aju est inclus
dans la couronne 29C, il est clair, d’aprés la définition de la norme sur H* que l'on a

1

a2 1Agull < 1Aguls < C112%)| A jul| 2. (2.13)

D’apres la relation (2.12), il vient
1~ - _ - ~
STl < [XHOQ + IRy + 3 [ 27%)(1+ Py la@)lde < Tul.
q20
Grace a (2.13), on a démontré la proposition suivante :

Proposition 2.2.5 Il eziste une constante C telle que l'on ait, pour tout réel s,

1 - -
grm vl < 222 Agu]Es < CFH ufS.
q

Dans toute la suite, on notera
luls = (3= 22| Agul[32) /2.
q

Le théoréme suivant nous sera fort utile.

Théoréme 2.2.1 Soient C une couronne et B une boule. Il eziste une constante C
telle que l'on ait, pour tout réel s les propriétés suivantes. _

Soit (ug)een une suite de S'(R?) telle que Supp @y C 29C. Si la série (29°||ug||12)geN
est de carré sommable, alors

u= Zuq € H® et |uf?<C¥+? 222‘”"“41”%2-
7 q

Soit (ug)qen une suite de S'(R?) telle que Supp @, C 29B. Si la série (29°||ug||12)geN
est de carré sommable et si s est strictement positif, alors

023+2
> 2% ug|iZa.
q

ue H et |u?<

s2
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Il existe un entier N tel que I'on ait
lp—gq|>N=2°CN2%C =0.
D’ou il vient que
Agu= > Agu,
lp—ql<N
L’inégalité triangulaire assure que
lAgulle < D0 llupllze.

|p—ql<N
On en déduit que
> 2% Agull%s Y. 2K P |12

920 lp—q|<N

(222”||up||%z)( )y 22""””)-
p20 a/lp—qI<N

L’application de la proposition 2.2.5 conclut alors la démonstration du premier point
du théoréme.

Pour démontrer le second point, notons d’emblée que la série (u4)seN est une série
absolument convergente dans ’espace L?. Le support de la transformée de Fourier de
u, étant inclus dans 29B, il existe un entier NV tel que

Apu= Y Ap,.

p/p29—-N

IA

IA

11 vient alors

IA

22| Aqul 2 Y 2%luplle
p/p2q-N
< Z 2(q—p)32ps"up” L2.
p/p29-N
Le réel s étant strictement positif, on a :

2 2 % 2Ns 2 2
(Sretaai) < 2 (Somlults)
q p

ce qui conclut la démonstration du théoréme.
Comme premiére application de ce théoréme, nous allons démontrer la proposition
suivante.

Proposition 2.2.6 Soit k un entier supérieur ou égal @ 1 et s un réel strictement
supérieur a k/2. L’espace H*(R?) est inclus dans l’espace des fonctions continues et
nulles & linfini sur R¥, 4 valeurs dans H"g(R‘i"‘). De plus, il existe une constante
C telle que, pour toute fonction f de H*(RY), on ait
Cs
UFN oo - i)y S s——k/2|fl"
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Soit ¢ une fonction indéfiniment différentiable & support compact, nulle pres de l'origine
et valant identiquement 1 pres du support de ¢. On pose

A, = ¢(27D).
Pour toute fonction f de H®, on a

A f(a', ") = /R, 20(2(z' -y, 2" — y")A S (Y, y")dy'dy".

L’inégalité de Schwarz assure que

o

2

Bf@ <2 ([,

% ([ gone 1B = ¥,2" =) X 1Baf (04" Pl ")

Ih(zq(zl — yl, xll - yll))ldy/dyll)

o

2

Il en résulte immédiatement que

1

~ 3
8f @2 <29 ([, W@ = 2" = )] % B, ) P )
L’intégration de cette inégalité sur 'espace R*~* conduit & la suite de calculs ci-dessous.

/l;'d_k ]Aqf(z’,z”)Izdz" S 2qu4<A n Ih(2q(xl _ yl’ z"))|dz”) Iﬁqf(yl7 y//)|2dy/ y//
2qk”5qf”%2~

IA

Or, par défintion de ;5, on sait qu’il existe un entier N tel que

1Bafliz < 3 [1Apfllze.

lp—ql<N

On en déduit 'existence d’une constante C; telle que, pour toute fonction f, il exite
une suite (cq)qen dont la somme des carrés vaille 1 et vérifiant

—q(s-k
1Agf (2, ')"Lz(R"-") < Cocg2797 7| f],.

Or, comme

1

(ForBaf)(@,6") = e e €EOF DS (€ ")

le support de la transformée de la fonction oA, f(z’,-) est inclus dans une boule de
type 2¢B. D’ou I'inégalité voulue. La densité des fonctions de S(R?) dans H* permet
d’achever la démonstration.
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2.3 Espaces de Holder

Avant toute chose, nous allons rappeler la définition classique des espaces de Holder.

Définition 2.3.1 Soit r un réel strictement positif non entier.

Si r appartient a lintervalle 10,1, on désigne par C"(R?), ou bien par CT en
Uabsence d’ambiguité, Uespace des fonctions u bornées sur R® telles qu’il eziste une
constante C vérifiant, pour tout z et y de R?,

lu(z) - u(y)| £ Clz —y|".

Sir > 1, on désigne par CT(R?), ou bien par C™ en l'absence d’ambiguité, l’espace
des fonctions u telles que, pour tout multi-entier a de longueur plus petite que la partie
entiére de r, notée [r], on ait

Pue .

I1 est clair que la norme

ullr = O%ul| L + sup
ll “ a/laz|5[r] (” “L z#y |.’l: ylr—[rl

munit ’espace C™ d’une structure d’espace de Banach.

Comme dans le cas des espaces de Sobolev, la premiére des choses a faire est de
définir une norme équivalente a la norme || - ||,. Néammoins, il faut remarquer que nous
nous sommes pour l'instant limités & des espaces d’indice strictement positif et non
entier. Nous verrons que définir des espaces de Holder d’indice quelconque est utile.
L’analogue de la proposition 2.2.5 est la suivante.

Proposition 2.3.1 Il existe une constante C telle que, pour tout réel strictement positif

non entier v et toute fonction u appartenant ¢ C", on ait

crHl
[r]!

sup 27| Aqulir < llll--

Soit B une boule de R®. Il existe alors une constante C telle que, pour tout réel r
strictement positif non entier, on ait la propriété suivante :
Considérons une distribution tempérée u telle que

u= Z uq, avec Supp iU, C 27B.
920

Si la suite (277 ||ug||L=)qeN est bornée, alors

~ 1 1 -
Tl < O(+=57 * 7=) 2 2" el

Pour démontrer le premier point, on commence par écrire 'opérateur A, sous forme
intégrale, ce qui donne

Aqu(z) =2 [ h(21(z - 1))u(v)dy.
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Le fait que la fonction ¢ soit identiquement nulle au voisinage de l'origine entraine, par
définition de h, que tous les moments de cette fonction sont nuls, c’est-a-dire que, pour
tout multi-entier a,

/z“h(z)dz =0.
D’ou il vient
[r]
Agu(z) = 2""/h 2%z —vy) ( Z i D" - z)("))dy. (2.14)
Une formule de Taylor a I'ordre [r] entraine que
fr] . y
Z le u(z)(y — z)®dy

= / (l[r—'_t):.r]]' 1 DHU(ZE + t(y — Z)) _ D[']u(:c)) . (y _ x)([r])dt

Le fait que les fonctions 3*u soient dans 1’espace C"~I" assure que 1’on a
! ka (k) .
[u(y) - Z k,D )y — z)®dy| < T ]!Iy - z|"lull,.
11 résulte alors de (2.14)

(Aqu(a)] < T2l [ 1z = (e - )iy

Ceci démontre le premier point de la proposition.

Le second point est une généralisation de la réciproque du premier. Remarquons
tout d’abord que ||ug4||L= < C27 9. Ceci entraine, d’apres le lemme 2.1.1, que la série
(0%uq)qeN est convergente dans ’espace L™, et ce pour tout multi-entier o de longueur
plus petite que [r]. On a donc

FPue L™ et [0% Lo < Csup2®jugllre. (2.15)
20

11 nous reste donc & étudier le cas des dérivées partielles d’ordre [r]. Pour ce faire, on
écrit

N-1
6%u(z) — 8*u(y)| < X_(:) 10%uq(z) — 8%uq(y)| + ;vla"uq(l‘) — Pug(y)l;

I’entier NV sera choisi judicieusement plus tard. On majore le premier terme de la somme
en appliquant I'inégalité des accroissements finis ; d’out

10%Uq(z) — 8°uq(y)| < Clz - yl i lla‘9 Ug|l oo
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D’apres le lemme 2.1.1, on a
|0°uq(z) = 3ug(y)| < Clz — y[279 1= sup 27 |lugll Loo- (2.16)
a2

Les termes de la seconde somme s’estiment brutalement, c’est-a-dire que I'on écrit

|0%ug(x) — O%ug(y)| < 2077 SUp 27 lugll =

Il vient alors, en utilisant (2.16),

N
|6°u(z) — 8*u(y)| < Csup 27 |[ugllz=) (3o 271Dz —y| + 3 279C-1D),
q20

q=0 q2N+1
D’apres (2.15), on peut supposer que |z — y| < 1. En posant
N =[-logy|z -yl +1,

I'inégalité ci-dessus conclut la démonstration de la proposition.

Comme nous le verrons dans la suite, il n’est pas sans intérét de considérer I’espace
des dérivées, bien siir au sens des distributions, de fonctions de ’espace C* lorsque a est
un réel de V'intervalle |0, 1[. Etre capable de décrire simplement ces espaces en termes
d’estimations sur les ||Aqul|z~ sera utile. On posera donc la définition suivante.

Définition 2.3.2 Soit r un réel, on désigne par C" l’ensemble des distributions tempé-
rées qui vérifient
Jull- = sup 27 | Aqull = < o0.

Il est tout & fait clair que ces espaces forment une chaine décroissante d’espaces conti-
nament inclus les uns dans les autres. De plus, la proposition 2.3.1 assure que, lorsque r
est un réel strictement positif non entier, cette définition coincide avec la définition 2.3.1.

C’est un exercice trés facile laissé au lecteur que de démontrer que la norme || - ||,
munit ’espace C" d’une structure d’espace de Banach. La proposition suivante compléte
I’analogie avec les espaces de Sobolev étudiés dans la section précédente. Elle permet
en outre d’affirmer que, si ’on choisit une autre décomposititon dyadique, on trouve le
méme espace C™ muni d’une norme équivalente.

Proposition 2.3.2 Soit C une couronne de R%. Il eziste alors une constante C telle
qu'étant donnés un réel v et une série (uq)qeN, convergente vers u dans S' (RY) et
vérifiant Supp U, C 29C, on ait

sup 27 ||ugllpe <00 =>u €CT et ||ullr < CI"*+1 sup 29 ||ug | oo -
q20 q

Il faut majorer ||ApullL~. Vu les hypothéses sur le support de la transformée de Fourier
de uy, il existe un entier N tel que

Apu= > Ay

q/lp-qI<N
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L. il vient

1Apull= < Z llugll oo

q/lp—qI<N

Comme ||Aptqllre < ||ug]

De plus, le fait que |p — ¢| < N entraine que 29 < C2P. D’ou la proposition.
On peut en déduire immédiatement le corollaire suivant.

Corollaire 2.3.1 Pour tout réel s, l’opérateur 8* envoie C* dans C*~1%!.
Enongons maintenant les classiques inclusions de Sobolev.

Proposition 2.3.3 Pour un quelconque réel s, l’espace H® est continiment inclus dans
Uespace C*~/2.

Démontrer cet énoncé est trés simple. Comme le support de la transformée de Fourier
de Agu est inclus dans la couronne 29C si ¢ > 0 et dans B(0, ko) sinon, il vient, d’aprés
le lemme 2.1.1,

[Aqullz= < C22)|Agull 2.

Une fois remarqué que la norme ¢2 d’une série est plus grande que sa norme £, il suffit
d’appliquer les propositions 2.3.2 et 2.2.5 pour achever la démonstration.

Nous avons jusqu’a présent observé une relative discrétion quant aux cas des espaces
de Holder d’indice entier positif. Nous devrons cependant apprendre & les fréquenter
quelque peu. Nous les verrons apparaitre au chapitre 5. Avant tout, nous nous confor-
merons & 1'usage voulant que, pour marquer leur étrangeté, on les note C¥. Remarquons
tout d’abord que ’espace L™ est inclus dans I’espace C? d’aprés lemme 2.1.1. 1l en
résulte évidemment que ’espace des fonctions bornées & dérivées kieéme bornées, noté
Lipy, est inclus dans C¥. Cependant, cette inclusion est stricte. Des exemples impor-
tants en relation étroite avec la mécanique des fluides seront détaillés au chapitre 3.
Nous laissons donc en exercice la démonstration de la proposition suivante.

Proposition 2.3.4 La distribution g définie sur R par

olx) = 3 e

9=0
appartient ¢ C° sans appartenir @ L™.
Cependant, cette non-inclusion est relativement douce au sens suivant.

Proposition 2.3.5 Il eziste une constante C telle que, étant donnés un réel € de l’in-
tervalle |0, 1] et une fonction f appartenant & l'espace de Holder C¢, on ait

¢ £ e
Ifllze < :Ilfllolog(e+ ||f||o).
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Pour démontrer cette proposition, on écrit f comme somme des A,f. D’oli la majora-

tion suivante :
1flle < 30 Al + 3 11Agf oo

gSN-1 92N

En utilisant la définition des normes hélderiennes, il vient, pour tout entier strictement
positif N,

2— (N-1)e
I fllee < (N + DI fllo + 57— Tl flle
En choisissant 0l
N=1+|=log :
[ 5211 £l ]

il vient

Ilflle)
1l < |If||o<1 +1og 121

D’ou la proposition.
Nous allons maintenant étudier un peu plus précisément l'espace C..

Proposition 2.3.6 L’espace C! est l’espace des fonctions bornées u telles qu’il existe
une constante C qui vérifie, pour tout z et y dans RY,

lu(z +y) +u(z — y) - 2u(z)| < Cly|.

Supposons que la fonction u appartienne & C1. Considérons alors un point y de R?
dont la distance a l’origine est inférieure & 1. En utilisant la décomposition dyadique
de 'espace des fréquences et I'inégalité de Taylor a I'ordre 2 entre y et 0, il vient,

lu(z +y) +u(z —y) — 2u(z)] < Clyl* 3 1D*Agullre +4 3 | Agull -

q<N >N

Le fait que u appartienne & C}, joint & I'application du lemme 2.1.1, assure que

lu(z +y) + u(z — y) — 2u(z)| < Cllul)x (Iyl2 2 2X+4) 2"’) :

g<N >N
Donc, & nouveau en choisissant N = [—log, y] + 1, on obtient
[u(z +y) + u(z - y) - 2u(z)| < Cllulilyl.
Réciproquement, choisissons une fonction u telle que, pour tout y dans R¢, on ait

lu(z + y) + u(z — y) — 2u(z)| < Cly|. 1l s'agit de majorer ||Aqullz~. Le fait que la
fonction ¢ soit radiale, donc paire, entraine que

204(h(21.) % u)(z) = 2% / h(2%y)u(z + y)dy.
Le fait que ¢ soit nulle prés de l'origine assure que h est d’intégrale nulle. Donc, on a

209(h(27) x u)(z) = 2% [ h(2)(u(z +y) + ulz — y) - 2u(z))dy.

34



THEORIE DE LITTLEWOOD-PALEY

Comme la fonction z — |z|h(z) est intégrable, on a

|AqullL~ < C277 sup lu(z +y) +u(z —y) — 2u(z)|
yeR? ly|

D’ou la proposition.

Les propriétés que nous démontrerons dans la section 5.2 laissent & penser que la
proposition ci-dessous n’est pas sans intérét.

Proposition 2.3.7 Il ezxiste une constante C telle que, pour toute fonction u de C! et
pour tout « ety de R? tels que |z —y| < 1, on ait

|lu(z) - u(y)] < Cllullilz - yl(1 - log |z — yl).

La démonstration est trés semblable a celles qui précedent. On écrit

lu(z) —u()] < Clz —yl 3 2| Aqull= + C 3 Agullze.

q<N =N

Il vient alors, par définition de C!,
lu(z) — u(y)| < Cllully (N +1)|z - y| +2").

En prenant, comme précédemment, N = [— log, |z—y|]+1, on conclut la démonstration
de la proposition.

2.4 Calcul paradifférentiel

Dans cette section, on va s’intéresser a la fagon dont opére le produit dans les espaces de
Sobolev et de Holder. Bien sir, nous allons utiliser le découpage dyadique de 1’espace
des fréquences ainsi que les caractérisations des espaces de Sobolev et de Hélder exposées
dans les sections précédentes.

La fagon de les utiliser est la suivante. Etant données deux distributions tempérées

u et v, on écrit
u=>Y Au et v=3 Aw.
p q
De maniére formelle, le produit, lorsqu’il existe, va s’écrire

w =Y Apyulgu.
pa

On va maintenant introduire la décomposition de Bony, décomposition qui reconnait
trois parties dans le produit uv ; la premiére relative aux termes ou les fréquences de
u sont grandes devant celles de v, la deuxiéme relative aux termes ou les fréquences
de v sont grandes devant celles de u et enfin la troisiéme relative aux termes ou les
fréquences de u et de v sont de taille comparable. Plus précisément, nous allons donner
les définitions suivantes.
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Définition 2.4.1 On appelle paraproduit de v par u et on note T,v l'opérateur bi-
linéaire suivant :

Tow= ) Apuldp= Y Se-1ulgv.

p<q-2 q

On appelle reste du produit uv et on note R(u,v) l'opérateur bilinéaire symétrique
suwant :

R(u,v) = Y Apudgp.

Ip—qI<1
Il est immédiat, par définition des opérateurs de paraproduit et de reste, que 'on a
uv = Tyv + Tyu + R(u,v). (2.17)

De I’étude précise de la fagon dont paraproduit et reste opérent dans les espaces de
Sobolev et de Holder, va se dégager quelques principes généraux facilement énongables :

e Le paraproduit est toujours défini pour deux distributions & support compact et
la régularité de T,v est principalement déterminée par celle de v.

o Le reste par contre n’est pas toujours défini, mais lorsqu’il I'est, les régularités de
u et de v s’ajoutent pour déterminer la sienne.

Passons maintenant aux énoncés précis.

Théoréeme 2.4.1 Il eziste une constante C telle qu’en désignant par L(A, B) la norme
usuelle des applications linéaires continues entre les espaces vectoriels normés A et B,
les cpérateurs T et R précédemment définis vérifient les propriétés suivantes.

Vs, 1T|| gz x o0 < Cle+t,
Vs, | Tlcwoxmomsy < ClHY
Cls+tl+1
V(S,t)/t <0, “T"L(CtxHJ;HJ-H) < > ’
Cls+tl+1
V(S,t)/t <0, ”THL(C'XC‘;C“") < - ’
C|a+tl+l
V(s,t)/s+t>0, "R"L(C‘XC';C'*") < e
C"lja+t|+1
V(s,t)/s+t >0, ||R"£(Ctle;Ha+t) < rak
sct+t|+1
V(S, t)/S +t>0, IIR'IE(HtXHl;Hl+t—d/2) < -scm;
V(s,€)/€ > 0, Rl cig-sxasm-ar2-¢) < Pl

Vu le travail effectué dans les sections précédentes, la démonstration de ce theoréme est
trés aisée, & la seule exception des deux derniers points.

D’apres la relation (2.6), la transformée de Fourier du terme général du paraproduit
est donc supportée dans 29C’, ou C’ est une couronne fixe. Il suffit alors de majorer des
normes L2 ou L® pour démontrer les propriétés d’opérance du paraproduit. D’apres le
lemme 2.1.1, on a

1Sg-1tllze < Clulgm.
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Lorsque ¢ est strictement négatif, on majore ||S;_,u|| L~ differemment. Comme S;_ u =
Y p<q-2 Apu, on a, par définition de la norme || - ||,

c
1Se-1ullze < llulle Y- 277 < =2 " llulle- (2.18)

p<q-2 -

Les résultats relatifs au paraproduit découlent alors du théoréme 2.2.1 et de la propo-
sition 2.3.2.
Etudions maintenant I’'opérateur de reste. On peut écrire

R(u,v)=)_R, avec R;= zl: Ag-iulg.

i=—1

Par définition de A,, le support de la transformée de Fourier de R, est inclus dans
29B(0,24). I suffit de majorer les normes L* ou les normes L2. Comme

1
IRqllze < 1Agullza 3 [|Ag-sullzeo,

i=-1
il vient

1
IRallzz < I1Agullza Y- 2@ lull..
i=-—1
Donc, on a
| Rallzz < C27" |jullel| Aqv] 2.

11 suffit alors d’appliquer le théoréme 2.2.1 pour conclure. La démonstration dans le
cas des produits d’espaces de Holder est strictement similaire et le résultat dans le cas
des produits d’espaces de Sobolev se déduit immédiatement du cas des produits d’un
espace de Sobolev et d’un espace de Holder d’aprés la proposition 2.3.3.

Les deux derniers points sont un peu plus délicats. Les méthodes précédentes ne
sauraient fonctionner car elles sont limitées au cas ou 'indice de I’espace est stricte-
ment positif. Cette difficulté impose de réutiliser le découpage dyadique de I’espace des
fréquences. Il s’agit de majorer convenablement ||ApRy||L2. Pour cela, on revient a la
définition de A, par convolution.

1
18pRllzz < 20 37 [|A(2%) % (Bg-iuldgv)|lza

i=—1

1
2R(2% )|z Y- Ag-iudqv]zs

i=-1

1
C2rd/29=als4t) N7 900 A ]| 122%| Agv|| 2.

i=-1

IN

IA

Comme le support de ¢ est inclus dans la couronne C, il existe un entier N tel que
g<p—N=Vie{-1,0,1}, Ap(As-iudAgv) =0.
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Donc, en posant 7, = 2PCH=4/D| A R(u,v)|| Lz, il vient
rp < (rhxr?),
avec

rg=2"9%) & g>_-N et 0 sinon,
1
ra= 3 297 Apull 22" | Agu s
i=-1
Une inégalité de Holder assure alors, via la proposition 2.2.5, que
Cs+t+l
s+t—d/2

La modification de la démonstration ci-dessus dans le cas ou t = —s est un exercice
laissé au lecteur.

|R(u, U)|s+t—d/2 < [uls|v]:.

Nous allons maintenant déduire du théoréme précédent les classiques estimations
douces (ou tame estimates en anglais) relatives aux espaces de Sobolev et de Holder.

Corollaire 2.4.1 Il eriste une constante C telle que, pour tout s strictement positif,
on ait :

luvlls < C**(llullz=llolls + llullsllvllz=),
lwls < C*F(Jlullze[vls + lulsllvlle)-

La démonstration est extrémement simple. On utilise la décomposition (2.17) en para-
produit et reste

wv = Ty + Tyu + R(u,v).
11 suffit alors d’appliquer le théoréme 2.4.1 ci-dessus. Puis, en se souvenant que, d’apres

la proposition 2.1.1, I'espace L™ est continiiment inclus dans C?, on conclut la démons-
tration du corollaire.

Se pose maintenant la question, triviale pour les espaces de Sobolev, de savoir si les

multiplicateurs de Fourier opérent dans la chaine des espaces de Holder. La réponse est
contenue dans le théoréme ci-dessous.

Théoréme 2.4.2 Soit f une fonction indéfiniment différentiable sur R®. Supposons
lezistence d’un réel strictement positif R et d’un réel m tels que, pour tout A > 1 et
pour tout & tel que |€] > R, on ait f(AE) = A" f(§).

Pour tout réel r, f(D) envoie continiment C™ dans C"™™ et H® dans H*™™.

De plus, il existe une constante C telle que, pour tout réel r et tout réel p strictement
inférieur a 1, on ait les deux propriétés suivantes :

I(Te, F(D)ully-mer < O™ Va]| o lull, et

|[Te, f(D)tlr-msr < CMH™HY| V|| o ful,,
Olri+Imi+1

|[Ta, f(D)Jullr-m+p < 1=, IVallp-illull- et
Crl+Iml+1

l[Tayf(D)]u|r—m+p < 1= "va'“p—llu|r'
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On considére un entier N tel que 2¥=! > R. Vu les propriétés du support de ¥,
Uopérateur x (27" D) f(D) est un opérateur de convolution par une fonction de S. C’est-
a-dire que cet opérateur x(2~V D) f(D) envoie continiiment tout espace de Sobolev dans
tout autre et tout espace de Holder dans tout autre. Ce terme sera donc négligé dans
la suite et on notera toujours f(D) l'opérateur (Id —x (27N D)) f(D).

Vu la localisation du support de ¢ et ’homogénéité de f, il vient, pour tout entier
positif ¢ > N,

F(D)Agynu = 20+ F1 (p(270-Ng) f(270NYa(g) ).
D’ot, en posant 8(£) = p(27N¢) f(27N¢€), on peut écrire
f(D)Agynu = 29HNIm9(279 D)y, (2.19)
Vu la localisation du support de 8, il existe un entier M tel que

0(279D)u = Z 0(2“’D)A,,u.
p/lp—al<M

Il résulte alors de la proposition 2.1.1 que

162 DYullm <C T [ Apulze

p/lp—ql<M

La proposition 2.3.2 appliquée avec u, = 0(279D)u assure alors le premier point du
théoreme.
Passons au cas des commutateurs. D’apres (2.19),

[To, f(D)] = 3 2@+M™(S,_1aA,,6(277 D)].

.9

Comme le support de 6 est inclus dans une couronne, il existe, par définition des opéra-
teurs S, et Ay, un entier V; tel que

lg—¢'| > Ny = [S,-10,,0(2"7 D)] = 0.
Les multiplicateurs de Fourier commutant, il vient :

[T.,f(D)]= Y. 2@*Mm[5 _,a,6(277 D)]A,.

la—¢'|I<Ny
En posant A = F~6, on déduit de la formule de Taylor de I’ordre 1 que
[S,-10,0(277 D)Ju(z)

' & 1 )
=271 ‘Z; /R‘/o 2'h(2)0;iSq-1a(x — 27V t2)v(z — 2)dzdt.

La fonction h appartenant & I’espace S(R?), on a

11S2-18, (277 D)v|lze= < Cl|VSg-rallze= 0]l ze,
1Sz-10,6(2"7 D)ollzz < CIIVSe-1allzolv]l2.
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D’apres le lemme 2.1.1, il vient
||VSq_1a||Lm S CI'V(I”Lm.

D’apres (2.18),sip< 1,

C
IV Sg-1all= < ].szq(l_p)”Va"p_l.

D’ou le théoréme d’apres le théoréme 2.2.1 et la proposition 2.3.2.

2.5 La pression et son champ de gradient
11 s’agit ici de résoudre ’équation (1.14), c’est-a-dire
d . .
-Ap = Z Bié)j(v'v’).
i,j=1

En somme, le probleme est de définir un inverse au Laplacien. Ceci impose de trouver
des conditions aux limites & l'infini raisonnables, c’est-a-dire assurant 'unicité de p &
une constante pres. L’espace suivant convient bien.

Définition 2.5.1 On appelle C°(R?) ou, lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité C, Vespace
des fonctions u indéfiniment différentiables sur R® dont toutes les dérwées d’ordre stric-
tement positif sont bornées et qui de plus vérifient

lu(z)] < C(1+1log < z >).

Cet espace est bien évidemment un espace de Fréchet pour les semi-normes

u(a) )
Ne(u) = su Cu@), oo ) 2.20
() :eR‘,oflalg(l @) (2.20)

La justification de cette définition apparait clairement dans le théoréme suivant :
Théoréme 2.5.1 Pour tout (i,5) € {1,...,d}?, il eziste un opérateur T;; qui, pour
tout couple de réels (r,a), avec a €]1,4+00[, est continu de C" dans C™ + C{° et de
C™ N L® dans lui-méme. De plus, pour toute distribution w dans C”, on a

AT;J"UJ = 6,-6,-10.

Enfin, les opérateurs T;; sont uniques au sens suivant. Soit une famille (T j)lsz}jsd
d’opérateurs vérifiant les propriétés ci-dessus. Il existe alors des formes linéaires A ;
continues sur tous les espaces C, nulles sur les espaces C™ N L* et telles que

Tijw — ’-Ti"jw = /\i,j(w)l avec 1(z) =1
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Le seul point qui pose quelque probléme est la non-intégrabilité & 1’infini des dérivées
secondes de la solution fondamentale du Laplacien. Soit w une fonction bornée et
indéfiniment différentiable. Posons

Topew(®) = [ (80,001 = )Ea)(x ~y)(1 -0 (ZoL Ju(y)dy
+ fl0000 - 08) @ - i 222 utwlas

La formule de Leibnitz et le théoréme de dérivation de Lebesgue assurent qu’en posant

<z >

Th0(z) = [ (00,800 - ) - 3)(1 - 0( Z5L )l

TSh(a) = [, (00,0 - 1E)@ - 10n (x(25L) Juty e

<z>
x pe—
pw@) = [(08((1 -0 E) @ - y)x( % Juw)dy,
il vient
Tijew(z) = ] kw + T(] KW + O, P(l)
Vu que c
|(ata](1 - X)Ed)(z)l S— 1+ Izld

il est clair que 1
Y w(z)| < C(1+1log < z >)|wl| =
Le champ de vecteurs (T ;xw)i<k<d €st le gradient d’une fonction indéfiniment diffé-

rentiable, (T} jsw — kas}j) )1<k<d l'est aussi. Soit p )w la fonction indéfiniment diffé-
rentiable nulle en 0, telle que

apw = T juw — Opw. (2.21)
Parce que |T! i Y w(z)| < C < z > |||z, I'inégalité des accroissements finis assure
que
(2)
Pi; < Cllwl|z= / —dt
Ipi,j w(z)| l[wl] oo |z] 1)
l=l 1
< Clwlze [~ ——rdt
o (1+12)z
< Clw|i=log<z>.
En posant

T, jw = pw + p%w, (2.22)

on définit alors 'opérateur suivant :
T jw = (xEa) » 80w + T jw. (2.23)
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Vérifions maintenant que, pour toute distribution w appartenant & ’intersection des
espaces C", on a

AT; jw = 8;0;w.
Par définition de T j, on a
AT; jw = A(xEy) * 8;0;w + Aps'lj)w + Apg?j)w. (2.24)
La fonction w étant supposée indéfiniment différentiable, il vient
A(xEq) * 0;,0;w = 0;0;w + 2 ;(c%xakEd) * 0i0;w + ((Ax) Eq) * 8;05w.
Par définition de ’f,-'_,-, il vient
AT jw = Y &Tijew
k

B,BJA((I - X)Ed) * W
=2 " (kxOxEq) * 3:0;w + ((Ax)E4) * 0:05w.
k

I

On a donc AT;; = 8;9;. On définit maintenant T; ; par
T;jw =T x(D)w + (Id —x(D))A™'8;0;w (2.25)
D’apres le théoréme 2.4.2, on a, pour tout réel r, que
|(1d —x(D))A™ 885wl < C"1+ |w]..
De plus, la définition (2.20) des semi-normes N; assure que
Ni(Ti;x(D)w) < Clix(D)w]|r=
< Ml

L’existence des formes linéaires A; ; résulte simplement de la non-existence de fonctions
harmoniques non constantes dans un quelconque espace C™ + C¢°.

Supposons maintenant que w appartienne & un espace L®, a étant un réel strictement
supérieur a 1. Définissons alors les opérateurs T ; par

T; jw = (Id —x(D)) M; jw + x(D)M; jw,

olt M; ; désigne le multiplicateur de Fourier par —&¢&;|€|72.

D’apres le théoréme de continuité des multiplicateurs de Fourier sur les espaces L?,
que nous énoncerons de maniére précise page 48 dans la section 3.1 (voir aussi [63]
ou [64]), on a clairement

IT; jwllze < Callwllze et [IX(D)Mijwllr < C™jw]e.

De plus, d’aprés le théoréme 2.4.2 de continuité des multiplicateurs de Fourier sur les
espaces C", on a
[I(Id =x(D)) Mi jwllr < C7|jwl,.

Il n’existe de fonctions harmoniques non nulles dans aucun espace L®. On peut donc
faire coincider les opérateurs T; ; et T} ; sur les espaces C" N L?. Le théoréme est ainsi
démontré.
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Ce théoreme implique immédiatement un résultat d’unicité sur la pression dans
I'équation d’Euler.

Corollaire 2.5.1 On considére un champ de vecteurs de divergence nulle v appartenant
a L>([0,T) x R R%). Soient p et p deuz fonctions appartenant a L2.([0, T); CT + C°)
telles que (v,p) et (v,p) soient solutions du systéme d’Euler (E). Il existe alors une
fonction bornée sur l'intervalle [0, T telle que

p—p=f(H)L.
Dorénavant, lorsque nous dirons qu'il existe une unique solution v qui appartient a
Pespace L=([0,T] x R?% RY), ceci signifiera que I'on considére la pression définie par
d . .
p=— Y T;(v'V). (2.26)
ij=1

Nous allons maintenant nous intéresser au champ de gradient de la pression. C’est
uniquement au travers de son champ de gradient qu’intervient la pression dans le
systéme (E). Posons la définition suivante :

Définition 2.5.2 On appelle © l'opérateur bilinéaire défini par

(v, w) m (v, w) + me(v, w) avec
m(v,w) = Y VAT (Tpuidv’ + Tpudu’) et
1,j

Z V’Ti‘.‘iR(vi’ 'lD’)

i,J

mo(v, w)

Cet opérateur est défini sur les couples de champs de vecteurs suffisamment réguliers
et a valeurs dans les champs de vecteurs. Plus précisément, la maniére dont m opeére
est décrite par le lemme ci-dessous.

Proposition 2.5.1 Il eriste une constante C telle que, pour tout r strictement supé-
rieur 4 1, on ait

7(v, )|l < C™ (Il ipllwlly + llwllLipllvll-)-
De plus, sit €] —1,1], alors

1 1 .
lr(v,w)ll <C (m + T——_r) min{||v]|ipl|wllr, [lv]|-[lw]|Lip}-

Enfin, pour tout v strictement supérieur d 1, il eziste une constante C telle que
|| div 7 (v, v) — tr(Dv?)| Lo < C||v|l-|| div v||Loo-
La démonstration de cette proposition est tres facile. En effet, d’apres le théoreme 2.5.1,

on a
Ir|+1

2 IRE@, w)llr41.

i,J

<
Ima(o,w)ly < S
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Or, d’apres le théoréme 2.4.1, il vient

Ir]+1

1+r

lIma(v, w)llr < vllzipllwllr- (2.27)

Enfin, d’apres les théorémes 2.4.2 et 2.4.1, il vient

|r|+1

C
Ima(o,w)lle < T

(Iollepliwlly + Nlwllzipliollr)-

De plus, si r €] — 1, 1], on a alors

A

I Tawi 050" lr-1 < Clivllllwllzi et

| Towi 00 lr—1 <

——vllollwl.

Les deux premiers points de la proposition résultent alors de I'inégalité (2.27).
Pour démontrer le troisiéme point, calculons div 7 (v, v).

div 7 (v, v)

Z (2T3j,,.-8,-v7 + BiajR(vi, ’l)]))

1Y)

Z(2T3jui8,~v7 + 6,-R(v‘, B,v’)) + Z a]R(le v, ’UJ)
j

t.J

> 8v' 80 + Y (8;R(divv, /) + R(8; divy, o).
6J J

L’application du théoreme 2.4.1 acheve la démonstration de la proposition.

La proposition conclusive de ce chapitre décrit le gradient de la pression comme un
opérateur d’intégrale singuliére. Cette proposition nous sera trés utile au chapitre 8 pour
démontrer des propriétés de régularité (analytique ou Gevrey) du flot d’une solution du
systéme d’Euler.

Proposition 2.5.2 Soit v un champ de vecteurs de divergence nulle de classe C¢ avec
€ > 1/2. Considérons le champ de pression p associé & v par la relation (2.26); on a
alors

ap(@) = ¥ [ (8:80:Ee)(z - )(v'(@) - v ) (@ (@) — v/ (1)dy.
iJ

Pour démontrer cette proposition, supposons tout d’abord le champ de vecteurs v in-
définiment différentiable. D’apres (2.21), (2.22) et (2.23), on a

dplz) = pi(x) +pi(z) avec
) = 3 [ 0B -2, u W)dy et
LY

3:0;04((1 = x) Ea)(z — y)v'(y)?’ (y)d
%/Rd k((1 = x)Ea)(z — y)v* (y)v (y)dy

Il

pi(z)
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Remarquons tout d’abord que l'on a

Z 8,8y, (v'(z) = v' (1)) (v (2) — ¥ (y))

= - Zay,a.,,( 2ol (z) — 2% (2)0 (y) + v ()07 ()
Z 8 9; (v (y)v -2 Z v*0; divv)(y).

Viey %

La nullité de la divergence du champ de vecteurs v assure alors que
> 940y, (v(z) = v (v)) (¥ (z) = ¥ (¥)) = _ 8:d; (v} (¥}’ (). (2.28)
ij J

On en déduit alors que

P(@) = T [ B - 1)8,8,(v'(z) - v') (0 (z) - v/ (1)dy

L s 000EN @ = D) - )W) )iy
A nouveau d’aprés (2.28), on a
P = T [200(1 - 0B - u)ee) - V) (o) - v w)dy
+220(a) [, 20,041 = Bz~ 1) )y
- T oan(a) [ 850,91 = ) E)(2)dz.
La fonction 0;0,0,E4 est d’intégrale nulle sur la sphére ; la fonction x est une fonction

radiale. Donc le troisiéme terme de la somme ci-dessus est nul.
De plus, on a pour toute fonction indéfiniment différentiable & support compact 6,

16) %5 [os, e 8@0006((1 = 0Ea) (@ ~ 90 (@) (1) dady
- —Z oo s OWBBO((1 — X Ba) (& — 1o’ ()0 () dady
= -I(o).
On en déduit que

p@) = 3 [, 8901 - ) Ea)( - y)(v*() - v' (1) (0 (z) - v (4) .

D’oui la proposition dans le cas ou le champ de vecteurs v est indéfiniment différentiable.
Sinon, on remplace v par S,v. Comme la suite (Spv)neN est une suite bornée de C¢
qui converge vers v dans L, le théoréme de convergence dominée de Lebesgue permet
de conclure la démonstration.
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2.6 Reéférences et remarques

La présentation de la théorie de Littlewood-Paley exposée dans la section 2.1 est trés
classique, voir par exemple [4], [31] et [65]. La caractérisation d'espaces fonctionnels
classiques (ici les espaces de Sobolev et de Holder) & ’aide du découpage en couronnes
dyadiques de l'espace des fréquences date des années soixante-dix. Nous n’en avons
présenté dans ce texte que des exemples simples qui suffisent & notre étude. Pour un
éventail complet des espaces que 1'on peut ainsi définir, nous renvoyons le lecteur a [65].

Ces techniques ont été introduites dans 1'étude des équations aux dérivées partielles
non linéaires hyberboliques par J.-M. Bony dans [15].

La section 2.4 consite en ’exposé d’une version simplifiée du calcul paradifférentiel
introduit par J.-M. Bony dans ce méme article [15] ; cette version du calcul paradifféren-
tiel a été construite par P. Gérard et J. Rauch dans [45].

Dans la section 2.5, nous avons appliqué les techniques précédemment exposées a
’étude de la pression. Notons qu’'un analogue du théoréme 2.5.1 se trouve dans [57].
Enfin, 'opérateur bilinéaire défini par la proposition 2.5.2 sera utilisé au chapitre 8.
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Chapitre 3

Autour de la loi de Biot-Savart

3.1 Estimations L*

La description de I’appartenance a des espaces de type L? d’un champ de vecteurs de
divergence nulle & partir de son rotationnel est trés simple.

Proposition 3.1.1 Soient a et b deuz réels tels que

ad
d—a
Il existe une constante C telle que, pour toute matrice antisymétrique 2, & coefficients

Le, il existe un unique champ de vecteurs de divergence nulle appartenant & !’espa-
ce L* + L® de rotationnel Q et vérifiant :

a<d et b>

v=u+v; avec ||v1]lLe+ ||ve]lre < C||Q|La.

L’espace S étant dense dans L®, on peut supposer que les coefficients de la matrice €
appartiennent 4 S. La loi de Biot-Savart (1.8) affirme que

i — z" - ym i
D)=l [ Ty )

On a alors
V@ =@ [ M- Tt wd ey [ (1-x(- D Gz ().
La fonction | - |%*!y appartenant & L°, on a, pour tout a > 1,

If %117 Xllze < CllfllLe-
De plus, dées que

C>—d_1

la fonction (1 — x)| - |"#*! appartient & L. Ainsi, pour tout b tel que

ad

b>d—a

y
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on a l'inégalité suivante :

I =21 7 % Qs < CllQ| 2.
D’ou la proposition voulue.

Cette section s’attache essentiellement & obtenir des majorations de la norme L°
du gradient d'un champ de vecteurs de divergence nulle v par la norme L® de son
tourbillon 2. Ceci réleve de la théorie de Calderon-Zygmund. En effet, formellement,
les dérivées de v s’obtiennent & partir de {2 par des multiplicateurs de Fourier homogénes
de degré 0. Dans ce cas particulier, ce sont des opérateurs de convolution par des
dérivées secondes de la solution fondamentale du laplacien.

Il est tout & fait clair qu'un tel opérateur envoie continiiment L? dans lui-méme.
Nous allons démontrer qu’il envoie L® dans L® pour tout réel a strictement supérieur
a 1. Plus précisement, cette section est consacrée a la démonstration du théoréme
suivant :

Théoréme 3.1.1 Il existe une constante C telle que l'on ait la propriété suivante :
Pour tout a appartenant a |1,00[ et pour tout champ de vecteurs de divergence nulle v
dont le gradient est L*, on a

2
V]l < €= 120)l|ze.

Nous ne démontrerons pas ce théoréme dans son intégralité. Ceci entrainerait en effet
un développement sur la décomposition de Calderon-Zygmund, qui est traitée dans de
nombreux et excellents ouvrages. Nous renvoyons le lecteur par exemple & [31] ou & [63]
pour la démonstration du théoréme suivant :

Théoréme 3.1.2 Il existe une constante C telle que, si f € L', alors, en désignant
par m(A) la mesure de Lebesque d’une partie borélienne de R%, on a

VA >0, m(|8;0;A7 f] > A) < C“f/l\lLl.

Une fois ce théoreme admis, nous n’avons plus qu’a démontrer le classique théoréme
d’interpolation, dit de Marcinkiewitch, en contrélant les constantes avec un peu de
soin. Dans toute la suite de cette section, nous noterons, comme dans le théoreme
ci-dessus, par (f > \) I'ensemble des points z de I’espace R? pour lesquels f(z) est
strictement supérieur & A et par m(f > )) sa mesure de Lebesgue ; de méme pour les
autres inégalités.

Théoréme 3.1.3 Soient C, et Cy deuz constantes. Il existe une constante C vérifiant
I’assertion suivante.

Soit T un opérateur formellement autoadjoint tel que, pour toute fonction f appar-
tenant ¢ L' N L2,

Ifller
A
Alors, pour tout a supérieur ou égal ¢ 1 et pour toute fonction f appartenant 4 L%, on a

ITfllze < Collfllz et m(|ITf|>X) <C

0’2
ITfllze < Cm”f"un
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Commengons par calculer la norme L° de fagon agréable lorsque a est strictement
supérieur a 1. Le théoreme de Fubini autorise a écrire que

Il = [ V@)

|f(z)]
/ / aX*'d\dz
R4 Jo

Ae-11 d)\
a /R,,xlo‘oo[ (<lfndArdz

a /O 2 (A < | £])dA.

Posons maintenant

f=hix+far avec fia=flogen et far = flypen.

Remarquons que si T f(z) est supérieur a A, alors T'f; x(z) ou Tf () est supérieur
a A/2. 1l en résulte que

0 A o A
177 <o [ e tm(1T il 2 )dd+a [* A im(ITfoal 2 5 )

Observons que

Une fois remarqué que

on obtient l'inégalité suivante :

17515 < 0 73 m(ITAal 2 3 )ad +4a [ ITfaallre-
En utilisant les hypothéses disant que
ITfllz < Callflls et m(Tf| 2N < "1%’
on obtient
ITflz. <2Cia /:0 | fiallzi A®~2dA + 4C2a /Ooo | F2all22A2~3dA.

Par définition des fonctions f; » et fa, il vient

00

1£()}
TFe. < A*"2d)\dz + 4C3 | AT
ITAI1% < 2Cia [ 1 @) w+4Cla [L @ [ 3 dhda

Si I'on suppose que a est strictement compris entre 1 et 2, alors

. 20, 4C2 Y\, .ra
ITFl < (—— L 26 )ufuL...

a—1 2-a
En fixant un réel ag strictement compris entre 1 et 2, en appliquant ’estimation ci-
dessus, puis l'interpolation classique entre L% et L?, il vient

C
I lze < 2 e

Comme 'opérateur T est formellement autoadjoint, le théoréme est démontré.
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3.2 Estimations L™ : quelques exemples

Dans toute cette section, nous nous plagons en dimension deux d’espace. Donnons tout
d’abord un exemple de champ de vecteurs de divergence nulle dont le tourbillon est
borné et dont certaines dérivées ne le sont pas. Ensuite, nous démontrerons élémentai-
rement que, si le tourbillon est la fonction caractéristique d’'un domaine borné dont le
bord est de classe C1*¢, alors le champ de vecteurs associé est lipschitzien.

Nous allons supposer que w est défini par
w(z) = H(z1)H(1 - 21)H(z2) H(1 — 72),

la fonction H étant la fonction caractéristique de R*. Désignons par v le champ de
vecteurs appartenant a L! + L*® dont le tourbillon est w. Le manque de régularité de v
au voisinage des coins du carré est décrit par la proposition suivante.

Proposition 3.2.1 Il existe un voisinage V de l'origine et un réel strictement positif
a tels que le champ de vecteurs v défini ci-dessus vérifie

VeV, |Vu(z)| > a(l - log|z|).

Soit 8 une fonction indéfiniment différentiable nulle en dehors de la boule unité et valant
1 prés de la boule centrée & 'origine et de rayon 3/4. Comme on s’intéresse a 1’allure
du champ de vecteurs v prés de l'origine, on supposera dans toute la suite de cette
démonstration que |z| < 1/2. D’apreés la relation (3.1.1), on sait que

o@) = 5 fo 0o =0 E w4 5 [0 -0 - ) D e

La fonction (2 — -
-y
T - / )W w(y)dy
est, d’aprés le théoréme de dérivation de Lebesgue, indéfiniment différentiable sur la
boule centrée a l'origine et de rayon 1/2. 1l reste donc & étudier, au voisinage de
l'origine, le champ de vecteurs 7 défini par ¥(z) = V*E; x (dw). Remarquons que
0(z)w(z) = 6(z)H(x,)H(x7). 1l vient donc, par définition de 7,

' = —810y(Ey % (6w))
_E2 * (8162(90.)))

Le calcul de 9,05(fw) donne
0105(8w)(z) = b0 + H(z1)H(12)0,0:0(z) + H(21)010()S(z,=0) + H(z9)3:0(7)6(z,=0)-

Il résulte de ce calcul que

1
00 () = ~5r logr — Ey % (H(wl)H(xg)alagf))
+ E2 * H(z1)610(x)6(,,._.0) + E2 * H(x2)620(x)6(,1=0).
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La fonction définie par
I — H(z1)H(z2)010:6(z)

est une fonction bornée ; comme la fonction E; est localement intégrable, la fonction
E; % (H(z1)H(22)010,0) est localement bornée. De plus, on a

(Ba » H(@2)000(2)800,0)(@) = 3= [ 108(a + (22 = 30 H (12)826(0, )y
Comme la fonction définie par
z — log(z? + z2)
appartient & L®(R,,; L}..(R.,)), la fonction
Ey % H(2)0,0(x)6(z,=0)

appartient & I’espace L2, (R?); d’oli la proposition.

Le second exemple de cette section est destiné a introduire le théoréme de la section
suivante. Considérons une courbe -y fermée, continue, simple de classe C1*¢, ol € désigne
un réel de l'intervalle |0, 1[ et désignons par D le domaine intérieur. On s’intéresse au
caractére lipschitzien du champ de vecteurs de divergence nulle v appartenant a L+ L?
dont le tourbillon est la fonction caractéristique de D.

La courbe 7 est représentée par une fonction de classe C'*¢ du cercle dans le plan,
fonction que, par abus, on note également 4. Dans toute la suite de cette étude, on
identifie les fonctions définies sur le cercle aux fonctions 2w-périodiques.

Il existe une constante ¢, strictement positive telle que, pour tout (c,0’) € S!, on
ait
v(o) —~(d')

og-—o

2 ¢y

Il résulte de la proposition 3.1.1 que l'on a
_ 1l
v(z) = 27rV Llog |z — y|dy.
La formule de Green implique que
1
o(z) = 5- [ log|z = yl((=ezlN), (e2] N))d,
Iy
ou N désigne le vecteur normal unitaire extérieur a la courbe y. Comme
1 d d d d
0 ) o 70 ()
(o) To\& ™ &) (@)= 5™ 37
il en résulte que

o(z) = ziw [ (o) 10glz = 2(o)ldo. 3.1)

Nous allons démontrer élémentairement la proposition suivante.
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Proposition 3.2.2 Le champ de vecteurs v est lipschitzien et il eriste une constante
C ne dépendant que de c, et de |||+ telle que

IV|lr= < C.
Faisons un peu de géométrie différentielle, plane et élémentaire. Soient z un point du

plan et g un point du cercle tel que d(z,v) = |z —~(09)|- On peut supposer que oy = 0.
I est bien connu que

z = v(0) £+ d(z,v)N(0).

Pour tout o du cercle, on a
v(0) =7(0) + oT(0) + R(o) avec |R(0)| < [[Ylliselo|*e.

I1 en résulte que

Iz — (o) | + d(z,7)N(0) — oT(0) — R(0)]

2 | £d(z,7)N(0) — oT(0)| — |R(0)|
1 €
2 5dz,7) +elal) - Ivllieelo]*e.
On en déduit que
d(z,v) +¢,|o
o] < &y = |z — 7(0)| > AT, (3:2)
en ayant posé
& )
oy =(-—]) - 33
= (ai- (33)
De plus, on a
lz—7(0)l = k(o) =(0)] - |z —~(0)|
2 ¢lo| - d(z,7).
D’ou il vient
1 1
d(z,7) < 5er0y > (Jo] 2 @y = [z = 7(0)| 2 5e07)- (34)
Si z n’appartient pas a la courbe +, on peut écrire, en dérivant (3.1),
1 fm z — (o)
=— ————do. 3.5
V() 27 /—1r T() |z — 7(a)|2da (35)
En désignant par ¢(v) la longueur de la courbe 7, il vient
OyCy 26(v)
d(z,v) > 2 = |Vu(z)] < —=- (3.6)
@) 2 T = Vo) < 7
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Supposons maintenant que d(z,7) < a,¢,/2 et majorons la quantité

Lij(z) = Ji(z)+ j,-‘j(z) avec
() — -+ (0)
Jij(z) = /ae]_%a’[ = 7(0)|2T(0)d0 et
A =y (0) 1
J@) = jﬁﬂ_amav{ﬁ;:j;a;ﬂgl"(a)da.

D’apres (3.4), il vient

~ 20
Ts(2)] < 200,
QyCy
Majorons maintenant J; j(z).

df T = (9) 4 z’—‘v’() (0)
dme) € TR - g o O
(o)

2

2 =70) (i) - ( e
3 xJ - ~3(0) — aTj(O))
|z - v(0) — oT(0)|2
Ri(0)
|z —~(0) — oT(0)[2

| |z = 1(0) + R(@)]* = |z — 7(o) 2
T O =Y O TGP = 10 — T

I—ﬂ:r(U—)P(Ti(U) —T%(0)) + T*(0)

Dot il vient, d’aprés (3.2) et (3.3),

4 _ i 9
BN < i’ 1+|7"<o>|(—|hu1+¢a + gl )

< "7”1+e o call’rllm C 3.7)

Or, par raison de symétrie, on a

Ki(z) 4 /°~ 27 —47(0) — oT7(0)
ay d(z,7)? + o*|T(0)[?

o 2’ — ¥(0)

-ay d(z,7)? + 0?|T(0)[2

do

do.

Un calcul trivial assure que

- @ d(z,7)
j
|K? ()] o d(z,7)? +co? g

I

< 2/5‘1%——-——‘1”/
- &(1+07)
2n
Cy
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Comme a _
Jij(z) = / A j(z,0)do + TH0)RV (x).

par intégration, il résulte de I'inégalité (3.7) et de 'inégalité ci-dessus que

15“7“1+c
J. ()] < ——M—.
| l.]( )| - ec,

D’ou la proposition 3.2.2.

3.3 Opérateurs de Riesz et fonctions bornées

L’objet de cette section est de trouver une condition suffisante pour que, si une fonction
u est bornée, les fonctions 9;0; A~'u le soient aussi. En termes de mécanique des fluides,
ceci revient a trouver comment majorer les dérivées du champ des vitesses des particules
a partir de la norme L* du tourbillon. Comme le suggérent les exemples traités dans
la section précédente, le concept de régularité tangentielle par rapport & une structure
géométrique ne semble pas étranger a cette question. D’autre part, il nous est apparu
qu’une réelle compréhension du probléme passe par la réponse a la question suivante :
si ’on régularise la fonction caractéristique d’'un domaine borné régulier, a-t-on des
estimations uniformes (par rapport au parametre de régularisation) sur le champ de
vecteurs de divergence nulle associé au tourbillon régularisé? L’exemple de la fonction
caractéristique d’un carré montre que certains fermés du plan peuvent étre des points
singuliers.

Ceci nous amene a introduire les définitions suivantes. Dans toute la suite de cette
section, on désignera par € un quelconque réel de 'intervalle |0, 1[ et par £ un quelconque
fermé du plan (éventuellement vide).

Définition 3.3.1 Soit X = (X))rea une famille de champs de vecteurs de classe C*
ainsi que leur divergence. Une telle famille est dite admissible en dehors de ¥ si et
seulement si l'on a
I(Z, X) = inf sup | X\(z)| > 0.
z¢T A

Définissons maintenant la notion de régularité tangentielle par rapport a une telle
famille de champs de vecteurs.

Définition 3.3.2 Soit X une famille réguliére de champs de vecteurs de classe C*¢ ainsi
que leur divergence et admissible en dehors de £. On désigne par C¢(Z, X) l’ensemble
des distributions u appartenant ¢ L™ telles que, pour tout A, on ait

X(z, D)u ¥ div(uX,) — udiv X, € C=".
Apres avoir posé
1 [ Xalle + 1l div X le
—su )

Nz, X) € ok I, X)
€0 _ [ Xx(z, Dyulle-r
lullgx = Ne(Z,X)lullo+ ilelg TIEX) e
1 Xx(z, D)ulle-1 .

e = Ne(,X)llulim + sup FAEECSIt
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énongons le théoréme principal de cette section.

Théoréme 3.3.1 Il existe une constante C telle que, pour tout € de l'intervalle |0, 1],
pour tout a supérieur ou égal a 1 et pour tout fermé ¥ du plan, on ait la propriété
suivante.

Soit X une quelconque famille de champs de vecteurs de classe C¢ ainsi que leur
divergence ; on suppose que X est admissible en dehors de £. On considére alors une
fonction w appartenant ¢ C(Z,X) N L. Siv est le champ de vecteurs de divergence
nulle, de gradient L® et de tourbillon w, alors le gradient de v est borné et l'on a

w%&)

llwllo

Remarquons d’emblée que la fonction z — z log(e+a/x) est une fonction croissante sur
R} pour tout a > 0. En dehors du fait que ceci sera constamment utilisé dans la suite,
cela permet de donner immédiatement une version légérement affaiblie du théoréme
ci-dessus, version que nous utiliserons aux chapitres 5 et 9.

C
IVllze(ze) < Clalwllze + [lwllz=) + ;Ilwllolog(e +

Théoréme 3.3.2 Il existe une constante C telle que, pour tout € de lintervalle |0, 1],
pour tout a supérieur ou égal d 1 et pour tout fermé ¥ du plan, on ait la propriété
sutvante.

Soit X une quelconque famille de champs de vecteurs de classe C¢ ainsi que leur
divergence ; on suppose que X est admissible en dehors de ¥. On considére alors une
fonction w appartenant ¢ C(X, X)N L% Siv est le champ de vecteurs de divergence
nulle, de gradient L* et de tourbillon w, alors le gradient de v est borné et l'on a

o)

llw|l Lo

Nous allons, dans un premier temps, démontrer le théoréme 3.3.2 dans un cas trés
particulier ou apparaissent, sans surcharge technique, les deux idées essentielles de la
démonstration. Supposons que la famille substantielle X soit réduite au seul champ
de vecteurs 0; et accessoirement, que le support de la transformée de Fourier de w ne
rencontre pas l'origine. Il est évident que ¥ = @ et que || X|l = (£, X) = 1.

D’apres la proposition 2.3.5, il est clair que ’on a, pour j valant 1 ou 2,

c
190l o(se) < Calfwllze + 2wl og e +

_ C - 010,47 w]
AL o < Z AL o Tlel).
1010, A7 wl| Lo < . |610;A w||olog<e+ 16:3,5]lo
D’apres le théoréme 2.4.2, il vient donc
o Ow||e-
||618jA'1w||Lm < —“UJHO log(€+ —” . ”6 l)’ (38)
€ llwllo

Il reste maintenant a estimer ||02A~!w|| =. Le fait que 62 = A — 8? assure que

- c Ow|e-
[10:0;A7 w1 < [lwllLeo + ?lelo log(e+ ] 1).

llwllo

D’ou le théoreme dans ce cas treés particulier.

55



J-Y. CHEMIN

Pour passer au cas général, une difficulté sérieuse se présente. Elle provient de la
faible régularité des champs de vecteurs X et de leur éventuelle tendance a s’annuler.
L'un des points cruciaux est que toutes ces tendances a perturber 1'inégalité n’appa-
raissent qu’atténuées par un logarithme.

Nous allons, dans un premier temps, nous concentrer sur les hautes fréquences,
c’est-a-dire supposer que la transformée de Fourier de w est identiquement nulle dans
un voisinage de ’origine. Supposons de plus que w est de classe C'*¢. La premiére étape
consiste & majorer, pour un quelconque champ de vecteurs Y de classe C¢, la quantité
|IY (z, D)v|| . Pour cela, démontrons une généralisation de la proposition 2.3.5.

Lemme 3.3.1 Il eziste une constante C vérifiant la propriété suivante. Soient w; et
wy deuz champs de vecteurs sur R? et € un réel de l'intervalle 10, 1[. Supposons que le
champ de vecteurs w, soit de classe C¢ et que le champ de vecteurs wy soit borné. Si le
produit scalaire (wq|ws) des deuz champs de vecteurs est une fonction C¢, alors

[l [lellwallo + Il(wllwz)lle).

C
wy|w o < —||wyl|peo l|w lo(e+
l(wilwa)llz= < —llwillze flwalolog wrllz=Twallo

La démonstration s’inspire bien sir de celle de la proposition 2.3.5. Etant donné un
entier strictement positif NV, on écrit

(wr|wz) = Sn(wi|ws) + D Ag(wr|wa).
92N

Nous avons vu a la section 2.3 du chapitre 2 que

C
I3 Ag(wn]wa)llz= < ;TN‘H(wllwz)He- (3.9)

q=N

Pour étudier la partie ”basses fréquences”, utilisons le découpage en paraproduits et
reste (voir 2.17). Pour tout entier N, on a

d . . d . . . .
Sn Y wiw} = Sy Y- (T, 0} + Tpywi + R(w, w})).
j=1 j=1

Le théoréme 2.4.1 affirme que le paraproduit T envoie continiiment L™ x C? dans C?.
1l en résulte que

d .
IS8 (3 Tywd)llzee < CN|Jwillze [lwello. (3.10)
Jj=1
D’apres la relation 2.6, il vient

Sv; ¥ Sn(T,ywl + R(wl, w}))
= Sv Y SpuwdAawl+Sy Y. ApawiAgw]

q<N+4 i€{-1,0,1},q
= Sy Y SerwiAuwl+Sy Y. AplauwjAg.
q<N+4 q>N+5
i€{-1,0,1}
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Il est clair que

. C__
ISy Y Amwddwillom < 27wyl lwslo. (3.11)
q2N+5 €
i€{-1,0,1}
Quant a l'autre terme, majorons-le a 'aide d'un regroupement d’Abel.

Z Sq+2w£Aqw{ = Z (Sq+lw{"sqw{)sq+2wg

q<N+4 q<N+4
= SN+51U{SN+6W% - Z Sq+lw{Aq+1w%~
q<N+3
I1 en résulte que
d . n
150 > AquiSpawdllie < C(N + 2)||wi | |lwallo- (3.12)

J=1q<N+4

On a donc, grace aux inégalités (3.9)—(3.12),

C ) -ne
Il(wrlwg)llze < C(N +2)willz=llwallo + —27(ll(wrlwa)lle + llwilellwallo).

Le lemme résulte du choix

¥ = 1+ [Ltog Mool vl

llwa || Lo llwallo

Revenons a la démonstration du théoréeme 3.3.2. En appliquant le lemme 3.3.1 avec
w, =Y et wy = Vi, il vient

€

C 1Y)l Y (z, D)v||. )
Y (z, D)v||po < —||Y |1 ||VV log<e+ + .
e e ¥l 1Veil IYlliew 1Y ||z IVl

La fonction z — z log(e + az™') est croissante. Le théoréme 2.4.2 affirme que I'on a
IVollo < Cllwllo-
On en déduit que

C
1Yz, Dol < SV mllo e +

IYlle
Y Il

I¥le D)

Y |z llwllo

L’inégalité ci-dessus est I’analogue de I'inégalité (3.8). L'analogue de I’évidente relation
02 = A — 9% est

(3.13)

YY(2)Y (z, D)8, — Y*(2)Y (z, D)3, + (Y?(z))*A

2 _
IY(z)lal - IY($)| .
2 _ YX2)Y(z2,D)9, - Y'(2)Y(z,D)d + (Y'(z))°A
IY(I)|62 - |Y(SL‘)] ’
_ YY2)Y(z,D)d, + Y (2)Y (x, D)3, — Y'(z)Y%(z)A
[Y(z)|610. = 2ol .
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Comme |Y*(z)| < |Y(z)|, il vient, pour tout point z du plan,

C
Y (@) x [Vo(@)] S 1Y o= llwllz= + Z1Y = llwllo

i 1Y, D)vllc)
+ . 3.14
Wi T Wlmliale ) &1

Nous allons maintenant appliquer l'inégalité ci-dessus & des champs de vecteurs Y,
construits a partir des champs de vecteurs X,. Soient

x log (e +

Ur={z € R?/2|X\(z)| > I(S,X)} et 6=(f1(l~li)l(l)):.
Alle

Considérons alors p une fonction positive d’intégrale 1 appartenant & C$°(B(0,1)). On
pose alors

0, = 6—2/.)(6—1') *1y, et Y, = G—AX,\
D6y
Démontrons que
@) 2 LEX g —1 (3.15)

Par définition de la norme ﬂ - |l et par définition de &, il vient, pour tout z et z' de R?
tels que |z — z'| < 6,
I(Z, X)

X (2) - Xa(a)] < -5

Il en résulte que
31(%, X)

Xa(@)] = =5

=z + B(0,6) C Uy;

d’ot I'implication (3.15).
Appliquons maintenant 'inégalité (3.14) & chaque champ de vecteurs Y, avec ¢/2.
Comme ||Y, ||z~ = 1, il en résulte que, pour tout z tel que
3I(Z, X)

z eV, dét {.’L‘ € R2/|X,\($)| > —4'},

on a
C Y\(z, D)v||e
195461 < olem + Fiolotog e + il + EEZa). (o)

Il suffit maintenant d’estimer les quantités ||Y}||¢/2 et ||Ya(z, D)v||/2. Majorons tout
d’abord ||Y)||e. Par définition de Y}, il vient

IIX,\(z) - X\)l

Ya(z) = Yaw)| < 163(2) = a(0)] + 20,01

Comme

inf [X(z)] > JEX)

t |0 =1
z€Supp 6y 4 € " /\”Lw '
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il vient |\' — X(W)|
</ AY
< - ——-—_.

Il résulte du fait que |~|9,\||e < C67¢ et de la définition de 6 et de NC(Z‘, X) que
il s vl s ool < o s, x). (3.17)
Nous laissons au lecteur le soin d’écrire la démonstration, absolument analogue & la
précédente, du fait que
9,\(.’1?) 1
» alors |6 o <
X,(a)] ol < 12 3)
¥ IXalle _ CNe(Z, X)
< < .
et “0)(,/\”5 - CI(E, X)2 -— I(E, X)

De plus, en décomposant le produit en paraproduit et reste, puis en appliquant le
théoreéme 2.4.1, il vient

si 0x,,\(x) =

c
IYaz, D)llerz < 10xallzllXaz, D)vllesz + —10xallell Xa(z, D)vll-e/2

IIXA(x D)vlles2 + Ne(Z, X)IIXA(x D)v|—¢/2
Iz, X)

Or, comme le champ de vecteurs v est de divergence nulle, on a

Xa(z, Dy = 3 (T3 850 + Tou X?) + 3 R, XJ).
J J

IA

(3.18)

En appliquant de nouveau le théoréme 2.4.1, il vient

|1 Xx(z, D)v]||-¢/2

IA

C
21902l Xall

C
Z1Xallwlo

IA

Il résulte alors de (3.18) que 'on a
1Xa(z, D)ol ,
- I(Z, X) eI(%, X)

[ Xa(z, D)vlle/2 3

I¥x(z, D)vlle/2

A

llwlloll XxlleNe(E, X)

D’apres la majoration (3.16), il ressort que 1'on a 'inégalité suivante :

I(Z, X)lwllo

Poursuivons la démonstration du théoréme 3.3.2 en majorant, pour tout A, la quan-
tité || Xa(z, D)v|c & l'aide de la quantité || Xx(z, D)w|lc-1. Ceci fait I'objet du lemme
ci-dessous.

C
190013y < llllze + —flwllolog ( +N(E X0 + (319)
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Lemme 3.3.2 [l existe une constante C et deuz opérateurs bilinéaires W, et W tels
que, pour tout champ de vecteurs de divergence nulle v, on ait

2
Y(z, D)o = Wi(Y,v) + Wa(Y,v) + Ws(Y,v) + 3. Ty, ¥
j=1
et tels que l'on ait, pour tout réel e de l'intervalle 10, 1], les inégalités suivantes :
IW1(Y, v)| C|lY (z, D)wl|e-1,

C
W2, 0)lle < —lIYllellwllo et

)

IA

A

IWs(Y,v)lle

IA

C. .
ZhdvYliwlo.

Tout d’abord, nous allons utiliser le découpage dyadique de ’ensemble des fréquences
et la décomposition de Bony d’un produit pour établir que

5
Y(z,Dv=3_ Vi avec

i=1
Vi = (Id-x(D))V*+A~'Y(z, D)w,
2
Vo, = Z[Ty,-,VlA‘l]ajw,

j=1
Vs = (Id—x(D))V*A™'R(w,divY),
2
Vi = —(ld—x(D))V*A™' Y (ToY? + 0;Rw,Y;)) et

j=1

2
Vs = Z(Taﬂyuﬁ (80, Y7)).
En effet, d’apres la décomposition de Bony d’un produit (voir (2.17)), on a

2
Y(z,D)jv =Y Tyidjv+Vs.

j=1
D’apres la loi de Biot-Savart (1.8), il vient

Y(z,D)v = (Id —x(D))V+A~! Z TyiOjw + Vo + Vs.
].—
Utilisons & nouveau la décomposition de Bony.
2
Z Tyj ij = 26, (TYJ‘UJ) - Tdiv yw
—~ ;

= div(wY) - T (8(T.Y?) + 9R(Y’,w))

—wdivY +T,divY + R(w,divY)

2
Y(z, D)w + R(w,divY) = 3 (T Y’ + 3R, Y;)) -

=1
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D’ou la formule annoncée. Posons maintenant

wi(Y,v) = W,
2
WoYyv) = Vo+Vi+Vs— ZTaj,,Xj et
=1

Wis(Y,v) = V3
D’apres les théoremes 2.4.2 et 2.4.1, on peut écrire
IW1(Y,v)lle < CllY(z, D)wlle-1,

c
Wz(Y,0)le < —lYllcllwllo et

[Ws(Y,v)lle

IA

C, ..
ZNdv Yl

D’ou le lemme 3.3.2 ci-dessus.

Reprenons le cours de la démonstration du théoréme 3.3.2. Le théoréme 2.4.1 im-
plique

j C C
1To,0X3llesz < —IVOll-cs2ll Xalle < = llwlloll Xalle

On déduit alors du lemme 3.3.2, que, pour tout A, on a
o .
1 Xx(z, D)vllesz < CliXa(z, D)wlle-r + — (1 Xxlle + || div Xx[le) |wllo- (3.20)

Par définition de ||w||§, il vient

11X,(z, D)vlles»

< €,0 .
I(E,X) —= C”w”E,X

11 résulte alors de 'inégalité (3.19) que

(3.21)

C Xo(z, D)w||e-
”V'U”L“(Vx)S”w”Lw+:|Iw|lolog(e+Ne(E,X)+—-—" A(2, D)l 1).

I(Z, X)lwllo

La famille (X, )xea étant admissible en dehors de ¥, la réunion des ensembles V), est le
complémentaire de ¥. Il en résulte que

c ol
190l zmqee) < ol + C lwlolog (e + “o52),

llwllo

ce qui est I'inégalité souhaitée dans le cas ou la transformée de Fourier de w est identi-
quement nulle preés de 'origine.

Etudions maintenant le cas des basses fréquences. En posant @ = (Id —x(D))w, il
résulte de 'inégalité ci-dessus que

IVolle@e < Ix(D)VollLe +[|(1d =x(D)) V|| L=

uou;:‘.’x)_

- C, .
< ||X(D)VUHL°°+”W||L°°+—||w||0108(€+ I
. &l
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Comme [|@]|o < C||lwllo et [|@]|re £ Cllw]|Lw. il vient

C wl|g
190l < (D) el + Clhsim + Sl log{e + L)
0

Pour tout A, on a
Xi(z, D)o = X)(z, D)w — Xx(z, D)x(D)w.
On en déduit que
[ X2(z, D)@|le-1 < [| Xa(z, D)wlle-1 + [[Xallelwllo-

D’ou il vient,

C IIwIIE’?X
[Vellzoee) < Cllwllz= + Ix(D)Volliw + Zlewllolog| e + =70 |-

L’application du lemme 2.1.1 puis celle du théoréme 3.1.1 assurent que

IX(D)Vv[lL= < C||Vv]|La

< Calwl|te.

Il en résulte I'estimation voulue

c lwlls
IVolle(ze) < Clallwllze + lwllz=) + —llwllo log| e + Tl )

En démontrant cette inégalité, nous avons suppposé (implicitement) que le champ
de vecteurs v était régulier. Pour démontrer l'intégralité du théoréme 3.3.2, il faut
procéder par régularisation, puis passage a la limite.

On considére une fonction w appartenant a ’espace L® N L*® N C¢(X). On peut
appliquer l'inégalité ci-dessus & S,w et S, Vv. Il vient alors

C Snw €,0
1V Snvllze(e) < ClallSawllze + Sawllzee) + =lISawllo log(e 4 1Snellz x ”M).
€ |Sawllo

Le point essentiel est la majoration de ||S,.w|l§§?x. Majorons donc || X(z, D)Spw||e. En
utilisant la décomposition (2.17), il vient

A, = X,(z,D)S Z[Tx, 0j, Snlw
= S,(Xi(z,D)w) + }:{TE,,SM,XA SuTo,u X3}
+28{R (X1, nw) SpR(X3,w)} + SaR(div Xy, w) — R(div X, Spw).
D’apres le théoréme 2.4.1 d’opérance du paraproduit et du reste, on écrit

1 Xx(z, D)S Z[Txaaa,sn]wlle < CN(Z, X)l|wllo-
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D’apres la définition 2.4.1 du paraproduit, on est fondé a écrire

[Tx;05, Salw = 3~ [Sq-1X3, Sl Aquw.

g<n+5

Or, avec les notations introduites page 23, 'opérateur S, est 'opérateur de convolution
par 22"h(2".) ; on en déduit que

[Sq—IXi» Sn)0jAqw(z) = /R’ 22'17‘(2"(55 —9))(Sg-1Xx(z) — Sg-1X(y))9;Aqw(y)dy.

Une majoration évidente assure que

C

— €

”[S —].Xi., SnlaquwuLm S

209 wlloll Xalle-

D’apres la caractérisation des espaces de Holder donnée dans la proposition 2.3.2, on a,
pour tout entier n et pour tout A,

C
| (T2 Salolles < 7ol Xalle
J

Il en résulte que, pour tout € de 'intervalle ]0, 1[ et pour tout entier n, on a

€ C €.
lISnwllsy < T (Ve(Z, X)llwllo + lwllsx)- (3.22)

Or, il est clair que
[1SawllLeo(ze) < Cllwllze, [|Snwllo < Cllwllo et [|Sawllze < Cllw]|za.

On en déduit que, pour tout entier n,

C w €,0
IVSsollm < el + llm) + Ehuolog(e + SE2). (a2

Donc la suite (Vugp),eN est une suite bornée de L™ qui est convergente dans L°. Le
théoréme 3.3.2 est ainsi complétement démontré.

3.4 Références et remarques

La premiére section de ce chapitre est un résumé de résultats trés classiques. Nous
avons admis le fait que 8;0;A! envoie L? dans lui-méme en renvoyant & [56]. Par
contre, nous avons explicitement calculé les constantes dans le théoreme d’interpo-
lation de Marcinkiewicz, ce qui est fait par exemple dans [64]; ceci pour mettre en
valeur I'importance que prendra cette estimation aux chapitres 5 et 9.

Les deux exemples de la section 3.2 sont importants. Le premier montre qu’un
champ de vecteurs de divergence nulle peut avoir un rotationnel borné a support com-
pact sans étre lipschitzien.
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Quant au second, il sert d'introduction au théoréme principal de la section 3.3.
Notons que les calculs de cet exemple, convenablement raffinés, permettent & A. Bertozzi
et P. Constantin de démontrer, postérieurement et dans le cas particulier ot le tourbillon
est la fonction caractéristisque d’un domaine borné et régulier, une estimation analogue
a celle du théoreme 3.3.2 (voir [14]).

La section 3.3 consiste en la démonstration d'une inégalité fondamentale pour la
persistance de la régularité du bord d’une poche de tourbillon. Cette inégalité a été
démontrée dans [27] et [29]. En s’inspirant de la généralisation de cette inégalité a
la dimension trois, démontrée par P. Gamblin et X. Saint-Raymond dans [43], nous
avons démontré ici plus simplement une version légérement plus générale. De plus, le
simplificateur lemme 3.3.1 est di & P. Gérard (voir [44]).

Enfin, si I'’exemple du champ de vecteurs de divergence nulle dont le tourbillon
est la fonction caractéristique d’un carré justifie l'introduction de ’ensemble ¥ dans le
théoréme 3.3.1, le chapitre 9 montre 1'utilisation que I’on peut faire de cette localisation.



Chapitre 4

Cas d’une donnée initiale réguliere

4.1 Résolution d’un probleme modele

Dans toute cette section, nous allons noter II un opérateur bilinéaire défini sur I’en-
semble des couples de champs de vecteurs sur R? et & valeurs dans les champs de
vecteurs sur R%. Cet opérateur Il est supposé vérifier 1'estimation douce suivante :
pour tout 7 > 1 pour la premiére inégalité, pour tout r €] — 1, 1[ pour la seconde, il
existe une constante D(r) telle que

(v, w)ll: < D(r)([[vll-lwllzip + lwll-l[v]li), (4.1)
(ITT(v, w)|l; < D(r) min{|{v[|lw|Lip, lwll- V]| ip}-

Etant donné un champ de vecteurs v, non nécessairement de divergence nulle, on cherche
a résoudre le probléeme modéele suivant :

Ow+v-Vu (v, v)

Ut=0 = Yo

|
Voici le théoréme principal de la section.
Théoréme 4.1.1 Soient r un réel strictement supérieur d 1 et v un champ de vecteurs

appartenant @ C"(R% RY). Il existe alors un unique T* mazimal et un unique champ
de vecteurs v appartenant a L2.([0, T*[; C"(R? R?)) solution de (EM). De plus, on a

-
T < +00 = /0 l[o(8)|1dt = co.

Démontrons ce théoréme en utilisant un schéma itératif des plus standards. Pour
cela, définissons la suite (v,),cN+ de champs de vecteurs dépendant du temps par la
récurrence trés simple suivante.

v = SQ’UO
OUni1 +Un - Vo = (vn,vy), (4.2)
Untljg=0 = Sn12vo.
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L’existence de la solution est évidente. En effet, si i, désigne le flot de v,, on a
alors

Vnt1(t,2) = Sprovo(w; (¢, T) +/ (vn n(8))(Wn(s, w7\ (t, T)))ds. (4.3)

On procede maintenant en deux étapes. Premiérement, on démontre l’existence
d’un temps T; strictement positif tel que la suite (vn)neN SOit une suite bornée de
L=([0, T1]; C"(R% R?)). Deuxiémement, on démontre I’existence d’un temps T; tel que
la suite (Un)neN soit une suite de Cauchy de L*([0, Tp); C™~'(R%; RY)).

La premiére étape nécessite la démonstration d’estimations a priori sur les solutions
des équations de transport.

Lemme 4.1.1 [l exziste une constante C vérifiant la propriété suivante. Soit v un
champ de vecteurs de classe C*® dont les dérivées sont bornées sur [0,T] x R? pour
tout T strictement positif. Considérons un réel v, différent de 1, strictement positif,
ou bien strictement supérieur ¢ —1 si, d tout instant, le champ de vecteurs v(t) est de
divergence nulle. On désigne par V (t) une fonction telle que

V(t) _>_max{||Vv( Mo, “VU_)lllr_ }

Soient (f,g) appartenant ¢ L*([0,T); C") x L'([0,T);C™) deuz fonctions telles que

g=91+g avec gl < CrVEIfE)l-

Si lon a
&f+v-Vf=g,
on peut écrire l'inégalité suivante :
t t t 1\ Jop!
1£ @)l < 1@l SO 4 [Cligy ()], TV ar (4.)

en posant

C(r) = C" si r>1,

1
C(r) = C(1+ ) si 0<r<l,
r 1-—r
C(r) = C(lj—r-‘- lir) si —l<r<1 et dive(t)=0.

Si I’on se contentait du cas des espaces de Holder d’indice strictement compris entre 0
et 1, il suffirait de contréler ’évolution de la norme Lipschitz ou de la norme ||-||, du flot
d’un champ de vecteurs lipschitzien, ce qui est trivial. Dans le cas ol r est strictement
supérieur & 1, il suffit de controler I'évolution de la régularité holderienne d’indice  du
flot d’un champ de vecteurs de classe C7, ce qui est élémentaire. Néanmoins, comme
nous utiliserons une estimation sur 1'évolution de la régularité holderienne d’indice
négatif pour I’étude du probléme des poches de tourbillon, nous avons choisi d’exposer
ici la méthode qui convient dans tous les cas.
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Tout d’abord, remarquons qu'en posant g = 0,f + v - Vf, il vient

flt.2) = folw™(t.2)) + [ gl 05,07 (62)))ds. (45)

Il en résulte de maniére évidente que

1 @ze < Wolles + [ llg(s)leds. (4.6)

L’idée consiste a appliquer cette estimation L™ tout a fait élémentaire & des ” morceaux”
de f correspondant a une échelle de fréquences déterminée. Plus précisement, vu que
f vérifie
Of+v-Vf =g
ET
( ) { f t=0 = f 0

la fonction A, f vérifie

Ol f +v - VA = Dgg+[v-V,Af
(ETq){ q Aqf|tq=0 _ A:fo. q

Le point important de la démonstration consiste en 1'étude précise du commutateur
[v-V,Ay]. Supposons démontré que

vV, Adflle < C(r)27TIF Ol V (2). (4.7)

11 résulte alors de l'estimation L™ (4.6) ci-dessus, de I’équation (ET,) et de '’hypothese
faite sur g que

180fOllze < [18afollz= + [ 1848:()lzeds + C2™ [ V($)]7(3)lods.

Par multiplication par 29" et passage a la borne supérieure, il vient

17Ol < 1olle+ [ Ngs()lds + Ctr) [ V(s)IF(5)leds.

Le lemme de Gronwall assure immédiatement le lemme 4.1.1.

Démontrons I'inégalité (4.7) sur le commutateur [v- V,Ay]. Pour ce faire, utilisons

la décomposition en paraproduit et reste (2.17). On en déduit
d . .
v-Vu =3 (T,s0u+ Tout’ + 8R(v,u)) — R(divy,u). (4.8)
=1

L’opération de commutation avec un opérateur donné étant linéaire, il suffit d’étudier
la commutation avec chacun des quatre opérateurs ci-dessus.

D’apres la définition 2.4.1 du paraproduit et d’apres les propriétés (2.3) a (2.7) de
la partition de 1'unité dyadique choisie, il vient

d
[Ag. Twid] =3 Y. [Ag Sp-1(v")]Agd;.

Jj=1lg-¢'|<4
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Par définition des opérateurs Ay, il vient
[, Sy-1(0)u(z) = [ () (Sp-1()(z = 27%) = Syi(v)(z) )u(z - 27%)dy.
Comme la fonction qui, a 2, associe |z|h(z), est intégrable, on en déduit que
I1Ag, Sgr-1(v)]ufl = < C27[ul| oo || Vo(2) | oo
En appliquant ceci avec u = Ay9;f(t), on peut écrire
[[Aq, Sq-1(v? )]A8;f (#)ll e < CTH277 || £ ()l I V0 (E) | oo
D’oti il résulte que
I[Ag, Tui @51 £ (B)ll e < CHH27|| £(2) 11| Vo (2) | oo (4.9)

Etudions maintenant le deuxiéme terme, c’est-a-dire la commutation entre les opéra-
teurs A, et Tp,.v7(t). Les petites fréquences n’intervenant pas dans la définition du
paraproduit, le théoreme 2.4.1 dit que

”Tab”r < CITIH”‘I”L“”VZ’”r—l

et que, si p est strictement négatif,

Clptri+1
I Tabl|r+p < s llalloIVbllr-1.
D’ou il vient que
1845, 77" (B)llzeo < CMH27TV £ (8) | oo [ VO(8) -1, (4.10)
et que, si T est strictement inférieur a 1,
) Cr|+l
18T, 0l < 27"V fllo 2Vl (411)

D’apres les propriétés de la partition de I'unité dyadique choisie, en particulier (2.6),
on a '
Taquu’vj = Z Sq:_lAqajqurv’.
q'2q
D’ou, d’apres le lemme 2.1.1,

I To,805%" 200 < Cll1Ag0; £l [ V0]lo- (4.12)

Il résulte des estimations (4.10)—(4.12) que

1A, To, ¥ flle < C2 |V fllioo|Volleor si 7> 1, (4.13)
. Cr+l .
NAg, To, ') fllze < 727"V fllr-alVollo st 7 <1. (4.14)
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Les commutateurs du type [Ag. R(div v, -)] sont trés faciles a étudier. En effet, on a,
pour tout r strictement positif,

|AqR(div v, u)|| Lo

IN

277 ||R(div v, u)||,
Ccr+l

r

IA

277 div vllollall-
De plus, on a, par définition de R,

R(divv,Au) = Y AgpdivuAgAgu.
lg'-ql<1
l¢"-q'I<1
D’ou il vient, pour tout r strictement positif,

r

C +1 .
—277 | div vlolfull- (4.15)

[Aq, R(div v, )ulle> <

Si le champ de vecteurs v est de divergence nulle, ce terme n’intervient bien évidemment
pas.

Etudions les commutateurs [Aq, d;R(v7,-)]. On écrit, pour tout r strictement supé-
rieur a —1,

, Ccirli+2 _
180 R, wllze < 3727 IR, u)llra
< G2 Tlllall--

De plus, on a
HR(W,Aqu) = ). 8i(AgrdivuAgAgu).

lg’—q|<2
l¢"-¢'|<1

Comme le support de la transformée de Fourier de Ay divvAyAgu est inclus dans une
boule de rayon 29, on déduit du lemme 2.1.1 que

10;R(v?, Aqu)llLeo < C27 ||l [lul,-
Il en résulte que, pour tout r strictement supérieur & —1, on a

Cirl+2
IAg, 3R, Nulle < 727 llvllallul- (4.16)

Cette inégalité ne convient pas. Il faut en effet remplacer ||v||; par ||Vv|o. Mais,
comme

I(Id =x(D))vlly < C[|Vollo,

il vient
C|r|+l

1+r

I1Ag, 8;R((Id —x (D))o, Jull> < 277V o]lo|v]l,- (4.17)
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Majorons maintenant ||[Aq, 9;R(x(D)v’, -)]ull=. On a

R(x(D)v,u) = 3 wvu,; avec

lil=1
p<1
v = Apx(D)v et up_j = Ap_ju.
On en déduit immédiatement que
[Ag, 9; R((1d —x(D))v, -)Ju(z) = 2% /Rd h(2%(z — y))(vp(z) — vp(y)) - Vup—; (y)dy.
D’ou il vient que
1180, 85 R((D), Yullze < Cllx(D)Vol| ol
On déduit alors de 'inégalité (4.17) que

|r]+1

j C
I[Ag, O;R(7, ull L= <

T 1Ve@llollull:- (4.18)

Il ressort alors des inégalités (4.9), (4.13)—(4.15) et (4.18) que l'on a

[[o(t) - V, Bgl f(B)llz= < C(r)27T (I f () V (2),

ce qui n’est rien d’autre que l’estimation (4.7). Le lemme 4.1.1 est ainsi complétement
démontré.

Remarque Lorsque, dans le lemme 4.1.1, la fonction g, est nulle, on peut, a la place
de l'inégalité (4.4), démontrer, pour r > 1, 'inégalité suivante.

4 [t
IF®l < ol exp(C7 [(IV0(r)ll=dr)
t t
T 1
+C V£l ([ 1V0(7)ll 1) exp(C7 [ 190(r) i)
t t
r+1 / !
+ [lgmll-exp(CT* [ 1Vo(r)llzedr’)dr
T+1 t V T v ' !Cr+1 V " d " d /d
+C [ IVe(@ller [[1V9() o exp( [, €IV O imdr”)dr'dr.
En effet, d’aprés les inégalités (4.9), (4.13), (4.15) et (4.18), on sait que

1Agv(®) - VIf®)llze < CH (IVO@)llolf Ol + IV Ol V() llr-1) -

Ainsi, en suivant une démarche analogue 4 celle utilisée pour démontrer le lemme 4.1.1,
on obtient

1@l < 15Ol +C7 [ IVl V(7 wdlr

+ [ lg@ledr +6 [0l £l
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D’apres le lemme de Gronwall, on a
t
O < 1Ol exp(C7 [ IVo(r)dr)
t t
+/0 ||g(T)||,exp(C’“/T ||Vv('r')||LoodT’)dT (4.19)

™t [NV e IVe(r) - exp(CT [ 1V0(r") g )dr.
+ 0 T
En différentiant ’équation de transport, il vient,
(Vf)+v-V(Vf)+Vuv.-Vf=Vg.

D’oll, par intégration
t t
195 Ollze < IVFO iz + [ 1Vg(llzmdr + [ 1V6() e IV (7). (420)

Ainsi, en appliquant I'inégalité de Gronwall, on obtient
t
1950l < 195 @l exp( [ 190(7)ldr)

+ [ 199w exp( [ 190(7)l=dr'dr).

D’ou le résultat en remplacant, dans 'inégalité (4.19), le terme ||V f(7)||r~ par le
membre de gauche de l'inégalité ci-dessus.

Malheureusement, cette amélioration ne peut étre utilisée dans le contexte de ’équa-
tion d’Euler, car le terme de pression introduit un multiplicateur de Fourier pour lequel
I’estimation (4.19) n’est d’aucun secours.

Démontrons maintenant une estimation uniforme en grande norme, c’est-a-dire
I'existence du temps T} tel que la suite (vn)neN soit une suite bornée de L>([0, T3]; C7).

Posons ag = ||h||z1 (la fonction h est définie page 24). Nous allons établir que, pour
toute donnée initiale vg, on a

|vall oo (o, icmy < 8aol|vollr, (4.21)

T —min{ 1 (r—1)log2 }
1 3200 D(r)woll- " 16a0C(r) ol
On démontre cette propriété par récurrence. Trés clairement, on a que ||v1 ||, < ao||vo]|r-

Supposons l'estimation (4.21) ci-dessus satisfaite pour tout j < n. En appliquant
I’estimation a priori pour r > 1 du lemme 4.1.1, il vient, par définition de la suite

(Un)nGN7

en posant

A 8At||voll- 2 2
lvnsll- < X—_—C(—;S(%“Uo“r exP(ﬁ) + 64ag D(r)t|vollr |,

et ce, pour tout A > C(r). En appliquant I'inégalité ci-dessus avec A\ = 2C(r), il vient,
par définition de T3,

lva+1ll Lo mp;cm) < 8aollvolly-
Il en résulte que la suite (vn)neN €st une suite bornée de ’espace L=([0,T1];C").
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Démontrons maintenant l'existence d’un temps T tel que la suite (vp)neN soit
une suite de Cauchy de I'espace L>®([0,T,];C™!). Pour cela, il faut estimer la quan-
tité ||vns1(t) — vn(t)|lr-1- On sait que

(g, v,)

at'Un.+l + Un - an+l
Sn+2V0

Un+l|t=0

et que
{ On +Vn-1 - Vv, = (vp-1,Vn-1)
Unjt=0 = Sn+1%0.
D’ol, par différence, il vient

Ot(Un+1 = Un) + V- V(Uny1 —Un) = (Un-1—0s) Vo,
+ H(Un — Un-1, Un) + H(vn—l, Un — ’Un_l)
(vn+l - vn)|t=0 = An+1'l)o.

En posant V(t) = V = 8||vgl|, et A = C(r) + 1 et en appliquant les estimations a priori
du lemme 4.1.1 et les estimations douces du corollaire 2.4.1, on démontre ’existence
d’une constante A, telle que, pour tout T' < T, on ait

1vn+1 = vn|l Lo o,y,07-1) < Ar(lIAnHvollr-leA'T + A e TVTV vy — vay ||L°°([0,T];C'“))-
Or, ||An+1%0|lr-1 < CT27"||wo]|». Donc, en choisissant T; assez petit pour que l'on ait
1
AT Vet TV < 3 (4.22)
on déduit de l’estimation ci-dessus l'existence d’une constante A telle que

lvn+1 = nll Loo(o,mpior-1) < Ar27™

Donc la suite (v,)neN est une suite de Cauchy dans L®([0, T3]; C™!). La suite (vp)neN
étant bornée dans l'espace L*°([0,T3);CT), c’est une suite de Cauchy dans l’espace
L>([0,Ty);C™') pour tout 7' strictement inférieur & r. L’opérateur bilinéaire I est
continu sur C™ (R% R?%) x C™(R% R?). Le produit est un opérateur bilinéaire continu
sur C™"! x C™!; donc la limite de la suite (v,)neN €st un champ de vecteurs solution
du systéme modele (EM).

Pour démontrer 1'unicité, considérons v et w deux champs de vecteurs appartenant &
I'espace L=([0, T); CT(R% R?)) et solutions du systeme (EM). Posons V' (t) = ||v(¢)||- +
|lw(t)||-. Observons tout d’abord que, par différence, le champ de vecteurs v — w vérifie

(v-—w)+v-Vwv—w) = (w-v) - Vw+O(v,v—w)+ (v - w,v)
(v—w)=0o = v(0)—w(0).

L’estimation douce (4.1) et le théoréme 2.4.1 assure que l'on a
l(w =) Vw +1I(v,v = w) + (v = w, )|l < V(E)I(v = w)(#)lr-1-
11 suffit d’appliquer le lemme 4.1.1 pour obtenir que
t
@ = w)®)ll-1 < llvo = wollr—r exp(C [ V(r)dr). (4.23)

D’ou 'unicité.
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La condition nécessaire de non-existence globale repose sur l'inégalité logarithmique
du lemme 2.3.5 et sur I'estimation a priori des solutions de (EM) que voici.

Lemme 4.1.2 Pour tout réel v strictement positif et pour tout opérateur I satisfaisant
Uestimation douce (4.1), il existe une constante C vérifiant la propriété suivante. Soit
v un champ de vecteurs appartenant d 'espace L*>([0,T]; Lip) une solution de (EM),
alors, pour tout t de l'intervalle [0,T), on a,

Cr+l t
lo(®)le < leoll-exp(=— [ ol ).

r

La démonstration de ce lemme se fait en relisant la démonstration des estimations a
priori énoncées dans le lemme 4.1.1. Le champ de vecteurs Ajv vérifie

0Au+v-VAu = AJll(v,v)+[v-V,Agv
Aq”it:O = Aq’l)o.

() {
On utilise & nouveau la décomposition de Bony ; d’ou
v Vu = T,;8;u+ Tpv’ + R(v, d;u).
D’apres I'inégalité (4.9), il vient, pour tout r > 0,
1&g Tos 9 5lv(t)ll e < Cr27 |u(E)]l I Vo(E)]| oo (4.24)
De l'inégalité (4.13), on déduit pour tout r > 0,
I[Aq, To, v Ju(t)l| 2 < C277 |[u(t) ||, | V()] Loo- (4.25)

Il résulte des inégalités (4.15) et (4.16) que

r

C +1
— 2T Vu(@) |z VR @)l (4.26)

1Aq, R(v, 8;)]v]lz= <

D’ou
r+1

C
v -V, Aglvflie <

— 27|V (t) = ot) -

Par intégration de (EM,), par passage a la borne supérieure et par application de
I'estimation douce (4.1), il vient

ol < ool +C [ Tl

En appliquant l'inégalité de Gronwall, on obtient le lemme.

Nous allons maintenant démontrer la propriété intermédiaire suivante :
T
T <o /0 [0(t) || ipdt = +oo.
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En effet, si I'intégrale ci-dessus est finie, alors la fonction d;v appartient & l'espace
L>([0,T*[;C™1). 1l en résulte que

Jim, v(t) = vr. existe dans C™.

Comme, d’apres le lemme 4.1.2, le champ de vecteurs v appartient & L*°([0, T*[;C"), la
fonction v(t) est une fonction continue de I'intervalle fermé [0,7*] dans C™ pour tout
r' strictement inférieur a4 r. Posons

My = ||v]| Lo, 74)507)-

Considérons alors un temps t, strictement inférieur au temps T* tel que T* — ¢y soit
strictement inférieur au temps minimal d’existence T, défini par la relation (4.22) ap-
pliquée avec M = Mr.. Il existe alors une unique solution ¥ de (EM) qui appartienne
a L>([to, to + T2]; CT) et telle que ¥(to) = v(ty). Donc, d’apreés I'unicité de la solution
déduite de I'inégalité (4.23), on peut affirmer que v = ¥ sur lintervalle [to, T*[. Le
champ de vecteurs défini par v sur l'intervalle [0, o] et par ¥ sur l'intervalle [to, to + T3]
est une solution du systéme (EM). Ceci contredit la maximalité de T*.

Pour démontrer I'intégralité du théoréme 4.1.1, il suffit maintenant de prouver que

T T
L Io@lhdt < +00 = [ ottt < +oo.

Rappellons I'inégalité énoncée dans le lemme 2.3.5.

c ot
o)l < ,—_—lllv<t>"1‘°g(e [EGI )

Posons V)(t) = max{]|v(t)||1, |lv(0)]l1}- Nous savons bien que, pour tout ¢ strictement

positif, la fonction
a
z+— zlog (e + —-)
z

est une fonction croissante ; comme V;(t) > ||v(0)]|1, il vient,

o0z < < %0 og(e+ [0

D’apres le lemme 4.1.2 ci-dessus,

2Ol < eoll-exp(C [ o) lupr)-

On a donc, pour r appartenant a l'intervalle |1, 2],

Ol < ~5Vi(0og (e + 12 exp(C [ ol ).

En posant

L.(v) = f'l log(e + I—Iﬂ)—”i)y

r l[vollx
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on en déduit que

IA

()]l Lip

-S040 (g (e + J2) + [ et

L (wo)Vi()(1 + /0 ||v(r)||L,-,,dr).

IN

Par intégration, il en résulte immédiatement que
‘ ¥ Lr(vo)Vi(r)d
o) lipdr < o brtwitndr _ (4.27)

Cette inégalité assure le théoréeme. On peut aussi en déduire un minoration du temps
de vie T* de la solution du systéme modele (EM). Dans cette minoration, la norme C™
de la donnée initiale vo n’intervient qu'adoucie par un logarithme.

Proposition 4.1.1 Il eziste une constante c telle que, si vy est un champ de vecteurs
de classe C™ avec r strictement supérieur d 1, le temps mazimal T*(vq) d’existence de
la solution du systéeme (EM) vérifie

c c llvoll-
T >———— avec L.(v =—lo<+ )
ool L (o) (v0) = 27 o8+ )

L’inégalité (4.1.2) nous assure 'existence d’une constante Ci, indépendante de vy, telle
que

o(@lh < ol exp(Cy [ 7)) (4.28)

Posons alors
e “log2

" lwolli Lr(wo)

Nous allons démontrer que
vt € [0, min{T, T*}], [lv(t)[l < e|voll1,
ce qui, compte tenu de la condition
T'
T* < +00 = / l[o(t) ||t = oo,
0

entrainera que 7™ est plus grand que T. Pour tout temps ¢ plus petit que 7', il résulte
des inégalités (4.27) et (4.28) que

o), < “vonlecl(eXP(TLr(vO)eCl llvoll1)~1)

D’apres notre choix de T, nous avons

£C1(exp(TLr(v0)e|lvoll1)-1) — oC1
d’ou la proposition.
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4.2 Retour a I’équation d’Euler

Nous allons maintenant démontrer que, lorsque 'opérateur Il est I'opérateur 7 de la
définition 2.5.2, alors toute solution du systeme (EM) est solution du systéme (E). Plus
précisement, nous prouverons dans cette section le théoréme d’existence locale suivant.

Théoréme 4.2.1 Soient r un réel strictement supérieur d 1 et vy un champ de vecteurs
de divergence nulle de classe C”. Il existe un unique réel strictement positif T* et une
unique solution (v,p) du systéme (E) appartenant a Lio,([0,T*[;C" x (CT*! + C)).
De plus, on a

T‘
T < +00 = /0 l[v(t)|1dt = +oo.

D’apres le théoreme 4.1.1 d’existence locale de solutions réguliéres pour le systéme
modele (EM), on dispose d’un champ de vecteurs v tel que v(0) = vy et satisfaisant

Ow+v- Vv =m(v,v).
Or, d’apres la proposition 2.5.1, on a
1 div 7(v,0) - tr(Do?)l|zee < Clloll| div vllzoe.
De plus, on sait que
8y divv + v - Vdivv = divr(v,v) — tr(Dv?)

Comme || divvg||r = 0, il en résulte que

t
| divo(t)]lpe < C/o [lv(s)|l-|| divv(s)|| Lods.

On déduit de 'inégalité ci-dessus que, pour tout ¢ appartenant & l'intervalle [0, T*,
divo(t) = 0.
L’unicité de la pression a déja été démontrée ; elle est affirmée par le corollaire 2.5.1.

Ce théoréme n’est pas satisfaisant ; il n’implique pas, par exemple, I’existence globale
en dimension deux d’espace. Ceci vient du fait, qu’en I’absence de toute condition aux
limites & I'infini, il est impossible de contréler la norme dans I’espace C! d’un champ de
vecteurs de divergence nulle a partir de la norme de son tourbillon dans ’espace L™.
Nous allons donner trois types de condition aux limites qui permettent de faire cela.
Dans un premier temps, nous supposerons que le champ de vecteurs donné a l'instant
initial est périodique; ensuite, que son gradient appartient & un espace L® pour un
réel a strictement supérieur a 1; enfin, qu’il differe d’un tourbillon stationnaire régulier
(notion définie page 16) par un champ de vecteurs appartenant a ’espace L2.

Théoréme 4.2.2 Soient r un réel strictement supérieur a 1 et vp un champ de vecteurs
de divergence nulle appartenant ¢ CT. On suppose qu'il existe un sous-groupe discret G
de RY, de rang d, et tel que le champ de vecteurs vy soit G-périodique. Il existe alors
un unique temps mazimal T* et une unique solution (v,p) de (E) qui est G-périodique
a chaque instant t, et qui appartient @ L2 ([0, T*[; C™ x C™*'). De plus, on a

T'
T* < +o0 = /0 19(t)]| Lodt = +00.
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Remarquons tout de suite qu’en dimension deux, la relation (1.12) de conservation du
tourbillon entraine le corollaire suivant.

Corollaire 4.2.1 Supposons que d vaille 2. Soient r un réel strictement supérieur d
1 et vy un champ de vecteurs de divergence nulle appartenant a C™. On suppose qu'il
existe un sous-groupe discret G de R?, de rang 2, et tel que le champ de vecteurs v
soit G-périodique. Il existe alors une unique solution (v,p) de (E) qui est G-périodique
d chaque instant t, et qui appartient d l’espace LS, (RY;C™ x CT+1).

Pour démontrer le théoréme 4.2.2, considérons 1'unique solution (v, p) de (E) qui ap-
partient & L2.([0, T*[; C™) x L2 ([0, T*[; C™! + C$°) telle que v(t) = vp. On considere
alors un élément g du groupe de période G. Désignons par (vg, py) la solution de (E)
qui appartient & l'espace L{2.([0,T*[;C") x L. ([0,T*[; C™** + C3°) et de donnée ini-
tiale vg(0) = vo(- + g). Comme le champ de vecteurs vy est G-périodique, il résulte du
théoreme 4.2.1 que v, = v.

Or, il est limpide que (v(t, z+g), p(t,z + g)) est solution de (E) avec comme donnée
initiale v(- +g). L’unicité de la solution affirmée dans le théoréme 4.2.1 ci-dessus assure
qu’a chaque instant ¢, le couple (v(t),p(t)) est une fonction G-périodique.

On considére maintenant le groupe dual de G que I'on note G*. Rappelons que G*
est ’ensemble des éléments g* de R? tels que, pour tout élément g de G, on ait (g|g*)
appartient & 27Z. Il est bien connu que G* est lui aussi un sous-groupe discret de R.

Il s’agit maintenant simplement de démontrer que, pour tout champ de vecteurs de
divergence nulle G-périodique w appartenant & ’espace C", on a

[wll < CllQw)llo-

Ceci résulte du fait suivant. Si f est une distribution tempérée G-périodique de classe
CT, alors le support de sa transformée de Fourier est inclus dans G*. Si de plus f = 9f,
alors la transformée de Fourier de f est identiquement nulle sur un voisinage de ’origine.
Il résulte de ceci et de la loi de Biot-Savart (1.8) qu'il existe une fonction ¥ indéfiniment
différentiable & support compact valant 1 prés de 0 et telle que

w = i(ld —%X(D)A™' 8. Q(w)].
k=1

D’apres le théoreme 2.4.2 d’opérance des multiplicateurs de Fourier dans les espaces de
Hoélder, il vient
lwlly < ClI2(w)llo-
D’ou le théoréme recherché.
Passons maintenant au cas ou le gradient du champ de vecteurs solution appartient
a 'espace L®. Le théoréme est le suivant.

Théoréme 4.2.3 Soient v et a deur réels strictement supérieurs a 1 et vg un champ
de vecteurs de divergence nulle appartenant d l’espace CT. Supposons que Vg appar-
tienne d L. Il existe alors un unique temps T* mazimal et une unique solution (v,p)
de (E) dans l'espace L([0,T*[;C™) x LL.([0, T*[; C™*! + C°) et telle que (Vv.Vp)
appartienne d l'espace L52.([0, T*[; L®). De plus, on a

-
T* < 400 = / 1Q(8)]| Ldt = +o0.
0
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Comme pour le théoréeme 4.2.2, on en déduit le corollaire suivant :

Corollaire 4.2.2 On suppose que d = 2. Soientr et a deux réels strictement supérieurs
a 1 et vp un champ de vecteurs de divergence nulle de classe C™. Supposons que Vg
appartienne a L®. Il existe alors une unique solution (v, p) de (E) dans l'espace LS. (RY;
C™) x LE(RY;CT+ + C) et telle que (Vv.Vp) appartienne a l'espace LS (R*; L%).

Pour démontrer le théoréme ci-dessus, démontrons tout d’abord que 1'on peut résoudre
le systéme (E) avec
Vu(t) € Lig.([0, T*[; L®).

Pour ce faire, on introduit le systéme suivant :

(DE) W[ +v-VWf == oW} + T,y 0 W},
Jj i,J

ou T}, désigne les opérateurs du théoreme 2.5.1. Résoudre le systeme (linéaire) (DE),
c’est trouver un point fixe a 'application ® définie par

O(W)k(t,z) = /ot(— Y OVWS + Ty Y 07 W) (s, 9(s, % (¢, 7)))ds.
J i,J

D’apreés le théoreme 2.5.1, on sait que
ITeqwllr-1 + | Teawllze < C(lwllr-1 + [lwllze)-
Comme v € LS.([0,T*[;CT), et que (t) conserve la mesure, il existe une fonction
C(t) € LZ[0,T*| telle que l'on ait
t
NeW)(E)llr-1 + 1RW)(E)lLe < C('f)/0 W (s)llr-1 + IW ()| o )ds. (4.29)

Etant donné un réel T €]0,T*[, désignons par E,(T') I'espace de Banach des fonctions
telles que

déf —
lullzyry = sup e (||u(t)llr-r + llu(t)]|ze) < co.
te[0,T)

Comme le champ de vecteurs v appartient a L>([0,T];C"), I'inégalité 4.29 assure que
l’'on a

(W - Vo)(s, (s, ™" () llr-1 < CrllW (5)llr-1

Pour tout ¢, le difféomorphisme t(t) conserve la mesure, donc

(W - V)(s,%(s, 97" ())llze < CrlW(s)]lze

Il en résulte que
()
W lles < ——lIWller)-

D’ot lexistence (et donc l'unicité) d’une solution v telle que
ve Lp([0,T*[;C) et Vwve L ([0,T7;L%).
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Le seul probléme restant est maintenant de démontrer une estimation sur la norme
L> du champ de vecteurs v. C’est uniquement un probleme de basses fréquences.
Utilisons tout d'abord 1'équation (1.11), que nous rappelons :

9Q+v-VQ+Q-Vv=0

Vu que 9(t) préserve la mesure, on a

190 ze < I90llze + [ 190 oo |97l
D’apres le théoréme de continuité 3.1.1, on en déduit que
I92(t)lze < Callee +Ca [ [Tu(D)ol A dr
Le lemme de Gronwall permet d’affirmer que
IVe(®)llze < CallQol|geeo 19 a7, (4.30)

Utilisons cette majoration pour estimer [|Vp(t)||z.. On sait que

ka =2 Z ﬂ,j(viakvj).
i,J

D’apres le théoreme 2.5.1, on a

IVP@®)llee < Cllv(t) - Vo(t)| e

Cllv(®)llz= Vo (t)l] e

IAIA

On en déduit que
IX(D)Vp(t)llee < Cllv(t)l|ze=l|VU(t)l|ze- (4.31)

Comme () appartient & L®* N L®, on peut supposer a strictement supérieur a la
dimension d’espace d. Le théoréme 2.4.2 affirme la continuité des multiplicateurs de
Fourier dans les espaces de Hélder; le champ de vecteurs v étant a tout instant de
divergence nulle, on peut alors écrire que

1(1d =x(D)Va()lze < CII(1d—X(D))VP(®)ll,-g
C Y- (I T30l g + 10, R(, 87| _g ).
]

IA

IA

D’apres le lemme 2.1.1, on a
1S4-1007 |0 < C2% [ Vo(8)]|ze,
ce qui implique que
15-10:0 A5 |10 < C2% ([ V0(2) |20 12E) | -
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Donc .
i qd
[ To3050" | _a < C2= [V (t)| L 1Q(8) | -

A nouveau d’apres le lemme 2.1.1 et la définition 2.3.2, on obtient
i j d_
180" 8¢ 0:07 | 1 < C2% 9|V () | e lo(t)

De plus, on a

@l < lIx(D)o@)ll + [1(1d =x(D))v(®)llx

lv(&)l|zee + 192) || oo

INIA

On en déduit que
18, R(v", 8:7)l| _g < ClIVu()llze (1)l oo + [[0(2)]] o)

D’ou
(Id =x(D)) V)l < ClIV()ll (1) + v (t) |0)-

En appliquant la majoration (4.31), on peut alors affirmer que
IVP(@)llz= < ClIVU(@)||La (1220 + [[0(t)]lL).-
Par intégration de ’équation d’Euler (E), il vient alors
¢ t
o)z < llvollze +C /0 IVo(s)llzellv(s)lleds + /0 Vo (s)ll e l12(s) | Lodis.

L’inégalité de Gronwall assure alors que 1’'on a

t t
lo@llz= < (fvollim +C [ 190(6)1s[s)lwds) x exp(C [ [190() edr)-
D’ou, en appliquant 'inégalité (4.30),
@)l < (llvoll + Call]lze exp(Ca /0‘ 12(r) |~ dr))
t X
x exp( [ CallQllze exp(Ca [ 19r)llzdr)ds ).

Comme ||v(t)|l1 < CIQ(t)|lo + |Jv(t)|| =), le théoréme 4.2.3 résulte de I'inégalité précé-
dente.

Dans le troisiéme cas, le concept d’énergie est présent. Démontrons le théoréme
suivant :

Théoréme 4.2.4 Soient m un réel et r un réel strictement supérieur a 1. Considérons
un champ de vecteurs de divergence nulle vy appartenant a l’espace E,, N CT. Il existe
alors une unique solution (v,p) globale du systéme (E) appartenant d [’espace

LE(R;CT) N C(R; Em) x LE(R; H' N C™Y).
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Pour démontrer ce théoreme. il s'agit essentiellement de démontrer que la solution (v, p)
fournie par le théoréme 4.2.1 appartient a l'espace

© ([0, T*;CTYNC([0, T*[; Ex) x L2 ([0, T*[; H' nC™*1),

ce qui entrainera que T* = +00. On sait qu'il existe une unique solution ¥ = v — o de
I’équation

6(t+o)+v-V(o+o)=n({0+0,7+0)
associée & la donnée initiale vg — 0. Comme D’affirme la proposition 1.3.2, le champ de
vecteurs o est solution stationnaire du systéme d’Euler. Il en résulte que

80 +v- Vv =2n(0,0) + n(v,9) — - Vo.

Soit T un réel strictement positif ; désignons par F) 1’espace des fonctions bornées sur
Vintervalle [0, T & valeurs dans 'espace C™ N L2. Muni de la norme

lulr = sup (e (lu(®)ll- + lu(®)l22)),
t€[0,T)

I’espace F), est un espace de Banach. Soit maintenant ¢ I’application linéaire définie
par

B(w)(t,2) = [ (2n(0, 0(5)) +n(w(s), w(s)) - w(s) - Vo) (5,47 (t,7)))ds.

Par un raisonnement strictement analogue a celui déja fait dans le cas ou 'on suppose
que Vu(t) appartient a ’espace L*, on démontre |’existence d’une constante C(T') telle
que, pour tout A, on ait
c(T
2w < C),
Donc, si A est assez grand, 1'application linéaire ® est contractante dans F). Il existe
ainsi un unique champ de vecteurs ¥ tel que

(1d -®)(@)(t, z) = To(¥~" (¢, 2))-

Il en résulte que

v € C(R; Ep,).

De plus, comme le champ de vecteurs v est un champ de vecteurs de divergence nulle,
ona

d

(@) = oliZ: < Vollz=[lv(t) - ollZa. (4.32)
Par intégration, il vient que

llv(t) = o7z < llvo — ol|72€™ Ve, (4.33)
Enfin, on sait que
v(t) = (1d —x(D)) VA~ w(t) + x(D)o + x(D)(v(t) — 7).
On en déduit que
lo@)lx < llwollze + llollze + Clivo — ol 2V ;

d’ou le théoréme souhaité.
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4.3 Références et remarques

La résolution locale en temps de I'équation d’Euler du point de vue lagrangien se résume
a la résolution d’une équation différentielle ordinaire. Ceci a été observé par L. Lich-
tenstein a la fin des années vingt dans I'important travail qu'est [52]. Cette approche
a été récemment remise a ’honneur par P. Serfati dans [57] qui en déduit des résultats
d’holomorphie en temps sur le flot, résultats sur lesquels nous reviendrons au chapitre 8.

Le point de vue eulérien lui nécessite des techniques d’équations aux dérivées partiel-
les non linéaires hyperboliques. Les résultats obtenus de ce point de vue sont donc plus
récents, surtout en dehors du cadre des espaces de Sobolev, voir par exemple [48], [§]
et [28]. Nous avons dans ce chapitre utilisé la théorie de Littlewood-Paley et avons établi
au passage un résultat de propagation de la régularité holderienne d’indice négatif par
un champ de vecteurs de divergence nulle et lipschitzien. Ce résultat nous sera fort utile
a la section 5.5. Des techniques voisines ont été utilisées par H. Bahouri et B. Dehman
dans [7].

Nous avons aussi donné divers critéres de non existence globale suivant la décrois-
sance & l'infini du champ de vecteurs de divergence nulle initial. Pour certains de ces
critéres, on peut citer les résultats de [12].

Enfin, il y eut, dans les années trente, d’importants travaux sur ’équation d’Euler.
Parmi ceux-ci, I'article [51] de J. Leray et Darticle [66] de Wolibner ou est démontrée
I’existence globale de solutions réguliéres en dimension deux.
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Chapitre 5

Quand le tourbillon est borné

5.1 Le théoréme de Yudovitch

L’objectif de cette section est la démonstration d’un théoréme d’existence et d’unicité
pour le systéeme d’Euler incompressible lorsque le champ de vecteurs & ’instant initial
est & tourbillon borné et supporté dans un compact. Dans ce cas, et contrairement au
chapitre précédent, nous utiliserons le concept d’énergie. En effet, I’espace ou ’on doit
inclure la donnée initiale est, d’apres le lemme 1.3.1 page 17, un espace du type E,,
(voir la définition 1.3.3 page 17). Enongons maintenant le théoréme.

Théoréme 5.1.1 Soient m un réel et vy un champ de vecteurs de divergence nulle
appartenant a l'espace E,,. Supposons en outre que wgy appartienne @ L N L* avec
1 < a < +00. Il eziste alors une unique solution (v,p) de (E) appartenant a l’espace
C(R;Ey) x L2 (R; L?) et telle que le tourbillon w du champ de vecteurs v appartienne
a L*(R3) N L*(R; L*(R?)).

De plus, ce champ de vecteurs v posséde un flot. Plus précisément, il existe une
unique application ¢ continue de R x R? dans R? telle que

t
v(t,2) =z + [ vls,¥(s,2))ds.
En outre, il existe une constante C telle que
d)(t) —Ide Cﬂp(—cﬂlwo"z.wnm)'

Nous allons, dans cette section, démontrer le premier point du théoréme. Le second
est un petit morceau de la théorie des équations différentielles ordinaires qui sera I'objet
de la section suivante.

Commencons par démontrer 1'unicité des solutions (v,p). Vu la proposition 1.3.3
page 18, la pression p est uniquement déterminée par le champ de vecteurs v grace a
I'appartenance & L? de la pression. Le point essentiel est donc le lemme suivant, qui
mesure, dans 'espace L? et I'instant ¢, la distance entre deux solutions en fonction de la
distance, toujours dans L?, entre les données initiales, et ce en n’utilisant uniquement
un controle sur la norme L>N L* du tourbillon. Ce lemme entraine 'unicité de maniére
évidente.
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Lemme 5.1.1 Etant donné un réel a strictement supérieur a 1, il existe une constante
C vérifiant la propriété qui suit.

Soient (v, p1) et (v2, p2) deux solutions du systéme d’Euler incompressible (E). Sup-
posons qu’elles appartiennent toutes deux a un méme espace LS (R; En,) x L2 (R; L?)
et que w; appartienne @ L= N L®. Posons

2
a(t) = (Cmax[[0(0) - oll2e"¥71 + max jwillpmnze +1)° et

B = e[ als)ds
On a alors la relation suivante :
[v1(0) = v2(0) |22 < e~alexPAt)-1)
= |loa(t) = va(t)|122 < ||va(0) — va(0) |25 ~A a1 ~exp ~A(t))

Pour démontrer ce lemme, quelques précautions doivent étre prises car d,v; n’appartient
pas nécessairement & ’espace L2. Ceci n’empéchera cependant pas d’estimer la fonction

1(t) € Iy — w) () 125.

Un réel strictement positif € étant donné, étudions la fonction
déf
L) ¥ [ ()l - w)(t,2) s

Tout d’abord, il convient de remarquer que, pour tout b > a, v - Vv appartient & L°.
Or, on sait que

Vp = -V ;A7 (v o).
7.k

Le fait que les (v;, p;) soient des solutions du systéme (E) assure donc que
Yb>a, du; € LV

En posant p = p; — po, ceci donne un sens a la séquence de calculs qui suit.

L) = -3 [, x(e@)lt2)9lw - v)(t,2)ds
J
+2 Z/ )(v1 = v2) (¢, z) (v1 — v2) (¢, 7)Bj0' (¢, z)dx
+3 /Rz x(ex)(v — v2)/ (¢, 2)dp(t, x)dz

Les champs de vecteurs v; étant de divergence nulle, il résulte d’intégrations par parties
que

L) < 2/ (01 = v2) (¢, 2)[2|Voalt, 7)|dz + Re(t)  avec
> /Rg (01 = )&, ) Ped (8, 2) By ex)de

oy
o~
g
o~
=

I

e X [0 = w)(t,2) 000 (2)p(t, )d
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Le champ de vecteurs v; — vy appartient a l'espace LS (R; L2 N L™) et la pression &
l'espace L2 (R; L?): il en résulte que

R.(t) < C(t)e avec C € LL(R). (5.1)

L'inégalité de Holder implique que, pour tout b > a, on a

26 1-1 1
I(t) < 2(/R’ x(ex)|vi(t, z) — vg(t,z)lmdz) 5 (/R2 |Vva(t, x)Ibdz)F + Re(t).
D’ou il vient, pour tout b > a,

(1) < 2vi(t) = v Fw Lt | T0a(®)l] s + Re(t).

D’apres la loi de Biot-Savart, le théoréme 3.1.1 et la conservation du tourbillon le long
des lignes de flot, il vient, pour tout b > a,

V2 (t)llze < Cbllwa(0)||Lanzee.
De plus, on sait que

l[ill oo Ix(D)(v; = 0)llzee + lloll e + [[(Id —=x(D))vi| L=
t

Cllvi(t) = allzz + lloll e + [lwi(0)[| )
C(llvi(0) = ol 2e1¥1e= + lo | zee + [|ws (0) | =0)-

INIA A

Il en résulte que, pour tout b supérieur ou égal a a, on a
I(t) < a(t)bI.()"F + Re(t). (5.2)

Supposons maintenant que ||v;(0) —v2(0)||22 < 1. Soit 1 un réel tel que 0 < n < 1—1(0).
Posons
Jen(t) = n+ I(t).
Toutes les inégalités écrites dans la suite seront valables uniquement sous ’hypothése
que N + I(t) < 1. 1l résulte de l'inégalité (5.2) que
JLo(8) < a(t)bJen(t)' ™3 + Re(2).
En prenant b = a — log J,,(t), on obtient

Jealt) < a(t)(a ~log Jen(t)) Jen(t) exp E%

< ea(t)(a —log Jen(t)) Jen(t) + Re(t)-

+ R.(t)

Il est aisé d’observer que, pour toute fonction dérivable f de R dans l'intervalle |0, 1],
on a, pour tout A €]0, 1],

1d _ f'(t)
" X o8 AR = T e Fo) 3
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On en déduit que

: R(t)
——108(a —log J.5(t)) < ea(t) + —

Posons alors
—_ t
Bal®) = B0) + [ "

Par définition de 3, il vient, aprés intégration,

—log(1 - zll-log Jen(t)) +log(1 - %log Jen(0)) < B, (t).
Par passage a l’exponentielle, on en déduit que
log Jen(t) < a(1 — e Pen®) 4 e7Pea® log J, . (0)
D’ol1, & nouveau en passant a ’exponentielle,
Jen(t) < e¥1-0(Bea®) J (0)e(~Ben(e)),
Par définition de R,, on a
R.(t) < C(t)e avec C € L.

En faisant tendre € vers 0, puis 1 vers 0 et en passant a la limite, on conclut la démons-
tration du lemme.

Achevons la preuve de la partie eulérienne du théoréme 5.1.1. Pour démontrer
I’existence, nous allons régulariser la donnée initiale et montrer que la suite de solutions
ainsi obtenues est une suite de Cauchy dans P’espace L2 (R,; Ey,).

Soit T un quelconque réel strictement positif. La régularisation de la donnée initiale
est des plus classiques. On pose

Von = Xn*Vo avec Xn(z)=(1+n)’x((1+n)z). (5.4)
Remarquons que

Von = Xn*(vo—0)+Xnx0
= 0+ Xn*(Vo—0)+xXn*x0 — 0.

D’apres la définition de I'espace E,, (voir 1.3.3) et le lemme 2.2.4, le fait que la suite
(vo,n)neN converge vers vy dans I'espace E,, résulte du lemme suivant :

Lemme 5.1.2 Soit 0 un champ de vecteurs tourbillonnaire stable. On considére une
fonction p appartenant @ S(R?) d’intégrale 1. On définit alors la suite (on)neN par
On = ppx 0 avec pp(z) = (1 +n)2p((1 + n)z). On a alors

lim [l — onl|z2 = 0.

86



QUAND LE TOURBILLON EST BORNE

Comme p(0) = 1, il résulte de l'inégalité des accroissements finis que

€]

|_1+

1-p ) 1 DAl L

3
(n+1

Donc, par définition de o,

5(£) — np(€) |1 DAl L= 1@(0) (€)]-

|"‘1+

En écrivant

0n = 0 = pp* (x(D)o) = Xx(D)a + pa % (Id —x(D))o — (Id —x(D))o,

on déduit de la définition de o que

C ~ ~
llon = ollzz < 7= 1DBll=[(0)l|22 + Cliw(o) = pn x (o) 2.

Le lemme 2.2.4 permet alors de conclure.

D’apres le théoréme 4.2.4, on dispose d'une suite (v,),eN de solutions du systéme
d’Euler incompressible (E). D’aprés la loi de Biot-Savart, la suite (v,)pen Vérifie les
estimations suivantes :

Vb= a, |lwa(t)llze = llwollze,

lon()llz < Clivo = ol £2€ V12 + ||| o

En prenant n et m assez grands, on peut supposer que
[2n(0) = vm(0)]] 2 < e™*XPAMI=),

Le lemme 5.1.1 assure alors que, si n et m sont assez grands, on a, pour tout ¢ inférieur
ouégal a T, .
[va(£) = vm(®)lz2 < [|va(0) — vm(O)[IZF 7.

11 est clair alors que la suite (v,)qeN est une suite de Cauchy dans C(R; Ep,). L’unicité
est une conséquence immédiate du lemme 5.1.1, ce qui conclut la démonstration de la
premiére partie du théoréme 5.1.1.

5.2 Sur les équations différentielles ordinaires

Il s’agit dans cette section de démontrer la partie lagrangienne du théoréme de Yudovich
(le théoreme 5.1.1). Définissons tout d’abord l’espace des champs de vecteurs dits
logarithmiquement lipschitziens (ou en abrégé log-lipschitziens).

Définition 5.2.1 L’ensemble des champs de vecteurs log-lipschitziens sur R%, noté LL,
est l’ensemble des champs de vecteurs bornés v tels que
déf lv(t,z) —v(t, o)

Ul =  Ssup < 00.
ol = o2 Z=21 ~Toglz - 2
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Le théoréeme suivant entraine immédiatement la partie lagrangienne du théoréme de
Yudovich.

Théoréme 5.2.1 Soit v un champ de vecteurs appartenant d l'espace L}, (R;LL), il
eziste une unique application ¥ continue de R x R? 4 valeurs dans R® vérifiant

t
t = .
Y(t, z) :c+/0 v(s,¥(s,1))ds
De plus, le flot i est tel que, pour tout t,

W(t) — 1d € CoP~Jo IW)lzeds

Plus précisement, on a

t
|:l: _ 'yl < el—GXPfo lo(s)lzeds lw(t, z) — ¥(t,y)|
<z — y=P- Jo I(s)lizzds gl—exp - [ llv(s)llzeds

Faisons une petite digression sur les équations différentielles ordinaires associées
a des champs de vecteurs non-lipschitziens. Ceci nous conduira trés simplement au
théoréme ci-dessus. Dans toute cette section, u désignera une fonction de R* dans
lui-méme, nulle en 0, strictement positive ailleurs, croissante et continue.

Définition 5.2.2 Considérons deux espaces métriques (X, d) et (Y,6). Nous désigne-
rons par C,(X,Y) Uensemble des u fonctions bornées de X dans Y telles qu’il existe C
telle que, pour tout x € X et touty € X,

6(u(z), u(y)) < Culd(z,y)).

Remarque Si (Y,8) est un espace de Banach (que l'on notera (E,|| - ||)), l'espace
Cu(X, E) est un espace de Banach muni de la norme

lu(z) — u(y)l|
u = ||U}| oo + su T dlz )
” ”“ ” "L (z,y)GXpr,z#y p(d(.’L‘, y))

Le théoréme ci-dessous décrit sous quelles hypotheses simples nous avons existence et
unicité des courbes intégrales pour une équation différentielle ordinaire.

Théoréme 5.2.2 Soient E un espace de Banach, Q un ouvert de E , I un intervalle
ouvert de R et (to, zo) un élément de I x Q. On considére une fonction F' appartenant
a L, (I;C,(S; E)). On suppose de plus que

1 dr
/O [J/_(’;'-)— = +00. (57)

Alors, il existe un intervalle J tel que to € J C I et tel que l’équation
t
(EDO) z(t) = zo +/ F(s,z(s))ds
to
admette une et une seule solution continue définie sur l’intervalle J.
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Pour démontrer ce théoréeme, commengons donc par établir 1'unicité des trajectoires.
Soient x,(t) et z2(t) deux solutions de (EDO) définies sur un voisinage J de t, avec la
meéme donnée initiale xy. On pose

p(t) = |lz1(t) — z2(t)]]-
On déduit immédiatement de I'appartenance de F & L},.(I;C,(Q, E)) que
0<p(t) < / u(p(s))ds avec ye€ LL.(I) et v>0. (5.8)

Le lemme clef est le suivant.

Lemme 5.2.1 Soient p une fonction mesurable et positive, v une fonction positive
localement intégrable et p une fonction continue ainsi que croissante. On suppose que,
pour un réel positif a, la fonction p vérifie

p(t)<a +/ Ju(p(s))ds. (5.9)

Si a est non nul, alors on a

‘M(())+MG)</ s)ds avec M(z)= /:%

Si a est nul et si u vérifie (5.7), alors la fonction p est identiquement nulle.

(5.10)

Pour démontrer ce lemme, posons tout d’abord

=a+ / s)pu(p(s))ds.
La fonction R, est une fonction continue et croissante. On a donc, au sens des distri-

butions, )
Ra(t) = 7(t)u(p(t)).
I1 résulte alors de la croissance de p que

Rq(t) < v(t)u(Ra(t))- (5.11)

Supposons que a soit strictement positif. La fonction R, est alors strictement posi-
tive. Comme la fonction M est continiment différentiable sur I’ensemble des réels
strictement positifs, il résulte de (5.11) que

d R.,< t)

En intégrant cette inégalité, on obtient I'inégalité (5.10) en se souvenant que la fonction
—M est croissante et que p < R,.

Supposons maintenant a nul et p non identiquement nulle prés de t,. La croissance
de p autorise a remplacer p par la fonction (que I'on persistera & noter p) sup,e(, 4 2(8)-
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Il existe alors un réel ¢,, strictement supérieur a o, tel que l'on ait p(t;) > 0. Vu que
la fonction p satisfait (5.9) pour a = 0, elle satisfait également cette inégalité pour tout
a’ strictement positif. Il vient alors de I'inégalité (5.10) que

M(@) < [ y(r)dr + Mp(t)

et ce, pour tout a’ strictement positif. Ceci est contradictoire avec I’hypothese faite
sur la divergence en 0 de I'intégrale de l'inverse de u ; la démonstration du lemme alors
achevée.

Gréce a 'inégalité (5.8), 'unicité des courbes intégrales passant par un point donné
est une conséquence immédiate du lemme 5.2.1. Démontrons l’existence. On considére
le classique schéma de Picard

ZT1(t) = 2o + /t: F(r,zi(7))dr.

Nous omettons la vérification du fait que, pour J assez petit, on reste dans le domaine
de définition de la fonction F' et que la suite (zx)ren €st une suite bornée de L>(J).
Nous allons démontrer que la suite ainsi définie est une suite de Cauchy dans l'espace
des fonctions continues de I'intervalle J (choisi suffisasamment petit) dans E. Pour cela,
posons

Pr+1n(t) = ||Zhs14n(t) — Tesr (t)]]-
I1 vient

0< prrial®) < [ 2 )ulpealr))dr

En posant pi(t) = sup, ||Zk+14n(t) — Zk+1(t)]|, on déduit de la croissance de p que

0< penilt) < / y(7)u(pi(r))dr.

Grace au lemme de Fatou et 4 la croissance de p, on déduit de I'inégalité ci-dessus que

4 t
(t) © timsup pu(t) < [ y(r)u(a(r))dr.
k—+00 to
En appliquant & nouveau le lemme 5.2.1, on trouve que 5(t) est identiquement nulle au
voisinage de g, ce qui conclut la démonstration du théoréme 5.2.2.

Pour démontrer l'intégralité du théoréme de Yudovich, il suffit maintenant d’étudier
la régularité en la variable z du flot 1. Pour ce faire, considérons deux courbes intégrales
de v, notées z,(t) et z,(t), issues respectivement de deux points distincts z; et z, tels
que

llz1 — zaf| < 1.

Les inégalités écrites ci-apres sont valables seulement si
lzi(t) = z2(B)]] < 1.
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Par définition de l'espace C,, il vient

) = 220 < Nz = zall + [ o 21(7)) = v(r. sl

IA

Iz = zall+ [ lotr)lea x wlllea(r) = za(r)dr

Appliquons alors le lemme 5.2.1 avec p(t) = ||z;(t) — z2(t)|], @ = ||z1 — z2|| et ¥(t) =
lv(t)||,. Comme dans ce cas u(r) = r(1 —logr), il vient

t
—log(1 — log |z1(t) — z2(t)]) + log(1 —log [|z1 — za|) < /0 lv(T)llLedr.
En passant deux fois & I’exponentielle comme dans la précédente section, il vient
iz (t) — za2(t)]| < ||z — z2||e""‘f<: lo(s)lizzds gl—exp = f; lo(e)lzeds (5.12)

ceci ayant lieu tant que ||z;(¢) — z2(t)|| < 1. La preuve du théoréme 5.2.2 (et donc celle
du théoréme de Yudovich) est ainsi achevée.

5.3 Un exemple

Le but de cette section est d’exhiber une solution du systéme d’Euler incompressible
montrant le caractére optimal du théoréme de Yudovich. Nous allons construire une
solution vérifiant les propriétés suivantes :

e le tourbillon w du champ de vecteurs v solution est, a chaque instant ¢, borné et
nul en dehors d’un ensemble compact,

e a chaque instant t, le flot ¥(t) de v n’appartient pas a la classe de Holder C**® .

Construisons tout d’abord la donnée initiale. Soit wq la fonction sur le plan R? nulle
en dehors de [—1,1] x [-1, 1], impaire en les deux variables z, et z, et valant 2m sur
[0,1] x [0, 1]. On considére le champ de vecteurs vy défini par

/22—1/2 )dy
27r I yl2 “oly

wo(y)dy-

Uo(-’Cl, 12) =
2
I:v yl
Nous allons démontrer le théoréme ci-dessous.

Théoréme 5.3.1 Soit v la solution de l’équation d’Euler associée d la donnée initiale
vg définie ci-dessus. A linstant t, le flot y(t) du champ de vecteurs v n’appartient d
C*® pour aucun o > exp —t.

Il convient d’étudier quelque peu le champ de vecteurs vg. Ce champ n’est bien
sir pas lipschitzien. L’exemple construit dans la section 3.2 et dont les propriétés sont
décrites par la proposition 3.2.1 montre que certaines dérivées partielles de v sont de
taille équivalente au logarithme de la distance au coin du carré.
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Ici, le champ de vecteurs vy présente des symétries. Ceci va nous permettre de le
décrire plus explicitement. En effet, le champ de vecteurs vq est symétrique par rapport
aux deux axes de coordonnées. Il en résulte que ce champ de vecteurs est tangent a ces
deux axes et donc nul a 'origine. Nous allons démontrer la proposition suivante.

Proposition 5.3.1 [l existe une constante C telle que, pour tout z, tel que 0 < z; < C,
on ait

v3(21,0) > -2z, log 7;.

En effet, en posant @o(z,) = 2H(z,) — 1 (H désignant la fonction de Heavyside), il
vient

1
B@0) = 5 [P

1 5 1 2o
= d /—'——d .
/_1 Y1&o(Y1) A (Il—y1)2+y§ Y2

Par un calcul immeédiat, on en déduit que
va(21,0) = Tp(x1,0) +Tg(x1,0) avec
1 1
g (21,0) "/(; log(z1 — y1)°dy; +/0 log(z1 + y1)%dyr et

— Lo 14 (x —m)?
Yz,,0) = / log ———————=dy;.
Ty(z1,0) o Ogl+(xl+y1)2 Y1

Il est évident que la fonction z; — T3(z;,0) est une fonction impaire indéfiniment
différentiable. De plus, un calcul d’intégrale des plus élémentaires assure que, pour
0<z;<1l,0ona

P6(x1,0) = —4z; log zy + 2(1 + ;) log(1 + 7,) — 2(1 — z1) log(1 — ;).

Donc, lorsque 0 < z; <1,ona
v(21,0) = —4z; log z; + f(z1),

ol f désigne une fonction impaire indéfiniment différentiable sur | — 1,1[. Ceci assure
la conclusion de la proposition.

Revenons maintenant a 1’équation d’Euler et & sa solution v correspondant a la
donnée initiale vo. D’aprés le théoréme de Yudovitch (le théoréme 5.1.1), le flot du
champ de vecteurs v est une fonction continue de la variable (¢, z). De plus, on sait
qu’a chaque instant, le champ de vecteurs v est symétrique par rapport aux deux axes
de coordonnées. Donc ces deux axes sont globalement invariants par le flot. L’origine,
qui est leur point d’intersection, est donc stable par le flot 1 du champ de vecteurs v.
On a ainsi, pour tout t,

P(t,0) =0, ¥'(t,0,25) =0 et *(t,z,,0) =0. (5.13)
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Soit T un réel strictement positif arbitraire. Le tourbillon est conservé le long des lignes
de flot (voir I’égalité (1.12)). La relation (5.13) ci-dessus assure donc l’existence d'un
voisinage W de l'origine tel que I'on ait, pour tout t € [0, T,

w(t)w = wow-

Le champ de vecteurs de divergence nulle 9(t) = v(t) — vo est symétrique par rapport
aux deux axes de coordonnées. Son tourbillon est identiquement nul sur W. Donc, il
existe une constante A telle que ’on ait, pour tout ¢t € [0, 7],

lo(t, z) — vo(z)| < Ala.

De la proposition 5.3.1, il résulte 'existence d’une constante C’ telle que, pour tout
couple (t,z,) € [0,T] x [0,C"], on ait

v(t,z1,0) > —z; log z;.
Soit maintenant z; € [0, 1] tel que, pour tout ¢t € [0, 7], on ait
Y(t,1,,0) € [0,C'].
11 résulte de 'inégalité ci-dessus que 1'on a
YH(t,21,0) > 11(t) avec )(t) = —z(t) logz,(t).

Il en résulte alors que
wl(t’ T, 0) Z zl:Xp —t'

Vu que ¥(¢,0) = 0, le théoréme 5.3.1 est démontré.

5.4 Le probleme des poches de tourbillon

Le probléme des poches de tourbillon est le suivant : supposons que le tourbillon soit,
a linstant initial, la fonction caractéristique d’un ouvert borné Dy dont le bord est de
classe de Holder C*+¢ avec k un entier strictement positif et € un réel de I'intervalle
10, 1[. Nous nous restreindrons ici au cas ou la régularité du bord est C**¢. D’apres le
théoreme 5.1.1, il existe un unique champ de vecteurs solution des équations d’Euler
sur R x R?, dont le tourbillon appartient 3 L>(R?). Cette solution est alors quasi-
lipschitzienne. Un tel champ de vecteurs posséde un flot 9 & régularité exponentielle-
ment décroissante en fonction du temps, c’est-a-dire que ¥ (t) est un homéomorphisme
de classe de Holder C®(-2), D’aprés la relation (1.12) de conservation du tourbillon
le long des lignes de flot, le tourbillon a I'instant ¢ est alors la fonction caractéristique
d’un ouvert borné D, dont la topologie reste inchangée. Par contre, le bord de cet ou-
vert n’est plus a priori que de classe C®P(-29_ Deux questions trés naturelles se posent
alors : le bord de 'ouvert reste-t-il régulier & temps petit? si oui, que se passe-t-il pour
les temps grands?

Dans le cas ou le tourbillon & l'instant initial est la fonction caractéristique de
lintérieur d’une courbe du plan, fermée, simple et de classe C**¢, on peut étre tenté de
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suivre la démarche suivante. Soit 79 un plongement du cercle S' de classe C!'*¢ dont
I'image est le bord de I'ouvert D,. Le champ de vecteurs solution est alors complétement
déterminé par le bord de I'ouvert. Cherchons alors un paramétrage de ce bord par la
fonction « définie par

Oy(t, s) = v(t, (¢, 8)). (5.14)

Or, d’apres la loi de Biot-Savart, le champ de vecteurs solution est défini par
1
t)=V*f(t t, =——-/1 — y|dy.
w(t)= VE(t) avee f(t.z) =5 [ logle — yidy

En admettant que (¢, -) soit un plongement de classe C**¢ du cercle, il vient, par une
formule de Green,

1 2
v(t,z) = g/o log |z — (¢, 0)| 85(t, 0)do.

D’aprés (5.14), il s’agit de résoudre, dans '’ensemble des plongements de classe C!*,
I’équation suivante :

1 27
di(t,s) = o /O log |Y(¢, 8) = 1(t, 0)| 8p7(t, 0)do. (5.15)

Dans la section 5.5 suivante, nous allons démontrer un théoréme qui entrainera en
particulier le théoréme ci-apres.

Théoréme 5.4.1 Soient € appartenant d l'intervalle |0, 1[ et yo une fonction de l’espace
C'*¢(S'; R?) injective et dont la différentielle ne s’annule pas. Il existe alors une unique
solution ¥(t,s) de l'équation (5.15) appartenant & lespace LS, (R; C'*+¢(S'; R?)) et qui
est, pour tout temps, un plongement du cercle.

5.5 Démonstration de la persistance

Nous allons énoncer un théoréme général de persistance des structures géométriques
pour le systéme d’Euler incompressible. Ce théoreme contiendra bien sir le résultat
d’existence globale pour le probléme traditionnel des poches de tourbillon. Comme le
théoréme 3.3.2 le suggere, le concept important est celui de régularité tangentielle par
rapport & une famille X de champs de vecteurs de classe C¢, admissible en dehors de X.
Ici, contrairement au chapitre 9, I’ensemble T sera toujours vide (on dira alors que la
famille est admissible). On convient donc pour le reste de ce chapitre des notations
suivantes :

I(X) = inf sup|Xx(z)| (>0),

zeR? xeA
11Xyl + || div Xyl
N(X) = - ,
X)) = o5 TX)
”XA(I:’ D)““(—l .

lullex = Ne(X)HUIleJrigR 10X)

Nous pouvons maintenant énoncer le théoreme principal de cette section.
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Théoréme 5.5.1 Soient € un réel de lintervalle |0, 1[, a un réel supérieur a 1 et Xo =
(Xox)aca une famille admissible de classe C¢ sur le plan. On considére un champ de
vecteurs vo sur R? appartenant a C} et dont le gradient est dans L®. Si wy appartient
a C*(Xo), alors, il existe une unique solution v de (E) telle que

ve Lp(R;Lip) et Vve L
De plus, si ¢ désigne le flot de v, alors, pour tout J,
Xo,,\(.’t, D)’w € Llosc(R, Ce)
Enfin, si X, = ¥(t)* Xo,, alors, la famille X, = (X, )rer est admissible et l'on a
Ne(X:) € Lig(R) et [lw(t)llex. € Lie(R).

Avant de démontrer ce théoreme, nous allons vérifier qu'’il entraine bien le théo-
réme 5.4.1. Soit fo une fonction de classe C!** telle que, dans un voisinage de la courbe
7o, celle-ci soit I’ensemble des zéros de fo. Le gradient de la fonction f, est supposé ne
pas s’annuller sur 7p. Soit maintenant a une fonction & valeurs réelles valant identi-

quement 1 prés de la courbe v, et supportée dans un voisinage de 7o ou le gradient
de fo ne s’annulle pas. On définit alors les trois champs de vecteurs suivants :

Xoo=V'fo, Xor=(1-a)d et Xop=(l—a)d,

Il est trivial de vérifier que la famille de champs de vecteurs définies ci-dessus est une
famille substantielle de classe C¢.
Comme wy est la fonction caractéristique du domaine intérieur a la courbe 7o, il est
clair que X ;(z, D)wp = 0. Les hypothéses du théoréme 5.5.1 sont donc satisfaites.
Soient oy un élément du cercle et o un élément de la courbe v,. Considérons
I’équation différentielle ordinaire suivante :

{30‘70(0) = Xoo(Yo(0))
Yo(o0) = Zo.

La fonction 7o est un plongement du cercle de classe C'*<. Soit 7(t) la fonction définie
par 4(t,0) = ¥(t,70(c)). D’aprés le théoréme de persistance 5.5.1, on sait que

Xo,o(.’li, D)1/1 (S L?:C(R, Ce)
En dérivant la relation de définition de 7, il vient
9:7(t,0) = (Xoo(z, D)¥)(t, Yo(0))-

Donc 9,7 appartient & L{2.(R; C¢). Le fait que ce soit un plongement du cercle résulte
immédiatement du caractére lipschitzien de . Le théoréme 5.4.1 est ainsi démontré.

Démontrons le théoréme de persistance 5.5.1. La démarche suivie est la méme que
celle qui inspire la preuve du théoréme 5.1.1. Régularisons la donnée initiale. On pose
Vo = Splop €t won = Spwo. (5.16)

Le théoréme 4.2.3 d’existence globale de solutions réguliéres affirme ’existence d’une
solution globale v, du systéme (E). Le point important de la présente démonstration
consiste & démontrer une estimation a priori sur la norme Lipschitz d’une solution
réguliere du systéme (E), puis de passer & la limite.
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Théoréme 5.5.2 [l eriste une constante C vérifiant la propriété suivante. Soient e
un réel de lintervalle 10,1, a un réel supérieur @ 1 et Xo = (Xoa)rea une famille
admissible de classe C¢ sur le plan. Considérons un champ de vecteurs v solution du
systeme d’Euler et appartenant a l'espace Lis.(R; C5°). Alors, on a, pour tout temps t,
(IVu(t)llre < N(Xo,e,wo)expgﬂlwe—gl-lgi avec
N(Xo,€,u) = Callwollzs + < uoll = log 120l
€ llwoll zo
C’est ici qu’intervient la dynamique. L’idée est trés simple; on transporte les
données géomeétriques, c’est-a-dire la famille admissible par le flot du champ de vec-
teurs v et I’on applique I'inégalité du théoréme 3.3.2 & chaque instant.
Définissons donc la famille X; = (X \)rea par

Xea(2) = $u(t) Xoa(@) = (Xoa(z, D)¥(t)) (¥~ (¢, 7). (5.17)

Le point décisif de la démonstration est la majoration de la quantité ||w(t)|lex,. Le
lemme clef est le suivant.

Lemme 5.5.1 I existe une constante C telle que

t
I(X) > I(Xo)exp— /0 Vo () || eodr (5.18)
C t
1Xia(e, Do@llct < CliXoa(z, Dyutllrrexp( 7 [ I190(llimdr ), (5.19)
t
|l div Xpalle < ||divXo',\||€exp(C'/O IVo(7)||=dr), (5.20)

X , D)wo|e-
1Xealle < ©(IXonl+ l1div Xop], + IXoalE Dhuollor)

llwoll L
C rt
xexp(; /0 ||Vv(T)||Lde>. (5.21)

Admettons momentanément ce lemme. Il résulte alors de la définition de || - ||¢ x,

que
llw(®)llex llwollex, (c : )
Xt < O Xo v =2 Volr dr).

s < iz (¢ [ 7ol

Appliquons alors le théoréeme 3.3.2. On peut dés lors affirmer, grace & la nullité de la
divergence du champ de vecteurs v, que

C wolle C rt
1900 < ol + Slenle g e+ 12 exp (£ [ 90(r)lmar) ).

llwoll oo

Comme le quotient
”wOIIE.XO
llwoll Lo
est supérieur a 1, il est légitime d’écrire

C
IVo(®)llz= < Callwollz= + |

lwollex, . C g
o | - + = ||jw oo / Vu(r odT.
I‘UO”L 0g ”(.U()”Loo €2 ” 0“L o ” ( )"L

Le lemme de Gronwall assure alors le théoréme 5.5.2.
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Prouvons le lemme 5.5.1 que nous avions provisoirement admis. Sil’on dérive I’équa-
tion de définition du flot le long du champ de vecteurs Xj ,, il vient

{ 0, Xo(z, D)Y(t, x)
Xoa(z, D)y(0, )

I

V'U(t, IZJ(t, I))XO',\(I, D)'d)(t, l’)

Xoa(z). (5.22)

En intégrant 1’équation ci-dessus entre ¢ et 0, il vient

[XoA(@)] £ Xoa(z, DI (t,2)|exp [ [1V0(r)llzmdr

Il en résulte, pour tout = du plan, que
t
sup | Xo.(¢)] < sup | Xoa (@, DYb(t, )| exp [ [ Vo(r)llz=dr.
AEA A€A 0

Comme X;(x) = (Xoa(z, D)¥(t))(¥~1(t,z)), la définition 3.3.1 de I(X) assure I'inéga-
lité (5.18).
La relation (5.22) peut s’écrire

B,Xt,,\ +v- VXL,\ = Xu(z, D)v (523)

Cette relation exprime que les deux champs de vecteurs &; + v - V et X, commutent.
Grace & la conservation du tourbillon le long des lignes de flot de v, on en déduit que

0 X a(z, D)w(t) + v- VX;a(z, D)w(t) = 0.

L’estimation de propagation de la norme holderienne établie au lemme 4.1.1 assure que

C rt
1Xa@ DOl < CliXoa(z, D)oolle-rexp( = [ IV0(r)llidr ),

ce qui n’est rien d’autre que 'inégalité (5.19).
En appliquant 'opérateur divergence a ’équation (5.23), il vient

O div Xy +v-VdivX,, = X;a(z,D)divo.

Comme le champ de vecteurs v est solution de 1’équation d’Euler, sa divergence est
nulle. On a donc conservation de la divergence des champs de vecteurs X, , le long des
lignes de flot, c’est-a-dire

at div Xt',\ +v- V div Xt,,\ =0. (524)

L’inégalité (5.20) résulte immédiatement du lemme 4.1.1.

Pour démontrer ’estimation (5.21), légérement plus délicate, on utilisera la rela-
tion (5.23) de transport de X; et le lemme 3.3.2. Gréce a ce lemme, on peut soutenir
que l'on a, avec ses notations,

O Xen +v - VXyn = Wi(Xen, v(t)) + Wa(Xen, v(t) + A(t) X,
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ol A(t) désigne un opérateur continue de C* dans lui-méme tel que

C
lA® Nl cicecey < :HVU(t)IlL%

De l’estimation de propagation du lemme 4.1.1, des majorations de W, et W, énon-
cées dans le lemme 3.3.2 et des inégalités (5.19) et (5.20), on déduit I'existence d’une
constante C telle que 'on ait

1Xeale < 1 Xoxlee® o 17O Muer
t T ! ’
+ (C1Xol@, DJaoll-s + Sl div Xoallws) [ 17 ey
0

Il est clair que le dernier terme de 'inégalité ci-dessus peut étre majorée par

Ct(“XO(I,D)WOHe—l + ” div XO,/\”S”“’O“L“’)C% f; []Vv(‘r)lchudT.
€

En observant que
lwollzee = flw(t)lzee < 2[|VV(8)]] Lov,

on peut affirmer que
t< -6 oS [ Ivu(nireedr
= Cllwollze

On en déduit alors immédiatement que

Cel|| Xoa(z, D)wolle-1\ € 1t vuvir
”Xt,)\“e < (”){0’/\”E +C” diVXo,,\Hg + ” Oillu()O”L ) 0”6 1)effo IVu( )||L°°d7',

ce qui n’est rien d’autre que l'inégalité (5.21) voulue. Le lemme 5.5.1 et ainsi le
théoreme 5.5.2 sont démontrés.

11 s’agit maintenant de passer a la limite. Ceci sera tres facile compte-tenu des inéga-
lités précédemment démontrées. Considérons la suite de données intiales régularisées,
définies par 1’équation (5.16) au début de cette section. D’apreés le théoreme 5.5.2 que
nous venons de démontrer, on peut écrire

C't||w0,n ”Lcn
~a——

V0n(8)]le < CN(Xo, €, won)exp > (5.25)
en se souvenant que
— C Wo,nle,x
N(Xo,€,00) = Clllwomlli + allwoallze) + < ol log L20n e,
€ |lw0.n||L°°
L’inégalité (3.22) affirme que
C
ISwile < T (N(X) i + e
Le fait que |Jwonllze < C|lwollz= €t ||wonlle < Cllwollze entraine alors que
VU, ()]l Lo < CN(Xo, €,wp) €Xp __J?g_llL__. (5.26)
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Nous allons démontrer que la suite (vn),eN est une suite de Cauchy dans L2 (R;C~%)
pour tout a de 'intervalle |0, 1[. En effet, on a

Oy (Vn — tm) + Un - V(U — Upn) = T(Un — Um, U + Um) + (U — v) - Vup,.

En découpant le terme (vm — v,) - Vuy, en paraproduit et reste, puis en utilisant le
théoréme 2.4.1 qui décrit la fagon dont paraproduit et reste opeérent dans les espaces de
Holder, il vient

l(vn = vm) - VUmll-a < Cael| VUm ()|l |vn — vml-a-

La proposition 2.5.1 affirme que

7 (va = vm, vn + Vm)ll-a < Caellva()llzip + lvm (Bl Lip) lvn = vml|-a-
Posons
Ct||w0||Lm .
€2
Appliquons 'estimation de propagation du lemme 4.1.1; il en résulte que

V(t) = CN(XO, €, Wp) €Xp

t
(tn = tm)Oll-a < b = tormll-a exp(Cac [ V(T)dr).
Par interpolation, on en déduit que la suite (v, ),eN est, pour tout r strictement inférieur
a 1, une suite de Cauchy de L{S.(R; C").

Le point important consiste maintenant 4 démontrer que la solution v du systéme
d’Euler ainsi construite vérifie les propriétés de régularité tangentielle par rapport a
une famille admissible de champs de vecteurs a définir.

La premiére étape est la démonstration d’une facile propriété de stabilité du flot
dans le cadre des champs de vecteurs intoduits dans la section 5.2.

Lemme 5.5.2 Soit (F,)n.eN une suite bornée de L'([0,T];C,), ou p vérifie les hy-
pothéses du théoréme 5.2.2. On suppose en outre que

lim F, = F dans L'([0,T); L*).
n—oo
Soit (Yn)neN la suite des solutions de
t
Ualt,2) =2+ [ Fuls, ¥n(s,2)ds.

Alors, (n)neN est une suite de Cauchy dans Id +L®([0, T] x R%; R?) et sa limite 1 est
solution de

t
W(t,2) =+ [ Fls,p(s,2))ds.
De plus, si la suite (Fy)nen est bonée dans L'([0,T); Lip) (resp. L'([0,T]; LL)), alors,
Ve>0, lim ¢ =9 dans L%([0,T];1d +C'¢)

T
(resp.  dans L°°([0,T];Id+0exp(_€+f° "”(’)"“d’))

’

le méme résultat étant vrai pour (Y; ),eN et 1.
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La démonstration de ce lemme utilise les mémes ingrédients que celle du théoréme 5.2.2.

On a

‘¢n+k(t~ I) - wn(tv :C)l

IA

L 1Fusels) = Falo)llmds
+ K: |Fr (8, Ynk(s,2)) — Fu(s, Yn(s,))|ds
L 1Fuss(s) = Fuls)llwds

+ /to (11 (3) = n(8) =) | Fa(s) |, ds.

IA

Posons alors
pn(t) = sup ||¥nix(T) — Yn(T)|l oo
s

De maniére rigoureusement analogue a celle utilisée dans la démonstration du théo-
réme 5.2.2, on obtient

t t
pult) San+ [ lon(s)IFu(s)lo,ds avee o= 5up [ | Fuss(s) = Fas)=ds.
D’apres 'inégalité (5.9), il vient

~M(p(®) + Men) < [ I1Ex(6)lc,ds.

Par hypothese, le membre de droite de I'inégalité ci-dessus est majoré par une constante
C, indépendante de n. D’ou

M(an) < C + M(pa(t)).

Or la suite (@n)neN tend vers 0, donc la suite (M(ap))neN tend vers Uinfini. Donc la
suite (M (pn(t)))nen aussi. Vu la définition de M, ceci entraine que la suite (pn(t))neN
tend vers 0. Donc, on a

lim o =9 dans 1d+L([0,T) x R4 RY).

La démonstration du lemme se conclut par une évidente interpolation.

Démontrons maintenant le premier point du théoréme 5.5.1, & savoir que 'on a,
pour tout A,
Xoa(z, D)y € L2 (R; C°).

On sait que

XO,)\(I, D)w‘n = XO.)\(‘T) D)(¢n - Id)
Eaj(X&)‘(z)('dJn - Id)) - (wn - Id) le X()’,\ + Xo',\.
J
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D’apres le lemme 5.5.2 de stabilité ci-dessus et d’apres le caractére d’algébre normée de
I'espace C*, la suite (Xo(z, D)n)neN converge vers Xo x(z, D)y dans I'espace L2 (R;
Cc——l )

Or, l'inégalité (5.21) du lemme 5.5.1, jointe au fait que la suite (¥n),eN €st une
suite bornée de L{S.(R; Lip), assure que, pour tout r strictement inférieur & e,

Jim Xo(z, D)Yn = Xoa(z, D)y dans L (R;C"). (5.27)
Il en résulte que
Xoa(z, D)Y € Lig(R; C°),
ce qui n’est rien d’autre que le premier point du théoréme 5.5.1.

Pour démontrer I'intégralité de ce théoréme, il reste maintenant & démontrer que
la régularité supposée a l'instant initial se propage. La premiére des choses & faire est
de définir, pour chaque instant ¢ de ’évolution, une famille admissible de champs de
vecteurs. Posons, pour tout A,

Xia(z) = (Xox(z, D)Y)(t, 97 (t, 7).

Démontrons que, pour tout temps t, la famille de champs de vecteurs (X;) = (X; ) est
une famille de classe C¢, admissible. En effet, posons, pour tout A,

Xt,n,A = (Xo,,\(x, D)¢n)(t, Tl«';l(t, 2}))
Par définition des champs de vecteurs X, et X, il vient

Xt,n,A(x) - Xt,/\(x) = (Xo,A(z’ D)"/’n)(t’ wr_z-l(t1 x)) - (Xo’,\(.’l:, D)"/}ﬂ)(t’ d’_l(t1 :I:))
+(Xo,)‘(1?, D)"/’n - Xo,,\(ili, D)’l,b)(t, ’l/)—l(t, a:))

11 en résulte que

1 Xema — Xeallze < (1 Xoa(z, D)Ynlle(lvn () — ¥~ ()|l Le)
+ || Xo(z, D) — Xox(z, D)Y|| Loo-

De plus, I'inégalité (5.21) du lemme 5.5.1 dit que la suite (Xt n x)neN €st une suite bornée
de I'espace L2 (R;C*). 1l en résulte donc bien que, pour tout A et tout r strictement
inférieur a ¢, on a

,.li.‘%oxtm»k = X;» dans L7 (R;C").

Comme la suite (X;na)neN €st une suite bornée de L2 (R;C*), les champs de vec-
teurs X; ) sont localement bornés en temps, a valeurs dans C¢. De méme, grice a
I'inégalité (5.20), la fonction div X; » appartient & I’espace L{2.(R; C*).

Enfin, comme la suite (X;,)nen converge vers X, dans I'espace L2 (R; L*), il
vient, d’apres !'inégalité (5.18), que

1(X) 2 I(Xo)exp— [ V()| edr.

La famille de champs de vecteurs X; est donc une famille admissible de champs de
vecteurs de classe C*.
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Comme la suite (vn)neN converge vers v dans L2 (R;C") pour tout r strictement
inférieur a 1, il vient, pour tout r strictement négatif,

Aim wn =w dans L (R;C7).
Il résulte alors du théoréme 2.4.1 d’opérance du paraproduit et du reste que, pour
tout A, les suites (WnXina)neN €t (wndiv Xina)neN convergent respectivement vers
wX;x et wdiv X, » dans I'espace L%, (R;C") et ce, pour tout r strictement négatif. On
en déduit donc que, pour tout A,

Jim Xina(Z, D)wn = Xy a(z,D)w dans Lo (R;C").

Vu D'estimation (5.19), la suite (|| X¢na(Z, D)w(t)||e-1)neN €st, pour tout A, une suite
bornée de fonctions localement bornées. L’égalité ci-dessus permet alors d’affirmer que

Xia(z,D)w € L2 (R; C7Y).

Ceci acheéve la démonstration du théoréme 5.5.1.

5.6 Références et remarques

Le théoréme 5.1.1 d’existence globale et d’unicité sous la seule hypothése que le tour-
billon & l'instant initial est borné a été démontré par V. Yudovich dans [67], pour
I'équation d’Euler dans un domaine borné. L’adaptation au cas de I'espace R? tout
entier, présentée ici, reprend partiellement une section de [26].

Quant au théoreme 5.2.1 d’existence d’un flot & régularité spatiale exponentiellement
décroissante en temps, c’est un théoreme d’équations différentielles ordinaires des plus
classiques. L’approche présentée dans la section 5.2 reprend une partie de [30], qui
est un travail de N. Lerner, en collaboration avec 'auteur). Un résumé historique tres
complet di a T. Flett sur les diverses théorémes d’existence et d’unicité relatifs a des
équations différentielles ordinaires associées & des champ de vecteurs non-lipschitziens
se trouve dans [40].

Quant a I’exemple de solution du systeme d’Euler a flot ayant une régularité Hol-
derienne exponentiellement décroissante, il est tiré d’un travail de H. Bahouri, écrit en
collaboration avec 'auteur (voir [6]).

Toujours dans [67], V. Yudovich pose le probléme des poches de tourbillon. Ce
probléme semble avoir connu un regain d’intérét a la suite du texte de survol de A.
Majda (voir [53]). Dans ce texte, on trouve développée I’approche par I’équation intégro-
différentielle (5.15) sur le paramétrage du bord. Au vu du résultat d’expériences numé-
riques exposé par N. Zabusky et ses collaborateurs dans [68], A. Majda conjecture
dans [53] que le bord cesse d’étre rectifiable en temps fini. L’approximation quadratique
de I'équation (5.15) a été étudiée notamment par P. Constantin et E. Titi dans [32];
dans (3], S. Alinhac montre que cette équation approximée développe des instabilités
trés proches de 'explosion en temps fini. Enfin, des modélisations numériques plus
récentes, voir par exemple [19] et [20], renforgaient aussi I'idée d’apparition de singula-
rités sur le bord en temps fini.
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L’approche présentée ici est différente. On revient aux équations d’Euler et 1'on
démontre le théoreme 5.5.1 de propagation de la régularité tangentielle dans le systéme
d’Euler jusqu'a un temps arbitraire. La notion de régularité tangentielle par rapport &
une famille de champs de vecteurs a €été introduite pour I'étude des équations hyperbo-
liques par J.-M. Bony dans [15] (voir aussi [17] pour un survol de ce sujet). Ensuite,
cette notion a été raffinée pour étre applicable aux équations aux dérivées partielles non
semi-linéaires par S. Alinhac dans [1] et par I’auteur dans [21] (voir aussi [22] & [24]).

Ces techniques ont été appliquées une premiére fois dans [26] pour traiter le probléme
de la préservation de la régularité tangentielle a temps petit. Dans ce cadre de |’existence
locale en temps, signalons que P. Serfati démontre dans [57] que, pour les petites per-
turbations du cercle (solution stationnaire évidente), I’équation (5.15) est une équation
différentielle ordinaire de type analytique. Puis, dans [27] et [29], nous avons démontré
un théoréme général de persistance de la régularité de type tangentielle trés proche du
théoréme 5.5.1. Postérieurement, A. Bertozzi et P. Constantin ont démontré dans [14]
la persistance de la régularité du bord de la poche en s’appuyant sur un théoréme d’exis-
tence démontré par A. Bertozzi dans [13]. Récemment, dans [58], P. Serfati donne une
démonstration différente de notre théoréme. Enfin, dans [43], X. Saint-Raymond et P.
Gamblin ont généralisé I’approche présentée ici au cas de la dimension trois.

Enfin, nous avons démontré dans [26] un théoréme qui, combiné au théoréme de
persistance 5.5.1, généralise le théoréme 5.4.1 de la maniére suivante :

Si 7o appartient 4 C**¢(S!, R?) o1 k est un entier strictement positif et € appartient
a lintervalle ]0, 1[, alors la solution v de ’équation (5.15) appartient & ’espace

lO:c(R’ C””"(Sl; RZ)) N n COO(R; Clc+e’(sl; R2))

€'<e
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Chapitre 6

Les nappes de tourbillon

6.1 Présentation de la problématique

Le probléme des nappes de tourbillon consiste & chercher une solution du systéme
d’Euler incompressible (E) en dimension deux lorsque le tourbillon & I'instant initial est
la mesure de longueur d’une courbe compacte de classe C. Ce probléme est 1’analogue
du probléme des poches de tourbillon avec un “cran” de singularité en plus.

Démontrer 1’analogue du résultat sur les poches de tourbillon, & supposer qu’il soit
vrai, semble hors de portée. En effet, cela impliquerait que le tourbillon & l'instant ¢
soit la mesure de longueur d’une courbe compacte réguliére.

La voie que nous allons emprunter est la suivante. Tout d’abord, trouver une classe
large et stable de données initiales contenant les champs de vecteurs de divergence nulle
dont le tourbillon est la mesure de longueur d’une courbe compacte réguliére. Ensuite,
régulariser une donnée initiale prise dans cette classe. Le théoréme 4.2.4 assure l’exis-
tence de solutions globales associées aux données régularisées. Enfin, les estimations
a priori d’énergie et de conservation du tourbillon nous permettront de passer a la
limite et ainsi de construire une solution. Le résultat de cette démarche est le théoréme
suivant :

Théoréme 6.1.1 Soient m un réel et vy un champ de vecteurs de divergence nulle
appartenant & l’espace E,,. Supposons que wg, son tourbillon a l'instant initial, soit
une mesure bornée de partie singuliére positive. Il existe alors un couple (v, p) solution
du systéme d’Euler (E) et appartenant & Uespace L. (R; Ep) x L2 (R; F~1(L? 4+ L®)).

De plus, d chaque instantt, le tourbillon w, est une mesure bornée de partie singuliére
positive et de masse totale inférieure ou égale a celle de wyp.

Avant toute chose, vérifions que les données initiales de type "nappe de tourbillon”
satisfont les hypotheéses du théoréme 6.1.1. D’apreés le lemme 1.3.1, il suffit pour cela de
démontrer que la mesure de longueur d’une courbe compacte + de classe C* appartient
4 H~'(R?). 1l suffit de le démontrer localement prés de chaque point de la courbe. Soit
Q un ouvert et ¥ un difféomorphisme de classe C! tel que ¥(yN Q) = ¥(Q) N {z €
R? /z, = 0}. D’aprés les propositions 2.2.6 et 2.2.3, on peut définir, pour tout € stric-
tement positif, la forme linéaire suivante, sur ’espace des fonctions H %‘Le,

I [IRa(f 007 0 Win(a),
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olt R, désigne la restriction sur la droite z, = 0. D’aprés la proposition 2.2.1, il en
résulte que la mesure de longueur de la courbe 7 est localement H~2"¢.

Nous suivons la démarche annoncée. Soit p une fonction de S(R?) positive et
d’intégrale 1. Avec les notations du chapitre 5, on pose

Vo,n = Pn * Vo (6.1)

et on note (vn)neN la suite des solutions associées. Lorsque I'on regarde le systéme
d’Euler incompressible tel qu'il est formulé dans les équations (1.16) et (1.17) page 18,
on ne peut s’empécher de remarquer que, si 'on veut obtenir une solution, il suffit, non
pas de passer & la limite sur tous les termes non linéaires v*v/, mais seulement sur les
termes v'v? et (v!)? — (v?)?, un changement d’axes évident permettant de se ramener
au seul cas de v'v2.

Remarque La convergence faible de viv] vers v*s7 pour tout couple (i,j) équivaut,
d’apres la relation (1.16), & celle de v}v2 vers v'v?, de (vi)? — (v2)? vers (v!)? — (v?)?
et de p, vers p.

Les informations additionnelles dont nous disposons portent sur le tourbillon. Aussi,
est-il naturel de chercher & exprimer la quantité vlv2 & partir du tourbillon de v. Le
tourbillon w, appartient & L% N L. D’apres la loi de Biot-Savart telle qu’elle apparait
dans la relation (1.8) page 15, il vient, pour toute fonction g indéfiniment différentiable
4 support compact, définie sur R x R?,

Ag,v) € <ulodg>
1 / 22— Y2 21 — Iy

~ o2 Iz o mwn(t’ T)wn(t, y)g(t, 2)dtdzdydz.

Le théoréme de Fubini permet de reformuler les relations ci-dessus ainsi :

Alg.vn) = [, Glt.2,9)du(t,7.9)

1 Z2—Yo 21— T
avec G(t,z,y) = T an? |z —y|?|z — z|?

g(t, 2)dz (6.2)

et dun(t, T,y) = wa(t, T)wn(t, y)dtdzdy.

D’apres la relation (1.12) de conservation du tourbillon le long des lignes de flot, la
suite (i )neN est une suite bornée de mesures bornées. On peut donc, quitte a extraire,
supposer que la suite (i,)neN converge faiblement vers une mesure bornée p.!

On est ainsi ramené & passer a la limite dans une intégrale. Si la fonction G était
une fonction continue, bornée et nulle a l'infini, il n’y aurait aucun probleme. L’étude
de cette fonction G, que nous allons mener maintenant, éclaire bien la nécessité de se
restreindre & certaines non-linéarités.

1Dans toute la suite de ce chapitre, nous omettrons systématiquement de noter les extractions.

106



LES NAPPES DE TOURBILLON

6.2 Etude de la fonction G

Le but de cette section est de démontrer que la fonction G est une fonction raisonnable
pour le probléme que l'on s'est posé. Ses propriétés sont décrites par le théoréme
suivant :

Théoréme 6.2.1 La fonction G définie par l’équation (6.2) est bornée, nulle a l'infini
et continue sur R x(R? x R?\D), D désignant la diagonale de R? x R%.

Démontrer que G est nulle a 'infini est aisé. En effet, si ¢ n’appartient pas a la projection
sur R du support de g, alors G(t,z,y) = 0. De plus, si |z|(resp. |y|) est assez grand
devant le maximum de |z| lorsque z parcourt la projection sur R? du support de g, on a

Gt 20 < 1 (resp. )

Ceci démontre la nullité de G & !'infini.

La fonction |z|~! étant localement intégrable dans R?, le théoreme de continuité de
Lebesgue entraine la continuité de g en dehors de la diagonale.

Nous n’avons pas encore utilisé la particularité de la non-linéarité pour laquelle
nous souhaitons passer a la limite. Cela jouera un réle important pour démontrer que
la fonction G est bornée. Posons

G(t,y,w) =

22 2 +w1

Par le changement de variable 2’ = z — y, il est immédiat de vérifier que
1 =
G(t,z,y) = —-—G(t,y,y — 7).
(t,2,y) = — Gty y —2)

Le fait que G, donc G, soit nulle & I'infini permet de supposer que (¢,y,w) est dans un
compact fixe K de R x R? x R2. D’aprés la formule de Taylor avec reste intégral, il
existe une fonction r indéfiniment différentiable & dérivées bornées vérifiant, pour tout
triplet (¢,y, w) appartenant & K,

glt,y+2) =gt y)+r(tvy,z) e 7(ty0) =0. (6.3)

Soit maintenant B une boule contenant la somme de la projection sur R? de K et de la
projection sur R?du support de g. On considére une fonction # indéfiniment différen-
tiable & support compact, radiale, et valant 1 prés de B. De la relation (6.3) ci-dessus,
il vient

29 21 +wy
G= 9(t,y) +/|z|;,|z+w|2 (2)r(t,y, 2)dz
2 21 +w (6.4)
O(w) = [ 22T 14(2)dz.
avee 2]z + wP?

D’apres (6.3), pour tout (¢,y, w) dans K, on a
r(t,y,2) < Clzl.
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Il en résulte que, pour tout (¢,y,w) dans K,
IG(t.y, w) - g(t,y)O(w)| < C. (6.5)

On est donc ramené a démontrer que la fonction © est bornée. C'est ici, et seulement
ici, que I'on va utiliser la forme particuliére de la non-linéarité.

Soient w un élément du cercle et o un réel de I'intervalle |0, 1]. Par le changement
de variable 2’ = 0z, on a

+ wy
O(ow / 2 2 —f(o
La fonction @ est radiale et vaut 1 sur une boule. La fonction
2129
|2]*

est d’intégrale nulle sur tout cercle centré & l'origine. Donc, il existe deux réels stricte-
ment positifs ¢ et C tels que

O(ow) — B(w) = / 22 (ﬂﬂl - %) (B(Uz) - 0(z))dz.

e<lzl<c/o 2|2\ |2 + w|?
Il existe une constante C; telle que, pour tout w appartenant a S! et pour tout z tel
que |z| > 2,
21 +w _ A Ci
lz+wl? 2217 |22
Donc, il existe une constante C telle que, pour tout réel o de I'intervalle ]0,1] et tout
point w du cercle, on ait

18(cw) — 6(w)| < C.

D’apres I’égalité (6.4) et 'inégalité (6.5), on en déduit que la fonction G est bornée.
Ceci conclut la démonstration du théoréme 6.2.1.

6.3 Passage a la limite

Dans cette derniére section, nous allons démontrer un théoréme de convergence abstrait
sur les suites de champs de vecteurs de divergence nulle. Enongons-le.

Théoréme 6.3.1 Soient m un réel et (vp),eN une suite bornée dans l'espace LS. (R;
E.) convergeant faiblement vers v. Supposons que la suite (w,)neN S0it une suite bornée
de Uespace L°(R; L'(R?)) faiblement convergente vers w.

S’il existe une mesure diffuse w* telle que |wy,| converge faiblement vers w*, alors,
on a, dans D'(R?),

Jim vivi = vl

Ensuite, pour démontrer le théoréme 6.1.1, il suffira de vérifier que la suite de champs
de vecteurs de divergence nulle, définie par la relation (6.1), satisfait aux hypotheses
du théoréme 6.3.1 ci-dessus.

La démonstration du théoréme 6.3.1 que nous venons d’énoncer repose sur deux
lemmes de théorie de la mesure. Enongons et démontrons le premier.
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Lemme 6.3.1 Soit X un espace métrique localement compact dénombrable a l'infini.
On considére une suite bornée de mesures bornées (fin)neN convergeant faiblement vers
une mesure fi.

Si la suite (|n|)neN converge faiblement vers v, alors, pour toute fonction borélienne
bornée, nulle a l'infini et continue en dehors d'un fermé N, v-négligeable, on a

Jim [ fdun = [ fd

Soit € un réel strictement positif. La fonction f étant nulle & I’infini, il existe une
fonction p continue, & support compact et a valeurs dans I'intervalle [0, 1] telle que

(1 = p) fllz= < :

8[| fllzoe supp [[nllae + 1

Désignons par N, 'ensemble des points a distance inférieure & 1/p de I’ensemble N N
Supp p. Définissons alors la suite (6,),eN par

d(z, N3,)
%) = Tz Vg + diz )

Clairement, on a, pour tout élement z de X,

(6.6)

plirgo 0,(z) = 1nnsupp o()-

Le fermé N étant v-négligeable, il existe, d’apres le théoréme de convergence dominée,
une fonction 6,, que 'on notera simplement §, telle que

€
fdv < ———- 6.7
o0 < g (67
Mais, la suite (|un|)nen tend faiblement vers v. Donc, il existe un entier ny tel que
2¢
n>ng= /9d|un| < W (6.8)

Ecrivons que
[ fdun— [ fdu= [(1 = p)f(dn - dun)
+ [ o5 (du — dun) + [ p(1 - 6)f(du  dp).

D’apres les relations (6.6)-(6.8), on a

[ fdun [ s~ [~ o5 ds — d) < 55 (69)

La fonction (1 — #)pf est bornée, & support compact et continue en tout point n’ap-
partenant pas & N. Si z appartient & N, alors, pour tout y, on a, comme 6 vaut
identiquement 1 sur N,

(1= 6W)e(w)f(y) — (1= 6@)p(@)f(@)| < IIflleel(1 - ()]

<
< N fllz=(8(z) - 6(y)I-
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Donc, la fonction (1—6)pf est une fonction continue a support compact. Ainsi, il existe
un entier n; tel que

n2m = | [(1-6)f(du— dpn)| <

w1

Joint & l'inégalité (6.9), ceci achéve la démonstration du lemme 6.3.1.
Concluons la démonstration du théoréme 6.3.1. En utilisant la relation (6.2), il vient

<vpvh, g >= /1’{5 G(t, z,y)dun(t, z,y)-

Comme
tn = wn(t) ® wn(t) ® dt,
on a
ltin] = lwn ()| @ Jwn(t)| ® dt.
Vu les hypothéses faites ici, il est clair que d|u,| tend faiblement vers

v=w Qu ®dt.

Pour démontrer le théoréme, il suffit de vérifier que D est un ensemble v-négligeable.
Pour cela, observons que

./D dv = RxR? (/{z} d"-’f(y))dw:'(z)dt.

Le fait que w* soit diffuse assure, d’aprés le lemme 6.3.1, que
lim < ko2, g >= / G(t, 7, y)dw,(z)dwy(y)dt. (6.10)

Reste & démontrer que le terme de droite de ’équation ci-dessus est égal & < v'v?, g >.
On régularise v par convolution par une fonction indéfiniment différentiable & support
compact, positive. On obtient ainsi une suite (T, )neN qui converge fortement dans E,.

Comme la mesure |w| est majorée par une mesure diffuse w™, il en est de méme des
régularisées. D’ou

lim < 3%%,9 >= / G(t, 7, y)dwr(z)duw, (y)dt.

La convergence forte de la suite (U,),eN dans E, assure clairement la convergence forte
des suites (T.% ),en dans L+ L2. Donc, d’apres (6.10), le théoréme 6.3.1 est démontré.

La seule chose restant & faire pour démontrer le théoreme 6.1.1 est de démontrer que
la suite (vn)neN Vvérifie les hypothéses du théoreme 6.3.1. Pour cela, démontrons que
I’ensemble o la fonction G de la section précédente n’est pas continue, est négligeable
pour la mesure limite. L’hypothése d’appartenance du champ de vecteurs v & un espace
du type E,, assure que son tourbillon wy appartient bien & 'espace H~*(R?). En voici
la traduction en termes de théorie de la mesure.

Lemme 6.3.2 Soit u une mesure bornée sur R? appartenant & Uespace H-'(R?). La
mesure u est alors diffuse, c’est-d-dire que, pour tout point z de R?, u({r}) =0.
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Soit g une fonction indéfiniment différentiable & support compact, positive, telle que
g(0) = 1. On pose, pour A strictement positif,

Iz y)—-g( :\-y)

Il est clair que ||gaz|lzz = Allgl|z2. De plus, pour toute fonction 6 indéfiniment différen-
tiable a support compact, on a

<Oigrs,0> = /\/6.-9(2)0(1 - A\2)dz
AlB:gll L [16]| Loo-

Ainsi donc, gy tend faiblement vers 0 dans H'(R?) lorsque A tend vers 0. Comme u
appartient a I'espace H~!(R?), il en résulte que

IA

lim < 4, gx >=0.
Or, pour tout y appartenant & R% on a
lim g:2 = 1(2)(y)-
De plus, la mesure p est bornée. D’apres la théoreme de Lebesgue, il en résulte que
p({z}) = lim < grzyp >

D’ou le lemme.
Les hypotheses du théoreme 6.1.1 assurent que

wo=f§ —fo +wy ot fEeL! fE>0etws>0.

D’apres la relation (1.12) de conservation le long des lignes de flot et d’aprés la rela-
tion (6.1), on a
wn(tv I) = f:(t,(l:) - f_(tv ) :(tv :1:)
avec fr?:(ta T) = (pn * foi)(w,:l(t» T)) (6‘11)
et wa(t,z) = (pxwp)(¥y'(t,2)).

Quitte a extraire, on peut supposer que la suite (w?),eN converge faiblement vers
une mesure notée w* et que les suites (f¥),en convergent faiblement vers les mesures
bornées p*. Le point important est I’existence de fonctions f* de L' telles que f*

tende vers f*, faiblement dans L'. Etant donné un e strictement positif, on cherche un
o strictement positif tel que I'on ait

Vg € CO(R%; RY) / odtds < a = / odut < e. (6.12)
Les flots ¥,(t) conservant la mesure, on a

/wdtdm = /cp(t, Yn(t, z))dtdz.
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Pour démontrer I'assertion (6.12), il suffit d’établir que, pour toute fonction ¢ de

C3(R*R*), ona

Jim /fo @(t, Yn(t, z))dtdz = Jim /p (t,z)fE(t, z)dtdz.
Par définition, on sait que

fZt,2) = (pa > fE) (W7 (¢, z)).

11 en résulte que

/ o(t, 2) fE(t, z)dtdz = / FEWI(E, 7))ot 7)dtdz
+ [(on £ - £33 (8, 2)lt, 2)dtd.

A nouveau d’apres la conservation de la mesure, on a, pour toute fonction ¢ appartenant
a C(R%;RY),

|[ett.a)fEt D)dtde — [ @t vnt, 0)idtda] < Niglliellon * 7 = filur

Le prédicat (6.12) est ainsi démontré. D’aprés le théoréme de Lebesgue-Nikodym
(voir par exemple [35]), on peut affirmer ’existence de deux fonctions f* appartenant
L=(R; L' (R?)) telles que

fEdzdt = du*.

Soit (wi)nenN la suite définie par
n=fa+fatun

Comme par hypothése, w3 est positive, il est clair que |wn| < wj. D’aprés (6.11)
et (6.12), on a, au sens de la convergence faible,

Jlim wiq=ft+f +uw'.
Or, nous savons que w, = f} — f +w?. Donc,
3 — ft _ £ s
nlglgo wp=f"—f +uw.
Mais, la suite (wn )nen étant bornée dans L2 (R; H~!), la mesure w appartient & 1'espace
© (R; H™!). Les fonctions f* étant loca.lement intégrables, la mesure w*, et ainsi la
mesure wt, sont diffuses.
Les hypothéses du théoréme 6.3.1 de passage a la limite sont donc satisfaites. La

démonstration du théoréme 6.1.1 est ainsi terminée.
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6.4 Références et remarques

Le probléme originel des nappes de tourbillon est le cas particulier ou le tourbillon initial
est la mesure de surface d’une courbe réguliere. Dans [49] et [50], R. Krasny expose des
expériences numériques qui mettent en évidence le réle du signe de la densité portée
par une courbe réguliére dans le comportement du tourbillon. En s’appuyant sur ces
travaux, A. Majda conjecture dans [54] ’existence d’une solution pour une donnée
initiale & tourbillon positif.

Les modifications par rapport & la démonstration originale de J.-M. Delort, exposée
dans [34], sont essentiellement dans [44]. Une étape importante vers ce résultat avait
été faite par R. Di Perna et A. Majda dans [37]. Des résultats décrivant l’allure des
lieux ou "accumulation de tourbillon rend le passage & la limite impossible sont établis
dans (2].

On peut citer aussi L. Evans et S. Miiller qui, dans [39], précisent le théoréme de
J.-M. Delort en utilisant les espaces de Hardy dans le cas ou le tourbillon est positif.
Toujours dans ce cas, A. Majda donne, dans [55], une démonstration un peu différente
du théoréme de J.-M. Delort. Cette preuve est basée sur une estimation de la fonction
maximale du tourbillon.
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Chapitre 7

Le front d’onde et le produit

7.1 Présentation du front d’onde

Le concept de front d’onde d’une distribution est fondamental dans 1’étude des pro-
priétés de régularité des solutions des équations aux dérivées partielles, qu’elles soient
linéaires ou non. Voici ce dont il s'agit. Soit u une distribution sur un ouvert Q de
R¢ et zo un point de . On considére une fonction f indéfiniment différentiable, nulle
en dehors d’un petit voisinage de z¢ inclus dans , et telle que f(xo) # 0. Il est bien
connu que la transformée de Fourier de fu, notée ﬁt est une fonction indéfiniment
différentiable majorée en valeur absolue par un polynéme. Il est tout aussi connu que
la régularité de fu, c’est-a-dire la régularité locale de wu, est liée a des propriétés de
décroissance de la fonction f u. Par exemple, si la fonction f u est & décroissance rapide,
c’est-a-dire .
VN, 3C/|fu(é)l < CL+ €)Y,

alors, la fonction fu est indéfiniment différentiable ; ou bien, si ﬁz est intégrable, alors
fu est continue ou encore, si

fue L(RY, (1 + [€])*de),

le lecteur sait que cela signifie que fu appartient a I’espace de Sobolev H*. La fonction
u est alors dite localement H*® prés de zo.

Le point commun a ces trois exemples est que la condition de décroissance exigée
sur fu est isotrope. Le concept de front d’onde va briser cette isotropie, ce qui ameéne
aux définitions suivantes.

) Tout d’abord, nous allons définir la notion d’ouverts et de fermés coniques de 1’espace
R”

Définition 7.1.1 Une partie I' de R? est appelée ouvert (resp. fermé) conique si et
seulement si

o l'ensemble I NS4 est un ouvert (resp. un fermé) de S¢!,
o pour tout réel strictement positif A, X - T est inclus dans T'.

Maintenant, nous pouvons donner la définition du front d’onde d’une distribution.
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Définition 7.1.2 Soient Q un ouvert de R? et u une distribution sur €0, on considére
un couple (zo, &) de @ x R*\{0}. On dira que (z4,&,) n'appartient pas au front d’onde
de u, noté WF(u) (pour Wave Front set en anglais) si et seulement si il existe une fonc-
tion f indéfiniment différentiable dont le support est un compact de 2, f ne s’annullant
pas au point g, et un ouvert conique I contenant & tels que :

VNEN, 3C>0/VEeT, |ful@) < C1+e)™™.
On peut, d’une maniére analogue, définir la notion de front d’onde H*.

Définition 7.1.3 Soient Q un ouvert de R? et u une distribution sur Q, on considére
un couple (o, &) de @ x R*\{0}. On dira que (20, &) n'appartient pas au front d’onde
H* de u, noté WFy.(u), si et seulement si il existe une fonction f indéfiniment diffé-
rentiable dont le support est un compact de Q, f ne s’annullant pas au point xq, et un
ouvert conique I' contenant &, tels que :

fu € (T, (1 +[¢?)°dg).

Le front d’onde ayant pour but de décrire finement les propriétés de régularité locale
des distributions, il importe de vérifier la stabilité du front d’onde d’une distribution
aprés multiplication par une fonction indéfiniment différentiable. Cette vérification
découle du lemme suivant.

Lemme 7.1.1 Soient ' un ouvert conique de R%, s et Ny deuz nombres réels et u une
distribution appartenant @ H=™. Supposons que, pour tout fermé conique I" inclus
dans T, on ait

VNeN, 3C>0/VEe T, laE) <C+¢)~™
(resp. @ € LA(I", (1 + [€[%)*d€)).

Alors, pour toute fonction f indéfiniment différentiable d support compact et pour tout
fermé conique I inclus dans T, on a

VNeN, IC>0/VEel, |ful®) <C(1L+|e)~N
(resp. fu € LX(I", (1 + |¢])*dg)).

Pour démontrer ce lemme, considérons un quelconque fermé conique I inclus dans I'. 11
existe un réel strictement positif € (que ’on peut toujours supposer strictement inférieur
a 1) et un fermé conique I'”, inclus dans T', tel que

|€—nl <elnl et €T’ = nel” (7.1)
De plus, f est indéfiniment différentiable & support compact. Il en résulte que
VN eN, 3C >0/vEe R, |f(e)| <C+¢)~N.
Enfin, u appartenant & H~No, il existe une fonction g de I’espace L? telle que
l@(n)| < C(1+ Inl)™g(n).
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On en déduit que, pour tout M et tout £ de I”,

fug = @ [, Fe-maman
_ —-M+No
< Cwef (Ll Nog(m)dn

+ / (7.2)
{n/1€=nl<elnl}

(1+ € = nl)~™|a(n)|dn.

Remarquons maintenant que
1€ —nl <elnl = (1-€)nl < [§] < (1+€)nl- (7.3)

D’ou il vient que

N{Fo — A[\-M+N+No
a+IEMue <One [ (1+lE=1]) gln)dn

+ [+ 1e =D ™(1+ In)™ a(n)ldn
En prenant M = N + Nyo + d + 1, on a, pour tout £ de I,
(1+ €DV Fu(®)] < Cne.
La démonstration relative au front d’onde H® est trés proche. En effet, comme on a
(1+ €72 < 291+ J€ — )21 + Inl?)*/2,
on peut écrire, d’apres 'inégalité (7.2),

F(&) € (1+1e)1Ful®)
Ot -+ 162 [0+ le = )M fatn)idn

iy 116 = )M )5

AN

Come [ (141§ = m) =+ ()

+ Come [ (U4 I =m) ™ 402y 2fa(n)dn. (7.4)

On choisit alors M = n + 1+ |s| + Ny ; la convolution par un élément de L! étant un

opérateur continu de L? dans L?, on a alors
I full 2,1 +igrmyede) < Clul-no + CllEl L2 (1+1g2)0a8)-

D’ou la proposition.
De ce lemme, on déduit immédiatement le corollaire suivant.

Corollaire 7.1.1 Pour tout ouvert Q de R?, pour toute distribution u sur Q, pour tout
réel s et toute fonction indéfiniment différentiable f sur Q, on a
WF(fu) CWF(u) et WFy(fu) C WF(u).
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On peut aussi déduire de ce lemme une définition légérement différente du front
d’onde. Plus précisément, on a la proposition suivante.

Proposition 7.1.1 Soient Q un ouvert de R? et u une distribution sur Q. Considérons
alors un couple (zo,&) de Q x (R*\{0}). Le point (xo,&) n'appartient pas au front
d’onde de u si et seulement si il existe un voisinage w de To et un ouvert conique I’

contenant &y tel que, pour toute fonction f indéfiniment différentiable & support compact
et nulle en dehors de w, on ait,

VN, 3C YE€T, |fu€)l <C1+ g™

Supposons que (o, &) n’appartienne pas au front d’onde de u. Soit f satisfaisant la
condition de la définition 7.1.2. Considérons alors un ouvert w contenant xo tel que f
ne s’annulle pas sur w et une fonction f indéfiniment différentiable a support compact
nulle en dehors de w. Il est clair que

z _f

fu 7 fu.
Or, la fonction f /f est une fonction indéfiniment différentiable. Il suffit alors d’ap-
pliquer la proposition précédente pour obtenir la proposition, I'implication réciproque
étant triviale.

Il faut également de vérifier que, si, pour une distribution u et un point zo de €, il

n'y a pas de directions singuliéres &y, alors u est une fonction indéfiniment différentiable
pres de xo.

Corollaire 7.1.2 Soient u une distribution sur un ouvert Q de R? et 2o un point de Q.
Si, pour tout & de R*\{0}, le couple (z¢,&) n’appartient pas au front d’onde de u, alors
u est indéfiniment différentiable au voisinage de .

D’aprés la proposition 7.1.1, on sait que, pour tout £ de la sphére S4-1, il existe un
ouvert conique I'¢ contenant £ et un ouvert w; de R¢ contenant z, tel que, pour toute
fonction ¢ indéfiniment différentiable et supportée dans we, on ait

VN, 3C/Vn € T¢, |pu(n)| < C(1 +|n))~N.

La sphere S4-1 étant compacte, il existe une famille finie d’ouverts coniques (I';)ie(1,....m
{1, }

.....

fonction f indéfiniment différentiable et supportée dans w;, on ait
VN, 3C/Vn € T, |fu(m)] < C(1+ )~

On en déduit que, pour toute fonction f indéfiniment différentiable et supportée dans
w=nN¥ w, ona

VN, 3¢/ vy € RI\{0}, |fu(n)| < C(A+n))™",

ce qui signifie exactement que u est indéfiniment différentiable preés de z,.
Nous allons donner une troisieme définition du front d’onde de type Sobolev, défi-
nition qui a I’avantage d’étre généralisable a d’autres espaces que ’espace de Sobolev.
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Proposition 7.1.2 Soient Q un ouvert de R? et u une distribution sur Q. Considérons
alors un couple (zo,&) de Q x (R4\{0}). Le point (zo.&) n'appartient pas au front
d'onde H® de u si et seulement si il eziste deuz distributions u; et ug sur R? telles que

u=uy+uy présdezo, u€ H® et (zo,&) & WF(uy).

Pour démontrer cela, considérons une fonction f indéfiniment différentiable et valant
identiquement 1 prés de zo ainsi qu'un ouvert conique I' contenant & et tels que 1’on
ait .

fu € L*(T, (1 + [€])*d€).

On pose alors
up = 1p(D)(fu) et ug=1r<(D)(fu)+ (1 - flu.

Il est clair que u; +u2 = fu, donc que u; +u; = u au voisinage de zy. Il est évident que
u, appartient & l'espace H®. Enfin, on déduit du lemme 7.1.1 que (zo, &) n’appartient
pas au front d’onde de u, d’ou la proposition.

On peut ainsi définir d’autres notions de front d’onde, par exemple une notion de
front d’onde Holder.

Définition 7.1.4 Soient r un réel, u une distribution sur un ouvert Q de R? et (xq, &)

un élément de Q x R%. On dit que (%o, €0) n'appartient pas au front d’onde Holder de
u si et seulement si il existe deuz distributions u, et uy telle que l'on ait

u=u;+uy présdezy avec uy € CT et (zo,&) € WF(ug).

Nous allons maintenant étudier la stabilité du front d’onde H® par troncature en
fréquences. Plus précisement, nous allons démontrer le lemme suivant, qui nous sera
utile dans la section suivante.

Lemme 7.1.2 Soit u une distribution @ support compact dans R? telle que (z0,&)
n’appartienne pas au front d’onde de u. Il existe alors un ouvert w contenant xoy et un
ouvert conique I' contenant &y tel que, pour toute fonction f indéfiniment différentiable
et nulle en dehors de w, on ait

lim F(fS(w) = fu dans L*(T,(1+|€[*)de).
Pour démontrer cela, considérons un ouvert w et un ouvert conique I' comme dans le
corollaire précédent. Une fonction f indéfiniment différentiable supportée dans w étant
donnée, considérons une fonction f indéfiniment différentiable, supportée dans w et
valant identiquement 1 prés du support de f. On se donne alors un fermé conique I'”
et un réel strictement positif € vérifiant (7.1). D’apreés I'inégalité (7.4) appliquée a la
fonction (Id —S;)(fu), il vient
déf s ry
F(€) = (1+1EP)*1F(F(1d=S,) fu)(€)
S Cane [ (1416 = )Mo+ (1 4 [nf?) %
x (1= x(27)|F (Fu)(n)ldn
o [ (L4 1€ =)L+ g2)2/2
TIGF"
x (1= x(27))|F (fu)(n)ldn.
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Le théoreme de la convergence dominée ainsi que 'appartenance de fu & H~™° entraine
que

lim F(fSy(fu)) = fu dans L*(I", (1 + [¢[*)de).
Pour conclure la démonstration du lemme, démontrons que, pour tout réel s,

}lngsq((l —fu)=0 dans H°.

Pour ce faire, posons (1 — f)u = g. Considérons alors une fonction indéfiniment diffé-
rentiable p, nulle pour tout z tel que 2|z| > d(Supp f,Supp g) et valant 1 prés de 0.
On a, avec les notations définies page 24,

fSug = f(fz(?"')*y)
f(R(2%:)(1 = p) x g).

Pour tout multientier ¢, on a

O (F(R(2%)(1 - p)) xg) = Y CE*PfP(R(2%-)(1 - p)) * g-

B<La

De plus, on a

18°(R(29-)(1 = p)) * gllzee < Igl-no(R(2)(L = P))ljatno-

Or, pour tout multientier 3, on peut écrire

x ([ 107 "h(zw) o (1 - p)(w)dy)
< Csupzq(lﬁ—'er-M)
v<B
0218 = AP )
qM M 01 2q 2| d
x(/m,z 1Rt Py
< Cg,MT.qM.

11 en résulte donc que
18°(h(2%:)(1 — p)) * gll < C279M,

ce qui achéve la démonstration de ce lemme.

Les arguments ci-dessus seront utilisés de maniére plus approfondie au chapitre 9,
lorsque nous étudierons dans quelle mesure la théorie de Littlewood-Paley a un caractere
local.
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7.2 Quand peut-on définir un produit?

Le but de cette section est de trouver des conditions sur le front d’onde H® de deux
distributions pour que l'on puisse définir de maniére raisonnable leur produit. Pour
cela, définissons ’ensemble suivant.

Définition 7.2.1 Soit Q un ouvert de R%; on désignera par P(Q) l'ensemble des
couples (u,v) de distributions tels que, pour tout couple (z,€) de @ x R*\{0}, il eziste
un réel s tel que

(,6) € WFhs(u) et (z,-€) & WFy-s(v).

Nous allons démontrer que, sur cet ensemble P(2), on peut définir une notion de produit
prolongeant la notion usuelle. Voici I’énoncé précis.

Théoréme 7.2.1 Il existe une application bilinéaire m de P() dans D'(Q) telle que,
st u et v sont deux fonctions indéfiniment différentiables, on ait

7(u,v)(z) = u(z)v(x).
De plus, 'application 7 est continue (et donc unique) en sens suivant :
Y(a, B) € (CL())? ql_iglo 7(Sy(au), Sy (Bv)) = 7(au, Bv).
q'—o0

La démonstration de ce théoréme mélange 1'échantillonage en fréquences (la théorie de
Littlewood-Paley) et la localisation conique issue du concept de front d’onde. Le lecteur
se souvient trés certainement qu’au chapitre 2, nous avions décomposé le produit de
deux distributions & support compact en la somme de trois termes. Rappelons ici la
formule (2.17) de décomposition de Bony disant que

uv = Tyv + Tyu + R(u,v).

Comme nous l’avions vu alors, les deux parties de type paraproduit, c’est-a-dire T, v et
T,u sont toujours définies. Par contre, il n’en est pas de méme pour le terme dit de reste
R(u,v). Néammoins, lorsque les fréquences de u et de v qui sont de taille équivalente
ne sont localisées pas dans des directions opposées, leur interaction n’empéche pas la
définition du terme de reste donc pas celle du produit. Précisons ceci grace au lemme
suivant.

Lemme 7.2.1 Soient T et IV deuz fermés coniques tels que T et —I" soient d’intersec-
tion vide. Pour tout couple de réels (s,t), il existe alors une constante C telle que

|R(1r(D)u, 11“’(D)'U)|s+t-g < Cluls|v;.

En effet, par définition de 'opérateur de reste, on a

1
R(a,b) = Y Ag_jalgb.

j=-1
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Définissons maintenant l'application & par

z{ (TNul__,27C) x (I'NC) — R¢
&) — £+

Cette application ¥ est continue et, par hypothése, ne s’annulle pas. Vu que ’ensemble
(TNUI__,C) x (" NC) est compact, il existe une constante C telle que I'on ait

V(&) € TNU;__,277C) x (I'NC), CT' < g +7| < C.
Par homogénéité, il en résulte que
V(&) € (TNU;._,2979C) x (T'N2°C), 29C~' < |¢+1n| < C2.

Ainsi, le support de la transformée de Fourier de la distribution

S (Ag_1e(D))(Agle (DY)

j=-1
est inclus dans la couronne 29C, C désignant la couronne de centre 0, de rayon C~! et
de grand rayon C. De plus, on a

d

1(8q-i1r(D)u) (AqLr(D)v)llzz < €27+ Dulfvl,.

L’application du théoréme 2.2.1 conclut la démonstration de ce lemme.

Revenons & la démonstration du théoréme. Il est maintenant clair que le seul obs-
tacle a la définition du reste réside dans le manque de régularité microlocale dans des
directions opposées. L’hypothése contenue dans la définition de ’ensemble P({2) assure
la définition du produit dans ce cas défavorable. En effet, le théoréme 2.4.1 affirme
que l'opérateur de reste R envoie continiiment H® x H~* dans H~*"%2 pour tout
strictement positif.

Formalisons tout cela. Soit (wn)neN un recouvrement localement fini de 2. On
considére alors deux suites de fonctions indéfiniment différentiables (6, )neN €t (On)neN

telles que l’on ait
> 02=1, (7.5)
neN
Supp 0, Cwn, et 6,=1 presde Supp 6. (7.6)

Une suite d’entiers (N,).eN étant donnée, on considére également un recouvrement
ouvert (I'nm X Tnm)i<m<n, de S9! x 84! tel que

Fn.m N “fn.m ?é 0= l-‘n,m = _Fn,m- (77)
On considére alors, pour tout entier n, une partition de 'unité indéfiniment différen-

tiable (On.m ® On.m)n, 1<m<n, subordonnée & (I'nm X I'nm)i<m<n,. On se donne enfin
une suite de réels (Spm)neN,1<m<N, -
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Considérons maintenant deux distributions u et v sur 2 telles que, pour tout couple
d’entiers (n, m) vérifiant m < N, on ait

anm = "f‘n,m = en,m@ (S L2(Rd, (1 + If'z)""'"‘df)
et Onmbv € (R, (1+ [€[*) 7" mdf). (7.8)

Pour deux telles distributions u et v, on peut définir 'opérateur = par

77(“1 ’U) = Z (énTG,,uonv + énTOnvenu)
neN

+ Y 8.R(8nm(D)(8a1),8nm(D)(6nv))  (7.9)
N

ne
me{l,...,Nn}

Vérifions maintenant que 'opérateur 7 est bien défini. La somme ci-dessus est loca-
lement finie, donc il suffit de vérifier que chaque terme est bien défini. D’apres le
théoréme 2.4.1, le terme _ _

00Ty, 40,V + 6,Tp,0nu

’est toujours. Quant au terme de reste, on peut, lorsque I'y, ,, N —f‘,.,m = 0, appliquer le

lemme 7.2.1. Sinon, d’aprés 'hypothese (7.7) sur le recouvrement (I'nm X I'nm)1<m<n,
et ’hypothése (7.8) faite sur u et v, on sait qu’alors

en,m(D)(onu) € Hsn'm et én‘m(D)(enu) € H-‘"‘-""

Comme l'opérateur R envoie continiiment H® x H~* dans H~¢"%2, I'opérateur m donné
par ’équation (7.9) est bien défini sur les couples de distributions vérifiant (7.8).

Il nous faut maintenant démontrer que, pour tout couple de distributions (u,v)
de P(Q), il existe des suites (6n)neN, (fn)neN, (Nn)neN, (Fam X Tam)neN, me(1,....Na}
et (Opm ® én,m)n,lsmgvn telles que les relations (7.5)-(7.9) soient satisfaites. Consi-
dérons donc un élément de P(Q).

Comme le couple (u,v) appartient & P(Q2), on peut, pour chaque point (z,§,n)
de © x R*\{0} x R%\{0}, se donner un ouvert w,,, deux ouverts coniques [;¢,
et I'; ¢, contenant respectivement & et 7 ainsi qu’un réel s, ¢ tels que

5 74 -n = Pz,{,n n _fz,ﬁ,n = @,
E=-n = F:,é,n =Tz em

et enfin, pour toute fonction f dans C§°(wz¢ —¢),

fu € LA(Tog-g (1+[C[2)*=¢dC) et (7.10)
fo € L(-Tag-¢ (1+¢[*) ). (7.11)

Pour tout point z de 2, on a défini un recouvrement du produit gt ><~S""1 par les
ouverts [z ¢, X I'z¢pn. On en extrait un sous-recouvrement fini (I'zm X zm)1<m<n, -
Notons wg ,, I'ouvert correspondant. Posons alors

wy =N

15msN,.m/l“,,m=—ﬂ.mw"v""
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Il est évident que la réunion des w, est 'ouvert {2 tout entier. On extrait donc de ce
recouvrement un sous-recouvrement localement fini dénombrable que 1'on note (wy,)peN.

.....

des indices de régularité associée. La suite (I, x f‘n,m)(n,mseN x{1...,N,) associée vérifie
la relation (7.7) par construction. On se donne alors deux suites de fonctions (6, )neN
et (fn)nen vérifiant (7.5) et (7.6) ainsi qu'une partition de 1'unité indéfiniment dif-
férentiable (Onm ® Onm)n,1<m<n, subordonnée & (Tnm X Tnm)icm<n,. D’apreés les
relations (7.10) et (7.11), on a bien la relation (7.8). Considérons maintenant ’opérateur
7 donné par la relation (7.9). Il est bien défini pour le couple (u,v).

Remarquons tout d’abord que, lorsque les distributions u et v sont des fonctions
localement H?, avec ¢ > d/2, l'opérateur 7 coincide avec le produit numérique. En
effet, pour tout entier n, on a

Nn ~
3 Qnm()Bnm(n) = 1.
m=1

On en déduit que

N, _
>~ R(©nm(D)(0n), Onm(D)(6av)) = R(Onu, 6,v).
m=1
Il en résulte que
T(u,v) = Y On(Toubnv + To, 00t + R(6nu,6,0))
n
= Y 6,.62uw
= w.

Cependant, notre définition de ’opérateur 7 dépend d’un nombre inquiétant de choix
arbitraires. Pour assurer la cohérence de sa définition, il convient de démontrer que
le résultat 7(u,v) ne dépend pas des suites (Wn)neN, (Nn)neN, (Sn,m)neNme(1,..No}s
(Fn,m X Pn.m)neN,me{l,,..,N,.}a (On)nen, (6n)nen et (en,m®en,m)n,1$man choisies. Pour
ce faire, il suffit de démontrer que, pour tout couple (e, 3) de fonctions de C§°(f2) on a :
qlll%lo 7(Sq(au), Sy (Bv)) = m(au, fv).
q'—o0
Les distributions au et Bv sont & support compact. On peut donc les supposer ap-
partenant toutes deux au méme espace de Sobolev H!. La proposition 2.2.4 et le
théoréme 2.4.1 assurent que l'on a
Jm Ty,5,(a0)0nS¢ (B0) = To, (au) (6aBv)  dans Hmin{t.2t=d/2}, (7.12)
¢ —o0
Le méme argument, en remplagant le théoréme 2.4.1 par le lemme 7.2.1 est bien sir
valable pour démontrer que, lorsque I'y ;s N Ty =0, on a
lim R(©nm(D)(0aSy(an)), Onm(D) (0S¢ (6v))
q'—o0
= R(Onm(D)(0n0t), O (D) (8,8v)) dans H™nE2=d/2)
Dans le cas ou Iy, = —Dpm, il suffit d’appliquer le lemme 7.1.2 pour conclure la
démonstration de ce théoréme.
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7.3 Front d’onde analytique et Gevrey

Commencons par rappeller ce qu’est une fonction de classe de Gevrey d’indice s, s étant
un réel supérieur ou égal a 1.

Définition 7.3.1 Soient Q un ouvert de R? et o un point de Q. On désigne par Gz,
l'ensemble des fonctions u indéfiniment différentiables au voisinage de o telles qu’il
eziste deuz constantes n et C vérifiant

Yk €N, sup sup |0%u(z)| < C*(k!)*. (7.13)

lz—zo|<n |a|<k

Lorsque s = 1, le lecteur aura bien siir reconnu la définition des fonctions analytiques
au point zo. Nous allons microlocaliser cette notion de régularité grace a la définition
suivante.

Définition 7.3.2 Soient Q un ouvert de R? et u une distribution sur Q. On appelle
front d’onde Gevrey s (resp. analytique si s =1) et l'on note W Fgs(u) (resp. W Fy(u))
le complémentaire de l'ensemble des points (zo,&) vérifiant la propriété suivante :

Il eriste un voisinage V du point o, un voisinage conique I' de & et une suite
(uk)keN, bornée dans E', coincidant avec u dans V, et telle qu’il existe une constante C
vérifiant

VkeN, VE €T, |a(€)| < CH(k)|¢|™. (7.14)

Nous allons vérifier I’analogue des propriétés du front d’onde C*®. Pour cela, le lemme
suivant nous sera tres utile.

Lemme 7.3.1 Soient K un compact de Q et r un réel strictement positif. Il existe une
constante C et une suite (xx)reN vérifiant, pour tout entier k,

Vi/i<k sup 10°xkllz < C(CEY, (7.15)
a|=j

xe=1sur K et Supp xx C {z/d(z,K)<r}.

Il s’agit essentiellement de construire une suite de fonctions réelles de la variable réelle
(pr)ken telle que l'on ait

./R p(z)dz =1, p >0, pp=1présdeO, (7.16)

Supp pr C [-1,1] et o)l < (4K). (7.17)

Pour cela, définissons la suite (ux)reN €n prenant pour uy la puissance k + léme, au
sens de la convolution, de la moitié de la fonction caractéristique de I'intervalle [-1, 1].
Il est clair que le support de uy est contenu dans l'intervalle [—(k + 1), k + 1] et que
est d’intégrale 1. De plus, pour tout entier j inférieur ou égal & k, on a

j fois

uf (@) = 277 (60 = 80) x4 (6y = B0) wuey.
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Ainsi, pour tout j < k, on a

@) = [ WPy

—00

On trouve donc que

W@l < [ wesa@)de
< 1

Soit p une fonction indéfiniment différentiable, positive, d’intégrale 1, valant 1 sur

[-% 3], et nulle en dehors de [-3, 31, on pose

pr = we(4(k + 1)) x p.

Il est clair que pj vérifie les conditions (7.16) et (7.17). On prend la liberté de désigner
encore par p; la fonction définie (sur R?) par cypx(|z|), la constante ¢4 étant choisie de
maniére a assurer que l'intégrale vaille 1. Il est alors immédiat de vérifier que

4\¢ 4
=) o (5) *1x.s
convient.

Nous allons maintenant démontrer un résultat de type ”ellipticité microlocale” dans
le cadre du front d’onde Gevrey. Il est bien connu que, si une distribution u vérifie,

pour tout o dans (2, Pu € G3, o P est un opérateur différentiel

P= )" a4(z)0°,

lal<m

dont les coefficients (@,)jaj<m sont de classe G*, alors,

WFg () C {(2,€)/ pm(2,6) & T aal(z)€® = 0}

loj=m

Au chapitre suivant, nous démontrerons un résultat de ce type pour le systéme d’Euler.
Sa démonstration est en partie basée sur le théoréme ci-dessous, qui affirme qu’une suite
d’estimations ”stables” suffit pour obtenir des propriétés sur le front d’onde Gevrey.

Théoréme 7.3.1 Soit Q un ouvert de R? et 2(z,£) = —i ¥ 2(z)€;. On note Z l’'opéra-
teur défini par

Z =Y 2(z)8;.

On considére une fonction u, continue sur Q. On suppose qu'il eziste une suite de
champs de vecteurs indéfiniment différentiables (z,(z,&))neN, convergeant vers z dans
lespace L2, (Y) et une suite de fonctions (uq)neN, indéfiniment différentiables, conver-
geant vers u dans L2 (Q) et vérifiant les propriétés ci-apres.
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Il existe un réel s supérieur ou égal a 1, tel que, pour tout compact K de Q, il existe
une constante C vérifiant, pour tout couple d’entiers (k,n),

IZEzlllLmy < C*FY(K)?,
|ZE div Za|lLey < C*F(KY)?,
| ZEun|lLoey < CFF(KY)".

Sous ces hypothéses, on a
WFei (u) C {(z,€) € @ x (R'\{0}) / 2(z,€) = 0}.

Pour démontrer ce théoréme, nous allons établir les inégalités assurant la localisation
du front d’onde Gevrey uniformément en n. Soit (o, &) tel que 2(zo, &) # 0. 1l existe
un voisinage compact K de zo, un voisinage conique I' de £, et une constante C tels
que, pour tout (z,€£) appartenant & K x I, on ait

|za(z, )| 2 CI¢]. (7.18)

On applique maintenant le lemme 7.3.1, disposant ainsi d’une suite de fonctions (xx)reN
de fonctions indéfiniment différentiables & support compact vérifiant les relations (7.15).
Posons alors uxn = XkUn. On a

U () = /R“ e @y o (z)dz.

Observons que
Z(e”10) = z(.,g)e—iué).

En posant div Z
w cwdiv Z,
Rngw = Z ( > i , 7.19
¢ " zﬂ(ié) zﬂ('a&) ( )
on démontre a I’aide d’intégrations par parties successives que
Bn(€) = [, e ORE (un) )dz. (7.20)

L’opérateur différentiel R, est homogeéne de degré —1 en §; il fait donc gagner des
puissances de £. Supposons démontré qu’il existe une constante C telle que, pour tout
couple d’entiers (k,n), on ait

VEET, IR (ukn)llie < C(KY%IEI™* (7.21)

Comme la fonction Rﬁ’g(xkun) est & support dans le compact K, on a, pour tout couple
d’entiers (k,n) et pour tout £ appartenant a T,

[Ten(E)] < C*(k1)"lEI™.

Par hypothese, on a
Am uy = xeu
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dans L. donc dans L'. Par passage a la limite, il en résulte que
IXku()] < C*(k!)*|€|7*,

ce qui, vu le choix de la suite (xx)xeN, conclut la démonstration du théoreme.

Démontrons I'inégalité (7.21). Pour alléger les notations, nous omettrons I'indice n
dans le reste de la preuve. Durant toute la preuve de I'inégalité (7.21) ainsi que tout
au long du chapitre 8, nous utiliserons les notations suivantes ;

e On notera z la fonction 2(z,£) (la notation de la dépendance en & est omise) et
I’on posera

Zz=—i i 27(x)0;2(z, €).

j=1

Soient g un entier strictement positif et a un élément de N?, on pose

2%.u= ﬁ(Z“'u).

=1

Il sera commode de convenir que, lorsque ¢ = 0, N? n’a qu’un seul élément o et
que 2% = 1.

Pour tout entier j, on définit I’ensemble d’indice I(j) qui est I’ensemble des
(k,p,c, B) tels que k € N? et |k| < j, p € N? et (q,8) € (N*)Pt x (N*)P
et

lof + 18] + p1 + k| = ;.

e Soit a un élément de NP et ¢ un entier plus petit que p, on pose
a+q (@1, 01,0 + 1, 0ge1,**+, Op),
a—q = (alv ",aq—haq—1vaq+l»"'>ap)1
~ ’ )
a' = (a1, +,0q-1,0,0q,Qq41, "+, ap) (8g € NP1) et
o =~ -1
al = (al""aaq—l’a(ﬁ-l’""ap) (aqup )

On peut maintenant énoncer le lemme qui décrit algébriquement l’action répétée de
l’opérateur R.

Lemme 7.3.2 Si R désigne l'opérateur défini par

Rw = 2(9) L wdivZ
V4

’
z

alors il existe, pour tout entier j, des réels (A?c,p,a,ﬂ)(k,p,aﬁ)el(j) tels que

(div Z)k Zk2qy(Z2 - div Z)(2°P - 2)

R(w)= 3  Apes 2i+p2
(kp.c.B)EL() “
< ()2
7 .
et 1 Aksasl < GaiBmIG = po)
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Pour démontrer ce lemme, nous allons procéder par récurrence. La propriété au rang 1
n'est autre que la définition de 'opérateur R. Supposons-la vraie au cran j. On a alors

Bi+l  déf R((div Z) Zky(Ze . div Z)(2° - z))

Rkpaﬂ - Zj+P2

B (dle)"‘Z"’w(Z"‘ div Z2)(2° - 2)
2i+1+p2
i (div Z)i+1 Zhay(Z2 - div 2)(2° - 2)

2i+1+p2

La formule de Leibnitz assure que 1'on a

(Zdiv Z)(div Z)F1 1 Z*2p(Z2e . div Z)(2P - 2)

ﬁij’-’}"'ﬁ =k Si+1+p2
(div Z)k1 Zk2+1y( 2@ - div Z)(2° - z)
+ 2J+14+p2
(div 2)k1 Zk2w( 2o+ . div 2) (2P - 2)
+£z=:1 2it1+p2
2 (div )k ZR2w (22 - div Z)(25%™ . 2)
+ Z__ 2i+1+p2
G+ 1+po)(divZ)H ZRw(2° - div 2)(2° - 2) 22
2i+2+p2
(dle)"‘“Z’”w(Z"‘ div Z)(2° - 2)
2it1+p2

En regroupant les termes d’ordre j + 1 correspondant & un méme indice de I(j + 1), il
vient

Jj+1 J
lAk,p‘a,/j' < Z Ak,p,a:ll,ﬂI + Z IAkpa 8= 32,
& [ gy 22 &2/ Bey>2

+ X

ki +1
IA(‘C1+1 k2),(p1—-1,p2),0™1 ﬂ'

my /[ am, =1 Dy
J+Dpe,
s> Do A a0, fma]

m2 /ﬂm2=1

J J
+ Ak k-1 pasl T 1A% -1k pasl
Par hypothése de récurrence, on a

|42 < Bx ¥
(k1 +Lk2) (P =1p2).a™81 = k41 7 Ela!Bip!(5 — po)!

Ainsi donc
3 (5")?

’C1+1 )
S PULGIBin G = po)!

D1 (k1+1 k2),(p1—1,p2),a™1,8 (722)

>

m /Qm1=1
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De fagon analogue, on a

3 (5?2
S P2y {]) P
kla!Blpl(j + 1 = po)!

J
lAk.(m.pz—l).a,E'"Z
On en déduit que
F(51)?
kla!Blp'(j + 1 — p,)!

J+Dp2 )
’ Y —4A < (j +p2)p2

ps  k(upa-1),06m

(7.23)

m2 /ﬁm2=l

Il est clair que

et

IA

kpastis “ KlalBip!(j — po)!
P ¥en: oo
“ Kl Bipl(j — pa)!

IA

Jj
Ak,p,u.ﬂ:tz '
Enfin, on a

j j F(1)?
J J
|A(k1‘k2—l),p,a,ﬂ| + IA(k‘—l,kz),p,a,ﬂl < |k| k'a'ﬂ'p'(] _ p2)|

Il résulte alors des inégalités (7.22) et (7.23) que

|4t )< 3((G+ 1?2 (j +1-py  (J +P2)P2).
kpaBl = KlalBlpl(j+1—po)! \ j+1 (G+1)?
D’otu le lemme.
Il reste maintenant & majorer Z%yy. Démontrons par récurrence que l’on a

P

> B, Y (H(za«zﬂ«))am-.-agqx,v avec

(p,a)eJ(2) Be(l,,d}P g=1

4 —p)!
B, < &ial!—”)' et (7.24)

J() = {(p,a)/p21, a€N?, |o|+p=1¢}.

La formule ci-dessus est évidemment vraie pour £ = 1. Supposons-la vraie pour £. La
formule de Leibnitz assure que

ZlXN

, 14
Zes & Z(H(Zaqzﬁ“))aﬂl - O XN

g=1

P p
— Z Zaq+lzﬁq ( H (Zamzﬁm)) aﬂl e aﬂqXN

q=1 m=1,m#q

+(fe)

9=1

d
S 249,05, - -aﬁqu).

A=1

En regroupant les termes, il vient

Ld 1
£+1 ¢ £
Bp:t! = Z;Bp,a:q + Z EB -1,09°
q=

q/aq=0
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D’apres I'hypothese de récurrence, on a

2a,(f+1-p)!

Bt ~ < et
pa=q a!
24 +2-p)!
4
B s < .

D’ou il vient

¢ —p)! ¢ —p)!
B;t:c;l < 2 |a|(€+'1 p)! + 2 (€+2' p)!
a! a!
- 2z+1(g+2_p)!‘
- a!

D’ot la relation (7.24). Nous pouvons maintenant conclure la démonstration de I'inéga-
lité (7.21). Par hypothese, on a

8
”Zalzﬁz”L""(Supp ) S a‘(—a(‘:'l':_!_)l?'
Ainsi, en posant, pour a € NP,
ne = ﬁ _r (7.25)
1 (ag +1)?

on a

p
H HzaqzﬁquL“(Supp XN) < Cp(a!)snz(z2)'
q=1

D’apres 'inégalité (7.24), il vient

pl(k+1-p)l(a!)
waesn AP+l

v G ngy )
< Cgrmity (,,,;5,(,) FESIE (7.26)

8
I1Z6xw |l oo o ny

IN

La majoration suivante, trés classique en théorie des fonctions analytiques, nous sera
utile également lors du chapitre suivant.

Lemme 7.3.3 Il existe une constante C telle que, pour tout couple d’entiers stricte-
ment positifs (6,m), on ait

déf s
Ny(m) = > P < ———.
ueN? (m+1)
lul=m
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Procédons par récurrence sur 6 en observant que l'inégalité ci-dessus est triviale pour
6 = 1, pour une quelconque constante C supérieure ou égale & 1. De plus, on a

N+ m = 3
6\( ) (gt)(“ezp:ﬁ (£+1)2Hﬂq+l )
|ul=m-¢

m

= > grEtim-o.

=0

Gréce a I'hypothése de récurrence, il vient

1
Nsy1(m )<C6¥0(€+1) (m—Z+1)2.

Or, il est clair que

< .
(£+1)*(m—£+1)2 ~ (m+1)? (l{tSm/Z} @+ 17 + 1(£>m/2}_—'(m T 1)2) (7.27)

D’ou il résulte que

Nsy1(m) < 8ct (i ! )

(m+1)2\;Z (£+1)?
Le lemme est ainsi démontré.
Il résulte de ce lemme que l'on a
RS 1 .
(pa)em)(p+1 = (p+1)2(0+1-p)?

L’inégalité (7.27) permet de conclure que l'on a bien, pour tout £ < N,

e (8)°
(e F1)2

Grace & la formule de Leibnitz, on en déduit que

2wl < C

I200mlie < 0 T

En utilisant le lemme 7.3.2, on en déduit, que, pour tout j < N, on a,

(ﬂ)?n@nﬁf’(a!y(w)

R - < CN ( ‘
IRebevillle= < O 2 “aidiplG — o)
< cvoyig( > —nemd).

(k.p.a,B)EI() !

L’application du lemme 7.3.3 permet d'affirmer que
|1 RI(xvw)llze < CV(51)°1€I7,

ce qui n'en rien d’autre que I'inégalité (7.21). Le théoréme 7.3.1 est ainsi démontré.

132



LE FRONT D’ONDE ET LE PRODUIT

7.4 Reéférences et remarques

Ce chapitre est un peu marginal par rapport au sujet du livre. Le lecteur souhaitant
approndir la notion de front d'onde, et étudier des exemples d’applications & la des-
cription des lieux singuliers des solutions d’équations aux dérivées partielles pourra
consulter par exemple le livre de S. Alinhac et P. Gérard (voir [4]) ou bien le traité de
L. Hérmander (voir [47]).

La deuxiéme section combine les théorémes sur les produits de distributions H?*, tels
que nous les avons énoncés au chapitre 2, avec le résultat sur les conditions portant sur
le front d’onde C'™ que I'on trouve par exemple dans [47], tome 1, page 267. La méthode
présentée ici associe localisation conique et localisation dans les couronnes dyadiques.
L’intersection d’un cone et d'une couronne dyadique est un objet analogue & une boule
pour la métrique o

9e(d€) = T

qui est la partie "en d€” de la métrique dite "métrique (1,0)” en calcul de Weyl-
Hoérmander et qui est définie par

d§2

= 2 .
gt.f(dzvds) dz + 1+ |€|2

Le lecteur intéressé a approfondir ce concept pourra consulter le troisiéeme tome de [47].

La troisiéme section est essentiellement tirée d’un travail de P. Gamblin (voir [42]).
La formulation du théoréme 7.3.1, qui est un résultat de type ”ellipticité microlocale”,
est particulierement bien adaptée au cas des équations d’Euler. Remarquons que,
comme le montre P. Gamblin dans [42], ce théoréme convient aussi trés bien au cas
des équations non linéaires traité par N. Hanges et F. Tréves dans [46].
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Chapitre 8

Analyticité et régularité Gevrey

8.1 Enoncé des théorémes.

Le but de ce chapitre est de décrire quelques propriétés relatives aux régularités d’ordre
élevé dans I’équation d’Euler. Les deux théorémes principaux que nous allons y démon-
trer sont relatifs & la régularité en temps du flot d’une solution du systéme d’Euler (E).
Voila ce dont il s’agit.

Théoréme 8.1.1 Soit 7 un réel strictement supérieur a 1. Il existe alors une constante
C telle que lon ait, pour toute solution v du systéme (E) appartenant ¢ L§3.([0, T*[;
CT), les propriétés suivantes.

Pour tout entier k, la fonction (8, + v - V)*v appartient ¢ L2.([0, T*[;CT) et l'on a,
pour tout T < T*,

1(8: + v - V)| oo rricry < C¥R(||0ll oo (ro,11:0m) - (8.1)
La fonction t — (t) est une fonction analytique de [0, T*[ dans l'espace Id +CT.
Dans le cadre des solutions de Yudovich, nous démontrerons le théoréme suivant.

Théoréme 8.1.2 Il existe une constante C vérifiant les assertions suivantes. Soit v
une solution du systéme d’Euler (E) appartenant a l’espace des fonctions continues de
R dans Uespace E,, et dont le tourbillon appartient L*(R; L*(R?)) N L®(R®). On sait
alors que, pour tout € €]0, 1] et pour tout entier k, la fonction (8, +v - V)*v appartient
a L2 (R; C'¢) et l'on a, pour tout réel T,

C\ 2k
1@+ VPellzmgomero < (7) P (ollimgomen)™.  (62)

Pour tout e strictement positif, la fonction t — (t) est une fonction de classe
Gevrey 3 de R dans l'espace Id +C1~¢.

La démonstration de ces deux théorémes fera 1'objet des deux sections suivantes.
Présentement, nous allons énoncer deux résultats relatifs a I’ellipticité microlocale pour
le systeme d’Euler incompressible. Ces énoncés découlent, sinon des deux théorémes
ci-dessus, du moins de certaines étapes de leur démonstration.
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Corollaire 8.1.1 Soit r un réel strictement supérieur ¢ 1 et v une solution du systéme
(E) appartenant & L2.([0,T*[;CT). Alors, on a

WF,(v) C {(t.2;7,€) /T + (v(t, 2)|€) = 0}.
De méme, dans le cadre des solutions de Yudovich, on a le
Corollaire 8.1.2 Soit v une solution du systéme d’Euler (E) appartenant a l’espace des

fonctions continues de R dans l’espace E,, et dont le tourbillon appartient a l’espace
L>®(R; L*(R?)) N L*(R?). Dans ce cas, on a

WFgs(v) C{(t,z;7,€) /7 + (v(t,2)[§) = 0)}.

8.2 Opérateurs multilinéaires

Regardons l'opérateur "gradient de pression” comme opérateur bilinéaire & noyau,
comme nous l'avons fait dans la section 2.5. Nous avions alors démontré que dp(z)
valait
> /R,,(aiajakEa)(x - y)(v'(z) = ') (¥ (z) - v/ (y))dy. (8.3)
i,J

Il s’agit étudier l’action répétée du champ de vecteurs 9, + v - V sur le gradient de la
pression. Nous verrons dans la section suivante que cette action se décrit commodément
au moyen d’opérateurs multilinéaires.

Définissons a priori ces opérateurs. On commence par définir la classe de leur
"noyau”.

Définition 8.2.1 On désigne par ST*(R?\{0}) I’ensemble des fonctions g localement
bornées sur R%\{0} telles que

deéf _
N(9) E sup |z|™™|g(2)| < oo.
zeR%\{0}

On désigne par S™(R?\{0}) ’ensemble des fonctions g indéfiniment différentiables sur
R\ {0} telles que, pour tout entier k, on ait
Ni(g) % sup  sup [o] ™ol (2)] < oo,
lol<k zeR?\{0}
On convient de la notation suivante :
P P
soient € (Rf)P et u € [] C™(RY), on pose |u|P = II Izl -
=1 =1
On peut maintenant définir les opérateurs multilinéaires qui nous seront utiles.
Définition 8.2.2 Soient p un entier strictement positif, g une fonction appartenant
a Sg P R?A\{0}) et u € CT(R?; RP). On définit I'opérateur p-linéaire g%u par
p

(9xu)(z) = /R‘ 9(2) [Iw(x) - vi(z — 2))dz.

=1
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Par exemple, la formule (8.3) peut s'écrire

Y (8:0,0xEq) ;(Uiv ).

i,J
L’action de ces opérateurs sur les espaces C"(R?; RP) est décrite par le théoréme suivant.

Théoréme 8.2.1 Il existe une constante C telle que, pour tout entier p supérieur ou
é€gal @ 2, pour toute suite (€;)1<e<p de |0, 1[P telle que

Ld 1
€= Zee <=
=1 2
on ait » »
C €¢ —d—
lgxulie < (I =) (142 NP (@)l &Y, (8.4)
14 =1 € =1 € — €

Si de plus, pour tout a appartenant & N¢ et de longueur p—1, on a
/sd_l z%g(x)do(z) =0, (8.5)

alors, on peut affirmer l’ezistence, pour tout r > 1, d’une constante C, telle que, pour
tout € strictement positif, on ait

Cr g P
logull < SN ) max (e T Il (86)
TtEm n;é';;;ém

Démontrons tout d’abord I'inégalité (8.4). Pour cela, on utilise les couronnes dyadiques.
On écrit

Dggxu) = AP(gu)+AP(g,u) avec

P

AW (g,u) = 21 A, ¢ afdz et
Plow) = [x@2)g@A 10 ~ -z et
AP(gu) = [, (1= x(22)g(:)A, []W! - -z

=1

Pour A{!(g,u), on observe que, d’apres la proposition 2.3.1, qui fait le lien entre la
définition usuelle des espaces de Hélder et la définition en couronnes dyadiques, on a,
comme € < 1/2,

<C

Al 1

[luf - T—zul”L“

D’ou il vient que

. ? 1 e
1800 )l < OG220 (TL2) ([ 74007 Tl
=1

(0,2-9+1)
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On en déduit que
(1) —-d—p+1 5 C (p)
1800wl < NG (0) (1) 20 -opul,
(=1

Pour majorer [|A? (g, u)| L=, nous utiliserons les estimations douces du corollaire 2.4.1
convenablement itérées.

Lemme 8.2.1 I existe une constante C vérifiant la propnete suwvante. Sozt (0¢)1<e<p
une suite telle que g, > 1/2. On considére une suite (a%)1<¢<, telle que a* € C?¢. On a

P
Ha *ZA‘ avec [ Allo, < (C™)||a’|lo, I] Nla™lzce-

=1 =1 m=1
m#l

La propriété est évidente pour p = 1. Supposons-la vraie jusqu'au cran p et posons

IIP(a) = [T5_, a*. La décomposition de Bony en opérateurs de paraproduit et de reste
nous dit que

I*!(a) = [P(a)a”*' = TponiIIP(a) + Ty @™t + R(IPP(a), a”*Y).

Comme 0,41 > 1/2, on a, d’apres le théoréme 2.4.1, on a

14
< CH @ o,y [T lalze.

| T @@ + R(I1P(a), @) lo,,, <
=1

Ce méme théoréme 2.4.1 affirme que, pour tout p,
I Tuoll, < CHP ]| o [0 -
Gréace a ’hypothese de récurrence, ceci assure le résultat en prenant
p ~
Al=T,, A" avec T_ja,=) A' et

AP = Tipp(qya?*! + R(ITP(a), a?*?).

Revenons 4 la démonstration du théoréme. Le lemme 8.2.1 ci-dessus permet d’affir-
mer que

P P C
IA H ’l.L —T-U )”Lco < C'”’u,”(1 —ee) H E— |z|p—l—-e+e¢2—q(l—q).
=1 =1 \ m=1 "M
m#l

Il en résulte que

P +00
AP (g, u)llee < NG (g) ull. e,)zz Sl I

)
3

h-]
|

IA

—d— -
CN; p+l ||u||(1 e,)22 i H

=1 €m | € — €
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Le fait que €, < € assure l'inégalité (8.4).
Démontrons maintenant I'inégalité (8.6). Commencons par écrire que

Aq(!];u) = Af,”(g, u) + Angl)(u) +A,G®(u) avec

Ag”(g. u) = /Rd X(qu)g(z)Aqt:IE[l(ue - r_ut)dz, (8.7)
GPw) = [ ((z) ~x@2)o(a) [[(0 - iz et
=1
4
G®u) = 1- t—r_u)dz.
@) = [l =x(Ee@ [ - 7z

Le terme [|A,G® (u)|| L~ est trés facile & majorer. En vertu du lemme 8.2.1, on a

P P
I T = -l < pO” max{ il TT ™ oo}
=1 Ist<p m=1

m#L

La fonction (1 — x)g étant intégrable, on a

184G @)l < €727 NG (g) mmax {1l 1 [ S )
m=1
m#l

Majorons maintenant ||Af,”(g,u)|| 1. Le lemme 8.2.1 nous dit que, pour tout réel o
supérieur a 1/2, on a

P
1 ¢
T = )l < 1P~ g {inf =l [T 19w} (89
t= m;_éf
On utilise alors le lemme suivant.

Lemme 8.2.2 [l existe une constante C telle que, pour tout o, pour tout € de l’intervalle
10, 1, et pour toute fonction a € C*¢, on ait

la = 7_alle < C7* 2l lalloe.

La démonstration de ce lemme est trés simple. Par définition des espaces de Holder,
on a
1Aq(a = 7—.a)|l1= < 2171+ al|g .
De plus, on sait que
|Aqa(z) — AgT—;a(z)]| 2] x ||V Aqal| L
Clt]e] x 27149,

IA A

Par interpolation, il vient
[Aqg(a = 7—za)|lzeo < 12| x 27%|a]l .

Ce qui conclut la démonstration du lemme.
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En appliquant ce lemme, par exemple pour € = 1/2, a I'inégalité (8.9), il vient

180 110 = 7=l < 7270 D1apd (el T 907 ).

=1 1<e< m=1
m#l

D’ou il résulte que

2-a+1
1800, 0l < 2PN ) ([T e ) (1l T 197 .
m#t
< NG g) a1l | II I7um oo } (8.10)

m;él

La majoration de ||Ang2) (u)|| L~ nécessite I’hypothese (8.5) d’annulation des moments
(sur la sphere) d’ordre p — 1. On décompose le produit des translatés suivant la taille
relative des fréquences, mais sans nous soucier de la localisation spectrale dans des
couronnes, puisque nous travaillons ici dans des espaces de Holder d’indice positif. 1l
vient

P

(wf—1_ut) = zz Agut — 1 Agut)IT ¢(T,2) avec

=1 q =1
Hg,(z, z) = [[(Spu™(z) - Spu™(z — 2)) [[ (Sg+1u™(z) — Sg10™(z — 2)).
m<{ m>¢

Il en résulte que

G'ff)(u) = ZZ( 22;% :u!+fo3,)'t(u)) avec

q &=1
Gl = [ () = x@2)g() M (e, 2)dz et (8.11)
Goge) = = o (X(2) = x(22))g(2) (Aqu)(z = 2)lG (z, 2)dz.

Pour étudier le terme Gfﬁ;,),t(u), on utilise la formule (2.2) de la page 22, qui affirme que

d
Agu = ZQ_an)‘A‘(;)u avec
A=1

AY = 2q/d/R AN (27 (z — y))u(y)dy et

(5
W = (2 8(g).
En posant gq(2) = (x(2) — x(272))g(2), on en déduit que
d
6 =27 3 [ Gra0o e - 2

(2100 (M, ) B0 - 2.
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Comme on a

14
MGG 2l < 2P IT ™l et (8.12)
it
14
102, (M5 (2Dl < 121P72 IT 1™ lleips (8.13)
it
il vient
(22) po—q (14+7) A —d=p+1 o i 4 T im
162wl < P2 NP ) ([ k)l TT e
!
»
< crYUINTEPH )l TT ™ zip- (8.14)
m=1
m#€

C’est la majoration de ||G((:;,)‘l(u)||Loo qui utilise I’hypothese (8.5). Posons
Ré(x, z) = Sput(z) - Spul(z — z) — 2 - VSu'(z).

En convenant que, si 'ensemble d’indice est vide, le produit vaut 1. on peut écrire que
p

MY (z,2) = Y Mo™z.z) avec
Tt
mo™z,2) = [[ RiMz.2) [I Rpyi(z.2)
n<é n>e
n<m n<m
x [ z-VSgu*(z) [[ z- VSysru*(z).
n<é n>¢
n>m n>m

La fonction yx étant radiale, la propriété d’annulation (8.5) permet d’affirmer que
/R" gq(z)l'lzio(x, 2)dz = 0.
L’inégalité des accroissements finis assure, pour tout ¢’, que
|Ry (z,2)| < Clz|"|lutlie et |RG(z,2)| < Clzl||u”||Lip-
On en déduit que, pour m strictement positif,
)
2, _ ’
M7 (2, ) < 1P max{ [l T 10 i)

n'=1

n'#n,n’'#€
Il en résulte que

/ —_ — +oo - Ld ’
GGl < 2N o) ([T ar) ma{lolee TT 1ol

n'=1
n'#n,n'#£E
Cp q_ql —d—p+l n P nl
< 2 N g max{ e TT 10l )
€ n#t n'=1
n'#n,n'#£€
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Or, le support de la transformée de Fourier de Gf,'_):,)',(u) est inclus dans la boule
, 4
2'8(0,3):
P 3

Donc on ne retient que les indices ¢’ tels que ¢ > g — Clog,p. Ainsi, d’apres les
inégalités (8.14), (8.15) et la définition (8.11), on a

”Aquf)(U)”Lw < ( Z 2q-q’(l+r))Nl—d—p+l(g)

q'2q—Clog; p

P
T L g 1o QTP

1<tm<p _
t#m n#énEm

Vu les inégalités (8.8) et (8.10), la démonstration du théoréme 8.2.1 est achevée.

Nous allons montrer que le théoréme 8.2.1 s’applique pour des noyaux qui sont des
dérivées d’ordre au moins trois de la solution fondamentale du laplacien. La proposition
suivante décrit les propriétés qui nous seront utiles.

Proposition 8.2.1 Il eziste une constante C vérifiant la propriété suivante. Soit g
une quelconque dérivée d’ordre 1+ p de Ey. Alors g appartient ¢ S~4P+1(R?%\{0}) et,
pour tout entier k,

NEOP(g) < CHPHY((k +p - 4)%)), (8.15)

en convenant que n* = max{0,n}. De plus, pour tout o de N® tel que |a| < p, on a
/S"“ 2%g(z)do(z) = 0. (8.16)

Il suffit de majorer 8°|z|~¢ pour tout multientier de longueur p. La formule de Faa di
Bruno affirme que

Ple = (I ([1(-5 e+ )

Br++Bp=8 =1
18421
Comme les multientiers 3, sont nécessairement du type (0,---,¢,--+,0) avec € valant 1

ou 2,0na
107 (|z|=%)| < 2|~ WICP* )1,

ce que ’on peut aussi écrire, quitte a changer la constante,
10°(12~%)| < |z~ PICI((16] — 4))L,
d’ou l'inégalité (8.15).
Pour démontrer les relations (8.16), nous allons tout d’abord démontrer que, pour
tout o € N¢, il existe un polyndme harmonique P,, homogene de dégré |al, tel que

& Eo(z) = Pulo)la| 421
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C’est évidemment vrai si || = 1. Supposons la propriété vraie lorsque |a| = k. Soit a
un élément de N* de longueur k+ 1 et £ € {1,---,d} tel que a; # 0. On a
P Eyz) = 0,0°'Ey(z)
Be(Po(z)|z|>~94-%)
|2=4=2E40 (|2 *0 Pu(z) + (2 — d — 2k)z¢Py).
Posons Q; = |z|?0¢Py(z) + (2 — d — 2k)z,P,. Le polyndme P, étant harmonique et

homogeéne de degré k, le polynome 9, P, est harmonique et homogene de dégré & — 1. Il
en résulte que

d
AQe =Y 42,0\0, P, + 2d3, P, + 2(2 — d — 2k)8, P, = 0.

A=1

De plus, un polynéme homogéne non constant est nul en 0. Donc, s’il est harmonique,
il est d’intégrale nulle sur la sphere.
Soit maintenant (P;) la propriété suivante :

Vk2j+1, ¥(a,f) € N*xN* / |o| <j, |B] = k,
/Sd_l 0P Ey(x)dx = 0.
Nous venons de voir que le prédicat (Pp) est vrai. Supposons (P;). Soient k un entier

plus grand que j + 2, § un multientier de longueur & et a un multientier de longueur
j+1. Soit £ un élément de {1,---,d} tel que a¢ # 0. On a, par intégration par parties,

I(a, B) “ /Sd_l:r":ezeaﬁEd(x)daz
= R_I/I;Sd_ll'a:elgaﬂEd(.’E)dURI
/ 8u(2°°8)8P Eg(z)dz
1<|z|<R
/ 227t 8PH By (z)dx.
1<|z|<R

L’hypothése de récurrence assure que les deux derniers termes sont nuls. L’homogénéité
entraine que

lim R~} 22+ P Ey(z)dog(z) = 0.

R—o0 RS%-!
D’ou la proposition.

8.3 Régularité le long des lignes de flot

Il s'agit de démontrer les inégalités (8.1) et (8.2) des théoréemes 8.1.1 et 8.1.2. Avant
toute chose, régularisons la donnée initiale de maniére & ce que l'on ait une solution
indéfiniment différentiable du systéme (E) sur [0, 7] x R®.

Dans tout ce chapitre, on posera, pour tout réel T strictement positif et pour tout
réel r,

lallz.r = llallzeo,ry;0m)-
Nous allons démontrer les estimations a priori suivantes.
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Théoréme 8.3.1 Il existe une constante Co vérifiant les propriétés suivantes, pour
toute solution v du systéme d’Euler, indéfiniment différentiable sur [0.T] x R4,
Pour tout réel T strictement supérieur d 1, pour tout entier k.

Co \* k!
). k < _1_ k+1_ T
1@+- 9l < (72) (ol g (8.17)

Pour tout réel € et pour tout entier k tels que

1
“<3%k+1)
on a Ok Kl
@+ Dvllriqen < (5) (ol i @19

La démonstration de ce théoréme repose en grande partie sur ’étude de I'action répétée
de 'opérateur

V¥ s 1.V

sur le gradient de la pression. Comme nous 'avons suggéré dans la section précédente,
cette action répétée de V se décrit & 'aide des opérateurs multilinéaires alors introduits.
Voici comment.

Proposition 8.3.1

V¥(Vp(v,v)) = > A?p,u) > 3(,,)VE,1PI2(V(“) o))

(p.u)EJ(K) ve(l, ., d}p+2

)

k!
k
avec 0 S A(P‘I‘) < W

14 p
3(./) = H auq y V(“) . U(u) = H V“"’U"’

g=-1 q=-1

et J(k)={(p,n)/p€NP*?, |ul+p=k}.

La preuve de cette proposition repose sur le lemme suivant, qui décrit ’action de V sur
un opérateur multilinéaire du type g*a.

Lemme 8.3.1

2 p d
‘/P d=ef V(g;a) = Zg;(alv Tt aq—lw vaqv aq+11 R a’p) + Z(a’\g) Pil(a’vl\)‘
q=1 A=1

Pour démontrer cela, on commence par régulariser le noyau g en posant
z
5:2) = (1-x(2) )9(2).
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De plus, la dérivation en temps opere simplement suivant la régle de Leibnitz ; aussi,
allons-nous l'ignorer dans la démonstration. Par définition de g*a,ona

p

vV [ a9 [1e(z) - a'(u))dy.

g=1

P
Ox(9e%a) = 8A/ g9z = y) [[(a%(z) — a%(y))dy
g=1

= [ @z ~3) [[(@() - at)iy

q=1
P
+2_ Ja 9z —¥)(0a)(z) H — a"(y))dy.
q=1 r=1,r#q
En observant que

P

Y @a")(y) [[(a"(= (v))dy = -6y, H(a" - a(y)),

9=l r#q 9=1

on peut écrire

d
V, = de;(aly...,aq—l’vaq,aqﬂ’...,ap)+Z(a'\gc)pil(a,v,\)
9= A=1
+ [ (Ul (a%(z) - a*'(y))) (=34 (0l — ))dy

~ [ P Wlz - 92, [[(@(@) - a*(w)dy
q=1

Le champ de vecteurs v étant de divergence nulle, une intégration par parties conclut

la démonstration de ce lemme.

Revenons a la démonstration de la proposition. Le lemme 8.3.1 ci-dessus assure bien
évidemment la propriété au rang 1. Supposons-la vérifiée au rang j. Le lemme entraine
que

(a(u)VEd * (V(“) v(”) ) = Z 9w VEq I (v(u+q) (v))

q=-1

+ Z BAB(,)VEd (V(“) v(”) v’\)
D’ou il vient

> V(OwWVEs » (VW .My = ¥ Z 9w VEs x LV (BFa) . )
ve(l,. d}pt2 p+2 ve{l, -, d}pt2 q=-1
> 1 5 @) . )
+ 8w VEs x (V¥ -,
ve{l,—dyp+3 P +3 q=z—l p+3
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En regroupant les termes, on trouve
H=y A Y
A = A L+ — Al
(p.us) (p.=q) (p—1.u9)
=1 PO P+

Il'y a au plus p+3 indices g tels que p4 soit nul. En utilisant ’hypothese de récurrrence,
on en déduit que

p

) i 1
Jj+1 J: .7
A(Pyl") S q—z—l ,U,q 'pl lp'
J'
< (wl+p)5 ol
G+1)!
ulp!

D’ou la proposition.

D’apres les propriétés de la solution fondamentale du Laplacien décrites dans la
proposition 8.2.1, on a

186)VEa_, (V% - o)l 1e(omyony < CF*((p = DFNCY (el ) 2D,

Il en résulte que l'on a

. P —2)+)!
I|Vj+lU||T,r < (Cld)2j!C{) Z HL'Z) (@) ((_P_i)_)_

(PIEIG) Co P
(Cid)? j+1 j+2(j+1)!
< SEECE ol
. Cid\’ ((p—2)*)!
cep 3 mp(GE) o
wiess  \Co P!
D’apres le lemme 7.3.3, on a
A Cd)? _; j J!
j+1 <( 1 CJ+1 j+2
v vIIT,r_——C0 3 (lvllrr) G
j -2 2 \?
XZ(CICz) (=2 ( J+
=0\ Co p! j+1-

Il est évident que

5 (cé?)" (p—2)") ( j+?2 )2 <G

p! j+1l-p
De plus, I'inégalité (7.27) permet d’affirmer, que, si C1C; < Cy, alors, on a

CIG\ (P=2)")! (_i+2 \
,,‘;( Co> P! (j+1-P> =G
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En prenant Cj suffisamment grande par rapport aux constantes C;, i compris entre 1
et 4, on obtient
(G+1)

VJ+IU r<cj+l v rj+2 :
Vol < 8 (ol 0

,

ce qui est 'estimation (8.17) au cran j + 1.

Dans le cas Gevrey, nous allons démontrer, toujours par récurrence, ’estimation
suivante : il existe une constante Cj telle que, pour tout € de 'intervalle ]0, 1/2], pour
tout entier k tel que 2¢(k + 1) < 1, on ait, pour tout j < k,

; Co\* ; J!
Vivlgaoge < (_) o : 8.19
IVollri-ze < (=) (lvlira-e) G+1e (8.19)
L’inégalité ci-dessus est clairement vraie pour j = 1. Supposons la vraie pour j. On
utilise la proposition 8.3.1 et le theoréme 8.2.1 avec (€;)-1<4<p définie par €, = €(u,+1) ;

on en déduit que
y ™
100 VEa g,V - 0 llrsaun < () (0= 2)*)!

€
P 1 P o v
e ——— q q
X Z IC+2 _/‘l‘q l-_[ “v v ”T,l-eq'

g=-1 9=-1

Mais

i 1 < p+2
k+2—p, ~ k+2—|y|

qg=-1

Comme |u| = k — p, il vient

Zp: 1 <1

e k+2-pg ~
Ainsi, en rappelant que

P 1
ne =1 ——-
* ql;[x (ag + 1)

on a, d’apres I'hypothese de récurrence,
||8(,,)VE,,p¢2 VB 011 ers2)

C,\P+? Co\ 24l
<(2) @-2m(2) " wlolra-grrrrn.

En remarquant que 2|u| + p+ 2 < 2(k + 1), on déduit de I'inégalité (7.3.3) et de la
proposition 8.3.1 que

Co(C1d)?
D (o

) 2(k+1) ! : P —2)+)!
5 (%> ((::;)); p:()(CCfa) ((p p!2) )! ((k(iti);)Q)'

||‘9<V)VEde2 yw 'v(")||T.1—e(k+2) <

Comme précédemment, on conclut en prenant Cy assez grand.
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Corollaire 8.3.1 [l eziste une constante Cy vérifiant les propriétés suivantes, pour
toute solution v du systéme d’Euler, indéfiniment différentiable sur [0,T] x RY. Pour
tout réel € de l'intervalle ]0,1/2] et pour tout entier k, on a

10+ v Dl < () Aol iy

En effet, soit k un quelconque entier strictement positif. On pose

€
k+1

€ =

et I'on applique 'inégalité (8.18) avec €. Il en résulte que

Co(k+1)

€

2k
1@+ 9)oullrae < ) Uvllraca )+

Comme il est clair que ||al|;—¢, < [lall1, on obtient ainsi le corollaire.

Pour conclure la démonstration des théorémes 8.1.1 et 8.1.2, il suffit de faire un
passage a la limite itéré dans les expressions du type

By + vn - V)*u,,.

Il suffit bien sir de le faire dans le cas des estimations de type Gevrey. A nouveau, on
proceéde par récurrence. Supposons que, pour tout j < k et pour tout e strictement
positif, on ait

JLngo(at +vn - V), = (8, +v-V)kv dans L*®([0,T];C*~).

Les champs de vecteurs v, étant de divergence nulle, on a

(Or + vn - V)10 (B, 4 vn - V)((Br + v - V)*0Y)

n

B((8y + vp - V)F0Y) + div(v4 (D, + vn - V)Fuy,).

Les espaces C'~¢ étant des algebres, on a
nlggxo V(0 + Vp - V), =07(8; +v- V)kv dans L®([0, T];C*7°).

Donc la suite ((8; + vy - V)*¥*1v,),en converge dans l'espace des distributions et elle
est bornée dans L>([0, T]; C'~¢) et ce, pour tout € strictement positif. Donc, on a bien
(0, +v-V)kv € L>([0,T); C'~¢) et

160+ v- 9ulrace < () Aol 2
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8.4 Références et remarques

Les résultats de régularité en temps semblent étre implicitement contenus dans les tra-
vaix de Lichtenstein datant des années trente et exposés dans [52], les méthodes utilisées
étant de type lagrangiennes. Cependant, c’est dans [26] et [28] que la régularité C>®
est. explicitement démontrée, a la fois pour les solutions réguliéres en toute dimension,
et pour les solutions de Yudovich en dimension deux, et ce avec des méthodes de type
eulériennes. On y ajoute le fait que le front d’onde C*® de la solution est inclus dans

{(t.2;7.8)/ 7+ (v(t, 2)I€) = 0}.

L’analyticité en temps du flot a été explicitement démontré, grace & des méthodes
lagrangiennes, par P. Serfati dans [57], en ce qui concerne les solutions réguliéres, c’est-
a-dire de classe C™ avec r strictement supérieur & 1. P. Gamblin a redémontré ce résultat
dans [42] par une méthode de type eulérienne lui permettant de démontrer la régularité
Gevrey 3 en temps du flot pour une solution dont le tourbillon est borné. Dans ce
cas, la méthode de P. Serfati permet d’obtenir I'analyticité en temps du flot dans des
cas particuliers de régularité tangentielle par rapport & des familles de surfaces ou des
courbes. Ces résultats sont annoncés dans [59] et des détails sont exposés dans [57).
Signalons que P. Serfati a aussi démontré, dans [57], 'analyticité en temps petit du flot
dans le cas de poches de tourbillon qui sont de petites perturbations d’un cercle.

Enfin, nous n’avons pas abordé le probléeme de la propagation de l'analyticité en
espace. Pour des résultats a ce sujet, nous renvoyons le lecteur aux travaux pionniers
de S. Baouendi et C. Goulaouic (voir [9]), & ceux de C. Bardos et S. Benachour (voir [10]
et [11]) et & celui plus récent de J.-M. Delort(voir [33]).
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Chapitre 9

Poches de tourbillon singulieres

9.1 Présentation du probleme

Dans ce chapitre final, nous allons nous intéresser au cas ou dégénere la structure
géométrique qui, aux chapitres 3 et 5, permettait de démontrer que le champ de vec-
teurs de divergence nulle associé & un tourbillon borné et tangentiellement régulier par
rapport & cette structure était lipschitzien.

Nous avons déja rencontré ce cas lorsque nous avons considéré des tourbillons qui
étaient constants sur des carrés. Les sommets de ces carrés sont bien évidemment des
singularités de la géométrie. Le but de cet ultime chapitre est d’étudier de maniére
générale ce type de situation. Les exemples des sections 3.2 et 5.3 semblent indiquer
que les dérivées du champ de vecteurs croissent, au voisinage du point singulier, comme
le logarithme de la distance au point singulier. On démontre facilement & partir du
théoréme 3.3.1 que ce fait est général. Cette croissance logarithmique sera 1'un des
points clefs de la démonstration de la persistance des structures géométriques singuliéres
dont 1’énoncé est le but de cette section.

Avant d’énoncer le théoréme général, nous allons exposer un cas particulier. Soient
fo une fonction réelle du plan de classe C'*¢ et Iy une réunion finie de courbes fermées
continues simples se coupant en un nombre fini de points. On suppose que I’y est
I’ensemble des zéros de fy. Désignons par ¥, I’ensemble singulier de Iy, c’est-a-dire
I’ensemble des points de 'y ou le gradient de fy s’annule. Pour éviter la présence d’arcs
tangents entre eux & ’ordre infini, on suppose l'existence d'un voisinage Vp de Iy telle
que, pour tout point z de Vj, on ait

IV fo(z)| > d(z, To) ™.

Considérons maintenant wq la fonction caractéristique de la réunion des intérieurs
des courbes constituant I'y. Le probléme sur lequel nous allons nous pencher pour
conclure ce livre est le suivant : soit vy le champ de vecteurs de divergence nulle dont
le tourbillon est wy ; désignons par v la solution de Yudovich du systéme d’Euler. Le
tourbillon w(t) est-il, & l'instant ¢, la fonction caractéristique d’'un domaine du méme
type?

La réponse sera moins définitive que lorsque le bord du domaine est régulier. Néam-
moins, nous obtiendrons le résultat suivant :
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Théoréme 9.1.1 Soit Dy un domaine borné du plan dont le bord [y est une courbe de
classe C'** en dehors d'un fermé &y. Considérons la solution de Yudovich associée au
champ de vecteurs vy de l'espace E,, (espace dont la définition est donnée page 17) tel
que w(vg) = 1p,.

A linstant t, le domaine D(t) = v(t, Dy) a un bord T'(t) qui est de classe C'*¢ en
dehors du fermé E(t) = ¢ (t, ).

Nous n’allons bien sir pas démontrer un tel théoréme sous cette forme. La méthode
employée s’inspire de celle utilisée pour démontrer les théorémes du chapitre 5. Quelques
difficultés supplémentaires apparaissent. En effet, comme le montrent les exemples des
chapitres 3 et 5, il est vain d’espérer que le champ de vecteurs solution, ou méme son
flot, soit lipschitzien. Transporter une structure géométrique, c’est-a-dire des champs de
vecteurs, par un champ de vecteurs non lipschitzien ne parait pas des plus raisonnables.
Cependant, comme le laisse penser le théoréme 3.3.1, le champ de vecteurs v solution
du systeme d’Euler sera lipschitzien en dehors du lieu singulier.

Pour parer a cette difficulté née du manque de régularité du champ de vecteurs v,
nous allons étudier le champ de vecteurs v et la structure géométrique liée au bord
du domaine, en restant prudemment a une distance strictement plus grande que h de
I’ensemble singulier £, h étant un petit parameétre strictement positif. Tout le travail
consiste alors & démontrer des inégalités du type de celles du chapitre 5, en contrélant
soigneusement la dépendance en h.

Il est maintenant temps d’introduire les données géométriques, puis d’énoncer le
théoréme général relatif a leur persistance, et enfin d’expliquer comment ce théoreme
implique le théoreme 9.1.1.

Rappelons que, si A est un ensemble du plan, et a un réel strictement positif, on
désignera par A, 1’ensemble des points du plan & distance inférieure ou égale a a de A.
De plus, dans toute la suite, on conviendra, dans le but d’éviter d’inutiles parantheses,
que A, est ’ensemble des points a distance plus grande que o de A.

Définition 9.1.1 Soient ¥ un fermé du plan et = un triplet (o, 8,7) de réels; on
considére une famille X = (X n)(an)eaxjoe-1] de champs de vecteurs de classe C¢ ainsi
que leur divergence. On pose Xy, = (X p)aen-

La famille X sera dite L-admissible d’indice = si et seulement si les trois propriétés
suivantes sont satisfaites :

V(X h) € Ax]0,e7!], Supp Xap C Zha; (9.1)

def .o, . 5

T(2,x) ¥ inf | WVI(Sn, %) > 0; (9.2)

N(X) L sup R PN(Eh, Xn) < 00, (9.3)
hejo,e~1)

ot, comme au chapitre 5, on définit I(Zy, Xy) et N(Zh, Xn) par

I(Zh, Xn) = inf sup|X,a(z)| et
T€Th AeA

lsup I Xxnlle + 1| div Xanlle
€ xeA I(Zh, Xn)

Ne(zhv Xh) =
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Remarque De telles familles étant censées décrire des géométries singulieres dont le
lieu singulier est ¥, il est naturel de penser J et v comme deux nombres strictement
négatifs, ce qui sera toujours le cas.

Introduisons maintenant la notion de régularité tangentielle par rapport a une telle
famille.

Définition 9.1.2 Soient £ un fermé du plan et X une famille £-admissible d’indice
= = (o, B,7). On dit qu'une fonction u appartient & l’espace Cf,;ﬂx si et seulement si la
fonction u est bornée et

déf -
el = sup A=Plull, x < oo,

ot, comme au chapitre 5, ||lulls, x, est définie par

[ Xan (2, D)ulle-1

€ — Ne 2 ’X Ul + su
lellg, i = Ne(Zn, Xn)lfullz= + sup == =55

Nous allons maintenant énoncer le théoréme de persistance des structures géométriques
singuliéres qui contient le théoreme 9.1.1 précédent.

Théoréme 9.1.2 Soient o un fermé du plan et m un réel. On considére un champ
de vecteurs de divergence nulle vy appartenant a E,, et dont le tourbillon wy est borné
et a support compact. Désignons par v la solution de Yudovitch du systéme d’Fuler,
par i son flot et posons L(t) = (¢, Xo). On se donne alors une famille Xy de champs
de vecteurs de classe C¢ ainsi que leur divergence. On suppose que cette famille est
dindice =y = (o, Bo, Y0) et que

wp € CZO Xo*

Pour tout temps t, il existe une famille X (t) de champs de vecteurs de classe C¢ ainsi
que leur divergence ; cette famille X (t) est ¥.(t)-admissible d’indice =(t) et l'on a

,B(t)
w(t) € C;:(c) x(t)

l'indice Z(t) étant donné par

() = (alt),B(t),7(t)) avec
a(t) = agexp(Ct|lwo|lreonct),
C
B(t) = (ﬁo - :L(Woyt)) exp(Ct||wol| Leonrt ),

C
V(t) = (’yo——E—L(wo,t)>exp(Ct"onLooan) et

) = ”“’(’”j“—'f??fo exp(Ctllwoll Loonz1) _ ot
L(wg,t) = [logle++—222) -0 (ee LonL _e,)

llwoll Loorzr
De plus, on sait que, pour tout (A, h) € Ax]0,e7Y], on a
Xopsen(z, D)Y(t, z) € Lig(R; C).
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Enfin, le champ de vecteurs v(t) est lipschitzien en dehors de £(t) ; plus précisément,
on a
IV ()|l Lo (zenz

hej0,e~1] —logh

) e L2 (R).

La démonstration de ce théoréme est 'objet de la fin de ce livre. Nous allons tout
d’abord vérifier qu'il implique bien le théoréme 9.1.1. Pour cela, considérons une équa-
tion fy de classe C!'*¢ du bord de Dy telle que, sur un voisinage V; du bord de Dy, on
ait

|V fo(z)| > d(z,Zo)~"".
Soit (6r)nejo,-1) une famille de fonctions indéfiniment différentiables valant 1 sur (Zo)§
et supportées dans (Xo)5. et telle que, pour tout réel strictement positif r, on ait

Heh"r < Crh—r-

On se donne enfin une fonction 5, indéfiniment différentiable, et valant 1 preés de V4.
Posons

Xopn = Vi (6rfo),

Xogh = 9},(1"'9)81 et
Xozn = On(1—0)d,.

11 est clair que la famille Xy définie par
Ao = (Xojn)je(1.23)x]0,e-1)
est Yg-admissible. Le théoréme ci-dessus affirme qu’alors
Xojsm(z, D)Y(t,z) € Lig.(R; C°).

Nous allons en déduire que le bord de D(t) est, en dehors de X(t), une courbe de classe
C'*¢. L’argument est analogue a celui utilisé page 95 dans le cas des poches & bord
régulier. Rappelons briévement cet argument. Soit zo un point de Ty \ X¢ ; désignons
alors par v la solution de

Vlfo(’ro(a))

To.

{ aa'YO(")
Y(0)

On consideére la fonction
Y(t, o) = (¢, 10(0))-
D’apres le théoreme de persistance ci-dessus, on a, pour tout h de l'intervalle ]0,e™!],
Xopn(z, D)Y(t, ) € Lip(R; C°).

En prenant h assez petit et en différenciant la relation de définition de v, on en déduit,
pour o assez proche de 0, que

807(tv CT) = (vlfO)(tv '70(0))

Il en résulte que 7(t,- ) est de classe C'*¢ localement prés de 0. De plus, le fait que le
flot 4(t) soit lipschitzien prés de o assure que (¢, ) est, localement prés de ¥(t, zo),
un paramétrage C'*¢ de ['(t) \ £(t), d’ou le théoréme 9.1.1.
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9.2 Théorie de Littlewood-Paley locale.

Le but de cette section est la démonstration de quelques lemmes qui montrent le ca-
ractere " pseudo-local” de la théorie de Littlewood-Paley. Dans toute la suite, nous
utiliserons divers espaces fonctionnels que nous allons définir dés maintenant.

Définition 9.2.1 Un réel a plus grand que 1 étant donné, on appelle L (nous omettrons
toujours de noter la dépendance en a) l’espace des fonctions u telles que

déf UjlLs
% sup 1022 <
b>a

Soient © un fermé du plan et hg un réel de l'intervalle ]0,e!], on appelle L(Z) l'espace
des fonctions u telles que

déf llull Lo (s5)
= sup ——2~ < 00 ;
“U”L(E) hSer')‘ — log h

on appelle LL(X) l'espace L N L(X) et l'on pose
lullee = llulle + llulle)
et enfin, on appelle LL°(X), l’espace LL(X) N C? et l’on pose
lullrom) = llullzees) + llullo-
Le premier lemme que nous allons démontrer, fort simple, nous sera néammoins utile.

Lemme 9.2.1 Il eziste une constante C telle que, étant donné un fermé K de R, une
fonction g de S et une fonction u de L nulle en dehors de K, on ait, en posant

aa(z) = Xg(Az) et N(g) =1+ Dgllznrs,
les inégalités suivantes, et ce pour tout (), h) € [e,00[x]0,e7!];
llgr * ullze < edN(g)llulllog A et [lgr*ullLeo(kg) < —edN(g)||ullL logh.

L’inégalité de Holder et la définition de 1'espace L assurent que

IN

llga * ull o

loall, o ullzs

d
A8|lgllLrnzee [lull s
d
bA|Igll 1 lullL- (9.4)

IN A

On choisit b = dlog A. 1l vient alors

1
llgr * ullze < dllgllzinze [lullLlog A x ARsx.

D’ot il vient que
llgx * ullL= < ed|igllinzee|lullL log A.
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Supposons e < A < h7!; il résulte de 'inégalité ci-dessus que

ll9x * ulle < —ed]|gllrnze ||ullL log h. (9.5)

Passons maintenant au cas des grandes fréquences, c’est-a-dire celui ou A > h~! > e.
Comme z n’appartient pas & Kj, on a, en posant §(z) = |z] x |g(z)],

(g2 * u)(z)]

S ala — vul)dy

IA

/lz-ye,, - : g c - y)l x Ju(y)|dy
(AR)™H(Gx * [ul)(2)-

I1 en résulte, grace a I'inégalité de Holder que

IA

lgr* ullzoqrg) < (AR) ARGl parngo llul] o
_d d_1n~
< bRTE(AR)E |Gl Lrnreo flull -

Comme on a supposé que Ah > 1, il vient, pour b > d,

_dy
llgx * ullLo(ice) < bATE|G] Lrrzeo [lull 2.
En prenant b = —dlog h, on conclut la démonstration du lemme.

Le lemme suivant exprime de quelle maniére la convolution est (presque) locale.

Lemme 9.2.2 Soit g une fonction de S. Un réel strictement positif A étant donné,
on posera gx(z) = Mg(A\z). Pour tout réel positif N et pour tout réel r, il existe une
constante C telle que, pour tout fermé K et pour toute distribution u appartenant ¢ C*
et supportée dans K, on ait

llga * ull Loy < CAT(AR) ™ |lull,
et ce pour tout couple de réels (A, h) tel que X et \h > 1.

Soit p une fonction indéfiniment différentiable, positive, supportée dans la boule unité
et valant identiquement 1 sur la boule de rayon 1/2 centrée a l'origine. Il est alors clair
que

(grru)(z) = A /R‘ 9\ — y))u(y)dy
= X /R" 9 Mz —y))(1-p) (:\\_c(i%z?%) u(y)dy. (9.6)

Posons

p=d(z.K), g = lloga ] et #(z) = 9(a)(1 - ) ()

Remarquons que, pour tout a de N¢ et tout couple d’entiers positifs (N, M), il existe
une constante C telle que 'on ait

- 1M8%g# || < Cu™. (9.7)
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D’apres 'égalité (9.6) ci-dessus, il vient, pour tout z n’appartenant pas a K,

(gr *u)(z) = (95 » u)(2).

De plus, pour tout x n'appartenant pas a K, on a
(92 v w)(@) = A [, §*(Az — ) (uly) - u(z))dy.

En décomposant u suivant la taille par rapport & A de ses fréquences, il vient alors,
pour tout z n’appartenant pas a K,

i L(z) avec

(@) = 3
B(z) = (@ *(d-5,)u)), (98)
B@) = X[ 3Ae-1)(Sul) - Syu(e)dy et
B = ~(1d-Sph)(z) [, 3*@)dy.

Majorons I}(z). Remarquons tout d’abord que
Ii(z) =< (§")A(z =), (1[d =S, )u > .
Les multiplicateurs de Fourier réels sont auto-adjoints et invariants par translation, donc
L(z) =< (([d=S4,)(@))(z — ) u>.
Par construction des opérateurs A4, on a

1@ < 32 143 = Nl | Bg-julle.
q2qx
l7l<1
Par définition des espaces de Holder, il vient
IL(@)] < Cllully 32 277184((3*)a(z = Iz
q2qx
Majorons maintenant la quantité
> 2 8@l = ¥ 2 [ ][ 2@ (@ - )3 () dyda.
929 929 REVAR

On utilise le changement de variables
/o Ay
q—a
/ Az

2 27T Ag(@)allzr < CAT 27T Agg -
q

q2qx

<
|

8
I

d’ou il ressort que
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Vu la définition de g#, le lemme 2.1.1 assure que

2278w <C Y 18,

q |la|<max{0.[r]+1}

ce qui, d’apres (9.7), assure que

2277 Agg¥|| 11 < Cn(Ad(z, K))™V,

q
D’ou il vient que, pour tout réel r, on a

113 (2)] < CA™"(Ad(z, K)) ™" |lull,-
Supposons maintenant r strictement négatif. Il est clair que

IR(@) + I3(z)] = (§)x*Spu(z)
< 1@z | Sgyull oe-

D’apres les inégalités (9.7) et (2.18), il en résulte que

|I3(z) + I3(2)] < Cnrllull- A~ (Ad(z, K)) 7V, (9.9)
ce qui entraine que, pour tout réel r strictement négatif,

(g * w)llzo(ig) < CAT"(Ad(z, K) ™[l (9.10)

Supposons maintenant r positif. D’aprés la formule (2.2), il existe une suite de fonctions
(9%)jal=(r)+1 dont les transformées de Fourier sont supportées dans une couronne fixe et
telle que, pour tout entier g, on ait

d
Agu= > 279 (g2)5 x §7u.
lal=[r]+1

Comme le support de %u est inclus dans celui de u, et que r — [r] — 1 est strictement
négatif, il résulte de I'inégalité (9.10) que, pour tout N et pour tout réel r,

|Aqu(z)| < Cn2™ 7 (2%d(z, K)) ™" |lullr- (9.11)

Majorons |I2(x)|. Pour cela, remarquons que, pour tout a de N* et tout = n’appartenant
pas au support de u, on a

S0%u(z) = S,0%(z) — 0%u(x)
> Apu(z).

On déduit de I'inégalité (9.11) ci-dessus que
1S40°u(z)| < Ca 279710 (20d(x, K)) ™" |lull;-
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L’inégalité de Taylor & l'ordre [r] + 1 assure que
[ _
S0 u(y) — Spu(z) < - Cily — zf sup |Sqr 0% u(z)]
al=j

j=0
+Crly — 2| sup ||S,,8%u| Lo
lal=[r]+1

Grace aux inégalités (9.7) et (9.11) ci-dessus, on a, comme Ah > 1,

IB(@)] < Cllul A [ 1+ lu)PH3(0)ldy,
ce qui, d’aprés I'inégalité (9.7), entraine que
1I3(z)] < Cllull-A""(Ad(z, K))~".

Le terme |I3(z)| est trés facile & majorer. En effet, d’apres I'inégalité (9.11), on a,
comme z est supposé ne pas appartenir a K,

|(1d =Sy, )u(z)| < Cnrllullrd(z, K)=N 37 2790+,

929

D’ou, en prenant r + N strictement positif, il vient, pour tout r positif ou nul, pour
tout N positif (strictement positif si 7 = 0)

I3(2)| < Cllull-A~"(Ad(z, K))~".

Le lemme 9.2.2 est ainsi complétement démontré.

Enfin, si 'on se référe au lemme 3.3.2, ainsi qu’a l'utilisation qui en est faite par
exemple page 98 dans la démonstration du théoréme 5.5.1, la nécessité du lemme suivant
apparait.

Lemme 9.2.3 Soit r un réel, h une fonction telle que la fonction ¢ = B soit indéfini-
ment différentiable d support compact et nulle prés de l’origine, et Ny un entier tel que
B(0,27™e x 2/3) + Supp ¢ ne contienne pas lorigine. On définit alors l'opérateur T
par

T.f =3 Si-m(w)p(27*D)f.
q

Considérons alors un fermé ¥ et une distribution f de C" tels que h = d(Supp f,X)
appartienne d lintervalle |0,e!]. On a alors

IZufll: < —C(logh)llullLelIfll, et
[Aq Ll flee < ~Cllog )27 V|| VullLrom I fIr-

Pour démontrer la premiére inégalité, majorons
| Sq-no(w)p(279D) f| oo
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Remarquons tout d’abord que, si ¢ < —log, h, le lemme 9.2.1 entraine que,

(| Sq-notsll oo Clg+2)lull

—C(log h)llull..

INIA

Dongc, si ¢ < —log, h, on a

[1Sq-no (w)p(279D) fll e < —C(log h)2™ [[ull|| f- (9.12)
Supposons maintenant que ’on ait 29k > 1. Ecrivons alors

3
Se-m(We(27ID)f = Y Ti,(u,f) avec (9.13)

j=1
qu,h(ua f) = Sq—No(]-Ei/z'u)f(Z_qD)f,
TqZ'h(U, f) = Sq-No(lgh/Qu)lzgh/‘£(2-0D)‘f et

T3h(w, f) = Si-mo(1z,,u)1x,,,2(279D)f.

L’opérateur S;_p, est un opérateur de convolution par une fonction dont la norme L!
est indépendante de ¢; il en résulte que

l|Sq-mo(Lxg ,u)ll e

h/2

< Clligg ,ullz-
< =C(logh)|lullre)-
Donc, on a

1 Tyn(u, )l < =Clog )27 |full iyl £l (9.14)
Majorons maintenant T:h(u, f). Appliquons le lemme 9.2.1 avec K = /5, b’ = h/4
et A\ = 2%; ce qui donne

1Sq-mo (15, o) || Lo ~C(logh)|I1z, ,ullL

C ) S
3h/4
< —C(logh)|lullc.
D’ou il vient

T2 h(, fllLe < —C(log h)2~T lul i £ (9.15)
L'é¢tude de T3, (u, f) est légérement plus délicate. C'est 1a que nous allons utiliser
I’hypotheése sur le support de f. D’apres I'inégalité (9.4), on a, pour tout b > a,

d
“Sq-No(]-Eh/zu)"L“’ < Cb2gb_“12h/'zu"L

< cb2¥|ull,. (9.16)

Le point important est la majoration de [|¢(279D) f||Lx(s,,,,)- D’apres le lemme 9.2.2,
on a

VN, 3Cn / [l9(27"D) fll o500 < Cn277 (27R) NI fl;-
D’ou l'on déduit, pour tout N, I'existence d’une constante Cy telle que
d
ITgnw Al < Cnb2%277(2%R) VLI £)-
< Cwb2h78(2R) 8N ul Ll -
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On prend b = —alogh. D’ou il résulte que

T2 (. f)llzm < —C(log h)27(29h) 7065~ u| || f I (9.17)
Comme h<el'eta>10ona
— d <
alogh —

De plus, on a supposé que 27h > 1; on en déduit que

I Ton(w, H)llze < ~Cllog h)27" [[ullLlI flI- 5

ce qui, compte tenu des inégalités (9.12)-(9.17) assure la premiére partie du lemme.
Pour démontrer la seconde, commengons par écrire

[AqLf = 3 [Ag Sy-n(W)]e(277 D)f.

lg'—ql<N

Par définition des opérateurs A, il vient

Coq(u, f) ¢ [AQ’SQ"NO(U)]Q(Q-q,D)f
= /Rd(sq’—No(U)(I —27%) — Sy—n,(u)(z))h(y)p(2” q D)f(z — 27%)dy.

Une formule de Taylor & 'ordre deux assure que 1'on a

Coglu.f) = -2 qzsf 3o(@w)@) [, ¥h)p(@ ™ D) f(@ — 27 y)dy
2q , - q
+2 J%_j /Rdx[m]y]y h(y) Sy - o (3;0ku) (z — £27%)
X f(Q_QID)f(JI — 27%)dydt.
En posant y; = —i0;¢p, il vient
d
Coqlu, f) = —2"’25«;'—%(31”)( 2)¢;(27*D)p(27Y D) f

j=

+2""'Z/4 Y'Y h(Y) Sy-xo(350k0) (@ — 127%)

jk=1 R% x[0,1]
X g_q(2""D)f(I — 27%)dydt.

Or, on sait que

1Sg - 3o (050kw) | Lo < C27||Vusffo.

En appliquant la premiére partie du lemme, on en déduit que
Cg (1, F)llzee < —Cllog B2V V|| Lrogsy I f -

D’ou le lemme.
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Nous allons maintenant donner un corollaire de ce lemme.

Corollaire 9.2.1 Il eziste une constante C vérifiant les propriétés suivantes. Soient e
un réel de Uintervalle [0,1[, ¥ un fermé du plan, X un champ de vecteurs du plan de
classe C¢ ainsi que sa divergence, et v un champ de vecteurs de divergence nulle dont
le tourbillon w est borné et dont le gradient appartient & l’espace LL(L). Alors

Supp X C & = X(z,D)v=2Z(X,v)+ Z5(X,v) avec
C, ..
1Z:(X, 0)lle < CllX(z, D)wlle-s + —lldiv X|el|wllo et

c
Z2(X,0)le < —lIXll(llwllo = VollLLes) log h).

La démonstration de ce corollaire est tout a fait simple. D’aprés le lemme 3.3.2, on a

2
X(z, D)yv = Wi (X,v) + Wo(X,v) + Wa(X,v) + ZTaj,,Xj avec
j=1

[Wi(X, )]l < CllX(z, D)wlle-1,

c
IW2(X, v)lle < —lIXllllwllo et

C, .,
IWs(X, v)lle < — |l div Xlc[lw]lo.

Le lemme 9.2.3 affirme que, si le support de X est a distance supérieure & h de X, alors

1T5,0X7|le < =ClIVvllr)llX]lelog h.

D’ou le corollaire en posant
Z\(X, V) = Wi(X,v)+W;3(X,v) et
2
Zo(X,v) = Wo(X,v)+ ZTaij’~

j=1

9.3 Dynamique des poches singuliéres

Dans cette section, nous allons étudier le transport de la géométrie singuliére par un
champ de vecteurs solution de 1’équation d’Euler et dont le tourbillon est tangentielle-
ment régulier par rapport & cette géométrie singuliere.

Le premier probléme & résoudre, trés simple, est la minoration de la distance a
I’ensemble singulier. Démontrons donc le lemme suivant :

Lemme 9.3.1

't,b(t, (Eo);) cC (Et)g(t‘h) avec 6(t, h) — hexpf(: "‘U(T)"LLd7”
$(r, 97t (S0))F) € (BT ovec 8(r,t,h) = AP 1 lasd,
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En effet, soit z appartenant a (¢, (£o)5) ; on considére alors le point du plan z’ tel que
Y(t,z') = z. Par définition. on a, pour tout y de o, |2/ — 3’| > h. Définissons alors
Yy par

v(r, Y1 (7, 7))

T.

{ 0#/)—1(7" .'II)
w—l(tv 1:)

Alors, d’apres 'inégalité (5.12) énoncée page 91, il vient, si y = ¥(¢, '),
Iz —y| < e Lo WNeeds oy 13 _ 1) < |z _ o0~ fy Io(oNlzzdsgi-exp - [ I(@lecds

Il en résulte que
h<|z—y™® Jo Io(o)lizzds

D’ou la premiére assertion du lemme. La seconde se démontre de maniére strictement
analogue.

Si 'on se référe a la démonstration du théoréme sur les poches de tourbillon & bord
régulier faite au chapitre 5, il est nécessaire de démontrer un théoréme de propagation
de la régularité holdérienne négative pour des équations de transport relatives a des
champs de vecteurs de divergence nulle. Comme le montre ’exemple de la section 5.3,
ces champs de vecteurs peuvent ne pas étre lipschitziens. Ceci ne facilite pas la tache.
Heureusement, des conditions de support vont nous aider. Le lemme suivant est une
variante du lemme de propagation de la régularité holderienne par une équation de
transport (le lemme 4.1.1 page 66).

Lemme 9.3.2 Scit v un champ de vecteurs de divergence nulle indéfiniment différen-
tiable. Posons

t
V(t) = [ Vollesisn + lunllim et Wt) = V(E)exp [ [o(r)l|usdr.

Considérons une fonction f appartenant @ L2 (R;C"), avec r dans Uintervalle ] — 1, 1{

solution de
0, f + div(fv) 91(t) + g2(t)
) fimo =
|t=0 o-

Si le support de fo est inclus dans (Xo)§, si, pour tout temps t, le support de g,(t)+ga(t)
est inclus dans ()5, ), €t si l'on a

lg2(B)llr < =Cr)WDIf ()l log b,

alors, la fonction f vérifie l'inégalité suivante :

t t t N gt
15Ol < oll-h OO 4 [L €0 W gy (7).
La démarche de la démonstration est tout a fait analogue a celle du lemme 4.1.1.

Tout d’abord, observons que les hypothéses faites sur le support de fo et g;(t) + go(t)
assurent que le support de f(t) est inclus dans ()5, )- De plus, la fonction A, f vérifie

Olf +v-VAf = Dg(g1 + g2) — [Ag,v- V.
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D’apres les estimations (4.14) et (4.18), il vient
I[Agv-VIf = [8q, T, - VIfllzee < C(r)277||Vlloll .- (9-18)
Le lemme 9.2.3 affirme que
(8¢, Ty - Viflleeo < =C(r)27" || Vo]l Lo, | £l log 8(2, h). (9.19)
I en résulte que
I[Ag v VIfllize < =C(r)27" (V|| Lro(zy I fll- log é(t, h). (9.20)

Or, par définition de 6(¢,h), on a

log(6(r, b))V (1)

(1og W)V (r) exp [ [o(7)llcedr’
(log h)W (7).

]

Donc, par intégration et par hypothése sur la fonction go, il en résulte alors que

180fOllz < Ngfollzw+ [ 18401 (Dllzwdr~Clr) [ 27" og(b(r, AV (R)IF ()

En multipliant par 29" et en passant & la borne supérieure, il vient,

1@ < 1olle + [ Noa(Dllodr =€) [ og(6(r, AV DIF Dl

D’ou
1@l < Mol + [ Nos(Dlldr ~ O(r) [ Qog MW ()7l

L’application du lemme de Gronwall conclut la démonstration de ce lemme.

Nous allons maintenant appliquer ce lemme & ’estimation de la norme holderienne
d’un champ de vecteurs transporté par le flot associé & un champ de vecteurs v solution
de I’équation d’Euler. Soit donc v un champ de vecteurs indéfiniment différentiable
solution du systéme d’Euler (E); on considére un champ de vecteurs X, de classe C*
ainsi que sa divergence. On suppose en outre son support inclus dans (Xg)5. On a alors
la proposition suivante :

Proposition 9.3.1 Il eziste une constante C, telle que, pour tout € de l'intervalle |0, 1],
et pour tout champ de vecteurs Xy comme ci-dessus, si X est solution de

X +v-VX = X(t,z,D)
T
( G){ X|t=0 = XOa
on ait o
I1X (¢, 2, D)w(t) -1 < | Xo(z, D)wolle—1h™ < Jo W (9-21)
Il div X (£)]]e < || div Xollh=C Jo W (9.22)
) Xol(z, D)wol|c- _C twir
Xl < O(1Xoll + v Kol + L2 DRlect )-8 fwioar - 09)
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La démonstration de cette proposition est trés simple. Le systéme (TG) exprime que
les champ de vecteurs X et d; + v - V commutent. La relation (1.12) de conservation
du tourbillon entraine alors que

&X(t,z,D)w+v-VX(t,z,D)w=0. (9.24)

En appliquant le lemme 9.3.2 avec r = € — 1 (C(r) valant alors C/e¢), fo = Xo(z, D)w
et g, = go = 0, on obtient immédiatement l'inégalité (9.21).

La relation (5.24) de conservation de la divergence le long des lignes de flot du champ
de vecteurs v et le lemme 9.3.2 assure de la méme maniére I'inégalité (9.22).

Pour démontrer la troisiéme inégalité, on utilise le corollaire 9.2.1 qui affirme, grace
a la définition de 6(¢, h), que

X(t,z,D)v = ¢i(t) + g2(t) avec
gl < g(llwllelldiVX(t)lle+€||X(t»$,D)w(t)lle-1) et

Clogh
loa0lle <~

Le lemme 9.3.2 assure alors que

IA

WONX@)]le.

X ‘wrar , C [t . o
IXOle < [ Xollch™* Jo W +?/0||w0||L°°”d1VX(T)||eh ¢ LW g
t . N

+C /0 IX (7, 2, D)w(r)leerh™ % Jr WS g7,

Il résulte immédiatement de I'inégalité ci-dessus et des inégalités (9.21) et (9.22) que

Ct W oo
\ Ot

X (” div Xol|. + €||Xo(:l:, D)wolle—l)h_gﬁ:w(,)df.
llwoll oo

_c [t -
X (®)]le < [| Xollch™ Jo Wi

Or, par définition de la fonction W, on a

Par intégration, on a donc

Ctllwollz= _ \-< ftwirar
6 -_— b
et ainsi la proposition.
Nous allons maintenant étudier le probléme du transport par un champ de vecteurs
v appartenant, pour tout temps ¢, & LL(3(t)) et tel que

IVo(t) ||z € Lige(R).

Le principal probléme est celui de la définition de la famille & I'instant ¢. Le caractére
non lipschitzien, ou, ce qui revient au méme, I’absence de contréle sur la norme Lipschitz
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du champ de vecteurs au voisinage de ’ensemble singulier £(¢), impose un décalage sur
le petit parametre h.

Considérons une famille Xy, Yo-admissible et un champ de vecteurs v indéfiniment
différentiable. On définit alors le champ de vecteurs X, »(s) par le systéme suivant :

n [ 0 Xean(s) +v(5,2) - VXan(s) = Xean(s,z, D)u(s,z)
(TG g
Xean(0,2) = Xoasen ()
On définit alors X'(¢) par
Xean(z) = Xean(t,2) et X(t) = (Xean)meax]oe-1)- (9.25)
Les estimations que nous allons obtenir sont énoncées dans le théoréme ci-dessous.

Théoreme 9.3.1 Il eriste une constante C vérifiant les assertions suivantes. Soient
vp un champ de vecteurs de divergence nulle de E,, $o un fermé du plan et X(0) une
famille Xo-admissible d’indice 29 = (o, o, Y0). Supposons que

wp € Lgo n Cgf?x(oy
Alors, on a les propriétés suivantes.

o Les champs de vecteurs X;» définis par la relation (9.25) appartiennent,
pour tout couple (A, h) € Ax]0,e7'] @ l'espace L2 (R; C*).
o La famille X (t) définie par la relation (9.25) est une famille £(t)-admissible
d’indice =Z(t) = (a(t), B(t),y(t)) avec
a(t) = aoE(wo,t),

80 = (b~ S, t)) Blao, ),

c
7(t) = (70 - :L(UJO, t)) E(UJO) t)v
E(wo,t) = exp(Ct|lwo|lrenrt) et
L(wg,t) = (log(e + —-———”wo”gf?x" ) - ﬂo> (C%E(“”") . e%).
llwoll zeonzr

o FEnfin, la régularité de w(t) est ainsi décrite :
Bt Bt :
w(t) € Cxlithey e Iw®lFe < Cllwolli.

Pour démontrer ce théoréme, on suppose tout d’abord que le champ de vecteurs v
est indéfiniment différentiable. Démontrons des estimations a priori. Estimons tout
d'abord I((2(t))s, (X(t))n). En différenciant I’équation du flot le long de X x s(¢n). il
vient

05 Xoxs5(th) (T, D)(s, ) = Du(s, ¥(s, ) Xoasn) (T, D)P(s, T).
En intégrant cette équation entre ¢ et 0, on trouve que

t
| Xoasem (T)] < | Xopsem (@, D)U(t, z)| % exp(/o | Dv(r, ¥(r, I))|dT)-
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De la relation (9.25) de définition de X(t), il résulte que

t
| Xoxsem (7 (1, 2))| < | Xeasem (@)] X eXp(/o | Dv(r, T/J(T,w—l(t,x)))dT)-
On en déduit immédiatement que

inf sup | Xoasen (@ (¢t 2))| < T(S(E))n, (X(2))n)

z€(Z(t))5, A

X exp /Ot IVo(r, (1, ¥7" (¢, )| Lo (2o BT
D’apres le lemme 9.3.1, on a
Y(r, 71 (2())R)) € (2T
D’ou il vient que
IV (7, %(r, %~ (¢t )l ez < —(og B)IVo(7)l| Liz(r) exp /0: lo(T") || edr’.
Ainsi, on a
exp /ot V(7 9(r, 97 (b )Lz dr < ™o 192 laczendnixe fg Rz

11 en résulte que

ze(lg(t;))" supl oas(en) (@8, 2))| < T(Z(E))n, (X(E))n)

% hlJo 199D 2(5ryydr) xexp [ Io(r)llLzdr
Or, d’apres le lemme 9.3.1 et la définition de Z, (X%, X), on a

inf sup|X inf  sup|X
ze(E(t))g,\ P | Xosenm (¥~ (t, 2))| el AGPI onst.n) ()]

I, (Xo, Zo) (8(t, b))~
T,y (X, )R~ 0P N o()liLrdr

v

I\

Vv

On en déduit que
T((E@)n (X(E)n) = Tog (£(0), X(0)) R0+ o IVolleczmydr)xexp [y Io(llzedr
Comme nous avons supposé que wg appartient &8 L* N L!, on a
lv(m)llee < CllwollLeonis- (9.26)
En posant

10 = (0= [ IV6(lacziendr) Bleo, ), (9.27)
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il vient
T,o(S(1), X()) = T,y (£(0), X(0)). (9.28)
Majorons maintenant || X a(z, D)w(t)|lc-1. Le support de Xos:n) est inclus dans
(£(0))5t.hya0- L'inégalité (9.21) de la proposition 9.3.1, permet donc d’affirmer que
l'on a
o~ — Ca 8
| X 5.5 6068 (T, D)w(s)lle=1 < || Xox5060) (T, D)wolle-16(2, h)-_'ﬂf0 Wirydr
En particulier, en prenant s = t dans l'inégalité ci-dessus, on obtient
Ca t t
1 Xean(@, D)w(®)lleot < 1| Xosm (@ D)wolleosh™ <" o Wrin e fy I9s(rzsdr
Vu linégalité (9.26) et la définition de W donnée dans I’énoncé du lemme 9.3.2, on a

Cao, t
I Xeanw(®)lle=r < I Xonsenwolle—th™ " o 19z dnBlns), (9.29)

La majoration de || div X x|l se démontre de maniére analogue. En utilisant 'inéga-
lité (9.22) de la proposition 9.3.1 au point s = ¢, il vient

Ca ¢
div Xeanlle < 11 div Xoaemllch™ " Uo 17 ucorndn B, (9.30)
La majoration de || X; x|l découle directement de la définition de Y(s, A, 6(t, h)) par
le systeme (T'G’) et de 'estimation (9.23) de la proposition 9.3.1. De cette inégalité, il

vient,

I Xeanlle < CUIXoxsemlle + 11 div Xox s lle + €ll Xoan(z, D)wolle-1)
% b= 228 (fy Win)dr)exp [§ IVu(r)lLLdr

Dans notre cas particulier, cela donne, compte tenu de I'inégalité (9.26),

1 Xearlle < CUIXonsemlle + 1l div Xoarlle + €ll Xoan(z, D)wolle-1)

% b= 222y 19Dl Lz ey dr) Elwont)
Des inégalités (9.28)-(9.30) et de I'inégalité ci-dessus, on déduit

-Z20 ([ (Tl (g (r)ydr) Elwost)
lw s < Cllwollize)sen xo)sin X P Jo 19Nz dnBlot).

Or, par définition de {jwol|§, x,, oD 2

\Bo
lwoll0)sieny (Xo)sien, < NwollEgry (6(2, h)).
Comme [, est négatif, il en résulte que

()l < Cllwolisory, avee
C t
Bty = (B - /0 IV0()llesrydr) E(wo, b). (9.31)
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Il s'agit maintenant d’'en déduire une majoration de

deéf [t
Ve = /0 IVo(T) | Ly dr

Les estimations (9.28)-(9.31) montrent que cela entrainera un contréle sur 1'évolu-
tion de la structure géométrique singuliere. Pour majorer Vg, nous allons utiliser
le théoreme 3.3.2. On en déduit que, pour tout réel h de l'intervalle ]0,e!], on a

llw s ens ke ) ,

C
v o o < = ot | (e
IVe(llieeens) < Zlwollmnc: log{ e+ —Z

Mais, d’apres l'inégalité (9.31), on a

o (®) iz cxonn < Cllwollghi, -
En posant
llwoll g2,
NL(wy) = log(e + __._&)
llwoll Lot

on en déduit que

Nw (s eeena

log (e + ) < NL(wo) + B(t) log h.

llwoll Lo

Il vient alors, par définition de 3(t),

IVo(r)ll L= (=g
—logh

< S llollmnzs (VE(wo) = o) Bt
+ ol ([ 1960 ecsiondr) Ewo. o)
Il en résulte que
IVl < AO+90) [ Vo) lzsuydr  avec

At = llollzmn (VL(o) — Bo)Blun,t) et

g(t) = gllwolleanE(wo,t).
Le lemme de Gronwall assure que 1'on a

/ Ve lqeimndr < (VL(wo) = do) (20 — b)), (9.32)

11 suffit, pour conclure la démonstration du théoréme 9.3.1, d'appliquer les estima-
tions (9.28)-(9.31). Remarquons que l'on ne controle

t
L Ive@lusendr

que par une quantité dont la croissance est doublement exponentielle en temps.
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Il s’agit maintenant de conclure la démonstration du théoréme 9.1.2 par un passage
a la limite. Soit vy un champ de vecteurs vérifiant les hypothéses du théoreme 9.1.2.
On pose vgn, = SpUp et on désigne par v, la solution du systéme d'Euler associée a
la donnée initiale vo. On appelle ¥, le flot associé a v, et L,(t) l'image de ¥, par
¥n. On note Ay, la famille de champs de vecteurs définis par la relation (9.25). Le
théoreme 9.3.1 entraine que

B(t ,
lwn (@I58 2.0 < Cliwonllgy,. (9.33)

Nous allons tout d’abord déduire de I'inégalité ci-dessus 'existence d'une fonction lo-
calement bornée o(t) telle que

sup R Xo 5 50m) (T, D)Yalt
((h,z\)e]o‘e‘l]xl\ 1 Xon s (@ DYn(®)lle),

soit une suite bornée de LS. (R).
D’aprés les inégalités (9.22) et (9.23), on sait que les suites

( sup hﬁ<t>||x,,A,,.||€) . et( sup h"(‘)||divXt',\',.||€)
ne

(h,A)€)0.e~ XA (h,A)€]0,e~ 1) x A ne

sont deux suites bornées de LS. (R). Or, par définition de X » » (voir la relation (9.25)),
on sait que

Xoasth) (T, D)Un(t, ) = Xean(¥a(t, 7).

Mais, on a
C
| Xoxs(tm) (T, D)Un(t, ) — Xoasien) (@, D)on(t, 2')| < ?||X:,,\,hl|e|1/)n(t,1) —Pa(t, )|

De plus, I'inégalité des accroissements finis assure que

[¥n(t, z) — Yn(t,2')| < |z — 2’| sup |Dynl(t,2)|.

2€[z,2’)

Supposons que l'on ait |z — 2’| < h/2. Dans ce cas, il est clair que

sup, [DYn(t, 2)| < | D¥n(t)ll (2o, -

2€[z,x’
En dérivant ’équation du flot, et en intégrant, il vient
t
1 DY ()| oo ((zeng ) < €XP fo IVoR ()l Lo (g 02 T
Grace a I'inégalité (9.32), on en déduit I'existence d’une fonction o(t) que

a(t) 0 c
(he?gg_ l]h | DY (t)ll ((zu)),‘,,))neN

soit une suite bornée de LS. (R).
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Enfin, il est évident que
| Xoxée.m) (T, D)¥n(t. 2) = Xoasem (T’ D)¥n(t, &) < 2/ Xosiem (- D)¥n(t, )l Le=(czeng)
Or,si|r—2'| > h/2,0n a
1 Xoxs(em (s D)¥on(t, lzozeng) < 212 — 2'|*h 7| Dypa(t) | oo (zenyg)-

Donc, une existe une fonction localement bornée o telle que la suite

( sup KO Xonsn (s DYalt, )

(h,\)€]0,e~1]xA neN

soit bornée dans L{2.(R). Or, par définition
Xoéen (- D)WLt z-) = div(¥] Xoecem) — Vi, div Xo xs(e.h)-
D’apres les lemme 5.1.1 et 5.5.2, on sait que
lim ¥ =9 dans Id+L%([0,T] x R% RY).

Par interpolation, on en déduit que, pour tout couple (A, A) appartenant a |0,e~!] x A
et tout réel € strictement inférieur a e,

lim Xoxsm) (s D) = Xonsen (-, D)Y dans L=([0,T}; C*).

Le passage a la limite se conclut alors de maniére analogue & celle du cas des poches de
tourbillon & bord régulier.
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