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Introduction 

L'objet de ce livre est d'offrir un texte qui démontre quelques résultats récents ou 
nouveaux de mécanique des fluides. Ce texte se veut autocontenu pour un étudiant 
de maîtrise n'ayant point fui l'Analyse. Le premier résultat est le théorème de J.-M. 
Delort sur l'existence d'une solution aux équations d'Euler en dimension deux pour une 
donnée initiale du type nappe de tourbillon. Les autres résultats sont des théorèmes 
affirmant la persistance de la régularité du bord d'une poche de tourbillon. Le texte 
est divisé en neuf chapitres dont nous allons brièvement résumer le contenu. 

Le premier chapitre est une description succinte des concepts de base liés aux équa
tions d'Euler relatives à un fluide parfait incompressible. Tout d'abord, nous définissons 
un tel fluide en lui imposant d'évoluer le long d'une géodésique du groupe des difféo-
morphismes préservant la mesure. 

Ensuite, traduisant cette définition lagrangienne en langage eulérien, nous établis
sons les équations d'Euler vérifiées par le champ des vitesses des particules du fluide. 
Puis, les quantités importantes liées à ces équations (pression, tourbillon) sont intro
duites. La loi fondamentale de Biot-Savart reliant un champ de vecteurs de divergence 
nulle à son rotationnel est démontrée. Enfin, la spécificité de la dimension deux d'espace 
est mise en évidence : c'est la conservation du tourbillon le long des lignes de flot du 
champ de vecteurs solution. Ce premier chapitre se conclut sur une formulation faible 
des équations d'Euler qui est spécifique à la dimension deux. 

Le deuxième chapitre a pour but de présenter les bases de la théorie de Littlewood-
Paley. Dans un premier temps, quelques inégalités simples sur les fonctions dont la 
transformée de Fourier est à support compact sont démontrées. Ensuite, nous construi
sons une partition de l'unité associée à un recouvrement de l'espace R d par des cou
ronnes dyadiques. 

Puis, nous utilisons cette partition de l'unité pour caractériser les espaces de Sobolev 
et de Hôlder. Une certaine place est accordée à l'étude des cas limites d'espaces de 
Hôlder, essentiellement la classe de Zygmund C*. Les chapitres 5 et 9 en illustreront la 
nécessité. 

Ensuite, nous présentons une version très rudimentaire du calcul paradifférentiel. 
Les résultats que nous démontrons ici seront abondamment utilisés dans toute la suite 
du livre. 

Enfin, comme premier exemple d'application de ces techniques, nous démontrons 
quelques propriétés de la pression et de son champ de gradient. 

Comme son nom l'indique, le troisième chapitre est dévolu à l'étude de la loi de Biot-
Savart. Il s'agit de savoir en quoi une information sur le tourbillon peut se traduire sur 
le champ de vecteurs de divergence nulle associé. 
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J.-Y. CHEMIN 

Après la présentation de quelques cas très simples, nous étudions Faction des opéra
teurs du type didjA~l sur les espaces L p , c'est-à-dire que nous exposons le théorème 
d'interpolation de Marcinkiewicz en contrôlant précisément les constantes en fonction 
de p. Les chapitres 5 et 9 montreront que ceci n'est pas une coquetterie. 

Ensuite, le problème de l'action des opérateurs d{djA~l sur l'espace des fonctions 
bornées est abordé dans le cadre de la dimension deux. Nous étudions tout d'abord 
en détail deux exemples. Le premier montre qu'un champ de vecteurs de divergence 
nulle dont le tourbillon est une fonction bornée à support compact peut ne pas être 
lipschitzien. Le second exemple suggère que ce problème n'est pas sans relation avec la 
régularité tangentielle par rapport à une courbe suffisamment régulière. 

Ce troisième chapitre se termine par la démonstration d'une inégalité relative à 
l'action des opérateurs 9¿9jA _ 1 sur l'ensemble des fonctions bornées. Cette inégalité 
sera à la base des démonstrations des théorèmes de persistance de la régularité du bord 
d'une poche de tourbillon exposées aux chapitre 5 et 9. 

Le quatrième chapitre est consacré à la résolution des équations d'Euler pour des 
données initiales régulières, c'est-à-dire dans une classe de Hôlder Cr avec r strictement 
supérieur à 1. Dans un premier temps, nous résolvons un problème modèle. Nous 
démontrons également une condition nécessaire pour que le temps d'existence maximal 
de la solution soit fini. Au passage, nous établissons une estimation de propagation de 
la régularité hôlderienne pour les champs de vecteurs de divergence nulle, lipschitziens. 

Nous revenons ensuite aux équations d'Euler en vérifiant qu'elles sont bien un cas 
particulier du modèle précédent. Nous concluons alors le chapitre en démontrant une 
condition de non existence globale dans les cas suivants : le cas d'une donnée initiale 
périodique, le cas où le gradient de la vitesse appartient à LP et, enfin, celui où le champ 
de vecteurs est une perturbation d'énergie finie d'une solution stationnaire. 

Le cinquième chapitre a pour objet l'étude des solutions à tourbillon borné en di
mension deux d'espace. En premier lieu, nous démontrons le théorème de Yudovich 
d'existence globale pour des données à tourbillon borné. Bien qu'a priori non lischipt-
zien, le champ de vecteurs solution est quasi-lipschitzien. On démontre alors un raffine
ment du théorème de Cauchy-Lipschitz. Un tel champ de vecteurs possède un flot. La 
régularité en espace de ce flot est exponentiellement décroissante en temps. On exhibe 
ensuite un exemple montrant que le théorème de Yudovich est optimal. 

Ensuite, nous présentons le problème dit des poches de tourbillon. Puis, nous le 
résolvons en démontrant un théorème de persistance de la régularité tangentielle par 
rapport à une famille de champs de vecteurs peu réguliers. La démonstration de ce 
théorème utilise le calcul paradifférentiel introduit dans le chapitre 2. Ce résultat doit 
être compris comme un théorème de propagation de la régularité, jusqu'à un temps 
quelconque, dans un système d'équations quasi-linéaires. 

Le sixième chapitre est consacré au problème dit des nappes de tourbillon. Après 
avoir présenté le problème, nous énonçons le théorème de J.-M. Delort d'existence d'une 
solution lorsque le tourbillon du champ de vecteurs de divergence nulle initial est une 
mesure bornée de partie singulière positive. 

Ce problème se réduit à un problème de passage à la limite dans une intégrale grâce 
à la formulation faible spécifique à la dimension deux établie à la fin du chapitre 1. La 
démonstration se conclut au prix de quelques lemmes de théorie de l'intégration. 
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INTRODUCTION 

Le septième chapitre est une digression sur le front d'onde. Après une présentation 
élémentaire de ce concept de base de l'analyse microlocale, sont exposées les relations 
étroites entre front d'onde, théorie de Littlewood-Paley et produit des distributions. 
Ensuite, les concepts de front d'onde analytique et de front d'onde Gevrey sont in
troduits. On démontre un résultat de type "ellipticité microlocale" dans le cadre du 
front d'onde analytique ou du front d'onde Gevrey pour des champ de vecteurs très peu 
réguliers. Ceci sera utilisé au chapitre suivant. 

Le huitième chapitre expose un résultat de régularité analytique ou Gevrey en temps 
sur le flot d'une solution pas trop singulière du système d'Euler. L'idée essentielle 
consiste à étudier l'action répétée, sur le gradient de la pression, de la dérivation le long 
de lignes de flot. On déduit de cette étude une majoration du front d'onde analytique 
(ou Gevrey) de la solution. 

Le neuvième et dernier chapitre revient sur l'étude du problème des poches de tour
billon. On s'intéresse ici au cas où le bord de la poche présente des singularités, par 
exemple des coins ou des cusps. Les résultats, nouveaux, qui y sont démontrés, généra
lisent ceux du chapitre 5 sur les poches de tourbillon à bord régulier. On démontre 
que la régularité de la courbe persiste en dehors des points singuliers produits par ceux 
existant à l'instant initial. Ce type de résultat montre que le système d'Euler rela
tif à un fluide parfait incompressible, bien que non local, se comporte vis-à-vis de la 
propagation des singularités, comme un système local. 

Ce texte trouve sa source dans trois cours faits à l'Institut Nankaï de Tian-Jin en 
1991, à l'Ecole Polytechnique en 1992, et à l'Ecole Normale supérieure de Cachan en 
1992-1993. Je tiens à remercier ici ces trois institutions. A ces diverses occasions, G. 
Allain, N. Burq, B. Bidegaray, C. Cancelier, T. Colin, P. Gamblin, C. Guillopé, J. Hong, 
G. Lebeau, L. Nedelec, X. Saint-Raymond, L. Robbiano et C.J. Xu ont manifesté pour 
le sujet un intérêt qui fut pour moi un puissant encouragement à la rédaction de ce 
texte. Je leur exprime toute ma gratitude. Je remercie particulièrement B. Bidegaray, 
R. Danchin, T. Desjardins et P. Gamblin qui ont relu divers morceaux et versions 
antérieures de ce texte et en ont extirpé force fautes. 

Je remercie P. Gérard et D. Serre avec qui j 'ai eu des discussions aussi amicales que 
fructueuses à propos des résultats exposés ici. 

Enfin, il est évident que nombre de résultats et techniques exposés dans ce texte 
trouvent leur source dans les idées introduites en analyse non linéaire par J.-M. Bony 
à la fin des années soixante-dix. J'ai eu avec lui de nombreuses, et ô combien fécondes, 
discussions à ce propos. Je lui exprime ma profonde reconnaissance. 

Je voudrais conclure cette introduction en remerciant très chaleureusement le rap
porteur ; il m'a fait de nombreuses remarques et suggestions qui ont beaucoup amélioré 
le texte initial. 
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Chapitre 1 

Présentation des équations 

1.1 Qu'est-ce-qu'un fluide parfait? 

On cherche à décrire l'évolution d'un fluide parfait incompressible entre deux temps to 
et t\. Une particule de fluide située au point x à l'instant t0 sera située au point tpi(x) 
à l'instant ii . L'incompressibilité du fluide se traduit par le fait que l'application ^ i , 
supposée être un difféomorphisme, conserve la mesure, c'est-à-dire que son jacobien est 
de déterminant 1. 

Dans toute la suite, nous supposerons que le fluide est indéfiniment étendu dans 
tout l'espace à d dimensions, d valant 2 ou 3. Ce choix provient d'une volonté de 
simplification. En effet, on peut aussi formuler la mécanique des fluides sur un domaine 
régulier (il faut alors introduire des conditions aux limites) ou encore sur une variété 
compacte (la formulation est alors un peu plus délicate). Ici, nous devrons simplement, 
en quelques endroits, prendre garde aux problèmes à l'infini. 

Nous allons maintenant préciser les espaces fonctionnels avec lesquels nous allons 
modéliser un fluide parfait incompressible. Dans toute cette section, on se donne un 
difféomorphisme V>i qui conserve le volume. 

Définition 1.1.1 Nous désignerons par C Vespace des fonctions continûment différen-
tiables de [to,ti] x R d dans R d telles que t¡j(to) = Id et ip(ti) = ^ i , telles qu'à chaque 
instant t, la fonction ip(t) soit un difféomorphisme de Hd et enfin telles que dt^{t) soit 
continue de [to^i] dans L2. 

Nous désignerons par £0 l'espace des fonctions de C telles qu'à tout instant t, le 
difféomorphisme ip(t) préserve la mesure. 

Une évolution, a priori possible, d'un fluide incompressible entre l'état à l'instant to 
et l'état décrit à l'instant ti par le difféomorphisme ipi, est modélisée par une fonction I/J 
de l'espace £ 0 -

Pour introduire un problème variationnel, il convient de définir une fonctionnelle 
dont les extrémales seront la clef du problème. Nous allons ici introduire l'action. 

Définition 1.1.2 On appellera action l'application A définie de C dans R+ par 

A (v) = 
1 

2 

ti 

to pd 
\dtip(t,x)\2dxdt. 
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L'action est une forme quadratique. L'espace C est inclus dans un espace affine. Le 
calcul de la différentielle de l'action A est des plus élémentaires. On a 

DArhh = 
•ti 

to pf 
dMt, x)dth(tJ x)dtdx. ( M ) 

L'idée est de définir un fluide parfait incompressible comme un fluide incompressible 
évoluant suivant des extrémales de la fonctionnelle action A restreinte à l'espace CQ. 
Pour cela, il faut définir la notion d'accroissement infinitésimal sur cet espace CQ. Ce 
dernier est une partie d'un espace affine. En s'inspirant de la définition usuelle de 
l'espace tangent aux sous-variétés plongées dans un espace linéaire, on pose la définition 
suivante. 

Définition 1.1.3 On appellera accroissement infinitésimal en un point ip de l'espace CQ 
la dérivée en 0 d'une quelconque fonction 0 continûment différentiable de [0,1] dans CQ 
telle que 6(0) = i¡>. 

A cause de problèmes de régularité, on ne peut décrire exactement l'ensemble des 
accroissements infinitésimaux. De plus, tenter de trop s'appuyer sur l'intuition née de la 
dimension finie doit être réfréné par le fait que, toujours à cause de problèmes de régu
larité, on ne sait pas démontrer que l'ensemble CQ est localement homéomorphe à l'en
semble des accroissements infinitésimaux tels que l'on vient de les définir. Cependant, 
la proposition ci-après nous suffira. Etant donné un champ de vecteurs v = (vl,..., vd), 
on posera 

divv — 
d 

i=i 
div\ 

Proposition 1.1.1 Désignons par T Vensemble des champs de vecteurs r dont les 
coefficients sont continûment différentiables sur [¿0^1] x Rd, tels Que 

r(t0) = r(ti) = 0 et Vi G [*o,*i], divr(i) = 0. 

Soit alors 6 un accroissement infinitésimal en un point ip de CQ ; il existe un champ 
de vecteurs r de Vespace T tel que 

0{t,x) = T{t,tl>fax))-

Réciproquement, soient a une fonction indéfiniment différentiable à support compact 
sur l'intervalle ]to, t\[etr un champ de vecteurs de divergence nulle dont les composantes 
appartiennent à l'espace S ; si 

0(t,x) = a(t)r(^(t,x)), 

alors 6 est un accroissement infinitésimal au point rfr. 

La démonstration de cette proposition repose sur le très facile lemme suivant : 

Lemme 1.1.1 Si w G Cl(I x Rd;Rd) et si 6 est une fonction appartenant à Cl(I x 
Rd;Rd) et vérifiant d36{s,x) = w(s,9(s,x)), alors, pour tout s G I, <9sdet Dx0(s) = 0 
si et seulement si divins) = 0 pour tout s € I. 

8 



PRÉSENTATION DES ÉQUATIONS 

Il suffit d'appliquer la formule de composition des différentielles. On a 

dsDx6{s,x) = Dxw{s<6{s,x))Dx0(s,x). 

D'où il vient, à nouveau en appliquant la formule de composition des différentielles, 

ds det Dx9(s, x) = 
d 

¿=1 
det{Dx6\..., dsDxP,..., Dx9d). 

En développant le déterminant, on obtient 

dsdet Dx6{s, x) = 
d 

j,k=1 
det(Dx0\ . . . , dkvJDx9k,..., Dx9d). 

D'où enfin 
ds det Dx9(s, x) = div w(s, 9(s, x)) x det(Dx0(s, x)), 

et ainsi le lemme. 

Revenons à la démonstration de la proposition. Soit 9 un accroissement infinitésimal 
au point ip. Par définition, il existe une fonction 9 continûment différentiable de [0,1] 
dans CQ telle que 

dse(s, t, x)is=0 = 0{t, x) et 9(0, t, x) = ip(t, x). 

Comme pour tout 5 et tout £, 9(5, t) est un difféomorphisme, on peut définir un champ 
de vecteurs r(s, t, x) par 

f(s,¿,x) = as9(5,f,9_1(5,i,x)). 

D'après le lemme 1.1.1 ci-dessus, on a 

V(s, t) e [0,1] x [t0, ti] , div r(s, t) = 0 

Vu que d39(0,t,x) = f (0, £, 0(£, x)), on a le premier point de la proposition en posant 
r(£,x) = r(0,£, x). 

Le second point est très facile. Il suffit de résoudre l'équation différentielle autonome 
suivante : 

<9s9(s,£,x) = a(t)r(¿,9(s,¿,x)), 
9(0, i, x) = iMt,x). 

On peut maintenant définir de manière précise ce qu'est un fluide parfait incom
pressible. 

Définition 1.1.4 On dit qu'un fluide incompressible est parfait s'il évolue entre le 
temps to et l'état ipi au temps t\ suivant un élément ip de Co tel que. pour tout ac
croissement infinitésimal 9 au point ip, on ait 

DA(ip) -9 = 0. 

La définition donnée ci-dessus peut être formulée de manière heuristique en disant 
qu'un fluide parfait incompressible évolue suivant les extrémales de la fonctionnelle 
action, qui est définie sur l'espace des courbes de difféomorphismes préservant la mesure. 
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1 . 2 De Lagrange à Euler 

Nous nous sommes intéressés précédemment à la description de l'évolution d'un fluide 
incompressible par une courbe tracée sur l'espace des difféomorphismes préservant la 
mesure ; c'est le point de vue lagrangien. Une autre façon de décrire un fluide est 
d'étudier le champ des vitesses des particules du fluide ; c'est le point de vue eulérien, 
qui d'ailleurs nous occupera jusqu'à la fin de cet ouvrage. Lorsque les champs de 
vecteurs et les difféomorphismes considérés sont assez réguliers, l'équivalence entre les 
deux points de vue, modulo une perte de régularité en temps, n'est rien d'autre que la 
théorie élémentaire des équations différentielles ordinaires. 

En effet, considérons un élément ip de CQ. On définit alors le champ des vitesses 
suivant : 

v(tix) = dMt^-l(t1x)). (1 .2) 

D'après le lemme 1.1.1, pour tout t G [t0, ¿1], divv(t, x) = 0. Réciproquement, si v est 
un champ de vecteurs suffisamment régulier, le théorème de Cauchy-Lipschitz permet 
de définir un flot tb par 

dtil)(t,x) = v ( t , # , x ) ) 
i/>(0, x) = x. 

(1 .3 ) 

On peut maintenant établir les familières équations d'Euler. 

Théorème 1.2.1 Soient tp une évolution d'un fluide parfait incompressible et v le 
champ de vecteurs de divergence nulle associé à tp par (1.2). Il existe alors une distri
bution tempérée p telle que, si Von pose v • V = £f=1 vldi, on ait 

dtv + v • Vv = - Vp. 

Supposons que tp soit une évolution d'un fluide parfait incompressible. D'après la 
définition 1.1.3, la proposition 1.1.1 et la relation (1 .1) , on a, pour tout a G Co°(]to, h[) 
et tout champ de vecteurs de divergence nulle r G C°°([t0, ti];5(Rd; Rd)), 

•ti 

to rd 
dtip(t, x)dt{a(t)r(t, il)(t, x)))dtdx = 0. 

Or, d'après ( 1 .3 ) , il vient 

ti 

to rd 
v(t, Mt, x))dt(a(i)T(t, ip(t, x)))dtdx = 0. 

Une intégration par parties en t assure 

•ti 

to rd 
dt{v{t, ^(t, x)))a(t)r(t, V(t, x))dtdx = 0. 

Etant donné que dt(v(t,ip(t,x)) = (dtv + v • Vv ) ( i , ^ , a : ) ) , et que ip(t) est un difféo-
morphisme préservant la mesure, il vient, pour tout a G C ^ Q Ê O ^ I D et tou^ champ de 
vecteurs de divergence nulle r, 

•ti 

'to rd 
(dtv + v • VÎ;)(£, x)ct(i)T(t, x)dtdx = 0. (1 .4 ) 
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PRÉSENTATION DES ÉQUATIONS 

Comme dtv + v • Vi' est une fonction continue du temps, on a, pour tout champ de 
vecteurs r de divergence nulle et pour tout temps t 

Kd 
{dtv + v • Vv)(i, x)r{t, x)dx = 0. (1.5) 

La première partie du théorème va maintenant résulter de la proposition suivante, 
qui est des plus classiques en théorie des distributions. 

Proposition 1.2.1 Soit w un champ de vecteurs à coefficients distributions tempérées. 
L'existence d'une distribution tempérée p telle que w = Vp équivaut à la nullité du 
rotationnel de w, c'est-à-dire aux relations djW1 = divJ. 

La démonstration de cette proposition est un exercice de théorie des distributions. 
Donnons-nous une fonction /0 indéfiniment différentiable à support compact de la va
riable réelle d'intégrale 1. Supposons que la dimension d vaille 1. On définit alors, pour 
0€Co°°(R), 

o (o)(x) = •x 

—oo 
o(y) -

•00 

'— oo 
<MW) Mv))dy. 

Il est clair que ${dx4) = j et que $(0) est une fonction indéfiniment différentiable à 
support compact. Mieux, l'application $ définie ci-dessus est une application linéaire 
continue de «S(R) dans lui-même. En effet, si x < —A, avec A strictement positif, alors, 

|*(*)(x)| < 
x 

—oo 
\<Kv)\*y + 

oo 

-00 
o(y)dy x 

'—00 
\Mv)\dy. 

Si —x est strictement positif, on a donc, pour tout entier N plus grand que 2, 

o(y) dy < OO 

—X 

supy6R(l + |t/|)"+1Wy)| 
(1 + |y'|)N+1 

+|O|L1 supweR(l + M)"+U(2/) | 
(1 + \y>\)N+i 

dy'. 

En posant 
NN (O) = |O| L1 + sup 

yeRd 
l(l + |y|)"+10(»)|, 

il vient 
\x\Nm4>){x)\ < CNN{<t>). 

Or, comme 
OO 

— OO 
m -

•OO 

-oc 
<P(y'W)My))dy = 0, 

le même raisonnement est valide pour x strictement positif. Le fait que 

dM4>) = 4>-fo 
oo 

-oo 
o(y)dy 

achève la démonstration de la continuité de $ sur <S(R). 
Soit w une distribution tempérée sur R ; on définit alors p par 

< p ,0 > = - < w, $(</>) > . 

11 
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Comme $ est une application linéaire continue de <S(R) dans lui-même, p est une 
distribution tempérée. De plus, 

<dxp,<t>> = - < p, dx(p > 

= < w, $(dx<t)) > 

= < w,<t> > . 

D'où le résultat en dimension d = 1. 
Supposons maintenant le résultat vrai en dimension d < k — 1. Soit w un champ 

de vecteurs à coefficients distributions tempérées sur R* vérifiant les hypothèses de la 
proposition. Grâce à l'hypothèse de récurrence, on définit alors la distribution tempérée 
7r sur Rfc_1 par 

< din,6 >=< wx,fo®0> . 

On peut alors définir la distribution tempérée sur Rfc par 

< p, <t> >= - < w\ > + < 7T, 
'OO 

—oo 
<p{yi)dy1 >, 

avec $fc(<£)(x) = $(</>(•, £2, • • • H suffit maintenant de vérifier que dip = tu*. 
Tout d'abord, 

<d1p,4>> = < w1, $*(di</>) > - < 7T, 
roo 

—oo 
d\<t>{y\)dyi > 

= < w1,(p> . 

Si z > 2, on a 

<dip,<f>> = + < w \ > - < 7T, 
•oo 

-oo 
di(f>{yi)dyi > 

- <diw\$k(<f>)> + <di7r, oo 

—oo 
<t>{y\)dyi > 

< w\di$k{<t>) > + <</o^, fo 
'OO 

—OO 
</>(yi)dyi > 

< w\di$k{<t>) > + < < / o ^ 
oo 

—oo 
<t>(y\)dyi > 

<w\(f>> 

D'où la proposition. On peut en déduire trivialement les deux corollaires suivants : 

Corollaire 1.2.1 Soit w un champ de vecteurs à coefficients distributions tempérées 
tel que, pour tout champ de vecteurs u de <S(Rd;Rd) de divergence nulle, on ait 

< w,u >= 
i 

< w\ux > = 0. 

// existe alors une distribution tempérée p telle que w = Vp. 

Corollaire 1.2.2 Soit w un champ de vecteurs de divergence nulle sur R2 dont les 
coefficients sont des distributions tempérées. Il existe une distribution tempérée f telle 
que 

w 
let V 1 / = ( - & / , < > ! / ) . 

12 



PRÉSENTATION DES ÉQUATIONS 

Pour démontrer le premier corollaire, on considère une fonction j de l'espace S(R ). 
Lorsque i et j sont deux entiers positifs distincts inférieurs à d, on considère le champ 
de vecteurs u dont la jème composante est dij, la ième —djj, les autres étant identi
quement nulles. Il est clair que u est un champ de vecteurs de divergence nulle. Donc 
par hypothèse 

< w, u > = < uP, di<t>> - < w\ dj(p > 

= < djW1 - diUp, <j> > 

= 0. 

Il en résulte que djW1 — diUp = 0 ; d'où le corollaire 1.2.1 

Pour démontrer le second corollaire, on considère le champ de vecteurs de divergence 
nulle w = (—w2, w1). Il est clair que l'on a d\w2 — ch.wl = divtz; = 0. Il existe donc une 
distribution tempérée / telle que w = ( d i / , ^ / ) . D'où le corollaire 1.2.2. 

Revenons à la démonstration du théorème 1.2.1. Il résulte clairement du corol
laire 1.2.1 ci-dessus et de la relation (1.4) que si ip est une évolution d'un fluide parfait 
incompressible, alors le champ de vitesses associé à r/;(t) par (1.2) vérifie 

+ Vv = - V p . (1.6) 

Réciproquement, soit v un champ de vecteurs vérifiant la relation (1.6) ci-dessus. 
On considère alors le flot tp de v défini par (1.3) et 6 un quelconque accroissement 
infinitésimal en Alors, on a 

t1 

ho rd 
dtii){t, x)dt0(t, x)dtdx = -

•ti 

rd rd 
d^(t1x)6(tix) dtdx. 

La proposition 1.1.1 assure l'existence d'un champ de vecteurs de divergence nulle r tel 
que 6 = r(t, t/j(t, x)). Il en résulte que 

y 

to rd 
dt^(t, x)dt0(ti x)dtdx = 

'ti 

to rd 
(VpVtpit, x))r(£, <0(*, x))dtdx. 

Pour tout temps t, le difféomorphisme ip(t) conserve la mesure, ce qui conclut la démons
tration du théorème. 

Nous allons maintenant donner une formulation faible de l'équation (1.6). Cette 
formulation sera équivalente à celle de la relation (1.6) lorsque le champ de vecteurs 
solution sera suffisamment régulier. Néanmoins, il sera important d'avoir une formu
lation dite faible des équations, notamment dans le chapitre 6. Si v est un champ de 
vecteurs de divergence nulle continûment différentiable, on a v • Va = div(av) pour 
toute fonction a continûment différentiable. Il en résulte que 

dtv -h v • Vv = dtv + div v®v, 

où divv (8) v désigne le champ de vecteurs dont la ième coordonnée est Ylj=i dj(vlvj). 
D'où la formulation suivante des équations d'Euler. 

(E) 
dtv -H div v <g) v = - Vp 

div v = 0 
V\t=0 = VQ. 

13 
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1.3 Le tourbillon, la pression et la dimension 2 . 

Le tourbillon est la quantité clef pour comprendre le système d'Euler. Sur le tourbillon, 
transparaît très vite la différence capitale qu'il y a entre le cas où la dimension d vaut 
2 et celui où elle vaut 3. 

Définition 1.3.1 Le tourbillon d'un champ de vecteurs (ou vorticity en anglais) est le 
rotationnel de ce champ de vecteurs. 

Convention Lorsque la dimension est 2, on identifie les matrices antisymétriques avec 
les réels. Ainsi, on note 

U(v) = d\V - Ô2V 

le tourbillon de v. En dimension supérieure, on note 

Q(v) = (fîj(f))i<i,j<d avec Sl){v) = djVx - dit?. 

On omet de noter explicitement (v) en l'absence de toute ambiguïté. 

L'importance du tourbillon dans l'étude des solutions du système d'Euler incom
pressible (E) vient du fait qu'il détermine le champ des vitesses. En effet, on a 

äjv^djCliM + didjvi. 

Autrement dit, 
Av* = di div v + 

j 
djü). (1 .7) 

L'égalité ci-dessus entraîne immédiatement la proposition suivante. 

Proposition 1.3.1 Deux champs de vecteurs dont les coefficients sont des distributions 
tempérées et dont la divergence ainsi que le rotationnel coïncident, diffèrent d'un champ 
de vecteurs dont les coefficients sont des polynômes harmoniques. 

Dans le cas d'une solution du système (E), si l'on suppose en outre que le champ de 
vecteurs est nul à l'infini, il est alors exactement déterminé par son tourbillon. 

Considérons maintenant un champ de vecteurs v appartenant à l'espace <S(Rd). 
Désignons par Ed la solution fondamentale du laplacien nulle à l'infini si d > 3, c'est-à-
dire 

Ed(x) = - Cd 
\x\d~2 

avec Cd — 
2u(d+1/2) 

r ( ( d + l ) / 2 ) 

Si d = 2, Ed(x) désigne la fonction (2ir) log |x|. 
On Dose alors 

vi = 
k 

dkEd*nUv). 

Il vient alors 

m i = 
k 

{dkdiEd * (dkv1 - divk) - dkdiEd * № - djVk)} 

= 
k 

{dlEd*&V - djEi• didkv" - d2kEd*div> + djEd *didkvk}. 
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PRÉSENTATION DES ÉQUATIONS 

D'où fi(F') = ii(v). De plus, on a 

divi; = 
i,k 

didkEA + idkJ-diJ) 

= 0. 

Donc, en supposant par exemple que le champ de vecteurs v appartienne à S(R ) et 
soit de divergence nulle, on retrouve la fameuse loi dite de Biot-Savart : 

v*(x) = cd 

k 
rd 

x — V 

x-y\d 
Gi(y)dy. (1.8) 

Intéressons-nous maintenant à l'évolution du tourbillon. Pour cela, difïérentions le 
système d'Euler (E). Il vient alors 

dtdjV* + 
d 

k=1 
djdkivW) = -^p. (1.9) 

En prenant la partie antisymétrique de la matrice définie par les relations ci-dessus, il 
vient 

Gi(y - dy). + Gi(y - dy). + Gi(y)dy. + 
d 

fc=L 

{djvkdkvi-divkdkvj) = 0. (1.10) 

Or, on a 
djifidkv* - diVkdkvj = (djvk - 3^)8^ + {d^ - 8^)3^. 

D'où il vient 
òtto) + v • Vfi} -h (fi • Vv)j = 0 

en posant 

(fî • Vv)} = 
d 

K=1JFE=L 

Gi(y)dy. - Gi(y)dy. 

Ainsi, en dimension quelconque, 

dtn + v • Vf* -h fi • Vv = 0, (1.11) 

Remarquons que la matrice fi • Vv n'est rien d'autre que la partie antisymétrique de la 
matrice (Vf)2. 

Mais, lorsque la dimension d vaut 2, il résulte de (1.10) que 

dtu + v • Vu + ditMv2 -h dif2d2f2 - flbv^t;1 - d2v2d2v1 = 0. 

Il vient alors 
<9tu; -h v - Va; -h a; div v = 0. 

Comme ici la divergence du champ de vecteurs est nulle, on obtient la relation bien 
connue 

dtu + v • Vu; = 0. (1.12) 
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Cette relation est extrêmement importante. C'est sur cette relation que se distingue la 
dimension 2 de la dimension 3. Cette relation, associée à la nullité de la divergence du 
champ de vecteurs t», assurera que toutes les normes IP sont conservées. Ceci sera la 
clef de tous les résultats spécifiques à la dimension 2 que nous allons démontrer dans ce 
livre. Remarquons pour conclure, qu'en dimension deux, la loi de Biot-Savart s'écrit 

v = Vx(£2*u;). (1.13) 

Aux chapitres 5 et 6, nous aurons besoin, contrairement aux chapitres précédents, du 
concept d'énergie cinétique ; c'est-à-dire que nous aurons à estimer des normes L2 liées 
au champ de vecteurs solution du système d'Euler (E). Cependant, nous ne pourrons 
pas supposer que les champs de vecteurs que nous étudions sont d'énergie cinétique finie. 
Le bon cadre que nous précisons dès maintenant est l'étude de perturbation d'énergie 
cinétique finie de solutions stationnaires particulières. 

Définition 1.3.2 On appelle champ de vecteurs stationnaire et on note a, tout champ 
de vecteurs de la forme 

o = (-
i2 
r2 

rr 

0 
P9{P)dP, 

x1 

r2 
rr 

'0 
pg(p)dp où 0 € C n R \ { O » . 

On a la proposition suivante : 

Proposition 1.3.2 Tout champ de vecteurs stationnaire a est une solution indéfini
ment différentiable du système (E) dont le tourbillon est g(r). 

En effet, en posant 

/ (r) = r"2 
rr 

'0 
P9(P)dp, 

par définition de cr, on a 

a • Va = 
-x2/(r)ôx(-x2/(r)) + x1/(r)a2(-x2/(r)) 

-x2f(r)d^f(r)) + xlf{r)c\{xlf{r)) 

= - f2 (r) X1' 

X2 

= —V(/i(r)) avec h(r) = 
rr 

0 
pf(p)dp. 

Remarque 
Supposons que la fonction g soit positive, bornée, à support compact, et non identique
ment nulle. Il est alors clair que si |x| est assez grand, on a 

\a(x)\ ~ 
C 

\x\ 

En particulier, le champ de vecteurs a n'appartient pas à l'espace L2(R2;R2). Par 
exemple au chapitre 6, nous considérerons systématiquement des perturbations d'éner
gie cinétique finie de champ de vecteurs de type cr. Une telle classe de fonctions est 
suffisamment vaste pour contenir les données initiales aussi peu régulières que celle du 
type "nappe de tourbillon" (voir le chapitre 6). Nous allons en effet démontrer le lemme 
suivant. 
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Lemme 1.3.1 Considérons une mesure bornée ¿i telle que la mesure (1 + \x\)ii le soit 
aussi. Si en outre /1 appartient à H~l(R2), alors il existe un unique champ de vecteurs 
de divergence nulle v appartenant à a + L2(R2;R2) pour un certain champ de vecteurs 
stationnaire a et tel que lj(v) = \i. 

L'unicité est très facile à démontrer. Soient deux champs de vecteurs v et v' ap
partenant à un même espace a + L2(R2;R2) et ayant même tourbillon u. Du corol
laire 1.2.2 résulte l'existence de deux distributions tempérées / et / ' telles que v = V 1 / 
et v' = V-1/ ' . La distribution tempérée f — f est harmonique, donc c'est un polynôme. 
Les composantes du champ de vecteurs v — vf sont donc des polynômes. Or v — v1 est 
de carré integrable, donc v = v'. 

L'existence utilise l'hypothèse de décroissance à l'infini faite sur la mesure /x. On 
considère a un quelconque champ de vecteurs stationnaire tel que 

/R2 
w(o) = 

R2 
du. 

Par hypothèse, /2 est une fonction continûment différentiable dont la différentielle est 
bornée. L'inégalité des accroissements finis assure que 

\№ - Q(°№\ < c\t\ 
r2 

(l + W)d|/i|(x). 

La fonction 
№- 2№) - à(*№) 

est donc une fonction bornée sur R . D'où la définition suivante de v : 

v = <T + f-1(x№\(;\-2(№-à(°№) + ( i d - x ( 0 ) & r 2 ( / ï ( O -3 (<7 ) (0)) . 

Le fait que /x appartienne à H 1(R2) assure clairement le lemme. 

Grâce à ce lemme, nous pouvons maintenant présenter la définition suivante. 

Définition 1.3.3 Soit m un réel. On désignera par Em Vensemble des champs de vec
teurs de divergence nulle v du plan tel qu 'il existe un champ de vecteurs stationnaire a 
tel que 

/R2 
u(a) = m et v — a G L2. 

Le lemme 1.3.1 ci-dessus assure en particulier que E0 = L2. Il en résulte que l'espace 
Em peut se représenter comme a -f L2(R2; R2) et que, si a' est un autre champ de vec
teurs stationnaire tel que l'on ait 

/R2 
w(o) = 

R" 
w(o) , 

alors on sait que a -f L2 = a' -h L2. L'espace Em est donc, pour tout réel m, un espace 
affine dont l'espace vectoriel associé est L2. 
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Pour clore cette section introductive à la dimension 2, nous allons établir une for
mulation plus faible que celle de la section 1.2. Cette formulation encore affaiblie, outre 
son intérêt propre, sera l'une des clefs de la démonstration du théorème 6.1.1 sur les 
nappes de tourbillon. 

Pour cela, il nous faut calculer la pression. Utilisons la relation (1.9). En faisant la 
somme pour i = j dans (1.9), on obtient 

- Ap = 
d 

j,k=1 
djd^v"), (1.14) 

cette formule étant bien entendu valable en toute dimension. 
Nous avons choisi de supposer le fluide indéfiniment étendu dans tout l'espace à 

d dimensions, c'est-à-dire de travailler avec des fonctions définies sur tout Rd. Ainsi, 
en imposant des conditions de (dé)croissance à l'infini sur la pression, nous pourrons 
la déterminer à partir du champ de vecteurs solution des équations d'Euler. Nous 
reviendrons sur ce problème dans la section 2.5. 

Plaçons-nous à nouveau dans le cadre de la dimension 2 et considérons un champ 
de vecteurs v dans L°°([0,T];i?m) solution du système d'Euler (E). Par définition de 
l'espace Em, les produits du type v V appartiennent à L1 H- L2. Donc les distributions 
^x(vV) appartiennent à l'espace L°°([0,T]; L2 + L°°). Soit pf la fonction définie par 

p = - F-1 
1<i,j<2 

( i e r 2 6 № ( « V ) ) . (i.i5) 

Comme l'espace L2 + L°° ne contient la transformée de Fourier d'aucune distribution 
tempérée harmonique et non nulle, nous avons démontré l'assertion suivante : 

Proposition 1.3.3 Soit {v,p) une solution du système (E) appartenant à l'espace 
L°°([0,T];£:m) x L~([0,T];^-H£2 + £°°)). Si {v,pl) est aussi solution du système (E) 
et appartient au même espace, alors p = p' et la pression p se déduit du champ de 
vecteurs v par (1.15). 

On peut maintenant énoncer le théorème suivant : 

Théorème 1.3.1 Soient m un réel et v un champ de vecteurs de divergence nulle 
appartenant à l'espace LJ£.(R; Em). Les trois conditions suivantes sont équivalentes. 

(i) Il existe p G L£(R;<S'(R2)) telle que Txp G L£.(R; L2 + L°°) et telle que (v,p) 
soit solution du système (E). 

(ii) Il existe q € L^(R;«S'(R2)) telle que Txq G L£.(R; L2 -h L°°) et telle que (v,p) 
soit solution du système 

dtv + 
1 

a 

<9i 2d2 ' 
—di 2d\. 

(v1)2 - (v2)2 
vlv2 

= -Vq. (1.16) 

(iii) Le champ de vecteurs satisfait 

dtv + A(D) 
V ) 2 - ( v 2 ) 2 

v1v2 = 0 (1.17) 

en définissant A(D) par 

A(0 = i 
-£?ЫГ2 Ы £2 - Ш"2 £?ЫГ2 
- £ ? Ы Г 2 Ы£2 - Ш " 2 . 
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La démonstration du premier point du théorème est très simple. On commence par 
remarquer que 

divv <8>v + Vp = divv <8>v - -V(|v|2) + -V(|v|2). 

Il est clair que ^"(|u|2) appartient à l'espace L2 + L°°. La suite de calculs ci-après suffit 
à conclure. 

2divv®v- V(M2) = 
2dl{v1)2 + 2Ô2(vlv2) - di(v1)2 - d!(v2)2 
2d1(v1v2) + 2W)2 - Mv1)2 - Mv2)2 

= 
2d2{vlv') + d1{viy-d1{viy 
2dAvlv2)-d2(v1)2 + d2(v2)2 

= di 25i2 
—¿?2 2д\ 

(v1)2 - (v2)2 
vlv2 . 

Pour démontrer le second point de ce théorème, on utilise bien entendu la proposi
tion 1.3.3 ci-dessus. Notons par A-1 l'opérateur de multiplication de la transformée de 
Fourier par —1£|-2. Cet opérateur définit un inverse à gauche du laplacien, c'est-à-dire 
que l'on a A_1A = Id. Il suffit alors de démontrer que, si p est la fonction définie 
par (1.15), alors 

B =f divv ® v + Vp = À"1 
(и1)2 - (и2)2 (и1)2 - (и2)2 
(и1)2 - (и2)2 (и1) (и1)22 

(и1)2 - (и2)2 
vlv2 . 

Par définition de la pression (1.15), il vient 

B = 
diiv1)2 + fy^v2) 
d1(v1v2) + d2(v2)2 

E ^ A - ^ d ^ v ) 
E ^ Â - ^ d ^ v ) . 

Comme A *A = Id, le champ de vecteurs B vaut 

Â"1 Ad^v1)2 + Ad2(vlv2) - Ôîiv1)2 - 2d2d2(v1v2) - dldl{v2)2 
Ad^(v2)2 + Ad^v2) - 8^{v2)2 - 2d1Ô2{v1v2) - dfdiiv1)2 . 

En écrivant que A = d\ + df, on trouve que B vaut 

À"1 didïiv1)2 - d&iv'v2) - didliv2)2 + d%{vlv2) 
d2d2(v2)2 - dxd2(vlv2) - fydfiv1)2 + dftuV) . 

On en déduit immédiatement que 

B = A-1 
d,d2 d2(d2-d2) 

-dfdi d1(d2-d2) 
(v1)2 - (T;2)2 

vlv2 . 

D'où le théorème. 
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1.4 Références et remarques 

Les deux premières sections de ce chapitre suivent les grandes lignes de la présentation 
de la mécanique des fluides exposée par V. Arnold dans [5]. Cette approche a été reprise 
par E. Ebin et J. Marsden dans [38]. Elle a connu récemment un regain d'intérêt 
sous l'impulsion des travaux de Y. Brenier et A. Shnirelman. Dans [18], Y. Brenier 
généralise la notion de solution en relaxant le problème variationnel posé. Dans [62], 
A. Shnirelman étudie l'aspect "variété riemannienne" du groupe des difféomorphimes 
préservant la mesure. De plus, D. Serre utilise dans [61] cette démarche pour modéliser 
les fluides compressibles. 

Dans la troisième section, les propriétés exposées sont tout à fait classiques, à l'ex
ception de la formulation faible spécifique à la dimension deux, clairement dégagée par 
J.-M. Delort dans [34] et implicitement contenue dans [37] et [2]. 
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Chapitre 2 

Théorie de Littlewood-Paley 

2.1 Découpage dyadique 

L'idée de base consiste à échantillonner les fréquences à l'aide d'un découpage de leur 
espace en couronnes de taille 2q, q décrivant l'ensemble des entiers naturels. L'intérêt de 
cette technique réside dans le comportement vis-à-vis de la dérivation des distributions 
tempérées dont la transformée de Fourier est à support compact. Si le support de u 
est inclus dans une boule de centre 0 et de rayon A, alors une dérivation coûte au plus 
À ; si le support de u est inclus dans une couronne de centre 0, de petit rayon rxA et 
de grand rayon r2À, notée C(0, rx\, r2A), alors une dérivation coûte exactement A. Plus 
précisément, on a le lemme suivant : 

Lemme 2.1.1 Soit (ri,r2) un couple de réels strictement positifs tels que rx < r2. // 
existe une constante C telle que, pour tout entier k, tout couple de réels (a, b) tel que 
b > a > 1 et toute fonction u de La, on ait 

Supp u C B(0,riA) =» sup||dau||Lb < Ck\k+d^-b\\u\\La ; 
a—k 

Supp u C C(0,r!A,r2A) =» C-*A*|M|La < s u p ^ l ^ a < Ck\k\\u\\L«. 
a=k 

Soit (j) une fonction de Cq° valant 1 près de la boule de centre 0 et de rayon r\, désignons 
par g sa transformée de Fourier inverse. Il est clair que = 0(A-1£)t2(£). On en 
déduit alors que 

u(x) = Ad g(Xy)u{x - y)dy. 

Par dérivation, il vient, pour tout multi-entier a, 

dPuix) = Ad+|a| {&*g){\y)u(x-y)dy. 

On utilise alors l'inégalité de convolution bien connue suivante : 

ll/*flll^<ll/l|Lc||y||L. avec 
1 

c 
= 1 + 

1 1 
b a 

Il vient alors 
||0°u||i> < ^Xd(ï-^Wg\\L4u\\L.. 
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Or, on a les majorations suivantes : 

II^IU* < l l ^ l l i - + \\ff>g\\Li 

< 11(1 + 1 •|2)dô°ff||L-

< | | (Id-A)d(( .)»| |Li 
< Ck. 

D'où le premier point du lemme. Pour démontrer le second, nous allons utiliser, de 
façon très élémentaire, les techniques de l'analyse microlocale. Nous allons considérer 
des intersections de couronnes et de cônes dans l'espace des fréquences. 

Soit (0»)i<i<d une suite de fonctions indéfiniment différentiables sur Sd_1 vérifiant 
les propriétés ci-après. Pour tout i, le support de 0* est inclus dans l'ensemble des £ 
tels que & ^ 0. La somme £¿0* vaut identiquement 1. On désignera toujours par 0* 
la fonction homogène de degré 0 sur Rd qui coïncide avec 0* sur Sd 1. On considère 
maintenant une fonction $ de Co°(Rd \{0}) valant 1 près de C(0, r*i, r2). Désignons par 
g sa transformée de Fourier inverse. Il est clair que = 0(A-1£)2(£). Par définition 
de la suite (0i)i<i<d, on a 

2 ( 0 = 
d 

T=l 

oi(r) 
o(x + c) 

ek 
H&i*№. (2-1) 

Posons </>t,fc(£) = £i *0t(O0(O 5 il est Que <t>î,k est une fonction indéfiniment différen
tiable dont le support est un compact ne contenant pas l'origine. Donc, si g^k — F~l<i>i,ki 
alors giM € <S(Rd). D'où 

Xku(x) = 
d 

1=1 

yf 9i,k(\y){Dku)(x-y)dy. (2.2) 

Il en résulte que À*||u||La < £f=1 ll0alUi||£>Nl|L'. Comme précédemment, on majore 
llpi.fclU1 P8^ Le lemme est ainsi démontré. 

Après avoir justifié son introduction, définissons maintenant une partition de l'unité 
dyadique. Nous l'utiliserons tout au long de ce livre. 

Proposition 2.1.1 Désignons par C la couronne de centre 0, de petit rayon 3 / 4 et 
de grand rayon 8/3.11 existe alors deux fonctions positives radiales x et <P appartenant 
respectivement à C Q ° ( B ( 0 , 4 / 3 ) ) et à CQ°(C) telles que : 

x ( 0 + 
q>0 

v(î-qZ) = l, (2-3) 

\p - q\ > 2 => Supp <p(2-"-) n Supp <p(2-p-) = 0, (2.4) 

q > 1 =>• Supp x n Supp <fi(2-q-) = 0, (2.5) 

siC = B(0,2/3) + C, alors C est une couronne et l'on a 

\p - q\ > 5 =• 2pC n 2«C = 0, (2.6) 

1 < X2 (E) + 

q>0 
^(2-"0 < 1. (2.7) 
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Fixons ensuite un réel a dans l'intervalle ] 1,4/3[ et notons C la couronne de centre 0, 
de petit rayon a~l et de grand rayon 2a. On choisit alors une fonction 0, radiale, à 
valeurs dans l'intervalle [0,1], indéfiniment différentiable, supportée dans C et valant 1 
près de C. 

Le point important est le suivant. Pour tout couple d'entiers (p, q) on a 

| p - q | >2=>2«Cn2pC = 0. (2.8) 

En effet, supposons que 2PC fl 2qC ^ 0, et que p > q. Il en résulte que 2P x 3/4 < 
4 x 2q+1/3, ce qui oblige p — q à être inférieur ou égal à 1. Posons maintenant 

5(f) = 
qEZ 

0(2-«£). 

D'après (2.8), cette somme est localement finie sur l'espace Rd\{0}. La fonction S est 
donc de classe C°° sur cet espace. Le réel a étant strictement supérieur à 1, 

qEZ 
2qC' = Rd\{0}. 

Comme 6 est positive et vaut 1 près de C, il résulte de la propriété de recouvrement 
ci-dessus que la fonction 5 est strictement positive. On pose alors 

y 
e 
s 

(2.9) 

Vérifions que <p convient. Il est évident que (p € Co°(C). La fonction 1 — £g>0<£(2 qÇ) 
est, d'après (2.8), de classe C°°. Or, vu le support de (/?, on a 

|E| > 4 

3 = 
x>0 

¥>(2-'£) = 1. (2.10) 

D'où les identités (2.3) et (2.4) en posant 

x ( 0 = i -
q>0 

¥>(2-'£). (2.11) 

L'identité (2.5) est une conséquence immédiate de (2.8) et de (2.10). Démontrons 
maintenant l'identité (2.6), qui nous sera utile dans la section 2.4. Il est clair que la 
couronne C est la couronne de centre 0, de petit rayon 1/12 et de grand rayon 10/3. 
Alors, il vient 

2PC n2qC^Hi=> 
•3 
4 

x 2 9 < 2 p x 
10 

3 
ou 

1 

12 
x 2P < 2e 

8 
3 . 

D'où la relation (2.6). 
Démontrons maintenant les inégalités (2.7). Comme x et <p prennent leurs valeurs 

dans l'intervalle [0,1], il est clair que 

x2(0 + 
9>0 

<^(2-*£) < 1. (2.12) 
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Minorons les sommes de carrés. La notation a = 6(2) signifiant que a - b est paire, on a 

l = (x(£) + So(f) + E,(f))2 avec 

Eo(0 = 
q=0(2),q>0 

WÇ) et E i (0 = 
ç=l(2),ç>0 

y(2-fs). 

Il en résulte que 1 < 3(x2(£) + £¡|(0 + Ei(0)- Or, d'après (2.8), il vient 

S?(0 = 
<7>0,<7=i(2) 

^2(2^f). 

D'où la proposition. 

Nous allons maintenant fixer les notations qui nous serviront dans toute la suite 
de ce livre. On choisit une fois pour toutes deux fonctions x et satisfaisant les 
propriétés (2.3)-(2.7). 
Notations 

h = T~ly et h = ^"_1x, 

A.1ti = x ( ^ = ^"1(x(Ofi(í)). 

si g > 0, AOT¿ = ^(2"9£))ÎX = 2qd h(2qy)u(x - y)dy, 

si q < - 2 , AÇÎZ = 0, 

Squ = 
p<q-l 

Apu = x{î~qD)u = h(2qy)u(x - y)dy. 

Maintenant, nous allons faire opérer ce découpage sur les distributions tempérées, c'est-
à-dire voir en quel sens on peut écrire 

Id = 
9 

A , . 

Proposition 2.1.2 Soit u € <S'(Rd). On a alors, au sens de la convergence dans Ves-
pace S'{Rd), 

u = lim Sau. 
GOO 

Soit / e <S(Rd). On a < u — Squ, f >=< u,f — Sqf >. Il suffit donc de démontrer que 
l'on a, dans l'espace <S(Rd), 

/ = limSg/. 
QOO * 

La topologie usuelle de l'espace <S(Rd) peut être définie par les semi-normes 

A^a( / ) = sup(l + | f | r | d ° / ( 0 | . 

D'après la formule de Leibnitz, il vient 

NnAf - sqf) < sup 
fdd 

(1 + I î l ) n ( | l - X ( 2 - Î 0 | x | 0 ° / ( 0 I ) 

+ 
0<(3<a 

Cf2-^l | (^x)(2-9£) | x r - " / ( f ) | ) . 
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Comme \ vaut identiquement 1 près de l'origine, il en résulte que 

NnAf - Sqf) < Ca2-« sup 
ß\<\<*\ 

Nn+1;B(f). 

D'où la proposition. 

2.2 Espaces de Sobolev 

L'appartenance aux espaces de Sobolev va se traduire par des propriétés de décroissance 
en q de la norme L2 de Aqu. Avant toute chose, nous allons rappeler la définition des 
espaces de Sobolev. 

Définition 2.2.1 Etant donné un réel s, l'espace de Sobolev d'indice s, noté H9(Rd) 
ou encore H3 en l'absence d'ambiguïté, est l'ensemble des u appartenant à S'(Hd) telles 
que 

ûeLUR") et (i + ß|2r/22(0eL2(Rd). 

Cet espace est bien entendu un espace de Hilbert muni de la norme 

m2 = 
rd 

(i + fc|2)'|fi(OladÉ. 

Proposition 2.2.1 L'application définie par 

<t> —• (u —>< U,<j) >) 

est un anti-isomorphisme de (H8)' dans H~s. 

En effet, on a 

< u, <t> > = (2?r)-d 
rd (i + Ki2)«s(0(i + iei2r*?(-Orfe-

L'application du classique théorème de représentation de Riesz conclut la démonstration 
de cette proposition. 

Lorsque s est un entier, le fait que la transformée de Fourier soit, à homothétie près, 
une isométrie de l'espace L2, assure que 

Hs = {u e L2/ Va G N<7 |a| < s,&*u G L2}. 

La norme | • \s est alors équivalente à la norme 

a/\a\<s 
I I * " * ) * -

Lorsque s est un réel positif non entier, on peut donner une autre définition de 
l'espace H3. Elle repose sur la proposition suivante. 
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Proposition 2.2.2 Si s est un réel de l'intervalle ]0,1[, alors H" est l'ensemble des 
fonctions u de L2 telles que l'intégrale 

Rd x Rd 
\u(x) — u(x + y)\2 

\y\d+2s 
dxdy 

soit finie. De plus, la norme 

'Rd x Rd 

\u(x) -u(x + y)\2 

\y\d+2s 
dxdy +\\u\\2L2 

i 
2 

est équivalente à la norme | • |5. 

La démonstration de cette proposition est simple. Posons ryu{x) = u(x + y). La 
transformation de Fourier étant, à une homothétie près, une isométrie de L2, on a 

I(u) déf 
RdxRd 

\u(x) — u(x + y)\2 

\y\d+2s 
dxdy 

= (2T)"d 
R" 

№)\2 R" 
| l - e - ^ l « ) p 

|y|d+2s 
dydÇ. 

Pour tout f non nul, le changement de variable z = |f \y assure que 

/R" 

1 - e-MU 

\y\d+2° 
dy=\Ç\2* 

IR" 

1 - e-i(z|ìtl 

\z\d+2° 
dz. 

L'intégrale apparaissant dans le terme de droite est une fonction homogène de degré 0, 
invariante par rotation ; elle est donc indépendante de f. Il en résulte que 

I(u) = c3 
rd 

|E|2s|u(E)2 sE.| 

La proposition 2.2.2 est ainsi démontrée. 
Cette définition est commode pour étudier les propriétés d'invariance par difféomor-

phisme. On appelera fc-difféomorphisme global une bijection ip de Rd dans lui-même 
dont les dérivées jusqu'à l'ordre k sont bornées et telle qu'il existe une constante C telle 
que \il;(x) - ip(y)\ > C\x - y\. 

Proposition 2.2.3 Soit ip un k-difféomorphisme global. Pour tout s tel que 0 < s < k, 
l'application ^ définie par 

* ( / ) = / o ^ 

envoie continûment H3 dans lui-même. 

D'après ce qui précède, il suffit de démontrer cela pour 0 < 5 < 1. Ceci résulte 
simplement de l'identité 

J{u) déf 
'KD x Rd 

\u(xP(x))-u(iP(y))\2 

\x _ y\d+2s 
dxdy 

= 
lnd x Rd 

\u(x) -u(y)\2 
\ip-l{x) - i)-l(y)\d+2s 

\àetip{^-\x)) \-l\( iet^-\y)) \- ldxdy 

< C 
RdxRd 

\u{x) -u(y)\2 

\x - y\d+29 
dxdy. 
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D'où la proposition. 
Une autre proposition très simple nous sera utile. 

Proposition 2.2.4 Pour tout réel s et pour toute distribution u appartenant à l'es
pace H3, on a, au sens de la convergence en norme dans l'espace H3, 

lim Snu = u 
N—»00 

Une fois remarqué que, pour tout £ de Rd, 

lim T{Snu - ti)(0 = 0 
n—*oo 

et que 
(1 + \tfY\HSnu - u№\2 < 2(1 + K|a)'|€(0|a, 

le théorème de Lebesgue assure la proposition voulue. 

Définissons maintenant une norme équivalente à la norme | • |s en terme de décom
position dyadique. Comme le support de la transformée de Fourier de Aqu est inclus 
dans la couronne 2qC, il est clair, d'après la définition de la norme sur H3 que Ton a 

1 
Cs + 1 

2q3\\Aqu\\L2 < \Aqu\3 < C^l2q3\\Aqu\\L2. (2.13) 

D'après la relation (2.12), il vient 

1 

3 
U\s< 2q3\\Aqu\\L2 < \Aqu\3 < C^l2q 

q>0 
^ ( 2 - ' i ) ( i + l f la) ' |ß(OI2«<H.. 

Grâce à (2.13), on a démontré la proposition suivante : 

Proposition 2.2.5 existe une constante C telle que l'on ait, pour tout réel s, 

1 
Cs+1 

u2 > 

q 

2q3\\Aqu\\L2 < \Aqu\3 < C^l2q 

Dans toute la suite, on notera 

\U\S = 
Q 

22H|A,U||2,)1/2. 

Le théorème suivant nous sera fort utile. 

Théorème 2.2.1 Soient C une couronne et B une boule. Il existe une constante C 
telle que l'on ait, pour tout réel s les propriétés suivantes. 

Soit (uq)qeN une suite de <S'(Rd) telle que Supp uq C 2qC. Si la série (2q3\\uq\\L2)qen 
est de carré sommable, alors 

u = 
Q 

uqeH3 et \u\29<C2^2 
q 

229,IWI£2. 

Soit (г¿q)gGN wne suite de«S'(Rd) telle que Supp uq C 2qB. Si la série (2qs\\uq\\L2)qe^ 
est de carré sommable et si s est strictement positif, alors 

u£H3 et \u\2s < 
ç2s+2 

S2 q 
22"IMIi2. 
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Il existe un entier N tel que l'on ait 

\p - q\ > N =• 2PC H 2qC = 0. 

D'où il vient que 
Aqu = 

IP-*|<at 
Aqup. 

L'inégalité triangulaire assure que 

l|Açti||L2 < 
Aqup. 

Aqup. 

On en déduit que 

q>0 
2*°\\&qu\\l2 < 

\p-q\<N 
22(g-p)S22P*||^||22 

< 
p>0 

22p3hP\\h 
*/\v-q\<N 

22(q-p)s 

L'application de la proposition 2.2.5 conclut alors la démonstration du premier point 
du théorème. 

Pour démontrer le second point, notons d'emblée que la série (uq)qe^ est une série 
absolument convergente dans l'espace L2. Le support de la transformée de Fourier de 
uq étant inclus dans 2qB, il existe un entier N tel que 

Aqup. 
p/p>q-N 

Aqup. 

Il vient alors 

2*s||A0u|U < 
p/p>q-N 

Aqu + + p. 

< 
p/p>q-N 

2(*-p)52pa||up||L2. 

Le réel 5 étant strictement positif, on a : 

q 
2i9S||A,«||k 

1 2 
< 

2»s 

1 - 2~s p 
22psIKIli* 

1 2 

, 

ce qui conclut la démonstration du théorème. 
Comme première application de ce théorème, nous allons démontrer la proposition 

suivante. 

Proposition 2.2.6 Soit k un entier supérieur ou égal à 1 et s un réel strictement 
supérieur à k/2. L'espace Hs(Rd) est inclus dans l'espace des fonctions continues et 
nulles à l'infini sur R*, à valeurs dans Hs~î(Rd_fc). De plus, il existe une constante 
C telle que, pour toute fonction f de Hs(Rd), on ait 

II/II L°°{Kk;Ha-^(Rd-k)) -
cs 

s- k/2 
1/1*. 
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Soit <fr une fonction indéfiniment différentiable à support compact, nulle près de l'origine 
et valant identiquement 1 près du support de 0. On pose 

Àç = 4>(2~qD). 

Pour toute fonction / de H3, on a 

Aqf(x',x") = 
rd 

Z>dh(2«(x' - y',x" - y"))\f{y\y")dy'dy". 

L'inégalité de Schwarz assure que 

| A , / ( x ' , x " ) | < 2 ' d 
/R* x R"-k 

h(2"(x'-y',x"-y"))\dy'dy" 
1 
2 

X 
/RFC x RD-FC 

h(2"(x'-y',x"-y"))\dy'dy" h (2"(x'-y',x"-y") )\dy'dy" 

Il en résulte immédiatement que 

| A , / ( x ' , i " ) | <2«d/2 
R* x R*-* 

| ft ( 2 V - y',x" - y")) \ x | A , / (y',î,") |2 W 
1 2 

L'intégration de cette inégalité sur l'espace Rd k conduit à la suite de calculs ci-dessous. 

rd-k 
\&Qf(x',x")\2dx" < 2qd 

rd rd- f 
\h(2q(x' - y\ z"))\dz") \Aqf(y\ y")\2dy'dy" 

< 2*FC||AQ/||!2. 

Or, par défintion de 0, on sait qu'il existe un entier N tel que 

i i â j i l * < 
\p-q\<N 

l |AP/ | | I2 . 

On en déduit l'existence d'une constante Cs telle que, pour toute fonction / , il exite 
une suite (cq)qefq dont la somme des carrés vaille 1 et vérifiant 

I |AJ(^0IIl2(R<-*) < C,c,2-*<s-£>|/|,. 

Or, comme 

(^Aqf)(x',a = 
i 

(2TT)* Jr* 
h(2"(x'-y',x" -y"))\dy'dy" 

le support de la transformée de la fonction JrX"J\qf{x\ •) est inclus dans une boule de 
type 2qB. D'où l'inégalité voulue. La densité des fonctions de S(Rd) dans H3 permet 
d'achever la démonstration. 
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2.3 Espaces de Holder 

Avant toute chose, nous allons rappeler la définition classique des espaces de Hôlder. 

Définition 2.3.1 Soit r un réel strictement positif non entier. 
Si r appartient à l'intervalle ]0,1[, on désigne par Cr(Rd), ou bien par Cr en 

Vabsence d'ambiguïté, l'espace des fonctions u bornées sur Rd telles qu'il existe une 
constante C vérifiant, pour tout x et y de Kd, 

\u(x)-u(y)\ < C | x - y | r . 

Sir > 1, on désigne par Cr(Rd), ou bien par Cr en l'absence d'ambiguïté, l'espace 
des fonctions u telles que, pour tout multi-entier a de longueur plus petite que la partie 
entière de r, notée [r], on ait 

ff*ueCr-[r*. 

Il est clair que la norme 

Mir = 
a/\a\<[r] 

||3°ti||L» -h sup 
I d V x î - ô M î / ) ! 

IdVxî- IdVxî-

munit l'espace Cr d'une structure d'espace de Banach. 
Comme dans le cas des espaces de Sobolev, la première des choses à faire est de 

définir une norme équivalente à la norme || • ||r. Néammoins, il faut remarquer que nous 
nous sommes pour l'instant limités à des espaces d'indice strictement positif et non 
entier. Nous verrons que définir des espaces de Hôlder d'indice quelconque est utile. 
L'analogue de la proposition 2.2.5 est la suivante. 

Proposition 2.3.1 existe une constante C telle que, pour tout réel strictement positif 
non entier r et toute fonction u appartenant à Cr, on ait 

sup29r||Agix||Loo < 
çr+1 

M! 
IMIr-

Soit B une boule de R . // existe alors une constante C telle que, pour tout réel r 
strictement positif non entier, on ait la propriété suivante : 

Considérons une distribution tempérée u telle que 

u = 
q>0 

uQ avec Supp uq C 2HB. 

Si la suite {2qr\\uq\\ioo)qe^ est bornée, alors 

Nlr < c 
i 

<r - [r\ 
+ 

1 

[r] + 1 - r 
sup 2*luJ|Loo. 
q>0 

Pour démontrer le premier point, on commence par écrire l'opérateur Aq sous forme 
intégrale, ce qui donne 

Aqu(x) = 2«d h(2\x - y))u{y)dy. 
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Le fait que la fonction <f soit identiquement nulle au voisinage de l'origine entraîne, par 
définition de h, que tous les moments de cette fonction sont nuls, c'est-à-dire que, pour 
tout rnulti-entier a, 

xah(x)dx = 0. 

D'où il vient 

Aqu(x) = 2qd H(V(X-Y))(U(Y)-
M 

k=1 

1 

k! 
Dku(x)(y - x){k))dy. (2.14) 

Une formule de Taylor à l'ordre [r] entraîne que 

u(y) -
M 

fc=l 

1 
fc! 

Dku(x)(y - x){k)dy 

= 
•Î 

0 

d - m-1 

[ r - 1 ] ! 
(I?Wti(x + T(Y - x)) - D^u{x)) • {y - x)(W>A. 

Le fait que les fonctions dPu soient dans l'espace Cr M assure que l'on a 

u(y) -
M 

k=1 
- £ > V x ) ( y - < ^\y - x\r\\u\\T. 

Il résulte alors de (2.14) 

|A,«(x)| < 
(1 

[T] 
2*\\U\\R \X-Y\T\H(?{X-Y))\DY. 

Ceci démontre le premier point de la proposition. 
Le second point est une généralisation de la réciproque du premier. Remarquons 

tout d'abord que H^Hl00 < C2-9r. Ceci entraîne, d'après le lemme 2.1.1, que la série 
(dauq)qe^q est convergente dans l'espace L°°, et ce pour tout mufti-entier a de longueur 
plus petite que [r]. On a donc 

&*u € L°° et II^Hloo < Csup29r||tzg||Loo. (2.15) 
q>o 

Il nous reste donc à étudier le cas des dérivées partielles d'ordre [r]. Pour ce faire, on 
écrit 

|dQu(x) - < 
N-l 

q=0 
| d % ( x ) - d % ( y ) | + 

q>N 
l&'Uqix) -iVUqiy)]; 

l'entier N sera choisi judicieusement plus tard. On majore le premier terme de la somme 
en appliquant l'inégalité des accroissements finis ; d'où 

\&>Uq(x)-&*Uq{y)\<C\x-y\ SUP | |D%||LOO. 
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D'après le lemme 2.1.1, on a 

| д % ( х ) - з < Ч ( у ) | < C|x-2/ |2-^-^- l )sup2^| |^ | |Loc. (2.16) 
q>0 

Les termes de la seconde somme s'estiment brutalement, c'est-à-dire que l'on écrit 

\&*uq{x) - &*uq{y)\ < 21-* sup2^||îxq||Loo. 
o>0 

Il vient alors, en utilisant (2.16), 

\&*u(x) - ff*u(y)\ < C(sup2^||^||Loc) 
g>0 

N 

q=0 
2-9(r-[r]-l)|x_ | + 

q>N+1 

2-9(r-[r]A 

D'après (2.15), on peut supposer que \x — y\ < 1. En posant 

JV = [- log2 | x - » | ] + l, 

l'inégalité ci-dessus conclut la démonstration de la proposition. 

Comme nous le verrons dans la suite, il n'est pas sans intérêt de considérer l'espace 
des dérivées, bien sûr au sens des distributions, de fonctions de l'espace Ca lorsque a est 
un réel de l'intervalle ]0,1[. Etre capable de décrire simplement ces espaces en termes 
d'estimations sur les ||Agîz||Loo sera utile. On posera donc la définition suivante. 

Définition 2.3.2 Soit r un réel, on désigne par Cr l'ensemble des distributions tempé
rées aui vérifient 

\\u\\r = mp2qr\\Aqu\\Loo < o o . 
q 

Il est tout à fait clair que ces espaces forment une chaîne décroissante d'espaces conti
nûment inclus les uns dans les autres. De plus, la proposition 2.3.1 assure que, lorsque r 
est un réel strictement positif non entier, cette définition coïncide avec la définition 2.3.1. 

C'est un exercice très facile laissé au lecteur que de démontrer que la norme || • ||r 
munit l'espace CT d'une structure d'espace de Banach. La proposition suivante complète 
l'analogie avec les espaces de Sobolev étudiés dans la section précédente. Elle permet 
en outre d'affirmer que, si l'on choisit une autre décomposititon dyadique, on trouve le 
même espace CT muni d'une norme équivalente. 

Proposition 2.3.2 Soit C une couronne de Rd. Il existe alors une constante C telle 
qu'étant donnés un réel r et une série (uq)qest convergente vers u dans <S'(Rd) et 
vérifiant Supp uq C 2qC, on ait 

sup 
q>0 

2<?rKIU~ <oo=>u G Cr et \\u\\T < C|r|+1 sup 
q 

2<rlWU~. 

Il faut majorer ||APu||loo. Vu les hypothèses sur le support de la transformée de Fourier 
de uq, il existe un entier N tel que 

APu = 
q/\p-q\<N 

ApUq. 
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Comme ||ApuQ||£,C» < H^Hl*5* il vient 

l|Apu||Loo < 

q p-q </V 

||TX«|Uoo. 

De plus, le fait que \p — q\ < N entraîne que 2q < C2P. D'où la proposition. 
On peut en déduire immédiatement le corollaire suivant. 

Corollaire 2.3.1 Pour tout réel s, Vopérateur d01 envoie C8 dans CS~'A'. 

Enonçons maintenant les classiques inclusions de Sobolev. 

Proposition 2.3.3 Pour un quelconque réel s, l'espace Hs est continûment inclus dans 
l'espace Cs~d/2. 

Démontrer cet énoncé est très simple. Comme le support de la transformée de Fourier 
de Aqu est inclus dans la couronne 2qC si q > 0 et dans B(0, A:0) sinon, il vient, d'après 
le lemme 2.1.1, 

| |A,«|U- < C^2\\Aqu\\L,. 

Une fois remarqué que la norme £2 d'une série est plus grande que sa norme £°°, il suffit 
d'appliquer les propositions 2.3.2 et 2.2.5 pour achever la démonstration. 

Nous avons jusqu'à présent observé une relative discrétion quant aux cas des espaces 
de Hôlder d'indice entier positif. Nous devrons cependant apprendre à les fréquenter 
quelque peu. Nous les verrons apparaître au chapitre 5. Avant tout, nous nous confor
merons à l'usage voulant que, pour marquer leur étrangeté, on les note C*. Remarquons 
tout d'abord que l'espace L°° est inclus dans l'espace d'après lemme 2.1.1. Il en 
résulte évidemment que l'espace des fonctions bornées à dérivées kième bornées, noté 
Lipk est inclus dans C*. Cependant, cette inclusion est stricte. Des exemples impor
tants en relation étroite avec la mécanique des fluides seront détaillés au chapitre 3. 
Nous laissons donc en exercice la démonstration de la proposition suivante. 

Proposition 2.3.4 La distribution g définie sur R par 

g{x) = 
00 

q=0 
ei2q* 

appartient a C ; sans appartenir à L°°. 

Cependant, cette non-inclusion est relativement douce au sens suivant. 

Proposition 2.3.5 i7 existe une constante C telle que, étant donnés un réel e de l'in
tervalle ]0,1[ et une fonction f appartenant à l'espace de Hôlder Ce, on ait 

ll/IU- < 
c 

E 
l/llolog e + 

|f|E 

/ 0 
. 
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Pour démontrer cette proposition, on écrit / comme somme des Aqf. D'où la majora
tion suivante : 

ll/IU- < 
q<N-l 

IIA./IU-. 
q<N 

IIA./IU-. 

En utilisant la définition des normes hôlderiennes, il vient, pour tout entier strictement 
positif N, 

ll/IU» < ( jv + i)||/||0 + 
IIA./IU-. 

2 e - 1 
Il/Ile-

En choisissant 

N = 1 + 
1 

E 
LOGO 

Il/Ile 
ll/llo , 

il vient 

ll/IU- < 
c, 
E 

/ o 1 + log 
/ c 

ll/llo 
, 

D'où la proposition. 
Nous allons maintenant étudier un peu plus précisément l'espace C*. 

Proposition 2.3.6 L'espace Cl est l'espace des fonctions bornées u telles qu'il existe 
une constante C qui vérifie, pour tout x et y dans Rd, 

\u(x + y) + u(x — y) - 2u(x)\ < C\y\. 

Supposons que la fonction u appartienne à C*. Considérons alors un point y de Rd 
dont la distance à l'origine est inférieure à 1. En utilisant la décomposition dyadique 
de l'espace des fréquences et l'inégalité de Taylor à l'ordre 2 entre y et 0, il vient, 

\u(x + y) + u{x -y)- 2u{x)\ < C\y\2 

q<N 
||2?2Aflti||L-o+4 

q>N 
l|Agu||L~. 

Le fait que u appartienne à Cl, joint à l'application du lemme 2.1.1, assure que 

\u(x + y) + u(x -y)- 2u{x)\ < C\\u\\i \yf 
q<N 

29 + 4 
q>N 

2-q) . 

Donc, à nouveau en choisissant N = [— log2 y] -h 1, on obtient 

\u(x + y) + u(x -y)- 2u(x)\ < C||ti||i|y|. 

Réciproquement, choisissons une fonction u telle que, pour tout y dans R , on ait 
\u(x + y) + u{x - y) - 2u(x)\ < C\y\. Il s'agit de majorer ||A9n||Loo. Le fait que la 
fonction <p soit radiale, donc paire, entraîne que 

2qd(h(2q-)*u)(x) = 2qd h(2qy)u{x -h y)dy. 

Le fait que (p soit nulle près de l'origine assure que h est d'intégrale nulle. Donc, on a 

2qd(h(2q')*u)(x) = 2qd-1 h(2qy)(u{x + y) + u{x -y)- 2u{x))dy. 
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Comme la fonction z »-+ est integrable, on a 

\\Aqu\\L~ < C 2 - « sup 
ye Rd 

\u(x + y) + u(x - y) - 2u(x)\ 

Ivi 

D'où la proposition. 

Les propriétés que nous démontrerons dans la section 5.2 laissent à penser que la 
proposition ci-dessous n'est pas sans intérêt. 

Proposition 2.3.7 // existe une constante C telle que, pour toute fonction u de Cl et 
pour tout x et y de Kd tels que \x — y\ < 1, on ait 

\u(x) - u{y)\ < C\\u\\i\x - y|(l - log \x - y\). 

La démonstration est très semblable à celles qui précèdent. On écrit 

\u(x)-u(y)\ < C\x-y\ 
q<N 

2*||Agti||L-o+C 
q>N 

l|A*ti||Loo. 

Il vient alors, par définition de C], 

\u(x) - u(y)\ < CWuWMN + Dix - t/l + 2N). 

En prenant, comme précédemment, N = [— log2 |x—y|] + l, on conclut la démonstration 
de la proposition. 

2.4 Calcul paradifférentiel 

Dans cette section, on va s'intéresser à la façon dont opère le produit dans les espaces de 
Sobolev et de Hôlder. Bien sûr, nous allons utiliser le découpage dyadique de l'espace 
des fréquences ainsi que les caractérisations des espaces de Sobolev et de Hôlder exposées 
dans les sections précédentes. 

La façon de les utiliser est la suivante. Etant données deux distributions tempérées 
u et v, on écrit 

u = 
p 

Anu et v = 
Q 

Aqv. 

De manière formelle, le produit, lorsqu'il existe, va s'écrire 

uv = 
P,<7 

¿\vuAav. 

On va maintenant introduire la décomposition de Bony, décomposition qui reconnaît 
trois parties dans le produit uv ; la première relative aux termes où les fréquences de 
u sont grandes devant celles de v, la deuxième relative aux termes où les fréquences 
de v sont grandes devant celles de u et enfin la troisième relative aux termes où les 
fréquences de u et de v sont de taille comparable. Plus précisément, nous allons donner 
les définitions suivantes. 
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Définition 2.4.1 On appelle paraproduit de v par u et on note Tuv l'opérateur bi-
linéaire suivant : 

Tuv = 
p<q-2 

Ar>uAav = 

q 

Sq-1uDqv. 

On appelle reste du produit uv et on note R(u,v) l'opérateur bilinéaire symétrique 
suivant : 

R(u,v) = 
b-q[<1 

llpUAqV. 

Il est immédiat, par définition des opérateurs de paraproduit et de reste, que Ton a 

uv = Tuv + Tvu + R(u, v). (2.17) 

De l'étude précise de la façon dont paraproduit et reste opèrent dans les espaces de 
Sobolev et de Hôlder, va se dégager quelques principes généraux facilement énonçables : 

• Le paraproduit est toujours défini pour deux distributions à support compact et 
la régularité de Tuv est principalement déterminée par celle de v. 

• Le reste par contre n'est pas toujours défini, mais lorsqu'il l'est, les régularités de 
u et de v s'ajoutent pour déterminer la sienne. 

Passons maintenant aux énoncés précis. 

Théorème 2.4.1 II existe une constante C telle qu'en désignant par C(A, B) la norme 
usuelle des applications linéaires continues entre les espaces vectoriels normes A et B, 
les opérateurs T et R précédemment définis vérifient les propriétés suivantes. 

Va, ||T||C(LooxC*;C*) < C|s| + 1 

Vs, ||i \\c{L°°xH>\Ha) < C|s| + 1 

V(s,t)/t < 0, \\T ||£(Ctx/fa;tf*+*) < 
£|*+t|+l 

-t 

V(s,t)/t < 0, 1̂  ||£(CtxC«;C'+*) < 
< C|s+t| + 1 

-t 

V(3,t)/s + t > 0, ||-R||£(CtxC*;C«+') < 
< C|s+t| + 1 

S + t 

V(sit)/s + t> 0, ||#||£(C7txtf«;ff'+t) < 
< C|s+t| + 1 

s + t 

V(s,t)/s + t > 0, WRWciHtxH'tf'+t-*/2) < 
< C|s| + 1 

5 4-1 - d 2 

V(a,c)/c>0, \\R\\c(H-»xH»;H-d/2-<) < C 

e 

Vu le travail effectué dans les sections précédentes, la démonstration de ce théorème est 
très aisée, à la seule exception des deux derniers points. 

D'après la relation (2.6), la transformée de Fourier du terme général du paraproduit 
est donc supportée dans 2qC'i où C est une couronne fixe. Il suffit alors de majorer des 
normes L2 ou L°° pour démontrer les propriétés d'opérance du paraproduit. D'après le 
lemme 2.1.1, on a 

IlSa-ltilIroo <C|MILoc. 
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Lorsque t est strictement négatif, on majore ||S«,_IM||loo différemment. Comme Sq-\u = 
Y,p<q-2 &pU, on P&r définition de la norme || • 

\W\v lL2 < Il V lb 

p<q-2 

2~pt < 
C 

-t 
2-«\\u\\t. (2.18) 

Les résultats relatifs au paraproduit découlent alors du théorème 2.2.1 et de la propo
sition 2.3.2. 

Etudions maintenant l'opérateur de reste. On peut écrire 

R(u,v) = 
q 

RQ avec iL = 
i 

i=-l 
Aq-iuAqv. 

Par définition de Aqi le support de la transformée de Fourier de Rq est inclus dans 
29B(0,24). Il suffit de majorer les normes L°° ou les normes L2. Comme 

\W\v < Il V l b 
i 

i=-l 
\W-iU\\Loo, 

il vient 

K l l * < \\\v\\v 
1 

l=-l 
2 - ^ | | t t | | t . 

Donc, on a 
IliyU* < C2-«\\u\\t\\Aqv\\L2. 

Il suffit alors d'apphquer le théorème 2.2.1 pour conclure. La démonstration dans le 
cas des produits d'espaces de Hôlder est strictement similaire et le résultat dans le cas 
des produits d'espaces de Sobolev se déduit immédiatement du cas des produits d'un 
espace de Sobolev et d'un espace de Hôlder d'après la proposition 2.3.3. 

Les deux derniers points sont un peu plus délicats. Les méthodes précédentes ne 
sauraient fonctionner car elles sont limitées au cas où l'indice de l'espace est stricte
ment positif. Cette difficulté impose de réutiliser le découpage dyadique de l'espace des 
fréquences. Il s'agit de majorer convenablement ||Apiîg||x/2. Pour cela, on revient à la 
définition de Ap par convolution. 

I i v y i * < 2 * 
1 

t=-l 
||/l(2"-)*(A<,_iUA,t;)|U2 

< 2^\\h(2"-)\\L, 
1 

t=-l 
WAq.iUAqVUi 

< 2^\\h(2"-)\\L f 
i 

¿=-1 
2<'-*>*||A,-1tt||L»2«t||A,t;||ia. 

Comme le support de tp est inclus dans la couronne C, il existe un entier N tel que 

q<p-N => Vi G {-1,0,1}, Ap{Aq-iuAqv) = 0. 
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Donc, en posant rp = 2p^t-d/2)\\ApR(u, v)||L2, il vient 

rp < (r1 • r2)p 

avec 

ri = 2-«(-+*) si g > - i V et 0 sinon, 

r2 = 
î 

i=-1 

2^-i)s||A,_iU||L22^||A,t;||L2. 

Une inégalité de Hôlder assure alors, via la proposition 2.2.5, que 

\R(u,v)\3+t-d/2 < 
£u+t+l 

s + t - d/2 
\u\s\v\t. 

La modification de la démonstration ci-dessus dans le cas où t = — 5 est un exercice 
laissé au lecteur. 

Nous allons maintenant déduire du théorème précédent les classiques estimations 
douces (ou tame estimâtes en anglais) relatives aux espaces de Sobolev et de Hôlder. 

Corollaire 2.4.1 II existe une constante C telle que, pour tout s strictement positif, 
on ait : 

\\uv\\3 < Cs+1(INUoc|H|3 + N|a||i;||Loc), 

M a < Cs+1(|H|Loc|i;|s + H5||t;||Loo). 

La démonstration est extrêmement simple. On utilise la décomposition (2.17) en para-
produit et reste 

uv = Tuv + Tvu R(u, v). 

Il suffit alors d'appliquer le théorème 2.4.1 ci-dessus. Puis, en se souvenant que, d'après 
la proposition 2.1.1, l'espace L°° est continûment inclus dans Cj, on conclut la démons
tration du corollaire. 

Se pose maintenant la question, triviale pour les espaces de Sobolev, de savoir si les 
multiplicateurs de Fourier opèrent dans la chaîne des espaces de Hôlder. La réponse est 
contenue dans le théorème ci-dessous. 

Théorème 2.4.2 Soit f une fonction indéfiniment différentiable sur Rd. Supposons 
Vexistence d'un réel strictement positif R et d'un réel m tels que, pour tout X > 1 et 
pour tout Ç tel que |£| > R, on ait f(\Ç) = Am/(£). 

Pour tout réel r, f(D) envoie continûment CT dans Cr~m et H8 dans H8~m. 
De plus, il existe une constante C telle que, pour tout réel r et tout réel p strictement 

inférieur à 1, on ait les deux propriétés suivantes : 

||[Ta,/(D)H|r_m+1 < CM+H+1||Va||L~||U||r et 

|[Ta,/(D)H_ra+i < Clrl+M+i||Va|U~Mri 

||[T0,/(£>)]«||r_m+p < 
£|r|+|m|+l 

1 - p 
IIVall^NIr et 

|[T0,/(D)HP_TO+, < 
£|r|+|m|+l 

1 - p 
I IVal l^K. 
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On considère un entier N tel que 2N~{ > R. Vu les propriétés du support de \ , 
l'opérateur \{2~N D)f{D) est un opérateur de convolution par une fonction de S. C'est-
à-dire que cet opérateur x(2~ND)f(D) envoie continûment tout espace de Sobolev dans 
tout autre et tout espace de Holder dans tout autre. Ce terme sera donc négligé dans 
la suite et on notera toujours f{D) l'opérateur (Id — \{2~N D))f(D). 

Vu la localisation du support de </? et l'homogénéité de / , il vient, pour tout entier 
positif q> N, 

f{D)Aq+Nu = 2 ( ^ ^ 1 ( ^ ( 2 ^ 0 / ( 2 - ^ j V O S ( 0 ) . 

D'où, en posant 0(£) = ip(2-NÇ)f(2-NÇ), on Peut écrire 

f(D)Aq+Nu = 2{q+N)m6(2-qD)u. (2.19) 

Vu la localisation du support de 0, il existe un entier M tel que 

0(2-qD)u = 
p/\p-q\<M 

0{2-qD)Apu. 

Il résulte alors de la proposition 2.1.1 que 

||0(2-*jD)t*||L- < C 
p/\p-q\<M 

\\Apu\\L~. 

La proposition 2.3.2 appliquée avec uq = 0(2~qD)u assure alors le premier point du 
théorème. 

Passons au cas des commutateurs. D'après (2.19), 

[T.,/(!>)] = 2^N)m[Sq.1aAq,e(2-q>'£>)]. 

Comme le support de 6 est inclus dans une couronne, il existe, par définition des opéra
teurs Sq et Aq, un entier Ni tel que 

|« - q'\ > N, => [Sq-ia\t 0(2-4D)] = 0. 

Les multiplicateurs de Fourier commutant, il vient : 

[Ta, f(D)} = 

2(q+N)m 

2(q+N)m[Sq.1a,0(2-q D)]Aq. 

En posant h = Jr l0, on déduit de la formule de Taylor de l'ordre 1 que 

[Sq.ia,d{2-q,D)}v{x) 

= 2~q 
d 

i=l R° 

-I 

'0 
zlh(z)diSQ-ia(x - 2~q tzjvix - z)dzdt. 

La fonction h appartenant à l'espace <S(Rd), on a 

||[5g.1a,fl(2-« D)H|L-o < C\\VSq^a\\Loo\\v\\Loo, 

\\[Sq-la,0{2-*D)]v\\v < CWVS^aWL-WvWv*. 
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D'après le lemme 2.1.1, il vient 

| |VS,_,a| |t- < C | |Va|U-. 

D'après (2.18), si p < 1, 

| | V 5 , _ I A | | T » < 
C 

1-p 
2«'1-")||Va||p_1. 

D'où le théorème d'après le théorème 2.2.1 et la proposition 2.3.2. 

2.5 La pression et son champ de gradient 
Il s'agit ici de résoudre l'équation (1.14), c'est-à-dire 

- A p = 
d 

¿,7 = 1 

aiaj (vivj). 

En somme, le problème est de définir un inverse au Laplacien. Ceci impose de trouver 
des conditions aux limites à l'infini raisonnables, c'est-à-dire assurant l'unicité de p à 
une constante près. L'espace suivant convient bien. 

Définition 2.5.1 On appelle C£°(Rd) ou, lorsqu'il n'y a pas d'ambiguïté C^, l'espace 
des fonctions u indéfiniment différentiables sur Rd dont toutes les dérivées d'ordre stric
tement positif sont bornées et qui de plus vérifient 

\u{x)\ < C(l + log < x >). 

Cet espace est bien évidemment un espace de Fréchet pour les semi-normes 

Nk(u) = sup j 
r€Rd,0<|a|<fc 

|0°u(s)|, 
u(x) 

1 + log < X > . (2.20) 

La justification de cette définition apparaît clairement dans le théorème suivant : 

Théorème 2.5.1 Pour tout (i,j) G { l , . . . ,d}2 , il existe un opérateur Tij qui, pour 
tout couple de réels (r, a), avec a €]l,+oo[, est continu de Cr dans Cr + C£° et de 
Cr H La dans lui-même. De plus, pour toute distribution w dans Cr, on a 

ATijW — didjW. 

Enfin, les opérateurs Tij sont uniques au sens suivant. Soit une famille (ï*'j)i<i,j<<* 
d'opérateurs vérifiant les propriétés ci-dessus. Il existe alors des formes linéaires Àfj 
continues sur tous les espaces Cr, nulles sur les espaces Cr fl La et telles que 

Tijw - T[,w = Xij(w)l avec l(x) = 1. 
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Le seul point qui pose quelque problème est la non-intégrabilité à l'infini des dérivées 
secondes de la solution fondamentale du Laplacien. Soit w une fonction bornée et 
indéfiniment différentiable. Posons 

Tij%kw{x) = 
Rd 

[Щдк (1-х) Еа) (х-у) (1-х) x-y 
< X > 

w(y)dy 

+ 
Rd 

didjdk (i-x) Ed) (x-y)x x — V 
< X > 

w(y)dy. 

La formule de Leibnitz et le théorème de dérivation de Lebesgue assurent qu'en posant 

T%kw(x) = 
Rd 

Щ дк «1-Х)Еа)) + (х-у) (1-х) 
x-y 
<x> 

wiyjdy, 

p[jw{x) = 
Rd 

didj((x-l)Ed))(x-y)dXk x x-y 
<x> 

w{y)dy et 

p[jw{x) = 
Rd didj {{l-x) Ed)){x-y) x x — v 

< x > 
w(y)dy, 

il vient 
Ti,d,j = T(l-x) Ed)) + T(l-x) Ed)) + T(l-x) Ed)) 

Vu que 

l ( W - x ) f t ) W I < 
c 

1 + z d 
il est clair que 

]p\lJw(x)\ < C(l + log < x > ) H l i - . 

Le champ de vecteurs {Tij,kw)i<k<d est le gradient d'une fonction indéfiniment diffé
rentiable, {Tij,kw - dkp\jw)i<k<d l'est aussi. Soit p\jW la fonction indéfiniment diffé
rentiable nulle en 0, telle que 

dkpf]w = TiJtkw - dtfflw. (2.21) 

Parce que \T^jk^(x)\ < C < x > 1 l'inégalité des accroissements finis assure 
que 

\p<$w(x)\ < C |MU-M 1 
0 

1 
(i + W )* 

dt 

< C\\w\\Loo •\x\ 
0 

1 
(l + t»)i 

dt 

< C\\w\\L°o log < x > . 

En posant 
Tiijw = p]Jw + pljw, (2.22) 

on définit alors l'opérateur suivant : 

Tijtv = ixEd) * didjW + fijW. (2.23) 
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Vérifions maintenant que, pour toute distribution w appartenant à l'intersection des 
espaces Cr, on a 

A{XEd) * didj 

Par définition de Tu, on a 

ATijw = A{XEd) * didjW + Ap$w + A p g V (2.24) 

La fonction w étant supposée indéfiniment différentiable, il vient 

Ai y Ed) • &&t£/ = didiW + 2 
A: 

(dkXdkEd) * ftfi^ti; + ((Ax)£?d) * d^w. 

Par définition de T ¿ i l vient 

A{XEd) * didj 
k 

dkTuuw 

= $a , -A( ( l -x )3 i )* t i / 

= - 2 
f 

A{XEd) * didj + A{XEd) * didj A{XEd) *. 

On a donc AT¿ 7 = didj. On définit maintenant T¿ 7 par 

T^-ti; = T i j x i ^ w + (W-x{D))A~ldidjW (2.25) 

D'après le théorème 2.4.2, on a, pour tout réel r, que 

ll(id-x(/)))A-1aiajt£,||r<ciri+1||U;||r. 

De plus, la définition (2.20) des semi-normes Nk assure que 

Nk(TijX(D)w) < C\\X(D)w\\Loo 
< c|r|lkllr. 

L'existence des formes linéaires A¿¿ résulte simplement de la non-existence de fonctions 
harmoniques non constantes dans un quelconque espace Cr + C¿°. 

Supposons maintenant que w appartienne à un espace La, a étant un réel strictement 
supérieur à 1. Définissons alors les opérateurs T¡¿ par 

A{XEd) * didj (A{XEd) * didj) fd dfd Nk(Tfd 

où Mjj désigne le multiplicateur de Fourier par — £t£;|£|~2-
D'après le théorème de continuité des multiplicateurs de Fourier sur les espaces La, 

que nous énoncerons de manière précise page 48 dans la section 3.1 (voir aussi [63] 
ou [64]), on a clairement 

HTTjHIl. < Ca\\w\\La et ||x(I>)Aíi,Hlr < C|r|HU«-

De plus, d'après le théorème 2.4.2 de continuité des multiplicateurs de Fourier sur les 
espaces Cr, on a 

| |(Id-x(/?))Afijt«;| |r<Cr|Hlr. 
Il n'existe de fonctions harmoniques non nulles dans aucun espace La. On peut donc 
faire coïncider les opérateurs Tij et T[j sur les espaces Cr fl La. Le théorème est ainsi 
démontré. 
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Ce théorème implique immédiatement un résultat d'unicité sur la pression dans 
l'équation d'Euler. 

Corollaire 2.5.1 On considère un champ de vecteurs de divergence nulle v appartenant 
à L°°([0, T] x Rd; Rd). Soient p et p deux fonctions appartenant à L£.([0, T]; Cr + Cf) 
telles que (v,p) et (v,p) soient solutions du système d'Euler (E). Il existe alors une 
fonction bornée sur l'intervalle [0,T] telle que 

p - p = / (*)! . 

Dorénavant, lorsque nous dirons qu'il existe une unique solution v qui appartient à 
l'espace L°°([0, T] x Rd;Rd), ceci signifiera que l'on considère la pression définie par 

P = ~ 
d 

i,j =1 

TUv'rP). (2.26) 

Nous allons maintenant nous intéresser au champ de gradient de la pression. C'est 
uniquement au travers de son champ de gradient qu'intervient la pression dans le 
système (E). Posons la définition suivante : 

Définition 2.5.2 On appelle ir l'opérateur bilinéaire défini par 

tt(v,w) = iri(v,w) + iT2(v, w) avec 

ni(v,w) = 
1,3 

V&-\TdiWJdjVl + Ta^idiW3) et 

7r2(v,w) = 

i,j 

VTuR{v\uP). 

Cet opérateur est défini sur les couples de champs de vecteurs suffisamment réguliers 
et à valeurs dans les champs de vecteurs. Plus précisément, la manière dont n opère 
est décrite par le lemme ci-dessous. 

Proposition 2.5.1 II existe une constante C telle que, pour tout r strictement supé
rieur à 1, on ait 

Mv,w)\\r < cr+\\\v\\Lip\\w\\r + MINIMI,). 

De plus, sir £] — 1, IL alors 

\\*{v,w)\\r<C 
1 

.1 + r + 
1 

1 - r 
min{\\v\\Liv\\w L, \\v L\\w\\Liv\. 

Enfin, pour tout r strictement supérieur à 1, il existe une constante C telle que 

| |div7rM) -*r(DT;2)||LCO < C|H|r||divt;||LOO. 

La démonstration de cette proposition est très facile. En effet, d'après le théorème 2.5.1, 
on P». 

\\*2{v,w)\\r< 
Ct+1 
1-fr i,j 

\\R(v\vP)\\r+l. 
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Or, d'après le théorème 2.4.1, il vient 

IM^w)| |r < 
Cr+1 

1 + r 
IMUipIMIr- (2.27) 

Enfin, d'après les théorèmes 2.4.2 et 2.4.1, il vient 

l k i M | | r < 
Cr+1 

r + 1 
(INlL*IHIr + IHIi*INIr). 

De plus, si r E] — 1,1[, on a alors 

WTa&djvX-i < C\\v\\r\\w\\Lip et 

| |Ta^a^Ì|r-i < C 
1 - r 

Cr+1 wr 

Les deux premiers points de la proposition résultent alors de l'inégalité (2.27). 
Pour démontrer le troisième point, calculons div7r(i;, t>). 

div7r(v, v) = 
*v7 

[2TdjViaiv>+didjR(v\v>)) 

= 
ij 

[2TdjViaiv>+didjR(v\v>)) 

j 

[2TdjViaiv> 

= 
id 

div'diV3 + 
i 

djR{div v, v>) + R{dj div v, v3) ) . 

L'application du théorème 2.4.1 achève la démonstration de la proposition. 

La proposition conclusive de ce chapitre décrit le gradient de la pression comme un 
opérateur d'intégrale singulière. Cette proposition nous sera très utile au chapitre 8 pour 
démontrer des propriétés de régularité (analytique ou Gevrey) du flot d'une solution du 
système d'Euler. 

Proposition 2.5.2 Soit v un champ de vecteurs de divergence nulle de classe C€ avec 
e > 1/2. Considérons le champ de pression p associé à v par la relation (2.26) ; on a 
alors 

dkp(x) = 
ij tf 

{didjdkEMz - y)(v\x) - v\y))(v>(x) - v>{y))dy. 

Pour démontrer cette proposition, supposons tout d'abord le champ de vecteurs v in
définiment différentiable. D'après (2.21), (2.22) et (2.23), on a 

dkp(x) = PI(X)+PI(X) avec 

pk(x) = 

ij rd 
dk(XEd)(x - y)didj{v\yy{y))dy et 

pk(x) = 

ij 
rd 

didatti - X)Ed)(x - y)v'(yy(y)dy 
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Remarquons tout d'abord que l'on a 

V(x,y) déf 

i,j 
dyia9j(v\x) - v* {y)){v>(x) - v>(v)) 

= -
i,j 

dy,dyj (v'ixWiz) - 2vi(x)v*(y) + vi(y)v^(y)) 

= 
i,j 

didj{vi{yy{y)) - 2 

i 
v%didivv)(y). 

La nullité de la divergence du champ de vecteurs v assure alors que 

i,j 
dttAÀv'(x)-v\y))(v>(x)-v>(y)) = 

i,j 
didj(vi(yy(y)). (2-28) 

On en déduit alors que 

PÌ(x) = 
i,j rd 

dk(XEd)(x - y)dyidyj(vi(x) - v\y)){v>{x) - vl(y))dy 

= 
i,j Jn6 

didjdkixEJix - y)(v\x) - v\yW{x) - v*(y))dy. 

A nouveau d'après (2.28), on a 

PÏ(x) = 
i,j 

IR" 
dtdMl - X)Ed)(x - y)W(x) - v\y))(v>(x) - v>(y))dy 

+ 2 
i,j 

v'(x) 
'R" 

didjdk ((l - X)Ei)(x - yy(y) dy 

-
i,j 

v (x)vJ(x) 
rd 

Qidjdkdl - X)Ed)(z)dz. 

La fonction didjdkEd est d'intégrale nulle sur la sphère ; la fonction x est une fonction 
radiale. Donc le troisième terme de la somme ci-dessus est nul. 

De plus, on a pour toute fonction indéfiniment différentiable à support compact 0, 

1(6) d|f 

i,j RdxRd 
9(x)didjdk(^ ~ x)Ed)(x - y)v\x)v>{y)dxdy 

= -
i,j 'RD x R* 

0(y)didjdk((l - x)Ed)(x - y)vl(y)v>(x)dxdy 

= -1(6). 

On en déduit que 

pk(x) = 

i,j 
tf 

didjdkdl - X)Ed)(x - y)(vx(x) - vl(y))(vJ(x) - v>(y))dy. 

D'où la proposition dans le cas où le champ de vecteurs v est indéfiniment différentiable. 
Sinon, on remplace v par Snv. Comme la suite (Snv)nes est une suite bornée de Ce 
qui converge vers v dans le théorème de convergence dominée de Lebesgue permet 
de conclure la démonstration. 
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2.6 Références et remarques 
La présentation de la théorie de Littlewood-Paley exposée dans la section 2.1 est très 
classique, voir par exemple [4], [31] et [65]. La caractérisation d'espaces fonctionnels 
classiques (ici les espaces de Sobolev et de Hôlder) à l'aide du découpage en couronnes 
dyadiques de l'espace des fréquences date des années soixante-dix. Nous n'en avons 
présenté dans ce texte que des exemples simples qui suffisent à notre étude. Pour un 
éventail complet des espaces que l'on peut ainsi définir, nous renvoyons le lecteur à [65]. 

Ces techniques ont été introduites dans l'étude des équations aux dérivées partielles 
non linéaires hyberboliques par J.-M. Bony dans [15]. 

La section 2.4 consite en l'exposé d'une version simplifiée du calcul paradifférentiel 
introduit par J.-M. Bony dans ce même article [15] ; cette version du calcul paradifféren
tiel a été construite par P. Gérard et J. Rauch dans [45]. 

Dans la section 2.5, nous avons appliqué les techniques précédemment exposées à 
l'étude de la pression. Notons qu'un analogue du théorème 2.5.1 se trouve dans [57]. 
Enfin, l'opérateur bilinéaire défini par la proposition 2.5.2 sera utilisé au chapitre 8. 
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Chapitre 3 

Autour de la loi de Biot-Savart 

3.1 Estimations Lp 
La description de l'appartenance à des espaces de type IP d'un champ de vecteurs de 
divergence nulle à partir de son rotationnel est très simple. 

Proposition 3.1.1 Soient a et b deux réels tels que 

a < d et b > 
ad 

d — a 

Il existe une constante C telle que, pour toute matrice antisymétrique fi, à coefficients 
La, il existe un unique champ de vecteurs de divergence nulle appartenant à l'espa
ce La + Lb de rotationnel fi et vérifiant : 

v = vi + v2 avec \\vi\\La + IMIl* < C||n||La. 

L'espace S étant dense dans La, on peut supposer que les coefficients de la matrice fi 
appartiennent à <S. La loi de Biot-Savart (1.8) affirme que 

vl(x) = cd 
m rd 

xm - ym 

\x-y v 
Gm (y)dy. 

On a alors 

vl(x) = cd 

m Kd 
X\x-y) 

xm _ m 

\x-y\ a 
Wm{y)dy + cd 

M rd 
l - x ( z - 2 / ) 

xm - ym 

\x - y\* 
Wm{y)dy. 

La fonction | • | d+1x appartenant à Lc, on a, pour tout a > 1, 

H / * H - d + 1 x l U . < q | / I U . . 

De plus, dès que 

c > 
d 

d-l 

la fonction (1 — x)| • | d+1 appartient à L°. Ainsi, pour tout b tel que 

6 > 
ad 

d — a 
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on a l'inégalité suivante : 

ll ( i - x ) H_d + l*«I L*< C |G| La. 

D'où la proposition voulue. 

Cette section s'attache essentiellement à obtenir des majorations de la norme La 
du gradient d'un champ de vecteurs de divergence nulle v par la norme L° de son 
tourbillon fi. Ceci rélève de la théorie de Calderon-Zygmund. En effet, formellement, 
les dérivées de v s'obtiennent à partir de fi par des multiplicateurs de Fourier homogènes 
de degré 0. Dans ce cas particulier, ce sont des opérateurs de convolution par des 
dérivées secondes de la solution fondamentale du laplacien. 

Il est tout à fait clair qu'un tel opérateur envoie continûment L2 dans lui-même. 
Nous allons démontrer qu'il envoie La dans La pour tout réel a strictement supérieur 
à 1. Plus précisément, cette section est consacrée à la démonstration du théorème 
suivant : 

Théorème 3.1.1 II existe une constante C telle que Von ait la propriété suivante : 
Pour tout a appartenant à ]l,oc[ et pour tout champ de vecteurs de divergence nulle v 
dont le gradient est La, on a 

||Vv||L. < C 
a2 

a-] 
\\Q(v)\\La. 

Nous ne démontrerons pas ce théorème dans son intégralité. Ceci entraînerait en effet 
un développement sur la décomposition de Calderon-Zygmund, qui est traitée dans de 
nombreux et excellents ouvrages. Nous renvoyons le lecteur par exemple à [31] ou à [63] 
pour la démonstration du théorème suivant : 

Théorème 3.1.2 // existe une constante C telle que, si f € L1, alors, en désignant 
par m(A) la mesure de Lebesgue d'une partie borélienne de Rd, on a 

VA > 0, mfldiôjA-1/! > A) < C 1/IUt 
B 

Une fois ce théorème admis, nous n'avons plus qu'à démontrer le classique théorème 
d'interpolation, dit de Marcinkiewitch, en contrôlant les constantes avec un peu de 
soin. Dans toute la suite de cette section, nous noterons, comme dans le théorème 
ci-dessus, par ( / > A) l'ensemble des points x de l'espace Rd pour lesquels / (x) est 
strictement supérieur à A et par m(f > A) sa mesure de Lebesgue ; de même pour les 
autres inégalités. 

Théorème 3.1.3 Soient Ci et Ci deux constantes. Il existe une constante C vérifiant 
l'assertion suivante. 

Soit T un opérateur formellement autoadjoint tel que, pour toute fonction f appar
tenant à L1 fï L2, 

HT/IL» < CiH/IL» et m(\Tf\>X)<d 
LL/llf 

A 
Alors, pour tout a supérieur ou égal à 1 et pour toute fonction f appartenant à La, on a 

l|77IL« < C 
a2 

a- 1 
ll/IL». 
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Commençons par calculer la norme La de façon agréable lorsque a est strictement 
supérieur à 1. Le théorème de Fubini autorise à écrire que 

11/112« = 
rd 

\f(x)\adx 

= 
rd 

fs 

'0 
a\a-ld\dx 

= a 
Rdx[0,oo[ 

\a 1l(\<\f\)d\dx 

= a 
roo 

'0 
Aa"1m(A < |/|)dA. 

Posons maintenant 

/ = /I,A + /2,A avec /i,A = /1(|/|>A) et f2,\ = /1(|/|<A). 

Remarquons que si Tf(x) est supérieur à A, alors Tfi,\(x) ou Tfax(x) est supérieur 
à A/2. Il en résulte que 

l | T / l l i . < o roo 

/0 
\a-lm[\TflfX\> 

9 
2 

D\ + A 
roo 
0 

A'"1™ |T/2,A| > 
À 

3 
dX. 

Observons que 

| T / 2 , A | > 
A 
2 

= \Tf2,x\2 > 
Xi 
4 

. 

Une fois remarqué que 

m(\g\ > A) < IIÔIILI 

A 
on obtient l'inégalité suivante : 

|Tf|L < a 
'OO 

'o 
A'"1™ | T / U | > 

h 
2 

dA + 4a 
oo 

0 
WThxWUX'-'dX. 

En utilisant les hypothèses disant que 

\\Tf\\L2<C2\\f\\L2 et m( |T / | > A) < Ci ll/lln 
A 

on obtient 

IIT/HÎ. < 2Cia g 

'0 
H/i,A||LiA°-2dA + 4C22a 

OO 

'0 
II/2,A||Ì2a*-^a. 

Par définition des fonctions fït\ et f^x, il vient 

lir/ll?. < 2Cxa 
'Rd 

fd d 
L/(X)l 

9 
A°-2dAda; + 4C|a 

rd 
l/(x)|2 

fOO 

rds 
\a"3dAdx. 

Si Ton suppose que a est strictement compris entre 1 et 2, alors 

lir/H?. < a 
2Ci 

a - 1 
+ 

4C? 
2 - a ll/lli.. 

En fixant un réel a0 strictement compris entre 1 et 2, en appliquant l'estimation ci-
dessus, puis l'interpolation classique entre L*0 et L2, il vient 

M * . < 
C 

o - 1 Il/Il*.-

Comme l'opérateur T est formellement autoadjoint, le théorème est démontré. 
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3.2 Estimations L°° : quelques exemples 
Dans toute cette section, nous nous plaçons en dimension deux d'espace. Donnons tout 
d'abord un exemple de champ de vecteurs de divergence nulle dont le tourbillon est 
borné et dont certaines dérivées ne le sont pas. Ensuite, nous démontrerons élémentai-
rement que, si le tourbillon est la fonction caractéristique d'un domaine borné dont le 
bord est de classe C1+€, alors le champ de vecteurs associé est lipschitzien. 

Nous allons supposer que CJ est défini par 

u/(x) = H{xi)H(l - xl)H(x2)H{l - x2), 

la fonction H étant la fonction caractéristique de R+. Désignons par v le champ de 
vecteurs appartenant à L1 + L3 dont le tourbillon est u. Le manque de régularité de v 
au voisinage des coins du carré est décrit par la proposition suivante. 

Proposition 3.2.1 // existe un voisinage V de Vorigine et un réel strictement positif 
a tels que le champ de vecteurs v défini ci-dessus vérifie 

Vx G V , |Vv(x)| > a ( l - log |x|). 

Soit 0 une fonction indéfiniment différentiable nulle en dehors de la boule unité et valant 
1 près de la boule centrée à l'origine et de rayon 3/4. Comme on s'intéresse à l'allure 
du champ de vecteurs v près de l'origine, on supposera dans toute la suite de cette 
démonstration que |x| < 1/2. D'après la relation (3.1.1), on sait que 

v(x) = 
1 

2TT rd 
0(x - y) 

(x - y)1 
\x-y\2 

v(y)dy 4 
1 

27T Jnd 
(1 - 0(x - ))y 

x — v)1 

\x-yY< u(y)dy. 

La fonction 

x i—» 
rd 

(i-e (x-y)) x -

x - vr 
jj{y)dy 

est, d'après le théorème de dérivation de Lebesgue, indéfiniment différentiable sur la 
boule centrée à l'origine et de rayon 1/2. Il reste donc à étudier, au voisinage de 
l'origine, le champ de vecteurs v défini par v(x) = VLE2 * [Ou). Remarquons que 
9(x)u(x) = 9{x)H{x\)H{x2). Il vient donc, par définition de 5, 

dxvl = -aiâb№*(flw)) 
= -£2*(o1d2(0u;)). 

Le calcul de d\d2{0oj) donne 

dxd2{euj){x) = ô0 + H{x1)H(x2)d1d2e{x) + ^(x1)a1ö(x)5(X2=0) + H(x2)d2e(x)6{Xï=0)-

Il résulte de ce calcul que 

d*vl(x) = -
1 

2?r 
logr - E2 • (i/(x1)//(x2)9iâ20 

-h E2 • H{xl)d16{x)6{X2^0) + E2* (x2)<920(x)<5(xi==O). 
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La fonction définie par 
x i • H{xl)H{x2)did2e(x) 

est une fonction bornée ; comme la fonction E2 est localement integrable, la fonction 
E2 • (H(xi)H(x2)d\d29) est localement bornée. De plus, on a 

(E2*H(x2)d2e(x)6{Xl=0))(x) = 
i 

47T VR 
log(x2 + (x2 - y2)2 )#(y2)^0(O,î/2)dy2. 

Comme la fonction définie par 

x log(xJ -f- x\) 

appartient à Z /^R^; L}oc(KX2)), la fonction 

£2 • H(x2)d29{x)6{xi^o) 

appartient à l'espace L^(R2) ; d'où la proposition. 

Le second exemple de cette section est destiné à introduire le théorème de la section 
suivante. Considérons une courbe 7 fermée, continue, simple de classe C1+€, où e désigne 
un réel de l'intervalle ]0,1[ et désignons par D le domaine intérieur. On s'intéresse au 
caractère lipschitzien du champ de vecteurs de divergence nulle v appartenant à L°°+LP 
dont le tourbillon est la fonction caractéristique de D. 

La courbe 7 est représentée par une fonction de classe C1+€ du cercle dans le plan, 
fonction que, par abus, on note également 7. Dans toute la suite de cette étude, on 
identifie les fonctions définies sur le cercle aux fonctions 27r-périodiques. 

Il existe une constante strictement positive telle que, pour tout (cr,crf) G S1, on 
ait 

7(<T) - Ma') 
a — g' 

>Cy. 

Il résulte de la proposition 3.1.1 que l'on a 

v(x) = 
1 

2TT 
fd 

D 
log \x - y\dy. 

La formule de Green implique que 

v(x) = 
1 

¿IT J-y 
log|x-tf |((-e2 | iV),(ciW))d7, 

où N désigne le vecteur normal unitaire extérieur à la courbe 7. Comme 

f (o) = 1 

T(l)d 

m 

do 
72," 

f. 

do li 
avec T(a) = 

d 

do 
7l: 

d 
da 12 h 

il en résulte que 

v(x) = 
1 

2TT 

>1T 

'-7T 
T(<7)log|x-7(<7)|d<7. (3.1) 

Nous allons démontrer élémentairement la proposition suivante. 
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Proposition 3.2.2 Le champ de vecteurs v est lipschitzien et il existe une constante 
C ne dépendant que de c^ et de ||7||i+c telle que 

\\Vv\\Loo < C. 

Faisons un peu de géométrie différentielle, plane et élémentaire. Soient x un point du 
plan et cr0 un point du cercle tel que d(x, 7) = |x — 7(cr0)|. On peut supposer que cr0 = 0. 
Il est bien connu que 

x = 7(0) ±d(x, 7)^(0) . 

Pour tout G du cercle, on a 

7(a) = 7(0) + oT(0) + R(a) avec \R(a)\ < IMIi+.kl1^ 

Il en résulte que 

\x-j(<7)\ = \±d(x,~f)N(0)-<rT(0)-R(o-)\ 

> |±d(x ,7 ) iV(0) -a r (0 ) | - | i e (<7) | 

> - (d (* ,7)+c>| ) - | l7 l l i+<k|1+e-

On en déduit que 

k | < a7 => \x — 7(cr)| > dix,7) + \a\ 
4 

(3.2) 

en ayant posé 

Q7 = 
Cy 

4 7 i + . . 

1 e 
(3.3) 

De plus, on a 

| * - 7 ( * ) l > 17(a) - 7 ( 0 ) | - | x - 7 ( 0 ) | 
> (^\a\ - d ( x , 7 ) . 

D'où il vient 

d(x,7) < 
1 

2 
:7a7 => (\a\ > a~ |x — 7(<x)| > 

1 

2 
C~OU). (3.4) 

Si x n'appartient pas à la courbe 7, on peut écrire, en dérivant (3.1), 

Vx/(x) = 1 
2?r 

•7T 

—7T 
T(<r) x — 7(a) 

| x - 7 ( a ) | 2 
do. (3.5) 

En désignant par ¿(7) la longueur de la courbe 7, il vient 

d(x, 7) > a~,c~. 

2 
|Vv(x)| < 

2^7 

a7Cy 
(3.6) 
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Supposons maintenant que d(x, 7) < a7c7/2 et majorons la quantité 

Ii,j(x) = Jùj(x) + Ji,j(x) avec 

Ji.i(x) = 
(T€]-a7,a7[ 

XJ _ M (a) 
|x-7(<x)|2 

T{o)do et 

JiAx) = 
r<rg]-a7,a7[ 

xj - yh (o) 
xj - yh (o) 

T i ( o ) i r . 

D'après (3.4), il vient 

\JiA*)\ < 
2£h) 

fdhy 
Majorons maintenant Jij{x). 

Aij(x,o) déf xj _ y (<r) 

| x - 7 ( a ) p 
T*((7)-

\x — 7(0) - crï (0 r 

\x — 7(0) - crï (0 r 
H O ) 

= 
xj — y (<t) 
|x-7(cr) | : 

(r(o)-T№) + T№ x3 — V (a) 
x3 — V (a) 

|a:T7(0) - oTar(0)P 
| a : T 7 ( 0 ) - a r ( 0 ) P 

= 
— Vf cri 

X - 7 a 2 
( r ( c r ) - T i ( 0 ) ) + r ( 0 

# ( a ) 
| x - 7 ( 0 ) -CTT(0)|2 

+ r ( 0 ) ( x » - y ( a ) ) |o:-7WI2k-7(0) - <7T(0)|2 
|o:-7WI2k-7(0)-<7T(0) |2 

D'où il vient, d'après (3.2) et (3.3), 

|A,i,j (x,o) <| 4 

vy 
h i i i + ^ + m o ) ! 

9 

c2 
l7l|1+^€-1 + 

4 
c3 N i k * * " 1 

< 13 
c2 

|o:-7WI2k-7(0) 4 
c3 

bii?^*-1. (3.7) 

Or, par raison de symétrie, on a 

K*(x) déf a-, 

-a7 

d(x,7)2 + ^|T(0)|2 
d(x,7)2 + ^|T(0)|2 

do 

a7 

-a7 

x' -7J(0) 
i(x,7)2 + a2|r(0)|2 

do. 

Un calcul trivial assure que 

\K\x)\ < 2 >a7 
0 

d(x, 7) 
d(x,7)2 + c2a2 

dcr 

< 2 
a7c7 d(x,7) 

0 

do' 

d(x,7)2 

< 
2?r 

fy 
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Comme 

4 j M = 
re 

-Q7 
Ai,j (x,o)do + Ti (0)Kj (x). 

par intégration, il résulte de l'inégalité (3.7) et de l'inégalité ci-dessus que 

|Ji,j (x)| < 15||7||i+t 

ec7 
D'où la proposition 3.2.2. 

3.3 Opérateurs de Riesz et fonctions bornées 
L'objet de cette section est de trouver une condition suffisante pour que, si une fonction 
u est bornée, les fonctions didjA~lu le soient aussi. En termes de mécanique des fluides, 
ceci revient à trouver comment majorer les dérivées du champ des vitesses des particules 
à partir de la norme L°° du tourbillon. Comme le suggèrent les exemples traités dans 
la section précédente, le concept de régularité tangentielle par rapport à une structure 
géométrique ne semble pas étranger à cette question. D'autre part, il nous est apparu 
qu'une réelle compréhension du problème passe par la réponse à la question suivante : 
si l'on régularise la fonction caractéristique d'un domaine borné régulier, a-t-on des 
estimations uniformes (par rapport au paramètre de régularisation) sur le champ de 
vecteurs de divergence nulle associé au tourbillon régularisé? L'exemple de la fonction 
caractéristique d'un carré montre que certains fermés du plan peuvent être des points 
singuliers. 

Ceci nous amène à introduire les définitions suivantes. Dans toute la suite de cette 
section, on désignera par e un quelconque réel de l'intervalle ]0,1[ et par E un quelconque 
fermé du plan (éventuellement vide). 

Définition 3.3.1 Soit X = (Xx)xeA une famille de champs de vecteurs de classe Ce 
ainsi que leur divergence. Une telle famille est dite admissible en dehors de E si et 
seulement si Von a 

I(E, X) = inf sup \Xx(x)\ > 0. 

Définissons maintenant la notion de régularité tangentielle par rapport à une telle 
famille de champs de vecteurs. 

Définition 3.3.2 Soit X une famille régulière de champs de vecteurs de classe Ce ainsi 
que leur divergence et admissible en dehors de E. On désigne par C€(E, X) Vensemble 
des distributions u appartenant à L°° telles que, pour tout \, on ait 

Xx{x, D)u déf div{uXx) - udivXx e Ce~l. 

Après avoir posé 

NAZ.X) = 
1 

E 
sup 
fd 

IfcWIPHIESfcMIF 
I(E, X) 5 

I M I & = Nt(Z,X)\\u\\o + sup 
A6A 

|XA(x, I?)ti|U_i 
I(E,X) 

et 

IMI& = Nt (Z,X) \\u\ \o + fdf sup 
A6A 

\Xx(x,D)u L., 

I(E,X) 
; 
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énonçons le théorème principal de cette section. 

Théorème 3.3.1 II existe une constante C telle que, pour tout e de Vintervalle ]0,1[, 
pour tout a supérieur ou égal à 1 et pour tout fermé E du plan, on ait la propriété 
suivante. 

Soit X une quelconque famille de champs de vecteurs de classe Ce ainsi que leur 
divergence ; on suppose que X est admissible en dehors de Y,. On considère alors une 
fonction u appartenant à C€(E, X) D La. Si v est le champ de vecteurs de divergence 
nulle, de gradient La et de tourbillon LJ, alors le gradient de v est borné et Von a 

||VT/||LOO(EE) < C ( a | M | L . -F IMIloo) + 
c 

€ 
IM |olog(e + 

< ds nX 

IMIo 
. 

Remarquons d'emblée que la fonction x i-» x log(e + a/x) est une fonction croissante sur 
R+ pour tout a > 0. En dehors du fait que ceci sera constamment utilisé dans la suite, 
cela permet de donner immédiatement une version légèrement affaiblie du théorème 
ci-dessus, version que nous utiliserons aux chapitres 5 et 9. 

Théorème 3.3.2 II existe une constante C telle que, pour tout e de l'intervalle ]0,1[, 
pour tout a supérieur ou égal à î et pour tout fermé E du plan, on ait la propriété 
suivante. 

Soit X une quelconque famille de champs de vecteurs de classe CC ainsi que leur 
divergence; on suppose que X est admissible en dehors de Y,. On considère alors une 
fonction u appartenant à CC(E, X) C\La. Si v est le champ de vecteurs de divergence 
nulle, de gradient La et de tourbillon u, alors le gradient de v est borné et l'on a 

||VT/||LOO(EE) < Ca\\u\\La + 
C 

e 
!MU~ log(e + 

fdE, X 

IMIloo 
. 

Nous allons, dans un premier temps, démontrer le théorème 3.3.2 dans un cas très 
particulier où apparaissent, sans surcharge technique, les deux idées essentielles de la 
démonstration. Supposons que la famille substantielle X soit réduite au seul champ 
de vecteurs d\ et accessoirement, que le support de la transformée de Fourier de UJ ne 
rencontre pas l'origine. Il est évident que E = 0 et que ||X||€ = I(E,X) = 1. 

D'après la proposition 2.3.5, il est clair que l'on a, pour j valant 1 ou 2, 

IIÔi^A-^Hloo < 
C 

e 
Hc^A -^l lo log e + 

I I W ^ II* 
IIW ^ II+ CFD* . 

D'après le théorème 2.4.2, il vient donc 

l ldi^A- 'wiu- < 
c 

e 
Molog e + 

\\9M\e-l 

IMIo 
. (3.8) 

Il reste maintenant à estimer ||dfA 'wHt«,. Le fait que ô | = A — &( assure que 

H c ^ A - ^ I U » < |MU=c + 
C 

IMIo log e + 
II + FDDW^II* 

Mo . 

D'où le théorème dans ce cas très particulier. 
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Pour passer au cas général, une difficulté sérieuse se présente. Elle provient de la 
faible régularité des champs de vecteurs X\ et de leur éventuelle tendance à s'annuler. 
L'un des points cruciaux est que toutes ces tendances à perturber l'inégalité n'appa
raissent qu'atténuées par un logarithme. 

Nous allons, dans un premier temps, nous concentrer sur les hautes fréquences, 
c'est-à-dire supposer que la transformée de Fourier de u est identiquement nulle dans 
un voisinage de l'origine. Supposons de plus que u est de classe C1+€. La première étape 
consiste à majorer, pour un quelconque champ de vecteurs Y de classe Cc, la quantité 
| |y(x, D)v\\ioo. Pour cela, démontrons une généralisation de la proposition 2.3.5. 

Lemme 3.3.1 II existe une constante C vérifiant la propriété suivante. Soient W\ et 
w2 deux champs de vecteurs sur Rd et e un réel de Vintervalle ]0,1[. Supposons que le 
champ de vecteurs W\ soit de classe Ce et que le champ de vecteurs w2 soit borné. Si le 
produit scalaire (w\\w2) des deux champs de vecteurs est une fonction C€, alors 

I K ^ i \ w 2 ) < 
c 

r 
LFI||L-lF2||olog( e + 

IKI|c|k2||o + | I K M | | e 

IKI|cdss| k2||o . 

La démonstration s'inspire bien sûr de celle de la proposition 2.3.5. Étant donné un 
entier strictement positif N, on écrit 

(wi\w2) = SN(wi\w2) 4 
q>N 

AJwi\w2). 

Nous avons vu à la section 2.3 du chapitre 2 que 

il 
q>N 

Aq(wi\w2)\\Loo < 
C 

e 
2 - ^ 1 1 ( ^ ) 1 1 , . (3.9) 

Pour étudier la partie "basses fréquences", utilisons le découpage en paraproduits et 
reste (voir 2.17). Pour tout entier N, on a 

m 
d 

j=1 

Vj[uP2 = Sjy 
d 

j=1 

IKI|c|k2||o + IKI|c|k2||o +fdd 

Le théorème 2.4.1 affirme que le paraproduit T envoie continûment L°° x dans Cj. 
Il en résulte que 

\\SN( 
d 

j=l 
wi)\\L~ < c w | h i l U ~ K i l o - (3.10) 

D'après la relation 2.6, il vient 

nj déf S N ( r ^ + fl(t^y2)) 

= 5jv 
q<N+4 

Sq-iu?2\w{ + SN 

i€{-l,0,l},<7 
Aq-iwiAqw{ 

= dbfd 
q<N+4 

Sq^W^AqWl + SN 
q>N+5 

i€{-l,0,l} 

Aq-iwi Aqwfd. 
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Il est clair que 

\\Sn 
<7>Л/+5 

i€{-l,0,l} 

Aq-1W2Aqw1||Lgf < C 
e 

2 -^IHIUMIo. (3.11) 

Quant à l'autre terme, majorons-le à l'aide d'un regroupement d'Abel. 

q<N+4 
Sq+ivJï&qWl = 

<7<N+4 
(Sa+iwî - SqvA)SQ+2W2 

= Sn+5UT[Sn+GW2 — 

q<N+3 
Sq+iWlAq+iìVÌ. 

Il en résulte que 

|| 
d 

j=l q<N+4 
AqwiSq+2wï\\Loo < C{N + 2)||u;i||L-.||t^||o. (3.12) 

On a donc, grâce aux inégalités (3.9)-(3.12), 

||Mti72)|Uao < C(N + 2)||ti;1||Lco||tU2||o + 
C 

€ 
2-^(11(^1^)11, + I M U M 0 ) . 

Le lemme résulte du choix 

JV = 1 + 
1 

e 
log2 

IIKk2) | |c + |K||€|k2||0 

IkilU» ll/llo . 

Revenons à la démonstration du théorème 3.3.2. En appliquant le lemme 3.3.1 avec 
w\ = Y et W2 = Vv\ il vient 

\\Y{x,D)v\\L~< 
C 

t 
\\Y\\L~ livello log e + 

libile 
||gf||L r 

+ 
\\Y(x,D)v\L 

\\Y\\ir\\Vv\\0 
. 

La fonction x t-* xlog(e -f ax *) est croissante. Le théorème 2.4.2 affirme que l'on a 

||Vt;||0 < C||o;||o. 

On en déduit que 

\\Y(x,D)v\\L~ < 
C 

E 
||Y||LO|0 W lo e + fre 11*11« 

11*11*-
+ 

\\Y(x,D)v\U 

libili-libilo 
(3.13) 

L'inégalité ci-dessus est l'analogue de l'inégalité (3.8). L'analogue de l'évidente relation 
d\ = A - d\ est 

\Y{x)\d\ = 
Y\x)Y{x, D)dl - Y2(x)Y(x, D)d2 + (Y2(x)Y& 

\Y(x)\ 

\Y(x)\d2 = 
Y2(x)Y(x, D)d2 - Y1(x)Y(x, D)ÔX + (Yl(x)Y^ 

\Y(x)\ 7 

\Y(x)\d2 = Y\x)Y(xy D)dt + Yl(x)Y(x, D)c\ - Yl(x)Y2(x)A 

\Y(x)\ . 
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Comme \Yl{x)\ < \Y(x)\, il vient, pour tout point x du plan, 

\Y(x)\x\Vv(x)\<\\Y\\l~\\uj\\LOC + 
C 

e 
imu-iMio 

x log e 4 \\y\u 
\Y(x,D 

+ 
\\Y(x,D)v\\t 

\\Y(x,D)v\\t • 3.14 

Nous allons maintenant appliquer l'inégalité ci-dessus à des champs de vecteurs Fa 
construits à partir des champs de vecteurs X\. Soient 

Ux = {x€R2/2\Xx(x)\>ICZ,X)} et 6 = 
1(2, X) 

1(2, X) 

e 
. 

Considérons alors p une fonction positive d'intégrale 1 appartenant à CQ°(S(0 , 1)). On 
pose alors 

ex = 6-2p(6-1-)i,lu, et yA = 
re 

\Xx 
fd. 

Démontrons que 

\Xx(x)\ > 
3/(E, X) 

4 
=• Ox(x) = 1. (3.15) 

Par définition de la norme || • ||e et par définition de 6, il vient, pour tout x et x' de R2 
tels que |x — x'| < ¿5, 

\Xx(x) - Xx(x')\ < 
1(2. X 

4 . 

Il en résulte que 

\Xx(x)\ > 
3I(E, X) 

4 
=>x + B(0,b) C Ux; 

d'où l'implication (3.15). 
Appliquons maintenant l'inégalité (3.14) à chaque champ de vecteurs Yx avec e/2. 

Comme ||Va||i,c» = 1, il en résulte que, pour tout x tel que 

x (zVx djf x € R 2 / | X A ( x ) | > 
31(11. X' 

4 , 

on a 

|Vu(x)| < IMU- + 
c 

f 
Hlolog e + ||yA||e/2 + 

\\Yx(x,D)v\l/2 

IMIo 
(3.16) 

Il suffît maintenant d'estimer les quantités ||Ya||c/2 et ||Vx(x, D)v\\€/2. Majorons tout 
d'abord || Va Ile- Par définition de Y\, il vient 

\Yx(x) - Yx(y)\ < |0A(x) - 9x(y)\ + 2\0x(y)\ 
\Xx(x) - Xx(y)\ 

\Xx(x)\ . 

Comme 

int 
xeSupp 6\ 

\Xx{x)\ > 
IV, X) 

4 
et W i - = 1, 
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il vient 

\Yx(x)-Yx(y)\<\\6xUx-y\<+d,\ex(y)\ 
IA\(x) - X,(v)\ 

1(2, X) . 

Il résulte du fait que ||#A||< <C6 e et de la définition de «5 et de Ne(2,X) que 

l imier c u m u l e 
II*AII« 

1(2, X 
<CNJ2,X). (3.17) 

Nous laissons au lecteur le soin d'écrire la démonstration, absolument analogue à la 
précédente, du fait que 

si 0x,x(x) = 
0i(x) 

\Xx(x)\ 
' alors ||0X,A|U°° < 

1 
1(2, X) 

et \\9X,X\U<C \\Xx\U 
I(E,X)2 

< 
CNt(2,X] 

1(2, X) . 

De plus, en décomposant le produit en paraproduit et reste, puis en appliquant le 
théorème 2.4.1, il vient 

\\Yx(x, D)v\\e/2 < ||0x,A|U~ \\XX(X, D)V\\(/2 + 
C 

E 
\\ex,xu\xx(x,D)v\\.(/2 

< c 
\\Xx(x, D)v\\e/2 + N((2, X)\\Xx(x, D)v\\.(/2 

1(2, X) 
(3.18) 

Or, comme le champ de vecteurs v est de divergence nulle, on a 

Xx(x,D)v = 

3 
TXJdjv + TdjVX3) + 

3 

djR(vi,Xi). 

En appliquant de nouveau le théorème 2.4.1, il vient 

\\Xx(x,D)v\\-l/2 < 
C 

E 
||Vt/||-E/A||XA||E 

< u 
€ 

I*A||«IMIO. 

Il résulte alors de (3.18) que Ton a 

\\Yx(x,D)v\\c/2 < 
\\Xx(x,D)v\\€/2 

K2, X 
+ 

C 

e*I(2,X) IMIOLLXAL|,7VE(E,X) 

< \\Xx(x,D)v\\€/2 

i(2J,A) 
+ C\\u\\0Ne(2,X)3. 

D'après la majoration (3.16), il ressort que l'on a l'inégalité suivante : 

l|V«||t-(Vo < llwllt» + 
C 

e 
Mlolflg [e + Ne(2,X) + 

\\Xx(x,D)v\\€/2 

J(E,AT)||a;||o 
(3.19) 

Poursuivons la démonstration du théorème 3.3.2 en majorant, pour tout A, la quan
tité ||XA(x, D)v\\€ à l'aide de la quantité ||XA(x, D)a;||€_i. Ceci fait l'objet du lemme 
ci-dessous. 
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Lemme 3.3.2 II existe une constante C et deux opérateurs bilinéaires \\\ et W2 tels 
que, pour tout champ de vectetirs de divergence nulle v, on ait 

F (x, D)v = Wi (Y, v) + W2{Y, v) + WZ{Y, v) + 
2 

j=1 
TzjnYj, 

et tels que Von ait, pour tout réel e de l'intervalle ]0,1[, les inégalités suivantes : 

IlWiWtOII, < С | | У ( х , Э Д « - ь 

l|Wa(V»||. < 
C 
r 

MUMIo et 

№(Y,v)\\( < r 
r 

DIVYUMO-

Tout d'abord, nous allons utiliser le découpage dyadique de l'ensemble des fréquences 
et la décomposition de Bony d'un produit pour établir que 

Y(x, D)v = 
5 

i=l 
Vî avec 

VI = (ld-X{D))^A-lY(x,D)u>, 

V2 = 
2 

i=l 

[TYi, Ab A-1] ajw, 

V3 = (Id-x(D))VxA-1iî(a;,divy), 

V4 = -(Id-X(D))VXA-1 
2 

j=l 

[TaïuY' + djRi^Yj)) et 

V5 = 
2 

fd 

(TaidYj + R(ayj, Yj)). 

En effet, d'après la décomposition de Bony d'un produit (voir (2.17)), on a 

Y(x,D)v = 
2 

fd 
(TaidYj + fd 

D'après la loi de Biot-Savart (1.8), il vient 

Y{x,D)v = (Id -x (D) ) V1 A"1 
2 

j=l 

(TaidYj + V2 + V5. 

Utilisons à nouveau la décomposition de Bony. 

2 

j=1 

(TaidYj 

j 
5,- (Tyj-o;) - Tdivy^ 

= d i v M O -
j 

(djpjr^ + djRiY',*)) 

- w div Y + Tw div Y + R{u, div Y ) 

= Y ( i , D ) w + il(w,DIVY)-
2 

j=1 

(Taj<Yj + ajR(w,Yh)). 
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D'où la formule annoncée. Posons maintenant 

W,(Y,v) = Vu 

W2(Y,v) = V2 + V4 + V5-
2 

>=1 
TdjVXj et 

W3(Y,v) = K3 

D'après les théorèmes 2.4.2 et 2.4.1, on peut écrire 

IllW.t/)!!* < C\\Y(x,D)u\U-u 

\\W2(Y,v)\\( < 
C 
e \\Y\U\M\o et 

\\W3(YlV)\U < 
C 

e 
l ldivyyMIo. 

D'où le lemme 3.3.2 ci-dessus. 

Reprenons le cours de la démonstration du théorème 3.3.2. Le théorème 2.4.1 im-
Dliaue 

\\TaiVXi\\(/2 < C 

e 
||VV||_t/2||XA||t < 

C 

e 
H\o\\Xx\\e. 

On déduit alors du lemme 3.3.2, que, pour tout À, on a 

\\Xx(x,D)v\\(/2 < C\\Xx(x,DMc-i + 
C 

e 
:i|XA||e + ||divXA||€)|H|0. (3.20) 

Par définition de I | | I E X , u vient 

||XA(x,D)t;||€/2 

1(2, X] 
< C||w|| E,C. 

Il résulte alors de l'inégalité (3.19) que 

||Av||Lfd(Vd) < ||w||L d + C 

e 
MU log e + NJ2,X) + ||XA(s,Z>)u/|l«-i 

I(2,X)\\w\\o 
(3.21) 

La famille (X\)\e/i étant admissible en dehors de E, la réunion des ensembles V\ est le 
complémentaire de E. Il en résulte que 

IIVVUloo/ec) < ||o;||Loo + 
C 

e 
mrn d m w 

IMI& 
libilo , 

ce qui est 1 inégalité souhaitée dans le cas où la transformée de Fourier de u est identi
quement nulle près de l'origine. 

Etudions maintenant le cas des basses fréquences. En posant u = (Id — x(D))LU, il 
résulte de l'inégalité ci-dessus que 

llVwlU-ts,) < \\x(D)Vv\\L~ + \\(ld-X(D))Vv\\L~ 

< ||x(Z>)Vt;||x,. + Hwlli» + 
C 

e 
Pilo log e + IPIISV 

««Ilo 
. 
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Comme \\w\\0 < C\\LJ\\O et ||û>||t<x, < CIMU"». il vient 

HVwlU-^e) < | |x(i?)VT , |U- + CLIENT- + 
C 

e 
IMIolog e + PWtx 

IMIo 
. 

Pour tout A, on a 

XA(x, D)u = XA(x, D)u> - XA(x, D ) X ( D k 

On en déduit que 

\\Xx(x,D)û\U-i < \\Xx(x,DM<-i + \\Xx\UMo. 

D'où il vient, 

IIVi/IU»,™ < C||w||L. + \\x(DWv\\Loo + 
C 

e 
IMIolog e + 

||w||E,X 

IÎ Ho . 

L'application du lemme 2.1.1 puis celle du théorème 3.1.1 assurent que 

| | x (^)v« |U. < C\\Vv\\La 

< Ca\\u\\&. 

Il en résulte l'estimation voulue 

||Vt7||Lo.(s«) < C(a\\u\\u, + |M|i») 4 
C 

e 
IMIolog e + 

||w||E,W 

IMIo 
. 

En démontrant cette inégalité, nous avons suppposé (implicitement) que le champ 
de vecteurs v était régulier. Pour démontrer l'intégralité du théorème 3.3.2, il faut 
procéder par régularisation, puis passage à la limite. 

On considère une fonction u appartenant à l'espace La fl L°° fl Ce(X). On peut 
appliquer l'inégalité ci-dessus à Snuj et SnVv. Il vient alors 

IlVS„i/||Loo(Ee) < C{a\\Snuj\\La + ||SnU/||LOO) + 
C 

€ 
||Snw||0 log d e + 

\\Snu\№x 
l i b i l o . 

Le point essentiel est la majoration de ||5„o;||^x- Majorons donc \\X\(x,D)Snuj\\e. En 
utilisant la décomposition (2.17), il vient 

An = Xx(x,D)Snu-
3 

[Tx{di,sn]u 

= SJXx(X,D)UJ) + 

3 
{TdjSnwXi ~ SnTduX{) 

+ 
3 

dj{R(Xi Sntj) - SnR{X{,u)} + SnR(divXx,Lu) - R(divXx, Snu). 

D'après le théorème 2.4.1 d'opérance du paraproduit et du reste, on écrit 

\\Xx(x,D)Snoj-
3 

[T^ÔJ>5nH|e<C,iV<(E,X)|Mlo. 
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D'après la définition 2.4.1 du paraproduit, on est fondé à écrire 

[T^dj.S^LJ = 
<7<n+5 

[Sq^X{, SnjdjA.uj. 

Or, avec les notations introduites page 23, l'opérateur 5„ est l'opérateur de convolution 
par 22nh(2n-) ; on en déduit que 

[ V i ^ , 5 „ ] A A i w ( I ) = 
R2 

22nh(2n(x - y))(Sq-Mx) - Sq-XXx{y))dA^{y)dy. 

Une majoration évidente assure que 

l l [ s , - iXÍ ,sn]a ,A^/ |u .< 
c 

1-e 
^ l l w l l o l l ^ H , . 

D'après la caractérisation des espaces de Hôlder donnée dans la proposition 2.3.2, on a, 
pour tout entier n et pour tout À, 

il 
j 

[Txi Aj, Sn]w||E-1 < C 

1 - e IMIo||*A||€. 

Il en résulte que, pour tout e de l'intervalle ]0,1[ et pour tout entier n, on a 

||Snw||E,X < c 

1 - e 
(^(E,X)||W||o + | M | & ) . (3.22) 

Or, il est clair que 

||Sn"IU~(Ee) < C||ü;||Lco, ||5„ü;||O < C||ü;||O et ||S„o;||L. < C | H | L . . 

On en déduit que, pour tout entier n, 

||VS„t/||Loo < C(a||o;||L. + ||a;||Loo) + 
C 

€ 
IMIo log e + 

||w||E,X 

Mo 
(3.23) 

Donc la suite (Vvn)n€N est une suite bornée de L°° qui est convergente dans L°. Le 
théorème 3.3.2 est ainsi complètement démontré. 

3.4 Références et remarques 
La première section de ce chapitre est un résumé de résultats très classiques. Nous 
avons admis le fait que didjA'1 envoie IP dans lui-même en renvoyant à [56]. Par 
contre, nous avons explicitement calculé les constantes dans le théorème d'interpo
lation de Marcinkiewicz, ce qui est fait par exemple dans [64] ; ceci pour mettre en 
valeur l'importance que prendra cette estimation aux chapitres 5 et 9. 

Les deux exemples de la section 3.2 sont importants. Le premier montre qu'un 
champ de vecteurs de divergence nulle peut avoir un rotationnel borné à support com
pact sans être lipschitzien. 
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Quant au second, il sert d'introduction au théorème principal de la section 3.3. 
Notons que les calculs de cet exemple, convenablement raffinés, permettent à A. Bertozzi 
et P. Constantin de démontrer, postérieurement et dans le cas particulier où le tourbillon 
est la fonction caractéristisque d'un domaine borné et régulier, une estimation analogue 
à celle du théorème 3.3.2 (voir [14]). 

La section 3.3 consiste en la démonstration d'une inégalité fondamentale pour la 
persistance de la régularité du bord d'une poche de tourbillon. Cette inégalité a été 
démontrée dans [27] et [29]. En s'inspirant de la généralisation de cette inégalité à 
la dimension trois, démontrée par P. Gamblin et X. Saint-Raymond dans [43], nous 
avons démontré ici plus simplement une version légèrement plus générale. De plus, le 
simplificateur lemme 3.3.1 est dû à P. Gérard (voir [44]). 

Enfin, si l'exemple du champ de vecteurs de divergence nulle dont le tourbillon 
est la fonction caractéristique d'un carré justifie l'introduction de l'ensemble E dans le 
théorème 3.3.1, le chapitre 9 montre l'utilisation que l'on peut faire de cette localisation. 
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Chapitre 4 

Cas d'une donnée initiale régulière 

4.1 Résolution d'un problème modèle 
Dans toute cette section, nous allons noter II un opérateur bilinéaire défini sur l'en
semble des couples de champs de vecteurs sur Rd et à valeurs dans les champs de 
vecteurs sur Rd. Cet opérateur II est supposé vérifier l'estimation douce suivante : 
pour tout r > 1 pour la première inégalité, pour tout r €] - 1,1[ pour la seconde, il 
existe une constante D(r) telle que 

||n(t;,tt;)||R<IJ(r)(||t;||r||ti;||^ + ||ti;||P||t;||tìp), 
\\n(v,w)\\T < D(r) rnin{|M|r|MkiP> |MlrlMI«p}-

(4.1) 

Étant donné un champ de vecteurs v, non nécessairement de divergence nulle, on cherche 
à résoudre le problème modèle suivant : 

(EM) 
dtv + V • Vv = Tl(v,v) 

n|t=0 = vo. 

Voici le théorème principal de la section. 

Théorème 4.1.1 Soient r un réel strictement supérieur à 1 etvQ un champ de vecteurs 
appartenant à Cr(Rd;Rd). // existe alors un unique T* maximal et un unique champ 
de vecteurs v appartenant à L^c([0, T*[; Cr(Rd; Rd)) solution de (EM). De plus, on a 

T* < -foc => 
T* 

/0 
11^)11^ = 00. 

Démontrons ce théorème en utilisant un schéma itératif des plus standards. Pour 
cela, définissons la suite (^n)neN* de champs de vecteurs dépendant du temps par la 
récurrence très simple suivante. 

dtvn+l + vn • 
v\ = S2v0 

Vvn+i = n(v„,t;n), 
vn+1|t=0 = Sn+2vo. 

(4.2) 
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L'existence de la solution est évidente. En effet, si 0n désigne le flot de VN, on a 
alors 

vn+i{t,x) = Sn+2v№n\t,x)) + 
•t 

o 
(i;n(s), VN(5))(^№(5, x)))<fa. (4 .3 ) 

On procède maintenant en deux étapes. Premièrement, on démontre l'existence 
d'un temps 7\ strictement positif tel que la suite (fn)„€N soit une suite bornée de 
I/°°([0, Ti]; Cr(Rd; Rd)). Deuxièmement, on démontre l'existence d'un temps T2 tel que 
la suite (z/n)n€N soit une suite de Cauchy de I°°([0, T2]; Cr_1(Rd; Rd)). 

La première étape nécessite la démonstration d'estimations a priori sur les solutions 
des équations de transport. 

Lemme 4.1.1 // existe une constante C vérifiant la propriété suivante. Soit v un 
champ de vecteurs de classe C°° dont les dérivées sont bornées sur [0, T] x Rd pour 
tout T strictement positif. Considérons un réel r, différent de 1, strictement positif, 
ou bien strictement supérieur à —1 si, à tout instant, le champ de vecteurs v(t) est de 
divergence nulle. On désigne par V(t) une fonction telle que 

Vit) > max IIVvWIU-, l|Vt;(t)||r-i 
r - 1 

. 

Soient (f,g) appartenant à L°°([0,T];Cr) x Ll([0,T];Cr) deux fonctions telles que 

g = 9i+92 avec \\g2(t)\\r < C(r)V(t)\\f(t)\\r. 

Si Von a 
atf + v. Af = g, 

on peut écrire l inégalité suivante : 

l l / W l l r < l l / ( o ) | U c w / o ^ + 
t 

'0 
\9x{T)\\Tec^irV^dT'dT (4.4) 

en posant 

C(r) = Cr si r > 1, 

C(r) = C 1 

,r 
-h 

1 
1 - r 

si 0 < r < 1, 

C(r) = C 
1 

a + r 
-h 

1 

l - r 
si - 1 < r < 1 et divv(t) = 0. 

Si l'on se contentait du cas des espaces de Hôlder d'indice strictement compris entre 0 
et 1, il suffirait de contrôler l'évolution de la norme Lipschitz ou de la norme || • ||r du flot 
d'un champ de vecteurs lipschitzien, ce qui est trivial. Dans le cas où r est strictement 
supérieur à 1, il suffit de contrôler l'évolution de la régularité hôlderienne d'indice r du 
flot d'un champ de vecteurs de classe Cr, ce qui est élémentaire. Néanmoins, comme 
nous utiliserons une estimation sur l'évolution de la régularité hôlderienne d'indice 
négatif pour l'étude du problème des poches de tourbillon, nous avons choisi d'exposer 
ici la méthode qui convient dans tous les cas. 
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Tout d'abord, remarquons qu'en posant g = dtf + v • V / , il vient 

f(t,x)=f0(tlT%x)) + 
t 

0 
g(s.iP(s,ip-l(t,x)))ds. (4.5) 

Il en résulte de manière évidente que 

ll/WIU- < H/olU- + 
rt 

'o 
l|g(s)||L=od5. (4.6) 

L'idée consiste à appliquer cette estimation L°° tout à fait élémentaire à des "morceaux" 
de / correspondant à une échelle de fréquences déterminée. Plus précisément, vu que 
/ vérifie 

(ET) 
dtf + vVf = g 

f\t=o — /o, 

la fonction Aqf vérifie 

(ETq) 
dtAqf + v-VAqf = Aqg + [vV,Aq]f 

A,/|t=0 = A,/0. 

Le point important de la démonstration consiste en l'étude précise du commutateur 
\v • V, AJ . Supposons démontré que 

\\[v • V, AJ / IU» < C(r)2-^\\f(t)\\TV(t). (4.7) 

Il résulte alors de l'estimation L°° (4.6) ci-dessus, de l'équation {ETq) et de l'hypothèse 
faite sur g que 

| | A , / ( * ) | | L . < l|A,/o|U» + 
't 

0 
\\Aq9l(s)\\L~ds + C(r)2-<!r 

'0 
v(s)\\m\\rds. 

Par multiplication par 2qr et passage à la borne supérieure, il vient 

| |/WI|r<||/ollr + 
• 

'0 
\\fh(a)\\rda + Clr) 

rt 

0 
V(s)\\f(s)\\rds. 

Le lemme de Gronwall assure immédiatement le lemme 4.1.1. 

Démontrons l'inégalité (4.7) sur le commutateur [v • V, Aq]. Pour ce faire, utilisons 
la décomposition en paraproduit et reste (2.17). On en déduit 

v • vu = 
d 

j=i 
TyjdjU + Ta^v* +djR(vi,u)) -R{divv,u). (4.8) 

L'opération de commutation avec un opérateur donné étant linéaire, il suffit d'étudier 
la commutation avec chacun des quatre opérateurs ci-dessus. 

D'après la définition 2.4.1 du paraproduit et d'après les propriétés (2.3) à (2.7) de 
la partition de l'unité dyadique choisie, il vient 

[Aq,Tvjdj] = 
d 

j=l \q-q>\<4 
[Aq, Sq-1(vj)] Aq aj. 
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Par définition des opérateurs A,, il vient 

[A„5 , -_1(^)Hi) = 
rd 

hmS^.^ix - 2~"y) - Sf-diiKxYjuix - 2-"y)dy. 

Comme la fonction qui, à z, associe est integrable, on en déduit que 

\\[Aq,Sg'-i(vi)]u\\Lco < C2-«||«|U-||Vt;(t)|U-. 

En appliquant ceci avec u = Aq'djf(t), on peut écrire 

I K A ^ - M O M A ^ / W l l i o . < Cr+12-"||/(í)||r||Vt;(í)|Uoc. 

D'où il résulte que 

WlA^T^djimU- < C^+l2-^\\f(t)\\r\\Vv(t)\\Lao. (4.9) 

Etudions maintenant le deuxième terme, c'est-à-dire la commutation entre les opéra
teurs Aq et Tdj.iP^). Les petites fréquences n'intervenant pas dans la définition du 
paraproduit, le théorème 2.4.1 dit que 

||T„6||r<C7lrl+1||a|U«||V6||r_1 

et que, si p est strictement négatif, 

\\Tab\\r+P< 
C|p+r|+1 

-P 
IHUIV&IU. 

D'où il vient que 

\\AqTdjmv*(t)\\L~ < &l+12-r\\V№\\L-\\Vv{t)l-u (4.10) 

et que, si r est strictement inférieur à 1, 

||A,ra3/UÍ¿~ < 
C|p+r|+1 

1 - r 
2-«p||V/||r-1||Vt;||o. (4.11) 

D'après les propriétés de la partition de l'unité dyadique choisie, en particulier (2.6), 
on a 

TajAquvj = 

q'>q 
Sq'-iAqdjUAq'V0 

D'où, d'après le lemme 2.1.1, 

\\Tdj*qfvi\\L~ <C\\Avd}f\\L~\\Vv\\0. (4.12) 

Il résulte des estimations (4.10)-(4.12) que 

| |[A,,r8jV]/|U.<Cr2-«r||V/||i»||Vt;||)._1 si r > 1, (4.13) 

\\[*»T9j.vi]f\\L~ < 
Cr+1 

1 - r 
2-«T||V/||r_1||Vî;||o si r < l . (4.14) 
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Les commutateurs du type [A9, R(div i\ •)] sont très faciles à étudier. En effet, on a, 
pour tout r strictement positif, 

||A,Ä(divv,ii)||Loo < 2-qr\\R(divv,u)\\r 

< 
Cr+l 

r 
2""||divt;||o||a||I.. 

De plus, on a, par définition de R, 

R(div v, Aqu) = 
k'-<zl<i 
|q"-q'|<1 

Aq'f div vAq'AqU. 

D'où il vient, pour tout r strictement positif, 

||[A9,fl(diviV)H|Loo < 
Cr+1 

r 
2-«r||divt;||o|N|r. (4.15) 

Si le champ de vecteurs v est de divergence nulle, ce terme n'intervient bien évidemment 
pas. 

Etudions les commutateurs [Aq,djR(vi, •)]. On écrit, pour tout r strictement supé
rieur à —1, 

I I A ^ Ä ^ t O l U c o < 
Cr+2 

1 + r 
2^||Ä(f^,t4)||r+1 

< Cr2-^|bl |i||a||r. 

De plus, on a 
djR^.Aqu) = 

k'-<zl<i 
|q"-q'|<1 

dj (Aqf div V Aqt AqU). 

Comme le support de la transformée de Fourier de A9" divvAq'AqU est inclus dans une 
boule de ravon 29, on déduit du lemme 2.1.1 aue 

||ÔJ-A(^,Agix)||Loo<C2-«r|H|1|H|r. 

Il en résulte que, pour tout r strictement supérieur à —1, on a 

||[Aq, ajR(vj, ·)]u||Lh < 
Cr+2 

1 + r 
2-,r||t;||i||«||r. (4.16) 

Cette inégalité ne convient pas. Il faut en effet remplacer ||i>||i par ||VÎ;||O. Mais, 
comme 

№-x(D))v\\i<C\\Vv\\o, 
il vient 

l | [ A , , a , Ä ( ( w - x ( i > ) y , . ) H U - < 
Clr|+1 

l + r 
2-*ï|Vf;||o|M|r. (4.17) 
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Majorons maintenant ||[A9, djR(x(D)vJ, ')]u\\Lao. On a 

R(X(D)v>,u) = 
|j|=i 
P<I 

VpUp-j avec 

t;p = APx(D)v et up_., = Ap-jU. 

On en déduit immédiatement que 

[A,, ô,-B((Id - x ( £ ) V , •)]«(*) = 2«d 
R 

ft(2'(x - y))(vp(x) - tv(î/)) • V t ^ ^ d y . 

D'où il vient que 

| |[A,,ô,J2(x(I>y,.)]«|U- < CII^^Vt/IU-IIttH,.. 

On déduit alors de l'inégalité (4.17) que 

||[A,,ô,J2(x(I>y,.)]«|U- < Cr+1 

1+r 
l|Vt;(t)||o||«||r. (4.18) 

Il ressort alors des inégalités (4.9), (4.13)-(4.15) et (4.18) que l'on a 

\\[v(t) • V , A,]/(*)||L- < C(R)2-«R||/(T)||RV(T), 

ce qui n'est rien d'autre que l'estimation (4.7). Le lemme 4.1.1 est ainsi complètement 
démontré. 

Remarque Lorsque, dans le lemme 4.1.1, la fonction g2 est nulle, on peut, à la place 
de l'inégalité (4.4), démontrer, pour r > 1, l'inégalité suivante. 

Il/Wllr < ll/ollrexp (CT+l 
•t 

0 
||VW(T)||L-DR) 

+CR+1 | |V/ (0 ) |U» t 
0 

||V»(T)||r_1dT)exp(C?r+1 
t 

0 
||V^(R)||LOCDR 

+ 
rt 

0 
S t Lexp C+1 

•t 

T 
||VV(R')|U»dr')dT 

+Cr+1 
t 

'0 
IIVwMII,-! •T 

0 
||Ag(T)|| Lg exp 

•t 
r' 

C7r+1||Vt;(R//)llLo-DR,,)dT,DR. 

En effet, d'après les inégalités (4.9), (4.13), (4.15) et (4.18), on sait que 

\\[AqMt) • V ] / ( * ) | | L - < cr+1 (||v«(T)IU-||/Wllr + llv/wilL-IIVt/MH,.,). 

Ainsi, en suivant une démarche analogue à celle utilisée pour démontrer le lemme 4.1.1, 
on obtient 

l l / ( t) | |r<| | / (0) | | r + C7+1 
rt 

10 
HVwWiir-iiiv/MiUcodr 

+ 
t 

0 
\g{T)\\rdT + Cr+l 

t 

/0 
||V«(T)||t-||/(T)||rdT. 
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D'après le lemme de Gronwall, on a 

||/(0LLR < ||/(0)||rexp(C'+1 
t 

r0 
\\Vv(r)\\Loodr) 

+ 
t 

0 
№(T)||rexp (C'+l 

t 
t 

IIVvMIU-OD/Jdr (4.19) 

+ Cr+l t 
/0 

I I V / H l k o o l l V ^ l l ^ x e x p ^ 1 t 
r 

||Vv(R/)||LOODR')DR. 

En différentiant l'équation de transport, il vient, 

ft(V/) +1; • V ( V / ) + Vv • V / = V<?. 

D'où, par intégration 

I |V / (* ) | |L« < l |v/(0) |U- + 
rt 

Jo 
L|VO(R)||LOCDR4 

rt 

0 
IIVvMHi. H V/MIU-DT. (4.20) 

Ainsi, en appliquant l'inégalité de Gronwall, on obtient 

| |V/W||Loc<||V/(0)| |Looexp rt 

fo 
\Vv(T)\\LoodT) 

-f 
rt 

0 
||Vfl(r)|Uco exp 

rt 
r 

\\Vv{T')\\Loodr'dr . 

D'où le résultat en remplaçant, dans l'inégalité (4.19), le terme ||V/(T)||X,oo par le 
membre de gauche de l'inégalité ci-dessus. 

Malheureusement, cette amélioration ne peut être utilisée dans le contexte de l'équa
tion d'Euler, car le terme de pression introduit un multiplicateur de Fourier pour lequel 
l'estimation (4.19) n'est d'aucun secours. 

Démontrons maintenant une estimation uniforme en grande norme, c'est-à-dire 
l'existence du temps T\ tel que la suite (vn)nGN soit une suite bornée de L°°([0, Ti]; Cr). 

Posons ao = ||̂ Hz,1 (la fonction h est définie page 24). Nous allons établir que, pour 
toute donnée initiale VQ, on a 

lbnlU~([0,RI];CT) < 8oo||vo||r, (4.21) 

en posant 

Ti = min 
1 ( r - l ) l o g 2 

32ooL>(r)|K||r 16aoC(r)|M|r 
. 

On démontre cette propriété par récurrence. Très clairement, on a que ||vi||r < ao||^o||r-
Supposons l'estimation (4.21) ci-dessus satisfaite pour tout j < n. En appliquant 
l'estimation a priori pour r > 1 du lemme 4.1.1, il vient, par définition de la suite 
(^n)neN, 

IK+l||r < 
A 

A - C ( r ) 
a0||vo||rexp 

"8A*|K||r 

r - 1 
+ 64a^(r)*|h| |r2 , 

et ce, pour tout A > C(r). En appliquant l'inégalité ci-dessus avec A = 2C(r), il vient, 
par définition de T\, 

l|VN+ilU«([o,TI];C»-) < 8ao||t^||r. 

Il en résulte que la suite {vn)neN est une suite bornée de l'espace L°°([0,Ti]; Cr). 
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Démontrons maintenant l'existence d'un temps T2 tel que la suite (vn)n6N soit 
une suite de Cauchy de l'espace L°°([0,T2]; Cr~l). Pour cela, il faut estimer la quan
tité ||vn+i(£) — v„(£)||r_i. On sait que 

dtVn+i + vn • Vvn+1 = Iï(vn, vn) 

Vn+l\t=Q = 1̂1+2̂ 0 

et que 
dtvn + vn-i • Vvn = II(i;n_i, vn-x) 

Vn\t=0 = SN+lV0. 

D'où, par différence, il vient 

ft(vn+i - Vn) + • V(vn+i - i/n) = (v„_i - vn) • Vvn 
-h U(vn - Vn_i, vn) -h IÏÏVn-l, vn - un-1) 

(v„+i - Vn)l*=0 = AN+lVn. 

En posant V(t) = V = 8||t;o||R et À = C(r) + 1 et en appliquant les estimations a priori 
du lemme 4.1.1 et les estimations douces du corollaire 2.4.1, on démontre l'existence 
d'une constante Ar telle que, pour tout T < Ti, on ait 

IK+i - vn\\Loo{[oiT};cr-i) < Ar(\\An+iv0\\r-ieArT + AreArTVTV\\vn -Vn-i|U«([oji;cr-i)). 

Or, ||An+it;o||R-i < Cr2 n||vo||r. Donc, en choisissant T2 assez petit pour que l'on ait 

A2rT2VeArT*v < 
1 
2' 

(4.22) 

on déduit de l'estimation ci-dessus l'existence d'une constante A'r telle que 

\\vn+1 — Vn||Loo(ro,T2];C— i) < A'r2 U. 

Donc la suite (vn)neN est une suite de Cauchy dans L°°([0, T2]; Cr~l). La suite {vn)n€^ 
étant bornée dans l'espace L°°([0, T2]; Cr), c'est une suite de Cauchy dans l'espace 
L°°([0, T2];Cr') pour tout r' strictement inférieur à r. L'opérateur bilinéaire II est 
continu sur Cr'(Rd;Rd) x Cr'(Rd;Rd). Le produit est un opérateur bilinéaire continu 
sur Cr~l x Cr~l ; donc la limite de la suite (uN)N€N est un champ de vecteurs solution 
du système modèle (EM). 

Pour démontrer l'unicité, considérons v et w deux champs de vecteurs appartenant à 
l'espace L°°([0,T];Cr(Rd;Rd)) et solutions du système (EM). Posons V(t) = ||t;(t)||r + 
||iu(£)||r. Observons tout d'abord que, par différence, le champ de vecteurs v — w vérifie 

dt(v — w) + v • V(v - w) = (w - v) - Vw + II(z;, v - w) + U(v — w, v) 

(v - w)\t=0 = v(0)-w(0). 

L'estimation douce (4.1) et le théorème 2.4.1 assure que l'on a 

\\(w - v) • Vw + n(u, v-w) + n{v- w, v)||r-i < V(t)\\(v - w){t)\\r^. 

Il suffit d'appliquer le lemme 4.1.1 pour obtenir que 

| |(v-w)(*)| |r_i < ||v0-ti;o||R-iexp(C 
t 

/o 
V(r)dr). (4.23) 

D'où l'unicité. 
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La condition nécessaire de non-existence globale repose sur l'inégalité logarithmique 
du lemme 2.3.5 et sur l'estimation a priori des solutions de (EM) que voici. 

Lemme 4.1.2 Pour tout réel r strictement positif et pour tout opérateur U satisfaisant 
l'estimation douce (4-1), il existe une constante C vérifiant la propriété suivante. Soit 
v un champ de vecteurs appartenant à l'espace L°°([0,T]; Lip) une solution de (EM), 
alors, pour tout t de l'intervalle [0, T], on a, 

\\v(t)\\r < INHrexp 
Cr+l 

r 
rt 

0 
\\v(T)\\Lipdr . 

La démonstration de ce lemme se fait en relisant la démonstration des estimations a 
priori énoncées dans le lemme 4.1.1. Le champ de vecteurs Aqv vérifie 

(EMq) 
dtAqv + у • VAqv = AqTl(v,v) + [vV,Aq]v 

AqV\t=0 = Aqv0. 

On utilise à nouveau la décomposition de Bony ; d'où 

v - Vu = TvjdjU + TdjuV* + Äfv7', dju). 

D'après l'inégalité (4.9), il vient, pour tout r > 0, 

||[A„r„J(t)^]t;(t)|U« < Cr2-^M*)||r||Vt/(t)||L... (4.24) 

De l'inégalité (4.13), on déduit pour tout r > 0, 

||[A„Tô..^>(f)||Loc < C2-«r\\v(t)\\r\\Vv(t)\\L~. (4.25) 

Il résulte des inégalités (4.15) et (4.16) que 

\\[Aq,R(rS,dr)}v\\L~ < 
Cr+1 

r 
2-lV«(t)||L.||Vt;(i)| |r. (4.26) 

D'où 

||[v · A, Aq]v||Ld < 
Cr+1 

r 
2-«lVü(*)||i~||«(t)llr. 

Par intégration de (EMq), par passage à la borne supérieure et par application de 
l'estimation douce (4.1), il vient 

||v(t)||r < IM|r + C 
rt 

0 
N r ) U» M*- M r . 

En appliquant l'inégalité de Gronwall, on obtient le lemme. 

Nous allons maintenant démontrer la propriété intermédiaire suivante : 

< oo => 
rT* 

JO 
\\v(t)\\Lipdt = +oo. 
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En effet, si l'intégrale ci-dessus est finie, alors la fonction dtv appartient à l'espace 
L°°([0, T*[; Cr_l). Il en résulte que 

lim v(t) = vT* existe dans Cr l. 

Comme, d'après le lemme 4.1.2, le champ de vecteurs v appartient à L°°([0, T*[\ Cr), la 
fonction v(t) est une fonction continue de l'intervalle fermé [0, T*] dans Cr' pour tout 
r' strictement inférieur à r. Posons 

MT* = ||v||Lz([0,T*]; Cr). 

Considérons alors un temps to strictement inférieur au temps T* tel que T* — t0 soit 
strictement inférieur au temps minimal d'existence T2 défini par la relation (4.22) ap
pliquée avec M = Mt*. Il existe alors une unique solution v de ( E M ) qui appartienne 
à L°°([£o,£o + T^CT) et telle que v(t0) = v(t0). Donc, d'après l'unicité de la solution 
déduite de l'inégalité (4.23), on peut affirmer que v = v sur l'intervalle [t0,T*[. Le 
champ de vecteurs défini par v sur l'intervalle [0, to] et par v sur l'intervalle [t0, t0 + T2] 
est une solution du système ( E M ) . Ceci contredit la maximalité de T*. 

Pour démontrer l'intégralité du théorème 4.1.1, il suffit maintenant de prouver que 

T* 

0 
\\v(t)\\idt < +oo 

t* 

'0 
||v(*)|Uipdt < +oo. 

Rappelions l'inégalité énoncée dans le lemme 2.3.5. 

Mt)\\Lip< 
C 

r - 1 
IW*)Hilog e + 

\\v(t)\\i 

\\v(t)\\i 
. 

Posons V\(t) = max{||f(t)||i, ||v(0)||i}. Nous savons bien que, pour tout a strictement 
positif, la fonction 

x r-> x log I e -} 
a 
x 

est une fonction croissante ; comme V\(t) > ||t;(0)||i, il vient, 

Mt)hiP < 
C 

r - 1 
•Vi (t) log e + ll«(t)Hr 

l|f(0)||i 
. 

D'après le lemme 4.1.2 ci-dessus, 

\\v(t)\\r<\\v0\\T explC 
rt 

0 
\Hr)\\Lipdr). 

On a donc, pour r appartenant à l'intervalle ]1,2], 

\Ht)\\Lip < 
C 

r - 1 
•Vi(t)log e + 

N r 

INIIi 
exp [C 

rt 

o 
INrJllupdrj . 

En posant 

LT(v0) = 
C 

r - 1 
log e + 

IMI/ 
«0 1 

1 
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on en déduit que 

||v(t)||Lip < 
c 

r - 1 
V,(t) log e + limoli, 

N i l i 
+ 

•t 

0 
\MT)\\updT 

< Lr(i;0)V1(0(l + 
rt 

10 
\\v(T)\\uPdT . 

Par intégration, il en résulte immédiatement que 

t 

0 
!|v(r)||Lipdr < e t 

/0 
Cr(u0)Vi(T)dT _ ^ ^ 27j 

Cette inégalité assure le théorème. On peut aussi en déduire un minoration du temps 
de vie T* de la solution du système modèle (EM). Dans cette minoration, la norme Cr 
de la donnée initiale v0 n'intervient qu'adoucie par un logarithme. 

Proposition 4.1.1 existe une constante c telle que, si VQ est un champ de vecteurs 
de classe CT avec r strictement supérieur à 1, le temps maximal T*(vo) d'existence de 
la solution du système (EM) vérifie 

T* > c 
IMIiMvo) 

avec Lt(VQ) = 
C 

r - 1 
log(e + IMIr 

INIIi 
. 

L'inégalité (4.1.2) nous assure l'existence d'une constante Ci, indépendante de ^o, telle 
que 

IK*)l l i<IWIiexp(d t 
0 

\\v(r)\\uPdr). (4.28) 

Posons alors 

T = 
e~Cl log 2 

I N H I M V O ) 

Nous allons démontrer que 

Vi € [0,min{T,r*}], MWU < CC> |K | | I , 

ce qui, compte tenu de la condition 

T* < +oo 
t* 

0 
||v(t)||1Ä = oo, 

entraînera que T* est plus grand que T. Pour tout temps t plus petit que T, il résulte 
des inégalités (4.27) et (4.28) que 

\\v(t)\\i < ||VO||1E^(exP^^)e^|NLLI)-I)< 

D'après notre choix de T, nous avons 

ed(exp(TLr(t;o)eci||t;o||i)-l) = gCi 

d'où la proposition. 
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4.2 Retour à l'équation d'Euler 
Nous allons maintenant démontrer que, lorsque l'opérateur n est l'opérateur 7r de la 
définition 2.5.2, alors toute solution du système (EM) est solution du système (E). Plus 
précisément, nous prouverons dans cette section le théorème d'existence locale suivant. 

Théorème 4.2.1 Soient r un réel strictement supérieur à 1 etvo un champ de vecteurs 
de divergence nulle de classe Cr. Il existe un unique réel strictement positif T* et une 
unique solution (v,p) du système (E) appartenant à Lf^.([0,T*[;Cr x (Cr+1 +C]?0)). 
De plus, on a 

T* < + ffd = T 

f0 
||t/(t)||i<ft = +oo. 

D'après le théorème 4.1.1 d'existence locale de solutions régulières pour le système 
modèle (EM), on dispose d'un champ de vecteurs v tel que v(0) = v0 et satisfaisant 

dtv + v • Vt; = ir(v, v). 

Or, d'après la proposition 2.5.1, on a 

||div7r(t/,t/) -tr(Dv2)\\Loo < C|M|r||diH|Loo. 

De plus, on sait que 

dt div v + v • V div v = div 7r(v, v) — tr(Dv2) 

Comme ||div = 0, il en résulte que 

||divv(I)||LOO <C 
rt 
0 

||v(s)||r||divi/(s)||Loods. 

On déduit de l'inégalité ci-dessus que, pour tout t appartenant à l'intervalle [0, T*[, 
divv(t) = 0. 

L'unicité de la pression a déjà été démontrée ; elle est affirmée par le corollaire 2.5.1. 

Ce théorème n'est pas satisfaisant ; il n'implique pas, par exemple, l'existence globale 
en dimension deux d'espace. Ceci vient du fait, qu'en l'absence de toute condition aux 
limites à l'infini, il est impossible de contrôler la norme dans l'espace Cl d'un champ de 
vecteurs de divergence nulle à partir de la norme de son tourbillon dans l'espace L°°. 
Nous allons donner trois types de condition aux limites qui permettent de faire cela. 
Dans un premier temps, nous supposerons que le champ de vecteurs donné à l'instant 
initial est périodique ; ensuite, que son gradient appartient à un espace La pour un 
réel a strictement supérieur à 1 ; enfin, qu'il diffère d'un tourbillon stationnaire régulier 
(notion définie page 16) par un champ de vecteurs appartenant à l'espace L2. 

Théorème 4.2.2 Soient r un réel strictement supérieur à 1 etv0 un champ de vecteurs 
de divergence nulle appartenant àCr. On suppose qu'il existe un sous-groupe discret G 
de Rd, de rang d, et tel que le champ de vecteurs VQ soit G-périodique. Il existe alors 
un unique temps maximal T* et une unique solution (v,p) de (E) qui est G-périodique 
à chaque instant t, et qui appartient à £^([0, T*[; Cr x Cr+1). De plus, on a 

T* < +f = 
T* 

Jo 
\\SÌ(t)\\Loodt = -h oo. 
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Remarquons tout de suite qu'en dimension deux, la relation (1.12) de conservation du 
tourbillon entraîne le corollaire suivant. 

Corollaire 4.2.1 Supposons que d vaille 2. Soient r un réel strictement supérieur à 
1 et VQ un champ de vecteurs de divergence nulle appartenant à Cr. On suppose qu'il 
existe un sous-groupe discret G de R2, de rang 2, et tel que le champ de vecteurs VQ 
soit G-périodique. Il existe alors une unique solution (v,p) de (E) qui est G-périodique 
à chaque instant t, et qui appartient à Vespace L^(R+;Cr x Gr+1). 

Pour démontrer le théorème 4.2.2, considérons l'unique solution (v,p) de (E) qui ap
partient à L£.([0,r*[;Cr) x L£î([0,r*[;Cr+1 + C?) telle que v{t) = t*. On considère 
alors un élément g du groupe de période G. Désignons par {vgypg) la solution de (E) 
qui appartient à l'espace ¿^([0, T*[; Cr) x L^([0,T*[; Gr+1 -f C?) et de donnée ini
tiale vg(0) — vo(- + g). Comme le champ de vecteurs v0 est G-périodique, il résulte du 
théorème 4.2.1 que vg — v. 

Or, il est limpide que (v(t, x -f-g),p(t, x + g)) est solution de (E) avec comme donnée 
initiale v(-+ g). L'unicité de la solution affirmée dans le théorème 4.2.1 ci-dessus assure 
qu'à chaque instant t, le couple (v(t),p(t)) est une fonction G-périodique. 

On considère maintenant le groupe dual de G que l'on note G*. Rappelons que G* 
est l'ensemble des éléments g* de Rd tels que, pour tout élément g de G, on ait (g\g*) 
appartient à 27rZ. Il est bien connu que G* est lui aussi un sous-groupe discret de Rd. 

Il s'agit maintenant simplement de démontrer que, pour tout champ de vecteurs de 
divergence nulle G-périodique w appartenant à l'espace Gr, on a 

H l i < C\\n(w)\\0. 

Ceci résulte du fait suivant. Si / est une distribution tempérée G-périodique de classe 
Gr, alors le support de sa transformée de Fourier est inclus dans G*. Si de plus / = df, 
alors la transformée de Fourier de / est identiquement nulle sur un voisinage de l'origine. 
Il résulte de ceci et de la loi de Biot-Savart (1.8) qu'il existe une fonction x indéfiniment 
différentiable à support compact valant 1 près de 0 et telle que 

vP = 
d 

k=l 
(ld-x(D))A-ldkn(w){fd. 

D'après le théorème 2.4.2 d'opérance des multiplicateurs de Fourier dans les espaces de 
Hôlder, il vient 

H l i < n i n n i l o . 
D'où le théorème recherché. 

Passons maintenant au cas où le gradient du champ de vecteurs solution appartient 
à l'espace La. Le théorème est le suivant. 

Théorème 4.2.3 Soient r et a deux réels strictement supérieurs à 1 et v0 un champ 
de vecteurs de divergence nulle appartenant à l'espace Cr. Supposons que Vv0 appar
tienne à La. Il existe alors un unique temps T* maximal et une unique solution (v,p) 
de (E) dans Vespace L£.([0 ,R*[;CR) x ^c ( [0 ,R[ ;Cr+1 + C?°) et telle que (Vr.Vp) 
appartienne à Vespace Lj£.([0, La). De plus, on a 

< -hoc => 
T* 

r0 
\\SÌ{t)\\L<»dt =+oo. 
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Comme pour le théorème 4.2.2, on en déduit le corollaire suivant : 

Corollaire 4.2.2 On suppose que d = 2. Soient r et a deux réels strictement supérieurs 
à 1 et Vo un champ de vecteurs de divergence nulle de classe Cr. Supposons que Vt'o 
appartienne à La. Il existe alors une unique solution (v,p) de (E) dans Vespace L^,(R+; 
Cr) x Lj£,(R+;Cr+1 +C£°) et telle que (Vi>, Vp) appartienne à Vespace L^(R+;La) . 

Pour démontrer le théorème ci-dessus, démontrons tout d'abord que l'on peut résoudre 
le système (E) avec 

Vv(t)eL%c([o,T*lLa)-

Pour ce faire, on introduit le système suivant : 

(DE) dtWÏ + vVWÎ = -
J 

aivj>k + Tk,l 

i,j 

aivjWi, 

où Tk,i désigne les opérateurs du théorème 2.5.1. Résoudre le système (linéaire) (DE), 
c'est trouver un point fixe à l'application $ définie par 

*(W)f{t,x) = 
rt 
0 -

J 

aivjWk + Tk;l 

i,j 
diiPW^iPis^-'^x^ds. 

D'après le théorème 2.5.1, on sait que 

\\TkM\r-i + WTkMÌL* < CflMIr-i + \\w\\La). 

Comme v G Lgc([0, T*[; Cr), et que ip(t) conserve la mesure, il existe une fonction 
C(t) e L£c[0,T*[ telle que l'on ait 

| |*(W)(t)| |r-1 + | |*(lV)(t) | |L.<C(t) 
t 

0 
W{s)\\r-i + \\W(s)h*)d8. (4.29) 

Etant donné un réel T €]0, T*[, désignons par E\(T) l'espace de Banach des fonctions 
telles que 

IMk(T) déf sup 
t€[0,T] 

e-A£(|K0Hr-i + Ht) | |La )<oo. 

Comme le champ de vecteurs v appartient à L°°([0, T]; Cr), l'inégalité 4.29 assure que 
l'on a 

\\(W • Vv){sMs,1>-l(t)))\\r-i < O R L I G L I , - ! 

Pour tout t, le difféomorphisme ip(t) conserve la mesure, donc 

\\(W • Vv)(sMs,rl(t)))\\L« < CT\\W(s)\\L« 

Il en résulte que 

№W)\\Ex(T) < 
cm 

A 
L|W|K(r>-

D'où l'existence (et donc l'unicité) d'une solution v telle que 

v e LZ([0,T[;Cr) et Vt; G L£([0 ,r [ ;La). 
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Le seul problème restant est maintenant de démontrer une estimation sur la norme 
Lx du champ de vecteurs v. C'est uniquement un problème de basses fréquences. 
Utilisons tout d'abord l'équation (1.11), que nous rappelons : 

dtÎÎ + v • VÌÌ + n • Vu = 0 

Vu que ip(t) préserve la mesure, on a 

| |ÎÎ(i)IU-<ll«olk.+ 
rt 
'0 

l i v e l l i . ||iî(T)|U-dT. 

D'après le théorème de continuité 3.1.1, on en déduit que 

||Vü(t)||L. <Ca\\iìo\\L*+Ca 
E 

||Vt;(r)||L.||n(T)|U«cir. 

Le lemme de Gronwall permet d'affirmer que 

||VV(*)H¿- < Ca|!n0||z,«e/olln(r'll^dT. (4.30) 

Utilisons cette majoration pour estimer ||Vp(£)||i,«. On sait que 

dkv = 2 

i,j 
Tijiv'dkV*). 

D'après le théorème 2.5.1, on a 

IIVpWHL. < C\\v(t) • VV(T)||L. 

< C||«(Í)|Uo.||V«(Í)||L.. 

On en déduit que 
| |x(^)Vp(i)|U« < C\\v(t)\\L~\\Vv(t)\\L«. (4.31) 

Comme Q, appartient à La fl L°°, on peut supposer a strictement supérieur à la 
dimension d'espace d. Le théorème 2.4.2 affirme la continuité des multiplicateurs de 
Fourier dans les espaces de Hôlder ; le champ de vecteurs v étant à tout instant de 
divergence nulle, on peut alors écrire que 

||(Id-x(D))Vp(í)|U=e < C\№-x{D))VÁt)\\i-i 

< c 
o,j 

( l i r ^ a y i L i + i i d ^ ^ i L i ) . 

D'après le lemme 2.1.1, on a 

115 , -^IUc . <C2V||V«(i)||L., 

ce qui implique que 

I I V i ^ ^ W I U - < C72^HVW(*)||¿.||n(*)IU-. 
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Donc 
WTa^d^U < C2*||Vt>(*)IU.||n(«)|U-

A nouveau d'après le lemme 2.1.1 et la définition 2.3.2, on obtient 

H V ' ^ V I U - < C2^-«||Vt;(0IU.||t;(*)lli 

De plus, on a 

HOIIi < llx(^M*)lli + l l( id-x(^)Mt)ll i 
< ||i;(t)||t. + ||n(t)|U-.. 

On en déduit que 

l l ô ^ t ; ' , < C||V«(OI|£.(||n(*)||L- + IK«)IU-)-
a 

D'où 
\\(ld-x(D))Vp(t)\\L~ < C||Vt/(t)|M||n(t)||L- + \\v(t)\\u~). 

En appliquant la majoration (4.31), on peut alors affirmer que 

IIVjKOIIL- < c\\Vv(t)\\M№t)\\v + IKOIU-)-

Par intégration de l'équation d'Euler (E), il vient alors 

\\v(t)\\Loo < ||t*||Loo+C 
t 

0 
|Vv(s)||L.||t;(3)||Loocb + 

y 

/0 
||V«(s)||L.||n(a)||£-da. 

L'inégalité de Gronwall assure alors que l'on a 

Mt)\\L-< ( W l c o + C 
rt 

0 
|Vu(5)||L.||n(3)||Loods) x exp[C 

-t 

(0 
\Vv(T)\\L*dT). 

D'où, en appliquant l'inégalité (4.30), 

\\v(t)\\Loo < (iMUoo +Ca||fi0||Laexp(Ca 
rt 

0 
in(r)||Loodr) 

x exp 
rt 

Jo 
CalIQolIx,*» expfCa 

s 

0 
||n(T)||Laodr )dS . 

Comme ||v(£)||i < C(||f2(£)||0 + ||v(t)||i,oo), le théorème 4.2.3 résulte de l'inégalité précé
dente. 

Dans le troisième cas, le concept d'énergie est présent. Démontrons le théorème 
suivant : 

Théorème 4.2.4 Soient m un réel et r un réel strictement supérieur à 1. Considérons 
un champ de vecteurs de divergence nulle vo appartenant à l'espace Em f)Cr. Il existe 
alors une unique solution (v,p) globale du système (E) appartenant à l'espace 

L£(R; (7) n C(R; Em) x L£(R; H1 n <J+l). 
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Pour démontrer ce théorème, il s'agit essentiellement de démontrer que la solution (v, p) 
fournie par le théorème 4.2.1 appartient à l'espace 

L&([0, T*[; Cr) n C([0, T"[; Em) x L~([0, T*[; tf1 n Cr+1), 

ce qui entraînera que T* = +00. On sait qu'il existe une unique solution v = v — a de 
l'équation 

dt(v + cr) H- v • V(£> -f a) = 7T({; + a,v + a) 

associée à la donnée initiale v0 — ^- Comme l'affirme la proposition 1.3.2, le champ de 
vecteurs a est solution stationnaire du système d'Euler. Il en résulte que 

dtv + v - Vv = 27T(<T, V) + 7T(£;, V) — v • Ver. 

Soit T un réel strictement positif ; désignons par F\ l'espace des fonctions bornées sur 
l'intervalle [0, T] à valeurs dans l'espace Cr H L2. Muni de la norme 

MA = sup 
fc€[0,r] 

e-Xt(\\u(t)\\r + \\u(t)\\L*)), 

l'espace F\ est un espace de Banach. Soit maintenant $ l'application linéaire définie 
par 

<I>(w)(£,x) = 
rt 

0 
2-K(G,W(S)) -\-7r(w(s),w(s)) - w(s) • Ver)(^(5,^ l(t,x)))ds. 

Par un raisonnement strictement analogue à celui déjà fait dans le cas où l'on suppose 
que Vv(t) appartient à l'espace La, on démontre l'existence d'une constante C(T) telle 
que, pour tout A, on ait 

Mw)\x < cm 
A 

M A -

Donc, si A est assez grand, l'application linéaire <ï> est contractante dans FA. Il existe 
ainsi un unique champ de vecteurs v tel que 

( I d - ^ ^ ^ x ) ^ ^ - 1 ^ ^ ) . 

Il en résulte que 
veC(R:Em). 

De plus, comme le champ de vecteurs v est un champ de vecteurs de divergence nulle, 
on a 

d 
dt 

IKO-^lli2<l|Vcr||LOo|Kt)-cr||i2. (4.32) 

Par intégration, il vient que 

\Ht)-<T\\h<\\v0-<T\\he«™<-~. (4.33) 

Enfin, on sait que 

v(t) = (Id -x(ö))VxA-1u;(f) + X(D)a + X(D)(v(t) - a). 

On en déduit que 

\\v(t)h < Ikolk» + IklU- + C K - <Th*e^°° ; 

d'où le théorème souhaité. 
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4.3 Références et remarques 
La résolution locale en temps de l'équation d'Euler du point de vue lagrangien se résume 
à la résolution d'une équation différentielle ordinaire. Ceci a été observé par L. Lich-
tenstein à la fin des années vingt dans l'important travail qu'est [52]. Cette approche 
a été récemment remise à l'honneur par P. Serfati dans [57] qui en déduit des résultats 
d'holomorphie en temps sur le flot, résultats sur lesquels nous reviendrons au chapitre 8. 

Le point de vue eulérien lui nécessite des techniques d'équations aux dérivées partiel
les non linéaires hyperboliques. Les résultats obtenus de ce point de vue sont donc plus 
récents, surtout en dehors du cadre des espaces de Sobolev, voir par exemple [48], [8] 
et [28]. Nous avons dans ce chapitre utilisé la théorie de Littlewood-Paley et avons établi 
au passage un résultat de propagation de la régularité hôlderienne d'indice négatif par 
un champ de vecteurs de divergence nulle et lipschitzien. Ce résultat nous sera fort utile 
à la section 5.5. Des techniques voisines ont été utilisées par H. Bahouri et B. Dehman 
dans [7]. 

Nous avons aussi donné divers critères de non existence globale suivant la décrois
sance à l'infini du champ de vecteurs de divergence nulle initial. Pour certains de ces 
critères, on peut citer les résultats de [12]. 

Enfin, il y eut, dans les années trente, d'importants travaux sur l'équation d'Euler. 
Parmi ceux-ci, l'article [51] de J. Leray et l'article [66] de Wolibner où est démontrée 
l'existence globale de solutions régulières en dimension deux. 
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Chapitre 5 

Quand le tourbillon est borné 

5.1 Le théorème de Yudovitch 
L'objectif de cette section est la démonstration d'un théorème d'existence et d'unicité 
pour le système d'Euler incompressible lorsque le champ de vecteurs à l'instant initial 
est à tourbillon borné et supporté dans un compact. Dans ce cas, et contrairement au 
chapitre précédent, nous utiliserons le concept d'énergie. En effet, l'espace où l'on doit 
inclure la donnée initiale est, d'après le lemme 1.3.1 page 17, un espace du type Em 
(voir la définition 1.3.3 page 17). Enonçons maintenant le théorème. 

Théorème 5.1.1 Soient m un réel et v0 un champ de vecteurs de divergence nulle 
appartenant à l'espace Em. Supposons en outre que UJQ appartienne à L°° fl La avec 
1 < a < +oo. Il existe alors une unique solution (v,p) de (E) appartenant à l'espace 
C(R; Em) x L££,(R; L2) et telle que le tourbillon u du champ de vecteurs v appartienne 
à L°°(R3) H L°°(R; LÛ(R2)). 

De plus, ce champ de vecteurs v possède un flot Plus précisément, il existe une 
unique application ij) continue de R x R2 dans R2 telle que 

ip(t,x) = X + 
rt 

/0 
v(s, ip{s,x))ds. 

En outre, il existe une constante C telle que 

ip(t) — Id G Cexp̂ ~Ct"a;o"LTOnLâ . 

Nous allons, dans cette section, démontrer le premier point du théorème. Le second 
est un petit morceau de la théorie des équations différentielles ordinaires qui sera l'objet 
de la section suivante. 

Commençons par démontrer l'unicité des solutions (v,p). Vu la proposition 1.3.3 
page 18, la pression p est uniquement déterminée par le champ de vecteurs v grâce à 
l'appartenance à L2 de la pression. Le point essentiel est donc le lemme suivant, qui 
mesure, dans l'espace L2 et l'instant t, la distance entre deux solutions en fonction de la 
distance, toujours dans L2, entre les données initiales, et ce en n'utilisant uniquement 
un contrôle sur la norme L°° D La du tourbillon. Ce lemme entraîne l'unicité de manière 
évidente. 
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Lemme 5.1.1 Etant donné un réel a strictement supérieur à î, il existe une constante 
C vérifiant la propriété qui suit. 

Soient (v\,pi) et (v2,p2) deux solutions du système d'Euler incompressible (E). Sup
posons qu'elles appartiennent toutes deux à un même espace L^(R; Em) x L/£,(R; L2) 
et que U{ appartienne à L°° D La. Posons 

a(t) = (Cmax ||t;<(0) - (j||L2et||w^°° + max IMU-nL. + l) 
2 
a 

et 

0(t) = e 
rt 
f0 a s as. 

On a alors la relation suivante : 

I M O ) - t * ( 0 ) | | I a < e - « - * « « > - 1 > 

=> \\v,(t)-v2(t)\\l < ||Vl(0) - « s W I l ^ - ^ e - * 1 - * - ^ » . 

Pour démontrer ce lemme, quelques précautions doivent être prises car dtVi n'appartient 
pas nécessairement à l'espace L2. Ceci n'empêchera cependant pas d'estimer la fonction 

i(t) 4|f 
ll(«l-t*)(t)||?a. 

Un réel strictement positif e étant donné, étudions la fonction 

Ut) 
déf 

R2 
X{ex)\{vl-v2){t,x)\2dx. 

Tout d'abord, il convient de remarquer que, pour tout b > a, v • Vv appartient à Lb. 
Or, on sait que 

Ap = - A 

j,k 

djA-l{vkdkv>). 

Le fait que les (vi,pi) soient des solutions du système (E) assure donc que 

V 6 > a , dtVieLb. 

En posant p = pi — P2, ceci donne un sens à la séquence de calculs qui suit. 

m = -
J 

R2 
X(ex)vi(t,x)dj\{vi -v2)(t,x)\2dx 

4-2 
i,j 

'R2 
X(E*)(T>I ~ ^2)%(t,x){vi - v2)3(t1x)djvt(t1x)dx 

+ 
i 

k2 
X(cx)(vi - v2)*(t, x)dip{t, x)dx 

Les champs de vecteurs étant de divergence nulle, il résulte d'intégrations par parties 
que 

m < 2 
R2 

X(tx)\(vi - v2){t,x)\z\Vv2{t,x)\dx + Re{t) avec 

Re{t) = e 
3 R2 

\(vi - v2)(t, x)\2v\(t, x)(dix)(€x)dx 

4- 6 
t R' 

(vi -v2)i(t,x)(dix)(ex)p(t1x)dx 
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Le champ de vecteurs v\ - V2 appartient à l'espace ££c(R; L2 H L°°) et la pression à 
l'espace L£.(R; L2) ; il en résulte que 

Re{t)<C(t)e avec C € L£.(R). (5.1) 

L'inégalité de Holder implique que, pour tout b > a, on a 

m < 2( 
/R2 

x(«c)|ui(î,x) -v2{t,x) 
2b 
6-1 fx 

1-i 
R2 

\Vv2(t,x)\bdxj 
1 6 + Re(t). 

D'où il vient, pour tout b > a, 

I'ß) < 2\\Vl(t) - v2(t)\\UUt)1-4^v2(t)\\Lb + R<(t). 

D'après la loi de Biot-Savart, le théorème 3.1.1 et la conservation du tourbillon le long 
des lignes de flot, il vient, pour tout b > o, 

||V«a(i)IU. < C&||u/2(0)||L.ru~. 

De plus, on sait que 

||vi||Lgf < - a)|U- + |klk~ + ||(Id -x(D))vi\\L-
< C(\\vi(T) - a\\L2 + Halli. + | k ( 0 ) | | L » ) 

< CIMO) - aWveW*'-- + IklUoo + IkiOlU-) . 

Il en résulte que, pour tout 6 supérieur ou égal à a, on a 

re{t) < a{t)bUty-* + Re(t). (5.2) 

Supposons maintenant que ||ui(0)—u2(0)Hi2 < 1. Soit T/ un réel tel que 0 < J] < 1 — 7(0 ) . 
Posons 

Je,n(t) = n + Ie (t). 

Toutes les inégalités écrites dans la suite seront valables uniquement sous l'hypothèse 
que T] + IT(T) < 1. Il résulte de l'inégalité (5.2) que 

J^it) < a{t)bJt„{t)l-i + Rt(t). 

En prenant b = a — \og JtJt), on obtient 

J'Jt) < a(í)(o-logJt>ff(t))Jc.,(í)exp 
- log J,Jt) 

o - l o g J£,„(i) 
+ RAt) 

< ea{t){a - log J£,„(í))./£,„(í) + RS). 

Il est aisé d'observer que, pour toute fonction derivable / de R dans l'intervalle ]0,1[, 
on a, pour tout A €]0,1[, 

-
1 d 

Xdt 
l o g ( l - A log/(<)) = 

f'(t) 

/ ( í ) ( l - A l o g / ( í ) ) 
(5.3) 
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On en déduit que 

-
d 

dt 
log(a - l o g Jt9„(t)) <ea{t) + 

Re(t) 

an 
Posons alors 

Be,n(t) = B(t) + 
rt 

/0 

RJr) 

an 
dr. 

Par définition de ¡3, il vient, après intégration, 

- l o g 1 -
1 

a 
log •/«,„(*) +log 1 -

1 

a 
log J.,,(0) </?.„(*)• 

Par passage à l'exponentielle, on en déduit que 

log JetV(t) < a(l - c - ^ W ) + c - ^ W log ,7^(0) 

D'où, à nouveau en passant à l'exponentielle, 

Jt,n{t) < ea(1-exp(-^^(£))) J€(0)exp(-^^(t)). 

Par définition de i?c, on a 

Reit) < C{t)e avec C G L£c. 

En faisant tendre e vers 0, puis n vers 0 et en passant à la limite, on conclut la démons
tration du lemme. 

Achevons la preuve de la partie eulérienne du théorème 5.1.1. Pour démontrer 
l'existence, nous allons régulariser la donnée initiale et montrer que la suite de solutions 
ainsi obtenues est une suite de Cauchy dans l'espace Lj£,(R; Em). 

Soit T un quelconque réel strictement positif. La régularisation de la donnée initiale 
est des plus classiques. On pose 

v0,n = Xn*v0 avec Xn(x) = (14- n)2x((l + n)x). (5.4) 

Remarquons que 

v0,n = Xn * (v0 - o) + Xn * o 
= o + Xn * (v0 - o) + Xn * o - o. 

D'après la définition de l'espace Em (voir 1.3.3) et le lemme 2.2.4, le fait que la suite 
(^o,n)n€N converge vers v0 dans l'espace Em résulte du lemme suivant : 

Lemme 5.1.2 Soit a un champ de vecteurs tourbillonnaire stable. On considère une 
fonction p appartenant à <S(R2) d'intégrale 1. On définit alors la suite (crn)neN Var 
fd = Pn*& avec pn(x) = (1 4-n)2p((l -hn)x). On a alors 

lim Ik - an||L2 = 0. 
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Comme /7(0) = 1, il résulte de l'inégalité des accroissements finis que 

1 - p 
e 

n +1 
) l < 

Kl 
1 +n 

Dp Lf 

Donc, par définition de cr, 

\H0-ïn(>(0\< 
c 

1 + n 
\\D(H\L~\Q{o№\. 

En écrivant 

on - a = pn • {x(D)a) - X(D)a + pn * (Id -x(L>))<7 - (Id -x(£>))<7, 

on déduit de la définition de a que 

Ikn - <T||L2 < 
c 

1 + n 
ll^p||Loc||Û(a)||L2+C||a;(a)-pn^u;(a)||L2. 

Le lemme 2.2.4 permet alors de conclure. 

D'après le théorème 4.2.4, on dispose d'une suite (vn)n€N de solutions du système 
d'Euler incompressible (E). D'après la loi de Biot-Savart, la suite (i;n)n€N vérifie les 
estimations suivantes : 

V 6 > a , K W H L » = I M I L » , (5.5) 

K W I U - < C K - a l l ^ c ' » ^ ' ^ + HWÔIU-O. (5.6) 

En prenant n et m assez grands, on peut supposer que 

K(0 ) - t ;m(0 ) | |L2<c -a(exp/3(T)-l)_ 

Le lemme 5.1.1 assure alors que, si n et m sont assez grands, on a, pour tout t inférieur 
ou égal à T, 

\\vn(t)-vm(t)\\v < |M0) -v ro (0 ) | | exp -B(t) 

Il est clair alors que la suite (vn)neN est une suite de Cauchy dans C(R; Em). L'unicité 
est une conséquence immédiate du lemme 5.1.1, ce qui conclut la démonstration de la 
première partie du théorème 5.1.1. 

5.2 Sur les équations différentielles ordinaires 

Il s'agit dans cette section de démontrer la partie lagrangienne du théorème de Yudovich 
(le théorème 5.1.1). Définissons tout d'abord l'espace des champs de vecteurs dits 
logarithmiquement lipschitziens (ou en abrégé log-lipschitziens). 

Définition 5.2.1 L'ensemble des champs de vecteurs log-lipschitziens surRd, noté LL, 
est Vensemble des champs de vecteurs bornés v tels que 

\HLL 
déf 

sup 
0<|z-x'|<l 

\v{t,x)-v(t,x')\ 
\x - x'\(l - log \x - x'\) 

< 00. 
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Le théorème suivant entraîne immédiatement la partie lagrangienne du théorème de 
Yudovich. 

Théorème 5.2.1 Soit v un champ de vecteurs appartenant à l espace Lj0C(R\LL), il 
existe une unique application ip continue de R x Rd à valeurs dans Hd vérifiant 

ip(t,x) = X + 
t 

0 v(s,ip{s,x))ds. 

De plus, le flot i¡) est tel que, pour tout t, 

tl>(t) - Id e C ,exP~/o IM5)!!".*». 

Plus précisément, on a 

\x - y\ < e 1_eXP /0 \\v(s)ÏÏLLds ^№(t,x) - ^{t,y)\ 
< |x - y| exp-/o ||v(s)||LLd5el-exp- f¿ \\v{s)\\LLds 

Faisons une petite digression sur les équations différentielles ordinaires associées 
à des champs de vecteurs non-lipschitziens. Ceci nous conduira très simplement au 
théorème ci-dessus. Dans toute cette section, ¡1 désignera une fonction de R"1" dans 
lui-même, nulle en 0, strictement positive ailleurs, croissante et continue. 

Définition 5.2.2 Considérons deux espaces métriques {X,d) et (Y, 6). Nous désigne-
rons par Cp(X, Y) Vensemble des u fonctions bornées de X dans Y telles qu'il existe C 
telle que, pour tout x G X et tout y E X, 

8(u(x),u(y)) < Cfi(d(x,y)). 

Remarque Si (Y, 6) est un espace de Banach (que l'on notera (E, || • ||)), l'espace 
C^(X, E) est un espace de Banach muni de la norme 

IMU = IMU- + sup 
(x,y)€XxX,x^y 

\\u(x)-u(y)\\ 
fi(d{x,y)) 

Le théorème ci-dessous décrit sous quelles hypothèses simples nous avons existence et 
unicité des courbes intégrales pour une équation différentielle ordinaire. 

Théorème 5.2.2 Soient E un espace de Banach, iî un ouvert de E , I un intervalle 
ouvert de R et (t0,x0) un élément de I x il. On considère une fonction F appartenant 
à L ^ / î C ^ f i ; E)). On suppose de plus que 

Jo 

dr 

/i(r) 
= -f 00. (5.7) 

Alors, il eooiste un intervalle J tei que to £ J C I et tei que Véquation 

(EDO) x(t) = x0 + 
t 

0 
?{s,x{s))ds 

admette une et une seule solution continue définie sur l'intervalle J. 
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Pour démontrer ce théorème, commençons donc par établir l'unicité des trajectoires. 
Soient X{(t) et x2(t) deux solutions de (EDO) définies sur un voisinage J de ¿0 avec la 
même donnée initiale x0. On pose 

p(t) = \\xl(t)^x2(t)\\. 

On déduit immédiatement de l'appartenance de F à Lj^I'X^Sï, E)) que 

0 < p(t) < 
t 

0 
j(s)p(p(s))ds avec 7 € et 7 > 0. (5.8) 

Le lemme clef est le suivant. 

Lemme 5.2.1 Soient p une fonction mesurable et positive, 7 une fonction positive 
localement integrable et p, une fonction continue ainsi que croissante. On suppose que, 
pour un réel positif a, la fonction p vérifie 

p(i) <a + 
rt 

Jto 
nf(s)p(p(s))ds. (5.9) 

Si a est non nul, alors on a 

- M(p(t)) + M(a) < 
t 

'to 
7(s)ds avec M(x) = 

/•1 

x 

dr 

MI*-) 
(5.10) 

Si a est nul et si p vérifie (5.7), alors la fonction p est identiquement nulle. 

Pour démontrer ce lemme, posons tout d'abord 

Ra(t) = a H-
rt 

'to 
l(s)p(p(s))ds. 

La fonction Ra est une fonction continue et croissante. On a donc, au sens des distri
butions. 

Ra(t) = 7(t)p(p(t)). 

Il résulte alors de la croissance de p que 

Ra(t)<l(t)p(Ra(t)). (5.11) 

Supposons que a soit strictement positif. La fonction Ra est alors strictement posi
tive. Comme la fonction M est continûment différentiable sur l'ensemble des réels 
strictement positifs, il résulte de (5.11) que 

-
d 
dt 

W(Ra(t)) = 
RM) 

p(Ra(t)) 
< 7(0-

En intégrant cette inégalité, on obtient l'inégalité (5.10) en se souvenant que la fonction 
—M est croissante et que p < Ra-

Supposons maintenant a nul et p non identiquement nulle près de to. La croissance 
de p autorise à remplacer p par la fonction (que l'on persistera à noter p) supsGrto ^ p(s). 
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Il existe alors un réel ¿1, strictement supérieur à t0, tel que Ton ait p(t\) > 0. Vu que 
la fonction p satisfait (5.9) pour a = 0, elle satisfait également cette inégalité pour tout 
a' strictement positif. Il vient alors de l'inégalité (5.10) que 

M{a!) < 
rti 

'to 
liTÌdr + Mipih)), 

et ce, pour tout a' strictement positif. Ceci est contradictoire avec l'hypothèse faite 
sur la divergence en 0 de l'intégrale de l'inverse de p, ; la démonstration du lemme alors 
achevée. 

Grâce à l'inégalité (5.8), l'unicité des courbes intégrales passant par un point donné 
est une conséquence immédiate du lemme 5.2.1. Démontrons l'existence. On considère 
le classique schéma de Picard 

Xi.4-1 it) = Xn + 
rt 

JtQ 
F{r,xk{r))dT. 

Nous omettons la vérification du fait que, pour J assez petit, on reste dans le domaine 
de définition de la fonction F et que la suite (xjO&gN est une suite bornée de L°°(J). 
Nous allons démontrer que la suite ainsi définie est une suite de Cauchy dans l'espace 
des fonctions continues de l'intervalle J (choisi suffisamment petit) dans E. Pour cela, 
Dosons 

0fe+l,nM = ||xfc+i+n(í) - Xk+i(t)\\. 

Il vient 

0 < p*+i,nW < 
rt 
to 

y{T)fi{pkJr))dr 

En posant pk(t) = supn ||xjb+i+n(¿) — Xfc+1(£)||, on déduit de la croissance de /x que 

0 < pk+i(t) < 
rt 

t0 
y(t)µ(pk(t))dt. 

Grâce au lemme de Fatou et à la croissance de /¿, on déduit de l'inégalité ci-dessus que 

m 
déf limsuppfc(¿) < 

fc->+oo 

rt 

'to 
7(r)/x(p(r))dr. 

En appliquant à nouveau le lemme 5.2.1, on trouve que p(t) est identiquement nulle au 
voisinage de t0, ce qui conclut la démonstration du théorème 5.2.2. 

Pour démontrer l'intégralité du théorème de Yudovich, il suffît maintenant d'étudier 
la régularité en la variable x du flot Pour ce faire, considérons deux courbes intégrales 
de v, notées X\(i) et X2(t), issues respectivement de deux points distincts x\ et x2 tels 
que 

llxi -X2II < 1. 

Les inégalités écrites ci-après sont valables seulement si 

\\Xl{t) - x2{t)\\ < 1 . 
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Par définition de l'espace CM, il vient 

\\Xi(t) - x2{t)\\ < | |x1-x2 | | + 
t 

io 
M^X^T)) -v(r,x2(T))\\dr 

< H*! -X2| | + rt 

'0 
\\v(T)\\LLxp(\\Xl(T)--x2(T)\\)dT 

Appliquons alors le lemme 5.2.1 avec p(t) = \\xi(t) - x2(t)||, a = - x2\\ et ^(t) = 
11̂ (̂ )11̂ . Comme dans ce cas p(r) = r ( l - logr), il vient 

- logfl - log Wx^t) - x2(*)||) + log(l - log \\xx - x2\\) < 
t 

r0 
\\v{T)\\LLdr. 

En passant deux fois à l'exponentielle comme dans la précédente section, il vient 

||x1(t)- Z2WII < ll*i ~ * 2 i r p ~ £ « ^ « " ^ c 1 - ^ " / ^ H5)»"^, (5.12) 

ceci ayant lieu tant que \\xi(t) — x2(t)\\ < 1. La preuve du théorème 5.2.2 (et donc celle 
du théorème de Yudovich) est ainsi achevée. 

5.3 U n exemple 

Le but de cette section est d'exhiber une solution du système d'Euler incompressible 
montrant le caractère optimal du théorème de Yudovich. Nous allons construire une 
solution vérifiant les propriétés suivantes : 

• le tourbillon LJ du champ de vecteurs v solution est, à chaque instant t, borné et 
nul en dehors d'un ensemble compact, 

• à chaque instant t, le flot tp(t) de v n'appartient pas à la classe de Hôlder Cexp~l. 

Construisons tout d'abord la donnée initiale. Soit UJQ la fonction sur le plan R2 nulle 
en dehors de [—1,1] x [—1,1], impaire en les deux variables X\ et x2 et valant 2n sur 
[0,1] x [0,1]. On considère le champ de vecteurs v0 défini par 

^o(xi,x2) = 

1 

2?r 
Xo - Vo 
\x -y\2 w0(y)dy 

1 
2?r 

XI -vi 
F - Î / R 

Vo(y)dy. 

Nous allons démontrer le théorème ci-dessous. 

Théorème 5.3.1 Soit v la solution de l'équation d'Euler associée à la donnée initiale 
vo définie ci-dessus. A l'instant t, le flot tp(t) du champ de vecteurs v n'appartient à 
CQ pour aucun a > exp —t. 

Il convient d'étudier quelque peu le champ de vecteurs v0. Ce champ n'est bien 
sûr pas lipschitzien. L'exemple construit dans la section 3.2 et dont les propriétés sont 
décrites par la proposition 3.2.1 montre que certaines dérivées partielles de v sont de 
taille équivalente au logarithme de la distance au coin du carré. 
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Ici, le champ de vecteurs v0 présente des symétries. Ceci va nous permettre de le 
décrire plus explicitement. En effet, le champ de vecteurs r'0 est symétrique par rapport 
aux deux axes de coordonnées. Il en résulte que ce champ de vecteurs est tangent à ces 
deux axes et donc nul à l'origine. Nous allons démontrer la proposition suivante. 

Proposition 5.3.1 II existe une constante C telle que, pour tout Xi tel que 0 < x\ < C, 
on ait 

^(xi ,0) > -2xilogXi. 

En effet, en posant u)o(xx) = 2H(xi) - 1 (H désignant la fonction de Heavyside), il 
vient 

VQ(Xu0) = 
1 

2TT 

y2 
x - y -

uo{y)dy 

= 
r1 

-î 
dyiUJoiyi) 

rl 

/0 

2l/9 

(x\ -2/i)2 + 2/2 
dy2. 

Par un calcul immédiat, on en déduit que 

vl(xu0) = i^(xi,0) + vj(x!,0) avec 

Vn(xu0) = - ri 

o 
log(xi -yx) dyi -f 

rl 

/0 
log(x! +yiYdyi et 

v1 (x1,0) = rl 
lo log 

1 + (xi - yiY 

1 + (xi + yi)-
dyi. 

Il est évident que la fonction x\ > î7o(xi,0) est une fonction impaire indéfiniment 
différentiable. De plus, un calcul d'intégrale des plus élémentaires assure que, pour 
0 < Xi < 1, on a 

vlJxu 0) = -4x i logxi -f 2(1 -h xO log(l + xi) - 2(1 - xi) log(l - xx). 

Donc, lorsque 0 < Xi < 1, on a 

Vo(xi,0) = -4xilogXi -h/(xi) , 

où / désigne une fonction impaire indéfiniment différentiable sur ] — 1,1[. Ceci assure 
la conclusion de la proposition. 

Revenons maintenant à l'équation d'Euler et à sa solution v correspondant à la 
donnée initiale vo. D'après le théorème de Yudovitch (le théorème 5.1.1), le flot du 
champ de vecteurs v est une fonction continue de la variable (t, x). De plus, on sait 
qu'à chaque instant, le champ de vecteurs v est symétrique par rapport aux deux axes 
de coordonnées. Donc ces deux axes sont globalement invariants par le flot. L'origine, 
qui est leur point d'intersection, est donc stable par le flot tp du champ de vecteurs v. 
On a ainsi, pour tout t, 

</>(*,0) = 0, ^1(*,0,x2) = 0 et V2(*,*i,0) = 0. (5.13) 
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Soit T un réel strictement positif arbitraire. Le tourbillon est conservé le long des lignes 
de flot (voir Tégalité (1.12)). La relation (5.13) ci-dessus assure donc l'existence d'un 
voisinage W de l'origine tel que Ton ait, pour tout t G [0, T], 

w(t)|w = w0|w. 

Le champ de vecteurs de divergence nulle v(t) = v(t) — VQ est symétrique par rapport 
aux deux axes de coordonnées. Son tourbillon est identiquement nul sur W. Donc, il 
existe une constante A telle que l'on ait, pour tout t G [0,T], 

\v(t,x) -vo{x)\ < A\x\. 

De la proposition 5.3.1, il résulte l'existence d'une constante C telle que, pour tout 
couple G [0,T] x [0,C], on ait 

v(t,x\,tì) > —Xilogxi. 

Soit maintenant X\ G [0,1[ tel que, pour tout t G [0,T], on ait 

^1( t ïXi l0)€[0,Cl . 

Il résulte de l'inégalité ci-dessus que l'on a 

tpl(t,£i,0) > X\(i) avec x\(i) — — xi(£)logXi(£). 

Il en résulte alors que 
^ ( ^ x i , 0 ) >xfp-<. 

Vu que ip(t,0) = 0, le théorème 5.3.1 est démontré. 

5.4 Le problème des poches de tourbillon 

Le problème des poches de tourbillon est le suivant : supposons que le tourbillon soit, 
à l'instant initial, la fonction caractéristique d'un ouvert borné D0 dont le bord est de 
classe de Hôlder Ck+€ avec k un entier strictement positif et e un réel de l'intervalle 
]0,1[. Nous nous restreindrons ici au cas où la régularité du bord est C1+c. D'après le 
théorème 5.1.1, il existe un unique champ de vecteurs solution des équations d'Euler 
sur R x R2, dont le tourbillon appartient à L°°(R3). Cette solution est alors quasi-
lipschitzienne. Un tel champ de vecteurs possède un flot ip à régularité exponentielle-
ment décroissante en fonction du temps, c'est-à-dire que ip(t) est un homéomorphisme 
de classe de Hôlder Cex?^~at\ D'après la relation (1.12) de conservation du tourbillon 
le long des lignes de flot, le tourbillon à l'instant t est alors la fonction caractéristique 
d'un ouvert borné Dt dont la topologie reste inchangée. Par contre, le bord de cet ou
vert n'est plus a priori que de classe C^PC-0*). Deux questions très naturelles se posent 
alors : le bord de l'ouvert reste-t-il régulier à temps petit? si oui, que se passe-t-il pour 
les temps grands? 

Dans le cas où le tourbillon à l'instant initial est la fonction caractéristique de 
l'intérieur d'une courbe du plan, fermée, simple et de classe C1+€, on peut être tenté de 
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suivre la démarche suivante. Soit 70 un plongement du cercle S1 de classe CI+t dont 
l'image est le bord de l'ouvert Dt. Le champ de vecteurs solution est alors complètement 
déterminé par le bord de l'ouvert. Cherchons alors un paramétrage de ce bord par la 
fonction 7 définie par 

dtf(t,s) = v(t,i(t,s)). (5.14) 

Or, d'après la loi de Biot-Savart, le champ de vecteurs solution est défini par 

v(t) = VLf(t) avec /(*, x) = D 
2n JDt 

log \x - y\dy. 

En admettant que 7(2, •) soit un plongement de classe C1+c du cercle, il vient, par une 
formule de Green, 

v(t,x) = 
1 

2TT 

2tt 

lo 
log \x - 7(t, a)| drffc o)do. 

D'après (5.14), il s'agit de résoudre, dans l'ensemble des plongements de classe C1+c, 
l'équation suivante : 

dti(t, s) = 
1 

2?r 

•2tt 

/0 
log|7(M) -7(t,cr)|ô<r7(*,^)*7. (5.15) 

Dans la section 5.5 suivante, nous allons démontrer un théorème qui entraînera en 
particulier le théorème ci-après. 

Théorème 5.4.1 Soient e appartenant à l'intervalle ]0,1[ et 70 une fonction de l'espace 
Cl+t(Sl\R2) injective et dont la différentielle ne s'annule pas. Il existe alors une unique 
solution 7(̂ ,5) de l'équation (5.15) appartenant à l'espace LJ^(R; C1+C(S1; R2)) et qui 
est, pour tout temps, un plongement du cercle. 

5.5 Démonstrat ion de la persistance 

Nous allons énoncer un théorème général de persistance des structures géométriques 
pour le système d'Euler incompressible. Ce théorème contiendra bien sûr le résultat 
d'existence globale pour le problème traditionnel des poches de tourbillon. Comme le 
théorème 3.3.2 le suggère, le concept important est celui de régularité tangentielle par 
rapport à une famille X de champs de vecteurs de classe Cc, admissible en dehors de E. 
Ici, contrairement au chapitre 9, l'ensemble E sera toujours vide (on dira alors que la 
famille est admissible). On convient donc pour le reste de ce chapitre des notations 
suivantes : 

UX) = inf sup 
xGR2 A€A 

I*A(*) | ( > 0 ) , 

NAX) = 1 
e 

sup 
||XA|L + ||divXA|L 

I(X) 

N U = N((X)\\u\\L~ + sup 
\\Xx{x, £>)««_! 

I(X) 

Nous pouvons maintenant énoncer le théorème principal de cette section. 
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Théorème 5.5.1 Soient e un réel de l'intervalle ]0, \ [, a un réel supérieur à 1 et XQ — 
(^O,A)A€A une famille admissible de classe CC sur le plan. On considère un champ de 
vecteurs vo sur R2 appartenant à Cl et dont le gradient est dans La. Si UJQ appartient 
à Ce(Xo), alors, il existe une unique solution v de (E) telle que 

v e LZ~(R;Lip) et Vv G La. 

De plus, si tp désigne le flot de v, alors, pour tout X, 

X0,h(x,D)fd E Kloc (R;Ce). 

Enfin, si Xti\ = ip(t)*X0^, alors, la famille Xt = (Xt^)A€A est admissible et l'on a 

Nt(Xt)€LZ(R) et Mt)\\€iXtGLZ(R). 

Avant de démontrer ce théorème, nous allons vérifier qu'il entraîne bien le théo
rème 5.4.1. Soit fo une fonction de classe C1+c telle que, dans un voisinage de la courbe 
7o, celle-ci soit l'ensemble des zéros de f0. Le gradient de la fonction f0 est supposé ne 
pas s'annuller sur 70. Soit maintenant a une fonction à valeurs réelles valant identi
quement 1 près de la courbe 70 et supportée dans un voisinage de 70 où le gradient 
de /0 ne s'annulle pas. On définit alors les trois champs de vecteurs suivants : 

*<M> = V V o , *o,i = (1 - a)d1 et X0,2 = (1 - a)d2. 

Il est trivial de vérifier que la famille de champs de vecteurs définies ci-dessus est une 
famille substantielle de classe C€. 

Comme UJQ est la fonction caractéristique du domaine intérieur à la courbe 70, il est 
clair que X0ii(x, D)uo = 0. Les hypothèses du théorème 5.5.1 sont donc satisfaites. 

Soient 0o un élément du cercle et x0 un élément de la courbe 70. Considérons 
l'équation différentielle ordinaire suivante : 

9a7o(cr) = X0,o(7o(<7)) 
7o(^o) = Xo-

La fonction 70 est un plongement du cercle de classe C1+c. Soit 7(t) la fonction définie 
par 7(£, a) = VK T̂oC*7))- D'après le théorème de persistance 5.5.1, on sait que 

Xo,o(*,-D)V>€L£(R;Ce). 

En dérivant la relation de définition de 7, il vient 

dol{t,<j) = (X0,o(x,D)^)(t,7oW). 

Donc dai appartient à L^(R; Ce). Le fait que ce soit un plongement du cercle résulte 
immédiatement du caractère lipschitzien de ip. Le théorème 5.4.1 est ainsi démontré. 

Démontrons le théorème de persistance 5.5.1. La démarche suivie est la même que 
celle qui inspire la preuve du théorème 5.1.1. Régularisons la donnée initiale. On pose 

ô,n = Snv0 et o;0,n = SnUQ. (5.16) 

Le théorème 4.2.3 d'existence globale de solutions régulières affirme l'existence d'une 
solution globale vn du système (E). Le point important de la présente démonstration 
consiste à démontrer une estimation a priori sur la norme Lipschitz d'une solution 
régulière du système (E), puis de passer à la limite. 
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Théorème 5.5.2 // existe une constante C vérifiant la propriété suivante. Soient e 
un réel de Vintervaïle ]0,1[, a un réel supérieur à 1 et X0 = (X0,A)A€A une famille 
admissible de classe C€ sur le plan. Considérons un champ de vecteurs v solution du 
système d'Euler et appartenant à l'espace L ^ ( R ; C £ ° ) . Alors, on a, pour tout temps t, 

||Vv(*)IU~ < N{X0,e,u0)exp 
C*||Wb||L00 

e2 
avec 

N{X0ie,uJo) = Ca\\uj0\\La + 
C 

e 
||<*>O||L~ log 

IM|e,X0 
||w0||Lhg 

C'est ici qu'intervient la dynamique. L'idée est très simple ; on transporte les 
données géométriques, c'est-à-dire la famille admissible par le flot du champ de vec
teurs v et l'on applique l'inégalité du théorème 3.3.2 à chaque instant. 

Définissons donc la famille Xt = (Xt\)xe\ par 

Xt,x(x) = Mt)Xo,x(x) = (X0,x(x, £>№(*)) ( ^ ( t , *))• (5.17) 

Le point décisif de la démonstration est la majoration de la quantité ||w(*)lkxr Le 
lemme clef est le suivant. 

Lemme 5.5.1 II existe une constante C telle que 

I{Xt) > / ( X o ) e x p -
t 

0 
\\Vv(T)\\L~dT (5.18) 

||XtfA(x,£>M*)ll«-i < C||X0,A(a:,jD)a;o||c-iexp 
C 

e 

t 

0 
HVwMIU-dT , (5.19) 

| |divXa| |e < ||divXo,A||£exp(C 't 
0 

\\Vv(T)\\L~dT), (5.20) 

l i b i l e < C ||Xo,A||e + ||divX0,A||e + 
elIX, A(X, D V O I L - I 

IkolU» 

x exp 
C 

e 

rt 

0 
\\Vv(T)\\L~dT . (5.21) 

Admettons momentanément ce lemme. Il résulte alors de la définition de || • ||£jxt 
aue 

\Ht)Lxt 
\\Uj{t)\\Loc 

<c 
IkolLxn 

IM>||L» 
exp 

C 

e 

rt 

io 
l|Vt;(r)||L-.dr . 

Appliquons alors le théorème 3.3.2. On peut dès lors affirmer, grâce à la nullité de la 
divergence du champ de vecteurs v, que 

l|Vv(t)||Loo <Ca\\uj0\\L* + 
C 

e 
\M\L<*> log e + 

W^oLxo 

IkollL» 
exp 

C 

e 

-t 
0 

||Vz,(r)||L=odr) . 

Comme le quotient 
IkolIcXo 
IM>||L«> 

est supérieur à 1, il est légitime d'écrire 

l|Vv(t)||L~ < C a l M U - + 
C 

e 
\\VO\\L°° log 

IkollcXo 

IM>||L«> 
+ 

c 

62 
II^OIIL*» 

rt 

0 
||Vt;(r)||Loodr. 

Le lemme de Gronwall assure alors le théorème 5.5.2. 
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Prouvons le lemme 5.5.1 que nous avions provisoirement admis. Si l'on dérive l'équa
tion de définition du flot le long du champ de vecteurs Х0,л, il vient 

dtXb\(x,D)il)(t,xt Vv(tMt,x))X.x(x,Dmt,x) 
Х0,л(х,£>М0,х) X^x{x). 

(5.22) 

En intégrant l'équation ci-dessus entre t et 0, il vient 

|*O,A(X)| < |Хо,л(х,/ЗЖ*,х)|ехр 
r 
о 

Vv{r)\\Loodr. 

Il en résulte, pour tout x du plan, que 

SUD 
Л6Л 

*O,A(X) : SUp 
Л6Л 

х0А(х,ощг,х) exp 
•t 
0 

\\Vv(r)\\LoodT. 

Comme Xt.\{x) = (X0,x(x, D)tp(t))(il; 1(t, x)), la définition 3.3.1 de I(X) assure l'inéga
lité (5.18). 

La relation (5.22) peut s'écrire 

dtXt,x + vVXt,x = Xt,x(x,D)v. (5.23) 

Cette relation exprime que les deux champs de vecteurs dt -f v • V et Xt,\ commutent. 
Grâce à la conservation du tourbillon le long des lignes de flot de v, on en déduit que 

dtXtiX(x, D)u>{t) + v • VX£,A(x, D)u(t) = 0. 

L'estimation de propagation de la norme hôlderienne établie au lemme 4.1.1 assure que 

||X£,A(x,D)u;(*)||e-i < C||X0,A(x,D)u;o||c-iexp 
e 

•t 

'o 
|Vt;(r)||Loodr 

ce qui n'est rien d'autre que l'inégalité (5.19). 
En appliquant l'opérateur divergence à l'équation (5.23), il vient 

dt div Xt,x + v • V div Xux = XtiX(x, D) div v. 

Comme le champ de vecteurs v est solution de l'équation d'Euler, sa divergence est 
nulle. On a donc conservation de la divergence des champs de vecteurs Xt,x le long des 
limes de flot, c'est-à-dire 

dt div Xt,\ + v • V div Xt,\ = 0. (5.24) 

L'inégalité (5.20) résulte immédiatement du lemme 4.1.1. 
Pour démontrer l'estimation (5.21), légèrement plus délicate, on utilisera la rela

tion (5.23) de transport de Xt et le lemme 3.3.2. Grâce à ce lemme, on peut soutenir 
que l'on a, avec ses notations, 

dtXt,x + v . VXt,A = W^xMt)) + W2(XtiX,v{t)) + A(t)Xt,x, 
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où A(t) désigne un opérateur continue de Cf dans lui-même tel que 

\\A(t)\\(ce;ce) 
C 

e 
Vv(0IU». 

De l'estimation de propagation du lemme 4.1.1, des majorations de \ \ \ et W2 énon
cées dans le lemme 3.3.2 et des inégalités (5.19) et (5.20), on déduit l'existence d'une 
constante C telle que Ton ait 

l ibi le < ИЛЬ .Alice f /ol|Vi;(r)||Loodr 

C||Xo(x,ZJ)(Jb|L.1- C 
e 

divX0>A||€-i 
't 
0 e f /0THVv(r')||Loodr'dr> 

Il est clair que le dernier terme de l'inégalité ci-dessus peut être majorée par 

Ct |X0(x,I>)u/o||e-l 
| divXo7AlUĤ olUoo 

6 
eT /0Vv(r)||Lco<fr 

En observant que 
IMU~ = \\u(t)\\Loo < 2||V^)||Loo, 

on peut affirmer que 
t e 

C\\U0\\Loo 
;f fi\\Vv(T)\\L00dT^ 

On en déduit alors immédiatement que 

l ibi le ||X0IA||C + C|| divX0LA||c 
Ce\\X«x(x,D)w0\\e-i> 

IM>IU«> 
e? /o H )̂llLOodr 

ce qui n'est rien d'autre que l'inégalité (5.21) voulue. Le lemme 5.5.1 et ainsi le 
théorème 5.5.2 sont démontrés. 

Il s'agit maintenant de passer à la limite. Ceci sera très facile compte-tenu des inéga
lités précédemment démontrées. Considérons la suite de données intiales régularisées, 
définies par l'équation (5.16) au début de cette section. D'après le théorème 5.5.2 que 
nous venons de démontrer, on peut écrire 

l|Vt;n(t)||L~ <CAT(X0,e,a;o,n)exp 
C£|ko,n||z,«> 

e2 
(5.25) 

en se souvenant que 

iV(X0,e,o;o,n) = C(||a;o,„|Uoo + allato JU-) 
C. 

e 
0̂,n||L« log 

lko,n|kx0 
Ĥ O.nlU00 

L'inégalité (3.22) affirme que 

\\Snuj\lx 
C 

1-e 
[N4X)\\<j\\Loo + \\u,\\€tX)-

Le fait que ||â )n||x,<» < C||U;O||.LOO et ||u>o,n|U° < C||wo|U« entraîne alors que 

\\VvJt)\\L°° <CN(X0,e,üj0) exp 
Ct\\uo\\L-

б2 
(5.26) 
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Nous allons démontrer que la suite (wn)n€N est une suite de Cauchy dans L^ (R ; C~rt) 
pour tout a de l'intervalle ]0,1[. En effet, on a 

dt{vn - vm) + i»n • V(?;n - vm) *{Vn ~ vm, vn + vm) + {vm - vn) • Vvm. 

En découpant le terme (vm — vn) • Vt/m en paraproduit et reste, puis en utilisant le 
théorème 2.4.1 qui décrit la façon dont paraproduit et reste opèrent dans les espaces de 
Hôlder, il vient 

\\{Vn ~ Vm) ' Vvm||-.a < Ca l̂lVVm l̂lLooHVn - Vm||.Q. 

La proposition 2.5.1 affirme que 

\\n{Vn-Vm,Vn + Vm)\\-a < CQi€(\\vn{t)\\Lip + \\vm{t)\\Lip)\\vn - Vm\\.a. 

Posons 
V(t) CN(X0,e,(jj0)exp 

C*||CJÔ||LCO 

e2 
Appliquons l'estimation de propagation du lemme 4.1.1 ; il en résulte que 

\\(Vn-Vm№\\-a < IKn -%m||-aexp CN 
t 

0 
V(r)dr 

Par interpolation, on en déduit que la suite (vn)ne^ est> pour tout r strictement inférieur 
à 1, une suite de Cauchy de Lf^(R; Cr). 

Le point important consiste maintenant à démontrer que la solution v du système 
d'Euler ainsi construite vérifie les propriétés de régularité tangentielle par rapport à 
une famille admissible de champs de vecteurs à définir. 

La première étape est la démonstration d'une facile propriété de stabilité du flot 
dans le cadre des champs de vecteurs intoduits dans la section 5.2. 

Lemme 5.5.2 Soit (Fn)nGN une suite bornée de Z^QO, T]; C^), où ¡1 vérifie les hy
pothèses du théorème 5.2.2. On suppose en outre que 

lim Fn 
n—>oo 

F dans L1([0,r|;L00). 

Soit {ipn)ne'N la suite des solutions de 

il>n(t4x) X + 
0 F(s,ip(s,x))ds. 

Alors, (ipn)neN est une suite de Cauchy dans Id +L°°([0, T] x Rd; Kd) et sa limite ip est 
solution de 

tp{t,x) X 
t 

0 
F(s,ip(s,x))ds. 

De plus, si la suite (Fn)neN est bonée dans Ll([0,71; Lip) (resp. L1 ([0,71 ; LL)J, alors, 

Ve > 0, lim én 
n—*oo 

tb dans L^m^TUd+c1-*) 

(resp dans L°°(fO,T];Id+Cexp 
«+/0Tll»WIUt<*T 

le même résultat étant vrai pour (ib„ Mn̂ N etib l. 
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La démonstration de ce lemme utilise les mêmes ingrédients que celle du théorème 5.2.2. 
On a 

\il>n+k{t*x) - t/>n(t,x)| 
t 

to 
\Fn+k{s) - Fn{s)\\Loods 

t 

to 
Fn(s,^n+fc(s,;r)) Fn(s,ipn(s,x))\ds 

t 

/to 
Fn+k{s) - Fn(s)\\Loods 

-t 

to 
fi(Un+k(s) - Ms)ÏÏL~)\\Fn(s)\\c»ds. 

Posons alors 
Pn(t) sup 

0<r<t 
fc>0 

fi(Un+k(s) - Ms)ÏÏL~) 

De manière rigoureusement analogue à celle utilisée dans la démonstration du théo
rème 5.2.2, on obtient 

Pn(t) < On 
t 

o 
VL(Pn(s))\\Fn{s)\\Ctids avec an = sup 

fc>0 

a 

/0 
\\Fn+k(s) - Fn{s)\\L~ds. 

D'après l'inégalité (5.9), il vient 

-M(Pn(t)) + M{an) 
r 

0 
\Fn(s)\\cJs. 

Par hypothèse, le membre de droite de l'inégalité ci-dessus est majoré par une constante 
C, indépendante de n. D'où 

M(an)<C + M(pn(t)). 

Or la suite (on)n€N tend vers 0, donc la suite (A4(an))n6N tend vers l'infini. Donc la 
suite (<A"((/>n(£)))n€N aussi. Vu la définition de A4, ceci entraîne que la suite (pn(£))neN 
tend vers 0. Donc, on a 

lim ibn 
n—>oo 

to dans Id+L°°([0,T] xRd;Rd). 

La démonstration du lemme se conclut par une évidente interpolation. 

Démontrons maintenant le premier point du théorème 5.5.1, à savoir que l'on a, 
pour tout À, 

X0,x(x,D)^eL^(R;C% 
On sait que 

Xo,A(x,D)^n X0i(x,I>)to>n-Id) 

j 
tyXUxMn - là)) (xl>n - Id) div X0tX + X0,x-
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D'après le lemme 5.5.2 de stabilité ci-dessus et d'après le caractère d'algèbre normée de 
l'espace C(\ la suite (Xo,\{x, D)ipn)nej^ converge vers X0,A(X, D)i> dans l'espace L ^ ( R ; Ce-1) 

Or, l'inégalité (5.21) du lemme 5.5.1, jointe au fait que la suite (ipn)neN est une 
suite bornée de L^(R ;Lip), assure que, pour tout r strictement inférieur à e, 

lim 
(R;Lip) 

X^\(x,D)il>n X0)A(X, D)I¡> dans ££(R;C-). (5.27) 

Il en résulte que 
X0,A(x,D)V>eL£(R;C'), 

ce qui n'est rien d'autre que le premier point du théorème 5.5.1. 

Pour démontrer l'intégralité de ce théorème, il reste maintenant à démontrer que 
la régularité supposée à l'instant initial se propage. La première des choses à faire est 
de définir, pour chaque instant t de l'évolution, une famille admissible de champs de 
vecteurs. Posons, pour tout A, 

Xt,x(x) :(X0,A(S, £>)</>)(', <r1(*,*)). 

Démontrons que, pour tout temps t, la famille de champs de vecteurs (Xt) — (Xti\) est 
une famille de classe Ce, admissible. En effet, posons, pour tout A, 

*T,„,A = {X0¿{x,D)i¡>n){t,i>-\t,x)). 

Par définition des champs de vecteurs X„tttx et Xt<x, il vient 

Xt,n,x(x) - xt,\{x) {XQix{x,D)^n){t^-\t,x)) {X0,x{x,D)il>n){t,i>-\t,x)) 

(X0,A(X, D)i>n - X0,x{x, D)i>){t, ̂ _1(t,i)). 

Il en résulte que 

Xt,n,x — Xt,x\\v*> iix0,A(X, D)iMu\\i>nl w - ^ - ' w i u - r 
\\XoAx, D)^n - X0,A(X, D)i>\\Loo. 

De plus, l'inégalité (5.21) du lemme 5.5.1 dit que la suite (Xt,n,\)neN est une suite bornée 
de l'espace L££.(R;CC). Il en résulte donc bien que, pour tout A et tout r strictement 
inférieur à e, on a 

lim 
n—•oo 

Xt,n,\ Xt,n,\ dans LÎZ.(R;Cr). 

Comme la suite (Xt,n,\)neN est une suite bornée de L££,(R;C€), les champs de vec
teurs Xt,\ sont localement bornés en temps, à valeurs dans C€. De même, grâce à 
l'inégalité (5.20), la fonction divA^A appartient à l'espace LJ£,(R;C€). 

Enfin, comme la suite (Xt^x)neN converge vers Xt,\ dans l'espace Lgc(R;L°°), il 
vient, d'après l'inégalité (5.18), que 

I(Xt)>I(X0)exp 
t 

o 
\Vv{T)\\L~dr. 

La famille de champs de vecteurs Xt est donc une famille admissible de champs de 
vecteurs de classe C€. 
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Comme la suite (i;n)n6N converge vers v dans Lj£,(R;Cr) pour tout r strictement 
inférieur à 1, il vient, pour tout r strictement négatif, 

lim uJn 
n—*OQ 

w dans Xt\(x,D)u 

Il résulte alors du théorème 2.4.1 d'opérance du paraproduit et du reste que, pour 
tout A, les suites {vnXt,n,\)nefi et (<*>n divXtiTliA)n€N convergent respectivement vers 
wXtyx et uàxvXux dans l'espace L^R; Cr) et ce, pour tout r strictement négatif. On 
en déduit donc que, pour tout A, 

lim 
n—»00 

Xt^x[x,D)(jjn Xt\(x,D)u dans Xt\(x,D)u 

Vu l'estimation (5.19), la suite (||Xtjn,A(x, J5)o;(t)||€_1)n€N est, pour tout A, une suite 
bornée de fonctions localement bornées. L'égalité ci-dessus permet alors d'affirmer que 

^ ( x . D V e L ^ R ; ^ - 1 ) . 

Ceci achève la démonstration du théorème 5.5.1. 

5.6 Références et remarques 

Le théorème 5.1.1 d'existence globale et d'unicité sous la seule hypothèse que le tour
billon à l'instant initial est borné a été démontré par V. Yudovich dans [67], pour 
l'équation d'Euler dans un domaine borné. L'adaptation au cas de l'espace R2 tout 
entier, présentée ici, reprend partiellement une section de [26]. 

Quant au théorème 5.2.1 d'existence d'un flot à régularité spatiale exponentiellement 
décroissante en temps, c'est un théorème d'équations différentielles ordinaires des plus 
classiques. L'approche présentée dans la section 5.2 reprend une partie de [30], qui 
est un travail de N. Lerner, en collaboration avec l'auteur). Un résumé historique très 
complet dû à T. Flett sur les diverses théorèmes d'existence et d'unicité relatifs à des 
équations différentielles ordinaires associées à des champ de vecteurs non-lipschitziens 
se trouve dans [40]. 

Quant à l'exemple de solution du système d'Euler à flot ayant une régularité Hôl-
derienne exponentiellement décroissante, il est tiré d'un travail de H. Bahouri, écrit en 
collaboration avec l'auteur (voir [6]). 

Toujours dans [67], V. Yudovich pose le problème des poches de tourbillon. Ce 
problème semble avoir connu un regain d'intérêt à la suite du texte de survol de A. 
Majda (voir [53]). Dans ce texte, on trouve développée l'approche par l'équation intégro-
différentielle (5.15) sur le paramétrage du bord. Au vu du résultat d'expériences numé
riques exposé par N. Zabusky et ses collaborateurs dans [68], A. Majda conjecture 
dans [53] que le bord cesse d'être rectifiable en temps fini. L'approximation quadratique 
de l'équation (5.15) a été étudiée notamment par P. Constantin et E. Titi dans [32] ; 
dans [3], S. Alinhac montre que cette équation approximée développe des instabilités 
très proches de l'explosion en temps fini. Enfin, des modélisations numériques plus 
récentes, voir par exemple [19] et [20], renforçaient aussi l'idée d'apparition de singula
rités sur le bord en temps fini. 
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L'approche présentée ici est différente. On revient aux équations d'Euler et Ton 
démontre le théorème 5.5.1 de propagation de la régularité tangentielle dans le système 
d'Euler jusqu'à un temps arbitraire. La notion de régularité tangentielle par rapport à 
une famille de champs de vecteurs a été introduite pour l'étude des équations hyperbo
liques par J.-M. Bony dans [15] (voir aussi [17] pour un survol de ce sujet). Ensuite, 
cette notion a été raffinée pour être applicable aux équations aux dérivées partielles non 
semi-linéaires par S. Alinhac dans [1] et par l'auteur dans [21] (voir aussi [22] à [24]). 

Ces techniques ont été appliquées une première fois dans [26] pour traiter le problème 
de la préservation de la régularité tangentielle à temps petit. Dans ce cadre de l'existence 
locale en temps, signalons que P. Serfati démontre dans [57] que, pour les petites per
turbations du cercle (solution stationnaire évidente), l'équation (5.15) est une équation 
différentielle ordinaire de type analytique. Puis, dans [27] et [29], nous avons démontré 
un théorème général de persistance de la régularité de type tangentielle très proche du 
théorème 5.5.1. Postérieurement, A. Bertozzi et P. Constantin ont démontré dans [14] 
la persistance de la régularité du bord de la poche en s'appuyant sur un théorème d'exis
tence démontré par A. Bertozzi dans [13]. Récemment, dans [58], P. Serfati donne une 
démonstration différente de notre théorème. Enfin, dans [43], X. Saint-Raymond et P. 
Gamblin ont généralisé l'approche présentée ici au cas de la dimension trois. 

Enfin, nous avons démontré dans [26] un théorème qui, combiné au théorème de 
persistance 5.5.1, généralise le théorème 5.4.1 de la manière suivante : 

Si 70 appartient à Cfe+€(S1, R2) où k est un entier strictement positif et e appartient 
à l'intervalle ]0,1[, alors la solution 7 de l'équation (5.15) appartient à l'espace 

O R ^ ^ R 2 ) ) 
e'<€ 

C ^ R j C ^ S ^ R 2 ) ) . 
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Chapitre 6 

Les nappes de tourbillon 

6.1 Présentation de la problématique 

Le problème des nappes de tourbillon consiste à chercher une solution du système 
d'Euler incompressible (E) en dimension deux lorsque le tourbillon à l'instant initial est 
la mesure de longueur d'une courbe compacte de classe C1. Ce problème est l'analogue 
du problème des poches de tourbillon avec un "cran" de singularité en plus. 

Démontrer l'analogue du résultat sur les poches de tourbillon, à supposer qu'il soit 
vrai, semble hors de portée. En effet, cela impliquerait que le tourbillon à l'instant t 
soit la mesure de longueur d'une courbe compacte régulière. 

La voie que nous allons emprunter est la suivante. Tout d'abord, trouver une classe 
large et stable de données initiales contenant les champs de vecteurs de divergence nulle 
dont le tourbillon est la mesure de longueur d'une courbe compacte régulière. Ensuite, 
régulariser une donnée initiale prise dans cette classe. Le théorème 4.2.4 assure l'exis
tence de solutions globales associées aux données régularisées. Enfin, les estimations 
a priori d'énergie et de conservation du tourbillon nous permettront de passer à la 
limite et ainsi de construire une solution. Le résultat de cette démarche est le théorème 
suivant : 

Théorème 6.1.1 Soient m un réel et VQ un champ de vecteurs de divergence nulle 
appartenant à l'espace Em. Supposons que OJQ, son tourbillon à l'instant initial, soit 
une mesure bornée de partie singulière positive. Il existe alors un couple (y,p) solution 
du système d'Euler (E) et appartenant à l'espace L^C(R] Em) x Lf^c(R] T~l(I? + L°°)). 

De plus, à chaque instant t, le tourbillon ut est une mesure bornée de partie singulière 
positive et de masse totale inférieure ou égale à celle de LJQ. 

Avant toute chose, vérifions que les données initiales de type "nappe de tourbillon" 
satisfont les hypothèses du théorème 6.1.1. D'après le lemme 1.3.1, il suffit pour cela de 
démontrer que la mesure de longueur d'une courbe compacte 7 de classe C1 appartient 
à i/-1(R2). Il suffit de le démontrer localement près de chaque point de la courbe. Soit 
Cl un ouvert et * un difféomorphisme de classe C1 tel que ^ (7 D Cl) = ^(Cl) fl {x G 
R2/x i = 0}. D'après les propositions 2.2.6 et 2.2.3, on peut définir, pour tout e stric
tement positif, la forme linéaire suivante, sur l'espace des fonctions iÏ2+€5 

f [ В Д о ф - ^ о Ф ^ Ы , 
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où Ri désigne la restriction sur la droite x\ — 0. D'après la proposition 2.2.1, il en 
résulte que la mesure de longueur de la courbe 7 est localement H~2~€. 

Nous suivons la démarche annoncée. Soit p une fonction de *S(R2) positive et 
d'intégrale 1. Avec les notations du chapitre 5, on pose 

Vo,n = Pn*v0 (6.1) 

et on note (vn)nGN la suite des solutions associées. Lorsque l'on regarde le système 
d'Euler incompressible tel qu'il est formulé dans les équations (1.16) et (1.17) page 18, 
on ne peut s'empêcher de remarquer que, si l'on veut obtenir une solution, il suffit, non 
pas de passer à la limite sur tous les termes non linéaires vV, mais seulement sur les 
termes vlv2 et (v1)2 — (v2)2, un changement d'axes évident permettant de se ramener 
au seul cas de vlv2. 

Remarque La convergence faible de vnvn vers u V pour tout couple (i,j)équivaut, 
d'après la relation (1.16), à celle de vnv2 vers vlv2, de (v^)2 — (v2)2 vers (v1)2 — (v2)2 
et de pn vers p. 

Les informations additionnelles dont nous disposons portent sur le tourbillon. Aussi, 
est-il naturel de chercher à exprimer la quantité vnv2 à partir du tourbillon de v. Le 
tourbillon un appartient à L°° fl L1. D'après la loi de Biot-Savart telle qu'elle apparaît 
dans la relation (1.8) page 15, il vient, pour toute fonction g indéfiniment différentiable 
à support compact, définie sur R x R2, 

A(s,vn) déf g{t, z)dz 
1 

4tt2 R7 
z2 - T/2 Zi - Xi 
z — y\2 \z — x\2 <jjn{t, x)u)n{t, y)g(t, z)dtdxdydz. 

Le théorème de Fubini permet de reformuler les relations ci-dessus ainsi : 

g{t, z)dz 
R5 

G(t1xìy)dfjm(t1xìy) 

avec G{t,x,y) 1 
4?r2 

Z2 ~V2 Z\- Xi 
\z-y\2\z-xY 

g{t, z)dz (6.2) 

et dfin(t,x,y) un(t, x)(jn(t, y)dtdxdy. 

D'après la relation (1.12) de conservation du tourbillon le long des lignes de flot, la 
suite (//n)n€N est une suite bornée de mesures bornées. On peut donc, quitte à extraire, 
supposer que la suite (/in)n€N converge faiblement vers une mesure bornée /i.1 

On est ainsi ramené à passer à la limite dans une intégrale. Si la fonction G était 
une fonction continue, bornée et nulle à l'infini, il n'y aurait aucun problème. L'étude 
de cette fonction G, que nous allons mener maintenant, éclaire bien la nécessité de se 
restreindre à certaines non-linéarités. 

xDans toute la suite de ce chapitre, nous omettrons systématiquement de noter les extractions. 
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6.2 Etude de la fonction G 

Le but de cette section est de démontrer que la fonction G est une fonction raisonnable 
pour le problème que Ton s'est posé. Ses propriétés sont décrites par le théorème 
suivant : 

Théo rème 6.2.1 La fonction G définie par Véquation (6.2) est bornée, nulle à l'infini 
et continue sur R x(R2 x R2 \D) , D désignant la diagonale de R2 x R2. 

Démontrer que G est nulle à l'infini est aisé. En effet, si t n'appartient pas à la projection 
sur R du support de g, alors G(t,x,y) = 0. De plus, si |x|(resp. \y\) est assez grand 
devant le maximum de \z\ lorsque z parcourt la projection sur R2 du support de g, on a 

|G(t,x,y) C 
d 

resp. 
C 
\y\ 

Ceci démontre la nullité de G à l'infini. 

La fonction \z\~l étant localement integrable dans R2, le théorème de continuité de 
Lebesgue entraîne la continuité de g en dehors de la diagonale. 

Nous n'avons pas encore utilisé la particularité de la non-linéarité pour laquelle 
nous souhaitons passer à la limite. Cela jouera un rôle important pour démontrer que 
la fonction G est bornée. Posons 

G{t,y, w) Z2 Z\ + Wl 
\z\2\z + w\2 

g(t,y + z)dz. 

Par le changement de variable z1 = z — y, il est immédiat de vérifier que 

G{t,x,y) 
1 

4tt2 
G(t,y,y-x). 

Le fait que G, donc G, soit nulle à l'infini permet de supposer que (£, y, w) est dans un 
compact fixe K de R x R2 x R2. D'après la formule de Taylor avec reste intégral, il 
existe une fonction r indéfiniment différentiable à dérivées bornées vérifiant, pour tout 
triplet (t,y,w) appartenant à K, 

g{t,y + z) 9{t, y)+r(t,y,z) et r(t.v.O) = 0 (6.3) 

Soit maintenant B une boule contenant la somme de la projection sur R2 de K et de la 
projection sur R2du support de g. On considère une fonction 6 indéfiniment différen
tiable à support compact, radiale, et valant 1 près de B. De la relation (6.3) ci-dessus, 
il vient 

G = e(w)g(t,y) Zo Zi -h Wi 
\z\2\z + w\2 

0(z)r(tìyìz)dz 
(6.4) 

avec Q(w) z2 Z\ -h Wi 
\z 2 \z + w\2 

e(z)dz. 

D'après (6.3), pour tout (t,y,w) dans K, on a 

r{t,y,z)<C\z\. 
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Il en résulte que, pour tout (t, y, w) dans K, 

\G(t,y,w)-g(t,y)e(w)\<C. (6.5) 

On est donc ramené à démontrer que la fonction 0 est bornée. C'est ici, et seulement 
ici, que l'on va utiliser la forme particulière de la non-linéarité. 

Soient w un élément du cercle et a un réel de l'intervalle ]0,1]. Par le changement 
de variable z' = az, on a 

G(aw) z2 Zi + Wi 
\z\2\z + w\2 

0(az)dz. 

La fonction 6 est radiale et vaut 1 sur une boule. La fonction 

Z\Z2 
W4 

est d'intégrale nulle sur tout cercle centré à l'origine. Donc, il existe deux réels stricte
ment positifs c et C tels que 

G(aw) - S(w) 
>c<\z\<C/o 

*2 
M2 

Zi + Wi 
\z + w\2 

Z\ 
\z\2 

0(az) -d{z))dz. 

Il existe une constante C\ telle que, pour tout w appartenant à S1 et pour tout z tel 
que \z\ > 2, 

Zi + Wi 
\z + w\2 

Z\ 
\z\2 

Ci 
\z\2 

Donc, il existe une constante C telle que, pour tout réel a de l'intervalle ]0,1] et tout 
point w du cercle, on ait 

\G(aw) -G(w)\ < C. 
D'après l'égalité (6.4) et l'inégalité (6.5), on en déduit que la fonction G est bornée. 
Ceci conclut la démonstration du théorème 6.2.1. 

6.3 Passage à la limite 

Dans cette dernière section, nous allons démontrer un théorème de convergence abstrait 
sur les suites de champs de vecteurs de divergence nulle. Énonçons-le. 

T h é o r è m e 6.3.1 Soient m un réel et (vn)n€N une suite bornée dans Vespace Lgc(R; 
Em) convergeant faiblement vers v. Supposons que la suite (o;n)n€N soit une suite bornée 
de l'espace L°°(R; LX(R2)) faiblement convergente vers LJ. 

S'il existe une mesure diffuse cj+ telle que \ujn\ converge faiblement vers alors, 
on a. dans PYR3), 

lim 
n—*oo 

vlv2. vlv2. 

Ensuite, pour démontrer le théorème 6.1.1, il suffira de vérifier que la suite de champs 
de vecteurs de divergence nulle, définie par la relation (6.1), satisfait aux hypothèses 
du théorème 6.3.1 ci-dessus. 

La démonstration du théorème 6.3.1 que nous venons d'énoncer repose sur deux 
lemmes de théorie de la mesure. Énonçons et démontrons le premier. 
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Lemme 6.3.1 Soit X un espace métrique localement compact dénombrable à Vinfini. 
On considère une suite bornée de mesures bornées (/xn)n€N convergeant faiblement vers 
une mesure /.t. 

Si la suite (l^nDneN converge faiblement vers v, alors, pour toute fonction borélienne 
bornée, nulle à l'infini et continue en dehors d'un fermé N, v-négligeable, on a 

lim 
PUU 

fdfin fdp,. 

Soit e un réel strictement positif. La fonction / étant nulle à l'iiifini, il existe une 
fonction p continue, à support compact et à valeurs dans l'intervalle fO, Il telle que 

№-PUU-
€ 

8||/||L»8UpB||/iB||A1 + l (6.6) 

Désignons par Nv l'ensemble des points à distance inférieure à 1/p de l'ensemble TV fl 
Supp p. Définissons alors la suite (0p)p€n par 

ep(x) 
UpB||/iB||A1 

d(x, NQ + d(x, Np) 

Clairement, on a, pour tout élément x de X 

lim 
p—'OC 

OJx) J-WnSupp 
Le fermé N étant ^-négligeable, il existe, d'après le théorème de convergence dominée, 
une fonction #„, que l'on notera simplement 6, telle que 

' Odv e 
8II/IU- +1 

(6.7) 

Mais, la suite (|/xn|)n€N tend faiblement vers v. Donc, il existe un entier n0 tel que 

n > UQ Od\ftn\ 2e 
8||/||t» + 1 

(6.8) 

Ecrivons que 

fdfin - fdp, (1 - p)f(du-dun) 

pOf(dp - dp,n) - pil-OWn-diin). 

D'après les relations (6.6)-(6.8), on a 

fdfin fdfi (1 - 9)pf{dyL - du») 
3e 
4 

(6.9) 

La fonction (1 — 9)pf est bornée, à support compact et continue en tout point n'ap
partenant pas à N. Si x appartient à N, alors, pour tout y, on a, comme 0 vaut 
identiquement 1 sur iV, 

(î - e{y))P{y)f{y, (1 - 9(x))p(x)f(x ll/IU~l(i-%)l 
||/||i»|(0(x)-0(î,)|. 

109 



J.-Y. CHEMIN 

Donc, la fonction (l — 6)pf est une fonction continue à support compact. Ainsi, il existe 
un entier ni tel que 

n > ni ( l -0 )p / (d / i -d /xn] 
e 
4 

Jouit a 1 inégalité (b.yj, ceci achevé la démonstration du lemme 6.3.1. 
Concluons la démonstration du théorème 6.3.1. En utilisant la relation (6.2), il vient 

vnvl,9' fg 
G(tìxìy)dfin(tìx,y). 

Comme 
µn= vn(t) ® wn(t) <8> dt, 

on a 
|/in| = \u)n(t)\®\ujn(t)\®dt. 

Vu les hypothèses faites ici, il est clair que d\an\ tend faiblement vers 

v — tuf ® u;t+ (8) dt. 

Pour démontrer le théorème, il suffit de vérifier que D est un ensemble ^-négligeable. 
Pour cela, observons que 

D 
dv 

RxR2 df 
dLjt(y) <kj*(x)dt. 

Le fait que UJ+ soit diffuse assure, d'après le lemme 6.3.1, que 

lim 
n—>oc 

UpB||/iB||A1 G(t, x, y)dujt{x)du)t{y)dt. (6.10) 

Reste à démontrer que le terme de droite de l'équation ci-dessus est égal à < v1v2, g >. 
On régularise v par convolution par une fonction indéfiniment différentiable à support 
compact, positive. On obtient ainsi une suite (£n)n€N Qui converge fortement dans Em. 

Comme la mesure \UJ\ est majorée par une mesure diffuse o;+, il en est de même des 
régularisées. D'où 

lim 
n—*oo 

vlnv2n,9 G(t, x, y)dujt(x)dujt{y)dt. 

La convergence forte de la suite (i;n)n€N dans Em assure clairement la convergence forte 
des suites (v^)n€N dans Ll+L2. Donc, d'après (6.10), le théorème 6.3.1 est démontré. 

La seule chose restant à faire pour démontrer le théorème 6.1.1 est de démontrer que 
la suite (vn)nGN vérifie les hypothèses du théorème 6.3.1. Pour cela, démontrons que 
l'ensemble où la fonction G de la section précédente n'est pas continue, est négligeable 
pour la mesure limite. L'hypothèse d'appartenance du champ de vecteurs VQ à un espace 
du type Em assure que son tourbillon ĉ o appartient bien à l'espace H~l(H2). En voici 
la traduction en termes de théorie de la mesure. 

L e m m e 6.3.2 Soit \i une mesure bornée sur R2 appartenant à Vespace H l(K2). La 
mesure fi est alors diffuse, c'est-à-dire que, pour tout point x de R2, /i({x}) = 0. 
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Soit g une fonction indéfiniment différentiable à support compact, positive, telle que 
/7(0) = 1. On pose, pour À strictement positif, 

9xAv) 0 
<x - i/> 

A 
Il est clair que ||<7A,X||L2 = ^II#IIL2- De plus, pour toute fonction 0 indéfiniment différen
tiable à support compact, on a 

dig\,x,9 A dig(z)0(x - Xz)dz 

AllftdliilMU-o. 

Ainsi donc, g\ tend faiblement vers 0 dans Hl(R2) lorsque A tend vers 0. Comme /j, 
appartient à l'espace if_1(R2), il en résulte que 

lim 
A-+0 

&9\ 0. 

Or, pour tout y appartenant à R2, on a 

lim 
A—0 

9x,x !{*}(y). 

De plus, la mesure fi est bornée. D'après la théorème de Lebesgue, il en résulte que 

un(t,x) lim 
A-̂ 0 

gx,x,v> 

D'où le lemme. 
Les hypothèses du théorème 6.1.1 assurent que 

= fo - fo + 0̂ où fo£L\ tf>0etujso>0. 

D'après la relation (1.12) de conservation le long des lignes de flot et d'après la rela
tion (6.1), on a 

un(t,x) f:{t,x)-f-{t,x)^usn{t,x) 

avec un(t,x) (Pn*iï№n-l(t,x)) (6.11) 
et un(t,x) (On-küjiYrbzHtx)). 

Quitte à extraire, on peut supposer que la suite (u;£)n€N converge faiblement vers 
une mesure notée us et que les suites (/„ )n€N convergent faiblement vers les mesures 
bornées /x*. Le point important est l'existence de fonctions /± de L1 telles que 
tende vers /±, faiblement dans L1. Etant donné un e strictement positif, on cherche un 
a strictement positif tel que l'on ait 

V^C0°(R3;R+) (fdtdx < a (fidji* < e. (6.12) 

Les flots ipn(t) conservant la mesure, on a 

(fdtdx (p{t,il)n(t,x))dtdx. 
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Pour démontrer l'assertion (6.12), il suffit d'établir que, pour toute fonction y? de 
C°(R3;R+), on a 

lim 
71—»00 > 

fo(x)<p(t,ipn(t,x))dtdx lim 
n—»oo 

<p(t,x)f*(t,x)dtdx. 

Par définition, on sait que 

fo(x)<p (pn*iï)№l(t,x)). 

Il en résulte que 

(p{t, x)fn(t, x)dtdx tf{r¡>ñl{t,x))<p{t,x)dtdx 

(Pn * /? ~ fo№ñ% x))<p{t% x)dtdx. 

À nouveau d'après la conservation de la mesure, on a, pour toute fonction (p appartenant 
àC°(R3;R+), 

(p(t,x)fn(t,x)dtdx fo(x)ip{t,i)n{t, x))dtdx I M I ^ I l A i * / * - ^ -

Le prédicat (6.12) est ainsi démontré. D'après le théorème de Lebesgue-Nikodym 
(voir par exemple [35]), on peut affirmer l'existence de deux fonctions /± appartenant 
L°°{R;Ll{R2)) telles que 

^dxdt = dp*. 

Soit (u;̂ ")nGN Ia suite définie par 

UJ+ = f+ -h f~ +us. 

Comme par hypothèse, a£ est positive, il est clair que |u;n| < u*. D'après (6.11) 
et (6.12), on a, au sens de la convergence faible, 

lim 
n—xx) 

UJ+ = f+ -h f~ +us. 

Or, nous savons que un /n+-/B-+wj. Donc, 

lim UJn UJ+ = f+ -h f~ +us. 

Mais, la suite (u>n)n€N étant bornee dans L^(R; iï~A), la mesure u appartient a 1 espace 
Lu¡c(R]H~l). Les fonctions étant localement integrables, la mesure u;s, et ainsi la 
mesure a;"1", sont diffuses. 

Les hypothèses du théorème 6.3.1 de passage à la limite sont donc satisfaites. La 
démonstration du théorème 6.1.1 est ainsi terminée. 
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6.4 Références et remarques 

Le problème originel des nappes de tourbillon est le cas particulier où le tourbillon initial 
est la mesure de surface d'une courbe régulière. Dans [49] et [50], R. Krasny expose des 
expériences numériques qui mettent en évidence le rôle du signe de la densité portée 
par une courbe régulière dans le comportement du tourbillon. En s'appuyant sur ces 
travaux, A. Majda conjecture dans [54] l'existence d'une solution pour une donnée 
initiale à tourbillon positif. 

Les modifications par rapport à la démonstration originale de J.-M. Delort, exposée 
dans [34], sont essentiellement dans [44]. Une étape importante vers ce résultat avait 
été faite par R. Di Perna et A. Majda dans [37]. Des résultats décrivant l'allure des 
lieux où l'accumulation de tourbillon rend le passage à la limite impossible sont établis 
dans [2]. 

On peut citer aussi L. Evans et S. Mùller qui, dans [39], précisent le théorème de 
J.-M. Delort en utilisant les espaces de Hardy dans le cas où le tourbillon est positif. 
Toujours dans ce cas, A. Majda donne, dans [55], une démonstration un peu différente 
du théorème de J.-M. Delort. Cette preuve est basée sur une estimation de la fonction 
maximale du tourbillon. 
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Chapitre 7 

Le front d'onde et le produit 

7.1 Présentation du front d'onde 

Le concept de front d'onde d'une distribution est fondamental dans l'étude des pro
priétés de régularité des solutions des équations aux dérivées partielles, qu'elles soient 
linéaires ou non. Voici ce dont il s'agit. Soit u une distribution sur un ouvert fî de 
Rd et x0 un point de î l On considère une fonction / indéfiniment différentiable, nulle 
en dehors d'un petit voisinage de XQ inclus dans fi, et telle que /(x0) ^ 0. Il est bien 
connu que la transformée de Fourier de fu, notée fu est une fonction indéfiniment 
différentiable majorée en valeur absolue par un polynôme. Il est tout aussi connu que 
la régularité de fu, c'est-à-dire la régularité locale de u, est liée à des propriétés de 
décroissance de la fonction fu. Par exemple, si la fonction fu est à décroissance rapide, 
c'est-à-dire 

v j v , 3 C / | / u ( 0 l < c ( i + |ç |r" 

alors, la fonction fu est indéfiniment différentiable ; ou bien, si fu est integrable, alors 
fu est continue ou encore, si 

/U€L2(Rd,(l + K|)2sdO, 

le lecteur sait que cela signifie que fu appartient à l'espace de Sobolev H3. La fonction 
u est alors dite localement H3 près de xo. 

Le point commun à ces trois exemples est que la condition de décroissance exigée 
sur fu est isotrope. Le concept de front d'onde va briser cette isotropie, ce qui amène 
aux définitions suivantes. 

Tout d'abord, nous allons définir la notion d'ouverts et de fermés coniques de l'espace 
Rd. 

Définition 7.1.1 Une partie T de Rd est appelée ouvert (resp. fermé) conique si et 
seulement si 

• Vensemble T D Sd~l est un ouvert (resp. un fermé) de Sd~\ 

• pour tout réel strictement positif A, A • T est inclus dans T. 

Maintenant, nous pouvons donner la définition du front d'onde d'une distribution. 
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Définition 7.1.2 Soient Cl un ouvert de Rd et u une distribution sur Q, on considère 
un couple (xo,£o) deClx Rd\{0} . On dira que (x0,£o) n'appartient pas au front d'onde 
de uy noté WF{u) (pour Wave Front set en anglais) si et seulement si il existe une fonc
tion f indéfiniment différentiable dont le support est un compact de Cl, f ne s'annullant 
pas au point XQ, et un ouvert conique T contenant ÇQ tels que : 

v w e N , 3 0 0 / v ç e r , \MÇ)\<C(i + \t\)-N. 

On peut, d'une manière analogue, définir la notion de front d'onde H3. 

Définition 7.1.3 Soient Cl un ouvert de Rd et u une distribution sur Cl, on considère 
un couple (x0, fo) de Cl x Rd \ {0} . On dira que (x0, fo) n'appartient pas au front d'onde 
H9 de u, noté WFH»{U), si et seulement si il existe une fonction f indéfiniment diffé
rentiable dont le support est un compact de Cl, f ne s'annullant pas au point x0, et un 
ouvert conique F contenant £o tels que : 

fu€L2(r,(l + \tfydi). 

Le front d'onde ayant pour but de décrire finement les propriétés de régularité locale 
des distributions, il importe de vérifier la stabilité du front d'onde d'une distribution 
après multiplication par une fonction indéfiniment différentiable. Cette vérification 
découle du lemme suivant. 

Lemme 7.1.1 Soient T un ouvert conique de Rd, s et N0 deux nombres réels et u une 
distribution appartenant à H~No. Supposons que, pour tout fermé conique Tf inclus 
dans T, on ait 

ViVeN, 3 C > o / V £ e r ' | s (OI<c ( i + fc|)-
(resp. fi€L2(r,(l + K|2)'dC)). 

Alors, pour toute fonction f indéfiniment différentiable à support compact et pour tout 
fermé coniaue V inclus dans T. on a 

ViVeN, 3 C > o / V £ e r ' \ме)\<с(1 + \1\)-я 
(resp. fueL2(r',(l + \tfyd4)). 

Pour démontrer ce lemme, considérons un quelconque fermé conique T' inclus dans T. Il 
existe un réel strictement positif e (que l'on peut toujours supposer strictement inférieur 
à 1) et un fermé conique T", inclus dans T, tel que 

" V\ < et ^ Г ' fi G Г". (7.1) 

De plus, / est indéfiniment différentiable à support compact. Il en résulte que 

vìv e n , 3 O 0 / V £ e R d 1/(01 < c ( i + |£|)-N. 

Enfin, u appartenant à H No, il existe une fonction g de l'espace L2 telle que 

|S(»?)I < C(l + \V\)N"9(V)-

116 



LE FRONT D'ONDE ET LE PRODUIT 

On en déduit que, pour tout M et tout £ de f", 

MO (27r)-rf 
nr 

{i + \ç-v\rMWv)\dv-

(27r)-rf 
lv/i\v\<\S-t>\) 

1 + \Z-V\)-M+N09(r))dv 

{т?/К-т?1<Ф?П {i + \ç-v\rMWv)\dv- (7.2) 

Remarquons maintenant que 

\Ï-V\<e\v\n (1-€)M<|£ |<(1 + 6)|77| (7.3) 

D'où il vient que 

(l + \Ç\)N\fu(t)\<CN,( 
N\fu(t)\ 

1+1^-^1: •M+N+Nog(v)dri 

c" i + \t-v\rM (l + |i7in«(f,)|^. 

En prenant M = N + N0 + d -f 1, on a, pour tout £ de T', 

(1 + Kin/u(OI < C V 

La démonstration relative au front d'onde Hs est très proche. En effet, comme on a 

(i + KI2r/2 2W(1 + K-ï?|2) |s|/2(l + M2)â/2, 

on peut écrire, d'après l'inégalité (7.2), 

CW(l déf 
(1 + |Ç|2)'/2|/«(0I 

CW(l + KI2)'/2i j?er" 
(l + |4-»?irM|fi(r?)|dj? 

N\fu(t)\ (1 + I4-^I)-M+JV° (î + N 2 ) - ^ 2 ! ^ ) ! ^ 

N\fu(t)\ 
tr 

N\fu(t)(e-n)\ N\fu(t)\ 0(77̂ 77 

N\fu(t)\ 
sd 

;i + K-r?i) M+|s| (1+T72) s/2|2(̂ )|d7?. (7.4) 

On choisit alors M = n -h 1 + |s| -h N0 ; la convolution par un élément de L1 étant un 
opérateur continu de L2 dans L2, on a alors 

||/̂ ||L2(P,(l+|C|2m) C\U\-NQ + C'||S||L2(r,,i(1+|ç|2).DE). 

D'où la proposition. 
De ce lemme, on déduit immédiatement le corollaire suivant. 

Corollaire 7.1.1 Pour tout ouvert Q, de Kd, pour toute distribution u sur fi, pour tout 
réel s et toute fonction indéfiniment différentiable f sur fi, on a 

WF(fu) C WF(u) et WFs(fu) C WF8(u). 
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On peut aussi déduire de ce lernme une définition légèrement différente du front 
d'onde. Plus précisément, on a la proposition suivante. 

Proposition 7.1.1 Soient fi un ouvert de Rd et u une distribution sur fi. Considérons 
alors un couple (xo,fo) de Q x (Rd\{0}). Le point (xo,fo) n'appartient pas au front 
d'onde de u si et seulement si il existe un voisinage UJ de Xo et un ouvert conique Y 
contenant fo tel que, pour toute fonction f indéfiniment différentiable à support compact 
et nulle en dehors de u, on ait, 

VAT, 3C Vf € T \Mt)\<c(i+ \t\rN. 

Supposons que (xo, fo) n'appartienne pas au front d'onde de u. Soit / satisfaisant la 
condition de la définition 7.1.2. Considérons alors un ouvert u contenant Xo tel que / 
ne s'annulle pas sur u et une fonction / indéfiniment différentiable à support compact 
nulle en dehors de u;. Il est clair que 

fu f 
f 

fu. 

Or, la fonction / / / est une fonction indéfiniment différentiable. Il suffit alors d'ap
pliquer la proposition précédente pour obtenir la proposition, l'implication réciproque 
étant triviale. 

Il faut également de vérifier que, si, pour une distribution u et un point xo de fi, il 
n'y a pas de directions singulières f0» alors u est une fonction indéfiniment différentiable 
près de x0. 

Corollaire 7.1.2 Soient u une distribution sur un ouvert fi de Rd et xo un point de fi. 
Si, pour tout f de Rd\{0}; le couple (xo,f) n'appartient pas au front d'onde de u, alors 
u est indéfiniment différentiable au voisinage de XQ. 

D'après la proposition 7.1.1, on sait que, pour tout f de la sphère Sd_1, il existe un 
ouvert conique Y$ contenant f et un ouvert uç de Rd contenant Xo tel que, pour toute 
fonction é indéfiniment différentiable et suDDortée dans u)c, on ait 

Viv, BC/Vr/er^ \Mri)\<c(i + \v\rN. 

La sphère Sd_1 étant compacte, il existe une famille finie d'ouverts coniques (ri)i€{i)_>M} 
recouvrant Rd\{0} et une famille finie d'ouverts {u>i)ie{i,...,M} telles que, pour toute 
fonction / indéfiniment différentiable et supportée dans a;», on ait 

Viv, 3C/\/neTi \Mfl)\<C(l + \r,\)-N. 

On en déduit que, pour toute fonction / indéfiniment différentiable et supportée dans 
UJ — ClfL^uJi, on a 

VJV, 3C/V77<ERd\{0} fu(n)<C(1 + H)-N, 

ce qui signifie exactement que u est indéfiniment différentiable près de x0. 
Nous allons donner une troisième définition du front d'onde de type Sobolev, défi

nition qui a l'avantage d'être généralisable à d'autres espaces que l'espace de Sobolev. 
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Proposition 7.1.2 Soient fi un ouvert de Kd et u une distribution sur fi. Considérons 
alors un couple (xo,£o) de fi x (Rd\{0}). Le point (x0,£o) n'appartient pas au front 
d'onde Hs de a si et seulement si il existe deux distributions u\ et u2 sur Hd telles que 

u = ui+u2 près de x0, u e H8 et (x0, fo) £ WF{u2). 

Pour démontrer cela, considérons une fonction / indéfiniment différentiable et valant 
identiquement 1 près de x0 ainsi qu'un ouvert conique T contenant f0 et tels que l'on 
ait 

/u€L' (r , ( l + KirdÉ). 
On pose alors 

Ul = lr(D)(fu) et «2 = MD)( /« ) + ( l - / ) t l . 

Il est clair que U\ +u2 = fu, donc que u\ +u2 = u au voisinage de XQ. Il est évident que 
U\ appartient à l'espace H*. Enfin, on déduit du lemme 7.1.1 que (xo>fo) n'appartient 
pas au front d'onde de u, d'où la proposition. 

On peut ainsi définir d'autres notions de front d'onde, par exemple une notion de 
front d'onde Hôlder. 

Définition 7.1.4 Soient r un réel, u une distribution sur un ouvert fi de Rd et (x0, f0) 
un élément de fi x Rd. On dit que (xo>fo) n'appartient pas au front d'onde Hôlder de 
u si et seulement si il existe deux distributions u\ et u2 telle que l'on ait 

= U\ -f- u2 près de xn avec uxeCr et {xM*WF{u2). 

Nous allons maintenant étudier la stabilité du front d'onde H3 par troncature en 
fréquences. Plus précisément, nous allons démontrer le lemme suivant, qui nous sera 
utile dans la section suivante. 

Lemme 7.1.2 Soit u une distribution à support compact dans Rd telle que (xo,fo) 
n'appartienne pas au front d'onde de u. Il existe alors un ouvert u contenant x0 et ur 
ouvert conique T contenant fo tel que, pour toute fonction f indéfiniment différentiable 
et nulle en dehors de eu, on ait 

lim 
q—*oo 

HfSaiu)) fu dans L2(r\(i + | ç i 2 r < e 

Pour démontrer cela, considérons un ouvert u et un ouvert conique T comme dans le 
corollaire précédent. Une fonction / indéfiniment différentiable supportée dans LJ étant 
donnée, considérons une fonction / indéfiniment différentiable, supportée dans UJ et 
valant identiquement 1 près du support de / . On se donne alors un fermé conique F" 
et un réel strictement positif e vérifiant (7.1). D'après l'inégalité (7.4) appliquée à la 
fonction (Id — Sq)(fu), il vient 

ж, 
déf (l + KI2)*/2ro(Id-5,)/«)(0l 

ro(Id-5,)/ 
Rd (Id-5,)/«)(0l (Id-5,)/«)(0l (Id-5,)/«)(0l 

(l-x(2-«i?))|^(/«)(»?)|d7/ 
ro(Id-5 

ner" (i + l€-'?l)"''+w(i + '?a)'/a 

x (1 - X(2-"v)mh)(v)\dV-
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Le théorème de la convergence dominée ainsi que l'appartenance de fu à H~N° entraîne 
que 

lim 
q—*oo 

HfSÀfu)) fu dans L2(r, (i + K i 2 r < e 

Pour conclure la démonstration du lemme, démontrons que, pour tout réel s, 

lim 
q—*oo 

fSq((l-f)u) 0 dans H3. 

Pour ce faire, posons (1 - f)u = g. Considérons alors une fonction indéfiniment diffé
rentiable p, nulle pour tout x tel que 2\x\ > d(Supp /, Supp g) et valant 1 près de 0. 
On a, avec les notations définies page 24, 

fSqg f(h<?-)*9) 
f{h(1!>.)(l-p)*g). 

Pour tout multientier a, on a 

lim '№*-)(!-p))* g 
0<a 

C^-0fd^(h(2".)(l-p))*g 

De plus, on a 

d"(M2«-)(l-p))*<7 |L» < \g\_No\(h(y-)(l - p))\lal+No. 

Or, pour tout multientier /?, on peut écrire 

&(h(2*.)(l-p))\\l> d"(M2«-)(l-p))*<7 

lim 

nd 
de^h(2*y)\2W(i-P)(y)\2dy 

Csup2* 
lim 

(|/?-7|+d-M) 

tr 
2qM\y\M\d^h(2qy 2 9^(1 - P)(y) 2 

\y\M 
dy 

d"(M2«-)(l-p))*<7 

Il en résulte donc que 

d/3(h(2«.)(l-p))*g\\L~<C2-*M, 

ce qui achève la démonstration de ce lemme. 
Les arguments ci-dessus seront utilisés de manière plus approfondie au chapitre 9, 

lorsque nous étudierons dans quelle mesure la théorie de Littlewood-Paley a un caractère 
local. 
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7.2 Quand peut-on définir un produit? 

Le but de cette section est de trouver des conditions sur le front d'onde H3 de deux 
distributions pour que l'on puisse définir de manière raisonnable leur produit. Pour 
cela, définissons l'ensemble suivant. 

Définition 7.2.1 Soit fi un ouvert de Rd ; on désignera par V(Q) l'ensemble des 
couples (u,v) de distributions tels que, pour tout couple (x,f) de fi x Rd\{0}, il existe 
un réel s tel que 

(x,Ç)ÏWFH,(u) et {x,-Z)4WF„-.{v). 

Nous allons démontrer que, sur cet ensemble V(Q), on peut définir une notion de produit 
prolongeant la notion usuelle. Voici l'énoncé précis. 

Théorème 7.2.1 // existe une application bilinéaire n de V(Cl) dans D'(fi) telle que, 
si u et v sont deux fonctions indéfiniment différentiables, on ait 

7r(u,V)(x) = u{x)v\XJ 

De plus, l'application n est continue (et donc unique) en sens suivant : 

V(a,/?)e(C0°°(fi))2 lim 

q —•oo 

ir{SJau),Sq>(pv)) = 7r(au,pv). 

La démonstration de ce théorème mélange l'échantillonage en fréquences (la théorie de 
Littlewood-Paley) et la localisation conique issue du concept de front d'onde. Le lecteur 
se souvient très certainement qu'au chapitre 2, nous avions décomposé le produit de 
deux distributions à support compact en la somme de trois termes. Rappelons ici la 
formule (2.17) de décomposition de Bony disant que 

uv = Tuv + Tvu + R(u, v). 

Comme nous l'avions vu alors, les deux parties de type paraproduit, c'est-à-dire Tuv et 
Tvu sont toujours définies. Par contre, il n'en est pas de même pour le terme dit de reste 
R{u,v). Néammoins, lorsque les fréquences de u et de v qui sont de taille équivalente 
ne sont localisées pas dans des directions opposées, leur interaction n'empêche pas la 
définition du terme de reste donc pas celle du produit. Précisons ceci grâce au lemme 
suivant. 

Lemme 7.2.1 Soient T et V deux fermés coniques tels que T et —T' soient d'intersec
tion vide. Pour tout couple de réels (s,t), il existe alors une constante C telle que 

\R(lr(D)u,lr>(D)v)\s+t_i < C\u\s\v\t 

En effet, par définition de l'opérateur de reste, on a 

R(a,b) 
î 

j=-i 
Aq-jaAgb. 
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Définissons maintenant l'application S par 

r n uj: ,2-JC) x (r 'nC) Rd 
2-JC t +ri

cette application E est continue et, par hypothèse, ne s'annulle pas. Vu que l'ensemble 
(f n Uj=_1C) x (f' n C) est compact, il existe une constante C telle que l'on ait 

r'nC), C~l < \Ç + n\ <C. ( r ' nC) , C~l < \Ç + n\ <C. 

Par homogénéité, il en résulte que 

У(£,77)е(Гпи=-,2^С) (VnVC), 2"C-1 < \Ç + n\ < C2". 

Ainsi, le support de la transformée de Fourier de la distribution 

î 

j=-i 
(A,_ilr(Z))U)(A,lr(D)î;) 

est inclus dans la couronne 29C, C désignant la couronne de centre 0, de rayon C-1 et 
de grand rayon C. De plus, on a 

(A ,_>M0)« ) (A ,MWII* c ^ H ' | u | , | t ; | t . 

L'application du théorème 2.2.1 conclut la démonstration de ce lemme. 

Revenons à la démonstration du théorème. Il est maintenant clair que le seul obs
tacle à la définition du reste réside dans le manque de régularité microlocale dans des 
directions opposées. L'hypothèse contenue dans la définition de l'ensemble V(Vt) assure 
la définition du produit dans ce cas défavorable. En effet, le théorème 2.4.1 affirme 
que l'opérateur de reste R envoie continûment H9 x H~s dans H~e~d^2 pour tout e 
strictement positif. 

Formalisons tout cela. Soit (u;n)nGN un recouvrement localement fini de fi. On 
considère alors deux suites de fonctions indéfiniment différentiables (0n)n€N et (6n)neN 
telles que l'on ait 

CuJn 
CuJn (7.5) 

Supp 8n CuJn et 8n = 1 près de Supp 0n. (7.6) 

Une suite d'entiers (iVn)n€N étant donnée, on considère également un recouvrement 
ouvert (r„,m x fn,m)i<m<̂ vn de Sd_1 x Sd_1 tel que 

Tn,m H YNM ^ 0 YNM — YNM. (7.7) 

On considère alors, pour tout entier n, une partition de l'unité indéfiniment différen
tiable (6„,m ® 0n,m)n,i<m<ivn subordonnée à (rnim x fn)Tn)i<m<;vn. On se donne enfin 
une suite de réels (sn,m)n€N,i<m<Nn-
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Considérons maintenant deux distributions u et v sur fi telles que, pour tout couple 
d'entiers (n, m) vérifiant m < iVn, on ait 

r 
1 n,m 

1 n,m eB,mflBtieL2(R<',(l + |̂ |2)'"-»«i?) 

et en,ro^€L2(Rd,(l + |Ç|2)-s—dÇ) (7.8) 

Pour deux telles distributions w et on peut définir l'opérateur 7r par 

7r(lZ, V) 
neN 

{0nTenu8nV + enTenv0nu) 

n<=N 
m6{l,..A} 

OnR(QnAD){Onu),èn,m(D){env)) (7.9) 

Vérifions maintenant que l'opérateur 7r est bien défini. La somme ci-dessus est loca
lement finie, donc il suffit de vérifier que chaque terme est bien défini. D'après le 
théorème 2.4.1, le terme 

0nTenu0nv + 0nTenV0nu 

l'est toujours. Quant au terme de reste, on peut, lorsque rniTnfl— fn>m = 0, appliquer le 
lemme 7.2.1. Sinon, d'après l'hypothèse (7.7) sur le recouvrement (rn>m x Tn,m)i<m<Nn 
et l'hypothèse (7.8) faite sur u et z/, on sait qu'alors 

6n,m(D)(0nu) € hs— et ë-m(D)(0nti) e H-8nm. 

Comme l'opérateur R envoie continûment H9 x H~s dans H~e~df2, l'opérateur TT donné 
par l'équation (7.9) est bien défini sur les couples de distributions vérifiant (7.8). 

Il nous faut maintenant démontrer que, pour tout couple de distributions (w, v) 
de V(Q), il existe des suites (0n)n€N, (0n)neN, (Nn)n€N, (rn,m X f„,m)n€N,m€{l,...,Arn} 
et (6n,m ® Qn,m)n,i<m<Nn telles que les relations (7.5)-(7.9) soient satisfaites. Consi
dérons donc un élément de V(Q). 

Comme le couple (u,v) appartient à P(fi), on peut, pour chaque point (x,f, 77) 
de fi x Rd\{0} x Rd\{0}, se donner un ouvert OJX^, deux ouverts coniques Tx^yT1 
et rx^rj contenant respectivement f et rj ainsi qu'un réel sX£ tels que 

CuJn r ,A, n -rX)î,„ = 0, 
CuJn Px,̂ ,?7 — Px,̂ ,»75 

et enfin, pour toute fonction / dans Co°(u;x^_f) 

fu G L2(rx,?,_€)(l + |C|2)^dC) et (7.10) 

fv e L2(-r^,_c,(i + |c|2r-<dC). (7.11) 

Pour tout point x de fi, on a défini un recouvrement du produit Sd_1 x Sd_1 par les 
ouverts Tx^iV x rx̂ )T?. On en extrait un sous-recouvrement fini (rx?m x rx,m)i<m<;vx. 
Notons uXjTn l'ouvert correspondant. Posons alors 

~ NI<m<IVXlm/rX]M=-FI,MU;̂ -
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Il est évident que la réunion des UJX est l'ouvert ii tout entier. On extrait donc de ce 
recouvrement un sous-recouvrement localement fini dénombrable que Ton note (u;n)n<EN-
On désigne par (iVn)n€N la suite d'entiers associée et par (Sn.m)(n,m)€Nx{i,...,wn} â smte 
des indices de régularité associée. La suite (rn<m x rn,m)(niTn)€N X{i,...,/vn} associée vérifie 
la relation (7.7) par construction. On se donne alors deux suites de fonctions (#n)neN 
et (̂ n)neN vérifiant (7.5) et (7.6) ainsi qu'une partition de l'unité indéfiniment dif
férentiable (0n,m ® Qn,m)n,i<m<iv„ subordonnée à (rn,m x friim)1<m<^n. D'après les 
relations (7.10) et (7.11), on a bien la relation (7.8). Considérons maintenant l'opérateur 
7T donné par la relation (7.9). Il est bien défini pour le couple (u, v). 

Remarquons tout d'abord que, lorsque les distributions u et v sont des fonctions 
localement H°', avec a > d/2, l'opérateur 7r coïncide avec le produit numérique. En 
effet, pour tout entier n, on a 

Nn 

m=l 
e„fm(oë„tm(i7) = î. 

On en déduit que 

Nn 

m=l 
R(entm(D)(0nu), ën ,m(D ) (M) R(9nu, 0nv). 

11 en resuite que 

7r(îi, V) 
n 

; on(TgnUenv + Te„v6nu + R{enu, env)) 

n 
ëne2nuv 

uv. 
Cependant, notre définition de l'opérateur 7r dépend d'un nombre inquiétant de choix 
arbitraires. Pour assurer la cohérence de sa définition, il convient de démontrer que 
le résultat n(u,v) ne dépend pas des suites (u;n)n€N, (Nn)neN, (sn,m)n€Nlm€{i,...,Jv„}> 
(rn,m x rntTO)n6Nfm€{i,..MiVn}> (̂ n)neN, (̂ n)n€N et (6n,m(8)0n,m)n,i<m<ivn choisies. Pour 
ce faire, il suffit de démontrer que, pour tout couple (a, ¡3) de fonctions de Co°(fi) on a : 

lim 
q—+oo 
q —»oo 

*(SActu)MPv)) 7r(au,/3v). 

Les distributions au et 0v sont à support compact. On peut donc les supposer ap
partenant toutes deux au même espace de Sobolev if*. La proposition 2.2.4 et le 
théorème 2.4.1 assurent que l'on a 

lim 
q—>oo q —>oc 

TenSJau)OnSq-(ßv) Tgn{au)(8n0v) dans rrmm{t,2t-d/2} 7.12 

Le même argument, en remplaçant le théorème 2.4.1 par le lemme 7.2.1 est bien sûr 
valable pour démontrer que, lorsque rn,m fl rn?m = 0, on a 

lim 
q—>oo g'—-oo 

R(en,m{D)(6nSq(au)) On,m(D)(OnSq'(ßv))) 

R(en,m(D)(enau) eniTn(D)(9npv)) dans ^min{t,2i-d/2} 

Dans le cas où rn,m = —Tn,m, il suffit d'appliquer le lemme 7.1.2 pour conclure la 
démonstration de ce théorème. 
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7.3 Front d'onde analytique et Gevrey 

Commençons par rappeller ce qu'est une fonction de classe de Gevrey d'indice 5, s étant 
un réel supérieur ou égal à 1. 

Définition 7.3.1 Soient Q un ouvert de Rd et X0 un point de Q. On désigne par G9Xo 
Vensemble des fonctions u indéfiniment différentiables au voisinage de XO telles qu'il 
existe deux constantes rj et C vérifiant 

VA: G N sup BEE 
x—xq\<t¡ \a\<k 

9°t»(xì Cfc(Jfc!)s. (7.13) 

Lorsque s = 1, le lecteur aura bien sûr reconnu la définition des fonctions analytiques 
au point x0. NOUS allons microlocaliser cette notion de régularité grâce à la définition 
suivante. 

Définition 7.3.2 Soient Cl un ouvert de Rd et u une distribution sur Cl. On appelle 
front d'onde Gevrey s (resp. analytique si s = 1) et l'on note WFQ»{U) (resp. WFa(u)) 
le complémentaire de l'ensemble des points (XO,£O) vérifiant la propriété suivante : 

Il existe un voisinage V du point X0, un voisinage conique T de F0 ET une suite 
(̂ fc)fceN^ bornée dans £', coïncidant avec u dans V, et telle qu'il existe une constante C 
vérifiant 

VfcGN, V £ € r , |«t(0| < C*(*!)'|í|-*. (7.14) 

Nous allons vérifier l'analogue des propriétés du front d'onde C°°. Pour cela, le lemme 
suivant nous sera très utile. 

Lemme 7.3.1 Soient K un compact de Cl et r un réel strictement positif II existe une 
constante C et une suite (Xfc)fceN vérifiant, pour tout entier k, 

Vi / j < k sup 
Xk C {x 

Xk C {x sd c(CkY, (7.15) 

Xk = 1 sur K et Supp Xk C {x/d(x,K) < r}. 

Il s'agit essentiellement de construire une suite de fonctions réelles de la variable réelle 
(Pfc)fc€N telle que l'on ait 

qd 
Pk{x)dx 1 Pk > 0, pk = 1 près de 0, (7.16) 

Supp Pk C [—1, 1] et l|p?)IU-.<(4*y. (7.17) 

Pour cela, définissons la suite (uk)keN en prenant pour Uk la puissance k -h lème, au 
sens de la convolution, de la moitié de la fonction caractéristique de l'intervalle [—1,1]. 
Il est clair que le support de Uk est contenu dans l'intervalle [—(A: 4-1), k -h 1] et que Uk 
est d'intégrale 1. De plus, pour tout entier j inférieur ou égal à A;, on a 

Xk C {x 
j fois 

2- ' (« - ! -« ! )* . . •* («_ ! -и ) (7.16) 
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Ainsi, pour tout j < k, on a 

uï\x) X 
-oo 

u(tl\y)dy. 

On trouve donc que 

\uUk\x) 
R 

u(tl\y)dy. 

1. 

Soit p une fonction indéfiniment différentiable, positive, d'intégrale 1, valant 1 sur 
[— T, T], et nulle en dehors de [—f, f], on pose 

Pk = t4fc(4(fc+ !)•)* p. 

Il est clair que p* vérifie les conditions (7.16) et (7.17). On prend la liberté de désigner 
encore par pk la fonction définie (sur Rd) par cdpfc(|x|), la constante cd étant choisie de 
manière à assurer que l'intégrale vaille 1. Il est alors immédiat de vérifier que 

Xk • 
4 

et 

d 
Pk 

4 

e u(tl\y)dy. 

convient. 
Nous allons maintenant démontrer un résultat de type "ellipticité microlocale" dans 

le cadre du front d'onde Gevrey. Il est bien connu que, si une distribution u vérifie, 
pour tout x0 dans fî, Pu £ GSXQ, où P est un opérateur différentiel 

P 
\a\<m 

u(tl\y)dy. 

dont les coefficients (aQ)|Q|<m sont de classe G5, alors, 

WFGa(u)c{{x,Ç)l Vm(x,£) déf 

\a\=m 
aa(x)C = 0}. 

Au chapitre suivant, nous démontrerons un résultat de ce type pour le système d'Euler. 
Sa démonstration est en partie basée sur le théorème ci-dessous, qui affirme qu'une suite 
d'estimations "stables" suffit pour obtenir des propriétés sur le front d'onde Gevrey. 

Théorème 7.3.1 Soit Q, un ouvert de Rd et z(x, £) = —i £ zj(x)Çj. On note Z l'opéra
teur défini par 

Z z3(x)dj. 

On considère une fonction u, continue sur Cl. On suppose qu'il existe une suite de 
champs de vecteurs indéfiniment différentiables (2n(x,£))nGN> convergeant vers z dans 
l'espace L^{CÏ) et une suite de fonctions (un)n€N, indéfiniment différentiables, conver
geant vers u dans LJ£.(fi) et vérifiant les propriétés ci-après. 
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Il existe un réel s supérieur ou égal à 1, tel que, pour tout compact K de Q, il existe 
une constante C vérifiant, pour tout couple d'entiers (k,n), 

\\Znun\\Lc{K) Cfc+1(A;!)S 
\\Z£dWZn\\L~{K) Ck+l(k\Y, 

\\Znun\\Lc{K) Ck+1(k\)a. 

Sous ces hypothèses, on a 

WFG,{u) C {(x,0 € Q x (Rd\{0})/z(x,O = 0}. 

Pour démontrer ce théorème, nous sillons établir les inégalités assurant la localisation 
du front d'onde Gevrey uniformément en n. Soit (XQ, £O) tel que z(x0, £0) 0. Il existe 
un voisinage compact K de x0, un voisinage conique T de £0 et une constante C tels 
que, pour tout (x, £) appartenant à if x T, on ait 

\znM\>C\Ç\. (7.18) 

On applique maintenant le lemme 7.3.1, disposant ainsi d'une suite de fonctions (Xfc)fceN 
de fonctions indéfiniment différentiables à support compact vérifiant les relations (7.15). 
Posons alors Ukn = XkUn- On a 

2*,n(f) 
dsf 

e-i{x^ukjn{x)dx. 

Observons que 
Z(e-*"«) zU)e~™. 

En posant 

Rn^w qd w 
\\Znun\ 

i 
wdivZn 
Rn^w 

(7.19) 

on démontre à l'aide d'intégrations par parties successives que 

Rn^w 
zn 

e~<(*IO<«K»)(*)<fc- (7.20) 

L'opérateur différentiel R„£ est homogène de degré —1 en £ ; il fait donc gagner des 
puissances de Ç. Supposons démontré qu'il existe une constante C telle que, pour tout 
couple d'entiers (A;,n), on ait 

V£€ r I^U(«*.»)IU- Ck{k\y\Ç\-k. (7.21) 

Comme la fonction Rn^iXkUn) est à support dans le compact K, on a, pour tout couple 
d'entiers (k, n) et pour tout £ appartenant à T, 

\ûU0\<ck(k\y\ç\-k. 

Par hypothèse, on a 
lim uk„ = XkU 
71—><_*J 
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dans L°°, donc dans Ll. Par passage à la limite, il en résulte que 

\mo\ < ck(k\y\ç\-k 

ce qui, vu le choix de la suite (Xk)kçN, conclut la démonstration du théorème. 
Démontrons l'inégalité (7.21). Pour alléger les notations, nous omettrons l'indice n 

dans le reste de la preuve. Durant toute la preuve de l'inégalité (7.21) ainsi que tout 
au long du chapitre 8, nous utiliserons les notations suivantes ; 

• On notera z la fonction z(x,Ç) (la notation de la dépendance en £ est omise) et 
l'on posera 

Zz = —i 
d 

j=i 
z>(x)â,*(x,0. 

• Soient q un entier strictement positif et a un élément de N9, on pose 

Za-u 
q 

l=1 
(Z°*u). 

• Il sera commode de convenir que, lorsque q = 0, № n'a qu'un seul élément a et 
que Zau = 1. 

• Pour tout entier j , on définit l'ensemble d'indice qui est l'ensemble des 
(fc,p,a,â) tels que k G N2 et \k\ < j , p G N2 et (a,/3) G (N*)*1 x (N*)1* 
et 

Ia| + |j0|+pi + |*|= j . 

• Soit a un élément de Np et q un entier plus petit que p, on pose 

OL+q (ai, • • •, a,-!, aq + 1, q,+i, • • •, ap), 
a—q (ai, • • •, a9_i, aq - 1, a9+i, • • •, ap) 

aq (ai, • • •, ag_i, 0, a9, aç+1, • • •, ap) (a, G N^1) et 
àq (ai,---,a9_i,ag+i,---,ap) (a9 G Np ). 

On peut maintenant énoncer le lemme qui décrit algébriquement l'action répétée de 
l'opérateur R. 

Lemme 7.3.2 Si R désiane V opérateur défini var 

Rw = Z 'w 
z, 

i 
wdiv Z 

z 
alors il existe, pour tout entier j , des réels (A3kpQp)(k,p,a,(3)ei{j) tels que 

Rj{w) 
(fc,p,Q,/3)€/(j) 

Rj{w) (div Z)k*Zk*w(Za • div Z)(ZP • z 
ZJ+P2 

et Rj{w) 
Rj{w) 

k\aW(j-pi)\ 
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Pour démontrer ce lemme, nous allons procéder par récurrence. La propriété au rang 1 
n'est autre que la définition de l'opérateur R. Supposons-la vraie au cran j . On a alors 

Пк,р,а,0 déi R (div Z)k*Zk*w{Za • àivZ){Z* • z) 
ZJ + 1+P2 

Z (divZ)k'Z^w(Za • div Z)(ZP • z)' 
ZJ + 1+P2 

l-
(divZ)k*+lZk*w(Za • div ZMZ? • z) 

ZJ + 1+P2 
La formule de Leibnitz assure que l'on a 

BJ+1 
Пк,р,а,0 

k' (ZdWZ){divZ)k*-lZk*w{Za • divZ)(Z0 • g) 
ZJ + l+P2 

(div Z)fclZfc2+lîi;(Za • div Z)(ZP • 2) 
ZJ + 1+P2 

P 

1=1 

(div Z)k'Zk^w{Za+i • divZ)(£" • 

2J + 1+P2 
P 

m=l 

(dxvZ^Z^wlZ* • div£)(Z*+m • z) 

^j + l-r-P2 
U + 1 +p2)(divZ)fclZ*2w(Za • divZÏÏZ^ • 2ÌZ2 

k" 
(divZ)fcl+1Zfc2w(Za • div Z)(Z0 • 2) 

£J + 1+P2 

En regroupant les termes d'ordre j -f-1 correspondant à un même indice de I(j -f 1), il 
vient 

ZJ + 1+P2 
ti/<*e, 

\Aj I 1 fc,p,a-*i,/?' 
*2/&2>ï 

4JZJ + 1+P2I 

mi/Qmi=1 

fcl + 1 

Pl 
4J 

(fci + l,fc2),(pi-l,P2),ami,/3 

™2 / /3m2 = 1 

j +P2 
P2 

AJZJ + 1+P2~ I 

A3mi / ami =1 k\a\0\p\{j-p2)\ 

Par hypothèse de récurrence, on a 

4j 
(fci+l,Ar2),(pi-l,P2),â i,/3 

Pl 
h + 1 

3 (̂j!)2 
fc!a!/3!p!(i-p2)! 

Ainsi donc 

mi / ami =1 

mi / ami =1 

pi 
Aj 

(ki + lM),(Pi-l,P2),ami,0 
Pl 

*2/&2>ï 
k\a\0\p\{j-p2)\ 

(7.22) 
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De façon analogue, on a 

A3 
fc,(Pl,p2-l),a,^m2 

P2 y(j!)2 
fc!a!/?!p!(j + l -p2) ! 

On en déduit que 

m2/0m2=l 

7 + J>2 

P2 
AJfc,(Pl,p2-l),a,^m2 ( j +' j + 1 - Pa 

y(j!)2 
A;!a!/3!p!(j-f I-P2)! 

(7.23) 

Il est clair que 

A3' 
fc,p,a-*i,/3 

p2 
w 2 

klal0lpl(j-P2)\ 
et 

A3fc,(Pl,p2-l),a,^m2 0e2 
' j + 1 - Pa 

h\aW\p\(j-p2)\ 

Enfin, on a 

Alkuk2-lhp,aJ Âjfc,(Pl,p2-l),a,^m2 k 
vm2 

k\a\p\p\(j - p2)! 
Il résulte alors des inégalités (7.22) et (7.23) que 

((j + l)!)2 3*((j + l)!)2 
fc!a!/3!p!(j + l -p2 ) 

' j + 1 - Pa 
((j + l)!)2 

' j + 1 - Pa 

(J + 1)2 
D'où le lemme. 

Il reste maintenant à majorer Z£xn- Démontrons par récurrence que l'on a 

((j + l)!)2 

(P,Q)€J(0 
P̂,a 

/3€{l,-,«*}* 

P 

df 
(P,Q)€J(0 dßi -"dpqXN avec 

5P,a 
+ ! - p ) ! 
a! 

et (7.24) 

5P,a { ( p , a ) / p > l , a G Np, | a | + p = ^} 

La formule ci-dessus est évidemment vraie pour f = 1. Supposons-la vraie pour L La 
formule de Leibnitz assure que 

5P,a déf s 
p 

<7=1 
Za*z0*) d0i"' d(3qXN 

p 

9=1 
Za*+lz0q 

m=l,m^q 
Zamzpm zxdud01 • • • d0q xn 

p 

9=1 
Za"z0q 

d 

A=l 
zxdud01 • • • d0q xn 

En regroupant les termes, il vient 

^P,a 
p 

9=1 
p,a-q 

g/ao=0 

1 
BP-1,^' 
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D'après l'hypothèse de récurrence, on a 

в1 ~ 
P,ot-q 

2eaJ£+l-p)\ 

a! 
et 

Bp,a-q 2i{£ + 2-p)\ 
a! 

D'où il vient 

oM-l 
P̂,a 

tflaltf+l-p)! 
a! 

2*(e + 2 -p)! 

a! 
2m(^ + 2-z>)! 

a! 

D'où la relation (7.24). Nous pouvons maintenant conclure la démonstration de l'inéga
lité (7.21). Par hypothèse, on a 

||Za |̂|Loc(SUpp XN) DF 
(aeiy 

{ai + l)2 

Ainsi, en posant, pour a € Np, 

(2) a 
P 

q=] 

1 
(", + l)2< 

(7.25) 

on a 
p 

SD 
Z«qz0q L°°(Supp XN] Cp(a!)fl [(2) 

D'après l'inégalité (7.24), il vient 

\Z€XN\\L» N\\L» 

(Supp XN 

p!(jfc + l-p)!(a!)s 
a!(p+l)2 

(2) a 

N\\L» (Supp XN 
U + D2 

U + i)2 
<p,aeJ{l) 

(2) a 
(P+1)2, 

(7.26) 

La majoration suivante, très classique en théorie des fonctions analytiques, nous sera 
utile également lors du chapitre suivant. 

Lemme 7.3.3 // existe une constante C telle que, pour tout couple d'entiers stricte
ment positifs (6,m), on ait 

N6(m) déf 

\W=rn 

(2) C2 
(ro + 1)2 
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Procédons par récurrence sur 6 en observant que l'inégalité ci-dessus est triviale pour 
à = 1, pour une quelconque constante C supérieure ou égale à 1. De plus, on a 

N6+i(m) 
m 

/=0 L=1 
\n\=m-i 

1 

L=1 

6 

q=l 

1 
L=1 2 

m 

m 

1 
€+1 2' 

ty(m - i). 

Grâce à l'hypothèse de récurrence, il vient 

N6+i(m) C6 
m 

1=0 

1 
(t+ l )2(m-£+l)2 

Or, il est clair que 

1 
(^+ l )2 (m-£+l )2 

4 
(m + 1)2 

1 £<m/2 
1 

(^+1)2 
l{£>m/2} 

1 
( ra -^+1)2 

(7.27) 

D'où il résulte que 

(m + 1)2 
SC6 

(m + 1)2 
oo 

7=0 

1 
[e +1)2, 

Le lemme est ainsi démontré. 
Il résulte de ce lemme que l'on a 

(p,a)eJ(£) 

(2) a 
(P + D2 

sd de 

p=0 

1 
(p+l)2(*+l_p)2 

L'inégalité (7.27) permet de conclure que l'on a bien, pour tout t < N, 

Z1Xn\\l°° C1 w.y 
(e + iy 

Grâce à la formule de Leibnitz, on en déduit que 

Z(xnu)\\l«> C1 
w.y 

(^+1)2 

En utilisant le lemme 7.3.2, on en déduit, que, pour tout j < N, on a, 

(^+1)2 d 
sdg 

k,p,a,(3)€l(j) 

k\a\0\p\(j - p2)S5ß§°S! 

k\a\0\p\(j - p2)! 

cN(j\y\tr 
(k,p,a,{3)€l(j) 

1 

Pl 
(2 
Q 

(2: 
(3 

L'application du lemme 7.3.3 permet d'affirmer que 

RJç(Xnu L°° cN(j\y\çr, 

ce qui n'en rien d'autre que l'inégalité (7.21). Le théorème 7.3.1 est ainsi démontré. 
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7.4 Références et remarques 

Ce chapitre est un peu marginal par rapport au sujet du livre. Le lecteur souhaitant 
approndir la notion de front d'onde, et étudier des exemples d'applications à la des
cription des lieux singuliers des solutions d'équations aux dérivées partielles pourra 
consulter par exemple le livre de S. Alinhac et P. Gérard (voir [4]) ou bien le traité de 
L. Hôrmander (voir [47]). 

La deuxième section combine les théorèmes sur les produits de distributions if5, tels 
que nous les avons énoncés au chapitre 2, avec le résultat sur les conditions portant sur 
le front d'onde C°° que l'on trouve par exemple dans [47], tome 1, page 267. La méthode 
présentée ici associe localisation conique et localisation dans les couronnes dyadiques. 
L'intersection d'un cône et d'une couronne dyadique est un objet analogue à une boule 
pour la métrique 

(dx,dÇ) rtze 
1 + KI2 

qui est la partie "en dÇ" de la métrique dite "métrique (1,0)" en calcul de Weyl-
Hôrmander et qui est définie par 

gXÂ(dx,dÇ) dx2 
sfg 

1 + KI2 

Le lecteur intéressé à approfondir ce concept pourra consulter le troisième tome de [47]. 
La troisième section est essentiellement tirée d'un travail de P. Gamblin (voir [42]). 

La formulation du théorème 7.3.1, qui est un résultat de type "ellipticité microlocale", 
est particulièrement bien adaptée au cas des équations d'Euler. Remarquons que, 
comme le montre P. Gamblin dans [42], ce théorème convient aussi très bien au cas 
des équations non linéaires traité par N. Hanges et F. Trêves dans [46]. 
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Chapitre 8 

Analyticité et régularité Gevrey 

8.1 Enoncé des théorèmes. 

Le but de ce chapitre est de décrire quelques propriétés relatives aux régularités d'ordre 
élevé dans l'équation d'Euler. Les deux théorèmes principaux que nous allons y démon
trer sont relatifs à la régularité en temps du flot d'une solution du système d'Euler (E). 
Voilà ce dont il s'agit. 

Théorème 8.1.1 Soit r un réel strictement supérieur à 1. Il existe alors une constante 
C telle que Von ait pour toute solution v du système (E) appartenant à L££,([0, T*[; 
Cr), les propriétés suivantes. 

Pour tout entier k, la fonction (dt + v- V)kv appartient à ¿/¿£.([0, T*[; Cr) et Von a, 
pour tout T < T*, 

\\(dt + V- V) У\\ьоо([0,Т];Сг) C**!(||t;||L»Ho,71^))*+1- (8.1) 

La fonction t •—• ip(t) est une fonction analytique de [0, T*[ dans Vespace Id+Cr. 

Dans le cadre des solutions de Yudovich, nous démontrerons le théorème suivant. 

Théorème 8.1.2 II existe une constante C vérifiant les assertions suivantes. Soit v 
une solution du système d'Euler (E) appartenant à Vespace des fonctions continues de 
R dans Vespace Em et dont le tourbillon appartient L°°(R; La(R2)) nL°°(R3). On sait 
alors que, pour tout e G]0,1[ et pour tout entier k, la fonction (dt H- v • V)kv appartient 
à L£.(R; C1"6) et Von a, pour tout réel T, 

(dt + v- V)*v||Loo([o,r];Ci-<) 
C 

e 

2k 
>!)3(IMlL-(|0.n;Cj))*+1. (8.2) 

Pour tout e strictement positif, la fonction t ^(t) est une fonction de classe 
Gevrey 3 de R dans Vespace Id-fC1_e. 

La démonstration de ces deux théorèmes fera l'objet des deux sections suivantes. 
Présentement, nous allons énoncer deux résultats relatifs à l'ellipticité microlocale pour 
le système d'Euler incompressible. Ces énoncés découlent, sinon des deux théorèmes 
ci-dessus, du moins de certaines étapes de leur démonstration. 
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Corollaire 8.1.1 Soit r un réel strictement supérieur àletv une solution du système 
(E) appartenant à £¿£.([0 ,CT). Alors, on a 

WFa(v) C {(t, x; r, 0 / r + {vit, x)|£) = 0} 

Do même, dans le cadre des solutions de Yudovich, on a le 

Corollaire 8.1.2 Soitv une solution du système d'Euler (E) appartenant à Vespace des 
fonctions continues de R dans Vespace Em et dont le tourbillon appartient à l'espace 
L°°(R; La(R2)) H L°°(R3). Dans ce cas, on a 

WFG*(v) C {(t,x;r,0 / r + (v(t,x)|£) = 0)} 

8.2 Opérateurs multilinéaires 

Regardons l'opérateur "gradient de pression" comme opérateur bilinéaire à noyau, 
comme nous l'avons fait dans la section 2.5. Nous avions alors démontré que d*p(x) 
valait 

ij Rd 
[didjdkEJix - y)(v\x) - vl(y))(v3(x) - v*{y))dy. (8.3) 

Il s'agit étudier l'action répétée du champ de vecteurs dt 4- v • V sur le gradient de la 
pression. Nous verrons dans la section suivante que cette action se décrit commodément 
au moyen d'opérateurs multilinéaires. 

Définissons a priori ces opérateurs. On commence par définir la classe de leur 
"noyau". 

Définition 8.2.1 On désigne par S07l(Rd\{0}) l'ensemble des fonctions g localement 
bornées sur Rd \{0} telles que 

K{9) def SUD 
*€Rrf\{0} 

z\-m\g(z)\ < oo. 

On désigne par <Sm(Rd\{0}) l'ensemble des fonctions g indéfiniment différentiables sur 
Rd\{0} telles que, pour tout entier k, on ait 

mg) dèi 
sup moi 
N<fc2eRd\{o] 

z\-m+w\ff*g(z)\ < oc. 

On convient de la notation suivante 

soient r G (R^)p et u G p 

ijk 
Cr'(Rd) on pose ||ti||^ 

p 

df 
ue(x - z))dz. 

On peut maintenant définir les opérateurs multilinéaires qui nous seront utiles. 

Définition 8.2.2 Soient v un entier strictement positif, q une fonction appartenant 
à 50"d"p+1(Rd\{0}) et u G Cr(Rd;Rp). On définit l'opérateur p-linéaire g^u par 

(g*u)(x) 
df 

9{z) 
p 

i=\ 
{ue(x) - ue(x - z))dz. 
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Par exemple, la formule (8.3) peut s'écrire 

df 
{didjdkEd) 

2 
lv\v>) 

L'action de ces opérateurs sur les espaces Cr(Rd;Rp) est décrite par le théorème suivant. 

Théorème 8.2.1 II existe une constante C telle que, pour tout entier p supérieur ou 
égal à 2, pour toute suite (tt)i<£<p de ]0, l[p telle que 

e 
p 

d 
f 

1 
2 

on ait 

|0*WHl-€ 
P 

£=l 

C 1 
p 

£=l e-et 
^-d-p+i (9)\\u\ (v) 

:i-«m) 
(8.4) 

Si de plus, pour tout a appartenant à Nd et de longueur p — 1, on a 

gd-L 
xag(x)da(x) = 0, (8.5) 

alors, on peut affirmer Vexistence, pour tout r > 1, d'une constante Cr telle que, pour 
tout e strictement positif, on ait 

H o 
df 

e 
A/Td-p+1(s) max 

K£,m<p 
sf 

ll«'Hr||«m||l+« 
p 

n=l 
Hr||«m 

«"lit* (8.6) 

Démontrons tout d'abord l'inégalité (8.4). Pour cela, on utilise les couronnes dyadiques. 
On écrit 

Aq2\g,u) A^^u) + Aq2\g,u) avec 

Aq2\g,u) 
d 

(2<z)g(z)Aq 
P 

e=i 
ue — T_zue)dz et 

Aq2\g,u) 
qs 

ll-x(2qz))g(z)Aq 
ts 

rt 
ue — T_zue)dz 

Pour Aql\g,u), on observe que, d'après la proposition 2.3.1, qui fait le lien entre la 
définition usuelle des espaces de Holder et la définition en couronnes dyadiques, on a, 
comme et < 1/2, 

\\U£ - T-gU*\\Loo c 
d 

Z\l-et\\u%-er 

D'où il vient que 

\\&íl)(9,u)\\L-<CK-d-p+l(a) 
P 

¿=1 

1 

6t. 5(0,2-9+!) 
\z\-d+l-edz z\-d+l-edz 
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On en déduit que 

\\A<vV(g,u)\\L~<CAf0-d-p+l(g) 
P 

./=1 

ze 

aze 
2-'(,"4)||«||^ ,. 

Pour majorer ||A£2)((/,ii)||LOO, nous utiliserons les estimations douces du corollaire 2.4.1 
convenablement itérées. 

Lemme 8.2.1 // existe une constante C vérifiant la propriété suivante. Soit {cri)\<t<p 
une suite telle que a£ > 1/2. On considère une suite {ae)i<e<p telle que ae G Cat. On a 

p 

i=\ 
df p 

df 
A1 avec \A%t ^max <T/> P\\AU 

P 

m=l 
m#l 

|am||L=c. 

La propriété est évidente pour p = 1. Supposons-la vraie jusqu'au cran p et posons 
IP(a) = n?=i a*. La décomposition de Bony en opérateurs de paraproduit et de reste 
nous dit que 

IP+1(a) = W{a)ap+l = TûP+iIP(a) + Tnp(û)ap+1 + #(IP(a), ap+1). 

Comme crp+i > 1/2, on a, d'après le théorème 2.4.1, on a 

\TnHa)ap+l + R(W(a),a"+l)\\ap+l с1+.р+1|к+1|. P 
|a 'lk-. 

Ce même théorème 2.4.1 affirme que, pour tout p, 

\\Tuv\\p<Cl+M\\u\\L~\\v\L. 

Grâce à l'hypothèse de récurrence, ceci assure le résultat en prenant 

Ae = Tap+lÀ' avec Tap+lÀ' 
P 

1=1 
A' et 

Ap+1 = TUP{a)ap+1 + fi(IP(a), ap+1). 

Revenons à la démonstration du théorème. Le lemme 8.2.1 ci-dessus permet d'affir
mer que 

l|Ac 
P 

sf 
(ue-T-zue)\\L-<C\\u\\$_(e) 

P 

£=1 

P 

m=l 
2~g(l-c/) 

n 
Cm 

l^p-l-e+e^-gil-e/^ 

Il en résulte que 

I I A f M I U - CKd-p+l(9)\\uU¿u] 
P 

e=i 
2~g(l-c/) 

p 

m=l 

c 
Cm 

+00 

2-9 
r~l-e+udr 

C^0-d-p+1(^)ll^llSÍ-€í) 
V 

qf 
2~g(l-c/) p 

m=l 
m¿£ 

C 
s< 

1 

e-ee 
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Le fait que et < e assure l'inégalité (8.4). 
Démontrons maintenant l'inégalité (8.6). Commençons par écrire que 

&q{g*u) &q'\g,u) + AqGq2\u) + AqG™(u) avec 

A<1) 
R 

i^z)g(z)Av 
P 

2~g(l-c/) 
[ue — T-Zue)dz, (8.7) 

Gv2)(u) 
R 

(X(z) X(2"z))g(z) 
V 

[ue - T_zu*)dz et 

G^(u) 
te* 

(l-x(z))g(z) p 

2~g(l-c/) 
(ue — T_zue)dz. 

Le terme HA^G^u)!^» est très facile à majorer. En vertu du lemme 8.2.1, on a 

P 

e=i 
(ue - r.zul) L < vCp max 

2~g(l-c/) 
\\u% 

p 

m=l 2~g(l-c/) 

l«MIU~ 

La fonction (1 - x)g étant intégrable, on a 

\\AaG{3)(u)\\L- < Cp2-«rMTd-p+1(o) max 
l<£<p 

2~g(l-c/) P 

m=l m=l 

l|Vum|k~ (8.8) 

Majorons maintenant ||A^(^, ^)||i,oc. Le lemme 8.2.1 nous dit que, pour tout réel cr 
supérieur à 1/2, on a 

p 

s 
(ue - r.2ue) a 

Cp\z\p-1 max 
i<e<pl 

\ue-T,2u% p 

m=l 
2~g(l-c/) 

l|Vum|k~ (8.9) 

On utilise alors le lemme suivant. 

Lemme 8.2.2 // existe une constante C telle que, pour tout a, pour tout e de l'intervalle 
]0,1[, et pour toute fonction a € Ca+e, on ait 

||o-T_,a|U<CW+1|«H|o|U. 

La démonstration de ce lemme est très simple. Par définition des espaces de Hôlder, 
on a 

||A,(a-T_2a)||t~ < 21-*"+£)||a|U. 

De plus, on sait que 

\Aqa(x) - AqT-za(x)\ \z\ x ||VAQa||Loo 
Ckl+1|z| x2-^"1+€)||a|Uc. 

Par interpolation, il viei 

||A,(a - T_,a)||£- < CW+1|z|' x 2-""\\a\\a+l. 

Ce qui conclut la démonstration du lemme 
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En appliquant ce lemme, par exemple pour e = 1/2, à l'inégalité (8.9), il vient 

_ZU1\ 
L 

P 

_ZU1\ 
L 

(u1 - T_ZU1\ Loo < Cv2-q[T-^ \z\p ^ max 
i<«<p 

11«% 
p 

Vum|U» 
Vum|U» 

V u m | U » 

D'où il résulte que 

K l > f o , t i ) l | L o o < c p 2 - ^ - 5 ) ^ 0 - d - p + l ( ^ ; 
11«% 

/0 
11«% max 

i<*<p 
11«% 

p 

m = l 
Vum|U» 

|Viim||t-

: Cp2-^7V0-d-p+1(o) max 
1 S * S P 

l l « % 
p 

m = l 
Vum|U» 

l |V«m| |L- (8.10) 

La majoration de | |AgG^(it) | |x ,oo nécessite l'hypothèse (8.5) d'annulation des moments 
(sur la sphère) d 'ordre p — 1. On décompose le produit des translatés suivant la taille 
relative des fréquences, mais sans nous soucier de la localisation spectrale dans des 
couronnes, puisque nous travaillons ici dans des espaces de Hôlder d'indice positif. Il 
vient 

p 

S 
К - r-zue) 

p 

q' £=1 

Afu' - r _ z A ^ ) I I $ / ( x , z ) avec 

Tlq,(x,z) 
m<£ 

(Sfum(x) - Sfiim{x - z)) 

m>i 

(S,,+ium(x) - Sq.+lum(x - z)). 

Il en résulte que 

G<2)(«) 
P 

q' e=i 
\Gq2^t{u)\,u* + G™№ avec 

G<2)(« 
SD 

( x ( ^ ) - x ( 2 ^ ) ) 5 ( 2 ) n l , ( x , 2 ) d Z et (8.11) 

3?» SD 
(*(*) - x ( 2 * 2 ) ) s ( z ) ( A X ) ( * " 2 : ) n ^ ( x , z ) ^ . 

Pour étudier le terme Gq2£)yi(u), on utilise la formule (2.2) de la page 22, qui affirme que 

A=l 

d 

A=l 

2q'd : Cp2 
avec 

3?» 2q'd 
«\x-y 

h^{2«\x-y))u{y)dy et 

3?» 2q'd «\x-y 

6 
«\x-y 

En posant ^ ( 2 ) = (x{z) — x{2Qz))9{z)i on en déduit que 

G^Äu) 
: Cp2 

: Cp2 

A=l 
: Cp2 

(dxgq)(z)IleJx,z)(Axq,u)(x - z)dz 

: Cp2 
^ ( z ) Ô Z A ( n ' ( x , z ) ) ( A A , U ) ( x - z ) d z 
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Comme on a 

l|nj,(.,z)iu~ u r 1 
p 

m=l 
P^(1+r) 

<'-p+1(ff) et (8.12) 

ll^(n$,(-,*))|U- u r 2 
p 

m=l 
+00 

<'-p+1(ff) (8.13) 

il vient 

ll^(n$,(-,*))|U- CP2-<j'(i+̂ jV1-<'-p+1(ff) +00 
2-, 

1-<'-p+1(ff) 1-<'-p+1(ff) 
FD 

m=l 
WV 

SVG Ltp 

CP^(1+r)-A/rd-p+1(fl)||ti€||r 
p 

m=l 
lui**- (8.14) 

C'est la majoration de ||G^V^(u)||loo qui utilise l'hypothèse (8.5). Posons 

rLQ(X,2) = 5^(x) - SX(^ - )̂ - 2 • V5X(x). 

En convenant que, si l'ensemble d'indice est vide, le produit vaut 1, on peut écrire que 

5^(x) p 

m=l 
m=l 

fÇ(x,z) avec 

5^(x) 

n<e 
n<m 

fÇ(x,z) 
n>i 
n<m 

Rnql+l(x,z) 

n<e 
n>m 

z • VSqrun(x) 
n>£ 
n>m 

Z'VSq'+iU71^). 

La fonction x étant radiale, la propriété d'annulation (8.5) permet d'affirmer que 

x, z)d [?(x, z)dz = 0. 

L'inégalité des accroissements finis assure, pour tout c/, que 

| i S ( s , z ) | < C | * n i « l 1 + « et \R»,(x,z)\<C\z\\\un\\Lip. 

On en déduit que, pour m strictement positif. 

\ïleqr(x,z)\<C>>\zr2+< max x, z)d 
P 

n'=l 
rì^n,rì^l 

x, z)d 

Il en résulte que 

\\Gq2lUu)\\L~ Cp2-q'Mod-p+l(g] 
•+00 

2-q 
r-d+edr) max 

2-q 
x, z)d 

P 

n' = l 
rì^n,rì^l 

\R»,(x,z)\ 

cp 

e 
2i->'Mrp+1(g) max \n+< 

p 

n'=l 
\R»,(x,z)\ 

ll«"li«p 
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Or, le support de la transformée de Fourier de Gq22}t{u) est inclus dans la boule 

p2q'B 0, 4̂  
3, 

Donc on ne retient que les indices q' tels que q' > q - Clog2p. Ainsi, d'après les 
inégalités (8.14), (8.15) et la définition (8.11), on a 

A,Gf (U)||L~ 
q'>q-C\og2P 

2<?-<?/(i+r) 2<?-<?/(i+r) 

max 
l<£,m<p l 

ll«'llrlkm|li+e 
P 

n=l 
2<?-<?/(i+r) 

2<?-<?/(i+r) 

Vu les inégalités (8.8) et (8.10), la démonstration du théorème 8.2.1 est achevée. 
Nous allons montrer que le théorème 8.2.1 s'applique pour des noyaux qui sont des 

dérivées d'ordre au moins trois de la solution fondamentale du laplacien. La proposition 
suivante décrit les propriétés qui nous seront utiles. 

Proposition 8.2.1 II existe une constante C vérifiant la propriété suivante. Soit g 
une quelconque dérivée d'ordre 1 -hp de Ed. Alors g appartient à <S~d-p+1(Rd\{0}) et, 
vour tout entier k. 

Kd~P+ï(9) < Ck+"+l((k + p- 4)+)!, (8.15) 

en convenant que n+ = max{0, n}. De plus, pour tout a de Nd tel que \a\ <p, on a 

Sd-i 
zag{z)da{z) = 0. (8.16) 

Il suffit de majorer d&\x\ d pour tout multientier de longueur p. La formule de Faa di 
Bruno affirme que 

^( |x|-d) 
\x\-d-» 

\M>1 

\x\-d-» P 

q=l 
d^(\x\2) 

p 

1=1 

d 
2 

¿ + 1) 

Comme les multientiers (3q sont nécessairement du type (0, • • •, e, • • •, 0) avec e valant 1 
ou 2, on a 

|^(|x|-d)| < Ixi^-^c1^1!/?!!, 

ce aue l'on Deut aussi écrire, auitte à changer la constante. 

|^(|x|-d)| < \x\-d-Mc№+l(W -4)+)!, 

d'où l'inégalité (8.15). 
Pour démontrer les relations (8.16), nous allons tout d'abord démontrer que, pour 

tout a G Nd, il existe un polynôme harmonique PQ, homogène de degré |a|, tel que 

9*Ed(x) = Pa(x)|x|-d+2-2|a|. 

142 



ANALYTICITÉ ET RÉGULARITÉ GEVREY 

C'est évidemment vrai si \a\ — 1. Supposons la propriété vraie lorsque \a\ = k. Soit a 
un élément de Nri de longueur k + 1 et i € {1, • • •, d} tel que OLI ^ 0. On a 

&*Ed{x) dt(Pe(x)\x\2-d-2k) 

dt(Pe(x)\x\2-d-2k) 
\x\2-d-2{M\\x\2dePt(x) + (2 - d - 2k)xePe). 

Posons Qe = \x\2dePe(x) + (2 - d - 2k)xiP£. Le polynôme Pe étant harmonique et 
homogène de degré A:, le polynôme dtPt est harmonique et homogène de degré A; — 1. Il 
en résulte que 

AQe = 
d 

A=l 
ixxdxdtPt + 2ddtPi + 2(2 - d - 2fc)d*P€ = 0. 

De plus, un polynôme homogène non constant est nul en 0. Donc, s il est harmonique, 
il est d'intégrale nulle sur la sphère. 

Soit maintenant (Pj) la propriété suivante : 

VA: > j -h 1, V(a,/3) G Nd x Nd / \a\ < j , \0\ = k, 

Sd-i 
xad^Ed(x)dx = 0. 

Nous venons de voir que le prédicat (P0) est vrai. Supposons (Pj). Soient k un entier 
plus grand que j -j- 2, ¡3 un multientier de longueur fc et a un multientier de longueur 
j 4-1. Soit £ un élément de {1, • • •, d} tel que OLI ^ 0. On a, par intégration par parties, 

/(a,/3) déf 
Sd-i 

xaZixi&3Ed{x)dax 

R'1 
RSd~l 

xaZixtd^Ed{x)doRx 

\<\x\<R 
d^x^dPE^dx 

/l<|x|<fl 
d^x^dPE^dx 

L'hypothèse de récurrence assure que les deux derniers termes sont nuls. L'homogénéité 
entraîne que 

lim R'1 
R^oo RSd~l 

xa+id0Ed{x)daR{x) = 0 

D'où la proposition. 

8.3 Régularité le Ions des lignes de flot 

Il s'agit de démontrer les inégalités (8.1) et (8.2) des théorèmes 8.1.1 et 8.1.2. Avant 
toute chose, régularisons la donnée initiale de manière à ce que l'on ait une solution 
indéfiniment différentiable du système (E) sur [0, T] x Rd. 

Dans tout ce chapitre, on posera, pour tout réel T strictement positif et pour tout 
réel r, 

\m\T,r = IM|L~([0,T];Ct-)-
Nous allons démontrer les estimations a priori suivantes. 
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Théorème 8.3.1 // existe une constante C0 vérifiant les propriétés suivantes, pour 
toute solution v du système d'Euler, indéfiniment différentiable sur [0, T] x Rd. 

Pour tout réel r strictement supérieur à 1, pour tout entier k. 

(dt + v-V)kv\\T,r 
Co 

r - 1. 

S 
M\t,t fc+1 

it! 
(fc+1)2 

(8.17) 

Pour tout réel e et pour tout entier k tels que 

e 
1 

2(A: + 1)' 

on a 

\\(dt + vV)kv\\ T.l-€(fc+l) 
C 
e 

u 
(IMIT.!-.)*" 

m 
(IMIT.!-.)* 

(8.18) 

La démonstration de ce théorème repose en grande partie sur l'étude de l'action répétée 
de l'opérateur 

VàMdt + v. V 

sur le gradient de la pression. Comme nous l'avons suggéré dans la section précédente, 
cette action répétée de V se décrit à l'aide des opérateurs multilinéaires alors introduits. 
Voici comment. 

Proposition 8.3.1 

V*(Vp(v,v)) = 
p(v,v)) = 

Âk 
ve{l,-,d}P+2 

//xeNp+2, H+p = fc}. 
LL\V\ 

avec 0<AkM 
kl 

LL\V\ 

q=-l 
p 

q=-l 
dVq, V<"> • VM 

P 

q=-l 

V<"> • VM 

et J(fc) = {(p,M)//xeNp+2, H + p = fc}. 

La preuve de cette proposition repose sur le lemme suivant, qui décrit l'action de V sur 
un opérateur multilinéaire du type g ira. 

Lemme 8.3.1 

q=-l déf V(g*a) 
P 

q=-l 
g*(a\'->,aq-\Vaq,aq+lr->,cP) 

d 

A=l 
(dxs) *.(a,vA) 

q=-l 

Pour démontrer cela, on commence par régulariser le noyau q en posant 

9t{z) i - x 2 
e 

•g(z). 
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De plus, la dérivation en temps opère simplement suivant la règle de Leibnitz ; aussi 
allons-nous l'ignorer dans la démonstration. Par définition de g*p a, on a 

Vp = v • V 
Rd 

QÀx - y 
p 

7=1 
(a«(x)-a*(y))dy. 

Or, 

d\{gt*a) = dx 
Rd 

9e{x - y) 
P 

ç=l 
№) - a*(y))dy 

Rd 
[dx9e){x-y] p 

Q= 
{a<(x) - a"(y))dy 

SD3 

g=l Rd g€(x-yMdxa* )(x) 
V 

g=l 
(ar(x)-ar(y))dy. 

En observant que 
p 

q=l 
[dxa')(y) 

g=l 
[ar(x) - ar(y))dy aYA 

p 

Q+1 
(a«(x)-a«(y)), 

on peut écrire 

VP 
p 

<7=1 
g€*(a1,--.,a«-1,Va«,a«+1,-..,op) 

d 

A=l 
(~dyx){9e{x - y))dy 

0+1 

Rd 
vX(y) 

p 

Q+1 
(a«(*)-a*(y)) (~dyx){9e{x - y))dy 

r v {y)9e{x - y)dyx 
p 

9=1 
(a«(x) - a%))dy 

Le champ de vecteurs î; étant de divergence nulle, une intégration par parties conclut 
la démonstration de ce lemme. 

Revenons à la démonstration de la proposition. Le lemme 8.3.1 ci-dessus assure bien 
évidemment la propriété au rang 1. Supposons-la vérifiée au rang j . Le lemme entraîne 
que 

dxdi^VE, * (V^'V{u\vx). 
p+2* 

P 

<7=-l 
dxdi^VE, * (V^'V{u\vx). 

P+2 
d 

A=l 
dxdi^VE, * (V^'V{u\vx). 

p+3 
D'où il vient 

v€{l,~,d}p+2 
Vid^VEd * (V^ • v{u))) 

P + 3 i/G(i,-.d>p+2 9=-: 

P + 3 
dxdi^VE, * (V^'V{u\vx). 

p+2̂  

i/6{l,-,d}P+3 

1 

P + 3 

p+1 

P + 3 

dxdi^VE, * (V^'V{u\vx). 
p+3v 
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En regroupant les termes, on trouve 

Л(Р,/*) " 
P 

7=-L (p^-q) 
1 

p + 3 Л(Р,/*) " 
AJirl(ll^||r,r)M 

Il y a au plus p+3 indices q tels que /j,q soit nul. En utilisant l'hypothèse de récurrrence, 
on en déduit que 

Л(Р,/*) " p 

<7=-i 

/x!p! 
/z!p! P 

/x!p! 
/x!p! 

Л(Р,/*) " ?! 
/x!p! 

Л(Р,/*) " 

/x!p! 
D'où la proposition. 

D'après les propriétés de la solution fondamentale du Laplacien décrites dans la 
proposition 8.2.1, on a 

\\d{l/)VEd *(VW-v<">)|U-([0,ïl;cr) Cf + 2((p - 2)+)!Cir l(ll^||r,r)M + p + 2M!n(,2 ). 

Il en résulte que l'on a 

\\Vj+1v\\T,r Cg+1(IMIr,r) 

(j + l)! 

(2) (j + l)! 
Co 

P ((p-2)+)! 

p! 
(j + l)! 

Co 
Cg+1(IMIr,r) < + 2 ( j + l)! 

U + l)2 

(j + l)! 
(j + l)! 

(2) 
(j + l)! 
Co 

P (p-2)+)! 

p! 

D'après le lemme 7.3.3, on a 

V3+1v\\T,T 

(C,d)2 

Co 
irl(ll^||r,r)Mct\\MT,y+2 SD 

U + D 2 

7 

p=0 

C1C2 
Co 

P « P - 2 ) + ) ! 
pl 

J + 2 

J + 1 - P 

2 

Il est évident que 

9 

p=0 

C1C2 
Ces 

( (p -2) + ) ! 
p! 

J + 2 

j -f 1 - p 

2 
<C3. 

De plus, l'inégalité (7.27) permet d'affirmer, que, si C1C9 < Cn, alors, on A 

DF 

p=0 

C1C2 
Co 

P ( p - 2 ) + ) ! 
p! 

(j + l)! 
(j + l)! 

2 (j + l)! 
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En prenant CQ suffisamment grande par rapport aux constantes C¿, i compris entre 1 
et 4, on obtient 

||V'+1t>||T,r < ci+\\\v\\T,r) М!(||«||тд-.)м-^ 
(J + 2)2 

ce qui est l'estimation (8.17) au cran j + 1. 
Dans le cas Gevrey, nous allons démontrer, toujours par récurrence, l'estimation 

suivante : il existe une constante CQ telle que, pour tout e de l'intervalle ]0,1/2], pour 
tout entier k tel que 2e(k -f 1) < 1, on ait, pour tout j < k, 

IIVMITU-* < 
Co 

e 

2j 
(IMIr,i-£)j+1 

j! 

(j + i)2 
(8.19) 

L'inégalité ci-dessus est clairement vraie pour j = 1. Supposons la vraie pour j . On 
utilise la proposition 8.3.1 et le théorème 8.2.1 avec (eq)-i<q<P définie par eq = e(fj,q + l) ; 
on en déduit que 

\\dMVEd * V^-v^\\T,_e(k+2) 
p+iJ 

•Ci 
e 

P+2 
((p-2)+)! 

P 

0=-l 

1 
k + 2- nq 

p 

<7=-l 
llV^l^llr,!^. 

Mais 
p 

WCV 

1 
A; -h 2 - [LQ 

p + 2 
fc + 2 - \fi\ 

Comme ||µ|| = k — p, il vient 
p 

q=1 

1 
fc + 2 - \iq < 1. 

Ainsi, en rappelant que 
[(2) P 

«7=1 

1 
М!(||«||тд-.)м 

on a, d'après 1 hypothèse de recurrence, 

М!(||«||тд-.)м-^аП«М!(||«||тд-.)м-^аП« 
P+-2 

SD 
e 

P+2 
:(p-2)+)! Co 

QD 
2W 

М!(||«||тд-.)м-^аП« 

En remarquant que 2|/x| + p + 2 < 2(fc + 1), on déduit de l'inégalité (7.3.3) et de la 
proposition 8.3.1 que 

М!(||«||тд-.)м-^аП«М!(||«||тд-.)м-^аП« 
QD 

C2(C,d)2 
SD (IMIT.I-O**2 

Co' 
e 

2(fc+l) [k+l)\ 
A; + 2 2 

Q 

p=0 

<WC 
Co 

P (p-2)+)! 
QD 

(fc + 2)2 
(k + l-p)2 

Comme précédemment, on conclut en prenant CQ assez grand. 
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Corollaire 8.3.1 // existe une constante Co vérifiant les propriétés suivantes, pour 
toute solution v du système d'Euler, indéfiniment différentiable sur [0, T] x Rd. Pour 
tout réel e de l'intervalle ]0,1/2] et pour tout entier k, on a 

\m+vv)kv\\T^t c 

sf 

2k 
(IMki)fc+1(*03-

En effet, soit k un quelconque entier strictement positif. On pose 

k + 1 € 
k + 1 

et Ton applique l'inégalité (8.18) avec e*. Il en résulte que 

||($+t/-V)fct;|ki-«< fC0(k + l) 

e 

.2* 
:iMir.i-«.r+1*!-

Comme il est clair que ||a||i_€fc < ||a||i, on obtient ainsi le corollaire. 

Pour conclure la démonstration des théorèmes 8.1.1 et 8.1.2, il suffit de faire un 
passage à la limite itéré dans les expressions du type 

(ft + t;n- V ) V 

Il suffit bien sûr de le faire dans le cas des estimations de type Gevrey. A nouveau, on 
procède par récurrence. Supposons que, pour tout j < k et pour tout e strictement 
positif, on ait 

lim fa -h • V)kv„ = fa + v • V)kv dans L°°(\0.T]:Cl~e). 
n—*oo 

Les champs de vecteurs vn étant de divergence nulle, on a 

(dt + vn-V)k+1v"n = (dt + vn-V)((dt + vn-V)kv»n) 

= dt((dt + vn • V)*<) + div«(dt + vn • V)Sn). 

Les espaces C1 € étant des aleèbres, on a 

lim t£ (a + vn • V ) V = v"(dt + v • V)kv 
71—+00 

dans div«(dt + vn • V)Sn). 

Donc la suite ((dt + vn • V)fc+1t>n)n€N converge dans l'espace des distributions et elle 
est bornée dans L°°([0, Tl;C1-€) et ce, pour tout e strictement positif. Donc, on a bien 
(dt+v- V)kv e Loo([0,ri;C,1-e) et 

m + v-V)kv\\T^ 
C 
t 

k 
( I M k i r W . 
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8.4 Références et remarques 

Les résultats de régularité en temps semblent être implicitement contenus dans les tra
vaux de Lichtenstein datant des années trente et exposés dans [52], les méthodes utilisées 
étant de type lagrangiennes. Cependant, c'est dans [26] et [28] que la régularité C°° 
est- explicitement démontrée, à la fois pour les solutions régulières en toute dimension, 
et pour les solutions de Yudovich en dimension deux, et ce avec des méthodes de type 
eulériennes. On y ajoute le fait que le front d'onde C°° de la solution est inclus dans 

{(t ,x;r,O/r + (^,x)|O = 0}. 

L'analyticité en temps du flot a été explicitement démontré, grâce à des méthodes 
lagrangiennes, par P. Serfati dans [57], en ce qui concerne les solutions régulières, c'est-
à-dire de classe Cr avec r strictement supérieur à 1. P. Gamblin a redémontré ce résultat 
dans [42] par une méthode de type eulérienne lui permettant de démontrer la régularité 
Gevrey 3 en temps du flot pour une solution dont le tourbillon est borné. Dans ce 
cas, la méthode de P. Serfati permet d'obtenir l'analyticité en temps du flot dans des 
cas particuliers de régularité tangentielle par rapport à des familles de surfaces ou des 
courbes. Ces résultats sont annoncés dans [59] et des détails sont exposés dans [57]. 
Signalons que P. Serfati a aussi démontré, dans [57], l'analyticité en temps petit du flot 
dans le cas de poches de tourbillon qui sont de petites perturbations d'un cercle. 

Enfin, nous n'avons pas abordé le problème de la propagation de l'analyticité en 
espace. Pour des résultats à ce sujet, nous renvoyons le lecteur aux travaux pionniers 
de S. Baouendi et C. Goulaouic (voir [9]), à ceux de C. Bardos et S. Benachour (voir [10] 
et [11]) et à celui plus récent de J.-M. Delort(voir [33]). 
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Chapitre 9 

Poches de tourbillon singulières 

9.1 Présentation du problème 

Dans ce chapitre final, nous allons nous intéresser au cas où dégénère la structure 
géométrique qui, aux chapitres 3 et 5, permettait de démontrer que le champ de vec
teurs de divergence nulle associé à un tourbillon borné et tangentiellement régulier par 
rapport à cette structure était lipschitzien. 

Nous avons déjà rencontré ce cas lorsque nous avons considéré des tourbillons qui 
étaient constants sur des carrés. Les sommets de ces carrés sont bien évidemment des 
singularités de la géométrie. Le but de cet ultime chapitre est d'étudier de manière 
générale ce type de situation. Les exemples des sections 3.2 et 5.3 semblent indiquer 
que les dérivées du champ de vecteurs croissent, au voisinage du point singulier, comme 
le logarithme de la distance au point singulier. On démontre facilement à partir du 
théorème 3.3.1 que ce fait est général. Cette croissance logarithmique sera l'un des 
points clefs de la démonstration de la persistance des structures géométriques singulières 
dont l'énoncé est le but de cette section. 

Avant d'énoncer le théorème général, nous allons exposer un cas particulier. Soient 
fo une fonction réelle du plan de classe C1+c et To une réunion finie de courbes fermées 
continues simples se coupant en un nombre fini de points. On suppose que To est 
l'ensemble des zéros de /0. Désignons par E0 l'ensemble singulier de T0, c'est-à-dire 
l'ensemble des points de r0 où le gradient de /0 s'annule. Pour éviter la présence d'arcs 
tangents entre eux à l'ordre infini, on suppose l'existence d'un voisinage VQ de YQ telle 
que, pour tout point x de VQ, on ait 

|V/o(x)|>d(*,E0P0. 

Considérons maintenant (j0 la fonction caractéristique de la réunion des intérieurs 
des courbes constituant r0. Le problème sur lequel nous allons nous pencher pour 
conclure ce livre est le suivant : soit v0 le champ de vecteurs de divergence nulle dont 
le tourbillon est u;0 ; désignons par v la solution de Yudovich du système d'Euler. Le 
tourbillon uj(t) est-il, à l'instant t, la fonction caractéristique d'un domaine du même 
type? 

La réponse sera moins définitive que lorsque le bord du domaine est régulier. Néam-
moins, nous obtiendrons le résultat suivant : 
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Théorème 9.1.1 Soit Do un domaine borné du plan dont le bord To est une courbe de 
classe Cl+f en dehors d'un fermé Ho- Considérons la solution de Yudovich associée au 
champ de vecteurs vo de l'espace Em (espace dont la définition est donnée page 17) tel 
que u(vQ) = 1Dq-

A Vinstant t, le domaine D(t) = i/j(t, D0) a un bord T(t) qui est de classe CI4"C en 
dehors du fermé Y,(t) = */'(£,E0). 

Nous n'allons bien sûr pas démontrer un tel théorème sous cette forme. La méthode 
employée s'inspire de celle utilisée pour démontrer les théorèmes du chapitre 5. Quelques 
difficultés supplémentaires apparaissent. En effet, comme le montrent les exemples des 
chapitres 3 et 5, il est vain d'espérer que le champ de vecteurs solution, ou même son 
flot, soit lipschitzien. Transporter une structure géométrique, c'est-à-dire des champs de 
vecteurs, par un champ de vecteurs non lipschitzien ne paraît pas des plus raisonnables. 
Cependant, comme le laisse penser le théorème 3.3.1, le champ de vecteurs v solution 
du système d'Euler sera lipschitzien en dehors du lieu singulier. 

Pour parer à cette difficulté née du manque de régularité du champ de vecteurs v, 
nous allons étudier le champ de vecteurs v et la structure géométrique liée au bord 
du domaine, en restant prudemment à une distance strictement plus grande que h de 
l'ensemble singulier E, h étant un petit paramètre strictement positif. Tout le travail 
consiste alors à démontrer des inégalités du type de celles du chapitre 5, en contrôlant 
soigneusement la dépendance en h. 

Il est maintenant temps d'introduire les données géométriques, puis d'énoncer le 
théorème général relatif à leur persistance, et enfin d'expliquer comment ce théorème 
implique le théorème 9.1.1. 

Rappelons que, si A est un ensemble du plan, et a un réel strictement positif, on 
désignera par Aa l'ensemble des points du plan à distance inférieure ou égale à a de A. 
De plus, dans toute la suite, on conviendra, dans le but d'éviter d'inutiles paranthèses, 
que A°a est l'ensemble des points à distance plus grande que a de A. 

Définition 9.1.1 Soient S un fermé du plan et E un triplet (a,/3,7) de réels; on 
considère une famille X = (Xxth)(\1h)eAx]o1e-1] de champs de vecteurs de classe Ce ainsi 
que leur divergence. On pose Xh — {Xx,h)\eA-

La famille X sera dite H-admissible d'indice H si et seulement si les trois propriétés 
suivantes sont satisfaites : 

V(A, h) e Ax^e"1] , Supp Xx,h C E£« ; (9.1) 

V(A, h) e Ax^e"1] déf inf hV(Zh,Xh)>0; 
h€]0,e-1] 

(9.2) 

h-'Nl{J:h, déf SUD 

h€]0,e-') 
h-'Nl{J:h,Xh)<oo, (9.3) 

où, comme au chapitre 5, on définit /(E^A),) et N€(E^ Xh) Par 

h-'Nl{J:h, inf SUD \X\ h(x)\ et 
xï^h A€A 

Nt(Lh,Xh) ] 

e A€A 
SUD 

||Xvh||t + ||divXAifc||t 
IÇZh,Xh) 

e A€A 



POCHES DE TOURBILLON SINGULIÈRES 

Remarque De telles familles étant censées décrire des géométries singulières dont le 
lieu singulier est E, il est naturel de penser 3 et 7 comme deux nombres strictement 
négatifs, ce qui sera toujours le cas. 

Introduisons maintenant la notion de régularité tangentielle par rapport à une telle 
famille. 

Définition 9.1.2 Soient E un fermé du plan et X une famille T,-admissible d'indice 
E = (a, /3,7). On dit qu'une fonction u appartient à Vespace C^x si et seulement si la 
fonction u est bornée et 

N€(Eh,X déf SDF 
he]0,e-1} 

N€(Eh,Xh)\\u\\L,o 

où, comme au chapitre 5, \\u\lx x est définie par 

N€(Eh,Xh)\\u\\L,o N€(Eh,Xh)\\u\\L,o SUD 
S 

\\XxAx,D)u\\€^ 
N€(Eh,Xu\\L,o 

Nous allons maintenant énoncer le théorème de persistance des structures géométriques 
singulières qui contient le théorème 9.1.1 précédent. 

Théorème 9.1.2 Soient Eo un fermé du plan et m un réel. On considère un champ 
de vecteurs de divergence nulle Vo appartenant à Em et dont le tourbillon un est borné 
et à support compact. Désignons par v la solution de Yudovitch du système d'Euler, 
par ip son flot et posons E(£) = ip(t, Eo). On se donne alors une famille XQ de champs 
de vecteurs de classe Ce ainsi que leur divergence. On suppose que cette famille est 
d'indice En = (ao,/?o,7o) et que 

N€(Eh,Xu\\L,o 

Pour tout temps t, il existe une famille X{t) de champs de vecteurs de classe C€ ainsi 
que leur divergence ; cette famille X(t) est Yl(t)-admissible d'indice E(t) et l'on a 

u(t) G СЕ(О!ЛГ(Е)» 

Vindice S(t) étant donné par 

E(t) = (a(t),/?(*), 7(*)) avec 
a(t) = a0exp(C*||a;o||LoonLi), 

SD Po 
C 

Q 
L(LJ0, t) exp(C*||w0|UoonLOi 

lit) 7o 
C 
e 

L(u0,t exp(Ct\\uo\\L°°nLi) et 

L(u;o,t) log e 
L(LJ0, t) 

lko||L»nL» 
00 eiexp(Ct||wo||to0n£l) _ e f 

De plus, on sait que, pour tout (A, h) G AxlO,e l], on a 

X0,xMm(x,D)i>(t,x) e L£(R;C£) 
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Enfin, le champ de vecteurs vit) est lipschitzien en dehors de H(t) ; plus précisément, 
on a 

sup 
/i€]0,e-1] 

I|VV(*)||L~((E(0)J) 

-log A 
€ L£(R). 

La démonstration de ce théorème est l'objet de la fin de ce livre. Nous allons tout 
d'abord vérifier qu'il implique bien le théorème 9.1.1. Pour cela, considérons une équa
tion /0 de classe C1+€ du bord de D0 telle que, sur un voisinage V0 du bord de D0, on 
ait 

| V / o ( z ) | E 0 P ° . | V / o ( z ) | E 

Soit (OH)HE}O,e~l] une famille de fonctions indéfiniment différentiables valant 1 sur (£0)/i 
et supportées dans (£o)£<* et telle que, pour tout réel strictement positif r, on ait 

Hftkllr < Crh~r. 

On se donne enfin une fonction 0, indéfiniment différentiable, et valant 1 près de V0. 
Posons 

XO,I,H = V"L(^/l/o), 

X0,2,H = OH{L-0)DI et 

X0,2,H = OH{L-0)DI e 

Il est clair que la famille XQ définie par 

XQ — (Xo,j,/i)j€{ii2,3}x]0,c-1] 

est Eo-admissible. Le théorème ci-dessus affirme qu'alors 

XQ — (Xo,j,/i)j€{ii2,3}x]0,c-1]XQ — (Xo, 

Nous allons en déduire que le bord de D(t) est, en dehors de E(£), une courbe de classe 
C1+€. L'argument est analogue à celui utilisé page 95 dans le cas des poches à bord 
régulier. Rappelons brièvement cet argument. Soit XQ un point de To \ Eo ; désignons 
alors par 70 la solution de 

XQ — (Xo,j,/i)j€{ii2,3}x]0,c-1] 
7o(0) = x0. 

On considère la fonction 
lit, a) = ^(t,7oW)-

D'après le théorème de persistance ci-dessus, on a, pour tout h de l'intervalle 10, e 11, 

X0M(x,D)1>(t,x)eL%(R;C<). 

En prenant h assez petit et en différenciant la relation de définition de 7, on en déduit 
pour G assez proche de 0, que 

dal(t,a) = {VLf0){tM°)) 

Il en résulte que Y(T, • ) est de classe CL+T localement près de 0. De plus, le fait que le 
flot IP(T) soit lipschitzien près de X0 assure que 7(£, • ) est, localement près de IP(T,X0), 
un paramétrage C1+€ de T(T) \ £(£), d'où le théorème 9.1.1. 
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9.2 Théorie de Littlewood-Paley locale. 
Le but de cette section est la démonstration de quelques lemmes qui montrent le ca
ractère " pseudo-locaT de la théorie de Littlewood-Paley. Dans toute la suite, nous 
utiliserons divers espaces fonctionnels que nous allons définir dès maintenant. 

Définition 9.2.1 Un réel a plus grand que 1 étant donné, on appelle L (nous omettrons 
toujours de noter la dépendance en a) Vespace des fonctions u telles que 

N U 
déf 

sup 
b>a 

IMU* 
b 

< 00. 

Soient E un fermé du plan et h0 un réel de l'intervalle ]0, e 1], on appelle L(E) l'espat 
des fonctions u telles que 

-log h déf 
sup 

h<e~l 

-log h 

-log h 
< oo ; 

on appelle LL(E) Vespace L D LÇE) et l'on pose 

IMUL(E) = N U + IMU(£) 

et enfin, on appelle LL°(E), Vespace LL(E) fl et l'on pose 

IMULO(E) = IMUL(E) + IMIo-

Le premier lemme que nous allons démontrer, fort simple, nous sera néammoins utile. 

Lemme 9.2.1 // existe une constante C telle que, étant donné un fermé K de Hd, une 
fonction g de S et une fonction u de L nulle en dehors de K, on ait, en posant 

9x(x) = Xdg(Xx) et iV(p) = ||(l-f-|.|)y|UlnLoo, 

les inéqalités suivantes, et ce pour tout (À, h) G fe, oofxlO,e l] ; 

\\Q\*U\\loo < edN(Q)\\u\\r loeX et \\9\*U\\L<»{KZ) < -edN(g)\\u\\Llogh. 

L'inégalité de Hôlder et la définition de l'espace L assurent que 

ll$A*ti||Loo < UsaII ^jlHU» 

A ÎblUinLoolklU* 

b\Hg\\»nL-\\u\\L. (9.4) 

On choisit b = dloeÀ. Il vient alors 

\\Q\*u\\r°° < dllollrinroolltxlIrlogA X A1^. 

D'où il vient que 
||0A*U||LOO < ed||flf||LiNL«»NUlogA. 
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Supposons e < X < h 1 ; il résulte de l'inégalité ci-dessus que 

I|0A*U|UOO < —erfllall r inroo lltAll r, log /i. (9.5) 

Passons maintenant au cas des grandes fréquences, c'est-à-dire celui où À > h~l > e. 
Comme x n'appartient pas à Kh, on a, en posant g(x) = \x\ x \g(x)\, 

\(gx*u){x)\ 
gx(x - y 

gx(x - y)u(y)dy 

r|*-y|>/i 
\x-y 9\(x-y)\ x Hy)\dy 

(\h)-\gx*\u\)(x). 

Il en résulte, grâce à l'inégalité de Holder que 

\\9\*U\\L°°(KV (AA)-1A<||Sf|U.nto.||ti||i> 

bh-HXh^WgWvn^Wuh. 

Comme on a supposé que Xh > 1, il vient, pour b > d, 

IIPA^̂ HLOO^C) <bh S||<7||LinL°o|M|L 

En prenant b = —d log ft, on conclut la démonstration du lemme. 
Le lemme suivant exprime de quelle manière la convolution est (presque) locale. 

Lemme 9.2.2 Soit g une fonction de 5. Un réel strictement positif X étant donné, 
on posera g\(x) = Xdg(Xx). Pour tout réel positif N et pour tout réel r, il existe une 
constante C telle que, pour tout fermé K et pour toute distribution u appartenant à Cr 
et supportée dans K, on ait 

\\9x*u\\LooiKch) <CX^(Xh)'N\\u\\r, 

et ce pour tout couple de réels (À, h) tel que X et Xh > 1. 

Soit p une fonction indéfiniment différentiable, positive, supportée dans la boule unité 
et valant identiquement 1 sur la boule de rayon 1/2 centrée à l'origine. Il est alors clair 
que 

(g\*u)(x) QS 
g{X(x - y))u(y)dy 

Ev 
QDS Dig(Kx-y))(i-p) 

X(x — v) 
Xd{x,K 

u(y)dy (9.6) 

Posons 
// = Xd{x, K), qx = [log2 À] et r(x) = g(x)(l-p)DF fX 

m 
Remarquons que, pour tout a de Nd et tout couple d'entiers positifs (N, M), il existe 
une constante C telle que l'on ait 

\\\-\MPn»<Cn-N. (9.7) 
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D'après l'égalité (9.6) ci-dessus, il vient, pour tout x n'appartenant pas à K 

(gx*u)(x) = (<ft*u)(x). 

De plus, pour tout x n'appartenant pas à on a 

(g\*u)(x) Xd idr(Mx-y))(u(y)-u(x))dy. 

En décomposant u suivant la taille par rapport à À de ses fréquences, il vient alors, 
pour tout x n'appartenant pas à 

(gx*u){x) 
3 

(#*(i 

(gx*u){ 
avec 

(gx*u){ ( # * ( i d - s , » ( x ) , (9.8) 

(gx*u){ Ad if (A(x - y))(Sqxu(y) - Sqxu(x))dy et 
R. 

(gx*u){ - ( ( I d - S , » ( x ) Lgß(y)dy. 
R, 

Majorons Ix{x). Remarquons tout d'abord que 

Jjt(x) =< (^)A(ï-.),(Id-5,J«> 

Les multiplicateurs de Fourier réels sont auto-adjoints et invariants par translation, donc 

ii(x)=< ((id -sqx)mx)(x -•),«> 

Par construction des opérateurs A9, on a 

VU*) 
Q>QX 
|J|<1 

((id -sqx)mx)(x -•),«> 

Par définition des espaces de Hôlder, il vient 

\Ilx(x)\ < C\\u\\T 
Q>QX 

2-<r\\Aq((rUx--))\\». 

Majorons maintenant la quantité 

q>q\ 
2-'r||A,(^)A||il 

q>q\ 
2-qr 

SDF QS 
2«d\dh(2«(x-yW(iy)dy\dx 

On utilise le changement de variables 

y' = Ay 
Q' = Q-Qx 
x' = Xx 

d'où il ressort que 

q>q\ 
2-"ï|A,(flP)A|U. \c\-r 2-"||A^IUi 
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Vu la définition de g*, le lemme 2.1.1 assure que 

<7 
2-«PHAa5"||t. < C 

|a|<max{0,[r] + l} 
l l ^ l l f , 

ce qui, d'après (9.7), assure que 

<7 
2-"ï|A,$"||L. <CN(Xd(x,K))-N. 

D'où il vient que, pour tout réel r, on a 

\li(x)\<C\-r(Xd(x,K))-N\\u\\r. 

Supposons maintenant r strictement négatif. Il est clair que 

\ll(x) + lf(x)\ = (r)x*Sqxu(x) 

< \\g»\\L4Sqxu\\L-

D'après les inégalités (9.7) et (2.18), il en résulte que 

\ll(x) + Il(x)\ < CN,r\\u\\r\-r(\d(x,K))-N, (9.9) 

ce qui entraine que, pour tout réel r strictement négatif, 

ll(0A*ti)|U-(K.) < CA-'(Ad(i, *))-w||ti||r. (9.10) 

Supposons maintenant r positif. D'après la formule (2.2), il existe une suite de fonctions 
(#°0|a|=[r]+i dont les transformées de Fourier sont supportées dans une couronne fixe et 
telle que, pour tout entier ç, on ait 

M=[r] + 1 d 

M=[r] + 1 
2-«<M+1>(0*)2,*3V 

Comme le support de cPu est inclus dans celui de u, et que r — [r] — 1 est strictement 
négatif, il résulte de l'inégalité (9.10) que, pour tout N et pour tout réel r, 

|A,«(i)| < CN2-*r(2?d{x,K))-N\\u\\r. (9.11) 

Majorons |/^(x)|. Pour cela, remarquons que, pour tout a de Nd et tout x n'appartenant 
pas au support de u, on a 

Sqdau{x) Sq&*u(x) - &*u{x) 

p><? 
ôQApu(x). 

On déduit de l'inégalité (9.11) ci-dessus que 

\SqdPu(x)\ < CaM2'^QH2qd(x,K))-N\\u\\r. 
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L'inégalité de Taylor à l'ordre [r] + 1 assure que 

\Sqxu(y) ~ SQXU(X)\ 
CAy 

j=0 
CAy - x\J sup |5a.dau(x)| 

M=M+i 
+ Cr|y-x|M+1 sup 

M=M+i 
+ Cr|y-x|M+1 

Grâce aux inégalités (9.7) et (9.11) ci-dessus, on a, comme Xh > 1, 

|/A2(x)|<CN|rA-r ^ ( i + l»l)w+1l^(y)l*. 

ce qui, d'après l'inégalité (9.7), entraîne que 

\IÎ(x)\<C\\u\\r\-r(\d(x,K))-N. 

Le terme |/|(x)l est très facile à majorer. En effet, d'après l'inégalité (9.11), on a, 
comme x est supposé ne pas appartenir à K, 

| ( Id -S ,>(*) | < CN,r\\u\\rd(x,K)-N 
M=M+i 

2-g(r+N) 

D'où, en prenant r + N strictement positif, il vient, pour tout r positif ou nul, pour 
tout N positif (strictement positif si r = 0) 

|/A3(x)|<C|H|rA-r(Ad(x,^))-N 

Le lemme 9.2.2 est ainsi complètement démontré. 

Enfin, si l'on se réfère au lemme 3.3.2, ainsi qu'à l'utilisation qui en est faite par 
exemple page 98 dans la démonstration du théorème 5.5.1, la nécessité du lemme suivant 
apparaît. 

Lemme 9.2.3 Soit r un réel, h une fonction telle que la fonction <£=h soit indéfini
ment différentiable à support compact et nulle près de l'origine, et No un entier tel que 
B(0,2~N° x 2/3) -h Supp <p ne contienne pas l'origine. On définit alors l'opérateur T 
nar 

M=M+i 
<7 

S,_JVo(ti)£(2-«D)/. 

Considérons alors un fermé E et une distribution f de Cr tels que h = d(Supp /, E) 
appartienne à l'intervalle l0,e_11. On a alors 

IIL/llr -COog^l lul l^l l /H, et 

\\{Aq,Tu}f\\L°° -C(log/i)2-^+1'||VU|Uio(E)||/||r. 

Pour démontrer la première inégalité, majorons 

||S,_Wo(uM2-«D)/||t.. 
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Remarquons tout d'abord que, si q < - log2 h, le lemme 9.2.1 entraîne que, 

\\Sq-N0u\\L<x> C{q + 2)\\u\\L 
-C(\ogh)\\u\\L. 

Donc, si q < — log2 h, on a 

||5,_No(UV(2-*£>)/|U=c < -C(log/l)2-'r||U|U||/||r. (9.12; 

Supposons maintenant que l'on ait 2qh > 1. Ecrivons alors 

5,_JVo(u)£(2-«D)/ 
3 

j=1 
Tq,h(u> f) avec (9.13) 

Tq\h(u,f) 5 , - ^ ( 1 ^ ) ^ ( 2 - ^ ) / , 

Tlh(u,f) Sq-No(lzh/2u)l™M2-<>D)f et 

Tlh(u,f) Sq-No(lzh/2u)lz3h/i!p(2~9D)f-

L'opérateur Sq-N0 est un opérateur de convolution par une fonction dont la norme L1 
est indépendante de q ; il en résulte que 

llSq-N^lxc u)\\Loo C||lEc/2U||Loo 

-C(log/i)|M|L(E). 

Donc, on a 
\\Tq\h(u,f)\\L~ < -C(log/l)2-'lu||i(E)||/||r. (9.14) 

Majorons maintenant T2h(u,f). Appliquons le lemme 9.2.1 avec K — h' = h/4 
et À = 2q ; ce qui donne 

\\Sq-No{l^h/7U)\\Loc^Ch/4 -C(log/i)||lE n||L 

-C(\ogh)\\u\\L. 

D'où il vient 
Kh(u,f)\\L- < -C(logfc)2-<l«||L||/||r (9.15) 

L'étude de T^h(u,f) est légèrement plus délicate. C'est là que nous allons utiliser 
l'hypothèse sur le support de / . D'après l'inégalité (9.4), on a, pour tout b > a, 

\\Sq-No(lZh/2u)\\L~ C62%Efc/ati|U 

C62V||«||L. (9.161 

Le point important est la majoration de \\tp(2 qD)f\\Loc,z y D'après le lemme 9.2.2, 

Tlh(u,f) 
VJV, 3CN/ ||£(2-«Z?)/||L".(E3K/4) < CN2-r(2«h)-N\\f\\r. 

D'où Ton déduit, pour tout N, l'existence d'une constante CV telle que 

CNb2~^h-i (2"h)î'N\\u\\L\\f\\r. CNb2^2-qT(2!'h)-N\\u\\L\\f\\r 

CNb2~^h-i (2"h)î'N\\u\\L\\f\\r. 
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On prend b — —alog/i. D'où il résulte que 

Kh(u,f)\\L~ < -C(log/l)2-'r(2<'/i)-^-A'||n|U||/||r. (9.17) 

Comme h < e 1 et a > 1, on a 
d 

alogh 
<d. 

De plus, on a suppose que lqh > 1 ; on en déduit que 

Kh(u,f)\\Loo < -C(log/i)2-^||U|U||/||r ; 

ce qui, compte tenu des inégalités (9.12)-(9.17) assure la première partie du lemme. 
Pour démontrer la seconde, commençons par écrire 

[Aq,S<t-No{ 
\q'-q\<Ni 

[Aq,S<t-No{u№2-*'D)f. 

Par définition des opérateurs Aq, il vient 

Cq,(uJ) déf [Aq,Sql_No(u)]£(2-^D)f 

R 
{Sq,.No(u)(x - 2-«y) - Sql-No(u)(x))h(y)£(2-"'D)f(x - 2~"y)dy. 

Une formule de Taylor à l'ordre deux assure que Ton a 

CW(u,/) _2-q 
d 

j=i 
Sq>-No(djU)(x) 

dsf 
yih(y)iP(2'q D)f(x - 2-'y)dy 

fgdsgf d 

j,k=1 
Rdx[0,l] 

y>ykh{y)Sq,-No{d3dku){x - t2~qy) 

x <£(2-q'D)f{x - 2~qy)dydt. 

En posant ifj = —idjifi il vient 

Cq,q'(u>,f) -2~q 
d 

j=i 
Sqf.No(dju)(x)^(2-WM2^'D)f 

h2-2* 
d 

j,A:=l fRdx[0,l] 
yJykh(y)Sqf.No(djdku)(x - t2'*y) 

x p(2-q,D)f{x - 2~qy)dydt. 

Or, on sait que 
llsa/_^(aa^)llL-<C2^||Vîx||0. 

En appliquant la première partie du lemme, on en déduit que 

I |C,Y(« , / ) | |L- < -C(log/l)2-'<r+1)||VU||Lio(E)||/||r. 

D'où le lemme 
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Nous allons maintenant donner un corollaire de ce lemme. 

Corollaire 9.2.1 II existe une constante C vérifiant les propriétés suivantes. Soient e 
un réel de l'intervalle ]0,1[, E un fermé du plan, X un champ de vecteurs du plan de 
classe C€ ainsi que sa divergence, et v un champ de vecteurs de divergence nulle dont 
le tourbillon UJ est borné et dont le gradient appartient à l'espace LL(E). Alors 

Supp X C Eï => X(x, D)v = ZAX, v) + Z2(X, v) avec 

l|2i(X,t/)||e < C||X(x,D)a;||e-1 + -||divX||e|M|o et 

\\Z2(X,v)\\e 
C 

e 
|X|L(||O;||O--||VÎ;||LL^1OK/I) 

La démonstration de ce corollaire est tout à fait simple. D'après le lemme 3.3.2, on a 

X(x% D)v = Wi(X,v) + W*(X%v) + W+(X,v) -\ 
2 

TdjVXj avec 

||Wi(X,t;)|L<C||X(x,D)a;|U 

\№(X,v)\\€ C 
e \X\\M\o et 

\\W3(X,v)\\t r. 
|divX||t||w||0. 

Le lemme 9.2.3 affirme que, si le support de X est à distance supérieure à h de E, alors 

| |7a^||£<-C | |Vt; |UL(E)ll^l |ELOG/i. 

D'où le corollaire en posant 

ZX{X,V) = W1(X,v) + W3{X,v) et 

Z2(X,v) = W2(X,v) + 
2 

QS 
TdjVX*. 

9.3 Dynamique des poches singulières 

Dans cette section, nous allons étudier le transport de la géométrie singulière par un 
champ de vecteurs solution de l'équation d'Euler et dont le tourbillon est tangentielle-
ment régulier par rapport à cette géométrie singulière. 

Le premier problème à résoudre, très simple, est la minoration de la distance à 
l'ensemble singulier. Démontrons donc le lemme suivant : 

Lemme 9.3.1 

lK*,(Eo)£)c(£t)$(«.M avec 6(t,h) = hexptìììv(T)ULdT, 

ZX{X,V) = W1(X,v) + W3{X,v) avec S(r,t,h) = A«P/T'NT')II"*J'. 
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En effet, soit x appartenant à ib{t, (Eo)£) ; on considère alors le point du plan x' tel que 
Y(t,x') = x. Par définition, on a, pour tout y/ de E0, \x' - v'\ > h. Définissons alors 

0-i par 
|x' _ y'] < |x - y\exp~fo M')\\LLdaeli 

ib -i(t.x) = T. 
Alors, d'après l'inégalité (5.12) énoncée page 91, il vient, si y = V>(̂ 2/')> 

|x _ y| < cl-exp/0'||v(«)||LL<k |x' _ y'] < |x - y\exp~fo M')\\LLdael-exp- fi \\v(s)\\LLds 

Il en résulte que 
h < b-y|«P-/oN-)llLL^ 

D'où la première assertion du lemme. La seconde se démontre de manière strictement 
analogue. 

Si l'on se réfère à la démonstration du théorème sur les poches de tourbillon à bord 
régulier faite au chapitre 5, il est nécessaire de démontrer un théorème de propagation 
de la régularité holdérienne négative pour des équations de transport relatives à des 
champs de vecteurs de divergence nulle. Comme le montre l'exemple de la section 5.3, 
ces champs de vecteurs peuvent ne pas être lipschitziens. Ceci ne facilite pas la tâche. 
Heureusement, des conditions de support vont nous aider. Le lemme suivant est une 
variante du lemme de propagation de la régularité holdérienne par une équation de 
transport (le lemme 4.1.1 page 66). 

Lemme 9.3.2 Soit v un champ de vecteurs de divergence nulle indéfiniment différen
tiable. Posons 

V(t) = ||Vt;||LL(Et) + IM>IU« e\ W(t) = V(t)exp f ||T/(r)||LLdT. 

Considérons une fonction f appartenant à L^.(R;Cr), avec r dans Vintervaïle ] — 1,1[ 
solution de 

(T) dtf + àxv{fv) = 9i{t)+g2{t) 
f\t=o = fo-

Si le support de fo est inclus dans (Eo)£> sh pour tout temps t, le support de g\{t)+g2{t) 
est inclus dans (Ht)^thy et si Von a 

\\92{t)\\r<-C(r)W(t)\\fU)\\r\ogh, 

alors, la fonction f vérifie l'inégalité suivante : 

ll/(i)l|r<ll/o|U-C(r)J'oWT f ^ ' / > W | | f t ( r ) M , 
Jo 

La démarche de la démonstration est tout à fait analogue à celle du lemme 4.1.1. 
Tout d'abord, observons que les hypothèses faites sur le support de f0 et g\(t) +g2(t) 
assurent que le support de f(t) est inclus dans (Et)*/, hV De plus, la fonction AQf vérifie 

dt\f + v • VA,/ = Aç(fli + g2) - [A„ v • V]/. 
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D'après les estimations (4.14) et (4.18), il vient 

||[A„ t; • V]/ - [A„ TV • Vj/IU-o < C(r)2-*\\Vt/||0||/||r. (9.18) 

Le lemme 9.2.3 affirme que 

||[A,,r,-VJ/IU- < -C(r)2-«r||VV|ULo(Et)||/||rlogó(t,/i). (9.19) 

Il en résulte que 

l|[A„u- V]/||L. < -C(r)2-«p||Vt;||Li.(=,)||/||I.lQg6(t,ft) (9.20) 

Or, par définition de 6(t, h), on a 

\og(6(T,h))V(T) (logfc)K(T) exp [T \\v(r')\\LLdT' 
Jo 

(logh)W(r). 

Donc, par intégration et par hypothèse sur la tonction g2, il en resuite alors que 

l|A„m)||,« < l|A„/nll,.°o+ / l|A„o,(r)l|f.ocdr-Cfг, f\\ogh)W{T)\\f{T)\\TdT. 

En multipliant par 2qr et en passant à la borne supérieure, il vient, 

||/(*)llr<||/o||r+ / \\9x{r)\\TdT-C{r) [\og(6(T,h))V(r)\\f(r)\\rdT. 

D'où 
ll/(t)Hr<||/o||r+ f \\9l{T)\\rdT - C(r) 

Vf) 
f\\ogh)W{T)\\f{T)\\TdT. 

L'application du lemme de Gronwall conclut la démonstration de ce lemme. 
Nous allons maintenant appliquer ce lemme à l'estimation de la norme hòlderienne 

d'un champ de vecteurs transporté par le flot associé à un champ de vecteurs v solution 
de l'équation d'Euler. Soit donc v un champ de vecteurs indéfiniment différentiable 
solution du système d'Euler (E) ; on considère un champ de vecteurs X0 de classe CE 
ainsi que sa divergence. On suppose en outre son support inclus dans (E0)^. On a alors 
la proposition suivante : 

Proposition 9.3.1 // existe une constante C, telle que, pour tout e de l'intervalle ]0,1[, 
et pour tout champ de vecteurs X0 comme ci-dessus, si X est solution de 

(TG) 
d*X4-v>VX = X(t.x.D)v 

X\t=o — XQ, 

on ait 
||A'(t,i,.DMt)||«-1 < H X o ^ D H I U / r H ' 1 ^ (9.21) 

\\àivX(t)\l<\\dWX0\Uh-cS>^ (9.22) 

\\x(t)\U<c ||X0||{ + ||divXo||£ + e 
\\X0(x,D)uo\\t.i 

IM>I|L~ 
(ft-f/>(r)dr (9.23) 
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La démonstration de cette proposition est très simple. Le système (TG) exprime que 
les champ de vecteurs X et dt -h v • V commutent. La relation (1.12) de conservation 
du tourbillon entraîne alors que 

dtX(L x, D)u) + v • VX IL x, D)lj = 0. (9.24) 

En appliquant le lemme 9.3.2 avec r = e - 1 (C(r) valant alors C/c), fo = X0(x, D)u 
et gi = 92 = 0, on obtient immédiatement l'inégalité (9.21). 

La relation (5.24) de conservation de la divergence le long des lignes de flot du champ 
de vecteurs v et le lemme 9.3.2 assure de la même manière l'inégalité (9.22). 

Pour démontrer la troisième inégalité, on utilise le corollaire 9.2.1 qui affirme, grâce 
à la définition de ô(t, /i), que 

X(t.x,D)v = gi(t)+g2(t) avec 

llftWIlc 
C 
e 

(IMU- Il divX(i)||e + e||*(t, x, ZJVWII-i) et 

Clog h 
Clog h 

€ 
w(t)\\x(t)\u. 

Le lemme 9.3.2 assure alors que 

n*(*)ii« \\X0\Uh-ïf>№ C 
S 

•t 
SD 

llwollx. Il divX(T)||e/T? I>(T">iT,dT 

C t 
'0 

\X(T, X, D)W(T) U,.!*-? f' w^'dr. 

Il résulte immédiatement de l'inégalité ci-dessus et des inégalités (9.21) et (9.22) que 

\x{t)\\t<\\x4th-si&w№ C«||wb||L-
r 

||divXo|U + e X(T, X, D)W(T) U,.!*-? f' w^'dr. 
Clog h 

\X(T, X, D)W(T 

Or, par définition de la fonction W, on a 

C 

e 
Clog h 

Cloe h 
e 

W(t) expi Clog h 
e 

rt 

o 
W{r)dT 

Par intégration, on a donc 

Ci|h>||Loo 

6 
rf/ov(T)dT) 

et ainsi la proposition 
Nous allons maintenant étudier le problème du transport par un champ de vecteurs 

v appartenant, pour tout temps £, à LLÇZ(t)) et tel que 

\\Vv(t)\\LLim) G LlJR) 

Le principal problème est celui de la définition de la famille à l'instant t. Le caractère 
non lipschitzien, ou, ce qui revient au même, l'absence de contrôle sur la norme Lipschitz 
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du champ de vecteurs au voisinage de l'ensemble singulier £(£), impose un décalage sur 
le petit paramètre h. 

Considérons une famille XQ, Eo-admissible et un champ de vecteurs v indéfiniment 
différentiable. On définit alors le champ de vecteurs Xtxh{s) par le système suivant : 

(TG') 
dsXtXh(s)+v(s,x).VXtXh(s)7(i) XtXh(s,x,D)v(s,x) 

Xtxh{0,x) XoXs(t,h){x)' 

On définit alors X(t) par 

Xtxh(x) = Xtt\,h{t,x) et X(t) = (Xt,A,/i)(Al/»)€Ax]Ole-1] (9.25) 

Les estimations que nous allons obtenir sont énoncées dans le théorème ci-dessous. 

Théorème 9.3.1 II existe une constante C vérifiant les assertions suivantes. Soient 
VQ un champ de vecteurs de divergence nulle de Em, Eo un fermé du plan et X(0) une 
famille EQ-admissible d'indice EQ = (cto,/3Q,70). Supposons que 

dsXtXh(s)+v(s,x).VXtXh(s) 

Alors, on a les propriétés suivantes 

• Les champs de vecteurs Xtxh définis par la relation (9.25) appartiennent, 
pour tout couple (À, h) € Ax]0,e_1] à l'espace LJ£,(R; Cc). 

• La famille X(t) définie par la relation (9.25) est une famille E(t)-admissible 
d'indice E(t) = (a(£),/3(£),7(£)) avec 

a(t) = a0£(u>0,t), 
7(i) 3o 

C 

e 
L{u0,t) E(uj0,t), 

7(i) 7c 
C 

Se 
L{u0,t) E(uj0it) 

E(Wo,t)= exp(ct||wo||L°°C\Ll ) et 

L(uQ,t) log e 
7(i) 

l|wo||L°°nL' 
Po dsXtXh(s)+v(s,x).V 

• Enfin, la régularité de u(t) est ainsi décrite 

u(t) fc L/E(t),̂ (t) et dsXtXh(s)+v(s,x).VXtXh(s) dsXtXh(s)+v(s,x).VXtXh(s) 

Pour démontrer ce théorème, on suppose tout d'abord que le champ de vecteurs v 
est indéfiniment différentiable. Démontrons des estimations a priori. Estimons tout 
d'abord I((L(t))h, (X(t))h). En différenciant l'équation du flot le long de X0Xs(t,h), il 
vient 

^Xo,A,6(W(x,D)^(5,x) = Dv(5,̂ (5,x))Xo,A,«(É,/i)(a:, D)^(s,x). 

En intégrant cette équation entre t et 0, on trouve que 

\X0,xj(t,h){x)\ < \X0X6{t,h){x,D)il>(t,x)\ x exp(y \Dv{T^{T,x))\dr) 
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De la relation (9.25) de définition de X(t), il résulte que 

XoxsaM^ l(̂ z))l ^ \Xtx6(tMx)\ xexP 
a 

o 
|/?v(r,^(r, V (*,x)))dr 

On en déduit immédiatement que 

inf 
XoxsaM^ l( 

XoxsaM^ l(^z))l ^ \Xtx6(tMx) / ( E ( t ) M * ( * ) ) * ) 

< exp Q 

o 
|/?v(r,^(r, V (*,x)))dr|/?v(r,^(r, V 

D'après le lemme 9.3.1, on a 

V(r^-1(t)(SW)^))c(E(r))^(TM)) 

D'où il vient que 

HVw^^T,^-1^,-)))HVw^^T,^-1^,-))) (log/i)||Vi;(r)||L(S(r)) exp t 

o 
!IKr')IULdr'. 

Ainsi, on i 

exp 
o 

HVw^^T,^ -1^ , - ) ) ) £°°((E(t))ï)dr ̂  
3 
0 Vv(r)||L(E(T))dr)xexp 0 I«(t)||ll*-

Il en résulte que 

inf 
x€(E(t))J AeA 

sup HVw^^T,^-1^,-))) J(E(t))fcï (*(«))*) 

ft(/o* llVv(T)||L(E{T))dr)xexp/0* ||ti(r)||LL<fr 

Or, d'après le lemme 9.3.1 et la définition de X7(E, ^f), on a 

inf 
*€(E(t))J A€A 

SUp|X0,A,<5(t,/l)(̂  H*»*)) inf 
SUP|XI.\J5/.m(î/Î 

SUP|XI.\J5/.m(î/Î 

X7o(^0îEo)(^/i))-70 

27o(*o, E0)/r7oexp£ 11̂ )11"*-. 

On en déduit que 

/((£(*))„, (*(t))fc) > XJEfO), X(0))h :-70+/' l|Vt>(T)||i(E(T))dT)xexp/' ||»(T)||1L<fr 

Comme nous avons supposé que ÙJ0 appartient à L00 n L1, on a 

IKT)|UL < C||w0|U~nLi- (9.26) 

En posant 

7(0 = (7o - f \\Vv(T)\\LmT))dr)E(cJo,t), (9.27) 
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il vient 
X7(0(E(t), *(*))> I7o(E(0),*(0)). (9.28) 

Majorons maintenant ||ÀYA,/I(*>D)u(t)\\€-i. Le support de X0,A,$(t,/i) est inclus dans 
(E(0))£(t/l)ao. L'inégalité (9.21) de la proposition 9.3.1, permet donc d'affirmer que 
l'on a 

\\XtXh(x,DMt)h-i < \\XoM(tM*, D)wo\\(.lh-^S>^^I>v^d\S>^^I>v^d\ 

En particulier, en prenant s = t dans l'inégalité ci-dessus, on obtient 

\\XtXh(x,DMt)h-i < \\XoM(tM*, D)wo\\(.lh-^S>^^I>v^d\ 

Vu l'inégalité (9.26) et la définition de W donnée dans l'énoncé du lemme 9.3.2, on a 

\\XtXh(x,DMt)h-i < \\XoM(tM*, D)wo\\(.lh-^S>^^I>v^d\ (9.29) 

La majoration de || div Xtxh\\e se démontre de manière analogue. En utilisant l'inéga
lité (9.22) de la proposition 9.3.1 au point 5 = £, il vient 

Il àivXti KIL < Il divXo x.m M I U - ^ / O H (̂r)||L(E(T))dr)̂ o,t)> (9.30) 

La majoration de ||XTIA,/i||e découle directement de la définition de X(S, À, <$(£, h)) par 
le système (TGf) et de l'estimation (9.23) de la proposition 9.3.1. De cette inégalité, il 
vient, 

\\Xtxh\U < C(||X0,A,6(^)||€ + \\divXo,xMt,k)\U + e\\XoxH(x,D)uo\\e-i) 
\\XtXh(x,DMt)h-i < \\XoM(t 

Dans notre cas particulier, cela donne, compte tenu de l'inégalité (9.26) 

\\Xt,h\\t < C(||Xo.A.«(£.wllc+ l|divXo,h||e + c||Xo.A.h(x,D)(Jô||c-l) 
\\XtXh(x,DMt)h-i < \\X 

Des inégalités (9.28)-(9.30) et de l'inégalité ci-dessus, on déduit 

\\XtXh(x,DMt)h-i < \\XoM(tM*, D)wo\\(.lh-^S>^^I>v^d\S>^^I>v^d\ 

Or, par définition de ||̂ o||f:0,Ar0, on a 

\\XtXh(x,DMt)h-i < \\XoM(tM*, D) 

Comme 0O est négatif, il en résulte que 

IMt)ll$,%, < c i k o l l ^ avec 

\\XtXh 
0o 

c 

e 

t 

o 
\Vv(T)\\uztT))dT)E{wo,t). (9.31) 
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II s'agit maintenant d'en déduire une majoration de 

|Loo((E(t))c) déf •t 
o 

l|Vv(r)||L(E(T))dr. 

Les estimations (9.28)-(9.31) montrent que cela entraînera un contrôle sur l'évolu
tion de la structure géométrique singulière. Pour majorer V^), nous allons utiliser 
le théorème 3.3.2. On en déduit que, pour tout réel h de l'intervalle ]0, e"1], on a 

||Vv(r)||Loo((E(t))c) C 

S 
lkolk~nLi log e 

IM*)llfat))J,(*(0)h 
lko||L°°nLi 

Mais, d'après l'inégalité (9.31), on a 

IM*)H(E(0)£,(*(0)h ; c\M\txoh"{t)-

En posant 

NL{u0) = log e 
c\M\txoh"{t)-

ll̂ oIlL̂ nL1 
on en déduit que 

log e 
lk(OII(E(t))£,(*(*)),> 

||̂ o|U»nLi 
<NL(u:o)+0{t) log h. 

Il vient alors, par définition de dit), 

\\Vv{T)\\Lao{{mY) 

-log h 
C 

e 
\M\L^{NL(lj0) ~ 0o)E{uJo,t) 

C 

e 
Ik'olll̂ nL1 

-t 

r0 
!|Vi'(r)||L(E(r))dT E(Wo,t) 

Il en résulte que 

\\Vv(t)\\L{m) h(t)+g(t) rt 

'0 
l|Vv(r)||L(E(T))dT avec 

h(t) C 
e 

\\uoh~nLi{NL(LJo)-0o)E{uJo,t) et 

g(t) 
c 
e 

]vo\\L*>nLlE(uJo,t). 

Le lemme de Gronwall assure que l'on a 

>t 

o 
Vv{T)\\Uur))dT<{NL{u;o)-0o) c\M\txoh"{t)- (9.32) 

Il suffit, pour conclure la démonstration du théorème 9.3.1, d'appliquer les estima
tions (9.28)-(9.31). Remarquons que l'on ne contrôle 

t 

o 
|Vt'(r)||L(E(r))dr 

que par une quantité dont la croissance est doublement exponentielle en temps. 
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Il s'agit maintenant de conclure la démonstration du théorème 9.1.2 par un passage 
à la limite. Soit v0 un champ de vecteurs vérifiant les hypothèses du théorème 9.1.2. 
On pose i>0,n = 5n^o et on désigne par vn la solution du système d'Euler associée à 
la donnée initiale v$. On appelle ipn le flot associé à vn et En(t) l'image de E0 par 
ipn. On note Xn^t la famille de champs de vecteurs définis par la relation (9.25). Le 
théorème 9.3.1 entraîne que 

lknWII^ |^ (É)<c |Knl l^0 . (9.33) 

Nous allons tout d'abord déduire de l'inégalité ci-dessus l'existence d'une fonction lo
calement bornée a(t) telle que 

sup 
(M^e-iJxA 

h^X0X6(tM)(x,D)rPn(t)\\e) 
n<=N 

soit une suite bornée de L^(R). 
D'après les inégalités (9.22) et (9.23), on sait que les suites 

sup 
(h,\)€]0,e-l]xA 

hm\\XtXh\\€ 
n€N 

et sup 
(M)€]0,e-l]xA 

h™\\ div XtXh\\€ 
nEF 

sont deux suites bornées de L^(R). Or, par définition de XtXh (voir la relation (9.25)), 
on sait que 

Xoxà{t,h){x,D)il)n{t,x) = XtXh(il)n{t,x)). 

Mais, on a 

\XQX6(t,h)(z,D)il)n(t,x) - XQX6{tM(x,D)ipn{t,x')\ 
C 
e 

\XtM\U\Mtix)-1>n№)\e.x')| 

De plus, l'inégalité des accroissements finis assure que 

№n(̂ *)-</>n(*,x')l < \X-X'\ SUD 
z€[x,x'] 

Dipn(t, z) 

Supposons que l'on ait \x — xf\ < h/2. Dans ce cas, il est clair que 

sup ÌDibJLzM < \\DibJt)\\Loo((i:(t))c x. 
ze[x,x'] 

En dérivant l'équation du flot, et en intégrant, il vient 

ll̂ »WIU«»((E(t))j/a) <exp 
o 

|Vi;n(r)||Loo((E(r))c(rh/2))dr. 

Grâce à l'inégalité (9.32), on en déduit l'existence d'une fonction ait) que 

SUp ftaW||^n(*)||L«>((E(0)î/a: 
h€]0,e~l] n€N 

soit une suite bornée de Lf^ÇR] 
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Enfin, il est évident que 

\XoX6(tM)(x, D)il>n{*< *) " X0,x№h)(x'i D)Mt, x')\ < 2||X0,A,6(t,/i)(-, 
-)IU«((E(0)£) 
Or, si \x — x I > h/2, on a 

||*0,A,W-, C№n(*, 0IU<-((E(O)i) < ^l* - ^Tft"€|l^nW||L-((E(t))^). 

Donc, une existe une fonction localement bornée a telle que la suite 

sup 
(M)€ P.C-1 xA 

0IU<-((E(O)i) < ^l* - ^Tft"€|l^n 
new 

soit bornée dans L££,(R). Or, par définition 

X0,A,tf(É,/i)(-,-D)̂ (̂ -̂) = div(̂ ÌX0fAf«(a)) - ^divX0,A,5(t,/i). 

D'après les lemme 5.1.1 et 5.5.2, on sait que 

lim ibn = ib dans Id+L°°aO, 21 x Rd: Rd) 
n—*oo 

Par interpolation, on en déduit que, pour tout couple (h, A) appartenant à ]0, e l] x A 
et tout réel e' strictement inférieur à e, 

l i m X n , ^ ( s m = W / l i f - , W dans L°°([0,71; C€'). 
n—KX> 

Le passage à la limite se conclut alors de manière analogue à celle du cas des poches de 
tourbillon à bord régulier. 
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