
Astérisque

ALAIN GENESTIER
Espaces symétriques de Drinfeld

Astérisque, tome 234 (1996)
<http://www.numdam.org/item?id=AST_1996__234__1_0>

© Société mathématique de France, 1996, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la collection « Astérisque » (http://smf4.emath.fr/
Publications/Asterisque/) implique l’accord avec les conditions générales d’uti-
lisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou
impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie
ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=AST_1996__234__1_0
http://smf4.emath.fr/Publications/Asterisque/
http://smf4.emath.fr/Publications/Asterisque/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


234 ASTÉRISQUE 

1996 

ESPACES SYMÉTRIQUES 
DE DRINFELD 

Alain GENESTIER 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 
Publié avec le concours du CENTRE NATIONAL DE LA RECHERCHE SCIENTIFIQUE 



Classification A.M.S. : 
14G20, 14K10, 14L05 



TABLE DE MATIÈRES 

I. Rappels et compléments 7 
0 Introduction 7 
1 0-modules formels et 0£>-modules formels 7 
2 Le module de coordonnées des O-modules formels 9 
3 Théorie des déformations 21 
4 Le foncteur G de Drinfeld 25 

II. Représentabilité du foncteur G : approche explicite 35 
0 Introduction 35 
1 Les sous-foncteurs attachés aux sommets de l'immeuble 36 
2 Les sous foncteurs attachés aux Simplexes maximaux de l'immeuble 41 
3 Utilisation de la théorie des déformations 57 
4 Le recollement : les sous-foncteurs ouverts attachés aux Simplexes 

de dimension arbitraire. 63 

III. Le morphisme de périodes 69 
0 Introduction 69 
1 Rappels sur le schéma formel ftd 71 
2 Le morphisme £' : Go -» fid 76 
3 Le morphisme £' est un isomorphisme 94 

IV. Revêtement de Drinfeld et morphisme déterminant 105 
0 Introduction 105 
1 Le revêtement de Drinfeld 107 
2 Morphisme déterminant 114 

Bibliographie 123 

1 





INTRODUCTION GÉNÉRALE 

Soit O Panneau des entiers d'un corps local non-Archimédien K, de caractéristique 
résiduelle p > 0. 
0.1. — Pour tout entier d > 1, Drinfeld a construit dans [D3] une variété rigide-
analytique Qd sur K dont l'ensemble des points à valeur dans une extension finie L 
de K est 

Vd-\L)-[J H {L) 
H 

(où H parcourt l'ensemble des hyperplans rationnels sur K de Pd_1), et qui est ainsi 
un analogue non-Archimédien des espaces Hermitiens symétriques, pour le cas du 
groupe linéaire GL^. 

Dans le cas particulier où d = 2, cette variété avait déjà été considérée par Mumford 
[Mul], qui l'obtenait comme fibre générique au sens de Raynaud [Ra] d'un certain 
O-schéma formel construit par éclatements successifs à partir de P£> (de sorte que la 
fibre spéciale de ce schéma formel est un arbre de droites projectives). 

Deligne a alors construit un schéma formel Cld, localement de type fini sur O, 
dont la fibre générique au sens de Raynaud est ild (ce travail, qui n' a pas pas été 
publié, est résumé dans [R] ; voir aussi notre troisième chapitre). Pour l'instant, 
disons seulement que ce schéma formel est muni d'une action de PGLd{K) et que 
le complexe simplicial dual de sa fibre spéciale est l'immeuble de Bruhat-Tits de 
PGLd(K). 
0.2. — Soient D une algèbre à division centrale simple d'invariant 1/d sur K, OD 
un ordre maximal de D et Kd une sous-extension maximale non ramifiée de D, 
d'anneau d'entiers Od. Drinfeld définit un problème de modules G pour des groupes 
formels munis d'une action de OD et d'une rigidification convenable, et construit un 
isomorphisme 

f: G —> ndêoOd 

(voir [Dl], et aussi [B-C] pour le cas où d = 2 et où le corps local K est d'inégale 
caractéristique). 
0.3. — Dans le cas où le corps local K est d'(égale) caractéristique positive, on 
donne dans cet ouvrage une autre approche de la construction de l'isomorphisme 
f inspirée de travaux d'Anderson, de Drinfeld et de Stuhler. On va en exposer les 
grandes lignes en les comparant à celles de l'approche de Drinfeld. 
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A. GENESTIER 

0.4. — Notre approche diffère déjà de celle de Drinfeld par les outils utilisés. La 
construction de Drinfeld utilise la théorie de Cartier (et plus généralement la « O-
théorie de Cartier »). La nôtre, qui est spécifique au cas où l'anneau O est d'égale 
caractéristique, utilise une théorie des « modules de coordonnées » introduite par 
Drinfeld [D2]. Cette théorie est un analogue dans le cadre des O-modules formels de 
la théorie des modules de Dieudonné contravariants. 
0.5. — Les stratégies mises en œuvre sont elles aussi différentes. 

Drinfeld construit d'abord un morphisme de foncteurs 

Ç: G—>nd®0Od. 

Il prouve ensuite que ce morphisme est un isomorphisme. Il en résulte alors que 
le foncteur G est représentable par le schéma formel Vtd%oOd ; il est cependant 
difficile d'expliciter Pisomorphisme £-1 afin d'obtenir une description utilisable de 
l'objet universel sur Çld%oOd. 

Nous montrons directement que le foncteur G est représentable. Nous construisons 
ensuite en nous inspirant d'idées d'Anderson [A] un morphisme PGLdC-JO-équivariant 

E' : G —> Qd®oOd-

Nous démontrons enfin que £' est un isomorphisme (il s'avère que cet isomorphisme 
est celui de Drinfeld, cf. remarque (III. 3.4)). 
0.6. — La preuve de la représentabilité du foncteur G fournit en fait des coordonnées 
locales pour la topologie de Zariski sur le schéma formel G et une description 
explicite de l'objet universel dans ces coordonnées locales. Le schéma formel Çtd est 
lui aussi muni de coordonnées locales naturelles, et on peut donc considérer̂ que le 
morphisme £' fournit un changement de coordonnées. Celles provenant de ftd sont 
en fait plus commodes pour exprimer l'action de PGL^(K). On peut en calculer des 
approximations modulo les puissances de l'idéal maximal de O (cf. la remarque (III. 
2.4.3)). 
0.7. — En revanche, en utilisant la description explicite de l'objet universel dans les 
coordonnées locales provenant de G, il est facile de donner des équations locales du 
revêtement de Drinfeld Ed. 

Dans la dernière partie de ce travail, on écrit de telles équations. On construit aussi 
un morphisme déterminant 

Ed —+ E1. 

Rappelons que E1 est le spectre maximal de l'extension maximale abélienne 
totalement ramifiée de K. Le AT-espace rigide Ed n'est donc pas géométriquement 
irréductible. Toutefois, on s'attend à ce que les fibres géométriques de ce morphisme 
déterminant (ou plutôt, du morphisme 

Ed —• E1 ®K Kd 

qu'il induit) soient géométriquement irréductibles. En utilisant les équations locales 
du revêtement, nous l'avons montré pour d = 2 (cf. [Gel], [Ge2]). Dans le cas où le 
corps local est cette fois supposé d'inégale caractéristique, Faltings [F] a obtenu un 
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ESPACES SYMÉTRIQUES DE DRINFELD 

résultat allant dans le même sens (pour plus de détails, voir l'introduction de notre 
chapitre IV). 
0.8. — Donnons rapidement le contenu des chapitres de ce travail (on donnera plus 
de détails dans les introductions de ces chapitres). 

Dans le chapitre I, on effectue des rappels sur les 0-modules formels, sur leurs 
« modules de coordonnées » (l'analogue (0.4) de la théorie des modules de Dieudonné 
contravariants), sur la théorie des déformations des 0-modules formels et sur le 
foncteur G. 

Dans le chapitre II, on montre que le foncteur G est représentable. Pour cela, on 
montre d'abord que sa fibre spéciale est représentable, puis on utilise la théorie des 
déformations du chapitre I. 

Dansje chapitre III, on commence par quelques rappels concernant le schéma 
formel Çtd puis on construit le morphisme E'. On démontre ensuite que f ' est un 
isomorphisme. 

Dans le chapitre IV, on rappelle la définition du revêtement de Drinfeld et on en 
donne des équations locales. On construit ensuite le morphisme déterminant et on le 
calcule explicitement dans les coordonnées locales du revêtement. 
0.9. — Dans tout le texte, on utilisera les notations suivantes. 

On désignera par O un anneau de valuation discrête complet d'égale caractéristique 
p > 0 et de corps résiduel fini ¥q. On notera K son corps des fractions et v la valuation 
de K. On fixera une uniformisante; 7r, de K. On désignera par Od l'anneau des entiers 
de l'extension non-ramifiée de degré d, Kd, de K et par a l'automorphisme de (9-
algèbre de Od qui induit l'automorphisme de Frobenius (x H» xq) sur son corps 
résiduel ¥qd . La 0-algèbre OD = Od [[n]] des séries formelles non-commutatives en 
une indéterminée II vérifiant les relations 

lia = <r(a)II (Va € Od) 

Ud = 7T 

est alors l'ordre maximal de l'algèbre à division centrale simple D d'invariant 1/d sur 
K. 

Tous les modules considérés seront (au moins) des ¥q-modules. On notera donc 
simplement <g> (resp. ®) le produit tensoriel sur ¥q (resp. le complété de ce produit 
tensoriel, lorsque les ¥q-modules envisagés sont des modules topologiques). 

Cet ouvrage doit beaucoup à G. Laumon, qui m'a aidé par ses conseils et m'a 
encouragé à le rédiger. Je suis heureux de l'en remercier maintenant. 

Je remercie aussi H. Carayol, M. Rapoport, M. Raynaud et T. Zink pour des 
conversations qui m'ont aidé dans l'élaboration de ce travail ainsi que P. Deligne qui 
a attiré mon attention sur quelques points obscurs dans une première version de ce 
texte. J'assure de plus T. Zink de ma reconnaissance pour le mois que j'ai passé grâce 
à lui à Bielefeld, pour l'accueil chaleureux qu'il m'y a réservé, et pour le temps qu'il 
m'y a consacré. 

Je remercie enfin Mesdames Bonnardel et Le Bronnec qui ont réalisé, avec 
beaucoup de soin, la frappe d'une grande partie du manuscrit. 
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I. RAPPELS ET COMPLÉMENTS 

0 Introduction 

Les notions figurant dans ce chapitre sont pour la plupart dues à Drinfeld ([D2]). 
Le premier paragraphe est consacré à quelques rappels concernant les 

(9-modules formels. 
Dans le second paragraphe, qui est le plus important du chapitre, on montre que 

la construction d'un « module de coordonnées » ([D2]) ramène la théorie des O-
modules formels à de l'algèbre semi-linéaire. Signalons qu'il existe aussi une 0-théorie 
de Cartier ([H]) pour les O-modules formels. La théorie du module de coordonnées 
nous semblant plus maniable, nous n'utiliserons pas la O-théorie de Cartier dans la 
suite de l'ouvrage. 

Dans le troisième paragraphe, on définit pour les O-modules formels une coho-
mologie de de Rham, munie d'une filtration de Hodge. Ceci étend simplement les 
définitions proposées par Anderson, Deligne et Gekeler pour les modules de Drin
feld. On montre ensuite qu'il revient au même de se donner une déformation d'un 
O-module formel ou simplement une déformation de sa filtration de Hodge. 

Dans le quatrième paragraphe, on rappelle la définition du fonction G de Drinfeld 
([Dl]). Celui-ci est un problème de modules pour des ^-modules formels munis d'une 
certaine rigidification. On donne ensuite une traduction de la définition du foncteur 
G en termes de modules de coordonnées. Ceci permet de définir un autre foncteur 
Go muni d'un morphisme Go Spf O tel que G = Go®oOd (cette définition est 
implicitement contenue dans [D2] ; ce foncteur a aussi été considéré par Stuhler ([S] 
§3) à propos de l'uniformisation des variétés de Drinfeld). 

C'est avec le foncteur Go que nous travaillerons dans la suite de l'ouvrage. 

1 (9-moduIes formels et OD -modules formels 

Dans la suite de ce paragraphe, B désignera une (9-algèbre dans laquelle l'image 
de 7r est nilpotente. 

Définition 7.7. — Un O-module formel est un groupe formel lisse X sur B muni 
d'une action de O telle que Vaction induite sur Vespace tangent lAeX coïncide avec 
celle provenant de la structure de B-module de Lie X. 
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A. GENESTIER 

On définit les morphismes de (9-modules formels de manière évidente. 

Définition 1.2. — Un Oo-module formel est un groupe formel lisse X sur B muni 
d'une action de OD telle que le groupe formel avec action de O sous-jacent soit un 
O-module formel 

On définit les morphismes de 0£>-modules formels de manière évidente. 
Lorsque X est un (9-module formel (resp. C?£>-module formel) et a G O (resp. 

û € OD), on note X(a) l'endomorphisme du groupe formel X induit par a. 
1.3. — On rappelle que si 

est une isogénie de groupes formels lisses, définie sur une Fp-algèbre, le noyau de <p est 
un schéma en groupe fini plat ([Z] Kap. V § 3). Son rang est localement une puissance 
ph de p ([Z] Kap. V §4). La fonction localement constante h est appelée la hauteur 
de l'isogénie (p. 

Définition 1.3.1. — Un morphisme de O-modules formels (resp. OD-rnodules for-
mels) est une isogénie lorsque le morphisme de groupes formels sous-jacent est une 
isogénie. La (O-) hauteur de cette isogénie est le quotient de la hauteur de Visogénie 
par le degré r du corps résiduel de O sur le corps premier Fp. 

Remarque : La O-hauteur est donc a priori à valeurs dans Q. On verra ultérieurement 
(cf. (2.2.1)) que ses valeurs sont en fait entières. 

La notion suivante est l'analogue pour les 0-Modules formels de la notion de 
groupe formel lisse p-divisible. 

Définition 1.3.2. — Un O-module formel X est dit de hauteur finie lorsque 
Vendomorphisme X(7r) est une isogénie. Sa hauteur est alors la O-hauteur de cette 
isogénie. 

Proposition 1.3.3. — Soit 

(fi: X\ —> X2 

p : X\ —> X2 
un morphisme de O-modules formels de hauteur finie sur B. 

1. Les conditions suivantes sont équivalentes. 

(a) Le morphisme ifi est une isogénie. 

(b) Il existe un entier n > 0 et un morphisme 

p' : X2 —> X\ 

tels que p' o p = Xi(iïn). 
2. Lorsqu'elles sont vérifiées les modules X\ et X2 ont même hauteur. 

Preuve : cf. [Z] Satz (5.10) et Satz (5.25). • 
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ESPACES SYMÉTRIQUES DE DRINFELD 

Définition 1.3.4. — Soient X\ et X2 deux O-modules formels (resp. OD-modules 
formels) de hauteur finie sur B. Soit p E Hom^i , - ^ ) ®o K. On dit que p est une 
quasiisogénie lorsque p satisfait les conditions équivalentes suivantes. 

1. Il existe un entier n > O tel que X2{nn) o p soit une isogénie. 
2. p admet un inverse dans Hom(A"2,X\) ®o K 

La 0-hauteur (virtuelle) d'une quasiisogénie se définit de manière évidente. 

2 Le module de coordonnées des 0-modules formels 
2.1. — Nous aurons besoin de quelques rappels sur les groupes formels lisses et les 
groupes finis plats commutatifs. 

Dans la suite de ce paragraphe, B désigne une Fp-algèbre. 

Proposition 2.1.1. — Soit X un groupe formel lisse sur B pour lequel la multiplica
tion par p est nulle. Localement sur Spec B pour la topologie de Zariski, il existe un 
isomorphisme 

GfmX 4 1 

Preuve : Localement sur Spec S, le module de Cartier associé à X admet une V-base. 
On a F = 0 sur M et le système de coordonnées associé à cette V-base définit donc 
un tel isomorphisme (cf. [Z] Kap. IV). • 
On note 

Fr: B —v B 
x 1—> xp. 

l'endomorphisme de Frobenius et 

T: Ga,j3 —• GA,B 

l'isogénie de Frobenius (t i-> tp) du groupe additif formel GA,B = SpfB[[t]]. La B-
algèbre des endomorphismes du groupe formel Ga B s'identifie de manière évidente à 
B[[T)]. 

Soit X un groupe formel sur B. On associe à X le B[[r]]-module à gauche 

Mx=Hom(X,Ga,B). 

Lorsque X est lisse annulé par p, il résulte de la proposition (2.1.1) que le 
B[[r]]-module Mx est localement pour la topologie de Zariski sur SpecB un 
J5[[r]]-module libre de rang dimA" (au sens où tout point de SpecZ? admet un 
voisinage de Zariski affine SpecC tel que le C[[r]]-module 

C®BM = |mC0B M/C®B M • rn = C[[r}] <g>B[[r]] M 
n 
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soit libre de rang dimX). 
La multiplication à gauche par r sur Mx est Pr-semilinéaire. Elle induit donc un 
morphisme 

(2.1.1.1) F:FT*MX —>MX. 

A tout m G Mx, on associe la différentielle 

dm : Lie-Y —> LieGa,#. 

On définit ainsi un morphisme de B-modules 

DiCokevF—* (LieX)v. 

La preuve de la proposition suivante est laissée au lecteur. 

Proposition 2.1.2. — Lorsque X est lisse et annulé par p, le morphisme D est un 
isomorphisme. • 

La construction X H* MX induit visiblement un foncteur contravariant M de 
la catégorie des groupes formels lisses annulés par p dans celle des 2?[[r]]-modules 
localement sur Spec B libres de type fini. 

Proposition 2.1.3. — Le foncteur M est une anti-équivalence de catégories. 

Preuve : La restriction du foncteur M aux sous-catégories pleines dont les objets sont 
respectivement les puissances de Ga,£ et les B[[r]]-modules libres est une équivalence 
de catégories. 

D'autre part, lorsque M et Àr sont deux 2?[[r]]-modules localement sur Spec(B) libres 
de type fini, le préfaisceau sur Spec(B)zar qui à un ouvert affine Spec(C) associe 

Homc[[r]](C[[r]] ®B[W] M,C[[r]] ®B[[T]] N) 

est en fait un faisceau (comme on le voit en considérant d'abord les -B[[r]]-modules 
de longueur finie CokerFj^ et CokerF# puis en passant à la limite projective). 

La proposition résulte alors de la proposition (2.1.1). • 

Soit G un groupe affine commutatif fini et plat de présentation finie sur B. On 
considère le B-module Mo des morphismes de groupes de G dans le groupe additif 
Ga,B. 

Proposition 2.1.4. — Supposons que G se plonge localement dans G^B pour la 
topologie f.p.q.c. sur SpecB. Le B-module MQ est alors localement libre de type fini 
et sa formation commute au changement de base. 
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Preuve : Ceci résulte de l'isomorphisme 

Hom(G,Ga) —>LieG* 

et de ([SGA 3] VIIA (7.4)) appliqué au dual de Cartier. • 

Proposition 2.1.5. — Considérons une suite exacte 

1 —• Gi A G2 A G3 —* 1 

de groupes finis plats de présentation finie (ce qui signifie que u est un noyau de v dans 
la catégorie des schémas en groupes affines commutatifs et que v est plat surjectif). 

Supposons que Gi, G2 et G3 vérifient l'hypothèse de la proposition (2.1.4). 

La suite 

(*) 0 —> MG3 —> MG2 —* MGl —y 0 

est alors exacte. 

Preuve : Les modules MG¿ sont localement libres, et il suffit donc de vérifier 
l'exactitude de (*) fibre à fibre. Le morphisme v est plat surjectif. La suite 

0 —• (Gi), —• (G2), —• (G3), —> 0 

(s e SpecI?) est donc exacte. L'exactitude de (*)s résulte alors de ([SGA 3] VIIA 
(8.1)) appliqué au dual de Cartier. • 

Soit 
(p : X\ —> X2 

une isogénie de groupes formels commutatifs lisses de dimension finie annulés par p. 
La restriction au noyau de (p des morphismes 

X2 —>Ga 

définit un morphisme 
Mx2 — • MKCF .̂ 

Proposition 2.1.6. — 

1. La suite 
0 —• MX2 —y MXl —> MKeT(p —> 0 

est exacte. 

2. Le rang de M\ieTip est égal à la hauteur de (f (en tant que fonctions localement 
constantes sur Spec 2?). 
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Preuve : Un morphisme de groupes formels lisses 

Xx —y Y 

dont la restriction à Kery? est nulle admet une unique factorisation 

Xi - y 

X2 

(cf. [Z], Satz (5.24)). 
La suite 

0 —> Mx2 —y Mx —y Ker <p 
est donc exacte. 
Il résulte de ([Z] Satz (5.25)) qu'il existe un entier m et un morphisme 

ip : X2 —y FC*i 

tel que le composé ip o<p soit la ra-ième puissance de l'isogénie de Frobenius 

F:XX —>Fr.Xi. 

Il résulte de ([Z] Satz (5.28)) que la suite 

1 —> Kenp —> KerFm —» Ker<p —> 1 

est exacte (au sens de (2.1.4)). Le morphisme 

MKerF™ —y MK 

est donc surjectif. Le morphisme 

Ml y MKer Fm 

n'est autre que 

Ml —• C o k e r ^ ) 

(où FM! est le morphisme (2.1.1.1)). 
Le morphisme M\ —y Muer? est donc surjectif, ce qui termine la preuve de (1). 
Pour vérifier (2), on peut supposer que B est un corps parfait. Il résulte alors de ([Z], 
Satz (5.2)) que Kertp est un sous-schéma en groupes de G%TB = %i d'équations 

uf1=o , . . . ,«s*"=o 

(ui sont des coordonnées sur G^#). 
Un calcul direct montre alors que le rang de Mxer̂  n'est autre que la hauteur 
Ai H h hn de l'isogénie <p. • 
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2.2. — On applique maintenant ce qui précède au cas des O-modules formels. 
Soit B une O-algèbre dans laquelle l'image de 7r est nilpotente. On note maintenant 

Frp:B—>B 

x i—> xp 

le morphisme de Probenius de la Fp-algèbre B ; 

Frq:B—>B 

x \—• xq 

le morphisme de Probenius de la Fq-algèbre B ; 

rp: GA,B —• FTp.Ga>B 

et 
rq : Gû>jB —> Pr.Ga,B 

les isogénies de Probenius. 
Soit X un O-module formel sur B. Le B-module Mx est muni par fonctorialité 

d'une action de O. Le O <8>Fp B-module Mx est donc muni de deux actions de Fq. 
Celles-ci induisent une graduation 

Mx= 0 M, 
tez/rz 

(où r = \Fq : Fp]) avec 

Mi = {m G Mx | (Ap< <g> l)m = (1 ® A)m}. 

La multiplication à gauche par rp est de degré 1 pour cette graduation. Elle induit 
(cf. (2.1.1.1)) des morphismes ^-linéaires 

FPfii Fr* Mi —> M»+i. 

Pour tout entier n > 0, on notera 

Fp»,.:(Fr£rMi—>Mi+n 

le morphisme 

-Fp,*+n-l 0 Fr*FPji+n_2 o • • • o (FTp"1)*^» 
induit par la multiplication à gauche par Tp. 

r-l 
Les deux actions de Fg sur (LieX)v = 0CokerFp>t coïncident, et le 

I=0 
JB-module gradué (LieX)v est donc concentré en degré zéro. Le morphisme FPii 
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est injectif, et les morphismes FPii (0 < i < r - 2) sont donc des isomorphismes. Le 
B-module gradué Mx = 0 M*, muni du Frobenius (2.1.1.1) 

tez/rz 

Fp = 0FP)i:Pr; 0 Mi—> 0 Mi 
tçz/rz iez/rz 

r-l 

s'identifie alors de manière évidente au J3-module gradué 0(Frp)*Mo, muni du 
t=0 

Frobenius 

Fr*p : 
r-1 

(Fr^Mo 
i=0 

r-l 

i=0 
(FV;)*M0 

(ra0,... ,mr_i) «—> (F(77ir_i),rao,... ,rar_2). 

Soit </?: f —> X une isogénie de 0-modules formels. Le morphisme M(cp) est un 
morphisme de modules gradués. Les morphismes 

Fpi : (FrP)* Coker M(<p)0 —• Coker M(<p)i (0 < i < r - 1) 

sont des isomorphismes et les modules localement libres Coker M(cp)i sont donc tous 
de même rang. La hauteur de ip est donc divisible par r et le rang de Coker M(<p)o 
est la O-hauteur de (p. 

On laisse au lecteur le soin de vérifier qu'il revient au même de se donner (M, F) 
ou (Mo,Fo). Les deux points de vue sont reliés par le dictionnaire suivant. 

2.2.1. — Dictionnaire : 

M 
B[[rP)} 

Dp: CokerFp A (LieJT)v 
Le rang de Coker M(<p) 

est la hauteur de (p 

Mo 
B[[rq]) 

Dq: CokerFq A (Lie X)v 
Le rang de Coker M(<p)o 
est la 0-hauteur de (p 

On laisse au lecteur le soin de traduire les résultats de (2.1) pour compléter 
le dictionnaire. Dans la suite, on utilisera librement cette nouvelle version de ces 
résultats. 

Localement pour la topologie de Zariski sur Spec B, le B[[r9]]-module Mx est libre 
(comme on le voit en remontant dans Mx,o une base de CokerFqto). Le J5-module 
Mx,o s'identifie donc à la limite projective des B-modules Coker Fqm0 (localement, 
il existe un isomorphisme 

CokerFqmt0 ~ 5[[rg]]dimX/5[[r,]]dimX • r™). 
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Il résulte du fait que l'image de l'uniformisante 7r de O dans B est nilpotente que 
l'action de 7T(g) 1 € 0<8>f9 B sur CokerFgm 0 est nilpotente. Le séparé complété 0§>FqB 
de O <g>Fq B pour la topologie 7r ® 1-adique agit donc encore sur la limite projective 
Mx,o des B-modules CokerFgm0. 

Grâce au dictionnaire (2.2.1), on n'utilisera plus Mx- Pour alléger les notations, 
on notera désormais 

R:,r,Mx,Fm 

ce qu'auparavant on notait 
FTQÌTqìMxyoiFqmì0. 

On considère maintenant la catégorie dont les objets sont les 0®F,£-modules M 
munis d'un morphisme de Frobenius 

(Ido§FgFr)*M —• M 

et dont les morphismes sont définis de la manière évidente. 
Le module des coordonnées Mx définit un foncteur de la catégorie des 

0-modules formels sur B dans la catégorie ci-dessus. 

Proposition 2.2.2. — Le foncteur module des coordonnées est pleinement fidèle. 

Preuve : La catégorie des B[[r]]-modules localement sur Speci? pour la topologie 
de Zariski libres de rang fini est une sous-catégorie pleine de celle des B-modules 
M munis d'un morphisme Fr-semilinéaire M -y M (ou, ce qui revient au même, 
d'un morphisme Fr*M -> M). La proposition (2.2.2) résulte alors de la proposition 
(2.1.3). • 

On va maintenant caractériser l'image essentielle du foncteur module de coordon
nées restreint aux O-modules formels de hauteur finie. 

Soit X un (9-module formel de hauteur h sur B. 
On note i le morphisme structural de la O-algèbre B et T le morphisme 

0%¥qB—>B 
a%b i—> i(a) - b 

Proposition 2.2.3. — Le module des coordonnées Mx vérifie les conditions suivantes. 

1. Le 0%YqB-module Mx est localement libre de rang h; 

2. il existe un B-module localement libre de type fini u tel que 

CokerF = r*(u;); 

S. il existe un entier n tel que le morphisme 

Fn : (Id0®Frn)*M/7rM —+ M/TTM 

soit le morphisme nul. 
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Preuve : On va d'abord démontrer les deux derniers points. Le point (2) est clair (on 
aa; = (LieX)v cf. (2.2.1)). 
D'après ([Z], Satz (5.25)), il existe un entier n et une isogénie ip : X (Frn)*X tels 
que le composé 

X - ^ H X A Fr?X 

soit l'isogénie de Probenius F£. On a M(F£) = Fn et le dernier point en résulte. 

Il résulte du point (2) que l'action de 7r®l sur CokerF est nilpotente. On a donc pour 
un certain entier m 

ImF D (irm®l)M 

et donc 
ImF* D (7rm*êl)M. 

La filtration (ImF*)* de M est séparée (localement, ImF* s'identifie à 
B[[r])dïmX/B[[r]]d'imXrk) et il en est donc de même de la filtration 7r<§>l-adique. 

Il résulte de (2.1.6) (via le dictionnaire (2.2.1)) que Mx est sans 7r®l-torsion et que 
Mx/(n®l)Mx est localement libre de rang ft. La proposition (2.2.3) résulte alors du 
lemme suivant. 

Lemme 2.2.4. — Soit M un 0®vqB-module séparé pour la topologie n%l-adique. 
On suppose que 

1. M est sans it%\-torsion; 

2. le B-module M/(7r0l)M est localement libre. 

Le 0§>Fq B-module M est alors localement libre. 

Preuve : voir ([Bo] A. C. Ch. III §2 n° 8 cor. 3). • 

Considérons les catégories Mod T et ModC suivantes. La catégorie Mod T est la 
sous-catégorie pleine de la catégorie des 0-modules formels formée des C?-modules 
localement libres de hauteur finie. 

La catégorie ModC est la sous-catégorie pleine de celle des 0§>fqB-modules 
localement libres munis d'un Frobenius 

F: (Ido0Fr)*M —> M 

formée des objets vérifiant les conditions (2) et (3) de la proposition (2.2.3). Le 
foncteur module de coordonnées se restreint en un foncteur 

M : Mod —> ModC 

Théorème 2.2.6. — Le foncteur M est une anti-équivalence de catégories. 
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Preuve : Il suffit de montrer que le foncteur M est essentiellement surjectif 
(cf. (2.2.2)). 
Soit M G ObModC II résulte de la condition (3) qu'il existe m G N tel que 
ImFm C 7rM. Pour tout n G N, le morphisme 

Fmn(ldo ® Frmn)*M/7rnM —> M/nnM 

est donc le morphisme nul. L'action de B[r] sur M définie en faisant agir r via le 
morphisme Fr-semilinéaire associé à F s'étend donc par continuité en une action de 
B[[T]] sur M. 
On va montrer que le B[[r]]-module M est localement sur SpecB libre de type fini. 
On aura besoin des lemmes suivants. 
Soit N un B[[r]]-module. La multiplication à gauche par r induit un morphisme de 
B-modules 

F : Fr*N —> N. 
Considérons la filtration Filr de N définie par 

Filj.iV = ImF\ 

Lemme2.2.7. — Supposons que le B[[r]]-module N vérifie les conditions suivantes. 

1. La filtration FiVT est exhaustive; 
2. le morphisme F est injectif; 
3. CokerF est un B-module localement libre de type fini. 

Localement sur Spec 2?, le B][r^-module M est alors libre de type fini. 

Preuve : voir ([Bo] A. C. Ch. III §2 n° 8 cor. 3). • 

Remarque : Ce lemme est l'analogue pour les #[[r]]-modules du lemme (2.2.4). 
Lemme 2.2.8. — Soient N un 0®YqB-module localement libre de rang h et N' un 
sous 0§>YqB-module de N. Supposons que les conditions suivantes soient vérifiées 

1. Il existe un entier n tel que (7rn®l)iV C N' ; 
2. le B-module N/N' est localement libre de type fini. 

Le 0®Yq B-module N' est alors localement libre de rang h. 

Preuve : Soit un entier n' > n. La suite exacte 

0 —• N'/(7rn'®l)N' —* N/(irn'®l)N' —y N/N' —+ 0 
est scindée, puisque le B-module N/N' est localement libre. Le B-module 
N'(nn ®l)iV est donc facteur direct du B-module localement libre de type fini 
N(7rn §>1)N et est donc lui aussi localement libre de type fini. 
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Il résulte de la suite exacte 

o —> iv7(7rn§i)iv A JV7(7rn+1êi)iv A N'/(*nêi)N' —• o 

et de ([Bo] A. C. ch. I § 2 n° 5) que le J3-module N'/(7rnêl)Nf est plat, de présentation 
finie. 
Il résulte d'un comptage de rangs dans les deux suites exactes ci-dessus que le B-
module localement libre N'/(Trn®l)Nf est de rang h. 

Le 00F9£-module N', qui est un sous-module d'un 00Fq-B-module localement libre, 
est séparé pour la topologie (7r®l)-adique et sans (7r®l)-torsion. Le lemme (2.2.8) 
résulte alors du lemme (2.2.4). • 

Lemme 2.2.9. — Soit un morphisme 

<p:N' —• JV 

de 0§>FqB modules localement libres de rang h. Supposons que le conoyau de <p soit 
annulé par 7rn0l et localement libre de type fini en tant que B-module. Le morphisme 
<p est alors injectif et il existe un morphisme 

v: N —y Nf 

tel que ip o ip = 7rn<g>l. 

Preuve : Le morphisme 
(p : Nf —W Imtp 

est un morphisme surjectif de (9®f9 modules localement libres de rang h. C'est 
donc un isomorphisme. Le morphisme composé 

i? : N x01 (7rnêl)N C Imv? A N' 

est tel que ^ ° <P = 7rn§l. • 

Achevons la preuve du théorème. 
Le B[[r]]-module M vérifie la condition (3) de la proposition (2.2.3). La filtration 

FilTM est donc exhaustive. Il vérifie aussi la condition (2) et il résulte alors du fait 
que l'image de 7r dans B est nilpotente qu'il existe un entier n tel que CokerF soit 
annulé par 7rn0l. En appliquant à F le corollaire (2.2.9) puis en utilisant le lemme 
(2.2.7), on voit que le B[[r]]-module M est localement sur Spec S libre de type fini. 

Soit X le groupe formel avec action de O correspondant à M (via (2.1.3) et (2.2.1)). 
De la condition (2), il résulte que X est un O-module formel. De la condition (3), il 
résulte qu'il existe un morphisme 

M(V>): (IdoêFVn)*M —y M 

tel que (7r®l)M(ip) = Fn, et donc un morphisme 

i>:X—>(Frn).X 
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tel que tp o X(TT) soit la n-ième puissance de l'isogénie de Frobenius du groupe 
formel X. Il résulte alors de ([Z], Satz 5.25) que X(TT) est une isogénie. Le 
0-module formel X est donc de hauteur finie. • 

Proposition 2.2.10. — La formation de M est compatible au changement de base 
dans le sens suivant: soient X un O-module formel sur B, C une B-algèbre et 
X 0 C le O-module formel sur C obtenu par extension des scalaires, on a 

Mx®c = C%BM 
= (0®¥QC) ®(o8b) M. 

Preuve : Ceci résulte de (2.1.6) appliqué à l'isogénie X(7rn) puis de (2.1.4) et de 
l'isomorphisme 

Mx A lpMx/(7rnêl)Mx . • 
n 

Proposition 2.2.11. — Soit 
(p:X —+XF 

un morphisme de O-modules formels. Les propositions suivantes sont équivalentes 

1. Le morphisme (fi est une isogénie. 
2. Le morphisme 

(fi <g> ïdx : Mx' <8>o K —> Mx< ®o K 

est un isomorphisms 

Preuve : C'est une reformulation de la proposition (1.3.3). • 

2.2.12. — Avec les notations de la proposition précédente, se donner une quasiiso-
génie 

(fi:X —>X' 

revient à se donner un isomorphisme 
M ((fi) : MX' <8>o K —> Mx ®o K 

compatible aux Frobenius (c'est-à-dire tel que 

(Fx <8> ldK) o (IdK®Fr)*M(<fi) = M((fi) o (Fx> <S> ldK)). 

2.3. — On rappelle qu'on identifie la ¥q-algèbre O à Fq [[TT]] et la O-algèbre OD à la 
Fq -algèbre Fqd [[II]] des séries formelles non commutatives en II soumises à la relation 
IIÀ = XQU (VA G Fqd ), considérée comme une O-algèbre via le morphisme 

F, [[*]]-> F,-P]] 
7TH->n<i 
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de F,-algèbres. On rappelle qu'on note Od la sous-extension maximale non ramifiée 
F,-[W] cOi). 

Soient une 0-algèbre B dans laquelle l'image de 7r est nilpotente et un O^-module 
formel X de hauteur finie sur B. Le module de coordonnées M de X est muni par 
fonctorialité d'une action de OD qui en fait un 0£>®F9.B-module à droite. 

Supposons que B est muni d'une structure de CVaJgèbre 

/?: Od —• B 

qui prolonge sa structure de 0-algèbre. Le module M est alors muni de deux actions 
de Fqd, obtenues en considérant les plongements Fqd C OD et Fqd C B. Celles-ci 
induisent une graduation 

Af = 0 Mi 
iez/dz 

(avec Mi = Ker(A®l - 1®A9* ) pour A G ¥qd, Fq [A] = Fg<* ). 
L'endomorphisme II® 1 de M envoie M» dans M*+i et le morphisme F 

envoie (Ido®Fr)*Mi dans M»+i. Le morphisme II® 1 injecte Mi dans M*+i 
pour tout i G Z/dZ. Les 0®Fgi?-modules localement libres M» sont donc tous de 
même rang. En particulier, la hauteur de X est multiple de d. 

Soient maintenant i G Z et n G Z tel que nd > i. On note {i) la classe de i modulo 
d. Le morphisme composé 

M(i) n«d-i Af0 *~n®l, M0®0K 

ne dépend pas du choix de n. Soit Af» son image. Les 0®F,2?-modules Mi sont 
localement libres de même rang. 

On vérifie de même que dans [B-C] ou [R] qu'il revient au même de se donner un 
C?o-module formel X de hauteur h = dh! sur B ou une suite (X»,!!», Fi)iez où Mi 
est un 0®FqB-module localement libre de rang /i', 

Un Mi —>M+i 

et Fii (Ido®Fr)*Mi —y Mi+i sont des morphismes de 0®F92?-modules, telle que 
les conditions suivantes soient vérifiées pour tout j G Z : 

1. le diagramme 
(ld0®Fr)*Mi Fi Mi+1 

(Id0§Fr)*ni ni+i 

(Ido®Fr)*M;+i FI+ 1 Mi+2 
est commutatif ; 

2. l'image du morphisme composé 

Mi ni Mi+X n.+i. ni + 1 Mi+d 

est (7T®1) Mi+d ; 
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3. il existe un B-module localement libre u;» tel que Coker F» = r+(u>i) 
(on rappelle qu'on note T le morphisme 

0®B —• B 

a%b i—> 0(a) • b) 

4. il existe n G N tel que le morphisme composé 

(Id0®Frn)*M0 (IdoêFr71-1)-̂  (IdoêFV1-1)*^! 
Fn - 1 Mn/(7T<8)l)A1n 

soit le morphisme nul. 

3 Théorie des déformations 
3.1. — De manière analogue au cas des groupes p-divisibles [M], on va montrer que 
les relèvements de O-modules formels de hauteur finie équivalent aux relèvements de 
la filtration « de Hodge ». 

Considérons un module de coordonnées (2.2) (M, F) sur une O-algèbre B dans 
laquelle l'image de n est nilpotente. Soit i„ = 7r®l — l®7r. Considérons les 
B-modules localement libres H = (Id<9®Fr)*M/7*(Ido®Fr)*M et u = Coker F. 
On appellera module de cohomologie de de Rham le premier de ces modules. On va 
construire un plongement u <-+ iîlocalement facteur direct, qu'on appellera filtration 
de Hodge. 

Le conoyau a; de F est annulé par 7^, et l'image de F contient donc j^M. De plus, 
le morphisme F est injectif (2.2.9). Il existe donc un unique morphisme 

V: M —y (IdoêFr)*M 

tel que F • V = yn IDM. Le plongement u C H est celui induit par V. La suite 

0 —> Coker V —> M/jnM —> u = Coker F —> 0 

est exacte. Le conoyau a de V est donc un -B-module localement libre et u C H est 
donc localement facteur direct. 

Remarque : Il résulte d'un travail non publié de Anderson que la cohomologie de de 
Rham H et la filtration de Hodge u C H coïncident avec celles définies par Gekeler 
[G]. 

Soit / un idéal de B de puissance q-ième nulle. On note B = B/L 

Proposition 3.1.1. — Le 0%B-modu\e M, et donc aussi k B-module H, ne 
dépendent à isomorphisme canonique près que de la réduction modulo I de M. 

Cette proposition résulte immédiatement de la construction suivante. 
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Construction. — Soit (p : N\ —> N2 un morphisme de 0§>B-modules localement 
libres. Le morphisme (Ido§Pr)*(/? ne dépend que de la réduction ïp de ip modulo I. 
Soit _ _ __ 

Tp : iVi = N\ ®B B —y N2 = N2 <8>B B 

un morphisme de 0®B-modules. Localement sur Spec B pour la topologie de Zariski, 
les 0®B-modules Ni et N2 sont libres (cf. lemme(2.2A)). En relevant localement Jp, 
on définit un relèvement 

T<p : (Id0®Fr)*Ni —y (Ido0Pr)*iV2 

de (ld0®Fr)*ip. 
De même, soit N un 0®B-module localement libre. En relevant localement N, on 
définit un relèvement TN de (ldo®Fr)*N. 

Soit Hod la catégorie dont les objets sont les couples (M,u C H) où 

1. M est un module de coordonnées sur B 

2. u est un sous-B-module localement facteur direct de H = TM/^TM 

relevant le sous-B-module cJ = CokerF de H = H <8>£ B modulo /. La réduction 
modulo / et la filtration de Hodge d'un module de coordonnées sur B forment un 
objet de cette catégorie. Cette construction définit en fait un foncteur 

dR: ModC—• Hod. 

Proposition 3.1.2. — Le foncteur dR est une équivalence de catégories. 

Preuve : On va d'abord prouver que le foncteur dR est pleinement fidèle. 

Le lemme suivant est analogue à un lemme de Drinfeld ([DI] Lemme 3), voir aussi 
([Kl], Lemme (1.1.3)) et ([Z] Satz (4.47)). 

Lemme3.1.3. — Soient M = (F, FM) etN = (AT, FN) deux modules de coordonnées 
sur B. 

1. Les O-modules 
HomF(M,JV) et HomF(M, JV) 

sont sans torsion 
2. Le morphisme de réduction 

HomF(M,W) —* HomF(M,ÎV) 

est injectif et s'inverse à torsion près en un morphisme de relèvement virtuel 

HomF(M,ÎVr) —y Homir(M,iV) ®o K 
Tp\—y "y". 
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Preuve : Le premier point résulte du fait que les modules N et N sont sans 7r®l-
torsion. 
On rappelle qu'on a supposé que l'image de TT dans B est nilpotente. La somme 

ir(n+1>®1Tw 
n>0 

définit alors un inverse 7"1 de 7^ = 7r®l - l®7r dans K®B. Le morphisme V}v admet 
donc 

7"XF : (Ido ® Fr)*M —• M ®o K 

pour inverse à 7r®l-torsion près. 
Soit (p € Homi?(M, AT). Il résulte de la commutativité du diagramme 

M v N 

VM VN 

t M 
V TN 

que l'égalité 
<p = 1~1FN oTlpo VM 

a lieu dans Hom/^M, N®oK) = Homj^M, iV) <g>o -K". Le morphisme de relèvement 
virtuel n'est autre que 

Tp\—>l~lFN oTJpoVM. • 

Soient maintenant deux modules de coordonnées M et N sur B et un morphisme 

Tp\H —>N. 

Supposons que le morphisme 

H(Jp) = Tlp: HM = TM/l«TM —>HN = TNhSN 

préserve la filtration de Hodge (i.e. H(JP)(UM) CVN)- Le morphisme composé 

M V°Vm) TN->aN = Coker VN 

est alors nul. On a donc rTpo VM(M) C VN(N), et donc V"(Af) C iV. Ceci prouve 
la pleine fidélité du foncteur. 

Considérons maintenant une paire (M, a; C H) £ ObHod. 
Soit M le noyau du morphisme composé 

T~M —y H —y H/u = a. 

Il résulte du lemme _(2.2.8) que M est un 0®B-module localement libre. 
Le OêB-module a = TM/M est annulé par 7^ et on a donc 7* • TM C M C TM. 
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Soit F le morphisme composé 

T I ^ 7 r T M C M. 

La réduction modulo I de M n'est autre que M, et ceci induit un isomorphisme 
TM ~ (Ido§Fr)*M. Il résulte du fait que CokerF = u C H est annulé par 7^ que la 
paire 

(M,F: (Ido®Fr)*M = M-»M) 

vérifie (2.2.3 (2)). 
Soit m > 0 un entier tel que l'image TTB de TT dans S vérifie 7r̂  = 0. Il résulte de 

(2.2.3 (3)) pour M qu'il existe un entier n tel que 

F^Ido ® Frn)*TM C (7rm+1êl)TM. 

On a alors 
rF\(IdoêFrn)*rM) C (7rm+1®l)rM 

et donc 

Fn((IdoêFïn)*M) C (7rn+1®l)rM. 

Or on a l'inclusion 77rTM C M, et donc 

(7rm+1êl)TM C (îrm+1®l)7^1Af C (?r§l)M. 

La condition (2.2.3 (3)) pour M en résulte, et M est donc un module de coordonnées. 
• 
3.2. — Le foncteur dR qu'on vient de définir admet la version modifiée (2.3) 
suivante. Les isomorphismes (2.3 (2)) 

Ud: Mi—+ir®lMi+d 

induisent des isomorphismes Hi —> Hi+d qui envoient Ui = CokerF* sur Wi+d-
Le morphisme 11»: Hi —> Hi+i induit par II» : Mi —> Mi+i envoie Ui dans 
u>i+i. Le composé Hi —y Hi+d = Hi est la multiplication par 7T£. Le foncteur 
dR modifié envoie alors la catégorie des modules de coordonnées modifiés sur B 
dans la catégorie des paires ((Muïli,Fi)iez> ( î C #t)tez) formées d'un module de 
coordonnées modifié (,Mt,nt,Ft)içzjsur B et d'une suite (a;» C Hi) de facteurs 
directs Ui des S-modules Hi = TMi/^ • TMi, telle que Ili(ui) C Ui+i et que 
(u>i C Hi) = (ui+d C Hi+d). 

De la proposition (3.1.2) résulte la proposition suivante. 

Proposition 3.2.1. — Le foncteur dR modifié est une équivalence de catégories. • 
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4 Le foncteur G de Drinfeld 
4.1. — Soit B une O-algèbre dans laquelle l'image de n est nilpotente. 

Définition 4.1.1. — Un OD-module formel X sur B est dit spécial lorsque 
l'action de Od C OD induite sur Vespace tangent Lie A" fait de lAeX un 
Od <8>o B-module inversible. 

On suppose que B est muni d'une structure de O -̂algèbre qui prolonge sa structure 
de O-algèbre. Soit X un 0£>-module formel de hauteur finie sur B. On considère la 
suite (Mi, Fi, liriez associée à X (2.3) et la suite de 2?-modules localement libres Ui 
(2.3 (3)). 

Proposition 4.1.2. — Les propositions suivantes sont équivalentes : 

1. le On-module formel X est spécial. 

2. les B-modules localement libres Ui sont de rang 1. 

Preuve : Le J3-module u>i est naturellement isomorphe au S-module 

(LieX)V = {c G (Lie Jt)7(À ® l)c = (1 ® A9' )c, VA G ¥qd }. • 

Soient X et Y deux 0£>-modules formels et 

p:X —>Y 

une quasiisogénie. Soit n G N tel que Y(Tin) o p soit une isogénie (des O-modules 
formels sous-jacents X et Y). Les S-modules 

d = Coker(A4p,i+n o n£ : MY>i —> Mx,i+n) 

(où pour simplifier les notations on a posé TLy = H-Y,i+n-i o • • • o Ily^ ) sont alors 
localement libres. 

Lemme 4.13. — Supposons que les Op-modules formels X et Y soient spéciaux. 
Les B-modules localement libres Ci sont alors tous de même rang. En particulier, les 
B-modules localement libres Coker Uxti sont tous de même rang. La hauteur de X 
est le produit de ce rang par d2. 

Preuve : Considérons le diagramme commutatif 

{ld0®Fr)*MYyi Fn, i MY, i + 1 

(Ido§Frr(À<p,i+non£) Mp,i+noTVlr 

(Ido O Fr)* MX, i + n Fx,i+n Mx,i+n+l-
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Notons Ci le conoyau de la flèche diagonale 

(Ido®Rr)*My,i —• -Mx,i+n+i. 

Il résulte des suites exactes 

0 —> (Ido®Fr)*Ci —> C* —> CokerFx,i+n —• 0 

et 
0 —• Coker FXti —• Ci —• Ct+i —• 0 

par comptage de rangs que les rangs des B-modules Ci et Ci+i coïncident. Pour 
X = y, p = Id et n = 1, on a (en notant (9-ht la 0-hauteur) 

O -htXOr) = d- O -htX(n) 

= d 
t=0 

d = 1 
rg BCi 

= d2rgBC0. 

4.2. — On va construire un 0#-module formel spécial $ de hauteur d2 sur la Od-
algèbre Fqd = Od/nOd. En fait, les O^-modules formels spéciaux de hauteur d2 sur 
une extension algébriquement close k de Fqd sont tous isogènes ([D1]§2A, voir aussi 
[B-C] II proposition (5.2)). Le 0/>-module formel $ constitue donc un « exemple 
fondamental ». 

On note P la matrice 
7T 

1 

1 

Considérons le 0-module oi = P~*Od C Kd et les inclusions naturelles 
Uii oi C $¿+1. La 0-algèbre des endomorphismes g du if-espace vectoriel Kd tels 
que g($i) C $i, Vt G Z est l'algèbre d'Iwahori 

B = 

о TTO тго 

TT<9 
O O 

On considérera un tel endomorphisme comme une suite (gi)iez> où Qi est un 
endomorphisme de O-module de 0i vérifiant la condition II* o ̂  = gi+1 o n». 
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La suite ($i®Fqd, IliêldF d, Fi = IIt®Fr) vérifie les conditions (2.3). Elle définit 
donc un O/j-module formel h. On laisse au lecteur le soin de vérifier que $ est le 
OD-module formel suivant. 

En tant que groupe formel, $ = GjJ F . On rappelle qu'on note r l'isogé-
nie de Frobenius de Gtt,Fgd • Une matrice carrée de taille d à coefficients dans 
Fqd [[T]] définit donc de manière évidente un endomorphisme du groupe formel G|J. 
Le morphisme 

$:Fqd[[Il]] = 0D—>EndGf 
est défini par 

$(A) = diag(À,AV..SA*d-1) 
*(n) = r • Id. 

Un élément g de B induit un endomorphisme du module de coordonnées modifié 
($i®Fgd ,n»®IdFgd yFi)y et donc un endomorphisme de $. Soit 

T = diag(l)r,...,rd-1)egl(i(F,<i[[r]]). 

L'endomorphisme de $ associé à g est défini par la matrice 

T • tg(rA) • T~l 
+00 

(on note g = g(n) = ^Pi^r* € B C gld(Fg[[7r]]) avec # G Fg, de sorte que 
i=0 

+00 
s(rd) = 5>r<") . 

t=0 
Les endomorphismes de $ sont en fait tous de cette forme. On identifie donc la 

O-algèbre des endomorphismes de $ à l'algèbre opposée 

gopp = tB=z 

о ó 
irO 

irO irO O) 

de B (on rappelle que le foncteur module de coordonnées est contravariant). On 
identifie de même le groupe des quasiisogénies de $ dans lui-même à GLd(K). 

Proposition 4.2.1. — 

1. Le OD-module formel $ est spécial. 
2. Sa hauteur est d2. 
3. Soit g G GLd(K). La Q-hauteur de la quasiisogénie g est d- v(détg) 
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(on rappelle qu'on note v la valuation de K). 

Preuve : (1) découle de (4.1.2). 

(2) découle de (4.1.3). 

Soit n € N tel que irng € lB. L'endomorphisme 7rng de $ est alors une isogénie. Il 
résulte du lemme (4.1.3) que la hauteur de nng est d-v(dét(7rN-<7)) = dt?-n+v(dètg). • 

4.3. — Considérons la catégorie Nilp des O-algèbres B dans lesquelles l'image TTB 
de 7T est nilpotente. Pour une telle algèbre, on notera B0 = J3/(7TB). Drinfeld définit 
le foncteur G suivant de la catégorie Nilp dans celle des ensembles. 

Définition 43.1. — Le foncteur G associe à B e ObNilp Vensemble des classes 
d'isomorphie de triplets (/3, X,p) où 
0 : Fqd —> Bo est un morphisme de Fq -algebres 
X est un OD-module formel spécial de hauteur d2 sur B 
p : /?*($) —y XB0 est une quasiisogénie de hauteur nulle. 

Traduisons ceci en termes de modules de coordonnées. Soit B G ObNilp. On note 
(*,\Boini,*o»-ft,Bo) la suite de O^F^o-modules 

$i®¥qB0 

et de morphismes 

TiiTB0 = n.®i, 
FiiBoèFi: (Id0®FV)*$i|jBo —• *i+i,a0. 

Soit (/?, X, p) G G(B). La construction (2.3) associe à (/?, X) une suite (Mi, II;, F») 
vérifiant les conditions (2.3 (1) . . . (4)) et (4.1.2 (2)). Elle associe à la quasiisogénie 
p une suite d'isomorphismes 

Ri:*ï,B-+ Yit B 

(on note MifB = Mi ®B B0,AfiTB0 = MitBo ®o K, ̂ ifBo = $i,j30 ®o # ) compatible 
aux morphismes IÎ Bo ® UK et aux Frobenius F^BQ ® Id#. La suite .Ri se reconstruit 
à partir de Tisomorphisme RQ (par la règle 

ft = (IIBO ® H*)* o ft, o (UBo ® Id*)"') 

et la condition de compatibilité aux Frobenius pour la suite ainsi construite équivaut 
à la commutativité du diagramme 

(4.3.2) 

(Idif®Rr)*JS/ilBo 
Fo,BQ®làK 

M.So 

(Idx<8>Fr)*Äo 

(Idic®FV)**o,Bo Fo, fl0® Id к *l,Bb 
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(où la flèche verticale de droite est le morphisme 

(TTI.BO ® Idjc) o RQ O (n0,B0 ® W/c)""1). 

La condition de hauteur pour la quasiisogénie p se traduit de la manière suivante. 
Soit n € N tel que /3*($)(IIn) o p soit une isogénie. Les B-modules localement libres 

Coker((n ® ldK)n o Ri : MiiBo —• $i+n,£0) 

sont alors tous de même rang (4.1.3) et dire que la quasiisogénie p est de hauteur 
nulle revient à dire que Coker((Il ® Id#)n o RQ) est de rang n. 

Inversement, si la donnée (Mi,Ui,Fi,Ro) vérifie les conditions ci-dessus et si 

p:Od- +B 

est un morphisme de O-algèbres, la donnée (Mi, II,, F») est le module des coordonnées 
modifié (2.3) d'un O/p-module formel spécial X et Ro détermine une quasiisogénie 

p :B*(0) —• XBo 

de hauteur nulle. 
L'oubli de (X, p) définit un morphisme de foncteurs 

G —• SpiOd 
(0, *,/>)•-•/? 

La discussion précédente montre qu'en tant que CVfoncteur, G provient par 
extension des scalaires du foncteur Go suivant, de la catégorie Nilp dans celle des 
ensembles. 

Définition 4.3.3. — Le foncteur Go associe à B e ObNilp Vensemble des classes 
d'isomorphie de couples ((Mi,ïïi,Fi)içz,Ro)> où 

1. les 0%B-modules localement libres Mi sont de rang d; 

2. la suite (Mi,Ui,Fi)iez vérifie les conditions (2.3 (1),...,(4)) et 
(4.1.2 (2)); 

S. Visomorphisme 
Ro ' No,B0 —• *0,£o 

rend commutatif le diagramme (4.3.2); 

4. lorsque n G N est tel que 

JRO(AVBO) C $n,B0 C #0,£o> 

le Bo-module localement libre $nyB0/Ro(MoiBo) est de rang n. 
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Dans la suite, on oubliera l'indice 0 de Ro. 
4.4. — On va donner une variante plus commode de la définition (4.3.3). La suite 
de 0®B modules oIb = $i®FqB, munie de I I ^ = TLi§>YqldB et du Frobenius 

FitB = IliêFr: (Ido§Fr)*$i,B —•> Oi+1, B 

ne vérifie pas les conditions (2.3 (1),...,(4)). Le lemme (3.1.3) se généralise néanmoins 
de la façon suivante. Soit M = (AI», II», F») un module de coordonnées modifié sur 
B. Soit I un idéal de B de puissance q-ième nulle. De même qu'en (3.1), on note 
B = B/I et M = M ® BB. 

Proposition 4.4.1. — 

1. Les O-modules 
Hom/rji(Al,$£) et Hom^n(Ai,$^) 

sont sans torsion. 

2. Le morphisme de réduction 

UomFtu(M, $B)®OK —• Hom^ïï(ÂT, ®o K 

est un isomorphisme. 

Preuve : Le premier point résulte du fait que les 0®i?-modules Mi et Mi sont sans 
7r§l-torsion. En associant à Tp € Hom^ n(-M, $£-) <S>o K le morphisme virtuel 

(7,1^Ф,<-1 °T<Pi-i °Vm,i), 
on définit un inverse du morphisme de réduction, ce qui prouve le second point. • 

Lorsque (M,R) € G(J3), en appliquant successivement la proposition (4.3.1) à 
B/(n)IB/(7rq)J... et au morphisme virtuel défini par R, on relève ce morphisme 
virtuel en un isomorphisme virtuel 

R: M <8>o K —• $B <g>o K 

(compatible à II et aux Frobenius). 

Variante 4.4.2 de la définition 4.3.3. — L'ensemble GQ(B) est celui des suites 
(Mi)iez de SOUS-OQB-modules de (K®B)D telles que 

1. Mi®0K = (K®B)D = iitB ®o K 
2. Mi C Aft+i et Id* ®Fr(Id/c®Fr)*./Vfi C Mi+X 
3. la suite (Mi)if munie de 

Ui : Mi Mi+i 

et 

Fi : (ld0®Fr)*Mi —> Mi+i 

comme ci-dessus vérifie les conditions (2.3 (1) ... (4)) et (4.1.2 (2)) 
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4. l'inclusion Mo C $o,fl ®o K vérifie la condition (4.3.3 (4)). 

Remarque 4.4.3 : La variante ci-dessus montre que les objets de Go n'ont pas 
d'automorphismes non triviaux. 

4.4.4. — Soit X une catégorie fibrée en groupoïdes au-dessus d'une catégorie de 
schémas [D-M]. Considérons une nilimmersion S <-> S et un objet x € X(S). On 
note Déf (S, X,x) la catégorie des déformations de x au-dessus de S (c'est-à-dire la 
catégorie formée des couples x = (x, x x s S A> x) où x € X(S), avec pour morphismes 
de x vers x' les morphismes de x vers x1 rendant le diagramme 

x Xs S 

x 

x' xsS 

commutatif). 
Considérons un morphisme 

/ : X —> y 
de deux telles catégories fibrées. Lorsque S «-» S est une nilimmersion et x € X(S), 
le morphisme / induit un foncteur 

Déf / : Déf (5,#,£) —• Déf (5,y,/(a?)). 

On dira que le morphisme / est formellement net (resp. formellement étale) lorsque 
pour toute nilimmersion 5 <-+ S et tout x G X(S), le foncteur Déf / est pleinement 
fidèle (resp. est une équivalence de catégories). 

Considérons la catégorie Nilp^ des 0-algèbres où l'image de 7r est nilpotente et 
pour tout B e Nilp0 la catégorie Mod5(d)(J3) des modules de coordonnées vérifiant 
(4.3.3 (1,2)). On définit ainsi une catégorie fibrée ModiS(d) au-dessus de la catégorie 
(Nilp0)0 opposée à Nilp^. 

On peut alors reformuler la proposition (4.4.1 (2)) sous la forme plus suggestive 
suivante : 

Proposition 4.4.5. — Le morphisme 

G©(4.4.2) —¥ ModS(d) 

est formellement étale. • 

Remarque : Ceci montre en particulier que les catégories de déformations de Mod5(d) 
sont équivalentes à des catégories discrètes. On peut retrouver ce fait en utilisant 
(3.2.1). 
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4.5. — Drinfeld définit une action de PGLd(K) sur le foncteur G de la manière 
suivante. 

Soit GL^(K) le sous-groupe de GLd(K) formé des éléments dont la valuation du 
déterminant est nulle. Remarquons que le groupe GLd(K) est engendré par GL^(K) 
et tP (on rappelle que la matrice 

7T 
1 

1 

est notée P). 
Soit B e ObNilp. Un élément g de GL°d(K) associe au triplet (/3,X,p) le triplet 

(AX.po^fo-1)). 

L'élément *P associe au triplet (/3, X, p) le triplet 

( / îoFr-^po/rCP-^oT) 

(on rappelle qu'on note 
TiCSoFr1)**—>-/r$ 

l'isogénie de Frobenius). 
Ceci définit une action de GLd(K) sur le foncteur G. Un élément g du centre de 

GLd(K) s'écrit 7rn • a • Id = (*P)dn • a • Id. Le diagramme 

XB X(o) XB 

B* 0 

est commutatif, de sorte que (a • Id) (/3,Xfp) est isomorphe à (/3,X,p). On a 
(3*(tpd) = r<*? de sorte que l'action de tPd est elle aussi triviale. L'action de GLd(K) 
qu'on vient de définir est donc triviale sur le centre de GLd(K). 

On va définir une action de PGLd(K) sur le foncteur G©. On précisera ensuite le 
lien entre ces deux actions. 

Soit B e ObNilp. Un élément g e GL°d(K) associe à la suite (Mi C (K®B)d)i 
(4.4.2) la suite (tg^1®ldB(Mi) C (K®B)d)i. L'élément *P associe à la suite 
(Mi C (K®B)d)i la suite (P'1®IdB(Mi^i) C (K®B)d)i (celle-ci vérifie encore la 
condition de hauteur (4.3.3 (4)) : cf. (4.1.3)). On vérifie de même que précédemment 
que l'action de GLd(K) ainsi définie est triviale sur le centre. 

Soit a l'automorphisme de O-algèbre de Od dont la réduction modulo TT est 
l'automorphisme de Frobenius (x »-> xq) de Fqd. En faisant agir g € PGLd(K) sur 
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Go xspfo SpiOd via g x <7v(det*), on définit une nouvelle action de PGLd(K) sur le 
foncteur G = Go xspfo SpfCV 

Proposition 4.5.1. — Les deux actions de PGLd(K) sur le foncteur G ainsi définies 
coïncident 

Preuve : Il résulte immédiatement de la description (4.1) de Taction de GLd(K) sur 
$i et sur $ que les deux actions de GL^(K) coïncident. La construction du module 
de coordonnées modifié (2.3) de X subit un décalage de (—1) lors du changement de 
/3 en /3 o Fr"1. Les morphismes 

*¿,Bo —• *i,B„ 

et 

Ф.,В0 —• *i+l,B0 

induits respectivement par Taction sur V*0 de tP~1 et par r sont donnés respective
ment par la multiplication par P"1 et par Tidentité sur Tespace sous-jacent Kd®?qBo. 
Ceci prouve que les deux actions de lP sur le foncteur G coïncident, et donc que les 
deux actions de GLd{K) coïncident aussi. • 
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II. REPRÉSENTABILITÉ DU FONCTEUR G : 
APPROCHE EXPLICITE 

0 Introduction 
On a défini dans le premier chapitre le problème de modules des 

0£>-modules formels rigidifiés G et une 0-forme Go- On va représenter ce fonc-
teur. Plus précisément, on va construire un Spf 0-schéma formel G et un pro-objet 
(M,R) € liiç Go(G/(nn)) tels que le morphisme fonctoriel 

n 

G —• Go 

induit par (M, R) soit une immersion ouverte et que les translatés de l'ouvert G de 
Go sous l'action (I. 4.5) de PGLd(K) recouvrent le foncteur Go> 

Pour ce faire, on procède en deux étapes. 
1) Dans les deux premiers paragraphes, on réalise pour la fibre spéciale Goyo du 

foncteur Go le programme ci-dessus. 
2) Dans le troisième paragraphe, on construit G, (M, R) et on utilise la théorie des 

déformations (I. 3) pour montrer que (M, -R) identifie G au complété de Go le long 
du sous-schéma ouvert Go de Go,o obtenu au terme de l'étape précédente. 

On abordera ensuite dans le dernier paragraphe la question du recollement, en 
déterminant l'intersection des translatés de l'ouvert G- Ce complément sera utile 
dans le troisième chapitre. 

Donnons maintenant quelques précisions supplémentaires sur la première des deux 
étapes ci-dessus, qui constitue la partie la plus importante du chapitre. 

Dans le premier paragraphe, on étudie une famille de sous-foncteurs fermés de la 
fibre spéciale Go,o- On les représente explicitement en les plongeant dans une variété 
de drapeaux, où ils apparaissent comme l'adhérence d'une variété de Deligne-Lusztig. 
Ces sous-foncteurs, déjà considérés par Stuhler ([S] §4), sont en fait les composantes 
irréductibles de la fibre spéciale C?o,o (cf.(2.3.1)). Leur étude (inspirée de [loc.cit.]) 
illustre sur un cas plus simple les techniques utilisées dans le deuxième paragraphe. 
Elle servira lors de la preuve d'un des résultats les plus importants (2.7.1) de ce 
deuxième paragraphe. 

Dans le paragraphe 2, on définit un sous-foncteur localement fermé G0 du foncteur 
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G0,0, qui sera en fait le sous-schéma ouvert Go dont il est question plus haut. On y 
utilise aussi deux étapes. 

1) (2.2,...,2.7) On représente explicitement le foncteur G0 en le plongeant dans un 
produit de Grassmanniennes. Ce produit contient de manière naturelle une certaine 
union de variétés de drapeaux, qui sont en fait celles considérées dans le premier 
paragraphe. On détermine G0 en le comparant à l'union des adhérences de variétés 
de Deligne-Lusztig (§1) dans ces variétés de drapeaux. 

2) (2.8) On montre ensuite que G0 est un sous-foncteur ouvert de G0,0 en utilisant 
le résultat final de la première étape et un lemme de théorie des déformations 
emprunté au paragraphe 3. 

Dans les deux premiers paragraphes, où il n'est question que de la fibre spéciale 
du foncteur Go, toutes les Fg-algèbres envisagées doivent être considérées comme des 
O-algèbres via le morphisme 

O—• 0/(ir)=Fq 

I Les sous-foncteurs attachés aux sommets de l'immeuble 
On va définir pour tout (9-réseau A C Kd un sous foncteur fermé G a de Go,o- On 

verra ultérieurement (§2) que les foncteurs G a sont représentés par les composantes 
irréductibles de Go>0- Notons % = [A: Od] l'indice virtuel de Od dans A (c'est la 
différence [A: A'] - [Od: A'] des indices de A' dans A et Od, lorsque A' est un réseau 
contenu dans A et dans Od). 

Définition 1.1 [SJ. — Le sous foncteur G\ de G0,0 est défini par 

GA(B) = {(Mi C Kd%B) £ G0,o(B) tels que M{ = A®JB} 

pour toute ¥q-algèbre B. 

Proposition 1.2. — Soit B une ¥q -algèbre intègre. On a 

GoAB)= U Ga(5> 
ACKd 

Preuve : Soit (Mi C Kd®B)i E Goto- Le morphisme composé 

CokerFo N1 CokerFi --^ > CokerFd = CokerF0 

est l'endomorphisme de CokerFo induit par la multiplication par 7r, et est donc nul. 
II existe donc un entier i tel que le morphisme de B-modules inversibles 

Ui : CokerF^-i —• CokerF» 

soit nul. On a donc Imll» C Im Fi. Les B-modules Cokerl!» et CokerF» sont par 
ailleurs inversibles. Le morphisme surjectif 

Cokerll» —> CokerF» 
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est donc un isomorphisme et on a donc ImF» = Imll». Il existe donc un entier N tel 
que 

TTN • OdêB C M. C ir-N • Od%B 

Soit Di = (Mi /irNOd®B) G Grass (Wd +1,*"* • Od®B/7rN • Od®£). Le point D{ 
est alors fixe par Frobenius. La FQ-algèbre B est intègre, et le B-point Di provient 
alors d'un point D\ à valeur dans FQ. Il existe donc un 0-réseau A C Kd tel que 
Mi = A®B. L'indice virtuel de Od dans ce réseau A est i (cf.(I. 4.4.2 (3))). 

Soient B une F9-algèbre dont le spectre est connexe et (Mi)i € Go,o(B). 

Définition 1.3. — Un élément i G Z/dZ est dit critique pour M lorsqu'il vérifie les 
conditions équivalentes suivantes. 

1. ImFi = Imlli 

2. Il existe un O-réseau A C Kd tel que Mi = A®B. 

On peut reformuler la proposition (1.2) en disant que si B est intègre, il existe (au 
moins) un indice critique pour M. On fixe maintenant un O-réseau A C Kd. On va 
plonger le foncteur G A dans une variété de drapeaux. 

Construction 1.4. — Soit B une Fq-algèbre. On note i = [A : Od] et À = 7r~1A/A. 

A la suite (Mi C Kd)i e GA(B), on associe la suite de B-modules 

Dj = Mi+i /h®B (0<j< d) 

Proposition 1.5. — 

1. Les B-modules 

(0) = D0 C Dx C D2 C • • • C Dd = A ® B 

forment un drapeau; 

2. La construction (1.4) établit une bisection entre G\(B) et l'ensemble des 
drapeaux (Dj)0<j<d G Drap^(B) tels que FT(FT*DJ) C Dj+\. 

Preuve : Le premier point résulte du fait que les J3-modules 

Dj+x/Dj = Coker 11^ (0 < j < d - 1) 

sont localement libres de rang 1 (I. 4.1.3). Soit (Dj)0<j<d un drapeau vérifiant la 
condition (1.5 (2)). Pour j € Z et Ma partie entière de j/d, considérons l'image 
réciproque Mi+J de Dj-di par le morphisme 

TT-/+1 • A®B 
TT-'+1 . A®B 

7T • A®B 
= A® B. 
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Il résulte de (I. 2.2.8) que les 0®-B-modules Mi+j sont localement libres de rang d. 
La condition (I. 4.1.2 (2)) pour (Mj)j se vérifie en considérant la suite exacte 

0 —> Coker Fj —• A ® B/Fr*Dj —> A ® B/Fr'Dj+x —y 0 

La condition de hauteur (I. 4.3.3 (4)) et les conditions (I. 2.3.(1...4)) se vérifient 
facilement pour (Mj C KD%B)j et on a donc (Mj)j G GA(B). 

En appliquant à {Mj)j la construction (1.4), on obtient le drapeau (Dj)o<j<d, et les 
constructions (1.4) et (Dj)j H» (My )j> sont donc inverses Tune de l'autre. • 

Le foncteur G A est donc représenté par un sous-schéma fermé d'une variété de 
drapeaux. 

On va déterminer plus précisément ce sous schéma. Considérons la variété de 
Deligne-Lusztig X(w) associée à l'élément de Coxeter w = (1, . . . ,d) du groupe de 
Weyl de GL(A) [D-L (2.2)]. Le schéma X(w) est le sous-schéma ouvert de G A défini 
par la condition 

d-i 

À = 0fti((F*T0i) 
t=0 

C'est aussi le sous -schéma ouvert de l'espace projectif PD_1 = P(AV ) des droites de 
A formé des droites D telles que 

<¿-l 
A = 0Eri((ErTA) 

t=0 
Soit Ri la rénion des sous espaces rationnels sur ¥q de dimension i de PD_1. Soit PD_1 
le schéma obtenu en éclatant PD_1 le long de Ro, puis en éclatant l'espace obtenu le 
long du transformé strict de R\, et ainsi de suite. 

Proposition 1.6. — // existe un (et un seul) isomorphisme 

jW-i _> GA 

rendant le diagramme 
jW-i • G A 

X(w) 

commutatif. 

Avant de démontrer la proposition (1.6), remarquons qu'il en résulte que G A est 
intègre, et est donc l'adhérence de X(w) dans la variété de drapeaux. 
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Preuve de la proposition (1.6) : Nous aurons besoin du lemme suivant. 
Soient £ un module localement libre de rang n sur un schéma Y, s une section de £, 
X le lieu des zéros de s et I le faisceau d'idéaux définissant le fermé X de Y. Par 
définition de X, le morphisme sv : £v —> Oy se factorise donc par £v —» 1, ce qui 
induit un morphisme surjectif 

S y m ( £ v ) - > 0 r " 
m>0 

et donc un plongement de l'éclaté Blx(Y) de V le long de X dans P(£v ) (voir par 
exemple [Fu] IV (2.2)). 
Lorsque / : S —> Y est un F-schéma, on considère P(£v )(S) comme l'ensemble des 
quotients (p : /*(£) —> T de /*(£) qui sont localement libres de rang n — 1 . 
La condition ip o f*(s) = 0 définit un sous-schéma fermé B de P(£v), d'idéal 
(si - Xj — Sj • X{,1 < i,i < n) (lorsqu'on dispose d'une trivialisation locale de £; 
les (si)i sont alors les coordonnées de s et les (Xj)j des coordonnées homogènes 
locales de P(£v )). Le plongement V : Blx{Y) <-> P(£v ) se factorise à travers B. 

Lemme 1.6.1. — Lorsque la section s est régulière (c'est à dire lorsque le complexe 
de Koszul de 

5V : £ —• CV 
est exact), le morphisme 

1> : Blx(Y) —V B 

est un isomorphisms 

Preuve : Voir [Fu] IV Prop. (4.3) et Theorem (2.2). • 

Revenons à la preuve de la proposition (1.6). Soit P*(ÀV ) l'espace obtenu en éclatant 
P(ÂV ) le long de ses points rationnels, puis le long de l'union des transformés stricts 
de ses droites rationnelles, ... , puis le long de l'union des transformés stricts de 
ses sous espaces rationnels de dimension t - 2 (de sorte que Pd_i(Àv ) = Pd_1 et 
Pi(Àv) = P(Àv)). 

Soit X{(A) le sous schéma fermé du schéma des drapeaux 

(0) = Do C Dx C C Di CÂirgDj^j) 

défini par la condition FDj C Dj+1 (on note FDj = Fr(Fr*Dj)). 
On va construire par récurrence sur i un isomorphisme 

^i(À): P»(ÀV) —> Xi(A) 

tel que l'image par ipi de la réunion des transformés stricts des sous espaces projectifs 
rationnels de dimension j > i — 1 soit le fermé défini par la condition 

F'-^Di C D» + FDi H Fj~i+1Di. 

39 



A. GENESTIER 

Pour i = 1, le morphisme ipi(J\.) est l'identification évidente de Pi(Av ) à X\(A). 
Soit 1 < i < d — 1. On suppose que pour tout ¥q -espace vectoriel V de dimension 

> i + 1, on a déjà construit un isomorphisme 

ii>i(V):h(Vw)—> Xi(V) 

comme ci-dessus. L'union des transformés stricts des sous espaces projectifs rationnels 
de dimension i — 1 de P(ÀV ) est donc le lieu d'annulation du morphisme de 0Xi(\y 
modules localement libres 

s: Di/FDi-i —y K/FDi. 

Le premier de ces 0Xt(A)-moclules est inversible, et on peut donc considérer le 
morphisme ci dessus comme une section du 0Xi(Kymod\ùe 

£ = (K/FDi)®(Di/FDi-1)-1. 

Le fermé défini par la condition 

(1.6.1) (pof*(s) = 0 

s'identifie de manière évidente à X»+i(À), et le morphisme i/> (1.6.1) induit donc un 
morphisme 

^+1(A):Pi+1(Av)—yXi+1(A). 
Le lemme suivant achève la construction, et la preuve de (1.6). 

Lemme 1.6.2. — 

1. Le morphisme ^i+i est un isomorphisme 
2. L'image par Vi+1 de la réunion des transformés stricts des sous espaces projectifs 

rationnels de dimension j > i est le fermé défini par la condition 

F^lDi+l C+1 A+i + FDi+1 + • • • + F^{Di+1. 

Preuve : La codimension du lieu d'annulation de la section s est le rang du 0Xi(Ky 
module K/FDi. La section s est donc régulière, et (1) résulte alors du lemme (1.6.1). 
Soit V un sous-espace vectoriel de À de dimension j ' + 1_> i + 1. L'isomorphisme 
V>t+i(lO identifie fi+i(Vy) au fermé Xi+1(V) de Xi+1(A) défini par la condition 
Di+\ C V. Le diagramme 

Xi+1(V) > Xi+^A) 

i i 
P(VV) > P(AV) 

est commutatif, et Xi+i(V) s'identifie donc via V»+i(Â) au transformé strict de 
P( V ) dans P<+i(Av ). Le fermé 

U X«i(V) 
VCÂ dimV=j+l 
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n'est autre que le fermé défini par la condition 

F'"*1 A+i C A+i + FA+i + • • • + F'-'Di+u 

ce qui achève la preuve du lemme (1.6.2), et donc aussi celle de la proposition (1.6). 
• 

Remarque : Dans le troisième chapitre (cf.(III. 3.2)), on aura besoin du fait suivant, 
qui résulte de la preuve du lemme (1.6.2) ci-dessus. 

Soient A C A' C 7r_1 A, V = A'/A C À = 7T""1 A/A et n l'indice de A dans A'. L'image 
réciproque du fermé G\ n G\f de G A par l'isomorphisme 

ij) : P(ÀV) —> G A 

est l'image réciproque par la suite d'éclatements 

P(ÀV) —>Pn-i(Àv) 

du transformé strict de P(FV) dans Pn_i(Àv). 

2 Les sous foncteurs attachés aux simplexes maximaux de l'immeuble 

Les sous foncteurs GA de Go,o ne sont pas des sous foncteurs ouverts 

(sur la figure, on a représenté une partie de Go,o pour d = 2 et q = 2; les foncteurs 
GA sont les composantes irréductibles de Go,o )• 

On va maintenant définir une autre famille (G^)A de sous-foncteurs de Go,o, 
indicée par les simplexes maximaux A de l'immeuble de PGLd(K). Sur la figure ci-
dessous, un tel foncteur GA est en fait représenté par la réunion de deux composantes 
irréductibles qui se coupent, privée des points en lesquels ces deux composantes 
irréductibles en rencontrent d'autres 
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0 

O O 

0 

(pour un énoncé plus précis, cf. le théorème (2.2.2)). 
2.1. — Soient 

• • • с д _ 1 с д 0 с д 1 с . . . с д ( ( С . . . с Г 
des 0-modules libres de rang d. On suppose que l'indice virtuel [Ao : Od] est nul et 
que Ai+d = 7T""1 • At,Vi G Z. On définit d'abord un sous foncteur fermé G a de Go-

Définition 2 J.l. — Le sous-foncteur Ga de Go,o est défini par 

GA(B) = {(M. C Kd ) G G0,o(B) 
tefe gue Ai_d+i<g>B C M» C Ai+d-i0B,Vi G Z} 

pour toute ¥q-algèbre B. 

Remarque : Le sous-foncteur Ga, de Go,o est inclus dans Ga pour tout i G Z 
Le sous-foncteur Ga est en fait assez compliqué. On travaillera plutôt avec le sous-
foncteur G^ qu'on va maintenant définir. 
Soient A C Kd un O-réseau et û = [A : Od]. L'intersection du sous foncteur Ga de 
Go,o (1-1) et de Ga est vide lorsque la condition Ai_d+i C A C Ai+d-i n'est pas 
vérifiée. Considérons l'ensemble fini 

?a = { A C Kd tels que 0 < iA < d - 1, AiA_d+i C A C AiA+d-u A ^ AIYJ 

Définition 2.1.2. — Le saus foncteur ouvert G°A de G A est l'ouvert complé-mentaire 
des sous-foncteurs fermés G A H G a, A décrivant Ea. 

G°A(B) = {(M.) G GA(B) tels que (M.)\3 <£ Ga(k(s)),Vs G SpecB,VA G £A} 

pour toute Fq-algèbre B. 

Proposition 2.1.3. — Soit k une extension de ¥q. On a 

Go,o(A:) = UGaW. 
A 
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Preuve : Soient (M.) G Go,o(k) et 

H < ¿2 < ' * • < ir 

la liste de ses indices critiques (1.3) compris entre 0 et d — 1. Il existe des O-réseaux 
Aij C Kd tels que M*, = A.,.®*. Soit 

• • • Ç A_i g A0 Ç Ai Ç • • • Ç Ad Ç • • • Ç Kd 

(avec [A : Od) = 0 et Ai+d = • A», Vf G Z) un simplexe maximal de l'immeuble 
de PGLd{K) tel que A{j = A^Vl < j < r. On a alors (M.) G GA(fc)-

Soit A G 5A • Si [A : Od] n'est pas un indice critique pour (M#), (M.) n'appartient 
alors pas à G\(k). Si [A : Od] G {ir,...;ir} il résulte de la définition de 5A que 
A ^ A»,., et (M#) n'est pas non plus élément de GA(ÀJ). Dans les deux cas, on a donc 
(M.) G G£(fc). • 

Proposition 2.1.4. — L'action (I. 4.5) de p sur Go,o envoie GA sur G° i.A. • 

Remarque 2.1.5 : L'action de PGLd(lïT) sur son immeuble permute transitivement 
les simplexes maximaux. Il suffit donc de déterminer GA pour l'un d'entre eux. On 
utilisera pour cela le simplexe $ défini par Oi = P"1 • Od (cf.(I. 4.2)) et on notera 
G0 = G%. L' action de PGLd(K) sur Go,o se restreint en une action de tBx (I. 4.2) 
sur G0. 
2.2. — On va maintenant plonger G$ dans un produit de Grassmanniennes. 

Soient B une Fg-algèbre et (M.) G G$(B). Les B- modules Vï = Mi/$i-d+i 
(0 < i < d — 1) sont localement libres de rang d-1 et facteurs directs de Oi ® B = 
($i+d_i/$t_d+i) ® B . Ils vérifient pour tout i G Z/dZ les conditions 

1. TU ® 1(VÎ) C .V5+i 

2. IIi®Rr(RrUÇ)Cltn 

3. 7Ti ® l(Vi_j_i) C Hi ® Pr(Pr*Vi) 

où U{ : $i —• $¿+1 est pour 0 < i < d—2 le morphisme induit par l'inclusion naturelle 
Oi+d-1 Oi+d, Nd-1 : O d - 1 $o est le morphisme induit par le composé 

$2d-2 $2d-l 2d-1 

ra i—>• 7Г • m 

et 7r: $i Oi—^Oi est la multiplication par 7r sur $¿+¿-1- Pour simplifier les formules, 
on notera encore Ili, F», 7r les morphismes IIi®B,Fi®B,7r®B. 
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Proposition 2.2.1. — L'application 

G$(B) —¥ < (V,) G П Grasad-1,Ф<)(Я) 
«ez/dz 

tels que 
П< ® 1V(i) С Vi+1 
П<®Рг(Гг*^)с Vi+1 
тт. ® 1(V;+1) С n¿ ® Fr(Fr*V¿) 

es£ une bijection. 

Preuve : Pour i € Z, considérons l'image réciproque M» de V* dans $i+d_i®i? par 
le morphisme 

Фг+d-l ® В —• Ф ^ - ! <8> Я/Ф.-d+l ®B = $i®B. 
Il résulte de (I. 2.2.8) que les OêB-modules M» sont localement libres de rang d. 
La condition (I. 4.4.2 (1)) se vérifie en utilisant les inclusions 

Ф^-ифВ С M< С Фг+а-^В. 
La condition (I. 4.4.2 (2)) découle des deux premières conditions imposées à (V*). 
Les conditions (I. 2.3 (1) et (2)) sont vérifiées par Mi car elles le sont par la suite 
($i0B)i. La condition (I. 2.3 (4)) (avec n = 3 • d — 2) découle des inclusions 
Mi C Oi+d-1 oB et Oi+d-1 OB C (7T®1) • Mi+3.d-2- La condition de hauteur 
(I. 4.3.3 (4)) est vérifiée par construction. 
Pour démontrer la proposition, il reste à vérifier les conditions (I. 2.3.3 (3)) et (I. 
4.1.2 (2)), c'est à dire à vérifier que pour tout i G Z , il existe un 5-module inversible 
Ui tel que 

Coker(Fi : (Ido®Fr)*M» —> M*+i) = T+(ui), 
où T est le morphisme 

0®B —> 0®B/(TT®1) = B. 

Il résulte de la troisième condition imposée à (V#) qu'il existe un J5-module Ui tel que 
CokerFi = r.(u;i). Les B-modules 

$i+d®B _ $j+1 ® J3 
Mi+1 " Fi+1 

et 
Oi + d, 1 O B 

Fi((U0®Fi)*Mi) 
~Fr* 

Oi O B 

Vi 

sont localement libres de rang d - 1. Notons FMi = F»((Ido§Pr)*Mi). Il résulte de 
l'exactitude des suites 

0 
$i+d-i®B 

FMi 
$i+d®B 

FMi (g) B 0 
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et 
о 

Mi+1 
FMi 

Oi+d OB 
FMi 

Фг+dêB 
Mi+l 

0 

que les B-modules ^%tf^ ̂  et a;» = ^flt1 sont localement libres de rang d et 1 
FMi FMi 

respectivement. Ceci achève la preuve. • 

2.2.2. — Il résulte immédiatement de ce qui précède que G$ est représentable par 
un sous-schéma fermé de 

Yl Grass(d - 1, $») = JJ Grass» = Grass 
iez/dz »GZ/dZ 

L'action (2.1.5) de fBx est la restriction à G$ d'une action de fBx sur Grass, définie 
de la manière suivante. Un élément g de B induit un endomorphisme gi de $», pour 
tout i G Z. Il induit donc un endomorphisme gi de Oi pour tout i G Z/dZ. Si 
g e Bx , g induit alors un automorphisme de Grass. On fait agir g G fBx sur Grass 
via l'automorphisme induit par tg"1. 
2.3. — On s'intéresse au sous schéma ouvert G0 (2.1.5) de G$. 

La suite du paragraphe 2 sera consacrée à la preuve du théorème qu'on va 
maintenant énoncer. 

On rappelle que les sous-foncteurs fermés G$, de Go,o sont aussi des sous 
foncteurs fermés de G$ (cf. la remarque 2.1.1). Considérons le sous-foncteur ouvert 
G0i=G0nG9i de G*<. 

Théorème 2.3.1. — 

1. G0 = | J G°i 
iez/dz 

2. G0 est un sous-foncteur ouvert du Joncteur Go,o-

(Cet énoncé est illustré par une figure ; voir la page suivante). 
Avant d'entreprendre la preuve de ce théorème, on va faire quelques remarques et 

on indiquera les étapes principales de la preuve. 

Remarques : 
1) L'objet universel sur G$¿ (et donc sur Gj et sur G0) s'obtient en appliquant (1.5) 
au drapeau universel sur G${ C Drap(7r-1 • $*/$»). On obtiendra ultérieurement une 
description plus explicite de l'objet universel sur G0 (cf. (2.7.2)). L'objet universel 
sur GA (où A désigne un simplexe maximal de l'immeuble de PGL¿(K)) s'en déduit 
par la remarque (2.1.5). 

2) Dans le cours de la preuve du théorème, on plongera G0 dans une certaine variété G 
où il sera un diviseur à croisements normaux, réunion des diviseurs lisses G° (comme 
indiqué sur la figure (2.3.2)). Le complété formel de G le long de G0 s'interprétera 
naturellement au paragraphe 3. 
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Fig. 2.3.2 : Le schéma G0 (représenté pour d = 3 et q = 2) 

3) Il résulte de la proposition (1.2) et de la définition de G0 que pour toute extension 

k de Fg, on a G°(k) = | J G?(Jfc). On a donc G°red = (J G°{ , et la première 
iez/dz iez/dz 

partie du théorème revient à dire que G0 est réduit. 
4) Il résulte de la proposition (2.1.3) et de la deuxième partie du théorème que (GA)A 
constitue un recouvrement ouvert de Go-

Les étapes de la preuve du théorème (2.3.1) sont les suivantes. 
lère ÉTAPE (2.4) — On construit pour tout i G Z/dZ un plongement 

Drapi = Drap^"1 • $¿/$0 Grass = JJ Grass(d - 1, $j) 
jez/dz 

tel que le diagramme 
Drap» « >• Grass 

(1.5) (2.2.1) 

G${ c C?$ 

soit commutant. 
2ÈME ÉTAPE (2.5) — On construit un ouvert affine de Grass contenant l'image de 

G0 <-» Grass. 
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3ème ÉTAPE (2.6) — Pour réduire le nombre de variables, on exprime une partie 
des conditions (2.2.1). On obtient ainsi un sous-schéma localement fermé A de Grass 
contenant G0 et (jDrap^ On décrit un ouvert affine A0 de A contenant G0 comme 

i 
sous-schéma fermé. 

4ème ÉTAPE (2.7) — On obtient finalement des équations pour G0 C A0. On en 
déduit la première partie du théorème. On donne une description plus commode de 
l'objet universel sur G0. 

5ème ÉTAPE (2.8) — En appliquant aux objets de Go,o la théorie des déforma
tions (I. 3) et en utilisant la description (2.7) de l'objet universel sur G0, on prouve 
la deuxième partie du théorème. 

2.4. — Considérons un drapeau 

(0) C Do C Dx C • • D3;C • • • Dd = (TT1 O1 ® B) 

élément de Drap^S). L'image réciproque Vi+j de Dj par le morphisme 
(*<+ll/*i+i-rf+i) ® B —y ($i+d/$i) ® B 

est pour 1 < j < d - 1 un facteur direct de rang d — 1 de ($i+d/$i+j-d+i) ® B, et 
donc de ($»+i+d-i/$i+j-d+i) ® B = Oi+d 

En posant V{ = O1 ® B = ($t/$t-d+i) ® B C $i ® -B, on définit un élément 
(Yi+j)o<3<d-i de n Grass(d - 1, $/)(£) vérifiant la condition (2.2 (1)). 

lez/dz 
L'image du plongement 

Drapi *-> Grass 

ainsi défini est en fait le sous-schéma fermé de Grass défini par les conditions 
(2.2 (1)) et (Vi = ii). 
2.5. — Pour 0 < i < d-l et Ee Grass (Fg), on note Ci(E) le sous-schéma fermé 
de Grass formé des (Vj)j tels que Vi = E. Soit V l'ouvert de Grass complémentaire 
du fermé 

\JCi(E) 
i,E 

(où 0 < i < d - 1 et E décrit Grass»(Fg) - {$»}). On a G0 = G* fl V. L'ouvert V n'est 
cependant pas un ouvert affine de Grass. 

Lorsque W» C $» est un ¥q-sous-espace vectoriel de rang d—1, on considère l'ouvert 
affine (Grass»)?,/. de Grass» défini par la condition 

Vi-»9i/Wi. 

Fixons un tel sous-espace vectoriel W{. On note (ci,.. . e</) la base canonique de 
$o = Od. On munit le ¥q-espace vectoriel $» de la base (Ej[i])i<j<2.d-2 définie par 
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Ei[t] = P-"+^d+1.ci 

= 
p-i+d-i ,e. si 1 < j < d 
p-i+d-\ . ^ . c ^ s i d + l < j < 2 - d - 2 

(où P est la matrice (I. 4.1); on a Prd~a . e i = 7rr -ea+i pour r € Z et 0 < s < d -1) . 
Ces bases vérifient les relations 

UiEj[i] = Ej+i[i -f 1] pour l < j < 2 - d - 3 
U9.é-2Ej[í[ =0 

pour tout i 6 Z/dZ. 
Le Fg-sous-espace vectoriel Wi de $t est alors celui engendré par les d — 1 premiers 

vecteurs de la base (Ej[i])j. 

Proposition 2.5.1. — Le sous-schéma G0 de Grass est inclus dans l'ouvert 

П(Огав*)^(*) 
i 

Preuve : Il suffit de prouver que G°(k) C 
i 

n (GrasSt)V (&) pour toute extension k 

deFq. 
Soient (M#) € G°(fc),ra G Z,i le plus grand indice critique < n de (M#) et j le plus 
petit indice critique > n. On veut montrer que Mn n (Wn <g> k) = (0). On va pour cela 
montrer que M\ D (Wi <8> k) = (0) pour i <l <j. 
Il résulte de la définition de G0 que M» = $t§fc et que Mj = Oj Ok Considérons le 
drapeau 

(0) = Di C A+i C • • • C Dj = (*,-/*<) ® A: 

(avec Di = M//($» ® fc) pour z < / < j). On munit le Fg-espace vectoriel Oj/Oi de la 
base (£m)i<m<j-i formée des images respectives des éléments 

p-i- eup-p1eu... 1P-1 e1 

de $j. Il revient au même de dire que V\ est transverse à W\ <g> k ou de dire que D\ 
est transverse au fc-espace vectoriel W{ engendré par les j - / premiers vecteurs de la 
base £. 
Considérons un vecteur non nul 

d1 

di - 1 
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de la droite vectorielle A+i- Aucun entier strictement compris entre i et j n'est 
critique, et les colonnes de la matrice 

d1 (d1)' ... (d1)"' ' 

dj-i (dj-<)? _ (d^)*', 

forment donc pour 0<s<j — i — 1 une base (Pm)i<m<â-i de Di+s+1. 
On va établir par récurrence sur l'entier i <l <j que Di est transverse à W{. 
Pour / = i, on a Di = (0), de sorte que l'hypothèse de récurrence est trivialement 
vérifiée. 
Supposons l'hypothèse de récurrence vérifiée par i < l < j — 1 mais pas par l +1. Soit 

j-l-1 j-l 
6= £ 6m-£m='£iAm-Vm 

m=l m=l 
un élément non nul de Wi+1 fl A+i- Si AJ~* = 0, l'élément S est déjà dans D/, ce qui 
contredit l'hypothèse de récurrence pour l'entier /. On a donc A-7"' ^ 0. Les vecteurs 
de la base {Vm)i<m<j-i de Dj sont donc combinaisons linéaires des vecteurs-colonne 
de la matrice 

d1 ... (d1)"''' s1 ... ( ¿ y ) g 

6Ь (6t) q 

di-1 ( ¿ - y " (о) 
(où t = j — / — 1). Ces vecteurs-colonne forment donc une base de Dj. 
En particulier, les t 4-1 derniers vecteurs-colonne forment une famille libre, ce qui 
contredit le fait qu'ils sont tous dans W{. Ceci termine la preuve de l'hypothèse de 
récurrence, et donc aussi la preuve de la proposition (2.5.1). • 

Soit Grass0 l'intersection des ouverts affines 

IflGrass,-)^ 
j 

de Grass, (U#) décrivant IIj(Grassj)^ (Fg). Rappelons qu'on a défini au début de 
(2.5) un ouvert V de Grass vérifiant G0 = G* fl V. 

Proposition 2.5.2. — L'ouvert Grass0 vérifie les inclusions 

G0 C Grass0 C V. 

On a donc G0 = G* n Grass0. 
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Preuve : L'action (2.2.2) de g G tB* sur Grass envoie J^(Grass*)jy. sur 

PJ(GrasSi)?p-i.v^.. L'inclusion G0 C Grass0 résulte donc de (2.5.1) et du lemme 

suivant, dont la démonstration est laissée au lecteur. 

Lemme 2.5.3. — Les ensembles 

{§i • Wi,g G Bx/(1 + P2d~2 • B)} et (Grass*)?(F«) 

coïncident, Vi G Z/dZ. • 

L'inclusion Grass0 C V résulte du lemme (2.5.3) et du fait que si E G Grasst(Fg) — 
{$*}, il existe E' G GrasSi(F9) tel que E' n $» = (0) et EnE' ^ (0). • 
2.6. — On identifie $t à yPd~2 par la base (Ej[i])j. Le sous-espace W{ est donc 

celui engendré par les colonnes de la matrice Idd-i 
0 

. L'ouvert (Grassi)^, de Grass» 

est alors identifié à l'espace affine Ad-1q des matrices carrées v[i] de taille d — 1 : 
si k est une extension de Fg et si V* G (Grass»(A;), V» est le sous espace vectoriel 

de k2d 2 engendré par les colonnes de la matrice v[i] 
Idd-i 

Soit A le sous-schéma fermé de II(GrasSi)^t. défini par les conditions 
i 

Uiv1[i-j]eVi (l < j < d-2) 

(on note v\[i] le premier vecteur-colonne de la matrice v[i]). Le long du fermé *4, la 
famille 

vi[t],II#t;i[i-l],... ,n^2vi[i-d-f 2] 

des vecteurs-colonne de la matrice 

v[i] = 

Bain 

vî~l[i] v\[i-d + 2] 

i 

vf-l[i-d + 2] 

D 
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constitue une base de V*. Ceci identifie le schéma A a l'espace affine 
A£(d_1) =SpecF,[^'[i]](i € Z/dZ,l<j < d - l ) . 

Soit A0 l'ouvert affine de A complémentaire des fermés d'équation 

1-vlli]"-1 (i e Z/dZ, 1 < j < d - 1) 

Proposition 2.6.1. — On a G0 = G* n A0. 

Preuve : Le sous-schéma localement fermé G0 de Grass est inclus dans le sous-schéma 
fermé de J](Grass»défini par les conditions 

t 
n»(K) C Vi+1 (Vt € Z/dZ). 

Il est donc inclus dans A. 
Pour A € Fg, soit Wi>>7(A) le sous-espace de engendré par les colonnes de la matrice 

/ XeA 

Vldd-iJ 

(où Ej G gld_i(Fg) est la matrice ayant comme seul coefficient non nul 1 situé à 
l'intersection de la 1-ère ligne et de la j-ème colonne). 
Soit Ui l'intersection des ouverts 

(GrasSi)5v. .(A) (1 < j < d - 1, A e Fq ) 

de Grass*. Pour À 6 F*, on a 

(Grasse n (Grass*)0*,. = (Grass,)^ [(1 - A-1 • ^[i])"1 ] 
et donc 

Ui = (Grassi)^.[(l - A-1 •vî'[*]'~1)-1]. 

On note encore U l'ouvert Y[Ui de Grass. On a alors .4° = A fl W. 
t 

L'ouvert U vérifie l'inclusion Grass0 C W. Montrons que .4° vérifie aussi l'inclusion 
.4° C V (2.5), ce qui suffira à prouver la proposition d'après (2.5.2). 
Soient k une extension de Fg et (Vj)j G n(Grassj)^.(i). On suppose que (Vj)j € 

j 3 
A°(k) et V{ e Grass* (F9) pour un certain indice i E Z/dZ. On est alors ramené à 
prouver que V* = $*. 

L'espace Vi est engendré par les colonnes de la matrice v[i] 
Idd-i 

et aussi par celles 

de la matrice v[i]. On a donc 

v [i] = 
v[i] 

ldd-i 

1 * 

1 
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où la matrice triangulaire supérieure 
1 * 

1 

ci-dessus est celle constituée par 

les d — 1 dernières lignes de la matrice v[i\. La matrice v[i] est à coefficients dans Fg. 
Les coefficients v([i] de sa première colonne vérifient l'inégalité l — v[[i]9 / 0 et 
sont donc nuls. Soit 1 < / < d—2. Supposons que les / premières colonnes de v[i] sont 

nulles. La (l + l)-ième colonne de la matrice v[i] est alors vi/ni*] 
* 

. En utilisant le 

fait que les J premiers coefficients de cette colonne sont nuis ex que les a — i suivanxs, 
vT\i ~~ ']> vérifient l'inégalité 

i - # - i r V o , 

on conclut que la (/ + l)-ième colonne de la matrice v[i] est nulle, ce qui achève la 
preuve. 

On oublie dorénavant l'indice 1 de v{[i]> qu'on note donc plus simplement v*[i]. 
2.7. — La première partie du théorème (2.3.1) résulte de la proposition suivante. 

Proposition 2.7.1. — 

1. Le sous-schéma fermé G0 de A0 est défini par les équations 

vj[i] -vj[i]q = ( ^ [ i l - ^ f t l V ^ l t + l] 

(Vi G Z/dZ, 1 < j < d - 2) 

et 

I I ^"1[i] = o 
t e z/dz 

2. G0{ est le sous-schéma fermé de G0 d'équation vd~x[i] = 0. On a donc 

G°= [j G°{ 
iez/dz 

(cf. figure (2.3.2)). 

Preuve : Le long du fermé G0 CA°, les conditions 

Fi(Fr*Vi) C Vt+i et Ui(v[i]) £ Vi+1 
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sont vérifiées. En particulier, le vecteur 

о ' 
wl [i] 

td-1 [i] 
о 

0 

(où Wj[i\ = vJ[t\ — vJ[i\ ) appartient à Vi+i- Ceci se traduit par les équations 
suivantes 

(Ei,j) wj[i] = wd"l[i] • vj^[i + 1] (1 < j < d - 2) 

et 

0 = wd-1[i]-v1[i + l] 

qui sont donc vérifiées le long de G0 pour tout i G Z/dZ. 

Soit uj[i] = 1 - ^"[t]*"1. L'identité 

n ^"Mi+jj- n ^- i [<+j]=o , 
jez/dz jez/dz 

conséquence des équations précédentes, est donc vérifiée le long de G0. Les vd-1 [i] 
sont des unités, et le produit JJ vd-1 [i]est donc nul le long de G0. 

t € Z/dZ 
Considérons le sous-schéma fermé G de A0 défini par les équations £,j 
(1 < j < d — 2,i e Z/dZ). On va d'abord montrer que G° est le sous-schéma 
fermé de G défini par l'équation vd-1 [i] = 0. On en déduira ensuite la proposition. 
Le sous-schéma fermé Drap̂  fl n (Grassi)wi de A est défini par le système 
d'équations jez/dz 

vx[i] 

иЧг + d - l ] 

vd-x[i] vd~2[i + d -1 ] ... v1[% + 2] 

= (0) 

La restriction à Drap̂  fl \[ (Grass, wj du drapeau 
i€Z/dZ ' 

(0) = D 0 C B i C - C D d = Tr-^/Si 
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universel se décrit de la manière suivante. On munit le ¥q -espace vectoriel 
$t = 7r_1$i/$i de la base formée des images des vecteurs P~*7r_1ei,... , 
P"i7r~1ed. Le module Dj est alors celui engendré par les colonnes de la matrice 

1 t ^ f i + d - l ] ... t/^t + l] 

vd-l[i + l] 

1 

La condition F(Fr*Dj) C Dj+\ se traduit simplement par les équations (£ij) 
(l - * < j < d - l,t -I- 1 < / < i + d - 1), et on a donc G? = G D Drap,. Les 
équations ^[i + l] = 0 (2 < / < d,l < j < l - 1) définissant le fermé G? de (? 
découlent toutes de l'équation v ^ f i ] = 0, du fait que un[m) = 1 - vn[m]q~l est 
une unité le long de G et de l'identité 

vj[ï] = 
d-2-j 

k=0 

Ud~l[ï + k] 
tP+*[i' + fc] 

•vd-1[ï + k])-vd-1[ï + d-l-j] 

qui résulte des équations (£n,m) (faire i' = i + /). On a donc G? = G H (v*""1 ]̂ = 0). 
Le morphisme 

Ç—+Ad¥q=SpecFq[vd-l[i)) 

induit par la projection naturelle A —> Ad¥g est étale. La réunion des fermés G° 
d'équation vd~x[i] = 0 est donc le fermé d'équation t;d_1[t] = 0 (c'est un 

iÇZ/dZ 
diviseur à croisements normaux, réunion des diviseurs lisses G?). 
La proposition (2.7.1) résulte de l'égalité |J G° = Go qu'on vient d'établir et des 

xez/dz 
inclusions (J G? C G0 C Go- • 

iez/dz 

On va maintenant donner une description plus commode de l'objet universel sur G0. 
On note Ao = H°(G°,OGO)> La preuve de la proposition suivante est facile et laissée 
au lecteur. 

Proposition 2.7.2. — Pour tout i G Z/dZ, 

1. les vecteurs-colonne de la matrice Ri = R • P~%, où 

d-i 
R = Id + J^P"1 • diag(vd-'[-™]>° < m < d - 1) 

t = 1 
forment une base (rj[i])j du 0®Ao-module universel Mi C $,-+d-i®Ao / 

2. si Von identifie Mi et M»+i à Od®A0 à Vaide des bases précédentes, 
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(a) le morphisme 
Ui; : Mi,—• Mi+i 

est P; 
(b) le morphisme 

Fi : (IdoêFr)*Mi —y Mi+1 

s'écrit P{ o (F) o P~{ o IdoêFr, où (F) est la matrice 
P-diag(w[-j], 0 < j < d - l ) 

et w[i] = vd"1[i]-vd-1[i]g; 
foMe morphisme 

Mi —> $i+d-iê^o C ifd§A0 

est simplement Ri. • 

Exemple : (d = 3) 
G0 = Spec J40, OÙ AO est le quotient de la FQ-algèbre 

F,[*«,WI(I - x r ' r S a - 2/r1)"1 e z/3Z)] 

par l'idéal 

((î/i - »?) - (xi - x?) • Xi+i (i G Z/3Z), x0 • xi - x2). 

La matrice R est la suivante 

1 x2 2/i 
fl"18) yo 1 Xi 
7T~* <g> XQ 7T"1 <g> 2/2 1 

La matrice (F) est la suivante 

XQ — Xo 0 7T ® 1 
1 x\ — X2 0 
0 1 xj — xi 

2.8. — Pour tout entier n > d - 1, soit Gn le sous-schéma fermé de Goto défini par 
les conditions 

*i-n,Go,o C MiC $i+n,G0,o (V» € Z/dZ). 
Le foncteur G0 est un sous-foncteur localement fermé du foncteur Gn. Il suffit pour 
prouver (2.3.1 (2)) de montrer que pour tout n > d — 1, G0 est un sous-foncteur 
ouvert de Gn. 

Le foncteur Gn est clairement représentable par un sous-schéma fermé de 
Grass(n, $»+n/$t_n) (raisonner comme dans la preuve de (2.2.1)). Le théorème 

iez/dz 
(2.3.1 (2)) résulte alors de la proposition suivante (cf. [E.G.A. IV4] Théorème 
(17.9.1)). 
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Proposition 2.8.1. — L'immersion 
G0 Gn 

est étale 

Preuve : Les ¥q -schémas G0 et Gn sont de type fini. Il suffit donc de vérifier le critère 
infinitésimal ([E.G.A. IV4] (17.14.1)). 
Soit F0 le fermé de SpecFg [w[i](i E Z/dZ)] d'équation H w[i] = 0. Considé
rons le morphisme étale *e z/dZ 

Ào . G0 —y J"o 
composé du morphisme étale 

G»_>SpecF,[^-1[.],(l-^-1[«'r1)"1]/(II,'',"1I<]) 
t 

défini par l'oubli des coordonnées vJ'[t](i < d — 2) et de la restriction au-dessus du 
fermé F0 du morphisme étale 

SpecFçI^-^tl^l-i;--1!!]*"1)""1] —>SpecFç[w[t]] 

défini par l'égalité w[i] = v[i] — v[i]q. 
Le module de coordonnées (M#,F#,II#) (2.7.2) sur G0 est l'image réciproque par À0 
d'un module de coordonnées (L#,F#,II#) (défini par les formules (2.7.2.a,b)) sur F0. 

On rappelle que si B est une ¥q -algèbre (considérée comme une O-algèbre via le 
morphisme O —> 0/(n) = Fç), on note ModS(d)(B) la catégorie des modules de 
coordonnées spéciaux vérifiant (I. 4.3.3) (cf. (I. 4.4.4)). Considérons le morphisme de 
catégories fibrées 

T0 ModS(d) 
induit par (L#,F#,II#). Le lemme suivant est une conséquence immédiate de la 
proposition (3.3.2) que nous démontrerons plus tard. On laissera au lecteur le soin 
de vérifier que la preuve de la proposition (3.3.2) ne fait pas appel aux résultats de 
(2.8). 

Lemme 2.8.2. — Le morphisme 

Fo —> ModS(d) 

est formellement étale (au sens de (L 44-4))' O 

Considérons le diagramme 

Ç0 = Go net Gn<J net G0t0 

Ao étale 

T0 
formellement étale 

(2.8.2) 

formellement net 
(cf. (I. 4.4.5)) 

Mod S(d) 
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Les morphismes 

G0 <-> G0,o et G0 <-+ Gn 

sont alors formellement étales, ce qui achève la preuve de (2.8.1). • 

3 Utilisation de la théorie des déformations 

On rappelle que lorsque B est une O-algèbre dans laquelle l'image de TT est 
nilpotente, on note Mod5(d)(2?) la catégorie des modules de coordonnées vérifiant (I. 
4.3.3 (1, 2)) sur B (cf.(I. 4.4.4). 

Soient G0 le complété de Go Je long de G0. On va définir un Spf 0-schéma formel G 
muni d'un pro-objet (M,R) G G°(£?) se réduisant modulo 7r sur (2.7.2). On montrera 
ensuite en (3.3.1) que G muni de l'objet universel (M,iî) pro-représente le foncteur 
G0. 

Comme intermédiaire dans la construction de G,MyR et surtout en vue de la 
preuve de (3.3.1), il sera commode d'introduire en même temps que G un autre Spf O-
schéma formel T muni de (L#, II#, F#) G ModS(d)(!F) et un morphisme étale G —• T. 
Le schéma formel T est en fait un modèle local au sens de Rapoport [R] du foncteur 
Go pour la topologie étale (cf.(3.3.2)). 
3.1. — Soit G le sous-schéma fermé de 

SpecFg K[¿],(l-vi[if'~1)-1] (* € Z/dZ,l<¿ < d - l ) 

défini par les équations 

(£ij) vj[i] - vj[i]q = (vd-x[i] - vd-x[i]q) • vj+x[i -h 1] 

pour (1 < i < d - 2). 
Remarquons que G peut aussi se construire de la manière suivante. Soient T 

l'espace afline SpecFg [w[¿]](¿ G Z/dZ) et ^(n)(l < n < d — 1) le sous-schéma 
fermé de SpecFg [̂ '[iJKi G Z/dZ,d— n < j < d — 1) défini par les équations 
(£%,j, d — n < j < d — 2). En oubliant les coordonnées vd~n-1, J^n+i) constitue pour 
n < d — 2 un revêtement étale de F(ny En posant w[i] = vd-1 [i] — vd-1 [i]q on 
peut considérer J7^ comme un revêtement étale de T. Le schéma G est alors un 
sous-schéma ouvert de T{^-\y 

On notera A le morphisme naturel G —• T. 
On munit T et G d'une structure de Fg-schémas en posant 7r = f[ w[i], 

xez/dz 
Considérons le point 0 de A¿ = SpecFg [n] défini par l'idéal (7r). La fibre Go de G 
au-dessus de 0 n'est autre que G0 (2.7.1). 

On rappelle qu'on a choisi une uniformisante n de l'anneau local (9, de sorte qu'on 
identifie O à ¥q [[n]]. On notera G et T les Spf C?-schémas formels complétés (n)-
adiques respectifs de G et T, À le complété du morphisme A et 

Ao : Go —• Fo 
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la fibre au-dessus de 0 du morphisme À. 

Fig. 3.1.1. Le schéma formel G° (pour d = 2 et q = 2) (on pose pour simplifier 
Xi = w[i]). 

oo 

1 

Xo 
0 

x1 

V 

oo' 
S К Л 

3.2. — Soit B une O-algèbre dans laquelle l'image de 7r est nilpotente. On note 

M = (M.,F.,II#) G ModS(d)(B) 

les modules de coordonnées spéciaux (I. 4.3.3 (1, 2)) sur B. On a 

G°(B) = {(M,R) e G0(B) tels que M ®B B0 G G°(B0)} 

= {(M, M, il) G ModS(d) x G°(B0) tels que M ®B B0 = M} 

(on rappelle qu'on note Bq = B/(tt)). 
On note désormais M le module de coordonnées universel (2.7.2) sur G0 = Go-

On a 
Af = A*(L) 

où L G ObMod5(d)(Jr0). Pour construire un pro-objet (M, il) de G°((?),j)n va 
construire un pro-objet L G ObMod5(d)(7*), et on prendra simplement M = A*(L). 

Soient 

L. = Fg[7r]ti®F(7[HJ]]a G Z/dZ) 

II* : Li —• L»+i 
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le morphisme défini par la matrice P, et 

Fn (IdFf[*]®fr)*Li—•!<+! 

le morphisme P* o (F) o P~* o (Idp^*] ® Pr), où (F) est la matrice 

P - d i a g M - j ] , 0 < j < d - l ) . 

On note L = (L», IIt,Pi)i6z/dz la suite de 0®0^-modules obtenue en complétant 
(Zt,fïi,Pi) le long du fermé {0} x To de Aj.̂ ^] x T. On laisse au lecteur le soin 
de vérifier que pour tout entier n, la réduction de L modulo i ® 7rn est un objet 
de Mod5(d)(̂ r/(7rn)). La suite L définit donc un objet de Mod5(d)(Jr), et donc un 
morphisme de catégories fibrées 

L\ T —y ModS(d). 

L'image réciproque M = A*(L) munie de 

(2.7.2) R : M/(l ® TT) = M —> Oi-d-1 

définit un morphisme 
G—уд0. 

Le diagramme suivant 

G (M, R) G0 Go 

Y 
T oubli de R 

L 
Mod 5(d) 

est commutatif. 

Théorème 3.3.1. — Le schéma formel G, muni de l'objet universel (M, P), pro
représente le fondeur G0. 

Le théorème 3.3.1 résultera de la proposition suivante. 

Proposition 3.3.2. — Le morphisme de catégories fibrées 

L : T —> ModS(d) 

est formellement étale (au sens de ( I. 4.4.4)). 

Avant de prouver la proposition 3.3.2, on va montrer qu'elle implique le théorème 
3.3.1. 
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Preuve de l'implication (3.3.2) (3.3.1) : Considérons le diagramme 

G G0 

pri pr2 
Mod 5(d) 

Il résulte de (2.7.2) que la fibre spéciale du morphisme G —> G0 est un isomorphisme. 
Il résulte de (3.3.2) et du fait que le morphisme A est étale que p^ est étale. 

Soit B une O-algèbre dans ̂ laquelle l'image de 7r est nilpotente; on note 
B0 = B/(ir). Le morphisme G(Bo) —> G°(B0) est un isomorphisme. Pour tout 
v G G(BQ), et pour tout (M,R) G G°(2?o), les morphismes de déformation 
(I. 4.4.4) 

Def pri : Def(£,0,v) —• Def(£,Mod5(d)f pr^fl)) 

et 

Def pr2 : Def (B, G0, (M, R)) —+ Def (B, ModS(d), M) 

associés aux flèches obliques sont aussi des isomorphismes (pour le deuxième d'entre 
eux, ceci résulte du fait que le morphisme Go —• ModS(d) est formellement étale 
(I. 4.4.5) et de la définition de G0 comme complété de G0 le long de Go; voir aussi 
la remarque 1 ci-dessous). Le morphisme 

G(B) —• G°(B) 

est donc encore un isomorphisme. • 

Remarques : 

1. Le morphisme G0 —> ModS(d) est en fait formellement étale 
(cf. (I. 4.4.5) et (2.8)). 

2. Le raisonnement fait ci-dessus a déjà été utilisé pour montrer que le morphisme 

Go(I. 4.4.2) —• Go(L 4.3.3) 

est un isomorphisme (cf. variante (I. 4.4.2)). 

Preuve de la proposition 3.3.2 : Il suffit en fait de montrer que les morphismes de 
déformation Def L (I. 4.4.4) sont des isomorphismes dans le cas où l'idéal I est de 
puissance g-ième nulle. On va pour cela utiliser la proposition (I. 3.2.1). La filtration 
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de Hodge du module (L#,II#,F#) est la suivante. Pour i G Z/dZ, on a Hi = 0 i . Le 
CV -̂module 

Hi/ui ~ 
Fj {(Id0®Fr)*Li 

(n ® 1 - 1 ® 7r) • Li+i 
s'identifie au sous-module de 

Od F = Li+i  
(fl* ® 1 - 1 ® 7f) • I/i+i 

engendré par les colonnes de la matrice 

( Fi ) = P - diag ( w [ i - j ], 0 < j < d - 1 ) 

(on note encore P la matrice 
0 7T 
1 

E 
à coefficients dans la O-algèbre 0^)\ le morphisme Hi —> Hi/ui est celui induit 
par la matrice (Fi). Son noyau Ui est engendré par le vecteur 

w • = 

ш[г + 1] ••• w[i + d-2] 

w[i + l] w[i + 2] 
Цг + 1] 

1 

eHi. 

Considérons maintenant un P-point w = (ti;[i],i G Z/dZ) de F, un relèvement N du 
module de coordonnées w*(L) et le relèvement (u>9 C H9) associé à N de la filtration 
de Hodge (LJ9 C H9) (I. 3). Rappelons que ce relèvement est tel que Pu;» C u>t+i (cf. 
(I. 3.2)). 
Le P-module Ui est engendré par un vecteur de la forme 

* 
w[i + l] 

1 

(où w[i 4-1] G B est un relèvement modulo / de w[i +1]). Il résulte alors de la 
condition Pui C Ui+i que ce vecteur n'est autre que le vecteur w{ ci-dessus et que le 
produit fi w[i] est 7T. Le d-uplet w = (w[i],i G Z/dZ) est donc un P-point de 

t€Z/dZ 
T relevant w modulo / et il résulte de (I. 3.2.1) qu'il existe un unique isomorphisme 
de relèvements 

w* (L) A AT 
induisant Tisomorphisme évident des filtrations de Hodge. • 
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3.4. — On va maintenant décrire le O^-module formel X et la quasiisogénie p 
associés à (M.,II#,F#,iî) sur G0®oOd (cf. I. 1,1. 2.3,1. 4.2 et I. 4.3). 
On rappelle qu'on note r l'isogénie de Probenius (x K> xq) du groupe formel Ga,FQ • 
Lorsque B est une F,-algèbre, on identifiera alors End^Gf^ à la ¥q -algèbre des 
matrices carrées de taille d à coefficients dans B [[r]] (le groupe additif formel 
Ga}B est ici muni de l'action évidente de Fg). On rappelle qu'en choisissant une 
« uniformisante»!! de OD, on a identifié OD à l'anneau de séries formelles non-
commutatives ¥q [[II]] (cf. I). 
La preuve de la proposition suivante est un calcul facile mais un peu long. Elle sera 
laissée au lecteur. 
Considérons la matrice de permutation 

C = 

1 
1 

1 

Proposition ЗАЛ. — Le triplet universel (/3,X,p) surQ%oOd est le suivant 
— /3 est la structure naturelle de Spf О*d-schéma formel sur G°®oOd; 
— en tant que groupe formel, X = Gf et Vaction de OD =¥Q [[П]] sur X est telle 

que 

X(X) = diag (A, À9,... , \qdl ) pour A G ¥qa 
X{U) = diag (w[z], 0 < i < d - 1) • C~L + Id • r; 

— la quasiisogénie 

p : — • Xg0 

est définie par la congruence modulo ж 
d-i 

p о /^(IT*-1) = J ] diag И ; ], 0 < j < d - 1) • C{ • r*"1 + Id • rd~\ • 
¿=1 

Exemple (d = 3) : Considérons la ¥q-algèbre A quotient de 

¥ч[хиу>,{\-хГ1)-\ {1-уГ1Г\ш>№) (iE Z/3Z) 
par l'idéal 

En posant 
( Vi ~ У4 = (Xi - x\) • xi+1(i G Z/3Z )). 

7Г = (x0 - xq0) • (xi - x\) • (я2 -
on munit ;4 d'une structure de ¥q [7r]-algèbre. Le schéma formel G est le spectre formel 
du complété 7r-adique de A. 
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Le Où-module formel X est le groupe formel Ĝ , sur lequel À G FG3 c OD agit via 
la matrice 

'л о о 
О X" о 
о о л«! 

et П G OD agit via la matrice 

T Xo — XQ 0 
0 r x\ — x\ 

X2-x\ 0 r 

La quasiisogénie p est définie par la congruence modulo 7г 

P = 
1 xo • r"1 î/o • r-2 

#i •r"2 1 xi •r"1 
x2 • r"1 2/2 • r'2 1 

4 Le recollement : les sous-foncteurs ouverts attachés aux simplexes de 
dimension arbitraire. 

Considérons un simplexe A de dimension 5 de l'immeuble de Bruhat-Tits [T] de 
PGLd(K ). On va associer au simplexe A un sous-schéma fermé G A de la fibre spéciale 
de G o,o, généralisant les sous-schémas G\ (1.1) et les sous-schémas G A associés aux 
simplexes maximaux de l'immeuble. On définira aussi un sous-schéma ouvert G^ de 
GA (qui sera en fait aussi ouvert dans Go,o) généralisant de même les sous-schémas 
ouverts (2.1.2) de Go,o-
Le but de cette généralisation est d'étudier les intersections des ouverts (2.1.2) de la 
fibre spéciale. Plus précisément, on démontrera la proposition suivante. 

Proposition4.1. — Soient A et A' deux simplexes de l'immeuble de Bruhat-Tits de 
PGLd(K). 

1. Soit g G PGLj(.K'). L'action (I. 4.5) de g sur Go,o envoie G% sur G? _i.A. 
2. G^ H G°A, = GADA' (Par convention, G% est le schéma vide). 

3. Si A C A', l'inclusion G% C G% est une immersion ouverte. 

Corollaire. — G% est ouvert dans Go,o-

Admettons momentanément la proposition 4.1, et déduisons en le corollaire. 
Soit Amax un simplexe maximal contenant A. Il résulte de (2.3.1 (2)) que Ĝ max 
est ouvert dans Go,o- Le corollaire s'en déduit en utilisant la troisième partie de la 
proposition 4.1. • 
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Remarque : On utilisera dans le troisième chapitre l'analogue (et corollaire) évident 
(4.1)' de la proposition 4.1 où G% est remplacé par le complété G^ de Go le long de 
G%. On y utilisera aussi l'identité 

G0 = ljiç G°A 
AGBT 

qui découle de (4.1)' et de (2.1.3) (on ordonne l'ensemble |BT| des simplexes de 
l'immeuble de Bruhat-Tits BT par l'inclusion des simplexes). 

4.2. — On va maintenant donner la définition des sous schémas G A et G^, où A 
est un simplexe de dimension S de l'immeuble de Bruhat-Tits de PGLd(K). 

Il résulte de [G-I] que le simplexe A peut être vu comme la donnée d'une chaîne 

• • • Ç nAs = A_i Ç A0 Ç Ai £ • • • £ A* £ Aj+i = 7r-1 Ao Ç • • • 

de réseaux dans Kd (avec Ai+j+i = 7r""1At, Vt G Z). 
On définit deux suites croissantes de réseaux A+ et A~ en posant 

Af = Ai+ et A~ = Ai-, 

où 

i+ = mf{j G Z tel que [AjiOd]> j} 

et 

i~ = sup{j G Z tel que [Aj :Od]< j} 

([ : ] est l'indice virtuel du paragraphe 1). On note ij = [Aj? : Od], On a alors 
A+ = A~ = Aj. On notera A^ le réseau Aj. La définition suivante généralise les 
définitions (1.1) et (2.1.1). 

Définition 4.2.1. — Le sous-schéma fermé G A de Go,o est celui défini par les 
inclusions 

A£d+i®0Go.o C Mi C (Vî G Z). A,td+1®oGoo С Mi с A-+d_,®<9Goo (Vi e Z). 
(Il résulte de la périodicité des suites M, A+, A que ces conditions sont en nombre 
fini). 

De même que dans le paragraphe 2, on s'intéressera plutôt au sous-schéma ouvert 
G^ de GA qu'on va maintenant définir (comparer à la définition (2.1.2)). 

Soient A un 0-réseau de Kd et i = [A : Od], L'intersection du sous-schéma GA 
(1.1) de G o,o et de G A est vide lorsque la condition 

A^-d+i C A C A" d-1, 

n'est pas vérifiée. Considérons l'ensemble fini EA formé des 0-réseaux À C Kd 
vérifiant les conditions 

0 < û < d - 1 At is- d+1 C A C KA+d-i A i { ^ , 0 < i,- < d - 1} 
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Définition 4.2.2. — Le sous-schéma ouvert GA de G A est l'ouvert complémentaire 
des sous-schémas fermés G A H GA , A G £A • 

(Cette définition est illustrée par une figure; voir la page suivante). 

4.3. — Preuve de la proposition 4.1 

Soit g G GLd(K). Il résulte immédiatement de la définition de Taction (I. 4.5) et 
du fait que les constructions 

A H A + A K> A " et A 5A 

sont GLd(AT)-équivariantes que g envoie G^ sur G?y_i.A. 

Pour démontrer (2) et (3), on va alors supposer que le simplexe A est inclus dans 
le simplexe maximal $ (2.1.5), et on écrira 

A = ($i; )jez (avec 0 < i0 < h < • • • < is < d - 1) 

= (."C7r$iÄC$i0C---C$iÄC-..). 

En même temps que (2) et (3), on démontrera aussi la proposition suivante, qui 
précise le corollaire de (4.1). 

Proposition 4.3.1. — Le schéma G ^ est le sous-schéma ouvert de G% complémen
taire des fermés d'équations 

vd-l[i) = 0 (0 < i < d - l,î i {¿0, • • • **}). 

(On rappelle qu'on a noté G0 = G% dans le paragraphe 2). 
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Figure 4.2.3: Les sous-schémas ouverts associés à une face de l'immeuble de 
PGL3(AT), aux arêtes de cette face et à ses sommets. On se contente de représenter 
un voisinage du point d'intersection des trois plans (cf. figure (2.3.2)). 

$2 a0 s, 

a1 a2 

S0 

On dispose au centre du simplexe maximal A le schéma GAl sur les milieux des arêtes 
ai les schémas G°a., et sur les sommets s» les schémas G°.. 

Revenons maintenant à la preuve. Lorsque A" est un sous-simplexe de ø on note 
£$,A" l'ensemble fini 

{A C Kd tel que O < iA < d - l,*<A_d+1 C A C $iA+d-i} - [A"] 

(on rappelle qu'on note û = [A : Od)\ on note [ A"] l'ensemble des sommets de A"). 
On note 

G° 0,A = и (£?л D G%). 
A ERO,a" 

Il résulte de l'inclusion G°A fl GA, C G% et du fait que G°A (resp. G°A,) ne rencontre 
pas GA(A C Kd) lorsque A £ [A] (resp. A £ [A7]) que G^ n G^, C G£jAnA,. On a 
par ailleurs l'inclusion G°AnA, C GA H GA,. 

Le lemme suivant achève la preuve de (3). 

Lemme 4.3.2. — On a 
G$ An C GA// 

(et donc G%A„ = G%,). 
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Preuve : On rappelle que 

G%= U G°C (J G*< (2-31) 
iez/dz iez/dz 

(on attire toutefois l'attention du lecteur sur le conflit de notations suivant : G$. £ 
G? = G° n G*,. ). 
On a donc l'inclusion 

G%A„ C U (J G<s>{ 
*, € [A"] 

et donc G%A„ C GA». On a par conséquent 

G$>A,, C G A" - (J (G A" HGA). 

AE E0, A" 

Ceci achève la preuve du lemme en remarquant que £ A" C £$,A"- D 

Remarquons tout de suite que l'égalité G%A,, = G A» qu'on vient d'obtenir entraîne 
aussi (2) (en choisissant A' C A C $), et achève donc la preuve de (4.1). 

Finalement, on va prouver la proposition (4.3.1) en déterminant plus précisément 
GO _ /0*0 

L'ensemble £$,A est la réunion disjointe de £$ et de [$] - [A]. On a donc 

G%,A = Gj — (J (GA H G% ). AG[*]-[A] 

Lorsque A = øi G [$], le fermé (GA n G%. ) a pour équation vd-1 [i]= 0 
(cf. (2.7.1)), ce qui achève la preuve de (4.3.1). • 

Remarque : On a U G^C G% C U GA (la deuxième inclusion résulte de (2.3.1) 
A€[A] A€[A] 

et de (4.3.2)). L'adhérence de GA dans Go,o est donc |J GA* 
AG[A] 

En revanche, pour d > 3 et si le simplexe A n'est pas réduit à un point, l'inclusion 
(J GA C GA est stricte. 

A6[AJ 
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III. LE MORPHISME DE PÉRIODES 

0 Introduction 

Soit Ùd le « demi-plan supérieur de Drinfeld » [DI] sur O. Ce « demi-plan supérieur » 
est un O-schéma formel localement de type fini muni d'une action de PGLd(K) et 
lorsque L est une extension finie de if on a 

nd(0L) = Vd-1(L)-\jH(L) 
H 

(dans la réunion ci-dessus, H décrit l'ensemble des hyperplans de Pd_1 définis sur 
K). On renvoie pour plus de détails aux rappels du paragraphe 1. 
Soit Od l'anneau des entiers de l'extension maximale non ramifiée de degré d, Kd, de 
K. Drinfeld construit ([Dl], cf. aussi [B-C]) un isomorphisme GL -̂flQ-équivariant 

£ : G —> Ûd®oOd 

(le foncteur G est le foncteur (I. 4) ; l'action de GLd(K) sur Sïd§>oOd n'est pas 
l'action évidente (cf. [Dl])). 
On donne dans ce chapitre une autre construction de l'isomorphisme f, inspirée d'un 
travail de Anderson [A]. Plus précisément, on construit (cf. § 2 et § 3) un isomorphisme 
PGLd (if)-équivariant 

t' : Go — Od 

ce qui induit un isomorphisme 

£'®oOd : G = Go%o0d —* ftd®oOd* 

On verra que cet isomorphisme est en fait celui de Drinfeld (cf. remarque (3.4)). 

Considérons les O-schémas formels Go et Vtd comme des Joncteurs sur la catégorie des 
O-algèbres sans torsion séparées complètes pour la topologie 7r-adique. Le morphisme 
£' est obtenu en construisant pour toute telle algèbre B un morphisme (compatible 
au changement de base) 

f : Go(B) —> Qd(B). 
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Exposons le principe de cette construction dans le cas particulier où B est l'anneau 
des entiers, OL, d'une extension finie L de K. 

Soit (M.) G GO{OL) = ]^mGo{OL/(^n)) (dans la partie I on a défini Go comme un 
n 

foncteur sur la catégorie des 0-algèbres dans lesquelles l'image de 7r est nilpotente ; 
on considérera (M#) comme un pro-objet). En utilisant la variante (I. 4.4.2) de la 
définition de Go, (M#) définit une suite (M»); de sous 0®0£,-modules libres de 
KdêOL = ]}mKd®0L/(*n). 

n 
Fixons une base de Mo. L'application 0®0£,-linéaire Mo <-> Kd%oOi, définit alors 
une matrice R à coefficients dans K®OOL-
Notons w l'élément 7r®l de K®OOL. La O^-algèbre K®OOL s'identifie alors à 
celle des séries ^ b{WX à coefficients dans OL telles que lim^-oo bi = 0. On 

»GZ 
montre (cf. (2.1.1) et la remarque suivant (2.2.2)) que les coefficients de la matrice 
R ci-dessus sont des séries convergentes sur la couronne ouverte rigide-analytique 
{|7r| < |-cc7| < 1}, qui se prolongent en des fonctions méromorphes sur le disque 
épointé ouvert D* = {\w\ < 1} — {0}, avec des pôles (au plus) simples situés en les 
points W = 7T,7T9, ... 
Considérons le résidu en w = 7r de la matrice R comme la matrice d'une application 
01,-linéaire Mo/(w — n)M0 -» Ld. On montre (cf. (2.1.2)) que ce morphisme s'annule 
sur le sous-module ImF^i/(tz7~7r)M0 (de rang d— 1). Cette matrice est donc au plus 
de rang 1. On montre (cf. (2.4)) qu'elle est exactement de rang 1, et que la L-droite 
vectorielle £f(M) engendrée par ses colonnes (qui ne dépend pas du choix de la base 
de M0 effectué plus haut) appartient à Qd(0L) C F^iL). 

La construction qui précède est directement issue de celle utilisée par Anderson [A] 
pour reconstruire le réseau de périodes d'un module de Drinfeld à partir du Shtuka 
qui lui est associé [D4] [Mu2]. On en donne aussi une variante (cf. (2.1.4)) qui la relie 
au morphisme de périodes de Gross-Hopkins-Rapoport-Zink. Cette variante utilise la 
filtration de Hodge (I. 3) de 

HDRti = (Id0®FT)*Mi/(w - ir){Ido®FryMi 

et l'évaluation de (IdoêFr)*/î en w = n (celle-ci n'est autre que la Frobeniusée de 
l'évaluation de R en zu = itllq). 

Signalons finalement que pour tout entier n donné (n > 1) on peut calculer 
explicitement le morphisme 

£®0/(nqn-n) : Go®oO/(nqn-n) —> n®oO/(nqn-n). 

On se contente d'effectuer ce calcul pour n = 1, et on obtient ainsi explicitement la 
fibre spéciale du morphisme £' (cf. les remarques suivant (2.4.3)). 

Le chapitre III s'organise de la manière suivante. 
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Dans le paragraphe 1, on rappelle une construction de Qd due à Deligne (la définition 
de Drinfeld est en fait une variante de celle de Deligne, cf. ([B-C] ch. I) ou ([R] §3 
App. A)). 
Dans le paragraphe 2, on donne la construction du morphisme £' esquissée ci-dessus. 
Dans le paragraphe 3, on démontre que £' est un isomorphisme. Grâce à un lemme 
de Mumford ([Mul], Lemma (4.18)), il suffit de montrer que la fibre spéciale de f 
est un isomorphisme (on rappelle que le O-schéma formel Go est plat). Ceci se fait 
en utilisant la description explicite de cette fibre spéciale mentionnée plus haut. 

1 Rappels sur le schéma formel Çid 

Les notions qu'on va rappeler sont essentiellement dues à Deligne. La présentation 
qu'on en donne s'inspire d'un exposé de A.J. de Jong (Bielefeld, Dec. 92) et d'un 
cours de Th. Zink (U.C.L.A, Avr. 89). 
Soit un simplexe A de dimension S de l'immeuble de Bruhat-Tits de PGLd{K) ([T]). 
De même que dans (II. 4), on considérera le simplexe A comme la donnée d'une 
chaîne 

• • • C A0 C Ai C • • • C As C • • • 
de réseaux dans Kd vérifiant la condition de périodicité A^+^+i) = 7r_1Aj, VJ G Z, 
ou encore comme celle d'une chaîne 

• • • Ai. C Aij+1 C -

(avec [Aj : Od] = ij et A*,. = Aj). 
1.1. — Considérons le foncteur HA suivant, de la catégorie des O-algèbres vers 
celle des ensembles. Lorsque B est une O-algèbre, HA(B) est l'ensemble des classes 
d'isomorphie de diagrammes commutatifs 

7TAJ C A0 C C Aj 

СГЛ7Г a0 as 
Ld 7T Co S Lb 

où pour tout G Z/(ô -h 1)Z, Cj est un B-module inversible, aj : Aj Cj est une 
application O-linéaire et II : C j -» Cj+\ est une application S-linéaire, tels que pour 
tout j G Z/(J H- 1)Z le morphisme 5-linéaire 

aj ® Ida : Aj <8>o B —> Cj 

soit surjectif. 
Nous utiliserons dans le paragraphe 2 la remarque suivante. 

Remarque : Pour vérifier cette dernière condition, il suffit de le faire sur la fibre 
spéciale 

Aj —> Cj <8>B BQ 
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du morphisme otj (on rappelle qu'on note Bo = B/(TT)). 

Lorsque A' C A est un sous-simplexe, on dispose d'un morphisme d'oubli 

HA —• H&r. 

Lorsque g G GLd(K) envoie le simplexe A = (AJ)JÇZ sur le simplexe A' = (gAj)jez 
on définit un isomorphisme 

g : HA —• HA' 

en associant à une donnée (a¿ : Aj -> Cj,U)jez comme ci-dessus la donnée 

(gAj-^+Aj ^UcjyIl)jez-

On plonge le foncteur HA comme sous-foncteur fermé dans P(A¿) en associant 
0<j<6 

à un diagramme comme ci-dessus la suite des quotients 

(A,-®B->£,•)(><*<*. 

Le foncteur HA est donc représentable par un sous-schéma fermé de JJ P(Aj). 
0<j<6 

Mentionnons sans démonstration le fait suivant, qui est un analogue de la proposition 
(IL 1.6) et se prouve de la même manière. 

Fait : Le schéma HA est celui obtenu à partir de P(A¿) (j G Z) en l'éclatant 
successivement le long du sous-schéma fermé P(A¿/A¿_i) de sa fibre spéciale, puis 
le long du transformé strict de P(Aj/Aj_2)> • • • > puis le long du transformé strict de 
P(Aj/Aj_¿). Le O-schéma HA est donc un schéma régulier, dont la fibre spéciale est 
un diviseur à croisements normaux. 

1.2. — On va maintenant définir un sous-schéma formel ouvert iî^ du complété 
7r-adique HA de HA* 

Définition 1.2.1. — 

1. Le sous-schéma ouvert iî^ de la fibre spéciale HA,O de HA est le complémentaire 
des fermés 

{otj(m) = 0} (j G Z/(i + 1)Z, m G AJ/TTAJ - AJ^/TTAJ) 

2. Le sous-schéma formel ouvert Q°A de HA est la restriction de HA à í í¿ C ÎTA.O-

Lorsque A' C A est un sous-simplexe, on construit une immersion ouverte 

Í7A' ̂  Q°A 
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rendant le diagramme 
OA HA 

AO' HA 
commutatif. 
Pour décrire l'immersion ouverte ci-dessus, il suffit de le faire dans le cas où A' 
s'obtient à partir du simplexe A en oubliant le s-ième sommet A;a (0 < s < S). 
Lorsque B est une 0-algèbre dans laquelle l'image de 7r est nilpotente, l'immersion 
ouverte ci-dessus associe à un diagramme 

TTA¿X C A¿„ C ••• c A ; , c Ai,., c ••• c Aix 

asir 1 oto as - 1 oa + 1 as 

Cs Co C.-i 5̂+1 Cs 

appartenant à SlA, (B) le diagramme 

irAis C Aio C ... c A¿-_1 c A¿a c A<-+1 c ... c A<, 

a¿7r 1 «o as - 1 as + 1 as + 1 as 

CS 4, Ls - 1 Ls + 1 Li + 1 Cs 

En ordonnant l'ensemble des simplexes de l'immeuble de Bruhat-Tits par 
l'inclusion, les immersions ci-dessus ferment un système inductif. 

Définition 122. — Le schéma formel Qd est la limite inductive lhç fî^. 
AE\BT\ 

Remarque : Qd peut-être défini comme le complété 7r-adique du O-schéma Qd suivant. 

Eclatons le schéma Pjf,-1 = fî(0) le long des points rationnels de sa fibre spéciale, 
puis le long des transformés stricts des droites rationnelles, ... , puis le long des 
transformés stricts des hyperplans rationnels de cette fibre spéciale. On obtient ainsi 
un O-schéma O1 (cf. figure (1.2.3)). 

Les diviseurs exceptionnels £i,m de la suite d'éclatements O(1) -> fi(0) sont des Pp""1 
éclatés. Soit U\ l'ouvert complémentaire dans la fibre spéciale de fyi) du transformé 
strict de celle de fl(0). L'ouvert U\ est réunion disjointe des ouverts Ui>m = U\ n£i>m, 
qui sont isomorphes en tant que ¥q-schémas à des ouverts d'espaces projectifs Pp"1. 
On répète alors le long des ouverts Uitm de la fibre spéciale de îî(i) la suite 
d'éclatements le long des points rationnels, puis des transformés stricts des droites 
rationnelles, ... décrite plus haut. On obtient ainsi un O-schéma fî(2). En répétant 
le processus, on définit une suite 

(n+l) a (0) 
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de O-schémas, chacun obtenu à partir du précédent par une suite d'éclatements. 
Si l'on prive fî(n) des centres des prochains éclatement îî(n+i) —> fyn)» on définit 
une suite d'immersions ouvertes 

"(i) "(2) "<») fi(n+l) 

Le O-schéma Qd est la limite inductive de cette suite. 

Fig. 1.2.3. (d = 2 et q = 2) 

O0(2) fÌ(2) 

n(l) ft (1) 

П(о) ft( (0) 

(les points marqués sont les centres des prochains éclatements ; les points cerclés sont 
ceux à enlever). 
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Si g e GLd(A'), le complété 
g : HA —• H9A 

de l'isomorphisme (1.1) envoie fiA sur fi°A. Ceci définit en fait une action de GLd(K) 
sur le système inductif (ŒA)A, et donc sur la limite inductive Ùd. 

Fait : L'action du centre de GLd(K) est triviale. 

1.3. — On va donner une description plus explicite de fîA et de la restriction à fiA 
de l'objet universel de H&. 
On commence par le cas où le simplexe A est maximal. On peut alors supposer que 
A est le simplexe $v défini par $V = tp-iOdJ (Vi G Z) (où P est la matrice (I. 4.2)). 
On rappelle qu'on note (ci,... ,e<f) la base canonique de Od. 
On peut identifier le schéma formel fî$v au spectre formel du complété 7r-adique de 

0[a (i € Z/dZ), <*-!]/( c* - TT) 
iez/dz 

(on note a = ï[a\ti, où i parcourt Z/dZ et A parcourt F*""1 - {0}, avec 

a*,» = 1 + AiCi_i + A2Ci-iCi_2 H- h Ad_iCi_i • • • ci+i_d) 

de telle sorte que la restriction à fi$v de l'objet universel sur iî$v soit la suivante. 
Le module Ci est le module libre de base 1 ; l'application ai associe 1 à lP~xed et 

Ct-lCi-2 • • 'Cj+i-d 

à *P *ej (1 < j < d - 1) ; l'application n : Ci -» £i+i est la multiplication par Ci. 
Le fait suivant sera utilisé dans le paragraphe 2. 

Fait : Soient H%v le sous-schéma ouvert de la fibre spéciale de H$v complémentaire 
des fermés {ai(fP~led) = 0} et H%v le sous-schéma formel ouvert de H$v obtenu 
par restriction à H%v. Le sous-schéma formel H%s, de H$v contient fî$v comme sous-
schéma formel ouvert. On peut encore identifier H$v au spectre formel du complété 
7r-adique de 

0[«(i€Z/dZ)]/( I J ft-*) 
tGZ/dZ 

de telle sorte que la restriction à H$v de l'objet universel sur i/$v admette la 
description ci-dessus. 
Considérons l'action du sous-groupe d'Iwahori *SX (I. 4.2) sur H$v. Le sous-schéma 
formel $1% de H$v n'est autre que C] gH%s, (l'action sur la fibre spéciale de H$v 

0E' Bx 
du sous-groupe ouvert 1 + 7r*S de Bx est triviale, de sorte que l'intersection ci-dessus 
est finie). 
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Remarque : L'ouvert i?£v joue en fait un rôle analogue à celui de J^(GrasSt)^y. dans 

(IL 2.5). 

Considérons maintenant le cas où le simplexe A n'est plus forcément maximal. 
On peut supposer que A est le sous-simplexe 

»*X c *£<:•••(:*, , 

(0 < io < ii < • • • < is < d — 1) de $v. La fibre spéciale de QA est alors l'ouvert de 
fî v complémentaire des fermés 

{U:d-> £¿+1 = 0} (i G Z/dZ - {i0,... , iS}). 

La restriction à fi^ de l'objet universel sur HA s'obtient par restriction à fì^ C fi^v 
de l'objet universel décrit ci-dessus et par oubli de $V -> Ci (i G Z/dZ—{i0,... , is})-

2 Le morphisme £' : GQ -» £r 

2.1. — On a construit deux systèmes inductifs munis d'actions de PGLd(K), 
(^A)A€|BT| (H. 4) et (fî^)A€|BT|(l)> tous deux indicés par ensemble \BT\ des 
simplexes de l'immeuble de Bruhat-Tits. 
On construira dans ce paragraphe un morphisme PGLd(if)-équivariant de systèmes 
inductifs 

Ì' : (^A)A€|BT| • (0A)A6|BT| 
qui induira à la limite un morphisme PGLd(Ar)-équivariant 

£' : Go —• Od. 

L'action de PGLd(K) sur l'ensemble d'indices du premier système n'est pas l'action 
usuelle sur |BT|, et en diffère par l'involution g *-> tg~1 de PGLd(K). L'action de 
PGLd(K) sur l'ensemble d'indices du second est l'action usuelle. L'endomorphisme 
d'ensemble ordonné de |BT| associé au morphisme £' ne sera donc pas l'identité. 
Ce sera en fait l'involution qui à un simplexe A = (AJ)JÇZ associe le simplexe dual 
Av = (A^)j€z, où on note 

Av = {x* G Kd | (x\x) G O.Wx G A} 

pour A C Kd (on identifie le K-espace vectoriel Kd à son dual de la manière évidente). 
Pour définir le morphisme E' on va considérer Go et ild - ou plus précisément les 
G^v et il A - comme des foncteurs sur la catégorie STSC© des O-algèbres sans torsion 
séparées complètes pour la topologie 7r-adique, et construire un système inductif 

(£ A : ^AV • ^A)A€|BT| 

de morphismes fonctoriels. 
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On va maintenant énoncer une proposition sur laquelle repose la construction. En 
admettant momentanément cette proposition, on donnera ensuite la construction des 
morphismes £ A. 
Soit B G STSCo- On note K®B le produit tensoriel complété vis-à-vis de la topologie 
7r-adique sur les deux facteurs (dans le chapitre I, on considérait des produits tensoriels 
de cette sorte pour une 0-algèbre B dans laquelle l'image de 7r était nilpotente ; on 
a en fait 

KêB = l£m#0B/(7rn)). 
n 

On considérera K®B comme la 0®i?-algèbre des séries formelles 

b = ^2 ® bi 
*€Z 

telles que lim1_>_00 bi = 0. 
Lorsque b est une telle série, on s'intéressera plus particulièrement à la série 

b(ir) = 5>' fc 
tez 

dont le terme général est calculé dans B[7r-1]. Cette série est en général divergente 
pour la topologie 7r-adique (voir cependant (2.1.1)). 
En utilisant la variante (I. 4.4.2) de la définition de Go, un pro-objet 
(M#) G Go(B) peut être vu comme une suite (M»)» de sous-0§B-modules de 
(K®B)D dont la réduction modulo (1 0 7rn) vérifie (I. 4.4.2) pour tout entier n. 
Le point-clé de la construction des morphismes £ 'A est alors 
Proposition 2.1.1. — // existe un 0®B sous-module QB de K®B (ne dépendant que 
de B) qui vérifie les conditions suivantes: 

(A) -
(a) Lorsque b = ^>^7rl§)bi appartient à QB, la série 

t€Z 

b<«> = (IdtfêFr)b = JV®6? 
iez 

appartient aussi à QB ; 
(b) lorsque b appartient à QB, la série (77rb)(7r) (où on note, comme dans 

(1.3), 7* = 7T <g> 1 — 1 ® 7r) a son terme général dans TTB et converge pour 
la topologie n-adique ; 

(c) en particulier, lorsque b appartient à 0# , la série b(^(7r) converge aussi (c'est 
le produit des séries convergentes 7* ^(7r) et (7irb)^(7r)) ; la série (77rb(9))(7r) 
est alors de somme nulle. 

(B) Pour tout simplexe A = (A^)^ (cf. (IL 4.2)) et tout (M.) G G°A(B), le sous-
0§>B-module Mi de KD§>B vérifie l'inclusion 

Mi C A"^! ®0 QB 

pour tout i G Z (la notation A" est celle de (II. 4.2)). 
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Avant de donner la construction des morphismes (;A,on va encore faire une remarque 
Remarque : La preuve de la proposition (2.1.1) sera constructive. On introduira 
d'abord (2.2.1) le sous-module 0B de K%B. On vérifiera ensuite respectivement 
dans la suite de (2.2) et dans (2.3) les propriétés (A) et (B). 
2.1.2. — Construction des morphismes £'A. 
Fixons un simplexe 

A = (Aj)jeZ = A(Aij)me\BT\ 
de dimension ô. 
Le morphisme 0-linéaire 

®B —• *B 

b^(7.b)(7T) (2.1.1A(b)) 

induit pour tout j G Z un morphisme 
Aj+j+i <g>o ©B —• Aj+$+i <8>o {nB) = Aj <g>o B. 

On note Av = (AYv)i6Z (cf. (IL 4.2)) (de sorte que AYV = (Ai(_i})v = A^). 

Soit (M#) G GAv(B). En composant l'inclusion 

(2.1.1B) Miï+1 C (Av)"y+d 0O eB = Alj-s-i ®o ©B 

avec le morphisme 
As^j_s_l ®o ©B —• A^- ®o B 

on obtient pour tout j G Z un morphisme 

Aj : Miv+i —> A^Lj ®o B. 

Il résulte de la commutativité du diagramme 

(Id0§Fr)*Miy -^L> Miy+1 

i ' i 

(Av)~y+d-i ®o (Ido§Pr)*0fl (211 A (A))) A ^ S o O b 

et du fait que lorsque b G ©B, (7irb(9))(7r) = 0 (cf. (2.1.1 A (c)) que le morphisme 
composé 

(Ido ® FÏ)*MÎV —Miy+1 -A A^ ®o B 

est nul. Le morphisme Aj induit donc un morphisme (encore noté de la même manière) 

Aj : it̂ y = Coker F»y —> A^- <g>o B. 
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Pour tout j € Z, on note Cj le B-duaJ de w,-v > II le B dual du morphisme 

Ui) _> Wiy 
induit par l'inclusion 

Mi V 
i 

7Г,у Mi Y+l 
ni J+l)-1. M, 

'(¿+1) 
et 

aj : Aj ® B —> Cj 

le JB-dual du morphisme -A(-j). 
Le diagramme 

E'A (M0) : 

A0 c Ai c c As c As+i ir-1 Ao 

oto a1 ots <*6+l ao'Jr 

Co —^-**Ci IT n Cs —^ Cs+i Co 

est alors commutatif. 
La proposition suivante achève la construction. Elle sera démontrée en (2.4). 
Proposition 2.1.3. — 
1. Pour tout (M.) € G^v(J5), le diagramme £^(M#) appartient à SlA(B) ; 
2. la famille de morphismes 

UA-GIV—>n°AUe\BT\ (cf.(l)) 

est un morphisme de systèmes inductifs; ce morphisme est de plus PGLd(K)-
équivariant 

La construction qu'on vient d'exposer est inspirée d'un travail d'Anderson [AJ. On va 
en donner une variante qui la rattache au morphisme de périodes de Gross-Hopkins 
(cf. [G-H] et [R-Z]) en la reliant à la cohomologie de de Rham. 
2.1.4. — Variante de la définition des morphismes Aj. 
Soient (M.) € Go (B) et i G Z. 
On rappelle qu'on note 

et que le morphisme 
Vi : Mi+1 —*• (Id0®Pr)*Mi 

induit un morphisme 

HDR(M.)i = (Uoê O FiyMiMdoêFry Mi 

a;i = CokerFi—> HDR(M.)i (cf. (I. 3)) 

Le morphisme (2.1.1 (c)) 
Mi<-> Kd <8>0 QB 
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induit d'autre part un morphisme 

HDR(M.)i —¥ Kd ®o (IdoêFr)*0B/7^(IdoêPr)*0B. 

Considérons maintenant le morphisme B-linéaire 

(IdoêPr)*0B/77r(IdO§Pr)*0B —> B 

défini par le morphisme Pr-semilinéaire (2.1.1 (b)) 

0ß —У В 

b 6<«>(ir). 

En composant celui-ci (ou plutôt son tensorisé par Kd) avec le morphisme précédent 
on obtient finalement des morphismes 

TU: HDR(M.)i Kd <g>o B 

et A\ : oji HDR(M.)i •Hi Kd ®0 B. 

On revient maintenant aux notations utilisées lors de la construction des morphismes 
£ A : on fixe donc un simplexe A et on suppose que (M#) G GAv (B). Pour tout jGZ , 
il résulte de la commutativité du diagramme 

M ij + 1 
Vi V 3 (IdoêFr^Miv 

m A V 
-j-6-1 

0 0B 

l,m A^j-s-i ® 77T0B * (A^v+d-i ®o (Ido§FV)*0B 

que le diagramme 

Wi V #Dn(M.)«y 

Aij Ai-j 

Av-j O B if"* 0 O 5 

est lui aussi commutatif. Ceci fournit donc une autre construction du morphisme 
A# ® B{K~1]. 
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Remarque : Soient (M.), (N.) G MoàS(d)(B) (I. 4.4.4) et 

<Po : (M.) <g>£ Bo —• (AT.) ®B #o 

un morphisme (on rappelle qu'on note BQ = J3/(7r)). En utilisant le lemme (I. 3.1.3), 
on voit que le morphisme (fo possède un relèvement virtuel canonique 

V" : (M.) —• (N.) ®(oêB) (K®B). 

La preuve (2.3) de la proposition (2.1.1 (c)) montre aussi que ' V se factorise à travers 
un morphisme 

(M.) —> (N.) <S>(0§£) QB 

qui induit alors un morphisme 

uH»((po) : HDRt.(M.) —> HDR,.(N.) 

de modules gradués. 
L'idéal (7r) de S est muni de puissances 7r-divisées (x »-> "rr9/71"") [G-H] canoniques, 
et on peut considérer que ce fait traduit la nature cristalline de iJbR-
On peut en fait vérifier que le morphisme uH"(<po) ci-dessus coïncide avec le 
morphisme HCTlB((po) défini par Gross et Hopkins [G-H] en daptant la "théorie de 
Dieudonné explicite" (à base de quasi-logarithmes, cf. [K2]) dans le cadre des O-
modules formels. 

2.2. — On rappelle qu'on note 7* l'élément 7r<S>l-l®7rde 0®B (cf. (I. 3)). On 
notera aussi 7^ * l'élément (Ido®Frn)77r = 7r <g> 1 - 1 ® irqn et 

7-(^)=:^7r-+1®7r^n 
t>0 

l'inverse de *yiq * dans K®B. On notera pour simplifier (n > 2) 

1 я- — Ir q 1-я 
Г ^ > = 7 . - 1 - - 7 ^ q n - 1 M i t * ) " 1 

et on posera ri1^ = 7^, ri°^ = 1. 
Définition 2.2.1. — 

1. Le sous 0<8>B-module 0£,n de K%B est (pour n > 1) le sous-module engendré 
par 

1,7^(1®»),... . r ^ l ® ^ " " 1 ) . 

2. Le sous 0®B-module Qstn de K%B est l'adhérence pour la topologie (1 ® 7r)-
adique du sous-module 0£>oo = |J QB,TI-

n>l 

81 



A. GENESTIER 

On voit immédiatement sur cette définition que 0# vérifie la propriété (2.1.1.A (a)). 
On va maintenant prouver (2.1.1.A (a)). Il sera commode de noter zu = 7r <g> 1 et de 
considérer b = ^2^iXU% & G B,Vz € Z) comme une série en w. Lorsque z est un 

*€Z 
élément de B[7r""1]x, on notera b(z) la série (a priori divergente) 

bizi 
i EZ 

On note Bt.n. l'ensemble des éléments topologiquement nilpotents (i.e. dont une 
puissance appartient à nB) de B. 
On considère pour tout entier n l'ensemble 

Cn(B) = {ze Bt.n. | (3zf G Bt.n.);zz' = 7r*n} 

et pour n > 1 son sous-ensemble 

C'n{B) = {z G irnB | (3z" G B); zz" = 7r*n-1}; 

La propriété (2.1.l.A (b)) résulte de la proposition suivante: 

Proposition 2.2.2. — Pour tout entier n > 0, pour tout z G Cn(B) et pour tout 
b G rin^0£, la série b(z) est convergente; son terme général appartient à B, et 
même à irnB lorsque n > 1 et z G C'n{B). 

Avant de démontrer la proposition (2.2.2), qui est l'énoncé central de ce paragraphe, 
on va faire une remarque afin d'en éclairer le sens. 

Remarque : Notons 

D = {\w\ < 1} 

le disque unité ouvert rigide-analytique sur if, 

Cn la couronne ouverte {|7rgn| < \xu\ < 1} 

et 

D* = D - { 0 } = Ucn, 
n>0 

le disque épointé. 
Considérons la fibre générique au sens de Berthelot (SpfjB)̂  ([Be] (0.2.6)) du 0-
schéma formel SpfB, et notons encore 

ID£[7r-i]'CTi,£[*-i] etDB[7r-i] 

les (Spffî)/c-espaces rigides obtenus respectivement à partir de D, CN et D* par le 
changement de base (Spf B)K —• Spmif. 
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Il résulte alors de (2.2.2) que la série T^b définit sur Cn^^-i] une fonction 
holomorphe (dont les valeurs sont majorées en norme par 1, et même par |7rn| sur la 
couronne fermée {|TT9 | < M < |?rn|}. 
L'élément b de 0£ définit donc sur ID^-i j = U Cn,ß[7r-i] une fonction méromorphe, 

n>0 
dont les pôles sont au plus simples et situés le long des hypersurfaces d'équations 
w = 7r*n (n > 0). La série (7^b)(7r) utilisée dans (2.1) calcule simplement le résidu 
de la forme différentielle b{w)dw le long de l'hypersurface d'équation w = 7r, et on 
peut de même interpréter b^q\ir) comme la puissance g-ième de b(7r1//g). 
L'espace des telles fonctions méromorphes et le résidu ci-dessus ont déjà considérés 
(dans le cas où Bfyr-1] est le complété 7r-adique d'une clôture algébrique de K) par 
G. Anderson [A] dans le cadre d'une construction déjà mentionnée dans l'introduction 
de ce chapitre. 
Preuve de la proposition (2.2.2) : 
On fixe un entier n > 0. 
Rappelons qu'on note b = b{W% (6» G B, Vz G Z) les éléments de K®B. 

i e Z 
Soit n(Cn(B)) l'ensemble des b G K®B vérifiant 
1. 60 G irnB 
2. b~i G TT*9" B, pour tout entier i > 1. 

Il résulte des inégalités n < qn < 2qn < • • • que U{Cn{B)) est un (9êB-module. De 
plus on vérifie facilement que H(Cn(B)) est fermé pour la topologie (1 ® 7r)-adique 
sur K®B. La proposition (2.2.2) résulte alors du lemme suivant : 
Lemme 2.2.3. — 
1. On a rin>0B C H{Cn(B)). 
2. Pour tout z G Cn(B) et pour tout b G W(Cn(B)), la série b(ic) est convergente. 

Son terme général appartient à B, et même à irnB lorsque n > 1 et z G C'n(B). 
Preuve : D'après ce qui précède, il suffit pour démontrer le premier point de vérifier 
que les éléments de la famille génératrice 

1 7T (n) Ï̂ TTT Y(N-1) ITT î'»'»71 J'"»7» In-(qn) In(qn-1) 

du 0®B-module rin'0£>oo appartiennent à W,(Cn{B)). Les (n 4-1) premiers d'entre 
eux 

A ir » " lit ine 1 • • • 1 « 
appartiennent à C?®B et ont leur terme constant dans ?rnB, comme on le voit en 
utilisant l'inégalité £ < q1"1 (£ > 1). Pour les éléments restants, on remarque que 
lorsque m > n la série 

7r9"7-(9m)=7r?"y-7r(i-i)9ma7-< 
i > 1 

peut être considérée comme un élément de (TT9 w'1)B[[nq w-1 C K®B. Il en est 
alors de même du produit 

bn^-»)«-7-(«-).. .7-('w-1)qn-1 (ЛГ > n + 1) 
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qui appartient donc à 7i(Cn(B)). On a pour N > n+l l'inégalité (N-n)qn < qN~x et 
nq n-1- 7w q(n) Yxq(n-1 appartient donc aussi à 7/(Cn(B)), ce qui achève la preuve 
du premier point. 
La preuve du deuxième point est facile et laissée au lecteur. • 

2.3. — Preuve de la proposition 2.1.1 B 
Fixons un simplexe A de l'ensemble de Bruhat-Tits de PGLd(K) et considérons un 
pro-objet (M.) G G°A(B). 
On rappelle qu'on note BQ = B/(7r). Il résulte de la définition (II. 4.2.2) de G° que 
la réduction R{to modulo (l®7r) du morphisme 

Ri:Mi<-+Ki®B 

se factorise par A'+^fêBo. 
Choisissons un relèvement modulo (l®7r) 

RÏ-.Mi—•A7Hd_1®Bo 

du morphisme de 0®J3o-modules -Rt,o-

Il résulte de (I. 4.4.1) que la suite (i??)n définie par 

R?+l = 7-*ld^®Rr o (Ido®FV)*(K o UMJVMti-i (n > 0) 

(où la notation V est celle de (I. 3)) 
est telle que Ri = R? ((1 <8> itqn)K®B). Le morphisme R? appartient à 

r-<n>Hom0§B(Mi, A^d_xêB) C Rom0$B(Mi,Kd®B). 

Il résulte alors de la congruence R™+1 = R? (l®7r9m)(Vra > 0) que 

R? G GB,n UomoêB(Mu A-^êB) (Vn > 0) 

(remarquer que 

r-(m+i>0gj9 n (i&ç*m)KQB = r-<m+1>(l®7T9m)(9®B). 

La limite Ri de la suite (Ri)n appartient donc à 0£HomogB(Mi,Aj^d-1®B), ce 
qui achève la preuve. • 
2.4. — Preuve de la proposition 2.1.3 
Le lemme suivant va permettre quelques réductions. Sa preuve (facile) sera laissée au 
lecteur. 

Lemme 2.4.1. — 
1. Si A1 C A est une inclusion de Simplexes et si (M.) G G^A,y(B), le diagramme 

£^,(M#) (2.1.2) s'obtient par restriction à partir du diagramme ÇA(M9). 
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2. Soient g G GLd(K), (M. G G°Av(B) et Çg^M.) G Ĝ A)V l'image de (M.) par 
le morphisme (II. 4.1) 

g:G°Av->G° 

(M.) ^ Cg-'M.). 

Le diagramme ^.A(t^"1 • M#) n'est autre que 

(gA. —» A. —• C.) 

(où (A. -> C.) est le diagramme £A(M#) (2.1.2)). • 
Il résulte déjà de ce lemme que pour prouver la proposition (2.1.3), il suffit en fait de 
prouver (2.1.3 (1)). En effet, pour une inclusion de simplexes (A' C A), en utilisant 
(2.4.1 (1)) et la commutativité du diagramme 

(1.2) 
n i HA 

restriction 

ni, HA' 

on voit que les morphismes fA et £A, obtenus par (2.1.3 (1)) seront compatibles 
aux inclusions G°A,)V GAV et QA, <-» GAV ; la PGLd(lf )-équivariance s'obtient 
immédiatement à partir de (2.4.1 (2)). 
Grâce à (2.4.1 (2)) et au fait que PGLd(K) agit transitivement sur les simplexes 
maximaux de son immeuble, on peut se contenter de prouver le cas particulier de 
(2.1.3 (1)) où le simplexe A est supposé inclus dans le simplexe maximal $v (cf. 1). 
Finalement, en utilisant la remarque (1.1) et le fait que ilA est ouvert dans if A 
(cf. (1.2)), on voit qu'il suffit de vérifier que lorsque (M#) G G^v(-B), la fibre spéciale 

&,o(M.) = (A. —• C. ®BB0) 

du diagramme £A(M#) appartient à ftA(B0) (on rappelle qu'on note B0 = B/(n)). 
Ces réductions faites, on va maintenant calculer explicitement la fibre spéciale 
£A0(M#) du diagramme £A(M#). Le résultat obtenu permettra ensuite d'achever 
(cf. (2.4.4)) la preuve de la proposition (2.1.3). 
Compte tenu du lemme (2.4.1 (1)), on peut se contenter de faire le calcul de fA 0 
dans le cas où A = $v. Le résultat obtenu est énoncé dans la proposition suivante. 
On rappelle (cf. 1) que pour tout i G Z, $^ est le O-module libre de base 
(*P-*eif...f'P-*ed). 
Le O-schéma formel G% est muni des coordonnées (v^[i\) (1 < j < d — 1, 
i G Z/dZ) (II. 3.1). On pose, pour simplifier les notations 
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w[i[ = vd-l[i) -v^Wid. cf. (II. 3.2)), 

i»iW = ( i -^W«-1)-1( i< i<rf - i ) , 
vd[i] = 1 

pour tout i € Z/dZ. 
On note G$ (cf. II) la fibre spéciale de G%. 

Proposition 2.4.2. — Le diagramme £$v>0(M#) est le diagramme 

c Ovj C Ovi+j C 

a» ni + 1 
ni-1 OG0 7Tj Oc» ni + 1 

suivant. 
1. L'application O-linéaire a» a pour matrice 

(a?i[-i + l ] , . . . ,Xd[-i + l]) 

(où l'on pose 

z/bl = ^b'W-ib - !]^-2b* - 2] • • • t*ib' - ¿ + 1] 

pour tous les t,j); 
2. le morphisme II* est la multiplication parw[—i]. 

Preuve : Le schéma formel G% est affine (cf. (II. 3.1)). Dans ce qui suit, il sera 
commode de poser G% = Spf(BUniv). 
De plus, pour tout i € Z, on notera (ej[i])o<j<d-i la base (II. 3.2) du 0§>Buniv-
module M». 
On rappelle que le diagramme 

&v (M.) <8>o ßuniv : (Ф. ®o jBuniv Û!®BUniv с.) (2.1) 

est obtenu par dualisation à partir du diagramme (2.1) 

••• C $t®0#univ C $*+l®C?2?univ C 

Ai Ai+i 

Wi Wi + 1 

(<ez) 

Les flèches horizontales qui figurent dans le diagramme précédent sont induites par 
les inclusions II»+i : M¿+i «-> M»+2-
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On va d'abord démontrer le deuxième point. Pour tout i G Z et tout 
0 < j < d - 1, on note efii +1] l'image dans Coker(Fi : (Ido®Fr)*Mi -4 Mi+1) 
de eAi + 11. Lorsque j < d - 2, le vecteur 

-w[i - j\ej[i + 1] -h ej+ili + 1J 

appartient à l'image de F*, et par conséquent 

e'j+1[i + l]=w[i-j]e'j[i + l]. 

Le Buniv-niodule inversible u;» = CokerF» est donc engendré par le vecteur e'0[i + 1], 
que nous utiliserons désormais pour identifier a;, à BUniv 
Le morphisme u^-i u;* associe e[[i -f 1] = w[i]eo[i +1] à e'0[i]. Il s'identifie donc à 
la multiplication par w[i]. 
On identifie aussi le BuniV-module d = a;̂ i à Bun{v de la manière évidente. Le 
morphisme 

d -* £»+1 

dual de 
(j-i-i -4 (J-i 

est alors la multiplication par w[—i]. Ceci achève la preuve du deuxième point. 
Pour démontrer le premier point, on va calculer le morphisme 

(2.1) Buniv = Ui A *i <S> Buniv 

modulo ?T. 
lère ÉTAPE : approximation des morphisme Ai. On va de nouveau utiliser la méthode 
d'approximation (2.3) qui a servi à établir la proposition (2.1.1.B) - ou plutôt sa 
variante où l'on pose 

R,n-H = 7»1 o F.,i o (Id0®Fr)*iï? o Vi. 

Le lecteur désireux d'éviter cette variante peut aussi supposer qu'on a relevé la famille 
Ri,o en une famille R!- comptatible aux inclusions M» -4 Mi+i et Oi + d C OI + 1 (il 
n'y a pas d'obstruction à cela). 
Soient n > 0 et i G Z. De même qu'en (2.1.2), il résulte de la commutativité du 
diagramme 

(Ido®Fr)*Mt- Fi Mi + 1 

(Ido§Fr)*iî? Ki+i 

$i+d-l ®0 (Ido®Pr)*eBuniv >• Фг+d ®o &Випы 

que le morphisme 
A?*1 : Afi+i —• ®o Buniv 
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induit par K?+i et par le morphisme « résidu en TT » (2.1.1.A (b)) 

©Bu„iv • ̂ univ 

vérifie i4̂ +1 o Fi = 0. Celui-ci définit donc un morphisme 

A?*1 : CokerF» —• <g>o Buniv. 

On va maintenant voir que les morphismes AJ> (n > 1) permettent de calculer des 
approximations des morphismes Ai (2.1). 
Soit B une 0-algèbre sans torsion séparée complète pour la topologie 7r-adique. 
Lorsque b 6 7*®B n (l§>7rqn )K®B} la somme b(?r) appartient à irqn~nB (cette 
propriété est en fait déjà vérifiée en remplaçant YxOB par le 0®J9-module 
%{C\{B)) D 7ir©£ introduit dans la preuve de (2.2.2)). De ceci et de la congruence 

R?+1 = Ri+i((l®7rqn)K®BunW) 

on déduit la congruence A? = Ai (TT9""'1"1) 

2ème ÉTAPE Pour calculer les approximations ci-dessus, on utilisera le relèvement R% 
de Rito qui a pour matrice 

d-i 
P**-1 £ P-1'&^-'HVoKjKd-iP^ 

¿=0 
(on rappelle qu'on note vd[j] = 1) 
en prenant (£j[i])o<j<d-i comme base de Mi (cf. le début de la preuve) et 
(P"l~d"l"1ej)i<j<d comme base de $i+d-i- A partir de maintenant, les morphismes 
R^ et A? seront ceux calculés en utilisant ce relèvement R%. 
Pour ce choix particulier du relèvement Ri le lemme suivant améliore la congruence 
A} = Ai(7cq~~2) déjà obtenue. 
Lemme 2.4.3. — Le morphisme A] satisfait la congruence A] = Ai(icq~l). En 
particuliery on a A\ = Ai(ir) (même lorsque q = 2). 
Admettons provisoirement ce lemme et terminons la preuve. 
gème ÉTAPE On va maintenant calculer les morphismes A]. 
Avec une notation évidente, le morphisme A] n'est autre que vr~1(77ri2j+1)(7r). 
On va donc calculer la matrice du morphisme 

R]+i = 7*1 o F#,< o (IdoêFr)*i*t° o Vi 

(cf. lère étape) dans les bases respectives (£j[i])o<j<d-i et (-P~*"d+1ej+i)o<i<d-i de 
Mi et $t+<*-i. 
Pour pouvoir écrire les morphismes F*,», (Ido®Fr)*#?, Vi • • comme des matrices, on 
identifiera les 0®J9univ-modules libres (Ido®Fr)*(Od®BunW) et 0dêBuniv à l'aide 
de l'isomorphisme IdodêFr. Lorsque 

C = (c?) (0 < i < d - 1,0 < j < d - l,cj G K®Buniv) 
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est la matrice d'un tel morphisme, celle de (Id®Fr)*C sera alors 

C<«> = ((c?')M) . 

On laisse au lecteur le soin de vérifier que le morphisme 

Vi : Mi + 1 —• (Ido®fr)*Mi 

n'est autre que 
d-1 

P1 ^ ( P - 1 • diag(«;[-i])o<i<<i-1)/P-<+<i-1. 
/=0 

On a alors 

Дк, = y^Fm* о (Id0®Fr)*ß? о Vi 

en posant 

= 7-1p(i??)(«)yi 
= In pt+d SlP - i + d - 1 

s1 = 
d-1 

1=0 
p-'.diag(^-'[-i])i' 

d-1 

i'=0 
:(P-l-diag(tt»[-i'])i04' 

U et f parcourent {0,... , d - 1}) 
4ème ÉTAPE Calculons la matrice S1. 
On a 

5X = 
d-1 

/=0 
p-«diag(i;^[-i])J. 

d-1 

/'=0 
P~l diag( 

l - 1 

m=0 
w\j' + m])j' 

= 
0< ,̂̂ <d-l 

F-^+€>diag(t;d"€H + ]̂g 
t-1 

m=0 
w\j' + m])j' 

On pose 

A (l +,l') = dia«(t;^[-j+^]g w[-j + m])j 
m=0 

lorsque 0 <€,€'< d - 1 et 
A(/,O = 0 

lorsque (l, l') £ {0,... ,d - l}2. 
On a alors 
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S1 = 
d-l 

L=0 
p-L 

t+l'=L 
A (l, l') + 

d-2 

L'=0 
p-L'-d 

l+i'=L'+d 
A (l, l') 

= 
d-l 

L=0 
p-L 

l+t'=L 
A(*,O + 0r-1®l) 

l+l'=L+d 
A(^ ' ) ) -

(on rappelle qu'on note ut\j) = (1 - v£\j]q *) 1). 
En utilisant les équations (II. 3.1) de G% et les relations 

vd~n[j] = 
d-L-l 

m=d—n 
w\j 4- m 4- n - d]umb H- m 4- n - d]vd Lb 4- n - L] 

qui en découlent (pour 0 < L <n <d — 1), on vérifie par récurrence sur n que 

n 

/=0 
vd~l\j + (L — t)]q 

(L-l)-l 

m=0 
wb 4-m] = vd~n\j + L-n] 

L-n-l 

m=0 
wb + m\ 

pour 0 < r a < I , < d - l e t que 

n 

t = L 
vd-<[; + (L + d-f)]* 

(L+d-/)-l 

m=0 
w\j+m] = 7rv [7] 

d-L-l 

m=d—n 
Umb' + £ + m] 

pour 0 < L < n < d - l . 
Lorsque L = n, la première somme n'est autre que vd_Lb] î lorsque n = d — 1, la 
deuxième somme n'est autre que TTXd-Lbl (Xd-Lb1 est l'élément de J3Univ défini dans 
l'énoncé (2.4.2)). Les deux sommes J^t+p—i, A(l, l;) et ^ ^ ^ ^ ^ ^ A(l, l;) figurant 
dans l'expression de S1 sont alors respectivement égales à 

diag(vd-LH])J- et *diag(*d_L[-i] - t ^ h i D i -

On a donc 

5X = 
d-i 

L=0 
F-Ldiag(^L[-i] + Tr-^Tr^-xH] - t ^ H D ) * -

5ème ÉTAPE On va achever le calcul de A\, et à partir de là la preuve de la proposition 
(2.4.2). 
Le morphisme R}+ x est 

[Tt O 1) yn-1 
d-i 

L=0 

p-L+d-ldjag tyà-L^ + 1 _ j] + 7T-1 ® 7T(Xd_L[i -h 1 - j] - Vd~L[i + 1 
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Le morphisme A} est alors 

d-i 
'JTP L,diag(xL'+ihi])o<i<d-i 
L'=0 

(en posant V — d—\ — L). 
On rappelle (cf. la preuve ci-dessus du deuxième point) qu'on a identifié UJÎ à i?Univ à 
l'aide du vecteur e'0[i + 1]. L'image de ce vecteur par A} est la première colonne 

x^i + l] 

xd[i + 1] 

de la matrice A]. Le dual a] ® BUniv du morphisme Ax_{ a donc pour matrice 

(SlH + 1] ,xd[-i + l]). 

Ceci achève la preuve du premier point. • 

Preuve du lemme (2.4.3) : 

Pour tout q > 2, on a q2 - 3 > q — 1. Il suffit donc de prouver que A2 = A^TT9"1), 
d'après les congruences AJ> = Ai(itqn~n~l) obtenues plus haut. 
Remarquons d'abord que 

R -Д? = 7.-1(1®^г) pi+d-i 
d-i 

г=о 
F-^diag(x(í_/H])JP-I 

(où j parcourt {0 , . . . , d - 1}. 
Le calcul qu'on va maintenant faire est analogue à celui de R}+1 (étapes 3 et 4). 

On a 

R2+1 - Rhi = 7*1 о F* i o (M0®Fiy(R¡ - Ri) o Vt 

= 7^( , ) (1®7Г9) pi+d rp p—i+d—\ 

en posant 
d-1 d-1 

T = ^F -MiagC^-iH]) , J^p-MiagM-jUO' 
¿=0 ¿'=0 

(j et / parcourent {0 , . . . , d - 1}). 

On pose 

A ' ( / ,0 = diag(xd_L[-j + lq JJ WH + ™])o<;<d-i 
m=0 
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lorsque Q<l,l' < d - l et 
A'(/,O = 0 

lorsque (£,£') g {0,... ,d- l}2 . 
On a alors 

T = 
d-i 

L=0 

p-L 

t+t'=L 
A U O + I»'1®!) 

t+l'=L+d 

A' (l, l'). 

Soient 0 < £,£'jL < d — 1 tels que £ -f- f' = L + d. On va montrer que la matrice 
diagonale &!(£,£') est à coefficients dans 7rBuniv. 
Il résulte des égalités 

vd-l [j + l'] = 
d-L-l 

m=d—i 
w\j + m + L)um\j + m + £]vd~Lb1 

= 
t - 1 

m = l 
wtf + m>m'-Lb + m']vd-L\j) 

(cf. calcul de -Rj+1) que 

vd–l [j + l'] 
t - 1 

m=0 
w\j + m] € 7rt;d ^bl^univ C 7rBuniv. 

Il résulte de la définition des Xd-t\j] que 

Xd-l\j + i'] e Va-l\j + f jBuniv 

On a donc 

x*-i[-j + t]< 
t' - 1 

m=0 
w\j + ra] e 7rßuniv, 

d'où la propriété de &'(£,£') qu'on a annoncée. 
La matrice p*+<* j*p-*+d-i est donc je ja forme 

0r®l)7ïfi H- (l®ir)7ï,2 

où 7î,i et 7ï,2 sont des matrices à coefficients dans 0®Bun\y. 
On a alors 

Al-A} = K-*[7ARli-Rli)}(«) 
= T-^IT - ir«)~1ir«[(ir®l)7;,1 + (l®ir)7ï̂ ](ir) 
= 7r«-1(l-7r«-1)-1(7;,i(7r) + 7;>2(7r)) 

Les matrices 7ï,i(7r) et 7Î,2(T) sont à coefficients dans BUD;V, ce qui achève la preuve 
du lemme (2.4.3). • 
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Remarque : Lorsque q > 3, la congruence A] = Ai(ir) est déjà conséquence de la 
congruence A] = Ai(irq~2), de sorte qu'on peut dans ce cas se passer du lemme 
(2.4.3). • 
2.4.4. — Fin de la preuve de la proposition (2.1.3) 
Considérons maintenant un sous-simplexe 

A = (*V)J6Z (cf. (II. 4.2)) 

du simplexe maximal $v. 
On rappelle (cf. (1.3)) que l'immersion ouverte 

(1.2) ñ°A «-• ñ%. 

a pour image le sous-schéma formel ouvert de fl$v complémentaire des fermés le long 
desquels les morphismes 

n : d —> Li+1 (• e Z/dZ - {ijj G Z}) 

s'annulent. 
On rappelle aussi qu'on note Q°A et G°Av (cf. (1.2) et (II. 4)) les fibres spéciales 
respectives de ÙA et GAv. 
On note (M#) l'objet universel sur G^v. 
Compte tenu des réductions déjà faites, il reste à prouver que 

4,o(M.) e n°A(G°AV), 

ou encore, ce qui revient au même en identifiant cette fois ilA à son image dans fi$v, 
que 

&vf0(M.) G n°A(G°Av) C nJv(Giv). 

Lorsque i G Z/dZ- {ijJ G Z}, les morphismes (2.4.2 (2)) 
II. : d —• Ci+1 

sont inversibles au-dessus de l'ouvert GAv de G$v (cf. (II. 4)). Ceci ramène finalement 
la preuve à celle du cas particulier de l'assertion ci-dessus où A = $v. 
On va maintenant faire cette preuve. 
On rappelle (cf. (1.3)) qu'on a défini un sous-schéma formel ouvert Hov de Hov et 
que 

g • HQV — fî̂ v 
g€fBx 

(le groupe fBx est le fixateur du simplexe $v). 
Considérons le diagramme f$vj0 calculé dans la proposition (2.4.2). L'élément 
Oi(*P"*ed) engendre 0Go pour tout i G Z/dZ, et ce diagramme appartient donc 
à iîJv(G^). Compte tenu de la propriété d'équivariance (2.4.1 (2)), on a donc 

&v,0(M.)Gî4v(G°). 

Ceci achève la preuve de la proposition (2.1.3). • 
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Remarques : 
1. On rappelle qu'on a plongé la fibre spéciale G% de G% dans un espace affine de 

coordonnées vj\i] (i G Z/dZ,l < j < d - 1) (cf. (II. 2.7.1)) et la fibre spéciale 
îî̂ v de fi$v dans un espace affine de coordonnées C{(i € Z/dZ). 
Il résulte de (2.4.2) que la fibre spéciale f$v>0 de Ev est décrite dans ces 
coordonnées par les formules 

Ci = 
Xd-i[-i] 

Xd[-i] 

= vd-1 [- i] 
n2<i<d--ii-^-"1H--d+J?-1 q-1 (i e z/dz). 
n3<i<d--ii-^-"1H--d+J?-1 

2. Considérons le diagramme ^V(M#) (n > 1) défini par les approximations A% de 
Ai rencontrées dans la preuve de (2.4.2). 
Ce diagramme est calculable (si on fixe une valeur de n, on peut calculer 
explicitement £$v(M#)). 
Il est congru à Ev (M.) modulo (TT^"71'1) (et en fait modulo (nqn~n) : raisonner 
comme dans la preuve de (2.4.3)). En particulier, le diagramme Ev (M.) a même 
fibre spéciale que f$v(M#), et appartient donc à fi$v(G^.). 
Le diagramme ^V(M#) détermine alors un morphisme (calculable) 

f/n . /où . o° 

congru à E'v modulo (7r9 ~n). 
Il résultera des arguments du paragraphe 3 que le morphisme f£V est lui aussi 
un isomorphisme. Il n'a cependant pas les propriétés de (*B)x-équivariance du 
morphisme £iv. 

3 Le morphisme £' est un isomorphisme 

3.1. — Le théorème suivant entraîne que f est un isomorphisme. 

Théorème 3.1.1. — Pour tout simplexe A de l'immeuble de Bruhat-Tits de 
PGLd(K), le morphisme 

f A : GOA —• OOA 

est un isomorphisme. 

Le reste du paragraphe 3 sera consacré à la preuve de ce théorème. 
3.1.2. — On va montrer que la preuve du théorème se réduit à celle du cas particulier 
où A = $v (on a déjà utilisé en (2.4) une réduction analogue pour prouver la 
proposition (2.1.3)). 
Grâce à la PGL^uQ-équivariance (2.1.3) du morphisme de systèmes inductifs 
(£A)A€|£T| et au fait que PGLd(K) agit transitivement sur l'ensemble des simplexes 
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maximaux de l'immeuble, il suffit de prouver le cas particulier de (3.1.1) où l'on 
suppose A C $v. On notera A = ($^)j€z (cf. (II. 4.2)) un tel simplexe. 

On rappelle (cf. (II. 2.7.1) et (II. 2.3.1)) que la fibre spéciale G% de G% est réunion 
des composantes irréductibles G° = G% fl G$. (i e Z/dZ), d'équations respectives 
V<£~1W = 0. H résulte de (II. 4) que le sous-schéma formel ouvert G v̂ de G% est le 
complémentaire du sous-schéma fermé 

u 
i 

en 

où i parcourt Z/dZ - {—tj, j 6 Z}. 
De manière analogue, il résulte de (1.3) que la fibre spéciale fî$v de fi$v est réunion 
de ses sous schémas fermés irréductibles Oi définis par les conditions (11» = 0), et que 
ilA est le complémentaire du sous-schéma fermé 

u 
i 

n? 

où i parcourt Z/dZ - {ij, j € Z}. 

Remarque : Il ne faut pas confondre le schéma ft° ci-dessus avec les schémas O(i) 
introduits dans la remarque qui suit la définition (1.2.2). 

Il résulte de (2.4.2) que l'image réciproque par le morphisme E'v du sous-schéma 
fermé fî° de fi$v est GÎLt. L'image réciproque par ce morphisme du sous-schéma 
formel ouvert ilA est alors G^v. Compte tenu de la commutativité du diagramme 

GAv E'0 OA 

G$ Ev Oov 

(cf. (2.1.3) (2)), ceci achève la réduction. 

3.1.3. — On va maintenant indiquer les étapes de la suite de la preuve : 

lère ÉTAPE : (3.2) On démontre que la fibre spéciale 
E''pv, 0 : Gop — Opov 

du morphisme E'v est un isomorphisme. 
Pour ceci, le point crucial est de vérifier que les morphismes 

E', : G0-1 — Goi 

induits par £$v>0 sont des isomorphismes. 
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On en déduira ensuite que £$vj0 est un isomorphisme en remarquant que si les 
composantes irréductibles d'un schéma S sont lisses et si S est localement pour 
la topologie étale isomorphe à une réunion d'hyperplans de coordonnées (c'est le 
cas de G% et fi$v), S peut être vu comme le "recollement" de ses composantes 
irréductibles le long de leurs intersections deux à deux (pour plus de précision, 
cf. lemme (3.2.4)). 

2ème £TAPE . (33) Rappelons que le 0-schéma formel G% est plat. Il résultera 
alors d'un lemme de Mumford ([Mul], Lemma 4.18) et de la première étape 
que E'v est un isomorphisme. Pour la commodité du lecteur, on donnera une 
démonstration de ce lemme. 

3.2. — Rappelons que le schéma G° est un sous-schéma ouvert du schéma G${ (II. 
1) et que ce dernier est obtenu en éclatant un espace projectif P($^/7r$^) (II. 1.6). 
De même, le schéma fî$v est un ouvert de la fibre spéciale if$vf0 de Hqv (cf. (1.1)) 
et les composantes irréductibles Hqv de if$vj0 (dont les îî° sont des ouverts) sont 
obtenues en éclatant des espaces projectifs P($^/7r$^). 

Pour vérifier que $ est un isomorphisme, on utilisera la proposition suivante 

Proposition 3.2.1. — 1) Le diagramme 

G0-1 E'i O01 

P($v./7r$v.) 

est commutatif. 
2) II existe un morphisme 

x.:fio_>Go_. 
rendant le diagramme 

fi? Xi G0-1 

P(*Ï<M^) 

commutatif. 
(dans les deux diagrammes ci-dessus, les flèches obliques sont induites par les 
éclatements). 

Avant de démontrer cette proposition, on va en déduire que Ç'{ est un isomorphisme. 

Considérons le morphisme composé 

X< о E'i : Cut-btílt. 
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Il existe un ouvert dense de G ¿̂ qui s'envoie isomorphiquement sur son image dans 
P($^t/7r$^t). Sur cet ouvert x% 0 íi est nécessairement l'identité et x* ° £¿ est donc 
en fait l'identité sur G^. On raisonne de même avec le morphisme composé $ o x% î 
les deux morphismes Ei et x% sont donc des isomorphismes. 

Preuve de la proposition 3.2.1 : 
Démontrons d'abord le premier point. 
Soit B une O-algèbre dans laquelle l'image de n est nulle. 
On rappelle (cf. (II. 1.5) et (II. 1.6)) que le morphisme 

C.i-+P(«y/1r«Y) 

associe à (M.) G GQ^B) le B-module 

Mi+i/(*iêfl) G Gra88(l,ir-l*¿/*<)(B). 

Il résulte alors de (II. 2.7.1) que ce morphisme associe à un point de G° de coordonnées 
(vj[(]) (1 < j < d - 1, e G Z/dZ) le point de P($V/TT$V) de coordonnées homogènes 

(v1[i + l],...y-1[i + l],l). 

Il résulte de (1.1) et du fait que HQV^ est le transformé strict de P($^¿/7r$^t) dans 
H$v que le morphisme 

ff*v,(i)—>p(#vo ov-1) 

associe à ($. —• £) G i/$v(t)(S) le quotient 

(a¿ 0 B : $ ^ 0o B —> d) G P(*qv-i/nt o"-1) (B) • 

La commutativité du diagramme (3.2.1 (1)) résulte alors de (2.4.2) et du lemme 
suivant 

Lemme 3.2.2. — Le long de G°_IF on a les égalités 

Xj[-i + 1] = vj[-i +1] (1 < j < d - 1) 

Preuve : Le long de G^t, la matrice 

v^-i] tix[-t-1] v1[-i-d + 2y 

vd-2t_i _ !] 
vd-l[-i] 

s'annule (cf. (II. 2.7.1)). Les termes Uj-n[—i +1 - n] (j - n > 1, n > 1) figurant dans 
l'expression (2.4.2) de Xj[-i + 1] sont donc tous égaux à 1. • 
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On va maintenant démontrer le deuxième point. 
Il résulte de (1.3) que HQV^ est le transformé strict de F^^/irQ^) dans J¥$v 
(cf. (1.1)). Le schéma Hov est donc obtenu en éclatant P ^ ^ / T T * ^ ) le long de 
P($^¿/$^¿+1), puis le long du transformé strict de P($^t/$^i+2)» • • • > Puis ê l°ng 
du transformé strict de P($^¿/$^+d_2). 

Soit n un entier positif inférieur à d - 1. On note Pn = P($^/$^i+n+1) et H¡n^ le 
schéma obtenu en éclatant P($^/7r$^J le long de Po, • • • , puis le long du transformé 
strict de Pn-2-

Il résulte encore de (1.3) que iî° est le complémentaire dans #$v(¿) = H¡d~^ du fermé 
Y suivant. Lorsque 0 < n < d - 2 e t lorsque P C P($^¿/7r$^¿) est un hyperplan 
rationnel contenant Pn-i, mais pas Pn (on pose P_i = 0), on note Ph l'image 
réciproque dans H¡d~^ du transformé strict de P dans ífíw+1\ Le fermé F est alors 

U PH 
p 

où P parcourt l'ensemble des hyperplans rationnels de P ^ ^ / T T Î ^ ) différents de 
Pd-i. 
Le schéma iî° est aussi obtenu de la manière suivante. Notons O1 le complémentaire 
dans F^^i/irQ^i) de la réunion des hyperplans rationnels ne passant pas par P0. 
En éclatant ce schéma le long de Po, puis en prenant l'ouvert complémentaire de 
la réunion des transformés stricts des hyperplans rationnels passant par Po mais ne 
contenant pas Pi, on obtient un sous-schéma ouvert fí¿ de H\ \ On éclate ensuite 
q(2),o je jQng ^u transformé strict de Pi, et on prive le schéma obtenu des transformés 
stricts des hyperplans rationnels contenant Pi mais pas P2. Ceci définit un ouvert 
ÍIP"(3) 0 de H(3)¡'\ En répétant le processus, on définit pour tout n < d— 1 un sous-schéma 
ouvert í^n)'° de H¡n\ L'ouvert nid"1)>0 n'est autre que n?. 

Lorsque 1 < n < d— 1, on note de même Gi le schéma obtenu en éclatant P($^/7r$/) 
le long de ses points rationnels, puis des transformés stricts de ses droites rationnelles, 
. . . , puis des transformés stricts de ses sous espaces rationnels de dimension n — 2 (de 
sorte que G\X) = P($V/TT$V) et OJd"1) = G*, (cf. (II. 1.6)) ; G[N) n'est autre que le 
schéma noté PN($V/7r$V) dans (II. 1)). 
Il résulte de la définition (II. 2.1) de G% et de la remarque à la fin de (II. 1) que 
G i est le complémentaire dans G$¿ du fermé Z suivant. Lorsque P C P($^/7r$^) 
est un sous-espace rationnel de dimension n, on note Pq l'image réciproque dans 
G*,. = G[D~^ du transformé strict de P dans G\N~X\ Le fermé Z est alors 

U U PG 
n P 

où n est compris entre 0 et d — 2 et P parcourt l'ensemble des sous-espaces 
rationnels de dimension n de P($-//7r$-/) différents de Pn (on rappelle qu'on note 
pn=P(Qi/Qi+n). 
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Le schéma G° est donc aussi obtenu de la manière suivante. Notons G\1)J0 le 
complémentaire dans P($V/7r$y) ¿E ja bunion des points rationnels différents de 
Po. En éclatant ce schéma le long de Po, puis en prenant l'ouvert complémentaire de 
la réunion des transformés stricts de droites rationnelles différentes de Pi, on obtient 
un schéma G¿2̂ 0, qui est à la fois un sous-schéma ouvert de G[2^ et de H^¡. On éclate 
ensuite Gi le long du transformé strict de Pi, et on prive le schéma obtenu des 
transformé stricts des plans rationnels différents de P2. Ceci définit un schéma Gi 
qui est à la fois un sous-schéma ouvert de G^ et de H^}. En répétant le processus, 
on définit pour tout n < d — 1 un schéma G¿n °̂, qui est à la fois un sous-schéma 
ouvert de Ĝ n) et de H<$. 
Le diagramme 

G(n),0 

G(_») я(») 

P(*V**-i) 
(où les deux flèches supérieures sont induites par les inclusions) 
est commutatif. La deuxième partie de la proposition résulte donc du lemme suivant, 
dont la démonstration est laissée au lecteur. 

Lemme 3.2.3. — Pour tout 0 <n < d—2 et pour tout sous-espace projectif rationnel 
P de P($^i/7r$^i) différent de Pn, il existe un hyperplan rationnel Q de P($^/7r$^) 
contenant P et ne contenant pas Pn. En particulier, on a l'inclusion 

j,(n),0 c G(n),0 

dansH\n). • 

Remarques : 1) Considérons l'ouvert complémentaire de la réunion des hyper-
plans rationnels dans P($^i/7r$^i) (cet ouvert, déjà rencontré dans (II. 1), est 
la variété de Deligne-Lusztig associée à l'élément de Coxeter w = (l , . . . ,d) 
[D-L] (2.2)). 
Au-dessus de cet ouvert, les morphismes 

n? —• P(qv-i/nO V-1) 

et 

G°_{ —• P(0v-i/n qv-1) 
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sont des isomorphismes. 

2) Lorsque n < d — 2, l'immersion ouverte 

X n) : fi N)'° ^ GL7'° 

introduite dans la preuve ci-dessus est stricte. 

3) On pourrait montrer directement (sans utiliser £t') que l'inclusion fi? C G^_{ qui 
donne naissance au morphisme x% es* une égalité. 

On va maintenant démontrer que Eov 0 es* un isomorphisme. 

Il résulte de (2.4.2) que l'image réciproque par Eov 0 de fi? est G^. Pour toute paire 
{i,j} C Z/dZ (i T£ j), l'image réciproque par £$v>0 de fi?. = fi? n fi? est donc 
Gçii_j = G?.t- H G° j-, et il résulte de (3.2.1) que le morphisme 

^ : GÎ!.W —> fix

est un isomorphisme. 

On conclut alors que Eov 0 est un isomorphisme grâce au lemme suivant : 

Lemme 3.2A. — Soient k un corps et S un k-schéma de type fini. On suppose que 
les composantes irréductibles, 5» (1 < i < n), de S sont lisses et que S est localement 
pour la topologie étale isomorphe à une réunion d'hyperplans de coordonnées dans un 
espace affine sur k. 

Le schéma S est alors somme amalgamée des schémas Sh le long des immersions 
fermées 

S{ i * Sij4 y Sj 

(1 < h, i , < n) (on note comme ci-dessus S^ = Si H Sj). 
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Preuve : soit un entier r. On munit l'espace affine A£+1 de coordonnées xt (1 < 
i < r + 1). On note S le sous-schéma fermé de A£+1 d'équation n Xi = 0 et <St 

l<i<r+l 
(1 < i < r +1) la composante irréductible de S d'équation xt = 0. 
Soient U —> S et U —y S deux ouverts étales et U —> U un fc-isomorphisme. Les 
composantes irréductibles de S et de S sont unibranches. Il existe donc une partie J 
de {1,. . . ,n} telle que les composantes irréductibles de U soient les Ui; = U Xs Si 
(i G J) et une injection a de I dans {!,... ,r -h 1} telle que U —> U envoie t/» sur 
Uo(i) = U x S S0 (i). 
On laisse au lecteur le soin de vérifier que S est somme amalgamée des Sh le long des 
Sij ( l < M . J < r + l). 
On a donc : 

W = ]JZ4 U (Л, i,¿ €*(/)) 
Ui, j 

ou, ce qui revient au même 

tf=TTtf* U (h,i,j€l) 
Ui,j 
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Ceci achève la preuve en remarquant que la propriété d'être somme amalgamée se 
vérifie localement pour la topologie étale sur le but S. • 

3.3. — On rappelle que le O-schéma formel G£v est plat (cf. (II. 3.1) et (II. 3.3.1)). 

Le théorème (3.1.1) résulte alors du fait que £$v>0 est un isomorphisme (cf. (3.2)) et 
du lemme suivant : 

Lemme 3.3.1. (cf. [Mul], Lemma (4.18)). — Soient V un anneau local d'idéal maximal 
SDt, complet pour la topologie 9Jl-adique, et 

f : X —> y 
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un morphisme de V-schémas formels. 
On suppose que les V-schémas formels X et y sont VJl-adiques (i.e. que les idéaux 
SDt • Ox etDJt-Oy sont respectivement des idéaux de définition pour X et y) et que 
le V-schéma formel X est plat. 
Si la fibre spéciale 

fo : Xo —> y0 

du morphisme f est un isomorphisme, f est un isomorphisme. 

Preuve : les schémas formels X et y ont le même espace topologique sous-jacent, Z. 
On est donc ramené pour démontrer le lemme à prouver que lorsque P est un point 
de Z, le morphisme de V-algèbres topologiques. 

Oy>P —• Oxtp 

est un isomorphisme. 
Il résulte du fait que 

Oyo,P —+ O*o,p = Ox,p/M • Ox,p 

est un isomorphisme et de ([Bo], A.C. Ch. II §3 n° 2 prop. 4) que le morphisme 

Oytp —• Ox,p 

est surjectif. 
Soit N le noyau de ce morphisme. Il résulte de la platitude (topologique) de la V-
algèbre topologique Oxyp que la suite 

0 —> NèvV/m —+ Oy0,P —> Ox0yp —> 0 

est exacte. On a donc N®\>V/9Jl = 0 ou ce qui revient au même, 9JtN = N (on note 
SDt • N la fermeture topologique de SDt • N dans Oy^p). On a alors pour tout n > 0 

N = W^N C VJlnOyfP 
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et donc N = 0. Le morphisme de V-algèbres 

Oy,p —> Ox,p 

est donc un isomorphisme. 
Les topologies sur Ox,p et Oytp sont respectivement définies par les idéaux DJlOx.p 
et 9Jt • Oyyp, et cet isomorphisme est donc un isomorphisme topologique. • 

3.4. — Remarques : 1) On rappelle qu'on note Od l'anneau des entiers de l'extension 
finie non ramifiée de degré d, Kd, de K (cf. (I. 4) et l'introduction de ce chapitre). 
Considérons le morphisme 

£: G —> îïd%oOd 

construit par Drinfeld [Dl] (cf. aussi [B-C] pour d = 2 et dans le contexte, différent 
du nôtre, où l'anneau O est supposé d'inégale caractéristique). 
Ce morphisme n'est autre que le morphisme 

Z'®oOd : G = G0®oOd —> SÏdêoOd . 

Les grandes lignes de la vérification de ce fait sont les suivantes. 
Soit Ui l'ouvert de G° introduit dans la remarque suivante (3.2.3). En adaptant la 
proposition ([B-C] IL 4.8) au contexte envisagé ici (cf. ci-dessus), on peut obtenir un 
calcul explicite de la restriction de f à Ui ®f9 IV * ^n ut^sant la proposition (2.4.2) 
et le lemme (3.2.2), on vérifie alors que f et £'®oOd coïncident sur Ui <8>Yq ¥qd. Les 
fibres spéciales des morphismes (GLd(iïT)-équivariants) £ et £' coïncident donc. 
Comme on le voit en utilisant ([S] §5), ceci entraîne l'égalité £ = £'%oOd> 
2) On rappelle (cf. introduction et les introductions des chapitres I et II) que Stuhler 
[S] a déjà étudié le foncteur Go- Par une approche différente de celle de Drinfeld (et 
de la notre), Stuhler obtient lui aussi (cf. [S] § 7 theorem 1, corollary et §9 theorem 1) 
un isomorphisme 

Go A f K 

Cet isomorphisme coïncide lui aussi avec £' (même argument que celui utilisé dans la 
remarque précédente). 
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IV. REVÊTEMENT DE DRINFELD ET 
MORPHISME DÉTERMINANT 

0 Introduction 

En utilisant les points de IIn-division du Op-module formel universel X sur Ctd ®oOd > 
Drinfeld définit dans [Dl] un pro-revêtement Ed de la fibre générique au sens de 
Raynaud Vtd de Qd. Ce pro-revêtement est pro-étale pro-Galoisien, de pro-groupe de 
GaJoisDx/7rz. 

On va dans ce chapitre construire un morphisme déterminant 

Ed—»EX. 

Considérons le pro-revêtement Ed comme un analogue du système projectif de courbes 
modulaires 

Y(N% —» Y(N)Q (N\Nf) 

et rappelons que E1 est le spectre maximal de l'extension abélienne totalement 
ramifiée maximale de K. Le morphisme déterminant apparaît alors comme un 
analogue du morphisme 

Y(N)Q—• SpecQ(fr) 

induit par l'accouplement de Weil. En particulier, comme on l'a déjà mentionné plus 
haut (voir l'introduction générale), les fibres géométriques du morphisme 

Ed —• E1 ®K KD 

induit par le déterminant (et par la ATd-structure naturelle sur Ed) devraient être les 
composantes connexes géométriques de Ed. Le stabilisateur dans DX/TTZ d'une telle 
composante connexe géométrique devrait donc être le noyau SLi(D) de la norme 
réduite 

Nr: DX/TTZ—>Kx/ndZ 

(on verra que le morphisme déterminant est Z?x-équivariant lorsqu' on fait agir DX 
sur E1 via la norme réduite). 
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Ce dernier énoncé garde un sens lorsqu'on ne suppose plus nécessairement l'anneau 
local O d'égale caractéristique, bien que notre construction du morphisme détermi
nant ne fonctionne que dans ce cas. Dans cette généralité (et pour d = 2), Faltings a 
obtenu un résultat (cf. [F], § 4 Lemma 5) dont on dérive facilement l'énoncé suivant 

Théorème (Faltings). — Les stabilisateurs dans DX/TTz des composantes connexes 
géométriques de E2 contiennent le noyau de la norme réduite. • 

On va maintenant donner le principe de la construction du morphisme déterminant, 
qui s'inspire elle aussi de travaux d'Anderson et de Stuhler (cf. [A] et [S]) et repose 
de nouveau sur la théorie du « module de coordonnées ». 

Soit (M», F», IIi)t€z le module de coordonnées modifié (I. 2.3) d'un O^-module formel. 
Les données supplémentaires (du type quasiisogénie de hauteur nulle avec un OD-
module formel fixé, point de division, structure de niveau) sur ce Op-module formel 
s'interprètent comme des morphismes gradués vérifiant certaines conditions (dont la 
compatibilité aux Frobenius et aux morphismes EU) de M» vers un modèle constant 
(N.,F.,Il.) convenable (cf. (I. 4) et (1)). 

La suite des puissances extérieures maximales 

(nu = AmaxMi)i6Z 

est naturellement munie de Frobenius fi et de morphismes ni. Lorsque le Op-
module formel X considéré est spécial et de hauteur d2, on démontrera que la suite 
(ra*, fii fti)iez est à son tour le module de coordonnées modifié d'un (9-module formel 
spécial de hauteur 1 : le « déterminant » de A". Dans ce cas, on démontrera aussi que 
la puissance extérieure maximale des morphismes (Mi —> Ni) associés à une donnée 
supplémentaire sur X (des types envisagés ci-dessus) définit sur le déterminant de 
X une donnée supplémentaire du même type que celle de départ (pour les points de 
division et les structures de niveau, on omet momentanément un détail : cf. 2.4). 
Cela achèvera la construction du morphisme déterminant. 

Ce chapitre s'organise de la manière suivante. 

Dans le premier paragraphe, on rappelle d'abord la définition du revêtement de 
Drinfeld. On interprète ensuite en termes de modules de coordonnées les points de 
division et les structures de niveau. On utilise enfin la description locale explicite de 
l'objet universel sur le schéma formel G (II. 3) pour obtenir des équations locales de 
Ed. 

Dans le deuxième paragraphe, on construit alors le morphisme déterminant. On 
démontre successivement (2.1, 2.2 et 2.3) les énoncés concernant le déterminant d'un 
O^-module formel spécial de hauteur ci2, d'une quasiisogénie de hauteur nulle et 
d'une structure de niveau auxquels il est fait allusion ci-dessus. On donne ensuite 
en (2.4) des formules explicites permettant de calculer le déterminant en terme des 
coordonnées locales sur Ed du premier paragraphe. 
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1 Le revêtement de Drinfeld 

1.1. — Soit X le C^-module universel sur Qd §o Od • Pour tout entier n, le noyau 
Xd de l'isogénie X(Un) est un schéma formel en groupes fini et plat d'ordre qdn au 
dessus de Çld®oOd et est muni naturellement d'une action de OD/T^OD- On note 

i: Xd «-> Xd+1 

l'immersion évidente, et 

le morphisme induit par la multiplication par II. 
Le morphisme i est compatible à Taction de OD sur Xd et Xd+1. En revanche, ce 
n'est pas le cas du morphisme II. Pour y remédier, on considère le Cld ®o Od - schéma 
formel 

Yd = №moDVr»oDloD,x*), 
muni lui aussi d'une action naturelle de OD- En tant que schéma formel Y* s'identifie 
à Xd et l'élément a de OD agit alors sur Yd comme ITn • a • IIn sur X*. 
Nous aurons besoin de la proposition suivante 

Proposition 1.1.1. — Le module des différentielles relatives Qxxd^d^ Q^ est annulé 
par 7rm pour tout entier m>n/d. 

Preuve : (cf. aussi [B-C](II. 13.1)). Il résulte de la définition (I. 1.2) des C?D-modules 
formels que l'application tangente à X(7rm) est la multiplication par 7rm. 
Lorsque m > n/d, l'endomorphisme X(IIn) est le composé des morphismes 

Un:Xd—>Ùd®0Od 

et 

i: ndêoOd—^Xd. 

L'application tangente à X(Un) est donc nulle. Il en est de même a fortiori de 
l'application tangente à X(7rm), ce qui achève la preuve. • 

Soit Xd (resp. yd,£ld) la fibre générique au sens de Raynaud [Ra] de Xd (resp. 
Yd, ùd ). Il résulte de la proposition (1.1.1) et du fait que le morphisme naturel 

xd—>nd 

est fini que Xd est un revêtement fini étale de ftd (de degré qnd ). 
En utilisant l'inclusion 

П: X* —>XÍ 

i-.yi d n + 1 
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on peut considérer yd comme un sous-espace rigide de J^+i. Soit alors E£+1 â 
différence y£+i — y*. L'espace rigide E£+1 est fini étale de degré (q — l)qnd sur 
ttd ®F Fd, et s'identifie au (O^/n^O^-torseur 

]imkoD(oD/nn+loDlyï+i)' 

En d'autres termes, le morphisme naturel 

£n+i—>nd ®pFd 

constitue donc un revêtement étale Galoisien de groupe de Galois (Op/IP^C^)*. 
Le système projectif 

(Ed) • • • A mDn+1 A E* A •.. A E{{ = fîd 0F Fd 

forme alors un revêtement pro-étale pro-Galoisien de Qd <8>f -R* de pro-groupe de 
Galois 

Ox=]^m(0D/UnOD)x. 

1.2. — On rappelle que Drinfeld [Dl] définit sur Xd (et donc aussi sur 
E£ = Isom(II-nOD/Oi?,A^ )) des actions de DX/TTZ et de GLd(AT)/7rz ; ces ac
tions sont les suivantes. 
Soient B une 0-algèbre dans laquelle l'image de 7r est nilpotente et 

P • Od —• B 

un morphisme de (9-algèbre. On note a l'automorphisme de Od induisant l'auto-
morphisme de Frobenius oo : x »-> xq de ¥qd et, pour tout k G Z, 

r*:(/?oa0-*r(*) —>/?*($) 

la quasiisogénie de Frobenius (on rappelle qu'on note $ le 0£>-module formel (I. 4.2)). 
Fixons (/3,X,p) G G(B) (cf. (I. 4.3)) et a: € KerX(IIn). 
Soient S G Dx et A; la valuation de sa norme réduite. L'action de S sur Xd associe à 
(/3, X, p, x) G Xd (B ) l'élément 

03o ^ J f r ^ ^ p o (Ĵ o r\x) 

de Xd(B) (on note A'(tf"1 • 5) le Où-module formel qui a le même groupe formel 
sous-jacent que X et sur lequel a £ OD agit par X(S"la 6) ; en particulier les points de 
IIn-division de X et de X(6~19 S) sont les mêmes). On remarque que l'automorphisme 
X(J"1IIA:) du groupe formel X induit un isomorphisme de 0£>-modules formels de 
X(U"k • II*) sur X(ô~x • <J). Par suite, le quadruplet <£(/?, X, p, x) est aussi isomorphe 
à 

(0o <7-\X(ir*# II*),p o irfco rfc,X(lrt)x). 

L'action de C?£ C Dx ainsi obtenue est donc l'action naturelle sur Xd. 
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Soient g G GLd(K) et k la valuation de son déterminant. L'action de g sur X* associe 
à (/?, X, /9, x) GXi(B) l'élément 

GSocr-'.X.po^*^-1) or*,*) 

de Jf Xdn (cf.l'action (I. 4.5) de ï>GLd(K) sur le foncteur G). 
Les deux actions qu'on vient de définir sont compatibles à 

I l r E ^ - ï S * 

et induisent donc des actions sur le pro-espace rigide Sd(l.l). 
1.3. — On va maintenant traduire ce qui précède dans le langage des modules de 
coordonnées modifiés (I. 2.3). 
1.3.1. — Soient X un démodule formel de hauteur finie sur B (cf. (I. 1.2.3)) et x 
un point de IP-division de X. 

A la donnée de X est associé un morphisme de 0£>-modules à gauche 

x: OD/JTOD —> KerX(IIn) 

du groupe constant 0D/UnOD vers Ker X(Iin). 

Le module de coordonnées (I. 2.1.3) du groupe fini constant OD/^OD est le suivant. 
Soit 

Tr.r: D—>K 
la trace réduite [Re]. On laisse au lecteur le soin de vérifier que pour tout couple 
(ÛI,Û2) G (OD)2 on a 

Tr.r (ax • II1^ • o2) G 0, 
et que le morphisme 

V: (ODU 1-D-N/ODU1^) ®f9 (0D/UNOD) —• ¥Q 

composé du morphisme 

(ODU'1-D-N-^/ODU1^) ®f, (0D/UNOD) —> K/O 

et du morphisme 
Rés: K/0—>Fq 

induit un isomorphisme de C?£>-bimodules de (0£>II1~d~n/̂ £>n1~d) vers le Fg-dual 
(0D/UNOD)V de (0D/UNOD). Le module de coordonnées du groupe (0D/UNOD) 
sur B est alors le 0£>-bimodule 

{0DTLl-d-nIODll}-d) ®FgB, 

muni du Frobenius 

ld(oDu1-d-n/oDui-d) ®F«Fr 

109 



A. GENESTIER 

(on note Fr l'endomorphisme de Frobenius (i 4 i9) de la Fg-algèbre B). 
Au morphisme 

x: 0D/UnOD —¥ KerX(Un) 

correspond alors un morphisme de OD ®Fç#-niodules à droite 
M(x): Mx/HnMx —¥ (Oçtf-^/ODÎl1-*1-d) 0Fq By 

compatible aux Frobenius Fx et Id ® FqFr (on note Mx le module de coordonnées (I. 
2.2) du 0£>-module formel X). 
1.3.2. — Supposons que B est muni d'une structure de O -̂algèbre 

0:Od—¥B 

prolongeant sa structure de O-algèbre. Les constructions (I. 2.3) associent alors à 
(PD ®F,B,IdoD ®FQFr) la suite (A^IL.^) içz suivante : 

A? = Od®FqB 
Ui = Pêld* 
Fi = Id/ndêFr 

(on rappelle qu'on note P la matrice 

7T 
1 

1 

cf. (I. 4.2». 
Considérons le module de coordonnées modifié M. de X (cf. (I. 2.3)). La construction 
(I. 2.3) associe à x un morphisme de 0®FqB-mod\ùes gradués 

x.: M./IPM. - * A d + ù U ^ - J ^ U d - i 

compatible aux morphismes II. et aux Frobenius Fé sur les deux membres. 
Réciproquement, tout tel morphisme gradué provient d'un point de IIn-division de 
X (ceci résulte de ([SGA3] VIIA (7.4)) appliqué au dual de Cartier ; cf. la preuve de 
(I. 2.1.4)) 
1.3.3. — Il résulte alors de (I. 4.3) que lorsque B est une O-algèbre, X*{B) peut 
être vu comme l'ensemble des classes d'isomorphie de quadruplets 

(^(Mi.Uiy F i ^ i e z R.x.), 

où 
fi: Od—>B 
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est un morphisme de 0-algèbres ; le couple (Mi,IIi,Fi)i€z,iî) appartient à Go(B) ; 
le morphisme de modules gradués x% est compatibles aux morphismes II# et aux 
Frobenius F%. 
De la même manière, on peut considérer Y* (B) comme l'ensemble des classes 
d'isomorphie de quadruplets 

(P}(MunuFi)iez,R,x.), 

où (/?, (M»,IIi,Fx)iez>-R) est comme ci-dessus un élément de G(B), et où 

x.: M./IPM. —> Af+^/A?-n+d-l 

est un morphisme de modules gradués compatible aux morphismes II. et aux 
Frobenius F# (on rappelle que 

Y^mmoD{^-nODIOD,Xi); 

la raison de ce décalage apparaîtra dans la paragraphe suivant (1.3.4), où on explicite 
en termes de modules de coordonnées les actions (1.2) de Dx et GLd(K)). 
1.3.4. — Considérons un morphisme de O-algèbres 

p: Od-+B. 

L'action à droite de OD sur le groupe constant OD munit le module gradué Af d'une 
action à gauche Pf de OD, compatible aux morphismes II# et aux Frobenius F%. 
Explicitement, lorsque A G ¥qd, J3f(\) est l'endomorphisme 

d i a g ^ ) , ^ " 1 ) , . . - , /?(À*'-d+1 )) 

de Af et fif(ÏÏ) est l'endomorphisme Pêld^, où P est la matrice (I. 4.2). 

Remarque : Si l'on identifie Af et A?+n kOd®B (cf. (1.3.2)), l'élément a de OD agit 
sur Af comme II~n - a-IP sur Af+n. Le décalage de la graduation (1.3.3) correspond 
donc simplement à une modification de l'action de OD par conjuguaison. 
Ceci permet de traduire en termes de modules de coordonnées l'action à gauche de 
OD sur les points de IIn-division d'un O^-module formel X sur B. Lorsque a G OD, 
le morphisme (ax). (1.3.2) associé au point de IIn-division ax est alors le composé 

Pf+n+d-^a) o x. 

Pour caractériser les actions (1.2) de Dx et GLd(lïT)), il sera commode d'utiliser 
la variante (I. 4.4.2) de la définition de Go, et de considérer plutôt G(B) comme 
l'ensemble des couples 

(P,Wiez) 

(où P est comme ci-dessus un morphisme de C?-algèbres de Od vers B et où (M»)i€z 
est une suite de réseaux dans Kd®B vérifiant les conditions (I. 4.4.2)). 
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appartenant à Y* (B). 
Soient 5 G Dx et A; la valuation de sa norme réduite. On laisse au lecteur le soin de 
vérifier que S (/?, M#,x.) est le triplet 

(/?'=/? o ^ , M j , V i ( n - ^ ) o x. = £ ' ^ ( ¿ . 1 1 - * ) o x.). 

Soient g € GLd(K) et k la valuation de son déterminant. On laisse au lecteur le soin 
de vérifier que </(/?, M#,x#) est le triplet 

(13'= 0o a~k,M'. = (V1 ®WB) (M. .*) ,* ' . ) , 

où X' est défini par le diagramme commutatif 

M'JUnM'._n 

Fixons un triplet 
08,(Jlíj)<€Z,a?.) 

'g 
M.-k/ILnM'._k_n 

x'1 Xn-1 

A-+-_1/n»Af+(i_1_n A-_t+(l_1/ir'Af_4+<l_1_n 

(la flèche du bas étant simplement donnée par l'identité 

Ad+d_1 = OdêB = Atk+d_l). 

1.3.5. — Soient maintenant U un ouvert affine de Ûd §>o Od , V un ouvert affine de 
Yd, supposé fini au-dessus de 17, et U et V les affinoïdes fibres génériques au sens de 
Raynaud de U et V respectivement. Soient B et C les algèbres affines de U et V.Les 
algèbres de Tate de U et V sont alors respectivement B = B [7T-1] et C = C [n'1]. 
Soit x le morphisme 

U-nOD/0D —* Ker X(IIn) 

universel sur v C Yn . Le morphisme 

N-n OD/OD — Xdn X (od O n Od) V 

induit par x est un isomorphisme si et seulement si V C Mdn. 
La preuve de la proposition suivante est laissée au lecteur. 

Proposition 1.3.5.1. — Les assertions suivantes sont équivalentes 

1. V C E* 
2. Le morphisme 

x. 0 1 : M./nnM._n ®s C —> bî+d-J&î-n+d-i ®F9 C 

est un isomorphisme. • 
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1.4. — On va maintenant décrire explicitement les points de division du 0£>-module 
formel universel sur G0 (II. 3) et les morphismes de modules gradués (1.3) qui leur 
correspondent. 

Soient Cn l'algèbre affine du 0-schéma formel Ydd (B) XQ0 G0 et x* le morphisme 

Af./1r»M.-+Ai+d_l/AÏ+(l_1 
universel sur ce 0-schéma formel. Il résulte de la compatibilité (1.3) de x9 aux 
morphismes II. sur M# et sur Ad+d__x que les matrices Xi appartiennent à la sous-
algèbre d'Iwahori 

0/7rnO nO/7rnO 7rO/7rnO 

TrO/nnO 

0/nnO OI>KnOÀ 

<8>Cn 

de gld(0/7rn0 <8> Cn) et qu'il existe un (unique) nd-uplet d'éléments de Cn 

Xk[j] ( 0<fc<nd- l , j G Z/dZ) 

tel que 

Xi = 
nd-1 

k=0 

Pk (8) diagOrJ j - ¿1,0 < j < d - 1) 

pour tout i 6 Z . 
Il résulte alors de la compatibilité (1.3) de x. aux Frobenius sur M# et sur Ai+d_x 

que 
Xk[j]q = Xk-l[j] -Xk[j - 1] -w[-j] 

(avec 0 < A; < nd — 1, j G Z/dZ et x-1 [j] = 0 pour simplifier les notations). 
Notons go^ le vecteur-colonne 

**[0] 
xK [-1] 

x*[ l -d[ 

On a alors 
xk_x = X(U)xk (0 < к < nd- 1 et x_x = 0) 

(cf. (И. 3.4.1)). Le vecteur xk est alors un point de Uk+1 -division du module formel 
X. On peut montrer que x^ est l'image de П"*5-1 par le morphisme 

x: U-ndOD/0D —> KerX(Und) 
associé à x9. 
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2 Morphisme déterminant 

On va maintenant construire le morphisme déterminant. 
2.1.4. — Soit ModS(d) la catégorie fibrée des modules de coordonnées spéciaux 
de hauteur d2 (cf. (I. 4)) ; lorsque B est une 0-algèbre dans laquelle l'image de 
7T est nilpotente, ModS(d)(B) est la catégorie des triplets (M#,II#,F0) vérifiant les 
conditions (1) et (2) de (I. 4.3.3). 

On va d'abord construire un foncteur 

Ad: ModS(d)—> ModS(l). 

Soient B une 0-algèbre comme ci-dessus et (M#,II#,F#) un élément de 
ModS(d)(B). Soit (mi,7r»,/i)»€z la suite définie par 

mi = AdMi 

7T{ = AdUi : m» —• 771*+1 

et 

fi = AdFi : (Id© ®Fr)*mi —> ra*+i . 

Proposition 2.1.1. — La suite (mt,7r»,/j)iez est un objet de Mod5(l)(B). 

Preuve : Les 0®B-mod\ûes m» sont localement libres de rang 1 et vérifient donc la 
condition (I. 4.3.3 (1)). 

Les conditions (I. 2.3 (1) et (4)) sont évidemment vérifiées. 

Pour vérifier les conditions (I. 2.3 (2) et (3)) et (I. 4.1.2 (2)), nous aurons besoin 
du lemme suivant. 

Lemme 2.1.2. — On suppose que B est local, d'idéal maximal SDt. Soient M et M1 
deux 0®B-modules libres de rang d et 

<p: M—+M' 

un morphisme dont le conoyau est libre de rang 1 en tant que B-module et tué par 
une puissance de n. Il existe alors des bases de M et M' dans lesquelles la matrice 
associée à (p est de la forme 

oo 

diag (1, . . . , 1,7T <g> 1 -h ^2 ® m*)> 
t=0 

où rrn € SDt. 
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Preuve : Soit k le corps résiduel de B. Le conoyau du morphisme <p <S> Id* est un 
fc-module libre de rang 1. 
Les 0®k-modules M ®£ fc et M'<g>£ fc sont localement libres de rang d et O® fc est un 
anneau principal, de sorte qu'on peut appliquer le théorème des diviseurs élémentaires. 
Il existe donc des bases de M ®B k et M'ob k dans lesquelles la matrice de <p ® Id* 
est diag (1, . . . , 1,7r <g> 1). En relevant ces bases, on obtient donc des bases de M et 
M' (l'idéal 0®9Jl de 0§>B est contenu dans l'idéal maximal de 0§>B ! ). La matrice 
Mtp de cp dans ces bases est alors 

M<p =diag(l,--- ,l,7r(8>l)-hMan, 

où la matrice Mm est à coefficients dans (9®SDt. Les d — 1 premiers coefficients 
diagonaux de la matrice MV sont alors inversibles. Le lemme se prouve alors en 
appliquant un argument classique d'algèbre linéaire (voir par exemple [Bo] Alg. Ch. III 
§10 n° 13 lemme 1). • 

Achevons la preuve de (2.1.1). 
On peut supposer pour vérifier les conditions (I. 2.3 (2) et (3)) et (I. 4.1.2 (2)) 

que l'anneau B est local. Les J9-modules Cokerü» et CokerF» sont libres de rang 1 
(cf. (I. 4.1.2) et (I. 4.1.3)). Le lemme (2.1.2) identifie alors Coker7r» (resp. Coker/¿) 
à Cokerll» (resp. CokerF»), ce qui termine la preuve. • 
2.2.4. — Notons désormais G% le foncteur Go (cf. (I. 4.4.2)). 

Soit (M»)i€z G GQ(B). On va montrer que les sous 0®i?-modules m» = AdM¿ de 
K®B définissent un objet de Gl0{B). 

Les sous-modules ra¿ vérifient évidemment les conditions (1) et (2) de (I. 4.4.2), et 
il découle de la proposition (2.1.1) qu'ils vérifient (I. 4.4.2 (3)). 

Il résultera immédiatement du lemme suivant que les modules m» vérifient aussi la 
condition (I. 4.4.2). 

Lemme 2.2.1. — Soient M et M' deux 0§>B-modules localement libres de rang d et 

(p : M —> M' 

un morphisme injectif dont le conoyau est tué par une puissance de n. On a alors 

1. le B-module Coker<¿> est localement libre; 
2. rgCoker<¿> = rgCokerAV (égalité de fonctions localement constantes sur 

SpecB). 

Preuve : Démontrons d'abord le premier point. 
Soit n un entier tel que 7rn§l Coker<p = (0). 
La suite 

M/(irn®l)M —+ M'/(7rnêl)M' —v M'/M —* 0 
est exacte. Le B-module M'/M' est donc de présentation finie, et il suffit donc de 
démontrer qu'il est plat. 
Nous aurons besoin des lemmes suivants, dont les démonstrations sont laissées au 
lecteur. 
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Lemme 2.2.2. — Si le B-module E est plat, il en est de même du B-module 
0®FqE. • 

Lemme 2.2.3. — Pour tout idéal B de B, on a lfégalité 

(7rn0S) • 0®B = (1®B) • 0®B H (7rnêl). O®B. • 

RÉDUCTION : En appliquant le lemme (2.2.2) au cas du changement de base vers un 
anneau local B<m de B et en utilisant ([Bo] A. C Ch II §3 corollaire de la proposition 
15), on voit qu'il suffit en fait de démontrer que M1 /M est un B module plat en se 
plaçant dans la cas particulier où l'anneau B est local. C'est ce que nous allons faire 
maintenant. 

Les 0%B-modules M et M' sont localement libres et donc plats. Il résulte du 
lemme (2.2.2) qu'ils sont alors plats en tant que B-modules. Pour démontrer que le 
J5-module M'/M est plat, il suffit alors de vérifier que pour tout idéal B de S, on a 
l'égalité 

(*) (îgs) • M = (iSb) • M' n m. 

Soit m € (10#) -M'nM. Il résulte des inclusions 

7rn M' C M C M' 

que (7rn0l)ra G (1®B) • M fl (7rn§l) • M. Le O0B-module M est libre de rang d 
(ceci résulte du fait que B est local et du lemme (I. 2.2.4), ou plutôt, de sa preuve). 
L'égalité (*) est alors une conséquence directe du lemme (2.2.3). Ceci achève la preuve 
du premier point. 

Pour démontrer le deuxième point, on peut supposer que B est un corps. L'anneau 
0%B est alors un anneau de valuation discrête, et l'égalité des rangs résulte alors du 
théorème des diviseurs élémentaires ([Bo] Alg. Ch VII §4 n° 5 prop. 4). • 
2.3. — On va maintenant s'intéresser aux points de division. 

Soient eeOd tel que eq~l = (-l)d_1 et 

13: Od —• B 

un morphisme de O-algèbres. On laisse au lecteur le soin de vérifier que l'isomorphisme 

e(/M,fc): A? >Al+k 

x *->((-lfD-V D-1®0(e))-x 

(où Af est le module (1.3.2)) identifie pour tout k € Z les suites 

(AdAi,AdUilAdFi)ieZ 
et 

(A}+fc,n»+ib,Fi+fc)t€z. 
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On définit alors un morphisme 

dét. : Ydd (B) • Ynl {B) 
{M.,x.)\—y (A<£M#,e(/9>#+d_lji_d) o Adx.). 

La preuve (facile) de la proposition suivante est laissée au lecteur. 

Proposition 2.3.1. — Le diagramme 

X(n+l)d ND * Xnd 
|déte |déte 

yl N+1 * y yl 

est commutatif. • 
2.3.2. — On note encore 

dét.: yd nd — yln 
la fibre générique du morphisme de schémas formels détc. Il résulte alors immédiate
ment de la proposition (1.3.5.1) que 

dét.(Et,) c e; . 

Les morphismes rigides 
dét.: El,—>E* 

ainsi obtenus forment finalement un morphisme de systèmes projectifs 

détc: Ed —> E1, 

comme on le voit en utilisant la proposition (2.3.1). 
2.4. — Le système projectif Ed (resp. E1) est muni d'actions de Dx/TTZ et de 
GLd(K)/irz (resp. de deux actions de Fx ; on laisse au lecteur le soin de vérifier 
qu'elles coïncident). 

Faisons agir S G Dx/irz sur E1 via Nr (ô) et g e GLd(K)/irz via dét {g). 

Proposition 2.4.1. — Le morphisme 

dét£ : Ed —y E1 

est DX/TTZ x GLd(K)/nZ'équivariant. 

Preuve : Il suffit de prouver l'analogue évident pour le morphisme 

d é t . : ^ - ^ 1 . 

La GL<f (K)-équivariance suit immédiatement de la caractérisation (1.3.4) de l'action 
de GLd(K). 
Pour montrer que le morphisme détff est Dx-équivariant, nous aurons besoin du 
lemme suivant. 
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Lemme 2.4.2. — En identifiant AdAffd_1 à A] via le morphisme e(pti+d-i,i-d)> 
on a 

AXrf-iW = B1 (Nr o) (v¿ e oD). 

Preuve : Il suffit de prouver cette identité pour B = Od et /3 = Idod. Celle-ci est 
alors simplement la définition de la norme réduite figurant dans [Re]. • 

En remarquant que II G Dx/TTZ agit sur E1 via eq~l = (-l)*"1 et que 

Nr(n) = (-l)"-17r, 

la proposition s'ensuit. • 
On va maintenant formuler une conséquence de la Dx-équivariance du morphisme 

détc. 

Proposition 2.4.3. — U existe un (unique) morphisme 

dét£ : End_d+1 —> En 

rendant commutatif le diagramme suivant 

yd ^nd 
déte 

nd-l E1n 

déte 

Mnd – d+1 

Preuve : Soit 0D%n = 1 + UnOD (n > 1). On a 

£Î = zd/oDtn = Ej[7(0iW0i>.»') (*' > *) 

La proposition (2.4.3) résulte alors du lemme suivant. 

Lemme 2.4.4. — On a l'inclusion 

KT(0DM-d+i)Cl + *nO. 

Preuve : Ceci résulte de la définition de la norme réduite figurant dans [Re] et de 
([C], lemme (2.9)). • 

2.5. — On va maintenant calculer explicitement le morphisme déterminant détc en 
utilisant la détermination (II. 3) de l'objet universel sur Go. 

Soit flUniv l'algèbre affine du C?-schéma formel G0 (II. 3.3.1). 
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Proposition 2.5.7. — Le déterminant (2.2) de l'objet universel 

(M.1U.1F.,R) £ G0(BUNIY) 

est l'objet (ra#,7r#,/#,r) suivant. Pour tout i G Z, 

m» = 0<8>J3Univ> 
7Ti = ( - l ^ T r ê l 

et 

fi = (-l)"*-1^®! - l®ir)Id0®Fr. 

Le morphisme 

r:m0 = O® (£univ/M) ^->K®(Buniv/(7r)) 

est l'inclusion naturelle. 

Preuve : On laisse au lecteur le soin de vérifier que les modules m*, ainsi que les 
morphismes 7r et fi, sont ceux décrits ci-dessus. 

L'inclusion r (assimilée à un élément de K® (BUTi\y/(7r)) vérifie 

Id/c®Fr(r) = r 

(cf. la condition (3) de (I. 4.3.3)). On a donc 

r = p®l (pGK)-

Pour calculer r, il suffit dans ces conditions de le faire après réduction modulo l'idéal 
(vj[i] ) (IL 2.7.2). Un calcul direct montre alors que r = 1. • 

Remarque : Le morphisme 

m* > O® Buniy 

x .—• (-1)**"1) • x 

identifie ainsi (ra#, 7r#, r) à l'image réciproque de l'objet universel sur GQ = Spf O 
par le morphisme structural 

A: G0 —> Spf O. 

Corollaire 2.5.2. — Le déterminant de l'objet universel (/?,A",p) sur G°®oOd (II. 
3.4.1) es£ Je couple (détX", détp) suivant. 
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Le O-module formel dëtX est celui dont le groupe formel sous-jacent est Ga et pour 
lequel on a 

dëtX (TT) = 7T -h r 

(on rappelle qu'on note r l'endomorphisme de Frobenius de G0 ). La quasiisogénie 
dëtp est simplement V isomorphisme 

$! = Ga = Ga = dëtX 

{on note $d le O-module formel (I. 4.2)). • 

On rappelle qu'on note CN l'algèbre affine du 0-schéma formel YDD (B) XGOG0 (cf. 
(1.4)). Notons 

n-l 
e^.i+d-i.i-d) o AdXi = dëte(x.)i = ]T TT* ® Çk (£k e Cn) 

k=0 
(cf. (2.3)). 

La preuve de la proposition suivante est alors une conséquence immédiate de (1.4). 

Proposition 2.5.3. — L'égalité 
n-1 

k=0 
7rfc <g> = (1 <g> P(e)) • dét 

nd-l 

fc=0 
P* ® diag j -1],0 < j < d - 1) 

est vérifiée dans 0/irnO <g> Cn . • 

Remarque : La formule (2.5.3) exprime £n-i comme un polynôme en les a?fc[i](0 < 
j < d - 1,0 < A; < nd - 1). De l'égalité 

nd-l 

k=0 
Pk®di*g(xk[j-i]) = P1-

nd-l 

Jfc=0 
P*<8>diag(;r *[.;]) .p-« 

(où les deux membres sont considérés comme des éléments de ¥q [n] ® ¥q [xk[j], 
0 < j <d — l ,0<fc<nd — l]),il résulte que ce polynôme est indépendant de i. La 
matrice 

nd-l 

fc=0 
P*®diag(a?fc[j-f]) G gld (O/7rnC?0Fo [xk[j]]) 

ne dépend pas des quantités 

Z(n-i)d+i[(d- 1) - i] 

Xnd-i [{d-\)-i) ... ar̂ —if 1 — «J 
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(lorsque 1 < s < r < d, le terme situé à l'intersection de la r-ième ligne et de la 
5-ième colonne est 2(n-i)d+r[d - i + s]). 
En faisant varier z, on voit que le polynôme exprimant £n_i ne dépend que des xk[j] 
(avec 0 < j < d — 1 et 0 < fc < (n — l)d). Le morphisme 

dét, : Ydnd — Yd. 

se factorise donc à travers le morphisme d'oubli des coordonnées xk[j] 
(0 < j < d - 1, (n - l)d + 1 < k < nd - 1), 

nd—l , \rd v \rd ' *nd • r(n-l)d+l • 

Ceci redémontre (et précise) la proposition (2.4.3). 

Alain GENESTIER 
Université de Paris-Sud 
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