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A ’occasion du “sexagénariat” de P. A. Meyer et J. Neveu, leurs amis, collégues et
éleves ont voulu leur témoigner admiration pour leur ceuvre scientifique et gratitude
pour leurs qualités humaines et leur exemple, en leur offrant ce bouquet d’articles
qui, nous l'espérons, manifeste la fertilité et la vitalité des graines qu’ils sément
généreusement depuis de longues années. Ce volume ne représente qu’une partie,
importante, du cadeau auquel beaucoup d’amis se sont associés, et qui se concrétisera
aussi sous d’autres formes.

Puisse la théorie des probabilités voir encore germer et fleurir de nombreuses idées
de nos deux maitres !
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Rudiments de théorie non (nécessairement) linéaire du potentiel fellerien(ne)

mais, vu les circonstances, je n’ai pu résister & la tentation de réaffirmer mon ambition,
mettre a nu les ressorts élémentaires et fondamentaux de toute théorie du potentiel, méme
si ce projet est encore loin d’étre réalisé. Le menu du jour est surtout 1’étude du principe
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=1
et lorsqu’on remplace dans la formule ci-dessus X;/,, par une valeur arrondie, avec une
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Martingales d’Azéma bidimensionnelles

S. Attal, M. Emery

Résumé. — Un théoréme de Meyer affirme l’existence de solutions pour une équation de
structure markovienne & coefficient continu; en I’étendant & deux dimensions, nous obtenons
I’existence des martingales d’Azéma bidimensionnelles. Ces processus font 1’objet d’une
classification simple; certains d’entre eux jouissent de la propriété de représentation chaotique.

1. Martingales d’Azéma multidimensionnelles

D’abord quelques rappels sur les martingales d’Azéma réelles et les équations de
structure réelles ou vectorielles. Une martingale réelle X est dite normale si X2 — ¢
est une martingale; ceci revient & dire que [X,X], —t en est une, ou encore que
(X,X), = t pour tout ¢t (par convention, tous les crochets et toutes les intégrales
stochastiques seront nuls en zéro, méme si Xy # 0). Lorsque X est une martingale
normale et posséde de plus la propriété de représentation prévisible, la martingale
[X,X], —t est une intégrale stochastique par rapport & X : il existe un processus
prévisible ® tel que

t
[X,X]t =t+/ ®,dX,;
0]

cette formule est une équation de structure. On ’écrit souvent sous forme différentielle
d[X X], = dt + ®;dX;. Un cas particulier fort intéressant (dit markovien) est celui
ot ®; est de la forme f(X;_). Etant donnée une fonction f continue de R dans IR,
un théoréme de Meyer ([3]) affirme qu’il existe, sur un espace probabilisé adéquat,
une martingale X vérifiant I’équation de structure

d[X,X], =dt + f(X;-)dX, .
En particulier, lorsque f est une fonction affine, cette équation devient
d[X,X], =dt + (a + BX:-)dX: ;

si ’on impose une valeur initiale Xy, = z, elle admet une solution unique en loi, la
martingale d’Azéma de parametres a et 3 (voir [2]).

9
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Une martingale X = (X* )1<‘<d a valeurs dans IR® est dite normale lorsque I’on
a (X,X), = 6t pour tout ¢. L équation de structure qu’une telle martingale est
susceptible de vérifier prend la forme

d[X', X7, =69dt+ Y _ & (t)dX} .
k

Ces équations de structure multidimensionnelles sont étudiées dans [1]; il y est
montré que la famille des d® processus prévisibles <I>k n’est pas arbitraire : pour qu’il
existe une solution X, il faut que, pour presque tout (¢,w), les @" (t,w) soient les d®
composantes d’un tenseur doublement symétrique. (Un tenseur T' = (T;;”), <ijkgd oSt
dit doublement symétrique lorsque

T,:j est symétriqueen 7, j et k

et

Y TY T est symétrique en 4, j, k et £;
m

les tenseurs doublement symétriques sont exactement ceux que ’on peut diagonaliser
dans une base orthonormée.) Il est établi dans [1] que ces conditions de symétrie
apparaissant dans les équations-de structure sont maximales — ceci sera corroboré
par le théoréme 1 plus bas.

DEFINITION. — Une martingale normale X = (X*); ;< 4 valeurs dans R? est une
martingale d’Azéma, si elle vérifie une équation de structure de la forme

d
d[X*, X7), =69 dt+ ) £ (Xe-)dXE,
k=1

ot les f,:j sont d® fonctions affines sur IR? telles que, pour presque tout (t,w), le
tenseur f(X;—) soit doublement symétrigque.

2. Le cas bidimensionnel

Nous allons nous restreindre au cas bidimensionnel (d = 2). Faute en effet d’étre
parvenus & des méthodes permettant de traiter le cas général, nous remplagons la
compréhension en profondeur des phénomenes par des calculs explicites qui devien-
draient inextricables en dimensions supérieures; nos résultats ne constituent donc
qu’une premiere approche vers les martingales d’Azéma multidimensionnelles.

10
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A deux dimensions, un tenseur doublement symétrique est un tenseur de la forme
(T2 )1<i k<2 ol les conditions de symétrie imposent d’une part

11 _ pl2 __ 21, 12 _ 21 _ 22
T2 —Tl _Tl ’ T2 _T2 —Tl

(donc T ne dépend que des quatre quantités p = T}!, ¢ = T2, r = T} et s = T#?),
et d’autre part
d_THT =Y THTM,

m m

qui exprime la symétrie en i et k de la somme Y, THT/* déja symétrique en i et
j et en k et £. Compte tenu de la symétrie de T en ses trois indices, échanger j et £
revient 3 échanger les deux membres; cette relation est donc automatiquement vérifiée
lorsque j = £ et il suffit de ’écrire pour j =1 et £ = 2. On obtient

ps+qr=12+438%.
Une équation de structure bidimensionnelle se met donc sous la forme

d[X, X], = dt + P.dX, + R, dY,
d[X,Y],=  R.dX,+S.dY;
d[Y, Y]t =dt+ S;dX; + Q: dY;

ol les processus prévisibles P, Q, R et S vérifient pour presque tout (Z,w) la relation
PS+QR = R?+5%. Et les martingales d’Azéma bidimensionnelles sont les martingales
normales Z = (X,Y) telles qu'il existe quatre fonctions affines p, g, r et s sur IR?
vérifiant pour presque tout (¢,w)

(*) P(Ze-) 8(Ze=) + q(Ze-)1(2e-) = 7(2:-)" + 8(Z,-)"
et telles que

d[X, X]t =dt +p(Z¢..) dX: + ’I‘(Zg._) dY;
(A) dIX,Y],=  r(Z)dX. +s(Z._)dY:
dly, Y]t =dt + 3(Z;-)dX; + q(Z;-) dY; .

LEMME 1. — Les quatre fonctions affines p, q, v et 8 associées ¢ une martingale
d’Azéma bidimensionnelle Z sont uniquement déterminées par Z.

DEMONSTRATION. — Si p', ¢, ' et s’ sont aussi associées & Z, I'’ensemble E =
{p=p',q=¢',r=r',3=5'} est un sous-espace affine de IR?, dans lequel se trouvent
presque tous les Z(t—,w). Par limites & droite, pour presque tout ¢, Z;(w) est p. s.
dans F; soient 8 < t deux instants auxquels ceci a lieu. Puisque Z est normale, la
matrice de covariance IE[(Z;—Z,)®(2;—2Z,)] du vecteur aléatoire Z;—Z, est égale &
(t—s) Id; ce vecteur ne peut donc pas prendre ses valeurs dans une droite déterministe
de IR?, et E est I’espace IR? tout entier. (]

11
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Cependant la relation (*) ne peut étre simplifiée : nous rencontrerons plus bas
certaines martingales d’Azéma pour lesquelles les quatre fonctions affines p, g, r et s
ne vérifient pas la relation ps+gr = r2 + s2 sur tout IR?, mais seulement sur un fermé
dans lequel Z prend ses valeurs.

3. Existence

Comme dans le cas unidimensionnel, I’existence de martingales d’Azéma bidimen-
sionnelles découle d’un résultat plus général : voici une extension bidimensionnelle du
théoréme d’existence de Meyer ([3]).

THEOREME 1. — Soient z un point de R? et p, g, r, s quatre fonctions continues
de R? dans IR, lides par la relation ps+qr = 2 + 2. Sur un espace probabilisé filtré
convenable, il existe une martingale bidimensionnelle Z = (X,Y) telle que Zo = z et
vérifiant l’équation de structure

d[X, X]t =dt+ p(Zt_) X, + ’I‘(Zt_) dY;
d[X,Y],=  r(Z_)dX; +s(Z:_)dY,
d[Y, Y]t =dt+ S(Zt_) X, + Q(Zg_) day; .

Nous l’allons prouver en suivant le méme schéma que Meyer dans [3], c’est-a-
dire en discrétisant le temps dans I’équation de structure. Une difficulté nouvelle
apparait en dimension 2 : les équations de structure en temps discret et continu
n’ont pas la méme forme, le tenseur des coefficients en temps discret étant non
pas doublement symétrique, mais sesqui-symétrique. Ceci signifie que, si h est un
réel positif et ((n),cpy Une martingale & temps discret & valeurs dans IR? dont les
accroissements A(, = (n,—(n—1 vérifient une équation de structure de la forme

AGL A =h67 +) &7 (n)ACE,
k

ou les ¢I>fcj sont des processus prévisibles, alors, & tout instant n,

<I>fcj dépend symétriquement de ¢, j et k

et
> 4 &7* + h6' 6f dépend symétriquement de i, j, k et £.

m

Lorsque h = 1 ceci se trouve dans la proposition 6 de [1]; le cas général s’en déduit
immédiatement par homothétie de rapport v/A.

Réciproquement, on a un résultat d’existence : d’apres le corollaire 3 de [1], si
I'on se donne un tenseur ® possédant les propriétés de sesqui-symétrie rappelées
ci-dessus, il existe un (et, en loi, un seul) vecteur aléatoire A{ dans IR? tel que

12
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AC A = hé9 + Y, 87 AC*; il en résulte en particulier, par récurrence et
conditionnement, que si f est une fonction borélienne de IR? & valeurs dans les tenseurs
sesqui-symétriques, il existe pour tout z € IR? une martingale ¢ (unique en loi) telle
que (o = z et que, pour tout n > 0

AGAG =h67 +) " £ (Cn1) AGE .
k

Ce sont de telles martingales discrétes qui seront utilisées pour démontrer le
théoréme 1; il faudra pour cela savoir approcher les tenseurs doublement symétriques
par des tenseurs sesqui-symétriques. Nous avons vu plus haut qu’en dimension 2 les
tenseurs doublement symétriques peuvent &tre identifiés aux quadruplets (p, g, , ) de
IR* vérifiant ps + gr = r? + s2; nous noterons D leur ensemble. De méme, le lecteur
écrira facilement, en dimension 2, les tenseurs sesqui-symétriques de parameétre b > 0
comme les quadruplets vérifiant ps + gr + h = r2 + s2; leur ensemble sera noté S(h).

LEMME 2. — Soit ||.| une norme sur l’espace vectoriel (quadridimensionnel) des
tenseurs symétriques a trois indices. Il existe une constante C et, pour tout h > 0,
une application borélienne I" de D dans S(h) telles que, pour tout T € D, on ait
17(T)-T|l < C Vh.

En langage clair : quand h tend vers zéro, les tenseurs doublement symétriques
sont approchés uniformément par des tenseurs sesqui-symétriques de paramétre h.

DEMONSTRATION DU LEMME 2. — Etant donnés h > 0 et quatre réels po, go, To
et sp vérifiant ppso+goro—ra—s3 = 0, il s’agit de trouver p, g, 7 et s proches de py,
o, To et 8o et vérifiant ps+qr—r2—s% = —h. Le changement linéaire de coordonnées
u = s—p et v = r—q permet de remplacer (p,q,7,8) par (u,v,r,8); les équations
ci-dessus deviennent ug8p+uvoro = 0 et us+vr = h.

Si ug = vg = 19 = 80 = 0, il suffit de poser u = v =r = 8 = y/h/2. Sinon, on peut
définir >0 par la formule (u +v3 +7Z+33) sh2a = 2h, et poser r = 19 cha+vp sha,
v=wv9 cha+79 sha, s =3 cha+up sha et u = ug cha+ sp sha. Compte tenu de
uoS80+voTo = 0, on a bien

us+vr = (u2 +v2 + 75 +82) chasha=h;
et ’estimation de norme résulte de
(u—uo)? + (v—v0)® + (r—70)* + (s—30)* = 2 cha (cha—1)(ud + v + 72 + s3) < 2k,
carpoura >0onacha—1=sha+e™®—-1<sha. |

On aurait pu tenter de démontrer ce lemme par une autre méthode. Il est en effet montré
dans [1] que les tenseurs doublement symétriques (respectivement sesqui-symétriques) sont en
bijection avec des systémes particuliers de vecteurs de IR?, les systémes droits (respectivement
obtus). On aurait pu approcher le systéme droit par des systémes obtus, ce qui serait d’ailleurs
aussi simple en toute dimension qu’en dimension 2 (alors que nous reculons devant ’extension
4 la dimension n des calculs faits ici en dimension 2). Mais pour démontrer le théoréme nous
aurons besoin du caractére uniforme de ’approximation, que nous ne voyons pas comment
obtenir en passant par les systémes droits et obtus.
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DEMONSTRATION DU THEOREME 1. — Les quatre fonctions continues p, q, et s
sont données. Pour chaque h > 0, le lemme 2 fournit des fonctions boréliennes p”,
g*, r* et s*, uniformément proches de p, g, 7 et s quand h est petit, et telles que
pPst+ghrh+h = (r*)? +(sh)’. 1l est donc possible de définir des martingales discrétes

¢h = (¢*,m*) dans R? par ¢} =z et

(AEh,,)" = h+ph(Ch) ARy, +rh(Ch) Anty,
A£ﬁ+1Anﬁ+1 = ™ (k) Af":+1 +sh(¢h A712+1
2
(A7I1’:+1) =h+s*((h) A§2+1 +q"(¢h) A772+1 .

On peut ensuite définir des martingales & temps continu Z* dans IR? par Z! = ¢»
si nh < t < (n+1)h; dans leurs filtrations naturelles, elles vérifient ((Z*)*, (Z*)’), =
6 [t/h]h < 6%t et sont donc uniformément bornées dans I? sur tout intervalle fini.
Leurs lois sont pseudo-tendues (c¢f [3] et [4]) et il existe donc une suite h, tendant
vers zéro telle que les lois des Z”» convergent pseudo-étroitement vers une loi de
martingale L. On peut supposer (mémes références) que les Z*» sont toutes définies
sur un méme espace probabilisé et que les trajectoires Z"»(w) convergent (presque
partout en t) vers celles d’'une martingale Z de loi L. Il reste & montrer que Z est
solution de I’équation de structure proposée.

De la méme fagon que dans [3], on peut montrer que les crochets [X, X], [X,Y]
et [Y,Y] sont proches en probabilité des crochets correspondants de Z"»; que
fot p(Z,-)dX, est proche en probabilité de f(: p(Z")dX! et de méme pour les cing
intégrales analogues. Il reste, pour conclure, & vérifier que fot p(ZP»)dXh est proche
de f(: p"(2"")dX"*» (et de méme pour les cinq autres intégrales). Or le lemme 2
donne

2 t
= B[ [ (p(zl) - p(21)" dLxt, X
< ChoE[[ X", X"],] < Chat,

" /ot (p(Z32) - p"~(Z3m)) dX )

ce qui permet de conclure comme dans [3]. ]

4. Classification des martingales d’Azéma bidimensionnelles

THEOREME 2. — Les martingales d’Azéma bidimensionnelles Z = (X,Y) peuvent
étre classées en trois types, selon les propriétés des fonctions affines p, q, T et s
figurant dans ’équation de structure

d[X,X]), =dt +p(Z;-)dX; + r(Z;-)dY;
(A) d[X,Y], = r(Zi-)dX, + 8(Z;-) dY;
d[Y, Y]t =dt+ S(Zt_) dX; + q(Zt_) dY; .

Le type (I) rassemble celles telles que p—s = Ar et T—q = As pour un A € RU{oc}
(le cas X = oo signifiant r = s = 0); elles se raménent par rotation au cas r = s = 0.
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Ce sont les martingales d’Azéma dont les sauts sont tous paralléles ¢ l’'une ou lautre
de deuz directions fizes, que l’on peut toujours choisir orthogonales; quandr = s =0,
ces directions sont celles des axes.

Le type (II) est formé de toutes celles pour lesquelles p—s = A(r—q) et r = As
pour un A € RU{oo} (le cas A = oo signifiant r—q=38=0), sans que p, ¢, 7 et 8
ne soient colinéaires (c’est-a-dire constantes, ou multiples dlune méme fonction affine
non constante). Ces martingales se raménent par rotation au cas ot r—q =38 =0.

Pour toute position initiale dans IR?, les équations de structure (A) associées auz
types (I) et (II) ont une solution.

Le type (III) est constitué des martingales d’Azéma Z pour lesquelles I’égalité
ps+qr = r2+s? n’a pas lieu identiquement, mais seulement sur une partie stricte du
plan, dans laquelle vit Z ; cette partie du plan est nécessairement la réunion de deux
droites orthogonales. Ces martingales se raménent par translation et rotation au cas
ou ces deuz droites sont les azes; I’équation de structure prend alors la forme

d[X,X), = dt + (-X.— +aY;_)dX, - Y;_adY,
(II1') d[X,Y],= -Yi_dX,-X,_dY,
d[Y,Y], = dt — X,_ dX; + (bX._ - Y;_)dY;,

ot a et b sont deuz réels tels que a+b # 0. Etant donné z € IR?, I’équation (II') a
une solution de valeur initiale 2 si z est sur l’un des azes et dans ce cas seulement.

REMARQUE. — Les équations du type (III') avec a+b = 0 sont en fait du type (I),
avec A = b = —a. Les martingales correspondantes restent sur la courbe zy = zoyo
(hyperbole équilatere ou les deux axes) puisque 1(e morceau d)’équation de structure
d[X,Y], = -Y;_ dX; — X;_ dY; entraine que le produit X.Y; reste constant.

DEMONSTRATION DU THEOREME 2. — Les quatre fonctions affines p, g, 7 et s doivent
vérifier la relation ps + gr = r2 + s2 en presque tout point de la forme Z;_(w). Une
alternative se présente : cette relation est vérifiée soit partout, soit seulement sur un
sous-ensemble strict de IR2.

Regardons d’abord le premier cas : ps + gr —r2 — s2 = 0. Cette relation peut aussi
8’écrire (p—s)s = (r—q)r; on a ainsi deux factorisations en facteurs de degrés < 1,
(p—s)s et (r—q)r, d’'un méme polyndme en z et y de degré < 2. Ces factorisations
sont donc les mémes, & ’ordre pres et & un facteur scalaire pres, et 'un au moins des
quatre cas suivants se réalise :

p—8=Ar p—s=Xr-gq)
@) {r—q:As ) { r=\s
) r=s=0 () r—-¢g=8=0

15
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ot A est un nombre réel. Il est plus joli de résoudre en r et s les systémes (1) et (2)
pour les mettre sous la forme

= _A 1 — _A A2
I {T-'1+,\”’+‘1‘-W‘1 (In) {"—ﬁvp+ﬁvq
=P e $=m P+ ds

on retrouve (I') et (II') comme cas particuliers de (I) et (II) en autorisant la valeur
A = oo dans ces derniers. Les cas (I) et (II) sont simultanément réalisés si et seulement
si les quatre fonctions affines p—s, r—q, r et s sont colinéaires; ceci revient & dire que
D, q, T et 8 le sont. Par convention, les martingales correspondantes seront exclues du
type (II) et mises dans le type (I).

Pour chaque valeur finie de A, les équations de structure (I) et (II) sont respective-
ment obtenues & partir de (I') et (II') par une rotation convenable des axes. En effet,
si 'on effectue une rotation de matrice orthogonale U = (u¢), en notant V = (v%)
l'inverse de U (de sorte que v} = u®), la formule de changement de base pour les
tenseurs s’écrit

af _ kpij o, B _ ij, e, B,
W= Zv.ka uiug = sz uug ug
1,5,k 1,5,k

(les indices grecs sont relatifs & la nouvelle base, les latins & I’ancienne). En dimen-

sion 2, on peut poser u} = u2 = cosf = vy et ul = —u? =sinf = o, et les composantes

dans la nouvelle base p’, ¢/, ' et s’ d’un tenseur doublement symétrique de compo-
santes p, q, r et s dans ’ancienne sont données par

? =73p+37%0r + 3y0%s + 0%q

' = —y2op + (Y¥=270%)r — (0% -2+20)s + voq
s' =qy0%p + (63-27%0)r + (v3-2702)s + 120q
qd = —-03p+37y0%r — 3y?0s +4%q.

Lorsque (I') est satisfaite, ceci devient

P =1"p+o%

v = —v%op+v0?q
s’ =y0’p+*aq
¢ =-d’p+7q,

de sorte que p'—s' = (v3—y0?)p + (63 —20)g et 7'—¢' = (6®—7?0)p — (¥*—70?)q, et
les relations (1) sont vérifiées par (p',¢',7’,8') avec A = /vy — /0 = —2 cotg 26; pour
tout ), il existe donc au moins une rotation R qui transforme (I') en (1). Pour vérifier
que toutes les fonctions affines satisfaisant (1) proviennent de (I') par R, il suffit dés
lors d’un petit argument de dimension : R transforme linéairement et injectivement les
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quadruplets vérifiant (I') en certains quadruplets vérifiant (1); la surjectivité résulte
de 1’égalité des dimensions.
Pour le type (II), le calcul est analogue : lorsque (II') est satisfaite, on a

P =p+ (6*+3+%0)q

r' = —72op+(v*~10%)q
s’ =yo’p+ (6¥—~20)q

¢ =-o’p+(v*+370%)q,

et les relations (2) sont vérifiées avec A = —y/o = —cotg8; on conclut comme ci-
dessus que (2) se ramene toujours & (II') par rotation, et il ne reste qu’a remarquer que
le sous-espace & exclure, formé des quadruplets colinéaires, est invariant par rotations.

Par la proposition 3 de [1], une martingale vérifiant une équation de structure a
tous ses sauts paralleles aux axes si et seulement si le tenseur prévisible (P, @, R, S)
figurant dans I’équation est diagonal : R = S = 0. Une martingale d’Azéma du type
(I) a donc ses sauts paralléles aux axes si r = s = 0 et, par rotation, paralléles & deux
droites orthogonales dans le cas général. Réciproquement, si une martingale d’Azéma a
ses sauts dans deux directions fixes, 'ensemble £(¢,w) associé & son tenseur prévisible
par le corollaire 1 de [1] reste composé de vecteurs ayant ces directions; mais puisque
c’est un systéme droit, les sauts (s’il y en a) sont tous soit dans une direction, soit
dans deux directions orthogonales; on peut donc trouver deux directions orthogonales
contenant tous les sauts. Apres s’étre ramené, par rotation, au cas ol les sauts sont
paralléles aux axes, on a un tenseur diagonal, donc r(Z;-) = 3(Z;~) = 0 pour presque
tout (¢,w); le lemme 1 entraine r = s = 0. Et dans le cas général, obtenu par rotation
a partir de ce cas particulier, la martingale est du type (I).

L’existence de solutions de (I) et (II) pour toute condition initiale est un cas
particulier du théoréme 1.

11 reste & étudier le second terme de l'alternative, qui donnera le type (III) : nous
supposons maintenant que que 1’égalité ps+qr = r2+s2 n’a pas lieu identiquement
dans tout le plan. Puisque cette relation est du second degré, ’ensemble H sur lequel
elle a lieu est une conique, propre ou dégénérée. Pour presque tout (¢,w), Z;— est dans
H; comme H est fermé, Z lui-méme est (indistinguable d’un processus) & valeurs dans
H. La projection de Z sur n’importe quelle direction est une martingale normale,
donc non convergente, donc non unilatéralement bornée. En conséquence, H ne peut
étre ni une ellipse, ni une parabole, ni deux droites paralleles, ni une droite double :
c’est donc une hyperbole, éventuellement dégénérée en deux droites concourantes. Au
moyen d’une translation et d’une rotation, on se raméne au cas ol les asymptotes
de cette hyperbole ont pour équations z = 0 et y = pz, oll p est un nombre réel;
I’équation de H est alors de la forme z(y—pz) = ¢ pour une constante c, et le processus
X(Y—pX) est constant. Mais, puisque Z est normale, ce processus X (Y —pX) est
aussi somme d’une martingale et du processus —pt; il en résulte que p = 0, et H
est une hyperbole équilatére, d’équation zy = c. Il s’ensuit que le processus XY est
constant, d'olt d[X,Y], = -Y;_dX; — X;_dY; et le lemme 1 donne r(z,y) = —y
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et s(z,y) = —z. L'équation de H, zy = c, s’écrit aussi ps+qr = r2+s2, c’est-a-dire
—zp(z,y) — yq(z,y) = y? + z%. En identifiant les deux équations, on voit que ¢ = 0
(donc H consiste en les deux axes), p(z,y) = —z + ay et ¢(z,y) = —y + bz, ol les
réels a et b vérifient a+b # 0; la martingale Z vérifie donc ’équation (IIT') et reste
sur les axes.

Réciproquement, étant donnés a et b # —a, si 'on pose p(z,y) = —z + ay,
q(z,y) = —y+bz, r(z,y) = —y et s(z,y) = —z, la relation ps+qr = r?+s? est vérifiée
uniquement sur les axes; il nous reste & construire, pour toute condition initiale 2z
sur 'un des axes, une solution de (III'). Remplagons pour cela p et ¢ par les fonctions
non affines mais continues

bz2—ay?
z24y?

2_p.2
P(z,y)=-z+ % y et ¢(zy)=-y+ z,
qui coincident avec p et g sur les axes et qui vérifient partout p's+q'r = r2+s2. Le
théoréme 1 appliqué & p/, ¢/, r et s fournit une martingale Z issue de zp et vérifiant
(III") avec p’ et ¢’ au lieu de p et ¢. Mais puisque r = —y et 8 = —z, elle vérifie aussi
d[X,Y], = -Y;_dX, — X;_dY; et XY est constant; puisque XoYp = 0, Z reste sur
les axes et le systéme (III') est satisfait.

Enfin, ’analyse ci-dessus montre que toute martingale d’Azéma qui n’est pas du
type (I) ou (II) vit sur deux droites; le systéme (II'), pour lequel ces deux droites
sont les axes, ne saurait donc avoir aucune solution issue d’un point non situé sur les
axes. |

5. Propriété de représentation chaotique

Pour les martingales d’Azéma unidimensionnelles, la propriété de représentation
chaotique n’est connue que pour les valeurs des parametres telles que le processus
soit borné sur tout intervalle fini de temps. Il en va de méme & deux dimensions :
nous ne savons obtenir la propriété de représentation chaotique que pour certaines
martingales du type (I) bien particulieres, que nous prouvons d’abord bornées sur
tout intervalle fini. Puisque les martingales du type (I) se ramenent par rotation au
cas “diagonal” oll r = s = 0, nous nous restreindrons 4 ce cas-1a.

PROPOSITION 1. — Soit Z une martingale d’Azéma du type (I), d’équation de
structure

d[X,X], = dt +p(Z;-)dX,

d[X,Y],=0

dY,Y], = dt +q(Z;-)dY;
avec p(z,y) = az+by+c et g(z,y) = az+Py+y. On suppose —2 < a < O,
-2 B <0et0< ba < afB. Sile vecteur aléatoire Zy est borné, le processus

Z est borné sur tout intervalle fini [0,t] : il reste dans un compact qui ne dépend que
de Zy, de t et de l’équation de structure.
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DEMONSTRATION.! — Dans ’équation de structure

d[X, X], = dt + (aX;-+bY;_+c) dX;
d[X,Y],=0
d[Y,Y], = dt + (aX;-+BY;-+7) dY: ,

remplagons X_dX par 1d(X?)-1d[X,X] et Y_dY par 3d(Y?)-1d[Y,Y] :

(1+3a)d[X,X] = dt + Jad(X?) + bY_dX + cdX
(1+3B)d[Y,Y] = dt + 1Bd(Y?) + a X_dY +vdY ;

multiplions la premiere par a, la seconde par b et ajoutons. Compte tenu de
[X,Y] =0, on peut remplacer X_dY +Y_dX par d(XY), et il reste

o(1+1a)[X, X], + b(1+38) [V, Y],
= (a+b)t + LaaX? + 10BY? + baX.Y; + acX, + 1YY,
- 2aaX? - 1bBY} - baXo¥o — acXo — b¥Yo ;

ceci est de la forme
F(X,,Y;) - F(Xo,Yo) = (b}t — a(1+}a)[X, X], - b(1+3B)[Y, Y], .

Par hypothese, o et b sont de méme signe € € {—1,1}. Comme a et 3 sont supérieurs
ou égaux & —2, les coefficients a+b, a(1+3a) et b(1+30) sont tous du signe de ¢.
Les hypotheses a8 > ba, a < 0 et 8 < 0 impliquent que la forme quadratique
—320az?—bazy—1bBy? qui figure dans F est définie positive si € = 1 et définie négative
si e = —1. Quitte & tout multiplier par ¢, on est ainsi ramené &

G(X:,Y:) — G(Xo,Yo) < |a +B]t,

ol G est un polynéme du second degré elliptique. Lorsque ¢ décrit un intervalle fini,
G(X:,Y:)—-G(Xo, Ys) reste majoré; puisque Z, est borné, G(Z;) est majoré, et Z reste
a l'intérieur d’une ellipse. ]

REMARQUE. — L’hypothese 0 < ba < af peut étre remplacée par b = a = 0 (et
la démonstration se simplifie un peu : il faut bien entendu se garder de multiplier
les équations par a et b avant de les ajouter!). Ce cas n’a guére d’intérét : compte
tenu de I'unicité en loi établie plus bas, X et Y sont alors deux martingales d’Azéma
unidimensionnelles indépendantes.

1. Nous remercions Ph. Biane pour son aide.
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LEMME 3. — Soit Z une martingale d’Azéma & valeurs dans un espace vectoriel
euclidien E de dimension finie; on suppose Zy déterministe. Soit Q un polynéme d
n variables sur E. Pour t; 2 0,...,t, 2 0, la variable aléatoire Q(Z,,,...,2:,) est
de la forme

deg Q
Z/ Ok (31,...,8%)dZ,, ...dZ,,
k=0 0<81<...<8g

otu, pour chaque k, ¢r est une application mesurable bornée et & support compact
de ]Rf‘,_ dans Vespace (E*)*® des formes k-linéaires sur E. (Pour k =0, lintégrale
multiple est une constante.) La fonction @i est déterminée de fagon unique (presque
partout) sur lensemble 0< s8; <...< sk par Q, les t; et l’équation de structure
vérifiée par Z.

Nous omettons la démonstration de ce lemme : elle recopie mot pour mot celle du
cas unidimensionnel (lemme 7 de [2]), en remplagant 13 ol c’est nécessaire les réels
par des tenseurs convenables.

PROPOSITION 2. — Soit donnée une équation de structure bidimensionnelle vérifiant
les hypothéses de la proposition 1 (ou de la remarque qui la suit). Pour toute condition
initiale dans le plan, cette équation a une solution Z, unique en loi. La martingale
Z posséde la propriété de représentation chaotique.

DEMONSTRATION. — La position initiale z étant donnée dans IR?, soit ¢ > 0. La
proposition 1 fournit un compact K dans lequel restent jusqu’a l’instant ¢ toutes les
solutions de I’équation de structure issues de 2. La constante obtenue pour £ = 0
dans le lemme 3, qui n’est autre que IE[Q(Z,,...,Z;,)], est l]a méme pour toutes les
solutions Z. Comme, sur K, les polynomes sont denses dans les fonctions continues,
pour f continue et 0 < ¢; < t, 'espérance IE[f(Z;,,...,2:,)] ne dépend pas de Z :
toutes les solutions ont donc la méme loi.

Puisque, sur le compact K, les polyndmes sont denses dans L? pour n’importe
quelle loi de probabilité, la propriété de représentation chaotique de Z, établie par
le lemme 3 pour les polyndmes, s’étend & toutes les variables aléatoires de L? de la
forme f(Zi,,...,2:,) ot 0 < ¢t; < ¢, puis a tout L?(0(2)). ]

REMARQUE. — Comme nous l’avons observé plus haut, lorsque b = a = 0,
les coordonnées X et Y de Z sont deux martingales d’Azéma unidimensionnelles
indépendantes, complétement découplées dans I’équation de structure. On pourrait
s’attendre & ce que cette situation soit en un sens la meilleure possible et espérer que,
si a et B sont dans 'ouvert ]—2,0[, la propriété de représentation chaotique subsiste
pour des coefficients a’, V', o’ et §' suffisamment voisins de a, 0, 0 et 8. Mais la
méthode employée ci-dessus semble inutilisable deés lors que ba < 0...
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Remarques sur les semigroupes de Jacobi

D. Bakry

Résumé. — Aprés une premiére partie montrant les connexions entre les semigroupes de
JACOBI et le laplacien sphérique, nous donnons une estimation de la constante de SOBOLEV
de ces semigroupes.

Les semigroupes de diffusion sur un intervalle de IR ont en général une mesure
stationnaire réversible. Intéressons-nous, parmi ceux-ci, & ceux dont la mesure stati-
onnaire est une probabilité, qui ont un spectre discret et tels que les vecteurs propres
successifs forment une suite de polynémes (nécessairement orthogonaux pour la me-
sure réversible) : ce sont donc les semigroupes de diffusion naturellement associés a
des familles de polyndomes orthogonaux. Il est alors facile de voir qu'il n’y en a, &
affinité pres, que 3 familles, caractérisées par leur générateur infinitésimal L (cf [M],
par exemple) :

— Les semigroupes de Jacosl, définis sur | — 1, 1], de générateur

L = (1-2%)d?/dz? — (ax + b)d/dz, aveca£b > 0;

— Les semigroupes de LAGUERRE, définis sur ]0, oo, de générateur

L = zd®/dz? — (z + b)d/dz, avech < 0;

— Le semigroupe d’ORNSTEIN-UHLENBECK , défini sur IR, de générateur

L = d*/da? - zd/dx.

Les deux derniéres familles apparaissent comme des limites (convenablement
renormalisées), de semigroupes de la premiere famille, et on voit donc que les
semigroupes de JACOBI forment le modele générique de tels semigroupes.

Le cas symétrique (b = 0) est lié, lorsque le parametre a est demi-entier, & la
partie radiale du laplacien sphérique, et a donc été de ce fait intensivement étudié. Il
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présente de nombreuses propriétés remarquables qui en rendent 1’étude assez facile.
Dans le cas non symétrique, beaucoup de questions restent posées, en particulier du
coOté des inégalités de SOBOLEV, de SOBOLEV logarithmiques, etc. Le but de cet exposé
est de montrer qu’en fait les semigroupes de JAcoB! dissymétriques ont également une
interprétation géométrique simple pour certaines valeurs des parameétres, et de donner
des estimations sur les constantes des inégalités de SOBOLEV optimales qui leur sont
associées.

Malheureusement, alors que la plupart de ces constantes sont assez faciles & calculer
dans le cas symétrique, il n’en est pas de méme dans le cas dissymétrique, et c’est
pourquoi nous devons alors nous contenter d’encadrements.

1— Quelques considérations géométriques.

Toutes les remarques qui suivent peuvent se trouver de fagon plus détaillée dans
I’exposé [M]. Rappelons tout d’abord la forme des opérateurs de JACOBI : ce sont des
opérateurs différentiels du second ordre agissant sur les fonctions deux fois dérivables
définies sur l'intervalle | — 1, 1[ par la formule

L(f)(z) = (1 - 2*)f"(2) - (az + b)f'(2).

Dans ce qui suit, nous poserons a = %:l et b = a—p. Pour des raisons qui apparaitront
plus claires dans la suite, nous choisirons toujours n > 1 et p € [1,n]. Nous poserons
ensuite ¢ = n + 1 — p, et nous utiliserons les lettres p et ¢ pour désigner 'opérateur:

Lya(f)(@) = (1 - 2)f"@) = 3{p+ Dz +a-p}f'@), p2 1, a2 1.

Remarquons que le changement de z en —z transforme L,  en L, ,. Lorsque p = g,
nous noterons tout simplement l'opérateur L, : il s’agit du cas de l'opérateur
ultrasphérique.

Ce que nous voulons montrer dans ce paragraphe, c’est que, pour des valeurs
entieres des parametres p et g, I'opérateur de JACOBI s’interpréte naturellement
comme une image du laplacien sur la sphere de dimension n (avec comme plus haut
n=p+q-—1).

Pour les lecteurs qui n’aiment pas la géométrie différentielle, la fagon la plus
simple de se représenter le laplacien sphérique est sans doute la suivante : appelons
S, la sphere de rayon 1 et de dimension n plongée dans I’espace euclidien R™*!,
et considérons une fonction suffisamment dérivable f définie sur S,. On prend un
prolongement f de cette fonction & un voisinage de S, dans R**! qui soit indépendant
du rayon (et alors la notion de “suffisamment dérivable” peut se définir & partir de
cette fonction f), puis on calcule le laplacien ordinaire de cette fonction dans R™*!.
La restriction de ce laplacien & S, donne par définition le laplacien sphérique de la
fonction f, que nous noterons Ag, (f).

Si I’on veut exprimer ce laplacien, et qu’on n’aime pas trop les angles d’EULER,
il y a une facon de le faire qui donne une expression raisonnable. Tout d’abord, il
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est clair sur la définition que I'opérateur est local, et qu’il est également invariant
par les transformations orthogonales de IR"*!, car c’est le cas du laplacien ordinaire
de IR™*!. On peut se contenter de calculer Ag, (f) losqu’on connait f seulement au
voisinage d’un point, et, & cause de l'invariance, on ne perd rien & supposer que ce
point est (0,---,0,1). On va alors prendre comme voisinage la demisphére supérieure
{z = (z1,"**,Zn+1) € Sn+1/Znt+1 > 0}. Un point de cette demisphére est repéré par
ses coordonnées (z;,:-,Z,) sur le disque de rayon unité de IR", et 'on peut alors
définir la fonction f dans cette demisphere par sa valeur sur la boule f(zy,:--,z,),
ainsi que son laplacien.

Le lecteur un peu courageux peut alors faire le calcul a la main, et voit que ’on
obtient ainsi

As,. (f)(z) = 2(51.1 ‘”'3’1)3 a nZz,f—f
=1

i,j=1 i

(Ici, 6;; désigne comme d’habitude le symbole de KRONECKER.) On a évidemment
exactement la méme expression pour la demisphere inférieure. En particulier, si la
fonction f est invariante par la symétrie par rapport a I’hyperplan {z,+1 = 0}, il en
de méme de son laplacien (mais ceci n’est qu’un cas particulier de 'invariance par
rotation que nous avons évoquée plus haut).

Une des propriétés remarquables de cet opérateur est que le résultat Ag, (f)(z)
ne dépend que des variables dont dépend la fonction f elle méme. En particulier, si
la fonction f ne dépend que des p variables (21, --,2,), (1 < p < n), il en va de
méme de son laplacien (c’est une fois de plus un cas particulier de I'invariance par les
transformations orthogonales). On peut alors relever toute fonction g définie sur le
disque de IRP en une fonction f définie sur la demispheére supérieure de IR*+! (voire
en une fonction définie sur la sphére toute entiére pourvu que g ait un comportement
ad hoc au voisinage du bord du disque), prendre son laplacien sphérique et obtenir
ainsi une nouvelle fonction définie sur le disque de IRP : ceci nous définit un nouvel
opérateur sur le disque de IRP qui est

Anp(9)(z) = Z (b5 — @iz5) 01,0z, 63: Zx, éz;

i,j=1

C’est presque le méme opérateur que précédemment, & ceci pres que le coefficient n
qui apparait devant le terme du premier ordre n’est pas la dimension du disque, mais
un entier supérieur & p : en fait, rien ne nous oblige & ne considérer que des coefficients
n entiers dans la formule précédente, et nous avons ainsi réalisé sur le disque unité de
IRP une famille & un parameétre n d’opérateurs qui s’interprétent pour n entier comme
des projections de laplaciens sphériques.

Ces opérateurs ont quantité de propriétés intéressantes (ce sont des quasi-lapla-
ciens de courbure et dimension constantes au sens de [B1]), mais nous n’avons pas
P’intention ici de nous attarder sur eux.

Remarquons que pour p = 1 nous obtenons ainsi I’opérateur de JACOBI symétrique
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de paramétres L, = L, , ce qui explique que cet opérateur soit appelé 'opérateur ul-
trasphérique lorsque n est non entier. (On I’appelle aussi opérateur de GEGENBAUER.)

Mais nous pouvons faire un peu mieux si I’on observe que I'opérateur A,, , préserve
les fonctions radiales dans le disque unité de IRP : si 'on pose r = (37 2?)'/2, on a,

pour f(z) = g(r),
AL (F)(@) = (1-1)g"(r) + (— nr)g'(r).
Appelons donc A n,p cet opérateur, agissant sur les fonctions définies sur 0,1 :
d? -1 d
N =(1-r)L (2= _ 2
AL =(1-r1 )dr2 +( - m)dr'

Si 'on pose r = ,/-1—'{,'—”, de fagon & ce que z varie dans l'intervalle | — 1,1[, alors
r)

P’opérateur Al n,p 8'écrit
n+1 n+1
AS::;’ = 4{(1 x?)__ - 2 9 a;} = 4LP,4I’

ou L, 4 est 'opérateur de JAcoBl, avecg=n+1—p.

Qu’a-t-on fait lorsque p = 1? Nous avons remplacé I'opérateur L,, par I'opérateur
L,,» en le faisant agir sur les fonctions paires (ou, si 'on préfére, en restreignant son
intervalle de définition & )0, 1], et en faisant un changement de variables). En d’autres
termes, les opérateurs L, et 4L; , sont exactement les mémes (localement) : mais
on verra plus bas que ce sont leurs propriétés globales qui different. Comme c’est le
dogme en géométrie riemannienne, on ne distingue pas deux quantités (par exemple
deux opérateurs) qui se transforment I’'une en I’autre par un changement de variables,
méme si ici tout se passe en dimension 1!

Remarquons d’autre part que nous avons ainsi obtenu, pour n entier, deux interpré-
tations différentes de 'opérateur L,, : tout d’abord en projetant directement la sphére
S, en dimension 1, ou encore en projetant d’abord la sphére Sa,—3 sur le disque de
dimension n, et ensuite en prenant une partie radiale (& un facteur 4 prés). Méme
pour n = 2, il ne parait pas évident de voir pourquoi cela donne le méme résultat. De
méme, le fait que L, 4 soit essentiellement le méme que L, , ne semble pas se traduire
facilement dans ce contexte.

De méme que I'opérateur L,, peut s’interpréter comme la partie radiale du laplacien
sphérique, 'opérateur Ly, 1, toujours & un facteur 4 prés, s’interpréteracomme la partie
radiale du laplacien sur ’espace projectif, qui est le quotient de la sphére obtenue en
identifiant deux points diamétralement opposés.

Ceci n’est qu’un cas particulier d’un phénomene plus général : tous les espaces
symétriques compacts de rang 1 ont pour partie radiale du laplacien des opérateurs
de JAcosI : le lecteur intéressé pourra trouver la liste suivante dans [G] ou dans [SC],
ol n désigne la dimension réelle de ’espace symétrique :
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— Spheéres : Ly n;

— Espaces projectifs réels : Ly ,;

- Espaces projectifs complexes : Ly 5, (n pair);

— Espaces projectifs quaternioniques : Ly , (n = 4p);

— Plan elliptique de CAYLEY : Lg 6.

2— Les semigroupes de JACOBI.

Introduisons tout d’abord la mesure
1 -  —
Hp,q(dz) = 2——1)_1,1[(:1:)(1 - z)a-2/2(q +z)P /2 gy
Pq

ol Z,, est la constante de normalisation qui fait de p,, une probabilité : on voit
aisément que

Zp,q = 27+9"D/0(p/2)T(q/2)/T((p +9)/2),

ot I'(a) = [;° s* e *ds.

L’intégrale d’une fonction f par rapport & pp 4 sera notée (f),,q, ou plus simplement
(f) s'il n’y a pas d’ambiguité sur la valeur des paramétres.

A laide d’une intégration par parties, il est facile de voir que, si f et g sont deux
fonctions de classe C? sur [-1,1], on a

(f Lpa(9)) = ~((1 = 2)*f'g") = (g Lp,qo(f)). (1)

Ainsi, pp , apparait comme la mesure par rapport a laquelle L, , est un opérateur
symétrique (on I’appelle la mesure réversible de L, g).

Remarquons qu’en prenant ¢ = 1 dans la formule précédente, on obtient
(Lp,q(f)) = 0, pour toute fonction f de classe C2. Cette seule propriété de la me-
sure p suffit en fait & la déterminer.

Dans la suite, nous poserons, pour des fonctions f et g de classe C?,

I(f,9)(@) = (1 - 2°)f'()g'().

Nous noterons I'( f) pour I'(f, f). Un calcul rapide nous montre la relation

2I'(f,9) = Lp,o(fg) — fLp,q(9) — 9Lp,q(f)-

On voit directement sur la forme de I'opérateur L, , qu'il laisse stable pour tout
entier k 'espace vectoriel des polynémes de degré inferieur ou égal & k. Si ’on munit
cet espace du produit scalaire induit de I'espace L2(] — 1,1, up q(dx)), alors Ly,
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apparait sur cet espace de dimension finie comme un opérateur symétrique : il est
diagonalisable dans une base orthonormée, avec des valeurs propres et des vecteurs
propres réels.

En répétant cette opération pour tous les entiers k, on construit ainsi une suite
Q,(f ) de polyndmes de degré k, orthogonaux dans L?(u, 4), qui en forment donc une
base hilbertienne, car les polynémes sont denses dans 'espace L?(ppq), la mesure
étant & support compact. Ces polyndmes sont donc entierement définis au signe prés,
et, 8'il en est besoin, on choisira le signe de fagon & ce que le coefficient du terme
dominant soit positif.

Appelons — )\ les valeurs propres : Lp,q(fo"’)) = —/\kaf"’).

(Dans ce qui suit, nous omettons les indices (p,q) pour alléger les notations, ainsi
que dans L, , et Q™9 .) Le choix du signe — dans la définition des valeurs propres
provient de ce qu’ainsi Ay > 0, car

(Qk LQk) = =Xk = —(T(Q%)),

et I'(Qx) est toujours une expression positive.

Le calcul de A\; peut se faire trés simplement a ’aide de la remarque suivante : tout
d’abord, A\g = 0 car @ est constant. Ensuite, appelons D l'opérateur de dérivation
d/dz; nous avons

p+gq
DLy = (Lp+2,9+2 — —5—1d)D. (2)
Si ’'on applique cette relation & @, puisque D@ est constant, on obtient
+
-nDQ: = -E24Dq,,

d’o ) = B4,
On peut itérer facilement la formule (2), ce qui donne, en posant m = (p + q)/2,
D*Ly g = (Lpyak g2t — k(m + k — 1)Id)D*,
et on obtient alors
M =k(m+k-1).

Remarquons qu’on obtient ainsi une suite de valeurs propres (Ax) qui ne dépend que
de m.

Nous n’aurons pas & nous servir de la forme explicite des polyndmes ch" 9. La
fagon la plus simple de les construire, & une constante multiplicative pres, est de
donner leur fonction génératrice, qu’on trouve dans [M],

22 Y "t Qu(z) =
x

(1= 2zt +£2)"Y2(1 = t 4 (1 — 2at + £2)1/2)~(0=D/2 ¢
(14t + (1 -2zt +t2)1/2)~(r-2/2,
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On peut aussi trouver leur forme explicite dans [SC]. Bien siir, toutes ces formules se
trouvent dans tous les ouvrages de base sur les polynémes orthogonaux, par exemple
(Sz].

Pour une fonction f de L?(u,q), on peut écrire sa décomposition en polyndmes
de Jacosr f = ), arQk, ce qui nous permet de définir le semigroupe d’opérateurs

Pt(p,q) par
PPO(f) =Y e MtarQi (t20).
k

Comme d’habitude, nous omettrons les indices (p,q) lorsqu’il n’y aura pas d’ambi-
guité.

On voit immédiatement sur la définition que le semigroupe P; est une contraction
de L?(pp,q), et que formellement P, = exp(tL). On a aussi P;(1) =1, car Qo = 1 et
Ao =0.

Il n’est pas évident de voir sur la définition que P, préserve la positivité des
fonctions. Cela ressort d’un argument général qui utilise deux propriétés : ’existence
d’une mesure positive pour laquelle (L(f)) = 0 pour suffisamment de bonnes fonctions
f (ici, il s’agit de la mesure p,q), et la propriété fondamentale de L, 4 qui est que,
pour toute fonction ® convexe, L(®(f)) > &'(f)L(f). Nous renvoyons le lecteur &
[B2] pour plus de détails.

Ces deux propriétés (préserver les constantes et la positivité) font de P, un
semigroupe markovien.

Le fait d’étre markovien, et d’étre invariant pour p montre qu’en fait P; est une
contraction de tous les espaces LP(u), (1 < p < 00). En fait, 'opérateur P, vérifie de
bien meilleures propriétés que cela : il se représente par un noyau borné p;(z,y), c’est
a dire que

P(f)(z) = / F@)pe(z,9) uldy).

Il n’y a pas d’expression explicite raisonnable de la fonction p;(z,y) (ou tout du moins
je n’en connais pas). Son existence et son comportement proviennent de considérations
générales que nous allons détailler plus bas.

Admettons pour l'instant ’existence de la fonction p¢(z,y). Remarquons tout
d’abord que l'opérateur P; étant symétrique, la fonction p;(z,y) est symétrique par
rapport aux variables (z,y). D’autre part, I'opérateur étant markovien, la mesure
pi(z,y) p(dy) est pour tous les couples (z,t) une mesure de probabilité sur | — 1,1].

De plus, la propriété de semigroupe se traduit par I’équation de CHAPMAN-
KoOLMOGOROV :

Pere(E,y) = / P2, 2)pa(2,9) (d).

Cette formule montre que ||p(z, -)||2 = pa:(z, ), ot la norme || ||, désigne la norme
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dans I'espace LP(u), et également, par I'inégalité de SCHWARz, que

p2t(x1 y) < ”pt(.’l), ')"2||pt(y) ')"2’
d’ou 'on tire
2e(z,9)? < pelz, 2)pe (v, ).

Le maximum de la fonction p(z,y) est donc atteint sur la diagonale.

Par un argument générique, I’existence d’une fonction bornée p;(z,y) représentant
Popérateur P; est équivalente au fait que ’opérateur P, est un opérateur borné de
L'(u) dans L>=(u) (cf [B2], par exemple). La borne supérieure de la fonction p;(z,y)
est alors égale & cette norme d’opérateur.

Dauns le cas qui nous intéresse ici, cette propriété est vérifiée : on va méme pouvoir
assurer un peu mieux en montrant que la norme d’opérateur ||P;|l;,c0o €st majorée
par ct="/2, pour 0 < t < 1, avec r = sup(p,q). En effet, il est bien connu qu’une
telle estimation sur la norme ||P;||;,oo pour un opérateur markovien symétrique est
équivalente, pour une constante r > 2, a ’existence d’une inégalité de SOBOLEV de la
forme

I£13r/(r—2) S CUIfll2 = (FLNY 3)

satisfaite pour une famille de fonctions f dense dans le domaine de L. Cette relation
fondamentale, établie dans [V], [CKS], [D], admet une extension un peu différente
dans le cas 1 < r < 2, mais nous restreindrons ici au cas 7 > 2. Nous renvoyons le
lecteur intéressé & [B2] pour plus de détails.

Dans la suite de cet exposé, nous allons donc nous attacher 3 établir des inégalités
de type (3) pour les opérateurs de JACOBI.

3— Inégalités de SOBOLEV.

Dans ce qui suit, et quitte & changer z en —z, nous supposerons partout que p > g.
Nous supposerons aussi que p > 2. Le type d’inégalités de SOBOLEV que nous allons
établir prend une toute autre forme dans le cas p = 2 (inégalités de TRUDINGER-
MoSER) ou dans le cas 1 < p < 2 (inégalités de NAsH ou de SOBOLEV faibles). Nous
ne nous en occuperons pas. Quant 3 la forme que devraient prendre des inégalités
optimales dans le cas 0 < p < 1, elle reste encore largement mystérieuse.

Rappelons d’abord quelques faits sur les inégalités de SoBOLEV. Ces inégalités
prennent sens dans le cadre général des semigroupes symétriques. On dispose alors
d’une mesure de probabilité p (ici pp,q, sur ]—1, 1[), et d’un opérateur carré du champ
T'(f, 9), défini sur une bonne classe de fonctions (ici, I'(f, g) = (1-z2)f'(z)¢'(z), défini
pour les fonctions f de classe C! sur [—1,1]). On désignera alors par || || la norme
dans L"(p) (1 < r < 00) et comme plus haut par (f) l'intégrale [ fdp.
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L’opérateur carré du champ permet de parler de 'opérateur symétrique L associé
a I par la formule

/ L(f)gdu = —(T(f,9)).

Ici, c’est de 'opérateur L, , qu'il s’agit.
Dans le cadre qui nous intéresse, une inégalité de SOBOLEV de dimension k > 2 est
une inégalité de la forme suivante

vf e C([-1,1), IfII7, < allfI* +(T(£, f)), (S(k,a,b))

ou l'on a posé ry = 2k/(k — 2).

Le choix de cette définition de £ comme une dimension vient de ce que, pour une
variété riemannienne compacte de dimension k, ou pour un ouvert borné de IR¥, rj
est le plus grand exposant pour lequel on peut espérer une telle inégalité.

En appliquant I'inégalité & des fonctions constantes, on voit que a > 1. D’autre
part, si a = 1, nous pouvons appliquer I'inégalité S(k, 1,b) & une fonction de la forme
(1+¢f), avec (f) = 0, et faire tendre ¢ vers 0. On obtient alors

v € (-1, () < (7 + X Birs, ).

L’inégalité précédente, du type

Vi € (=11, () S ()7 + 0D, (TS(N)

s’appelle une inégalité de trou spectral, et est équivalente au fait que la premiére
valeur propre non nulle de 'opérateur symétrique —L est supérieure & A.

Réciproquement, la connaissance d’une inégalité S(k, a,b) et d’une inégalité T'S(\)
permet d’obtenir une inégalité S(k,1,b’), cf [B2).

Ici, le trou spectral A est égal & (p+ ¢q)/2, et donc nous pouvons ne nous intéresser
qu’aux inégalités S(k,1,b). (Elles sont appelées inégalités tendues dans [B2].) Nous
appelerons alors k la dimension dans l'inégalité de SOBOLEV et b la constante de
SOBOLEV.

La remarque précédente nous fournit une premiére minoration de la constante de
SOBOLEYV, en fonction du trou dans le spectre : b > (7;45“, oi1 A est la premiere valeur
propre non nulle.

Un autre inégalité générique compare la constante de SOBOLEV au diametre 6,
défini de la fagon suivante :

6= sup {f(z)-f(y)}
{r(f,1)<1}

Dans le cas qui nous intéresse, cette constante est égale & 7, ce sup étant obtenu pour
la fonction arcsin(z). On a toujours (cf [BL])

6% < nbk(k — 2)/4.
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Ici, cela nous donne b > ('k-l%ﬁ’ et cette inégalité est moins forte que la précédente
des que A < k, ou encore p + ¢ < 2k. Nous allons voir que c’est toujours le cas ici.

Théoréme .—Si une inégalité de SoBoLEV S(k,1,b) a lieu pour la mesure pp 4, alors
k > p. De plus, l'inégalité S(p,1,b) a lieu, et la meilleure constante b, , apparaissant
dans linégalité S(p,1,b) satisfait

Zps " __4 (r—-a)/p 16(p—1)
2 S bpvq S °
Zpp p(p—2) p(p—2)(p+ 3¢ —4)

Preuve.
Nous commencons par montrer qu'’il n’y a pas d’inégalité de SOBOLEV d’exposant
inférieur & p. Pour cela, il suffit de considérer la famille de fonctions

fep(x)=Q+e~-zx)P, e>0.

1l est facile de voir que, pour la mesure p, g, les quantités lim._,o || fe, 5] et
lim,,0(T'(fe,s, fc,3)) sont finies dés que 8 > (2—p)/4, tandis que lim,0 || fe,8]r. = o0
des que B < —p(k — 2)/(4k). Ceci montre qu'’il n’y a pas d’inégalité de SOBOLEV deés
que

2-p _ _pk-2)

T <" 4

c’est a dire k < p.

Nous allons maintenant montrer en méme temps l’existence d’une inégalité de So-
BOLEV pour 'exposant k = p ainsi que la majoration de la constante by 4. Cela repose
sur le critére I, que nous rappelons briévement ci-dessous :

Popérateur linéaire L étant comme plus haut symétrique par rapport & la mesure
de probabilité u, et vérifiant de plus l'identité

[Engan=-ws0,

pour toutes les fonctions f et g appartenant & une classe suffisamment riche (ici, la
famille des polynomes sur [—1,1]), la théorie générale s’applique dés que

ce qui est la propriété de diffusion. (Elle est évidemment vérifiée ici.) On introduit
alors 'opérateur I} de la fagon suivante

2B(f,9) = L((f,9)) - T(f, Lg) — (g, Lf).
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Nous disons que L satisfait une inégalité courbure-dimension CD(p,k) (p € R, k > 1)
si,

1
Vf, B(f, £) 2 o0 ) + (LA (CD(p, k)
Nous avons alors le critére suivant pour obtenir une inégalité de SoBoLEV [B2] : si

L satisfait 'inégalité CD(p,k) avec p > 0 et k > 2, il satisfait & une inégalité de
SoBoLEV S(k,1,b), avec

4k -1)

b= k=2

Dans le cas qui nous intéresse, I'inégalité CD(p, k) prend une forme simple. Si L
est un opérateur sur un intervalle réel I de la forme

L(f)(z) = f"(z) — a(z)f'(2),
L satisfait & I'inégalité CD(p,k) (p € IR, k > 1) si et seulement si
vz €1, d'(z) > p+a*(z)/(k - 1). CD'(p,k)

Pour appliquer le critére, il nous suffit donc de mettre I'opérateur L, , sous la forme
précédente. Cela se fait en posant = = sin(y), avec y € [—7/2,7/2], et alors L devient

LIW) = £'®) - 5(@+a- 2 tan) + ZE) 1 ).

Toujours avec z = sin(y), I'inégalité CD’(p, k) s’écrit alors

Lpra=2z+q- )?
k-1 ‘

Vz € [~1,1)], 2[p+q — 2+ (¢ — p)z] > 4p(1 — 2?)

Constatons au passage que cette inégalité en £ = +1 montre que k > sup(p,q) = p
D’autre part, pour la valeur extréme k = p, cela se rameéne 3

p+3¢-—4
<—.
- 4

Cela nous donne la majoration annoncée.

Pour la minoration, commengons par observer que, pour toute fonction k(z) définie
sur [—1, 1], intégrable par rapport & la mesure de LEBESGUE et continue au point —1,
nous avons, pour tout 8 > p/2,

lim ¢#~/2 / k(w)(1 + w)P2~1(1 + € + )~ du = K(~1)K (p, B),
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ot K(p,B) = [;°uP/27!(1 + u)~Pdu. Pour s'en convaincre, il suffit de couper
lintervalle [-1,1] en [-1,-1 + a] et [-1 + a, 1], de telle fagon que k(z) soit bornée
sur [-1,—1 + a]. L’intégrale sur le second intervalle converge vers une valeur finie,
tandis que, sur le premier, le changement de variables 4 = —1 + v la transforme en

afe
67/2"ﬁ/ k(-1 4 ev)v?? (1 4+ v) P dv.
0

Considérons maintenant les fonctions fe(z) = (1 + ¢ + z)(>~?)/2. Sous la mesure g,
il découle de ce qui précede que

lim ”fé'"z’, - "fb‘"g - 4Z§,’qp K(p,p)(p_z)/p2(2_p_q)/p.
=0 (F(fe) ft)) (p - 2)2 K(P,P)

Bien entendu, le méme résultat est valable lorsque p = ¢. Mais, dans ce cas, d’aprés la
majoration que nous avons déja obtenue, et les remarques précédentes sur le cas
symétrique, nous savons déja que b,, = 4/(p(p — 2)). D’autre part, dans le cas
symétrique, on peut voir que, pour tout A > 1, les fonctions fy(z) = (A + z)(2-?)/2
sont des fonctions extrémales de I'inégalité de SoBOLEv. Ce n’est pas tres difficile,
et nous renvoyons & [BL] pour le cas général ou & [A] pour le cas ou p est entier.
Ceci nous montre que la méme quantité calculée pour ¢ = p converge en fait vers
K(p, p)(p—2)/r

K(p,p)
le résultat. 0

4/(p(p — 2)). Ceci permet de calculer en fonction de Z, , et d’obtenir

Remarques.—

Dans le cas p = g, nous obtenons une égalité. Mais, dans ce cas, la majoration

4
by <
PP = p(p-2)

est également une minoration grace & I'une des deux inégalités précédentes (trou
spectral ou diametre). On voit donc qu'’il s’agit 14 d’un cas tout & fait particulier .

Dans le cas ¢ = 1, nous pouvons voir aisément que Zp,, = 2(°~1/2Z, , en utilisant
directement la définition de Z,, et en y faisant le changement de variables déja

mentionné r = /(1 + y)/2. Nous obtenons alors

16
p(p—2)

16
pp-2)

On voit que cet encadrement est d’autant meilleur que p est grand.

27P < b,y <
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Remarquons encore que la minoration donnée est meilleure que celle obtenue par
I’inégalité utilisant le trou spectral (elle méme meilleure, rappelons-le, que I'inégalité
obtenue en utilisant le diameétre). Pour le voir, il suffit de montrer que

2/p
(@) 9(r—a)/p > _2_2_,
Zpp T ptg

ou, ce qui revient au méme,
. (h)ﬂ(p—q) S ( % )p/(p-—q) .
Zpp “\ptg

Posons alors a = (p — g)/2. Le premier membre de I'inégalité précédente n’est autre
que
1

(]_—-{-_;5-;)’1”/: > 2/(1 + .T)P’p = 2,

2(

tandis que le second membre s’écrit, en posant z = a/p € [0,1/2],

1 1/(2z)
(Z)

qui est une fonction croissante de z qui prend la valeur 2 en z = 1/2.

Remarquons finalement que, si ’on appelle My, , le majorant de b, , apparaissant
dans I’énoncé du théoréme et m,, , le minorant, le rapport my /M, , converge vers

143a( a \“
l1+a \1+a/ ’
lorsque p — oo et ¢/p — a, avec a € [0,1]. Cette limite ne vaut 1 qu’en a = 0

et a = 1. Ceci permet de retrouver les valeurs exactes des constantes de SOBOLEV
logarithmiques des semigroupes d’ORNSTEIN-UHLENBECK et de LAGUERRE.

En effet, commencons par observer le cas classique du semigroupe d’ORNSTEIN-
UHLENBECK : si I'on fait le changement de variable z = y/,/p, I'opérateur L, ,/p se
transforme en

. 2
L) = 1= 5)f" W) - v @),
qui converge vers le générateur du semigroupe d’ORNSTEIN-UHLENBECK

L) =0 -y))f"(w) - yf' ).

La mesure image de p, , par cette transformation se transforme en
~ 1 y2 p/2-1
fip(dy) = 511 5, ym (¥)(1 — =) dy,
Zy, P
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qui converge lorsque p — oo vers la mesure gaussienne
1
floo (dy) = —= exp(—y2/2) dy.
froo (dy) W p(-y*/2)dy

D’autre part, pour une fonction f de classe C! et A support compact, l'inégalité de
SoBOLEV pour L, s’écrit

VB =0 oy 29 my
p—2 T (p-2)0 p "

les normes et les intégrales étant prises par la mesure fi,. Il n’est alors pas difficile de

voir que, lorsque p — oo,

2/p _ 2
Ul = AIP) —, a4 108 129 - (1% 0t

Pintégrale dans le second membre étant prise par rapport & la mesure i, et nous
obtenons 3 la limite I'inégalité de SoBOLEV logarithmique par rapport & la mesure
gaussienne

(f?1log £2)) — (%) log(f?) < 2(f").

Il est moins évident de voir que la borne inférieure passe a la limite, mais le méme
argument de trou spectral permet de voir la borne supérieure ainsi obtenue est en fait
une borne inférieure. Ce cas correspond au cas a = 1 du passage & la limite dans le
rapport mp q/Mp .

Le cas a = 0 correspond aux semigroupes de LAGUERRE. Cette fois-ci, nous fixons ¢
et faisons converger p vers I'infini. Le changement de variables z = 1—2y/p transforme
Lp,q/p en P'opérateur

R 1,p+
Ly o(f)y) =y -y/p)f"(y) - 5(%—% -a0)f'(y),
défini sur [0, p]. Cet opérateur converge vers 'opérateur de LAGUERRE

La ) = 45"() - 500 - 01’ @),

défini sur [0, 00], et la mesure image
1 - -
Loy * 7 1 —y/p)"* dy
Zpq
converge vers la mesure réversible /i, du semigroupe de LAGUERRE
1

7 Lol (8) y9/2~! exp(—y/2) dy.
q
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Le méme raisonnement que plus haut permet de retrouver l'inégalité de SOBOLEV
logarithmique de I'opérateur de LAGUERRE

(f1og f2)) — (£*) log(f?) < 8(yf"),

les normes et intégrales étant cette fois-ci prises par rapport & la mesure fioo,q-

LA encore, il n’est pas évident de voir que la borne inférieure passe 3 la limite, mais
la. meilleure constante dans l'inégalité de SOBOLEV logarithmique dans ce cas a été
calculée dans [KS), et correspond bien & la valeur obtenue. D’ailleurs, si nous regardons
attentivement quelles fonctions ont été utilisées pour obtenir notre borne.inférieure
et que nous faisons les changements de variables ad hoc ainsi que les passages & la
limite correspondants, nous retrouvons les fonctions utilisées par [KS] pour obtenir la
borne inférieure dans leur inégalité de SOBOLEV logarithmique.

Pour conclure, signalons que nous aurions pu nous intéresser aux inégalités de
SOBOLEV pour des exposants n > p, c’est & dire pour des exposants non optimaux. La
méthode proposée plus haut pour obtenir des minorations des constantes de SOBOLEV
dans ce cas ne donne rien d’intéressant, et les meilleures minorations que nous ayons
obtenues sont celles données par la comparaison avec le trou dans le spectre.

Pour les majorations, nous pouvons soit utiliser & nouveau la méthode I en
établissant une inégalité CD(p,n), soit utiliser une amélioration de cette méthode
proposée par [L] :

si une inégalité CD(p, m) a lieu avecm >2et p > 0, et que \; désigne la premiére
valeur propre non nulle, nous avons pour tout n > m une majoration de la constante
de SoBOLEV dans l'inégalité S(n,1,b,) donnée par

4 amp -1
bs 2 (2 q-an)

ol la constante a € [0, 1] vaut

_ (n+2)(m-1)?
T4+ (n-2)(m+1)2"

Remarquons que o = 1 lorsque m = n, et que, lorsque \; = mp/(m — 1), cette
constante est optimale car on retrouve alors la borne inférieure calculée en fonction
du trou spectral.

Le calcul de la majoration des constantes de SOBOLEV par l'une de ces deux
méthodes pour un exposant n général n’apporte pas de résultat particulierement
intéressant. Néanmoins, il vaut sans doute la peine de faire cette comparaison lorsque
n =p+q— 1, qui est, rappelons le, la dimension de la sphere dont nous étions partis
lorsque p et g sont entiers pour construire 'opérateur de JACOBI.

Dans ce cas, nous obtenons une inégalité CD(p,n) avec

_2n=1)*-(¢-p)?
p dn-1
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ce qui donne une majoration de b, par

bl = 16(n - 1)2 .
" on(n-1)2(n-1)? - (¢-p)?
L’utilisation de la méthode proposée par [L] avec m = p conduit & une majoration de
b, par
B2 = 16[n(p +1)* — 2(p* +2p — 1)] '
" p(n—2)[n?3p—1)+n(2p? +p-3) +2(2p% + 3p - 1))

Il n’est pas surprenant de constater que, lorsque p = g, b2 est supérieur & b}, car
nous sommes alors dans le cas ou ce résultat est optimal. Mais il est par contre plus
curieux de voir que b, > b2 lorsque g est proche de 1.

D’autre part, il faut constater que ’on pourrait améliorer cette borne supérieure
dans le cas 1 < ¢ < p en utilisant une inégalité CD(p,m) pour tous les m € [p,n]
et optimisant en m le résultat obtenu par la majoration de [L]. Cela conduit & des
calculs (presque) inextricables.
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Solutions fondamentales

S. Benachour, B. Roynette, P. Vallois

Résumé. — A Daide de techniques probabilistes nous construisons explicitement la solution
fondamentale du probléeme de Cauchy associé & 1’équation us — %uu = =|uz|, lorsque la
dimension d’espace d est égale & 1. Puis nous analysons le comportement en norme LP des
solutions de cette équation pour une large classe de données initiales. Le cas ou d > 2 a été
étudié aussi et fera I’objet d’une autre publication.

I. Introduction

1. Considérons I’équation aux dérivées partielles :
(L1) g — %Au — —|Vu| dans 0, +oo[x IR

(1.2) u(0,.) = p dans IR®.

Ces équations ont un lien avec celles de Navier-Stokes. En effet, lorsque la dimension
d’espace est deux, les équations de Navier-Stokes décrivent I’évolution de la vitesse
u = (u1,u2) d’un fluide de viscosité v > 0 et incompressible, cf. [L], et s’écrivent :

ou
NSy B vAu + (u.V)u = -Vp
divu=0

ou p (la pression) est une fonction scalaire, inconnue aussi. Dans ces équations, le
tourbillon w = rot u (identifié dans ce cas & une fonction scalaire) joue un role essentiel
et vérifie ’équation

(T) %t“i —vAw = —(u.V)w.
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En supposant u bornée par une constante C > 0, on a :

Oow
—_—— < .
| ot vAw| < C|Vu|

D’ou lintérét accordé a I’équation (1.1).
2. L’existence et I'unicité de la solution de (1.1), (1.2) dans
L(fo, T}, W' (R%) n C°([0, T], My(R%))

ont été obtenues par M. Ben Artzi [B] lorsque la donnée initiale est une fonction
réguliére et par S. Benachour, H. Brézis et M. Pierre [BBP] quand la donnée initiale
u est dans ’espace M, (IR?) des mesures de masse totale finie.

En intégrant ’équation (1.1) dans IR?, on a :

O [ uit,z)dz = - / Vu(t, z)|de
Ot Jpa R4

et donc : t — u(t,z)dz est décroissante sur ]0,00[. Lorsque u est une fonction
IRd
positive, la solution du probléme (1.1), (1.2) est positive. Il est donc naturel d’étudier :
- d’une part le comportement asymptotique de u(t, z)dz lorsque t — 0o
d

R
- d’autre part de rechercher si / u(t,z)dr admet un taux de décroissance lorsque
t — oo. Re

Si u est une fonction positive, réguliere et & support compact, M. Ben Artzi [B]
montre que la solution de (1.1), (1.2) vérifie :

(1.3) Ja >0, 3C > 0 tels que: t"/ u(t,z)dz < C
IRd

oll a ne dépend que de la dimension d, mais n’est pas précisé, et ou C dépend aussi
de d et ”””wl,ao(md).

Lorsque p est une mesure positive de masse totale finie, S. Benachour, H. Brézis
et M. Pierre [BBP] montrent que la solution de (1.1), (1.2) vérifie les deux propriétés
suivantes :

(1.4) lim u(t,z)dz =0
t—o0 Rd
(1.5) il n’existe pas de fonction f : Ry — IR, tendant vers 0

quand t — oo et telle que, pour toute solution positive u de (1.1), (1.2) on ait :

/ u(t, 2)ds < £(2) / u(0, 2)dz
Rd

En ce sens, / u(t, z)dz n’admet pas de taux de décroissance.
R4
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3. Dans cette étude nous nous proposons d’analyser les solutions de (1.1), (1.2)
lorsque la dimension d’espace est égale & un. Notre contribution est essentiellement
la construction explicite de la solution du probléme de Cauchy (1.1), (1.2) dans les
deux cas suivants :

i) la donnée initiale y est égale & la masse de Dirac & ’origine.

ii) la donnée initiale p est une mesure positive, de masse totale finie et “profilée”
(cf lalinéa 7 ci-dessous pour une définition précise de ce terme). Pour fixer les idées,
lorsque u est une fonction dérivable, profilée signifie que sgn p'(z) = —sgn (z).
L’idée de la construction explicite de la solution est la suivante : on remplace ’équation
non linéaire (1.1) par I’équation linéarisée :

(1.6) up — %u" = (sgnz).u,
(1.7) u(0,.) = u(.).

On résout alors explicitement 1’équation linéarisée par une méthode probabiliste,
puis on constate que, lorsque u est profilée, la solution du probléme linéaire est
également solution du probléme non linéaire (1.1), (1.2).

4. La connaissance explicite de la solution de (1.1) (1.2), pour une large classe
de mesures yu, jointe & I'utilisation du principe de comparaison, nous permet alors
d’étudier de facon fine le comportement de la solution. Plus précisément :

a) dans le théoréme 3.3, nous redémontrons, par des arguments probabilistes simples,
les résultats (1.4) et (1.5) sur la décroissance vers 0 de ||u(t,.)||1 et sur I'inexistence
de taux de décroissance; dans les théorémes 4.1 et 4.4, nous améliorons ce résultat en
montrant comment ce taux de décroissance dépend de la “queue de la mesure u”, ie
devut)= [ uldo)

>t

I=|

b) lorsque la mesure p posséde un moment exponentiel, ie :

C(un) = /lele"'u(dw) < 00,

nous obtenons (cf. théoréme 4.8) la vitesse optimale de décroissance de ||u(t,.)||1.
Plus précisément, nous montrons 1’existence de deux constantes universelles C; et C»
telles que :

(18) CiC'(p) < lim 3% 2||u(t, )|l < Tim £3/%€"2|[u(t, )|l < C2.C(p).
t—o00 t—oo

Bien siir, (1.8) améliore le résultat (1.3) de M. Ben Artzi puisque :
. ; , . “ty2 1 ;
- il donne la vitesse exacte de décroissance de ||u(t,.)||1 qui est en e 37z ¢t qui
est donc exponentielle, t
- il est vrai pour des mesures & moment exponentiel, et pas seulement pour des mesures

A support compact.
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Remarquons que l'estimation (1.8) montre un comportement de ||u(t,.)||: trés
différent de la situation de I’équation de la chaleur. On peut donc dire que, dans
(1.1), le terme de convection —|u;| joue un rdle prépondérant.

La connaissance explicite de la solution de (1.1), (1.2) nous permet également
d’obtenir d’autres estimations intéressantes :

c¢) Lorsque pu est profilée, on a :

logt)!/?
ot Moo < Oy 621
c
[fuz(, 1 < —llulh (t>1).

5. Dans le dernier paragraphe de ce travail (§ V) nous nous intéressons cette fois &
I’équation :

1
(1.9) Uy — Eu:tz = qul

(1.10) u(0,.) = u(.)

Les méthodes mises en oeuvre pour étudier (1.1), (1.2) fonctionnent, mutatis
mutandis, de la méme maniére pour (1.9), (1.10). Nous déterminons la solution
explicite de (1.9), (1.10) pour des mesures u profilées et, & partir de cette solution
explicite, des estimations de ||u(t,.)||;. Par exemple, nous obtenons (théoréme 5.4) :

Si p est profilée et si u est la solution de (1.9), (1.10) :

1
—2|a] < lim — .
01 [ e elu(da) < Jim e, )l

t—oo0

(1.11) j .
Tim ~2|a
< Fm 1t < o [ e elalutaa)
¢ [ e eluda) < Jim Ifuct Mo
(1.12) R tmoo

< T [lu(t, oo < C2 / ¢~219l|a)4(da)
t—00 R

ou C, C; sont des constantes universelles.

6. Nous avons choisi, pour ce travail, de nous placer dans le cas ou la dimen-
sion d vaut 1. Lorsque d > 1, I'approche probabiliste choisie ici, continue & étre
opérationnelle. Cependant, les formules explicites obtenues ne sont plus si simples.
En particulier, elles dépendent de fonctionnelles liées au pont de Bessel. C’est pour-
quoi nous nous sommes limités ici au cas d = 1. Le cas d > 1 fera I’objet d’une étude
ultérieure (cf. [B.R.V.]).
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7. Fixons quelques notations qui seront utilisées au cours de 'article.

- C est une constante universelle.

- Une fonction f de IR dans IR appartient & W!(IR) si f et f' sont éléments de
L'(R).

- || ||, désigne la norme de LP(IR), 1 < p < oo.

- M;(IR) est I'ensemble des mesures bornées de IR

- 6, représente la mesure de Dirac au point a.

- Les solutions aux différentes équations aux dérivées partielles considérées dans ce
travail seront toujours des fonctions appartenant 3

L*((0,T), WL (IR)) n C°([0, T), Ms(IR)), pour tout T > 0.

- Nous désignons par 9 la fonction :

Y(z) = /w exp(—t?/2)dt, z€ R.

- Une mesure yu sur IR est dite a-profilée si u est une distribution tempérée et u’ est
une mesure négative sur (a, +00) et une mesure positive sur ] — 00, a). Lorsque a = 0,
on dira que p est profilée.

- Soient f et g deux fonctions sur IR, , positives. On dira que f < g s'il existe deux
constantes ¢ > 0 et ¢ > 0 telles que pour tout ¢ > 0, on ait cf(t) < g(t) < ¢/ f(¢t).

II Construction explicite d’une solution modele

Considérons le probléme de Cauchy suivant :

(2.1) Ut — $Uzz = —|Ug| dans (0, +00) x IR
(2.2) %(0,.) = &o.

Pour tout T > 0, ce probléme admet une unique solution u® dans L!((0,T),
WBL(R)) N C°([0,T), Ms(IR)). Le but de cette section est d’écrire explicitement

cette solution et puis d’en déduire le comportement asymptotique des normes
[[u®(¢, lpy1 < p < oo

Théoréme 2.1
La solution u® du probléme (2.1), (2.2) est donnée par :

@Y Pe)= oo (-5 -l - - v+ )

ol :
+o0 g2
P(z) :=/ exp(—?)ds.
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Démonstration du théoréme 2.1

i) L’équation de la chaleur a une vitesse infinie de propagation mais il est légitime de
penser que la solution u° du probléme (2.1), (2.2) garde, pour tout ¢ > 0, un “profil
analogue” 3 une gaussienne centrée. Auquel cas nous avons alors :

(24) sgn (u(t, z)) = —sgn (z)

ot sgn désigne la fonction :

1 2>0
w@={ 720

Cela nous améne a considérer le probléme “linéarisé”:

(2.5) us — %uu = sgn(z).uz sur (0,+00) x IR
(2.6) u(0,.) = bo sur R.

Par une méthode probabiliste nous allons exhiber la solution 4® du probléme de
Cauchy linéaire (2.5), (2.6) et constater que u® vérifie (2.4). Par suite, cette fonction
4O est 'unique solution (cf. [BBP]) du probléme de Cauchy (2.1), (2.2).

ii) Construisons & présent la solution 4 du probléme de Cauchy (2.5), (2.6). Pour ce
faire, on consideére ’opérateur différentiel, sur IR :

Lv= %vu + 8gn (z).v,

dont 'adjoint formel est :
Wl
L™f= Efz:c - Sgn(z).f, —260f.

En désignant par u° la solution de (2.5), (2.6) et P; le semi-groupe associé a L(*),
ona:

27) /R W(t,2) (x)dz = P, f(0).

D’autre part, soient (B;,¢ > 0) un mouvement brownien issu de 0 et (X;;t > 0) la
solution de I'équation différentielle stochastique :

t
Xi=B; - / sgn (X,)ds
0
Alors, on a :
P.f(0) = E{f(X.)exp(-2L)}
ol LY est le temps local en 0 de (X¢,t > 0).
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Signalons que Karatzas et Shreve ont considéré des équations différentielles ot le
terme de dérive prend deux valeurs ([KS], 6.5).
Grice A la formule de Girsanov ([KS], page 191, (5.6)), on tire :

t
t
Pef(0) = E{f(B)exp (- [ sen(B.)dB, - 5 - 260))
ol £ est le temps local en 0 du mouvement brownien B.
Compte tenu de la formule de Tanaka (cf [KS], p205) :
t
|By| = / sgn (B,).dB, + £,
0
on obtient :
t
(2.8) P.f(0) = E{f(B:)exp (=|B| - 5 - &)}-

Désignons par n(t,z,y) la densité du couple (| B;|,£)). Puisque —B est un mouve-
ment brownien, on a donc, d’aprés (2.7) et (2.8) :

1 [t t
u(t,z) = 2/, {exp (—|z| - 3~ y)}n(t, |z|, y)dy.

D’une part u°(t,.) est une fonction paire et d’autre part la densité n(t,z,y) est bien
connue (cf. [RY], p. 227, ex. 2.18). Elle vaut, pour z >0et y > 0:

n(t,2,9) = ()2 + y)exp (- EEL,
Donc :

0 - t i 1.2
w0(t,2) = = 5= 1o} (il + ) expl 50 + 2laly + 230y

P
Vore P
= o [ el + x-S e+ ol + 97
= Var Jp (AT oPlgglt el 40

Apres le changement de variable :

_t+|z|+y
= _——\/f ,
on a finalement :
1 || ||
uo(t’m) \/—{[‘/-e p(_i(\/i'}' \/-)2)] 11’(\/5'1' \/-)}

47



S. BENACHOUR, B. ROYNETTE, P. VALLOIS

iii) Il est facile de voir que u° est deux fois dérivable en z sur ]0, +0o[x IR. Montrons
que la relation (2.4) est vérifiée.
Soit £ > 0,0n a:

Var{ep 3 (Vi+ Tl a) = -

=z
tvt
Puisque u°(t,.) est une fonction paire,

sgn (u(t,z)) = —sgn (z),Vz € R.

Enfin, on peut vérifier que u° est la solution du probléme de Cauchy (2.5), (2.6).
En effet, on a pour z > 0:

2

\/Z_W{exp%(\/f-i- I\/l Juld(t,z) = 2;/5 + 2;\/5 - th/i
Var{exp S (vVE+ 2230 (4,2) = - + 22
PRVt e N Y

11 est évident alors que (2.5) est réalisée. Pour vérifier la relation (2.6), on remarque
que pour toute fonction f continue et & support compact sur IR, on a :

|=]

7 L @ - 50/i+ Zde = £(0)
l=|
}g\/_/f(>¢f+ iz o,
Donc : 4°(0,.) = 6 et la preuve du théoréme (2.1) est achevée.

t\,O

Remarque (a)
La solution 4® du probléme de Cauchy (2.1), (2.2) est positive sur |0, +oo[xIR.
Cette propriété est une conséquence des deux points suivants :

i) lim «(t,x) = Vt>0
|z|—++00
ii) sgn (ud(t, 7)) = —sgn (z)

Remarque (b)
L’équation (2.1) étant invariante par translation, il est clair que la fonction:

ué(t, z) :=uO(t,z — €)

est la solution du probléme de Cauchy :

ut—%u“ = —|ug sur )0, oo[xIR
v(0,.) = & sur R

ol & est la distribution de Dirac au point §.
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Théoréme 2.2
Soit u® définie par (2.3) la solution du probléme de Cauchy (2.1), (2.2). Alors,

(2.9) [w°(t, oo < \/-(11 ¢ e?

0 —t/2
(2.10) I Ml < e

(cf. dernier point de l’alinéa 1.7 pour la signification de x).

Démonstration du théoréme 2.2
D’apres la remarque (a) ci-dessus et (2.3), on a :

1 .1
Ot Mloo = u°(t,0) = ——=[-——=e?/2 - .
[[%(¢, oo = u”(2,0) \/2—”[\/2 P(V)]
D’apres le développement classique :
3
(2.11) 1/)(z)—[——;-+ +0(= 5)] T — 00
ona:
1 et/?
(2.12) [lu°(t, Moo ~ Ver 872 t — oo
D’autre part, il est évident que :
(2.13) 162, oo = 1°(2,0) ~ ‘/;_te-‘/"’, t—0.
T

En regroupant (2.12) et (2.13) on obtient (2.9).
Pour avoir le point (2.10), on observe que u°(¢, z) est paire par rapport a la variable
x; il suffit de calculer :

+o0 +oo
el [ Teeow= = | {[%exp(—%(\/f + 2P

- \/%[(1 +Op(VE) — \/Ee“/’].

Compte tenu de (2.11) on en déduit que :

(2.15) It s ~ \,—tm et oo
D’autre part, en vertu de (2.14),on a :

. 0 _
(216) g (8, s = 1.

De (2.15) et (2.16), on déduit le point (2.10). Ceci achéve la preuve du théoréme 2.2.
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Corollaire 2.3
Il existe une constante C > 0 telle que :

[u®(t, lp < t_3ﬁe—t/2’ Vi> 1.

Nous allons maintenant donner une représentation probabiliste de la solution u°

de (2.1), (2.2) différente de celle utilisée pour la démonstration du théoréme 2.1.

Théoréme 2.4
Soit (Ry;t > 0) un processus de Bessel de dimension 3, (cf. [RY], p.232 ou 409),
tssu de 0. Alors :

wW(t,z) = = _t/2E[ 1{,<R,}e_R‘] siz>0
u(t,z) = “O(t, |z])-

Démonstration du théoréme 2.4
a) Soit (X¢;t > 0) la solution de I'équation différentielle stochastique :

t
X: = B —/ sgn X,ds
0

Soit ¢ une variable aléatoire de loi exponentielle de parameétre 2 :
Pg2t)y=e
indépendante de (X, B). Définissons Y par :

Y, = Xt SiLng
tT16 si LT > ¢

ou (L¢;t > 0) désigne le temps local en 0 de X.
Soit f une fonction borélienne bornée définie sur IR; on pose f([6]) = 0. Alors :

(217) E(f(¥:)) = E(f(X)lz,<0y) = B(f (X))
et donc, d’apres (2.7), u®(t, z) est la densité de Y:1(y,cr)

b) Posons : A := E(f(X;)exp — 2L;)
Utilisons & nouveau le théoréme de Girsanov; il vient :

A = E(f(Bt)exp (~|Bi| - £ — £/2))
ol £ est le temps local en 0 de B.
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Par symétrie,
A = E(f(—Bi)exp(—|B:| — £ — t/2))

Si f est une fonction paire, A = A4 ou l'on a posé :

1 v
(2.18) A+ = SE(f(|Be|)exp — (1Be| + £ +1/2))
Soit :
S; := sup B,.
u<t

D’apres le théoréme de Lévy, (|B|,£°) a méme distribution que (S — B, S)
D’ot :

A, = %E( (S, — Bu)exp — (25: — By +/2))

Mais d’apres le théoréme de Pitman, ([RY], theorem 3.5 p.234), 2S5 — B a méme
distribution que R, ou R est un processus de Bessel de dimension 3, issu de 0. De
plus: S; = u;i; R,. Ecrivant : S; — B; = 2S; — B; — S, on obtient donc :

u_

By = E(f(R = R)e™™)e /2

avec R, := n;ftR,,
u

Mais il est classique (cf. [K.S], Corollary 3.6, p.236) que, conditionnellement &
R; = z, R, suit une loi uniforme sur [0,z]. R; — R, suit également une loi uniforme
sur [0, R¢] et :
A 1 -t /2 1 * —R;
+ = -2—6 E[E‘( b f($)1{2<R‘}d$).e ]

d’oli, d’apres (2.18), le théoréme 2.4.

Remarque (c)
La formule explicite du théoréme 2.4 permet de retrouver la formule donnant
la dérivée ul(t,z). En effet, la densité de la v.a R, étant pour z >0 égale &

21 2
;We‘%?xz, ona,pourz>0:

1.1 Ry~
uo(tax) = EE(_Rt—l{z<Rt}e R )e ¢/

—t/2 oo 3
= -;ts—/z\/g/ ae ¥ da et donc :
x

(2.19) (65) = s exp - SVE+ P
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Remarquons aussi que le théoréme 2.4 implique :

R |
”uo(tv )”1 = / E[_1{2<R,}C—R']e_t/2d$
0 R,

= et R = \/%[(1 + (V) - VEe /2]
et que :

10t Moo = 4°(8,0) = 3 E(Ge™)e™7 = —=[Ze™/2 — y(v)

formules déja obtenues dans la preuve du théoréme 2.2.

III Solution correspondant & une donnée initiale profilée

Dans ce paragraphe, on considére le probléeme de Cauchy :

-l-u,,, = —|ug| sur |0, +oo[x R

(31) Uy — 2

(3.2) u(0,.)=p sur IR

oll 4 est une mesure positive profilée et de masse totale finie (cf. 1.7 pour la définition
d’une mesure profilée).

Comme précédemment, pour tout T > 0, le probléme (3.1), (3.2) admet une unique
solution u dans L!((0,T), W1(IR)) N C°([0, T], Ms(IR)). LA aussi, notre objectif est
d’écrire explicitement cette solution u et d’en déduire le comportement asymptotique
de normes ||u(t,.)||p, (1 £ p < 00) quand ¢t — oo.

Théoréme 3.1
Soit u une mesure positive, profilée et de masse totale finie. Alors la solution u du
probléme (3.1), (3.2) est donnée par :

(33) u(t, z)—% elel=lel fexp — (] —lal)* |a|)2

(lz| + la])®
o 1lda)

2 [ lof_lal a? s,
+\/7/0‘ ds/Re 83/2{exp (23 + 2)}u (t — 8, 7)u(da)

ot u®, donnée par (2.3), est la solution du probléme (2.1), (2.2)
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Démonstration du Théoréme 3.1
La démarche est la méme que pour le théoréme 2.1. On considére le probléme
linéarisé :

(3.4) ug — %un = (sgnz)u, sur ]0, +oo[x IR

(3.5) u(0,.)=p sur IR.
Si la solution u vérifie :
sgn(uz) = —sgn(z)

alors u est I'unique solution du probléme (3.1), (3.2).
Les mémes considérations probabilistes que précédemment conduisent cette fois & :
pour toute f positive et borélienne sur IR,

(36) /R u(t, ) f(z)de = /R E{f(X#)exp — 2L{}u(da)

= || B{fa+ Boexp (ol - fa-+ B - £ = 3)}u(de)

ou £; * désigne le temps local en —a du processus B. On calcule ’espérance ci-dessus
en la décomposant en deux parties selon que t < T_, out > T_,, ol T, est le temps
d’atteinte pour le processus B du niveau —a. Pour a > 0, on a :

E{f(a+ B:)exp(Ja| — |a+ By| — £;°);t < T_g}
=E{f(a+ By)exp(a—a—By); t <T_,}
= E{f(a+ By)exp(—B:); t <T_,}

En vertu du principe de symétrie de D. André (cf. [KS], p 79).

E{f(a + Bi)exp(—B:); t < T_a}

+o0 ) )
= ﬁ . f(a+ z)exp (—z)[exp(_%) — exp — &lz—x)]dz

D’oll on tire le premier terme du second membre de (3.3). D’autre part, pour t > T_,
ona:

E{f(a+ Bi)exp(la| — |a+ Be| - £;°); T-a < t}
=E{f(a+ Br_,+t-r_,)exp[la| = la + Br_,4t-1_,| = 1% 441 )i T-a < t}

Puisque :

a+Br_, =0
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et comme la densité de la variable aléatoire T, est :

3.7) 9a(8) = { ‘/|2|_88 p(——) >0
0

8<0
en vertu de la propriété de Markov forte (cf. [RY], III 3)

(3.8) e > E{f(a+ B:)exp(la] — |a + B;| - £;°); T-. < t}

t —_—
= [ oL elexp (& — MBS B exp (-1Bens| - &, ~ 55

Rappelons que d’aprés (2.7), (2.8) on a:

(39)  BU(Be-exp(-1Biod - €, - 3} = [ f@nl(t-s,2)de
R

Alors, en regroupant (3.6), (3.8) et (3.9), on a I’expression de la solution u donnée
par (3.3).

1l reste a vérifier que I'on a :
(3.10) sgn(uz(t,z)) = —sgn(z), V(¢,z) €0, +oo[xR.

Pour ce faire, posons :

wy(t,x e'“'ll ex —E?--ﬁ uO(t — 8, z)u(da
1(t,7) = \,_ e fexp(~ 5= — )}t ~ 5, )u(da)

walt,) = e'°'exp(—|z| - el —lol)), ga)

¢—
2
wa(t, ) = 72:; /R ellexp(—a] — LI 4g)

i) Calcul de (w,)z, pour z > 0.
Compte tenu de (2.19),0n a :

(w1)z(t,7) = —= / el*lu(da){ / 3/2[ exp(~ 23 2)],/27r(t DR

exp—(=——+=2 + )ds}

2(t 8)
= _e-7—% / el*lp(da){ / [ xp(— 23)]\/-7‘%——')'5

exp(— 2(t 8)) }
= _9e~*4 /o € (ga  g2)(t)u(da).
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ou g, est la densité de la variable aléatoire T,, cf (3.7).
Puisque

9a * 9z = Ga+z
alorson a :

61)  (unelta) = oo [ ell(al +ppoxp - LD a0

ii) Calcul de (ws)., pour z > 0.

Ona
(3.12) (wa)o(t, ) = — f/_i elel(Z ' I+1)exp[ _L ' D* " |u(da)
iii) Calcul de (w3),, pour z > 0.

Ona:
(313) we(t,2) = =S [ IEEE L oyl - 11, )

Donc, en regroupant (3.11), (3.12) et (3.13) on a, pour z > 0 :
2
us(t, ) = \%_* [a- M)expllal - el 2P )
+opmet [ (1 Tyl - (2P a0

et donc, apres intégration par parties :

9e-t/2-lz|- %
vart R

ce qui prouve (3.10), puisque p est profilée, et ceci achéve la démonstration du
théoreme (3.1).

(3.14) ug(t,z) = e'“l-‘gshh%u’(a)da

Notons que, d’apres (3.14)
(3.15) [lu(t, )| = u(t,0).
Corollaire 3.2

Soit . une mesure positive, de masse totale finie (mais sans hypothése du profil)
et soit u la solution donnée par (3.3) du probléme linéaire (3.4), (3.5). Alors u est

une sur-solution de I’équation non linéaire (3.1).
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Démonstration du corollaire 3.2

Ona:

1 1
Ut =~ oz + |ug| > us — sz — SGOTUs = 0.

Nous sommes maintenant en mesure de retrouver, par des arguments probabilistes
simples, les résultats (1.4), (1.5) de S. Benachour, H. Brézis et M. Pierre.

Théoréme 3.3
1) Soit p positive de masse totale finie et u la solution de (3.1), (3.2). Alors :

(3.16) llut, s ,>_0.

2) Soit u une fonction positive, intégrable et profilée. Pour tout A > 0, définissons :
1
ur(z) == :\-p(i). Soit uy, la solution de (3.1) avec donnée initiale py. Alors :

(3.17) llua(t, e, = lleall =[xl
—00
En particulier, il n’eziste pas de tauz de décroissance, au sens donné en (1.5).

Démonstration du théoréme 3.3
1) D’apres le corollaire 3.2, pour prouver le point 1 du théoréme 3.3, on peut supposer
que u est la solution du probléme linéaire (3.4), (3.5). Mais on a, d’aprés (3.6) :

(3.18) lut, s = /R E(exp — 2L9)u(da)

olt L? est le temps local en 0 du processus X solution de :
t

(3.19) X!=a+B; - / sgn(X{)ds.
0

Mais le processus X, de générateur % f" — (sgnz)f', admet la mesure v(z)dz =

!
. . . V(z
e~2l#ldz comme mesure invariante puisque (z) = —sgnz. Il est donc récurrent et

2v(z)

L? — 400 pour tout a. Ainsi,
t t—o0
o0
E(exp 2Lt)t_—)-;° 0.

1l suffit alors, pour voir que ||u(t,.)|]1 — 0 quand ¢ — oo, d’appliquer le théoréme
de Lebesgue.
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2) Soit maintenant x une fonction positive intégrable et profilée. D’aprés (3.18),
ona:

1
lua(t, Yl = / L (%) Eq(exp — 2L9)da
R M

- / 14(a) Eax (exp — 2L9)da
R

ou P, désigne la loi du processus X solution de (3.19). Il est clair que
. —970) —
'\1_1120 E)(exp —2L;) =0,

par conséquent,

+oo0 ~+00
s, [ w@da= [ is(a)da

Nous venons de voir que lorsque p est profilée, la solution u du probléme linéaire
(3.4), (3.5) est automatiquement solution du probléme non linéaire (3.1), (3.2). Nous
allons montrer ci-dessous que, sous des hypotheses convenables sur p, (mais g non
profilée), la solution 4 du probleéme linéaire “se profile automatiquement”, ie qu'il
existe to > O tel que, pour ¢t > to, u est alors également solution du probléme non
linéaire. '

Proposition 3.4
Soit 1 une fonction positive vérifiant :

(H1) il existe A et C telles que : sup |p'(a)] <C
<z<A

(H2) On a : sgny’(a) = —sgna pour |a| > A et

. [ A
2Aé§f53A |/ (a)| > C(A) avec e*C(A) > C.

Alors, pour t assez grand, la solution du probléme linéaire (8.4), (3.5) est solution
du probléme non linéaire (3.1), (3.2).

Notons que nous n’avons pas cherché dans cette proposition & supposer sur p des
hypotheses optimales. On pourrait raffiner (H1), (H2).

Démonstration de la proposition 3.4
11 suffit bien siir de voir que, pour ¢ assez grand :

(3.20) sgn(uz(t,z)) = —sgnz.
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Supposons, pour simplifier 1’écriture, que p est symétrique. On a, d’apres (3.14) :

4e—t/2—|z|—§% oo
V2t 0

uz(t,z) = e“"!%shgtfu'(a)da

(3.20) est une conséquence de (H2) et :
A 2 34 2
[ e Fan il <| [ e F i@
et il suffit donc de voir que :

A 3A
(3.21) c / =% sh % da < C(A) / e~ % 5h % da.
0 t 24 ¢

2
Mais la fonction a — e*~ % atteignant son maximum pour a = t, on a, pour tout
t>3A:

2 2 2 2
sup e* HF =eA % et inf e % =AM
0<a<A 2A<a<3A

ce qui, puisque eAC(A) > C, implique (3.21) et la proposition (3.4).
IV Propriétés asymptotiques des solutions de (3.1), (3.2)

Nous analysons ici les propriétés de la solution u du probléme (3.1), (3.2). Nous nous
intéressons particulitrement au “taux de décroissance” de ||u(¢,.)||:. Les théorémes
(4.1) et (4.3) précisent de maniére optimale le lien entre ce “taux de décroissance” et

la queue de , ie la fonction p,(t) = / u(dz).
t

1>

Théoréme 4.1
Soit u une mesure positive de masse totale finie, et u la solution de (3.1), (3.2).
Alors :

Ve €]0, %[,Ba(e) : % —-e<a< %,HC(E) >0,0<7(e) <1
tels que :

(4.1) Ilu(t, i < Cle)llulliexp(—tale)) + K ol ()tu(da:).
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Démonstration du théoréme 4.1.

D’apres le corollaire 3.2, il suffit de prouver (4.1) pour u solution du probléme
linéaire (3.4), (3.5), et donc u est donnée explicitement par le théoréme (3.1). Par
ailleurs, il est clair que d’apres (3.4), on a :

0
(42) St )l = =ua(t, M = [ wa(t,2)ogna)ds.
R
Mais, d’apres (3.14), on connait explicitement u, :
2e—t/2-Iz|-% la |
t,)= 2 7 [ elol-%sn!%% r(a)a
uz(t,.) Tort Re —=u'(a)da.

Ainsi (4.2) et la formule explicite de u, permettent de calculer explicitement
||u(t,.)||]1. On trouve :

(4.3) llu(t, Y = C /R el [ "~ 49(s, a)ds} u(da).

Pour simplifier ’écriture, nous allons supposer u symétrique. Compte-tenu de
’expression (2.3) de u° et de (2.12),0n a:

3 a?
'u'o(37 a) < (-\}_— - s ﬁal + (S(ﬁil)s )exp(_ Ial 2‘9
a?
\/_exp[—— - la] - 23] pour 8 > 1.

lfut, s < Cr / e / T p(-—-—)ds}u(da)

On décompose I'intégrale par rapport & a en deux parties, [0,7.t] et [yt,00[. Soit
€>0.0na:

yt -+o00 2
(4.4) L= /0 e / —};expl—g—s—glds}uua)

t +00
- /0 e / %exp[—gs - ‘2‘— - 3(1 - O)lds}u(da).

a
1-—-

2
. . 8 .
Le maximum de la fonction : s — -—;—8 - 5(1 — €) est atteint pour : 39 =

En choisissant v tel que 0 <y <+v1—¢,0na:

o

0]
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Donc :
a? s a? t
exp[—z—s - 5(1 - 6)] S exp[—ﬁ - 5(1 - f)]’ Vs Z t

115(/ =
t
2

Puisque le maximum de la fonction a — a — -;—t est atteint pour : a = ¢ et compte
tenu que : vt <tv1—e<t,ona:

et par suite :

—es/2 vt 2
-$(1-¢) -y
7 ds)e /0 expla 57 u(da).

a? vt
expla— ;) Sexp(yt— ), 0<a<nt

Dot :

400 -—ea/2
@ ns(f [ wdaeml-407 ~2v+ 1)
D’autre part, d’aprés la formule classique :

/oo 1 e ¥- Q'd.s—ﬁe“"/’7 pour tout v > 0
o Vo v ’

on a:
+oo . +o0o 1 a2 8 d d
(4.6) L= / e[ o= - Pds}ulda)
+o00
<Co f e*(e*)u(da).
t
D’ou :
+00
(4.7) I < / p(da)
7t

En regroupant (4 3), (4. 4), (4.5), (4.6) et (4 7), on obtient :

—€s +o0

Ilu(2, )IllsCz(/o e\/_ dS)IlﬂHl[exv—-(v —27+1—6)]+/ #(da))

~t
La démonstration du théoréme (4.1) est achevée.

Corollaire 4.2
Soit . une mesure positive et de masse totale finie. Alors la solution u du probléme

(3.1), (3.2) vérifie :

(4.8) Jim_ /R u(t, 5)dz = 0.

60



SOLUTIONS FONDAMENTALES

Remarquons que ce résultat a déja été obtenu précédemment (cf. Théoréme 3.3.).

Corollaire 4.3
Soit u une mesure positive, de masse totale finie et vérifiant :

3>0; [(1+1al)u(de) < Cp < o0
Alors la solution u du probléme (3.1), (3.2) vérifie
(4.9) 3IC>0; |ult, )l < CsCe, VE>0
. ) L 1> ,@ (1 + t)m, .
Nous étudions maintenant la minoration de ||u(t,.)||1.

Théoréme 4.4
Soit p une mesure positive profilée, de masse totale finie et u la solution du probléme
(8.1), (8.2). Alors :

(4.10) 3ty > 0; [[u(t, )l > C / u(da), VE> to.
la|>t

ou C et to sont deux constantes indépendantes de u et u.

Démonstration du théoréme 4.4.
Pour simplifier, supposons y symétrique. D’aprés (4.3), on a :

+o00 +00
[lu(t, )l = 20/0 62“(/t u%(s, a)ds)u(da).

D’autre part, en vertu de ’expression (2.3) de u° et du développement asymptoti-
que (2.12) de la fonction %, on a :

N2
s+ |al

a? s
)exp(—z —la| - 5)

2%(s,a) > (% -

pour tout (s, a) dans [tg, +00o[x IR, o ¢ > 0 est assez grand.
Par conséquent, pour ¢t > o, on a :

+o00 +00 2 P
lfut, ) > 20 / e / S5~ §Mebu(da)

61



S. BENACHOUR, B. ROYNETTE, P. VALLOIS

2
. . 8 a . . .
Sur l’intervalle IR, la fonction : 8 —» —= — 25’ atteint son maximum au point

8 = a et est décroissante sur [a,+o0o[. Donc, pour ¢t > to :

too at+va a a2 s
lfut, s > 20 / e(/,, TP — 3 Meulda)

+o00 2

220/ et ava exp(— a _a+\/6 da
o CTarvaverve Carva T2 M
+oo a? a++a

>C - - .

20 [ exle - gt - 5 utdo)

11 est facile de voir que :

a? a++a 1 1 1

et va) 2z - 2tirvm iz Vo0

et par conséquent, on a :

+o00
e, a2 Ca [ utda), Ve to
t
ce qui acheve la preuve du théoréme 4.4.
Corollaire 4.5.

Il n’existe pas de fonction f : Ry — IR, vérifiant : . lim f(t) =0, telle que pour
toute solution u positive de (3.1), (3.2), on ait : e

(4.11) / u(t,2)dz < £(t) / w(0,2)dz, V> 0.
R R
Ce résultat a déja été obtenu de maniere probabiliste ci-dessus (cf. théoréme 3.3).
Démonstration du corollaire 4.5
Soit u une fonction positive, symétrique, profilée et intégrable et considérons la
solution u du probléme (3.1), (3.2) avec pour donnée initiale p.
Pour tout A > 0, posons :

ia(a) = 3(3)

et considérons la solution u du probléme (3.1), (3.2) avec pour donnée initiale .
Compte tenu de (4.10), pour t > tp,on a:

+00 +o00
lfuatt, ) > € / yx(a)da = C A u(a)da, VA>0
t

11 suffit de faire tendre A vers +o0o pour voir que (4.11) ne peut étre réalisée.
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Remarque

Ce corollaire prouve que, lorsque ¢ tend vers +oo, ||u(t,.)||1 tend vers zéro sans
“taux de décroissance”. Mais le théoréme 4.1 précise comment ||u(t,.)||1 tend vers 0,
lorsque t tend vers +o00, en fonction de la queue de u.

Théoréme 4.6
Soient p une fonction positive profilée et intégrable et u la solution correspondante
du probléme de Cauchy (3.1), (3.2) alors :

c
(4.12) 3C > 05 Jlua(t, )l < S llells, ¥ 2 1.
Notons qu'’il y a ici un taux de décroissance en 1/¢, de ||uz(2,.)||1-

Démonstration du théoréme 4.6
Pour simplifier, on suppose u symétrique. Compte tenu de (3.13) et (3.14) on a :

+o00
lfue(t, Ml = C /0 p(a)e“[%(exp—%ma)?) tb(t:;-a)]da

Comme 9 vérifie :

Y@ 2 (G- ), Vo1

alors, on a :

R ON

t+a (t+a)3

+o0 1
lfua(t, Nl < C / u(@)e (exp — 5t + ))[ - - VU 14

Ce‘t/ 2 ftoo a2 +00
< 8z { / w(a)exp(a — t)da + /0 ap(a)exp(a — ﬁ)da}
Puisque :

max{exp(a — g.:)} = et/?
a>0 P 2t -
et en vertu du profil de g, on a :
il > [ ute)de 2 on(a)
on en déduit :
c +oo t
lua(t, N < 7 llell (1 + exp(a— 5 - —)da)
t3/ 0
(o]
< t—375||#||1(1 + Viy(-Vt)).
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Par conséquent, on a :

C
[luz(t, )l < ?”l‘”la vt > 1.
ce qui acheve la preuve de ce théoréme.
Théoréme 4.7

Soit 1 une mesure positive vérifiant :

/ " (1 + a)u(da) < +o0
0

alors, la solution u du probléme de Cauchy (3.1), (3.2) vérifie :

(4.13) ac > o; t_lﬁoo t3/2et2||u(t, )|, < C/:w €*(1 + a)u(da).

Si de plus p est profilée alors :

(4.14) 3¢’ >0; lim #3/2e?||u(t,.)|, > C' /w e u(da).
t—+oo 0

Démonstration du théoréme 4.7

Pour simplifier 1’écriture, on suppose p symétrique. Montrons d’abord (4.14).
Compte tenu de I’expression de u qui est donnée par (3.3) et de ’estimation (2.10),
ona:

t +co 2
lfu(t, )l > © / ( / &2 lexp(~3 — Tt 5, M ss(da))ds

t—a

+o00 -
20 [T e[ smlen= - Dl —srdo(da)

Ce—t/? +o00
= a o -5
> 2 [ e[ e oo

Puisque la fonction g, définie par (3.7) est une densité de probabilité, il est clair
que (4.14) est réalisée. Il reste & montrer (4.13).

Pour ce faire, on utilise de nouveau I'expression (3.3) de u ainsi que I'estimation
(2.10)de u® et on a :

(4.15) llu(t, I < C(L(E) + I2(2))

kN

ou :
e—t/2 ptoo .

oo -z 1 2 1 2
ne="r [ e(/0 e lexp ~ o (z — a)? ~ exp o (z + )| do)i(da)

+oo t 2 -
a0 = [ e rprrolen(-g; - 5y )
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A l'aide du théoréme des accroissements finis on a :

—t/2 +o00 +o0
Ly < - /0 e*( /0 (%)e"da)u(da)

Donc :

92e—t/2 [too .
(4.16) L(t) < (if)3 / ae*u(da).

Pour majorer I(t), on décompose l'intégrale sur [0, ] en deux intégrales: I'une sur
[0, £] et P’autre sur [£,t]. On a:

]
I2l(t) = e't/2/0 e( A 330'/2.(14-—th exp(— )ds)u(da)

e—t/? too /2 ]
< 1+ £)3/2 ~3/9 e .
(1 +ipr /o e*( /0 33/2'3*?( 23)<1~‘3)u( a)

Puisque g, définie par (3.7) est une densité de probabilité alors on a :

—t/2 +00
(4.17) B <cSy / ¢* u(da).

D’autre part, on a :

Bo = [ " e / a1 ep(-Z)ds)u(da)
2 A y A= P
e-—t/2 + t 1
< C——t3/2 -/o‘ ae’( /2 Axi=oh ds)u(da).
Donc :
(4.18) 2 <o [ et uda)
: 2 =" 432 o K
Par suite, on a :
—t/2 oo
(4.19) b =1} + B < € / ae® u(da).

On acheve la preuve du théoréme en regroupant les relations (4.15), (4.16) et (4.19).
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Théoréme 4.8
Soit 1 une mesure positive, profilée et vérifiant :

+00
/ e®p(da) < 0o
0

alors, la solution u du probléme de Cauchy (3.1), (3.2) vérifie :

~t/2

e
\/E )

(4.20) 3C > 0; Jlu(t, Ml vt >1.

Démonstration du théoréme 4.8

A nouveau pour simplifier la preuve on suppose que u est symétrique.
Compte tenu de ’expression de u qui est donnée par (3.3) et de I’estimation (2.9), on
a:

[t oo = [lu(t,O)
_ 00 . t a 1 -~ —12-
<oet ["en( [ o5y ().

De méme que précédemment, on décompose I'intégrale sur [0, t] en deux intégrales:
I'une sur [0, £] et P'autre sur [£,¢]. Pourt > 1,0n a:

_ +o00 . t/2 a 1 a2
he) = / e A v exp(~ 2-)ds)u(da)

t/2
<o [Te([" et dsu(aa).

(4.21)

Donc :
e}
(4.22) no oS, / e*u(da)
D’autre part :
1 a?
Jo(t) = e—t/2/0 a( L 33/2 AT Vs sexp(—-i;)ds)u(da)
Donc :

3 t 4 a2
< a —_ —_ da).
J2(t) Ct3/2/ e ( ¢/2 \/t—:;exp( 23)d3)”’( )
Compte tenu de :
{ae (—22-)}- WV
mex{oexp(-3)} = 72
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On a

) < 0% [~ e[| A douta)
Donc :
(4.23) Ja(t) < €= / e*u(da).

Finalement, en regroupant (4.21), (4.22) et (4.23), on ach&ve la démonstration du
théoréme.

V Etude de ’équation v; — 1vs. = |v,]

Dans cette section nous faisons la méme étude de cette équation que pour I’équation
(3.1). Tout d’abord, signalons que pour toute mesure x de masse totale finie le
probléme de Cauchy :

1
(5.1) Ve = SVzz = lvz| sur (0,4+00) x IR

(5.2) v(0,.)=p sur IR

admet une unique solution dans L!((0,T), W'(IR)) n C°([0, T], Ms(IR)), pour tout
T > 0 (cf. [BBP)).

Il convient de remarquer que dans ce cas, les solutions positives de (5.1) vérifient :
7]
ELv(t,x)dz >0
et par suite : ¢t — / v(t, z)dz est croissante sur IR, .
R

Théoréme 5.1
La solution du probléme de Cauchy :

(5.3) v — %vn = |vg| sur (0,+o00) X IR

(5.4) v(0,.) = & sur R

est donnée par :

(5.5) o(t,2) = {7[exp— L (e - )21+w<'1/ )}

ﬁl
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La preuve est identique & celle du théoréme 2.1, on en trace les grandes lignes
seulement. On résout d’abord le probléme de Cauchy linéaire :

(5.6) Uy — %un = —sgn(z).uz sur (0,+o00) X IR
(5.7 u(0,.) = b sur IR

Avec les mémes notations que dans le paragraphe II, pour toute fonction f réguliere,
ona:

/R (¢, 2)f(&)dz = Pof (0) = E{f(X.)exp2L(X)}

t
X:=B; +/ sgn(X,)ds.
0

Donc :
/ vO(t, z) f(x)dx = E{f(Bt)exp[/t sgn(B,)dB, — % + 2001}
R 0

= E{f(B:)exp||B:| — % +£)}.

D’ou on tire (5.5).
Puis on observe que pour tout z # 0, on a :

1 =z 1
v3(t,z) = —Emexpl—ﬂﬂﬂ - t)?]

donc, v° est une solution de 1’équation (5.3).
L’analogue du théoréme 2.2 est :

Théoréme 5.2
La solution v° du probléme de Cauchy (5.3), (5.4) vérifie :

Vitt
Vi

o2, I < (1+1)

[0, oo <

On notera que le comportement de ||v°(t,.)|| est radicalement différent de celui de

w2, -
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Théoréme 5.3
Soit . une mesure positive, profilée et de masse totale finie et soit v la solution du

probléme (5.1), (5.2). Alors :

—t/2
o(t2) = T | lolel~Hifenp = 5 el = ) = exp = (el + oo
(58) 2 |a' t Ial a2 s .
*Vr /R”(“)e ( /0 “srzlexp(—5; — SN°(t - 5,2)ds)da

Démonstration abrégée
On obtient cette fonction v en résolvant le probléme de Cauchy linéaire :

1
(5.9) Ut = 5Vse = —sgn(z).v,

(5.10) v(0,.)=p
puis on vérifie que I’on a, (au moins formellement) :

2
V2ort

wnlty2) = <214 [ fexp(-lol - Z (2 (@)da

En particulier, lorsque p est profilée, v est alors une solution de ’équation (5.1).

Remarque (a)

Soient p une mesure positive, de masse totale finie mais “non profilée” et v la
solution correspondante, donnée par (5.8), du probleéme de Cauchy linéaire (5.9),
(5.10). Alors, v est une sous-solution de I’équation non linéaire (5.1).

En effet, on a :
1 1
(5.11) Ut = 5Vss = [vz] < v — sz + sgn(z).v; = 0.

Remarque (b)

Soit p une fonction positive, de masse totale finie et anti-profilée (i.e. vérifiant :
sgn(y'(a)) = sgn(a) et soit v la fonction correspondante donnée par (5.8). Alors v est
une solution de ’équation :

- Sttes =~
Ut 2uu = Ug|.
Par des méthodes analogues & celles du paragraphe IV, on a :

Théoréme 5.4

Soient p une mesure positive profilée et de masse totale finie et v donnée par (5.8),
la solution correspondante du probléme de Cauchy (5.1), (5.2). Alors il eriste une
constante C > 0, telle que :
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1 —~2a| . 1
—_— < — .
G / u(a)e™1%da < tllg 1 tllv(t, Ny

10l < C [ uaeelda
R

< lim
t—o0

1+¢

pour tout p dans [1, +00].

Remarquons en particulier, d’aprés la remarque (a) et le théoréme 5.4, pour toute
mesure positive, ||v(t,.)||]1 — oo lorsque ¢t — 00. Il se pose alors, de maniére naturelle,
la question de ’existence d’un taux de croissance. La réponse est négative, comme le
montre le théoréme suivant :

Théoréme 5.5

Il n’existe pas de fonction f : Ry — IRy vérifiant : f(t) > 1, telle que pour toute
solution u positive et profilée de (5.1), on ait :

/ o(t,5)dz > f(t) / 2(0,2)dz .
R R

En particulier, il n’existe pas de tauz de croissance.

Démonstration abrégée
Soit u une fonction profilée positive, pour tout A > 0 définissons :

1 a
pa(a) = yu(5)-
Soit v la solution de (5.1) avec donnée initiale égale & p.

Alors :

(e, M, = llsalls = sl
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Quelques propriétés

du mouvement brownien non-commutatif

P. Biane

Résumé. — Le mouvement brownien non-commutatif est la dilatation naturelle d’'un semi-
groupe d’applications complétement positives sur la C*-algébre du groupe d’Heisenberg. On
étudie tout particulidrement les propriétés d’invariance par le groupe unitaire de ce processus,
ce qui améne & considérer un processus de Bessel non-commutatif, dont le semi-groupe est
relié & la compactification de Martin en espace-temps d’un processus de branchement.

0. Introduction.

Le mouvement brownien est I’'une des pierres angulaires des probabilités modernes.
Il y a peu de domaines de la théorie des processus stochastiques ol ’on ne le rencontre
pas, et ses relations avec la théorie du potentiel et les processus de Markov, la théorie
des martingales, le calcul stochastique, ou encore les processus gaussiens, pour ne
citer que quelques exemples, font qu’il a été 'objet d’innombrables études et que la
recherche & son sujet est encore trés active.

Il y a quelques années, les travaux de Hudson et Parthasarathy ont ouvert la
voie 3 I’étude de nouveaux types de processus stochastiques, étude désignée souvent
par le vocable générique de “probabilités quantiques” (voir par exemple [H-P], [P1],
[M1], [M2], [B1]). Parmi les objets introduits figurent en bonne place les processus
de création, annihilation et nombre, qui permettent en quelques sorte d’unifier
le mouvement brownien et le processus de Poisson. Ceci ameéne naturellement 3
introduire une notion de “mouvement brownien non-commutatif”, comme dans [C-H].
Le but de cet article est de tenter d’aller un peu plus loin dans I’étude de cet objet
mathématique qui me semble particulierement intéressant. L’idée sous-jacente est que
beaucoup de résultats classiques concernant le mouvement brownien possédent des
analogues pour cet objet, avec bien siir des modifications dues 4 la non-commutativité,
et qu'une étude systématique devrait éclairer. Les résultats présentés ici apparaitront
bien modestes en regard de 'ampleur de la tache, mais j'espére que cet article pourra
encourager des recherches plus approfondies dans cette direction.

Qu’est-ce que le mouvement brownien non-commutatif? Pour tenter de répondre
a cette question, considérons un mouvement brownien (B;):cr, défini sur un espace
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de probabilité (2, F, P). D’aprés un résultat bien connu de N. Wiener, ’espace L?
engendré par les variables aléatoires (B;):cr., se décompose en chaos, autrement dit
il existe un isomorphisme naturel entre cet espace et I’espace de Fock construit sur
L?(R;). La variable aléatoire B, considérée comme un opérateur de multiplication
sur I’espace de Fock, est 1a somme de deux opérateurs adjoints I'un de l'autre, A; et
A:, les opérateurs d’annihilation et de création associés au vecteur 1, de L*(Ry).

Il existe alors un mouvement brownien B; sur un espace ({, 7, P) et une isométrie
de l’espace L? engendré par ce mouvement brownien dans I'(L*(R;)) tels que les
opérateurs de multiplication par les variables B, soient représentés dans ’espace de
Fock par les opérateurs 1(A; — A}) (pour tout ceci on pourra consulter [M1]). I y
a donc deux mouvements browniens sur ’espace de Fock TI'(L?(R.)), qui sont la
partie réelle et la partie imaginaire du processus d’annihilation A;. Les opérateurs
A; et A} ne commutent pas, on a en fait la relation [4;, A;] = tId, ou de fagon
équivalente [B;, By] = 2itId ce qui fait qu’il n’existe pas d’isométrie entre I'(L%(R}.))
et l'espace L? d'un espace de_probabilité ou seraient définis simultanément deux
mouvements browniens, B; et B tels que A; + A} et %(At — A}) soient les opérateurs
de multiplication par B; et B;. On dispose ainsi d’un “mouvement brownien non-
cpmmutatif” qui est la donnée des deux mouvements browniens B; = A; + A} et
B; = %(At — A}), ou, de fagon équivalente, la donnée des processus A; et A}. On
peut imaginer que, physiquement, les processus B et B représentent I’évolution de la
“position” et de la “vitesse” d’une particule brownienne quantique.

Le point de vue adopté dans cet article est que le processus non-commutatif
(A¢, A7 )ier, est en fait une réalisation particuliere d’un processus de Markov non-
commutatif associé & un semi-groupe d’applications complétement positives sur une
certaine C*-algebre, et nous allons concentrer notre attention sur ce semi-groupe
plutét que sur sa réalisation particuliere & travers les opérateurs de création et
d’annihilation. Pour comprendre dans quel espace ce processus prend ses valeurs,
remarquons que la relation de commutation [Bt,E] = 2it est vérifiée pour tout
temps t. On voit donc qu’au moins heuristiquement, le mouvement brownien non-
commutatif prend ses valeurs, & I'instant ¢, dans un “espace non-commutatif” dans
lequel la position d’un point est mesurée (au sens de la mécanique quantique) par deux
coordonnées p et ¢ qui vérifient la relation de commutation d’Heisenberg [p, g] = 2it.
Le temps joue le role de la constante de Planck, et cet espace se déforme continiiment
avec le temps, ce qui entraine, comme nous le verrons, que le mouvement brownien
non-commutatif ne pourra étre considéré comme un processus de Markov homogene,
qu’a la condition de lui rajouter une composante temporelle. Une facon élégante
de faire cette construction est de définir le semi-groupe du mouvement brownien
non-commutatif comme un semi-groupe de convolution sur la C*-algebre du groupe
d’Heisenberg. Le semi-groupe obtenu est un analogue non-commutatif du semi-groupe
de la chaleur (c’est-a-dire du semi-groupe du mouvement brownien en espace-temps)
plutot que du mouvement brownien lui-méme. La C*-algébre du groupe d’Heisenberg
posséde une structure trés intéressante, avec une singularité & 'origine (voir [V], [L])
sur laquelle le comportement du mouvement brownien non-commutatif jette un peu
de lumiere.
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Dans la suite on utilise le langage des C*-algébres car c’est le mieux adapté aux
généralisations non-commutatives des concepts classiques, mais on n’utilisera pas de
résultat sophistiqué de la théorie des algébres d’opérateurs.

Comme le rappelle K.R. Parthasarathy dans Pintroduction de son livre [P1],
I’analogie entre le théoréme de Lévy-Khinchine et les résultats sur les représentations
factorisables de H. Araki [A], développés dans [P-S], a été & I’origine dd calcul stochas-
tique non-commutatif. Plus récemment, M. Schiirmann [S] a montré qu’on pouvait
généraliser cette approche pour construire des bruits blancs sur des bigébres. Les
idées présentées dans cet article sont donc familieéres aux spécialistes des probabilités
quantiques, néanmoins je n’ai pas trouvé dans la littérature d’exposé qui s’attache
4 décrire de manitre purement probabiliste ces objets, en particulier, il me semble
que le “processus de Bessel quantique” décrit en 3.3 est passé inapercu. Il m’a donc
semblé intéressant de mettre au propre ces quelques réflexions. La seule originalité
de l’article qui suit consiste & adopter un point de vue nettement probabiliste et &
essayer d’appliquer des méthodes markoviennes ou potentialistes dans cette situation.

Voici comment est organisé cet article.

La premiére partie consiste en quelques préliminaires sur les C*-algebres, plus
particulierement les C*-algebres de groupes, et certains semi-groupes d’applications
complétement positives, obtenus en considérant une fonction v continue, conditi-
onnellement de type positif sur un groupe G localement compact, qui engendre un
semi-groupe multiplicatif de fonctions de type positif (€*¥);cr,. Ce semi-groupe, agis-
sant par multiplication sur 1'algébre L!(G) définit un semi-groupe de contractions
complétement positives sur cette algebre qui se prolonge & diverses autres algebres
engendrées par G. En restreignant ce semi-groupe & des sous-algébres commutatives
convenables, on peut obtenir des semi-groupes markoviens intéressants, dont on donne
quelques exemples. On décrit ensuite une dilatation de ce semi-groupe au moyen de
la théorie des représentations de groupes de courants, décrite par exemple dans [P-S].

Dans la seconde partie, on se concentre sur le groupe d’Heisenberg Hy = C? xR. On
y décrit la structure de la C*-algébre de Hy, avec en particulier I’existence d’un couple
de Gelfand construit grace a ’action du groupe unitaire sur le groupe d’Heisenberg. La
fonction conditionnellement de type positif ¥(z,t) = it— %|z|2 sur Hy est associée & un
semi-groupe de contractions complétement positives de C*(Hg), qui est un analogue
non-commutatif du semi-groupe de la chaleur, et dont on commence I’étude.

Dans la troisiéme partie, on étudie de fagon plus approfondie différentes propriétés
d’invariance de ce semi-groupe qui sont des analogues de propriétés bien connues du
mouvement brownien. En particulier, 'invariance du mouvement brownien usuel par
changement d’échelle, qui permet de donner une construction simple du processus
d’Ornstein-Uhlenbeck, a un analogue non-commutatif que I’on utilise pour définir un
“semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck” sur I’algeébre B(H) des opérateurs bornés sur un
espace de Hilbert H. D’autre part, une propriété d’invariance par transformations
unitaires nous permettra de définir un analogue non-commutatif du semi-groupe de
Bessel, qui sera un semi-groupe de noyaux Markoviens sur une partie de R%. On
verra que le processus correspondant peut se construire & ’aide d’un processus de
branchement classique, le processus de Yule, et d’un processus de mort trés simple.
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Enfin, on terminera par ’étude des “fonctions paraboliques bornées” pour ce semi-
groupe, en donnant un théoréme de représentation intégrale, analogue de la formule
de Poisson classique pour les fonctions harmoniques bornées dans le disque unité.

Je remercie P. Bougerol et J.L. Sauvageot pour d’utiles discussions sur des sujets
abordés dans cet article, ainsi que R. Hudson qui m’a communiqué la référence [C-H],
et W. von Waldenfels qui m’a procuré une copie de son article [vW2].

1. Préliminaires.
1.1 C*-algebres et applications complétement positives.

Cette section est consacrée & des généralités et des rappels sur les C*-algeébres,
applications complétement positives, et d’autres notions voisines, qui sont bien connus
des spécialistes. Les quelques résultats qui sont démontrés le sont pour la commodité
du lecteur, car il n’a pas toujours été facile de trouver une référence adéquate. Je
renverrai au livre de Dixmier [Di] pour une bonne partie des résultats et définitions
de base.

Dans la suite, les espaces de Hilbert considérés seront toujours complexes. Si H est
un espace de Hilbert, on note B(H) ’algebre des opérateurs bornés sur H, et K(H)
celle des opérateurs compacts.

Soient A, B deux C*-algébres, et A”, B” leurs algébres de von Neumann envelop-
pantes (qui sont leurs biduaux au sens de la théorie des espaces de Banach, voir [Di]
12.1.3). Soit @ : A — B une application linéaire continue, completement positive.
Lorsque A et B sont abéliennes, isomorphes, par le théoréme de Gelfand, & Co(X)
et Co(Y), ol X = spec (A) et Y = spec (B), 'application @ est associée & un no-
yau fellérien N(y,dz) sur Y x X, c’est & dire que 'on a, pour toute f € Co(X),
Q) = [ f()N(y,da). (cf [D-M] IX.1).

Soit Q" 'application biduale de @, qui est un prolongement faiblement continu de
Q a A", 4 valeurs dans B"; I'application Q" est encore une application complétement
positive de A” dans B”.

1.2. Cas des C*-algébres de groupes.

Soit maintenant G un groupe localement compact. Toute représentation unitaire,
faiblement continue, de G détermine de facon canonique une représentation de
’algébre de Banach L'(G). La C*-algébre de G notée C*(G) est la complétée de
L(G) pour la norme || f|| = supx|7(f)|, oi = parcourt ’ensemble des représentations
unitaires faiblement continues de G. Dans la suite nous ne considérerons que de telles
représentations, sans le préciser.

Lorsque G est abélien, les représentations irréductibles de G sont de dimension 1
et forment le groupe G des caractéres de G, 'algebre C*(G) est alors isomorphe, par
'isomorphisme de Gelfand, & Co(G).

Soit ¢ une fonction continue de type positif sur G telle que ¢(e) < 1, on a alors
l¢| < 1 sur G et l'application Q : LY(G) — L*(G), f — ¢f est une contraction
complétement positive de I’algébre L*(G).
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1.2.1. Proposition. L’application Q se prolonge de maniére unique en une
contraction complétement positive de C*(G).

Démonstration. 11 suffit de montrer que ||¢f|| < ||f]| pour tout f € L*(G).

Soit £ une représentation unitaire de G dans un espace de Hilbert He, et 2 € Hg
tels que, pour tout g € G, ¢(g9) =< €(9)R, N >. Soit m une représentation unitaire
de G dans un espace H,, alors £ ® m est une représentation unitaire de G et on a
|€ @ #(f)| < If|l- Soit E le projecteur orthogonal dans H; ® H, sur le sous-espace
Q® Hy, alors on a E((®7(f))E = E(1®7(¢f)), mais |[E(@7(f))E| < [{@n(f)| <
Il 1|, par conséquent |(1 @ w(¢f))| = |7r(¢f)| < ||f]| pour toute représentation 7, donc
llefll < NIf|l et 1a conclusion suit.

Dans le cas d’un groupe G abélien, le théoréme de Bochner entraine que ¢ est
la transformée de Fourier d’une mesure de sous-probabilité sur G, et l'application
compleétement positive de Co(G) dans lui-méme est alors I'opérateur de convolution
par cette mesure de sous-probabilité.

Le prolongement de I’application complétement positive @ & U(G), I'algébre de
von Neumann enveloppante de C*(G), s’exprime de facon naturelle comme une
convolution & ’aide du coproduit sur U(G).

Pour g € G notons u(g) I'image de g dans U(G). Le coproduit A est le morphisme
A :U(G) —» U(G)®U(G), ol le produit tensoriel est pris au sens des algebres de von
Neumann, qui prolonge la représentation de G : g — u(g) ® u(g).

La fonction ¢ détermine une unique forme linéaire positive faiblement continue v
sur U(G) telle que v(u(g)) = ¢(g) pour tout g dans G, et I'application @ n’est autre
que la composée (id ® v) o A, c’est & dire la convolution par v dans la bigebre de
von Neumann U(G). Rappelons qu'’il est équivalent de se donner une forme linéaire
continue sur C*(G) et une forme faiblement continue sur U(G).

Si nous revenons au cas d’un groupe G abélien, le coproduit sur U(G), Ialgébre des
fonctions universellement mesurables sur G, est 'application qui & une fonction h sur
G associe la fonction Ah(z,y) = h(zy) sur G x G, si on identifie U(G) ® U(G) avec
Palgebre des fonctions universellement mesurables sur G x@G. Remarquons que dans
ce cas, si G n’est pas compact alors le coproduit n’envoie pas Co(G) dans Co(G x G).

1.3. Convolution et poids de Haar.

Si p et v sont deux formes linéaires faiblement continues sur U(G), leur convolution
est la forme linéaire faiblement continue définie par p*xv = (u @ v) 0 A.

Si p est un poids normal semi-fini sur U(G) (cf [S-Z] 10.14) et v une forme
linéaire positive sur U(G), alors on peut définir un poids p * v en posant p * v(f) =
w(id®@v)o Af).

Supposons G unimodulaire et postliminaire. Soit ¢, la mesure de Dirac en I’élément
neutre de G. Elle définit une trace x sur U(G). En fait d’aprés la formule de Plancherel
([Di] 18.8 ) on a, pour toute fonction f continue & support compact sur G,

@)= [, trirc()am(¢)
ot G est le dual unitaire de G et m est la mesure de Plancherel sur G.
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1.3.1. Proposition. Pour toute forme linéaire positive v sur C*(G) (ou U(G)),
onaxx*v=rv(l)y.

Démonstration. Soit f une fonction continue & support compact sur G, on a
(id®v) o Af = fo ol ¢ est la fonction de type positif ¢(g) = v(u(g)). On a donc
x(ef) = f(e)p(e) = x(f)v(1). On en déduit le résultat.

En particulier, si v est un état, on a x *x ¥ = Y, ce qui, dans le cas d’un groupe
abélien G, caractérise la mesure de Haar sur G. Dans le cas non-abélien, le poids x
joue le role de “mesure de Haar” sur C*(G), et on 'appellera par la suite le poids de
Haar. Remarquons que c’est une trace.

Soit { la contraction complétement positive associée @, alors Q et @ sont en
dualité par rapport au poids de Haar, c’est & dire que pour tous a,b € C}(G) on a

x(aQ(b)) = x(Q(a)b) ;

en effet, si f et k sont continues & support compact sur G, on a

X(FQ(K)) = /G F(0)e(g™)k(g ™ )dg = /G 2(9)f(0)k(g™")dg = x(O(f)k)

et le cas général s’en déduit aisément.
1.4. Semi-groupes de convolution.

Soit 7 une fonction continue, conditionnellement de type positif sur G, avec
¥(e) > 0; alors e*¥ est un semi-groupe multiplicatif de fonctions continues de type
positif.

1.4.1. Définition. Le semi-groupe de convolution associé & v est l’'unique semi-
groupe de contractions complétement positives sur C*(G), noté (QY)ier + tel que

Y(f) = et f pour f € L*(G).

Si A est une sous-C*-algtbre abélienne de C*(G) ou de U(G), invariante par ce
semi-groupe, la restriction du semi-groupe & A est donnée par un semi-groupe de
noyaux sous-markoviens sur le spectre de A. Voici quelques exemples de tels semi-
groupes.

a) Tout d’abord, si C C G est un sous groupe abélien fermé, la C*-algebre de C
se plonge comme une sous-C*-algébre de U(G) (pas de C*(G) en général), et elle est
stable par le semi-groupe Q). En fait le semi-groupe obtenu par restriction de Q} &
C*(C) est celui associé 4 la fonction conditionnellement de type positif sur C, qui est
la restriction de ¥ & C. En particulier, il s'identifie & un semi-groupe de convolution
sur C.

b) Supposons que la fonction 9 soit centrale, c’est & dire que ¥(gh) = ¥(hg) pour
tous h, g dans G, alors le centre de 1'algébre U(G) est une algébre abélienne stable par
le semi-groupe Q;p . Cette algebre est isomorphe 4 une algebre de fonctions mesurables
sur I'ensemble des classes de représentations unitaires irréductibles de G. On obtient
ainsi un semi-groupe markovien sur le dual unitaire de G. Certains de ces semi-groupes
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(ou plutdt une version en temps discret) ont été étudiés dans [P2], [Bi2]. L’existence
d’une fonction 1 centrale non-constante entraine des restrictions sur la nature du
groupe. Par exemple, il n’en existe pas si G est semi-simple non-compact, avec un
centre trivial.

c) Un autre exemple est fourni par les couples de Gelfand. Si K est un sous-groupe
compact de G tel que (G, K) soit un couple de Gelfand, c’est & dire que ’algebre de
convolution L!(K'\G/K) des fonction bi-invariantes par K soit commutative, et si ¥
est elle-méme bi-invariante par K alors, la C*-algebre engendrée par L' (K\G/K) est
stable par le semi-groupe (Q}” )ter,- En restreignant le semi-groupe & cette sous-
algébre commutative, on obtient un semi-groupe de noyaux markoviens sur son
spectre.

Donnons un exemple concret lié au mouvement brownien. On prend G = R? et
¥(€) = —3|¢|. En identifiant G avec R? par transformation de Fourier, on reconnait
1mméd1atement que le semi-groupe de convolution associé est le semi-groupe brownien
donné par les noyaux de densité p;(z,y) = —;—(2 5 ‘LT”‘ par rapport a la mesure de
Lebesgue.

Considérons maintenant le groupe D(d) des déplacements de R?, produit semi-
direct de SO(d) par R?. La fonction 9 est invariante par 'action de SO(d), on en
déduit que la fonction (8, &) = ¥(¢) est conditionnellement de type positif sur D(d).

Considérons maintenant le couple de Gelfand (D(d), SO(d)). L’algebre des foncti-
ons bi-invariantes s’identifie avec I’algébre de convolution des fonctions sur R? inva-
riantes par rotation, et donc le spectre de cette algebre est I’ensemble R, . On vérifie
facilement que le semi-groupe obtenu par restriction & cette sous-algébre est celui du
processus de Bessel de dimension d sur Ry (cf [I-M]).

1.5. Dilatation d’un semi-groupe.

La donnée d’un semi-groupe de contractions complétement positives, sur une C*-
algeébre est un analogue non-commutatif de la notion de semi-groupe de noyaux sur
un espace localement compact. Il existe alors un analogue de la notion de processus
de Markov associé & ce semi-groupe, que 'on va décrire ci-dessous.

1.5.1. Définition Soient A une C*-algébre, v un état sur A, et (Q¢)ier, un semi-
groupe de contractions complétement positives de A. Une dilatation de (Q:):cr, de
loi initiale v est la donnée de (W, Wy, w,, Ey, ji)ter, ol W est une algébre de von
Neumann munie d’un étatw,, (W;)ier, est une filtration de W, c’est & dire une famille
croissante de sous-algébres, pour tout t € Ry, E; est une espérance conditionnelle de
W sur W, par rapport 3 v, et j; est une famille de morphismes de A dans W telle que
wy 0 jo = v, ji envoie A dans W; et (propriété de Markov) on ait pour tout s € R, et
tout a € A,

Ei[ji45(a)] = j:(Qs(a))

(Pour la notion d’espérance conditionnelle dans une algébre de von Neumann, voir
par exemple [Tak].)

Indiquons tout de suite comment les processus de Markov usuels rentrent dans ce
cadre. Soient A une C*-algébre commutative, et (Q;):cr, un semi-groupe de Feller
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sur le spectre E de A. Une dilatation de (Q¢):cr, s’obtient ainsi. On considére un
processus de Markov (X¢)¢er,, & valeurs dans E, défini sur (R, F, F;, P, ), ou, comme
d’habitude, (2, F, P,) est un espace de probabilité, (F;)¢cr, est une filtration de F,
a laquelle X est adapté, et est markovien de semi-groupe (Q¢):er,., de loi initiale v
sous la loi P,. On pose alors W = L*(Q,F,P,), Wy = L*°(Q,F;, P,) et j; est le
morphisme de A dans W; déterminé par la variable aléatoire X; c’est & dire que j:(f),
pour f € Co(E), est la variable f(X;) sur (2, F,P,). La propriété de Markov simple
s’écrit alors E(f(Xi4s)|Ft] = Qsf(Xy), soit E; o0 jiys = j: © Q,, €t on a bien une
dilatation du semi-groupe (Q¢):er,-

Réciproquement, soit A une C*-algébre commutative, (Q¢):ecr, un semi-groupe de
contractions complétement positives, dont (W, Wy, w,, E¢, ji)ier, est une dilatation,
telle que W soit une algebre de von Neumann commutative, alors il existe un processus
de Markov (X;)¢er, & valeurs dans spec (A), défini sur un espace (R, F, 73, P,) et un
isomorphisme d’algébres de von Neumann « : L>(Q,F, P,) — W tel que pour tout
t € Ry et tout f € A, j:(f) soit égal & y(f(X¢)).

Soit (W, Wi, wy, E, ji)ter, une dilatation de (Q:):er, de loi initiale v, alors pour
toute suite croissante de réels positifs t1,t2,...,t, et toute suite ag,as,...,a, dans
A on a, d’apres la propriété de Markov,

wy (Jo(@0)de, (1) - - - ta (@n)) = ¥(a0Qty (01Q4, -ty (a2 - . . An-1Q4, —t,_, (@n) - . )))-

Nous voyons que le membre de droite de cette expression ne dépend pas de la dilatation
choisie, mais seulement de v et du semi-groupe Q. D’un point de vue physique, il
représente le résultat d’une observation du processus j aux instants ¢;,...,¢, par un
observateur chronologique, c’est & dire qui ne “voit” pas dans le passé. Par contre, si
la suite t;,...t, n’est pas croissante, le membre de gauche n’est pas déterminé par
la donnée du semi-groupe Q:. On est amené & la définition suivante : on dit que
deux dilatations (W, Wy, w,, E, ji)ter, €t (W', W/,w,, E{, j;)ter, du semi-groupe
(Qt)ter,, de loi initiale v, sont équivalentes si pour toute suite de réels positifs
t1,...,t, et toute suite a;,...,a, dans A on a

wy(Jo(a0)t, (81) .- - e (an)) = wy (o (a0)d, (a1) .- - 5, (@n)) -

Etant donnés une C*-algebre A, un état v sur A et un semi-groupe de contractions
complétement positives (Q:):er, sur A, il existe toujours une dilatation de (Q¢):er,
de loi initiale v, (cf [Sa]) mais en général deux telles dilatations ne sont pas
équivalentes. En particulier, un semi-groupe sur un espace commutatif peut admettre
une dilatation non-commutative, nous en verrons un exemple plus loin.

La notion de dilatation de la définition 1.5.1 est loin d’étre la seule possible.
Récemment, R.V. Bhat et K.R. Parthasarathy [B-P] ont proposé une définition
légerement différente de la notion de dilatation, qui leur a permis de développer une
théorie des fronti2res analogue 3 la théorie classique pour les chaines de Markov.

1.6. Construction d’une dilatation sur ’espace de Fock

Soient G un groupe localement compact, et ¥ une fonction continue sur G,
conditionnellement de type positif. On va décrire une dilatation du semi-groupe
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(Q;")teg +» obtenue grace aux résultats sur les représentations factorisables des groupes
de courants décrites dans [P-S].

A la donnée de G et 9 on peut associer, par la construction GN'S, un espace
de Hilbert H, une représentation U de G dans B(H), un cocyle v : G — H
pour cette représentation (c'est & dire une fonction continue telle que v(e) = 0 et
Ugv(z) = v(gz) — v(g) pour tous g,z € G), qui vérifient

<v(2),9(y) >=P(zy™") — () - Y(y™") + ¥(e)

pour tous z,y dans G (cf [P-S] 1.3).
Soit v un état sur C*(G) et m une représentation de G, dans un espace de Hilbert
H,, n un vecteur unitaire de H, tel que v(z) =< n(z)n,n > pour tout z € C*(G).
Considérons I’espace de Fock I' = I'(L?(R;.) ® H). Cet espace admet une famille
totale de vecteurs exponentiels (£(u)), ;. ®4)ou qui vérifient

< E(u),E(w) >=exp<u,v> .
Pour tout réelt € R, on a une décomposition canonique en produit tensoriel hilbertien
F=Ty®louly= F(L2([0, th® H)) et Iy = P(Lz([t, +o00[) ® H)
Posons W = B(H, ®I'), prenons pour w, I'état pur associé au vecteur n ® £(0),
et soit, pour ¢ > 0, W; = B(Hr ® I'y)) ® Idr,,. Pour tout g € G posons v;(g9) =
10,5 ® v(9) € L*(Ry ) ® H et soit U*(g) 'opérateur

Ut(g)=Py®U(9) + P, ® Id

sur L*(R.) ® H ou P, et P, sont les projections orthogonales sur L*([0,t[) et
L?([t, +00[), respectivement. I existe des espérances conditionnelles E; : W — W,
définies par

< E[X](a ® £(h)),b® E(v) >=< X(a ® E(hy)),b® E(vg) >< E(hpe), E(vpy) >

oll on a posé uy = Py ® Id(u) et up = P, ® Id(u) (cf [P1] p.214).
On définit une représentation unitaire de G en posant

VH(g)(E(w)) = @< (U (g)(u) + ve(9))

pour tout v € L?(R;) ® H. Le morphisme j; : C*(G) — W est alors obtenu en
prolongeant la représentation unitaire 7 ® V* de G.

Montrons que l'on construit ainsi une dilatation de (Q¢)ier,. Il est clair que
w, o jo = v. Il suffit donc de vérifier la propriété de Markov, c’est-a-dire que pour tout
g € G on a bien E;[(r ® Vtt®)(g)] = e*¥(9) (r ® V*)(g); mais pour tous a,b € B(H,)
et u,v € L>(R{)® H on a

<E[r@V™*(g)]a®E(u),b® E(v) >=
=<1 @ V***(g)a ® E(ug), b ® E(vy) >< E(uyy, E(vy >
=< w(g)a’ b > e((t+‘)¢(g)+v‘+'(g)'“l) >)

< EU™*(g)(ug) + vera(9)), E(vy) >< E(upe), E(vpe) >
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or il est clair que < vi44(9),us) >=< v4(g), ug) >, < Vers(9), vy >=< ve(g), vy > et
< Ut**(g)ug, vy >=< U'(g)uy, vy >, par conséquent

<E[r®@V'*(g)la®&(u),b®E(v) >=
< E(U*(g)(ug) +ve(9)), E(vy) >< E(uys), E(vye) >
=) < (1@ V) (9)a ® E(u),b® E(v) >

pour tous a, b,u,v, et donc E;[r ® Vt+*(g)] = e*¥(9) (x ® V*)(g).

La construction qui précéde, qui provient de [P-S), a été généralisée récemment par
M. Schiirmann pour traiter les cas de bigébres plus générales que celles provenant de
groupes (voir [Sc]).

2. Le groupe d’Heisenberg et le mouvement brownien non-commutatif.
2.1. Le groupe d’Heisenberg.

Nous reprenons les notions introduites au paragraphe précédent dans le cas
particulier ol G est le groupe d’Heisenberg. Rappelons qu'il s’agit de Hy = C¢ x R
avec la loi de groupe

(z,w)*(z','w') = (z+z”w+wl+9 <,z >)

C’est un groupe de Lie nilpotent de rang 1, de dimension 2d + 1, dont le centre est
le sous-groupe {0} x R. C’est un groupe unimodulaire, et la mesure de Lebesgue sur
x R est une mesure de Haar.
Pour z € C% on notera g € R? sa partie réelle et p € R® sa partie imaginaire.
L’algebre de Lie des champs de vecteurs invariants & gauche sur Hy admet une
base donnée par les champs

(7] 7] 0 0 a
T=-- Lj—%;—pj?a_u—) Mj—%;‘*'(b‘%

qui vérifient les relations de commutation
(Lj, Mj] = 2T

les autres commutateurs étant nuls.
Dans la suite nous utiliserons les éléments

0 0

-—(zL +M)—§(6' +zJa ) et o] =-(zL M)__(az, zj%)

de l'algébre de Lie complexifiée de Hy.
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2.2. Représentations de Hj.

Nous allons essayer de décrire la C*-algébre de Hy, et pour cela, commencer par
décrire les représentations unitaires irréductibles de Hy (je renvoie & [F] et [Tay] Ch.1
pour ces résultats).

Les représentations de dimension 1 de H, sont indexées par les éléments de C? : si
€ € C4, pe(z,w) = e®<#¢> définit une représentation de dimension 1 de Hy.

D’autre part, pour tout réel 7 # 0 soit 7, la représentation induite par le caracteére
w — €™ du centre de Hy, qui est donnée par la formule suivante sur L2(R?)

7r‘r(Z, W)f(x) = f(x + q)eiT(W+P-q+2p.z)

oll p.q désigne le produit scalaire euclidien dans R?. Pour tout 7 € R\{0}, la
représentation m, est irréductible, et la représentation dérivée de I'algebre de Lie
de Hy est donnée par les formules

dr,(T) = ir.1d dr.(L;) = bi_ dn.(M;) = 2irz;
j

La structure de la représentation 7, peut-étre précisée de la fagon suivante. Con-
sidérons d’abord le cas d = 1 et 7 > 0. Il existe une base orthonormée (h7)nen
de L3 (R) (hj(z) = (E)te " l=* € L2(R¢) et hT s’exprime & l'aide du polyndme
d’Hermite de degré n, cf [F], ou [Tay] 1.6) telle que

dr,(a*)(h7) = /(n+1)7 AT,
dr-(a)(hy) = vnT b7 _,

(on a posé a = a; et a* = a}).
Pour 7 < 0, les roles de a et a* sont inversés, et

drr(a)(h,") = =/ =(n+1)7 h; ],
dr.(a*)(h,")=—v-nT b7, .
En particulier, si A, = m,(a*)n,(a) est 'opérateur de nombre de la représentation
mr, c’est un opérateur auto-adjoint dont le spectre est constitué des nombres k7 avec
k € N pour 7 > 0 et —k7, k € N* pour 7 < 0.

L’espace L? (li} est isomorphe & ’espace de Fock I'(C), si ’on envoie A7, pour 7 > 0,
sur le vecteur 17n=, de I'(C). On identifie alors les opérateurs dr,(a) et dr,(a*) avec

les opérateurs d’annihilation et de création a et a*\'/; sur I’espace de Fock (cf [M1],

[P]).
Si d > 1, on peut représenter L?(R?) comme un produit tensoriel L2(R)®¢ et les
opérateurs oy, o opérent sur la j*™° composante du produit tensoriel, i.e.

aj = 1d®0™Y) @ o ® I4®(@--2)
of =1d®0~Y) @ o* ® 14832
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L’opérateur de nombre A, = 3.7, (A;)7,(A}) est auto-adjoint et a un spectre
discret, composé des réels k7, k € N pour 7 > 0 et —dT — k7, k € N pour 7 < 0. Sa
plus petite valeur propre est de multiplicité 1 et un vecteur propre correspondant est
(h3)®.

Les représentations p¢ de dimension 1 et les représentations , épuisent ’ensemble
des classes de représentations unitaires irréductibles de Hy (voir [F] et [Tay]).

2.3. La C*-algebre de H,.

La structure de C*(Hj) peut se décrire au moyen d’une extension de C*-algebres,
que 'on obtient comme suit. Si a € C*(Hy), 'application 7 — =,(a) est une
application continue, nulle en +o0, de R\{0} dans ’algébre des opérateurs compacts
de L*(R?).

Soit mp la représentation de H; dans L?(R?¢) qui & tout élément g de Hy
associe I’opérateur de multiplication par la fonction ¢ +— p¢(g) sur R = C¢. La
représentation my est 'intégrale fo* ped des représentations de dimension 1 de Hy.
On peut définir un opérateur de nombre Ag = dmo(a*)dmo(c) dans I’espace de cette
représentation, qui n'est autre que 'opérateur de multiplication par la fonction |£|?
sur L3(C?).

On obtient un morphisme surjectif mp : C*(Hg) — Co(R?¢), dont le noyau est
formé des éléments de C*(Hj) tels que 7 +— 7, (z) tende vers 0 en 7 = 0. On déduit
des considérations précédentes la suite exacte suivante (voir [L] et [V] pour plus de
détails)

0 — Co(R\{0}) ® K(L2(R%)) — C*(Hy) — Co(R2?) = 0.

On peut donner une description heuristique de la structure de ’espace non-commutatif
sous-jacent & C*(H,). C’est un espace fibré au dessus de R, ou vit le parameétre 7, qui
est la variable conjuguée de w par la transformation de Fourier. En chaque point 7 # 0
la fibre est un “espace euclidien non-commutatif” mesuré par 2d coordonnées qui sont
z; = n.(L;) et y; = m,(M;) et qui vérifient [z;,y;] = 2i7. La structure de I’algébre des
fonctions continues nulles a I'infini sur un tel espace est celle des opérateurs compacts
sur un espace de Hilbert séparable, et ne dépend pas de 7. Lorsque 7 tend vers zéro,
la structure de I’espace devient “de plus en plus commutative”, et finalement en 7 = 0
on retrouve 2d coordonnées qui commutent et I’algébre des fonctions continues, nulles
A l'infini, sur un espace euclidien de dimension 2d. Il y a donc une singularité en zéro
oll la structure algébrique de 1'algebre des fonctions sur la fibre change brusquement.

Posons A, = K(L?*(R%)) si 7 € R* et Ap = Co(R??). On définit un poids
m, sur A, par m, = |[4x7|%r pour 7 # O, tr étant la trace sur K(L?(R?)), et
mo(g) = (2m)?? [g24 9(€)d€ pour g continue positive sur R*. Soit f continue & support
compact sur Hy, pour 7 # 0, 'opérateur 7. (f) est donné par un noyau continu sur
L?(R?), et le calcul de sa trace, ainsi que la formule d’inversion de Fourier montrent
quepour T €R, ona

+o00
m,(7-(f)) = /_oo f(o, w)e™dw .
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On en déduit que la formule de Plancherel pour le groupe d’Heisenberg (cf [Tay],
[F]) donne, pour f continue & support compact sur Hy

+o0
100 =5 [ motarf)ar

—o0
et le poids de Haar sur C*(H,) est donc donné par

1 [t

= — My o T, dT .
27 J oo

X

On observera que pour f continue, & support compact sur Hy, m,(n.(f)) est une
fonction continue de 7 cela suggere que mg est la distribution limite des m, lorsque
7 — 0. La deuxiéme partie de 'article [V] de D. Voiculescu donne une signification
précise & cette remarque.

2.4. Partie radiale de C*(H;)

On peut, 4 ’aide du groupe d’Heisenberg, construire un couple de Gelfand qui nous
permettra de définir le semi-groupe de Bessel non-commutatif, auquel est associé un
processus stochastique classique tout-a-fait intéressant.

Commencgons par décrire ici le couple de Gelfand en question et son spectre.

Soit 6 € U(d) une transformation unitaire de C?, elle induit un automorphisme ag
du groupe d’Heisenberg défini par ag(z, w) = (6(z),w), et donc des automorphismes
de L(H) et C*(Hjy). On peut alors former le produit semi-direct U(d) x Hy, avec la
loi de groupe

(8, z,w) (¢, 2", w') = (66", 2z + 6(2'),w + w' + S < 6(2), 2 >)

Le couple (U(d) x H4,U(d)) est un couple de Gelfand (cf [F] Ch. 5), en d’autres
termes, la sous-algébre de L!(H,) formée des fonctions invariantes par I’action de
U(d) est commutative. La sous-algébre Cy(Ha) de C*(Hg) des éléments invariants
par U(d) est également commutative. Son spectre peut se décrire explicitement. Il
coincide avec le spectre de I'algébre de Banach LL(H;) des fonctions radiales sur Hg,
qui a été déterminé par A. Koranyi (voir [F], voir aussi [Tay] Ch.1, ol sont cités des
travaux trés proches diis A Petree). L’ensemble des caractéres de cette algébre est égal
a {xrm|T € R*, m € N}U {x.|p € R} } ol le caracteére xr, est donné par la formule
Xrm(f) = [ Hq wr,m(9)f(g9)dg pour f € L(H,), invariante par U(d), avec

_ (d-1)m!

™= m+d-1) e drl e La-1(|7] [2f?) (2.4.1)

Wr,

les L7, étant les polynomes de Laguerre donnés par la série génératrice

i Ly (z)t™ =(1- t) "l 1% (2.4.2)

m=0
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Le caractére x, pour pu € R} est, lui, donné par x,.(f) = fH,, wu(g)f(g)dg ou

wu(2,w) = ja—1(ul2(*) (24.3)

Jn étant la fonction de Bessel usuelle.

Il n’est pas difficile de voir que tous ces caractéres sont en fait continus sur la
grosse algébre Cj(Hg), et s’obtiennent au moyens d’états purs sur les espaces des
représentations 7. On peut décrire explicitement la topologie du spectre de Cx(Hjg)
(cf [F] et [Bo]), ce que nous allons faire aprés avoir donné une description un peu
plus intuitive de I'algébre Cg(Hy). D’aprés [Tay] (Ch.1, Proposition 7.7) on sait
que dans la représentation 7, I'image de I'algeébre Cj(Hg) est exactement ’algébre
commutative des fonctions de 'opérateur A,, (nulles & 'infini sur le spectre de
A;). Ce spectre est égal, d’apres les remarques faites en 2.2, & {k7| k € N} pour
T > 0 et & {—dr — k7r|k € N} pour 7 < 0. L’image par la représentation 7o de
Cr(Hg) est égale, elle, a I'algébre des fonctions continues, nulles & linfini, radiales
sur R?4, autrement dit & ’algébre des fonctions de I'opérateur Ao qui est I’opérateur
de multiplication par la fonction |¢|? sur L2(C?), et dont le spectre est donc R, . La
réunion des ensembles (7 x spectre(A,))rcr est une partie fermée X, de R? qui est
la réunion des demi-droites, dans le demi-plan y > 0, de la forme (o, ko),cr, avec
k € Z\{-1,-2,...,—d -1}, et de la demi droite (y > 0,z = 0) (voir fig 1 pour
d=1).

fig 1
Le spectre de C(H:)

En identifiant un point (7,k|r|) de X  avec le caractére x,x pour 7 > 0, avec
Xrk—d pour T < 0 et en identifiant (0,4u2) avec x, on obtient un homéomorphisme
entre Xy et le spectre de I'algébre C(Hg). On aurait obtenu un homéomorphisme

avec une autre partie de R? en conmsidérant les spectres des opérateurs A, =
3, dnr(aj)dr-(aj) = A, + dr, qui sont conjugués de A, par 'automorphisme J de
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C*(H;) déduite de 'automorphisme J(z,w) = (2, —w) de H,. La partie de R? obtenue
est le symétrique de X4 par rapport & I’axe vertical £ = 0. On peut aussi considérer
les spectres des oscillateurs harmoniques %(Ar + A,) ce qui donne I’lhoméomorphisme
décrit dans [F], Ch. 5.

La restriction du poids de Haar sur C*(Hgy) & Cy(Hg) définit une mesure de Radon
sur X4, qui est donnée par

oo & (d+k—1)!
/_ N I47rTI“20:",';!(3:—1)T5(f.de-

Plus précisément, le poids m, o w, définit une mesure positive sur Xy qui est

@d+k—1)
'4 Idz k'(d 1)' 6(""’“’)

pour 7 # 0 et (47r)"w_—5-dr sur Ry pour 7 =0.

On observera que 'espace X4 est une partie de Xy si d’ < d. Considérons le sous-
groupe diagonal de U(d) et la sous-algebre C},(Hg) de C*(Hg4) des éléments invariants
par les automorphismes de ce sous-groupe. Cette algebre est encore commutative et
contient C}(Hg). L’image de cette algébre par la représentation 7, est I’algebre des
fonctions des opérateurs dr.(c})dr-(a;) pour 1 < j < d, qui commutent entre eux.
On déduit facilement des cons1dérat10ns qui précédent que le spectre de ’algébre
s’identifie avec I’espace X (9, produit fibré de d copies de X; au-dessus de R, c’est 3
dire la partie de R%*! formée des (7, u1,...,uq) tels que 7 € R et (7,u;) € X; pour
tout j. L'inclusion Cf(Hy) — Cp(Ha) donne, au niveau des spectres, I'application

X9 5 x,
(ryu1y. .. ua) — (Tyu1 + ...+ uq)

qui est surjective.

2.5. Le semi-groupe du mouvement brownien non-commutatif.

Posons, pour 7 € R*, ¢, (z,w) =< m(z,w)hl’ ATl >= erw-dirlizl®, par
construction, @, est une fonction de type positif sur Ha, et (©.)scr, €t (¥—s)scr,
sont deux semi-groupes multiplicatifs de fonctions de type positif sur Hy, donc les
fonctions ¥(z,w) = iw — |2 et 9(z,w) = —iw — 1|2|? sont conditionnellement de
type positif sur Hy.

2.5.1. Définition Le semi-groupe du mouvement browmen non-commutatif est
le semi-groupe de contractions complétement positives (Q; = Qt )ter, sur C*(Hy).

On notera (Qt)teg + le semi-groupe (Q}T’ )teRr,
Construisons la dilatation de (Q):cr, décrite au paragraphe 1.6, avec pour loi
initiale ’état associé & la fonction 1 sur Hy. On a Hy = C et 7 est la représentation
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triviale de Hy. Soient H = C¢, et v le cocycle A valeurs dans H, pour la représentation
triviale de H,, défini par v(z,t) = 2. On a bien

<v(g),v(g") >=¥(g(g") ") — ¥(g) — ¥(g'™") + 9(e)

pour g,g’' € Hy.
L’espace I est alors I'espace de Fock I'(L*(Ry) ® H), on a v:(z,w) = 2zl
Ut(z,w) = Id et pour tout u € L*(R,.),

V‘(z,w){;'(u) - e—§|z|2+j; <z,u(a)>da£(u + ZI[O,t[) )

On déduit de ces formules que les opérateurs j;(a;) et j:(o}) sont les opérateurs

A} et A]* de création et d’annihilation sur l'espace de Fock utilisés dans le calcul
stochastique non-commutatif (voir [P1]). La dilatation du semi-groupe brownien
non-commutatif contient donc le mouvement brownien non-commutatif, c’est-a-dire
les processus A] et A", et réciproquement, la donnée de ces processus permet de
reconstruire les représentations j;, ce qui justifie le nom que nous avons donné au
semi-groupe (Q¢):er, -

On peut également obtenir les autres intégrateurs du calcul stochastique non-
commutatif en modifiant la construction précédente. Pour cela considérons le produit
semi-direct U(d) x Hy. La fonction 9(8, z, w) = 9(z, w) est conditionnellement de type
positif sur le produit semi-direct U(d) x Hy et en posant v(8, z,w) = z on obtient un
cocycle pour la représentation de U(d) x Hy dans C* donnée par (6, z,w)(z) = 6(z).
Construisons maintenant la dilatation associée (avec pour mesure initiale I’état associé
a la représentation triviale). On a v;(0, z, w) = z1jp 4, U*(0, 2z, w) = Py ® 0+ P, ® Id.
Soit (Ejk)1<j,k<a la base usuelle de I’algebre de Lie gl(d), on vérifie que I'image de
I’élément (Ei,0,0) de l'algebre de Lie de U(d) est 'opérateur de nombre Aji(t). On
voit donc que pour obtenir tous les intégrateurs du calcul stochastique non-commutatif
il faut considérer le groupe U(d) x Hy et non pas seulement le groupe Hy.

On va laisser de c6té la dilatation du semi-groupe @ fournie par la construction de
1.6, pour examiner en détail le semi-groupe lui-méme, qui est en quelque sorte plus
fondamental que sa dilatation.

2.6. Restrictions & des sous-groupes.

Examinons la restriction du semi-groupe (Q:):cr, & l’algébre d’un sous-groupe
commutatif, en commengant par le centre de Hy. La restriction au centre de la fonction
9 est la fonction w — iw sur R, et donc le semi-groupe obtenu par restriction au centre
de Hj est celui de la translation uniforme sur la droite réelle. On voit donc que le semi-
groupe du mouvement brownien non-commutatif induit un mouvement déterministe,
de translation uniforme le long de la variable 7. En fait nous avons le résultat plus
précis suivant.

2.6.1. Proposition. Pour tous 7 € R et t > 0 il existe une unique contraction
compleétement positive R7** : A, — A, telle que R7* o mr 4y = T, 0 Qs.

De méme, il existe une unique contraction complétement positive R"‘ Arpt —
A, telle que R' ~tomr_y =mr 00Q.
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Démonstration. Nous allons construire RI*t, le cas de RIt* est tout-a-fait
semblable. Soit 7 € R*, ’application 7, o Q; est égale & la composition de

7, ® my 1 C*(Hy) — B(L*(R?) ® L*(R?))

et de
Id®no : B(LA(R?) ® L*(R?)) — B(L3(R%))

ol 7o est ’état pur associé au vecteur hf. La restriction de la représentation 7, ® m
au centre de Hy est égale au caractére w — e*¢+7)% donc si 7+t # 0 le théoréme de
Stone-von Neumann (cf [Tay] 5.2) entraine que c’est un multiple de la représentation
Tr4t, d’0lt existence d’un unique morphisme v : A, — B(L?*(R?)® L?(R?)) tel que
v 0 Aryt = mr, ® 1. 1l suffit alors de prendre RItt = (Id ® ng) 0 7.

Lorsque 7 + ¢t = 0 la représentation 7, ® 7_, est équivalente & my. En effet, cette
représentation, dans L?(R?) ® L?(R?) identifié & L2(R? x R?), est donnée par les
formules

T, @ T—r(2,w)f(2,y) = f(z + ¢,y + q)eZi‘rp.(z—y)

En considérant f comme une fonction de ( (z + y),27(x — y)) et en faisant une
transformation de Fourier dans la variable (a: + ) on obtient un opérateur unitaire
sur L?(R* x R%) qui entrelace les représentatlons o et T, ® T_r. On en déduit alors
facilement 1'existence et 'unicité de I’application R? comme ci-dessus.

Enfin le cas 7 = 0 se traite par des méthodes analogues.

Il est clair, d’aprés la propriété de semi-groupe de (Q:):cr, que pour tous 0 < 7 <
6cRona

RC=RIoR’ et R{=RjoR? (2.6.1)
De méme, comme les semi-groupes Q et Q commutent on a, pour ¢ € R et s,t > 0,
RiIi 1o Rgy, =R3y, oR;, (2.6.2)

Les transformations R et R se prolongent en des contractions des algebres A,
ol A? = B(L?*(R?)) pour 7 # 0 et Aj est I'algtbre des fonction universellement
mesurables bornées sur

On peut donner une formule explicite pour la transformation R? (r < 0). Pour
cela introduisons les opérateurs 7, (£), pour 7 < 0 et £ = u + iv € C¢, donnés par

n:(6)h(z) = (27r)2dL h(qr)eir(q'+z).p'e—m<z'—z,€>e{-]z'—z[’dz/
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L’opérateur 7, (£) est donné par le noyau continu

K(¢',z) = (2m)* / (T +2) P o=i(p uta V) o F (1~ +1' 1) gyt
Rd

- (2,,)2d(2_’;)§e—i(q'—z).v+r(|q'|’+|=|’)+(q'+=).u+':,'3

= ()4 2(¢) ()

. o
ol Z¢(y) = ev v+t La fonction Z est dans L?*(R?) par conséquent
'opérateur 7, (£) est borné, de rang 1 sur L?(R¢). De plus, 'application (7, &) — 7. (£)
est faiblement continue de ] —00,0[xC? dans B(L?(R?). On voit aussi facilement que si
h € L*(R?) alors £ — [p. h(y)Z¢(y)dy est de carré intégrable sur C¢, par conséquent,
€ — n,(€) est faiblement intégrable sur C?.

2.6.2. Proposition. Pour toute fonction g mesurable bornée sur R*¢ on a

R(g) = /@ o€y (€)de (26.3)

Démonstration. Remarquons tout d’abord que 'opérateur défini par la formule
(2.6.3) est bien défini, car £ — 7, (€)est faiblement intégrable.

Soit f une fonction de I’espace de Schwartz de Hy. L'’opérateur R2(mo(f)) =
7r(e”"¥f) sur L?(R?) est donné par la formule

T-(e"™ f)h(z) = / h(z + q)ei(wHpat2pa)g=irwtla*+pl) £(q. p w)dgdpduw.
Hy

D’apres la formule d’inversion de Fourier et la définition des représentations p¢, on a
+oo0

£ (2 w)dw = (212 /c« pe( e~ ®<oe> dg

— 00

= (2r) /c« To(f)(€)e~ <> de ;

comme f est dans I'espace de Schwartz, on peut interchanger 1'ordre d’intégration
pour obtenir

mr(e” "V )h(z) =
= (2m)X /Cd ( /Cd h(_,,,+q)es'f(p.q+zp.z)+f(|q|'+|p|’>e—m<z,e>dz),,o(f)(g)dg

= [, (] e, adag )l )ierie
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d’out 'on déduit que

R(mo(£) = [, mlF)(Em-(€)de .
(o]

Cette formule se prolonge ensuite & toutes les fonctions universellement mesurables
bornées sur C¢, ce qui donne le résultat.

Nous avons vu en 1.3.1 que le poids de Haar est invariant par un semi-groupe de
convolution. Nous avons en fait un peu plus ici.

2.6.3. Proposition. Pourtout T € Rett € Ry
mq, O R:-H =Mryt -

Démonstration. Pour toute f continue & support compact sur Hy, on a

+o0 .
My yt(Tr42(f)) = /_ £(0, w)e T+ dyy

+o00
= f(o, w)e""""ew(o’w) dw

—00

= m-r(ﬂ'—r (et¢f))
= m, (R (nr44(f)))

et le résultat suit par prolongement & A, 4:.

2.6.4. Proposition. Pour tout z € U(Hy), 'application o — R} (z) de ] — 0o, 7|
dans B(L?(R?)) est faiblement continue.

Démonstration. Soient a,b € L2(R?), et f € L'(H,) on a

< RI(m.(f))a,b >=< 1,(e""Y fa,b >
= / / a(z + q)eio(wHpa+2pa) o(r=0)iw=}1z1*) £ 4))b(z)dzdzdw .
R JH,

Il est clair que cette expression dépend continiiment de o, d’ol le résultat pour
f € LY(H,). On prolonge & U(H,) par densité de L' pour la topologie faible.

La forme & < 2/,z > est une forme symplectique sur C%, considéré comme un
espace vectoriel réel. Pour tout sous-espace vectoriel isotrope maximal V; de C¢,
Va x R est un sous-groupe abélien de Hy. En restreignant le semi-groupe (Q¢):er,, &
I'algébre engendrée par ce sous-groupe, on obtient le semi-groupe de la chaleur sur
R x V.

En coupant le groupe d’Heisenberg en “tranches” de la forme R x V; on obtient
ainsi toute une famille de semi-groupes de la chaleur.
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3. Premiéres propriétés du semi-groupe brownien non-commutatif.

Nous allons maintenant passer en revue certaines propriétés d’invariance du semi-
groupe (Q:):cr, qui sont des analogues de propriétés vérifiées par le semi-groupe du
mouvement brownien dans R? (ou plus précisément du processus de la chaleur).

3.1. Invariance par changement d’échelle

Rappelons que si (B;):er, €st un mouvement brownien d-dimensionnel issu de 0
et ¢ # 0 alors le processus (%Bcﬁt)ten + est encore un mouvement brownien.

Pour tout réel ¢ # 0, soit @, I'automorphisme de H défini par a.(z,w) = (cz, c?w).
On remarque que ¥ o o, = c21, ce qui entraine que, pour tout ¢ > 0

Q¢ 0 Qt O Q-1 = cht . (3.1.1)

Cette propriété du semi-groupe est I’analogue de 'invariance du mouvement brownien
par changement d’échelle. Elle va nous permettre d’éliminer la composante de temps
dans le mouvement brownien non-commutatif et de définir le semi-groupe d’Ornstein-
Uhlenbeck non-commutatif.

Rappelons que si (B;)tcr, €st un mouvement brownien d-dimensionnel issu de
0, alors les processus (e Be-.),cr, et (€”¥Bes)scr, sont des processus d’Ornstein-
Uhlenbeck. Ceci motive I'introduction des deux semi-groupes (R} ),er, et (R; )ser,

définis par les formules R;* =0,40Q1_c—s et By =a_ 4 0Q.:—1. Ce sont bien des
semi-groupes de contractions complétement positives de C*(Hy), en effet, d’apres la
formule (3.1.1) on a

RfoR} = @40 Qe oa 4 © Q-
=Q o4’ OQe_.I_e_.._.I le—e“'
e

= Q o4at OQ)_e-(ota)
e

+

=R},
et un calcul semblable pour R;. La proposition suivante montre qu’on peut les utiliser
pour définir les semi-groupes d’Ornstein-Uhlenbeck non-commutatifs sur X(L?(R%)).

3.1.2 Proposition. II existe deux semi-groupes (R})ser, €t (R; )ser, de con-
tractions complétement positives sur Ay = K(L?(R?)) tels que pour tout s € Ry

moR¥=Rfom

On appellera les deux semi-groupes R* les semi-groupes d’Ornstein-Uhlenbeck non-
commutatifs.

Démonstration. On suit le méme principe que pour la proposition 2.6.1.
Lapplication m; o R, est égale & la composition de la représentation (7 00, 4) ®
T1_e-s de C*(Hy) dans L2(R%) ® L2(R?) avec I'application Id ® no : B(L*(R¢) ®

92



MOUVEMENT BROWNIEN NON-COMMUTATIF

L?(R?)) — B(L%*(R?)) ol mo est I'état pur associé & (h})®4. La restriction de la
représentation (m; o a,-4) ® m_.-» au centre de Hy est un multiple du caractére
w +— €', et par conséquent, le théoréme de Stone-von Neumann entraine que cette
représentation est un multiple de la représentation m;. Il existe donc un unique
morphisme 7, : B(L?(R?)) — B(L*(R?)®L?(R?)) tel que (m100,- 4 )®T1_-s = 7¥,01.
Si on pose R} = (Id ® ng) o0y, on obtient le semi-groupe cherché. Un raisonnement
semblable fonctionne pour R; .

On peut obtenir des dilatations explicites des semi-groupes d’Ornstein-Uhlenbeck
non-commutatifs suivant la méthode de Evans-Hudson en résolvant une équation
différentielle stochastique non-commutative. Ces dilatations ont des interprétations
physiques, et représentent, dans le cas de R, le phénomene dit de “superradiance”,
dans le cas de R* 1’émission spontanée de lumiere (voir [vW1] et [vW2] pour plus de

détails).
3.2 Invariance par retournement du temps

D’apres 1.3.1, les semi-groupes (Q:):er, €t (Q:)ier + sont en dualité par rapport
au poids de Haar. En fait on a, plus précisément,

3.2.1. Proposition. Pour tout 7 € R, z € At,y € At,
m(R7(z)y) = mr1e(zRI1,(v)) - (3.2.1)

Démonstration. Soient f, f’ continues, & support compact sur Hy, on a

MT(R:+t(7rf+t(f))7rr(f’)) = mr(ﬂ'f(e_twf)w"'(f,))
= / N / - / e~ f(2,w) f'(—2, —w — w')e’™ dwdw'dz
—o00 J—oo JCC4

+oo  p+o0 _ , ) ,
= / / / fz,w)eW2=w=v) f1(_p gy — ") TV duydu’ dz
- 00 —00 U
=Myt (7"T+t(f)R:+t(7rr(f,))) .

On en déduit la formule pour £ = 7, (f) et y = mr4:(f'), et le cas général s’obtient
par densité.

La proposition précédente reste vraie si on suppose z a trace et y borné, ou I'inverse.
Soit J 'automorphisme de C*(H,) donné par J(z,w) = (2, —w). On voit facile-
ment, en utilisant le théoréme de Stone-von Neumann, qu'il existe des isomorphismes
Jr : A; = A_; tels que J; om, = m_, o J_,. Les deux semi-groupes (Q:):er, et

(Q¢)ier , sont conjugués par J :

3.2.2. Proposition. Pour toutt >0 on a

Qi =JQ:J .
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De plus pour tout 7 € R on a
Ri*toJ_,_y=J,0RII™".

Démonstration. 11 suffit de remarquer que v o J = 9, ce qui donne la premidre
partie. La seconde partie s’en déduit & ’aide de 2.6.1.

3.3 Invariance par rotation : le semi-groupe de Bessel non-commutatif.

Nous abordons 13 un des aspects les plus intéressants du mouvement brownien
non-commutatif, qui est ’existence d’un semi-groupe sur un espace commutatif, dont
la dilatation naturelle, donnée par 1.6 est non-commutative.

Remarquons que la fonction 1 est invariante par I’action du groupe unitaire U(d)
sur Hy, ce qui entraine que I'algébre C;(Hg) est invariante par (Q:):er, - On en déduit
donc par restriction un semi-groupe de noyaux markoviens sur le spectre X4 de cette
algebre.

3.3.1. Définition On appelle semi-groupe de Bessel non-commutatif le semi-
groupe de noyaux sur X4 donné par la restriction de (Q¢):er, & Ci(Ha).

Le nom semi-groupe de Bessel non-commutatif est justifié par I’analogie avec la
construction du semi-groupe de Bessel classique rappelée en 1.4. Nous allons calculer
le semi-groupe de Bessel non-commutatif.

3.3.1. Proposition. Le semi-groupe de Bessel non-commutatif est donné par les
noyaux q:(z, dy) sur Xq X X4 définis ci-dessous. (On désigne par §, la masse de Dirac
en un point z € Xg).
i)Siz = (0,—ko) aveco <0 et T =0+t <0, alors

qt(x dy) E 1)'(1 k)'(l —)l—k( )"6(.,,_,,.)((13/)

ii) Si z = (0, —ko) avec 0 < 0 et 0 = —t, en notant y = (0,7),

_ O .
qt(a:,dy) = me T8 ®@dr .

iii) Si z = (0, —ko) aveco <0 et T =0+t > 0, alors

a(z,dy) = E"*’“ e 4= D) Sy ().

iv) Si z = (0,r), alors

(')’

a(z,dy) = Z €™ %6,(dy) -

1=0
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v) Siz = (0,ko) aveco >0, 7=0+t

=k
o) = 3 = P ).

Démonstration. Soit x € X4 et X, le caractére de I'algébre C(Hy) correspondant,
qui est donné par la formule x,(f) = [, Hy We (9)f(g)dg sur L} (Hy); alors x0Q; définit
un état sur C(Ha), qui est donné par la mesure de probabilité g;(z,dy) sur Xy. Or,
pour f € L}(Hy) on a x5 0 Q:(f) = [, Ha f(g)e 9w, (g)dg. 1 suffit donc de trouver
P'unique décomposition de la fonction we~*¥ sous la forme w,e™* = [ wyg:(z,dy)
pour obtenir la mesure ¢:(z,dy). On peut faire ces calculs en utilisant les formules
explicites (2.4.1, 2.4.2, 2.4.3) et les propriétés des polynémes de Laguerre et des
fonctions de Bessel. Nous allons suivre une autre voie qui est plus proche de I’esprit
des probabilités quantiques.

Soit z € X4, d’abscisse o, et soit 7 un état sur A, tel que la restriction de o 7,
3 Cg(Hg) soit la mesure de Dirac en z. Il résulte alors des considérations sur les
opérateurs de nombre des représentations de Hy que la mesure ¢:(z, dy) est portée par
(o0 +1t) xRy, et n’est autre que la loi de I'opérateur Z;=1 d(mo ®7t) (e} )d(mo @) (t;)
dans ’état 7 ® h§, sur A, ® A;. Nous allons utiliser ce fait pour calculer la loi g;(z, dy)
dans le cas o > 0.

Commengons par le cas d = 1.

On considére les isomorphismes I'(C) ~ L?(R) (définis au paragraphe 2.2) avec

1°on

Jm ~ h7, dans lequel les opérateurs dm, (a) et dm, () correspondent aux opérateurs
a; et at_.

Si g =0, soit z = (0,7), on prend ¢ € C tel que [¢|?> = . La loi que I'on cherche
est celle de 'opérateur (aj}i + 5)(“:/2 + &) dans I’état vide, qui est une loi de Poisson
de parametre % sur {kt|k € N} (voir par exemple [M1] ). On obtient ainsi la formule
iv).

Pour o > 0, et z = (0, ko), I'espace de la représentation 7, ® m; est isomorphe
A I'(C) ® I(C) ~ I'(C?) et l'opérateur d(m, ® m:)(c) correspond & l'opérateur
d’annihilation @ sz o P le vecteur (/7, vt) de C? et d(m, ® m;)(a)* & Popérateur
de création a: S Considérons ’état pur associé au vecteur 17% ® 1°0, la mesure

. , + -
g:(z,dy) est donc la loi de l'opérateur A A dans cet état. L’opérateur

4 -
e*“«vevn®mvD nlest autre que opérateur de seconde quantification, dans I(C?),
de l'opérateur e*"tMwveve on I /7.v7) est I'opérateur de projection orthogonale
sur le vecteur (1/7,/t) dans C2. Pour tous u,v € C on a

< ez Vi E(2,0),E(2,0) > =< E(™HvEva(2,0)), £(2,0) >

s eiv(o+t) 4t
- ezi ———+—+—a 7
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En examinant le coefficient de 2*z'* dans cette expression on trouve la transformée
de Fourier de la loi ¢:(z,dy) qui vaut

[

k
. k! . t
vy = § : iv(o+t)l 1 k-1
/Xle %:(@, dy) pord l!(l—lc)!e (t+a)(t+a) )

Ceci démontre la formule v).

Les propositions 3.2.1 et 3.2.2 permettent, par dualité, de déduire les formules i) et
ii) de v) et iv). La formule iii) est alors obtenue en utilisant la relation de Chapman-
Kolmogorov g:(z,dy) = [y ¢—o(z,d2)qe+0(2,dy) et les formules ii) et iv).

Pour traiter le cas d quelconque, on utilise la restriction de Q; a ’algébre C},(Hq)
(définie en 2.4). Il est facile de voir que ce semi-groupe est celui du processus sur
X @, donné par (T3, Y, .. .,Y:%) ol les processus (T}, Yy) & valeurs dans X; sont des
processus de Markov de semi-groupe (g;):er,. sur X1, indépendants. Le semi-groupe
(g¢)ter,, sur X, est le semi-groupe du processus de Markov (T3, Yyl + ... + Y{9), que
I’on peut donc déduire du semi-groupe sur X;.

Comme (Q:)tcr, laisse invariante la sous-algebre Cj(Hjy), on voit que les semi-
groupes R, laissent invariante la sous-algébre de A+; engendrée par 'opérateur de
nombre A4;; on en déduit des semi-groupes de noyaux markoviens sur les spectres de
A41 que l'on peut calculer grace a la proposition précédente.

3.3.3. Corollaire. Les semi-groupes de noyaux induits par (RE),er, sur les
spectres de A1, sont donnés par les probabilités de transition suivantes sur N et
N\{0,1,...,d — 1} respectivement

k! _ ok
r;"(k,l):l!(TT)—!-e ls(1 —e *)*! pour0< 1<k
= 0 sinon;
_ (-1 —ks —s\i—k
= - >k>
r, (k,1) (l—lc)!(k—l)!e (1-e*) " pourl>k>d
= 0 sinon.

Le semi-groupe (7 )scr, est le semi-groupe du processus de Yule, ou processus
de fission binaire (cf [At]). C’est un processus de Galton-Watson dont la loi de
reproduction est une masse de Dirac en 2, autrement dit, ce processus compte le
nombre total de particules & l'instant ¢ dans un systéme de particules ou chaque
particule se divise en deux au bout d’un temps exponentiel, indépendamment des
autres. C'est ce semi-groupe qui intervient dans [vW2] dans la description du
phénomene de superradiance.

Le semi-groupe (r}),er, représente le processus inverse, c’est un processus de
mort, qui compte le nombre de particules restant en vie & 'instant ¢ dans un systéme
ol toutes les particules sont indépendantes et ont un temps de vie exponentiel.
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Les trajectoires d’un processus de Markov obéissant au semi-groupe (g:):cr, sont
faciles & décrire & partir de celles des processus de semi-groupes r*. Supposons que
ce processus parte du point (o, —0) avec o < 0, son abscisse suit un mouvement de
translation uniforme & vitesse 1. Il va commencer par se déplacer le long de la droite
de pente —1 suivant t — (o +t,—0 —t). Le processus saute verticalement sur la droite

de pente —2 avec un taux —_—(g—fﬁj, puis lorsqu’il est arrivé sur cette droite, il continue

sa translation uniforme vers la droite, avec cette fois un taux de saut de qzﬁ—f_;; vers

la droite de pente —3, et ainsi de suite; en général, si le processus est sur la droite de
pente —k, en un point d’abscisse 7 < 0, sa probabilité de sauter sur la droite de pente
—(k + 1) pendant I'intervalle de temps dt est "’:"}. Lorsque I’abscisse tend vers zéro,
le nombre de sauts devient infini, mais le processus converge presque siirement vers
un point de la droite d’abscisse 0. Un moyen simple de voir cela consiste & remarquer
que 'ordonnée sur X, est une fonction harmonique positive pour le semi-groupe ¢,
par conséquent la composante verticale du processus est une martingale positive et
admet une limite lorsque ’abscisse tend vers 0. Aprés le passage en zéro, le processus
commence 3 mourir, sa trajectoire, partant d’un point (e, ke) commence par suivre
la droite de pente k, avec un taux de saut sur la droite de pente k — 1 égal & %. Au
bout d’un temps fini, le processus arrive sur la droite d’ordonnée zéro, ou il continue
sa translation vers la droite pour toujours.
La figure 2 donne un exemple typique de trajectoire de ce processus.

\\\ / //

fig. 2
Une trajectoire typique sous g;.

(Au voisinage de z = 0 le nombre infini de sauts rend les trajectoires difficiles &
représenter.)

Un aspect tout a fait remarquable de ces processus est que les formules de transition
ne dépendent pas de la dimension d du groupe d’Heisenberg, seul ’espace X4 dépend
de cette dimension. En fait, cela est une conséquence de la propriété d’additivité des
processus de Bessel non-commutatifs, c’est-a-dire le fait que 'opérateur de nombre
dans une représentation de H, peut étre considéré comme une somme de d opérateurs
de nombre, les opérateurs dm (e} )dn(a;). Cette propriété peut se vérifier par le calcul,
mais elle est probabilistiquement évidente lorsqu’on a l'interprétation en terme des
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processus de Galton-Watson, c’est simplement la propriété de branchement de ces
processus.

Donnons-nous une représentation 7 de Hg sur un espace de Hilbert H, avec un état
v, et considérons les opérateurs \; = Z;=1 (dr(a*)®Id+Id®A]" )(dr(a)®Id+IdRA])
sur l'espace H, ® I'(L?(Ry). Les opérateurs )\, fournissent un dilatation du semi-
groupe (g¢):cr., au sens oill, pour toute suite de fonctions bornées ho, hy, ..., h, sur
R, , et toute suite croissante de réels ¢;,...,t, on a

v @ w(ho(Ao)h1(As,) .- hn(Ae,)) = v(hogey (b1 - Qtn—ta_s (Rn) . -)

Dans le second membre de cette formule, une fonction h; sur R, est considérée comme
une fonction sur X4 ne dépendant que de 'ordonnée.

Pour un observateur chronologique, rien ne distingue le processus A; de la seconde
coordonnée d’un processus de Markov de semi-groupe (g:):er, sur Xy. Mais les
opérateurs \; ne commutent pas entre eux et en fait, il est facile de voir que la
dilatation que l’on obtient du semi-groupe g; n’est pas équivalente & la dilatation
commutative canonique (sauf dans le cas ol 1’état initial est donné par la fonction
constante égale & 1 sur Hz). Un phénomene analogue avec le semi-groupe r~ se produit
et est décrit dans [vW2).

Pour terminer avec les processus de Bessel non-commutatifs, remarquons que I’on
peut déduire du semi-groupe (g¢):er, des fonctions positives, harmoniques en espace-
temps pour le processus de Yule. En effet, en posant h(s, k) = g.-. ((e™*,e~*k), (0,))
pour r € Ry, on obtient une fonction harmonique en espace temps pour le semi-groupe
r~. En fait on obtient ainsi toutes les fonctions harmoniques positives minimales en
espace temps de ce processus (voir L. Overbeck [O]). Ceci montre que le semi-groupe
(gt)ter,, restreint a la partie de X d’abscisse négative, s’obtient a partir du processus
de Yule, de semi-groupe r~, en prolongeant ce dernier & son espace de Martin en
espace-temps et en effectuant un changement de temps logarithmique. De méme, le
processus sur la partie d’abscisse positive s’obtient en rajoutant une frontiere d’entrée
en espace-temps en 0 au processus de mort pure de semi-groupe 7.

3.4. Fonctions paraboliques non-commutatives bornées.

La derni¢re remarque du paragraphe 3.3 suggere que la singularité en zéro de la
C*-algebre de H, s’interpréte naturellement comme une frontiére d’entrée et de sortie
en espace-temps pour les semi-groupes d’Ornstein-Uhlenbeck non-commutatifs R* et
R~ sur K(L?(R?)). Nous allons montrer ci-dessous un résultat dans cette direction
en étudiant les fonctions paraboliques non-commutatives bornées dans le demi-espace
T < 0, et donner un théoréme de représentation intégrale de ces fonctions.

3.4.1 Définition. Une fonction parabolique non-commutative bornée (sur T < 0)
est une famille (H,),<o d’éléments H, € A! tels que sup, o ||H-|| < oo et pour tous
0 <71 <0 on ait

R'(H,)=H, .
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Pour les fonctions paraboliques usuelles, bornées dans un demi-espace, on a un
résultat de représentation intégrale au moyen du noyau de la chaleur, qui est un
analogue parabolique de la formule de Poisson pour les fonctions harmoniques bornées
dans le disque unité (voir par exemple [W], Ch. VII). En fait on sait également que le
noyau de la chaleur permet de représenter toutes les fonctions paraboliques positives
dans le demi-espace ([W] Ch. VIII), ce qui permet de déterminer la frontitre de Martin
parabolique de ce demi-espace (cf [Do] 2.XVI et 2.XIX). Ici nous allons nous contenter
de donner un résultat simple de représentation intégrale des fonctions paraboliques
bornées, le résultat analogue pour les fonctions paraboliques positives est certainement
vrai, mais ’énoncé et la démonstration d’un tel résultat, qui impliqueraient d’utiliser
des opérateurs non-bornés, nous emmeneraient trop loin pour cet article.

3.4.2. Proposition. Pour toute fonction parabolique non-commutative bornée,
il existe une fonction Hy, mesurable, bornée sur R?¢, telle que pour tout T < 0

H, = RQ(HO) .

Démonstration. Soient 7 < 0 et € > 0 tels que e+ 7 < 0. D’apres (2.6.1) et (2.6.2),
on a

R, .(H,) = R7, (R;°(H,))
= r+e(R6€(H—E))
La condition sup, , ||H,|| < co entraine que (k. = Ry ®(H_¢))ecr, est une famille
bornée de fonctions universellement mesurables sur R?, donc il existe une suite e, — 0

telle que H_,, converge faiblement dans L°(R?). Soient a,b € LZ(R%), lorsque € — 0
ona

< R7, . (H.)a,b>—< Hra,b>;

or d’apres ce qu’on a vu en 2.6

< B (H)ab> = [ ko€ <mo(E)ad> de

- / ko(£) < 1r(€)a, b > de
o

quand n — 0o, car 7,(£) est faiblement intégrable en £ (cf 2.6) par conséquent, si on
pose Hy = kg € L*®(R?), alors H, = R%(Hp).

Dans la proposition 3.4.2, les opérateurs 7, (£€) jouent le role de noyaux de la chaleur
non-commutatifs. La théorie du potentiel pour les noyaux de la chaleur dans le cas
classique est bien connue, (voir par exemple le livre [Do] Ch. XV & XIX). La théorie
non-commutative du potentiel reste & étudier, ce qu’on espere pouvoir faire dans le
futur.
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A Spherical Bound
for the Sherrington-Kirkpatrick Model

F. Comets

Abstract. — We prove existence of a phase transition for the Sherrington-Kirkpatrick model
at 8 = 1 : making use of the domination by the spherical model, we derive a bound for the
pressure as well as for the ground state energy.

1. Introduction. The Sherrington-Kirkpatrick (SK) model consists of a set of NV
binary spins o; € {—1,+1} with Hamiltonian

1 1
HN(U) = ——\/——N Z J;ja,-aj - —,2_N Z J;gd? (1.1)

1<i<j<N 1<i<N

where the couplings J;; are independent Gaussian random variables with mean zero
and unit variance. Compared with the original definition [SK] we have added the
second summand in (1.1) which does not depend on o in the binary case and does
not change the results below. The partition function at inverse temperature 3 and
the pressure of the model are the random variables

1
ZN =Eoexp{~BHN(0)}, PN = 37108 2% (12)

depending on the J;;’s; in (1.2) we have used the notation E, = 2-N Zae {=141}¥
to denote the average over the spin configurations, and we keep the symbol E for
expectations over the couplings J;;.

Among the few mathematical results for this model it is known that, at high
temperature, the “quenched” and “annealed” behaviors coincide:

2
SK B i L SK
PN T —th log E Zy3" . (1.3)

Convergence in probability and in L,, 1 < p < 00, follows from the fluctuations results
of [ALR] or [CN], and convergence with probability one follows using in addition the
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concentration property proved in [T] from general considerations, or in [BGP] more
directly. On the other hand, the convergence (1.3) cannot hold for large 3 since the
entropy per spin is at most log 2 for binary spins.

In this note we show that the convergence in (1.3) only happens when 8 < 1 and
hence phase transition takes place at 8. = 1. For this we prove below a (weak) bound
for the limit points of p}K, which is a self-averaging quantity [PS]. This bound implies
another one for the ground state energy.

These bounds reflect the domination of the SK model by the spherical model, where
the uniform probability measure E, on the N-dimensional hypercube {-1, +1}N is
replaced with the uniform probability measure E, on the sphere

N
{neRY; =3 _n=N}.

=1

The partition function and pressure of this second model

1
Z§ =Eqexp{-pHN(n)}, P} =318 2% (1.4)

depend only on the eigenvalues of the quadratic form Hy. Spherical models, intro-
duced by Berlin and Kac [BK], are completely solvable in many instances. They are
commonly analysed via the method of steepest descent, or more simply via the mean-
spherical approximation (i.e., as Gaussian models where the spherical constraint is
satisfied in the mean). The asymptotics of (1.4) are studied in [KTJ] and in [Th], but
for completeness of this note, we give below a quick derivation of the bound.

Acknowledgements: I thank Olivier Catoni and Leonid Pastur for stimulating
conversations and useful remarks about these bounds.

2. Spherical bound and consequences.

The NxN symmetric matrix M, with coefficients M;; = 2—\}]1,-].7 if 1 < j and
M;; = %l-ﬁJ.-;, has a.s. simple eignevalues A\; < Az < ... < Ay with normalized
eigenvectors ¢; = (¢1,;) j<No -1 $N. Since the distribution of M is invariant under
orthogonal transformations, the diagonal matrix A of the eigenvalues Ay, ...,An is
independent of the orthogonal matrix ¢ = (¢1,...,#n), and we may clearly choose the
frame ¢ such that it is uniformly distributed on the set O(IN') of orthogonal matrices;
in particular one has for any positive measurable function F'

E{F(M)|A} = Ey F($A4') P-as.  (2.1)

with E; the expectation in ¢ uniformly distributed on O(N). This implies that the
spherical model dominates the SK model: more precisely, for any fixed binary spin o,
the distribution of the scalar products (0.¢;)i<n under Ey is the uniform measure E,)
on the sphere, and then

E{Z3K|A} = 2% . P-as.  (2.2)
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On the other hand, by Wigner’s semicircle law, the empirical measure of eigenvalues
converges weakly [G]

N
1 2 a3
¥ ;ax,, g vV dd = = (1= 0 1y 5y (X) dA P-as. (2.3.a)

and moreover the maximal and minimal eigenvalues do not deviate [BY]
A}l_IPN AN =-— Nh_Enw A=1. P-a.s. (2.3.0)
Let us now state our main result which implies non-analyticity of the pressure

at B=1.
Proposition: a) Forall 3> 1,

limsuppy <B-LlogB—3. P-a.s.
N—oo

b) In particular, lim sup p3K < 3?/4 P-a.s. when B > 1, though the limit (1.3) holds
when0< <1, N

In fact the bound in a) is equal to the limit of p§; [Th]. For 8 > 1 but close to 1, the
bound is larger than the Sherrington-Kirkpatrick solution for the pressure of the SK
model, and then it does not prove absence of self-averaging of the Edwards-Anderson
order parameter [PS] for these values of 8.

Proof. We will prove that
limsup pR < inf {s — 1 — 1 [log2(s—BX) w()\)d)} P-as. (2.4)
N—oo >4

Then, noticing that the function between braces in (2.4) is convex in s, and using the
identities

[ (s=BN) " w(A) dA = 28-2[s — (s2-4%)}] (2.5.2)
[ log (s—BA) w(X)dA = B~2s [s-—(s2—ﬂ2)*]+log ([3+(32—ﬂ2)*]/2)—1/2 (2.5.b)

valid for s > B, it can be checked that the bound in (2.4) is achieved for 8 < 1 at
the saddle-point s = (8%+1)/2 and is equal to 3%/4, but corresponds to s = 8 when
B > 1 and is equal to 8 — 1log 8 — 3.

We now prove (2.4). Let s > 3o > 3; and assume that SAn < so. Then,
ay = / exp {BC*A¢—s3|¢|*} d¢ = exp { ¥ log2r — 1 logdet 2(sI-BA)} .  (2.6)
RN

For € € ]0,1], let vy, be the Euclidean volume of {¢ € RV, |¢|*/N € [1—¢,1]}. The
uniform probability measure on this domain makes the vectors 7 = vV N(¢i/|¢ Di<n
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and |¢|?/N independent, the first one with distribution E, and the second one with
mean my . € [1—¢, 1]. Therefore, we have

2
an > /exp %{ﬂntAn—sN} Dy-1)¢i2e[1—e,1) %€ VN UN e

> vn,e.Epexpmy,{Bn'An—sN}

from Jensen inequality for E,. Since s > so > BAn, the last term in braces is negative,
the function m — E, expm{Bn'An—sN} is decreasing and

an > v, Epexp {Bn'An—sN} = Vy . exp{-Ns} Z% .
Combining (2.6) and the estimate
une = TVAT(14N/2)" N¥2 [1 - exp % log (1—¢)]
= exp %r-{log 2r+14+0.(1)}

with some (deterministic) sequence O(1) going to zero, we obtain finally for BANn < 8o

PR<s-3-5% Elogz(s—ﬂxk) +0(1) . (2.7
=1
Letting b= s—1 -1 [log 2(s—ﬂA) w(A) d\ we define the following set Ax of couplings
An = {An < so/ﬂ, M>-2,8-1-3% '__1 log 2(s—BAk) < b+e}. We have
E Z3¥ 14, = E14,E(Z3¥|A)
=E1,, Z% (from (2.2))
< exp N(b+2¢) for large N (from (2.7)),

P({p3 > b+3e} N Ax) < exp—Ne

and the Borel-Cantelli lemma implies that P(lim sup {p3F > b+3¢} N Ax) = 0. On
N—oo
the other hand we know from (2.3.a and b) that ]P(lim inf AN) = 1, therefore
]P(hm sup {p3K > b+3€}) = 0 for all € > 0. We have ﬁnally llm 1 5up 73K < b P-as,
wh:ch shows (2.4).
The statement b) is an obvious consequence of a), except for limy p3K = 52/4 if

B = 1; but this follows from convexity of p3KX in 3, from (1.3) and a) for 8 = 1. See
also [Gu] for the case 3 =1. ]
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Simple entropy considerations yield an improvement of the proposition, which in
turn reflects as a bound on the ground state energy (per site)

En = mg,x{—wl Hy(o)}.

Following [ALR] note that, since the entropy rate does not exceed ng 2, the function
(p3¥(B)+1og2) /B is non-increasing. Hence if some asymptotic upper bound 5(3) for
the pressure pRK () has its tangent line at some Go > 0 which intersect the vertical
axis at height — log 2, then this tangent is itself an asymptotic upper bound for 8 > So,
and its slope is an asymptotic upper bound for £y. Taking here p(8) = #%2/4for 3 < 1
and p(B) = B — 1logB — 3 for B > 1 we obtain the following.

Corollary: P-a.s., limsup&y <1 - e*/8 =0.79390...
N-ooo

and

limsupp3K < (1 —e*/8) —log2, B> ge~t .
N-oo

This bound on £y numerically improves the bound 0.83 in [ALR], and is slightly
better than the bound (2/7)!/2 = 0.798... given in [S] with the use of Slepian’s
lemma. We recall that the asymptotic value for the ground state energy predicted
from numerical studies is 0.76 (see [MPV], p. 2).
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Théorie générale du potentiel 1

C. Dellacherie

Résumé. — Plus précisément et plus modestement, mais plus longuement, j’avais prévu intituler
cet article, dans la lignée de [3], [4] et [5] (en grande partie absorbé),
Rudiments de théorie non (nécessairement) linéaire du potentiel fellerien(ne)

mais, vu les circonstances, je n’ai pu résister a la tentation de réaffirmer mon ambition, mettre & nu
les ressorts élémentaires et fondamentaux de toute théorie du potentiel, méme si ce projet est encore
loin d’étre réalisé. Le menu du jour est surtout I’étude du principe du maximum, sous toutes ses
formes.

Quasi toute théorie du potentiel sur un espace F' a pour essentiel ingrédient
I’étude de systémes d’inéquations de la forme u > up, Au > fo o A est une
application d’une partie D de R” dans R vérifiant deux propriétés de monotonie
(6) et (u) explicitées ci-dessous et qu’on résumera en disant que A est un dériveur
sousmarkovien ; pour fixer les idées, penser au cas ug = fo = 0 et Au = sup,(u— Pu),

ou Au = limsup,_,o(u — P,u)/t, ol (P;) est un semigroupe sousmarkovien,

Sauf mention du contraire, nos semigroupes seront linéaires ; noter que les dériveurs associés
aux semigroupes ont le signe opposé de celui des générateurs infinitésimaux.

les propriétés de monotonie de A étant induites par celles de (P;). L’étude de tels
systémes peut étre fort variée (construction de solutions, existence et régularité d’une
solution minimale, points ol les inégalités deviennent des égalités, etc.) et mene 3
toutes les notions classiques
Du c6té des fonctions. La non linéarité fait perdre I’aspect dual, celui des mesures (tout au
moins nous ne chercherons pas a y remédier ici).
de théorie du potentiel linéaire (potentiel, réduction, probleme de Dirichlet, principes
de domination et du maximum) ou souslinéaire (réduite, cone de fonctions, points
extrémaux, frontieres) tout en y rattachant des choses diverses de ’analyse tradition-
nelle.

Nous allons étudier dans cette optique I’action d’un dériveur sousmarkovien A sur
I’ensemble C(F') des fonctions continues (réelles) sur un espace compact F' (d’olt le nom
de fellerien) : que C(F) soit infstable (i.e. stable pour inf) jouera un rdle important, et
que tout élément de C(F') atteigne ses bornes un réle crucial. Ce cadre peut sembler
trop particulier pour étre fructueux. Il n’en est rien : on verra que tout dériveur

109



C. DELLACHERIE

sousmarkovien, quoique souvent naturellement défini sur un domaine restreint, peut
étre étendu & toute fonction (cf la lim sup dans I’exemple ci-dessus, qui aurait pu étre
une lim inf), et ce que nous établirons sera valable pour toute extension ; d’autre part
on peut ramener de nombreuses situations au cas topologique considéré grace & une
compactification idoine (non nécessairement métrisable).

Nous commengons cependant par quelques généralités sur les dériveurs dans un
cadre abstrait afin d’avoir les coudées plus franches pour expliquer précisément ce que
sera notre cadre fellerien.

I. GENERALITES SUR LES DERIVEURS

Etant donné un ensemble E (muni tacitement d’une structure topologique ou

mesurable si besoin est) et une partie D de £ = R® (muni de son ordre partiel
habituel), une application A de D dans £ sera appelée un dériveur sur D si elle
vérifie, pour tout u,v€D et tout z€E,

)] v<vetu(z)=v(z) = Au(z) > Av(z)

qu’on peut lire si u est majorée par v, avec égalité en z, alors u est plus “concave”
que v en z et qu'on peut reformuler comme suit

u<v => u<vsur {Au < Av}.

Pour z fixé et u,v variables dans D vérifiant u(z) = v(z), le dériveur A sera dit
dégénéré en z si on a toujours Au(z) = Av(z), plat en z si u < v implique toujours
Au(z) = Av(z), et local en z si Au(z) > Av(z) a lieu dés qu'on a v < v sur un
voisinage de z.

Si E est un ouvert de R™ et D est I’ensemble des fonctions de classe C°°, tout opérateur
linéaire du second ordre elliptique éventuellement dégénéré (en particulier, parabolique),
dont le terme du second ordre est affecté du “bon signe” (par exemple, pour A(z)ER+,
v(z)€ER et p(x) forme linéaire sur R™, Au(z)=—A(z)Au(z)+<p(z),Vu(z)>+v(c)u(z) o
A est le laplacien et V le gradient), est un dériveur local, plat (resp dégénéré comme
dériveur) en z 8’il y est d’ordre 1 (resp d’ordre 0) ; en fait, (§) est une formulation abstraite,
non linéaire, empruntée a [7], du principe du maximum (ou du minimum) local pour les
opérateurs elliptiques du second ordre, lequel caractérise ces opérateurs parmi les opérateurs
différentiels linéaires. Voir [2] p.1065 et suivantes.

Lorsque D est infstable, (§) équivaut évidemment, pour tout u,v€D, &
(A) A(uAv) > Avsur {u > v}

qui implique A(u A v) > Au A Av (une forme du principe de I’enveloppe inférieure),
d’oti I'intérét d’étendre le domaine de A pour avoir cette stabilité, méme si elle n’est
pas naturelle (et si, en fin de compte, elle n’apparait plus parce qu'on retombe dans
le domaine initial).

On a la méme chose, mutatis mutandis, pour sup (par exemple, A(uVv)<AuVAv) mais

cela jouera un réle bien moindre parce qu’on a choisi de prendre le signe “>” dans nos
systémes d’inéquations fondamentaux.
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A titre d’exemple, voici une forme du principe complet du maximum (prendre a =0
dans I’énoncé pour retrouver le cas linéaire)

ou plutét du “superprincipe” de domination habituel en linéaire ol 'on compare un
potentiel (de fonction positive) & une fonction excessive, le cas de I’énoncé usuel du principe
complet du maximum étant celui oui la fonction excessive est la somme d’un potentiel et
d’une constante positive, ce qui nécessite une situation sousmarkovienne,

qui sera considérablement améliorée plus loin dans notre cadre fellerien.

0 Proposition. Supposons D infstable et soient a,u € D telles que u soit la plus
petite solution dans D du systéme en w

w>a, Aw> f ou f = Au.
Alors pour tout v€D majorant a on a
u < v sur {Au > Av} == u < v partout.

Démonstration. Si w = u A v, on a Aw > Au sur {u < v} et Aw > Av sur {u > v}
d’apres (A), et donc ’hypotheése Av > Au sur {u > v} implique Aw > Au partout. Si
v majore a, on a w > a, et on conclut w = u par minimalité de u.

Le dériveur A de domaine D est dit sousmarkovien si D est stable pour les
translations par les constantes positives (en abrégé, est constable), i.e. si

u€DetteRy = u+teD,
et si on a, pour tout u€D et tout teER,,
() Alu+t) > Au;

il est dit markovien en z si I'inégalité est toujours une égalité en z.
Le cas markovien n’est vraiment intéressant que si D est stable par les translations par les
constantes positives et négatives, ce qui arrive fréquemment d’ailleurs. Par ailleurs, on peut
toujours, comme en linéaire, rendre markovien un dériveur sousmarkovien en adjoignant
un point (isolé) § & E et en identifiant £ aux fonctions sur EU{é} nulles en 4.

Tandis que (6) permet, pour u < v, de comparer u et v en un point de contact, (u)
sert & mettre tout couple u, v dans cette situation : si ¢t = inf{s€R; : u < v+s}, et si
cet inf est atteint en un point z (d’ol l'intérét des fonctions continues sur un espace
compact), on a Au(z) > A(v + t)(z) par (6) et A(v + t)(z) > Av(z) par (p), d’ol
Au(z) > Av(z) en combinant les deux propriétés, et Au(z) = Av(z) si A est plat et
markovien en z (d’ou une forme non linéaire du théoréme de Rolle).
La propriété (u), qui en linéaire signifie que les constantes >0 sont surharmoniques, peut
étre affaiblie de sorte & retrouver la condition “il existe une fonction surharmonique >0,
en remplagant le semi-groupe des translations par les constantes positives par une famille
continue & un paramétre de transformations tendant convenablement vers l'infini. On se
limitera ici au cas sousmarkovien non seulement par simplicité (en particulier, le maximum
d’une fonction n’est une entité naturelle en théorie du potentiel que dans ce cas) mais aussi
parce qu'il est illustré par de nombreux exemples (comme Au(z)=®(-Au(z),Vu(z),u(z),z)
sur C2(R™) ol ® est une fonction & 14+n+1+n arguments réels croissante en le premier et
le (14n+1)-iéme). C’est aussi par simplicité qu'on a supposé le domaine d’un dériveur
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sousmarkovien constable (excluant ainsi a priori Co(E) pour E localement compact comme
domaine); comme on va travailler avec des dériveurs étendus a toute fonction, cela
n’apportera aucune géne.

L’exemple fondamental! de dériveur, sousmarkovien, A sur un domaine constable
est celui de dériveur élémentaire, sousmarkovien, ou A s’écrit I — N, I étant 'identité
et N un opérateur croissant (v < v = Nu < Nw), contractant pour la “norme”
uniforme (équivaut & N(u +t) < Nu + t pour tout tER; par croissance). Au moins
heuristiquement, c’est la brique & partir de laquelle tous les autres dériveurs sont
construits & ’aide des propriétés de stabilité que nous recensons sous forme d’une
proposition de démonstration évidente.

1 Proposition. Soient (A;)ier une famille finie ou infinie de dériveurs (sousmar-
koviens) définis sur un méme domaine D (constable).

a) Si h(...,a;,...) est une fonction de R’ dans R, croissante en I’ensemble de ses
arguments, alors 'opérateur A défini sur D par

Au(z) = h(..., Aju(z),...)

est un dériveur (sousmarkovien) ;
b) Si I est filtrant et si, pour tout u € D, la limite simple des Au; existe, alors
Popérateur A défini sur D par

Au(z) = lim; Au;(z)

est un dériveur (sousmarkovien).

Quelques conséquences immédiates : I’ensemble des dériveurs sousmarkoviens sur
D est stable par somme finie, par produit par une fonction > 0, par inf et par
sup (ponctuels) quelconques, par liminf et par limsup, par mélange, etc. D’ol les
exemples classiques de dériveurs construits & partir de dériveurs élémentaires & I’aide
d’un semigroupe ou d’une résolvante sousmarkoviens, ou encore ceux fournis par les
opérateurs elliptiques du second ordre éventuellement dégénérés (cf [5] pour le détail
de leur construction & partir des élémentaires).

~ Voyons, pour terminer les généralités, comment étendre, & deux points de vue
différents, un dériveur sousmarkovien A défini sur une partie D de £ : on va voir
comment passer de D & £, puis, supposant E sous-ensemble d’un ensemble F,

comment passerde A F =R .

Voyons d’abord l’extension de D & £, sous la forme d’une proposition de
démonstration encore une fois évidente.

2 Proposition. Soit A un dériveur (sousmarkovien) défini sur D C € (constable)
et posons, pour tout € E et tout u€ €, avec sup@® = —oo et inf § = +o0,

AVu(z) = sup{Av(z),v€D,v > u,v(z) = u(z)}

A’Mu(z) = inf {Av(z),vED,v < u,v(z) = u(z)}.

11 correspond, du c6té des fonctions, a celui de noyau élémentaire de Choquet-Deny en théorie linéaire.
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On définit ainsi deux extensions de A en des dériveurs (sousmarkoviens) AV et A"
sur £ ; de plus, AV est la plus petite et A la plus grande possible.

Sit+ D = D pour tout t € R, il y a aussi conservation du caractére markovien
dans 1 et 2. Il y a une variante évidente de définition de AV et A* pour que ceux-ci
soient locaux si A est local ; par contre, la platitude est en général perdue. En fait,
les caracteéres local ou plat de dériveurs seront peu utilisés par la suite. Par ailleurs,
il existe de nombreux cas ou il est plus judicieux d’étendre d’abord A & un domaine
plus restreint & I’aide d’un procédé fin (dérivée symétrique, dérivée seconde au sens
de Schwarz, opérateur de Dynkin, etc.), mais cela aussi sera peu utilisé par la suite.

Il est instructif de regarder ce que donnent (6) et (#) quand A est défini sur tout
£ (et il n’est pas interdit de considérer le cas oit E est fini et A linéaire sur RF).
Quand donc A est une application de £ dans £, (6) dit que, pour tout = € E, la
z-iéme composante Au® = Au(z) de Au est une fonction décroissante de ’ensemble
(u¥)ys des composantes de u autres que la z-idme tandis que () dit que Au® est
une fonction croissante de u®, cette croissance arrivant & compenser d’une certaine
manieére la décroissance précédente.

Considérons enfin l'extension de £ & F = TRF, en supposant E sous-ensemble
d’un ensemble F. On posera OE = F\E (c’est une écriture suggestive, sans plus)
et 9€ = R°%. Supposons donné un dériveur sousmarkovien B sur 9€ ; on définit un
dériveur sousmarkovien A sur toute partie D de {u€F : u|g €D} en posant

Au(z) = A(wg)(z) pour € E , Au(z) = B(ujpg)(z) pour z€E.

La plupart du temps, on prend pour B un dériveur dégénéré, par exemple Bu = ug
avec ug € O¢ fixée (égale & 0 dans le cas linéaire ou souslinéaire), ou Bu = ujgg (on
dira qu’on a prolongé A & F par l'identité). Dans ce dernier cas, on voit que, dans le
probléme de Dirichlet

trouver u€D telle que A(uig) = f, wjsE = ¢ pour f€E, p€IE données,

on peut grouper les deux conditions en la seule Au = f ol f = flg + plag : la
condition frontiére a disparu parce qu’on lui a donné le méme statut qu’a ’autre (ce
qui peut étre un germanobritannique gift).

II. MISE EN PLACE DU DECOR. GENERALITES SUR LES REDUITES

On désigne désormais par F' un espace compact, souvent décomposé en deux parts
E et OE = F\E a priori quelconques (en particulier, éventuellement vides), par
C = C(F) I'espace des fonctions continues de F' dans R muni de la norme uniforme,

- . —=F
et par A un dériveur sousmarkovien de F =R dans F.

Nous supposons A défini sur tout F mais, comme en analyse traditionnelle, nous
n’arriverons & manipuler joyeusement que des fonctions continues (notre théorie est plus
riemannienne que besguienne, et en particulier nous devrons nous contenter de la conver-
gence uniforme 13 ol on aimerait voir de la convergence simple bornée). Par ailleurs, dans
les exemples, on se contentera souvent de se donner un dériveur par une définition naturelle
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sur l;n sous-ensemble implicite de C(E), laissant au lecteur le soin de I’étendre (en les deux
sens).
Pour u, f € F on désigne par D} (D évoquant le mot “domine”) I’ensemble des
v € C solutions du systéme d’ mequatlons v>2u, Av > f et par d} (? évoquant
la notation @ pour “bord”) I’ensemble des = € F pour lesquels existe v € D5 tel que
v(z) = u(z) ; on pose pour simplifier Dy = D;*°. D’apreés (u), ’ensemble 3.)“ est non
vide pour Dy # @, et est constable ; d’aprés (§) équivalent & (A), il est infstable.
On appelle f-réduite de u la fonctnon s.c.s. Ry = inf D}, notée encore Rsu ou
R(f,u) selon les circonstances!. Pour f,u € C avec Dy # ﬂf le mieux qu’on puisse
espérer de v = R(f,u), et on risque d’étre dégu, est d’avoir en tout z€F

(Av(z) = f(z) et v(z) > u(z)) ou (Av(z) > f(z) et v(z) = u(z));

c’est vrai au moins si F est fini et A continu. Si, pour H C F, on note uz la fonction
égale & u sur H et & —oo sur H®, alors v = R(f|g,u|aE) est, selon la méthode des
fonctions majorantes de Lebesgue-Perron, candidate pour étre solution du probléme
de Dirichlet Av = f sur E, v = u sur OE ; elle 'est si F est fini et A continu.

Les objets de la forme D%, R} et 0} (é. un moindre degré car trop grossier comme
frontiere) seront parmi nos prmcnpaux Sll]etS de préoccupation.

Nos deux axiomes () et (u) sont trop faibles pour établir des résultats fins, mais il est
étonnant de voir tout ce qu’on peut déja faire avec eux seuls (par exemple, on verra que R‘f‘

généralise convenablement la notion de réduite de fonction en théorie linéaire ou souslinéaire
et celle de potentiel de fonction en théorie linéaire). Il nous manque en particulier (et cela
sera évoqué de temps A autre) un axiome de régularité jouant le role de I’axiome demandant
Pexistence d’une base d’ouverts réguliers dans les axiomatiques linéaires classiques de Brelot
ou Bauer.

La donnée de A et f permet de définir D; et R;. En sens inverse, si I est une

partie non vide et constable de C, on définit sur F l’opérateur de I'-réduite par
Rru =inf{vel,v > u}

(si bien que, pour I' = Dy, on a Ryu = Rru). On voit aisément que Rr est, au
moins sur C, une contraction croissante et idempotente majorant 1’identité, si bien
que B = I — Rr est une dériveur élémentaire sousmarkovien vérifiant Bu < 0 pour
tout u € C. L’ensemble {u € C : Bu = 0}, identique & {u € C : Rru = u}, est de la
forme Dy relativement & B, avec f = 0; il contient évidemment I" et une application
simple du lemme de Dini montre qu’il est 'adhérence dans C du stabilisé de I"' pour
inf de sorte que, pour tout u€F, Rru est égal & Ryu relativement a B.

Lorsque A est surlinéaire sur C et qu’on prend f=0 et u continue, D% —u est un cone convexe
infstable de fonctions continues contenant les constantes positives, et réciproquement, tout
tel cone T, fermé, provient comme ci-dessus du dériveur élémentaire associé a I’opérateur
souslinéaire de réduite de I' : on retrouve ainsi la théorie souslinéaire du potentiel fellerienne,
qui généralise la théorie de la convexité.

Prenant pour I' notre Dy de départ (relatif & A), on voit que Ry ne détermine pas
D mais son adhérence. On aimerait donc, en se limitant au cas olt u et f parcourent

Nos notations pour les réduites entrent parfois en conflit avec des notations traditionnelles quand

f=0.
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C, que Dy soit toujours fermé, et méme, pour plus d’une raison, avoir toujours Rsu
continue et ARju > f (comme D} est infstable et constable, cela implique que D
est fermé). Mais, hors le cas élémentaire, les contre-exemples abondent
Si F est réduit & un point, la notion de dériveur sousmarkovien de ¥ dans F coincide avec
la notion de fonction monotone croissante de R dans R, et la régularité recherchée est la
continuité a droite de la fonction.
et il faudrait ajouter un axiome convenable de régularité pour obtenir ces propriétés.
Néanmoins, nous saurons tant bien que mal faire sans dans notre étude du principe
du maximum.
Dans le cas linéaire, lorsque A étend ’opposé du générateur infinitésimal d’un semigroupe
fellerien et qu’on prend f=0 et u continue, les propriétés voulues peuvent étre obtenues :
on sait, d’aprés Mokobodzki, que Rou est continue, et on peut montrer que ARou est >0
et que Dg est fermé pour la convergence simple bornée si A est une extension obtenue par
un procédé fin utilisant ’opérateur de Dynkin, tout au moins lorqu’il y a suffisamment
d’ouverts réguliers pour le probléme de Dirichlet. On en dira un peu plus au n°7.
Si R} est continue, 3% est égal & {u = Ry}, et si AR} est > f, {u = R}} est inclus
dans {Au > f}. En tout cas, et c’est ce qui nous importe principalement pour la suite,
il est toujours vrai, pour u, f € F, que l’ensemble 0% est inclus dans {u = R}} d’aprés

sa définition, et aussi dans {Au > f} d’aprés (6).

Soit I' C C constable, non vide ; on dira que OF est un ensemble I'-porteur pour u
8'il porte la I'-réduite de u, i.e. si on a Rru = Rr(u)5E), soit encore si

u<wvsur FE et veEl' => u < v partout.

Le préfixe “I'-” sera remplacé par “f-” si I' = Dy ; la mention de u sera omise s'il n’y
a pas d’ambiguité. Un ensemble I'-porteur est encore f‘-porteur siT estle plus petit
fermé infstable de C contenant I'. Un surensemble ou une partie dense d’un ensemble
I-porteur est encore I-porteur (en particulier, E est I-porteur ssi OE l’est). Enfin,
I'intersection d’une famille filtrante décroissante de fermés I'-porteurs est encore un
fermé I'-porteur (utiliser (1) et le lemme de Dini). Voici un exemple dérangeant que
l’on retrouvera au §V et au §VII : on prend F = {1,2,3}, u = 0, et pour I ’ensemble
des v € R® vérifiant v(2) < v(1) A v(3); alors {1,3} et {2} sont tous deux des fermés
I'-porteurs pour u tandis que @ ne 'est pas.

Dans le cas souslinéaire, I' est un cdne convexe infstable et constable, et on retrouve pour

u=0 la notion classique d’ensemble de Silov. Cependant, nous venons de voir que, dans le

cas général, il peut ne pas exister de fronti¢re de Silov.
Au §III on établit et exploite le fait que, pour u€C, 9% porte la f-réduite de u tandis
qu’au §IV on étudie de manitre systématique la notion d’ensemble porteur pour u
quand f = Au (et donc d} = F si bien que 0% n’a plus d’intérét). Au §V, qui clot
la premiére partie de notre étude, on dresse le bilan de ce qui est déja fait de ’étude
d’un systéme fondamental v > u, Av > f et on introduit ce qu’on fera dans la seconde
partie. Au §VI sera établi sans doute le meilleur théoréme de comparaison possible
sous nos axiomes, couvrant a la fois les principes du maximum et les théorémes de
support pour la réduite des théories linéaire et souslinéaire, et aussi une bonne part de
§III et §IV. Enfin, au §VII, on abordera la définition et ’étude des points extrémaux
et de la frontiére de Choquet ; c’est ’endroit ou pour la premiere fois le non linéaire
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se singularisera par rapport au linéaire ou souslinéaire. En appendice on trouvera une
liste de problémes commentés.

III. THEOREMES FAIBLES DE COMPARAISON, THEOREME DE ROLLE

Le résultat suivant, dont la démonstration ne fait intervenir que (u), est une
premiere approche de 1’étude des “supports” ou “frontitres”.
3 Théoréme. Soient u€C, f € F. Siv€Dy ne majore pas u, alors v} contient tout
point ol (u — v)* atteint son maximum. En particulier la f-réduite de u est portée
par dY%, et donc par {u = Rsu} et {Au > f}.
Démonstration. Supposons qu'on n’a pas u < v et soient 7 = inf{t > 0: v+t > u},
qui est > 0, v, = v+, et {€F tel que v, (§) = u(§) : on a v, €D} d’apres (u) et
£ €0}, d’ot la conclusion, compte tenu de 9% C {u = R}}.
Remarque. On peut obtenir un résultat plus fort en supposant u s.c.s. et v s.c.i.
Pour préserver la simplicité de ’exposé, nous tairons le plus souvent ce type de
généralisation. Mais, comme R% n’est en général que s.c.s., méme pour u et f
continues, on ne peut éviter complétement de parler de fonctions s.c.s.

Nous en déduisons 3 I’aide de () nos premiers principe du maximum et théoréme de
comparaison.

4 Théoréme. Soient u,v € C. Si v ne majore pas u, la fonction (u — v)* atteint
son maximum sur {Au > Av}. Ainsi, si on a u < v sur {Au > Av}, alorson au <v
partout, et u < v sur {Au < Av}.

Démonstration. D’aprés (§), on a 9} C {Au > f} pour tout f € F, et il n’y a plus
qu’a faire f = Av au n°3; la précision sur u < v, sachant qu’on a u < v partout, n’est
qu’une reformulation déja vue de (6).

Remarque. Si A est strictement sousmarkovien sur C en tout point de F (i.e. si on a
A(w +t) > Aw pour tout we€C et tout ¢ > 0), alors, avec les notations de 3 et de sa
démonstration, on a

£(§) < Av(§) < Av,(§) < Au(¢)

et donc Au(€) > f(£); ainsi (u —v)* atteint et a fortiori approche son maximum sur
{Au > Av}, ce qui est bien plus précis que sur {Au > Av} (mais implique 'injectivité
de A). On établira plus loin qu'en général (v — v)* approche son maximum sur
{Au > Av} augmenté d’une frontiére plus ou moins minimale ne dépendant que de
u : c’est ce qui distinguera les théorémes forts de comparaison des faibles que nous
sommes en train de voir.

5 Corollaire (Théoréme faible de comparaison). Si pour u,v€C on a
u<vsurdE , Au< AvsurE

alors on a u < v partout.

Remarque. On a de plus u < v sur E, d’apres (6). Nous avons omis de le mettre dans
I’énoncé afin que le faible soit effectivement plus faible que le fort.
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L’énoncé suivant provient de [5], ol on supposait en plus, par étourderie, satisfaite
une propriété d’honnéteté (que ’on retrouvera cependant plus loin éclatée dans notre
étude des ensembles 3 la Silov).

6 Corollaire (Théoréme de Rolle). Soient u,v € C vérifiant v = v sur 9E. S’il
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