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Quelques propriétés

du mouvement brownien non-commutatif

P. Biane

Résumé. — Le mouvement brownien non-commutatif est la dilatation naturelle d’'un semi-
groupe d’applications complétement positives sur la C*-algébre du groupe d’Heisenberg. On
étudie tout particulidrement les propriétés d’invariance par le groupe unitaire de ce processus,
ce qui améne & considérer un processus de Bessel non-commutatif, dont le semi-groupe est
relié & la compactification de Martin en espace-temps d’un processus de branchement.

0. Introduction.

Le mouvement brownien est I’'une des pierres angulaires des probabilités modernes.
Il y a peu de domaines de la théorie des processus stochastiques ol ’on ne le rencontre
pas, et ses relations avec la théorie du potentiel et les processus de Markov, la théorie
des martingales, le calcul stochastique, ou encore les processus gaussiens, pour ne
citer que quelques exemples, font qu’il a été 'objet d’innombrables études et que la
recherche & son sujet est encore trés active.

Il y a quelques années, les travaux de Hudson et Parthasarathy ont ouvert la
voie 3 I’étude de nouveaux types de processus stochastiques, étude désignée souvent
par le vocable générique de “probabilités quantiques” (voir par exemple [H-P], [P1],
[M1], [M2], [B1]). Parmi les objets introduits figurent en bonne place les processus
de création, annihilation et nombre, qui permettent en quelques sorte d’unifier
le mouvement brownien et le processus de Poisson. Ceci ameéne naturellement 3
introduire une notion de “mouvement brownien non-commutatif”, comme dans [C-H].
Le but de cet article est de tenter d’aller un peu plus loin dans I’étude de cet objet
mathématique qui me semble particulierement intéressant. L’idée sous-jacente est que
beaucoup de résultats classiques concernant le mouvement brownien possédent des
analogues pour cet objet, avec bien siir des modifications dues 4 la non-commutativité,
et qu'une étude systématique devrait éclairer. Les résultats présentés ici apparaitront
bien modestes en regard de 'ampleur de la tache, mais j'espére que cet article pourra
encourager des recherches plus approfondies dans cette direction.

Qu’est-ce que le mouvement brownien non-commutatif? Pour tenter de répondre
a cette question, considérons un mouvement brownien (B;):cr, défini sur un espace
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de probabilité (2, F, P). D’aprés un résultat bien connu de N. Wiener, ’espace L?
engendré par les variables aléatoires (B;):cr., se décompose en chaos, autrement dit
il existe un isomorphisme naturel entre cet espace et I’espace de Fock construit sur
L?(R;). La variable aléatoire B, considérée comme un opérateur de multiplication
sur I’espace de Fock, est 1a somme de deux opérateurs adjoints I'un de l'autre, A; et
A:, les opérateurs d’annihilation et de création associés au vecteur 1, de L*(Ry).

Il existe alors un mouvement brownien B; sur un espace ({, 7, P) et une isométrie
de l’espace L? engendré par ce mouvement brownien dans I'(L*(R;)) tels que les
opérateurs de multiplication par les variables B, soient représentés dans ’espace de
Fock par les opérateurs 1(A; — A}) (pour tout ceci on pourra consulter [M1]). I y
a donc deux mouvements browniens sur ’espace de Fock TI'(L?(R.)), qui sont la
partie réelle et la partie imaginaire du processus d’annihilation A;. Les opérateurs
A; et A} ne commutent pas, on a en fait la relation [4;, A;] = tId, ou de fagon
équivalente [B;, By] = 2itId ce qui fait qu’il n’existe pas d’isométrie entre I'(L%(R}.))
et l'espace L? d'un espace de_probabilité ou seraient définis simultanément deux
mouvements browniens, B; et B tels que A; + A} et %(At — A}) soient les opérateurs
de multiplication par B; et B;. On dispose ainsi d’un “mouvement brownien non-
cpmmutatif” qui est la donnée des deux mouvements browniens B; = A; + A} et
B; = %(At — A}), ou, de fagon équivalente, la donnée des processus A; et A}. On
peut imaginer que, physiquement, les processus B et B représentent I’évolution de la
“position” et de la “vitesse” d’une particule brownienne quantique.

Le point de vue adopté dans cet article est que le processus non-commutatif
(A¢, A7 )ier, est en fait une réalisation particuliere d’un processus de Markov non-
commutatif associé & un semi-groupe d’applications complétement positives sur une
certaine C*-algebre, et nous allons concentrer notre attention sur ce semi-groupe
plutét que sur sa réalisation particuliere & travers les opérateurs de création et
d’annihilation. Pour comprendre dans quel espace ce processus prend ses valeurs,
remarquons que la relation de commutation [Bt,E] = 2it est vérifiée pour tout
temps t. On voit donc qu’au moins heuristiquement, le mouvement brownien non-
commutatif prend ses valeurs, & I'instant ¢, dans un “espace non-commutatif” dans
lequel la position d’un point est mesurée (au sens de la mécanique quantique) par deux
coordonnées p et ¢ qui vérifient la relation de commutation d’Heisenberg [p, g] = 2it.
Le temps joue le role de la constante de Planck, et cet espace se déforme continiiment
avec le temps, ce qui entraine, comme nous le verrons, que le mouvement brownien
non-commutatif ne pourra étre considéré comme un processus de Markov homogene,
qu’a la condition de lui rajouter une composante temporelle. Une facon élégante
de faire cette construction est de définir le semi-groupe du mouvement brownien
non-commutatif comme un semi-groupe de convolution sur la C*-algebre du groupe
d’Heisenberg. Le semi-groupe obtenu est un analogue non-commutatif du semi-groupe
de la chaleur (c’est-a-dire du semi-groupe du mouvement brownien en espace-temps)
plutot que du mouvement brownien lui-méme. La C*-algébre du groupe d’Heisenberg
posséde une structure trés intéressante, avec une singularité & 'origine (voir [V], [L])
sur laquelle le comportement du mouvement brownien non-commutatif jette un peu
de lumiere.
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Dans la suite on utilise le langage des C*-algébres car c’est le mieux adapté aux
généralisations non-commutatives des concepts classiques, mais on n’utilisera pas de
résultat sophistiqué de la théorie des algébres d’opérateurs.

Comme le rappelle K.R. Parthasarathy dans Pintroduction de son livre [P1],
I’analogie entre le théoréme de Lévy-Khinchine et les résultats sur les représentations
factorisables de H. Araki [A], développés dans [P-S], a été & I’origine dd calcul stochas-
tique non-commutatif. Plus récemment, M. Schiirmann [S] a montré qu’on pouvait
généraliser cette approche pour construire des bruits blancs sur des bigébres. Les
idées présentées dans cet article sont donc familieéres aux spécialistes des probabilités
quantiques, néanmoins je n’ai pas trouvé dans la littérature d’exposé qui s’attache
4 décrire de manitre purement probabiliste ces objets, en particulier, il me semble
que le “processus de Bessel quantique” décrit en 3.3 est passé inapercu. Il m’a donc
semblé intéressant de mettre au propre ces quelques réflexions. La seule originalité
de l’article qui suit consiste & adopter un point de vue nettement probabiliste et &
essayer d’appliquer des méthodes markoviennes ou potentialistes dans cette situation.

Voici comment est organisé cet article.

La premiére partie consiste en quelques préliminaires sur les C*-algebres, plus
particulierement les C*-algebres de groupes, et certains semi-groupes d’applications
complétement positives, obtenus en considérant une fonction v continue, conditi-
onnellement de type positif sur un groupe G localement compact, qui engendre un
semi-groupe multiplicatif de fonctions de type positif (€*¥);cr,. Ce semi-groupe, agis-
sant par multiplication sur 1'algébre L!(G) définit un semi-groupe de contractions
complétement positives sur cette algebre qui se prolonge & diverses autres algebres
engendrées par G. En restreignant ce semi-groupe & des sous-algébres commutatives
convenables, on peut obtenir des semi-groupes markoviens intéressants, dont on donne
quelques exemples. On décrit ensuite une dilatation de ce semi-groupe au moyen de
la théorie des représentations de groupes de courants, décrite par exemple dans [P-S].

Dans la seconde partie, on se concentre sur le groupe d’Heisenberg Hy = C? xR. On
y décrit la structure de la C*-algébre de Hy, avec en particulier I’existence d’un couple
de Gelfand construit grace a ’action du groupe unitaire sur le groupe d’Heisenberg. La
fonction conditionnellement de type positif ¥(z,t) = it— %|z|2 sur Hy est associée & un
semi-groupe de contractions complétement positives de C*(Hg), qui est un analogue
non-commutatif du semi-groupe de la chaleur, et dont on commence I’étude.

Dans la troisiéme partie, on étudie de fagon plus approfondie différentes propriétés
d’invariance de ce semi-groupe qui sont des analogues de propriétés bien connues du
mouvement brownien. En particulier, 'invariance du mouvement brownien usuel par
changement d’échelle, qui permet de donner une construction simple du processus
d’Ornstein-Uhlenbeck, a un analogue non-commutatif que I’on utilise pour définir un
“semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck” sur I’algeébre B(H) des opérateurs bornés sur un
espace de Hilbert H. D’autre part, une propriété d’invariance par transformations
unitaires nous permettra de définir un analogue non-commutatif du semi-groupe de
Bessel, qui sera un semi-groupe de noyaux Markoviens sur une partie de R%. On
verra que le processus correspondant peut se construire & ’aide d’un processus de
branchement classique, le processus de Yule, et d’un processus de mort trés simple.
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Enfin, on terminera par ’étude des “fonctions paraboliques bornées” pour ce semi-
groupe, en donnant un théoréme de représentation intégrale, analogue de la formule
de Poisson classique pour les fonctions harmoniques bornées dans le disque unité.

Je remercie P. Bougerol et J.L. Sauvageot pour d’utiles discussions sur des sujets
abordés dans cet article, ainsi que R. Hudson qui m’a communiqué la référence [C-H],
et W. von Waldenfels qui m’a procuré une copie de son article [vW2].

1. Préliminaires.
1.1 C*-algebres et applications complétement positives.

Cette section est consacrée & des généralités et des rappels sur les C*-algeébres,
applications complétement positives, et d’autres notions voisines, qui sont bien connus
des spécialistes. Les quelques résultats qui sont démontrés le sont pour la commodité
du lecteur, car il n’a pas toujours été facile de trouver une référence adéquate. Je
renverrai au livre de Dixmier [Di] pour une bonne partie des résultats et définitions
de base.

Dans la suite, les espaces de Hilbert considérés seront toujours complexes. Si H est
un espace de Hilbert, on note B(H) ’algebre des opérateurs bornés sur H, et K(H)
celle des opérateurs compacts.

Soient A, B deux C*-algébres, et A”, B” leurs algébres de von Neumann envelop-
pantes (qui sont leurs biduaux au sens de la théorie des espaces de Banach, voir [Di]
12.1.3). Soit @ : A — B une application linéaire continue, completement positive.
Lorsque A et B sont abéliennes, isomorphes, par le théoréme de Gelfand, & Co(X)
et Co(Y), ol X = spec (A) et Y = spec (B), 'application @ est associée & un no-
yau fellérien N(y,dz) sur Y x X, c’est & dire que 'on a, pour toute f € Co(X),
Q) = [ f()N(y,da). (cf [D-M] IX.1).

Soit Q" 'application biduale de @, qui est un prolongement faiblement continu de
Q a A", 4 valeurs dans B"; I'application Q" est encore une application complétement
positive de A” dans B”.

1.2. Cas des C*-algébres de groupes.

Soit maintenant G un groupe localement compact. Toute représentation unitaire,
faiblement continue, de G détermine de facon canonique une représentation de
’algébre de Banach L'(G). La C*-algébre de G notée C*(G) est la complétée de
L(G) pour la norme || f|| = supx|7(f)|, oi = parcourt ’ensemble des représentations
unitaires faiblement continues de G. Dans la suite nous ne considérerons que de telles
représentations, sans le préciser.

Lorsque G est abélien, les représentations irréductibles de G sont de dimension 1
et forment le groupe G des caractéres de G, 'algebre C*(G) est alors isomorphe, par
'isomorphisme de Gelfand, & Co(G).

Soit ¢ une fonction continue de type positif sur G telle que ¢(e) < 1, on a alors
l¢| < 1 sur G et l'application Q : LY(G) — L*(G), f — ¢f est une contraction
complétement positive de I’algébre L*(G).
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1.2.1. Proposition. L’application Q se prolonge de maniére unique en une
contraction complétement positive de C*(G).

Démonstration. 11 suffit de montrer que ||¢f|| < ||f]| pour tout f € L*(G).

Soit £ une représentation unitaire de G dans un espace de Hilbert He, et 2 € Hg
tels que, pour tout g € G, ¢(g9) =< €(9)R, N >. Soit m une représentation unitaire
de G dans un espace H,, alors £ ® m est une représentation unitaire de G et on a
|€ @ #(f)| < If|l- Soit E le projecteur orthogonal dans H; ® H, sur le sous-espace
Q® Hy, alors on a E((®7(f))E = E(1®7(¢f)), mais |[E(@7(f))E| < [{@n(f)| <
Il 1|, par conséquent |(1 @ w(¢f))| = |7r(¢f)| < ||f]| pour toute représentation 7, donc
llefll < NIf|l et 1a conclusion suit.

Dans le cas d’un groupe G abélien, le théoréme de Bochner entraine que ¢ est
la transformée de Fourier d’une mesure de sous-probabilité sur G, et l'application
compleétement positive de Co(G) dans lui-méme est alors I'opérateur de convolution
par cette mesure de sous-probabilité.

Le prolongement de I’application complétement positive @ & U(G), I'algébre de
von Neumann enveloppante de C*(G), s’exprime de facon naturelle comme une
convolution & ’aide du coproduit sur U(G).

Pour g € G notons u(g) I'image de g dans U(G). Le coproduit A est le morphisme
A :U(G) —» U(G)®U(G), ol le produit tensoriel est pris au sens des algebres de von
Neumann, qui prolonge la représentation de G : g — u(g) ® u(g).

La fonction ¢ détermine une unique forme linéaire positive faiblement continue v
sur U(G) telle que v(u(g)) = ¢(g) pour tout g dans G, et I'application @ n’est autre
que la composée (id ® v) o A, c’est & dire la convolution par v dans la bigebre de
von Neumann U(G). Rappelons qu'’il est équivalent de se donner une forme linéaire
continue sur C*(G) et une forme faiblement continue sur U(G).

Si nous revenons au cas d’un groupe G abélien, le coproduit sur U(G), Ialgébre des
fonctions universellement mesurables sur G, est 'application qui & une fonction h sur
G associe la fonction Ah(z,y) = h(zy) sur G x G, si on identifie U(G) ® U(G) avec
Palgebre des fonctions universellement mesurables sur G x@G. Remarquons que dans
ce cas, si G n’est pas compact alors le coproduit n’envoie pas Co(G) dans Co(G x G).

1.3. Convolution et poids de Haar.

Si p et v sont deux formes linéaires faiblement continues sur U(G), leur convolution
est la forme linéaire faiblement continue définie par p*xv = (u @ v) 0 A.

Si p est un poids normal semi-fini sur U(G) (cf [S-Z] 10.14) et v une forme
linéaire positive sur U(G), alors on peut définir un poids p * v en posant p * v(f) =
w(id®@v)o Af).

Supposons G unimodulaire et postliminaire. Soit ¢, la mesure de Dirac en I’élément
neutre de G. Elle définit une trace x sur U(G). En fait d’aprés la formule de Plancherel
([Di] 18.8 ) on a, pour toute fonction f continue & support compact sur G,

@)= [, trirc()am(¢)
ot G est le dual unitaire de G et m est la mesure de Plancherel sur G.
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1.3.1. Proposition. Pour toute forme linéaire positive v sur C*(G) (ou U(G)),
onaxx*v=rv(l)y.

Démonstration. Soit f une fonction continue & support compact sur G, on a
(id®v) o Af = fo ol ¢ est la fonction de type positif ¢(g) = v(u(g)). On a donc
x(ef) = f(e)p(e) = x(f)v(1). On en déduit le résultat.

En particulier, si v est un état, on a x *x ¥ = Y, ce qui, dans le cas d’un groupe
abélien G, caractérise la mesure de Haar sur G. Dans le cas non-abélien, le poids x
joue le role de “mesure de Haar” sur C*(G), et on 'appellera par la suite le poids de
Haar. Remarquons que c’est une trace.

Soit { la contraction complétement positive associée @, alors Q et @ sont en
dualité par rapport au poids de Haar, c’est & dire que pour tous a,b € C}(G) on a

x(aQ(b)) = x(Q(a)b) ;

en effet, si f et k sont continues & support compact sur G, on a

X(FQ(K)) = /G F(0)e(g™)k(g ™ )dg = /G 2(9)f(0)k(g™")dg = x(O(f)k)

et le cas général s’en déduit aisément.
1.4. Semi-groupes de convolution.

Soit 7 une fonction continue, conditionnellement de type positif sur G, avec
¥(e) > 0; alors e*¥ est un semi-groupe multiplicatif de fonctions continues de type
positif.

1.4.1. Définition. Le semi-groupe de convolution associé & v est l’'unique semi-
groupe de contractions complétement positives sur C*(G), noté (QY)ier + tel que

Y(f) = et f pour f € L*(G).

Si A est une sous-C*-algtbre abélienne de C*(G) ou de U(G), invariante par ce
semi-groupe, la restriction du semi-groupe & A est donnée par un semi-groupe de
noyaux sous-markoviens sur le spectre de A. Voici quelques exemples de tels semi-
groupes.

a) Tout d’abord, si C C G est un sous groupe abélien fermé, la C*-algebre de C
se plonge comme une sous-C*-algébre de U(G) (pas de C*(G) en général), et elle est
stable par le semi-groupe Q). En fait le semi-groupe obtenu par restriction de Q} &
C*(C) est celui associé 4 la fonction conditionnellement de type positif sur C, qui est
la restriction de ¥ & C. En particulier, il s'identifie & un semi-groupe de convolution
sur C.

b) Supposons que la fonction 9 soit centrale, c’est & dire que ¥(gh) = ¥(hg) pour
tous h, g dans G, alors le centre de 1'algébre U(G) est une algébre abélienne stable par
le semi-groupe Q;p . Cette algebre est isomorphe 4 une algebre de fonctions mesurables
sur I'ensemble des classes de représentations unitaires irréductibles de G. On obtient
ainsi un semi-groupe markovien sur le dual unitaire de G. Certains de ces semi-groupes
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(ou plutdt une version en temps discret) ont été étudiés dans [P2], [Bi2]. L’existence
d’une fonction 1 centrale non-constante entraine des restrictions sur la nature du
groupe. Par exemple, il n’en existe pas si G est semi-simple non-compact, avec un
centre trivial.

c) Un autre exemple est fourni par les couples de Gelfand. Si K est un sous-groupe
compact de G tel que (G, K) soit un couple de Gelfand, c’est & dire que ’algebre de
convolution L!(K'\G/K) des fonction bi-invariantes par K soit commutative, et si ¥
est elle-méme bi-invariante par K alors, la C*-algebre engendrée par L' (K\G/K) est
stable par le semi-groupe (Q}” )ter,- En restreignant le semi-groupe & cette sous-
algébre commutative, on obtient un semi-groupe de noyaux markoviens sur son
spectre.

Donnons un exemple concret lié au mouvement brownien. On prend G = R? et
¥(€) = —3|¢|. En identifiant G avec R? par transformation de Fourier, on reconnait
1mméd1atement que le semi-groupe de convolution associé est le semi-groupe brownien
donné par les noyaux de densité p;(z,y) = —;—(2 5 ‘LT”‘ par rapport a la mesure de
Lebesgue.

Considérons maintenant le groupe D(d) des déplacements de R?, produit semi-
direct de SO(d) par R?. La fonction 9 est invariante par 'action de SO(d), on en
déduit que la fonction (8, &) = ¥(¢) est conditionnellement de type positif sur D(d).

Considérons maintenant le couple de Gelfand (D(d), SO(d)). L’algebre des foncti-
ons bi-invariantes s’identifie avec I’algébre de convolution des fonctions sur R? inva-
riantes par rotation, et donc le spectre de cette algebre est I’ensemble R, . On vérifie
facilement que le semi-groupe obtenu par restriction & cette sous-algébre est celui du
processus de Bessel de dimension d sur Ry (cf [I-M]).

1.5. Dilatation d’un semi-groupe.

La donnée d’un semi-groupe de contractions complétement positives, sur une C*-
algeébre est un analogue non-commutatif de la notion de semi-groupe de noyaux sur
un espace localement compact. Il existe alors un analogue de la notion de processus
de Markov associé & ce semi-groupe, que 'on va décrire ci-dessous.

1.5.1. Définition Soient A une C*-algébre, v un état sur A, et (Q¢)ier, un semi-
groupe de contractions complétement positives de A. Une dilatation de (Q:):cr, de
loi initiale v est la donnée de (W, Wy, w,, Ey, ji)ter, ol W est une algébre de von
Neumann munie d’un étatw,, (W;)ier, est une filtration de W, c’est & dire une famille
croissante de sous-algébres, pour tout t € Ry, E; est une espérance conditionnelle de
W sur W, par rapport 3 v, et j; est une famille de morphismes de A dans W telle que
wy 0 jo = v, ji envoie A dans W; et (propriété de Markov) on ait pour tout s € R, et
tout a € A,

Ei[ji45(a)] = j:(Qs(a))

(Pour la notion d’espérance conditionnelle dans une algébre de von Neumann, voir
par exemple [Tak].)

Indiquons tout de suite comment les processus de Markov usuels rentrent dans ce
cadre. Soient A une C*-algébre commutative, et (Q;):cr, un semi-groupe de Feller
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sur le spectre E de A. Une dilatation de (Q¢):cr, s’obtient ainsi. On considére un
processus de Markov (X¢)¢er,, & valeurs dans E, défini sur (R, F, F;, P, ), ou, comme
d’habitude, (2, F, P,) est un espace de probabilité, (F;)¢cr, est une filtration de F,
a laquelle X est adapté, et est markovien de semi-groupe (Q¢):er,., de loi initiale v
sous la loi P,. On pose alors W = L*(Q,F,P,), Wy = L*°(Q,F;, P,) et j; est le
morphisme de A dans W; déterminé par la variable aléatoire X; c’est & dire que j:(f),
pour f € Co(E), est la variable f(X;) sur (2, F,P,). La propriété de Markov simple
s’écrit alors E(f(Xi4s)|Ft] = Qsf(Xy), soit E; o0 jiys = j: © Q,, €t on a bien une
dilatation du semi-groupe (Q¢):er,-

Réciproquement, soit A une C*-algébre commutative, (Q¢):ecr, un semi-groupe de
contractions complétement positives, dont (W, Wy, w,, E¢, ji)ier, est une dilatation,
telle que W soit une algebre de von Neumann commutative, alors il existe un processus
de Markov (X;)¢er, & valeurs dans spec (A), défini sur un espace (R, F, 73, P,) et un
isomorphisme d’algébres de von Neumann « : L>(Q,F, P,) — W tel que pour tout
t € Ry et tout f € A, j:(f) soit égal & y(f(X¢)).

Soit (W, Wi, wy, E, ji)ter, une dilatation de (Q:):er, de loi initiale v, alors pour
toute suite croissante de réels positifs t1,t2,...,t, et toute suite ag,as,...,a, dans
A on a, d’apres la propriété de Markov,

wy (Jo(@0)de, (1) - - - ta (@n)) = ¥(a0Qty (01Q4, -ty (a2 - . . An-1Q4, —t,_, (@n) - . )))-

Nous voyons que le membre de droite de cette expression ne dépend pas de la dilatation
choisie, mais seulement de v et du semi-groupe Q. D’un point de vue physique, il
représente le résultat d’une observation du processus j aux instants ¢;,...,¢, par un
observateur chronologique, c’est & dire qui ne “voit” pas dans le passé. Par contre, si
la suite t;,...t, n’est pas croissante, le membre de gauche n’est pas déterminé par
la donnée du semi-groupe Q:. On est amené & la définition suivante : on dit que
deux dilatations (W, Wy, w,, E, ji)ter, €t (W', W/,w,, E{, j;)ter, du semi-groupe
(Qt)ter,, de loi initiale v, sont équivalentes si pour toute suite de réels positifs
t1,...,t, et toute suite a;,...,a, dans A on a

wy(Jo(a0)t, (81) .- - e (an)) = wy (o (a0)d, (a1) .- - 5, (@n)) -

Etant donnés une C*-algebre A, un état v sur A et un semi-groupe de contractions
complétement positives (Q:):er, sur A, il existe toujours une dilatation de (Q¢):er,
de loi initiale v, (cf [Sa]) mais en général deux telles dilatations ne sont pas
équivalentes. En particulier, un semi-groupe sur un espace commutatif peut admettre
une dilatation non-commutative, nous en verrons un exemple plus loin.

La notion de dilatation de la définition 1.5.1 est loin d’étre la seule possible.
Récemment, R.V. Bhat et K.R. Parthasarathy [B-P] ont proposé une définition
légerement différente de la notion de dilatation, qui leur a permis de développer une
théorie des fronti2res analogue 3 la théorie classique pour les chaines de Markov.

1.6. Construction d’une dilatation sur ’espace de Fock

Soient G un groupe localement compact, et ¥ une fonction continue sur G,
conditionnellement de type positif. On va décrire une dilatation du semi-groupe
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(Q;")teg +» obtenue grace aux résultats sur les représentations factorisables des groupes
de courants décrites dans [P-S].

A la donnée de G et 9 on peut associer, par la construction GN'S, un espace
de Hilbert H, une représentation U de G dans B(H), un cocyle v : G — H
pour cette représentation (c'est & dire une fonction continue telle que v(e) = 0 et
Ugv(z) = v(gz) — v(g) pour tous g,z € G), qui vérifient

<v(2),9(y) >=P(zy™") — () - Y(y™") + ¥(e)

pour tous z,y dans G (cf [P-S] 1.3).
Soit v un état sur C*(G) et m une représentation de G, dans un espace de Hilbert
H,, n un vecteur unitaire de H, tel que v(z) =< n(z)n,n > pour tout z € C*(G).
Considérons I’espace de Fock I' = I'(L?(R;.) ® H). Cet espace admet une famille
totale de vecteurs exponentiels (£(u)), ;. ®4)ou qui vérifient

< E(u),E(w) >=exp<u,v> .
Pour tout réelt € R, on a une décomposition canonique en produit tensoriel hilbertien
F=Ty®louly= F(L2([0, th® H)) et Iy = P(Lz([t, +o00[) ® H)
Posons W = B(H, ®I'), prenons pour w, I'état pur associé au vecteur n ® £(0),
et soit, pour ¢ > 0, W; = B(Hr ® I'y)) ® Idr,,. Pour tout g € G posons v;(g9) =
10,5 ® v(9) € L*(Ry ) ® H et soit U*(g) 'opérateur

Ut(g)=Py®U(9) + P, ® Id

sur L*(R.) ® H ou P, et P, sont les projections orthogonales sur L*([0,t[) et
L?([t, +00[), respectivement. I existe des espérances conditionnelles E; : W — W,
définies par

< E[X](a ® £(h)),b® E(v) >=< X(a ® E(hy)),b® E(vg) >< E(hpe), E(vpy) >

oll on a posé uy = Py ® Id(u) et up = P, ® Id(u) (cf [P1] p.214).
On définit une représentation unitaire de G en posant

VH(g)(E(w)) = @< (U (g)(u) + ve(9))

pour tout v € L?(R;) ® H. Le morphisme j; : C*(G) — W est alors obtenu en
prolongeant la représentation unitaire 7 ® V* de G.

Montrons que l'on construit ainsi une dilatation de (Q¢)ier,. Il est clair que
w, o jo = v. Il suffit donc de vérifier la propriété de Markov, c’est-a-dire que pour tout
g € G on a bien E;[(r ® Vtt®)(g)] = e*¥(9) (r ® V*)(g); mais pour tous a,b € B(H,)
et u,v € L>(R{)® H on a

<E[r@V™*(g)]a®E(u),b® E(v) >=
=<1 @ V***(g)a ® E(ug), b ® E(vy) >< E(uyy, E(vy >
=< w(g)a’ b > e((t+‘)¢(g)+v‘+'(g)'“l) >)

< EU™*(g)(ug) + vera(9)), E(vy) >< E(upe), E(vpe) >
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or il est clair que < vi44(9),us) >=< v4(g), ug) >, < Vers(9), vy >=< ve(g), vy > et
< Ut**(g)ug, vy >=< U'(g)uy, vy >, par conséquent

<E[r®@V'*(g)la®&(u),b®E(v) >=
< E(U*(g)(ug) +ve(9)), E(vy) >< E(uys), E(vye) >
=) < (1@ V) (9)a ® E(u),b® E(v) >

pour tous a, b,u,v, et donc E;[r ® Vt+*(g)] = e*¥(9) (x ® V*)(g).

La construction qui précéde, qui provient de [P-S), a été généralisée récemment par
M. Schiirmann pour traiter les cas de bigébres plus générales que celles provenant de
groupes (voir [Sc]).

2. Le groupe d’Heisenberg et le mouvement brownien non-commutatif.
2.1. Le groupe d’Heisenberg.

Nous reprenons les notions introduites au paragraphe précédent dans le cas
particulier ol G est le groupe d’Heisenberg. Rappelons qu'il s’agit de Hy = C¢ x R
avec la loi de groupe

(z,w)*(z','w') = (z+z”w+wl+9 <,z >)

C’est un groupe de Lie nilpotent de rang 1, de dimension 2d + 1, dont le centre est
le sous-groupe {0} x R. C’est un groupe unimodulaire, et la mesure de Lebesgue sur
x R est une mesure de Haar.
Pour z € C% on notera g € R? sa partie réelle et p € R® sa partie imaginaire.
L’algebre de Lie des champs de vecteurs invariants & gauche sur Hy admet une
base donnée par les champs

(7] 7] 0 0 a
T=-- Lj—%;—pj?a_u—) Mj—%;‘*'(b‘%

qui vérifient les relations de commutation
(Lj, Mj] = 2T

les autres commutateurs étant nuls.
Dans la suite nous utiliserons les éléments

0 0

-—(zL +M)—§(6' +zJa ) et o] =-(zL M)__(az, zj%)

de l'algébre de Lie complexifiée de Hy.
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2.2. Représentations de Hj.

Nous allons essayer de décrire la C*-algébre de Hy, et pour cela, commencer par
décrire les représentations unitaires irréductibles de Hy (je renvoie & [F] et [Tay] Ch.1
pour ces résultats).

Les représentations de dimension 1 de H, sont indexées par les éléments de C? : si
€ € C4, pe(z,w) = e®<#¢> définit une représentation de dimension 1 de Hy.

D’autre part, pour tout réel 7 # 0 soit 7, la représentation induite par le caracteére
w — €™ du centre de Hy, qui est donnée par la formule suivante sur L2(R?)

7r‘r(Z, W)f(x) = f(x + q)eiT(W+P-q+2p.z)

oll p.q désigne le produit scalaire euclidien dans R?. Pour tout 7 € R\{0}, la
représentation m, est irréductible, et la représentation dérivée de I'algebre de Lie
de Hy est donnée par les formules

dr,(T) = ir.1d dr.(L;) = bi_ dn.(M;) = 2irz;
j

La structure de la représentation 7, peut-étre précisée de la fagon suivante. Con-
sidérons d’abord le cas d = 1 et 7 > 0. Il existe une base orthonormée (h7)nen
de L3 (R) (hj(z) = (E)te " l=* € L2(R¢) et hT s’exprime & l'aide du polyndme
d’Hermite de degré n, cf [F], ou [Tay] 1.6) telle que

dr,(a*)(h7) = /(n+1)7 AT,
dr-(a)(hy) = vnT b7 _,

(on a posé a = a; et a* = a}).
Pour 7 < 0, les roles de a et a* sont inversés, et

drr(a)(h,") = =/ =(n+1)7 h; ],
dr.(a*)(h,")=—v-nT b7, .
En particulier, si A, = m,(a*)n,(a) est 'opérateur de nombre de la représentation
mr, c’est un opérateur auto-adjoint dont le spectre est constitué des nombres k7 avec
k € N pour 7 > 0 et —k7, k € N* pour 7 < 0.

L’espace L? (li} est isomorphe & ’espace de Fock I'(C), si ’on envoie A7, pour 7 > 0,
sur le vecteur 17n=, de I'(C). On identifie alors les opérateurs dr,(a) et dr,(a*) avec

les opérateurs d’annihilation et de création a et a*\'/; sur I’espace de Fock (cf [M1],

[P]).
Si d > 1, on peut représenter L?(R?) comme un produit tensoriel L2(R)®¢ et les
opérateurs oy, o opérent sur la j*™° composante du produit tensoriel, i.e.

aj = 1d®0™Y) @ o ® I4®(@--2)
of =1d®0~Y) @ o* ® 14832
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L’opérateur de nombre A, = 3.7, (A;)7,(A}) est auto-adjoint et a un spectre
discret, composé des réels k7, k € N pour 7 > 0 et —dT — k7, k € N pour 7 < 0. Sa
plus petite valeur propre est de multiplicité 1 et un vecteur propre correspondant est
(h3)®.

Les représentations p¢ de dimension 1 et les représentations , épuisent ’ensemble
des classes de représentations unitaires irréductibles de Hy (voir [F] et [Tay]).

2.3. La C*-algebre de H,.

La structure de C*(Hj) peut se décrire au moyen d’une extension de C*-algebres,
que 'on obtient comme suit. Si a € C*(Hy), 'application 7 — =,(a) est une
application continue, nulle en +o0, de R\{0} dans ’algébre des opérateurs compacts
de L*(R?).

Soit mp la représentation de H; dans L?(R?¢) qui & tout élément g de Hy
associe I’opérateur de multiplication par la fonction ¢ +— p¢(g) sur R = C¢. La
représentation my est 'intégrale fo* ped des représentations de dimension 1 de Hy.
On peut définir un opérateur de nombre Ag = dmo(a*)dmo(c) dans I’espace de cette
représentation, qui n'est autre que 'opérateur de multiplication par la fonction |£|?
sur L3(C?).

On obtient un morphisme surjectif mp : C*(Hg) — Co(R?¢), dont le noyau est
formé des éléments de C*(Hj) tels que 7 +— 7, (z) tende vers 0 en 7 = 0. On déduit
des considérations précédentes la suite exacte suivante (voir [L] et [V] pour plus de
détails)

0 — Co(R\{0}) ® K(L2(R%)) — C*(Hy) — Co(R2?) = 0.

On peut donner une description heuristique de la structure de ’espace non-commutatif
sous-jacent & C*(H,). C’est un espace fibré au dessus de R, ou vit le parameétre 7, qui
est la variable conjuguée de w par la transformation de Fourier. En chaque point 7 # 0
la fibre est un “espace euclidien non-commutatif” mesuré par 2d coordonnées qui sont
z; = n.(L;) et y; = m,(M;) et qui vérifient [z;,y;] = 2i7. La structure de I’algébre des
fonctions continues nulles a I'infini sur un tel espace est celle des opérateurs compacts
sur un espace de Hilbert séparable, et ne dépend pas de 7. Lorsque 7 tend vers zéro,
la structure de I’espace devient “de plus en plus commutative”, et finalement en 7 = 0
on retrouve 2d coordonnées qui commutent et I’algébre des fonctions continues, nulles
A l'infini, sur un espace euclidien de dimension 2d. Il y a donc une singularité en zéro
oll la structure algébrique de 1'algebre des fonctions sur la fibre change brusquement.

Posons A, = K(L?*(R%)) si 7 € R* et Ap = Co(R??). On définit un poids
m, sur A, par m, = |[4x7|%r pour 7 # O, tr étant la trace sur K(L?(R?)), et
mo(g) = (2m)?? [g24 9(€)d€ pour g continue positive sur R*. Soit f continue & support
compact sur Hy, pour 7 # 0, 'opérateur 7. (f) est donné par un noyau continu sur
L?(R?), et le calcul de sa trace, ainsi que la formule d’inversion de Fourier montrent
quepour T €R, ona

+o00
m,(7-(f)) = /_oo f(o, w)e™dw .
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On en déduit que la formule de Plancherel pour le groupe d’Heisenberg (cf [Tay],
[F]) donne, pour f continue & support compact sur Hy

+o0
100 =5 [ motarf)ar

—o0
et le poids de Haar sur C*(H,) est donc donné par

1 [t

= — My o T, dT .
27 J oo

X

On observera que pour f continue, & support compact sur Hy, m,(n.(f)) est une
fonction continue de 7 cela suggere que mg est la distribution limite des m, lorsque
7 — 0. La deuxiéme partie de 'article [V] de D. Voiculescu donne une signification
précise & cette remarque.

2.4. Partie radiale de C*(H;)

On peut, 4 ’aide du groupe d’Heisenberg, construire un couple de Gelfand qui nous
permettra de définir le semi-groupe de Bessel non-commutatif, auquel est associé un
processus stochastique classique tout-a-fait intéressant.

Commencgons par décrire ici le couple de Gelfand en question et son spectre.

Soit 6 € U(d) une transformation unitaire de C?, elle induit un automorphisme ag
du groupe d’Heisenberg défini par ag(z, w) = (6(z),w), et donc des automorphismes
de L(H) et C*(Hjy). On peut alors former le produit semi-direct U(d) x Hy, avec la
loi de groupe

(8, z,w) (¢, 2", w') = (66", 2z + 6(2'),w + w' + S < 6(2), 2 >)

Le couple (U(d) x H4,U(d)) est un couple de Gelfand (cf [F] Ch. 5), en d’autres
termes, la sous-algébre de L!(H,) formée des fonctions invariantes par I’action de
U(d) est commutative. La sous-algébre Cy(Ha) de C*(Hg) des éléments invariants
par U(d) est également commutative. Son spectre peut se décrire explicitement. Il
coincide avec le spectre de I'algébre de Banach LL(H;) des fonctions radiales sur Hg,
qui a été déterminé par A. Koranyi (voir [F], voir aussi [Tay] Ch.1, ol sont cités des
travaux trés proches diis A Petree). L’ensemble des caractéres de cette algébre est égal
a {xrm|T € R*, m € N}U {x.|p € R} } ol le caracteére xr, est donné par la formule
Xrm(f) = [ Hq wr,m(9)f(g9)dg pour f € L(H,), invariante par U(d), avec

_ (d-1)m!

™= m+d-1) e drl e La-1(|7] [2f?) (2.4.1)

Wr,

les L7, étant les polynomes de Laguerre donnés par la série génératrice

i Ly (z)t™ =(1- t) "l 1% (2.4.2)

m=0
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Le caractére x, pour pu € R} est, lui, donné par x,.(f) = fH,, wu(g)f(g)dg ou

wu(2,w) = ja—1(ul2(*) (24.3)

Jn étant la fonction de Bessel usuelle.

Il n’est pas difficile de voir que tous ces caractéres sont en fait continus sur la
grosse algébre Cj(Hg), et s’obtiennent au moyens d’états purs sur les espaces des
représentations 7. On peut décrire explicitement la topologie du spectre de Cx(Hjg)
(cf [F] et [Bo]), ce que nous allons faire aprés avoir donné une description un peu
plus intuitive de I'algébre Cg(Hy). D’aprés [Tay] (Ch.1, Proposition 7.7) on sait
que dans la représentation 7, I'image de I'algeébre Cj(Hg) est exactement ’algébre
commutative des fonctions de 'opérateur A,, (nulles & 'infini sur le spectre de
A;). Ce spectre est égal, d’apres les remarques faites en 2.2, & {k7| k € N} pour
T > 0 et & {—dr — k7r|k € N} pour 7 < 0. L’image par la représentation 7o de
Cr(Hg) est égale, elle, a I'algébre des fonctions continues, nulles & linfini, radiales
sur R?4, autrement dit & ’algébre des fonctions de I'opérateur Ao qui est I’opérateur
de multiplication par la fonction |¢|? sur L2(C?), et dont le spectre est donc R, . La
réunion des ensembles (7 x spectre(A,))rcr est une partie fermée X, de R? qui est
la réunion des demi-droites, dans le demi-plan y > 0, de la forme (o, ko),cr, avec
k € Z\{-1,-2,...,—d -1}, et de la demi droite (y > 0,z = 0) (voir fig 1 pour
d=1).

fig 1
Le spectre de C(H:)

En identifiant un point (7,k|r|) de X  avec le caractére x,x pour 7 > 0, avec
Xrk—d pour T < 0 et en identifiant (0,4u2) avec x, on obtient un homéomorphisme
entre Xy et le spectre de I'algébre C(Hg). On aurait obtenu un homéomorphisme

avec une autre partie de R? en conmsidérant les spectres des opérateurs A, =
3, dnr(aj)dr-(aj) = A, + dr, qui sont conjugués de A, par 'automorphisme J de
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C*(H;) déduite de 'automorphisme J(z,w) = (2, —w) de H,. La partie de R? obtenue
est le symétrique de X4 par rapport & I’axe vertical £ = 0. On peut aussi considérer
les spectres des oscillateurs harmoniques %(Ar + A,) ce qui donne I’lhoméomorphisme
décrit dans [F], Ch. 5.

La restriction du poids de Haar sur C*(Hgy) & Cy(Hg) définit une mesure de Radon
sur X4, qui est donnée par

oo & (d+k—1)!
/_ N I47rTI“20:",';!(3:—1)T5(f.de-

Plus précisément, le poids m, o w, définit une mesure positive sur Xy qui est

@d+k—1)
'4 Idz k'(d 1)' 6(""’“’)

pour 7 # 0 et (47r)"w_—5-dr sur Ry pour 7 =0.

On observera que 'espace X4 est une partie de Xy si d’ < d. Considérons le sous-
groupe diagonal de U(d) et la sous-algebre C},(Hg) de C*(Hg4) des éléments invariants
par les automorphismes de ce sous-groupe. Cette algebre est encore commutative et
contient C}(Hg). L’image de cette algébre par la représentation 7, est I’algebre des
fonctions des opérateurs dr.(c})dr-(a;) pour 1 < j < d, qui commutent entre eux.
On déduit facilement des cons1dérat10ns qui précédent que le spectre de ’algébre
s’identifie avec I’espace X (9, produit fibré de d copies de X; au-dessus de R, c’est 3
dire la partie de R%*! formée des (7, u1,...,uq) tels que 7 € R et (7,u;) € X; pour
tout j. L'inclusion Cf(Hy) — Cp(Ha) donne, au niveau des spectres, I'application

X9 5 x,
(ryu1y. .. ua) — (Tyu1 + ...+ uq)

qui est surjective.

2.5. Le semi-groupe du mouvement brownien non-commutatif.

Posons, pour 7 € R*, ¢, (z,w) =< m(z,w)hl’ ATl >= erw-dirlizl®, par
construction, @, est une fonction de type positif sur Ha, et (©.)scr, €t (¥—s)scr,
sont deux semi-groupes multiplicatifs de fonctions de type positif sur Hy, donc les
fonctions ¥(z,w) = iw — |2 et 9(z,w) = —iw — 1|2|? sont conditionnellement de
type positif sur Hy.

2.5.1. Définition Le semi-groupe du mouvement browmen non-commutatif est
le semi-groupe de contractions complétement positives (Q; = Qt )ter, sur C*(Hy).

On notera (Qt)teg + le semi-groupe (Q}T’ )teRr,
Construisons la dilatation de (Q):cr, décrite au paragraphe 1.6, avec pour loi
initiale ’état associé & la fonction 1 sur Hy. On a Hy = C et 7 est la représentation
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triviale de Hy. Soient H = C¢, et v le cocycle A valeurs dans H, pour la représentation
triviale de H,, défini par v(z,t) = 2. On a bien

<v(g),v(g") >=¥(g(g") ") — ¥(g) — ¥(g'™") + 9(e)

pour g,g’' € Hy.
L’espace I est alors I'espace de Fock I'(L*(Ry) ® H), on a v:(z,w) = 2zl
Ut(z,w) = Id et pour tout u € L*(R,.),

V‘(z,w){;'(u) - e—§|z|2+j; <z,u(a)>da£(u + ZI[O,t[) )

On déduit de ces formules que les opérateurs j;(a;) et j:(o}) sont les opérateurs

A} et A]* de création et d’annihilation sur l'espace de Fock utilisés dans le calcul
stochastique non-commutatif (voir [P1]). La dilatation du semi-groupe brownien
non-commutatif contient donc le mouvement brownien non-commutatif, c’est-a-dire
les processus A] et A", et réciproquement, la donnée de ces processus permet de
reconstruire les représentations j;, ce qui justifie le nom que nous avons donné au
semi-groupe (Q¢):er, -

On peut également obtenir les autres intégrateurs du calcul stochastique non-
commutatif en modifiant la construction précédente. Pour cela considérons le produit
semi-direct U(d) x Hy. La fonction 9(8, z, w) = 9(z, w) est conditionnellement de type
positif sur le produit semi-direct U(d) x Hy et en posant v(8, z,w) = z on obtient un
cocycle pour la représentation de U(d) x Hy dans C* donnée par (6, z,w)(z) = 6(z).
Construisons maintenant la dilatation associée (avec pour mesure initiale I’état associé
a la représentation triviale). On a v;(0, z, w) = z1jp 4, U*(0, 2z, w) = Py ® 0+ P, ® Id.
Soit (Ejk)1<j,k<a la base usuelle de I’algebre de Lie gl(d), on vérifie que I'image de
I’élément (Ei,0,0) de l'algebre de Lie de U(d) est 'opérateur de nombre Aji(t). On
voit donc que pour obtenir tous les intégrateurs du calcul stochastique non-commutatif
il faut considérer le groupe U(d) x Hy et non pas seulement le groupe Hy.

On va laisser de c6té la dilatation du semi-groupe @ fournie par la construction de
1.6, pour examiner en détail le semi-groupe lui-méme, qui est en quelque sorte plus
fondamental que sa dilatation.

2.6. Restrictions & des sous-groupes.

Examinons la restriction du semi-groupe (Q:):cr, & l’algébre d’un sous-groupe
commutatif, en commengant par le centre de Hy. La restriction au centre de la fonction
9 est la fonction w — iw sur R, et donc le semi-groupe obtenu par restriction au centre
de Hj est celui de la translation uniforme sur la droite réelle. On voit donc que le semi-
groupe du mouvement brownien non-commutatif induit un mouvement déterministe,
de translation uniforme le long de la variable 7. En fait nous avons le résultat plus
précis suivant.

2.6.1. Proposition. Pour tous 7 € R et t > 0 il existe une unique contraction
compleétement positive R7** : A, — A, telle que R7* o mr 4y = T, 0 Qs.

De méme, il existe une unique contraction complétement positive R"‘ Arpt —
A, telle que R' ~tomr_y =mr 00Q.
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Démonstration. Nous allons construire RI*t, le cas de RIt* est tout-a-fait
semblable. Soit 7 € R*, ’application 7, o Q; est égale & la composition de

7, ® my 1 C*(Hy) — B(L*(R?) ® L*(R?))

et de
Id®no : B(LA(R?) ® L*(R?)) — B(L3(R%))

ol 7o est ’état pur associé au vecteur hf. La restriction de la représentation 7, ® m
au centre de Hy est égale au caractére w — e*¢+7)% donc si 7+t # 0 le théoréme de
Stone-von Neumann (cf [Tay] 5.2) entraine que c’est un multiple de la représentation
Tr4t, d’0lt existence d’un unique morphisme v : A, — B(L?*(R?)® L?(R?)) tel que
v 0 Aryt = mr, ® 1. 1l suffit alors de prendre RItt = (Id ® ng) 0 7.

Lorsque 7 + ¢t = 0 la représentation 7, ® 7_, est équivalente & my. En effet, cette
représentation, dans L?(R?) ® L?(R?) identifié & L2(R? x R?), est donnée par les
formules

T, @ T—r(2,w)f(2,y) = f(z + ¢,y + q)eZi‘rp.(z—y)

En considérant f comme une fonction de ( (z + y),27(x — y)) et en faisant une
transformation de Fourier dans la variable (a: + ) on obtient un opérateur unitaire
sur L?(R* x R%) qui entrelace les représentatlons o et T, ® T_r. On en déduit alors
facilement 1'existence et 'unicité de I’application R? comme ci-dessus.

Enfin le cas 7 = 0 se traite par des méthodes analogues.

Il est clair, d’aprés la propriété de semi-groupe de (Q:):cr, que pour tous 0 < 7 <
6cRona

RC=RIoR’ et R{=RjoR? (2.6.1)
De méme, comme les semi-groupes Q et Q commutent on a, pour ¢ € R et s,t > 0,
RiIi 1o Rgy, =R3y, oR;, (2.6.2)

Les transformations R et R se prolongent en des contractions des algebres A,
ol A? = B(L?*(R?)) pour 7 # 0 et Aj est I'algtbre des fonction universellement
mesurables bornées sur

On peut donner une formule explicite pour la transformation R? (r < 0). Pour
cela introduisons les opérateurs 7, (£), pour 7 < 0 et £ = u + iv € C¢, donnés par

n:(6)h(z) = (27r)2dL h(qr)eir(q'+z).p'e—m<z'—z,€>e{-]z'—z[’dz/
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L’opérateur 7, (£) est donné par le noyau continu

K(¢',z) = (2m)* / (T +2) P o=i(p uta V) o F (1~ +1' 1) gyt
Rd

- (2,,)2d(2_’;)§e—i(q'—z).v+r(|q'|’+|=|’)+(q'+=).u+':,'3

= ()4 2(¢) ()

. o
ol Z¢(y) = ev v+t La fonction Z est dans L?*(R?) par conséquent
'opérateur 7, (£) est borné, de rang 1 sur L?(R¢). De plus, 'application (7, &) — 7. (£)
est faiblement continue de ] —00,0[xC? dans B(L?(R?). On voit aussi facilement que si
h € L*(R?) alors £ — [p. h(y)Z¢(y)dy est de carré intégrable sur C¢, par conséquent,
€ — n,(€) est faiblement intégrable sur C?.

2.6.2. Proposition. Pour toute fonction g mesurable bornée sur R*¢ on a

R(g) = /@ o€y (€)de (26.3)

Démonstration. Remarquons tout d’abord que 'opérateur défini par la formule
(2.6.3) est bien défini, car £ — 7, (€)est faiblement intégrable.

Soit f une fonction de I’espace de Schwartz de Hy. L'’opérateur R2(mo(f)) =
7r(e”"¥f) sur L?(R?) est donné par la formule

T-(e"™ f)h(z) = / h(z + q)ei(wHpat2pa)g=irwtla*+pl) £(q. p w)dgdpduw.
Hy

D’apres la formule d’inversion de Fourier et la définition des représentations p¢, on a
+oo0

£ (2 w)dw = (212 /c« pe( e~ ®<oe> dg

— 00

= (2r) /c« To(f)(€)e~ <> de ;

comme f est dans I'espace de Schwartz, on peut interchanger 1'ordre d’intégration
pour obtenir

mr(e” "V )h(z) =
= (2m)X /Cd ( /Cd h(_,,,+q)es'f(p.q+zp.z)+f(|q|'+|p|’>e—m<z,e>dz),,o(f)(g)dg

= [, (] e, adag )l )ierie
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d’out 'on déduit que

R(mo(£) = [, mlF)(Em-(€)de .
(o]

Cette formule se prolonge ensuite & toutes les fonctions universellement mesurables
bornées sur C¢, ce qui donne le résultat.

Nous avons vu en 1.3.1 que le poids de Haar est invariant par un semi-groupe de
convolution. Nous avons en fait un peu plus ici.

2.6.3. Proposition. Pourtout T € Rett € Ry
mq, O R:-H =Mryt -

Démonstration. Pour toute f continue & support compact sur Hy, on a

+o0 .
My yt(Tr42(f)) = /_ £(0, w)e T+ dyy

+o00
= f(o, w)e""""ew(o’w) dw

—00

= m-r(ﬂ'—r (et¢f))
= m, (R (nr44(f)))

et le résultat suit par prolongement & A, 4:.

2.6.4. Proposition. Pour tout z € U(Hy), 'application o — R} (z) de ] — 0o, 7|
dans B(L?(R?)) est faiblement continue.

Démonstration. Soient a,b € L2(R?), et f € L'(H,) on a

< RI(m.(f))a,b >=< 1,(e""Y fa,b >
= / / a(z + q)eio(wHpa+2pa) o(r=0)iw=}1z1*) £ 4))b(z)dzdzdw .
R JH,

Il est clair que cette expression dépend continiiment de o, d’ol le résultat pour
f € LY(H,). On prolonge & U(H,) par densité de L' pour la topologie faible.

La forme & < 2/,z > est une forme symplectique sur C%, considéré comme un
espace vectoriel réel. Pour tout sous-espace vectoriel isotrope maximal V; de C¢,
Va x R est un sous-groupe abélien de Hy. En restreignant le semi-groupe (Q¢):er,, &
I'algébre engendrée par ce sous-groupe, on obtient le semi-groupe de la chaleur sur
R x V.

En coupant le groupe d’Heisenberg en “tranches” de la forme R x V; on obtient
ainsi toute une famille de semi-groupes de la chaleur.
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3. Premiéres propriétés du semi-groupe brownien non-commutatif.

Nous allons maintenant passer en revue certaines propriétés d’invariance du semi-
groupe (Q:):cr, qui sont des analogues de propriétés vérifiées par le semi-groupe du
mouvement brownien dans R? (ou plus précisément du processus de la chaleur).

3.1. Invariance par changement d’échelle

Rappelons que si (B;):er, €st un mouvement brownien d-dimensionnel issu de 0
et ¢ # 0 alors le processus (%Bcﬁt)ten + est encore un mouvement brownien.

Pour tout réel ¢ # 0, soit @, I'automorphisme de H défini par a.(z,w) = (cz, c?w).
On remarque que ¥ o o, = c21, ce qui entraine que, pour tout ¢ > 0

Q¢ 0 Qt O Q-1 = cht . (3.1.1)

Cette propriété du semi-groupe est I’analogue de 'invariance du mouvement brownien
par changement d’échelle. Elle va nous permettre d’éliminer la composante de temps
dans le mouvement brownien non-commutatif et de définir le semi-groupe d’Ornstein-
Uhlenbeck non-commutatif.

Rappelons que si (B;)tcr, €st un mouvement brownien d-dimensionnel issu de
0, alors les processus (e Be-.),cr, et (€”¥Bes)scr, sont des processus d’Ornstein-
Uhlenbeck. Ceci motive I'introduction des deux semi-groupes (R} ),er, et (R; )ser,

définis par les formules R;* =0,40Q1_c—s et By =a_ 4 0Q.:—1. Ce sont bien des
semi-groupes de contractions complétement positives de C*(Hy), en effet, d’apres la
formule (3.1.1) on a

RfoR} = @40 Qe oa 4 © Q-
=Q o4’ OQe_.I_e_.._.I le—e“'
e

= Q o4at OQ)_e-(ota)
e

+

=R},
et un calcul semblable pour R;. La proposition suivante montre qu’on peut les utiliser
pour définir les semi-groupes d’Ornstein-Uhlenbeck non-commutatifs sur X(L?(R%)).

3.1.2 Proposition. II existe deux semi-groupes (R})ser, €t (R; )ser, de con-
tractions complétement positives sur Ay = K(L?(R?)) tels que pour tout s € Ry

moR¥=Rfom

On appellera les deux semi-groupes R* les semi-groupes d’Ornstein-Uhlenbeck non-
commutatifs.

Démonstration. On suit le méme principe que pour la proposition 2.6.1.
Lapplication m; o R, est égale & la composition de la représentation (7 00, 4) ®
T1_e-s de C*(Hy) dans L2(R%) ® L2(R?) avec I'application Id ® no : B(L*(R¢) ®
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L?(R?)) — B(L%*(R?)) ol mo est I'état pur associé & (h})®4. La restriction de la
représentation (m; o a,-4) ® m_.-» au centre de Hy est un multiple du caractére
w +— €', et par conséquent, le théoréme de Stone-von Neumann entraine que cette
représentation est un multiple de la représentation m;. Il existe donc un unique
morphisme 7, : B(L?(R?)) — B(L*(R?)®L?(R?)) tel que (m100,- 4 )®T1_-s = 7¥,01.
Si on pose R} = (Id ® ng) o0y, on obtient le semi-groupe cherché. Un raisonnement
semblable fonctionne pour R; .

On peut obtenir des dilatations explicites des semi-groupes d’Ornstein-Uhlenbeck
non-commutatifs suivant la méthode de Evans-Hudson en résolvant une équation
différentielle stochastique non-commutative. Ces dilatations ont des interprétations
physiques, et représentent, dans le cas de R, le phénomene dit de “superradiance”,
dans le cas de R* 1’émission spontanée de lumiere (voir [vW1] et [vW2] pour plus de

détails).
3.2 Invariance par retournement du temps

D’apres 1.3.1, les semi-groupes (Q:):er, €t (Q:)ier + sont en dualité par rapport
au poids de Haar. En fait on a, plus précisément,

3.2.1. Proposition. Pour tout 7 € R, z € At,y € At,
m(R7(z)y) = mr1e(zRI1,(v)) - (3.2.1)

Démonstration. Soient f, f’ continues, & support compact sur Hy, on a

MT(R:+t(7rf+t(f))7rr(f’)) = mr(ﬂ'f(e_twf)w"'(f,))
= / N / - / e~ f(2,w) f'(—2, —w — w')e’™ dwdw'dz
—o00 J—oo JCC4

+oo  p+o0 _ , ) ,
= / / / fz,w)eW2=w=v) f1(_p gy — ") TV duydu’ dz
- 00 —00 U
=Myt (7"T+t(f)R:+t(7rr(f,))) .

On en déduit la formule pour £ = 7, (f) et y = mr4:(f'), et le cas général s’obtient
par densité.

La proposition précédente reste vraie si on suppose z a trace et y borné, ou I'inverse.
Soit J 'automorphisme de C*(H,) donné par J(z,w) = (2, —w). On voit facile-
ment, en utilisant le théoréme de Stone-von Neumann, qu'il existe des isomorphismes
Jr : A; = A_; tels que J; om, = m_, o J_,. Les deux semi-groupes (Q:):er, et

(Q¢)ier , sont conjugués par J :

3.2.2. Proposition. Pour toutt >0 on a

Qi =JQ:J .
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De plus pour tout 7 € R on a
Ri*toJ_,_y=J,0RII™".

Démonstration. 11 suffit de remarquer que v o J = 9, ce qui donne la premidre
partie. La seconde partie s’en déduit & ’aide de 2.6.1.

3.3 Invariance par rotation : le semi-groupe de Bessel non-commutatif.

Nous abordons 13 un des aspects les plus intéressants du mouvement brownien
non-commutatif, qui est ’existence d’un semi-groupe sur un espace commutatif, dont
la dilatation naturelle, donnée par 1.6 est non-commutative.

Remarquons que la fonction 1 est invariante par I’action du groupe unitaire U(d)
sur Hy, ce qui entraine que I'algébre C;(Hg) est invariante par (Q:):er, - On en déduit
donc par restriction un semi-groupe de noyaux markoviens sur le spectre X4 de cette
algebre.

3.3.1. Définition On appelle semi-groupe de Bessel non-commutatif le semi-
groupe de noyaux sur X4 donné par la restriction de (Q¢):er, & Ci(Ha).

Le nom semi-groupe de Bessel non-commutatif est justifié par I’analogie avec la
construction du semi-groupe de Bessel classique rappelée en 1.4. Nous allons calculer
le semi-groupe de Bessel non-commutatif.

3.3.1. Proposition. Le semi-groupe de Bessel non-commutatif est donné par les
noyaux q:(z, dy) sur Xq X X4 définis ci-dessous. (On désigne par §, la masse de Dirac
en un point z € Xg).
i)Siz = (0,—ko) aveco <0 et T =0+t <0, alors

qt(x dy) E 1)'(1 k)'(l —)l—k( )"6(.,,_,,.)((13/)

ii) Si z = (0, —ko) avec 0 < 0 et 0 = —t, en notant y = (0,7),

_ O .
qt(a:,dy) = me T8 ®@dr .

iii) Si z = (0, —ko) aveco <0 et T =0+t > 0, alors

a(z,dy) = E"*’“ e 4= D) Sy ().

iv) Si z = (0,r), alors

(')’

a(z,dy) = Z €™ %6,(dy) -

1=0
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v) Siz = (0,ko) aveco >0, 7=0+t

=k
o) = 3 = P ).

Démonstration. Soit x € X4 et X, le caractére de I'algébre C(Hy) correspondant,
qui est donné par la formule x,(f) = [, Hy We (9)f(g)dg sur L} (Hy); alors x0Q; définit
un état sur C(Ha), qui est donné par la mesure de probabilité g;(z,dy) sur Xy. Or,
pour f € L}(Hy) on a x5 0 Q:(f) = [, Ha f(g)e 9w, (g)dg. 1 suffit donc de trouver
P'unique décomposition de la fonction we~*¥ sous la forme w,e™* = [ wyg:(z,dy)
pour obtenir la mesure ¢:(z,dy). On peut faire ces calculs en utilisant les formules
explicites (2.4.1, 2.4.2, 2.4.3) et les propriétés des polynémes de Laguerre et des
fonctions de Bessel. Nous allons suivre une autre voie qui est plus proche de I’esprit
des probabilités quantiques.

Soit z € X4, d’abscisse o, et soit 7 un état sur A, tel que la restriction de o 7,
3 Cg(Hg) soit la mesure de Dirac en z. Il résulte alors des considérations sur les
opérateurs de nombre des représentations de Hy que la mesure ¢:(z, dy) est portée par
(o0 +1t) xRy, et n’est autre que la loi de I'opérateur Z;=1 d(mo ®7t) (e} )d(mo @) (t;)
dans ’état 7 ® h§, sur A, ® A;. Nous allons utiliser ce fait pour calculer la loi g;(z, dy)
dans le cas o > 0.

Commengons par le cas d = 1.

On considére les isomorphismes I'(C) ~ L?(R) (définis au paragraphe 2.2) avec

1°on

Jm ~ h7, dans lequel les opérateurs dm, (a) et dm, () correspondent aux opérateurs
a; et at_.

Si g =0, soit z = (0,7), on prend ¢ € C tel que [¢|?> = . La loi que I'on cherche
est celle de 'opérateur (aj}i + 5)(“:/2 + &) dans I’état vide, qui est une loi de Poisson
de parametre % sur {kt|k € N} (voir par exemple [M1] ). On obtient ainsi la formule
iv).

Pour o > 0, et z = (0, ko), I'espace de la représentation 7, ® m; est isomorphe
A I'(C) ® I(C) ~ I'(C?) et l'opérateur d(m, ® m:)(c) correspond & l'opérateur
d’annihilation @ sz o P le vecteur (/7, vt) de C? et d(m, ® m;)(a)* & Popérateur
de création a: S Considérons ’état pur associé au vecteur 17% ® 1°0, la mesure

. , + -
g:(z,dy) est donc la loi de l'opérateur A A dans cet état. L’opérateur

4 -
e*“«vevn®mvD nlest autre que opérateur de seconde quantification, dans I(C?),
de l'opérateur e*"tMwveve on I /7.v7) est I'opérateur de projection orthogonale
sur le vecteur (1/7,/t) dans C2. Pour tous u,v € C on a

< ez Vi E(2,0),E(2,0) > =< E(™HvEva(2,0)), £(2,0) >

s eiv(o+t) 4t
- ezi ———+—+—a 7
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En examinant le coefficient de 2*z'* dans cette expression on trouve la transformée
de Fourier de la loi ¢:(z,dy) qui vaut

[

k
. k! . t
vy = § : iv(o+t)l 1 k-1
/Xle %:(@, dy) pord l!(l—lc)!e (t+a)(t+a) )

Ceci démontre la formule v).

Les propositions 3.2.1 et 3.2.2 permettent, par dualité, de déduire les formules i) et
ii) de v) et iv). La formule iii) est alors obtenue en utilisant la relation de Chapman-
Kolmogorov g:(z,dy) = [y ¢—o(z,d2)qe+0(2,dy) et les formules ii) et iv).

Pour traiter le cas d quelconque, on utilise la restriction de Q; a ’algébre C},(Hq)
(définie en 2.4). Il est facile de voir que ce semi-groupe est celui du processus sur
X @, donné par (T3, Y, .. .,Y:%) ol les processus (T}, Yy) & valeurs dans X; sont des
processus de Markov de semi-groupe (g;):er,. sur X1, indépendants. Le semi-groupe
(g¢)ter,, sur X, est le semi-groupe du processus de Markov (T3, Yyl + ... + Y{9), que
I’on peut donc déduire du semi-groupe sur X;.

Comme (Q:)tcr, laisse invariante la sous-algebre Cj(Hjy), on voit que les semi-
groupes R, laissent invariante la sous-algébre de A+; engendrée par 'opérateur de
nombre A4;; on en déduit des semi-groupes de noyaux markoviens sur les spectres de
A41 que l'on peut calculer grace a la proposition précédente.

3.3.3. Corollaire. Les semi-groupes de noyaux induits par (RE),er, sur les
spectres de A1, sont donnés par les probabilités de transition suivantes sur N et
N\{0,1,...,d — 1} respectivement

k! _ ok
r;"(k,l):l!(TT)—!-e ls(1 —e *)*! pour0< 1<k
= 0 sinon;
_ (-1 —ks —s\i—k
= - >k>
r, (k,1) (l—lc)!(k—l)!e (1-e*) " pourl>k>d
= 0 sinon.

Le semi-groupe (7 )scr, est le semi-groupe du processus de Yule, ou processus
de fission binaire (cf [At]). C’est un processus de Galton-Watson dont la loi de
reproduction est une masse de Dirac en 2, autrement dit, ce processus compte le
nombre total de particules & l'instant ¢ dans un systéme de particules ou chaque
particule se divise en deux au bout d’un temps exponentiel, indépendamment des
autres. C'est ce semi-groupe qui intervient dans [vW2] dans la description du
phénomene de superradiance.

Le semi-groupe (r}),er, représente le processus inverse, c’est un processus de
mort, qui compte le nombre de particules restant en vie & 'instant ¢ dans un systéme
ol toutes les particules sont indépendantes et ont un temps de vie exponentiel.
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Les trajectoires d’un processus de Markov obéissant au semi-groupe (g:):cr, sont
faciles & décrire & partir de celles des processus de semi-groupes r*. Supposons que
ce processus parte du point (o, —0) avec o < 0, son abscisse suit un mouvement de
translation uniforme & vitesse 1. Il va commencer par se déplacer le long de la droite
de pente —1 suivant t — (o +t,—0 —t). Le processus saute verticalement sur la droite

de pente —2 avec un taux —_—(g—fﬁj, puis lorsqu’il est arrivé sur cette droite, il continue

sa translation uniforme vers la droite, avec cette fois un taux de saut de qzﬁ—f_;; vers

la droite de pente —3, et ainsi de suite; en général, si le processus est sur la droite de
pente —k, en un point d’abscisse 7 < 0, sa probabilité de sauter sur la droite de pente
—(k + 1) pendant I'intervalle de temps dt est "’:"}. Lorsque I’abscisse tend vers zéro,
le nombre de sauts devient infini, mais le processus converge presque siirement vers
un point de la droite d’abscisse 0. Un moyen simple de voir cela consiste & remarquer
que 'ordonnée sur X, est une fonction harmonique positive pour le semi-groupe ¢,
par conséquent la composante verticale du processus est une martingale positive et
admet une limite lorsque ’abscisse tend vers 0. Aprés le passage en zéro, le processus
commence 3 mourir, sa trajectoire, partant d’un point (e, ke) commence par suivre
la droite de pente k, avec un taux de saut sur la droite de pente k — 1 égal & %. Au
bout d’un temps fini, le processus arrive sur la droite d’ordonnée zéro, ou il continue
sa translation vers la droite pour toujours.
La figure 2 donne un exemple typique de trajectoire de ce processus.

\\\ / //

fig. 2
Une trajectoire typique sous g;.

(Au voisinage de z = 0 le nombre infini de sauts rend les trajectoires difficiles &
représenter.)

Un aspect tout a fait remarquable de ces processus est que les formules de transition
ne dépendent pas de la dimension d du groupe d’Heisenberg, seul ’espace X4 dépend
de cette dimension. En fait, cela est une conséquence de la propriété d’additivité des
processus de Bessel non-commutatifs, c’est-a-dire le fait que 'opérateur de nombre
dans une représentation de H, peut étre considéré comme une somme de d opérateurs
de nombre, les opérateurs dm (e} )dn(a;). Cette propriété peut se vérifier par le calcul,
mais elle est probabilistiquement évidente lorsqu’on a l'interprétation en terme des
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processus de Galton-Watson, c’est simplement la propriété de branchement de ces
processus.

Donnons-nous une représentation 7 de Hg sur un espace de Hilbert H, avec un état
v, et considérons les opérateurs \; = Z;=1 (dr(a*)®Id+Id®A]" )(dr(a)®Id+IdRA])
sur l'espace H, ® I'(L?(Ry). Les opérateurs )\, fournissent un dilatation du semi-
groupe (g¢):cr., au sens oill, pour toute suite de fonctions bornées ho, hy, ..., h, sur
R, , et toute suite croissante de réels ¢;,...,t, on a

v @ w(ho(Ao)h1(As,) .- hn(Ae,)) = v(hogey (b1 - Qtn—ta_s (Rn) . -)

Dans le second membre de cette formule, une fonction h; sur R, est considérée comme
une fonction sur X4 ne dépendant que de 'ordonnée.

Pour un observateur chronologique, rien ne distingue le processus A; de la seconde
coordonnée d’un processus de Markov de semi-groupe (g:):er, sur Xy. Mais les
opérateurs \; ne commutent pas entre eux et en fait, il est facile de voir que la
dilatation que l’on obtient du semi-groupe g; n’est pas équivalente & la dilatation
commutative canonique (sauf dans le cas ol 1’état initial est donné par la fonction
constante égale & 1 sur Hz). Un phénomene analogue avec le semi-groupe r~ se produit
et est décrit dans [vW2).

Pour terminer avec les processus de Bessel non-commutatifs, remarquons que I’on
peut déduire du semi-groupe (g¢):er, des fonctions positives, harmoniques en espace-
temps pour le processus de Yule. En effet, en posant h(s, k) = g.-. ((e™*,e~*k), (0,))
pour r € Ry, on obtient une fonction harmonique en espace temps pour le semi-groupe
r~. En fait on obtient ainsi toutes les fonctions harmoniques positives minimales en
espace temps de ce processus (voir L. Overbeck [O]). Ceci montre que le semi-groupe
(gt)ter,, restreint a la partie de X d’abscisse négative, s’obtient a partir du processus
de Yule, de semi-groupe r~, en prolongeant ce dernier & son espace de Martin en
espace-temps et en effectuant un changement de temps logarithmique. De méme, le
processus sur la partie d’abscisse positive s’obtient en rajoutant une frontiere d’entrée
en espace-temps en 0 au processus de mort pure de semi-groupe 7.

3.4. Fonctions paraboliques non-commutatives bornées.

La derni¢re remarque du paragraphe 3.3 suggere que la singularité en zéro de la
C*-algebre de H, s’interpréte naturellement comme une frontiére d’entrée et de sortie
en espace-temps pour les semi-groupes d’Ornstein-Uhlenbeck non-commutatifs R* et
R~ sur K(L?(R?)). Nous allons montrer ci-dessous un résultat dans cette direction
en étudiant les fonctions paraboliques non-commutatives bornées dans le demi-espace
T < 0, et donner un théoréme de représentation intégrale de ces fonctions.

3.4.1 Définition. Une fonction parabolique non-commutative bornée (sur T < 0)
est une famille (H,),<o d’éléments H, € A! tels que sup, o ||H-|| < oo et pour tous
0 <71 <0 on ait

R'(H,)=H, .
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Pour les fonctions paraboliques usuelles, bornées dans un demi-espace, on a un
résultat de représentation intégrale au moyen du noyau de la chaleur, qui est un
analogue parabolique de la formule de Poisson pour les fonctions harmoniques bornées
dans le disque unité (voir par exemple [W], Ch. VII). En fait on sait également que le
noyau de la chaleur permet de représenter toutes les fonctions paraboliques positives
dans le demi-espace ([W] Ch. VIII), ce qui permet de déterminer la frontitre de Martin
parabolique de ce demi-espace (cf [Do] 2.XVI et 2.XIX). Ici nous allons nous contenter
de donner un résultat simple de représentation intégrale des fonctions paraboliques
bornées, le résultat analogue pour les fonctions paraboliques positives est certainement
vrai, mais ’énoncé et la démonstration d’un tel résultat, qui impliqueraient d’utiliser
des opérateurs non-bornés, nous emmeneraient trop loin pour cet article.

3.4.2. Proposition. Pour toute fonction parabolique non-commutative bornée,
il existe une fonction Hy, mesurable, bornée sur R?¢, telle que pour tout T < 0

H, = RQ(HO) .

Démonstration. Soient 7 < 0 et € > 0 tels que e+ 7 < 0. D’apres (2.6.1) et (2.6.2),
on a

R, .(H,) = R7, (R;°(H,))
= r+e(R6€(H—E))
La condition sup, , ||H,|| < co entraine que (k. = Ry ®(H_¢))ecr, est une famille
bornée de fonctions universellement mesurables sur R?, donc il existe une suite e, — 0

telle que H_,, converge faiblement dans L°(R?). Soient a,b € LZ(R%), lorsque € — 0
ona

< R7, . (H.)a,b>—< Hra,b>;

or d’apres ce qu’on a vu en 2.6

< B (H)ab> = [ ko€ <mo(E)ad> de

- / ko(£) < 1r(€)a, b > de
o

quand n — 0o, car 7,(£) est faiblement intégrable en £ (cf 2.6) par conséquent, si on
pose Hy = kg € L*®(R?), alors H, = R%(Hp).

Dans la proposition 3.4.2, les opérateurs 7, (£€) jouent le role de noyaux de la chaleur
non-commutatifs. La théorie du potentiel pour les noyaux de la chaleur dans le cas
classique est bien connue, (voir par exemple le livre [Do] Ch. XV & XIX). La théorie
non-commutative du potentiel reste & étudier, ce qu’on espere pouvoir faire dans le
futur.
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