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Filtrations, sous-filtrations :

propriétés élémentaires

T. Jeulin

Résumé. — Nous donnons des conditions simples pour qu'il existe des martingales continues (ou
plus précisément un mouvement brownien) adaptées & une filtration.

Le but de cette note est essentiellement de montrer les résultats suivants :

Théoréme 1 Soit T une variable aléatoire positive définie sur l’espace probabilisé
complet (2, A,P); T est la plus petite filtration [continue & droite, compléte] faisant
de T un temps d’arrét. Il existe un processus non constant T -adapté, qui est une
martingale continue [dans sa propre filtration] si et seulement si la loi de T a une
partie diffuse.

Théoréme 2 Soit X un processus, d valeurs dans R?, & accroissements indépen-
dants stationnaires, sans partie gaussienne, de mesure de Lévy v, X la filtration qu’il
engendre. Il existe un mouvement brownien B adapté a la filtration X si et seulement
si V[RY) est infini.

Soulignons que si B existe, ce n’est pas un X-mouvement brownien, ou, de fagon
équivalente une X-martingale, puisque I’on sait que les X-martingales sont purement
discontinues.

Théoréme 3 Soit F = (Ft),5, une filtration vérifiant les conditions habituelles. Une
condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe un mouvement brownien F-adapté
est :

pour tout t > 0, il eziste une v.a. Uy Fy-mesurable, de loi diffuse.

Dans la suite, & désigne une application mesurable de [0, 1] dans C(R4, R) transfor-
mant la mesure de Lebesgue ); en la mesure de Wiener Py.
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I. Soit T une variable aléatoire positive définie sur ’espace probabilisé complet
(2, A, P), psaloiet F), safonction de répartition. On désigne par (7¢),q la plus petite
filtration [continue & droite, complete] faisant de T un temps d’arrét (3], Chapitre 5,
exemple p. 122-124).

Supposons dans un premier temps p purement atomique. Soit G une sous-filtration
de 7. o(T) étant [complétée d’une tribu] atomique, on sait ([8], [5]) que toute G-
martingale locale est une H-semimartingale si

He=[)(G:Vo(T)) = To.
s>t

Puisque Ho = T, les H-martingales [locales] sont des processus constants et toute
G-semimartingale est & variation finie. Les seules martingales continues 7-adaptées
sont donc constantes.

Supposons maintenant que la partie diffuse p. de p n’est pas nulle et notons C,
I’ensemble des points de continuité de F,. Soit 0 < a < b, avec

pe[la,b[] # 0.

Conditionnellement & {T' € C,, a < T < b} la loi de T est diffuse*, de fonction de
répartition
Ke []a’ zA b[]
Fuap(z) = lgcoy —F—7
ma ( ) {a<z} Ilc[]a,b[]

et F, ,(T) est uniforme sur [0, 1).

Y: = l{bst}l{TEC,, , a<T<b} (@ () Fﬂna,b(T))t_b convient :

> Vt>0, Yt est T;-mesurable : c’est évident si ¢t < b; sinon :
{TeCu,a<T<b}eT,;
Y: = lirec, , a<T<b} (B © Fuap(T AD)),_, est Ty-mesurable;

> Si (V) est la filtration [continue & droite, complete] engendrée par Y,
{TeC,,a<T<b}= () {Ftelbb+i[, i#0}eds
neEN*

et pour 0 =t <t; =b<..<tn, @Yo, -, Pn boréliennes sur R,
E| [ o(Yu); Tec,, a<T<b]

<k<n
= ¢o(0) E [ H m((@ ) F,‘,,a,b(T))tk_b),T €C.,a<T< b]
1<k<n

= pu(0) ullo,tl) Po | T] euten-n)]

1<k<n

* On travaille de fait avec la partie 7T-totalement inaccessible de T
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On en déduit facilement que Y est une Y-martingale continue, de processus croissant
(Y,Y), = Lirec,, a<T<s}(t = 1),
D’ou le théoréme 1.

Sous les mémes conditions sur T, soit @ = (as),cz une suite croissante (a valeurs
dans R} ) avec

inf, a, =0, sup, a, = 00
et soit

T(a) = Z Qn41 l{TGC,.,a,.<T5a,.+1} + °°1{T¢C,.}9
neZ

},t(a) = Z I{TEC‘., an<TSan+l St} (Q o Fl‘»d'n 1an+41 (T))t—d."+1 .
{nezluc []uma»+1[] >0}

Y(®) est une (Y{*))-martingale continue, de processus croissant
(Y0,¥@), = (1-7) .

Remarques

1) Toute T-martingale locale est purement discontinue. Cette derniére propriété peut
donc étre perdue si on diminue la filtration.

2) Ce travail a son origine dans ’étude de la notion suivante, introduite par Yor :

une filtration U est dite automatique si pour toute sous-filtration V de U, toute V-semi-
martingale est une U-semi-martingale.

Proposition 1 La filtration U est automatique si et seulement si

(h) Vt >0, U, est atomique [auz ensembles P-négligeables prés].
Démonstration. Vu le théoréme de Stricker ([10]), une sous-filtration d’une filtration
automatique est automatique; d’apres la remarque 1), dans une filtration automatique
U, les temps d’arrét ont des lois atomiques; si P |y, n’était pas atomique, il existerait
une variable aléatoire réelle 7, U;-mesurable telle que P, ait une partie diffuse; t + ||

serait un U-temps d’arrét de loi non atomique. Inversement si U vérifie (}), toute
sous-filtration V de U vérifie aussi () et toute V-martingale est & variation finie. O

Une filtration automatique U vérifie la propriété
(b) toute U-martingale est & variation finie.
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D’aprés la caractérisation de Jacod et Skorohod ([4]-théoréme 1) des filtrations
vérifiant (b), une filtration &/ est automatique si, et seulement si, il existe une suite
croissante (T},),cn de U-temps d’arrét avec :

To =0, sup, T, = 00, Uy = Ur, sur {T,, <t < Tpy1}

et Vn € N, Ur, est une tribu atomique.

3) Supposons p non atomique; soit Y une martingale continue 7-adaptée, Y la
filtration qu’elle engendre et

T=inf{t| ¥; # Yo} (= inf{t | (¥,Y), > 0})
7 est un Y- (et un 7-) temps d’arrét vérifiant T < 7; il existe donc ¢ : Ry — R4
borélienne avec ¢(z) > z pour p-presque tout z et 7 = ¢(T); les fonctions ¢

admissibles sont celles pour lesquelles la loi de T (sur {T < oco}) conditionnellement
A ¢(T) est diffuse, i.e. telles que :

(&) pour toute h borélienne sur Ry, Plho¢(T)=T; T < 00] =0.

Conditionnellement & 7, les martingales continues sont constantes aprés 7 sur les
atomes de la loi conditionnelle de T sachant 7, d’oti la nécessité de (). Inversement,
soit V un noyau de (R, R+) dans lui méme tel que V/(r, A) soit une version [réguliére]
de I'espérance conditionnelle P[T € A | ¢(T')]; sous (&), on peut supposer :
Vvt € R4, V(t,.) est une probabilité diffuse portée par Ry ;
le processus
(wv t) - Yt(w) = 1{1(w)5t} Q(V('r(“"), [OaT(w)]))t_f(w)

a les propriétés requises.

I1. Supposons données sur (2, A, P) une filtration F = (F;),5, vérifiant les conditions
habituelles et une suite (T;),», de F-temps d’arrét indépendants, tels que

pour tout 7, T, a une loi diffuse x,.

Pour chaque 7 on choisit 0 < a, < b, avec p,[]ar,b-[] # 0; on construit comme en I

Yt(r) = L, <t} a, <T0<tr} (® 0 Fiursar s (T))t—br'

Les processus Y(") sont adaptés & la filtration F, indépendants. Désignons par U
la filtration engendrée par la famille (Y(')),,ZO; chaque Y(") est une U-martingale
continue, de processus croissant

<Y(T)’ Y—(r)>¢ = l{ar<Tr<br}(t - br)+
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et pour p# 1, (Y, Y(P) = 0.

Pour toute suite de réels (y,) avec 3, y2 < 0o, la série 3, 4, Y (") converge presque
siirement uniformément sur tout compact de R et définit un processus continu Z
qui est une Y-martingale continue, de processus croissant

(Z2,Z) = / (Z y31{0r<Tr<br}1{br<8}> ds.
[0,.] r>0

Supposons de plus : 3(B,) suite décroissant vers 0 avec
Z Mr []0, ﬂr[] =00

et prenons :
Vr >0, a- =0, b =8, y #0.

Par application du lemme de Borel-Cantelli,
P[limsup,{0< T, < f,}] =1

et le processus

H = Z ygl{ar<Tr <br} 1]br1m[
>0

est U-prévisible et presque siirement & valeurs dans R} ;

—1— - Z est un U-mouvement brownien, adapté d la filtration F.

vH

Soit en particulier X' la filtration d’un processus 3 accroissements indépendants X
[sans partie gaussienne], dont la mesure de Lévy v charge tout voisinage de 0. Soit ¥
I'image de v par z — ||z||, (an) une suite décroissante de réels strictement positifs,
avec lim, an = 0 et Vn, pp = ¥[Jant1,an]] > 0. Les processus

N® = Z 1{jax,l€lansiran]}
s<.

sont des processus de Poisson indépendants, de parametres respectifs py ; soit T}, le
premier temps de saut de N(#);

P[T, < .’l:] =1—e %Pk,

Si on peut choisir () décroissant vers 0 avec ), pnfBn = 00, on aura i notre
disposition un mouvement brownien adapté 4 la filtration de X.
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Si ¥[R?] = 00, soit ¢ : RY — R, croissante, continue & droite, avec
#0+) =0t [ gllal) dv(a) = oo;
si Bn = d(an),

S o= [ (S tinpe) el o) > [

A contrario, si v = v[RY] est fini, 7 = inf{t > 0 | X; # X;-} suit une loi exponentielle
de parameétre v et

. ]¢(lell) dv(z) = oco.

i)

Xiar =t AT+ Ul{-,-s;}
(c € R?, U variable indépendante de 7 de loi 2v) et tout processus adapté 2 la
filtration de X est déterministe sur [0, 7[.
D’otu le théoréme 2.
II1. La condition énoncée au théoréme 3 est évidemment nécessaire. Pour la réciproque
on utilisera le

Théoréme 4 Soit (2, A, P) un espace probabilisé.

i) Soit B = {B, ..., B,} une partition A-mesurable de Q2 et C une sous-tribu de A,
telle que :

il eziste une variable C-mesurable de loi diffuse.
Il eziste alors une partition D = {D,,...,D,} indépendante de B et telle que
Vi=1,..,n, P[B] = P[Dj.
i) Soit (Gn),c_n une suite croissante de sous-tribus de A telle que :
Vn € =N, 3H, G,-mesurable de loi diffuse;

il eziste une suite (Y,),._N de variables indépendantes, de méme loi de Bernoulli
(paramétre ), adaptée a la filtration (Gn),c_N- En conséquence il existe une suite
(Zn)ne_n de variables indépendantes, de méme loi uniforme sur [0,1], adaptée a la

filtration (Gn),c_N-

J.-P. Thouvenot m’a signalé deux versions du théoréme 4-i) (on passe facilement, par
récurrence, de i) au premier point de ii)); reste & définir Z_,,, (m € N) par

Zom=) Yp

k>1
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ol pm est le (m + 1)*™° nombre premier). La premitre est la proposition 1 de [1] qui
construisent la partition D “a la main” ; la deuxiéme est le lemme 8 de [2] qui en font
une conséquence [immédiate?] du théoréme suivant dii & Liapounoff ([6]) (pour une
démonstration voir aussi [7] ou [9], théoréme 5.5) :

Théoréme 5 Soit u,..., 4 des mesures bornées, sans atomes, définies sur l’espace
mesurable (E,£);

{(ulH), .. [H) | H € £}
est un sous-ensemble convere compact de R".

Indiquons (en suivant J.P.Thouvenot) comment en déduire le théoréme 4. On suppo-
sera (ce n’est pas une restriction) :

Vi=1,..,n, P[B;]>0.

D’apres le théoreme 5 appliqué a (2,C), aux mesures [sans atomes] pp = P et pour
i=1,..,n,u;, =P[.| B, il existe D; € C avec:

P[D,] = P[B;] et Vi = 1,...,n, P[D; N B;] = P[B,]P[B;] = P[D,]P[B;].
Supposons r < n — 1 et supposons trouvés Dy, ..., D, disjoints, dans C, vérifiant

Vi=1,..,n,Vi=1,..,r, P[Dj] = P[B,] et P[DJ’ NB;| = P[Dj]P[B,‘].

Comme
P[‘BT+1] — P[B"'+1] <1

P [(UlSkSr Dk) ] E'+15h5n P[Bi] =
avec po =P[ . ( U Dk) ] et pouri=1,...,m, u; =P[ . ( U Dk) nB,],

1<k<r 1<k<r

ADeC, ¥j=0,..,n, ;D] = PBri]
P[(Uiuc: D) |
i.e. avec Dr41 = DN (Uy<per Di)'s
P[D;11] = P[Br41]
et pour: =1,..,n,
(4
P[D;41 N B;] = PIBi] . P[B.- N ( U Dk) ] = P[D,1] P[Bi]
P[(Ulgkgr Dk) ] 1<k<r

D’o le résultat par récurrence, en définissant Dy = (U, <x<n_q Dk)’
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Démonstration du théoréme 3.

Elle est triviale, compte tenu de ce qui précéde : soit (an),_p une suite croissante
de réels strictement positifs, avec inf, oy, = 0, G, = Fq, et (Z,),c_N une suite de
variables indépendantes, de méme loi uniforme sur [0,1] avec Z,, F,,-mesurable.

We= )Y &(Z),_,,

a, <t

répond a la question.
Exemple Soit B un mouvement brownien réel (issu de 0) et pour tout ¢ > 0,
g¢ =sup{s<t| B, =0}

pour tout ¢t > 0, &E g¢ suit la loi (diffuse) de ’arcsinus; on peut donc construire un
mouvement brownien adapté a la filtration des zéros de B.
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