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Séminaire BOURBAKI Novembre 1994
47¢me année, 1994-95, n° 790

LA SOUS-ELLIPTICITE POUR LE PROBLEME 5-NEUMANN
DANS UN DOMAINE PSEUDOCONVEXE DE C"
[d’aprés D. Catlin]

par Makhlouf DERRIDJ

1. INTRODUCTION

Notre but, ici, n’est pas de parler des opérateurs sous-elliptiques en général (voir
pour cela des ouvrages d’équations aux dérivées partielles tels que [21], [33], [45]),
mais de nous focaliser sur la propriété de sous-ellipticité concernant le probleme
O-Neumann. Avant tout, nous allons introduire ce probléme et dire succinctement

ourquoi des spécialistes en Analyse complexe s’y intéressent.
pourq P y

L’opérateur & coefficients constants, 0 dans C", est donné par :

T on Gt on O _ 105 o1
(1.1) 8f—j§1 5% dz;, pour f fonction C*, ou 7 2 (ij -H@yj)'

De fagon plus générale, en considérant des (p, g)-formes :

U= Z urydzr Adzy, ury étant des fonctions C*
[=p
|J|=q

(1.2)

I= (i17"'7ip)a J= (j1,---,jq) ordonnés ;

dz; = dz;; A+ Ndz,, dzy = dZzj; \--- Ndzj;
alors 8, qu est défini par :

(1.3) ap,q’u= Z 5’(1[_] ANdzr ANdZj.
[|=p
[J]=q
On remarquera que p joue le réle d’un simple parametre et que donc il suffira de
considérer p = 0. De toute fagon, il suffira de noter 5q (quel que soit p) I'opérateur
précédent.
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D’autre part, nous avons considéré des formes de classe C'. Dorénavant on
considérera Eq opérant sur des formes différentielles & coefficients distributions, c’est-a-
dire que 'opérateur 8 opere au sens des distributions. Donc nous venons de considérer
I'opérateur (en prenant p = 0) :

84 : (0,9)-formes — (0, g + 1)-formes,

sans préciser pour le moment ’ouvert sur lequel il agit.

Un premier probléme qui peut se poser est 'analogue du probléme de Poincaré
pour d (ici le complexe de Dolbeault remplace le complexe de de Rham). Pour cela,
précisons :

14 { Soit (2 un ouvert de C™. Résoudre 1’équation :
14

gqu:f, f(0,g+ 1)-forme dans Q, 0< g+ 1 < n.

Evidemment, comme 0,41 0, = 0, il est nécessaire que 0441 f = 0. D’autre part, on
peut préciser I’espace ou se trouve f (du point de vue régularité) et savoir ol on peut
trouver u.

Comme pour le probleme de Poincaré pour d, la condition 0f = 0 n’est pas
suffisante pour résoudre (1.4) globalement dans 2. Une hypothése de pseudoconvexité
sera suffisante pour résoudre dans le cadre C*°(f2) (L. Hérmander [30] ; voir plus loin

la définition de cette notion).

Une méthode qui s’est révélée puissante pour attaquer le probleme (1.4) est
la méthode dite L? (signalons évidemment L. Hérmander [30][31], mais aussi C.B.
Morrey [44], A. Andreotti-E. Vesentini [1] et bien d’autres). Il s’agit de résoudre le
probleme :

w5 O,u=f dans Q avec f € L?O,q-}-l)(ﬂ) et 9,01f=0

u € L?qu)(ﬂ), u L Kerd, dans L%O,q)(ﬂ).

En fait, L. Hormander a considéré des espaces L? avec poids.

Signalons que cette méthode a été utilisée (et s’est révélée féconde) dans nombre
de problémes touchant & 1’Analyse et & la Géométrie (Travaux de A. Andreotti - E.
Vesentini [1], J.-P. Demailly [16], L. Hérmander [30], [31], J.J. Kohn [35], H. Skoda
[49], etc.).
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A partir des solutions précédentes, des résultats de régularité pour la solution
u donnée dans (1.5) peuvent étre déduits de la régularité de f (dans des espaces de
Sobolev locaux par exemple).

Pour aller plus loin dans les exigences, on peut se poser le probleme de la
régularité de u, non seulement dans I'ouvert 2, mais dans Q (lorsque Q est suffi-
samment régulier), & partir de la régularité de f dans €.

Pour cela, il s’est révélé utile de considérer un probleme associé a gq, a savoir un
probléeme aux limites pour un “Laplacien complexe” associé a 5,1 : c’est le probleme

de Neumann pour 9 (& l'ordre ¢), que nous développons maintenant.

2. LE PROBLEME DE NEUMANN POUR 5 PSEUDOCONVEXITE. SOUS-
ELLIPTICITE
2.1. Le probleme 0-Neumann
Nous commencons par considérer le complexe de Dolbeault autour du bidegré

(0,q), dans 2, pour 1 <g<n-1:

(2.1) Ct,4-1)(Q) — CF9)(Q) — CFg41) (D).

Comme il est commode de travailler avec des espaces de Hilbert, on peut regarder

plutét le complexe :
B, 3
(22) L%O,q—l)(Q) = L?O,q)(ﬂ) — L%O,q+1)(ﬂ)’

mais ou1 941 et 9, sont considérés comme opérateurs non bornés dans des espaces de
Hilbert, c’est-a-dire :

(2.3) {5" {ue Lfom(ﬂ), gq u € L%o,q+1)(9)} — L?o,q+1)(ﬂ)

I’espace en accolade étant dit domaine de Eq ;

ces opérateurs non bornés sont fermés et & domaine dense et se prétent donc & la
théorie abstraite de tels opérateurs.

En particulier, on peut passer aux adjoints _6_;_1, 5;. Il y a un lien entre 5;
et 'adjoint formel (c’est-a-dire au sens des distributions) de 9, noté 6, : 9, est la

restriction de 6, au domaine de ’opérateur non borné 5;, noté D(E;).

9
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J.J. Kohn a considéré le Laplacien complexe suivant (tel que suggéré par
Spencer) :

20 Oy = 0g-1 5;_1 +3,9,: L3y (@) — L35 ().

D(0,) = {u € D@,) N D(,_,),yu € D(3,),8,_,u € D@,-1)}.

La proposition suivante est élémentaire.

PROPOSITION 2.5.— Soient f € Ly ;.1)(Q), 8g1f =0 et u € LY, 1 () telles

que : Ogpru=f, u € D(Og11). ¢+1 < n. Alors 8 u est solution du probléme (1.5) ;

v =20 u est dite solution canonique, ou solution de Kohn, du probléme (1.5).

Le probleme (2.4) est le probleme de Neumann pour 8. C’est bien un probleme
aux limites pour [J;. Dans le cas ol u est assez réguliere, la condition abstraite
u € D(0d,) s’écrit de la fagon concrete suivante :

Soit 2, régulier de classe C*°, borné, donné par la fonction définissante r, i.e. :

(Q={r <0,r € C®(C™)} avec dr # 0 sur 8Q = {r = 0}.

Alorson a :
(2.5) < —x -
u € D(0,_,) <= u]Or =0 sur ON.

O4u € D(E;) <= Ou | Or = 0 sur O9.

Et donc u € D(0;) <= u | dr =0 et Ou | r = 0 sur 0.

Dorénavant on ne considérera que des domaines 2, bornés, réguliers, de classe
C* (donc donnés par une fonction r telle que ci-dessus).

Comme notre propos, ici, n’est pas de se poser des problémes d’existence pour
(2.4), mais des questions de régularité, donc & s’intéresser & des techniques permet-
tant de ’obtenir, nous passons rapidement & une de ces techniques, & savoir la sous-

ellipticité. Faisons tout de méme les remarques suivantes :

Remarques : 1) Dans le cas d'un ouvert borné pseudoconvexe, régulier de C™,
I'opérateur [J; admet un inverse N, dit opérateur de Neumann.

2) 1l se pose deux problemes de régularité : la régularité globale dans  : si
fe C&i q)(ﬁ) et Oqu = f, a-t-onu € CE’& q)(ﬁ) ? Ce qui est en générale une question
ouverte, avec cependant des réponses sous certaines hypotheses supplémentaires ; la
question locale : f € CF Qnv) Loue C(C’qu)(ﬁ NU). Dans le cas global, citons

10
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(16] [8]), en remarquant que le probléeme de I’existence globale de u € C(j q_l)(ﬁ) pour
Péquation du = f, f € C () a été obtenu par J.J. Kohn ([36]).

3) La régularité C* pour le probléme 8-Neumann entraine la régularité C> du
projecteur de Bergman : en effet, si P : L2(2) — L%(2) N H() est le projecteur de
Bergman, alors P = I — 8" N1 8, ot Ny est 'inverse de O; (voir [34]). Cela entraine,
d’apres un théoreme de Bell et Ligocka ([3]), une simplification et une généralisation
du théoréme de Fefferman sur I'extension au bord d’applications biholomorphes, a
des domaines bornés, réguliers, faiblement pseudoconvexes.

4) Lorsqu’on prend u € D9 (Q) (donc & support compact dans ), alors
(Ogu,u) = [|0qull®+ ||5:;_1u||2 ; cette derniere expression montre que la forme quadra-
tique : Q(u,v) = (Oqu,0qv) + (5;_1u,5;_1v) est intimement liée & 'opérateur (.

C’est elle qui interviendra dans la définition de la sous-ellipticité.

2.2. La sous-ellipticité pour le probléeme 6-Neumann

La sous-ellipticité est un ingrédient qui permet de montrer la régularité (de la
solution considérée) dans des classes de Sobolev prés du bord et donc de la régularité
C® jusqu’au bord.

Dorénavant, par simplification d’écriture, 9, (resp. -3_;) sera noté 0 (resp. 5*).

DEFINITION 2.2.— Soit p € 8Q. On dit que le probléme O-Neumann vérifie
une estimation sous-elliptique (ou encore est sous-elliptique) pour les (0, g)-formes,

1<qg<n-1, au point p, s’il existe € > 0 et un voisinage U de p, tels que :
(2.6) lulle < C ([Bull + 18"u]l + [[ull), Vue DU NN,

ot ||u|le est la norme de Sobolev de u, d’ordre ¢ dans Q, et DO (U N Q) désigne
Vespace des (0, q)-formes & coefficients dans D(U N Q) et qui sont dans D(D").
Remarquons que dans la définition précédente on ne précise pas la valeur de .

Mais il y a des travaux ou la valeur de € est précisée, ce qu’on verra plus loin.

2.3. Forme de Levi, pseudoconvexité

Maintenant nous considérons une fonction définissante  de €2, comme dans (2.5),

.. .y , . . 62r(z) =
ainsi que la forme hermitienne définie par la matrice (az]—azk)1 <jk<n 2 € Q.
DEFINITION 2.3.— On appelle forme de Levi en z, z € 9%, la restriction de la
forme précédente & l’espace tangent complexe en z 4 O (c’est-a-dire l’espace des

t € C™ tels que Y, g—;j(z)tj =0).

1"
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Les propriétés de cette forme (telles que signe des valeurs propres, etc.) sont
indépendantes du choix de 7. Elles sont intrinseques a 9. D’ou la définition suivante.

DEFINITION 2.4.— On dit que &%) est pseudoconveze (resp. strictement pseudo-

conveze) en p € O si la forme de Levi en p est positive (resp. définie positive).

Un théoreme, qui commence maintenant & dater, est le suivant :

THEOREME 2.5 ([31],[35]).— Supposons 8Q strictement pseudoconveze au point
p € 9Q. Alors le probléme d-Neumann est sous-elliptique au point p pour 1 < ¢ <
n—1, avece = ;.

Remarques : 1) En fait, pour 1 < g < n — 1, une condition nécessaire et suffisante de
sous-ellipticité pour les (0, g)-formes avec € = 1 est donnée dans ([31],(35]), en terme
de nombre de valeurs propres de la forme de Levi, qui sont strictement positives (ou

strictement négatives).

Nous arrivons maintenant au coeur du sujet, & savoir I’existence d’une estimation
sous-elliptique lorsque “la forme de Levi dégénére” tout en étant positive. (Il y a aussi
des résultats dans le cas “non pseudoconvexe”, [17], [29].)

On commence par parler de “I’article pionnier” de J.J. Kohn dans [37] qui, je
pense, a donné naissance a tout un foisonnement de travaux qu’il serait trop long
d’énumérer ici.

Avant de parler des travaux de J.J. Kohn dans C2, introduisons des objets de
géométrie différentielle qui rendent compte des propriétés de la forme de Levi : plus
précisément, on reliera la forme de Levi & des crochets de certains champs de vecteurs.

Un champ de vecteurs holomorphe, de classe C*°(U), ou U est un ouvert de C",
est un champ de la forme : L = 2?21 a; 6%3_, avec a; € C*(U).

Considérons alors notre domaine Q et soit U voisinage de p € Q. Si r est

une fonction définissante (comme en (2.5)), on peut considérer la base de champs de

vecteurs holomorphes tangents & 02, donnée par (ici g—; #0surU):
0
=r o oo,

Cette base est dite standard, une fois que r est choisie (évidemment, il y a une infinité
de telles bases).

Soit alors un champ imaginaire pur T, tangent & 9 dans U. Il est alors aisé de

voir que le systéme des champs (Lg, -+, Ly, Ly, - -, Ln, T) est une base de champs (&

12



(790) SOUS-ELLIPTICITE POUR LE PROBLEME d-NEUMANN

coefficients fonctions complexes) tangents & 0§2. Ainsi on a :

pour j,k € {2,---,n}
(2.7) _ _ _
[Lj,Lg) = ajx T (modulo Ly, ---,Ln, Ly, -+, Ly), ajx € C*(0Q € U).

Alors (d’apreés une formule de Cartan de géométrie différentielle), la matrice hermi-
tienne (a,) exprime la forme de Levi dans la base ci-dessus choisie. En particulier, la
pseudoconvexité (ou la stricte pseudoconvexité) correspond a ce que la matrice (ajk):
est positive (ou définie positive).

Dans le cas n = 2, il n’y a qu'un champ L (& une fonction non nulle multiplicative

prés) holomorphe tangent & 0€2. Ainsi la matrice de Levi est une fonction.

3. SOUS-ELLIPTICITE DANS C? (d’apres J.J. Kohn [37])

Dorénavant, nous notons, suivant J.J. Kohn, A la fonction de Levi (associée a L)
définie par (2.7) (ici n = 2). Le domaine 2 étant pseudoconvexe dans U > p, p € 09,
ona A > 0. Le cas A > 0 (stricte pseudoconvexité) étant inintéressant ici, on suppose
toujours A(p) = 0.

L’idée de J.J. Kohn est de considérer des crochets de longueur plus grande que
2 (au lieu de crochets de longueur 2 figurant dans (2.7)). Il introduit ainsi la :

DEFINITION 3.1.— Le type m de p € 09 est le plus grand “entier” m € N U {+o00}
tel que tout crochet de longueur plus petite que m, formé d partir de L et L a une

composante sur T nulle en p.

Remarquons que, si A > 0, alors le type m de p € 99, lorsqu’il est fini, est

nécessairement pair.

THEOREME 3.2 (J.J. Kohn [37]) .— Soit Q C C?, pseudoconvere au voisinage du
point p et supposons que p est de type m. Alors le probléme 8-Neumann est sous-

elliptique pour les (0,1)-formes avec € = ;}l—, en p.

Une inégalité, propre & C2, qui ramene la question & celle de la sous-ellipticité
d’un systéeme de champs de vecteurs réels est la suivante (en notant ici L; un champ
holomorphe tangent & 8Q, Ly un champ tel que La(r) = 1 dans U, T = Ly — Ly et
(w1,w2) une base de (0,1)-formes, duale de la base (L1, L) de champs holomorphes

13
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dans U) :

(33) { [Zyur|l + | Lyus || + | Lougll + || Tauell < C - (J|0u]l + 187 u]| + |Jul])
ol u=1uy W +uUsy , u€E DO (ﬁﬂ U).

Une fois (3.3) établie, une application des résultats de J.J. Kohn [39], L.
Hérmander [32] et L. Rothschild-E. Stein [47] donne la sous-ellipticité, avec la
précision € = L, d’aprés Rothschild-Stein.

Ce théoreme a été complété par P. Greiner [25] qui a établi que ¢ = # est
optimal. D’autre part, J.J. Kohn a donné des exemples de domaines (domaines &
forme de Levi diagonalisable au voisinage de p) pour lesquels il y a sous-ellipticité
pour les (0, 1)-formes. Il faut remarquer (dans C") que pour les (0,n — 1)-formes, la
sous-ellipticité se traite de facon analogue au cas C2.

Lorsqu’on veut attaquer le cas n quelconque, I'inégalité (3.3) n’est plus en général
satisfaite. J’ai donné une condition nécessaire et suffisante pour cela (voir [17]) dans
le cas des (0, 1)-formes. Donc hormis ce cas d’estimation dite maximale (voir le livre
de B. Helffer-J. Nourrigat pour les opérateurs polynomes de champs de vecteurs [28]),
la sous-ellipticité des systémes de champs de vecteurs est insuffisante. Signalons aussi
un travail de J. Nourrigat sur cette question [46].

Une premieére tentative, qui soit autre, est celle de T. Bloom et I. Graham qui
étudient le type en terme d’ordre de contact de 02 (au point considéré) avec des
variétés analytiques complexes de dimension ¢, 1 < ¢ < n — 1 (en montrant que dans
C?2 cela correspond au type de Kohn). La complication dans C™ vient du fait qu’il y
a “plusieurs directions complexes” et qu’on peut alors s’amuser & définir divers types.
Signalons-en d’autres (introduits pour résoudre divers problemes) : il y a évidemment
le g-type de D’Angelo [15], qui nous intéresse ici (et qu'on verra en fait sous une forme
plus quantitative donnée par D. Catlin pour les besoins de sa démonstration (voir aussi
le lien avec [47]), le type essentiel de M.S. Baouendi et F. Tréves (2], etc.). Un autre

invariant important que nous verrons ici est le multiple de D. Catlin.

Avant d’aller plus loin dans cet exposé, notons que J.J. Kohn a étudié la sous-
ellipticité dans C", en terme d’idéaux de fonctions associés & des mineurs (de taille
convenable reliée 3 q) extraits de la forme de Levi ([38]). Il obtient en particulier (en
utilisant un travail de K. Diederich et J.E. Fornaess [19]) que le probléme 8-Neumann
est sous-elliptique, pour 1 < ¢ < n — 1, en tout point du bord d’un domaine borné,
pseudoconvexe, analytique réel de C™.

14



(790) SOUS-ELLIPTICITE POUR LE PROBLEME J-NEUMANN
4. LES TRAVAUX DE D. CATLIN SUR LA SOUS-ELLIPTICITE

Les travaux dont nous donnerons un petit apergu ont été ’objet de trois publica-
tions & Annals of Math. ([8] [10] [11]) et de quelques papiers non publiés, complétant
de facon intéressante les résultats publiés. Le théoreéme essentiel est évidemment
publié dans [11], mais les trois publications ci-dessus citées concourent au résultat
final.

4.a. Le type de D’Angelo et énoncé du théoréme de D. Catlin

L’idée principale de J. D’Angelo est de considérer I'ordre de contact du bord 092
non seulement avec des variétés complexes de dimension ¢, mais avec des ensembles
analytiques complexes (donc ayant des singularités). J. D’Angelo donne des exemples
simples de domaines ou il met en évidence la différence entre les deux notions de type,
avec des propriétés qui ont pu surprendre (en particulier le g-type de D’Angelo n’est
pas semi-continu).

Mais dans son travail, D. Catlin a été amené a donner du type de D’Angelo une
version plus quantitative que nous donnons succinctement (et qui est noté Dy, au lieu
de la notation A, du g-type de D’Angelo [14], [15]).

Définition de Dy(p), 1<g<n-1, pe N

Comme c’est usuel, G"~9*! est la Grassmannienne des (n — q + 1)-plans dans

C". Soit V; un ensemble analytique complexe en p, de dimension gq.

Alors, D. Catlin montre que SNV, S € GM9*1 est, génériquement, formé d’un
nombre fixe de courbes complexes v, k =i, -, P telles que maxg(v(r o vx)/v(vx))
est constant, o v(f) désigne I'ordre d’annulation en 0 de l’application considérée f
(ici 7£(0) = p). Ce nombre ne dépendant pas (génériquement) de S est appelé ordre
de contact générique de V, avec 92 en p. On définit alors :

7(V4, p) = ordre de contact générique en p de V,

(4.1) Dy(p) = sup (7(Vg, p))-

Ce qui précede est un résumé tres condensé du chapitre 3 de [11], ou est introduite
également la définition de I'ordre de contact d’une famille de variétés analytiques

15
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complexes d’un certain diametre avec 9Q : {M, , 0 € T} :

a) ¥ est un ensemble de réels positifs s’accumulant en 0 ;

b) 3g, : BZ(0) — C", ou BZ(0) est la boule de centre 0 et de rayon o

(42) dans C?, g, holomorphe et M, = g,(B3(0)) ;

c) Vo € X, il existe un g X ¢ mineur de Jg, de déterminant, minoré uni-

formément en o ;

d) |Jg,| < C sur B4(0), C indépendant de o.

On dira que cette famille de variétés analytiques complexes de diametre o a un
ordre de contact > 7 si :

(4.3) Sup{|r(z)|, z € My} < Ca", r fonction définissante.

Alors on a la :

PROPOSITION 4.4.— Soit n > 0, tel que n < Dy(p). Alors il existe une famille

{M,,0c € X} de variétés analytiques complezes de diamétre o, d’ordre de contact
2.

Voici, maintenant, le théoréme principal de D. Catlin :

THEOREME 4.5 (D. Catlin [11]).— Soit Q, borné, régulier de classe C>®, pseu-
doconveze. Alors le probléme O-Neumann est sous-elliptique, en p € 09, pour les
(0,q)-formes si et seulement si Dq(p) < 00.

Remarques : 1) Dans le théoreme précédent, la pseudoconvexité n’est importante
qu’au voisinage de p. Cependant, si (2 est pseudoconvexe et si Dy < oo en tout point
de 89, alors il y a régularité C* pour la solution canonique de 9,_; dans (, si le
second membre ’est.

2) 11 est facile de voir que D,y < --- < D;. Ainsi, si Di(p) < 00, alors il y a
sous-ellipticité pour tout ¢, 1 < g < n — 1, au point p.

3) Contrairement au cas n = 2, le nombre € intervenant dans la sous-ellipticité ne
peut pas étre déterminé exactement. Dans un travail non publié, D. Catlin donne des
classes de domaines pour lesquels on a e-sous-ellipticité pour e strictement inférieur
4 une certaine valeur et non pour cette valeur.

Cependant, il donne un encadrement pour ¢, en terme de D,(p) (pour les do-
maines convexes, ¢ est optimal d’apres [24]).

16
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En fait, la proposition 4.4, précédant I’énoncé du théoréme, permet de mieux
préciser les choses.

La démonstration du théoréme 4.5 est essentiellement publiée en deux articles,
P'un concernant la nécessité de Dy(p) < oo ([8]) et l'autre la suffisance de cette
condition ([11]). Nous donnons dans ce qui suit le schéma de chacune des deux
démonstrations, renvoyant aux deux articles principaux de D. Catlin concernant ce
sujet ([8], [11]).

4) D, vérifie la propriété : 3V = V(p) tel que :

2z €V => Dy(2) < 2(Dy(p))"~%/2"71 (i.e. Dq localement borné).

4.b. Schéma de la démonstration de la nécessité de D,(p) < oo

Au vu de la proposition 4.4, il a suffi & D. Catlin d’établir le théoréme suivant :

THEOREME 4.6.— Supposons qu’il existe une famille de qg-variétés analytiques com-
plezes, de diamétre o, contenues dans U, ayant un ordre de contact > 7. Si une es-
timation sous-elliptique pour les (0, q)-formes est satisfaite dans U, avec € > 0, alors
e< %

COROLLAIRE 4.7.— Sous les hypothéses du théoréme 4.5, si le probléme 8-Neumann

est sous-elliptique pour les (0, q)-formes, avec € > 0, au point p, alors € < ﬁ.
q

La démonstration du théoreme 4.6 se fait essentiellement en trois étapes :

— 1lére étape : En utilisant le théoréme des idéaux de Skoda [49], il construit
des fonctions f, € L2(Q)NH(Q),weVNQ:

| fwllLz@) < C
(4.8) akf

5ok (w)‘ > C'r(w)|"**2)| k € N, 0z, transverse a 8 sur V.

— 2éme étape : En représentant {M,,o € X} sous forme de graphes (dans V) :
z' € B3 (¢)) — (2/,hs(2")) avec : 2" = (21, -+, 24), a > 0 assez petit et {, = g,(0),
Co = (¢, CY), et en utilisant ’ordre de contact de {M,,o € X} avec r, il découle de
la leére étape l'existence d’une famille (f,) :

If-l <1, f, € L2(Q)NH(Q)

(4.9) ak fo’
5k (6°)

>C o~ k+in ke N.
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Soit alors ¢ € C°(R,R™) avec ¢ = 1 sur |—00,1] et ¢ = 0 sur [2, +oo[ et posons
X:(2) = (§I_z_,_) Si ag(2) est la (0,q)-forme : X,(2') f5(z)dz1 A -+ A dz,, on
considére v, la solution de Kohn : dv, = a, (voir prop. 2.5). Considérons alors
we(2') = (&2_3;}',_!) dzZy A -+ Ndzg.

Alors il vient de (4.8) (aprés un petit calcul) :

k
(4.10) i/ 8 O:T) , wa> > co2a-(k+3)n,
B? Zn

o,a(((7

— 3éme étape : Dans cette étape, D. Catlin démontre des résultats de
régularité, pour la solution canonique de dv, = a, sur des petits ouverts 6, (cor-
respondant aux supports de w,), trés voisins ; ceci, en examinant plus soigneuse-
ment les méthodes habituelles de ([23],[40]) par exemple. En remarquant alors

que A (%"f—) = 0h! (aaz” ) et en appliquant les estimations (en fonction de o)

obtenues, on arrive & ce que I'intégrale de (4.10) soit bornée par C g2~ 1~ (k+n+2+2¢)/e

Ainsi on arrive & I'inégalité (en faisant o — 0) :

(4.11) +-> (14 =

ke k
Faisant k — +o0o dans (4.11), on obtient bien 1 > n.

k+n+2+2 1 ( 1)77

4.c. Inégalités a poids et estimations sous-elliptiques

Sur le chemin de la démonstration d’une estimation sous-elliptique, on com-

N

mence par établir un résultat qui réduit le probléme & celui de la démonstration

d’une inégalité L? avec poids convenable.

THEOREME 4.12.— Soit Q un domaine borné, régulier, de classe C*° dans C™,
pseudoconveze au voisinage V de p € Q. Sir est une fonction définissante de (2,
posons (pour § >0) :

={z€Q; -6 <r(z) <0}.

Supposons que, pour § suffisamment petit, il existe une fonction As dans V telle que :
1) [As| <1 dans VN Q; As € C3(V)
2) Vz € VN S5, on ait, pour K multiindice ordonné :

2
Z 8‘2 5 (2) bir B 2 C 67|92, e A2

k
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3) La forme précédente est positive dans V.
Alors il existe un voisinage V' de p, V' € V, dans lequel on a une q-estimation

sous-elliptique avec constante de sous-ellipticité .

Ce théoreme est établi en utilisant d’abord un théoréme précis d’inégalité L?
avec poids e=*, |A| < 1 (ceci en regardant plus soigneusement la démonstration de L.
Hormander sur les inégalités L? avec poids) et ensuite en microlocalisant en couronnes
sur N NV. En effet, I'estimation sous-elliptique (2.6) dérive facilement de I'inégalité

suivante :

luslle—y < C (Pull + 3 ull +llul))  Yue DODVNQ),

ot le terme de gauche est la norme H*® —% dans VNOQN. Ainsi, il suffit de microlocaliser
sur le bord (ici up = ujsq)-

Le théoréme 4.12 nous raméne donc au probléme de I’existence des fonctions As
(6 < 8o) satisfaisant aux hypothéses 1), 2) et 3). Nous allons d’abord le voir dans un
cas trés simple, mais trés instructif, qui va guider en fait le schéma qui sera donné

dans le cas général.

4.d. Démonstration de I’inégalité & poids dans quelques cas simples

— Cas ou §) est strictement pseudoconveze en p :
Posons \s(z) = exp (6~ 1r(2)), ou r définit 2. La stricte pseudoconvexité assure
qu’on peut choisir 7 strictement plurisousharmonique dans un voisinage V' de p. Ainsi

on voit qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que :
(4.13) Hy,(z;t) > c67 t]? exp(67'r(2)), z€ V , Vt € C",

ol Hj,(z;t) désigne le Hessien complexe de A5 appliqué & t. D’autre part, sur Ss, on
a exp(6-1r(z)) > 1. Donc les hypotheses 1), 2) et 3) du théoreme 4.8 sont satisfaites.

— Cas particulier dans C? :

Supposons que 2 est donné, pres de 0, par :
Q={z:Rez; + (Rez)*™ <0} avec m > 1.

(Evidemment, on sait d’apres J.J. Kohn qu’on a sous-ellipticité pour les (0, 1)-formes

avec € = 2—17; ; le but ici est de montrer qu’'on a ’existence de fonctions A\s comme
1

ci-dessus, avec € = 5). Prenons alors r = Re z; + (Re z)*™.
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Le premier essai est, bien siir, de considérer, comme dans le cas de stricte pseu-
doconvexité : \s(z) = exp(6~1r(2)).

Evidemment, on a toujours |As| <1, carr < 0sur QNV ; dautre part, As est
plurisousharmonique dans V. Ce qui doit étre vérifi, c’est la propriété 2). Ici, on
cherche & montrer :

(4.14) Hy,(zt) > c6 =t z€Ss

Un calcul semblable au précédent entraine (4.14) pour |Re z| > 6. Donc, pour

1 . . . . . [EREY
|Re 23| < 67w, il faudrait modifier As, en ajoutant un terme correctif. On considére
alors :

(4.15) 5(2) = C" exp(67'r(2)) + (16777 Re zo/?),

avec C’ convenable et p € C*(RY,R*), o =1lsurt > 1; o(t) =tsit < 5. Alors
on obtient I'inégalité :

1
(4.16) Hy (2:¢) > (:'(5—#|t|2 pour |Rezg| < §6ﬁ.

On voit donc qu'il reste & regarder la propriété 2) pour %6ﬁ <|Rez| <6 7. Sur
cette bande, le Hessien complexe du terme correctif est (en module) de I’ordre de
6w |t|2. Mais, pour § < &y, ceci est dominé par H),(z;t) sur Ss et il suffit alors de
choisir C’ assez grand pour obtenir I'inégalité (4.14) sans restriction sur Re zs.

Cependant, rien n’assure que A5 est plurisousharmonique dans V. Mais ici il
suffit de modifier par : A§(z) = ¥(Aj(2)) avec ¥(t) = 0 pour t < ¢ et ¥"(t) > 0, si
¢t > ¢. Une simple vérification montre que A} convient, si ¢ est bien choisi.

La construction précédente des As servira de fil pour le cas général. L’idée sera
de stratifier 00 NV (le cas précédent correspond a la stratification en : {points
de stricte pseudoconvexité} U {Rez, = 0}) et de construire A\s de facon analogue.
La construction que nous allons décrire est une simple idée générale, car les calculs
précis pour montrer les hypotheses 1), 2) et 3) du théoréme 4.12 sont trés élaborés.
Remarquons que K. Diederich et J.E. Fornaess ([19]) avaient donné auparavant une
telle stratification si 92 est analytique réelle.

4.e. Multitype et stratification du bord au voisinage d’un point de ¢-type
fini (pour éviter des complications inutiles, on prend ¢ = 1).

D. Catlin a introduit dans [10] la notion de multitype qu'il raffine dans [11], pour
les besoins de la démonstration de son théoréme sur la sous-ellipticité. D’autre part,
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le multitype semble plus souple, en particulier il est semi-continu, ce que n’est pas le
type de D’Angelo. Evidemment, pour n = 2, on retrouve la notion de type, donnée
par J.J. Kohn.

Définition du multitype :

On note T' I’ensemble des n-uples A = (Ay,---,An), telsque : 1 < A < -+ <

A < +00 et tels que, pour tout k, soit Ay = +o0o, soit il existe (a1, -,ax) € Nk,

ar > 0 vérifiant : Z§=1 5;1 = 1. Remarquons que I" est discret et que ses éléments
J

ne peuvent s’accumuler qu’en +o00. On consideére toujours r, fonction définissante.

Soit p € 8N. On dit que A est distingué s’il existe, autour de p, un systéme de

. e N ath 4 8;
coordonnées (21, - -+, zy) satisfaisant & : 322—5%s (p) = 0 lorsque Y7, 3%51 <1

Il est clair que c’est indépendant de . On ordonne I' lexicographiquement.

DEFINITION 4.13.— Le multitype M(p) de p est le plus petit M € T tel que M > A
pour tout A distingué.

Il existe une interprétation du multitype en terme de crochets de champs de
vecteurs holomorphes ou antiholomorphes. Cette interprétation est trés utile dans la
démonstration des ingrédients nécessaires & la démonstration du théoréme 4.12.

Le multitype vérifie les propriétés suivantes :

Si M(p) = (mq,---,my), alors m; = letona,pourg<n-1m; <--- <
Mnt1-q < Dg(p). En particulier, m, < Di(p).

Remarquons, en outre, que mg = --- = m,, = 2, si p est un point de stricte
pseudoconvexité. Avant d’énoncer le théoréme principal sur le multitype, nous avons
besoin d’une autre définition.

DEFINITION 4.14.— Soit 0 < £ < n — 1. Une sous-variété M de 9Q (dans V)
est de dimension holomorphe ¢ si l’espace des champs holomorphes L, tangents ¢ M
et tels que 80r(L,L) = 0 est de dimension (compleze) < ¢ et si la dimension C.R.
de M est constante (dans V). D’autre part, on note Mpy1_g = (M, -+, Mpy1-4),
1<g<n—-1.

THEOREME 4.15.— Soit Q C C", de classe C™, pseudoconveze.
1) Vp € 09, IV =V (p) tel que : V2 € VN ON, Mpy1_q(2) < Mpy1-4(p).
2) Supposons Mn+1—q(p) = (my,--- amn+1—q); Mpt1—q < OO.

Il existe un voisinage U de p et une sous-variété My y1_, de 80, de dimension
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holomorphe (q — 1) telle que :
{Z eUnNoN , Mn_|.1._q(Z) = Mn+1_q(p)} C Mn+1—q-

PROPOSITION 4.16.— Si Dy(p) < oo, il existe V = V(p) tel que Mpy1_, prend
dans V' un nombre fini de valeurs :

1 N N
Mn+1—-q <0 < Mn+1_q et Mn+1_q - Mn+1_q.

Cela découle du fait que M, 1;_, est localement borné puisque D, ’est (remarque
4 apres le théoreme 4.5).

Nous obtenons ainsi une stratification de 82NV en les sous-ensembles M7 +1-q»
1 < 7 < N, donnés par la proposition 4.16.

Idée de la construction d’une fonction p.s.h. convenable

Notre but ici est simplement d’esquisser une construction d’une fonction pluri-
sousharmonique dans V, bornée par 1 et & “Hessien grand”. La vérification de 2)
demande bien trop de matériel pour étre exposée ici plus précisément.

D’autre part, on prendra ¢ = 1. On pose :

Sk={2€VNoQ, M(z)>M*} k=1,.-- N

(ici, comme ¢ = 1, M, = M). Doncon a: VNoQ = UN (Sk — Skt1), avec
Sk — Sk+1 C My, ou M est une sous-variété de 92 de dimension holomorphe 0.
Dans le cas particulier dans C?, étudié en détail précédemment, on a M; = 69 N
{Rez; = 0} N V. La construction se fait par récurrence sur k. On suppose que,
pour un certain k, on a pu construire une fonction A\s plurisousharmonique dans V,
|Xs| < 1, de “Hessien grand” hors de Sx. Comme dans le cas de 'exemple dans C2,
on peut construire un voisinage tubulaire de M} et une fonction bornée & “Hessien
grand” pres de M. En ajoutant cette derniere fonction a As , on obtient A§ & Hessien
grand hors de Si41. Alors, en remarquant que Sy4+1 = 0, on obtient finalement une
fonction & Hessien “grand” pres de 92 NV.

5. REMARQUES SUR LA TAILLE DE LA CONSTANTE € DE SOUS- ELLIPTICITE

Nous avons déja signalé que, dans le cas de C2, les travaux de J.J. Kohn [37] et
P. Greiner [25] donnent la constante € = # optimale. Remarquons au passage que €
est alors I'inverse d’un entier, dans C?, lorsqu'il existe.
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Dans les travaux de D. Catlin, seul un encadrement de ¢, en fonction du type
de D’Angelo, a été établi. Dans une étude plus précise, portant sur une classe de
domaines plus particuliere, D. Catlin a montré qu’il est vain de chercher une valeur
optimale pour la sous-ellipticité. D’une telle étude [12], D. Catlin a tiré deux ren-

seignements intéressants :

1) Soit € tel que 0 < ¢ < % . il existe un domaine pseudoconvexe dans C3
pour lequel il y a estimation sous-elliptique pour les (0,1)-formes de constante de
sous-ellipticité optimale €.

2) Soit n € ]O, %] 1l existe un domaine pseudoconvexe de C3 pour lequel il y a
sous-ellipticité pour les (0, 1)-formes de constante de sous-ellipticité ¢ si et seulement

si € < n (donc ici il n’y a pas constante de sous-ellipticité optimale).

Il y a une sous-classe de la classe des domaines pseudoconvexes, & savoir les
domaines convexes, pour lesquels un résultat précis a été établi par J.E. Fornaess
et N. Sibony [24]. En fait, ces auteurs construisent des fonctions As vérifiant les
hypothéses du théoreme 4.12.

Ils le font généralement dans C2, pour des domaines de type fini, en donnant
une fonction définissante convenable ; ensuite ils construisent les fonctions As, avec
un 6 donnant une estimation sous-elliptique avec € optimal égal & l'inverse du type
du point considéré, dans le cas de domaines convexes de C", si n > 3. Remarquons
aussi que pour les domaines convexes, on peut se restreindre, dans la définition de

D1, & considérer des droites complexes ([7]).

Pour certains domaines ayant une forme particuliere, H. Hasegawa a aussi obtenu

un résultat optimal.

Terminons ici en signalant que, dans un récent preprint, K. Diederich et G. Her-
bort ont étudié des domaines pour lesquels on peut “dire des choses” sur le “meilleur
e possible” [20].
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Séminaire BOURBAKI Novembre 1994
47éme année, 1994-95, n° 791

OPERATEURS TRANSVERSALEMENT ELLIPTIQUES
ET FORMES DIFFERENTIELLES EQUIVARIANTES
[d’aprés N. Berline et M. Vergne]

par Michel DUFLO

Introduction.

Soit G un groupe de Lie compact opérant dans une variété différentiable M et soit
D un opérateur pseudo-différentiel G-invariant sur M. Lorsque D est elliptique, le
noyau et le conoyau de D sont des espaces de dimension finie dans lequel le groupe
G opere linéairement. L’indice équivariant de D est la différence formelle de ces deux
représentations de G. Notons Ind(D, g) la valeur de son caractére en un point g € G:

Ind(D, g) = tr(g|ker D) — tr(g| coker D).

La formule cohomologique d’Atiyah-Segal-Singer (3, 5] donne Ind(D, g) comme I'intégrale
sur I’espace cotangent T*M(g) de la variété des points fixes de ¢ dans M d’une classe de
cohomologie & support compact dont la définition fait intervenir le symbole de D. Sup-
posons D seulement transversalement elliptique, c’est-a-dire elliptique dans les directions
transverses aux orbites de I'action de G. Atiyah [1] a montré que 1’on pouvait encore
définir I'indice de D. Le noyau et le conoyau de D sont des représentations (en général
de dimension infinie) tragables, de sorte que le caractere de l'indice est une distribution
sur G et cela n’a pas de sens en général de calculer sa valeur en un point donné.

Dans [1], Atiyah fournit un algorithme pour calculer cette distribution en fonction du
symbole de D. Il ne donne cependant de formule cohomologique que dans certains cas.
Cette question ne semble pas avoir progressé jusqu’aux travaux récents de N. Berline et
M. Vergne [24, 10, 11, 12, 13]. Dans ces articles, I'indice d’un opérateur transversalement
elliptique est obtenu, au voisinage d’un point s € G, comme l'intégrale sur 7* M (s) d’une
forme différentielle équivariante. Le but de cet exposé est de décrire cette formule et, en
particulier, de faire quelques rappels sur les formes différentielles équivariantes, qui sont

un des ingrédients qui ne figuraient pas dans [1].

Les formes différentielles équivariantes sur une variété M sur laquelle opére un groupe
compact G ont été introduites dans les années 50 (Cartan [15, 16]) pour donner un mo-

dele de de Rham de la cohomologie G-équivariante de la variété M. Depuis une dizaine
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d’années, avec les travaux de Berline-Vergne (7, 23], Witten [28], Atiyah-Bott [2] cette
théorie s’est mise & revivre et les formes différentielles équivariantes et la dérivation d¢ dé-
finie ci-dessous ont trouvé de nombreuses applications pas exclusivement topologiques,
particulierement dans des situations ou il est important de disposer de représentants
explicites des classes de cohomologie pertinentes. Outre ’application aux opérateurs
transversalement elliptiques faisant ’objet de ce rapport, et sans étre exhaustif, je men-
tionnerai les applications aux théorémes de l'indice équivariant “local”, celles se situant
dans le contexte hamiltonien — grand pourvoyeur de formes différentielles équivariantes
fermées— (interprétation de la formule de Duistermaat-Heckman, formule de localisation
“non commutative” de Witten, étude de la cohomologie des variétés obtenues par la
réduction de Marsden-Weinstein), dans le contexte des variétés de lacets (ou le groupe
S' agit naturellement), et dans celui des groupes non compacts.

On trouvera un exposé détaillé sur les formes différentielles équivariantes dans le
chapitre 7 de [6]. Je ne rappellerai ici que les notions indispensables & I’énoncé de la

formule de I'indice des opérateurs transversalement elliptiques.

1 Formes différentielles équivariantes.

1.1 Définitions.

Soit M une variété différentiable. On note A(M) = @; A7(M) 1’ algébre des formes
différentielles sur M et d sa différentielle. Si ¢ est un champ de vecteurs sur M, on
note ¢(¢) la contraction par le champ de vecteurs (, £(¢) l'action de ¢ sur A(M) par
dérivation de Lie, et d; la dérivation!

(1) de = d = 4(().

Supposons M munie d’une action différentiable du groupe de Lie G. Soient g ’alge-
bre de Lie de G, g* ’espace dual. Pour X € g on note X, le champ de vecteurs sur
M donné au point ¢ € M par Xpy(z) = j—EeXp(—eX) - &|e=o et on pose dx = dy,,,
(X) = «(Xnm) et L(X) = L(Xnm). Notons a = ag+ - -+ @, la décomposition en formes
homogenes d’une forme o € A(M) (nous supposerons toujours que M a un nombre
fini de composantes connexes et n est un majorant de la dimension de M). La relation

a = dx~y est équivalente a la série de relations
(2) Qo = ”L(X)71) a; = d’)’o - L(X)’Y% ceey Q= d7n—1-

Dans toute la suite, W désigne un voisinage ouvert G-invariant de 0 dans g. Une

forme différentielle équivariante o sur M est par définition une application X — a(X)

1Les algebres considérées dans la suite ont une graduation naturelle sur Z/2Z, et la régle des signes
est utilisée.
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(791) OPERATEURS ELLIPTIQUES ET FORMES EQUIVARIANTES

de W dans A(M), invariante par ’action naturelle de G déduite de ’action adjointe
dans g et de ’action sur M. Si a est une forme différentielle équivariante, on définit une

nouvelle forme différentielle équivariante dya par la formule
3) (dga)(X) = dx(a(X)).

La relation de Cartan (d — ¢(X))? = —L£(X) et 'invariance de « impliquent la relation
dZa = 0. Notons AZF (W, M) = C=(W, A(M))¢ I'algébre des formes équivariantes dif-
férentiables. L’opérateur dy induit dans AZF(W, M) une dérivation de carré nul et on
peut parler de formes équivariantes fermées et de formes équivariantes exactes. On note
Hg (W, M) la cohomologie de AF (W, M). C’est une algebre graduée sur Z/2Z.

Soient N une autre variété dans laquelle G opére et ¢ un morphisme G-équivariant de
M dans N. L’image réciproque ¢* induit un morphisme d’algébres de HS(W, N) dans
HE (W, M) et fait de HX(W, M) une algebre sur HX(W,N). Si N = e est un point,
HZ (W, o) est égal a I’algébre C>°(W)C des fonctions différentiables G-invariantes (pour
'action adjointe) sur W. En considérant I’application M — e on voit que HF (W, M)
est une algebre sur C=°(W)C.

Dans le méme ordre d’idées, si ¢ : H — G est un homomorphisme de groupes et si
’'on note aussi ¢ : h — g P'application tangente a I’élément neutre, alors ¢ induit une
application ¢* : HZ(W,M) — Hg(¢ (W), M). En particulier I’évaluation en 0 € g
induit un homomorphisme HZ (W, M) — H*(M), oa H*(M) est la cohomologie de de
Rham de M.

Notons A.(M) Palgebre des formes & support compact sur M. On définit de méme
l'algebre AZ (W, M) = C=(W, A(M))¢ des formes équivariantes & support compact et
la cohomologie équivariante & supports compacts HE (W, M). Supposons M orientée. Si
a € A,(M), on note [y, o I'intégrale (sur chaque composante connexe) de la composante
homogene de degré maximum. Il résulte de la derniére relation de (2) que [ dx+ = 0 pour
tout v € A(M). Soit a € C°(W, A(M))® une forme fermée. Pour X € W, le nombre
Jua(X) ne dépend que de la classe [o] € HY (W, M). On le notera éventuellement
Jula)(X). Si Porientation est G-invariante, 'intégrale induit une application C>(W)C-
linéaire HZ (W, M) — C®(W)S.

1.2 Connexions et classes caractéristiques équivariantes.

Dans toute la suite de ce rapport, G est supposé compact. La théorie de Chern-Weil per-
met d’associer a un fibré vectoriel sur M muni d’une connexion des formes différentielles
fermées sur M représentant des classes caractéristiques. Ceci s’étend au cas équivariant
et permet de construire des formes différentielles équivariantes fermées [8]. Décrivons
celles qui interviennent dans la formule de I'indice des opérateurs transversalement el-

liptiques.
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On consideére un fibré vectoriel (réel ou complexe) G-équivariant € sur la variété M
et une connexion G-invariante V sur £. Notons C®(M, £) ’espace des sections différen-
tiables de £, A(M, &) = ®;A7(M, £) V'espace des formes différentielles & valeurs dans &,
End& le fibré des endomorphismes de £. On considére V comme un endomorphisme de
degré 1 de A(M, €) tel que l'on ait

(4) V(ws) = dws + (—1)*@uVs

pour toute forme homogene w € A(M) et tout s € A(M,E). La courbure F = V2
est un endomorphisme A(M)-linéaire de A(M, &) que l'on identifie & un élément F €
AY(M, End€). Soit X € g. Notons encore £(X) I’action de X déduite de I’action de G
dans A(M, ). L'endomorphisme

() #(X) = L(X) = ((X)V.+ Vi(X))

de A(M, &) est A(M)-linéaire. On I'identifie 2 un élément de C°(M, End £). On appelle

i le moment de V. Posons
(6) Fy(X) = u(X) + F.
On appelle Fj la courbure équivariante de V.

Exemple 1 (Actions hamiltonniennes). Supposons M munie d’une 2-forme
G-invariante w qui en fait une variété symplectique et soit £ un fibré en droites G-
équivariant muni d’une connexion G-invariante V dont la courbure est égale a iw. Le
fibré L est une préquantification de M au sens de Kostant-Souriau. Ecrivons la formule
(5) sous la forme bien connue [19, 22] £(X)s = Vx,,s + iv(X)s. La fonction v est une
application linéaire G-invariante de g dans C*(M) et c’est 'application moment d’une
action hamiltonnienne de G sur M. La courbure équivariante de V est égale a i(v + w).
C’est une forme équivariante fermée. Cette remarque explique le role des formes diffé-
rentielles équivariantes dans les questions faisant intervenir des actions hamiltonniennes

de groupes (voir [7]).
Pour X € g, on pose

(7 ch(V)(X) = tr(efoX)) € A(M).

Donc ch(V) est une forme équivariante sur M. Par une extension de la théorie classique
de Chern-Weil, on montre que cette forme est fermée et que sa classe ch(&) € H¥ (g, M)
ne dépend pas du choix de V. C’est le caractére de Chern équivariant de €. L’image de
ch(€) dans H*(M) obtenue par 1’évaluation en 0 € g est le caractére de Chern usuel ?

de £.

211 est plus traditionnel d’utiliser

F
-2
équivariante d + 2imi(X) au lieu de d — ¢(X). J’utilise ici les conventions de [6]

au lieu de F. Dans ce cas il convient d’utiliser la différentielle
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De méme la formule

()X = det eFo(X)/2 _ o—Fy(X)/2
(8) J(V)(X) = de 0

définit une forme équivariante fermée j(V) € A% (g, M) dont la classe j(£) dans I’algeébre
HZ (g, M) ne dépend pas de V. Son image dans H*(M) est “le genre j” usuel de €.
Le terme de degré extérieur 0 de 7(V)(X) est la fonction det(M%Uk;)"M) € C=(M).
Au moins si M est compacte, cette fonction est proche de 1 pour X suffisamment petit.
Pour X dans un voisinage de 0, on peut donc définir j(V)(X)" pour tout r € C. Clest
une forme différentielle sur M annulée par dx.

Dans toute la suite, nous supposons choisie une connexion G-invariante Vs sur le
fibré tangent TM. On pose j(M)(X) = j(Vm)(X). Au moins si M est compacte, si
W est assez petit on peut donc définir pour X € W les formes différentielles dx-fermées

F(M)(X)™! et A(M)(X) = j(M)(X)"2. On dit que A(M) (ou bien sa classe dans
HE (W, M)) est le A-genre équivariant de M. Son image dans H*(M) est le A-genre
usuel.

La formule des points fixes fait intervenir une généralisation du genre j(M) dépendant
d’un point s € G. Si G opere dans un ensemble Z, on note Z(s) ’ensemble des points
fixes de s dans Z. On notera aussi G(s) le centralisateur de s dans G et g(s) son algebre
de Lie. La variété M(s) est G(s)-invariante. On peut identifier ’espace des points fixes
de s dans TM a D’espace tangent a M(s), de sorte que la notation T'M(s) est sans
ambiguité. La restriction TM|M(s) de TM a M(s) est somme directe de TM(s) et
d’un unique supplémentaire s-invariant que nous noterons A(s). C’est le fibré normal
a M(s) dans M. La connexion Vs induit sur les fibrés TM(s) et N(s) sur M(s) des
connexions G/(s)-invariantes. Pour X € g(s), notons R,(X) la courbure équivariante de
la connexion induite dans A'(s). Notons encore s 'endomorphisme du fibré A/(s) induit

par l'action de s. On pose
(9) dy(M)(X) = det(1 — sef(X)),

On montre que cette formule définit une forme G(s)-équivariante fermée sur M(s). Le
terme de degré 0 de d,(M)(0) est égal a la fonction det(1 — s|N(s)) sur M(s). Celle-ci
est > 0. Donc, au moins si M est compacte, pour X assez petit dans g(s) on peut définir
les formes d,(M)(X)" € A(M(s)) pour tout r € C. On pose

(10) ny(M)(X) = (2im) 5™ MED (M (5))(X) dy(M)(X).

Donc n,(M) est une forme G(s)-équivariante fermée sur M(s) et, au moins si M est
compacte et X dans un voisinage ouvert G(s)-invariant W, de 0 dans g(s) suffisamment
petit, ng(M)(X)™! est une forme différentielle sur M(s) annulée par dy, et ns(M)™! €
AZ(5)(Ws, M(s)) une forme équivariante fermée sur M(s).

33



M. DUFLO

1.3 Superconnexions et caractére de Chern.

On note Kg(M) 'anneau de K-théorie topologique équivariante (c’est le K© & supports
compacts). Un élément de Kg(M) peut étre représenté par un triplet (£+, €, o)ou £
et £ sont des fibrés vectoriels complexes G-équivariants sur M et o un isomorphisme
équivariant de £+ sur £~ défini en dehors d’un ensemble compact de M. S’il n’y a pas
d’ambiguité, on notera [0] la classe de ce triplet. Lorsque M est compacte, (£%,0,0)
représente un élément [£*] de Kg(M), on a [0] = [€*] — [£7] et le caractére de Chern
équivariant de [o] est par définition la classe de cohomologie ch([a]) = ch(E*) — ch(€7).
Lorsque M n’est pas compacte (ce qui est le cas dans les applications au théoréme de
Pindice), le caractére de Chern de [o] peut étre défini comme une classe de cohomologie
équivariante a support compact sur M. N. Berline et M. Vergne utilisent en fait des
formes a décroissance rapide, construites par la méthode de Quillen [20]. Je décris cette
construction.

On considere le fibré £ = £* @ £~ comme un superfibré (c’est-a-dire un fibré gradué
sur Z /2Z). L’espace A(M, &) est naturellement un superespace. Une superconnexion A
est un endomorphisme impair de A(M, &) vérifiant la relation analogue & (4). La cour-
bure F' = A?, le moment u(X), et la courbure équivariante Fy(X) d’une superconnexion
G-invariante sont les endomorphismes A(M)-linéaires pairs de A(M, €) définis comme

plus haut dans le cas des connexions.

Exemple 2. On choisit des connexions G-invariantes V* et V= sur £t et £ et on
note V la connexion V* @& V~. Soit 0 € C®°(M, Hom(E*,£7))¢. On munit £ et £~

de structures hermitiennes G-invariantes, on note o* I’adjoint de o et on pose

(11) U(o) = ( 3 ‘; ) € C™(M,EndE) et Alo) =V +il(o).

Alors A(c) est une superconnexion G-invariante sur £. Notant F' = F'* + F'~ la courbure
de V et F(o) celle de A(o), on a

(12) F(o)=— ( ";" 0?7* ) + ( ﬁ: ;’_ ) +i[V,U()).

. a b :
Soit £ = Et* @ E~ un superespace vectoriel. Soit u = d un endomorphisme
c

de E. La supertrace str(u) est par définition le scalaire str(u) = tr(a) —tr(d). Soit A une
superalgebre associative supercommutative (e.g. A = A(M)). La supertrace se prolonge
en une forme A-linéaire paire sur I’espace des endomorphismes A-linéaires de A ® E,

nulle sur les supercommutateurs. Plus généralement, la supertrace d’un endomorphisme
A(M)-linéaire de A(M,E) est un élément de A(M) de méme parité.
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Soit X € g. La forme différentielle équivariante ch(A) sur M définie par la formule
ch(A)(X) = str(eF X))

est fermée et sa classe dans HZF(g, M) (qui ne dépend pas de A) est égale a ch(€t) —
ch(£7). Dans le cas de la superconnexion A(c) de I’exemple 2, le terme —U(o)? de F(o)
permet de rendre str(eF(?)+#(X)) “petit” 1a ou o est inversible. Précisons cette idée dans

le cas particulier qui nous intéresse ici.

1.4 Fibrés cotangents et symboles elliptiques.

Soit M une variété compacte munie d’une action du groupe de Lie compact G. On note p
la projection de 1’espace cotangent T*M sur M. Nous noterons A,q,(T*M) C A(T*M)
I’algébre des formes sur T*M, a décroissance rapide®, et H;, (T*M) la cohomologie
correspondante. On définit de méme l'algebre A, ,,(W,T*M) = C°(W, A,q,(T*M))®
des formes équivariantes a décroissance rapide et 1’algeébre de cohomologie correspon-
dante HZ,,,(W,T*M). L’inclusion A(T*M) C A.qep(T*M) induit des isomorphismes
H(T*M) ~ H;,(T*M) et HZ (W, T*M) ~ HZ,,,(W,T*M).

Soient £t et £~ deux fibrés vectoriels complexes G-équivariants sur M, munis de
connexions G-invariantes V* et V~. Un symbole ¢ est un homomorphisme C*® entre
les fibrés p*E€t et p*£~, défini en dehors d’un compact de T*M. Si l'on note (z,£) un
point de T*M au dessus de z € M, o(z,{) est un homomorphisme de £} dans €. On
dit qu’un symbole est elliptique s’il est inversible en dehors d’un ensemble compact de
T*M. Un symbole elliptique équivariant représente un élément [o] € Kg(T*M).

Un notion plus forte est celle de “bon symbole elliptique” [11]. Choisissons des struc-
tures hermitiennes G-invariantes sur £* comme dans ’exemple 2, dont nous conservons
les notations. Le symbole o est un bon symbole elliptique s’il est défini et différentiable
dans T*M tout entier, sil est a croissance lente et si U(c)*(z,£) (qui est un endomor-
phisme > 0 de £;) est minoré en dehors d’un compact de T*M par c||¢||?, ol ||.|| est une

norme sur 1T*M et ¢ une constante > 0.

Proposition 1 [11] Soit o un bon symbole elliptique équivariant. Alors le caractére de
Chern ch(A(a))(X) = str(eF(+#X)) est ¢ décroissance rapide sur T*M.

Notons ch([o]) la classe de ch(A(c)) dans HE,, (9, T*M) ~ HZ (g9,T*M) —elle ne
dépend que de [0] € Kg(T*M). Nous dirons que c’est le caractére de Chern équivariant
de [o]. Il est égal au caractére de Chern équivariant usuel [20, 11]. On peut voir que tout
élément de Kg(T*M) peut étre représenté par un bon symbole, de sorte que I’on peut

3“4 décroissance rapide” signifie “a décroissance rapide ainsi que les dérivées”. De méme pour
“croissance lente”.
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adopter si I'on veut la construction ci-dessus comme définition du caractére de Chern
équivariant sur Kg(T*M).

La formule des points fixes fait intervenir une généralisation du caractere de Chern
dépendant du choix d’un point s € G. La décomposition TM|M(s) = TM (s) ®N(s)
permet d’identifier 'espace cotangent T*M(s) de M(s) et I’espace des points fixes de
s dans T*M. La restriction £|M(s) de £ & M(s) est un superfibré G(s)-équivariant.
L’action de s induit dans £|M(s) un endomorphisme qui sera encore noté s. Pour
X € g(s) on pose, en notant encore F(o) + pu(X) la restriction de F(o) + w(X) a
T*M(s) CT*M,

(13) ch(A(0))(X) = str(sef(+#(X))y,

C’est une forme différentielle & décroissance rapide sur T*M(s) et ch,(A(c)) est une
forme G(s)-équivariante sur T*M(s), fermée a décroissance rapide. Sa classe dans

HE(5) rap(8(8), T*M(s)) est notée ch,([o]). La famille (ch,([0])).eq est appellée le bou-
quet de caractéres de Chern de [o].

2 Opérateurs elliptiques et formule de Kirillov.

Dans toute la suite M est une variété compacte munie d’une action du groupe com-
pact G et &€ = £t @ £~ un superfibré équivariant sur M. On choisit une struc-
ture riemannienne G-invariante sur M, et des structures hermitiennes invariantes sur
&*. Suivant [1], nous considérons pour tout m € Z la classe des opérateurs pseudo-
différentiels P™(M,E*,E7) d’ordre m qui admettent un symbole principal op. Un élé-
ment D € P™(M,E%,E7) envoie l'espace des sections différentiables C®°(M, E) dans
I'espace correspondant C°(M, E7), et le symbole op est un homorphisme entre les fibrés
p*E* et p*E€~, défini en dehors de la section nulle, homogene de degré m. L’adjoint D*
appartient a P™(M,E,EY).

Dans la suite de ce paragraphe, on considére un opérateur pseudo-différentiel el-
liptique G-invariant D. Les espaces ker D C C*(M,E%) et ker D* C C*°(M,E™) sont
G-invariants et de dimension finie. On note R(G) le groupe abélien libre ayant pour base
I’ensemble G des classes de représentations irréductibles de dimension finie de G. L’indice
équivariant de D est I’élément de R(G) défini par la formule Ind(D) = ker D —ker D*. Si
V est une représentation de G, on note m(\, V) la multiplicité d’un élément A € G dans
V: si V) est un représentant de X, on a m(\, V) = dim Homg(V4,V) = dim(V & V)@,

Considérons le superfibré £ @ Vy* sur M. L'opérateur D induit un opérateur elliptique
(14) Dy :C®(M,E* @Vy) = C®(M,E~ @ Vy).
Nous notons D§" la restriction de D) aux sections invariantes:

(15) DS : C®(M,E* @ V) — C®(M,E~ @ V)°.
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On a m()\, ker D) = dimker D§ et m(\, ker D*) = dimker D3C. Posons
(16) m(, Ind D) = dimker D§ — dim ker D3C.

On a Ind(D) = £, ¢¢m(A, Ind D)A.
Notons Ind(D, g) la valeur du caractére de Ind D en un point g € G. Donc

(17) Ind(D, g) = tr(g, ker D) — tr(g,ker D*) = >~ m(\,Ind D) xx(9)

AeG
olt xa(g) = tr(g,V)) est le caractére de la représentation . Le caractere Ind(D,.) est
une fonction analytique sur G. Si l'on note dg la mesure de Haar sur G pour laquelle le
volume de G est 1 et si I’on connait le caractére Ind(D,.), on peut en principe calculer

les entiers m(\, Ind D) par la formule
(18) m(A,Ind D) = [ Ind(D,g)Xx(9) dg.

Considérons un point s de G. Un point g € G voisin de s est conjugué d’un point de
la forme seX, ou X € g(s) est voisin de 0. Le théoreme suivant est dii a Berline-Vergne
[9, 11] qui I'appellent “formule de Kirillov” a cause de sa ressemblance remarquable
(lorsque s = 1) avec la formule proposée par Kirillov pour le caractere des représentations
unitaires des groupes de Lie associées a une orbite coadjointe. Dans le théoreme suivant,
la forme n,(M)(X) sur M(s) est définie en (10) et on note encore n,(M)(X) son image
réciproque sur T*M(s). D’autre part la variété T*M(s) est munie de son orientation
symplectique: soient z; un systéme de coordonnées locales sur M(s) et y; les coordonnées
duales sur T*M(s), lorientation de T*M(s) est donnée par la forme [] dz;dy;.

Théoréme 2 Pour X voisin de 0 dans g(s), on a

(19) nd(D,se¥) = [ ch([on])(X)ns(M)(X)"

En faisant X = 0, on retrouve la formule d’Atiyah-Segal-Singer (3, 5] pour Ind(D, s). La
démonstration de [9] consiste & utiliser la formule de localisation de [7]. Celle-ci permet
de calculer I'intégrale de la forme équivariante du second membre comme une intégrale
sur les points fixes de X dans T*M(s), c’est-a-dire sur les points fixes de g = seX dans
T*M. On trouve précisément la formule d’Atiyah-Segal-Singer pour Ind(D, g).

Remarques. 1. Dans le cas d’un opérateur de Dirac sur une variété spinorielle
orientée de dimension paire, l'intégrale ci-dessus peut étre écrite comme 'intégrale sur
M(s) d’une certaine forme différentielle équivariante faisant intervenir le genre A(M(s)).
Dans cette situation, Bismut a raffiné le théoréme 2 en un théoréme de ’indice local (voir
(14, 6]).

2. La formule 19 permet d’envisager de calculer [;Ind(D,g)¥(g)dg lorsque ¢ €

C(G) a son support voisin de s. Bien que ce soit un début, ce n’est pas encore suffisant
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pour obtenir des formules intéressantes pour m(J, D) par la formule (18) (voir [25, 21]).
Mais c’est bien adapté aux problémes de distributions considérés plus loin.

3. Soit g € G et supposons que I’on ait deux décompositions de g comme ci-dessus:
g = seX = s'eX’. Lidentité Ind(D, se*) = Ind(D, s'eX’) peut étre prouvée directement
(grace a la formule de localisation) & partir de la formule (19). Les familles (a,)scq, o
chaque a, est une forme G(s)-équivariante, donnant lieu & des identités analogues sont
systématiquement étudiées dans [17].

3 Opérateurs transversalement elliptiques.

Les notations sont celles de la section 2. Notons T&M Despace conormal a I’espace des
orbites de G dans M: un vecteur (z,¢) € T*M appartient a TEM si et seulement si
£(Xm(z)) = 0 pour tout X € g. Notons 3 la 1-forme canonique sur 7*M et posons

(20) wy = —dgf.

Pour X € g,0onawy(X) = f(X)4w, ot w = —df est la structure symplectique canonique
de T*M et f(X) la fonction sur T*M définie par la formule F(X)(z,6) = &(Xpm(2)).
Donc f est le moment associé & une action hamiltonnienne sur T* M (voir I’exemple 1).
Considérant le moment f comme une application de 7*M dans g*, on voit que TEM est
égal a f~1(0).

Suivant [1], un opérateur pseudodifférentiel G-invariant D € P™(M,E*,E7) est dit
transversalement elliptique si son symbole op est inversible dans TEM\O. Soit D un
opérateur transversalement elliptique. Atiyah (1] montre que D induit un opérateur de
Fredholm de C*°(M,£¥)¢ dans C*(M,£7)%. De méme, pour tout A € &, 'opérateur
D, défini comme ci-dessus est transversalement elliptique et sa restriction D§ aux sec-
tions invariantes est un opérateur-de Fredholm. On définit les entiers m(A, D) par la
formule (16) et l'indice par la somme (formelle) Ind(D) = Y m(),Ind D)A. Notons
C™%°(N) D’espace des fonctions généralisées sur une variété N (c’est-a-dire le dual au
sens de L. Schwartz de 1’espace des densités C* & support compact sur N ). Atiyah
(1] montre que la somme Y- m(),Ind D)x, converge dans C~*°(G). On notera Ind(D,.)
cette fonction généralisée. Avec quelques précautions, on peut encore définir Ind(D,.)
par la premiere égalité de la formule (17). Notons R=°°(() ’espace des fonctions géné-
ralisées G-invariantes x sur G de la forme x = 3", myxa, ou les coefficients de Fourier
m) sont entiers.

Le triplet (€*,£7,0p), restreint & T M, représente un élément [op] de Kg(T5M).
Atiyah montre que l'indice Ind D € R~°(G) ne dépend que de [op] et, d’autre part, que
tout élément de K (T3 M) peut étre représenté par le symbole d’un opérateur transver-
salement elliptique. L’indice définit donc un homomorphisme de groupes (et méme de
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R(G)-modules)
(21) Ind : Kg(TZM) — R™(G)

appelé indice analytique.

Soient U un ouvert G-invariant de M et t € Kg(T5U), et notons jMt 'image de ¢t dans
Kg(TzM). On pose Ind(t) = Ind(jM¢). Atiyah montre (c’est la propriété d’ezcision) que
Ind(t) est indépendant du choix du plongement équivariant ;™ de U dans la G-variété

compacte M et donc qu’il est intrinsequement défini.

Un opérateur elliptique est évidemment transversalement elliptique, mais il y a
d’autres exemples intéressants.

Exemple 3 (Représentations induites). Soient H un sous-groupe fermé de G
et E ’espace d’une représentation de dimension finie de H. On considere le fibré £ =
G xy E de base G/H. On pose Et =&, €~ =0et D =0. On a ker D = C*(G/H,¢E).
C’est I’espace de la représentation de G induite par la représentation £ de H et la
distribution Ind(D,.) est le caractére de la représentation induite. Plus généralement, on
peutﬁinduire un opérateur elliptique H-équivariant sur une H-variété Z en un opérateur
transversalement elliptique G-équivariant sur la variété M = G x g Z, et I'indice commute
a 'induction.

Remarque. Sauf si G/H est fini, cette opération d’induction est impossible dans
le cadre des opérateurs elliptiques. Elle permet de ramener nombre de problémes sur
les opérateurs G-invariants elliptiques ou transversalement elliptiques en des problémes
sur des opérateurs U(n)-transversalement elliptiques (en choisissant n de telle sorte qu’il
existe un plongement de G dans U(n)) puis, par restriction au sous-groupe des ma-
trices diagonales T' = ST, en des problémes sur des opérateurs T-transversalement ellip-
tiques. Malheureusement, cette liberté de mouvement est chérement payée par le fait
que, contrairement a K7(T*V') qui est donné par 'isomorphisme de Thom, il est beau-
coup plus difficile de décrire K7(T7V') pour un tore T agissant linéairement dans un
espace vectoriel réel V' (voir [1]).

Exemple 4 (Actions libres). On considére une variété P dans laquelle operent
a gauche un groupe compact G et a droite un groupe compact H. On suppose que
ces actions commutent et que H opere librement dans P, de sorte que P est un fibré
principal G-équivariant de base M = P/H. L’espace T*M s’identifie & 1’espace des
orbites de H dans Tj P, de sorte qu’il y a une bijection entre les fibrés vectoriels H-
équivariants sur T5 P et les fibrés vectoriels sur T*M. Notant ¢ la projection de P sur
P/H, on obtient des isomorphismes* ¢* : Kg(T*M) ~ Kgxu(TjP) et ¢* : Kg(TEM) ~
Kexu(Tgy g P). On peut donc relever® un opérateur G-invariant elliptique sur M en

“11 serait plus correct dans la suite de considérer le groupe G x H°, oii H est le groupe opposé.
5au moins au niveau des symboles
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un opérateur H-transversalement elliptique G x H-invariant sur P et un opérateur G-
invariant transversalement elliptique sur M en un opérateur G x H-transversalement
elliptique G x H-invariant sur P. De plus, ¢* munit K(T5M) d’une structure de R(H)-
module. Les indices sont reliés par la formule suivante [1]. Soit [o] € Kg(TEM). On a
I'identité de fonctions généralisées sur G x H

(22) Ind(g"[0], (g, h)) = 3 x+(h) Ind(r* ® 0], 9)

reH

ot 7* @ [o] désigne le produit de 7* € H C R(H) par [o].

Exemple 5 (Représentation réguliére). L'opérateur nul C*°(H) — 0 est trans-
versalement elliptique pour I'action de H sur lui méme par translations (c’est un cas
particulier de 'exemple 4 avec P = H), son indice est la distribution de Dirac §(k), de
support {1}, et la formule (22) est la formule de_Peter-Weyl §(h) = Yrefr Xr(h)dimT.

Exemple 6 (symbole d’Atiyah). Soient V = C considéré comme une variété réelle,
G = S le groupe de nombres complexes de module 1 agissant dans V par multiplication.
On identifie V & V* par la forme Re(z€), et T*V a V x V. On a T3V = {(z,£);2 €
C,¢ € C,Im(z€) = 0}. Soient £* le fibré V x C avec P’action triviale de G dans C et £~
le fibré V x C avec l’action naturelle de G dans C. Posons m((z,£)) = z — 4. Le triplet
(p*€*,p*E~,m) représente un élément [m] € Kg(T*V). Son indice est calculé dans [1]:

(oo}

(23) Ind([m],z) = = )_ =™

n=1

C’est la valeur au bord de la fonction —z/(1 — z) définie pour |z| < 1.

4 Indice cohomologique des opérateurs transversa-

lement elliptiques.

N. Berline et M. Vergne associent a [0] € Kg(TgM) une fonction généralisée Ind .([o]) €
C~(G)¢, appelée l'indice cohomologique. Leur méthode est basée sur la notion de bon
symbole transversalement elliptique, généralisant la notion de bon symbole elliptique
introduite plus haut: un symbole G-invariant o € C®(T*M, Hom(p*E*+,p*€7))¢ est un
bon symbole transversalement elliptique s’il est a croissance lente et s’il existe a > 0,
c > 0etr > 0 tels que l'on ait U(c)*(z,£) > cl||¢||? pour tout (z,£) € T*M tel que
[El] = r et ||f(z,€)]] < allé]]. Si D est un opérateur différentiel G-invariant d’ordre
> 1 transversalement elliptique, son symbole op est bon. Si D est seulement pseudo-
différentiel d’ordre > 1, on obtient un bon symbole en modifiant arbitrairement op dans
un voisinage de la section nulle, pour le rendre C*°. Tout élément de Kg(T5M) peut

étre représenté par un bon symbole transversalement elliptique.
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Nous voulons construire des distributions invariantes sur un ouvert W C g comme
intégrale de formes différentielles équivariantes. Il est naturel d’introduire la notion sui-
vante: une forme différentielle équivariante a € AF(W,T*M) sur T*M est “a4 décrois-
sance rapide en moyenne” si pour toute fonction test ¢ € C°(W) la forme différentielle
Joa(X)$(X)dX sur T*M est a décroissance rapide. On note AZ,,,_.(W,T*M) ’espace
de ces formes. Il est stable par dy et on note Hg,,, .(W,T*M) la cohomologie corres-
pondante. Pour a € AZ, ., (W, T"M), l'intégrale [r1.); a(X) est bien définie comme
élément de C~*°(W) et il en est de méme pour une classe a € Hg,,p_, (W, T*M).

Dans la suite, nous considérons un bon symbole transversalement elliptique o et
sa classe [0] € Kg(TgM). Pour définir I'indice cohomologique Ind .([¢]), il pourrait
étre tentant d’essayer directement la formule (19) en utilisant les formes ch,(A(c)).
Mais il semble impossible de donner un sens -méme comme distribution— a I'intégrale
Jrem(s) chs(A(0))(X) ng(M)(X)™! car la forme ch,(A(c))(X) ne décroit que dans les
directions situées dans un voisinage conique de f~'(0)NT*M(s). On rend ch,(A(c))(X)
rapidement décroissant en moyenne en le multipliant par un facteur oscillant dans les
directions supplémentaires. Rappelons la forme équivariante wy = —dy8 = f+w (formule
(20) ci-dessus) définissant la structure hamiltonnienne de T*M. La forme équivariante
e*s est fermée. Pour X € g, on a e™s(X) = e/(/(X)+e),

Théoréme 3 [12] Soit s € G. Pour X € g(s), posons
ch{(A(0))(X) = eI+ ch (A(0))(X).

Cette formule définit une forme ch¥(A(o)) € AG(s)rap-m (8(3), T*M(s)).
Sa classe ch¥([o]) &(s)rap-m(8(8), T*M(s)) ne dépend que de [0] € Ka(TgM).

Lorsque o est elliptique, on voit que ch¥([o]) est 'image du caractere ch,([o]) par
Papplication naturelle de Hgj,) .,,(8(s), T*M(s)) dans I'espace HE () rap-m (8(3), T*M(s)).
Il est raisonnable d’appeler la famille (ch¥([0]))sec le bouquet de caractéres de Chern
du symbole transversalement elliptique [o].

Remarque. Notons encore 3 I'endomorphisme de A(M, £) obtenu par la multipli-

cation par 8. On considere la superconnexion A(o) — i3 sur &, et on a ch¥(A(c)) =

ch(A(o) —1p).

Théoréme 4 Soit o un bon symbole transversalement elliptique. Il existe une unique
fonction généralisée Ind (o) € C~°(G)Y telle que, pour tout s € G, il existe un voi-
sinage ouvert G(s)-invariant W, de 0 dans g(s) tel que l'on ait lidentité de fonctions

généralisées dans W,:
(24) Ind o(o)(se¥) = /T e U ch (A(0))(X) ny(M)(X) 1.

De plus, Ind (o) ne dépend que de la classe [o] de o dans Kg(TgEM).
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On posera donc Ind([¢]) = Ind(s). C’est 'indice cohomologique. Compte tenu du
théoreme 3, on peut écrire la formule (24) sous la forme plus cohomologique

do(fol)(seX) = [ ehs((oD)(X)n(M)(X).

La démonstration de ce théoreme fait 1'objet de [12]. Elle a deux parties. La premiére
consiste a montrer que 'intégrale figurant dans la formule (24) converge bien vers une
fonction généralisée dans W,. Pour ceci, comme expliqué plus haut, le facteur ei(/(X)+«)
est crucial. La seconde consiste & montrer que les formules (24) sont compatibles entre
elles quand s varie. Cela résulte, plus péniblement que dans le cas des symboles elliptiques
(voir la remarque 3 suivant le théoréme 2), de la formule de localisation.

La formule de l'indice transversalement elliptique peut maintenant étre énoncée.
Théoréeme 5 [13] Pour tout [0] € Kg(TgM), on-a Ind([o]) = Ind .([o]).

Remarque. 1. Lorsque o est un symbole elliptique, les formes ch (A(c))(X)
et e/f(X)+w) ch (A(0))(X) définissent la méme classe & décroissance rapide, le facteur
e'f(X)+¥) de la formule (24) peut étre ignoré, et on retrouve la formule (19). Lorsque o
est seulement transversalement elliptique, ce facteur est indispensable pour donner un
sens a 'intégrale.

2. 1l est intéressant de remarquer que dans le théoreme de I'indice de Fedosov [18],
qui se situe dans le cadre des variétés symplectiques, le facteur e“ figure également (voir
’exposé de Weinstein [27]).

Disons quelques mots de la démonstration du théoreme 5. Elle consiste a établir que
'indice cohomologique peut étre calculé par le méme algorithme que celui donné pour
I'indice analytique dans [1]. Parmi les points qu’il faut vérifier, mentionnons ceux déja
évoqués dans le paragraphe précédent a propos de l'indice analytique: 1’indice cohomo-
logique vérifie la propriété d’excision (permettant de définir I'indice cohomologique pour
des variétés U ouvertes dans un espace compact), la formule (22) de I’exemple 4 et la

formule (23) de I’exemple 6.

Pour terminer ce rapport, je signale que, comme dans Atiyah [1], les théoremes
ci-dessus, appliqués a des actions presque libres (c’est la situation de ’exemple 4, ou
’'on suppose seulement que H opére avec des stabilisateurs finis), ont des applications
aux orbifolds. Plus précisément, dans [26], M. Vergne donne des formules pour 'indice
équivariant des opérateurs elliptiques G-invariants sur les orbifolds compacts munis d’une

action du groupe compact G.
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LA RENAISSANCE DES OPERADES

par Jean-Louis LODAY

INTRODUCTION

Soit V un espace vectoriel de base {zi,...,z,}, S(V) l'algébre symétrique sur
V (i.e. algébre de polynémes en les z;) et A(V) l'algebre extérieure sur V (i.e.
z;z; = —z;T;), considérée comme une algebre graduée. On sait que ’espace vectoriel
gradué S(V) ® A(V*) peut étre muni d’une différentielle de degré —1 qui en fait un
complexe de chaines acyclique. C’est I’exemple le plus simple d’un complexe de Koszul.
En 1972 S. Priddy [P] a montré que certaines algebres associatives quadratiques A
avaient, comme S(V), un dual A' (= A(V*) dans notre exemple), tel que sur A ® A'
il existe une différentielle qui en fait un complexe acyclique. Ce sont les algébres de
Koszul.

Une telle dualité était déja bien connue pour les algébres de Lie et les algebres
commutatives : c’est la dualité de Quillen (qui échange algebres commutatives
différentielles graduées et algébres de Lie différentielles graduées) employée avec
succés en homotopie rationnelle [Q]. Stimulés par les travaux de Maxim Kontsevich
[K], V. Ginzburg et M. Kapranov viennent de montrer qu’on peut construire une telle
dualité pour d’autres types d’algebres. Comme dans le cas des algebres de Lie et des
algébres commutatives 'algébre duale est, en général, d’un autre type que ’algébre
de départ.

Il faut donc expliciter ce qu’on entend par “type d’algebres” et se donner les moyens
de travailler avec. C’est ici que la notion d’opérades intervient.

Bien qu’on en trouve déja trace dans ’article de Lazard [La] sur les groupes formels,
I'idée de base a surtout été développée a Chicago dans les années 70 par les topologues
algébristes (S. MacLane [McL], J. Stasheff [St], J.P. May [May], J.M. Boardmann, R.
Vogt [BV], F.R. Cohen [Coh]) pour étudier les espaces de lacets. Au lieu de décrire
un type d’algébre par ses générateurs (les “opérations”) et ses relations (les “identités

fondamentales”), on se donne a priori toutes les opérations que ’on peut faire sur un
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nombre fini de variables et toutes les relations entre ces opérations. Cette structure a
été baptisée par J.P. May : une opérade. Le principal intérét de ce point de vue est
de pouvoir comparer entre eux des types d’algébres de nature a priori différente. En
d’autres termes on a une notion de morphisme d’opérades.

C’est dans ce contexte que V. Ginzburg et M. Kapranov ont étendu la dualité
de Koszul : une opérade quadratique P admet une opérade duale P' et, lorsque le
“bar-complexe” de P est quasi-isomorphe & P', 'opérade est dite de Koszul. Le dual
d’une P-algebre quadratique est une P'-algébre et on peut alors faire une théorie
de la dualité de Koszul pour ces algebres. Pour les opérades As, Lie et Com
correspondant respectivement aux algebres associatives, aux algébres de Lie et aux

algébres commutatives, on trouve
1 o ! 1 .
As' = As, Lie'=Com, Com' = Lie.

Les résultats de Priddy et de Quillen s’insérent donc dans un cadre général.

L’intérét de la dualité de Koszul pour les opérades dépasse la simple généralisation
du cas des algebres associatives. Toute étude des P-algeébres pour une opérade
de Koszul P fait immanquablement intervenir 'opérade duale P'. Par exemple la
cohomologie H3(A) d’une P-algebre A est munie d'une structure de P'-algébre
graduée. Ainsi plusieurs résultats récents, par exemple ceux de E. Getzler et J.D.S.
Jones [GelJ], ont pour point principal la démonstration qu’une certaine opérade est de
Koszul (cf. aussi [Gel, 2, 3], [GeK2], [Lo2]). On devrait voir plusieurs autres résultats
de ce type dans un proche avenir.

L’article de Ginzburg et Kapranov se présente comme une analogie par rapport a
la théorie de Priddy. Mais on peut voir une opérade comme une algebre associative
dans une certaine catégorie monoidale. Donc en fait ces deux théories sont des cas
particuliers d’une théorie de la dualité de Koszul dans une catégorie monoidale.

Signalons que la notion d’opérade joue un role primordial dans de nombreux autres
domaines : en topologie algébrique bien siir, mais aussi dans I’étude des espaces de
modules (en liaison avec la théorie quantique des champs), dans I’étude des algebres
d’opérateurs vertex, en géométrie algébrique, en combinatoire, etc (voir la liste des

références).

Dans le premier paragraphe on présente la notion d’opérade (linéaire) et on en
donne des exemples. Dans le second paragraphe (indépendant du premier) on rappelle
treés succinctement la théorie de la dualité de Koszul pour les algebres associatives.

Dans les paragraphes 3 et 4 on expose une partie des résultats de [GK] sur la dualité
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de Koszul des opérades. Le paragraphe 5 indique quelques autres résultats et sujets

d’actualité liés aux opérades linéaires.

Notations. Dans cet exposé K désigne un corps que 1’on supposera de caractéristique
zéro. La catégorie des espaces vectoriels sur K est notée Vectg, et @k = ®. On
note [n] = {1,2,...,n}, et le groupe des automorphismes de [n] est le groupe de
permutations S,. Si V est un K-espace vectoriel muni d’une action de S, son dual
linéaire V* = Homg(V, K) est aussi un S,-module. On note V'V le tensorisé de V* par

la représentation signature de S, : V¥ = V* ® (sgn).

1. OPERADES K-LINEAIRES.

Etant donné un “type d’algébres” P on considére l'espace vectoriel P(n) des
opérations sur n variables z1, ..., z,. Donc pour tout u € P(n) et tout z1,...,z, € 4,
ol A est une algébre de type P, on a un élément u(zy,...,2,) € A. Plus précisément

on a une application linéaire
(1.0) ©:P(n)®@A®" — A, ou(i;21,. ., 20) = p(T1,. .., Tn).
Puisque le groupe symétrique S, opere (& gauche) sur A®™ on peut le faire opérer (&
droite) sur P(n) de fagon & ce que ¢ soit compatible a ces actions :
plo(zy,. . zn)) = po(z1,. .., Zn).

On peut composer les opérations de la maniére suivante. Donnons nous deux
opérations p € P(m) et v € P(n), et un entier 7, 1 <: < m. A partirdesm +n —1
variables z1,...,Zm+n—1 on effectue v sur (z;,...,Zi4n—1), puis p sur

(150 oy Tim1, V(Tiy ey Tidn=1)s Tikns « + « s Tmtn—1)-

Ceci nous donne une nouvelle opération notée po; v € P(m +n —1).
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Par action sur les “feuilles”de I’arbre ci-dessus, les permutations 7 € S, et pE Sn
définissent ¢ := 7w 0; p € Spyn_1.

On a évidemment

(a) BT on(iy vP = (1 oi )7

Si on effectue deux compositions, deux cas peuvent se produire :

Dans chacun de ces cas il y a deux maniéres d’effectuer successivement les
compositions. Chacune de ces deux maniéres va donner le méme résultat, on a
donc une propriété d’ associativité de la composition :

pour A € P(l),u € P(m),v € P(n)on a

(b) (Aoip) 0jpm_rv=(Aojv)o;pu si 1<i<j<lI,

(¢) (Aoip)oj_ipjv=2Xho0;(pojv) si 1<i<[1<j<m.

Ces propriétés indiquent qu’un parenthésage (i.e. un arbre) quelconque d’opérations
donne naissance a une seule opération quelque soit 1'ordre dans lequel les compositions

prescrites sont effectuées.

1.1. Définitions. Une opérade K-linéaire (sans unité) P est la donnée pour tout
n > 1 d’'un K-espace vectoriel de dimension finie P(n) muni d’une action de Sy, et
d’applications de composition o; vérifiant les relations (a), (b) et (c) ci-dessus (voir
1.4 pour une définition équivalente).

La définition donnée ici est celle d’une opérade sans unité. On peut aussi définir la

notion d’opérade avec unité et la notion d’opérade augmentée. Comme dans le cas des
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algebres, il y a une équivalence entre opérades sans unité P et opérades augmentées
Pt.OnaPt(n) =P(n) pour n # 1, et PH(1) = K& P(1).
Soit V un K-espace vectoriel. L’opérade des endomorphismes Ey consiste en les

espaces
Ev(n) := Hom(V®™ V),n > 1,

ot I’action de S,, et la composition sont évidentes.

Par définition une P-algébre est un K-espace vectoriel A muni d’un morphisme
d’opérade de P dans €4 (voir 1.0).

Par définition un module sur la P-algebre A est un K-espace vectoriel M muni,

pour tout n, d’une application linéaire
p:Pn)@ AT M — M

compatible & laction de S,—; C S, et aux compositions. Une P-algébre est
évidemment un module sur elle-méme.

Pour une opérade P donnée les espaces P(n) sont reliés aux P-algebres libres de la
maniére suivante. Soit Fp(zy,...,z,) la P-algebre libre sur n variables. Alors P(n)

est, en tant que S,-modules, la partie n-multilinéaire de Fp(z1,...,2y5).
1.2. Exemples : Voici quelques exemples d’opérades unitaires augmentées.

(a) Algébres associatives. On travaille ici avec les algebres associatives sans unité.

L’algebre libre sur V' est 1’algébre tensorielle (sans unité)
I(V)=VeVvee. .aVera...

Si dimV = n la partie n-multilinéaire (engendrée par les rﬁonémes a n éléments
ou chaque vecteur de base z; de V apparait une fois et une seule) de T(V') a pour
base les 0.(z1 -+ 2n) = To-1(1) " " Lo-1(n). Alnsi 'espace As(n) de 'opérade As est
isomorphe a la représentation réguliere de S, soit As(n) = K[S,]. Un module au sens

précédent est un bimodule au sens classique.

(b) Algébres commutatives (associatives sans unité). L’opérade associée Com est
telle que Com(n) = K est la représentation triviale de S,. En effet ’algébre de
polynémes sur zi,...,z, n’a qu'un générateur en dimension n; c’est le mondme

1%y ...Ty, sur lequel S, opére trivialement.
(c) Algébre de Lie. Le crochet de Lie [—, —] est une opération binaire qui vérifie
[z,y] = =y, 2]
[z, [y, 21 + [y [2, 2]] + [2, [, y]] = 0.
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On note Lie 'opérade des algébres de Lie. L’espace Lie(n) est le sous-espace
de Dalgebre de Lie libre sur n générateurs {zj,...,z,} engendré par les crochets
monomiaux contenant ; une fois et une seule. La représentation de S, ainsi obtenue

est de dimension (n — 1)! et a fait 'objet de nombreux travaux (cf. [Re], [GeJ], et cf.
5.2.).

(d) Algébres de Leibniz. Ces algébres sont munies d’une opération [—, —] (on ne

suppose pas que le crochet est antisymétrique) vérifiant I'identité de Leibniz :

[xv [yaz]] = [[xvy]az] - [[:L‘,Z],y].

Les algébres de Leibniz sont aux algébres de Lie ce que les algebres associatives
sont aux algebres commutatives. On peut montrer (c¢f. [L-P]) que l'algebre
de Leibniz libre sur V a pour espace vectoriel sous-jacent T(V). On a donc
Leib(n) = K[S,] (représentation réguliére). La différence entre les opérades As
et Leib est donc dans la composition. Ainsi, si on désigne par 1, la permutation

identique dans Sy, on a

1p0p13 =13 pour Asetl;o0,1=13—(23) pour Leib.

(e) Algébres de Poisson. Une algebre de Poisson a deux opérations génératrices.
L’une, notée ab, est associative et commutative, ’autre, notée [a, b], est un crochet de

Lie. De plus ces deux opérations sont reliées par 'identité
[a,bc] = bla,c] + [a, blc.
L’opérade Pois associée est telle que
Pois(1) =1, Pois(2) = 1 @ (sgn)

ou (sgn) est la représentation signature de Sz, et 1 la représentation triviale de
dimension 1.
Pour une description de l'opérade associée aux algebres de Poisson graduées on

pourra consulter [GeK1] qui traite aussi des algébres de Batalin-Vilkovisky.

(f) Algébres de Lie k-aires. On se fixe un entier k > 1. Pour tout (k + 1)-uple
{zg,...,zx} on se donne un nouvel élément [zozy...zx], auquel on impose les
relations

0 0.[zg...Tk] 1= [To-1(0) - - - To-1(k)] = s8N(0)[Z0 . .. 2], YO € Sk,
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. Zaeszk-}.l o.([zo - Tk)Tkt1 - - - T2k) = 0.

On vérifie que pour k = 1 on a la notion d’algébre de Lie. Les algebres de Lie k-aires
libres apparaissent naturellement dans des questions combinatoires liées au réseau de
partition (cf. [H-W]). Ici les opérations génératrices ne sont plus binaires (sauf pour

k=1). Enfait ona

Lief(n)=0pour 1 <n < k+1.

On trouvera dans [Gn] d’autres exemples d’algebres k-aires.

1.3. Catégories monoidales et opérades. Le but de ce paragraphe est de montrer
qu'une opérade peut s'interpréter comme une algébre associative dans une certaine
catégorie monoidale. Ce point de vue est dii & M. Markl [Mr1,2].

Par définition une catégorie monoidale est une catégorie C, stable par colimites,

munie d’un foncteur
®:CxXC—C
et, pour tout triple d’objets U, V, W de C, d’un isomorphisme naturel
U, VIW):(UV)W-U®(VeW)
satisfaisant & I’axiome de cohérence suivant : le pentagone de MacLane est commutatif :

Ue((Ve(We2))
v N
Ue(VeW)® 2)
UeV)®(We2Z) l
U(VeW)e 2
N v
(UeV)eW)® Z

On dit que la catégorie monoidale C est symétrique si pour tout U et V on se
donne un isomorphisme 9 : U ® V = V @ U satisfaisant & certaines conditions de
compatibilité (¢f. [McL]). Ces conditions assurent que pour toute famille X, ..., Xn
d’objets de C et toute permutation o € S, on a un isomorphisme canonique

o =X1® Q@ Xn - Xp-11) @+ @ Xp-1(n) tel que 0, 0 74 = (7).

Exemples. La catégorie des espaces topologiques munie du produit cartésien
est monoidale symétrique. La catégorie Vectg des espaces vectoriels sur K avec

® = ®g est monoidale symétrique. Sur la catégorie des espaces vectoriels gradués
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il y a deux structures symétriques différentes : soit (u ® v) = v @ u, soit
Pp(u @ v) = (=1)*I*l(» ® u). On les note respectivement g Vect} et g Vecty. On
peut enrichir les objets de g Vecty d’une différentielle, on obtient alors la catégorie

monoidale symétrique des complexes de chaines sur K notée dg Vecty.

Par définition un monoide (sans unité) dans une catégorie monoidale C est un objet

C muni d’un morphisme
v:CC—-C

qui est associatif :

vo(le ®7)op(C,C,C) =70 (y®lc).

Un monoide dans Vectg n’est rien d’autre qu’une K-algebre associative. Plus
généralement un monoide dans une catégorie monoidale ¢ dont les objets sont
des espaces vectoriels est appelé une algébre associative de C.

On note par S la réunion des groupes symétriques Sp,, n > 0. C’est un groupoide.
Un S-module P est donc la donnée pour tout n > 1 d’un S,-module P(n) sur K. Dans
cet exposé on supposera toujours que les P(n) sont de dimension finie. Un S-module
est en fait équivalent & la donnée d’un foncteur de la catégorie des ensembles finis
munis des bijections dans Vectg. En effet pour tout ensemble fini & n éléments E on

peut poser

(1.3.1). PE)=( P Pn)s,

f€lso([n],E)

Inversement on a P(n) = P([n]).
La donnée d’un S,-module de dimension finie M est équivalente & la donnée d’un
foncteur FM : Vectg — Vectg (appelé foncteur de Schur), qui est polynomial de degré

n et qui commute aux limites inductives :
FM(V):=V®" ®g, M.

Qualifions d’analytique un foncteur qui est somme de tels foncteurs polynomiaux (de
divers degrés). On constate que le composé de deux foncteurs analytiques est encore
analytique. Soient P et Q deux S-modules et F, resp. F2, les foncteurs analytiques
correspondants. On note P & Q le S-module tel que

FQo P = pPBe
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Explicitement on obtient :

(1.3.2) (PRQ)(n):=P Pk s ( P o)
k=0

m€Ens([n],[k])

Ici Ens([n],[k]) désigne D'ensemble des applications de [n] dans [k] et on prend
Q@) = K.

Le produit tensoriel ® munit alors la catégorie S — mod d’une structure monoidale.

1.4. Proposition (Smirnov [S1]). Une opérade (resp. opérade unitaire) sur Vectg est
une algébre associative (resp. algébre associative unitaire) dans la catégorie monoidale

(S — mod, R).

Un morphisme d’opérades est un homomorphisme d’algébres dans la catégorie
S — mod. Une coopérade est une cogeébre dans la catégorie S — mod. On étend de
maniére évidente la notion d’opérade aux espaces vectoriels gradués et aux complexes
de chaines sur K. Notons qu'alors des signes s’introduisent dans la formule (b) de
la premiére définition d’une opérade. Ce point de vue, apparemment compliqué, sur
les opérades permet de transposer aux opérades bon nombre de constructions et de
résultats sur les algebres associatives. Il faut néanmoins remarquer une différence
essentielle entre les deux catégories monoidales Vectg et S —mod : la premiere est

symétrique, pas la seconde.

2. DUALITE DE KOSZUL DANS LES ALGEBRES ASSOCIATIVES (cf.
[P]), (trés résumé et simplifié).

On se place dans la catégorie des algebres associatives sans unité, ou plus
pompeusement, dans la catégorie des monoides sans unité de la catégorie monoidale

Vectg.
2.1. Algeébres quadratiques. L’algébre associative libre sur ’espace vectoriel V a
pour espace vectoriel (gradué) sous-jacent le module tensoriel

TV)=VeV®e. -0V e,

et le produit est donné par la concaténation. Une algébre quadratique est une algebre
de la forme A = T(V)/(R) ou (R) est I'idéal bilatére engendré par un sous-espace
vectoriel R C V®2, On note A := A(V, R). Par exemple, si V est engendré par les
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; et que R est engendré par les z; ® z; — z; ® z;, on obtient I'algébre symétrique
(sans unité) S(V). On remarque qu'une algebre quadratique est graduée et que

A=V, 4y = V2R,

2.2. Dual quadratique. Par définition le dual quadratique de A = A(V,R) est
lalgebre quadratique

A= A(V*,RY,

olt V* est le dual linéaire de V' et ott R* est orthogonal de R dans V*@V* = (V@V)*.

Notons que I'on a (A')! = A lorsque V est de dimension finie, ce que 'on supposera
systématiquement. On voit immédiatement que le dual de l'algébre symétrique est

Palgebre extérieure : S(V)' = A(V*).

2.3. Constructions de Manin [Mal], [Ma2]. On définit deux produits o et o sur les

algébres quadratiques de la fagon suivante :

A(V,R)o A(W,S5) = A(V@W,(23)(R@ W®* + V92 g §))
A(V,R) e A(W,S) = A(V @ W,(23)(R® S)).

La présence de la permutation (23) signifie que ’on doit échanger les facteurs 2 et
3. Notons que l'on utilise ici ’homomorphisme de symétrie dans la catégorie Vecty.

Ces constructions ont les propriétés suivantes :

(AoB) =A'eB', (AeB)' =A4'0B,
Hom(A e B,C) = Hom(4, B' 0 C).

L’algebre de polynémes tK[t] est une unité pour le produit o et I’algebre des nombres
duaux Ke (&2 = 0) est une unité pour le produit e.
Posons hom(B,C) := B' o C. On a ainsi défini un “hom-interne” dans la catégorie

des algebres quadratiques munie du produit tensoriel o car

hom(A,hom(B, C)) = hom(A e B,C).

2.4. Bar-complexe. La cogebre libre sur I’espace vectoriel V' a pour espace vectoriel

sous-jacent le module tensoriel T(V'). La comultiplication est donnée par

n—1
A(’Ul,...’vn)':ZUI...UP®UP+1...’£)".
P

=1

56



(792) LA RENAISSANCE DES OPERADES

Si A est une algeébre associative, il existe sur la cogebre graduée T(A) une unique
coderivation d de degré —1 qui coincide sur A®? avec la multiplication de A4 (cf.
[Bbki]).

Explicitement on a d(ai,...,an) = E:’____ll(-—l)"_l(al,...,aiaiﬂ,...,an). On
vérifie que d est une différentielle, i.e. d> = 0. On a ainsi construit le bar-complexe
B(A), qui est une cogebre différentielle graduée. Son dual linéaire D(A) := B(A)* est

donc une algebre différentielle graduée.

Supposons que A soit une algebre graduée de dimension finie en chaque degré (avec

Ap = 0). On étend le foncteur D aux algebres graduées en posant
D(4) :=(T((s4)*), d).

Ici sV désigne la suspension de 'espace vectoriel gradué V, ie. (sV)n = Vnt1. En
particulier on a D(A) = T(A4}) = @,,5,(4})®™.
On peut étendre de maniére évidente le foncteur D aux algebres associatives

différentielles graduées et on montre que I’homomorphisme naturel
D(D(A))— A
est un quasi-isomorphisme.

2.5. Algebre de Koszul. Supposons maintenant que A = A(V, R) soit une algébre

quadratique. En basses dimensions le complexe D(A) est

o (VTR (VO /R) @ (V) S T(V)

et donc le conoyau de la derniére fleche est précisément Ho(D(A4)) = A' car
(V®?/R)* = R+,

Par définition, on dit que 'algebre quadratique A est de Koszul si D(A) — A' est
un quasi-isomorphisme, c’est-a-dire si H;(D(A4)) = 0 pour tout ¢ > 0.

Si A est de Koszul, alors A' est aussi de Koszul. C’est une conséquence de
D(D(4)) = A.

Exemple. L’algébre symétrique S(V') (et donc aussi A(V')) est de Koszul.

2.6. Quelques propriétés des algébres de Koszul.

a) Compleze de Koszul. Puisque Ke est élément neutre pour I’'opération e on a :

Hom(A, A) = Hom(Ke o A, A) = Hom(Ke, A' 0 A).
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Ainsi l'image de id4 fournit un homomorphisme, qui, appliqué & ¢, donne un élément
£ € A'oA C A'® A de carré nul (puisque e? = 0). Par définition le compleze de Koszul
de A est (A'® A, dg), ot d¢ est la multiplication par ¢ (comparer avec [Bbki]).

On peut montrer que ce complexe est acyclique si et seulement si D(A) est

acyclique, c’est-a-dire si et seulement si A est de Koszul.

b) Série de Poincaré d’une algébre de Koszul. Pour toute algébre graduée A de

dimension finie en chaque degré on pose

fa(t) =1+ dim Ant",
n>1

Si A est de Koszul on a

Fafa(~t) = 1.

. g 1
Exemples : si dimV =n, fgvy(t) = m et favy(t) = (1+t)™.

Soit g1,q2 € K[zy,...,z4] des polynémes définissant une intersection compléte de
deux quadriques (courbe elliptique), et posons A = K[z1,...,24]/(¢1,¢2). On a alors
falt) = (3",

¢) On peut montrer que les catégories dérivées de modules sur A et sur A' sont
équivalentes lorsque A est de Koszul.

Pour plus de détails, d’information et d’applications des algeébres de Koszul on
pourra consulter [P], [L], [M1,2], [BGSc], [BGSo].

3. DUAL D’UNE OPERADE QUADRATIQUE

Le principe de ce paragraphe et du suivant est de refaire le paragraphe 2 en
remplacant la catégorie monoidale Vectg par la catégorie monoidale S —mod. On
obtiendra ainsi des résultats sur les opérades. Ensuite on examinera briévement les
conséquences pour les algébres sur ces opérades.

Explicitons tout d’abord la notion d’arbre étiqueté, que nous avons déja
implicitement utilisée. Elle va nous permettre de décrire les opérades et les coopérades

libres.

3.1. Arbres. Un arbre est un graphe orienté non vide, sans lacet, tel que chaque

sommet ait un seul co6té sortant et au moins un rentrant.
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feuilles

racine

Un morphisme d’arbres T — T" est une application continue surjective préservant la
structure et telle que I'image inverse d’un sommet de T" est un sous-arbre connexe
de T. Si e est un c6té interne de T sa contraction donne un nouvel arbre T'/e. Tout

morphisme est le composé de morphismes élémentaires du type T — T'/e.

Arbres étiquetés. Soit I un ensemble d’indice fini de méme cardinal que le nombre
de feuilles de T. Une bijection entre I et les feuilles de T' donne un I-arbre. On parlera

de n-arbre si I = [n] = {1,2,...,n}.

On dit qu’un arbre est binaire si chaque sommet n’a que deux c6tés rentrants. Il y
a (2n — 3)!! = 1.3.5....(2n — 3) arbres binaires n-étiquetés.

Greffe d’arbres. Soient I; et I, deux ensembles d’indices et ¢ € I;. Soit T} un
I -arbre et T, un I,-arbre. La greffe T = Ty o; Ty de T} et T3 via ¢ est I’arbre obtenu
en identifiant la racine de T} a la feuille : de T; (cf. fig. 1). Le nouvel ensemble d’indice
est I J(Iz — ¢).
3.2. Opérade libre sur un S-module. Le foncteur oubli des opérades dans les
S-modules admet un adjoint & gauche, qui associe & un S-module E son opérade libre
T(E). Rappelons que T(E) est caractérisée par la propriété universelle suivante. Pour
tout morphisme de S-modules de FE dans une opérade P il y a un unique morphisme
d’opérades T(E) — P le prolongeant. En utilisant l'interprétation d’une opérade

comme une algébre associative dans S — mod on voit que T(E) est le module tensoriel

NE)=EoE®¢.. 0 E¥g..,

muni de la structure d’algebre donnée par la concaténation. Voici une description
plus explicite de P’algebre tensorielle T(E) obtenue & partir de la propriété universelle.

Pour tout arbre T on pose

E(T) := (X) E(In(v))

veT

ou v est un sommet de T et In(v) est ’ensemble (fini) des cotés rentrants de v (voir

1.3.1 pour P’extension de E aux ensembles finis). Pour tout n on a

TE)n)= B ED),

n—arbres T
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ot la somme porte sur les classes d’isomorphismes de n-arbres T. C’est donc Pespace
de toutes les opérations sur n variables que 'on peut construire & partir des opérations
€lémentaires, c’est a dire des éléments de E. On notera que la composante E(T) de
T(E) est dans EX? lorsque T a p sommets (i.e. (p — 1) cotés internes).

La greffe d’arbres permet de construire la composition

0; : T(E)(m) ® T(E)(n) - T(E)(m + n — 1).
Dans cet article on va se limiter aux opérades n’ayant pas d’opérations unaires, i.e.

P(1) = 0. Pour le cas général on renvoie & [GK].

Soit E = {E(n)|n > 1} une famille de S,-modules telle que E(1) = 0. En basses
dimensions on trouve
T(E)(1) = E(1) =0,
T(E)(2) = E(2),
T(E)(3) = E(3) & (3 E(2) ® E(2)),

ot chaque copie E(2) ® E(2) correspond & ’'un des diagrammes

Ces dessins permettent de voir l’action de S5 sur 3 E(2) ® E(2) a partir de l’action de
S sur E(2) :

S.
3 B(2) © B(2) = Ind$(E(2) © E(2)),
ou Sy opére seulement sur la deuxiéme copie de E(2).

Idéal d’une opérade. Un idéal J d’une opérade P est une sous-opérade telle que la
composition dans P est & valeur dans J dés que 'une des variables est dans J. La
famille quotient P(n)/J(n) forme une opérade notée P /J.

Une présentation d’une opérade P est la donnée d’un S-module E et d’un sous-S-
module R de T(E). L’opérade P est le quotient T(E)/(R), ot (R) est I'idéal engendré
par R.

Si E(n) = 0 sauf pour un entier k + 1 fixé (k > 1), on parlera d’opérade (k + 1)-aire
(binaire si k = 1).
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3.3. Opérade quadratique (avec P(1) = 0). Soit E un Sz-module et R un sous-
espace de Indg‘;’(E ® E) =3 E ® E stable sous l'action de S3.
On construit tout d’abord I'opérade libre T(E) sur {E(2) = E,E(n) = 0 pour
n # 2}, puis on quotiente par 1'idéal (R) de T(E) engendré par R C 3 EQE = T(E)(3).
L'opérade P = P(K, E,R) ainsi définie est appelée une opérade quadratique.
On remarquera que les opérades As, Com, Lie, Leib et Pois sont quadratiques et

binaires.

3.4. Opérade quadratique duale. Soit V un S,-module. On note VV = Homg(V, K)
le dual de V muni de action de S, duale tensorisée par la représentation signature.

Par définition I'opérade quadratique duale de P est
P :=P(K,EY,RY)

ou Rt C F(EV)(3) = F(E)(3)V est le sous-espace vectoriel orthogonal de R.

On vérifie immédiatement que

(P =P.

3.5. Exemples. On désigne respectivement par 1, sgn et V, les représentations

irréductibles de S3 : triviale, signature, hyperplan z; + z2 + z3 = 0.

(a) As. L’espace E = As(2) est de dimension 2 engendré par z;2; et zpz;
(représentation réguliere de S;). Donc T(As(2))(3) est de dimension 12 engendré
par les expressions (z;zj)zx et z;(z;zy) pour toutes les permutations {i,7,k}
de {1,2,3}. Le sous-espace S3-invariant Ras est engendré par les 6 associateurs
(zizj)zr — zi(z;zr). On constate que Rks = Ras et donc 'opérade associative est

auto-duale :
As' = As.
(b) Com. L’espace E est de dimension 1 engendré par z;z, (représentation triviale
de S3). On voit aisément que T(Com(2))(3) = 1 V; et que Rcom = V2. On a
donc Com' = P(K, sgn, sgn). Or cette opérade est précisément I’opérade Lie. En effet

Lie(2) = sgn (antisymétrie du crochet), T(Lie(2))(3) = sgn @V, et Rrje = sgn (c’est

I’identité de Jacobi). Donc on a
Com' = Lie.

(¢) Lie. On vient de voir que
Lie' = Com.
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(d) Leib. Une algébre de Leibniz duale (cf. [Lo2]) est un espace vectoriel R muni
d’une opération binaire R ® R— R, (r,s) — rs, vérifiant (rs)t = r(st) + r(ts) pour
tout r,s,t € R. Ce type d’algébre définit une opérade Leib' qui est précisément
I'opérade quadratique duale de Leib. On pourra vérifier élémentairement que si @ est
une algeébre de Leibniz et R une algébre de Leibniz duale, § ®R, muni du crochet,
[a®7,b® s] :=[a,b] ® rs — [b,a] ® sr est une algebre de Lie, voir proposition 3.7
ci-dessous.

Plus généralement les algébres définies par une opération binaire et une relation

quadratique du type

z(yz) = Z aso ((zy)z), a, €K,

0€ESs

ont pour duales les algebres définies par une opération binaire et la relation quadratique

(ay)z = 3 ansgn(o)o (a(y2).

0653
Les algébres associatives et les algebres de Leibniz en sont deux cas particuliers.

3.6. Morphismes d’opérades. Il est clair qu'on a une notion de morphisme
d’opérades, et qu’un tel morphisme « : P — Q donne naissance & un foncteur
entre catégories d’algébres (Q —alg) —(P —alg). Si P et Q sont quadratiques on
a évidemment un nouveau morphisme o' : Q' — P'.

Les exemples précédents sont reliés par les foncteurs
(Leib' — alg) =5 (Com — alg) < (As — alg) —> (Lie — alg) < (Leib — alg).

Le foncteur ¢ est 'inclusion évidente. Le foncteur — associe & toute algebre associative
A Dalgebre de Lie ayant pour crochet [a,b] = ab—ba. On a en fait 7' = —. Le foncteur u
est Pinclusion naturelle, son dual u! = + est le foncteur qui associe a une Leib'-algébre
R D’algébre associative et commutative (R,.), a - b = ab + ba (vérifier que c’est bien
défini).

Pour toutes opérades quadratiques P et Q on peut définir, comme dans le cas
des algebres associatives, des produits Po Q et P Q. On peut alors définir un hom-
interne par hom(P, Q) = P' 0 Q. Le rdle de l'unité pour o est joué par 'opérade Lie,

donc
P' = hom(P, Lie).
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Au niveau des algébres, ce résultat a la conséquence suivante (que I'on peut vérifier

directement) :

3.7. Proposition. Soit P une opérade quadratique et P' son opérade quadratique
duale. Pour toute P-algébre A et toute P'-algébre B, le produit tensoriel AQy B est

muni d’une structure d’algébre de Lie.

Si {u;} est une base de E et {u;’} est la base duale, le crochet de Lie est donné par

[a’ ® b, ad® b,] = Z ﬂi(av a,) ® ,U’Y(bv bl) - /J’i(ala a) ® ﬂ}/(bl’ b)

3.8. Algébre quadratique sur une opérade quadratique. Soit P = P(K, E, R)
une opérade quadratique (on suppose toujours P(1) = 0), V un K-espace vectoriel et
S un sous-espace de ’espace des coinvariants (E @ V®?)g,. Par définition la P-algébre
quadratique A(V, S) est le quotient de la P-algebre libre Fip(V') sur V par I'idéal (5)
engendré par S C Fp(V); = (E ® V®?)gs,. Comme Fp(V) est naturellement graduée
et que (S) est homogene, A(V,S) peut étre considérée comme une P-algebre dans
g Vect™.

On peut faire la méme construction, mais dans la catégorie g Vect™. Il faut alors
remplacer E par E @ (sgn). On note A(V,S)~ Palgebre ainsi obtenue.

Par définition 'algébre quadratique duale A' de A = A(V,S) est la P'-algebre
dans g Vect™ construite de la maniére suivante. On pose VV = Hom(V,K) et
St = orthogonal de S dans ((E ® V®?)s,)V = (EVY ® (sgn) ® (VV)®?)s,. On a
A=AV, SH).

4. DUALITE DE KOSZUL DES OPERADES.

4.1. Bar-construction sur les opérades. Le bar-complexe d’une algébre associative
dans une catégorie monoidale C est une cogebre graduée dans C construite de la maniére
suivante. On prend la cogebre libre (qui est graduée) sur 'objet de C sous-jacent et on
la munit de I'unique différentielle qui, en degré 2, coincide avec la structure d’algeébre
associative. Appliquée a I'opérade P, considérée comme une algébre associative dans
S — mod, on obtient le bar-complexe de P, noté (B(P),6). Le dual linéaire de
cette cogebre différentielle graduée dans S — mod nous donne une algebre associative
graduée dans S —mod, c’est-a-dire une opérade différentielle graduée. On la note

D(P). Cette construction étant fonctorielle on 1’étend aux opérades graduées en
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posant :

D(P):=(T((sP)¥),d),

ol (sP)(n) = s"(P(n)). Puis on P’étend aux opérades différentielles graduées pour

obtenir un endofoncteur :

D : (dg — Opk) —(dg — Opk).

Explicitons la différentielle d de D(P) en utilisant la description de T (E) donnée
en 3.2. Le complexe de chaines D(P) est une somme d’espaces vectoriels du type
P(T)* ou T est un arbre. La différentielle d est alors une matrice dont la composante
dr 7 : P(T')* — P(T)* est la suivante.

On a dp/,7 = 0 sauf si T' = T/e pour un certain c6té interne e de T. On note v et

w les sommets de e et < e > le nouveau sommet de T".

La composition dans P définit un homomorphisme

0. = P(Inv) @ P(Inw) — P(In(e)).

Comme il y a une bijection entre les autres sommets de T et de T' cet

homomorphisme s’étend en un homomorphisme
P(T) = ® P(Inv)— ® P(Inv") = P(T").

C’est le dual linéaire de dp 7.

4.2. Théoréme (Ginzburg-Kapranov [GK]). Soit P une opérade sur K telle que P(n)
sott de type fint pour tout n. Alors

D(D(P))—P
est un quasi-isomorphisme.

Remarque. L’hypothése de finitude nous a permis de transformer le bar-complexe
en un endofoncteur D. Dans le cas général il faut travailler avec les dg-algebres et les

dg-cogeébres de la catégorie monoidale C. On a alors deux foncteurs
B:{dg—algdeC} «— {dg—cogdeC}:Q,
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qui sont adjoints 'un de lautre et induisent des équivalences entre les catégories

homotopiques.

4.3. Bar-complexe pour une opérade quadratique. Supposons maintenant que
I’opérade P soit quadratique (cf. 3.3). Comme dans le cas des algeébres associatives

dans Vectg, on a un homomorphisme naturel
D(P)—7P'
qui est un isomorphisme en Hy.
4.4. Définition. L’opérade P est dite de Koszul si H,(D(P)) = 0 pour tout n > 0,
en d’autres termes si la suite de modules
-+ = D(P)p > D(P)p1—--- = D(P)o =P =0
est exacte.

4.5. Proposition. i l'opérade P est de Koszul, il en est de méme de Uopérade P'.

C’est une conséquence immédiate du théoréme 4.2.

4.6. Homologie d’une P-algébre. Avant de passer aux exemples on va énoncer
un critére pratique pour vérifier qu'une opérade quadratique P = P(K, E, R) est de
Koszul.

Introduisons ’homologie d’une P-algébre A. On pose
CT(4) := A®" ®s, P'(n)".

Par construction P'(n)V est un sous-espace de P, E(T) (somme sur les n-arbres

binaires T'). On construit une application
o : A% ®s, (D E(T)) - 4% ®s,_, (P E(S)),
T s

ou la seconde somme est sur les (n — 1)-arbres binaires, de la fagon suivante. Qualifions
d’extrémal un sommet v de ’arbre T possédant des feuilles. Si on remplace I’ensemble
In(v) des étiquettes de ses feuilles par un seul élément, on obtient un nouvel ensemble
noté [n]/v. L’arbre T'/v est le [n]/v-arbre obtenu en enlevant v et en le remplacant par

une feuille :

1 2 3 4 {12 3 4

—
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L’action de I’opérade P sur l'algébre A détermine une application
A®" @ E(T) —s A®M/Y @ E(T/v).

L’application d, est la matrice ayant pour éléments les applications précédentes.
Remarquons qu’a priori il y a une ambiguité sur I’étiquetage des feuilles, mais celle-ci

disparait lorsqu’on quotiente par 'action du groupe symétrique.

4.7. Proposition (Ginzburg-Kapranov [GK]). Pour tout n Uapplication d, envoie
CP(A) dans CP_(A) et Vapplication d,, qui en résulte vérifie dy_y o d, = 0.

L’homologie de la P-algebre A est alors définie par
HE(A) = H,(C7(4),d).

La méme méthode permet de définir ’homologie de A a coefficients dans un

A-module M, notée HP (A, M). La cohomologie H}(A) est définie par
H3(A) = H*(Hom(CT (4),K)).
Remarque. Examinons le complexe CP(A) en basses dimensions :
o AP Rg, P'(3)Y 2 A% g, P'(2)Y I A

Puisque P'(2)V = (EV)V = E on constate que C7(A) est un quotient d’autant
de copies de A®? que d’opérations génératrices et que dp consiste & effectuer ces
opérations. De méme CT(A) est un quotient d’autant de copies de A®? que de
relations de définitions, le composé do o d3 donnant précisément ces relations. Le
complexe CP(A) donne donc une réponse a la détermination des “relations entre les

relations”, etc. .. (probléme des syzygies supérieures).
L’un des criteres effectifs pour déterminer si une opérade est de Koszul est le suivant

4.8. Théoréme ([GK]). Soit P une opérade quadratique. Alors P est de Koszul s1 et
seulement si pour toute P-algebre libre Fp(V) on a HP (Fp(V)) =0,i > 0.

4.9. Exemples.

a) P = As. On a vu que P' = As. Le complexe C£5(A) de l'algebre associative A
est alors

i A®MHL Y gen AR AA
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olt ¥'(ag, ..., an) = Tora (=1)¥(a0, - -, @ii41,- -, Gn):

On trouve ainsi ’homologie de Hochschild de A & coefficients dans le module trivial
k (cf par exemple [Lol]). Remarquons que A est une algebre sans élément unité, et
que par module trivial on entend multiplication nulle.

b) P = Lie. On sait que P' = Com. Le complexe CL¢(g) est alors

..._)Angi)An_lg_)..._}A2g_)97

dzy A Aza) = Y (FD) 7T ez AR A NG A AEG A A,
1<i<j<n

On trouve donc le complexe classique de Chevalley-Eilenberg. Il est bien connu que
’homologie de 1’algébre de Lie libre est triviale, donc Lie est une opérade de Koszul,

ainsi que Com par la proposition 4.5.

¢) P = Com. Pour une algébre commutative A on peut montrer que CZ°™(A)
s’identifie au sous-complexe du complexe de Hochschild correspondant & Iinclusion
Lie(n) C K[S,] en dimension n. Ce sous-complexe a pour homologie I’homologie de

Harrison de A (cf. par exemple [Lol]).

d) P = Leib. Puisque Leib'(n) 2 K[S,], on a, pour toute algébre de Leibniz g,
CLeib(g) . ceesg®n 4, g1, g®2 g
Le calcul de la différentielle donne

dz:®...0z,) = Z (—1)j$1®"'®$i—1®[$i,-’fj]®$i+1®"'®ij®"'®$n,
1<i<j<n

c’est-a-dire que ce complexe est précisément celui construit dans [Lol]. Puisque
I’homologie de Leibniz d’une algébre de Leibniz libre est triviale (¢f. [LP]), Leib est

, . . oy !
une opérade de Koszul, ainsi que Leib'.

4.10. Propriétés [GK]. Voici quelques-unes des propriétés des opérades de Koszul.

a) Série de Poincaré. Soit P une opérade telle que P*(1) = K (i.e. P(1) = 0). Par

définition la série de Poincaré de P est

gp(z) =3 (-1)" dimp+(n)"”—’;.

n
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(Pour dimP(1) > 0 il faudrait prendre une série & plusieurs variables). Les séries

de Poincaré d’'une opérade de Koszul P et de sa duale P' sont reliées par (cf. [GK])

(*) 9p(9p(2)) = =.

On peut se servir de ce résultat pour montrer que certaines opérades ne sont pas

de Koszul (¢f. [GeK1)).

Exemples :

z -
gas(z) = 12 gcom(z) = €7 =1, grie = —log(1 + z).

On peut affiner ce résultat en remplagant dim P*(n) par la série dzéta associée & la
représentation P*(n) de S,,. Dans la formule (x) il faut alors remplacer la composition

par le pléthysme (cf. Hanlon [Ha|, Getzler-Kapranov [GeK2]).

b) Cohomologie. A tout type d’algébres est associée une théorie de cohomologie qui,
par exemple, mesure les déformations de ces algébres. Cette théorie est d’ordinaire
construite & partir du bar-complexe. Lorsque 'opérade associée est de Koszul cette
théorie de cohomologie est isomorphe & H3, définie en 4.6. On voit immédiatement sur

cette définition que
pour toute P-algébre A, Hy(A) est un P'-algébre graduée.

c) P-algébres de Koszul. Comme annoncé, si P est une opérade de Koszul, et A une
P-algebre de Koszul, sa duale A" est une P'-algebre de Koszul et il y a sur A ® Al
une différentielle qui en fait un complexe acyclique. En fait les constructions et les
résultats pour les algeébres associatives de Koszul se généralisent aux P-algebres de
Koszul, & la différence prés que la quadratique duale est une P'-algebre (et qu’en

général P' # P).

5. APPLICATIONS.

5.1. Algébres homotopiques. Motivé par I’étude des espaces de lacets, Stasheff
a formalisé dans [S] la notion d’“algébre associative & homotopie pres”, ce sont les
Aoo-algebres.

Plus tard ont été introduites les “algébres commutatives & homotopie pres” : les
Eo-algebres (cf. [M]), puis les “algebres de Lie & homotopie pres” (cf. [HS, LS]).
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Il se trouve qu’en fait une A.-algébre est trés précisément une D(As)-algébre
ou D(P) est l'opérade différentielle graduée construite au paragraphe 4. Puis on
a démontré qu'une FE.-algebre est une D(Lie)-algébre, et une algébre de Lie
homotopique est une D(Com)-algebre (cf. [LS]).

En conclusion pour toute algébre sur une opérade de Koszul P on a une notion

d’algébre homotopique : ce sont les D(P')-algebres (voir par exemple [Gel]).

5.2. Opérades cycliques [GeK1]. Une opérade P est dite cyclique si P(n) est en fait

un S, 41-module dont ’action supplémentaire de 'opérateur cyclique 7,4, vérifie :
+ +

Tmtn—1(#0mV) = Ta(p)o17m(v)

pour p € P(m) et v € P(n). Cette propriété permet de généraliser la notion de
x-algebre.

Par exemple As, Lie et Com sont cycliques, mais pas Leib. Pour une P-algébre A
on peut alors définir 3 théories d’homologie, notées HA, HB et HC qui sont reliées

entre elles par une longue suite exacte :
(%) coo— HA,(A)> HB,(A)—» HC,(A) - HA,_1(A)—---

La cyclicité de P est la propriété qu’il faut pour pouvoir parler de forme bilinéaire
wnvariante sur une P-algebre. La théorie HA est le foncteur dérivé non abélien de la
forme bilinéaire invariante universelle.

Lorsque P est quadratique, la théorie HB s’exprime en fonction de H? : on a
HB,(A)=HP(A,A).

Lorsque P est de Koszul, HC,,(A) peut s’exprimer en fonction de la théorie HA
pour P'. En particulier pour P = As, HC est ’homologie cyclique de Connes et
I’égalité As = As' implique HA, = HC,_,. Ainsi la suite exacte (*x) s’identifie a la

longue suite exacte de périodicité de Connes (cf. [C], [Lol]) :

= HC\,_1—>HH,—-HC, - HCp_qg—---.

Pour P = Lie, la suite exacte (x*) s’identifie & la longue suite exacte d’homologie
relative
= HR; 9(9) = Hn(9,8) > Hpy1(8) — -+
associée a la surjection § @A™ g — A™*1 g (cf. [Pi] pour une utilisation de cette suite

exacte).
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Pour P = Com, Getzler et Kapranov utilisent la suite exacte (**) pour démontrer

les résultats suivants sur la S,-représentation Lie(n) :
a) Lie(n) est une Sy ;-représentation (cf. aussi [Ro], [K]).

b) On a un isomorphisme de S, 4;-représentations

Lie(n + 1) = Lie(n) @ Vy,

ol Vy,; est lareprésentation de dimension n associée & ’hyperplan zo+z1+- - -+2, = 0.

5.3. Espaces de Modules (Moduli spaces). Désignons par My, lespace de
modules (de Grothendieck-Knudsen) des courbes de genre 0 marquées de n points.
La famille M = {Mo nt1, n = 2,3,...} est un S-objet dans la catégorie (monoidale
symétrique) des variétés différentiables. Ginzburg et Kapranov montrent dans [GK]
qu’une opérade K-linéaire est un S-faisceau sur M. Pour d’autres liens entre espaces

de modules et opérades on consultera [BG], [KM], [KSV].

5.4. Opérades modulaires [GeK2]. Un S-module stable est une famille de complexes
de chaines {V((g,n))|n,g > 0} munis d’une action de S, sur V((g,n)) et telle que
V((g,n)) =0si 29 +n —2 < 0. On peut étendre la structure de catégorie monoidale
des S-modules aux S-modules stables.

Par définition une opérade modulaire est une algebre dans {S — mod stables}.
Dans la description du foncteur libre les arbres sont alors remplacés par les graphes
(d’ou Vapparition du “graph-complex” de Kontsevich). Ces opérades modulaires sont
intimement reliées aux espaces de modules des courbes de genre > 0.

La connaissance exacte de la bar-construction de Com dans ce contexte
impliquerait la détermination des dimensions des espaces d’invariants de Vassiliev

(théorie des noeuds), cf. loc. cit.

5.5. Motifs. L'un des probléemes de la géométrie algébrique arithmétique est la
construction de la catégorie des “motifs de Tate mixtes”. Les opérades ont été utilisées

comme outil fondamental pour construire un modéle de cette catégorie par S. Bloch
et I. Kriz (cf. [BK]).

5.6. Opérades tressées. La catégorie S — mod est en fait la catégorie des foncteurs
de S dans Vectg. On a beaucoup utilisé le fait que la catégorie monoidale Vectk
est symétrique. Si on relache cette hypothése en remplagant la catégorie monoidale
symétrique par une catégorie monoidale tressée on obtient la notion d’opérade tressée.

La bar-construction qui en résulte a déja été étudiée dans [F].
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5.7. Biopérades. La notion de co-opérade est assez immédiate par passage au dual
linéaire. Par contre si on veut user en méme temps d’opérations et de coopérations il

faut travailler avec des biopérations :
P(n,m) @ A®™ — A®™ m.n > 1.
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