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COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DU 

NOMBRE DE GÉODÉSIQUES FERMÉES SUR 

LA SURFACE MODULAIRE EN COURBURE 

NON CONSTANTE 

Françoise DAL'BO & Marc PEIGNÉ 

Soit g£ une perturbation de la métrique hyperbolique sur M = H2/PSL2(Z) , nous 
démontrons que le nombre de géodésiques fermées sur (M,ge) de longueur au plus 
a est équivalent quand a tend vers +00 à eaôe /aSe (où ôe est l'exposant critique de 
la série de Poincaré associée à PSL2(Z)) . La démonstration de ce résultat repose sur 
un codage des géodésiques fermées de (M,ge) relié au développement en fractions 
continues des réels et sur l'utilisation d'un théorème du renouvellement harmonique 
nécessitant une étude spectrale précise de l'opérateur de transfert mis en jeu. Nous 
retrouvons également par cette méthode probabiliste la distribution asymptotique 
des constantes de Lévy des nombres quadratiques. 

Let g£ be a variation of the hyperbolic metric on M = H2/PSL2(Z) , we prove that 
the number of closed geodesies on (M,g£) with length less or equal to a is equivalent 
to eaSe /aS€ (where S£ is the critical exponant of the Poincaré series associated with 
PSL2(Z)) . The proof of this result is based on a coding of closed geodesies related to 
the continuous fractions expansion of the reals and on an harmonic renewal theorem 
which requires a precise description of the spectrum of the appropriate transfer 
operator. Using this probabilistic method, we give a new proof of the asymptotic 
distribution of the Levy constants of the quadratic numbers. 
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INTRODUCTION 

Notons d la distance de Poincaré sur M2 et g la métrique de Poincaré sur la surface 
modulaire M = H2/PSL2(Z). Soit e > 0, une métrique g£ sur M est une e-
perturbation de g si la distance d£ induite par g£ sur M2 et la courbure K£ de (M,g£) 
satisfont les hypothèses suivantes : 

1. Pour tous 2i , Z2 G M2, 

(l + e)-1d(z1,z2) < de(z1,z2) < (1 + e)d(zu z2). 

En d'autres termes, les espaces métriques (H2,d) et (H.2,d£) sont (1 + £, 0)-
quasi-isométriques f 1 11. 

2. Il existe b e]0,1] et R > 0 tels que pour tout z G H2,cv(zu z2). < -fc2 et(zu z2). = - 1 
si Imz > i?. 
En d'autres termes, la courbure de M est strictement négative et égale à — 1 
dans la pointe. 

Une telle métrique est obtenue par exemple en perturbant la métrique g 
« régulièrement » dans un compact de M. 
Notons S£ l'exposant critique de la série de Poincaré S7GPSL2(Z) e~sde^n^\ si e = 0 
alors ôo — 1, nous démontrons le 

Théorème A. — // existe s® > 0 tel que pour tout 0 < £ < SQ, le nombre 7r£(a) 
de géodésiques primitives fermées orientées de (M, g£) de longueur au plus a soit 
équivalent à eaÔ£ /aS£ lorsque a tend vers +oo. 

Si e i=- 0, ce théorème est nouveau, le cas de la courbure variable ayant été abordé 
(à notre connaissance) jusqu'à présent pour des variétés compactes ([23], [20] et [27] 
pour le problème plus général des flots d'axiome A). La méthode classique utilisée en 
courbure variable s'appuie sur l'existence d'une partition de Markov associée au flot 
géodésique, garantie par la compacité de la variété. Cette méthode semble s'étendre 
au cas convexe cocompact mais n'est apparemment pas adaptée à l'étude des variétés 
avec Dointes. 

Si e = 0, la courbure est alors constante égale à —1 et dans ce cas le 
théorème A est connu ([15], [26], [10]). Différentes méthodes ont été développées 
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en courbure constante. L'une d'elles, basée sur la formule des traces de Selberg [29], 
est particulièrement bien adaptée aux variétés de volume fini (même infini si la variété 
est une surface dont l'exposant critique S G ] | , l ] (cf. [10])) et précise dans certains 
cas [15] l'asymptotique par un reste. Cette approche ne paraît pas appropriée à la 
courbure variable. 

La méthode que nous utilisons ici pour démontrer le théorème A a été introduite 
par S. Lalley [19] pour dénombrer les géodésiques fermées des quotients de HP par 
des groupes de Schottky (dans [8] nous étendons cette étude à des groupes libres 
contenant des transformations paraboliques). Le fait que les groupes de Schottky 
soient purement hyperboliques est essentiel dans le travail de S. Lalley, cela assure, 
dans le codage des géodésiques fermées mis en jeu, le caractère dilatant du décalage 
et la régularité hôldérienne de la fonction plafond. Dans notre cas, afin de conserver 
cette propriété de dilatation, nous sommes amenés à introduire un codage d'alphabet 
infini. Nous compensons cette difficulté en exploitant la géométrie du problème et 
notamment la dynamique des transformations de PSL2(Z). 

Voici le résumé du déroulement de la démonstration du théorème A : 
Notons <9elHI2 le bord de (H2,<i£) (cf. [11] chap. 7). Nous introduisons une 

transformation dilatante T£ sur 9eH2, traduisant la dynamique des éléments de 
PSL2(Z) sur le bord. Nous codons alors les géodésiques fermées de (M,g£) par des 
points T£-périodiques de d£M2 et exprimons leur longueur à l'aide d'une fonction f£ 
définie sur d£M2. En un deuxième temps nous construisons une mesure de probabilité 
v£ sur d£M2 invariante par T£ et absolument continue par rapport à la mesure de 
Patterson a£ [17]. Nous relions ensuite 7r£(a) aux mesures â<w<<<définies pour tout 
£ G d£M2 et pour toute fonction continue par morceaux et bornée cp sur d£M2 par 

¥KOl[0,a 
c<x 

n=l 

1 

2n 
¥x<<<l[0,a 

¥KOl [0 ,a ] (We(O) 

Où San/ett') = feiO + fe(T£ï') + • • • w<<+ < f £ ( T ^ i ' ) . 

Le théorème A se déduit alors du 

Théorème B. — Soient 0 < s < SQ et A un intervalle de d£M2 tel que v£{A) > 0. 

Lorsque a tend vers +co N^^IA)x<est équivalent à h£((t)a£(A)eaÔ£/a5£ uniformé

ment par rapport à £ G d£M2 (la fonction h£ représentant la densité de v£ par rapport 
à a£). 

Les mesurew<^ùma^ s'expriment comme potentiel harmonique de la chaîne de 
Markov (Yn,/e(Yi) + ••• + /e(Yn)) sur <9eIHI2 x R, les transitions du processus Yn 
étant gouvernées par l'opérateur P£ adjoint de T£ par rapport à v£. Après une étude 
spectrale précise de P£, on montre que le théorème B découle directement du résultat 
général suivant : soient X un espace métrique compact, (Xn)n>o une chaîne de 
Markov sur X de noyau de transition Q et g une fonction borélienne positive sur 
X ; on note Q le noyau de transition sur X x R associé à la chaîne de Markov 
(Xn,g(Xi) + • • • + g(Xn))n>0. On a le 
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Théorème du renouvellement harmonique. — Supposons que le couple (Q,g) satis
fasse les hypothèses Ho, H\, H2, H$ et H4 explicitées dans le paragraphe 5. Soient /x 
Vunique mesure de probabilité Q-invariante sur X et m la mesure de Lebesgue sur 

R. La famille de mesures m n>l 
1 
n 

Qr ((x,a),dy,dt) 

Pour démontrer ce théorème nous reprenons des arguments développés dans [1], 
[13] et [21]. Soulignons que l'étude directe du comportement asymptotique de ces 
potentiels évite l'utilisation, comme dans [19] d'un théorème des grands écarts. 
L'étude spectrale de P£ permet aussi d'appliquer un théorème du renouvellement 
« classique » (c'est-à-dire sans le facteur ^ ) et, en reprenant les arguments de 
Y. Guivarc'h et J. Hardy [13], d'obtenir la 

converge vaguement lorsque 

a tend vers +00 vers la mesure produit ^{dy) 0 m(dt) uniformément par rapport à 
xeX 

Proposition . — Pour tout 0 < £ < EQ le flot géodésique sur le fibre unitaire tangent 
de (M,g£) est mélangeant relativement à la mesure fi£ ®m (voir § 6.5). 

La démonstration que nous proposons de ce résultat repose sur l'étude de 
l'opérateur de transfert P£. 

Nous donnons également une application de notre méthode « probabiliste » à 
l'arithmétique en retrouvant des résultats de C. Faivre concernant la distribution 
asymptotique des constantes de Lévy des nombres quadratiques. Introduisons 
brièvement quelques notations : si x G]0,1] est un irrationnel quadratique, on note 
N(x) la plus petite période de son développement en fractions continues et £(x) 

la « longueur » de x définie par £(x) - 2 <i=0 
N(x)- logTHx) si N(x) est pair et 

i{x) = - 4 yN(x)-l 
2̂ = 0 

logT*(x) sinon. De plus, si [ao(x),ai(x),... 1 est le développement 

en fractions continues de x, on pose 0« (x) 
q<n(x) 

[a0(x)5... ,an(x)] si x est un irrationnel 

quadratique alors la suite (̂ - logqn(x))n>1 converge vers un réel noté (3(x) et appelé 
« constante de Lévy » de x. Nous avons le 

Théorème[9]. — Soient a > 0 etiïa Vensemble des irrationnels quadratiques x G]0, 1] 
tels que £(x) < a. 

i) Le cardinal de ÜA est équivalent à 31og2 
7T¿ 

ea lorsque a tend vers +00. 

ii) La sommt xw< (5{x) est équivalente à ea 
4 

lorsque a tend vers +00. 
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À PROPOS DU PLAN... 

Les paragraphes 1 à 5 sont rédigés dans le but d'exposer une méthode nouvelle 

permettant de retrouver des résultats connus. Suite à la rédaction de ce travail 

nous avons été encouragés à l'adapter au cas de la courbure « légèrement » variable. 

Souhaitant conserver l'esprit initial dans lequel nous nous étions placés, nous avons 

ajouté le paragraphe 6 dans lequel nous indiquons les modifications à apporter à la 

démonstration du théorème A en courbure constante pour obtenir l'asymptotique 

de n£(a) avec s ^ 0. Cette extension à la courbure variable s'appuie sur différents 

travaux parus sur les variétés hyperboliques (au sens de M. Gromov) . Les références 

que nous utilisons sont : le livre de E. Ghys et P. de la Harpe [11], un article de M. 

Bourdon [4] sur le bord des CAT(—l)-espaces et un article de V . Kaimanovitch [17] 

sur les mesures invariantes. 

Nous tenons à remercier Y. Guivarc % pour ses précieux conseils, E. Le Page pour 

l'intérêt permanent qu'il a porté à ce travail ainsi que L. Guillopé pour la précision 

avec laquelle il a lu notre première rédaction. 

Les discussions que nous avons eues avec F. Ledrappier et ses encouragements 

nous ont aidés à aboutir à la rédaction du paragraphe 6. 
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1 CODAGE DES GÉODÉSIQUES DE M EN 
COURBURE CONSTANTE 

Jusqu'au paragraphe 4, la surface modulaire est munie de la métrique de Poincaré. 

Le codage décrit dans ce paragraphe est bien connu ([30], [14]). Nous développons 
ici la présentation donnée dans [14]. 

On rappelle que PSL2(Z) est engendré par la translation T\(Z) = Z+1 et la rotation 
d'ordre trois r(zx<cv^ùmSoit D le domaine fondamental de PSL2(Z) représenté par 
la figure 1.1, la réunion D U rD Ur2D forme un triangle idéal dont les images par 
PSL2(Z) pavent M2 (Fig. 1.2). 

x< 

D 

r 

FiG. 1.1. 

Les côtés de ces triangles idéaux appelés lignes de Farey correspondent aux images 
par PSL2(Z) de l'axe imaginaire L = {iy \ y > 0} . Notons L la projection sur M de 
L, les deux points iy et r2T\{iy) de L, se projettent donc sur le même point de L. 

Dans la suite du texte, le terme géodésique de H2 est synonyme de géodésique 
orientée d'extrémités irrationnelles. Une telle géodésique coupe une infinité de lignes 
de Farey et se projette sur M en une géodésique orientée restant dans un compact. 
Pour alléger le texte, on appelle géodésique de M la projection sur M d'une géodésique 
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D 

2 ri 
r D 

rD 

- 1 0 î 
3 

î 
2 

2 
3 1 

F ig. 1.2. 

de H2. Pour coder les géodésiques de M, l'idée est d'associer à chaque géodésique ses 
points d'intersection avec L (fig. 1.3) ce qui sur M2 revient à associer à une géodésique 
ses points d'intersection avec les lignes de Farey. 

1.1 Points de changement des géodésiques de M2 

Soit a une géodésique de H2 ; elle coupe une infinité de lignes de Farey. Choisissons 
un point Fo situé à l'intersection d'une ligne de Farey Lo et de a. En se déplaçant sur 
a à partir de Fo dans le sens positif (resp. sens négatif), on rencontre successivement 
des lignes de Farey Li, L2, • • • (resp. L_i, L_2 , . . . ) en des points Fi, F2, . . . (resp. 
F_i, F_2, . . . ) appelés points de Farey de a (fig. 1.4). Nous orientons les géodésiques 
Ln selon la convention : (a,Ln) E]0,7t[. Notons 7n l'unique élément de PSL2(Z) 
envoyant l'axe imaginaire L orienté dans le sens croissant sur Ln ; on obtient ainsi 
une suite bilatère (jn)nez d'éléments de PSL2(Z). 

Soit t_i = TT\ ; pour tout z G I 2 on a T-i(z) = z 
z+1 

Lemme 1.1.1. — Pour tout n G Z , il existe en+i G { ± 1 } tel que 7n+i = 7n^n+i • 

Démonstration. — La géodésique 7^1(a) coupe 7~1(Ln) = L au point de Farey 
7~1(Fn). Le point de Farey suivant est 7^1(Fn+x) et se situe sur 7~1(Ln+i) = 
7~17n+i(L) . Deux cas se présentent (fig. 1.5) : soit 7~1(Ln+i) = n ( L ) soit 
7 - 1 ( £ « + i ) = t _ 1 ( L ) . 
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L 
M 

FlG. 1.3. 

Corollaire 1.1.2. — // existe une suite (e^eN formée de +1 et de — 1 telle que : 

1. sin> 1, alors 7n = 7oT£l • • • r£n<< 

2. sin< 0, alors 7n = 7 0 ^ • • •c<<c<< 

Parmi les points de Farey de a on distingue les points particuliers suivants : 

Définition 1.1.3. — Le point Fn est un point de changement de a si en ^ £n+i-<< 

Soit Co un point de changement de a. Par une construction analogue à celle des 
points de Farey, on associe à a la suite (Cn)nez des points de changement rencontrés 
en se déplaçant sur a à partir de Co. Les points Cn se situent sur des lignes de Farey 
orientées notées 7cri(£) (fig. 1.6). En utilisant le corollaire 1.1.2 on montre la 

Propriété 1.1.4. — Il existe une suite bilatère d'entiers strictement positifs ( n ^ e z 
et e e { ± 1 } tels que : 

1. si k > 1, alors 7cfc "Ŷ  TUl T712 • • • TUk 

2 si k < 0, alors 1Ck - ICoTl^rr"-1 • • • r - ^ t l < x < 

Soit s(z) = - 7 , on a la relation re 1 = ST-£S. Par conséquent si k < 0 on a 
w< = 1CQST^T_£> rnk+1 9 

Les extrémités de a se déduisent de la suite ( n ^ e z grâce à la 

Proposition 1.1.5. Soient £_ et £ les extrémités de a orientée de £_ vers £ ; on a 

£ - = 7c0s([n0n_in_2 * w< et £ = 7Co([™in2n3---] £) 

où [nin2ns"-] = lim^-^+oo[ni712713 • • • ne] avec la convention [ni] 
[nin2n3 • • • ni] = l / (ni 4- [n2n3 • • • ni]) pour £ > 1. 

w< 

ni 
et 
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FIG. 1.4. 

Démonstration. — Commençons par le cas k > 1 et e = — 1. On remarque que 

r! î i - - - r^1)FC(0) = [nin2---nfc/] et T^\>--Tp1)k(oo) = [n1n2---nk»] 

avec si k est pair, k' = k, k" = k — 1 et sinon, kf = k — 1, k" = k. Ces deux suites 
de fractions convergent quand k tend vers +oo, vers un même nombre x G [ 0 , 1 ] 
dont le développement en fractions continues est [nin2 • • • ] . Par conséquent, 7cFE(0) 
et 7cfc(°°) convergent vers 7c0(aO- La suite des points de changement (Cfc)fceN de a 
converge donc vers 7c0 (#) ce qui entraîne que £ = 7c0 (#). Si maintenant on suppose 
k > 1 et e = 1, on a alors 

rni . . . T(*1)k+1 ( 0 ) = m + [ra2 • • • nk»\ et Tni . . . r(n_̂ 1)fc+1 (oc) = ni + [n2 • • • nkt] 

et le raisonnement précédent s'applique en remplaçant x par x x. Le cas où < 0 se 
traite de façon analogue. 

On est à présent en mesure de coder les géodésiques de H2 marquées en des points 
de changement. Etant donnés une géodésique a de H2 et CQ un point de changement 
sur a, on associe à (a,Co) le quadruplet ([non_i • • • ] , [nin2 • • -],£,7c0)- On no^e © 
la transformation de décalage sur les quadruplets définie par 

6([n0n_i • • • ] , [nin2 •••],£, 7) = ([nin0n_i • • • ] , [n2n3 • • • ] , - £ , 7 ^ ) • 

Remarquons que la projection de 9 sur la seconde coordonnée correspond à 
l'application de Gauss T (déjà introduite par A. Broise § 3 ) qui à x G]0,1] associe la 
partie fractionnaire de ^. Les propriétés suivantes découlent directement du codage. 
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n\Fn+l) n\Fn+l) 

n\Fn+l) 
a 

a 

ln\Fn+l) 

n\Fn+l 

n\F+l) 

n\Fn+) 

0 1 

FiG. 1.5. 

Propriétés 1.1.6. — 

1. Soit Ci le point de changement de a qui suit Co, le couple (a, Ci) est codé par 
6([n0n_i • • • ] , [nin2 • • -] ,£,7c0). 

2. Soit g e PSL2(Z), le couple (g(a), g(Co)) est codé par ([non-1 • • • ] , [nin2 • • •],£, <77c0)-

En résumé, une géodésique a de H2 d'extrémités £_ et £ marquée en un point de 
changement C est codée par l'unique quadruplet (x-, x, £, 7) G]0, l]2 x { ± 1 } x PSL^Z) 
défini par : 

1. Cey(L) et (a,7(£)) G]0,tt[; 

2. £ = 7(x-£) ; 

3. C-=ls(xZ£)-

1.2 Propriétés des éléments hyperboliques de PSL2(Z) 

Soient 7 une transformation hyperbolique de PSL2(Z) et Fix(7) la géodésique fixée 
par 7 orientée du point répulsif vers le point attractif de 7. Choisissons sur Fix(7) 
un point de changement Co et notons x,£,7o), le quadruplet associé au couple 
(Fix(7),C0). Comme (Fix(7),7(C0)) = (7Fix(7),7(C0)), le couple (Fix(7),7(C0)) 
est représenté d'après la propriété 1.1.6 par x, e, 770). Par ailleurs, 7(60) est un 
point de changement Ck avec k > 1 ; donc, toujours d'après la même propriété, on 
a (£_,£,£,770) = Ofc(x_,x,£,70). En développant X- et x en fractions continues et 
en revenant à la définition de 0 , on établit la : 
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- 2 

C-i 

Co 
a 

Ci 
\ 

c2 

-1 0 1 

7 c _ ! = r± xr_l ; 7c0 = rx 1 ; 7Cl = Id ; 7c2 = r2 j 

FIG. 1.6. 

Proposition 1.2.1. — Soit 7 î/n élément hyperbolique de PSL2(Z). // existe 70 G 
PSL2(Z),£ G { ± 1 } ; une suite d'entiers (n*)* strictement positifs et un entier pair 
k > 1 £e/s g^e : 7 = 70T™1 • • • t ^ ^ q - 1 . De plus, les extrémités de Fix(7) sont 
£_ = 70S ([nknk-i - • -ni)~£) et £ = 70 ([nin2 • -nk}~£) où [m • • • nfc] désigne la 
fraction continue T-périodique de période [nin2 • • -nk]. 

Notons qu'alors (Fix(7),Cb) est codé par le quadruplet ([nknk-i • • • ni], 
[nin2 • • • nk], e, 70). Déterminons le module de la valeur propre | À7 | > 1 de 7. D'après 
la proposition précédente, on peut se restreindre au cas où 7 = T™1 • • • T™* . Le lemme 
suivant se trouve dans [2] et [30], nous reprenons ici la démonstration de M. Bauer. 

Lemme 1.2.2 (Lemme clef). — La valeur propre supérieure à 1 de T™1 • • • r™k£ est égale 

aitili ( ^ ( [ n T ^ n * ] ) ) - 1 . 

Démonstration. — Soient Mi = (JJ) et M_i =n\Fn+l<)n\<Fn+l)w< les matrices de SL2(Z), 
associées à T\ et r_i. D'après la proposition 1.2.1 on a : 

Meni • • • M"k£ 
[ni • • • nk] — e 

1 
= A 

ni •••rifel 1-e 

1 (*) 

Les matrices M f et M™! s'écrivent également M f = SDn etn\Fn+w<<^^l)n\Fn+l) = Dn5 avec 
Z5n = ( Ç i ) e t 5 = ( ? Â ) . Puisque S2 = Id, la relation (*) devient 

n\Fw<<n+l) 1 

ni • • • nfc - 1 = A 
1 

[ni • • • nk - 1 - 1 
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L'égalité Dnt 
w< 

< 
= X 

1 

< 1 

x 

nous donne 

n\Fnw<<+l) 
n\Fn<ww+l) 

1 

[ni'-'Uk]' -1 
[ni-- nk] n\Fn+l) n\Fn+l) 1 

[nkni • • 'Tlk-l] 

ce qui entraîne 

n\Fn+l)n\Fn+ 
n\Fn+l)n\Fn+l) 

1 

[n\'-nk] 1 
••[ni'-nk] 1[n2'"nkni\ 1[nkni--nk-i] 1 

1 

ni--nk) 

1.3 Passage au quotient 

Une géodésique â de M est marquée en un point de changement C si elle se relève 
sur M2 en une géodésique a marquée en un point de changement C. 

L 
Cn-l 

wx< 

Cn+l 

a 

FIG. 1.7. 

D'un point de vue géométrique, si Cn_i, Cn, Cn+i sont trois points de changement 
consécutifs sur â, l'un des deux arcs géodésiques Cn-iCn, CnCn+i tourne autour de 
la pointe et l'autre non (Fig. 1.7). 

Les différents relevés sur H2 de (â, C) correspondent aux images par PSL2(Z) 
de (a,C). Si (a,C) est codé par (#_,#, £,7) (cf. § 1.1), l'ensemble de tous 
ses relevés est représenté par {(#_,#,£, #7), # G PSL2(Z)} (cf. propriété 1.1.6). 

Pour coder (â,(7) choisissons le représentant (x_, x, £, Id), noté plus simplement 
(x_,x,e). Géométriquement, (#_,£,£) représente l'unique géodésique marquée de 
H2 se projetant sur (â,C) dont les extrémités £ vérifient : £_ < 0, £ > 0, 
( 1 + £ _ ) ( 1 —£) < 0, et qui est marquée en son point d'intersection avec l'axe imaginaire 
L. 

Si maintenant â est une géodésique primitive fermée de M, elle se relève sur M2 
en un axe Fix(7) d'un élément hyperbolique 7 G PSL2(Z) primitif (i.e. 7 ^ gn avec 
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g G PSL2(Z) et n > 1). Soit P G Fix(7), la longueur de â est égale à la distance de 
Poincaré de P à 7 (P ) , c'est-à-dire à 2 log |À7 | où À7 est la valeur propre de module 
> 1 de 7. Soit (x, x-,e) le triplet codant (â, C). D'après la proposition 1.2.1, il existe 

un entier pair k > 1 et k entiers strictement positifs (rii)i=1 tels que x = [ni • • • n&] et 
X- — [rik - • • ni]. Pour coder (à, C) on peut ne retenir que puisque X- se déduit 
directement de x. Le couple 0([ni • • -rifc],£) = ([n2 • • • n^ni], — e) code la géodésique 
marquée au point de changement qui suit C. La géodésique â contient donc k points 
de changement différents et d'après le Lemme-Clef 1.2.2 on a la 

Propriété 1.3.1. — Soit ( a ,C) une géodésique fermée et marquée de M codée par Z< 

couple ([ni • • • n*;], e). La longueur de â est égale à —2 logHp=o ^"P[ni ' * ' nk]-

En résumé, une géodésique fermée de M est codée par un couple (x, e) G]0,1] x { ± 1 } 
vérifiant Thx = x pour un certain entier pair k > 1. Soit f{x) = —2 \ogx ; la longueur 
de a est égale à Skf(x) = f{x) + f(Tx) + • • • + f(Tk~1x) (où k est la plus petite 
période de x). Ce codage permet d'exprimer le nombre 7To(a) de géodésiques fermées 
primitives de longueur au plus a sur M munie de la métrique de Poincaré sous la 
forme : 

7T0(a) = 
w< 

n=l ' 

1< 

n 
ï{x e]o,i]\TZnx = x, 

S2nf(x) < a et 2n est la plus petite période paire de x}. 

Remarque. — Si on remplace PSL2(Z) par un sous-groupe T d'indice fini, les couples 
(â, C) de la surface S = M2 /Y sont alors codés par 
\x-,x,e,ïi) G]0,1]2 x { ± 1 } x PSL2(Z)/r. Notons F = PSL2(Z)/T; le nombre 7rr(a) 
de géodésiques fermées de S de longueur au plus a s'écrit alors : 

7rr(a) = 
+00 

n=l 

1 

n 
№ , £ , 7 ) G]0,1] x { ± 1 } xF\T2n(Xien) = (*,e,7), 

S2nf(x) < a et 2n est la plus petite période paire de x}. 

où f ( x , £ , 7 ) = (Tx,-e,7ri1/xw<<<l). 
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2 FLOT GÉODÉSIQUE ET CODAGE EN 
COURBURE CONSTANTE 

Notons (at)teR Ie ftot géodésique défini sur le fibre unitaire tangent de la surface M 
privée de ses points singuliers. 

2.1 Représentation du flot géodésique par un flot spécial 

Soit G l'ensemble des géodésiques de M marquées en un point de changement. 
Cet ensemble est une section du flot géodésique puisque l'orbite par ce flot d'une 
géodésique â marquée en un point quelconque rencontre G. À tout couple (â , C) G (5, 
on associe le réel strictement positif t(â, C) correspondant au temps de premier 
retour de at(â,C) sur G. Notons T l'application de Poincaré sur G définie par 
T(â,C) = at(â?c)(â, C) ; le réel t(â,C) représente la distance de C au point de 
marquage de T ( â , C). 

x< 
kl 

*(S,C) 

identification sur M de ces 2 points 

[â,C) T(â,C) G 

F I G . 2 . 1 . 

1 2 9 
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2.2 Lien entre mesure de Gauss et mesure de Liouville 

La relation que nous établissons entre ces deux mesures est connue ([30]). Relevons 
la situation sur M2 et notons G l'ensemble des géodésiques de M2 d'extrémités £_ et 
£ vérifiant : £_ < 0,£ > 0, (1 + £_)(1 — £) < 0. D'après les § 1.1 et 1.2, une géodésique 
marquée (â ,G) de G codée par (x-,x,è) se relève en une unique géodésique de G 

d'extrémités £_ = _i 
X-

n\Fn+l) marquée en son point d'intersection avec 

l'axe imaginaire. Notons T\ l'application sur G qui relève T. L'image par T\ d'une 

géodésique a de G d'extrémités £ est la géodésique 7 (a) où 7 = si £ > 1 et 

7 = r_i J si £ < 1. Il existe donc une partition dénombrable (Gi)ieN de G telle que 
sur chaque Gi l'application Xi corresponde à l'action d'un élément r~ni. Soit \i la 

restriction à G de la mesure de Liouville nFn+l) 
n\+l) 

sur le fibre unitaire tangent de M2, 

où |£_ — £| désigne ici la longueur euclidienne de la corde reliant £_ à £. L'invariance 
de \x sous l'action de PSL2(Z) entraîne son invariance sous l'action de T\. 

Si maintenant on code les éléments de G par les triplets (x,X-,e) de 
fO, 112 x i —1, 11, l'application Ti se traduit par le décalage ©, et a devient la mesure 
©-invariante (encore notée ¡1) définie par n(dx- dx de) = dx- dx 

(l-\-x-x) (¿+1 + *-i)(<fe). 

Considérons la projection p de [0, l]2 x { ± 1 } sur la seconde coordonnée et l'application 
de Gauss T sur ]0,1]. Puisque p o © = T o p, la mesure image p(/i) est T-invariante. 
Pour tout borélien A de [0,1], on a p(ii)(A) = /¿([0,1] x A x { ± 1 } ) ce qui s'écrit 

encore 

p(fi)(A)=2 
JA 

dx 
r1 

^0 

dx-

(1 + XX-)2 
2 

dx 

JAl + x' 

Anrès normalisation de v(a). on retrouve la mesure de Gauss (introduite également 

par A. Broise § 4.4) sur [0,1] définie par h(x) dx où h(x) w< 1 
l+xi loer2 ' 
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3 COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DU 

NOMBRE DE GÉODÉSIQUES FERMÉES DE 

M EN COURBURE CONSTANTE 

On rappelle que le codage des géodésiques fermées de M (§ 1.3) conduit à l'expression 
suivante de 7To(a) : 

7T0(a) = 
+00 

71=1 

1 

n 

L-{x e]o,i]\T2nx = x, 

S2nf{x) < a et 2n est la plus petite période paire de x}. 

Dans ce paragraphe, nous démontrons le 

Théorème 3.0.1 (Théorème A en courbure constante). — Le nombre 7To(a) de géodé
siques primitives fermées de M (ou d'un revêtement fini de M) de longueur au plus 
a est équivalent à ~- lorsque tend vers +00. 

Pour a > 0, on pose N(a) = JZn>i n# {xГж-Др_1 (Га?) I T<2nx = x et S2nf(x) < 0} ; on 
a N(a) — iV(|) < 7To(a) < N(a). Pour établir le théorème A, il suffit donc de montrer 
que AT (a) est équivalent à ^ lorsque a —» +00. Pour ce faire, nous reprenons une idée 
de S. Lalley [191 et approchons N(à) par des quantités de la forme 

N(Xia)(l[a,ß]] 

n>l 

1 

n {y\T^(y)=x} 
lW](î/)l[0,a](S2n/(y)) 

où [a,/?] est un intervalle inclus dans ]0,1] et x un élément de ]0,1]. En exprimant 
N(x,a) comme potentiel harmonique d'un opérateur positif P (§ 3.2), on obtient le 

Théorème 3.0.2 (Théorème B en courbure constante). Soit [a, ß] C [0,1] ; lorsque a 
tend vers +oo 7 N(x a ) ( l r a /31) est équivalent à 3-a 

(l+x)log2 
ea 

a uniformément par rapport 
à x e]0,1]. 

Ce théorème permet d'expliciter le comportement asymptotique de N(a) (§ 3.1) ; 
sa preuve se fait en appliquant le théorème du renouvellement harmonique au couple 
(PJ) (§ 3.2). 
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3.1 Le théorème A se déduit du théorème B 

Notation. — Soit x = [ni, n2 , . . . ] ; pour tout entier p > 1, on note Rp{x) le rationnel 
[m,n2 , . . . ,np]. 

La première étape consiste à relier N{a) aux mesures N(x^ay Pour ce faire, nous 
fixons k > 1 et nous numérotons les différents fc-uplets d'entiers non nuls : 

n\Fn+l) ( 4 \ (0 i G N* 

Pour chaque i > 1, nous notons l'intervalle formé des irrationnels x G]0,1] tels 
que Rk(x) = [ n ^ , . . . , nj^] et nous fixons un élément x^ de Ii ; remarquons que 
№)*GN* forme une partition de l'ensemble des irrationnels de ]0,1]. Soit x G Ii ; si x 
vérifie T2nx = x pour un certain entier n > 1, on lui associe le réel x' G Ii tel que 
R2n(xf) = #2n(x) et T2nx' = a?« : 

S = [PlP2 * ' 'P2nPlP2 ' a;7 [piP2"-P2nnì'},... , n ^ } , . . . ] (3.1) 

(0 (0 (*) avecpi = n\\p2 = n 2 , p k = nKkJ. 3.2) 

On construit ainsi une bijection entre l'ensemble des x e Ii tels que T2nx = x pour 
un certain entier n > 1 et l'ensemble des x' G /* tels que T2nx' = #W ; soulignons que 
pour tout 0 < £ < 2n, on a R2n+k-i(T£x) = R2n+k-e{T£xf). Le lemme 3.1.1 permet 
un contrôle précis de | f(T£x) — f(T£x') |. 

Lemme 3.1.1. — JZ existe A/"o G N et A > 0 tels que pour tout p > No et tous 
irrationnels x,y G]0, 1] vérifiant Rp(x) = Rp{y), on ait \\ogx — logy\ <w<xx 

Grâce à ce lemme, on a 

\S2nf(x)-S2nxf(x')\ c< A 
+00 

p=k 

1 

2P 
<o^m 

d'où les inégalités 

+oo 

¿=1 
^(X(^a-ek)(W<<N(a) (*) 3t<cvw<N(a) < 

+00 

1=1 
N(x^),a+ek)(1Ii) 

x<w 
cxw< 

Notons que limfc_^+00 ek = 0. Le comportement asymptotique de N(a) est donc 
étroitement lié à celui de N(XiCL). Le théorème B est démontré dans le paragraphe 3.2 ; 
admettons le momentanément et expliquons comment le théorème A s'en déduit. 

Démonstration du théorème A. — Le lemme de Fatou appliqué à l'inégalité (*) nous 

donne 

xc<< 

<nc 

w< 

mili) 

( l H-zW) log 2 
< lim ini 

a—>-+oc 

a 

od 
Nia) 

où m(Ii) désigne la mesure de Lebesgue de l'intervalle U. Le passage à la limite 
lorsque a tend vers +00 dans l'inégalité (**) est plus délicat et nécessite un argument 
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de domination afin de pouvoir utiliser le théorème de Lebesgue. Signalons que cette 
difficulté n'existe pas dans [19], puisque dans ce cas la famille des indices i est finie. 
Le lemme suivant résout cette difficulté. 

Lemme 3.1.2. — 17 existe une suite (Cj)j>i de R+, vérifiant Yl^=i^3 < +00 ^ e 

que pour tout a > 0 et tout i > 1, on ait N^n\Fn+l)n\Fn+l)x(i) < C i ~ . 

Grâce à ce lemme et au théorème B, nous avons limsup. , , ̂  -^N(a) < 

w< <x 
<x< 

m(Ii) 
(1+х(^)\оё2' 

Il suffit pour achever la preuve du théorème A de faire tendre 

к vers -foo et de remarquer que 

lim 
+oo 

i=l 

m(Ii) 
( l + zW)log2 

w< 
i 

< 

dx 
[l + zW) log 2 

= 1. 

Démontrons maintenant les lemmes 3.1.1 et 3.1.2. 

Démonstration du lemme 3.1.1. — Pour tout irrationnel x G]0, 1], on a | x — Rp(x) \ < 
2̂ гт ([K]). En notant ni = [ ^ ] , on obtient pour p > 3, 

\x - RP(x)\ 
1 

ni +Tx 
1 

Гж-Др_1 (Га?) 
< | Г ж - Д р _ 1 (Га?) I 

ni 
< x 

x<w< 

d'où la double inégalité 1 
i 

2P-3 < Rp(x) 
x 

< 1 + 1 
2p-3 • 

Puisque Rp(x) = Rp(y), on a 

alors 
1 - i 

9P-3 
1 + 

2P-3 
1 

< 
X 

У 
< 

1 i 
2P-3 

1 - 1 2P-3 
Il existe donc deux constantes A et N$ indépendantes de x et y telles que pour p > TVq, 
on ait | logx - logy| < ^ . 

Démonstration du lemme 3.1.2. — On a 

N(x^),a)1h = Sn>l ïïS{y|T2n(y)=x(*)} 1/гЫ1[0,а](^2п/(?/))-
Sans perdre en généralité, on peut supposer que k = 2£. Notons que si Rn(x) = 

\Pl--Pn] w<< п 
a = Pl 1 

Tx = P 2 , . . . , 1 
.Тп-1ж = Pn, d'où Snf(x) > logpi •••pn. 

Décomposons alors A^(i) en ДГ' ,(17J -f iV" ,(17J avec 

V > ^ ) ( 1 / J 
< 

71=1 

1 

n {l/|T2*(y)=a(0} 
1дЫ1[0,а](52п/Ы) 

et 

^ ) , а ) ( ^ ) 

+ CX) 

<vcx 

w 

П [у|т2»а,)=я;(0} 
1/,Ы1[0|а1(52п/Ы). 
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Pour tout 1 < n < £, si y e li et T2ny = x& alors R2n(y) = R2nГж-Др_1 (Га?) Гж-Д et donc 
Snf(y) > 2log n • • • ufi). Par conséquent 

7V(x(0,a)(1^) < 
£ 

n=l 

1 

n 
l[0,a](21og n ^ - ' - n W ) . 

La fonction x 
e33 

w< 
étant croissante sur M+, on a pour tout réel a positif 

V a ] < 1 0 ea 
1 + a J 

x< 

1 + £ , 
< 

< 

a 

1 + x 

ex 

d'où at; ,(17.) 3 
ea 
a 

avec C[ = 
<x 
-m=l 

1 
n 

1+2 log ni0 -ni*) 
(ni-nn)2 

Notons que la série 

S Î ^ T ^ es^ convergente. 

Majorons maintenant le terme Гж-Др_1 (Гаw<<?) On a 

iV(/x(oïa)(1/*) 

+ oo 

x<< 

1 

79 z|T2n-*(z)=a:(0}{y|T'te)=;^ 
l/i(2/)l[0,a](^2n-^W + 5 , / (y ) ) .w< 

La condition y e U entraîne Re(y) =cb<n^} d'où Stf(y) > Ai avec Ai = 

21og • • . n [ ° . On obtient alors N"a)(lh) << JV(x<,))a_^)(l[o,i])-

D'après le théorème B , il existe A > 0 tel que Ns (i) „^(1/,) < -AT <x<< 
<x<< pour tous 

j e N* et a > Ai. Pour ^ < 1, on obtient Ar(x(0,a)(1/J < ^ < ^ Ç ^ e - A i . Il 

suffit pour conclure de remarquer que la série Aie~Ai est convergente. 

3.2 Démonstration du théorème B 

Introduisons l'opérateur de transfert associé à la transformation T, c'est-à-dire 
l'ooérateur P adioint de T nar raonort à la mesure de Gauss v(dx) — h(x) dx avec 

h(x) = î 
(l+x)log2 Pour toute fonction borélienne bornée tp sur ]0,1], on a 

Mx G]0,1], P<p(x) 
+ OC 

n=l 

1 + X 

(n + x)(n + 1< + x)<< 
-p 

1 

Гж 
x< 1 

M A ) {y \T(y)=x] 
h(y)e-tMip(v)<< 

avec / ( y ) = —21ogy. Les itérés de P sont donnés par la formule 

Vn > 1, Pn<p(x) 
1 

h(x) 
{y\T^(y)=x} 

h(y)e Snf(y)<p(y) avec Snf = 
n-l 

w< 
foTk. 
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Remarques. — 

1. La mesure de Gauss v étant une probabilité T-invariante, l'opérateur P est 
markovien, i.e. PI = 1. 

2. La transformation T est définie sur ]0,1] mais prend ses valeurs dans l'intervalle 
compact [0,1] ; ainsi, pour tout entier n > 1, on a T ( ^ ) = 0. L'opérateur P joue 
le rôle d'inverse de T, ce qui explique que les formules ci-dessus restent valables 
pour toute fonction borélienne bornée (f définie sur le compact [0,1] ; dans le 
paragraphe 5.2, nous montrerons même que P opère sur l'espace des fonctions 
lipschitziennes sur [0,1]. 

Dans le paragraphe 2.2, nous avons vu que l'intervalle [0,1] peut être lu comme 
une section du flot géodésique sur le fibre unitaire tangent de M, la transformation 
T correspondant alors à l'application de premier retour sur cette section; le flot 
géodésique sur M induit une autre transformation T définie sur le produit croisé 
]0,1] x R par f (x, s) = (Tx, s + f(x)). 

D'un point de vue géométrique, il serait plus satisfaisant de remplacer / par la 
fonction hauteur t (§ 2.1) correspondant à la distance parcourue entre deux points de 
changement consécutifs sur une géodésique. Néanmoins, lorsque x vérifie Tnx = X, 
on a Snt(x) = Snf(x) ; dans un certain sens, on peut donc dire que la transformation 
« mémorise » la distance parcourue entre deux passages consécutifs sur la section. 

La mesure v®m sur le produit ]0,1] x R est T-invariante. Comme précédemment, 
introduisons l'adjoint P de la transformation T par rapport à la mesure v <S> m ; pour 
toute fonction borélienne bornée sur ]0,1] x R on a 

Pxfj(x, s) = 
x< 

n=. 

1+X 

(n + x)(n + 1 + x) 
< 

<x 

n + X 
, s - t 

1 

n + X 

1 
h{x) 

{y\T(y)=x) 

h(y)e-fMil>(y,8-f(y))w< 

Les itérés de P sont donnés par Pnî/j(x,s) = i 
<x [y |T»(y)=x] h(y)e-s»*M 

ip(y,s- Snf(y)< 
Notons Xa(s) = e sl[-a,o](s). Pour tout (x,a) G]0,1] x R+ et toute fonction 

borélienne bornée ip sur [0,1] on a alors N(x a)(^) = , + 00 
-m=l 

lp2r 
n h Ka) > ,0 ) . 

Remarque. — Lorsque l'on remplace PSL2(Z) par un sous-groupe T d'indice fini, le 
nombre 7i*r(a) de géodésiques fermées de longueur au plus a de la surface H2/r s'écrit 
(voir remarque du § 1.3) : 

7Tr(a) = 

+oo 

n=l 

1 

2n 
={(*, 7) €]0 ,1] x { ± 1 } x F | f2n{x, s, 7) = (x, e, 7),<x<<< 

5,2n/(^) < a et 2n est la plus petite période paire de x} 

avec F = PSL2(Z)/r et T(x,e,j) = (Tx, -e, JT£1/X])<. 

135 



F. D A L ' B O & M . P E I G N É 

Notons m' la mesure uniforme sur { ± 1 } x F ; la mesure v <g> m' est T-invariante. 
L'opérateur P, adjoint de T par rapport à la mesure v 0 m' s'écrit alors 

Pcp(x,s,i) = 

{y\T(y)=x} 

h(y) {y\T(y)=x} 
{y\T(y)=x} 

il 

pour toute fonction borélienne bornée ip sur [0,1] x { ± 1 } x F. L'étude du 
comportement asymptotique de 7Tr(a) est modelée sur celle de 7To(a), en changeant 
P en P et en reprenant les arguments développés dans ([14]). 

Démonstration du théorème B. — Notons q la fonction indicatrice de l'intervalle 
[a,/3] C [0,1]. Fixons e > 0 et posons K = roi 

w< 
On a 

K-l 

x<<< 
e*el[_(M-l)e,-*e[ ^ Xa < 

K 
s.—-v 

f=0 

M+l)ei{y\T(y)=x}{y 

d'où les deux inégalités 

h(x] 

<x< 

£=o 

w i-oo 

n>l 

1 

n 

p2r '9 
Kh 

l[-{£+l)e-£e\ {y\T(y)=x}{y\T(y)=x} 

et 

NM(g) < h(x) 
K 

£=0 

s(*+l)e 
4-00 

n>l 

1 
n 

p2r '9 
\h 

l[-(£+l)e-£e[ ( x , 0 ) . 

Notons que, d'après la définition de P, pour tout £ > 1 on a 

p2n 9 

h 
[-(£+l)e-£e[ (x,0) p2r 9_ 

h 
1 xv< (x,£e). 

Ainsi, nous sommes amenés à étudier le comportement lorsque £ tend vers +oo 
du potentiel E n > i n^2n((x'^)'^^)" Cette étude fait l'objet du paragraphe 5; 
nous montrons en particulier dans ce paragraphe que le couple (P, / ) vérifie les 
hypothèses Ho, Hi, H2, H3, et H4 du théorème de renouvellement harmonique 5.0.2. 
En appliquant ce théorème au couple (P2, / + / o T) on obtient 

lim sup 
ze[o,i 

£ 
+00 

n=l 

1 

n 
p2i (9 

\h 
{y\T(=x} (x,fe) V 9 

w< 
= 0. (*) 

Par ailleurs, nous avons le 

Lemme 3.2.1. — Soient (u£(x))e>o une suite de fonctions strictement positives 
sur [0,1] et (vz)i>o une série à termes positifs divergente. Sous l'hypothèse 

lim^_> 
+00 SUP#e[o,i] 

uAx) 
< - 1 = 0, on a 

lim sup 
*-H-°°a:e[0,l] 

n 
wx< 

uAx) 
\7l 
{y\T(y) 

= 0. 
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En combinant ce lemme avec l'égalité (*), on obtient 

K 

<x 

w< 
+00 

n=l 
n 

1 p2n < 

h 
w< (£+l)e,-*e[ (z,0) 

K->+oc 

x< 

1 

<< 

£ 

• 1 

0 
<p(*) dt 

uniformément par rapport à x G [0,1]. 

Remarquons l'équivalence K 
x< 

<x 
£ KT->-+oo 

eK£ 
Ke 

le choix de e étant arbitraire, on 

obtient finalement N(xa\(ip) 
a—>-\-oo 

h(x) < 
a 

r-1 
'0 ip{t) dt uniformément par rapport à 

x € [0,1], ce qui achève la démonstration du théorème B. 
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4 DISTRIBUTION ASYMPTOTIQUE DES 

CONSTANTES DE LÉVY DES NOMBRES 

QUADRATIQUES 

Nous expliquons ici comment retrouver par la méthode développée dans le paragraphe 
précédent des résultats déjà démontrés dans C. Faivre [9]. Soient x un irrationnel de 
]0,1], [ni(x), 712(2;), • • • ] son développement en fractions continues et le rationnel 
[ni(#),... ,rtk(x)] (cf. proposition 1.1.5). Le théorème de P. Lévy [22] établit, pour 
presque tout x G]0, 1] la convergence suivante : 

lim 
1 

k 
log qk{x) 

7T2 

12 log 2 

Supposons maintenant que x soit un irrationnel quadratique, c'est-à-dire racine d'un 
polynôme du second degré à coefficients entiers ; son développement en fractions 
continues est alors périodique et l'on a x = [ni(x),... , njsf(x)] où N est la plus petite 
période de ce développement. Dans [9], C. Faivre montre que la suite (^ log qk(x)) k>1 

converge vers la « constante de Lévy » f3(x) = —jj YliLç)11°S Tl(x). Lorsque N est 
pair, d'après le paragraphe 1, le réel x code une géodésicjue fermée de M marquée 
en un point de changement, de longueur £(x) = —-2 ^¿=0 log Tl(x) = Swfix)-
Lorsque N est impair il faut doubler la période ; le réel x = [ai • • • a^CLi • • • cln] code 
alors une géodésique fermée de M marquée en un point de changement, de longueur 

= - 4 E t ô 1 l o g { y \ T ( y ) = x } { y \ T ( y ) = 2SNf(x). 

En supposant l'équivalent ^ de 7To(a) a priori connu, C. Faivre établit le théorème 
suivant : 

Théorème 4.0.1 ([9]). — Soient a un réel positif et fia Vensemble des nombres 
irrationnels quadratiques x de [0,1] tels que £(x) < a. 

i) Le cardinal fia est équivalent à 3 log 2ea 
n2 

lorsque a tend vers +00. 

ii) La somme xw 3(x) est équivalente à ea 
4 

lorsque a tend vers +00. 

Comme corollaire immédiat, C. Faivre obtient la convergence suivante : 

lim 
a—y-\-oc 

c<w 

{y\T(y)=x} 
{y\T(y)=x} 

7T2 

12 log 2 
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qui exprime le fait qu'en « moyennisant » convenablement les constantes 0(x) on 

retrouve asymptotiquement la constante 7T2 
12 log 2 

établie par P. Lévy. 

4.1 Résumé de la démonstration du théorème 4.0.1, partie (i) 

Notons tipa (resp. 3%a) l'ensemble des éléments de <cia dont la plus petite période du 
développement en fractions continues est paire (resp. impaire). On a 

{y\T(y 
x< 

n=l 

# { x e ] o , i ] | T 2 n x = x, S2nf(x) < a et 2n plus petite période} 

{y\T(y)= 
+00 

n=0 
x< x € ] 0 , l ] T2n+1x = x, S2n+if{x) 

a 

2 
et 2n + 1 plus petite période 

L'assertion (i) du théorème 4.0.2 résultera des deux lemmes suivants : 

Lemme 4.1.1. — Le cardinal de $va est équivalent à 31og2 
7T̂  

ea lorsque a tend vers +oo. 

Lemme 4.1.2. — Le cardinal de $%a est équivalent à 31og2 
7T2 

32 lorsque a tend vers +oo. 

Pour établir ces lemmes, nous suivons la méthode développée dans le paragraphe 3 ; 
nous indiquons seulement ici les étapes essentielles de la preuve du lemme 4.1.1, celles 
de la preuve du lemme 4.1.2 étant rigoureusement les mêmes. 

Soit U(a) = £ n > ! # {x e]0,1] | T2nx = x et S2nf(x) < a}. 

En utilisant l'encadrement U(a) — {/(§) < ^ U(a), on constate que pour établir 

le lemme 4.1.1, il suffit de montrer que U(a) est équivalent à 31oe2 
w ea lorsque a tend 

vers + co. 

Étape 1. Perturbation des points périodiques. 

Pour toute fonction borélienne positive ip sur [0,1], on considère le noyau U(x^((p) 

défini par : 
{y\T(y)=x} 

™>1 {y\T2ny=x} 

<¿>{y)l[0,a}{S2nf(y))', 

En introduisant pour k fixé, la partition (Ii)i>i du § 3.1, on obtient les inégalités 

suivantes : 
+ 00 

2=1 

{y\T(y)=x}{y\T(y)=x}\=x} (*) 

et 

U{a) < 
+oo 

i=l 

U(xW,a+£k){W < U(a) x< 

avec limfc^+oo £k = 0. 
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Étape 2. Théorème du renouvellement « classique » et comportement des 

^(s,a)(¥>)-

En introduisant le noyau P associé au couple (P, / ) , on obtient 

U(x,a)(<P) = HX) 
n>l 

pin w< 

< 
Xa (*,0) 

où h(x) = i 
(l+x)log2 et Y As) e *l[_a>0](s). 

Fixons alors e > 0 et posons K = w< 
< 

On a 

K-l 

£=0 
e*ei[-(M-l)e,-*e[ ^ Xa 

K 

£=0 

{y\T(y)=x}{y\T(y)=x} 

d'où les deux inégalités 

h(x) 
K-l 

£=0 

w< 

n>l 

pin < 

h 
s<<$ ( x , f e ) < ^ f a ) M 

et 

U(Xia){y>) < Hx) 

K-l 

v< 

{y\T(y)=x} 

n>l 

pin ^< 

< 
{y\T(y)=x} (x,£e) 

En appliquant le théorème de renouvellement « classique » (§ 5) au couple 
(P2, / + / o T) , on établit la convergence suivante : 

lim 
n>l 

pin < 
< 

{y\T(y)= (x,£e) 
s 

E v 
w 

< 

uniformément par rapport à x G [0,1], avec E = ^(/(t) + / o T(t))i/(dt) = 2v(f) = 
7T2 

3 log 2 * 
En appliquant alors le lemme 3.2.1, et en faisant tendre e vers 0, on montre 

que lorsque a tend vers +oo, le réel U(x a)(<p) est équivalent à h(x) k 3 log 2 
7T2 

w< 
o 
1 y(t) dt 

uniformément par rapport à x G [0,1]. 

Étape 3. Asymptotique de U(a) 

Reprenons ici les inégalités (*) et (**) de l'étape 1. Le lemme de Fatou appliqué à 
(*) donne : 

e-ek 

E 

+oo 

i=l 

m{Ii)h(x{i)) <liminf 
a—>+oo 

rU(a) 
x< 
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Par ailleurs, en adaptant la preuve du lemme 3.1.2, on établit l'existence d'une série 
à termes positifs convergente (£^)i>i telle que J/(x(o,a)(l/*) ^ Diea. Ceci autorise le 
passage à la limite dans (**) 

lim sup 
U(a) 
w< 

<w 

E 

+00 

w 

m(Ii)h(xW). 

Pour achever la preuve du lemme 4.1.1, il suffit de faire tendre k vers +00. 

4.2 Résumé de la démonstration du théorème 4.0.1 partie (ii) 

L'assertion ii) du théorème 4.0.1 résultera des deux lemmes suivants : 

Lemme 4.2.1. — La somme •xeni (3(x) est équivalente à 
w 
4 

lorsque a tend 

vers +00. 

Lemme 4.2.2. — La somme w<v (3{x) est équivalente à 
a 

e 2 4 
lorsque a tend 

vers +00. 

Indiquons les étapes essentielles de la preuve du lemme 4.2.1. On a 

bn,< 

xc<ù: 
+00 

n=l 

1 

: 4n 
{x I T2nx=x} 

2n plus petite période 

S2nf(x)l[0,a}(S2nf(x)). 

Posons Via) = m>l 
1 

4n {x\T2nx=x} S2n/(x)l[o)fl](S2n/(x)). On vérifie que pour 

établir le lemme 4.2.1, il suffit de montrer que Via) est équivalent à ea 
4 

lorsque a tend 
vers -h 00. 

Étape 1. Perturbation des points périodiques. 

Posons VtXia)(<p) = m>l 
1 

4n T2«-y=x} <p(y)S2nf(y)l[0,a](S2nf(y))-

Du lemme 3.1.1 découlent les deux inégalités suivantes : 

+00 

i=l 

{y\T(y)=x}{y\T 
<x 

2 

+00 

¿=1 

S2nf(y)l[0,aw<<](S2nf(y)) (*) 

et 

V(a)< 
+ 00 

i=l 

S2nf(y)l[0,a](S2n 
<< 

2 

+00 

i=l 
N(x(^,a+ek)(1Ii) (**) 

avec lim^-^+oo ek = 0. 
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Étape 2. Théorème du renouvellement harmonique et comportement de 
S2nf(y)l[0x< 

On a V(Xta)((p) = h(x) 
4 >n>l 

1 
n. 

p2n <8>£a) (x,à) avec Ça(t) -te ^ [ . ^ ( t ) , 

En approchant alors £a par une fonction en escalier et en appliquant le théorème de 
renouvellement harmonique au couple (P2, / + / o T) , on montre que V(x^(tp) est 

équivalent à h(x) 
4 

ea 
o 

p(t)dt lorsque a tend vers -foo 

Étape 3. Asymptotique de V(a). 

Le lemme de Fatou permet de passer à la limite en a dans l'inégalité (*) de l'étape 1 ; 
pour faire de même dans l'inégalité (**), on adapte le lemme 3.1.2 et on utilise le 
théorème de convergence dominée de Lebesgue. On conclut en faisant tendre k vers 
+CO. 

143 





5 ETUDE DU COMPORTEMENT 

ASYMPTOTIQUE DU POTENTIEL 

HARMONIQUE D'UNE MARCHE DE 

MARKOV SUR R 

On considère un espace métrique compact (X, d) et une probabilité de transition 
Q(x,dy) sur X . Soit (Xn)n>o une chaîne de Markov de noyau Q sur X , définie 
sur un espace probabilisé (ÎîjîjP). Le noyau Q contrôle les transitions du processus 
(Xn)n>o : le point x E X est transformé en y avec la probabilité Q(x, dy). On associe 
au noyau Q un opérateur (noté encore Q) défini sur l'espace des fonctions boréliennes 
bornées ip sur X par : 

Vx G X , Q<p(x) = 
Jx 

<p(y)Q(x,dy). 

Soit g une fonction borélienne positive sur X ; on établit sous certaines hypothèses 
un théorème limite relatif aux sommes ergodiques Sn = ^22=i # № 0 - Pour ce faire, 
on se place sur l'espace produit X x R et l'on considère sur cet espace la chaîne 
de Markov (Xn, 5n)n>o de noyau de transition Q : le point (x, s) est transformé en 
(y, s —g (y)) avec la probabilité Q(x, dy). Ainsi, pour toute fonction borélienne bornée 
(p sur X x R, on a 

Q<p(x,s) = 
< 

<p(y,s-g(y))Q(x,dy)x<. 

Fixons (x,a) e X x R. Les trajectoires partant de (x,à) de la chaîne (Xn, 5n)n>o 
s'écrivent (Xn(u), 5n(cj))n>0 avec X0(u) = x et Sn(v) = a-J2k=i 9(Xk(u)). Notons 
que les transitions sur X x R de cette chaîne sont gouvernées par le noyau Q ; on dit 
que (Xn,5n)n>o est une chaîne semi-markovienne sur X x R. Le processus (5n)n>o 
apparaît comme une généralisation des marches aléatoires à pas indépendants sur R 
et est parfois appelé « marche de Markov » sur R ([12]). 

Fixons un intervalle I dans R. Le théorème du renouvellement ([5]) donne le 
comportement asymptotique du temps moyen de passage T^X^{I) dans l'intervalle 
/ du processus (Sn)n>o lorsque le point origine So = a est « rejeté » en +00 ; 
l'expression « temps moyen » signifie que l'on pondère les différentes trajectoires du 

145 



F. D A L ' B O & M . P E I G N É 

processus (5n)n>o par leurs probabilités de réalisation. Si on note E(x?a)[(£>(Xn, Sn)] = 
E[^(Xn,5n)|S2nf(y)l[0,a]( ] , o n a : 

T(x,a)(I) = E(x,û 

n>0 

l / (5n) 

n>0 

Q n ( l x ® l / ) ( x , a ) . 

Lorsque g est constante sur R, égale à £" > 0, pour tout u G O on a £n(c<;) = 
S'o(^) — nE\ ainsi pour toute trajectoire partant de a assez grand, le temps moyen 
de passage dans / est approximativement où m(I) désigne la longueur de I. 
Si g n'est pas constante, le fait de « rejeter » a en +00, permet d'atteindre un 
régime stationnaire lors du passage dans l'intervalle I\ on peut alors remplacer g 
par « la valeur moyenne » E des variables aléatoires g(Xk) ce qui donne le même 
comportement asymptotique que lorsque g est constante. 

Nous introduisons la famille (QA)AGM des opérateurs « transformée de Fourier » 
associés au couple (Q,g) et définis, pour toute fonction borélienne bornée ip sur X , 

par 

Q\<p(x) = 
X 

<p(y)e%x°WQ(xM 

Soit L(X) l'espace des fonctions lioschitziennes sur X, muni de la norme 

IMI = M r» +™(<P) avec \(p\ = suvxGX\(p(x)\ et mUp) = sup 
x,yex 
x^y 

\<p(x)-<p(y) I 
d(x,y) 

Introduisons les hypothèses suivantes : 

Ho Q opère sur L(X). 

Hi 77 existe sur X une unique mesure de probabilité Q-invariante fx et le rayon 
spectral sur L{X) de ^opérateur R = Q — /i est strictement inférieur à 1. 

H2 Le rayon spectral sur L(X) des opérateurs Q\ est inférieur ou égal à 1 et, pour 
X non nul, l'opérateur (I — Q\) est inversible sur L{X). 

H3 supx€X Qg3(x) < +00 et fx g(x) n(dx) > 0. 

H4 Les opérateurs Q\ opèrent sur L(X) et la fonction X -» Q\ est de classe C3 de 
(E, | . | ) dans l'espace de Banach ( £ ( L ( X ) , ||. | | ) , ||. ||) des applications linéaires 
sur (L(X). Il. Il) muni de la norme usuelle. 

Lorsque g est une fonction lipschitzienne et positive sur X , l'hypothèse H3 est 
satisfaite; si de plus, Q opère sur L(X) (hypothèse Ho), il en est de même pour 
les opérateurs Q\ et l'on montre aisément que la fonction À i-> Q\ est (?°° de R 
dans £ ( L ( X ) , y. ||) ([13]). Dans l'exemple que nous traitons, g{x) = —21ogx n'est 
pas lipschitzienne sur ]0,1], la condition H4 ne se déduit donc plus des hypothèses 
Ho et H3 ; la « géométrie » de l'opérateur P intervient alors fortement. Enfin, 
l'hypothèse H2 est parfois délicate à vérifier ([26], [28]) ; dans l'exemple géométrique 
traité ici, la vérification de cette condition repose sur le théorème de Ionescu-Tulcea 
et Marinescu [16]. Dans ce qui suit, m désigne la mesure de Lebesgue sur R et l'on 
pose fi(g) = Jx g(x) fi{dx). 
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Théorème 5.0.1 (Théorème du renouvellement). — Supposons que le couple (Q, g) 

vérifie les hypothèses Ho, H\, H2, H$ et H4. Alors, lorsque a tend vers +00, la 

famille de mesures ( ^n=o Qn((xi °)-> dydi) ) converge vaguement vers la mesure 
V / a>0 

j^/ji(dy) (g) m(dt), uniformément par rapport à x e X. 

On trouve dans ([13]) une preuve de ce théorème dans le cas particulier où g G L(X). 
Le problème de la convergence uniforme est traité en détail dans ([25]). Enfin, dans 
([2]) est abordé le cas où la fonction g prend ses valeurs dans Rd, d > 1. Sous les 
hypothèses Ho, Hi, H2, H3 et H4 la preuve s'adapte aisément. Dans le paragraphe 5.1, 
nous établissons une variante de ce théorème. 

Théorème 5.0.2 (Théorème du renouvellement harmonique). — Sous les hypothèses 

Ho, Hi, H2, H3 et H4, la famille de mesures Q JU>1 1 
n 

ôn [(x, a), dydi) 
a>0 

converge 

vaguement lorsque a tend vers +00 vers la mesure fi(dy) ®m(dt), uniformément par 
rapport à x G X. 

Dans le paragraphe 5.2, nous montrerons que le couple (P, / ) introduit dans le 
paragraphe 3 vérifie les hypothèses Ho, Hi, H2, H3 et H4. 

5.1 Démonstration du théorème du renouvellement harmonique 

Par un argument probabiliste classique ([5]), il suffit pour prouver le théorème 5.0.2 
de montrer que, pour tout fonction </? G L(X) et toute fonction u strictement positive 
sur M et dont la transformée de Fourier û est C000 à support compact, on a : 

lim sup 
a->+ooxeX 

a 

+00 

71 = 1 

1 

n 
Qn(cp®u)(x,a) x<< 

<x 
u(y) dy : 0. 

En utilisant la transformée de Fourier inverse, on établit les égalités suivantes : 

V£ G [0,1[ 
+00 

n=l 

tn 

n 
Qn((p®u)(x,a) 

4-00 

E n=l 

5n_1(5N(^(8)u)(a:,a) ds 

>t +00 

0 n=l 

*n_1%,o)b(*n)u(a + Sn)] ds 

wx< 

r0 71=1 

s^E^oMXn] 
1 

2tt x< 
û(A)eiA(fl+5»>dA] ds 

1 

2tt < 
eiXaû{\) 

<x<< 

'0 n=l 
s^Qlipix) ds dX 

l'intervertion des signes ]T et f étant possible puisque t G [0,1[. 
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Comme s G 0 , 1 , les opérateurs (I — sQ\) sont inversibles sur L(X) et l'on a 
-t-oo 
'71=1 

sn-1Q5 = (I - sQx)'1 o Q\. Posons alors 

S2nf(y)l[0,a](S2 1 

2tt < 
eiAaÛ(A) 

/0 

w 
(I-8Qx)-L(Q\<p)(x)d8w< dX; 

pour démontrer le théorème 5.0.2, il nous faut établir la convergence suivante : 

lim sup a }[™ h*,**) (w, <p) - /x(y?)û(0) = 0. 

L'étude, lorsque t —> 1, de l'intégrale J0*(J - sQx)~1(Q\<p)(x) ds est étroitement liée 
au comportement au voisinage de 0 de la fonction A 4 ( I - SQA)-1 (définie sur R* 
d'après l'hypothèse H A Le lemme suivant est démontré à la fin de ce paragraphe. 

Lemme 5.1.1. — Sous les hypothèses HQ, HI, H% et H4, il existe S > 0 tel que 

VA G [S, 5] Q\ = k(X)fj,\ + R\w< 

où 

1. k(X) est la valeur propre dominante de Q\ sur L(X). 

2. ii\ est le projecteur propre sur L(X) associé à k(X) et R\ est un opérateur borné 
sur L de rayon spectral p(R\) strictement inférieur à 1. 

S. R\fi\ = [i\R\ = 0. 

4. Les fonctions X —> k(X), R\, n\ sont de classe (r*3 sur [—6,6]. 

De plus, il existe une fonction 0: X h» 0(X) de classe C1 sur [—S, S] telle que 
k(X) = l + iu(q)X + X20(X). 

Décomposons û en û\ + ^ 2 , le support (compact) U\ de û\ étant inclu dans R* et celui 
de {¿2 dans [S, S], Sous les hypothèses H2 et H4, la fonction (s, A) i-> ( / — SQA)-1 est 
de classe (?3 sur [0,1] x R*. Elle est donc bornée sur [0,1] x U\, ainsi que ses dérivées 
jusqu'à l'ordre 3 ; en particulier, il existe une constante K\ (indépendante de x G X 
puisque les opérateurs mis en jeu sont bornés sur L(X)) telle que pour tout a > 0 et 
tout x G X , on ait 

lrm/(X)M)(ui,<¿?) 
x< 

a3 ' 

inégalité qui découle du lemme classique suivant : 

Lemme 5.1.2. — Soient k G N* et f une fonction de classe £k sur R. On suppose 
que les fonctions /,/',.-• > f^ sont integrables sur R. Alors, pour tout réel a, on a 

ak 
JR 

eixaf{x) dx 
/R 1 

f(k)(x) dx. 
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Étudions maintenant l'intégrale I(x,a,t)(u2i(p)- D'après le lemme 5.1.2, pour tous 
s e [0,1[ et A e [S, -S], on a : 

(I-sQx)-1 
1 

1 - sk(X) 
-fix + (/ - sRx) -i 

Notons J(Xi<ht) l'intégrale ^ fReiXaû2(X) [fQ(I - sRx) 1{Qx<p)(x)ds) dX. La fonc

tion (5, A) 1—> (/ — sRx)~x étant de classe (?3 sur [0,1] x [S, S], il existe, comme pour 

l'intégrale /(x,a,*)( î> <p)> une constante i f 2 > 0 telle que pour tout a > 0 et tout 

x G A , on ait : 

lim J(x,a,t) 
K2 

a3 

Il nous reste donc à étudier le comportement lorsque t —> 1 de l'intégrale 

J(x,a,t) 
1 

27T R 
elXaÛ2(X)fix(Qx^)(x) 

t 

lo 

ds 

1 - sk(X) 
dX. 

Pour ce faire, on effectue une intégration par partie, si bien que cette intégrale se 
décompose en if(x,a,t) + £(*,a,*) avec 

K(x,a,t) 
- 1 

2ina 'R 
eiXaÛ2(X)iix(Qxip)(x] 

k'(X) 

k(X) 

t 

1 - tk(X) 
-dX 

L(x,a,t) — 
- 1 

2iira , JR 

eiXo d 

,dx 
(û2(X)fix(Qxv)(x)) û2(X)nx(Qx<p(x)) 

k'(X) 

k(X) '0 

ds 

1 - sk(X) 
dX. 

L'étude du comportement lorsque t tend vers 1 de l'intégrale if(x,a,t) est délicate et 
fait apparaître une identité approchée. Le lemme suivant est démontré à la fin du 
paragraphe. 

Lemme 5.1.3. — Soit f une fonction continue sur [—S, S] telle que 

X —> b(X) = f(xï~f(°ï admette un prolongement continu en 0. On a 

lim 
< 

'S 
eiXa f(X) 

1 - tk(X) 
dX 

/ (0 ) 
<< 7T + 

< 

!-ô 

sin Xa 

X dX 
i 

<<< 

<x 

-ô 
b(X)eiXadX 

i 

<c< 

< 

/-s 

Xf(X)6(X) 

1 - k(X) 
eiXadX. 

Appliquons le lemme 5.1.3 à la fonction fx(X) = u2{X)fix{Qx^p){x) e'(A) 

k(X) 
Cette 

fonction étant de classe C sur \—ô, S], la fonction b^ : A ^ fxM-fx(0) 
x est continûment 

derivable sur [—5, ô] ; on obtient alors, via le lemme 5.1.3, l'existence d'une constante 
K3 > 0 telle que, pour tout a > 0 et x e X , on ait : 

lim aK{x^t) - Mv>)û(o) 
C3 

a 
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Enfin notons que la fonction À h-> ni 
Jo 

ds 
l-sk(X) 

est integrable sur [—5,5]. L'intégrale 

L(x,a,t) converge donc, quand t tend vers 1, vers 

£(x,a,l) — 
- 1 

2i7ra 
ei\a 

'R 

d 

dx 
(û2{\)n\{Q\(p){x)) S2nf(y)l[0,a](S2n fc'(A) 

k(X) 

i 

Jo 

ds 

1 - sk(X) 
dX. 

et l'on a supzçx a L(x a D < +oo. Par conséquent, on a de même 

supxGx a 
a>0 

S2nf(y)l[0,a](S < +oo. En remplaçant dans l'intégrale Jï a tx la fonction 

A 4 û2(X)nx(Q\y)(x) par A d (û2(\)ii\(Q\<p)(x)) û2(X)vx(Q\(p)(x) xw< 
fc(A) on 

obtient l'existence d'une constante K4 > 0 telle que, pour tout x € X et tout a > 0, 
on ait 

limL(x,M) 
K4 

a2 ' 

Pour résumer, on a décomposé I(x^a^(u,(p) en /(x,a,t)(^i,^) + ^a,*) + ^(x,o,t) + 
L(x,a,t) et établi l'existence de constantes Ki, K2, K% et K4 telles que 

lim aI{x^t)(uU(p) 
w< 

a2 

J™ajr(x,o,t) 
#2 
a2 

lim aK^x^t) - fz(<p)â(0) 
#3 

a 

et lim aL(x^t) 
# 4 

< 

[ nous reste à démontrer les lemmes 5.1.1 et 5.1.3. 

Démonstration du lemme 5.1.1. — La décomposition spectrale sur L(X) des 
opérateurs QA, A E [—5,5], découle de celle de Q et du fait que Q\ est une perturbation 
de classe (£3 de l'opérateur Q au voisinage de 0. Pour obtenir la dernière assertion du 
lemme, il suffit de faire le développement limité d'ordre 3 de k{X) au voisinage de 0 
et de calculer k'(0) ; ce dernier point mérite d'être explicité. Pour tout n > 1, on a 

Qx/ l{x)=Ex e 
ixLsn 

k 
X 

n 

n 
fix/ni{x) + m/ni(x). 

En dérivant, on obtient 

i 

n 
Ex Sne 

iX/nSn 
= k' 

A 

n 
k 

A 

<x 

v n—1 
/ZA/nl(z) + 

1 
+ 

n 
k 

' A 

n 

n 

'n l(x) 
1 

n 

n-1 

e=o 

R{, R'x/ R^-'lix) 
In. 'n. /n 

d'où 

- E * [5n] = fc'(0) 
n 

1 

n 
x<ww< 

1X< 

n 
R^R'lix) 
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On conclut en intégrant les deux membres de l'égalité par rapport à la mesure \x puis 
en faisant tendre n vers +00. 

Démonstration du lemme 5.1.3. — On a 

rô 

-s 
f(X)eiXa 

1 

l-tk(X) 

1 

1 - t(l + w(g)X) 
dX = t 

< 

'-s 

A2/(A)6(A) 

( l - t f c ( À ) ) ( l - t ( l + vx(ff)A)) 
eiXadX 

ainsi, grâce au théorème de la convergence dominée de Lebesgue, on obtient 

lim 
t->i 

*8 

<x 
f(X)eiXa 

1 

1 - tk(X) 
<x 

1 

1 - t(l + ifi(g)X) 
dX x 

1 

<v< 

»8 

J-ô 

A/(A)B(A) 

1 - jfe(A) 
eiXadX. 

Par ailleurs 

< 

R-<5 

f(X)eiXa 

l-t(l + iii{g)X) 
-dX = 

.<5 

-ô 

1-t 

(1 - t)2 + t2fi(g)2X2 
:f{X)eiXadX + 

tifx(g) 

2 

x< 

'-s 

X(f(X)eiXa - f{-X)e~iXa) 

(l-t)2+t2fji{g)2X2x<< 
d\ 

d'où 

lim 
*<5 

J-ô 

f(X)eiXa 

1 - t(l + z//(#)A) 
dA 

/ (0) 
<x< 

7T + 
,6 

'-<5 

sin Xa 

X 
dX 

i 

via) 

-5 

-(5 
6(A)eïAadA. 

5.2 Le couple (P, / ) vérifie les hypothèses H0, Hi , H2, H3, H4 

Introduisons les « opérateurs de Fourier » (P\)\çr définis, pour toute fonction 
borélienne bornée ip sur [0,1] et pour x G [0,1], par P\(p(x) = P(e'lX^cp)(x), ce qui 
s'écrit encore 

P\V(x) = 
x< 

n=l 

1< 

(n + x)(n + 1 + a;) 
_e2iAlog(n+x)̂  1 

,72 + X 

Soit L l'espace des fonctions lipschitziennes sur [0,1], norme par 
Il ^11 — l^loo + m(^) ou l-loo désigne la norme de la convergence uniforme sur 
[0,1] et m((p) — sup̂ -éy ^^lZy\v^ ; l'espace (L, | | . | | ) est un R-espace de Banach 
et l'application identité est compacte de (L, ||. ||) dans (L, |. 1 ^ ) . Nous allons montrer 
que les opérateurs P\ opèrent sur L et contrôler leur spectre sur cet espace. Dans la 
proposition suivante, v désigne la mesure de Gauss introduite dans le paragraphe 2.2. 

Proposition 5.2.1. — 

1. L'opérateur P opère sur L et le rayon spectral sur L de l'opérateur P — v est 
strictement inférieur à 1. 

2. Pour X non nul, l'opérateur P\ opère sur L et son rayon spectral sur L est 
strictement inférieur à 1. 
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Démonstration. — Nous énonçons tout d'abord deux lemmes dont les preuves 
reposent sur des arguments développés dans ([14]) et qui vont nous permettre de 
contrôler le spectre des opérateurs P\. 

Lemme 5.2.2. — i7 existe deux constantes positives A et B telles que, pour toute 
fonction ip E L et tout réel X, on ait 

| f t ¥ > l o o < M o o et \\Px<p\\ 5/8!MI + 04 + £ | A | ) M o o -

Lemme 5.2.3. — Soient (p e L et a un nombre complexe de module 1. Si P\tp = aip, 
alors a = 1, À = 0, et ip est constante sur [0,1]. 

Les inégalités du lemme 5.2.2 montrent que, pour tout À E M, l'opérateur P\ est un 
opérateur de Doeblin-Fortet sur L à puissances bornées ([16], [24]) ; ainsi d'après le 
théorème de Ionescu-Tulcea et Marinescu ([16], [24]), P\ a au plus un nombre fini 
de valeurs propres de module 1, les sous-espaces propres associés sont de dimension 
finie et le reste du spectre est inclu dans un disque de rayon strictement inférieur à 1. 
Lorsque À est non nul, l'opérateur P\ ne possède pas de valeur propre de module 1 
(lemme 5.2.3) si bien que son rayon spectral est strictement inférieur à 1. (Hypothèse 
H2). En revanche, pour À = 0, la valeur propre 1 est simple, l'espace propre ker(P—Id) 
est celui des fonctions constantes sur [0,1], et le projecteur propre associé à 1 s'identifie 
à une mesure de probabilité P-invariante sur [0,1]. Ainsi, on peut écrire P — v + R 

avec p(R) = lim+00 \\Rn || n < 1. (Hypothèse Hi). 

Démonstration du lemme 5.2.2. — La première inégalité découle du fait que P 
est un opérateur markovien sur [0,1]. Posons pn(x) — l+a 

(n+x)(n-\-l+x) pour tous 
x, y G [0,1] et n > 1, on a 

\Px<p(x) - PMy)\ <\v>\x 
'+OO 

,71 = 1 

\Pn(x) -Pn(y)\ 

x< 

71=1 

Pn(y) eiAIog(n+a;) - e-iXlo^n+y) 

+00 

71 = 1 

<c< <x 
1 

n + X -ip 
1 

n + y 

< M o c 6\x-y\ 
+00 

71 = 1 

1 

n2 

+00 

71=1 
Pniy sin 

'À 

2 
log 

n + x" 

n + y 

+ m(<p) 
4-00 

71=1 

Pniy) 
n2 

\x~y\ 

d'où la seconde inégalité du lemme. 

Démonstration du lemme 5.2.3. — Considérons d'abord le cas où À = 0. Les égalités 
P((p) = eî(V et i/P = v entraînent P\(p\(x) = |<p(sc)|, ^(cte)-presque sûrement; les 
fonctions (p et P(p étant continues sur [0,1] et le support de v étant [0,1], cette égalité 
est en fait satisfaite pour tous les points x de [0,1]. 
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Soient xo et x\ dans [0,1] tels que \<p(xo) | = infxe[o,i] I et 

I <p{xi) I — suPrce[o,i] I <f(x) I 5 Par convexité on a 

V n > l \<p(x0)\ w< 
1 

n + x0 
et |<p(xi)| = w< 

1 

<x<<x< 

En faisant tendre n vers +co, on obtient | tp(xo) | = | </?(0) | et | <p(x±) \ = \ <p(0) | ; ainsi, 
ip est de module constant sur [0,1]. 

Montrons à présent que la fonction ip est constante sur [0,1] ; en supposant ip non 
nulle, l'égalité P<p = e%ey> nous donne 

VxG [0, l ] ,Vn> 1 ip 
1 

n + xy 
S2nf(y)la] 

Ainsi, pour tout x G [0,1J, on a ip(x) = e tuip(0) ; la fonction </? est donc constante 
sur [0,1] et eid = 1. 

Considérons à présent le cas où A est quelconque. Les égalités P\<p = exQip et vP = v 
entraînent P\ip \ = \ ip \ et donc ip est de module constant sur [0,1]. Par convexité, on 
obtient 

\fx G [o,i] , Vn > i e2i\ log(n+x)̂  1 

S2nf(y) 
é\{x) 

d'Où limn^+00 e2*Alog(n+x) = e xv<<< 
<P{0) 

en particulier 

limn-^+oo e2iA log(2n + x) 
S2nf(yx< 

_ e2iAlog2 : 1 et limn_>+00 g2iA log(3n + :r) 
e2iA log(n + cc) 

_ e2iAlog3 1, d'où 

A = 0. Pour A 7̂  0, lopérateur P\ ne possède donc pas de valeur propre de module 1. 

Il nous reste à étudier la régularité de la fonction P\. Nous avons la 

Proposition 5.2.4. — L'application A »-» P\ est développable en série entière en tout 

point de R. 

Démonstration. — Fixons Aq G R ; pour tout t G R on a 

Pxo+Mx) = P 
'+oo 

e=o 

'itY 
< 

eiXofftp (x). 

Nous allons montrer que pour 11| assez petit la série >+oo 
<x jPA 

ei\0f f£ egt normaie_ 

ment convergente dans (L, ||. | | ) . En posant alors 

V ^ G L SN(Xo,t)(<p) = 
N 

x<< 

(itY 
w< 

P(eiXoff<p) 

on en déduit que la suite d'opérateurs (<S7v(Ao,i)).w>i converge vers P\0+t dans 
l'espace (£(L, | | . | | ) , | | . | | ) des applications linéaires de (L, | | . | | ) ; ainsi la fonction 
À i—> P\ est développable en série entière au voisinage de Aq et 

W>l,V<p€L 
dPx 

dX 
x<w^ùm ieP(eiX°f fip). 
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Il nous suffit donc de montrer que la série v + OO 
d=0 

(it)e 
il 

elX°f f£ est normalement 
convergente dans (L, ||. | | ) . 

Pour tout n > 1 et pour tout x G [0,1], posons fn{x) = 21og(n + x) ; on a 
l/nloo < 21og(n+ 1), m(/n) < 2 et pour tout A G R, | |ciA^ Il < 1 + |A |m(/n) . 

Par ailleurs, il existe K > 0 tel que pour tout n > 1, \\pn \\ < K 
n2 

Il existe donc une 
constante C > 0 telle que 

\P{eiXof)f)\ 

x< 

71=1 

l | P n | | | | e ^ | | \\fn\\£ 

<C 
+oo 

71=1 

(2 + 21og(n + l))* 

n2 

Notons que la somme w< 
<£=0 

x< 
m = l 

Iti* 
< 

(2+21og(n+l))' 
n2 

= e2\t\ ^7l>] 
(n+l)2"'" 

7l2 
est finie 

si \t\ < w 
/2 par conséquent, pour \ t\ < i '2 

la série +oo 
£=0 

l i l i 
¿1 

I P(eiXof)fe I converge. 
Ceci achève la démonstration de la proposition 5.2.4. 
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6 PERTURBATION DE LA METRIQUE DE 

POINCARÉ SUR M 

Fixons à présent une perturbation g£ de la métrique de Poincaré sur M. On note d£ la 
distance induite par la métrique relevée sur H2, K£ la courbure de g£ et d la distance 
de Poincaré sur H2. On rappelle que les deux hypothèses suivantes sont vérifiées : 

1. Pour tous zi, zo G H2, 

(l+e)-1d(z1,z2) < d£{zuz2) < (1 + e)d(zu z2). 

2. Il existe b G]0,1] et R > 0 tels que pour tout z G H2, Ke(z) < -b2 < 0. et 
KÀz) = -1 si Imz > R. 

L'hypothèse (1) traduit le fait que les espaces métriques (H2 ,^ ) et (H2,d) sont 
quasi-isométriques et l'hypothèse (2) entraîne que (M2,d£) est un CAT(—fr2)-espace 
[4]. On note d£M2 son bord (au sens des classes d'équivalences de rayons géodésiques 
asvmptotes) et dE2 = R U i c o ) . 

6.1 Codage des géodésiques fermées de ( M , g£) 

Soient £ G d£M2 et r£(t) un rayon géodésique pointé en £. Étant donnés zi,z2 G 
H2, la limite, quand t tend vers H-oo, de d£(zi, r£(t)) — d£(z2,r£(t)) existe et est 
indépendante du rayon choisi, on la note B^{z\,z2) ([4], [11]). Géométriquement 

^ | (^ i5^2) correspond à la distance entre les horosphères basées en £ et passant 
respectivement par z\, z2. Si £7 est le point fixe attractif d'une isométrie hyperbolique 
7 de (H2, d£), la quantité £?| (2,7(2)) est indépendante de z et correspond au 
déplacement d1 d'un point de l'axe de 7 sous l'action de 7. Nous choisissons comme 
point base dans H2 le point z, on pose : 

dy = B |7(t,7(<)). 

Soient £1,^2 £ d£M2 et z un point appartenant à la géodésique passant par £1 et 
£2 ; le produit de Gromov (£1 | £2)e défini par 

( 6 1 6 ) , 
w< 
c<v (S ? x ( M Bl(i,z)) 
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est indépendant du point z et représente, au signe près, la distance entre les 
horosphères passant par i et basées respectivement en £1, £2-

Considérons sur <9eHI2 x <9eHI2 l'application D£ définie par 

S2nf(y)l[0,a]f)) 

S2nf(y)l[0,a]2 (i, zi) 
(où b est la borne supérieure de la courbure Ke). 

L'espace M2 muni de la distance bd£ étant un CAT(-l)-espace, D£ est une distance 
visuelle sur d£M2 ([4]). Ce résultat est dû à M. Bourdon que nous remercions ici pour 
les éclaircissements qu'il nous a apportés sur les C AT (—1)-espaces. On note Do = D. 

Le théorème suivant établit une correspondance entre les deux espaces métriques 
a i 2 , a ) et (du2,D). 

Théorème 6.1.1 ([11]Proposition 4.14). — L'application (W2,d£) (H2,d) s'étend 
en un homéomorphisme bi-Hôlder (d£W2,D£) (dW2,D) équivariant par rapport à 
l'action de PSL2(Z) (Le. (^07 = 7 0 ^ . 

Soient zi, z2 G H2 ; on définit le produit de Gromov sur (H2, d£) par 

(zi I z2)£ 72 {de(i, zi) + de(z, z2) - d£(zuz2)). 

On note (zi | ¿2)0 — (zi I z2). Les espaces (H2, d) et (M2, d£) étant quasi-isométriques, 
il existe Ax > 0 tel que ([11] p. 90) 

(l + s ) " 1 ^ ! \z2)-Al (zi I z2\ (l+e)(z! I z2) + Ax. (*) 

Considérons £1,^2 € d£M2 et ri(i),r2(t) les rayons géodésiques issus de i et pointés 
respectivement en £i,£2- En appliquant l'inégalité (*) à r\(t) et r2{t) et en utilisant 
le fait que limt^+0o(iri(t),r2(t))e = (£1 I &)e on conclut qu'il existe B > 1 tel que 

1 

B [D{<p(Zi)Mb))] 
x<< (i, zi) + de(z 

(i, zi) + de(z, B[i%(Éi) ,V>(6))] 
xc< 

(**) 

Cette inégalité précise le théorème 6.1.1. On déduit du théorème 6.1.1 le 

Corollaire 6.1.2. — 

1. Une transformation de PSL2(Z) fixe le même nombre de points sur d£M2 que 
sur dB2. 

2. L'ensemble limite de PSL2(Z) agissant sur (H2,de) est d£M2. 

Notons £_i le point fixe de r_i agissant sur ĉ IHI2 et A l'ensemble d£W2 privé de 
l'orbite sous PSL2(Z) de En utilisant le théorème 6.1.1 et le codage des points 
de R — Q en fractions continues développé dans le paragraphe 1, on obtient la 
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Proposition 6.1.3 (codage des points de A ) . Soit £ G A , il existe une unique suite 
o ; ( 0 de PSL2(Z) 

o;(£) =Trsn\r^2,Trsn3,... own, G N* et r , sÇ { ± 1 } 

(i, zi) + de(z, z 
£ = lim rrsni • r(s™l)fc+lr(£-l)-

Notation. — On note A+ l'ensemble des £ G A tels que le premier terme de a;(£) soit 
de la forme T™± ou r f avec n G N*. (Remarquons que ^ ( ^ + ) = ^ + _ Q+)• 

On rappelle (proposition 1.2.1) que toute transformation hyperbolique de PSL2(Z) 
est conjuguée à une transformation de la forme T^T™* • • • r™£ avec r G { ± 1 } , G 2N*, 
et G N*. Considérons à présent une géodésique primitive fermée â sur (M,g£) de 
longueur £e(a), il existe donc 7 = t^t™2 • • • t!!£ dont l'axe se projette sur â. Notons 
£7 le point fixe attractif de 7 sur <9eHI2, on a la relation : 

4 ( â ) cw< (zu z2). 

Soient £ G A + et uj\ le premier terme de la suite on définit Te : A + —>• A + et 
f£ : A + - > A + par : 

r e ( 0 = ^ e t / e ( 0 = B|(<,û;i(0)-

Remarquons que £7 = £7 et 5fc/£(£7) = /e(£7) H h /e(Tfe-1£7) = 4 ( « ) . Fixons 
a > 0 et notons 7re(a) le nombre de géodésiques primitives fermées orientées de (M, g£) 
de longueur au plus a, en reprenant les arguments développés dans le paragraphe 1, 
on obtient la relation : 

7T£{a) = 

+00 

n=l 

1 

2n 
# { £ G A + | I ; 2 " £ = £, 2n plus petite période de £, £2n./e(£) ^ a 

Remarque. — Si £ = 0, autrement dit si la courbure est constante on obtient 

7T0(a) = 
+00 

n=l 

1 

2n # [a; G E+ \ Q+ I T02n:z = 2n plus petite période de 52n/o0z) < a 

Cette expression de 7ro(a) diffère de celle donnée à la fin du paragraphe 1, toutefois 
en prenant l'image de l'intervalle [l ,+oo[ par la transformation 1/x, en remplaçant 

Tb par l'application de Gauss T et fo(x) par f(x) == logx (qui est cohomologue à 
Bx(i,r™\ï) si x = [m,n2, . . . ] ) , on retrouve l'expression initiale de 7To(a). 

6.2 Transformation dilatante et mesure T€-invariante sur A+ 

En revenant à la définition de D£ et en utilisant les propriétés de JE?|(2I,Z2) on 

obtient pour tout 7 G PSL2(Z) et tous £i,£2 G <9eHI2 : 

0e ( 7 ( 6 ) , 7 ( 6 ) ) 
e|(B|i(i,7-(i))+B|2(i,7-(i)))^(656)>(i, zi) + de(z, z 

(*) 
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Remarquons que si 7 est parabolique et si £7 est son point fixe B^ (z, 7(i, zi) + de(z, zw<<< = 0. 

En effet, Blii^-^i)) = ^ ( ^ " " ( i ) ) < H ( * > T n ( 0 ) < £(1+e)d(»,7-n(t)) 

avec linin-j.+oo ^d£(i, 7_n(i)) = 0. On obtient en particulier 

(i, zi) + de(z, z (i, zi) +w(i, zi) + d de(z, z 

On rappelle que /e(£) = Bî{i,T™{i)) où est le premier terme du développement 

de£. 

Proposition 6.2. L Il existe SQ > 0, N G N* et a > 0 £e/s çtte po^r tout 0 < e < £Q 

et £ e A+ , 
S * / e ( 0 > a. 

En utilisant la relation (*) on déduit le 

Corollaire 6.2.2. — Pour tout 0 < e < s$, il existe /3 > 1 tel que pour tout £ G A+ 
dont le développement commence par r™1, r™*,... , r!!^ on ai£ ; 

cB|(i,r»IO+Bî,(0(t,T:;O+-+BjJV-1(0(i,T:^t) w< 

-En particulier si £i, £2 £ A+ e£ sz a;(£i),^(£2) commencent par les mêmes N premiers 
termes alors 

£ > e ( ï f & , 2 f & ) 
(i, zi) + de(z, z 
(i, zi) + de(z, z 

Avant de démontrer la proposition, commençons par démontrer les deux lemmes 
suivants. 

Lemme 6.2.3. — // existe A > 0 tel que pour tous £ G d£M2 e h G I 2 

(1 + e)-1 (ByM(i, z) - (e2 + 2e) d(i, z)) - A < BUi,z) 

< (1 + £)(Bv(o(«, s) + ( l - (1 + e)"2) d(t, 2)) + A 

Démonstration. — Soient £ G A et re(£) le rayon géodésique issu de i dans (H2,d) 
et pointé en £ ; pour tout 2 G H2 

lim (2 I re(t))e 
£—•+00 

1 

2V 
(i, zi) + dw<<<e(z, z 

De même si r(£) représente la rayon géodésique issu de i dans (M2,d) et pointé en 
(i, zi) d 

lim (2 I KO) 
1 

2 
{d(z,i) + Btfi{i)(i,z)) 

Appliquons l'inégalité (*) du paragraphe 6.1 aux points rAt) et z : 

Q + e)n::^ù,<<-\z\rt$))-Ax<{z\r&y)e (l + e)(z |re(«)) + i4i. (6.1) 
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Pour faire tendre t vers +00, nous avons à estimer (z \ r£{t)). Le demi-plan de Poincaré 
étant log3-hyperbolique, on a ([11] p. 28) : 

{z I r£(t)) > mm{(z I r(t)), (r(t) | r£(t))} - log3. (6.2) 

Par ailleurs, le triangle géodésique de sommets re(t), r(t), i est 41og3-fin ([11] p. 41), 
et donc ([11] p. 38) : 

d(i,[rM),r(t)]) < (rM) I r(t)) +41o<xg3<. (6.3) 

Les points r£(t) et r(t) convergent vers </?(£), ce qui entraîne que la distance du 
point i au segment géodésique [re(£), r(£)] converge vers +00. On déduit alors des 
inégalités 6.2 et 6.3 que pour t grand 

(z\r£(t))>{z\r(t))-\og3w<.wx<< 

L'inégalité suivante (pour t grand) découle alors de 6.1 : 

(1 + e)-\z I r(t)) - (1 + e)-1 log3 - A1<(z\ r£(t))£. 

En faisant tendre t vers +00 et en utilisant l'hypothèse de quasi-isométrie 
de(h z) < (1 + e) d(i, z), on obtient l'existence d'une constante B G M telle que pour 
tous z G M2 et £ G A+ : 

(1 + e^B^ihz) + d(i,z)[(l + s)-1 - (1 + e)] + -B < J3f (î,z). 

La majoration est obtenue en intervertissant les rôles de d£ et d. 

Lemme 6.2.4. — 77 existe sq > 0 et rj > 0 tels que pour tous 0 < e < €0 et 
x G R+—Q+ dont le développement en fractions continues estr™1, r!!2,... , t^^m-i^» • • • 
Vinéqalité suivante soit satisfaite : 

Bx (i, t?1 (1)) - (2e + e2) d (i, (i)) > t). 

Démonstration. — Soit r c ^ Q e t O < a : < l , son développement en fractions 
continues est de la forme T™\T™2T™\ • • •. On pose x\ = rZ\xx. Un calcul élémentaire 
montre que 

Bx ( i , r ^ i ) log 
x\ + (nixi + l)2 

1 + xj 

(i, zi) + w< 
(z, z(i, zi) + 

log 
1 

2 
2 + n\ + m n\ + 4 

Par conséquent : 

Bx (i ,r_ii) > log2 si ni = 1 

( i , ^ * ) > log 
l+(m+l)2 

2 sinon 
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Posons s\ = 2e + s2, on a 

\BX (Z,T_IZ) - eid(i,T-ii) > log 21+£i 
(3+V5)£i 

si ni = 1 

Bx ( ¿ , ^ 2 ) - M ( i , T ^ 2 ) >l0g 5i-£l 
2 

si ni > 2 

En prenant e suffisamment petit on obtient le lemme. 

Il reste le cas où x > 1 ; notons r-f ni,rZ\2 • • • son développement en fractions 

continues. Soit s(z) = — \, on rappelle que ST-j~nis — r™\, ainsi d (z, TJ^Z) = d (z, T ^ Z ) 

et Bx (i^rZ^i) = Bi/x (i,rZ\i) ce qui nous ramène au cas précédent. 

Démonstration de la proposition 6.2.1. — Soient A; E N* et £ E A+. On pose 

uj(0 = r ^ r ^ . - . . Par définition Skfe(è) = S¡ (г , r^r ! !^•• r^1)fc+la(г) ) , ainsi 
d'après le lemme 6.2.3, 

5fe/e(0 > (1 + e)-1 (skfoMO) - (e2 + 2e)dw<cb,(iX1---r^1)k+ls(i))) •A. 

Notons x = x<w^ù$< on a 

Skfo(x) = /o(z) + fo(Tx) + ••• + /oCT*"1*) 

et 

(i, zi) + de(z, z(i, zi) + de(z, 
(i, zi) + de(z, z(i, zi) + de(z, 

k 

P=l 

(i, zi) + de(z, zw< 
(i, zi) + de(z, zx< 

ainsi 

5 f c / e ( 0 > ( l + ^)-1 

' k 

w< 

MTP^x) - (e2 + 2e)d(i,Tp1)p+la(i)) -A. 

Comme fo(Tpx) = £?tpx (2, T(7^I)p+is(^)) on obtient grâce au lemme 6.2.4 l'inégalité 

Skfe(0 ^ (1 + X fcn — A. Il suffit alors de choisir k assez grand, de sorte que 

(1 + x ^ - A > 0 . 

Notonswx<p^ùmune mesure de Patterson sur A et ô£ l'exposant critique de la série 
de Poincaré S7ePSL2(z) e~sde^^^\ Puisque la courbure de M est égale à —1 en 
dehors d'un compact (hypothèse 2), on a cr£(A) > 0. En courbure constante (e = 0), 
la mesure o~o correspond à la mesure de Lebesgue et ¿0 = 1. La construction de la 
mesure a£ est due, en courbure variable, à V. Kaimanovitch ; nous le remercions ici 
pour les discussions que nous avons eues avec lui sur ce sujet. Pour tout borélien A 
de d£M2 et tout 7 E PSL2(Z), la relation suivante est vérifiée : 

(i, zi) + de(z, z 

'A 

(i, z<<) w+ de(z, z 
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À l'aide de cr£, on construit la mesure fi£(d£-d£) sur A x A définie par 

(i, zi) + de(z, z ae(dÇ-)a£(dÇ) 

(i, zi) + de(z, z 

Il découle de l'égalité (*) introduite au début du paragraphe 6.2 que \ie est invariante 
sous l'action de PSL2(Z) . 

Soit s G { ± 1 } , introduisons les ensembles A+ = { £ G A+|cj(£) = rsnir^---} 
et Aj = { £ G A - A + | w ( 0 = rs-nirrsn2 • • • } • L'ensemble y>(A+) (resp. <p(Aj)) 
représente les réels positifs (resp. négatifs) dont le développement en fractions 
continues commence par (resp. r~n). On note À = Us=±i ^-s x ^ + ; l'image 
par ip x (p de À est relativement compacte dans <p(A) x ip(A) privé de la diagonale, il 
existe donc c > 0 tel que pour tout (£_,£) G À, 

Z ? e ( £ _ , O > c > 0 . 

Ceci montre que la mesure ii£ en restriction à A est finie. Considérons l'application 
T£ sur À définie par Te(£_, £) = (u;f T££) où u;i désigne le premier terme de u;(£), 
l'invariance de /i£ par PSL2(Z) entraîne T£\i£ = Soient c^1 = /xe(À) et À A A 
la projection de (£-,£) sur £, la mesure z/£ définie sur A par z/£ = cip(/xe) est une 
mesure de probabilité T£-invariante. De façon plus explicite, vAdJt) est définie par : 

V£(dO = he(0°e№ Où /1,(0 = 
w< 

aJdf) 

(i, zi) + de(z, z 
si £ G A+ 

6.3 Comportement asymptotique de 7r£(a) 

Nous détaillons ici les modifications à apporter au paragraphe 3 pour obtenir le 
théorème A lorsque £ est non nul. Pour tout point £ G A+ et tout borélien A C A+, 

posons 

(i, zi) + de(z, z 
+oo 

n=l 

1 

2n (i, zi) + de(z, z 
lA(v)Mo,a](S*nfe№)' 

Soit P£ l'opérateur adjoint de T£ relativement à la mesure v£ ; pour toute fonction 
borélienne bornée cp de A+ dans C, on a 

(i, zi) (i, zi) + de(z, z 
x<< 

n=l 

(i, zi) + 

M O 
e-*«/«(T-r«^(T2r^). 

Notons P£ l'adjoint par rapport à la mesure ve <g) m de la transformation Te définie 
par fe(Ç, s) = (Te(£), s + f£(0) ! Pour toute fonction borélienne ^ de A+ x E dans C 

on a 

V £ G A + PeH?(U) 

+00 

n=l 

(i, zi) < 

M O 
(i, zi) + de(z, z(i, zi) + de(z, z(i, zi) + de 
(i, zi) + de(z, z(i, zi) + de(z, z(i, zi) + de 
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En posant Xa{t) = e Setl [-0,0] (*) on obtient 

(i, zi) + de 
+00 

n=l 

1 

2n 
-Mop? 

'U 
x< 

ta (E,O). 

Dans le paragraphe 6.4 nous montrons qu'il existe eo, tel que pour 0 < e < so le couple 
(Pe,/e) vérifie les hypothèses Ho, Hi, H2, H3 et H4 du théorème du renouvellement 
harmonique (théorème 5.0.2). Admettons cette propriété; on obtient alors le 

Théorème 6.3.1 (Théorème B). — Soit A un borélien de A+ tel que v£(A) > 0 et 
dont la frontière est v£-négligeable. Lorsque a tend vers +00, le nombre xcw<^$ùùA) 

est équivalent à h£(^)a£(A)Ë^- uniformément par rapport à £ G A+. 

Pour obtenir le comportement asymptotique de 7T£(a) nous suivons le para
graphe 3.1. Nous relions donc n£(a) aux quantités a^(l^). Fixons un entier pair 

k > 0 et une numérotation ( ( n ^ , . . . >^j^)) .>]L de tous les /c-uplets différents d'en

tiers strictement positifs. Soient r = ±1 et j > 1, on note A*- l'ensemble des points £ 

de d£M2 dont le développement u;(£) commence par rr 1 , r_2r ,... , r_kr . Soit £rj un 
point fixé dans Arj ; à tout £ G ASJ tel que Tj?n£ = £ on associe le point £' G Arj défini 
par T£2n£' = Çrj. Il nous reste à présent à contrôler les variations de f£ (analogue du 
lemme 3.1.1) et sa taille (analogue du lemme 3.1.2). Le lemme suivant est essentiel 
pour cette étude. 

Lemme 6.3.2. — // existe C > 0 et, pour tout n>l, il existe Kn > 0 tels que 

1. Pour tout £ G Alr7 
1 

C 
Kn<ehf<(T*V <CKn. 

2. Pour tous £, 77 G A_r, 

(i, zi) + de(z, z(i, zi) 
+ de(z, z(i, zi) + de(z, z CKnDe(Ç,ri) 

De plus 1 
K 

2b K n < K n 2 h ^ e \ w < < 

Démonstration. — On suppose r = 1 et on note £1 le point fixe de T\ . 

1. — x<Soit £ G Al1? on rappelle que /e(rf£) = B | (2 , r f z ) . En utilisant la relation 

(*) du paragraphe 6.2 et le fait que w<v;:(i, r1~1(i)) = 0 on obtient 

ebfe(r?t) = 
(i, zi) +<<< 

(i, zi) + d<< 
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Les espaces (OH2, D) et (9£H2, D£) étant en correspondance bi-Hôlder, il existe A > 1 
tel que D£(n,£) < A pour tous £, 77 G A + et de plus Dç(A'ti,€i) > \ . Par conséquent 

1 

A2 

1 

D £ 2 W ^ I ) 

(i, zi) + de(z, Л2 
(i, zi) + de(z, 

Pour tOUS 7/1,7/2 G Л+ pOSOnS Д 1(7/1,7/2) Ре(тд,т72) 
£e(»7i,Éi)£>efa2,Éi) 

Remarquons que si 

7/1,7/2 G A^jl alors Ai(7/1,7/2) < A"3. On vérifie de plus que pour tout n G Z, 
AiC^TT/bT™7/2) = Ai(7/1,7/2). Fixons un point £0 G Л115 on déduit de la propriété 
précédente que Ai(£,£o) < A3. 

Ainsi 1 
(i, zi) + de 

1 
Ле(тГЕ0,6) < A i ( r ? e , r ? & ) : Ai (0£o)- En utilisant le fait que 

lim„^.+00 T"£O = £1 on obtient l'existence d'une constante K > 0 telle que pour n 
assez grand 

1 
w Ое(гГСо,6) 

£>e(Tf£o,ò) 
l + A 3 £ > e ( T f É o , & ) 

(i, zi) + de(z, z 
(i, zi) + de(z, z 

(i, zi) + de(z, z 

1 - Л З / ? е ( т ^ 0 , Ы 
ЯХ>е(тГ&,6)wx<s. 

L'assertion 1 découle directement de cette inégalité, la constante Kn est ici égale à 
i 

(i, zi) + de(z, z 
D'après l'inégalité (**) du paragraphe 6.1 on a 

1 

B 2 / % ( & ) , ¥ > t ë i ) ) 
2b 

iî+î 

<Kn< 
B2 

(i, zi) +(i de(z, z< )26(l+e) 

Un calcul explicite en courbure constante conduit à l'encadrement suivant : 

1 

К 
2b <Kn< Kn 2b(l+e) 

2. — Soient £,7/ G A t p Posons А(£,т/) = (i, zi) + еЬ/е(тГ»7) On a 

(i, zi) de(z 0£2(£,£i) 
Яе2(тГ£,Ы 

D2(v,ù) 
(i, zi) + de(z, 

d'où 

(i, zi) + w<<de(z, z 1 

(i, zi) + de 
i 

D i t t a i ) 

1 

(i, zi) + de(z, z 
(i, z(i, zii) + de(z, z<w< 

< A2 
1 

(i, zi) + de(z, z 

1 

(i, zi) + de(z, z (i, zi) + de(z, z)w<(i, zi) + de(z, z<< 

L'assertion 2 se déduit alors de l'assertion 1 et de la relation : 

(i, zi) + de( (i, zi) + de(z, z(i, zi) + de(z, z(i, 
(i, zi) + de(z, z(i, zi) + de(z, zw< 

Le cas où r = — 1 se traite de la même façon. 
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On déduit de ce lemme l'analogue du lemme 3.1.1. 

Corollaire 6.3.3. — Soit 0 < e < eo (donné dans la proposition 6.2.1), il existe 
0 < p < l,No > 1 et deux constantes B et C tels que pour tout p > No et tous 
£,77 G A+ dont les développements tt>(£), uj(rj) coïncident jusqu'au rang p on ait 

\feiO-fe(v)<w< BD£(T£Ç,T£n) Co" 

Démonstration. — Soient £, 77 € A+ dont les développements commencent par T" et 
coïncident jusqu'au rang p ; d'après le lemme 6.3.2, on a 

(i, zi) + 

ebfe(r>) 
- 1 

CKnD£(T£Ç,T£r,) 

c 
C2D£(T£Ç,T£V). 

Par ailleurs d'après le corollaire 6.2.2, pour e < £o, il existe /3 > 1 tel que pour tous 
rji, rj2, dont les développements ont les mêmes N premiers termes on ait 

D£(T£N^T£Nr,)>pD£^,n). 

Les suites u;(£) et uj(î]) coïncident jusqu'au rang p, donc 

De(TeÇ,Teri) < A 
' 1 ' 

w< 

i 
avec l = 

p - l 

N 

Le corollaire se déduit de cette inégalité et du fait que | log(l + u) | < 2 | u | au voisinage 

de 0. 

Revenons à l'approximation des points périodiques. On suppose k > No. Soit 
£ G A+ tel que T?n£ = £ ; d'après le corollaire 6.3.3, |52n/e(0 - ftnAté') I < 0k où 
Ok = A •foo 

<x< 
1 

<x Notons iV£(a) = -t-oo 
w< 

1 
2n # eeA+ | T £ 2 " E = í e t 5 2 „ / £ ( 0 < 4 -

On a l'encadrement suivant : 

+oo 

3 = 1 . r=±l 
iV(^,a-^)(lA^) N£(a) 

+oo 

3=1 r=±l 
iVUrJ-,a+0fc)(1ArJ)-

Il nous reste pour obtenir l'asymptotique de 7r£(a) à démontrer un analogue du 
lemme 3.1.2. En reprenant la démonstration de ce lemme, on constate que le seul 
point à vérifier est l'existence pour tous r = ±1 et j > 1 d'une constante arj vérifiant 
les propriétés suivantes : 

l. V£ e A+ SkfeiO > arj-

2. -v-f OO 
-3 = 1 jr=±l arje arj -hoo. 

L'existence des constantes arj découle du 

Lemme 6.3.4. — Il existe D > 0 tel que pour tout £ G A Í r , on ait 

2 

1+e 
logn - D < /£(rrn£) < 2(1 + e) logn + D. 
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Démonstration. — Ce lemme est une conséquence directe du lemme 6.3.2 (1) et de 
l'encadrement de Kn. 

D'après le lemme 6.3.4, on a Skfe{£>) > 2 
l+e 

log (i, zi) + de(z, z kD si £ G A+ En 

choisissant choisissant e < 1, la constante arj = 2 
<w 

log n[j)...n[j)w< kD vérifie les hypothèses 

(1) et (2). 

6.4 Le couple (Pe, fe) vérifie les hypothèses H0, Hi , H2, H3, H4 

Dans le paragraphe précédent, nous avons expliqué comment le théorème A se 
déduit du théorème B. Pour établir ce dernier théorème, il suffit de prouver que 
le couple (Pe,/e) vérifie les hypothèses Ho, Hi, H2, H3, et H4 du théorème du 
renouvellement harmonique (Théorème 5.0.2). 

L'opérateur P£ est l'adjoint de T£ relativement à la mesure de probabilité 
hF(£)crJd£) sur A+ ; ainsi, pour toute fonction borélienne bornée <p de A+ dans C on 

a 
(i, zi) + <x<cde(z, z 
(i, zi)<< + de(z, zw 

cw 

71 = 1 

(i, zi) + d 

M O 

(i, zi) w<<+ de(z, z<<x 

Remarquons que P€ s'étend aux fonctions boréliennes bornées de A+ dans C 
et que A+ est compact. On rappelle (paragraphe 6.2) que si £ € A+, alors 

M O : A-r 
(i, i de(z, 

wx<:ù ^wx< 
De par son expression, lorsque x< 

b 
< 1 (resp. à. 

6 
(i, zi) 

la fonction h£ est ^--hôldérienne (resp. lipschitzienne) sur chaque ensemble (A+, D£)<. 

Posons a = ^ ; pour fixer les idées, nous supposerons a = ^ < 1, l'autre cas se 
traitant de façon analogue. 

Introduisons l'espace La(A+) des fonctions <z? de A+ dans C telles que 

IMI = Moo +m((P) < + °° aveC m M = SUP5=-r-lSUP x<w^ùm 
x<w 

(i, zi) + de(z 
+ de(z, z 

La fonction 

h£ étant a-hôldérienne et bornée, on a h£ G La(A+). Nous allons montrer que P£ 
opère sur La(A+) et contrôler son spectre sur cet espace ; pour ce faire, nous décrivons 
d'abord la régularité sur A+ des fonctions pn, n > 1 définies par 

V £ G A + P N ( 0 
(i, zi) + < 

M O 

e-6efe(T2rt)m 

Pour tout ip G La(A+), notons (pn la fonction définie par V£ G A+,</?n(£) = </?(r™r£). 
Nous avons : 

Lemme 6.4.1. — II existe eo > 0 tel que, pour tout 0 < e < €o, les fonctions 

Pn,n > 1; appartiennent à La(A+) et tel que la série X^N>1 ||Pn|| soit convergente. 

De plus, pour tout (p G La(A+), la famille ((pn)n>i est bornée dans (La(A+), ||. ||). 

Démonstration. — Montrons tout d'abord que les fonctions pn, n > 1, sont bornées 
sur A+ et que la série J2n>i \Pn\oo es^ convergente. D'après le lemme 6.3.2, il existe 

165 



F. DAL'BO & M. PEIGNÉ 

Ci > 0 tel que 

V£ e A+ (i, zi) + de(z, z Ci 

n2 5£ 
' 1 + e 

d'où, pour tout n > 1, |Pn loo Ci 
cxw< 

1 
/1 oo 

h 
x< 

< +00. 

La série de Poincaré '7GPSL2(Z) 
e-sd£(i,7(i)) converge pour s > ô£, on a Sn = 1 et 

d£(i^(i)) < (l+e)d(i,7(i)) ; donc á£ > i 
1+e 

La série x< IPnloc converge si 2Ô£ 
1+e 

1 

et en particulier si 2 
;i+e)2 > i. 

Étudions maintenant la régularité des fonctions pn, n > 1 ; pour tous £, 77 E A+ on a 

e-<We(TlU) e-Ô£fe(T™rri) 
e-S£f£(r^rO e-ôefe(r2rri) 

eSefe(r2rt) (i, zi) + de(z, z 

Rappelons que a b < 1: ainsi, d'après le lemme 6.3.2, il existe C2 > 0 telle que 

e-6efe(T2rZ) eSefe(T2rri) 
(i, zi) + de(z, z 

2S£ 
71*+* 

M 

Par ailleurs, pour tous £,77 € A+, et tout n > 1 on a 

(i, zi) + de(z, z e-|(/e(^rí) + /e(^rr,)) xw<bnmù 

si bien que, d'après le lemme 6.3.2 (i), il existe C3 > 0 telle que 

V£, 7} G A + V n > 1 £>?(r!U,T2rr/) 
C3 

-
n 1+' 

(i, zi) + de 
xw<m(z, z 

(**) 

Combinons maintenant ces deux inégalités pour contrôler le coefficient m(pn) ; pour 
tous £, 77 G A+, on a 

\Pn(0-Pn(v) \ < 
1 

<x< 
1 

xw< 
(i, zde(z, z (i,) de(z, z 

1 
vc,;ù 

| / i , ( rürO-^(rür77) e-6sfe(r2rO 

he{rlrf,) 

bn,:< 
e-ôefe{r2rZ) _ e-¿£/£(r-rry) 

<xv< 
m 1 

/1, 
<xv< 

2As_ 
TI ! + e 

1 
< OO 

m(h£) 

<cx<< 

1 
/le OO 

<bn; 

n i+e 

x<vbcw 

où C4 est une constante strictement positive. Il existe donc C > 0 telle que, pour 
tOUt TI > 1, \\pn II c 

xw< La fonction pn appartient donc à L^A"1") et pour e assez 

petit (plus précisément si 1 6, 
1+e 

1) la série m>l ||Pn|| es^ convergente. 
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Pour établir la deuxième assertion du lemme, il suffit de remarquer que grâce à 
l'inégalité (**) ci-dessus, on a 

m((fn) < 
C3 

wx< 
<x< 
wx< 

Ceci achève la démonstration du lemme 6.4.1. 

Corollaire 6.4.2 (Hypothèse H0). — Pour 0 < e < €Q, l'opérateur P£ opère 
continûment sur L a ( A + ) et Pl\+ — 1a+-

Démonstration. — Soit (p G L a ( A + ) . On a ||Pe<p|| < J2n>i \\Pn\\ WVnW si bien que 
d'après le lemme précédent, pour 0 < e < £Q, il existe K > 0 tel que 

\\Pe<p\\<K\\<p\\. 

Pour montrer que P£1A+ = 1a+> il suffit de rappeler que P£ est l'adjoint de T£ par 
rapport à v£ et que la mesure v£ est une mesure de probabilité Te-invariante sur A + . 
Ainsi P £ 1a+(£) = 1 a + ( 0 pour ^-presque tout £ ; cette égalité est en fait vérifiée en 
tout point £ de A + puisque P £ 1a+ est continue sur A + et que le support de v£ est 

A+. 

Introduisons à présent les opérateurs transformée de Fourier Px,e, A G M, associés 
au couple (P£, fe) et définis par 

V ^ G L A ( A + ) , V £ G A + PxMO 
n>l 

P n ( Î ) E < A / ' ( T - € V ( r ! Î P 0 ; 

D'après le corollaire 6.3.3, on a 

V£,r?G A+ eiXfs(rH:rC ei\f£(r"rr] ei\(fe(T»rt)-MT2rr,)) 1 

< | A | ei\(fe(T»rt)-MT2rr,)) <B\\\D £(t,rj)w< 

Ainsi, en remplaçant <^(r™r£) par </?A,n(£) = e 2 A ^ £ ^ R - R ^ V ( r - r O dans la preuve du 
lemme 6.4.1 on montre que la famille des (y?A,n)n>i e s t bornée dans ( L a ( A + ) , | | . | | ) . 
Comme dans le corollaire 6.4.2, on en déduit que pour tout À G R , P\ £ opère sur 
( M A + ) , | | . | | ) . 

Il nous reste à contrôler le spectre de P\,£ sur La(A
+) (hypothèses Hi et H 2 ) . 

Nous allons utiliser le théorème de Ionescu-Tulcea et Marinescu. Les hypothèses de 
ce théorème sont vérifiées grâce au lemme suivant (analogue du lemme 5.2.2). 

Lemme 6.4.3. — Pour 0 < e < €Q, il existe N G N*, p G]0, 1[ et deux constantes 
positives A et B tels que, pour tout (p G La(A

+) et tout À G M on ait : 

\Px,e<p\co^\<P\oo e t \\PxM\ < H M I + ( ¿ + £ | A | ) M o o 
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Démonstration. — Pour tout À G M et toute fonction ip G La(A+) on a 

ei\(fe(T»rt)-MT2rr,))ei\(fe( 

d'où la première inégalité. 

Nous allons maintenant établir la deuxième inégalité en supposant À = 0 ; on se 
ramène à ce cas en remplaçant <p(r™r£) par </?(rI!:r£)e2A^r-^ dans ce qui suit. 

D'après le corollaire 6.2.2 il existe (3 > 1 et N G N* tel que, pour tous £ et rj dont les 
développements CJ(£) et uj(rj) coïncident jusqu'au rang N on ait : 

Ds(TENt,TeNr])>pD^,r,). (*) 

Pour tous fei,... , kw G N* notons pia—kN *a fonction définie par 

V£ G A+ pfcl...fcN(0 = PkAOPkAr-U) • • W ^ I R - i r • • • T%0-

Soulignons que pour tout £ G A+, 2fcl...fcN>1Pfc1...fcJV(0 = 1 car ^e^1 = 1 

On a pour tout £ G A + , P J V ( 0 ei\(fe(T»rt)-MT2rr,)) 
T(-l)Nr 

xvw< Ainsi, 

pour tous £,77 G A+, on obtient : 

ei\(fe(T»rt)-MT2rr,)) 

fcl---fcjV>l 
p*:i-feN(0 w <x<b, 

,:;^ù 
<c<< 
cvnw << T(-1)N' 

<x< 

+ l^loo 
fci •••fĉ  >1 

ei\(fe(T»rt)-MT2rr,)) 

xvw<< 

fcl •••fcjV>3 
Pfci •••fc;v l^ùm 

/(-1)"' 
fcl FCJV 

T-RÇ)T(_l)Nr 
vnx< 

+ M00 
fcl •••fcjv >1 

bfci-FCIV(0 -Pfci-fejv^)! 

À partir de l'inégalité (*) on obtient 

fcl •••fcjv >1 
ei\(fe(T»rt)x<< KT(-l)Nr 

. -k\ c kN 
r_r^,r(_1)Nr 

xvw< 
1 

: /3« 
<cvx< 

Par ailleurs De(r2r^r2rv) = e'^f'{T2^)+f'lr2rV))De(^ 77) 5 donc d'après le 
lemme 6.3.2, il existe C\ > 0 tel que pour tous £,77 G A+, on ait 
D?(T?rÇ,TÏrri) < CiD?(C,r/), d'où : 

fci •••fcjv>l 
|pfci-fc;v(£) -Pfci-fcjv(^)! 

IV 

¿=1 fci •••fcjv >1 

Mkl...kN(£,^rj) 
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avec 

ei\(fe(T»rt)-MT2rr,))ei\(fe(T»rt 

\Pk£ T(-iy-1r 
sw<< -Pke 

ki-i 
r(_l)£-ir xw< 

Pke+i---kN T(-lYr •rhJrv 

N 

£=1 ke>l 

m{Pkl)C[-lD'm,r]) 

et Yln>i m(Pn) < + ° ° d'après le lemme 6.4.1. Finalement il existe une constante 

K > 0 telle que m(PN(p) < ^m(y>) + l f Moo> d'où II pN(f\\ ^ H ^ ) + ^l^loo avec 

P= jôi €]0, l [et A = K + 1. 

D'après le théorème de Ionescu-Tulcea et Marinescu, l'opérateur P£,\ sur La(A+) 
a au plus un nombre fini de valeurs propres de module 1 ; les sous-espaces propres 
associés sont de dimension finie et le reste du spectre est inclus dans un disque de 
rayon strictement inférieur à 1. Pour que les hypothèses Hi et H2 soient vérifiées par 
le couple (P2, f£ + f£ oT£) il nous reste à établir le : 

Lemme 6.4.4. — Soient (p G L(A+) et 6 G M tels que P£,\tp = e%ey. Deux cas peuvent 
alors se présenter : 

1. X = 0, el9 = 1 et ip est constante sur A+ ; 

2. A = 0, eie = -1 et (p = C (lA+ - 1A+ ) . 

Démonstration. — Considérons d'abord le cas où À = 0. On a P£1A+ = 1A+ , 

PelA+i = 1A+ et P2 opère sur chacun des espaces L(A^1) et L(AĴ X) ; il suffit donc 

de montrer que el2d — 1 et que (p est constante sur Ajf" et A l r 

Les égalités P£(p = el9<p et v£P£ — v£ entraînent P£ |</?| (£) = | |, ve(d£)-presque 
sûrement ; les fonctions (p et P£(p étant continues sur L(A^1) et L(Al1), et le support 
de v£ étant A+, cette égalité est satisfaite en tout point £ G A+. 

Étudions par exemple la restriction de cp à A+ ; il existe £0 et £1 dans A+ tels que 

I V>(fo) I = inf̂ eA+ MO1 et l<P(fi) I = s ^ e A Î ! M O I- par convexité on a 

V n , m > 1 \<p(t0)\ : ^ ( T f ^ i & ) | et | ^ ) | ei\(fe(T»rt)-

En faisant tendre n vers +00 on obtient M £ o ) | = M£i ) l et (p est donc de module 
constant sur Ai ; l'égalité P£ip = e2l6(p nous donne alors, par convexité 

V£ G A+,Vn,ra> 1 
ei\(fe(T»rt)-MT2rr,)) 

En faisant tendre n vers +00, on obtient </?(£) = e 2z(9(^(Fix(ri)) ; la fonction tp est 
donc constante sur At et e2%e = 1. 
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Considérons à présent le cas où À est quelconque. Les égalités P\<p = el6(p et v£P£ = v£ 
entraînent P£ \ ip \ = \<p\ et donc ip est de module constant sur A+. Par convexité, on 
obtient 

V £ e A + , V n > l ei\(fe(T»rt)-MT2rr,)) cbw< 

d'où limn^+00 e*A/^r-^) = eie vit) 
<¿>(Fix(r_r)) 

En particulier, pour toute suite (rik)k>i 

strictement croissante d'entiers on a limt-y+oo eiX{fs(rn_kr + 10-fs(ryrO) = 1. D'après le 
lemme 6.3.2, on a limn^+00 f£ <xvm = +00 et d'autre part limn_>+00 V£eA+,w< 

fe(T"Û = 0 

(car ei\(fe(T V£eA+, n;,ù V£e<A+, Bi 
x< (¿,T2pÍ) < 

x< 
V£eA+, 

et limn^oo ^x< 
-TÍ 

V£eA+, V£ewA+, V£eA+, = 0). 

Nous avons le 

Lemme 6.4.5. — Soit (un)n>i une suite de réels telle que limn_>+00 un = +oo et 
limn^+00 un+i — un = 0. Alors, pour tout a > 0, il existe une suite strictement 
croissante d'entiers (rik)k>i telle que 

lim (unk+l -unk)=a. 
k—>+oo 

Démonstration. — Il suffit de poser no = 1 et n^+i = sup{p > n& | up < uUk + a} , 
pour tout k > 1. 

On applique ce lemme à la suite /£(r™r£) ; pour tout a > 0 on a elXa = 1 d'où À = 0. 

Ainsi, lorsque À est non nul, P£2A ne possède pas de valeurs propres de module 1 
si bien que son rayon spectral sur La(A+) est strictement inférieur à 1 (Hypothèse 
H2). En revanche, pour À = 0, la valeur propre 1 est simple, l'espace propre associé 
est celui des fonctions constantes sur A+ et le projecteur propre s'identifie à une 
mesure de probabilité Pe-invariante sur A+ ; on peut alors écrire P2 = v£ + R£ avec 

p(R£) = lim^+oo \\R£\\» < 1 (Hypothèse Hi). 

L'hypothèse H3 est simple à vérifier puisque d'une part, d'après le lemme 6.4.1 il 
existe Ci > 0 tel que 

Vn > 1 Ibnll 
Ci 
2Ô£ 

n! + e 
(avec 

2Ô£ 

V£e 
1 pour 0 < £ < €Q) 

et d'autre part, d'après le lemme 6.3.4, il existe C2 > 0 tel que 

V n > l , V £ e A + / e ( rür0 | < 2 (1+ S) logn + C2. 

Par conséquent, pour tout £ G A+, on a | P£/ |(£) | <C\ •f 00 
m=l 

(2(l+e) log n+C2)3 
26r. 

qui 

est fini; en particulier ve(fe) ~ ve{Pef£) < +00. 
Par ailleurs, d'après le corollaire 6.2.2, il existe e0 > 0, N G N* et C0 > 0 tels que pour 

tout £ G A+, on ait SNf£(Ç) > C0- Ainsi ve(fe) = j^u£(SNf£) > C0. L'hypothèse H3 

est donc bien satisfaite. Il nous reste à vérifier l'hypothèse H4. Nous avons la 
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Proposition 6.4.6. — L'application À i-> P£,\ est développable en série entière en 

tout point de R . 

La preuve de cette proposition est analogue à celle de la proposition 5.2.4. Les seules 

modifications à apporter portent sur les ordres de grandeur des normes des fonctions 

£ Pn(0 et £ i-» / £ ( T ™ £ ) 5 d'après les lemmes 6.3.4 et 6.4.1, il existe des constantes 

Ci et C2 telles que 

V n > l | |pn|| 
C i 

2<5£ 
vvvv 

et V£ G A+ I /£(rrn£) I < 2(1 + e) l o g n + C2. 

Ces majorations permettent d'établir l'analyticité sur R de la fonction À P£,\. 

6.5 Mélange du flot géodésique sur ( M , ge) 

On rappelle (§ 6.2) que toute géodésique orientée de M se relève de façon unique 

en une géodésique orientée de (H.2,d£) dont les extrémités £ - , £ appartiennent à 

l'ensemble À = L U = ± i A - s x L'ensemble E formé des éléments ( ( £ _ , £ ) , t) de 

A x R tels que 0 < t < / e (£ ) , quotienté par la relation ( ( £ _ , £ ) , /£ (£) ) ~ ( f£ (£_ , £) , 0) 

s'identifie au fibre unitaire tangent UM de (M,g£) (voir § 6.2 pour la définition de 

Te)-

Rappelons que la mesure définie sur A x K par 

(He <g>m)(d£_ dÇdt) = 
a£{dZ-)ae{d£) 
V£eA+, 

2d£ 
b 

m(dt) 

est invariante par l'application qui à ( ( £ _ , £ ) , i ) associe (Te(£_,£) ,£ — /e (£ ) ) et par 

le flot (as)seu défini par a s ( (£_ ,£ ) , t ) = ( (£_ ,£ ) ,£ + 5)- Notons (cL8)8eR la projection 

de (as)5GR sur E, ce flot correspond au flot géodésique sur UM. La mesure fi£ (g) m 

induit sur i£ une mesure \ie (g) m invariante par le flot (âa)s€R. On déduit de l'étude 

spectrale des opérateurs (P\)AGR la 

Proposition 6.5.1. — Pour tout Q < £ < £Q, le flot géodésique sur le fibre unitaire 

tangent de (M,ge) est mélangeant relativement à la mesure fi£ (g) m. 

Démonstration. — Nous adaptons ici la démonstration de Y . Guivarc'h et J. Hardy 

[13] du mélange d'un flot spécial construit à l'aide d'une fonction hôldérienne sur un 

sous-décalage de type fini. 

Quitte à normaliser \x£ on a fi£ 0 m(E) = v£(f£) ; pour établir la proposition, il faut 

montrer que pour toutes fonctions $ et \£ de h2(E, \i£ (g) m ) , on a 

lim / * ( $ , # ) 
t—ï+oc 

1 

xw< fi£ <g> ra($)/i£ (g> ra(#) 

avec / * ( $ , # ) = $((£_, £), 8)9 o â*((£_, £ ) , s)fi£ ® m(d£_ d£ ds). 

Par un argument de densité, il suffit d'établir cette convergence pour toute fonction $ 

(resp. 9) de la forme (p®u (resp. xjjÇÇv) où y? est hôldérienne sur À, w est une fonction 
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de R dans R et le support de <p®u est inclus dans {( (£_ ,£) , s ) G Â x R | 0 < s < /e(£)} 
(idem pour ^ et v) ; comme (ip (g>0(2?(ç_,OM»-s s - Sn/e(0) = 0 pour tout n ^ 0, on 
peut écrire 

V£eA+,V£eA+, 
+00 

71 = 0 
0(2 ? ( ç _ , O M » - s n / e ( O ) 

d'où ( V ® « ) o ô t ( K - , 0 . « ) m=0 
V£eA+,V£eA+, 
V£eA+,V£eA+, s„/e (0) et on obtient alors 

V£eA+,V£eA+, 
+00 

n=0 
AXR 

V£eA+,V£eA+,V£eA+, 

0(2?(ç_,OM»-sn/e(O)0(2?(ç_,OMwv<<< 

Remarquons que <p et tp s'identifient à des fonctions des suites bilatères ( r ^ ^ e z , 
avec u;(£_) = (TZ^ )t<o et u;(£) = (r^)^. En utilisant de nouveau un argument de 
densité dans L2(A,/ie) il suffit de considérer les projections de (p et ip sur les espaces 
correspondant aux suites unilatères de coordonnées d'indices > — £ avec £ > 0 ; quitte 
à translater par une puissance de T£ (ce qui ne modifie pas l'intégrale ci-dessus car 
la mesure [i£ est T£-invariante), il suffit alors de considérer le cas £ — 0, c'est-à-dire 
le cas où (p et i/> appartiennent à La(A"1"). 

On a alors 

0(2?(ç_,OM»-
+00 

n—O A+ XR 

xvw< 

M O 
u(*M2?0t; (* + * 5„/e(0)i/e(de)m(d«) 

< 

n=0 
A+ XR 

x< < 

Kh£ 
(g)<< 5)V;(0î;(5)i/£(^0m(^s) 

avec w<^ùmmw<pour tout s G R. D'après l'étude spectrale des P£,\, le couple 
(Pe, /e) vérifie les hypothèses Ho, Hi, H2, H3 et H4. En utilisant alors le théorème 5.0.1 
(théorème du renouvellement « classique » ) on a 

V(£, 5) G A+ x M lim 
t—>+oo 

+00 

71 = 0 

0(2?(ç_,OM»-sn/e(O) "«(* , ) / i«Wni (* ) 

Mfe) 

Le théorème de la convergence dominée de Lebesgue nous donne alors 

lim 
t->-+oo 

It(<p®u,il>®v) 
fa ® (g) uj/ig; (g) ra(^ (g) 

wx< 

d 'où la proposition. 
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PRÉFACE 

Les deux articles de ce volume sont consacrés à l'étude de deux aspects différents 
de systèmes dynamiques hyperboliques pour des situations explicites. Le premier 
article aborde les propriétés stochastiques des sommes de Birkhoff d'une fonction 
régulière le long des trajectoires d'une transformation dilatante T de l'intervalle, 
la mesure de référence étant la mesure de Lebesgue. Le deuxième article considère 
l'asymptotique du nombre de trajectoires périodiques ; la situation considérée est 
celle du flot géodésique sur certaines surfaces à courbure négative, non compactes 
mais d'aire finie. Les deux aspects sont étudiés par une méthode commune, celle de 
la théorie spectrale des opérateurs de transfert. 

Dans le premier cas cet opérateur n'est autre que l'adjoint P de la transformation 
T par rapport à la mesure de Lebesgue ; si / est la fonction régulière donnée, l'étude 
de la loi des sommes de Birkhoff Sn(x) = n— 1 

/0 f o Tk(x) se ramène à celle de 

l'itération des opérateurs « transformés de Fourier » P\ définis par P\<p = P [e*A/<£j. 
Les deux problèmes principaux étudiés sont celui du théorème central limite et 
celui du théorème limite local. L'étude du premier problème met en jeu la famille 
des opérateurs P\ pour À petit; elle est menée sous des conditions très générales 
concernant la partition (dénombrable) de l'intervalle définie par T et elle aboutit à 

un théorème central limite avec reste de la forme O î 
Vn 

. Une difficulté importante 

qui apparaît et est contournée, est le manque d'informations précises sur la densité 
de la mesure T-invariante dans le cas d'une partition dénombrable. Dans l'étude du 
théorème local il est essentiel de contrôler le spectre P\ pour tout À réel ; ceci dépend 
d'une inégalité fonctionnelle introduite pour À = 0 par Doeblin et Fortet dans l'étude 
des chaînes à liaisons complètes. Cette étude met en évidence certaines équations 
fonctionnelles satisfaites par / qui sont discutées en utilisant les points périodiques 
de T. L'article se présente comme un travail de synthèse et les principaux résultats 
nouveaux sont relatifs au cas d'une partition dénombrable comme celle par exemple 
de la transformation « en fraction continue » . 

Le deuxième article est basé sur la méthode du codage et la représentation du flot 
géodésique comme flot spécial au-dessus d'une certaine transformation dilatante T 
définie sur le bord du disque ; cette transformation traduit la dynamique du groupe 
fondamental sur le bord et est analogue à la transformation en « fraction continue » . 
Le principal résultat dit que le nombre de géodésiques fermées de longueur au plus a 

est équivalent à eha 
ha 

où h est l'exposant critique de la série de Poincaré correspondante, 
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comme dans le cas général des surfaces compactes. Le nombre de géodésiques fermées 
de longueur au plus a s'exprime à l'aide des potentiels (ou de la résolvante) de 
l'opérateur adjoint de T par rapport à la mesure naturelle. L'asymptotique recherchée 
dépend alors d'une étude précise du spectre d'opérateurs de la forme P\ pour tout 
À réel. La fonction / qui intervient ici est la fonction plafond du flot spécial et 
contrairement à la situation précédente, elle est bornée mais de taille contrôlée. 
La situation géométrique explicite permet l'étude du spectre P\ ; elle fait appel en 
particulier à la propriété de mélange du flot géodésique qui se trouve donc établie au 
cours de cette étude. Les difficultés principales sont liées à la non compacité de la 
surface qui se traduit ici par le fait que la fonction / est non bornée et la partition 
associée à T infinie. L'article se présente comme une première étape de l'étude de 
ce sujet complexe par la méthode des opérateurs de transfert. Ce sujet est étudié 
par de très nombreux auteurs, en général par la méthode de la fonction zêta ou bien 
par la formule des traces. On peut, par exemple, citer le travail de Parry et Pollicott 
qui fait l'objet d'un volume de cette série où l'on trouvera de nombreuses références. 
L'étude prend comme point de départ le cas de la formule modulaire qui a l'avantage 
de se prêter à une étude très explicite; le résultat obtenu est nouveau dans le cas 
considéré par les auteurs d'une perturbation de la courbure constante et la méthode 
peut s'étendre de manière beaucoup plus générale. Clairement, il s'agit là de cas très 
particuliers où l'asymptotique mentionnée plus haut reste valable. Le domaine de 
validité d'une telle asymptotique n'est pas entièrement connu mais la méthode des 
opérateurs de transfert permet au moins d'aborder cette question pour les variétés 
non compactes géométriquement finies même en courbure variable. 

Dans de nombreuses situations naturelles, la présence de singularités ne permet pas 
l'application immédiate du formalisme thermodynamique. La méthode des opérateurs 
de transfert est cependant assez souple pour permettre des variantes comme celles 
développées ici. Elle permet aussi de traduire de manière analytique certaines 
propriétés géométriques, elle admet des interprétations probabilistes utiles et son 
formalisme s'étend naturellement au cas où la fonction / est à valeurs matricielles au 
lieu d'être à valeurs réelles comme c'est en particulier le cas dans l'étude des produits 
de matrices aléatoires. Elle est donc susceptible d'applications nouvelles dans des 
situations de type hyperbolique de plus grande dimension. 

Y. Guivarc'h 
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TRANSFORMATIONS DILATANTES DE 
L'INTERVALLE ET THÉORÈMES LIMITES 

Anne BROISE 

On fait ici un travail de synthèse sur les transformations dilatantes de l'intervalle ayant 

une partition finie ou dénombrable. On montre l'existence de mesures invariantes 

absolument continues par rapport à la mesure de Lebesgue pour une classe de 

transformations dilatantes plus large que celle étudiée habituellement. Ensuite, on 

montre des théorèmes limites central et local, on donne la vitesse de convergence 

et des conditions d'annulation de la variance basées sur les points périodiques de la 

transformation. On précise les théorèmes limites obtenus par des théorèmes de grands 

écarts. Enfin on montre comment s'appliquent ces théorèmes sur divers exemples de 

transformations. 

A synthesis on interval expanding maps is done. We prove the existence of invariant 

measures which are absolutely continued with respect to Lebesgue measure for a 

larger class of expanding maps. Then we prove central and local limit theorems, we 

give the convergence rate and some conditions on the variance annulation based on 

the periodic points of the map. We precise these limit theorems by large deviation 

theorems. To conclude we show how to apply these theorems on various examples. 
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INTRODUCTION 

Ce travail est une synthèse des théorèmes limites pour les transformations dilatantes 
de l'intervalle : existence de mesures invariantes absolument continues par rapport 
à la mesure de Lebesgue, théorèmes limites central et local, vitesse de convergence. 
Ensuite, on complète les théorèmes limites obtenus par des théorèmes de grands 
écarts. Il s'agit d'un prolongement du travail de J. Rousseau-Egèle [RE]. Cette 
dernière étude est complète pour le cas des transformations dilatantes de l'intervalle 
ayant une partition finie, car la densité de la mesure invariante est alors assez bien 
connue. Ce n'est pas le cas des transformations dilatantes de l'intervalle ayant une 
partition infinie dénombrable sous les hypothèses de J. Rousseau-Egèle sauf dans 
certains cas bien particuliers. 

On étend ici les énoncés au cas général des transformations dilatantes ayant 
une partition dénombrable sous des hypothèses qui généralisent de façon naturelle 
celles données par A. Lasota et J. Yorke [L.Y] dans le cas des partitions finies. 
Les hypothèses faites par J. Rousseau-Egèle sur la densité des mesures invariantes 
permettent de se ramener à des opérateurs markoviens. Comme il est difficile de 
préciser les mesures invariantes pour une transformation dilatante quelconque, on a 
évité d'employer ces hypothèses dans la preuve des résultats annoncés. Ici, on envisage 
surtout le cas des transformations dilatantes admettant une partition dénombrable ; 
mais cette étude contient évidemment comme cas particulier celle des transformations 
ayant une partition finie, ce qui justifie ce travail de synthèse. 

On se donne une transformation dilatante T de [0,1] (ici le lecteur peut supposer 
que T est monotone, dilatante et de classe C2 sur un ensemble fini ou dénombrable 
d'intervalles). Dans un premier temps, on construit /¿ra, la mesure de probabilité 
invariante par T absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue ra ; sa 
densité h est à variation bornée. La construction de /ira se fait par l'étude spectrale 
de l'opérateur de Perron-Frobenius 3> associé à T, comme $ préserve les fonctions à 
variation bornée, on peut utiliser le théorème de C. Ionescu-Tulcea et G. Marinescu 
[IT.M]. On prouve une inégalité d'un type considéré par W. Doeblin et R. Fortet 
[D.F], en généralisant la démonstration de A. Lasota et J. Yorke [L.Y]. 

On suppose alors que le système (T, /ira) est ergodique (donc que 1 est une valeur 
propre simple de 3>), on doit d'ailleurs pouvoir s'affranchir de cette hypothèse —voir 
K. Ishitani [I] ainsi que T. Li et J. Yorke [L.Y]— en se restreignant aux différentes 
classes ergodiques de T. 
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On se donne maintenant une fonction f à variation bornée, on note Snf = 
*n-l 
k=0 

f o Tk et on pose a2 = lim n—»+oc 1 
n 

•1 
'0 

(Snf)2hdm > 0 ; si a n'est pas nul 
(voir plus loin) alors, on démontre que les sommes Snf suivent : 

- un théorème limite central avec vitesse de convergence : 

sup hm x G [0,1] : 
Snf(x) - nm(fh) 

(J\fn < v -
1 

V27T 

v 

I -oo 
e -t2/2 dt < 

C 
Vn 

- un théorème limite local : pour tout intervalle A de M de longueur finie, 
uniformément en z dans R, on a : 

lim 
n--+oo 

ay/ñhm[{x G [0,1] : z + 5n/(x) - nra(//i) G A}] -m A 
2TT e 

-z2 
2o2n = 0, 

et on précise ces deux théorèmes à l'aide de deux théorèmes de grands écarts. Pour 
faire cela, on adapte la méthode spectrale de S.V. Nagaev [N], qui a déjà été utilisée 
par Y. Guivarc'h et J. Hardy dans le cas des difféomorphismes d'Anosov [G.H] et 
par E. Le Page pour les produits de matrices aléatoires [L]. Elle consiste à normaliser 
l'opérateur 3>, c'est-à-dire à le rendre markovien en posant : 

Pg = 
O(gn) 

h 

et à considérer la chaîne de Markov associée à P. On obtient des théorèmes limites en 
perturbant P et en faisant des développements limités en utilisant la décomposition 
spectrale de l'opérateur perturbé. Pour pouvoir normaliser voir fil, [Mo], [RE], 
on doit supposer que sur {h ^ 0}, i 

h est encore à variation bornée, pour que 
P préserve lui aussi l'espace vectoriel des fonctions à variation bornée. G. Keller 
[Ke], R. Adler et L. Flatto [A.F], [M.P.V] ont donné des conditions sur T pour que 
cette hypothèse soit satisfaite. Comme en général on peut difficilement préciser les 
propriétés de /i, on ne sait pas si elle est vérifiée pour les transformations admettant 
une partition dénombrable. Dans la classe de transformations dilatantes choisies 
ici, il existe d'ailleurs des contre-exemples, on en donnera un. On ne va donc pas 
normaliser 3>, mais le perturber directement et utiliser la méthode des développements 
limités. La technique employée permet aussi de donner des conditions précises sur / 
pour que a ne soit pas nul, en utilisant des points périodiques de T. Ces conditions 
sont essentielles dans les théorèmes précédents et sont nouvelles. Finalement on 
donne quelques exemples d'applications de ces théorèmes, en particulier pour les 
/̂ -transformations et la transformation « fraction continue » . 

Ce travail complète donc l'article de J. Rousseau-Egèle. Il généralise les travaux 
de T. Morita [Mo] qui considère des transformations dilatantes qui ont une partition 
dénombrable « markovienne » , il peut alors se ramener à des opérateurs markoviens. 
On pourrait envisager une application à des généralisation des travaux de V. Baladi 
et G. Keller [B.K] ainsi qu'à ceux de F. Hofbauer et G. Keller [H.K] pour des 
transformations dilatantes avec une partition dénombrable. Pour être complet, il faut 
signaler l'approche de M. Rychlik [Ry] pour obtenir des propriétés supplémentaires 
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de la densité de la mesure invariante pour des transformations dilatantes de l'intervalle 
avec des propriétés plus restrictives que celles introduites ici sans utiliser le théorème 
de Ionescu-Tulcea et Marinescu. Dans tous les travaux que l'on vient de citer, on se 
place dans des espaces de fonctions à variation bornée ; d'autres espaces fonctionnels 
ont été envisagés, par exemple K. Krzyzewski et W. Szlenk [Krl], [Kr2], [Kr.S] 
utilisent des fonctions différentiables. Ils obtiennent alors d'autres propriétés pour 
la densité h de la mesure invariante, c'est le cas aussi de D. Mayer [Ma] et de R. 
Mané [M]. Bien sûr les conditions sur les transformations envisagées sont différentes 
de celles adoptées ici. 

J'ai réalisé en partie ce travail à l'IRMAR à l'Université de Rennes I pendant que 
je préparais ma thèse. C'est avec plaisir que je me permets de remercier ici Yves 
Guivarc'h pour tout ce que j'ai appris en travaillant avec lui. 
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1 NOTATIONS ET PREMIÈRES 
DÉFINITIONS 

On note l'intervalle [0,1] par / . On munit J de la tribu de ses boréliens fjB et de la 
mesure de Lebesgue m. On note L1(m) l'espace des fonctions de / dans C qui sont 
integrables sur / . 

Définition 1.1. — Soit f une fonction de I dans C, on dit que f est à variation 
bornée si : 

v(f) = sup 
n-l 

i=l 

l / K ) - /(ai+i)| 

est fini, on prend le supremum sur l'ensemble des subdivisions finies de I (a¿)i<2<n> 
n dans N*. 

Un élément f de Ll(m) est dit à variation bornée si 

v(f) inf 
gef 

v(g) 

est fini, on prend Vinfimum sur la classe de f modulo m, f = {g : / —>• C : / = 
g m-p.p. } . 

On note V l'ensemble { / G L1(m): v(f) < oo}. 

Remarque. — On peut considérer que V est l'ensemble des fonctions continues à 
droite sur / , ayant un nombre au plus dénombrable de sauts dans / . À chaque élément 
/ de F, on peut associer une mesure \i dont la variation totale est bornée telle que 
pour tout x de / , f(x) = /z([0,a:]). 

V est un sous espace de L1(m) qui n'est pas fermé pour la norme || • ||i [car la suite 
de fonctions fn(x) = sin ^l]i/n,i](^) est dans V mais elle converge vers f(x) = sin ^ 
qui appartient à L1(m) mais n'est pas dans V]. 

On définit alors la norme || • ||v sur V par : 

h /h» = * ( / ) + 1 1 / 1 I 1 . 

Cette norme rend l'espace (F, || • \\v) complet car la boule unité de l'espace des mesures 
dont la variation totale est bornée est compacte pour la topologie de la convergence 
faible des mesures à variation totale bornée. 
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On a pour tout / de V, pour tout x, y dans / : 

\f\(x) - \f\(y)<v(f), 

on a donc : 
1 

O 
[\f\(x)-\f\(y)}dy = - l l / l l i < « ( / ) . 

Ainsi H/lloo — H/lli < ^ ( / ) c'est-à-dire ||/||oo < ll/llv On en déduit qu'une suite 
{fn)n>o d'éléments de V qui converge dans V vers / converge uniformément sur I. 

Comme si / et g sont dans V, on a : | | / # | | i < | | / | | oo | | # | | i + H / I l l i c i t e » et comme 
pour une subdivision (di)i<i<n finie de / on a : 

n-l 

i=l 
l ( / s ) K ) - (/fl)(Oi+l)l < 

n-l 

¿=1 
H/(a¿)ll#K) - 9(a>i+i)\ + I!/(«*) - /(ai+i)|] 

< ll/lloo 
n-l 

¿=1 
\g(di) -g(ai+1)\ + ||flr||oo 

n-l 

¿=1 

[f(ai) - / ( a i + i ) | . 

On en déduit que : v(/a) < ||/||oov(a) + HtfllocM/), et donc : 

\\fg\\v < II/IUNI^NUII/L 

\\fg\\v < 2\\f\\v\\g\\v. 

On construit maintenant une classe de transformations dilatantes pour lesquelles on 
pourra montrer le théorème limite central. 

10 



2 UNE CLASSE DE TRANSFORMATIONS 
DILATANTES 

2.1 Définition de e 

On va maintenant donner la classe des transformations dilatantes sur laquelle on 
travaillera ensuite. Dans un premier temps, on va définir la partition associée à une 
transformation. 

On appelle 3) l'ensemble des applications de / dans lui-même, vérifiant la condition 
suivante : 

Il existe une partition finie ou dénombrable de I : (Ij)jej telle que la 
restriction de T à chaque intervalle Ij se prolonge en une fonction de 
classe C1 et strictement monotone sur Ij. 

On remarque que si T est dans 3), alors : 

- il existe une partition, parmi toutes celles qui vérifient la condition précédente, 
qui est la plus grossière (ou la moins fine) ; on l'appellera la partition associée 
à T, on la notera (Ij)jej ; 

- pour tout entier k > 0, Tk est aussi dans 2) (car T envoie / dans J). La partition 
associée à Tk est d'ailleurs un raffinement de la partition associée à T. 

Dans toute la suite on ne travaillera qu'avec des applications de 3). 
On appelle alors (?. la classe des applications T de I dans lui-même qui 

appartiennent à 9 et telles que : 

(1) La restriction de T à Ij est strictement monotone et se prolonge en une 
application derivable à dérivée lipschitzienne sur Ij où (Ij)jeJ est la partition 
de / associée à T . 

(2) Il existe un entier nn > 0, tel que 7 = inf jE Jn0 inf xeij |(Tn°)'(:r)| > 2, où 

(Ij) jE Jn0 est la partition associée à Tn°. 

(3) inf jE Jn0 m(T»o( / , ) )>0 . 

(4) sup jE Jn0 sup x=yEIj 
(Tnoy(x) - iTnoy{y) 

x-y 
= K < 00. 

11 



A. BROISE 

Par exemple : 

Tx 
1 

0 
a>4 0,3 &2 a>\ 1 x 

Ces hypothèses sont suffisantes pour démontrer l'existence d'une mesure invariante 
par T absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue ainsi que le théorème 
limite central. Par contre, pour démontrer le théorème limite local on a besoin d'une 
condition apparemment beaucoup plus restrictive, on prendra T dans 6' où 6' est la 
classe des applications T de C vérifiant la condition supplémentaire suivante : 

(3') Pour tout k > 0, infjGjfc m(Tk(Ij)) > 0, où (Ij)jeJk est la partition associée 
àT*. 

Remarques. — 

Quand la partition associée à T est finie, les conditions (3), (3') et (4) sont évidentes. 

Si pour tout j de J, T(Ij) = / , alors (3) et (3') sont vérifiées. 

La condition (4) entraîne que pour tout N > 0, 

sup 
(TNno)'(x) - (TNnoY(y) 

x - y 
= K N < OO. 

Si T est dans 6', alors pour tout entier n > 0, Tn est aussi dans C7. 

Si les restrictions de T aux ensembles Ij se prolongent de façon C2 sur Ij, on peut 
remplacer la condition (4) par la condition (4') suivante : 

sup 
(Tn°)"(x) 

[(Tno)/]2(X) 
= K' < oo. 
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TRANSFORMATIONS DILATANTES DE L'INTERVALLE 

On note ïj = [aj, ûj+i]. Au point â , T n'est pas définie a priori, cependant, on dira 
souvent que T est définie sur chaque intervalle fermé de la partition en prenant aux 
bords de l'intervalle la valeur limite, par exemple ici : 

T(aj) = lim 
x--ai, x >ai 

T(x). 

La condition (3') est nécessaire pour démontrer le théorème limite local (voir la pro
position 9.1). Il suffit par contre pour démontrer l'existence d'une mesure invariante 
ou le théorème limite central pour T de supposer (3) (voir la proposition 4.1). 

2.2 Exemples d'éléments de 6 

- Les /̂ -transformations : elles sont définies par Tx = 8x\l] où 8 est un réel 
strictement supérieur à 1. La partition associée à T est 0 < i 

8 < . . . < [B] 
0 < 1. 

Sur chaque intervalle : 3 j + i 
/3' 8 

où 0 < j < [ / ? ] - 1 et sur I [B] 
0 

, 1], T est linéaire 
donc on a ( l ) , 7 = / 3> l par hypothèse d où (2) (on prend le plus petit entier 
no tel que (3n° > 2) et comme la subdivision est finie, T est dans 6. 

- On vérifie aisément que la généralisation des /̂ -transformations : les 
applications Tx = (3x + OL [1] où (3 > 1,0 < a < 1 sont encore dans 6. 

- Les applications linéaires par morceaux telles qu'il existe une partition 
(Ik) finie ou dénombrable telle que T(Jfc) = I, T est linéaire sur Ik et 
\T'x\ > 1 + £ O Ù £ > 0 sont aussi des éléments de C (Là aussi, on prend le 
plus petit entier n0 tel que (1 + e)n° > 2.) 

- La transformation « fraction continue » : elle est définie par T(0) = 0 et 
pour x e]0, l)Tx = { 1 

X 
} . La partition de / associée à T est (In =] i 

n+l ' 
1 
n 

[)N€N* 
et sur In, Tx = n 

X — n qui est une fonction de classe G strictement monotone 
sur 1 

n+l ' 
1 
n 

] , d'où (1). Pour tout n > 0, T(In) = / , d'où (3). On remarque que 
T'(l) = - 1 . 
On a : 

inf 
xeuin 

\(ToT)'(x)\ = A, 

en effet Tx = - 1 
x2 sur Un/n,T"x = 2 

x3 ' et 

(T o T)'(x) = T(Tx)T(x) = 
1 

(Tx)2 
1 

X2 = 
1 

(1 - nx)2 
si x G 

1 
n + l 

1 

n . 

Alors : 

inf 
xEUIn 

l(T2V(a;)| = inf 
n>0 

inf 
xEIn 

1 
(1 — nx)2 = inf 

n>0 

1 

( I " n 
n+l )2 

= 4, 

13 



A. BROISE 

d'où (2) 

(T2)"(x) = T"{x)T'(Tx)+T"(Tx)(T\x))2 

= 
-1 

{Tx)2 
2 
x3 + 

2 
(Tx)3 

1 
x4 = 

2(1 - xTx) 
x4(Tx)3 

(T2)"{x) 
[(T2)'(x)]2 = 2(1 - xTx)Tx = 2nx( 

1 

x 
— n) si x e 

1 
71+ 1' 

1 
n , 

D'où sup xEUIn 
(T2)"(z) 

[(t*)'(X)]* = sup n>0 
2n 

n+l 
= 2 < oo. Ainsi T est dans 6. 

Remarque. — Il existe des transformations T qui vérifient (1), (2) et (3) mais qui 
n'appartiennent pas à 6, en effet : soit T définie par 

TO = 0 
Tx = î 

n 
\og(nx + bn) + an sur [ 1 

n+l ' 
1 
n 

n > 2 

Tx = 4x-2 sur [ 1 
2' 

3 
4 
1 

Tx = 4x - 3 sur [ 3 
4' 1 ] 

avec an = î 
n 

log[(n + l ) ( e n - l ) l et bn = en n n + l -1 
l-en 

, ils sont choisis de façon à ce que 
T( 1 

n ) = 1, T{ 1 
n+l 

) = 0, d'où (3). Sur Jn, T est une fonction de classe C2, on a : 

T'x = 
1 

nx + en n n + l -1 
l-en 

qui est une fonction décroissante sur ] — OO,XQ[ et sur ]XQ, +CO[ OÙ 

x0 = 
enn/(n + 1 ) - 1 

n(en - 1) 

comme on a : —oo < Xn < î 
n+l < 1 

n. 
< oo et comme sur ]XQ, OO[, T'X est dans RI , on 

en déduit que T est strictement croissante sur 7n, la condition (1) est donc vérifiée 

inf 
xEI 

\T'x\ = inf{ inf 
n>2 

T ( 
1 

n 
),4} = inf{4, 

(en- l ) (n + l ) 
(n + l)(en - 1) - enn + n + 1 } 

= inf{4, (1 - e"n)(n + 1), n > 2} = 3(1 - e-2) 

car la fonction x H* (X -f 1)(1 — e~x) est strictement croissante sur [1, oo]. 
7 = 3(1 — e-2) = 2,59 > 2, la condition (2) est donc vérifiée. Mais la condition (4) 
n'est pas vérifiée, en effet : 

T'(x) - T'(y) 

x - y 
= n sur In pour n > 2. 

On a donc 

sup 
n€N* 

sup 
x=µEI 

T(x) - V(y) 
x - y = 00. 
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TRANSFORMATIONS DILATANTES DE L'INTERVALLE 

Remarque. — Il existe des transformations T qui sont dans 6 mais qui n'appar
tiennent pas à C'. On en donne maintenant un exemple qui reprend une idée de A. 
Boubakri. On définit la transformation linéaire par morceaux T par : 

T(0) = 0 
Tx = m 

3 x — 5 
3 

sur I0 = \ 3 
4 ' ES 

Tx = ma 
3 x — 1 sur II = 1 

2' 
3 
V. 
] 

Tx = 8 
3 r - i 

3 
sur I2 = [ D 

3' 
1 
2 

1 
Tx = an (x - i 

n 
) + 1 sur In = [ 1 

n+l ' 
1 
n 

], pour n > 3. 

Tx 
1 

3 
4 

1 
2 

0 1 
4 

1 
3 

1 
2 

3 
4 

1 x 

On choisit an de façon à ce que T envoie In sur [ 3 
4 -

1 
2n2 

, 1], on prend an = (n+l)(n2+2) 
4n 

Toutes les pentes des applications linéaires sont plus grandes que 2. Ceci montre que 
T est dans 6 et aussi que no = 1. 
T envoie 

Io et Ii sur [ i , 1] = lo U h U /2 
/2 sur [ 5 

9' I] = [ 
5 
9' 

3 
4 ] U h et [ 5 

9' 
3 
4 C/i 

/n SUr [ 3 
4 -

1 
2n2 I] = [ 3 

4 - 1 
2n¿ ' 

3 
4 

] U 70 et [ 3 
4 -

1 
2n2 ' 

3 
4 
1 C /1 si n > 3. 

Alors pour construire la partition associée à T2, on découpe /0 et /1 en trois 
intervalles : Iij = /¿(1 T_1(/7) où i vaut 0 ou 1, j vaut 0, 1 ou 2. Par contre, 
pour n > 2, on découpe In en deux intervalles : Inii = In D T_1(^) où i vaut 0 
ou 1. Pour n > 2, T envoie Jn,i sur [ | - ^r, | ] , T2 l'envoie sur [1 - , 1]. Ainsi 
inf m(T2(Iij)) = infN>3 = 0, ce qui prouve que T n'est pas dans C . Pour cette 
transformation on va montrer le théorème limite central mais pas le théorème limite 
local. 
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3 L'OPERATEUR DE PERRON-FROBENIUS 

On considère un élément T de C, on définit alors l'opérateur de Perron-Frobenius 
associé à T, <!>T' Ll(m) - » L1(m) par : 

1 

/0 
$T.f • gdm = 

•i 

70 
/ • g o Tdm où f e L^ra) et g G L°°(m). 

Les principales propriétés de <&T sont : 

(i) 3>T est un opérateur linéaire continu de L1(m). 

(ii) $T est positif : / > 0 => $rf > 0, donc |$T/| < $ T | / | pour / dans V. 

(iii) $T est une contraction de L1(m). 

(iv) 3>T préserve l'intégrale : ^rfdm = /J" /dm. 

(v) = ($r)n-

(vi) = / si et seulement si T laisse la mesure ¡1 = fm invariante. 

Démonstration de (iii) et de (vi) : Pour / dans L1(m), on a : 

II$T/III =sup IMIoo<l 
1 
o 

$ T / • gdm\ < sup IMIoo<l 
1 

0 
\f\.\goT\dm 

< sup Mloo<l ll/lllllí/orlloo^ll/ll!. 

Si $TI = f alors pour tout g de L°°(m) on a : i 
0 fgdm = 1 

/0 
fgoTdm en particulier 

pour q = 1 a , avec A dans 93 on a 

a(A) = u(T-1(A)). 

Si /x = /m est invariante par T, pour tout # de L°°(m) on a : 

rl 

o 
<7 o Td/i = 

1 

0 
#d/¿ i.e. : 

1 

o 
fg o Tdm = 

•i 

0 
fgdm d'où $Tf = /. 
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A. BROISE 

Remarque. — m est une mesure invariante par T si et seulement si 3>T1 = 1. 

Les conditions imposées aux transformations T de C permettent une écriture 
explicite de 3>T, pour m-presque tout x de I on a : 

*THX) = 

jEJ 

f(a3x) 
1 

\T'(ajX)\ 
1 T(Ij) (x), 

où (jj : T(7j) —> Ij est la réciproque de T restreinte à Ij. En effet, l'égalité de 
définition de 3>T donne par changement de variables pour tout / de L1(m), pour tout 
g de L°°(m) : 

ni 

/0 
/ • a o Tdm = 

jEJ Ij 
f • g o Tdm 

= 
jeJ T-1 (Ij) 

f(o-jy)g(y) 
1 

\T'(<TJV)\ 
dm(y) 

= 
jeJ i 

f((jjx)g(x) 
1 

\T(ajx)\ 
1 T(Ij) (x)dm(x) 

= 
i jeJ 

f{(TjX) 
1 

\T'(ajx)\ 
• R(/j) (x)]g(x)dm(x) 

[par le théorème de la convergence monotone dans le cas d'une subdivision 
dénombrable et en découpant / en / + - / " avec / + et / " positives.] D'où : 

*Tf(x) = 
jeJ 

f((TjX) 
1 

\T'(*JX)\ 
1 T(Ij) (x) m-p.p. 

Désormais on note $ à la place de $T et on définit pour tout x de I 

Of(x) = 
jeJ 

f((TiX) 
1 

\T'(ajx)\ 
1 T(Ij) (x). 
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4 LE THÉORÈME DE IONESCU-TULCEA ET 
MARINESCU 

4.1 Les hypothèses 

Ce théorème permet de faire la décomposition spectrale de $ et de montrer 
l'existence d'une mesure invariante pour T et absolument continue par rapport m. 
On énonce d'abord ses hypothèses. 

Les hypothèses. — (D, || • et (£, || • \\$) sont deux espaces de Banach sur C,V> est 
contenu dans £, ils vérifient de plus l'hypothèse : 

(a) si (/n)n>o est une suite d'éléments de *0 qui converge dans £ vers / et si pour 
tout n > 0 H/nlIt) < C, alors / est dans 13 et on a \\f\\v < C. 

$ est un opérateur de £ dans £ qui laisse stable X) et qui est borné par rapport à la 
norme II • il vérifie les conditions : 

(b) supB>0{||*n/ll*,/ €T>, № < 1} < H < œ. 
(c) Il existe tiq > 0, a < 1 et ¡3 < oo tels que : 

Il$"°/llt. < « № + / ? № • 

(d) si F est une partie bornée de (T), || • | | ^ ) alors $n°V est relativement compacte 
dans (£, || • | | ) , ) . 

Avant d'énoncer et de prouver le théorème de Marinescu et Ionescu-Tulcea, on 
remarque que : 

Proposition 4.1. — SiT est dans 6, $ vérifie les hypothèses (a), (b), (c) et (d). 

Démonstration. — On prend pour £ l'espace Ll{m) muni de la norme || • ||i et pour 
""0 le sous espace de £ constitué des fonctions dont la variation est finie, on le munit 
de la norme | | / | | „ = v(f) + | |/ | | i , c'est en fait (V, || • ||v). 

(a) - On a A = { / G L1(m): ||/||v < C} est une partie compacte de L1(m). On le 
voit en remarquant que toute fonction à variation bornée peut être considérée comme 
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A. BROISE 

la fonction de répartition d'une mesure ¡1 non nécessairement positive. On dispose de 
la convergence faible des mesures. 

Soit (0n)n>o une suite de A on associe alors une suite de mesures (/xn)n>o de variation 
totale bornée sur [0,1]. Il existe donc une sous-suite de mesures (fink)k>o qui converge 
faiblement vers /x. Soit (j)(x) = //([0, x]), comme l'ensemble des points de discontinuité 
de ¡1 est dénombrable, on en déduit que 4>nk —> <j> p.s. Les (j)n sont bornées on peut 
donc appliquer le théorème de Lebesgue et alors : <j)n —» </> dans L1(m) et \\(/>\\v < C, 
d'où la compacité de A dans Ll(m). 

Soit alors une suite (fn)n>o de points de A qui converge vers / un élément de L1(m) 
et telle que ||/n||u < C. On a alors lim^oo ||/ — fn\\i = 0 et ||/n||u < C. Comme A 
est compacte dans L1(m) alors / est dans A, donc / est dans V et vérifie \\f\\v < C. 

(b) - Comme $ est une contraction de L1(m), on a pour / dans F, ||$/||i < ||/||i 
ainsi supn>0{||*»/lli,/ e V, H/ l l i < 1} < K oo. 
(c) - Pour démontrer la condition de Doeblin-Fortet, on s'inspire des travaux de 
Lasota et Yorke [L.Y] pour une transformation dilatante à subdivision finie. 
On sait qu'il existe un entier no > 0, tel que inf \(Tn°Y(x)\ = 7 > 2. On considère 
alors la transformation Tn°. L'opérateur de Perron-Frobenius associé est 3>n°, que 
l'on va écrire ainsi : 

$nof(x) = 
jEJn0 

f(ajx) 
1 

\(T"°)>(a3x)\ 
1 Tn0 (Ij) (x). 

où (Ij)jejnQ est la partition associée à Tn°, CFJ la réciproque de la restriction de T à 
Ij. Soit / un élément de V fixé, on calcule la variation de 3>n°/ : 

v($n°f) = v 

jEJn0 
( 

f 

l(T»0)'l 
) o CTj.lTri0(/̂  

< 
jEJn0 

V ( 
f 

\(Tno)'\ 
) O (Tj.lrpnoy^ . 

On pose Tno(Ij) = [aj,bj]. Comme f 
|(T»O)'| ) o CFJ est une fonction à variation bornée 

sur I, on en déduit que : 

v ( 
/ 

\(Tn°)'\ 
) oa-jl [aj,bj] <v[aj,bj] ( / 

|(Tn0y| 0 ^ j ) + l 
f 

(Tn0)' K ^ - û j ) + 1 
/ 

(Tn0)' 
|(ojbj) 

OÙ V [aj,bj] (g) désigne la variation de la fonction g sur l'intervalle [dj, bj]. On a : 

| / 
(Tn0)' l(<W) + I 

f 
(Tn0)' l(o-j^) <V[aitbA 

f 
\(Tno)'\ 

ocr,) + 2 inf 
(Tn0)' 

| f 
(Tn0)' 

((7^)1 

et 

inf 
x€[aj,6j] 

| 
f 

(Tn0)' 
(o j x) | < 

1 
bj - dj [aj,bj] 

D (Tn0y 
\((jjx)dm(x) 

< 
1 

m(T-O(/ .)) Ij 
|/|dm 
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par changement de variable. 
D'après (3), on sait qu'il existe ô > 0, tel que inf mCr^ilj)) =5>0. Donc: 

v($nof) < 2 
jEJn0 

v[aj, bj] { 
f 

\(Tn°y\ 
)oaj + 

2 

S ll/lli 

On calcule maintenant 

v[aj, bj] ( 
f 

(Tn0)' 
) o o j = sup 

eeSj 

m 

1=1 
D 

/ 
(Tn0)' M / ) -

f 
(Tn°)' [<rA-i)\ 

où 9 = (0i)o<£<m est une subdivision finie de [aj,&¿]. 

m 

£=1 
D 

f 

(Tn0y 
(o j 0 l) - f 

(Tn0)' 
(o j0 l - 1) | 

< 
m 

£=1 

| / M Î ) - / M / _ I ) | 
1 

|(Tn0)' (oj0l)| 

+ 
m 

£=1 
l /M<- l ) l l 

1 
(Tn0)' 

(ajOi) -
1 

(Tn0)' 
(oj 0l - 1)| 

< sup 
\<£<m 

I 
i 

(TnoYiajOe) 
| 

m 

£=1 

|fo oj (0 l) - fo 0j (0l -1 ) | 

-f sup 
l<£<m 

1 
(Tnoy (*A) - 1 

(Tno)' (*A-i) 

de — 9e-i 

m 

£=1 

\f о а^ве-^Цве - ве^\. 

On passe alors à la limite et on prend le supremum sur l'ensemble des subdivisions 
finies de [cij,bj] : Sj. Comme on a les inégalités suivantes : 

SUD 
!<£<m 

| 
1 

(r*o)'fofc) I < SUP I 
1 

(Tn0)' (ojx) \< 
1 
7 

; 

c = sup 
!<¿<m 

I 
1 

(Tno)' 
(<7^) - 1 

(Tno)' 
(ojx) -1 

^ — 0£-l 
| 

< sup 
!<¿<m 

(T"°)'(<7^) - (Tn°)'(<7,-0£_i) 
(fc - fc - iXT ^ ^ / X ^ ' M / - ! ) 

< 
K 

72 
< oo ; 

sup 
Sj 

m 

¿=1 
\fovj(Oi)-fo < rj(Oi-1)\=vIj(f); 

SUD 
Sj 

m 

¿=1 
1 / 0 ^ ( ^ - 1 ) 1 . ^ - ^ - 1 1 = 

J 
\f\dm. 
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On en déduit que : 

v($nof) < 2 
1 

,7 >(/) + 
K 
72 l l/ l l l -f 

2 
S ll/lli. 

Alors : 
№n°fh<a\\f\\v + f3\\fh 

avec a = 2 
7 < 2 

2 = 1 et 0 < (3 < oo. 

On remarque ici que dans le cas d'une partition dénombrable, l'hypothèse (4) sur T 
est nécessaire. En fait, les hypothèses qu'on a prises pour les éléments de 6 sont les 
plus faibles possibles pour faire la démonstration de la proposition 4.1 en suivant la 
méthode de Lasota et Yorke [L.Y] et sa généralisation donnée par Kowalski [Ko]. 

On remarque aussi que si pour tout j de J, Tn°[aj, bj] = 7, on a directement : 

v($n°f) < 1 

7 
*>(/) + 

K 

72 ll/lll-

(d) - Si V est une partie bornée de (V, || • | |„) , comme $ est un opérateur borné de 
V alors <frn°V est une partie bornée de (V, || • ||v) donc de (L1(m), || • ||i). 

On en déduit alors que $n°V est une partie relativement compacte de (V, ||.||v) car 
d'après la preuve du (a) l'injection de (V, || • \\v) dans (Ll{m), || • ||i) est compacte. • 

4.2 Le théorème de Ionescu-Tulcea et Marinescu 

Théorème 4.2. — Sous les hypothèses (a), (b), (c) et (d), $ n'a qu'un nombre fini 
de valeurs propres de module 1 : X\ , . . . , Xp et $ s'écrit alors : 

O = 
v 

i=1 

AiOi + Y. 

Les $i sont des opérateurs linéaires bornés de "0 dans $¿0̂ ) qui est de dimension 
finie et est contenu dans ""0. \I> est un opérateur linéaire borné de "T? qui a un rayon 
spectral p(^) < 1 dans (T), || • ||T>)- De plus on a : 

YOi = = 0$i$j = 0 si i ^ j$2 = Oi. 

On veut alors écrire : 3>n = p 
i=1 Xf^i + Vn pour tout n > 0. 

Démonstration. — La démonstration donnée ici reprend celle de C. Ionescu-Tulcea 
et G. Marinescu dans [IT.M], on peut aussi se reporter au travail de H. Hennion 
dans [H]. Elle se fait en plusieurs étapes. 

1ÈRE ÉTAPE : on démontre que $aun nombre fini de valeurs propres de module 1 
et que les espaces propres associés sont de dimension finie. 

Lemme 4.3. — Soit m > 1 alors, \\$m nof\\v < c*m||/|h + L||f||L. 
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Démonstration. — D'après les hypothèses (b) et (c) pour tout entier m on a : 

||*m||* < H < oo donc < H\\f\\s et \\$nofh < <*\\fh + B||f||L. 

Alors, pour m > 1, on a : 

||$mno/lb < a W ^ - ^ f h +№{7n-1)nofh < a l l ^ - ^ / l h +0H\\f\\s 

par récurrence on obtient alors : 

||$mno/lb < ^ W f h + № ( 1 + a + • • • + a™-1)!!/^. 

Comme 0 < a < 1 on en déduit que 3H(1 + cH H a171 x) < RH 
1-a ' 

On en déduit alors le lemme 4.4. 

Lemme 4.4. — Les normes (||$îlhOn>i sont uniformément bornées. 

Démonstration. — D'après le lemme 4.3 si m > 0, on a : 

||$mno|b < o r + L. 

Comme $ est un opérateur borné par rapport à la norme de 19, il en est de même 
pour 3>n,n < no, il existe donc M > 0 tel que, ||$N||T) < M < oo pour n < n0. D'où 
{||$n|h}n>o est uniformément bornée. • 
On note pour tout À de C, 

T5(A) = { / eT?:* / = A/} 

c'est l'espace propre associé à À, si19(A) ^ {0} alors À est une valeur propre de 3>. 

Lemme 4.5. — 19(A) est de dimension finie si |A| = 1. 

Démonstration. — Pour cela, on montre que X = 13(X) D { / G 19 : < 1} est 
compact. Soit / dans X, on a donc : \\f\\s < 1 et $/ = A/. Alors on a : 

\\*n°fh = ||A"o/lb = \\f\\v < a i l / I K - + / ? № < a\\f\\v+i3. 

Comme 0 < a < 1 alors on a : Il f\W> < 6 
l-a' 

X est donc une partie bornée de 19, par 
(d) elle est transformée en une partie compacte de £ par <i>no. Mais X est invariant 
par 3>n°. X est donc une partie compacte de £ donc dim19 (A) est finie. • 

Lemme 4.6. — $ n'admet qu'un nombre fini de valeurs propres de module 1. 

Démonstration. — Dans le cas contraire, il existerait une suite infinie de valeurs 
propres distinctes de module 1 : Ai , . . . , An,... Â  ^ Xj si i ^ j . Pour tout n, on 
choisit fn dans 19 (An), fn ^ 0. Les (fn)n>o sont linéairement indépendants (dans £ 
comme dans 19). On note X(n) = vect { / i , . . . , fn}. X(n) est strictement inclus dans 
X(n + 1). Le lemme de F. Riesz prouve alors l'existence d'une suite g±,... ,gn,... 
telle que \\gn\U. = 1 et \\gn — f\\$. > \ où / est dans X(n — 1) et gn dans X{n). Si une 
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fonction / est dans X(n), elle s'écrit : / = n 
'2=1 

aifi, alors $m(/) vaut Ml 
'¿=1 

Am aifi 
et est dans X(n) . Si / est dans X(m) alors pour tout entier p > 0, i 

Am Op (f) - / est 
dans X (m — 1). En effet 

1 
Am 

$p/ - / = 
m 

¿=1 
ai 

A, 
Am 

)p f -
m. 

¿=1 
di fi = 

m—1 

i=l 
ai(( 

Ai 

Am 
)p - 1) fi. 

Pour n > no, on a : 

|| 
1 

An *n9i h = H ^ - l h < <*kin)\\9ih + L\\9j\\* = <*Kn)\\9ih + L. 

Comme 0 < a < 1, il existe alors n(j) > 0 tel que pour tout n > n(j) et n > no, 

a*(n)l№<l. 
On en déduit que l'ensemble {^$ngj , j G N*,n > sup{n(j),no}} est la transformée 

par $no d'une partie bornée de 13, d'après (4) c'est donc une partie compacte de <£, 
il existe donc deux sous-suites (js) et (ns) croissantes de (j) et (n) telles que la suite 
( î 
AJS 

^ns9js)s>o converge dans £. Mais : 

D = 1 
A ns 

1s 
Ons gjs -

1 
8 ns + l 
js +1 

Ons+1 gjs+1 
L 

79 = 9js+i + 
1 

A ns+1 
js+1 

Ons+1 gjs+1 - gjs+1 -
1 

B ns 
1s 

*n°9J3) 
S. 
. 

Comme i 
ns + l 3s + l 

<f>ns + l 9js+i - gjs+1 est dans X(js+\ — 1) et comme î 
A ns 
js 

^Us9js est dans 

X(js) qui est contenu dans Xf^+i — 1) on en déduit que D > h par hypothèse sur 
la suite (gn)n>o- Ceci contredit le fait que i 

A ns 
3s 

®ns9js) converge dans <£ et donc il 

existe un nombre fini de valeurs propres de module 1. • 

2ÈME ÉTAPE : On construit les opérateurs $\. 

Lemme 4.7. — Quelque soit le nombre complexe A de module 1, quelque soit f dans 
13, il existe f dans 13 tel que 

lim 
n—>oo 

1 

n 

NO+N—1 

fc=NO 

1 
Afc 

O k f - f 

L 

= 0. 

Démonstration. — Soit 13 = { / G £: limn_̂ oo | |/ —(folk = 0 avec (gn)n>o une suite 
de T)}, 13 est un espace de Banach quand on le munit de la norme || • ||^ qui est la 
restriction à 13 de la norme || -\\^. L'opérateur 3> préserve l'espace 13 et il existe H > 0, 
tel que pour tout entier m > 1, on ait ||^m||^ < H, par le théorème de Hahn-Banach 
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il existe un prolongement <Ê de $ à 19 qui vérifie pour tout / de 19, pour tout entier 
m > 0 : 

$ m / = $ m / e t \\èm\\¥<H. 

Le lemme 4.4 entraîne que les normes ||$m||-ora > 1 sont uniformément bornées par 
M = sup1<m<00 ||3>m||t). Pour / dans 13, on a : 

|| 
1 

n 

n-l 

k=0 

1 
\k+n0 $kfh < 

1 

n 

n-l 

k=0 

|| Ol f || n < n-l 
n M\\fh + 

1 

n 
Wfh 

< 
Wfh si M < 1 

M | | / | h si M > 1. 

L'ensemble { -
«. n 

,n-l 
fc=0 

1 Ok f, 
Afc+no 

n G N*} est une partie bornée de 19 par (d) elle est 
transformée par <Pn° en une partie compacte de £. C est 

{ 
1 

n 

n+nn-l 

k—riQ 

1 
À* 

$fc/,n>0}. 

On peut donc en extraire une sous-suite convergente dans £ donc dans 19. Il existe 
donc une suite (nv)p strictement croissante d'entiers et une fonction / de 19 telle que : 

LIM 
p—>oc 

1 

np 

nv+no—l 

k=nc 

1 
Ak 

O k (f) - f 

L 

= 0. 

On montre maintenant que / est dans 19, on observe que : 

1 

np 

n0-\-nv — l 

k=n0 

3 
Ak 

Ok f 

ITI 

< 1 

np 

no+np-1 

k=no 
Wfh < M\\fh-

f est donc limite dans £ d'une suite de points de 19 qui sont bornés par M||/||XI dans 
19, l'hypothèse (a) permet de conclure que / est dans 19 et < M||/|K% 
En fait, on montre que la suite fn = i 

n 
no+n—1 
k=nn 

1 
Ak 

$kf converge aussi dans £ et 

donc dans 19 vers f, on remarque d'abord que : 

<*>/ = A/ . 

En effet, on a : 

ll*/np - A / n J * = 
1 

np 

'riQ-\-nv — 1 

k=no 

Ok+1 f 
Xk -

no+rip — 1 

k=no 

Ok f 
Xk-1 

"JE 

< 
2 

np 
Il/Il*. 

On montre ensuite que la suite /n converge dans 19 vers / , on a : 

/ = / + ( / - / ) • 
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Alors : 

fn — 1 
n 

n+no — l 

k=no 

D 
Ak * * [ / + ( / - / ) ] = / + 

1 
n 

n+TlQ — l 

k=no 

î 
Ak 

O k (f - f). 

Il suffit donc de montrer que la suite î 
n 

IN+NN-1 
k=nn 1 

A* 
ф*(/ — / ) converge dans 13 vers 0 

pour conclure. On remarque que la suite : 

[I-
1 
n 

n+riQ — 1 

k=no 

• 
À* ф*1/ = ( / -

O 
A 

[1 + O 
A + . . . + 

$no-l 
An0-1 + 

n-l 

fc=l 

n — k 
n 

n̂0+K—1 
^7l0+«-l 

]f 

converge vers / — / dans 13, on en déduit donc que : f — f est dans la fermeture de 
Im(J- O 

A 
) prise dans 13. Il suffit donc de montrer que pour tout q de cet ensemble, 

la suite gn = î 
n 

n+no — 1 
fc=no 

1 
A * 

3>fc(<7) converge vers 0. D'abord, si g est dans Im(7 - (h 
A 

il existe z dans 19 tel que g = (I — O 
A )z. Alors : 

||gn||L = D 
n 

1 
An° 

$n°z -
1 

^n0+n-l 
^no+n-1^ 

\S! 
< 

2 
n 

Nil*. 

Maintenant si a est dans la fermeture de ImfJT - O 
A ), il existe g' = (I - O 

A j2, z dansT) 
tel que < £ 

2 * 
Alors : 

\\9nh = 
1 
n 

( 
no+n—1 

k—no 

Ov 
Ak 

[g-g') + 
no+n—1 

fc = TlQ 

Ok 

A* 
(g')) 

L 
< Ok 

2 
+ 

2 
n 

.N11*. 

Cette suite tend vers 0, ce qui termine la démonstration. • 
On peut alors poser pour tout / de 19, / = $\f, $\ est un opérateur linéaire, il envoie 
13 dans $A(13) qui est contenu dans 13. L'inégalité \\f\\v < M\\f\\n entraîne alors que 

||$A|b < M P°ur tout A G C, |A| = 1. 

On a aussi, pour tout n : 

D 
n 

no+n—1 

k—no 

Ok f 
Xk 

'je 

< 
1 

n 

nn+n-l 

k=no 
\\*kfh < H\\fh, 

on a donc : 
ЦФА/IU < H\\f\\s. et donc \\9X\\S < H. 

3ÈME ÉTAPE : On démontre les dernières assertions du théorème. 

Lemme4.8. — L'image de 13 par$\ est*V(X). 

26 
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Démonstration. — Soit / dansT)(À), on a : $kf = X f,k > 1. Alors : 

1 
n 

nn + n-1 

k=no 

1 

Xk 
$kf = 

1 

n 

nn+n—1 

k=nn 

f = f=>$Xf = f. 

Ainsi 19(À) est contenu dans $\(V)). Soit / dans alors il existe g dans 19 tel 
que / = 3>A<7 pour tout n > 0 on a : 

* [ 
1 
n 

nn+n—1 

k=no 

1 
xk 

Ok (g)] = i 
n 

nn+n—1 

k=no 

1 
xk 

$k+Hg) 

= 
n + l 

n 
A 1 

n + L 

n0+n 

k=no 

1 
xk *k(g) -

î 

n 

1 
Àno_1 

On0 g. 

On passe alors à la limite dans £, on obtient : $\f = Xf. On en déduit alors que 
pour tout À G C, |À| = 1, non valeur propre de 3>, $\ = 0. • 

Lemme 4.9. — Soit X une valeur propre de module 1 de $ alors <&\ = $\. 

Démonstration. — Soit / dans 19 alors <&\f est dans 19 (À) comme si / est dans 19 (À) 
on a : 3>A/ = / on en déduit alors que <$>\f = $\f. $\ est donc une projection de 19 
sur 19(A). • 

Lemme 4.10. — Si fx et X sont distinctes alors 3>A$V = 0. 

Démonstration. — Si / est dansT), alors 3^/ est dans 19(/x), ce qui entraîne que 
$A3>/U/ est dans19(/x) rf~0(À) = {0}. On peut alors décomposera en : 

°Q = ®?={G(\i)®e(D. 

On note maintenant $i à la place de 3% • Les $i sont des projections de 19 dans 19(À )̂ 
qui sont de dimension finie. Une fonction / deT) s'écrit alors de façon unique 

/ = <È>i/ + h $pf + g où g appartient àîô. 

Alors pour tout m > 0 on a : 

$™/ = xT^ i f + • • • + x™$pf + $m<?, 

en effet : si on note a la projection de 19 sur T9, on pose Vf = <&g = $af = cr$>f. 
On a = ^ car \I> préserve l'espace 1$. On a donc : 3>M<7 = \£m ce qui entraîne 
YQ Y= = 0 car 19(Xi) DIS = {0}. Par construction, \I> n'a pas de valeur propre 
de module 1 dans 19. C'est un opérateur borné de 19 et de £ on a : 

||*mlk = ll*m - < ll*mll* + + • • • + 11**11*, 

d'où | | * m | U < (p + 1)M. De même on a : | |*m| | t) < (p+l)H. Ainsi fO) est contenu 
dans 19 et ^ a un rayon spectral p(^) < 1 dans (19, || • ||t>). • 
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4.3 Conséquences 

D'après la proposition 4.1, on peut appliquer ce théorème à 3>. On s'intéresse à la 
valeur À = 1, on définit alors h = 3>i(l). Comme la fonction 1 est un élément de V, 
d'après la démonstration du théorème (2ème étape) on sait que h est dans V, il reste 
à montrer que h n'est pas nulle. On a î 

0 
hdm = 1. En effet h est définie comme la 

limite dans T) des fonctions hn = î 
n 

n + T l n-l 
k = n o 

La propriété (iv) de l'opérateur 
de Perron-Frobenius entraîne que pour tout n > 0, 

1 

o 
hndm = 

1 

n 

n+Tln-1 

k=no 

1 

0 
$k(l)dm = l. 

Comme h est dans V donc dans L1(m), on en déduit alors que J0 hdm = 1 donc que 
h n'est pas nulle. Par construction h est positive d'après (ii) et (iv). On en déduit 
alors que $ admet 1 pour valeur propre et qu'une fonction propre associée est h. 

4.4 Exemples et remarques 

Exemples. — 

- La transformation « fraction continue » : 

sur ] 
1 

n + l' 
1 

n 
[, on a : Tx = 

1 

x — n. 

La réciproque vaut donc : 

(Jn.X = 
1 

x 4- n 
et afnx = 

-1 
(x + n)2 ' 

L'opérateur $ vaut alors : 

9 fix) = 
n>l 

f( 
1 

x + n 
) 

1 

(x + n)2 
et h(x) = 

1 

log 2 
1 

1 + x 

car JQ1 h(x) dx = 1 et on vérifie aisément que : 

Qh(x) = 
1 

log 2 
n>l 

( 
1 

X + n -
1 

x -h n -f 1 
) = 

1 

log 2 

1 

1 + Z' 

- Dans le cas d'une transformation linéaire par morceaux et vérifiant T(Ij) = 7, 
on a h = 1 et m est T-invariante. 

- Pour les /3-transformations, si ß G N et a = 0, $f(x) = î 
n 

/3-1 
fc=0 

f( x+k 
/3 

) et 
$1 = 1 donc /i = 1. 
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Remarque i. — La fonction h n'est pas obligatoirement strictement positive, par 
exemple si on prend Tx = (3x + a[l], p2 = (3+1, (3>0eta = 3-3 

2 
On a : 

h = 
1 
5 

(3 + 4/?)(l [0,(2-/5)/2[ + 1 (3/3 + l) ) + 
1 

5 
(3/3 + l)(l [(2-/3)/2,(/3-l)/2[ + 1 [a,̂ /2[ 

On a ainsi construit une mesure hm absolument continue par rapport à la mesure de 
Lebesgue mais non nécessairement équivalente à m tel que (T, hm) soit un système 
dynamique. 

Remarque 2. — Dans le cas où la partition est finie, G. Keller [Ke] a montré que 
{h 7̂  0} est une réunion finie d'intervalles ouverts et qu'il existe D > 0 tel que sur 
{h ^ 0}, on a : 

1/D < h(x) < D. 

L'hypothèse de partition finie est capitale et la démonstration de Keller [Ke] ne 
peut pas être généralisée au cas dénombrable. Cela tient essentiellement au fait 
suivant : si {xn,n G 9 } est une famille dénombrable de réels strictement positifs 
alors a = infnGcj) xn est positif ou nul tandis que dans le cas d'une famille finie il est 
strictement positif. 

Un élément T de C sera dit markovien s'il vérifie de plus la condition suivante : 

Dans le cas d'une partition finie : 

(5f) Pour tout j G J, il existe Kj C J tel que T(Tj) = UkeKjh et il existe 
un entier p > 0 tel que pour tout j G J, Tp(ïj) = L 

Dans le cas d'une partition dénombrable : 

(5d) Pour tout j G J, T(ïj) = L 

Dans le cadre markovien le "folklore theorem" donne des résultats analogues à 
celui de Keller : 

Théorème. — Si T G 6 est markovien, alors T admet une mesure invariante hm 
équivalente à la mesure de Lebesgue et ergodique. De plus la densité h est continue 
par morceaux les discontinuités ont lieu uniquement aux points de séparation de la 
partition et il existe D > 0 tel que : 

1 

D 
< h(x) < D. 

La démonstration est donnée dans [A.F] dans le cas d'une partition finie et dans 
[M.P.V] dans le cas d'une partition dénombrable. 

Si on remplace la condition (5d) par la condition (5d;) suivante : 

(5d7) L'ensemble { T ( ï j ) , j G J} est constitué d'un nombre fini d'intervalles 
distincts et {T(aj) : j G J} est contenu dans {aj : j G J}. 
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Si on suppose que le système (T, hm) est mélangeant et que le support de h est / , 
alors la fonction ^ est à variation bornée. Ce dernier résultat a été montré par Morita 
dans [Mo]. 

Remarque 3. — Dans le cas d'une partition finie comme dans le cas markovien, la 
fonction r l / ^ o } est dans V, on peut donc normaliser l'opérateur 3> ou éventuellement 

sa restriction à {h ^ 0} en posant Pg = O(gh) 
h 

, ce qui simplifie les calculs car P est 
markovien. Cependant dans 6 il existe des éléments tels que ^ l - ^ o } n'appartient 
pas à V. On va maintenant en donner un exemple qui montre bien que l'hypothèse 
(3) suffit pour que l'hypothèse ^ l { ^ o } est à variation bornée ne soit pas réalisée. 
Cet exemple est capital ici, car il justifie aussi la façon dont seront menées les 
démonstrations dans toute la suite : on ne normalisera pas l'opérateur $ pour 
qu'il devienne markovien. Cet exemple vérifie aussi l'hypothèse (3') et alors les 
théorèmes limites central et local sont vérifiés pour cette transformation. On prend 
la transformation T linéaire par morceaux suivante : 

Tx 
1 

0 
16 

i 
8 

1 
4 

1 
2 1 X 

si x G 
N 

2n' 
1 

2n-l 
],Tx = anx + 6n,n > 0 

avec an = 2n — 
1 
2n 

et bn = 
2 
4_n 

- 1. 

T envoie l'intervalle I î 
2n ' 

1 
2n-i 

] dans [ î 
4n ? 

1]. L'opérateur de Perron-Frobenius associé 
à T est : 

O f(x) = 

n>0 
f ( 

x — bn 

0>n 
) 

1 

an 
1 [4N, 1] (x). 

T est bien dans 6 et done il existe h dans V, h positive et d'integrale 1 telle que 
$/i = /i, h est la limite dans V de la suite 

h, = 
1 

n 

n 

k=l 

Ok1. 
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On a : 
$l(x) = 

n>0 

1 

an 
1 [jtr.l] [X). 

On remarque que : 

1 [*.i] (x) = 
2n 

k=l 
1 [jtr.l] (x). 

ce qui prouve d'ailleurs que T est dans C', on a donc : 

$1 [jtr.l][jtr.l] (x) = 
n>0 

1 

An 
1 [jtr.l] ( 

x - bn 
an 

)1 [jtr.l] I*) 

= 
n>0 

Q 

an 
E [[jtr.l] U [jtr.l] [jtr.l]] ( 

x - bn 
an 

) 

= 
1 

Q>k 
1 [jtr.l], [jtr.l] ( 

x - bk 
an 

) = 
1 

Q>k 
1 [jtr.l] (x). 

Ainsi on a : 

$2l(z) = 
fci>0 

2ki 

k2 = l 

1 

dkxdk2 
0 [ 1«2 ;1) (x). 

Par récurrence, on obtient alors pour tout entier £ > 0, 

&l(x) = 

FCI>0 

an 

k2=1 
... 

2fc¿_i 

fc£ = l 

1 

[jtr.l] [jtr.l] 
1 [ i 4fc£ .1] 

(X). 

Ce que l'on peut aussi écrire en utilisant le théorème de Fubini : 

[jtr.l] [jtr.l] 

ki>0 ke-i> 2 [jtr.l] k£-l 
2 

ki> KO 
2 

1 
ak1CLk2 ' ' ' ake 

1 [ 1 
4kl ,1) (x), 

ou encore : 

&l(x) = 
fci>0 k2> fci 

2 k3 > fco 
2 kl > [jtr.l] 

2 

1 

ak1 ak2 ... akl 
1 [ 1 

4fcl .1] 
(x). 

Ainsi : 
hn(x) = 

k>0 
Pk(n)l [[jtr.l]] (x), 

avec 

P*(n) = 
1 

n 

n 

£=1 k2>k2 k3>k2 
... 

k2 > ki-i 
2 

1 

a^a^ • • • dke 
). 
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On remarque que les Pk(ri) sont strictement positifs car les le sont. On peut donc 
chercher h sous la forme : 

h{x) = 

k>0 
Pfcl [4k, 1] (x) avec pk = lim 

n-oo 
Pfc(n) > 0. 

p/e existe bien car la fonction h existe dans V, on en déduit aussi que la série k>0 pk 
est finie, c'est la valeur de h sur l'intervalle f i 4 , 1]. Comme $h = h, on a : 

$h(x) = 
k>Q 

Pk 
2k 

¿=1 

1 
al 

1 [4k, 1] (*) = 

l>0 fc>I 

Pk 
al 

1 [¿.1] (x) = 
l>0 

pl 1 [4k, 1] (x) = h(x). 

Ainsi on a pour tout £ > 0 : 

pl = 
k>l2 

pk 
al 

= 
1 

a* k>l2 
Pfc. 

Comme la suite des ai est croissante et comme les pk sont positifs ou nuls, on en déduit 
alors que les pk forment une suite positive décroissante elle est donc convergente vers 0 
car la somme J2k>o Pk eŝ  finie. On montre maintenant que les pk ne sont pas nuls, 
on suppose le contraire : il existe donc un plus petit entier £ > 0 tel que pt = 0, la 
relation précédente entraîne alors que : 

P£ = 
1 

de 
k>2 

Pk = 0 

et donc : 

P • 2 J = • • • = pi-i = 0, 

ce qui contredit le fait que £ soit le plus petit possible, ainsi pu est strictement positif. 
On en déduit que pour tout x non nul de i", h(x) n'est pas nul en effet il existe un 
entier nx tel que x soit dans l'intervalle [4 -nx ,4 -(nx-l) ] et alors h(x) = k>na Pk^ 
Cette dernière égalité montre alors que : 

lim 
x-+0 

h(x) = 0. 

D'autre part, comme 0 n'est dans aucun des intervalles [ i 1], on a h(0) = 0 et donc 
i 
h B {h=0} n'est pas dans V car h est continue et s'annule en 0. 
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h(x) 

i 
16 

i 
4 

1 X 

1 
h(x) 

0 1 
16 

1 
4 

1 X 

On rappelle ici que T est dans 6 , les théorèmes limites central et local sont donc 
vérifiés pour cette transformation. 

4.5 Hypothèse sur le système ( J, ÔB, T, hm) 

Dans toute la suite, on suppose que 1 est une valeur propre simple de 
O. Tant que l'on ne le précisera pas (jusqu'au théorème limite local), on 
suppose que T est dans 6 et non pas dans C'. 

Alors le système (/ , SB, T, hm) est ergodique. On en déduit : 

Proposition 4.11. — Les autres valeurs propres de module 1 de & sont toutes simples 
et sont des racines p-ièmes de l'unité. De plus, il existe une fonction v de L2(hm) 
de module 1 sur I telle que pour tout 0 < j < p, v̂ h est dans V, vp = 1 et 
$(vih) = \ivjh où A = e2in/p. 

La décomposition spectrale de $ donnée par le théorème de Ionescu-Tulcea et 
Marinescu peut alors s'écrire, pour f dans V et pour k > 0. 

*FC(/) = * O ( / ) + 
p-1 

j=1 
A ^ - ( / ) + * * ( / ) 

où $j est la projection de V sur l'espace Cv3h. 

Démonstration. — D'abord on montre que s'il existe u non nul dans V tel que 
3>u = Ait, avec À de module 1, distinct de 1 alors il existe v dans L2(hm) ne s'annulant 
pas sur I tel que u = vh. En effet |$tx| = \u\, mais d'après (ii) \$u\ < $\u\ donc 
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$ M > \u\ > 0. D'après (iv) JQ $\u\dm = JQ \u\dm. Ainsi 3>|u| = \u\ m-p.p. donc on a 
$\u\ = |u| dans V, comme 1 est valeur propre simple de $ associée à h, on en déduit 
que \u\ = kh où k est une constante positive, qu'on peut toujours choisir égale à 1. 
On peut donc écrire u = vh, v est une fonction de module 1 de L2(hm) avec vh dans 
V et on a : 

$(vh) = Xvh. 

Sur {h ^ 0}, on peut poser P(v) = &(vh) 
h. 

. P admet T pour adjoint dans Lrihm) et 
est une contraction de Zr(/ira), en effet, si on note (v,w)hm le produit scalaire de 
L2(hm) : 

(Pv,w)hrn = 
R»l 

0 
$(vh) • wdm = 

1 

0 
v - w o Thdm = (v, w o T)/,m 

i i^i i 2,hm = sup 
||w||2,hm<l 

|(Pv, w) hm|. 

Comme 

|(Pv,w)hm| = I 
.i 

o 
<&(vh)wdm\ = I 

*i 

o 
v - w o Thdml < 

•i 

0 
|v • o T\hdm 

< [ 
•i 

o 
v2hdm]*[ 

«i 

0 
w2 oThdm]* = IMk/imlMk/im, 

on a donc : 
||-Pv||2,/im < ||v||2,hm. 

Soit, maintenant, A ̂  1 une valeur propre de module 1 de Il existe donc v dans 
L2(hm), ne s'annulant pas sur / et vh dans V qui vérifie : 

$(vh) = Xvh donc Pv = Au, 

A est donc une valeur propre de module 1 de P. v est un point fixe de l'opérateur y 
qui est une contraction de L2(hm) car |A| = 1. Son adjoint dans L2(hm) est AT, en 
effet : 

( p 
A V,W)hrn = 1 

A 
1 

'0 
$(vh)wdm = 1 

x 
i 

0 v • w o Thdm 

= i 
A 

(v,woT)hm = (v, 1 
A 

WoT)hrn 

et AA = 1 d'où i 
A 

= A. Dans un espace de Hilbert, les points fixes d'une contraction 
sont ceux de son adioint. Ainsi 

XvoT = v. 

Si vi est dans V et vérifie aussi Xvi o T = v\ alors comme v ne s'annule pas sur J on 

a : 
( 
v1 
V 

)oT = Vi 
V . 

Alors 
O( Vi 

V 
oT- / i ) = $( Vi 

V 
• h) i.e. Vi 

v 
h = $( v1 

V 
• h). 
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Donc Vl 
V 

est une constante et p 
x n admet qu un espace vectoriel de dimension 1 comme 

invariant, c est-à-dire À est une valeur propre simple de F et donc de <P. 

On montre maintenant que les valeurs propres de $ sont les racines p-ièmes de l'unité. 
Si a 7̂  1 est une valeur propre de $ de module 1 associée à vh, on a pour tout x de I : 

av(x)h(x) = 
jEJ 

v(<TjX) 
h((Jnx) 

\T(ajXy\ 
IT(Ij) (x). 

Pour tout x de {h ̂  0}, l'équation précédente représente un barycentre de points de 
module 1 qui reste de module 1 donc, pour tout x de I tel que h((jjx)lT^{x) ^ 0 
et h(x) ̂  0 on a : 

av(x) = V{GJX). 

On a aussi, pour tout n > 0, pour tout l'de J : 

anvn(x) = vn(GjX), 

donc 
$(vnh) = anvnh. 

vnh est dans L2(hm), V est dense dans L2(hm), vnh peut s'écrire à une constante 
multiplicative près comme la limite de la suite 1 

k 
k-1 
7=0 

1 
anj 

& ((p) où (p est une fonction 
quelconque bien choisie de V, d après la preuve du théorème de Ionescu-Tulcea et 
Marinescu cette suite admet une limite dans V, vnh est donc dans V et est une 
fonction propre de $ associée à an. Comme $ n'admet que p valeurs propres de 
module 1 distinctes, on en déduit qu'elles forment un groupe fini de cardinal p du 
disque unité. Ainsi : 

{l,A2,...,Ap} = {l,A,...,AP-1} 

avec À = e2î7r/p. Les fonctions propres s'écrivent h, vh,..., vp xh, comme elles sont 
simples, on en déduit que vp = 1. • 

On veut maintenant démontrer le théorème limite central suivant : soit / un 
élément de V à valeurs réelles, on pose 

Snf = 
n-l 

k=0 

fo T\ 

sous l'hypothèse 

a2 = lim 
n—>oo 

.1 

0 
( 
Snf 
Vn 

)2hdm > 0 

et si m(fh) = 0 on a alors : 

lim 
n—>oo 

hm[ 
Snf 
(Ty/n 

<v] = 
1 

V27T 

v 

— oo 
e u l2du pour tout v dans R. 
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D'après la méthode des fonctions caractéristiques de Paul Lévy, il suffît de prouver 
que pour tout t de R, 

lim 
n—>oo 

1 

0 
e it 

ânJ. hdm = e -t2/2 
. 

On remarque que : 

•î 

o 
e it Cfyfri hdm = 

1 

o 
e it 

snf 
a yn • h • 1 o Tndm = 

î 

E 
On [e it s n f - h]dm. 

On est donc amené à étudier 3>n[e it (Ty/n • h] et pour cela à construire un nouvel 
opérateur $/ (iO) vérifiant pour tout g de V et tout 9 réel : 

On (i0) (g) = On [ei0Snf g]. 
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5 L E S P E R T U R B A T I O N S D E 

L ' O P É R A T E U R $ 

On perturbe l'opérateur $ : soit / une fonction réelle appartenant à V, pour tout 0 
dans C, on définit l'opérateur 3>/(0) par : 

$f(0)(g) = $[exp(0/) • 0] où 0 est dans V. 

Proposition 5.7. — L'opérateur $f(0) vérifie les propriétés suivantes : 

(PI) $/(0) = *. 

fPi?,) Powr 0 de C, $/(0) es£ tm opérateur continu de V. 

(PS) L'application 0 \-> $/(0) est analytique. 

(P4) Pour tout entier n > 0, pour tout complexe 0, on a l'égalité m-presque partout : 

$nA0){g) = $n[exp(0Snf) • g] où Snf = 
n-l 

k=0 

/ o f . 

La propriété (P4) permet de faire l'étude de Snf en utilisant les propriétés 
spectrales de $/(0). 

Démonstration. — 

(P2) : On montre d'abord que si / est dans V et 0 dans C alors exp(0/) est dans V. 
On a : 

||exp(0/)||i = 
rl 

'0 
I exp(0f)\dm = 

ri 

/0 
exp(Re0f)dm < exp(\Re0\\\f\\v) < 00, 

donc exp(0/) est dans L1(m). Pour toute subdivision (ai)o<i<n finie de [0,1], on a : 

n-l 

1=1 
I exp(0/)(a<) - exp(0/)(ai+i)| = 

n-l 

2=1 

| exp(0/(ai_i)) - exp(0/(a2)) 
/(ûi) - /(«i-i) 

H/fa)- /(Oi-i)! 

< 
n-l 

2=1 
|/(Oi) - /(Oi-OI sup 

xEf (I) 
[|0exp(0*)|]. 
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Ainsi 
v[exp(9f)}<Kf\9\v(f) < oc. 

On fixe maintenant 9 dans C et o dans V 

\\*№(g)\\v < W\v • Il exp(#/) • g\\v < 2\\$\\v • || exp(6f)\\v • \\g\\v. 

D'où la continuité de $/(#) dans V et on a : < 2||$||„ • || exp(0/)||„. 

(P3) : Comme 

|| 
0n 
n! 

$(fn-9)\\v < 
\0\n 

n! | | * I U - | | / n f f l U < 2 l № - y U W\ • WfUn 
n! 5 

la série oo 
n=0 

gn 
n! 

&(fng) est normalement convergente dans V et sa limite vaut 
$f(9)(g). Ainsi la fonction 9 I-> $/(0) est analytique. 

(P4) : On montre d'abord que pour / , g dans V l'on a : 

$[f o T • g] = f - $g m-presque partout. 

Si / est dans V et 0 dans L°°(m), on note ( / , (j)) pour JQ f(/)dm. On a par définition 
de O, 

W°T-g),<f>) = (faT-g^oT) 

= ( j 1 ( / ^ ) o T ) c a r / e V ^ / e I » 

= (*g,<j>-f) = (f-*g,4>). 

Ceci étant vrai pour tout 0 de L°°(m), on en déduit que $ [ / o T ^ ] = / -<ï><7 m-presque 
partout. On peut alors démontrer (P4) par récurrence sur n : 
c'est vrai au rang 1 par définition de Of (0). 
On suppose que ^J(9)(g) = $n[exp(0Sn/) • g] m-p.p. 
Alors, il existe Ni dans 93, ra(iVi) = 0 et sur / \ iVi on a : 

$nf+1(0)(g) = $ 7 ( f l ) [ * / ( ( ? ) ( s ) ] 
= $"[exp(0S„/) • $,(0)(<?)] 
= $n[exp(^„/)$(exp(^/)5)]. 

Il existe JV2 dans B3 tel que m(iV2) = 0 et sur J \ iV2 on a : 

*[exp(0/)-5lexp(0S„/) = $[exp(0Sn/)oT-exp(0/)-5] 

= $[exp(0Sn+i/)-<?]. 

Soit alors N3 = Ni U iV2, on a : m(iV3) = 0 et sur J \ N3, 

O f = *n[*((exp(?5n+1/) • g)] = *n+1[exp(eSn+if)g}. • 

Le spectre de est donné par le théorème des perturbations. 
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Proposition 5.2. — Il existe un réel a > 0 tel que si \8\ < a, alors pour tout n > 1, 
pour tout g de V, on peut écrire : 

Ф](в)(д) = Лг(0)Фо(0)Ы + 
P - I 

k=1 
Х п к ( 0 )ЫШ + ЩО)(д). 

Avec : 

- les applications 8 \-+ 8 h->> Xk(8) et 8 &f(8) sont analytiques dans un 
voisinage de 8 = 0 ; 

- Àfc(O) = Xk et Xk(8) est une valeur propre de de module plus grand que 
2+p(Y) 

3 = P2 ; 
- les opérateurs <&k(8) sont des projections de V sur le sous espace propre V(Xk(8)) 

qui est de dimension 1 et $fc(0) = ($o(/) = rn(fh) • h) ; 
- l'opérateur ^f(8) est un opérateur sur V de rayon spectral p(^f(8)) < p2, 

*/(0) = # et pour tout 0 < k < p - 1 ; 

9 f № k ( 0 ) = $ k № f ( 8 ) = 0 et \\*nf(8)(h)\\v < Cp^\8\ . 

Démonstration. — Elle est reprise du chapître VII du livre de Dunford et 
Schwartz [D.S]. 

Résultats préliminaires 

Notations. — 9 est l'ensemble des opérateurs de V à valeurs dans V. 

Si $ est dans 9, on note : 

p($) = {z e C: XI — $ est inversible dans il)} 

a($) = C \ p ( * ) . 

Si z est dans p($), R(z, $) = (zl — existe dans V. est l'ensemble de toutes 
les fonctions / qui sont analytiques dans un voisinage de cr(<I>). Si / est dans CS($), 
si U est un ouvert qui contient cr(3>) dont la frontière B est constituée d'un nombre 
fini d'arcs rectifiables de Jordan orientés positivement et si U U B est contenu dans 
le domaine d'analycité de / , alors / ( $ ) est défini par : 

/ ( * ) = 
1 

2Ì7T B 
f(z)R(z,9)dz. 

Cette égalité est la généralisation de la formule de Cauchy dans C, elle est la clé de 
toute la démonstration. 

Lemme 5.3. — L'ensemble 9 des éléments de £D qui admettent un inverse dans $ 
est un ouvert pour la topologie de la convergence uniforme des opérateurs dans 

De plus l'application 
8 ~>8 
A ^ A ~ l 

est un homéomorphisme pour la tovoloqie de la 

convergence uniforme des opérateurs dans a). 
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Démonstration. — On rappelle d'abord que dans V, on a : 

\\AB\\V<2\\A\\V\\B\\V. 

§ n'est pas vide, car l'opérateur identité est dans §. On montre que si A est dans 
8, alors 8 contient la sphère SA = { B € iB : \\B - A\\V < jP-1!!"1}. Si B est dans 
S A , B - X vaut A ' 1 E^°=o((^ - B ) A ~ L ) N et alors : 

W B - ' - A - X < 2 \ \A~% 
oo 

n=l 

||((A - B) A - 1)n||v 

< 2 I I ^ _ 1 I U 
oo 

71=1 

^ p - b h m i a - 1 ! ! ? 

< C||A — B\\V car 5 est dans Sa 

ainsi 
G --- G 

A --- A-1 est un homéomorphisme. • 

Corollaire 5.4. — Si $o et $ sont dans ), si z est dans et si ||$ — $o ||v < 
1||R(z, O)||-1 a/ors 2 est dans p($o) et : 

R(z, O0) = R(z, O) 
oo 

n=0 
[ ( $ - W ^ ) ] n . 

On a pour z et z', 2 ̂  z', dans p(<3>) : 

R(z,$)R(zf,$) = 
1 

2; — Z 
[R(z,*) - R(z',9)]. 

En effet : 
(zl - $)R(z, $)R(z\ $)(z 'I - $) = J 

et (z/ - $) - R(z\ §)]{zfI - $) = [*7 - S - *I + $1 = (*' - z ) / . 

Lemme 5.5. — 5ozt /7 im ouvert de C dont l'adhérence est contenue dans p($), 
a/ors z/ existe r > 0 te/ gtxe si |0| < r, on a : 

U C p($/(60) 

et powr to t̂ z de U, 6 ^ R(z,<ï>f(0)) est une fonction analytique au voisinage de 
0 = 0. 

Démonstration. — D'après le corollaire 5.4, on sait que pour tout z de p($), 

si \ \* -$f (0) \ \v< 
1 
4 

HiîO*,*)!!-1 alors zep(*f(6)). 
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Soit U un ouvert de C dont l'adhérence est contenue dans p($), alors pour tout À 
de U, R(\, 3>) est dans V et n'est pas nul. Comme : 

lim 
z —>-oo 

Wz,*)\\v = lim 
\z\-+oc 

1 
(z) 

[[(I -
O 

Z 
)-1\\v = o, 

on a alors : 
6 = inf 

zEU 

1 
4 

I I ^ ^ I L - ^ O . 

Maintenant, si pour tout z de [/, on a : 

\\$-zf(8)\\v<5 

on en déduit que : 

\\*-*f{0)\\v< 
1 

4 
||R(z, O)||-1 

et donc z est dans p(3>f(0)), ainsi est contenu dans p($/(0)) 

De plus $f (0)) = $) \oo 
;n=0 

[($ — $f(6))R(z, 3>)]n est une série qui converge 
normalement pour || • \\v et pour la norme de la convergence uniforme des opérateurs 
de £8. Comme la fonction 0 I->- $ — <£/(0) est analytique au voisinage de 0, on en déduit 
alors que 0 I-» R(z,<frf(9)) est analytique pour tout z de C/ dès que ||$ — 3>/(0)||v < 5. 
Cette condition, à cause de (PI) et (P4) revient à |0| < r. D'où le lemme 5.5. • 

Lemme 5.6. — Soit g un élément de alors il existe un réel r > 0 tel que 
pour tout |0| < r, g est dans cS(<frf(9)) et g($f(6)) est un opérateur qui dépend 
analytiquement de 0 au voisinage de 0 = 0. 

Démonstration. — Soit U un voisinage de o~(3>) sur lequel g est analytique. Soit U\ 
un voisinage de o"(3>) dont la frontière B est constituée d'un nombre fini d'arcs de 
Jordan orientés positivement et tel que U\ UB soit contenu dans U. D'après le lemme 
précédent, il existe un réel r > 0 tel que si |0| < r alors la fonction 0 t-̂  R{z, $/(0)) est 
analytique le long de B et la série R{z,$f(0)) = R(z, * ) J2n=o№ - $/(0))#(z, $)]n 
converge uniformément pour la topologie de la convergence uniforme des opérateurs 
de $ et normalement dans (V, || • ||v). Ainsi 

g(O f(0)) = 1 
2in B 

g(z)R(z,*f(0))dz 

se développe au voisinage de 0 en une série entière en 0 et donc g($f(0)) est un 
opérateur qui dépend analytiquement de 0 si |0| < r. 

Démonstration de la Proposition 5.2. — 

On construit dans un premier temps les opérateurs $fc(0) et M(0). Les points 
(A/c)o<fc<p-i sont des points isolés du spectre de <3>, pour tout fc, il existe donc un réel 
rk > 0 tel que : 

B(\k,rk)n<r($) = {\k}, 
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on prend par exemple = inf{ 1 -p(Y) 
3 5 

|Afc-AJ| 
2 

j k}. Ainsi les cercles (C(Àfc,r^))*; et 

C(0, 2o(*)+l 
3 

) = (7(0, P2) sont entièrement contenus dans p($). On note 5 la réunion 
de tous ces cercles, c'est une courbe constituée d'un nombre fini d'arcs rectifiables de 
Jordan, on va supposer que B est orientée positivement. 

Pour 0 < k < p — 1, on définit les opérateurs : 

Ok (0) = 
1 

2Ì7T C(\k,rk) 
R(z,$f(6))dz. 

M{0) = 
1 

2Ì7T C(0,P2) 
R(z,$f(0))dz. 

Comme pour tout z de B, la fonction 0 \-> R(z,$f(6)) est analytique au voisinage 
de 6 = 0, on en déduit qu'il existe un réel 60 > 0 tel que les fonctions 0 T-» et 
0 \-> M{0) sont analytiques sur {|0| < 0O}. 

On remarque l'opérateur ne dépend pas du domaine d'intégration choisi, 
on peut prendre n'importe quel arc rectifiable de Jordan contenu dans p($) dont 
l'intérieur ne contient que le point Xk de cr(3>). Il en est de même pour M(0). On peut 
donc écrire que : 

<M0) = 
D 

2Ì7T C(A*,RFC) 
R(z,$f(0))dz = 

1 

2ztt C(Ak,r'k) 
R(z'9f(0))dz' 

avec 0 < < TV 

On peut alors montrer que ces opérateurs sont des projections : 

*jb(0)$*(0) = 
1 

(2ztt)2 C(AFC,RFC) 
Ä(^,*f(ö))dz 

C(A*,r£) 
R(z',Qf(0))dz' 

= 
1 

(2ÌTT)2 C(AFE,Rfc)xC(AFC,R̂ ) 
R(z,$f(0))R(zf ,$f(0))dz'dz 

= 
1 

(227T)2 
C(AFC,Rfe)xC(AFC,R̂ ) 

fÄ(z, * / ( « ) ) -Ä(z' , Of (0))] 
z' — z 

dz dz 

= 
1 

2m c(\*yk) 
RUM O)) 

1 
2Î7Ï C(Xk,rk) 

dz 

z — z' 
dz' 

4-
1 

2Z7T C(AFE,RFC) 
R(z, Of (0))] 

1 
2Ì71 C(A*,r') 

dz' 
z' — 2 

dz 

= 
1 

2Z7T C(Xk,rk) 
R(z\*f(ß))dz' = *fc(0) 

42 
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en appliquant le théorème de Fubini et le théorème des résidus. De la même façon on 
obtient : 

*fc(0)M(0) = M(0)*fc(0) = ^ ( 0 ) ^ ( 0 ) = 0, M(0)M(0) = M(0). 

De plus pour 101 < 0O on peut écrire : 

/ = $o(0) + $!(0) + • • • + *p_i(0) + M(0) 

où les fonctions 0 h-» $fc(0) et 0 I-> M(6) sont analytiques en 0 et $fc(0) = Ok. 

On montre maintenant qu'il existe 0 < bk < 0o tel que si |0| < bk alors 
dim$fc(0)(tO = dim$fe(y) = 1. 

Comme 3>fc(0) = et comme 0 I-> 3>fc(0) est analytique en 0 au voisinage de 0, il 
existe 0 < bk < 0o tel que : 

si 101 < bk alors ||$fc(0) - $fc||„ < 1. 

Si on suppose que dim<I>fc(0)(V) > 2, alors il existe h\ et /12 dans $fc(0)(V) qui sont 
linéairement indépendantes. Comme dim^^(^) = 1, il existe un scalaire À tel que : 
$fc(/&i) = A$fc(^2), on pose h = h\ — A/12. /1 n'est pas nulle et appartient à V. Comme 
on a : [$fc — $fc(0)](h) = —/1 , la condition — $fc(0)||v < 1 n'est pas valable. Donc 
si 101 < bk on a : 

dim$fc(0)(^) = l. 

On construit maintenant les fonctions 0 \-> Afc(0). Soit ^ une base $fc(V), il existe 
0 < bk < bk tel que si |0| < bk alors 3>fc(0)(#fc) est une base de $fc(0)(V). En effet 
^k(dk) = 9k qui n'est pas nulle en 0 = 0 donc elle n'est pas nulle dans un voisinage de 
0 car 0 H-» <£fc(0) est analytique en 0. $fc(0)(#fc) est donc bien une base de $fc(0)(V) 
si 101 < bk- On a alors pour 101 < bk ' 

*f(e)[*k(9)(gk)] = *fc((9)[*/(ô)(fffc)] = Afe(^)$fe(^)(5fe). 

La fonction 0 I->- \k (0) vaut A& en 0 et est analytique en 0 comme produit de fonctions 
analytiques en 0. On en déduit alors qu'il existe 0 < bk < bk tel que si |0| < bk alors 
Afc(0) est dans B(\k,rk) . On a alors démontré que Afc(0) est une valeur propre de 
$/(0) et que l'espace propre associé $fc(0)(V) est de dimension 1 pour |0| < bk. 
On construit maintenant l'opérateur ^ / (0 ) . On pose d'abord 

a = inf{6fc, 1 < k < p}, 

a est strictement positif. Pour |0| < a, on a, si k ^ j : 

*fc(0)*7-(0) = O. 
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On pose maintenant */(0) = M(0)$/(0) = */(0)M(0). Pour |0| < a, la fonction 
0 h-»- (0) est analytique en 0 comme composée de fonctions analytiques en 0 et on 
a pour tout n de N*, pour tout g de V : 

|0|<a=>*î(0)(fl) = 
P-I 

fc=0 
>$№k(9)(g) + V}(e)(g). 

Comme 3>f(0) = î 
227T 

§BzR(z,$f{6))dz et comme */(0) = $/(0)M(0), on en déduit 
que : 

Wf (°) = 
1 

2Z7T B 
*#(z,$f(0))M(0)dz 

= 
1 

2Z7T C(0,p2) 
*iî(z,$/(0))dz 

car on a R(z,$f(9))M{9) = 0 le long de C(Àfc,rfe) et R(z^f(9))M(9) = R(z,$f(9)) 
le long de C(0,p2). On a donc de même pour n dans N* : 

*5(0) = 
1 

2in C(0,p2) 
znR(z,$f(6))dz = 

1 

2TT 
pn+1 

.2tt 

0 
ei^n^R(p2eia^f(9)) da. 

Alors : 

||Wn (0)(h)||n < 
p?+1 

2TT 

/•27T 

'0 
l l / l C p a c ^ , * / ^ ) ) ^ ) ! ! ^ . 

Mais R(p2eia,$f(9))(h) vaut 0 en 0 = 0. Comme 0 ^ R(p2eioc, $/(0)) est un 
opérateur analytique pour tout a de [0, 27r] on en déduit que : 

||R(p2eia, Of (0))||n < C |0| 

avec 
C = sup 

aSro,27rl 
|0|<a 

P(p2eiQ,$)( 
$-*f (0) 

6» 
)JR(p2ei«,*/(^))|U 

comme 0 t-» 3>-$f(0) 
0 est analytique en 0, la constante C est finie. Alors on a : 

||Wf (0) (h)|| < 
/•27T 

'0 
C\9\da p n+1 

'2 
2TT 

= CpJ+1|0|. 

Ce qui termine la preuve de la proposition 5.2. • 

Remarques. — 

Si 0 est un imaginaire pur alors \eQf\ = 1, on a donc 

ll*f(0)lli < < le t donc |Afe(0)|<l. 
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L'hypothèse, les valeurs propres de $ de module 1 sont simples, est capitale pour 
avoir 0 i—> A/e(0) est analytique en 0 dans un voisinage de 6 = 0. Sinon, si Xk est 
une valeur propre de module 1 de multiplicité m, on a 0 i—> Xk(9) est une fonction 
analytique de la variable 01/771 . 

Ici on a fait la démonstration avec une perturbation analytique, on aurait très bien 
pu prendre une famille d'opérateurs qui dépend de 0 de façon Ck, k > 0 dans un 
voisinage de 0 = 0. On aurait alors les mêmes conclusions en remplaçant « analytique 
dans un voisinage de 0 = 0 » par « de classe Ck dans un voisinage de 0 = 0 » . On 
peut même améliorer un peu l'étude spectrale de $/(0). 

On va prouver la proposition suivante, elle servira quand on démontrera les 
théorèmes de grands écarts : 

Proposition 5.7. — II existe un réel 0 < b < a, tel que pour tout nombre complexe 
9 = 6\ + ¿02, avec \9i\ < b, l'opérateur 3>/(0i + i92) a un ensemble fini G{9\ -h i92) 
de valeurs propres de module |A(0i)| où |A(0i)| = sup0<A;<p_1 |A^(0i)|. On peut alors 
écrire, pour tout g de V, pour tout entier n, 

*nf(0i+i02)(g) = 
M€G(<9i+z02) 

/хПФм(01 + гв2){д) + Щ(вг + i02)(g) 

où 3>M(0i + i92) est le projecteur de V sur V(p) qui est de dimension finie et où 
^/(01 + i>92) est un opérateur de rayon spectral strictement inférieur à |A(0i)|; ils 
vérifient de plus : 

^(0 i+¿02)^(0i+¿02) = O si fi í y!, 

*u(0i+*02) = *M(0i+<02) 

M01 + ¿02)*/(01 + = + «02)*m(01 + Í6^ = °-

Remarques. — 

Pour 0 dans R, |0| < b l'opérateur $/(0) vérifie aussi le théorème des perturbations, 
c'est-à-dire que l'on peut développer, au voisinage de a = 0, $/(0 + iot) en a. 

Ce résultat est uniquement local, on utilise pour le démontrer uniquement le fait que 
T est dans t et non pas la condition plus forte (3') que vérifient les éléments de Cf. 

Démonstration. — On va utiliser le théorème de Ionescu-Tulcea et Marinescu ; on 
l'applique à l'opérateur i 

A 0i 
$/(0i +¿02) où A(0i) désigne la valeur propre de 3>/(0i) 

qui réalise le supremum : 

|A(<?i)| = sup 
0<fc<p-l 

|A*(é>i)|. 

On doit donc vérifier les conditions (b) et (c) du théorème 4.2. Soit g dans F, on a : 

№{0i +iÔ2)(g)\ = |*Vfll+"a)Sn/$)l < * V l S n / M ) = Of(01)(|g|). 
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D'après le théorème des perturbations, comme |0i| < a, on a : 

On(01)(|g|) = 
P-i 

k=0 
[Afc(№**(0i)(M) + *?(0i)(M) 

< |A(O1)|n 
v-1 

k=0 
Ok(O1)(|g|) + Wf(01)(|g|). 

Donc : 

|| 
Ф?(01 + » & ) ( » ) 

A»(«i) lli < 
p-1 

fe=0 
||<M0i)(M)lli + I IW i ) (M) l l i -

Comme 3>fc est une projection, on a : 

ii*fc(0i)(isi)iii < iisiii. 

Comme \I>/ est un opérateur de rayon spectral strictement plus petit que 1 sur V, 
on a : 

H*?(0i)(l3l)lli<c|M|i. 

Donc il existe H tel que 

suc 
N>U 

{|| Ф? (01+*0 2 ) (< / ) 
A"(0i) 

h,\\g\\i<l,geV} < H<oo. 

On vérifie maintenant la condition de Doeblin-Fortet, il suffit de montrer qu'il existe 
0 < a < l , / 3 > 0 tels que pour g dans V, on ait : 

v( 
$nfo(Oi + i02)(g) 

A"°(0i) 
) < AV(G) + 0\\9h-

Or 

v( 
C°(01+02)(<?) 

A"o 6>i 
) = 

1 

|A(ôi)h 
sup 

m 

£=1 

|Co(fli+t02)(^)(aO-$;°(0i+i02)(fl)(a/+i)|. 

Comme : 

1*7°(«i +te2)(5)(o/) - *Y(0i +ie2)(g)(ae+1)\ 

= | 

jEJn0 
[[[ 

e [EI+i62)sNOF '9 
|(Tno)/| 

] ocrJ-lTn0(/-)](a )̂ 

" [ [ 
e (0i+̂ 2)5no/ •0 

|(TN0),| 
}oajlTn0(r)] (ae-i)]\ 

< | ^ ( 0 1 ) ( | ^ | ) ( a , ) - ^ ( 0 1 ) ( | ^ ) ( a , _ 1 ) | + 2 | ^ ( ^ i ) ( l ^ l ) M I 
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et comme : 

|Ф?(01 ) (Ы)Ы - Ф?>(01)(Ы)(аг_1)| 
< \^(\g\)(ae)-^(\g\)(ae^)\-snp\e 01Sn0f 1 
_|_ \e0iSnof(ai) _ e<9i5no/(a¿_i)i # 

jEJn0 
| g 

(ynoy 
ocrj1T-o(/j)|(^-l) 

< [supe^^r[ |^( |p |)(a£) - ^(IflDia,.!)! 

+ 2 
jEJn0 

[ 0 
(Tn0)' 

o crJ(a^_i)lrn0(/j.)(a^_i)|]. 

On en déduit alors que : 

v( 
On0 (01 + iO2)(g) 

[A(01)]n0 ) < 
1 

|A(ôi)|«o [ [ supee^rK^( |5 | ) ) + 2||ff||1] + 2||$;°(e1)(l3l)l|i]. 

Mais il existe K(f,0i,no) et ifi(no) tels que 

| |*?№)(M)||i<^(/^i,n0)||ff||i, 

v(On0 |g|) < 
2 
7 

% ) + ^i(n0)||3||i. 

Comme il existe 0 < b < a tel que si < b 

l 
SUD e0lf 
|A(0i)| ] < 1 , 

alors comme 7 > 2 : 

a = 
2 
7 [ 

sup e®1? 
|A(01)| ]no < 1. 

Alors : 

0 < P = [^(/.Ôi, no) + (tfi(no) + 2) • (supe*1')"0] 
1 

|A((?i)| 
< OO. 

On applique alors le théorème de Ionescu-Tulcea et Marinescu, on a donc les résultats 
annoncés. • 

On dispose maintenant de tous les outils, on peut alors démontrer le théorème 
limite central. 
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6 THÉORÈME LIMITE CENTRAL 

Jusqu'ici, on n'a eu besoin que de l'hypothèse (3) et non (3') pour démontrer les 
résultats précédents qui sont les seuls qui vont servir dans la démonstration du 
théorème limite central. On fixe donc une transformation T de 6 et on rappelle que 
le système dynamique (J, 93, T, hm) est ergodique. On fixe / un élément de F, à 
valeurs réelles, on suppose, quitte à lui enlever une constante, que m(fh) = 0. On 
veut étudier le comportement des sommes 

SNf = 
N-l 

k=0 

foTk. 

On va d'abord démontrer le résultat capital de cette partie. 

6.1 Calcul de la variance 

Proposition 6.1. — La suite M N — i 
'o ( 

SlSlf 
x/A 

)2hdm est convergente dans R+, soit a2 

sa limite. On a les équivalences suivantes. 

a2 = 0 <^> / = u — uoT dans L2(/im), avec u dans L2(hm) et uh dans V 
= fh = uh — uoT-h dans V. 

Démonstration. — Elle se fait en plusieurs étapes. 

1ÈRE ÉTAPE : On démontre l'existence de la limite de la suite (M^)iv>o 

M N = 
ri 

/0 
( 
sNf 
\ /N 

)2hdm = 
1 

N 
(SNf, SNf) hm 

= 
1 

N 

N-l 

k=Q 

N-l 

l=0 
(foTk,foTe)hm 

= 
1 

N N(fJ)hm + 2 
N-l 

k=l 
(N-k) ( foTkJ)hm 

car la mesure hm est invariante par T. 
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On désigne par P l'opérateur adjoint de T par rapport à la mesure hm dans l'espace 
de Hilbert L2(hm), P est défini par l'égalité : 

(Pf,9)hm = (f,9° T)hm f,g appartenant à L2(hm). 

Les deux remarques suivantes vont permettre de donner la décomposition spectrale 
de P au point / . 

Remarque 1. — 

Si / et g sont dans V, alors P est aussi l'opérateur adjoint de T pour la dualité 
L1(/im)-L°°(/im). 

Si / est dans V, donc dans L1(/im) et L2(hm) on a : 

Pf • h = $(fh) m-p.p. 

et donc : 

Pf = 
O(fh) 

h 
l { ^ o } ftm-p.p. 

Comme f est dans V, on en déduit que pour tout k > 0, on a : 

Pkf = 
Ok (fh) 

h l{h#o} 

= m(fh)l {h^O} 4 
v 

J=2 
Afc 

Oj (fh) 

/1 
1 {h=0} + 

Wk (fh) 

h 
1{^0} 

Pk f = 
p 

3=2 
A3 

Oj (fh) 
h 

u {/1^0} + 
Wj (fh) 

h 
1 {h=0] 

où : 
Wj (fh) 

h 
1 {/i#0} 

1,/im 
< | | ^ / / O l k < p i / % < Q / l l / l k f c ™ 

avec 0 < p < 1. Comme \\fh\\v = ||//i||i + v(fh) = \\f\\i,hm + v(fh). v{fh) étant fini, 
il existe donc une constante Cf > 1 telle que v(fh) < (Cf - l)||/||i,/,m. Ainsi : 

MN = (/,/) hm f 2 
AT-L 

k=l 
( 1 -

k 
AT 

)(f°T \f)hm 

= -</,/>fcm + 2 
AT-1 

fc=0 
( 1 -

ife 
Ai 

)(f,Pkf)hm 

= -(f,f)hm + 2( 
AT-1 

fc=0 
( 1 -

k 

N 
)Pkf,f)hm 
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TRANSFORMATIONS DILATANTES DE L'INTERVALLE 

Maintenant, on démontre que la suite ( N-l 
<k=0 ( i - k 

N 
)P Í)N>O converge dans Isihm). 

D'après la décomposition spectrale, on a : 

N-l 

k=0 
( i -

k 
N 

)P*/ = 
N-l 

k=0 
( î -

k 
N )[ 

p-1 

j=1 
X>k*j(fh) + *k(fh)} 

1 
h D [Mo}-

Comme N-l 
<k=0 

xk = 1-\N 
1-X et comme N-l 

k=0 
k\k = - N\N 

1-X 
1 

1-X 4 1-A"+1 
(1-A)2 , alors : 

N-l 

k=0 
li

le 
N )Pkf = 

p-1 

3 = 1 

[ 
1 

1 - A ' 
4 

1 
N 

1 
1 - Aj 

1 i _ A j W 
N (1 - Aj) 2 

] *i(fh) 
h 

1{h=0} 

+ 
N-l 

fc=0 

*k(fh) 

h 
1 [MO} -

1 
N 

AT-1 

fc=0 

k 
Wk (fh) 

h 
n {MO}' 

Comme : 
Wk (fh) 

h 
i {MO} 

l,hm 
< Cfpk\\f\\lthm, 

on en déduit que les suites iV-l 
fc=0 

yk(fh) 
h et JV-1 

fc=0 
k VK(FH) 

h 
1{M0} son̂  convergentes 

dans Ll(hm). 

Comme limjv^ool i 
1-X3 4-

1 i 
N 1-X3 

1 i_A¿("+i) 
AT (1-AJ)2 ] = 1 

1 - Aj , 
on en déduit la convergence 

dans L1(hm) de la suite N-l 
k=0 ( i - k 

N 
)P / , soit G dans L1(hm) sa limite. G vérifie 

(J - P)G = f. D'ailleurs : 

G = 1 
h 

p-i 

j=1 

1 
1 - A' 

*j(fh) + 
oo 

k=0 
*k(fh)]l {M0}« 

Exactement de la même façon, on montre que h KN-1 
•k=0 d - k. 

N 
)P f converge dans V, 

sa limite vaut Gh. Ainsi on en déduit que la suite MN admet une limite a dans R+ 
et que : 

CT2 = 2(G, f)hm — (f, f)hm 

avec G dans L1(/im), Gh appartenant à V et (I — P)G = / . On a aussi : 

a2 = 2[ 
p-i 

3 = 1 

1 
1 - À'' <*;(/*)>/>m + 

oo 

fc=0 
< * f c ( A ) , / > m ] - ( / , / > h m . 

2ÈME ÉTAPE : On suppose que a2 = 0, on montre les deux assertions annoncées. 

Lemme 6.2. — La suite (5jv/)iv>o est uniformément bornée dans L2(hm). 
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Démonstration. — Comme a2 est nul, on a : 

\\SNf\\lhm = NMN 

= -2N 
OO 

k=N 
(* fc (A) , / )m-2 

N-l 

k=0 
k(Vk(fh),f)m 

+ 2 
P - i 

j=1 

\3(\JN - 1 ) 
(1-A^)2 (*j{fh),f)m. 

On a : 

|<*fc(A),/)m| = | 
.1 

0 
Ф к ( / Л ) - / а т | < | | Ф к ( / Л ) | | в . | | / 1 | 1 < С р к 

avec 0 < p < 1. Donc : 

\N 
oo 

k=N 
(*k(fh),f)m\ < CN PN 

1-p 

I 
N-l 

fc=0 
k(Vk(fh),f)m\ <C 

N-l 

fc=0 
kok = Cl p(l-pN) 

(1-P)2 
NpN 
1 - / 

À est de module 1 donc |1 — XjN\ < 2. Ainsi : 

ll^/|||>hm < 
2C 

(1 - p)2 + 2 
p-i 

J = I 

1 
11-A^P 

|<<M/A),/>m|<r2. • 

Lemme 6.3. — Poitr g de L2(hm), pour tout 0 < j < p — 1, il existe Sj dans 
L2(hm) D L1(/im)7 m(Sjh) = 0 tel que l'on ait : 

lim 
N-ïoc 

(Spfp+jf, g)hm — (Sj,g)hm-

Démonstration. — Pour tout N > 0, pour tout g de L2(hm) tel que gh soit dans V, 
on a : 

(SNf,g)hm = 
p-1 

2=1 

1-AiiV 

1-A* 
(/, *i(gh))m + 

7V-1 
</,*fc(fl/»))m. 

Comme la suite JV-1 
k=0 

(f^k{gh))rn est convergente et comme Xp = 1, on en déduit 
que pour 0 < j < p — 1, les suites ((Sjyp+jf, g)hm)N>o sont convergentes. 
On prend maintenant g dans L2(/im), gh n'est pas nécessairement dans V. V est 
dense dans L2(hm). D'après le lemme 6.2, la suite (5;vp+j/)iv>o est uniformément 
bornée par r dans L2(ftm), on en déduit alors que la convergence de la suite 
((SNp+jf, g)hm)N>0-
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On en déduit donc que les suites SNp+jf sont faiblement convergentes dans Lz(hm), 
on appelle Sj leurs limites faibles, elles sont dans L2(hm). Alors comme 1 est dans 
L2(hm), on en déduit que : 

(Sj, V)hm — lim 
N^oo 

(SNp+jf, 1) hm • 

Or 

(Sjv/,1} = 
N-l 

k=0 
(foT*,i)hm = N(f,i)hm = o, 

donc (Sj, l)hm = rn(Sjh) = 0. Comme la fonction signe de Sj est dans L2(hm) on en 
déduit que m(\Sj\h) est fini, donc que Sj est dans Ll{hm). • 

Lemme 6.4. — On a : f = S — S oT dans L2(hm) avec S = i 
p 

vu—1 
j=0 

s , . 

Démonstration. — Pour tout N > 0, pour tout 0 < j < » - 1 on a : 

/ _ f o T^p+; = s f _ 5iVp+./ o T. 

Donc, pour tout q de L2(hm), on a : 

(f-fo TN^,g)hm = (SNp+jf — SNp+jf ° T, g)hm 

= (SNp+jf, g)hm — (SNp+jf °T,g)hm 

= (SNp+jf, g)hm — (SNp+jf, Pg)hm> 

On en déduit que : 

lim 
TV—»oc 

(f-fo TNp+j,g)hrn = (Sj,g)hm - (Sj,Pg)hrn 

donc 
lim 

TV-» oc 
( / o TNP+j,g}hm = -{Sj,g)hm + {Sj o T,g)hm + {f,g)hm. 

Or ( / o TNP+l,g)hm = ( / o TNP+\gh)m. 
D'abord si 3/1 est dans V on a : ( / o TNp+i,g)hm = (f, $Np+j{gh))m que l'on peut 
décomposer : 

(foTN^,g)hm = 
p-i 

¿=1 

\{Np+j)i{$i(gh), f)m + m(gh)(h, f)m 

+ (*N^{gh),f)m 

= 
v-1 

i=l 

\ij{$i(9h),f)m + (VNp+j(gh),f)m. 

On a limjv^oo^^G^), f)m = 0 car ^ a un rayon spectral p < 1, donc 

lim 
TV—>oo 

(f o TNp+j, g)hm = 
p-i 

¿=1 

Xj(*i(gh)J)m. 
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Maintenant si gh n'est pas dans V, gh est donc simplement dans L2(hm). V est dense 
dans L2(hm), il existe donc une suite d'éléments de V qui approche uniformément 
gh dans L2(hm). On en déduit que l'on a aussi : 

lim 
N^oo 

(foTN^,g)hrn = 
n-l 

1=1 

À ^ ( s / l ) , / ) m . 

Donc pour tout g dans L2(/ira), pour tout 0 < j < p — 1, on a: 

(/> 9)hm = (S? - ° T, y)̂ m -+ 
p-1 

¿=1 
\ij(*i (gh),f)m-

On fait la somme de ces » équations, comme \p—i Àu = 0, on en déduit que, pour 
tout g de L2(hm), on a : 

(f,g)hm = 
D 
p 

p-1 

J=0 
(̂ J ~ ^ °T,g)hm-

C'est-à-dire / = S — S o T dans L2(hm), en posant 5 = i 
p 

vp-l 
j=0 

Si. • 

Maintenant on veut calculer explicitement S. 

Lemme 6.5. — On a : P(S o T) = S dans L2(hm). 

Démonstration. — On sait que S est dans L2(hm), donc SoT est aussi dans L2(hm) 
car 

1 
(S o T)2hdm, = 

i 
S2 o T/idm = 

1 
S2hdm < oo. 

Par définition de P on a pour tout g de L2(hm) : 

(P(SoT),g)hrn = (SoT,goT)hrn = (S,g)hrn 

et donc P(5 o T) = S dans L2(hm). • 

Lemme 6.6. — S = f — G dans L1(/im) e£ Sh = (f — G)h dans V. 

Démonstration. — Des lemmes 6.4 et 6.5, on déduit que pour tout 0 < j < p — 1, 
pour tout N > 0, on a : 

Np+j 

k=l 

pkf = pNp+jg _ g dang L2thm\ 

Donc pour tout g de L2(/ira), on a : 

( 
Np+j 

k=0 
Pkf,9)hm - (f,g)hm = (PNp+JSl9)hrn - (S,g)hrn. 
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On a : 

l 
Np+j 

k=0 
Pkf,a)hm = 

p-1 

i=1 

1 _ \i{J+V 

1-A* 
(9i(fh),g)m + 

Np+j 

k=0 
(*k(fh),g)m. 

On appelle u la fonction de L2(hm) telle que uh appartient à V et (I — ty)(uh) = fh. 
On a alors : 

lim 
N-+OC 

< 
Np+j 

k=0 
Pkf,9)hm = 

p-1 

i=l 

1 _ \i(j+l) 

1 - A* 
{$i{fh),g)m + (u,g)h7n. 

S est dans L2(/ira), V est dense dans L2(/ira), quitte à approcher uniformément S 
par une suite d'éléments de V, on a donc : 

lim 
TV—>oo 

(PNp^Si9)hrn = 
p-1 

i=1 
A ^ ( S / 0 , < ? ) M . 

Ainsi pour tout p de L2(hm), pour tout 0 < j < p — 1, on a : 

P-1 

1=1 

1 _ Ai(j+1) 

1 - A* 
($i{fh),g)m + {u,g)hrn- (f,g)hm = -(S,g)hm + 

©-i 

¿=i 

A^(5/i),<?)m. 

On fait la somme de ces p équations, on obtient, pour tout g de L2(hm) : 

{S, 4 m = (f -U, g)hrn -
p-1 

i=l 

1 
1-A* 

($i(fh),g)m = (f-G,g)hrn. 

Donc dans L2(hm), S est égal à / — G, où G vérifie ( / — P)G = / , comme fh et G/i 
sont dans V, on en déduit que S h est aussi dans V. • 

3ÈME ÉTAPE : On démontre la réciproque. Si / = u o T — avec u dans L2(hm) et 
uh dans F. Alors SNJ = u o TN — u. Donc 

r-l 

o 
( 

1 
//V 

SNf)2hdm = 
1 

AT 

•i 

0 
(w2 o T —2uo TN • w -h u2)Mm 

qui tend bien vers 0 quand N tend vers +oo donc cr2 =0. • 

On peut alors démontrer le théorème limite central. 

6.2 Le théorème limite central 

Définition 6.7. — On dit qu'une fonction f de V, m(fh) = 0, vérifie l'hypothèse (H) 
s'il existe u dans L2{hm) avec uh dans V tel que 

f = u — uoT dans L2(hm) ou fh = uh — u o T • h dans V. 
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Théorème 6.8. — Soit f dans V, si f — m(fh) ne vérifie pas (H), alors pour tout 
réel v, on a : 

lim 
7V->oo 

hm[ 
SNf - Nm(fh) 

(jy/N 
<v] = 

1 

V27T 

0 

— oc 
e -t2/i dt. 

Démonstration. — La démonstration de ce théorème se fait en plusieurs étapes. 
1ÈRE ÉTAPE : On montre que AQ(0) = hm(f). 
D'après la proposition 5.2 pour tout |0| < a, on a : 

1 

o 
exp(iQSnf)hdm = 

Î 

0 
$n(exp(i6Snf)h)dm = 

1 

0 
$nf(iO)(h)dm 

= 
p-i 

k=0 
A£(t0) 

1 

0 
*fc(î0)(Ji)dra + 

1 

o 
9n(i0)(h)dm. 

Toutes les fonctions écrites sont analytiques en 0. On fixe t dans R, alors pour n 
suffisamment grand, on a : |^| < a. Alors : 

•Î 

0 
exp(it 

Snf 
n 

)hdm = 
p-i 

k=0 

Ak ( 
it 

n 

.1 

0 
Ok ( 

it 

n 
)(h)dm + 

•Î 

o 
Wn 

it 

n 
)(h)dm. 

On peut alors développer •Î 
o exput Snf 

n 
)hdm : 

Ak ( it 

n 
) = [A* + 

it 

n 
K(0) -

t2 
2n2 ̂ '(0) •+ 

t2 
n2 

E ( 
it 

n 
)}n avec lim 

n—>oo 
E( it 

n 
) = o 

= \nk exp(*t 
Ok (0) 

Ok ) 1 -
t2 

2n 
( 

Ai'(0) 
Ok -

Ai2(0) 
X2k ) + 

t2 
n2 s 

it 
n 

) 

Ok ( it 

n 
) = Ok + it 

n 
0 (1) 
k -f 

it 

n 
E( it 

n 
) 

on <f> 
(1) 
k et e( it n 

) sont des opérateurs bornés de V et où lim™-^ \\e( it 
n 

)|L = 0. Alors : 

.i 

o 
Ok ( 

it 

n 
)(h)dm = 

Î 

0 
$k(h)dm + 

it 

n 

Î 

0 
O u: (h)dm -+ i* 

7? 
E 

it 

n 
), 

avec lim 
n-oo 

E 
it 

n 
) = 0 et 

Î 

o 
$k(h)dm = 

0 si k ̂  0 
1 si k = 0. 

On obtient alors : 
1 

/o 
exp(i* Snf 

n 
)hdm = exp(itAo(0)) + 

it 

n 

1 

o 
3 (1) 

u 
(h)dm • exp(itAo(0)) 

-
t2 

2n 
(A[),(0)-A02(0))exp(ztA[)(0)) 

+ 
it 
n 

v-1 

k=l 

Xnk exp(it 
AU0) 
Ok ) 

•1 

o 
O (1) 

k 
(h)dm 

+ 
1 

0 
Ok ( it 

n 
)(h) dm + 

it 

n 
O ( 

it 
n 

). 
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TRANSFORMATIONS DILATANTES DE L'INTERVALLE 

Comme ||^n(^)(fr)||v < l^lCp^1, on peut passer à la limite dans le second membre, 
on obtient alors : 

lim 
n—>oc 

fi. 

0 
expiit 

Snf 

n 
)hdm = exp[ziÀo(0)]. 

Mais le théorème de Birkhoff entraîne, comme ( J, 93, T, hm) est un système dynamique 
ergodique et comme / est dans L1(m) donc dans L1(/im), que 

lim 
n—>oc 

Snf 
n 

= m(fh) hm-p.p , 

cette dernière fonction étant /ira-intégrable on en déduit que : 

lim 
n—>oo 

»1 

'0 
expur 

Snf 

n 
)hdm = exp(itm(fh)) = exp(it\fo(0)). 

Ainsi pour tout t fixé dans R, on a exp(itm(fh)) = exp(z£ÀO(0)), donc m(fh) = AQ(0) 
que Ton suppose pour la suite de la preuve égale à 0. • 
2ÈME ÉTAPE : On démontre que a2 = AQ(0). Il est bien connu que : 

1 

'0 
[ Snf 

y/ñ 
]2hdm = -

d2 
dt2 1 

1 

r0 
exp( 

it 

y/ñ 
Snf)hdm}\t=0. 

On fixe t dans M, alors pour n suffisamment grand : 

r>l 

'0 
exp( 

it 
y/ñ 

Snf)hdm = 
p-1 

k=0 
Ak ( it 

Jñ 

-i 

'o 
Ak ( it 

\/ñ 
)(h)dm + 

'o 
Ak ( 

it 

y/ñ 
)(h)dm1 

on peut alors faire un développement de d2 
dt2 

•i exp( it 
Vn 

Snf)hdm, car toutes les 
fonctions écrites sont analytiques en t 

Vn 
Pour dériver le premier terme on utilise 

(m;)" = u"v+ vù" + 2uV, avec u(t) = A?( it 
y/ñ 

) et vit) = i 
o Ak ( it 

Vn 
){h)dm. Si k ¿ 0, 

on a : 
v(0) = 0,u(0) = Anfc, u'(0) = iy/nXk^n-^Xfk(0). 

On a aussi : 

Ak ( it 
Vn )(*) = 

it 
v ñ 

O (1) 
k 

(h) -
t2 
2n 

O Í21 
k 

(h) + 
Í2 

n 
e( 

it 
Vn 

)(h) 

où les opérateurs $ fi) 
k 

O (2) 
k et e( it 

y/ñ 
) sont des opérateurs bornés de V et où : 

limn̂ oo it 
y/ñ 

)||v = 0. Ainsi : 

d2 
dt2 [Aï( 

it 
Vn ) 

•i 

0 
« M 

if 
Vn 

)(h)dm}lt=0 = - \nk 
D 

n 

»1 

r0 
O Í2Í 
k 

(h) dm 

-2X(n-VkX'k(0) 
i 

o 
O (1) 

fe 
[h)dm. 
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Si k = 0,v(0) = l,u(0) = l,u'(0) = 0,u"(0) = -K(0). 

v'(0) = 
i 

Vn 

1 

0 
O (1) 

0 (h)dm et i/'(0) = 
-1 
n 

•i 

'0 
O (2) 

0 (h)dm. 

On sait aue : 

Wn ( it 
Vn 

)(h) = 
1 

2Z7T rC(0,P2) 
Ani?(A,<M it 

Vn 
))(/i)dA. 

La fonction $ i-> R(\,<&f(i9)) est analytique si |0| < a, il existe donc A/" > 0 tel que 
n> N entraîne que : 

R(\,$( it 
Vn 

)) = R(A,O) - it 
Jn 

R(1) (A,O) -t2 
2n 

fl(2)(A,$) + t2 

n 
R( 

it 
Vn 

) 

où les opérateurs R{1)(\, $), #(2)(A, $) et #( it 
Vn 

) sont des opérateurs bornés de V et 

où limn_>oo \\R( it 
Vn 

)(h)\\v = 0. Ainsi : 

d2 

dt2 

1 

0 
Wn ( it 

Vn 
)(h)dm\t=o = 

1 1 
n 2Z7T C(p2,0) 

An#(2)(AWA 

qui tend vers 0 quand n tend vers +oo. Ainsi : 

1 

0 
( 
Snf 
Vn 

Y hdm = A#(0) + 2 
p-i 

k=i 

AMn-i)A/(0) 
r.1 

0 
O (i) 

k 
(h) dm 

+ 
1 
n 

| 
1 

0 
O 2) 

1 (h)dm + 
p-i 

fc=i 
Ank 

1 

/o 
O (21 

k 
(h)dm\ + 

e(n) 

n . 

Comme cr2 = limn_̂ oo B 
'o ( 

S„f 
Vn 

)2hdm. Et comme dans le second terme tout a une limite 

sauf éventuellement le terme borné 2 p-i 
k=) 

A(n"1>*A/u(0) fn $ r ( / i ) d m qui « tourne » , 
on en déduit qu'il tend vers 0 quand n tend vers +oo. Et donc : 

a2 = \ï(0). • 

3ÈME ÉTAPE : On démontre que limn_>oo L iri( it 
Vn 

)(h)dm = exp( -t2n2 
2 

). 

On fixe t dans R, alors pour n suffisamment grand, on peut écrire d'après la 
proposition 5.2 : 

R.1 

o 
Of ( it 

Jn 
)(h)dm = XR( it 

Jn 
) 

i 

'0 
O0 ( it 

Jn 
)(h)dm 

+ 
p-i 

k=i 

Ak ( it 
Jn ) 

1 

0 
Ok ( 

it 

Vn 
)(/i)dra + 

î 

o 
Ok ( it 

\/n 
)(h)dm. 
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On a : limn_>oo tyn(^)(h)dm = 0 comme dans la 1ère étape, 

[Ao( 
it 

Vñ 
)1" = [ 1 -

t2 

2n 
Ao'(0) -

it3 
6nVn 

Ao"(0) + 
Í3 

riy/ñ 
e 

it 
Jñ 

]]n 

= e 
-*2A (̂0)/2 

l i 
ft3 

Vn 
C ( o ) + 

t3 
5 Jn 

E( 
it 

0 Í 
)))] 

avec lim 
n-oo 

E( ft 
Vn 

) = o, 

.1 

0 
O0 ( 

it 

y/ñ 
)(h)dm = 1 + ft 

v ñ 

ri 

R0 
O fi) 0 (h)dm + 

ft 
Vn el 

ft 
V™ 

)0 

Pour k y£ 0, on a : 

[Ak ( if 
Jñ 

) ] " = Anfc[l-
« A'fc(0) 

Jñ Xk -
t2 A"(0) 
2n Afe -

¿i3 A'/'(0) 
6n Vn Ak + 

ft3 
nVn E( 

ft 
Vn )]n 

= An"expU/n 
Ai 0 

A* 
i f - f2 ( K(0) 

xk + 
2Ai(0) 
A2k )] 

• [ 1 -
it3 

6jñ 
BK + 

it3 

Jn 
E( 

it 

Jn 
)], 

.1 

0 
Ol ( 

it 
Vn 

)(h)dm = 
it 

\Jn 

1 

0 
$L1)(Wdm + 

ft 

Vñ 
el 

it 

\fñ 
). 

D'où : 

»1 

'o 
Ol ( 

ft 
v̂ ñ 

)(h)dm =e -t2\'¿(0)/2 

+ 
ft 

>/ñ 

P-1 

fc=i 

Akn e «A¿(0)# 
e -t2[Ak] 

1 

0 
^1}(/i)iim + o( 

1 

Vn 
). 

Comme la fonction 9 >-> Xk{id) est analytique et comme il existe a > 0 tel que si 
|0| < a, on a |Ak(î0)| < 1, on en déduit que est réel. En effet : 

\k№ = \k[l + i6 
Ak(0) 
Ak -

e2 \»(o) 
2 Xk + o(d2)}. 

On passe au module : 

1 > \l-6Im A',(0) 
A* -

G2 
2 Re 

Ai'(0) 
A* 

}2 + {0Re A'JO) 
A* -

02 
2 

/m Ai'(0) 
Xk 

}2 + o{62) 

d'où 

1 > 1 - 2Wm 
A'JO) 

Afc 
+ d2[[Re 

A'JO) 
A* 

}2 + [Im 
Ai(0) 

Afc 
]2-Jte 

A'fc'(0) 
A* 

} + o(92) 
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ce qui est possible uniquement si ira V„(0) 
A" 

= 0. Donc on peut passer à la limite et 
on a : 

lim 
n—>oo 

.1 

0 
Of ( 

Ü 

Jn 
)(h)dm = e 1 2 '̂(0) 

2 = e 
t2o2 

2 

4ÈME ÉTAPE : Conclusion. 
On a démontré que : 

lim 
n—>oc 

r.1 

'0 
* / ( 

it 
Vn 

)(h)dm — lim 
n—>oc 

1 

0 
exp( 

it 
Jn 

S„ f)hdm = e 1 la2 
2 . 

On a donc aussi : limn_+oo »i 
0 exput Srrf 

oVn 
)hdm = e *2 

2 qui est la transformée de Fourier 
de la loi normale A/lO, 1). La méthode des fonctions caractéristiques de Paul Lévy 
entraîne alors la convergence en loi de Snf 

oVn 
vers la loi normale A/TO, 1). Donc pour 

tout v de M, on a : 

lim 
n—>oo 

hm\ Snf 
ojn 

< v] = 
1 

J2TX 

v 

— oo 
e 

U2 
T du. 

Remarque. — Le théorème limite central reste valable pour toute mesure de 
probabilité v — h\hm avec hih dans V. Alors, pour / dans V, m(fh) = 0 et ne 
vérifiant pas (H), pour tout réel on a : 

lim 
n—>-oo 

Snf 
oVn 

<v] = 
1 

V2N 

v 

— OO 
e 

y2 2 du. 

La démonstration est exactement celle qui précède, il suffit de montrer que l'on a 
pour tout t de E: 

lim 
n—>oo 

/•1 

J0 
Of ( 

it 
Vn 

)(hih)dm = lim 
n—»oo 

.1 

'0 
expfit 

5nf 
Jn 

)dv = e t2 
. 

Les développements limités précédents restent valables et donnent : 

/•i 

/o 
Of ( it 

Vn 
)(hih)dm = e .2 

2<r2 
»1 

0 
$o(hih)dm 

+ 
it 

Vn 

p-1 

k=l 

Akn eitAk(0) Vn 
Ak e-

2FAFCL 1 

r0 
O(1) (hh1)dm + o ( 1 

Vn 
). 

Comme / J " $o(hih)dm = m(h\h) = 1, on a le résultat voulu en passant à la limite. 

Application. — Si on sait que la fonction ^l{/i/o} est dans V, on prend 

î = 1(^0} 
1 1 

k m ( { M 0 } ) 
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on obtient alors : 

hm 
n—>oo 

m[{ Snf 
oVn 

< v} n {h Í 0 } ] 

m ( { M 0 } ) 
= 

1 

V2u 

V 

— O O 

e 2 
-u2 

du. 

Par exemple pour la transformation fraction continue, on a : 

h(x) = 
1 1 

log 2 1 -h x 
donc { / i ̂  0} = I et m({h ¿ 0 } ) = 1. 

On a donc pour tout / de V , m(fh) = 0, / ne vérifiant pas ( H ) , pour tout réel v : 

lim 
n—>oc 

ra[ 
Snf 

oVn 
<v] = 

1 

Vrn 

v 

—oo 

e 
3¿ 

1 du 

lim 
n-oo 

/ira 
5n/ 

oVn 
< d = 

1 

Vrn 
v 

— oo 

e-
n i 
2 du. 

Pour la transformation T ( x ) = /3x + a [ l ] , /3 = (1 + y/h)/2, a = (3 - /3)/2, on a : 

{/¿ = 0} = [(/? - l ) / 2 , a ] et m({f t ^ 0 } ) = /3 - 1. Alors on a : 

lim 
n—>oo 

m\{ 
Snf 

oVn 
<v}\[(f3-l)/2,a] = 

/ 3 - 1 

V2n 

v 

' - o o 

e 
n i 
2 du 

lim 
n—>-oo 

hm\ 
Snf 

Vy/ñ 
<v} = 

1 

y/2/K 

v 

— oo 

e- 2 du. 
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7 REMARQUES À PROPOS DE 
L'HYPOTHÈSE (H) 

Pratiquement, pour appliquer le théorème central limite à une fonction / , on doit 
être capable de décider si elle vérifie l'hypothèse (H) ou non. 

Remarque 1. — Dans le cas où / est une fonction continue sauf en un nombre 

dénombrable (au plus) de points de I : Sf, on peut préciser ( H ) . Si f = u — uoT 

/im-p.p (m(fh) = 0) , la proposition 6.1 et le lemme 6.6 donnent la valeur de u : 

u = S = 
1 

h [ 

oo 

3=1 

Wj(hf) + 
v-l 

k=l 

1 

1 -Xk 
$k(fh)] l{hm. 

On peut maintenant trouver les points de discontinuité de u, ils correspondent aux 
points de discontinuité de h, de (^fJ(fh))j^* et de ($k(fh))2<k<p [ce sont les points 
de discontinuité de (fh))j>no car : 

Ok (f) = lim 
n—>oc 

1 

n 

n+TlQ — l 

3=no 

$3 (fh) 

Akj 
dans V, 

on utilise ici le fait que si fn -> / dans V alors fn-*f uniformément sur 7]. 

Points de discontinuité de h, h est définie comme la limite dans V de la suite : 

1 

77 

n+no — 1 

3=no 

Ok (1), 

ses points de discontinuité sont donc ceux des fonctions ($k(l)). On a : 

O(1)(x) = 
jeJ 

1 

\T (ajX)\ 
1T(Oj)(x), 

la fonction x f-> i 
\T' (<Tix) étant continue sur I, les points de discontinuité de $ ( 1 ) sont 

donc les {T(aj),j G J } . L'ensemble des sauts de h est donc : 

5h = {Tn(aj)\jeJ,n>l}. 
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Points de discontinuité de 3>(//i), on a : 

$(fh) (x) = 
jEJ 

{fh) {OjX) 
1 

\T>(aiX)\ 
1T(Ij) (x). 

Les sauts de &(fh) sont alors les sauts de ( / o <7J)JEj donc l'ensemble T(.Ty), ceux de 
(ho(Tj)jÇj donc T(3h) et l'ensemble {T(a,j)}jej. Donc : 

уф (//1) =T(3-fcUÎ/U{oj}J-£j) . 

Alors les sauts de $fc sont dans l'ensemble : 

Un>noTn[ShU'Sf U {aj}j€j}. 

Comme *n(fh) = $n(fh) - \n$i(fh) A " * " " 1 ) * , , - ! ( fh) car m( f h) = 0 on a : 

Tu = 

n>l 
rn[ïhUÎ/U{o,-},-eJ]. 

Soit 3" = Su U 3"/ U T~1(3"ti). C'est un ensemble dénombrable de points de I et sur 
( I \ {/i / 0}) \ S on a / = u — u o T. S se compose de l'ensemble des images par 
Tn,n > 0, des points de discontinuité de / et des points de la subdivision de I 
associée à T : 

3* = 

n>0 

Tn{{aj,jE J } U 3 > ] . 

Ainsi si on est capable de montrer qu'un point y T-périodique de période k n'est pas 
dans CS U T_1(fi') U • • • U T_fc(3'), on peut utiliser le test des points périodiques pour 
décider si / vérifie la condition (H) ou non : on calcule a = Skf(y), si a n'est pas nul 
alors / ne vérifie pas (H), si a = 0, éventuellement, / vérifie (H). 

Remarque 2. — Dans le cas où h est minorée par une constante strictement positive 
sur {h 7̂  0}, la fonction j^l^h^o} est dans V alors : 

u=G - f= 
1 

h 

OO 

j=1 
9j(fh) + 

P - 1 

.7 = 1 

1 

1 -Ai 
ф.,-(/л) ! { / I#O} 

est dans F. 
L'équation : fh = uh — uoT-h dans V revient donc à: f = u — u o T dans V et 
donc uoT = u — f est dans F. Ceci n'est pas possible si la subdivision associée à T 
admet un nombre dénombrable de morceaux. 
Ainsi on peut énoncer la proposition suivante : 

Proposition 7.1. — Si T est une transformation dilatante telle que : 

1. la partition associée admet un nombre dénombrable de morceaux; 

2. h est minorée par une constante strictement positive sur {h ^ 0} . 

Alors pour toute fonction non constante de V', on peut appliquer le théorème limite 
central . 
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Cette proposition s'applique par exemple à la transformation « fraction continue». 

Une classe intéressante de fonctions / est celle des indicateurs de borélien, on a : 

Proposition 7.2. — Si \-l{h^o} est dans V, si f est Vindicatrice d'un borélien A de 
93, si f — hm(A) vérifie (H), donc s'il existe u de V tel que f — hm(A) = u o T — u 
alors : 
1. ou hm(A) = 0 ou 1 
2. ou il existe 1 < k < p — 1 tel que hm(A) = | . 

Démonstration. — On suppose donc que / — hm(A) = uoT — u avec u dans V. On 
a. alors : 

e 2iir[f-hm(A)] = e [uoT-u]2iir 

f vaut 0 ou 1, donc : 
e-27rihm(A) _ e2iir(uoT-u) 

Ainsi, on a : 

Ф(е2*и7Г о T.h) = e2iu* • h = e-2™hm(A)$(e2iu* • Л), 

car eiu27t.h est dans V. Donc, e2'l'Khrn(A) est une valeur propre de module 1 de elle 
vaut donc 1 ou Àfc, 1 < k < p — 1. 

Si e2i7Thrn(A>} = 1, alors comme hm(A) est dans [0,1], on a : hm(A) = 0 ou 1. 

Si e2™hrn^ = Xk alors hm(A) = | . • 

Cette proposition s'applique par exemple aux transformations linéaires par morceaux 
suivantes T: x (3x + a[ l ] , avec a = 0 et /3 > 1 ou a G]0,1[ et /3 > 2. Ce sont les 
cas où elles sont faiblement mélangeantes, voir Wilkinson [W]. On en déduit qu'on 
peut appliquer le théorème limite central à l'indicatrice de n'importe quel intervalle 
uon vide strictement contenu dans [0,1]. 
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8 LA VITESSE DE CONVERGENCE 

La méthode employée pour démontrer le théorème central limite permet aussi de 
donner la vitesse de convergence. 

Théorème 8.1. — Sous les hypothèses du théorème 6.8 et si m(fh) = 0, il existe une 
constante C > 0 telle que : 

sup 
vER 

\hm\ 
Snf 
o~\fn 

<v\-
1 

V2TT 

1 

— oc 
e 

u2 ~2~ du\ < 
C 

\Jn' 

Démonstration. — Elle repose sur l'inégalité de Berry-Esseen [F] qui peut s'écrire 
ici : 
Il existe K > 0 tel que pour tout U > 0, tout n vérifiant 77 

aJri 
< a, on a : 

sup 
vER 

\hm[ 
Snf 

oVn 
<v} -

1 

V27T 

v 

— oo 
e-

,,2 
2 du\ < 

K 

U + 
1 
7T 

U 

-U 

D rl 
0 

iu 
p 

Snf 
aVn hdm — e u2 

2 | 

\u\ 
du. 

Comme U 
CTy/n 

< a, alors pour tout u dans \—U,U\ qui vérifie u 
oVn < a, on peut alors 

utiliser la proposition 5.2, on a : 

ni 

0 
iu 

e 

Snf 
ay/n hdm = 

1 

0 
3 f( 

iu 

oVn 
)(h)dm 

= A0 ( 
iu 

(jJn ) 
.1 

0 
O0 ( 

iu 
CTy/n 

•)(h)dm 

+ 

p-i 

k=i 

Ak ( 
iu 

oVn ) 
.1 

0 
Ok ( iu 

oVn 
)(h)dm + 

*i 

o 
Ok ( 

iu 

oVn 
)(h)dm 

alors 

| 
•i 

0 
P s„ f 

a v/n hdm — e 2 | < 
7Î-1 

k=1 

[Ak ( 
iu 

(Ty/Û )ll 
rl 

0 
Ok ( 

iu 

<Jy/n 
){h)dm\ 

+ | 
ol 

'0 
Ok ( 

iu 
<Jy/n 

){h)dm\ 

+ |A0 ( iu 
oVn ) 

•1 

0 
O0 ( 

iu 

(Ty/Û 
)(h)dm — e u2 

2 |. 
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Les applications u 
oJn 

-- Ak ( IU 
(Ty/n 

) sont analytiques. Les opérateurs 7/. 
a y/n -- Ok ( in 

(Ty/n ) 
et * f ( ZU 

a y/n 
) sont analytiques on a alors : 

| 
i 

0 
Wf ( 

iu 

(Ty/n 
){h)dm\ < 

Cp2+1 

(Ty/n 
\u\. 

D'après les calculs de la 3ème étape de la preuve du théorème limite central on a : 

[A0 ( iu 
(Ty/n ) 

-1 

0 
Wf ( IU 

Ty/n 
)(h)dm — e i,2 

2 I H e 
AL 
2 [ 

-iu3 

$(T3y/n 
A0 (0) 

+ 
iu 

(Ty/n 

R.1 

r0 
${}\h)dm + 

k 

y/n 
E( 

iu 

Jy/n 
) l 

< e" 
u2 | 

A\u\3 

y/n 
+ 

B\u\ 

y/n 
]. 

|Ak ( iu 
(Ty/n 

) . l •1 
0 

Ok ( iu 
(Ty/n 

)(h)dm\ < exp[-n2 
a2 

Ck] Dk n 
Vn 

où Ck est dans R. On peut alors 

integrer 

U 

-u 

I /o« 
(Ty/n hdm — e 2 | 

|U| 
iu < 

1 
Vn 

U 

— V 
le' 

u2 ~2~ (Au2+B)+ 
p 

fc=2 
Dke~ u2 r>2 

+ 
Cp2+1 

o 
]dw 

comme +oc 
— oo 

e 
ni 2 IU = V2TT et •+oo 

— oo 
vre 2 I U = V27T on obtient : 

U 

-u 

| 1 
N e 

iu^/= /idra — e 2 | 

|u| 
du < ( 

A 

y/n •X-
B 

y/n 
Ok ( 

p 

k=2 

df 
(Ty/n 

Cky/n 
+ 

2Cp%+1U 

(Ty/n 

= 
Ci 
y/n 

+ C2p3+1 
U 

Vn 

Ainsi : 

sup 
vER 

hm[ 
Snf 
(Ty/n 

<v)-
>N 

' —oo 
e 

u2 
M < 

K 

u 
•F 

C1 

nVn 
+ C2p2+1 

U 

y/n 

et ceci pour U 
(Ty/n 

< a, on peut prendre t/ = cty/na avec a < a. On a alors : 

sup 
vER 

/im[ 
Snf 
(Ty/n 

<v]-
v 

— oo 
e 

n2. 2 IU| < 
K 

aay/n 
+ 

Ci 

TRV^ 
+ 

+ C2p2+1 
C2 

oa 

comme / n+l 
2 

est négligeable devant 1 
y/n 

car /?2 < 1 on a le résultat voulu en posant 

C = K 
a a + 

CI 

7T + 
CO 

oa 
. 

sup 
NGR 

l/iraf 
Snf 

(Ty/h 
<v}-

1 
V2n 

>v 

— oo 
fi 

U2 
IU| < 

C 

y/n' 

On remarque ici qu'il suffit que T soit dans 6 pour montrer ce résultat, l'hypothèse 
(3') n'a pas encore servi. 
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9 THEOREME LIMITE LOCAL 

Jusqu'ici, seule l'hypothèse (3) a servi, maintenant on va utiliser l'hypothèse plus 
forte (3'). On suppose donc que T est dans 6' et bien sûr que le système dynamique 
( J, 93, T, hm) est ergodique. Soit / une fonction à variation bornée et à valeurs réelles 
fixée. D'abord on va prouver un résultat préliminaire, il donne la décomposition 
spectrale de l'opérateur <&f{i6) pour tout 6 de R et non plus simplement au voisinage 
de 6 = 0 comme dans le théorème des perturbations. Ce résultat spectral étant 
prouvé, on pourra alors démontrer un théorème limite local en adaptant simplement 
la méthode de Rousseau-Egèle [RE]. 

9.1 Décomposition spectrale de l'opérateur $ / (iO) 

Proposition 9.1. — Pour tout 0 de R, l'opérateur $f(iO) vérifie les hypothèses du 
théorème de Ionescu-Tulcea et Marinescu. 

Il faut déjà remarquer que ce résultat est beaucoup plus fort que ceux de la partie 6, 
car il est global, on verra ici que l'hypothèse (3) ne suffit plus et que l'on va vraiment 
utiliser (3'). 

Démonstration. — On remarque qu'il suffit de vérifier l'inégalité de Doeblin-Fortet, 
car <5>f(i0)(g) = $(e%ef g) si g est dans V. Il suffit donc de montrer qu'il existe un 
entier N > 0 et des constantes 0 < a < l , 0 < / ? < o o , tels que pour g dans V on 
ait : 

v($ Nnn 
f 

(ie)(g))<av(g) +ß\\g\\1. 

La démonstration est à peu près la même que celle de la proposition 4.1. On fixe g 
dans F, 0 dans R, on écrit : 

4 Nno 
f 

(iO)(g) = $Nno(ei0SNnof .g) 

$Nno(g)(x) = 

j€JNn0 
[ 

g 
|(TNn0)'| oarl rNn°(ij) }(x). 
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A. BROISE 

Ici la partition {Ij)j^jNrtQ est relative à la transformation TNn° les {o~j)jejNnQ sont 

les réciproques partielles de TNn°. Ainsi : 

v{$ Nn0 
f 

(i6)(g)) = v[ 

jEJNn0 
( 

g . EIOSNNQF 

KJWnoyi 
) OGj • lTiVn0(/j.)J 

< 

jEJNn0 

v[ 
g . ÇIOSNNOF 

| (TWN0Y| ocrj ' 1T^-o(7,)J-

Dès que la partition associée à T contient un nombre infini de morceaux, la fonction 
^NRIOF n'est plus à variation bornée sur 7; par contre, Swnof est à variation bornée 
sur TNn° {Ij ) pour tout j G JjVno • On peut donc utiliser la propriété suivante dès que 
ip est à variation bornée au moins sur [a, 6], on a : 

v[(f • l[a,6j] < \<p(a)\ + |<p(6)| + v[a w(<p), 

où V[o,6](^) désigne la variation de (p dans l'intervalle [a, 6]. On désigne par [a^fy] 
l'intervalle TNn°{Ij), j étant dans JjVn0- Alors, 

v[ 
g.ei0SNn0 f 

|(T»JVN0y| 
o oj. 1 [aj, bj < U[ai,6i]l 

g . EIOSNNQF 

|(jWn0y| 
o oj] 

+ I 
g 

|^iVn0y| 
o oj (aj) | + 9 

|^iVn0y| 
o o j (bj)|. 

D'après les calculs faits dans la proposition 4.1, on a : 

I 
a 

\ÇFNN0Y\ o o j (aj) | + 
g 

I^JVNOYI 
oa7(6?) < 

1 

7iv 
vIj (g) + ( 

KN 

U2N 
+ 

2 

(5 ) Ij 
\g\dm. 

Où 

5 = INF 

j£J Ntlq 
[ m ( T ^ ° ( / , ) ) ] > 0 , 

X = sup I 
fT"°)'(:r) - (T»°)'(î/) 

x - y 
I < oo, 

on prend le supremum pour x et y dans le même intervalle Ij quelconque de la 

partition de Tn°, x distinct de y. Il reste donc à majorer : v[aj, bj 
g.ei°SNn0 f 
jEJNn0 

O (J, 

= Aj. 

An = sup 
s 

m 

l=1 
i 
g . ÇIOSNNOF 

|(J»IVNOY| 
o oj (al) -

g . EIOSNNQF 

|(7\Wn0y| 
o oj (al -1) 
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où (ct£)o<£<m est une subdivision finie de l'intervalle [a,j, bj] et S est l'ensemble de 
toutes ces subdivisions. Mais : 

D 
g . eÍ0SNnQf 

|(JMVN0Y| 
o oj ( al) -

g . ÇIOSNN0f 

|^ATN0Y| 
ocrjioti-!)] 

< 
\goaj(oti) - go<Tj(at-i)\ 

|(TNn0)' o o j (al)| 

+ Igoajiai)]] 
1 

(TNn0)' 
ocrjioti-! 

1 
ÇfNnoy 

ocrji oti-!)] 

+ 
Nno-1 

k=0 
I 

9 
ÇfNn0y 

(<TjOti-i)(e IOF(Tk(*iat)) 
— e t0/(T*(<7i«*-i)) ) | . 

On en déduit alors que : 

Ai < 
1 

7iv vii (9) + 
KN 

72iV Ij 
\g\dm+\6\Nn0v(f) sup 

xE[aj,bj] 
[I 

g 
(npNnQy 

\O<TJ(X)]. 

Comme g est à variation finie, on peut toujours supposer que | a 
(TNno)' 

o Gj I atteint 

son supremum sur [a,j,bj\, ne serait-ce que par valeur limite, au point Xj G [a>j,bj\. 
Or : 

I 
9 

ÇpNn0y 
OCTjKXj) < 

1 

F [I 
g 

(JTNN0Y OGj{xó) -
Q 

(J*NN0Y °°A aj)\ 

+ I 
9 

ÇfNn0y 
ocrjioti - Q 

(TNn0y °°á\ xó)\ 

+ I 
a 

FRPNN0y 
ocrjioti - (JWNO V ocr jioti-

< 
1 

2 
ocrjioti- .9 

ÇpNn0y 
ocrjioti-

1 
7N 

ocrjioti-
KN 

72iV + 
2 

g 
) 

Ij 
\g\dm] 

< 
1 

7̂V VIj (<?) + ( 
KN 

72iV 4-
1 

5 ) Ij 
\q\dm. 

Ainsi : 

Aó < 
1 

7N VA \9) + 
KN 

72iV Ij 
\g\dm + Nnov(f)\0\[ 

D 

7* 
ocrjioti-

KN 

Y2n 
+ 

1 

g ) Ij 
\g\dm]. 

Donc : 

t#f°( i0) ( f f ) ] < 
jEJNno 

| 1 
7N 

vIj (g) + ( 
KN 

y2N + 
1 

S 
) 

Ij 
\g\dm}[2 + Nn0v(f)\6\} 

< [2 + Nn0v(f)\6\)[ 
1 

YN *>(ff) + ( 
KN 

j2N + 
1 

S )\\g\\i]. 

On a : 0 < i 
Y 

< 1 
2' 

donc 

lim 
N-oo 

2 + Nn0v(f)\e\ 
7JV = 0, 
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f et 0 étant fixés, on en déduit l'existence d'un entier N > 0 tel que 

a = 
2 + Nnov(f)\0\ 

YN 
< 1. 

D'autre part, comme S n'est pas nul, (c'est l'hypothèse (3')) , le nombre 6 = 

( KN 
Y2N + 1 

Ô 
)(2 + Nnov(f)\0\) est fini. On en déduit alors la décomposition spectrale 

de l'opérateur $f(i0). Pour tout 0 de R, pour tout f de V fixés, si g est dans V, 
n dans N alors : 

O f (iO) (g) = 

C EE (0) 

\nMg) + RnAid){g) 

où E(0) est un ensemble fini, éventuellement vide, est une valeur propre de module 
1 de $f(i0),$ç est le projecteur de V sur le sous-espace propre V(\ç) qui est de 
dimension finie. Rf(i0) est un opérateur de V dans V de rayon spectral strictement 
plus petit que 1, il vérifie pour £ dans E{0), o Rf(i0) = Rf(i0) o = 0. Il 
faut remarquer qu'en général pour 0 grand, il n'y a pas de valeur propre de module 
1 et que $f(i0) est un opérateur de rayon spectral strictement plus petit que 1. 
On remarque ici que l'on a vraiment utilisé l'hypothèse (3;), si on avait simplement 
supposer l'hypothèse affaiblie (3) : mîjeJnQ m(Tn°(Ij)) = 6 > 0, comme on peut le 
faire pour démontrer que $ vérifie les hypothèses du théorème de Ionescu-Tulcea et 
Marinescu, on aurait déduit de 

a = 
2 + nov(f)\0\ 

7 
< 1 

l'existence d'un 0o > 0 tel que pour \0\ < 0ç>, <&f(i0) vérifie le théorème de Ionescu-
Tulcea et Marinescu, cela ne suffirait pas pour montrer alors le théorème limite local 
car on a vraiment besoin d'avoir la décomposition spectrale de Q>f(i0) pour 0 grand 
et non pas simplement dans un voisinage de 0. • 

9.2 Le théorème limite local 

On va maintenant pouvoir démontrer un théorème limite local pour T une 
transformation de 6; 

Théorème 9.2. — On se place sous les hypothèses du théorème limite central pour f. 
On suppose de plus que pour tout 0 deR*, l'opérateur $f(id) n'admet aucune valeur 
propre de module 1. Alors pour tout intervalle fini A de R, uniformément en z, on a : 

lim 
n—>oo 

\a\/nhm[{x el: z + Snf - nm(fh) G A}] -
1 

V2n 
p. 

_ _2 
2~^m(A)\ = 0. 

Démonstration. — Quitte à enlever une constante à / , on peut toujours supposer 
que m(fh) = 0, il suffit donc de montrer que : 

lim 
n—>oo 

\ay/nhm[{x e I: z + Snf G A} ] -
1 

v 7 ^ 
e 

-z2 
^ r a ( A ) | = 0. 
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On définit la suite de mesures (vn)n>o par : 

Vn(g) = cfx/ne 
z2 

2a2n 
1 

0 
g(z + Snf)hdm. 

Ce théorème limite local est donc une conséquence de la convergence vague de la suite 
(un) vers la mesure de Lebesgue m 

V27T 
En effet on aura alors, pour tout borélien A , 

donc en particulier tout intervalle fini A de E , 

lim 
n—»00 

Vu A = 
m(A) 

V2^ ' 

Donc uniformément en z réel, au voisinage de n = 00, 

<jx/ñhm[z + Snf G A] ~ 
e 

-z2 
2o2n 

V2N 
m A . 

Il est bien connu que pour prouver une convergence vague, il suffit de tester sur 
3C, l'ensemble des fonctions de L^ÇH) dont la transformée de Fourier est continue 
à support compact, voir par exemple Breiman [Bl. X n'est pas vide car il contient 

A 1—> ( SIN A 
A 

)2. On fixe g un élément de X, on suppose que le support de g est dans 
[-6,0], où : 

g(t) = 
1 

V2n 

.+00 

'-00 
g(x)e %tx dx. 

Le théorème d'inversion s'écrit alors : 

9(x) = 
1 

V2n 

*-f-00 

- oo 
g(tytxdt = 

1 
V2n 

>+6 

-6 
g(t)eitxdt. 

Pour montrer le théorème limite local, il suffit de prouver que : 

lim 
n—»00 

\a\fn~ 
.1 

0 
g(z + Snf)hdm -

1 

V27T 

+oo 

—00 
9(t)e 

2 
2<r2n dil = lim 

n—>oo 
| 

An (z) 

v 7 ^ 
I = °-

D'abord, on a : 

e 
_22 
2cr2n = 

1 
V2n 

+00 

— OO 
e 

itz 
oVn e 

-t2/2 dt, 

fl(0) = 
1 

V2n 

•+00 

— oc 
g(t)dt, 

g(z + snf) = 
1 

V27T 

+g 

-<5 
g(t)eit (z+Sn f) dt. 
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Donc, on a : 

o~y/n 
ri 

o 
g(z + Snf)hdm = 

cfJn 

V2TT 

1 

o 
[ 

+g 

-5 
g(t)e it(z+Snf) dt]hdm 

= 
<J\fn 

V2n 

•4-5 

-Ò 
g(t)eitz[ 

«1 

0 
eitSnfhdm]dt 

= 
1 

v2n 

+goVn 

— ÔCTy/n 
g( 

t 

(Ty/n 
e itz 

(J y/Tl D 
.1 

0 
e 
i+±LXkl. 

(Ty/n hdm]dt. 

En appliquant successivement le théorème de Fubini et le théorème du changement 
de variable. On remarque que : 

1 

/o 
i 

e 

. Snf 
(T Wn hdm — (e its-/ (T -V/tT ,i)hm = m 

it 

oVn ) W , l ) m . 

Ainsi : 

Gyfn 
1 

o 
g(z + Snf)hdm — 

1 

V2n 

—ôay/n 

—ôay/n 
9( 

t 

crJn 
)e 

itz 
a y/ri (Of ( 

it 
oVn 

)(h),l>mdt. 

On a alors : 

An(z) = 
• + ô(Jy/n 

— ô<jy/n 
g( 

t 
aJn 

)e itz oVn (oVn 
if 

oVn 
)(/i),l>mdt-ff(0) 

" + 00 

— oo 
e it 

z oVn e" t2/2 dt. 

Pour calculer la limite on va séparer deux cas : t est proche de 0, on appliquera le 
théorème des perturbations, t est assez éloigné de 0, on utilisera l'hypothèse 3>/(it) 
n'admet pas de valeurs propre de module 1. 

1ÈRE ÉTAPE : t est proche de 0, le théorème des perturbations permet d'écrire 

(Of ( 
it 

Vy/n 
)(/i),l>m = Aî( 

it 
(Ty/n )<*o( 

it 

o Vn ){h),l)m 

+ 
p-1 

j=1 

Aj ( it 
o Vn )<*i( 

it 
o Vn 

)(ft),l)m + ( * î ( 
it 

(Ty/n 
) W , l > m . 

La fonction t i—»• [AQ( it 
<Jy/n 

*0 7* 
o Vn )(ft),l>m + (*?( it 

<j\fn )(h),l)mW t 
o Vn 

) que l'on 

nomme Un converge vers ô(0)e t2/2 de manière dominée pour | + 
crJn 

I < a, a > 0. En 

effet, on a déjà vu que : 

lim 
n—>-oo 

A0 ( 
it 

o Vn 
) = e -t2/2 

, 

lim !*o( 
if 

oVn 
)(/»), l)ro = l, 

lim 
n—>oo 

(Wf ( it 

o Vn 
)(/i),l)m = 0. 
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De plus, il existe ao > 0, tel que : si t 
a y/n 

est dans ] — ao,ao[ alors : 

|A0 ( it 
Oy/n )<*o( 

IT 

CFy/n 
)(ft),l>m - e -t2/2 < Cie - i2/4 

K * ( 
7,t 

o Vn 
) W , l ) m | < C 2 p ? <C3e -t2/4 

. 

Ainsi : 

|A0 ( 
it 

Oy/U 
)<*o( 

it 
o Vn )W , l>m + (*?( 

it 

o Vn )(h),l>m - e -í2/2 I < C4e -t2/4. 

La fonction g est continue sur [—£,¿1, il existe donc a2 > 0 tel que : si t. 
(Ty/ñ 

est dans 

] — a2 , a2 [ alors : 

|g ( 
t 

<rJn 
) - Â(0) | < 1 . 

Donc, il existe a = inf { a i , a2} > 0 tel que si : t 
(Ty/ñ 

est dans ] — a, a[ on ait : 

\Un(t) - g(0)e -t2/2 I <C4e -t2/4 llâlloo + e -t2/2 
. 

Cette dernière fonction étant integrable sur R, on en déduit que : 

lim 
n—»-oo 

+a<Ty/n 

— OLOy/n 
[Un(t) - g(0)e -t2/2 [e itz 

cr y/ñ = 0. 

2ÈME ÉTAPE : On s'occupe maintenant des termes : 

'+acTy/ñ 

— CLOy/n 
e 

itz 
o Vn A?( 

it 
o Vn 

) (Oj ( 
it 

dy/ñ )(ft),l)mâ( 
t 

o Vn 
)dt. 

Comme : 
limn_>00($J-( 7* 

crvñ 
)(Ä),l)m = 0 car<I>.7¿ = 0, 

I M 7* 
<T\/n ) I < 1 , 

ô est bornée. 

On en déduit que pour tout t fixé : 

lim 
n—¥00 

(Oj ( 
it 

o Vn )W,l>mA7( 
it 

(Jy/ñ 
)g( 

t 

<T\fñ 
) = 0 . 

Aj it 
crVn 

) est une valeur propre de 3>/( it 
Ty/ñ 

) , son module est donc strictement plus 

petit que 1 sauf pour t = 0. Donc, si 0 < e < I t. 
aWn 

I < a alors : 

|(O j ( 
it 

o Vn )W,l>mA?( 
it 

o Vn ) | <Cpn < C"e -t2/4 
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Quitte à changer C, on peut supposer que cette majoration est aussi valable sur 
[—£,£], le théorème de la convergence dominée de Lebesgue entraîne alors que : 

lim 
n—>oo 

+ Où<Jy/n 

—aay/n 
e 

itz A Y/N An ( 
it 

CRJN 
) (Oj ( 

it 

CFY/N 
) (h), 1) mg ( 

it 

(Ty/n 
)dt = 0. 

3ÈME ÉTAPE : On suppose maintenant a < \ t 
(J\/n 

I < S. Comme, on a fait l'hypothèse 

que <vf(it) n admet pas de valeur propre de module 1 si t ^ 0, le rayon spectral de 
l'opérateur $f(it) est donc strictement plus petit que 1. Il existe donc 0 < p < 1 tel 
que si a < \ t 

o Vn 
I < S, alors : 

((Of ( 
it 

(TY/N 
)(h),l)m\<CPn. 

Ainsi : 
| 

<*<| t 
A-Y/N \<s 

e 
irz 
(Ty/n (Of ( 

it 
o Vn 

) (h), 1) mg ( 
t 

(Ty/n 
)dt\ < C'pny/n~, 

qui tend vers 0 quand n tend vers oo. 

4ÈME ÉTAPE : Il reste 
\t\>Ot(Ty/n e -t2/2 g(0)e itz 

o Vn dt à étudier. Cette dernière intégrale 

tend vers 0 quand n tend vers oo, car elle est majorée par 
\t\>a(7y/n e -t2/2 |0(O)|cft qui 

est le reste d une intégrale convergente. 
Ainsi limn-̂ oo |^4n(z)| = 0. Ceci achève la preuve du théorème limite local. • 

9.3 Conditions sur / pour que $f(it) n'ait pas de valeur propre de 
module 1 

On va maintenant discuter l'hypothèse faite pour démontrer le théorème limite local : 
$f(it) n'admet pas de valeur propre de module 1 si t ^ 0. On va prouver une condition 
nécessaire et suffisante sur / pour que <&f{it) ne vérifie pas cette hypothèse. 

Proposition 9.3. — Soit f dans V, hm(f) = 0, soit £ dans R, £ ^ 0, les conditions 
(1) et (2) sont équivalentes : 

(1) il existe r dans [0,27r[,# dans V,g /^ 0: $f(i£)(g) = elTg 

(2) il existe Xp à valeurs réelles vérifiant e%{ph dans V telle que : 

ecf = eir eiyoT e -iy hm-p.p. 

Démonstration. — (2) (1) 
On a : e^f = e%rel(fioTe~l(p hm-p.p. avec e^h appartenant à V. Alors 

$№) {é«h) = ér^{évoTe-^e^h) m-p.p. 
= eir$(eivoTh) = eir$(ei,poTh) m-p.p. 
= eireiv hm-p.p. 
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Il existe donc g dans V,g — ellp ftra-p.p. tel que $f(i£)(g) = eirg. 

(1) => (2) 
On a : <èf(i£)(g) = eirg, donc : 

\g\ = \$f(iti)(9)\ = meiU-9)\<*\g\-

Comme ra(|#|) = m($\g\), on en déduit que $\g\ = \g\ m-p.p. et donc que \g\ = kh où 
k est une constante positive (on va prendre k = 1). On peut donc écrire que g = e1Kp 
ftra-p.p. où ip est à valeurs réelles, eliph est dans V. La condition (1) entraîne alors 
qu'il existe TV dans $,hm(N) = 0, il existe ip à valeurs réelles, el(ph dans V tels que 
pour tout x de I \ N, on ait : 

$ ( e ^ e ^ / i ) ( x ) = éré^x)h(x). 

ou : 

(*) 
jEJ 

eitf{<rjx)eM4x)h(a x) 
1 

\T'(ajX)\ 
lT(Tj){x) = eirei^h{x). 

Comme pour tout x de 7, 

h(x) = 

jEJ 

h(<TJX) 
1 

\T(ajX)\ 
1T(Ij) (x) 

l'équation (*) représente donc pour tout x de {ft ̂  0} Pi (I \ N) un barycentre de 
points de module 1 qui reste de module 1 ; ceci n'est possible uniquement si on a 
l'égalité de tous ces points. Ainsi, pour tout x dans {ft ^ 0} fl (I \ N), pour tout j de 
J tel que x soit dans T(/7) , on a : 

ei^f(ajx)eiip(ajx) _eirei<p(x)^ 

Donc, pour tout y de U ^ j a ^ f t ^ 0}\ iV] = T_1[{ft ^ 0} \ iV] , on a : 

E ^ / ( Y ) _ e%rei<poT(y)e-i<p(y) ̂  

De plus on a : T_1({ft ^ 0}) C {ft ̂  0}. En effet, si x est dans {ft ^ 0} alors : 

0 ^ ft(ar) = 
J ' € J 

ft(<j7x) 
1 

| T ' ( ^ ) | 
i ra , ) 0*0, 

il existe donc j dans J tel que : 

h(o~jx) t¿ 0 et x est dans T(Ij), 

donc tel que CTJX soit dans {ft ^ 0}, c'est-à-dire x dans T({ft ^ 0}). Comme 
ftmfr-^ft ^ 0}] = hm[{h ^ 0}] = 1, il existe Ni dans 93 tel que T~l[{h ^ 0}] = 
{ft ^ 0} \ Ni avec hm(Ni) = 0. Alors 

^ [ { M O } ] = T -1 { f t^0} \T"1(AT) 

= { f t ^ 0 } \ i V 1 \ T - 1 ( i V ) 

= / \ [ { f t = 0}UAT1UT-1(7V)]. 
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Il existe donc N = {h = 0}UN1UT"1^),hm(N) = 0 tel que pour tout x de I\N 
on ait : 

ei£f{x) _ eirei(poT{x)e-i(p(x) ̂  

Ainsi il existe <p à valeurs réelles, eliph appartenant à V, telle que 

e¿í/ = eirei<poTe-iv hm.pp D 

Pratiquement f de V est une fonction continue sur / , sauf en un nombre (au plus) 
dénombrable de points de / , soit 3"/ cet ensemble. ettph est dans V, on peut donc 
aussi supposer que Ton a une représentation continue sauf en un nombre (au plus) 
dénombrable de points de / . À l'aide du théorème de Ionescu-Tulcea et Marinescu, 
on peut préciser dans quel ensemble sont contenus les points de discontinuité de el<p. 
D'abord, on remarque que e%r est une valeur propre simple de 3>/(i£) dans V. Sinon 
il existerait ipi et ip2 à valeurs réelles, e7,iflhJ el(flh dans F, telles que : 

e*/ = eire^1°re-^1 = eir ei(p2°T e~i(fi2 /ira-p.p. 

D'où 
O(ei(y1 - y2)oTh) = ei (y1 - y2)h = O(ei(y1-y2)h) 

et donc e2^1-^2^ = k ce qui contredit le fait que $/(£) admet e%r comme valeur 
propre multiple dans V. On en déduit alors que e1(fh est l'unique solution (à une 
constante multiplicative près) de l'équation K(ip) = I/j où K est l'opérateur de V 
dans V défini comme la limite de la suite d'opérateurs de V dans V : 

AT+NN-L 

k=no 

e-irk$kf(iO 

N>1 
. 

Comme eir est une valeur propre simple de 3>/(z£), K est un projecteur sur l'espace 
vectoriel engendré par et(ph. Alors pour tout ip de V^Rty) = c(i/))et(ph. On choisit tp 
dans V, continue sur / et telle que cfMi) = 1. On a alors, pour tout x de / , 

e^h(x) = lim 
IV->OC 

[ 
AT+NN-L 

k=no 

e-»***(i0ty)](s) . 

On connaît donc les points de discontinuité de ettph dans J, ils appartiennent à 

T = 

n>l 

Tn [Tf U {aj} jE J]. 

Ceux de e%tp sont donc dans {/i = 0 } U 5 (qui est un ensemble de mesure nulle). Ainsi 
dans le cas, où f est continue sauf en un nombre au plus dénombrable de points de 
/ , l'équation 

eiEf = eir eiyoT e-iY hm-pp. 

revient donc à l'équation suivante : pour tout x de / \ [ { f t = 0}U3], 

ei£f(x) — eirei<poT(x)e-i<p(x) ̂  
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Maintenant, on peut préciser comment vérifier si 3>/(i£) admet une valeur propre 
de module 1. On prend deux points T-périodiques x et y n'appartenant pas à 
J U T_1(î) U • • • U T~p(3) où p est la plus petite période commune de x et y. On 

calcule pour £ de R*, e iESpf 
P en x et y. Si e 

iESpf 
p (x)¿e iESpf 

P (y), alors 3>/(i£) n'admet 
pas de valeur propre de module 1. 

Si maintenant on suppose que ft est minorée par une constante strictement positive 
sur {ft ^ 0}, on peut préciser la proposition 9.3. 

Proposition 9.4. — On suppose que i 
h 1{h=0} est dans V. S'il existe t de R* et s de R* 

tels que $f{it) et <&f{is) admettent une valeur propre de module 1 alors §f(i(t + s)) 
admet aussi une valeur propre de module 1. 

Démonstration. — D'après la proposition précédente on a : 

eitf = jrteivtoTe-i<pt hWrV^m 

eisf = eirSeiipsoTe-i<ps hmrpBpB 

où (pt,(fs sont dans V et prennent des valeurs réelles, car i 
h 

Ijh^cn est dans V. Ceci 
entraîne aue : 

e*(*+«)/ = c ^ ^ ' e ^ ^ ' ^ V ^ ' ^ ' ftra-p.p. 
= jrt+aei<pt+aoTe-i<pt+a hm-p.p. 

où etif>t+a est dans V et ift+s prend ses valeurs dans R. Si t + s ^ 0, on en déduit que 
$f(i(t + s)) admet une valeur propre de module 1. • 

Corollaire 9.5. — On suppose que ^ l { ^ o } est dans V. Alors, G = {t G R: $f(it) 
admet une valeur propre de module 1} est un sous-groupe additif de R. 

Les sous-groupes additifs de R sont de la forme G = {n0, n G Z } ou R. 

D'après les calculs de la 3ème étape de la démonstration du théorème limite central, 
dans un voisinage de 0 = 0 on a : 

|Afc(«0)| = l-20Jra[ 
AUO) 

A* 
] 

+ 92[Re2[ K.(o) 
A* 

}+Im2[ 
Ak (0) 

A* 
}-Re[ 

KO) 
Ak 

}} + o(e2). 

Comme |Afc(i0)| < 1 on en déduit donc que : 

Jmf 
AUO) 

A* 
] = 0, Re2[ 

AÍÍ0) 
Ak 

\+Im2[ 
A'fc(0) 

Afc 
\-Re[ K(o) 

Ak 
] < o . 

Donc si pour tout 1 < k < p — l o n a : Re2[ \l(o) 
Ak 

] + J r a 2 [ AUO) 
A* 

] - Re[ y¿(0) 
Ak } < 0, 

on en déduit que dans un voisinage de 0 = 0, l'opérateur $/(¿0) n'admet pas de 
valeur propre de module 1, il existe donc un plus petit 0Q > 0, éventuellement infini 
tel que 0 < |0| < 0o entraîne $/(¿0) n'admet pas de valeur propre de module 1 et 
éventuellement (si 0o est fini) $f(i6o) admet une valeur propre de module 1. On en 
déduit alors que G = {n0o, n G Z } est un sous-groupe discret de (R, -f-). 
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9.4 Théorème limite local dans le cas d'une fonction à valeurs entières 

Maintenant, on va montrer que si / = k — m(kh) où k est dans V et prend des valeurs 
entières, on a aussi un théorème limite local. (On ne suppose plus que h est minorée 
par une constante strictement positive sur {h ^ 0} . ) 

Théorème 9.6. — Si f = k — m(kh) ne vérifie pas (H), alors uniformément en z réel, 
pour tout intervalle fini A de R, on a : 

lim 
n—>oo 

\oJnhm\z + Snf e Al -
1 

V2n 
o 22 

2<r2n 
+oo 

¿=-00 

lA(z - nm(kh) + £)\ = 0. 

Démonstration. — Comme dans le théorème limite local, il suffit de montrer que si 
g est dans 3C, alors : 

lim 
n—>oo 

|o Vn 
»i 

o 
g(z + Snf)hdm -

D 

V2n 
e 

z2 
2<r2n 

-foo 

¿=-00 

g(z - nm(kh) + £)\ = 0. 

Comme g est dans 3C on a, 

GYJN 
r.1 

/o 
g(z + Snf)hdm = 

oVn 

V2n 

•+oo 

— oo 
5(*)eitz(^(^)(/i),l)mdt. 

Comme Snf = Snk — nm(kh), on a : 

$nf(it)(h) = $n(e itSnf • h) = $n e HSJI k •h)e —itm(kh)n = e itm(kh)n i k (it)(h). 

Comme A: ne prend que des valeurs entières, alors la fonction 1\-+ ($n(it)(h), l)m est 
périodique de période 2n. Alors : 

A = oyfn 
1 

/o 
#(;Z -F Snf)hdm 

= 
o Vn 

V2TT 

+oo 

¿=-00 

+7R+2¿7R 

r-7r + 2£7r 
g (t)eitz e —itm(kh)n (*ï(it)(/i),l)mA 

= 
o Vn 

V2TT 

+oo 

¿=-00 

*+7T 

r -7T 
<?(* + 2^?r)e i(t+2£7R)(z-nm(fe/i)) (*ï(«)(fc),l>m(ft 

= 
o Vn 
V2n 

+n 

— 7T 
G ( t ) e ^ ( ^ ( ^ ) ( / i ) , l ) m d t , 

où G(t) = +00 
'¿=-00 <?(* -H 2£ir)e î2£tt (z—nm(kh)) et donc 

G\fn 
1 

Jo 
g(z + Snf)hdm = 

1 

V27T 

•+<7-v/n7r 

' —(Ty/niT 
G ( 

t 

GJU 
)e itz 

o Vn (Of ( 
it 

o Vn 
)(/i),l>mcft. 
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La formule sommatoire de Poisson entraîne que pour tout x de R on a : 

1 

V27r 

+00 

¿=-00 
g[ 

x + 2nl 

2TT 
= 

+00 

n= —00 

<H27m)eina\ 

Pour x = 27r(z — nm(kh)), on obtient : 

GO = 
+oo 

£=-00 

9(27r£)e i£(z—nm(kh)) = 
1 

V2n 

+00 

¿=-00 

#(z — nm(kh) + ¿). 

Ainsi : 

1 

V27r 
e 

.2 
2<r2n 

+ 00 

£=-00 

g(z — nmikh) + i) = 
1 

y/2ñ 

+00 

'-00 
e -t2/2 e 

itz 3(0)dt. 

Donc, 

Icryn 
rl 

0 
g(z + Snf)hdm -

1 

V2n 
e 

z2 
2<r2n 

+oo 

£=-00 

g(z — nm(kh) -h t)\ 

< 1 
1 

V2n 

+oV2n 

— CJy/ri-K 
e itz 

77% 
G( 

t 

<j\Jn~ 
)(Of ( 

it 
o Vn )(/i) , l)m - e -t2/2 G{0)]dt\ 

+ 
|G(0)| 
V27T 

| 
|t| < o Vnn 

e -t2/2 
3 

itz o Vn dt\. 

Maintenant on refait exactement le même raisonnement que dans le théorème 
précédent car G est une fonction continue (c'est une somme finie de fonctions 
continues car g est dans 3C ) , on en déduit que : 

lim 
n—>oo 

sup 
zER 

\o\Jn~ 
*1 

/0 
g(z + Snf)hdm -

1 

V2ñ 
e 

z2 
2<r2n 

4-00 

¿=-00 

g(z - nm(kh) + £)\ = 0, 

ce qui achève la preuve. • 
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10 THÉORÈME DES GRANDS ÉCARTS 

10.1 Introduction, définition de T et $ 

Le but de cette partie est de donner un équivalent au voisinage de n = +00 de la 
quantité hm[ Snf 

n 
> e] où e est positif, assez petit et où / est dans F, m(fh) = 0. 

Cela permettra d'avoir le comportement de hm\ Snf 
y/n 

> x] quand n tend vers +00 et 

quand x tend vers +00 comme \/n c'est-à-dire 

lim 
n,x—>oc 

X 

y/n 
= €>0. 

Pour montrer les résultats de cette partie, on s'est aidé de l'article de E. Le Page 
[Ll pour les produits de matrices aléatoires. Afin de pouvoir exprimer facilement 
hm\ Snf 

n 
> e], on introduit le produit croisé associé à T et / . On pose : 

f: I XIR -- I X IR 

(x,t)*->(Tx,t + f(x)). 

On remarque que pour n > 0, Tn(x, t) = (Tn(x), t + Snf{x)). 

On définit l'adjoint $ de T par rapport à la mesure m (g) l où l est la mesure de 
Lebesgue sur R. Pour tous gi de 1/^^(7 x R) , g2 de L^0Z(J x R) on a : 

{$gi,92)rn®i = {91,92 of)m9i. 

Alors pour tout g de ^,(7 x R) , on obtient : 

9g(x,t) = 

jEJ 

g((TjX,t-f(<rjx)) 
1 

\T (<JIX)\ 
1T(IJ) (X). 

Remarque. — Si g(x,t) = gi(x)g2(t) avec g\ dans V, on a : 

Ji 
$g(x,0)dm(x) = 

1 
g(x, -f(x))dm(x). 

On en déduit alors que : 
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Proposition 10.1. — Pour tout f de V, on a : 

hm[ 
Snf 

n 
>e} = 

>i 
On (1 

[—00,—ne] • h)(x, O)dm(x). 

Démonstration. — On a : 

hm[ 
Snf 

n 
>e] = 

I 
E {Snf>ne} (x)h(x) dm(x) 

= 
1 

h(x)l [—00,—ne] (-Sn f(x))dm(x) 

= 
1 

On (h.1 [—00,—ne] )(x,0) dm(x) 

en utilisant la remarque précédente pour g(x,t) = ft(x)l[_00)_ne](t). • 

Pour démontrer le théorème des grands écarts, dans le cas de variables aléatoires in
dépendantes, identiquement distribuées de loi //, on utilise le procédé de relativisation 
de Cramer [F], [C]. Cela consiste à choisir un t dans R tel que p(t) = / etxdp,(x) soit 
fini et à construire une nouvelle mesure de probabilité tp de la façon suivante : 

V ( dx) = 
etxa( dx) 

µ (t) . 

Les résultats que l'on obtient pour la marche aléatoire de probabilité */i donnent alors 
des résultats similaires pour la marche associée à /i. On va faire à peu près la même 
chose ici. Ce qui va jouer le rôle de la transformée de Laplace ici est l'existence de 
l'opérateur $f{0), 0 dans R. 

10.2 Relativisation du noyau $ 

D'après la théorie des perturbations, on connaît la décomposition spectrale dans V 
de $f(0) pour tout réel 6, \9\ < a, il a pour valeurs propres Ao(0), Ai(0), • • • , Ap_i(0), 
elles sont simples associées aux fonctions propres /io(0), * • • > hp-i(0). De plus 
les fonctions 9 h* \k(0) et 9 »-> hk(9) sont continues. Les autres valeurs spectrales 
de $f(9) sont celles de l'opérateur ^/(9) qui est de rayon spectral p$ < p < 1. Si a 
est suffisament petit, comme Ao(0) = 1 et ho(0) = h par continuité on peut toujours 
supposer que |0| < a entraîne : 

Ao(0) >0,h0(9) > 0 

{h0(9) = 0} Ç {h = 0} , 

car la convergence dans V entraîne la convergence uniforme et car h\{9) et h 
admettent des représentants continus par morceaux ayant un nombre dénombrable 
de sauts. On a, de plus, le résultat suivant : 

Proposition 10.2. — Si \9\ < a, alors \Q(9) est la valeur propre dominante de $f(9). 
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Démonstration. — Pour tout k < p — 1, on a : 

$f(0)hk(0) = \k(0)hk(O). 

On définit sur {ho(0) ^ 0} l'opérateur Q$ suivant : pour (p dans V : 

Qe<p = 
*f(0)(tp .ho№ 

\o(e)ho(0) 

Comme {ho(0) ^ 0} contient {h ^ 0}, on restreint l'étude de QQ à {h ^ 0}. Pour x 
dans {h ^ 0}, on a : 

Qov(x) = 
jeJ 

e0f(ojx) ho (0)(ojx) 1T(Ij)(x) 

Ao(0) ho (0)(x)| T'(ojx) <P(<TjX), 

Qe est un opérateur positif markovien sur {h ^ 0}. On a pour 1 < k < p — 1, 

Q0( hk(0) 
h0(0) ) = 

xk(e) 
Xo(Ô) 

hk{9) 
ho{0) . 

Donc : 

|| hk(0) 
ho(9) 

1 {M<?)#o} h > \\Qe( 
hk(6) 
ho(6) 

)1 (M«)#o} ||v =| \k(0) 
Ao(0) 

|·|| hk(0) 
ho{9) l{/i0(e)#o}lk-

Ce qui entraîne : 
\xk(e)\<\Xo(0)\ = Xo(0). • 

On note maintenant he et A# à la place de ho(0) et Ao(0). Dans toute la suite, on 
notera pour r G C : 

er : R - > C 

t -- e r t 

Pour 0 G M, 101 < a, fixé, on définit 

<Pe' I xR->R 
(x,t) h-> he(x)e-e(t), 

ipo est une fonction propre de 3> associée à la valeur propre A#. En effet : 

$(Pe(x,t) = 
jEJ 

<pe(<TjX,t- f(<Tjx)] 
1 

\T'(<rjX)\ 
1T(Ij)(x) 

= e-9(t)*f(0)he(x) 
= \e<pe(x,t). 

Sur {h ^ 0}, he ne s'annule pas, on peut donc construire un opérateur markovien sur 
{h 0} en posant : pour (p dans V : 

(*) 0O(Y) = O(YY0) 

Xo<Pe 
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Remarque. — d$((p)(x) n'est défini que si x est dans {h ^ 0}. Ce n'est pas gênant 
car dans la suite, on ne l'appliquera qu'à des fonctions <p = g • h où g est telle que 
pour tout t de R, x h-» g(x, t) est dans V. 

Proposition 10.3. — Soit (eXn, eSn)n>o la chaîne de Markov de noyau de transition 
e$, alors on a : 

hm[Snf > ne] = [\ee-9e]nE 0,he [(1R- >e0)(eSn + ne) 
h 

he № ) ] 

Eo^he(g(eSn,eXn)) désigne l'espérance de la variable g(eSn,eXn) par rapport à la 
mesure hem quand (dSo,dX0) = (0,0). 

Démonstration. — On sait que : 

hm[Snf > ne] = 
I 

$n[l [—00,—ne] • h](x, 0)dm(x) 

= 
{h=0} 

l n [ l [—00,—ne] • h](x,0)dm(x) 

= A0n 
.(9 

{h=0} 
On [1 

[—00,—ne] 
h 

he 
• e$](x, 0)he(x)dm(x) 

= An0 E0,ho [1 [—00,—ne] · e0) ( 0 Sn) 
h 
ha (9*n)] 

= [Xee -0e]n E0,h0 [(1R- -EEWSN + ne) 
h 

ha 
(0 Xn)], 

on utilise ici la formule de relativisation (*) précédente. • 

10-3 Étude de la chaîne (°XN, ESN)N>0 

Dans ce paragraphe, on va démontrer que la chaîne (eXn, eSn)n>o vérifie une loi des 
grands nombres, un théorème limite central et un théorème limite local fonctionnels, 
ils permettent d'obtenir les équivalents de hm[Snf > ne] grâce à un bon choix de 0. 
D'abord, on va démontrer deux résultats sur l'opérateur $/(0 4- ia), a dans R. 

Lemme 10.4. — Pour tout a de R , on a : pour g dans V 

E0nh0 [e-ia(dSn)(g.h)(eXn)] = 
1 

A10 1 
®}{p + ia)(heg • h)(x)dm(x). 

De plus, on peut développer cette expression au voisinage de a = 0. 
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Démonstration. — On a, d'après la formule de relativisation (*) : 

Eo,he[e-ia(eSn)(g.h)(eXn)} = 
.0 

W o } 
$n[e-iag • h](x,O)h0(x)dm(x) 

= 
1 

An0 W o } 

On[e -ia&—enGg - n\{x,U) 
he(x) 

^ ( x , 0 ) 
dm(x) 

= 
1 

An0 fi 
On [e-{e+ia)hog • h](x, 0)dm(x). 

Mais 

$n[e-{e+icx)heg ' h){x,Ö) = $n[e(e+ia)(Snf)heg • h]{x) 

= $nf(0 + ia)(heg.h)(x). 

Ainsi : 

E0,he[e-ia(eSn)(g.h)(eXn)] = 
1 

An0 I 
*2(0 + ia)(heg • h)(x)dm(x). 

D'après le théorème des perturbations 5.7, on sait que l'on peut développer $n(6+ia) 
au voisinage de a = 0. On a pour g dans V, pour a assez petit : 

*f(0 + ia)(g) = 
p-1 

k=0 

\k(0 + ia)$k(0 + ia)(g) + + ia)(g), 

avec : 

Afe ((9 + io) = Afe ((9) + iaÀ'fc(0) - rv2 
2 V'(ö) + a2e(a) 

*k(0 + ia)(ff ) = * * ( * ) ( $ ) + i o * (D 
k (0)(g) - rv2 

2 
O :2) 
k 

(ö)(5) + a2£fc(a)(ff) 

^ f(ß + za) a pour rayon spectral p2 < P < 1, 

ce qui prouve le résultat annoncé. • 

On notera dans toute la suite : 

XQ(0 + ia) = \$+iot = A(9 + ¿aA¿ -
a2 

2 
A£ + a2e(a) 

et VQ la mesure de probabilité définie pour tout g de V, g s'annulant avec h par : 

O1 (0)(g) = v0 ( g 

Zie 
)h0. 

Lemme 10.5. — On suppose que pour tout £ deR*, l'opérateur n'admet pas 
de valeur propre de module 1. Alors pour tout a dans R*, l'opérateur 

Qa- 9 eV ^ Qa{g) = 
$f(0 + ia)(Qhe) 

A0h0 
e V 

qui est défini sur {h ^ 0} est de rayon spectral strictement plus petit que 1. 
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Démonstration. — On suppose le contraire : il existe g dans V, r dans K tels que 
Qa9 = etr9- Alors : 

\$f(6 + ia){ghe)\=\ehg\g\. 

Mais : 

\$f(0 + ia)(ghe)\ = |$[e {0+ia)J Qhe}\ 

< *[eef\g\he} 

< * ( 0 ) ( M M -

On obtient donc : 

*{0){\9\he) > \ohe\g\. 

On intègre par rapport à la mesure v$ qui invariante pour Qo, on obtient donc : 

MÌ9Ì) < M 
*f(0)(g\he) 

a0H0 ) = M\g\)-

On a donc l'égalité : 
$(0)(\g\he) = \ehe\g\ hm-p.p. 

Ainsi g = elif où ip est à valeurs réelles. L'équation Qag = e%rg devient alors, pour x 
de {h ± 0} : 

jEJ 
e 

IAF(CRJX) 
e iœ(A<ix) ee^a ^he((TJX) 

Xeheix^T^ajX^ ]1 T(IJ) (x) = éré^x\ 

On a un barycentre de points de module 1 qui reste de module 1 done pour tout x 
de T(Tj) C\{h^ 0}, j dans J, on a : 

eÌOLf(<7jX)eìw(<TjX) _ eireilf(x)^ 

Ce qui revient à etaf = e%re%*e %<foT /ira-p.p. Ceci contredit l'hypothèse Of (iE) 
n'admet pas de valeur propre de module 1 si £ / 0. • 

Le lemme suivant permettra, par la suite, de montrer une loi des grands nombres 
et un théorème limite central pour la marche considérée : 

Lemme 10.6. — On a : 

lim 
n—>oo 

E 0,he [e- ian (9Sn)h(eXn)] = e -Ha A0 
A0 v0(h). 

lim 
n -oo 

Eo,he k - » a JE 
(eSn -

A0 

A0 
n)h('Xn)] = e 

a? 
2 [ A0A0 - (A0)2 

A2 ] v0(h). 

Démonstration. — On applique le lemme 10.4 avec a = ^, g = 1. 

E 
0,h0 m -ian (*Sn)<Xn)] = 

D 

A0 7 
^(e + i 

a 

n 
)(hhe)(x)dm(x) = A(n,6). 
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que l'on développe pour n assez grand. 

A(n,9) = 
1 

A0 
(On (0 + i a 

n 
)(hhe), l)m 

= 
D 
An 

[A0 + i a 
n 

A0 + a 
n 

r ( 
a 
n 

)]n - [ve{h)+i a 
n 

( * n « * ) , i > m + 
a 

n 
(e ( a 

n 
)(hhe), l)m\ 

+ 
P-1 

k=1 
( 

Afc(<9 + ia ) 

A* )n<**(0 + * 
OL 

n 
)(/*/**), l>m + <*?(0 + ¿ 

a 

n 
) ( ^ ) , l ) m. 

On passe alors à la limite quand n tend vers +00, à cause du lemme 10.5 et comme : 

lim 
n—>oo 

mie + i 
a 

n 
)(hhe),l)m = 0, 

on trouve : 

lim 
n—ïoo 

m 0,he [ O • /> (e5n)/i(eXn)ì = e +ia Ad 
*0 v0(h). 

Pour le second résultat, on développe jusqu'au rang 2, on emploie exactement les 
mêmes arguments, on obtient : 

lim 
n—>oo 

E0,h0 [e-i a vn 
{9sn-

A0 

A0 
n)h(eXn)} = e 

O2 
2 

Í *î>'*«-(*;>)2 
*2 D 

voih). • 

On va noter 

o02 = 
X'lXe - (A¿)2 

A0 . 

En 9 = 0, 00 vaut a2 qui est strictement positif, il existe donc un intervalle centré 
en 0 sur lequel GQ est strictement positif, car la fonction 9 i-> GQ est continue au 
voisinage de 0. 

Remarque. — On peut aussi faire la preuve du lemme 10.6 sans utiliser le lemme 10.5 
mais c'est un peu plus long. On raisonne comme dans la démonstration du théorème 
limite central pour Snf, (donc sous des hypothèses un peu plus larges pour / ) . 

On va maintenant montrer un théorème limite local fonctionnel pour la suite de 
variables aléatoires (eXnidSn), on choisit |0| < a tel que a$ > 0. 

Lemme 10.7. — Pour toute fonction g continue à support compact sur IR, on a : 

lim 
n—Kx> 

sup 
zEr 

\V2nnaeE0he \g(z +° Sn - ne) 
h(eXn) 

he(eXn) 
1-e 

z2 
2no2 

. + OO 

— OO 
g(t)dtve(h)\ = 0. 

Démonstration. — Il suffit de le montrer pour g dans 3C, g est donc continue à 
support compact par exemple dans [—S, +5]. On a : 

g(z + eSn - ne) = 
1 

\Z2TT 

+5 

-0 
g(u)e i(z+eSn-ne)u du. 
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D'où, 

E0,he\g{z + eSn-n£) 
h(eXn) 

he(8Xn) 
] 

= E0,he [ 
1 

V2n 

+6 

-5 
g(u)e i(z+dSn-ne)u du 

h(eXn) 

he(8Xn) n 

= 
1 

V2n 

>+(5 

'-5 
Eo,he [eiu( 

6q 

--
ne)h{eXn)he{eXn))g{u)éuzdu. 

Alors : 

Cn = E0the[g{z + dSn-ne) 
HeXn) 

he{6Xn) 
\v2wnae — e 

,2 
2n<r2 

+oo 

'-oo 
g(t)dtve(h) 

= 
+Sy/nae 

—Sy/nae 
g{ 

U 

Vno0 
)e 

uz 
Vno0 Eo,he [eiu{ 

9Sn - ne 

y/nae ) 
h(eXn) 

he(eXn) 
]du 

= 
+oo 

—oo 
e 
-u2/2 

e 
i uz 
o Vn dug(0)vo(h). 

On passe à la limite en utilisant le lemme 10.5, comme dans le théorème limite local 
pour Snf et on a le résultat voulu exactement pour les mêmes raisons. • 

10.4 Théorèmes des grands écarts 

On peut alors démontrer deux versions du théorème des grands écarts, on remarque 
d'abord que pour \0\ < a, la fonction i/;: 6 h-> logÀp est bien définie. De plus on a : 

VKO) = o, 

V-'(o) = 
A0 

Ao 
= m(fh) = 0, 

< ( 0 ) = 
x" 

An 
-

A0 

Ao 
)2 = a2 > 0, 

W"(0) = o20. 

Au voisinage de 6 = 0, la fonction tp est donc strictement convexe. On suppose avoir 
choisi a sufEsament petit pour que i\) soit strictement convexe sur [—a, +a]. On choisit 
maintenant e dans ]0, ^ ^ [ . La droite y = te coupe alors la courbe y = ip(t) en 2 
points : 0 et 6e > 0. Comme tp est une fonction convexe, 9£ vérifie l'équation : 

W' (0e) = E. 

On peut alors montrer les deux résultats suivants : 

Théorème 10.8. — Si pour tout £ de R*, 3>/(i£) n'admet pas de valeur propre de 
module 1, alors : 

lim 
n—>oo 

(hm\ 
Snf 

n 
> £ ] ) 

1 = A0£e - 0EE. 
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Théorème 10.9. — Sous les mêmes hypothèses pour f, au voisinage de n = +00, 
on a : 

hm[ 
Snf 

n 
> e] ~ 

(Xeme -°«)»v0(h) 
V2nn 0 Eo0E 

Démonstration du théorème 10.8. — La proposition 10.3 entraîne que : 

hm[ 
Snf 

n 
> e] = (A0e-eT£o ,U ( lR- • W S „ + ne) 

h 

he 
(0 Xn)]. 

D'après le lemme 10.6, 

lim 
n—>oo 

E0ihe [ei&(°Sn + ne) 
h 

he 
(eXn)] = eWW-^veW, 

pour 0 = 0€1 on en déduit que la chaîne ((dSn + ne, eXn))n>o vérifie la loi des grands 
nombres : 

°S„. + ne 

n 
p 0, quand n —> oo. 

On en déduit alors que : 

[EoMr [(1R_-eOrSn+ne) 
h 

h0e (e'Xn)}} 1 
n 

> Eothe\(lR_.eem)( 
de Q &n 

+ 
nen)\ 

h 

h0e 
(9'Xn)}^}. 

Comme la quantité h 
he£ 

(d£Xn) est bornée et comme 

lim 
n—>oo 

Eo,hd£[(lR_ -eee){ 
9 Sn + ne 

n )] = i , 

on en déduit alors que : 

lim sur 
n—>oo 

{EQME [(1r_ - e ^ ) ( 
^5n + ne 

n 
) 

h 

h0e 
(0e Xn)]]1/n > 1. 

D'autre part : 

[ £ W ( 1 R _ -e*.)( 
0e Sn + nE 

n 
) 

h 

hee 
№ ) ] ] 

1n < [Eo,h.t[ 
h 

hee 
{e'Xn)]\ 1 

< k W + i i ] 1 

qui converge vers 1 quand n tend vers +oo. Donc : 

lim 
n -oo 

hm[Snf > ne] i 
n 

= e-°'e-Xee. • 

Démonstration du théorème 10.9. — La fonction t i-* e 6etl {t<0} est directement 
Riemann-intégrable. Le lemme 10.7 est donc encore valable pour cette fonction, pour 
6 = 6e, z = 0, on a : 

lim 
n—>-(-oo 

|V27rn<7« £0.hfl_ Í(1r_ • )( 
9*Sn + ne 

n 
) 

ft 

0̂, 
(0e Xn)] -

.0 

'-oo 
e - M d i - i / ^ , ( / i ) | = 0. 
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Donc la limite quand n tend vers +00 de la quantité suivante : 

| v ^ ^ * . ( A * . e - ' ' e ) n * W [ ( L R - ' < * . ) ( 
6<Sn + na 

n ) 
h 

h0e 
(e°Xn)} -

(\e.e-*<<)n 

Oe 
v0e (h)| 

est nulle. Car : 
A0e e-0ee = e (W(0) - 0ee) < 1 

et car : 
6£e - il)(Oe) = SUD 

te [0,0] 
\te - é(t)} > 0. 

C'est-à-dire : 

lim 
n—>oo 

I v727racr0e hm [Sn f > ne] — 
(\e.e-0<e)n 

0e 
v0e (h)| = 0. 

Donc, au voisinage de n = +00, on a : 

hm[Snf > ne] ~ 
(\e.e -°«rv$m(h) 

9£V27mae£ 

Remarque. — On peut aussi avoir en utilisant des méthodes similaires la vitesse de 
convergence dans le théorème limite central pour la marche (eSn,e Xn). On obtient 
alors un théorème des grands écarts un peu plus précis mais tout à fait analogue à 
celui obtenu pour des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées, 
voir par exemple Crépel [C] et Feller [F]. Les calculs étant ici longs et peu intéressants, 
on s'en dispensera. 
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11 APPLICATIONS SUR DES EXEMPLES 

11.1 Premier exemple : L a transformation Tx = 2x[l] 

La mesure m est invariante par T. L'opérateur de Perron-Frobenius associé à T 
est : 

O f(x) = 
i 

2 [/( 
x 
3 

) + / ( 
x + 1 

2 
)]• 

On va prendre plusieurs types de fonctions et voir si on peut leur appliquer les 
théorèmes limites précédents. 

11.1.1 Les polynômes de degré 1 : f(x) — ax + b 

Quitte à enlever une constante, on peut supposer que m(f) = | + b = 0, donc que 
f(x) = a(2x — 1), a dans M*. Dans ce cas on peut calculer directement a2 : 

<72 = (/,/>m + 2 
oo 

k=l 
(f,f °Tk)m. 

On a : 

(fj)m = a2 
1 

/0 
(2x-l)2dx = 

a2 
3 7 

pour tout n > 1 on a : 

(f,f°Tk)m = a2 
-i 

'o 
(2z - l ) (2T fcx- l )c te 

= a2 [4 
•i 

0 
xTfcxcte-2 

1 

o 
xdx — 2 

1 

0 
Tkxdx + 11 

= a2 [4 
1 

'0 
xTkxdx- 1], 
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on a de plus : 

1 

0 
xTkx dx = 

•i 

'0 
x{2kx\ dx = 

2fc-l 

p=0 

'(p+D/2FC 

'p/2FC 
x(2kx - p) dx 

= 
2k-l 

p=0 

[ 
2k 

3 (( 
p + 1 

2k )3-( 
p 
2k )3)-

p 
2 (( 

p + 1 

2k )2-( 
p 
2* )2)] 

= 
1 

22k 

2k-l 

p=0 
( 
1 

3 + 
p 
2 ) = 

1 

4 
+ 

1 1 

12 2*' 

d'où : 

< / , / o T * ) m = a2 
1 1 

3 2*' 

Ainsi a2 = ce2 
3 

[1 + 2- i 
2 

1 
1-1/2 

] = a2 > 0, pour tout polynôme de degré 1, on peut 

appliquer le théorème limite central. Pour appliquer le théorème limite local, il faut 
trouver les valeurs propres de module 1 de Of (iE). On a pour x de / , g dans V : 

Of (iE) (g) (x) = i 

2 
eit<*xre-ita , X 

2 )+tf( 
a? + 1 

2 )]• 

On remarque que pour g(x) = e2^ax on a : 

*/(¿0(0)0*0 = cos(Ça)g(x). 

g est donc une fonction propre associée à la valeur propre cos(£a), qui est de module 
1 si £ est dans JZ. À l'aide du test des points périodiques, on voit qu'il n'y a pas 
d'autres valeurs de £ pour lesquelles $/(¿0 admet des valeurs propres de module 
1, on cherche à résoudre dans ]0, J[ l'équation e^Slf^ = ei^2f(i/s)/2^ c'est-à-dire 
e*̂ a = 1, ses solutions dans R appartiennent à ^ Z qui ne rencontre pas ]0, Alors 
/ s'écrit u — u o T + ak, u dans V, k dans V à valeurs entières, m(k) = 0, on peut 
même préciser que u(x) = —2ax et que k{x) = 1 [1/2,1] 0*0 — 1 [0,1/2] 0*0- u n'étant pas 
nul, on ne peut donc pas appliquer le théorème limite local à / polynôme de degré 1. 

11.1.2 Les polynômes de degré 2 

On prend f(x) = a(3x2 — 1) + (3(2x — 1). On trouve par un calcul analogue. 

a2 = B2 + 
8 

3 
a2 + 

5 

2 
aB 

qui est positif si (a, B) ^ (0,0) car 

A = ( 
5 

2 
)2_4 . 

8 

3 
= -

53 

12 < U. 

On a donc le théorème limite central. Pour le théorème limite local, on résoud 
l'équation 

(*) 
eiçskf(P)/k = iask,{p')/k' 
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où p et p' sont des points périodiques de T de période A: et k' pour p = 0 et p — 1, on 
trouve £ dans 2tt 

3a+2/3 
Z, pour p = 0 et p = 1/3, on trouve £ dans 12tt 

5a+6tf 
Z. Si 6(3a+2/3) 

5a+60 
n est ni un entier ni 1 inverse d un entier, alors on a le théorème limite local. 

11.1.3 Les indicateurs d'intervalle : f = 1 o,6]j (a, 6) ^ ( 0 , 1 ) , 0 < a < 

b< 1 

La proposition 7.2 entraîne le théorème limite central car m([a, b]) = b — a est dans 
]0,1[. La fonction / étant à valeurs entières, telle que f — m(f) ne s'écrit pas w - w o T , 
on a alors le 2ème théorème limite local pour f et T : uniformément en z, pour tout 
intervalle fini A de R, au voisinage de n = +oo, on a : 

m({x G / : 
n-l 

k=0 

lub](Tkx) G z + n ( 6 - a ) + A } ) -
1 

o Vn 
e <r2™ 

_,2 

V2TT 

OO 

¿=-oo 

l&{z - n{b-a) +l). 

11.1.4 Les fonctions / = a l [0,1/31 + 61 [1/3,2/3], ab T¿ 0, |&/a| non inclus 

dans { n , 1 
n' 

n+l 
n 

n 
' n+l 

, n G N * } 

On a 5 = {1/3 ,2/3) , f ne s'écrit pas w - w o T + a+6 
3 avec u dans V en effet 1/7 est 

un point 3-périodique n'appartenant pas à 3" U T U T 2 (5") et 

S3 f(1/7) 

3 -
a + b 

3 
= 

/ ( 1 / 7 ) + / ( 2 / 7 ) + / (4 /7) 

3 -
a + 6 

3 = 
a 
3 

¿ 0 . 

On a donc le théorème limite central. / n'est pas à valeurs entières car \b/a\ et \a/b\ 
ne sont pas dans N. On résoud l'équation 

(*) eiîSkf(p)/k _ ei$Sk,(p')/k' 

où p et p' sont des points périodiques de T de période k et n'appartenant pas à 
U£<kT-£(3) et U*<fc,T-'(3*). Pour p = 3/7, p' = 7/15 on trouve : £ dans ^ Z . Pour 
p = 1/7, p' = 1/15 on trouve : £ dans f ^ Z . 

Les sous groupes ^ Z et fz^Z sont d'intersection non réduite à 0 s'il existe k dans 
Z tel que : 

24TT 

b 
= 

24TT 

6 — a 
k => a = (1 — &)& ou 

24TT 

b 
k = 

24TT 

6 — a 
^b = 

k 

k - l a. 

Ce qui est impossible. On peut donc appliquer le 1er théorème limite local à / 
et T. Donc uniformément en z réel, pour tout intervalle fini A de R, au voisinage 
de n = +oo, on a : 

m({x G I: Snf(x) G z + n(b - a) + A } ) ~ 
e 

-z2 
<r2n m(A) 

o Vn y/2ñ ' 
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11.1.5 Les polynômes trigonométriques 

On choisit pour fonction / un polynôme trigonométrique, on l'écrit : 

/ ( * ) = 

N 

k=l 
ak cos(2k7rx) -f 

N 

£=1 
ht sin(27r&r). 

On a JQ1 f(x) dx = 0. 
Conditions sur les a ,̂ be pour que f vérifie la condition (H) 

On suppose f = (f) — 4>oT. (j) admet un développement en série trigonométrique : 

O (x) = 

k 

au cos(27rA:x) + 
£ 

/3£Sin(27T^x). 

On a : 

4>{x) - 4>{Tx) = 
k 

ah cos(2'KKX) + 

£ 

pe sin(27r£r) 

= 
k 

ctk cosiAirkx) — 

£ 

Pe sin(47r^x) 

= 
k 

(a2k - OLk) cosUnkx) + 
k 

a2fc+i cos(2(2fc -f l)irx) 

+ 

£ 

(/k/-/?#)sin(47rte) + 
£ 

)8M+isîn(2(2£+l)7ra:). 

Ainsi si / = à — è o T, on a : 

1 < k < 
N 

2 
Q>2k = OL2k - Ctk 

d2k+l = «2A;+1 
et k > N ak = 0 

1 < € < 
M 

2 

B2l = /?2* - Pe 

02£+l = P2£+1 
et £ > M p£ = 0. 

On en déduit alors que : si 2k < N donc si k < log N 
log 2 ' 

on a : 

<*i = ai, <*2 = ai + Û2, . . . ' a2fc — 

k 

£=0 
a>2*, 

et donc 

a2k = 
[log IV/log 2] 

£=0 
dot si 2fc > AT. 

De même, pour : 2k < N 
3 donc pour k < log AT-loe3 

o , on a : 

0J3 = a3, «6 = a3 + a6, ai2 = a3 + a6 + ai2,. . . , a3.2fc = 
k 

£=0 
3̂-2* 
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et donc : 

a3.2k = 

f(logiV-log3)/log2] 

£=0 
a3.2i si 3 • 2k > N. 

On obtient donc les relations suivantes pour / = </> — (j) o T : 

1. .[(logAT-logfc)/log2] 
£=0 

ak2t = 0 pour k entier non multiple de 2 compris entre 1 
et N. 

2. [(logM-log fc)/log2l 
f=0 

bk2z = 0 pour k entier non multiple de 2 compris entre 1 
et M. 

Si Tune de ces conditions n'est pas vérifiée, on sait alors que a2 est strictement positif. 
Ici, on peut même calculer la valeur exacte de a2 : 

a2 = 
•1 

/0 
f2dm + 2 

oo 

k=1 

.1 

0 
/ / o Tkdm. 

On remarque que : 

JQ cos(2knx) cos(2q7Tx) dx = 
0 si q T¿ k 

i 
9 si q = k 

S1 sin(2&7r:r) sin(2<77nr) dx = 
0 si a ̂  k 
I 
2 

si q = k 

f* sm(2k7rx) cos(2g7rx) dx = 0. 

Alors 

i 

o 
f2dm = 

1 

2 
[ 

N 

k=l 
4 + 

M 

£=1 

b2], 

1 

0 
ffoTpdm = 

1 
2 B 

[N/2*] 

k=l 
0>k^k2P + 

[M/2»] 

£=1 

bib£2p]. 

Dans le cas où I N 
2P louf M 

2P 
] est nul on impose à la somme correspondante d'être nulle. 

On obtient alors : 

o2 = 
1 
2 

[ 
JV 

k=l 

a2 + 
M 

£=1 

b2] + 
oo 

p=l 

[ 
[N/2*>] 

k=l 

dk2Pdk + 

[Af/2'1 

£=1 

b£2pbi] 

= 
1 

2 
[ 

l<fc impair <iV 
[ 

[(logiV-logfc)/log2] 

p=0 

&k2P ]2 + 
1<£ impair <M 

[ 

[(logM-logfe)/log2] 

p=0 

bl2p]2]. 

On peut alors appliquer le théorème central limite et même donner la vitesse de 
convergence pour / un polynôme trigonométrique. 

Remarque. — On obtient des résultats analogues si on prend pour transformation 
T(x) = rx[l] , avec r un entier supérieur à 2. 
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11.2 Deuxième exemple : L a transformation Tx = 3x + a f i l , 3 > 0, 
/32 = /5 + 1 et a = 3-0 

2 
On a 

h(x) = 3 + 4/3 
5 [l[o 2-/3 

2 1 
:XÎ + i [f i ] (*)] + 

1 + 3/3 

5 
[1 

[fi], [fi] ] (x) + 1 
K f ] 

(x)}. 

La fonction /1 a pour points de discontinuité l'ensemble {0, 2-/3 
2 

/3-1 
2 ,a, 

/3 
2 ' 

1}. Cet 
ensemble est invariant par T. 

Tx 
1 

2 
2 
a 

1 
2 

/3-1 
2 

2-0 
2 

0 2-/3 
2 

/3-1 
2 

1 
2 

a /3 
2 

1 x 

h(x) 

3+4/i 
5 

1+3/3 
fi 
1 

0 2-3 
2 

/3-1 
2 

1 
2 

a B 
2 

1 x 

Si on prend / une fonction continue sur 7,3"/ est alors vide et 

3* = Un>oTn{0, 
2- /3 

2 
/ 3 -1 

2 ,a, 
0 
2 1} = {o, 

2-/3 

2 
/3 -1 

2 a, 
/3 

0 
, 1}. 

On peut donc appliquer le test des points périodiques à f en prenant des points 
n'appartenant pas à 3" ni à f (3-1 

2 
, al qui est l'ensemble {h = 0} . 

Ainsi on peut appliquer le théorème central limite à T et / « bien choisie » continue 
sur I. C'est un exemple de /3-transformation tel que le système (T, /1) est ergodique 
et non faiblement mélangeant, voir Wilkinson[W]. 

Par exemple, pour un polynôme de degré 1 f(x) = ax + 6, on a : 

µ (f) = 
1 

'0 
f(x)h(x) dx = 

a 
2 

+ 6 = 0 si a 
2 

= -b. 

On se limite à f(x) = 1-/3 
2 

(2x — 1), on remarque que si u(x) = x alors on a : 

u(x) - u(Tx) = 
(1 - /3)x - 3-/3 

2 = 
1-/3 

2 
(2x - 1) - 1 sur [0, O. — ft 

2 1 

( 1 - / 3 ) * - 1-/3 
2 = 

1-/3 
2 (2x - 1) sur 2-/: 

2 
0 
2 
1 

( 1 - / 3 Ì X + 1+/3 
2 = 1-B 

2 
(2x - 1) + 1 sur /3 

2 1]. 
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Ainsi f(x) = u(x) — u(Tx) + k(x), avec : k(x) = 1 [f.i] [x)-l [0, 2-B] (x). 

On remarque que si v(x) = 1 [0, 2-B] [x) - 1 «,1 .x), alors : 

v o T - v = 1 [0, 2-B] + 1 [0, 2-B] - 1 [0, 2-B] - 1 [*i*,7] 
- 1 [0, 2-B] + 1 [0,2] 

avec T 7 = /3-1 
2 

£-1 

2 
< 7 < 1 

2 
et Tö = a, 1 

2 
< 6 < a. Donc : 

voT-v = 2(1 :§,i] - 1 [0,^1 ) + ( ! [*i*,7] - 1 [ M ) = 2fc + lu. 

Comme {/1 — 0} =1 3-1 
2 

, ai, on en déduit que /ira-p.p. 

k(x) = 
1 

2 
[ v ( T x ) - i ; ( x ) ] , 

donc que / = <f> — (j) o T /im-presque partout, ainsi pour un polynôme de degré 1, 
<r = 0. 

Si maintenant, on prend f(x) = cos(27ra0, on a, : a(f) = —2 3+4/3 

5 
sin(7r/?). Pour le 

point 2-périodique p — 23-3 
2 . on a : 

S2f(p) - 2p(f) = -2COS(2TT/3) + 4 
3 + 4/3 

5 
sin(7r/3) ± 0. 

Donc on a le théorème limite central pour / . 

11.3 Troisième exemple : Les transformations «homographiques par 
morceaux » 

Ce sont des généralisations de la transformation « fraction continue » : T\x = {^}. 
La proposition suivante donne toutes les bijections de [0,1] qui sont des homogra
phies : 

Proposition 11.1. — Si cp est une bijection croissante de [0,1] qui est une homogra
phie, alors il existe un paramètre a de R+ tel que : 

(p(x) = 
ax 

(a- 1 
a 

)x + II 
a 

= fcc(x). 

Alors les bijections de [0,1] qui sont des homographies sont de la forme fa ou 1 — fa. 

Démonstration. — (p est entièrement déterminée par (</?(0), </?(l)) = (0,1) et par 
(¿/(0) = a2 où a est dans R+, ce qui donne le résultat annoncé. • 

Pour a dans R+, on définit les transformations de l'intervalle suivantes : 

Ta = Tl0f 1 . 
a 

Alors pour tout x de / , on a : 

TJx) = {a2( 
1 
x - m , 
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en effet : 

1 

f 1/a(x) 
= 

(1/a — a)x 4- a 

x/a 
= 1 - a2 + 

a2 

x 
= a2( 

1 

x 
- i ) + i . 

On a alors le résultat suivant : 

Proposition 11.2. — Pour tout a de R i , Ta est dans 6 et la densité de la mesure 
invariante est 

ha(x) = 
1 

log(l + 1/a2) 

1 

x 4- a2 ' 

Démonstration. — L'appartenance à 6 des transformations Ta se montre exacte
ment comme celle de T\. Pour calculer la densité de la mesure invariante, on calcule 
l'opérateur de Perron-Frobenius associé, il vaut : 

*af(x) = 
oo 

71=0 

f ( 
<y2 

x + n + a2 ) 
a2 

(x + n + a2)2 ' 

on vérifie aisément que ha est solution de <&aha = ha. • 

Remarque. — Pour a ^ 1, il n'existe pas de bijection ip strictement monotone de I 
telle que : 

Ta = ip-1oTlo^. 

Sinon, on aurait : 

ha = h o (p • \<p'\ avec h(x) = 
1 1 

log 2 1 + x ' 

et donc : 

y>e(x) = C(a? + a2)£Ca - 1 avec ca = 
log 2 

log(l + 1/a2) 

e = 1 si (p est croissante, e = —1 si elle est décroissante, C est une constante 
déterminée par ipi(0) = 0 et = 0. On trouve : 

Vite) = 
x + az 

a2 

ca 
— 1 et </?-ite) = 

x 4- a2 

1 + a2 

-ca 
- 1 . 

On calcule alors <£7X oT± o (p£ pour les bijections que l'on a trouvées, on remarque 
que l'on ne retrouve pas la quantité Ta, on en déduit alors que Ta et T\ ne sont pas 
conjuguées (au sens où il n'existe pas de bijection (p strictement monotone de I telle 
que Ta = (p-1 o Ti o <p). 

Pour avoir des transformations croissantes par morceaux, on compose Tp par 
g(x) = 1 — x, on trouve pour /3 dans ]1, +oc[ : 

T'Jx) = l-{82( 
1 

x 
- 1)} et h'Jx) = 

- 1 1 

log ( l - l / / 32 ) /32 -x* 
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Pour représenter ces transformations, il est plus facile de se ramener à une partition 

fixe. Ici la partition associée à Ta est : I = Une^[ a2 
a2+n+l' 

a2 
ot2+n 

]. 

On passe de cette partition à la partition : I = U nFN* 1 
n+l > 

1 
n 

1 par l'homographie 

fa. On a : la = joc o ta ° ji/cn ou ta est la transformation qui consiste a joindre le 
i i _ 2 

point ( ^ y , 1) au point 0) de façon homographique, avec pour pente au point 

(^ , 0). On fait de même pour T^, on définit t'p en inversant les rôles de 0 et de 1. On 
représente ici les transformations ta et t'Q. 

t(x 
1 

a = 1 

a < 1 

0 ' . . . i 
4 

1 
3 

1 
o 1 X 

tb 
1 

P>1 

0 ... 1 
4 

1 
3 

1 
2 1 RC 

Pour jouer sur deux pentes on pose pour 7 G]0,1[ : 

Sy(x) = 
x 
y 

sur [0,7] 

1 -X 
1-7 

sur [7,1] 

S'Jx) = 
y—x 
7 

sur [0,7l 

X — 'Y 
1—7 

sur [7,11. 

En composant .S7 ou £7 par Ta, on peut jouer sur 2 pentes, avoir 2 paramètres et 
avoir une transformation continue sur I. On note T7>a = S1 oTa et T7 a = 57 o Ta. 
Pour que T7 a soit dans C, il faut supposer que a2 > 7 car 1 est un point fixe et car 

la pente en 1 vaut a2 
7 

S' 

0 7 1 

57 

0 7 1 

a 

B 

0 „2 a3 
«2 + l + ^ + l 

a2 
a2+y 

1 » 

I7,a 
a2 > 7 

0 «2 a2 a2 
ü2+i+tí2 + la¿+7 

1 X 
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L'opérateur de Perron-Frobenius associé vaut : 

S7,a /(z) = 
oo 

71=0 
[/( 

a2 

•yx + n + a2 ) 
rv2^ 

(jx + n 4- a2)2 

+/ 
a2 

(7 — l)x + n + a2 + 1 ) 
a 2 ( l - 7 ) 

((7 - l)x + n + a2 + l)2 
]. 

O y,a f(x) = 
00 

n=0 
, [ /( 

«2 

7 — 7a; + n + a2 ) 
a27 

(7 — 7# 4- n 4- a2)2 

+/( 
a2 

(1 — 7)2; + n + 7 + a2 ) 
a 2 ( l - 7 ) 

((1 — j)x + n + 7 4- a2)2 
]. 

On pose 

9A(X) = 
1 

(A 4- l/a2)x + 1 

D 
Ax + 1 

= a2 
1 

x + 1 
,4+1/a2 

--
1 

X + • 
A 

} 

g A est dans V si A > — 1. Pour trouver les densités des mesures de probabilité 
invariantes par les T7>a on calcule les images de g A par $7)0, et par $75a, on a : 

O y, ag A(x) = 
a2T 

4̂a2 -f 7X 4- a2 
+ 

a 2 ( l - 7 ) 
Aot2 4- (7 - l ) z 4- 1 4- a2 

= a2 1 

x + a2(l+A) 
7 

--
1 

X — l+a2(l+A) 
1—y 

] 

K,*9A(X) = 
a2^ 

Aa2 + 7 — 72; + a2 
4 

a 2 ( l - M 
Aa2 + (1 - 7)x 4- 1 4- a2 + 7 

= a2[ 
1 

x + a2(l+A)+'Y 
1-7 

--
1 

X — a2(l+A)+<-y 
y 

]. 

Ainsi QA est une fonction propre de <I>~ a associée à 1 si : 

a2(l + A) 

7 
= 

1 

A + l/a2 
et -

(A + lia2 + 1 

1 - 7 
= 

1 
A 

donc si a2A2 + (a2 4- l)A 4- 1 - 7 = 0, pour que #A soit dans V on doit prendre 

A = 
(a2 - l)2 -f 4a27 

--
(a2 4- l)2a2. 

De même g A est une fonction propre de 3>7 a associée à 1 si : 

a2(.A + l ) 4 - 7 

1 - 7 
= 

1 

,4+1/a2 
et -

U + l ) a 2 + 7 

7 
= 

n 
A 

d'où si : 

a2,42 + (a2 + 7 + 1)A + 
7 
a2 

4 7 = 0 et a A + (a2 4- 7) A + 7 = 0. 

102 



TRANSFORMATIONS DILATANTES DE L'INTERVALLE 

A = - y 
a2 

est l'unique solution du système. Comme on a supposé que of > 7, on en 
déduit que h A est bien dans V et est la densité de la mesure invariante par T7 a. 

Dans tous ces cas, la densité h de la mesure invariante est majorée par une 
constante strictement positive sur [0,1], alors ^ est encore dans V, on en déduit 
d'après la proposition 7.1 que l'on peut appliquer le théorème limite central à toute 
fonction / non constante de V. D'après la proposition 9.3, on sait que l'opérateur 
$/(¿0 admet une valeur propre de module 1 s'il existe (p à valeurs réelles, avec e%(p • h 
dans V telle que : 

eif = ехтеЬр*Те-Ьр ftfrirpepe 

Comme / et \ sont dans V on en déduit que ег(роТ et el(p sont toutes les deux dans 
V, ceci n'est possible que si ег1р est constante et donc si / est à valeurs entières. Ainsi 
pour toute fonction / de V, on peut appliquer un théorème limite local, le second si 
/ est à valeurs entières, le premier sinon. 

On a trouvé par le calcul la valeur explicite des densités des mesures invariantes 
par Ta, T^, T7>a, T7 a. On va maintenant essayer d'expliquer pourquoi la densité 
a une forme aussi simple. Dans un premier temps, on va se restreindre au cas de 
Ta. D'abord, on va voir comment on code les points de l'intervalle 7 à l'aide de Ta ; 
ensuite, on va prolonger Ta de façon à ce qu'elle devienne bijective, cela consiste en 
fait à trouver un ensemble 9 qui représente tous les « passés » d'un point quelconque 
de 7, on notera Ta cette bijection. Alors l'action de Ta sur 1x9 n'est rien d'autre 
que l'action d'un semi-groupe contenu dans 5/(2, R) . Ainsi, la mesure de Liouville 
resteinte à 7 x 9 est invariante par Ta, on obtient alors naturellement en projettant 
cette mesure sur 7 la mesure invariante par Ta. 

Le cas des transformations T^, T7>a, T7 a se traite de la même façon, la principale 
difficulté est de trouver l'expression explicite de l'ensemble 9 qui représente tous les 
« passés » possibles de I. 

L'intérêt de la construction faite pour Ta est qu'on peut définir « le » développe
ment en fractions continues dans Z(a) d'un point de I et aussi qu'on peut poursuivre 
l'analogie avec les fractions continues classiques {a = 1) en construisant une dissection 
de Farey associée à Ta et interpréter l'action de Ta sur les géodésiques du demi-plan 
de Poincaré qui pour extrémités x dans I et y dans 9. 

La principale différence avec le cas classique est qu'ici on utilise uniquement un 
semi-groupe de matrices de 5/(2, E) et non un groupe : 5/(2, Z) pour faire cette 
construction, voir C. Séries [SI] [S2] et R. Moeckel [Мое]. Le fait d'utiliser uniquement 
un semi-groupe entraîne que l'ensemble limite n'est pas R mais II)9. Cependant, le 
fait que le semi-groupe soit en quelque sorte discret permet de faire le même type de 
raisonnement que dans le cas de 5/(2, Z) qui lui est discret. Il faut aussi noter qu'en 
général le groupe associé à Ta n'est lui pas discret. 

Pour x dans 7, on a : 

Tax ={a2( N 
x " I ) } 

= a2 
1 

x 
— 1) — ni si x est dans [ 

a2 

1 + a2 + ni ' 

a2 

a2 + ni 
],ni > 0 . 
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On a alors si x est dans [ a2 
1+a2+n1 

2 
a2+n1 

] , n i > 0 : 

x = 
2̂ 

Tax + ni + a2 = 
a; 

taw 
Q! 

+ m 
a 

-fa 

= a 
0 1 

1 a + n 
Q 

Tax 

a 
= a 

0 1 

1 a 
B i 

a 
0 1 

ni Tax 

a 

où M • z désigne Faction de la matrice M sur le complexe z : 

M>z = 
a b 

c d 
• z = 

az + b 

cz + d 

On note Ma et iVa les matrices 
0 1 

1 a 
et 

1 i 
a 

o i 
. Si TQa: n'est pas nul, on peut 

recommencer, on trouve : 

x = aMaN^MaN^ • 
Tlx 

a 

Plus généralement si pour tout k, T%x est défini, on trouve : 

x = aMaN^MAN22 • • • MAN2K • 
Tlx 

a 

et x = a lim 
k--oo 

aMaNn1MA^MAN 22 •••MAN2K •. 0. 

Ainsi x est entièrement déterminé par la suite des entiers (ni)*>o et Ta n'est rien 
d'autre que le décalage de la suite (n*). Pour rendre Ta bijective, on considère le 
décalage sur les suites indexées par Z et non plus par N * et donc on considère le 
passé 9 des points x de J. 

Si y est dans 9, alors on peut écrire que : 

y = lim 
k—>oo 

aN-^M^N-^M-1 • • • N-n-kM^ • 0, 

comme Na 1Ma 1 = Ma uNa on a aussi : 

y = lim 
k—>-oo 

aM-ltN~noM-ltN-n-i • • • M-uN-n-k • 0, 

1 £P est donc l'ensemble limite du semi-groupe engendré par {M -u N —n : n > 0} , 
donc £P n'est rien d'autre que l'intervalle ] — oo, —a2]. On remarque l'on peut voir / 
comme l'ensemble limite du semi-groupe engendré par {MaN£ : n > 0} . On définit 
alors le prolongement naturel de Ta par : 

fa :I x9-^Ix9 

(x,y) (Tax,a2( i 
y - i ) - m ( z ) ) . 
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Ta est bijectif et correspond au décalage sur la suite bilatère qui détermine 

entièrement le couple (x, y). Il n'est pas difficile alors de vérifier que la mesure de 

Liouville sur I x 9 : dv(x,y) = dxdy 
(x-y)2 

est invariante par Ta. En la proiettant sur la 

première coordonnée on en déduit la mesure invariante par Ta, c'est /iam, en effet : 

>-a2 

— oc 

dy 

(x - y)2 = 
1 

x + a2 ' 

On peut alors continuer l'analogie avec la transformation « fraction continue » et 

adapter la vision géométrique faite dans le travail de F. Dal'bo et M . Peigné qui suit. 
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