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COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DU
NOMBRE DE GEODESIQUES FERMEES SUR
LA SURFACE MODULAIRE EN COURBURE
NON CONSTANTE

Francoise DAL’BO & Marc PEIGNE

Soit g. une perturbation de la métrique hyperbolique sur M = H?/PSLy(Z), nous
démontrons que le nombre de géodésiques fermées sur (M, g.) de longueur au plus
a est équivalent quand a tend vers +00 & €% /ad. (ou 8. est exposant critique de
la série de Poincaré associée & PSL2(Z)). La démonstration de ce résultat repose sur
un codage des géodésiques fermées de (M, gc) relié au développement en fractions
continues des réels et sur 'utilisation d’un théoréme du renouvellement harmonique
nécessitant une étude spectrale précise de 'opérateur de transfert mis en jeu. Nous
retrouvons également par cette méthode probabiliste la distribution asymptotique
des constantes de Lévy des nombres quadratiques.

Let ge be a variation of the hyperbolic metric on M = H?/PSLy(Z), we prove that
the number of closed geodesics on (M, g.) with length less or equal to a is equivalent
to e?% /ad. (where J. is the critical exponant of the Poincaré series associated with
PSL3(Z)). The proof of this result is based on a coding of closed geodesics related to
the continuous fractions expansion of the reals and on an harmonic renewal theorem
which requires a precise description of the spectrum of the appropriate transfer
operator. Using this probabilistic method, we give a new proof of the asymptotic
distribution of the Lévy constants of the quadratic numbers.
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INTRODUCTION

Notons d la distance de Poincaré sur H? et § la métrique de Poincaré sur la surface
modulaire M = H2/PSLy(Z). Soit ¢ > 0, une métrique g. sur M est une e-
perturbation de g si la distance d. induite par g. sur H? et la courbure K. de (M, g.)
satisfont les hypothéses suivantes :

1. Pour tous 21, 2o € H?,
(1+€)7 (21, 22) < de(21,22) < (1 +€)d(21, 22).

En d’autres termes, les espaces métriques (H?,d) et (H?,d.) sont (1 + ¢,0)-
quasi-isométriques [11].

2. Tlexiste b €]0,1] et R > 0 tels que pour tout z € H?, K.(z) < —b? et K.(z) = —1
si Imz > R.
En d’autres termes, la courbure de M est strictement négative et égale & —1
dans la pointe.

Une telle métrique est obtenue par exemple en perturbant la métrique g
« réguliérement » dans un compact de M. o

Notons . I'exposant critique de la série de Poincaré . cpsr,,(z) e384 (7() si e =0
alors g = 1, nous démontrons le

Théoréeme A. — Il existe eg > 0 tel que pour tout 0 < € < &g, le nombre 7-(a)
de géodésiques primitives fermées orientées de (M, g.) de longueur au plus a soit
équivalent a €% /aé. lorsque a tend vers +oo.

Si € # 0, ce théoréme est nouveau, le cas de la courbure variable ayant été abordé
(a notre connaissance) jusqu’a présent pour des variétés compactes (23], [20] et [27]
pour le probléme plus général des flots d’axiome A). La méthode classique utilisée en
courbure variable s’appuie sur 'existence d’une partition de Markov associée au flot
géodésique, garantie par la compacité de la variété. Cette méthode semble s’étendre
au cas convexe cocompact mais n’est apparemment pas adaptée a 1’étude des variétés
avec pointes.

Si € = 0, la courbure est alors constante égale & —1 et dans ce cas le
théoréme A est connu ([15], [26], [10]). Différentes méthodes ont été développées
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en courbure constante. L’une d’elles, basée sur la formule des traces de Selberg [29],
est particuliérement bien adaptée aux variétés de volume fini (méme infini si la variété
est une surface dont I’exposant critique § € ]%, 1] (cf. [10])) et précise dans certains
cas [15] Pasymptotique par un reste. Cette approche ne parait pas appropriée 3 la
courbure variable.

La méthode que nous utilisons ici pour démontrer le théoréme A a été introduite
par S. Lalley [19] pour dénombrer les géodésiques fermées des quotients de H™ par
des groupes de Schottky (dans [8] nous étendons cette étude a des groupes libres
contenant des transformations paraboliques). Le fait que les groupes de Schottky
soient purement hyperboliques est essentiel dans le travail de S. Lalley, cela assure,
dans le codage des géodésiques fermées mis en jeu, le caractére dilatant du décalage
et la régularité holdérienne de la fonction plafond. Dans notre cas, afin de conserver
cette propriété de dilatation, nous sommes amenés 4 introduire un codage d’alphabet
infini. Nous compensons cette difficulté en exploitant la géométrie du probléme et
notamment la dynamique des transformations de PSLy(Z).

Voici le résumé du déroulement de la démonstration du théoréme A :

Notons 8.H? le bord de (H2,d.) (cf. [11] chap. 7). Nous introduisons une
transformation dilatante 7. sur O.H?, traduisant la dynamique des éléments de
PSL3(Z) sur le bord. Nous codons alors les géodésiques fermées de (M, g.) par des
points T.-périodiques de 0. H? et exprimons leur longueur & ’aide d’une fonction f.
définie sur 0. H?2. En un deuxiéme temps nous construisons une mesure de probabilité
ve sur O.H? invariante par T, et absolument continue par rapport i la mesure de
Patterson o, [17]. Nous relions ensuite m.(a) aux mesures N ,, définies pour tout

¢ € 8.H? et pour toute fonction continue par morceaux et bornée ¢ sur 9,H? par

+o0
New®@ =Y 5= 3 0€)10u(Snse(€)

n=1 " g//T2ngr=¢

ott Sonfe(€') = fe(€) + fe(Tel') + -+ + fo(T2"71E).

Le théoréme A se déduit alors du

Théoréeme B. — Soient 0 < ¢ < ¢ et A un intervalle de 8:H? tel que v.(A) > 0.
Lorsque a tend vers +00 N{; ,(14) est équivalent a he(€)oe(A)e /ad, uniformé-
ment par rapport a £ € 8. H? (la fonction h. représentant la densité de v. par rapport
4 oe).

Les mesures N(sg,a) s’expriment comme potentiel harmonique de la chaine de

Markov (Yy, fo(Y1) + -+ + fo(Yn)) sur :H? x R, les transitions du processus Y,
étant gouvernées par 'opérateur P adjoint de T, par rapport & v.. Aprés une étude
spectrale précise de P, on montre que le théoréme B découle directement du résultat
général suivant : soient X un espace métrique compact, (X,)n>0 une chaine de
Markov sur X de noyau de transition @ et g une fonction borélienne positive sur

X ; on note @ le noyau de transition sur X x R associé¢ & la chaine de Markov
(Xn,9(X1) + -+ 9g(Xn))n>0. On ale

116
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Théoréme du renouvellement harmonique. — Supposons que le couple (Q,g) satis-
fasse les hypothéses Hy, Hy, Hy, H3 et Hy explicitées dans le paragraphe 5. Soient p
lunique mesure de probabilité Q-invariante sur X et m la mesure de Lebesgue sur
R. La famille de mesures (a D>t L ok ((x,a),dy,dt)) converge vaguement lorsque

a tend vers +oo vers la mesure produit p(dy) ® m(dt) uniformément par rapport &
zeX.

Pour démontrer ce théoréme nous reprenons des arguments développés dans [1],
[13] et [21]. Soulignons que ’étude directe du comportement asymptotique de ces
potentiels évite l'utilisation, comme dans [19] d’un théoréme des grands écarts.
L’étude spectrale de P. permet aussi d’appliquer un théoréme du renouvellement
« classique » (c’est-a-dire sans le facteur %) et, en reprenant les arguments de

Y. Guivarc’h et J. Hardy [13], d’obtenir la

Proposition. — Pour tout 0 < € < g¢ le flot géodésique sur le fibré unitaire tangent
de (M, g.) est mélangeant relativement & la mesure pe @ m (voir § 6.5).

La démonstration que nous proposons de ce résultat repose sur l’étude de
I'opérateur de transfert P;.

Nous donnons également une application de notre méthode « probabiliste » &
Parithmétique en retrouvant des résultats de C. Faivre concernant la distribution
asymptotique des constantes de Lévy des nombres quadratiques. Introduisons
briévement quelques notations : si z €]0,1] est un irrationnel quadratique, on note
N(z) la plus petite période de son développement en fractions continues et ¢(z)
la « longueur » de z définie par £(z) = —2 Y N log Ti(z) si N(z) est pair et
lz)=—4 Zi(g)_l log T"(z) sinon. De plus, si [ao(z), a1(z), . . .] est le développement
en fractions continues de z, on pose % = [ao(),... ,an(x)]; sl z est un irrationnel
quadratique alors la suite (% log gn (m))n>1 converge vers un réel noté 3(x) et appelé
« constante de Lévy » de z. Nous avons le

Théoréme[9]. — Soienta > 0 et , l’ensemble des irrationnels quadratiques z €]0, 1]
tels que £(z) < a.

i) Le cardinal de J, est équivalent a 3"%—26“ lorsque a tend vers +o00.

ii) La somme Y ., B(z) est équivalente a %; lorsque a tend vers +o0.
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A PROPOS DU PLAN...

Les paragraphes 1 & 5 sont rédigés dans le but d’exposer une méthode nouvelle
permettant de retrouver des résultats connus. Suite & la rédaction de ce travail
nous avons été encouragés a I’adapter au cas de la courbure « légérement » variable.
Souhaitant conserver ’esprit initial dans lequel nous nous étions placés, nous avons
ajouté le paragraphe 6 dans lequel nous indiquons les modifications & apporter a la
démonstration du théoréme A en courbure constante pour obtenir l’asymptotique
de m.(a) avec € # 0. Cette extension & la courbure variable s’appuie sur différents
travaux parus sur les variétés hyperboliques (au sens de M. Gromov). Les références
que nous utilisons sont : le livre de E. Ghys et P. de la Harpe [11], un article de M.
Bourdon [4] sur le bord des CAT(—1)-espaces et un article de V. Kaimanovitch [17]
sur les mesures invariantes.

Nous tenons a remercier Y. Guivarc’h pour ses précieuz conseils, E. Le Page pour
Uintérét permanent qu’il a porté & ce travail ainsi que L. Guillopé pour la précision
avec laquelle il a lu notre premiére rédaction.

Les discussions que nous avons eues avec F. Ledrappier et ses encouragements
nous ont aidés a aboutir a la rédaction du paragraphe 6.
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1 CODAGE DES GEODESIQUES DE M EN
COURBURE CONSTANTE

Jusqu’au paragraphe 4, la surface modulaire est munie de la métrique de Poincaré.

Le codage décrit dans ce paragraphe est bien connu ([30], [14]). Nous développons
ici la présentation donnée dans [14].

On rappelle que PSLy(Z) est engendré par la translation 71 (2) = z+1 et la rotation
d’ordre trois r(z) = =L

= 222, Soit D le domaine fondamental de PSL2(Z) représenté par

la figure 1.1, la réunion D U rD U 72D forme un triangle idéal dont les images par
PSLy(Z) pavent H? (Fig. 1.2).

T1

. PSRN
.

. N

FiG. 1.1.

Les cotés de ces triangles idéaux appelés lignes de Farey correspondent aux images
par PSLy(Z) de I’axe imaginaire L = {iy|y > 0}. Notons L la projection sur M de
L, les deux points iy et 7271 (iy) de L, se projettent donc sur le méme point de L.

Dans la suite du texte, le terme géodésique de H? est synonyme de géodésique
orientée d’extrémités irrationnelles. Une telle géodésique coupe une infinité de lignes
de Farey et se projette sur M en une géodésique orientée restant dans un compact.
Pour alléger le texte, on appelle géodésique de M la projection sur M d’une géodésique
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D
2 - v
r“D . rD
_ 1 1 2
FiG. 1.2.

de H2. Pour coder les géodésiques de M, I'idée est d’associer & chaque géodésique ses
points d’intersection avec L (fig. 1.3) ce qui sur H? revient & associer & une géodésique
ses points d’intersection avec les lignes de Farey.

1.1 Points de changement des géodésiques de H?

Soit a une géodésique de H? ; elle coupe une infinité de lignes de Farey. Choisissons
un point Fy situé a l'intersection d’une ligne de Farey L et de a. En se déplagant sur
a 3 partir de Fy dans le sens positif (resp. sens négatif), on rencontre successivement
des lignes de Farey Li,Ls,... (tesp. L_1,L_5,...) en des points Fy, Fy,... (resp.
F_1,F_,,...) appelés points de Farey de « (fig. 1.4). Nous orientons les géodésiques
L,, selon la convention : (o, L,) €]0,7[. Notons 7, l'unique élément de PSL;(Z)
envoyant ’axe imaginaire L orienté dans le sens croissant sur L, ; on obtient ainsi
une suite bilatére (v, )nez d’éléments de PSLy(Z).

Soit 7_; = r71 ; pour tout z € H? on a 7_1(2) = 2

= 1
Lemme 1.1.1. — Pour tout n € Z, il existe eny1 € {1} tel que Yny1 = YnTe,,, -
Démonstration. — La géodésique 7, () coupe 7, (L,) = L au point de Farey

v 1(F,). Le point de Farey suivant est 7, '(Fn+1) et se situe sur v, (Ln41) =
Y 'Yn41(L). Deux cas se présentent (fig. 1.5) : soit 7, (Ln41) = 71(L) soit
Y (Lnt1) = 7-1(L).
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Fic. 1.3.

Corollaire 1.1.2. — 1l existe une suite (;);en formée de +1 et de —1 telle que :

1. sin>1, alors yn = YoTe, " Te

; S S |
2. sin <0, alors vp = YoTgy T, Tens

n

Parmi les points de Farey de a on distingue les points particuliers suivants :
Définition 1.1.3. — Le point F,, est un point de changement de a si £, # €pt1.

Soit Cy un point de changement de a. Par une construction analogue & celle des
points de Farey, on associe & « la suite (Cy,)nez des points de changement rencontrés
en se déplagant sur « a partir de Cy. Les points C), se situent sur des lignes de Farey
orientées notées ¢, (L) (fig. 1.6). En utilisant le corollaire 1.1.2 on montre la

Propriété 1.1.4. — 1l existe une suite bilatére d’entiers strictement positifs (n;)icz
et € € {£1} tels que :

1. sik > 1, alors vo, = Yo, TR T2 - '7'(n_’°1)k+15

- __ —ng,—N-1 “MNk+1
2. sik <0, alors yo, = Yo, T_2°Te T T(Cqyke
Soit s(z) = —-%, on a la relation 77! = s7_.s. Par conséquent si k < 0 on a

— no .-"N-1
YCr = VCoSTg " T_e "' T(_l)k+1€3'
Les extrémités de a se déduisent de la suite (n;);cz grace a la

Proposition 1.1.5. — Soient £_ et £ les extrémités de o orientée de £_ vers £€; on a
§- =70o8([non-1m—2---17%) et & =0, ([mangns---]7%)
ot [ningng---] = limy,yeo[ningnz---ng avec la convention [n;] = L et

[ningng -+ -ng) = 1/(ny1 + [nans - - -ng)) pour £ > 1.
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A A
LO Ll
a
Fy /—)\ F
L_1 F—l F2 Lg
F_,
-2 -1 0 1
Fic. 1.4.
Démonstration. — Commencons par le cas k > 1 et € = —1. On remarque que

T . 'T{l_’_cl),c(()) =[nng---np] et T --TZ’_"l)k(oo) = [ning - ngr]

avec si k est pair, ¥’ = k, k" = k — 1 et sinon, k' = k — 1, k" = k. Ces deux suites
de fractions convergent quand k tend vers 400, vers un méme nombre z € [0,1]
dont le développement en fractions continues est [njnz - --]. Par conséquent, v¢, (0)
et ¢, (00) convergent vers ¢, (). La suite des points de changement (Ci)ren de o
converge donc vers o, () ce qui entraine que £ = v, (). Si maintenant on suppose
k>1lete=1,on a alors

Tt -7'("_*1)“1(0) =n1+[ng - -npr] et T ~-~T("_"1),c+1(oo) =ny + [ng- -k

et le raisonnement précédent s’applique en remplacant x par z~!. Le cas ot k < 0 se
traite de fagon analogue.

On est & présent en mesure de coder les géodésiques de H? marquées en des points
de changement. Etant donnés une géodésique a de H? et Cy un point de changement
sur a, on associe a (a, Cp) le quadruplet ([non—1---],[nin2---],€,7¢c,)- On note O
la transformation de décalage sur les quadruplets définie par

O([non—1---],[mn2---],&,7) = ([ninon-1---],[nanz - - -], —&,y7").

Remarquons que la projection de © sur la seconde coordonnée correspond &
'application de Gauss T (déja introduite par A. Broise § 3) qui a = €]0, 1] associe la
partie fractionnaire de -31; Les propriétés suivantes découlent directement du codage.
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A
- > Vo (Lnt1)

7;1(Fn 1)
b +

HFr1)

Fic. 1.5.

Propriétés 1.1.6. —

1. Soit Cy le point de changement de a qui suit Cy, le couple (o, C1) est codé par
O([ron-1--+],[min2 -], €,7¢,)-

2. Soit g € PSLa(Z), le couple (g(), g(Co)) est codé par ([non—1---], [nin2---],&,97c,)-

En résumé, une géodésique o de H? d’extrémités £_ et £ marquée en un point de
changement C est codée par I'unique quadruplet (z_, z,¢,7) €]0,1]2x{£1} xPSL2(Z)
défini par :

1. C e y(L) et (a,y(L)) €]0,7[;
2. £ =7(z7°);

3. & =vs(z=°).

1.2 Propriétés des éléments hyperboliques de PSL,(Z)

Soient 7 une transformation hyperbolique de PSL3(Z) et Fix(v) la géodésique fixée
par «y orientée du point répulsif vers le point attractif de . Choisissons sur Fix(y)
un point de changement Cj et notons (z_,z,€,7), le quadruplet associé au couple
(Fix(7), Co). Comme (Fix(y),v(Co)) = (vFix(v),7(Co)), le couple (Fix(y),¥(Co))
est représenté d’aprés la propriété 1.1.6 par (z_,z,&,77o). Par ailleurs, v(Cp) est un
point de changement Cy avec k > 1; donc, toujours d’aprés la méme propriété, on
a(r_,z,6,7%) = ©F(z_,2,¢,7%). En développant z_ et z en fractions continues et
en revenant & la définition de ©, on établit la :
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&

-2 -1 0 1

— -1 -1, — 1. — . _ 2
YC_, =T1 T_137Co =T1 7YC, = Id» YC, = T2y

Fi1G. 1.6.

Proposition 1.2.1. —  Soit v un élément hyperbolique de PSLo(Z). Il existe vo €
PSLy(Z),e € {*1}, une suite d’entiers (n;); strictement positifs et un entier pair
k > 1 tels que : v = o ---7™~5 . De plus, les extrémités de Fix(y) sont
£~ = vos([mene—r—m1]"%) et & = Yo ([Rma—7k] %) ou [A1 7] désigne la
fraction continue T-périodique de période [ning - - - ng).

Notons qu’alors (Fix(y),Co) est codé par le quadruplet ([Agmg—1-- 71,
[Aimz - 1K), €, Y0). Déterminons le module de la valeur propre | A, | > 1 de 4. D’aprés
la proposition précédente, on peut se restreindre au cas ot y = 77 - - - 775, Le lemme
suivant se trouve dans [2] et [30], nous reprenons ici la démonstration de M. Bauer.

Lemme 1.2.2 (Lemme clef). — La valeur propre supérieure ¢ 1 de 7t - - - 77k est égale
\ k-1  __\\—1
a [Ip=o (TP(Pr—~"m&])) .
Démonstration. — Soient My = (§1) et M_y = (}9) les matrices de SLy(Z),

associées & 73 et 7_1. D’aprés la proposition 1.2.1 on a :

ni N [W]_E _ [‘7—,71‘—nk]-—6 )
Ms'”M‘E( 1 )‘A< ) ) ()

Les matrices M} et M™, s’écrivent également M = SD, et M*, = D,S avec
D, =(91)et S=(9}). Puisque S? =1d, la relation (x) devient

1 1
Doy D, ([_]) ) ([_]) |
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1 1
L’égalité D, ( ) =z ( + 1) nous donne
T Nk z

1 1
D, ---D, = [y 7k 'Dp, D, _
' * ([m}-l) (7™ D, = ([m]-l)

ce qui entraine

1 1

Dnl .o .an ([n - ]_1) = [nl .. .nk]_l[nz . 'nknl]—l[nknl . .nk_l]"l (
1Nk

1.3 Passage au quotient

Une géodésique & de M est marquée en un point de changement C si elle se reléve
sur H? en une géodésique a marquée en un point de changement C.

Fic. 1.7.

D’un point de vue géométrique, si Cy,_1, Cy,, Cry1 sont trois points de changement
consécutifs sur &, 'un des deux arcs géodésiques Cp,_1Cp, Cp,Cpy1 tourne autour de
la pointe et autre non (Fig. 1.7).

Les différents relevés sur H? de (&,C) correspondent aux images par PSLy(Z)
de (o,C). Si (a,C) est codé par (z_,z,e,v) (cf. § 1.1), I’ensemble de tous
ses relevés est représenté par {(z_,z,e,97),9 € PSLy(Z)} (cf. propriété 1.1.6).
Pour coder (&,C) choisissons le représentant (z_,z,e,Id), noté plus simplement
(z—,z,¢). Géométriquement, (z_,z,€) représente 'unique géodésique marquée de
H? se projetant sur (@,C) dont les extrémités £_, ¢ vérifient : €. < 0, £ > 0,
(14+£-)(1=€) < 0, et qui est marquée en son point d’intersection avec I’axe imaginaire
L.

Si maintenant & est une géodésique primitive fermée de M, elle se reléve sur H?
en un axe Fix(y) d’un élément hyperbolique v € PSLy(Z) primitif (i.e. v # g™ avec
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g € PSL2(Z) et n > 1). Soit P € Fix(7), la longueur de & est égale a la distance de
Poincaré de P & v(P), c’est-a-dire & 2log |\, | o A, est la valeur propre de module
> 1 de . Soit (z,z_,¢) le triplet codant (&, C). D’aprés la proposition 1.2.1, il existe
un entier pair k > 1 et k entiers strictement positifs (n;)%_; tels que z = [A7- 7] et
x_ = [Ag 1) Pour coder (&, C) on peut ne retenir que (z,€) puisque z_ se déduit
directement de z. Le couple O([n1- k), &) = ([ nxm1], —€) code la géodésique
marquée au point de changement qui suit C. La géodésique & contient donc k points
de changement différents et d’aprés le Lemme-Clef 1.2.2 on a la

Propriété 1.3.1. —  Soit (&, C) une géodésique fermée et marquée de M codée par le
couple ([m17g),€). La longueur de & est égale a —2log H';;(l) TP ng).

En résumé, une géodésique fermée de M est codée par un couple (z,¢) €]0,1]x{£1}
vérifiant T*z = x pour un certain entier pair k > 1. Soit f(z) = —2logz; la longueur
de & est égale & Spf(z) = f(z) + f(Tx) + --- + f(T* 'z) (ot k est la plus petite
période de z). Ce codage permet d’exprimer le nombre m(a) de géodésiques fermées
primitives de longueur au plus @ sur M munie de la métrique de Poincaré sous la
forme :

- 1 2n
mo(a) =) —#{z €)0,1]|T*"z = g,
n=1
Sanf(z) < a et 2n est la plus petite période paire de z}.

Remarque. — Sion remplace PSLy(Z) par un sous-groupe I d’indice fini, les couples
(@,C) de la surface S = H2/T sont alors codés par
(z—,z,€,%) €]0,1]% x {£1} x PSL2(Z)/T. Notons F = PSLy(Z)/T ; le nombre nr(a)
de géodésiques fermées de S de longueur au plus a s’écrit alors :

+
7r(a) =

8

S

#{(z,,7) €]0,1] x {£1} x F | T?*(z,¢,7) = (x,¢,7),

3
Il
-

Sanf(z) < a et 2n est la plus petite période paire de z}.

ou T(z,¢,7) = (Tz, —5,77',.,[1/’”]).

128



2 FLOT GEODESIQUE ET CODAGE EN
COURBURE CONSTANTE

Notons (at)icr le flot géodésique défini sur le fibré unitaire tangent de la surface M
privée de ses points singuliers.

2.1 Représentation du flot géodésique par un flot spécial

Soit G l’ensemble des géodésiques de M marquées en un point de changement.
Cet ensemble est une section du flot géodésique puisque l'orbite par ce flot d’une
géodésique & marquée en un point quelconque rencontre G. A tout couple (a@,C) € G,
on associe le réel strlctement positif t(a,C) correspondant au temps de premier
retour de a;(&,C) sur G. Notons T l'application de Poincaré sur G définie par

T(@,C) = ayac) (@, C_’) le réel t(a,C) représente la distance de C' au point de
marquage de T'(&, C).

R+ A
t(a,C) .

' identification sur M de ces 2 points

! \

| \

; %

@C)  TaC0) G

Fic. 2.1
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2.2 Lien entre mesure de Gauss et mesure de Liouville

La relation que nous établissons entre ces deux mesures est connue ([30]). Relevons
la situation sur H? et notons G ’ensemble des géodésiques de H? d’extrémités é_ et
& vérifiant : £~ < 0,6 >0,(14+£-)(1—¢&) < 0. D’aprés les § 1.1 et 1.2, une géodésique
marquée (&@,C) de G codée par (z_,z,€) se reléve en une unique géodésique de G

—€
d’extrémités £ = (—mL) , € = x7¢, marquée en son point d’intersection avec

'axe imaginaire. Notons T} I’application sur G qui reléve T. L’image par T} d’une

géodésique o de G d’extrémités £_, £ est la géodésique y(a) oa vy =74 (€] g E>1et
-1

v = 7'__1[E Vsi & < 1. 1l existe donc une partition dénombrable (G;);cn de G telle que

sur chaque G; l'application T} corresponde & I'action d’un élément 7.". Soit u la

dé_d¢

ou |€_ — &| désigne ici la longueur euclidi(ifme £dle la corde reliant £_ a £. L’invariance
de u sous l'action de PSLy(Z) entraine son invariance sous l’action de Tj.
Si maintenant on code les éléments de G par les triplets (z,z_,¢) de
[0,1)2 x {—1,1}, I'application T} se traduit par le décalage ©, et u devient la mesure
dr_ dz

O-invariante (encore notée p) définie par p(dz— dxde) = m(&.,_l + 6-1)(de).

Considérons la projection p de [0, 1]2x {£1} sur la seconde coordonnée et I’application
de Gauss T sur ]0,1]. Puisque po © = T o p, la mesure image p(u) est T-invariante.
Pour tout borélien A de [0,1], on a p(u)(A) = p([0,1] x A x {£1}) ce qui s’écrit

encore .
dzr_ dx
p(,u)(A)—2/Ad:L'/O (1+ac:c_)2_2/Al+z'

Aprés normalisation de p(u), on retrouve la mesure de Gauss (introduite également
par A. Broise § 4.4) sur [0, 1] définie par h(z) dz ot h(2) = sz

restriction & G de la mesure de Liouville sur le fibré unitaire tangent de H?,
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3 COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DU
NOMBRE DE GEODESIQUES FERMEES DE
M EN COURBURE CONSTANTE

On rappelle que le codage des géodésiques fermées de M (§ 1.3) conduit a Pexpression
suivante de my(a) :

+o0o

mo(e) =Y ~#{z €0, 1| Tz = 5,

n=1

Sanf(z) < a et 2n est la plus petite période paire de z}.
Dans ce paragraphe, nous démontrons le

Théoréme 3.0.1 (Théoréme A en courbure constante). — Le nombre mo(a) de géodé-
siques primitives fermées de M (ou d’un revétement fini de M) de longueur au plus
a est équivalent & < lorsque tend vers +oo.

Pour a > 0, on pose N(a) = }_,5; L4 {2 €)0,1]|T?"z = z et Sanf(z) < a}; on
a N(a)— N(%) < mo(a) < N(a). Pour établir le théoréme A, il suffit donc de montrer

que N(a) est équivalent & % lorsque a — +00. Pour ce faire, nous reprenons une idée
de S. Lalley [19] et approchons N (a) par des quantités de la forme

Nz ,a)(L[a,0) = Z > les®1pa(Snf(®)

">1 {y | T?"(y)==}

ol [a, B] est un intervalle inclus dans ]0,1] et = un élément de ]0, 1]. En exprimant
N(z,q) comme potentiel harmonique d’un opérateur positif P (§ 3.2), on obtient le

Théoréme 3.0.2 (Théoréme B en courbure constante) — Sozt [, 8] C [0,1]; lorsque a
tend vers 400, Nz 4)(1(a,g]) est équivalent a mﬁ X & uniformément par rapport

az €0,1].

Ce théoréme permet d’expliciter le comportement asymptotique de N(a) (§ 3.1);
sa preuve se fait en appliquant le théoréme du renouvellement harmonique au couple

(P f) (§3.2).
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3.1 Le théoreme A se déduit du théoréme B

Notation. — Soit z = [n1,ng,...]; pour tout entier p > 1, on note R,(x) le rationnel
[n1,n2,... ,np).

La premiére étape consiste a relier N(a) aux mesures N(; o). Pour ce faire, nous
fixons k > 1 et nous numérotons les différents k-uplets d’entiers non nuls :

N** — {(ng"),... ,nﬁj)), ieN*}.

Pour chaque ¢ > 1, nous notons I; l'intervalle formé des irrationnels =z €]0, 1] tels
que Ri(z) = [ngl), . ,n}cz)] et nous fixons un élément (¥ de I, ; remarquons que
(I;)ien~ forme une partition de I’ensemble des irrationnels de ]0,1]. Soit z € I;; si z
vérifie T?"z = z pour un certain entier n > 1, on lui associe le réel =’ € I; tel que
q

Rzn(J:I) = RZn(z) et T2’nml = "L’(l) :

T =[p1p2 - Panprpz- -] ¢— & = [p1p2 -+ paan’, ... RO (3.1)
avec p; = ngi),pz = ng), ey DR = ng). (3.2)

On construit ainsi une bijection entre I’ensemble des z € I; tels que T?"z = z pour
un certain entier n > 1 et Pensemble des =’ € I; tels que 72"z’ = (%) ; soulignons que
pour tout 0 < £ < 2n, on a Ronyk—e(Tr) = Ronyk—e(Tz’'). Le lemme 3.1.1 permet
un controle précis de | f(T*z) — f(T*z')|.

Lemme 3.1.1. — Il existe Ng € N et

A > 0 tels que pour tout p > Ny et tous
irrationnels z,y €]0,1] vérifiant Ry(z) = Rp(y),

»(y), on ait |logz —logy| < 4.

Gréce a ce lemme, on a

1
|Son f(x) — Sanf(z')| < A op ~ Ck
p=k
d’ou les inégalités
+00 T
Y Newaeyn) SN@) (*) et N@) <D N are)(1n)  (x5).
i=1 i=1

Notons que limx_,400€r = 0. Le comportement asymptotique de N(a) est donc
étroitement lié & celui de N(; q). Le théoréme B est démontré dans le paragraphe 3.2;
admettons le momentanément et expliquons comment le théoréme A s’en déduit.

Démonstration du théoréme A. — Le lemme de Fatou appliqué a 'inégalité (x) nous
donne .
o0
L
e ck Z ——Tr—l(—l)—— < liminf iN(a)

< (1 + ;1;(2)) log2 = a—+oo e

=1
oi m(I;) désigne la mesure de Lebesgue de l'intervalle I;. Le passage a la limite
lorsque a tend vers +o0o dans I'inégalité (*x) est plus délicat et nécessite un argument
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de domination afin de pouvoir utiliser le théoréme de Lebesgue. Signalons que cette
difficulté n’existe pas dans [19], puisque dans ce cas la famille des indices ¢ est finie.
Le lemme suivant résout cette difficulté.

Lemme 3.1.2. — Il existe une suite (C;);>1 de RT, vérifiant Z;’z"f Cj < 400 telle
que pour tout a > 0 et tout i > 1, on ait N(z(i) a)(lji) < Ci%.

Grace a ce lemme et au théoréme B, nous avons limsup, .. %N(a) <
ek Yoo mUs) 1) suffit pour achever la preuve du théoréme A de faire tendre
i=1 1 1+z®) log 2

k vers 400 et de remarquer que

lim io L R /1 S E—
k—too i~ (1+zM)log2  Jo (1+2®)log2

i=1
Démontrons maintenant les lemmes 3.1.1 et 3.1.2.

Démonstration du lemme 3.1.1. — Pour tout irrationnel z €]0,1],ona |z — Rp(z)| <
1

s7= ([K]). En notant n; = [%], on obtient pour p > 3,
1 1 < |Tz — Rp—1(Tz)| < =

-R - _
|z = By(2)] nm+Tz ni+Rp_1(Tz) |~ n? = 2p-3

d’ott la double inégalité 1 — 515 < 5”;—’”) < 1+ 5. Puisque Ry(z) = Ry(y), on a
alors

1—5?1:7<£<1+2p%
45 "y 1-5

Il existe donc deux constantes A et Ny indépendantes de x et y telles que pour p > Ny,
on ait |logz — logy| < 51,,.

Démonstration du lemme 8.1.2. — On a
N(z(i)’a)lli = Zn21 %z{lezn(y)zx(i)} 1y, (y)l[o,a] (S2nf(y))

Sans perdre en généralité, on peut supposer que £ = 2¢. Notons que si R"(z) =
[p1--pn] alors [] = p1, [7;] = P2, [7eir5] = P, d00 S, f(2) > logpr -+ p.

Décomposons alors N(z(i),a)(lli) en Néz(i),a)(lh) + N(/xw,a)(lfi) avec

£
Ny =32 3 10)10a(Sni)

n=1" {y| T2 (y)=z(}

et
+o0 1

Nélg;(i),a) (1Ii) = Z . Z 1y (y)l[O,a] (S2nf(y))

n
n=t+1" {y| T2 (y)=2()
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Pour tout 1 < n < £, si y € I; et T?"y = 2V alors Ran(y) = Ran () et donc
Snf(y) > 2log n(ll) .0 Par conséquent

4
1 0
Nipo,a)(11) € D7 100 (2log n” -+ n).

n=1

La fonction x , on a pour tout réel a positif

e’ e?l+zx
<
1[0 a] = 1[0»1+a] (1 +$) ~ a e°

[N / 1 e ' _ L 1 1+2logn(i)~-vn(i) sos
d’ou N(x(i>,a)(11i) < Ci% avec Cf = >, 1+ =, Notons que la série

n=1ln (nl.“nn)Z

19 C! est convergente.

Majorons maintenant le terme N( W, )(111.). On a

+oo1

N(zu) a)(lz )= > - > > 1,1 (San-ef(2)+Sef(y))-

n=E+1 " {z|T2r~¢(z)=2®} {y | T¢(y)=2}

La condition y € I; entraine Ry(y) = [ng”nﬁf’] d'on Spf(y) > A; avec 4; =
2log n(l) .‘nl(l)' On obtient alors N(ww a)(]'Ii) < N(z(i) a-A,-)(l[O,l])'

D’apres le théoréme B, il existe A > 0 tel que N(z(i)’a)(lh) < Al‘f:—a—ﬁ‘—i pour tous
i € N* et a > A;. Pour A; < 1, on obtient N(z(i) a)(lli) < A% < A%Aie““f. 1l

suffit pour conclure de remarquer que la série ), A;e~ 4 est convergente.

3.2 Démonstration du théoréeme B

Introduisons 'opérateur de transfert associé a la transformation T', c’est-a-dire
lopérateur P adjoint de T par rapport & la mesure de Gauss v(dz) = h(z)dx avec

h(z) = m. Pour toute fonction borélienne bornée ¢ sur 0, 1], on a
= 1+z 1 1
vz €]0,1], - h)e—f®)
z €] Z (n+z)( n+1+:c)(p<n+a:) h(z) Z (e ()
n=1 {y1T(y)==}
avec f(y) = —2logy. Les itérés de P sont donnés par la formule
1 n—1
Vn>1, Pp(z)= el Z h(y)e= S W (y) avec Spf = Z foTk.
{y|T"(y)==} k=0
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Remarques. —

1. La mesure de Gauss v étant une probabilité T-invariante, l'opérateur P est
markovien, i.e. P1 =1.

2. La transformation T est définie sur ]0, 1] mais prend ses valeurs dans l'intervalle
compact [0,1]; ainsi, pour tout entier n > 1, on a T(%) = 0. L’opérateur P joue
le role d’inverse de T', ce qui explique que les formules ci-dessus restent valables
pour toute fonction borélienne bornée ¢ définie sur le compact [0,1]; dans le
paragraphe 5.2, nous montrerons méme que P opére sur 'espace des fonctions
lipschitziennes sur [0, 1].

Dans le paragraphe 2.2, nous avons vu que l'intervalle [0, 1] peut étre lu comme
une section du flot géodésique sur le fibré unitaire tangent de M, la transformation
T correspondant alors &4 l’application de premier retour sur cette section; le flot
géodésique sur M induit une autre transformation T' définie sur le produit croisé
10,1} x R par T'(z,s) = (T'z, s + f(z)).

D’un point de vue géométrique, il serait plus satisfaisant de remplacer f par la
fonction hauteur ¢ (§ 2.1) correspondant a la distance parcourue entre deux points de
changement consécutifs sur une géodésique. Néanmoins, lorsque z vérifie T"z = z,
on a Spt(r) = S, f(z); dans un certain sens, on peut donc dire que la transformation
« mémorise » la distance parcourue entre deux Dpassages consécutifs sur la section.

La mesure v ® m sur le produit ]0, 1] x R est T-invariante. Comme précédemment,
introduisons 1’adjoint P de la transformation T par rapport a la mesure v ® m ; pour
toute fonction borélienne bornée 9 sur |0,1] x R on a

+oo 14z

- 1 1
Pw(w’s)=ngl(n+w)(n+1+z)¢(n+m’s_f(n+x)) -

(1) S h)e Oy, s — f(y)
{y|T(y)==}

Les itérés de P sont donnés par P™y(z,s) = o) oy | T (y)=a) P(y)e 5T )

Y(y,s — Snf(y))-
Notons xq(s) = €7 °1;_4,0)(s). Pour tout (x,a) €]0,1] x R* et toute fonction

borélienne bornée ¢ sur [0,1] on a alors Nz q)(¢) = 42 2P (£ ® x4) (z,0).

n=1ln

Remarque. — Lorsque 'on remplace PSL2(Z) par un sous-groupe I' d’indice fini, le
nombre 7r(a) de géodésiques fermées de longueur au plus a de la surface H?/T" s’écrit
(voir remarque du § 1.3) :

+o0
1 _ om _ _
mr(a) =) o, H(z,6,7) €]0,1] x {£1} x F|T?(z,e,7) = (z,¢,7),
n=1
Sonf(x) < a et 2n est la plus petite période paire de z}.

avec F = PSLy(Z)/T et T(z,¢,7) = (T, —, 'yral/z])
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Notons m' la mesure uniforme sur {+1} X F'; la mesure v ® m’ est T-invariante.
L’opérateur P, adjoint de T par rapport & la mesure v ® m’ s’écrit alors

z 5 h(y) - ~[2]
Py(z,e,7) = Z 2 o= FWp(y, —e, 57_1¥)
wiT@= @

pour toute fonction borélienne bornée ¢ sur [0,1] x {£1} x F. L’étude du
comportement asymptotique de 7r(a) est modelée sur celle de mo(a), en changeant
P en P et en reprenant les arguments développés dans ([14]).

Démonstration du théoréme B. — Notons g la fonction indicatrice de ’intervalle
[o, 8] C [0,1]. Fixons € > 0 et posons K = [2]. On a

K-1 K
Z eeel[—(£+l)s,—€e[ < Xa < Ze(Hl)El[—(fH)E,—k[
£=0 £=0

d’ott les deux inégalités

Z N Z Pzn ( ® 1[ (Z+l)€,-—£€[) (ZL',O) < N(z:,a)(g)

£=0 n>1
et
K
N(z,0)(9 ZGHI Z P2n( ® 1{_(e41)e,— ee[) (z,0).
£=0 n>1

Notons que, d’apreés la définition de P, pour tout £ > 1 on a

p (% ® 1[—(£+1)s,—l€[) (z,0) = P> (% ® 1[—5,0[) (z, Le).

Ainsi, nous sommes amenés a étudier le comportement lorsque ¢ tend vers +oo
du potentiel Y, 2P?"((x,£e),dydt). Cette étude fait I'objet du paragraphe 5;
nous montrons en particulier dans ce paragraphe que le couple (P, f) vérifie les
hypotheses Hy, Hy, Hy, Hs, et Hy du théoréme de renouvellement harmonique 5.0.2.
En appliquant ce théoréme au couple (P2, f + f o T') on obtient

I ¢ P2”( 1eof) (@) v (2)] =0. .
e—:gloomilllopll Z ®(-cof) (@ be) —v h ()
Par ailleurs, nous avons le
Lemme 3.2.1. — Soient (u¢(x))e>0 une suite de fonctions strictement positives

sur [0,1] et (ve)e>o une série & termes positifs divergente. Sous Uhypothése
we(z)

limg—s 400 SUPz¢[0,1] ‘ — ll =0, ona
Zz oul(ﬂv)
Zz 0 Ve

lim
£—+o0 ZE[O 1]
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En combinant ce lemme avec I’égalité (*), on obtient

K , +o0 K ele 1
2n
;e Eﬂz: —p (h ® 1 (e+1)e,~ ee[)( )K_j“+oo (Z 7) /0 p(t)dt

uniformément par rapport a x € [0,1].
Ze

Remarquons 1’équivalence Ze o le choix de € étant arbitraire, on

~y
K—>+ KE ’

obtient finalement N(; q)(¢) fo t) dt uniformément par rapport a

—>+
z € [0,1], ce qui achéve la demonstratlon du théoréme B.
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4 DISTRIBUTION ASYMPTOTIQUE DES
CONSTANTES DE LEVY DES NOMBRES
QUADRATIQUES

Nous expliquons ici comment retrouver par la méthode développée dans le paragraphe
précédent des résultats déja démontrés dans C. Faivre [9]. Soient z un irrationnel de

10,1], [n1(x), n2(x), .. .| son développement en fractions continues et 2 *gz; le rationnel
[ni(z),... ,nk(z)) (cf, proposition 1.1.5). Le théoréme de P. Lévy [22] établit, pour
presque tout z €]0, 1] la convergence suivante :

2

li 1 1 =

(Jm 7 log ak(z) = 1570
Supposons maintenant que z soit un irrationnel quadratique, c’est-a-dire racine d’un
polynome du second degré a coefficients entiers; son développement en fractions
continues est alors périodique et I'on a z = [n1(z),... ,ny(x)] od N est la plus petite
période de ce développement. Dans [9], C. Faivre montre que la suite (1 log gk(z)) k>1

converge vers la « constante de Lévy » B(z) = — 4 log T*(z). Lorsque N est
pair, d’apreés le paragraphe 1, le réel x code une geodesu%le fermée de M marquée
en un point de changement, de longueur /(z) = -2 " =0 log T%(z) = Snf(z).

Lorsque N est impair il faut doubler la période; le réel z = [a1---ana; -~ an) code

alors une geode51que fermée de M marquée en un point de changement, de longueur
=—4Z log Ti( )—2SNf( ).

En supposant I'équivalent < ® de mo(a) a priori connu, C. Faivre établit le théoréme

suivant :

Théoréme 4.0.1 ([9]). — Soient a un réel positif et 9, l’'ensemble des nombres
irrationnels quadratiques = de [0,1] tels que £(z) < a.
i) Le cardinal 9, est équivalent a mfzia lorsque a tend vers +00.

ii) La somme ), ., B(z) est équivalente a 5 lorsque a tend vers +o0o.

Comme corollaire immédiat, C. Faivre obtient la convergence suivante :

#Yq w2
lim =
astoo ) oy Bz)  12log2
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qui exprime le fait qu’en « moyennisant » convenablement les constantes (5(z) on
retrouve asymptotiquement la constante ﬁ établie par P. Lévy.

4.1 Résumé de la démonstration du théoréme 4.0.1, partie (i)

Notons 9% (resp. 9%) Pensemble des éléments de 9, dont la plus petite période du
développement en fractions continues est paire (resp. impaire). On a

#97 = Z # {z €]0,1]|T*"z =z, S2.f(z) < a et 2n plus petite période }

n=1

#9° = Z # {sc €]0,1] ‘T2n+lm =z, Sont1f(z) < <Zeton+1 plus petite perlode}

no

L’assertion (i) du théoréme 4.0.2 résultera des deux lemmes suivants :

Lemme4.1.1. — Le cardinal de 9% est équivalent %,?—Ze“ lorsque a tend vers +o0.
Lemme4.1.2. — Le cardinal de (‘sz est équivalent a %—26% lorsque a tend vers +oo.

Pour établir ces lemmes, nous suivons la méthode développée dans le paragraphe 3;
nous indiquons seulement ici les étapes essentielles de la preuve du lemme 4.1.1, celles
de la preuve du lemme 4.1.2 étant rigoureusement les mémes.

Soit U(a) = 3,5, # {z €]0,1]|T*™z = z et Sz f(z) < a}.

En utilisant ’encadrement U(a) — U (%) < #9% < U(a), on constate que pour établir
le lemme 4.1.1, il suffit de montrer que U(a) est équivalent & §1—7r9§—26“ lorsque a tend
vers +00.

Etape 1. Perturbation des points périodiques.

Pour toute fonction borélienne positive ¢ sur [0,1], on consideére le noyau U q) ()
défini par :
Us@) =D, Y.  ¢W)1j0a(Senf®));
n21{y|T?"y=z}
En introduisant pour k fixé, la partition (I;);>1 du § 3.1, on obtient les inégalités
suivantes :

400
D Ueo),a—en)(11,) < U(a) (*)
=1
et
+o00
U(a) < Z U(z("),a+ek)(lfi) < U(a) (**)
i=1

avec limg_, 1 o0 €x = 0.
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Etape 2. Théoréme du renouvellement « classique » et comportement des
Uw,a)(9)-

En introduisant le noyau P associé au couple (P, f), on obtient

Utea)(9) = h(@) Y- P (£ @ xa) (@,0)

n>1

0t h(z) = Tr7Togz ot Xa(s) = €™ *1(-a0)(5)-

Fixons alors £ > 0 et posons K = [%] On a

K-1 K
Z eesl[-(e+1)e,—es[ < Xa < Ze([+1)€1[—(€+1)5,—£s{
=0 £=0

d’otl les deux inégalités

Z Le Zp2n ( ® 1[ EO[) (x,EE) < U(kx,a)(@)

n>1
et
K-1
U(a: a)(SO < h Z €(Z+l)5 Z P2n ( ® 1[_5 0[) (:L‘ f&')
£=0 n>1

En appliquant le théoréme de renouvellement « classique » (§ 5) au couple
(P2, f 4+ foT), on établit la convergence suivante :

i 58 (£010) 00 = £ (2)

umformement par rapport & z € [0,1], avec E = fo )+ foT(®)v(dt) =2u(f) =

3log2 En appliquant alors le lemme 3.2.1, et en falsant tendre € vers 0, on montre

que lorsque a tend vers +00, le réel U, q)(¢) est équivalent & h(z )ﬁg—e fo t)dt
uniformément par rapport a z € [0, 1].

Etape 3. Asymptotique de U(a)

Reprenons ici les inégalités (x) et (x) de I’étape 1. Le lemme de Fatou appliqué a
(*) donne :

e—€k +oo

i Zm x(’)<hm1nfU( a)

a—+o0o e
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Par ailleurs, en adaptant la preuve du lemme 3.1.2, on établit I’existence d’une série
a termes positifs convergente (D;);>; telle que U(I(i)’a)(]. 1,) < D;e®. Ceci autorise le
passage a la limite dans (xx)

. Ua) _ e+ X ;
1 <— I)h(z™).
im sup == < E;m( )h(z™)

Pour achever la preuve du lemme 4.1.1, il suffit de faire tendre k vers +ooc.

4.2 Résumé de la démonstration du théoreme 4.0.1 partie (ii)

L’assertion ii) du théoréme 4.0.1 résultera des deux lemmes suivants :

Lemme 4.2.1. — La somme >, .» B(z) est équivalente a % lorsque a tend
vers +00.

a
Lemme 4.2.2. — La somme 3,y B(x) est équivalente a ¢F lorsque a tend
vers +00.

Indiquons les étapes essentielles de la preuve du lemme 4.2.1. On a

+o00
Y@= Y Snl@leaSm@)

zeyh {z | T?*"z=x}
2n plus petite période

Posons V(a) = 3,5, = > (o | T2 z=z} S2nf(€)1(0,0)(S2n f(2)). On vérifie que pour
établir le lemme 4.2.1, il suffit de montrer que V' (a) est équivalent a % lorsque a tend
vers +00.

Etape 1. Perturbation des points périodiques.

Posons Vig,a)(#) = Y p>1 15 2| Tny=a} P(Y)S2n f (¥)1(0,0)(S2n f (1))
Du lemme 3.1.1 découlent les deux inégalités suivantes :

+o00 +o0o
€k
D Vit ameny(1n) — 5 > N amen(11) < V(a) (%)
i=1 i=1
et
+00 €k +oo
V(a) < Z Vv(z(i),a+sk)(11i) + ? ZN(m(i),a+€k)(lli) (**)

i=1 =1

avec limy_, 1 o0 €x = 0.
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Etape 2. Théoréme du renouvellement harmonique et comportement de
Viz,a)(#)-

On a Vg 0)(p) = %ﬂ ZnZl %132" (% ® §a) (z,a) avec &, (t) = —te“tl[_aYO](t).

En approchant alors £, par une fonction en escalier et en appliquant le théoréme de
renouvellement harmonique au couple (P2, f + f o T), on montre que V(; q)(¢) est
équivalent a -h—(fze“ fol ©(t) dt lorsque a tend vers 400

Etape 3. Asymptotique de V (a).
Le lemme de Fatou permet de passer a la limite en a dans l'inégalité () de 'étape 1;
pour faire de méme dans l'inégalité (x*), on adapte le lemme 3.1.2 et on utilise le

théoréme de convergence dominée de Lebesgue. On conclut en faisant tendre k vers
~+00.
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5 ETUDE DU COMPORTEMENT
ASYMPTOTIQUE DU POTENTIEL
HARMONIQUE D’UNE MARCHE DE
MARKOYV SUR R

On considére un espace métrique compact (X, d) et une probabilité de transition
Q(z,dy) sur X. Soit (X,)n>0 une chaine de Markov de noyau @ sur X, définie
sur un espace probabilisé (Q2,F,P). Le noyau @ contrdle les transitions du processus
(Xn)n>o : le point z € X est transformé en y avec la probabilité Q(z, dy). On associe
au noyau @ un opérateur (noté encore Q) défini sur 'espace des fonctions boréliennes
bornées ¢ sur X par :

VeeX, Qu(z)= /X o(v) Q(z, dy).

Soit g une fonction borélienne positive sur X ; on établit sous certaines hypothéses
un théoréme limite relatif aux sommes ergodiques S, = >_r_, g(Xx). Pour ce faire,
on se place sur l'espace produit X x R et l'on considére sur cet espace la chaine
de Markov (X,, Sn)n>0 de noyau de transition Q : le point (z,s) est transformé en
(y, s—g(y)) avec la probabilité Q(z, dy). Ainsi, pour toute fonction borélienne bornée
psur X xR, on a

Qo(z,s) = /X oy, s — 9(1)Q(z, dy).

Fixons (z,a) € X x R. Les trajectoires partant de (z,a) de la chaine (Xn, Sy )n>0
s'écrivent (Xp(w), Sn(w))n>0 avec Xo(w) =z et Sp(w) =a—Y p_; 9(Xk(w)). Notons
que les transitions sur X x R de cette chaine sont gouvernées par le noyau @ ; on dit
que (Xp, Sp)n>0 est une chaine semi-markovienne sur X x R. Le processus (S, )n>0
apparait comme une généralisation des marches aléatoires & pas indépendants sur R
et est parfois appelé « marche de Markov » sur R ([12]).

Fixons un intervalle I dans R. Le théoréme du renouvellement ([5]) donne le
comportement asymptotique du temps moyen de passage T(; q)(I) dans l'intervalle
I du processus (Sp)n>0 lorsque le point origine Sp = a est « rejeté » en +o00;
lexpression « temps moyen » signifie que I’on pondére les différentes trajectoires du
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processus (Sp)n>o par leurs probabilités de réalisation. Si on note E; 4)[¢(Xn, Sn)] =
Elp(Xn, Sn) J,ona:

|X0 =x,So=a

Toa)(I) =B [ Y 11(Sn)| = D> Q"(1x ® 11)(x,a).

n>0 n>0

Lorsque g est constante sur R, égale & E > 0, pour tout w € Q on a S,(w) =
So(w) — nE; ainsi pour toute trajectoire partant de a assez grand, le temps moyen
de passage dans I est approximativement ﬂEﬂ ou m(I) désigne la longueur de I.
Si g n’est pas constante, le fait de « rejeter » a en +o0o, permet d’atteindre un
régime stationnaire lors du passage dans l'intervalle I; on peut alors remplacer g
par « la valeur moyenne » E des variables aléatoires g(X%) ce qui donne le méme
comportement asymptotique que lorsque g est constante.

Nous introduisons la famille (Q))xecr des opérateurs « transformée de Fourier »
associés au couple (Q, g) et définis, pour toute fonction borélienne bornée ¢ sur X,
par

Qrp(@) = /X pW)ENWQ(z, dy).

Soit L(X) I'espace des fonctions lipschitziennes sur X, muni de la norme
lell = lele + mlp) avee |ply, = supex [¢(2)] et m(p) = Sup lelg—einl,
w?y

TFy
Introduisons les hypothéses suivantes :

Hy Q opere sur L(X).

H, Il existe sur X une unique mesure de probabilité Q-invariante p et le rayon
spectral sur L(X) de 'opérateur R = Q — u est strictement inférieur a 1.

H, Le rayon spectral sur L(X) des opérateurs Q» est inférieur ou égal a 1 et, pour
A non nul, opérateur (I — Q) est inversible sur L(X).

H; sup,cx Q9%(x) < +00 et [y g(x) p(dz) > 0.

H, Les opérateurs Qx opérent sur L(X) et la fonction A — Qx est de classe @3 de
(R,|.|) dans Uespace de Banach (£(L(X),||.|l),|l.ll) des applications linéaires
sur (L(X), ||.1l) muni de la norme usuelle.

Lorsque g est une fonction lipschitzienne et positive sur X, I’hypothése Hjz est
satisfaite ; si de plus, @ opére sur L(X) (hypothése Hp), il en est de méme pour
les opérateurs @y et I’on montre aisément que la fonction A — Q, est ¢* de R
dans £(L(X),|.]l) ([13]). Dans ’exemple que nous traitons, g(z) = —2logz n’est
pas lipschitzienne sur ]0,1], la condition Hy ne se déduit donc plus des hypothéses
Ho et Hs; la « géométrie » de l'opérateur P intervient alors fortement. Enfin,
I’hypothése Hy est parfois délicate & vérifier ([26], [28]) ; dans I'exemple géométrique
traité ici, la vérification de cette condition repose sur le théoréme de Ionescu-Tulcea
et Marinescu [16]. Dans ce qui suit, m désigne la mesure de Lebesgue sur R et ’on

pose u(g) = [y 9(z) p(dz).
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Théoréme 5.0.1 (Théoréme du renouvellement). —  Supposons que le couple (Q,g)
vérifie les hypothéses Hy, Hy, Hz, Hs et Hy. Alors, lorsque a tend vers +oo, la

famille de mesures (Z::()) Q"((x,a),dy dt)) , converge vaguement vers la mesure
a>

;@p(dy) ® m(dt), uniformément par rapport 4 x € X.

On trouve dans ([13]) une preuve de ce théoréme dans le cas particulier ou g € L(X).
Le probléme de la convergence uniforme est traité en détail dans ([25]). Enfin, dans
([2]) est abordé le cas ou la fonction g prend ses valeurs dans R, d > 1. Sous les
hypothéses Hy, Hy, Ho, H3 et Hy la preuve s’adapte aisément. Dans le paragraphe 5.1,
nous établissons une variante de ce théoréme.

Théoréme 5.0.2 (Théoreme du renouvellement harmonique). —  Sous les hypothéses
Hy, Hy, Hy, H3 et Hy, la famille de mesures (a Y ons1 % ~”((x, a),dy dt)) . converge
= a>

vaguement lorsque a tend vers +o0o vers la mesure u(dy) ® m(dt), uniformément par
rapport 4 x € X.

Dans le paragraphe 5.2, nous montrerons que le couple (P, f) introduit dans le
paragraphe 3 vérifie les hypothéses Hg, Hi, Hy, H3 et Hy.

5.1 Démonstration du théoréme du renouvellement harmonique

Par un argument probabiliste classique ([5]), il suffit pour prouver le théoréme 5.0.2
de montrer que, pour tout fonction ¢ € L(X) et toute fonction u strictement positive
sur R et dont la transformée de Fourier @ est ¢* & support compact, on a :

lim sup = 0.

a3+ pcx

03 Lan(p o u)ea) - ()/u( )d
n=1n 2] , H\p 2 y)ay

En utilisant la transformée de Fourier inverse, on établit les égalités suivantes :
+o00 o t +0o _
vt € [0,1] Z —Q"(p @ u)(z,a) / Zs"‘lQ"(cp@)u)(x,a)ds
t oo
/ Z B o) [0(Xn) ula + Sn)] ds
t +°o 1 )
= [} SRtttz [ aonene s
2 R

1 t I
=3 ). eeq ( / Z s"T1QY(x) ds> d\
n=1

Iintervertion des signes ) et [ étant possible puisque ¢ € [0, 1].
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Comme s € [0,1[, les opérateurs (I — sQ») sont inversibles sur L(X) et l'on a
S sn71QR = (I — 5Qx) ™! 0 Q. Posons alors

1 Aan ¢ _
Teamo(u) = 5= [ a0 ([ (1= 500 @u)a) ds) ax
™ JR 0
pour démontrer le théoréme 5.0.2, il nous faut établir la convergence suivante :

i sup |a i T ) (1 0) = w(9)20)| =0,

L’étude, lorsque t — 1, de 'intégrale fJ(I —5Q,)"HQxp)(z) ds est étroitement liée
au comportement au voisinage de 0 de la fonction A — (I — sQ,)~! (définie sur R*
d’aprés ’hypothése Hy). Le lemme suivant est démontré a la fin de ce paragraphe.

Lemme 5.1.1. — Sous les hypothéses Hy, Hy, H3 et Hy, il existe § > 0 tel que
VA e [—5, 5] Q) =k(M)px + Ry

ot
1. k(\) est la valeur propre dominante de Qy sur L(X).

2. u» est le projecteur propre sur L(X) associé a k(\) et Ry est un opérateur borné
sur L de rayon spectral p(R)) strictement inférieur o 1.

3. Rapx = urRy =0.
4. Les fonctions A = k()\), Ry, px sont de classe ¢ sur [—8,6).

De plus, il existe une fonction 6: X +— 6()\) de classe C' sur [—6,d] telle que
k(A) =1+ iu(g)A + A20(N).

Décomposons @ en 4 + 1z, le support (compact) U; de 4 étant inclu dans R* et celui
de 72 dans [—6, §]. Sous les hypothéses Ha et Hy, la fonction (s, A) = (I —sQ») ! est
de classe 2 sur [0, 1] x R*. Elle est donc bornée sur [0, 1] x Uy, ainsi que ses dérivées
jusqu’a l'ordre 3 ; en particulier, il existe une constante K; (indépendante de z € X
puisque les opérateurs mis en jeu sont bornés sur L(X)) telle que pour tout a > 0 et
tout x € X, on ait

. K,
lim [z 0, (w1, ) | < e

inégalité qui découle du lemme classique suivant :

Lemme 5.1.2. — Soient k € N* et f une fonction de classe % sur R. On suppose
que les fonctions f, f',..., f*) sont intégrables sur R. Alors, pour tout réel a, on a
ak/e”“f(m)dx S/‘f(k)(x)’dw.
R R
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Etudions maintenant l'intégrale I(z,a,t)(u2,¢). D’aprés le lemme 5.1.2, pour tous
se(0,1[et A€ [4,—d],on a:

1

= Tosy (I —sRy)™!

(I—SQ,\)_l 1

Notons J(z ) Dintégrale 5- [ e?*d, (fo —sRy)~ (Q/\‘P)(ﬂf)ds) dX. La fonc-

tion (s,A) = (I — sRy)~! étant de classe ¢ sur [0, 1] x [—4, ], il existe, comme pour
Iintégrale I, o4 (u1,¢), une constante K > 0 telle que pour tout a > 0 et tout
z € X, on ait :

. K,
Jlim T | < 55

Il nous reste donc & étudier le comportement lorsque ¢ — 1 de P'intégrale

/ 1 ia ¢ d
Faar = 5 [ X an@0)@) ( [ 1= ) ab

Pour ce faire, on effectue une intégration par partie, si bien que cette intégrale se
décompose en K (g q,¢) + L(z,q,¢) avec

K\t

Kot = _—1 R@“”%(MNA(QW)(@ 50 md/\

2iTa

Leat = g [ € (41 (@00 (@30)@) - 12 @) 1)) | T=segd

L’étude du comportement lorsque ¢ tend vers 1 de I'intégrale K, o ;) est délicate et
fait apparaitre une identité approchée. Le lemme suivant est démontré a la fin du
paragraphe.

Lemme 5.1.3. — Soit f une fonction continue sur [—4, ] telle que
A= b(A) = f()‘) £O) gdmette un prolongement continu en 0. On a

4§
. ida f(’\) _
)L TR ™ T

HON ‘ssin/\a siragy _ AFIA) ia
15 (v [ 55) - g [ oveman i [ 4O eoman

Appliquons le lemme 5.1.3 & la fonction fz(A) = d2(A)ur(Qap)(z )kJ(,T)l Cette

fonction étant de classe €% sur [—4, 8], la fonction by : A — f—’QL;i’igl est continfiment
dérivable sur [—4, ] ; on obtient alors, via le lemme 5.1.3, I'existence d’une constante
K3 > 0 telle que, pour tout a > 0 et x € X, on ait :

. . Cs
}I_I)I{ aK(z,a,t) - u(cp)u(O) < 77
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Enfin notons que la fonction A — fol %;:(A) est intégrable sur [—§,d]. L’intégrale
L(z,a,t) converge donc, quand ¢ tend vers 1, vers

— i / 1
Lo = g [ 2 (4 (@0 @0)@) - saWis @) 1)) [ =

2ima
et 'on a supze;g a ] Lz, | < +00. Par conséquent, on a de méme
a

‘ < +00. En remplagant dans l'intégrale J/ la fonction

Supzex a ’limt_n J(, (z,a,t)

a>0
A i (A)a (@) (@) par A = ok (a2(N)ir(Qap) (@) — d2(Vua (@) (@) 55, on
obtient I’existence d’une constante K4 > 0 telle que, pour tout x € X et tout a > 0,
on ait

,a,t)

. Ky
i L | < -
Pour résumer, on a décomposé I(; o 1) (u, ) en Iz q4)(u1,9) + J(z,a,t) + K(z,a) +

L(z,q,1) €t établi Pexistence de constantes Ki, K2, K3 et K4 telles que

K,

I }1_13 al(z,a,1) (1, #) l < w2

. K,
“l_l’)l{ aJ(z,a,t)‘ < Fa

. . K;
‘}Eﬁ aK(:c,a,t) - /,L((p)U(O) ’ < 7»

. K,
et |Imalean| s 25

Il nous reste & démontrer les lemmes 5.1.1 et 5.1.3.

Démonstration du lemme 5.1.1. — La décomposition spectrale sur L(X) des
opérateurs Q, A € [—4, §], découle de celle de Q et du fait que @ est une perturbation
de classe €3 de 'opérateur Q au voisinage de 0. Pour obtenir la derniére assertion du
lemme, il suffit de faire le développement limité d’ordre 3 de k(\) au voisinage de 0
et de calculer k’(0) ; ce dernier point mérite d’étre explicité. Pour tout n > 1, on a

%/, Sn
'J/nl(x) =E, [e 3 ] =k </\

n
En dérivant, on obtient

. A n—1
g, [Sne /"S"] =K <-)‘-) k (§> pa 1(z) +
n n n

n

> ,u,\/nl(:v) + Ri‘/nl(x).

n n—1
1, /A , 1 ¢ pr pn—f-1
w2k (3) a1 n 2 B By B )

d’ou ) 1 1
¢ / ! n—1p/
—Eq [Sn] = = = 1(z).
n]Ez [Sn] = K'(0) + nuol(a;) + nR Ry1(z)
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On conclut en intégrant les deux membres de 1’égalité par rapport & la mesure y puis
en faisant tendre n vers +oo.

Démonstration du lemme 5.1.3. — On a
s . 1 1 s A2 f(Ne) ;
ila _ — ila
[ 10 (= ) = R e

ainsi, grace au théoréme de la convergence dominée de Lebesgue, on obtient

é ')
, | | ! L [P MO

A)ere - d\ = — AN,

fm [ 700 (1 “)  T-t1+ iu(g)A)> o L 1R
Par ailleurs

) ia &

- d\ = Net % dN +
[ =iy ® = [, oo g 0

tiu(g) [° Af(N)eP® — f(=A)e~ )
T /_5 1— 021 ealgene

d’ou
0 (Ve _ 10 ? sin Aa i i
o /_5 [t +ip@N " " we) \" " /_5 » P T ) /_5 BT

5.2 Le couple (P, f) vérifie les hypotheses Hy, H;, Ho, H3, H,

Introduisons les « opérateurs de Fourier » (Py)xcr définis, pour toute fonction
borélienne bornée ¢ sur [0,1] et pour z € [0,1], par Pyp(z) = P(e*p)(z), ce qui
s’écrit encore

Pao(z) = io l+z ¢2iMlog(n+2) 1
—(ntz)(n+l+z) n+z)’

Soit L I’espace des fonctions lipschitziennes sur [0, 1], normé par

lell = |@le + m(p) o |.|,, désigne la norme de la convergence uniforme sur
[0,1] et m(p) = sup,, Jﬂ%ﬁ“ lespace (L, ||.]]) est un R-espace de Banach
et 'application identité est compacte de (L, ||.||) dans (L, |.| ). Nous allons montrer
que les opérateurs Py opérent sur L et controler leur spectre sur cet espace. Dans la

proposition suivante, v désigne la mesure de Gauss introduite dans le paragraphe 2.2.

Proposition 5.2.1. —

1. L’opérateur P opére sur L et le rayon spectral sur L de l'opérateur P — v est
strictement inférieur a 1.

2. Pour A non nul, l'opérateur Py opére sur L et son rayon spectral sur L est
strictement inférieur a 1.
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Démonstration. — Nous énongons tout d’abord deux lemmes dont les preuves
reposent sur des arguments développés dans ([14]) et qui vont nous permettre de
controler le spectre des opérateurs P).

Lemme 5.2.2. — 1l existe deux constantes positives A et B telles que, pour toute
fonction ¢ € L et tout réel A\, on ait

|Pabloe < 1@lo et IPa@ll < s llell + (A+ BIA) [¢lo

Lemme 5.2.3. — Soient ¢ € L et a un nombre complexe de module 1. Si Pyxy = ayp,
alors a =1, =0, et ¢ est constante sur [0, 1].

Les inégalités du lemme 5.2.2 montrent que, pour tout A € R, 'opérateur Py est un
opérateur de Doeblin-Fortet sur L & puissances bornées ([16], [24]) ; ainsi d’aprés le
théoréme de Ionescu-Tulcea et Marinescu ([16], [24]), P\ a au plus un nombre fini
de valeurs propres de module 1, les sous-espaces propres associés sont de dimension
finie et le reste du spectre est inclu dans un disque de rayon strictement inférieur a 1.
Lorsque A est non nul, 'opérateur Py ne posséde pas de valeur propre de module 1
(lemme 5.2.3) si bien que son rayon spectral est strictement inférieur 4 1. (Hypothése
H,). En revanche, pour A = 0, la valeur propre 1 est simple, ’espace propre ker(P—Id)
est celui des fonctions constantes sur [0, 1], et le projecteur propre associé a 1 s’identifie
a une mesure de probabilité P-invariante sur [0,1]. Ainsi, on peut écrire P = v+ R

1
avec p(R) = limyo || R || n < 1. (Hypothése H,).

Démonstration du lemme 5.2.2. — La premiére inégalité découle du fait que P
est un opérateur markovien sur [0,1]. Posons p,(z) = ; pour tous

z,y€[0,1]etn>1,0na

1+x
(n+z)(n+1+x)

| Pap(z) = Prp(y)] < |ole <Z|pn —pn(y)l+§pn(y)
Sl (5k2) o ()

s|wlm<6lz—y|2—+zpn Sm( l°g(212)>’)
an |z —y|

d’ou la seconde inégalité du lemme.

ei)\ log(n+x) _ e—iA log(n+y) l)

Démonstration du lemme 5.2.3. — Considérons d’abord le cas o A = 0. Les égalités
P(p) = €?p et vP = v entrainent P|¢p|(z) = |p(z)|, v(dz)-presque strement ; les
fonctions ¢ et Py étant continues sur [0, 1] et le support de v étant [0, 1], cette égalité
est en fait satisfaite pour tous les points = de [0,1].
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Soient o et x; dans [0, 1] tels que [p(zo)| = infzejo,1) |@(z)] et
[¢(z1)| = supgepo,1) 1 #(x)|; par convexité on a

1 1
Vn=1 |ep(@o)|=|¢ et |p(z1)] = |¢
n + To n+

En faisant tendre n vers +00, on obtient |p(zo)| = |¢(0)] et |¢(z1)| = |¢(0)]; ainsi,
¢ est de module constant sur [0, 1].

Montrons & présent que la fonction ¢ est constante sur [0,1]; en supposant ¢ non
nulle, Pégalité Py = e nous donne

V. >1
z € [0,1],Yn > (p<n+x

) = e¥yp(x).

Ainsi, pour tout x € [0,1], on a ¢(z) = e"®(0); la fonction ¢ est donc constante
sur [0,1] et e =1.

Considérons a présent le cas oul A est quelconque. Les égalités Py = e®®p et vP = v
entrainent P |p| = |¢| et donc ¢ est de module constant sur [0, 1]. Par convexité, on
obtient

vz €[0,1],Vn >1 eZAlos(ntal, ( ) = e%p()

n+zc
d’out limy,_, oo €2 108(n+2) — e_w%(%)z ; en particulier

2i log(2n+x) . 2i)X log(3n+z) .
: € — p2idlog2 __ : € — p2idlog3 _ AN
limy, 400 Fialog(nta) — € 82 =1et limpt00 2ixlog(ntz) — € €% =1, d’ou

A = 0. Pour X # 0, opérateur Py ne posséde donc pas de valeur propre de module 1.

Il nous reste a étudier la régularité de la fonction A — Py. Nous avons la

Proposition 5.2.4. —  L’application A — P est développable en série entiére en tout
point de R.
Démonstration. — Fixons A\g € R; pour tout £ € R on a
+o00 (’lt)z ‘
Pyytep(z) = P (Z Teleff(ZSD) (2).
£=0

e .
Nous allons montrer que pour |t| assez petit la série ZZ’:S K%Le”“’f f¢ est normale-
ment convergente dans (L, ||.||). En posant alors

- (it)"
Yo €L Sn(hot)(p) =D ;P f')
=0 :

on en déduit que la suite d’opérateurs (Sy(Ao,t))n>1 converge vers Py i: dans
Vespace (L(L,||-|),|l-]]) des applications linéaires de (L,||.]|); ainsi la fonction
A — Py est développable en série entiére au voisinage de Ag et

dP) . i
VzLVpeL T2, (0) =P ).
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TRV 2
Il nous suffit donc de montrer que la série 3,5 L%Le”\Of f¢ est normalement

convergente dans (L, || .]|).

Pour tout n > 1 et pour tout z € [0,1], posons fa(z) = 2log(n + z); on a
| frlo < 2log(n+ 1), m(fn) < 2 et pour tout A € R, ||e’)‘f" || <14 |A|m(frn)-

Par ailleurs, il existe K > 0 tel que pour tout n > 1, ||pn| < % Il existe donc une
constante C > 0 telle que

+o00
IPE N < 3 lpall e 1 £a1°

n=1

+o00 2
(2 + 2log(n +1))
<C E > .

n=1 n

13 [ 2|t .
Notons que la somme Y ;%0 Yohos Ll @i2log(nd 1)) _ e21¢) 5~ ()77 ot finje
¢ .
si |t| < !/, ; par conséquent, pour |t]| < 1/,, la série 355 L%!— || P(e**f) £*|| converge.
Ceci achéve la démonstration de la proposition 5.2.4.
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6 PERTURBATION DE LA METRIQUE DE
POINCARE SUR M

Fixons a présent une perturbation g. de la métrique de Poincaré sur M. On note d; la
distance induite par la métrique relevée sur H?, K, la courbure de g. et d la distance
de Poincaré sur H2. On rappelle que les deux hypothéses suivantes sont vérifiées :

1. Pour tous 21, zp € H?,

(1+¢€) 7 d(21, 22) < de(z1,22) < (1 +€)d(21, 22).

2. 11 existe b €]0,1] et R > 0 tels que pour tout z € H2, K.(2) < —b% < 0. et
K. (z)=-1siIlmz>R.

L’hypothése (1) traduit le fait que les espaces métriques (H?,d.) et (H2,d) sont
quasi-isométriques et I’hypothése (2) entraine que (H?,d.) est un CAT(—b%)-espace
[4]. On note 8.H? son bord (au sens des classes d’équivalences de rayons géodésiques
asymptotes) et OH? = R U {oo}.

6.1 Codage des géodésiques fermées de (MM, g.)

Soient ¢ € §.H? et r(t) un rayon géodésique pointé en &. Etant donnés 2,2 €
H?, la limite, quand ¢ tend vers +oo, de dc(21,7c(t)) — de(22,7c(t)) existe et est
indépendante du rayon choisi, on la note Bg(z1,22) ([4], [11]). Géométriquement
‘Bg (21,22)’ correspond & la distance entre les horosphéres basées en £ et passant

respectivement par 21, 22. Si &, est le point fixe attractif d’une isométrie hyperbolique
v de (H?d.), la quantité B¢ (z,7(2)) est indépendante de z et correspond au
déplacement d, d’un point de I’axe de <y sous I’action de . Nous choisissons comme
point base dans H? le point i, on pose :

dy = B, (4,7(2))-

Soient £1,&; € 0:H? et z un point appartenant & la géodésique passant par &; et
&2 ; le produit de Gromov (£; | £2). défini par

(€1 1 &2)e = /3 (BE, (i, 2) + B, (i, 2))
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est indépendant du point z et représente, au signe prés, la distance entre les
horosphéres passant par i et basées respectivement en &7, &3.

Considérons sur 8. H? x 9.H? I'application D, définie par

DE (éla El) =0
De(£1,8&) = e bE1lé2)e (o1 b est la borne supérieure de la courbure K.).

L’espace H? muni de la distance bd. étant un CAT(—1)-espace, D, est une distance
visuelle sur O:H? ([4]). Ce résultat est dt & M. Bourdon que nous remercions ici pour
les éclaircissements qu’il nous a apportés sur les CAT(—1)-espaces. On note Dy = D.

Le théoréme suivant établit une correspondance entre les deux espaces métriques
(6:H?, D.) et (0H?, D).

Théoréme 6.1.1 ([11] Proposition 4.14). —  L’application (H?,d.) 14 (H?,d) s’étend
en un homéomorphisme bi-Holder (8, H2, D) % (8H2, D) équivariant par rapport &
Paction de PSLy(Z) (i.e. poy=~yop).

Soient 21, z2 € H?; on définit le produit de Gromov sur (H?,d.) par

(21 ] 22)e = ' (de (i, 21) + de (i, 22) — de(21, 22)) -

On note (21 | 22)0 = (21 | 22). Les espaces (H?,d) et (H?2, d.) étant quasi-isométriques,
il existe A; > 0 tel que ([11] p. 90)

(1 +€)_1(z1 | 22) — A1 < (21| 22)e < (1 +€)(21 | 22) + 4. (*)
Considérons &1,&; € 0. H? et r(t),r2(t) les rayons géodésiques issus de i et pointés

respectivement en £1,£;. En appliquant 'inégalité () a r1(t) et r2(t) et en utilisant
le fait que lim; 400 (71 (t), 72(t))e = (&1 | £&2)e on conclut qu'il existe B > 1 tel que

1 b(1+e b/
=[D(p(€), p(&))] "™ < De(61,6) < B[D(0(E),0(&)] ' (+9)
Cette inégalité précise le théoréme 6.1.1. On déduit du théoréme 6.1.1 le

Corollaire 6.1.2. —

1. Une transformation de PSLy(Z) fize le méme nombre de points sur O:H? que
sur OHZ.

2. L’ensemble limite de PSLy(Z) agissant sur (H2,d.) est O.H?2.

Notons £_; le point fixe de 7_; agissant sur 9.H? et A I’ensemble 8. H? privé de
Porbite sous PSL2(Z) de £_;. En utilisant le théoréme 6.1.1 et le codage des points
de R — Q en fractions continues développé dans le paragraphe 1, on obtient la
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Proposition 6.1.3 (codage des points de A). — Soit £ € A, il existe une unique suite
w(€) de PSL2(Z)

w() =7, 72 2 L oun; € N* etr,s € {£1}

telle que

§= k—lig—loo TR T(sf’f)kﬂ,.(g—l)'
Notation. — On note A+ I'ensemble des £ € A tels que le premier terme de w(§) soit
de la forme 7", ou 77 avec n € N*. (Remarquons que p(At) = Rt — Q).

On rappelle (proposition 1.2.1) que toute transformation hyperbolique de PSL2(Z)
est conjuguée a une transformation de la forme 72772 - . . 7% avec r € {£1}, k € 2N*,
et n; € N*. Considérons & présent une géodésique primitive fermée & sur (M, g.) de
longueur £, (&), il existe donc y = 7772 - .. 7% dont I'axe se projette sur &. Notons
&y le point fixe attractif de v sur 0.H?, on a la relation :

t(a) = Bg (4,7(1)).
Soient £ € At et wy le premier terme de la suite w(¢) on définit Tp: AT — A™T et
fe: AT — At par:
T.(€) = wi '€ et fo(€) = Bf (i,w1(0)).

Remarquons que TX¢, = &, et Skfe(&,) = fe(&) + - + fo(T*1¢,) = £.(a). Fixons
a > 0 et notons 7. (a) le nombre de géodésiques primitives fermées orientées de (M, gc)
de longueur au plus a, en reprenant les arguments développés dans le paragraphe 1,
on obtient la relation :

+oo
1
me(a) = Z %# {€ € AT |T?"¢ = €, 2n plus petite période de &, San fe(§) < a}.
n=1

Remarque. — Si € = 0, autrement dit si la courbure est constante on obtient
+o0 1

mo(a) = Z %# {z € R*\ Q" | T¢"z = z, 2n plus petite période de z, S2n fo(z) < a}.
n=1

Cette expression de mg(a) différe de celle donnée a la fin du paragraphe 1, toutefois
en prenant l'image de lintervalle [1,+oo[ par la transformation ! +» en remplacant

T par Papplication de Gauss T et fo(z) par f(z) = logz (qui est cohomologue &
By (i,7"}%) si ¢ = [nq,ng,...]), on retrouve 'expression initiale de mo(a).

6.2 Transformation dilatante et mesure 7 .-invariante sur A"

En revenant & la définition de D, et en utilisant les propriétés de BZ (21,22) on
obtient pour tout v € PSLy(Z) et tous &;,&; € 0-H? :

D, (1(61),1(2)) = e} (BLGAT )48, 6 ) D¢, &,). (+)
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Remarquons que si vy est parabolique et si £, est son point fixe Bg, (i, 'y'l(i)) = 0.
En effet, B, (i,7~1(i)) = 1B (i,7"(0)) < Lde(i,y () < L(1+ e)d(i,y"(0))
avec limp—, 400 2dc (1,77 "(i)) = 0. On obtient en particulier

D€(7(€)7 é'y) = DE (61 R {2)6%321 (i»‘)‘_l(i)).

On rappelle que f.(§) = Bg(i,77(i)) ot 77 est le premier terme du développement
de &.

Proposition 6.2.1. — 1l existecg > 0, N € N* et a > 0 tels que pour tout 0 < e < g
et£ e At
SNfs(&) > a.

En utilisant la relation (*) on déduit le

Corollaire 6.2.2. — Pour tout 0 < € < gg, il existe 8 > 1 tel que pour tout £ € A+

dont le développement commence par 72,772, ... ,7"N on ait :

n €

. . . 2., . nN .
eBZ(%T:l1)+B§"(5)(1""_52)+--'+BTN-1(5)(%T_3 1) > ﬁ

En particulier si &1,& € AT et si w(&1),w(€2) commencent par les mémes N premiers
termes alors

D.(TN¢,TNE) > B°De (&1, &).

Avant de démontrer la proposition, commengons par démontrer les deux lemmes
suivants.

Lemme 6.2.3. — Il existe A > 0 tel que pour tous £ € 0. H? et z € H? :

(14) 7 (Bye) (i, 2) — (6% + 2¢) d(i, 2)) — A < B§(4, 2)
< (1+€)(Byey (i, 2) + (L= (1 +€)72) d(3, 2)) + A.

Démonstration. — Soient & € A et r.(t) le rayon géodésique issu de i dans (H?, d)
et pointé en ¢ ; pour tout z € H?

lim (2 | re(t))e = %(de(z,i) + BS(i, 2))

t—+o00

De meéme si r(t) représente la rayon géodésique issu de i dans (H?,d) et pointé en
p(£) : .
Jim (2] 7() = 5(d(29) + By(e)(i,2)

Appliquons l'inégalité (*) du paragraphe 6.1 aux points 7 (t) et 2 :

(L+e)7 (2 | re(t)) = AL < (2| me(t)e < (1 +€)(2 | () + A1 (6.1)
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Pour faire tendre ¢ vers +00, nous avons  estimer (z | r.(t)). Le demi-plan de Poincaré
étant log 3-hyperbolique, on a ([11] p. 28) :

(2 | re(t)) 2 min {(z | r(2)), (r(t) | 7<(t))} — log3. (6.2)

Par ailleurs, le triangle géodésique de sommets 7.(t), 7(t), ¢ est 4log 3-fin ([11] p. 41),
et donc ([11] p. 38) :

d(i, [re(2), r(t)]) < (re(t) | 7(t)) + 41og 3. (6.3)

Les points 7.(t) et r(t) convergent vers ¢(£), ce qui entraine que la distance du
point i au segment géodésique [rc(t),7(t)] converge vers +o0o. On déduit alors des
inégalités 6.2 et 6.3 que pour ¢ grand

(2] 7e(t)) = (2| r(t)) — log3.
L’inégalité suivante (pour ¢ grand) découle alors de 6.1 :
(14+¢e) Yz |r®t) — (1 +¢e) " logd — Ay < (2] 7(t))e.

En faisant tendre ¢ vers +o0 et en utilisant ’hypothése de quasi-isométrie
dc(i,2) < (1 +€)d(s, z), on obtient I'existence d’une constante B € R telle que pour
tous z € H? et £ € At :

(1+€)™' Bye)(3,2) + d(i, 2)[(1 + €)™ = (1 +¢)] + B < B (i, 2).
La majoration est obtenue en intervertissant les roles de d. et d.

Lemme 6.2.4. — 1l existe eg > 0 et n > 0 tels que pour tous 0 < e < ¢gg et
z € RY—QT dont le développement en fractions continues est 7™ , 772, ... ,7'(”_"1)k+ls, e
linégalité suivante soit satisfaite :

Bg (4,77 (1)) — (2¢ +€%) d (4,77 (3)) > n.

Démonstration. — Soit z ¢ Q et 0 < =z < 1, son développement en fractions
continues est de la forme 7"} 77"27"% ---. On pose z; = 7_1"z. Un calcul élémentaire

montre que

z? + (n1z1 + 1)2
1+ 22

1
d (i,7"%%) =log 5 (2+n§+n1\/nf +4>

B, (i,7-11) > log2 sing=1
B, (i,7™4) > log 1—*'("5—"'1)2 sinon

B (i,7"1) = log

Par conséquent :
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Posons £, = 2¢ +¢€2%, on a

B, (i,7-11) — e1d (i, 7—11) > log 3+\/-)51 sing =1
B, (i,7"14) — exd (i,7734) >

sing > 2

En prenant ¢ suffisamment petit on obtient le lemme.

Il reste le cas ou & > 1; notons 74 ™*,7_{"*--- son développement en fractions

continues. Soit s(z) = —1, on rappelle que s7; "'s = 774, ainsi d (i, 71" 1) = d (i, 77'%1)
et By (i, 7_1"1) = By, (i,7717) ce qui nous raméne au cas précédent.

Démonstration de la proposition 6.2.1. — Soient k € N* et £ € AT. On pose
w(€) = TM7"2.... Par définition Spf.(¢) = BE (i,rglrfg~-~T("_k1)k+ls(i)), ainsi
d’aprés le lemme 6.2.3,

Skfe(€) 2 (14 )7 (Sufoll€) — (€ +20)d (3,70 7% s (1)) ) — A

Notons z = ¢(£); on a
Skfo(x) = fo(x) + fo(Tx) + -+ fo(T*'2)

et

k

Z d (i, T(n_pl)pﬂs(i))

p=1

@ (i1, ()

IA

ainsi
Sefe(€) = (1+¢)” (Zfo(T" ! (52+2e)d(i,r{'_”1)p+18(z‘))> - A

Comme fo(TPz) = Bres (i, 7'(71_”1),,“ s(l)) on obtient grace au lemme 6.2.4 'inégalité

Skf(€) > (1+¢€)~! x kn — A. 1l suffit alors de choisir k assez grand, de sorte que
(1+e)txkn—A>0.

Notons o.(d¢) une mesure de Patterson sur A et J. 'exposant critique de la série
de Poincaré 3. cpsr,(z) e~%4<(07(¥) | Puisque la courbure de M est égale & —1 en
dehors d’un compact (hypothése 2), on a o.(A) > 0. En courbure constante (¢ = 0),
la mesure oy correspond a la mesure de Lebesgue et §g = 1. La construction de la
mesure o, est due, en courbure variable, 4 V. Kaimanovitch ; nous le remercions ici
pour les discussions que nous avons eues avec lui sur ce sujet. Pour tout borélien A
de 9:H? et tout v € PSL(Z), la relation suivante est vérifiée :

ety = [ T 0. at)
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A Paide de 0., on construit la mesure . (d¢_d€) sur A x A définie par

0 (dE-)oe (d€)
D.(€,6-)2%

11 découle de P’égalité () introduite au début du paragraphe 6.2 que p. est invariante
sous l'action de PSLy(Z).

Soit s € {*1}, introduisons les ensembles A} = {{ € AT |w(f) = M2}
et Ay = {£ € A—AT|w(€) = 7;™722---}. L’ensemble o(A]) (resp. p(A]))
représente les réels positifs (resp. negatlfs) dont le développement en fractions
continues commence par 77 (resp. 7;"). On note A = (J,_,, A=, x A} ; I'image
par ¢ x ¢ de A est relativement compacte dans ¢(A) x ¢(A) privé de la dlagonale, il
existe donc ¢ > 0 tel que pour tout (£_,&) € A,

pe(dé_d€) =

Df(g—aé-) ZC>O.

Ceci montre que la mesure p. en restriction a A est finie. Considérons application
T. sur A définie par T (£—,€) = (wy *€é—, T:€) ot w; désigne le premier terme de w(¢),
linvariance de p. par PSLy(Z) entraine Tepe = pe. Soient ¢;* = pe(A) et A B A
la projection de (£_,&) sur £, la mesure v, définie sur A par v, = c1p(ue) est une
mesure de probabilité T.-invariante. De fagon plus explicite, v (d€) est définie par :

oe(d€_)

. Diee E si¢eAt.

Ve(d€) = he(€)oe(d€) on he(€) = /A

6.3 Comportement asymptotique de 7.(a)

Nous détaillons ici les modifications & apporter au paragraphe 3 pour obtenir le
théoréme A lorsque ¢ est non nul. Pour tout point £ € AT et tout borélien A C AT,
posons

+o0o

1

Nieoy(14) = 22— Z 14(n)1(0,a)(S2nfe(n))-
n=1 {n | T2rn=¢£}

Soit P. P'opérateur adjoint de T, relativement & la mesure v, ; pour toute fonction
borélienne bornée ¢ de A+ dans C, on a

—1‘§ —_ T" n
vEeAr Pl Z @) € e,

Notons P. I’adjoint par rapport & la mesure v, ® m de la transformation 7. définie
par T,(&,s) = (T.(€),s+ f(£)) ; pour toute fonction borélienne ¥ de A* x R dans C
on a

+o0o
VEe At PU(gt) = %@)@ TS CEOG(rn £t — fo(T7,8)).

n=1
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En posant x,(t) = e“‘SEtI[_aYO] (t) on obtient

+oo

1 ~ 14
Nioy(1a) =) %ha(E)an (h_e ®£a> (€,0).
n=1
Dans le paragraphe 6.4 nous montrons qu’il existe €¢, tel que pour 0 < € < gg le couple
(P, fe) verifie les hypotheéses Hg, Hy, Hy, Hs et Hy du théoréme du renouvellement
harmonique (théoréme 5.0.2). Admettons cette propriété; on obtient alors le

Théoréme 6.3.1 (Théoréme B). —  Soit A un borélien de At tel que ve(A) > 0 et
dont la frontiére est ve-négligeable. Lorsque a tend vers +00, le nombre N&’a)(l A)

est équivalent a ha(f)ae(A)‘}i—E: uniformément par rapport a £ € AT,
Pour obtenir le comportement asymptotique de m.(a) nous suivons le para-
graphe 3.1. Nous relions donc 7. (a) aux quantités N a)(l A). Fixons un entier pair
k > 0 et une numérotation ((n(IJ ), e ,ng )))j21 de tous les k-uplets différents d’en-
tiers strictement positifs. Soient r = £1 et 5 > 1, on note A:'j I’ensemble des points &
G @) o)
de 8.H? dont le développement w(£) commence par 70,72 ..., 7% . Soit &.; un
point fixé dans A,; ; & tout £ € As; tel que T2"¢ = £ on associe le point ¢’ € A,; défini
par T2"¢' = &,;. Il nous reste & présent a controler les variations de f. (analogue du
lemme 3.1.1) et sa taille (analogue du lemme 3.1.2). Le lemme suivant est essentiel
pour cette étude.

Lemme 6.3.2. — Il existe C > 0 et, pour tout n > 1, il existe K, > 0 tels que
1. Pour tout £ € AT,

1 n
oKn < ("0 < CK,,.

2. Pour tous £,m € AT

e (778 _ gbfe(rin) | < CK, D, (€,7).

2b

De plus, %nus < K, < Kn2?(+e),

Démonstration. — On suppose 7 = 1 et on note &; le point fixe de 7.
1. — Soit & € AT}, on rappelle que f.(T]'€) = B¢ (i, m{'i). En utilisant la relation
(*) du paragraphe 6.2 et le fait que Bg (i, 7 1(4)) = 0 on obtient

phupe) _ _De& &)
Dg(T{lg’gl)
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Les espaces (0H?, D) et (0:HZ, D,) étant en correspondance bi-Holder, il existe A > 1
tel que D (n, £) < A pour tous &, € A et de plus De(AT,, &) > %. Par conséquent

1 1

el - bfe(r1€)
L Dme ey = S

B Dg(Tlné-’gl)

Pour tous 71,72 € A" posons Aj(m1,m2) = ﬁ%. Remarquons que si

n,N2 € Afl alors Aj(n1,m2) < A3. On vérifie de plus que pour tout n € Z,
Ay (TPm, mn2) = A1(m,m2). Fixons un point & € At on déduit de la propriété
précédente que A (€, &) < A3.

Ainsi Ds(rl}‘ﬁ,&) - DE(T;&)’&) < Ay (1€, 1€0) = A1(€,&). En utilisant le fait que
limp 400 180 = &1 on obtient I'existence d’une constante K > 0 telle que pour n
assez grand

%De(ﬁ"&),&) < D.(1]€0,&1)

-1 +A3DE(7-171§07€1) S DE(Tin‘fagl)

D (1160, £1)
= 1 - A3D(1]&0,&1)

S KDE(T;[,EgO?gl)‘

L’assertion 1 découle directement de cette inégalité, la constante K, est ici égale a
W’}ﬁ—o_&)‘ D’aprés I'inégalité (**) du paragraphe 6.1 on a
€ 1 ’

1 B2
<K,<
B2D(¢(60), ¢(61))T

7 T D(p(11€0), p(6r))R0Fe)
Un calcul explicite en courbure constante conduit a I’encadrement suivant :

2b
+e

1
En% < K, < Kn2(+e),

2. — Soient £,n € AT;. Posons A({,n) = |e®F=(778) — bfe(7{M) | On a
_ D?(g,fl) _ Dg(n’gl) )
A(g’")_’DE(n"s,él) Dz(rrmen | 4
1 1 1
A&, <D3 ! - DZ ) _Dg )
(€m < D6 &) | patree) ~ DEtrm) | DR g | e &8~ Pelm )]
1 1

2

+ (T 42 | D2(¢,61) — DX (n, &) |-

D2(1]€,&1)  D2(r{'n,&)
L’assertion 2 se déduit alors de ’assertion 1 et de la relation :
D.(&,1m) = e%(fs(‘ff'ﬂ)+fe("'1"§)) D.(]'n, T7€).

Le cas ot r = —1 se traite de la méme fagon.
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On déduit de ce lemme ’analogue du lemme 3.1.1.

Corollaire 6.3.3. — Soit 0 < ¢ < gg (donné dans la proposition 6.2.1), il existe
0 < p<1,Ny > 1 et deux constantes B et C tels que pour tout p > Ny et tous
&,m € At dont les développements w(€), w(n) coincident jusqu’au rang p on ait

| fe(§) — fe()| < BD (T, Ten) < CpP.

Démonstration. — Soient £,n € A} dont les développements commencent par 77 et
coincident jusqu’au rang p; d’aprés le lemme 6.3.2, on a

ebfe(ﬁ) CKnD T ,T
ebfe(n) - ’ - eéneg 57’) S C2D5(Te£,T5n).
C

Par ailleurs d’apreés le corollaire 6.2.2, pour € < gy, il existe 8 > 1 tel que pour tous
1,72, dont les développements ont les mémes N premiers termes on ait

D.(TV€, T,V ) > BDe(€,m)-
Les suites w(£) et w(n) coincident jusqu’au rang p, donc

D.(T.6.Ton) < A ( 2 ‘ 0= |21
(T:€,Tem) < (E) avec _[T]

Le corollaire se déduit de cette inégalité et du fait que |log(1 + u) | < 2|u| au voisinage
de 0.

Revenons a l’approximation des points périodiques. On suppose k& > Njp. Soit
¢ € AT tel que T2"¢ = ¢; d’apreés le corollaire 6.3.3, | San f:(€) — Sanf-(£')| < 6k ou
O = AZ::,Z 37+ Notons N¢(a) = SIS A #{E € AT|T?E = ¢ et Sanfe(€) < a}.
On a ’encadrement suivant :

+oo +oo
Z Z Nfira‘va—f’k)(lA”‘) < N¥(a) < Z Z N(Eﬁn‘,a+9k)(1"\'i)‘
j=1lr=%1 j=1lr==%1

Il nous reste pour obtenir 'asymptotique de m.(a) & démontrer un analogue du
lemme 3.1.2. En reprenant la démonstration de ce lemme, on constate que le seul
point & vérifier est existence pour tous r = %1 et j > 1 d’une constante o, vérifiant
les propriétés suivantes :

1. Ve €AY, Skfe(€) > ouj.
2. 370 Y g e < o0,
L’existence des constantes a,; découle du

Lemme 6.3.4. — Il existe D > 0 tel que pour tout £ € AT, on ait :

2
1+e¢

logn — D < fe(17°€) <2(1+¢)logn + D.
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Démonstration. — Ce lemme est une conséquence directe du lemme 6.3.2 (1) et de
I’encadrement de K,.

D’aprés le lemme 6.3.4, on a Sk f-(£) > 13 log (n(lj) ...nfj)) —kDsi€ € Al En

€
choisissant € < 1, la constante a,; = 12? log (nﬁj ). ngcj )) — kD vérifie les hypothéses

(1) et (2).

6.4 Le couple (P., f.) vérifie les hypotheses Hy, H;, Hy, H3, H,

Dans le paragraphe précédent, nous avons expliqué comment le théoréme A se
déduit du théoréme B. Pour établir ce dernier théoréme, il suffit de prouver que
le couple (P.,f.) vérifie les hypothéses Ho, H;, Hz, H3, et Hy du théoréme du
renouvellement harmonique (Théoréme 5.0.2).

L’opérateur P. est ladjoint de T, relativement & la mesure de probabilité
he(€)oc(d€) sur AT ; ainsi, pour toute fonction borélienne bornée ¢ de At dans C on
a

VEE AT Popt) =Y —rle=defe(thl) (1 ).

Remarquons que P s'étend aux fonctions boréliennes bornées de A+ dans C
et que At est compact. On rappelle (paragraphe 6.2) que si & € A}, alors

he(€) = [y- %5‘2)3_;. De par son expression, lorsque %ﬁ < 1 (resp. %ﬁ > 1),
-7 D 5:5—)

la fonction h. est %-ht‘)ldérienne (resp. lipschitzienne) sur chaque ensemble (A}, D.).
Posons a = ébﬁ; pour fixer les idées, nous supposerons a = % < 1, Pautre cas se
traitant de fagon analogue.
Introduisons l’espace L, (A™) des fonctions ¢ de AT dans C telles que
el = lele + m(p) < +oo avec m(p) = SUp, 1 SUP; cp+ %ﬁ—%ﬁ%. La fonction
n
he étant o-holdérienne et bornée, on a he € Lo(A1). Nous allons montrer que P.
opeére sur L,(A™) et controler son spectre sur cet espace ; pour ce faire, nous décrivons
d’abord la régularité sur A+ des fonctions p,, n > 1 définies par

N _he(T28) s gi(eme)
V€ (S Ar pn(é‘) hs({) € ’

Pour tout ¢ € Ly(A™), notons ¢, la fonction définie par V€ € A}, p,(€) = o(77,.€).
Nous avons :

Lemme 6.4.1. — Il existe 9 > 0 tel que, pour tout 0 < € < &g, les fonctions
Pn,n > 1, appartiennent & Lo(AT) et tel que la série Y., -, ||pnll soit convergente.

De plus, pour tout ¢ € Lo(A™), la famille (¢n)n>1 est bornée dans (La(AT),]|.])).

Démonstration. — Montrons tout d’abord que les fonctions p,,n > 1, sont bornées
sur At et que la série Zn21 |Pn |, est convergente. D’aprés le lemme 6.3.2, il existe
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C1 > 0 tel que

Ve € AF e %S (158 < Ci

nzﬂLs

d’owt, pour tout n > 1, |pn |, < -G~ |%|oo [h| < 400.

n’1+

La série de Poincaré ), cpgr,z) e~%4<(17() converge pour s > ., on a dp = 1 et
de(i,7(1)) < (1+5)d(' 7(i)) ; donc 6 > 3. La série > n>11Pn |, convergesi lz—ifg >1
et en particulier si Tz 5)2 > 1.

Etudions maintenant la régularité des fonctions p,, n > 1; pour tous &,7 € Af ona

e_éﬂfE(Tfré) — e_ésfs(T:lr"]) |
e—5Efs(T7_lr€)e_6£f5(T7_lr77)

le—éemrﬁ,ﬁ) _ e—defe(r,m) ‘ _ |

Rappelons que a = %f < 1; ainsi, d’apres le lemme 6.3.2, il existe Cz > 0 telle que

‘ —Sefe(r6) _ e—ésfs(f_m){ < GDe(Em) )
4
n1+s

Par ailleurs, pour tous £,n € A}, et tout n >1ona

D (rZ.&,m"m) =e ~E (2O A _T")) D (¢, 77)
si bien que, d’aprés le lemme 6.3.2 (i), il existe C5 > 0 telle que :

VeneAF,Vn>1 D27 m) < —D2(E,n). (4)

n 14+¢

Combinons maintenant ces deux inégalités pour controler le coefficient m(p,); pour
tous £,m € A}, on a

L
he(§)  he(n)

1 e
+ o | he(77,€) = he (17, m) | €70 e (T50)
«(n)

[Pn(€) —Pa(n)| < he (7, €)e=0eF=(7200)

he(
4 he2em) ‘e—agfsvf,e) _ g=befe(r™,m) l

he(m)
m(E) lhele || mhe) || Ihelo
S 04 2)5 + o:_sj_ + o;ie_ D?(é'vn)a
n 1+¢ n 1+¢€ n 1+¢

ou Cy4 est une constante strictement positive. Il existe donc C' > 0 telle que, pour
tout n > 1, |pn] < ——Qg— La fonction p, appartient donc & Lo (A%) et pour £ assez

petit (plus prec1sement si 2—~L > 1) lasérie 3_, 5, [[pnl| est convergente.
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Pour établir la deuxiéme assertion du lemme, il suffit de remarquer que gréace a
Pinégalité (*x) ci-dessus, on a

c
m(ipn) < —z—m(p).
n 1+¢€

Ceci achéve la démonstration du lemme 6.4.1.

Corollaire 6.4.2 (Hypothése Hy) — Pour 0 < e < go, l'opérateur P. opére
contindment sur Lo (A1) et Pla+ = 1p+.

Démonstration. — Soit ¢ € Lo(AT). On a [[Pepll < 35 51 |pnll [ @n | si bien que
d’aprés le lemme précédent, pour 0 < € < g, il existe K > 0 tel que

[Peoll < Klell-

Pour montrer que P.1,+ = 1,+, il suffit de rappeler que P: est ’adjoint de T, par
rapport & v, et que la mesure v, est une mesure de probabilité T-invariante sur A*.
Ainsi P.15+(€) = 15+(&) pour ve-presque tout ¢ ; cette égalité est en fait vérifiée en
tout point £ de AT puisque P.1,+ est continue sur At et que le support de v. est

AT,

Introduisons & présent les opérateurs transformée de Fourier Py ., A € R, associés
au couple (P., f.) et définis par

Vo € La(AT),VE € AT Pacp(€) = Y pa()eM = 0p(77,);

n>1

D’apres le corollaire 6.3.3, on a :
Ve, g e AF | o _ ei/\fs(rfrn)l <
<A £e(72,8) = fe(r2m) | < BIX| De(€,m).

eMFe (T2 = fe (2 m) _ 1‘

Ainsi, en remplagant p(77,.£) par @z (€) = e ("Zr8 (77 ¢) dans la preuve du

lemme 6.4.1 on montre que la famille des (o n)n>1 est bornée dans (Lo (AT),||.]]).
Comme dans le corollaire 6.4.2, on en déduit que pour tout A € R, Py . opére sur
(La(AF), 11D

Il nous reste & controler le spectre de Py . sur Lo(AT) (hypotheéses H; et Ha).
Nous allons utiliser le théoréme de Ionescu-Tulcea et Marinescu. Les hypothéses de
ce théoréme sont vérifiées grace au lemme suivant (analogue du lemme 5.2.2).

Lemme 6.4.3. — Pour 0 < ¢ < gy, il existe N € N*, p €]0,1[ et deuz constantes
positives A et B tels que, pour tout ¢ € Lo(AT) et tout A € R on ait :

|Preely, <ol et ||[PYe]| <pllell + (A+BIAD|¢ly -
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Démonstration. — Pour tout A € R et toute fonction ¢ € Lo(A™) on a

| PrePloe € Pel@loo < |0l
d’ou la premiére inégalité.

Nous allons maintenant établir la deuxiéme inégalité en supposant A = 0; on se
raméne & ce cas en remplagant ¢(77, £) par o(1",.£)e*e(72+8) dans ce qui suit.

D’apreés le corollaire 6.2.2 il existe 8 > 1 et N € N* tel que, pour tous & et  dont les
développements w(£) et w(n) coincident jusqu’au rang N on ait :

D.(TN¢,TNn) > BD:(€, 7). (*)
Pour tous ki,...,kn € N* notons pg, ...k, la fonction définie par
VE € AT Prykn (€) = Pra (O)Pks (T546) -+ P (b TERE).
Soulignons que pour tout £ € A, Zklmszlpkr"kN () =1car PN1=1.

On a pour tout £ € A}, PNy(¢) = D kykyy>1 Phickn (€9 (T(’“_"’I)NT Y ) Ainsi,
pour tous £,m € A}, on obtient :

| PNo() - PN o(n)| < Z Phavotn (§) [ (7% 756) = 0 (7 w750 |
kn21
+!s0|oo > APkkn (&) = Prykn (1)
ky-kn>1
Z Pk (€ (( Np ThE Tl (- l)Nr E1r77)
ki-kn>1
+ |‘~P|oo Z |pk1"'kN (6) — Pky-kn (77)|
ky--kn>1

A partir de I'inégalité (x) on obtient

Z Pk, - kN ((kNl)NT é» ( 1)N7‘ Elﬂ?) _Da(g 77)

ky--kn2>1

Par ailleurs D.(7".£,7",m) = e_%(fs(ffrg)J“fE(Tf"’))De (&,m); donc d’apres le
lemme 6.3.2, il existe C; > 0 tel que pour tous &,n7 € A}, on ait
Dx(rm &, m™.m) < C1D(&,7m), d’ou :

N
Z |pk1 kN(g) Pk, - kN SZ Z k1 kN(E 3 7’)
=1 kN

ki--kn2>1
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avec
ko—
Pk, ( T~ 1)2 1" 'Tkl ) Pk, (T(il)le—x,,‘" Tf},-'f]) ‘

Dkoyrkn (T{“jl)lr .. .Tf‘rn)
N
<% mpi, )G D2 (€M)
£=1k,>1

et 3,51 m(pn) < +oo d’aprés le lemme 6.4.1. Finalement il existe une constante
K > 0 telle que m(PNp) < ﬁm( )+ K ¢, Aot || PNo| < pm(p)+Alp|,, avec
p=g= €0,1[et A=K+1.

D’apreés le théoréme de Ionescu-Tulcea et Marinescu, Popérateur P: x sur L (A™)
a au plus un nombre fini de valeurs propres de module 1; les sous-espaces propres
associés sont de dimension finie et le reste du spectre est inclus dans un disque de
rayon strictement inférieur & 1. Pour que les hypothéses H; et Hy soient vérifiées par
le couple (P2, f. + f- o T¢) il nous reste & établir le :

Lemme 6.4.4. — Soient o € L(A™) et 0 € R tels que P yp = €. Deux cas peuvent
alors se présenter :

1. A=0, €% =1 et ¢ est constante sur At ;

2. A=0, e =—1 et‘P=C(1AT _]'At1)'

Démonstration. — Considérons d’abord le cas ot A = 0. On a P.1 AF = 1 At

PglAtl =1, et P2 opére sur chacun des espaces L(AY,) et L(AT,); il suffit donc

de montrer que €2 =1 et que ¢ est constante sur A} et AT.

Les égalités P.p = €% et v, P. = v, entrainent P. |<p|( ) = |<p(§)| Ve (d€)-presque
slirement ; les fonctions ¢ et P,y étant continues sur L(A 1) et L(AT,), et le support
de v, étant AT, cette égalité est satisfaite en tout point £ € A™.

Etudions par exemple la restriction de © a AT ; il existe & et & dans A_i" tels que
|@(60)| = infeepr [9(€)] et |0(62)] = supees, |9(€)]. Par convexité on a

Vn,m 21 ()| = |e(r'1716) | et [9(&1)] = lo(m )]

En faisant tendre n vers +oo on obtient |¢(&)| = |¢(€1)] et ¢ est donc de module
constant sur A} ; I'égalité P.¢ = 2% nous donne alors, par convexité

VEE AT, Vn,m>1 p(rPT™E) = e2Pp(€).

En faisant tendre n vers +o00, on obtient ¢(¢) = e~2¥p(Fix(r)); la fonction ¢ est

donc constante sur A et €2 = 1.
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Considérons & présent le cas ou A est quelconque. Les égalités Pyxp = e®pet v, P. = v
entrainent P. || = |¢| et donc ¢ est de module constant sur A*. Par convexité, on
obtient

VEE AT, Yn>1 Ml olo(rn £) = ePp(€)

d’out limy,—s 400 eiMe(T7,6) ewﬁ(ﬁrﬁ. En particulier, pour toute suite (ng)r>1

strictement croissante d’entiers on a limg_, 4 oo i’\(fS(TT:HE)_f‘(Tfﬁ{)) = 1. D’apreés le

lemme 6.3.2, on a lim, 4o fo(77,€) = 400 et d’autre part lim,_, ;oo fe(771€) —
fe(72,6) =0

(car | £o(77€) = £ (r7,8) | = | Bin ¢ (r2H0,7700) = Bin ¢ (i,7000) | = | BSy ¢ (1,721) |,

ifrﬁ (l’T::Z)‘ = ’B;ix(T_r) (Z7T:rl ’ = 0 :

Nous avons le

Lemme 6.4.5. — Soit (un)n>1 une suite de réels telle que limy,_, 4o un = +00 et
lim, 400 Unt1 — Up, = 0. Alors, pour tout a > 0, il existe une suite strictement
croissante d’entiers (ng)r>1 telle que

i (i, = ) =
Démonstration. — 1l suffit de poser ng = 1 et ngy1 = sup{p > ni |up < upn, + a},
pour tout k > 1.

On applique ce lemme & la suite fs( 7™.£); pour tout @ > 0 on a % =1 d’ou A = 0.

Ainsi, lorsque A est non nul, )\ ne posséde pas de valeurs propres de module 1
si bien que son rayon spectral sur L,(A™") est strictement inférieur & 1 (Hypothese
H,). En revanche, pour A = 0, la valeur propre 1 est simple, I’espace propre associé
est celui des fonctions constantes sur At et le projecteur propre s’identifie & une
mesure de probabilité P.-invariante sur At ; on peut alors écrire P2 = v, + R, avec

l \
p(Re) = limp 400 | RZ||™ < 1 (Hypothése Hy).
L’hypothése Hs est simple & vérifier puisque d’une part, d’aprés le lemme 6.4.1 il
existe C; > 0 tel que

Cy
VYn>1 |pul| < Eﬁ_(avec
nite 1

24
€€>1pour0<£<eo)

et d’autre part, d’aprés le lemme 6.3.4, il existe Cy > 0 tel que
¥n > 1L,VE e NS | f(m7,6)| < 2(1+¢€)logn + Cs.

2(1+¢) log n+C: .
Par conséquent, pour tout £ € A, on a lP 3 §)| < Z+°° g(—s‘)z_%—:—zL, qui
n

1+e€

est fini; en particulier v.(f3) = ve(P. f3) < +o0.

Par ailleurs, d’aprés le corollaire 6.2.2, il existe eg > 0 N € N* et Cy > 0 tels que pour
tout & € A}, on ait Sy fe(§) > Co. Ainsi ve(fe) = Ve(SNfE) > Cy. L’hypothese Hg
est donc blen satisfaite. Il nous reste a vérifier I’ hypothese H,. Nous avons la
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Proposition 6.4.6. — L’application A\ — P; ) est développable en série entiére en
tout point de R.

La preuve de cette proposition est analogue & celle de la proposition 5.2.4. Les seules
modifications & apporter portent sur les ordres de grandeur des normes des fonctions
£ pp(€) et € fo(T1€); d’apres les lemmes 6.3.4 et 6.4.1, il existe des constantes
C; et C5 telles que

C
Yn>1 |pnll < —- et VE €AY [fe(17€)| < 2(1 +¢)logn + Co.
nl €

Ces majorations permettent d’établir I'analyticité sur R de la fonction A — P .

6.5 Meélange du flot géodésique sur (M, g.)

On rappelle (§ 6.2) que toute géodésique orientée de M se reléve de fagon unique
en une géodésique orientée de (H?,d;) dont les extrémités £_,¢ appartiennent a
I'ensemble A = |J,_,; AZ, x A}. L’ensemble E formé des éléments ((£—,¢&),t) de
A xR tels que 0 < t < f.(€), quotienté par la relation ((£_, &), f-(€)) ~ (T:(¢-,€),0)
s’identifie au fibré unitaire tangent UM de (M, g.) (voir § 6.2 pour la définition de
T.).

Rappelons que la mesure définie sur A x R par
9e(dE)oe ()

55 m(dt)

(He ® m)(dE- dE dt) = D.(¢ E) 5

est invariante par l'application qui & ((£_,&),t) associe (T.(£—,€),t — f-(£)) et par
le flot (as)ser défini par as((€-,€),t) = ((€-,€),t + s). Notons (a@s)scr la projection
de (as)ser sur E, ce flot correspond au flot géodésique sur UM. La mesure y. ® m
induit sur F une mesure g, ® m invariante par le flot (@;)ser. On déduit de I’étude
spectrale des opérateurs (Py)aer la

Proposition 6.5.1. —  Pour tout 0 < € < €¢, le flot géodésique sur le fibré unitaire
tangent de (M, ge) est mélangeant relativement & la mesure e @ m.

Démonstration. — Nous adaptons ici la démonstration de Y. Guivarc’h et J. Hardy
[13] du mélange d’un flot spécial construit & I’aide d’une fonction hsldérienne sur un
sous-décalage de type fini.

Quitte & normaliser p on a u. ® m(E) = ve(fe); pour établir la proposition, il faut
montrer que pour toutes fonctions ® et ¥ de L%(E, . ® m), on a

t—lggl fi(@,¥) = lle(fs)

avec It(®, ) = [ B((¢-,€),5)¥ 0 ae((€-,&), 8)pe ® m(dé_ dE ds).
Par un argument de densité, il suffit d’établir cette convergence pour toute fonction ®
(resp. ¥) de la forme ¢ ®@u (resp. ¥ ®v) o ¢ est holderienne sur A, u est une fonction

—— He @ M(P)pe ® m(¥)
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de R dans R et le support de ¢ ®u est inclus dans {((¢-,£),s) € AxR|0 < s < f-(£)}
(idem pour 9 et v); comme (¢ ® v)((€=,&),8 — Snf:(£)) = 0 pour tout n # 0, on
peut écrire

+o00
=D Y(TP(E-,€))v(s — Snfe(€))

n=0

d'ou (Y @v)oa((£-,8),s) = +°° (TP (€-,€))v(s+t— Spf-(£)) et on obtient alors

Lip®up®v) = Z/ u(SyH(T™ (-, €))

(s +t = Snfe(§))ne ® m(dg— d€ ds).

Remarquons que ¢ et v s’identifient a des fonctions des suites bilatéres (7;"*)iez,
avec w(§-) = (72" )i<o et w(§) = (7"*)i>1. En utilisant de nouveau un argument de
densité dans L?(A, p.) il suffit de considérer les projections de ¢ et 3 sur les espaces
correspondant aux suites unilatéres de coordonnées d’indices > —¢ avec £ > 0; quitte
a translater par une puissance de T, (ce qui ne modifie pas I'intégrale ci-dessus car
la mesure p. est T.-invariante), il suffit alors de considérer le cas £ = 0, c’est-a-dire

le cas oul ¢ et 1 appartiennent a Lo (A™T).

On a alors

+o00
e ®u o =3 / P UTT0(s + t = 5,1 (O) el

+x]Rh

+00
= Z /A+ . I:’En(h% Q@ w)(&,t — s)Y(€)v(s)ve (d€)m(ds)

avec 4(s) = u(—s) pour tout s € R. D’aprés 1’étude spectrale des Pz, le couple
(Pe, fe) vérifie les hypothéses Hg, Hy, Ho, H3 et Hy. En utilisant alors le théoréme 5.0.1
(théoréme du renouvellement « classique ») on a

+o00
V(e s) € A* xR Jﬂ&§:§ﬂ¢®m@¢—sﬁz%@L&Zimds
"o € €

Le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue nous donne alors

pe ®m(p ® u)pe @ m(Y ®v)
Ve(fe)

hm Lp®u,p ®v) =
d ’ou la proposition.
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PREFACE

Les deux articles de ce volume sont consacrés & ’étude de deux aspects différents
de systémes dynamiques hyperboliques pour des situations explicites. Le premier
article aborde les propriétés stochastiques des sommes de Birkhoff d’une fonction
réguliére le long des trajectoires d’une transformation dilatante T de l'intervalle,
la mesure de référence étant la mesure de Lebesgue. Le deuxiéme article considére
Pasymptotique du nombre de trajectoires périodiques; la situation considérée est
celle du flot géodésique sur certaines surfaces 4 courbure négative, non compactes
mais d’aire finie. Les deux aspects sont étudiés par une méthode commune, celle de
la théorie spectrale des opérateurs de transfert.

Dans le premier cas cet opérateur n’est autre que 'adjoint P de la transformation
T par rapport & la mesure de Lebesgue; si f est la fonction réguliére donnée, 1’étude
de la loi des sommes de Birkhoff S,(z) = 6‘"1 f o T*(z) se raméne & celle de
litération des opérateurs « transformés de Fourier » Py définis par Pyp = P [¢* ).
Les deux problémes principaux étudiés sont celui du théoréme central limite et
celui du théoréme limite local. L’étude du premier probléme met en jeu la famille
des opérateurs Py pour A petit; elle est menée sous des conditions trés générales
concernant la partition (dénombrable) de l'intervalle définie par T et elle aboutit a

un théoréme central limite avec reste de la forme O (%) Une difficulté importante

qui apparait et est contournée, est le manque d’informations précises sur la densité
de la mesure T-invariante dans le cas d’une partition dénombrable. Dans ’étude du
théoréme local il est essentiel de controler le spectre Py pour tout A réel; ceci dépend
d’une inégalité fonctionnelle introduite pour A = 0 par Doeblin et Fortet dans ’étude
des chaines & liaisons complétes. Cette étude met en évidence certaines équations
fonctionnelles satisfaites par f qui sont discutées en utilisant les points périodiques
de T. L’article se présente comme un travail de synthése et les principaux résultats
nouveaux sont relatifs au cas d’une partition dénombrable comme celle par exemple
de la transformation « en fraction continue ».

Le deuxiéme article est basé sur la méthode du codage et la représentation du flot
géodésique comme flot spécial au-dessus d’une certaine transformation dilatante T
définie sur le bord du disque; cette transformation traduit la dynamique du groupe
fondamental sur le bord et est analogue 4 la transformation en « fraction continue ».
Le principal résultat dit que le nombre de géodésiques fermées de longueur au plus a
est équivalent & -’% ol h est ’exposant critique de la série de Poincaré correspondante,
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comme dans le cas général des surfaces compactes. Le nombre de géodésiques fermées
de longueur au plus a s’exprime & l’aide des potentiels (ou de la résolvante) de
l’opérateur adjoint de T par rapport & la mesure naturelle. L’asymptotique recherchée
dépend alors d’une étude précise du spectre d’opérateurs de la forme Py pour tout
A réel. La fonction f qui intervient ici est la fonction plafond du flot spécial et
contrairement & la situation précédente, elle est bornée mais de taille controlée.
La situation géométrique explicite permet I’étude du spectre Py ; elle fait appel en
particulier & la propriété de mélange du flot géodésique qui se trouve donc établie au
cours de cette étude. Les difficultés principales sont liées & la non compacité de la
surface qui se traduit ici par le fait que la fonction f est non bornée et la partition
associée & T infinie. L’article se présente comme une premiére étape de 1’étude de
ce sujet complexe par la méthode des opérateurs de transfert. Ce sujet est étudié
par de trés nombreux auteurs, en général par la méthode de la fonction zéta ou bien
par la formule des traces. On peut, par exemple, citer le travail de Parry et Pollicott
qui fait 'objet d’un volume de cette série o I’on trouvera de nombreuses références.
L’étude prend comme point de départ le cas de la formule modulaire qui a ’avantage
de se préter & une étude trés explicite; le résultat obtenu est nouveau dans le cas
considéré par les auteurs d’une perturbation de la courbure constante et la méthode
peut s’étendre de maniére beaucoup plus générale. Clairement, il s’agit 1a de cas trés
particuliers ou l'asymptotique mentionnée plus haut reste valable. Le domaine de
validité d’une telle asymptotique n’est pas entiérement connu mais la méthode des
opérateurs de transfert permet au moins d’aborder cette question pour les variétés
non compactes géométriquement finies méme en courbure variable.

Dans de nombreuses situations naturelles, la présence de singularités ne permet pas
Papplication immeédiate du formalisme thermodynamique. La méthode des opérateurs
de transfert est cependant assez souple pour permettre des variantes comme celles
développées ici. Elle permet aussi de traduire de maniére analytique certaines
propriétés géométriques, elle admet des interprétations probabilistes utiles et son
formalisme s’étend naturellement au cas ot la fonction f est & valeurs matricielles au
lieu d’&tre & valeurs réelles comme c’est en particulier le cas dans ’étude des produits
de matrices aléatoires. Elle est donc susceptible d’applications nouvelles dans des
situations de type hyperbolique de plus grande dimension.

Y. Guivarc’h
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TRANSFORMATIONS DILATANTES DE
L’INTERVALLE ET THEOREMES LIMITES

Anne BROISE

On fait ici un travail de synthése sur les transformations dilatantes de I'intervalle ayant
une partition finie ou dénombrable. On montre P’existence de mesures invariantes
absolument continues par rapport & la mesure de Lebesgue pour une classe de
transformations dilatantes plus large que celle étudiée habituellement. Ensuite, on
montre des théorémes limites central et local, on donne la vitesse de convergence
et des conditions d’annulation de la variance basées sur les points périodiques de la
transformation. On précise les théorémes limites obtenus par des théorémes de grands
écarts. Enfin on montre comment s’appliquent ces théorémes sur divers exemples de
transformations.

A synthesis on interval expanding maps is done. We prove the existence of invariant
measures which are absolutely continued with respect to Lebesgue measure for a
larger class of expanding maps. Then we prove central and local limit theorems, we
give the convergence rate and some conditions on the variance annulation based on
the periodic points of the map. We precise these limit theorems by large deviation
theorems. To conclude we show how to apply these theorems on various examples.
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INTRODUCTION

Ce travail est une synthése des théorémes limites pour les transformations dilatantes
de l'intervalle : existence de mesures invariantes absolument continues par rapport
a la mesure de Lebesgue, théorémes limites central et local, vitesse de convergence.
Ensuite, on compléte les théorémes limites obtenus par des théorémes de grands
écarts. Il s’agit d’un prolongement du travail de J. Rousseau-Egele |[RE]. Cette
derniére étude est compléte pour le cas des transformations dilatantes de l'intervalle
ayant une partition finie, car la densité de la mesure invariante est alors assez bien
connue. Ce n’est pas le cas des transformations dilatantes de l'intervalle ayant une
partition infinie dénombrable sous les hypothéses de J. Rousseau-Egele sauf dans
certains cas bien particuliers.

On étend ici les énoncés au cas général des transformations dilatantes ayant
une partition dénombrable sous des hypothéses qui généralisent de fagon naturelle
celles données par A. Lasota et J. Yorke [L.Y] dans le cas des partitions finies.
Les hypotheses faites par J. Rousseau-Egele sur la densité des mesures invariantes
permettent de se ramener & des opérateurs markoviens. Comme il est difficile de
préciser les mesures invariantes pour une transformation dilatante quelconque, on a
évité d’employer ces hypothéses dans la preuve des résultats annoncés. Ici, on envisage
surtout le cas des transformations dilatantes admettant une partition dénombrable ;
mais cette étude contient évidemment comme cas particulier celle des transformations
ayant une partition finie, ce qui justifie ce travail de syntheése.

On se donne une transformation dilatante T de [0, 1] (ici le lecteur peut supposer
que T est monotone, dilatante et de classe C? sur un ensemble fini ou dénombrable
d’intervalles). Dans un premier temps, on construit Am, la mesure de probabilité
invariante par T absolument continue par rapport 4 la mesure de Lebesgue m; sa
densité h est & variation bornée. La construction de hm se fait par ’étude spectrale
" de I'opérateur de Perron-Frobenius ® associé 4 T, comme ® préserve les fonctions &
variation bornée, on peut utiliser le théoréme de C. Ionescu-Tulcea et G. Marinescu
[IT.M]. On prouve une inégalité d’un type considéré par W. Doeblin et R. Fortet
[D.F], en généralisant la démonstration de A. Lasota et J. Yorke [L.Y].

On suppose alors que le systéme (T, hm) est ergodique (donc que 1 est une valeur
propre simple de ®), on doit d’ailleurs pouvoir s’affranchir de cette hypothése —voir
K. Ishitani [I] ainsi que T. Li et J. Yorke [L.Y]— en se restreignant aux différentes
classes ergodiques de T'.
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On se donne maintenant une fonction f & variation bornée, on note S,f =
S %o f o T* et on pose o2 = limn_,+°o%f01(5'nf)2hdm > 0; si 0 n’est pas nul

(voir plus loin) alors, on démontre que les sommes S, f suivent :

— un théoréme limite central avec vitesse de convergence :

hm [{w €[0,1]: S"f(x)az/gm(fh) < v}] - \/—12_; /_Uoo e‘tz/zdt' < %

— un théoréme limite local : pour tout intervalle A de R de longueur finie,
uniformément en z dans R, on a :

sup
vER

Jim ovnhm[{z € [0,1]: z + S, f(z) — nm(fh) € A}] — mQ(ﬂ_A)eiéin =0,

et on précise ces deux théorémes a 'aide de deux théorémes de grands écarts. Pour
faire cela, on adapte la méthode spectrale de S.V. Nagaev [N], qui a déja été utilisée
par Y. Guivarc’h et J. Hardy dans le cas des difféomorphismes d’Anosov [G.H] et
par E. Le Page pour les produits de matrices aléatoires [L]. Elle consiste & normaliser
Popérateur @, c’est-a-dire a le rendre markovien en posant :
®(gh)
Pg = 5

et & consideérer la chaine de Markov associée & P. On obtient des théorémes limites en
perturbant P et en faisant des développements limités en utilisant la décomposition
spectrale de l'opérateur perturbé. Pour pouvoir normaliser ®, voir [I], [Mo], [RE],
on doit supposer que sur {h # 0}, % est encore & variation bornée, pour que
P préserve lui aussi lespace vectoriel des fonctions & variation bornée. G. Keller
[Ke], R. Adler et L. Flatto [A.F], [M.P.V] ont donné des conditions sur T' pour que
cette hypothése soit satisfaite. Comme en général on peut difficilement préciser les
propriétés de h, on ne sait pas si elle est vérifiée pour les transformations admettant
une partition dénombrable. Dans la classe de transformations dilatantes choisies
ici, il existe d’ailleurs des contre-exemples, on en donnera un. On ne va donc pas
normaliser ®, mais le perturber directement et utiliser la méthode des développements
limités. La technique employée permet aussi de donner des conditions précises sur f
pour que o ne soit pas nul, en utilisant des points périodiques de T'. Ces conditions
sont essentielles dans les théorémes précédents et sont nouvelles. Finalement on
donne quelques exemples d’applications de ces théorémes, en particulier pour les
(B-transformations et la transformation « fraction continue ».

Ce travail compléte donc Particle de J. Rousseau-Egele. Il généralise les travaux
de T. Morita [Mo] qui considére des transformations dilatantes qui ont une partition
dénombrable « markovienne », il peut alors se ramener & des opérateurs markoviens.
On pourrait envisager une application & des généralisation des travaux de V. Baladi
et G. Keller [B.K] ainsi qu’a ceux de F. Hofbauer et G. Keller [H.K] pour des
transformations dilatantes avec une partition dénombrable. Pour étre complet, il faut
signaler ’approche de M. Rychlik [Ry] pour obtenir des propriétés supplémentaires
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de la densité de la mesure invariante pour des transformations dilatantes de ’intervalle
avec des propriétés plus restrictives que celles introduites ici sans utiliser le théoréme
de Ionescu-Tulcea et Marinescu. Dans tous les travaux que l'on vient de citer, on se
place dans des espaces de fonctions & variation bornée ; d’autres espaces fonctionnels
ont été envisagés, par exemple K. Krzyzewski et W. Szlenk [Krl], [Kr2], [Kr.S]
utilisent des fonctions différentiables. Ils obtiennent alors d’autres propriétés pour
la densité h de la mesure invariante, c’est le cas aussi de D. Mayer [Ma] et de R.
Maiié [M]. Bien str les conditions sur les transformations envisagées sont différentes
de celles adoptées ici.

J’ai réalisé en partie ce travail 4 'PIRMAR & 1'Université de Rennes I pendant que
je préparais ma thése. C’est avec plaisir que je me permets de remercier ici Yves
Guivarc’h pour tout ce que j’ai appris en travaillant avec lui.






1 NOTATIONS ET PREMIERES
DEFINITIONS

On note l'intervalle [0,1] par I. On munit I de la tribu de ses boréliens B et de la
mesure de Lebesgue m. On note L!(m) l'espace des fonctions de I dans C qui sont
intégrables sur .

Définition 1.1. — Soit f une fonction de I dans C, on dit que f est & variation

bornée si :
n—1

v(f) =sup »_ |f(a:) = f(ais1)]
=1

est fini, on prend le supremum sur l'ensemble des subdivisions finies de I (a;)1<i<n,
n dans N*.

Un élément f de L'(m) est dit & variation bornée si

v(f) = inf v(g)
gef

est fini, on prend Uinfimum sur la classe de f modulom, f = {g: 1 - C: f =
g m-p.p. }.
On note V Uensemble {f € L*(m): v(f) < oo}.

Remarque. — On peut considérer que V est ’ensemble des fonctions continues a
droite sur I, ayant un nombre au plus dénombrable de sauts dans I. A chaque élément
f de V', on peut associer une mesure p dont la variation totale est bornée telle que
pour tout z de I, f(z) = u([0, z]).

V est un sous espace de L!(m) qui n’est pas fermé pour la norme || ||; [car la suite
de fonctions f,(z) = sin 21j1/, 1(z) est dans V mais elle converge vers f(z) = sin 1
qui appartient & L!(m) mais n’est pas dans V).

On définit alors la norme || - ||, sur V par :

[£llo = v(£) + £

Cette norme rend 'espace (V|| -||,) complet car la boule unité de I’espace des mesures
dont la variation totale est bornée est compacte pour la topologie de la convergence
faible des mesures & variation totale bornée.
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On a pour tout f de V, pour tout z,y dans I :

|£I(z) = |£1(y) < v(f),
on a donc :

/ 1£1() — 1£1@))dy = I£1(2) — | Fllx < v(f)-

Ainsi ||fllo = Ifll1 < v(f) c’est-a-dire ||fllooc < [|f]lo- On en déduit qu’une suite
(fn)n>0 d’éléments de V qui converge dans V vers f converge uniformément sur I.

Comme si f et g sont dans V, on a : || fgll1 < |[flloollglls + I fll1llgllcc €t comme
pour une subdivision (a;)1<i<n finie de I on a :

IA

ZI f9)(a:i) — (£9)(ai1)l i[lf(ai)llg(ai) — 9(ait1)] + lg(a:)ll f(a:) — flaira)l]

IA

IIfIIoozlg ;) — g(ait1 l+l|g||ooZ|f a;) = f(aiy1)|.

=1

On en déduit que : v(fg) < || flloov(g) + llglloov(f), et donc :

Ifglle < [ flleollglle + lgllooll Il
Ifglle < 20 flullgllo-

On construit maintenant une classe de transformations dilatantes pour lesquelles on
pourra montrer le théoréme limite central.
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2 UNE CLASSE DE TRANSFORMATIONS
DILATANTES

2.1 Définition de C

On va maintenant donner la classe des transformations dilatantes sur laquelle on
travaillera ensuite. Dans un premier temps, on va définir la partition associée & une
transformation.

On appelle 9 I'ensemble des applications de I dans lui-méme, vérifiant la condition
suivante :

Il existe une partition finie ou dénombrable de I : (I;);cs telle que la
restriction de T' & chaque intervalle I; se prolonge en une fonction de
classe C? et strictement monotone sur I;.

On remarque que si T est dans 9, alors :

— il existe une partition, parmi toutes celles qui vérifient la condition précédente,
qui est la plus grossiére (ou la moins fine) ; on lappellera la partition associée
a T, on la notera (I;)jes;

— pour tout entier k > 0, T* est aussi dans 9 (car T envoie I dans I). La partition
associée & T* est d’ailleurs un raffinement de la partition associée & T.

Dans toute la suite on ne travaillera qu’avec des applications de 9.
On appelle alors € la classe des applications T de I dans lui-méme qui
appartiennent 8 9 et telles que :

(1) La restriction de T' & I; est strictement monotone et se prolonge en une
application dérivable & dérivée lipschitzienne sur I; ou (I;);e s est la partition
de I associée & T .

(2) 11 existe un entier ng > 0, tel que v = infje , infeer, |[(T7°) (z)| > 2, ot
(Ij)jern, est la partition associée & T™.

(3) infjeJno m(T"O(IJ)) > 0.

(4) supjc;, SUPysyer, (Tno)'(xwL:?(JT"iX(y) =K < 0.

11
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Par exemple :

/

0 aq a3 G2 a1

1$

Ces hypotheéses sont suffisantes pour démontrer I’existence d’une mesure invariante
par T absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue ainsi que le théoréme
limite central. Par contre, pour démontrer le théoréme limite local on a besoin d’une
condition apparemment beaucoup plus restrictive, on prendra T dans ¢’ ou €’ est la
classe des applications T' de € vérifiant la condition supplémentaire suivante :

3') Pour tout k > 0, inf;cs, m(T*(I;)) >0, on (I;),cy, est la partition associée
i €Tk J jli€x
a .

Remarques. —

Quand la partition associée a T est finie, les conditions (3), (3’) et (4) sont évidentes.
Si pour tout j de J, T'(I;) = I, alors (3) et (3') sont vérifiées.

La condition (4) entraine que pour tout N > 0,

T B T

Si T est dans €', alors pour tout entier n > 0, T™ est aussi dans €’.

Si les restrictions de T' aux ensembles I; se prolongent de fagon C? sur Tj, on peut
remplacer la condition (4) par la condition (4') suivante :

(T)" ()
[(Tm)"?(x)

sup =K' < 0.

12



TRANSFORMATIONS DILATANTES DE L’INTERVALLE

On note I—J = [aj,a;+1]. Au point a;, T n’est pas définie a priori, cependant, on dira
souvent que T est définie sur chaque intervalle fermé de la partition en prenant aux
bords de l'intervalle la valeur limite, par exemple ici :

T(a;) = lim  T(x).

T—aj,r>a;

La condition (3’) est nécessaire pour démontrer le théoréme limite local (voir la pro-
position 9.1). Il suffit par contre pour démontrer ’existence d’une mesure invariante
ou le théoréme limite central pour T' de supposer (3) (voir la proposition 4.1).

2.2 Exemples d’éléments de C

— Les [(-transformations : elles sont définies par Tz = Bz[1] ou B est un réel
strictement supérieur & 1. La partition associée & T est 0 < % < e <L 1%1 <1
Sur chaque intervalle : [%, %1—] ou0<j<[B]—1etsur [Lgl, 1], T est linéaire
donc on a (1), ¥ = 8 > 1 par hypothése d’ou (2) (on prend le plus petit entier
ng tel que 8™ > 2) et comme la subdivision est finie, T est dans €.

— On vérifie aisément que la généralisation des [-transformations : les
applications Tz = Bz + « [1] ou 8 > 1,0 < a < 1 sont encore dans €.

— Les applications linéaires par morceaux telles qu’il existe une partition
(Ix) finie ou dénombrable telle que T'(Iy) = I, T est linéaire sur I et
|[T'z| > 1+ € ot € > 0 sont aussi des éléments de €. (La aussi, on prend le
plus petit entier ng tel que (1 + &)™ > 2.)

— La transformation « fraction continue » : elle est définie par T'(0) = 0 et
pour z €]0, l]Tz = {1}. La partition de I associée & T est (In =]737, =Dnen-
et sur I,, Tx = —z- —n qui est une fonction de classe C* strictement monotone

sur [, =], d’ou (1). Pour tout n > 0, T(I,) = I, d’on (3). On remarque que
T'(1) = -1.
Ona:
nf [(ToT) () =4,
en effet T'x = —;}2— sur U, I, T"z = 2—25, et

(T oTY(z) = T'(Tz)T"(z) = (Ti)%_lz -5 _lm)z sz EJ%H%[

Alors :

1 1
f (T2 = —  —j =
zéILlJI |( ) (z)l 7111;% zléllf (1 — na:)2 n>{) (1 - )2 4,

13
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d’ou (2)

(T?)"(z) = T"(2)T'(Tz)+T"(Tz)(T'(2))?
-1 2 2 1 _ 2(1-zTx)

- (Tz)? z a7 (Tz)3z4  z4(Tx)3
(T2)"(z) 1 , 11
=L = 9(1 —2Tz)Tz = 2nz(= — — .
RICE (1-2Tz)Tz 2713:(3C n) siz € i
D’otl sup ey, ﬁ%;)ﬂm—)]% = SUD, >0 oy n+1 =2 < 00. Ainsi T est dans C.
Remarque. — 1l existe des transformations T' qui vérifient (1), (2) et (3) mais qui

n’appartiennent pas a C, en effet : soit T' définie par

T0 =0

Tz = Llog(nz +bn)+ an sur |
Tx —4z—2sur (1,3

Tz =4z —3sur [3,1]

n+1’n]n>2

avec a, = log[(n+1)(e™ — 1)] et b, = L‘l"__—n_'e‘n—_l, ils sont choisis de fagon a ce que
T($) =1, T(n+1) =0, d’ou (3). Sur I,,, T est une fonction de classe C?, on a :
1
1

en -ty
n
ne + —=5

Tz =

qui est une fonction décroissante sur | — 0o, zg[ et sur ]zg, +00[ ot

e"n/(n+1)—1

To = n(em — 1)

comme on a : —00 < Iy < n+1 < % < 00 et comme sur ]zo, o0, Tz est dans R%, on
en déduit que T est strictement croissante sur I, la condition (1) est donc vérifiée

(e" =1 (n+1)
(m+1)(en—1)—e*n+n+1
= inf{4,(1-e ™) (n+1),n>2}=3(1-e?)

. / . . ’ 1 _ .
alcrég |T'z| = 1nf{7111;f2T (n),4} = inf{4, }

car la fonction z — (z + 1)(1 — e™%) est strictement croissante sur (1, 00].
v =3(1—-e"2) = 2,59 > 2, la condition (2) est donc vérifice. Mais la condition (4)
n’est pas vérifiée, en effet :

T'(z) :T’(y) \

=n sur I, pour n > 2.

On a donc
T'(z) - T'(y)

r—y

sup sup

’ - .
neN* z£yel,

14
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Remarque. — 11 existe des transformations T qui sont dans € mais qui n’appar-
tiennent pas & ¢’. On en donne maintenant un exemple qui reprend une idée de A.
Boubakri. On définit la transformation linéaire par morceaux T par :

T(0) =0
Tz =%z -3 sur I =[3,1]
Te=8z—1sur Iy =[},3]
Tz =3z -} sur I =[3},3]

Tz =an(z—L)+1sur I, = [ml_—l-,-,l;], pour n > 3.

Tx

| /

Sl

T~
[~

1.’L’

PN
W=
=
1w

2

On choisit a,, de fagon & ce que T envoie I, sur [3 — 515, 1], on prend a,, = ﬁlﬂ)f:—ﬂz.
Toutes les pentes des applications linéaires sont plus grandes que 2. Ceci montre que
T est dans C et aussi que ng = 1.
T envoie

Iy et I; sur [%,1] =L UL UI

Lsur (3,1]=(3,3|ulyet (§,3]Ch

Lnsur [3 - 1] =3 - 2L 3|ulyet 3 — 55,3 Ccisin>3.
Alors pour construire la partition associée a T2, on découpe Iy et I; en trois
intervalles : I, ; = I, N T7(I;) ou ¢ vaut 0 ou 1, j vaut 0, 1 ou 2. Par contre,
pour n > 2, on découpe I, en deux intervalles : I,; = I, N T~Y(I;) ot i vaut 0
ou 1. Pour n > 2, T envoie I sur [2 — 17 3] T2 l'envoie sur [1 — 325, 1]. Ainsi
inf m(T?(1;;)) = infp>3 3—:—2 = 0, ce qui prouve que T n’'est pas dans C'. Pour cette
transformation on va montrer le théoréme limite central mais pas le théoréme limite
local.
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3 L’OPERATEUR DE PERRON-FROBENIUS

On considére un élément T' de C, on définit alors 'opérateur de Perron-Frobenius
associé a T, ®r: L'(m) — L'(m) par :

1 1
/<I>Tf-gdm=/ f-goTdm ou f e L'(m) et g € L™(m).
0 0

Les principales propriétés de &7 sont :
(i) @7 est un opérateur linéaire continu de L!(m).
(ii) ®7 est positif : f > 0= & f > 0, donc |®7f| < ®r|f| pour f dans V.

(iii) @7 est une contraction de L!(m).

)
)
(iv) ®r préserve l'intégrale : fol & fdm = fol fdm.
(v) ®pn = (®7)".

)

(vi) @7 f = f si et seulement si T laisse la mesure p = fm invariante.

Démonstration de (i) et de (vi) : Pour f dans L'(m), on a :

1 1
@7 flli = supygy.<1lfy ®rf - g9dm| <supygy <1 fy If]-1goT|dm

< supjg.<i 1fllillg o Tlloo < || f]l1-

Si &7 f = f alors pour tout g de L>®(m) on a : fol fgdm = fol fg o Tdm en particulier
pour g = 14, avec A dans B on a

Si p = fm est invariante par T, pour tout g de L*°(m) on a :

1 1 1 1
/ goTdu = / gdu ie. : / fgoTdm = / fgdm d'ou &7 f = f.
0 0 0 0

O
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Remarque. — m est une mesure invariante par T si et seulement si 71 = 1.

Les conditions imposées aux transformations 7' de € permettent une écriture
explicite de ®7, pour m-presque tout  de I on a :

rf(@) = £los2) w),lmﬁ( z),

jeJ

ou o; : T(I;) — I; est la réciproque de T restreinte & I;. En effet, I'égalité de
définition de &7 donne par changement de variables pour tout f de L!(m), pour tout
g de L>(m) :

/f goTdm= Z J g0 Tdm

JjE€J

1
= Z/ Fo)9W) gy dm)

JjEJ
1
_ ze; / f(o52) IT’ Ty L @dm(a)
= [1X 0,00 5t @o@am(a)
JjeJ

[par le théoréme de la convergence monotone dans le cas d’une subdivision
dénombrable et en découpant f en ft — f~ avec f* et f~ positives.] D’ou :

1
q>Tf Zf o;T iT,( -73)| T(I )(.’17) m-p.p.

jeJ

Désormais on note ® a la place de @7 et on définit pour tout x de I

Zf ;T |T’ m)llT(IJ)( )-

JjE€J
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4 LE THEOREME DE IONESCU-TULCEA ET
MARINESCU

4.1 Les hypotheses

Ce théoréme permet de faire la décomposition spectrale de ® et de montrer
l’existence d’une mesure invariante pour T' et absolument continue par rapport m.
On énonce d’abord ses hypothéses.

Les hypothéses. — (0, ] |}o) et (£,] - |l¢) sont deux espaces de Banach sur C,0 est
contenu dans £, ils vérifient de plus I’hypothése :

(a) si (fn)n>0 est une suite d’éléments de 0 qui converge dans £ vers f et si pour
tout n > 0 || frllo < C, alors f est dans 0 et on a || fllv < C.

® est un opérateur de £ dans £ qui laisse stable U et qui est borné par rapport a la
norme || - [|v, il vérifie les conditions :

(b) sup,>of{ll®"flle, f €T, [Iflle <1} < H < oo.
(c) Nl existe ng > 0, < 1 et B < oo tels que :

@™ fllo < allfllo + Bl flle-

(d) si V est une partie bornée de (0, || - |v) alors @™V est relativement compacte
dans (£, - [|)e)-

Avant d’énoncer et de prouver le théoréme de Marinescu et Ionescu-Tulcea, on
remarque que :

Proposition 4.1. — Si T est dans €, ® vérifie les hypothéses (a), (b), (c) et (d).

Démonstration. — On prend pour £ I'espace L!(m) muni de la norme || - |; et pour
0 le sous espace de £ constitué des fonctions dont la variation est finie, on le munit
de la norme || f||, = v(f) + || f]l1, c’est en fait (V, || - |»).

(a) - Ona A = {f € L*(m): ||f]lo < C} est une partie compacte de L*(m). On le
voit en remarquant que toute fonction a variation bornée peut étre considérée comme
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la fonction de répartition d’une mesure u non nécessairement positive. On dispose de
la convergence faible des mesures.

Soit (¢n )n>0 une suite de A on associe alors une suite de mesures (gn )n>0 de variation
totale bornée sur [0, 1]. Il existe donc une sous-suite de mesures (in, )k>0 qui converge
faiblement vers p. Soit ¢(z) = u([0,z]), comme I’ensemble des points de discontinuité
de p est dénombrable, on en déduit que ¢,, — ¢ p.s. Les ¢, sont bornées on peut
donc appliquer le théoréme de Lebesgue et alors : ¢, — ¢ dans L*(m) et ||¢|l, < C,
d’oi1 la compacité de A dans L*(m).

Soit alors une suite (f,)n>0 de points de A qui converge vers f un élément de L (m)
et telle que || fr]lv < C. On a alors lim,,c ||f — frll1 = 0 et || fa]lv < C. Comme A
est compacte dans L*(m) alors f est dans A, donc f est dans V et vérifie || f|, < C.

(b) - Comme ® est une contraction de L!(m), on a pour f dans V, ||®f|; < ||fl
ainsi sup,,>o{[[®" fll1, f € V, [l £ 1} <1 < o0.

(c) - Pour démontrer la condition de Doeblin-Fortet, on s’inspire des travaux de
Lasota et Yorke [L.Y] pour une transformation dilatante & subdivision finie.

On sait qu'il existe un entier ng > 0, tel que inf |(T™)’(z)| = v > 2. On considére
alors la transformation 7™°. L’opérateur de Perron-Frobenius associé est ®"°, que
Pon va écrire ainsi :

1
@nof Z f( ;T Tno ( )ilT"O(Tj)(x)'
]eJno

ot (I)jeJ,, est la partition associée & T™°, o; la réciproque de la restriction de T' &
I;. Soit f un élément de V fixé, on calcule la variation de ®™° f :

,U(q)nof) = v Z (I(T;{O) |) 0j- ]'T"O(I)

jEJn

Z v [(T(TT;’{ES’_[) o} Uj‘lT"O(Tj)

J€Tng

IN

On pose T™(I;) = [a;, b;]. Comme (I(_T’%)’I) o0; est une fonction & variation bornée
sur I, on en déduit que :

i s s s
o) @978t | S V(e 003) + Lo l(0305) + L g0

ol V[g, »,1(g) désigne la variation de la fonction g sur I'intervalle [a;, b;]. On a :

f f f . . f .
|(T" ) l(UJa]) + |(T"°) |(03b ) v[ajybj]( |(Tn0)/l o UJ) + 21:6?2]{%] I (Tno)/ (O-Jw)l
et
. f 1 f _
mefffibj] | (Tme)! (752l < bj — aj /[a, b;] |(T”")’ (los)dm(z)

g
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par changement de variable.
D’aprés (3), on sait qu'il existe § > 0, tel que inf;c s, m (T™(I;)) = & > 0. Donc :

V@0 <2 Y vteny |y 0] + 3171

3€Tng

On calcule maintenant

f s
Ula;,b5] [( (Tmo)! UJ] = Séllz ZZ_:' 0191 Ty ———(0j6-1)]
ol 0 = (6¢)o<e<m est une subdivision finie de [aj, b;].
3 i
ZI i (0ibe) Ty = (00e—1)|
=1
. 1
< flo;0e) — f(o;00-1)|————
ezzzll ( J E) ( J 1)l|(Tno)l(0j02)l
+ Zm:lf(a'e M L (0j0p) — ;(0.9 )|
& V-1 (Troy 9 ] (o) i 1
< su -—_ o 0 00 (0
- 1<e£m|(T"°) ) |;|f ;(0e) — f © 0(6e-1)]
+ ey (9399 ~ ey (93%-1)
1<e<m 0 — 0p—1
D1 00j(Be-1)l-10e = 1.
£=1

On passe alors & la limite et on prend le supremum sur 1’ensemble des subdivisions
finies de [a;, b;] : S;. Comme on a les inégalités suivantes :

1 1 1
2Ty e =P Ty o) < 5
oy (030e) = (g (050-1)
1<e<m O¢ — 0p_1 |
(T™)'(06e) — (T™°) (0j6¢-1) <K

< su <—=<o0;
1<13£m|(93 = 0p-1)(T™) (050¢)(T™0) (0j0p-1) ~ 72

SHPZIfOUJ 0r) — f 0 05(0e-1)| = v1,(f) ;

’Ifl

supz|foaj (6e-1).160 — 0 1|—/ |Fldm.

’Zl

CcC =
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On en déduit que :

. 1 K 2
v@f) <2( 2o+ S + s

Alors :
2™ fllo < el fllo + Bl fll1

aveca:%<%=1et0§ﬂ<oo.

On remarque ici que dans le cas d’une partition dénombrable, I’hypothése (4) sur T
est nécessaire. En fait, les hypothéses qu’on a prises pour les éléments de C sont les
plus faibles possibles pour faire la démonstration de la proposition 4.1 en suivant la
méthode de Lasota et Yorke [L.Y] et sa généralisation donnée par Kowalski [Ko].

On remarque aussi que si pour tout j de J, T™a;, b;] = I, on a directement :
1 K
v(@™f) < ;v(f) + ?”f”b

(d) - Si V est une partie bornée de (V, || - ||,), comme ® est un opérateur borné de
V alors ®™°V est une partie bornée de (V, || - ||,) donc de (L*(m),| - ||1)-

On en déduit alors que ®™°V est une partie relativement compacte de (V, ||.||,) car
d’aprés la preuve du (a) l'injection de (V, || - ||,) dans (L*(m),|| - ||1) est compacte. O

4.2 Le théoréme de Ionescu-Tulcea et Marinescu

Théoréme 4.2. —  Sous les hypothéses (a), (b), (c) et (d), ® n’a qu’un nombre fini
de valeurs propres de module 1 : Ay,... ,Ap et ® s’écrit alors :

¢=i)\i¢i+\y.

=1

Les ®; sont des opérateurs linéaires bornés de 0 dans ®,(0) qui est de dimension
finie et est contenu dans V. U est un opérateur linéaire borné de 0 qui a un rayon
spectral p(¥) < 1 dans (0, | - |v). De plus on a :

Vo, = ;¥ = 09,0, =0 si i# jO7 =9,
On peut alors écrire : ™ = f=1 A2®; + U™ pour tout n > 0.

Démonstration. — La démonstration donnée ici reprend celle de C. Ionescu-Tulcea
et G. Marinescu dans [IT.M], on peut aussi se reporter au travail de H. Hennion
dans [H]. Elle se fait en plusieurs étapes.

1ERE ETAPE : on démontre que ® a un nombre fini de valeurs propres de module 1
et que les espaces propres associés sont de dimension finie.

Lemme 4.3. — Soit m > 1 alors, || fllv < &™||fllo + L|| flle-

22
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Démonstration. — D’apres les hypothéses (b) et (c) pour tout entier m on a :
[@™]le < H < oo donc [|2™flle < HI|f|le et |2™ fllo < ol fllo + Bl flle-
Alors, pour m > 1,0n a:
1877 fllo < al| @D fllo + BRI flle < @I fll + BH| fle
par récurrence on obtient alors :
187" fllo < @™ fllo + BHA +a+ -+ a™ )| f]le.

Comme 0 < a < 1 on en déduit que BH(1+a+---+a™ 1) < -f_ﬂa a
On en déduit alors le lemme 4.4.

Lemme 4.4. — Les normes (||®7|}v)n>1 sont uniformément bornées.
Démonstration. — D’aprés le lemme 4.3 sim > 0,o0n a:
@™ |0 < @™ + L.

Comme @ est un opérateur borné par rapport 4 la norme de 0, il en est de méme
pour ", n < ng, il existe donc M > 0 tel que, |®"|v < M < oo pour n < ng. D’ou
{||®™|lv }n>0 est uniformément bornée. O

On note pour tout A de C,

VA) ={f€V: &f = Af}
c’est I’espace propre associé a A, si V() # {0} alors X est une valeur propre de ®.
Lemme 4.5. — 0()\) est de dimension finie si |A\| = 1.

Démonstration. — Pour cela, on montre que X =V(A) N {f € V: ||flle < 1} est
compact. Soit f dans X, on adonc: ||flle <1et ®f =Af. Alorson a:

187 fllo = A" fllo = lIfllo < allflko + BlIflle < ellflo + 8.

Comme 0 < a@ <1 alorson a: ||fl < l—f‘—a X est donc une partie bornée de U, par
(d) elle est transformée en une partie compacte de £ par ®™°. Mais X est invariant
par ®". X est donc une partie compacte de £ donc dim0(\) est finie. O

Lemme 4.6. — ® n’admet qu’un nombre fini de valeurs propres de module 1.

Démonstration. — Dans le cas contraire, il existerait une suite infinie de valeurs
propres distinctes de module 1 : Ay,...,Aq,... Ay # Aj si ¢ # j. Pour tout m, on
choisit f, dans V(A,), fn # 0. Les (frn)n>0 sont linéairement indépendants (dans £
comme dans V). On note X (n) = vect {f1,..., fn}. X(n) est strictement inclus dans
X(n + 1). Le lemme de F. Riesz prouve alors 'existence d’une suite g1,...,gn,...
telle que ||gnlle =1 et ||gn — flle > 3 ol f est dans X (n—1) et g, dans X (n). Si une
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fonction f est dans X (n), elle s’écrit : f = > 7 | a; f;, alors ®™(f) vaut Y., Aa; f;
et est dans X (n) . Si f est dans X (1) alors pour tout entier p > 0, 55~ ®7(f) — f est
dans X(m — 1). En effet

1 m AZ‘ m m—1 Ai
E‘I’pf -f= ;ai(m)pf - ;aifi = ; ai((m)p - 1)fi.

Pour n > ng, on a :
5= GI"‘ggilv = [18"gjllv < &*™|igsllo + Lllg;lle = o*™g;llo + L.

Comme 0 < a < 1, il existe alors n(j) > 0 tel que pour tout n > n(j) et n > nog,

a*™]|g;ll < 1.

On en déduit que I’ensemble {/\%@"gj, Jj € N*,n > sup{n(j),no}} est la transformée
J

par ®" d’une partie bornée de VU, d’aprés (4) c’est donc une partie compacte de £,
il existe donc deux sous-suites ( js) et (ns) croissantes de (j) et (n) telles que la suite
(X’,‘?‘I’ *gj,)s>0 converge dans £. Mais :

Js

D = )\ns (bnsg]s - )\’ns+1 Qns-‘—lg]s-f-l
Js+1 e
1 MNg41 1 Ns
D Gjst1 +( Mst1 o 9js+1 ~ Gjs41 — n, ® gjs)
P A7
Js+1 Js @

Comme Swizr @™+ gj, ., — gj,4, est dans X (jor1 — 1) et comme —%;@"’gjs est dans
ds41

X (js) qui est contenu dans X (js+1 — 1) on en déduit que D > 1 5 par hypothése sur
la suite (gn)n>o. Ceci contredit le fait que (54 ®™*g;,) converge dans £ et donc il
J

existe un nombre fini de valeurs propres de module 1. O
2EME ETAPE : On construit les opérateurs ®,.

Lemme 4.7. — Quelque soit le nombre compleze A de module 1, quelque soit f dans

<

0, il existe f dans™O tel que

no+n—1

1 1 -
lim |- —®kf—TFl| =o0.
n—oo || N L
k=no Iy
Démonstration. — Soit VU = {f € £: limyy00 || f — gnlle = 0 avec (gn)n>0 une suite
de 0V}, 0 est un espace de Banach quand on le munit de la norme || - || qui est la

restriction 30 de la norme ||- ||¢. L’opérateur ® préserve 'espace et il existe H > 0,
tel que pour tout entier m > 1, on ait ||®™||¢ < H, par le théoréme de Hahn-Banach
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il existe un prolongement & de ® a0 qui vérifie pour tout f de 0, pour tout entier
m>0: R .

dmf=@mf et |3™|5 < H.
Le lemme 4.4 entraine que les normes ||®™|fpm > 1 sont uniformément bornées par
M = sup; <;m<oo 2™ ]}0. Pour f dans 0, on a :

INA

15~ 1 g L gk < ™= Lypen L
H;;:E: ermo flko ;:§£:|| flko S = Il £l +';;Hf“®
k=0 k=0
Il £k siM<1
=\ Mfle siM>1.

L’ensemble {2 > 7~ XH—,LO@" f, n € N*} est une partie bornée de 0 par (d) elle est
transformée par ®™° en une partie compacte de £. C’est

1 n+no—1 1
- _q>k
{ gj f.n>0}.
=ng

On peut donc en extraire une sous-suite convergente dans £ donc g_ans“_‘_(‘i 11 existe
donc une suite (np), strictement croissante d’entiers et une fonction f de 0 telle que :

1 np+no—1 1
. L L &k _
i |27 den -7 <o
k=no e
On montre maintenant que f est dans 0, on observe que :
1 no+np—1 1 1 no+np—1
- > F‘I’kf < — Z 9% fllo < M||£lfo-
P k=no K\ P k=no

£ est donc limite dans £ d’une suite de points de ¥ qui sont bornés par M||f|}v dans

0, Phypothése (a) permet de conclure que f est dans O et || fllo < M| fllo.

o+n11

k
ono  3F2"f converge aussi dans £ et

En fait, on montre que la suite f, = %ZZ
donc dans O vers f, on remarque d’abord que :

®f = \f.

En effet, on a :

19, = Ay lls = < Zfle.
P

£

n )\k /\k—l

P k=ng k=ng

On montre ensuite que la suite f,, converge dans 0 vers f, on a :
f=F+(-79.

25



A. BROISE

Alors :

1 n+ng—1 1

F‘I’k(f - ).

:I*—‘

Z —<I>'“[f+(f H=F+
k=n, k=ng

n4ng—1 1 L ok

11 suffit donc de montrer que la suite 2 33~ o

pour conclure. On remarque que la sulte

(f = f) converge dans O vers 0

1Mt d ® gro—1 Ul p _ f pro+h-l
U=g 2 W ==+ 34ty + 3 e
=ng =1

converge vers f — f dans 0, on en déduit donc que : f — f est dans la fermeture de
Im(I - %) prise dans ‘0. Il suffit donc de montrer que pour tout g de cet ensemble,
la suite g, = £ ZZiZE 'l 3 ®*(g) converge vers 0. D’abord, si g est dans Im(I — ),

il existe z dans U tel que g =(I- —)z. Alors :

1 n, 1 no+n—1 2
3o 2 T e T 2| S il

1
lonll = 3

Iy

Maintenant si g est dans la fermeture de Im(I — %), il existe ¢’ = (I — %)z, z dans 0
tel que [|g — g'|le < §. Alors :

no+n— 1 no+n—1 L p

LS -0+ Y T

k=ngo k=ng

<—+—z)
L

llgnlle =

Cette suite tend vers 0, ce qui termine la démonstration. [

On peut alors poser pour tout f de’V, f = ®5f, ®» est un opérateur linéaire, il envoie
0 dans ®(V) qui est contenu dans V. L’inégalité || f|v < M| f|k entraine alors que

|@xllo < M pour tout A € C, || = 1.

On a aussi, pour tout n :

1 Mogncl ‘bkf 1 notn-l
- Z i < - Z 1% flle < H|flle,
k=ng £ k=no

on a donc :
|@xflle < H| flle et donc [ ®i]le < H.

3EME ETAPE : On démontre les derniéres assertions du théoréme.

Lemme 4.8. — L’image de0 par @5 est V(A).
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Démonstration. — Soit f dans O(\), ona: ®f = Xk f k > 1. Alors :

1 no+n-—1 1 1 no+n—1
~ Y w¥f=s ) f=f=af=1
k=ngo k=no

Ainsi V()) est contenu dans ®,(0). Soit f dans ®,(0) alors il existe g dans U tel
que f = &g pour tout n >0 on a:

no+n—1 no+n—1

1 1 ok _1 L skt
[~ k; w2 =~ k; w2 9)
n+l. 1 " 11
= —dF(g) — —————B"og.
n )‘n+1kz Ak (9) n/\"O‘l(I) g
—

On passe alors a la limite dans £, on obtient : ®5f = Af. On en déduit alors que
pour tout A € C,|A| =1, non valeur propre de &, @, = 0. O

Lemme 4.9. — Soit \ une valeur propre de module 1 de ® alors ®% = ).

Démonstration. — Soit f dans™0 alors @, f est dans V() comme si f est dans O(\)
ona: ®,f = f onen déduit alors que 3 f = ®,f. ®, est donc une projection de V
sur V(A). O

Lemme 4.10. — Si p et A sont distinctes alors &, = 0.

Démonstration. — Si f est dans 0, alors ®,f est dans VU(u), ce qui entraine que
®,®,, f est dans V(u) NO(A) = {0}. On peut alors décomposer 0 en :

V=al_0(\) 8.

On note maintenant ®; & la place de ®,. Les ®; sont des projections de ¥ dans0()\;)
qui sont de dimension finie. Une fonction f de 0 s’écrit alors de fagon unique

f=®1f+ -+ ®,f + g ou g appartient & W.
Alors pour tout m > 0O on a :
Q" f = AT @1f + - + A ®p f + @™y,

en effet : si on note ¢ la projection de U sur W, on pose ¥f = &g = dof = 0D f.
On a oV = ¥ car ¥ préserve ’espace W. On a donc : ™o = U™ ce qui entraine
UP; = ®; ¥ = 0 car V(A;) NW = {0}. Par construction, ¥ n’a pas de valeur propre
de module 1 dans V. C’est un opérateur borné de 0 et de £ on a :

€™ le = @™ = AT*®1 — -+ = AT ®@plle < [[ 2" [|e + [R1lle + - + |Dplle,
d’ou ||[¥™]|¢ < (p+1)M. De méme ona: ||[¥™|ly < (p+1)H. Ainsi ¥ (V) est contenu
dansV et ¥ a un rayon spectral p(¥) < 1 dans (0, | - |v). O
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4.3 Conséquences

D’apreés la proposition 4.1, on peut appliquer ce théoréme & ®. On s’intéresse a la
valeur A = 1, on définit alors h = ®;(1). Comme la fonction 1 est un élément de V,
d’apres la démonstration du théoréme (2éme étape) on sait que h est dans V, il reste
& montrer que A n’est pas nulle. On a fol hdm = 1. En effet h est définie comme la
limite dans O des fonctions h, = & zz::g_l ®*(1). La propriété (iv) de 'opérateur
de Perron-Frobenius entraine que pour tout n > 0,

1 1 n+no—1 1 .
hpdm = — / ®%(1)dm = 1.
/0 n k;o 0 W

Comme h est dans V donc dans L!(m), on en déduit alors que fol hdm =1 donc que
h n’est pas nulle. Par construction h est positive d’apres (ii) et (iv). On en déduit
alors que ® admet 1 pour valeur propre et qu’une fonction propre associée est h.

4.4 Exemples et remarques

Exemples. —

— La transformation « fraction continue » :

1 1 1
sur | ——,—[, ona: Tz =~ —n.
n+1l'n z

La réciproque vaut donc :

— 1 t ol = ___.____1
ont = ——— et 0,7 = T
L’opérateur & vaut alors :
1 1 1 1
® = ——— et h(z) = —
f(@) ;f(x+n)(w+n)2 et h() log21+z
car fol h(z) dz =1 et on vérifie aisément que :
1 1 1 1 1
Qh(z) = - = .
(z) log2nz>:1(w+n a:+'n+1) log21+«x

— Dans le cas d’une transformation linéaire par morceaux et vérifiant T'(I;) = I,
on a h =1 et m est T-invariante.

— Pour les S-transformations, si 3 € Net a = 0, ®f(z) = %Zg;é f(%‘—k) et
®1=1donc h=1.
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Remarque 1. — La fonction h n’est pas obligatoirement strictement positive, par
exemple si on prend Tz = Bz + a[1],82=8+1,8>0et a = §—;§ On a:

1 1
h=£@+48)Ao,2-p)/21 + Li/210) + 538 + D(Li2-p)/2,9-1)/2( + Lia,p/20)-

On a ainsi construit une mesure hm absolument continue par rapport a la mesure de
Lebesgue mais non nécessairement équivalente & m tel que (T, hm) soit un systéme
dynamique.

Remarque 2. — Dans le cas ou la partition est finie, G. Keller [Ke] a montré que
{h # 0} est une réunion finie d’intervalles ouverts et qu’il existe D > 0 tel que sur
{h#0},o0na:

1/D < h(z) < D.

L’hypothése de partition finie est capitale et la démonstration de Keller [Ke| ne
peut pas étre généralisée au cas dénombrable. Cela tient essentiellement au fait
suivant : si {z,,n € D} est une famille dénombrable de réels strictement positifs
alors a = inf,c9 x,, est positif ou nul tandis que dans le cas d’une famille finie il est
strictement positif.

Un élément T de € sera dit markovien s’il vérifie de plus la condition suivante :

Dans le cas d’une partition finie :

(5f) Pour tout j € J, il existe K; C J tel que T'(I;) = Ukexk, Ik et il existe
un entier p > 0 tel que pour tout j € J, T?(I;) = I.

Dans le cas d’une partition dénombrable :
(5d) Pour tout j € J, T(I;) = I.

Dans le cadre markovien le “folklore theorem” donne des résultats analogues a
celui de Keller :

Théoréme. — Si T € C est markovien, alors T admet une mesure invariante hm
équivalente & la mesure de Lebesgue et ergodique. De plus la densité h est continue
par morceauz les discontinuités ont lieu uniquement aux points de séparation de la
partition et il existe D > 0 tel que :

= <h@)<D.

La démonstration est donnée dans [A.F| dans le cas d’une partition finie et dans
[M.P.V] dans le cas d’une partition dénombrable.

Si on remplace la condition (5d) par la condition (5d") suivante :

(5d") L’ensemble {T'(I;),j € J} est constitué d’un nombre fini d’intervalles
distincts et {T'(a;): j € J} est contenu dans {a;: j € J}.
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Si on suppose que le systéme (T, hm) est mélangeant et que le support de h est I,
alors la fonction % est & variation bornée. Ce dernier résultat a été montré par Morita

dans [Mo].

Remarque 3. — Dans le cas d’une partition finie comme dans le cas markovien, la
fonction + 7 L{h0} est dans V', on peut donc normaliser 'opérateur ® ou éventuellement

sa restriction & {h # 0} en posant Pg = M ce qui 81mp11ﬁe les calculs car P est
markovien. Cependant dans € il existe des elements tels que l{h#,} n’appartient
pas & V. On va maintenant en donner un exemple qui montre blen que 'hypothése
(3) suffit pour que ’hypotheése %1{;#0} est & variation bornée ne soit pas réalisée.
Cet exemple est capital ici, car il justifie aussi la facon dont seront menées les
démonstrations dans toute la suite : on ne normalisera pas 'opérateur ® pour
qu’il devienne markovien. Cet exemple vérifie aussi ’hypothése (3') et alors les
théorémes limites central et local sont vérifiés pour cette transformation. On prend
la transformation 7T linéaire par morceaux suivante :

Tx

1

0l11 1 1 z
68 1 2 1

[y

6

1 1
six € ['2'5’271_—1],Tl’=an$+bn,n>0

1 2
avec a, = 2" —2—netb 4n—1.
T envoie l'intervalle [z, 52| dans [Zlﬁ’ 1]. L’opérateur de Perron-Frobenius associé
4T est:

(2)-

n>0

T est bien dans € et donc il existe h dans V', h positive et d’intégrale 1 telle que
®h = h, h est la limite dans V de la suite

-3y

k=1

§l'—‘
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On a: .
q)].(ll?) = Z a—llz}’ﬁl](x)
n
n>0
On remarque que :
2n

1, () = :2 L, 1g(2),
=1

ce qui prouve d’ailleurs que T est dans €', on a donc :

1 z—b,
P pent@) =D o (T i 2)
n>0
T — by,
= Z _1[—1; se=1 N[5 neT 1]( )
n>0
1 T — b 1
= o () = o)
Ainsi on a :
2k1
E Z 1 q(2).
(-+1)
k1 >0 kg1 Tk Fkz &2

Par récurrence, on obtient alors pour tout entier £ > 0,

2k, 2ke_1
o1 —1 .
(@)= > - Z onarar, @)
k1>0 k=1 ke=

Ce que l'on peut aussi écrire en utilisant le théoréme de Fubini :

=> IS —“%1(;,17,1](.’6),

Ak, Ak, Gk,

kl>0kt_12%(; kz_sz"l klzfzz
ou encore :
1 z

5 DD 3D DRI pEEL IR

k1>0 1, >_;Lk3>_2 k¢>kl 1
Ainsi :

=D pr(n)1y (@),
k>0

avec

OEES 30 DD DRI PRSI

31k2>’°k>_2 k>’°t1
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On remarque que les px(n) sont strictement positifs car les ay le sont. On peut donc
chercher h sous la forme :

= kz:OPkl[fE,u(m) avec px = nli_)ngopk(n) > 0.
>

pr existe bien car la fonction h existe dans V, on en déduit aussi que la série >, Pk
est finie, c’est la valeur de h sur l'intervalle [1,1]. Comme ®h = h, on a :

Zka—l[ 0(®) =203 g (@) = Y pelyy (@) = hz).

E>0 = >0 >4 £>0

Ainsi on a pour tout £> 0 :

Dk 1
p=Y By,
£ al ae £
k> ¢

k>4

Comme la suite des ay est croissante et comme les py sont positifs ou nuls, on en déduit
alors que les pi forment une suite positive décroissante elle est donc convergente vers 0
car la somme ), pr est finie. On montre maintenant que les pi ne sont pas nuls,
on suppose le contraire : il existe donc un plus petit entier £ > 0 tel que p, = 0, la
relation précédente entraine alors que :

et donc :

ce qui contredit le fait que £ soit le plus petit possible, ainsi p; est strictement positif.
On en déduit que pour tout z non nul de I, h(z) n’est pas nul en effet il existe un
entier n, tel que = soit dans l'intervalle [47"=,4=("==1)] et alors h(z) = Y5, Pk
Cette derniére égalité montre alors que : -

lim h(z) = 0.

z—0

D’autre part, comme 0 n’est dans aucun des intervalles [, 1], on a k(0) = 0 et donc

—1{ hz0} n'est pas dans V car h est continue et s’annule en 0.
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1
h(z)
T
h(z) f 1 I
[ | |
| | n
[ [ I
| | "
| | I
| | I
! | I |
" | I |
| | | I |
| | | I | |
4 | | " | |
N | | " | |
- | | | 11 | |
11 1 * 0l 1 Lz
16 4 1 4

On rappelle ici que T est dans €', les théorémes limites central et local sont donc
vérifiés pour cette transformation.

4.5 Hypothese sur le systeme (I, B, T, hm)

Dans toute la suite, on suppose que 1 est une valeur propre simple de
®. Tant que ’on ne le précisera pas (jusqu'au théoréme limite local), on
suppose que T est dans € et non pas dans €’.

Alors le systéme (I, B, T, hm) est ergodique. On en déduit :

Proposition 4.11. — Les autres valeurs propres de module 1 de ® sont toutes simples
et sont des racines p-iémes de l'unité. De plus, il existe une fonction v de L*(hm)
de module 1 sur I telle que pour tout 0 < j < p, v’h est dans V, vP = 1 et
®(v7h) = Mvih on A = /P,

La décomposition spectrale de ® donnée par le théoréme de Ionescu-Tulcea et
Marinescu peut alors s’écrire, pour f dans V et pour k > 0,

H(f) = o) + 3" N* (1) + TH()
=1

ot ®; est la projection de V sur l’espace Cv7h.
Démonstration. — D’abord on montre que s’il existe v non nul dans V tel que

Pu = Ay, avec A de module 1, distinct de 1 alors il existe v dans L?(hm) ne s’annulant
pas sur I tel que u = vh. En effet |Pu| = |u|, mais d’aprés (ii) |®u| < ®|u| donc
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®|u| > |u| > 0. D’apres (iv) fol ®|u|dm = fol |u|dm. Ainsi ®|u| = |u| m-p.p. donc on a
®|u| = |u| dans V, comme 1 est valeur propre simple de ® associée a h, on en déduit
que |u| = kh ou k est une constante positive, qu'on peut toujours choisir égale a 1.
On peut donc écrire u = vh, v est une fonction de module 1 de L%(hm) avec vh dans
Vetona:

®(vh) = Avh.

Sur {h # 0}, on peut poser P(v) = ﬂ;’—h—z. P admet T pour adjoint dans L2(hm) et
est une contraction de L2(hm), en effet, si on note (v, w)nm le produit scalaire de
L?(hm) :

1 1
(Pv,w)hm=/ <I>(vh)-wdm=/ v-w o Thdm = (v,w 0 T)pm
0 0

|Pvllzpm = sup  [(Pv,w)hm|-
[lwllz,hm <1
Comme
1 1 1
(P, w)nm| = |/ <I>(vh)wdm|=|/ v~onhdm|§/ v+ w o T|hdm
0 0 0
1 1 1 1
< / hdm]}| / w? o Thdm]} = [[v]|z pmlwll2, 4,
0 0
on a donc :

[1Pvll2,m < [[V]l2,5m-

Soit, maintenant, A # 1 une valeur propre de module 1 de ®. Il existe donc v dans
L?(hm), ne s’annulant pas sur I et vh dans V qui vérifie :

®(vh) = Avh donc Pv = A,

A est donc une valeur propre de module 1 de P. v est un point fixe de 'opérateur %

qui est une contraction de L?(hm) car |A| = 1. Son adjoint dans L?(hm) est AT, en
effet :
(%v,w)hm = %fol ®(vh)wdm = %fol v-wo Thdm

= %(v,w °T>hm = (’U, %w o T)hm

et A\ =1 d’on & = . Dans un espace de Hilbert, les points fixes d’une contraction

sont ceux de son adjoint. Ainsi
woT =w.

Si v1 est dans V et vérifie aussi Av; o T' = v; alors comme v ne s’annule pas sur I on
a:
m U1
—)oT =—.
()e ”
Alors u " u 0
d(—oT-h)=®(—-h)ie. —h=0(—-h).
(ZoT h)=&(2L h)ie Zh=a(2-h)

34



TRANSFORMATIONS DILATANTES DE L’INTERVALLE

Donc % est une constante et {i n’admet qu’un espace vectoriel de dimension 1 comme
invariant, c’est-a-dire \ est une valeur propre simple de P et donc de ®.

On montre maintenant que les valeurs propres de ® sont les racines p-iémes de 'unité.
Si a # 1 est une valeur propre de & de module 1 associée & vh, on a pour tout = de I :

l@h(e) = 3 vle9) g iy o)

JjeJ

Pour tout z de {h # 0}, ’équation précédente représente un barycentre de points de
module 1 qui reste de module 1 donc, pour tout z de I tel que h(o;z)17(s,)(z) # 0
et h(z) #0ona:

av(z) = v(o;z).

On a aussi, pour tout n > 0, pour tout j de J :
a™v"(z) = v"(ojz),

donc
®(v"h) = a™v"h.

v"™h est dans L2(hm), V est dense dans L2(hm) v™h peut s’écrire & une constante
multiplicative prés comme la limite de la suite Zk__é —1;®7 () ot p est une fonction
quelconque bien choisie de V', d’aprés la preuve du théoréme de Ionescu-Tulcea et
Marinescu cette suite admet une limite dans V, v™h est donc dans V et est une
fonction propre de ® associée & a™. Comme ® n’admet que p valeurs propres de
module 1 distinctes, on en déduit qu’elles forment un groupe fini de cardinal p du
disque unité. Ainsi :

{1,202, ., A} = {1, A, .., P71}

avec A = e2"/P_ Les fonctions propres s’écrivent h, vh,..., v*P~*h, comme elles sont

simples, on en déduit que vP = 1. J

On veut maintenant démontrer le théoréme limite central suivant : soit f un
élément de V' a valeurs réelles, on pose

n—1
Suf =) foT*,
k=0

sous ’hypothése
1

. Snf
2 _ nJ \2
o“ = lim (\/ﬁ)hdm>0

n—00 0

et si m(fh) =0 on a alors :

Sn 1 [
lim hm[——]i <v]= \/T/ e~**/2dy, pour tout v dans R.
m )

n—00 \/ﬁ
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D’apreés la méthode des fonctions caractéristiques de Paul Lévy, il suffit de prouver
que pour tout t de R,

1

it Snf 2
lim etV hdm = et /2,
n—o0 0

On remarque que :
1 1 1 )
/ et hdm =/ eto% 10T dm =/ @"[eztvﬁ% - hldm.
0 0 0

it Snf
On est donc amené & étudier ‘-‘I>"[e’t"~/R - h] et pour cela & construire un nouvel
opérateur ®¢(i6) vérifiant pour tout g de V et tout 0 réel :

3(i6)(g) = B"[c?51 g].

36



5 LES PERTURBATIONS DE
L’OPERATEUR &

On perturbe l'opérateur @ : soit f une fonction réelle appartenant & V, pour tout 6
dans C, on définit 'opérateur ®¢(0) par :

®4(0)(g9) = ®lexp(6f) - g] ot g est dans V.

Proposition 5.1. — L’opérateur ®¢(0) vérifie les propriétés suivantes :

(P1) ®£(0) =

(P2) Pour tout § de C, ®¢(0) est un opérateur continu de V.

(P3) L’application 6 — ®¢(8) est analytique.

(P4) Pour tout entier n > 0, pour tout compleze 6, on a ’égalité m-presque partout :

n—1

87(0)(g) = ®"[exp(6Snf)-g] od Suf = foT*.
k=0

La propriété (P4) permet de faire I’étude de S,f en utilisant les propriétés
spectrales de ®¢(9).

Démonstration. —
(P2) : On montre d’abord que si f est dans V et 6 dans C alors exp(6f) est dans V.

Ona:
1 1
|l exp(6f) ] = / |exp(61)|dm = / exp(Reff)dm < exp(|Ref]| 1) < oo,
0 0

donc exp(6f) est dans L'(m). Pour toute subdivision (a;)o<i<n finie de [0, 1], on a :

2_: |exp(0f)(ai) — exp(6f)(ai+1)| = Z lexp off?; )1)) f(‘ezxp(ff(ai)) [1f(ai) = f(ai-1)|
i=1 * -

IN

th (@) = flas-0)] sup [9exp(62)]
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Ainsi
v[exp(0f)] < K¢|0lv(f) < oo.

On fixe maintenant 6 dans C et g dans V'

[25(0)(@)llo < 12llo - | exp(0F) - gllv < 2[|@][ - | exp(6F)ll2 - lgllo-
D’ou la continuité de ®4(0) dans V et on a : || ®5(0)||v < 2||®||v - || exp(81)]|o-
(P3) : Comme

o" g|n ol I
12l < D jal, - 7). <2l), - gl BT

- n!
la série > o0, n, (f™g) est normalement convergente dans V et sa limite vaut
®4(0)(g). Ainsi la fonction 6 — ®£(0) est analytique.
(P4) : On montre d’abord que pour f, g dans V P’on a :

®[foT - g] = f-Pg m-presque partout.

Si f est dans V et ¢ dans L°°(m), on note (f, #) pour fol fodm. On a par définition
de P,

(®(foT-g),9) oT-g,¢0T)
g,(f - ¢)oT> car f eV = f e L®(m)

(@g,0- ) =(f 29, 9).
Ceci étant vrai pour tout ¢ de L>°(m), on en déduit que ®[foT-g] = f-Pg m-presque
partout. On peut alors démontrer (P4) par récurrence sur n :

c’est vrai au rang 1 par définition de ®£(6).

On suppose que ®%(8)(g) = 2"[exp(0Snf) - g] m-p.p.

Alors, il existe N dans B,m(N1) =0etsur I\ Ny on a:

27+1(6)(g) 27(0)[®£(6)(9)]
" [exp(6Snf) - @5(0)(9)]
= ®"[exp(65.f)®(exp(61)g)]-

1l existe No dans B tel que m(Nz) =0 et sur I\ N ona:

®lexp(6f) - glexp(0Snf) = ®[exp(8Snf)oT -exp(6f)- g]
= ®lexp(0Sn+1f) - 9]

Soit alors N3 = N1 U Ny, on a : m(N3) = 0 et sur I \ N,

(f
(

Il

7+ (0)(9) = @"[®((exp BSnt1f) - 9)] = @ [exp(8Snt1f)g). O
Le spectre de ®£(0) est donné par le théoréme des perturbations.
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Proposition 5.2. — 1l existe un réel a > 0 tel que si |0| < a, alors pour tout n > 1,
pour tout g de V, on peut écrire :

p—1
23(0)(9) = A5 (0)20(6)(9) + D_ Ak(6)2x(6)(9) + TF(8)(9).
k=1

Avec :

— les applications 6 — ®(0), 0 — A¢(6) et 6 — ¥;(0) sont analytiques dans un
voisinage de § =0 ;

- Me(0) = A* et A\ (0) est une valeur propre de ®¢(6) de module plus grand que
2460 = py ;

~ les opérateurs ®x(0) sont des projections de V' sur le sous espace propre V(A (6))
qui est de dimension 1 et ®;(0) = @k, (Po(f) = m(fh) - h);

- Uopérateur Us(0) est un opérateur sur V de rayon spectral p(¥s(6)) < po,
Us(0) =" et pour tout 0 < k<p—1:

U5 (6)2k(6) = 2r(0)¥5(6) =0 et [[LF(O)(R)lw < Cpz* 6],

Démonstration. — Elle est reprise du chapitre viI ‘du livre de Dunford et
Schwartz [D.S].

Résultats préliminaires

Notations. — 9 est ’ensemble des opérateurs de V' & valeurs dans V.

Si @ est dans 9, on note :

p(®) ={z€C: A — & est inversible dans 9}
o(®) =C\p(2).

Si z est dans p(®), R(z,®) = (21 — ®)~! existe dans V. F(®) est ’ensemble de toutes
les fonctions f qui sont analytiques dans un voisinage de o(®). Si f est dans 5(®),
si U est un ouvert qui contient o(®) dont la frontiere B est constituée d’un nombre
fini d’arcs rectifiables de Jordan orientés positivement et si U U B est contenu dans
le domaine d’analycité de f, alors f(®) est défini par :

£®) = 5= § SR Bz

Cette égalité est la généralisation de la formule de Cauchy dans C, elle est la clé de
toute la démonstration.

Lemme 5.3. — L’ensemble G des éléments de 9 qui admettent un inverse dans 9
est un ouvert pour la topologie de la convergence uniforme des opérateurs dans 9.
g -8

De plus Uapplication est un homéomorphisme pour la topologie de la

A — A7
convergence uniforme des opérateurs dans 9.
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Démonstration. — On rappelle d’abord que dans V', on a :
IAB|lv < 2[|Alls||Bllo-
S n’est pas vide, car I'opérateur identité est dans §. On montre que si A est dans

9, alors § contient la sphére Sy = {B € 9: |B— A|l, < 3|A7!||;'}. Si B est dans
Sa, B~ vaut A3 ((A— B)A™!)" et alors :

1B =A< 2047w DA = B)AT)"
n=1

2047, Y _4"A- Bl AT
n=1

< C||A— B, car B est dans Sy

IN

ainsi { A : 41 est un homéomorphisme. J
Corollaire 5.4. — Si ®g et ® sont dans 9, si z est dans p(®P) et si |® — Dyll, <
2|R(z, ®)||;* alors z est dans p(Po) et :
R(Z, q)O) = R(Z, (I)) Z[(q) - q)O)R(Za @)]n
n=0

On a pour z et 2/, z # 2/, dans p(®) :

R(z,B)R(z, @) = ———[R(z ®) - R(z/, )]

En effet :
(21 — ®)R(2,®)R(z',®)(2'I-®) =1

et (21 — ®)[R(2,®) — R(z',®)|(?'T-®)=['I—-® - 2]+ ] = (2’ — 2)I.

Lemme 5.5. — Soit U un ouvert de C dont l’adhérence est contenue dans p(®),
alors il existe r > 0 tel que si |8| <, on a :

U C p(24(6))

et pour tout z de U, § — R(z,®5(0)) est une fonction analytique au voisinage de
8 =0.

Démonstration. — D’aprés le corollaire 5.4, on sait que pour tout z de p(®),
. 1 -
si[|@ - 85(0)llo < 7IR(2, @), alors z € p(4(6))-
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Soit U un ouvert de C dont I’adhérence est contenue dans p(®), alors pour tout A
de U, R(A, ®) est dans V et n’est pas nul. Comme :

L1 o _
lim [|R(z,®)[lv = lim —I[|(I-=)""l, =0,
z|—o00 4

|z| 200 IZI

on a alors : 1
6 = inf ~||R(z,®)||;* > 0.
zeU 4

Maintenant, si pour tout z de U, on a :
[ —2(0)]o <

on en déduit que : )
@ — 20 < Z”R(Z,‘I’)”Jl

et donc z est dans p(®(6)), ainsi U est contenu dans p(®(6)).

De plus R(z,®£(0)) = R(2,8) Yoo o[(® — ®£(0))R(z, ®)]™ est une série qui converge
normalement pour || - ||, et pour la norme de la convergence uniforme des opérateurs
de 9. Comme la fonction § — ®—®¢(6) est analytique au voisinage de 0, on en déduit
alors que 6 — R(z, ®£(0)) est analytique pour tout z de U dés que ||® — ®¢(0)]|, < 4.
Cette condition, & cause de (P1) et (P4) revient & |8 < 7. D’ou le lemme 5.5. O

Lemme 5.6. — Soit g un élément de F(®), alors il existe un réel v > 0 tel que
pour tout |8] < r, g est dans F(®(0)) et g(Ps(0)) est un opérateur qui dépend
analytiquement de 0 au voisinage de 0 = 0.

Démonstration. — Soit U un voisinage de o(®) sur lequel g est analytique. Soit Uy
un voisinage de o(®) dont la frontiére B est constituée d’un nombre fini d’arcs de
Jordan orientés positivement et tel que Uy U B soit contenu dans U. D’aprés le lemme
précédent, il existe un réel r > 0 tel que si |@| < r alors la fonction § — R(z, ®5(0)) est
analytique le long de B et la série R(z, ®£(0)) = R(z,®) Yoo o[(® — ®4(8))R(2, ®)]"
converge uniformément pour la topologie de la convergence uniforme des opérateurs
de 9 et normalement dans (V, || - ||,). Ainsi

1

9(2,(0) = o ¢ 9(2)R(z, 24(0))dz
TJB

se développe au voisinage de 0 en une série entiére en 6 et donc g(®;(f)) est un

opérateur qui dépend analytiquement de 6 si |0| < 7.

Démonstration de la Proposition 5.2. —

On construit dans un premier temps les opérateurs ®(f) et M (). Les points
(A*)o<k<p—1 sont des points isolés du spectre de ®, pour tout k, il existe donc un réel
i > 0 tel que :

B(\*,re) No(®) = {A*},
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.
on prend par exemple 7y = inf {%ﬂ, J% j # k}. Ainsi les cercles (C(AF, r4))x et
(o, 3’—’%&—1) = C(0, p2) sont entiérement contenus dans p(®). On note B la réunion
de tous ces cercles, c’est une courbe constituée d’'un nombre fini d’arcs rectifiables de
Jordan, on va supposer que B est orientée positivement.

Pour 0 < k < p — 1, on définit les opérateurs :

1

®x(0) = 5~ o) R(z,®¢(0))dz.
1
M(0) = '2—2—7; C(0.02) R(z,<I>f(0))dz

Comme pour tout z de B, la fonction 8 — R(z,®(6)) est analytique au voisinage
de 6 = 0, on en déduit qu'’il existe un réel 6, > 0 tel que les fonctions 6 — () et
0 — M(6) sont analytiques sur {|0] < 6o}.

On remarque lopérateur ®x(f) ne dépend pas du domaine d’intégration choisi,
on peut prendre n’importe quel arc rectifiable de Jordan contenu dans p(®) dont
I'intérieur ne contient que le point A* de o(®). Il en est de méme pour M (6). On peut
donc écrire que :

By(f) = —— ?{C RO L R(, ;(6))dz’

2im 2im Jo(ak,r)
avec 0 < 1, < 1.
On peut alors montrer que ces opérateurs sont des projections :

B4 (0)B(0) = ﬁ fc o 20 fc o, O

5
(2im)% Jook myx ek rt

R(z,®¢(0))R(z',®4(0))dz'dz

1 f{ [R(z,®£(6)) — R(2', ®4(6))]
(2im)? C(Ak,ri) X C(Ak,T) 2 -z

dz'dz

1

1 dz
— R(2',®;(8)) — dz'
2T C(Ak,rh) (Z f( )) 2T \%;’()\k;’fk) z—2 ?

L R(z,8;(6))] — fc LR

2im C(\*,rE) 2im (AR ,rt) Z -z

1
= R(Z,®4(0))dz’ = ®x(0
o RO
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en appliquant le théoréme de Fubini et le théoréme des résidus. De la méme fagon on
obtient :

B1(0)M(0) = M(8)B1(0) = B(6)®;(6) =0, M(8)M(6) = M(6).
De plus pour || < 6y on peut écrire :
I= @0(0) + @1(9) + -0+ ‘I)p_.l(O) + M(@)

ot les fonctions 8 — ®x(6) et 8 — M(0) sont analytiques en 6 et ®4(0) = Py.

On montre maintenant qu’il existe 0 < by < 6y tel que si || < by alors
dim ®4(6)(V) = dim &, (V) = 1.

Comme ®4(0) = 4 et comme 0 — P4 (6) est analytique en 6 au voisinage de 0, il
existe 0 < b < 6 tel que :

si |0] < by alors ||®k(0) — Pill, < 1.

Si on suppose que dim @ (6)(V) > 2, alors il existe h; et hy dans ®;(0)(V') qui sont
linéairement indépendantes. Comme dim & (V) = 1, il existe un scalaire X tel que :
@ (h1) = APk (h2), on pose h = hy — Ahg. h n’est pas nulle et appartient & V. Comme
on a: [® — ®x(0)](h) = —h, la condition || @) — ®(6)||» < 1 n’est pas valable. Donc
si|0] <bgona:

dim ®4(0)(V) = 1.

On construit maintenant les fonctions 6 — Ag(6). Soit gx une base ®¢(V), il existe
0 < br < by tel que si |8] < by alors ®4(0)(gx) est une base de ®(0)(V). En effet
®4(gr) = gk qui n’est pas nulle en § = 0 donc elle n’est pas nulle dans un voisinage de
0 car § — ®(0) est analytique en 0. ®,(0)(gx) est donc bien une base de ®4(6)(V)
si |0 < bx. On a alors pour 0] < by, :

2;(0)[@x(0)(9r)] = x(60)[®£(0)(gx)] = Ak(0)@r(0)(gr)-

La fonction 6 — Ak (0) vaut Ak en 0 et est analytique en # comme produit de fonctions

analytiques en 6. On en déduit alors qu’il existe 0 < by < by tel que si |§] < by alors
A(8) est dans B(AF,ry) . On a alors démontré que Ay () est une valeur propre de

®(6) et que I'espace propre associé ®x(0)(V) est de dimension 1 pour 0| < by.

On construit maintenant 'opérateur ¥¢(#). On pose d’abord

a= inf{zk, 1<k<p},
a est strictement positif. Pour |8] < a, on a, si k # j :

1,(0)2;(6) = 0.
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On pose maintenant Ws() = M(0)®s(0) = ®5(6)M(6). Pour |0| < a, la fonction
6 — W (8) est analytique en # comme composée de fonctions analytiques en 8 et on
a pour tout n de N*, pour tout g de V :

6] < a = ®%(6) Zxk (0)®x(9)(9) + L3(8)(g).

Comme ®(0) = 51— §, 2R(z,®4(0))dz et comme ¥ ¢(6) = $;(0)M (), on en déduit
que :

Us0) = % }2 2R(z, ®(0))M(0)dz
1

= zR Z,‘I’ 0))dz
207 S50, (2,24(6))

car on a R(z, ®(0))M(0) = 0 le long de C(\*, i) et R(z,®7(0))M(6) = R(z,®4(0))
le long de C(0, p2). On a donc de méme pour n dans N* :
n 1 n 1 n+1 o ia(n+1) :
Vi0)= == ¢ R(5,05(0)dz = o-pi [ €20 R(pei®, &4(6)) do
2’L7l' (0,p2) 2 0

Alors :

27 )
123 O) ()l < / 1R(pse™®, & 1 (9))(h) o der.

Mais R(pze™, ®4(6))(h) vaut 0 en § = 0. Comme 6 — R(p2e*™, ®(6)) est un
opérateur analytique pour tout « de [0, 27] on en déduit que :

1R (p2e™, @£(8))llo < C6]

avec

i D —D4(0 i
o= swp [R(eac, &) 22D (e, 2,0,
alee[loézair]

comme 6 — —CPL(—) est analytique en 6, la constante C est finie. Alors on a :

2m

n+1
n p n
RHO L= coptiol

Ce qui termine la preuve de la proposition 5.2. [J

Remarques. —

Si 6 est un imaginaire pur alors |e®f| = 1, on a donc

@501 < ||®]l1 < 1et donc |M(0)] < 1.
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L’hypothése, les valeurs propres de ® de module 1 sont simples, est capitale pour
avoir @ —> A (6) est analytique en # dans un voisinage de 6 = 0. Sinon, si A* est
une valeur propre de module 1 de multiplicité m, on a 8 — Ax(#) est une fonction
analytique de la variable §1/™ .

Ici on a fait la démonstration avec une perturbation analytique, on aurait trés bien
pu prendre une famille d’opérateurs qui dépend de 6 de fagon C*, k > 0 dans un
voisinage de # = 0. On aurait alors les mémes conclusions en remplagant « analytique
dans un voisinage de § = 0» par «de classe C* dans un voisinage de § = 0». On
peut méme améliorer un peu ’étude spectrale de ®(6).

On va prouver la proposition suivante, elle servira quand on démontrera les
théorémes de grands écarts :

Proposition 5.7. — Il existe un réel 0 < b < a, tel que pour tout nombre complexe
6 = 61 + 02, avec |01| < b, lopérateur ®;(01 + i02) a un ensemble fini G(61 + i62)
de valeurs propres de module [A(61)| ot |A(61)] = supg<g<p—1 |Ak(61)]. On peut alors
écrire, pour tout g de V, pour tout entier n,

U0 +i62)(9) = D> u"®u(61+i62)(g) + TF(61 +i62)(9)
LEG (6, +i62)

ot ®,(01 + 162) est le projecteur de V sur V(u) qui est de dimension finie et ou
Us(61 + i02) est un opérateur de rayon spectral strictement inférieur a |A(61)|, ils
vérifient de plus :

<I>,,(01 + i02)<1>#/ (01 + i02) =0 sip# p,l,
B2 (01 +i02) = B, (61 + i62)
<I>#(01 + i92)\Ilf(01 + i92) = \I/f(01 + i02)<1>”(91 + i02) =0.
Remarques. —

Pour 6 dans R, |8| < b 'opérateur ®7(0) vérifie aussi le théoréme des perturbations,
c’est-a-dire que 1'on peut développer, au voisinage de a = 0, ®4(0 + ia) en a.

Ce résultat est uniquement local, on utilise pour le démontrer uniquement le fait que
T est dans € et non pas la condition plus forte (3') que vérifient les éléments de ¢’

Démonstration. — On va utiliser le théoréme de Ionescu-Tulcea et Marinescu; on
I’applique & 'opérateur V%’T)@ 7(61+162) ou A(6,) désigne la valeur propre de ®¢(6;)
qui réalise le supremum :

M61)| = sup |Ax(61)]-
0<k<p—1

On doit donc vérifier les conditions (b) et (c) du théoréme 4.2. Soit g dans V', on a :

|97 (61 +i62)(g)] = |@" (e* 95T g)| < @"(e 5 |g]) = @7(61) (lg])-
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D’apres le théoréme des perturbations, comme |6;| < a, on a :

p—1

(0:)(lgl) =D _[Mk(B0)]"@x(61)(Ig]) + LF(61)(lg])
k=0

<A™ 2x(61)(1g]) + TF(61)(lg))-

k=0

Donc :

d7(6, + 162 =
| JL% I < 3 194(62) (gDl + 16 lgll

k=0

Comme Py, est une projection, on a :

2% (61)(IgDllx < llgll-

Comme ¥y est un opérateur de rayon spectral strictement plus petit que 1 sur V,
on a:

7 (61) (gDl < Cliglla-
Donc il existe H tel que

7% (61 + 162)(9)

< < .
:gpo{ll o) li,llglh <1,9€V}<H <00

On vérifie maintenant la condition de Doeblin-Fortet, il suffit de montrer qu’il existe
0<a<l, >0 tels que pour g dans V, on ait :

P (61 + i62)(9)

U= mEy ) = v+ Blgll
Or
(6, + 0 =
(LD e 305 O848
Comme :

|@7° (61 + i62)(g)(ae) — 7° (61 + i62)(g) (ae+1)|
6(01+i02)sn0f .

g
= > U[W] © 0jlpno(r;)](ae)
3€Tmg
e(01+02)Sny f

- [[_|(T—"o)’|_g] 0 0 1pmo (1) (ae-1)]|
< 1@%°(61)(1g1)(ae) — @73°(61)(lg1)(ae—1)] + 2|27 (61)(Ig]) (ae)|
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et comme :

|®%°(61)(lg1)(ae)

@7 (61)(Ig1)(ae-1)l

< @™ (|g])(ae) — @™ (|g])(ae-1)] - sup [e?5no |

+ |601.5'n0f(ae) _ erSnof(ae-l)l . Z | T;qzo - OUleno(fj)l(aé—l)
jeJnO ( )

< o P9 i) a) 87 (gD (oc-)

+ 2 |y T" 0 gj(ae—1)1rno(r;)(ae-1)l]-
J€Jng

On en déduit alors que :

®7%° (61 +162)(g) 1
CRE ) S A

sup e”/]" [(@™ (1g1)) + 2llgll1] + 21127 (61) (19 l1].

Mais il existe K(f,01,n0) et K1(ng) tels que

2% (01)(IgDllx < K(f,61,m0)llgll1,

w(@"]g]) < %v(g) + Ky (no)lgh-

Comme il existe 0 < b < a tel que si |61] < b

[supe ]
[A(61)]
alors comme 7y > 2 : 0. f
_ _2_ sup e’? no
S e <!
Alors :
0< B=[K(f,01,m0) + (K1(no) +2) - (supe®¥)"] A

On applique alors le théoréme de Ionescu-Tulcea et Marinescu, on a donc les résultats
annoncés. (]

On dispose maintenant de tous les outils, on peut alors démontrer le théoréme
limite central.
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6 THEOREME LIMITE CENTRAL

Jusqu'ici, on n’a eu besoin que de I’hypothése (3) et non (3') pour démontrer les
résultats précédents qui sont les seuls qui vont servir dans la démonstration du
théoréme limite central. On fixe donc une transformation T' de € et on rappelle que
le systéme dynamique (I,B,T,hm) est ergodique. On fixe f un élément de V, a
valeurs réelles, on suppose, quitte a lui enlever une constante, que m(fh) = 0. On
veut étudier le comportement des sommes

N-1

Snf=Y foT*

k=0

On va d’abord démontrer le résultat capital de cette partie.

6.1 Calcul de la variance

Proposition 6.1. — La suite My = fol (-‘9\/—’%)2hdm est convergente dans R, soit o2
sa limite. On a les équivalences suivantes.

02=0 & f=u—uoT dans L*(hm), avec u dans L?(hm) et uh dans V
& fh=uh—uoT-h dansV.

Démonstration. — Elle se fait en plusieurs étapes.

1ERE ETAPE : On démontre Pexistence de la limite de la suite (My)n>0

1
My = /O(SL\/Nf)zhdmzﬁ(SNf,SNﬁhm
1

car la mesure hm est invariante par T'.
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On désigne par P opérateur adjoint de T' par rapport & la mesure hm dans l’espace
de Hilbert L2(hm), P est défini par I'égalité :

<Pf, g)hm = <f>g ° T)hm f,g appartenant & Lz(hm)

Les deux remarques suivantes vont permettre de donner la décomposition spectrale
de P au point f.

Remarque 1. —

Si f et g sont dans V, alors P est aussi 'opérateur adjoint de T pour la dualité
LY(hm)-L°°(hm).

Si f est dans V, donc dans L'(hm) et L2(hm) on a :
Pf-h=®(fh) m-p.p.
et donc :

o(fh)
h

Pf = l{h;go} hm-p.p.

Comme f est dans V', on en déduit que pour tout kK > 0, on a :

Ok (fh
Pkf = (hf )1{h¢0}
P k
D;(fh Y*(fh
= m(fh)l{haéO}““Z’\fj_(}f—)l{"’éO}“L Szf )1{"’*0}

Jj=2

P k
B0m), )

PE = LN Lo + 5 Loy
ou :

<N (fR)lw < PRl < Crp* I fll1hm
1,hm

W) |
h {h+#0}

avec 0 < p < 1. Comme || fhll, = || fh]l1 + v(fh) = || fll1,hm +v(fh). v(fh) étant fini,
il existe donc une constante Cy > 1 telle que v(fh) < (Cf — 1)/ f|l1,hm. Ainsi :

N-1

MN = <f7f>hm+2Z(l_%)(foTk,f>hm
k=1

N-1

= U 2 21 P

b4
Lo

k

= ~(f ohm +2(3 (L= H)Pf, flum
=0

bl
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Maintenant, on démontre que la suite (3 n o (1— £)P* f)n>o converge dans L* (hm).
D’apreés la décomposition spectrale, on a :

N-— N-1 p—1

1
k
(1= FVPEf = 3 (1= )3 MR (7) + P (A3 1 oy
k=0 k=0 j=1
Comme ZkN;Ol N = 1—;—_—*;\11 et comme EkN;Ol kXF = —’;’T)‘I: s ———Vl(;if\rﬂ, alors :
3 = ”_1[ ! 1 L _1l- /\j(NH)]@j(fh)l{h;éo}
Y EEYAV)
=0 = 1- )J M N (1-N) h
N-1
ok k( fh
+ (f )l{h;éo} - Z k l{h;éo}.
k=0
Comme :
Uk(fh
Yy )1{h¢0} < Cip*|| fll,hrms
h 1,hm

_ k
on en déduit que les suites ZN ! M& et 2116\;01 k\p—%f-’iz 1(p 0} sont convergentes
dans L*(hm).

Comme limy 00255 + 1{, 1 1,\] -% 1?{“::;”] = 125, on en déduit la convergence
dans L'(hm) de la suite 3 o (1 — £)P* f, soit G dans L'(hm) sa limite. G vérifie

(I — P)G = f. D’ailleurs :

p—1 el
G = %[Z ﬁéj(fh) + 3 CE(fR)]L(hsoy-
k=0

j=1

Exactement de la méme fagon, on montre que h z 1 - —)P’c f converge dans V,
sa limite vaut Gh. Ainsi on en déduit que la suite M N admet une limite o2 dans R,
et que :

‘72 = 2<Gy f)hm - <fa f)hm
avec G dans L'(hm), Gh appartenant 4 V et (I — P)G = f. On a aussi :

p—1 oo
0—2;1 fh)fm+kZ=0\I”“(fh Y] = (fs [)rm

2EME ETAPE : On suppose que 2 = 0, on montre les deux assertions annoncées.

Lemme 6.2. — La suite (Snf)n>o est uniformément bornée dans L?(hm).

51



A. BROISE

Démonstration. — Comme o2 est nul, on a :

1SN f1I3 pm = NMn

N-—
=—2NZ (T*(fh), Z E(T*(fh), f

k=N k=0

J JN _
+2Z“ 1 &,(fh), f)m.

1
(T (FRY, Fh| = | / TH(fh) - fdm| < [T - I < Co*
avec 0 < p < 1. Donc :
) PN
|N Z (T*(FR), flml < CNI_—_
k=N p

N-1

~ Lk p(1—=p") NpV
|Z_:k<\p(fh m|<CkZOkp _o[( p)2 1_p].

A est de module 1 donc |1 — M| < 2. Ainsi :
2C - 1
“SNfHZ,hm - P)2 + 2;:1: I1- AJ|2|<¢J(fh)’f>m| <r® D

Lemme 6.3. — Pour tout g de L?>(hm), pour tout 0 < j < p — 1, il existe S; dans
L2(km) N LY*(hm), m(S;h) = 0 tel que l'on ait :

S (Snpt; f, g)hm = (Sj> g)wm

Démonstration. — Pour tout N > 0, pour tout g de L2(hm) tel que gh soit dans V/,
ona:
p—1 1 _ /\iN N-1
(SN ghhm =Y T (F, @ilgh))m + D (F, ¥ (9h))m

Comme la suite Y1 o' (f, U¥(gh))m est convergente et comme X = 1, on en déduit
que pour 0 < j < p —1, les suites ((Snp+;f, 9)hm)N>0 sont convergentes.

On prend maintenant g dans L?(hm), gh n’est pas nécessairement dans V. V est
dense dans L?(hm). D’aprés le lemme 6.2, la suite (Snp+;f)n>0 est uniformément
bornée par r dans L2(hm), on en déduit alors que la convergence de la suite

(<SNp+jf7g>hm)N>0‘
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On en déduit donc que les suites Syp4;f sont faiblement convergentes dans L?(hm),
on appelle S; leurs limites faibles, elles sont dans L?(hm). Alors comme 1 est dans
L?(hm), on en déduit que :

<Sj’ 1>hm = Nli_l)noo<SNp+jf7 1>hm

N-1

(Snf,1) =D (foT* Vnm = N{(f, )pm =0,

k=0

donc (S}, 1)pm = m(Sjh) = 0. Comme la fonction signe de S; est dans L*(hm) on en
déduit que m(|S;|h) est fini, donc que S; est dans L*(hm). O

Lemme64. — Ona:f=S—SoT dans L*(hm) avec S=13"*15

Démonstration. — Pour tout N > 0, pour tout 0 <j<p—-1lona:
f=FoT P = Syyisf — SnpisfoT.

Donc, pour tout g de L?(hm), on a :

(f = foTNPY gVo = (Snp+if — Snp+if 0T, 9)hm
= (Snp+ifr @) nm — (Snp+if o T, g)hm
(SNp+ifs 9 hm — (SNp+i fy PG)hm.-

On en déduit que :

lim (f — fo TV*Y gV = (S}, 9Vhm — (Sj, Pg)hm

N—00

donc
lim <f © TNp+jag>hm = _<Sjyg>hm + (SJ oT, g)hm + (fa g)hm-
N—>o00

OI’ <f ° TNp+jvg>hm = (f OTNp+j7gh>m
D’abord si gh est dans V on a : (f o TNP*I gy = (f, NP+ (gh))m que on peut
décomposer :

(F o TNPHI gy, = Z ANPENU S, (gh), flm + m(gh)(h, f)m
+ <\IIN”+’(gh), Fim

= i”"@i(gh), Flm + (VP (gR), flm

On a impy—00(¥N(gh), f)m = 0 car ¥ a un rayon spectral p < 1, donc

p—1
; Np+j = (P,
1\;1_I>Ilw(f0T y9) hm ;)\ (@i(gh), fm
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Maintenant si gh n’est pas dans V, gh est donc simplement dans L%(hm). V est dense
dans L2(hm), il existe donc une suite d’éléments de V qui approche uniformément
gh dans L2(hm). On en déduit que I'on a aussi :

p—1

Jim (f o TNPH, g} = 2_; X9 (®;(gh), f)m

Donc pour tout g dans L%(hm), pour tout 0 < j <p—1,0na:

p—1

<f7 g>hm = <SJ - Sj ° Ta g)hm + Z Aij<q>i(gh)7 f>m

=1

On fait la somme de ces p équations, comme E;:é A¥ = 0, on en déduit que, pour
tout g de L%(hm), on a :

124
(fr90hm ==Y (S; = S; 0T, g)nm.
szo

C’est-a-dire f = S — S o T dans L2(hm), en posant S = % ?;é S;. 0O

Maintenant on veut calculer explicitement S.

Lemme 6.5. — Ona:P(SoT)=S dans L?(hm).
Démonstration. — On sait que S est dans L?(hm), donc SoT est aussi dans L2(hm)
car

/I(S o T)%hdm = /152 o Thdm = /IS2hdm < 0.
Par définition de P on a pour tout g de L?(hm) :
(P(SoT),g)nm = (S0T,g0T)hm = (S, 9)rm
et donc P(SoT) = S dans L%(hm). O
Lemme 6.6. — S = f— G dans L*(hm) et Sh = (f — G)h dans V.

Démonstration. — Des lemmes 6.4 et 6.5, on déduit que pour tout 0 < j < p—1,
pour tout N > 0, on a :

Np+j .
> Pkf=pPNrtig — S dans L*(hm).
k=1

Donc pour tout g de L2(hm), on a :

Np+j .
(3" P*f,g)nm = (f,9)hm = (P48, g)pm — (S, 9)hm.
k=0 )
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On a
Np+j . p—1 1 — \iG+1) Np+j .
<kZ=O P* £, 9)hm =;W@ i(fh), 9)m + kZO (5 (FR), O)m-

On appelle u la fonction de L2(hm) telle que uh appartient & V et (I — ¥)(uh) = fh.
On a alors :

Np+j p—1 1 — \iG+1)

lim (> Pf,g)am =Y — i (2i(fh), g)m + (u, 9)hm
k=0

N—o00 ¢
=1

S est dans L?(hm), V est dense dans L?(hm), quitte & approcher uniformément S
par une suite d’éléments de V', on a donc :

Np+j 2.7
A (PRPI5,9)n ZA

Ainsi pour tout g de L%(hm), pour tout 0 < j<p—1,ona:

P71 aiGHD) p=l
ZTF—<¢¢(fh),g>m+(u,g>hm— (f,9hm = —(S, g)nm + D_ A7 (2i(Sh), g)m.

i=1 i=1

On fait la somme de ces p équations, on obtient, pour tout g de L?(hm) :

<Svg>hm = <f - U,g)hm - Z 1—\ <<I)Z(.fh),g>m = (f - G,g>hm
Donc dans L%(hm), S est égal & f — G, ou G vérifie (I — P)G = f, comme fh et Gh
sont dans V', on en déduit que Sh est aussi dans V. O
3EME ETAPE : On démontre la réciproque. Si f = uoT — u, avec u dans L?(hm) et

uh dans V. Alors Sy f = v o TV — u. Donc

1 1t
/ (\/—NSNf)zhdm= _ﬁ/ (W2 oTN —2uoTV - u+u?)hdm
0 0

qui tend bien vers 0 quand N tend vers +oo0 donc 02 = 0. O

On peut alors démontrer le théoréme limite central.

6.2 Le théoréme limite central

Définition 6.7. — On dit qu’une fonction f de V., m(fh) = 0, vérifie Uhypothése (H)
s’il eziste u dans L?(hm) avec uh dans V tel que

f=u—uoT dans L>(hm) ou fh =uh —uoT - h dans V.
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Théoréeme 6.8. — Soit f dans V, si f — m(fh) ne vérifie pas (H), alors pour tout
réel v, on a :

S N h 1 v

lim hm [——Nf m(fh) <] = —/ e /24t
N—oo ov N 2T

Démonstration. — La démonstration de ce théoréme se fait en plusieurs étapes.

1ERE ETAPE : On montre que A\y(0) = hm(f).
D’aprés la proposition 5.2 pour tout |#| < a, on a :

1 1 1
/Oexp(iBSnf)hdm = /OtI)"(exp(i@Snf)h)dm=/0 ®%(i0) (h)dm

p-1 1 1
X2(i0) | ®u(i0)(R)dm + | ©™(i0)(h)d
> / 4(i6) / (i6)(h)dm

Toutes les fonctions écrites sont analytiques en 6. On fixe t dans R, alors pour n
suffisamment grand, on a : || < a. Alors :

1 Sof _P—l . E 1 ﬂ it
/Oexp(th)hdm—kz%)\k(n)/o @k(n)(h)dm+/0 (=) (h)dm

n

On peut alors développer fol exp(its—gﬁ)hdm :

it it t2 2 it.n . it

A (n) = [\ 4+ —/\2(0) - ?)\Z(O) + ﬁs(;{)] avec nlLIICl’o e(;) =0
B () t2 X/(0)  XN2(0), t?_ it
= A"exp(it=5) TR i R

it (1) it
d Py <I> —
o) = o+ Bal 4 Boty

ou <I>fcl) et £(Z) sont des opérateurs bornes de V et ol limpe0 [l€(2) | = 0. Alors :

1 1 i . . )
/0 ék(%)(h)dm=/0 <I>k(h)dm+;/ @i’(h)dm+%e(%),

0

. 1 '
avec lim E(g) =0 et / @y (h)dm = {0 sik#0
0

On obtient alors :

/ ' exp(it 3L yham = exp(zt)\' 0)) + / 3 (h)dm - exp(itAy(0)
0 n n

- (/\"( ) — A¢(0)) exp(itAg(0))

+ th)\"k p(it k(o))/ (l)(h)dm

+ /0 \Il"(g)(h)dm+%te(%t).
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Comme || ¥™(£)(h)||, < |£|Cp5T", on peut passer a la limite dans le second membre,

on obtient alors : )

lim exp(it%)hdm = explitAg(0)].

n—o0 0

Mais le théoréme de Birkhoff entraine, comme (I, 8, T, hm) est un systéme dynamique
ergodique et comme f est dans L'(m) donc dans L (km), que

lim Sf

n—oo N

m(fh) hm-p.p
cette derniére fonction étant hm-intégrable on en déduit que :

lim exp(zt%f)hdm = exp(itm(fh)) = exp(itAy(0)).

n—o0 0

Ainsi pour tout t fixé dans R, on a exp(itm(fh)) = exp(itAy(0)), donc m(fh) = A,(0)
que ’on suppose pour la suite de la preuve égale a4 0. [J
2EME ETAPE : On démontre que o = \{(0). Il est bien connu que :

2 [ it
[ &L rnim= - Z1 [ exp( s il

On fixe t dans R, alors pour n suffisamment grand :

1

[ ool s ynim = Z)\" ) [ e ymim + [ i
o PR Vi)l MO o 1R

on peut alors faire un développement de %; fol exp(%Sn f)hdm, car toutes les
fonctions écrites sont analytiques en ﬁ Pour dériver le premier terme on utilise
(uwv)” = v+ W + 2u'V', avec u(t) = )\’,:(\’/—%) et v(t) = fol Qk(\j—%)(h)dm. Sik#0,
ona:

v(0) = 0,u(0) = A", /(0) = iv/RAF=D X, (0).

On a aussi :

ity = La®py _ Ea@py 4 o
= Lo - P () + —e(-=)(h)

=

ou les opérateurs <I>fc1) , @22) et e(\’/—%) sont des opérateurs bornés de V et ou :

@ (

limn o0 le(3%)]lv = 0. Ainsi :

2 i it 1
S0 [ ey man g =~ 32 [ a0

1
— 2X(n=Dk )L (0) /0 &M (h)dm
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Si k =0,v(0) = 1,u(0) = 1,4/(0) = 0,u”(0) = —A§(0).

_ 1
v'(0) = f 80 (hydm et v”(())=71 /0 82 (h)dm.
On sait que :
n, Ut 1 n it
VR0 =g ROE )

La fonction § — R(\, @£(i0)) est analytique si |0| < a, il existe donc N > 0 tel que
n > N entraine que :

R(A,@(%)) = R()\, ®) — —%R DA, @) - —R (A, ®) + nTz(f/tﬁ)

ou les operateurs RM (), @), R (), ®) et R(%) sont des opérateurs bornés de V' et
ou limp 00 “R( =)(h)|lv = 0. Ainsi :

8_2 /1 \pn(i_t)(h)dm =11 A"R@(A)dA
8t2 0 f ﬁ t=0 "= n 21T C(p2,0)

qui tend vers 0 quand n tend vers +oo. Ainsi :

1 Snfa
0 V2hdm = MO0)+2) AV (0 / a1 (h)d
| Eyham ?1: L0) [ &0 (wyim

+ [/ <I>(2)(h)dm+2)\"k/0 8 (h)dm) + =2 )

k=1

Comme 02 = limp, 00 fol (M)Zhdm Et comme dans le second terme tout a une limite

sauf éventuellement le terme borné 2 °2_1 A(*~1k ). (0) fol Qil)(h)dm qui « tourne »,
on en déduit qu’il tend vers 0 quand n tend vers +o00. Et donc :

o2 =Xj(0). O

3EME ETAPE : On démontre que lim, o fol @}‘(%)(h)dm = exp(—‘—").

On fixe ¢t dans R, alors pour n suffisamment grand, on peut écrire d’aprés la
proposition 5.2 :

.y .
| e omam = %) / Bo( ) (B

p— 1

+ Az(—%) / Qk(\ifﬁ)(hwm / }'(—f/%xh)dm.

k=1
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On a : lim,—00 fol \IJ}‘(VL%)(h)dm = 0 comme dans la leére étape,

2 .43 3 i
Dol = (1= S X0) = e (0) + el )"

e—tzka’(o)/Z[l - ﬁ)\///(o) ig(i_t)]
N 6/ "\/n
it

avec hm e(— . )_ 0,

1 . .
/0 @0(%)(h)dm =1+ —/ 3 (h)dm + 7 (\’/—tﬁ).
Pour k # 0, 0on a :

% i /\/ 2 )\// i3 A/” 0 i3 i
AR = ”‘kﬂ-% S gy
— exp[\/_ ( ) ()‘ ( )+ 2)‘k(0))]

\F \2k
it3 it3 it
(1- mBk + %5(%)1,
oy mydm = L [ ® (hyam 4+ e
| o mmim = 2 [ a0 mam+ o2

D’ou :

1 .
1t 241/
(=) (h)dm =et P (0)/2

it pl AL (0) L2 2(Ax] 1 (1) 1

+ == Akmeith $E et Ak/@ h)dm + o(—=).
\/ﬁk=l 0 k () (\/ﬁ)

Comme la fonction 6 — A(i6) est analytique et comme il existe a > 0 tel que si

|6] < a, on a |Ax(i0)| < 1, on en déduit que 3‘-%\-9—) est réel. En effet :

) A AL0) 622/ (0)
k
Ak(i0) = A®[1 + 46 ’j\k 3 ’;\k + 0(6%)].

On passe au module :

1> [1-6Im (i";(k—o)) —-02—2Re (’\;f\(ko )]2+[0Re (%@) —%2Im (Ag(o))]2+o(02)

\E
d’on

1> 1—20Im( 20 )) +62[[Re (’\"(0))]2+[I (’\’/\(,CO))]Z—Re <M>]+o(02)
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ce qui est possible uniquement si I mﬁg‘-gf)—) = 0. Donc on peut passer a la limite et
ona:

it
: n
s o370
4EME ETAPE : Conclusion.
On a démontré que :

1 . 1 .
. ny Ut . 1t 4202
i, [ 03 00m = i [ exp . = =%
On a donc aussi : lim, s fo exp( zt——L)hdm =e 2t qui est la transformée de Fourier

de la loi normale N(0,1). La methode des fonctions caractéristiques de Paul Lévy
entraine alors la convergence en loi de US—"\/% vers la loi normale AM(0,1). Donc pour

tout v de R, on a :

Jm bl 25 < W—/ -

Remarque. — Le théoréme limite central reste valable pour toute mesure de
probabilité v = hyjhm avec hih dans V. Alors, pour f dans V, m(fh) = 0 et ne
vérifiant pas (H), pour tout réel v, on a :

lim v[

I <= [ eF

La démonstration est exactement celle qui précéde, il suffit de montrer que l'on a
pour tout t de R:

1

lim (\/_)(hlh)dm— lim / exp(zt\/_)du—e =3

n—o0 0

Les développements limités précédents restent valables et donnent :
2 1
/ &7 (hlh) = ein / Bo(h1h)dm
0

it ZT::I AR it (0) T o=t (Ax] / 1 20 (hhy)dm + o( =)
——— o vn'
-

Comme fol ®o(h1h)dm = m(hih) =1, on a le résultat voulu en passant & la limite.

Application. — Si on sait que la fonction %l{h;,éo} est dans V, on prend

1

1
" 0 T £ oD
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on obtient alors :

ml{E <o} {h A0} [
im =
Par exemple pour la transformation fraction continue, on a :

1

h(z) = donc {h#0} =1et m({h #0}) =1.

log2 1 +z

On a donc pour tout f de V, m(fh) =0, f ne vérifiant pas (H), pour tout réel v :

lim m

lim hm[s—

5 Pl 7 = ]“m/

Pour la transformation T'(z) = Bz + afl], 8 = (1+5)/2, a = (3 )/2,on a :
{h=0}=[(B-1)/2,a] et m({h #0}) =5 —1. Alorson a :

nli_{rgom[{ f Sv}\[w—l)/z,an - %/ %

s = g [ e

61






7 REMARQUES A PROPOS DE
L’HYPOTHESE (H)

Pratiquement, pour appliquer le théoréme central limite & une fonction f, on doit
étre capable de décider si elle vérifie 'hypothése (H) ou non.

Remarque 1. — Dans le cas ou f est une fonction continue sauf en un nombre
dénombrable (au plus) de points de I : 3¢, on peut préciser (H). Si f =u—uoT
hm-p.p (m(fh) = 0), la proposition 6.1 et le lemme 6.6 donnent la valeur de u :

=S = _[Z Wi hf)-l—z k(FP)]L{hx0}-

On peut maintenant trouver les points de discontinuité de u, ils correspondent aux
points de discontinuité de h, de (¥7(fh)) en- et de (2x(fh))2<k<p [ce sont les points
de discontinuité de (7 (fh));j>n, car :

n+ng—1
O (f) = Jim = 1 Z oY (Af,:l) dans V,

Jj=no

on utilise ici le fait que si f, — f dans V alors f, — f uniformément sur IJ.
Points de discontinuité de h, h est définie comme la limite dans V' de la suite :

1 n+no—1 .
j=no
ses points de discontinuité sont donc ceux des fonctions (*(1)). On a :

JjEJ

la fonction z — IT’(_ﬂ étant continue sur I, les points de discontinuité de ®(1) sont
donc les {T'(aj),j € J}. L’ensemble des sauts de h est donc :

Sh={T"(a;)lj € J,n > 1}.
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Points de discontinuité de ®(fh), on a :

(fh)(z) = 3 (FA)(032) oL (2)-

2 T7(o;2)]

Les sauts de ®(fh) sont alors les sauts de (f 00;);ecs donc I’ensemble T'(5y), ceux de
(hooj)jes donc T(5y) et I'ensemble {T'(a;)};es. Donc :

*‘;':P(fh) = T(.‘fh U(S‘f U {aj}jeJ).
Alors les sauts de ®; sont dans I’ensemble :
UnZnoTn[-(;h U .{ff U {(J,j}jej].

Comme U™(fh) = ®*(fh) — \"®;(fh) —--- = A*P=D&,_(fh) car m(fh) =0on a:

Su= |J T"0n U5 U{as}jes):
n>1

Soit § = J, US; UT~1(5,). Cest un ensemble dénombrable de points de I et sur
(I\{h #0})\Tona f=u—uoT.J se compose de 'ensemble des images par
T™ n > 0, des points de discontinuité de f et des points de la subdivision de I

associée & T :
§=J T"{a;,j € J}USy].
n>0
Ainsi si on est capable de montrer qu’'un point y T-périodique de période k n’est pas
dans S UTY(S)U---UT~*(S), on peut utiliser le test des points périodiques pour
décider si f vérifie la condition (H) ou non : on calcule a = Sk f(y), si a n’est pas nul
alors f ne vérifie pas (H), si a = 0, éventuellement, f vérifie (H).

Remarque 2. — Dans le cas ol h est minorée par une constante strictement positive
sur {h # 0}, la fonction %1{,#0} est dans V alors :

1| Lt
u=G-f=1 (Y V() + > —8(fh)| Linzo
B | & 2T

est dans V.
L’équation : fh = uh —uoT - h dans V revient donc & : f = u—wuoT dans V et
donc uoT = u — f est dans V. Ceci n’est pas possible si la subdivision associée & T
admet un nombre dénombrable de morceaux.
Ainsi on peut énoncer la proposition suivante :
Proposition 7.1. — Si T est une transformation dilatante telle que :

1. la partition associée admet un nombre dénombrable de morceauz;

2. h est minorée par une constante strictement positive sur {h # 0}.

Alors pour toute fonction non constante de V', on peut appliquer le théoréme limite
central .
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Cette proposition s’applique par exemple & la transformation « fraction continue ».

Une classe intéressante de fonctions f est celle des indicateurs de borélien, on a :

Proposition 7.2. — Si 71;1{,1#0} est dans V, si f est Uindicatrice d’un borélien A de
B, si f —hm(A) vérifie (H), donc s’il existe u de V' tel que f — hm(A) =uoT —u
alors :

1. ou hm(A) =0 ou 1

2. ouil eziste 1 <k <p-—1 tel que hm(A) = %.

Démonstration. — On suppose donc que f — hm(A) = uoT — u avec u dans V. On

a alors :
eZin[f—hm(A)] — e[uoT—u]2i7r

f vaut 0 ou 1, donc :

e-27rihm(A) — eZin(uoT—u) .

Ainsi, on a :
@(e2iu7r o Th) — e2iu7r “h = e—2i7rhm(A)(I)(62iu7r . h),

car 2™ | est dans V. Donc, e2¢™™(4) est une valeur propre de module 1 de ®, elle
vaut donc 1 ou A¥,1 <k <p-1.

Si e2mhm(4) — 1, alors comme hm(A) est dans [0,1], on a : hm(A) = 0 ou 1.

Si e2mhm(4) = )k alors hm(A4) = . O

Cette proposition s’applique par exemple aux transformations linéaires par morceaux
suivantes T: z — Bz + afl], avec a =0 et 8> 1 ou @ €]0,1[ et B > 2. Ce sont les
cas ou elles sont faiblement mélangeantes, voir Wilkinson [W]. On en déduit qu’on
peut appliquer le théoréme limite central & ’indicatrice de n’importe quel intervalle
non vide strictement contenu dans [0, 1].
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8 LA VITESSE DE CONVERGENCE

La méthode employée pour démontrer le théoréme central limite permet aussi de
donner la vitesse de convergence.

Théoréme 8.1. — Sous les hypothéses du théoréme 6.8 et si m(fh) = 0, il existe une
constante C > 0 telle que :
f < / _u?
sup |hm S <] — 2du|<—-——
il = Vi
Démonstration. — Elle repose sur l'inégalité de Berry-Esseen [F] qui peut s’écrire

ici :
Il existe K > 0 tel que pour tout U > 0, tout n vérifiant \/— <a,ona:

U 1 m”_&%hd )
sup|hm[—n v / 'Tdul<—+ / o m-e 2|du.

veER lul

Comme m < a, alors pour tout u dans [—U, U] qui vérifie ﬁ_ﬁ < a, on peut alors
utiliser la proposition 5.2, on a :

! iuSnl _ Lo iu
/Oe % hdm = /'I’(af)()
ny b 1 U
= /\0(7)/ %(7)(’1)‘17"
1 1 o u
+ k;x / V(=) (hydm
alors

Lo suf u
evovihdm —e 7| < /<I> )(h)dm
|/0 | Z|k< \f)n () (h)dm|

+ I/ (h dm)|
NG /
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Les applications \/— ) sont analytiques. Les opérateurs \/— — €I>k(

et Wg( \/—) sont analythues on a alors :
1 . n+1
(xn Cps
(—=)(h)dm| < ul.
[ w3 mam) < o)
D’aprés les calculs de la 3éme étape de la preuve du théoréme limite central on a :
. 1 .
iu u u2
pYS ®o(—=)(h)d - e 7 i
M=) [ o= mam 1= e e 0)

D (h)dm + = e(
/cp ydm + —=e(=-)]

o

Alul® B|u|]
Vi tm

|)\"(a’j—)f @k(af)(h)dm| < exp[—";‘—iC’,f]DkJ\%-1 ou Ci est dans R. On peut alors
intégrer

_."3_[

(49

/U | fol ™ ok hdm — e‘%

Crpn+1
m g < —/ % (Au?+B) +Z Die 3704 EP2 14
-U

k=2

u2 .
comme [T e~ du =2 et [T u? e=* du = /27 on obtient :

2
| [ e oV hdm — e | A L 204U
du < W2 D 2
/_U [u] (7=t f Z ’“C f ovn
c U
= —1+Cng+1

Ainsi :
Snf v K C nt1 U
m|—= < - < — - ('
igglh [o\/ﬁ—v] /_ooe 2du|_U+7rﬁ+ 202 n

. U .
et ceci pour avn <@ on peut prendre U = a4/no avec a < a. On a alors :

Snf <ol - /” u? K_ & _|_Czp"+1

sup |hm| e~ zdu| <

veR oyn = —oo ~oayn  w/n oa

comme pg‘H est négligeable devant \/— car p2 < 1 on a le résultat voulu en posant

C=+3+2:
1 v u? C
sup |hm - ———/ e zdul<—. O
v€R| [ \/— } V2T J o \/ﬁ
On remarque ici qu’il suffit que T soit dans € pour montrer ce résultat, ’hypothése
(3") n’a pas encore servi.
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9 THEOREME LIMITE LOCAL

Jusqu’ici, seule 'hypothése (3) a servi, maintenant on va utiliser 'hypothése plus
forte (3'). On suppose donc que T est dans €’ et bien stir que le systéme dynamique
(I, B, T, hm) est ergodique. Soit f une fonction & variation bornée et & valeurs réelles
fixée. D’abord on va prouver un résultat préliminaire, il donne la décomposition
spectrale de opérateur ®¢(i6) pour tout 6 de R et non plus simplement au voisinage
de 8 = 0 comme dans le théoréme des perturbations. Ce résultat spectral étant
prouvé, on pourra alors démontrer un théoréme limite local en adaptant simplement
la méthode de Rousseau-Egele [RE].

9.1 Décomposition spectrale de I’opérateur ®(i6)

Proposition 9.1. —  Pour tout § de R, l'opérateur ®¢(i6) vérifie les hypothéses du
théoréme de Ionescu-Tulcea et Marinescu.

11 faut déja remarquer que ce résultat est beaucoup plus fort que ceux de la partie 6,
car il est global, on verra ici que I’hypothése (3) ne suffit plus et que 'on va vraiment
utiliser (3).

Démonstration. — On remarque qu’il suffit de vérifier I'inégalité de Doeblin-Fortet,
car ®;(i)(g9) = ®(e?7g) si g est dans V. Il suffit donc de montrer qu'il existe un
entier N > 0 et des constantes 0 < a < 1, 0 < 8 < o0, tels que pour g dans V on
ait :

(@)™ (i0)(9)) < av(g) + Bllgll-

La démonstration est & peu prés la méme que celle de la proposition 4.1. On fixe g
dans V, 6 dans R, on écrit :

" (i8)(g) = @0 (57! - g)

N (g)(2) = Z [l(TNno 0 0; - 1pnno(r,))(x)
EJNnO
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Ici la partition (I})jes,, est relative a la transformation TN™ les (o) ey, sont
les réciproques partielles de TN™0. Ainsi :

Nno s g-efSnnof
v(®F™(i0)(9)) = v Z (W—no),l)offj'lwno(fj)]
JEJINng
g.eioanof
< 2 gm0 Irve)
e T
ng

Dés que la partition associée a T' contient un nombre infini de morceaux, la fonction
SNno f n'est plus & variation bornée sur I'; par contre, Syn, f est & variation bornée
sur TN "°(I ) pour tout j € Jyn,. On peut donc utiliser la propriété suivante dés que
¢ est & variation bornée au moins sur [a,b], on a :

vl - Lap) < le(@)] + [@(0)] + va b (),

ol V[g () désigne la variation de ¢ dans l'intervalle [a,b]. On désigne par [ay, b;]
I'intervalle TN™0(I;), j étant dans Jn,. Alors,

10SNny f 6. f
g-€ 0 g-e .
U[W 00 1, p)] < v[aj,bj][wl— o ;]

9
+ ll(TNno) 7] 0 0;(a;)| + | mmnmeyr |(TNn V] o 0;(bj)].

D’apres les calculs faits dans la proposition 4.1, on a :

g g 1 N2
vy 230l + vy 21| < o9 + G+ 3) [ lglam.
Ou

0= inf [m(TN™(I;))] > 0,

jEJ Nng

() (z) — (T™)'(
z—y

y)|<oo,

K =sup|

on prend le supremum pour z et y dans le méme intervalle I; quelconque de la
05N f

partition de T™°, x distinct de y. Il reste donc & majorer : v[g, b, ][’ﬁmﬁ o g;]
= A;.

ezOS’Nnof g - e¥Snnof

g
Aj = sup o0j(a) — o 0 0j(0—1)|
S ezl TNno -7( |(TNn0)I| J(
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ou (a¢)o<e<m est une subdivision finie de l'intervalle [a;,b;] et S est 'ensemble de
toutes ces subdivisions. Mais :

. i0SNno f . £i0SNno f
gl ) el
@y % @y
lg 0 0j(ae) — g o aj(ar1)|
[(TN"0)" 0 0 (aue)|

oj(ae-1)|

1 1
+ }goaj(af)“(TNno), Oaj(al) - W Oaj(ag_1)|

N’no—l
g % kloja i k(o cp_
+ Z |y (Ti0e-1) (T s — AT e

On en déduit alors que :
A; < L K™ d O|N
i < 7—szj(g)+ 2 /. lgldm + 6] Nnov(f )zesffj [I(TNm,) |ooj(x)].

Comme g est & variation finie, on peut toujours supposer que I(T_“ﬂ'_‘o—)" o 0| atteint
son supremum sur [a;, b;], ne serait-ce que par valeur limite, au point z; € [aj, b;].
Or:

iy 0@ < Gl ©i83) ~ sy 0 oi(as)

g g

+ l——(TNno), 0 0;(bj) — TVmy o 0j(z;)]
g

+ l(TN—nO)’ (aa)|+|(TNn0) o a;(b;)l]

1 g 1 KN 2
i[v[aj,bﬂum oo+ o (0)+ G + ) | lolam

IN

IN

1
2w, (g)+ / lgldm.
Ainsi :
1 KN 1 KN 1
Ay < —p,(0) + / lgldm + Nnov(£) |6l — v, (9) + (2 + 3) / lgldm).
v N, g g 67 J1,

Donc :

IA

e @)e) < X (oo + (o T [ lotdmitz + Nnoo(1) 1
JGJNnO I
N
< R+ Nroo(Dllizgo(o) + (o + Plglhl
Ona:0<%<-12-,donc
i 2N _
N—o0 Y
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f et 0 étant fixés, on en déduit I'existence d’un entier N > 0 tel que

2+ N 0
= 2+ Nnov(D)I6]
Y
D’autre part, comme § n’est pas nul, (c’est 'hypothése (3')), le nombre 8 =

( %;;r + 3)(2 + Nnov(f)|6]) est fini. On en déduit alors la décomposition spectrale
de l'opérateur ®¢(i6). Pour tout § de R, pour tout f de V fixés, si g est dans V,

n dans N alors :
DH(i0)(g) = Y Ap®e(g) + R}(i6)(g)
¢€E(6)

ou E(f) est un ensemble fini, éventuellement vide, A¢ est une valeur propre de module
1 de ®4(i0), P est le projecteur de V sur le sous-espace propre V(A¢) qui est de
dimension finie. Rf(i0) est un opérateur de V dans V de rayon spectral strictement
plus petit que 1, il vérifie pour ¢ dans E(f), ®¢ o Ry(i0) = Ry(i6) o &¢ = 0. 11
faut remarquer qu’en général pour 6 grand, il n’y a pas de valeur propre de module
1 et que ®;(if) est un opérateur de rayon spectral strictement plus petit que 1.
On remarque ici que 'on a vraiment utilisé ’hypotheése (3'), si on avait simplement
supposer 'hypothese affaiblie (3) : infje, m(T™ (I;)) = 6 > 0, comme on peut le
faire pour démontrer que ® vérifie les hypothéses du théoréme de Ionescu-Tulcea et
Marinescu, on aurait déduit de

_ 2+ nov(f)|f] <1
v

lexistence d'un 6y > 0 tel que pour |6] < 6o, ®f(i6) vérifie le théoréme de Ionescu-
Tulcea et Marinescu, celd ne suffirait pas pour montrer alors le théoréme limite local
car on a vraiment besoin d’avoir la décomposition spectrale de ®¢(i6) pour 6 grand
et non pas simplement dans un voisinage de 0. OJ

9.2 Le théoréme limite local

On va maintenant pouvoir démontrer un théoréme limite local pour T wune
transformation de ¢’

Théoréme 9.2. — On se place sous les hypothéses du théoréme limite central pour f.
On suppose de plus que pour tout 8 de R*, Uopérateur ®¢(i6) n’admet aucune valeur
propre de module 1. Alors pour tout intervalle fini A de R, uniformément en z, on a :

Jim lovnhm[{z € I: 2+ Sp,f —nm(fh) € A}] -

1 -
ez2nm(A)| = 0.
2m

Démonstration. — Quitte & enlever une constante & f, on peut toujours supposer
que m(fh) = 0, il suffit donc de montrer que :

_.2
lim [ovhm{{z € I: 2+ Suf € AY] - —=ciHrm(A)| = 0.
n o0 T
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On définit la suite de mesures (Vp)n>0 par :

. gl
vn(9) =a\/7_u357:’27/ g(z + Spf)hdm.
0

Ce théoréme limite local est donc une conséquence de la convergence vague de la suite

(vn) vers la mesure de Lebesgue —2=. En effet on aura alors, pour tout borélien A,
2m

donc en particulier tout intervalle fini A de R,

Jim (@) = 2

Donc uniformément en z réel, au voisinage de n = oo,

— 22

620271

ov/nhmlz + Spf € A] ~ m(A).

Il est bien connu que pour prouver une convergence vague, il suffit de tester sur
3, Iensemble des fonctions de L. (R) dont la transformée de Fourier est continue
a support compact, voir par exemple Breiman [B]. 3 n’est pas vide car il contient
[)\ v;;] (S—‘-‘/{—’\)2 On fixe g un élément de J(, on suppose que le support de § est dans
—0,0],0u:

+oo
§(t) = —1——/ g(z)e ™ dr.
Vo J-o

Le théoréme d’inversion s’écrit alors :

g(z) = T /+°° (t)e'**dt = Wir / g(t)edt.

Pour montrer le théoréme limite local, il suffit de prouver que :

1 ~+o00
lim |o n/ z+ S, hdm——/ emdt—hm
Jm lovn | g( f | n_mlﬁ;

D’abord, on a :

+00

= %/ it -t /2
T J—0c0
. 1 too

90 = —= ] (t)dt

+6

G48uf) = o= [ aeernay
2 J_s
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Donc, on a :
1

a«/ﬁ/ 9(z + Spf)hdm = —/ / =55 dt\hdm
0

_ ov/n / a(t)e | / #1511 hm]dt
V2r
+8o/n

\/ﬁ/&;\/‘ 0\/_

En appliquant successivement le théoréme de Fubini et le théoréme du changement
de variable. On remarque que :

/ e’ F%hdm e%ﬁi Dam = ( (Uf;—)( ), Dm-

itz

eax/_[/ e’ ofhdm]dt

Ainsi :

1 VR et
oV / e+ Sufhim = = [ g @G T (),

On a alors :

ar= [ s e @y - g0) [ etetme
z) = - e Vre .
Pour calculer la limite on va séparer deux cas : t est proche de 0, on appliquera le
théoréme des perturbations, t est assez éloigné de 0, on utilisera I’hypothese @ ¢(it)
n’admet pas de valeurs propre de module 1.

1ERE ETAPE : t est proche de 0, le théoréme des perturbations permet d’écrire

)(h), L

1t it it

(@3 (7)1, hm = ,\3(0_\/__.)(@0(?

Z 55 (=)0, e+ (T (=)0, 1

La fonction t —s [/\g(a%)@o( \/—)( ), L + (\I!}’(a%)(h),l)m]ﬁ(ﬁ) que l'on
nomme U, converge vers §(0)e™* */2 de maniére dominée pour I#I < a,a>0.En
effet, on a déja vu que :

) e_t2/2a
n—oo \/_
,}Ln;o<<1>o(0\/—)(h) Dm =1,
nll,n;o<\pf(0-\/ﬁ)( )’1>m=0
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De plus, il existe ag > 0, tel que : si # est dans | — g, ap[ alors :

126 ( ;/—)<<1>0( \r)(h) Ly — e V2 < Cremt/A,
I<\I/’;(U n)(h),l)ml < Chpl < Cae™ /4,
Ainsi :
it it it

J(B), m + (T (——=) (1), )m — €7 /2| < Cye™"/1,

Ay (——= — —_—
| O(U\/ﬁ)< O(a\/ﬁ ovn
La fonction § est continue sur [—§,d], il existe donc ap > 0 tel que : si # est dans

| — a2, as] alors :
t

|§(;‘\/'7—;) -9

Dongc, il existe o = inf{a;, az} > 0 tel que si : ﬁ est dans | — @, o on ait :

O)f <1

|Un(t) = §(0)e™72| < Cae™ /4 lloo + /2.
Cette derniére fonction étant intégrable sur R, on en déduit que :
+a0'\/;7,_ itz

lim [Un(t) — §(0)e™*/2)ezvm = 0.

n—oo —ao\/ﬁ

2EME ETAPE : On s’occupe maintenant des termes :

+aoy/n ita ¢
/_M ey f)< A th) L
Comme :
limn_,oo(q)j(%)(h), 1);m =0 car ®;h =0,
N GGE)l < 1,

g est bornée.

On en déduit que pour tout ¢ fixé :

lim ( 0.

Jim (@520, DA ()i ) =

/\j(a%) est une valeur propre de ® f(a%), son module est donc strictement plus
petit que 1 sauf pour ¢t = 0. Donc, si 0 < e < |0tW| < «a alors :

(@5 f)(h) TLY jjﬁnsc'pnsc'e-m
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Quitte & changer C’, on peut supposer que cette majoration est aussi valable sur
[—¢,¢€], le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue entraine alors que :

taoyn itz it it

it
lim eVa N\ (—=)(®;(—=)(h), 1)mg(—=)dt = 0.
dm [ @) i ()
3EME ETAPE : On suppose maintenant a < ‘#ﬁl < 6. Comme, on a fait ’hypothése
que ®(it) n’admet pas de valeur propre de module 1 si ¢t # 0, le rayon spectral de
l'opérateur ®(it) est donc strictement plus petit que 1. Il existe donc 0 < p < 1 tel
que si a < la—t—\/ﬂ < 4, alors :

it

(@7 (o

)(h), L)m| < Cp"™.

Ainsi :

itz it t
esvr (B (—=)(h), ) md(—=)dt| < C'p"/n,
|/a<l#l<5 @30, D)t < C'p

qui tend vers 0 quand n tend vers oo.
4EME ETAPE : Il reste fl t>a0 VA et/ 2‘(}(O)evn_\/z?dt a étudier. Cette derniére intégrale
tend vers 0 quand n tend vers oo, car elle est majorée par fl t|>a0 \/ﬁe‘tz/ 215(0)|dt qui

est le reste d’une intégrale convergente.
Ainsi limy, 0 |Ar(2)] = 0. Ceci achéve la preuve du théoréme limite local. O

9.3 Conditions sur f pour que ®,(it) n’ait pas de valeur propre de
module 1

On va maintenant discuter ’hypotheése faite pour démontrer le théoréme limite local :
®¢(it) n’admet pas de valeur propre de module 1sit # 0. On va prouver une condition
nécessaire et suffisante sur f pour que ®(it) ne vérifie pas cette hypothése.

Proposition 9.3. —  Soit f dans V,hm(f) = 0, soit £ dans R, £ # 0, les conditions
(1) et (2) sont équivalentes :

(1) il exziste r dans [0,27[,g dans V,g # 0: ®;(i€)(g) = €'"g

(2) il existe ¢ & valeurs réelles vérifiant € h dans V telle que :

et = eme¥°Te™% hm-p.p.

Démonstration. — (2) = (1) '
On a: e%f = ¢me?°Te~% hm-p.p. avec e'¥h appartenant & V. Alors
®(i€)(e¥h) = €T ®(e°Te e’ h) m-p.p.

eT®(e**°Th) = (" o Th) m-p.p.

e e hm-p.p.
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Il existe donc g dans V, g = e'¥ hm-p.p. tel que ®¢(i€)(g) = e*g.
(1)= (2 ,
On a: ®4(i€)(g) = €'"g, donc :

lg] = [®5(i)(9)| = |B(e**) - g)| < Dlgl-

Comme m(|g|) = m(®|g|), on en déduit que ®|g| = |g| m-p.p. et donc que |g| = kh ou
k est une constante positive (on va prendre k = 1). On peut donc écrire que g = €%
hm-p.p. ol ¢ est & valeurs réelles, e’h est dans V. La condition (1) entraine alors
qu'’il existe N dans B, hm(N) = 0, il existe ¢ & valeurs réelles, ek dans V tels que
pour tout z de I\ N, on ait :

@(e’ffei‘ph)(w) = e"ei"’(z)h(z).
ou :

(%) Z et f(32) gie (@30 p (5,

1 L
17 (x) = e e @ p(x).
]

.'IJ) |T’(0’j(12

Comme pour tout z de I,

1
h(z) = Zh(%x)mlﬂfj)(m)
JjeJ
I’équation () représente donc pour tout  de {h # 0} N (I \ N) un barycentre de
points de module 1 qui reste de module 1; ceci n’est possible uniquement si on a
’égalité de tous ces points. Ainsi, pour tout z dans {h # 0} N (I \ N), pour tout j de
J tel que z soit dans T'(f;), on a :

(i61(052) gio(032) _ gir gip(®)
Donc, pour tout y de Ujeyo;[{h # 0}\N] =T~ ![{h #0}\N],on a :
e (¥) = gireipoT(y) o —iv(y)
De plus on a : T~}({h # 0}) C {h # 0}. En effet, si z est dans {h # 0} alors :
0# hiz) = ;h(m)ﬁé—m)lmj)(w),
il existe donc j dans J tel que :
h(o;z) # 0 et z est dans T(I;),

donc tel que ojz soit dans {h # 0}, c’est-a-dire z dans T({h # 0}). Comme
hm[T~Yh # 0}] = hm[{h # 0}] = 1, il existe Ny dans B tel que T~[{h # 0}] =
{h # 0} \ N7 avec hm(N;) = 0. Alors
T7'{h#0}] = THr#O}\T'(N)
= {(h#£O}\NM\TH(N)
= I\[{h=0}UN, UT}(N).
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1l existe donc N = {h = 0} U N; UT~}(N), hm(N) = 0 tel que pour tout z de I\ N
on ait :
ei{f(x) — 6irei¢0T(x)e_i‘p(z).

Ainsi il existe ¢ & valeurs réelles, e!*h appartenant & V, telle que
ef = e e°Te~ % pm-p.p. O

Pratiquement f de V est une fonction continue sur I, sauf en un nombre (au plus)
dénombrable de points de I, soit 55 cet ensemble. e*’h est dans V, on peut donc
aussi supposer que 1'on a une représentation continue sauf en un nombre (au plus)
dénombrable de points de I. A I'aide du théoréme de Ionescu-Tulcea et Marinescu,
on peut préciser dans quel ensemble sont contenus les points de discontinuité de e*¥.
D’abord, on remarque que e'" est une valeur propre simple de ® #(i€) dans V. Sinon
il existerait ¢; et ¢y & valeurs réelles, e*¥1h, e*¥1h dans V, telles que :

ei{f — eireizploTe—i4p1 — eirei¢2oTe—igaz hm-p.p.
D’ou
.;I)(ei(m—zpz)oTh) = eilp1—w2)p — ‘D(ei(‘f’l"‘”)h)
et donc e{¥1=%2) = k ce qui contredit le fait que ® admet e comme valeur
xf
propre multiple dans V. On en déduit alors que e**h est 'unique solution (& une

constante multiplicative prés) de I’équation K (i) = 1 ou K est l'opérateur de V
dans V défini comme la limite de la suite d’opérateurs de V dans V :

N+ng—1 '
( > e‘"k@’;(ig)> .
k=no N>1

Comme €' est une valeur propre simple de ®4(i€), K est un projecteur sur ’espace
vectoriel engendré par e*?h. Alors pour tout ¥ de V, K () = ¢(¢)e*?h. On choisit 9
dans V, continue sur I et telle que ¢(1)) = 1. On a alors, pour tout z de I,

N+ng—1
eoh(@) = Jim [ 3 e () )](@)

On connait donc les points de discontinuité de e*#h dans I, ils appartiennent &
5= |J T"55 U{a;}jes]-
n>1

Ceux de €% sont donc dans {h = 0} UJ (qui est un ensemble de mesure nulle). Ainsi
dans le cas, ou f est continue sauf en un nombre au plus dénombrable de points de
I, I’équation

e’ = eme¥°Te™% hm-p.p.

revient donc & I’équation suivante : pour tout z de I\ [{h =0} U],

tf(®) — giripoT(2) g—iv()
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Maintenant, on peut préciser comment vérifier si ®;(i§) admet une valeur propre
de module 1. On prend deux points T-périodiques = et y n’appartenant pas a
FUTYF)U---UTP(3) oi p est la plus petlte perlode commune de = et y. On

i€Spf i€Spf i€Spf
calcule pour { de R*,e™» enzety.Sie » ( )#£e 7 (y), alors ®;(i€) n’admet
pas de valeur propre de module 1.
Si maintenant on suppose que h est minorée par une constante strictement positive
sur {h # 0}, on peut préciser la proposition 9.3.

Proposition 9.4. — On suppose que %l{h;éo} est dans V. S’il existet de R* et s de R*
tels que @ (it) et ®¢(is) admettent une valeur propre de module 1 alors ®¢(i(t + s))
admet aussi une valeur propre de module 1.
Démonstration. — D’aprés la proposition précédente on a :

etf = etrtetrtoT et pmp.p.

ef = e Te~%s pm p.p.
ol ¢y, ps sont dans V et prennent des valeurs réelles, car %1{ nz0} est dans V. Ceci
entraine que :

ei(t+s)f — e'i("'t"""s)ei(‘Pt"'ﬂPs)oTe—i(‘Pt""Ps) hm_pp

eirt+s ei‘pt-l—-!OTe_i‘Ft‘FS hm_p.p.

ou e*#t+s est dans V et ;15 prend ses valeurs dans R. Si ¢ + s # 0, on en déduit que
®4(i(t + s)) admet une valeur propre de module 1. [J

Corollaire 9.5. — On suppose que %l{h;l_-o} est dans V. Alors, G = {t € R: ®4(it)
admet une valeur propre de module 1} est un sous-groupe additif de R.

Les sous-groupes additifs de R sont de la forme G = {nf,n € Z} ou R.

D’apreés les calculs de la 3éme étape de la démonstration du théoréme limite central,
dans un voisinage de # =0 on a :

M) = 1-200m 6D
+ 02[R 2[’\k(0)]+1 2[ (0)] Re [XI(O)]]_’_ (02)
Comme |Ag(i6)| < 1 on en déduit donc que :
m 26— o, per 2kl 4 pa il 20y

Donc si pour tout 1 <k <p-—1lona: Rez[&j\hg)—)] + Imz[)";‘io)] - Re[’\;;l‘sco)] <0,
on en déduit que dans un voisinage de 6§ = 0, 'opérateur ®¢(if) n’admet pas de
valeur propre de module 1, il existe donc un plus petit 6y > 0, éventuellement infini
tel que 0 < |0] < 6y entraine ®¢(if) n’admet pas de valeur propre de module 1 et
éventuellement (si 6y est fini) ®¢(ify) admet une valeur propre de module 1. On en
déduit alors que G = {nfy,n € Z} est un sous-groupe discret de (R, +).
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9.4 Théoréme limite local dans le cas d’une fonction a valeurs entiéres

Maintenant, on va montrer que si f = k—m(kh) ot k est dans V et prend des valeurs
entiéres, on a aussi un théoréme limite local. (On ne suppose plus que h est minorée
par une constante strictement positive sur {h # 0}.)

Théoreme 9.6. — Si f = k—m(kh) ne vérifie pas (H), alors uniformément en z réel,
pour tout intervalle fini A de R, on a :

: 1 _ 2 X
Jim lovnhm[z + Spf € A] - o =% Y 1a(z —nm(kh) +£)| = 0.

t=—o0
Démonstration. — Comme dans le théoréme limite local, il suffit de montrer que si
g est dans J(, alors :
22 =
Jim |o\/—/ g(z + Spf)hdm — ——\/= T207n [_z_:oo g9(z —nm(kh) + £)| =

Comme g est dans JC on a,

! ay/n too itz (&N (s
ovn /0 oz + S, f)hdm = S22 /_ e @), e
Comme S, f = S,k —nm(kh), on a :
H(it)(h) = " (eSS - h) = @™ (%5 . p)eHmkhIn = emitmkRINGR (it)(h).

Comme k ne prend que des valeurs entiéres, alors la fonction t — (2% (it)(h), 1)m est
périodique de période 2m. Alors :

1
A = a\/ﬁ/ g(z + Spf)hdm
0

+00  qr420n . ;
o B G )

V2w fe—oo Y —Tt+2em
U\/_ ~+o00 )
- =Y / Gt + 20m)e M =nmER) (7 (1) (), 1) mdt
l——oo

= % g G(t)e“‘(@}‘(it)(h),l)mdt

ot G(t) = 3720 . §(t + 2¢m)ei2ér(z—nm(kh) et donc

+¢7, nm itz
o
o lelt \/_)e VR (@7 \/_)(h), 1)md

a\/_/ 9(z+ Snf)hdm =
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La formule sommatoire de Poisson entraine que pour tout £ de R on a :

400

Z .7: + 27r€ Z §(2mn)en®.
Pour z = 2m(z — nm(kh)), on obtient :
S eenmom) _ L I

G(0) = egwg(%ré) eriETmm = T Z*_oog(z — nm(kh) + £).
Ainsi :

1 o 1 e e t7/2 it

\/?e 2anl_z_:oo g(z —mnm(kh) +¢) = \/——i/_w esvr G(0)dt

Donc,

|a\/_/ g(z+Snf)hdm—\/—12=-_e 7 z (z — nm(kh) + £)|

{=—o00

tovnm t ns G0 —t2/2
g B e L S R E O
|1G(0)] /263 gy,
V2 |t|<ov/nm

Maintenant on refait exactement le méme raisonnement que dans le théoréme
précédent car G est une fonction continue (c’est une somme finie de fonctions
continues car g est dans JC ), on en déduit que :

2 +00
lim sup|o / (z + Spf)hdm — — e 3% z—nm(kh) 4+ £)| =0,
Jim_sup jov/n f) \/— > o (kh) + )|

€=—00

ce qui achéve la preuve. [J
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10 THEOREME DES GRANDS ECARTS

10.1 Introduction, définition de 7' et &

Le but de cette partie est de donner un équivalent au voisinage de n = +o0o de la
quantité hm[s—;-t > ¢] ou € est positif, assez petit et ou f est dans V, m(fh) = 0.
Cela permettra d’avoir le comportement de hm[s7"—7§ > z] quand n tend vers +o0o et
quand z tend vers +oo comme /T c’est-a-dire

. T
lim —=¢>0.
n,c—00 v/N

Pour montrer les résultats de cette partie, on s’est aidé de l’article de E. Le Page
[L] pour les produits de matrices aléatoires. Afin de pouvoir exprimer facilement
hm[s—zi > ¢], on introduit le produit croisé associé & T et f. On pose :

T: IXR—>IxR
(z,t) = (Tz,t+ f(z)).

On remarque que pour n > 0, T"(z,t) = (T™(x),t + Snf(z)).

On définit Iadjoint & de T par rapport & la mesure m ® | ou ! est la mesure de

Lebesgue sur R. Pour tous g; de L, o,(I X R), g2 de L3, (I xR) on a :
(i’gl,gz)m@ = (91,920 T)m®l~

Alors pour tout g de L}, o, (I x R), on obtient :

- 1
g(x,t) = j};g(dﬂ,t - f(Ujm))mlT(f,)(x)-

Remarque. — Si g(z,t) = g1(z)g2(t) avec g; dans V,on a :
| d9te.0)am(@) = [ g(a,~f@)dm(a).
On en déduit alors que :
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Proposition 10.1. — Pour tout f de 'V, on a :
Snf =
hm[T >e]l= [ ®"(1{—o,—ne] - h)(x,0)dm(z).
I

Démonstration. — On a :

Snf

hm[T > E]

/, 1(5, foney (2)h(z)dm(z)
/I h(x)l[—oo,—ns] (_Snf(x))dm(x)

/Ii)n(h ' 1[—00,—11.6])(1:’ O)dm(x)

en utilisant la remarque précédente pour g(z,t) = h(2)1[—oo,—ne)(t). O

Pour démontrer le théoréme des grands écarts, dans le cas de variables aléatoires in-
dépendantes, identiquement distribuées de loi u, on utilise le procédé de relativisation
de Cramer [F], [C]. Cela consiste & choisir un ¢t dans R tel que fi(t) = [ e**du(z) soit
fini et & construire une nouvelle mesure de probabilité ti de la facon suivante :

_ e u(dr)
At)

Les résultats que ’on obtient pour la marche aléatoire de probabilité i donnent alors
des résultats similaires pour la marche associée & u. On va faire & peu prés la méme
chose ici. Ce qui va jouer le role de la transformée de Laplace ici est I’existence de
Vopérateur ®¢(6), 6 dans R.

*u(dz)

10.2 Relativisation du noyau

D’aprés la théorie des perturbations, on connait la décomposition spectrale dans V'
de ®£(0) pour tout réel 6, || < a, il a pour valeurs propres Ag(8), A1(8), - -, Ap—1(8),
elles sont simples associées aux fonctions propres ho(8), h1(6), - - -, hp—1(6). De plus
les fonctions § — Ag(6) et 8 — hi(#) sont continues. Les autres valeurs spectrales
de ®4(0) sont celles de 'opérateur ¥¢(#) qui est de rayon spectral pg < p < 1. Sia
est suffisament petit, comme \g(0) =1 et ho(0) = h par continuité on peut toujours
supposer que |f| < a entraine :

Ao(6) > 0,ho(6) 20
{ho(6) = 0} € {h =10},

car la convergence dans V entraine la convergence uniforme et car hq(8) et h
admettent des représentants continus par morceaux ayant un nombre dénombrable
de sauts. On a, de plus, le résultat suivant :

Proposition 10.2. — Si || < a, alors \o(8) est la valeur propre dominante de ®¢(0).
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Démonstration. — Pour tout Kk <p—1,0ona:
®5(0)hi(0) = Ae(6)hi(6).
On définit sur {ho(6) # 0} Popérateur Qg suivant : pour ¢ dans V'

_ 24(0)(¢ - ho(0))
oy = Xo(0)ho(8)
Comme {ho(0) # 0} contient {h # 0}, on restreint I’étude de Qg & {h # 0}. Pour z
dans {h #0},0n a:
%1 (@i%) ho () (0;2) 11z ()
A0 (0)ho(0)(2)|T" (o)

Qoyp(z) = p(o5z),
jeJ
Qs est un opérateur positif markovien sur {h # 0}. Onapour 1 <k <p-1,

hi(6), _ A(6) hi(8)

500 = %00)  hold)’

Donc :

”Z Ez;l{h"(e#"}"” 2 Qe gz;)l{ho(e);m}llv = |:\\kEZ§| ”thO; Lo (6)520} llo-

Ce qui entraine :
A (0)] < 1A (0)] = Xo(6). O

On note maintenant hg et A\g a la place de ho(8) et Ag(8). Dans toute la suite, on
notera pour r € C :
er: R—-C

t— e,
Pour 6 € R, |0] < a, fixé, on définit
Yo IxR—-R
(w7t) — ho(x)e_g(t),
g est une fonction propre de @ associée a la valeur propre Ag. En effet :
< 1
Bpg(z,t) = Y po(0jz,t— f(0,2) T (0;2)] 175 (z)
JEJ
= e-g(t)25(0)ho(x)
= /\O‘PO (.’L‘, t)'
Sur {h # 0}, hg ne s’annule pas, on peut donc construire un opérateur markovien sur

{h # 0} en posant : pour ¢ dans V :

ORI R
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Remarque. — °®(p)(x) n’est défini que si = est dans {h # 0}. Ce n’est pas génant
car dans la suite, on ne I’appliquera qu’a des fonctions ¢ = g - h o1 g est telle que
pour tout t de R, z — g(z,t) est dans V.

Pr;oposition 10.3. — Soit (°X,, 9Sn)n20 la chaine de Markov de noyau de transition
9®, alors on a :

Rm[Snf > ne] = Poe=%]" Bo.n, [(1a- - €6)(*Sn + ns)h%(eXn)]

Eo,he(9(°Sn,%X,)) désigne l’espérance de la variable g(°S,,°X,) par rapport & la
mesure hgm quand (°Sp,®Xo) = (0,0).

Démonstration. — On sait que :

hm[Sp f > ne]

[ 8" 11, - b2, 0)dm(a)

JAR TR
{h#0}

6
< h
= /\3/ @"[1[_00,_,,5] e - eg](z, 0)hg(z)dm(zx)
{h#0} 0

n h
A6 Eo,ng [(1[—00,—715] : 89)(05n)h—0(9Xn)]

o€ Eg o [(x- - €0)(°Sn + ns),%(exn)],

on utilise ici la formule de relativisation (*) précédente. O]

10.3 Etude de la chaine (°X,,°S,)n>0

Dans ce paragraphe, on va démontrer que la chaine (° X,,, %S, )n>0 vérifie une loi des
grands nombres, un théoréme limite central et un théoréme limite local fonctionnels,
ils permettent d’obtenir les équivalents de hm/[S, f > ne] grace & un bon choix de 6.
D’abord, on va démontrer deux résultats sur Popérateur ®¢(8 + ia),a dans R.

Lemme 10.4. — Pour tout o de R, on a : pour g dans V
1 .
Bopole-ia(’S:)(a- X)) = 37 [ 8300 +i0)(hag - 1) w)dm(o).
6 JI
De plus, on peut développer cette expression au voisinage de o = 0.
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Démonstration. — On a, d’apreés la formule de relativisation () :
6
Eo,hole-ia(’Sn)(g - 1) (°Xn)] = / ®"[e—iag - h(z,0)ho(z)dm(z)
{hs#0}
1 ~ he(z)
- ®"[e_;0e—ohog - h|(x,0 dm(z
g {h#0} [ K )<P9($»0) (=)
1 [ =
= & [ & le-wrimog (s, 0)dm(a).
g JI
Mais
O"[e_(g4ia)hog - h)(2,0) = @"[e(p4ia)(Snf)heg - h](2)
% (60 + ia)(heg - h)(z).
Ainsi :

Bongle—ia(®Su)(g - B)(°X)] = Ai [ #3(6+ ie)tug - W(&)im(o)

D’aprés le théoréme des perturbations 5.7, on sait que ’on peut développer <I>'f‘(0+ia)
au voisinage de a = 0. On a pour g dans V, pour «a assez petit :

B0 +ia)(g) = 3 M(B +ia)Bx(8 + ia)(g) + ¥5(0 + ia)(g),
k=0
avec .

Me(8 + i) = A (6) + iaX,(8) — ZM(6) + o2e()
®5,(0 +ia)(g) = Dx(6)(9) +iaB’ (6)(9) — 527 (6)(9) + a?ex(a)(9)

VU ¢(6 + i) a pour rayon spectral p; < p < 1,
ce qui prouve le résultat annoncé. [J
On notera dans toute la suite :
2
. . a
Ao(0 + i) = Notia = Ao +iary — —2—)\'9’ + a?¢(a)
et vy la mesure de probabilité définie pour tout g de V, g s’annulant avec h par :

@@@=m%m.

Lemme 10.5. — On suppose que pour tout { de R*, l'opérateur ®¢(if) n’admet pas
de valeur propre de module 1. Alors pour tout a dans R*, l’opérateur
94(0 + i) (ghs)

Qu:9€V i Qug) = ev

Aohe
qui est défini sur {h # 0} est de rayon spectral strictement plus petit que 1.
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Démonstration. — On suppose le contraire : il existe g dans V, r dans R tels que
Qag = €'"g. Alors :
|®£(0 + i) (ghe)| = Aehelg]-

Mais :

|®£(0 +ic)(ghe)| = |®[e**) ghy]|
3(e®! |g|ho]
2(6)(lg]he)-

INIA

On obtient donc :
®(0)(lg9lhe) = Aoholgl-

On intégre par rapport a la mesure vg qui invariante pour @Qo, on obtient donc :

(6 )(Iglhe)

ve(lg]) < 1 (f ) = ve(|g)-

On a donc ’égalité :
®(0)(I9lhe) = Aoholg| hm-p.p.

Ainsi g = ¥ o1l ¢ est & valeurs réelles. L’équation Q,g = e*"g devient alors, pour z

de {h # 0} :

0f(ojx) o
Zezaf(ajm)eup(ajx)[ € I he(a]w)l]lT(I_j)(x) — ezreup(z)‘

2 Noha(@)[T"(0;2)

On a un barycentre de points de module 1 qui reste de module 1 donc pour tout z
de T(I;) N {h # 0}, j dans J, on a :

etef(o52) gip(ojz) — pirgiv(z)

Ce qui revient a e*f = ee¥e™°T hm-p.p. Ceci contredit ’hypothese @ (i)
n’admet pas de valeur propre de module 1 si £ # 0. O

Le lemme suivant permettra, par la suite, de montrer une loi des grands nombres
et un théoréme limite central pour la marche considérée :

Lemme 10.6. — On a :

LA
Jim Eop,feis (S)A(Xa)] = €S v (h),

. X - 200
lim Eo,ho[e—i%(esn )h(eX N=e * ve(h).
n—o0o n
Démonstration. — On applique le lemme 10.4 avec o = 7, g = 1.

Bopale-ig (SO0 = 37 J #3(0 +i2) (ko) @)im(@) = A(m,0)
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que ’on développe pour n assez grand.

1
A(n,6) = 3 (B30 + i) (hho), )m
0
= L i Ee e 2 () 2
= e Him Nt el () 47 (@ (hho), D+ 7 () (),
p—1 .
(6 + n .
+ Sy g (51 %) ko), 1) + (X0 +2) (o), Ly
Pt Ao n
On passe alors a la limite quand n tend vers 400, & cause du lemme 10.5 et comme :
. n o _
Jim (T3(9 + i) (hhe), 1)m =0,
on trouve : N
lim Eo,nle-ig (°Sa)h(*Xn)] = et v (h).

Pour le second résultat, on développe jusqu’au rang 2, on emploie exactement les
mémes arguments, on obtient :

—a? [J—rﬂ—*o (o))

; Y
lim Eo,h, le—is (°Sn — in)h(eXn)] = ve(h). O

On va noter

En 6 =0, ag vaut 02 qui est strictement positif, il existe donc un intervalle centré
en 0 sur lequel o2 est strictement positif, car la fonction 6 — o3 est continue au
voisinage de 0.

Remarque. — On peut aussi faire la preuve du lemme 10.6 sans utiliser le lemme 10.5
mais c’est un peu plus long. On raisonne comme dans la démonstration du théoréme
limite central pour S, f, (donc sous des hypothéses un peu plus larges pour f).

On va maintenant montrer un théoréme limite local fonctionnel pour la suite de
variables aléatoires (?X,,,?S,), on choisit |§| < a tel que o > 0.

Lemme 10.7. — Pour toute fonction g continue & support compact sur R, on a :
(0 ) +o00
nangO supI\/ 109 Eo 1y [9(z +° Sn ns) (9X 2"“9 / g(t)dtvg(h)| =
Démonstration. — 1l suffit de le montrer pour g dans 3, § est donc continue a

support compact par exemple dans [—d,+4]. On a :
1 [T ")
9(z+%S, —ne) = F/ G(u)e'zt Snmeugy,
mJ-5
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D’o,
6
Eo,h[9(2 + %S — me) %]
el\? n—NE)U (OXn)
- hO[\/—/ ey hG(OXn)]
+6 |

\/_ / Eo,he [ezu( — )h(9X )he( n)]ﬁ(u)e“‘zdu,

Alors :

z2 +o00
al=%mw+%—mi Qﬁﬁm [ gty
+ovnos 9Sn —ne, h(®Xn)
= § ey n n
/;5\/509 g( \/7—7,0'9 )e ] EO ,he [em( \/7—100 )ho(an)

+o0
- / e™/2e' 5% dug(0)ve (h).
—00

ldu

On passe & la limite en utilisant le lemme 10.5, comme dans le théoréme limite local
pour S, f et on a le résultat voulu exactement pour les mémes raisons. (]

10.4 Théoréemes des grands écarts

On peut alors démontrer deux versions du théoréme des grands écarts, on remarque
d’abord que pour |0 < a, la fonction 1: 6 — log A\g est bien définie. De plus on a :

$(0) =0,

v(0) =2 = m(fn) =0,
0

" /
”(O) >\ (;Q)2=0.2>0,
0
”(0) =0'9.

Au voisinage de 6 = 0, la fonction 1 est donc strictement convexe. On suppose avoir
choisi a suffisament petit pour que v soit strictement convexe sur [—a, +a]. On choisit

maintenant € dans |0, ﬂaﬂ[ La droite y = te coupe alors la courbe y = ¥(t) en 2
points : 0 et . > 0. Comme 7 est une fonction convexe, §. vérifie ’équation :

P'(6:) = €.
On peut alors montrer les deux résultats suivants :

Théoréme 10.8. —  Si pour tout £ de R*, ®;(if) n’admet pas de valeur propre de
module 1, alors :

lim (hm[M > g])7 = Mg e
n—o00 n
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Théoréeme 10.9. — Sous les mémes hypothéses pour f, au voisinage de n = +o00,
ona: g \ he N
e 78 )y,
i nf>€]N(oE )"ve.(h)
n V21l op,
Démonstration du théoréme 10.8. — La proposition 10.3 entraine que :

| 2]

D’aprés le lemme 10.6,

> e] = (hae )" Bo g [(1r_ - €0)(*S, + ne) - (°X,)].

lim o py [esa (*Sn +ne) 2= (O X)) = e @)=y (h),
n—00 n he

pour 6 = 6., on en déduit que la chaine ((¢S, + ne,? Xn))n>o vérifie la loi des grands
nombres : og

Ot me RN 0, quand n — oo.
On en déduit alors que :

0

Sn h 1
[Eo,h, [(1R_'eog)(953n+ns (9e NI™ > Eo,, [(1r_ ‘695)(—4_—”5")[,19 (% X)) 7).
Comme la quantité %(95 Xn) est bornée et comme
) S, +ne
Jim Eo,p,, [(1k - es, )(————)] =1,
on en déduit alors que :
. %S, +mne. h
tm sp{ i, (L - €5, (—) 2 X > 1.
n—roo
D’autre part :
98, +ne, h 1 h 1
[Bo,ha, [(1x_ - €0, ) (———) 75— (9 lI* < [Eoh,, I X))
< [o.(h) +m)»

qui converge vers 1 quand n tend vers +o00. Donc :
Hm hm[S,f > nelw =e 0. Xy, O
n—oo
Démonstration du théoréme 10.9. — La fonction ¢t — e‘9=t1{t50} est directement

Riemann-intégrable. Le lemme 10.7 est donc encore valable pour cette fonction, pour
0=0.,2=0,0ona:

beg. h
hm |V2mnog, Eo e, [(1r_ - €0, )(——— + ne) < Xn)] —/ e %tdt - vy, (R)] = 0.
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Donc la limite quand n tend vers +o0o de la quantité suivante :

O S, + h
|V2rns, (Ao, e™%)" Eo hy, [(1x_ - €0, )(—2)

h (/\ase—ess)n
n he,

(X)) - 2

ve. ()|

est nulle. Car :
Aoee—es€ — e(¢(05)_925) < ]_

et car :
Oce — P(0:) = sup [te — ()] > 0.
t€[0,a]

C’est-a-dire :

(Ag e %€)"

lim |v27mnoy, hm[Sn f>ne]—
n—00 0.

v, (h)] = 0.

Donc, au voisinage de n = +00, on a :

(Xo.e™%¢)vg, (h)

0:V2mnog,

Remarque. — On peut aussi avoir en utilisant des méthodes similaires la vitesse de
convergence dans le théoréme limite central pour la marche (S,,? X,,). On obtient
alors un théoréme des grands écarts un peu plus précis mais tout & fait analogue a
celui obtenu pour des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées,
voir par exemple Crépel [C] et Feller [F]. Les calculs étant ici longs et peu intéressants,
on s’en dispensera.

hm[Spf > ne| ~ O
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11 APPLICATIONS SUR DES EXEMPLES

11.1 Premier exemple : La transformation Tz = 2z[1]

La mesure m est invariante par T'. L’opérateur de Perron-Frobenius associé & T
est :

®f(z) = 51£(5) + £

On va prendre plusieurs types de fonctions et voir si on peut leur appliquer les
théorémes limites précédents.

11.1.1 Les polynomes de degré1: f(z) =az +b

Quitte & enlever une constante, on peut supposer que m(f) = § + b = 0, donc que
f(z) = a(2z — 1), a dans R*. Dans ce cas on peut calculer directement o2 :

oo

o= (f,lm+2D_(f,f o T*)m.

k=1

1 az
Fr Fm = a2/ (22 —1)%dz = &,
0 3
pour tout n > 1on a:
1
(fifoTHm = a2/ (2z — 1)(2T*z — 1) dz
0

1 1 1
= a2[4/ wTk:cdx—2/ a;d:v—2/ Trzdx + 1]
0 0 0

1
= a2[4/ Tz dz — 1],
0
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on a de plus :

1 1 2°-1 (p+1)/2*
/Oa:Tkzdx = /Oz{2kx}dm= Z/pﬂk z(2*z — p) dx
2k_1
- Z[— e DA (Cun e A0)
2—1

d’ou :

Ainsi 02 = 0‘72[1 +2-3- 1+1ﬂ] = o2 > 0, pour tout polynéme de degré 1, on peut
appliquer le théoréme limite central. Pour appliquer le théoréme limite local, il faut
trouver les valeurs propres de module 1 de ®4(i£). On a pour z de I, g dans V :

. 1 itax) —ita (T z+1
04 (i€)(9)(x) = 5e*[eg(5) + g( ))-
2 2 2
On remarque que pour g(z) = e*%%% on a :

®;(i€)(9)(x) = cos(§a)g(x).

g est donc une fonction propre associée & la valeur propre cos(éa), qui est de module
1 si £ est dans ZZ. A laide du test des points périodiques, on voit qu’il n’y a pas
d’autres valeurs de ¢ pour lesquelles ®¢(i€) admet des valeurs propres de module
1, on cherche & résoudre dans 0, Z| l’equatlon e51f(1) = ¢i52£(1/3)/2 crest-a-dire

’5" = 1, ses solutions dans R appartiennent & Z qui ne rencontre pas ]0, Z[. Alors
f s’écrit u —uoT + ak, u dans V, k dans V' & \ valeurs entieres, m(k) = 0, on peut
méme préciser que u(z) = —2ax et que k(x) = 11/2,1)(z) — 1j0,1/2)(x). u n’étant pas
nul, on ne peut donc pas appliquer le théoréme limite local & f polynéme de degré 1.

11.1.2 Les polynomes de degré 2

On prend f(z) = (322 — 1) + B(2z — 1). On trouve par un calcul analogue.
8 5
2_p2,9 2 9
of =0+ 3¢ + 2aﬁ
qui est positif si (o, 8) # (0,0) car
5, . 8 53

On a donc le théoréme limite central. Pour le théoréme limite local, on résoud
I’équation
(x)  eH¥SRI®)/k = (ilSw@)/K
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ou p et p’ sont des points périodiques de T de période k et k', pour p=0et p=1, on
trouve ¢ dans 2% Sagz5 L, pour p =0 et p =1/3, on trouve ¢ dans saneg L Si 6(53:++62§ )
n’est ni un entier ni 'inverse d’un entier, alors on a le théoréme hmlte local.

11.1.3 Les indicateurs d’intervalle : f = 1,4, (a,b) # (0,1),0 < a <
b<1

La proposition 7.2 entraine le théoréme limite central car m([a,b]) = b — a est dans
10, 1[. La fonction f étant a valeurs entieres, telle que f —m(f) ne s’écrit pas u—uoT,
on a alors le 2éme théoréme limite local pour f et T : uniformément en z, pour tout
intervalle fini A de R, au voisinage de n = +o00, on a :

n—1 1 _2_
m({zel: kz%lab](T z) € z+n(b—a)+A}) ~ U\/—i/ﬁ z_: 1a(z—n(b—a)+¥).

11.1.4 Les fonctions f = aljg1/3 + bl{1/3,2/3, ab # 0, |b/a| non inclus
1 n+tl
dans {n, ;;, ===, 25, n € N*}
On a3 = {1/3,2/3}, f ne s'écrit pas u —uo T + %2 avec u dans V en effet 1/7 est
un point 3-périodique n’appartenant pas 4 U T~ (J YUT™%(3) et

Ssf(1/7) _a+b _ f/N+FR/T)+f(4/T) a+b _a £0
3 3 3 3 377

On a donc le théoréme limite central. f n’est pas & valeurs entiéres car |b/a| et |a/b|
ne sont pas dans N. On résoud 1’équation

(*) e€Skf(D)/k — i8Sk (P')/K

ol p et p’ sont des points périodiques de T de période k et k' n’appartenant pas 3
U<k T74(3) et Upcr T~4(5). Pour p = 3/7, p’ = 7/15 on trouve : £ dans 2*Z. Pour
p=1/7,p' =1/15 on trouve : £ dans 2ZZ.

Les sous groupes MT”Z et ;ﬁ—’;Z sont d’intersection non réduite a 0 s’il existe k dans
Z tel que :

24n 24m 247 247 k
R T G A Sl St

Ce qui est impossible. On peut donc appliquer le ler théoréme limite local & f
et T. Donc uniformément en z réel, pour tout intervalle fini A de R, au voisinage
de n=+oo,ona:

eunm(A)
ovn V2r

m({z € I: S.f(z) € z+n(b—a) + A}) ~

95



A. BROISE

11.1.5 Les polynomes trigonométriques
On choisit pour fonction f un polynéme trigonométrique, on I’écrit :
N N
f(z)= Z ax cos(2kmz) + Z be sin(27lz).
k=1 £=1

Ona fol f(z)dz =0.
Conditions sur les ax, by pour que f vérifie la condition (H)
On suppose f = ¢ — ¢ oT. ¢ admet un développement en série trigonométrique :

é(z) = Z ay, cos(2mkzx) + Z Besin(2mlz).
k ¢

Ona:
d(z) — p(Tz) = Z ay, cos(2mkz) + Z Besin(2mlz)
k ¢

- Z ay cos(4dmkz) — Z Be sin(4mlz)
k ¢

Z(azk — ag) cos(4mkzx) + Z aok+1 cos(2(2k + 1)x)
k k

+ Z(ﬂze — B¢) sin(4nlx) + Z Bae+18in(2(2¢ + 1)7z).
¢

¢
Ainsisi f=¢—¢oT,ona:

1§k§[ﬁ} G2k TOlTX G ESN =0
2 A2k+1 = O2k+1
lsfs[%]{bu =P oM g =0

2 baer1 = Paey1

On en déduit alors que : si 2¥ < N donc si k < logN ohoa:

log2
k
o] =ai,a2 =a; +az,...,0k = E Qoe,
£=0
et donc
[log N/ log 2]
Qok = E age si 28 > N.
£=0

De méme, pour : 2% < % donc pour k < 1—°5N—2_135—3, ona:

k
a3z = a3, = a3 + ag, @12 = a3 + a¢ + 12, .. , Q3.2 = E agz.¢
£=0
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et donc :
[(log N —log 3)/ log 2]

Qg.ok = Z ag.qe si3-2F > N.
£=0
On obtient donc les relations suivantes pour f = ¢ — ¢po T :
1. 2[(logN log k)/ log 2]
et N.
9. Z[(logM logk)/logz]b iy
et M.

= 0 pour k entier non multiple de 2 compris entre 1
= 0 pour k entier non multiple de 2 compris entre 1

Si I'une de ces conditions n’est pas vérifiée, on sait alors que o2 est strictement positif.
Ici, on peut méme calculer la valeur exacte de o2

1 0 1
02=/ f2dm+2z/ ffoT*dm.
0 k=170

On remarque que :

i k
Jo cos(2kz) cos(2qna) de = 0 ZiZik
Jo sin(2krz) sin(2qre) dz = 0 Zii

fol sin(2knz) cos(2qrz)dz = 0.

/0 1 f2dm

/OlffoT”dm

Alors

1 N M
E[Z a% + Z bz]’
=1
[N/2”] (M/27]

—[ Z axaxzr + Z bebgas].

Dans le cas ott [££] ou [2£] est nul on impose & la somme correspondante d’étre nulle.
On obtient alors :

o [N/27] (M/27]
o = ‘[Z ai + Zbﬂ + Z[ Z Qk2r Ak + Z bezrbe]
p=1 k=1
1 [(log N—log k)/ log 2] [(log M—log k)/ log 2]
= 5[ Z [ Z ak2p]2 + Z [ Z bezp]2].
1<k impair <N p=0 1<¢ impair <M p=0

On peut alors appliquer le théoréme central limite et méme donner la vitesse de
convergence pour f un polynéme trigonométrique.

Remarque. — On obtient des résultats analogues si on prend pour transformation
T(z) = rz[1], avec r un entier supérieur a 2.
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11.2 Deuxiéme exemple : La transformation Tz = [z + «[l], 8 > 0,
Br=pB+leta=233"
On a

3+48

re) = 2P 1 @) + 15 @) + 1Y

—_[1[__2 L](x) +1, E]( z)].

La fonction h a pour points de discontinuité I’ensemble {0, 2—5—2, %,a, ‘g, 1}. Cet
ensemble est invariant par 7.

s h(@)
3448 -
5 | i I
[ I I
[ | |
) Tz | Lo
[ I |
[ I [
8 1+3 [ I I
2 5 — — |
o 1 [ I I
Lo Lol [
1 I [ I
2 o (I |
ro I [
% I I |
2-8 (I (| I
2 I (. I
I I I
L1 [ L
00 28p1 1 apg 17 0l 28p1 1 ap 1%
2 2 2 2 2 2 2 2
Si on prend f une fonction continue sur I, 3¢ est alors vide et
2- ﬂ -1 B 2-pp-1 pB
J= n = = —_ —,a,—,1}
Un>0T {0 2 a, 2a1} {0, 2 ) 9 ) &, 271}

On peut donc appliquer le test des points périodiques & f en prenant des points
n’appartenant pas 4 J ni a [%, o] qui est I’ensemble {h = 0}.

Ainsi on peut appliquer le théoréme central limite & T' et f « bien choisie » continue
sur I. C’est un exemple de (-transformation tel que le systéme (7', u) est ergodique
et non faiblement mélangeant, voir Wilkinson[W].

Par exemple, pour un polynéme de degré 1 f(z) =az + b, on a:

1 . .
W) = [ feha)ds =5 +b=0si = b,
0 2 2
On se limite & f(z) = —31; (2z — 1), on remarque que si u(z) = z alors on a :

1-Bz-33L=3802z-1)-1 sur [0, 252]
wz) —u(Te)=¢ (1-PB)z— 1_;@ = 1—32(253 -1) sur [2—32, g]
Q-Pz+H8=2L02z-1)+1 sur[£,1).
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Ainsi f(z) = u(z) — u(Tz) + k(x), avec : k(z) = Lis g (z) — 1[0733_/3](1').
On remarque que si v(z) = 1[0’%](:5) = 1jq,1)(2), alors :
vol —v=1gy+1izg0 5~ Lpo,258) — Lis 850) = Lpg,850) + i)
avecT'y='L%,% <'y<%etT5=a,%<6<a. Donc :
voT —v= 2(1[52;_,1] - 1[012_;_;3]) + (1[,3_;_1,7] —15,4]) = 2k + w.
Comme {h = 0} =]%, af, on en déduit que hm-p.p.
1

K(w) = 5[o(Tz) - v(z)],
donc que f = ¢ — ¢ o T hm-presque partout, ainsi pour un polyndéme de degré 1,
o=0.

Si maintenant, on prend f(z) = cos(2nz), on a : u(f) = —2&"5—% sin(n3). Pour le
point 2-périodique p = 2%, on a:

S2f(p) — 2u(f) = —2cos(27f3) + 4

3 24}6 sin(w3) # 0.

Donc on a le théoréme limite central pour f.

11.3 Troisieme exemple : Les transformations «homographiques par
morceaux »

Ce sont des généralisations de la transformation « fraction continue » : Tyz = {1}.
La proposition suivante donne toutes les bijections de [0,1] qui sont des homogra-
phies :

Proposition 11.1. — Si ¢ est une bijection croissante de [0,1] qui est une homogra-
phie, alors il existe un paramétre o de R tel que :

= fa(x)'

(2) = ax
14 (a—Dz+1
Alors les bijections de [0,1] qui sont des homographies sont de la forme f, oul— f,.

Démonstration. — ¢ est entiérement déterminée par (¢(0), (1)) = (0,1) et par
¢'(0) = a® ot a est dans R?,, ce qui donne le résultat annoncé. O

Pour a dans R* , on définit les transformations de I'intervalle suivantes :
Ta = T1 o f 1.

Alors pour tout z de I, on a :
1
Ta(z) = {o?(z - 1)},
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en effet :
1 (1/a—a)z+a a?

1
f%(z): e :1—a2+?=a2(;—1)+1.

On a alors le résultat suivant :

Proposition 11.2. — Pour tout o de R, Ty est dans C et la densité de la mesure

invariante est
1 1

ha(z) = log(1+1/a?) z + a2’

Démonstration. — L’appartenance a4 € des transformations T, se montre exacte-
ment comme celle de T;. Pour calculer la densité de la mesure invariante, on calcule
Popérateur de Perron-Frobenius associé, il vaut :

o? a?

'I)af(.'t)=17Z=:0f(m+n+a2)(w+n+a2)2a

on vérifie aisément que h, est solution de ®,hy = hy. O

Remarque. — Pour a # 1, il n’existe pas de bijection ¢ strictement monotone de I
telle que :
To=¢loT 0.

Sinon, on aurait :

1
ho =hop-|¢| avech(m)=@1+$,
et donc : log 2
— 2\ecq - 08
cps(:c) = C(l’ + o )ec -1 avec Co = W
€ = 1 si ¢ est croissante, ¢ = —1 si elle est décroissante, C' est une constante

déterminée par 1(0) = 0 et ¢_1(1) = 0. On trouve :

z+a2\* z+a?\
@)= (T55) -1 o= (Trg) -t

1+ a?

On calcule alors ;! o T} o ¢, pour les bijections que I'on a trouvées, on remarque
que ’on ne retrouve pas la quantité T, on en déduit alors que T, et 77 ne sont pas
conjuguées (au sens ou il n’existe pas de bijection ¢ strictement monotone de I telle
que To = 9t 0 T1 0 ).

Pour avoir des transformations croissantes par morceaux, on compose T3 par
g(z) = 1 — z, on trouve pour 8 dans ]1,+o0[ :

Ty(e) =1-{B(; ~ 1} et hy(o) = o7 77—
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Pour représenter ces transformations, il est plus facile de se ramener & une partition

fixe. Ici la partition associée a Ty, est : I = Upen|
On passe de cette partition a la partition : I = Upen~

o? o? ]
o?4n+1’ o24n !

[%H, %] par ’homographie

fa- Ona: Ty = fa ota© fi/a, OU to est la transformation qui consiste & joindre le
point (Elii» 1) au point (%, 0) de fagon homographique, avec pour pente %"; au point

(£,0). On fait de méme pour Tj, on définit ¢j; en inversant les roles de 0 et de 1. On
représente ici les transformations ¢, et t’ﬂ.

ta

J——

0

11
. ... z E
Pour jouer su

/

o' ...
r deux pentes on pose pour vy €0, 1[:

tg B>1
1
i3 3 1z
2 sur [0,]
{%:— sur [v,1]
=2 sur [0,9]
=2 sur [y, 1]

En composant S, ou S,’Y par T,, on peut jouer sur 2 pentes, avoir 2 parameétres et
avoir une transformation continue sur I. On note Ty, = Sy o Ty et T, , = S, 0 Ty.
Pour que T,;,a soit dans €, il faut supposer que a® > « car 1 est un point fixe et car

la pente en 1 vaut "‘72

Sy

Tha  * 77

P

T
a4y 1
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L’opérateur de Perron-Frobenius associé vaut :

ol a? oy
(I)’Y,af(x) = ;[f('yx+n+a2)(7x+n+012)2
o? o?(1-7)
et G - Detnt @1
3 flz) = i[f( o o
vel () = oy ’Y—’Yw+n+a2)(7—’>’~"3+n+0‘2)2
a? o?(1—7)
+f((1—v)w+n+w+a2)((1—7)w+n+7+a2)2]'
On pose

(z) = 1 1 —a2[ 1 1 ]
94 T (A+1/a)z+1Az+1 m+r}/a§- T+ 5

ga est dans V si A > —1. Pour trouver les densités des mesures de probabilité

invariantes par les T, o, on calcule les images de g4 par ®, , et par ‘bfy,a, ona:
2 2
o’y a’(1—7)
) =
1.294(@) Aa? + vz + o? e +(y-1z+1+a?
=@ [a: 4 2(+4) o 1+a’(1+4) ]
Y 1—y
2 2
(0% o“(1 —
@ o9a(x) = 2 2 z v 2 ) 2
’ A2 +y—vyx +a A2+ (1—y)z+1+a2+7y
1 1

= o

2 - 2 ]
z+ a (114;:)+'y I -2 !1—0’-7A!+'y
Ainsi g4 est une fonction propre de ®., , associée & 1 si :

o?(1+A) 1 ot _ A+D)a”+1 1
v A+1/a? Y A

donc si a?A?% + (a? + 1)A+ 1 — v = 0, pour que g4 soit dans V on doit prendre

2 __1)2 2
A=\/(°‘ D2 +40% 2 4 1y202.

De méme g4 est une fonction propre de <I>fyya associée & 1 si :

?2(A+1)+y 1 (A+Da?+y 1

1—+ _A+1/a2et B vy A

d’ou si :

a2A2+(a2+'y+1)A+%+'7=0et a?A? + (a®? +9)A+v=0.
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A = — - est I'unique solution du systéme. Comme on a supposé que a? >+, on en
déduit que h4 est bien dans V et est la densité de la mesure invariante par T7',a

Dans tous ces cas, la densité h de la mesure invariante est majorée par une
constante strictement positive sur [0,1], alors % est encore dans V, on en déduit
d’aprés la proposition 7.1 que 'on peut appliquer le théoréme limite central & toute
fonction f non constante de V. D’aprés la proposition 9.3, on sait que l'opérateur
® 4 (i€) admet une valeur propre de module 1 s’il existe ¢ & valeurs réelles, avec €' - h
dans V telle que :

ef = eme°Te™" hm-p.p.
Comme f et + sont dans V on en déduit que e*#°T et e sont toutes les deux dans
V, ceci n’est possible que si e*¥ est constante et donc si f est & valeurs entiéres. Ainsi
pour toute fonction f de V, on peut appliquer un théoréme limite local, le second si
f est a valeurs entiéres, le premier sinon.

On a trouvé par le calcul la valeur explicite des densités des mesures invariantes
par Ty, Té, Ty ) T,;ia. On va maintenant essayer d’expliquer pourquoi la densité
a une forme aussi simple. Dans un premier temps, on va se restreindre au cas de
T,. D’abord, on va voir comment on code les points de l'intervalle I & l’aide de T, ;
ensuite, on va prolonger T,, de fagon a ce qu’elle devienne bijective, cela consiste en
fait & trouver un ensemble & qui représente tous les « passés » d’un point quelconque
de I, on notera T}, cette bijection. Alors I'action de T sur I x @ n’est rien d’autre
que action d’un semi-groupe contenu dans SI(2,R). Ainsi, la mesure de Liouville
resteinte & I x @ est invariante par T, on obtient alors naturellement en projettant
cette mesure sur I la mesure invariante par T,.

Le cas des transformations T s Ty,ay Ty, o se traite de la méme fagon, la principale
difficulté est de trouver l’express10n exp1101te de I’ensemble P qui représente tous les
« passés » possibles de I.

L’intérét de la construction faite pour T, est qu’on peut définir «le» développe-
ment en fractions continues dans Z(a) d’un point de I et aussi qu’on peut poursuivre
P’analogie avec les fractions continues classiques (o = 1) en construisant une dissection
de Farey associée & T, et interpréter 'action de T, sur les géodésiques du demi-plan
de Poincaré qui pour extrémités x dans I et y dans 9.

La principale différence avec le cas classique est qu’ici on utilise uniquement un
semi-groupe de matrices de SI(2,R) et non un groupe : SI(2,Z) pour faire cette
construction, voir C. Series [S1] [S2] et R. Moeckel [Moe]. Le fait d’utiliser uniquement
un semi-groupe entraine que ’ensemble limite n’est pas R mais I U9. Cependant, le
fait que le semi-groupe soit en quelque sorte discret permet de faire le méme type de
raisonnement que dans le cas de SI(2,Z) qui lui est discret. Il faut aussi noter qu’en
général le groupe associé a T, n’est lui pas discret.

Pour z dans I, on a :

Toz ={a*(z - 1)}

1 2 2

2 . o
=a*(= —1) —ng siz est dans
(a: )—m [1+a2+n1 a2 +n,

]n1>0
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: o? a? .
On a alors si z est dans [1"'_024'_77-1’ ;2+—m], n Z 0:

o? a

T = =
Tox +n1 + a2 zg“ﬂ+ﬁo‘l+oz

Toz 0 1ff1 &
—_— =
o 1 a/|0 1

ol M - z désigne l'action de la matrice M sur le complexe z :

ni

0 1
1 a+%

Tox
= Q o —
(67

a b ~z_az+b
T ez+4d

1
0

= R

0 1
On note M, et N, les matrices L ] et [ . Si Tpx n’est pas nul, on peut
a

recommencer, on trouve :

2
2 = aM N™ M N™ . La%.

Plus généralement si pour tout k, Tz est défini, on trouve :

Tkg
T =aMNI*MoNZ? - MG NZ* - %

etz =a lim M(NJPMNZ?--- Mo N2* - 0.
k—o00

Ainsi z est entiérement déterminé par la suite des entiers (n;);>o et T, n’est rien
d’autre que le décalage de la suite (n;). Pour rendre T, bijective, on considére le
décalage sur les suites indexées par Z et non plus par N* et donc on considére le
passé 9 des points z de I.

Si y est dans &, alors on peut écrire que :

y=Jim aN;™ M NG MG - NG MG -0,

—1p7-1 — pf-ltpn-1 i
comme Ny *M;* = M;"*N; ", on a aussi :

Y= klim OCM;”N;"°M;”N;"'1 . Ma_ltNa_n_k .0,
—00

19 est donc I'ensemble limite du semi-groupe engendré par {MZ'*N;™ :n > 0},
donc @ n’est rien d’autre que l'intervalle | — 0o, —a?]. On remarque I’on peut voir I
comme ’ensemble limite du semi-groupe engendré par { M,NZ :n > 0}. On définit
alors le prolongement naturel de T, par :

T, IXP—oIx9
(@,9) = (Taz,0(5 — 1) — m(z)).
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T, est bijectif et correspond au décalage sur la suite bilatére qui détermine
entiérement le couple (z,y). Il n’est pas difficile alors de vérifier que la mesure de
Liouville sur I x @ : dv(z,y) = (:—f‘;% est invariante par T,,. En la projettant sur la
premiére coordonnée on en déduit la mesure invariante par Ty, c’est hom, en effet :

/“‘2 dy 1
e (T—9)?2 402

On peut alors continuer ’analogie avec la transformation « fraction continue» et
adapter la vision géométrique faite dans le travail de F. Dal’bo et M. Peigné qui suit.
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